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INTRODUCTION

Ce document présente la syntheése des travaux menés depuis un peu plus de quinze ans sous
I’intitulé :

« Conditions de compatibilité en mécanique des solides — Méthode de Darboux. »

Ce titre est sans doute réducteur mais il permet de situer ce travail de recherche dans le
contexte « cinématique » de la mécanique des solides déformables plutot que dans ceux de la
dynamique des solides rigides ou des lois de comportement des matériaux. Ce ne sont pas des
aspects que nous avons négligés, ils ont fait I’objet de résultats publiés en collaboration avec
plusieurs doctorants :

Bruno Deshoullieres, Frangois Isnard, Eric Lainé, Mohamed Hjiad, Céline Bouby, Karine
Champion-Réaud, Frangois Peyraut, Kossi Atchonouglo, Tony Monnet, Camélia Lerintiu,

et chercheurs :

Gérard Bézine, Jean Marie Souriau, Eugen So6s, Géry de Saxcé, W.Pietraszkiewicz, Z.-Q.
Feng, E. Baesu, S. Cleja-Tigoiu et Claude Vallée bien sir !

Les thémes concernés par ces travaux sont :

- la mécanique du contact avec frottement,

- les lois de comportement non liné€aires des matériaux élastiques, hyper-¢élastiques,
piezo-électriques, ¢lasto-plastiques anisotropes, et des matériaux standards implicites
admettant un bipotentiel,

- la dynamique de solides rigides (systémes vibratoires, identification des parametres
inertiels).

Ces articles et communications sont référencés dans I’annexe D.

Les efforts appliqués étant donnés, un probléme de mécanique des solides déformables est
assujetti a trois impératifs principaux :

- le champ de tenseur des contraintes doit satisfaire les équations de la dynamique ou
les équations de I’équilibre,

- le comportement des matériaux doit étre modé¢lis¢ par des lois judicieusement
choisies reliant le tenseur des contraintes et le tenseur des déformations,
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- le tenseur des déformations doit satisfaire les conditions de compatibilité.
Le travail présenté ici correspond a I’étude du troisiéme impératif. Bien sir, on peut se dire :
Que peut-on bien encore découvrir sur cette question ?

Le point de départ est, sans nul doute, celui d’avoir enseigné cette matiere que I’on appelle
Meécanique des Milieux Continus ou Mécanique des Milieux Déformables car a I’encontre de
mes collégues qui, lorsqu’ils passent leur habilitation ont, entre autres, un avenir dans
I’enseignement, j’ai un passé dans 1’enseignement ! Mieux comprendre des concepts, mieux
se faire comprendre, quitte a construire et enseigner sa propre méthode, ses propres
développements s’ils sont plus lisibles, s’ils permettent de résoudre plus judicieusement
certains problémes ! C’est ce que m’a apporté durant de nombreuses années le travail en
équipe avec Claude Vallée et notamment, la construction de TD inédits sur son cours de
Grandes Déformations. Il faut ici rendre un grand hommage au Mécanicien-Géometre, Jean-
Marie Souriau qui, en publiant ses deux tomes de Calcul Linéaire [SOUR 1], a donné une
légereté et une maniabilité aux calculs matriciel et tensoriel. De nombreux développements
délicats n’ont eu de formulations simples que grace a une bonne connaissance de ses
techniques de calcul.

Ainsi, naturellement, le chapitre 1 expose les conditions de compatibilit¢é en grandes
déformations. Aprés un rappel des développements classiques en petites déformations et un
exemple traité dans une base non orthonormée, I’aspect non linéaire est poursuivi tout au long
du document. A partir du tenseur de Cauchy-Green droit noté C, la décomposition polaire est
mise & profit pour faire apparaitre un champ de rotations R et la racine carrée U de C. A la
suite de cette décomposition, deux conditions de compatibilité se mettent en place, 1’'une
relative a 1’existence de la rotation, ’autre relative a I’existence du déplacement du milieu
considéré. Les non linéarités sont gérables, les conditions de compatibilité¢ sont découplées et
elles permettent, au paragraphe 5, de décliner les différentes étapes de l’intégration. La
condition relative a 1’existence de la rotation donne lieu a une vérification instructive sur la
rotation d’un solide rigide autour d’un point fixe. Puis ’exemple d’un tenseur de Cauchy
sphérique est développé.

Le chapitre 2 est 1a pour rassurer les adeptes de la géométrie riemannienne qui baignent dans
les symboles de Christoffel F:}, le tenseur de torsion T, le tenseur de courbure K, le tenseur

d’Einstein S et nous rassurer nous méme, par la méme occasion ! En effet, le chapitre 1
expose une théorie qui garde une structure matricielle treés calculatoire mais ne dit rien de la
nature des objets mis en jeu. Ce chapitre met donc en place la comparaison entre les tenseurs
de la géométrie riemannienne (méthode de Christoffel) et les objets matriciels présentés dans
la méthode développée au chapitre précédent que nous baptisons méthode de Darboux. Deux
objets matriciels B et E, dont la nullit¢ assure les deux conditions de compatibilit¢ du
probléme posé précédemment, sont comparés aux différents tenseurs de la géométrie

. . o . . . AdjU)E

riemannienne. Ainsi, le tenseur de torsion est identifi¢ avec le regroupementﬁ,
¢
AdjU)B o
tenseur de courbure avec le regroupement ﬁ et le tenseur d’Einstein avec le
¢
T

regroupement .

SIOUPEIET jerU
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La méthode de Christoffel et la méthode de Darboux sont mises en concurrence pour résoudre
le systéme aux dérivées partielles :

(6X % ox

0X  0oX

La méthode de Darboux s’en sort nettement a son avantage.
Dans le contexte de la géométrie riemannienne, en regardant le tenseur de Cauchy-Green
comme un tenseur métrique g, le paragraphe 9 présente le tenseur d’Einstein de la 3-sphére
paramétrée en coordonnées stéréographiques. Ce tenseur est non nul et sphérique. C’est une
transition pour aborder le chapitre suivant.

=C.

Le chapitre 3 est consacré a 1’é¢tude des variétés riemanniennes de dimension 3 de méme
courbure que la 3-sphére de rayon p. Nous faisons, de nouveau, la « promotion » de la
méthode de Darboux pour résoudre ce probléme dont les développements géométriques sont

intéressants. La variété est paramétrée par X',X*,X°, on établit la condition de courbure en
partant de I’expression du tenseur d’Einstein écrit en termes de B et U. Puis une étude
intermédiaire est développée dans le cas particulier ou la métrique est de la forme sphérique

4p° s . o . . s
g = ; d;; afin de caractériser la fonction scalaire A introduite. Des relations sont ¢etablies

pour préciser quels nouveaux paramétres x', x>, x> de la variété la feraient reconnaitre comme
une 3- sphere. Ces relations apparaissent sous la forme d’un systeme d’équations aux dérivées
partielles du premier ordre a intégrer pour obtenir le changement de paramétrage x(X). Nous
mettons en ceuvre la méthode de Darboux en vérifiant une succession de conditions de
compatibilité qui assure I’existence d’une rotation Q et d’un vecteur W. Le processus complet
est présenté au paragraphe 9, il précise les différentes étapes qui menent jusqu’a la
transformation x(X) pour laquelle la nouvelle métrique sera celle de la 3-sphére de rayon p
en coordonnées stéréographiques. A notre connaissance, cette démarche est inédite.

Les deux chapitres suivants nous ramenent vers des voies plus familieres, celle de la théorie
des surfaces et celle de 1’étude de la surface moyenne des coques.

Le chapitre 4 prend ses racines dans la théorie générale des surfaces de Gaston Darboux
[DAR 1] et dans D’article publi¢ en collaboration avec Claude Vallée [VAL 3] en 1996. Les
notions et propriétés connues des surfaces a partir de leurs deux formes fondamentales a et b
sont rappelées, les parametres d’un point x de la surface sont notés u, v. Une « extension » de
la décomposition polaire du chapitre 1 conduit a I’existence de deux champs de vecteurs U; et
U, (a la place de la racine carrée U de C) baptisés vecteurs de Gram et a ’existence d’un
champ de rotations (2 la place de la rotation R). Comme ’avait fait Gaston Darboux, nous
associons aux dérivées partielles de la rotation par rapport aux parameétres u et v, deux champs
de vecteurs Y, etY,baptisés encore vecteurs de Darboux. Les conditions de compatibilité

associées a I’existence de la rotation Q(u,v) et de la position x(u,v) établissent de fagon tres
synthétique ce qu’on appelle généralement les conditions de Gauss-Codazzi-Mainardi. Un
« dictionnaire » est mis en place afin de bien préciser le rapport entre les deux formes
fondamentales de la surface, les vecteurs de Gram U; et U,, les vecteurs de Darboux
Y, etY,et la normale n. Nous revisitons ainsi, le théoréme d’excellence de Gauss, et
différentes propriétés des courbures totale et moyenne. Mais surtout, nous établissons le lien
entre la seconde forme fondamentale b et les vecteurs de Gram et de Darboux, ce qui acheve
la mise en place du processus de reconstruction d’une surface a partir de ses deux formes
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fondamentales conformément au Théoréme de Bonnet (paragraphe 8). Un exemple, ou les
formes fondamentales sont sphériques, compléte cette étude.

Sous couvert de la méthode exposée au chapitre précédent, le chapitre 5 est consacré au
probléeme de Plateau qui étudie les surfaces minimales. Minimiser 1’aire d’une surface S, dont
le contour 7 est donné, revient a minimiser 1’intégrale :

A(S) = j L VEG-F dudv

ot EG-F est le déterminant de la premiére forme fondamentale. Le premier avantage de
I’utilisation des vecteurs de Gram est de remplacer D'intégrale précédente par une
fonctionnelle linéaire en U; et U,

A(S) =”S (U,xU,)-e,dudv

ou e, est un vecteur unitaire et ou la croix x représente le produit vectoriel et le point le
produit scalaire.

Une technique de commande optimale, similaire a celle employée en robotique, permet
d’associer au systéme primal (ici les équations de Gauss-Codazzi-Mainardi) un systéme
adjoint (ou dual) satisfait par deux multiplicateurs de Lagrange vectoriels A et p (ou variables
adjointes). Ce systeme aux dérivées partielles dual est soumis a son tour a des conditions
d’intégrabilité de Frobenius qui conduisent a retrouver la condition découverte par Jean-
Baptiste Meusnier : les surfaces minimales ont une courbure moyenne nulle. Un processus de
construction d’une surface minimale est décliné au paragraphe 8. Des quatre équations aux
dérivées partielles constituant le systeme adjoint, nous dégageons des équations satisfaites par
m=Qu. Alors, la surface d’équations paramétriques m(u,v) apparait comme une surface
minimale §’ que nous appelons surface sceur de la surface S. Les surfaces sceurs ont méme
premiere forme fondamentale mais leurs secondes formes fondamentales sont différentes.
Apres avoir énoncé des propriétés spécifiques des surfaces sceurs, deux exemples sont
développés.

Le dernier chapitre se présente sous la forme d’un projet d’article. Il établit la cohérence entre
les équations de compatibilité d’une coque 3D et les conditions de compatibilité¢ 2D de sa

surface moyenne S. Un point de la coque 3D est paramétré par y',y>,x’ (notés X', X*, X* au
chapitre 1), la surface moyenne est paramétrée par x',x’(notés u et v au chapitre 4). La
relation @(y,x’) =0(y)+x’a,(y) établit la correspondance entre un point de la surface
moyenne et un point de la coque, le champ de vecteurs a,(y)représentant la normale a la

surface (noté n au chapitre 4).
Une factorisation de g, , partiec 2x2 de la metrique g;;de la coque, est construite. Cette

factorisation met en jeu les deux formes fondamentales de la surface moyenne. Plus
précisément g, se factorise de la maniére suivante :

gaﬁ = (Vu)i Spv (Vu)[\},
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ou u représente la racine carrée de la premiere fondamentale a et ou le groupement vu

correspond a
_ 3 0 -1 Yll Yzl
vu=u-—Xx .
Loy v

Les composantes de la métrique de la coque se factorisent alors sous la forme :

g~ (U)}( Ske(U)f
avece

qui, en général, n’est pas symétrique.
Nous sommes alors en mesure de construire A a partir de la formule :

A= ,L{U[Rot(UT)]U —MU}
détu 2

du chapitre 1. Il prend la forme surprenante

Y Y, 0
A=Y Y] 0
Y Y, 0

On peut alors facilement conclure a I’équivalence entre les conditions de Gauss-Codazzi-
Mainardi
0,Y,-0,Y,-Y, xY,=0

sur la surface moyenne, et I’annulation du tenseur de courbure de Riemann-Christoffel

Rot(A")+AdjA =0
dans la coque.
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Chapitre 1

CONDITIONS DE COMPATIBILITE EN GRANDES DEFORMATIONS
— METHODE DE DARBOUX

1- Introduction

Le titre de ce chapitre évoque un probléme qui peut paraitre académique pour les mécaniciens
qui ont tous croisés, dans leurs études ou dans leurs parcours d’ingénieurs, le traitement des
conditions de compatibilité. Mais ce probléme peut encore donner lieu a des développements
intéressants, surtout lorsque 1’on ne veut pas se limiter aux petites déformations et linéariser le
probléme.

2- Historique et présentation des travaux sur les conditions de compatibilité
dans le cadre de la mécanique des milieux continus

Cette premiere partie concerne un travail initié, en 1992, par Claude Vallée [VAL 1]. C’est le
point de départ d’une méthodologie originale concernant l’intégration du systeme aux
dérivées partielles testant si un champ C prescrit a I’avance est un tenseur de déformation de
Cauchy-Green droit.

Soit X un point d’un milieu continu D simplement connexe dont les trois coordonnées (dites

variables de Lagrange) sont notées (X',X*,X?). Une fois le milieu déformé, le point X a pris
une nouvelle position x dont les coordonnées sont les variables d’Euler (x',x*,x*) . Le tenseur
de déformation de Cauchy-Green droit du milieu est défini par :

ox' ox’
a?&jm =C,(X) (2.1)

ou nous avons not¢ J,;les coefficients de la métrique de ’espace tridimensionnel.

Lorsque l’intérét se porte sur une possibilité d’intégrer le systéme aux dérivées partielles
(2.1), le tenseur C étant prescrit, une question préalable est de comprendre sous quelles
conditions un tenseur symétrique défini positif donné C(X) peut étre un tenseur de
déformation de Cauchy-Green droit ? La réponse a cette question est dite condition de
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compatibilité. Dans le cadre des petites déformations, il est relativement simple d’établir une
méthode détectant les tenseurs qui sont des tenseurs de déformations puis d’effectuer les
intégrations qui permettent de remonter a la transformation x(X). Un bref rappel est fait dans
ce sens au paragraphe 3.

Est-il imaginable qu’une méthode respectant des régles similaires puisse se mettre en place
dans le cadre non linéaire des grandes déformations ? La technique trés prometteuse, établie
par Claude Vallée est basée sur 1’utilisation de la racine carrée U(X) (choisie symétrique et
défini-positive) de C(X). Elle met en ceuvre la décomposition polaire

ox
- R(X)U(X)

classiquement enseignée en mécanique des milieux continus [VAL 2], [COI 1], qui exprime
le gradient de déformation comme le produit d’une rotation R(X) par U(X) dit tenseur des
déformations pures gauche.

Ce point est présenté¢ au paragraphe 4, il fait partie d’'un enseignement de Maitrise de
Meécanique a I’Université de Poitiers depuis 1996. De nombreux exemples ont été¢ mis au
point dans ce cadre, ils montrent que les méthodes visant a déterminer la transformation x(X)
débouchent sur une intégration effective. Le paragraphe 6 concerne une résolution en petites
deéformations. Une vérification des conditions de compatibilité satisfaites par la rotation d’un
solide rigide est présentée au paragraphe 7. Le cas d’un tenseur de Cauchy-Green sphérique
est résolu au paragraphe 8.

3- Notations et rappel des conditions de compatibilité en petites
déformations

Le vecteur déplacement est noté¢ u(X). Le tenseur de déformation linéarisé¢ est noté e, il

\ . e ) ou ,
correspond a la partie symétrique du tenseur gradient % du vecteur déplacement :

1 _ou

=5l (—) ] .1

NG/ I . du
ol (—)" désigne la transposée de — .
0X o0X
La partie antisymétrique, appelée tenseur de taux de rotation, est notée o :

1. ou  Ou. g
E[a_x_(_) 1.

La somme de € et o restitue le tenseur gradient du vecteur déplacement
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3-1 Existence du déplacement u(X)
Au cours des développements ultérieurs, nous utiliserons la notation condensée « dL» pour
désigner la variation en X d’un champ différentiable L dans la direction h a la place de la

notation de Fréchet DL(X)h. Avec cette notation, il est cohérent de regarder le vecteur
constant h comme la variation dX de X. Ainsi la variation de u s’écrira-t-elle sous la forme:

du
du=——dX =(¢+0)dX. 3.1.1
u=-x (e + ) G.1.1)

Lorsque 1’on se donne le tenseur de déformation & symétrique, le tenseur antisymétrique o est
inconnu. Sa variationdw, elle-méme antisymétrique, est obligatoirement de la forme j(V) ou

V est un vecteur. Cette derniere notation est associée au produit vectoriel par la formule
JIVIW=VAW

valable pour tout vecteur W (Annexe A, A-1-2). Dans ce cas particulier, le vecteur V dépend

linéairement de dX et est donc I’image du vecteur constant dX par une application linéaire

notée A. Ainsi:

do = j(AdX). (3.1.2)

Si ’on veut que le systéme aux dérivées partielles (3.1.1) soit intégrable, il faut imposer la
symeétrie des dérivées secondes du vecteur déplacement. Avec nos notations, il vient :

Sdu — ddu = (8edX — de 5X) + J(ASX)dX — j(AdX)8X =0 (3.1.3)

Utilisons les propriétés du rotationnel généralisé et de la trace présentées dans I’Annexe B (B-
4-2) et dans I’Annexe A (A-7-3) :

Se dX —dedX = (Rotg)" (8X A dX)
J(ASX)dX — j(AAX)SX =[(trA)I - (A)" (X A dX).

Reportons ces deux expressions dans la relation (3.1.3) et oublions le vecteur
constant X A dX, nous obtenons une équation linéaire

A —(trA)I =Rote
qui permet de déterminer A.

En prenant la trace de cette équation, nous pouvons montrer que la trace de A est nulle et
ensuite exprimer A en fonction de Roteg :

G.14)

En effet, lorsque I’on applique la formule B-5-6 de I’Annexe B

tr(RotB) = div[j ' (B" - B)]
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au cas ou le champ d’application linéaire B est le champ symétrique €, on conclue a la nullité
de la trace de Rote et donc a celle de A.

3-2 Existence du tenseur taux de rotation ®(X)

La condition de compatibilité (3.1.4) assure la symétrie des dérivées secondes du vecteur
déplacement u. Elle permet de déterminer A connaissant €. Il faut maintenant s’assurer de
I’intégrabilité du systéme aux dérivées partielles :
do = j(AdX) (3.1.2)
Cette intégrabilité exige la symétrie des dérivées secondes de o :
Sdw —ddw = j(SAdX — dASX) = ji(Rot(A™))" (6X AdX)]=0
ou nous avons utilisé la propriété B-4-2 de 1’ Annexe B.

L’existence de o est donc tributaire de la condition de compatibilité :

Rot(A") =0 (3.2.1)

1
3-3 Intégrabilité de _[6_u + (@)T] =¢ ou le tenseur symétrique € est donné
20X 0o0X

L’intégrabilité du systeme aux dérivées partielles (3.1.1) nous a conduit a construire A en
fonction de € par (3.1.4) et a satisfaire la condition de compatibilité (3.2.1). Ainsi, pour un ¢
donné, nous devrons construire :

A =Rote
puis vérifier que :

Rot(A")=0.

Ces deux étapes assurent a la fois I’intégrabilité de

do = j(AdX)
et celle de
ou
— =+ ®.
oX

Remarque 3.1 : L’habitude en mécanique des milieux continus est de combiner les deux
relations en une seule, appelée conditions de Saint Venant [SOL 1]

Rot((Rote)" ) =0 (3.3.1)
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relation plus reconnaissable sous sa forme indicielle

0,0,&; —0,0;8,; +0,0,€,,—0,0;g;, =0

@i

c

ou 0, désigne la dérivée partielle par rapport a la i°™ coordonnée de Lagrange X'.

Remarque 3.2 : La considération directe des conditions de Saint Venant satisfaites par le
tenseur € n’est pas souhaitable. Il est beaucoup plus constructif, surtout lorsque [’on effectue
les intégrations, de conserver le découplage en deux étapes. La méthode est alors la
suivante : intégrer do = j(AdX) connaissant A, ajouter @ a ¢ afin de connaitre le gradient du

déplacement puis, par une derniere intégration, trouver la nouvelle position de X apres
déformation :

x=X+u(X).
C’est ’esprit de cette démarche que nous allons poursuivre afin d’établir les conditions
de compatibilité en grandes déformations.
4- Conditions de compatibilité en grandes déformations

Intéressons-nous maintenant a un tenseur C(X) symétrique défini-positif et cherchons s’il peut
étre un tenseur de déformations de Cauchy-Green tel que

ox' ox’

X ijW:CkK(X)' (2.1

Notons U(X) la racine carrée de C(X) (choisie symétrique et définie positive) et U~ son
inverse. La relation précédente prend la forme matricielle :

OX . 1,0X, -0
(G_X) (a—X)—U

et peut se transformer en
OX . 1, 0X -
—U —U)=1.
( X ) ( X )

Cette factorisation nous permet d’affirmer qu’il existe un champ de rotations R dépendant de
la variable X tel que :

—~U"'=R.
oX

Ainsi, nous retrouvons la décomposition polaire a droite du gradient de déformation :

ox

—=RU.
oX
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Remarquons que cette décomposition en produit dans le cas non-linéaire correspond a la
décomposition en somme dans le cas linéaire :

Cette démarche remplace le systéme aux dérivées partielles du second ordre initialement posé
par le systéme aux dérivées partielles du premier ordre suivant :

Résoudre le systéme aux dérivées partielles dx = RUdX ou la rotation R(X) est inconnue.
Les deux questions clés du cas linéaire

- les dérivées secondes du vecteur déplacement sont-elles symétriques ?
- le tenseur taux de rotation o existe-t-il ?

deviennent :

- les dérivées secondes de x sont elles symétriques ?
- larotation R existe-t-elle ?

4-1 Condition d’existence de la rotation R
Jusqu'a présent, nous n’avons pas insisté sur la propriété
R'R =1
de la rotation R.
En dynamique du solide rigide, la situation est analogue avec une rotation R qui dépend du

parametre temps. Par dérivation par rapport au temps, il s’en suit une propriété d’antisymétrie
qui justifie 'introduction du vecteur rotation instantanée. Dans le cadre de la mécanique des

milieux continus, la rotation R dépend de trois paramétres X', X*,X*. Mais, pour la méme
raison, nous obtenons par dérivation

dR'R+R"dR =0.
Cette égalité implique I’antisymétrie de R'dR , en effet :
(R'dR)" =dR'R =-R"dR .
Il existe donc un vecteur V dépendant linéairement de dX tel que :
R'dR = j(V).

Nous pouvons poser V=AdX en introduisant un champ d’applications linéaires A. La
relation précédente devient :
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R'dR = j(AdX).
Le systéme aux dérivées partielles
dR =Rj(AdX)

sera intégrable si les dérivées secondes de R sont symétriques. Notons 60X une deuxiéme
variation de la variable de Lagrange X et calculons la variation de dR lorsque X varie de 6X
(seconde variation de R) :

ddR =0R j(AdX) + R j(6AdX) = R[j(ASX)j(AdX) — j(6AdX)] 4.1.1)
Echangeons d et 8, puis effectuons la différence, cette différence doit étre nulle :
ddR —déR = R[j(ASX)j(AdX) — j(AdX)j(ASX) + j(dASX — 5AdX)] =0 4.1.2)
Les propriétés (A-7-2) et (B-4-2) des Annexes A et B
J(ASX)j(AdX) — J(AX)j(ASX) = J(ASX A AdX) = jI(AJA)" (8X A dX)]
dASX —SAdX = (Rot(A"))" (X A dX)

permettent de simplifier la formule (4.1.2). L’identification a zéro du vecteur sous le symbole
j puis ’oubli du vecteur 6X A dX, aboutissent au résultat suivant :

Rot(A") + AdjA =0 (4.1.3)

Ce sont les équations de compatibilité qui assurent 1’existence de la rotation R. La non
linéarité porte sur le terme AdjA . Nous pouvons constater que I’équivalent linéaire de la

condition de compatibilité¢ (4.1.3) assurant I’existence du tenseurw est la condition de
compatibilité (3.2.2) ou le terme non lin€aire AdjA est absent.

Nous devons aborder maintenant le deuxiéme volet de la démarche proposée :

Les dérivées secondes de x sont elles symétriques ?

4-2 Condition pour que le systeme dx = RUdX soit intégrable

De nouveau I’idée directrice est d’imposer la symétrie des dérivées secondes de x afin que RU
soit effectivement la dérivée par rapport a X de x. Effectuons sur le systeme

dx = RUdX
une deuxiéme variation notée o

§(dx) = SRUAX + RSUAX = R[j(ASX)UdX + 8UdX].
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Echangeons d et 8, puis effectuons la différence afin de I’annuler :

ddx — ddéx = R[j(ASX)UdX — j(AdX)UdX + 6UdX — dUSX]
Le terme dUdX —dUdX est facilement identifiable car :

3UdX — dUSX = (Rot U)" (5X A dX)

si U est symétrique.
Examinons le terme j(ASX)UdX — j(AdX)UdX en utilisant les notions de trace (Annexe A,

Définition 2) et d’adjuguée (Annexe A, Définition 6).

J(ASX)UdX — j(AdX)USX = (ASX) A (UdX) + (USX) A (AdX)
=(AU'USX) A (UdX) + (USX) A (AU UdX)
= tr(AU 7 )((USX) A (UdX)) — (AU )" ((USX) A (UdX))
=[tr(AU I - (AU )" ((USX) A (UdX))
=[tr(AU I - (AU (AdjU)" (86X A dX)
= (détU)[tr(AU I - (AU (U™ (8X A dX)

La symétrie des dérivées secondes de x se traduit donc par :
(RotU)" + (détU)[tr(AU YU —(U'AU ) ]1=0 4.2.1)
ou encore
(AdjU)[AU™" — tr(AU )I] =RotU (4.2.2)

Nous désirons déterminer A a partir de I’équation linéaire (4.2.2). A cet effet, nous en prenons
la trace apres multiplication a gauche par U

tr(URotU) = —2(détU)tr(AU™).

11 vient
1

2(détU)

tr(AU™") =— tr(URotU),

ce qui nous permet de déduire de la condition de compatibilité (4.2.2) une expression explicite
de A en fonction de U et de son rotationnel :

1 tr(URotU)

A =—U(RotU)U - U] (4.2.3)
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4-3 Bilan des conditions de compatibilité obtenues

La condition d’intégrabilité du systéme aux dérivées partielles

ox' ox’

1 2 3
an ij aX/ :Ckf(X ’X ’X )

est que le champ d’applications linéaires A, construit a I’aide la formule,

u(URtD) (5, 4.2.3)

A= ,;[U(RotU)U -
détu

(ou U est la racine carrée choisie symétrique et défini-positive de C)

satisfasse a :

Rot(A") + AdjA =0 (4.1.3)

Remarque 4.1 : Si, nous n’avions pas exigé la symétrie de U, [SOUC 1], [SOUC 2], la
condition de compatibilité (4.1.3) aurait été inchangée, seule [’expression (4.2.3) de A aurait

été modifiée en remplagant RotU parRot(U"), c'est-a-dire :

1 T tr(URot(U"))
A=——I [URot(U )U—-———=U 4.3.1
0 [URot(U")) 2 ] (4.3.1)
La relation (4 .2.1) s’écrirait
[Rot(U") + (détU)(tr(AU HU ' = U AU H]" =0. (4.2.1°)

Remarque 4.2 : En linéarisant les conditions de compatibilité du cas non linéaire retrouve-t-
on les conditions de compatibilité du cas linéaire ?
En se limitant au premier ordre, il vient successivement :
C=1I+2e
U=I+eg, détU =1+tre
RotU = Rote
URotU = Rote
tr(URotU) = tr(Rote) =0

U(RotU)U = Rote.

,;U(RotU)U = Rote
deétU
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A = Rote
AdjA =0.

Nous constatons bien la concordance avec les conditions de compatibilité établies dans le cas
linéaire puisque :

et |Rot(A")=0

Remarque 4.3 : Si nous regardons C(X) comme [’expression de la métrique dans les
coordonnées curvilignes X', X*,X°, les conditions de compatibilit¢ dégagées aux

paragraphes 4-1 et 4-2 sont a mettre en relation avec [’annulation des tenseurs de torsion et
de courbure de [’espace euclidien tridimensionnel. Il faut remarquer que tous nos calculs se
déroulent sans jamais faire appel aux coefficients de Christoffel. C’est un des principaux
atouts du développement présenté. Il fait aussi pressentir une démarche constructive en
géométrie riemannienne, rendant de la faisabilité a des résolutions parfois inextricables si
[’on s obstine a utiliser les coefficients de Christoffel. Le lien sera précisé au chapitre 2.

5- Résumé des différentes étapes de I’intégration du systeme (2.1)

Etape 1 : Calculer U, solution de : U}8, .Ul =C,,.

T
Etape 2 : Calculer : A = ,;[URot(UT)U _ tr(URot(U))
detu 2

U].

Etape 3 : Vérifier que A satisfasse a : Rot(A") + AdjA =0.

Etape 4 : Intégrer le systéme dR = Rj(AdX).

Etape 5 : Intégrer le systémeg—; =RU.

Quelles sont les difficultés qui peuvent survenir lors du développement de ces étapes ?

Etape 1

Il n’y a pas de souci pour trouver U si on connait une base dans laquelle C est diagonale.
Sinon, trouver la racine carrée de C peut amener a quelques difficultés de calculs [HOG 1].
Cette question a été traitée dans les articles [BOU 1], [VAL 4]. Le Théoreme de Cayley-
Hamilton fournit une relation entre C et U

(trtU)* —trC

C+
( 2

DU = (trU)C + (détC)' 1

qui permettrait de calculer U si on connaissait le scalaire tr U. Il se trouve que tr U est la plus
grande racine du polynéme du quatrieme degré :
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v —2(trC)y” — 8(détC)" 2y + 2tr(C?) — (rC)* = 0.

Etape 4
C’est de loin la plus délicate. Nous appliquons une méthode d’intégration constructive due a
G. Frobenius et revisitée par J. Dieudonné [DIE 1]. Elle consiste a joindre un point X, pris

comme référence au point X par une droite paramétrée sous la forme
X, =X, +MX-X,) (5.1)

ou le parametre A balaye I’intervalle [0,1]. Le systéme aux dérivées partielles est remplacé par
un systeme différentiel ordinaire en A plus facile a résoudre (paragraphe 8). La solution R(X)
est obtenue en attribuant la valeur 1 au parametre A dans la solution du systéme différentiel
ordinaire.

Etape 5
Elle est plus aisée que 1’étape 4 car, dans le systémeg—;( =RU, le second membre ne dépend

pas de x lui-méme. Dans ce cas simple la méthode de Frobenius conduit a 1’expression
intégrale

1
x(X)=x(X,)+ jR(XO +AMX =X NDUX, + (X=X, DX -X,)dA
0
Nous allons maintenant consacrer les trois paragraphes qui suivent au traitement de différents

exemples :

- le cas ou le tenseur ¢ est sphérique en petites déformations.

- la vérification de la formule Rot(A")+ AdjA =0 lorsque A provient de la variation
de la rotation d’un solide rigide autour d’un point fixe.

- le cas ou le tenseur C est sphérique en grandes déformations.
6- Recherche du déplacement lorsque le tenseur de petites déformations est
sphérique
En fait, notre méthode est valable méme lorsque les coordonnées sont associées a une base

non orthonormée. Pour I’illustrer, essayons de trouver le vecteur déplacement lorsque les
composantes du tenseur de déformation lin€aris¢ sont de la forme :

&; =(X‘(X15X25X3)gij

ou les g;;sont les composantes (constantes) de la métrique de ’espace et a une fonction des
coordonnées du point X. Il faut donc résoudre le systéme d’équations aux dérivées partielles :
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( =&
2 aXJ 8X !

ou les u, sont les composantes covariantes du déplacement du point X.

Pour y parvenir, nous commengons par assurer 1’existence du tenseur de taux de rotation ®
dont les composantes covariantes sont :

_ ( auj)
=y aXJ ox’’

La somme de € et  reconstituera le tenseur gradient du déplacement

6)(J__8 +(D

6-1 Construction de la matrice A et de sa transposée

La matrice A se calcule a partir de € grace a la condition de compatibilité
A =Rote.

En utilisant I’expression tensorielle (B-4-1) du rotationnel généralisé de & présentée dans
I’annexe B, nous obtenons

68i Oe

_ -kin nj
x " ax

AT =(R0t8)3( =n gnl =nkh gnja(’,‘(x"

ou les ''* désignent les composantes contravariantes du produit mixte (Annexe A, A-1-1).
Les composantes mixtes de la transposée de A

(AT)1Tn = gmjA}( Eii
sont :
(AHP=g"(A) g, =g™gm " "g,;0,0=1"""g, (g g;,) 0,0

et finalement :

(AT) i= lem g,;0,0|
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6-2 Condition de compatibilité satisfaite par A

Explicitons maintenant la condition de compatibilit¢ que doit satisfaire A afin d’assurer
I’intégrabilité de

- Ou.
l(ﬁﬁ- J

2 (x0T ax) T8

I1 faut imposer la condition
Rot(A")=0.

Nous réitérons donc un calcul similaire au calcul précédent de Rote pour calculer le
rotationnel de A "

T\m
[(Rot(A)]=n""g,., a((;qu)i =n""g,.Mn""g,0,0,0=n""n", 0,0,0=g"M""n,, 9,00

Pour simplifier cette expression, utilisons la propriété A-1-1 du produit mixte (Annexe A)
nhqr Nije = 8!’ 8;‘ - o/ 8? )
La condition de compatibilité se traduit donc, en composantes mixtes, par :
gl (& o} — o] 8? )0,0,0.=0,
équation que nous pouvons tout aussi bien écrire :
aj(gj[ aﬂ)&h _ai(gh[ 0,0)=0
Le vecteur V de composantes
vh = gh ‘ 8,0

satisfait donc a :
0,(VH3 -o.V" =0,

ce qui n’est possible que si :

c'est-a-dire :
ht
g 0,0,0=0.

Comme la matrice de coefficients g"’ est inversible, cela implique que toutes les dérivées
secondes de la fonction o soient nulles. Il existe donc 4 constantes, que nous
noterons @,,®,,¢;,c, telles que :
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aX, X, X)) =X +0,X* + 9, X’ +c|.

La conclusion de cette ¢tude est que les seuls tenseurs & de petites déformations qui soient
proportionnels au tenseur métrique sont de la forme:

& :((Pka +C)gij'

Sous cette hypothése, nous sommes assurés que le déplacement u(X) du point X vers x existe.
La détermination de u s’effectue en ajoutant au tenseur des petites déformations g;; le tenseur

taux de rotation ®,; puis en intégrant le systeme aux dérivées partielles :

i
o =g+ ;.

Cette intégration s’effectuera en deux étapes :

- connaissant A, intégrer do = j(AdX)

) ., ou.
- connaissant @, intégrer—+-=¢.. + ®, ..
ox' M Y

6-3 Expression covariante de do = j(AdX)

Dans un premier temps, développons en composantes cette égalité matricielle
(dw), =d(,) = S%dxh .
D’apres la définition 5 de I’ Annexe A:
[i(AdX)], =g"n,;(AdX)" =g'n, ;A dX".
Apreés simplification pardX", I’identification des deux expressions conduit a :
0,0 =g, A,

Nous retiendrons 1’expression des dérivées partielles de @ en version trois fois covariantes

v
0,0 =My Ay |
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6- Recherche du déplacement lorsque le tenseur de petites déformations est spherique

6-4 Intégration de do = j(AdX)

Intégrons le systéme d’équations aux dérivées partielles
OOy =My A,
sachant que les A sont constants et s’expriment en fonction des 3 constantes ¢,
A= g0 0,
L’intégration de
3,0 =My N 8o @,

ne présente pas de difficulté particuliere car, d’aprés I’Annexe A (A-1-1):

MM =887 -8 8}
Le second membre se transforme en
MNoki n'"" Cun @y = (8,0 =8, 8/) 81 @n =8in O — s @5
Les composantes covariantes du tenseur o prennent la forme :

O = (8, O, — Lip, P )Xh =0 X; — ;X

a un tenseur taux de rotation constant pres.

6-5 Champ de déplacement

Il reste a intégrer le systéme aux dérivées partielles
O U, =& + O,
avec
&, = (0 X' +0)g, et o, =X, —0,X,.

c'est-a-dire :
o, = ((Pj X' +o) g + o X —9,X, .

L’intégration s’effectue facilement si nous nous souvenons de quelques propriétés simples du
produit scalaire.
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X, =g, X" donc: 0, X, =g,
N7 2 2 i
g(X,X) =g, XX =|[X|" donc: 0, (|X|") =2g X' =2X,
Les regroupements suivants sont alors possibles
- - 1 2
O u; = ((Pj X +¢)0,X; +[0, ((Pj X' +0)IX; _E(piak (”X” ).

L’intégration donnant les composantes du déplacement devient évidente. A un déplacement
de solide rigide prées, il vient :

- 1 2
()= (9, X +9) X, ~ 20X
ou bien, en composantes contravariantes :
i j i 1 ij 2
w(X) = (9, X' +0)X ~ g |X]|

Le vecteur déplacement du point X est donc de la forme :

u(X)=cX +g(<pT,X)X—1||X||2<pT - cX+l[21 ®X—T—I)]||X||2(pT
2 27 x| X

ol I’on anoté ¢ le vecteur de composantes contravariantes g'o;.

7- Rotation d’un solide rigide autour d’un point fixe

Notre objectif ici est de vérifier que la rotation d’un solide rigide autour d’un point fixe
satisfait bien la condition requise au paragraphe 4-1 quel que soit le paramétrage choisi pour
représenter cette rotation. La tradition en Mécanique Générale est de décomposer la rotation
en un produit de trois rotations simples qui sont celles d’un systéme gyroscopique ([LAM 1]
et [DUC 1]). A titre d’exemple nous noterons R la rotation et la paramétrerons par les angles

d’Euler. Nous construirons A telle que :
dR =Rj(AdX)
puis, nous vérifierons que A satisfait bien a :
Rot(A") + AdjA =0.
C’est la condition de compatibilité pour que R soit effectivement une rotation.

Auparavant, deux paragraphes vont rappeler certaines propriétés des rotations.
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7- Rotation d’un solide rigide autour d’un point fixe

7-1 Rotation d’angle a autour d’un axe de vecteur directeur v, formule de Gibbs et
forme exponentielle

Une rotation d’angle a autour d’un axe de vecteur unitaire v peut s’exprimer matriciellement
par la formule de Gibbs [GIB 1]

R(a,v)=cosal+sinaj(v)+(1-cosa)v®v'.

Une autre forme intéressante est la représentation par [’exponentielle de la matrice
antisymétrique oj(v) [SOUR 1]. En effet, la série convergente

exp(e(v)) =1+ j(¥)+ TP+ OF + et O+ (7LD

peut se simplifier en remarquant que les puissances de j(v) satisfont les propriétés A-7-2
évoquées dans I’annexe A :

P =vev' -1

[T ==i(v)
W' =-(v®v' -1

et ainsi de suite.
Ces relations nous permettent d’exprimer le développement en série de 1’exponentielle

comme une combinaison linéaire de I, j(v) et v v’

2 4 4
a 3 5 a o(‘6

. a o’ o . o’ T
exp(og(v))=(1—7!+T!—....)I+(0L—§+§+ ..... )](V)-l-(?!—T!-FE—....)(V@V ).

Les trois factorisations mettent en évidence coso pour la premiere série, sino pour la
deuxieéme série et 1 —cosa pour la dernicre série, d’ou le résultat annoncé.

Par ailleurs, en dérivant chaque terme du développement en série (7.1.1) de 1’exponentielle,
nous pouvons calculer facilement la dérivée d’une rotation par rapport a son angle:

aa[expmj(v))]:j(v>+a[j(v)]2+%[j(v>]3+ ..... T e

! (n-1)!
B . of Lol o™ .
=1 000+ S TP ST et BT 40350)

= [exp(aj(V)]j(V).

soit
0, R(a,v) =R(a,v)j(v).
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7-2 Expression d’une rotation autour d’un point fixe

Choisissons une origine O et une base orthonormée directe (Xx,,y,,z,) dans 1’espace

tridimensionnel. La rotation R d’un solide rigide autour du point O généralement présentée
lors de I’étude d’un systéme gyroscopique est paramétrée par les 3 angles d’Euler (y,0,0).
Ces angles sont associés aux trois rotations simples

R(y.z,), R(6,u), R(¢,2),

la premiere d’angle y autour dez,, la deuxieme d’angle 0 autour de u=R(y,z,)x, et la
troisieme d’angle ¢ autour de z=R(0,u)z,.
La rotation R est alors le produit des trois rotations

R =R(,2)R(0,1)R(y,z,)
dans cet ordre, ou bien encore, sous forme exponentielle
R = exp[¢ j(z)]exp[6 j(w)]exp[y j(z,)] (7.2.1)
Présentons ici une expression de R due a J. M. Souriau [SOUR 1], plus judicieuse, aussi bien
dans notre perspective d’effectuer des dérivations par rapport aux angles, que dans son

utilisation lors d’une programmation informatique.

Propriété : La formule (7.2.1) caractérisant la rotation R admet une décomposition en
produit de trois rotations autour d’axes fixes

R = exp[¢ j(z)]exp[0 j(w)]exp[y j(z,)] = exp[y j(z,)]exp[6 j(x,)]exp[¢ j(z,)]-
La démonstration s’appuie sur les deux propriétés suivantes satisfaites par toute rotation €
j(Qv) = Qj(v)Q" (Annexe A, A-8-8)
exp(QBQ") = Q(expB)Q’
Cette deuxieéme relation se déduit facilement de la propriété:
pour n’importe quel entier n, (QBQ")" = QB"Q'
en ’appliquant a chaque terme du développement en série de I’exponentielle.

Transformons, tout d’abord, le terme exp[¢ j(z)] de la formule (7.2.1)

exp[j(2)] = exp[¢ j(R(0,u)z,)]
= exp[R(0,u) ¢ j(z,)(R(6,1))" ]=R(0,u)exp[@j(z,)]R(-6,u)
= exp[0 j((w)]exp[@ j(z,)]exp[-Oj(u)].
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7- Rotation d’un solide rigide autour d’un point fixe

Reportons ce résultat dans le développement de la rotation R

R =exp[0 j(w)]exp[¢ j(z,)]exp[-0 j(u)]exp[6 j(u)]exp[y j(z,)]
=exp[0 j(w)]exp[j(z,)]exp[y j(z,)] = exp[0 j(w)]exp[(¢ + ) j(z,)]
= exp[0 j(w)]exp[y j(zy)]exp[@ j(z,)]-

Transformons maintenant le terme exp[0 j(u)]
exp[0 j(u)] = exp[0 j(R(y,z,)x,)]= exp[y j(z,)]exp[0 j(x,)]exp[-y j(z,)].
Reportons de nouveau cette expression dans le développement de R

R =exp[0 j(w)]exply j(z,)]exp[¢ j(z,)]
= exp[y j(z,)]exp[6 j(x,)]exp[—v j(z,)]exp[w j(z,)]exp[¢ j(z,)]
=exply j(z,)]exp[0 j(x,)]exp[@ j(z,)]

ce qui est le résultat annoncé que 1’on peut aussi écrire :

R =R(y,2,)R(6,%x,)R(¢,2,)|

Nous pouvons mesurer combien cette nouvelle représentation de R est intéressante lors d’une
dérivation puisque les vecteurs x, et z,sont indépendants des trois angles d’Euler.

7-3 Construction de A

Regroupons les trois angles d’Euler ,0,¢ en un vecteur colonne noté X. Nous pouvons
construire les trois colonnes de la représentation matricielle de A dans la base (x,,y,,z,)
partir de la définition

dR =Rj(AdX)
ou dX est le vecteur de composantes dy,d6,de.

Il vient successivement :
a(pR = R(W,ZO)R(G,XO)amR((p,ZO) = R(\V,ZO)R(O,XO)R((p,ZO)j(ZO) = Rj(zo)

0oR =R(y,2,)0,R(0,x,)R(0,2,) = R(W,2,)R(6,%,)j(Xx,)R(¢,2,)
=R(y,2))R(0,x)R(9,2))[R(=9,2,) j(x))R(9,2,)] = Rj[R(—9,2,)X,]

awR = aw [R(W,2()IR(0,x,)R(9,2,) = R(y,7,)j(z,)R(0,x)R(9,7,)
=R(y,2,)R(0,x,)R(9,2,)[[R(6,x,)R (o, Zo)]T 1(zy)R(6,%,)R(9,2,)]
= Rj[(R(8,%,)R(9,7,))" 2,].
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Ces trois dérivées partielles permettent la formation de dR
dR =Rj[R(-0,z,)R(-0,%x,)z,dy + R(-0,z,)x,d0 + z,do].
Nous en déduisons la représentation matricielle de A
A= [R(—(p,zo)R(—e, X0)Z, R(=9,z,)X, ZO]
c'est-a-dire, une fois effectué le calcul des colonnes :

sinpsin® cosp O
A =|cospsin® —singp O0].
cos0 0 1

7-4 Construction de Adj A et de Rot A"

On peut construire I’adjuguée de A par la formule A-8-10 de I’ Annexe A

2 2
AdiA = A” — (trA)A + (TA) ;tr(A 1.

Elle conduit a :

—sin @ —CcosQ 0
AdjA =|—cospsin® sinOsin@ 0

singpcosO® cosBcose —sin0

Construire le Rotationnel de A" revient a calculer le rotationnel des colonnes de
A" conformément a la généralisation du rotationnel d’un vecteur, il vient successivement :

sin @sin 0 | sin @
rot| cos¢ |=| cos@sin®
0 | |—sinpcosO
cosesin®] [ cose
rot| —sin@ |=| —sin@sinO
0 | [—cosgcosO
cosO 0
rotf 0 |=| O
1 sin®
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8- Recherche du déplacement dans le cas ou C est sphérique

Nous obtenons Rot(A")en rassemblant les trois rotationnels :

sin ¢ cos P 0
Rot(A")=| cospsin® —sin@sing 0

—sinpcos® —cosOcose sinb

Nous vérifions effectivement que Rot(A")et AdjA sont opposés.
Cet exemple illustre la propriété suivante des rotations (4.1.3) :
Pour toute rotation R (X', X* X°), ’application linéaire A définie par:

dR = Rj(AdX),
satisfait a :
Rot(AT) +AdjA =0.

8- Recherche du déplacement dans le cas ou C est sphérique

Nous allons résoudre le systéme aux dérivées partielles (2.1), par la méthode exposée au
paragraphe 4, dans le cas ou le tenseur de Cauchy-Green est sphérique. Notons p(X) une

fonction strictement positive telle que :
2
Cij =p (X)Sij (3.1

L’objectif est de préciser les conditions que la fonction p(X) doit satisfaire pour que le
systéme (8.1) soit intégrable, puis de trouver la solution. Nous allons suivre la méthode de

construction déclinée au paragraphe 5.
8-1 Construction de ’application A

La racine carrée U choisie symétrique et définie positive du tenseur de Cauchy-Green C est
sphérique :

U(X) = p(X)L.

Dans la suite des développements, afin d’alléger les expressions, nous omettrons de préciser
explicitement que les champsp, U, A, E dépendent de X.

La formule B-5-5 de I’Annexe B permet de calculer le rotationnel de U.

RotU = j(gradp)
Ainsi
U(RotU) = j(pgradp)

est antisymétrique et sa trace est nulle, si bien que ’expression de A se réduit a :
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A= ,LU(RotU)U )
détu

L’application linéaire A est donc de la forme antisymétrique :

A= j(ﬁgradp) — ilgrad(inp)]|

8-2 Vérification de la condition de compatibilité : Rot (A") + AdjA=0

Connaissant A, il vient :
AT = —jlgrad(Inp)].

En utilisant les formules (B-5-4) de I’Annexe B et (A-8-5) de ’annexe A :

Rot(A") = div(grad(Inp))I — w

AdjA = grad(Inp) ®[grad(Inp)]".

La condition de compatibilité se résume donc a un systéme aux dérivées partielles linéaire du
second ordre satisfait par la fonction p

grad(Inp) ® [grad(Inp)]" = w —div(grad(lnp))I (8.2.1)

Introduisons le vecteur

W= 1 grad(lnp) = Lz gradp
p p
Le premier membre de I’équation (8.2.1) devient :
grad(Inp) ®[grad(Inp)]" =p’ WO W',
Le deuxieme membre de 1’équation se transforme en

a(g)\?] - div(pW)I=p g_\;] + W ® (gradp)" —[pdivW + g(W, gradp)]l

_ p‘z_\;’ +p*W ® W' —[pdivW + p’g(W, W)]I
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8- Recherche du déplacement dans le cas ou C est sphérique

Le produit tensoriel de W par W' commun aux deux membres disparait de 1’équation (8.2.1)
et I’on découvre que le champ de vecteurs W satisfait I’équation aux dérivées partielles :

aa—z = [divW + pg(W, W)]1 (8.2.2)

ou la fonction p figure encore.
Mais, comme par définition de la divergence d’un vecteur :

(WY = divw |
oX

il vient, en prenant la trace des deux membres de (8.2.2),
2divW +3pg(W,W)=0. (8.2.3)
On peut donc éliminer p dans (8.2.2).

Le champ de vecteurs W satisfait donc le systéme aux dérivées partielles du premier ordre

Z_‘; - %(diVW)I (8.2.4)

Le gradient du champ de vecteurs W est donc symétrique, il est en particulier égal a sa
transposée. Son rotationnel est donc nul. On en déduit:

Rot[(divW)I] = j(grad(divW)) =0.
La divergence du vecteur W est donc une constante.

Si cette constante est nulle, alors, d’apres (8.2.3), la norme de W est nulle, W est nul, gradp
est nul, p est une constantep,, A est nulle et la rotation est constante. La solution du systéme

est une similitude :

X(X) =p, R X +T,.
Dans ce cas, le systéme :

OX .1, OX 2
N2y =p
(ax) (aX) Po

admet comme solutions les transformations auxquelles nous nous attendions : translation,
rotation et homothétie de rapportp,. Si, de plus, p,vaut 1, la transformation se réduit a celle

d’un solide rigide.

Si la divergence de W est une constante non nulle, notons la 3k. Le systéme aux dérivées
partielles (8.2.4) devient:

oW

—=kI.
oX
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Il s’integre facilement
W(X)=kX+W,
ou W, désigne un vecteur constant. En revenant a la formule (8.2.3)
2divW +3pg(W,W) =0

nous pouvons découvrir la forme que doit prendre la fonction p(X) pour que la condition de
compatibilité soit satisfaite :

-2k
pX) =
flx+ wif
La constante k doit donc étre négative afin d’assurer la positivité de la fonction p(X).
Introduisons la constante strictement positive ¢ =—k et posons W, =cX,, la fonction p(X)
prend la forme :

2

pX)=————
ox-x

Elle est définie dans 1’ouvert constitué¢ de I’espace tout entier auquel on retire le point X;. Non
seulement le systéme

aX T 6X _ 2
( aX) ( aX)— 0
est intégrable, mais aussi le systéme

OXyr 0%\ 4
(ax) (6X) Cx-x,°
Dans ce dernier cas:

2 (X X))

S -
cfx-x[ || x-x[
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8- Recherche du déplacement dans le cas ou C est sphérique

8-3 Détermination de la rotation R

Pour déterminer R, nous devons maintenant intégrer le systéme :

dR =R j(AdX)
qui peut se transformer en

2
R=—"R[(X-X)®dX" -dX®(X-X,)"]
X=X
Choisissons un point de référence Xo, distinct de X, , et notons Ry la valeur de R en ce point.

La méthode de G. Frobenius, conduit a introduire un parametre A variant dans ’intervalle
[0,1] et a remplacer le systéme aux dérivées partielles par le systeme différentiel ordinaire:

j_f = QjAX, + MX - X)X -X,))
0(0)=R,

La valeur de R en X sera la valeur de Q eni =1.

Le systeme différentiel ordinaire :

da 2000 (X=X +AMX =X )X -X) - X-X)® (X, - X, + MX-X )]
d2 [X, =X, + X = X,)[

se simplifie en

%IIXO =X, +MX - X0>||zj—f = QWX =X ® (X, = X,)" = (X, = X)) ® (X -X,)"]

Choisissons une nouvelle variable p solution de

du 2
dr X, X, +AX =X
n0)=0

Ce nouveau choix de parametre conduit au systeme différentiel lin€aire a coefficients
constants :

‘;_f =QWIX-X) (X, - X,) - (X, - X)) ®(X-X,)']
Q(0)=R,

dont la solution générale est
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QL) =Ryexp[M)((X - X)) ® (X, - XO)T -X, -X)®X- XO)T )]

ou bien encore
Q) =Ry exp[u(M) (X, = Xo) A (X =X,)]-

Pour terminer I’intégration, il faut calculer I’exponentielle
exp[r(M)j((X, = X)) A (X=X )] =exp[ur) j(X = X,) A (X, = X)))]
qui est une rotation d’axe unitaire

V= X=X) A (X, =X))
||(X_X1) A X, _Xl)”

et d’angle
a(M) = pA|(X=X) A (X = X))

Le calcul de cette exponentielle peut étre mené de la maniére suivante :
exp[H(M) (X = X,) A (X, =X )] =T +sin[a(M)]j(v) +[1 = cos[a(M)]](v® V' ~T)
La rotation R(X) est obtenue pour A =1, elle vaut donc :
R(X)=R, {I +sin[o(1)]j(v) +[1 = cos[a(D)]](v® v = 1) }

Reste a calculer la valeur de (1), pour en déduire celle de a(1).

8-4 Détermination de la valeur de p(1)

Nous avions défini au paragraphe précédent la variable p par :

du _ 2
dh X, =X, + MX =X

avec w(0)=0.

Par intégration, il vient :

1 2 _do.
oI, = X+ MX X))

u(h =

Si les trois points X, X,, X étaient alignés, la rotation exp[p(A)j((X —X,) A (X, —X,))] serait

égale a I et R(X) serait égale a la rotation constante R,,. Dans le cas contraire les trois points
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8- Recherche du déplacement dans le cas ou C est sphérique

X, X,,X sont les trois sommets d’un triangle T, d’aire S(1). Construisons aussi le triangle
T, de sommets X,,X,, et X, + A(X — X, )et notons S(A) son aire. Ce triangle est délimité par
les trois vecteurs (X, —X,), X, - X, +A(X-X,) et M(X—-X,). Soit B(A) I’angle entre les
deux vecteurs X, —X, et X, — X, + M(X—X,) , nous pouvons remarquer que :

- d’une part les aires de T, et de T, sont dans le rapport A : S(A) =AS(1), d’ou :% =S(1)

- d’autre part, il existe une relation entre la variation de B(A) et celle de S(A)

ds 1||X ~X, +MX-X )||2 dB
dan 2
X
X+ A ({ XX
BiA)
X X

Ces deux relations combinées donnent la dérivée de I’angle B par rapport a A.

% = 2 =S(1)
X, =X, + X =X,)|
Nous pouvons maintenant affirmer que :
1 2 1 1
= dn = jdﬁz%.

X, - X, + X=X, S

8-5 Réécriture de la rotation R(X)

Nous allons tenter de transformer les dénominateurs présents dans I’expression de la rotation
obtenue a la fin du paragraphe 8-3. Commengons par remarquer que

(X=X A (X, = X)) =280).

Ainsi :
a(l) = (X = X)) A (X, = X)) = 2B(1).
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La rotation R prend la forme :

R(X) =R, {I +sin(2B(1))j(v) +[1—cos(2B(1))][v® vi— I] }
= R, {1+ 2sin p(D)[cos B(1)j(v) +sin POV |-

Or les cosinus et sinus de 1’angle (1) satisfont les relations :
(X=X A (X, = X)) =X = XX = X, |sin B(1)
8(Xy =X, X = X)) =[X, = X, |[X = X, | cos (1)

ce qui nous permet de transformer 1’expression de la rotation R(X)

(Ry) " R(X) =T+

X, =X, X-X)j((X-X X, —-X
”XO—X]”z”X—Xl”z g(X, 1 DI DAX, D)

e
I, =X -

X =X) A X = X))

Développons les deux termes présents dans le crochet:
(X =X) AKX~ X)) = (X, - X)®(X-X) ~(X-X)®(X,~X)'  (85.1)

IX =X A X, =XDIP = (X, - X)) ® (X =X)" (X, - X)®(X-X,)"
X, - X)®X-X)'(X-X)®(X,-X,)"
—X=-X)®(X, - X)X, -X)®X-X)"
+(X-X)® (X, -X)'(X-X)®(X,-X)"

soit encore

(X = X) A X=X =g(X =X, X, = X)X, - X)O(X-X)" +(X-X)® (X, -X))"]

X=X (X = XD ® (X, - X)) =X, X[ (X-X)®(X-X,)"
(8.5.2)

Reportons les relations (8.5.1) et (8.5.2) dans I’expression de la rotation

(Ry)"ROX) =1+ 228K =X X=X (v @ (x-X,) -2 (X=X ®(X-X,)!
[Xo =X, X =X X=X
2
T, xR eC X
0 M
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8- Recherche du déplacement dans le cas ou C est sphérique

La rotation s’écrit finalement sous la forme factorisée suivante :

(Xo _Xl) (Xo _X])T _
”Xo - X1|| ”Xo - X1||

(X_Xl) (X_Xl)T

R(X)=R,[2 -
j X=X X=X

12

1. (8.5.3)

La rotation obtenue est donc un produit de 3 rotations :

- R, qui est une rotation constante,

(Xo - X1) (Xo — X1)T
XX x|
. X, - X,
du vecteur unitaire constant —>——
”Xo ™M
X-X) o, X=-X)'
X=X X=X

- la rotation 2 —1 qui est la rotation constante d’angle & autour

b

- la rotation 2

—1 qui est la rotation, d’angle © autour du vecteur

... X=X
unitaire——— dépendant de X.

X =

8-6 Détermination de la transformation x(X)

Pour déterminer la transformation pour laquelle le tenseur de déformation de Cauchy est :

2
C(X)=p*(X)I avec p(X)=———
cfx =X

il reste a intégrer le systeéme aux dérivées partielles :

[0).4

—=p(X)R(X

po P(XIR(X)
c’est a dire
ox 2 2 T 1 2 T
—=—R[I-———5 (X, - X)X, - X)) ][ ol T(X=-X)®X-X))']
X e X=X =] X=X

En utilisant la notation X, définie en (5.1), la méthode de Frobenius conduit a :

2
W(Xo -X)® (X, —X,)" ]x
0 ‘M

1 2
lm[(x_xo) _—2g(Xx _X1aX_X0)(Xx _X1)]dk
LT ™M

. =

X(X) ~ x(X,) = 2R, [T -
C

ou bien encore
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2 4 X X))
— (X, - X))®(X,-X —[———35]dA
T

La solution du systéme aux dérivées partielles est donc :

x(X) ~ x(X,) = ZR,[1-
C

(X_X1) _ (Xo _X1)
2 2
[X=% X -X

2 2(X0_X1)®(X0_X1)T_I][

”Xo - X1||

Cette transformation est la somme :

x(X) :x(X0)+%R0[ (8.6.1)

- d’une translation constante

2 2 X, —X))
T=x(X)--R[———— (X, - X)X, - X)) -1|[-— =L
1 X( 0) c 0[||X0—X1||2( 0 1) ( 0 1) ][”XO—XIMZ
- d’une transformation fonction de X :
2 2 T X-X)
“R[———X, - X)®X,-X,) -[—&
C O[||XO_X1||2( 0 ]) ( 0 1) ]”X_Xl”z

. . . » 2 ., .
qui est le produit de composition d’une homothétie de rapport—, d’une rotation constante
C

2
R, =R[———(X,-X)®(X,-X,)" -1
1 0[||X0_X1||2( 0 1) ( 0 1) ]
et de I’inversion (X_—X1)2 de centre X, .
x|

Bilan des résultats

La résolution du systéme aux dérivées partielles du second ordre :

ox ' ox )
22 X1
X ox P

nous a amené a étudier le systéme aux dérivées partielles du premier ordre

o0x
= =pR
oX
La fonction p ne peut étre quelconque. Le cas évident ou p est une constante p, conduit a une
similitude
x(X) =p, R X+T,.
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9- Identités de Bianchi

En particulier, si p, =1 la transformation est celle d’un solide rigide.
I1 existe une solution inattendue pour laquelle

2

p(X) = ————.
x-x

La transformation est alors composée d’une translation, d’'une homothétie, d’une rotation et
d’une inversion,

x(X):T1+3R1(X_—X1)2.
¢ [x-x

9- Identités de Bianchi

Un complément a 1’étude des conditions de compatibilité en grandes déformations a été
publié¢ en 2001 [FOR 1] en collaboration avec C.Vallée. Ce travail intitulé

« Bianchi Identities in the case of large deformations »

¢tudie les deux objets
E =[Rot(U") + (détU)[tr(AU YU = U'AU']]" 4.2.1°)
B=[Rot(A") + AdjA]" (4.1.3)

associés a la métrique C(X) et correspondant respectivement a la torsion et a la courbure de
I’espace tridimensionnel.

Dans cet article, reproduit en Annexe C, ainsi que dans [FOR 2], nous avons montré que E et
B satisfont des identités qui sont une alternative aux identités de Bianchi (satisfaites par les
tenseurs de courbure et de torsion) habituellement développées en Géométrie Riemannienne a
I’aide des coefficients de Christoffel et des dérivées covariantes. Les objets E et B sont des
candidats potentiellement plus simples d’utilisation que les deux tenseurs d’ordre trois et
quatre que sont les tenseurs de torsion et de courbure. Jusqu’ici nous n’avons pas prété
attention a la nature tensorielle des objets. Le chapitre qui suit associe aux objets matriciels E
et B des objets plus précis qui sont des tenseurs.

Remarque 9.1 : G. de. Saxcé a prolongé cette étude sur les équations de compatibilité dans
[SAX 1] en établissant comment les opérateurs divergence et rotationnel se transforment par
changements de variables. 1l a aussi exhibé la forme de [’équation d’équilibre satisfaite par le
tenseur de Piola-Kirchhoff.

Remarque 9.2 : Sanda Cleja-Tigoiu, Claude Vallée et moi-méme avons rédigé un article

publié en Novembre 2008 au journal MMS, qui met en avant une équation de torsion dans le
cadre d’une étude sur des dislocations [CLE 1].
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10- Conclusion

Ce chapitre présente une méthodologie permettant d’intégrer en deux étapes découplées un
systéme aux dérivées partielles du type:

ox' . ox!

ou C est symétrique et définie positive. Les exemples résolus montrent la faisabilité de cette
méthode. Nous garderons en mémoire que la clé réside essentiellement dans

- la considération de la racine carrée de C
. .. . Ox
- la décomposition polaire de %

- la forme spéciale de la différentielle d’une rotation R :

dR =Rj(AdX).
remarque que 1’on doit aux travaux de G. Darboux [DAR 1].

Alors I’espoir existe pour que ce chapitre, consacré a un probléme de mécanique des milieux

continus, puisse apporter, en Géométrie Riemannienne [BER 6], une alternative a I’emploi
des symboles de Christoffel. C’est I’objet du chapitre suivant.
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Chapitre 2

COMPARAISON ENTRE LA METHODE DE CHRISTOFFEL ET LA
METHODE DE DARBOUX — NATURE TENSORIELLE DES OBJETS
PRESENTES AU CHAPITRE 1

1- Introduction

La démarche présentée au chapitre précédent est celle que peut développer un mécanicien qui
traite le tenseur de déformation de Green Lagrange droit C(X) et qui cherche a déterminer la
nouvelle position des points du milieu continu subissant cette déformation. Cette question
aurait pu étre résolue par la géométrie riemannienne en considérant que les coefficients C;;

¢taient les coefficients d’une métrique. C’est la voie suivie, par exemple, par [TRU 1] ou
[SOK 1]. Mais ces auteurs abordent la question en introduisant les coefficients de Christoffel.
Nous allons donc reprendre le probléme

- d’une part pour préciser le lien entre les différents objets mis en évidence au chapitre
1 et les tenseurs de courbure, de torsion, de Ricci et d’Einstein de la géométrie riemannienne,

- d’autre part, pour mettre en lumicre les avantages de notre méthode que nous
baptiserons méthode de Darboux.

La littérature sur la géométrie riemannienne ne manque pas, citons par exemple [BER 1-6],
[LOV 1], [WEI 1], [GAL 1], [LAF 1]. Nous rappellerons ici les définitions des différents
tenseurs concernés et nous chercherons a caractériser la nature tensorielle des objets B et E
introduits au paragraphe 9 du chapitre précédent, avec plusieurs objectifs :

- persuader le lecteur que les coefficients de Christoffel sont des outils qui alourdissent
inutilement les développements (en rebutant souvent les non-initiés),

- montrer que 1’application de la méthode de Darboux simplifie les démonstrations de
résultats classiques,

- montrer que I’adaptabilité de la méthode a des domaines tels que 1’étude des surfaces
ou la modélisation des coques minces est envisageable,

-et, dans le futur, généraliser cette méthode a des dimensions supérieures a trois, par
exemple six dans le cadre d’une étude de la métrique d’un solide rigide.
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Chapitre 2 - COMPARAISON ENTRE LA ME'THOZ?E DE CHRISTOFFEL ET LA METHODE DE DARBOUX —
NATURE TENSORIELLE DES OBJETS PRESENTES AU CHAPITRE 1

2- Expression de la métrique d’un espace vectoriel en coordonnées
curvilignes. Racine carrée de la métrique

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension 3 muni d’un produit scalaire symétrique
défini-positif. Un point de I’espace est repéré par ses coordonnées X',X*, X’ dans une base
non nécessairement orthonormée. Les composantes de la métrique dans cette base sont
notées §,;. Lors d’un changement de variables X - x , c'est-a-dire si on repére un point par

ses coordonnées curvilignes x',x*,x°, les coefficients de la métrique deviennent :

an aX(
gé"uﬁzgu- (2.1)

I1s constituent toujours une matrice positive et non dégénérée.

Remarque : Lesd,; correspondent aux g, constants du paragraphe 6 du chapitre 1. Dans
une base orthonormée, les &;;sont égaux a 0 ou I et la notation est cohérente avec celle de

. 1 2
Kronecker. Les nouveaux g;;sont fonctions de X ,X , X et correspondent aux C, i du

chapitre 1.

A partir de g;;, on peut construire une matrice 3x 3 notée U satisfaisant :
U!(SkzsU? =&ij»

par exemple la racine carrée de g, choisie symétrique et défini-positive, comme c’est
I’habitude en décomposition polaire. Comme I’a fait remarquer G. Darboux [DAR 1], la
symétrie de U n’est pas obligatoire, par contre il faut veiller a I’inversibilit¢ de U.
L’introduction de U permet de transformer 1’équation (2.1) en :

axf
ox!

ox* i
X(U 1)mskf (U l)i :Smn :

Cette derniére relation nous incite a définir la rotation R de composantes :

RK _6X_k

(U™ .
m aX1( i

Nous retiendrons que le gradient de x satisfait :

X _Ru. 2.2)
oX
L’application linéaire R satisfaisant la propriété
k r_
R}%, R, =8,
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2- Expression de la métrique d’un espace vectoriel en coordonnées curvilignes. Racine carrée de la métrique

sa dérivation par rapport a la coordonnée X" conduit a la relation :

oRE . OR!
Skfa)(—ll;Rq = _SkfRPa}(—:rll
ou bien encore :
oRY , ORY
Sy, 6X§1 R, =-3,R, axsﬂ :

Cette dernicre relation traduit une propriét¢ d’antisymétrie sur les indices p et q des
coefficients de Shield [SHI 1],

=3 aR;R”— A
m k(aXm q

pq qpm *

Au chapitre 1, nous avons défini une application lin€aire A liée aux dérivées de la rotation R
par la formule :

dR = Rj(AdX).

Pour éviter une confusion de notation avec les coefficients de Shield, nous la noterons

desormais A plutdt que A. Le symbole de Levi-Civita g, permet de relier les composantes

de A aux coefficients de Shield par la formule :

_ n
AL im = €A

pqm

ou l’antisymétrie par rapport aux deux premiers indices devient explicite. Les dérivées
partielles de la rotation R sont donc de la forme :

k
oR"
X"

— Rk

= A, md"'R]

_ n gqjpk

=&, AR R

Lorsque m prend successivement les valeurs 1, 2, 3, la relation précédente met en évidence
trois vecteurs de composantes A}, A%, A}. Ce sont ces trois vecteurs que Darboux avait

introduits initialement [DAR 1] en les interprétant comme trois « vecteurs rotations
instantanées » associés aux trois « temps »X', X2, X3,
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NATURE TENSORIELLE DES OBJETS PRESENTES AU CHAPITRE 1

3- Expression des coefficients de Christoffel en fonction de A et U

Les coefficients de Christoffel [WEI 1], [POS 1] se définissent lorsque 1’on dérive
q
partiellement les composantes S; du gradient de x :

0 (aiq) , ox°
oX™ " oX! Lo axp'

Reprenons cette dérivation en utilisant la décomposition polaire du gradient. Les dérivées
secondes

2 (a"q_): 4 (R‘.*UJ)—aRJ Ul + 4 0U; =g, A 8“RqU?+Rq—aU?
.G Gl GREERE) 'G aXm ) &
k
=Rj(g;,,A}0" Ul + gUm)
doivent étre identifiées avec
ox1

p
mi

-=I0RIUy =RY(ID,UD).

Apres élimination du termeR|, la comparaison des deux expressions aboutit au systéme
linéaire

k
U= 2&+ g,,0 A" UJ|

m J(’,n

qui permet de calculer les coefficients de Christoffel en fonction des composantes de U et A.

Remarque 3.1 L’expression habituelle des coefficients de Christoffel en fonction de la
métrique et de ses dérivées va donc étre remplacée par une expression en fonction de U et de
ses derivées. L utilisation de la racine carrée se substitue a celle de la métrique.

4-Tenseur de torsion T
Considérons le tenseur de torsion T de composantes
T9 =T9 _T¢

dont la nullité traduira la symétrie éventuelle des coefficients de Christoffel relativement aux
deux indices inférieurs. D’aprées le résultat du paragraphe précédent :

v oU; 8Uk

I, -T2 )HU; = X aX‘ 8“‘(/\“ U -AU).

58



4-Tenseur de torsion T

En multipliant les deux membres de cette relation par les composantes (U™")! de I’inverse de
U et en sommant sur k, le tenseur de torsion T apparait sous la forme suivante :

oUu;  auy

T4 =T9 —_T9 = (U ')
mi mi im ( )k[(?Xm 8X1

+8Mn6“(/\‘;Uf - AU 4.1)

Il est maintenant intéressant d’établir les liens qui unissent le tenseur de torsion T aux
groupements matriciels que nous avons privilégiés lors de 1’établissement des conditions de
compatibilité tridimensionnelles du chapitre 1.

4-1 Transformation du terme ¢, (A’ U — AU )

jln

Commencons par étudier un produit mixte ou interviennent linéairement A et U. Soient V, W,
Z, trois vecteurs arbitraires, considérons les produits mixtes

(AV,UW,2) =¢,, A, V'UIW' Z' =¢ , A, U/ VW' Z".

(UV,AW,Z) =g, ULV ATW'Z' =—¢ , ATU! V"W'Z".

La somme de ces deux produits mixtes fait apparaitre le terme que nous souhaitions évaluer :
(AV,UW,2)+(UV,AW,Z) =¢,,, (A}, U/ - AU )V"W' Z' 4.1.1)

En nous reportant a la définition de la trace énoncée dans I’Annexe A, et en n’oubliant pas
que U est inversible (en particulier que (détU)U™' = AdjU), nous pouvons transformer la
somme des deux produits mixtes en

(AV,UW,Z) +(UV,AW,Z) = tr(AU " )(UV,UW, Z) - (UV,UW, AU 'Z)
=(V, W, (détU)[tr(AU HI - U'AJU'Z) 4.1.2)
=g, (détU)[tr(AU I -U AT (U V*W'Z".

L’identification des formes trilinéaires (4.1.1) et (4.1.2) de V, W, Z nous permet de conclure a
I’expression suivante :

e (A"UI —AU )y =¢_. (détU)[tr(AU YU —=U'AU']" 4.1.3
nj/t m i i~ m mih 4
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Chapitre 2 - COMPARAISON ENTRE LA METHOZ?E DE CHRISTOFFEL ET LA METHODE DE DARBOUX —
NATURE TENSORIELLE DES OBJETS PRESENTES AU CHAPITRE 1

k k
4-2 Interprétation du terme U, _ aU“.’
ox"™  oX'

Dans un premier temps, rappelons 1’expression indicielle du rotationnel d’un vecteur. Soit V
un champ de vecteurs dépendant de X, I’ Annexe B définit le rotationnel de V par :

((rotV) A W)’ =[j(rotV)W] = [Z—; - (Z—X)T]QW‘“ (4.2.1)

ou W désigne un vecteur constant.

) . ov
D’une part, les composantes de la transposée de % sont

OV.ry _ <aOV"

—)), =0"—9 4.2.2
((aX) I o O (4.2.2)
D’autre part, les composantes du produit vectoriel (rotV) AW peuvent se découvrir en
effectuant le produit scalaire avec un vecteur Z. La considération du produit mixte :

((10tV), W, Z) = &, (r0otV) W"Z' =8, ((r0tV) A W) Z'

jmi
permet d’obtenir :

((rotV) AW)' =38"¢g. (rotV)IW™. (4.2.3)

jmi

Les relations (4.2.1), (4.2.2), (4.2.3) nous aménent a I’expression suivante, satisfaite par les
composantes du rotationnel d’un champ de vecteurs :

l h
o (rotvy 208V 8@V
m ox™ oX'

Appliquons cette formule au cas particulier V=U"Wou W est un vecteur constant. Les
composantes contravariantes de V s’écrivent en fonction des composantes de U :

0 sliytk
v/ =3"Uks, W

si bien que :

(rot(U'W))) = [8(Uf) _0(U,)

g . 1’15, WP,
m oxX™ oX' By,

En généralisant 1’opérateur rotationnel aux applications linéaires L par la définition de
I’Annexe B :

(Rot L)W=rot (LW)

ou W est un vecteur constant. Nous pouvons conclure, en éliminant W :
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4-Tenseur de torsion T

U)oU)
ox"™ oX'

€m0 (Rot(U"))) (4.2.4)

4-3 Expression du tenseur de torsion T

L’expression du tenseur de torsion s’obtient en regroupant les résultats établis aux
paragraphes 4-1 et 4-2

TS, =g, 8 (U {Rot(UT) + détU(U)[tr(AU I - AU]] .
Nous reconnaissons ici le terme noté E' au paragraphe 9 du chapitre 1
E" =Rot(U") + détU(U )[tr(AU HI - AU'].

Les propriétés de transposition permettent de remplacer le terme 8*(U™)I pard™*(U™)")P.
La factorisation

T = Sjmiqu[(U_lE)T]{( = Sjmisjk(U_]E)E 4.3.1)

se met alors en évidence.
Mais le symbole de Levi-Civita g;,,;n’est pas un tenseur, faisons plut6t intervenir le tenseur n

de composantes ;,,; = (détU)g, ;. Nous obtenons

jmi

1 ) ‘
T = @&y imi (AGTU)E)} 8" (4.3.2)

Ce résultat est particulierement intéressant :

- d’une part, il met en évidence la propriété tensorielle suivante

(AdjU)E
(détU)’

est un tenseur une fois contravariant et une fois covariant,

- d’autre part, il montre, qu’en dimension 3, le tenseur T d’ordre trois peut étre
(AdjU)E

raisonnablement remplacé par le tenseur d’ordre deux " d’utilisation plus aisée.

(détU
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Chapitre 2 - COMPARAISON ENTRE LA METHOZ?E DE CHRISTOFFEL ET LA METHODE DE DARBOUX —
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4-4 Efficacité de la méthode proposée au chapitre 1 pour exprimer la nullité de la
torsion

Lors de la caractérisation de la symétrie des dérivées partielles secondes de x (paragraphes 4-
2 et 9 du chapitre 1), le résultat suivant a été¢ mis en évidence :

d(8x) — 8(dx) = RE(8X A dX)
avec

E =[Rot(U")+détU(U )[tr(AU HI-AU']]".
Cette relation peut se décliner sous la forme indicielle :
(d8x)? - (8dx)? =R}E;(dX A 8X)" =RJE ¢,,;,8""dX"8X".

p”min

Or, le calcul des dérivées secondes de x concerne directement les coefficients de Christoffel
Fi'} et le tenseur de torsion T

d(3x)* —8(dx)* = (2, - TP RJUSX'dX™ = TP R{U8X'dX"™ .
11 suffit alors d’une identification des deux expressions pour obtenir le tenseur de torsion
ThU; =Ese, ;8"
expression qui se transforme en multipliant les deux membres de la relation par I’inverse de U
Ti = €,,0" (U'E)!
qui n’est autre que la formule (4.3.1).

Au chapitre 1, la recherche des conditions d’intégrabilité du systéme aux dérivées partielles
. 0x L s o i
du premier ordrea—X =RU nous a amené a imposer la symétrie des dérivées secondes de x et

donc a imposer E = 0, ce qui équivaut a la nullité¢ du tenseur de torsion T.

Remarque 4.1 : Si le tenseur de torsion est nul, les coefficients de Christoffel admettent une
symétrie par rapport aux deux indices inférieurs

et se calculent en fonction de la métrique et de ses dérivées [WEI 1]

I _lgjq( agii + agjm _ 08 mi

AR GER) GE) €

).
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5- Tenseur de courbure K

Par la méthode de Darboux, la nullité de la torsion permet de calculer A en fonction de U et
Rot(U") :

tr(URot(U"))

) Ul].

1 T 3

Les coefficients de Christoffel Fj‘/k sont issus de la décomposition linéaire des variations de

X qui ne satisfait aucune propriété algébrique. Les coefficients de A sont issus de la

décomposition linéaire des variations de R dont les coefficients satisfont l’identité algébrique

R 8, ,R{=35,;.
Ox
On passe de —a R par
b X p
x _ UR, .
oxX! !

. Kk . , ,,o. . ,
Les coefficients U; de la racine carrée U de la métrique peuvent s’interpréter comme les

coefficients d’une matrice de passage entre une « base orthonormée » constituée des trois
colonnes de la rotation R et « une base quelconque » constituée des trois colonnes du
gradient de x. On peut s attendre a ce que les calculs se déroulent plus efficacement dans la
« base orthonormée » que dans « la base quelconque ».

Nous réalisons mieux combien I'utilisation des coefficients de Christoffel peut étre délicate et
combien [’utilisation de N peut étre source d’ouverture lors de la résolution effective de
certains problemes géométriques.

5- Tenseur de courbure K

5-1 Expression du tenseur de courbure par la méthode de Darboux

. o ) ) ox ,
Comme en mécanique des milieux continus notons F le gradient x et décomposons le en

produit RU. Le tenseur de courbure K (une fois contravariant et 3 fois covariants) se définit
lorsque 1’on exprime les différences croisées des dérivées secondes partielles de F :

0 (aF§ 0 (aF;;
oxX™ oX'’ oX' ox™

)= thfmF;( .

Pour préparer le calcul de K, effectuons les dérivées premieres

OF' OR}
ox'  oX'

ou;
oxX"’

U, +Rf
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NATURE TENSORIELLE DES OBJETS PRESENTES AU CHAPITRE 1

puis secondes de F

0  OF 0 OR! OR¥ oU} +aR§‘ aU;+Rk o ,oU;

)= UL 4+ —1 L +R| ).
ax ax” " axm ax U P ax” ax T axm ax x (ox)
Echangeons les indices fetm ,
k k k i k i i
0 (8Fh )= 0 (8Ri YU+ OR’ oU, OR: oU, LRE 0 (8Uh)

). ) GA) G & oxX™ ox'  ox'ox™ ' oax' oxm™

et effectuons la différence

o0 OFf o  OF o0 ORf o ,ORF |
() o ) =laon o) — o o)1V,
oxX™ oX'" oX' oX oxX™ oxX'’ oX' X
OR ! anh+aRf oU, OR; dU, OR{ dU,
oX' oX™  oX™oX' oX™oX' oX'axX™
.. 0 0U o 0U;
R! by~ (——h
k[axm(axf) X' (axm)]

Nous constatons que cette différence se simplifie énormément puisque les termes produits de
dérivées premicres de R et de U disparaissent 2 a 2 et que les dérivées secondes croisées de U
sont symétriques. Finalement :

0 ORK 0 ORK
K. RU; = L) - :
b fm™n >p [axm(axf) axf(axm

)IU,, (5.1.1)

Reste a calculer les différences croisées des dérivées partielles secondes de R. Nous pouvons
d’ores et déja prévoir que le tenseur de courbure ne concerne que A et ses dérivées.

5-2 Expression des différences des dérivées partielles secondes croisées de R en fonction
de A et de ses dérivées

Nous avons déja établi au paragraphe 2 que

ORk

i

aX( - Sijp

AS"RE

Dérivons une seconde fois cette expression
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5- Tenseur de courbure K

k k
o 6R() E‘)Jn(a/\/ RE 4 pfaR:])
oX™ oX oX"™ o0X
L ON® < ORE
1Jp(6J e Rk 6J Ap a m)
n aAp jsQrn
1Jp(6J aX srq8J 6 Ap/A?n)RE

Echangeons les indices fetm, puis effectuons la différence des dérivées secondes croisées
ainsi obtenues :

o0 ORf 0 ORf ON,  ON. .. cern
a){m (aXl/ ) - an (aX:n ) = [gijp(aX 8Xm )SJ + gljpgsrqaj 8 (Ap/Aqm - Al;nAq/)]Ri (521)

Au cours des développements précédents, nous avons déja trait¢é un terme du genre
oN, ON
(aXm oX'
mémes raisons

—m)ou U figurait a la place de A . Il introduisait alors le rotationnel de U" . Pour les

ON,  OA’.
ox"  ox'

= £, 0" (ROU(A))] = 2,,,,0" (Rot(A1)) ")

Nous réservons la simplification du terme (A A% — A° AY) au paragraphe qui suit.

5-3 Expression de (A’A? — A A?) en fonction de I’adjuguée de A
D’une certaine fagon, les produits de la forme A’A? mettent en jeu 1’adjuguée deA.

Revenons sur la définition de 1’adjuguée en partant du produit mixte. Si V, W, Z sont trois
vecteurs constants, alors :

(AV,AW,Z)=(V,W,(AdjA)Z).
En oubliant le vecteur Z, nous obtenons :
(AV) A (AW) = (AdjA) (VA W).
Les composantes contravariantes des deux membres de cette identité vectorielle sont :

[((AV)A(AW)]" = 8% ATAL VW™
[(AIA) (VAW =[(AdjA) 118"z, V' W™

Aprés identification de ces deux composantes et simplification par V'W™ , il vient :

" e  AAL =[(AdjA)"]" S”SW

qu
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Chapitre 2 - COMPARAISON ENTRE LA ME'THOZ?E DE CHRISTOFFEL ET LA METHODE DE DARBOUX —
NATURE TENSORIELLE DES OBJETS PRESENTES AU CHAPITRE 1

ou encore

NAS, = SkhSijSrj[(Ade)T]?

€pqk
Multiplions les deux membres de 1’égalité par &"**

AN, _SlSkSkhS/mJSrJ[(Ade) I

qu

et profitons de 1’identité
e, = 8.8, — 8.8,
Le premier membre se transforme en
NN = (8l o, — 858‘ NN, = =NN —-NA .

qu

Ainsi en changeant ’indice i en p et I’indice s en q

NN, - N A =", 5,8  [(AdA)' T

Dans la formule (5.2.1), il nous reste a simplifier, le terme

88 (AL, — AL A =, 'e,, (B, )8, 8 [(AIA) ' !

IJp srq srq

En remarquant que &, &*® vaut 8;8° —8°8; , nous obtenons la factorisation

sTr %

Sl]p srq JSSr“ (Ap Aq A]?‘nA(i) = ‘(‘:’]:sihgé‘mtspn|:(Adj/\)—r]1~l - Spipgé‘mtsg [(AdJA)T ]?
Spihgé‘msssrspn[(Ade)T]r

ou I’on a changé I’indice de sommation t en r et ou I’on a fait disparaitre le terme en ¢, qui

est nul.

5-4 Expression du tenseur de courbure K

Rassemblons tout d’abord les deux résultats acquis aux paragraphes précédents, afin de

préciser 1’écart entre les dérivées secondes croisées de la rotation :
o ORf. 0 ORf . n stspn
axm (aXl/ ) - ax( (aXrln ) [ ijp m/q861 ((ROt(AT )) )P SJ + 8p1h8/ ms8 Sp [(AdJ A) ] ]Rk

= (8,8 1gd" 8" (ROU(AT) )] + €48, 88 " [(AdJA) TR

m/s
Nous pouvons constater que, dans cette derniére expression, les deux termes de la somme ont

en commun les produits de symboles de Levi-Civita et les produits de symboles de
Kronecker. En remarquant que les indices muets de sommation qui se correspondent sont :
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5- Tenseur de courbure K

peth,jetp,qets,

le groupement Rot(A") + AdjA apparait

o ORF 0 ,0Rf
m( z:‘)_ /,’( m)_ ijpCmeq
oX"™ o0X oX' 00X

598" [(Rot(A") + (AdjA)) ' TPRY

Ainsi, en reprenant la relation (5.1.1) et en faisant disparaitre les composantes R* de la
rotation de part et d’autre de 1’égalité, le tenseur de courbure K est tel que :

88" [(Rot(AT) + (AdjA)) T U

p n
I<h /,’mUp

1]p m(q

Si I’on cherche a faire apparaitre une version complétement covariante du tenseur de courbure
K, c'est-a-dire avec les quatre indices de K en position basse, il suffit pour cela de faire

apparaitre la métrique a gauche de I’expression précédente en multipliant par &, U¥.

K., U Uf=

p - nk IJp m/q

888, [(Rot(A") +(AdjA))' P U, UF
soit,
Kht/,m = th/,mgpt IJp m/qaqr[(ROt(AT) + (AdJA)) ]PU UJ

A droite de I’égalité on reconnait, un produit de composantes de U qui met en évidence
I’adjuguée de U :
€] U U’ =[(AdjU)" 1’58 8¢, , -

S p]’l
Ainsi, le tenseur de courbure K s’écrit :

K, i = €8 [(ROU(A) + AdjA) (AU 108, 8% ey, -

s - np

Nous constatons la présence du groupement [Rot(A") + AdjA]" dans I’expression de K, c’est
ce que I’on a noté B au paragraphe 9 du chapitre 1, ainsi :

Kyiim = €08 [BPIAGU) 118, 8%,
= Squ[BT](rl[(AdJU) Ie (Sprsnp)6Sk8htk
=&, [B'I(AdGU) 1.5, ,

= £, [BT(AGU) 118 ey,

D’ou, la forme completement covariante du tenseur de courbure :

Kpirm = gqughtkaks[((Ade)B)T]g = gqughtksks(BTCOf U); (5.4.1)
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ou I’on a remplacé la transposée (AdjU)" par Cof U (Annexe A, définition 6).

I1 est bien connu que le tenseur de courbure K n’a que six composantes indépendantes. Nous
reviendrons au paragraphe 7 sur les propriétés d’antisymétrie et de symétrie de K qui menent
a cette conclusion.

Remarque 5.1 : Si le tenseur de courbure est nul, c'est-a-dire si les dérivées secondes de F
sont symétriques, alors les coefficients de Christoffel et leurs dérivées partielles satisfont :

ors, Aoy
iqmn= __+F3mF1?_EJnFr?1=0
oX" oX" ! !

tandis que la nullité de la courbure se traduit, dans le cadre de la méthode de Darboux, par
la formule (4.1.3) du chapitre 1 :

Rot(A")+ AdjA =0
ou bien
Rot(A")+ Cof(A")=0.

6- Comparaison de la méthode de Christoffel avec la méthode de Darboux

Examinons le déroulement des différentes étapes associées aux points de vue de Christoffel et
de Darboux pour résoudre un systéme aux dérivées partielles du type

6Xk 6X/

dans le contexte de la mécanique des milieux continus.

6-1 Méthode de Christoffel

Elle consiste a poser
[0).4

X

1%¢ étape
Calculer les coefficients de Christoffel T a 1’aide des coefficients de la métrique g = F'F.
SIS I T T
B ASNG) GaNG) GENNG) €

)

2°™ &tape

Vérifier que le tenseur de courbure est bien nul
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6- Comparaison de la méthode de Christoffel avec la méthode de Darboux

o, A .
iqnm= - +F3mr‘r?_l—1]nrr?1=0
oX" oX" ! !

3% gtape

Trouver F en intégrant les équations aux dérivées partielles linéaires du premier ordre :

oK' —TP F¢
oxm ™
4™ étape
Intégrer les équations aux dérivées partielles du premier ordre :

q
8X=q

ox'

Pour cette méthode, que nous nommons méthode de Christoffel, la difficulté se situe, dans le
peu de maniabilité des coefficients de Christoffel I'", et des composantes du tenseur de

courbure K, , . Le point délicat réside surtout dans I’intégration de 1’étape 3.

6-2 Méthode de Darboux

Elle consiste a trouver une solution algébrique U de

Ui(SKKU? = gij
et a poser
oX
—=RU
o0X

en introduisant une rotation inconnue R.
1% étape
Calculer la matrice A a I’aide de la formule

1

tr(URot(U")) U]
- Ul

2°™ &tape

Vérifier que la courbure est bien nulle

Rot(A") + AdjA =0.

3% gtape

Trouver la rotation R en intégrant les équations aux dérivées partielles
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OR? - C
L —¢. 3'"A” RY en notation indicielle
aXm ijn m-p
ou
dR =Rj(AdX) en notation matricielle.
4*™ &tape

Intégrer les équations aux dérivées partielles :

q

oxX'

= (RU)!.

Les opérations développées dans les deux méthodes sont voisines en apparence, mais
I’avantage incontesté¢ de la méthode de Darboux est de gérer seulement des matrices A et

Rot(A") et de proposer a la 3°™ étape une intégration facilitée par le fait que R est a priori
une rotation.

Exercice pour les « mordus » de Christoffel :

Résoudre par cette méthode le probleme des similitudes infinitésimales trait€ au paragraphe 8
du chapitre 1.

Bon courage !

7- Symétrie et antisymétries du tenseur de courbure K

La formule

Kiim = gm/qghtksks[((Ade)B)T]g =& ghtkSkS(BTCOf U);. (5.4.1)

m/q

exprime le tenseur de courbure K en fonction de (AdjU)B. En dimension 3, il n’y a donc pas
plus de 9 coefficients indépendants parmi les 81 coefficients de ce tenseur d’ordre 4.
La chute de 81 a 9 est une conséquence des antisymétries de K, ,,, par rapport aux deux

premiers indices et aux deux derniers indices

K
K

=K
=K

th/m ht/m

htm/ ht/m

qui proviennent respectivement des antisymétries des symboles de Levi-Civita g, et
€n¢q Présents dans la formule (5.4.1). Il existe une symétrie supplémentaire entre le groupe

(h,t) des deux premiers indices et le groupe (/,m) des deux derniers indices

K =K

/mht ht/m

En effet, la premiére identité de Bianchi de I’ Annexe C implique la symétrie de BU" . Cette
symétrie équivaut a celle de (AdjU)B :
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8- Tenseur de Ricci et Tenseur d’Einstein

B"(AdjU)' =(AdjUB < B'(U")' ' =U'B <« UB'=BU".
La symétrie de (AdjU)B s’exprime en composantes par

S I(AU)B)T! = 8" [(AiU)B)' .

En remplacant dans (5.4.1) on trouve

Kyim = Sfmqgthksqs[((Ade)B)T ]5

, .
et I’on reconnait K, , ..

Remarque 7.1: Le tenseur de courbure K d’ordre 4 posséde seulement 6 composantes
significatives, qui sont les coefficients de la matrice 3x3 symétrique (AdjU)B. Une opération
de contraction imaginée par Ricci sur le 2°™ indice contravariant et le 3™ covariant du
tenseur K permet d’extraire un tenseur d’ordre 2 appelé maintenant tenseur de Ricci. Quelle
est la relation entre le tenseur de Ricci et la matrice (AdjU)B ? Nous abordons cette question
au paragraphe suivant.
8- Tenseur de Ricci et Tenseur d’Einstein
Considérons donc la version deux fois covariantes du tenseur de Ricci R
! ! k T : T !
R Kh(m _th(’,‘mgp = Sm(’,‘qshka s[((B (AdJU) ]ggp
! T : k
= Smé’qshpkgp SHS(B )z (AdJU)s

Le symbole de Levi-Civita n’est pas un tenseur, préférons lui le tenseur trois fois covariant
associé au produit mixte

MNijx = gijkdétU
Ainsi
Ry = Mg M (dE1U) 278" (BNL(AJU)L =M, , Ny 1 (dELU) 28" (B3 (AdjU); .

La version mixte une fois covariante et une fois contravariante du tenseur de Ricci se calcule
par:

R.=R,,g" =1, 1 (de0) 26" (B!,

jli

ou, en remplagant n'’, par n'"'g, ,
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R, =1, g (detU) 78" (BN (AdjU);
= Mg U8, UL (détU) "8 (B'); (AdjU);

i~rp

=NgmM U8, (détU) 8" (B} (UAjU);

i~rp

Dans cette derniére expression deR !, remplagons le produit contracté nqmmi” par
SiqSﬂn —Sr,ififl et le produit matriciel (UAdjU)? par (détU)d?

R = (dtU) (8,3, —8,,8))5,,8" (BT U3, = (détU) (BT U38), — (BN, U .

q

Le résultat pressenti est confirmé : le tenseur de Ricci dans sa version mixte ne dépend que du
groupe B'U, qui acquiert ici le statut de tenseur

R) = (détU)'[(tr(B"U)I - (B'U)],

En dimension 3, le tenseur d’Einstein S est obtenu a partir du tenseur de Ricci en lui
retranchant la moitié de sa trace, c'est-a-dire :

% RJ =(détU)'tr(B'U).

Ses composantes prennent donc la forme

SJ' - _ (BTU)fn

" détU

Cette expression du tenseur d’Einstein S met clairement en avant le grand avantage de la
T

est un

méthode que nous avons développée a partir de I’idée de Darboux. La matrice

4

etu
tenseur mixte, ce résultat établit completement la 1égitimité de notre démarche, le calcul de la
matrice B est une alternative au calcul de la courbure et offre une ouverture nouvelle a la
résolution des problémes posés en géométrie riemannienne.

9- Tenseur d’Einstein de la 3-spheére S

En guise d’exemple, et en préparation du chapitre 3, nous allons nous intéresser a la sphere de

rayon p plongée dans R*. Cette 3-sphére sera paramétrée en coordonnées stéréographiques
[SOUR 1].
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9- Tenseur d’Einstein de la 3-sphére (S3)

9-1 Métrique de la 3-sphére

La sphére de rayon p de R*peut se paramétrer en constituant un atlas de 2 cartes. Nous
noterons y un point de la sphére de coordonnées (y',y*,y’,y*) et (x',x*,x*) les coordonnées
stéréographiques. Les relations liant les coordonnées de y a ces paramétres s’écrivent :

1 2PX1
)Y () + ()
= 2px°

1+ (xl)2 + ()(2)2 + (x3)2
3 2px’

y = 1+(X1)2+(X2)2+(X3)2

. 2
W e ()

~1).

Il est facile de vérifier que :
)+ () + () + (') =p".

La 3-sphére de rayon p hérite de la métrique euclidienne de R* par identification des
« éléments d’arc » :

ds® =(dy")* +(dy*)” +(dy’)” + (dy")’

et
ds* = g, dx'dx’.

Calculons les coefficients g;; de la métrique de la 3-sphere, pour cela posons :
A=1+(x") +(x)* +(x°).
Pour i variant de 1 a 3, il vient :

B 2pdx’ 3 2px’

di
YETL TR

da,

I’indice 1 = 4 étant a part,
dy* = i(—%d?u) :

Sachant que :
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dh =2(x'dx")

il suffit maintenant de regrouper les résultats précédents pour découvrir I’expression de
I’élément d’arc :

ds* =

@Y @)+ (@) L 4 00 0 @ -2

2
= 4%[((1)(1)2 +(dx*)* + (dx’)? +%X(dm2 —l(dx)dx],
A A A
D’ou, finalement :
2 _ 492 1\2 242 342
ds —7[(dx) +(dX ) +(dX ) ]
Nous avons ainsi déterminé les coefficients de la métrique de la 3-spheére en coordonnées
stéréographiques :

2

4p et
[+ + () + ()T

811 =8xn =8 = €,=8;3=85 =8, =85 =85;=0.

Les coefficients de la métrique obtenue sont donc :

2

[1+ (x) + () + ()

gij 8ij

On peut en prendre la racine carrée U symétrique et positive, elle est unique.
2p 2p
= 2 2 2 By 8j :
1+(x,)" +(X,)" +(x3) 8

ou U3=

9-2 Tenseur de courbure et tenseur d’Einstein de la 3-sphére

Reprenons le probléme dans le contexte de la mécanique des milieux continus avec les
notations du chapitre 1. Les coordonnées stéréographiques x',x°,x’avec lesquelles nous
avons paramétré la 3-sphére peuvent étre regardées comme les coordonnées de Lagrange
X', X?, X’ d’un milieu continu. Si on essaie d’intégrer le systéme aux dérivées partielles

6xk8 ox' B 4p°
oX M aX! [T+ (XY + (X2 + (X3P

5.,

on peut s’attendre a une obstruction : La courbure ne va pas étre nulle.
Conservons I’hypothése de la nullité de la torsion qui permet d’appliquer la formule :

1 1
A =——[U(RotU)U ——tr(U(RotU)U
Gy LV ROtU =2 r(U(RotU)U]
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9- Tenseur d’Einstein de la 3-sphere (S3)

Les calculs qui se présentent alors sont similaires a ceux que nous avons développés au
chapitre 1 pour le cas d’un tenseur de déformation de Green Lagrange droit sphérique. La
fonction notée p(X) au paragraphe 8 du chapitre 1 est ici remplacée par :

f(x) = 2 _2p
1+ (xX") +(xX) +(x°) A

avec p constant. Il vient, en s’appuyant sur les formules établies dans ’annexe B et en
remplacant X par x :

RotU =

4‘”‘)— i-8 j‘)

URotU = % (

trfURotU] =0

1 X2 =
A_détUU(RotU)U-8p -8 ) =20
Rot(AT) = RotJ(—)—i(z—X) di (_)I
2
=1 x®[grad( ' _[X_F” x[ 11
A—1 4 T
_(__ 7L_)I—FX®X .

Ainsi, le rotationnel de A" s’écrit :
4 4
Rot(A") = —?I —?x ®x"
L’adjuguée de A est celle d’une application antisymétrique (Annexe A) :

AdjA = Adj[] (—X)] —X®X

Comme nous I’avions pressenti la mesure de la courbure,
B' =Rot(A") + AdjA

n’est pas nulle dans la situation présente
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soit encore, en réintroduisant la valeur de A :

B' =- 152 422 3221'
[1+(x)"+(x7)" +(x7)7]

Le tenseur de Ricci
R = (détU) '[(tr(B"U)I - (B"U)]

est constant, et sphérique :

R = —%I
P
Le tenseur d’Einstein
I or
S=——BU
déetU
est aussi constant et sphérique :
1
S = —21
p

10- Conclusion

Les différents points développés au cours de ce chapitre sont intéressants a divers titres.

Il a permis, en dimension 3, de situer, dans le cadre de la géométrie riemannienne, la méthode
d’intégration du systéme d’équations aux dérivées partielles préconisée au chapitre 1. Apres
avoir montré sa faisabilité par rapport a celle qui met en jeu les coefficients de Christoffel,
nous avons dégagé la nature des deux objets E et B présentés comme des matrices au
paragraphe 9 du chapitre 1, ces deux matrices ont acquis une nature tensorielle :

(AdjU)E

- la matrice 4étU)? acquiert le statut de tenseur mixte d’ordre 2 et remplace
¢

avantageusement le tenseur de torsion T d’ordre 3.

- la matrice acquiert le statut de tenseur mixte d’ordre 2 et remplace

2

(AdjU)B
(dé¢
avantageusement le tenseur de courbure K d’ordre 4.

T

- la matrice acquiert le statut de tenseur mixte d’ordre 2 et remplace

détU
avantageusement le tenseur de Ricci
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10- Conclusion

R = (détU) '[(tr(B"U)I - (B"U)]
et le tenseur d’Einstein :

_(B'U)
détu -

T

Le tenseur candidate ainsi & mesurer la courbure de 1’espace.

r

détu

N’oublions pas que cette méthode, que nous avons baptisée méthode de Darboux, s’est
montrée efficace essentiellement grace a I’idée d’origine :

. . 7 . a N . 4
Factoriser les coefficients g;; de la métrique gen urs,, U; ou la « racine carrée » U

n’est pas nécessairement choisie symétrique.

Nous devrons poursuivre cette décomposition lors d’extensions futures. Nous avons déja
abordé cet aspect au paragraphe 9 par la recherche du tenseur d’Einstein de la 3-spheére

plongée dansR*. Pour passer d’un espace vectoriel euclidien de dimension 3 a une variété
riemannienne de dimension 3, une piste a suivre est de

- conserver la notion de métrique,

- conserver la nullité de la torsion en exprimant A en fonction de U par la formule
1 T 1 T
A =——[URot(U"))U - —tr(U(Rot(U " ))U],
détU[( (Uh) > r(U(Ro( HU]

- renoncer a la rotation R
- renoncer a la nullité de la courbure et la mesurer par la matrice
B = (Rot(A") + AdjA)"

T

ou bien par le tenseur

r

détU

Le chapitre 3 suivant est consacré a 1’étude des variétés riemanniennes dont le tenseur
d’Einstein est le méme que celui de la 3-sphére.

Le chapitre 4 sera pour sa part consacré a I’étude de surfaces plongées dans R’ en adaptant la
méthode de Darboux [CIA 14].
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Chapitre 3

ETUDE DES VARIETES RIEMANNIENNES DE DIMENSION 3 DE
MEME COURBURE QUE LA SPHERE

1- Introduction

Le paragraphe 9 du chapitre 2 nous a amené a étudier la 3-sphére. Afin d’analyser ce que 1’on
peut expérimenter sur les variétés riemanniennes 3D dans I’esprit de la méthode de Darboux,
nous allons tenter de répondre a la question suivante :

Quelle sont les variétés riemanniennes de dimension 3 qui ont le méme tenseur de
courbure que la 3-sphére ?

C’est une question préalable a une question plus générale de Poincaré [POI 1] :

Est-ce que toutes les variétés compactes simplement connexes sont homéomorphes a des
spheres ?

Il se trouve que la dimension de la variété pour laquelle la réponse est la plus difficile a mettre
en ceuvre en géométrie non riemannienne est la dimension 3.

La réponse a la conjecture de Poincaré en dimension 3 a été prouvée récemment par G.
Perelman [PER 1], [PER 2], [PER 3] en se basant sur la technique des flots de Ricci. Cette
technique imaginée par R. S. Hamilton vient de «’analyse » par la théorie des équations
différentielles [HAM 1, 2]. Elle consiste a munir la variété¢ d’'une métrique arbitraire et a faire
évoluer cette métrique vers celle de la sphere par le flot des solutions d’une équation
différentielle. Sur la conjecture de Poincaré, citons aussi les articles suivants : [AND 1],
[CAO 1, 2], [CHO 1], [MIL 1].

Dans le cadre plus restreint d’une variété riemannienne 3D, notre hypothese de départ revient
a supposer le tenseur d’Einstein identique a celui de la 3-sphere de rayonp (chapitre 2,
paragraphe 9) :
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Chapitre 3 - ETUDE DES VARIETES RIEMANNIENNES DE DIMENSION 3 DE MEME COURBURE QUE LA
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1y
p

S

j
Nous espérons que cette application de la méthode de Darboux pourra contribuer dans un

avenir plus ou moins proche a une démonstration plus « géométrique » de la conjecture de
Poincarg.

2- Formulation de ’hypothése sur la courbure

Soit 9/ une variété riemannienne 3D. Notons (X',X*,X’)un paramétrage de ¥ et g. iles
coefficients de la métrique dans ces parametres.

Soit U une solution de
SkeU:(Uj =g;j-

En accord avec I’hypothése de nullit¢ de la torsion toujours admise en géométrie
riemannienne, nous pouvons introduire la matrice A solution du systéme linéaire

E" =Rot(U") +détU(U™)[tr(AU I - AU']=0. 2.1)

Nous en avons déja extrait ’expression de A en fonction de U et de ses dérivées (chapitre 1,
paragraphe 4-3) :

1 T l T
A =— =[URt(UNU - tr(U Rot(U)U)] (2.2)

La version mixte du tenseur d’Einstein se calcule facilement & partir de la matrice
B" =RotA" + AdjA (chapitre 2, paragraphe 8) :
1 gy

détU

Notre hypothése de départ sur la courbure est donc :

B B'U _
détuU

1
p
Elle est équivalente a :
-B' H:(détE)I
p p
ou encore a :

B'=—AdiY.

p
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3- Application de la méthode de Darboux au cas ou, en plus de la condition sur la courbure, la métrique est
supposée sphérique

En résumé, nous cherchons donc les métriques g qui satisfont la condition sur la courbure

Rot (AT) + AdjA + Adi-> = 0 (2.3)
p

ou U est une «racine carrée » de la métrique et A la solution (2.2) de la condition (2.1) de
nullité de la torsion.

3- Application de la méthode de Darboux au cas ou, en plus de la condition
sur la courbure, la métrique est supposée sphérique

Supposons, en plus de la condition (2.3) sur la courbure, que les composantes de la métrique
soient de la forme sphérique

4p*
__Sij

8ij = 32

ot A est une fonction scalaire strictement positive des paramétres (X', X*,X’).

Afin d’expérimenter la faisabilité de la méthode de Darboux, essayons de vérifier, dans ce cas
particulier, que la variété est bien une 3-sphere.

La racine carrée U choisie symétrique et défini-positive de gest :

Cette racine carrée doit satisfaire a la condition de nullité de la torsion :
A= L[U Rot(UT)U - ltr(U (RotU™))U]
détU 2
et a la condition sur la courbure :

AdiA +Rot(A") + Adj Y =0
p
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3-1 Construction de A et satisfaction de la condition sur la courbure

Les calculs se déroulent de la fagon suivante :

RotU = —%j(grad A)

2
URotU = — 4}‘; i(grad ).

Cette derni¢re matrice €tant antisymétrique, sa trace est nulle, et ’expression de A se réduit
a:

1
A=——URotU)U
détu RotU)

soit

A= —%j(grad A)=—j(grad(In}))

Examinons maintenant ce qu’implique la condition sur la courbure

AdiA +Rot (AT)+ AdiZ =0
p

pour la fonction A. Il vient :

Adj(%) = %1 , AdjA = % (gradA) ® (grad )"

Rot(A") = ﬁiX (grad(Ini)) —A(InA)I
1 o0 1 T
= Ia—X(gradk) —F(gradk) ® (grad)) )—A(Ini)I

- (erad b~ (grad 1) @ (grad 1))~ AR+ o ferad A I

ou ’on a utilisé les notations A,

, ®, pour représenter respectivement le Laplacien, la

norme euclidienne et le produit tensoriel associés a la métrique.

Satisfaire la condition de courbure revient alors a imposer a la fonction A de satisfaire
I’équation aux dérivées partielles du second ordre :
1

7 [xaix(grad )+ (4+ |gradA|” -1 AR =0.
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3- Application de la méthode de Darboux au cas ou, en plus de la condition sur la courbure, la métrique est
supposée sphérique

Multiplions par A’ et posons V = grad A, I’équation devient :

oV .
xa—X+(4+||v||2—xchvV)1=o. (3.1.1)

En prendre la trace nous permet d’établir un lien entre la divergence de V et le carré de la
norme de V

VI +4= %kdiv\/ (3.1.2)

ce qui nous incite a remplacer ||V||2 dans 1’équation (3.1.1) et a transformer cette équation aux

dérivées partielles non linéaire en I’équation aux dérivées partielles linéaire :

2—;’( = %(divV)I (3.1.3)

La résolution de I’équation est maintenant relativement simple. Le gradient de V est
sphérique, il est donc en particulier symétrique. L’identité

Rot(a—v)T =0
oX

implique

Rot[(divV)I]=0
soit encore, en se référant a la propriété B-5-5 de I’Annexe B :

j(grad(divV)) =0.
La divergence de V est donc constante. Posons

divV =6¢.

La constante ¢ est strictement positive a cause de (3.1.2). L’équation aux dérivées partielles
(3.1.3) se transforme en :

6_V =2cl
15),4

ce qui permet d’affirmer que V est de la forme :
V =2¢c(X+H)
ou H désigne un vecteur constant.

Maintenant que le champ de vecteur V est déterminé, nous pouvons remonter a la forme de la
fonction A. L’intégration de V = grad A conduit a une forme quadratique pour la fonction A
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MX) = c[(X, X) +2(H,X)] +¢,

ou I’on a noté (,) le produit scalaire euclidien associé a la métrique J,; et ¢y une constante.

Mais cette forme de la fonction A assure seulement que le champ de vecteurs V est solution du
systeme aux dérivées partielles :

N _ 1w,
X 3

I1 ne faut pas oublier la relation (3.1.2) qui devient :
[V[" +4=4nrc

et implique :

r=Lacfx [
c
Cette dernicre expression de A détermine la valeur de la constante ¢, :
¢y = (4+|H])".
4c

La fonction A, satisfaisant a la condition de nullité de la torsion et a la condition sur la
courbure, prend donc la forme suivante :

1
MX) ==(1+c*[X+H|)
c
ou H est un vecteur constant et ¢ un scalaire constant.

3-2 Changement de parametres

Préférons aux paramétres X', X*, X, les paramétres x', x*,x’ définis par la relation
x =c(X+H).
L’expression de la fonction A devient :

AX) = %(1 +(X,X)).

Dans les nouveaux paramétres x', x*,x°, les nouveaux coefficients g i de la métrique sont tels

que :
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4- Association d’une rotation a un changement de parameétres

ng;j =g = & d;; -

Ainsi ;
2

5= 5,
()’ N A+(x,x))* "

’ J—
gi; =

et I’on reconnait la métrique de la 3-sphere de rayon p paramétrée par les coordonnées
stéréographiques.

4- Association d’une rotation a un changement de parameétres

Soit x',x*,x’un autre paramétrage de 7. Avec ces nouveaux paramétres, les nouveaux
coefficients g';; de la métrique sont liés aux anciens par la formule :

. ox* ox'
B i o i (4.1)

Comme nous 1’avons fait pour les coefficients g;;nous pouvons aussi trouver une solution U’
de:

g, =0 Uy} 4.2)
En insérant les définitions de U et U’ dans I’identité (4.1), nous obtenons

k
ox ur ox' X )5, UrU
oxX' ox!

6KIlIl (U;(m
que I’on peut aussi écrire en utilisant la notation du produit matriciel :

(U—) U’ aX). =5, Ury!

ou bien encore, puisque U est inversible :

raX -1 '
wa (U= U)(U XU =

Ainsi le produit (U’S—;Ul) correspond a une rotation Q et

Ua_X:QU
0X

85



Chapitre 3 - ETUDE DES VARIETES RIEMANNIENNES DE DIMENSION 3 DE MEME COURBURE QUE LA
SPHERE

Puisque Q est une rotation, il existe un champ d’applications linéaires A telle que :
dQ =Qj(AdX).
N’oublions pas que la condition d’intégrabilité de cette équation aux dérivées partielles est :

Rot(AT)+AdjA =0.

5- Transformation du probléme en une condition de compatibilité d’un
systeme aux dérivées partielles

Soit 9 une variété riemannienne de dimension 3 dont on connait les coefficients g;; de la

métrique dans un paramétrage X', X*, X*. Savoir si cette variété est une 3-sphére revient a
savoir s’il existe un changement de paramétrage tel que, dans les nouveaux
paramétres x',x*, x’, les nouveaux coefficients g ; de la métrique soient ceux d’une sphere en

coordonnées stéréographiques. Notons U et U’ des solutions inversibles de
Ul!( Sszﬁ =&

U(kSké‘U;[ = g;j .

1

. . , 2 . -
Nous avons vu qu’on pouvait choisir U ZTPI avec A =1+(x,x)et qu’il existait une

rotation Q(X) telle que
v _qu.
oX
Autrement dit
X _ oy
oX 2p

Nous pouvons donc ramener le probléme de géométrie riemannienne initialement posé a une
question de compatibilité d’un systéme aux dérivées partielles :

« Le systeme aux dérivées partielles :

1\2 25\2 35\2
6_X:1+(X) +(X7) +(x7) ouU
oX 2p

(5.1)

est-il intégrable ? »
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5- Transformation du probleme en une condition de compatibilité d'un systeme aux dérivées partielles

5-1 Condition de compatibilité associée a ’intégrabilité du systéme (5.1)
Nous pouvons réécrire le systeéme aux dérivées partielles (5.1) sous la forme

_ T+(x")? +(x*) +(x*)

2p

dx

QUdX (5.1.1)
La réponse a la question de son intégrabilité se traduit par la symétrie des dérivées secondes
croisées de x :

d(dx) = d(dx)
comme nous en avons pris 1’habitude au cours des chapitres précédents.

Commencons par effectuer la variation seconde (dx) :

1+(x,Xx) QUAX) = <8X’X>QUdX+1+<X’X>

O(dx) =d8(————
(dx) = &( 2% o 2

(3QU +Q8U)dX .

Les variations de la rotation étant de la forme 00 =Qj(A6X) nous sommes amenés a
I’expression suivante de d(dx) :

5(dx) = 2% U dx + LX) 6 ((AdX) U + 5U) dX
p
I 1+(x,x) 1+({x,x)

=~ QUK. )QUdX + Q((ASX) U +8U)dX
p

p
soit, apres factorisation par A et Q :

A

S(dX) = 2—p

Q[ (QUSX, x)UdX + (J(ASX) U + 8U) dX].
p

La variation seconde d(8x)s’obtient en échangeant d et dans la relation précédente. Egalons

oy . e o A
les deux variations secondes obtenues en oubliant le facteur multlphcatlfz— non nul et la
p

rotation inversible Q.
l[(QUESX, x) UdX —(QUAX, x) UdX]+[j(ASX) UdX — jJ(AdX)UdX]+[6UdX —dUsX]=0
p

Le premier membre de la relation ci-dessus est la somme de trois termes :

- le dernier terme se transforme grace a la généralisation du rotationnel

5UdX —dU8X = (Rot(U)")" (6X A dX)
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- le deuxieme terme se transforme grace a la propriété A-8-9 de I’Annexe A

J(ASX)UdX — j(AdX)USX = (ASX) A (UdX) + (USX) A (AdX)
=[tr(AU I - (AU J(AdjU)" (X A dX)

- le premier terme se transforme grace a la formule du double produit vectoriel bien
connue en mécanique :

l[<QU€>X, x) UdX —(QUdX,x) UsX] = l[<U8X, Q'x) UdX —(UdX,Q"x) U dX]
p p
= l(QTX) A[(UdX) A (USX)]
p

= L@ AL(AU)T(dX A 5X)]
)

d’ou la transformation :
l[(QUESX, x)UdX —(QUdAX,x)UdX] = —lj(QTx)( AdjU )T (0X AdX).
p p

I1 reste a rassembler ces 3 nouvelles expressions et a oublier le vecteur (30X A dX) :

(AU —(AU™)" — (2
P

)I(AdU)" +(Rot(U"))" =0.

Finalement, nous pouvons conclure que I’intégrabilité du systéme aux dérivées partielles

_14+(x,x)
2p

dx QUdX

est conditionnée par la condition de compatibilité que devront satisfaire A, U et x :

Q'x

[tr(AU I —(AU™)" - j(—)](AdjU)" +(Rot(U"))" =0 (5.1.2)
p

Nous avons vu différentes variantes pour traduire la nullité de la torsion, choisissons celle
présentée a la formule (2.1) :

Rot(UT) + AdjU[tr(AU ™) - AU']=0.

Elle fournit une expression du rotationnel de U' qui permet de transformer la condition
d’intégrabilit¢ (5.1.2) en une condition complétement algébrique. Aprés simplification a

droite par (AdjU)", la condition d’intégrabilité devient :

Q'x

[tr(AU DI -(AU™)" - i( -[tr(AUDHI=(AU ™ ]1=0
p
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5- Transformation du probleme en une condition de compatibilité d'un systeme aux dérivées partielles

ou encore

QTX) =(A-A)U" —tr(A— A)U™M)I (5.1.3)
P

X(

Examinons cette condition. Le membre de gauche de 1’égalité est visiblement antisymétrique
donc de trace nulle ce qui implique que tr((A—A)U™") soit nulle et que la relation (5.1.3)
s’écrive plus simplement

Q"%
I
p

)=(A-AU" (5.1.4)

A ce point du raisonnement, la relation (5.1.4) nous permet d’affirmer 1’existence d’un champ
de vecteur W tel que :

|A=A+jW)U| (5.1.5)

et que les nouveaux parametres x sont liés au champ W par :

*=paW]

La matrice € étant une rotation, il vient :
(x,x) = p*(W, W)

et nous pouvons exprimer la fonction A en fonction de W au lieu de x

A=1+p*(W,W)|

Le probléme initial concernait la résolution du systéme aux dérivées partielles

_14+(x,x)
2p

dx QUdX (5.1.1)

ou Q était une rotation inconnue.

L’intégrabilité de ce systeme vient de mettre en évidence un vecteur W. Si on connait le
vecteur W et la rotation €2, on connaitra x par la formule

X = pQW (5.1.6)
Nous allons adapter la stratégie suivante :
- déterminer W,

- déterminer £,
- calculer x.
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Commencons par traduire le systeme différentiel (5.1.1) en profitant de I’expression (5.1.6) de
X.

5-2 Systéme aux dérivées partielles satisfait par W

Reprenons le systéme différentiel (5.1.1) en y remplagant x par pQW . Il devient :

pd(QW) = LQUdX
2p
puis, en utilisant la définition de A :
. A
pQdW = Q[—pj(AdX)W + > UldX.
p

En simplifiant par Q et en divisant par p, nous obtenons :

UdX.

AW = j(W)AdX +

2

Le vecteur W est donc solution du systéme aux dérivées partielles :

W _ WA + kz U.
oX 2p

Remarquons que nous avons réussi a découpler la recherche de W de la recherche de Q
puisqu’alors que la rotation  figurait dans 1’équation aux dérivées partielles satisfaite par x,
elle ne figure plus dans 1’équation aux dérivées partielles satisfaite par W.

Nous sommes de nouveau confrontés a une question de compatibilité qui s’énonce comme
suit :

Quelles conditions de compatibilité doivent satisfaire U et A pour que le systéme aux
dérivées partielles du premier ordre

oW A
—=jWA+-—U 5.2.1
x W) 2’ (5.2.1)

soit intégrable lorsque L =1+p*(W, W) et A=A+jW)U ?

Afin de préparer 1’étude de ’intégrabilité des systemes différentiels satisfaits par W et €,
nous allons commencer par calculer Rot(A") + AdjA .
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6- Calcul de Rot (AT) + Adj(4) quand A = A + j(W)U

6- Calcul de Rot (A") + Adj(A) quand A=A + j(W)U
Avant de calculer la somme

Rot(A") +Rot[(G(W)U)")]+ Adj A + j(W)U]
nous allons successivement calculer :

- le rotationnel de (j(W)U)",
- I’adjuguée de A+ j(W)U.

6-1 Expression du rotationnel de (j(W)U)T en fonction deg—\z

Partons de la propriété B-4-2 de I’Annexe B. Pour deux variations 6X et dX :

[Rot((G(W)U) '] (X A dX) = 5(j(W)U)dX —d(j(W)U)3X.
Développons la différence située au second membre de 1’égalité.
W A (UdX)]=d[W A (UdX)] = (W) A (UdX) = (dW) A (UdX) + W A (6UdX - dUSX)

= (2—¥ dX) A (UdX) - (Z—ZZ dX) A (UsX) + j(W)(UdX — dUsX) .
D’une part,
SUdX —dUSX =[Rot(U")]" (8X A dX)

grace encore a la propriété B-4-2 de 1’annexe B.

D’autre part, d’apres la propriété A-8-9 de I’annexe A,

oW OW o [ QW oW )]
(a—XSX)/\(UdX)+(U8X)/\(a—XdX)—{(AdJU)[tr( S UV ]} (BX AdX).

En reportant ces deux factorisations dans le calcul en attente, nous mettons en évidence le
produit vectoriel 6X A dX

W A (UdX)]-d[W A (UdX)] = {(Ade)[tr(z—\; UHI- 2—¥U“ ]-[Rot(U" )]j(W)} (06X A dX)
Ainsi, nous pouvons conclure au résultat intermédiaire
. Tq_ . 5& -1 _5& 17 T\1:
Rot[((W)U)" ] = (AdjU)[tr( P Ul P U™ ]=[Rot(U)]j(W) (6.1.1)
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ou il reste a remplacer Z—V;par son expression (5.2.1).

6-2 Expression de W (5
o0X

Nous n’avons pas encore invoqué 1’équation aux dérivées partielles du premier ordre (5.2.1)

satisfaite par W
oW . . 1+ p*(W, W)
—=iW)A+{(WU]+ ———2—-L1U.
X JIW)[A + jJ(W)U] e
Nous en déduisons
2
W 51 = W) AU + Gewy? + LRV WO o

oX
La propriété A-7-2 de I’Annexe A permet de remplacer le carré de j(W) par :
((W)* =WOW' —(W,W)I.
Ainsi :
oW

—U"'=j(WAU + WO W' —(W, W)l +

o0X ?

ou bien encore

‘9ﬁU*1 = j(W)AU + WO W' +( 12 —1<W,W>)I.
oX 2p° 2
. oW __,
Nous pouvons maintenant prendre la trace de 6_XU :
oW . » 3 3
tr(—U") =tu[j(W)AU |+ (W, W) + — —-—(W, W
( X ) =t[J(W)AU ]+ ) 20 2 ( )
soit :
oW . 4 3 1
tr(—U") =t[j(W)AU ]+ -——(W,W
( X )=t J(W)AU™] 20 2 ( )

92

(6.2.1)

(6.2.2)



6- Calcul de Rot (AT) + Adj(4) quand A = A + j(W)U

6-3 Expression de tr(a—W U™HI- W (5
0X 0X

En soustrayant les résultats obtenus en (6.2.1) et (6.2.2), nous obtenons la valeur de la

contribution de ow dans (6.1.1) :
oX

aw

oW
[ U=

L=[tr(GOW)AU ™) - i(W)AU ™ + izl ~WOWT  (6.3.1)
p

6-4 Expression de Rot (j(W)U)T en fonction de W

aw

Reportons dans (6.1.1) la valeur de tr(aﬂ U™HI-
oX oX

U~ obtenue en (6.3.1) :

Rot[((W)U)" 1= (AdjU)[(tr(J(W)AU™) + %)I ~((WAU™ + W@ W™)] 64.1)

~[Rot(UN)]((W)

6-5 Expression de Adj (A + j(W)U)

Le calcul du rotationnel de [j(W)U)"]a fait apparaitre le groupement AU™". Dans un premier
temps, nous allons développer 1’adjuguée de A+ j(W)Uen mettant aussi en évidence ce
groupement. Appliquons la propriété A-8-3 de I’ Annexe A :

Adj(A + j(W)U) = Adj[(AU " + j(W))U] = (AdjU)Adj(AU " + j(W)).

Ainsi (AdjU) s’est mis en facteur a gauche et nous espérons faire apparaitre, dans le
développement de I’adjuguée de AU + j(W), des termes communs aux facteurs placés a
droite de AdjU dans (6.4.1).

Il nous reste a calculer ’adjuguée de AU + j(W). Soient Y et Z deux vecteurs constants, la
définition de I’adjuguée (A-8-1, Annexe A) implique

[Ad((AU™ + jOWNT' (Y AZ) =[(AU ™" + (W) YIA[(AU™ + j(W))Z]
= [Adj(AU™) + Adi (W) (Y A Z) (6.5.1)
+[H(W)Y)IA(AU™'Z) + (AUTY) A[((W)Z]

La propriété A-7-7 de I’ Annexe A permet de poser
[IW)Y]A(AU'Z) + (AU'Y) A[I(W)Z]=M" (Y A Z)

en introduisant la matrice
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M = [~-tr(G(W)AU ™) + tr(G(W)tr(AU ]I
—[tr(GOW)JAU™ =[tr(AU )W) + J(W)AU™ + AU (W)

qui se simplifie en
M = j(W)AU ! e j(W)AU T+ {AU " —[tr(AU YT (W)
car la trace de j(W) est nulle.
Nous obtenons ainsi, en oubliant le vecteur Y A Z dans (6.5.1) :
Adj(AU™ +j(W)) = Adj(AU ) + Adj(G(W)) + M .

La propriété (A-8-5) de I’ Annexe A permet de remplacer 1’adjuguée de j(W) par W@ W',
ainsi :

Adi(AU™ +j(W)) = Adi(AU )+ WO W™ + M .

En multipliant & gauche par AdjU et en utilisant a nouveau la propriété A-8-3, nous obtenons
finalement :

Adj(A + j(W)U) = AdiA + (AU W @ W' + j(W)AU ™ — tr(j(W)AU HI]

_ 1 - (6.5.2)
+ (AdjU)[AU™ —tr(AU HI]H(W)

6-6 Sur la nullité de Rot [(A + j(W)U)T] + Adj(A + j(W)U)

La somme des expressions (6.4.1) et (6.5.2) de Rot[(j(W)U)"] et Adj(A +j(W)U) obtenues
aux paragraphes 6.4 et 6.5 permet de calculer Rot(A)" + AdjA :

Rot(A + j(W)U)" + Adj(A + j(W)U) = Rot(A") + AdjA + iz AdjU 66.1)
p .0.

+ £ Rot(U") + (AGU)AU™ —[tr(AU™ Y]] (W)

Examinons le second membre de la formule (6.6.1). D’une part la somme des trois premiers
termes est nulle grace a la condition sur la courbure. D’autre part, le terme en facteur de
J(W) est nul grace a la condition de nullité de la torsion écrite sous la forme :

—Rot(U") + (AdjU)AU ™" - [tr(AU)](AdjU) =0.

Nous avons donc prouveé que les conditions sur la courbure et sur la torsion impliquent

Rot(A")+AdjA =0
quand A=A+ j(W)U.
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7- Existence du champ de vecteurs W

7-1 Variations de A
Les variations de A =1+ p°(W, W) mettent en jeu les variations de W
dL =2p*(dW, W) = M{UdX, W) + 2p*(W A AdX, W) = L(UdX, W) .

Nous serons donc en mesure, dans des développements ultérieurs, d’exprimer les variations
de A sous la forme :

|d) =2(UdX, W)|

7-2 Symétrie des dérivées secondes de W
A partir du systéme

A

2

dW =2 UdX + W A (AdX) (7.2.1)

évaluons la différence 6(dW)—d(0W) des dérivées secondes de W

1 )
SA(UdX) —dA(USX)] +
2p2[ (UdX) - dM(UsX)] 2

+ W A (BAAX — dASX) + (W) A (AX) — (AW) A (ASX)

OdW —ddW =

[8UdX — dUSX]

dans laquelle nous introduisons les variations de A

A A

AW —ddW = —[(UdX, W) UdX —(UdX, W) U 6X] +

>[6UdX —dUSX]

2p (7.2.2)
+ W A (BAdX —dASX) + (OW) A (ADX) — (dW) A (ASX)

Le deuxiéme membre de (7.2.2) est une somme de quatre termes :

- le premier terme est un double produit vectoriel

%[(USX, W) UdX —(UdX, W) UsX] = 2—X2 (W A[(UdX) A (USX)])
p p

= —2—K2 H(W)AU)" (6X A dX)
p

A [AGUYW)TT (BX A dX)

2

- le deuxiéme terme met en jeu le rotationnel de U’
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A A

~[8UdX - dUsX] = (Rot(U"))" (X A dX)
2p 2p

- le troisiéme terme met en jeu le rotationnel de A"
J(W)(BAAX — dASX) = j(W)(Rot(A"))" (8X A dX)

- le dernier terme
(OW) A (AdX) — (dW) A (ASX)

est plus complexe, il faut y remplacer dW etoW par leurs expressions données par (7.2.1).
Effectuons ces remplacements :

A
2

p
+[W A (ASX)] A (AdX) —[W A (AdX)] A (ASX).

(W) A (AX) — (W) A (ASX) = = [(USX) A (AX) — (UdX) A (ASX)]

Nous avons déja rencontré une expression du type
(UdX) A (AdX) + (AdX) A (UdX)
elle se transforme en :
[tr(AU™)I - (AU J[(AdJU)" (85X A dX)] = {AdjU)[tr(AU - AU} (53X A dX).
C’est encore la propriété A-8-9 de I’Annexe A qui nous a été utile ici.

L’identité de Jacobi (propriété A-2-2) ainsi que la propriété A-8-1 de I’Annexe A permettent
de remplacer la somme des deux double-produits vectoriels

[W A (ASX)] A (AAX) —[W A (AdX)] A (ASX)
par le double produit vectoriel unique
~[(ASX) A (ADX)]A W = W A[(ASX) A (AdX)] = J(W)AJIA)T (8X A dX).

Le dernier terme de la somme se simplifie donc a son tour en :

2

{2?) [(AdjU)[(tr(AU DI =AU '] + j(W)(AdjA)" }(SX AdX).

La somme des quatre termes que nous venons de simplifier permet d’obtenir la
différence 6dW — ddW . Le vecteur (86X A dX) peut se factoriser a droite :
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7- Existence du champ de vecteurs W

OdW —doW =

2

{27“ [(AdjU)j(W)+Rot(U") + (AdjU)(tr(AU DI =AU ]" + j(W)[Rot(A") + AdjA]" }(SX A dX)
P

I ne faut pas oublier la relation
A=A+jW)U
qui permet de remplacer AU par AU + j(W)et tr(AU ") partr(AU ™).
Dans les termes en facteur de;h—2 , les produits (AdjU)j(W) vont s’annihiler. Par suite :
p

AW — dSW = {2% [Rot(U") + (AdjU)(tr(AU I = AU™]" + j(W)[Rot(A") + Ade]T}(SX A dX)
P

Nous avons vu au paragraphe 6 que le champ A satisfait la condition
Rot(A")+AdjA=0.
D’autre part, une version de la nullité de la torsion est :
Rot(U") + AdjU[tr(AU HI-AU']=0.

La différence 6dW —doW est donc nulle. Les dérivées secondes de W sont donc
symétriques.
7-3 Bilan de I’étude sur I’existence du champ de vecteurs W

I n’y a pas d’obstruction a I’intégration du systéme aux dérivées partielles

N = JW)A+ (W)Y U+

1+ p*(W, W)
— a2 U
oX 2

L’existence du champ de vecteurs W est assurée par le théoreme de Frobenius [DIE 1] sans
autres conditions que

- la nullité de la torsion,
- la condition sur la courbure.
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8- Existence du champ de rotation Q

Le systéme aux dérivées partielles
dQ =Q j(AdX)
est intégrable car la condition de Frobenius
Rot(A")+AdjA =0 (8.1)

est satisfaite. En effet, sous la condition de courbure
) T .U
AdjA +Rot(A" )+ Adj—=0
P

et sous la condition de nullité de la torsion
Rot(U") +(AdjU)[tr(AU I -AU']=0.

La condition (8.1) a déja été vérifiée au paragraphe 6.6 pour A = A + j(W)U et W solution de
I’équation aux dérivées partielles

2
W _ jowya+ LV W) 1
oX 2p

L’existence du champ de rotations Q est assurée par le théoréme de Frobenius.

9- Conclusion

Résumons le chemin parcouru. Etant donné une variété riemannienne 7’de dimension 3 dont
les coefficients g;; de la métrique dans un paramétrage X', X?,X’ sont tels que le tenseur

d’Einstein soit celui d’une 3-sphére de rayon p

N
i_ - i
Sj 2 81‘
p
on peut franchir successivement les étapes suivantes :
lére

étape

Calculer U solution de :
Ssz?Uj = gij(Xlaxz ,X%).
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9- Conclusion

2™ étape
Calculer
1 1
A= @[URot(UT) —Etr(URot(UT))I]U .
3™ tape
Résoudre 1’équation aux dérivées partielles
OV jowia s owyups W
afin de déterminer W.
4™ étape
Résoudre 1’équation aux dérivées partielles
dQ = Qj([A + j(W)U]dX)
afin de déterminer Q.
55 &tape

Calculer les nouveaux paramétres par la formule (5.1.2)
x = pQW.

L’étape 2 est seulement 1’affirmation de la nullité¢ de la torsion. A cause de cette nullité, et
aussi de la condition sur la courbure, il n’y a pas d’obstruction :

- a ’étape 3, pour intégrer 1’équation aux dérivées partielles satisfaite par le vecteur W,

- a ’étape 4, pour intégrer 1’équation aux dérivées partielles satisfaite par la rotation Q2.

Avec les nouveaux paramétres x',x°,x’ les coefficients de la métrique sont :

_ 4p’
1) H(xD) +(x)?

gi(x',x*,x%)

5.,

On reconnait la métrique de la 3-sphere de rayon p en coordonnées stéréographiques.

Nous avons donc prouvé que la variété 7/était une 3-spheére de rayon p.
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L’analyse de la démarche présentée dans ce paragraphe montre clairement que 1’idée
maitresse qui fait réussir le schéma de changement de paramétres est une nouvelle fois
I’utilisation de la «racine carrée U » de la métrique g. Le raisonnement s’affranchit des
coefficients de Christoffel en s’appuyant sur A, pour exprimer la nullité de la torsion, puis sur
le tenseur B' U pour traduire la courbure.

Le probléme géométrique est remplacé par la recherche d’un vecteur W et d’une rotation Q
solution d’un systéme aux dérivées partielles.

1+ p*(W, W)

2

dW = W A (AdX) + Udx

dQ = Qj(AdX)

Les conditions de compatibilit¢ de ce systeme correspondant aux hypothéses géométriques
choisies sur la courbure et la torsion, le théoréme de Frobenius permet de conclure a
I’intégrabilité du systéme aux dérivées partielles et donc a la pertinence de la conjecture
géométrique. A notre connaissance, cette démarche est inédite.
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Chapitre 4

THEORIE DES SURFACES

1-Introduction

Les ouvrages et articles sur les coques sont nombreux mais ils sont souvent délicats a aborder
car une culture préliminaire sur la théorie des surfaces est nécessaire. Les subtilités du calcul
tensoriel, I'utilisation des symboles de Christoffel peuvent en rendre la lecture hermétique. La
recherche de nouveaux concepts dans le domaine des surfaces est toujours d’actualité car des
formulations plus simples permettraient a la fois

- de simplifier les raisonnements et les démonstrations (P. G. Ciarlet [CIA 1-10], B.
Miara [MIA 1,2], M. Berger [BER 1-6])

- de proposer des logiciels de calculs plus robustes (A. Ibrahimbegovic [IBR 1-8], W.
Pietraskiewicz [PIE 3-5], M. Bernadou [BERN 1-2]).

Un point particulierement délicat a aborder en théorie des surfaces est celui des conditions de
Gauss-Codazzi-Mainardi (G-C-M).

Dans le cas d’une coque mince satisfaisant aux hypothéses de Kirchoff-Love, 1’étude des
déformations se réduit a celle de sa surface moyenne. Les conditions G-C-M doivent étre
satisfaites aussi bien avant qu’apreés déformation. Pour construire des modeles de coques plus
¢laborés tel que celui de Donnell, il est nécessaire de procéder a des approximations des
conditions G-C-M [BAR 1]. Ces approximations consistent a effectuer des opérations de
linéarisation, mais lorsque I’on exprime les conditions G-C-M en utilisant les symboles de
Christoffel, comme c’est ’habitude, il n’est pas si ais¢ de les linéariser par rapport aux
gradients de déplacement sur la surface moyenne.

Dans ce chapitre nous allons proposer une nouvelle formulation des conditions G-C-M afin de
leurs donner plus de lisibilité et de maniabilité. Pour y parvenir, nous présentons la théorie des
surfaces en privilégiant des variables différentes de celles classiquement utilisées. Une
nouvelle fois, cette méthode prend ses racines dans I’ouvrage de Gaston Darboux [DAR 1] et
[VAL 3].
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2- Préliminaires

2-1 Premiére forme fondamentale - Vecteurs de Gram

Soit E’ un espace tridimensionnel Euclidien. Dans ce chapitre, et dans les suivants, nous
noterons par un point le produit scalaire que nous avions noté précédemment par un
crochet(,). Nous choisirons, pour repérer les points de I’espace, une base orthonormée

directe e,,e,,e;. Dans cette base, les composantes 6;; de la métrique coincident avec les

symboles de Kronecker et les composantes m;;, du produit mixte n coincident avec les

symboles de Levi-Civita.

Considérons une surface § paramétrée par deux parametres notés u et v. Soit un point x de

cette surface, désignons par x'(u,v),x’(u,v),x’(u,v) ses coordonnées. Le calcul de

I’élément d’arc sur la surface

o o
ds* = dx - dx = 8, dx’ dx’ =, [ 2=

——(du)’ +8_Xla_xj
ou ou ov ov

nécessite seulement la connaissance des trois produits scalaires

p_OX X L 0x Bx
du ou du ov

Ainsi I’¢lément d’arc est la forme quadratique

i ] i ]
(dv)? + (2O OO )
du ov v du
GoOX X
ov ov

ds* =E(du)* + 2Fdudv + G (dv)*

dite premiere forme fondamentale de la surface S. En utilisant le formalisme matriciel, la

premiere forme fondamentale s’écrit :

ds® =[du dv][i (lj[du dv]

et on dit que la matrice 2x2

O0X OXx

E F P

_ _|Ou ou
a(“’v){F G}‘ ox ox
ov Ou

Ox

Ou
Ox

ov

est la matrice de la premiére forme fondamentale de § ou
forme fondamentale de S. Cette matrice est symétrique et définie positive par construction.

Ox

ov
Ox

ov

plus succinctement la premicre

Les composantes E, F, G de la premicre forme fondamentale étant données, nous pouvons,
par le procédé de Gram-Schmitt par exemple, construire algébriquement, dans I’espace
Euclidien E’, deux champs de vecteurs U, et U, de telle maniére que leurs produits scalaires

. . ox  0X .
soient les mémes que ceux des vecteurs a etg tangents en x a la surface §:
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U,-U,=E (2.1.1)
U,-U,=U, .U, =F (2.1.2)

et
U, U, =G| (2.1.3)

Nous appellerons ces vecteurs U et U, « vecteurs de Gram ». Ils dépendent de u et v.

. L. ox Ox R
Il est aisé de vérifier que les Vecteursa X ™ et U, xU, sont de méme longueur

_X_

0x 0OXx
22 -u, v

ou x désigne le produit vectoriel. Pour cela, il suffit d’appliquer 1’identité de Pythagore

(Annexe A, A-7-1) aux champs de vecteurs %et(%X dans un sens, puis aux champs de

vecteurs U, et U, en sens inverse :

ox Ox, ,0x OX Ox Ox.,0X OX OX OX.,
(5 5) (5 5) (E 5)(5 E) (5 E)
=(U1'U1)(U2'U2)_(U1'U2)

= (U] XUz)'(Ul XUz)'

2-2 Introduction d’un champ de rotation Q

. ox , 0x n . .
Puisque les deux champs de vecteurs — et . ont les mémes produits scalaires que les deux
u

champs de vecteurs de Gram U, et U,, c’est qu’ils se déduisent les uns des autres par
I’intermédiaire d’une rotation Q

X _qu | | Z_qu) 2.2.1)
ou ov
En conséquence :
ox 0Ox
—x—=Q(U,xU 222
0B ( 2)- (2.2.2)
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3- Convention sur le choix des vecteurs de Gram

La normale unitaire n en un point x de la surface § définie par

ox Ox ||ox 0Ox
—X—=[—x—{n
ou Ov |Ou oOv
est donc telle que :
n=0( XYz
[V,

Les six composantes des deux vecteurs de Gram sont solutions des trois équations algébriques
(2.1.1), (2.1.2), et (2.1.3). Il y a beaucoup de degrés de liberté pour les choisir. Nous
limiterons ce choix en convenant que

U,-e;=0| |U,-e,=0|

Nous choisissons aussi les deux champs de vecteurs U; et U, du plan orthogonal a es de telle
sorte que :

U, xU, =|[U;xU,|e,. 3.1)

Avec ces conventions :

- la normale a pour expression

n=Qe, (3.2)

- I’élément d’aire a pour expression

ox 0x
HE/\gH =||U1 XUz” =(U; xU,)-e; =n(U,,U,,e;)

- les composantes (u},u;) et (uy,u;)des vecteurs de Gram sur les vecteurs de base

e,,e, sont solutions des trois équations

()’ +(u})’ =E
(W) +(u})’=G

11 2.2
uu, +usu; =F.
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4- Intégrabilité du systeme aux dérivées partielles (2.2.1)

L , . u
Remarque 3.1 : Multipliée a gauche par sa transposée, la matrice {
u

1 1

u
; ; donne la
1 U

premiere forme fondamentale a :

u, uf{u uy| |[E F
u, u||ul ul F G|
Si I’on fait I’hypothese supplémentaire que la deuxieme composante du vecteur de Gram U,
1 1

. \ L\ . ofuou
soit égale a la premiere composante du vecteur de Gram U,, la matrtce{ ; ;} est alors

u] u2
symétrique. Un choix possible est la racine carrée symétrique et défini-positive de la premiere
forme fondamentale a de la surface. Dans ce cas le déterminant uu; —u;ulest strictement
positif et la convention (3.1) est respectée.

Remarque 3.2 : En un point x, les trois colonnes de la rotation Q constituent une base locale
de I'espace Euclidien E’. Les deux premiéres colonnes Qe et Qe,sont orthogonales a la

troisieme colonne Qe, =n. Ce sont donc des vecteurs du plan tangent a la surface S. La base

locale orthonormée directe Qe,, Qe,, n semble plus appropriée pour étudier la surface S que

la base %,%, n . On passe d’une base a I’autre par la matrice de passage

u u; 0
u, u; 0f.
0 0 1

4- Intégrabilité du systéme aux dérivées partielles (2.2.1)

4-1 Vecteurs de Darboux

La rotation QQ dépend des deux paramétres u et v. Une pratique courante des mécaniciens
lorsqu’ils dérivent la rotation d’un solide rigide par rapport au temps est d’introduire un
vecteur dit « vecteur rotation instantanée ». Nous sommes dans une situation analogue avec
une rotation Q dépendant des deux « temps » u et v. Comme en cinématique du solide rigide
nous pouvons, selon une prescription de G. Darboux [DAR 1], associer un vecteur rotation
instantanée a chacune des dérivées partielles du champ de rotations Q par rapport aux
paramétres u et v. Nous les appellerons «vecteurs de Darboux» et nous les
noterons Y, et Y, . En adoptant la notation Y xI pour représenter le produit vectoriel a gauche

par Y (noté j(Y) dans les chapitres précédents), les vecteurs Y; et Y, sont donc définis par :

oQ oQ
E:Q(YIXI) E:Q(YZXI) (411)
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Nous avons ainsi introduit un nouveau systeme aux dérivées partielles. Avant d’étudier
I’intégrabilité du systeme aux dérivées partielles (2.2.1) ou figure la rotation 2, commengons
par étudier ’intégrabilité du systeme (4.1.1).

4-2 Condition de compatibilité satisfaite par les vecteurs de Darboux - Conditions de
Gauss-Codazzi-Mainardi

Dérivons partiellement % par rapport a la variable v, grace aux équations (4.1.1) nous

pouvons factoriser par Q a gauche

0 00 00 A ANTNIPN 7
E(E)_E(Y‘XDJFQ(E D =Q[(Y, xD(Y, I)+(6v D].

En échangeant les indices 1 et 2, nous échangeons 1’ordre de dérivation

e oY,
ou

25 5y~ A DY, x D+ (= D]

La différence des dérivées partielles secondes croisées de Q est donc :

0 .00 8 0 Y (Y Ty Ty Y
7 G "0 (G T A DY D) = (Y x DY, < D + =

Ny, @2

L’Identité de Jacobi (paragraphe A-2-2 de I’Annexe A) permet d’affirmer que
(Y, xD(Y, xD—= (Y, xD(Y, xD)=(Y,xY,)xI. 4.2.2)

La condition de compatibilité que doivent satisfaire les deux vecteurs de Darboux afin que le
systéme d’équations aux dérivées partielles (4.1.1) soit intégrable est donc :

¥,

Y, xY, + ™ (4.2.3)

Remarque 4.1 : Ces conditions sont les conditions de Gauss-Codazzi-Mainardi (G-C-M). La
preuve est reportée au chapitre 6.

Remarque 4.2 : Cette formulation concise des conditions de Gauss-Codazzi-Mainardi est
directement due a ['utilisation des composantes des deux vecteurs de Darboux qui remplacent
tres avantageusement les symboles de Christoffel. La formule (4.2.3) se trouve explicitement
écrite dans [’ouvrage de Gaston Darboux [DAR 1].

Remarque 4.3 : A ce stade, il est intéressant de remarquer la similitude des approches

menées au chapitre 1 dans le cas 3D, et dans ce chapitre consacré aux surfaces dans le cas
2D.
Nous avons établi dans ce chapitre la condition d’intégrabilité de Frobenius
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Y, oY,

Y, xY, + 0

du systeme aux dérivées partielles :

o0Q o0Q

Cette démarche est a comparer avec celle du chapitre 1 ou nous avions associé la condition
d’intégrabilité de Frobenius

AdjA +Rot(A") =0

au systeme aux derivées partielles :

dR = Rj(AdX).

4-3 Condition de compatibilité satisfaite par les vecteurs de Gram

Nous venons de trouver les conditions assurant 1’existence de la rotation 2. Etudions
maintenant I’intégrabilité du systéme aux dérivées partielles :

a—X=QU,,6—X=QU2. (2.2.1)
ou ov

Pour cela, calculons les dérivées partielles secondes croisées de la position X :

0 (8X)=89U]+QGU] =Q[Y2><U]+8U1]
ov Ou ov ov ov
0 0OXx ouU
L&y =y, xU, + £
au o) =Y U+

Les conditions de compatibilité assurant 1’existence d’une solution x(u,v) du systéme
d’équations aux dérivées partielles (2.2.1) sont donc:

ou, adu
El_ 8u2+Y2XU1_Y1XU2:O 4.3.1)

Remarque 4.4 : En projetant sur e; une conséquence immédiate de la relation précédente
est:

e, (Y, xU))=¢e;- (Y, xU,)

puisque les dérivées des vecteurs U, et U, sont perpendiculaires a e,comme U, et U,.
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Remarque 4.5 : Ici encore, il est intéressant de faire le paralléle entre les approches menées
au chapitre 1 et dans ce chapitre.
Nous avons établi dans ce chapitre la condition d’intégrabilité

%—%+YZ><U1—YIXU2 =0
ov  Ou

du systéme aux dérivées partielles :

& _qu, *-qu,.
du ov

Au chapitre 1, nous avions établi la condition d’intégrabilité
[Rot(U") + (det U)(tr(AU U —=U'AU ' =0

du systeme aux dérivées partielles :

X _ru
oX
Cette remarque, ainsi que la remarque 4.3 du paragraphe 4.2, seront les clés de la preuve de

[’équivalence entre les conditions de Riemann-Christoffel d’une coque et les conditions de
Gauss-Codazzi-Mainardi sur sa surface moyenne au chapitre 6.

Remarque 4.6 : A ce stade, nous ne pouvons pas reconstruire la surface S par la résolution
des systemes aux dérivées partielles 4.1.1 et 2.2.1. Si nous connaissons les vecteurs de Gram
par la premiere forme fondamentale, nous ne savons rien des vecteurs de Darboux. Il est
naturel que la seule connaissance de la métrique ne permette pas la reconstruction de la
surface. Une information sur la courbure est nécessaire. Nous allons voir que la
connaissance supplémentaire de la deuxieme forme fondamentale de la surface S détermine

les vecteurs de Darboux Y, etY,.

5- La deuxiéeme forme fondamentale b de la surface et les formules de
Weingarten

Dans un premier temps, rappelons la définition de la deuxieme forme fondamentale b et les
formules de Weingarten telles qu’on les trouve dans la littérature sur les surfaces.

5-1 Variations de la normale n - Deuxiéme forme fondamentale

La courbure de la surface concerne la variation de la normale. Considérons des petites
variations du et dv des paramétres u et v, la variation dn de la normale en x a la surface § est
alors :

on

dn =—du+@dv
ov

alors que la variation de la position x est le vecteur tangent :
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dx =8—Xdu+a—xdv.
ov

La premiere forme fondamentale est le carré dx-dx de la longueur de la variation premicre
dx. Le calcul de la seconde forme fondamentale n-ddx =—dn-dx nécessite seulement la

connaissance des trois produits scalaires

Lo n X g mox oy L@@ x5
du ou ov ov 2°0v ou ou ov

Ainsi la deuxieme forme fondamentale est la forme quadratique

n.ddx = Ldudu+ Ndvdv +2Mdudv.

En utilisant le formalisme matriciel, la seconde forme fondamentale s’écrit :

ddx =[du dv]L\L/[ hﬂ{jﬂ

p—| - M 5.1.2
IM N (512)

et on dit que la matrice 2x2

est la matrice de la deuxiéme forme fondamentale de §.

0x \
Le vecteur tangent 2 est orthogonal a la normale

n X =0
ou
et par dérivation par rapport a v
anox 0 dx,
Oov Ou Oov Ou

-0
ov
et par dérivation par rapport a u
anox 0,
ou 0 ou ov

La symétrie des dérivées secondes de la position x implique 1’égalité
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Chapitre 4 - THEORIE DES SURFACES

On Ox _on O

u ov v du

et nous pouvons simplifier la valeur du coefficient M de la deuxiéme forme fondamentale

5-2 Formules de Weingarten

Considérons de nouveau le vecteur normal unitaire n. Puisque n-n=1, on en déduit par
dérivation
on on
n-—=0etn-—=0.
ou ov

on  oOn : \
Les vecteurs — et . appartiennent donc au plan tangent en x a la surface S. On peut les
A\

décomposer sur la base x et x du plan tangent.
ou Ov

Si on pose provisoirement

. . . ox . Ox 4 .
et si on effectue les produits scalaires avec — et e on en déduit successivement :

\4
Ea+FB=-L
Fa+GB=-M
Ey+Fo=-M
Fy+Gd=-N.

La résolution de ce systéme lin€aire permet de calculer les coefficients a,f,v,0 et d’établir
les formules de Weingarten :

1 OX Ox
- [(FM-GL)ZZ+(FL—EM)Z
G [( )au ( )av]
]
" EG-F?

22 22

0x ox.|
[(FN— GM)E +(FM — EN)E]

Dans ces deux formules nous reconnaissons les coefficients de la matrice a”'b et nous
pouvons les rassembler en une seule relation matricielle

an o] Jax oy
ou oOv ou oOv
ou bien encore en I’expression de la variation premiere de la normale
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6- Liens entre la deuxiéme forme fondamentale b et les vecteurs de Gram et de Darboux

dn:—{@ @}alb{du] (5.2.1)
ou oOv dv

6- Liens entre la deuxieme forme fondamentale b et les vecteurs de Gram et
de Darboux

Regardons maintenant comment se traduisent les relations (5.1.1) et (5.2.1) lorsqu’on adopte
la méthodologie introduisant les vecteurs de Gram et de Darboux.

6-1 Variations de la normale n et symétrie de la deuxiéme forme fondamentale

Reprenons I’expression :
n =Qe,

de la normale. Ses dérivées partielles par rapport aux parameétres u et v sont :

@:@63 =Q(Y, xe,)
gﬁ gg‘; 6.1.1)
g=ge3 =Q(Y2><e3).

En introduisant les vecteurs de Darboux, la variation premiere de la normale est donc :
dn =Q(duY, xe, +dvY, xe;).

Rapprochons 1a de la variation premicre de la position exprimée a 1’aide des vecteurs de
Gram :
dx =Q(U,du+U,dv).

Lorsque nous effectuons le produit scalaire des deux variations premicres dx etdn, la rotation
Q disparait et il vient en utilisant la propriété A-1-1 de I’Annexe A liant produit mixte,
produit scalaire et produit vectoriel :

dx-dn=e,.[(U xY,)dudu+(U,xY,)dvdv+ (U, xY, + U, xY,)dudv]. (6.1.2)

En comparant avec I’expression de la deuxiéme forme fondamentale

L Mj||d
n-ddx = —dx-dn=[du dv] !
M N||dv

nous parvenons aux formules

1
L=e;-(Y,xU)), N=e;-(Y,xU,), M=5[63'(Y2XU1)+63'(Y1XUz)]- (6.1.3)
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Chapitre 4 - THEORIE DES SURFACES

Ainsi s’expriment les coefficients de la deuxieme forme fondamentale en fonction des
vecteurs de Gram et de Darboux. La derniere relation peut se simplifier car nous avons déja
remarqué (Remarque 4.4) que :

€3 '(Y2XU1)=e3 '(Yl XUz)-
Ainsi :
M=e;- (Y, xU)=e; (Y, xU,). (6.1.4)

Remarque 5.1 : c’est la remarque 4.4 qui assure la symétrie de la deuxieme forme
fondamentale.

6-2 Factorisation de la deuxiéme forme fondamentale en fonction des vecteurs de Gram
et de Darboux

Réécrivons les expressions (6.1.3) des coefficients de la seconde forme fondamentale sous la
forme suivante

L=¢,-(Y,xU,)=U, (e, xDY,
N=¢,-(Y,xU,)=U," (e;x])Y,
M=e¢,-(Y,xU)=e,-(Y,xU,)=U," (e;x])Y, = U, (e, xD)Y,
qui met en évidence, au centre des expressions, I’opération e, x I de produit vectoriel par e,.
Nous sommes conduits a exprimer la matrice de la deuxiéme forme fondamentale comme le

produit de trois matrices, la premiére liée aux vecteurs de Gram et la troisiéme aux vecteurs
de Darboux:

S -

2

Comme :
avec :

nous obtenons [VAL 3] en effectuant par blocs le produit des trois matrices
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6- Liens entre la deuxiéme forme fondamentale b et les vecteurs de Gram et de Darboux

b L M_u} ufJYf Y, 691
- B 2 2 2 I ()
M N u, u| Y'Y,

6-3 Nouvelle version des formules de Weingarten
Les formules (6.1.1) exprimant les dérivées partielles de la normale en fonction des vecteurs

de Darboux peuvent se rassembler sous la forme matricielle

—} =—Q(e,xD[Y, Y,]

[6_n on
ou oOv

Rapprochons-les de I’expression matricielle des formules de Weingarten classiques

oo X X a'b=-Q[U, U,Ja"
ou  ov ou  ov

ou nous avons introduit les deux vecteurs de Gram.
Montrer I’équivalence entre ces deux formulations revient a vérifier que

[Ul Uz]a_]b = (63 xT) [Yl Yz]'

Souvenons-nous de I’expression

b

|:E;::|(63 = I) [Y] YZ]

de la deuxieme forme fondamentale évoquée au paragraphe 6.2, il nous reste a vérifier que la

relation vectorielle
T

U, U,Ja" B}(e xY) = (e, xY)

2
est satisfaite par les deux vecteurs de Darboux Y,etY,. Il se trouve que cette relation est
satisfaite pour tout vecteur Y. En effet, d’une part le vecteur e, x Y n’a pas de composantes

sur e, et, d’autre part :

Ut 1 00
[U, Uz]a‘{ ‘T}_ 01 0.
Y10 0 0
Les formules (6.1.1)
on
E=Q(lees)
on
EZQ(YZXC3).

constituent donc une nouvelle version des formules de Weingarten. Nous verrons comment
profiter de la simplicité de cette version au cours des chapitres suivants.
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6-4 Détermination des vecteurs de Darboux connaissant les deux formes fondamentales

La détermination des composantes des vecteurs de Darboux Y, etY, a partir des coefficients
des deux formes fondamentales s’effectue en deux phases.

Dans une premiére phase, les deux premicres composantes de Y, etY,se déduisent des
premiére et deuxiéme formes fondamentales en résolvant le systéme linéaire (6.2.1) du

paragraphe 6.2 :
oo -1y vi] [L M
e R (6.2.1)
u, u [l 0]Y] Y, M N
. . 0 -1 . |upoul . . .
Au premier membre, la matrice J = Lo et la matrice | | | sont inversibles puisque
L i u u

leurs déterminants sont respectivement égaux a 1 et a la racine carrée du déterminant de la
premiere forme fondamentale. Ainsi les deux premicres composantes de Y, etY, se calculent
en effectuant le produit matriciel suivant:

v vl [0 1w w2l
A O Gt p) (6.4.1)
Y, Y, I 0 ]lu, u;

Dans une deuxiéme phase les troisiemes composantes de Y, et Y, sont obtenues en projetant la
condition de compatibilité 4.3.1

ou, au,
ov

+Y,xU, =Y, xU, =0

sur les deux premiers vecteurs de base e, et e,. La projection sur e, a déja servi pour assurer
la symétrie de la deuxieme forme fondamentale b. En projetant successivement sur e, et sur
e, , nous obtenons le systeme de deux équations:

1 1

Tyl - Yiud =0
2 2

%_8‘12 Y -l =0.

Les composantes Y, etY, sont donc solutions du systéme linéaire :

ou.  ou!

2 2y —2 L
u, U, 1| | ou Ov 6.4.2
| | 5 g2 oyl | (6.4.2)

-u, u ||Y, Y

ou ov

Remarquons que la matrice 2x 2 de ce systeme linéaire est le produit de trois matrices
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7- Courbures scalaires et Théoréeme d’excellence de Gauss.

u; o -up 0 —1fu wuy0 -1 uou
1 LT 2 2 == 2 2 J
—Uu, u, 1 0 u, u, 1 0 u, u,
Cette matrice 2 x 2 est inversible car son déterminant est la racine carrée du déterminant de la

premiere forme fondamentale, cela permet de calculer les troisiémes composantes des deux
vecteurs de Darboux :

BERET

Y, L N

Ll==J| ! 20y ) 6.4.3

M { } o au? (043
ou ov

Remarquons que les troisiemes composantes de Y, et Y, ne dépendent que des coefficients de
la premicre forme fondamentale et de leurs dérivées.

Remarque 6.1 : Mises a part les formules de Weingarten, un bon nombre de résultats
figurent dans [’article [VAL 3] publié en collaboration avec Claude Vallée en 1996
« Compatibility equations in shell theory » dans Int. J. Engng. Sci. vol 34 n°5, pp 495-499.
Cependant, nous avons présenté ici une généralisation qui nous dispense d’imposer la

symétrie de la matrice
1 1
ul u2
2 2
ul u2

Un tel renoncement a la symétrie avait déja été envisagé aux chapitres 1 et 2 en ce qui
concernait « la racine carrée » U du tenseur de Cauchy- Green droit C.

Remarque 6.2 : Conformément a l’affirmation de P. O. Bonnet [BON 1, 2] selon laquelle les
deux formes fondamentales déterminent une surface a une rotation et une translation pres,
nous allons maintenant, grdce a la méthodologie mise en place, pouvoir détailler une
méthode effective de reconstruction d’une surface. Nous développerons cette méthode aux
paragraphes 8 et 9 en ['illustrant par un exemple.

Remarque 6.3 : Les spécialistes des coques que sont P. G. Ciarlet, et leurs collaborateurs
avaient [’habitude de traiter les deux formes fondamentales avec les outils traditionnels de la
géomeétrie traditionnelle [CIA 10]. L article cité ci-dessus (Remarque 6.1) a été pour eux une
source d’inspiration et ils ont publiés plusieurs articles précisant la topologie des espaces
fonctionnels mis en jeu dans cette méthodologie a la Darboux [CIA 11-14].

7- Courbures scalaires et Théoréme d’excellence de Gauss.
Nous venons de constater que les troisiémes composantes des deux vecteurs de Darboux ne
dépendent que de la métrique. Peut-on prouver, grace a cette propriété, que le déterminant de

b ne dépend que de la métrique, et par suite que, de maniére surprenante, une information sur
la courbure est contenue dans la donnée de la métrique.
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7-1 Calcul du déterminant de la deuxiéme forme fondamentale

Reprenons les conditions de Gauss-Codazzi-Mainardi (4.2.3) :

Y2><Y]+%—%=O
ov  Ou

La troisieme équation est notre version de la condition de Gauss :

oY) oy,

= VY =YY =0

elle s’écrit tout aussi bien :

Yl Yl 3 3
der| 1 | DOV
Y™ Y, ov ou

Puisque Y; et Y, ne dépendent que de la métrique et de ses dérivées (6.4.2), cette derniére
1 1

Y.
) Yzz}ne dépend que de la métrique. De
1 2
I’expression (6.2.1) de la deuxiéme forme fondamentale

b_L M| |u w0 -11Y Y,
M N_ul2 wlll o]y* vZ|

il s’en suit la propriété surprenante suivante:

remarque nous permet d’affirmer que dét{

« Le déterminant de la deuxiéme forme fondamentale ne dépend que de la premiére
forme fondamentale. »

7-2 Courbures principales — Courbure totale —Courbure moyenne

Les courbures principales de la surface sont les racinesy, ety, du trindme du second degré
P(y) = dét(b—ya) = (déta)dét(ba™' —xI,)

La courbure totale et la courbure moyenne sont respectivement le produit et la demi-somme
de ces racines :

1
K=X1 X, et H:E(X1+X2)-

Avec les notations classiques

L—yE M-—yF

dét(b —ya) = dét
b —xa) eL\/{—XF N-4G

}= détb—(EN + GL - 2FM)y, + (déta)y’
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7- Courbures scalaires et Théoréeme d’excellence de Gauss.

Les valeurs des courbures totale et moyenne sont donc :

_LN-M* détb
EG-F déta

1 EN+GL-2FM

H=—
> RGP

) =%tr(b a’)

7-3 Théoréme d’excellence de Gauss

La courbure totale K est donc le quotient des déterminants de a et b, elle ne dépend donc que
de la métrique puisque nous avons établi précédemment au paragraphe 7.1 que le déterminant
de la deuxiéme forme fondamentale ne dépend que de la métrique. Cette propriété constitue le
théoréme d’excellence de Gauss [GAU 1] qui affirme que :

« La courbure totale ne dépend que de la premiére forme fondamentale.»

Remarque : La courbure totale est aussi dite courbure de Gauss.

7-4 Nouvelles expressions de la courbure totale et de la courbure de Gauss

En calculant le déterminant de la deuxiéme forme fondamentale a partir de son expression
(6.2.1) nous parvenons a I’expression

K = Y]1Y22 _Y2]Y12 _ Ny, Y,,e€;)
\/déta nU,,U,,e;)

de la courbure totale en fonction des vecteurs de Gram et de Darboux.

Question : Peut-on aussi exprimer la courbure moyenne en fonction des vecteurs de Gram et
de Darboux?

Réponse : Oui.
En effet, les expressions (6.1.3)
L=n(e,,Y,,U,) N=n(e,,Y,,U,) M=n(e;,Y,,U)=n(,;,Y,,U,)
et les expressions des coefficients des deux formes fondamentales (2.1.1), (2.1.2) et (2.1.3)
E=U,-U,,F=U,-U,, G=U,-U,,
permettent de calculer le numérateur de H

(EN—FM)+ (GL-FM) =n(e,,Y,,EU, —FU,) +n(e,, Y,,GU, —FU,)
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En remarquant que les vecteurs EU, —FU, et GU, —FU, sont respectivement les double-
produits vectoriels
U, x(U,xU)) et U, x(U;xU,)
et, en nous souvenant de la convention (3.1)
U, xU, =n(U,,U,,e;)e,
nous pouvons factoriser EN + GL -2FM en
n(UlaUzae3)[n(Y2ae3aU| x 63) - ﬂ(Yl,epUz X 63)] =T](U|,U2,e3)(Y2 : U1 - Yl ’ Uz) .
Par ailleurs, la valeur du dénominateur de H est :

2(EG-F)=2[n(U,,U,,e,)I’

Nous pouvons ainsi conclure que la courbure moyenne H s’exprime en fonction des vecteurs
de Gram et des vecteurs de Darboux :

H=1Y2 ‘U, =Y, U, _ Y, -U-Y,-U,
2 (UxU,)-e 2n(U,,U,,e,)

8- Méthode de reconstruction de la surface - Théoréme de P.O. Bonnet

Supposons que les deux formes fondamentales

E F L M
a= etb=
HMETS N

d’une surface § paramétrée par u et v soient données et essayons de reconstruire cette surface.
Nous pouvons résoudre ce probléme inverse en réordonnant les résultats précédents de la
maniere suivante :

lére

étape :

Trouver deux vecteurs de Gram U, etU,, orthogonaux a e, solutions de :

—_

c o

c cc

E
,=F
G.

c

2 2

2°™ étape :

Déterminer les deux premiéres composantes des deux vecteurs de DarbouxY, etY, en
effectuant le produit matriciel :
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8- Méthode de reconstruction de la surface - Théoréme de P.O. Bonnet

v, vl o -1]fu w]
2 2 [T 1 2 b
Y, Y, 10 ]lu, uj

Déterminer les troisiémes composantes des deux vecteurs de Darboux en résolvant le systéme
linéaire

3éme

étape :

Ou, _ou,
0 —1{lu uw |0 =Y |20 ov
ool wlln o)vi/T ol au|
ou ov
4*™ étape :

Vérifier que les deux vecteurs de Darboux Y, et Y, satisfont les conditions de Gauss-Codazzi-

Mainardi

Y, xY, +%—%:0
ov

Remarque : Quel avantage de ne pas avoir a vérifier les conditions de Gauss-Codazzi-
Mainardi exprimées avec les symboles de Christoffel !

5™ gtape :
Intégrer le systeéme d’équations aux dérivées partielles

oQ oQ
E:Q(YIXI) E:Q(YZXI)

afin de déterminer le champ de rotations Q.

Remarque : C’est le théoreme de Frobenius qui fournit encore une réelle méthode de
résolution de ce systeme. C’est une intégration délicate, mais pas insurmontable, car nous
savons que  est une rotation. La solution Q du systeme est déterminée a une rotation
constante multiplicative a gauche pres.

6"™ étape :

Intégrer le systéme d’équations aux dérivées partielles

ggzﬂUpggzﬂUr

afin de déterminer 1’équation paramétrique x(u,v) de la surface.
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Remarque : L’intégration met encore en ceuvre la méthode de Frobenius, mais cette étape
n’est pas délicate car le second membre ne dépend pas de x. La position x est alors
déterminée a une translation constante additive pres.

En conclusion

Cette méthode effective de reconstruction de la surface a partir de ses deux formes
fondamentales constitue le théoréme de Pierre Ossian Bonnet [BON 1]. Cette construction est
obtenue a une rotation constante et une translation constante pres conformément au théoréme.
Nous allons I’illustrer par un exemple en mettant en ceuvre les différentes étapes présentées
ci-dessus.

9- Exemple de reconstruction d’une surface connaissant ses deux formes
fondamentales

Nous allons effectuer les différentes étapes déclinées au paragraphe précédent afin d’exhiber
les équations paramétriques d’une surface en partant de ses deux formes fondamentales a et b.
Ce développement a fait I’objet d’une présentation au Colloque de Calcul des Structures de
Giens 2007 [FOR 3].

Considérons les deux formes fondamentales :

25\2 2
a= (4R°) Lo b =-4R 4R Lo
(AR*+u*+v*)*|0 1 (AR*+u’+v*)*|0 1

ou R est une constante homogene a une longueur. Nous allons vérifier que les conditions G-
C-M sont satisfaites et construire la surface.

9-1 Choix des deux vecteurs de Gram ou la premiére forme fondamentale est sphérique

11 est naturel de choisir :

2 2
4R 0 4R

1:— 2:—
4R? +u? +v° 4R? +u’ +v°

9-2 Détermination des deux premiéres composantes des deux vecteurs de Darboux

Les deux premicres composantes des vecteurs de Darboux s’obtiennent grace a la formule :

v, vi]_ o =1][u ]
2 2 :_1 0 1 2 b.
Y, Y, u u,

Il vient :
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9- Exemple de reconstruction d 'une surface connaissant ses deux formes fondamentales

Y, Y, | 4R 0 -1
Y2l Y22 CARZ 4w +vE1 0

9-3 Détermination des troisiémes composantes des deux vecteurs de Darboux

Les troisiémes composantes s’obtiennent grace a la formule:

duy  du,

-1 2 771

v Jo —1u w0 -1) 2 v
Y, 10 ]Jlu uf[1 0]Jdu; duf
ou ov

Il vient :
Y| 1 2v
Y; AR +ul+vi | —2u]

Nous pouvons alors reconstituer les deux vecteurs de Darboux :

0 —4R
1 1
Y, = 4R Y, = 0
VAR w4 T AR U+
2v —2u

9-4 Vérification des conditions de Gauss-Codazzi-Mainardi

Les deux vecteurs de Darboux Y, et Y,doivent satisfaire le systeme d’équations aux dérivées

partielles
N, oY, _

Y, xY, + 0.
ou

Effectuons la dérivée partielle de Y, par rapport au parameétre v

0
aY, 1 ey
ov 4R +ul+v? s s,
2(4R" +u” =v?)

puis la dérivée partielle de Y, par rapport au parametre u

8Ru
oY, 1 0
ou  4R*+u’+v? s s o
2(4R"+u" —-v)

La différence vaut donc :
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u
oY, 9Y, _ -8R v
ov  ou (4R +ut+v?)
-2R

D’autre part, calculons le produit vectoriel des deux vecteurs de Darboux

&R "
Yix Y, = (4R? +_u2 +v?)? v
-2R

Ces deux expressions sont identiques ce qui implique que les conditions de Gauss-Codazzi-
Mainardi soient satisfaites. Nous sommes ainsi assurés de poursuivre les intégrations
nécessaires pour obtenir la rotation Q puis I’expression paramétrique x(u,v) de la surface S qui
admet pour formes fondamentales a et b.

9-5 Intégration du systéme d’équations aux dérivées partielles afin de déterminer la
rotation €.

La rotation Q est solution du systéme d’équations aux dérivées partielles

oQ oQ
— =Qi(Y. —=Qj(Y
ou j(Y) 5 1(Y,)

ou I’on a repris la notation
IW)Z=WxZ

pour représenter matriciellement le produit vectoriel de deux vecteurs W et Z.

Extraire la rotation Q de ce systéme n’est pas si simple car Q figure au second membre des
équations. De nouveau, I’application de la méthode de Frobenius nous montre la marche a
suivre. Nous allons remplacer la résolution du systéme aux dérivées partielles par la
résolution d’un systéme différentiel ordinaire gouverné par un parametre A.

La méthode de Frobenius consiste a rechercher une rotation solution du systéme différentiel
ordinaire

((11—(;? =0ON)j[(u—uy)Y,(uy +A(u—-u,), vy +A(v=v )+ (v=vy)Y,(u, +A(u—u,),v, + AMv-v,))]
(9.5.1)

assorti de la condition initiale
0(0) =Q(uy,vy) =€Q,.

Elle permet de déterminer Q(u,v) = ©(l)a partir de la connaissance de Q(u,,v,) =Q,.

Sans restreindre la généralité, nous allons supposer : u, =0,v,=0et Q, =1,.
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9- Exemple de reconstruction d 'une surface connaissant ses deux formes fondamentales

En remplacant les deux vecteurs Y, et Y, par leurs expressions dans le systeéme (9.5.1), nous
obtenons le systeme différentiel :

-V
do 4R
O©_ ()]
IR ey D g )

e(0) =1,

Résoudre ce systeme différentiel ordinaire en continuant a le gouverner par le paramétre A
n’est pas chose si aisée. Nous allons choisir un nouveau parameétre p afin de transformer le
systéme différentiel linéaire en un systéme différentiel linéaire a coefficients constants

-V
j—®=®(u)j( u )
K 0

Si nous y parvenons, nous saurons intégrer ce nouveau systeme en calculant 1’exponentielle
de matrice

%

exp(j(u| u |)) (9.5.2)
0

I1 suffit de choisir pour p la fonction de A satisfaisant

dp _ 4R
dL AR+ (u+v7)
n0)=0

Le calcul explicite de O(1) nécessite seulement la valeur

1 4R 2 Jur +v?

= Arctan(———).
0AR* + X (u +v))  Jul++v? ( 2R )

n(t) = |

Introduisons I’angle y compris entre 0 et & et défini par:

2 2
u +v
tanE =
2R
ainsi :

p(vu +v? = .

Le développement de I’exponentielle (9.5.2) par la formule de Gibbs conduit a :

123



Chapitre 4 - THEORIE DES SURFACES

T

—-vi||l-v -V
1 1

Q=cosy I+(1-cos u u | +siny j(———_ u |).

v I+ ( V)T e WKJE:;; O)

Les relations trigonométriques liant cosy et siny a tan%permettent d’expliciter la rotation

Qen fonctiondeu et v :

. 4R? —u? +v? —-2uv 4Ru
Qu,v)=—F—7F— —2uv 4R* +u’ —v* 4Rv
4R +u " +v ) ) )
—4Ru —4Rv 4R —u“ —-v

en ayant fait le choix d’une rotation multiplicative a gauche égale a I’identité.

9-6 Détermination de I’équation paramétrique de la surface

Il reste a intégrer le systéme d’équations aux dérivées partielles :

=QU,, = =QU,

& gy o

ou ov

soit encore sous la forme condensée:
dx=Q(duU, +dvU,).

Cette dernicre intégration est simple puisque le second membre ne dépend pas de x. Elle
permet d’expliciter les équations paramétrées de la surface :

4Ru
R
x(U,V)=—5—-— 4Rv
4R +u“ +v 5 5 )
4R —u" —-v

en ayant fait le choix d’une translation nulle.

On reconnait la représentation stéréographique d’une demi-surface sphérique de rayon R.

10- Conclusion

La méthodologie développée dans ce chapitre permet d’effectuer une reconstruction effective
d’une surface a partir de la connaissance de ses deux formes fondamentales comme le
précisent les différentes étapes du bilan présentée au paragraphe 8 et comme Iillustre
I’exemple traité au paragraphe 9.

Dans le cadre de 1’étude des surfaces, nous avons constaté que ’utilisation
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10- Conclusion

- de la « décomposition polaire» généralisée

%:QUl, oX

- =, =0U; (10.1)

- et des vecteurs de Darboux Y et Y, définis par

oQ oQ
E:Q(YIXI) E:Q(YZXI)

engendre une méthode trés efficace pour la reconstruction d’une surface.

L’introduction de la rotation Q a permis le découplage des conditions de compatibilité en
deux systemes d’équations aux dérivées partielles du premier ordre :

- conditions de Gauss-Codazzi-Mainardi

v, oY,

Y, xY, +
2 1 au

=0 en ce qui concerne les deux vecteurs de Darboux,

- conditions d’intégrabilité du systéme (10.1)

au, _au,
ov
vecteurs de Gram.

+Y,xU, =Y, xU, =0 en ce qui concerne les vecteurs de Darboux et les

Nous allons continuer a développer cette méthodologie en étudiant les surfaces minimales,
avec les mémes outils, dans le chapitre 5.
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Chapitre 5

SURFACES MINIMALES

1- Introduction

A la lumiére de I’é¢tude des surfaces développée au chapitre précédent, reprenons le probléme
de Plateau :

Trouver la surface § dont le bord est délimité par une courbe fermée I' donnée et dont
I’aire est minimale.

A T’origine du probléme se trouve un essai de Lagrange sur la détermination des extrema de
fonctionnelles intégrales qui donna naissance aux équations de Lagrange. Les premiers
exemples découverts furent la caténoide et 1’hélicoide. Jean-Baptiste Meusnier [MEU 1]
¢établit en 1785 que les surfaces minimales étaient des surfaces de courbure moyenne nulle
(selon la terminologie adoptée un peu plus tard par Sophie Germain). Ces problémes ont pris
le nom du physicien belge Joseph Plateau (1801-1883) qui réalisa différentes expériences
avec du savon liquide a la glycérine et des fils de cuivre. Bien qu’un physicien puisse penser
qu’il est naturel qu’un contour 7" délimite une surface minimale, le mathématicien est en droit
de se demander s’il est vrai que toute courbe fermée dans 1’espace entoure une surface
minimale [GRA 1].

En 1930, T. Radé montra que le probléme de Plateau pouvait étre résolu pour toute courbe de
longueur finie [RAD 1], puis pour tout contour qui peut entourer une surface d’aire finie
[RAD 2]. Indépendamment, J. Douglas [DOU 1] démontra les mémes résultats et précisa le
probléme en le reformulant. Plus récemment, R. Osserman [OSS 1, 2], M. Do Carmo [DOC 1,
2] ont obtenu de nouveaux résultats, a partir d’hypothéses sur la courbure de Gauss, sur la
stabilité de sous domaines bornés de surfaces minimales.

Reprenons les notations introduites aux paragraphes 2-1 et 2-2 du chapitre 4. La surface § est
paramétrée par u et v et un point de § est noté x. Dans 1’espace Euclidien E’ est choisie une
base orthonormée directee,,e,, e;. L’aire de § est le résultat de I’intégration de 1I’élément
d’aire

dudV:US VEG-F dudv.

A=l 5%
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Minimiser A(S) est un probléme de calcul des variations qui risque de se révéler tres
complexe si la géométrie de la surface est traitée avec les variables E, F, G, L, M, N et les
symboles de Christoffel.

Comme nous ’avons vu au chapitre 4, une surface est caractérisée par ses deux formes
fondamentales, conformément au Théoréme de Bonnet qui assure que cette surface est alors
parfaitement définie a une rotation et une translation preés. Nous allons adopter la stratégie

suivante : au lieu de chercher la surface qui minimise 1’aire A(S)=J.J.S VEG -F* dudv

(regardée comme une fonctionnelle intégrale de la premiere forme fondamentale), nous allons
simplement chercher les deux formes fondamentales de la surface. Dans ce processus de
minimisation il ne faudra pas oublier que les deux formes fondamentales ne sont pas
indépendantes : elles doivent satisfaire les conditions de Gauss-Codazzi-Mainardi (G-C-M.).

C’est, pour nous, 1’occasion de tester si la méthode présentée au chapitre précédent (qui
préfere les composantes des vecteurs de Darboux et de Gram aux composantes des deux
formes fondamentales), permet de résoudre de manicre constructive le probléme. Nous
nourrissons 1’espoir qu’avec notre méthode le processus de minimisation se déroule plus
aisément et que la condition de Meusnier (de nullit¢ de la courbure moyenne) s’en déduise
plus naturellement.

Une premiere conséquence simplificatrice de I’introduction des vecteurs de Gram U, et U est
I’expression de ’aire de la surface

A(S) =] (U, xU,)-e, dudv (1.1)

qui devient linéaire en U et en U, La recherche des surfaces minimales revient donc a
minimiser sous contraintes la fonctionnelle (1.1) puisque les vecteurs U, U, ne sont pas libres.

Nous choisirons les variablesuj,u’,ub,ul, Y/, Y/, Y;,Y.,Y;etY,. Les deux séries de
« contraintes » que doivent respecter ces variables sont :

- les conditions de compatibilité (G-C-M) satisfaites par les vecteurs de Darboux

N _ Yy Ly xy, =0, (1.2)
ov  ou

- les conditions de compatibilité satisfaites par les vecteurs de Gram

v, _au,
ov ou

+Y,xU, -Y,xU, =0. (1.3)

Le probléme de Plateau prend la forme du probléme de calcul des variations sous contraintes
suivant :
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2- Mise en ceuvre du processus de minimisation

Minimiser la fonctionnelle

®(U,,U,,Y,.Y,) =”5 (U, xU,).e;, dudv

en respectant les deux conditions locales :

N My iy g g s

+Y,xU, =Y, xU, =0.
ov du ov  du

2- Mise en ceuvre du processus de minimisation

2-1 Equations de liaison

Traditionnellement, les contraintes sont traitées en mécanique par D’introduction de
multiplicateurs de Lagrange. Les deux contraintes a respecter étant vectorielles, nous allons
affecter, a chacune d’entre elles, un multiplicateur de Lagrange vectoriel.

Les variations des conditions de Gauss-Codazzi-Mainardi satisfaites par les vecteurs de
Darboux

oY, oY
El_ 2+Y,xY, =0 (1.2)
sont de la forme
ﬁ—@ﬁ-SYZXYI-FYZXSYl:O (211)

ov

ou JY, désigne une variation de Y, et dY,une variation deY,. Nous leurs affecterons un
multiplicateur de Lagrange A.

Les variations des conditions satisfaites par les vecteurs de Gram et par les vecteurs de
Darboux

ASh a;2+Y2><U1—Y1><U2:O (1.3)

ov

sont de la forme

o0dU, B odU,
ov ou

+8Y,x U, + Y, x8U, =8Y, x U, = Y, x U, = 0 (2.1.2)

ou O0U, désigne une variation de U, et dU,une variation de U,. Nous leurs affecterons un
multiplicateur de Lagrange .

Nous dirons que (2.1.1) et (2.1.2) sont les équations de liaison du probléme de minimum.
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2-2 Technique des multiplicateurs de Lagrange.

La variation de ’aire de la surface est la fonctionnelle linéaire

5D =”S[(8U1 xU,)-e; +(U, x8U,)-e;]dudv

des champs de vecteurs dU, et 56U, .
Cette variation doit étre nulle, dés que les variations 06U,,0U,,dY, et Y, satisfont les

équations de liaisons linéaires (2.1.1) et (2.1.2). La technique des multiplicateurs de Lagrange
conduit a imposer que la variation d® de I’aire de § soit égale a la somme des deux intégrales

fJ 2 QY _ 62{ £8Y, XY, + Y, x8Y,)dudv

ov
et

” %U — 24 8Y,xU, +Y,x8U, =8Y,x U, - Y, x3U,)dudv.

Ainsi, nous aboutissons au probléme suivant :
Trouver U ,U,,Y, et Y, qui satisfont

(i) la condition intégrale

a3Y, oY nin 88U U2) tudy

” [(U, xe;).8U, + (e, x U,)-8U, Jdudv = jj Mt 2)d dv+
+”Sx-(6Y2xY1)dudv+jjS u-(SszUl)dudV
[ 2 (Y, x8Y)dudv=[[ u-(8Y,xU,)dudv

[ (Y, x8U )y dudv—[[ 1Y, x8U, dudv.

pour tous vecteursoU,, oU,, 0Y,, dY,
(ii) la condition locale 1.2

(iii) la condition locale 1.3.

3- Transformation des intégrales de surface en intégrales de circulation.

La formule de Green-Riemann permet de passer d’une intégrale sur le contour 7 a une
intégrale sur S. S1 P et Q sont des fonctions dérivables, définies sur une surface § fermée
bornée de contour 7, alors :

[,(Pdu+Qdv) =] (———)d dv.
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4- Formulation faible

Appliquons cette formule a 1’intégrale mettant en jeu les dérivées des variations des vecteurs
de Darboux

J-I 5. (88Y 85Y2)d dv _J-J' [5(K~8Y])_8(K-5Y2)_@'8Y1+@‘8Y2]dudv
s ov s ou ov ou

ainsi :

fJ 2 (523 88YZ)d dv=—] (L-5Ydu+n-8Y,dv)~ [[. (— 5Y, —% 5Y,)dudy

Appliquons la aussi a I’intégrale mettant en jeu les dérivées des variations des vecteurs de
Gram

NS aSU Z)d dv=|[ [ (20U AoUs) O 5y 4 O 5y, Jdudv
ov ou ov du

ainsi :

68U SU o o
[ w auz)dudv:—jr(p-SUldu+u-8U2 dv)—”S(EH-SUI —i-SUz)dudV.

4- Formulation faible
Revenons a la condition intégrale du paragraphe 2 en introduisant les transformations opérées

au paragraphe 3 pour remplacer certaines intégrales de surface par des intégrales de contour.
Nous pouvons affirmer que :

La fonctionnelle linéaire des vecteurs dU,,5U,,0Y,,3Y,,

” [(U, x¢e;).8U, + (e, x U,)-8U ]dudv+j (A -8Y,du+1-8Y dv)+” (— 5Y, —Zﬁ-SYz)dudv

+Ir(u-SUldu+p-8U2dV)+”S(%-8UI —%-wz)dudv
_”S Y, - (Y, x}\)dudv—“-S 3Y, - (U, xp)dudv
~[[. 8Y,-(x Y dudv+[[ 8Y,-(U, xp)dudv

—1] 8U,-(uxY,)dudv+ dU, - (uxY,)dudv
Il Il

doit étre nulle.

Afin d’obtenir une suite de relations intégrales que doivent vérifier les vecteurs de Darboux,
les vecteurs de Gram ainsi que les multiplicateurs de Lagrange, nous allons maintenant
effectuer successivement différents choix de variations des vecteurs dU,,8U,,0Y,,dY,
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Premier choix : Si 8U,,dY, et 8Y, sont nuls, nous découvrons que
[[. (U, xe, —uxY + 9 50 dudv+[ p-8U,du=0 4.1)
WP X € X, oy 1 oM 1 :
Deuxiéme choix : Si 6U,,3Y, etdY, sont nuls, nous découvrons que
[J (e;x U, +puxy _9%y 50 dudv+[ p-8U,dv=0 4.2)
$\&3 | THX Y ou 2 oM 2 :
Troisiéme choix : Si 0U,,dU, et 8Y, sont nuls, nous découvrons que
] (P 0y, + U, xu)-8Y, dudv+[ 4-8Y,du=0 (4.3)
s aV 2 2 1 r 1 :
Quatriéme choix : Si dU,,8U, et 3Y, sont nuls, nous découvrons que

HS(—%—Y,x?»—U,xu)-Sdeudijx-Sdev:o 4.4)

5- Systéme adjoint

Les conditions d’extrémalité (4.1), (4.2), (4.3) et (4.4) constituent la formulation faible des
équations que doivent satisfaire les champs de vecteurs U;, U,, Y, Yo, A, u pour que la
surface reconstruite par I’algorithme du paragraphe 8 du chapitre 4, a partir de U;, Us, Y1, Y2,
soit une surface minimale.

En choisissant convenablement la topologie des espaces fonctionnels auxquels appartiennent
les inconnues Uj, Uy, Y1, Y2, A, 1, nous aboutirons a la formulation forte

%:?\,XY]-FHXU] %szY2+uxU2 (5.1)
%zPlXY]-Fe;XUl %:MXYz"'%XUz (5.2)

et il faudra assortir ces équations aux dérivées partielles dans § des cinq conditions aux limites
sur T

X=0 ¥=0 =0 p'=0 p> =0. (5.3)
La situation est semblable a celle de la commande optimale en robotique ou une fonction cotit
est minimisée, en respectant les équations différentielles ordinaires du mouvement satisfaites

par les variables d’état repérant les positions et les vitesses du robot.

Suite a une démarche initiée par Pontriaguine, des multiplicateurs de Lagrange fonctions du
temps notés p; et dits variables adjointes sont affectés aux équations du mouvement. La mise
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6- Condition de compatibilité assurant l’existence du champ de vecteurs 1

en ceuvre du processus d’optimisation conduit a un systéme différentiel ordinaire satisfait par
les variables adjointes. Ce systéme est dit systetme adjoint du systétme des équations du
mouvement. Par analogie, nous dirons que le systetme aux dérivées partielles constitué des
équations (5.1) et (5.2) est le systeéme adjoint (ou le systéme dual) des équations (1.2) et (1.3).

Il ne faut donc pas oublier le systéeme de départ que nous appellerons systéme primal. Les
variables primales U,,U,,Y, etY, satisfont :

NNy xy, =0 (1.2)
ov  ou

av,_au,

ov

+Y,xU, =Y, xU, =0 (1.3)

A nouveau surgissent des questions de compatibilité : les systémes aux dérivées partielles
(5.1) et (5.2) sont-ils intégrables au sens de Frobenius ?
6- Condition de compatibilité assurant ’existence du champ de vecteurs A

Comparons les dérivées secondes croisées de A . Commengons par évaluer la dérivée premiére

de %par rapport a v a partir de (5.1)

i(@)=i(7u><Y1 JerUl):@xY1 +Kx%+a—uxU] +ux%.
Ov Ou” oV ov ov  ov ov
O\ op Cq A
Remplagons ™ et a—par leurs valeurs déduites de (5.1) elle-méme et de (5.2), nous
\%

obtenons :

Ty = ox ¥, x U x Y, 2 D (Y, e U U, O,
ov Ou ov ov

En échangeant les indices 1 et 2, nous échangeons 1’ordre des dérivations partielles de A

0 O\ oY.
E(E):O\,XYI-FHXUI)XYZ-F}\,X 8u2

+(MXY1+G3XU1)XU2+HX68?12 .

La différence de ces dérivées secondes

AxY, +puxU)xY, +(uxY, +e;xU,)x U,
—(AxY, +puxU)xY, —(uxY, +e;xU)xU,

oY, oY ou, ou
FAx(—L 22y 4 -1 ZZ2
><(aV 8u) MX(@V % )

met en évidence
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- la différence % _9Y que I’on peut remplacer par Y, x Y, grace a (1.2),
- la différence U, _ % que ’on peut remplacer parY,xU, —-Y, xU, grace a

(1.3).
La différence des dérivées secondes croisées de A vaut donc :

0 OM 0 O\

g(a)—%(g)=(7\,XY2)XYI—(KXY])XYZ-F;\,X(YIXYZ)
F(xU)xY +ux (Y, xU,)—(uxY)xU,
+(MXY2)XU1_(MXUl)XYz_MX(szUl)

+(e;xUy))x U, —(e;x U xU,.

Lorsqu’ on I’applique, successivement aux quatre groupements de trois vecteurs (A,Y,,Y,),
w,U,,Y), (u,Y,,U) et (e;,U,,U,), I'identité de Jacobi satisfaite par le double produit
vectoriel (propriété A-2-2 de I’Annexe A) permet les quatre simplifications suivantes

AxY)xY, + (Y, xY)xA+ (Y, xA)xY, =0

(uxU,)xY, +(U,xY)xpu+(Y,xp)xU,=0

(uxY,)xU, + (U, xw)x Y, +(Y,xU)xpu=0

(e;xU,)xU,+(U,xe;)xU, =(U,xU,)xe;.
Ainsi, la différence des dérivées croisées se réduit a

0 O\ 0 O\
g(a) —5(5) =(U,xU,)xe,.

Ce dernier double produit vectoriel est nul car les deux vecteurs U,,U,sont orthogonaux a
e;.

Les dérivées secondes de A sont donc symétriques. Il n’y a pas d’obstruction a I’intégration du
systeme aux dérivées partielles (5.1).
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7- Condition de compatibilité assurant [’existence du champ de vecteurs .

7- Condition de compatibilité assurant I’existence du champ de vecteurs p.

Comparons maintenant les dérivées secondes croisées de p. Commencgons par €valuer la

dérivée premicre de Zu—upar rapport a v a partir de (5.2)

0 au oY, U
=—(uxY,+e;xU)) = ><Y+ x—1L e L
8V(8u Pl xU)=70 oy T8 oy

Remplagons % par sa valeur déduite de (5.2) elle-méme, nous obtenons

_(%) (uxY,+e,xU, )XY+HX%+e3 oy,

En échangeant les indices 1 et 2, nous échangeons I’ordre des dérivations partielles de p

oY. ou
XY, +e,xU)xY, +ux—=+e,x—=.
( ) (1 3 xU)) Mx— S+ ey x—
La différence de ces dérivées secondes croisées
(uxY,+e;xU)xY, —(uxY, +e,xU)xY,+ux 6Y oY, +eyx aUl_%)
ou ov ou

met en évidence une nouvelle fois

- la différence % —% que I’on peut remplacer par Y, x Y, grace a (1.2),

Y, _

- la différence —=2 que ’on peut remplacer par Y, xU,-Y,xU, grace a

(1.3).

La différence des dérivées croisées de p vaut donc :

6“—6 X X X X X X
aV(&1) 8u(8v) (XY )XY, —(uxY)xY, +ux(Y,xY,)

+(e;xU,)xY, —(e;xU)xY, +e, x(Y,xU,-Y,xU,))

Lorsqu’on D’applique successivement aux trois groupements de trois vecteurs(w,Y,,Y,),
(e5,U,,Y))et (U,,e;,Y,), I’identité de Jacobi permet les trois simplifications suivantes :

(X Y)Y, + (Y, xp)x Y, + (Y, xY)xp=0

(e;xU,)xY, +(U,xY,)xe, =U, x(Y, xe,)
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(U, xe))xY, +(Y,xU))xe; =U, x(e;xY,).

La différence des dérivées secondes croisées de p se réduit donc a :

op 0 X X x (e,
6V(6u) 6u(8v) U, x (Y, xe;)+ U x(e5xY,)

=(U, Y, -U,-Y))e,
car les vecteurs de Gram sont perpendiculaires au vecteur e, .

La symétrie des dérivées secondes de p nécessite la condition

U,-Y,-U, Y, =0 (6.3)

qui lie les vecteurs de Darboux aux vecteurs de Gram. Cette seule condition (6.3) assure
I’intégrabilité des systémes aux dérivées partielles (5.1) et ((5.2).

Nous reconnaissons la condition découverte par Meusnier [MEU 1] puisque la courbure
moyenne qui s’esprime traditionnellement en fonction des composantes des deux formes
fondamentales par la formule

_ EN+GL-2FM
2(EG - F?)

s’explicite en fonction des vecteurs U;, Uy, Yy, Y, (chapitre 4, paragraphe 7-4) par la formule
alternative

_ U1 'Yz _Uz'Yl
2(U,xU,) e, '

8- Processus de recherche d’une surface minimale

Le programme que nous proposons pour résoudre le probléme de Plateau est donc le suivant :

(i) Trouver six champs de vecteurs Uy, Uz, Y1, Y2, A et p satisfaisant le systéme
algébro-différentiel

U -e;=0 U,-e;=0 U-Y,-U, Y, =0.
NN, +Y,xY, =0 (1.2)
ov
v, _ U, —0 (1.3)
ov  Ou
oL oA
E:k><Y1+;,l><U1 EZKXYZ-FMXUZ (5.1)
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9- Nouveau systeme adjoint

%:pxﬁ(]+e3xUl %=MXY2+C3XU2 (5.2)
et les conditions aux limites sur T
N=0 =0 XN=0 p'=0 p>=0 (5.3)

(ii) Construire la surface par I’algorithme détaillé au paragraphe 8 du chapitre 4.

Notre méthode introduit les inconnues supplémentaires A et p mais nous savons, par
I’expérience d’autres problémes de mécanique, que la technique des multiplicateurs de
Lagrange donne de la souplesse au calcul numérique et qu’il ne faut surtout pas les éliminer.
Remarque : Ces résultats ont été présentés lors de la 8™ Conference « Shell Structures,
Theory and Applications » (SSTA) en 2005a Jurata en Pologne [VAL 5].

9- Nouveau systéeme adjoint

9-1 Modification du systéme adjoint

Les quatre équations aux dérivées partielles satisfaites par les champs de vecteurs A et p

%:kaI+uxU]

%:kaZ+pxU2

%:uxYl+e3xUl

%:uxY2+e3xU2.

font apparaitre des groupements

%+Y] XA, @+Y2X7\,, a—“+Y1><},L et a—M+Y2><M.
ou ov ou ov

La pratique des vecteurs rotation instantanée en mécanique nous suggere de préférer aux
vecteurs Aetp les vecteurs /=QA et m=Qpu.
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Puisque les vecteurs de Darboux sont associés aux dérivées partielles de la rotation Q par les
définitions

o0Q oQ
E:Q(Y]XI) EZQ(YZXI).

Les dérivées partielles des vecteurs /etm

A vax oo xa+
du Ou ou ou
Py, x+
ov ov
om 0
E=Q(Y1XM+£)

om 0
EZQ(Yz XM+5M)

restituent les groupements précédemment remarqués.

Par ailleurs, la propriété A-8-2 de I’Annexe A implique directement que 1’adjuguée d’une
rotation, telle que Q, soit sa transposée. Cette propriété associée a la propriété A-8-1 montre
que I’image d’un produit vectoriel par une rotation est I’image des produits vectoriels. Ainsi

Q(uxU,) =mx(QU,) Q(uxU,)=mx(QU,)

Q(e, x U,) = (Qe,) x(QU) Q(e, xU,) = (Qe,) x (QU,).

, : Ox :
Rappelons-nous, qu’au chapitre 4, les vecteurs tangents Eet ™ (respectivement la normale

n) se sont révélés étre les images des vecteurs de Gram (respectivement de e3) par la rotation

Q.

%:QUI,Z—X:QUZ, n=_Q0e,.
A%

Le systeme aux dérivées partielles satisfait par A et p se transforme donc en un systéme aux
dérivées partielles plus simple satisfait par /et m

or ox
—=mXx—

du ou 8.1)
or Ox

—=mXxX—

Bv oy

om Ox

ou  Ou 8.2)
om

— =nNX—

Bv
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9- Nouveau systeme adjoint

9-2 Condition d’intégrabilité assurant ’existence de /

L’existence de A assure I’existence de/. La preuve de la symétrie des dérivées secondes
partielles de A invoquait plusieurs fois I’identité de Jacobi. La preuve de la symétrie des
dérivées secondes partielles de ¢ devrait se révéler plus simple. Etudions donc directement
I’intégrabilité du systeme aux dérivées partielles (8.1). Comparons les dérivées secondes
croisées de / :

0 ol om_0x 0 0x
()= S T ma ()
Oov du” 0Ov Ou Oov ou

0 0/, Om 0Ox 0 0x
()= mx ()
ou ov ou oOv ou Ov

A cause de (8.2) et de la symétrie des dérivées secondes de la position x, cette différence se
réduit a

o ol, 0 ol

OX
o) aoy

= Xa—x X — a—XX Xa—x
)= (X (X)X ().

L’identit¢ de Jacobi permet de la transformer en ((%Xx %) xn qui est nul. Comme c’était le

cas du systeme (5.1), il n’y a pas d’obstruction a I’intégrabilit¢ du systeéme aux dérivées
partielles (8.1).

Nous pouvons constater le plein accord entre les symétries des dérivées secondes de A et /
puisqu’elles découlent respectivement des égalités

Ox OX
U xU,))xe, =0 et (—x—)xn=0.
(U, xU,)xe, (aV 611)

9-3 Condition d’intégrabilité assurant I’existence de m

L’existence de p était assurée par la condition de Meusnier de nullité de la courbure moyenne.
La preuve de la symétrie des dérivées secondes partielles de p invoquait plusieurs fois
I’identité de Jacobi. A cause de la symétrie des dérivées secondes de la position x, la
différence des dérivées secondes partielles croisées de m, se réduit a :

0 Om,Z O Om_, O ox, O ox
o o e v o)
on 0Ox oOn_ 0OXx 0 0x 0 0Ox
=X X X (e —— )
ou Ov Ov Ou ouov Ovou
_n ox_on o
ou Ov Ov Ou
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Cette différence

on Ox_on X (9.3.1)

M XL X 10y, xe)]x(QU,)-[Q(Y, xe)]x (QU))
=Q[(Y, xe;)x U, = (Y, xe;)x U,].

Puisque les vecteurs de Gram sont orthogonaux a e;, les doubles produits vectoriels se
simplifient et il vient :

on 0Ox
X

on 0Ox
5 g—gXaz[Yl 'U2 _Y2 -UI]Q€3=[Y1 'U2 —Y2 Ul]n

[YU ~Y,-U,],0x ox

[UxU]  au v

Ox OXx
T lY."U,-Y, 'U1](axa_v)

soit finalement :

b N TP B

en reconnaissant la courbure moyenne H de la surface § (paragraphe 7-4 du chapitre 4).

Ainsi :

i(a_m)_i(a_m)__ H(a_xxa_x)

Les dérivées secondes de m seront symétriques si la courbure moyenne est nulle et nous
retrouvons la condition de Meusnier.

Nous pouvons aussi calculer la différence (9.3.1) en invoquant les formules de Weingarten
(paragraphe 5-2 du chapitre 4) qui impliquent

n ox _FM-GL ox ox,
v EG-F au ov

on Ox FM-EN 0x 0x

ov ou  EG- Fz(_ Ee

Nous retrouvons la valeur
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10- Seeur de la surface minimale S

_ EN+GL-2FM 0Jx 0x Ox 0Ox

> (—x—)=—"2H—x—
EG-F ou ov ou ov

de la différence (9.3.1) en reconnaissant 1’expression de la courbure moyenne du paragraphe
7-2 du chapitre 4.

9-4 Conditions aux limites

Sur le bord 7 de la surface, les conditions aux limites deviennent :

/f=0etnxm=0.

En effet, puisque Q est une rotation,

0=QM\
et nxm =Qe; xQu=.C0Q(e; x )

sont nuls si et seulement si A et e, xp sont nuls. Nous reconnaissons les conditions aux
limites (5.3) satisfaites par Aetp.

10- Sceur de la surface minimale §

10-1 Définition

Nous appellerons sceur de la surface S, la surface §'d’équation paramétrique m(u,v) solution
du systeme aux dérivées partielles (8.2) :

om ox
- =N X—
ou  Ou (8.2)
om oX
— =NX—-.
v oy

Remarque : Le systeéme aux dérivées partielles (8.2) n’étant intégrable au sens de Frobenius
que si la courbure moyenne de la surface d’équation paramétrique x(u,v) est nulle (paragraphe
9.3) seules les surfaces minimales ont une sceur.

10-2 Propriétés de la surface §' d’équation paramétrique m(u,v)

Nous allons étudier la surface §' d’équation paramétrique m(u,v) et énoncer une liste de
propriétés qui la concerne et qui la lie a la surface § d’équation paramétrique x(u,v).

Propriété 10.1 : Les deux surfaces S et S' ont méme premicre forme fondamentale (ou méme
métrique).
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Démonstration :
Notons par des primes les variables liées a la surface §'(vecteurs de Gram, vecteurs de
Darboux,E ). D’aprés (8.2) :

om Ox
E:nxgz(Q%)X(QU]):Q(% xU,)
om Ox
EZHXEZ(QC3)X(QU2):Q(C3 XUZ)'

Nous pouvons donc associer a la surface §' les vecteurs de Gram
r __ r
U =¢e;xU, et U, =¢e;xU,.

Remarquons qu’ils se déduisent des vecteurs de Gram U, et U, par une rotation d’angle n/2
autour de e, .Leurs produits scalaires sont donc conservés. Cette propriété permet d’affirmer
que la premiére forme fondamentale de la surface S’ coincide avec celle de la surface .

Propriété 10.2 : Les rotations, et par la suite les deux vecteurs de Darboux associés aux
surfaces SetS’, sont identiques.

Démonstration :
Le choix dee, x U, et e, x U, comme vecteurs de Gram de la surface §’ implique Q'=Q et

par suite
Y =Y et Y,=Y,.

Propriété 10.3 : Les normales aux deux surfaces sont identiques.

Démonstration :
om 0 om 0x g

11 suffit de remarquer que les vecteurs — =n x X et T2 = n1x 2 se déduisent des vecteurs
ou ou ov ov

ox ox

. et v du plan tangent en x a la surface S par rotation d’angle 7/2 autour de n.

Propriété 10.4 : La courbure moyenne de la surface §'est nulle. La sceur d’une surface
minimale est elle-méme une surface minimale.

Démonstration :
Calculons la courbure moyenne H' de la surface S'par son expression (paragraphe 7-4,
chapitre 4)

H,:Yz’-U;—Yl’-U’Z _ Y, (e xU)—Y;-(esxU,) :e3-(U1><Y2—U2><Y1).
U= Us [U, U, [U< U

142



10- Seeur de la surface minimale S

La condition de compatibilité satisfaite par les vecteurs de Gram de la surface § (formule
notée (1.3) dans ce chapitre) permet de remplacer le vecteur U,xY,-U,xY, par

v, oy, . Ainsi
ov

.1 e_(aUl_aUZ
Cfuxu,|T tev b

)=0

puisque les vecteurs U, et U, sont orthogonaux a es.

La courbure moyenne de S'est donc nulle.

Remarque : Nous n’avons pas explicitement invoqué la nullité de la courbure moyenne de la
surface .

Propriété 10.5 : Les deux surfaces Set§’ ont méme courbure de Gauss.

Démonstration :
Calculons la courbure de Gauss K’ de la surface §' par son expression (paragraphe 7-4,
chapitre 4).

MY Yie)

JJdéta'

Comme les métriques, ainsi que les vecteurs de Darboux des surfaces SetS’ coincident, il en
est de méme de leurs courbures totales en cohérence avec le théoréme d’excellence de Gauss.

Propriété 10.6 : La seconde forme fondamentale de la surface sceur a pour expression
matricielle

b = U-Y, U-Y,
- Uz'Yl Uz'Yz .

Démonstration :
Les définitions de vecteurs de Gram de la surface sceur

Ul =e;x U, = j(e;)U,
U} =e;x U, = j(e;)U,

up'|_ U
|:(U'2)T}_ {UZT}J(%)-

impliquent
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L’expression de la matrice de la seconde forme fondamentale

b= {Eg}](%)[‘[l Yz]

présentée au cours du paragraphe 6-2 du chapitre 4 conduit a :

1 0 0

b’:_{UIT:|[j(e3)]2[Y1 Yz]:{UIT:| 010 [Yl Yz]
Rk U 0 0 0

ou aussi bien a

b = Eq[\q Y, ]

puisque les vecteurs de Gram U, et U, ont leurs troisiemes composantes nulles.
Ainsi nous aboutissons a I’expression annoncée

U/ u'y, UlY
br:|: 1}[3[1 Yz]:{ 11 1 2}

U, 0y, LY,
qui est symétrique a cause de la nullité de la courbure moyenne de la surface .

U, Y, =U,-Y,.

Propriété 10.7 : La seconde forme fondamentale de la surface sceur §’ s’exprime en fonction
des premicere et seconde formes fondamentales de la surface minimale §par la formule

e vl o T

C’est a dire
-1
b' = alb.
L déta
Démonstration :

Partons encore de I’expression

b= {Eg}](%)[‘[l Yz]

présentée au cours du paragraphe 6-2 du chapitre 4. Multiplions la a gauche par a J, en

choisissant I’expression
UT
a= {UIT} [Ul Uz]

2
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11-La sceur de la surface d’Enneper

de la premicre forme fondamentale. Nous obtenons

U/ U |.
an—{UJ[UI UZ]J{UJJ(%)[Y] Y,].

[U, UZ]JBﬂ

2

Mais la matrice 3x 3,

de noyau Re,, se simplifie en :

T

-U ) . .
[U] Uz]{ UT2:| = UzUlT - U]U; =j(U,xU,) = ||U1 x Uz”](es) =+ deta j(e;).

1

Ainsi
1

ur]
\/@an {UJ [ie)F[Y, Y]

et nous reconnaissons 1’opposée deb’.

En conclusion :

Nous avons mis en évidence que toute surface minimale § admettait une sceur s’ de méme
métrique, de méme normale, de méme courbure de Gauss, et de seconde forme fondamentale

’ -1 U,-Y, U,-Y,
b’ = aJb= .
JJdéta U,-Y, U,'Y,

Nous avons tous les outils de calcul nécessaires pour construire la sceur d’une surface
minimale puisque nous savons que les vecteurs de Darboux sont les mémes et que les

r 1o T .
vecteurs de Gram ont tourné d’un angle Eautour de e, . Nous allons traiter deux exemples.

11-La sceur de la surface d’Enneper

Choisissons la représentation paramétrique suivante de la surface d’Enneper

u3
x'(u,v)=/(u —?+uvz)

V3
x*(u,v) = é(v—?+ vu?)

x*(u,v) = L(u® = v?)

ou, ici, / est un scalaire strictement positif.
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Les figures ci-dessous représentent la surface d’Enneper sous deux angles de vue différents.

ox , Ox \
Calculons tout d’abord les composantes des vecteurs Eet —tangents en x a la surface

ov
d’Enneper :

(=1’ +v?) 20uv
== 20uv , —=|1-v*+u?)
ou ov

2/0u —20v

Les coefficients de la premiere forme fondamentale a sont donc :
E=0*1+u’+v’)*,F=0, G=/*(1+u* +Vv*)’

et la matrice a de la premicre forme fondamentale est proportionnelle a 1’identité
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11-La sceur de la surface d’Enneper

a=0(1+u” +v)°1,.
Un choix simple des vecteurs de Gram est :
U, =/1+u*+v)e, U, =l(1+u’+Vv)e,.
La rotation Q qui transforme les vecteurs de Gram en les vecteurs tangents(%X et % a donc :

pour premiere colonne

1-u” +v
1
Qe, = S 2uv
l+u+v
2u
et pour deuxieme colonne

2uv

Qe,=———|1+u* —V*|.
2ol+ut 4V
-2v

La troisieme colonne n de Q s’obtient en faisant le produit vectoriel des deux premieres
colonnes

—-2u

n=Qe3=% 2v
1+u+v 5 5
l-u—v

L’expression matricielle compléte de la rotation  est donc

. l—u?+v? 2uv -2u
Q=12—2 2uv l+u?-v? 2v
+u+
uy 2u —-2v l—u?-v?

Les dérivées partielles de la normale

l—u® +Vv? o 5 —2uv
@=% 2uv = | lvu -V
ou (I+u +v") ov (I+u +v)
2u —-2v

permettent de calculer la seconde forme fondamentale b par la formule
SERIES
ou Ov] [Ou ov
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d’ou I’expression :

S

Le calcul des composantes des vecteurs de Darboux peut s’effectuer a partir des équations

(6.2.1) et (6.4.2) du chapitre 4.
1 2 Y] Yl
u2 u2 Y] Y2

ot |Quy ow

u1 u1 Y1 _ au aV
—J 1 2 J 3| 2 2 |
u, u;||Y; %_%
ou oOv

La résolution de ces équations linéaires est simple, elle donne :

0
-2 v -2

a1 v 2T 1+ uE v
Vv

La valeur de tr(a”'b)ou de Y,-U,-Y, U, est nulle, la surface d’Enneper est de courbure
moyenne nulle. C’est une surface minimale, cherchons sa sceur !

Nous savons que la rotation de la surface sceur définie par m(u,v) est inchangée mais que les

n
vecteurs de Gram tournent d’un angle 5 autour de e,

Ul =/((1+u’ +v*)e, xe, =(1+u’ +v)e,

U, =/((1+u” +v)e, xe, =—L(1+u” +v7)e,

Les vecteurs tangents en m a la surface sceur sont les images par Q2 de ces vecteurs de Gram :

2uv
@:QU; =/ 1+u* -V’
ou

-2v

1—u?+v?
@:QU;:—E 2uv
ov

2u

L’intégration de ces équations permet de trouver une représentation paramétrique de la
surface sceur de la surface d’Enneper :
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11-La sceur de la surface d’Enneper

m(u,v)=/ %uz' —uv’ +u

- 2uv

+m,

ou my est un vecteur constant que 1’on peut choisir égal a zéro. Nous savons que ces deux
surfaces n’ont pas les mémes secondes formes fondamentales, la formule qui les relie est :

1 [E F]fo -1
~ JdétalF Gll1 0

|

L M
M N

La seconde forme fondamentale de la sceur de la surface d’Enneper est donc :

0 1
b'=-2/ alors que b =2/
1 0 0

1

o

La représentation de la surface sceur de la surface d’Enneper donne sous un angle de vue

perpendiculaire a I’axe e, :

et sous un autre angle de vue :

[:1:]
48
28

-28
-48
-68
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12-La sceur de la caténoide
Choisissons la représentation paramétrique suivante :
x'(u,v) = fchucosv
x*(u,V) = fchusinv
x*(u,v) ={u

de la caténoide ou ¢ est un scalaire strictement positif.

La caténoide est représentée par la figure ci-dessous

ox  0Ox . .
Les composantes des vecteurs 2 et > tangents en x a la caténoide, sont

1

1
ﬁ = /shucosv % =—/chu sinv
2 2
ﬁ = /shusinv ai = /chucosv
3 3
ﬁ =/ ai =0
ou ov

La premiére forme fondamentale a est proportionnelle a I’identité

a=({chu)’l,.

Un choix simple des vecteurs de Gram est

U, =/chue,, U, =/chue,.
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12-La sceur de la caténoide

. . ox , Ox
La rotation €, qui transforme les vecteurs de Gram en les vecteurs tangents . et v a donc
\4

pour expression matricielle :

CoSVv

cosvthu -sinv -
chu
. sinv
Q=|sinvthu cosv -
chu
1
—_— 0 thu
| chu |

En dérivant partiellement la rotation € par rapport aux parametres u et v, les formules

o . o .
QTE =J(Y)) et QTE =J(Y)

permettent d’obtenir les deux vecteurs de Darboux

b
(1) chu
Y =|—|etY =] 0
chu
0 thu

La connaissance des vecteurs de Gram et des vecteurs de Darboux permet de trouver la
seconde forme fondamentale

bo| L M| fw uf |0 -1]Y' Y, _! 0
M N| |u w1l 0]Y Y/ 0 1]
La valeur detr(a”'b)ou de Y, U, -Y,-U,est nulle, la caténoide est de courbure moyenne

nulle. C’est une surface minimale, cherchons sa sceur !
Nous savons que la rotation de la surface sceur est inchangée mais que les vecteurs de Gram

T
tournent d’un angle 3 autour de e, .

U] =(chue, xe, =(chue,

U, =/chue, xe, =—/chue,

Les vecteurs tangents en m a la surface sceur sont les images par Q2 de ces vecteurs de Gram :
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om —sinvchu
—=QU; =/| cosvchu
ou
0
om cosvshu
—=QU), =—/|sinvshu
1

L’intégration de ces équations permet de trouver une représentation paramétrique de la
surface sceur de la caténoide

—sinvshu 0 -1 O] ¢shucosv
m(u,v)=/| cosvshu [+m,=(1 0 O] ¢shusinv |+m,
-V 0 0 1 -V

ou my est un vecteur constant que 1’on peut choisir égal a zéro. Nous reconnaissons une
représentation paramétrique de I’hélicoide gauche car la matrice

0 -1 0
1 0 0
0 0 1
est une rotation d’angle gautour de e;.

La figure ci-dessous représente I’hélicoide gauche
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13- La sceur de la sceur de la sceurk;

13- La sceur de la sceur de la sceurk

La surface d’équation paramétrique m(u,v) est elle-méme de courbure moyenne nulle. On
peut chercher sa sceur. Elle aura encore les mémes vecteurs de Darboux et ses vecteurs de
Gram seront

U'=e,xUj=¢e;x(e;xU)=-U, Uj=-U,.

Ce sera une surface S de représentation paramétrique —x(u,v). C’est, a nouveau, une surface
de courbure moyenne nulle et on peut en chercher la sceur S"'. Ses vecteurs de Darboux sont
encore les mémes et ses vecteurs de Gram sont

"e__ "__ _ ' "__ ’
U'=e;xU/'=—e,xU, =-U, U)'=-U,.

"

Une représentation paramétrique de §
moyenne nulle et on peut en chercher la sceur §

est —-m(u,v). A nouveau, ¢’est une surface de courbure
""" Ses vecteurs de Darboux sont toujours les

A . . T
mémes et ses vecteurs de Gram ont tourné quatre fois d’un angle de 3 autour de e, par

rapport a ceux de S.

" " i
U'=e,xU"=—e; x(e;xU,)=U, U)=U,.

"

Une représentation paramétrique de §
quatre.

est x(u,v). La boucle est bouclée, les sceurs sont

Remarque : Dans le cadre des surfaces minimales, on trouve dans la littérature des surfaces
cousines et des surfaces conjuguées [DAN 1] de méme premiere forme fondamentale, les
surfaces de Bryant par exemple. Mais les relations entre les secondes formes fondamentales
sont différentes de celles que nous avons obtenues par la considération du systeme adjoint.

14- Conclusion

A partir de I’étude du probléme de Plateau, ce chapitre a permis de mettre en évidence,
plusieurs résultats intéressants :

- dans le cadre de la théorie des surfaces mettant en jeu les vecteurs de Gram et de
Darboux que nous avons développée au chapitre 4, la condition de Meusnier de nullité de la
courbure moyenne apparait comme une condition d’intégrabilit¢ de Frobenius du systéme
adjoint,

- le systeme adjoint admet des solutions qui sont elles-mémes des surfaces minimales
de méme premicre forme fondamentale mais de seconde forme fondamentale distincte
satisfaisant a une régle précise, ce qui nous a amené a la définition de surfaces minimales

sceurs,

- la suite des surfaces minimales sceurs boucle en quatre itérations.
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Nous avons revisité le probleme de Plateau par une approche a la Pontriaguine, issue de la
commande optimale : la fonction colit est I’aire & minimiser, le temps est remplacé par les
deux parametres de la surface et les « équations du mouvement » par les conditions de Gauss-
Codazzi-Mainardi. Les outils de la Mécanique, essentiellement les multiplicateurs de
Lagrange, nous ont permis de proposer une voie inexplorée a notre connaissance par les
geéometres.

Nous pensons que le programme de construction d’une surface minimale a partir d’un contour
donné présenté au paragraphe 8 est prét pour batir des logiciels de calcul. Peut étre inspirera-t-
il le génie civil, notamment les architectes qui cherchent a créer de nouveaux designs. Peut
étre les surfaces minimales simulées par ces logiciels feront-elles de nouveau réver les
artistes, sculpteurs et photographes pour leurs formes esthétiques ¢légantes et dépouillées
comme ce fut le cas des objets mathématiques de I’Institut Poincaré dans les années 30
[FORT 1].
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Chapitre 6

EQUIVALENCE ENTRE L’ANNULATION DU TENSEUR DE
COURBURE DE RIEMANN-CHRISTOFFEL DANS UNE COQUE ET
LES CONDITIONS DE GAUSS-CODAZZI-MAINARDI SUR LA
SURFACE MOYENNE

Ce chapitre présente un travail effectu¢ en commun avec Claude Vallée sur une question
posée par P. G. Ciarlet. Il est rédigé sous la forme d’un article de revue et apparait donc sous
une présentation différente de celle des chapitres précédents. Congu comme un tout
permettant au lecteur de suivre les étapes du raisonnement, il revient sur différents aspects
déja abordés aux chapitres 1 et 4. Spécialement dédié a la théorie des coques, il adopte une
approche et des notations légerement différentes. Nous utiliserons par exemple

- la notation (y',y*,x’) au lieu de (x',x*,x°) pour désigner les paramétres d’un point
de la coque,

- la notation (x',x*) au lieu de (u,v) pour désigner les paramétres de la surface
moyenne,

- la notation a,au lieu de n pour désigner la normale unitaire a la surface moyenne,

- la notation anglo-saxonne xau lieu de A pour désigner le produit vectoriel,

- la notation g au lieu de C,

- les notations A et B pour désigner la représentation matricielle des deux formes
fondamentales a et b d’une surface.

Ce chapitre a deux objectifs :

- établir, pour une coque @ de surface moyenne S, I’équivalence entre 1’annulation du
tenseur de Riemann-Christoffel (condition de compatibilit¢ 3D) dans @ et les conditions de
Gauss-Codazzi-Mainardi (condition de compatibilité 2D) sur S.

- montrer que la méthodologie proposée aux chapitres 1 et 4 est une voie constructive

pour traiter les questions traditionnelles de la théorie des coques minces en conduisant les
calculs de maniere plus simple.
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Chapitre 6 - EQUIVALENCE ENTRE L’ANNULATION DU TENSEUR DE COURBURE DE RIEMANN-CHRISTOFFEL DANS UNE
COQUE ET LES CONDITIONS DE GAUSS-CODAZZI-MAINARDI SUR LA SURFACE MOYENNE

Les résultats obtenus sont le fruit de réflexions de plusieurs années [VAL 6]. De nombreux
tatonnements ont précédé le choix des bons objets a la fois en 2D et 3D. Par exemple, les
résultats établis en dimension 2 sur les plaques planes minces [BEL 1] [FOR 4] ont ¢été la
source de nombreux développements ultérieurs.

Résumé

Dans un domaine simplement connexe, une condition nécessaire et suffisante bien connue
pour que le systéme aux dérivées partielles

o, o'
ox' ¢ ox

= gij(x)

soit intégrable, est la nullit¢ du tenseur de courbure de Riemann-Christoffel, associé aux
g;; considérés comme les composantes d’une metrique. Dans le cas particulier d’un espace

Euclidien 3D, si on introduit une matrice 3x3 inversible U, solution (non nécessairement
symétrique) de

U?Sk ij =8gi;

et la matrice 3x3

tr[U(Rot(U")] U]
2

1
A =——JURot(UNHU -
détU[( U

cette condition de compatibilité prend la forme condensée :
Rot(A") + AdjA =0.

Lorsque O(x',x*,x’)=0(x',x*)+x%a,(x',x?) paramétrise une coque, ou O(x',x°)
paramétrise la surface moyenne et a,(x',x’) désigne la normale unitaire, une question se
pose :

Les conditions de Riemann-Christoffel associées a la métrique g se réduisent-elles
aux conditions de Gauss-Codazzi-Mainardi associées aux premiére et deuxiéme formes
fondamentales a et b de la surface moyenne ?

Nous présentons ici une démonstration de 1’équivalence entre ces conditions de
compatibilit¢ 2D et 3D. Si 'on cherche une preuve de cette équivalence a partir des
conditions de Gauss-Codazzi-Mainardi (G-C-M) développées avec des symboles de
Christoffel, c’est un pari perdu! Une version condensée des conditions G-C-M.a été
proposée par Claude Vallée et moi-méme (1996) et simultanément par Athanassios Fokas et
Israel Gelfand (1996 et 2000). L’idée clé est de préférer aux six symboles proposés par Elwin
Bruno Christoffel les composantes de deux vecteurs rotations instantanées Y, proposées par

Gaston Darboux. Les deux premicres composantes de ces deux vecteurs de Darboux sont
déterminées par une équation linéaire mettant en jeu les deux formes fondamentales :
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Résumé

Y, Y,
ul| > 1=b
Y] Y2

0 -1
ou J désigne la matrice 2 x 2 antisymétrique L 0 }et u la racine carrée (choisie symétrique

et défini-positive) de la premiére forme fondamentale a. Les troisiémes composantes Y, et Y3

sont déterminées par 1’équation linéaire mettant en jeu les dérivées partielles de la racine
carrée de la premiére forme fondamentale :

1 1 2 2
[ vilus=| 2 _du
ox° oOx Ox° 0OXx

Avec la méthode de Darboux, les conditions de Gauss-Codazzi-Mainardi prennent
I’expression ¢légante suivante ([DAR 1], page 369) :
0,Y,-0,Y,=Y,xY,.

Cette approche est mise en ceuvre dans les publications récentes sur le sujet de P. G. Ciarlet
[CIA 11-14] et de W. Pietraszkiewicz [PIE 3-5].

Dans le cas d’une coque, une solution pour U est :

Ux',x%,x%) = u(x',x*) = x’u” (x',x*)b(x',x%)

0 0 1

Le déterminant de U
detU = (detu)[l —2Hx? + K(X3)2]

met en jeu la courbure moyenne H et la courbure de Gauss K de la surface moyenne. La
définition de A conduit a

Y, Y,
A=Y Y]
Y, Y, 0

Il est alors relativement simple de démontrer que les conditions de Riemann-Christoffel
traduites sous la forme

Rot(A")+ AdjA =0
sont équivalentes aux conditions de Gauss-Codazzi-Mainardi traduites sous la forme

0,Y,-0,Y,=Y,xY,.
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Chapitre 6 - EQUIVALENCE ENTRE L’ANNULATION DU TENSEUR DE COURBURE DE RIEMANN-CHRISTOFFEL DANS UNE
COQUE ET LES CONDITIONS DE GAUSS-CODAZZI-MAINARDI SUR LA SURFACE MOYENNE

1- Introduction

Nous utiliserons dans la suite les notations et conventions suivies par P. G. Ciarlet [CIA 10].
Commencons par lister les principales.

Tous les espaces, matrices, etcE , considérés sont réels. Les indices et exposants grecs varient
dans I’ensemble {1,2}, les indices et exposants latins varient dans I’ensemble {1, 2, 3}, et la
convention de sommation qui respecte la répétition des indices et exposants est utilisée
systématiquement. E’ représente 1’espace Euclidien de dimension 3. Le produit scalaire
Euclidien et le produit vectoriel des vecteurs v et w de E* sont notés v.wet vxw, la norme

d’un vecteur v de E’ est n0tée||v||. L’espace E’ est muni d’une base orthonormée directe
constituée de trois vecteurs ¢, .

Soit ® un domaine de R?. Soit y=(y*) un point quelconque du domaine®, et soit d, la

dérivée partielle par rapport a la variable y* : 0, =——. Considérons une immersion

o a

0 e C’(w;E’), c’est a dire une application telle que les deux vecteurs

a,(y)=0,0(y)

soient linéairement indépendants pour tous les points y € ® . Ces deux vecteurs engendrent le

plan tangent a la surface
S=0(®)
au point6(y), et le vecteur unitaire

_ 4, (y)xa,(y)
SO = xan )]

est normal a Sau point O(y) . Les trois vecteurs a.(y) constituent une base covariante au point
0(y) . La base contravariante a'(y) est définie par les relations

a'(y)a;(y) =9,

ou 83 est le symbole de Kronecker. Le vecteur as(y) est unitaire donc as(y)=a’(y), les vecteurs

a”(y)appartiennent eux aussi a I’espace tangent a S en 6(y) .

Les composantes covariantes et contravariantes a, eta® de la premiére forme fondamentale

de S, les symboles de Christoffel I'j; et les composantes covariantes et mixtes de la seconde

forme fondamentale sont définies comme suit :

af _

- o P
=a,.a;, a =a’.a

a,p

IS5 =a% 0.,

— a3 B _ 4Po
b,,=a".0za,,b, =a"b,,.

L’¢lément d’aire sur S est \/gdy ou a =dét(a,,), on peut noter que Ja= ||a1 X a2|| .
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1- Introduction

Soit Q le domainew x]—¢,g[, soit x =(x') un point générique de Q (par conséquent
. . 0 o B

x* =y") et soit 0, =— . Nous considérons une coque de surface moyenne §=0(®) et

d’épaisseur 2¢, c'est-a-dire, le solide dont la configuration de référence est le domaine

O(® x[—¢,€]) o, pour tous points (y,x’) € ® x[—¢,€] :

O(y,x’) =0(y) +x’ a,(y)

Cette définition prend son sens uniquement si I’application ® est globalement injective sur le

domaine Q. C’est le cas si I’immersion 0 est elle-méme globalement injective sur @, et si €
est suffisamment petit.

Rappelons le théoreme 4.1.1 de I’article de Philippe G. Ciarlet [CIA 10].

Théoréme 1.1: Soit ® un domaine de R* et soit 0 € C’(®; E’) une immersion injective. Alors

il existe & > 0 tel que ’application ® : Q — E’ définie par
O(y,x’)=0(y)+x’a,(y) pour tous (y,x’) e Q,

ot Q=wx]-¢,¢[, estun C’ - difféomorphisme de Q dans ®@(Q) et dét(g,,g,,g,) >0 dans

Q,oul’'onanoté g =0.0.

Dans ce qui suit, nous supposerons que € est strictement positif et suffisamment petit pour
assurer la validité de ce théoréme. En particulier, (y',y*,x’) € Q constitue alors un systéme
de coordonnées curvilignes qui permet de représenter correctement la configuration de
référence O(Q) de la coque.

Le champ C=VO®'VO de tenseurs métriques associé a I’'immersion O satisfait a la condition
de compatibilité¢ [VAL 1], [CIA 11, 13].

Rot(A") + AdjA =0 dans Q

ot le champ de matrices A est défini en fonction d’un champ U solution de U'U = C par

Ul.

T
Ao 1 [URot(UT)U — tr[URot(U) " ]
detU 2

Cette condition de compatibilité est une alternative a la condition de compatibilité classique
exprimant la nullité, dans Q, du tenseur de courbure de Riemann-Christoffel associé au champ
C.

De méme que les composantes g;; =0,0.0,0 de C= VO'VO ne peuvent étre arbitraires, les

composantes a,,etb,,des premiéres et secondes formes fondamentales de la surface 6(®),

159
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définie par I’immersion 0 : @ — E*, ne peuvent pas étre des fonctions arbitraires. Elles doivent
satisfaire les conditions de compatibilité¢ de Gauss-Codazzi-Mainardi [CIA 10].

Dans cet article nous répondons a la question :

Est-ce que I’annulation, dans la coque, du tenseur de courbure de Riemann—Christoffel
associé¢ au champ g;; =0,0.0,0 équivaut aux conditions de Gauss-Codazzi-Mainardi (C-

G-M) satisfaites sur la surface moyenne par les champs

a,, =0,0.0,0
¢ s 0.00%2.0 ,
b 6,0%0,0)

2- Expression des composantes de C dans la coque en fonction des
composantes des deux formes fondamentales de la surface moyenne

Théoréme 2.1 : Soit ® =0+ x’a, la paramétrisation d’une coque et g jles composantes du
tenseur C =VO'VO . Alors :
8.5 =8, —2b,,X’ +b,a"b_ (x)
a3 =830 =0
g, =1.

Remarque : Les composantes g;;de la métrique de la coque sont completement déterminees

par les deux formes fondamentales de la surface moyenne. Ce sont des trinomes du second
degré en x°. Les fonctions
_ 10
Cop = b, .a b(TB

sont les composantes de la troisieme forme fondamentale de la surface moyenne.
Démonstration : Les relations
0,0=a,+x0,a,
et
0,0 =a,
impliquent :
g,=0,00,0=a_.a,+x’a,.0,a,=0
g2,,=0,0.0,0=a,.a,=1

45 =0,0.0,0 =2, +x(a,.052, +2,.0,3,)+(x)*(0,2;.9535).

Puisque les vecteurs a_ et a;sont orthogonaux, I’expression
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3- Positivité de C dans la coque

b, =a;.0p3,
des composantes de la deuxiéme forme fondamentale peut se transformer en :
b,s =—2,.052,

ou, par symétrisation, en :

1
b,p = —E(aa.ﬁﬁ% +a,.0,8;).

Ainsi, le coefficient du terme de degré 1 en x° dans g,pn est autre que—2b, ;. Les formules
de Weingarten ([CIA 10], théoréme 2.6.1) :

ou bien
T0
Opa; =—a""bpa,

permettent de calculer le coefficient du terme de degré deux en x° :
(0,a;5.052;)=2a""b ga.b, a” =a"b_zb, a.a”=b, 2a"b,

ce qui achéve la démonstration.

3- Positivité de C dans la coque

3- 1 Racine carrée de la premiere forme fondamentale a

Comme a est défini-positive, on peut en prendre la racine carrée. Nous adopterons la
définition précise suivante.

Définition 3.1 : Soient a,les composantes d’une forme bilin€aire symétrique défini-positive.

Nous appellerons racine carrée de a la seule matrice u dont les coefficients vérifient

(1) les relations
aaﬁ = uasrcuﬁ
(i)  la condition de symétrie
c _ p
0 otta = Spa u;
(i)  la condition de positivité
S, usViV: >0

cT o

satisfaite pour toutes les valeurs de V'et V>,
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Remarque : De la relation (i) on déduit :

a” =" 8" ) -

3- 2 Premicére factorisation de g
Théoréme 3.2.1 : Les composantes g, se factorisent de la maniére suivante
3 352 A
Cup = u [6,, —2xe _+(x)e,0 “ew]ug
ou e désigne le tenseur de composantes :
-1 -1
e, =)’ bpv (u ).

Démonstration : Puisque g, est un trindme du second degré en x*, il suffit d’établir la

démonstration successivement pour les termes de degré 0, let 2.
Au degre 0, c’est vrai par définition de la racine carrée u de a.

Au degré 1, c’est vrai parce que :
T c _ .1 -1\p -\t ,,0 _ P no_
u e u; =u, (u)? bpH (u )k ug = o bpH 613 = bmB .
Au degré 2, c’est encore vrai parce que:

A -1 A -1
u,e,;8"e ug =8, b, (u)] 6™ (u )ﬁ b, 8y = bmvavébgﬁ .

3- 3 Un carré parfait

L’¢tude de la positivité¢ de C se raméne successivement a celle de g, (théoréme 2.1 du

paragraphe 2) puis a celle de
h,, =8, —2x e,  +(x7)e,; 8¢, .
Théoréme 3.3.1 : Au sens de la définition 3.1, la forme bilinéaire symétrique h a pour racine
carrée la matrice v de coefficients
v, =8, —x’e,, 8" .
Démonstration :

(1) Si on calcule le produit v;, 8, vy onretrouve bienh, ;.

.. . o p 3
(i) Si on caleule 8, vg etd, v, on trouve la valeur commune s, —x’e

at”
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3- Positivité de C dans la coque

Remarque : La mise en évidence de ce carré parfait assure la positivité de C. Reste a étudier
sa défini-positiviteé.

3- 4 Matrices A et B associées aux 2 formes fondamentales a et b

Associons aux deux formes fondamentales les matrices A et B de composantes
Al =a_, 8" BJ =b,, 8"
o af a ap :

A cause des symétries de a,; et b
définition 3.1(ii).

«p» Ces deux matrices sont symétriques au sens de la

La définition de u implique
Al =u] (STpug)SB" =u, (SBpuﬁ)SB" =u?8%u; =uju =(u’);.
La matrice A est le carré de la matrice u et elle est défini-positive.

Remarque : En notant 1, la matrice unité, la matrice v s écrit dans ces notations

v=1,—x’u"'Bu”

En effet, la formule :
Ve =85 —x’(u) by, (u)) 8
peut se transformer a cause de la symétrie de u™" en :
Vi =87 —x(u )b, 87 (u)] = 8% —x (u ) B (u;

d’ou la conclusion.

3- 5 Défini-positivité de C
L’étude de la défini-positivité de C se ramene a celle de I’inversibilité de la matrice :
A-x’B.

Il faut donc étudier la non annulation du déterminant de la matrice A —x’B. Le calcul de ce
déterminant met en jeu les 2 courbures principales ,ety,ou bien les 2 rayons de courbure

1 1 .
R, =—etR, =— ([CIA.10], théoréme 2.5.1). Les courbures principales sont les deux

1 XZ
racines du trindbme du second degré :

P(y) = dét(B—yA) = dét(B—yu’) = (détA)dét(u'Bu™' —yL,).
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Le produit des deux racines est la courbure de Gauss ou courbure totale :

détB
détA

K=y, =dét(u"'Bu)=

La demi-somme des racines est la courbure moyenne :

H= M = ltr(uleufl) = ltI‘(]BzAil) .
2 2 2

Avec ces notations :
détC = (dét A)[K(x*)* —2Hx’ +1]°

(détC)"* = (détU) = (détu)[K(x*)* —2Hx> +1].

L’étude de la stricte positivité du trindme du second degré K(x*)* —2Hx’ +1 permet

. L . . ) . 1 1
d’estimer 1’épaisseur 2¢ de la coque. L’€paisseur 2¢ est tributaire des deux racines — et —du
X X2

trindme.

3- 6 Seconde factorisation de g ,p

Théoréme 3.6.1 : Les composantes de g, se factorisent de la maniére suivante

v
ga[} = (Vu)ispv(vu)[}
ou u est la racine carrée de la premiére forme fondamentale a et v=1, —x’u” Bu™.

Démonstration : La premiere factorisation de g g et le calcul explicite de la racine carrée v
de h autorisent les factorisations successives suivantes :

8op = Ugh ug =u vid  voug = (uv)y 3, (vu)s.

o "To a T UV O

Remarque : Le produit
vu=u-xu'B

n’est pas la racine carrée de g, au sens de la definition 3.1 car il ne vérifie pas la condition

de symétrie 3.1(ii).
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4- Factorisation de C

4- Factorisation de C
Théoreme 4.1 : Les composantes g;; de C se factorisent de la manicre suivante
k l
gi; = Ui 8k/JUj
avec

Ut =(vu)t  UF=0 Ul =0 Uj=1.

o

Démonstration : Ceci découle directement de la factorisation de g, .

Remarque 1 : Avec ce choix U'U=C.
Remarque 2 : détU = (détu)[K(x*)* —2Hx> +1].

Remarque 3 : Les composantes de U sont des fonctions de X’ du premier degré. Ceci aura
des conséquences simplificatrices importantes dans la suite, notamment lors du calcul

deRot(U").
5- Décomposition de VO en produit
Théoreme 5.1: 11 existe un champ de rotations R tel que VO =RU.

Démonstration : Puisque
[VO]'Ve =U"U

et que U est inversible, nous en déduisons :
[(VO)U ' T[(VO)U ']=1

en désignant par I I’identité dans E°.
Il existe donc un champ de rotations R tel que[(VO®)U '] =R c'est-a-dire :

VO =RU.

Remarque 1: A la suite de [SOUC 1], nous avons fait une légére entorse au lemme de
décomposition polaire classique en acceptant U distinct de U" .

Remarque 2 : Cependant, [’alternative a la considération du tenseur de courbure de
Riemann- Christoffel proposée dans [CIA 11, 13] et [VAL 1] reste toujours possible.

Il faut maintenant distinguer U" de U. Par chance, les formules restent correctes sans
changement dans [CIA 11] car les démonstrations n’avaient pas utilisé la symétrie de U.
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Notre objectif final est de montrer que I’annulation de
Rot(A") + AdjA

équivaut a imposer les conditions de Gauss-Codazzi-Mainardi (G-C-M).

La détermination de A nécessite le calcul préalable de Rot (U"). Calculer Rot (U") n’est pas

chose si aisée méme si U dépend linéairement de x*. Si ’on exprimait les conditions G-C-M.
a 1’aide des coefficients de Christoffel, I’équivalence envisagée risquerait d’étre difficile a
¢tablir. Une version lisible des conditions G-C-M. proposée initialement par Claude Vallée et
moi-méme [VAL 3] dans le cadre des surfaces ordinaires, et par Athanassios Fokas et Israel
Gelfand dans le cadre des solitons [FOK 1, 2] a été développée récemment en précisant le
cadre fonctionnel [CIA 11-14] et les applications a la théorie des coques [PIE 3-5]. Nous
allons la rappeler bri¢vement.

6- Choix d’une base orthonormée dans le plan tangent a la surface
moyenne.

Théoréme 6 .1 : Les vecteurs tangents a la surface moyenne
— (v 1P
t, =(u)ya,
sont unitaires et orthogonaux entre eux.

Démonstration :
—-1\T -1\o —-1\T -1\o
ta't[} = (u )a ar'(u )[3 ac = (u )a arc (u )[3 = 8&[3 :

Remarque 1 : Le produit vectoriel de ces deux vecteurs n’est autre que le vecteur normal a,.

En effet :

a,xa, =ujubt, xt, =(detu)t, xt,

le produit vectoriel t, xt, étant unitaire comme produit vectoriel de deux vecteurs unitaires
orthogonaux, la racine carrée u de a ayant été choisie positive, on en déduit

||a1 X a2|| =detu
puis :

t,xt,=a;.

Remarque 2 : Les trois vecteurs t,,t,,a, forment une base orthonormée directe. 1l existe

donc une rotation Q telle que :

t, =08 et a, =08,
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7- Vecteurs de Darboux

7- Vecteurs de Darboux

Définition : Nous appellerons vecteurs de Darboux, les deux vecteurs Y, définis par :
0,Q=0(Y, xI)

ou (Y, xI)désigne la multiplication vectorielle a gauche par Y, .

Remarque : Cette définition est légitime car, Q étant une rotation, QTﬁaQest

obligatoirement antisymétrique et donc de la formeY, x1.

Théoréme 7 : Les dérivées des nouveaux vecteurs de la base t,et t, du plan tangent et du

vecteur normal sont :
Opt, = (QYp)x t, Opa; = (QQY)x a;.

Démonstration : De la définition précédente, on déduit :

Byt, = 0,(Q8,) = (0,Q)8, = Y, x8,) = (QAY,) x (Q€,) = (QY,) x t,.
De méme

Oga; = 0,(Q&;) = (0,Q)&; = Q(Y, x &;) = (QY}) x (Q¢€,) = (QY}) xa,.

Remarque 1 : Les trois composantes de Y, et les trois composantes de Y, remplacent les 6
coefficients de Christoffel traditionnels.

Remarque 2 : Les trois équations précédentes remplacent les formules de Gauss et de
Weingarten qui concernent les dérivées Oga,, et 0,2,

opa, =Tg,a, +bg,a,  Opa; =—by.a°.

Ba“c

Remarque 3 : Dans la formulation usuelle, la symétrie en a et f de Opa, dérivée seconde du

vecteur position de la surface est assurée par la symétrie des symboles de Christoffel
L =T,
et la symétrie des composantes du tenseur de courbure

b,s =byg, -

Si l'on utilise les vecteurs de Darboux, la symétrie de Oja,n’est pas assurée par les

notations, il faut 'imposer explicitement.
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8- Nouvelle version des formules de Gauss

8- 1 Composantes des vecteurs de Darboux

Théoréme 8.1.1 Les troisiemes composantes des vecteurs de Darboux sont solutions de deux
équations linéaires :
uy3 w3y B u
€3 (uY; —uyY)) =(0,u) — alu2)8pv .
Les premicres et deuxiémes composantes satisfont les relations

€5, (UL Y —upY)=0.

Démonstration : En dérivant le vecteur

par rapport a y;, il vient :
Opa,, = (0puy)QE, +ul Q(Y, x€))

Par suite, le vecteur :
Opa, — 0,8, =Q[(Ogu}, =0, up)€, +(u, Yy —upY,)x¢€, ]
est nul si et seulement si :
(Ogup, =0, up)e, +(uy Y, —ugY,)x€, =0.
En projetant sur le vecteur €, on obtient

(Bpufy = 0,up)3,, = &5, (W Yy —upY,)

puis les deux équations linéaires annoncées satisfaites par les troisiemes composantes des
vecteurs de Darboux en choisissant a=1¢et f =2.

En projetant sur le vecteur €, on obtient
€5, (UL Y, —upY)=0.

8- 2 Formulation matricielle des troisi¢mes composantes des vecteurs de Darboux

Corollaire 8.2.1 : Les troisiémes composantes des deux vecteurs de Darboux sont solutions
de I’équation matricielle

[y} Yi|rui=[oul-ou, o,u’-oul]
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9- Nouvelle version des formules de Weingarten

0 -1
avec J = .
1 0
Démonstration : Multiplions la relation
&5, (W)Y, —ubY?) =(9,u —0,uh)3,,
par8* et sommons sur v, nous obtenons :
- 83pvSVK (uilY; - u;‘Yf) = 82u1k - alug .

Introduisons la matrice J de composantes J ﬁ =&y, 8", la derniére relation peut se transformer

cn .
(Ju);”Yf - (Ju)?Y; = azulA - alu;

puis en :

[Yl3 Y;]JUJ = [azui _alulz azulz - a]ug] .
9- Nouvelle version des formules de Weingarten

9- 1 Premieres et deuxiémes composantes des vecteurs de Darboux

Théoréme 9.1.1 : Les premicres et deuxiémes composantes des vecteurs de Darboux sont
solutions des équations linéaires

Y, x8, =-b, (u')’8"¢,.

Inversement, les composantes du tenseur de courbure sont liées aux premicres et deuxiémes
composantes des vecteurs de Darboux par les formules

bmB = SMY,; (u)gl )
Démonstration : Si ’on compare les formules de Weingarten classiques

d,a° =-b,a"=-b, a™a =-b, (u )8 (w)uit, =-b, (u)"8"t,

avec les formules :
0,a° = (QY,)xa, = (QY,) x (Q8,) = QY x&,)
on en déduit :

-1 A A A
-b,,(u)}8"¢, =Y, x&;.
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En projetant sur €, on obtient :
-I\p _ v
- b(xp (u )p - 83va0L
ou bien encore :
_ voop
baB =8, Y U

Remarque : Les formules :
€3, (UL Y, —upY)=0

deéduites des conditions :
a,.(0pa, —0,a,) =0

assurent la symetrieb , = by, du tenseur de courbure.

9- 2 Formulation matricielle du tenseur de courbure

Corollaire 9.2.1 : La matrice B associée au tenseur de courbure b se factorise en produit de
trois matrices

Y Y,

B=ul
Y Y;

Démonstration : De I’expression précédente deb,, , on déduit :

af »

c _ Bo __ v Bo
BY = b, =g, Y uld

o o
puis, grace a la symétrie de u :
— p
B =ug(6™e;,)Y, -

En reconnaissant la composante
B_ sBu
Ji=0"e,,,
de la matrice J, on aboutit a :
c c1Bwv Vv
B, =uJVY,

« =

c'est-a-dire a la factorisation annoncée.

9- 3 Nouvelle expression de la courbure de Gauss

Corollaire 9.3.1 : La courbure de Gauss ne dépend que des premieres composantes des deux
vecteurs de Darboux et de la métrique :

T détA  detu Y2 Y2 detu

1

- detB _ 1 Y, Y, (Y,xY,).&,
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10- Nouvelles expressions des composantes de U

Démonstration : La factorisation précédente de la matrice B associée au tenseur de courbure
conduit, en prenant le déterminant, a :

1
détB = (detu) | |
1

AN

d’ou la conclusion.
Remarque : Cette nouvelle expression de la courbure de Gauss nous permettra par la suite

d’établir facilement le théoréme d’excellence de Gauss.

10- Nouvelles expressions des composantes de U
Théoréme 10.1 : Les composantes de U s’expriment linéairement en fonction de la racine

carrée u de la premiere forme fondamentale a et des deux premiéres composantes des deux
vecteurs de Darboux par les formules

a _ o J3yayv
Ug =u; —x 1Y,

) ) Yl Y]
Démonstration : Maintenant que nous savons que B se factorise en B=ul {le YZZ} , le
1 2

produit vu=u-x’u"'B se simplifie en :

Y Y,
vu=u-xJ| 2
Yo Y,

d’ou I’expression annoncée de U.

11- Nouvelle version des conditions de Gauss-Codazzi-Mainardi

Les symeétries
0,0,8, =0,0,8,

conduisent aux conditions G-C-M classiques. Ces conditions sur les dérivées troisiemes du
vecteur position de la surface vont étre remplacées par des conditions sur les dérivées
secondes de la rotation Q.
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11- 1 Conditions de compatibilité satisfaites par les vecteurs de Darboux

Théoréme 11.1.1: Les deux vecteurs de Darboux satisfont les conditions de compatibilité
0,Y,-0,Y, =Y, xY,.

Démonstration : Si ’on dérive
0,Q=Q(Y, x])

par rapport a yj, on trouve
050, = Q[(Y, x (Y, x)) +(6,Y,) x1I].
Ainsi la différence des dérivées secondes croisées de 2
030,22 —0,0,Q2=Q[Y, x (Y, xD) =Y, x(YyxI)+ (Y, ) x1-(0,Y,) x1]
sera nulle si et seulement si :
(0pY, —0,Yy)x1=Y, x (Y xI) =Y, x (Y, xI).
L’identité de Jacobi permet de transformer le second membre de cette équation en

(Y, xY)xI

et d’en déduire :
(0,Y, —0,Y,) =Y, xY,.

11- 2 Reconstruction de la surface a partir de ses deux formes fondamentales. Théoréme
de Bonnet

Si on connait les deux formes fondamentales a et b, on peut calculer les composantes des 2
vecteurs de Darboux en résolvant les équations linéaires :

&5, (U} Y, —ub Y7) = (O,uf 9,3,
€30, Yo Up =D g
Puisque les deux vecteurs de Darboux satisfont les conditions de compatibilité :
0,Y,-0,Y, =Y, xY,
on peut intégrer les équations aux dérivées partielles :

0,Q=0Q(Y, xI)

172



11- Nouvelle version des conditions de Gauss-Codazzi-Mainardi

et déterminer QQ a la multiplication a gauche prés par une rotation constante. Ensuite, en
intégrant les équations aux dérivées partielles :

—+POa
0,Xx = 1,08,
on peut déterminer le vecteur position a une translation pres.
Ainsi, conformément au théoréme de Bonnet [BON 1], la surface est retrouvée a une rotation

pres.

11- 3 Equivalence entre les conditions G-C-M. classiques et les conditions de
compatibilité satisfaites par les vecteurs de Darboux

Théoréme 11.3.1 : Les conditions G-C-M équivalent aux conditions :
0,Y,—-0,Y,-Y,xY,=0

que satisfont les vecteurs de Darboux.

Démonstration : Les conditions G-C-M. équivalent a la symétrie [CIA 10] :

0,085 =0,0.a;.
SiI’on calcule la dérivée de :

O,a5 =0,(ugt,) =0,(uy Q&) =0,(uy)Q€, +uy Q(Y, x¢€,)
par rapport a y_, on obtient la somme de quatre termes :

aa (acaﬁ) = aa [ac(ug)] Q ép

+(0,up) Q(Y, x€,)+0,(ug) Q(Y, x€,)

+up Q[(0,Y,)x€, +Y, x(Y,x€))].
Le premier terme est symétrique en (o,0) ainsi que la somme des deuxieéme et troisiéme
termes. Lorsque I’on antisymétrise en o et o, il reste seulement :

0,0,85 0,08, =ug Q[(0,Y,; —0,Y,)x€, +Y, x(Y;x€,)-Y, x(Y,*x€,)]
=uy Q(0,Y, —0,Y,)x€, —(Y,xY,)x€, ]

La dernicere simplification provient de I’application de I’identit¢ de Jacobi. L’image par la

rotation Q d’un produit vectoriel de deux vecteurs étant le produit vectoriel de ’image par Q
de ces deux vecteurs, il vient :
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0,0,85 —0,0,8, =Q[(0,Y, —0,Y, - Y, xY,)xup €]
=Q(0,Y, —0,Y, =Y, xY, ) x[uz(Q¢€,)]
=Q00,Y,-0,Y, Y, xY,)xa,.

Si les conditions G-C-M classiques sont satisfaites, alors :
[Q2(0,Y,-0,Y, - Y, xY,)]xa, =0
[Q(0,Y,-0,Y,-Y,xY,)]xa,=0.
Comme les deux vecteurs a, eta, sont indépendants, on en déduit :
2,Y,-0,Y,-Y,xY, =0.
Réciproque : Si les deux vecteurs de Darboux satisfont les conditions de compatibilité
0,Y,-0,Y,-Y, xY, =0

alors :
868aaﬁ —8a60aﬁ =0

et les conditions G-C-M sont satisfaites.
Remarque : La condition (0,Y,-0,Y, - Y, xY,).6, =0 équivaut a la condition de Gauss.

Démonstration : En effet :

[0,0,a, —0,0,3,]a, = {[Q(3,Y, - 0,Y, - Y, x Y,)]xa,} a,
=[Q(0,Y,-0,Y, - Y, x Yz)].||a1><a2||a3
= [a,xa, | [Q(8,Y, —8,Y, = Y, x Y,)].(Q¢;)
= ||a1><a2||(82Y, -0,Y,-Y,xY,).&,.

12- Théoréeme d’excellence de Gauss

Théoréme 12.1 : La courbure de Gauss est entierement déterminée par la connaissance de la
métrique.

Démonstration : Si nous rapprochons :
- expression de la courbure de Gauss

K = (Y, xY,).€,
detu

174



13- Calcul de Rot (UT)

- la condition de Gauss

(Y, xY,).8;=(3,Y, —0,Y,).&;

- et les formules caractérisant les troisieémes composantes des vecteurs de Darboux
3 3 _ 1 1 2 2
[Y1 Y, ]JuJ =[0,u;—0u, 0,u; —0u;]
nous arrivons a la conclusion étonnante découverte par Gauss :

La courbure de Gauss K ne dépend que de la premiere forme fondamentale, elle ne
dépend pas de la deuxiéme forme fondamentale (Theorema egregium, [GAUS 1]).

13- Calcul de Rot (U")

Afin d’exprimer I’annulation du tenseur de Riemann-Christoffel dans la coque sous la forme

Rot(A") + AdjA =0

avec
A= L{[URot(UT)]U — MU}
detU 2

commengons par calculer Rot(U")en établissant la propriété suivante :

Propriété : Puisque :

u-xJ Yi Y2 0
U= Y! Y7] 0
0 0 1
alors
-Y? V! 0 0 0 O
Rot(U") = Y, -Y'| OfF X0 0 0
o Q& 0 B B, O
avec :
a, = 0,ub —o,u; o, =0,u; —o,u;

Bl = alez - 82Y12 Bz = azYll - alel-

Démonstration : Pour obtenir les colonnes de Rot(U"), il suffit de calculer le rotationnel
ordinaire des vecteurs colonnes de
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u +xY]) u-xY 0
T _
U = u, +xY; u-xyY, 0
0 0 1

Le rotationnel de la troisiéme colonne est évidemment nul. Si on calcule le rotationnel des
deux premiéres colonnes, on obtient le résultat annoncé¢.

Remarque : Si nous reprenons [’expression de B :

Y, Y, -Y! -Y;
B=ul ) ,|=u ] ]
Yl Y2 Y] Y2

u_lBJ= _Y12 _Y22 J= _Y22 le
Y Y, Y, -Y

En transposant, on obtient :

alors :

TR R ERRE
Y: -Y,

puis la formule alternative pour l’expression du rotationnel de U" :

0 0 0 0
Rot(UT) =| BY " olix’l0o 0 ol
a &, 0 B] Bz 0

14- Calcul de A

14- 1 Calcul de U Rot (U")

Nous devons effectuer le produit de deux bindmes matriciels du premier degré en x° :

g 0
U= u X3 u 0
00 1 00 0
et
0 0 0 0
Rot(UM=| “IBY " olexl0 0 0
a &, 0 B] Bz 0
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14- Calcul de A

Nous constatons que le produit des deux bindmes matriciels ne fait pas intervenir de terme en
(x*)*. Finalement, nous obtenons le bindme matriciel du premier degré en x° :

0
—uJBu™' olix —u'BJBu™

URot(U") = .
0(‘] OLZ 0 B] Bz O

14- 2 Calcul de la trace de U Rot (UT)

Pour évaluer la trace de URot(U"), il suffit de calculer les traces des deux matrices 2 x 2
uJBu'et u'BJBu”’

La matrice u”' BJBu ' est antisymétrique a cause de ’antisymétrie de la matrice J et de la

1

symétrie des matrices B etu™', sa trace est donc nulle. La matrice uJBu ™' a la méme trace

que u'uJB
tr(uJBu™) =tr(JB).

Cette trace est donc nulle a cause de I’antisymétrie de la matrice J et de la symétrie de la
matrice B. En conclusion

tr[URot(U")]=0.

L’expression de A en fonction de U et Rot(U") se réduit donc a :
A= LU[Rot(UT)]U
detU '

Il ne reste plus qu’a multiplier URot(U")par U et a le diviser par le trindme du second degré

en x’ (paragraphe 3.5)

détU = (détu)[K(x*)> — 2Hx +1].

14- 3 Calcul de U[Rot(U")JU

De nouveau, nous devons effectuer la multiplication de deux bindmes matriciels du premier
degré en x° : celle de

—1 O -1 -1
—uJBu 0 e —u BJBu
(xl (XZ O B] BZ O

URot(U") =
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par
0 g 0

u=| " of-x|" 7 o

00 1 00 0

Le produit est un trindme matriciel de degré 2 en x°.

Le coefficient matriciel du terme de degré O est :

-ulJB
[, a,]Ju O
Le coefficient matriciel du terme de degré 2 est :

u'BJBuu'B

[B, Bz]uilB 0

Le coefficient matriciel du terme de degré 1 est la différence :

0
u'BJB 0 —uJBu'u'B

B, B,Ju 0 [o, Otz]ule 0
La partie 2x2 de U[Rot(U")]U a donc pour expression :
~uJB+x’(u'BIB+uJBA'B)-(x’)’u"'BJBA™'B

Cette expression peut se simplifier grace a plusieurs propriétés algébriques que nous allons
exposer successivement sous forme de lemmes.

15- Propriétés algébriques
Lemme 15.1 : La matrice BA™'B est une combinaison linéaire des matrices A et B dont les
coefficients sont respectivement 1’oppos¢ de la courbure de Gauss K et le double de la
courbure moyenne H

BA'B=2HB-KA.

Démonstration : Les courbures principales y, ety, sont les racines du polynéme

P(y) = dét(B—yA) = dét(B—yu*) = (dét A)dét(u'Bu™' —y1,).

178



15- Propriétes algébriques

Ce sont donc les valeurs propres de la matrice 2 x 2 symétriqueu 'Bu ™' . En vertu du théoréme
de Hamilton-Cayley, cette matrice est solution de son propre polyndme caractéristique

dét(u_]Bu_l —xL) = =) — %) = X2 = ALK, = X2 —-2Hy+K

ainsi :
(u"'Bu)(u'Bu)-2H(u 'Bu)+KI, =0

soit, en multipliant a gauche et a droite par u
B(u'u")B-2HB+Kuu=0
d’ou la conclusion annoncée.

Lemme 15.2 : Pour toute matrice 2 x 2 symétrique telle que la matrice B, la propriété suivante
est satisfaite

B JB = (détB)]J.

Commentaire : La matrice BJB est antisymétrique, elle est donc proportionnelle a la
matrice J. En prenant le déterminant du produit BJB, on apprend que le carré du coefficient
de proportionnalité est égal au carré du déterminant de la matrice B.

Démonstration : Reste a prouver que le coefficient de proportionnalité est exactement dét B.
Afin de s’assurer du signe, il suffit de considérer le cas particulier ou B est I’identité.

Lemme 15.3 : La matrice u”' (BJB)u™' est proportionnelle a J :

détB

ctu

J.

u'(BIBu™ =

Démonstration : 11 suffit d’appliquer deux fois le lemme précédent pour B et pour u™'
u ' (BJB)u™' =détB (u'Ju™")=détB dét(u')J.
Lemme 15.4 : La matrice u”'(BJB)u™" est proportionnelle a J :
u ' (BIB)u™' =K(détu)J.

Démonstration : 11 suffit d’appliquer le lemme précédent et de se souvenir de 1I’expression de
la courbure de Gauss

détB  détB
Kse——=———.
détA (détu)
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16- Simplification de la partie 2 x 2 de A

Théoréme 16.1 : La partie 2x2 de U[Rot(U")]U est un trindme matriciel du second degré

en x° qui se divise par le trindme du second degré ordinaire
détU = (détu)[1-2Hx> + K(x*)*].

Le quotient ne dépend pas de x* et a pour valeur
e[

Y? Y

Démonstration : Le coefficient du terme de degré 0 de ce polyndme matriciel peut se
transformer, grace au lemme 15.2, en :

—uJB=—(uJu)u'B=—(détu)Ju'B.
Le coefficient du terme de degré 2 peut se transformer, grace au lemme 15.4, en :
—(u'BJBu)u'B=-K(détu)Ju'B.

Le coefficient du terme de degré 1 peut se transformer, grace aux lemmes 15.4, 15.1 et
15.2,en:
(u'BJBu)u+uJ(BA'B)=K(détu)Ju+uJ2HB-KA)
=K(détu)Ju+2HuJB-K(uJu)u
=2H(uJu)u'B =2(détu)HJu'B.

Ainsi, tous les coefficients matriciels de la partie 2x2 de URot(U")U sont proportionnels a
la matrice - Ju™'B. Le facteur de proportionnalité du terme de degré 0 enx’ est dét u, celui du
terme de degré 1 en x’est—2(détu)H, celui du terme de degré 2 enx’est K (dét u). La

division par détU = (détu)[l1 — 2Hx> + K(x’)*] va donner exactement la matrice 2x2 :

-1 Yl1 Y2]
—Ju B= v oy?
1 2

qui est composée des deux premieres composantes des deux vecteurs de Darboux.
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17- Les conditions G-C-M. impliquent les conditions de Riemann-Christoffel

17- Les conditions G-C-M. impliquent les conditions de Riemann-
Christoffel

Théoréme 17.1 : Si les conditions G-C-M. sont satisfaites sur la surface moyenne, alors les
conditions de Riemann- Christoffel sont satisfaites dans la coque.

Démonstration : Les formules matricielles du paragraphe 8.2 exprimant les troisiémes

composantes des deux vecteurs de Darboux en fonction des dérivées des coefficients de la
racine carrée u de la matrice A permettent de conclure que :

[, o,]=-[Y} Y3[ru7.
En multipliant a droite par u et en utilisant la relation :
ulJu=(détu)lJ

on en déduit :
[al az] = (détu)[Yl3 Y23] .

Si les conditions de Mainardi-Codazzi sont satisfaites alors
B, =YY, -Y/Y,
B, =YY, =YY,
et on en déduit
B, B.]= [Y13 Y;]JBu_lJ .

La 3°™ composante de la troisiéme ligne de A est nulle. Les deux premiéres composantes de
cette troisieme ligne admettent donc la factorisation :

[Y13 Y;][(dét wl, +x* JBuJu-x’(détu)A"'B—(x*)*JBu'Ju'B].
Le coefficient matriciel du terme du deuxiéme degré en x’peut se transformer en :

IB(—— B =——j(BIB) = - 2By _ 4B
détu détu détu détu

I, = K(détu)l,

grace au lemme 15.2.
Le coefficient matriciel du terme du premier degré en x° :

JBu'Ju—(détu)A"'B

peut se transformer en :
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JBu'Ju—(détu)A'B=JBA 'ulJu+(détu)J’A™'B
=(détu)JBA'J + (détu)J’A™'B
=(détu)J(BA'T+JA'B).

La matrice BA™'J+JA™'B est antisymétrique, elle est donc proportionnelle a la matrice J. Le
coefficient de proportionnalité dépend linéairement de la matrice BA™ ; ce facteur est la trace
de BA™, c'est-a-dire 2H (chapitre 4, paragraphe 7.2). Ainsi :

JBu'Ju - (détu)A™'B = 2H(détu)J* = —2Hdétu .
Finalement, la troisieme ligne de A se factorise en :

Iy} ¥3|detwn-28x* + K 1= Y3 |détU .

La division de URot(U")U par dét U donne exactement :

Y Y,
A=Y Y;
Y Y, 0

Il est alors facile de se rendre compte que I’annulation du tenseur de Riemann-Christoffel
sous la forme

(Rot(A"))" +(AdjA)" =0

est satisfaite puisque, dans ce cas :
0 0 Y'Y, -YY,
(AdjiA)" ={0 0 Y'YI-Y'Y]
0 0 Y'Y, -YY,

0 0 0,Y,-0,Y/
(Rot(A"))' =|0 0 0,Y;-0,Y]|.
0 0 0,Y,-0,Y;

On reconnait, dans 1’annulation de la somme de ces deux matrices, les conditions G-C-M.
sous la forme explicitée au paragraphe 11- 1.

0,Y,-0,Y, =Y, xY,.
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18- Réciproque - Les conditions de Riemann-Christoffel impliquent les conditions G-C-M.

18- Réciproque - Les conditions de Riemann-Christoffel impliquent les
conditions G-C-M.

Théoréme 18.1: Si le tenseur de Riemann-Christoffel est nul dans la coque alors les
conditions G-C-M sont satisfaites sur la surface moyenne.

Démonstration :
Les conditions de Riemann-Christoffel sont les conditions d’intégrabilité de

o, R =R[(A&,)x1].

Dans le cas d’une coque, la 3™ colonne de A est nulle, cela implique 6,R = 0.

La symétrie des dérivées secondes de R mettant en jeu une dérivation par rapport & x’impose
la nullité de

0,0;R = 0,0 R = 0,{R[(A&,)x 1] } = R{[(0,A)&,]x1}.
Ceci n’est possible que si

0,A =0.

Non seulement la 3™ colonne de A est nulle, mais aussi ses deux premiéres colonnes ne

dépendent que de y'ety’. On sait déja que c’est le cas pour les deux premiéres composantes
de ces deux premieres colonnes. Ceci doit €tre vrai aussi pour les troisiémes composantes.
Autrement dit, la troisiéme ligne de U[Rot(U")]U doit étre divisible par :

détU = (détu)[1 - 2Hx> + K(x’)*].

Nous avons déja remarqué que le terme de degré 0 en x’de cette troisiéme ligne avait pour
valeur

[, o, Ju=(détw)Y; Y;].
La divisibilité¢ de U[Rot(U")JU par dét U impose les deux équations :
[B, B,Ju—[o, o,Ju”'B=-2H(détw)[Y; Y,]
—[B, B,Ju"B=K(détu)[Y;] Y,].
La premiere équation donne les valeurs de B, etf3,
[B, B,Ju=(détu)[Y] Y, J(A"'B-2HL,).

Nous avons aussi remarqué que :
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BAJ+JA'B=2HJ.
En multipliant a gauche par —J, nous en déduisons
A"'B-2HIL, =JBA'.
Ainsi :
B, B,1=(détw)[Y; Y;PUBA ' Ju™" =(détw)[Y; Y, 1JBu'(u'Ju™)
[B, B.1=[Y; Y;1IBu™J
en utilisant a nouveau le lemme 15.2.
La valeur de [B, B,Ju'B est donc :

détB

[B, B, Ju"B=[Y Y, JB(u"Ju")B= ﬁ[Yﬁ Y;]J(BIB) =— . [Y Y;]
ctu

étu
[B, B,Ju"'B=—(détu)K[Y’ Y,]
en utilisant le lemme 15.2, ainsi que la propriété

détB
détu

= K(détu).

Cette valeur de [B, B,]Ju'Best exactement celle que réclamait la deuxiéme équation. La
condition de divisibilité de U[Rot(U")]U par dét U se réduit donc a

[B] Bz] = [Y13 Y; ]JBU_]J.

Mais, nous avons appris, au paragraphe 16, que :
Y Y
1y 1 1
Bu'J= {Yl Y2:|
2 2

Bl = 81Y22 - a2Y12

Et, au paragraphe 13, que :

Bz = azYll - alel-

La condition ci-dessus se ramene ainsi a
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0,Y, -0,Y, =YY, -YY;
52Y]2 - a1Y22 = Y13Y21 - Y11Y23'

On reconnait les deux premicres des conditions G-C-M, celles de Codazzi et Mainardi. Reste
a imposer totalement la condition

Rot(A") + AdjA =0.

Maintenant que 1’on sait que les conditions de Codazzi et Mainardi sont satisfaites, on peut
conclure, comme au paragraphe 17, que :

Y Y,
A=Y Y]
Y, Y]

L’annulation de Rot(A") + AdjA impose la condition supplémentaire :
a2Y13 - a1Y23 = Y11Y22 - Y12Y21

c'est a dire la condition de Gauss.

19- Conclusion
Nous avons prouvé 1’équivalence entre I’annulation du tenseur de Riemann-Christoffel dans

la coque et les conditions de Gauss-Codazzi-Mainardi sur la surface moyenne en préférant les
vecteurs rotations instantanées de Darboux aux symboles de Christoffel tant en 2D qu’en 3D.

La démonstration met étonnement en jeu la division d’un trindme du second degré en x’a
coefficients matriciels (matrice 2 x 2 ) par le trindme du second degré

1-2Hx® + K(x*)?
construit avec la courbure de Gauss K et la courbure moyenne H de la surface moyenne.

Nous avons revisité au passage les formules de Gauss, les formules de Weingarten, le
théoréme de Bonnet et le théoréeme d’excellence de Gauss.

Nous pensons que la technique développée a partir des vecteurs de Darboux est une méthode

puissante qui se révélera fructueuse aussi bien dans 1’é¢tude mathématique des surfaces (les
surfaces minimales par exemple [VAL 5]), que dans 1’étude mécanique des coques.
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1. Conclusion

Que doit-on retenir des développements présentés dans ces six chapitres?

1-1 La similitude des méthodes 3D et 2D

La méthodologie développée en 3D permet d’intégrer en deux étapes découplées un systeme
aux dérivées partielles du premier ordre du type:

ox' . ox!

ou le tenseur C est symétrique et défini positif tel le tenseur de Cauchy-Green.
La clé réside essentiellement dans

- la considération d’une racine carrée U de C, non nécessairement symétrique, solution

de:
u'u=cC
- la décomposition polaire de :
X _Ru (1.1)
oX

- la forme spéciale de la variation d’une rotation R :
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dR =Rj(AdX). (1.2)
Les conditions de compatibilité s’écrivent:

Rot(A")+ AdjA =0 (1.3)
avec
tr(U(Rot(U™"))
2

1 —
A=— [URo(U)U U] (1.4)

Dans cette approche, 1’étape d’intégration (1.2) s’effectue sous le controle de Monsieur
Frobenius assist¢ de Madame Rotation (en affectueuse mémoire au professeur Eugen So0s).

Cette méthode 3D a été reproduite dans le cadre de 1’¢tude des surfaces, nous avons constaté
que [’utilisation

- de la « décomposition polaire» généralisée :

a—X=QU1,a—X=QU2 (1.5)
du v

- des vecteurs de Darboux Y et Y, définis par :

oQ oQ
E:Q(YIXI) E:Q(YZXI) (16)

a permis le découplage des conditions de compatibilité en deux systemes d’équations aux

dérivées partielles du premier ordre :

- les conditions d’intégrabilité concernant les vecteurs de Darboux et les vecteurs de
Gram :

oU, oU
S, xU - Y x U, =0 (1.7)

- les conditions de Gauss-Codazzi-Mainardi concernant les deux vecteurs de
Darboux :

Y, ¥,

Y, xY, +
2 1 au

0 (1.8)

Les colonnes de A (notées aussi A aux chapitres 2 et 6) définies par (1.2) et les vecteurs
Y, etY, définis par (1.6) proviennent de la méme source, I’ouvrage de Gaston Darboux sur la
théorie de surfaces (1887).

Les non linéarités des conditions (1.3) et (1.8) sont du méme ordre, elles apparaissent sous les
formes de degré 2 AdjAet Y, xY,.

Des processus d’intégration ont été établis et illustrés d’exemples qui ont montré ’efficacité
de cette méthode.
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1-2 Nature tensorielle des objets matriciels introduits

Les matrices

E =[Rot(U") + (det U)[tr(AU ™ )U ' —=U'AU'|]" 2.1)
et
B =[Rot(A") + AdjAT" (2.2)

ont été confrontées, dans le cadre de la géométrie Riemannienne, aux tenseurs de torsion, de
courbure, de Ricci et d’Einstein :

: AdjU)E : .
- la matrice % acquiert le statut de tenseur mixte d’ordre 2 et remplace
(détU)
avantageusement le tenseur de torsion T d’ordre 3,
. AdjU)B . .
- la matrice % acquiert le statut de tenseur mixte d’ordre 2 et remplace
(détU)
avantageusement le tenseur de courbure K d’ordre 4,
U o B'U
- le tenseur mixte d’Einstein prend la forme tres simple de — TR
¢

La Mécanique propose donc aux Géometres des tenseurs plus simples.

C’est a partir de cette étude que le développement du chapitre 3 prend corps.

1-3 Reconnaitre une 3-sphere

Pour aborder 1’étude de cette variété riemannienne de dimension trois, nous avons transgressé
une hypothese satisfaite dans I’espace Euclidien de dimension 3. Nous avons conservé la

nullit¢ de la torsion et donc, a partir de U solution deU"U =g, nous avons gardé la
construction de A sous la forme :

tr(U(Rot(U™"))
2

1 —
A= STUR(UHU U].

Par contre, nous avons transgressé la nullité de la courbure, en renoncant a I’existence d’une
rotation R, et a la nullité de

B =[Rot(A") + AdjA]"
qui mesure donc la courbure.
Cela nous a permis de développer une démonstration a partir de 1’hypotheése d’un tenseur

. . . A
d’Einstein S de forme sphérique : S} =—9;.
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Nous avons tiré de ces développements un processus de changement de reparamétrage de la
variété permettant de la reconnaitre, dans cette nouvelle configuration, comme une 3-sphere
de rayon p paramétrée en coordonnées stéréographiques.

Ces résultats n’étaient pas prévus mais ils ont ét¢ motivés par la simplicité du tenseur
d’Einstein dans notre méthode.

1-4 Les surfaces minimales

Cette ¢tude a été mise au point toujours avec la pensée que le meilleur test de faisabilité d’une
méthode est de la mettre en ceuvre sur un exemple. Les surfaces minimales correspondent a
un vrai probléeme de mécanique qui n’est traité ici que pour son aspect géométrique, mais des
prolongements de type sollicitations en contraintes seraient intéressants a développer.

Dans cette partie, il a encore été démontré la puissance de la méthode de Darboux ainsi que
I’intérét d’associer, au systéme primal, un systéme adjoint dont la solution hérite de propriétés
intéressantes. Cette surface appelée sceur de la surface initiale satisfait, elle aussi, a la
condition de Meusnier et on peut décliner ainsi une série de 4 sceurs minimales.

1-5 La comparaison entre les deux méthodes mises en place pour une coque et pour sa
surface moyenne

Nous pouvons avouer que ce travail a été laborieux avec des tdtonnements et des embuches. Il
n’était pas évident de mettre en correspondance les bons objets. L’équivalence entre les
conditions d’annulation du tenseur de Riemann-Christoffel et les conditions de Gauss-
Codazzi-Mainardi a été montrée. Le lien entre la matrice A et les vecteurs de Darboux est
finalement d’une simplicité déconcertante

Y, Y,
A=Y Y,
Y)Y,

Ces développements font espérer que la théorie des coques pourra bénéficier d’une telle
approche, tant sur le plan de 1’analyse fonctionnelle que sur le plan de 1’analyse numérique.

2. Perspectives - Géométrie Riemannienne du solide rigide
Elles sont nombreuses mais :
quel temps pour cela ?
quelles perspectives d’avenir pour ce type de recherche ?
quels doctorants et chercheurs motivés pour les réaliser ?
Gardons espoir et, toujours en mémoire d’Eugen Soos : continuons la lutte !
Voici donc I’esquisse d’une perspective de développement concernant la mécanique du solide

rigide. Un travail trés intéressant sur ce sujet est celui de D. P. Chevallier qui introduit les
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caractéristiques d’inertie d’un solide rigide en se basant sur la géométrie des groupes de Lie
[CHE 1,2]. Lors de leurs travaux de thése liés a I’identification de parameétres d’inertie d’un
solide rigide K. Atchonouglo [ATC 1, 2] et T. Monnet [MON 1], ont déja mis en pratique
I’idée de regrouper, dans une méme matrice 4x4symétrique, les parametres inertiels du
solide rigide. Le vecteur translation et la matrice rotation sont aussi regroupés dans une
matrice 4x4. Les six équations du mouvement prennent la forme de 1’égalité a zéro d’une
matrice 4 x4 antisymétrique.

2-1 Expression de I’énergie cinétique

L’énergie cinétique W(S/R) d’un solide S, en mouvement dans un repére d’observation R

d’origine O, est une forme quadratique de la vitesse de translation T d’un de ses points (noté
A) et du vecteur rotation instantanée . La matrice de cette forme quadratique est une matrice
6 x 6 qui rassemble les 10 caractéristiques inertielles de S (la masse m, le centre d’inertie G,
la matrice d’inertie en A : J(A,S))

WE/R) =L [iT o] ™Mb _mj(AG)}r}
2 ~mj(AG) JAS) |o

Reformulons cette expression de 1’énergie cinétique afin de mettre en évidence les six
parametres repérant la position du solide.
Notons © la rotation du solide S et repérons sa translation par T = OA , alors pour tout point
MdeS:

OM=T+AM=T+0OA M,,

ou A et M, sont les positions a I’instant initial du point privilégié A et du point générique M.

La vitesse du point M s’obtient par dérivation de oM par rapport au temps :
VM) =T+OAM, =T+oAAM =T+ j(@)AM = T + j(@)OA M,
et nous vérifions, par identification, que le vecteur rotation instantanée est tel que :
0=j0)0.

Choisissons trois paramétres (X',X*,X’)pour repérer la rotation ®, alors comme nous
I’avons souvent invoqué dans ce document, il existe une matrice A telle que :

0 =0 j(AX)
L’expression du vecteur rotation instantanée est donc :
o =0AX

L’énergie cinétique s’exprime alors en fonction de Tet X sous la forme :
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W(S/R) = % %] ml, — i(mAG)®A }{T} |

A'O"i(mAG) ATOTI(A,S)OA | X
Initialement G était en G et le tenseur d’inertie avait une valeur J(A,,S) telle que :

®"I(A,9)0 =J(A,,S)

ainsi :
i(OAG,) =0j(A,G,)®" .
et:
. . —Oj T
WS/R) = L[iT X7] ml, OmAG)A | T @.1)
2 ATjmA,G)O"  ATI(A,.9)A | X

2-2 Métrique du solide rigide

L’expression (2.1) de 1’énergie cinétique que nous venons d’établir définit une métrique
riemannienne sur 1’espace des phases du solide rigide :

o= 1 ml, -0j(mA,G,)A
2| A i(mA,G)O"  ATJ(A,,SA

Cette métrique est symétrique et définie positive, nous pouvons la décomposer par la

factorisation suivante :
g:l[@ 0} ml, —j(onGo)}{@ 0}
210 A'JjmA,G,)  J(A.,S) [0 A

2-3 Tableau du projet

Le tableau (la peinture aurait dit Eugen Soos) est le suivant :
- imposer la nullité du tenseur de torsion,
- calculer le tenseur de courbure,

- exhiber le tenseur de Ricci et d’Einstein du solide rigide.

2-4 Exergue de la peinture

Pour cela, il faut continuer a réfléchir comme nous y invite le personnage qui suit.
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Cogito, Eric STRAW, exposition a la Maison de I’Architecture - Poitiers 2008
Nous pensons que 1’efficacité de la méthode que nous avons suivie s’est révélée dans la

résolution des exemples traités et qu’elle donnera, aux mécaniciens et aux géomeétres, 1I’envie
d’un retour a Darboux.
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ANNEXE A

DEFINITIONS ET PROPRIETES TENSORIELLES

A-1 Généralités

La plupart des formules présentées dans cette annexe ont été établies dans les cours et les TD
de Mécanique des Milieux Continus du L3 de Mécanique et Ingénierie, ainsi que dans les
cours et TD de Grandes Déformations du Master 1 MSI et FAE dont Claude Vallée et moi-
méme ¢€tions responsables. Certaines formules sont extraites des tomes I et II du livre de
« Calcul linéaire » publié par Jean Marie Souriau aux PUF.

L’espace vectoriel tridimensionnel euclidien est muni d’un produit mixte noté (.,.,.)ou
bienn(.,.,.) , d’un produit scalaire noté (. ) ou g( , ) et d’'un produit vectoriel noté Aou x. La
base choisie dans ’espace est notée ¢,,¢,,¢;.

De maniere générale, les lettres U, V, W, X, Y, Z représenteront des vecteurs de 1’espace
vectoriel tridimensionnel, les lettres A, B, C, D représenteront des applications linéaires de cet
espace vectoriel.

A-1-1 Notations
Composantes contravariantes U'd’un vecteur U :
U="Ue,.

1

Produit mixte de trois vecteurs :

Le produit mixte est une forme trilinéaire non nulle complétement antisymétrique

(U,V,W)=n(U,V,W) =1, UV'W*

oum; :n(eiﬂej’ek)'

La propriété d’antisymétrie entraine que n(U, U, W) est nulle, puisque :
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n(Uaan) = _n(Ua Ua W) =0.

Il faut noter, qu’une fois le produit mixte n choisi, toutes les autres formes trilinéaires
complétement antisymétriques lui sont proportionnelles.

Produit scalaire de deux vecteurs :

On rend ’espace euclidien en le munissant d’un produit scalaire défini par une forme
bilinéaire symétrique et définie positive g.

in7j T T ] ‘
g(U,V)=g UV =U'V=VU=UV'=VU'

ou g(e,e;)=g;; et ou U" et V' représentent les formes linéaires de composantes covariantes
UetV,

U, =g(Ue) et V,=g(V.e).
Les composantes contravariantes g de g sont définies par :

¢, =5,
ou 8;‘ désigne le symbole de Kronecker.

Les descentes et les montées des indices s’effectueront a 1’aide des g.. et des ¢’ ainsi pour
1]

le produit mixte :
N =g M, ou bien Moo == &8 &uN 5
d’ou différents développements possibles du produit mixte :

(U, V,W) =1, UVW* =1/ji(g,UNV'W* =1';x U, VIW* =" U, V,W* =n"™U,V, W,

L’unité de longueur étant accordée avec 1’'unité de volume, I’identité tensorielle suivante est
satisfaite :

nijm/"mk = 5f5§n - Slmsj .

En conséquence en sommant sur deux autres indices, par exemple j et m

T]ijkn[jk = 285 .

Produit vectoriel de deux vecteurs :

Le produit vectoriel de deux vecteurs se déduit du produit mixte et du produit scalaire en
posant :
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NU,V,W)=g(UAV,W)=g(UxV,W)=g(U,VxW).
L’antisymétrie de n entraine

NU,V,W)=g(UxV,W)=—(V,U,W)=—g(VxU,W)
et donc I’antisymétrie du produit vectoriel : UxV ==V xU.
En composantes, il vient :

n(U,V,W)=n,, UVW" =g, (UxV) W*,
d’ou :
(Ux V) =g"n,, UV’ oubien (UxV), =, UV,
On remarque évidemment que :
g(UxV,U)=g(UxV,V)=0

puisque n(U,U,V) ou n(V,V,U) s’annule par antisymétrie.

A-1-2 Définitions
Définition 1 : Le déterminant

Le déterminant d’une application linéaire B est le scalaire noté détB défini par I’identité :

In(BU,BV,BW) = (détB)n(U,V, W)

qui est légitimée par la proportionnalit¢ a m(U,V,W)de toute autre forme trilinéaire
antisymeétrique des trois vecteurs U,V,W.

En composantes :
N, B UB/VBIW ' = (détB)n,,,U' VI W"

ou U', V! W"représentent les composantes contravariantes des vecteurs U, V, W. Cette
relation établit la formule :

nijhdétB = T’lumB? Bthm
qui permet de calculer détB en choisissant, par exemple, i=1, j=2 et k=3 :

Ny,;d€tB =1, mei( BgB;n .
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On peut aussi multiplier les deux membres de I’égalité par 1", soit :

1

ijh J i~ k/m i PP

Ainsi :

1 N
détB = gnumn”th Bthm -

Définition 2 : La trace

La trace d’une application linéaire B est le scalaire noté tr B, défini par ’identité :

(n(BU,V, W) +n(U,BV, W) +n(U,V,BW) = (r B)jn(U,V, W)

qui est légitimée par la proportionnalit¢ a m(U,V,W) de tout autre forme trilinéaire
antisymétrique 1 appliquée sur les vecteurs U, V, W.

En composantes :
N p B U VIW! 41, U BIVIW" +1,, U VIByW" = (tr B)n,;, U'V'W".
Cette relation établit la formule
nkthf + My Bi.‘ + nijkBﬁ) = nijhtrB

qui permet de calculer trB en choisissant i=1, j=2 et h=3 :

trB=B| + B2 + B} = B|

Définition 3 : La transposition

La transposition est une opération qui, a une application linéaire B, fait correspondre
’application linéaire notée B' (dite transposée de B) définie par ’identité

g(BU,V)=g(U,B'V)|

En composantes :
gijBLUk Vi= gikUk (B’ )ijVj

cette relation établit la formule :
gijBL = ik (BT )3

qui permet de calculer les composantes de B' :
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(BT)f = g[k BL gij|

Définition 4 : Le produit tensoriel

Le produit tensoriel du vecteur U par la forme linéaire V' est I’application linéaire notée
U ® V' définie par I’identité

(U®VHW =(V'W)U =g(V,W)U

En composantes, cette relation établit les formules :

Ti j i j
(U V" Wi =U'V,W

(U®VT),=UV, =g, V'U|

qui permettent de calculer les composantes de U® V.
Définition S : L’application linéaire antisymétrique associée a un vecteur

Soit U un vecteur, ’application linéaire antisymétrique j(U) associée au vecteur U est définie
par I’identité

(UV=UxV|

ou bien encore en composantes
OLVE=(UxV) =g'™,, UV,

Cette relation établit la formule :

[J(U)]i = gmnmikUi .

qui permet de calculer les composantes de la matrice j(U).
Définition 6 : L’adjuguée d’une application linéaire B

Soit B une application linéaire, 1’adjuguée de B est I’application linéaire notée AdjB définie
par I’identité

[(BU.BV, W) =n(U.V.(AdjB)W)|

En composantes, cette relation permet d’établir la formule :
ﬂk/;me Bj = nijn(Aij):n

et de calculer les composantes de AdjB
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. I :‘
(AdjB)!, =5 "NemBi Bj |

Dans la littérature, une notion apparentée a celle d’adjuguée est la notion de comatrice ou de
matrice des cofacteurs notée Cof B. Les deux notions sont transposées 1’'une de I’autre. Nous
utiliserons indifféremment 1’une ou I’autre des deux notions. De la définition de 1’adjuguée de
B, on déduit facilement satisfait a :

(BU)x (BV) = (AdjB)" (Ux V) = (Cof BY(Ux V).

A-2 Identités remarquables

A-2-1 La formule de Cramer
La forme quadrilinéaire vectorielle

O(U,V, W, X)=n(U,V, W)X —n(X,V, W)U —n(U,X, W)V —n(U,V, X)W
est nulle.

Commengons par prouver I’antisymétrie de ¢ . Il suffit de constater que 1’échange de U et V
entraine un changement de signe :

o(V,U, W, X)=n(V,U W)X -—(X,UW)V-n(V,X, W)U -n(V,U, X)W
= _n(Ua Va W)X + n(UaXaW)V + n(XaVaW)U + n(Ua VaX)W
= _¢(U3V5W3X)

et qu’il en va de méme lorsqu’on échange U et X

oX,V,W,U) =n(X,V, W)U —n(U,V,W)X —n(X,U,W)V —n(X,V, U)W
= n(Xa Va W)U - n(Ua Va W)X + n(Ua Xa W)V + n(Ua Va X)W
= _¢(Ua Va Wa X)

Dans un espace de dimension trois, toute forme quadrilinéaire complétement antisymétrique
est nulle. Si deux des quatre vecteurs sont communs, la valeur de ¢ est nulle par antisymétrie.
Si U, V, W ne sont pas indépendants, alors, par linéarité, ¢(U,V,W,X)=0.Si U, V, W sont
trois vecteurs indépendants, ils forment une base. Alors, pour tout vecteur X, la valeur de
o(U, V, W, X) est nulle, nous obtenons I’expression du développement de X dans la base U,
V,W:

1

X=—— X, V,W)U +n((U,X, W)V +n(U, V,X)W]|.
n(U’V’W)[n( YU +n( )V +n( YW]

210



ANNEXE A

Cette formule, dite de Cramer, est connue pour résoudre les systeémes linéaires de trois
équations a trois inconnues A’X' =Y" ou les données sont les A’et lesY'. Les coefficients

A; peuvent étre regardés comme les composantes d’une application linéaire A dans une

base (e,,€,,€e,) d’un espace tridimensionnel. Les Y'(ainsi que les inconnues X') peuvent étre

regardées comme les composantes d’un vecteur Y (respectivement X). Si on introduit les trois
vecteurs U = Ae|,V = Ae,, W = Ae, (dont les composantes sont celles des trois colonnes de la

matrice A) le probléme devient : trouver X', X2, X3 tels que :
XU+XV+X'W=Y

Si la matrice de coefficients A est inversible, ses trois colonnes sont indépendantes, les trois

vecteurs U, V, W forment une base et il s’agit de développer le vecteur Y dans cette base.
D’apres la formule de décomposition ci-dessus énoncée

Xl — n(Y,Va W) XZ — n(U,Y, W) X3 — T](U,V,Y)
T](U,V,W) n(Uava W) n(UaV, W)

Les dénominateurs

n(U,V,W) =n(Ae,, Ae,, Ae;) = (détA)n(e, €,,€;) =n,;,;detA

sont les produits mixtes des trois colonnes de la matrice de coefficients A’. Ils sont
proportionnels au déterminant de cette matrice au facteur multiplicatif m,,;prés. Ce

déterminant est non nul puisque la matrice est supposée inversible. Les numérateurs des
. ’ . . 1 2 \ .
formules qui déterminent les inconnues X', X*, X° possédent aussi en commun le facteur

multiplicatif n,,,qu’on peut prendre égal a 1 sans restreindre la généralité. On peut alors les

interpréter comme des déterminants de la matrice A dans laquelle on aurait remplacée une
colonne par le second membre Y du systéme linéaire de départ. Cette méthode de résolution
numérique est due a Cramer.

A-2-2 Identité de Jacobi

La forme quadrilinéaire

(U, V,W,Z)=n(UxV,W,Z)+n(VxW,U,Z) +n(WxU,V,Z2)

est complétement antisymétrique.
Elle est donc nulle, ce qui implique 1’identité de Jacobi :

(UxV)x W+ (VxW)xU+(WxU)xV=0]

La démonstration de I’antisymétrie utilise le lien entre produit mixte, le produit scalaire g et le
produit vectoriel énoncé au paragraphe A-1-1. La forme quadrilinéaire ¢ peut étre réécrite
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O(U,V,W,Z)=g(UxV,WxZ)+g(VxW,UxZ)+g(WxU,VxZ).
Nous noterons I, J, K les trois termes de cette somme
[=g(UxV,WxZ),J=g(VxW,UxZ), K=g(WxU,VxZ).

Nous montrerons que ¢(U,V,W,Z) est complétement antisymétrique en prouvant que les six

échanges entre Uet V, Uet W, U et Z, Vet W, Vet Z, W et Z entrainent un changement de
signe.

Echange de UetV

O(V,U,W,Z)=g(VxU,WxZ)+g(UxW,VxZ)+g(WxV,UxZ)
=—g(UxV,WxZ)—g(WxU,VxZ)—g(VxW,UxZ)=—I1+K+1J)
=—¢(U,V,W,Z)

Echange de U et W

O(U,W,V,Z)=g(WxV,UxZ)+g(VxUWxZ)+g(UxW,VxZ)
=—g(VxW,UxZ)—g(UxV,WxZ)-g(WxUVxZ)=—J+1+K)
=—¢(U,V.W.Z)

Echange de U et Z

O(Z,V,W,U)=g(ZxV,WxU)+g(VxW,ZxU)+g(WxZ,VxU)
=—g(VxZ,WxU)-g(VxW,UxZ)-g(WxZ,UxV)=—K+J+1)
=-0(U,V,W,Z)

Echange de V et W

O(U,W,V,Z) =g(UxW,VxZ)+g(WxV,UxZ)+g(VxU,WxZ)
=—g(WxU,VxZ)—g(VxW,UxZ)—g(UxV,WxZ)=—(K+J+1)
=—¢(U,V,W,Z)

Echange de V et Z

O(U,Z,W,V) = g(UxZ,Wx V) +g(Zx W,Ux V) +g(Wx U,ZxV)
=—g(UxZ,VxW)-g(WxZ,UxV)—g(WxU,VxZ)=—(J +1+K)
=—¢(U,V,W,2)

Echange de W et Z

&(U,V,Z,W)=g(UxV,ZxW)+g(VxZ,UxW)+g(ZxU,VxW)
=—g(UxV,WxZ)-g(VxZ,WxU)-g(UxZ,VxW)=—-1+K+]J)
=-0(U,V, W, 2).
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Comme au paragraphe précédent, la complete antisymétrie permet de conclure a la nullité de
o(U,V,W,Z), d’ou I’ldentité de Jacobi annoncée.

A-3 Propriétés de la transposition

La notion de transposée définie au paragraphe A-1-2 satisfait les trois propriétés suivantes :

(AB)" =B"A”
URVH =veU’
[(U)]" =-j(U).

A-4 Propriétés du déterminant.
Propriété A-4-1 : Polynéme caractéristique

Soient A une application linéaire de 1’espace vectoriel tridimensionnel dans lui-méme et A un
scalaire, alors :

dét(A —AI) = détA — L tr (AdjA)A + XtrA — 2|,

11 suffit pour le vérifier d’appliquer la définition du déterminant
N(A-AD)U,(A -ADV,(A -AD)W) =dét(A - ADn(U,V,W).
Développons en puissance de A le premier membre de cette relation

N((A =ADU, (A =ADV, (A -=ADW) =n(AU,AV,AW)
—AMN(AU,AV, W) + (AU, V,AW) + n1(U,AV,AW)]
+ X [M(AU,V,W)+1n(U,AV,W) +1n(U,V,AW)]
- Xn(U,V,W).

Chaque coefficient se transforme grace aux propriétés énoncées précédemment et se factorise
par n(U,V,W) :

N(AU,AV,AW) = détA n(U,V,W).

N(AU,AV, W)+ n(AU, V, AW) + (U, AV, AW)
=n(U, V,(AGA)W) +n(U,(AdA)V, W) + n((AdJA)U, V, W)
= tr (AdjA)n(U, V, W)

N(AU,V,W) +n(U,AV,W) +n(U,V,AW) = (tr A)n(U,V,W).
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D’ou le résultat annoncé. Les trois invariants de [D’application linéaire A sont
détA, tr(AdjA) et tr A.Un développement de tr(AdjA) sera présenté dans les propriétés de
I’adjuguée.

Propriété A-4-2 : Dérivée du déterminant de A fonction différentiable d’un paramétre t.

Soit A une application linéaire différentiable d’un parametre t alors la dérivée de son
déterminant suit la régle suivante

d . dA
— (détA) = tr(AdjA—)|.
g det) = r(AdJA—F)

La preuve se développe a partir de la définition du déterminant. Si U, V, W sont trois
vecteurs, alors :

(détAn(U,V,W) =n(AU,AV,AW)
et par dérivation :

%(détA)n(U, V, W)= n(t—? U,AV,AW) + n(AU,t—?V, AW) + (AU, AV,CL—[:W)

=n((Ade)t—?U,V,W)+n(U,(Ade)i—?V,W)+n(U,V, (Ade)i—fm

= tr[(Ade)(il—/i‘]n(U, vV, W).

11 suffit alors de simplifier par (U, V, W) pour obtenir le résultat.

A-5 Propriétés de la trace
Propriété A-5-1: tr(U® V") =tr(V®U") =g(U,V)
Preuve : tr(U® V") =(U® V") =U'V, =V'U, =g(U,V)
Propriété A-5-2 : tr(B") =trB
Preuve : Par définition de la transposée

(B"); =g Big,

Donc :
tr(B") =g"B, g, =8B, =B! = trB.
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Propriété A-5-3 : tr(AB) = tr(BA)
Preuve :
tr(AB) = (AB); = A|B/ = B/A| = (BA)! = tr(BA).
Propriété A-5-4 : tr(j(U)B+B"))=0
Preuve :
tr(j(U)B) = tr((j(U)B)") = ~tr(B" j(U)) = ~tr(j(U)B") .
En particulier, en choisissant B=I, tr(j(U))=0.

Propriété A-5-5 : tr(j(U)B) = %tr[ j(U)YB-B")]

Cette propriété découle directement de la propriété A-5- 4.

A-6 Propriété du produit tensoriel

PropriétéA-6-1: Si U, V, W forment une base orthonormée de I’espace tridimensionnel
alors :

URU ' +VOV ' +WOW' =1.
Propriété A-6-2: (U®V")B' =U® (BV)'

Cas particuliers :(U® V(W R Z") =g(W,V)UR Z"
(UVHj(W)=-U(GW)V)".

Propriété A-6-3: B(U®V")=(BU)Q V"

Cas particuliers :(W® Z" (U V") =g(Z, U)W V"
IWMUVH=G(WU)® V',

Les démonstrations s’effectuent a partir des définitions du produit tensoriel, du produit
scalaire, du produit vectoriel et n’offrent aucune difficulté.

Propriété A-6-4 : BU® V')B' = (BU)® (BV)'
A-7 Propriétés de I’application j(.)

Les propriétés qui vont étre énoncées sont treés utiles aux étudiants en mécanique car le
produit vectoriel et le double produit vectoriel apparaissent dés les premiers cours de
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mécanique générale. Différentes formules se déclinent a partir de la formule du double
produit vectoriel qui s’écrit :

Ux(VxW)=g(U,W)V-g(U,V)W

en utilisant la notation anglo-saxonne x pour le produit vectoriel.
L’introduction des composantes permet la démonstration suivante :

[Ux(VxW)]' =g"nU'(Vx W) =g"n; 8"y, UVW! =g,m"™"n,,, U'VIW
=(8,5) -878,)g,;UVIWI =8 U VPW* -8 U _V*W'

=(U,WHV' = (U, VW' =[g(U, W)V -g(U,V)W]'

a partir de la propriété
nMhnpqh - 81[5821 - 8?82

du produit mixte.

Propriété A-7-1 : Identité de Pythagore

g(UxV,UxV)+g(U, V)’ =g(U,U)g(V,V)|

La démonstration considere le produit scalaire d’un vecteur V avec le double produit vectoriel
Ux(VxU). D’une part, a cause de la formule du double produit vectoriel,

g(Ux(VxU),V)=g(U,U)g(V,V)-[g(U, V)]
et, d’autre part, a cause de la définition du produit vectoriel,
g(Ux(VxU),V)=n(U,VxU,V)=n(VxU,V,U)=g(UxV,Ux V).
il vient, en égalant les deux expressions obtenues
[g(Ux V) +[g(U, V)]’ =g(U,U)g(V,V).

Appliquée a deux vecteurs unitaires U et V formant entre eux un angle 0, cette relation
s’interpréte comme 1’identité trigonométrique : sin® 0 +cos’0 =1.

Propriétés A-7-2: La formule du double produit vectoriel conduit a un ensemble de
propriétés de j(.)

(Wji(V)=veu' -gU,V)I
WV -iNiU)=veU' -U V'

(UxV)=j(D)j(V)-ji(V)iU)=VeU' -UV".
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En effet, a partirde Ux(VxW)=g(U,W)V —g(U,V)W , nous déduisons :
JWHIVIW = (VO UHW —g(U,V)W

ce qui donne la premiére des relations en oubliant W. En échangeant U et V dans cette
premicre relation et en effectuant la différence, c’est la deuxieéme relation qui apparait. La
derniére relation se déduit aussi de la formule du double produit vectoriel

JUXxVIW=-Wx((UxV)=g(UW)V-g(V.W)U=(VOU' -URV"HW.
En oubliant W, il vient :
UxV)=VveU'-UQV",

Propriété A-7-3 : Soit une application linéaire B, la relation suivante est satisfaite pour tout
vecteurs U et V :

(BU)x V + U x (BV) =[(trB)I-BT[(Ux V)|

Ce résultat est obtenu en se référant a la définition de la trace. Soient U, V, W trois vecteurs
alors, par définition de la trace :

n(BU,V, W) +n(U,BV,W) = (tr B)n(U,V,W) -n(U,V,BW)
ou bien encore, en introduisant le produit scalaire g
g(BU)xV,W)+g(Ux(BV),W)=g((trB)UxV,W)-g(B"(UxV),W).

Les deux produits scalaires des vecteurs(BU)xV +Ux(BV)et (rB)UxV -B"(UxV),
avec tout vecteur W, étant égaux, nous en déduisons la propriété annoncée.

Propriété A-7-4 : j(BU)+ j(U)B = ((trB)I-B")j(U).
I1 suffit, pour justifier cette propriété, d’oublier V dans le résultat ci-dessus

i(BU)V + j(U)BV =[(trB)I-B" [j(U)V .

Propriété A-7-5 : |j(U)B + B"j(U) = j[((ttB)I - B)U]|

La relation précédente met en évidence ’antisymétrie de la somme j(U)B+B"j(U) . Le
réarrangement du résultat précédent conduit tout naturellement a :

i(U)B+B"j(U)= j((tB)I-B)U].
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Propriété A-7-6 : détj(U)=0.

I1 suffit, pour le vérifier, de partir de la définition du déterminant et d’utiliser la formule du
double produit vectoriel.

[dét j(U)I(V, W, Z) =n((U)V, J(U)W, J(U)Z) = g(Ux V,(Ux W) x (UxZ2))
=g(UxV,n(U,W,2)U)=n(U,V,Un(U,W,Z)=0

Propriété A-7-7: Soient C et D deux applications linéaires et V un vecteur, alors
I’application lin€aire antisymétrique

C'j(V)D+D"j(V)C
(dépendant linéairement de V) est de la forme j(MV) avec :
M =CD + DC - (trC)D — (trD)C + [(trC)(trD) — tr(CD)]I .

Démonstration :
Appliquons C"j(V)D+D"j(V)C a un vecteur W et effectuons le produit scalaire avec un
vecteur Z

g([C"j(V)D+D"j(V)CIW,Z) = g(j(V)DW,CZ) + g(j(V)CW,DZ)
=1(V,DW,CZ)+n(V,CW,DZ) = g(V,(DW) x (CZ) + (CW) x (DZ)).

Nous cherchons une application linéaire M telle que
g(iIMV)W,Z) =n(MV,W,Z) = g(V,M" (W x Z))
coincide avec :
g(V,(DW)x (CZ)+(CW)x(DZ))
C’est a dire :

(DW) % (CZ) + (CW)x(DZ) = M" (W x Z)
ou encore

{(DW)C +J(CW)D = MTj(W)

pour tout vecteur W.
Prenons la transposée, puis retranchons les deux expressions :

J(DW)C +j(CW)D +C"j(DW)+D"j(CW) =M"j(W) + j(W)M.

Appliquons trois fois la propriété A-7-5 :
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J(DW)C + C"j(DW) = j([(trC)I — C]DW)
J(CW)D +D"j(CW) = j([trD)I - D]CW)

(WM +M"j(W) = j([(trM)I - M]W) .
Nous en déduisons

J[(trC)D + (trD)C-CD —=DC+ M — (trtM)I]W) =0.
ceci implique nécessairement que
(trC)D + (trD)C— CD - DC + M — (ttM)I = 0.

Afin d’obtenir M, il faut encore pré-calculer trM. Pour cela, prenons la trace des deux
membres de 1’équation précédente

trM = (trC)(trD) — tr(CD).
Finalement il vient
M =[(trC)(trD) — tr(CD)JI - [(trC)D + (trD)C] + CD + DC

ce qui correspond a I’expression attendue.

A-8 Propriétés de I’adjuguée d’une application linéaire A

Propriétés A-8-1: Soient U et V deux vecteurs, A une application linéaire et o un scalaire,
alors :

(AdjA) (Ux V) =(AU)x(AV) .
Adj(aA) = o’ AdjA..
Cette propriété découle directement de la définition de I’adjuguée :

g((AU)x (AV,W) =n(AU,AV,W)=n(U,V,(AdjA)W)
=g(Ux V,(AdjA)W) = g[AdjA) (U x V), W]

En oubliant le vecteur W, nous obtenons la premicre propriét¢ annoncée d’ou nous déduisons
facilement la deuxiéme en ’appliquant a oA .

Propriété A-8-2 : (AdjA)A = (détA)I.
En effet :

n(U, V,(AdA)AW) =n(AU,AV,AW) = (detAn(U, V, W) = n(U, V,(detA) W),

d’ou la propriété annoncée.
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Remarque 1 : 1] peut étre intéressant de considérer AdjA lorsque A n’est pas inversible.
Remarque 2 : La transposée de la comatrice de A coincide avec AdjA.
Propriété A-8-3 : Soient A et B deux applications linéaires, alors :
Adj(AB) = (AdjB)(AdjA).

La preuve est simple.
n(U, V,Adj(AB)W) =n(ABU,ABV, W) =n(BU,BV,(AdjA)W) =n(U, V,(AdjB)(AdjA)W)
d’ou la propriété annoncée, en oubliant les vecteurs U,V,W.
Propriété A-8-4 : Adj(U®V")=0.
La propriété¢ A-8-1 implique :

(AU V) (XxY)=[(USVHX]Ix[(UBVY]=g(V,X)g(V,Y)(UxU)=0.
Propriété A-8-5 : Adj(j(U))=(U®U")

La propriété A-8-1 et celle du double produit vectoriel ainsi que la définition 4 du produit
tensoriel donnent immédiatement le résultat.

[AGU)]" (X xY) =[H(U)X]x[j(U)Y]=[[(D)X]x(Ux Y) = g(G(U)X,Y)U
= g(iX)Y,U)U=g(XxY,U)U=(URU")(XxY)

Propriété A-8-6 : Adj(A") = (AdjA)"
Cette formule peut se démontrer en utilisant les expressions de 1’adjuguée et de la transposée
[Ad(AD)], =1 "y (ADI(AD)] =1, (87 A) g, (2 A g,)
= nprhnnquEA; = nprigihnnqjgijEA;

=g" ("N, ATADg;, = 2" (AdJA))g;,,
= (AdjA)")".

Une démonstration intrins€éque sera exposée en A-8-10.

Propriété A-8-7 : Soient Q une application linéaire et U un vecteur, alors:

Q"ji(U)Q =j[(AdjQ)U].

Démonstration : Appliquons Q" j(U)Q a un vecteur V et effectuons le produit scalaire avec un
vecteur W :
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g(Q"i(U)QV, W) =g(i(U)QV,QW) =n(U,QV,QW) = n((AdjQ)U, V, W)
=g(U(AGQUIV, W).

En oubliant W, puis V, la relation prévue apparait.

Propriétés A-8-8 : Soit R une rotation, alors les propriétés suivantes se vérifient tres
simplement :

R"est I’inverse de R (puisque R'R =RR" =1),
AdjR =R" (puisque détR=1),

R"j(U)R = j(R"U), Rj(U)R" = j(RU) (en remplagant, dans la propriété A-8-7, Q par
Rou R"),

j(U)R =R j(R"U), R"j(U)=Rj(R"U) (en multipliant, & gauche par R ou a droite
par R" la formule de la propriété A-8-7).

Propriétés A-8-9 : Soient A et B deux applications linéaires dont B inversible, alors :
(AV)x (BW)+(BV)x(AW) =[tr(AB")I- AB']' (AdjB)" (Vx W)

Démonstration : Evaluons le premier terme en effectuant son produit scalaire avec un vecteur
V4

g(AVxBW,Z)+g(BVxAW,Z)=n(AV,BW,Z) +n(BV,AW, Z)
=n(AB(BV),BW,Z) +n(BV,AB (BW),Z)

La définition (A-1-2) de la trace appliquée 2 AB™' permet de transformer ces deux termes en :

N(AB"(BV),BW,Z)+n(BV,AB"'(BW),Z) = tr(AB" )n(BV,BW,Z) - n(BV,BW,(AB™")Z)
=n(BV,BW,[tr(AB™)I- AB™']Z).

Ainsi ;

g(AVxBW + BV x AW, Z) =n(BV,BW,[tr(AB™)I - AB™]Z)
=n(V,W,(AdjB)[tr(AB™)I - AB™']Z)
=g([tr(AB™)I-AB™']' (AdjB)" (Vx W), Z).

Comme le vecteur Z est arbitraire, nous en déduisons par linéarité 1’identité vectorielle
annoncee.
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Propriétés A-8-10 : Développement en puissance de ’adjuguée de A-AI
Soit A une application linéaire, alors :
Adj(A — AI) = AdjA — A[(trA)I - A]+ 1.
Démonstration : Au cours du paragraphe A-4-1 nous avons développée en puissances de A le
polyndme caractéristique dét(A-Al) d’une application linéaire A définie sur [’espace

tridimensionnel. Il est aussi possible d’obtenir un développement en puissances de I’adjuguée
de A-AlL En effet, pour tous vecteurs U, V, W

N((A-ADU,(A-AD)V,W)=n(U,V,Adj(A -A)W),

Développons par définition de 1’adjuguée le premier membre en puissances de A, par
linéarité :

N(A =ADU, (A =AD)V, W) =n(AU,AV, W) = A[n(U,AV, W) + n(AU, V, W)]+ X’n(U,V, W)
=n(U,V,(AdjA)W) = A[(trA(U, V, W) —n(U, V,AW)]+ X’'n(U,V, W)
=1n(U,V,[AdJA — A((trA)I — A)) + A7 TW).

L’identification avec le deuxiéme membre implique la propriété annoncée.

La propriété A-8-2 permet de relier les développements en puissance de A de I’adjuguée de
(A-AD)

Adj(A — AT)(A — AD) = dét(A — AD)I.

Le développement du déterminant du polyndme caractéristique établi en A-4-1 conduit a
I’identité :

(AdjA — A[(trA)L — A)]+ XT)(A — AI) = (détA — Atr(AdjA) + M trA — 1)1
Identifions les coefficients de méme puissance en A.
Le terme de degré zéro apporte le renseignement :
(AdjA)A = (détA)1
ce que I’on savait déja.
Le terme de degré 1 est a retenir
— (trA)A + A” — AdjA = tr(AdjA)]I

2 : \ L.
Les termes en A” et en A’ conduisent a des évidences. Revenons au terme en A et prenons la
trace, il vient

tr(AdjA) = %[(trA)z —tr(A%)].
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Ces résultats conduisent a trois propriétés qui se présentent ainsi :

- Le polynome caractéristique d’une application linéaire A est de la forme suivante :

dét(A —AI) = détA — A + X trA =X

(trA)* —tr(A%)
2

- L’adjuguée de A se développe en puissances de A

2 2
AdiA = A” — (trA)A + (TA) . oAy

- L’adjuguée de (A-AI) se développe en puissances dek et A

(trA)” —tr(A%)

Adj(A —A]) = A + (A — trA)A + (W — MrA + ).

- A est « solution de son polynéme caractéristique »,

A’ —(trA)A” +

(rA) ~ (A% o qara) =0
2 .

C’est le théoréeme de Cayley-Hamilton en dimension trois, nous 1’obtenons en effectuant le
produit de AdjA par A que nous savons €gal a (détA)l.

Remarquel : Maintenant, nous pouvons compléter la propriété A-8-2 en
A(AdjA) = (AdJA)A = (détA)I

puisque le développement de AdjA en puissance de A montre que A commute avec AdjA. De
plus si A est inversible

A_] = ﬁ[p&2 - (trA)A +
c

(trA)* —tr(A%) 1
5 .

Remarque 2 : De méme, la propriété A-8-6, démontrée en composantes
(AdjA)" = Adj(A")
devient claire en considération du développement de AdjA et de la propriété A-5-2

tr(A")=trA.
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ANALYSE TENSORIELLE

B-1 Généralités

La plupart des formules présentées dans cette annexe ont été établies dans les cours et TD de
Grandes Déformations du Master 1 MSI et FAE dont Claude Vallée et moi-méme étions
responsables.

L’espace vectoriel tridimensionnel euclidien est muni d’un produit scalaire noté g (, ) ou plus
simplement par un point ;d’un produit mixte not¢ n(,, )ou plus simplement (.,.,.) et d’'un

produit vectoriel noté A ou x. Une base orthonormée directe notée e,,¢,,e; est choisie dans

I’espace.

De maniére générale, f(X), h(X),E représenteront des champs scalaires dépendant des
coordonnées d’espace X ; V(X), W(X),E représenteront des champs vectoriels; A(X),
B(X),E représenteront des champs d’applications linéaires. Les fonctions, les composantes
des champs de vecteurs ou des champs d’applications seront supposées autant de fois
dérivables que les opérateurs différentiels définis le nécessiteront.

B-2 Notations et Définitions

B-2-1 Définition du gradient d’une fonction

A la variation notée df d’un champ scalaire f, on peut associer un champ de vecteurs noté
gradf et dit gradient de

of
df = df,dX) = —dX
g(gra ) X

. of o : of
ou—_ est la forme linéaire de composantes covariantes — .
oX oX

B-2-2 Définition du gradient d’un champ de vecteurs
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A la variation notée dV d’un champ vectoriel V, on peut associer un champ d’applications

- , OV
linéaire notée —
oX

dv = a—VdX .
oX
Les composantes de a—Vsont : (a—v)i‘ = 6V_ .
oX ox oX’

B-2-3 Définition de la divergence d’un champ de vecteurs

La divergence du champ vectoriel V est le champ scalaire noté divV défini par :

divV = tr(a—v) .
oX

B-2-4 Définition du rotationnel d’un champ de vecteurs
Le rotationnel du champ vectoriel est le champ vectoriel noté rot V défini par :

. oV oV
tV)="—— ()",
JretV)=2x ~(ox

B-2-5 Composantes du rotationnel d’un champ de vecteurs
Pour mener a bien des cas ou la démonstration intrinséque n’est pas €évidente, il est utile de

connaitre 1’expression des composantes contravariantes du rotationnel d’un champ de
vecteurs V :

% . OV
rotV)" =nP''g, —— =qP'" 1|
(rotV)" =n G =

Démonstration : La définition 5 de I’annexe A de I’application j et la définition ci-dessus du
rotationnel de V conduisent a :

{ . OV, 0OV i, oV oV"
e, (rotV)E =[j(rot V)], =[(—) - (—)" ] = — —g'"
gy (V) =[jrot VI, =)= C T =— 7 -~ e
Multiplions par g, et sommons suri :
oV’ ov"
Mo (TOLV)* = 8ni oy B

Multiplions maintenant cette relation par n°'" et sommons sur /et h
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, ov' oV"
28° (rotV) =nPM (g, —— —g
p(rotV)  =n"" (g, X’ Eno 6Xh)

En changeant les indices muets de sommation dans le deuxiéme terme du second membre, il
vient 1’égalité avec le premier terme :

ov" ov' A%
__aaDPth - _ pht ) _ = p’h ) .
n 8. X" N & X’ N i X’

Ainsi
ov!

rotV)? =n°"g )
( ) n ghl aX[

ou bien, en introduisant les composantes covariantes de V

pth a(ghivi) _ np/,h oV,

tV)P = .
(rotV)" =n oxX' oxX'

B-3 Formules usuelles d’analyse vectorielle
Les formules énoncées ci-dessous figurent dans de nombreux livres de mécanique et ne seront

pas démontrées. Elles se déduisent pour la plupart des propriétés algébriques développées
dans I’Annexe A.

rot(gradf) =0

div(rotf) =0

grad(V - W) = grad(V' W) = grad(W'V) = (Z_X)TW + (aa_;va

AV) ¢V .y ® (gradf)"
0X 0X

div(f V) = f divV + V - gradf

rot(f V) =frotV + (gradf) A V

d(VAW) . oW . 0V
S T (V) —— j(W)—
X J( )ax i( )6X

div(VAW)=W-rotV -V rotW
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rot(V A W) = (divW)V — (divV)w + 2w - Wy
X = o0X

Cas particuliers
grad(||X||2) =2X

x|
oX
divX=3

rotX=0
B-4 Définition et propriétés du rotationnel d’un champ d’applications linéaires

B-4-1 Définition du rotationnel d’un champ d’applications linéaires

Le rotationnel d’un champ d’applications lin€aires B est obtenu par extension du rotationnel
en considérant le champ vectoriel Bk ou k est un vecteur constant, ainsi nous poserons :

(RotB)k =rot(Bk).

Si nous attribuons successivement a k les valeurs des vecteurs de la base orthonormée
e,,¢€,,e,, nous voyons que les colonnes du rotationnel de B sont les rotationnels des vecteurs

colonnes de B. Compte tenu de I’expression tensorielle obtenue en B-2-5 les composantes
mixtes du rotationnel de B sont de la forme :

oB! OB, .
(h Lh h
(RotB)] =n" ghia—Xi:ﬂp 8?;
B-4-2 Simplification de (6B)dX-(dB)oX

Propriété : Soient dX et 8X deux variations de X, alors les variations dB et 6B d’un champ
d’applications linéaires B satisfont :

(8B)dX — (dB)8X = (Rot(B"))" (8X A dX).

Démonstration : Soit k un vecteur constant alors :

T T
g(8BdX — dB 58X, k) = g(dX,5B"k) — g(6X,dB"k) = g(dx,%&() - g(éX,%dX) .

Factorisons le scalaire obtenu afin de le faire apparaitre comme un produit scalaire avec le
vecteur dX.
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a(B'k) (6(BTk)

SBdX — dB&X, k) = g(dX,
g( ) =g(dX,[ p P

)" 16X)

En reconnaissant le rotationnel de B'k, il vient successivement :

g(8BdX —dB&X, k) = g(dX, jlrot(B"k)]6X) = n(dX, rot(B"k),8X) = n(dX, (RotB" )k, 5X)
=n((RotB"k,5X,dX) = g(6X A dX, (RotB" k)
=g((RotB")"(8X A dX),k)

Le résultat annoncé est obtenu en oubliant le vecteur quelconque k.
B-5 Propiétés du rotationnel généralisé

sy . oV 1
Propriété B-5-1 : Pour tout champ vectoriel V : ROt(a_X) =0.

Démonstration : Elle est simple. Soit k vecteur constant, et appliquons la définition du
rotationnel généralisé ainsi que la formule développant le gradient d’un produit scalaire. Le
champ de vecteurs

[Rot(g—;)T]k = rot[(g—;)T k]=rot(gradg(V,k))

est nul a cause de la propriété du rotationnel ordinaire rappelée au paragraphe B-3.

Propriété B-5-2 : Pour tout champ vectoriel V :
0 oV
—(rotV) = Rot(—).
aX( ) ( aX)
Démonstration : Pour tout vecteur constant k :
) oV 0V
Rot[ j(rotV)Dk =[Rot(— - (—) ) k.
(Rot[j(rotV)]k =[ (aX (aX) )]

Le deuxiéme membre se simplifie en
ov
Rot(—)]k
[Rot( aX)]
a cause de la propriété B-5-1.

Par ailleurs :

[Rot j(rotV)]k = rot[(rotV) A k] = div(rotV)k +

O(rotV) o O(rotV) K
oX oX

a cause des propriétés de la divergence (B-3).
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Ainsi, en comparant les deux expressions obtenues pour [Rot j(rotV)]k, et en oubliant k, il
vient, par linéarité, la propriété annoncée.

Propriété B-5-3 : Pour tous champs vectoriels V et W
Rot(VO® W') = (rotV) @ W' — j(V)(aa—Z)T .

Démonstration : Soit k un vecteur constant, appliquons lui le rotationnel du produit tensoriel,

Rot(V® Wk = rot[(V® W' )k] = rot[g(W,k)V] = g(W,k)rotV + grad(g(W,k)) A V

=[(rotV) ® W'k =V A [(2—¥)T k]=[(rotV)® W' — j(V)(z—z)T]k

ce qui acheéve de démontrer la formule une fois oubli¢ le vecteur k.

Propriété B-5-4 : Pour un champ vectoriel V,
ov
Rot j(V) =——(divV)I.
IV) == ~(divV)

Démonstration : Soit k un vecteur constant, appliquons lui le rotationnel de j(V)

[Rot j(V)k = rot[j(V)k] = rot[V A k]=—(div V)k + Z—Xk = [2—; — (divV)I]k

ce qui achéve la démonstration en oubliant le vecteur k.
Propriété B-5-5 : Pour un champ d’applications linéaires B et un champ scalaire f,
Rot(f B) = f RotB + j(gradf)B,

en particulier
Rot(fI) = j(gradf).

Démonstration : Soit k un vecteur constant, appliquons lui le rotationnel de f B
[Rot(f B)]k = rot(f Bk) = f rot(Bk) + j(gradf)Bk =[f RotB + j(gradf)B]k .
ce qui acheve la vérification en oubliant le vecteur k.

Propriété B-5-6 : Pour un champ d’applications linéaires B, il vient la propriété suivante
relative a la trace de B,

tr(RotB) = div[j'(B" —B)]
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ou la notation j'(B" —B)a été utilisée pour représenter le vecteur Z tel que B—B" =—j(Z).
Le cas particulier ou B est symétrique et noté S se traduit par I’annulation de la trace du
rotationnel de S

S=S" = tr(RotS)=0.

Démonstration : Soient k, h et m trois vecteurs constants, alors par définition de la trace (A-
1-2), Annexe A)

tr(RotB)n(k,h,m) = n((RotB)k,h,m) + n(k,(RotB)h,m) + n(k, h, (RotB)m)
=1n((rot(Bk),h,m) + n(k,rot(Bh), m) + n(k,h,rot(Bm))
= g((rot(Bk),h A m)+ g((rot(Bh),m A k) + g((rot(Bm),k A h).

Les trois produits scalaires de cette somme peuvent étre regardés comme trois divergences :

g((rot(Bk),h A m) = div[(Bk) A (h Am)]
g((rot(Bh),m A k) =div[(Bh) A (m A k)]
g((rot(Bm),k Ah) =div[(Bm) A (k Ah)] .

Utilisons la propriété du double produit vectoriel évoquée au paragraphe A-7 de I’Annexe A
et sommons les trois termes

tr(RotB)n (k, h,m) = div[[g(Bh, k) — g(Bk,h)Jm
+[g(Bm,h) —g(Bh,m)]k
+[g(Bk,m) — g(Bm, k)]h].

Ainsi, la partie antisymétrique de B apparait :
tr(RotB)n(k,h,m) = div[g((B—B")h,k)m + g(B—B")m,h)k + g((B—-B" )k, m)h].
Posons B—B' = j(Z) alors :
tr(RotB)n(k,h,m) = div[n(Z,k,m)h + n(h, Z,m)k + n(h,k,Z)m].

Faisons appel a la formule de Cramer A-2-1, la somme des trois vecteurs sous la divergence
se simplifie en :

n(Z,k,m)h +n(h, Z, m)k + n(h,k, Z)ym =n(h,k,m)Z
Nous obtenons :

tr(RotB)n (k, h,m) = div[n(h,k,m)Z] = div(-Z)n (k, h, m)

Sachant que j'(B" —B) =-Z, nous aboutissons & la propriété annoncée.
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B-6 Définitions et propriétés de la divergence d’un champ d’applications linéaires

B-6-1 Définition de la divergence d’un champ d’applications linéaires

La divergence d’un champ d’applications linéaires B est obtenue par extension de la
divergence en considérant le champ vectoriel Bk ou k est un vecteur constant, ainsi nous
poserons :

(DivB)k = div(Bk)..

Si nous attribuons successivement a k les valeurs des trois vecteurs de la base orthonormée
e,,€,,¢e,, la divergence de B est la forme linéaire dont les composantes covariantes sont les

divergences des vecteurs colonnes de B.

i

, oB!
(DIVB)j :ﬁ .

Propriété : Pour tout champ de vecteurs V, alors

div(BV) = (DivB)V + tr(Bg—;) .

Démonstration : La divergence de BV est constituée de la somme de deux termes. Le

premier, du aux variations de B, est (DivB)V d’aprés la définition de la divergence
généralisée. Le second terme du aux variations de V est

OV’

B2

oX

ov
=tr(V—).
V5
B-6-2 Propriétés de la divergence généralisée

Nous ¢énongons les propriétés les plus utiles en mécanique des milieux continus sans
cependant les démontrer car elles n’interviendront pas directement dans le travail présenté

161 :

Div(f B) = f DivB + (gradf)" B

Div(fI) = (gradf)"

T

Div(f V® W) =f(divV)W' +f V" a;);/(

+(gradf)' ' VW’

Div(X®X") =4X"

Div(j(V)) = (rotV)"
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jl(Div(AdjB))" ] = BRot(B") —[BRot(B")]"

En particulier :

Div(Adj(g—;)) =0.
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Abstract

Explicit relations are given for the conditions satisfied by the tensors involved in the compatibility
equations of three-dimensional continua undergoing large deformations. These relations are Bianchi
identities: they reflect the dependence between compatibility equations drawn up by performing the polar
decomposition of the transformation gradient. © 2000 Elsevier Science Ltd. All rights reserved.

1. Introduction

In the framework of small deformations a symmetrical tensor ¢ will be a strain tensor if it
satisfies the following compatibility equations:

Curl (Curl )" = 0. (1)
These equations are not independent, since the tensor B defined by

B* = Curl (Curl &) (2)
satisfies the relations

B* =B and DivB" = 0. (3)
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In this paper, we propose in the framework of nonlinear theory to generalize Eq. (3) for the
tensor involved in compatibility equations by extending it to include the case of large deforma-
tions.

2. Notation

Let X be the Lagrange’s variables, x the Euler’s variables and

Ox
F=—
oX
the derivative of the transformation undergone by the medium. The Cauchy strain tensor C is
such that
F'F=C, (4)

where the asterisk on the right denotes the transposition.
In a previous study [1], compatibility equations were established for a three-dimensional
continuum, starting from the polar decomposition of F

F = RU,

where R is a rotation and U is the square root of C [2].
The conditions under which (4) admits solutions were determined by introducing a linear
mapping field 4 such that

R*8R = j(A8X),

where 8X denotes a constant vector field, 8R the value of the Fréchet differential of R when X
varies by 8X, and j(u) is the skew symmetrical linear mapping associated with the cross-product

Ju)v=uxwv.

3. Compatibility equations
The use of polar decomposition, and tensor 4 to account for the variation in the rotation R led

us to reformulate the question as to whether system (4) admits solutions. We took the following
two systems of equations;

dx = RUdX, (5)

dR = Rj(4dX) (6)

and the compatibility conditions were established using a two-step procedure.

236



ANNEXE C

D. Fortune, C. Vallee | International Journal of Engineering Science 39 (2001) 113123 115

The existence of 4, i.e., the integrability of system (6), is ensured by the symmetry of the second
derivatives of R. For the two constant vectors dX and 86X, satisfying this condition amounts to
cancelling

[d,8]R = d6R — 8dR = Rj(B(dX x 8X)), (7)
where after calculus

B = (Curld* + Adj 4)". (8)
Adj A is the adjugate mapping of 4, if k, & and ¢ are three vectors it is defined by

(Ak, Ah, 0) = (k, h,(Adj 4)¢),

where ( , , ) stands for the triple product.
The system

dR = Rj(4dX)
is therefore integrable if tensor A4 satisfies
Curld* + Adj4 =0. 9)

For (5) to be integrable, the second derivatives of x have to be symmetrical. Satisfying amounts
to cancelling this conditions

[d,8]x = dox — ddx = RE(dX x 8X), (10)
where after calculus
E = (Curl U + (det U)(tr(4AU) — U'A)U")" (11)

(I is the identity).
The system

dx = RUdJX
is therefore integrable on condition E vanishes, which can also be written

1 tr(U Curl U)

= — : 12
A U U(CurlU) 5 I1|\U (12)

Note that the procedure adopted up to this point is similar to that used in the linear case.
Introducing the skew symmetrical part o of the gradient of the displacement vector, one can show
that, using tensor ¢,

dw = j((Curl £)dX), (13)
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which makes it possible to re-write the compatibility equations (1) in the following form:
[d, 8] = ddw — ddw = 0,
J((Curl(Curl &)")"(dX x 8X)) = 0. (14)

In the nonlinear theory developed in [1], which was outlined above, 4 played the role of Curl e.
After being linearized, relations (6) and (12) correspond to the present relation (13), and Eq. (9) to
the present Eq. (14). In the linear theory Adj 4 disappeared as a second-order term.

With a view to determining the dependence between the compatibility equations (9) and (12) to
which this large deformation theory led, it is now proposed to draw up the Jacobi identity for each
of them.

4. Bianchi identity conditions satisfied by tensor B

First it is proposed to deal with the variations in the rotation R occurring at X in three given
directions, 0X, dX and 0X. Using the same notation [ , | as that adopted in (7) and applying the
Jacobi identity, we obtain

[0, [d,8]]R + [d, [3,]]R + [8, [0,d]]R = 0. (15)
The first term in this identity can be written more explicitly as follows:

[0, [d, 8]]R = ©([d, 8]R) — [d, B]OR.
Using relations (6) and (7), we obtain

o([d, 8]R) = B(Rj(B(dX x 8X)))
= ORj(B(dX x 5X)) + Rj(0B(dX x X))
— R{j(40X)j(B(dX x 8X)) + j(8B(dX x 8X)}

and

[d, 3]aR = [d, 5]Rj(4aX) = Rj(B(dX x 8X))j(4dX).
The linear algebraic formula

JUABX)F(B(AX x 8X)) — j(B(dX x 5X))/(40X) = j((40X) x (B(dX x 3X)))
leads us to

[0, [d, 8]|R = Rj{((48X) x B(dX x 8X)) + 0B(dX x 8X)}.

The development of the other two terms constituting the Jacobi identity (15) can be deduced
from the above result by performing a circular permutation procedure on 0,d and 6. The six
terms are added after re-arranging the similar terms together, as follows:
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(40X) x (B(dX x 0X)) + (4dX) x (B(dX x 0X)) + (40X) x (B(0X x dX))
= j(BA* — AB*)(0X,dX,3X) (16)

and
O0B(dX x 8X) + dB(8X x 0X) + dB(0X x dX) = (DivB*)"(0X, dX, 8X). (17)

To obtain formula (17), all that is required is to use an alternated property of the trace and Div,
by generalizing the classical definition for the divergence of a vector to the divergence of a tensor 7.

(Div T)k = Div(Tk)

for any constant vector k.
Formula (16) requires a much more elaborate proof, which will not be presented here.
We will specify only the notation j~': if T'is a skew symmetrical linear mapping j~'(7T') defined by

<T€vk> = (jil(T)uEvk)a

where (T4, k) is the inner product of the two vectors 7¢ and k.
The results obtained in (16) and (17) therefore give the conditions on tensor B in order to satisfy
the Jacobi identity (15) corresponding to the rotation R

R[j((Div B*)") + BA" — AB*] = 0 (18)
or
(Div B*)" + j ' (BA* — AB") = 0. (19)

The latter identity is also called the second Bianchi identity [3] because, as we shall see in Section
9, tensor B depends on the curvature tensor corresponding to the metric defined by C.

5. Bianchi identity conditions satisfied by tensor E

We now write the Jacobi identity related to the variations in x occurring at X in three given
directions 0X,dX and 0X

[0, [d, 8]]x + [d, [8, 0]]x + [3, [3,d]}x = 0. (20)
First we take the first term in the identity

18, d, 8]]x = 3([d, 8]x) — [d, 8]ax = B(RE(dX x 8X)) — [d, 8](RUBX)
= (QR)E(dX x 8X) + ROE(dX x 8X) — (|d, S|R)UAX.

By substituting the expressions for O0R and [d,8]R given by relations (6) and (7), it becomes
possible to factorize the result by R as follows:
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[0, [d, 8]}x = R[(40X) x (E(dX x 8X)) + (UdX) x (B(dX x 8X)) + OE(dX x X)),

The other two terms present in (20) can be obtained by performing a circular permutation
procedure on 0,d and d in the above expression. Upon applying formula (16) to tensors 4 and E
and to tensors U and B and the definition of the divergence to the variations on E, the Jacobi
identity related to variable x is satisfied whenever tensor E is consistent with

(DivE")" + j'(EA* — AE* + BU — UB*) = 0. (21)
The latter identity is also called the first Bianchi identity [3], since it involves the torsion tensor, as
we shall see in Section 9.

In Sections 4 and 5, we have therefore established the two Bianchi identities which are the
conditions to be fulfilled by tensor fields B and E. These identities specify the dependance between
the compatibility equations satisfied by tensor fields 4 and U. They involves only the divergence

operator: the nonlinearity is accounted for by the skew symmetrical parts of the composite
variables BA*, EA* and BU.

6. Condensed Bianchi identities
Let us take the second Bianchi identity, which was obtained in Section 4.
(DivB*)" + j'(BA* — AB*) = 0.
By introducing the rotation R defined by (5), this identity can be reduced to a single divergence

term. We therefore multiply the left-hand side by R and then calculate the inner product with a
constant vector k

((DivB*)" + j~'(BA" — AB*),R'k) = (DivB*)",R°k) + %tr((AB* — BAY)j(R'K))
= ((DivB")",R'k) + tr(B"j(R'k)4)

now A4 is related to R in (6), which can also be written as follows:

a * . *
— (R'K) = j(RK)A

and hence

d
((DivB")" + 7 \(BA* — AB"),R°k) = ((DivB*)", R'K) + tr(B*ﬁ(R*k)>
— Div(B'R'k) = Div(B'R')k.

The second Bianchi identity therefore becomes
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Div(B'R*) = 0. (22)
Working on similar lines, the first Bianchi identity (21) can be written as follows:

R*(Div(E*R"))" + j "(BU — UB*) = 0. (23)

7. Eulerian formulation

Here it is proposed to establish a tensor relation between the divergence operator, denoted Div,
when working in terms of Eulerian variables x, and the divergence operator used up to now in the
context of Lagrange variables X.

For a tensor T we calculate

Div((Adj F)T).
Let k be a constant vector, then

Div((AdjF)T)k = Div((AdjF)Tk) = [Div(Adj F]Tk + tr {(Ade ) %} '

Now the term Div(Adj F) cancels out, since F is the derivative 0x/0X. It therefore suffices to
transform the trace term

Div({(AdjF)T)k = tr|(det F)aiw] = (det F)tr<a(aTk)) = (det F)Div,(Tk).

ox o0X X
This gives the formula
Div((AdjF)T) = (det C)"*Div,T
which can also be written as
Div T = (det C)"*Div,((det C)""*RUT).

It is therefore possible from now on to write the Bianchi identities in terms of Eulerian variables.
The condensed form of expression (22) for tensor B is

Div,((det C)""*RUB*R*) = 0.

This is the second Bianchi identity. The first Bianchi identity can be written as

(Div,((det C)"*RUE*R*))" + (det C)""*Rj~"(BU — UB*) = 0,
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Rj'(BU — UB*) = j ' (RBUR* — RUB’R").
Let us introduce two tensors P and @ by the formulae

P* = (det C)""*RUB*R",

Q" = (det C)"'RUE'R’,

then the two Bianchi identities become

(Div,P*)" = 0, (24)

(Div,0")" + (P — P*) = 0. (25)

8. The case of small displacements

Only the following linear terms for B and E will be kept here out of the whole theory of large
deformations developed above

By = Curl 47,
E; =Curle+trd [ — 4.

The compatibility equations presented in (13) and (14) are related to each other by means of the
following linearized Bianchi identities:

(DivB;)" =0, (26)

(DivE;)" +j'(B. — B;) = 0. (27)

It can be seen that these linearized Bianchi identities are identical to those obtained in Eulerian
terms in (24) and (29).

9. Metric associated with the strain tensor

In this section, the linear mapping fields C, B and E introduced above will be geometrically
interpreted. Here we take X' to denote the Lagrangian coordinates in a fixed orthonormal basis
(&) and we take

a
e = ,\—x = RUE,' (28)
oX!
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thus (e;) is the natural basis associated with Eulerian variables. The symmetrical strain tensor C
can be associated with the metric

(ei,e;) = (F'F),; = Cy. (29)

The expression for the torsion tensor S comes from the derivatives of the components of the

natural basis
ae,- @ej
oxX/ oX!

= S,'mj €y . (30)

Now, since e; is 0x/0X" and e; is Ox/0X7,Eq. (30) can be seen to express the lack of symmetry of the
second derivatives of x, and the torsion tensor S can be written in terms of tensor E, which was
introduced into formula (10). In fact

5" = e (U'E)",, (31)
where
Eijk = (8:'; &js 8k)
is the Levi-Civitta symbol and
. _INKE
T (S

is obtained by shifting the third index with the contravariant components of C~'.
The curvature tensor K assesses the lack of symmetry of the second variations of e;

0 Gei 0 aei
s T Ar s - Ki " i me 2
ox ( ax* > ax* ( X ) b (32)

In view of (28), relation (32) can be seen to express the lack of the symmetry of the second de-
rivatives of the rotation R. The curvature tensor K can be written in terms of tensor B

Ki m kj = 81' mp Ejkq (B*Adj U)qp. (33)

Starting from the metric defined by the strain tensor C, the curvature tensor K will be null if and
only if tensor B is null, and the torsion tensor S will be null if and only if tensor E is null.

10. Bianchi identities with indices

Fitting the Jacobi identity to the e; basis components yields the second Bianchi identity [3]
satisfied by the covariant derivatives of K (denoted by a bar)
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14 J4 V4 m £ m 14 m 14 _
Kiam YK g VK e — S e Kiton — Sk "0 K" mi — Si™i K" e = 0,

which can be re-written as follows upon introducing tensors B and A4:

eni (Rj((Div BY)' + j~'(BA* — AB"))R)' = 0,

J

These equations are equivalent to those obtained directly in (19).
Likewise, applying the Jacobi identity to the variations in x yields the first Bianchi identity [3]
satisfied by the covariant derivatives of S.

Kk[ij + Ki[jk + Kjkki - Sk!i/j - Siﬂj,//c - Sjek/i — S Sihj ~ S thk - Sj[h S =0.
These conditions can be rewritten in the following form:
e [U™ (Div E")" +j ' (EA" — AE" + BU — UB"))]" =0,

which leads to the equations obtained directly in (21). These formulae are in line with studies by
Enzo Tonti [4].

11. Conclusion

To answer the question of the integrability of the system

ox* Ox

X ox

(where C denotes a positive symmetrical tensor defining a metric in three-dimensional space). We
introduced a linear mapping 4 and constructed two linear tensors B and E summarizing all the
information contained in the classical curvature and torsion tensors. The nonlinear compatibility
equations correspond to the vanishing of B and E.

The dependence between these compatibility equations is given by the Bianchi identities,
classically satisfied by the curvature and torsion tensors. These are obtained in the present study in
a condensed form in which they are much easier to handle.

Non-linearities occur here only in the form of tensor products, and the sole operator involved is
divergence.

These formulae should provide useful tools for dealing with continua undergoing large de-
formations.
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Conditions de compatibilité en mécanique des solides

Résumé

Le fil conducteur est celui des conditions de compatibilit¢ des systemes aux dérivées
partielles de la Mécanique des Solides Déformables. L’idée initiale, présentée dans 1’ouvrage
de Gaston Darboux sur la théorie générale des surfaces, est reprise. Elle consiste a remplacer
les symboles de Christoffel par des vecteurs appelés vecteurs de Darboux. Ces vecteurs sont
associés a des rotations de la méme maniére qu’un vecteur rotation instantanée est mis en
évidence lors de 1’é¢tude du mouvement d’un solide rigide.

Les conditions de compatibilité en grandes déformations sont ainsi revisitées a la Darboux.
Deux systémes aux dérivées partielles découplés permettent d’obtenir le déplacement du
milieu déformé en deux intégrations successives. L’étude de la nature tensorielle des objets
exhibés montre la validité de nos concepts. Une étude inédite des variétés riemanniennes de
dimension 3 de méme courbure que la sphére est développée. De méme, la théorie des
surfaces est revue en introduisant les vecteurs de Darboux. La reconstruction d’une surface
connaissant ses deux formes fondamentales est proposée conformément au théoréeme de
Bonnet. L’étude particuliére d’une surface minimale conduit a un processus de construction
effectif a partir de la connaissance du bord. La notion de surface minimale sceur est dégagée,
deux exemples sont présentés. Enfin 1’équivalence entre 1’annulation du tenseur de courbure
de Riemann-Christoffel dans une coque et les conditions de Gauss-Codazzi-Mainardi sur sa
surface moyenne est établie. Des perspectives, regardant le solide rigide comme une variété
riemannienne de dimension 6, sont évoquées.

Abstract

The compatibility conditions, associated with partial differential equation of deformable
bodies, are used as a guideline of the present work. The basic idea, first presented by Darboux
in the context of the general theory of surfaces, consists in replacing the Christoffel symbols
by vectors called the Darboux vectors. These vectors are related to rotations in a similar way
as the instantaneous rotation vectors in rigid body dynamics. The compatibility conditions are
revisited here in the framework of large strain. Two systems of decoupled partial differential
equation allow to obtain the displacement of the deformed body by successive integrations.
Our results show the validity of the developed tools. An original investigation of three-
dimensional Riemann manifolds, with the same curvature as a sphere, is carried out. The
theory of surfaces is also studied by introducing the Darboux vectors. A surface is rebuilt
from his two fundamental forms in accordance with the Bonnet theorem. The particular study
of a minimal surface leads to an efficient building process from the knowledge of the
boundary. A new concept, called sister minimal surface, is introduced and its application is
developed in the case of two examples. Finally the equivalence between the cancellation of
the Riemann-Christoffel curvature tensor in a shell and the Gauss-Codazzi-Mainardi
conditions on its mean surface is established. Further developments of the present work would
be concerned with the rigid body, treated as a six-dimensional Riemann manifold.

Mots clés :

Conditions de compatibilité - Décomposition polaire - Tenseur de courbure - Tenseur de Ricci
- Surfaces - Conditions de Gauss-Codazzi-Mainardi - Premic¢re et Seconde forme
fondamentale - Surfaces minimales - Coques.
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