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INTRODUCTION  

 
Ce document présente la synthèse des travaux menés depuis un peu plus de quinze ans sous 
l’intitulé : 
 

« Conditions de compatibilité en mécanique des solides – Méthode de Darboux. » 
 
Ce titre est sans doute réducteur mais il permet de situer ce travail de recherche dans le 
contexte « cinématique » de la mécanique des solides déformables plutôt que dans ceux de la 
dynamique des solides rigides ou des lois de comportement des matériaux. Ce ne sont pas des 
aspects que nous avons négligés, ils ont fait l’objet de résultats publiés en collaboration avec 
plusieurs doctorants : 
Bruno Deshoullières, François Isnard, Eric Lainé, Mohamed Hjiad, Céline Bouby, Karine 
Champion-Réaud, François Peyraut, Kossi Atchonouglo, Tony Monnet, Camélia Lerintiu, 
et chercheurs :  
Gérard Bézine, Jean Marie Souriau, Eugen Soós, Géry de Saxcé, W.Pietraszkiewicz, Z.-Q. 
Feng, E. Baesu, S. Cleja-Tigoiu et Claude Vallée bien sûr ! 
Les thèmes concernés par ces travaux sont : 

- la mécanique du contact avec frottement,  
- les lois de comportement non linéaires des matériaux élastiques, hyper-élastiques, 

piezo-électriques, élasto-plastiques anisotropes, et des matériaux standards implicites 
admettant un bipotentiel, 

- la dynamique de solides rigides (systèmes vibratoires, identification des paramètres 
inertiels). 
Ces articles et communications sont référencés dans l’annexe D. 
 
Les efforts appliqués étant donnés, un problème de mécanique des solides déformables est 
assujetti à trois impératifs principaux : 
 

- le champ de tenseur des contraintes doit satisfaire les équations de la dynamique ou 
les équations de l’équilibre, 
 

- le comportement des matériaux doit être modélisé par des lois judicieusement 
choisies reliant le tenseur des contraintes et le tenseur des déformations,  
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- le tenseur des déformations doit satisfaire les conditions de compatibilité. 
 
Le travail présenté ici correspond à l’étude du troisième impératif. Bien sûr, on peut se dire :  
 

Que peut-on bien encore découvrir sur cette question ? 
 
Le point de départ est, sans nul doute, celui d’avoir enseigné cette matière que l’on appelle 
Mécanique des Milieux Continus ou Mécanique des Milieux Déformables car à l’encontre de 
mes collègues qui, lorsqu’ils passent leur habilitation ont, entre autres, un avenir dans 
l’enseignement, j’ai un passé dans l’enseignement ! Mieux comprendre des concepts, mieux 
se faire comprendre, quitte à construire et enseigner sa propre méthode, ses propres 
développements s’ils sont plus lisibles, s’ils permettent de résoudre plus judicieusement 
certains problèmes ! C’est ce que m’a apporté durant de nombreuses années le travail en 
équipe avec Claude Vallée et notamment, la construction de TD inédits sur son cours de 
Grandes Déformations. Il faut ici rendre un grand hommage au Mécanicien-Géomètre, Jean-
Marie Souriau qui, en publiant ses deux tomes de Calcul Linéaire [SOUR 1], a donné une 
légèreté et une maniabilité aux calculs matriciel et tensoriel. De nombreux développements 
délicats n’ont eu de formulations simples que grâce à une bonne connaissance de ses 
techniques de calcul.  
 
Ainsi, naturellement, le chapitre 1 expose les conditions de compatibilité en grandes 
déformations. Après un rappel des développements classiques en petites déformations et un 
exemple traité dans une base non orthonormée, l’aspect non linéaire est poursuivi tout au long 
du document. A partir du tenseur de Cauchy-Green droit noté C, la décomposition polaire est 
mise à profit pour faire apparaître un champ de rotations R et la racine carrée U de C. À la 
suite de cette décomposition, deux conditions de compatibilité se mettent en place, l’une 
relative à l’existence de la rotation, l’autre relative à l’existence du déplacement du milieu 
considéré. Les non linéarités sont gérables, les conditions de compatibilité sont découplées et 
elles permettent, au paragraphe 5, de décliner les différentes étapes de l’intégration. La 
condition relative à l’existence de la rotation donne lieu à une vérification instructive sur la 
rotation d’un solide rigide autour d’un point fixe. Puis l’exemple d’un tenseur de Cauchy 
sphérique est développé. 
 
Le chapitre 2 est là pour rassurer les adeptes de la géométrie riemannienne qui baignent dans 
les symboles de Christoffel k

jiΓ , le tenseur de torsion T, le tenseur de courbure K, le tenseur 
d’Einstein S et nous rassurer nous même, par la même occasion ! En effet, le chapitre 1 
expose une théorie qui garde une structure matricielle très calculatoire mais ne dit rien de la 
nature des objets mis en jeu. Ce chapitre met donc en place la comparaison entre les tenseurs 
de la géométrie riemannienne (méthode de Christoffel) et les objets matriciels présentés dans 
la méthode développée au chapitre précédent que nous baptisons méthode de Darboux. Deux 
objets matriciels B et E, dont la nullité assure les deux conditions de compatibilité du 
problème posé précédemment, sont comparés aux différents tenseurs de la géométrie 

riemannienne. Ainsi, le tenseur de torsion est identifié avec le regroupement 2)détU(
E)AdjU( , le 

tenseur de courbure avec le regroupement 2(détU)
(AdjU)B  et le tenseur d’Einstein avec le 

regroupement
détU

UBT

.
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La méthode de Christoffel et la méthode de Darboux sont mises en concurrence pour résoudre 
le système aux dérivées partielles :  

C
X
x)

X
x( T =

∂
∂

∂
∂ .

La méthode de Darboux s’en sort nettement à son avantage. 
Dans le contexte de la géométrie riemannienne, en regardant le tenseur de Cauchy-Green 
comme un tenseur métrique g, le paragraphe 9 présente le tenseur d’Einstein de la 3-sphère 
paramétrée en coordonnées stéréographiques. Ce tenseur est non nul et sphérique. C’est une 
transition pour aborder le chapitre suivant. 
 
Le chapitre 3 est consacré à l’étude des variétés riemanniennes de dimension 3 de même 
courbure que la 3-sphère de rayon ρ. Nous faisons, de nouveau, la « promotion » de la 
méthode de Darboux pour résoudre ce problème dont les développements géométriques sont 
intéressants. La variété est paramétrée par 321 X,X,X , on établit la condition de courbure en 
partant de l’expression du tenseur d’Einstein écrit en termes de B et U. Puis une étude 
intermédiaire est développée dans le cas particulier où la métrique est de la forme sphérique 

ji2

2

ji
4g δ
λ
ρ

= afin de caractériser la fonction scalaireλ introduite. Des relations sont établies 

pour préciser quels nouveaux paramétres 321 x,x,x de la variété la feraient reconnaître comme 
une 3- sphère. Ces relations apparaissent sous la forme d’un système d’équations aux dérivées 
partielles du premier ordre à intégrer pour obtenir le changement de paramétrage x(X). Nous 
mettons en œuvre la méthode de Darboux en vérifiant une succession de conditions de 
compatibilité qui assure l’existence d’une rotation Ω et d’un vecteur W. Le processus complet 
est présenté au paragraphe 9, il précise les différentes étapes qui mènent jusqu’à la 
transformation x(X) pour laquelle la nouvelle métrique sera celle de la 3-sphère de rayon ρ
en coordonnées stéréographiques. À notre connaissance, cette démarche est inédite. 
 
Les deux chapitres suivants nous ramènent vers des voies plus familières, celle de la théorie 
des surfaces et celle de l’étude de la surface moyenne des coques. 
 
Le chapitre 4 prend ses racines dans la théorie générale des surfaces de Gaston Darboux 
[DAR 1] et dans l’article publié en collaboration avec Claude Vallée [VAL 3] en 1996. Les 
notions et propriétés connues des surfaces à partir de leurs deux formes fondamentales a et b
sont rappelées, les paramètres d’un point x de la surface sont notés u, v. Une « extension » de 
la décomposition polaire du chapitre 1 conduit à l’existence de deux champs de vecteurs U1 et 
U2 (à la place de la racine carrée U de C) baptisés vecteurs de Gram et à l’existence d’un 
champ de rotations Ω (à la place de la rotation R). Comme l’avait fait Gaston Darboux, nous 
associons aux dérivées partielles de la rotation par rapport aux paramètres u et v, deux champs 
de vecteurs 21 YetY baptisés encore vecteurs de Darboux. Les conditions de compatibilité 
associées à l’existence de la rotation Ω(u,v) et de la position x(u,v) établissent de façon très 
synthétique ce qu’on appelle généralement les conditions de Gauss-Codazzi-Mainardi. Un 
« dictionnaire » est mis en place afin de bien préciser le rapport entre les deux formes 
fondamentales de la surface, les vecteurs de Gram U1 et U2, les vecteurs de Darboux 

21 YetY et la normale n. Nous revisitons ainsi, le théorème d’excellence de Gauss, et 
différentes propriétés des courbures totale et moyenne. Mais surtout, nous établissons le lien 
entre la seconde forme fondamentale b et les vecteurs de Gram et de Darboux, ce qui achève 
la mise en place du processus de reconstruction d’une surface à partir de ses deux formes 
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fondamentales conformément au Théorème de Bonnet (paragraphe 8). Un exemple, où les 
formes fondamentales sont sphériques, complète cette étude. 
 
Sous couvert de la méthode exposée au chapitre précédent, le chapitre 5 est consacré au 
problème de Plateau qui étudie les surfaces minimales. Minimiser l’aire d’une surface S, dont
le contour Γ est donné, revient à minimiser l’intégrale :  
 

dvduFEG)(A 2∫∫ −=
S

S

où EG-F2 est le déterminant de la première forme fondamentale. Le premier avantage de 
l’utilisation des vecteurs de Gram est de remplacer l’intégrale précédente par une 
fonctionnelle linéaire en U1 et U2

dvdue)UU()(A 321∫∫ ⋅×=
S

S

où 3e est un vecteur unitaire et où la croix × représente le produit vectoriel et le point le 
produit scalaire. 
Une technique de commande optimale, similaire à celle employée en robotique, permet 
d’associer au système primal (ici les équations de Gauss-Codazzi-Mainardi) un système 
adjoint (ou dual) satisfait par deux multiplicateurs de Lagrange vectoriels λ et µ (ou variables 
adjointes). Ce système aux dérivées partielles dual est soumis à son tour à des conditions 
d’intégrabilité de Frobenius qui conduisent à retrouver la condition découverte par Jean-
Baptiste Meusnier : les surfaces minimales ont une courbure moyenne nulle. Un processus de 
construction d’une surface minimale est décliné au paragraphe 8. Des quatre équations aux 
dérivées partielles constituant le système adjoint, nous dégageons des équations satisfaites par 
m=Ωµ. Alors, la surface d’équations paramétriques m(u,v) apparaît comme une surface 
minimale S ′que nous appelons surface sœur de la surface S. Les surfaces sœurs ont même 
première forme fondamentale mais leurs secondes formes fondamentales sont différentes. 
Après avoir énoncé des propriétés spécifiques des surfaces sœurs, deux exemples sont 
développés. 
 
Le dernier chapitre se présente sous la forme d’un projet d’article. Il établit la cohérence entre 
les équations de compatibilité d’une coque 3D et les conditions de compatibilité 2D de sa 
surface moyenne S. Un point de la coque 3D est paramétré par 321 x,y,y (notés 321 X,X,X au 
chapitre 1), la surface moyenne est paramétrée par 21 x,x (notés u et v au chapitre 4). La 
relation )y(ax)y()x,y( 3

33 +θ=Θ établit la correspondance entre un point de la surface 
moyenne et un point de la coque, le champ de vecteurs )y(a3 représentant la normale à la 
surface (noté n au chapitre 4). 
Une factorisation de βαg , partie 22× de la métrique jig de la coque, est construite. Cette 
factorisation met en jeu les deux formes fondamentales de la surface moyenne. Plus 
précisément αβg se factorise de la manière suivante : 
 

ν
βνµ

µ
αβα δ= )vu()vu(g
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où u représente la racine carrée de la première fondamentale a et où le groupement vu 
correspond à  
 
















 −
−= 2

2
2

1

1
2

1
13

YY
YY

01
10

xuvu . 

 
Les composantes de la métrique de la coque se factorisent alors sous la forme : 

 
�

� jk
k
iji )U()U(g δ=

avec 














=

100
0
0

vuU

qui, en général, n’est pas symétrique. 
Nous sommes alors en mesure de construire Λ à partir de la formule  : 









−=Λ U
2

)]U(RotU[trU)]U(Rot[U
détU

1 T
T

du chapitre 1. Il prend la forme surprenante  
 

















=Λ
0YY
0YY
0YY

3
2

3
1

2
2

2
1

1
2

1
1

.

On peut alors facilement conclure à l’équivalence entre les conditions de Gauss-Codazzi-
Mainardi  

0YYYY 212112 =×−∂−∂

sur la surface moyenne, et l’annulation du tenseur de courbure de Riemann-Christoffel 
 

0Adj)(Rot T =Λ+Λ
dans la coque. 
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Chapitre 1  

CONDITIONS DE COMPATIBILITÉ EN GRANDES DÉFORMATIONS 
– MÉTHODE DE DARBOUX  

1- Introduction 

Le titre de ce chapitre évoque un problème qui peut paraître académique pour les mécaniciens 
qui ont tous croisés, dans leurs études ou dans leurs parcours d’ingénieurs, le traitement des 
conditions de compatibilité. Mais ce problème peut encore donner lieu à des développements 
intéressants, surtout lorsque l’on ne veut pas se limiter aux petites déformations et linéariser le 
problème. 

2- Historique et présentation des travaux sur les conditions de compatibilité 
dans le cadre de la mécanique des milieux continus 

Cette première partie concerne un travail initié, en 1992, par Claude Vallée [VAL 1]. C’est le 
point de départ d’une méthodologie originale concernant l’intégration du système aux 
dérivées partielles testant si un champ C prescrit à l’avance est un tenseur de déformation de 
Cauchy-Green droit. 
Soit X un point d’un milieu continu D simplement connexe dont les trois coordonnées (dites 
variables de Lagrange) sont notées )X,X,X( 321 . Une fois le milieu déformé, le point X a pris 
une nouvelle position x dont les coordonnées sont les variables d’Euler )x,x,x( 321 . Le tenseur 
de déformation de Cauchy-Green droit du milieu est défini par : 
 

)X(C
X
x

X
x

k

j

ijk

i

�� =∂
∂

δ
∂
∂ (2.1) 

 
où nous avons noté jiδ les coefficients de la métrique de l’espace tridimensionnel. 

 
Lorsque l’intérêt se porte sur une possibilité d’intégrer le système aux dérivées partielles 
(2.1), le tenseur C étant prescrit, une question préalable est de comprendre sous quelles 
conditions un tenseur symétrique défini positif donné C(X) peut être un tenseur de 
déformation de Cauchy-Green droit ? La réponse à cette question est dite condition de 
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compatibilité. Dans le cadre des petites déformations, il est relativement simple d’établir une 
méthode détectant les tenseurs qui sont des tenseurs de déformations puis d’effectuer les 
intégrations qui permettent de remonter à la transformation x(X). Un bref rappel est fait dans 
ce sens au paragraphe 3. 

 
Est-il imaginable qu’une méthode respectant des règles similaires puisse se mettre en place 
dans le cadre non linéaire des grandes déformations ? La technique très prometteuse, établie 
par Claude Vallée est basée sur l’utilisation de la racine carrée U(X) (choisie symétrique et 
défini-positive) de C(X). Elle met en œuvre la décomposition polaire 

 

)X(U)X(R
X
x
=

∂
∂

classiquement enseignée en mécanique des milieux continus [VAL 2], [COI 1], qui exprime 
le gradient de déformation comme le produit d’une rotation R(X) par U(X) dit tenseur des 
déformations pures gauche. 
Ce point est présenté au paragraphe 4, il fait partie d’un enseignement de Maîtrise de 
Mécanique à l’Université de Poitiers depuis 1996. De nombreux exemples ont été mis au 
point dans ce cadre, ils montrent que les méthodes visant à déterminer la transformation x(X) 
débouchent sur une intégration effective. Le paragraphe 6 concerne une résolution en petites 
déformations. Une vérification des conditions de compatibilité satisfaites par la rotation d’un 
solide rigide est présentée au paragraphe 7. Le cas d’un tenseur de Cauchy-Green sphérique 
est résolu au paragraphe 8. 

3- Notations et rappel des conditions de compatibilité en petites 
déformations 

Le vecteur déplacement est noté u(X). Le tenseur de déformation linéarisé est noté ε, il 

correspond à la partie symétrique du tenseur gradient 
X
u

∂
∂ du vecteur déplacement : 

 

])
X
u(

X
u[

2
1 T

∂
∂

+
∂
∂

=ε (3.1) 

 

où T)
X
u(

∂
∂ désigne la transposée de

X
u

∂
∂ .

La partie antisymétrique, appelée tenseur de taux de rotation, est notée ω :

])
X
u(

X
u[

2
1 T

∂
∂

−
∂
∂

=ω .

La somme de ε et ω restitue le tenseur gradient du vecteur déplacement 
 

ω+ε=
∂
∂
X
u .
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3-1 Existence du déplacement u(X) 

Au cours des développements ultérieurs, nous utiliserons la notation condensée « dL» pour 
désigner la variation en X d’un champ différentiable L dans la direction h à la place de la 
notation de Fréchet DL(X)h. Avec cette notation, il est cohérent de regarder le vecteur 
constant h comme la variation dX de X. Ainsi la variation de u s’écrira-t-elle sous la forme: 
 

dX)(dX
X
udu ω+ε=

∂
∂

= . (3.1.1) 

 
Lorsque l’on se donne le tenseur de déformation ε symétrique, le tenseur antisymétrique ω est 
inconnu. Sa variation ωd , elle-même antisymétrique, est obligatoirement de la forme )V(j où 
V est un vecteur. Cette dernière notation est associée au produit vectoriel par la formule 
 

WVW)V(j ∧=

valable pour tout vecteur W (Annexe A, A-1-2). Dans ce cas particulier, le vecteur V dépend 
linéairement de dX et est donc l’image du vecteur constant dX par une application linéaire 
notée A. Ainsi: 
 

)AdX(jd =ω . (3.1.2) 
 

Si l’on veut que le système aux dérivées partielles (3.1.1) soit intégrable, il faut imposer la 
symétrie des dérivées secondes du vecteur déplacement. Avec nos notations, il vient : 
 

0X)AdX(jdX)XA(j)XddX(uddu =δ−δ+δε−δε=δ−δ (3.1.3) 
 

Utilisons les propriétés du rotationnel généralisé et de la trace présentées dans l’Annexe B (B-
4-2) et dans l’Annexe A (A-7-3) : 
 

)dXX()Rot(XddX T ∧δε=δε−δε

)dXX(])A(I)trA[(X)AdX(jdX)XA(j T ∧δ−=δ−δ .

Reportons ces deux expressions dans la relation (3.1.3) et oublions le vecteur 
constant dXX ∧δ , nous obtenons une équation linéaire  
 

ε=− RotI)trA(A

qui permet de déterminer A. 
En prenant la trace de cette équation, nous pouvons montrer que la trace de A est nulle et 
ensuite exprimer A en fonction de εRot  : 
 

ε= RotA (3.1.4) 
 
En effet, lorsque l’on applique la formule B-5-6 de l’Annexe B 
 

)]BB(j[div)RotB(tr T1 −= −
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au cas où le champ d’application linéaire B est le champ symétrique ε, on conclue à la nullité 
de la trace de Rotε et donc à celle de A. 

3-2 Existence du tenseur taux de rotation ω(X) 

La condition de compatibilité (3.1.4) assure la symétrie des dérivées secondes du vecteur 
déplacement u. Elle permet de déterminer A connaissant ε. Il faut maintenant s’assurer de 
l’intégrabilité du système aux dérivées partielles : 

 
)AdX(jd =ω (3.1.2) 

 
Cette intégrabilité exige la symétrie des dérivées secondes deω :

0)]dXX())A(Rot[(j)XdAAdX(jdd TT =∧δ=δ−δ=δω−ωδ

où nous avons utilisé la propriété B-4-2 de l’Annexe B. 
 
L’existence de ω est donc tributaire de la condition de compatibilité : 
 

0)A(Rot T = (3.2.1) 

3-3 Intégrabilité de ε=
∂
∂

+
∂
∂ ])

X
u(

X
u[

2
1 T où le tenseur symétrique ε est donné 

L’intégrabilité du système aux dérivées partielles (3.1.1) nous a conduit à construire A en 
fonction de ε par (3.1.4) et à satisfaire la condition de compatibilité (3.2.1). Ainsi, pour un ε
donné, nous devrons construire : 
 

ε= RotA
puis vérifier que : 

0)A(Rot T = .

Ces deux étapes assurent à la fois l’intégrabilité de 
 

)AdX(jd =ω

et celle de  
 

ω+ε=
∂
∂
X
u .

Remarque 3.1 : L’habitude en mécanique des milieux continus est de combiner les deux 
relations en une seule, appelée conditions de Saint Venant [SOL 1] 

0))Rot((Rot T =ε (3.3.1) 
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relation plus reconnaissable sous sa forme indicielle 
 

0ijkjikkjiikj =ε∂∂−ε∂∂+ε∂∂−ε∂∂ ����

où i∂ désigne la dérivée partielle par rapport à la i ème  coordonnée de Lagrange iX .

Remarque 3.2 : La considération directe des conditions de Saint Venant satisfaites par le 
tenseur ε n’est pas souhaitable. Il est beaucoup plus constructif, surtout lorsque l’on effectue 
les intégrations, de conserver le découplage en deux étapes. La méthode est alors la 
suivante : intégrer )AdX(jd =ω connaissant A, ajouter ω à ε afin de connaître le gradient du 
déplacement puis, par une dernière intégration, trouver la nouvelle position de X après 
déformation :  
 

x=X+u(X). 

C’est l’esprit de cette démarche que nous allons poursuivre afin d’établir les conditions 
de compatibilité en grandes déformations. 

4- Conditions de compatibilité en grandes déformations 

Intéressons-nous maintenant à un tenseur C(X) symétrique défini-positif et cherchons s’il peut 
être un tenseur de déformations de Cauchy-Green tel que 

 

)X(C
X
x

X
x

k

j

jik

i

�� =∂
∂

δ
∂
∂ . (2.1) 

 
Notons U(X) la racine carrée de C(X) (choisie symétrique et définie positive) et 1U− son 
inverse. La relation précédente prend la forme matricielle : 
 

2T U)
X
x()

X
x( =

∂
∂

∂
∂

et peut se transformer en 

I)U
X
x()U

X
x( 1T1 =

∂
∂

∂
∂ −− .

Cette factorisation nous permet d’affirmer qu’il existe un champ de rotations R dépendant de 
la variable X tel que : 
 

RU
X
x 1 =

∂
∂ − .

Ainsi, nous retrouvons la décomposition polaire à droite du gradient de déformation : 
 

RU
X
x
=

∂
∂ .
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Remarquons que cette décomposition en produit dans le cas non-linéaire correspond à la 
décomposition en somme dans le cas linéaire :  
 

ε+ω=
∂
∂
X
u .

Cette démarche remplace le système aux dérivées partielles du second ordre initialement posé 
par le système aux dérivées partielles du premier ordre suivant : 
 
Résoudre le système aux dérivées partielles dx = RUdX où la rotation R(X) est inconnue.  
 
Les deux questions clés du cas linéaire 
 

- les dérivées secondes du vecteur déplacement sont-elles symétriques ? 
- le tenseur taux de rotation ω existe-t-il ? 
 

deviennent : 
 

- les dérivées secondes de x sont elles symétriques ? 
- la rotation R existe-t-elle ? 

4-1 Condition d’existence de la rotation R 

Jusqu'à présent, nous n’avons pas insisté sur la propriété  
 

IRRT =

de la rotation R. 
En dynamique du solide rigide, la situation est analogue avec une rotation R qui dépend du 
paramètre temps. Par dérivation par rapport au temps, il s’en suit une propriété d’antisymétrie 
qui justifie l’introduction du vecteur rotation instantanée. Dans le cadre de la mécanique des 
milieux continus, la rotation R dépend de trois paramètres 321 X,X,X . Mais, pour la même 
raison, nous obtenons par dérivation  
 

0dRRRdR TT =+ .

Cette égalité implique l’antisymétrie de dRRT , en effet : 
 

dRRRdR)dRR( TTTT −== .

Il existe donc un vecteur V dépendant linéairement de dX tel que :  
 

)V(jdRRT = .

Nous pouvons poser dXAV = en introduisant un champ d’applications linéaires A. La 
relation précédente devient : 
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)AdX(jdRRT = .

Le système aux dérivées partielles 
 

)AdX(RjdR =

sera intégrable si les dérivées secondes de R sont symétriques. Notons δX une deuxième 
variation de la variable de Lagrange X et calculons la variation de dR lorsque X varie de δX
(seconde variation de R) : 
 

)]AdX(j)AdX(j)XA(j[R)AdX(jR)AdX(jRdR δ−δ=δ+δ=δ (4.1.1) 
 

Échangeons d et δ, puis effectuons la différence, cette différence doit être nulle : 
 

0)]AdXXdA(j)XA(j)AdX(j)AdX(j)XA(j[RRddR =δ−δ+δ−δ=δ−δ (4.1.2) 
 

Les propriétés (A-7-2) et (B-4-2) des Annexes A et B  
 

)]dXX()AdjA[(j)AdXXA(j)XA(j)AdX(j)AdX(j)XA(j T ∧δ=∧δ=δ−δ

)dXX())A(Rot(AdXXdA TT ∧δ=δ−δ

permettent de simplifier la formule (4.1.2). L’identification à zéro du vecteur sous le symbole 
j puis l’oubli du vecteur dXX ∧δ , aboutissent au résultat suivant : 
 

0AdjA)A(Rot T =+ (4.1.3) 
 

Ce sont les équations de compatibilité qui assurent l’existence de la rotation R. La non 
linéarité porte sur le terme AdjA . Nous pouvons constater que l’équivalent linéaire de la 
condition de compatibilité (4.1.3) assurant l’existence du tenseurω est la condition de 
compatibilité (3.2.2) où le terme non linéaire AdjA est absent.  
 
Nous devons aborder maintenant le deuxième volet de la démarche proposée : 
 

Les dérivées secondes de x sont elles symétriques ? 

4-2 Condition pour que le système dx = RUdX soit intégrable 

De nouveau l’idée directrice est d’imposer la symétrie des dérivées secondes de x afin que RU 
soit effectivement la dérivée par rapport à X de x. Effectuons sur le système 

 
RUdXdx =

une deuxième variation notée δ

]UdXUdX)XA(j[RUdXRRUdX)dx( δ+δ=δ+δ=δ .
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Échangeons d et δ, puis effectuons la différence afin de l’annuler :  
 

]XdUUdXXU)AdX(jUdX)XA(j[Rxddx δ−δ+δ−δ=δ−δ

Le terme XdUUdX δ−δ est facilement identifiable car : 
 

)dXX()URot(XdUUdX T ∧δ=δ−δ
si U est symétrique. 
Examinons le terme XU)AdX(jUdX)XA(j δ−δ en utilisant les notions de trace (Annexe A, 
Définition 2) et d’adjuguée (Annexe A, Définition 6). 

 

)dXX()U]()AU(I)AU(tr)[détU(
)dXX()AdjU]()AU(I)AU(tr[

))UdX()XU](()AU(I)AU(tr[
))UdX()XU(()AU())UdX()XU)((AU(tr

)UdXAU()XU()UdX()XUAU(
)AdX()XU()UdX()XA(XU)AdX(jUdX)XA(j

T1T11

TT11

T11

T11

11

∧δ−=

∧δ−=

∧δ−=

∧δ−∧δ=

∧δ+∧δ=

∧δ+∧δ=δ−δ

−−−

−−

−−

−−

−−

La symétrie des dérivées secondes de x se traduit donc par : 
 

0])AUU()U)(AU(tr)[détU()RotU( T11T11T =−+ −−−− (4.2.1) 
 
ou encore 
 

RotU]I)AU(trAU)[AdjU( 11 =− −− (4.2.2) 

Nous désirons déterminer A à partir de l’équation linéaire (4.2.2). A cet effet, nous en prenons 
la trace après multiplication à gauche par U  
 

)AU(tr)détU(2)URotU(tr 1−−= .

Il vient 

)URotU(tr
)détU(2

1)AU(tr 1 −=− ,

ce qui nous permet de déduire de la condition de compatibilité (4.2.2) une expression explicite 
de A en fonction de U et de son rotationnel : 
 

]U
2

)URotU(trU)RotU(U[
détU

1A −= (4.2.3) 
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4-3 Bilan des conditions de compatibilité obtenues 

La condition d’intégrabilité du système aux dérivées partielles  
 

)X,X,X(C
X
x

X
x 321

k

j

jik

i

�� =∂
∂

δ
∂
∂

est que le champ d’applications linéaires A, construit à l’aide la formule, 
 

]U
2

)URotU(trU)RotU(U[
détU

1A −= (4.2.3) 

 
(où U est la racine carrée choisie symétrique et défini-positive de C) 
 
satisfasse à :  
 

0AdjA)A(Rot T =+ (4.1.3) 
 

Remarque 4.1 : Si, nous n’avions pas exigé la symétrie de U, [SOUC 1], [SOUC 2], la 
condition de compatibilité (4.1.3) aurait été inchangée, seule l’expression (4.2.3) de A aurait 
été modifiée en remplaçant RotU  par )U(Rot T , c'est-à-dire : 

]U
2

))U(URot(trU))U(Rot(U[
détU

1A
T

T −= (4.3.1) 

 
La relation (4 .2.1) s’écrirait 
 

0)]AUUU)AU(tr)(détU()U(Rot[ T1111T =−+ −−−− . (4.2.1’) 
 

Remarque 4.2 : En linéarisant les conditions de compatibilité du cas non linéaire retrouve-t-
on les conditions de compatibilité du cas linéaire ?  
En se limitant au premier ordre, il vient successivement : 
 

ε+≅ 2IC

ε+≅ IU , ε+≅ tr1détU  

ε≅ RotRotU  

ε≅ RotURotU  

0)Rot(tr)URotU(tr =ε≅

ε≅ RotU)RotU(U .

ε≅ RotU)RotU(U
détU

1
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ε≅ RotA

0AAdj ≅ .

Nous constatons bien la concordance avec les conditions de compatibilité établies dans le cas 
linéaire puisque : 
 

ε≅ RotA et     0)A(Rot T ≅

Remarque 4.3 : Si nous regardons C(X) comme l’expression de la métrique dans les 
coordonnées curvilignes 321 X,X,X , les conditions de compatibilité dégagées aux 
paragraphes 4-1 et 4-2 sont à mettre en relation avec l’annulation des tenseurs de torsion et 
de courbure de l’espace euclidien tridimensionnel. Il faut remarquer que tous nos calculs se 
déroulent sans jamais faire appel aux coefficients de Christoffel. C’est un des principaux 
atouts du développement présenté. Il fait aussi pressentir une démarche constructive en 
géométrie riemannienne, rendant de la faisabilité à des résolutions parfois inextricables si 
l’on s’obstine à utiliser les coefficients de Christoffel. Le lien sera précisé au chapitre 2. 

5- Résumé des différentes étapes de l’intégration du système (2.1) 

Étape 1 : Calculer U, solution de : �� k
j

ji
i
k CUU =δ .

Étape 2 : Calculer : ]U
2

))U(URot(trU)U(URot[
détU

1A
T

T −= .

Étape 3 : Vérifier que A satisfasse à : 0AdjA)A(Rot T =+ .

Étape 4 : Intégrer le système )AdX(RjdR = .

Étape 5 : Intégrer le système RU
X
x
=

∂
∂ .

Quelles sont les difficultés qui peuvent survenir lors du développement de ces étapes ? 
 
Etape 1 
Il n’y a pas de souci pour trouver U si on connaît une base dans laquelle C est diagonale. 
Sinon, trouver la racine carrée de C peut amener à quelques difficultés de calculs [HOG 1]. 
Cette question a été traitée dans les articles [BOU 1], [VAL 4]. Le Théorème de Cayley-
Hamilton fournit une relation entre C et U 
 

I)détC(C)trU(U)I
2

trC)trU(C( 2/1
2

+=
−

+

qui permettrait de calculer U si on connaissait le scalaire tr U. Il se trouve que tr U est la plus 
grande racine du polynôme du quatrième degré : 
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0)trC()C(tr2y)détC(8y)trC(2y 222/124 =−+−− .

Etape 4 
C’est de loin la plus délicate. Nous appliquons une méthode d’intégration constructive due à 
G. Frobenius et revisitée par J. Dieudonné [DIE 1]. Elle consiste à joindre un point 0X pris 
comme référence au point X par une droite paramétrée sous la forme 

 
)XX(XX 00 −λ+=λ (5.1) 

 
où le paramètre λ balaye l’intervalle [0,1]. Le système aux dérivées partielles est remplacé par 
un système différentiel ordinaire en λ plus facile à résoudre (paragraphe 8). La solution R(X) 
est obtenue en attribuant la valeur 1 au paramètre λ dans la solution du système différentiel 
ordinaire. 
 
Etape 5  

Elle est plus aisée que l’étape 4 car, dans le système RU
X
x
=

∂
∂ , le second membre ne dépend 

pas de x lui-même. Dans ce cas simple la méthode de Frobenius conduit à l’expression 
intégrale 
 

λ−−λ+−λ++= ∫ d)XX))(XX(X(U))XX(X(R)X(x)X(x 000

1

0
000

Nous allons maintenant consacrer les trois paragraphes qui suivent au traitement de différents 
exemples : 
 

- le cas où le tenseur ε est sphérique en petites déformations. 
 

- la vérification de la formule 0AdjA)A(Rot T =+ lorsque A provient de la variation 
de la rotation d’un solide rigide autour d’un point fixe. 
 

- le cas où le tenseur C est sphérique en grandes déformations. 

6- Recherche du déplacement lorsque le tenseur de petites déformations est 
sphérique 

En fait, notre méthode est valable même lorsque les coordonnées sont associées à une base 
non orthonormée. Pour l’illustrer, essayons de trouver le vecteur déplacement lorsque les 
composantes du tenseur de déformation linéarisé sont de la forme : 

 
ji

321
ji g)X,X,X(α=ε

où les jig sont les composantes (constantes) de la métrique de l’espace et α une fonction des 
coordonnées du point X. Il faut donc résoudre le système d’équations aux dérivées partielles :  
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jii
j

j
i )

X
u

X
u(

2
1

ε=
∂
∂

+
∂
∂

où les iu sont les composantes covariantes du déplacement du point X. 
Pour y parvenir, nous commençons par assurer l’existence du tenseur de taux de rotation ω
dont les composantes covariantes sont : 

 

)
X
u

X
u(

2
1

i
j

j
i

ji ∂
∂

−
∂
∂

=ω .

La somme de ε et ω reconstituera le tenseur gradient du déplacement 
 

jijij
i

X
u

ω+ε=
∂
∂ .

6-1 Construction de la matrice A et de sa transposée 

La matrice A se calcule à partir de ε grâce à la condition de compatibilité 
 

ε= RotA .

En utilisant l’expression tensorielle (B-4-1) du rotationnel généralisé de ε présentée dans 
l’annexe B, nous obtenons 

α∂η=
∂
ε∂

η=
∂
ε∂

η=ε= �
�

�
�

�
�

jn
nkjnnk

i
j

in
nkk

j
k
j g

XX
g)Rot(A .

où les kjiη désignent les composantes contravariantes du produit mixte (Annexe A, A-1-1). 
Les composantes mixtes de la transposée de A 
 

ik
k
j

jmm
i

T gAg)A( =

sont : 
 

α∂η=α∂η== �
�

�
� )gg(ggggg)A(g)A( nj

jm
ik

nk
jn

nk
ik

jm
ik

k
j

jmm
i

T

et finalement : 
α∂η= �

�
ik

mkm
i

T g)A( .
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6-2 Condition de compatibilité satisfaite par A  

Explicitons maintenant la condition de compatibilité que doit satisfaire A afin d’assurer 
l’intégrabilité de  
 

jii
j

j
i )

X
u

X
u(

2
1

ε=
∂
∂

+
∂
∂ .

Il faut imposer la condition 
 

0)A(Rot T = .

Nous réitérons donc un calcul similaire au calcul précédent de εRot  pour calculer le 
rotationnel de A T .

α∂∂ηη=α∂∂ηη=α∂∂ηη=
∂

∂
η= qrji

rqhj
qri

rqh
qik

mk
mr

rqh
q

m
i

T

mr
rqhh

i
T ggg

X
)A(g)]A(Rot[( �

�
�

�
�

�

Pour simplifier cette expression, utilisons la propriété A-1-1 du produit mixte (Annexe A) 
 

h
j

q
i

q
j

h
irji

rqh δδ−δδ=ηη .

La condition de compatibilité se traduit donc, en composantes mixtes, par : 
 

0)(g q
h
j

q
i

q
j

h
i

j =α∂∂δδ−δδ �
� ,

équation que nous pouvons tout aussi bien écrire : 
 

0)g()g( h
i

h
i

j
j =α∂∂−δα∂∂ �

�
�

�

Le vecteur V de composantes  
 

α∂= �
�hh gV

satisfait donc à : 
0V)V( h

i
h
i =∂−δ∂ �

� ,

ce qui n’est possible que si :  
0Vh

i =∂ ,

c'est-à-dire : 
.0g i

h =α∂∂ �
�

Comme la matrice de coefficients �hg est inversible, cela implique que toutes les dérivées 
secondes de la fonction α soient nulles. Il existe donc 4 constantes, que nous 
noterons c,,, 321 ϕϕϕ , telles que : 
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cXXX)X,X,X( 3
3

2
2

1
1

321 +ϕ+ϕ+ϕ=α .

La conclusion de cette étude est que les seuls tenseurs ε de petites déformations qui soient 
proportionnels au tenseur métrique sont de la forme: 
 

ji
k

kji g)cX( +ϕ=ε .

Sous cette hypothèse, nous sommes assurés que le déplacement u(X) du point X vers x existe. 
La détermination de u s’effectue en ajoutant au tenseur des petites déformations jiε le tenseur 
taux de rotation jiω puis en intégrant le système aux dérivées partielles : 
 

jijij
i

X
u

ω+ε=
∂
∂ .

Cette intégration s’effectuera en deux étapes : 
 

- connaissant A, intégrer )AdX(jd =ω

- connaissant ω, intégrer jijij
i

X
u

ω+ε=
∂
∂ .

6-3 Expression covariante de dω = j(AdX)  

Dans un premier temps, développons en composantes cette égalité matricielle  
 

h
h

i
ki

k
i
k dX

X
)(d)d(

∂
ω∂

=ω=ω .

D’après la définition 5 de l’Annexe A: 
 

h
hjk

ji
jk

jii
k dXAg)AdX(g)]AdX(j[ �

�
�

� η=η= .

Après simplification par hdX , l’identification des deux expressions conduit à : 
 

�
� hjk

jii
kh Ag η=ω∂ .

Nous retiendrons l’expression des dérivées partielles de ω en version trois fois covariantes 
 

�
� hikkih Aη=ω∂ .
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6-4 Intégration de dω = j(AdX) 

Intégrons le système d’équations aux dérivées partielles 
 

�
� hikkih Aη=ω∂

sachant que les �
hA sont constants et s’expriment en fonction des 3 constantes iϕ

nhm
mn

h gA ϕη= �� .

L’intégration de  
 

nhm
mn

ikkih g ϕηη=ω∂ �
�

ne présente pas de difficulté particulière car, d’après l’Annexe A (A-1-1) : 
 

n
i

m
k

m
i

n
k

mn
ik δδ−δδ=ηη �
�

Le second membre se transforme en  
 

ihkkhinhm
n
i

m
k

m
i

n
knhm

mn
ik ggg)(g ϕ−ϕ=ϕδδ−δδ=ϕηη �

� .

Les composantes covariantes du tenseur ω prennent la forme : 
 

kiik
h

ihkkhiki XXX)gg( ϕ−ϕ=ϕ−ϕ=ω

à un tenseur taux de rotation constant près. 

6-5 Champ de déplacement 

Il reste à intégrer le système aux dérivées partielles 
 

kikiiku ω+ε=∂

avec 
 

ki
j

jki g)cX( +ϕ=ε et kiikki XX ϕ−ϕ=ω .

c'est-à-dire : 
kiikki

j
jik XXg)cX(u ϕ−ϕ++ϕ=∂ .

L’intégration s’effectue facilement si nous nous souvenons de quelques propriétés simples du 
produit scalaire. 
 



Chapitre 1 - CONDITIONS DE COMPATIBILITÉ EN GRANDES DÉFORMATIONS – MÉTHODE DE 
DARBOUX 

38 

k
kii XgX = donc : kiik gX =∂

2ji
ji XXXg)X,X(g ==  donc : k

i
ki

2
k X2Xg2)X( ==∂

Les regroupements suivants sont alors possibles 
 

)X(
2
1X)]cX([X)cX(u 2

kii
j

jkik
j

jik ∂ϕ−+ϕ∂+∂+ϕ=∂ .

L’intégration donnant les composantes du déplacement devient évidente. À un déplacement 
de solide rigide près, il vient : 
 

2
ii

j
ji X

2
1X)cX()X(u ϕ−+ϕ=

ou bien, en composantes contravariantes :  
 

2
j

jiij
j

i Xg
2
1X)cX()X(u ϕ−+ϕ=

Le vecteur déplacement du point X est donc de la forme : 
 

T2
T

T2T X)]I
X

X
X
X2[

2
1XcX

2
1X)X,(gXc)X(u ϕ−⊗+=ϕ−ϕ+=

où l’on a noté Tϕ le vecteur de composantes contravariantes j
jig ϕ .

7- Rotation d’un solide rigide autour d’un point fixe 

Notre objectif ici est de vérifier que la rotation d’un solide rigide autour d’un point fixe 
satisfait bien la condition requise au paragraphe 4-1 quel que soit le paramétrage choisi pour 
représenter cette rotation. La tradition en Mécanique Générale est de décomposer la rotation 
en un produit de trois rotations simples qui sont celles d’un système gyroscopique ([LAM 1] 
et [DUC 1]). A titre d’exemple nous noterons R la rotation et la paramétrerons par les angles 
d’Euler. Nous construirons A telle que : 
 

)AdX(RjdR =

puis, nous vérifierons que A satisfait bien à : 
 

0AdjA)A(Rot T =+ .

C’est la condition de compatibilité pour que R soit effectivement une rotation. 
 

Auparavant, deux paragraphes vont rappeler certaines propriétés des rotations. 
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7-1 Rotation d’angle α autour d’un axe de vecteur directeur v, formule de Gibbs et 
forme exponentielle 

Une rotation d’angle α autour d’un axe de vecteur unitaire v peut s’exprimer matriciellement 
par la formule de Gibbs [GIB 1] 
 

Tvv)cos1()v(jsinIcos)v,(R ⊗α−+α+α=α .

Une autre forme intéressante est la représentation par l’exponentielle de la matrice 
antisymétrique )v(jα [SOUR 1]. En effet, la série convergente 
 

...)]v(j[
!n

.....)]v(j[
!3

)]v(j[
!2

)v(jI))v(jexp( n
n

3
3

2
2

+
α

++
α

+
α

+α+=α (7.1.1) 

 
peut se simplifier en remarquant que les puissances de j(v) satisfont les propriétés A-7-2 
évoquées dans l’annexe A : 
 

Ivv)]v(j[ T2 −⊗=

)v(j)]v(j[ 3 −=

)Ivv()]v(j[ T4 −⊗−=

et ainsi de suite. 
Ces relations nous permettent d’exprimer le développement en série de l’exponentielle 
comme une combinaison linéaire de I, j(v) et Tvv ⊗

)vv....)(
!6!4!2

()v(j.....)
!5!3

(I....)
!4!2

1())v(jexp( T
6425342

⊗−
α

+
α

−
α

++
α

+
α

−α+−
α

+
α

−=α .

Les trois factorisations mettent en évidence αcos pour la première série, αsin  pour la 
deuxième série et α− cos1 pour la dernière série, d’où le résultat annoncé. 
 
Par ailleurs, en dérivant chaque terme du développement en série (7.1.1) de l’exponentielle, 
nous pouvons calculer facilement la dérivée d’une rotation par rapport à son angle: 
 

).v(j))]v(j[exp(

)v(j...])]v(j[
)!1n(

.....)]v(j[
!3

)]v(j[
!2

)v(jI[

....)]v(j[
)!1n(

.....)]v(j[
!2

)]v(j[)v(j))]v(j[exp(

1n
1n

3
3

2
2

n
1n

3
2

2

α=

+
−

α
++

α
+

α
+α+=

+
−

α
++

α
+α+=α∂

−
−

−

α

soit  
)v(j)v,(R)v,(R α=α∂α .
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7-2 Expression d’une rotation autour d’un point fixe 

Choisissons une origine O et une base orthonormée directe ( 000 z,y,x ) dans l’espace 
tridimensionnel. La rotation R d’un solide rigide autour du point O généralement présentée 
lors de l’étude d’un système gyroscopique est paramétrée par les 3 angles d’Euler ),,( ϕθψ .
Ces angles sont associés aux trois rotations simples  
 

)z,(R 0ψ , )u,(R θ , )z,(R ϕ ,

la première d’angle ψ autour de 0z , la deuxième d’angle θ autour de 00 x)z,(Ru ψ= et la 
troisième d’angle φ autour de 0z)u,(Rz θ= .
La rotation R est alors le produit des trois rotations 
 

)z,(R)u,(R)z,(RR 0ψθϕ=

dans cet ordre, ou bien encore, sous forme exponentielle 
 

)]z(jexp[)]u(jexp[)]z(j[expR 0ψθϕ= (7.2.1) 
 
Présentons ici une expression de R due à J. M. Souriau [SOUR 1], plus judicieuse, aussi bien 
dans notre perspective d’effectuer des dérivations par rapport aux angles, que dans son 
utilisation lors d’une programmation informatique. 
 
Propriété : La formule (7.2.1) caractérisant la rotation R admet une décomposition en 
produit de trois rotations autour d’axes fixes 
 

)].z(jexp[)]x(jexp[)]z(j[exp)]z(jexp[)]u(jexp[)]z(j[expR 0000 ϕθψ=ψθϕ=

La démonstration s’appuie sur les deux propriétés suivantes satisfaites par toute rotation Ω

T)v(j)v(j ΩΩ=Ω (Annexe A, A-8-8) 
 

TT )Bexp()B(exp ΩΩ=ΩΩ

Cette deuxième relation se déduit facilement de la propriété: 
 

pour n’importe quel entier n, TnnT B)B( ΩΩ=ΩΩ

en l’appliquant à chaque terme du développement en série de l’exponentielle. 
 
Transformons, tout d’abord, le terme )]z(j[exp ϕ de la formule (7.2.1) 
 

)].u(jexp[)]z(jexp[)]u((jexp[
)u,(R)]z(jexp[)u,(R]))u,(R)(z(j)u,(Rexp[

)]z)u,(R(jexp[)]z(j[exp

0

0
T

0

0

θ−ϕθ=
θ−ϕθ=θϕθ=

θϕ=ϕ
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Reportons ce résultat dans le développement de la rotation R 
 

)].z(jexp[)]z(jexp[)]u(jexp[
)]z(j)exp[()]u(jexp[)]z(jexp[)]z(jexp[)]u(jexp[

)]z(jexp[)]u(jexp[)]u(jexp[)]z(jexp[)]u(jexp[R

00

000

00

ϕψθ=
ψ+ϕθ=ψϕθ=

ψθθ−ϕθ=

Transformons maintenant le terme )]u(j[exp θ

)].z(jexp[)]x(jexp[)]z(jexp[)]x)z,(R(jexp[)]u(j[exp 00000 ψ−θψ=ψθ=θ

Reportons de nouveau cette expression dans le développement de R 
 

)]z(jexp[)]x(jexp[)]z(jexp[
)]z(jexp[)]z(jexp[)]z(jexp[)]x(jexp[)]z(jexp[

)]z(jexp[)]z(jexp[)]u(jexp[R

000

00000

00

ϕθψ=
ϕψψ−θψ=

ϕψθ=

ce qui est le résultat annoncé que l’on peut aussi écrire : 
 

)z,(R)x,(R)z,(RR 000 ϕθψ= .

Nous pouvons mesurer combien cette nouvelle représentation de R est intéressante lors d’une 
dérivation puisque les vecteurs 0x et 0z sont indépendants des trois angles d’Euler. 

7-3 Construction de A 

Regroupons les trois angles d’Euler ϕθψ ,, en un vecteur colonne noté X. Nous pouvons 
construire les trois colonnes de la représentation matricielle de A dans la base ( 000 z,y,x ) à 
partir de la définition 
 

)AdX(RjdR =

où dX est le vecteur de composantes .d,d,d ϕθψ

Il vient successivement : 
 

)z(jR)z(j)z,(R)x,(R)z,(R)z,(R)x,(R)z,(RR 00000000 =ϕθψ=ϕ∂θψ=∂ ϕϕ

]x)z,(R[Rj)]z,(R)x(j)z,(R)[z,(R)x,(R)z,(R
)z,(R)x(j)x,(R)z,(R)z,(R)x,(R)z,(RR

00000000

0000000

ϕ−=ϕϕ−ϕθψ=

ϕθψ=ϕθ∂ψ=∂ θθ

].z))z,(R)x,(R[(Rj

)]z,(R)x,(R)z(j)]z,(R)x,(R)[[z,(R)x,(R)z,(R

)z,(R)x,(R)z(j)z,(R)z,(R)x,(R)]z,(R[R

0
T

00

000
T

00000

0000000

ϕθ=

ϕθϕθϕθψ=

ϕθψ=ϕθψ∂=∂ ψψ
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Ces trois dérivées partielles permettent la formation de dR 
 

]dzdx)z,(Rdz)x,(R)z,(R[RjdR 000000 ϕ+θϕ−+ψθ−ϕ−= .

Nous en déduisons la représentation matricielle de A 
 

[ ]000000 zx)z,(Rz)x,(R)z,(RA ϕ−θ−ϕ−=

c'est-à-dire, une fois effectué le calcul des colonnes : 
 
















ϕ−
ϕ

θ
θϕ
θϕ

=
1
0
0

0
sin

cos

cos
sincos
sinsin

A . 

7-4 Construction de Adj A et de Rot (AT)

On peut construire l’adjuguée de A par la formule A-8-10 de l’Annexe A 
 

I
2

)A(tr)trA(A)trA(AAAdj
22

2 −
+−= .

Elle conduit à : 
 

















θ−ϕθθϕ
ϕθθϕ−

ϕ−ϕ−
=

sincoscoscossin
0sinsinsincos
0cossin

AAdj . 

 
Construire le Rotationnel de TA revient à calculer le rotationnel des colonnes de 

TA conformément à la généralisation du rotationnel d’un vecteur, il vient successivement : 
 

















θϕ−
θϕ

ϕ
=
















ϕ
θϕ

cossin
sincos

sin

0
cos

sinsin
rot  

 

















θϕ−
θϕ−

ϕ
=
















ϕ−
θϕ

coscos
sinsin

cos

0
sin

sincos
rot  

 

















θ
=















 θ

sin
0
0

1
0

cos
rot . 
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Nous obtenons )A(Rot T en rassemblant les trois rotationnels : 
 

















θϕθ−θϕ−
ϕθ−θϕ

ϕϕ
=

sincoscoscossin
0sinsinsincos
0cossin

)A(Rot T .

Nous vérifions effectivement que )A(Rot T et AAdj  sont opposés. 
 

Cet exemple illustre la propriété suivante des rotations (4.1.3) : 
 
Pour toute rotation R )X,X,X( 321 , l’application linéaire A définie par: 
 

)AdX(RjdR = ,
satisfait à : 

0AdjA)A(Rot T =+ .

8- Recherche du déplacement dans le cas où C est sphérique 

Nous allons résoudre le système aux dérivées partielles (2.1), par la méthode exposée au 
paragraphe 4, dans le cas où le tenseur de Cauchy-Green est sphérique. Notons )X(ρ une 
fonction strictement positive telle que : 
 

ji
2

ji )X(C δρ= (8.1) 
 
L’objectif est de préciser les conditions que la fonction )X(ρ doit satisfaire pour que le 
système (8.1) soit intégrable, puis de trouver la solution. Nous allons suivre la méthode de 
construction déclinée au paragraphe 5. 

8-1 Construction de l’application A 

La racine carrée U choisie symétrique et définie positive du tenseur de Cauchy-Green C est 
sphérique :  
 

I)X()X(U ρ= .

Dans la suite des développements, afin d’alléger les expressions, nous omettrons de préciser 
explicitement que les champs ,A,U,ρ … dépendent de X. 
La formule B-5-5 de l’Annexe B permet de calculer le rotationnel de U. 
 

)grad(jRotU ρ=
Ainsi 

)grad(j)RotU(U ρρ=

est antisymétrique et sa trace est nulle, si bien que l’expression de A se réduit à : 
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U)RotU(U
détU

1A = .

L’application linéaire A est donc de la forme antisymétrique : 
 

)](lngrad[j)grad1(jA ρ=ρ
ρ

= .

8-2 Vérification de la condition de compatibilité : Rot (AT) + Adj A = 0  

Connaissant A, il vient :  
)](lngrad[jAT ρ−= .

En utilisant les formules (B-5-4) de l’Annexe B et (A-8-5) de l’annexe A : 
 

X
))(lngrad(I))(lngrad(div)A(Rot T

∂
ρ∂

−ρ=

T)](lngrad[)(lngradAdjA ρ⊗ρ= .

La condition de compatibilité se résume donc à un système aux dérivées partielles linéaire du 
second ordre satisfait par la fonction ρ

I))(lngrad(div
X

))(lngrad()](lngrad[)(lngrad T ρ−
∂

ρ∂
=ρ⊗ρ (8.2.1) 

 
Introduisons le vecteur 

ρ
ρ

=ρ
ρ

= grad1)(lngrad1W 2

Le premier membre de l’équation (8.2.1) devient : 
 

T2T WW)](lngrad[)(lngrad ⊗ρ=ρ⊗ρ .

Le deuxième membre de l’équation se transforme en  
 

I)]W,W(gdivW[WW
X
W

I)]grad,W(gdivW[)grad(W
X
WI)W(div

X
)W(

2T2

T

ρ+ρ−⊗ρ+
∂
∂

ρ=

ρ+ρ−ρ⊗+
∂
∂

ρ=ρ−
∂
ρ∂
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Le produit tensoriel de W par W T commun aux deux membres disparait de l’équation (8.2.1) 
et l’on découvre que le champ de vecteurs W satisfait l’équation aux dérivées partielles : 
 

I)]W,W(gdivW[
X
W

ρ+=
∂
∂ (8.2.2) 

 
où la fonction ρ figure encore. 
Mais, comme par définition de la divergence d’un vecteur : 
 

divW)
X
W(tr =
∂
∂ ,

il vient, en prenant la trace des deux membres de (8.2.2), 
 

0)W,W(g3divW2 =ρ+ . (8.2.3) 
 
On peut donc éliminer ρ dans (8.2.2). 
 
Le champ de vecteurs W satisfait donc le système aux dérivées partielles du premier ordre 
 

I)divW(
3
1

X
W

=
∂
∂

(8.2.4) 

 
Le gradient du champ de vecteurs W est donc symétrique, il est en particulier égal à sa 
transposée. Son rotationnel est donc nul. On en déduit:  
 

0))divW(grad(j]I)divW[(Rot == .

La divergence du vecteur W est donc une constante. 
 
Si cette constante est nulle, alors, d’après (8.2.3), la norme de W est nulle, W est nul, gradρ
est nul, ρ est une constante 0ρ , A est nulle et la rotation est constante. La solution du système 
est une similitude : 
 

000 TXR)X(x +ρ= .
Dans ce cas, le système : 

I)
X
x()

X
x( 2

0
T ρ=
∂
∂

∂
∂

admet comme solutions les transformations auxquelles nous nous attendions : translation, 
rotation et homothétie de rapport 0ρ . Si, de plus, 0ρ vaut 1, la transformation se réduit à celle 
d’un solide rigide. 
 
Si la divergence de W est une constante non nulle, notons là 3k. Le système aux dérivées 
partielles (8.2.4) devient:  
 

Ik
X
W

=
∂
∂ .
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Il s’intègre facilement 
 

1WXk)X(W +=  

où 1W désigne un vecteur constant. En revenant à la formule (8.2.3) 
 

0)W,W(g3divW2 =ρ+

nous pouvons découvrir la forme que doit prendre la fonction )X(ρ pour que la condition de 
compatibilité soit satisfaite : 
 

2
1WkX

k2)X(
+
−

=ρ .

La constante k doit donc être négative afin d’assurer la positivité de la fonction )X(ρ .
Introduisons la constante strictement positive kc −= et posons 11 cXW = , la fonction ρ(X) 
prend la forme : 

 

2
1XXc

2)X(
−

=ρ

Elle est définie dans l’ouvert constitué de l’espace tout entier auquel on retire le point X1. Non 
seulement le système 
 

I)
X
x()

X
x( 2

0
T ρ=
∂
∂

∂
∂

est intégrable, mais aussi le système 
 

I
XXc

4)
X
x()

X
x( 4

1
2

T

−
=

∂
∂

∂
∂ .

Dans ce dernier cas: 
 

I
XXc

2U 2
1−

= )
XX

)XX((j2A 2
1

1

−
−

−=
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8-3 Détermination de la rotation R 

Pour déterminer R, nous devons maintenant intégrer le système : 
 

)AdX(jRdR =
qui peut se transformer en 
 

])XX(dXdX)XX[(R
XX

2dR T
1

T
12

1

−⊗−⊗−
−

=

Choisissons un point de référence X0, distinct de 1X , et notons R0 la valeur de R en ce point. 
La méthode de G. Frobenius, conduit à introduire un paramètre λ variant dans l’intervalle 
[0,1] et à remplacer le système aux dérivées partielles par le système différentiel ordinaire: 
 







=Ω

−−λ+Ω=
λ
Ω

0

000

R)0(

))XX)(XX(X(A(j
d
d

La valeur de R en X sera la valeur de Ω en 1=λ .

Le système différentiel ordinaire : 
 

2
010

T
0100

T
0010

)XX(XX
]))XX(XX()XX()XX())XX(XX[()(2

d
d

−λ+−
−λ+−⊗−−−⊗−λ+−

λΩ=
λ
Ω

se simplifie en 
 

])XX()XX()XX()XX)[((
d
d)XX(XX

2
1 T

001
T

010
2

010 −⊗−−−⊗−λΩ=
λ
Ω

−λ+−

Choisissons une nouvelle variable µ solution de 
 









=µ

−λ+−
=

λ
µ

0)0(
)XX(XX

2
d
d

2
010 .

Ce nouveau choix de paramètre conduit au système différentiel linéaire à coefficients 
constants : 
 







=Ω

−⊗−−−⊗−µΩ=
µ
Ω

0

T
001

T
010

R)0(

])XX()XX()XX()XX)[((
d
d

dont la solution générale est 
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)])XX()XX()XX()XX)(((exp[R)( T
001

T
0100 −⊗−−−⊗−λµ=λΩ

ou bien encore 
))]XX()XX((j)(exp[R)( 0010 −∧−λµ=λΩ .

Pour terminer l’intégration, il faut calculer l’exponentielle 
 

))]XX()XX((j)(exp[))]XX()XX((j)(exp[ 101001 −∧−λµ=−∧−λµ

qui est une rotation d’axe unitaire 
 

)XX()XX(
)XX()XX(v

101

101

−∧−
−∧−

=

et d’angle  
)XX()XX()()( 101 −∧−λµ=λα

Le calcul de cette exponentielle peut être mené de la manière suivante : 
 

)Ivv)]]((cos[1[)v(j)](sin[I))]XX()XX((j)(exp[ T
101 −⊗λα−+λα+=−∧−λµ

La rotation R(X) est obtenue pour 1=λ , elle vaut donc : 
 

{ })Ivv)]](1(cos[1[)v(j)]1(sin[IR)X(R T
0 −⊗α−+α+= .

Reste à calculer la valeur de )1(µ , pour en déduire celle de )1(α .

8-4 Détermination de la valeur de µ(1)  

Nous avions défini au paragraphe précédent la variable µ par : 
 

2
010 )XX(XX

2
d
d

−λ+−
=

λ
µ avec 0)0( =µ .

Par intégration, il vient : 
 

∫ λ
−λ+−

=µ
1

0 2
010

d
)XX(XX

2)1( .

Si les trois points X,X,X 10 étaient alignés, la rotation ))]XX()XX((j)(exp[ 101 −∧−λµ serait 
égale à I et )X(R serait égale à la rotation constante 0R . Dans le cas contraire les trois points 
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X,X,X 01 sont les trois sommets d’un triangle 1T d’aire S(1). Construisons aussi le triangle 

λT de sommets )XX(Xet,X,X 0001 −λ+ et notons S(λ) son aire. Ce triangle est délimité par 
les trois vecteurs ),XX( 10 − )XX(XX 010 −λ+− )XX(et 0−λ . Soit β(λ) l’angle entre les 
deux vecteurs 10 XX − et )XX(XX 010 −λ+− , nous pouvons remarquer que : 

 - d’une part  les aires de 1T et de λT sont dans le rapport λ : )1(S)(S λ=λ , d’où : )1(S
d
dS

=
λ

- d’autre part, il existe une relation entre la variation de β(λ) et celle de S(λ)

λ
β

−λ+−=
λ d

d)XX(XX
2
1

d
dS 2

010

Ces deux relations combinées donnent la dérivée de l’angle β par rapport à λ.

)1(S
)XX(XX

2
d
d

2
010 −λ+−

=
λ
β

Nous pouvons maintenant affirmer que :  
 

)1(S
)1(d

)1(S
1d

)XX(XX
2)1(

1

0

1

0 2
010

β
=β=λ

−λ+−
=µ ∫∫ .

8-5 Réécriture de la rotation R(X) 

Nous allons tenter de transformer les dénominateurs présents dans l’expression de la rotation 
obtenue à la fin du paragraphe 8-3. Commençons par remarquer que 

 
)1(S2)XX()XX( 101 =−∧− .

Ainsi : 
)1(2)1()XX()XX()1( 101 β=µ−∧−=α .
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La rotation R prend la forme : 
 

{ }
{ } .])]v(j)[1(sin)v(j)1()[cos1(sin2IR

]Ivv))][1(2cos(1[)v(j))1(2sin(IR)X(R
2

0

T
0

β+ββ+=

−⊗β−+β+=

Or les cosinus et sinus de l’angle )1(β satisfont les relations : 
 

)1(cosXXXX)XX,XX(g

)1(sinXXXX)XX()XX(

110110

110101

β−−=−−

β−−=−∧−

ce qui nous permet de transformer l’expression de la rotation R(X) 
 

2
1012

1
2

10

1011102
1

2
10

1
0

))]XX()XX((j[
XXXX

2

))XX()XX((j)XX,XX(g
XXXX

2I)X(R)R(

−∧−
−−

+

−∧−−−
−−

+=−

Développons les deux termes présents dans le crochet: 
 

T
101

T
110101 )XX()XX()XX()XX())XX()XX((j −⊗−−−⊗−=−∧− (8.5.1) 

 

T
101

T
101

T
110

T
101

T
101

T
110

T
110

T
110

2
101

)XX()XX()XX()XX(

)XX()XX()XX()XX(

)XX()XX()XX()XX(

)XX()XX()XX()XX()]]XX()XX[(j[

−⊗−−⊗−+

−⊗−−⊗−−

−⊗−−⊗−−

−⊗−−⊗−=−∧−

soit encore 
 

T
11

2
10

T
1010

2
1

T
101

T
110101

2
110

)XX()XX(XX)XX()XX(XX

])XX()XX()XX()XX)[(XX,XX(g)]]XX()XX[(j[

−⊗−−−−⊗−−−

−⊗−+−⊗−−−=−∧−

(8.5.2) 
 
Reportons les relations (8.5.1) et (8.5.2) dans l’expression de la rotation 
 

.)XX()XX(
XX

2

)XX()XX(
XX

2)XX()XX(
XXXX

)XX,XX(g4I)X(R)R(

T
10102

10

T
112

1

T
1102

1
2

10

1101
0

−⊗−
−

−

−⊗−
−

−−⊗−
−−

−−
+=−
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La rotation s’écrit finalement sous la forme factorisée suivante : 
 

]I
XX

)XX(
XX

)XX(2][I
XX

)XX(
XX

)XX(2[R)X(R
1

T
1

1

1

10

T
10

10

10
0 −

−
−

⊗
−
−

−
−
−

⊗
−
−

= . (8.5.3) 

 

La rotation obtenue est donc un produit de 3 rotations : 
 

- 0R qui est une rotation constante, 
 

- la rotation I
XX

)XX(
XX

)XX(2
10

T
10

10

10 −
−
−

⊗
−
− qui est la rotation constante d’angle π autour 

du vecteur unitaire constant
10

10

XX
XX

−
− ,

- la rotation I
XX

)XX(
XX

)XX(2
1

T
1

1

1 −
−
−

⊗
−
− qui est la rotation, d’angle π autour du vecteur 

unitaire
1

1

XX
XX

−
− dépendant de X. 

8-6 Détermination de la transformation x(X) 

Pour déterminer la transformation pour laquelle le tenseur de déformation de Cauchy est : 
 

I)X()X(C 2ρ= avec 2
1XXc

2)X(
−

=ρ

il reste à intégrer le système aux dérivées partielles :  
 

)X(R)X(
X
x

ρ=
∂
∂

c’est à dire 
 

])XX()XX(
XX

2I
XX

1][)XX()XX(
XX

2I[R
c
2

X
x T

114
1

2
1

T
10102

10
0 −⊗−

−
−

−
−⊗−

−
−=

∂
∂

En utilisant la notation λX définie en (5.1), la méthode de Frobenius conduit à : 
 

∫ λ−−−
−

−−
−

×−⊗−
−

−=−

λλ

λλ

1
0 1012

1
02

1

T
10102

10
00

d)]XX)(XX,XX(g
XX

2)XX[(
XX

1

])XX()XX(
XX

2I[R
c
2)X(x)X(x

ou bien encore 
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∫ λ
−
−

λ
×−⊗−

−
−=−

λ

λ1
0 2

1

1T
10102

10
00 d]

XX
)XX([

d
d])XX()XX(

XX
2I[R

c
2)X(x)X(x

La solution du système aux dérivées partielles est donc : 
 

]
XX

)XX(
XX

)XX(][I)XX()XX(
XX

2[R
c
2)X(x)X(x 2

10

10
2

1

1T
10102

10
00

−
−

−
−
−

−−⊗−
−

+= (8.6.1) 

 
Cette transformation est la somme : 
 

- d’une translation constante 
 

2
10

10T
10102

10
001 XX

)XX(][I)XX()XX(
XX

2[R
c
2)X(xT

−
−

−−⊗−
−

−=

- d’une transformation fonction de X : 
 

2
1

1T
10102

10
0 XX

)XX(]I)XX()XX(
XX

2[R
c
2

−
−

−−⊗−
−

qui est le produit de composition d’une homothétie de rapport
c
2 , d’une rotation constante  
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et de l’inversion 2
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− de centre 1X . 

 
Bilan des résultats  
 
La résolution du système aux dérivées partielles du second ordre : 
 

I)X(
X
x

X
x 2

T

ρ=
∂
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∂
∂

nous a amené à étudier le système aux dérivées partielles du premier ordre  
 

R
X
x

ρ=
∂
∂ .

La fonction ρ ne peut être quelconque. Le cas évident où ρ est une constante 0ρ conduit à une 
similitude  

000 TXR)X(x +ρ= .
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En particulier, si 10 =ρ la transformation est celle d’un solide rigide. 
Il existe une solution inattendue pour laquelle  
 

2
1XXc

2)X(
−

=ρ .

La transformation est alors composée d’une translation, d’une homothétie, d’une rotation et 
d’une inversion, 
 

2
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1
11 XX

)XX(R
c
2T)X(x
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+= .

9- Identités de Bianchi 

Un complément à l’étude des conditions de compatibilité en grandes déformations a été 
publié en 2001 [FOR 1] en collaboration avec C.Vallée. Ce travail intitulé 
 

« Bianchi Identities in the case of large deformations » 
 
étudie les deux objets 
 

T1111T ]]AUUU)AU(tr)[détU()U(Rot[E −−−− −+= (4.2.1’) 
 

TT ]AdjA)A(Rot[B +=  (4.1.3) 
 
associés à la métrique C(X) et correspondant respectivement à la torsion et à la courbure de 
l’espace tridimensionnel.  
 
Dans cet article, reproduit en Annexe C, ainsi que dans [FOR 2], nous avons montré que E et 
B satisfont des identités qui sont une alternative aux identités de Bianchi (satisfaites par les 
tenseurs de courbure et de torsion) habituellement développées en Géométrie Riemannienne à 
l’aide des coefficients de Christoffel et des dérivées covariantes. Les objets E et B sont des 
candidats potentiellement plus simples d’utilisation que les deux tenseurs d’ordre trois et 
quatre que sont les tenseurs de torsion et de courbure. Jusqu’ici nous n’avons pas prêté 
attention à la nature tensorielle des objets. Le chapitre qui suit associe aux objets matriciels E 
et B des objets plus précis qui sont des tenseurs.  
 
Remarque 9.1 : G. de. Saxcé a prolongé cette étude sur les équations de compatibilité dans 
[SAX 1] en établissant comment les opérateurs divergence et rotationnel se transforment par 
changements de variables. Il a aussi exhibé la forme de l’équation d’équilibre satisfaite par le 
tenseur de Piola-Kirchhoff. 
 
Remarque 9.2 : Sanda Cleja-Tigoiu, Claude Vallée et moi-même avons rédigé un article 
publié en Novembre 2008 au journal MMS, qui met en avant une équation de torsion dans le 
cadre d’une étude sur des dislocations [CLE 1]. 
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10- Conclusion 

Ce chapitre présente une méthodologie permettant d’intégrer en deux étapes découplées un 
système aux dérivées partielles du type: 
 

�� k

j

ijk

i

C
X
x

X
x

=
∂
∂

δ
∂
∂

où C est symétrique et définie positive. Les exemples résolus montrent la faisabilité de cette 
méthode. Nous garderons en mémoire que la clé réside essentiellement dans 
 

- la considération de la racine carrée de C 
 

- la décomposition polaire de 
X
x

∂
∂

- la forme spéciale de la différentielle d’une rotation R : 
 

)AdX(RjdR = .
remarque que l’on doit aux travaux de G. Darboux [DAR 1]. 

 
Alors l’espoir existe pour que ce chapitre, consacré à un problème de mécanique des milieux 
continus, puisse apporter, en Géométrie Riemannienne [BER 6], une alternative à l’emploi 
des symboles de Christoffel. C’est l’objet du chapitre suivant. 
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Chapitre 2  

COMPARAISON ENTRE LA MÉTHODE DE CHRISTOFFEL ET LA 
MÉTHODE DE DARBOUX – NATURE TENSORIELLE DES OBJETS 
PRÉSENTÉS AU CHAPITRE 1 

1- Introduction 

La démarche présentée au chapitre précédent est celle que peut développer un mécanicien qui 
traite le tenseur de déformation de Green Lagrange droit C(X) et qui cherche à déterminer la 
nouvelle position des points du milieu continu subissant cette déformation. Cette question 
aurait pu être résolue par la géométrie riemannienne en considérant que les coefficients jiC
étaient les coefficients d’une métrique. C’est la voie suivie, par exemple, par [TRU 1] ou 
[SOK 1]. Mais ces auteurs abordent la question en introduisant les coefficients de Christoffel. 
Nous allons donc reprendre le problème 
 

- d’une part pour préciser le lien entre les différents objets mis en évidence au chapitre 
1 et les tenseurs de courbure, de torsion, de Ricci et d’Einstein de la géométrie riemannienne, 

 
- d’autre part, pour mettre en lumière les avantages de notre méthode que nous 

baptiserons méthode de Darboux. 
 
La littérature sur la géométrie riemannienne ne manque pas, citons par exemple [BER 1-6], 
[LOV 1], [WEI 1], [GAL 1], [LAF 1]. Nous rappellerons ici les définitions des différents 
tenseurs concernés et nous chercherons à caractériser la nature tensorielle des objets B et E 
introduits au paragraphe 9 du chapitre précédent, avec plusieurs objectifs : 
 

- persuader le lecteur que les coefficients de Christoffel sont des outils qui alourdissent 
inutilement les développements (en rebutant souvent les non-initiés), 

- montrer que l’application de la méthode de Darboux simplifie les démonstrations de 
résultats classiques, 

- montrer que l’adaptabilité de la méthode à des domaines tels que l’étude des surfaces 
ou la modélisation des coques minces est envisageable, 

-et, dans le futur, généraliser cette méthode à des dimensions supérieures à trois, par 
exemple six dans le cadre d’une étude de la métrique d’un solide rigide. 
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2- Expression de la métrique d’un espace vectoriel en coordonnées 
curvilignes. Racine carrée de la métrique 

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension 3 muni d’un produit scalaire symétrique 
défini-positif. Un point de l’espace est repéré par ses coordonnées 321 X,X,X dans une base 
non nécessairement orthonormée. Les composantes de la métrique dans cette base sont 
notées jiδ . Lors d’un changement de variables xX� , c'est-à-dire si on repère un point par 

ses coordonnées curvilignes 321 x,x,x , les coefficients de la métrique deviennent : 
 

jijki

k

g
X
x

X
x

=
∂
∂

δ
∂
∂ �

� . (2.1) 

 
Ils constituent toujours une matrice positive et non dégénérée. 
 
Remarque : Les jiδ correspondent aux jig constants du paragraphe 6 du chapitre 1. Dans 
une base orthonormée, les jiδ sont égaux à 0 ou 1 et la notation est cohérente avec celle de 

Kronecker. Les nouveaux jig sont fonctions de 321 X,X,X et correspondent aux jiC du 
chapitre 1.  
 
A partir de jig , on peut construire une matrice 33× notée U satisfaisant : 
 

jijk
k
i gUU =δ �

� ,

par exemple la racine carrée de g, choisie symétrique et défini-positive, comme c’est 
l’habitude en décomposition polaire. Comme l’a fait remarquer G. Darboux [DAR 1], la 
symétrie de U n’est pas obligatoire, par contre il faut veiller à l’inversibilité de U. 
L’introduction de U permet de transformer l’équation (2.1) en : 
 

nm
j
n

1
jk

i
m

1
i

k

)U(
X
x)U(

X
x

δ=
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∂

δ
∂
∂ −−

�

� .

Cette dernière relation nous incite à définir la rotation R de composantes : 
 

i
m

1
i

k
k
m )U(

X
xR −

∂
∂

= .

Nous retiendrons que le gradient de x satisfait :  
 

RU
X
x
=

∂
∂ . (2.2) 

 
L’application linéaire R satisfaisant la propriété  
 

qpqk
k
p RR δ=δ �

�
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sa dérivation par rapport à la coordonnée mX conduit à la relation : 
 

m
qk

pkqm
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k X
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X
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∂
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∂
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δ
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ou bien encore : 
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k
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pkqm

k
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k X
R

RR
X
R

∂
∂

δ−=
∂
∂

δ �
�
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� .

Cette dernière relation traduit une propriété d’antisymétrie sur les indices p et q des 
coefficients de Shield [SHI 1], 
 

mpqqm

k
p

kmqp AR
X
R

A −=
∂
∂

δ= �
� .

Au chapitre 1, nous avons défini une application linéaire A liée aux dérivées de la rotation R 
par la formule : 

 
)AdX(RjdR = .

Pour éviter une confusion de notation avec les coefficients de Shield, nous la noterons 
désormais Λ plutôt que A. Le symbole de Levi-Civita nqpε permet de relier les composantes 
de Λ aux coefficients de Shield par la formule :  
 

n
mnqpmqpA Λε=

où l’antisymétrie par rapport aux deux premiers indices devient explicite. Les dérivées 
partielles de la rotation R sont donc de la forme : 
 

.R

RA
X
R

k
j

jqn
mnqp

k
j

jq
mqpm

k
p

δΛε=

δ=
∂
∂

Lorsque m prend successivement les valeurs 1, 2, 3, la relation précédente met en évidence 
trois vecteurs de composantes n

3
n
2

n
1 ,, ΛΛΛ . Ce sont ces trois vecteurs que Darboux avait 

introduits initialement [DAR 1] en les interprétant comme trois « vecteurs rotations 
instantanées » associés aux trois « temps » 321 X,X,X .  
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3- Expression des coefficients de Christoffel en fonction de Λ et U 

Les coefficients de Christoffel [WEI 1], [POS 1] se définissent lorsque l’on dérive 

partiellement les composantes i

q

X
x

∂
∂ du gradient de x :  

 

p

q
p

imi

q

m X
x)

X
x(

X ∂
∂

Γ=
∂
∂

∂
∂ .

Reprenons cette dérivation en utilisant la décomposition polaire du gradient. Les dérivées 
secondes  
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doivent être identifiées avec 
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Après élimination du terme q
kR , la comparaison des deux expressions aboutit au système 

linéaire  
 

j
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k
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im U
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UU Λδε+
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=Γ �
� .

qui permet de calculer les coefficients de Christoffel en fonction des composantes de U et Λ .

Remarque 3.1 L’expression habituelle des coefficients de Christoffel en fonction de la 
métrique et de ses dérivées va donc être remplacée par une expression en fonction de U et de 
ses dérivées. L’utilisation de la racine carrée se substitue à celle de la métrique. 

4-Tenseur de torsion T 

Considérons le tenseur de torsion T de composantes  
 

q
mi

q
im

q
imT Γ−Γ=

dont la nullité traduira la symétrie éventuelle des coefficients de Christoffel relativement aux 
deux indices inférieurs. D’après le résultat du paragraphe précédent : 
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En multipliant les deux membres de cette relation par les composantes q
k

1)U( − de l’inverse de 
U et en sommant sur k, le tenseur de torsion T apparaît sous la forme suivante : 
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Il est maintenant intéressant d’établir les liens qui unissent le tenseur de torsion T aux 
groupements matriciels que nous avons privilégiés lors de l’établissement des conditions de 
compatibilité tridimensionnelles du chapitre 1. 

4-1 Transformation du terme )UU( j
m

n
i

j
i

n
mnj Λ−Λε �

Commençons par étudier un produit mixte où interviennent linéairementΛ et U. Soient V, W, 
Z, trois vecteurs arbitraires, considérons les produits mixtes 

 
�

�
�

� ZWVUZWUV)Z,UW,V( imj
i

n
mjn

ij
i

mn
mjn Λε=Λε=Λ .

�
�

�
� ZWVUZWVU)Z,W,UV( imj

m
n
ijn

in
i

mj
mnj Λε−=Λε=Λ .

La somme de ces deux produits mixtes fait apparaître le terme que nous souhaitions évaluer : 
 

�
� ZWV)UU()Z,W,UV()Z,UW,V( imj

m
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n
mjn Λ−Λε=Λ+Λ (4.1.1) 

 
En nous reportant à la définition de la trace énoncée dans l’Annexe A, et en n’oubliant pas 
que U est inversible (en particulier que UAdjU)détU( 1 =− ), nous pouvons transformer la 
somme des deux produits mixtes en 
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(4.1.2) 

 
L’identification des formes trilinéaires (4.1.1) et (4.1.2) de V, W, Z nous permet de conclure à 
l’expression suivante : 
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4-2 Interprétation du terme i

k
m

m

k
i

X
U

X
U

∂
∂

−
∂
∂

Dans un premier temps, rappelons l’expression indicielle du rotationnel d’un vecteur. Soit V 
un champ de vecteurs dépendant de X, l’Annexe B définit le rotationnel de V par : 
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X
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où W désigne un vecteur constant. 

D’une part, les composantes de la transposée de 
X
V
∂
∂ sont 
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D’autre part, les composantes du produit vectoriel W)rotV( ∧ peuvent se découvrir en 
effectuant le produit scalaire avec un vecteur Z. La considération du produit mixte : 
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permet d’obtenir : 
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Les relations (4.2.1), (4.2.2), (4.2.3) nous amènent à l’expression suivante, satisfaite par les 
composantes du rotationnel d’un champ de vecteurs :  
 

i

h
hm

m
ij

imj X
)V(

X
)V(

)rotV(
∂
δ∂

−
∂
δ∂

=ε
�

� .

Appliquons cette formule au cas particulier WUV T= où W est un vecteur constant. Les 
composantes contravariantes de V s’écrivent en fonction des composantes de U : 
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si bien que :  
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En généralisant l’opérateur rotationnel aux applications linéaires L par la définition de 
l’Annexe B : 

 
(Rot L)W=rot (LW) 

 
où W est un vecteur constant. Nous pouvons conclure, en éliminant W : 
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4-3 Expression du tenseur de torsion T 

L’expression du tenseur de torsion s’obtient en regroupant les résultats établis aux 
paragraphes 4-1 et 4-2 
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Nous reconnaissons ici le terme noté TE au paragraphe 9 du chapitre 1  
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Les propriétés de transposition permettent de remplacer le terme q
k

1kp )U( −δ par p
k

T1kq ))U(( −δ .
La factorisation  
 

q
k

1kj
imj

j
k

T1kq
imj

q
mi )EU(])EU[(T −− δε=δε= (4.3.1) 

 
se met alors en évidence. 
Mais le symbole de Levi-Civita imjε n’est pas un tenseur, faisons plutôt intervenir le tenseur η
de composantes imjimj )détU( ε=η . Nous obtenons 
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q
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)détU(
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Ce résultat est particulièrement intéressant : 
 

- d’une part, il met en évidence la propriété tensorielle suivante  
 

2)détU(
E)AdjU(

est un tenseur une fois contravariant et une fois covariant, 
 

- d’autre part, il montre, qu’en dimension 3, le tenseur T d’ordre trois peut être 

raisonnablement remplacé par le tenseur d’ordre deux 2)détU(
E)AdjU( , d’utilisation plus aisée. 
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4-4 Efficacité de la méthode proposée au chapitre 1 pour exprimer la nullité de la 
torsion 

Lors de la caractérisation de la symétrie des dérivées partielles secondes de x (paragraphes 4-
2 et 9 du chapitre 1), le résultat suivant a été mis en évidence : 
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Cette relation peut se décliner sous la forme indicielle : 
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Or, le calcul des dérivées secondes de x concerne directement les coefficients de Christoffel 
k
jiΓ et le tenseur de torsion T 
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Il suffit alors d’une identification des deux expressions pour obtenir le tenseur de torsion  
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expression qui se transforme en multipliant les deux membres de la relation par l’inverse de U 
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qui n’est autre que la formule (4.3.1). 
 
Au chapitre 1, la recherche des conditions d’intégrabilité du système aux dérivées partielles 

du premier ordre RU
X
x
=

∂
∂ nous a amené à imposer la symétrie des dérivées secondes de x et 

donc à imposer E = 0, ce qui équivaut à la nullité du tenseur de torsion T.  
 

Remarque 4.1 : Si le tenseur de torsion est nul, les coefficients de Christoffel admettent une 
symétrie par rapport aux deux indices inférieurs 
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et se calculent en fonction de la métrique et de ses dérivées [WEI 1] 

 

)
X
g

X
g

X
g

(g
2
1

j
im

i
mj

m
jiqjq

im ∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

=Γ .



5- Tenseur de courbure K  

 63

Par la méthode de Darboux, la nullité de la torsion permet de calculer Λ en fonction de U et 
)U(Rot T :

]U
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détU

1 T
T −=Λ .

Les coefficients de Christoffel �
kjΓ sont issus de la décomposition linéaire des variations de 

X
x

∂
∂ qui ne satisfait aucune propriété algébrique. Les coefficients de Λ sont issus de la 

décomposition linéaire des variations de R dont les coefficients satisfont l’identité algébrique 
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Les coefficients k
jU de la racine carrée U de la métrique peuvent s’interpréter comme les 

coefficients d’une matrice de passage entre une « base orthonormée » constituée des trois 
colonnes de la rotation R et « une base quelconque » constituée des trois colonnes du 
gradient de x. On peut s’attendre à ce que les calculs se déroulent plus efficacement dans la 
« base orthonormée » que dans « la base quelconque ». 
 
Nous réalisons mieux combien l’utilisation des coefficients de Christoffel peut être délicate et 
combien l’utilisation de Λ peut être source d’ouverture lors de la résolution effective de 
certains problèmes géométriques. 

5- Tenseur de courbure K 

5-1 Expression du tenseur de courbure par la méthode de Darboux 

Comme en mécanique des milieux continus notons F le gradient 
X
x

∂
∂ et décomposons le en 

produit RU. Le tenseur de courbure K (une fois contravariant et 3 fois covariants) se définit 
lorsque l’on exprime les différences croisées des dérivées secondes partielles de F : 
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Pour préparer le calcul de K, effectuons les dérivées premières  
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puis secondes de F 
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Échangeons les indices met� ,
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et effectuons la différence 
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.

Nous constatons que cette différence se simplifie énormément puisque les termes produits de 
dérivées premières de R et de U disparaissent 2 à 2 et que les dérivées secondes croisées de U 
sont symétriques. Finalement : 
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= ��� (5.1.1) 

 
Reste à calculer les différences croisées des dérivées partielles secondes de R. Nous pouvons 
d’ores et déjà prévoir que le tenseur de courbure ne concerne que Λ et ses dérivées. 

5-2 Expression des différences des dérivées partielles secondes croisées de R en fonction 
de Λ et de ses dérivées 

Nous avons déjà établi au paragraphe 2 que  
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Dérivons une seconde fois cette expression 
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Échangeons les indices met� , puis effectuons la différence des dérivées secondes croisées 
ainsi obtenues : 
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Au cours des développements précédents, nous avons déjà traité un terme du genre 

)
XX

(
p
m

m

p

�
�

∂
Λ∂

−
∂
Λ∂ où U figurait à la place deΛ . Il introduisait alors le rotationnel de TU . Pour les 

mêmes raisons 
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Nous réservons la simplification du terme )( qp
m

q
m

p
�� ΛΛ−ΛΛ au paragraphe qui suit. 

5-3 Expression de )( qp
m

q
m

p
�� ΛΛ−ΛΛ en fonction de l’adjuguée de Λ

D’une certaine façon, les produits de la forme q
m

pΛΛ� mettent en jeu l’adjuguée deΛ .
Revenons sur la définition de l’adjuguée en partant du produit mixte. Si V, W, Z sont trois 
vecteurs constants, alors : 

 
)Z)Adj(,W,V()Z,W,V( Λ=ΛΛ .

En oubliant le vecteur Z, nous obtenons : 
 

)WV()Adj()W()V( T ∧Λ=Λ∧Λ .

Les composantes contravariantes des deux membres de cette identité vectorielle sont : 
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Après identification de ces deux composantes et simplification par mWV� , il vient : 
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ou encore 
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Multiplions les deux membres de l’égalité par ksiε
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Le premier membre se transforme en 
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Ainsi en changeant l’indice i en p et l’indice s en q 
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Dans la formule (5.2.1), il nous reste à simplifier, le terme  
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En remarquant que qpk
qrs εε vaut k

r
p
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p
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k
s δδ−δδ , nous obtenons la factorisation  
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où l’on a changé l’indice de sommation t en r et où l’on a fait disparaître le terme en p
ipε qui 

est nul. 
 

5-4 Expression du tenseur de courbure K 
 
Rassemblons tout d’abord les deux résultats acquis aux paragraphes précédents, afin de 
préciser l’écart entre les dérivées secondes croisées de la rotation : 
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Nous pouvons constater que, dans cette dernière expression, les deux termes de la somme ont 
en commun les produits de symboles de Levi-Civita et les produits de symboles de 
Kronecker. En remarquant que les indices muets de sommation qui se correspondent sont : 
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p et h, j et p, q et s, 
 

le groupement Λ+Λ Adj)(Rot T apparaît  
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Ainsi, en reprenant la relation (5.1.1) et en faisant disparaitre les composantes k
nR de la 

rotation de part et d’autre de l’égalité, le tenseur de courbure K est tel que : 
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Si l’on cherche à faire apparaitre une version complètement covariante du tenseur de courbure 
K, c'est-à-dire avec les quatre indices de K en position basse, il suffit pour cela de faire 
apparaître la métrique à gauche de l’expression précédente en multipliant par k

tnk Uδ .
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A droite de l’égalité on reconnait, un produit de composantes de U qui met en évidence 
l’adjuguée de U :  
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Ainsi, le tenseur de courbure K s’écrit : 
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Nous constatons la présence du groupement TT ]Adj)(Rot[ Λ+Λ dans l’expression de K, c’est 
ce que l’on a noté B au paragraphe 9 du chapitre 1, ainsi : 
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D’où, la forme complètement covariante du tenseur de courbure : 
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où l’on a remplacé la transposée T)AdjU( par Cof U (Annexe A, définition 6). 
 
Il est bien connu que le tenseur de courbure K n’a que six composantes indépendantes. Nous 
reviendrons au paragraphe 7 sur les propriétés d’antisymétrie et de symétrie de K qui mènent 
à cette conclusion. 
 
Remarque 5.1 : Si le tenseur de courbure est nul, c'est-à-dire si les dérivées secondes de F 
sont symétriques, alors les coefficients de Christoffel et leurs dérivées partielles satisfont :  
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tandis que la nullité de la courbure se traduit, dans le cadre de la méthode de Darboux, par 
la formule (4.1.3) du chapitre 1 : 
 

0Adj)(Rot T =Λ+Λ
ou bien 

0)(Cof)(Rot TT =Λ+Λ .

6- Comparaison de la méthode de Christoffel avec la méthode de Darboux  

 
Examinons le déroulement des différentes étapes associées aux points de vue de Christoffel et 
de Darboux pour résoudre un système aux dérivées partielles du type 
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dans le contexte de la mécanique des milieux continus. 

6-1 Méthode de Christoffel 

Elle consiste à poser 

F
X
x
=

∂
∂

1ère étape 
Calculer les coefficients de Christoffel q

imΓ à l’aide des coefficients de la métrique FFg T= .
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−
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2ème étape  
Vérifier que le tenseur de courbure est bien nul 
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3ème étape  
Trouver F en intégrant les équations aux dérivées partielles linéaires du premier ordre :  

 
q
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q
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X
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Γ=
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4ème étape  
Intégrer les équations aux dérivées partielles du premier ordre : 

 
q
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q

F
X
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=
∂
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Pour cette méthode, que nous nommons méthode de Christoffel, la difficulté se situe, dans le 
peu de maniabilité des coefficients de Christoffel p

imΓ et des composantes du tenseur de 

courbure mthK � . Le point délicat réside surtout dans l’intégration de l’étape 3. 

6-2 Méthode de Darboux  

Elle consiste à trouver une solution algébrique U de  
 

jijK
k
i gUU =δ �
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et à poser 

RU
X
x
=
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en introduisant une rotation inconnue R. 
 
1ère étape 
Calculer la matrice Λ à l’aide de la formule  

 

]U
2

))U(URot(trU))U(Rot(U[
détU

1 T
T −=Λ .

2ème étape  
Vérifier que la courbure est bien nulle  
 

0Adj)(Rot T =Λ+Λ .

3ème étape  
Trouver la rotation R en intégrant les équations aux dérivées partielles  
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q
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q
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Λδε=
∂
∂ en notation indicielle 

ou 
)dX(RjdR Λ= en notation matricielle. 

 
4ème étape  
Intégrer les équations aux dérivées partielles : 
 

q
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q

)UR(
X
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=
∂
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.

Les opérations développées dans les deux méthodes sont voisines en apparence, mais 
l’avantage incontesté de la méthode de Darboux est de gérer seulement des matrices Λ et 

)(Rot TΛ et de proposer à la 3ème étape une intégration facilitée par le fait que R est a priori 
une rotation. 
 
Exercice pour les « mordus » de Christoffel : 
Résoudre par cette méthode le problème des similitudes infinitésimales traité au paragraphe 8 
du chapitre 1.  
Bon courage ! 

7- Symétrie et antisymétries du tenseur de courbure K 

La formule  
 

q
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q
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Tsk
kthqmmth )UCofB(])B)AdjU[((K δεε=δεε= ��� . (5.4.1) 

 
exprime le tenseur de courbure K en fonction de B)AdjU( . En dimension 3, il n’y a donc pas 
plus de 9 coefficients indépendants parmi les 81 coefficients de ce tenseur d’ordre 4. 
La chute de 81 à 9 est une conséquence des antisymétries de mthK � par rapport aux deux 
premiers indices et aux deux derniers indices  
 

mthmht KK �� −=

mthmth KK �� −=

qui proviennent respectivement des antisymétries des symboles de Levi-Civita kthε et 

qm �ε présents dans la formule (5.4.1). Il existe une symétrie supplémentaire entre le groupe 
)t,h( des deux premiers indices et le groupe )m,(� des deux derniers indices  

 
mththm KK �� =

En effet, la première identité de Bianchi de l’Annexe C implique la symétrie de TBU . Cette 
symétrie équivaut à celle de B)AdjU( :
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B)AdjU()AdjU(B TT = ⇔ BU)U(B 1T1T −− = ⇔ TT BUUB = .

La symétrie de B)AdjU( s’exprime en composantes par 
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En remplaçant dans (5.4.1) on trouve 
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et l’on reconnait thmK� .

Remarque 7.1 : Le tenseur de courbure K d’ordre 4 possède seulement 6 composantes 
significatives, qui sont les coefficients de la matrice 33× symétrique (AdjU)B. Une opération 
de contraction imaginée par Ricci sur le 2ème indice contravariant et le 3ème covariant du 
tenseur K permet d’extraire un tenseur d’ordre 2 appelé maintenant tenseur de Ricci. Quelle 
est la relation entre le tenseur de Ricci et la matrice (AdjU)B ? Nous abordons cette question 
au paragraphe suivant. 

8- Tenseur de Ricci et Tenseur d’Einstein  

Considérons donc la version deux fois covariantes du tenseur de Ricci R
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Le symbole de Levi-Civita n’est pas un tenseur, préférons lui le tenseur trois fois covariant 
associé au produit mixte  
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La version mixte une fois covariante et une fois contravariante du tenseur de Ricci se calcule 
par : 
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Dans cette dernière expression de j
mR , remplaçons le produit contracté �
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Le résultat pressenti est confirmé : le tenseur de Ricci dans sa version mixte ne dépend que du 
groupe UBT , qui acquiert ici le statut de tenseur 
 

j
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TT1j
m )]UB(I)UB(tr[()détU( −= −R

En dimension 3, le tenseur d’Einstein S est obtenu à partir du tenseur de Ricci en lui 
retranchant la moitié de sa trace, c'est-à-dire : 
 

)UB(tr)détU(
2
1 T1j
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Ses composantes prennent donc la forme 
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m
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j
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Cette expression du tenseur d’Einstein S met clairement en avant le grand avantage de la 

méthode que nous avons développée à partir de l’idée de Darboux. La matrice
détU

UBT

est un 

tenseur mixte, ce résultat établit complètement la légitimité de notre démarche, le calcul de la 
matrice B est une alternative au calcul de la courbure et offre une ouverture nouvelle à la 
résolution des problèmes posés en géométrie riemannienne. 
 

9- Tenseur d’Einstein de la 3-sphère (S3)

En guise d’exemple, et en préparation du chapitre 3, nous allons nous intéresser à la sphère de 
rayon ρ plongée dans 4R . Cette 3-sphère sera paramétrée en coordonnées stéréographiques 
[SOUR 1]. 
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9-1 Métrique de la 3-sphère 

La sphère de rayon ρ de 4R peut se paramétrer en constituant un atlas de 2 cartes. Nous 
noterons y un point de la sphère de coordonnées )y,y,y,y( 4321 et )x,x,x( 321 les coordonnées 
stéréographiques. Les relations liant les coordonnées de y à ces paramètres s’écrivent : 

232221

1
1

)x()x()x(1
x2y

+++
ρ

=

232221

2
2

)x()x()x(1
x2y

+++
ρ

=

232221

3
3

)x()x()x(1
x2y

+++
ρ

=

)1
)x()x()x(1

2(y 232221
4 −

+++
ρ±= .

Il est facile de vérifier que : 
 

224232221 )y()y()y()y( ρ=+++ .

La 3-sphère de rayon ρ hérite de la métrique euclidienne de R4 par identification des 
« éléments d’arc » :  
 

242322212 )dy()dy()dy()dy(ds +++=

et  
ji

ji
2 dxdxgds = .

Calculons les coefficients jig de la métrique de la 3-sphère, pour cela posons : 
 

232221 )x()x()x(1 +++=λ .

Pour i variant de 1 à 3, il vient : 
 

λ
λ
ρ

−
λ
ρ

= dx2dx2dy 2

ii
i ,

l’indice i = 4 étant à part, 
 

)d2(dy 2
4 λ

λ
ρ

−±= .

Sachant que : 



Chapitre 2 - COMPARAISON ENTRE LA MÉTHODE DE CHRISTOFFEL ET LA MÉTHODE DE DARBOUX – 
NATURE TENSORIELLE DES OBJETS PRÉSENTÉS AU CHAPITRE 1 

 74

)dxx(2d ii=λ

il suffit maintenant de regrouper les résultats précédents pour découvrir l’expression de 
l’élément d’arc : 
 

].d)d(1)d(1)dx()dx()dx[(4

]d)dxx(2)d](1)x()x()x[(1)dx()dx()dx[(4ds

2
2

232221
2

2

ii
2232221

2
232221

2

2
2

λλ
λ

−λλ
λ

+++
λ
ρ

=

λ
λ

−λ+++
λ

+++
λ
ρ

=

D’où, finalement : 
 

])dx()dx()dx[(4ds 232221
2

2
2 ++

λ
ρ

= .

Nous avons ainsi déterminé les coefficients de la métrique de la 3-sphère en coordonnées 
stéréographiques : 
 

2232221

2

332211 ])x()x()x(1[
4ggg

+++
ρ

=== et   0gggggg 133221312312 ====== .

Les coefficients de la métrique obtenue sont donc : 
 

ji2232221

2

ji ])x()x()x(1[
4g δ

+++
ρ

=

On peut en prendre la racine carrée U symétrique et positive, elle est unique. 

I
)x()x()x(1

2U 2
3

2
2

2
1 +++

ρ
= ou   i

j
i
j

2U δ
λ
ρ

= .

9-2 Tenseur de courbure et tenseur d’Einstein de la 3-sphère  

Reprenons le problème dans le contexte de la mécanique des milieux continus avec les 
notations du chapitre 1. Les coordonnées stéréographiques 321 x,x,x avec lesquelles nous 
avons paramétré la 3-sphère peuvent être regardées comme les coordonnées de Lagrange 

321 X,X,X d’un milieu continu. Si on essaie d’intégrer le système aux dérivées partielles  
 

ji2232221

2

jki

k

])X()X()X(1[
4

X
x

X
x

δ
+++

ρ
=

∂
∂

δ
∂
∂ �

�

on peut s’attendre à une obstruction : La courbure ne va pas être nulle. 
 
Conservons l’hypothèse de la nullité de la torsion qui permet d’appliquer la formule : 
 

]U)RotU(U(tr
2
1U)RotU(U[

détU
1

−=Λ
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Les calculs qui se présentent alors sont similaires à ceux que nous avons développés au 
chapitre 1 pour le cas d’un tenseur de déformation de Green Lagrange droit sphérique. La 
fonction notée ρ(X) au paragraphe 8 du chapitre 1 est ici remplacée par : 
 

λ
ρ

=
+++

ρ
=

2
)x()x()x(1

2)x(f 232221

avec ρ constant. Il vient, en s’appuyant sur les formules établies dans l’annexe B et en 
remplaçant X par x : 
 

)x4(jRotU 2λ
ρ−

=

)x8(j)x4(j2URotU 3

2

2 λ
ρ

−=
λ
ρ−

λ
ρ

=

0]URotU[tr =

)x2(j)x8(j2
8

U)RotU(U
détU

1
3

2

2

3

λ
−=

λ
ρ

−
λ
ρ

ρ
λ

==Λ

.xx4I)144(

I]x46[)]2(grad[xI2

I)x2(div)x2(
x

)x2(jRot)(Rot

T
22

2
2

T

T

⊗
λ

−
λ
−λ

+
λ

−=

λ
−

λ
−

λ
⊗−

λ
=

λ
−

λ∂
∂

=
ρ

=Λ

Ainsi, le rotationnel de ΛT s’écrit : 
 

T
22

T xx4I4)(Rot ⊗
λ

−
λ

−=Λ

L’adjuguée de Λ est celle d’une application antisymétrique (Annexe A) : 
 

T
2 xx4)]x2(j[AdjAdj ⊗
λ

=
λ
−

=Λ

Comme nous l’avions pressenti la mesure de la courbure,  
 

Λ+Λ= Adj)(RotB TT

n’est pas nulle dans la situation présente 
 

I4B 2
T

λ
−=
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soit encore, en réintroduisant la valeur de λ :

I
])x()x()x(1[

4B 2232221
T

+++
−= .

Le tenseur de Ricci  
 

)]UB(I)UB(tr[()détU( TT1 −= −R

est constant, et sphérique : 
 

I2
2ρ

−=R .

Le tenseur d’Einstein  
 

UB
Udét

1 T−=S

est aussi constant et sphérique :  
 

I1
2ρ

=S .

10- Conclusion  

Les différents points développés au cours de ce chapitre sont intéressants à divers titres.  
 
Il a permis, en dimension 3, de situer, dans le cadre de la géométrie riemannienne, la méthode 
d’intégration du système d’équations aux dérivées partielles préconisée au chapitre 1. Après 
avoir montré sa faisabilité par rapport à celle qui met en jeu les coefficients de Christoffel, 
nous avons dégagé la nature des deux objets E et B présentés comme des matrices au 
paragraphe 9 du chapitre 1, ces deux matrices ont acquis une nature tensorielle : 

- la matrice 2)détU(
E)AdjU( acquiert le statut de tenseur mixte d’ordre 2 et remplace 

avantageusement le tenseur de torsion T d’ordre 3. 
 

- la matrice 2)détU(
B)AdjU( acquiert le statut de tenseur mixte d’ordre 2 et remplace 

avantageusement le tenseur de courbure K d’ordre 4. 
 

- la matrice 
détU

UBT

acquiert le statut de tenseur mixte d’ordre 2 et remplace 

avantageusement le tenseur de Ricci  
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)]UB(I)UB(tr[()détU( TT1 −= −R

et le tenseur d’Einstein : 
 

détU
)UB( T

−=S .

Le tenseur 
détU

UBT

candidate ainsi à mesurer la courbure de l’espace. 

 
N’oublions pas que cette méthode, que nous avons baptisée méthode de Darboux, s’est 
montrée efficace essentiellement grâce à l’idée d’origine : 
 

Factoriser les coefficients jig de la métrique g en �
� jk

k
i UU δ où la « racine carrée » U 

n’est pas nécessairement choisie symétrique. 
 

Nous devrons poursuivre cette décomposition lors d’extensions futures. Nous avons déjà 
abordé cet aspect au paragraphe 9 par la recherche du tenseur d’Einstein de la 3-sphère 
plongée dans 4R . Pour passer d’un espace vectoriel euclidien de dimension 3 à une variété 
riemannienne de dimension 3, une piste à suivre est de  

 
- conserver la notion de métrique,  
 
- conserver la nullité de la torsion en exprimant Λ en fonction de U par la formule 

 

]U))U(Rot(U(tr
2
1U))U(Rot(U[

détU
1 TT −=Λ ,

- renoncer à la rotation R 
 
- renoncer à la nullité de la courbure et la mesurer par la matrice  

 
TT )Adj)(Rot(B Λ+Λ=

ou bien par le tenseur 
détU

UBT

.

Le chapitre 3 suivant est consacré à l’étude des variétés riemanniennes dont le tenseur 
d’Einstein est le même que celui de la 3-sphère. 
Le chapitre 4 sera pour sa part consacré à l’étude de surfaces plongées dans 3R en adaptant la 
méthode de Darboux [CIA 14]. 
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Chapitre 3  

ETUDE DES VARIÉTÉS RIEMANNIENNES DE DIMENSION 3 DE 
MÊME COURBURE QUE LA SPHÈRE 

1- Introduction 

Le paragraphe 9 du chapitre 2 nous a amené à étudier la 3-sphère. Afin d’analyser ce que l’on 
peut expérimenter sur les variétés riemanniennes 3D dans l’esprit de la méthode de Darboux, 
nous allons tenter de répondre à la question suivante : 
 

Quelle sont les variétés riemanniennes de dimension 3 qui ont le même tenseur de 
courbure que la 3-sphère ? 

C’est une question préalable à une question plus générale de Poincaré [POI 1] : 
 

Est-ce que toutes les variétés compactes simplement connexes sont homéomorphes à des 
sphères ? 
 
Il se trouve que la dimension de la variété pour laquelle la réponse est la plus difficile à mettre 
en œuvre en géométrie non riemannienne est la dimension 3. 
 
La réponse à la conjecture de Poincaré en dimension 3 a été prouvée récemment par G. 
Perelman [PER 1], [PER 2], [PER 3] en se basant sur la technique des flots de Ricci. Cette 
technique imaginée par R. S. Hamilton vient de « l’analyse » par la théorie des équations 
différentielles [HAM 1, 2]. Elle consiste à munir la variété d’une métrique arbitraire et à faire 
évoluer cette métrique vers celle de la sphère par le flot des solutions d’une équation 
différentielle. Sur la conjecture de Poincaré, citons aussi les articles suivants : [AND 1], 
[CAO 1, 2], [CHO 1], [MIL 1]. 
 
Dans le cadre plus restreint d’une variété riemannienne 3D, notre hypothèse de départ revient 
à supposer le tenseur d’Einstein identique à celui de la 3-sphère de rayonρ (chapitre 2, 
paragraphe 9) : 
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j
m2

j
m

1S δ
ρ

= .

Nous espérons que cette application de la méthode de Darboux pourra contribuer dans un 
avenir plus ou moins proche à une démonstration plus « géométrique » de la conjecture de 
Poincaré. 

2- Formulation de l’hypothèse sur la courbure  

Soit V une variété riemannienne 3D. Notons )X,X,X( 321 un paramétrage de V et jig les 
coefficients de la métrique dans ces paramètres.  
 
Soit U une solution de  
 

jij
k
ik gUU =δ �

� .

En accord avec l’hypothèse de nullité de la torsion toujours admise en géométrie 
riemannienne, nous pouvons introduire la matrice Λ solution du système linéaire  
 

0]UI)U(tr)[U(détU)U(RotE 111TT =Λ−Λ+= −−− . (2.1) 
 
Nous en avons déjà extrait l’expression de Λ en fonction de U et de ses dérivées (chapitre 1, 
paragraphe 4-3) : 
 

)]U))U(Rot(U(tr
2
1U)U(RotU[

détU
1 TT −=Λ . (2.2) 

 
La version mixte du tenseur d’Einstein se calcule facilement à partir de la matrice 

Λ+Λ= AdjRotB TT (chapitre 2, paragraphe 8) : 
 

UB
Udét

1 T−=S .

Notre hypothèse de départ sur la courbure est donc : 
 

I1
Udét
UB

2

T

ρ
=− .

Elle est équivalente à : 

I)Udét(UBT

ρ
=

ρ
−

ou encore à : 

ρ
−=

UAdjBT .
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En résumé, nous cherchons donc les métriques g qui satisfont la condition sur la courbure 
 

0UAdjAdj)(Rot T =
ρ

+Λ+Λ (2.3) 

 
où U est une « racine carrée » de la métrique et Λ la solution (2.2) de la condition (2.1) de 
nullité de la torsion. 

3- Application de la méthode de Darboux au cas où, en plus de la condition 
sur la courbure, la métrique est supposée sphérique 

Supposons, en plus de la condition (2.3) sur la courbure, que les composantes de la métrique 
soient de la forme sphérique 

 

ji2

2

ji
4g δ
λ
ρ

=

où λ est une fonction scalaire strictement positive des paramètres )X,X,X( 321 .

Afin d’expérimenter la faisabilité de la méthode de Darboux, essayons de vérifier, dans ce cas 
particulier, que la variété est bien une 3-sphère. 
 
La racine carrée U choisie symétrique et défini-positive de g est : 
 

I2U
λ
ρ

= .

Cette racine carrée doit satisfaire à la condition de nullité de la torsion :  
 

]U))RotU(U(tr
2
1U)U(RotU[

détU
1 TT −=Λ

et à la condition sur la courbure :  
 

0UAdj)(RotAdj T =
ρ

+Λ+Λ
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3-1 Construction de Λ et satisfaction de la condition sur la courbure 

Les calculs se déroulent de la façon suivante : 
 

)grad(j2URot λ
λ
ρ

−=

)grad(j4RotUU 3

2

λ
λ
ρ

−= .

Cette dernière matrice étant antisymétrique, sa trace est nulle, et l’expression de Λ se réduit 
à :

U)URot(U
détU

1
=Λ

soit 

))(lngrad(j)grad(j1
λ−=λ

λ
−=Λ

Examinons maintenant ce qu’implique la condition sur la courbure 
 

0UAdj)(RotAdj T =
ρ

+Λ+Λ

pour la fonction λ . Il vient : 
 

I4)U(Adj 2λ
=

ρ
, T

2 )grad()grad(1Adj λ⊗λ
λ

=Λ

I]grad1I)(1[))grad()grad(1)grad(
X

1

I)(ln))grad()grad(1)grad(
X

1

I)(ln))(lngrad(
X

)(Rot

2
2

T
2

T
2

T

λ
λ

+λ∆
λ

−λ⊗λ
λ

−λ
∂
∂

λ
=

λ∆−λ⊗λ
λ

−λ
∂
∂

λ
=

λ∆−λ
∂
∂

=Λ

où l’on a utilisé les notations∆ , , ⊗ , pour représenter respectivement le Laplacien, la 
norme euclidienne et le produit tensoriel associés à la métrique.  
 
Satisfaire la condition de courbure revient alors à imposer à la fonction λ de satisfaire 
l’équation aux dérivées partielles du second ordre : 
 

0]I)grad4()grad(
X

[1 2
2 =λ∆λ−λ++λ

∂
∂

λ
λ

.
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Multiplions par 2λ et posons λ= gradV , l’équation devient : 
 

0I)VdivV4(
X
V 2 =λ−++
∂
∂

λ . (3.1.1) 

 
En prendre la trace nous permet d’établir un lien entre la divergence de V et le carré de la 
norme de V 

 divV
3
24V 2 λ=+ (3.1.2) 

 
ce qui nous incite à remplacer 2V dans l’équation (3.1.1) et à transformer cette équation aux 
dérivées partielles non linéaire en l’équation aux dérivées partielles linéaire : 
 

I)divV(
3
1

X
V
=

∂
∂

(3.1.3) 

 
La résolution de l’équation est maintenant relativement simple. Le gradient de V est 
sphérique, il est donc en particulier symétrique. L’identité  

 

0)
X
V(Rot T =
∂
∂

implique 
0]I)divV[(Rot =

soit encore, en se référant à la propriété B-5-5 de l’Annexe B : 
 

0))divV(grad(j = .

La divergence de V est donc constante. Posons  
 

c6divV = .

La constante c est strictement positive à cause de (3.1.2). L’équation aux dérivées partielles 
(3.1.3) se transforme en : 
 

cI2
X
V
=

∂
∂

ce qui permet d’affirmer que V est de la forme : 
 

)HX(c2V +=

où H désigne un vecteur constant. 
 
Maintenant que le champ de vecteur V est déterminé, nous pouvons remonter à la forme de la 
fonction λ . L’intégration de λ= gradV conduit à une forme quadratique pour la fonction λ
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0c]X,H2X,X[c)X( +〉〈+〉〈=λ

où l’on a noté 〉〈 , le produit scalaire euclidien associé à la métrique jiδ et c0 une constante. 
Mais cette forme de la fonction λ assure seulement que le champ de vecteurs V est solution du 
système aux dérivées partielles : 
 

I)divV(
3
1

X
V
=

∂
∂ .

Il ne faut pas oublier la relation (3.1.2) qui devient : 
 

c44V 2 λ=+

et implique : 
2HXc

c
1

++=λ .

Cette dernière expression de λ détermine la valeur de la constante 0c :

2
0 )H4(

c4
1c += .

La fonction λ, satisfaisant à la condition de nullité de la torsion et à la condition sur la 
courbure, prend donc la forme suivante : 
 

))HXc1(
c
1)X( 22 ++=λ

où H est un vecteur constant et c un scalaire constant. 

3-2 Changement de paramètres  

Préférons aux paramètres 321 X,X,X , les paramètres 321 x,x,x définis par la relation 
 

)HX(cx += .

L’expression de la fonction λ devient : 
 

)x,x1(
c
1)x( 〉〈+=λ .

Dans les nouveaux paramètres 321 x,x,x , les nouveaux coefficients jig′ de la métrique sont tels 
que :  
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ji2

2

jiji
2 4ggc δ

λ
ρ

==′ .

Ainsi : 

ji2

2

ji2

2

ji )x,x1(
4

)c(
4g δ

〉〈+
ρ

=δ
λ
ρ

=′

et l’on reconnaît la métrique de la 3-sphère de rayon ρ paramétrée par les coordonnées 
stéréographiques. 
 

4- Association d’une rotation à un changement de paramètres  

Soit 321 x,x,x un autre paramétrage de V. Avec ces nouveaux paramètres, les nouveaux 
coefficients jig′ de la métrique sont liés aux anciens par la formule : 

 ijji

k

k g
X
x

X
xg =

∂
∂

∂
∂′

�

� (4.1) 

 
Comme nous l’avons fait pour les coefficients jig nous pouvons aussi trouver une solution U′

de : 
 

nm
kmnk UUg �� ′′δ=′ (4.2) 
 

En insérant les définitions de U et U′dans l’identité (4.1), nous obtenons  
 

n
j

m
imnj

n
i

k
m

kmn UU)
X
xU)(

X
xU( δ=

∂
∂′

∂
∂′δ

�

�

que l’on peut aussi écrire en utilisant la notation du produit matriciel : 
 

n
j

m
inm

n
j

m
inm UU)

X
xU()

X
xU( δ=

∂
∂′

∂
∂′δ

ou bien encore, puisque U est inversible :  
 

ji
n
j

1m
i

1
nm )U

X
xU()U

X
xU( δ=

∂
∂′

∂
∂′δ −− .

Ainsi le produit )U
X
xU( 1−

∂
∂′ correspond à une rotation Ω et  

 

U
X
xU Ω=

∂
∂′
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Puisque Ω est une rotation, il existe un champ d’applications linéaires A telle que : 
 

)AdX(jd Ω=Ω .

N’oublions pas que la condition d’intégrabilité de cette équation aux dérivées partielles est : 
 

0AdjA)A(Rot T =+ .

5- Transformation du problème en une condition de compatibilité d’un 
système aux dérivées partielles 

Soit V une variété riemannienne de dimension 3 dont on connait les coefficients jig de la 

métrique dans un paramétrage 321 X,X,X . Savoir si cette variété est une 3-sphère revient à 
savoir s’il existe un changement de paramétrage tel que, dans les nouveaux 
paramètres 321 x,x,x , les nouveaux coefficients jig′ de la métrique soient ceux d’une sphère en 
coordonnées stéréographiques. Notons U et U′des solutions inversibles de  
 

jijk
k
i gUU =δ �

�

jijk
k

i gUU ′=′δ′ �
� .

Nous avons vu qu’on pouvait choisir I2U
λ
ρ

=′ avec 〉〈+=λ x,x1 et qu’il existait une 

rotation )X(Ω telle que  
 

U
X
xU Ω=

∂
∂′ .

Autrement dit 

U
2X

x
Ω

ρ
λ

=
∂
∂ .

Nous pouvons donc ramener le problème de géométrie riemannienne initialement posé à une 
question de compatibilité d’un système aux dérivées partielles : 
 

« Le système aux dérivées partielles : 
 

U
2

)x()x()x(1
X
x 232221

Ω
ρ

+++
=

∂
∂ (5.1) 

 
est-il intégrable ? » 
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5-1 Condition de compatibilité associée à l’intégrabilité du système (5.1) 

Nous pouvons réécrire le système aux dérivées partielles (5.1) sous la forme  
 

UdX
2

)x()x()x(1dx
232221

Ω
ρ

+++
= (5.1.1) 

 
La réponse à la question de son intégrabilité se traduit par la symétrie des dérivées secondes 
croisées de x :  

 
)x(d)dx( δ=δ

comme nous en avons pris l’habitude au cours des chapitres précédents. 
 
Commençons par effectuer la variation seconde )dx(δ :

dX)UU(
2

x,x1dXUx,x)UdX
2

x,x1()dx( δΩ+Ωδ
ρ

〉〈+
+Ω

ρ
〉δ〈

=Ω
ρ

〉〈+
δ=δ .

Les variations de la rotation étant de la forme )XA(j δΩ=Ωδ nous sommes amenés à 
l’expression suivante de )dx(δ :

dX)UU)XA(j(
2

x,x1dXUx,XU
2

x,x11

dX)UU)AdX(j(
2

x,x1dXUx,x)dx(

δ+δΩ
ρ

〉〈+
+Ω〉δΩ〈

ρ
〉〈+

ρ
=

δ+Ω
ρ

〉〈+
+Ω

ρ
〉δ〈

=δ

soit, après factorisation par λ et Ω :

]dX)UU)XA(j(dXUx,XU1[
2

)dx( δ+δ+〉δΩ〈
ρ

Ω
ρ
λ

=δ .

La variation seconde )x(d δ s’obtient en échangeant d etδ dans la relation précédente. Égalons 

les deux variations secondes obtenues en oubliant le facteur multiplicatif
ρ
λ
2

non nul et la 

rotation inversible Ω.

0]XdUdXU[]XU)AdX(jUdX)XA(j[]XUx,UdXdXUx,XU[1
=δ−δ+δ−δ+δ〉Ω〈−〉δΩ〈

ρ

Le premier membre de la relation ci-dessus est la somme de trois termes : 
 

- le dernier terme se transforme grâce à la généralisation du rotationnel  
 

)dXX())U(Rot(XdUdXU TT ∧δ=δ−δ
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- le deuxième terme se transforme grâce à la propriété A-8-9 de l’Annexe A 
 

)dXX()AdjU]()AU(I)AU(tr[
)AdX()XU()UdX()XA(XU)AdX(jUdX)XA(j

TT11 ∧δ−=

∧δ+∧δ=δ−δ
−−

- le premier terme se transforme grâce à la formule du double produit vectoriel bien 
connue en mécanique : 

 

)]XdX()AdjU[()x(1

)]XU()dXU([)x(1

]XUx,UdXdXUx,XU[1]XUx,UdXdXUx,XU[1

TT

T

TT

δ∧∧Ω
ρ

=

δ∧∧Ω
ρ

=

δ〉Ω〈−〉Ωδ〈
ρ

=δ〉Ω〈−〉δΩ〈
ρ

d’où la transformation : 
 

)dXX()AdjU)(x(j1]XUx,UdXdXUx,XU[1 TT ∧δΩ
ρ

−=δ〉Ω〈−〉δΩ〈
ρ

.

Il reste à rassembler ces 3 nouvelles expressions et à oublier le vecteur )dXX( ∧δ :

0))U(Rot()AdjU)](x(j)AU(I)AU(tr[ TTT
T

T11 =+
ρ

Ω
−− −− .

Finalement, nous pouvons conclure que l’intégrabilité du système aux dérivées partielles  
 

UdX
2

x,x1dx Ω
ρ

〉〈+
=

est conditionnée par la condition de compatibilité que devront satisfaire A, U et x : 
 

0))U(Rot()AdjU)](x(j)AU(I)AU(tr[ TTT
T

T11 =+
ρ

Ω
−− −− (5.1.2) 

 
Nous avons vu différentes variantes pour traduire la nullité de la torsion, choisissons celle 
présentée à la formule (2.1) : 
 

0]UI)U(tr[AdjU)U(Rot 11T =Λ−Λ+ −− .

Elle fournit une expression du rotationnel de TU qui permet de transformer la condition 
d’intégrabilité (5.1.2) en une condition complètement algébrique. Après simplification à 
droite par T)AdjU( , la condition d’intégrabilité devient : 
 

0])U(I)U(tr[)]x(j)AU(I)AU(tr[ T11
T

T11 =Λ−Λ−
ρ

Ω
−− −−−−
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ou encore 

 I)U)A((trU)A()x(j 11
T

−− Λ−−Λ−=
ρ

Ω (5.1.3) 

 
Examinons cette condition. Le membre de gauche de l’égalité est visiblement antisymétrique 
donc de trace nulle ce qui implique que )U)A((tr 1−Λ− soit nulle et que la relation (5.1.3) 
s’écrive plus simplement  

 
1

T

U)A()x(j −Λ−=
ρ

Ω (5.1.4) 

 
A ce point du raisonnement, la relation (5.1.4) nous permet d’affirmer l’existence d’un champ 
de vecteur W tel que : 
 

U)W(jA +Λ= (5.1.5) 
 

et que les nouveaux paramètres x sont liés au champ W par : 
 

Wx Ωρ= .

La matrice Ω étant une rotation, il vient : 
 

〉〈ρ=〉〈 W,Wx,x 2

et nous pouvons exprimer la fonction λ en fonction de W au lieu de x 
 

〉〈ρ+=λ W,W1 2 .

Le problème initial concernait la résolution du système aux dérivées partielles  
 

UdX
2

x,x1dx Ω
ρ

〉〈+
= (5.1.1) 

 
où Ω était une rotation inconnue. 
 
L’intégrabilité de ce système vient de mettre en évidence un vecteur W. Si on connaît le 
vecteur W et la rotation Ω, on connaitra x par la formule 
 

Wx Ωρ= (5.1.6) 
 

Nous allons adapter la stratégie suivante : 
 

- déterminer W, 
- déterminer Ω,
- calculer x. 
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Commençons par traduire le système différentiel (5.1.1) en profitant de l’expression (5.1.6) de 
x. 

5-2 Système aux dérivées partielles satisfait par W 

Reprenons le système différentiel (5.1.1) en y remplaçant x par WΩρ . Il devient : 
 

UdX
2

)W(d Ω
ρ
λ

=Ωρ

puis, en utilisant la définition de A : 
 

dX]U
2

W)AdX(j[dW
ρ
λ

+ρ−Ω=Ωρ .

En simplifiant par Ω et en divisant par ρ, nous obtenons : 
 

UdX
2

AdX)W(jdW 2ρ
λ

+= .

Le vecteur W est donc solution du système aux dérivées partielles : 
 

U
2

A)W(j
X
W

2ρ
λ

+=
∂
∂ .

Remarquons que nous avons réussi à découpler la recherche de W de la recherche de Ω
puisqu’alors que la rotation Ω figurait dans l’équation aux dérivées partielles satisfaite par x, 
elle ne figure plus dans l’équation aux dérivées partielles satisfaite par W. 

 
Nous sommes de nouveau confrontés à une question de compatibilité qui s’énonce comme 
suit : 
 

Quelles conditions de compatibilité doivent satisfaire U et Λ pour que le système aux 
dérivées partielles du premier ordre  

U
2

A)W(j
X
W

2ρ
λ

+=
∂
∂ (5.2.1) 

soit intégrable lorsque 〉〈ρ+=λ W,W1 2 et U)W(jA +Λ= ?

Afin de préparer l’étude de l’intégrabilité des systèmes différentiels satisfaits par W et Ω,
nous allons commencer par calculer AdjA)A(Rot T + .
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6- Calcul de Rot (AT) + Adj(A) quand A = Λ + j(W)U 

Avant de calculer la somme  
 

]U)W(j[Adj)])U)W(j[(Rot)(Rot TT +Λ++Λ

nous allons successivement calculer :  
 

- le rotationnel de T)U)W(j( ,  
- l’adjuguée de U)W(j+Λ .

6-1 Expression du rotationnel de (j(W)U)T en fonction de
X
W
∂
∂

Partons de la propriété B-4-2 de l’Annexe B. Pour deux variations Xδ et dX : 
 

X)U)W(j(ddX)U)W(j()dXX(])U)W(j((Rot[ TT δ−δ=∧δ .

Développons la différence située au second membre de l’égalité. 
 

.)XdUUdX)(W(j)XU()dX
X
W()UdX()X

X
W(

)XdUUdX(W)XU()dW()UdX()W()]XU(W[d)]UdX(W[

δ−δ+δ∧
∂
∂

−∧δ
∂
∂

=

δ−δ∧+δ∧−∧δ=δ∧−∧δ

D’une part,  
)dXX()]U(Rot[XdUUdX TT ∧δ=δ−δ

grâce encore à la propriété B-4-2 de l’annexe B. 
 
D’autre part, d’après la propriété A-8-9 de l’annexe A, 
 

)dXX(]U
X
WI)U

X
W(tr)[AdjU()dX

X
W()XU()UdX()X

X
W(

T
11 ∧δ








∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

∧δ+∧δ
∂
∂ −− .

En reportant ces deux factorisations dans le calcul en attente, nous mettons en évidence le 
produit vectoriel dXX ∧δ

)dXX()W(j)]U(Rot[]U
X
WI)U

X
W(tr)[AdjU()]XU(W[d)]UdX(W[

T
T11 ∧δ







 −

∂
∂

−
∂
∂

=δ∧−∧δ −−

Ainsi, nous pouvons conclure au résultat intermédiaire  
 

)W(j)]U(Rot[]U
X
WI)U

X
W(tr)[AdjU(])U)W(j[(Rot T11T −

∂
∂

−
∂
∂

= −− (6.1.1) 
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où il reste à remplacer 
X
W
∂
∂ par son expression (5.2.1). 

6-2 Expression de 1U
X
W −

∂
∂

Nous n’avons pas encore invoqué l’équation aux dérivées partielles du premier ordre (5.2.1) 
satisfaite par W

U
2

W,W1]U)W(j)[W(j
X
W

2

2

ρ
〉〈ρ+

++Λ=
∂
∂ .

Nous en déduisons 
 

I
2

W,W1))W(j(U)W(jU
X
W

2

2
211

ρ
〉〈ρ+

++Λ=
∂
∂ −− .

La propriété A-7-2 de l’Annexe A permet de remplacer le carré de j(W) par : 
 

IW,WWW))W(j( T2 〉〈−⊗= .

Ainsi : 

I
2

W,W1IW,WWWU)W(jU
X
W

2

2
T11

ρ
〉〈ρ+

+〉〈−⊗+Λ=
∂
∂ −−

ou bien encore 
 

I)W,W
2
1

2
1(WWU)W(jU

X
W

2
T11 〉〈−

ρ
+⊗+Λ=

∂
∂ −− . (6.2.1) 

 

Nous pouvons maintenant prendre la trace de 1U
X
W −

∂
∂ :

〉〈−
ρ

+〉〈+Λ=
∂
∂ −− W,W

2
3

2
3W,W]U)W(j[tr)U

X
W(tr 2

11

soit : 
 

〉〈−
ρ

+Λ=
∂
∂ −− W,W

2
1

2
3]U)W(j[tr)U

X
W(tr 2

11 (6.2.2) 
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6-3 Expression de 11 U
X
WI)U

X
W(tr −−

∂
∂

−
∂
∂

En soustrayant les résultats obtenus en (6.2.1) et (6.2.2), nous obtenons la valeur de la 

contribution de 
X
W
∂
∂ dans (6.1.1) : 

 
T

2
1111 WWI1U)W(jI)]U)W(j(tr[U

X
WI)]U

X
W(tr[ ⊗−

ρ
+Λ−Λ=

∂
∂

−
∂
∂ −−−− (6.3.1) 

6-4 Expression de Rot (j(W)U)T en fonction de W 

Reportons dans (6.1.1) la valeur de 11 U
X
WI)U

X
W(tr −−

∂
∂

−
∂
∂ obtenue en (6.3.1) : 

 

)W(j)](U(Rot[

)]WWU)W(j(I)1)U)W(j(tr)[(AdjU(])U)W(j[(Rot

T

T1
2

1T

−

⊗+Λ−
ρ

+Λ= −−

(6.4.1) 

6-5 Expression de Adj (Λ + j(W)U)  

Le calcul du rotationnel de ])U)W(j[ T a fait apparaître le groupement 1U−Λ . Dans un premier 
temps, nous allons développer l’adjuguée de U)W(j+Λ en mettant aussi en évidence ce 
groupement. Appliquons la propriété A-8-3 de l’Annexe A : 
 

))W(jU(Adj)AdjU(]U))W(jU[(Adj)U)W(j(Adj 11 +Λ=+Λ=+Λ −− .

Ainsi (AdjU) s’est mis en facteur à gauche et nous espérons faire apparaître, dans le 
développement de l’adjuguée de )W(jU 1 +Λ − , des termes communs aux facteurs placés à 
droite de AdjU dans (6.4.1). 
 
Il nous reste à calculer l’adjuguée de )W(jU 1 +Λ − . Soient Y et Z deux vecteurs constants, la 
définition de l’adjuguée (A-8-1, Annexe A) implique 

]Z)W(j[)YU()ZU()]Y)W(j[
)ZY())]W(j(Adj)U(Adj[

]Z))W(jU[(]Y))W(jU[()ZY())]W(jU((Adj[

11

T1

11T1

∧Λ+Λ∧+

∧+Λ=

+Λ∧+Λ=∧+Λ

−−

−

−−−

(6.5.1) 

La propriété A-7-7 de l’Annexe A permet de poser 
 

)ZY(M]Z)W(j[)YU()ZU(]Y)W(j[ T11 ∧=∧Λ+Λ∧ −−

en introduisant la matrice 
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)W(jUU)W(j)W(j)]U(tr[U)]W(j(tr[
I)]U(tr))W(j(tr)U)W(j(tr[M

1111

11

−−−−

−−

Λ+Λ+Λ−Λ−

Λ+Λ−=

qui se simplifie en 
 

{ } )W(jI)]U(tr[UI]U)W(j[trU)W(jM 1111 −−−− Λ−Λ+Λ−Λ=

car la trace de j(W) est nulle. 
 
Nous obtenons ainsi, en oubliant le vecteur ZY ∧ dans (6.5.1) : 
 

M))W(j(Adj)U(Adj))W(jU(Adj 11 ++Λ=+Λ −− .

La propriété (A-8-5) de l’Annexe A permet de remplacer l’adjuguée de j(W) par TWW ⊗ ,
ainsi : 
 

MWW)U(Adj))W(jU(Adj T11 +⊗+Λ=+Λ −− .

En multipliant à gauche par AdjU et en utilisant à nouveau la propriété A-8-3, nous obtenons 
finalement : 
 

)W(j]I)U(trU)[AdjU(
]I)U)W(j(trU)W(jWW)[AdjU(Adj)U)W(j(Adj

11

11T

−−

−−

Λ−Λ+

Λ−Λ+⊗+Λ=+Λ
(6.5.2) 

6-6 Sur la nullité de Rot [(Λ + j(W)U)T] + Adj(Λ + j(W)U)  

La somme des expressions (6.4.1) et (6.5.2) de ])U)W(j[(Rot T et )U)W(j(Adj +Λ obtenues 
aux paragraphes 6.4 et 6.5 permet de calculer AdjA)A(Rot T + :

{ } )W(j]I)]U(tr[U)[AdjU()U(Rot

AdjU1Adj)(Rot)U)W(j(Adj)U)W(j(Rot

11T

2
TT

−− Λ−Λ+−+

ρ
+Λ+Λ=+Λ++Λ

(6.6.1) 

 

Examinons le second membre de la formule (6.6.1). D’une part la somme des trois premiers 
termes est nulle grâce à la condition sur la courbure. D’autre part, le terme en facteur de 
j(W) est nul grâce à la condition de nullité de la torsion écrite sous la forme : 
 

0)AdjU)](U(tr[U)AdjU()U(Rot 11T =Λ−Λ+− −− .

Nous avons donc prouvé que les conditions sur la courbure et sur la torsion impliquent  
 

0AdjA)A(Rot T =+
quand U)W(jA +Λ= .
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7- Existence du champ de vecteurs W  

7-1 Variations de λ

Les variations de 〉〈ρ+=λ W,W1 2 mettent en jeu les variations de W 
 

〉〈λ=〉∧〈ρ+〉〈λ=〉〈ρ=λ W,UdXW,AdXW2W,UdXW,dW2d 22 .

Nous serons donc en mesure, dans des développements ultérieurs, d’exprimer les variations 
de λ sous la forme : 

 
〉〈λ=λ W,UdXd .

7-2 Symétrie des dérivées secondes de W 

À partir du système  
 

)AdX(WUdX
2

dW 2 ∧+
ρ
λ

= (7.2.1) 

évaluons la différence )W(d)dW( δ−δ des dérivées secondes de W  
 

)XA()dW()AdX()W()XdAAdX(W

]XdUUdX[
2

)]XU(d)UdX([
2
1WddW 22

δ∧−∧δ+δ−δ∧+

δ−δ
ρ
λ

+δλ−δλ
ρ

=δ−δ

dans laquelle nous introduisons les variations de λ

)XA()dW()AdX()W()XdAAdX(W

]XdUUdX[
2

]XUW,UdXdXUW,XU[
2

WddW 22

δ∧−∧δ+δ−δ∧+

δ−δ
ρ
λ

+δ〉〈−〉δ〈
ρ
λ

=δ−δ
(7.2.2) 

 
Le deuxième membre de (7.2.2) est une somme de quatre termes : 
 

- le premier terme est un double produit vectoriel 
 

)dXX()]W(j)AdjU[(
2

)dXX()AdjU)(W(j
2

)])XU()UdX[(W(
2

]XUW,UdXdXUW,XU[
2

T
2

T
2

22

∧δ
ρ
λ

=

∧δ
ρ
λ

−=

δ∧∧
ρ
λ

=δ〉〈−〉δ〈
ρ
λ

- le deuxième terme met en jeu le rotationnel de TU
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)dXX())U(Rot(
2

]XdUUdX[
2

TT
22 ∧δ

ρ
λ

=δ−δ
ρ
λ

- le troisième terme met en jeu le rotationnel de TA

)dXX())A(Rot)(W(j)XdAAdX)(W(j TT ∧δ=δ−δ

- le dernier terme 
)XA()dW()AdX()W( δ∧−∧δ

est plus complexe, il faut y remplacer WetdW δ par leurs expressions données par (7.2.1). 
Effectuons ces remplacements : 
 

).XA()]AdX(W[)AdX()]XA(W[

)]XA()UdX()AdX()XU[()XA()dW()AdX()W( 2

δ∧∧−∧δ∧+

δ∧−∧δ
ρ
λ

=δ∧−∧δ

Nous avons déjà rencontré une expression du type 
 

)UdX()XA()AdX()XU( ∧δ+∧δ

elle se transforme en : 
 

{ } ).dXX(]AUI)AU(tr)[AdjU()]dXX()AdjU][()AU(I)AU(tr[ T11TT11 ∧δ−=∧δ− −−−−

C’est encore la propriété A-8-9 de l’Annexe A qui nous a été utile ici. 
 
L’identité de Jacobi (propriété A-2-2) ainsi que la propriété A-8-1 de l’Annexe A permettent 
de remplacer la somme des deux double-produits vectoriels  
 

)XA()]AdX(W[)AdX()]XA(W[ δ∧∧−∧δ∧

par le double produit vectoriel unique 
 

)dXX()AdjA)(W(j)]AdX()XA[(WW)]AdX()XA[( T ∧δ=∧δ∧=∧∧δ− .

Le dernier terme de la somme se simplifie donc à son tour en : 
 

)dXX()AdjA)(W(j]]AUI)AU(tr)[(AdjU[(
2

TT11
2 ∧δ









+−
ρ
λ −− .

La somme des quatre termes que nous venons de simplifier permet d’obtenir la 
différence WddW δ−δ . Le vecteur ( dXX ∧δ ) peut se factoriser à droite :  
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)dXX(]AdjA)A(Rot)[W(j)]AUI)AU(tr)(AdjU()U(Rot)W(j)AdjU[(
2

WddW

TTT11T
2 ∧δ









++−++
ρ
λ

=δ−δ

−−

Il ne faut pas oublier la relation 
 

U)W(jA +Λ=

qui permet de remplacer 1AU− par )W(jU 1 +Λ − et )AU(tr 1− par )U(tr 1−Λ .

Dans les termes en facteur de 22ρ
λ , les produits )W(j)UAdj( vont s’annihiler. Par suite : 

)dXX(]AdjA)A(Rot)[W(j)]UI)U(tr)(AdjU()U(Rot[
2

WddW TTT11T
2 ∧δ









++Λ−Λ+
ρ
λ

=δ−δ −−

Nous avons vu au paragraphe 6 que le champ A satisfait la condition  
 

0AdjA)A(Rot T =+ .

D’autre part, une version de la nullité de la torsion est : 
 

0]UI)U(tr[AdjU)U(Rot 11T =Λ−Λ+ −− .

La différence WddW δ−δ est donc nulle. Les dérivées secondes de W sont donc 
symétriques.  

7-3 Bilan de l’étude sur l’existence du champ de vecteurs W 

Il n’y a pas d’obstruction à l’intégration du système aux dérivées partielles  
 

U
2

W,W1U))W(j()W(j
X
W

2

2
2

ρ
〉〈ρ+

++Λ=
∂
∂ .

L’existence du champ de vecteurs W est assurée par le théorème de Frobenius [DIE 1] sans 
autres conditions que 
 

- la nullité de la torsion,  
- la condition sur la courbure. 
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8- Existence du champ de rotation Ω

Le système aux dérivées partielles  
 

)AdX(jd Ω=Ω

est intégrable car la condition de Frobenius  
 

0AdjA)A(Rot T =+ (8.1) 
 

est satisfaite. En effet, sous la condition de courbure 
 

0UAdj)(RotAdj T =
ρ

+Λ+Λ

et sous la condition de nullité de la torsion  
 

0]UI)U(tr)[AdjU()U(Rot 11T =Λ−Λ+ −− .

La condition (8.1) a déjà été vérifiée au paragraphe 6.6 pour U)W(jA +Λ= et W solution de 
l’équation aux dérivées partielles 
 

U
2

W,W1A)W(j
X
W

2

2

ρ
〉〈ρ+

+=
∂
∂ .

L’existence du champ de rotations Ω est assurée par le théorème de Frobenius. 

9- Conclusion 

Résumons le chemin parcouru. Étant donné une variété riemannienne V de dimension 3 dont 
les coefficients jig de la métrique dans un paramétrage 321 X,X,X sont tels que le tenseur 
d’Einstein soit celui d’une 3-sphère de rayon ρ

i
j2

i
j

1S δ
ρ

=

on peut franchir successivement les étapes suivantes : 
 
1ère étape  
 

Calculer U solution de :  
)X,X,X(gUU 31

jij
k
ik

2

=δ �
� .
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2ème étape 
 

Calculer  

U]I))U(URot(tr
2
1)U(URot[

détU
1 TT −=Λ .

3ème étape 
 

Résoudre l’équation aux dérivées partielles 
 

U
2

W,W1]U)W(j)[W(j
X
W

2

2

ρ
〉〈ρ+

++Λ=
∂
∂

afin de déterminer W. 
 

4ème étape 
 

Résoudre l’équation aux dérivées partielles 
 

)dX]U)W(j([jd +ΛΩ=Ω

afin de déterminer Ω .

5ème étape 
 

Calculer les nouveaux paramètres par la formule (5.1.2) 
 

Wx Ωρ= .

L’étape 2 est seulement l’affirmation de la nullité de la torsion. A cause de cette nullité, et 
aussi de la condition sur la courbure, il n’y a pas d’obstruction : 
 

- à l’étape 3, pour intégrer l’équation aux dérivées partielles satisfaite par le vecteur W, 
 
- à l’étape 4, pour intégrer l’équation aux dérivées partielles satisfaite par la rotation Ω.

Avec les nouveaux paramètres 321 x,x,x les coefficients de la métrique sont : 

ji232221

2
321

ij )x()x()x(1
4)x,x,x(g δ

+++
ρ

=′

On reconnaît la métrique de la 3-sphère de rayon ρ en coordonnées stéréographiques.  

Nous avons donc prouvé que la variété V était une 3-sphère de rayon ρ.
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L’analyse de la démarche présentée dans ce paragraphe montre clairement que l’idée 
maîtresse qui fait réussir le schéma de changement de paramètres est une nouvelle fois 
l’utilisation de la « racine carrée U » de la métrique g. Le raisonnement s’affranchit des 
coefficients de Christoffel en s’appuyant surΛ , pour exprimer la nullité de la torsion, puis sur 
le tenseur UBT pour traduire la courbure.  
Le problème géométrique est remplacé par la recherche d’un vecteur W et d’une rotation Ω
solution d’un système aux dérivées partielles. 
 









Ω=Ω
ρ

〉〈ρ+
+∧=

)AdX(jd

UdX
2

W,W1)AdX(WdW 2

2

Les conditions de compatibilité de ce système correspondant aux hypothèses géométriques 
choisies sur la courbure et la torsion, le théorème de Frobenius permet de conclure à 
l’intégrabilité du système aux dérivées partielles et donc à la pertinence de la conjecture 
géométrique. A notre connaissance, cette démarche est inédite. 
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Chapitre 4  

THÉORIE DES SURFACES 

1-Introduction 

Les ouvrages et articles sur les coques sont nombreux mais ils sont souvent délicats à aborder 
car une culture préliminaire sur la théorie des surfaces est nécessaire. Les subtilités du calcul 
tensoriel, l’utilisation des symboles de Christoffel peuvent en rendre la lecture hermétique. La 
recherche de nouveaux concepts dans le domaine des surfaces est toujours d’actualité car des 
formulations plus simples permettraient à la fois  
 

- de simplifier les raisonnements et les démonstrations (P. G. Ciarlet [CIA 1-10], B. 
Miara [MIA 1,2], M. Berger [BER 1-6]) 
 

- de proposer des logiciels de calculs plus robustes (A. Ibrahimbegovic [IBR 1-8], W. 
Pietraskiewicz [PIE 3-5], M. Bernadou [BERN 1-2]). 
 
Un point particulièrement délicat à aborder en théorie des surfaces est celui des conditions de 
Gauss-Codazzi-Mainardi (G-C-M). 
Dans le cas d’une coque mince satisfaisant aux hypothèses de Kirchoff-Love, l’étude des 
déformations se réduit à celle de sa surface moyenne. Les conditions G-C-M doivent être 
satisfaites aussi bien avant qu’après déformation. Pour construire des modèles de coques plus 
élaborés tel que celui de Donnell, il est nécessaire de procéder à des approximations des 
conditions G-C-M [BAR 1]. Ces approximations consistent à effectuer des opérations de 
linéarisation, mais lorsque l’on exprime les conditions G-C-M en utilisant les symboles de 
Christoffel, comme c’est l’habitude, il n’est pas si aisé de les linéariser par rapport aux 
gradients de déplacement sur la surface moyenne. 
 
Dans ce chapitre nous allons proposer une nouvelle formulation des conditions G-C-M afin de 
leurs donner plus de lisibilité et de maniabilité. Pour y parvenir, nous présentons la théorie des 
surfaces en privilégiant des variables différentes de celles classiquement utilisées. Une 
nouvelle fois, cette méthode prend ses racines dans l’ouvrage de Gaston Darboux [DAR 1] et 
[VAL 3]. 
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2- Préliminaires  

2-1 Première forme fondamentale - Vecteurs de Gram 

Soit 3E un espace tridimensionnel Euclidien. Dans ce chapitre, et dans les suivants, nous 
noterons par un point le produit scalaire que nous avions noté précédemment par un 
crochet 〉〈 , . Nous choisirons, pour repérer les points de l’espace, une base orthonormée 
directe 321 e,e,e . Dans cette base, les composantes jiδ de la métrique coïncident avec les 
symboles de Kronecker et les composantes kjiη du produit mixte η coïncident avec les 
symboles de Levi-Civita. 
Considérons une surface S paramétrée par deux paramètres notés u et v. Soit un point x de 
cette surface, désignons par )v,u(x),v,u(x),v,u(x 321 ses coordonnées. Le calcul de 
l’élément d’arc sur la surface 
 

]dvdu)
u
x

v
x

v
x

u
x()dv(

v
x

v
x)du(

u
x

u
x[dxdxdxdxds

jiji
2

ji
2

ji

ji
ji

ji
2

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

δ=δ=⋅=

nécessite seulement la connaissance des trois produits scalaires  
 

u
x

u
xE

∂
∂
⋅

∂
∂

=
v
x

u
xF

∂
∂
⋅

∂
∂

=
v
x

v
xG

∂
∂
⋅

∂
∂

= .

Ainsi l’élément d’arc est la forme quadratique 
 

222 )dv(GdvduF2)du(Eds ++=

dite première forme fondamentale de la surface S. En utilisant le formalisme matriciel, la 
première forme fondamentale s’écrit :  
 

[ ] [ ]dvdu
GF
FE

dvduds2








=

et on dit que la matrice 2x2  

















∂
∂
⋅

∂
∂

∂
∂
⋅

∂
∂

∂
∂
⋅

∂
∂

∂
∂
⋅

∂
∂

=







=

v
x

v
x

u
x

v
x

v
x

u
x

u
x

u
x

GF
FE

)v,u(a

est la matrice de la première forme fondamentale de S ou plus succinctement la première 
forme fondamentale de S. Cette matrice est symétrique et définie positive par construction. 
 
Les composantes E, F, G de la première forme fondamentale étant données, nous pouvons, 
par le procédé de Gram-Schmitt par exemple, construire algébriquement, dans l’espace 
Euclidien E3, deux champs de vecteurs 21 UetU de telle manière que leurs produits scalaires 

soient les mêmes que ceux des vecteurs 
v
xet

u
x

∂
∂

∂
∂ tangents en x à la surface S :
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EUU 11 =⋅ (2.1.1) 
 

FUUUU 1221 =⋅=⋅ (2.1.2) 
 

et 
 GUU 22 =⋅ . (2.1.3) 
 
Nous appellerons ces vecteurs U1 et U2 « vecteurs de Gram ». Ils dépendent de u et v. 
 

Il est aisé de vérifier que les vecteurs 21 UUet
v
x

u
x

×
∂
∂

×
∂
∂ sont de même longueur  

 

21 UU
v
x

u
x

×=
∂
∂

×
∂
∂

où × désigne le produit vectoriel. Pour cela, il suffit d’appliquer l’identité de Pythagore 

(Annexe A, A-7-1) aux champs de vecteurs 
v
xet

u
x

∂
∂

∂
∂ dans un sens, puis aux champs de 

vecteurs 21 UetU en sens inverse : 
 

).UU()UU(
)UU()UU()UU(

)
v
x

u
x()

v
x

v
x()

u
x

u
x()

v
x

u
x()

v
x

u
x(

2121

2
212211

2

×⋅×=
⋅−⋅⋅=

∂
∂
⋅

∂
∂

−
∂
∂
⋅

∂
∂

∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂

×
∂
∂

⋅
∂
∂

×
∂
∂

2-2 Introduction d’un champ de rotation Ω

Puisque les deux champs de vecteurs
u
xet

u
x

∂
∂

∂
∂ ont les mêmes produits scalaires que les deux 

champs de vecteurs de Gram 21 UetU , c’est qu’ils se déduisent les uns des autres par 
l’intermédiaire d’une rotation Ω

1U
u
x

Ω=
∂
∂

2U
v
x

Ω=
∂
∂

. (2.2.1) 

En conséquence : 

 ).UU(
v
x

u
x

21×Ω=
∂
∂

×
∂
∂ (2.2.2) 
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3- Convention sur le choix des vecteurs de Gram  

La normale unitaire n en un point x de la surface S définie par 
 

n
v
x

u
x

v
x

u
x

∂
∂

×
∂
∂

=
∂
∂

×
∂
∂

est donc telle que : 
 

)
UU
UU(n

21

21

×
×

Ω= .

Les six composantes des deux vecteurs de Gram sont solutions des trois équations algébriques 
(2.1.1), (2.1.2), et (2.1.3). Il y a beaucoup de degrés de liberté pour les choisir. Nous 
limiterons ce choix en convenant que  
 

0eU 31 =⋅ 0eU 32 =⋅ .

Nous choisissons aussi les deux champs de vecteurs U1 et U2 du plan orthogonal à e3 de telle 
sorte que : 
 

32121 eUUUU ×=× . (3.1) 
Avec ces conventions : 
 

- la normale a pour expression  
 

3en Ω= (3.2) 
 

- l’élément d’aire a pour expression 
 

)e,U,U(e)UU(UU
v
x

u
x

32132121 η=⋅×=×=
∂
∂

∧
∂
∂

- les composantes )u,u( 2
1

1
1 et )u,u( 2

2
1
2 des vecteurs de Gram sur les vecteurs de base 

21 e,e sont solutions des trois équations 
 

.Fuuuu

G)u()u(

E)u()u(

2
1

2
2

1
2

1
1

22
2

21
2

22
1

21
1

=+

=+

=+
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Remarque 3.1 : Multipliée à gauche par sa transposée, la matrice 







2
2

2
1

1
2

1
1

uu
uu

donne la 

première forme fondamentale a :









2
2

1
2

2
1

1
1

uu
uu









2
2

2
1

1
2

1
1

uu
uu

= 







GF
FE

.

Si l’on fait l’hypothèse supplémentaire que la deuxième composante du vecteur de Gram U1

soit égale à la première composante du vecteur de Gram U2, la matrice 







2
2

2
1

1
2

1
1

uu
uu

est alors 

symétrique. Un choix possible est la racine carrée symétrique et défini-positive de la première 
forme fondamentale a de la surface. Dans ce cas le déterminant 1

2
2
1

2
2

1
1 uuuu − est strictement 

positif et la convention (3.1) est respectée. 
 
Remarque 3.2 : En un point x, les trois colonnes de la rotation Ω constituent une base locale 
de l’espace Euclidien E3. Les deux premières colonnes 1eΩ et 2eΩ sont orthogonales à la 
troisième colonne ne3 =Ω . Ce sont donc des vecteurs du plan tangent à la surface S. La base 
locale orthonormée directe 1eΩ , 2eΩ , n semble plus appropriée pour étudier la surface S que

la base n,
v
x,

u
x

∂
∂

∂
∂

. On passe d’une base à l’autre par la matrice de passage  

















100
0uu
0uu

2
2

1
2

2
1

1
1

.

4- Intégrabilité du système aux dérivées partielles (2.2.1) 

4-1 Vecteurs de Darboux 

La rotation Ω dépend des deux paramètres u et v. Une pratique courante des mécaniciens 
lorsqu’ils dérivent la rotation d’un solide rigide par rapport au temps est d’introduire un 
vecteur dit « vecteur rotation instantanée ». Nous sommes dans une situation analogue avec 
une rotation Ω dépendant des deux « temps » u et v. Comme en cinématique du solide rigide 
nous pouvons, selon une prescription de G. Darboux [DAR 1], associer un vecteur rotation 
instantanée à chacune des dérivées partielles du champ de rotations Ω par rapport aux 
paramètres u et v. Nous les appellerons « vecteurs de Darboux » et nous les 
noterons 21 YetY . En adoptant la notation IY× pour représenter le produit vectoriel à gauche 
par Y (noté j(Y) dans les chapitres précédents), les vecteurs Y1 et Y2 sont donc définis par : 

 

)IY(
u 1 ×Ω=
∂
Ω∂ )IY(

v 2 ×Ω=
∂
Ω∂

. (4.1.1) 
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Nous avons ainsi introduit un nouveau système aux dérivées partielles. Avant d’étudier 
l’intégrabilité du système aux dérivées partielles (2.2.1) où figure la rotation Ω, commençons 
par étudier l’intégrabilité du système (4.1.1). 

4-2 Condition de compatibilité satisfaite par les vecteurs de Darboux - Conditions de 
Gauss-Codazzi-Mainardi 

Dérivons partiellement 
u∂
Ω∂ par rapport à la variable v, grâce aux équations (4.1.1) nous 

pouvons factoriser par Ω à gauche 
 

)]I
v
Y()IY)(IY[()I

v
Y()IY(

v
)

u
(

v
1

12
1

1 ×
∂
∂

+××Ω=×
∂
∂

Ω+×
∂
Ω∂

=
∂
Ω∂

∂
∂ .

En échangeant les indices 1 et 2, nous échangeons l’ordre de dérivation 
 

)]I
u

Y()IY)(IY[()
v

(
u

2
21 ×

∂
∂

+××Ω=
∂
Ω∂

∂
∂ .

La différence des dérivées partielles secondes croisées de Ω est donc : 
 

]I
u

YI
v
Y)IY)(IY()IY)(IY[()

v
(

u
)

u
(

v
21

2112 ×
∂
∂

−×
∂
∂

+××−××Ω=
∂
Ω∂

∂
∂

−
∂
Ω∂

∂
∂ . (4.2.1) 

 
L’Identité de Jacobi (paragraphe A-2-2 de l’Annexe A) permet d’affirmer que  
 

I)YY()IY)(IY()IY)(IY( 122112 ××=××−×× . (4.2.2) 
 
La condition  de compatibilité que doivent satisfaire les deux vecteurs de Darboux afin que le 
système d’équations aux dérivées partielles (4.1.1) soit intégrable est donc : 
 

0
u

Y
v
YYY 21

12 =
∂
∂

−
∂
∂

+× . (4.2.3) 

Remarque 4.1 : Ces conditions sont les conditions de Gauss-Codazzi-Mainardi (G-C-M). La 
preuve est reportée au chapitre 6. 
 
Remarque 4.2 : Cette formulation concise des conditions de Gauss-Codazzi-Mainardi est 
directement due à l’utilisation des composantes des deux vecteurs de Darboux qui remplacent 
très avantageusement les symboles de Christoffel. La formule (4.2.3) se trouve explicitement 
écrite dans l’ouvrage de Gaston Darboux [DAR 1].

Remarque 4.3 : À ce stade, il est intéressant de remarquer la similitude des approches 
menées au chapitre 1 dans le cas 3D, et dans ce chapitre consacré aux surfaces dans le cas 
2D. 
Nous avons établi dans ce chapitre la condition d’intégrabilité de Frobenius 
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0
u

Y
v
YYY 21

12 =
∂
∂

−
∂
∂

+×

du système aux dérivées partielles : 
 

)IY(
u 1 ×Ω=
∂
Ω∂ )IY(

v 2 ×Ω=
∂
Ω∂ .

Cette démarche est à comparer avec celle du chapitre 1 où nous avions associé la condition 
d’intégrabilité de Frobenius 
 

0)(RotAdj T =Λ+Λ

au système aux dérivées partielles : 
 

)dX(RjdR Λ= .

4-3 Condition de compatibilité satisfaite par les vecteurs de Gram  

Nous venons de trouver les conditions assurant l’existence de la rotation Ω. Étudions 
maintenant l’intégrabilité du système aux dérivées partielles : 
 

21 U
v
x,U

u
x

Ω=
∂
∂

Ω=
∂
∂ . (2.2.1) 

 
Pour cela, calculons les dérivées partielles secondes croisées de la position x : 
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UUY[)
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Les conditions de compatibilité assurant l’existence d’une solution )v,u(x du système 
d’équations aux dérivées partielles (2.2.1) sont donc: 
 

0UYUY
u

U
v

U
2112

21 =×−×+
∂
∂

−
∂
∂

(4.3.1) 

 
Remarque 4.4 : En projetant sur e3 une conséquence immédiate de la relation précédente 
est :  
 

)UY(e)UY(e 213123 ×⋅=×⋅

puisque les dérivées des vecteurs 1U et 2U sont perpendiculaires à 3e comme U1 et U2.
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Remarque 4.5 : Ici encore, il est intéressant de faire le parallèle entre les approches menées 
au chapitre 1 et dans ce chapitre. 
Nous avons établi dans ce chapitre la condition d’intégrabilité 
 

0UYUY
u

U
v

U
2112

21 =×−×+
∂
∂

−
∂
∂

du système aux dérivées partielles : 
 

21 U
v
x,U

u
x

Ω=
∂
∂

Ω=
∂
∂ .

Au chapitre 1, nous avions établi la condition d’intégrabilité  
 

0)]UUU)U(tr)(U(det)U(Rot[ T1111T =Λ−Λ+ −−−−

du système aux dérivées partielles : 

RU
X
x
=

∂
∂

Cette remarque, ainsi que la remarque 4.3 du paragraphe 4.2, seront les clés de la preuve de 
l’équivalence entre les conditions de Riemann-Christoffel d’une coque et les conditions de 
Gauss-Codazzi-Mainardi sur sa surface moyenne au chapitre 6. 
 
Remarque 4.6 : A ce stade, nous ne pouvons pas reconstruire la surface S par la résolution 
des systèmes aux dérivées partielles 4.1.1 et 2.2.1. Si nous connaissons les vecteurs de Gram 
par la première forme fondamentale, nous ne savons rien des vecteurs de Darboux. Il est 
naturel que la seule connaissance de la métrique ne permette pas la reconstruction de la 
surface. Une information sur la courbure est nécessaire. Nous allons voir que la 
connaissance supplémentaire de la deuxième forme fondamentale de la surface S détermine 
les vecteurs de Darboux 1Y et 2Y .

5- La deuxième forme fondamentale b de la surface et les formules de 
Weingarten  

Dans un premier temps, rappelons la définition de la deuxième forme fondamentale b et les 
formules de Weingarten telles qu’on les trouve dans la littérature sur les surfaces. 

5-1 Variations de la normale n - Deuxième forme fondamentale 

La courbure de la surface concerne la variation de la normale. Considérons des petites 
variations du et dv des paramètres u et v, la variation dn  de la normale en x à la surface S est 
alors : 

dv
v
ndu

u
ndn

∂
∂

+
∂
∂

=

alors que la variation de la position x est le vecteur tangent : 
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dv
v
xdu

u
xdx

∂
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+
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∂

= .

La première forme fondamentale est le carré dxdx ⋅ de la longueur de la variation première 
dx. Le calcul de la seconde forme fondamentale dxdnddxn ⋅−=⋅ nécessite seulement la 
connaissance des trois produits scalaires 
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−= . (5.1.1) 

 
Ainsi la deuxième forme fondamentale est la forme quadratique 
 

dvduM2dvdvNduduLddx.n ++= .

En utilisant le formalisme matriciel, la seconde forme fondamentale s’écrit :  
 

[ ] 















=

dv
du

NM
ML

dvduddx

et on dit que la matrice 22×









=

NM
ML

b (5.1.2) 

est la matrice de la deuxième forme fondamentale de S.

Le vecteur tangent 
u
x
∂
∂ est orthogonal à la normale  

0
u
xn =
∂
∂
⋅

et par dérivation par rapport à v  
 

).
u
x(

v
n

u
x

v
n

∂
∂

∂
∂

⋅−=
∂
∂
⋅

∂
∂

De même le vecteur tangent 
v
x
∂
∂ est orthogonal à la normale  

0
v
xn =
∂
∂
⋅

et par dérivation par rapport à u  
 

)
v
x(

u
n

v
x

u
n

∂
∂

∂
∂

⋅−=
∂
∂
⋅

∂
∂ .

La symétrie des dérivées secondes de la position x implique l’égalité  
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u
x

v
n

v
x

u
n

∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂
⋅

∂
∂

et nous pouvons simplifier la valeur du coefficient M de la deuxième forme fondamentale  
 

.
v
x

u
n

u
x

v
n)

v
x

u
n

u
x

v
n(

2
1M

∂
∂
⋅

∂
∂

−=
∂
∂
⋅

∂
∂

−=
∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

−=

5-2 Formules de Weingarten 

Considérons de nouveau le vecteur normal unitaire n. Puisque 1nn =⋅ , on en déduit par 
dérivation  

0
u
nn =
∂
∂
⋅ et 0

v
nn =
∂
∂
⋅ .

Les vecteurs 
u
n
∂
∂ et 

v
n
∂
∂ appartiennent donc au plan tangent en x à la surface S. On peut les 

décomposer sur la base 
u
x
∂
∂ et 

v
x
∂
∂ du plan tangent. 

Si on pose provisoirement  

v
x

u
x

u
n

∂
∂

β+
∂
∂

α=
∂
∂ et  

v
x

u
x

v
n

∂
∂

δ+
∂
∂

γ=
∂
∂

et si on effectue les produits scalaires avec 
u
x
∂
∂ et 

v
x
∂
∂ , on en déduit successivement : 

 
LFE −=β+α
MGF −=β+α
MFE −=δ+γ
NGF −=δ+γ .

La résolution de ce système linéaire permet de calculer les coefficients δγβα ,,, et d’établir 
les formules de Weingarten : 
 

]
v
x)ENFM(

u
x)GMFN[(

FEG
1

v
n

]
v
x)EMFL(

u
x)GLFM[(

FEG
1

u
n

2

2

∂
∂

−+
∂
∂

−
−

=
∂
∂

∂
∂

−+
∂
∂

−
−

=
∂
∂

.

Dans ces deux formules nous reconnaissons les coefficients de la matrice ba 1− et nous 
pouvons les rassembler en une seule relation matricielle 
 

ba 1−






∂
∂

∂
∂

−=





∂
∂

∂
∂

v
x

u
x

v
n

u
n

ou bien encore en l’expression de la variation première de la normale  
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













∂
∂

∂
∂

−= −

dv
du

v
x

u
xdn ba 1 . (5.2.1) 

6- Liens entre la deuxième forme fondamentale b et les vecteurs de Gram et 
de Darboux 

Regardons maintenant comment se traduisent les relations (5.1.1) et (5.2.1) lorsqu’on adopte 
la méthodologie introduisant les vecteurs de Gram et de Darboux. 

6-1 Variations de la normale n et symétrie de la deuxième forme fondamentale 

 
Reprenons l’expression : 

3en Ω=

de la normale. Ses dérivées partielles par rapport aux paramètres u et v sont : 
 

).eY(e
vv

n

)eY(e
uu

n

323

313

×Ω=
∂
Ω∂

=
∂
∂

×Ω=
∂
Ω∂

=
∂
∂

(6.1.1) 

 
En introduisant les vecteurs de Darboux, la variation première de la normale est donc : 
 

)edvYeduY(dn 3231 ×+×Ω= .

Rapprochons là de la variation première de la position exprimée à l’aide des vecteurs de 
Gram : 

)dvUduU(dx 21 +Ω= .

Lorsque nous effectuons le produit scalaire des deux variations premières dx et dn , la rotation 
Ω disparaît et il vient en utilisant la propriété A-1-1 de l’Annexe A liant produit mixte, 
produit scalaire et produit vectoriel : 
 

]dvdu)YUYU(dvdv)YU(dudu)YU.[(edndx 122122113 ×+×+×+×=⋅ . (6.1.2) 
 
En comparant avec l’expression de la deuxième forme fondamentale 
 

[ ] 















=⋅−=⋅

dv
du

NM
ML

dvdudndxddxn

nous parvenons aux formules  
 

)UY(eL 113 ×⋅= , )UY(eN 223 ×⋅= , )]UY(e)UY(e[
2
1M 213123 ×⋅+×⋅= . (6.1.3) 
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Ainsi s’expriment les coefficients de la deuxième forme fondamentale en fonction des 
vecteurs de Gram et de Darboux. La dernière relation peut se simplifier car nous avons déjà 
remarqué (Remarque 4.4) que :  
 

)UY(e)UY(e 213123 ×⋅=×⋅ .

Ainsi : 
 

)UY(e)UY(eM 213123 ×⋅=×⋅= . (6.1.4) 
 
Remarque 5.1 : c’est la remarque 4.4 qui assure la symétrie de la deuxième forme 
fondamentale. 

6-2 Factorisation de la deuxième forme fondamentale en fonction des vecteurs de Gram 
et de Darboux 

 
Réécrivons les expressions (6.1.3) des coefficients de la seconde forme fondamentale sous la 
forme suivante  

 

13
T

1113 Y)Ie(U)UY(eL ×=×⋅=

23
T

2223 Y)Ie(U)UY(eN ×=×⋅=

13
T

223
T

1213123 Y)Ie(UY)Ie(U)UY(e)UY(eM ×=×=×⋅=×⋅=

qui met en évidence, au centre des expressions, l’opération Ie3 × de produit vectoriel par .e3

Nous sommes conduits à exprimer la matrice de la deuxième forme fondamentale comme le 
produit de trois matrices, la première liée aux vecteurs de Gram et la troisième aux vecteurs 
de Darboux: 

[ ]213T
2

T
1 YY)Ie(

U
U

×







=b .

Comme : 









=









0uu
0uu

U
U

2
2

1
2

2
1

1
1

T
2

T
1 et   [ ]














=×

000
0
0

JIe3

avec : 








 −
=

01
10

J

nous obtenons [VAL 3] en effectuant par blocs le produit des trois matrices  
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















=








= 2

2
2
1

1
2

1
1

2
2

1
2

2
1

1
1

YY
YY

J
uu
uu

NM
ML

b . (6.2.1) 

 

6-3 Nouvelle version des formules de Weingarten 

Les formules (6.1.1) exprimant les dérivées partielles de la normale en fonction des vecteurs 
de Darboux peuvent se rassembler sous la forme matricielle  
 

[ ]213 YY)Ie(
v
n

u
n

×Ω−=





∂
∂

∂
∂

Rapprochons-les de l’expression matricielle des formules de Weingarten classiques  
 

[ ] baba 11 −− Ω−=





∂
∂

∂
∂

−=





∂
∂

∂
∂

21 UU
v
x

u
x

v
n

u
n

où nous avons introduit les deux vecteurs de Gram. 
Montrer l’équivalence entre ces deux formulations revient à vérifier que 
 

[ ] [ ]21321 YY)I(eUU ×=− ba 1 .

Souvenons-nous de l’expression  

[ ]213T
2

T
1 YY)Ie(

U
U

×







=b

de la deuxième forme fondamentale évoquée au paragraphe 6.2, il nous reste à vérifier que la 
relation vectorielle 

[ ] )Ye()Ye(
U
UUU 33T

2

T
1

21 ×=×






−1a

est satisfaite par les deux vecteurs de Darboux 1Y et 2Y . Il se trouve que cette relation est 
satisfaite pour tout vecteur Y. En effet, d’une part le vecteur Ye3 × n’a pas de composantes 
sur 3e et, d’autre part : 

[ ]















=







−

000
010
001

U
UUU T

2

T
1

21
1a .

Les formules (6.1.1) 

).eY(
v
n

)eY(
u
n

32

31

×Ω=
∂
∂

×Ω=
∂
∂

constituent donc une nouvelle version des formules de Weingarten. Nous verrons comment 
profiter de la simplicité de cette version au cours des chapitres suivants. 
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6-4 Détermination des vecteurs de Darboux connaissant les deux formes fondamentales 

La détermination des composantes des vecteurs de Darboux 21 YetY à partir des coefficients 
des deux formes fondamentales s’effectue en deux phases.  
Dans une première phase, les deux premières composantes de 21 YetY se déduisent des 
première et deuxième formes fondamentales en résolvant le système linéaire (6.2.1) du 
paragraphe 6.2 : 
 









=















 −








NM
ML

YY
YY

01
10
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uu

2
2

2
1

1
2

1
1

2
2

1
2

2
1

1
1 (6.2.1) 

 

Au premier membre, la matrice 






 −
=

01
10

J et la matrice 







2
2

1
2

2
1

1
1

uu
uu

sont inversibles puisque 

leurs déterminants sont respectivement égaux à 1 et à la racine carrée du déterminant de la 
première forme fondamentale. Ainsi les deux premières composantes de 21 YetY se calculent 
en effectuant le produit matriciel suivant: 
 

b
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1
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1
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2
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

 −
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






. (6.4.1) 

 

Dans une deuxième phase les troisièmes composantes de 21 YetY sont obtenues en projetant la 
condition de compatibilité 4.3.1 
 

0UYUY
u

U
v

U
2112

21 =×−×+
∂
∂

−
∂
∂

sur les deux premiers vecteurs de base 1e et .e2 La projection sur 3e a déjà servi pour assurer 
la symétrie de la deuxième forme fondamentale b. En projetant successivement sur 1e et sur 

2e , nous obtenons le système de deux équations: 
 

0uYuY
u
u

v
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∂
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.

Les composantes 3
1Y et 3

2Y sont donc solutions du système linéaire : 
 


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2 . (6.4.2) 

 
Remarquons que la matrice 22× de ce système linéaire est le produit de trois matrices 
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Cette matrice 22× est inversible car son déterminant est la racine carrée du déterminant de la 
première forme fondamentale, cela permet de calculer les troisièmes composantes des deux 
vecteurs de Darboux : 
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1 . (6.4.3) 

 
Remarquons que les troisièmes composantes de 21 YetY ne dépendent que des coefficients de 
la première forme fondamentale et de leurs dérivées. 
 
Remarque 6.1 : Mises à part les formules de Weingarten, un bon nombre de résultats 
figurent dans l’article [VAL 3] publié en collaboration avec Claude Vallée en 1996 
« Compatibility equations in shell theory » dans Int. J. Engng. Sci. vol 34 n°5, pp 495-499. 
Cependant, nous avons présenté ici une généralisation qui nous dispense d’imposer la 
symétrie de la matrice 
 









2
2

2
1

1
2

1
1

uu
uu

Un tel renoncement à la symétrie avait déjà été envisagé aux chapitres 1 et 2 en ce qui 
concernait « la racine carrée » U du tenseur de Cauchy- Green droit C. 
 
Remarque 6.2 : Conformément à l’affirmation de P. O. Bonnet [BON 1, 2] selon laquelle les 
deux formes fondamentales déterminent une surface à une rotation et une translation près, 
nous allons maintenant, grâce à la méthodologie mise en place, pouvoir détailler une 
méthode effective de reconstruction d’une surface. Nous développerons cette méthode aux 
paragraphes 8 et 9 en l’illustrant par un exemple. 
 
Remarque 6.3 : Les spécialistes des coques que sont P. G. Ciarlet, et leurs collaborateurs 
avaient l’habitude de traiter les deux formes fondamentales avec les outils traditionnels de la 
géométrie traditionnelle [CIA 10]. L’article cité ci-dessus (Remarque 6.1) a été pour eux une 
source d’inspiration et ils ont publiés plusieurs articles précisant la topologie des espaces 
fonctionnels mis en jeu dans cette méthodologie à la Darboux [CIA 11-14]. 

7- Courbures scalaires et Théorème d’excellence de Gauss. 

Nous venons de constater que les troisièmes composantes des deux vecteurs de Darboux ne 
dépendent que de la métrique. Peut-on prouver, grâce à cette propriété, que le déterminant de 
b ne dépend que de la métrique, et par suite que, de manière surprenante, une information sur 
la courbure est contenue dans la donnée de la métrique. 
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7-1 Calcul du déterminant de la deuxième forme fondamentale 

Reprenons les conditions de Gauss-Codazzi-Mainardi (4.2.3) : 
 

0
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Y
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YYY 21
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+×

La troisième équation est notre version de la condition de Gauss :  
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elle s’écrit tout aussi bien : 
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Puisque 3
1Y et 3

2Y ne dépendent que de la métrique et de ses dérivées (6.4.2), cette dernière 

remarque nous permet d’affirmer que 
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dét ne dépend que de la métrique. De 

l’expression (6.2.1) de la deuxième forme fondamentale  
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il s’en suit la propriété surprenante suivante:  
 
« Le déterminant de la deuxième forme fondamentale ne dépend que de la première 
forme fondamentale. » 

7-2 Courbures principales – Courbure totale –Courbure moyenne 

Les courbures principales de la surface sont les racines 21 etχχ du trinôme du second degré 
 

)I(dét)dét()(dét)(P 2
1 χ−=χ−=χ −abaab

La courbure totale et la courbure moyenne sont respectivement le produit et la demi-somme 
de ces racines : 

21K χχ= et )(
2
1H 21 χ+χ= .

Avec les notations classiques 
 

2)dét()FM2GLEN(dét
GNFM
FMEL

dét)(dét χ+χ−+−=
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
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
χ−χ−
χ−χ−

=χ− abab
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Les valeurs des courbures totale et moyenne sont donc : 
 

a
b

dét
dét

FEG
MLNK 2

2

=
−
−

= .

)(tr
2
1)

FEG
FM2GLEN(

2
1H 1

2
−=

−
−+

= ab  

7-3 Théorème d’excellence de Gauss  

La courbure totale K est donc le quotient des déterminants de a et b, elle ne dépend donc que 
de la métrique puisque nous avons établi précédemment au paragraphe 7.1 que le déterminant 
de la deuxième forme fondamentale ne dépend que de la métrique. Cette propriété constitue le 
théorème d’excellence de Gauss [GAU 1] qui affirme que : 
 

« La courbure totale ne dépend que de la première forme fondamentale.» 
 
Remarque : La courbure totale est aussi dite courbure de Gauss. 

7-4 Nouvelles expressions de la courbure totale et de la courbure de Gauss  

En calculant le déterminant de la deuxième forme fondamentale à partir de son expression 
(6.2.1) nous parvenons à l’expression 
 

)e,U,U(
)e,Y,Y(

dét
YYYYK

321

321
2

1
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2
2

1
1

η
η

=
−

=
a

de la courbure totale en fonction des vecteurs de Gram et de Darboux. 
 

Question : Peut-on aussi exprimer la courbure moyenne en fonction des vecteurs de Gram et 
de Darboux?  
 
Réponse : Oui.  
 
En effet, les expressions (6.1.3) 
 

)U,Y,e(L 113η= )U,Y,e(N 223η= )U,Y,e()U,Y,e(M 213123 η=η=

et les expressions des coefficients des deux formes fondamentales (2.1.1), (2.1.2) et (2.1.3) 
 

11 UUE ⋅= , 21 UUF ⋅= , 22 UUG ⋅= ,

permettent de calculer le numérateur de H 
 

)FUGU,Y,e()FUEU,Y,e()FMGL()FMEN( 21131223 −η+−η=−+−
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En remarquant que les vecteurs 2112 FUGUetFUEU −−  sont respectivement les double-
produits vectoriels  

)UU(Uet)UU(U 212121 ××××

et, en nous souvenant de la convention (3.1) 
 

332121 e)e,U,U(UU η=×

nous pouvons factoriser FM2GLEN −+ en 
 

)UYUY)(e,U,U()]eU,e,Y()eU,e,Y()[e,U,U( 211232132313132321 ⋅−⋅η=×η−×ηη .

Par ailleurs, la valeur du dénominateur de H est : 
 

2
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Nous pouvons ainsi conclure que la courbure moyenne H s’exprime en fonction des vecteurs 
de Gram et des vecteurs de Darboux : 
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8- Méthode de reconstruction de la surface - Théorème de P.O. Bonnet 

Supposons que les deux formes fondamentales 
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d’une surface S paramétrée par u et v soient données et essayons de reconstruire cette surface. 
Nous pouvons résoudre ce problème inverse en réordonnant les résultats précédents de la 
manière suivante : 
 
1ère étape : 
 
Trouver deux vecteurs de Gram 21 UetU , orthogonaux à 3e solutions de : 
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2ème étape :  
 
Déterminer les deux premières composantes des deux vecteurs de Darboux 21 YetY en 
effectuant le produit matriciel : 
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3ème étape :

Déterminer les troisièmes composantes des deux vecteurs de Darboux en résolvant le système 
linéaire  
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4ème étape :

Vérifier que les deux vecteurs de Darboux 21 YetY satisfont les conditions de Gauss-Codazzi-
Mainardi 
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Remarque : Quel avantage de ne pas avoir à vérifier les conditions de Gauss-Codazzi-
Mainardi exprimées avec les symboles de Christoffel ! 
 
5ème étape :

Intégrer le système d’équations aux dérivées partielles  
 

)IY(
u 1 ×Ω=
∂
Ω∂ )IY(

v 2 ×Ω=
∂
Ω∂

afin de déterminer le champ de rotations Ω.

Remarque : C’est le théorème de Frobenius qui fournit encore une réelle méthode de 
résolution de ce système. C’est une intégration délicate, mais pas insurmontable, car nous 
savons que Ω est une rotation. La solution Ω du système est déterminée à une rotation 
constante multiplicative à gauche près. 
 
6ème étape :

Intégrer le système d’équations aux dérivées partielles  
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afin de déterminer l’équation paramétrique x(u,v) de la surface. 
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Remarque : L’intégration met encore en œuvre la méthode de Frobenius, mais cette étape 
n’est pas délicate car le second membre ne dépend pas de x. La position x est alors 
déterminée à une translation constante additive près. 
 
En conclusion 
 
Cette méthode effective de reconstruction de la surface à partir de ses deux formes 
fondamentales constitue le théorème de Pierre Ossian Bonnet [BON 1]. Cette construction est 
obtenue à une rotation constante et une translation constante près conformément au théorème. 
Nous allons l’illustrer par un exemple en mettant en œuvre les différentes étapes présentées 
ci-dessus. 

9- Exemple de reconstruction d’une surface connaissant ses deux formes 
fondamentales 

Nous allons effectuer les différentes étapes déclinées au paragraphe précédent afin d’exhiber 
les équations paramétriques d’une surface en partant de ses deux formes fondamentales a et b.
Ce développement a fait l’objet d’une présentation au Colloque de Calcul des Structures de 
Giens 2007 [FOR 3]. 
Considérons les deux formes fondamentales : 
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où R est une constante homogène à une longueur. Nous allons vérifier que les conditions G-
C-M sont satisfaites et construire la surface. 

9-1 Choix des deux vecteurs de Gram où la première forme fondamentale est sphérique 

Il est naturel de choisir : 
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9-2 Détermination des deux premières composantes des deux vecteurs de Darboux 

Les deux premières composantes des vecteurs de Darboux s’obtiennent grâce à la formule :  
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Il vient : 
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9-3 Détermination des troisièmes composantes des deux vecteurs de Darboux 

Les troisièmes composantes s’obtiennent grâce à la formule: 
 



















∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂








 −















 −
−=








−

v
u

u
u

v
u

u
u

01
10

uu
uu

01
10

Y
Y

2
1

2
2

1
1

1
21

2
2

2
1

1
2

1
1

3
2

3
1

Il vient : 
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Nous pouvons alors reconstituer les deux vecteurs de Darboux : 
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9-4 Vérification des conditions de Gauss-Codazzi-Mainardi 

 
Les deux vecteurs de Darboux 1Y et 2Y doivent satisfaire le système d’équations aux dérivées 
partielles 
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Effectuons la dérivée partielle de 1Y par rapport au paramètre v  
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puis la dérivée partielle de 2Y par rapport au paramètre u 
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La différence vaut donc : 
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D’autre part, calculons le produit vectoriel des deux vecteurs de Darboux 
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Ces deux expressions sont identiques ce qui implique que les conditions de Gauss-Codazzi-
Mainardi soient satisfaites. Nous sommes ainsi assurés de poursuivre les intégrations 
nécessaires pour obtenir la rotation Ω puis l’expression paramétrique x(u,v) de la surface S qui 
admet pour formes fondamentales a et b.

9-5 Intégration du système d’équations aux dérivées partielles afin de déterminer la 
rotation Ω.

La rotation Ω est solution du système d’équations aux dérivées partielles  

)Y(j
u 1Ω=
∂
Ω∂ )Y(j

v 2Ω=
∂
Ω∂

où l’on a repris la notation  
ZWZ)W(j ×=

pour représenter matriciellement le produit vectoriel de deux vecteurs W et Z. 
 
Extraire la rotation Ω de ce système n’est pas si simple car Ω figure au second membre des 
équations. De nouveau, l’application de la méthode de Frobenius nous montre la marche à 
suivre. Nous allons remplacer la résolution du système aux dérivées partielles par la 
résolution d’un système différentiel ordinaire gouverné par un paramètre λ.
La méthode de Frobenius consiste à rechercher une rotation solution du système différentiel 
ordinaire 
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(9.5.1) 
 
assorti de la condition initiale 
 

.)v,u()0( 000 Ω=Ω=Θ

Elle permet de déterminer )1()v,u( Θ=Ω à partir de la connaissance de .)v,u( 000 Ω=Ω
Sans restreindre la généralité, nous allons supposer : 3000 Iet0v,0u =Ω== .
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En remplaçant les deux vecteurs 1Y et 2Y par leurs expressions dans le système (9.5.1), nous 
obtenons le système différentiel : 
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Résoudre ce système différentiel ordinaire en continuant à le gouverner par le paramètre λ
n’est pas chose si aisée. Nous allons choisir un nouveau paramètre µ afin de transformer le 
système différentiel linéaire en un système différentiel linéaire à coefficients constants 
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Si nous y parvenons, nous saurons intégrer ce nouveau système en calculant l’exponentielle 
de matrice 
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Il suffit de choisir pour µ la fonction de λ satisfaisant  
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Le calcul explicite de )1(Θ nécessite seulement la valeur 
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Introduisons l’angle ψ compris entre 0 et π et défini par:  
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ainsi :  
 

ψ=+µ 22 vu)1( . 
 

Le développement de l’exponentielle (9.5.2) par la formule de Gibbs conduit à : 



Chapitre 4 - THÉORIE DES SURFACES 

 124

)
0
u
v

vu
1(jsin

0
u
v

0
u
v

vu
1)cos1(Icos

22

T

22















−

+
ψ+















−















−

+
ψ−+ψ=Ω .

Les relations trigonométriques liant ψψ sinetcos  à 
2

tan ψ permettent d’expliciter la rotation 

Ω en fonction de u et v : 
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en ayant fait le choix d’une rotation multiplicative à gauche égale à l’identité. 

9-6 Détermination de l’équation paramétrique de la surface 

Il reste à intégrer le système d’équations aux dérivées partielles : 
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soit encore sous la forme condensée:  
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Cette dernière intégration est simple puisque le second membre ne dépend pas de x. Elle 
permet d’expliciter les équations paramétrées de la surface : 
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en ayant fait le choix d’une translation nulle. 
 
On reconnaît la représentation stéréographique d’une demi-surface sphérique de rayon R. 

10- Conclusion  

La méthodologie développée dans ce chapitre permet d’effectuer une reconstruction effective 
d’une surface à partir de la connaissance de ses deux formes fondamentales comme le 
précisent les différentes étapes du bilan présentée au paragraphe 8 et comme l’illustre 
l’exemple traité au paragraphe 9. 
 
Dans le cadre de l’étude des surfaces, nous avons constaté que l’utilisation 
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- de la « décomposition polaire» généralisée  
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- et des vecteurs de Darboux Y1 et Y2 définis par 

 

)IY(
u 1 ×Ω=
∂
Ω∂ )IY(

v 2 ×Ω=
∂
Ω∂

engendre une méthode très efficace pour la reconstruction d’une surface. 
 
L’introduction de la rotation Ω a permis le découplage des conditions de compatibilité en 
deux systèmes d’équations aux dérivées partielles du premier ordre : 
 

- conditions de Gauss-Codazzi-Mainardi  
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+× en ce qui concerne les deux vecteurs de Darboux, 

- conditions d’intégrabilité du système (10.1) 
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vecteurs de Gram. 
 
Nous allons continuer à développer cette méthodologie en étudiant les surfaces minimales, 
avec les mêmes outils, dans le chapitre 5. 
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Chapitre 5  

SURFACES MINIMALES 

1- Introduction 

A la lumière de l’étude des surfaces développée au chapitre précédent, reprenons le problème 
de Plateau : 
 
Trouver la surface S dont le bord est délimité par une courbe fermée Γ donnée et dont 
l’aire est minimale. 
 
A l’origine du problème se trouve un essai de Lagrange sur la détermination des extrema de 
fonctionnelles intégrales qui donna naissance aux équations de Lagrange. Les premiers 
exemples découverts furent la caténoïde et l’hélicoïde. Jean-Baptiste Meusnier [MEU 1] 
établit en 1785 que les surfaces minimales étaient des surfaces de courbure moyenne nulle 
(selon la terminologie adoptée un peu plus tard par Sophie Germain). Ces problèmes ont pris 
le nom du physicien belge Joseph Plateau (1801-1883) qui réalisa différentes expériences 
avec du savon liquide à la glycérine et des fils de cuivre. Bien qu’un physicien puisse penser 
qu’il est naturel qu’un contourΓ délimite une surface minimale, le mathématicien est en droit 
de se demander s’il est vrai que toute courbe fermée dans l’espace entoure une surface 
minimale [GRA 1]. 
En 1930, T. Radó montra que le problème de Plateau pouvait être résolu pour toute courbe de 
longueur finie [RAD 1], puis pour tout contour qui peut entourer une surface d’aire finie 
[RAD 2]. Indépendamment, J. Douglas [DOU 1] démontra les mêmes résultats et précisa le 
problème en le reformulant. Plus récemment, R. Osserman [OSS 1, 2], M. Do Carmo [DOC 1, 
2] ont obtenu de nouveaux résultats, à partir d’hypothèses sur la courbure de Gauss, sur la 
stabilité de sous domaines bornés de surfaces minimales.  
 
Reprenons les notations introduites aux paragraphes 2-1 et 2-2 du chapitre 4. La surface S est 
paramétrée par u et v et un point de S est noté x. Dans l’espace Euclidien 3E est choisie une 
base orthonormée directe 321 e,e,e . L’aire de S est le résultat de l’intégration de l’élément 
d’aire 
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Minimiser A(S) est un problème de calcul des variations qui risque de se révéler très 
complexe si la géométrie de la surface est traitée avec les variables E, F, G, L, M, N et les 
symboles de Christoffel. 
 
Comme nous l’avons vu au chapitre 4, une surface est caractérisée par ses deux formes 
fondamentales, conformément au Théorème de Bonnet qui assure que cette surface est alors 
parfaitement définie à une rotation et une translation près. Nous allons adopter la stratégie 
suivante : au lieu de chercher la surface qui minimise l’aire dvduFEG)(A 2∫∫ −=

S
S

(regardée comme une fonctionnelle intégrale de la première forme fondamentale), nous allons 
simplement chercher les deux formes fondamentales de la surface. Dans ce processus de 
minimisation il ne faudra pas oublier que les deux formes fondamentales ne sont pas 
indépendantes : elles doivent satisfaire les conditions de Gauss-Codazzi-Mainardi (G-C-M.). 
 
C’est, pour nous, l’occasion de tester si la méthode présentée au chapitre précédent (qui 
préfère les composantes des vecteurs de Darboux et de Gram aux composantes des deux 
formes fondamentales), permet de résoudre de manière constructive le problème. Nous 
nourrissons l’espoir qu’avec notre méthode le processus de minimisation se déroule plus 
aisément et que la condition de Meusnier (de nullité de la courbure moyenne) s’en déduise 
plus naturellement. 
 
Une première conséquence simplificatrice de l’introduction des vecteurs de Gram U1 et U2 est 
l’expression de l’aire de la surface 
 

dvdue)UU()(A 321∫∫ ⋅×= SS (1.1) 
 
qui devient linéaire en 1U et en 2U La recherche des surfaces minimales revient donc à 
minimiser sous contraintes la fonctionnelle (1.1) puisque les vecteurs 21 U,U ne sont pas libres. 
 
Nous choisirons les variables 3
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1 YetY,Y,Y,Y,Y,u,u,u,u . Les deux séries de 

« contraintes » que doivent respecter ces variables sont : 
 

- les conditions de compatibilité (G-C-M) satisfaites par les vecteurs de Darboux 
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- les conditions de compatibilité satisfaites par les vecteurs de Gram 
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Le problème de Plateau prend la forme du problème de calcul des variations sous contraintes 
suivant : 
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Minimiser la fonctionnelle  
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en respectant les deux conditions locales : 
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2- Mise en œuvre du processus de minimisation 

2-1 Équations de liaison 

Traditionnellement, les contraintes sont traitées en mécanique par l’introduction de 
multiplicateurs de Lagrange. Les deux contraintes à respecter étant vectorielles, nous allons 
affecter, à chacune d’entre elles, un multiplicateur de Lagrange vectoriel. 
 
Les variations des conditions de Gauss-Codazzi-Mainardi satisfaites par les vecteurs de 
Darboux 
 

0YY
u

Y
v
Y

12
21 =×+

∂
∂

−
∂
∂ (1.2) 

sont de la forme 
 

0YYYY
u
Y

v
Y

1212
21 =δ×+×δ+

∂
δ∂

−
∂
δ∂ (2.1.1) 

 
où 1Yδ désigne une variation de 1Y et 2Yδ une variation de 2Y . Nous leurs affecterons un 
multiplicateur de Lagrange λ.

Les variations des conditions satisfaites par les vecteurs de Gram et par les vecteurs de 
Darboux  
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U
2112

21 =×−×+
∂
∂

−
∂
∂ (1.3) 

sont de la forme 
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21211212
21 =δ×−×δ−δ×+×δ+

∂
δ∂

−
∂
δ∂ (2.1.2) 

 
où 1Uδ désigne une variation de 1U et 2Uδ une variation de 2U . Nous leurs affecterons un 
multiplicateur de Lagrange µ. 
 
Nous dirons que (2.1.1) et (2.1.2) sont les équations de liaison du problème de minimum.
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2-2 Technique des multiplicateurs de Lagrange.  

La variation de l’aire de la surface est la fonctionnelle linéaire  
 

dvdu]e)UU(e)UU[( 321321 ⋅δ×+⋅×δ=Φδ ∫∫S

des champs de vecteurs 21 UetU δδ .
Cette variation doit être nulle, dès que les variations 2121 YetY,U,U δδδδ satisfont les 
équations de liaisons linéaires (2.1.1) et (2.1.2). La technique des multiplicateurs de Lagrange 
conduit à imposer que la variation Φδ de l’aire de S soit égale à la somme des deux intégrales  
 

dvdu)YYYY
u
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v
Y( 1212

21∫∫ δ×+×δ+
∂
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−
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⋅λ
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et  
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−
∂
δ∂

⋅µ
S

.

Ainsi, nous aboutissons au problème suivant :  
 
Trouver 2121 YetY,U,U qui satisfont 
 

(i) la condition intégrale 
 

.dvduUYdvdu)UY(

dvdu)UY(dvdu)YY(

dvdu)UY(dvdu)YY(

dvdu)
u
U

v
U(dudv)

u
Y

v
Y(dudv]U)Ue(U.)eU[(

2112

2112

1212
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213132

δ×⋅µ−δ×⋅µ+

×δ⋅µ−δ×⋅λ+

×δ⋅µ+×δ⋅λ+
∂
δ∂

−
∂
δ∂

⋅µ+
∂
δ∂

−
∂
δ∂

⋅λ=δ⋅×+δ×

∫∫∫∫
∫∫∫∫
∫∫∫∫

∫∫∫∫∫∫

SS

SS

SS

SSS

pour tous vecteurs 1Uδ , 2Uδ , 1Yδ , 2Yδ

(ii) la condition locale 1.2 

(iii) la condition locale 1.3. 

3- Transformation des intégrales de surface en intégrales de circulation. 

La formule de Green-Riemann permet de passer d’une intégrale sur le contour Γ à une 
intégrale sur S. Si P et Q sont des fonctions dérivables, définies sur une surface S fermée 
bornée de contour Γ, alors : 

dvdu)
v
P

u
Q()dvQduP(

∂
∂

−∫ ∫∫ ∂
∂

=+Γ S .
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Appliquons cette formule à l’intégrale mettant en jeu les dérivées des variations des vecteurs 
de Darboux 
 

dvdu]Y
u

Y
vu

)Y(
v

)Y([dvdu)
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Y( 21

2121 δ⋅
∂
λ∂

+δ⋅
∂
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⋅λ ∫∫∫∫ SS

ainsi : 
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21 δ⋅
∂
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−δ⋅
∂
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−δ⋅λ+δ⋅λ−=
∂
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−
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δ∂

⋅λ ∫∫∫∫∫ SΓS
.

Appliquons la aussi à l’intégrale mettant en jeu les dérivées des variations des vecteurs de 
Gram  
 

∫∫ ∫∫ δ⋅
∂
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+δ⋅
∂
µ∂

−
∂
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ainsi : 
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()dvUduU(dvdu)
u
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21 δ⋅
∂
µ∂

−δ⋅
∂
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−δ⋅µ+δ⋅µ−=
∂
δ∂

−
∂
δ∂

⋅µ ∫∫∫∫∫ SΓS
.

4- Formulation faible 

Revenons à la condition intégrale du paragraphe 2 en introduisant les transformations opérées 
au paragraphe 3 pour remplacer certaines intégrales de surface par des intégrales de contour. 
Nous pouvons affirmer que : 
 

La fonctionnelle linéaire des vecteurs 2121 Y,Y,U,U δδδδ ,

dvdu)Y(Udvdu)Y(U

dvdu)U(Ydvdu)Y(Y

dvdu)U(Ydvdu)Y(Y
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×µ⋅δ+×µ⋅δ−

µ×⋅δ+×λ⋅δ−

µ×⋅δ−λ×⋅δ−

δ⋅
∂
µ∂

−δ⋅
∂
µ∂

+δ⋅µ+δ⋅µ+

δ⋅
∂
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−δ⋅
∂
λ∂

+δ⋅λ+δ⋅λ+δ⋅×+δ×

∫∫∫∫
∫∫∫∫
∫∫∫∫
∫∫∫

∫∫∫∫∫

SS

SS

SS

SΓ

SΓS

doit être nulle. 
 

Afin d’obtenir une suite de relations intégrales que doivent vérifier les vecteurs de Darboux, 
les vecteurs de Gram ainsi que les multiplicateurs de Lagrange, nous allons maintenant 
effectuer successivement différents choix de variations des vecteurs 2121 Y,Y,U,U δδδδ
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Premier choix : Si 212 YetY,U δδδ sont nuls, nous découvrons que 
 

0duUdvduU)
v

YeU( 11232 =δ⋅µ+δ⋅
∂
µ∂

+×µ−× ∫∫∫ ΓS
(4.1) 

 
Deuxième choix : Si 211 YetY,U δδδ sont nuls, nous découvrons que 
 

0dvUdvduU)
u

YUe( 22113 =δ⋅µ+δ⋅
∂
µ∂

−×µ+× ∫∫∫ ΓS
(4.2) 

 
Troisième choix : Si 221 YetU,U δδδ sont nuls, nous découvrons que  
 

0duYdvduY)UY
v

( 1122 =δ⋅λ+δ⋅µ×+×λ−
∂
λ∂

∫∫∫ ΓS
(4.3) 

 
Quatrième choix : Si 121 YetU,U δδδ sont nuls, nous découvrons que 
 

0dvYdvduY)UY
u

( 2211 =δ⋅λ+δ⋅µ×−λ×−
∂
λ∂

− ∫∫∫ ΓS
(4.4) 

5- Système adjoint 

Les conditions d’extrêmalité (4.1), (4.2), (4.3) et (4.4) constituent la formulation faible des 
équations que doivent satisfaire les champs de vecteurs U1, U2, Y1, Y2, λ, µ pour que la 
surface reconstruite par l’algorithme du paragraphe 8 du chapitre 4, à partir de U1, U2, Y1, Y2,
soit une surface minimale. 
En choisissant convenablement la topologie des espaces fonctionnels auxquels appartiennent 
les inconnues U1, U2, Y1, Y2, λ, µ, nous aboutirons à la formulation forte  
 

2211 UY
v

UY
u

×µ+×λ=
∂
λ∂

×µ+×λ=
∂
λ∂ (5.1) 

 

232131 UeY
v

UeY
u

×+×µ=
∂
µ∂

×+×µ=
∂
µ∂ (5.2) 

 
et il faudra assortir ces équations aux dérivées partielles dans S des cinq conditions aux limites 
sur Γ

00000 21321 =µ=µ=λ=λ=λ . (5.3) 
 
La situation est semblable à celle de la commande optimale en robotique où une fonction coût 
est minimisée, en respectant les équations différentielles ordinaires du mouvement satisfaites 
par les variables d’état repérant les positions et les vitesses du robot. 
 
Suite à une démarche initiée par Pontriaguine, des multiplicateurs de Lagrange fonctions du 
temps notés pi et dits variables adjointes sont affectés aux équations du mouvement. La mise 
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en œuvre du processus d’optimisation conduit à un système différentiel ordinaire satisfait par 
les variables adjointes. Ce système est dit système adjoint du système des équations du 
mouvement. Par analogie, nous dirons que le système aux dérivées partielles constitué des 
équations (5.1) et (5.2) est le système adjoint (ou le système dual) des équations (1.2) et (1.3).  
 
Il ne faut donc pas oublier le système de départ que nous appellerons système primal. Les 
variables primales 2121 YetY,U,U satisfont : 
 

0YY
u

Y
v
Y

12
21 =×+

∂
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−
∂
∂

(1.2) 

 

0UYUY
u

U
v

U
2112

21 =×−×+
∂
∂

−
∂
∂ (1.3) 

 
A nouveau surgissent des questions de compatibilité : les systèmes aux dérivées partielles 
(5.1) et (5.2) sont-ils intégrables au sens de Frobenius ?  

6- Condition de compatibilité assurant l’existence du champ de vecteurs λ

Comparons les dérivées secondes croisées deλ . Commençons par évaluer la dérivée première 

de 
u∂
λ∂ par rapport à v à partir de (5.1) 

 

.
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)UY(
v

)
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1
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1
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∂
×µ+×

∂
µ∂
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∂
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×λ+×
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λ∂

∂
∂

Remplaçons 
v∂
λ∂ et 

v∂
µ∂ par leurs valeurs déduites de (5.1) elle-même et de (5.2), nous 

obtenons : 
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122 ∂
∂

×µ+××+×µ+
∂
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×λ+××µ+×λ=
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∂
∂

En échangeant les indices 1 et 2, nous échangeons l’ordre des dérivations partielles de λ

u
UU)UeY(

u
YY)UY()

v
(

u
2

2131
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∂

×µ+××+×µ+
∂
∂
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La différence de ces dérivées secondes 
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met en évidence  
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- la différence 
u

Y
v
Y 21

∂
∂

−
∂
∂ que l’on peut remplacer par 21 YY × grâce à (1.2), 

- la différence 
u

U
v

U 21

∂
∂

−
∂
∂ que l’on peut remplacer par 1221 UYUY ×−× grâce à 

(1.3). 
 
La différence des dérivées secondes croisées de λ vaut donc : 
 

.U)Ue(U)Ue(
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Lorsqu’ on l’applique, successivement aux quatre groupements de trois vecteurs )Y,Y,( 12λ ,
)Y,U,( 12µ , )U,Y,( 12µ et )U,U,e( 123 , l’identité de Jacobi satisfaite par le double produit 

vectoriel (propriété A-2-2 de l’Annexe A) permet les quatre simplifications suivantes  
 

0Y)Y()YY(Y)Y( 211212 =×λ×+λ××+××λ

0U)Y()YU(Y)U( 211212 =×µ×+µ××+××µ

0)UY(Y)U(U)Y( 122112 =µ××+×µ×+××µ

321231123 e)UU(U)eU(U)Ue( ××=××+×× .

Ainsi, la différence des dérivées croisées se réduit à 
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××=
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∂
∂

−
∂
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∂
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Ce dernier double produit vectoriel est nul car les deux vecteurs 21 U,U sont orthogonaux à 

3e . 
 
Les dérivées secondes de λ sont donc symétriques. Il n’y a pas d’obstruction à l’intégration du 
système aux dérivées partielles (5.1). 
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7- Condition de compatibilité assurant l’existence du champ de vecteurs µ. 

Comparons maintenant les dérivées secondes croisées de µ. Commençons par évaluer la 

dérivée première de 
u∂
µ∂ par rapport à v à partir de (5.2) 
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Remplaçons 
v∂
µ∂ par sa valeur déduite de (5.2) elle-même, nous obtenons  
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En échangeant les indices 1 et 2, nous échangeons l’ordre des dérivations partielles de µ 
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La différence de ces dérivées secondes croisées 
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met en évidence une nouvelle fois 
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(1.3). 
 
La différence des dérivées croisées de µ vaut donc : 
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Lorsqu’on l’applique successivement aux trois groupements de trois vecteurs )Y,Y,( 21µ ,
)Y,U,e( 123 et )Y,e,U( 231 , l’identité de Jacobi permet les trois simplifications suivantes : 

 
0)YY(Y)Y(Y)Y( 122112 =µ××+×µ×+××µ

)eY(Ue)YU(Y)Ue( 312312123 ××=××+××
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)Ye(Ue)UY(Y)eU( 231312231 ××=××+×× .

La différence des dérivées secondes croisées de µ se réduit donc à : 
 

31221
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car les vecteurs de Gram sont perpendiculaires au vecteur 3e . 
 
La symétrie des dérivées secondes de µ nécessite la condition 
 

0YUYU 1221 =⋅−⋅ (6.3) 
 

qui lie les vecteurs de Darboux aux vecteurs de Gram. Cette seule condition (6.3) assure 
l’intégrabilité des systèmes aux dérivées partielles (5.1) et ((5.2). 
Nous reconnaissons la condition découverte par Meusnier [MEU 1] puisque la courbure 
moyenne qui s’esprime traditionnellement en fonction des composantes des deux formes 
fondamentales par la formule 
 

)FEG(2
FM2GLENH 2−

−+
= .

s’explicite en fonction des vecteurs U1, U2, Y1, Y2 (chapitre 4, paragraphe 7-4) par la formule 
alternative 
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e)UU(2
YUYUH
⋅×
⋅−⋅

= .

8- Processus de recherche d’une surface minimale 

Le programme que nous proposons pour résoudre le problème de Plateau est donc le suivant : 
 

(i) Trouver six champs de vecteurs U1, U2, Y1, Y2, λ et µ satisfaisant le système 
algébro-différentiel 
 

0eU 31 =⋅ 0eU 32 =⋅ 0YUYU 1221 =⋅−⋅ .

0YY
u

Y
v
Y

12
21 =×+

∂
∂

−
∂
∂

(1.2) 

 

0UYUY
u

U
v

U
2112

21 =×−×+
∂
∂

−
∂
∂ (1.3) 

 

2211 UY
v

UY
u

×µ+×λ=
∂
λ∂

×µ+×λ=
∂
λ∂ (5.1) 



9- Nouveau système adjoint 

 137

232131 UeY
v

UeY
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×+×µ=
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×+×µ=
∂
µ∂ (5.2) 

 
et les conditions aux limites surΓ

00000 21321 =µ=µ=λ=λ=λ (5.3) 
 

(ii) Construire la surface par l’algorithme détaillé au paragraphe 8 du chapitre 4. 
 

Notre méthode introduit les inconnues supplémentaires λ et µ mais nous savons, par 
l’expérience d’autres problèmes de mécanique, que la technique des multiplicateurs de 
Lagrange donne de la souplesse au calcul numérique et qu’il ne faut surtout pas les éliminer.  
 
Remarque : Ces résultats ont été présentés lors de la 8ème Conference « Shell Structures, 
Theory and Applications » (SSTA) en 2005à Jurata en Pologne [VAL 5]. 

9- Nouveau système adjoint 

9-1 Modification du système adjoint  

Les quatre équations aux dérivées partielles satisfaites par les champs de vecteurs λ et µ 
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font apparaître des groupements 
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.

La pratique des vecteurs rotation instantanée en mécanique nous suggère de préférer aux 
vecteurs µλet  les vecteurs λΩ=� et µΩ=m .
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Puisque les vecteurs de Darboux sont associés aux dérivées partielles de la rotation Ω par les 
définitions 
 

)IY(
u 1 ×Ω=
∂
Ω∂ )IY(

v 2 ×Ω=
∂
Ω∂ .

Les dérivées partielles des vecteurs met�

)
u

Y(
uuu 1 ∂

λ∂
+λ×Ω=

∂
λ∂

×Ω+λ×
∂
Ω∂

=
∂
∂�

)
v

Y(
v 2 ∂

λ∂
+λ×Ω=

∂
∂�

)
u

Y(
u
m

1 ∂
µ∂

+µ×Ω=
∂
∂

)
v

Y(
v
m

2 ∂
µ∂

+µ×Ω=
∂
∂

restituent les groupements précédemment remarqués. 
 
Par ailleurs, la propriété A-8-2 de l’Annexe A implique directement que l’adjuguée d’une 
rotation, telle que Ω, soit sa transposée. Cette propriété associée à la propriété A-8-1 montre 
que l’image d’un produit vectoriel par une rotation est l’image des produits vectoriels. Ainsi  
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)U()e()Ue( 1313 Ω×Ω=×Ω )U()e()Ue( 2323 Ω×Ω=×Ω .

Rappelons-nous, qu’au chapitre 4, les vecteurs tangents 
v
xet

u
x

∂
∂

∂
∂ (respectivement la normale 

n) se sont révélés être les images des vecteurs de Gram (respectivement de e3) par la rotation 
Ω.
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Le système aux dérivées partielles satisfait par λ et µ se transforme donc en un système aux 
dérivées partielles plus simple satisfait par � et m 
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9-2 Condition d’intégrabilité assurant l’existence de �

L’existence de λ assure l’existence de � . La preuve de la symétrie des dérivées secondes 
partielles de λ invoquait plusieurs fois l’identité de Jacobi. La preuve de la symétrie des 
dérivées secondes partielles de � devrait se révéler plus simple. Etudions donc directement 
l’intégrabilité du système aux dérivées partielles (8.1). Comparons les dérivées secondes 
croisées de � :
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A cause de (8.2) et de la symétrie des dérivées secondes de la position x, cette différence se 
réduit à 
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L’identité de Jacobi permet de la transformer en n)
u
x

v
x( ×

∂
∂

×
∂
∂ qui est nul. Comme c’était le 

cas du système (5.1), il n’y a pas d’obstruction à l’intégrabilité du système aux dérivées 
partielles (8.1). 
 
Nous pouvons constater le plein accord entre les symétries des dérivées secondes de λ et �
puisqu’elles découlent respectivement des égalités  
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9-3 Condition d’intégrabilité assurant l’existence de m 

L’existence de µ était assurée par la condition de Meusnier de nullité de la courbure moyenne. 
La preuve de la symétrie des dérivées secondes partielles de µ invoquait plusieurs fois 
l’identité de Jacobi. A cause de la symétrie des dérivées secondes de la position x, la 
différence des dérivées secondes partielles croisées de m, se réduit à : 
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Cette différence  
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∂ (9.3.1) 

 
peut se traduire en termes de vecteurs de Gram et de vecteurs de Darboux 
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Puisque les vecteurs de Gram sont orthogonaux à e3, les doubles produits vectoriels se 
simplifient et il vient : 
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soit finalement : 
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en reconnaissant la courbure moyenne H de la surface S (paragraphe 7-4 du chapitre 4). 
 
Ainsi :  
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Les dérivées secondes de m seront symétriques si la courbure moyenne est nulle et nous 
retrouvons la condition de Meusnier. 
 
Nous pouvons aussi calculer la différence (9.3.1) en invoquant les formules de Weingarten 
(paragraphe 5-2 du chapitre 4) qui impliquent 
 

)
v
x

u
x(

FEG
GLFM

v
x

u
n

2 ∂
∂

×
∂
∂

−
−

=
∂
∂

×
∂
∂

)
v
x

u
x(

FEG
ENFM

u
x

v
n

2 ∂
∂

×
∂
∂

−
−

−=
∂
∂

×
∂
∂ .

Nous retrouvons la valeur  
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de la différence (9.3.1) en reconnaissant l’expression de la courbure moyenne du paragraphe 
7-2 du chapitre 4. 

9-4 Conditions aux limites 

Sur le bord Γ de la surface, les conditions aux limites deviennent : 
 

.0mnet0 =×=�

En effet, puisque Ω est une rotation, 
 

λΩ=�
et )e(emn 33 µ×Ω=µΩ×Ω=×

sont nuls si et seulement si λ et µ×3e sont nuls. Nous reconnaissons les conditions aux 
limites (5.3) satisfaites par .etµλ

10- Sœur de la surface minimale S

10-1 Définition  

Nous appellerons sœur de la surface S, la surface S ′d’équation paramétrique m(u,v) solution 
du système aux dérivées partielles (8.2) : 
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(8.2) 

 
Remarque : Le système aux dérivées partielles (8.2) n’étant intégrable au sens de Frobenius 
que si la courbure moyenne de la surface d’équation paramétrique x(u,v) est nulle (paragraphe 
9.3) seules les surfaces minimales ont une sœur.  

10-2 Propriétés de la surface S ′ d’équation paramétrique m(u,v) 

Nous allons étudier la surface S ′ d’équation paramétrique m(u,v) et énoncer une liste de 
propriétés qui la concerne et qui la lie à la surface S d’équation paramétrique x(u,v). 
 
Propriété 10.1 : Les deux surfaces S et S ′ont même première forme fondamentale (ou même 
métrique). 
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Démonstration : 
Notons par des primes les variables liées à la surface S ′ (vecteurs de Gram, vecteurs de 
Darboux,…). D’après (8.2) : 
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Nous pouvons donc associer à la surface S ′ les vecteurs de Gram 
 

131 UeU ×=′ et .UeU 232 ×=′

Remarquons qu’ils se déduisent des vecteurs de Gram 1U et U 2 par une rotation d’angle π/2 
autour de 3e .Leurs produits scalaires sont donc conservés. Cette propriété permet d’affirmer 
que la première forme fondamentale de la surface S ′coïncide avec celle de la surface S.

Propriété 10.2 : Les rotations, et par la suite les deux vecteurs de Darboux associés aux 
surfaces S et S ′ , sont identiques. 
 
Démonstration : 
Le choix de 13 Ue × et 23 Ue × comme vecteurs de Gram de la surface S ′ implique Ω=Ω′ et 
par suite  

2211 YYetYY =′=′ .

Propriété 10.3 : Les normales aux deux surfaces sont identiques. 

Démonstration : 

Il suffit de remarquer que les vecteurs 
v
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v
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u
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∂
∂ du plan tangent en x à la surface S par rotation d’angle π/2 autour de n. 

Propriété 10.4 : La courbure moyenne de la surface S ′ est nulle. La sœur d’une surface 
minimale est elle-même une surface minimale. 

Démonstration : 
Calculons la courbure moyenne H′ de la surface S ′par son expression (paragraphe 7-4, 
chapitre 4) 
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La condition de compatibilité satisfaite par les vecteurs de Gram de la surface S (formule 
notée (1.3) dans ce chapitre) permet de remplacer le vecteur 1221 YUYU ×−× par 

u
U

v
U 21

∂
∂

−
∂
∂ . Ainsi 
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puisque les vecteurs 21 UetU sont orthogonaux à e3.

La courbure moyenne de S ′ est donc nulle.  
 
Remarque : Nous n’avons pas explicitement invoqué la nullité de la courbure moyenne de la 
surface S.

Propriété 10.5 : Les deux surfaces S et S ′ ont même courbure de Gauss. 

 
Démonstration : 
Calculons la courbure de Gauss K′ de la surface S ′ par son expression (paragraphe 7-4, 
chapitre 4). 
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Comme les métriques, ainsi que les vecteurs de Darboux des surfaces S et S ′ coïncident, il en 
est de même de leurs courbures totales en cohérence avec le théorème d’excellence de Gauss. 
 
Propriété 10.6 : La seconde forme fondamentale de la surface sœur a pour expression 
matricielle  
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Démonstration : 
Les définitions de vecteurs de Gram de la surface sœur  
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L’expression de la matrice de la seconde forme fondamentale 
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présentée au cours du paragraphe 6-2 du chapitre 4 conduit à : 
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ou aussi bien à 
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puisque les vecteurs de Gram 21 UetU ont leurs troisièmes composantes nulles. 
Ainsi nous aboutissons à l’expression annoncée 
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qui est symétrique à cause de la nullité de la courbure moyenne de la surface S. 
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Propriété 10.7 : La seconde forme fondamentale de la surface sœur S ′ s’exprime en fonction 
des première et seconde formes fondamentales de la surface minimale S par la formule  
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Démonstration : 
Partons encore de l’expression  
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présentée au cours du paragraphe 6-2 du chapitre 4. Multiplions la à gauche par a J, en 
choisissant l’expression 
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de la première forme fondamentale. Nous obtenons  
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et nous reconnaissons l’opposée de b′ .

En conclusion : 
 
Nous avons mis en évidence que toute surface minimale S admettait une sœur S ′ de même 
métrique, de même normale, de même courbure de Gauss, et de seconde forme fondamentale  
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Nous avons tous les outils de calcul nécessaires pour construire la sœur d’une surface 
minimale puisque nous savons que les vecteurs de Darboux sont les mêmes et que les 

vecteurs de Gram ont tourné d’un angle 
2
π autour de 3e . Nous allons traiter deux exemples. 

11-La sœur de la surface d’Enneper 

Choisissons la représentation paramétrique suivante de la surface d’Enneper 
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où, ici, � est un scalaire strictement positif. 
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Les figures ci-dessous représentent la surface d’Enneper sous deux angles de vue différents. 
 

Calculons tout d’abord les composantes des vecteurs 
u
x
∂
∂ et 

v
x
∂
∂ tangents en x à la surface 

d’Enneper : 
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Les coefficients de la première forme fondamentale a sont donc :  
 

2222 )vu1(E ++= � , F=0, 2222 )vu1(G ++= �

et la matrice a de la première forme fondamentale est proportionnelle à l’identité 
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2
2222 I)vu1( ++= �a .

Un choix simple des vecteurs de Gram est : 
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La rotation Ω qui transforme les vecteurs de Gram en les vecteurs tangents
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La troisième colonne n de Ω s’obtient en faisant le produit vectoriel des deux premières 
colonnes  
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L’expression matricielle complète de la rotation Ω est donc 
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Les dérivées partielles de la normale 
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permettent de calculer la seconde forme fondamentale b par la formule 
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d’où l’expression : 
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Le calcul des composantes des vecteurs de Darboux peut s’effectuer à partir des équations 
(6.2.1) et (6.4.2) du chapitre 4. 
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La résolution de ces équations linéaires est simple, elle donne : 
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La valeur de )(tr ba 1− ou de 2112 UYUY ⋅−⋅ est nulle, la surface d’Enneper est de courbure 
moyenne nulle. C’est une surface minimale, cherchons sa sœur ! 
 
Nous savons que la rotation de la surface sœur définie par m(u,v) est inchangée mais que les 

vecteurs de Gram tournent d’un angle 
2
π autour de 3e
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Les vecteurs tangents en m à la surface sœur sont les images par Ω de ces vecteurs de Gram : 
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L’intégration de ces équations permet de trouver une représentation paramétrique de la 
surface sœur de la surface d’Enneper : 
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où m0 est un vecteur constant que l’on peut choisir égal à zéro. Nous savons que ces deux 
surfaces n’ont pas les mêmes secondes formes fondamentales, la formule qui les relie est : 
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La seconde forme fondamentale de la sœur de la surface d’Enneper est donc : 
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La représentation de la surface sœur de la surface d’Enneper donne sous un angle de vue 
perpendiculaire à l’axe 1e :

et sous un autre angle de vue : 
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12-La sœur de la caténoïde 

Choisissons la représentation paramétrique suivante : 
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=

de la caténoïde où � est un scalaire strictement positif. 
 
La caténoïde est représentée par la figure ci-dessous  

Les composantes des vecteurs 
u
x
∂
∂ et 

v
x
∂
∂ , tangents en x à la caténoïde, sont : 

 

0
v
x

u
x

vcoschu
v
xvsinshu

u
x

vsinchu
v
xvcosshu

u
x

33

22

11

=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

−=
∂
∂

=
∂
∂

�

��

��

La première forme fondamentale a est proportionnelle à l’identité 
 

2
2 I)chu(�=a .

Un choix simple des vecteurs de Gram est 
 

2211 echuU,echuU �� == .
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La rotation Ω, qui transforme les vecteurs de Gram en les vecteurs tangents 
u
x
∂
∂ et 

v
x
∂
∂ , a donc

pour expression matricielle : 
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En dérivant partiellement la rotation Ω par rapport aux paramètres u et v, les formules  
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permettent d’obtenir les deux vecteurs de Darboux 
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La connaissance des vecteurs de Gram et des vecteurs de Darboux permet de trouver la 
seconde forme fondamentale 
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La valeur de )(tr ba 1− ou de 2112 UYUY ⋅−⋅ est nulle, la caténoïde est de courbure moyenne 
nulle. C’est une surface minimale, cherchons sa sœur ! 
Nous savons que la rotation de la surface sœur est inchangée mais que les vecteurs de Gram 

tournent d’un angle 
2
π autour de 3e . 
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Les vecteurs tangents en m à la surface sœur sont les images par Ω de ces vecteurs de Gram : 
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L’intégration de ces équations permet de trouver une représentation paramétrique de la 
surface sœur de la caténoïde 
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où m0 est un vecteur constant que l’on peut choisir égal à zéro. Nous reconnaissons une 
représentation paramétrique de l’hélicoïde gauche car la matrice  
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est une rotation d’angle 
2
π autour de 3e . 

La figure ci-dessous représente l’hélicoïde gauche  
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13- La sœur de la sœur de la sœur… 

La surface d’équation paramétrique m(u,v) est elle-même de courbure moyenne nulle. On 
peut chercher sa sœur. Elle aura encore les mêmes vecteurs de Darboux et ses vecteurs de 
Gram seront 

 
1133131 U)Ue(eUeU −=××=′×=′′ 22 UU −=′′ .

Ce sera une surface S ′′ de représentation paramétrique –x(u,v). C’est, à nouveau, une surface 
de courbure moyenne nulle et on peut en chercher la sœur S ′′′ . Ses vecteurs de Darboux sont 
encore les mêmes et ses vecteurs de Gram sont 
 

113131 UUeUeU ′−=×−=′′×=′′′ 22 UU ′−=′′′ .

Une représentation paramétrique de S ′′′ est –m(u,v). A nouveau, c’est une surface de courbure 
moyenne nulle et on peut en chercher la sœur S ′′′′ . Ses vecteurs de Darboux sont toujours les 

mêmes et ses vecteurs de Gram ont tourné quatre fois d’un angle de 
2
π autour de 3e par 

rapport à ceux de S. 

1133131 U)Ue(eUeU =××−=′′′×=′′′′ 22 UU =′′′′ .

Une représentation paramétrique de S ′′′′ est x(u,v). La boucle est bouclée, les sœurs sont 
quatre. 

 

Remarque : Dans le cadre des surfaces minimales, on trouve dans la littérature des surfaces 
cousines et des surfaces conjuguées [DAN 1] de même première forme fondamentale, les 
surfaces de Bryant par exemple. Mais les relations entre les secondes formes fondamentales 
sont différentes de celles que nous avons obtenues par la considération  du système adjoint. 

14- Conclusion 

À partir de l’étude du problème de Plateau, ce chapitre a permis de mettre en évidence, 
plusieurs résultats intéressants : 
 

- dans le cadre de la théorie des surfaces mettant en jeu les vecteurs de Gram et de 
Darboux que nous avons développée au chapitre 4, la condition de Meusnier de nullité de la 
courbure moyenne apparaît comme une condition d’intégrabilité de Frobenius du système 
adjoint, 
 

- le système adjoint admet des solutions qui sont elles-mêmes des surfaces minimales 
de même première forme fondamentale mais de seconde forme fondamentale distincte 
satisfaisant à une règle précise, ce qui nous a amené à la définition de surfaces minimales 
sœurs, 
 

- la suite des surfaces minimales sœurs boucle en quatre itérations. 
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Nous avons revisité le problème de Plateau par une approche à la Pontriaguine, issue de la 
commande optimale : la fonction coût est l’aire à minimiser, le temps est remplacé par les 
deux paramètres de la surface et les « équations du mouvement » par les conditions de Gauss-
Codazzi-Mainardi. Les outils de la Mécanique, essentiellement les multiplicateurs de 
Lagrange, nous ont permis de proposer une voie inexplorée à notre connaissance par les 
géomètres. 
Nous pensons que le programme de construction d’une surface minimale à partir d’un contour 
donné présenté au paragraphe 8 est prêt pour bâtir des logiciels de calcul. Peut être inspirera-t-
il le génie civil, notamment les architectes qui cherchent à créer de nouveaux designs. Peut 
être les surfaces minimales simulées par ces logiciels feront-elles de nouveau rêver les 
artistes, sculpteurs et photographes pour leurs formes esthétiques élégantes et dépouillées 
comme ce fut le cas des objets mathématiques de l’Institut Poincaré dans les années 30 
[FORT 1]. 
 



155 

Chapitre 6  

ÉQUIVALENCE ENTRE L’ANNULATION DU TENSEUR DE 
COURBURE DE RIEMANN-CHRISTOFFEL DANS UNE COQUE ET 
LES CONDITIONS DE GAUSS-CODAZZI-MAINARDI SUR LA 
SURFACE MOYENNE 

 

Ce chapitre présente un travail effectué en commun avec Claude Vallée sur une question 
posée par P. G. Ciarlet. Il est rédigé sous la forme d’un article de revue et apparaît donc sous 
une présentation différente de celle des chapitres précédents. Conçu comme un tout 
permettant au lecteur de suivre les étapes du raisonnement, il revient sur différents aspects 
déjà abordés aux chapitres 1 et 4. Spécialement dédié à la théorie des coques, il adopte une 
approche et des notations légèrement différentes. Nous utiliserons par exemple 
 

- la notation )x,y,y( 321 au lieu de )x,x,x( 321 pour désigner les paramètres d’un point 
de la coque, 
 - la notation )x,x( 21 au lieu de (u,v) pour désigner les paramètres de la surface 
moyenne, 
 - la notation 3a au lieu de n pour désigner la normale unitaire à la surface moyenne, 
 - la notation anglo-saxonne ×au lieu de ∧ pour désigner le produit vectoriel, 
 - la notation g au lieu de C,  
 - les notations A et B pour désigner la représentation matricielle des deux formes 
fondamentales a et b d’une surface. 
 
Ce chapitre a deux objectifs : 
 

- établir, pour une coque D de surface moyenne S, l’équivalence entre l’annulation du 
tenseur de Riemann-Christoffel (condition de compatibilité 3D) dans D et les conditions de 
Gauss-Codazzi-Mainardi (condition de compatibilité 2D) sur S. 

- montrer que la méthodologie proposée aux chapitres 1 et 4 est une voie constructive 
pour traiter les questions traditionnelles de la théorie des coques minces en conduisant les 
calculs de manière plus simple. 
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Les résultats obtenus sont le fruit de réflexions de plusieurs années [VAL 6]. De nombreux 
tâtonnements ont précédé le choix des bons objets à la fois en 2D et 3D. Par exemple, les 
résultats établis en dimension 2 sur les plaques planes minces [BEL 1] [FOR 4] ont été la 
source de nombreux développements ultérieurs. 

Résumé 

Dans un domaine simplement connexe, une condition nécessaire et suffisante bien connue 
pour que le système aux dérivées partielles 
 

)x(g
xx jijki

k

=
∂
Θ∂

δ
∂
Θ∂ �

�

soit intégrable, est la nullité du tenseur de courbure de Riemann-Christoffel, associé aux 
jig considérés comme les composantes d’une métrique. Dans le cas particulier d’un espace 

Euclidien 3D, si on introduit une matrice 33× inversible U, solution (non nécessairement 
symétrique) de 
 

jijk
k
i gUU =δ �

�

et la matrice 33×

]U
2

)]U(Rot(U[trU)U(Rot(U[
détU

1 T
T −=Λ

cette condition de compatibilité prend la forme condensée : 
 

0Adj)(Rot T =Λ+Λ .

Lorsque )x,x(ax)x,x()x,x,x( 21
3

321321 +θ=Θ paramétrise une coque, où )x,x( 21θ

paramétrise la surface moyenne et )x,x(a 21
3 désigne la normale unitaire, une question se 

pose :  
 

Les conditions de Riemann-Christoffel associées à la métrique g se réduisent-elles 
aux conditions de Gauss-Codazzi-Mainardi associées aux première et deuxième formes 
fondamentales a et b de la surface moyenne ? 

 
Nous présentons ici une démonstration de l’équivalence entre ces conditions de 

compatibilité 2D et 3D. Si l’on cherche une preuve de cette équivalence à partir des 
conditions de Gauss-Codazzi-Mainardi (G-C-M) développées avec des symboles de 
Christoffel, c’est un pari perdu ! Une version condensée des conditions G-C-M. a été 
proposée par Claude Vallée et moi-même (1996) et simultanément par Athanassios Fokas et 
Israel Gelfand (1996 et 2000). L’idée clé est de préférer aux six symboles proposés par Elwin 
Bruno Christoffel les composantes de deux vecteurs rotations instantanées αY proposées par 
Gaston Darboux. Les deux premières composantes de ces deux vecteurs de Darboux sont 
déterminées par une équation linéaire mettant en jeu les deux formes fondamentales : 
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sont déterminées par l’équation linéaire mettant en jeu les dérivées partielles de la racine 
carrée de la première forme fondamentale : 
 

[ ] 







∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

= 1

2
2

2

2
1

1

1
2

2

1
13

2
3
1 x

u
x
u

x
u

x
uJuJYY . 

 
Avec la méthode de Darboux, les conditions de Gauss-Codazzi-Mainardi prennent 
l’expression élégante suivante ([DAR 1], page 369) : 
 

212112 YYYY ×=∂−∂ .

Cette approche est mise en œuvre dans les publications récentes sur le sujet de P. G. Ciarlet 
[CIA 11-14] et de W. Pietraszkiewicz [PIE 3-5]. 

 
Dans le cas d’une coque, une solution pour U est : 
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Le déterminant de U 
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met en jeu la courbure moyenne H et la courbure de Gauss K de la surface moyenne. La 
définition de Λ conduit à 
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Il est alors relativement simple de démontrer que les conditions de Riemann-Christoffel 
traduites sous la forme 
 

0Adj)(Rot T =Λ+Λ

sont équivalentes aux conditions de Gauss-Codazzi-Mainardi traduites sous la forme  
 

212112 YYYY ×=∂−∂ .
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1- Introduction 

Nous utiliserons dans la suite les notations et conventions suivies par P. G. Ciarlet [CIA 10]. 
Commençons par lister les principales.  
Tous les espaces, matrices, etc…, considérés sont réels. Les indices et exposants grecs varient 
dans l’ensemble {1,2}, les indices et exposants latins varient dans l’ensemble {1, 2, 3}, et la 
convention de sommation qui respecte la répétition des indices et exposants est utilisée 
systématiquement. E3 représente l’espace Euclidien de dimension 3. Le produit scalaire 
Euclidien et le produit vectoriel des vecteurs v et w de E3 sont notés wvetw.v × , la norme 
d’un vecteur v de E3 est notée v . L’espace E3 est muni d’une base orthonormée directe 
constituée de trois vecteurs iê . 
Soit ω un domaine de R2. Soit )y(y α= un point quelconque du domaineω , et soit α∂ la 

dérivée partielle par rapport à la variable αy : αα ∂
∂

=∂
y

. Considérons une immersion 

)E;(C 33 ω∈θ , c’est à dire une application telle que les deux vecteurs 
 

)y()y(a θ∂= αα

soient linéairement indépendants pour tous les points ω∈y . Ces deux vecteurs engendrent le 
plan tangent à la surface  

)(S ωθ=
au point )y(θ , et le vecteur unitaire 

 

)y(a)y(a
)y(a)y(a)y(a

21

21
3 ×

×
=

est normal à S au point )y(θ . Les trois vecteurs )y(ai constituent une base covariante au point 
)y(θ . La base contravariante )y(ai est définie par les relations 

 
i
jj

i )y(a).y(a δ=

où i
jδ est le symbole de Kronecker. Le vecteur a3(y) est unitaire donc a3(y)=a3(y), les vecteurs 

)y(aα appartiennent eux aussi à l’espace tangent à S en )y(θ .
Les composantes covariantes et contravariantes βα

βα aeta de la première forme fondamentale 

de S, les symboles de Christoffel σ
αβΓ et les composantes covariantes et mixtes de la seconde 

forme fondamentale sont définies comme suit : 
 

.bab,a.ab

a.a

a.aa,a.aa

3
ασ

σββ
ααββα

αβ
σσ

βα

βαβα
βαβα

=∂=

∂=Γ

==

L’élément d’aire sur S est dya où )a(déta αβ= , on peut noter que 21 aaa ×= .
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Soit Ω le domaine [,] εε−×ω , soit )x(x i= un point générique de Ω (par conséquent 
αα = yx ) et soit ii x∂

∂
=∂ . Nous considérons une coque de surface moyenne )(ωθ=S et 

d’épaisseur ε2 , c'est-à-dire, le solide dont la configuration de référence est le domaine 
]),[( εε−×ωΘ où, pour tous points ],[)x,y( 3 εε−×ω∈ :

)y(ax)y()x,y( 3
33 +θ=Θ

Cette définition prend son sens uniquement si l’application Θ est globalement injective sur le 
domaineΩ . C’est le cas si l’immersion θ est elle-même globalement injective sur ω , et si ε
est suffisamment petit. 
 
Rappelons le théorème 4.1.1 de l’article de Philippe G. Ciarlet [CIA 10]. 
 
Théorème 1.1: Soit ω un domaine de R 2 et soit )E;(C 33 ω∈θ une immersion injective. Alors 
il existe 0>ε tel que l’application 3E: →ΩΘ définie par 

)y(ax)y()x,y( 3
33 +θ=Θ pour tous ,)x,y( 3 Ω∈

où [,] εε−×ω=Ω , est un 2C - difféomorphisme de Ω dans )(ΩΘ et 0)g,g,g(dét 321 > dans  
Ω , où l’on a noté Θ∂= iig . 
 
Dans ce qui suit, nous supposerons que ε est strictement positif et suffisamment petit pour 
assurer la validité de ce théorème. En particulier, Ω∈)x,y,y( 321 constitue alors un système 
de coordonnées curvilignes qui permet de représenter correctement la configuration de 
référence )(ΩΘ de la coque. 
 
Le champ Θ∇Θ∇= TC de tenseurs métriques associé à l’immersionΘ satisfait à la condition 
de compatibilité [VAL 1], [CIA 11, 13]. 
 

0Adj)(Rot T =Λ+Λ dans Ω

où le champ de matrices Λ est défini en fonction d’un champ U solution de CUUT = par 
 

].U
2

])U(RotU[trU)U(RotU[
Udet

1 T
T −=Λ

Cette condition de compatibilité est une alternative à la condition de compatibilité classique 
exprimant la nullité, dans Ω, du tenseur de courbure de Riemann-Christoffel associé au champ 
C. 
 
De même que les composantes Θ∂Θ∂= jiji .g de Θ∇Θ∇= TC ne peuvent être arbitraires, les 
composantes βαβα beta des premières et secondes formes fondamentales de la surface )(ωθ ,
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définie par l’immersion 3E: →ωθ , ne peuvent pas être des fonctions arbitraires. Elles doivent 
satisfaire les conditions de compatibilité de Gauss-Codazzi-Mainardi [CIA 10]. 
 
Dans cet article nous répondons à la question : 
 
Est-ce que l’annulation, dans la coque, du tenseur de courbure de Riemann–Christoffel 
associé au champ Θ∂Θ∂= jiji .g équivaut aux conditions de Gauss-Codazzi-Mainardi (C-
G-M) satisfaites sur la surface moyenne par les champs  
 

θ∂θ∂= βααβ .a
et 

θ∂×θ∂
θ∂×θ∂

θ∂= βαβα
21

21b ?

2- Expression des composantes de C dans la coque en fonction des 
composantes des deux formes fondamentales de la surface moyenne 

Théorème 2.1 : Soit 3
3ax+θ=Θ la paramétrisation d’une coque et jig les composantes du 

tenseur Θ∇Θ∇= TC . Alors : 
233 )x(babxb2ag βσ

στ
ατβαβαβα +−=

0gg 33 == αα

1g 33 = .

Remarque : Les composantes jig de la métrique de la coque sont complètement déterminées 
par les deux formes fondamentales de la surface moyenne. Ce sont des trinômes du second 
degré en 3x . Les fonctions 

βσ
στ

ατβα = babc

sont les composantes de la troisième forme fondamentale de la surface moyenne. 
 
Démonstration   : Les relations 

3
3 axa ααα ∂+=Θ∂

et 
33 a=Θ∂

impliquent : 
0a.axa.a.g 33

3
333 =∂+=Θ∂Θ∂= αααα

1a.a.g 333333 ==Θ∂Θ∂=

)a.a()x()a.aa.a(xa.g 33
23

33
3

βααββαβαβαβα ∂∂+∂+∂+=Θ∂Θ∂= .

Puisque les vecteurs αa et 3a sont orthogonaux, l’expression  
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αββα ∂= a.ab 3

des composantes de la deuxième forme fondamentale peut se transformer en : 
 

3a.ab βαβα ∂−=

ou, par symétrisation, en : 

)a.aa.a(
2
1b 33 αββαβα ∂+∂−= .

Ainsi, le coefficient du terme de degré 1 en 3x dans βαg n’est autre que αβ− b2 . Les formules 
de Weingarten ([CIA 10], théorème 2.6.1) :  
 

ρ
ραα −=∂ aba3

ou bien 
 τβσ

στ
β −=∂ abaa3

permettent de calculer le coefficient du terme de degré deux en 3x :

βσ
στ

τα
ρ

τραβσ
στρ

ρατβσ
στ

βα ===∂∂ baba.abbaab.aba)a.a( 33

ce qui achève la démonstration. 

3- Positivité de C dans la coque 

3- 1 Racine carrée de la première forme fondamentale a 

Comme a est défini-positive, on peut en prendre la racine carrée. Nous adopterons la 
définition précise suivante. 
 
Définition 3.1 : Soient βαa les composantes d’une forme bilinéaire symétrique défini-positive. 
Nous appellerons racine carrée de a la seule matrice u dont les coefficients vérifient 
 

(i) les relations  
σ
βστ

τ
αβα δ= uua

(ii) la condition de symétrie  
ρ
ταρ

σ
ατσ δ=δ uu  

 
(iii) la condition de positivité 

0VVu ≥δ τασ
ατσ

satisfaite pour toutes les valeurs de 21 VetV . 
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Remarque : De la relation (i) on déduit : 
 

σ
β

−αβτ
α

−τσ δ= )u()u(a 11 .

3- 2 Première factorisation de gαβ 

Théorème 3.2.1 : Les composantes αβg se factorisent de la manière suivante  
 

σ
βσµ

µλ
λτστστ

τ
αβα δ+−δ= u]ee)x(ex2[ug 233

où e désigne le tenseur de composantes : 
 

ν
σ

−
νρ

ρ
τ

−
στ = )u(b)u(e 11 .

Démonstration : Puisque βαg est un trinôme du second degré en 3x , il suffit d’établir la 
démonstration successivement pour les termes de degré 0, 1et 2. 
 
Au degré 0, c’est vrai par définition de la racine carrée u de a. 
 
Au degré 1, c’est vrai parce que : 
 

βα
µ
βµρ

ρ
α

σ
β

µ
σ

−
µρ

ρ
τ

−τ
α

σ
βστ

τ
α =δδ== bbu)u(b)u(uueu 11 .

Au degré 2, c’est encore vrai parce que:  
 

ξβ
νξ

να
η
βξη

ξ
µ

−λµν
τ

−
νρ

ρ
α

σ
βµσ

λµ
λτ

τ
α =δδδ=δ babb)u()u(bueeu 11 .

3- 3 Un carré parfait 

L’étude de la positivité de C se ramène successivement à celle de αβg (théorème 2.1 du 
paragraphe 2) puis à celle de  
 

.ee)x(ex2h 233
βσ

λσ
λαβαβαβα δ+−δ=

Théorème 3.3.1 : Au sens de la définition 3.1, la forme bilinéaire symétrique h a pour racine 
carrée la matrice v de coefficients 

.exv 3 ρτ
ρα

τ
α

τ
α δ−δ=

Démonstration : 
 

(i) Si on calcule le produit σ
βστ

τ
α δ vv on retrouve bien αβh .

(ii) Si on calcule σ
ατσδ v et ρ

τραδ v , on trouve la valeur commune τατα −δ ex3 .
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Remarque : La mise en évidence de ce carré parfait assure la positivité de C. Reste à étudier 
sa défini-positivité. 

3- 4 Matrices A et B associées aux 2 formes fondamentales a et b 

Associons aux deux formes fondamentales les matrices A et B de composantes  
 

σβ
βα

σ
α δ= aA σβ

βα
σ
α δ= bB . 

 
À cause des symétries de βαa et βαb , ces deux matrices sont symétriques au sens de la 
définition 3.1(ii). 
 
La définition de u implique  
 

σ
α

τ
α

σ
τ

τ
α

σ
ρ

ρ
τ

σβρ
τρβ

τ
α

βσρ
βρτ

τ
α

σ
α ==δ=δδ=δδ= )u(uuuu)u(u)u(uA 2 .

La matrice A est le carré de la matrice u et elle est défini-positive. 
 
Remarque : En notant 2I la matrice unité, la matrice v s’écrit dans ces notations  
 

113
2 BuuxIv −−−= .

En effet, la formule : 
τρη

ρ
−

ησ
σ
α

−τ
α

τ
α δ−δ= )u(b)u(xv 113

peut se transformer à cause de la symétrie de 1u− en : 
 

σ
α

−ρ
σ

τ
ρ

−τ
α

τ
ρ

−ηρ
ησ

σ
α

−τ
α

τ
α −δ=δ−δ= )u(B)u(x)u(b)u(xv 113113

d’où la conclusion. 

3- 5 Défini-positivité de C 

L’étude de la défini-positivité de C se ramène à celle de l’inversibilité de la matrice : 
 

BxA 3− .

Il faut donc étudier la non annulation du déterminant de la matrice BxA 3− . Le calcul de ce 
déterminant met en jeu les 2 courbures principales 21 etχχ ou bien les 2 rayons de courbure 

2
2

1
1

1Ret1R
χ

=
χ

= ([CIA.10], théorème 2.5.1). Les courbures principales sont les deux 

racines du trinôme du second degré : 
 

)IBuu(dét)détA()uB(dét)AB(dét)(P 2
112 χ−=χ−=χ−=χ −− .
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Le produit des deux racines est la courbure de Gauss ou courbure totale : 
 

détA
détB)Buu(dét 11

21 ==χχ=Κ −−
.

La demi-somme des racines est la courbure moyenne : 

)BA(tr
2
1)Buu(tr

2
1

2
H 11121 −−− ==

χ+χ
= .

Avec ces notations : 
2323 ]1Hx2)x()[Adét(Cdét +−Κ=

]1Hx2)x()[udét()détU()Cdét( 3232/1 +−Κ== .

L’étude de la stricte positivité du trinôme du second degré 1Hx2)x( 323 +−Κ permet 

d’estimer l’épaisseur 2ε de la coque. L’épaisseur 2ε est tributaire des deux racines 
1

1
χ

et 
2

1
χ

du 

trinôme. 

3- 6 Seconde factorisation de g α β

Théorème 3.6.1 : Les composantes de βαg se factorisent de la manière suivante 

ν
βνµ

µ
αβα δ= )vu()vu(g

où u est la racine carrée de la première forme fondamentale a et 113
2 uBuxIv −−−= .

Démonstration : La première factorisation de g α β et le calcul explicite de la racine carrée v 
de h autorisent les factorisations successives suivantes : 

ν
βνµ

µ
α

σ
β

ν
σνµ

µ
τ

τ
α

σ
βστ

τ
αβα δ=δ== )vu()uv(uvvuuhug .

Remarque : Le produit 
Buxuvu 13 −−=

n’est pas la racine carrée de αβg au sens de la définition 3.1 car il ne vérifie pas la condition 
de symétrie 3.1(ii). 
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4- Factorisation de C 

Théorème 4.1 : Les composantes jig de C se factorisent de la manière suivante  
 

�
� jk

k
iji UUg δ=

avec 
 

µ
α

µ
α = )vu(U 0U3 =

α 0U3 =α 1U3
3 = .

Démonstration : Ceci découle directement de la factorisation de βαg .

Remarque 1 : Avec ce choix CUUT = .

Remarque 2 : ]1Hx2)x()[détu(détU 323 +−Κ= .

Remarque 3 : Les composantes de U sont des fonctions de 3x du premier degré. Ceci aura 
des conséquences simplificatrices importantes dans la suite, notamment lors du calcul 
de )U(Rot T .

5- Décomposition de ∇Θ en produit 

Théorème 5.1: Il existe un champ de rotations R tel que RU=Θ∇ .

Démonstration : Puisque 
UU][ TT =Θ∇Θ∇

et que U est inversible, nous en déduisons : 
 

I]U)[(]U)[( 1T1 =Θ∇Θ∇ −−

en désignant par I l’identité dans 3E .
Il existe donc un champ de rotations R tel que R]U)[( 1 =Θ∇ − c'est-à-dire : 
 

RU=Θ∇ .

Remarque 1 : À la suite de [SOUC 1], nous avons fait une légère entorse au lemme de 
décomposition polaire classique en acceptant U distinct de TU .

Remarque 2 : Cependant, l’alternative à la considération du tenseur de courbure de 
Riemann- Christoffel proposée dans [CIA 11, 13] et [VAL 1] reste toujours possible. 

Il faut maintenant distinguer TU de U. Par chance, les formules restent correctes sans 
changement dans [CIA 11] car les démonstrations n’avaient pas utilisé la symétrie de U. 
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Notre objectif final est de montrer que l’annulation de 
 

Λ+Λ Adj)(Rot T

équivaut à imposer les conditions de Gauss-Codazzi-Mainardi (G-C-M). 
 

La détermination de Λ nécessite le calcul préalable de )(URot T . Calculer )(URot T n’est pas 
chose si aisée même si U dépend linéairement de 3x . Si l’on exprimait les conditions G-C-M. 
à l’aide des coefficients de Christoffel, l’équivalence envisagée risquerait d’être difficile à 
établir. Une version lisible des conditions G-C-M. proposée initialement par Claude Vallée et 
moi-même [VAL 3] dans le cadre des surfaces ordinaires, et par Athanassios Fokas et Israel 
Gelfand dans le cadre des solitons [FOK 1, 2] a été développée récemment en précisant le 
cadre fonctionnel [CIA 11-14] et les applications à la théorie des coques [PIE 3-5]. Nous 
allons la rappeler brièvement. 

6- Choix d’une base orthonormée dans le plan tangent à la surface 
moyenne. 

Théorème 6 .1 : Les vecteurs tangents à la surface moyenne 
 

β
β
α

−
α = a)u(t 1

sont unitaires et orthogonaux entre eux. 
 
Démonstration : 

αβ
σ
β

−
τσ

τ
α

−
σ

σ
β

−
τ

τ
α

−
βα δ=== )u(a)u(a)u(.a)u(t.t 1111 .

Remarque 1 : Le produit vectoriel de ces deux vecteurs n’est autre que le vecteur normal 3a .
En effet : 

212121 tt)u(detttuuaa ×=×=× βα
βα

le produit vectoriel 21 tt × étant unitaire comme produit vectoriel de deux vecteurs unitaires 
orthogonaux, la racine carrée u de a ayant été choisie positive, on en déduit 
 

udetaa 21 =×
puis : 

321 att =× .

Remarque 2 : Les trois vecteurs 321 a,t,t forment une base orthonormée directe. Il existe 
donc une rotation Ω telle que : 
 

αα Ω= êt et  33 êa Ω= .
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7- Vecteurs de Darboux 

Définition : Nous appellerons vecteurs de Darboux, les deux vecteurs αY définis par : 
 

)IY( ×Ω=Ω∂ αα

où )IY( ×α désigne la multiplication vectorielle à gauche par αY . 
 
Remarque : Cette définition est légitime car, Ω étant une rotation, Ω∂Ω α

T est 
obligatoirement antisymétrique et donc de la forme IY ×α .

Théorème 7 : Les dérivées des nouveaux vecteurs de la base 21 tett du plan tangent et du 
vecteur normal sont : 

αβαβ ×Ω=∂ t)Y(t 33 a)Y(a ×Ω=∂ ββ .

Démonstration : De la définition précédente, on déduit : 

αβαβαβαβαβαβ ×Ω=Ω×Ω=×Ω=Ω∂=Ω∂=∂ t)Y()ê()Y()êY(ê)()ê(t .

De même 
 

333333 a)Y()ê()Y()êY(ê)()ê(a ×Ω=Ω×Ω=×Ω=Ω∂=Ω∂=∂ ββββββ .

Remarque 1 : Les trois composantes de 1Y et les trois composantes de 2Y remplacent les 6 
coefficients de Christoffel traditionnels. 
 
Remarque 2 : Les trois équations précédentes remplacent les formules de Gauss et de 
Weingarten qui concernent les dérivées αβ∂ a et 3aβ∂

3abaa αβσ
σ
αβαβ +Γ=∂ σ

σββ −=∂ aba3 .

Remarque 3 : Dans la formulation usuelle, la symétrie en α et β de αβ∂ a dérivée seconde du 
vecteur position de la surface est assurée par la symétrie des symboles de Christoffel 
 

µ
αβ

µ
βα Γ=Γ

et la symétrie des composantes du tenseur de courbure 
 

αββα = bb .

Si l’on utilise les vecteurs de Darboux, la symétrie de αβ∂ a n’est pas assurée par les 
notations, il faut l’imposer explicitement. 
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8- Nouvelle version des formules de Gauss 

8- 1 Composantes des vecteurs de Darboux 

Théorème 8.1.1 Les troisièmes composantes des vecteurs de Darboux sont solutions de deux 
équations linéaires : 

µν
µµµµ

νµ δ∂−∂=−ε )uu()YuYu( 2112
3

12
3
213 .

Les premières et deuxièmes composantes satisfont les relations 
 

0)YuYu(3 =−ε ν
α

µ
β

ν
β

µ
αµν .

Démonstration : En dérivant le vecteur 
 

µ
µ
αµ

µ
αα Ω== êutua

par rapport à βy , il vient : 

)êY(uê)u(a µβ
µ
αµ

µ
αβαβ ×Ω+Ω∂=∂

Par suite, le vecteur : 
 

]ê)YuYu(ê)uu[(aa µα
µ
ββ

µ
αµ

µ
βα

µ
αββααβ ×−+∂−∂Ω=∂−∂

est nul si et seulement si : 
 

0ê)YuYu(ê)uu( =×−+∂−∂ µα
µ
ββ

µ
αµ

µ
βα

µ
αβ .

En projetant sur le vecteur νê , on obtient 
 

)YuYu()uu( 33
3 α

µ
ββ

µ
ανµµν

µ
βα

µ
αβ −ε=δ∂−∂

puis les deux équations linéaires annoncées satisfaites par les troisièmes composantes des 
vecteurs de Darboux en choisissant 1=α et 2=β .
En projetant sur le vecteur 3ê , on obtient 
 

0)YuYu(3 =−ε ν
α

µ
β

ν
β

µ
αµν .

8- 2 Formulation matricielle des troisièmes composantes des vecteurs de Darboux 

Corollaire 8.2.1 : Les troisièmes composantes des deux vecteurs de Darboux sont solutions 
de l’équation matricielle 
 

[ ] ]uuuu[JuJYY 2
21

2
12

1
21

1
12

3
2

3
1 ∂−∂∂−∂=
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avec 






 −
=

01
10

J . 

 
Démonstration : Multiplions la relation 
 

µν
µµµµ

νµ δ∂−∂=−ε )uu()YuYu( 2112
3

12
3
213

par νλδ et sommons sur ν, nous obtenons : 
 

λλµµνλ
µν ∂−∂=−δε− 2112

3
12

3
213 uu)YuYu( . 

 
Introduisons la matrice J de composantes νλ

µν
λ
µ δε= 3J , la dernière relation peut se transformer 

en : 
λλλλ ∂−∂=− 2112

3
21

3
12 uuY)Ju(Y)Ju(

puis en : 

]uuuu[JuJ]YY[ 2
21

2
12

1
21

1
12

3
2

3
1 ∂−∂∂−∂= .

9- Nouvelle version des formules de Weingarten 

9- 1 Premières et deuxièmes composantes des vecteurs de Darboux 

Théorème 9.1.1 : Les premières et deuxièmes composantes des vecteurs de Darboux sont 
solutions des équations linéaires 
 

λ
νλρ

ν
−

αρα δ−=× ê)u(bêY 1
3 .

Inversement, les composantes du tenseur de courbure sont liées aux premières et deuxièmes 
composantes des vecteurs de Darboux par les formules 
 

µ
β

ν
ανµαβ ε= )u(Yb 3 .

Démonstration : Si l’on compare les formules de Weingarten classiques 

λ
νλρ

ν
−

αρτ
τ
µ

µ
λ

−νλρ
ν

−
αρµ

ρµ
αρ

ρ
αρα δ−=δ−=−=−=∂ t)u(btu)u()u(baababa 1113

avec les formules : 
 

)êY()ê()Y(a)Y(a 333
3 ×Ω=Ω×Ω=×Ω=∂ αααα

on en déduit : 
 

3
1 êYê)u(b ×=δ− αλ

νλρ
ν

−
αρ .
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En projetant sur µê , on obtient : 
ν
αµν

ρ
µ

−
αρ ε=− Y)u(b 3

1

ou bien encore : 
µ
β

ν
ανµαβ ε= uYb 3 .

Remarque : Les formules : 
0)YuYu(3 =−ε ν

α
µ
β

ν
β

µ
αµν

déduites des conditions : 
0)aa(.a3 =∂−∂ βααβ

assurent la symétrie βααβ = bb du tenseur de courbure. 

9- 2 Formulation matricielle du tenseur de courbure 

Corollaire 9.2.1 : La matrice B associée au tenseur de courbure b se factorise en produit de 
trois matrices 









= 2

2
2

1

1
2

1
1

YY
YY

JuB .

Démonstration : De l’expression précédente de αβb , on déduit : 
 

βσµ
β

ν
ανµ

βσ
αβ

σ
α δε=δ= uYbB 3

puis, grâce à la symétrie de u : 
 

ν
ανµ

βµσ
β

σ
α εδ= Y)(uB 3 .

En reconnaissant la composante 
νµ

βµβ
ν εδ= 3J

de la matrice J, on aboutit à : 
 

ν
α

β
ν

σ
β

σ
α = YJuB

c'est-à-dire à la factorisation annoncée. 

9- 3 Nouvelle expression de la courbure de Gauss 

Corollaire 9.3.1 : La courbure de Gauss ne dépend que des premières composantes des deux 
vecteurs de Darboux et de la métrique : 
 

udet
ê).YY(

YY
YY

udet
1

Adét
Bdét 321

2
2

2
1

1
2

1
1 ×

===Κ .
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Démonstration : La factorisation précédente de la matrice B associée au tenseur de courbure 
conduit, en prenant le déterminant, à : 
 

2
2

2
1

1
2

1
1

YY
YY

)u(detBdét =

d’où la conclusion. 
 
Remarque : Cette nouvelle expression de la courbure de Gauss nous permettra par la suite 
d’établir facilement le théorème d’excellence de Gauss. 

10- Nouvelles expressions des composantes de U 

Théorème 10.1 : Les composantes de U s’expriment linéairement en fonction de la racine 
carrée u de la première forme fondamentale a et des deux premières composantes des deux 
vecteurs de Darboux par les formules 
 

ν
β

α
ν

α
β

α
β −= YJxuU 3

0U3 =
α 0U3 =α 1U3

3 = .

Démonstration : Maintenant que nous savons que B se factorise en 







= 2

2
2

1

1
2

1
1

YY
YY

JuB , le 

produit Buxuvu 13 −−= se simplifie en : 









−= 2

2
2

1

1
2

1
13

YY
YY

Jxuvu

d’où l’expression annoncée de U. 

11- Nouvelle version des conditions de Gauss-Codazzi-Mainardi 

Les symétries 
βσαβασ ∂∂=∂∂ aa  

conduisent aux conditions G-C-M classiques. Ces conditions sur les dérivées troisièmes du 
vecteur position de la surface vont être remplacées par des conditions sur les dérivées 
secondes de la rotation Ω.
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11- 1 Conditions de compatibilité satisfaites par les vecteurs de Darboux 

Théorème 11.1.1: Les deux vecteurs de Darboux satisfont les conditions de compatibilité 

212112 YYYY ×=∂−∂ .

Démonstration : Si l’on dérive  
)IY( ×Ω=Ω∂ αα

par rapport à βy , on trouve  
 

]I)Y())IY(Y[( ×∂+××Ω=Ω∂∂ αβαβαβ .

Ainsi la différence des dérivées secondes croisées de Ω

]I)Y(I)Y()IY(Y)IY(Y[ ×∂−×∂+××−××Ω=Ω∂∂−Ω∂∂ βααββααββααβ

sera nulle si et seulement si : 
 

)IY(Y)IY(YI)YY( ××−××=×∂−∂ αββαβααβ .

L’identité de Jacobi permet de transformer le second membre de cette équation en 
 

I)YY( ×× βα

et d’en déduire : 
 

βαβααβ ×=∂−∂ YY)YY( .

11- 2 Reconstruction de la surface à partir de ses deux formes fondamentales. Théorème 
de Bonnet 

Si on connaît les deux formes fondamentales a et b, on peut calculer les composantes des 2 
vecteurs de Darboux en résolvant les équations linéaires : 
 

µν
µµµµ

νµ δ∂−∂=−ε )uu()YuYu( 2112
3

12
3
213

αβ
µ
β

ν
ανµ =ε buY3 .

Puisque les deux vecteurs de Darboux satisfont les conditions de compatibilité : 
 

212112 YYYY ×=∂−∂

on peut intégrer les équations aux dérivées partielles : 
 

)IY( ×Ω=Ω∂ αα
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et déterminer Ω à la multiplication à gauche près par une rotation constante. Ensuite, en 
intégrant les équations aux dérivées partielles : 
 

β
β
αα Ω=∂ êux

on peut déterminer le vecteur position à une translation près.  
 
Ainsi, conformément au théorème de Bonnet [BON 1], la surface est retrouvée à une rotation 
près. 

11- 3 Equivalence entre les conditions G-C-M. classiques et les conditions de 
compatibilité satisfaites par les vecteurs de Darboux 

Théorème 11.3.1 : Les conditions G-C-M équivalent aux conditions : 

0YYYY 212112 =×−∂−∂

que satisfont les vecteurs de Darboux. 
 
Démonstration : Les conditions G-C-M. équivalent à la symétrie [CIA 10] : 

βσαβασ ∂∂=∂∂ aa .
Si l’on calcule la dérivée de : 
 

)êY(uê)u()êu()tu(a µσ
µ
βµ

µ
βσµ

µ
βσµ

µ
βσβσ ×Ω+Ω=∂Ω=∂=∂∂

par rapport à αy , on obtient la somme de quatre termes : 
 

.)]êY(Yê)Y[(u

)êY()u()êY()u(

ê)]u([)a(

µσαµσα
µ
β

µσ
µ
βαµα

µ
βσ

µ
µ
βσαβσα

××+×∂Ω+

×Ω+∂×Ω∂+

Ω∂∂=∂∂

Le premier terme est symétrique en (α,σ) ainsi que la somme des deuxième et troisième 
termes. Lorsque l’on antisymétrise en α et σ, il reste seulement : 
 

].ê)YY(ê)YY[(u

)]êY(Y)êY(Yê)YY[(uaa

µασµασσα
µ
β

µασµσαµασσα
µ
ββσαβασ

××−×∂−∂Ω=

××−××+×∂−∂Ω=∂∂−∂∂

La dernière simplification provient de l’application de l’identité de Jacobi. L’image par la 
rotation Ω d’un produit vectoriel de deux vecteurs étant le produit vectoriel de l’image par Ω
de ces deux vecteurs, il vient : 
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.a)YYYY(

)]ê(u[)YYYY(

]êu)YYYY[(aa

βασασσα

µ
µ
βασασσα

µ
µ
βασασσαβσαβασ

××−∂−∂Ω=

Ω××−∂−∂Ω=

××−∂−∂Ω=∂∂−∂∂

Si les conditions G-C-M classiques sont satisfaites, alors : 
 

0a)]YYYY([ 1212112 =××−∂−∂Ω

0a)]YYYY([ 2212112 =××−∂−∂Ω .

Comme les deux vecteurs 21 aeta sont indépendants, on en déduit : 
 

0YYYY 212112 =×−∂−∂ .

Réciproque : Si les deux vecteurs de Darboux satisfont les conditions de compatibilité 
 

0YYYY 212112 =×−∂−∂

alors : 
0aa =∂∂−∂∂ βσαβασ

et les conditions G-C-M sont satisfaites. 
 
Remarque : La condition 0ê).YYYY( 3212112 =×−∂−∂ équivaut à la condition de Gauss. 
 
Démonstration : En effet : 
 

{ }

.ê).YYYY(aa

)ê()].YYYY([aa

aaa)].YYYY([
a.a)]YYYY([a].aa[

321211221

321211221

321212112

212121122121112

×−∂−∂×=

Ω×−∂−∂Ω×=

××−∂−∂Ω=

××−∂−∂Ω=∂∂−∂∂

12- Théorème d’excellence de Gauss 

Théorème 12.1 : La courbure de Gauss est entièrement déterminée par la connaissance de la 
métrique. 

Démonstration : Si nous rapprochons : 
 

- l’expression de la courbure de Gauss  
 

udet
ê).YY( 321 ×=Κ
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- la condition de Gauss  
 

32112321 ê).YY(ê).YY( ∂−∂=×

- et les formules caractérisant les troisièmes composantes des vecteurs de Darboux  
 

[ ] ]uuuu[JuJYY 2
21

2
12

1
21

1
12

3
2

3
1 ∂−∂∂−∂=

nous arrivons à la conclusion étonnante découverte par Gauss :  
 
La courbure de Gauss K ne dépend que de la première forme fondamentale, elle ne 
dépend pas de la deuxième forme fondamentale (Theorema egregium, [GAUS 1]). 

13- Calcul de Rot (UT)

Afin d’exprimer l’annulation du tenseur de Riemann-Christoffel dans la coque sous la forme 
 

0Adj)(Rot T =Λ+Λ
avec 









−=Λ U
2

)]U(RotU[trU)]U(RotU[
Udet

1 T
T

commençons par calculer )U(Rot T en établissant la propriété suivante : 
 
Propriété : Puisque : 
























−=

100
0
0

YY
YY

JxuU 2
2

2
1

1
2

1
13

alors 
 

















ββ
+

















αα










−
−

=
0
000
000

x
0
0
0

YY
YY

)U(Rot

21

3

21

1
1

2
1

1
2

2
2

T

avec : 
1
12

1
211 uu ∂−∂=α 2

12
2
212 uu ∂−∂=α

2
12

2
211 YY ∂−∂=β 1

21
1
122 YY ∂−∂=β .

Démonstration : Pour obtenir les colonnes de )U(Rot T , il suffit de calculer le rotationnel 
ordinaire des vecteurs colonnes de  
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















−+
−+

=
100
0
0

YxuYxu
YxuYxu

U 1
2

32
2

2
2

31
2

1
1

32
1

2
1

31
1

T .

Le rotationnel de la troisième colonne est évidemment nul. Si on calcule le rotationnel des 
deux premières colonnes, on obtient le résultat annoncé. 
 
Remarque : Si nous reprenons l’expression de B : 
 








 −−
=








= 1

2
1
1

2
2

2
1

2
2

2
1

1
2

1
1

YY
YY

u
YY
YY

JuB

alors : 










−
−

=






 −−
=−

1
1

1
2

2
1

2
2

1
2

1
1

2
2

2
11

YY
YY

J
YY
YY

JBu . 

 
En transposant, on obtient : 










−
−

=− −
1
1

2
1

1
2

2
21

YY
YY

JBu  

puis la formule alternative pour l’expression du rotationnel de UT :

















ββ
+















αα

−=
−

0
000
000

x
0
0
0

JBu)U(Rot

21

3

21

1
T .

14- Calcul de Λ

14- 1 Calcul de U Rot (UT)

Nous devons effectuer le produit de deux binômes matriciels du premier degré en 3x :














−














=

−

000
0
0

Bux
100
0
0

uU
1

3

et 

















ββ
+















αα

−=
−

0
000
000

x
0
0
0

JBu)U(Rot

21

3

21

1
T
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Nous constatons que le produit des deux binômes matriciels ne fait pas intervenir de terme en 
23)x( . Finalement, nous obtenons le binôme matriciel du premier degré en 3x :















ββ

−+














αα

−=
−−−

0
0
0

uBJBux
0
0
0

uBJu)U(RotU
21

11
3

21

1
T .

14- 2 Calcul de la trace de U Rot (UT)

Pour évaluer la trace de )U(RotU T , il suffit de calculer les traces des deux matrices 22×

1uBJu − et 11 uBJBu −−

La matrice 11 uBJBu −− est antisymétrique à cause de l’antisymétrie de la matrice J et de la 
symétrie des matrices B et 1u− , sa trace est donc nulle. La matrice 1uBJu − a la même trace 
que BJuu 1−

)BJ(tr)uBJu(tr 1 =− .

Cette trace est donc nulle à cause de l’antisymétrie de la matrice J et de la symétrie de la 
matrice B. En conclusion 
 

0)]U(RotU[tr T = .

L’expression de Λ en fonction de U et )U(Rot T se réduit donc à : 
 

U)]U(Rot[U
Udet

1 T=Λ .

Il ne reste plus qu’à multiplier )U(RotU T par U et à le diviser par le trinôme du second degré 
en 3x (paragraphe 3.5) 

 
]1Hx2)x()[udét(Udét 323 +−Κ= .

14- 3 Calcul de U)]U(Rot[U T

De nouveau, nous devons effectuer la multiplication de deux binômes matriciels du premier 
degré en 3x : celle de  
 















ββ

−+














αα

−=
−−−

0
0
0

uBJBux
0
0
0

uBJu)U(RotU
21

11
3

21

1
T
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par  














−














=

−

000
0
0

Bux
100
0
0

uU
1

3

Le produit est un trinôme matriciel de degré 2 en 3x .

Le coefficient matriciel du terme de degré 0 est : 
 















αα

−

0u][
0
0

BJu

21

Le coefficient matriciel du terme de degré 2 est : 
 

















ββ
−

−

−−−

0Bu][
0
0

BuuBJBu
1

21

111

Le coefficient matriciel du terme de degré 1 est la différence : 
 

















αα

−
−















ββ −

−−−

0Bu][
0
0

BuBuJu

0u][
0
0

BJBu
1

21

11

21

1

La partie 22× de U)]U(Rot[U T a donc pour expression : 
 

BABJBu)x()BABJuBJBu(xBJu 1123113 −−−− −++−

Cette expression peut se simplifier grâce à plusieurs propriétés algébriques que nous allons 
exposer successivement sous forme de lemmes. 

15- Propriétés algébriques 

Lemme 15.1 : La matrice BBA 1− est une combinaison linéaire des matrices A et B dont les 
coefficients sont respectivement l’opposé de la courbure de Gauss K et le double de la 
courbure moyenne H 

KAHB2BBA 1 −=− .

Démonstration : Les courbures principales 21 etχχ sont les racines du polynôme  
 

)IBuu(dét)Adét()uB(dét)AB(dét)(P 2
112 χ−=χ−=χ−=χ −− .
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Ce sont donc les valeurs propres de la matrice 22× symétrique 11Buu −− . En vertu du théorème 
de Hamilton-Cayley, cette matrice est solution de son propre polynôme caractéristique  
 

KH2)())(()IBuu(dét 2
2121

2
212

11 +χ−χ=χχ+χχ+χ−χ=χ−χχ−χ=χ−−−

ainsi : 
0KI)Buu(H2)Buu)(Buu( 2

111111 =+− −−−−−−

soit, en multipliant à gauche et à droite par u 
 

0uKuHB2B)uu(B 11 =+−−−

d’où la conclusion annoncée. 
 
Lemme 15.2 : Pour toute matrice 22× symétrique telle que la matrice B, la propriété suivante 
est satisfaite 

J)détB(BJB = .

Commentaire : La matrice BJB est antisymétrique, elle est donc proportionnelle à la 
matrice J. En prenant le déterminant du produit BJB , on apprend que le carré du coefficient 
de proportionnalité est égal au carré du déterminant de la matrice B. 
 
Démonstration : Reste à prouver que le coefficient de proportionnalité est exactement dét B. 
Afin de s’assurer du signe, il suffit de considérer le cas particulier où B est l’identité. 
 
Lemme 15.3 : La matrice 11 u)BJB(u −− est proportionnelle à J :  

J
udét
Bdétu)BJB(u 11 =−− .

Démonstration : Il suffit d’appliquer deux fois le lemme précédent pour B et pour 1u−

J)u(détBdét)uJu(Bdétu)BJB(u 11111 −−−−− == .

Lemme 15.4 : La matrice 11 u)BJB(u −− est proportionnelle à J : 
 

J)udét(Ku)BJB(u 11 =−− .

Démonstration : Il suffit d’appliquer le lemme précédent et de se souvenir de l’expression de 
la courbure de Gauss  

2)udét(
Bdét

Adét
BdétK == .
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16- Simplification de la partie 2 × 2 de Λ

Théorème 16.1 : La partie 22× de U)]U(Rot[U T est un trinôme matriciel du second degré 
en 3x qui se divise par le trinôme du second degré ordinaire 
 

])x(KHx21)[udét(Udét 233 +−= .

Le quotient ne dépend pas de 3x et a pour valeur 
 









=− −

2
2

2
1

1
2

1
11

YY
YY

BJu .

Démonstration : Le coefficient du terme de degré 0 de ce polynôme matriciel peut se 
transformer, grâce au lemme 15.2, en : 
 

BuJ)udét(Bu)uJu(BJu 11 −− −=−=− .

Le coefficient du terme de degré 2 peut se transformer, grâce au lemme 15.4, en : 
 

BuJ)udét(KBu)uBJBu( 1111 −−−− −=− .

Le coefficient du terme de degré 1 peut se transformer, grâce aux lemmes 15.4, 15.1 et 
15.2, en : 

.BHJu)udét(2Bu)uJu(H2
u)uJu(KBJuH2uJ)udét(K

)AKBH2(JuuJ)udét(K)BBA(Juu)uBJBu(

11

111

−−

−−−

==

−+=
−+=+

Ainsi, tous les coefficients matriciels de la partie 22× de U)U(RotU T sont proportionnels à 
la matrice - BuJ 1− . Le facteur de proportionnalité du terme de degré 0 en 3x est dét u, celui du 
terme de degré 1 en 3x est H)udét(2− , celui du terme de degré 2 en 3x est K (dét u). La 
division par ])x(KHx21)[udét(détU 233 +−= va donner exactement la matrice 22× :









=− −

2
2

2
1

1
2

1
11

YY
YY

BuJ

qui est composée des deux premières composantes des deux vecteurs de Darboux. 
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17- Les conditions G-C-M. impliquent les conditions de Riemann-
Christoffel 

Théorème 17.1 : Si les conditions G-C-M. sont satisfaites sur la surface moyenne, alors les 
conditions de Riemann- Christoffel sont satisfaites dans la coque. 

Démonstration : Les formules matricielles du paragraphe 8.2 exprimant les troisièmes 
composantes des deux vecteurs de Darboux en fonction des dérivées des coefficients de la 
racine carrée u de la matrice A permettent de conclure que : 

[ ] [ ] JuJYY 3
2

3
121 −=αα .

En multipliant à droite par u et en utilisant la relation : 
 

J)udét(uJu =

on en déduit : 
[ ] [ ]3

2
3

121 YY)udét(=αα .

Si les conditions de Mainardi-Codazzi sont satisfaites alors 
 

1
2

3
1

3
2

1
11 YYYY −=β

2
2

3
1

3
2

2
12 YYYY −=β

et on en déduit 
 

[ ] [ ] JuBJYY 13
2

3
121

−=ββ .

La 3ème composante de la troisième ligne de Λ est nulle. Les deux premières composantes de 
cette troisième ligne admettent donc la factorisation : 
 

[ ] ]BuJuBJ)x(BA)udét(xJuuBJxI)udét[(YY 11231313
2

3
2

3
1

−−−− −−+ .

Le coefficient matriciel du terme du deuxième degré en 3x peut se transformer en : 
 

22 I)udét(KI
udét
BdétJJ

udét
Bdét)BJB(J

udét
1B)J

udét
1(JB ==−=−=−

grâce au lemme 15.2. 
Le coefficient matriciel du terme du premier degré en 3x :

BA)udét(uJuBJ 11 −− −

peut se transformer en : 
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.)BAJJAB(J)udét(
BAJ)udét(JABJ)udét(

BAJ)udét(uJuABJBA)udét(uJuBJ

11

121

12111

−−

−−

−−−−

+=

+=

+=−

La matrice BJAJBA 11 −− + est antisymétrique, elle est donc proportionnelle à la matrice J. Le 
coefficient de proportionnalité dépend linéairement de la matrice 1BA− ; ce facteur est la trace 
de 1BA− , c'est-à-dire 2H (chapitre 4, paragraphe 7.2). Ainsi : 
 

.uHdét2J)udét(H2BA)udét(uJuBJ 211 −==− −−

Finalement, la troisième ligne de Λ se factorise en : 
 

[ ] [ ] UdétYY])x(KHx21[)udét(YY 3
2

3
1

2333
2

3
1 =+− .

La division de U)U(RotU T par dét U donne exactement : 
 

















=Λ
0YY
0YY
0YY

3
2

3
1

2
2

2
1

1
2

1
1

.

Il est alors facile de se rendre compte que l’annulation du tenseur de Riemann-Christoffel 
sous la forme  
 

0)Adj())(Rot( TTT =Λ+Λ

est satisfaite puisque, dans ce cas : 

















−
−
−

=Λ
1
2

2
1

2
2

1
1

3
2

1
1

1
2

3
1

2
2

3
1

3
2

2
1

T

YYYY00
YYYY00
YYYY00

)Adj(

















∂−∂
∂−∂
∂−∂

=Λ
3

12
3
21

2
12

2
21

1
12

1
21

TT

YY00
YY00
YY00

))(Rot( .

On reconnaît, dans l’annulation de la somme de ces deux matrices, les conditions G-C-M. 
sous la forme explicitée au paragraphe 11- 1. 
 

212112 YYYY ×=∂−∂ .
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18- Réciproque - Les conditions de Riemann-Christoffel impliquent les 
conditions G-C-M. 

Théorème 18.1 : Si le tenseur de Riemann-Christoffel est nul dans la coque alors les 
conditions G-C-M sont satisfaites sur la surface moyenne. 

Démonstration : 
Les conditions de Riemann-Christoffel sont les conditions d’intégrabilité de  
 

]I)ê[(RR ×Λ=∂ αα .

Dans le cas d’une coque, la 3ème colonne de Λ est nulle, cela implique 0R3 =∂ .
La symétrie des dérivées secondes de R mettant en jeu une dérivation par rapport à 3x impose 
la nullité de  
 

{ } { }I]ê)[(R]I)ê[(RRR 3333 ×Λ∂=×Λ∂=∂∂=∂∂ αααα .

Ceci n’est possible que si  
 

03 =Λ∂ .

Non seulement la 3ème colonne de Λ est nulle, mais aussi ses deux premières colonnes ne 
dépendent que de 21 yety . On sait déjà que c’est le cas pour les deux premières composantes 
de ces deux premières colonnes. Ceci doit être vrai aussi pour les troisièmes composantes. 
Autrement dit, la troisième ligne de U)]U(Rot[U T doit être divisible par : 
 

])x(KHx21)[udét(Udét 233 +−= .

Nous avons déjà remarqué que le terme de degré 0 en 3x de cette troisième ligne avait pour 
valeur 
 

]YY)[udét(u][ 3
2

3
121 =αα .

La divisibilité de U)]U(Rot[U T par dét U impose les deux équations : 
 

]YY)[udét(H2Bu][u][ 3
2

3
1

1
2121 −=αα−ββ −

]YY)[udét(KBu][ 3
2

3
1

1
21 =ββ− − .

La première équation donne les valeurs de 21 etββ

)IH2BA](YY)[udét(u][ 2
13

2
3

121 −=ββ − .

Nous avons aussi remarqué que : 
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HJ2BJAJBA 11 =+ −− .

En multipliant à gauche par –J, nous en déduisons 
 

JJBAIH2BA 1
2

1 −− =− .

Ainsi : 
 

)Juu(JBu]YY)[udét(JuJBA]YY)[udét(][ 1113
2

3
1

113
2

3
121

−−−−− ==ββ

JuBJ]YY[][ 13
2

3
121

−=ββ

en utilisant à nouveau le lemme 15.2. 
 
La valeur de Bu][ 1

21
−ββ est donc : 

 

]YY[
udét

détB)BJB(J]YY[
udét

1B)Juu(BJ]YY[Bu][ 3
2

3
1

3
2

3
1

113
2

3
1

1
21 −===ββ −−−

]YY[K)udét(Bu][ 3
2

3
1

1
21 −=ββ −

en utilisant le lemme 15.2, ainsi que la propriété 
 

)udét(K
udét

détB
= .

Cette valeur de Bu][ 1
21

−ββ est exactement celle que réclamait la deuxième équation. La 
condition de divisibilité de U)]U(Rot[U T par dét U se réduit donc à  
 

JJBu]YY[][ 13
2

3
121

−=ββ .

Mais, nous avons appris, au paragraphe 16, que : 
 









=−

2
2

1
2

2
1

1
11

YY
YY

JBu

Et, au paragraphe 13, que : 
 

2
12

2
211 YY ∂−∂=β

1
21

1
122 YY ∂−∂=β .

La condition ci-dessus se ramène ainsi à 
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2
2

3
1

3
2

2
1

1
21

1
12 YYYYYY −=∂−∂

3
2

1
1

1
2

3
1

2
21

2
12 YYYYYY −=∂−∂ .

On reconnaît les deux premières des conditions G-C-M, celles de Codazzi et Mainardi. Reste 
à imposer totalement la condition 
 

0Adj)(Rot T =Λ+Λ .

Maintenant que l’on sait que les conditions de Codazzi et Mainardi sont satisfaites, on peut 
conclure, comme au paragraphe 17, que : 
 

















=Λ
0YY
0YY
0YY

3
2

3
1

2
2

2
1

1
2

1
1

.

L’annulation de Λ+Λ Adj)(Rot T impose la condition supplémentaire : 
 

1
2

2
1

2
2

1
1

3
21

3
12 YYYYYY −=∂−∂

c'est à dire la condition de Gauss. 

19- Conclusion 

Nous avons prouvé l’équivalence entre l’annulation du tenseur de Riemann-Christoffel dans 
la coque et les conditions de Gauss-Codazzi-Mainardi sur la surface moyenne en préférant les 
vecteurs rotations instantanées de Darboux aux symboles de Christoffel tant en 2D qu’en 3D. 

 
La démonstration met étonnement en jeu la division d’un trinôme du second degré en 3x à
coefficients matriciels (matrice 22× ) par le trinôme du second degré  

 
233 )x(KHx21 +−

construit avec la courbure de Gauss K et la courbure moyenne H de la surface moyenne. 
 
Nous avons revisité au passage les formules de Gauss, les formules de Weingarten, le 
théorème de Bonnet et le théorème d’excellence de Gauss. 
 
Nous pensons que la technique développée à partir des vecteurs de Darboux est une méthode 
puissante qui se révélera fructueuse aussi bien dans l’étude mathématique des surfaces (les 
surfaces minimales par exemple [VAL 5]), que dans l’étude mécanique des coques. 
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CONCLUSION - PERSPECTIVES  

1. Conclusion  

Que doit-on retenir des développements présentés dans ces six chapitres? 

1-1 La similitude des méthodes 3D et 2D  

La méthodologie développée en 3D permet d’intégrer en deux étapes découplées un système 
aux dérivées partielles du premier ordre du type: 
 

�� k

j

ijk

i

C
X
x

X
x

=
∂
∂

δ
∂
∂

où le tenseur C est symétrique et défini positif tel le tenseur de Cauchy-Green. 
 
La clé réside essentiellement dans 
 

- la considération d’une racine carrée U de C, non nécessairement symétrique, solution 
de : 

 CUUT =

- la décomposition polaire de :  

 RU
X
x
=

∂
∂ (1.1) 

 
- la forme spéciale de la variation d’une rotation R : 
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)AdX(RjdR = . (1.2) 
 
Les conditions de compatibilité s’écrivent: 
 

0AdjA)A(Rot T =+ (1.3) 
avec 

 ]U
2

))U(Rot(U(trU))U(Rot(U[
détU

1A
T

T −= (1.4) 

 
Dans cette approche, l’étape d’intégration (1.2) s’effectue sous le contrôle de Monsieur 
Frobenius assisté de Madame Rotation (en affectueuse mémoire au professeur Eugen Soós). 
 
Cette méthode 3D a été reproduite dans le cadre de l’étude des surfaces, nous avons constaté 
que l’utilisation 
 

- de la « décomposition polaire» généralisée : 
 

21 U
v
x,U

u
x

Ω=
∂
∂

Ω=
∂
∂ (1.5) 

 
- des vecteurs de Darboux Y1 et Y2 définis par : 

 

)IY(
u 1 ×Ω=
∂
Ω∂ )IY(

v 2 ×Ω=
∂
Ω∂ (1.6) 

 
a permis le découplage des conditions de compatibilité en deux systèmes d’équations aux 
dérivées partielles du premier ordre : 
 

- les conditions d’intégrabilité concernant les vecteurs de Darboux et les vecteurs de 
Gram :  

 

0UYUY
u

U
v

U
2112

21 =×−×+
∂
∂

−
∂
∂ (1.7) 

 
- les conditions de Gauss-Codazzi-Mainardi concernant les deux vecteurs de 

Darboux : 
 

0
u

Y
v
YYY 21

12 =
∂
∂

−
∂
∂

+× (1.8) 

 
Les colonnes de A (notées aussi Λ aux chapitres 2 et 6) définies par (1.2) et les vecteurs 

21 YetY définis par (1.6) proviennent de la même source, l’ouvrage de Gaston Darboux sur la 
théorie de surfaces (1887). 
Les non linéarités des conditions (1.3) et (1.8) sont du même ordre, elles apparaissent sous les 
formes de degré 2 AAdj et 12 YY × .
Des processus d’intégration ont été établis et illustrés d’exemples qui ont montré l’efficacité 
de cette méthode. 
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1-2 Nature tensorielle des objets matriciels introduits 

Les matrices 
 

T1111T ]]AUUU)AU(tr)[U(det)U(Rot[E −−−− −+= (2.1) 
et 
 TT ]AdjA)A(Rot[B +=  (2.2) 
 
ont été confrontées, dans le cadre de la géométrie Riemannienne, aux tenseurs de torsion, de 
courbure, de Ricci et d’Einstein : 
 

- la matrice 2)détU(
E)AdjU( acquiert le statut de tenseur mixte d’ordre 2 et remplace 

avantageusement le tenseur de torsion T d’ordre 3, 
 

- la matrice 2)détU(
B)AdjU( acquiert le statut de tenseur mixte d’ordre 2 et remplace 

avantageusement le tenseur de courbure K d’ordre 4, 
 

- le tenseur mixte d’Einstein prend la forme très simple de
détU

UBT

− .

La Mécanique propose donc aux Géomètres des tenseurs plus simples. 
 
C’est à partir de cette étude que le développement du chapitre 3 prend corps. 

1-3 Reconnaître une 3-sphère 

Pour aborder l’étude de cette variété riemannienne de dimension trois, nous avons transgressé 
une hypothèse satisfaite dans l’espace Euclidien de dimension 3. Nous avons conservé la 
nullité de la torsion et donc, à partir de U solution de gUUT = , nous avons gardé la 
construction de Λ sous la forme : 
 

]U
2

))U(Rot(U(trU))U(Rot(U[
détU

1 T
T −=Λ .

Par contre, nous avons transgressé la nullité de la courbure, en renonçant à l’existence d’une 
rotation R, et à la nullité de  
 

TT ]Adj)(Rot[B Λ+Λ=

qui mesure donc la courbure. 
 
Cela nous a permis de développer une démonstration à partir de l’hypothèse d’un tenseur 

d’Einstein S de forme sphérique : i
j2

i
j

1S δ
ρ

= .
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Nous avons tiré de ces développements un processus de changement de reparamétrage de la 
variété permettant de la reconnaître, dans cette nouvelle configuration, comme une 3-sphère 
de rayon ρ paramétrée en coordonnées stéréographiques.  
Ces résultats n’étaient pas prévus mais ils ont été motivés par la simplicité du tenseur 
d’Einstein dans notre méthode. 

1-4 Les surfaces minimales 

Cette étude a été mise au point toujours avec la pensée que le meilleur test de faisabilité d’une 
méthode est de la mettre en œuvre sur un exemple. Les surfaces minimales correspondent à 
un vrai problème de mécanique qui n’est traité ici que pour son aspect géométrique, mais des 
prolongements de type sollicitations en contraintes seraient intéressants à développer. 
Dans cette partie, il a encore été démontré la puissance de la méthode de Darboux ainsi que 
l’intérêt d’associer, au système primal, un système adjoint dont la solution hérite de propriétés 
intéressantes. Cette surface appelée sœur de la surface initiale satisfait, elle aussi, à la 
condition de Meusnier et on peut décliner ainsi une série de 4 sœurs minimales. 

1-5 La comparaison entre les deux méthodes mises en place pour une coque et pour sa 
surface moyenne 

Nous pouvons avouer que ce travail a été laborieux avec des tâtonnements et des embuches. Il 
n’était pas évident de mettre en correspondance les bons objets. L’équivalence entre les 
conditions d’annulation du tenseur de Riemann-Christoffel et les conditions de Gauss-
Codazzi-Mainardi a été montrée. Le lien entre la matrice Λ et les vecteurs de Darboux est 
finalement d’une simplicité déconcertante 
 

















=Λ
0YY
0YY
0YY

3
2

3
1

2
2

2
1

1
2

1
1

.

Ces développements font espérer que la théorie des coques pourra bénéficier d’une telle 
approche, tant sur le plan de l’analyse fonctionnelle que sur le plan de l’analyse numérique.  

2. Perspectives - Géométrie Riemannienne du solide rigide 

Elles sont nombreuses mais : 
 

quel temps pour cela ? 
 
quelles perspectives d’avenir pour ce type de recherche ? 
 
quels doctorants et chercheurs motivés pour les réaliser ? 

 
Gardons espoir et, toujours en mémoire d’Eugen Soos : continuons la lutte ! 

Voici donc l’esquisse d’une perspective de développement concernant la mécanique du solide 
rigide. Un travail très intéressant sur ce sujet est celui de D. P. Chevallier qui introduit les 
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caractéristiques d’inertie d’un solide rigide en se basant sur la géométrie des groupes de Lie 
[CHE 1,2]. Lors de leurs travaux de thèse liés à l’identification de paramètres d’inertie d’un 
solide rigide K. Atchonouglo [ATC 1, 2] et T. Monnet [MON 1], ont déjà mis en pratique 
l’idée de regrouper, dans une même matrice 44× symétrique, les paramètres inertiels du 
solide rigide. Le vecteur translation et la matrice rotation sont aussi regroupés dans une 
matrice 44× . Les six équations du mouvement prennent la forme de l’égalité à zéro d’une 
matrice 44× antisymétrique. 

2-1 Expression de l’énergie cinétique  

L’énergie cinétique )R/S(W d’un solide S, en mouvement dans un repère d’observation R 
d’origine O, est une forme quadratique de la vitesse de translation T� d’un de ses points (noté 
A) et du vecteur rotation instantanée ω . La matrice de cette forme quadratique est une matrice 

66× qui rassemble les 10 caractéristiques inertielles de S (la masse m, le centre d’inertie G, 
la matrice d’inertie en A : )S,A(J )

[ ] 








ω









−
−

ω=
T

)S,A(J)AG(mj
)AG(mjmIT

2
1)R/S(W 3TT

�
� .

Reformulons cette expression de l’énergie cinétique afin de mettre en évidence les six 
paramètres repérant la position du solide.  
Notons Θ la rotation du solide S et repérons sa translation par OAT = , alors pour tout point 
M de S : 
 

00MATAMTOM Θ+=+= ,

où 0A et 0M sont les positions à l’instant initial du point privilégié A et du point générique M. 

La vitesse du point M s’obtient par dérivation de OM  par rapport au temps : 
 

0000 MA)(jTAM)(jTAMTMAT)M(V Θω+=ω+=∧ω+=Θ+= ������

et nous vérifions, par identification, que le vecteur rotation instantanée est tel que : 
 

Θω=Θ )(j� .

Choisissons trois paramètres )X,X,X( 321 pour repérer la rotation Θ, alors comme nous 
l’avons souvent invoqué dans ce document, il existe une matrice Λ telle que :  
 

)X(j �� ΛΘ=Θ

L’expression du vecteur rotation instantanée est donc : 
 

X�ΘΛ=ω

L’énergie cinétique s’exprime alors en fonction de XetT �� sous la forme : 
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[ ] 
















ΘΛΘΛΘΛ
ΘΛ−

=
X
T

)S,A(J)AGm(j
)AGm(jmIXT

2
1)R/S(W

TTTT
3TT

�
�

�� .

Initialement G était en 0G et le tenseur d’inertie avait une valeur )S,A(J 0 telle que : 
 

)S,A(J)S,A(J 0
T =ΘΘ

ainsi : 
T

0000 )GA(j)GA(j ΘΘ=Θ .
et : 

 [ ] 




















ΛΛΘΛ
ΛΘ−

=
X
T

)S,A(J)GAm(j
)GAm(jmIXT

2
1)R/S(W

0
TT

00
T

003TT

�
�

�� . (2.1) 

2-2 Métrique du solide rigide 

L’expression (2.1) de l’énergie cinétique que nous venons d’établir définit une métrique 
riemannienne sur l’espace des phases du solide rigide :  

 













ΛΛΘΛ
ΛΘ−

=
)S,A(J)GAm(j

)GAm(jmI
2
1g

0
TT

00
T

003

Cette métrique est symétrique et définie positive, nous pouvons la décomposer par la 
factorisation suivante : 
 










Λ
Θ











 −








Λ

Θ
=

0
0

)S,A(J)GAm(j
)GAm(jmI

0
0

2
1g

T

000

003
T .

2-3 Tableau du projet 

Le tableau (la peinture aurait dit Eugen Soos) est le suivant : 
 

- imposer la nullité du tenseur de torsion,  
 
- calculer le tenseur de courbure, 
 
- exhiber le tenseur de Ricci et d’Einstein du solide rigide. 

2-4 Exergue de la peinture 

Pour cela, il faut continuer à réfléchir comme nous y invite le personnage qui suit. 
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Cogito, Eric STRAW, exposition à la Maison de l’Architecture - Poitiers 2008 
 
Nous pensons que l’efficacité de la méthode que nous avons suivie s’est révélée dans la 
résolution des exemples traités et qu’elle donnera, aux mécaniciens et aux géomètres, l’envie 
d’un retour à Darboux. 
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ANNEXE A 
 

DÉFINITIONS ET PROPRIÉTÉS TENSORIELLES 
 

A-1 Généralités 
 
La plupart des formules présentées dans cette annexe ont été établies dans les cours et les TD 
de Mécanique des Milieux Continus du L3 de Mécanique et Ingénierie, ainsi que dans les 
cours et TD de Grandes Déformations du Master 1 MSI et FAE dont Claude Vallée et moi-
même étions responsables. Certaines formules sont extraites des tomes I et II du livre de 
« Calcul linéaire » publié par Jean Marie Souriau aux PUF. 
 
L’espace vectoriel tridimensionnel euclidien est muni d’un produit mixte noté .).,,(. ou 
bien .),,.(.η , d’un produit scalaire noté ( . ) ou g( , ) et d’un produit vectoriel noté ×∧ ou . La 
base choisie dans l’espace est notée 321 e,e,e . 
De manière générale, les lettres U, V, W, X, Y, Z représenteront des vecteurs de l’espace 
vectoriel tridimensionnel, les lettres A, B, C, D représenteront des applications linéaires de cet 
espace vectoriel. 
 

A-1-1 Notations 
 
Composantes contravariantes iU d’un vecteur U :  

 
i

ieUU = .

Produit mixte de trois vecteurs : 
 
Le produit mixte est une forme trilinéaire non nulle complètement antisymétrique 
 

kji
jki WVU)W,V,U()W,V,U( η=η=

où )e,e,e( kjijki η=η .

La propriété d’antisymétrie entraîne que )W,U,U(η est nulle, puisque :  
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0)W,U,U()W,U,U( =η−=η .

Il faut noter, qu’une fois le produit mixte η choisi, toutes les autres formes trilinéaires 
complètement antisymétriques lui sont proportionnelles.  
 
Produit scalaire de deux vecteurs : 
 
On rend l’espace euclidien en le munissant d’un produit scalaire défini par une forme 
bilinéaire symétrique et définie positive g. 

 
j

j
j

j
TTji

ji UVVUUVVUVUg)V,U(g =====

où jiji g)e,e(g = et où TT VetU représentent les formes linéaires de composantes covariantes 

ii VetU

)e,U(gU ii = et )e,V(gV ii = .

Les composantes contravariantes �kg de g sont définies par : 
 

k
jj

k gg δ=�
� ,

où k
jδ désigne le symbole de Kronecker. 

 
Les descentes et les montées des indices s’effectueront à l’aide des jig et des �kg ainsi pour 
le produit mixte : 
 

nm
nkmjikji ggg �

� η=η ou bien            kji
nkjminm ggg η==η �� ,

d’où différents développements possibles du produit mixte : 
 

.WVUWVUWVUWV)Ug(WVU)W,V,U( mh
hmk

hk
hkj

kj
kji

ikj
kji

jki �
�

�
�

�
�

�
� η=η=η=η=η=η

L’unité de longueur étant accordée avec l’unité de volume, l’identité tensorielle suivante est 
satisfaite :  

 
���
j

m
i

m
ji

km
kji δδ−δδ=ηη .

En conséquence en sommant sur deux autres indices, par exemple j et m 
 

��
i

kj
kji 2δ=ηη .

Produit vectoriel de deux vecteurs :  
 
Le produit vectoriel de deux vecteurs se déduit du produit mixte et du produit scalaire en 
posant : 
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)WV,U(g)W,VU(g)W,VU(g)W,V,U( ×=×=∧=η .

L’antisymétrie de η entraîne  
 

)W,UV(g)W,U,V()W,VU(g)W,V,U( ×−=η−=×=η

et donc l’antisymétrie du produit vectoriel : UVVU ×−=× .

En composantes, il vient : 
 

k
k

kji
jki W)VU(gWVU)W,V,U( �

� ×=η=η ,

d’où : 
 

ji
kji

k VUg)VU( η=× �� ou bien ji
kjik VU)VU( η=× .

On remarque évidemment que : 
 

0)V,VU(g)U,VU(g =×=×

puisque )U,V,V(ou)V,U,U( ηη s’annule par antisymétrie. 
 

A-1-2 Définitions 
 
Définition 1 : Le déterminant 
 
Le déterminant d’une application linéaire B est le scalaire noté détB  défini par l’identité : 

 
)W,V,U()détB()BW,BV,BU( η=η

qui est légitimée par la proportionnalité à )W,V,U(η de toute autre forme trilinéaire 
antisymétrique des trois vecteurs U,V,W. 
 
En composantes : 
 

hji
hji

m
h

j
j

ik
imk WVU)détB(WBVBUB

h

η=η �
�

où hji W,V,U représentent les composantes contravariantes des vecteurs U, V, W. Cette 
relation établit la formule : 
 

m
hj

k
imkhji BBBdétB �

�η=η

qui permet de calculer détB en choisissant, par exemple, i=1, j=2 et k=3 :  
 

m
32

k
1mk321 BBBdétB �

�η=η .
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On peut aussi multiplier les deux membres de l’égalité par hqpη , soit : 
 

m
hj

k
i

hqp
mk

p
j

q
i

q
j

p
i

hqp
hji BBBdétB)(détB �

� ηη=δδ−δδ=ηη

Ainsi : 
m
hj

k
i

hji
mk BBB

!3
1détB �

� ηη= .

Définition 2 : La trace  
 
La trace d’une application linéaire B est le scalaire noté Btr , défini par l’identité : 

 
)W,V,U()Btr()BW,V,U()W,BV,U()W,V,BU( η=η+η+η

qui est légitimée par la proportionnalité à )W,V,U(η de tout autre forme trilinéaire 
antisymétrique η appliquée sur les vecteurs U, V, W. 
 
En composantes : 
 

hji
hji

hk
h

ji
kji

hjk
j

i
hki

hjik
ihjk WVU)Btr(WBVUWVBUWVUB η=η+η+η .

Cette relation établit la formule 
 

Btr)BBB hji
k
hkji

k
jhki

k
ihjk η=η+η+η

qui permet de calculer trB en choisissant i=1, j=2 et h=3 : 
 

i
i

3
3

2
2

1
1 BBBBBtr =++= .

Définition 3 : La transposition  
 
La transposition est une opération qui, à une application linéaire B, fait correspondre 
l’application linéaire notée TB (dite transposée de B) définie par l’identité  

 
)VB,U(g)V,BU(g T= .

En composantes : 
 

ji
j

Tk
ki

jki
kji V)B(UgVUBg =

cette relation établit la formule :  
i
j

T
ki

i
kji )B(gBg =

qui permet de calculer les composantes de BT :
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ji
i
k

k
j

T gBg)B( �� = .

Définition 4 : Le produit tensoriel  
 
Le produit tensoriel du vecteur U par la forme linéaire TV est l’application linéaire notée 

TVU ⊗ définie par l’identité  
 

U)W,V(gU)WV(W)VU( TT ==⊗

En composantes, cette relation établit les formules :  
 

j
j

iji
j

T WVUW)VU( =⊗

i
jj

ii
j

T UVgVU)VU( �
�==⊗ .

qui permettent de calculer les composantes de TVU ⊗ .

Définition 5 : L’application linéaire antisymétrique associée à un vecteur 
 
Soit U un vecteur, l’application linéaire antisymétrique j(U) associée au vecteur U est définie 
par l’identité 
 

VUV)U(j ×=

ou bien encore en composantes 
 

ki
kim

mk
k VUg)VU(V)]U(j[ η=×= ��� .

Cette relation établit la formule : 
 

i
kim

m
k Ug)]U(j[ η= �� .

qui permet de calculer les composantes de la matrice j(U). 
 

Définition 6 : L’adjuguée d’une application linéaire B  
 
Soit B une application linéaire, l’adjuguée de B est l’application linéaire notée AdjB définie 
par l’identité 

)W)AdjB(,V,U()W,BV,BU( η=η .

En composantes, cette relation permet d’établir la formule : 
 

n
mnjij

k
imk )AdjB(BB η=η �

�

et de calculer les composantes de AdjB 
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�
� j

k
imk

hjih
m BB

2
1)AdjB( ηη= .

Dans la littérature, une notion apparentée à celle d’adjuguée est la notion de comatrice ou de 
matrice des cofacteurs notée Cof B. Les deux notions sont transposées l’une de l’autre. Nous 
utiliserons indifféremment l’une ou l’autre des deux notions. De la définition de l’adjuguée de 
B, on déduit facilement satisfait à : 

 
)VU)(BCof()VU()AdjB()BV()BU( T ×=×=× .

A-2 Identités remarquables  
 

A-2-1 La formule de Cramer 
 
La forme quadrilinéaire vectorielle 

 
W)X,V,U(V)W,X,U(U)W,V,X(X)W,V,U()X,W,V,U( η−η−η−η=φ

est nulle.  
 
Commençons par prouver l’antisymétrie de φ . Il suffit de constater que l’échange de U et V 
entraîne un changement de signe : 
 

)X,W,V,U(
W)X,V,U(U)W,V,X(V)W,X,U(X)W,V,U(

W)X,U,V(U)W,X,V(V)W,U,X(X)W,U,V()X,W,U,V(

φ−=
η+η+η+η−=

η−η−η−η=φ

et qu’il en va de même lorsqu’on échange U et X  
 

).X,W,V,U(
W)X,V,U(V)W,X,U(X)W,V,U(U)W,V,X(
W)U,V,X(V)W,U,X(X)W,V,U(U)W,V,X()U,W,V,X(

φ−=
η+η+η−η=
η−η−η−η=φ

Dans un espace de dimension trois, toute forme quadrilinéaire complètement antisymétrique 
est nulle. Si deux des quatre vecteurs sont communs, la valeur de φ est nulle par antisymétrie. 
Si U, V, W ne sont pas indépendants, alors, par linéarité, 0)X,W,V,U( =φ . Si U, V, W sont 
trois vecteurs indépendants, ils forment une base. Alors, pour tout vecteur X, la valeur de 

)X,W,V,U(φ est nulle, nous obtenons l’expression du développement de X dans la base U, 
V, W : 
 

]W)X,V,U(V)W,X,U(U)W,V,X([
)W,V,U(

1X η+η+η
η

= .
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Cette formule, dite de Cramer, est connue pour résoudre les systèmes linéaires de trois 
équations à trois inconnues iji

j YXA = où les données sont les i
jA et les iY . Les coefficients 

i
jA peuvent être regardés comme les composantes d’une application linéaire A dans une 

base )e,e,e( 321 d’un espace tridimensionnel. Les iY (ainsi que les inconnues Xi) peuvent être 
regardées comme les composantes d’un vecteur Y (respectivement X). Si on introduit les trois 
vecteurs 321 AeW,AeV,AeU === (dont les composantes sont celles des trois colonnes de la 
matrice A) le problème devient : trouver X1, X2, X3 tels que : 
 

YWXVXUX 321 =++

Si la matrice de coefficients i
jA est inversible, ses trois colonnes sont indépendantes, les trois 

vecteurs U, V, W forment une base et il s’agit de développer le vecteur Y dans cette base. 
D’après la formule de décomposition ci-dessus énoncée 
 

)W,V,U(
)W,V,Y(X1

η
η

=
)W,V,U(
)W,Y,U(X2

η
η

=
)W,V,U(
)Y,V,U(X3

η
η

= .

Les dénominateurs 
 

détA)e,e,e()détA()Ae,Ae,Ae()W,V,U( 321321321 η=η=η=η

sont les produits mixtes des trois colonnes de la matrice de coefficients j
iA . Ils sont 

proportionnels au déterminant de cette matrice au facteur multiplicatif 321η près. Ce 
déterminant est non nul puisque la matrice est supposée inversible. Les numérateurs des 
formules qui déterminent les inconnues X1, X2, X3 possèdent aussi en commun le facteur 
multiplicatif 321η qu’on peut prendre égal à 1 sans restreindre la généralité. On peut alors les 
interpréter comme des déterminants de la matrice A dans laquelle on aurait remplacée une 
colonne par le second membre Y du système linéaire de départ. Cette méthode de résolution 
numérique est due à Cramer. 
 

A-2-2 Identité de Jacobi 
 
La forme quadrilinéaire  

 
)Z,V,UW()Z,U,WV()Z,W,VU()Z,W,V,U( ×η+×η+×η=φ

est complètement antisymétrique. 
Elle est donc nulle, ce qui implique l’identité de Jacobi : 
 

0V)UW(U)WV(W)VU( =××+××+×× .

La démonstration de l’antisymétrie utilise le lien entre produit mixte, le produit scalaire g et le 
produit vectoriel énoncé au paragraphe A-1-1. La forme quadrilinéaire φ peut être réécrite 
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)ZV,UW(g)ZU,WV(g)ZW,VU(g)Z,W,V,U( ××+××+××=φ .

Nous noterons I, J, K les trois termes de cette somme  
 

)ZW,VU(gI ××= , )ZU,WV(gJ ××= , )ZV,UW(gK ××= .

Nous montrerons que )Z,W,V,U(φ est complètement antisymétrique en prouvant que les six 
échanges entre U et V, U et W, U et Z, V et W, V et Z, W et Z entraînent un changement de 
signe. 
 
Echange de U et V 
 

)Z,W,V,U(
)JKI()ZU,WV(g)ZV,UW(g)ZW,VU(g

)ZU,VW(g)ZV,WU(g)ZW,UV(g)Z,W,U,V(

φ−=
++−=××−××−××−=

××+××+××=φ

Echange de U et W 
 

(U,V,W,Z)
K)I(JZ)U,Vg(WZ)V,Wg(UZ)W,Ug(V

Z)W,Vg(UZ)U,Wg(VZ)V,Ug(W(U,W,V,Z)

φ−=
++−=××−××−××−=

××+××+××=φ

Echange de U et Z 
 

)Z,W,V,U(
)IJK()VU,ZW(g)ZU,WV(g)UW,ZV(g

)UV,ZW(g)UZ,WV(g)UW,VZ(g)U,W,V,Z(

φ−=
++−=××−××−××−=

××+××+××=φ

Echange de V et W 
 

)Z,W,V,U(
)IJK()ZW,VU(g)ZU,WV(g)ZV,UW(g

)ZW,UV(g)ZU,VW(g)ZV,WU(g)Z,V,W,U(

φ−=
++−=××−××−××−=

××+××+××=φ

Echange de V et Z 
 

)Z,W,V,U(
)KIJ()ZV,UW(g)VU,ZW(g)WV,ZU(g

)VZ,UW(g)VU,WZ(g)VW,ZU(g)V,W,Z,U(

φ−=
++−=××−××−××−=

××+××+××=φ

Echange de W et Z 
 

).Z,W,V,U(
)JKI()WV,ZU(g)UW,ZV(g)ZW,VU(g

)WV,UZ(g)WU,ZV(g)WZ,VU(g)W,Z,V,U(

φ−=
++−=××−××−××−=

××+××+××=φ
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Comme au paragraphe précédent, la complète antisymétrie permet de conclure à la nullité de 
)Z,W,V,U(φ , d’où l’Identité de Jacobi annoncée. 

 

A-3 Propriétés de la transposition 
 
La notion de transposée définie au paragraphe A-1-2 satisfait les trois propriétés suivantes : 
 

TTT AB)AB( =
TTT UV)VU( ⊗=⊗

)U(j)]U(j[ T −= .

A-4 Propriétés du déterminant. 
 
Propriété A-4-1 : Polynôme caractéristique 
 
Soient A une application linéaire de l’espace vectoriel tridimensionnel dans lui-même et λ un
scalaire, alors :  
 

32 AtrA)AdjA(trdétA)IA(dét λ−λ+λ−=λ− .

Il suffit pour le vérifier d’appliquer la définition du déterminant 
 

)W,V,U()IA(dét)W)IA(,V)IA(,U)IA(( ηλ−=λ−λ−λ−η .

Développons en puissance de λ le premier membre de cette relation 
 

).W,V,U(
)]AW,V,U()W,AV,U()W,V,AU([

)]AW,AV,U()AW,V,AU()W,AV,AU([
)AW,AV,AU()W)IA(,V)IA(,U)IA((

3

2

ηλ−

η+η+ηλ+

η+η+ηλ−
η=λ−λ−λ−η

Chaque coefficient se transforme grâce aux propriétés énoncées précédemment et se factorise 
par )W,V,U(η :

).W,V,U(Adét)AW,AV,AU( η=η

)W,V,U()AdjA(tr
)W,V,U)AdjA(()W,V)AdjA(,U()W)AdjA(,V,U(

)AW,AV,U()AW,V,AU()W,AV,AU(

η=
η+η+η=

η+η+η

).W,V,U()Atr()AW,V,U()W,AV,U()W,V,AU( η=η+η+η
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D’où le résultat annoncé. Les trois invariants de l’application linéaire A sont 
.Atret)AdjA(tr,détA Un développement de )AdjA(tr sera présenté dans les propriétés de 

l’adjuguée. 
 
Propriété A-4-2 : Dérivée du déterminant de A fonction différentiable d’un paramètre t. 
 
Soit A une application linéaire différentiable d’un paramètre t alors la dérivée de son 
déterminant suit la règle suivante 
 

)
dt
dAAdjA(tr)détA(

dt
d

= .

La preuve se développe à partir de la définition du déterminant. Si U, V, W sont trois 
vecteurs, alors : 
 

)AW,AV,AU()W,V,U()détA( η=η

et par dérivation : 
 

).W,V,U(]
dt
dA)AdjA[(tr

)W
dt
dA)AdjA(,V,U()W,V

dt
dA)AdjA(,U()W,V,U

dt
dA)AdjA((

)W
dt
dA,AV,AU()AW,V

dt
dA,AU()AW,AV,U

dt
dA()W,V,U()détA(

dt
d

η=

η+η+η=

η+η+η=η

Il suffit alors de simplifier par )W,V,U(η pour obtenir le résultat. 
 

A-5 Propriétés de la trace 
 
Propriété A-5-1 : )V,U(g)UV(tr)VU(tr TT =⊗=⊗

Preuve : )V,U(gUVVU)VU()VU(tr i
i

i
ii

i
TT ===⊗=⊗

Propriété A-5-2 : trB)B(tr T =

Preuve : Par définition de la transposée 
 

ji
i
k

k
j

T gBg)B( �� =

Donc : 
trBBBgBg)B(tr i

i
i
k

k
ii

i
k

kT ==δ== �
� .
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Propriété A-5-3 : )BA(tr)AB(tr =

Preuve : 
 

)BA(tr)BA(ABBA)AB()AB(tr j
j

i
j

j
i

j
i

i
j

i
i ===== .

Propriété A-5-4 : 0))BB)(U(j(tr T =+

Preuve : 

)B)U(j(tr))U(jB(tr))B)U(j((tr)B)U(j(tr TTT −=−== .

En particulier, en choisissant B=I, 0))U(j(tr = .

Propriété A-5-5 : )]BB)(U(j[tr
2
1)B)U(j(tr T−=

Cette propriété découle directement de la propriété A-5- 4. 
 

A-6 Propriété du produit tensoriel 
 
PropriétéA-6-1 : Si U, V, W forment une base orthonormée de l’espace tridimensionnel 
alors : 
 

IWWVVUU TTT =⊗+⊗+⊗ .

Propriété A-6-2 : TTT )BV(UB)VU( ⊗=⊗

Cas particuliers : TTT ZU)V,W(g)ZW)(VU( ⊗=⊗⊗
TT )V)W(j(U)W(j)VU( ⊗−=⊗ .

Propriété A-6-3 : TT V)BU()VU(B ⊗=⊗

Cas particuliers : TTT VW)U,Z(g)VU)(ZW( ⊗=⊗⊗
TT V)U)W(j()VU)(W(j ⊗=⊗ .

Les démonstrations s’effectuent à partir des définitions du produit tensoriel, du produit 
scalaire, du produit vectoriel et n’offrent aucune difficulté. 
 
Propriété A-6-4 : TTT )BV()BU(B)VU(B ⊗=⊗

A-7 Propriétés de l’application j(.) 
 
Les propriétés qui vont être énoncées sont très utiles aux étudiants en mécanique car le 
produit vectoriel et le double produit vectoriel apparaissent dès les premiers cours de 
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mécanique générale. Différentes formules se déclinent à partir de la formule du double 
produit vectoriel qui s’écrit : 

 
W)V,U(gV)W,U(g)WV(U −=××

en utilisant la notation anglo-saxonne ×pour le produit vectoriel. 
L’introduction des composantes permet la démonstration suivante : 
 

���

����

����

]W)V,U(gV)W,U(g[W)VU(V)WU(

WVUWVUWVUg)(

WVUgWVUgg)WV(Ug)]WV(U[

m
m

q
q

p
m

m
p

qp
qp

qpi
miq

m
p

m
qp

qpi
hqp

hm
mi

qpi
qph

hj
jik

kji
jik

k

−=−=

δ−δ=δδ−δδ=

ηη=ηη=×η=××

à partir de la propriété  
���
q

m
p

m
qphqp

hm δδ−δδ=ηη
du produit mixte. 
 
Propriété A-7-1 : Identité de Pythagore 
 

)V,V(g)U,U(g)V,U(g)VU,VU(g 2 =+×× .

La démonstration considère le produit scalaire d’un vecteur V avec le double produit vectoriel 
)UV(U ×× . D’une part, à cause de la formule du double produit vectoriel, 

 
2)]V,U(g[)V,V(g)U,U(g)V),UV(U(g −=××

et, d’autre part, à cause de la définition du produit vectoriel, 
 

)VU,VU(g)U,V,UV()V,UV,U()V),UV(U(g ××=×η=×η=×× .

il vient, en égalant les deux expressions obtenues 
 

)V,V(g)U,U(g)]V,U(g[)]VU(g[ 22 =+× .

Appliquée à deux vecteurs unitaires U et V formant entre eux un angle θ, cette relation 
s’interprète comme l’identité trigonométrique : 1cossin 22 =θ+θ .

Propriétés A-7-2 : La formule du double produit vectoriel conduit a un ensemble de 
propriétés de j(.) 

 
I)V,U(gUV)V(j)U(j T −⊗=

TT VUUV)U(j)V(j)V(j)U(j ⊗−⊗=−

TT VUUV)U(j)V(j)V(j)U(j)VU(j ⊗−⊗=−=× .
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En effet, à partir de W)V,U(gV)W,U(g)WV(U −=×× , nous déduisons : 
 

W)V,U(gW)UV(W)V(j)U(j T −⊗=

ce qui donne la première des relations en oubliant W. En échangeant U et V dans cette 
première relation et en effectuant la différence, c’est la deuxième relation qui apparaît. La 
dernière relation se déduit aussi de la formule du double produit vectoriel  
 

W)VUUV(U)W,V(gV)W,U(g)VU(WW)VU(j TT ⊗−⊗=−=××−=× .

En oubliant W, il vient : 
 

TT VUUV)VU(j ⊗−⊗=× .

Propriété A-7-3 : Soit une application linéaire B, la relation suivante est satisfaite pour tout 
vecteurs U et V :  
 

)VU](BI)trB[()BV(UV)BU( T ×−=×+× .

Ce résultat est obtenu en se référant à la définition de la trace. Soient U, V, W trois vecteurs 
alors, par définition de la trace : 
 

)BW,V,U()W,V,U()Btr()W,BV,U()W,V,BU( η−η=η+η

ou bien encore, en introduisant le produit scalaire g 
 

)W),VU(B(g)W,VU)Btr((g)W),BV(U(g)W,V)BU((g T ×−×=×+× .

Les deux produits scalaires des vecteurs )VU(BVU)Btr(et)BV(UV)BU( T ×−××+× ,
avec tout vecteur W, étant égaux, nous en déduisons la propriété annoncée. 
 
Propriété A-7-4 : )U(j)BI)trB((B)U(j)BU(j T−=+ .

Il suffit, pour justifier cette propriété, d’oublier V dans le résultat ci-dessus  
 

V)U(j]BI)trB[(BV)U(jV)BU(j T−=+ .

Propriété A-7-5 : ]U)BI)trB[((j)U(jBB)U(j T −=+ .

La relation précédente met en évidence l’antisymétrie de la somme )U(jBB)U(j T+ . Le 
réarrangement du résultat précédent conduit tout naturellement à : 
 

]U)BI)trB[((j)U(jBB)U(j T −=+ .
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Propriété A-7-6 : 0)U(jdét = .

Il suffit, pour le vérifier, de partir de la définition du déterminant et d’utiliser la formule du 
double produit vectoriel. 
 

0)Z,W,U()U,V,U()U)Z,W,U(,VU(g
))ZU()WU(,VU(g)Z)U(j,W)U(j,V)U(j()Z,W,V()]U(jdét[

=ηη=η×=
××××=η=η

Propriété A-7-7 : Soient C et D deux applications linéaires et V un vecteur, alors 
l’application linéaire antisymétrique 
 

C)V(jDD)V(jC TT +

(dépendant linéairement de V) est de la forme )MV(j avec : 
 

I)]CD(tr)trD)(trC[(C)trD(D)trC(DCCDM −+−−+= .

Démonstration : 
Appliquons C)V(jDD)V(jC TT + à un vecteur W et effectuons le produit scalaire avec un 
vecteur Z  
 

)).DZ()CW()CZ()DW(,V(g)DZ,CW,V()CZ,DW,V(
)DZ,CW)V(j(g)CZ,DW)V(j(g)Z,W]C)V(jDD)V(jC([g TT

×+×=η+η=
+=+

Nous cherchons une application linéaire M telle que 
 

))ZW(M,V(g)Z,W,MV()Z,W)MV(j(g T ×=η=

coincide avec : 
 

))DZ()CW()CZ()DW(,V(g ×+×

C’est à dire : 
 

)ZW(M)DZ()CW()CZ()DW( T ×=×+×
ou encore 
 

)W(jMD)CW(jC)DW(j T=+

pour tout vecteur W. 
Prenons la transposée, puis retranchons les deux expressions : 
 

M)W(j)W(jM)CW(jD)DW(jCD)CW(jC)DW(j TTT +=+++ .

Appliquons trois fois la propriété A-7-5 : 
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)DW]CI)trC([(j)DW(jCC)DW(j T −=+

)CW]DI)trD([j)CW(jDD)CW(j T −=+

)W]MI)trM([(j)W(jMM)W(j T −=+ .
Nous en déduisons 
 

0)W]I)trM(MDCCDC)trD(D)trC([(j =−+−−+ .

ceci implique nécessairement que  
 

0I)trM(MDCCDC)trD(D)trC( =−+−−+ .

Afin d’obtenir M, il faut encore pré-calculer trM. Pour cela, prenons la trace des deux 
membres de l’équation précédente  
 

)CD(tr)trD)(trC(trM −= .

Finalement il vient 
 

DCCD]C)trD(D)trC[(I)]CD(tr)trD)(trC[(M +++−−=

ce qui correspond à l’expression attendue. 
 

A-8 Propriétés de l’adjuguée d’une application linéaire A 
 
Propriétés A-8-1 : Soient U et V deux vecteurs, A une application linéaire et αun scalaire, 
alors :  
 

)AV()AU()VU()AdjA( T ×=× .

AdjA)A(Adj 2α=α .

Cette propriété découle directement de la définition de l’adjuguée : 
 

]W),VU()AdjA[g)W)AdjA(,VU(g
)W)AAdj(,V,U()W,AV,AU()W,AV()AU((g

T ×=×=

η=η=×

En oubliant le vecteur W, nous obtenons la première propriété annoncée d’où nous déduisons 
facilement la deuxième en l’appliquant à Aα .

Propriété A-8-2 : I)détA(A)AdjA( = .
En effet : 
 

)W)détA(,V,U()W,V,U()détA()AW,AV,AU()AW)AAdj(,V,U( η=η=η=η ,

d’où la propriété annoncée. 
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Remarque 1 : Il peut être intéressant de considérer AdjA lorsque A n’est pas inversible. 
 
Remarque 2 : La transposée de la comatrice de A coïncide avec AdjA. 

Propriété A-8-3 : Soient A et B deux applications linéaires, alors : 
 

)AdjA()AdjB()AB(Adj = .

La preuve est simple. 
 

)W)AdjA)(AdjB(,V,U()W)AdjA(,BV,BU()W,ABV,ABU()W)AB(Adj,V,U( η=η=η=η

d’où la propriété annoncée, en oubliant les vecteurs U,V,W. 
 
Propriété A-8-4 : 0)VU(Adj T =⊗ .

La propriété A-8-1 implique : 
 

0)UU)(Y,V(g)X,V(g]Y)VU[(]X)VU[()YX())VU(Adj( TTTT =×=⊗×⊗=×⊗ .

Propriété A-8-5 : )UU())U(j(Adj T⊗=

La propriété A-8-1 et celle du double produit vectoriel ainsi que la définition 4 du produit 
tensoriel donnent immédiatement le résultat. 
 

)YX)(UU(U)U,YX(gU)U,Y)X(j(g
U)Y,X)U(j(g)YU(]X)U(j[]Y)U(j[]X)U(j[)YX()]U(j(Adj[

T

T

×⊗=×==

=××=×=×

Propriété A-8-6 : TT )AdjA()A(Adj =

Cette formule peut se démontrer en utilisant les expressions de l’adjuguée et de la transposée 
 

.))AAdj((

g))AdjA((gg)AA(g

AAggAA

)gAg)(gAg()A()A()]A(Adj[

h
m

T

mj
j
i

hi
mj

r
q

p
nirp

jqnhi

r
q

p
nmj

jqnhi
irp

r
q

p
nm

qnh
rp

rj
r
q

q
pi

p
n

kn
mk

hji
j

Tk
i

T
mk

hjih
m

T

=

=ηη=

ηη=ηη=

ηη=ηη= �
�

�
�

Une démonstration intrinsèque sera exposée en A-8-10. 
 
Propriété A-8-7 : Soient Q une application linéaire et U un vecteur, alors : 

]U)AdjQ[(jQ)U(jQT = .

Démonstration : Appliquons Q)U(jQT à un vecteur V et effectuons le produit scalaire avec un 
vecteur W : 
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).W,V]U)AdjQ[(j(g
)W,V,U)AdjQ(()QW,QV,U()QW,QV)U(j(g)W,QV)U(jQ(g T

=
η=η==

En oubliant W, puis V, la relation prévue apparaît. 
 
Propriétés A-8-8 : Soit R une rotation, alors les propriétés suivantes se vérifient très 
simplement : 
 

TR est l’inverse de R (puisque IRRRR TT == ), 
 

TRAdjR = (puisque détR=1), 
 

)UR(jR)U(jR TT = , )RU(jR)U(Rj T = (en remplaçant, dans la propriété A-8-7, Q par 
R ou TR ), 

 
)UR(jRR)U(j T= , )UR(jR)U(jR TT = (en multipliant, à gauche par R ou à droite 

par TR la formule de la propriété A-8-7). 
 
Propriétés A-8-9 : Soient A et B deux applications linéaires dont B inversible, alors : 
 

)WV()AdjB(]ABI)AB(tr[)AW()BV()BW()AV( TT11 ×−=×+× −−

Démonstration : Evaluons le premier terme en effectuant son produit scalaire avec un vecteur 
Z

)Z),BW(AB,BV()Z,BW),BV(AB(
)Z,AW,BV()Z,BW,AV()Z,AWBV(g)Z,BWAV(g

11 −− η+η=

η+η=×+×

La définition (A-1-2) de la trace appliquée à 1AB− permet de transformer ces deux termes en : 
 

).Z]ABI)AB(tr[,BW,BV(
)Z)AB(,BW,BV()Z,BW,BV()AB(tr)Z),BW(AB,BV()Z,BW),BV(AB(

11

1111

−−

−−−−

−η=

η−η=η+η

Ainsi : 
 

).Z),WV()BAdj(]ABI)AB(tr([g
)Z]ABI)AB(tr)[BAdj(,W,V(

)Z]ABI)AB(tr[,BW,BV()Z,AWBVBWAV(g

TT11

11

11

×−=

−η=

−η=×+×

−−

−−

−−

Comme le vecteur Z est arbitraire, nous en déduisons par linéarité l’identité vectorielle 
annoncée. 
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Propriétés A-8-10 : Développement en puissance de l’adjuguée de A-λI

Soit A une application linéaire, alors : 
 

I]AI)trA[(AdjA)IA(Adj 2λ+−λ−=λ− .

Démonstration : Au cours du paragraphe A-4-1 nous avons développée en puissances de λ le 
polynôme caractéristique dét(A-λI) d’une application linéaire A définie sur l’espace 
tridimensionnel. Il est aussi possible d’obtenir un développement en puissances de l’adjuguée 
de A-λI. En effet, pour tous vecteurs U, V, W 
 

)W)IA(Adj,V,U()W,V)IA(,U)IA(( λ−η=λ−λ−η ,

Développons par définition de l’adjuguée le premier membre en puissances de λ, par 
linéarité : 
 

).W]))AI)trA((AdjA[,V,U(
)W,V,U()]AW,V,U()W,V,U()trA[()W)AdjA(,V,U(

)W,V,U()]W,V,AU()W,AV,U([)W,AV,AU()W,V)IA(,U)IA((

2

2

2

λ+−λ−η=

ηλ+η−ηλ−η=

ηλ+η+ηλ−η=λ−λ−η

L’identification avec le deuxième membre implique la propriété annoncée. 
 
La propriété A-8-2 permet de relier les développements en puissance de λ de l’adjuguée de 
(A-λI) 
 

I)IA(dét)IA)(IA(Adj λ−=λ−λ− .

Le développement du déterminant du polynôme caractéristique établi en A-4-1 conduit à 
l’identité : 
 

I)trA)AdjA(trdétA()IA)(I)]AI)trA[(AdjA( 322 λ−λ+λ−=λ−λ+−λ−

Identifions les coefficients de même puissance en λ.

Le terme de degré zéro apporte le renseignement : 
 

I)détA(A)AdjA( =

ce que l’on savait déjà. 
 
Le terme de degré 1 est à retenir 
 

I)]AdjA(tr[AdjAAA)trA( 2 −=−+−

Les termes en λ2 et en λ3 conduisent à des évidences. Revenons au terme en λ et prenons la 
trace, il vient  

)]A(tr)trA[(
2
1)AdjA(tr 22 −= .
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Ces résultats conduisent à trois propriétés qui se présentent ainsi : 
 
- Le polynôme caractéristique d’une application linéaire A est de la forme suivante : 
 

32
22

trA
2

)A(tr)trA(détA)IA(dét λ−λ+
−

λ−=λ−

- L’adjuguée de A se développe en puissances de A 
 

I
2

)A(tr)trA(A)trA(AAAdj
22

2 −
+−= ,

- L’adjuguée de (A-λI) se développe en puissances deλ et A 
 

I)
2

)A(tr)trA(trA(A)trA(A)IA(Adj
22

22 −
+λ−λ+−λ+=λ− .

- A est « solution de son polynôme caractéristique », 
 

0I)détA(A
2

)A(tr)trA(A)trA(A
22

23 =−
−

+− .

C’est le théorème de Cayley-Hamilton en dimension trois, nous l’obtenons en effectuant le 
produit de AdjA par A que nous savons égal à (détA)I. 
 
Remarque1 : Maintenant, nous pouvons compléter la propriété A-8-2 en  
 

I)détA(A)AdjA()AAdj(A ==

puisque le développement de AdjA en puissance de A montre que A commute avec AdjA. De 
plus si A est inversible  

]I
2

)A(tr)trA(A)trA(A[
détA

1A
22

21 −
+−=− .

Remarque 2 : De même, la propriété A-8-6, démontrée en composantes  
 

)A(Adj)AdjA( TT =

devient claire en considération du développement de AdjA et de la propriété A-5-2  
 

tr(AT)=trA. 
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ANNEXE B 
 

ANALYSE TENSORIELLE 
 

B-1 Généralités 
 
La plupart des formules présentées dans cette annexe ont été établies dans les cours et TD de 
Grandes Déformations du Master 1 MSI et FAE dont Claude Vallée et moi-même étions 
responsables. 
 
L’espace vectoriel tridimensionnel euclidien est muni d’un produit scalaire noté g ( , ) ou plus 
simplement par un point ;d’un produit mixte noté ),,(η ou plus simplement (.,.,.) et d’un 
produit vectoriel noté ×∧ ou . Une base orthonormée directe notée 321 e,e,e est choisie dans 
l’espace. 
De manière générale, f(X), h(X),…représenteront des champs scalaires dépendant des 
coordonnées d’espace X ; V(X), W(X),…représenteront des champs vectoriels ; A(X), 
B(X),…représenteront des champs d’applications linéaires. Les fonctions, les composantes 
des champs de vecteurs ou des champs d’applications seront supposées autant de fois 
dérivables que les opérateurs différentiels définis le nécessiteront. 
 

B-2 Notations et Définitions 
 

B-2-1 Définition du gradient d’une fonction 
 
À la variation notée df d’un champ scalaire f, on peut associer un champ de vecteurs noté 
gradf et dit gradient de f 
 

dX
X
f)dX,gradf(gdf

∂
∂

==

où
X
f

∂
∂ est la forme linéaire de composantes covariantes iX

f
∂
∂ .

B-2-2 Définition du gradient d’un champ de vecteurs 
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À la variation notée dV d’un champ vectoriel V, on peut associer un champ d’applications 

linéaire notée 
X
V
∂
∂

dX
X
VdV
∂
∂

= .

Les composantes de 
X
V
∂
∂ sont : j

i
i
j X

V)
X
V(

∂
∂

=
∂
∂ .

B-2-3 Définition de la divergence d’un champ de vecteurs 
 
La divergence du champ vectoriel V est le champ scalaire noté divV défini par :  
 

)
X
V(trVdiv
∂
∂

= .

B-2-4 Définition du rotationnel d’un champ de vecteurs 
 
Le rotationnel du champ vectoriel est le champ vectoriel noté rot V défini par : 
 

T)
X
V(

X
V)Vrot(j

∂
∂

−
∂
∂

= .

B-2-5 Composantes du rotationnel d’un champ de vecteurs 
 
Pour mener à bien des cas où la démonstration intrinsèque n’est pas évidente, il est utile de 
connaître l’expression des composantes contravariantes du rotationnel d’un champ de 
vecteurs V :  

 

�
�

�
�

X
V

X
Vg)rotV( hhp

i

ih
hpP

∂
∂

η=
∂
∂

η= .

Démonstration : La définition 5 de l’annexe A de l’application j et la définition ci-dessus du 
rotationnel de V conduisent à : 
 

����� nm

n
mi

i
iTik

jk
ji g

X
Vg

X
V])

X
V()

X
V[()]Vrot(j[)rotV(g

∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

−
∂
∂

==η

Multiplions par ihg et sommons sur i : 

h

n

n

i

ih
k

hk X
Vg

X
Vg)rotV(

∂
∂

−
∂
∂

=η ��� .

Multiplions maintenant cette relation par hp �η et sommons sur � et h 
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)
X
Vg

X
Vg()rotV(2 h

n

n

i

ih
hpkp

k ∂
∂

−
∂
∂

η=δ ��
�

En changeant les indices muets de sommation dans le deuxième terme du second membre, il 
vient l’égalité avec le premier terme : 
 

�
�

�
�

�
�

X
Vg

X
Vg

X
Vg

i

ih
hp

i

hi
hp

h

n

n
hp

∂
∂

η=
∂
∂

η−=
∂
∂

η− .

Ainsi 

�
�

X
Vg)rotV(

i

ih
hpp

∂
∂

η= .

ou bien, en introduisant les composantes covariantes de V 
 

�
�

�
�

X
V

X
)Vg(

)rotV( hhp
i

ihhpp

∂
∂

η=
∂

∂
η= .

B-3 Formules usuelles d’analyse vectorielle  
 
Les formules énoncées ci-dessous figurent dans de nombreux livres de mécanique et ne seront 
pas démontrées. Elles se déduisent pour la plupart des propriétés algébriques développées 
dans l’Annexe A. 
 

0)gradf(rot =

0)frot(div =

V)
X
W(W)

X
V()VW(grad)WV(grad)WV(grad TTTT

∂
∂

+
∂
∂

===⋅

---------- 
 

T)gradf(V
X
Vf

X
)Vf(

⊗+
∂
∂

=
∂

∂

gradfVdivVf)Vf(div ⋅+=

V)gradf(rotVf)Vf(rot ∧+=
----------- 

 

X
V)W(j

X
W)V(j

X
)WV(

∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∧∂

rotWVVrotW)WV(div ⋅−⋅=∧
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V
X
WW

X
VW)divV(V)divW()WV(rot

∂
∂

−
∂
∂

+−=∧

----------- 
 

Cas particuliers 
 

X2)X(grad 2 =

I
X
X
=

∂
∂

divX=3 
 

rotX=0 
 

B-4 Définition et propriétés du rotationnel d’un champ d’applications linéaires 
 

B-4-1 Définition du rotationnel d’un champ d’applications linéaires 
 
Le rotationnel d’un champ d’applications linéaires B est obtenu par extension du rotationnel 
en considérant le champ vectoriel Bk où k est un vecteur constant, ainsi nous poserons : 
 

)Bk(rotk)RotB( = .

Si nous attribuons successivement à k les valeurs des vecteurs de la base orthonormée 
321 e,e,e , nous voyons que les colonnes du rotationnel de B sont les rotationnels des vecteurs 

colonnes de B. Compte tenu de l’expression tensorielle obtenue en B-2-5 les composantes 
mixtes du rotationnel de B sont de la forme : 
 

�
�

�
�

X
B

X
B

g)BRot( jhhp
i
j

ih
hpp

j ∂
∂

η=
∂
∂

η= .

B-4-2 Simplification de (δB)dX-(dB)δX

Propriété : Soient dX et δX deux variations de X, alors les variations dB et δB d’un champ 
d’applications linéaires B satisfont : 
 

)dXX())B(Rot(X)dB(dX)B( TT ∧δ=δ−δ .

Démonstration : Soit k un vecteur constant alors : 

)dX
X

)kB(,X(g)X
X

)kB(,dX(g)kdB,X(g)kB,dX(g)k,XdBdXB(g
TT

TT

∂
∂

δ−δ
∂

∂
=δ−δ=δ−δ .

Factorisons le scalaire obtenu afin de le faire apparaître comme un produit scalaire avec le 
vecteur dX. 
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)X])
X

)kB((
X

)kB([,dX(g)k,XdBdXB(g T
TT

δ
∂

∂
−

∂
∂

=δ−δ

En reconnaissant le rotationnel de BTk, il vient successivement : 
 

)k),dXX()RotB((g
)k)RotB(,dXX(g)dX,X,k)RotB((

)X,k)RotB(,dX()X),kB(rot,dX()X)]kB(rot[j,dX(g)k,XdBdXB(g

TT

TT

TTT

∧δ=

∧δ=δη=

δη=δη=δ=δ−δ

Le résultat annoncé est obtenu en oubliant le vecteur quelconque k. 
 

B-5 Propiétés du rotationnel généralisé 
 

Propriété B-5-1 : Pour tout champ vectoriel V : 0)
X
V(Rot T =
∂
∂ .

Démonstration : Elle est simple. Soit k vecteur constant, et appliquons la définition du 
rotationnel généralisé ainsi que la formule développant le gradient d’un produit scalaire. Le 
champ de vecteurs 
 

))k,V(ggrad(rot]k)
X
V[(rotk])

X
V(Rot[ TT =

∂
∂

=
∂
∂

est nul à cause de la propriété du rotationnel ordinaire rappelée au paragraphe B-3. 
 
Propriété B-5-2 : Pour tout champ vectoriel V : 
 

)
X
V(Rot)rotV(

X ∂
∂

=
∂
∂ .

Démonstration : Pour tout vecteur constant k : 
 

.k)])
X
V(

X
V(Rot[k)])rotV(j[Rot( T

∂
∂

−
∂
∂

=

Le deuxième membre se simplifie en 

k)]
X
V(Rot[
∂
∂

à cause de la propriété B-5-1. 
Par ailleurs : 
 

k
X

)rotV(k
X

)rotV(k)rotV(div]k)rotV[(rotk)]rotV(jRot[
∂

∂
=

∂
∂

+=∧=

à cause des propriétés de la divergence (B-3). 
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Ainsi, en comparant les deux expressions obtenues pour k)]rotV(jRot[ , et en oubliant k, il 
vient, par linéarité, la propriété annoncée. 
 
Propriété B-5-3 : Pour tous champs vectoriels V et W 
 

TTT )
X
W)(V(jW)rotV()WV(Rot
∂
∂

−⊗=⊗ .

Démonstration : Soit k un vecteur constant, appliquons lui le rotationnel du produit tensoriel, 
 

k])
X
W)(V(jW)rotV[(]k)

X
W[(Vk]W)rotV[(

V))k,W(g(gradrotV)k,W(g]V)k,W(g[rot]k)WV[(rotk)WV(Rot

TTTT

TT

∂
∂

−⊗=
∂
∂

∧−⊗=

∧+==⊗=⊗

ce qui achève de démontrer la formule une fois oublié le vecteur k. 
 
Propriété B-5-4 : Pour un champ vectoriel V,  
 

I)divV(
X
V)V(jRot −
∂
∂

= .

Démonstration : Soit k un vecteur constant, appliquons lui le rotationnel de j(V) 
 

k]I)Vdiv(
X
V[k

X
Vk)Vdiv(]kV[rot]k)V(j[rotk)]V(jRot[ −

∂
∂

=
∂
∂

+−=∧==

ce qui achève la démonstration en oubliant le vecteur k. 
 
Propriété B-5-5 : Pour un champ d’applications linéaires B et un champ scalaire f, 
 

B)gradf(jRotBf)Bf(Rot += ,

en particulier  
)gradf(j)If(Rot = .

Démonstration : Soit k un vecteur constant, appliquons lui le rotationnel de f B 

k]B)gradf(jRotBf[Bk)gradf(j)Bk(rotf)Bkf(rotk)]Bf(Rot[ +=+== .

ce qui achève la vérification en oubliant le vecteur k. 
 
Propriété B-5-6 : Pour un champ d’applications linéaires B, il vient la propriété suivante 
relative à la trace de B, 

 
)]BB(j[div)RotB(tr T1 −= − ,
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où la notation )BB(j T1 −− a été utilisée pour représenter le vecteur Z tel que ).Z(jBB T −=−
Le cas particulier où B est symétrique et noté S se traduit par l’annulation de la trace du 
rotationnel de S 
 

⇒= TSS 0)RotS(tr = .

Démonstration : Soient k, h et m trois vecteurs constants, alors par définition de la trace (A-
1-2), Annexe A) 
 

).hk),Bm(rot((g)km),Bh(rot((g)mh),Bk(rot((g
))Bm(rot,h,k()m),Bh(rot,k()m,h),Bk(rot((

)m)RotB(,h,k()m,h)RotB(,k()m,h,k)RotB(()m,h,k()RotB(tr

∧+∧+∧=
η+η+η=
η+η+η=η

Les trois produits scalaires de cette somme peuvent être regardés comme trois divergences : 
 

)]mh()Bk[(div)mh),Bk(rot((g ∧∧=∧
)]km()Bh[(div)km),Bh(rot((g ∧∧=∧

)]hk()Bm[(div)hk),Bm(rot((g ∧∧=∧ .

Utilisons la propriété du double produit vectoriel évoquée au paragraphe A-7 de l’Annexe A 
et sommons les trois termes 
 

].h)]k,Bm(g)m,Bk(g[
k)]m,Bh(g)h,Bm(g[
m)]h,Bk(g)k,Bh(g[[div)m,h,k()RotB(tr

−+
−+
−=η

Ainsi, la partie antisymétrique de B apparaît : 
 

].h)m,k)BB((gk)h,m)BB((gm)k,h)BB((g[div)m,h,k()RotB(tr TTT −+−+−=η

Posons )Z(jBB T =− alors : 
 

].m)Z,k,h(k)m,Z,h(h)m,k,Z([div)m,h,k()RotB(tr η+η+η=η

Faisons appel à la formule de Cramer A-2-1, la somme des trois vecteurs sous la divergence 
se simplifie en : 
 

Z)m,k,h(m)Z,k,h(k)m,Z,h(h)m,k,Z( η=η+η+η

Nous obtenons : 
 

)m,h,k()Z(div]Z)m,k,h([div)m,h,k()RotB(tr η−=η=η

Sachant que Z)BB(j T1 −=−− , nous aboutissons à la propriété annoncée. 
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B-6 Définitions et propriétés de la divergence d’un champ d’applications linéaires  
 

B-6-1 Définition de la divergence d’un champ d’applications linéaires 
 
La divergence d’un champ d’applications linéaires B est obtenue par extension de la 
divergence en considérant le champ vectoriel Bk où k est un vecteur constant, ainsi nous 
poserons : 
 

)Bk(divk)DivB( = .

Si nous attribuons successivement à k les valeurs des trois vecteurs de la base orthonormée 
321 e,e,e , la divergence de B est la forme linéaire dont les composantes covariantes sont les 

divergences des vecteurs colonnes de B. 
 

i

i
j

j X
B

)BDiv(
∂
∂

= .

Propriété : Pour tout champ de vecteurs V, alors  

)
X
VB(trV)DivB()BV(div
∂
∂

+= .

Démonstration : La divergence de BV est constituée de la somme de deux termes. Le 
premier, du aux variations de B, est (DivB)V d’après la définition de la divergence 
généralisée. Le second terme du aux variations de V est  
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B-6-2 Propriétés de la divergence généralisée 
 

Nous énonçons les propriétés les plus utiles en mécanique des milieux continus sans 
cependant les démontrer car elles n’interviendront pas directement dans le travail présenté 
içi : 
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En particulier : 
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Conditions de compatibilité en mécanique des solides 
 

Résumé 
 
Le fil conducteur est celui des conditions de compatibilité des systèmes aux dérivées 
partielles de la Mécanique des Solides Déformables. L’idée initiale, présentée dans l’ouvrage 
de Gaston Darboux sur la théorie générale des surfaces, est reprise. Elle consiste à remplacer 
les symboles de Christoffel par des vecteurs appelés vecteurs de Darboux. Ces vecteurs sont 
associés à des rotations de la même manière qu’un vecteur rotation instantanée est mis en 
évidence lors de l’étude du mouvement d’un solide rigide.  
Les conditions de compatibilité en grandes déformations sont ainsi revisitées à la Darboux. 
Deux systèmes aux dérivées partielles découplés permettent d’obtenir le déplacement du 
milieu déformé en deux intégrations successives. L’étude de la nature tensorielle des objets 
exhibés montre la validité de nos concepts. Une étude inédite des variétés riemanniennes de 
dimension 3 de même courbure que la sphère est développée. De même, la théorie des 
surfaces est revue en introduisant les vecteurs de Darboux. La reconstruction d’une surface 
connaissant ses deux formes fondamentales est proposée conformément au théorème de 
Bonnet. L’étude particulière d’une surface minimale conduit à un processus de construction 
effectif à partir de la connaissance du bord. La notion de surface minimale sœur est dégagée, 
deux exemples sont présentés. Enfin l’équivalence entre l’annulation du tenseur de courbure 
de Riemann-Christoffel dans une coque et les conditions de Gauss-Codazzi-Mainardi sur sa 
surface moyenne est établie. Des perspectives, regardant le solide rigide comme une variété 
riemannienne de dimension 6, sont évoquées. 

Abstract 
 
The compatibility conditions, associated with partial differential equation of deformable 
bodies, are used as a guideline of the present work. The basic idea, first presented by Darboux 
in the context of the general theory of surfaces, consists in replacing the Christoffel symbols 
by vectors called the Darboux vectors. These vectors are related to rotations in a similar way 
as the instantaneous rotation vectors in rigid body dynamics. The compatibility conditions are 
revisited here in the framework of large strain. Two systems of decoupled partial differential 
equation allow to obtain the displacement of the deformed body by successive integrations. 
Our results show the validity of the developed tools. An original investigation of three-
dimensional Riemann manifolds, with the same curvature as a sphere, is carried out. The 
theory of surfaces is also studied by introducing the Darboux vectors. A surface is rebuilt 
from his two fundamental forms in accordance with the Bonnet theorem. The particular study 
of a minimal surface leads to an efficient building process from the knowledge of the 
boundary. A new concept, called sister minimal surface, is introduced and its application is 
developed in the case of two examples. Finally the equivalence between the cancellation of 
the Riemann-Christoffel curvature tensor in a shell and the Gauss-Codazzi-Mainardi 
conditions on its mean surface is established. Further developments of the present work would 
be concerned with the rigid body, treated as a six-dimensional Riemann manifold.  
 
Mots clés : 
 
Conditions de compatibilité - Décomposition polaire - Tenseur de courbure - Tenseur de Ricci 
- Surfaces - Conditions de Gauss-Codazzi-Mainardi - Première et Seconde forme 
fondamentale - Surfaces minimales - Coques. 
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