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IntrodutionCette thèse est omposée de deux parties. La première porte sur les notions de résidus de
2-formes di�érentielles rationnelles sur une surfae algébrique. La seonde partie utilise lesrésultats de la première en vue d'appliations aux odes orreteurs d'erreurs. Ce travail dereherhe est parti d'une onstatation simple. En théorie des odes géométriques onstruitsà partir de ourbes algébriques, on distingue deux types de onstrutions. La onstrutionfontionnelle qui, omme son nom l'indique, utilise des fontions et la onstrution di�éren-tielle qui utilise des formes di�érentielles. Cependant, tous les travaux de reherhe abordantl'étude des odes géométriques onstruits à partir de variétés de dimension supérieure ouégale à 2 font systématiquement appel à une onstrution de type fontionnelle. De ette ob-servation est née une question : peut-on généraliser la onstrution di�érentielle en dimensionsupérieure ou égale à 2 ? Seule la généralisation aux surfaes sera abordée, nous justi�eronse hoix un peu plus loin dans ette introdution.Historique des odes géométriquesLa première onstrution de odes orreteurs d'erreurs par des méthodes issues de lagéométrie algébrique a été présentée par Goppa dans [Gop81℄. Peu après, dans [TVZ82℄,Tsfasman, Vl duµ et Zink, utilisaient ette approhe géométrique pour onstruire des famillesde odes dont les performanes asymptotiques dépassaient elles de toutes les familles deodes onnues jusque là. Ces résultats ont été la prinipale motivation du développement dela théorie des odes géométriques.Codes sur les ourbes algébriquesDès la �n des années 80, la théorie des odes géométriques était devenue un thème dereherhe extrêmement dynamique. Plusieurs entaines d'artiles ont été publié sur l'étudede es odes, que e soit sur la reherhe de bons odes, de bonnes familles de odes ou enoded'algorithmes de déodage. Il serait don di�ile de fournir une bibliographie omplète sur lesujet. Signalons tout de même les quelques publiations présentant un point de vue généralsur la théorie. Le premier artile de synthèse sur la question est dû à Lahaud [La86℄, il y estprésenté toutes propriétés théoriques onnues sur les odes géométriques. Pour des référenesplus détaillées, on peut onsulter le livre de Goppa [Gop88℄ ou elui de Tsfasman et Vl duµ[TV91℄. En�n, pour une synthèse sur les algorithmes de déodage de odes géométriqueson pourra se référer à l'artile de synthèse de Høholdt et Pellikaan [HP95℄ pour les travauxonnus avant 1995 et au hapitre de [MMR08℄ érit par Beelen et Høholdt pour les travauxplus réents.
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14Codes sur les variétés en dimension supérieureSi le sujet des odes géométriques sur les ourbes a été étudié de façon très approfondie,la reherhe sur les odes onstruits à partir de variétés de dimension supérieure ou égale à 2est restée nettement plus marginale. Historiquement, le premier à avoir donné une onstru-tion de odes orreteurs d'erreurs à partir de variétés de dimension quelonque est Manindans [VM84℄. Par la suite, un ertain nombre d'artiles est paru sur la question. La liste deréférenes qui suit n'est pas exhaustive.On dénombre au moins trois publiations fournissant des résultats généraux sur les odesgéométriques onstruits à partir de variétés algébriques de dimension supérieure ou égale à 2.Dans [La90℄ et [La96℄, Lahaud fournit une minoration de la distane minimale des odesonstruits sur une variété projetive lisse quelonque. Dans [Han01℄, Søren Have Hansen étu-die les paramètres des odes onstruits à partir de variétés algébriques lisses quelonqueset propose des exemples issus des variétés de Deligne-Lustzig. En�n, dans [Bou03℄, Bouga-nis étudie les odes onstruits sur des surfaes algébriques lisses quelonques puis étudie leomportement asymptotique de ertaines familles de tels odes.Pour le reste, la plupart des autres travaux publiés portent sur l'estimation des paramètresde odes onstruits à partir de variétés appartenant à une lasse partiulière. Les odes surles surfaes toriques ont été étudiés par Hansen dans [Han00℄. Ses résultats ont ensuite étégénéralisés en dimension quelonque par Ruano dans [Rua07℄. Les odes onstruits sur desGrassmanniennes ont d'abord été étudiés par Nogin dans [Nog96℄, puis par Ghorpade etLahaud dans [GL00℄. Les odes onstruits à partir de variétés Hermitiennes ont été abordéspour la première fois par Chakravarti dans [Cha93℄, ensuite par Hirshfeld, Tsfasman etVl duµ dans [HTV94℄, puis par Sørensen dans sa thèse [Sør91℄ et en�n par Edoukou dans[Edo07℄. Notons que les variétés Hermitiennes et Grassmaniennes peuvent être vues ommedes variétés drapeaux. Ce point de vue uni�é est disuté par Rodier dans [Rod03℄. La distaneminimale des odes sur les variétés quadriques de dimension quelonque est étudiée par Aubrydans [Aub92℄. Le as des surfaes quadriques est approhé de façon pus détaillée par Edoukoudans [Edo08℄. En�n, Zarzar a traité le as des surfaes dont le rang du Groupe de Néron-Sévéri arithmétique est petit dans [Zar07℄. Il propose ensuite dans un travail ommun aveF. Voloh [VZ05℄, une approhe de déodage utilisant un algorithme de déodage itératifproposé par Luby et Mitzenmaher [LM05℄.En�n, signalons qu'une exellente synthèse sur les travaux onnus sur les odes onstruitssur des variétés de dimension supérieure est présentée dans une prépubliation de Little (voir[Lit08℄).À présent, rappelons que, omme indiqué au début de e hapitre introdutif, en théoriedes odes sur les ourbes on distingue deux méthodes de onstrution de odes respetivementappelées onstrution fontionnelle et di�érentielle. Cependant, en dimension supérieure, onne dispose que de la onstrution fournie par Manin dans [VM84℄. Cette dernière est unegénéralisation naturelle de la onstrution fontionnelle sur les ourbes. Tous les travauxités i-dessus s'appuient sur ette onstrution et auune généralisation de la onstrutiondi�érentielle n'a été proposée jusque là. Notons d'ailleurs que Little signale dans l'introdutionde son artile de synthèse [Lit08℄ une obstrution majeure à une telle généralisation.�In a sense, the �rst major di�erene between higher dimensional varieties and urvesis that points on X of dimension ≥ 2 are subvarieties of odimension ≥ 2, not divisors.This means that many familiar tools used for Goppa odes (e.g. Riemann-Roh theorems, thetheory of di�erentials and residues et.) do not apply exatly in the same way. �En quelques mots, l'objetif de ette thèse est, après avoir mis en plae le matériel théo-rique néessaire, de fournir une onstrution di�érentielle de odes sur les surfaes, puis del'appliquer à l'étude des odes géométriques.



15Pourquoi des odes di�érentiels sur les surfaes ?Outre la volonté de généralisation en vue d'une harmonisation des théories entre le asdes ourbes et elui des variétés de dimension supérieure, plusieurs arguments motivent ettequestion.Un intérêt historique. Les odes géométriques ont été introduits pour la première fois parV.D Goppa en 1981 [Gop81℄. Dans et artile, la onstrution présentée était di�érentielle.Aussi, même si les odes fontionnels sont plus populaires hez les spéialistes des odesgéométriques, la onstrution historique est de type di�érentielle.L'intérêt d'une nouvelle onstrution géométrique. Le seond argument réside dans l'in-térêt de disposer d'une onstrution géométrique de odes. Pour omprendre en quoi unetelle onstrution est avantageuse, ommençons par ré�éhir aux di�érentes façons de dérireun ode. La manière la plus simple est de s'en donner une base, 'est-à-dire une matriegénératrie. Cependant, une telle desription n'est pas du tout adaptée à la résolution deproblèmes tels que la minoration de la distane minimale ou la reherhe d'un algorithme dedéodage e�ae. Par onséquent, on herhe en général à résoudre es problèmes pour deslasses de odes admettant une réalisation par des objets appartenant à une autre branhedes mathématiques, omme l'arithmétique ou la géométrie. C'est par exemple le as desodes de Reed-Solomon qui font appel à des polyn�mes en une variable, des odes de Reed-Müller qui se onstruisent à partir de polyn�mes à plusieurs variables ou enore des odesde résidus quadratiques dont la onstrution et l'étude font appel à de l'arithmétique desorps �nis. Par e biais, les problèmes de minoration de la distane minimale et de reherhed'algorithmes de déodage peuvent être traduits sous forme de problèmes d'algèbre ou degéométrie. On se ramène don à un ontexte omportant une struture (arithmétique ougéométrique par exemple) et dans lequel on dispose de davantage d'outils mathématiquespour résoudre un problème donné. En onlusion, il est toujours intéressant de disposerd'une réalisation géométrique d'un ode pour l'étudier. À e titre, la onstrutionde odes orreteurs à partir de formes di�érentielles sur des surfaes est une voie que l'onse doit d'explorer.Des odes en relation ave les odes fontionnels. En théorie des odes géométriquesonstruits à partir de ourbes, on dispose de relations entre odes fontionnels et odesdi�érentiels.
(R1) Un ode di�érentiel sur une ourbe est toujours l'orthogonal d'un ode fontionnelonstruit à partir de la même ourbe et assoié aux mêmes diviseurs.
(R2) Tout ode di�érentiel sur une ourbe se réalise omme un ode fontionnel onstruit àpartir de la même ourbe mais assoié à des diviseurs di�érents.La relation (R1) est une onséquene de la formule des résidus et du théorème deRiemann-Roh. Cette propriété d'orthogonalité est de plus un ingrédient utilisé dans denombreux algorithmes de déodage (voir [HP95℄). D'une façon générale, disposer d'une réa-lisation géométrique de l'orthogonal ou d'un sous-ode de l'orthogonal d'un ode orreteurpeut être fort utile pour le déodage. La relation (R2) est une onséquene du théorèmed'approximation faible ([Sti93℄ I.3.1). Elle implique que les odes fontionnels et les odesdi�érentiels onstruits à partir de ourbes algébriques, bien qu'obtenus par des onstrutionsdi�érentes, appartiennent à la même lasse. On peut don restreindre l'étude générale de esodes à elle de odes provenant d'une seule des deux onstrutions. Le plus souvent, 'est laonstrution fontionnelle qui est adoptée. Ce hoix vient sans doute de e que, pour beau-oup de mathématiiens, la notion d'évaluation d'une fontion en un point est plus intuitiveet manipulable que elle d'évaluation du résidu d'une forme di�érentielle.Ainsi, après s'être interrogé sur la possibilité d'étendre aux surfaes la onstrution dif-férentielle de odes, il est naturel de ré�éhir aux perspetives d'extension aux surfaes des



16propriétés (R1) et (R2). De tels résultats ontribueraient en e�et à approfondir nos onnais-sanes des odes géométriques onstruits à partir de surfaes. Nous détaillerons les résultatsobtenus dans e sens en page 18.D'intéressants développements théoriques. Nous allons voir que la onstrution et l'étudedes odes di�érentiels onstruits sur des surfaes a néessité de nombreux résultats théoriquesonernant les formes di�érentielles sur les surfaes. Les résultats énonés dans le premierhapitre ne sont pas réellement nouveaux. En géométrie algébrique, la notion de résidu endimension supérieure à 2 a été abordée par Grothendiek et Hartshorne dans [Har66℄ ainsique par Lipman dans [Lip84℄. Cependant, à la di�érene de es référenes, la notion derésidu présentée dans le hapitre I provient d'une onstrution expliite ne faisant appel àauun raisonnement de type fontoriel. La volonté de onstruire des odes di�érentiels surdes surfaes algébriques a don permis l'élaboration d'une introdution au résidus sur dessurfaes par une approhe plus expliite et onstrutive que elles qui existaient jusque-là2.Avant de passer à une présentation plus détaillée des di�érentes parties de la thèse. Si-gnalons que le ontenu des hapitres I et II en version ondensée a donné lieu à la rédationd'un artile [Cou08℄.Présentation de la première partieSi la notion de résidu est bien onnue dans le as des 1-formes di�érentielles sur uneourbe algébrique et qu'une unique dé�nition de et objet fait l'unanimité dans la littérature,en dimension supérieure la situation est nettement moins laire. Par exemple, en géométriealgébrique omplexe, la dé�nition énonée dans l'ouvrage [GH78℄ de Gri�ths et Harris di�èrede elle du livre [BHPV℄ de Bath, Peters, Hulek et Van de Ven. Pour le premier, un résidu estun élément du orps de base (le orps des omplexes) obtenu à partir de la donnée d'une n-forme méromorphe ω dé�nie sur une variété omplexe X de dimension n, d'un point P de Xet d'une famille ordonnée de n diviseurs de ette variété s'intersetant en P . Pour le seond,étant donnée une variété omplexe X et une sous-variété Y de odimension un dans X , lerésidu d'une r-forme méromorphe sur X le long de Y est la donnée d'une (r−1)-forme sur Y .Notons dès maintenant que es ouvrages se plaent dans le ontexte des variétés omplexes,ontexte dans lequel on peut aluler les résidus ave l'aide de la formule de Cauhy. End'autres termes, les résidus peuvent être obtenus en intégrant une forme di�érentielle sur unesous-variété réelle. Ce point de vue utilise le fait qu'une variété omplexe de dimension n peutêtre vue omme une variété réelle de dimension 2n. Un tel point de vue ne peut évidemmentpas s'étendre à un autre adre omme par exemple elui des variétés sur un orps �ni.Dans un ontexte plus général, on trouve dans [Har66℄ un objet appelé résidu de Gro-thendiek qui ressemble à l'objet dé�ni par Gri�ths et Harris en e sens qu'il assoie à uneforme di�érentielle de degré maximal un élément du orps (ou de l'anneau) de base. Cet objetest ependant plus fortement relié à un système de oordonnées loales et sa onstrutionnéessite un important arsenal d'objets et de raisonnements fontoriels.Dans la première partie, qui est omposée du seul hapitre I, on introduira les notions de
1-résidu qui orrespondront à la dé�nition de [BHPV℄ et de 2-résidu qui orrespondront àla dé�nition de [GH78℄. Nous étudierons également les relations qui lient es objets. Pour efaire, nous étudierons les développements de fontions et de 2-formes di�érentielles en sériesde Laurent de deux variables. Le 2-résidu sera l'objet qui susitera le plus notre attention. Ilpermet d'extraire un élément du orps de base à partir de la donnée d'une 2-forme rationnelle
ω sur une surfae, d'une ourbe C plongée dans ette surfae et d'un point rationnel P de2Peu de temps après l'envoi de la seonde version de e manusrit, Oleg Osipov du Steklov MathematialInstitute, m'a ontaté après avoir onsulté une prépubliation de mes résultats sur ArXiv (voir [Cou08℄). Ilm'a alors signalé qu'une approhe similaire avait été donnée par Par²in dans [Par76℄. J'ignorais l'existenede et artile peu onnu et rarement ité lorsque j'ai travaillé sur es questions.
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C. On le notera res2C,P (ω).Présentation des résultats de la première partieLes travaux e�etués dans la première partie (don le premier hapitre) aboutissent àdeux types de résultats.Invariane des 2-résidusLe premier résultat majeur est le théorème I.5.3 qui assure que l'appliation res2C,P estbien dé�nie. En d'autres termes, le 2-résidu en un point P le long d'une ourbe C d'une
2-forme rationnelle ω ne dépend pas d'un hoix de oordonnées loales.Formules de sommationL'objetif prinipal de e travail est d'obtenir des formules du type : � la somme des résidusde ω est nulle�, en vue de relations d'orthogonalité entre odes dans la seonde partie. Dansla setion I.7 du hapitre I, on fournira trois formules de sommation3.Théorème I.7.1 (Première formule des résidus). Soit S une surfae projetive irrédutiblelisse dé�nie sur un orps algébriquement los. Soient C une ourbe projetive irrédutibleplongée dans S et ω une 2-forme rationnelle sur S. On a

∑

P∈C

res2C,P (ω) = 0.Théorème I.7.4 (Deuxième formule des résidus). Soit S une surfae quasi-projetive ir-rédutible lisse dé�nie sur un orps algébriquement los. Soient P un point de S et CS,Pl'ensemble des germes de ourbes irrédutibles traées sur S et ontenant P . Pour toute 2-forme ω rationnelle sur S, on a
∑

C∈CS,P

res2C,P (ω) = 0.La troisième formule de sommation néessite la dé�nition de 2-résidu en un point le longd'un diviseur. Nous renvoyons le leteur à la dé�nition I.7.10 page 50.Théorème I.7.11 (Troisième formule des résidus, [Lip84℄ hap. 12). Soit S une surfaeprojetive irrédutible lisse dé�nie sur un orps algébriquement los. Soient Da et Db deuxdiviseurs sur S dont l'intersetion des supports est un ensemble �ni Z. Soit Ω2(−Da −Db)le faiseau de 2-formes rationnelles véri�ant loalement
(ω) ≥ −Da −Db.Alors, pour toute setion globale ω du faiseau Ω2(−Da −Db), on a

∑

P∈S

res2Da,P (ω) =
∑

P∈Z

res2Da,P (ω) = 0.3Comme signalé dans la note au bas de la page 16, une partie des résultats présentés dans la premièrepartie de ette thèse avaient en fait déjà été démontrées dans [Par76℄ par des méthodes similaires. C'est parexemple le as des deux premières formules de sommation de résidus, à savoir les théorèmes I.7.1 et I.7.4



18 La troisième formule des résidus est le résultat que nous utiliserons dans le hapitre IIpour obtenir un résultat d'orthogonalité entre odes. Elle se démontre à l'aide des deux autresformules de sommation énonées (les théorèmes I.7.1 et I.7.4). Cette troisième formule desrésidus n'est pas nouvelle, on en trouve un énoné similaire dans le hapitre 12 de [Lip84℄ quiest valable en toute dimension et pas seulement sur les surfaes. Nous insistons une fois deplus sur le fait que la démonstration donnée dans ette thèse a l'intérêt de faire appel à desonstrutions plus expliites et plus onstrutives que elles utilisées dans les démonstrationsonnues de e résultat. Ahevons notre argumentation à e sujet par une itation justementextraite de [Lip84℄, a�n de légitimer (�more or less�) le hoix que nous avons fait de présenteret démontrer es résultats de manière nouvelle et plus aessible.�Statements 0.3A and 0.3B, are onsequenes (more or less) of ([Har66℄ page 383 orollary3.4). However, one of our main purposes in this paper is to provide a proof of 0.3 for whihlo. it. is not a prerequisite. The other main purpuse is to desribe the onnetion betweenloal and global duality, via residues (.f. [Har66℄ page 386 prop 3.5).�Avant de passer à la présentation de la seonde partie, �nissons par une remarque. Ilpeut sembler naturel de se demander pourquoi les résultats énonés dans ette thèse neportent prinipalement que sur les surfaes et non sur les variétés de dimension supérieure.Di�érentes raisons ont motivé e hoix. La première est que, même s'il est fort probable que lesonstrutions et les résultats présentés dans la première partie admettent une généralisationen dimension supérieure à 2, tout travail dans ette diretion aurait entraîné d'importanteslourdeurs dans les notations. Nous avons don hoisi de nous restreindre au as déjà non trivialdes surfaes, sahant que, pour e type de problème de géométrie algébrique, le passage dela dimension 1 à 2 est l'étape di�ile à franhir. En�n, l'objetif étant de travailler sur lesodes orreteurs, il semblait déjà fort intéressant de ne onsidérer que le as des surfaes,e dernier n'ayant été que rarement exploré. Il nous a don semblé inutile de partir vers detelles généralités alors que le monde des surfaes algébriques o�rait déjà de si nombreusesperspetives.Présentation de la seonde partieLa seonde partie ontient les hapitres II à V. Elle onerne les odes géométriques etplus préisément les odes di�érentiels onstruits sur des surfaes algébriques.Présentation des résultats de la seonde partieLes odes di�érentiels sur une surfae algébrique sont dé�nis dans le hapitre II (dé�nitionII.3.2 page 59). On se donne dans tout e hapitre une surfae projetive lisse géométrique-ment intègre S sur Fq, un diviseur G sur S et une famille de points rationnels P1, . . . , Pn de
S qui évitent le support de G. On note ∆ le 0-yle

∆ := P1 + · · ·+ Pn.Dans tout e qui suit et jusqu'à la �n de ette introdution, les odes fontionnels serontnotés �CL� et les odes di�érentiels �CΩ�. Les dé�nitions respetives de es odes sont donnéesen setions II.3.2 et II.3.3.Codes di�érentiels sur les surfaesLa onstrution de es odes néessite l'introdution d'une paire de diviseurs (Da, Db).Pour obtenir une relation d'orthogonalité on dé�nit la notion de paires de diviseurs ∆-onvenables (voir dé�nition II.3.5 page 60). Il s'agit de paires de diviseurs qui sont en unertain sens reliées au 0-yle ∆. Le premier résultat majeur de e hapitre est une relationd'othogonalité qui est plus faible que la propriété (R1) dans le as des ourbes puisqu'il nes'agit plus que d'une inlusion au lieu d'une égalité.



19Théorème II.4.1 (Théorème d'orthogonalité). Soient (Da, Db) une paire ∆-onvenable dediviseurs et D := Da +Db. On a alors,
CΩ,S(∆, Da, Db, G) ⊆ CL,S(∆, G)⊥.L'inlusion réiproque est en général fausse, omme le montre le ontre-exemple donnéen setion II.5.2. Plus préisément, on présente l'exemple d'une surfae (le produit de deuxdroites projetives) sur laquelle l'orthogonal d'un ode fontionnel ne se réalise sous la formed'un ode di�érentiel pour auun hoix de paire de diviseurs ∆-onvenable (Da, Db).Nous étudions ensuite la possibilité d'étendre aux odes sur les surfaes la propriété (R2).À la di�érene de (R1), ette seonde relation s'étend parfaitement au as des surfaes.Théorème II.4.6. Soient (Da, Db) une paire ∆-onvenable de diviseurs et D := Da +Db,alors il existe un diviseur anonique K tel que
CΩ(Da, Db, G) = CL(∆,K −G+D).Théorème II.4.9. Étant donné un diviseur G sur S, il existe un diviseur anonique K etune paire ∆-onvenable (Da, Db) telle que
CL(∆, G) = CΩ(Da, Db,K −G+D).Le hapitre II se termine par une disussion en setion II.6 autour des raisons du défautd'inlusion réiproque dans le théorème d'othogonalité II.4.1. Cette disussion est onséutiveà la présentation d'un ontre-exemple à l'inlusion réiproque du théorème II.4.1 donnée ensetion II.5.2. Par ailleurs, e ontre-exemple permet de onlure le seond hapitre sur uneimportante onstatation. Il assure en e�et que les odes fontionnels onstruits sur une surfaealgébrique et leurs orthogonaux appartiennent en général à une lasse di�érente. C'est unphénomène qui di�érenie fondamentalement le as des ourbes de elui des surfaes. Notonsque ette asymétrie entre les odes fontionnels et leurs orthogonaux avait déjà été signaléepar Voloh et Zarzar dans [VZ05℄.�It is interesting to note that Goppa odes oming from urves are seldom LDPC sinetheir duals are also Goppa odes oming from urves and, as suh, have a large minimaldistane, whereas the dual of an LDPC has a small minimal distane by de�nition.�Pour le reste, ette observation ouvre un intéressant axe de reherhe, elui de l'étude del'orthogonal d'un ode fontionnel sur une surfae. C'est e qui donnera lieu au hapitre IV,nous y reviendrons plus loin.Théorème de réalisationDans le hapitre III on montre omment, sous ertaines onditions sur la surfae S etle diviseur G, on peut réaliser l'orthogonal d'un ode fontionnel non pas omme un odedi�érentiel mais omme une somme de odes di�érentiels. L'énoné du théorème fait appel àla notion de sous-∆-onvenane dé�nie en setion III.2 (dé�nition III.2.1 page 84).Théorème III.4.1 (Théorème de réalisation). Soient S une surfae lisse géométriquementintègre et intersetion omplète dans un espae projetif Pr

Fq
et G un diviseur sur S linéai-rement équivalent à une setion de S par une hypersurfae de Pr. On se donne égalementun 0-yle ∆ qui est la somme de n points rationnels de S évitant le support de G. Soit c unmot du ode CL,S(∆, G)⊥. Alors, il existe une paire de diviseurs (Da, Db) et une 2-forme ωappartenant à l'espae des setions globales Γ(S,Ω2(G−Da −Db)), tels que

c = res2Da,∆(ω).



20Remarque. Le théorème de réalisation dit en fait un peu plus que ça, il fournit égalementdes informations sur les strutures géométriques et les lasses d'équivalene linéaires desdiviseurs Da et Db (voir page 89).Corollaire III.4.2. Sous les hypothèses du théorème de réalisation, il existe une famille �nie
(D

(1)
a , D

(1)
b ), . . . , (D

(s)
a , D

(s)
b ) de paires de diviseurs sous-∆-onvenables telles que
CL,S(∆, G)⊥ =

s∑

i=1

CΩ,S(∆, D(i)
a , D

(i)
b , G).La démonstration du théorème de réalisation utilise un théorème �à la Bertini� sur lesorps �nis démontré par Poonen en 2004 dans [Poo04℄. On termine le hapitre en montrantqu'un argument �à la Bertini� de type di�érent pourrait permettre d'obtenir d'intéressantesinformations sur la distane minimale d'un ode fontionnel sur une surfae. Ce problèmereste ouvert, nous en disuterons de nouveau page 21.Étude de l'orthogonal d'un ode fontionnelLe hapitre IV explore la voie ouverte par le hapitre II, à savoir l'étude de ette nouvellelasse de odes que sont les orthogonaux de odes fontionnels sur une surfae. La premièresetion de e hapitre se plae en fait dans un ontexte plus général, elui des variétés dedimension quelonque. Son objetif est de minorer la distane minimale de l'orthogonal d'unode fontionnel sur une telle variété à l'aide de méthodes d'algèbre linéaire. On obtient unrésultat de minoration.Théorème IV.1.7. On suppose N supérieur ou égal à 2. Soit m un entier tel que G ∼ mLX ,alors(1) la distane minimale d⊥ du ode CL,X(∆, G)⊥ véri�e

d⊥ ≥ m+ 2et il y a égalité si et seulement si le support de ∆ ontient m+ 2 points alignés ;(2) sinon, si le support de ∆ ne ontient pas m+ 2 points alignés, alors
d⊥ ≥ 2m+ 2et il y a égalité si et seulement si le support de ∆ ontient 2m+2 points sur une mêmeonique plane.On onlut ette première setion en donnant quelques appliations de e résultat. Onmontre par exemple que si X est une ourbe plane, alors pour ertaines valeurs de m, laborne fournie par le théorème IV.1.7 (1) est meilleure que la distane onstruite4 de Goppa([Sti93℄ def II.2.4).La deuxième setion du hapitre IV présente une méthode de minoration de la distaneminimale de l'orthogonal d'un ode fontionnel sur une surfae, sous réserve de disposerd'un résultat �à la Bertini� que l'on énone. Cette partie ne fournit don pas de résultatà proprement parler mais motive un problème ouvert que l'on énonera à la �n de etteintrodution (voir question 5G page 21).Codes LDPC et déodage itératifLe hapitre V porte sur l'étude de ertains odes fontionnels onstruits sur des surfaes.Cette question a déjà été abordée par Voloh et Zarzar dans [VZ05℄.4Le terme de �distane onstruite� a été hoisi par l'auteur omme tradution de designed minimal distane.



21Le hapitre ommene par une série de prérequis onernant les odes LDPC (Low DensityParity Chek, e sont les odes admettant une matrie de parité reuse). On y rappelle lesnotions de graphe de Tanner et présente un algorithme de déodage itératif.Dans un seond temps on étudie la possibilité de onstruire une matrie de parité reusepour ertains odes fontionnels sur des surfaes et on applique à es odes l'algorithme dedéodage itératif présenté en première partie de hapitre. Ce hapitre présente un volet plusexpérimental de e travail de thèse, en dérivant des aluls e�etués ave le logiielMagma.Problèmes ouvertsDans e qui préède, nous avons signalé à plusieurs reprises l'existene de problèmesouverts posés par e travail de thèse. Nous onluons ette introdution en énonçant les plusimportants.Sur l'orthogonal d'un ode fontionnelDans le hapitre III, on montre que sous ertaines hypothèses sur la surfae S et lediviseur G, l'orthogonal du ode fontionnel se réalise omme somme de odes di�érentiels.On remarque ensuite par l'étude d'un exemple (page 93) que les onditions que doiventvéri�er S et G dans l'énoné du théorème de réalisation sont su�santes mais pas néessaires.Question 3. Le résultat du théorème de réalisation (théorème III.4.1) reste-t-il vrai si l'onélimine les hypothèses sur S et G dans l'énoné ?Une autre question naturelle se pose onernant le théorème de réalisation, ou plut�t leorollaire III.4.2.Question 4. Sous les onditions du orollaire III.4.2, peut-on estimer le nombre minimal deodes di�érentiels dont la somme est égale à l'orthogonal d'un ode fontionnel en fontiond'invariants géométriques de la surfae ?Sur les théorèmes �à la Bertini�Une question majeure est posée à la �n du hapitre III et une variante de ette dernièreest posée à la �n du hapitre IV. Une réponse à e problème pourrait fournir des minorationsde la distane minimale de odes fontionnels onstruits sur des surfaes et d'orthogonauxde tels odes.Question 5 (Arithmétique). Soient X une variété projetive lisse géométriquement intègresur un orps �ni Fq et P1, . . . , Pn, une famille de points fermés de X. Peut-on évaluerexpliitement ou majorer de façon préise le plus petit entier d tel qu'il existe au moinsune hypersurfae dé�nie sur Fq de degré inférieur ou égal à d qui interpole tous les Pi etdont l'intersetion shématique ave X soit une sous-variété lisse géométriquement intègrede odimension 1 ?Question 5 (Géométrique). Soit X une variété projetive irrédutible lisse dé�nie sur Fqet P1, . . . , Pn une famille de points de X. Peut-on évaluer expliitement ou majorer de façonpréise le plus petit entier d tel qu'il existe au moins une hypersurfae H de degré inférieurou égal à d ontenant tous les Pi et telle que H∩X soit une sous-variété lisse de odimensionun de X ?Une présentation plus omplète des questions et problèmes ouverts posés par ette thèsesera faite dans la onlusion page 129.





Première partieRésidus





Chapitre IRésidus de 2-formes sur unesurfaeRésidu. n.m (lat. residuum). Matière qui subsiste aprèsune opération physique ou himique, un traitement in-dustriel et... Syn. Débris, déhet, rebut, reste.Ce hapitre est relativement di�érent de eux qui vont suivre. Il est en e�et le seul dont leontenu ne soit pas diretement relié à la théorie des odes orreteurs d'erreurs. L'objetifest de fournir le matériel théorique néessaire à la onstrution et l'étude de odes di�érentielsonstruits sur des surfaes algébriques.La notion entrale de e premier hapitre est elle de résidu.I.1 NotationsSoit X une variété algébrique dé�nie sur un orps k, on note k(X) le orps des fontionsrationnelles sur X . De même, on note Ωik(X)/k le k(X)-espae vetoriel des i-formes di�éren-tielles rationnelles sur X . Soit Y une sous-variété irrédutible de X , on dira qu'une fontion(resp. une forme di�érentielle) rationnelle sur X est régulière au voisinage de Y , si et seule-ment si elle est régulière sur un ouvert dont l'intersetion ave Y est non vide1. L'anneauloal des fontions régulières au voisinage de Y et son idéal maximal sont respetivementnotés OX,Y et mX,Y . On rappelle que le orps résiduel de et anneau est le orps k(Y ) desfontions rationnelles sur Y . Si u est un élément de OX,Y , on note u|Y sa restrition à Y .Si par ailleurs il n'y a pas d'ambiguïté onernant la sous-variété Y le long de laquelle onrestreint notre fontion ette restrition pourra être notée ū. En�n, le omplété mX,Y -adiquede et anneau est noté ÔX,YI.2 CadreDans e hapitre, sauf mention ontraire, k désigne un orps quelonque (don de ara-téristique quelonque) et S une surfae algébrique quasi-projetive lisse géométriquementintègre2 dé�nie sur k. De plus, sauf mention ontraire, C désigne une ourbe irrédutibleabsolument réduite dé�nie sur k et plongée dans S et P un point rationnel lisse de C. Notonsque, omme S est supposée lisse, C est non ontenue dans le lieu singulier de ette surfae.Par onséquent, l'anneau OS,C est de valuation disrète. De plus, la valuation mS,C-adiquede et anneau s'étend en une valuation disrète valC sur k(S).1Dans le langage des shémas, ela revient à dire que la fontion (resp. la forme di�érentielle) est régulièreau voisinage du point générique de Y .2C'est-à-dire que sur tout ouvert a�ne U de S, l'anneau de oordonnées de U ×k k̄ est intègre. En d'autrestermes, la surfae S est absolument réduite et absolument irrédutible.25



26 I. Résidus de 2-formes sur une surfaeSur la notion de variétéDans toute ette thèse, nous parlerons de variétés, or il s'avère que e terme n'est pasréellement standard. Il est don néessaire de ommener par �xer une dé�nition de ettenotion.Dé�nition I.2.1. Une variété X sur un orps k est un shéma noethérien de type �ni sur
k. Pour les dé�nitions de shéma noethérien et de type �ni voir [Har77℄ II.3.I.3 Résidus en odimension 1 et 2Il est signalé dans l'introdution, qu'en dimension supérieure à 1, di�érents objets portentle nom de résidu dans la littérature. Nous allons introduire es objets et étudier les relationsqui les relient. La dé�nition de résidu la plus simple à introduire est elle de résidu enodimension 1. Rappelons que l'on se plae sous les hypothèses énonées en setion I.2.Proposition I.3.1. Soit v une uniformisante3 de l'anneau OS,C. Soit ω une 2-forme ra-tionnelle de valuation supérieure ou égale à −1 le long de C. Alors, il existe η1 ∈ Ω1

k(S)/k et
η2 ∈ Ω2

k(S)/k, toutes deux régulières au voisinage de C et telles que
ω = η1 ∧

dv

v
+ η2. (I.1)De plus, la forme di�érentielle η1|C ∈ Ω1

k(C)/k est unique et ne dépend ni du hoix de l'uni-formisante v ni du hoix de la déomposition (I.1).Dé�nition I.3.2. On appelle ette 1-forme sur C le 1-résidu de ω le long de C et on la noteres1C(ω) := η1|C .Un analogue de la proposition I.3.1 est énoné et démontré dans [BHPV℄ au début de lasetion II.4. Notons que ladite référene se plae dans un adre sensiblement di�érent, à savoirelui des formes holomorphes sur les variétés omplexes. Toutefois, la preuve d'invariane nefait en auun as appel à des propriétés spéi�ques des variétés omplexes. Elle s'étend de faitaisément au adre dans lequel nous travaillons. Nous donnerons en setion I.5.1 une preuvede ette proposition-dé�nition dans un ontexte plus général (voir lemme I.5.6).Dé�nition I.3.3. Sous les hypothèses de la proposition I.3.1, soit P un point k-rationnellisse de C. Le 2-résidu de ω en P le long de C est le résidu en P du 1-résidu de ω le long de
C. On le note res2C,P (ω) := resP (res1C(ω)).Remarque I.3.4. Étant donné que la 2-forme ω est k-rationnelle sur S, que la ourbe Cest dé�nie sur k et que P est un point k-rationnel de C, e 2-résidu est un élément de k.Notons que, omme le orps de base n'est pas supposé algébriquement los, il peut semblerlogique de se plaer dans un adre plus général, à savoir que P est un point fermé lisse de
C. Cependant, la motivation de e hapitre est d'aboutir à des formules de sommation de
2-résidus, dont l'une (le théorème I.7.11) peut être vue omme une version en dimension 2 dela formule des résidus bien onnue en dimension 1. Pour parvenir à es formules, nous avonstrouvé plus onfortable d'adopter une approhe géométrique. Ainsi, dans la setion I.7 quionerne es formules de sommation, le orps de base est supposé algébriquement los.D'un autre �té, nous aurons tout de même besoin dans les hapitres suivants d'un résultatde type arithmétique, à savoir la remarque I.3.4. En e�et, l'objetif étant de onstruire des3C'est à dire une fontion de valuation 1 le long de C.



I.3. Résidus en odimension 1 et 2 27odes par évaluation de résidus, il faut s'assurer que les mots de ode onstruits sont bien àoe�ients dans un orps �xé.Ainsi, le ompromis adopté est le suivant. Étant donné que tout point géométrique de
S est un point rationnel de ette surfae après une ertaine extension des salaires, on tra-vaillera toujours ave des points rationnels. Dans un seond temps lorsqu'il s'agira d'énonerdes résultats de sommation, on se plaera dans S ×k k̄ de façon à pouvoir onsidérer sansdistintion tous les points géométriques de S.Avant de passer à la setion suivante, donnons quelques exemples et remarques pourommener à développer une ertaine intuition des résidus.Remarque I.3.5. Dans les deux dé�nitions préédentes on a supposé que ω n'avait pas dep�le multiple le long de C. Dans e qui va suivre, nous verrons que les 2-résidus sont biendé�nis même si l'on retire ette hypothèse. Cependant, ette ondition sur la valuation de ωle long de C est indispensable pour la bonne dé�nition des 1-résidus le long de C. C'est eque montre l'exemple I.3.6.Exemple I.3.6. Supposons que S est le plan a�ne omplexe A2

C
muni d'un système de o-ordonnées a�nes (x, y). Soient C la droite d'équation y = 0 et P l'origine du plan a�ne.Considérons la 2-forme

ω := xdx ∧
dy

y2
.Une généralisation naturelle de la notion de 1-résidu serait d'extraire de ω, la restrition à

C du terme en dy/y. Dans l'expression i-dessus on obtiendrait un 1-résidu nul. E�etuonsmaintenant le hangement de variables, x := u+ y. L'expression de ω devient
ω = (u+ y)du ∧

dy

y2
= udu ∧

dy

y2
+ du ∧

dy

yet on obtiendrait dans e as un 1-résidu égal à dū.Remarque I.3.7. Il faut insister dès à présent sur le fait que l'on ne peut pas parler derésidu d'une 2-forme en un point mais de résidu d'une 2-forme, le long d'une ourbe C enun point P . Cela peut sembler étrange, mais le alul présenté dans l'exemple I.3.8 permetde se onvainre du fait que ette spéi�ation est inontournable.Exemple I.3.8. On reprend S = A2
C
et les mêmes C et P que dans l'exemple I.3.6. Soit
ω :=

dx

x
∧
dy

y
.Ii nous sommes dans un as sympathique, la 2-forme ω n'a que des p�les simples au voisinagede P . On a res1C(ω) = dx̄

x̄ et don res2C,P (ω) = 1.À présent, posons C′ := {x = 0}. L'antiommutativité du produit extérieur entraîne queres1C′(ω) = − dȳȳ . De fait, res2C′,P (ω) = −1.En�n, si on appelle C′′ la droite d'équation {x = y}, en posant v = y − x, on obtient,
ω =

dx

x
∧

dv

v + x
.On développe alors en série de Laurent en la variable v,

ω =
dx

x
∧

dv

x
(
1 + v

x

) =

(
1−

v

x
+
v2

x2
− · · ·

)
dx

x2
∧ dv.Par onséquent, il n'y a pas de terme en dv

v , don res1C′′(ω) = 0 etres2C′′,P (ω) = 0.



28 I. Résidus de 2-formes sur une surfaeCe dernier exemple motive les onstrutions introduites dans la setion suivante. En e�et,le alul e�etué orrespond à un développement du oe�ient de ette 2-forme en une sériede Laurent appartenant à k((x))((v)). Par ailleurs, les séries de Laurent étant l'objet utiliséen théorie des ourbes algébriques pour aluler des résidus il semble naturel d'en introduireune généralisation en dimension 2.I.4 Complétions et séries de Laurent en deux variablesI.4.1 ProblématiqueEn un point k-rationnel lisse Q d'une ourbe algébrique X , il est aisé de dérire le om-plété mX,Q-adique de k(X). Il s'identi�e au orps des séries de Laurent k((u)), où u est unparamètre loal en Q. Ii, le fait que k(X) ontienne le orps résiduel de k̂(X), à savoir k,permet d'obtenir un unique plongement k(X) →֒ k((T )) envoyant u sur T . On dispose enpartiulier d'une méthode expliite pour déomposer une fontion en séries de Laurent en lavariable u, et aluler le résidu d'une 1-forme en Q.Dans le as d'un orps de fontions de dimension 2, la situation se omplique lourdement.Si Y est une surfae irrédutible sur k, les anneaux de valuation disrète de k(Y ) sont sessous-anneaux de la forme OY,C , où C est une ourbe irrédutible absolument réduite ontenuedans le omplémentaire du lieu singulier de Y (ou d'une surfae birationnelle à Y ). Soit C unetelle ourbe et v une uniformisante de OS,C . Le orps résiduel de et anneau loal est le orps
k(C) des fontions k-rationnelles sur C. De fait, l'anneau OS,C est de valuation disrète, demême aratéristique que son orps résiduel (ils ontiennent tous deux k) et ontient un orps.D'après le théorème de struture de Cohen (voir [Eis95℄ théorème 7.7 ou [Coh46℄ théorème 9pour une référene historique), l'anneau ÔS,C est isomorphe à k(C)[[v]] et le omplété mY,C-adique de k(Y ) est isomorphe à k(C)((v)). Cette desription peut sembler ommode, elle atoutefois un défaut qui la rend di�ile à exploiter : en général k(Y ) ne ontient pas k(C).L'exemple suivant illustre e phénomène.Exemple I.4.1. Soient S = P2

k et C ⊂ S une ourbe elliptique. Alors, il existe x ∈ k(S) telleque k(C) est une extension quadratique de k(x) et k(S) une extension transendante purede k(x). D'après le théorème de Luröth, k(S) ne peut pas ontenir k(C).Une autre approhe onsiste à onsidérer l'anneau loal OS,P et à le ompléter mS,P -adiquement. Si l'on se donne un système de oordonnées loales (u, v) en P , l'anneau ÔS,Pest isomorphe à k[[u, v]] et la déomposition en série de Taylor d'un élément de OS,P estexpliitement alulable (voir [Sha94℄ II.2.2). Malheureusement, si le orps des frations de
k[[t]] est isomorphe à k((t)), on ne dispose pas d'une desription aussi agréable du orps desfrations de k[[u, v]]. Ces onstatations motivent le travail qui va être e�etué dans ettesetion. Il s'agit de plonger les omplétés mP et mC -adiques de k(S) dans un orps �plusgros�. Deux approhes vont être proposées. Moralement, la première utilise la struture de
OS,P et la seonde elle de OS,C .I.4.2 Développements en séries de Laurent, première approheRappelons que C est supposée être une ourbe irrédutible sur k plongée dans S et P unpoint rationnel lisse de C. Dans la setion I.3, nous avons vu que les 2-résidus d'une formedi�érentielle dépendaient d'une ourbe et d'un point de elle-i. De fait nous allons introduireun type de système de oordonnées loales relié à P et C.



I.4. Complétions et séries de Laurent en deux variables 29Dé�nition I.4.2 ((P,C)-paires fortes). On dit qu'une paire (u, v) d'éléments de OS,P estune (P,C)-paire forte, si elle véri�e les deux onditions suivantes.(1) Le ouple (u, v) est un système de oordonnées loales en P .(2) La fontion v est une équation loale de C au voisinage de P .Lemme I.4.3. Soit (u, v) une (P,C)-paire forte, alors il existe un morphisme φ : k(S) →֒
k((u))((v)) qui envoie u et v sur eux-mêmes et tel que l'image de OS,P est ontenue dans
k[[u, v]] et elle de OS,C dans k((u))[[v]].Remarque I.4.4. La proposition I.4.12 de la setion I.4.3 entraînera qu'un tel morphismeest unique.Preuve. Comme k(S) est le orps des frations de OS,C , il su�t de montrer l'existene d'unmorphisme φ0 : OS,C →֒ k((u))[[v]], qui envoie u et v sur eux-mêmes et injete OS,P dans
k[[u, v]]. Le lemme s'en déduira en appliquant la propriété universelle des orps de frations.Commençons par montrer que OS,C est isomorphe à OS,P (v). Soit U un voisinage a�nede P tel que v soit une fontion régulière sur U dont le lieu d'annulation sur et ouvert soitexatement C ∩ U . Un tel ouvert existe étant donné que v est une équation loale de C auvoisinage de P . Notons k[U ] l'anneau des fontions régulières sur U .Les anneaux OS,P et OS,C s'identi�ent respetivement aux loalisés k[U ]mP

et k[U ]mCoù mP et mC orrespondent respetivement à P et C. De plus, l'idéal mC est prinipal etengendré par v. De fait, omme mC ⊂ mP , on a
OS,P (v)

∼= (k[U ]mP
)
mC

∼= k[U ]mC
∼= OS,C .Ensuite, la omplétion mS,P -adique de OS,P fournit un morphisme injetif OS,P →֒ k[[u, v]],qui à une fontion régulière au voisinage de P assoie sa série de Taylor en les variables u et

v. On onsidère alors le diagramme
OS,P lo OS,C omp

∃!

ÔS,C

∃!

k[[u, v]]
lo k[[u, v]](v)

omp
k̂[[u, v]](v).

(I.2)
Les deux premières �èhes horizontales du arré de gauhe sont des loalisations. Celles duarré de droite sont des omplétions (v)-adiques.Pour �nir il ne nous reste qu'à montrer que k̂[[u, v]](v) est isomorphe à k((u))[[v]]. Poure faire, on ommene par montrer que le orps résiduel de l'anneau k̂[[u, v]](v) est k((u)). Ene�et,

k̂[[u, v]](v)/(v)
∼= Fra (k[[u, v]]/(v)) ∼= Fra (k[[u]]) .On invoque ensuite le théorème de struture de Cohen. L'anneau k̂[[u, v]](v) est omplet, demême aratéristique que son orps résiduel et ontient un orps. Il est don isomorphe àl'anneau k((u))[[v]].Remarque I.4.5. Noter que les variables u et v ne jouent pas un r�le symétrique, parexemple la série

f :=

∞∑

n=0

vn

unest un élément de k((u))((v)) mais pas de k((v))((u)). Cette asymétrie n'a rien de hoquantétant donné que, dans la dé�nition de (P,C)-paire forte, les fontions u et v elles-mêmesjouent des r�les asymétriques.



30 I. Résidus de 2-formes sur une surfaeI.4.3 Développements en séries de Laurent, seonde approheDans e paragraphe, nous allons introduire une autre approhe du développement ensérie de Laurent. Pour ette nouvelle approhe, nous nous plaerons dans le ontexte des
(P,C)-paires faibles (voir dé�nition I.4.9), moins restritif que elui des (P,C)-paires fortes.La prinipale motivation de ette seonde onstrution est que si l'on prend une fontionrationnelle f sur S, elle admet un développement en série de Laurent que l'on peut mettresous la forme

f =
∑

n≥l

fi(u)v
i,où l'entier l désigne la valuation mS,C-adique de f . Les oe�ients fi sont des éléments de

k((u)). La série fl(ū) est le développement ū-adique au voisinage de P de la restrition à
C de la fontion v−lf . Il s'agit don du développement en série de Laurent en la variable ūd'une fontion rationnelle sur C. Une question se pose : en est-il de même pour les autresoe�ients fi ?Soit (u, v) une (P,C)-paire forte. Comme nous l'avons signalé dans l'introdution de ettesetion, d'après le théorème de struture de Cohen, l'anneau ÔS,C est isomorphe à k(C)[[v]].Malheureusement et isomorphisme n'est en auun as unique. En e�et, d'après [Coh46℄théorème 10(), si k est de aratéristique positive, il y a une in�nité de sous-orps de ÔS,Cqui sont envoyés sur le orps résiduel k(C) via le morphisme de rédution modulo mS,C .Plus préisément, e défaut d'uniité d'un représentant du orps résiduel est lié au fait quee dernier n'est pas parfait. D'une ertaine manière, le hoix de u permet de ontourner leséventuels problèmes d'inséparabilité. De e fait, pour utiliser le théorème de Cohen, nousallons hoisir un représentant du orps k(C) qui sera en un ertain sens relié à la fontion u.Proposition I.4.6 (Le orps Ku). Soit u ∈ OS,C une fontion dont la restrition ū à C estun élément séparant4 de k(C) au-dessus de k. Alors, il existe un unique sous-orps Ku de
ÔS,C ontenant k(u) et isomorphe à k(C) via le morphisme de rédution modulo mS,C. Deplus, e orps et une extension monogène de k(u) engendrée par un élément y de ÔS,C.Preuve. Existene. Par hypothèse, l'extension de orps k(C)/k(ū) est une extension �nieséparable. D'après le théorème de l'élément primitif, il existe une fontion ȳ rationnelle sur
C qui engendre k(C) sur k(ū). D'après le lemme de Hensel, ȳ se relève en un unique élément
y de ÔS,C dont le polyn�me minimal sur k(u) est elui de ȳ sur k(ū). Soit Ku, le sous-anneaude ÔS,C engendré par k(u) et y, 'est-à-dire

Ku := k(u)[y].On obtient ainsi une opie de k(C) qui ontient k(u) et s'envoie isomorphiquement sur k(C)via la rédution modulo mS,C.Uniité. Soit K′ un orps distint de Ku et véri�ant les mêmes propriétés. Il existe donun élément de l'un de es orps qui n'appartient pas à l'autre. Supposons par exemple qu'ilexiste z ∈ K′ tel que z /∈ Ku. La lasse de z modulo mS,C est une fontion z̄ ∈ k(C). Cettedernière admet un unique relevé z′ dans Ku. De fait, soit R ∈ k(ū)[T ] le polyn�me minimalunitaire de z̄ au dessus de k(ū). Alors les éléments z et z′ de ÔS,C sont tous deux solutiondu problème suivant, {
Z ≡ z̄ mod mS,C

R(u, Z) = 0.Ce problème admet une solution unique d'après le lemme de Hensel ([Eis95℄ théorème 7.3)e qui ontredit l'hypothèse que z n'appartient pas à Ku.Corollaire I.4.7. Soit u une fontion rationnelle sur S régulière au voisinage de C dont larestrition ū à C est un élément séparant de k(C)/k. Alors, toute fontion rationnelle f sur
S admet un unique développement dans Ku((v)).4Voir [Sti93℄ III.9 pour une dé�nition d'élément séparant.



I.4. Complétions et séries de Laurent en deux variables 31Remarque I.4.8. En réalité, le résultat énoné dans le orollaire I.4.7 est valable pour toutélément du omplété mS,C-adique du orps k(S).Notons que, pour dérire e orps Ku nous avons eu besoin de onditions plus faibles sur
u que elles qui sont exigées dans la dé�nition de (P,C)-paire forte. C'est e qui motive ladé�nition suivante.Dé�nition I.4.9 ((P,C)-paires faibles). Une (P,C)-paire faible est une paire (u, v) d'élé-ments de OS,C véri�ant les onditions suivantes.(1) La restrition de u à C est une uniformisante de OC,P .(2) La fontion v est une uniformisante de OS,C.Remarque I.4.10. Dans [Par76℄, le ontexte dérit page 699 revient exatement à se donnerune (P,C)-paire faible.Il va de soi qu'une (P,C)-paire forte est faible, mais la réiproque est fausse. En e�et, ene qui onerne u, le fait que sa restrition à C soit régulière au voisinage de P ne signi�epas que u l'est. Quant à v, la ondition : être une équation loale de C au voisinage de Pest plus forte que elle d'être une uniformisante de OS,C . L'exemple qui suit permet de s'enonvainre.Exemple I.4.11. Supposons que S soit le plan a�ne omplexe muni de oordonnées a�nes xet y. Soient C la droite d'équation y = 0 et P l'origine du plan a�ne. Posons

u :=
(x+ y)(x− y)

x
et v := xy.Alors, le ouple (u, v) est une (P,C)-paire faible qui n'est pas forte. En e�et, la fontion un'est pas régulière en P et la fontion v est dans m2
S,P , elle n'est don pas une équation loalede C au voisinage de P .Nous pouvons maintenant présenter le seond proédé de déomposition en séries de Laurent.Proposition I.4.12. Soit (u, v) une (P,C)-paire faible, il existe un unique morphisme ϕ :

k(S) →֒ k((u))((v)) qui envoie OS,C sur k((u))[[v]] et envoie u, v sur eux-mêmes.Preuve. Existene. Tout omme dans la preuve du lemme I.4.3, il su�t de prouver l'exis-tene d'un morphisme ϕ0 : OS,C →֒ k((u))[[v]] envoyant u et v sur eux-mêmes, puis d'ap-pliquer la propriété universelle des orps de frations. La ourbe C est supposée absolumentréduite. Don, d'après [Mum99℄ proposition II.4.4 (i), l'extension k(C)/k est séparable, donadmet une base de transendane séparante. Par ailleurs, la fontion ū est une uniformisantede OC,P ⊂ k(C), don sa di�érentielle dū ∈ Ω1
k(C)/k est non nulle et d'après [Bou59℄ V.16.7théorème 5, 'est un élément séparant de k(C)/k.D'après le orollaire I.4.7, on dispose d'une injetion OS,C →֒ Ku[[v]] et Ku est isomorpheà k(C) via le morphisme de rédution modulo mS,C. De plus, omme ū est une uniformisantede OS,P , le omplété mC,P -adique de k(C) est isomorphe à k((ū)). On dispose don d'uneinjetion Ku →֒ k((u)) qui s'étend oe�ient par oe�ient en un morphisme Ku[[v]] →֒

k((u))[[v]]. On en déduit l'existene de l'appliation ϕ0 : OS,C →֒ k((u))[[v]] reherhée.Uniité. Soit ϕ′0 : OS,C → k((u))[[v]], un autre morphisme d'anneaux envoyant u et v sureux-mêmes. Nous allons montrer que le diagramme suivant est ommutatif.
OS,C

ϕ′

0

ϕ0

ÔS,C
∼

Ku[[v]]
r

k((u))[[v]]id
k((u))[[v]]



32 I. Résidus de 2-formes sur une surfaeComme ϕ′0 envoie v sur lui-même, on en déduit que 'est un morphisme loal non rami�é.La propriété universelle du omplété, implique l'existene et l'uniité d'un morphisme ϕ̂′0 quifait ommuter le diagramme suivant.
OS,C

ϕ′

0

ϕ0

ÔS,C
∼

ϕ̂′

0

Ku[[v]]

r′

r
k((u))[[v]]

k((u))[[v]]Le morphisme r′ est la omposée du morphisme inverse de ÔS,C ∼
Ku((v)) et de ϕ̂0. Ilreste à montrer que r = r′. Un morphisme loal de Ku[[v]] dans k((u))[[v]] est entièrementdéterminé par les images de u, v et y. Il su�t don de montrer que r(y) = r′(y). Remarquonsdès à présent que, d'après la onstrution de ϕ0 et don de r, on a r(y) = ψ(u), où ψ(ū)est le développement en série de Laurent en P de ȳ ∈ k(C). Soit F ∈ k(ū)[T ], le polyn�meminimal unitaire de ȳ sur k(ū). L'élément y de ÔS,C véri�e F (u, y) = 0 et omme r et r′ sontdes morphismes d'anneau, on en déduit

F (u, r(y)) = 0 et F (u, r′(y)) = 0 dans k((u))[[v]].De plus, par passage au quotient modulo v, on a
r(ȳ) ≡ r′(ȳ) ≡ ψ(ū) mod (v).Ainsi r(y) et r′(y) sont tous deux solution du problème suivant.

{
F (u, Z) = 0
Z ≡ ψ(u) mod (v).D'après le lemme de Hensel, e problème admet une unique solution qui est ψ(u). Ce dernierétant égal à r(y), ela onlut la preuve.Remarque I.4.13. La prinipale di�érene entre les résultats de e hapitre et eux de lapremière partie de [Par76℄ est que e dernier suppose que le orps de base est parfait, alors quenous ne nous sommes donnés auune restrition sur k dans e hapitre. On trouve dans etartile la démonstration d'un énoné analogue à elui de la proposition I.4.12. Cette dernièrese trouve de fait simpli�ée grâe à ette hypothèse supplémentaire sur k.Ainsi, nous avons montré que si (u, v) est une (P,C)-paire forte, les deux approhesfournissent les mêmes développements en série de Laurent. Par ailleurs nous avons obtenuune réponse à la question posée à la �n de la setion I.4.2. Cela donne lieu au orollairesuivant.Corollaire I.4.14. Soit (u, v), une (P,C)-paire faible. Alors, toute fontion f ∈ k(S) admetun unique développement en séries de Laurent

f =
∑

j≥l

fj(u)v
j ∈ k((u))((v)).De plus, pour tout j ≥ l, la série de Laurent fj(ū) est une fontion rationnelle sur C.I.4.4 Changement de variablesLes séries de Laurent ont été introduites de façon à montrer que l'on peut dé�nir le 2-résidu d'une 2-forme ω ∈ Ω2

k(S)/k en P le long de C, sans auune ondition sur la valuation



I.4. Complétions et séries de Laurent en deux variables 33de ω le long de C. Nous allons don donner une dé�nition générale des 2-résidus en utilisantles séries de Laurent. Ensuite, il faudra prouver que et objet ne dépend pas du hoix d'une
(P,C)-paire. C'est la raison pour laquelle nous devons introduire les hangements de (P,C)-paires.Lemme I.4.15. Soient (u, v) et (x, y) deux (P,C)-paires faibles. Les fontions u et v sedéomposent en séries de Laurent en les variables x et y et leurs développements sont de laforme suivante

{
u = f(x, y) ave f(x, 0) ∈ xk[[x]] r x2k[[x]]
v = g(x, y) ave g(x, y) ∈ yk((x))[[y]] r y2k((x))[[y]].

(CV)De plus, si (u, v) et (x, y) sont des (P,C)-paires fortes, alors f et g sont des séries de Taylor,'est-à-dire des éléments de k[[x, y]].Preuve. Les fontions u et v sont des éléments de OS,C . D'après la proposition I.4.12, leursdéveloppements respetifs en séries de Laurent f(x, y) et g(x, y) sont dans k((x))[[x]]. De plus,si (u, v) et (x, y) sont des (P,C)-paires fortes, alors es fontions sont des éléments de OS,P .Or, d'après le lemme I.4.3, les fontions ū et x̄ ∈ k(C) sont toutes deux des uniformisantesde OC,P , don ū = f(x̄, 0) est une série de Taylor de valuation (x̄)-adique 1. Les fontions vet y sont de valuation mS,C-adique 1 le long de C, don leur quotient v/y est un inversible de
OS,C . Par onséquent, G(x, y) := v/y est un élément de k((x))[[y]] est de valuation (y)-adiquenulle. Ainsi, omme g = yG, on en déduit que g est de valuation (y)-adique 1.Avant de passer à la suite, faisons un ourte remarque sur e hangement de variables.Soient (u, v) et (x, y) deux (P,C)-paires fortes, on dispose don d'un hangement de variablesde la forme (CV),

{
u = f(x, y)
v = g(x, y).De plus, les séries f et g sont des séries de Taylor et véri�ent

f =
∑

i,j≥0

fi,jx
iyj ave f0,0 = 0 et f1,0 6= 0 (I.3)et

g =
∑

i,j≥0

gi,jx
iyj ave ∀k ∈ N, gk,0 = 0 et g0,1 6= 0. (I.4)De toutes la assertions i-dessus seule �g0,1 6= 0� n'est pas omplètement évidente. Supposonsque g0,1 = 0, alors, omme gk,0 est nul pour tout entier naturel k, on en déduit que g(x, y)est dans l'idéal ((x, y))2, e qui ontredit le fait que la paire (u, v) est une (P,C)-paire forte.Regardons à présent la matrie jaobienne de e hangement de variables.Ja(f, g

x, y

)
=

(
∂f
∂x (0, 0) ∂f

∂y (0, 0)
∂g
∂x (0, 0) ∂g

∂y (0, 0)

)
=

(
f1,0 f0,1
g1,0 g0,1

)
=

(
f1,0 f0,1
0 g0,1

)
.D'après (I.3) et (I.4), le produit f1,0g0,1 est non nul, don que ette matrie est inversible,e qui est normal puisque (u, v) est un système de oordonnées loales. On voit ainsi que leshangement de (P,C)-paires fortes sont des hangements de variables dont la jaobienne en

P est triangulaire supérieure et inversible. On peut donner une interprétation géométrique àe fait. Une matrie triangulaire supérieure est la matrie d'un endomorphisme qui préserveun drapeau. Le hangement de variables (CV) préserve le drapeau géométrique (P,C).



34 I. Résidus de 2-formes sur une surfaeI.4.5 Objets rationnels et formelsDans la setion I.5, nous manipulerons fréquemment des séries de Laurent. Cependant,l'objetif de e travail n'est pas d'obtenir des résultats sur les séries formelles mais sur des ob-jets géométriques, en l'ourrene les 2-formes rationnelles sur S. Aussi, les séries de Laurentne sont qu'un outil pour arriver à nos �ns. Elles nous permettront de traduire ertains pro-blèmes géométriques sous forme de problèmes purement ombinatoires. Dans e qui suit,outre les séries de Laurent nous allons manipuler de formes di�érentielles formelles, 'est àdire des éléments des espaes de di�érentielles relatives Ωik((u))((v))/k. On renvoie le leteurau hapitre IX de [Mat86℄ pour une dé�nition de es espaes. Le lemme qui suit nous permetd'obtenir une desription agréable des es modules de di�érentielles relatives.Lemme I.4.16. Soit (u, v) une (P,C)-paire faible, on a les isomorphismes
Ωik((u))((v))/k

∼= Ωik(S)/k ⊗k(S) k((u))((v)), pour i ∈ {1, 2}et Ω1
k((u))/k

∼= Ω1
k(C)/k ⊗k(C) k((u)).Preuve. Voir annexe A.1.Lemme I.4.17. Soient (u, v) deux éléments de k((x))((y)) liés aux variables (x, y) par unhangement de variables de la forme5 (CV). Alors, e hangement de variables induit unisomorphisme de orps loaux k((u))((v))→ k((x))((y)). C'est-à-dire qu'il envoie un série deLaurent de valuation (v)-adique m ∈ Z sur une série de valuation (y)-adique m. De même,il induit un isomorphisme Ω2

k((u))((v))/k → Ω2
k((x))((y))/k qui préserve les valuations.Preuve. Voir annexe A.3.I.5 Dé�nition générale des résidusEn utilisant les notions introduites dans la setion I.4, nous allons pouvoir donner unedé�nition plus générale de résidus.I.5.1 Invariane des 2-résidusDans e qui suit nous allons travailler exlusivement ave des objets formels. Ensuite,en setion I.5.2, on appliquera les résultats obtenus dans le adre formel aux di�érentiellesrationnelles. Noter que, le but étant d'obtenir des informations sur les 2-formes rationnelles,nous aurions pu énoner un résultat géométrique. Cependant, la preuve du théorème I.5.3, quiest le point lé de ette setion, onsiste uniquement en des manipulations sur les oe�ientsde séries formelles. Surtout, nous aurons absolument besoin de la version formelle de erésultat pour démontrer la proposition I.5.14 (voir setion I.5.2). C'est pourquoi nous avonshoisi de l'énoner dans e ontexte.Notation I.5.1. Dans tout e qui suit, lorsque nous aurons a�aire à une série de Laurent

f ∈ k((u))((v)) ou k((x))((y)), nous adopterons le système d'indies suivant. L'indie �i�sera lié à la première variable (u ou x) et l'indie �j� à la seonde (v ou y). De fait, f s'érit,
f =

∑

j≥l

fj(u)v
j , ave fj(u) =

∑

i≥lj

fi,ju
i ∈ k((u)).

5Voir lemme I.4.15.



I.5. Dé�nition générale des résidus 35Dé�nition I.5.2. Soit ω = h(u, v)du ∧ dv ave h =
∑
j hj(u)v

i ∈ k((u))((v)), une 2-formeformelle, on dé�nit les objets suivants.(1) Le (u, v)-1-résidu de ω est dé�ni par
(u, v)res1(ω) := h−1(u)du ∈ Ω1

k((u))/k.(2) Le (u, v)-2-résidu de ω en P le long de C est dé�ni par
(u, v)res2(ω) := h−1,−1 ∈ k.Le théorème qui suit est la lé de la dé�nition des 2-résidus.Théorème I.5.3. Soit (x, y) une paire d'éléments du orps k((u))((v)) liée aux fontions

(u, v) par un hangement de variables de la forme (CV). Alors, pour toute 2-forme formelle
ω = h(u, v)du ∧ dv ∈ Ω2

k((u))((v))/k, on a
(u, v)res2(ω) = (x, y)res2(ω).La preuve de e théorème néessite les lemmes I.5.4 et I.5.6 qui seront énonés plus loin.Tout d'abord, onsidérons de nouveau le hangement de variables (CV).

{
u = f(x, y) ave f(x, 0) ∈ xk[[x]] r x2k[[x]]
v = g(x, y) ave g ∈ yk((x))[[y]]r y2k((x))[[y]].

(CV)Ce hangement de variables peut être appliqué en deux étapes. On peut dans un premiertemps passer de (u, v) à (u, y) puis de (u, y) à (v, y). C'est-à-dire,d'abord (CV1){ u = u
v = γ(u, y)

, ensuite (CV2){ u = f(x, y)
y = y

,où γ(x, y) de valuation (y)-adique 1. Nous allons montrer suessivement que les 2-résidussont invariants sous l'ation de (CV1), puis de (CV2).Lemme I.5.4 (Invariane des 1-résidus sous l'ation de (CV1)). Soit ω = h(u, v)du∧dv une
2-forme formelle. Pour tout y lié à (u, v) par un hangement de variables (CV1) : v=g(u,y),on a

(u, v)res1(ω) = (u, y)res1(ω).Preuve. En appliquant (CV1), on obtient
ω = h(u, g(u, y))

∂g

∂y
du ∧ dy.On peut voir le orps k((u))((v)) omme un orps de séries de Laurent à une variable au-dessus de k((u)). De e point de vue, y est une autre uniformisante de e orps. D'après[Sti93℄ proposition IV.2.9, le oe�ient en v−1 de h(u, v) est égal au oe�ient en y−1 de

h(u, g(u, y))∂g/∂y.Remarque I.5.5. Dans tout le hapitre IV de [Sti93℄ , le orps de base est supposé parfait.Or si le orps k est de aratéristique positive, le orps k((u)) n'est pas parfait. Cependant ladémonstration de la proposition IV.2.9 de et ouvrage est purement formelle et ne néessiteen auun as un orps de base parfait.Nous avons don vu que le hangement de variables (CV1) n'avait pas d'in�uene sur les
1-résidus. Il n'en aura don à fortiori pas sur les 2-résidus. En e qui onerne le hangementde variables (CV2), e dernier peut avoir une in�uene sur les 1-résidus, 'est e que montraitl'exemple I.3.6. Nous allons ependant montrer qu'il n'a pas d'in�uene sur les 2-résidus. Poure faire, nous aurons besoin du lemme qui suit.



36 I. Résidus de 2-formes sur une surfaeLemme I.5.6. Pour toute 2-forme formelle ω = h(u, v)du∧dv ∈ Ω2
k((u))((v))/k, de valuation

(v)-adique supérieure ou égale à −1, on a
(u, v)res1(ω) = (x, y)res1(ω).Remarque I.5.7. La proposition I.3.1 est une onséquene immédiate de e lemme.Preuve. D'après le lemme I.5.5, on a (u, v)res1(ω) = (u, y)res1(ω). De fait, nous n'avonsqu'à étudier le omportement de ω sous l'ation de (CV2). Soit don u = f(x, y). Isolonsdans ω le terme en y−1 :

ω =
h−1(u)

y
du ∧ dy +



∑

j≥0

hj(u)y
j


 du ∧ dy = ω−1 + ω+.La forme ω+ a une valuation (y)-adique positive, don d'après le lemme I.4.17, le hangementde variables (CV2) n'a pas d'in�uene sur ette valuation. De fait, le (x, y)-1-résidu de ω estelui de ω−1 et

ω−1 =
h−1(f(x, y))

y

∂f

∂x
dx ∧ dy.D'après le lemme I.4.17, la valuation (y)-adique de h−1(f(x, y)) est égale à la valuation

(v)-adique de h−1(u), à savoir 0. Ainsi,
(x, y)res1(ω) = h−1(f0(x̄))f

′
0(x̄)dx̄ = h−1(f0(x̄))d(f0(x̄)),où f0(x) := f(x, 0). Cette 1-forme formelle est égale à (u, y)res1C,P (ω) = h−1(ū)dū. Il su�tpour s'en onvainre d'appliquer à h−1(ū)dū le hangement de variables

ū = f(x̄, 0).Dans la preuve du théorème I.5.3 nous aurons besoin du lemme suivant dont la preuve estdonnée en annexe.Lemme I.5.8. Soient A,B deux séries de Laurent appartenant à k((u))((v)). Pour toutepaire de séries (x, y) liée à (u, v) par un hangement de variables de la forme (CV), on a
(x, y)res2 (dA ∧ dB) = 0.Preuve. Voir annexe A.2.Nous disposons à présent de tous les outils néessaires à la démonstration du théorème I.5.3.Dans un premier temps, nous allons le démontrer dans le as où la aratéristique du orpsde base k est nulle.Preuve du théorème I.5.3 si k est de aratéristique nulle. Dans l'intégralité deette preuve, les (x, y)-1- et 2-résidus sont toujours en P le long de C. Aussi, pour alléger larédation, nous omettrons de signaler les �en P le long de C�.Commençons par déomposer ω = hdu∧ dv en isolant les termes de valuation (y)-adiqueinférieure ou égale à −2.

ω =
−2∑

j=−l

hj(u)y
jdu ∧ dy +

∑

j≥−1

hj(u)y
jdu ∧ dy = ω− + ωinv.Noter que l'extration d'un 2-résidu est une appliation k-linéaire. Aussi, d'après les lemmesI.5.5 et I.5.6, il su�t d'étudier le omportement des 2-résidus de ω− sous l'ation de (CV2).



I.5. Dé�nition générale des résidus 37De plus, toujours pour des raisons de linéarité, on peut sinder le problème et restreindrenotre étude aux 2-formes de la forme :
ω = φ(u)du ∧

dy

yn
ave φ ∈ k((u)) et n ≥ 2.Le (u, y)-1-résidu de la 2-forme formelle i-dessus est nul, il est en don de même pour son

(u, y)-2-résidu. Avant d'appliquer (CV2), nous allons ontinuer à travailler ω au orps. Isolonsle terme en u−1 de la série de Laurent φ ∈ k((u)).
φ(u) = φ̃(u) +

φ−1

u
, où φ̃i =

{
φi si i 6= −1
0 si i = −1.Comme k est supposé de aratéristique nulle, la série φ̃(u) a une primitive formelle Φ̃(u).De même, posons s := 1

(1−n)yn−1 . C'est une primitive formelle de 1/yn. On a alors
ω = dΦ̃ ∧ ds+ φ−1

du

u
∧ ds = ωr + φ−1ω−1.D'après le lemme I.5.8, la forme ωr a un 2-résidu nul et indépendant du hoix de (u, y). Ilreste à étudier la 2-forme

ω−1 =
du

u
∧
dy

yn
.En lui appliquant (CV2), on obtient

ω−1 =
df(x, y)

f(x, y)
∧
dy

yn
.Rappelons que f est de la forme : ∑j≥0 fj(x)y

j ave :
f0(x) = f1,0x+ f2,0x

2 + · · · et f1,0 6= 0.On peut don fatoriser f0 en
f0(x) = f1,0x

(
1 +

f2,0
f1,0

x+ · · ·

)
.Posons

r(x) :=
f2,0
f1,0

x+
f3,0
f1,0

x2 + · · · ∈ k[[x]]et µ(x, y) :=
f1(x)
f0(x)

y +
f2(x)
f0(x)

y2 + · · · ∈ k((x))[[y]].La série f se fatorise don en
f(x, y) = f1,0x(1 + r(x))(1 + µ(x, y)). (I.5)Par ailleurs, pour toute série S appartenant à xk[[x]] (resp. à yk((x))[[y]]), on dé�nit lelogarithme formel de 1 + S par

log(1 + S) :=
+∞∑

k=0

(−1)k+1S
k

k
.Cette dé�nition a un sens puisque k est supposé de aratéristique nulle. De plus, ette sérieonverge pour la topologie (x)-adique (resp. (y)-adique). En�n, on a

d log(1 + S) =
d(1 + S)

1 + S
.



38 I. Résidus de 2-formes sur une surfaeEn utilisant la fatorisation I.5, on obtient :
ω−1 =

dx

x
∧
dy

yn︸ ︷︷ ︸
µ1

+ d log(1 + r) ∧ ds︸ ︷︷ ︸
µ2

+ d log(1 + µ) ∧ ds︸ ︷︷ ︸
µ3

.D'après le lemme I.5.8, les (x, y)-2-résidus des formes µ2 et µ3 sont nuls. La forme µ1 a un
(x, y)-1-résidu nul (elle n'a pas de terme en dy/y), son (x, y)-2-résidu est également nul. Onen onlut que

(x, y)res2C,P (ω−1) = 0.Esquisse de preuve du théorème I.5.3 en aratéristique positive. La preuve estsemblable à elle de l'invariane des résidus de 1-formes sur des ourbes (.f. [Sti93℄ IV.2.9ou [Ser59℄ II.7 proposition 5). On montre que le (x, y)-2-résidu de ω est une expressionpolynomiale en ertains oe�ients de f . Ce polyn�me ne dépend ni de f ni du orps de base.D'après le théorème de prolongement des identités algébriques ([Bou59℄ IV.3 proposition 9)et le travail e�etué en aratéristique nulle, on onlut que e polyn�me est nul. Une preuvedétaillée est donnée en annexe A.4.Ainsi, à partir de maintenant, lorsque nous parlerons de 2-résidus en un point le long d'unourbe, nous n'aurons plus à préiser la (P,C)-paire.I.5.2 Le adre géométriqueÀ présent nous allons introduire les notions de 1- et 2-résidus pour des 2-formes ration-nelles. Tout omme en setion I.3, les 2-résidus seront assoiés à un point P et une ourbe Contenant P et les 1-résidus seront assoiés à une ourbe C. Ces derniers, seront égalementassoiés à un autre paramètre si ω a un p�le multiple le long de C. Commençons par dé�nirles 2-résidus qui sont plus intrinsèques.Dé�nition I.5.9. Soient (u, v) une (P,C)-paire faible et ω une 2-forme rationnelle sur S.Il existe une fontion h ∈ k(S) telle que ω = hdu ∧ dv et ette fontion admet un uniquedéveloppement en série de Laurent H(u, v). On appelle 2-résidu de ω en P le long de C leoe�ient H−1,−1 de x−1y−1 de H. On le noteres2C,P (ω) := H−1,−1.En d'autres termes et pour faire le lien ave e qui préède, le 2-résidu en P le long de Cde ω est le (u, v)-2-résidu de ω vue omme une forme formelle. Le travail e�etué en setionI.5.1 nous assure que l'objet est bien dé�ni et ne dépend pas du hoix de la paire (u, v).Passons maintenant à la dé�nition de résidus en odimension 1. Notre objetif est d'as-soier à une 2-forme di�érentielle rationnelle ω sur S une 1-forme rationnelle µ sur C.Proposition I.5.10. Soit u une fontion rationnelle sur S régulière au voisinage de C dontla restrition ū à C est un élément séparant de k(C)/k. Soient ω une 2-forme rationnelle sur
S et v une uniformisante de l'anneau OS,C. On rappelle que, d'après la proposition I.4.6 etson orollaire I.4.7, il existe une unique série de Laurent

f =
∑

j≥−l

fjv
j ∈ Ku((v)) telle que ω = fdu ∧ dv.De plus, la 1-forme f̄−1dū est rationnelle sur C et ne dépend pas du hoix de v.Dé�nition I.5.11. Sous les hypothèses de la proposition I.5.10, on appelle (u)-1-résidu de

ω le long de C la 1-forme rationnelle sur C dé�nie par
(u)res1C(ω) := f̄−1dū.



I.5. Dé�nition générale des résidus 39Preuve de la proposition I.5.10. Rappelons que f−1 est un élément de Ku. Ainsi, salasse f̄−1 modulo mS,C est un élément de k(C), la 1-forme f̄−1dū est don rationnelle.L'indépendane de ette 1-forme par rapport au hoix de v se démontre de la même façonque le lemme I.5.4. Si w est une autre uniformisante de OS,C , d'après [Sti93℄ IV.2.9, leoe�ient en v−1 de la série de Laurent f ∈ Ku((v)) est égal à elui en w−1 de f ∂v∂w .Remarque I.5.12. L'exemple I.3.6 on�rme la néessité de faire intervenir la fontion udans la dé�nition. On ne peut espérer obtenir un objet qui ne dépende que de ω et de laourbe C.Maintenant que nous disposons d'une dé�nition générale de 1-résidu, il serait souhaitableque ette dernière soit ompatible ave la dé�nition I.3.2. De plus, étant donné un pointrationnel P de C, il serait intéressant de savoir quelle relation lie le (u)-1-résidu de ω le longde C et son 2-résidu en P le long de C. C'est le but du lemme I.5.13 et de la propositionI.5.14.Lemme I.5.13. Sous les onditions de la proposition I.5.10, soit ω une 2-forme rationnellesur S de valuation supérieure ou égale à −1 le long de C. Alors le (u)-1-résidu de ω le longde C oïnide ave le résidu de ω le long de C de la dé�nition I.3.1.Preuve. Il existe une unique série de Laurent f appartenant à Ku((v)) de valuation −1 telleque
ω = fdu ∧ dv =

∑

j≥−1

fjv
jdu ∧ dv.Soit ϕ une fontion rationnelle sur S régulière au voisinage de C et dont la restrition à Cest égale à f̄−1, on pose

η1 := ϕdu et η2 := ω − ϕdu ∧
dv

v
.La 2-forme η2 est régulière le long de C et ω se déompose en

ω = η1 ∧
dv

v
+ η2.D'après la dé�nition I.3.2, la 1-forme η1|C sur C est le 1-résidu de ω le long de C. Or, η1|Cest égale à f̄−1dū.Proposition I.5.14. Sous les onditions de la proposition I.5.10. Soient ω une 2-formerationnelle sur S et P un point rationnel lisse de C, alorsresP ((u)res1C(ω)) = res2C,P (ω).Remarque I.5.15. Si ω est de valuation supérieure ou égale à −1 le long de C, la propositionI.5.14 entraîne que le 2-résidu de ω en P le long de C dé�ni dans ette setion oïnide aveelui de la setion I.3.Remarque I.5.16. La ondition �P est un point lisse de C� pourra être supprimée dès quel'on saura dé�nir des 2-résidus le long de C en des points singuliers de ette ourbe (voirsetion I.6.2).Preuve de la proposition I.5.14. Soient P un point rationnel de C et v une uniformi-sante de OS,C . Commençons par noter que, si ū est une uniformisante de OC,P , alors lerésultat est évident d'après la dé�nition du 2-résidu en P le long de C. En e�et, dans ettesituation, pour toute uniformisante v de OS,C , le ouple (u, v) est une (P,C)-paire faible etres2C,P (ω) = resP ((u)res1C(ω)

)
.Si maintenant ū n'est pas une uniformisante deOC,P , alors quatre situations peuvent survenir.Dans e qui suit, t désigne la fontion 1

u .



40 I. Résidus de 2-formes sur une surfae(1) La fontion ū est régulière en P et ū′ := ū− ū(P ) est une uniformisante de OC,P .(2) La fontion ū est régulière en P et ū′ := ū− ū(P ) n'est pas une uniformisante de OC,P .(3) La fontion ū n'est pas régulière en P et t̄′ := t̄− t̄(P ) est une uniformisante de OC,P .(4) La fontion ū n'est pas régulière en P et t̄′ := t̄− t̄(P ) n'est pas une uniformisante de
OC,P .Remarquons que l'on peut donner une interprétation géométrique simple des deux premièressituations si u est régulière6 en P . La première situation signi�e que la ligne de niveau

u = u(P ) intersete C transversalement en P . Dans la seonde situation, ette ligne deniveau est singulière en P ou tangente à C en P .Nous allons à présent traiter suessivement es quatre situations. On rappelle qu'il existeune unique fontion rationnelle f sur S telle que ω = fdu ∧ dv et que f se déompose defaçon unique en série de Laurent
f =

∑

j≥−l

fjv
j .On pose également µ := (u)res1C(ω).Situation 1. Le sous-orpsKu de ÔS,C dé�ni dans la proposition I.4.6 est l'unique sous-orpsde ÔS,C qui ontienne k(u) et soit isomorphe à k(C) via le morphisme de rédution modulo

mS,C . La fontion u0 := u− ū(P ) engendre le même sous-orps de OS,C . En d'autres termes,
k(u) = k(u0). De e fait, les sous-orps Ku et Ku0 de ÔS,C sont égaux. De plus, du = du0.Par onséquent,

ω = fdu ∧ dv = fdu0 ∧ dvet le (u0)-1-résidu de ω le long de C est f̄−1dū
′ qui est égal à µ. On déduit queres2C,P (ω) = resP ((u0)res1C(ω)) = resP (µ).Situation 2. Soit x une fontion rationnelle sur S telle que (x, v) soit une (P,C)-pairefaible. La fontion x̄ est don une uniformisante de OC,P . De fait, il existe une série formelle

φ ∈ k[[T ]] telle que ū′ = φ(x̄). Soit σ le relevé de Hensel de x̄ dans ÔS,C , alors 'est unélément de Ku et dans e orps, on a la relation
u0 = φ(σ).On en déduit la nouvelle expression de ω

ω =
∑

j≥−l

fjv
jφ′(σ)dσ ∧ dv, (I.6)où φ′ désigne la dérivée formelle de φ. Notons que σ n'est à priori pas une fontion. Le seondmembre de l'expression (I.6) est à priori une 2-forme formelle appartenant à Ω2

k((u))((v))/k (voirsetion I.4.5). À présent, rappelons que σ est un élément de ÔS,C qui est ongru à x modulo
mS,C . Par onséquent, σ se déompose dans k((x))[[v]] de la façon suivante

σ = x+ σ1(x)v + σ2(x)v
2 + · · ·La paire (σ, v) est liée à la paire (x, v) par un hangement de variables de la forme (CV).D'après le théorème I.5.3, l'expression (I.6) fournit le même 2-résidu que la déompositionde ω dans k((x))((v)). On en onlut queres2C,P (ω) = resP (f̄−1φ

′(σ̄)dσ̄) = resP (f̄−1φ
′(x̄)dx̄).Or, φ′(x̄)dx̄ est égal à dφ(x̄) = dū′, don f̄−1φ

′(x̄)dx̄ est égal à µ.6Noter que le fait que ū soit régulière en P ne signi�e en rien que u l'est. Par exemple, sur A
2, la fontion

u := (x + y)/(x − y) n'est pas régulière à l'origine. Par ontre, sa restrition à la ourbe C := {y = 0} est lafontion onstante et égale à 1 qui est régulière à l'origine.



I.6. Propriétés des résidus 41Situation 3. Tout omme dans la situation 1, on remarque que, omme u est égal à 1
t , on a

k(u) = k(t), e qui implique Ku = Kt.De fait, le développement de ω à oe�ient dans Kt((v)) s'érit
ω =

∑

j≥−l

fjv
j

(
−
dt

t2

)
∧ dv.Par onséquent, on a

(t)res1C(ω) = −f̄−1
dt̄

t̄2
= f̄−1dū = (u)res1C(ω).Comme t̄ est par hypothèse une uniformisante de OC,P , le ouple (t, v) est une (P,C)-pairefaible et don res2C,P (ω) = resP ((t)res1C(ω)) = resP ((u)res1C(ω)).Situation 4. D'après la situation 3, le (t)-1-résidu de ω le long de C est égal à son (u)-1-résidu. On reprend alors le travail e�etué dans la situation 2 en remplaçant u par t et on endéduit le résultat.En onlusion, les objets dé�nis dans ette setion sont bien une généralisation de euxintroduits en setion I.3.I.6 Propriétés des résidusSur une ourbe algébrique irrédutible lisse X , une 1-forme régulière en un point P a unrésidu nul en e point. On dispose don d'une ondition néessaire pour que le résidu d'une

1-forme en un point soit non nul. Le lemme qui suit fournit un énoné analogue pour les
2-résidus. On rappelle que l'on se plae toujours dans le adre donné en setion I.2.Lemme I.6.1. Soit ω une 2-forme rationnelle sur S admettant C omme p�le (éventuelle-ment multiple) et P un point rationnel lisse de C. Si ω n'a pas d'autre p�le que C au voisinagede P , alors res2C,P (ω) = 0.Preuve. Soient (u, v) une (P,C)-paire forte et n un entier tel que la valuation de ω le longde C soit égale à −n. Par hypothèse, l'entier n est positif. Par ailleurs, il existe une fontionrationnelle h, régulière au voisinage de C, telle que

ω = hdu ∧
dv

vn
.De plus, omme C est le seul p�le de ω au voisinage de P , on en déduit que h est régulièreau voisinage de P , elle se développe don en série de Taylor

h =
∑

j≥0

hj(u)v
j où hj ∈ k[[u]] pour tout entier j.Par onséquent,

(u)res1C(ω) = hn−1(ū)dū.Cette 1-forme sur C est régulière au voisinage de P , son résidu en P est don nul.Remarque I.6.2. C'est pour démontrer e type d'énoné que la notion de (P,C)-paire forteest très utile.En d'autres termes, une 2-forme sur S admet un 2-résidu non nul en un point P le longd'une ourbe C, seulement si plusieurs ω a des p�les autres que C au voisinage de P .



42 I. Résidus de 2-formes sur une surfaeI.6.1 In�uene d'un élatement sur les résidusSoient P un point rationnel lisse de C et (u, v) une (P,C)-paire faible. On note π : S̃ → Sl'élatement de S en P . On note E, le diviseur exeptionnel de S̃. La transformation stritepar π d'une ourbe X passant par P sera notée X̃. On rappelle que la transformation strited'une ourbe est l'adhérene de Zariski dans S̃ de la ourbe π−1(X)r E.Lemme I.6.3. Soit ω une 2-forme rationnelle sur S, on a
(π∗u)res1eC(π∗ω) = π∗

(
(u)res1C(ω)

)
.Preuve. L'appliation π induit un isomorphisme entre un ouvert de C et un ouvert de satransformée strite. Les 1-formes (π∗u)res1

eC
(π∗ω) et (u)res1C(ω) sont tirées en arrière l'unede l'autre par et isomorphisme.Corollaire I.6.4. Soit ω une 2-forme rationnelle sur U et Q le point d'intersetion7 de Eave C̃. On a res2eC,Q(π∗ω) = res2C,P (ω).I.6.2 Le as des points singuliers d'une ourbeLes deux énonés qui préèdent permettent de généraliser la dé�nition 2-résidu d'une 2-forme en P le long de C au as où P est un point singulier de C. Dans e qui suit, P désigneun point rationnel éventuellement singulier de C.Proposition I.6.5. Soit π : S̃ → S un morphisme birationnel provenant d'une suite �nied'élatements de S induisant une résolution de la singularité de C en P . Soit C̃ la transforméestrite de C par π, alors, la somme

∑

Q→P

res2eC,Q(π∗ω)ne dépend pas de π. La notation �Q→ P � signi�e que Q est un point de C̃ envoyé sur P par
π.Preuve. Soient π1 : S̃1 → S et π2 : S̃2 → S deux tels morphismes et notons C̃1 et C̃2les transformées strites respetives de C par es appliations. Comme les deux appliationsinduisent un résolution de la singularité de C en P , le point P a le même nombre d'antéédentspar π1| eC1

et π2| eC2
. Notons respetivement P1,1, . . . , P1,n et P2,1, . . . , P2,n es antéédents. Ilexiste alors deux ouverts U1 ⊆ C̃1 et U2 ⊆ C̃2 ontenant respetivement P1,1, . . . , P1,n et

P2,1, . . . , P2,n et un isomorphisme ϕ : U1 → U2 tel que π1|U1
= π2|U2

◦ϕ. De plus, quitte à réordonner les indies, ϕ envoie P1,i sur P2,i pour tout i appartenant à {1, . . . , n}.On se donne alors une fontion u ∈ OS,C dont la restrition à C est un élément séparentde k(C)/k. D'après le orollaire I.6.3, les 1-formes sont tirées en arrière l'une de l'autre par
ϕ. Par onséquent, on a

∀i ∈ {1, . . . , n}, res2eC1,P1,i
(π∗1ω) = res2eC2,P2,i

(π∗2ω).Dé�nition I.6.6. Soit P un point rationnel singulier de C et π : S̃ → S un morphisme bira-tionnel dé�ni par une séquene �nie d'élatements induisant une résolution de la singularitéde C en P . Soit ω une 2-forme rationnelle sur S, on dé�nit le 2-résidu de ω en P le long de
C par res2C,P (ω) :=

∑

Q→P

res2eC,Q(π∗ω).7La ourbe C est supposée lisse en P . Par onséquent, elle intersete E en un unique point.



I.6. Propriétés des résidus 43Remarque I.6.7. Les points Q au-dessus de P peuvent être dé�nis sur une extension �niede k. Cependant, on peut failement se onvainre du fait que la somme qui dé�nit res2C,P (ω)est invariante sous l'ation du groupe de Galois absolu de k. Le 2-résidu reste don un élémentde k.Remarque I.6.8. Muni de ette dé�nition on montre aisément que l'énoné de la propositionI.5.14 reste valable dans le as où le point P est un point singulier de la ourbe C. Pour efaire, il su�t de réaliser le même raisonnement que dans la preuve de ette proposition maisen l'appliquant à la ourbe C̃ de la dé�nition i-dessus.Une autre façon de dé�nir et de aluler les 2-résidus d'une 2-forme le long d'une ourbe
C en un point singulier P de ette dernière est d'étendre à ette situation la dé�nition de
(P,C)-paire faible. Ce point de vue nous sera utile dans le hapitre III.Dé�nition I.6.9. Soient don C une ourbe irrédutible absolument réduite plongée dans Set P un point rationnel éventuellement singulier de S. On appelle π : C̃ → C la normalisationde C. Une (P,C)-paire faible est un ouple de fontions (u, v) appartenant à l'anneau loal
OS,C et véri�ant les onditions suivantes.

(i) Pour tout point fermé Q de C̃ au-dessus de P , la fontion π∗ū ∈ k(C̃) est une unifor-misante de O eC,Q.
(ii) La fontion v est une uniformisante de OS,C.Remarque I.6.10. Notons que ette dé�nition est une généralisation naturelle de la dé�ni-tion I.4.9 de (P,C)-paires faibles.Remarque I.6.11. Une (P,C)-paire faible existe toujours. En e�et, d'après le théorèmed'approximation faible ([Sti93℄ théorème I.3.1), il existe une fontion z dans k(C̃) qui estune uniformisante de O eC,Q pour tout point fermé Q au-dessus de P . On desend z en unefontion ū sur C que l'on relève ensuite en une fontion u dans OS,C.Exemple I.6.12. Prenons S = A2

C
et C la ubique uspidale d'équation a�ne y2 = x3 et Pl'origine. On pose alors

u :=
y

x
et v := y2 − x3.On appelle Lx et Ly les droites d'équations respetives x = 0 et y = 0. Élatons A2 en P . Ononsidère dons la surfae plongée dans A2 ×P1 dé�nie par l'équation xu = yv où (u : v) estun système de oordonnées homogènes de P1. On pose z := u

v et dans la arte a�ne v 6= 0on obtient des équations pour C̃,
C̃ = {y = xz} ∩ {z2 = x}.
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C

π

E

Q

z = π∗u = 0L̃y

L̃x

Ly

P

Lx

C̃

On appelle Q le point de C̃ au-dessus de P . La fontion π∗u est égale à z et son lieud'annulation au voisinage de Q est L̃y qui intersete C̃ en Q ave multipliité 1. De fait,
π∗ū = z̄ est une uniformisante de O eC,Q. En onlusion, la ouple (u, v) est bien une (P,C)-paire faible au sens de la dé�nition I.6.9.Terminons ette setion sur un ommentaire élémentaire. Soient C une ourbe irrédutibleabsolument réduite plongée dans S et P un point rationnel singulier de C. Soient alors (u, v)une (P,C)-paire faible et ω une 2-forme sur S. Comme ū est un élément séparant de k(C)/k,on peut dé�nir un (u)-1-résidu de ω le long de C qui s'identi�e à une 1-forme sur la normalisée
C̃ de C. La somme des résidus de ette 1-forme sur C̃ en tous les points au-dessus de P estévidemment égal au 2-résidu de ω en P le long de C de la dé�nition I.6.6.I.7 Formules de sommationLes résultats énonés dans ette setion, en partiulier le théorème I.7.11, sont eux quenous utiliserons dans les hapitres suivants qui portent sur les odes orreteurs. On rappelleque notre objetif est de onstruire des odes à partir de 2-formes sur une surfae et d'obtenirdes relations d'orthogonalité entre es odes et les odes fontionnels. Dans le as des ourbes,une partie de la démonstration de ette relation d'othogonalité onsiste à utiliser la formuledes résidus. Aussi, il semble intéressant de pouvoir disposer de formules de sommation de
2-résidus d'une 2-forme sur une surfae. Nous allons fournir trois relations de sommations.La troisième est elle qui nous sera la plus utile dans e qui suit.Attention ! Tout omme dans le as des ourbes, les formules de sommation qui suivent fontintervenir tous des points géométriques de la surfae. Aussi pour plus de onfort, le orps debase k sera supposé algébriquement los dans ette setion.Théorème I.7.1 (Première formule des résidus). Soit S une surfae quasi-projetive lissegéométriquement intègre dé�nie sur k. Soient C une ourbe projetive irrédutible plongéedans S et ω une 2-forme rationnelle sur S. On a

∑

P∈C

res2C,P (ω) = 0.Remarque I.7.2. D'après le lemme I.6.1, la somme i-dessus a un support �ni, l'énoné adon un sens.



I.7. Formules de sommation 45Preuve. Commençons par supposer que C est lisse. Soit u une fontion rationnelle sur S,régulière au voisinage de C et dont la restrition ū à C est un élément séparant de k(C)/k.Soit µ le (u)-1-résidu de ω le long de C. D'après la proposition I.5.14 et la remarque I.6.8,on a ∑

P∈C

res2C,P (ω) =
∑

P∈C

resP (µ)et ette dernière somme est nulle d'après la formule des résidus sur une ourbe. Si maintenant
C est singulière, on onsidère un morphisme birationnel π : S̃ → S obtenu par une séquene�nie d'élatements et tel que la transformée strite C̃ de C soit lisse. D'après le lemme I.6.3et son orollaire I.6.4, on a

∑

P∈C

res2C,P (ω) =
∑

Q∈ eC

res2eC,Q(ω) =
∑

Q∈ eC

resQ(π∗µ).On onlut de nouveau en appliquant la formule des résidus à la ourbe C̃ et la 1-forme
π∗µ.Remarque I.7.3. Noter que si la valuation de ω le long de C est supérieure ou égale à −1,alors le résultat est évident. En e�et, il su�t d'appliquer la formule des résidus au 1-résidude ω le long de C. La partie non évidente de la preuve i-dessus est l'étude du as où ω a unp�le multiple le long de C. Le travail sur les (u)-1-résidus e�etué dans les setions I.5 et I.6avait pour prinipal objetif de fournir les outils néessaires à la preuve de e résultat.Théorème I.7.4 (Deuxième formule des résidus). Soit S une surfae quasi-projetive lissegéométriquement intègre dé�nie sur k. Soient P un point de S et CS,P l'ensemble des germesourbes irrédutibles traées sur S et ontenant P . Pour toute 2-forme ω rationnelle sur S,on a ∑

C∈CS,P

res2C,P (ω) = 0.Remarque I.7.5. La somme i-dessus a également un support �ni (.f. remarque I.7.2).Preuve. Soient ω une 2-forme rationnelle sur S et C1, . . . , Cn les omposantes irrédutiblesdu lieu des p�les de ω au voisinage de P .Étape 1. Dans un premier temps, nous allons supposer que les p�les C1, . . . , Cn de ω sontlisses en P et se roisent deux à deux transversalement en e point.
• Si n = 1, d'après le lemme I.6.1, le 2-résidu de ω en P le long de C1 est nul. Le résultatest don immédiat.
• Si n = 2, soient u1 et u2 des équations loales respetives des ourbes C1 et C2 auvoisinage de P . Par hypothèse, C1 et C2 se roisent transversalement en P , don (u1, u2)est un système de oordonnées loales en e point. De fait, (u1, u2) est une (P,C2)-paireforte et (u2, u1) une (P,C1)-paire forte. Soient −n1 et −n2 les valuations respetivesde ω le long de C1 et C2. Il existe une fontion h régulière au voisinage de P telle que

ω = h
du1

un1
1

∧
du2

un2
2

.On développe h en série de Taylor
h =

∑

i,j 6=0

hi,ju
i
1u
j
2.Le 2-résidu de ω en P le long de C est égal à hn1−1,n2−1 et, omme le produit extérieurest antiommutatif, le 2-résidu de ω le long de C1 est égal à −hn1−1,n2−1. Leur sommeest don nulle.
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Fig. I.1 � Le as n ≥ 2 dans l'étape 1 de la preuve.
• Si n ≥ 2, soit π : S̃ → S l'élatement de S en P . Le diviseur exeptionnel est noté E,la transformée strite d'une ourbe Ci est notée C̃i. On rappelle que, par hypothèse lesourbes Ci sont lisses en P et s'y roisent deux à deux transversalement. Don, pourtout i, la ourbe C̃i intersete E en un unique point que l'on appelle Qi et les points
Q1, . . . , Qn sont deux à deux distints. La �gure I.1 résume ette situation.La ourbe E est projetive et les C̃i sont les seuls p�les de π∗ω qui intersetent E. Soit
i ∈ {1, . . . , n}, d'après le as n = 2, on ares2eCi,Qi

(π∗ω) = −res2E,Qi
(π∗ω). (I.7)Ainsi, en appliquant le lemme I.6.3 et la relation (I.7) i-dessus, on en déduit que

n∑

i=1

res2Ci,P (ω) =

n∑

i=1

res2eCi,Qi
(π∗ω) = −

n∑

i=1

res2E,Qi
(π∗ω).Soit Q un point de E autre que Q1, . . . , Qn, la ourbe E est le seul p�le la 2-forme π∗ωau voisinage de e point. Par onséquent, d'après le lemme I.6.1 le 2-résidu de π∗ω en

Q le long de E est nul. En reprenant (I.7), on en déduit que
n∑

i=1

res2Ci,P (ω) = −

n∑

i=1

res2E,Qi
(π∗ω) = −

∑

Q∈E

res2E,Q(π∗ω)et ette somme est nulle d'après le théorème I.7.1.Étape 2. Dans le as général, les ourbes C1, . . . , Cn peuvent être singulières en P et lamultipliité d'intersetion de deux d'entre elles peut être supérieure ou égale à 2. On réalise



I.7. Formules de sommation 47alors une désingularisation à roisements normaux de la ourbe C1∪ . . .∪Cn. C'est-à-direqu'à partir d'une séquene �nie d'élatements on obtient un morphisme birationnel π : S̃ → Stel que la surfae S̃ véri�e les propriétés suivantes.
(i) Les ourbes C̃1, . . . , C̃n sont lisses en tout point Q tel que π(Q) = P .

(ii) Par un point Q tel que π(Q) = P passe au plus une ourbe C̃i.
(iii) L'intersetion d'une ourbe C̃i ave la ourbe π−1({P}) est de multipliité un.On appelle arbre de résolution l'image réiproque par π du point P . Il s'agit d'une réunion deourbes projetives de genre nul. Les relations d'inidene entre es diviseurs se représententsous la forme d'un arbre que l'on notera A.

Es,1 · · · · · · · · · · · · · · · Es′,n′

s

E2,1 E2,2 · · · · · · E2,n2

E1Noter que les feuilles de et arbre ne sont pas forément toutes au même étage, même si lediagramme i-dessus laisse supposer le ontraire. C'est la raison pour laquelle les indies desdeux feuilles (extrémités supérieures) représentées sont di�érents (s et s′).À présent, nous allons appliquer les résultats de l'étape préédente aux sommets l'arbre
A, en partant de ses feuilles et en remontant à sa raine. Dans e qui suit, nous illustreronsnotre travail de la façon suivante. Si C̃ est un p�le de π∗ω et Q un point de C̃, alors le
2-résidu r de π∗ω en Q le long de C̃ apparaîtra dans un dessin sous la forme suivante.

C̃ Q

rPour tout diviseur E orrespondant à un sommet autre que la raine de l'arbre A, onappelle T le point d'intersetion de E ave son asendant et PjE l'ensemble des points de C̃jqui intersetent E ou un de ses asendants dans l'arbre A. On note
σE := res2E,TE

(π∗ω).Commençons par montrer que pour tout diviseur E orrespondant à un sommet de l'arbreautre que sa raine, on a
σE =

n∑

j=1

∑

Q∈Pj

E

res2eCj ,Q
(π∗ω). (R)Nous allons démontrer ette relation par réurrene sur les étages de l'arbre.Étape 2.a. Soit E un diviseur orrespondant à une feuille de l'arbre. Il admet un uniqueasendant dans l'arbre que l'on note E′ et qui intersete E en un point T . Par ailleurs, quitteà réordonner les indies des ourbes, e diviseur E intersete les ourbes C̃1, . . . , C̃k en lespoints T1,1, . . . , T1,l1, . . . , Tk,1, . . . , Tk,lk . On note en�n

ri,j := res2eCi,Ti,j
(π∗ω).La situation peut être représentée par la �gure suivante.



48 I. Résidus de 2-formes sur une surfae
T

r1,1
r1,2

T1,2

C̃1

E

E ′

rk,lk

C̃k

T1,1 Tk,lk

D'après le travail e�etué dans l'étape 1, on sait que pour tout ouple (i, j)res2eCi,Ti,j
(π∗ω) = ri,j = −res2E,Ti,j

(π∗ω).De plus, d'après le lemme I.6.1, la 2-forme π∗ω a des résidus non nuls seulement en les points
Ti,j et T . Don, d'après la première formule des résidus (théorème I.7.1), on obtient

σE = res2E,T (π∗ω) = −
∑

i,j

res2E,Ti,j
(π∗ω) =

∑

i,j

ri,j .C'est-à-dire la relation (R) pour une feuille de l'arbre A. Le shéma suivant résume le travailqui vient d'être e�etué.
r1,1

r1,2

−r1,2
T1,2

C̃1

−r1,1
T1,1

rk,lk

−rk,lk
Tk,lk

C̃k

E

−
∑

ri,j

E ′

T

σE =
∑

ri,jNotons que, omme ela apparaît sur le dessin i-dessus, en appliquant de nouveau le travaile�etué dans l'étape 1, on obtientres2E′,T (π∗ω) = −res2E,T (π∗ω) = −
∑

i,j

res2eCi,Ti,j
(π∗ω).Étape 2.b. Soit E un diviseur orrespondant à un sommet intermédiaire de l'arbre, 'est-à-dire un sommet qui n'est ni une feuille ni la raine. Par réurrene, supposons que larelation (R) est véri�ée par tous les desendants (direts ou indirets) de E dans A. Notons

E′ l'asendant diret de E dans A et D1, . . . , Dr ses desendants direts. Soient également
C̃1, . . . , C̃q les ourbes8 qui intersetent E. On désigne par T , le point d'intersetion de Eave E′. Les points d'intersetion de E ave D1, . . . , Dr sont notés U1, . . . , Ur et les pointsd'intersetion de E ave C̃1, . . . , C̃q sont notés T1,1, . . . , T1,l1 , . . . , Tq,1, . . . , TQ,lq . On reprendla notation

ri,j := res2eCj,Ti,j
(π∗ω).D'après l'hypothèse de réurrene on a

∀i ∈ {1, . . . , r}, res2Di,Ui
(π∗ω) = σDi

.Don d'après le as n = 2 de l'étape 1, on a
∀i ∈ {1, . . . , r}, res2E,Ui

(π∗ω) = −σDi8Quitte à ré indier les ourbes.



I.7. Formules de sommation 49et
∀j ∈ {1, . . . , q}, ∀i ∈ {1, . . . , lq}, res2E,Ti,j

(π∗ω) = −ri,j .Ainsi, d'après le théorème I.7.1 appliqué à E et π∗ω, on a
σE = res2E,T (π∗ω) = −

r∑

k=1

res2E,Uk
(π∗ω)−

∑

i,j

res2E,Ti,j
(π∗ω) =

r∑

k=1

σDk
+
∑

i,j

ri,jet ette dernière somme n'est autre que σE . La relation (R) est don véri�ée par E. Le dessinsuivant résume le travail e�etué.
D1

-σD1

σD1

U1

Dr

-σDr

U2

σDr

E

σE

rq,lqrq,1

−rq,lq

C̃1

r1,1

T1,1

−r1,1 −rq,1

Tq,1 TTq,lq

E ′

C̃q
C̃q

Étape 2.. Considérons maintenant E1 la raine de l'arbreA. Ce dernier n'a pas d'asendant.Reprenons les notations de l'étape préédente en e qui onerne ses desendants direts etles ourbes C̃j qu'il intersete. Par un raisonnement analogue à elui qui a été e�etué dansl'étape préédente, en appliquant le théorème I.7.1 à E1 et π∗ω on obtient
−

r∑

k=1

σDk
−
∑

i,j

ri,j = 0. (I.8)Or ette somme n'est autre que la somme
n∑

i=1

∑

Q∈Pi
E1

res2eCi,Q
(π∗ω) = 0,où l'on rappelle que P iE1

est l'ensemble des points de C̃i qui intersete E1 ou l'un de sesantéédents. C'est don l'ensemble des points des ourbes C̃i qui sont envoyés sur P par π.On onlut en rappelant que, d'après la dé�nition I.6.6, on a
∑

Q∈Pi
E1

res2eCi,Q
(π∗ω) = res2Ci,P (ω).En ombinant ette relation ave l'équation (I.8) on obtient le résultat attendu, à savoir

n∑

i=1

res2Ci,P (ω) = 0.Remarque I.7.6. Noter que, dans la démonstration du théorème I.7.4 qui préède, on n'aappliqué le théorème I.7.1 qu'à des diviseurs appartenant à l'image réiproque de P . Or, il aété signalé que la preuve du théorème I.7.1 est évidente si la valuation de ω le long de C est



50 I. Résidus de 2-formes sur une surfaesupérieure ou égale à −1. Aussi, il est important de signaler que, dans la preuve qui préède,la valuation de π∗ω le long d'un diviseur exeptionnel E provenant d'un élatement peut êtreinférieure à −2. Le lemme suivant fournit une formule expliite de la valuation de π∗ω lelong d'un tel diviseur exeptionnel.Lemme I.7.7. Soit ω une 2-forme rationnelle sur S et P un point de S. On note CP ,l'ensemble de toutes les ourbes irrédutibles ontenues dans S et ontenant P . Soit π : S̃ → Sl'élatement de S en P , alors la valuation de π∗ω le long du diviseur exeptionnel E est donnéepar la formule : valE(π∗ω) = 1 +
∑

C∈CP

mP (C)valC(ω),où mP (C) est la multipliité de C en P .Preuve. D'après [Har77℄ proposition V.3.3, on a l'égalité de diviseurs
(π∗ω) = π∗(ω) + E.Ensuite, d'après [Har77℄ proposition V.3.6, la valuation du diviseur π∗(ω) le long de E estvalE(π∗(ω)) =

∑

C∈CP

mP (C)valC(ω).Remarquons également que la théorème I.7.4 permet d'étendre le lemme I.6.1 au as desourbes singulières voire même rédutibles. C'est e qui fera l'objet du orollaire I.7.9. Pourénoner e dernier, nous avons besoin de la onvention et la dé�nition i-dessous.Convention. Soit C une ourbe quelonque plongée dans S et P un point de S n'appartenantpas à C, on dit alors que res2C,P (ω) = 0.Dé�nition I.7.8 (2-résidu en un point d'une ourbe rédutible). Soit C une ourbe rédutibleplongée dans S et C1, . . . , Cd ses omposantes irrédutibles. Soit P un point de C et ω une
2-forme rationnelle sur S. On dé�nit le 2-résidu de ω en P le long de C parres2C,P (ω) :=

d∑

i=1

res2Ci,P (ω).Corollaire I.7.9. Soit C une ourbe quelonque plongée dans S et P un point de C. Soitune 2-forme rationnelle ω dont le lieu des p�les au voisinage de P est ontenu dans C, alorsres2C,P (ω) = 0.Preuve. On applique la deuxième formule des résidus (théorème I.7.4) à ω, ses p�les auvoisinage de P faisant partie des omposantes irrédutibles de C.Pour �nir e hapitre, nous allons énoner la troisième formule des résidus, qui est elleque nous appliquerons aux odes orreteurs dans le hapitre suivant. Noter que, dans le ha-pitre suivant nous manipulerons fréquemment des diviseurs. C'est e qui motive la dé�nitionsuivante.Dé�nition I.7.10 (2-Résidu en un point le long d'un diviseur). Soit D un diviseur sur S.Pour toute 2-forme rationnelle ω et tout point P de S, on appelle 2-résidu de ω en P le longde D et on notera res2D,P (ω) le 2-résidu de ω en P le long du support de D.



I.7. Formules de sommation 51Attention ! Noter qu'il ne s'agit pas exatement d'une extension de la dé�nition par linéarité.D'une ertaine façon, la dé�nition I.7.10 i-dessus autorise un abus de langage pour éviterd'avoir à parler de 2-résidu en un point le long du support du diviseur D. En partiulier, ilfaut faire attention au fait que, selon ette dé�nition, le résidu d'une 2-forme ω en un point
P le long d'un diviseur D est par exemple égal à elui de ω en P le long du diviseur 2D.Théorème I.7.11 (Troisième formule des résidus, [Lip84℄ hap. 12). Soit S une surfaeprojetive lisse géométriquement intègre. Soient Da et Db deux diviseurs sur S dont l'in-tersetion des supports est un ensemble �ni Z. Soit Ω2(−Da − Db) le faiseau de 2-formesvéri�ant loalement

(ω) ≥ −Da −Db.Alors, pour toute setion globale ω du faiseau Ω2(−Da −Db), on a
∑

P∈S

res2Da,P (ω) =
∑

P∈Z

res2Da,P (ω) = 0.Preuve. La 2-forme ω n'a pas de p�les hors du support de Da + Db. Don, d'après leorollaire I.7.9, les 2-résidus de ω le long de Da sont nuls en tout point P n'appartenant pasà Z, e qui nous donne la première égalité. La seonde égalité vient de la première formuledes résidus (théorème I.7.1). En e�et, soient Da,1, . . . , Da,ma
les omposantes irrédutiblesdu support de Da. Le théorème I.7.1 entraîne

∀i ∈ {1, . . . ,ma},
∑

P∈Da,i

res2Da,i,P (ω) = 0.De fait, en sommant es ma relations, on obtient
∑

P∈SuppDa

res2Da,P (ω) = 0.Et il revient au même de sommer sur tous les points de S puisque les 2-résidus de ω le longde Da en un point hors du support de Da sont nuls par onvention.Remarque I.7.12. Sous les onditions du théorème I.7.11, soit ω une setion globale dufaiseau Ω2(−Da −Db). D'après la deuxième formule des résidus (thm I.7.4) on a
∀P ∈ S, res2Da,P (ω) = −res2Db,P

(ω).Par onséquent l'énoné du théorème I.7.11 est symétrique, 'est-à-dire qu'il reste vrai si l'onéhange Da et Db.





Deuxième partieCodes géométriques





Chapitre IICodes di�érentiels sur unesurfae
�Je vous jure d'être déent et de ne pas dire un seul grosmot ni rien qui blesse les onvenanes.�MussetIl ne faut jurer de rienDans e hapitre, nous allons appliquer les résultats du hapitre I. Le but est de onstruiredes odes orreteurs d'erreurs en évaluant les 2-résidus de 2-formes di�érentielles en despoints rationnels d'une surfae algébrique.II.1 Langage et NotationsSoit X une variété géométriquement intègre de dimension n dé�nie sur un orps k. Onnote OX son faiseau strutural. L'ensemble des diviseurs de Weil sur X sera noté Divk(X).Étant donné un diviseur D sur S on note respetivement D+ et D− ses parties e�etives etnon e�etives. Les diviseurs D+ et D− sont tous deux e�etifs et D s'érit
D = D+ −D−.L'équivalene linéaire sera notée �∼�. Si X est lisse, le groupe Divk(X)/ ∼ s'identi�e augroupe de Piard de X que l'on notera Pik(X). Si X est une surfae lisse et que les supportsde deux diviseurs D et D′ n'ont pas de omposante irrédutible ommune, leur multipliitéd'intersetion en un point P est notée mP (D,D′). Étant donné un diviseur G sur X , onnote L(G) (resp. Ωn(G)) le faiseau inversible des fontions rationnelles (resp. des n-formesrationnelles) sur X qui véri�ent loalement

(f) ≥ −G (resp. (ω) ≥ G).L'ensemble des setions globales d'un faiseau F sera noté Γ(X,F) et FP désignera sa �breen un point P . En e qui onerne les faiseaux L(G) (qui seront fréquemment utilisés),on utilisera la notation standard L(G) pour Γ(X,L(G)). Noter que, dans la littérature, lesymbole Ωn(G) peut désigner un faiseau inversible ou l'espae des setions globales dufaiseau en question. Insistons don sur le fait que, dans e qui suit Ωn(G) désignera toujoursun faiseau de n-formes.Pour �nir, soit k̄ la l�ture algébrique de k, on note X la variété
X := X ×k k̄et, étant donné un faiseau F sur X , on note F le tiré en arrière de F sur X.55



56 II. Codes di�érentiels sur une surfaeImportant. Dans tout e qui suit, sauf mention ontraire, si D1 et D2 sont deux diviseurssur une surfae lisse S dont les supports n'ont pas de omposante irrédutible ommune,alors �Da ∩Db� signi�era intersetion au sens de la théorie des shémas. Il s'agit dond'une intersetion tenant ompte des multipliités et non d'une intersetion ensembliste.II.2 Rappels sur les odes onstruits à partir de ourbesDans ette setion, X désigne une ourbe algébrique projetive lisse au-dessus de Fq. Onse donne également un diviseur Fq-rationnel G sur X et une famille de points P1, . . . , Pnrationnels sur X et qui évitent le support de G. On note D le diviseur
D := P1 + · · ·+ Pn.II.2.1 Codes fontionnels et di�érentielsLa donnée des diviseurs G et D permet de onstruire deux odes di�érents. Ces odes sontrespetivement appelés odes fontionnels et odes di�érentiels. Les premiers sont onstruitspar évaluation de fontions en des points rationnels de X et les seonds par évaluation derésidus de formes di�érentielles en es mêmes points.Le ode fontionnel. Soit evD l'appliation,evD :

{
L(G) → Fnq
f 7→ (f(P1), . . . , f(Pn)).L'image de ette appliation est appelée ode fontionnel assoié aux diviseurs D et G etnotée CL,X(D,G).Le ode di�érentiel. Soit resD l'appliation,resD :

{
Γ(X,Ω1(G−D)) → Fnq

ω 7→ (resP1(ω), . . . , resPn
(ω)).L'image de ette appliation est appelée ode di�érentiel assoié aux diviseurs D et G etnotée CΩ,X(D,G).Exemple II.2.1. Supposons que X soit la droite projetive P1

Fq
et que le diviseur G soit dela forme kP où P est un point rationnel de P1

Fq
. Alors, en prenant pour D une somme depoints rationnels autres que P , le ode fontionnel est un ode de Reed-Solomon et le odedi�érentiel un ode de Goppa lassique (f [HP95℄ exemples 3.3 et 3.4).II.2.2 Paramètres de es odesL'un des intérêts de es odes est que l'on dispose d'outils simples provenant de la théoriedes ourbes algébriques pour en évaluer les paramètres.

• Le théorème de Riemann-Roh permet de minorer, voire d'évaluer exatement la di-mension de es odes.
• Le fait que le degré d'un diviseur prinipal soit nul permet d'obtenir de façon élémentaireune borne inférieure pour la distane minimale d'un ode fontionnel. Un raisonnementanalogue sur le degré d'un diviseur anonique fournit une méthode de minoration dela distane minimale d'un ode di�érentiel. Nous renvoyons le leteur aux référenes[Ste99℄, [Sti93℄ et[TV91℄ pour plus de détails sur es propriétés (la liste n'est bien sûrpas exhaustive).



II.3. Codes géométriques onstruits à partir de surfaes algébriques 57Conernant la distane minimale dmin, on obtient pour les odes fontionnels la minoration
n− k + 1− g ≤ dmin,où k désigne la dimension du ode et g le genre de la genre de la ourbe. Ainsi on sait quees odes sont toujours à g de la borne de singleton. C'est l'une des raisons qui a motivé lesnombreux travaux e�etués autour de l'étude des odes géométriques durant les 25 dernièresannées.II.2.3 Relation d'orthogonalité et déodageUn autre intérêt de es odes est que l'on dispose d'une relation d'orthogonalité entre leode fontionnel et le ode di�érentiel, à savoir

CΩ,X(D,G) = CL,X(D,G)⊥.La preuve de ette relation est une onséquene de la formule des résidus pour l'inlusion
⊆ et du théorème de Riemann-Roh qui fournit une égalité de dimension entre es odesentraînant l'inlusion réiproque. Nous renvoyons le leteur à [TV91℄ théorème 3.1.44 ou[Sti93℄ théorème II.2.8 pour plus de détails sur e résultat.Noter que, ette relation d'orthogonalité est l'outil de base de la majorité des algorithmesde déodage (voir [HP95℄ ou [HVP98℄ ).II.2.4 Deux onstrutions distintes mais une seule lasse de odesUn dernier résultat bien onnu onernant es odes est que tout ode di�érentiel estun ode fontionnel assoié à d'autres diviseurs et réiproquement. Plus préisément, étantdonnés deux diviseurs D et G omme préédemment, il existe un diviseur anonique K telque

CΩ,X(D,G) = CL,X(D,K −G+D).Le diviseur K est elui d'une forme di�érentielle dont les résidus en les points du supportde D sont tous égaux à 1. L'existene d'un tel diviseur est une onséquene du théorèmed'approximation faible dans les orps de fontions ([Sti93℄ théorème I.3.1).Aussi, si l'on souhaite étudier es odes, on peut sans perte de généralité se restreindre àl'étude de odes issus d'une seule des deux onstrutions. Généralement, on se foalise sur lesodes fontionnels dont la onstrution semble plus aessible, les fontions étant un objetplus intuitif que les formes di�érentielles.Remarque II.2.2. Il est toutefois intéressant de noter que la première onstrution de odesgéométriques fut donnée par V.D. Goppa en 1981 dans l'artile [Gop81℄. Dans et artile, lesodes introduits sont des odes di�érentiels. Sans doute pare qu'il sont une généralisationdes odes de Goppa lassiques.II.3 Codes géométriques onstruits à partir de surfaesalgébriquesSi de telles onstrutions sont possibles sur les ourbes, il est naturel de s'interroger surles perspetives d'extension de es onstrutions à des variétés de dimension supérieure.II.3.1 CadreDans e qui suit et jusqu'à la �n de e hapitre, S désignera une surfae algébriqueprojetive lisse dé�nie au-dessus d'un orps �ni Fq. Sauf mention ontraire, lorsque l'onparlera de ourbe pongée dans S, il s'agira de ourbe dé�nie sur Fq. On se donne également



58 II. Codes di�érentiels sur une surfaeun diviseur Fq-rationnel G sur S et une famille de points rationnels P1, . . . , Pn de S quiévitent le support de G. On appelle ∆ le 0-yle sur S dé�ni par
∆ := P1 + · · ·+ Pn.Notons que ∆ joue plus ou moins le r�le du diviseur D de la setion préédente. Nous avonsependant hoisi de le noter ave une lettre greque ar e n'est plus un diviseur mais un

0-yle. D'une façon générale, dans tout e qui suit, les lettres latines majusules désignerontdes diviseurs et les lettres greques majusules des 0-yles. En�n, signalons dès à présentque la di�érene de dimension entre ∆ et G sera à l'origine de la plupart des di�ultés queposent la onstrution et l'étude des odes di�érentiels sur des surfaes.II.3.2 Codes fontionnelsComme nous l'avons dit préédemment, la onstrution fontionnelle présentée dans leas des ourbes se généralise à des variétés de dimension quelonque (voir [VM84℄ I.3.1). Poure faire, on dé�nit l'appliationev∆ :

{
L(G) → Fnq
f 7→ (f(P1), . . . , f(Pn)).L'image de ette appliation est appelée ode fontionnel sur S assoié à ∆ et G et est notée

CL,S(∆, G). L'étude des paramètres de e type de ode est nettement plus ardue que dans leas des ourbes.Sur la longueur du ode. Si l'on veut étudier l'asymptotique des odes onstruits sur dessurfaes algébriques, on doit disposer de moyens d'évaluer le nombre de points rationnelsd'une surfae sur un orps �ni. La borne de Weil-Deligne (voir [Del74℄) valable pour des va-riétés de dimension quelonque permet de majorer e nombre de points. Lahaud et Tsfasmanont donné des estimations plus préises de e nombre de points via des formules expliitesdans [LT97℄.Sur la dimension. En dimension supérieure ou égale à 2, le théorème de Riemann-Rohse omplique. Aussi, l'évaluation de la dimension de e type de ode est en général plusardue. Cependant, dans les exemples étudiés dans la littérature, le diviseur G est presquetoujours un diviseur très ample obtenu par intersetion de S ave une hypersurfae. Dans eas, l'évaluation de la dimension du ode se ramène au alul élémentaire de la dimensiond'espaes de polyn�mes en plusieurs variables et de degré total borné.Sur la distane minimale. Alors que l'on disposait failement de la distane minimaleonstruite de Goppa (designed minimal distane) dans le as des ourbes (voir [Sti93℄ defII.2.4), dans le as des variétés de dimension supérieure, la minoration de la distane minimaled'un ode fontionnel devient un problème in�niment plus omplexe. Elle revient à majorerle nombre maximal de points rationnels du lieu d'annulation d'un élément de L(G). Lesréférenes itées dans l'introdution (page 14) portent prinipalement sur la résolution de eproblème lorsque S appartient à une lasse spéi�que de surfaes.Remarque II.3.1. Notons que Lahaud propose dans [La88℄ une onstrution sensiblementdi�érente du ode fontionnel. Cette approhe a été reprise par un ertain nombre des auteurspréédemment ités tels que Aubry, Edoukou et Sørensen. L'annexe D est onsarée à etteautre onstrution et au moyen de la relier à elle présentée i-dessus.Passons maintenant à une première approhe de la onstrution de odes di�érentiels surune surfae.



II.3. Codes géométriques onstruits à partir de surfaes algébriques 59II.3.3 Codes di�érentielsPour réaliser une onstrution analogue à elle qui a été présentée en setion II.2.1, ilfaut plus que la donnée de G et ∆. En e�et, on souhaiterait évaluer les 2-résidus de 2-formesayant des p�les presrits. Il faut don introduire un nouveau diviseur que l'on notera D etqui, d'une ertaine manière, jouera le r�le1 du diviseur du même nom dans la onstrutionde odes di�érentiels sur une ourbe. Il faut également que l'on évalue les 2-résidus le long deertains p�les de ω mais pas tous. En e�et, d'après le théorème I.7.4 si l'on évalue le 2-résidude ω en un point le long de tous ses p�les, on obtient zéro. Il faut don déomposer le diviseur
D en deux parties distintes. C'est e qui motive la dé�nition suivante.Dé�nition II.3.2. Soient Da et Db deux diviseurs sur S dont les supports n'ont pas deomposante irrédutible ommune et soit D la somme de es deux diviseurs. On dé�nit l'ap-pliation res2Da,∆ :

{
Γ(S,Ω2(G−D)) → Fnq

ω 7→ (res2Da,P1
(ω), . . . , res2Da,Pn

(ω)).L'image de ette appliation est appelée ode di�érentiel assoié à ∆, Da, Db et G. On lenote CΩ,S(∆, Da, Db, G).Remarque II.3.3. On peut également onstruire une appliation res2Db,∆
en éhangeant Daet Db dans l'énoné de la dé�nition II.3.2. Le théorème I.7.4 entraîneres2Da,∆ = −res2Db,∆.De e fait, les appliations sont di�érentes mais ont même image. La onstrution du odene dépend don pas de l'ordre des éléments dans le ouple (Da, Db).Remarque II.3.4. L'appliation res2Da,∆

peut en fait être dé�nie sur Ω2
Fq(S)/Fq

tout en-tier. Aussi, on s'autorisera à l'appliquer à des 2-formes quelonques de Ω2
Fq(S)/Fq

voire de
Ω2

Fq(S)/Fq
. Cet abus de notation sera par exemple utilisé dans la dé�nition II.3.5.La dé�nition II.3.2 n'est pas omplètement satisfaisante, ar il n'y a pas de lien entrele ouple (Da, Db) et ∆. De fait, il se peut par exemple que les supports de Da et Db nese roisent en auun point du support de ∆, e qui, d'après le orollaire I.7.9, donnerait unode nul. Nous allons don introduire une nouvelle notion permettant de relier un 0-ylesur S à une paire de diviseurs. Notons que ette dé�nition (dé�nition II.3.5) pourra semblerinutilement ompliquée au premier abord. Cependant, les ommentaires en setion II.3.6justi�eront à posteriori la pertinene de e hoix.II.3.4 Paires de diviseurs ∆-onvenablesCommençons par se donner un ahier des harges. On souhaite disposer des propriétéssuivantes.

(a) On aimerait que les odes di�érentiels onstruits à partir de ∆, G et du ouple (Da, Db)n'aient pas une oordonnée systématiquement nulle. On souhaiterait don que pour toutpoint P appartenant au support de ∆, il existe une setion de Ω2(G−D) qui n'annulepas l'appliation res2Da,P
.

(b) Notre but est également d'obtenir une relation d'orthogonalité entre les odes CL,S(∆, G)et CΩ,S(∆, Da, Db, G). Pour e faire, nous allons utiliser la troisième formule des résidus(théorème I.7.11) et adopter une démarhe prohe de elle qui est utilisée dans le asdes ourbes.1On a signalé en setion II.3.1 que ∆ jouait le r�le du diviseur D dans le as des ourbes. En réalité, dansle as des odes di�érentiels sur des surfaes deux objets de dimension di�érente endossent le r�le joué par lediviseur D dans le as des ourbes. Il y a d'un �té le 0-yle ∆ et d'un autre la paire de diviseurs (Da, Db).



60 II. Codes di�érentiels sur une surfaeLa dé�nition suivante répond à e ahier des harges.Dé�nition II.3.5. Soient Da et Db deux diviseurs sur S dont les supports n'ont pas deomposante irrédutible ommune et soit D le diviseur D := Da +Db. La paire (Da, Db) estdite ∆-onvenable si elle véri�e les onditions suivantes.
(i) Pour tout point P de S, l'appliation res2Da,P

: Ω2(−D)P → Fq est OS,P -linéaire. Onrappelle que Ω2(−D)P désigne la �bre en P du tiré en arrière sur S du faiseau Ω2(−D)

(ii) L'appliation res2Da,P
dé�nie i-dessus est surjetive pour tout point P appartenant ausupport de ∆ et nulle pour tout autre point de S.Attention.Même si les propriétés requises dans la dé�nition II.3.5 sont d'ordre géométriques,'est-à-dire qu'elles onernent S, les diviseurs Da et Db sont rationnels, 'est-à-dire dé�nissur Fq.Remarque II.3.6. La struture de OS,P -module de Fq est induite par l'appliation d'éva-luation f → f(P ). Aussi, la ondition (i) signi�e que pour toute fontion f régulière auvoisinage de P et tout germe de 2-forme ω appartenant à Ω2(−D)P , on ares2Da,P (fω) = f(P )res2Da,P (ω).Notons également que si (Da, Db) véri�e (i), alors l'appliation res2Da,P

s'annule sur mS,PΩ2(−D)P .Remarque II.3.7. Par un raisonnement analogue à elui qui est utilisé dans la remarqueII.3.3, on montre aisément que si (Da, Db) est ∆-onvenable, alors l'appliation res2Db,∆véri�e les mêmes propriétés de OS-linéarité que res2Da,∆
. Par onséquent la notion de ∆-onvenane est symétrique.

(Da, Db) est ∆-onvenable ⇐⇒ (Db, Da) est ∆-onvenable.Nous allons maintenant donner une ritère de ∆-onvenane faisant intervenir des pro-priétés d'intersetion entre les omposantes des diviseurs Da et Db.Proposition II.3.8 (Critère de ∆-onvenane). Soit (Da, Db) une paire de diviseurs dont lessupports n'ont pas de omposante irrédutible ommune et soit D la somme de es deux divi-seurs. Si Da et Db véri�ent les onditions suivantes, alors la paire (Da, Db) est ∆-onvenable.(1) Pour tout P appartenant au support de ∆, il existe une ourbe irrédutible C dé�niesur Fq, lisse en P telle que, sur un voisinage U de P on ait
Da

+
|U = C ∩ U ou Db

+
|U = C ∩ U et mP (C,D − C) = 1.(2) Pour tout point géométrique P de S n'appartenant pas au support de ∆, alors l'un desdiviseurs D∗ = Da ou D∗ = Db véri�e les onditions suivantes. Pour toute omposante

Fq-irrédutible C de D+
∗ ontenant P , on a :(a) la ourbe C est lisse en P ;(b) la ourbe C apparaît dans la déomposition de D∗ en ombinaison Z-linéaire deomposantes Fq-irrédutibles ave le oe�ient 1 ;() mP (C,D − C) ≤ 0.Remarque II.3.9. Ce ritère, quoique tehnique présente un avantage majeur, il permet deonstruire des paires de diviseurs ∆-onvenables. La preuve de la proposition II.4.7 fournitun algorithme de onstrution d'une paire ∆-onvenable étant donné un 0-yle ∆ (voir aussiremarque II.4.8).Avant de fournir une démonstration de ette proposition, nous allons faire quelques re-marques. Nous donnerons ensuite quelques illustrations pour tenter de se développer uneintuition des onditions exigées par le ritère.



II.3. Codes géométriques onstruits à partir de surfaes algébriques 61Remarque II.3.10. Dans la ondition (2) de la proposition II.3.8, le fait que D∗ soit Da ou
Db dépend du point P . En d'autres termes, en haque point P de S évitant le support de ∆,les onditions (2a), (2b) et (2) doivent être véri�ées soit par Da, soit par Db. Par ailleurs,le diviseur D∗ peut-être nul au voisinage de P ('est d'ailleurs e qui arrive en presque toutpoint de S). Dans e as, les onditions (2a), (2b) et (2) sont trivialement véri�ées. De fait,si au voisinage d'un point P de S, l'un des diviseurs Da ou Db est nul, 'est elui que l'onhoisit pour jouer le r�le de D∗. Cela permet de se ramener à un nombre �ni de véri�ations.Dans tout e qui suivra nous utiliserons le ode de ouleurs suivant.

D+
a D−a

D+
b D−b

Nous allons illustrer les onditions du ritère. Pour e faire, nous allons représenter dessituations dans lesquelles es situations sont véri�ées et d'autres dans lesquelles elles ne lesont pas. Ces onditions sont loales. Nous allons don présenter deux séries de �gures. Lapremière série orrespond au voisinage d'un point du support de ∆ et la seonde au voisinaged'un point géométrique de S non ontenu dans le support de ∆.En un point P du support de ∆. Dans le tableau qui suit, les �gures de la olonnede gauhe représentent des situations où la ondition (1) du ritère est véri�ée. Dans etableau ainsi que dans elui qui suit, on suppose que les ourbes représentées apparaissentdans l'expression de Da (resp. de Db) ave oe�ient 1.
Véri�ées Non véri�ées

P

P



62 II. Codes di�érentiels sur une surfae
P P

P P

En un point P n'appartenant pas au support de ∆. Les �gures de la olonne de gauhereprésentent des situations ou les onditions (2a), (2b) et (2) sont véri�ées. Dans la olonnede droite elle ne le sont pas.Véri�ées Non véri�ées
P

P

P P
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P P

P P

Remarque II.3.11. Le dernier exemple de la olonne de gauhe peut surprendre. Pour leomprendre, on pourra se référer à la remarque II.3.10.La démonstration de la proposition II.3.8 néessite le lemme et le orollaire qui suivent.Lemme II.3.12. Soient C une ourbe Fq-irrédutible plongée dans S et P un point lisse de
C. Soit ω une 2-forme sur S admettant un p�le simple le long de C. Alors, le 1-résidu de ωle long de C véri�e valP (res1

C
(ω)) = mP (C, (ω) + C).Remarque II.3.13. On déduit de e lemme que le diviseur (res1

C
(ω)) sur C est égal à

i∗((ω) +C), où i désigne l'injetion naturelle i : C →֒ S. Cette relation est utilisée par Serredans [Ser59℄ IV.8 lemme 2, pour démontrer la formule d'adjontion.Preuve du lemme II.3.12. Soient ϕ, ψ et v des équations loales respetives des diviseurs(
(ω) + C

)+
,
(
(ω) + C

)− et C au voisinage de P . Soit u un élément de Fq(S) tel que (u, v)soit une (P,C)-paire forte. Il existe une fontion h sur S régulière et inversible au voisinagede P telle que
ω = h

ϕ

ψ
du ∧

dv

v
.Le 1-résidu de ω le long de C est h̄ϕ̄ψ̄−1dū et h̄ est une fontion sur C régulière et inversibleau voisinage de P . Par onséquent la valuation en P de h̄dū est nulle etvalP (res1

C
(ω)) = valP (ϕ̄)− valP (ψ̄).De plus,

mP (C, (ω) + C) = mP (C, ((ω) + C)+)−mP (C, ((ω) + C)−). (II.1)On utilise ensuite la dé�nition de la multipliité d'intersetion,
mP (C, ((ω) + C)+) = dim

Fq
OS,P /(ϕ, v) = dim

Fq
OC,P /(ϕ̄) = valP (ϕ̄). (II.2)De même,

mP (C, ((ω) + C)−) = valP (ψ̄). (II.3)En injetant les résultats de (II.2) et (II.3) dans l'expression (II.1), on obtient le résultatreherhé.



64 II. Codes di�érentiels sur une surfaeCorollaire II.3.14. Soient C une ourbe Fq-irrédutible plongée dans S et P un point lissede C. Soit ω une 2-forme sur S telle quevalC(ω) ≥ −1 et mP (C, (ω) + C) ≥ −1.Alors, pour toute fontion rationnelle f sur S régulière au voisinage de P , on ares2
C,P

(fω) = f(P )res2
C,P

(ω).Preuve. Soient (u, v) une (P,C)-paire forte et f une fontion rationnelle sur S régulière auvoisinage de P . Il existe une fontion rationnelle ψ sur S régulière au voisinage de C telleque
ω = ψdu ∧

dv

v
.Posons

µ := res1
C

(ω) = ψ̄dū.Comme ω est de valuation supérieure à −1 et f de valuation positive le long de C, on ares1
C

(fω) = f̄µ.D'après le lemme II.3.12, la valuation de µ en P est supérieure ou égale à −1, donresP (f̄µ) = f̄(P )resP (µ) =⇒ res2
C,P

(fω) = f(P )res2
C,P

(ω).Preuve de la proposition II.3.8. Soit (Da, Db) une paire de diviseurs véri�ant le ritère,'est-à-dire les onditions (1), (2a), (2b) et (2) de la proposition II.3.8. Montrons qu'ellevéri�e alors les onditions (i) et (ii) de la dé�nition de ∆-onvenane.Condition (i). Soient P un point appartenant au support de ∆ et ω un germe de 2-formeappartenant à Ω2(−D)P . D'après la ondition (1), il existe une ourbe irrédutible C quiest égale à D+
a ou D+

b au voisinage de P . D'après la remarque II.3.7, on peut supposer sansperte de généralité que C est égale à D+
a au voisinage de P . De fait,res2Da,P (ω) = res2C,P (ω).De plus, la multipliité d'intersetion en P de C et Db est inférieure à 1 don

mP (C, (ω) + C) ≥ −1.Ainsi, omme la 2-forme ω est de valuation supérieure ou égale à −1 le long de C, d'après leorollaire II.3.14, l'appliation res2C,P (don res2Da,P
) restreinte à Ω2(−D)P est OS,P -linéaire.Condition (ii). Soit P un point de S hors du support de ∆. Enore d'après la remarqueII.3.7, on peut supposer que le Da est le diviseur D∗ de la ondition (2) de la propositionII.3.8. Par onséquent, toute omposante Fq-irrédutible C du support de D+

a ontenant Pest lisse en e point, apparaît dans Da ave le oe�ient 1 et véri�e
mP (C,D − C) ≤ 0. (II.4)Soient C une telle omposante et ω un germe de 2-forme appartenant à Ω2(−D)P . D'aprèsla ondition (2b), ω est de valuation supérieure ou égale à −1 le long de C. D'après le lemmeII.3.12, l'inégalité (II.4) entraîne que le 1-résidu res1

C
(ω) de ω le long de C est de valuationpositive en P . De fait, le 2-résidu de ω en P le long de C est nul. Cette assertion est valablepour toute omposante Fq-irrédutible de D+

a au voisinage de P , d'après la dé�nition I.7.10,on en déduit que res2Da,P (ω) = 0.



II.3. Codes géométriques onstruits à partir de surfaes algébriques 65II.3.5 Exemples de diviseurs ∆-onvenables.Le plan projetifSi S est le plan projetif P2
Fq

et X,Y, Z des oordonnées homogènes sur S. Soient U laarte a�ne U := {Z 6= 0} et ∆ la somme formelle de tous rationnels de U . Pour tout élément
α appartenant à Fq, on dé�nit les droites

La,α := {X = α} et Lb,α := {Y = α},puis les diviseurs
Da :=

∑

α∈Fq

La,α et Db :=
∑

α∈Fq

Lb,α.La �gure suivante représente ette paire de diviseurs dans le as où le orps de base est F3. Ladroite en pointillés �ns est la droite �à l'in�ni� et les • représentent les éléments du supportde ∆.
Z = 0

La paire (Da, Db) véri�e le ritère de la proposition II.3.8. En e�et, soit P un point dusupport de ∆ de oordonnées homogènes (α : β : 1), alors La,α (resp. Lb,β) est la seuleomposante de Da (resp. Db) passant par P , es deux omposantes sont lisses en P ets'intersetent ave multipliité 1. En un point géométrique P de S n'appartenant pas ausupport de ∆, au moins l'un des diviseurs Da ou Db ne possède pas P dans son support, onlui fait don jouer le r�le de D∗ (voir remarque II.3.10).Le produit de deux droites projetivesSupposons que S est la variété P1
Fq
×P1

Fq
. Soit ((U, V ), ((X,Y )) un système de oordon-nées bihomogènes sur S. Soient W la arte a�ne W := {V 6= 0} ∩ {Y 6= 0} et ∆ la sommedes points rationnels de W . Pour tout α appartenant à Fq, on introduit les droites

La,α := {U = α} et Lb,α := {X = α},puis les diviseurs
Da :=

∑

α∈Fq

La,α et Db :=
∑

α∈Fq

Lb,α.La �gure suivante représente ette paire de diviseurs dans le as où le orps de base est F3.Les droites en pointillés �ns orrespondent aux deux droites �à l'in�ni� et les • représententles éléments du support de ∆.
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Y = 0

V = 0

On montre aisément que le ouple de diviseurs ainsi onstruit satisfait le ritère de la propo-sition II.3.8, 'est don un ouple de diviseurs ∆-onvenable.Remarque II.3.15. La onstrution i-dessus s'étend aisément au as où S est un produitde deux ourbes admettant toutes deux des points rationnels.Quadriques lisses de P3Sur un orps algébriquement los, une quadrique lisse s'obtient à partir de P2 en élatantdeux points P et Q puis en ontratant la transformée strite l'unique droite ontenant esdeux points. De fait, une quadrique lisse de P3 est toujours géométriquement isomorphe àun produit de deux droites projetives. Si le orps de base est un orps �ni Fq, on distinguedeux lasses d'isomorphisme de quadriques lisses dans P3. Les quadriques hyperboliques sont
Fq-isomorphes à P1 ×P1 et orrespondent au as où les points P et Q sont rationnels. Lesquadriques elliptiques sont Fq2 -isomorphes à P1 ×P1 et orrespondent au as où les points
P et Q sont dé�nis sur Fq2 et onjugués sous l'ation de Gal(Fq2/Fq).De e fait, on peut remarquer une relation entre les ouples de diviseurs ∆-onvenablesdes deux exemples préédents. Partons de l'exemple où S est le plan projetif. Appelons Pet Q les points de onours respetifs des omposantes de Da et Db et D la droite qui reliees deux points. Alors, le proessus d'élatements et ontrations dérit i-dessus permetd'obtenir le ouple de diviseurs ∆-onvenables de l'exemple où S est P1 × P1 à partir deelui où S est P2, par le proédé suivant

D

P

Q

EP

D̃
EQ

Les ourbes EP et EQ de la �gure entrale sont les diviseurs exeptionnels orrespondantrespetivement à P et Q. Dans la dernière �gure, les ourbes en pointillés sont les images de
EP et EQ après ontration de D̃.



II.3. Codes géométriques onstruits à partir de surfaes algébriques 67Constrution d'un diviseur ∆-onvenable sur une quadrique elliptique de P3. Dans etexemple, on suppose que le orps de base Fq est de aratéristique di�érente de 2. Ononsidère une quadrique elliptique Q plongée dans P3. Soit P∞ un point rationnel de Q et
∆, la somme de tous les points rationnels de Q sauf P∞.D'après les ommentaires sur les quadriques donnés page 66, la surfae Q se onstruit àpartir de P2 en élatant un point fermé de degré 2 puis en ontratant la transformée stritede l'unique droite rationnelle ontenant e point.Nous allons onstruire notre paire de diviseurs ∆-onvenable à partir de P2. On onsidèrele plan projetif muni d'un système de oordonnées homogènes (X,Y, Z). Soit D, la droited'équation Z = 0 et P un point fermé de D de degré 2. On notera p et pσ les pointsorrespondants après extension des salaires de degré 2, l'exposant σ représente le onjuguésous l'ation du Fröbenius. On pose ∆1, la somme des points rationnels de P2 rD. Aprèsélatement de P et ontration de la transformée strite D̃ de D, on obtient une quadriqueelliptique, l'image de ∆1 par ette opération est ∆.Soient L la droite d'équation X = 0 et s la symétrie d'axe L dé�nie par

s : (x : y : z) 7→ (x : −y : z).On rappelle que la aratéristique du orps Fq est supposée di�érente de deux dans etexemple. De e fait, l'appliation i-dessus n'est pas l'identité.Constrution de Da. Soit α ∈ Fq2 rFq dont la trae α+αq sur Fq est nulle. Soit v ∈ F2
q2 ,le veteur v := (1, α). Le onjugué vσ de v est égal au symétrique de v par s. On onsidèrel'ensemble de oniques rationnelles ontenant P et admettant {v, vσ} omme veteur tangenten e point. Le système linéaire orrespondant est de dimension 1, il y a don q+ 1 oniquesrationnelles satisfaisant es ontraintes. L'une d'entre elles est la droite double 2D, les autressont notées Ca1 , . . . , Caq .

v vσ

Ca
k

D

L

Ca
q

pσp

Ca
1

La �gure est de plus invariante par s.Remarque II.3.16. Comme ela apparaît, l'une des oniques notée Cak dans la �gure estdégénérée, elle est réunion de deux droites quadratiques onjuguées.On pose
Da :=

q∑

i=1

Cai .



68 II. Codes di�érentiels sur une surfaeConstrution de D+
b
. On se donne un autre veteur w ∈ F2

q2rF2
q dont le onjugué oïnideave son image par s et on onstruit une seonde famille de oniques Cb1, . . . , Cbq omme dansl'étape préédente. On pose

D+
b :=

q∑

i=1

Cbi .Ce diviseur est également invariant sous l'ation de la symétrie s.Les diviseurs Da et D+
b sont tous deux linéairement équivalents à 2qL où L est la lassed'équivalene linéaire d'une droite quelonque de P2. Le produit d'intersetion de es divi-seurs est don 4q2. Il va don falloir éliminer des points en ajoutant à Db une partie négative.Prenons le temps de dérire le 0-yle d'intersetion Da ∩D

+
b .(1) Tous les points du support de ∆ y apparaissent. Les points doubles orrespondent àune tangene entre un élément du support de Da et un du support de Db. L'invarianede es deux diviseurs sous l'ation de s entraîne que les points doubles sont sur l'axede symétrie L. On a don dans e 0-yle les q2 points du support de ∆1 dont q pointsde L qui apparaissent ave oe�ient 2.(2) La multipliité d'intersetion de Da et D+

b en p (resp. pσ) est q2, don le point Papparaît q2 fois dans e 0-yle.(3) Il reste don q2− q points géométriques à identi�er dans e 0-yle. Ils s'agit en fait de
(q2 − q)/2 points de degré 2 provenant de l'intersetion d'un élément de Supp(Da) etd'un élément de Supp(Db).Constrution de D−

b
. Pour onstruireD−b , nous allons avoir besoin de donner des équationsexpliites pour Da et D+
b . Soit a ∈ F×q r F×q

2 et α ∈ Fq2 une raine arrée de a. On peutsupposer que le point p est de oordonnées (1 : α : 0). On peut alors se onvainre du faitque les deux équations suivantes fournissent de bons andidats pour Da et D+
b .

Ha =
∏

t∈Fq

(x2 + y2 + tz2)et
Hb =

∏

t∈Fq

((x − z)2 + y2 + tz2) =
∏

t′∈Fq

(x2 + y2 − 2xz + t′z2).Trouver un point d'intersetion dans le plan a�ne de Da et D+
b revient à trouver un pointd'intersetion entre une onique du support de Da et une onique du support de Db. Ce quirevient à résoudre le système :

{
x2 + y2 + t = 0

x2 + y2 − 2x+ u = 0
⇐⇒

{
x2 + y2 + t = 0

x = t−u
2

⇐⇒

{
x = t−u

2
y2 = t− ( t−u2 )2.On véri�e ensuite que l'appliation (t, u)→ t− (t− u)2/4 est surjetive de Fq ×Fq dans

Fq. En d'autres termes les points d'intersetions dans le plan a�ne de deux telles oniquessont soit des points Fq-rationnels du plan a�ne soit des points de la forme (s, τ) où s est unélément de Fq et τ un élément de Fq2 r Fq dont le arré est dans Fq.Rappelons que les points doubles dans l'intersetion de Da et D+
b sont tous sur l'axe desymétrie, à savoir la droite d'équation y. Aussi, le diviseur e�etif d'équation

Hc := y
∏

s∈F×

q rF
×

q
2

(y2 − sz2)fournit un bon andidat pour le diviseur D−b .On pose alors Db := D+
b −D

−
b .



II.3. Codes géométriques onstruits à partir de surfaes algébriques 69On dé�nit en�n sur Q les diviseurs D̃a et D̃b onstruits omme étant les transforméesstrites des diviseurs du même nom par l'opération d'élatement/ontration. Le 0-yled'intersetion de es diviseurs est exatement ∆, ar l'opération d'élatement a �séparé� lesdiviseurs Da et Db en P . On véri�e alors que ette paire de diviseurs véri�e le ritère de laproposition II.3.8, elle est don ∆-onvenable.Remarque II.3.17. Le groupe de Piard d'une quadrique elliptique est libre de rang 1 etengendré par la lasse d'une setion plane LQ. On Peut aisément montrer que les diviseursainsi onstruits véri�ent
D̃a ∼ D̃

+
b ∼ D̃

−
b ∼ qLQ.Autres exemplesD'une façon générale le alul de paires de diviseurs ∆-onvenables est ardue. Toutefois,le lemme II.4.7 et la remarque II.4.8 stipulent que des paires de diviseurs ∆-onvenablessont expliitement alulables via des méthodes d'interpolation implémentables sur ordi-nateur. Un programme appelé DeltaConv permettant de aluler des paires de diviseurs

∆ − convenables à l'aide du logiiel magma est proposé en annexe F.1. Ave l'aide de eprogramme nous avons alulé des paires de diviseurs ∆-onvenables pour quelques exemplesmoins triviaux que eux qui préèdent.Sur une surfae Hermitienne. On onsidère la surfae Hermitienne sur F4 plongée dans
P3 d'équation X3 +Y 3 +Z3 +T 3 = 0. On la munit du 0-yle égal à la somme de ses pointsrationnels dans la arte a�ne {Z 6= 0}. Le programme nous retourne les résultats suivants.>> F<w>:=F in i t eF i e l d ( 4 ) ;> P3<x , y , z , t>:=Pro j e  t i v eSpae (F , 3 ) ;> Herm:=Sheme (P3 , x^3+y^3+z^3+t ^3) ;>>> A:=DeltaConv (Herm , Points , 1 000 , 1 000 , 1 0 ) ;D_a a e te trouve de maniere d e t e rm in i s t e .D_b̂ + a ete trouve de maniere d e t e rm in i s t e .D_b̂ − a e t e trouve de maniere d e t e rm in i s t e .Le d i v i s e u r d ' equat ionx∗y^3 + x∗z^3 + y^4 + y∗ t^3 + z^4 + z∗ t^3onvient pour D_a.Le d i v i s e u r d ' equat ionw^2∗x^4 + w^2∗x∗ t^3 + w∗y^4 + w∗y∗ t^3 + z^4 + z∗ t^3onvient pour D_b^+.Le d i v i s e u r d ' equat ionx^2 + w^2∗y^2 + w∗z^2onvient pour D_b^−.Sur une surfae quartique. On onsidère la surfae d'équation X4 + Y 4 + Z4 + T 4 = 0dé�nie sur F3. On prend omme 0-yle ∆, la somme des points rationnels de la arte a�ne
{Z = 0} de ette surfae. On obtient le résultat suivant.



70 II. Codes di�érentiels sur une surfae> S:=Sheme (P3 , x^4+y^4+z^4+t ^4) ;> A:=DeltaConv (Herm , Points , 1 000 , 1 000 , 1 0 ) ;Le d i v i s e u r d ' equat ionx^2 + y^2 + z^2 + t^2onvient pour D_a.Le d i v i s e u r d ' equat ionz^3 + 2∗ z∗ t^2onvient pour D_b^+.Le d i v i s e u r d ' equat ionx^3∗z + 2∗x^3∗ t + 2∗x^2∗y^2 + x^2∗y∗z + x^2∗y∗ t +x^2∗z^2 + x^2∗z∗ t + x^2∗ t^2 + x∗y^2∗z + 2∗x∗y^2∗ t +x∗y∗z^2 + 2∗x∗z^2∗ t + 2∗x∗z∗ t^2 + 2∗x∗ t^3 + y^4 +y^3∗z + y^3∗ t + y^2∗z^2 + y^2∗z∗ t + y∗z^2∗ t +2∗y∗z∗ t^2 + y∗ t^3 + z^3∗ t + 2∗ z^2∗ t^2 + z∗ t^3 +2∗ t^4onvient pour D_b^−.II.3.6 Disussion sur la ∆-onvenane et le ritèreAu vu des exemples du plan projetif et du produit de deux droites projetives, on est tentéd'envisager une dé�nition nettement plus simple. Un ouple (Da, Db) serait ∆-onvenable siet seulement si les diviseurs Da et Db étaient e�etifs et le 0-yle d'intersetion Da ∩ Dbvéri�ait
Da ∩Db = ∆.On montre aisément qu'une telle dé�nition implique en fait la ∆-onvenane (il impliquele ritère de la proposition II.3.8). Cependant, elle n'est pas vraiment intéressante en e sensoù, étant donné un 0-yle ∆ sur S, une paire de diviseurs véri�ant de telles onditionsn'existe pas en général. Par exemple, si S est le plan projetif et ∆ la somme de trois pointsrationnels non alignés on ne peut onstruire une paire (Da, Db) véri�ant es onditions. Ene�et, supposons qu'une telle paire existe et soit L une droite de S = P2, alors la lassede L engendre la groupe de Piard de S et il existe deux entiers positifs na et nb tels que

Da ∼ naL et Db ∼ nbL. De plus, le produit d'intersetion de Da et Db est 3 par hypothèse.Don, omme l'auto-intersetion de L est égale à 1, on en déduit que na ou nb est égal à 1,e qui ontredit le fait que les éléments du support de ∆ sont non alignés.II.4 Relations entre odes fontionnels et di�érentiels surune surfaeNous étudions dans ette setion l'extension aux surfaes de relations onnues en théoriedes odes onstruits à partir de ourbes. On rappelle que l'on se plae toujours dans le adredérit en setion II.3.1.II.4.1 Relation d'orthogonalitéLe théorème qui suit est elui qui a motivé l'introdution de la notion de ∆-onvenane.Théorème II.4.1 (Théorème d'orthogonalité). Soient (Da, Db) une paire ∆-onvenable dediviseurs et D := Da +Db. On a alors,
CΩ,S(∆, Da, Db, G) ⊆ CL,S(∆, G)⊥.



II.4. Relations entre odes fontionnels et di�érentiels sur une surfae 71Preuve. Soient c un mot de CL,S(∆, G) et c′ un mot de CΩ,S(∆, Da, Db, G). Il existe respe-tivement une fontion f appartenant à L(G) et une 2-forme ω appartenant à Γ(S,Ω2(G−D))telles que
c = ev∆(f) et c′ = res2Da,∆(ω).On note �〈 , 〉� la forme bilinéaire anonique sur Fnq . On a don
〈c, c′〉 =

n∑

i=1

f(Pi)res2Da,Pi
(ω).Comme le support diviseur G est supposé éviter elui du 0-yle ∆, on en déduit que f estrégulière au voisinage de tout point Pi appartenant au support de ∆. De plus, la 2-forme fωappartient à Γ(S,Ω2(−D)). Don, d'après la dé�nition de ∆-onvenane, on a

∀P ∈ S, res2Da,P (fω) =

{
0 si P /∈ Supp(∆)

f(P )res2Da,P
(ω) si P ∈ Supp(∆).Par onséquent,

〈c, c′〉 =

n∑

i=1

res2Da,Pi
(fω) =

∑

P∈S

res2Da,P (fω)et ette dernière somme est nulle d'après la troisième formule des résidus (théorème I.7.11).En setion II.5.2 l'étude d'un exemple simple nous montrera que l'inlusion réiproqueest en général fausse. Elle peut d'ailleurs être fausse pour tout hoix de paire ∆-onvenablede diviseurs. Nous disuterons de e défaut d'inlusion réiproque en setion II.6.Avant de passer à la suite faisons une ourte remarque sur les notations adoptées.Allègement des notations. Les notations de odes fontionnels et di�érentiels sur S sontrespetivement CL,S(∆, G) et CΩ,S(∆, Da, Db, G). Dans e qui suit, s'il n'y a pas d'ambiguïtésur la variété sur laquelle on travaille (en l'ourrene dans e hapitre on travaille systéma-tiquement sur S), on s'autorisera à ne pas la signaler en indie. On parlera alors de CL(∆, G)et CΩ(∆, Da, Db, G).II.4.2 Un ode di�érentiel est fontionnelNous avons vu en setion II.2 qu'un ode di�érentiel sur une ourbe véri�ait deux proprié-tés intéressantes. La première est qu'il est l'orthogonal d'un ode fontionnel. La seonde estque e ode s'identi�e à un ode fontionnel assoié à d'autres diviseurs. Dans e qui préède,nous avons herhé un analogue de la première propriété. Nous allons maintenant en herherun pour la seonde et voir qu'à la di�érene de la première, ette seonde propriété s'étendparfaitement aux odes onstruits sur des surfaes.Dans le as des odes sur les ourbes, e résultat est une onséquene du théorème d'ap-proximation faible aussi appelé théorème d'indépendane des valuations (voir [Sti93℄ I.3.1).De fait, nous allons avoir besoin d'un résultat analogue en dimension 2. La proposition quisuit est sensiblement di�érente d'un énoné de théorème d'indépendane de valuations, maiselle va nous fournir exatement le résultat néessaire pour la suite.Proposition II.4.2. Soit C une ourbe irrédutible plongée dans S. Soient P1, . . . , Pr unefamille de points fermés de S r C et Q1, . . . , QS une famille de points fermés de C. Alors,il existe une uniformisante v ∈ OS,C telle que le support du diviseur prinipal (v) évite lespoints P1, . . . , Pr et elui du diviseur (v)− C évite les points Q1, . . . , Qs.Remarque II.4.3. Une autre façon de formuler le résultat onsiste à dire qu'il existe unefontion v qui est une équation loale de C au voisinage des points Q1, . . . , Qs et qui n'a nizéro ni p�le en les points P1, . . . , Pr.



72 II. Codes di�érentiels sur une surfaePreuve. Soit v0 une uniformisante de OS,C . Alors, le diviseur de v0 est de la forme
(v0) = C +D,où D est un diviseur dont le support ne ontient pas C. D'après le moving lemma ([Sha94℄III.1.3 théorème 1), il existe un diviseur D′ linéairement équivalent à D dont le support éviteles points P1, . . . , Pr, Q1, . . . , Qr. Ainsi, il existe une fontion f rationnelle sur S telle que
D′ = D + (f).La fontion v := fv0 est solution du problème.Remarque II.4.4. Dans le premier volume du livre [Sha94℄ de Shafarevih, le orps de baseest supposé algébriquement los. Cependant, l'étude de la preuve du �moving lemma� permetde onstater que ette hypothèse n'est pas utile pour prouver e résultat. Une preuve diretede la proposition II.4.2 est donnée en annexe B. La logique de ette preuve est sensiblementla même que elle du moving lemma.Corollaire II.4.5. Soit (Da, Db) une paire ∆-onvenable de diviseurs et D := Da + Db.Alors, il existe une 2-forme ω0 rationnelle sur S qui véri�e les propriétés suivantes.(1) Il existe un ouvert U ontenant le support de ∆ et tel que (ω0|U ) = −D|U .(2) Pour tout point P appartenant au support de ∆, on a res2Da,P

(ω0) = 1.(3) Pour tout point P appartenant au support de ∆ et pour toute fontion f régulière auvoisinage de P , on a res2Da,P
(fω0) = f(P )res2Da,P

(ω0).Preuve. Soient X1, . . . , Xr et Y1, . . . , Yr les omposantes irrédutibles respetives dessupports de Da et Db. Il existe des entiers m1, . . . ,mr et n1, . . . , ns tels que
Da = m1X1 + · · ·+mrXr et Db = n1Y1 + · · ·+ nsYs.D'après la proposition II.4.2, il existe un voisinage U de Supp(∆) et des fontions u1, . . . , uret v1, . . . , vs régulières sur U telles que pour tout i (resp. tout j), la fontion ui|U est uneéquation de Xi ∩ U (resp. vj |U est une équation de Yj ∩ U).Soit µ une 2-forme rationnelle sur S n'ayant ni zéro ni p�le au voisinage du support de ∆.Une telle 2-forme existe, ar d'après le moving lemma (voir [Sha94℄ III.1.3 thm1 et remarqueII.4.4), il existe un diviseur anonique dont le support évite elui de ∆. Quitte à remplaer

U par un voisinage plus petit de Supp(∆) on peut supposer que la 2-forme µ restreinte à Un'a ni zéro ni p�le. On pose alors
ω :=

µ

uv
.On a don

(ω|U ) = −D|Uet d'après la dé�nition de ∆-onvenane, pour tout P appartenant au support de ∆, on ares2Da,P (ω) = aP 6= 0.Par interpolation, on peut onstruire une fontion g régulière au voisinage du support de ∆et telle que pour tout P dans e support,
g(P ) = a−1

P .Quitte a réduire enore la taille de U , on peut supposer que g n'a ni zéro ni p�le sur U . Onpose alors
ω0 := gω.Comme g n'a ni zéro ni p�le sur U , les 2-formes ω et ω0 restreintes à U ont même diviseur,'est-à-dire

(ω0|U ) = −D|U .La ∆-onvenane du ouple (Da, Db) permet de onlure que ω0 véri�e les propriétés requises.



II.4. Relations entre odes fontionnels et di�érentiels sur une surfae 73Théorème II.4.6. Soient (Da, Db) une paire ∆-onvenable de diviseurs et D := Da +Db,alors il existe un diviseur anonique K tel que
CΩ(∆, Da, Db, G) = CL(∆,K −G+D).Preuve. Soit ω0 une 2-forme rationnelle sur S véri�ant les propriétés du orollaire II.4.5 etsoit K son diviseur. D'après la propriété 1 du orollaire II.4.5, le diviseur K est de la forme

K = −D +R,où le support de R évite elui de ∆. Soit ω une 2-forme appartenant à Γ(S,Ω2(G −D)), ilexiste une unique fontion f dans L(K −G+D) telle que
ω = fω0.Notons que

K −G+D = −G+R.Aussi, les éléments de L(K −G+D) sont des fontions régulières au voisinage de Supp(∆).Soit P un point du support de ∆, d'après les propriétés 2 et 3 du orollaire II.4.5, on ares2Da,P (ω) = res2Da,P (fω0) = f(P ) res2Da,P (ω0)︸ ︷︷ ︸
=1

.On en déduit la relation res2Da,∆(ω) = ev∆(f).Nous avons montré que tout ode di�érentiel est en fait un ode fontionnel assoié àd'autres diviseurs. Notons à e stade que, dans le as des ourbes, la réiproque est élémen-taire, à savoir : tout ode fontionnel est di�érentiel. Dans le as des surfaes, ette réiproqueest moins évidente. En e�et, étant donné un ode fontionnel CL(∆, G), si l'on veut prouverque e ode se réalise sous la forme d'un ode di�érentiel, il faut d'abord disposer d'une paire
∆-onvenable de diviseurs.II.4.3 Réiproque, un ode fontionnel est di�érentielLemme II.4.7 (Existene d'une paire ∆-onvenable pour tout ∆). Soient S une surfaealgébrique projetive lisse géométriquement intègre et Q1, . . . , Qm une famille de points ra-tionnels de S. Posons ∆ := Q1+· · ·+Qm. Alors, il existe une in�nité de paires ∆-onvenablesqui véri�ent le ritère de la proposition II.3.8.Remarque II.4.8. La démonstration qui suit est onstrutive. De fait, elle aentue l'in-térêt de la proposition II.3.8. En e�et, même si le ritère qui y est énoné est extrêmementtehnique, les paires qui le véri�ent peuvent être alulées expliitement.Preuve. Étape 1 : Constrution de Da. On hoisit une ourbe réduite C, éventuelle-ment rédutible qui ontienne tout le support de ∆ et qui soit régulière en haque pointde e dernier. Assurons nous de l'existene d'une telle ourbe. Soit U un voisinage a�ne dusupport de ∆, on note mP1 , . . . ,mPn

les idéaux maximaux de Fq[U ] orrespondant aux points
P1, . . . , Pn. Il s'agit de hoisir un élément de l'idéal produit mP1 · · ·mPn

qui n'appartienneà auun des idéaux m2
Pi
. Les idéaux m2

Pi
étant deux à deux étrangers, d'après le théorèmehinois, on a l'isomorphisme

Fq[U ]/m2
P1
· · ·m2

Pn

∼ ∏n
i=1 Fq[U ]/m2

Pi
.On hoisit un élément (ā1, . . . , ān) dans ∏imPi

/m2
Pi

dont auune des oordonnées āi n'estnulle. On relève et élément en une fontion a de Fq[U ] par le biais de l'isomorphisme i-dessus. La fontion obtenue appartient bien à l'idéal produit mP1 · · ·mPn
et n'est dans auun



74 II. Codes di�érentiels sur une surfaedes m2
Pi
. La fermeture projetive du lieu d'annulation de a est une ourbe C véri�ant lesonditions exigées. De plus, si l'on remplae a par a+m où m est un élément de m2

P1
· · ·m2

Pnn'appartenant pas à l'idéal engendré par a, on obtient une ourbe C′ distinte de C etvéri�ant les mêmes onditions. On en déduit l'existene d'une in�nité de ourbes interpolantle support de ∆ et lisse en haque point de e dernier. Soit don C une telle ourbe, on posealors
Da := C1 + · · ·+ Ck,où les Ci sont les omposantes irrédutibles de C.Étape 2 : Constrution de Db. On hoisit, toujours par interpolation, un diviseur e�etif

D′ interpolant tous les points de Supp(∆) et n'ayant pas de omposante irrédutible ommuneave Da. Soit Θ, le 0-yle obtenu par l'intersetion au sens de la théorie des shémas desdiviseurs Da et D′. On a don
Θ = ∆ + ∆′où ∆′ est un 0-yle e�etif. On hoisit alors un diviseur D′′ tel que

Da ∩D
′′ = ∆′ + ∆′′où le support de ∆′′ est disjoint de elui de ∆. Le diviseur D′′ se onstruit également parinterpolation. On pose en�n

Db := D′ −D′′.On montre aisément que la paire ainsi onstruite véri�e le ritère de la proposition II.3.8.Elle est don ∆-onvenable. Comme il existe une in�nité de façons de onstruire Da (et Db)on en déduit qu'il existe une in�nité de paires ∆-onvenables.Théorème II.4.9. Étant donné un diviseur G sur S, il existe un diviseur anonique K etune paire ∆-onvenable (Da, Db) telle que
CL(∆, G) = CΩ(∆, Da, Db,K −G+D).Preuve. Le lemme II.4.7 assure l'existene d'une paire ∆-onvenable (Da, Db). À partir deette paire, on onstruit une 2-forme ω0 en utilisant orollaire II.4.5. On pose

K := (ω0).D'après le théorème II.4.6 on a
CΩ(∆, Da, Db,K −G+D) = CL(∆,K − (K −G+D) +D)

= CL(∆, G).Ce qui onlut la démonstration.II.5 Défaut d'inlusion réiproque pour le théorème d'or-thogonalitéNous allons présenter deux exemples de surfaes, qui sont en l'ourrene les exemples lesplus simples que l'on onnaisse, à savoirP2 et P1×P1. Nous allons voir que l'on dispose d'uneinlusion réiproque systématique pour le premier exemple (le plan projetif) en hoisissantune paire de diviseurs ∆-onvenable extrêmement simple. Ensuite, nous observerons quedans le seond exemple (le produit de deux droites projetives), l'inlusion réiproque pourle théorème d'orthogonalité n'a jamais lieu, et e quel que soit la paire ∆-onvenable hoisie.



II.5. Défaut d'inlusion réiproque pour le théorème d'orthogonalité 75II.5.1 Codes sur le plan projetifOn reprend les notations de la setion II.3.5. On rappelle que X,Y et Z désignent desoordonnées homogènes sur P2, que l'ouvert U est le omplémentaire de la droite d'équation
Z = 0 et que le 0-yle ∆ est la somme de tous les points rationnels de l'ouvert U . Pouronstruire des odes fontionnels on doit également introduire un diviseur G. Soient m unentier positif et L∞ la droite d'équation Z = 0, on pose

Gm := mL∞.Notons que, omme la lasse d'équivalene linéaire de la droite L∞ engendre le groupe dePiard de P2, on peut sans perte de généralité onsidérer que le diviseur G est de la forme
Gm.Remarque II.5.1. On a supposé que l'entier naturel m était positif, on aurait pu omettreette hypothèse. Cependant, si m < 0, alors l'espae L(Gm) est nul et le ode fontionnel lesera également. Nous avons don hoisi d'éviter ette situation totalement inintéressante.Codes fontionnelsCommençons par rappeler que les odes fontionnels CL(∆, Gm) ne sont autre que desodes de Reed-Müller a�nes. Posons

x :=
X

Z
et y :=

Y

Z
.L'espae vetoriel L(Gm) s'identi�e à l'espae Fq[x, y]≤m des polyn�mes en x et y de degrétotal inférieur ou égal à m. On rappelle que, par onvention, si l'entier m est stritementnégatif, alors l'espae Fq[x, y]≤m est nul. Ainsi, le ode CL(∆, Gm) s'obtient par évaluationen tous les points du plan a�ne U des éléments de l'espae vetoriel Fq[x, y]≤m, 'est donle ode de Reed-Müller RMq(2,m). Pour plus d'informations sur les odes de Reed-Müller,voire [MS77a℄ hap 13 pour les odes binaires et [DGM70℄ pour le as général.Codes di�érentielsOn reprend la paire ∆-onvenable (Da, Db) de la setion II.3.5. C'est à dire que Da (resp.

Db) est la somme de toutes les droites d'équations x = α (resp. y = α) ave α ∈ Fq. Pourproéder à l'étude des odes di�érentiels de la forme CΩ(∆, Da, Db, Gm), nous allons utiliserle théorème II.4.6 et herher à quels odes fontionnels ils s'identi�ent. Pour e faire, nousallons introduire expliitement une 2-forme rationnelle ω0 véri�ant les propriétés du orollaireII.4.5. Soit don
ω0 :=

dx∏
α∈Fq

(x − α)
∧

dy∏
β∈Fq

(y − β)
.Calul du diviseur de ω0. D'après [Sha94℄ III.6.4, on sait qu'un diviseur anonique sur P2est linéairement équivalent à −3L∞. De plus,

(ω0|U ) = −D|U .De fait, le diviseur anonique (ω0) est de la forme
(ω0) = kL∞ −Doù k est un entier à déterminer. On sait également que, par onstrution, le diviseur D estlinéairement équivalent à 2qL∞. On en déduit la relation

−3L∞ ∼ (k − 2q)L∞, don k = 2q − 3.En onlusion,
(ω0) = (2q − 3)L∞ −D = G2q−3 −D. (II.5)



76 II. Codes di�érentiels sur une surfaePropriétés véri�ées par ω0. Maintenant que l'on onnaît le diviseur (ω0) et que l'on saitqu'il oïnide ave −D sur le voisinage U du support de ∆, il reste à véri�er que ω0 véri�eles deux autres propriétés du orollaire II.4.5. Soient P un point appartenant au support de
∆ et xP , yP ses oordonnées a�nes dans U . On appelle C, la droite d'équation y = yP et onalule le 1-résidu de ω0 le long de ette droite. On obtientres1C(ω0) =

1∏
β 6=yP

(yP − β)

dx̄∏
α∈Fq

(x̄− α)
.On remarque que le produit ∏β 6=yP

(yP − β) est égal au produit de tous les éléments de F×q ,il est don égal à −1.Calulons à présent le 2-résidu en P le long de C de ω0, 'est à dire le résidu en P de la
1-forme sur C i-dessus. On obtientres2C,P (ω0) = −

1∏
α6=xP

(xP − α)
= 1.La propriété 3 est une onséquene immédiate de la ∆-onvenane de (Da, Db).Identi�ation à des odes fontionnels et orthogonalité. La 2-forme ω0 véri�e les pro-priétés du orollaire II.4.5. On en déduit que pour tout entier m, le ode CΩ(∆, Da, Db, Gm)s'identi�e au ode CL(∆, (ω0) − Gm + D). D'après le alul du diviseur (ω0) en (II.5), ononlut que pour tout entier m, on a

CΩ(∆, Da, Db, Gm) = CL(∆, G2q−3−m).D'après le théorème II.4.1, on a l'inlusion
CΩ(∆, Da, Db, Gm) ⊆ CL(∆, Gm)⊥.On peut évaluer les dimensions de es odes et montrer que l'inlusion réiproque est véri�ée.Ce résultat n'a absolument rien de nouveau. Il est en e�et onnu que l'orthogonal d'un odede Reed-Müller est enore un ode de Reed-Müller (voir [MS77b℄ h 13 et [DGM70℄ 3.2).En onlusion, l'orthogonalité parfaite entre ode fontionnel et ode di�érentiel est ob-tenue dans e as élémentaire et très partiulier. Il ne s'agit malheureusement pas d'un faitgénéral. L'exemple suivant, qui est pourtant presque aussi élémentaire, montre qu'en généralon doit se ontenter d'une inlusion strite.II.5.2 Codes sur un produit de deux droites projetivesOn reprend les notations de la setion II.3.5. On rappelle que ((U, V ), (X,Y )) est unsystème de oordonnées bihomogènes sur P1 × P1. On note E et F les droites d'équationsrespetives V = 0 et Y = 0. On rappelle également que l'ouvert U est le omplémentaire de

E ∪ F . En�n, pour tout ouple d'entiers (m,n) on dé�nit le diviseur Gm,n par
Gm,n := mE + nF.Tout omme dans l'exemple préédent, on sait que l'on peut sans perte de généralité supposerque le diviseur G intervenant dans la onstrution du ode fontionnel est de la forme Gm,n.En e�et, les lasses d'équivalene linéaires de E et F engendrent le groupe de Piard de

P1 ×P1.Codes fontionnelsNous allons montrer tout d'abord que les odes fontionnels de la forme CL(∆, Gm,n)sont des produits tensoriels de odes de Reed-Solomon. Posons
u :=

U

V
et x :=

X

Y
.



II.5. Défaut d'inlusion réiproque pour le théorème d'orthogonalité 77L'espae vetoriel L(Gm,n) s'identi�e au sous-espae de Fq[u, x] des polyn�mes de degré en
u inférieur ou égal à m et de degré en x inférieur ou égal à n. En d'autres termes on al'identi�ation

L(Gm,n) ∼= Fq[u]≤m ⊗Fq
Fq[x]≤n.On note RSq(n) le ode de Reed-Solomon de longueur q obtenu par évaluation en tous leséléments de Fq des polyn�mes de Fq[t]≤n. Le ode fontionnel sur P1 × P1 est don de laforme

CL(∆, Gm,n) = RSq(m)⊗Fq
RSq(n).L'orthogonal ne peut être di�érentiel. D'après le théorème II.4.6, il su�t de montrer quel'orthogonal du ode fontionnel CL(∆, Gm,n) n'est pas un ode fontionnel sur P1×P1. Untel résultat entraînerait, qu'il n'existe auun ouple ∆-onvenable (Da, Db) tel que le ode

CL(∆, Gm,n)
⊥ soit égal à CΩ(∆, Da, Db, Gm,n). On a vu dans le paragraphe préédent quele ode CL(∆, Gm,n) était égal au produit tensoriel des odes RSq(m) et RSq(n). Ces odesde Reed-Solomon sont non triviaux, si et seulement si

0 ≤ m ≤ q − 2 et 0 ≤ n ≤ q − 2.Si les entiersm et n véri�ent les enadrements i-dessus, alors l'orthogonal du ode CL(∆, Gm,n)ne peut être fontionnel. En e�et, si CL(∆, Gm,n)⊥ était un ode fontionnel CL(∆, G), alors
G serait linéairement équivalent à un ertain Ga,b. De fait, le ode fontionnel CL(∆, G) seraitisométrique2 à CL(∆, Ga,b) et ette isométrie serait représentée par une matrie diagonaledans la base anonique de Fq

2

q . En regardant Fq
2

q omme le produit tensoriel de deux opiesde Fqq, le ode CL(∆, Ga,b) est un produit tensoriel de deux odes et ette propriété est inva-riante sous l'ation d'une isométrie diagonale. Ainsi, l'orthogonal CL(∆, G) de CL(∆, Gm,n)serait un produit tensoriel de deux odes. Ce qui est impossible d'après le lemme C.0.5 énonéen annexe C.En onlusion, pour tout ouple ∆-onvenable (Da, Db) et tout ouple d'entiers (m,n)tous deux ompris entre 0 et q − 2, on a
CΩ(∆, Da, Db, G)  CL(∆, G)⊥.Remarque II.5.2. Par un raisonnement identique, on peut montrer que e défaut d'inlu-sion réiproque a lieu pour toute surfae S qui est un produit de deux ourbes.Une réalisation de l'orthogonal. D'après le lemme C.0.4, l'orthogonal du ode CL(∆, Gm,n)est une somme de deux produits tensoriels. À savoir

CL(∆, Gm,n)
⊥ = RSq(m)⊥ ⊗ Fqq + Fqq ⊗RSq(n)⊥. (II.6)L'orthogonal d'un ode de Reed-Solomon étant enore un ode de Reed-Solomon, les deuxtermes de la somme i-dessus (RSq(m)⊥ ⊗Fqq et Fqq ⊗RSq(n)⊥) sont des produits tensorielsde odes de Reed-Solomon. Ce sont don des odes fontionnels sur P1 × P1. Nous allonstenter de les réaliser sous forme de odes di�érentiels.Pour tout α ∈ Fq, on appelle Ld,α la droite d'équation u− x− α. Les droites (Ld,α)α∈Fqforment un famille de droites diagonales parallèles dans l'ouvert U elles sont onourantesen le point Q d'intersetion des droites à l'in�ni E et F . Elles sont également deux à deuxtangentes en e point. On dé�nit le diviseur Dd par

Dd :=
∑

α∈Fq

Ld,α.La �gure suivante est une tentative de représentation du support de Dd dans le as où leorps de base est F3. Si les droites ne ressemblent plus à des droites, nous avons par ontreherhé à représenter les points rationnels de U que es droites interpolent.2Au sens de la métrique de Hamming.



78 II. Codes di�érentiels sur une surfae

Ld,0

Ld,1

Ld,2

F

ERemarque II.5.3. Par le plongement de Segré, P1 ×P1 s'identi�e à une quadrique hyper-bolique de P3. Les droites Ld,α sont les tirés en arrière des éléments d'un pineau de oniquesrationnelles obtenues par des setions de ette quadrique par des plans rationnels ontenanttous une même droite tangente à la quadrique en un point.Dans e qui suit, les diviseurs Da et Db sont eux qui ont été dé�nis sur P1 × P1 page65.Proposition II.5.4. Si les entiers m et n sont tous deux ompris entre 0 et q−1, on a alorsles trois relations suivantes.
(i) CΩ(∆, Da, Dd, Gm,n) = Fqq ⊗RSq(q − 2− n).
(ii) CΩ(∆, Db, Dd, Gm,n) = RSq(q − 2−m)⊗ Fqq.

(iii) CL(∆, Gm,n)
⊥

= CΩ(∆, Da, Dd, Gm,n) + CΩ(∆, Db, Dd, Gm,n).Par onséquent, le ode CL(∆, Gm,n)⊥ est une somme de deux odes di�érentiels.Preuve. D'après la relation (II.6) page 77, si (i) et (ii) sont véri�ées, alors (iii) l'est éga-lement. De plus, par symétrie, (i) et (ii) sont équivalentes. Reste don à prouver que (i) estvéri�ée. Posons
ν :=

dx∏
α∈Fq

(x− u− α)
∧

dy∏
β∈Fq

(u− β)
.Cette 2-forme véri�e les trois propriétés du orollaire II.4.5. Calulons le diviseur de ν. Sur

U , on a
(ν|U ) = −Da|U −Dd|U .De plus, pour tout élément α de Fq, la droite Ld,α est linéairement équivalente à E+F , don

Dd ∼ q(E + F ).Par un alul analogue à elui qui a été e�etué dans l'exemple préédent, on montre que
(ν) = (2q − 2)E + (q − 2)F −Da −Dd.De fait,

CΩ(∆, Da, Dd,mE + nF ) = CL(∆, (2q − 2−m)E + (q − 2− n)F )
= RSq(2q − 2−m)⊗RSq(q − 2− n).Pour �nir, il su�t de onstater que si m est ompris entre 0 et q − 1, alors 2q − 2 −m estsupérieur à q − 1 et le ode RSq(2q − 2−m) est égal à Fqq.



II.6. Heuristique, est-e un problème de super abondane ? 79Cette stratégie de réalisation de l'orthogonal est elle qui va motiver le hapitre III, àsavoir, si l'on ne peut réaliser l'orthogonal d'un ode fontionnel ave l'aide d'un seul odedi�érentiel, il est peut-être possible de le réaliser omme somme de odes di�érentiels.Remarque II.5.5. Noter que le ontre-exemple i-dessus s'étend aisément en tout dimensionsupérieure ou égale à 2. En général, l'orthogonal d'un ode fontionnel sur un produit dedroites projetives ne se réalise pas omme ode fontionnel sur ette variété.II.6 Heuristique, est-e un problème de super abondane ?Prenons le temps de ommenter les phénomènes étudiés dans les exemples préédents.Pour e faire, ommençons par revenir provisoirement au as des odes géométriques onstruitssur des ourbes. Soient X une ourbe algébrique projetive lisse géométriquement intègre sur
Fq munie d'un diviseur G et D = P1 + · · · + Pn une somme de points rationnels de X . Onsait que dans e as, on a systématiquement

CL(D,G)⊥ = CΩ(D,G).On démontre l'inlusion ⊇ ave la formule des résidus omme l'inlusion réiproque parun argument d'égalité de dimension. Voyons omment s'obtient ette égalité de dimension.Considérons la suite exate de faiseaux
0 → L(G−D) → L(G) → L(G)/L(G −D) → 0.Le terme le plus à droite de ette suite exate est un faiseau gratte-iel. Il est don �asqueet son H1 est trivial (f [Har77℄ h 3.5 théorème 5.1). On en déduit la suite exate longue enohomologie,

0 → L(G−D) → L(G) → Fnq → H1(X,L(G−D)) → H1(X,L(G)) → 0.Si l'on note E∨ le dual d'un espae vetoriel E, alors par dualité de Serre, on a la suite exate
0 → L(G−D) → L(G) → Fnq → Γ(X,Ω1(G−D))

∨
→ Γ(X,Ω1(G))

∨
→ 0.La somme alternée des dimensions permet de onlure,

dimL(G−D)− dimL(G)︸ ︷︷ ︸
=dimCL(D,G)

+n− (dimΓ(X,Ω1(G−D))− dimΓ(X,Ω1(G))︸ ︷︷ ︸
=dimCΩ(D,G)

= 0.Revenons à présent aux surfaes. L'étude des deux exemples triviaux que sont le planprojetif et le produit de deux droites projetives peut enourager le raisonnement heuristiquesuivant.Si l'on arrive a avoir l'égalité de dimension dans le as où S = P2 'est pare que sur ettesurfae la super abondane3 d'un faiseau inversible est nulle (f [Har77℄ théorème III.5.1).Il est don tentant de penser que l'éart de dimension entre le ode di�érentiel et l'orthogonaldu ode fontionnel est lié à la super abondane.En réalité e raisonnement est trop rapide. Pour s'en onvainre nous allons essayer dereproduire le raisonnement e�etué i-dessus, dans le as des surfaes. Soit I∆ le faiseaud'idéaux assoié à la sous-variété �nie Supp(∆). Conernant la onstrution fontionnelle ilfaut onsidérer la suite exate ourte de faiseaux suivante,
0→ L(G) ⊗ I∆ → L(G) → L(G)/ (L(G) ⊗ I∆)→ 0.3La dimension du H1



80 II. Codes di�érentiels sur une surfaeEn remarquant qu'ii enore le dernier faiseau est un faiseau gratte-iel on en déduit lasuite exate longue
0→ L(G)∆ → L(G) → Fnq → H1(S,L(G) ⊗ I∆) → H1(S,L(G)) → 0,où L(G)∆ désigne l'ensemble des fontions de L(G) qui s'annulent en tous les points dusupport de ∆. Ii la dualité de Serre ne permet pas de traduire tous les H1 sous formesd'espaes de 2-formes di�érentielles. Il faut don onsidérer une seonde suite exate defaiseaux, à savoir :

0→ Ω2(G−D)⊗ I∆ → Ω2(G−D) → Ω2(G−D)/
(
Ω2(G−D)⊗ I∆

)
→ 0.On en déduit la suite exate longue en ohomologie

0→ Γ(S,Ω2(G−D))∆ → Γ(S,Ω2(G−D)) → Fnq
→ H1(S,Ω2(G−D)⊗ I∆) → H1(S,Ω2(G−D)) → 0,où Γ(S,Ω2(G − D))∆ dérit l'ensemble des éléments de Γ(S,Ω2(G − D)) qui s'annulent entous les éléments du support de ∆. Les faiseaux L(G) et Ω2(G−D) sont inversibles. Don,si la surfae est P2, leurs H1 sont nuls et les suites exates longues donnent les égalités

dimH1(P2,L(G) ⊗ I∆) = odim CL(∆, G)
dimH1(P2,Ω2(G−D)⊗ I∆) = odim CΩ(D,G).Il faut ensuite réussir à prouver que la somme des dimensions de es deux H1 est égale à n.Dans tous les as, le fait que les super abondanes des faiseaux inversibles soient nulles nesu�t pas pour démontrer l'égalité de dimension espérée.Ce qui semble réellement faire défaut à ette onstrution di�érentielle est moins la superabondane que l'asymétrie des onstrutions. Plus préisément, le fait qu'en dimension supé-rieure ou égale à 2, les points et les diviseurs sont des objets de dimension di�érente. Du faitde ette asymétrie, on doit introduire une paire de diviseur ∆-onvenable pour onstruire desodes di�érentiels, ette dernière étant omplètement absente dans la onstrution fontion-nelle.ConlusionNous avons étendu la onstrution di�érentielle de odes orreteurs aux surfaes. Nousavons également montré que, tout omme dans la as des ourbes, les odes fontionnels etdi�érentiels sur les surfaes appartiennent à la même lasse de odes. en d'autres termes, toutode fontionnel sur une surfae se réalise omme ode di�érentiel sur ette même surfae etréiproquement.La di�érene majeure ave la théorie des ourbes est que, à S et ∆ �xés l'orthogonald'un ode fontionnel n'est pas fontionnel (don di�érentiel) en général. Ces odesappartiennent à une �lasse di�érente� de odes onstruits à partir de S. Voloh et Zarzaravaient d'ailleurs déjà onstaté e phénomène dans [VZ05℄. Dans et artile, les auteursremarquent en e�et que les odes sur les surfaes qu'ils étudient sont LDPC4. De e fait, esodes sont très di�érents de leur orthogonal, e qui n'est pas le as des odes géométriquesonstruits à partir de ourbes algébriques.Aussi, l'étude des odes di�érentiels sur les surfaes et des exemples que nous avonstraités o�rent des perspetives intéressantes. À e titre, nous onlurons e hapitre par deuxquestions.Question 1. Peut-on estimer les paramètres des odes qui sont l'orthogonal de odes fon-tionnels ?4Low Density Parity-Chek, 'est-à-dire admettant une matrie de parité reuse (voir hapitre V).



II.6. Heuristique, est-e un problème de super abondane ? 81Question 2. Si l'orthogonal d'un ode fontionnel ne peut se réaliser omme un ode di�é-rentiel assoié à une paire de diviseurs ∆-onvenables, peut-on le réaliser omme somme detels odes ?La question 1 donne lieu aux travaux présentés dans le hapitre IV. Conernant la question2, une réponse partielle sera donnée dans le hapitre III.





Chapitre IIIThéorème de réalisation
�Entre les désirs et leurs réalisationss'éoule toute une vie humaine.�ShopenhauerDans e hapitre, nous allons nous intéresser la question 2 posée à la �n du hapitreII. À savoir : l'orthogonal CL(∆, G)⊥ d'un ode fontionnel sur une surfae S se réalise-t-ilomme somme de odes di�érentiels ? Une réponse positive à ette question sera donnée sousertaines onditions sur la surfae S et le diviseur G. Ces onditions sont dérites dans lasetion III.1 i-dessous.III.1 ContexteDans e hapitre, S désigne une surfae projetive lisse géométriquement intègre au-dessusde Fq. On se donne également un diviseur Fq-rationnel G sur S et une famille P1, . . . , Pn depoints rationnels de S. On appelle ∆, le 0-yle

∆ := P1 + · · ·+ Pn.Notation III.1.1. Soit H un hyperplan de Pr, pour toute sous-variété X de Pr non ontenuedans H, on note LX la lasse d'équivalene linéaire du diviseur ϕ∗H sur X, où ϕ désignel'injetion anonique ϕ : X →֒ Pr. De même, la lasse anonique sur X sera notée KX .À partir de la setion III.4, on supposera (hypothèse III.4) que S est intersetion omplètedans un espae projetif Pr et que G est linéairement équivalent àmLS pour un ertain entiernaturel m.III.2 Sous-∆-onvenaneDans ette setion, nous allons dé�nir une notion très prohe de elle de ∆-onvenaneet qui ontinue à véri�er le résultat du théorème d'orthogonalité (théorème II.4.1).Commençons par justi�er e besoin d'introduire une nouvelle notion. La question 2 poséeà la �n du hapitre II était en partie motivée par l'étude de la surfae P1 ×P1. En e�et, ona vu en setion II.5.2 que l'orthogonal d'un ode fontionnel sur ette surfae peut se réaliseromme somme de deux odes di�érentiels. Tout ela enourage à essayer de onstruire l'or-thogonal d'un ode fontionnel en �plusieurs moreaux�. Pour e faire, on peut par exempleherher des mots de ode ou des sous-odes de CL(∆, G)⊥ dont le support est stritementontenu dans {1, . . . , n}. De plus l'exemple des quadriques elliptiques du hapitre préédent83



84 III. Théorème de réalisation(setion II.3.5) montre que la onstrution d'un diviseur ∆-onvenable devient vite ardue,lorsque la surfae S est plus ompliquée que le plan projetif ou le produit de deux droites pro-jetives. Ces deux arguments motivent la dé�nition de paires de diviseurs sous-∆-onvenablesqui suit.Dé�nition III.2.1 (Diviseurs sous-∆-onvenables). Une paire (Da, Db) est dite sous-∆-onvenable si elle est Λ-onvenable pour un 0-yle Λ véri�ant
0 ≤ Λ ≤ ∆.Remarque III.2.2. La sous-∆-onvenane peut également s'énoner de la façon suivante.Soient Da et Db deux diviseurs dont l'intersetion ensembliste des supports est �nie et D lediviseur D := Da+Db. La paire (Da, Db) est sous-∆-onvenable si et seulement si elle véri�eles propriétés suivantes.

(i) Pour tout point géométrique P ∈ S, l'appliation res2Da,P
: Ω2(−D)P → Fq est OS,P -linéaire.

(ii) L'appliation i-dessus est nulle pour tout point géométrique P non ontenu dans lesupport de ∆.Rappelons que les diviseurs ∆-onvenables ont été introduits pour obtenir une relationd'orthogonalité entre odes fontionnels et odes di�érentiels (voir théorème II.4.1). Le lemmequi suit et dont la démonstration est immédiate montre que les paires de diviseurs sous-∆-onvenables sont en e sens presque aussi intéressantes que les paires ∆-onvenables.Lemme III.2.3. Soit S une surfae lisse géométriquement intègre au-dessus de Fq et munied'un diviseur G et d'un 0-yle ∆ qui est la somme formelle de points rationnels de S. Soiten�n (Da, Db) une paire sous-∆-onvenable de diviseurs, alors
CΩ(∆, Da, Db, G) ⊆ CL(∆, G)⊥.III.3 Sur les notions de réalisationLa question de la réalisation de l'orthogonal d'un ode fontionnel en utilisant des 2-formes rationnelles peut se poser de deux façons di�érentes. Il y a d'abord la question 2posée à la �n du hapitre II que nous rappelons ii.Question 2. Si l'orthogonal d'un ode fontionnel ne peut se réaliser omme un ode di�éren-tiel assoié à une paire de diviseurs (sous-)∆-onvenable, peut-on le réaliser omme sommede tels odes ?On peut également se poser une question sensiblement di�érente, à savoir la question 2bis quisuit. Le théorème de réalisation énoné en setion III.4 y répondra sous ertaines onditions.Question 2bis. Étant donné un mot de ode c appartenant à CL,S(∆, G)⊥, existe-t-il unepaire de diviseurs (sous-) ∆-onvenable (Da, Db) et une 2-forme ω appartenant à Γ(S,Ω2(G−

Da −Db)) et telle que
c = res2Da,∆(ω) ?Le fait qu'un ode est un espae vetoriel de dimension �nie permet de montrer aisémentqu'une réponse positive à la question 2bis entraîne une réponse positive à la question 2. Laréiproque de ette dernière assertion est également vraie, 'est e que montre la propositionqui suit. Les problèmes posés par les questions 2 et 2bis sont don équivalents.Proposition III.3.1. Soient cD et cE deux mots du ode CL(∆, G)⊥. Supposons qu'ilexiste deux paires de diviseurs sous-∆-onvenables (Da, Db) et (Ea, Eb) et deux 2-formes



III.3. Sur les notions de réalisation 85rationnelles ωD et ωE appartenant respetivement aux espaes Γ(S,Ω2(G − Da − Db)) et
Γ(S,Ω2(G− Ea − Eb)) et telles que

cD = res2Da,∆(ωD) et cE = res2Ea,∆(ωE).Alors, il existe une paire sous-∆-onvenable de diviseurs (Fa, Fb) et une 2-forme rationnelle
ωF appartenant à Γ(S,Ω2(G− Fa − Fb)) telle que

cD + cE = res2Fa,∆(ωF ).La preuve de proposition III.3.1 est une onséquene des lemmes III.3.2 et III.3.3 qui suivent.Lemme III.3.2. Soient (Da, Db) et (Ea, Eb) deux paires sous-∆-onvenables de diviseurssur S telles que les supports des diviseurs D := Da + Db, E := Ea + Eb et G n'ont pasde omposante irrédutible ommune. Soient également ωD et ωE deux 2-formes rationnellessur S appartenant respetivement à Γ(S,Ω2(G−D)) et Γ(S,Ω2(G−E)). Alors, il existe unepaire sous-∆-onvenable de diviseurs (Fa, Fb) telle que la 2-forme ωD + ωE appartienne à
Γ(S,Ω2(G− F )) où F désigne le diviseur F := Fa + Fb. De plus,res2Fa,∆(ωD + ωE) = res2Da,∆(ωD) + res2Ea,∆(ωE).Lemme III.3.3. Soit (Da, Db) une paire de diviseurs sous-∆-onvenable et ω un élémentde Γ(S,Ω2(G − D)) où D désigne le diviseur D := Da + Db. Soient également C1, . . . , Csune famille de ourbes irrédutibles sur S deux à deux distintes. Alors, il existe une pairesous-∆-onvenable (D′a, D

′
b) véri�ant les propriétés suivantes.(1) Les diviseurs Da et D′a (resp. Db et D′b) sont linéairement équivalents.(2) Le support de D′ := D′a +D′b ne ontient auune des ourbes C1, . . . , Cs.(3) Pour toute 2-forme ω appartenant à Γ(S,Ω2(G−D)), il existe une 2-forme ω′ appar-tenant à Γ(S,Ω2(G−D′)) telle queres2Da,∆(ω) = res2D′

a,∆
(ω′).Preuve de la proposition III.3.1. Si les supports des diviseurs D := Da + Db et E :=

Ea + Eb sont sans omposante ommune, on applique le lemme III.3.2. Sinon on se ramèneà ette situation grâe au lemme III.3.3.Preuve du lemme III.3.2. Étape 1. Constrution de (Fa,Fb). Les diviseurs D+
a , E+

a ,
D+
b , E+

b sont respetivement de la forme
D+
a := m1V1 + · · ·+mkVk E+

a := n1W1 + · · ·+ nlWl

D+
b := r1X1 + · · ·+ rpXp E+

b := s1Y1 + · · ·+ sqYq,où les Vi, Wi, Xi, Yi sont des ourbes Fq-irrédutibles. Par hypothèse, es ourbes sont deuxà deux disjointes. Nous allons onstruire une paire de diviseurs e�etifs (F+
a , F

+
b ). Le diviseur

F+
a fera apparaître tous les Vi (resp.Wj), p�les de ωD (resp. ωE) ave pour oe�ient l'ordrede e p�le. Le diviseur F+

b est onstruit exatement de la même manière en remplaçant les
Vi par des Xi et les Wj par des Yj . C'est-à-dire que l'on pose

F+
a :=

k∑

i=1

max( 0 ,−valVi
(ωD))Vi +

l∑

j=1

max( 0 ,−valWj
(ωE))Wj (III.1)et

F+
b :=

p∑

i=1

max( 0 ,−valXi
(ωD))Xi +

q∑

j=1

max( 0 ,−valYj
(ωE))Yj . (III.2)Soit ωF , la 2-forme dé�nie par ωF := ωD+ωE . On rappelle que les omposantes irrédutiblesdes supports des diviseurs Da, Db, Ea et Eb sont par hypothèse deux à deux disjointes. Par



86 III. Théorème de réalisationonséquent, il existe un diviseur e�etif R dont le support n'a auune omposante irrédu-tible ommune ave les supports de D+
a , D

+
b , E

+
a et E+

b et tel que
(ωF ) = G+R− F+

a − F
+
b .On pose en�n

F−b := R, et F−a := 0et on a don
Fa := F+

a et Fb := F+
b − F

−
b .Le diviseur F := Fa + Fb est don onstruit de telle sorte que l'on ait exatement

(ωF ) = G− F.Le fait que ωF est un élément de Γ(S,Ω2(G − F )) est immédiat. Il reste à montrer que lapaire (Fa, Fb) est sous-∆-onvenable.Étape 2. Sous-∆-onvenane de (Fa,Fb). Soit P un point de S, il existe un germe defontion fP appartenant à L(G)P tel que le diviseur de la 2-forme fPωF au voisinage de Psoit égal à −F . Alors, le germe de 2-forme fPωF au voisinage de P engendre la �bre Ω2(−F )Pomme OS,P -module. En e�et, la 2-forme fPωF est onstruite de telle sorte que pour toutgerme de ourbe C au voisinage de P on aitvalC(fPωF ) = min
µP∈Ω2(−F )P

valC(µP ).Un germe de 2-forme µP ∈ Ω2(−F )P s'obtient don par multipliation de fPωF par unefontion régulière au voisinage de P .Montrons que l'appliation res2Fa,P
restreinte à Ω2(−F )P est OS,P -linéaire. Soit ϕ ∈ OS,P .On a res2Fa,P (ϕfP ωF ) = res2Fa,P (ϕfP ωD)
︸ ︷︷ ︸

ID

+ res2Fa,P (ϕfP ωE)
︸ ︷︷ ︸

IE

. (III.3)Nous allons montrer que ID = ϕ(P )res2Da,P
(fPωD). Commençons par faire deux re-marques.(1) D'après la onstrution de F+

a en (III.1), ertaines des ourbes Vi peuvent ne pasapparaître dans l'expression de e diviseur. C'est e qui arrive pour une ourbe Vidonnée si la valuation de ωD le long de Vi est positive. Dans e as, le 2-résidu de ωDen P le long de Vi est nul. De plus, on rappelle que ϕ est régulière au voisinage de Pet que, par hypothèse, le support de G n'a pas de omposante ommune ave eux de
D et E. Par onséquent, si ωD n'a pas de p�le le long de Vi, alors le 2-résidu en P lelong de Vi de ϕfP ωD est nul.(2) L'hypothèse �les supports des diviseurs Da, Db, Ea, Eb n'ont pas de omposante irré-dutible ommune� implique que pour tout i, les 2-formes ωD et ϕfP ωD n'ont pas dep�le le long de Wi, don ont un 2-résidu nul en P le long de ette ourbe.On déduit de es deux remarques que

ID =
k∑

i=1

res2Vi,P (ϕfP ωD). (III.4)En�n, on rappelle que la dé�nition de 2-résidu en un point le long d'un diviseur ne dépend quedu support de e dernier (voir dé�nition I.7.10 et la mise en garde qui suit). Par onséquent,
ID = res2Da,P (ϕfP ωD) = ϕ(P )res2Da,P (fP ωD), (III.5)



III.3. Sur les notions de réalisation 87la seonde égalité étant une onséquene de la sous-∆-onvenane de (Da, Db) et du fait que
fP ωD appartient à Ω2(−D)P omme OS,P -module. Le as de la quantité IE de l'expression(III.3) se traite de façon rigoureusement identique. On obtient

IE = ϕ(P )res2Ea,P (fP ωE). (III.6)En ombinant les relations (III.3), (III.5) et (III.6), on aboutit àres2Fa,P (ϕfP ωF ) = ϕ(P )res2Fa,P (fP ωF ),e qui permet de onlure quant à l'OS,P -linéarité de l'appliation res2Fa,P
restreinte à

Ω2(−F )P .En�n, omme les paires (Da, Db) et (Ea, Eb) sont sous-∆-onvenables, pour tout point Pde S n'appartenant pas au support de ∆, les appliations res2Da,P
et res2Ea,P

sont identique-ment nulles respetivement sur Ω2(−D)P et Ω2(−E)P . D'après (III.3), (III.5) et (III.6), on endéduit que l'appliation res2Fa,P
est identiquement nulle sur Ω2(−F )P . D'après la remarqueIII.2.2, la paire (Fa, Fb) est sous-∆-onvenable.Pour �nir, il nous reste à démontrer le lemme III.3.3.Preuve du lemme III.3.3. Étape 0. Mise en plae.Quitte à réorganiser l'ordre des ourbes C1, . . . , Cs, on peut supposer que C1, . . . , Clsont ontenues dans le support de Da, que Cl+1, . . . , Cm sont dans le support1 de Db et

Cm+1, . . . , Cs ne sont ontenues dans auun des deux supports. Nous allons montrer ommentbouger Da a�n d'éviter es ourbes. On pourra alors onlure d'après la remarque II.3.7 enappliquant un raisonnement identique à Db.Étape 1. Déplaement de Da.Pour déplaer le support deDa, nous allons utiliser la proposition B.0.2 énonée en annexeB qui est un analogue du moving lemma. Commençons par établir une liste de points à éviter.Soit C, l'ensemble des ourbes formé de la réunion des omposantes irrédutibles dessupports de Da, Db et G et des ourbes C1, . . . , Cs. L'ensemble P est un ensemble de pointsfermés de S formé de tous les points d'intersetion (ensembliste) de deux éléments de C. Sil'un des éléments C de C n'en intersete auun autre, on hoisit arbitrairement un point de
C que l'on ajoute dans P , a�n que e dernier ontienne au moins un point de haque ourbeappartenant à C.Soit i un entier appartenant à {1, . . . , l}, on partitionne P en deux ensembles P i1 et P i2.L'ensemble P i1 désigne l'ensemble des points P qui appartiennent à Ci et P i2 désigne sonomplémentaire dans P . D'après la proposition B.0.2, il existe une fontion fi, véri�ant lespropriétés suivantes.

(i) La fontion fi est une équation loale de Ci au voisinage de tout point P ∈ P i1.
(ii) Le support du diviseur de fi évite tout point P ∈ P i2.On pose

mi := valCi
(Da),et on dé�nit la fontion rationnelle ϕ sur S par

ϕ := fm1
1 . . . fml

l .De la même manière, on pose
D̃ := D − (m1C1 + · · ·+mlCl) + Cm+1 + · · ·+ Cs,1On rappelle que par dé�nition de la sous-∆-onvenane, les supports de Da et Db n'ont pas de omposanteirrédutible ommune. La ourbe Ci ne peut don pas être ontenue dans l'intersetion ensembliste dessupports de Da et Db.



88 III. Théorème de réalisationet on partitionne P en P1 et P2, formés respetivement des points de P ontenus et nonontenus dans le support de D̃. D'après la proposition B.0.2, il existe une fontion rationnelle
g qui est une équation loale de D̃ au voisinage de tout élément de P1 et dont le support dudiviseur évite tous les éléments de P2. Posons alors,

h :=
ϕ

g + ϕ
, et D′a := Da − (h).Montrons que le diviseur de la fontion h est de la forme

(h) = m1C1 + · · ·+mlCl +R,et que le support de R ne ontient auun élément de C. Le diviseur (h) est la di�érene desdiviseurs (ϕ) et (ϕ+ g). Par onstrution, le diviseur (ϕ) est de la forme
(ϕ) = m1C1 + · · ·+mlCl +R1,où le support de R1 évite tout élément de P , don ne ontient auun élément de C. Quantà la fontion ϕ + g, elle est par onstrution régulière au voisinage de tout élément de P .Elle l'est don sur un ouvert admettant une intersetion non vide ave tout élément de C etn'admet don auune de es ourbes omme p�le. De plus, pour toute ourbe C appartenantà C, l'une des fontions ϕ ou g s'annule le long de C et l'autre ne s'annule pas. De fait, Cne peut être un zéro de ϕ+ g. Par onséquent, le support du diviseur D′a ne ontient auunedes ourbes C1, . . . , Cs ni auune omposante des supports de Db et G.Étape 2. Sous-Delta-onvenane de (D′

a
,Db).Soit ω une setion globale de Ω2(G − D), on véri�e aisément que hω est une setionglobale de Ω2(G −D′a −Db). Nous allons montrer que pour toute 2-forme ω appartenant à

Γ(S,Ω2(G−D)), on a res2Da,∆(ω) = res2D′

a,∆
(hω), (III.7)e qui nous permettra de démontrer à la fois la propriété 3 de l'énoné et le fait que la paire

(D′a, Db) est sous-∆-onvenable. Commençons par noter que, d'après la remarque II.3.3 duhapitre II, la relation (III.7) et équivalente àres2Db,∆(ω) = res2Db,∆(hω). (III.8)Soient don C une omposante géométrique irrédutible du support de Db et u un élémentde OS,C dont la restrition à C est un élément séparant de Fq(C)/Fq. Nous allons montrerque
(u)res1

C
(ω) = (u)res1

C
(hω). (III.9)D'après la proposition I.5.14 du hapitre I, si l'on montre que la relation (III.9) i-dessus estvéri�ée par toute omposante géométrique du support de Db, alors la relation (III.8) seravéri�ée.Soit v une uniformisante de l'anneau OS,C . On rappelle que le omplété mS,C-adique de

Fq(S) s'identi�e au orps Ku((v)), où Ku est une opie de Fq(C) ontenue dans ÔS,C (voirhapitre I setion I.4.3). Posons
m := valC(Db).Comme ω est un setion globale de Ω2(G − D), on sait que sa valuation le long de C estsupérieure à −m. La onstrution des fontions ϕ et g nous assure que es dernières sont devaluations respetives 0 et m le long de C. On en déduit don

hω =
ϕ

ϕ+ g
ω =

1

1 + gϕ−1
ω =

(
1− gϕ−1 + · · ·

)
ω.La 2-forme ω étant de valuation supérieure à −m le long de C et la fontion gϕ−1 devaluation m, on en déduit que les termes de la forme (−1)n(gϕ−1)nω de la série i-dessussont de valuation positive le long de C. Leur ontribution dans le alul du (u)-1-résidu de

ω le long de C est don nulle. La relation (III.9) est bien véri�ée.On onlut la preuve en appliquant un raisonnement identique à Db.



III.4. Constrution de l'orthogonal d'un ode fontionnel 89III.4 Constrution de l'orthogonal d'un ode fontionnelLe but de ette setion est de démontrer le théorème suivant. On se plae dans le ontextedonné en setion III.1 et on suppose de plus véri�ée l'hypothèse suivante.Hypothèse III.4. La surfae S est plongée dans un espae projetif Pr
Fq

dans lequel elle estintersetion omplète. De plus ; le diviseur G est linéairement équivalent à l'intersetionde S ave une hypersurfae de Pr. En d'autres termes et en utilisant la notation III.1.1, ilexiste un entier naturel m tel que G ∼ mLS.Théorème III.4.1 (Théorème de réalisation). Sous l'hypothèse III.4, soit c un mot du ode
CL,S(∆, G)⊥. Alors, il existe une paire de diviseurs (Da, Db) et une 2-forme ω appartenantà l'espae des setions globales Γ(S,Ω2(G−Da −Db)), tels que

c = res2Da,∆(ω).De plus, on peut hoisir le ouple (Da, Db) de telle sorte que(1) la paire (Da, Db) véri�e le ritère de la proposition II.3.8 ;(2) Da soit égal à une ourbe lisse irrédutible plongée dans S et Da ∼ naLS pour unertain entier stritement positif na ;(3) Db ∼ nbLS pour un ertain entier nb.Avant de démontrer e théorème, énonçons un orollaire immédiat de e dernier.Corollaire III.4.2. Sous l'hypothèse III.4, il existe une famille �nie (D
(1)
a , D

(1)
b ), . . . , (D

(s)
a , D

(s)
b )de paires de diviseurs sous-∆-onvenables telles que

CL,S(∆, G)⊥ =

s∑

i=1

CΩ,S(∆, D(i)
a , D

(i)
b , G).Preuve du orollaire III.4.2. L'inlusion vers la gauhe est une onséquene immédiatedu lemme III.2.3. Pour e qui est de l'inlusion réiproque, le théorème III.4.1 implique que

CL,S(∆, G)⊥ est égal à la somme de tous les odes de la forme CΩ,S(∆, Da, Db, G) tels que
(Da, Db) est sous-∆-onvenable. Comme un ode est un espae de dimension �nie, on peutextraire de ette somme une somme �nie.Le lemme qui suit est la première étape de la preuve du théorème III.4.1.Lemme III.4.3. Sous l'hypothèse III.4, soit C une ourbe lisse absolument irrédutible plon-gée dans S obtenue par l'intersetion de S ave une hypersurfae de Pr. On suppose égalementque C n'est pas ontenue dans le support2 de G. Soit G∗ le tiré en arrière de G par l'inlusionanonique C →֒ S. Alors l'appliation de restrition à C

r : Γ(S,L(G))→ Γ(C,L(G∗))est surjetive.Preuve. La ourbe C est lisse don normale. C'est de plus une intersetion omplète dans
Pr. Ainsi, d'après [Har77℄ II.8 ex 4, la ourbe C est projetivement normale. Cela signi�epar dé�nition, que l'algèbre graduée des oordonnées homogènes de C pour le plongement i :2Notons que si C est ontenue dans le support de G, on peut remplaer e dernier par un autre élément dusystème linéaire |G|, ette ondition n'est don pas vraiment problématique. D'une façon générale, on peutéviter e type de restrition en adoptant un langage plus faiseautique. En e�et, le tiré en arrière de G sur
C n'a pas de sens quand C est ontenue dans le support de G, le tiré en arrière de L(G) lui, est toujoursbien dé�ni (voir [Har77℄ II.5). Le défaut de e point de vue est que dans e as, les setions de i∗L(G) nepeuvent plus être vues omme des restritions à C de fontions sur S. Nous avons don préféré onserver uneapprohe plus fontionnelle.
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C →֒ Pr, est intégralement lose. D'après [Har77℄ II.5 ex 14, ette algèbre graduée s'identi�eà ⊕

m∈N

Γ(C, i∗OPr (m))et sa l�ture intégrale à ⊕

m∈N

Γ(C,OC(m)).La normalité projetive de C entraîne que pour tout entier naturel m, l'appliation de res-trition
ψm : Γ(Pr ,OPr(m))→ Γ(C,OC(m))est surjetive (f [Har77℄ II.5 ex 14 (d)). Par ailleurs, le diviseur G∗ est linéairement équi-valent à mLC , don le faiseau L(G∗) est isomorphe à OC(m). Considérons le diagrammeommutatif

Γ(S,OS(m))

rmΓ(Pr,OPr (m))

φm

ψm

Γ(C,OC(m)).La surjetivité de l'appliation ψm entraîne elle de l'appliation rm.Le seond ingrédient de la preuve du théorème III.4.1 est le théorème 3.3 de l'artile[Poo04℄ de Poonen. Il s'agit d'un théorème �à la Bertini� pour des variétés sur des orps �nis.Énonçons e résultat.Théorème III.4.4 (Poonen 2004). Soit X un sous-shéma quasi-projetif lisse de Pr dedimension m ≥ 1 au-dessus de Fq et soit F ⊂ X un ensemble �ni de points fermés. Alors,il existe une hypersurfae lisse et géométriquement intègre H ⊂ Pr telle que l'intersetion
H ∩X est lisse, de dimension m− 1 et ontient F.Remarque III.4.5. À la suite de e théorème, l'auteur remarque que, si X est projetive etgéométriquement onnexe, alors H ∩X l'est également d'après [Har77℄ orollaire III.7.9.Démonstration du théorème III.4.1. Étape 1. Constrution de ω,Da et Db. Soient
i1, . . . , is les indies du support du mot de ode c. D'après le théorème III.4.4 et la remarqueIII.4.5, il existe une hypersurfae H ontenue dans Pr telle que l'intersetion C := H ∩S estune ourbe projetive lisse onnexe ontenant les points Pi1 , . . . , Pis . On note G∗ le tiré enarrière de G sur C par l'inlusion anonique C →֒ S et ΛC le diviseur

ΛC := Pi1 + · · ·+ Pis ∈ DivFq
(C).D'après le lemme III.4.3, l'appliation Γ(S,L(G))→ Γ(C,L(G∗)) est surjetive et induit donune appliation surjetive de odes

r : CL,S(∆, G)→ CL,C(ΛC , G
∗).Soit à présent c∗ := (ci1 , . . . , cis) le mot de ode poinçonné obtenu en ne onservant que lesoordonnées du mot c d'indies i1, . . . , is. La surjetivité de l'appliation r entraîne que lemot c∗ est un élément de CL,C(ΛC , G

∗)⊥. On sait également que
CL,C(ΛC , G

∗)⊥ = CΩ,C(ΛC , G
∗).



III.4. Constrution de l'orthogonal d'un ode fontionnel 91Par onséquent, il existe une 1-forme µ sur C appartenant à Γ(C,Ω1(G∗ − ΛC)) et telle que
c∗ = resΛC

(µ), où resΛC
désigne l'appliationresΛC

:

{
Γ(C,Ω1(G∗ − ΛC)) → Fsq

ω 7→ (resPi1
(ω), . . . , resPis

(ω)).Notons que, par hypothèse, les oordonnées du mot de ode poinçonné c∗ sont toutes nonnulles (il a été onstruit en éliminant les oordonnées nulles du mot c). De e fait,
∀k ∈ {1, . . . , s}, valPik

(µ) = −1. (III.10)Soit à présent µ∗ un relevé arbitraire de µ sur S, 'est-à-dire une 1-forme rationnelle sur Svéri�ant µ∗|C = µ. Soit également v une uniformisante de l'anneau OS,C . Posons alors,
ω := µ∗ ∧

dv

v
.Le diviseur de ω est de la forme (ω) = −C + R, où R est un diviseur sur S dont le supportne ontient pas la ourbe C. Pour �nir, on pose

Da := C et Db := G−R.Ainsi ω est bien un élément de Γ(S,Ω2(G −Da −Db)). De plus, omme le 1-résidu de ω lelong de C est µ, on en déduit res2Da,∆(ω) = res2C,∆(ω) = c.Étape 2. Sous-∆-onvenane de (Da,Db). Soit Λ, le 0-yle sur S dé�ni par
Λ := Pi1 + · · ·+ Pis .Nous allons montrer que la paire (Da, Db) est Λ-onvenable. Pour e faire, nous allons utiliserle ritère de la proposition II.3.8. Si l'on note i l'inlusion anonique i : C →֒ S, d'après lelemme II.3.12 on a l'égalité de diviseurs sur C :
(µ) = i∗(G−Db).Comme µ est un élément de Γ(C,Ω1(G− ΛC)), on en déduit que i∗Db ≤ Λ, e qui impliquel'inégalité de 0-yles sur S suivante :
Da ∩Db ≤ Λ. (III.11)Soit alors P , un point de S non ontenu dans le support de Λ et n'appartenant pas à laourbe C ('est-à-dire au support de Da). Dans ette situation, Da peut jouer le r�le3 de

D∗ en P et omme Da est nul au voisinage de e point, le ritère y est trivialement véri�é.Soit à présent un point P de C non ontenu dans le support de Λ. Comme C est une ourbeirrédutible lisse, le diviseur Da = C peut enore jouer le r�le de D∗. D'après la relation(III.11), la multipliité d'intersetion de Da ave Db en P est négative, le ritère est donvéri�é en e point. En un point P du support de Λ, le diviseur Da joue enore le r�le de D∗ etl'inégalité (III.11) implique que la multipliité d'intersetion de Da et Db en P est inférieureou égale à 1. D'après la relation (III.10) et le lemme II.3.12 l'inégalité est en fait un égalité.Le ouple (Da, Db) véri�e don bien le ritère de Λ-onvenane.Étape 3. Classes d'équivalene linéaire de Da et Db. D'après la onstrution de laourbe C = Da dans l'étape 1, on sait qu'il existe un entier naturel non nul na tel que
Da ∼ naLS .3Voir proposition II.3.8 pour une desription de D∗.



92 III. Théorème de réalisationD'après [Har77℄ II.8 ex 4(e), la lasse anonique d'une sous-variété X intersetion omplètede Pr est de la forme KX ∼ kLX où k dépend du degré des hypersurfaes dont l'intersetionest égale à X . Soit don k l'entier tel que KS ∼ kLS. Comme le diviseur de ω véri�e
(ω) = G−Da −Db,et que G ∼ mLS , on en déduit que
Db ∼ (m− k − na)LS .Remarque III.4.6. La ourbe C qui dé�nit le diviseur Da dans la preuve du théorèmeIII.4.1 est onstruite de manière à interpoler les points orrespondant au support du mot deode que l'on peut réaliser. Noter que l'on aurait pu tout aussi bien hoisir une bonne foispour toute une ourbe interpolant tous les points du support de ∆ et ne travailler que surette dernière.Notons au passage qu'une telle approhe permet de démontrer qu'un ode fontionnelonstruit sur S à partir d'un diviseur G ∼ mLS se réalise toujours omme ode sur uneourbe C ontenue dans S. Ce fait n'a rien de nouveau, Pellikaan, Shen et Van Wee montrentdans [PSV91℄ que tout ode orreteur se réalise omme ode sur une ourbe. L'exploitationpotentielle de e fait en vue d'une étude du ode fontionnel sera disutée en setion III.6.III.5 Disussion autour du théorème de réalisationQuelques ommentaires s'imposent au sujet du théorème III.4.1 et de sa démonstration.D'abord, il est important de noter que la preuve de e théorème de réalisation n'est malheu-reusement pas onstrutive. En e�et, ette dernière repose sur le théorème III.4.4 de Poonenqui n'est lui-même qu'un résultat d'existene. Ce dernier ne donne par exemple auune in-formation sur le degré minimal de l'hypersurfae qui permet de onstruire le diviseur Da.Ensuite, on rappelle que le résultat n'est démontré que sous ertaines onditions, à savoirque la surfae S est intersetion omplète et que le diviseur G est linéairement équivalent à

mLS . En fait, es onditions sont prinipalement là pour assurer la surjetivité de l'appliation
Γ(S,L(G))→ Γ(C,L(G∗)).Il s'avère que ette appliation est fréquemment surjetive mais e n'est pas systématique(un ontre-exemple est donné en III.5.1). Les hypothèses du théorème assurent la surjetivitéde l'appliation pour toute ourbe lisse obtenue par intersetion de S ave une hypersurfae.En onlusion, il s'agit de onditions su�santes, mais absolument pas néessaires. Il est fortpossible que le résultat reste vrai en omettant es hypothèses, nous n'avons ependant pasété à même de le démontrer dans un as plus général. L'exemple élémentaire présenté dansla setion III.5.1 va on�rmer l'aspet non néessaire de es hypothèses.Cela nous amène à poser la question ouverte suivante.Question 3. Le résultat du théorème de réalisation reste-t-il vrai si l'on élimine les hypothèsesque doivent véri�er S et G ?Notons également que le théorème de réalisation (plus exatement le orollaire III.4.2) répondà la question 2 posée page 81 sous ertaines hypothèses sur S et G. Cependant, si l'on saitque sous es hypothèses l'orthogonal d'un ode fontionnel se réalise omme une somme deodes di�érentiels, la question suivante reste ouverte.Question 4. Sous les onditions du orollaire III.4.2, peut-on estimer le nombre de minimalde odes di�érentiels dont la somme est égale à l'orthogonal d'un ode fontionnel en fontiond'invariants géométriques de la surfae ?L'exemple qui suit a été suggéré par Antoine Duros.



III.5. Disussion autour du théorème de réalisation 93III.5.1 Un exemple de réalisation sans que les onditions du théorèmede III.4.1 soient véri�éesSoient S la surfae obtenue par l'élatement de P2 en un point O et
π : S → P2,l'élatement de P2 en O. Le diviseur G est le diviseur exeptionnel de S et le 0-yle ∆, lasomme des points rationnels de S non ontenus dans le support de G. La surfae S peut êtreplongée dans P5 via le plongement de Segré ([Sha94℄ I.5.1). Pour e plongement, S est unintersetion omplète. Cependant, le diviseur G ne peut s'identi�er à une setion hyperplanede S pour auun plongement de ette surfae. En e�et, il est d'auto-intersetion −1, donne véri�e pas le ritère de Nakai-Moishezon ([Har77℄ théorème V.1.10). L'espae Γ(S,L(G))est de dimension 1 et ne ontient que les fontions onstantes. En e�et, omme G est d'auto-intersetion négative, il est le seul élément du système linéaire |G| qui est don de dimensionnulle. Par onséquent, la dimension de Γ(S,L(G)) est égale à 1. On véri�e ensuite que lesonstantes sont bien des éléments de et espae.Soit à présent L la transformée strite d'une droite de P2 passant par O. La ourbe Lintersete G transversalement en un unique point Q. Le tiré en arrièreG∗ de G par l'inlusionanonique de L dans S est égal à Q. De fait, l'espae Γ(L,L(G∗)) est de dimension 2 et donl'appliation

Γ(S,L(G))→ Γ(L,L(G∗))n'est pas surjetive. Montrons maintenant que l'on peut tout de même réaliser tous les motsde CL(∆, G)⊥ omme résidus de 2-formes sur S.Approhe non onstrutive.Soit c un mot de CL(∆, G)⊥ et soit Λ le 0-yle de S orrespondant au support de c. Ilexiste une ourbe irrédutible lisse C de S qui ontient tous les points du support de Λ etdont l'intersetion ave G est vide. En e�et, ela revient à onstruire une ourbe lisse de P2qui interpole une famille �nie de points et évite le point O. Le tiré en arrière G∗ de G sur Cest nul et don Γ(C,L(G∗)) est l'ensemble des fontions onstantes sur C. Par onséquent,l'appliation
Γ(S,L(G))→ Γ(C,L(G∗))est surjetive et on peut e�etuer la onstrution e�etuée dans la démonstration du théorèmeIII.4.1.Approhe onstrutive.Le ode CL,S(∆, G) est le ode de répétition pure et de longueur n = q2+q. Son orthogonalest don un ode de dimension n− 1. On note c2, . . . , cn les mots de la forme

ci := (1, 0, . . . , 0,−1, 0, . . . , 0),le �−1� apparaissant en i-ème position. La famille (c2, . . . , cn) est une base de CL(∆, G)⊥.D'après la proposition III.3.1, il su�t de réaliser es n− 1 mots pour montrer que tout motde C est réalisable.Étape 1. Soit don i un entier ompris entre 2 et n et supposons que les points π(P1) et
π(Pi) ne sont pas alignés ave O dans P2. On appelle C, la droite de P2 reliant π(P1) et
π(Pi). On hoisit deux droites C1 et Ci dans P2 distintes de C et ontenant respetivement
π(P1) et π(Pi) et évitant le point O.
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π(P1)

C1

C

π(Pi)

O

CiOn rappelle que la lasse anonique dans P2 est égale à −3L, où L désigne la lasse d'équi-valene linéaire des droites du plan projetif. De fait, le diviseur −C−C1−Ci est anonique,il existe don une 2-forme ω sur P2 telle que
(ω) := −C − C1 − C2.D'après le lemme II.3.12, la 1-forme res1C(ω) sur C n'a de p�les qu'en π(P1) et π(Pi) et esp�les sont simples. Elle a don des résidus non nuls en es points et d'après la formule desrésidus, ils sont opposés. De e fait, quitte à multiplier ω par un salaire non nul, on ares2C,P1

(ω) = 1 et res2C,Pi
(ω) = −1.De plus, la 2-forme ω n'a ni zéro ni p�le au voisinage de O. Don, d'après le lemme I.7.7 la

2-forme π∗ω sur S est de valuation 1 le long du diviseur exeptionnel, on a don
(π∗ω) = G− C̃ − C̃1 − C̃2.On pose

Λi := P1 + Pi, Da := C̃ et Db := C̃1 + C̃2et on véri�e aisément que (Da, Db) est Λi-onvenable (on peut par exemple voir qu'il satisfaitle ritère de la proposition II.3.8). De fait, le mot ci est réalisé par la 2-forme π∗ω.Étape 2. Si maintenant les points π(P1) et π(Pk) sont alignés ave O. On hoisit deux autrespoints rationnels π(Pj) et π(Pk) de P2 tels que les points π(P1), π(Pi), π(Pj) et π(Pk) soienten position générale (trois d'entre eux ne sont pas alignés). Il existe au moins deux oniquesrationnelles C et C′ distintes interpolant es quatre points et évitant le point O. En e�et, lesystème linéaire des oniques interpolant es points est de dimension 1, don même si le orpsde base est F2, il y a au moins 3 éléments dans e système et un seul d'entre eux interpole
0. On appelle C′′ la droite reliant π(Pj) et π(Pk).
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III.6. Une autre appliation possible des théorèmes �à la Bertini� 95Le diviseur −C−C′+C′′ est linéairement équivalent à −3L, 'est don un diviseur anoniqueet il existe une 2-forme ω sur P2 véri�ant
(ω) = −C − C′ + C′′.Ave le lemme II.3.12 on montre que π(P1) et π(Pi) sont les seuls p�les de la 1-forme res1C(ω)sur C. On en déduit que, quitte à multiplier ω par un salaire inversible, on ares2C,P1

(ω) = 1 et res2C,Pi
(ω) = −1.Par ailleurs, ω n'a ni zéro ni p�le au voisinage de O, don π∗ω véri�e

(π∗ω) = G− C̃ − C̃′ + C̃′′.On �nit en posant
Λi := P1 + Pi, Da := C̃ et Db := C̃′ + C̃′′et en véri�ant (grâe au ritère de la proposition II.3.8) que la paire (Da, Db) ainsi onstruiteest bien Λi-onvenable.III.6 Une autre appliation possible des théorèmes �à laBertini�Cette setion, qui onlut le hapitre III, a pour but de montrer qu'une réponse à uneertaine question ouverte pourrait permettre dans ertaines situations de minorer la distaneminimale du ode fontionnel CL(∆, G). L'objetif est d'utiliser la onstatation de la re-marque III.4.6. Avant d'y arriver ouvrons une parenthèse historique sur la théorie des odesgéométriques.III.6.1 Les travaux de Pellikaan, Shen et WeeDans [PSV91℄, les auteurs lassent les odes orreteurs en WAG (Weakly Algebrai-Geometri), AG (Algebrai-Geometri) et SAG (Strongly Algebrai-Geometri). Les odesWAG sont les odes Γ admettant une représentation géométrique, 'est-à-dire les odes pourlesquels il existe une ourbe C, un diviseur G sur C et une famille P1, . . . , Pn de pointsrationnels de X tels que
Γ = CL,C(D,G) ave D := P1 + · · ·+ Pn.Les odes AG sont les odes WAG qui admettent une représentation véri�ant n > deg(G).Quant aux SAG e sont les WAG admettant une représentation telle que n > deg(G) >

2gC − 2.L'un des résultats majeurs de l'artile [PSV91℄ est le théorème 2 qui a�rme que toutode est WAG. Dans la suite de l'artile, les auteurs donnent des exemples de odes qui ne lesont pas. Ils signalent par exemple que les odes de Golay binaires ne sont pas AG ([PSV91℄orollaire 9).Le problème des odes est que toutes leurs réalisations omme odes sur des ourbes donneune distane onstruite de Goppa nulle. Par onséquent, une représentation géométrique duode ne fournit auune information sur sa distane minimale. En e qui onerne les odesfontionnels sur une surfae algébrique, notre objetif va être de savoir si l'on peut disposerd'une représentation AG.



96 III. Théorème de réalisationIII.6.2 Le as des odes fontionnels sur une surfaeJusqu'à la �n du hapitre, nous nous plaçons sous l'hypothèse III.4 énonée page 89.Reprenons la remarque III.4.6. Le théorème III.4.4 de Poonen nous assure l'existene d'uneourbe lisse géométriquement intègre C ⊂ S obtenue par intersetion de S ave une hyper-surfae de Pr et qui interpole tous les points P1, . . . , Pn du support de ∆. Puis, d'après lelemme III.4.3, l'appliation de restrition à C
Γ(S,L(G))→ Γ(C,L(G∗))est surjetive. Si l'on note D le diviseur sur C dé�ni par D := P1 + · · · + Pn, alors lasurjetivité de l'appliation i-dessus entraîne que les odes CL,S(∆, G) et CL,C(D,G∗) sontidentiques. Le ode CL,S(∆, G) s'identi�e don à un ode sur une ourbe algébrique. Si G estlinéairement équivalent à mLS, alors G∗ es linéairement équivalent à mLC . Le tout est desavoir quel est le degré de LC . Ce degré est le nombre de points géométriques de l'intersetionde C ave un hyperplan géométrique générique, 'est don le degré de la ourbe C pour sonplongement dans Pr. En�n, au vu de la onstrution de C, son degré n'est autre que le degréde S multiplié par le degré de l'hypersurfae H telle que C = H ∩ S. Par onséquent, uneestimation su�samment �ne du degré de l'hypersurfaeH permettrait de minorer la distaneminimale du ode CL,S(∆, G).Question 5 (Arithmétique). Soient X une variété projetive lisse géométriquement intègresur un orps �ni Fq et P1, . . . , Pn, une famille de points fermés de X. Peut-on évaluerexpliitement ou majorer de façon préise le plus petit entier d tel qu'il existe au moinsune hypersurfae dé�nie sur Fq de degré inférieur ou égal à d qui interpole tous les Pi etdont l'intersetion shématique ave X soit une sous-variété lisse géométriquement intègrede odimension 1 ?Dans [Poo04℄, Poonen montre que de telles hypersurfaes existent et forment même unsous-ensemble de densité positive dans l'ensemble des hypersurfaes de Pr, mais il ne donneauune information sur le degré minimal d'une telle variété. On est de e fait assurés del'existene de l'entier d mais ne dispose d'auun proédé d'estimation expliite.Notons que la question 5A (Arithmétique) ne porte que sur les hypersurfaes dé�nies sur

Fq. La remarque qui suit assure que l'on peut se poser la question pour les hypersurfaesdé�nies sur Fq.Remarque III.6.1. Soit Fqm une extension de Fq et S′ la surfae S′ := S×Fq
Fqm . Notons

∆′ et G′ pour les tirés en arrière respetifs de ∆ et G sur S′. On dispose alors de l'égalité deodes
CL,S(∆, G) ⊗Fq

Fqm = CL,S′(∆′, G′).En partiulier, es odes ont la même distane minimale.Par onséquent, on peut herher une réalisation du ode CL,S(∆, G) ⊗ Fqm pour uneextension quelonque de Fq, e qui ramène notre problème à la question suivante.Question 5 (Géométrique). Soit X une variété projetive irrédutible lisse dé�nie sur Fqet P1, . . . , Pn une famille de points de X. Peut-on évaluer expliitement ou majorer de façonpréise le plus petit entier d tel qu'il existe au moins une hypersurfae H de degré inférieur ouégal à d, qui ontienne tous les Pi et telle que H∩X soit une sous-variété lisse de odimension
1 de X ?Cette dernière question ressemble fortement à un théorème �à la Bertini�. En e�et, sil'on note dd le système linéaire des setions hyperplanes de X de degré d et d′d le sous-système linéaire de dd des setions hyperplanes de X interpolant les Pi, alors la question5G (Géométrique) se traduit par : le système linéaire d′d possède-t-il un élément irrédutiblelisse ?Les questions 5A et 5G restent ouvertes. Notons que l'artile [KA79℄ d'Altman et Kleimandonne une piste pour tenter d'y répondre. Les ommentaires i-dessous ont été suggérés parSteven L. Kleiman.



III.6. Une autre appliation possible des théorèmes �à la Bertini� 97Théorème III.6.2 (Altman, Kleiman 1979). Soient k un orps in�ni, X un sous-shéma del'espae projetif Pr
k et Z un sous-shéma de X. Soit IZ le faiseau d'idéaux de OPr assoié àl'adhérene de Z dans X. Soit d un entier tel que IZ(d) est engendré par ses setions globales.Supposons que X r Z est lisse, alors l'intersetion de X par des hypersurfaes génériquesindépendantes de degré d+ 1 est lisse hors de Z.Dans notre situation, soit Z la réunion des points P1, . . . , Pn. Supposons que l'on onnaisseun entier d tel que IZ(d) soit engendré par ses setions globales et que pour tout i, le faiseau

(IZ/mPi
IZ)(d) soit engendré par les setions globales de IZ(d). Alors, une setion globalegénérique de IZ(d) sera envoyée sur un élément non nul demPi

/m2
Pi
et sera don non singulièreen e point, elle sera également lisse hors de Z d'après le théorème i-dessus. Le problèmereste en tous les as de trouver un tel entier d ou une borne supérieure pour elui-i.





Chapitre IV Orthogonal d'un odefontionnelDans e hapitre, nous allons travailler sur le problème de la minoration de la distaneminimale de l'orthogonal d'un ode fontionnel. Nous allons présenter deux approhes. Lapremière s'applique aux odes fontionnels onstruits à partir de variétés projetives de di-mension quelonque et pas seulement aux surfaes. Elle est de plus indépendante de tous lesrésultats préédemment énonés et ne fait pas intervenir la notion de formes di�érentielles.La seonde approhe, elle, utilise les résultats obtenus dans le hapitre III.Pour le reste, e hapitre ne peut être onsidéré omme totalement abouti. Il ouvre epen-dant un ertain nombre de problèmes de géométrie algébrique sur les systèmes linéaires dontla résolution permettrait d'obtenir des minorations de la distane minimale de l'orthogonald'un ode fontionnel.NotationsNous allons reprendre dans e hapitre un ertain nombre de notations utilisées dans lehapitre III. En partiulier, on rappelle que si X est une sous-variété fermée d'un espaeprojetif, on note LX la lasse d'équivalene linéaire d'une setion hyperplane de X et KXla lasse anonique sur X .IV.1 Première approheCette approhe onsiste en fait à n'utiliser que des méthodes d'algèbre linéaire relative-ment élémentaires. Dans ette setion, N désigne un entier naturel non nul et k un orpsquelonque. On se donne une variété projetive lisse géométriquement intègre X intersetionomplète dans un espae projetif PN et munie d'un diviseur G et d'un 0-yle ∆. On sup-pose également qu'il existe un entier naturel m tel que G ∼ mLX et que ∆ est une sommede points rationnels de X qui évitent le support de G.IV.1.1 Notion de m-généralitéPour alléger les notations, on désignera l'espae Γ(PN
k ,OPN

k
(m)) des formes homogènes dedegrém sur PN

k par FNm . En�n, pour tout point rationnel P de PN , on note evP l'appliationd'évaluation dérite dans la dé�nition D.1.1 (voir annexe D).Dé�nition IV.1.1. On dit que les points P1, . . . , Pr ∈ PN (k) sont liés en degré m ou m-liés si les formes linéaires evP1 , . . . , evPr
sont liées dans le dual (FNm )

∨ de FNm . Dans le asontraire, si es formes linéaires forment une famille libre de (FNm )
∨, on dit que es pointssont en position m-générale. 99



100 IV. Orthogonal d'un ode fontionnelLa dé�nition i-dessus peut s'interpréter de façon géométrique, omme le montre le lemmequi suit.Lemme IV.1.2. Une famille de r points P1, . . . , Pr de PN est en position m-générale, si etseulement si pour tout entier i ∈ {1, . . . , r}, il existe une hypersurfae de degré m qui ontientles points P1, . . . , P̂i, . . . , Pr et évite Pi.Preuve. C'est un exerie élémentaire de dualité en algèbre linéaire.Remarque IV.1.3. La notion de 1-généralité orrespond à la dé�nition lassique de posi-tion générale. Le plus souvent, dans la littérature, une famille de points de PN est dite enposition générale si et seulement es points forment un repère projetif de la variété linéaireprojetive qu'ils engendrent. Si l'on se donne un entier m, alors une famille de points de
PN sont en position m-générale si et seulement si leurs images par le m-ème plongementde Veronèse1 sont en position générale au sens lassique (dérit i-dessus) dans PM ave
M =

(
N + d
d

)
− 1Remarque IV.1.4. On aurait pu donner une dé�nition plus générale de es notions en neonsidérant plus seulement des points rationnels de PN , mais des points fermés et même despoints in�niment près2 de PN . Un tel point de vue étant totalement inutile dans e qui suit,nous avons hoisi de nous restreindre au as des points rationnels de PN .Exemple IV.1.5. Supposons que N = 1, on travaille don sur la droite projetive. Dans eas, r points deux à deux distints P1, . . . , Pr sont en position m-générale si et seulement si

r ≤ m+ 1. En e�et, on peut onstruire une forme homogène de degré inférieur ou égal à mayant exatement r − 1 raines données.IV.1.2 Systèmes linéaires de PNLa notion dem-généralité peut se reformuler en termes de systèmes linéaires. Pour e faire,on adoptera les notations de [Har77℄ V.4. Soient m un entier naturel, d le système linéairesur PN des hypersurfaes de degré m et P1, . . . , Pr une famille de points rationnels de PN .Pour tout entier naturel 1 ≤ i ≤ r, on note di le sous-système linéaire de d des hypersurfaesde degré d ontenant les points P1, . . . , P̂i, . . . , Pr. Selon les notations de [Har77℄ V.4,
di := d− P1 − · · · − P̂i − · · · − Pr.En termes de systèmes linéaires, la m-généralité de P1, . . . , Pr se formule de la façon suivante.Les points P1, . . . , Pr sont en position d-générale si et seulement si pour tout i, le point Pin'est pas un point base du système linéaire di.IV.1.3 Lien ave les notions de distane minimaleMunis de es dé�nitions, la question de la minoration de la distane minimale du ode

CL,X(∆, G)⊥ peut se traduire sous forme d'un problème géométrique.Proposition IV.1.6. Soit m un entier tel que G ∼ mLX . La distane minimale d⊥ du ode
CL,X(∆, G)⊥ est égale au nombre minimal s de points P1, . . . , Ps du support de ∆ qui sont
m-liés.Preuve. Soit c = (c1, . . . , cn) un mot de CL(∆, G)⊥. Cela signi�e que l'appliation ϕc :=
c1evP1 + · · · + cnevPn

est identiquement nulle sur Γ(X,L(G)). Comme X est intersetion1Voir [Sha94℄ I.4.4.2C'est-à-dire des points appartenant à une variété obtenue par une séquene d'élatements de sous-variétésde X. Voir [Har77℄ V.3.



IV.1. Première approhe 101omplète, d'après [Har77℄ II.8 ex 14, elle est projetivement normale et il y a don uneappliation surjetive
f : Γ(PN ,OPN (m))→ Γ(X,L(G)).L'appliation ϕc ◦ f dé�nie sur Γ(PN ,OPN (m)) est don nulle, or e morphisme n'est autreque c1evP1 + · · ·+ cnevPn

vu omme une forme linéaire sur Γ(PN ,OPN (m)) = FNm .Cette reformulation du problème de la distane minimale de CL(∆, G)⊥, nous ramène à unproblème qui est loin d'être aussi élémentaire qu'il en a l'air. Autant il est aisé de savoir si unefamille de points sont indépendants en dimension 1 (voir exemple IV.1.5), autant le problèmese omplique lourdement en dimension supérieure. En d'autres termes, il est très di�ile endimension supérieure à 2 de déider si une famille de points est en position d-générale ou,e qui revient au même, de montrer qu'un système linéaire n'a pas d'autres points basesque eux qu'on lui a assignés. Pour s'en onvainre on peut regarder les démonstrations duhapitre V.4 de [Har77℄.IV.1.4 Minorations de la distane minimale de l'orthogonal d'un odefontionnelNous allons utiliser la proposition IV.1.6 pour obtenir deux résultats de minoration de ladistane minimale du ode CL(∆, G)⊥.Théorème IV.1.7. On suppose N supérieur ou égal à 2. Soit m un entier tel que G ∼ mLX ,alors(1) la distane minimale d⊥ du ode CL,X(∆, G)⊥ véri�e
d⊥ ≥ m+ 2et il y a égalité si et seulement si le support de ∆ ontient m+ 2 points alignés ;(2) sinon, si le support de ∆ ne ontient pas m+ 2 points alignés, alors
d⊥ ≥ 2m+ 2et il y a égalité si et seulement si le support de ∆ ontient 2m+2 points sur une mêmeonique plane.La démonstration du (1) de e théorème fera appel aux lemmes IV.1.8 et IV.1.9 qui suiventet qui seront démontrés en annexe E.Lemme IV.1.8. Soient r et m deux entiers naturels ave r ≥ 1, alors toute famille de rm+2points rationnels distints de PN appartenant à une même ourbe de degré r est m-liée.Lemme IV.1.9. Soit m un entier naturel.(1) Si m+ 2 points rationnels distints de PN sont m-liés, alors ils sont alignés.(2) Tout r-uplet de points rationnels deux à deux distints de PN ave r ≤ m + 1 est enposition m-générale.Démonstration du (1) du théorème IV.1.7. La proposition IV.1.6 et la propriété (2) du lemmeIV.1.9 entraînent que la distane minimale du ode CL(∆, G)⊥ est supérieure àm+2 et qu'uneondition néessaire pour qu'elle soit atteinte est que le support de ∆ ontienne m+2 pointsalignés. D'après le lemme IV.1.8, ette dernière ondition est su�sante.Exemple IV.1.10. Si G ∼ LX , alors la distane minimale de CL,X(∆, G)⊥ est minorée par 3.Cette borne est atteinte dès que le support de ∆ ontient trois points alignés. Remarquonsque la borne est par exemple atteinte dès que X ontient une droite rationnelle.



102 IV. Orthogonal d'un ode fontionnelLe point (2) du théorème IV.1.7 se démontre de la même façon que le point (1) en utilisantla proposition IV.1.6, le lemme IV.1.8 et le lemme IV.1.11 énoné i-dessous. Nous renvoyonsle leteur à l'annexe E pour une démonstration de e dernier.Lemme IV.1.11. Soient m et r deux entiers naturels tels que r ≤ 2m+ 1.(1) Une famille de r points distints de PN telle que m + 2 d'entre eux sont non alignésest en position m-générale.(2) Soit P1, . . . , P2m+2 un (2m + 2)-uplet de points rationnels distints de PN tels que
m + 2 d'entre eux ne sont pas alignés. Alors, es points sont m-liés, si et seulements'ils appartiennent à une même onique plane.Peut-on aller plus loin ?Une généralisation naturelle (mais fausse) du théorème IV.1.7 serait : �soient m, s deuxentiers naturels, supposons que pour tout r < s, un (rm + 2)-uplet de points du support de

∆ n'est jamais ontenu dans une ourbe de degré r, alors d⊥ ≥ sm+ 2.�Malheureusement, e résultat est faux. En e�et, d'après la proposition IV.1.6, un telrésultat impliquerait que sm + 1 points de PN tels que pour tout r < s, un (rm + 2)-upletd'entre eux n'est jamais ontenu dans une ourbe de degré r, sont en position m-générale. Or,si s = 3 et m = 3, ela signi�erait que 10 points de P2 tels que 5 d'entre eux sont non alignéset 8 d'entre eux ne sont pas sur une même onique sont toujours en position 3-générale.Or d'après [Har77℄ orollaire V.4.5, on peut onstruire un 9-uplet de points 3-liés véri�antes propriétés. Un tel 9-uplet de points est onstruit en prenant les points d'intersetion dedeux ubiques réduites sans omposante irrédutible ommune. Ces on�gurations de pointsprovenant d'intersetions de N hypersurfaes dans PN sont di�iles à repérer et ompliquentles démonstrations de m-généralité lorsque l'on veut améliorer les lemmes IV.1.9 et IV.1.11.En onlusion, on sait que les deux premières on�gurations minimales de points rationnels
m-liés dans PN sont

(i) m+ 2 points alignés ;
(ii) 2m+ 2 points sur une même onique plane.Nous laissons une question ouverte.Question 6. Quelles sont les on�gurations minimales suivantes ?IV.1.5 AppliationsLe théorème IV.1.7 permet d'obtenir des minorations assez �nes de la distane minimalede l'orthogonal du ode CL,X(∆, G)⊥ dans le as où l'entier m tel que G ∼ mLX est petit.Commençons par étudier le as bien onnu où X est une ourbe.Courbes algébriques planes, omparaison ave la distane minimale onstruite de GoppaSoit X une ourbe algébrique projetive plane lisse de degré d ≥ 2 et dé�nie sur Fq.Soient m un entier naturel et G un diviseur sur X linéairement équivalent à mLX . Soienten�n P1, . . . , Pn une famille de points rationnels de X qui évitent le support de G et D lediviseur D := P1 + · · ·+ Pn. On rappelle que le genre de X s'obtient par la formule

gX =
(d− 1)(d− 2)

2et que l'orthogonal du ode fontionnel CL(D,G) est le ode di�érentiel CΩ(D,G). Parailleurs, on rappelle également que la distane minimale d⊥ du ode CΩ(D,G) (qui est égalà CL(D,G)⊥) véri�e
d⊥ ≥ deg(G)− (2gX − 2).La quantité deg(G)− (2gX − 2) est appelée distane onstruite de Goppa et notée δ⊥.



IV.1. Première approhe 103La ourbe X est supposée plane et lisse, elle est don irrédutible. Ainsi, omme d ≥ 2,alors X ne ontient pas plus de d points géométriques alignés. Par onséquent, nous allonsdistinguer les as 0 ≤ m ≤ d− 2 et m ≥ d− 1.
• Si 0 ≤m ≤ d− 2, alors le théorème IV.1.7 (1) nous fournit la minoration

d⊥ ≥ m+ 2.Quant à la distane onstruite de Goppa, on peut l'exprimer en fontion de m et d. Ene�et, omme G ∼ mLX , on en déduit que le degré de G est md et
δ⊥ = md− (d− 1)(d− 2) + 2.Faisons la di�érene de es deux minorants de d⊥.

m+ 2− (md− (d− 1)(d− 2) + 2) = m−md+ (d− 1)(d− 2) = (d− 1)(d− 2−m).En onlusion, la minoration fournie par le théorème IV.1.7 (1) est meilleure que ladistane onstruite de Goppa si m < d− 2. Elle est en partiulier nettement meilleurelorsque m est petit.
• Si m ≥ d− 1, alors, d'après le théorème de Bezout, m+ 2 points de X ne sont jamaisalignés. Le théorème IV.1.7 (2) fournit la minoration

d⊥ ≥ 2m+ 2.La di�érene entre e minorant de d⊥ et la distane onstruite de Goppa est
2m+ 2− δ⊥ = (d− 2)(d− 1−m).Comme m est supposée supérieure à d− 1, la di�érene i-dessus est toujours négativeet don la distane onstruite de Goppa fournit une meilleure minoration de d⊥.Conlusion. Dans e ontexte des ourbes planes, les tehniques développées en setionIV.1.4 fournissent une meilleure minoration de la distane minimale de CL(D,G)⊥ = CΩ(D,G)que elle fournie par la distane onstruite de Goppa si et seulement si

m ≤ d− 2.Surfaes de P3Soit S une surfae de P3 de degré d dé�nie sur Fq. Soient également m un entier naturel,
G un diviseur sur S tel que G ∼ mLS et ∆ un 0-yle de la forme ∆ = P1 + · · · + Pn oùles Pi sont des points rationnels de S qui évitent le support de G. On note de nouveau d⊥,la distane minimale du ode CL,S(∆, G)⊥. Tout omme dans le paragraphe préédent, lethéorème IV.1.7 fournit les minorations suivantes.

(i) Pour tout m, on a d⊥ ≥ m+ 2.
(ii) Si de plus m ≥ d− 1 et que S ne ontient pas de droite rationnelle, alors d⊥ ≥ 2m+ 2.Exemple IV.1.12. Soit S, une surfae ubique lisse de P3. Soit L un diviseur sur S donnépar une setion hyperplane de S et G := mL ave m ∈ N. On hoisit en�n omme 0-yle ∆,la somme des points rationnels de S qui évitent le support de G. On note d⊥(m) la distaneminimale du ode CL,S(∆,mL)⊥. Les résultats de la setion IV.1.4 nous donnent

d⊥(1) ≥ 3;

d⊥(2) ≥

{
4 si S ontient une droite rationnelle;
6 sinon.Dans le premier as la borne est atteinte seulement si le support de ∆ ontient trois pointsalignés. Nous verrons au hapitre V que e phénomène est très fréquent et que e odepossède en général de nombreux mots de poids 3. Dans le dernier as, la borne inférieuren'est atteinte que si le support de ∆ ontient 6 points appartenant à une même oniqueplane (éventuellement rédutible).



104 IV. Orthogonal d'un ode fontionnelRemarque IV.1.13. Remarquons que la lassi�ation des surfaes ubiques lisses réaliséepar Swinnerton-Dyer dans [SD67℄ assure l'existene de ubiques ne ontenant pas de droitesrationnelles. Cela fait d'ailleurs partie des exemples introduits par Zarzar et Voloh dans[VZ05℄.Exemple IV.1.14. On reprend les mêmes notations que dans l'exemple IV.1.12, mais ettefois, S est une surfae lisse de degré 4. On obtient alors les minorations
(i) d⊥(1) ≥ 3;

(ii) d⊥(2) ≥ 4;

(iii) d⊥(3) ≥

{
5 si S ontient une droite rationnelle et ♯ Fq ≥ 5;
8 sinon.Dans le as (i) (resp. (ii)), la borne est atteinte seulement si S ontient 3 (resp. 4) pointsalignés. Dans le dernier as, la borne n'est atteinte que si le support de ∆ ontient 8 pointsappartenant à une même onique plane.Remarque IV.1.15. En e qui onerne le as (iii) de l'exemple préédent, dans [Sha94℄théorème I.6.9, on montre qu'une surfae ubique ontient toujours au moins une droitegéométrique (elle en ontient même 27 quand elle est lisse) et qu'une surfae générique dedegré supérieur à 4 ne ontient pas de droite géométrique. Ainsi, en général, si S est unesurfae de degré 4, la distane minimale de CL,S(∆, 3L) est supérieure ou égale à 8.IV.2 Seonde approhe, un problème ouvertDans ette setion nous revenons au ontexte lassique, à savoir elui des surfaes algé-briques. Cette seonde approhe ne fournira pas à proprement parler de minoration de ladistane minimale de l'orthogonal d'un ode fontionnel. Il ne s'agit don pas d'une setionréellement aboutie, mais d'une ouverture vers des problèmes de géométrie algébrique quiauraient d'intéressantes appliations à la théorie des odes orreteurs d'erreurs.L'objetif étant d'utiliser les résultats du hapitre III, nous allons nous replaer dansle ontexte de e dernier. À savoir, S désigne une surfae projetive lisse géométriquementintègre, qui est intersetion omplète dans un espae projetif Pr. On se donne également unentier naturel m et un diviseur G véri�ant G ∼ mLS , où LS désigne la lasse d'équivalenelinéaire d'une setion de S par un hyperplan de Pr. En�n, P1, . . . , Pn désignent des pointsrationnels de S et ∆ leur somme.Exploitation du théorème de réalisationD'après le théorème de réalisation (théorème III.4.1), pour tout mot de ode c ∈ CL(∆, G)⊥,il existe un ouple sous-∆-onvenable de diviseurs (Da, Db) et une 2-forme ω véri�ant

(ω) = G−Da −Db et telle que c = res2Da,∆(ω). (IV.1)De plus, le diviseur Da est une ourbe lisse géométriquement intègre provenant de l'interse-tion de S ave une hypersurfae de Pr. Il existe don un entier naturel na tel que Da ∼ naLS .Par onséquent, dans e qui suit nous nous autoriserons l'abus de langage onsistant à dési-gner par Da à la fois le diviseur et la ourbe irrédutible sous-jaente. En�n, le théorème deréalisation a�rme qu'il existe un entier relatif nb tel que Db ∼ nbLS .La 2-forme ω est de valuation supérieure ou égale à −1 le long de la ourbe Da, le 1-résidude ω le long de Da est don bien dé�ni. On pose
µ := res1Da

(ω) ∈ Ω1
Fq(Da)/Fqet d'après le lemme II.3.12, pour tout point géométrique P de Da, on avalP (µ) = mP (Da, G−Db).



IV.2. Seonde approhe, un problème ouvert 105Par onséquent, si l'on note D∗ le tiré en arrière sur Da d'un diviseur D sur S dont le supportne ontient pas Da, alors le diviseur de µ s'érit
(µ) = G∗ −D∗b . (IV.2)Soit Λc le diviseur sur la ourbe Da orrespondant au support du mot de ode c, on a
(µ) ≥ G∗ − ΛCet on déduit de ette inégalité et de (IV.2) que ΛC ≥ D

∗
b . On a de plus,

w(c) = deg(ΛC) et deg(D∗b ) = Da.Db,où w(.) désigne le poids de Hamming d'un mot de ode et D.D′ le produit d'intersetion dedeux diviseurs sur S. On en déduit la relation
w(c) ≥ Da.Db = nanbL

2
S. (IV.3)Soient k et m les entiers tels que

KS ∼ kLS et G ∼ mLS ,où KS désigne la lasse anonique sur S. D'après la relation (IV.1) page 104, on a
nb = m− na − k.Si l'on injete ette relation dans (IV.3), on obtient

w(c) ≥ na(m− k − na)L
2
S . (IV.4)Le soui est que la quantité ave laquelle on minore le poids de Hamming de c est négativedès que na ≥ m − k. Partant de la disussion i-dessus, le théorème IV.2.1 qui suit n'estpas réellement exploitable en l'état. Il o�re ependant des perspetives de minoration de ladistane minimale de CL,S(∆, G)⊥ sous réserve d'obtenir des réponses à une question ouvertequi sera posée plus loin (question 7). La preuve de e théorème est suivie d'une disussionsur l'énoné.Théorème IV.2.1. Soit S une surfae projetive lisse intersetion omplète et géométrique-ment intègre. Soit m un entier et G un diviseur sur S véri�ant G ∼ mLS. Soit en�n ∆ unesomme formelle de points rationnels de S évitant le support de G. Supposons qu'il existe unentier naturel s véri�ant les onditions suivantes.

(i) s est supérieur à la distane minimale d⊥.
(ii) Pour toute on�guration Pi1 , . . . , Pis de points du support de ∆, il existe une hypersur-fae H de Pr dé�nie sur Fq de degré inférieur à m− k − 1 qui ontient Pi1 , . . . , Piset telle que H ∩ S est une ourbe lisse. On rappelle que l'entier k est elui qui véri�e

KS ∼ kLS où KS désigne la lasse anonique.Alors, la distane minimale d⊥ du ode CL(∆, G)⊥ véri�e
d⊥ ≥ (m− k − 1)L2

S.Preuve. D'après la remarque III.6.1 page 96, la distane minimale d'un ode géométriqueest invariante par extension des salaires. Il su�t don que l'on soit à même de réalisergéométriquement les mots de ode de CL,S(∆, G)⊥ vus omme des mots de CL,S′(∆′, G′), où
S′ désigne S×Fq

Fql pour un ertain entier naturel l et ∆′ et G′ les tirés en arrière respetifsde ∆ et G sur S′. C'est e qui justi�e dans le (ii) le �dé�nie sur Fq�.Soient s un entier véri�ant les ondition (i) et (ii) de l'énoné et E, l'ensemble des motsnon nuls de CL,S(∆, G)⊥ de poids de Hamming inférieur ou égal à s. D'après (ii) et (IV.4),on a
∀c ∈ E, w(c) ≥

m−k−1
min
na=1

na(m− k − na)L
2
S .



106 IV. Orthogonal d'un ode fontionnelLa dé�nition de E entraîne que l'inégalité i-dessus est en fait véri�ée par tous les mots nonnuls de CL,S(∆, G)⊥. Par ailleurs, l'étude de la fontion x 7→ x(m − k − x) sur l'intervalle
[1,m− k − 1] permet de voir que le minimum de l'expression na(m− k − na)L2

S est atteintpour na = 1. On en déduit
d⊥ ≥ (m− k − 1)L2

S.Disussion au sujet du théorème IV.2.1. L'énoné peut sembler troublant en e sens oùl'entier s doit être supérieur à la quantité d⊥ sur laquelle on herhe à s'informer. Pourexploiter e théorème il faut disposer d'une majoration à priori de d⊥. Voii un ertainnombre de pistes, pour obtenir une telle majoration.(1) L'approhe la plus naïve serait de majorer d⊥ par la longueur du ode.(2) Si l'on onnaît la dimension du ode on peut utiliser la borne de singleton à savoir
d⊥ ≤ n− dim(CL,S(∆, G)⊥) + 1.(3) Sous réserve de disposer d'une évaluation de la distane minimale d'un ode fontionnel,le théorème d'orthogonalité (théorème II.4.1) fournit une majoration de la distaneminimale de CL(∆, G)⊥. En e�et, omme pour toute paire de diviseurs (sous-) ∆-onvenable (Da, Db) on a

CΩ,S(∆, Da, Db, G) ⊆ CL,S(∆, G)⊥.Par onséquent, la distane minimale du ode CL,S(∆, G)⊥ est inférieure à elle duode CΩ,S(∆, Da, Db, G). Ce dernier ode est fontionnel d'après le théorème II.4.6. Sil'on et apable d'estimer la distane minimale d'un ode fontionnel sur S on peut endéduire une bonne majoration à priori de d⊥.Il s'agit là d'un piste à explorer dans le futur. Notons tout de même que dans ertainessituations, un tel entier s n'existe pas, il su�t par exemple quem−k−1 soit négatif. Avant deonlure, donnons deux exemples élémentaires. L'un assurant que l'entier s existe (au moinsdans ertaines situations élémentaires) et le seond présentant un as où l'entier s n'existepas, bien que m− k − 1 soit stritement positif.Exemple IV.2.2 (Un exemple où s existe.). On reprend l'exemple présenté dans la setionII.3.5 du hapitre II. Soit S le plan projetif sur un Fq de aratéristique di�érente de deux.Supposons par exemple que m = 1. On a k = −3 et le ode CL(∆, G) ave G ∼ LS est dedimension 3 et don de longueur q2. On en déduit que le ode CL(∆, G)⊥ est de dimension
q2 − 3 et la borne de singleton nous assure que sa distane minimale véri�e

d⊥ ≤ 4On a m − k − 1 = 3, l'objetif est don de montrer que pour tout quadruplet de pointsrationnels de P2, il existe une ourbe lisse de degré inférieur ou égal à trois qui ontient espoints.Soient don P1, P2, P3, P4 quatre points de P2. S'ils sont alignés 'est terminé, une droiteétant une ourbe lisse de degré 3. Si P1, P2, P3 appartiennent à une même droite L quine ontient pas P4, il existe un système de oordonnées homogènes (X,Y, Z) sur P2 et unélément a ∈ Fq r {0, 1} tels que,
P1 = (0 : 0 : 1) P1 = (1 : 0 : 1)
P3 = (a : 0 : 1) P4 = (0 : 1 : 0).La ourbe elliptique d'équation Y 2Z = X(X − Z)(X − aZ) est lisse et interpole es quatrepoints.En�n, supposons que trois de es points ne soient pas alignés, alors il existe au moinsune onique lisse qui les ontient. L'entier s = 4 véri�e don les onditions (i) et (ii) du



IV.2. Seonde approhe, un problème ouvert 107théorème IV.2.1, e dernier nous fournit don une minoration de la distane minimale duode CL,S(∆, G)⊥, à savoir
d⊥ ≥ (m− k − 1)L2

S = 3.D'après le théorème IV.1.7 (1), le minorant obtenu est en fait exatement la distane minimaledu ode étudié.Exemple IV.2.3 (Un exemple oùm−k−1 ≥ 0 mais s n'existe pas.). Soit S une surfae ubiquelisse de P3
Fq

ave q ≥ 3 et ontenant au moins une droite rationnelle. Soit ∆ la somme detous les points rationnels de S et G un diviseur tel que G ∼ 2LS et dont le support éviteelui de ∆ (un tel G existe, voir annexe D.2). On rappelle que les surfaes ubiques sont dessurfaes de Del Pezzo. Don k = −1 et m−k−1 = 2. Notons que, d'après le théorème IV.1.7(2), on sait que d⊥ = 4, les mots de poids minimal étant eux don le support orrespond àdes points d'une droite rationnelle ontenue dans S.À présent, raisonnons par l'absurde, en supposant l'existene d'un entier s véri�antles onditions du théorème IV.2.1. Alors, d'après e théorème, la distane minimale de
CL,S(∆, G)⊥ serait supérieure ou égale à 6, e qui est faux d'après les remarques i-dessus.Conlusion. Le théorème IV.2.1 motive la question ouverte suivante.Question 7. Soient X une sous-variété irrédutible lisse géométriquement intègre de Pr

Fqet d un entier naturel. Soient P1, . . . , Pn une famille de points de X. Sous quelles onditionssur X et P1, . . . , Pn a-t-on l'existene d'un entier s tel que pour tout s-uplet de points parmi
P1, . . . , Pn, il existe une hypersurfae H de degré d ontenant e s-uplet de points et telle que
H ∩X soit une sous-variété lisse de odimension 1 de X ?Notons qu'une réponse à la question 5G posée page 96, fournirait sans doute des élémentsde réponse, voire même une réponse omplète à la question i-dessus. L'obtention d'un telrésultat �à la Bertini� nous donnerait de nombreuses informations, à la fois sur les odesfontionnels et sur leurs orthogonaux. La question 5G est don un problème ouvert ouvrantde nombreuses perspetives d'appliation.





Chapitre VConstrutions de mots de faiblepoids et odes LDPC
Une idée reçue atteste que la reuse est le départementle moins peuplé de Frane, e qui est totalement faux.WikipediaOn signale dans la setion III.5 du hapitre III que le théorème de réalisation n'estpas onstrutif. Aussi, e hapitre est-il en partie onsaré à la présentation de méthodesonstrutives de réalisation di�érentielle de mots de ode appartenant à l'orthogonal d'unode fontionnel. Les mots de l'orthogonal d'un ode fontionnel qui vont nous intéresser etqui s'avèreront être les plus simples à aluler seront eux dont le poids de Hamming est petit.Si es mots engendrent le ode qui les ontient, on dit que e ode est LDPC (Low DensityParity Chek). La première setion de e hapitre est une introdution à la théorie de esodes.V.1 Introdution aux odes LDPCUn ode LDPC est un ode admettant une matrie de parité reuse. En d'autres termes,'est un ode admettant une base duale omposée de mots de petit poids de Hamming.V.1.1 Graphe de TannerDé�nition V.1.1 (Graphe biparti). Un graphe biparti est la donnée de deux ensembles desommets V1 et V2 et d'un ensemble d'arêtes E tels que toute arête a ∈ E relie un uniqueélément de V1 ave un unique élément de V2.La dé�nition qui suit a été introduite par R. Mihael Tanner dans [Tan81℄.Dé�nition V.1.2 (Tanner 1981). Soient C un ode binaire de longueur n et H ∈Mr,n(F2)une matrie de parité de C. On appelle graphe de Tanner de C, le graphe biparti dont lapremière famille de sommets V1 est indexée par les olonnes de H et la seonde famille V2par les lignes. Une arête relie le i-ème sommet de la famille V1 au j-ème de V2 si et seulementsi le oe�ient hi,j de la matrie H est non nul.Remarque V.1.3. Remarquer qu'un ode n'admet pas un unique graphe de Tanner. Aussi,on devrait parler du graphe de Tanner de C assoié à H et non du graphe de Tanner de C.Dans la pratique, et abus de langage est toléré et même fréquemment pratiqué.Dans e qui suit, on représentera les sommets orrespondant aux olonnes de la matriepar des et on appellera es sommets les n÷uds de données ou tout simplement les bits.109



110 V. Construtions de mots de faible poids et odes LDPCLes sommets orrespondant aux lignes seront représentés par des et on les appellera lesn÷uds de parité ou les relations1.Exemple V.1.4. Soit C, le ode de matrie de parité
H =




1 1 1 0 0 0 0 1 0
0 0 1 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1 1 0 0
0 0 0 0 1 0 0 1 1


 .Le graphe de Tanner de C orrespondant à la matrie H est de la forme suivante.

2 3 41

1 2 3 4 5 6 7 8 9On peut également essayer de l'étaler a�n d'y voir plus lair, sous réserve bien sûr que legraphe admette une représentation planaire.
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Si le ode n'est pas binaire on peut réaliser une onstrution semblable mais ave desarêtes pondérées. Entre le bit i et la relation j on trae une arête pondérée par le oe�ient
hi,j de la matrie de parité si e dernier est non nul et pas d'arête sinon.Exemple V.1.5. Supposons que le orps de base soit F5 et onsidérons le ode C de matriede parité

H =




2 0 3 1 0 0 0 0 0
0 1 0 4 3 0 0 0 0
0 0 3 0 0 1 2 0 0
0 0 0 4 0 0 4 1 0
0 0 0 0 1 0 0 2 1



.Le graphe de Tanner de C assoié à H se représente de la façon suivante.1Dans la littérature anglophone, on parle de hek nodes, 'est-à-dire n÷ud de ontr�le. Nous avons préférédonner e nom de relation, ar es n÷uds symbolisent une équation, don une relation entre les bits qui luisont voisins dans le graphe.
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V.1.2 Déodage itératifL'intérêt majeur de la représentation d'un ode par un graphe de Tanner est le déodageitératif. Le prinipe général onsiste, étant donné un mot de ode reçu y à évaluer les oûtsloaux d'assignation de haque bit à une valeur presrite. Dans un seond temps, par unprinipe de passage de messages dans le graphe, on atualise es oûts en fontion du nombrede modi�ations qu'une assignation d'un bit à une valeur presrite entraînerait sur les bitsvoisins dans le graphe. De façon shématique, la répétition de e proédé permet (à denombreux détails près) de passer de oûts loaux à des oûts globaux. On hoisit alorsomme sortie de l'algorithme, le mot de ode orrespondant aux oûts globaux minimaux.Il existe dans la littérature de nombreux algorithmes de déodage itératif. Celui quenous allons présenter porte en général le nom de algorithme min-somme. Notons que l'onpeut trouver une exellente présentation de et algorithme dans la thèse de Nilas Wiberg[Wib96℄.
Desription à partir d'un exemple. Le méanisme d'un algorithme de déodage itératif,sans être très omplexe, est relativement tehnique. Nous allons ommener par le dérire àl'aide d'un exemple élémentaire.Exemple V.1.6. Considérons le ode binaire C de matrie de parité

H =




1 1 0 1 0 0
0 1 1 0 1 0
0 0 0 1 1 1



 .Son graphe de Tanner assoié à H se présente sous la forme suivante.
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Ce ode est de distane minimale 3, on peut don orriger une erreur.Considérons e ode C et supposons que l'on ait reçu le mot
y = (1, 1, 0, 1, 0, 1).Le seond bit est erroné.Étape 1. L'objetif de l'algorithme est d'évaluer le oût qu'aurait l'assignation d'un bit àune valeur presrite dans F2. Pour e faire, on ommene par dé�nir pour haque bit unefontion de oût loal. C'est une fontion Cilo : F2 → N telle que Cilo(α) est nul si yi = α etégal à 1 sinon. Par exemple C1lo(0) = 1 et C1lo(1) = 0.Pour abréger, on note

C1lo = [1, 0].Cette fontion quanti�e le nombre de hangements qu'impliquerait l'assignation du bit i à lavaleur α sans herher à véri�er les relations de parité. On voit failement que
C1lo = [1, 0] C2lo = [1, 0] C3lo = [0, 1]
C4lo = [1, 0] C5lo = [0, 1] C6lo = [1, 0].Étape 2. Dans un seond temps, on va évaluer le nombre de hangements qu'impliqueraitl'assignation d'un bit à une valeur presrite ave la ontrainte de respeter les relations deparité voisines de e bit.Étude loale. Foalisons nous sur le seond bit. Il est voisin de deux relations de parité :la première et la seonde. Supposons que l'on lui assigne la valeur 0. Alors, pour respeter lapremière équation de parité, on a deux possibilités.(1) Les bits 1 et 4 prennent tous deux la valeur 1.(2) Les bits 1 et 4 prennent tous deux la valeur 0.La première on�guration est la moins oûteuse, elle n'implique auun hangement, 'estelle que l'on retient. On en déduit que l'assignation du seond bit à la valeur 0 aura uneréperussion de oût nul sur les autres bits voisins du premier n÷ud de relation. Si maintenanton assigne la valeur 1 à e bit on a également deux possibilités.(1) Le 1er bit prend la valeur 1 et le 4e la valeur 0.(2) Le 1er bit prend la valeur 0 et le 4e la valeur 1.Les deux on�gurations oûtent un hangement. On en déduit que l'assignation du seondbit à la valeur 0 a une réperussion de oût 1 sur le premier n÷ud de relation.De la même manière, on montre que l'assignation du seond bit à la valeur 0 (resp. 1) aune réperussion de oût 0 (resp. 1) sur les bits 3 et 5 voisins du seond n÷ud de relation.



V.1. Introdution aux odes LDPC 113Étape 3. Au �nal l'assignation du seond bit à la valeur 1 oûte deux hangements (un surle bit 1 ou 4 et un autre sur le 2 ou 5) omme le sixième. Par ontre l'assignation de e bità 0 ne oûte qu'un seul hangement, elui qui onsiste à remplaer e bit initialement à lavaleur 1 par un 0. On est don tentés d'assigner e bit à 0 e qui orrige l'erreur.Remarque V.1.7. Dans et exemple, nous nous sommes foalisés sur un seul bit pour tenterde omprendre le méanisme. En réalité, l'algorithme réalise en parallèle la même démarhepour haque bit.Remarque V.1.8. Il est important de remarquer que nous n'avons pas véri�é si l'assignationdu seond bit à une valeur donnée avait des réperussions sur les bits plus éloignés. On s'estlimités au premier voisinage du seond bit pour prendre notre déision. En général, on réitèrele proessus dérit dans l'étape 2 de façon à obtenir des informations sur les réperussionsd'une assignation sur les bits éloignés.L'idée de l'algorithme min-somme peut se résumer de la façon suivante.(1) On ommene par ompter le nombre de hangements qu'impliquerait l'assignation du
i-ème bit à une valeur donnée, sans tenir ompte des relations de parité.(2) On ompte ensuite le nombre de hangements que ela impliquerait pour les autres bitsreliés à i par une relation de parité. C'est-à-dire le oût d'une telle assignation pour lesbits étant dans le premier voisinage du i-ème bit.(3) En réitérant e proédé on peut ompter le nombre de hangements qu'implique unetelle assignation pour les bits appartenant au seond voisinage du i-ème bit.(4) On réitère le proessus...(5) Lorsque l'on dispose du oût d'assignation du i-ème bit à une valeur donnée pourun voisinage su�samment grand de e dernier, on prend une déision sur la valeur àlaquelle on l'assigne en hoisissant bien sûr elle qui est la moins oûteuse.Enore une fois, les opérations sont réalisées en parallèle pour tous les bits.V.1.3 L'algorithme min-sommeNous allons à présent donner une desription générale et rigoureuse de l'algorithme min-somme.Étape 1. Initialisation. À haque bit, on assoie une fontion de oût loal Cilo : Fq → N.À l'état initial, la fontion de oût loal du i-ème bit est extrêmement simple. Si la i-èmeoordonnée du mot reçu y est égale à α ∈ Fq, alors la fontion fi prend la valeur 0 en α et lavaleur 1 en tous les autres éléments de Fq. La valeur Cilo(β) quanti�e le oût d'assignationdu i-ème bit à la valeur β sans tenir ompte des bits voisins.Pour toute arête (i, j) du graphe de Tanner, on dé�nit les fontions messages µi→j : Fq →

N et νi←j : Fq → N. Ces fontions peuvent être vues respetivement omme un messageallant du bit i vers la relation j et réiproquement. Ces fontions sont des variables loalesde l'algorithme, 'est-à-dire qu'elles sont atualisées à haque itération de l'algorithme. Pourtoute arrête (i, j), es fontions sont initialement assignées à la fontion nulle
µi→j := 0 et νi←j := 0.Étape 2. Éhanges de messages. Cette étape est itérée �autant de fois que néessaire�.Le nombre d'itérations sera disuté en setion V.1.4.Étape 2a. Messages données → relations. Dans ette étape, on atualise les messages µi→jdes données vers les relations en tenant ompte des nouvelles informations fournies par lesmessages νk←l. Étant donnés un bit i et une relation j, on note j1, . . . , js les relations voisinesde i autres que j. Le n÷ud de données i entralise les informations transmises par les relations

j1, . . . , jk et les envoie vers la relation j. Le message µi→j devient alors
µi→j := Cilo +

s∑

k=1

νi←jk .
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j2 ji

νi←js

j1

js

νi←j1

νi←j2
µi→j

Remarque V.1.9. Lors de la première itération de l'algorithme, la fontion µi→j initiale-ment assignée à la fontion nulle devient égale à la fontion Cilo.Étape 2b. Messages relations → données. Dans ette étape, on atualise les messages νi←jen tenant ompte des informations fournies par les messages µi→j . Un noeud de relation jentralise les informations fournies par les fontions message µik→j provenant des bits voisinsautres que i et les redirige vers e dernier. Soient don i1, . . . , ir les n÷uds de donnée voisinsdu n÷ud de relation j autres que i. La fontion νi←j est dé�nie par
∀α ∈ Fq, νi←j(α) := min

{
r∑

k=1

µik→j(αk)

∣∣∣∣
(α1, . . . , αr) ∈ Frq,

hi,jα+ hi1,jα1 + · · ·+ hir ,jαr = 0

}
.On alule le oût minimal d'une on�guration véri�ant la relation j et telle que le bit ivaille α. On rappelle que les oe�ients hi,j sont les oe�ients de la matrie de parité H quipondèrent les arêtes du graphe de Tanner. Dans la �gure qui suit, ils n'ont pas été indiquésde façon à alléger la représentation.

µi2→j

µi1→j

µir→j

i1

i2

ir

ij

νi←j

Remarque V.1.10. Lors de la première itération de l'algorithme, l'entier νi←j(α) quanti�ele nombre minimal de hangements qu'entraînerait l'assignation du i-ème bit à la valeur αpour les autres bits intervenant dans la relation j.Exemple V.1.11. Dans l'exemple V.1.6 que nous avons étudié préédemment les fontions
ν2←1 et ν2←1 ont été alulées, on avait obtenu

ν2←1 = [0, 1] et ν2←2 = [0, 1].



V.1. Introdution aux odes LDPC 115Par le alul on obtient également (la véri�ation est laissée au leteur),
ν1←1 = [0, 1] ν3←2 = [1, 0] ν4←1 = [0, 1] ν4←3 = [1, 0]
ν5←2 = [1, 0] ν5←3 = [0, 1] ν6←3 = [1, 0].Étape �nale. Déision. Chaque n÷ud de donnée évalue ses oûts globaux d'assignationave l'aide des fontions νi←j . Soient i un noeud de données et j1, . . . , jt l'ensemble desn÷uds de relation voisins de i. La fontion de oût global Ciglob est dé�nie par

∀α ∈ Fq, Ciglob(α) := Cilo(α) +
t∑

k=1

νi←jk (α).On regarde ensuite s'il existe un élément α qui minimise la fontion Ciglob. Si oui, on assignela valeur α au bit i.Exemple V.1.12. Dans l'exemple V.1.6, si l'on prend une déision après une itération duproessus d'éhanges de messages, à partir des résultats de l'exemple V.1.11, on obtient
C1glob = [1, 1] C2glob = [1, 2] C3glob = [1, 1]

C4glob = [2, 1] C5glob = [1, 2] C6glob = [2, 0].On ne peut don pas prendre de déision quant à l'assignation �nale des bits 1 et 3. Il nefallait pas évaluer les fontions de oûts globaux à ette étape mais réitérer le proessus. Àla seonde itération, l'atualisation des fontions µi→j donne
µ1→1 = [1, 0] µ2→1 = [1, 1] µ2→2 = [1, 1]
µ3→2 = [0, 1] µ4→1 = [2, 0] µ4→3 = [1, 1]
µ5→2 = [0, 2] µ5→3 = [1, 1] µ6→3 = [1, 0].Après quoi, l'atualisation des fontions νi←j donne
ν1←1 = [1, 1] ν2←1 = [0, 1] ν2←2 = [0, 1]
ν3←2 = [1, 1] ν4←1 = [1, 1] ν4←3 = [1, 1]
ν5←2 = [1, 1] ν5←3 = [1, 1] ν6←3 = [2, 2].Si l'on évalue les oûts globaux à la �n de ette seonde itération, on obtient
C1glob = [2, 1] C2glob = [1, 2] C3glob = [1, 2]

C4glob = [3, 2] C5glob = [2, 3] C6glob = [3, 2].On peut don prendre une déision, on hoisit omme mot déodé le mot
c = (1, 0, 0, 1, 0, 1),qui est bien le mot le plus prohe du mot reçu y pour la distane de Hamming.V.1.4 Disussion sur l'algorithmeAvant de rentrer dans des onsidérations plus tehniques, ommençons par quelques re-marques onernant et algorithme.� Le nom de l'algorithme provient bien sûr de l'étape 2b et d'une façon plus générale, dufait que les seules opérations e�etuées sont des sommes et des aluls de minima.� Il existe également un algorithme appelé somme-produit dont le fontionnement estassez omparable. Moralement le min-somme alule des oûts, alors que le somme-produit évalue des probabilités.



116 V. Construtions de mots de faible poids et odes LDPCNombre d'itérationsConrètement, au départ, haque bit ne possède que l'information qui le onerne, àsavoir son oût d'assignation à une valeur donnée, sans tenir ompte de ses voisins. C'estl'information qu'il va transmettre à tous les n÷uds de relation voisins sous la forme desfontions µi→j durant la première itération (voir remarque V.1.10). À la �n de la premièreitération on peut savoir le oût qu'aurait l'assignation d'un bit à une valeur presrite poure bit et ses voisins ('est-à-dire à une distane de deux arêtes). Si l'on réitère le proessus
p fois, on dispose de toutes les informations provenant des bits à une distane inférieure à pdu i-ème bit. Aussi il semble raisonnable de hoisir omme nombre d'itérations la distanemaximale entre deux bits dans le graphe de Tanner.Le problème des ylesLe problème majeur de es algorithmes est qu'ils agissent loalement, sans tenir omptede la géométrie du graphe. Pour le omprendre reprenons l'exemple V.1.6 et supposons quel'on a e�etué deux itérations de la phase d'éhanges de messages (étape 2). Si l'on évaluela fontion de oût global C2glob après es deux itérations, le oût évalué prend en ompte laontribution de tous les bits qui sont à distane inférieure à 2 du 2e. Le soui est que, enpartant du 2e bit, le 4e (ainsi que le 5e) peut être atteint par un hemin de longueur2 deuxde deux façons di�érentes, omme le montre la �gure i-dessous. De fait, dans le alul duoût global C2glob, la ontribution du quatrième et du inquième bit est omptée deux fois, equi peut biaiser la déision �nale.
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Les résultats onnus sur l'e�aité de l'algorithme sont que le oût global réel d'assi-gnation d'un bit ne peut être alulé exatement par et algorithme que si le graphe deTanner est sans yles. Cependant, les odes dont le graphe de Tanner est sans yles sontpeu intéressants (mauvais paramètres).De fait, on ne dispose pas réellement de résultats sur l'e�aité d'un tel algorithme. Ondispose ependant d'une onstatation empirique, à savoir que si le graphe de Tanner n'a pastrop de �petits yles�, alors les algorithmes de déodage itératif sont extrêmement e�aes.Ils permettent en partiulier de orriger un grand nombre d'erreurs en un temps relativementlimité, à ondition que le ode soit LDPC.Conlusion. L'étape réellement oûteuse est la seonde qui est exponentielle en la valenedes n÷uds de relation. C'est la raison pour laquelle, si l'on travaille sur un ode pour lequelette valene est bornée par une petite valeur, alors l'algorithme tournera rapidement.2Il s'agit d'un graphe biparti, aussi on appelle hemin de longueur n un hemin de 2n arêtes.



V.2. Codes LDPC et surfaes de petit degré 117V.2 Codes LDPC et surfaes de petit degréSoient N un entier supérieur ou égal à 3 et X une hypersurfae projetive lisse géomé-triquement intègre de degré d de PN . Tout omme dans les hapitres préédents, on note
LX , la lasse d'équivalene linéaire d'une setion hyperplane de X . On se donne également
G, un diviseur sur X tel que G ∼ mLX pour un ertain entier m et ∆, la somme formelle detous les points rationnels de X qui évitent le support de G. Notons que si m est stritementnégatif, le ode CL(∆, G) est nul. On peut don supposer m positif ou nul. D'après le théo-rème IV.1.7 (1) (hapitre IV), on sait l'orthogonal d'un ode fontionnel sur X a une distaneminimale supérieure ou égale à m + 2 et que ette borne est atteinte dès que le support de
∆ ontient m+ 2 points alignés. Cette borne inférieure ne peut don être atteinte que dansdeux situations.(1) Le degré de X est supérieur ou égal à m+ 2 et il existe une droite de PN dont l'inter-setion ave X ontient au moins m+ 2 point rationnels.(2) L'hypersurfaeX ontient une droite rationnelle et toute droite ontient au moinsm+2point rationnels, e qui revient à dire que ♯Fq ≥ m+ 1.V.2.1 ObjetifsDans e qui suit, notre but est de herher des odes onstruits sur des surfaes et dontl'orthogonal est engendré par des mots de petit poids, voire de poids minimal. Dans etteoptique, la situation 1 i-dessus est en fait la plus intéressante. En e�et, la situation 2 est engénéral assez rare. Par exemple, dans le as où X est une surfae (N = 3), d'après [Sha94℄théorème I.6.9, une surfae générique de degré supérieur ou égal à 4 ne ontient pas de droiteset une surfae générique de degré 3 n'en ontient qu'un nombre �ni (27 si elle est lisse). Deplus, e dernier résultat est géométrique, e qui signi�e que les droites sur une surfae ubiquepeuvent ne pas être rationnelles. Les mots de ode provenant de la situation 2, seront donen général peu nombreux et engendreront un ode dont le support sera souvent stritementontenu dans {1, . . . , n} où n désigne la longueur du ode CL(∆, G). En e�et, si P est unpoint de Supp(∆) qui n'est ontenu dans auune droite rationnelle ontenue dans X , alorsl'indie orrespondant n'est dans le support d'auun mot de ode provenant de la situation2. Dans e qui suit, nous allons nous intéresser aux surfaes fournissant un grand nombre demots de odes provenant de la situation 1. N'ayant pas obtenu de résultat théorique permet-tant d'orienter ette reherhe, nous avons fait appel à l'outil informatique (plus préisémentle logiiel Magma). Dans la setion V.4, nous allons présenter des résultats expérimentauxe�etués sur des surfaes ubiques de P3. Auparavant, nous allons nous intéresser au alulexpliite de es mots en utilisant des résidus.V.3 Calul expliite de mots de odes de petit poidsDans e qui suit, S désigne une surfae projetive lisse plongée dans P3 (elle est donabsolument irrédutible). On note d le degré de la surfae et on suppose que d ≥ 3. L'espaeprojetif P3 est muni de oordonnée homogènes (X,Y, Z, T ). Le plan d'équation T = 0 estappelé plan à l'in�ni et noté Π. La arte a�ne {T 6= 0} de P3 est notée UT et son intersetionave S est appelée Ut. On note x, y et z les fontion rationnelles sur P3 suivantes

x :=
X

T
, y :=

Y

T
, et z :=

Z

T
.Ces trois fontions forment un système de oordonnées a�nes dans la arte a�ne UT de P3.Par ailleurs, on suppose que la surfae S n'est ontenue dans auun plan de P3 et on note

L∞ le tiré en arrière du plan à l'in�ni Π sur S via l'injetion anonique S →֒ P3. Pour �nir,on se donne un entier naturel m, on pose
G := mL∞



118 V. Construtions de mots de faible poids et odes LDPCet on appelle ∆ la somme formelle des points rationnels de S qui évitent le support de G.En d'autres termes, ∆ est la somme de tous les points rationnels de la arte a�ne Ut de S.Nous allons présenter une méthode de alul expliite des mots de poids minimal du ode
CL(∆, G)⊥ provenant des situations 1 et 2 signalées page 117.V.3.1 Mots provenant de droites non ontenues dans SNous ommençons par onsidérer un as simple, à savoir d = m + 2. Pour des raisonsque nous énonerons plus loin 'est ette situation que nous traiterons plus en détail dans lasetion V.4. Plus préisément nous utiliserons l'outil informatique pour étudier spéi�quementles as des surfaes ubiques ave G = L∞.Le as d = m + 2Soit F une droite non ontenue dans S et ontenant exatement d points P1, . . . , Pdappartenant au support de ∆. D'après le théorème de Bezout, le shéma F ∩ S est réduit etson ensemble sous-jaent est égal à la réunion des points P1, . . . , Pd.Fait V.3.1. Étant donné que les points du support de ∆ évitent le support de G, ils sont tousontenus dans la arte a�ne UT de P3. La droite F n'est don pas ontenue dans l'hyperplanà l'in�ni.Quitte à faire un hangement de oordonnées, on peut supposer que la droite F est dé�niedans la arte a�ne UT par

F|UT
= {x = 0, y = 0}.Fait V.3.2. Soit G(x, y, z) l'équation de S dans UT . D'après [Sha94℄ III.6.4, la 2-forme sur

S

ω :=
1(
∂G
∂z

) .dx ∧ dyest régulière sur Ut et ne s'annule en auun point de et ouvert. Plus préisément, son diviseurest de la forme (ω) = (d− 4)L∞.Soient Da et Db les diviseurs très amples dé�nis respetivement par
Da := i∗{X = 0} et Db := i∗{Y = 0},où i désigne l'injetion anonique i : S →֒ P3. On a

(x) = Da − L∞ et (y) = Db − L∞.Fait V.3.3. La 2-forme sur S
ω′ :=

1(
∂G
∂z

) .dx
x
∧
dy

y
(V.1)véri�e (ω′) = (d − 2)L∞ − Da − Db. Or, on rappelle que l'on a supposé d = m + 2 (ave

G = mL∞), don
(ω′) = G−Da −Db.Il reste à véri�er que la paire (Da, Db) est sous-∆-onvenable. Les supports de es diviseurss'intersetent seulement en les points P1, . . . , Pd et, du fait que le shéma F ∩ S est réduit,on en déduit que Da et Db sont lisses et s'intersetent transversalement en haun de espoints. Si l'on pose Λ := P1 + · · ·+ Pd, on a 0 ≤ Λ ≤ ∆ et (Da, Db) est Λ-onvenable, donsous-∆-onvenable.



V.3. Calul expliite de mots de odes de petit poids 119Calul expliite du mot de ode orrespondant. L'objetif est de aluler de façon expliiteles 2-résidus res2Da,Pi
(ω′), pour i ∈ {1, . . . , d},où ω′ est la 2-forme sur S dé�nie dans l'expression (V.1).On a vu qu'en tout point Pi pour i ∈ {1, . . . , d}, les diviseurs Da et Db se roisent transversa-lement. De plus, au voisinage de es points, es deux diviseurs sont respetivement dé�nis parles équations loales x = 0 et y = 0. D'après le lemme II.3.12, on a pour tout i ∈ {1, . . . , d}res2Db,Pi

(ω′) =
1(

∂G
∂z

)
(Pi)

= −res2Da,Pi
(ω′). (V.2)En e�et, soit C, la omposante de Db qui passe par Pi. La 2-forme ω′ a un p�le simple lelong de C, don res1C(ω′) =

1(
∂G
∂z

)

|C

.
dx̄

x̄et le alul du résidu de ette 1-forme en Pi donne res2C,Pi
(ω′) qui est en fait égal à res2Db,Pi

(ω′)(voir dé�nition I.7.10). On en déduit don la relation (V.2).Remarque V.3.4. Notons que sur la arte a�ne Ut de S, le lieu d'annulation de la fontion(
∂G
∂z

) est le lieu des points de branhement du morphisme de projetion de S sur le pland'équation z = 0. C'est également le lieu d'annulation de la 2-forme dx∧dy. Par onséquent,en un point Pi en lequel Da et Db s'intersetent transversalement, le ouple (x, y) est unsystème de paramètres loaux et dx ∧ dy ne s'annule pas. L'expression (V.2) est don biendé�nie.Pour �nir, remarquons que l'expression (V.2) s'obtient à ondition d'avoir bien e�etuéun hangement de oordonnées pour lequel la droite F est dé�nie par les équations x = 0 et
y = 0. Or, si l'on veut réaliser un programme alulant tous les mots de ode de CL(∆, G)⊥provenant de droites intersetant S en exatement d points, il sera malommode de réaliserle hangement de variables pour haque droite. Une alternative à e hangement de variables,onsiste à hoisir des équations de F de la forme L|UT

{f(x, y, z) = 0, g(x, y, z) = 0} et unveteur direteur v de F . On onsidère alors la 2-forme sur S,
ω′′ :=

1

〈grad(G),v〉
.
df

f
∧
dg

g
. (V.3)Pour un hangement de oordonnées a�nes de UT adapté, la 2-forme ω′′ i-dessus oïnideave la 2-forme ω′ de l'expression (V.1). L'intérêt de l'expression (V.3) est qu'elle fournit uneméthode de alul expliite des mots de CL(∆, G)⊥ assoiés à des droites qui intersetent S enexatement d points rationnels distints, sans avoir à e�etuer de hangement de oordonnées.On en déduit le lemme suivant.Lemme V.3.5. Soit G une équation de S dans la arte a�ne UT et soit F une droite de

P3 qui intersete S en exatement d points Pi1 , . . . , Pid . Alors le ode CL(∆, G)⊥ ontient lemot
c := res2Db,∆

(ω′′) tel que ci =

{
0 si i /∈ {i1, . . . , id},
〈gradPi

(G),v〉
−1 sinon.Nous allons à présent onsidérer le as d < m+ 2.Le as d < m + 2Soient P1, . . . , Pm+2 une famille de points alignés de Supp(∆) et soit F la droite lesontenant. Tout omme dans le as préédent, on va supposer que la droite F est dé�nie parles équations x = 0 et y = 0 (e qui sera toujours vrai après avoir e�etué un hangement



120 V. Construtions de mots de faible poids et odes LDPCde oordonnées adapté). On note Λ, le 0-yle dé�ni par Λ := P1 + · · · + Pm+2. Comme
d < m+ 2, le 0-yle d'intersetion F ∩ S véri�e

Λ ≤ F ∩ S.Il peut y avoir dans le support de F ∩ S d'autres points que les Pi éventuellement de degrésupérieur à 1, ertains points peuvent également apparaître ave multipliité supérieure ouégale à 1. Notre objetif est de onstruire une paire de diviseurs Λ-onvenable (Da, Db) pourlaquelle l'espae Γ(S,Ω2(G−Da −Db)) est non nul.Soient Π1 et Π2 les plans d'équations respetives x = 0 et y = 0. On pose
D+
a := i∗Π1 et D+

b := i∗Π2,où i désigne l'injetion anonique i : S →֒ P3. Pour tout point géométrique P de S appar-tenant au support de L ∩ S, on note zP ∈ Fq, la oordonnée suivant z de e point et onpose
rP := mP (F, S). (V.4)Remarque V.3.6. Dans e qui suit, a�n d'éviter d'alourdir on notera indi�éremment par�mP ( . , . )�, la multipliité d'intersetion d'un diviseur et d'un 0-yle de P3 et la multipliitéde deux diviseurs de S. L'expression (V.4) orrespond à une multipliité d'intersetion dans

P3. Quant à l'expression (V.5) qui suit elle orrespond à une multipliité d'intersetion dans
S. D'après les dé�nitions de D+

a et D+
b , on montre aisément que

mP (D+
a , D

+
b ) = rP . (V.5)On dé�nit ensuite pour tout point géométrique P appartenant à Supp(F ∩S−Λ) le oe�ient

sp :=

{
rP si P /∈ Supp(Λ)

rP − 1 sinon (V.6)Notons que sP n'est autre que le oe�ient de P dans le 0-yle F ∩ S sur S := S ×Fq
Fq.Comme F ∩ S − Λ est un 0-yle Fq-rationnel, on en déduit que l'ensemble {zP | P ∈Supp(F ∩ S − Λ)} est invariant sous l'ation de Gal(Fq/Fq). Par onséquent, la fontion

h :=
∏

P∈Supp(F∩S−Λ)

(z − zP )sPest dé�nie sur Fq et son degré est égal à elui du 0-yle F ∩ S − Λ. On a don
(h) ∼ (d−m− 2)L∞. (V.7)Pour �nir, posons

Da := D+
a , Db := D+

b − (h)+ et D := Da +Db. (V.8)Lemme V.3.7. La paire (Da, Db) dérite i-dessus est Λ-onvenable.Preuve. Nous allons utiliser le ritère de la proposition II.3.8.Étape 1. Soit P un point géométrique de S non ontenu dans le support de Λ. Si l'un desdiviseurs Da ou Db ne ontient pas P dans son support, alors le ritère est trivialement véri�éen e point (voir remarque II.3.10). Sinon, si le point P fait partie des points géométriques deSupp(F∩S) autres que P1, . . . , Pm+2. Comme les diviseursD+
a etD+

b sont obtenus à partir desetions planes de S et que S est lisse, elle ne peut don pas avoir deux plan tangents distintsen P . Ainsi, Supp(D+
a ) ou Supp(D+

b ) est lisse en P . Supposons que e soit Supp(D+
a ), il faut



V.3. Calul expliite de mots de odes de petit poids 121alors étudier la multipliité d'intersetion mP (D+
a , D−D

+
a ) qui n'est autre que mP (Da, Db).Or, d'après (V.8) et (V.5), on véri�e aisément que

mP (Da, Db) = mP (Da, D
+
b )−mP (Da, (h)

+)
≤ rP − sP .Or, omme P n'est pas dans le support de Λ, d'après (V.6), on a sP = rP et
mP (Da, Db) ≤ 0.Si maintenant 'est Supp(D+

b ) qui est lisse en P , il faut étudier la multipliité d'interse-tion mP (D+
b , D

+
a − (h)+). Par un raisonnement identique on montre que ette multipliitéest négative ou nulle.Étape 2. Supposons maintenant que P soit ontenu dans le support de Λ. Par un raisonne-ment analogue à elui qui a été e�etué dans l'étape préédente, on sait que Supp(D+

a ) ouSupp(D+
b ) est lisse en P . Supposons que Supp(D+

a ) soit lisse en P . Il faut aluler
mP (D+

a , D −D
+
a ) = mP (D+

a , Db) = mP (D+
a , D

+
b )−mP (D+

a , (h)
+). (V.9)D'après (V.5), le terme mP (D+

a , D
+
b ) est égal à rP . Nous allons montrer que
mP (D+

a , (h)
+) = rP − 1.Étape 2a. Si rP = 1, alors d'après la dé�nition de h, le diviseur (h)+ est nul au voisinage de

P et
mP (D+

a , (h)
+) = 0 = rP − 1.Étape 2b. Si rP ≥ 2, alors sur un voisinage V de P , on a

(h)+|V = ((z − zP )sP )|V = ((z − zP )rP−1)|V .Comme le plan Π0 d'équation z = zP ne ontient pas la droite F et que ette dernière estpar hypothèse tangente à S en P , on en déduit que le plan Π0 est non tangent à S en P . Paronséquent, soit C le tiré en arrière de Π0 sur S. Sur un voisinage de P , on a C = Supp((h)+)et ette ourbe est lisse au voisinage de P , de plus il intersete Supp(D+
a ) transversalementen e point. En onlusion, sur un voisinage V de P , on a

(h)+|V = sPC|V .et
mP (D+

a , (h)
+) = sPmP (D+

a , C) = sP = rP − 1.Ainsi, quelle que soit la valeur de rP , la relation (V.9) donne
mP (D+

a , Db) = 1Si maintenant, 'est Supp(D+
b ) qui est lisse en P , on e�etue le même raisonnement enpartant de la relation

mP (D+
b , D −D

+
b ) = mP (D+

b , D
+
a )−mP (D+

b , (h)
+)et en montrant que ette multipliité d'intersetion est égale à 1.Conlusion. Le ouple (Da, Db) véri�e le ritère de la proposition II.3.8, il est don Λ-onvenable.



122 V. Construtions de mots de faible poids et odes LDPCSoit don ω la 2-forme sur S dé�nie par
ω :=

h(
∂G

∂z

) .dx
x
∧
dy

y
.Un bref alul permet de montrer que ette 2-forme véri�e

(ω) = G−Da −Dbet le mot c := res2Da,∆
(ω) appartient à CL(∆, G)⊥ et a pour support {1, . . . , d}.Remarque V.3.8. Il est plus déliat de donner une formule simple pour aluler le motde ode c omme dans le lemme V.3.5. La di�ulté vient de e que les fontions h et

〈grad(G),v〉 s'annulent toutes deux en P . Cependant, si Supp(D+
a ) (resp.Supp(D+

b )) estlisse en P les fontions h|Supp(D+
a ) et 〈grad(G),v〉|Supp(Da)+ ont même valuation en P , onpeut don donner un sens à l'évaluation en P de leur rapport.V.3.2 Mots provenant de droites ontenues dans SOn suppose dans ette sous-setion que le ardinal du orps de base Fq est supérieur ouégal3 à m+2. Soit F une droite ontenue dans S et ontenant une famille de points P1, . . . , Plappartenant au support de ∆. Une fois de plus, quitte à faire un hangement de variables,on peut supposer que la droite F est dé�nie sur l'ouvert a�ne4 UT de P3 par les équations

x = 0 et y = 0.Soit Π0 le plan d'équation x = 0. La ourbe C dé�nie par l'intersetion shématique
C := Π0 ∩ S est une ourbe plane (ar ontenue dans Π0). Elle est de plus réunion de F etd'une ourbe C′ de degré d− 1. Soit E(ȳ, z̄) une équation de la ourbe C′ dans le plan Π0.On relève ette fontion en une fontion rationnelle E(x, y, z) sur P3 qui ne dépend pas de
x. Soit en�n P1, . . . , Pm+2 une famille de points de Supp(∆) ontenus dans F . On note
z1, . . . , zm+2 les oordonnées respetives de es points suivant z. On pose

h :=

m+2∏

i=1

(z − zi)et
Da := F, Db := (h)0.Lemme V.3.9. Soit Λ le 0-yle dé�ni par Λ := P1 + · · ·+ Pm+2. Alors, la paire (Da, Db)est Λ-onvenable.Preuve. Le diviseur Da est une droite, 'est don une ourbe lisse. Et le 0-yle d'interse-tion de es diviseurs est exatement Λ. De ette dernière assertion, on déduit aisément queette paire véri�e le ritère de la proposition II.3.8. Elle est don ∆-onvenable.Soit alors
ω :=

E

h
.

1(
∂G

∂y

) .dx
x
∧ dz.Calulons le diviseur de ette 2-forme sur S.3Dans l'introdution de ette setion page 117, on demande que le ardinal du orps de base soit supérieurou égal à m + 1. En e�et, dans ette introdution, la seule ontrainte à laquelle on est soumis pour que lesupport de ∆ puisse ontenir m+2 points alignés est que le nombre de points rationnels d'une droite projetivesoit supérieur ou égal à m+2. Maintenant que l'on a préisé le ontexte, il faut faire plus attention, ar mêmesi la droite projetive sur Fq a q + 1 points, les points de Supp(∆) sont tous par hypothèse ontenus dansune arte a�ne de S. Par onséquent, le nombre maximal de points alignés de Supp(∆) est au plus égal à q.C'est e qui explique ette hypothèse �q supérieur ou égal à m + 2�.4Voir page 117 pour une dé�nition de l'ouvert a�ne UT ainsi que des fontions x, y et z.



V.4. Expérimentations ave Magma 123Étape 1. D'après [Sha94℄ III.6.4, on a
(

1(
∂G

∂y

) .du ∧ dz
)

= (d− 4)L∞,où l'on rappelle que L∞ désigne la setion plane à l'in�ni.Étape 2. On rappelle que le plan Π0 d'équation x = 0 intersete S suivant une ourbe F ∪C′où C′ est une ourbe plane de degré d− 1. De fait,
(u) = F + C′ − L∞.Étape 3. Par onstrution, la fontion E s'annule suivant la ourbe C′. On rappelle égalementque E est un polyn�me de degré d− 1 en y et z. Il existe don un diviseur e�etif C′′ sur Svéri�ant

(E) = C′ + C′′ − (d− 1)L∞.Étape 4. La fontion h est un polyn�me de degré m+ 2. On a don
(h) = (h)0 − (m+ 2)L∞.Étape �nale. On en déduit don le alul du diviseur de ω,

(ω) = (d− 4)L∞ − F − C + L∞ + C′ + C′′ − (d− 1)L∞ − (h)0 + (m+ 2)L∞
= mL∞ + C′′ − F − (h)0
= C′′ +G−Da −Db

≥ G−Da −Db.Conlusion. Le mot de ode
c := res2Da,∆(ω)appartient au ode CL(∆, G)⊥. De plus, son support orrespond exatement aux points

P1, . . . , Pm+2.V.4 Expérimentations ave MagmaV.4.1 Codes sur des surfaes ubiquesDans ette setion S est une surfae ubique lisse de P3. On munit P3 d'un système deoordonnées homogènes (X,Y, Z, T ). On note L∞ le diviseur dé�ni par l'intersetion shé-matique de S ave le plan à l'in�ni d'équation T = 0. Soient P1, . . . , Pn les points de S quiévitent le support de L∞, on pose alors
∆ := P1 + · · ·+ Pn et G := L∞.On rappelle que Ut désigne la arte a�ne {T 6= 0} ∩ S de S.Codes fontionnelsDans le ontexte i-dessus, l'espae Γ(S,L(G)) s'identi�e à l'espae des polyn�mes en x, yet z de degré inférieur ou égal à 1. Il est don de dimension 4. Le ode fontionnel CL(∆, G)est don un ode de longueur n et de dimension 4. La distane minimale de e type de odedépend du fait que S ontienne ou non des droites rationnelles. En e�et, la distane minimalede e ode est minorée par n− lS, où lS désigne le nombre maximal de points rationnels d'unesetion hyperplane de Ut. Pour minorer ette distane minimale, il faut majorer lS . Or, lSest le nombre maximal de points rationnels d'une ourbe a�ne plane de degré 3. Les ourbesde degré 3 ayant le plus grand nombre de points rationnels sont les réunions de trois droitesrationnelles onourantes (Voir la lettre de Serre à M.Tsfasman [Ser91℄).



124 V. Construtions de mots de faible poids et odes LDPCAinsi, si la surfae S ne ontient pas de droite rationnelle (e qui est possible, voir [SD67℄),alors la distane minimale du ode fontionnel est plus grande et le ode fontionnel estmeilleur. C'est l'approhe adoptée par Voloh et Zarzar dans [Zar07℄ et [VZ05℄5.Orthogonaux des odes fontionnelsDans [VZ05℄, les auteurs proposent une méthode pour onstruire de nombreux mots ap-partenant à l'orthogonal d'un ode fontionnel. Pour e faire, ils se donnent un famille deourbes lisses C1, . . . , Cr traées sur S. Ensuite, ils onsidèrent les odes CL,Ci
(Di, Gi) où Diest la somme des points de Supp(∆) qui appartiennent à Ci et Gi est le tiré en arrière de

G sur Ci. En�n, pour haun de es odes fontionnels sur des ourbes, ils en onstruisentl'orthogonal et en déduisent des mots dans le ode CL(∆, G)⊥. Ces mots ont un supportontenu dans l'ensemble des indies orrespondant aux points de Supp(Di). Ils ont don unpoids petit par rapport à la longueur du ode. De ette manière, ils peuvent déoder le ode
CL(∆, G) par le biais d'un algorithme de déodage itératif du type de elui qui nous avonsprésenté en setion V.1. L'algorithme qu'ils utilisent est présenté dans l'artile [LM05℄ deLuby et Mitzenmaher.Dans e qui suit, nous allons utiliser les résultats théoriques présentés préédemment pouraluler un grand nombre de mots de poids minimal du ode CL(∆, G)⊥. Nous herheronsensuite à savoir si la famille de mots ainsi onstruite engendre le ode CL(∆, G)⊥. Le aséhéant, l'algorithme min-somme pourra être utilisé pour déoder le ode CL(∆, G).Constrution d'un graphe de TannerNotre objetif est de onstruire un graphe de Tanner en vue d'un déodage itératif. D'aprèse qui a été vu en setion en setion V.1, le ahier des harges pour un bon graphe de Tannerrepose sur deux ontraintes.(1) Éviter les noeuds de relation dont la valene est trop importante ar ils augmententlourdement la omplexité de l'algorithme de déodage.(2) Éviter les petits yles.Conernant la première ontrainte, d'après le théorème IV.1.7 (1), la distane minimalede CL(∆, G)⊥ est supérieure ou égale à 3. De plus les mots de poids 3 de e ode ont poursupport les indies de trois points alignés du support de ∆.On dispose par ailleurs d'une formule expliite (lemme V.3.5) pour aluler les motsorrespondant à des triplets de points appartenant à des droites non ontenues dans S.Pour e qui est des autres mots, il est préférable de les éviter a�n de répondre à la seondeontrainte du ahier des harges. En e�et, soit F une droite rationnelle ontenue dans S.Alors, à tout triplet de points de F ontenus dans Supp(∆), on assoie un mot de poids 3dans CL(∆, G)⊥. Si l'on note P1, . . . , Ps les points de F (Fq) ∩ Supp(∆) et que l'on supposede s > 3, alors les mots orrespondant par exemple aux triplets (P1, P2, P4) et (P1, P2, P4)donneront un yle de longueur6 2 dans le graphe de Tanner.5Ces artiles sont ités dans leur ordre d'ériture.6On rappelle que la longueur d'un hemin dans un graphe biparti est la moitié du nombre d'arêtes om-posant e hemin.
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P1

P2

P3 P4

Il est don préférable de ne pas hoisir tous les mots onstruits à partir de ette droite.Nous avons fait le hoix de n'en retenir auun. Nous allons voir que dans la pratique, àondition que le orps Fq soit assez grand, les mots issus de triplets de points d'une droitenon ontenue dans S su�sent à engendrer le ode CL(∆, G)⊥. Si de plus on ne onsidère quees mots là, on évite les yles de longueur 2. Les yles minimaux seront alors de longueur
3 et orrespondront à la donnée de trois droites oplanaires non ontenues dans S, nononourantes et telles que les points d'intersetion de deux d'entre elles sont dans Supp(∆).V.4.2 ImplémentationPour onstruire un graphe de Tanner, nous allons utiliser l'algorithme suivant.Algorithme de onstrution d'équations de parité.Entrées : Une surfae ubique lisse de P3. Sorties : Une matrie.(1) On se donne une liste de mots de odes M , initialement vide (M := [ ]).(2) On rée l'ensemble Points des points rationnels de la arte a�ne Ut de S.(3) On rée un seond ensemble PointsBis qui est initialisé à PointsBis := Points.(4) Pour P ∈ Points

• Enlever P de PointsBis.
• Pour Q ∈ PointsBis,
◦ Si la droite (PQ) n'est pas ontenue dans S et ontient exatement trois élémentsde Points, alors on onstruit le mot de ode c orrespondant par la formule dulemme V.3.5 et on ajoute c dans la liste M .
◦ Sinon, on ne fait rien.(5) On onstruit une matrie dont les lignes sont les éléments de M .Remarque V.4.1. Un programme Magma de et algorithme est donné en annexe F.2.Une question se pose ensuite, La matrie ainsi onstruite est-elle une matrie génératriede CL(∆, G)⊥ ? Remarquons que le ode CL(∆, G) est de dimension 4. Aussi, pour véri�erqu'une matrie obtenue par l'algorithme i-dessus est bien génératrie de CL(∆, G)⊥, il su�tde véri�er qu'elle est de rang n−4. Les expérimentations présentées dans le tableau i-dessousmontrent qu'en général la matrie obtenue est bien une matrie génératrie de l'orthogonal.Nous ne sommes toutefois pas parvenus à fournir une preuve théorique de e fait.Dans le tableau qui suit, nous présentons une série d'expérienes. Le test de base est lesuivant. Pour une surfae ubique lisse sur un orps Fq ave q > 2 on alule une matrieen utilisant l'algorithme i-dessus. Ensuite, on alule le rang de ette matrie et le ompareave n− 4. S'il y a égalité le test est positif sinon il est négatif.Voii les résultats de tests sur des surfaes hoisies de façon aléatoire pour di�érents orpsde base.



126 V. Construtions de mots de faible poids et odes LDPCCorps Nombre de tests Nombre de tests % Éart Longueurde base e�etués positifs moyen moyenne
F3 10000 1139 11, 39% 2, 15 8, 80
F4 10000 6274 62, 64% 1, 96 15, 88
F5 10000 9763 97, 63% 1, 82 24, 90
F7 1000 1000 100% − 48, 66
F8 500 500 100% − 64, 05
F9 500 500 100% − 81, 008Les deux dernières olonnes fournissent les quantités suivantes.

• Éart moyen. C'est la moyenne sur l'ensemble des tests négatifs de la quantité n −
4− Rang(M), où M désigne la matrie onstruite grâe à l'algorithme i-dessus.Éart moyen =

n− 4− Rg(M)Nombre de tests négatifs .
• Longueur moyenne. C'est la longueur moyenne des odes onstruits, 'est-à-dire lenombre moyen de points rationnels des artes a�nes Ut des surfaes ubiques testées.Longueur Moyenne =

Longueur du odeNombre de tests e�etués .On remarque dans le tableau i-dessus que ette longueur moyenne est prohe de q2,e qui est naturel puisque le nombre de points rationnels d'une surfae ubique a�nelisse est lui-même prohe de q2.Remarque V.4.2. Lorsque la taille du orps grandit, le nombre moyen de points rationnelsd'une surfae ubique augmente de façon quadratique en la taille du orps, e qui ontribue àaugmenter lourdement la omplexité de l'algorithme. C'est la raison pour laquelle le nombrede tests est moins important lorsque le orps de base est plus grand.Conlusion. Il semble très probable que pour q ≥ 7, le ode CL(∆, G)⊥ ainsi onstruit soitengendré par ses mots de poids 3. Il serait d'ailleurs intéressant d'obtenir une démonstrationmathématique de e résultat (si du moins il est vrai).V.4.3 Codes sur des surfaes quartiquesNous avons réalisé le même type d'expériene dans le as où S est une surfae de degré 4et G ∼ 2LS. Voii les résultats de l'expériene.Corps Nombre de tests Nombre de tests % Éart Longueurde base e�etués positifs moyen moyenne
F4 1000 40 4% 5.11 15.9
F5 1000 0 0% 9.66 24.57
F7 1000 204 20, 4% 8.87 48.71
F8 1000 633 63, 3% 5, 37 64, 14
F9 1000 894 89, 4% 2, 7 80, 98
F11 1000 999 99, 9% 1 121, 233
F13 1000 1000 100% − 168, 711La onlusion est sensiblement la même que pour l'expériene sur les ubiques. Il sembleque l'orthogonal du ode fontionnel soit engendré par ses mots de poids 4 à ondition quele ardinal du orps de base soit su�samment grand.



V.4. Expérimentations ave Magma 127V.4.4 Utilisation de l'algorithme min-somme pour le déodage de esodes.Le graphe de Tanner onstruit de ette manière o�re de bonne perspetives de déodage.Reprenons par exemple la surfae donnée par Voloh et Zarzar dans [VZ05℄, 'est-à-dire lasurfae S sur F3 d'équation
X3 + Y 3 + Z3 − ZX2 −XY 2 − Y Z2 +XZ2 + T 3.Les auteurs montrent dans l'artile ité i-dessus que le ode CL,S(∆, G), où G est la setionplane à l'in�ni, est un ode de longueur 13, de dimension 4 et de distane minimale 7.Les points rationnels de ette surfae sont

P1 = (2 : 0 : 0 : 1) P2 = (1 : 0 : 1 : 1) P3 = (0 : 0 : 2 : 1)
P4 = (1 : 0 : 2 : 1) P5 = (2 : 1 : 1 : 1) P6 = (0 : 1 : 2 : 1)
P7 = (2 : 1 : 2 : 1) P8 = (0 : 2 : 0 : 1) P9 = (1 : 2 : 0 : 1)
P10 = (2 : 2 : 0 : 1) P11 = (2 : 2 : 1 : 1) P12 = (0 : 2 : 2 : 1)
P13 = (2 : 2 : 2 : 1)et ils évitent tous le support de G. Si maintenant, on applique l'algorithme, les droites quioupent S en exatement trois points rationnels sont les treize droites i-dessous.

L1 = {x+ t = 0, y + z = 0} L2 = {x+ t = 0, y + 2z = 0}
L3 = {x+ z + t = 0, y = 0} L4 = {x+ z + t = 0, y + 2z + t = 0}
L5 = {x+ 2z = 0, y + 2z + t = 0} L6 = {x = 0, z + t = 0}
L7 = {x+ 2z + 2t = 0, y + z + t = 0} L8 = {x+ 2y + 2t = 0, z + t = 0}
L9 = {x+ y + 2t = 0, z + t = 0} L10 = {x+ z = 0, y + z + t = 0}
L11 = {y + t = 0, z = 0} L12 = {x+ 2z + 2t = 0, y + t = 0}
L13 = {x+ t = 0, y + t = 0}En�n, par la formule du lemme V.3.5, on obtient la matrie

M =




2 0 0 0 0 0 2 0 0 0 2 0 0
2 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 2
2 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0 2 2 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
0 0 2 0 2 0 0 0 2 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 2 2 2 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 2 0 2


On véri�e que la matrieM est de rang : 9 = 13−4. Elle véri�e bien la relation Rg(M) =

n − dimCL, la matrie M est don bien génératrie du ode CL(∆, G)⊥. On peut l'utiliserpour implémenter un algorithme de déodage min-somme pour le ode CL(∆, G).





ConlusionPour onstruire des odes di�érentiels à partir de surfaes algébriques, nous avons déve-loppé le matériel théorique néessaire à l'obtention d'une formule de sommation de résidusen dimension 2. Ce résultat était déjà onnu et dans un ontexte plus général que elui dessurfaes (voir [Har66℄, [Par76℄ et [Lip84℄). Cependant, l'approhe adoptée dans le premierhapitre fournit des onstrutions expliites et une démonstration plus aessible de etteformule.Dans un seond temps, on montre qu'un ertain nombre de propriétés véri�ées par lesodes di�érentiels onstruits sur les ourbes s'étendent aux odes di�érentiels onstruits surles surfaes. En fait, seule la relation d'orthogonalité ne s'étend pas parfaitement. Le théo-rème de réalisation est, en un ertain sens, une manière de remédier à e défaut d'inlusionréiproque dans la relation �CΩ ⊂ C
⊥
L �.Pour le reste, ette absene d'inlusion réiproque rend, d'une ertaine manière, l'étudedes odes géométriques onstruits sur des surfaes plus rihe que elle des odes onstruitssur des ourbes. En e�et, dans le ontexte des surfaes algébriques, les odes fontionnelsn'appartiennent plus en général à la même lasse de odes que leurs orthogonaux.Pour �nir, rappelons que l'étude de es deux lasses de odes ouvre d'intéressants pro-blèmes de théorie des odes et de géométrie algébrique que nous rappelons une dernière foisa�n de onlure ette thèse. Commençons par énoner les di�érentes questions posées toutau long de e texte.Question 1. Peut-on estimer les paramètres des odes qui sont l'orthogonal de odes fon-tionnels ?Question 2. Si l'orthogonal d'un ode fontionnel ne peut se réaliser omme un ode dif-férentiel assoié à une paire de diviseurs (sous-)∆-onvenables, peut-on le réaliser ommesomme de tels odes ?Question 2bis. Étant donné un mot de ode c appartenant à CL,S(∆, G)⊥, existe-t-il unepaire de diviseurs (sous-) ∆-onvenable (Da, Db) et une 2-forme ω appartenant à Γ(S,Ω2(G−

Da −Db)) et telle que
c = res2Da,∆(ω) ?Question 3. Le résultat du théorème de réalisation(théorème III.4.1) reste-t-il vrai si l'on éli-mine l'hypothèse III.4 sur S et G (S est intersetion omplète et G est linéairement équivalentà l'intersetion de G ave une hypersurfae) ?Question 4. Sous les onditions du orollaire III.4.2, peut-on estimer le nombre de minimalde odes di�érentiels dont la somme est égale à l'orthogonal d'un ode fontionnel en fontiond'invariants géométriques de la surfae ?Question 5 (Arithmétique). Soient X une variété projetive lisse géométriquement intègresur un orps �ni Fq et P1, . . . , Pn, une famille de points fermés de X. Peut-on évaluerexpliitement ou majorer de façon préise le plus petit entier d tel qu'il existe au moinsune hypersurfae dé�nie sur Fq de degré inférieur ou égal à d qui interpole tous les Pi etdont l'intersetion shématique ave X soit une sous-variété lisse géométriquement intègrede odimension 1 ? 129



130Question 5 (Géométrique). Soit X une variété projetive irrédutible lisse dé�nie sur Fq et
P1, . . . , Pn une famille de points de X. Peut-on évaluer expliitement ou majorer de façonpréise le plus petit entier d tel qu'il existe au moins une hypersurfae H de degré inférieur ouégal à d, qui ontienne tous les Pi et telle que H∩X soit une sous-variété lisse de odimension
1 de X ?Question 6. Sahant que les deux premières on�gurations minimales de points rationnels
m-liés dans PN sont la donnée de m+2 points alignés et 2m+2 points sur une même oniqueplane, quelles sont les on�gurations minimales suivantes.Question 7. Soient X une sous-variété irrédutible lisse géométriquement intègre de Pr

Fq
et

d un entier naturel. Soient P1, . . . , Pn une famille de points de X. Sous quelles onditionssur X et P1, . . . , Pn a-t-on l'existene d'un entier s tel que pour tout s-uplet de points parmi
P1, . . . , Pn, il existe une hypersurfae H de degré d ontenant e s-uplet de points et telle que
H ∩X soit une sous-variété lisse de odimension 1 de X ?Le diagramme suivant représente les relations entre es questions ainsi que ertaines par-ties ou résultat de ette thèse. Une �èhe A→ B doit se lire �A motive B� lorsque B est unequestion et �B répond à A� lorsque A est une question. les �èhes pointillées signi�ent queles questions/résultats/parties ne sont qu'indiretement liés.

Q6

Q1 Chap IV Q5A,G

Section II.5 Q7

Q2 thm III.4.1 Q3

Q2bis Q4Nous onlurons en rappelant les perspetives qu'ouvriraient ertaines questions ou pro-blèmes ouverts. En partiulier, une solution aux problèmes portant sur des systèmes linéairesde type Bertini posés par les questions 5 A et G fournirait une méthode d'estimation de ladistane minimale de odes fontionnels sur des surfaes ou même des variétés de dimensionsupérieures. Quant à la question 7 qui peut être vue omme une variante des 5 A et G, uneréponse à ette dernière fournirait une élégante méthode d'estimation de la distane minimalede l'orthogonal d'un ode fontionnel sur une surfae algébrique.
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Annexe A Séries de Laurent
Les maths, ça s'érit omme du français......les formules en plus.Mar PerretCette première annexe ontient toutes les démonstrations tehniques relatives aux sériesde Laurent et aux formes di�érentielles formelles.A.1 Sur les modules de di�érentielles relativesLe but est de démontrer le lemme I.4.16 sur les modules de di�érentielles relatives. Le ré-sultat peut sembler assez élémentaire, ependant, les opérations de omplétions et de passageau module des di�érentielles relatives ne ommutent pas en général (voir [Eis95℄ ex 16.14).Nous avons don hoisi d'en donner une preuve détaillée faute de référene.On se plae dans le adre dérit en I.2. On dispose de plus d'une (P,C)-paire faible sur

S (voir dé�nition I.4.9).Étape 1. Commençons par montrer que
Ω1
k((u))/k

∼= Ω1
k(C)/k ⊗k(C) k((u)).On sait que Ω1

k(C)/k est un k(C)-espae vetoriel de dimension 1. De plus, ū étant uneuniformisante de OC,P , 'est un élément séparant de k(C)/k, don la forme dū est non nullesur C et engendre don Ω1
k(C)/k sur k(C). Il su�t don de montrer que du engendre Ω1

k((u))/ksur k((u)). D'après [Mat86℄ ex 25.3, l'appliation d : k((u))→ Ω1
k((u))/k est ontinue pour latopologie (u)-adique. Cela implique que pour tout f ∈ k((u)), on a df = f ′(u)du où f ′ est ladérivée formelle de f par rapport à u. Par onséquent, tout élément de Ω1

k((u))/k étant unesomme �nie d'éléments de la forme fdg = fg′du, on en déduit que Ω1
k((u))/k est engendré par

du sur k((u)).Étape 2.Montrons maintenant que Ω1
k((u))((v))/k

∼= Ω1
k(S)/k⊗k(S)k((u))((u)). Comme Ω1

k(S)/kest librement engendré par du et dv sur k(S), le module Ω1
k(S)/k⊗k(S)k((u))((u)) est librementengendré par du et dv sur k((u))((v)). Considérons l'appliation

δ :

{
k((u))((v)) → Ω1

k(S)/k ⊗k(S) k((u))((u))

f 7→ ∂f
∂xdx + ∂f

∂y dy
.133



134 A. Séries de LaurentCette appliation est une dérivation. Don, d'après la propriété universelle du module desdi�érentielles, il existe un unique morphisme δ̄ qui fasse ommuter le diagramme suivant
k((u))((v))

δ

d

Ω1
k(S)/k ⊗k(S) k((u))((u))

Ω1
k((u))((v))/k

δ̄

.

De fait, les di�érentielles du et dv appartenant à Ω1
k((u))((v))/k sont respetivement envoyéespar δ̄ sur du et dv appartenant à Ω1

k(S)/k ⊗k(S) k((u))((v)). Par onséquent, es deux formesdi�érentielles sont linéairement indépendantes sur k((u))((v)) dans Ω1
k((u))((v))/k. Ce dernierest don de dimension au moins 2 sur k((u))((v)), mais, d'après [Mat86℄ théorème 25.1, lesinjetions suessives

k → k((u))→ k((u))((v))donnent une suite exate
Ω1
k((u))/k ⊗k((u)) k((u))((v)) Ω1

k((u))((v))/k Ω1
k((u))((v))/k((u)) 0 .Remarque A.1.1. Cette suite exate est en général appelée première suite exate fonda-mentale ([Har77℄ proposition II.8.3.A).D'après l'étape 1, l'espae Ω1

k((u))((v))/k((u)) est de dimension 1 sur k((u))((v)) et engendré par
dv. De même, Ω1

k((u))/k⊗k((u)) k((u))((v)) est de dimension 1 et engendré sur k((u))((v)) par
du. L'espae Ω1

k((u))((v))/k est don de dimension au plus 2. On onlut qu'il est de dimension
2 et librement engendré par du et dv.Étape 3. Pour onlure quant à l'isomorphisme Ω2

k((u))((v))/k
∼= Ω2

k(S)/k ⊗k(S) k((u))((v)), ilsu�t de remarquer que
Ω2
k((u))((v))/k =

2∧
Ω1
k((u))((v))/k.A.2 Démonstration du lemme I.5.8Pour ommener nous allons introduire deux appliations. La première est notée J (ommeJaobien), et est dé�nie par

J :

{
k((u))((v))2 → k((u))((v))

(A,B) 7→ ∂A
∂u

∂B
∂v −

∂A
∂v

∂B
∂u

.La seonde est notée ρ est dé�nie par
ρ :

{
k((u))((v)) → k((u))∑
i≥−n hi(u)v

i 7→ h−1(u)
.Lemme A.2.1. Soient A,B deux éléments de k((u))((v)), alors il existe une série de Laurent

φ ∈ k((u)) telle que
ρ ◦ J(A,B) = φ′(u),où φ′(u) désigne la dérivée formelle d'une série de Laurent φ ∈ k((u)).Preuve. Comme les appliations ρ et J sont respetivement k-linéaire et k-bilinéaire anti-symétrique, on peut démontrer le lemme en ne onsidérant que les trois situations i-dessous.Le résultat s'en déduira en utilisant es propriétés de linéarité et d'antisymétrie.(1) A et B sont éléments de k((u))[[v]].(2) A ∈ k((u))[[v]] et B est de la forme B = b(u)

vn ave n ∈ N∗ et b(u) ∈ k((u)).(3) A = a(u)
vm et B = b(u)

vn ave m,n ∈ N∗ et a(u), b(u) ∈ k((u)).Traitons séparément es trois situations.



A.3. Topologie de k((u))[[v]] 135Cas 1. Les séries A et B n'ont pas de p�le suivant la variable v, leurs dérivées partielles nonplus, don ρ ◦ J(A,B) = 0.Cas 2. La série A est de la forme, A =
∑

i≥0 ai(u)v
i. Le alul de J(A,B) donne

J(A,B) =
∑

i≥0

a′i(u)b(u)(−n)vi−n−1 −
∑

i≥0

ai(u)b
′(u)ivi−n−1.On a don

ρ(J(A,B)) = −n(a′n(u)b(u) + an(u)b
′(u)) = (−nan(u)b(u))

′.Cas 3. On a,
J(A,B) =

(
−n

a′(u)b(u)

vm+n+1
− (−m)

a(u)b′(u)

vm+n+1

)
.Commem et n sont supposés stritement positifs, il n'y a pas de terme en v−1 et ρ(J(A,B)) =

0. Par onséquent, soit (A,B) une paire d'éléments de k((u))((v)). Un alul simple montreque dA ∧ dB = J(A,B). De e fait,
(u, v)res1(dA ∧ dB) = ρ(J(A,B))du.D'après le lemme préédent, il existe φ ∈ k((u)) tel que e 1-résidu est égal à φ′(u)du. Cette

1-forme n'a don pas de terme en du/u et on a
(u, v)res2(dA ∧ dB) = 0.Pour �nir, noter que si une 2-forme formelle ω ∈ Ω2

k((u))((v))/k est de la forme ω = dA ∧ dBpour A,B ∈ k((u))((v)) et que (x, y) est un ouple de séries lié à (u, v) par un hangement devariables de le forme (CV)1, alors ω est de la forme dA′ ∧ dB′ pour A′, B′ ∈ k((x))((y)). Lesséries A′ et B′ ne sont autres que A(f(x, y), g(x, y)) et B(f(x, y), g(x, y)). De fait le travaile�etué i-dessus permet de déduire que
(x, y)res2(ω) = 0et e, pour tout ouple (x, y) lié à (u, v)par un hangement de variables de la forme (CV).A.3 Topologie de k((u))[[v]]Le but de ette setion est de prouver le lemme I.4.17. Pour e faire, nous allons introduirequelques notions de topologie sur k((u))[[v]]. La première question à se poser est : de quelletopologie doit-on munir k((u))[[v]] ? Il pourrait sembler logique de le munir de la topologieassoiée à la valuation (v)-adique, 'est-à-dire, la topologie rendant l'addition ontinue et telleque les idéaux {(vn), n ∈ N} forment une base de voisinage de 0. Le défaut d'un tel hoix estque pour ette topologie, la suite de terme général (un)n∈N diverge. On souhaiterait donmunir k((u))[[v]] d'une topologie qui tiendrait ompte à la fois de la valuation (v)-adique maiségalement de la valuation (u)-adique sur k((u)). Pour e faire, on rappelle que k((u))[[v]] estune limite projetive

k((u))[[v]] ∼= lim
←−

k((u))[v]/(vn).De fait, si l'on munit k((u)) de sa topologie (u)-adique, on dé�nit une topologie de limiteprojetive sur k((u))[[v]]. Les ensembles suivants fournissent une base de voisinages de 0 pourette topologie.
Vi0,...,ir :=



s =

∑

j≥0

sj(u)v
j ∈ k((u))[[v]], val(u)(sk) ≥ ik, ∀k ∈ {0, . . . , r}



 .1Voir lemme I.4.15.



136 A. Séries de LaurentOn rappelle que val(u) désigne la valuation (u)-adique sur k((u)). Pour ette topologie, unesuite (s(n))n∈N de séries onverge vers 0 si et seulement si elle onverge vers 0 oordonnéepar oordonnée. C'est-à-dire :
lim

n→+∞
s(n) = 0 ⇐⇒ ∀j ∈ N, lim

n→+∞
s
(n)
j (u) = 0.Lemme A.3.1. Pour ette topologie, une série est onvergente si et seulement si son termegénéral tend vers 0.Preuve. Soit (s(n))n∈N une suite qui tend vers 0 pour la topologie de la limite projetive.Cela signi�e que pour tout entier naturel j, la suite (s

(n)
j ) d'éléments de k((u)) onverge vers 0pour la topologie (u)-adique. La topologie (u)-adique provenant d'une norme ultramétrique,on en déduit que pour tout entier naturel j, la série de terme général s(n)

j onverge. Donla suite des sommes partielles (
∑n

k=0 s
(k))n∈N onverge oordonnée par oordonnée, elleonverge don pour la topologie de la limite projetive.Remarque A.3.2. La topologie de limite projetive est moins �ne que la topologie (v)-adique.On note par exemple que la topologie (v)-adique induit sur k((u)) une topologie disrète. Defait, une suite (s(n))n qui onverge (v)-adiquement vers une ertaine limite s, onverge versette même limite pour la topologie de la limite projetive.Nous avons à présent les artes en main pour démontrer le lemme I.4.17.Démonstration du lemme I.4.17. Pour ommener, remarquons qu'il su�t de prouverque hangement de variable est bien dé�ni sur k((u))[[v]] et induit un isomorphisme loal

k((u))[[v]]→ k((x))[[y]]. La propriété universelle des orps de frations permettra ensuite deonlure.Étape 1. Nous allons montrer que la suite (fn)n∈N onverge vers 0 pour la topologie delimite projetive. Rappelons que f est un élément de k((x))[[y]] de la forme
f = f0(x) + f1(x)v + · · ·et que la valuation (x)-adique de f0 est égale à 1. Soient n ∈ N et k ≤ n, on a

fn = fn0 + fn−1
0 f1y + fn−2

0 (f2
1 + f2)y

2 + · · ·+ fn−k0 Pk(f1, . . . , fk)y
k + · · · ,où Pk désigne un polyn�me en les séries de Laurent f0, . . . , fk. Ce polyn�me ne dépend pasde n. Nous donnons i-dessous, les premiers termes de ette suite de polyn�mes.

P0 = 1 P3 = f3
1 + 2f1f2 + f3

P1 = f1 P4 = f4
1 + 2f1f3 + f2

2 + f4
P2 = f2

1 + f2 P5 = f5
1 + 2f1f4 + 2f2f3 + f5.Ainsi, étant donné i ∈ N, pour n assez grand, le oe�ient de yi dans fn sera égal à

fn−i0 Pi(f0, . . . , fi). Comme f0 est de valuation (x)-adique 1, le oe�ient de yi tend vers 0quand n tend vers l'in�ni. La suite (fn)n onverge don vers 0 pour la topologie de limiteprojetive. Par onséquent, pour toute série ϕ(u) ∈ k((u)), la série ϕ(f(x, y)) onverge dans
k((x))[[y]]. Remarquons en�n que le oe�ient en y0 de la série ϕ(f(x, y)) est∑i ϕif

i
0. Cettedernière série est non nulle, ar f0 est de valuation (x)-adique 1. De fait, la valuation (y)-adique de ϕ(f(x, y)) est nulle.Étape 2. Soit ψ(u, v) ∈ k((u))[[v]] de la forme ψ =

∑
j≥0 ψj(u)v

j . D'après l'étape 1, pourtout j ∈ N, la série ψj(f(x, y)) est bien dé�nie. Ensuite, omme g est de valuation (y)-adique
1, la série ψj(f)gj est de valuation (y)-adique supérieure ou égale à j. Don, d'après le lemmeA.3.1 et la remarque A.3.2, la série de terme général ψj(f)gj onverge dans k((x))[[y]]. Lehangement de variables est don bien dé�ni. Par ailleurs, on a vu à la �n de l'étape 1 quela valuation (y)-adique d'un oe�ient ψj(f(x, y)) est nulle. Don, omme la série g est devaluation (y)-adique 1, on déduit que la valuation (y)-adique de ψ(f(x, y), g(x, y)) est égaleà la valuation (v)-adique de ψ(u, v).



A.4. Démonstration du théorème I.5.3 en aratéristique positive 137Étape 3. Il nous reste à traiter le as des 2-formes di�érentielles formelles. Soit don uneforme di�érentielle formelle ω = h(u, v)du ∧ dv de valuation (v)-adique n, montrons que lavaluation (y)-adique de h(f, g)df ∧ dg est également n. En utilisant les étapes préédentes,ela revient à montrer que df ∧ dg est de valuation (y)-adique nulle. On a,
df ∧ dg =

(
∂f

∂x

∂g

∂y
−
∂f

∂y

∂g

∂x

)
dx ∧ dy.Calulons les premiers termes de es produits de dérivées partielles

∂f
∂x

∂g
∂y

= f ′0(x)g1(x) + (2f ′0(x)g2(x) + g1(x)f
′
1(x))y + · · ·

∂f
∂y

∂g
∂x

= f1(x)g
′
1(x)y + (2f2(x)g

′
1(x) + f1(x)g

′
2(y))y

2 + · · ·Par dé�nition du hangement de variables (CV), les séries f ′0 et g1 sont non nulles, on endéduit que le jaobien ∂f
∂x

∂g
∂y −

∂f
∂y

∂g
∂x est de valuation (y)-adique nulle, e qui ahève ettedémonstration.A.4 Démonstration du théorème I.5.3 en aratéristiquepositiveCette setion onerne les formes di�érentielles formelles. Les notations et dé�nitionsutilisées proviennent des setions I.4.5 et I.5.1.Remarque A.4.1. Dans ette setion nous utilisons le système d'indexage de la notationI.5.1.Commençons par étudier quelles parties de la preuve du théorème I.5.3, néessitent vrai-ment le fait que le orps k est de aratéristique nulle. Les lemmes I.5.4 et I.5.6 ainsi quela remarque I.5.5 sont valables en aratéristique quelonque. Seule la preuve à proprementparler du théorème, qui ommene page 36 et se termine page 38 fait intervenir des primitivesformelles qui n'existent pas toujours en aratéristique positive. Nous allons don reprendrel'étude du omportement sous l'ation de (CV2) de di�érentielles de la forme

ω = φ(u)du ∧
dy

yn+1
oùφ ∈ k((u)) et n ≥ 1.Soit N ∈ N, onsidérons un hangement de variables de la forme (CV2) :

u = f(x, y) ave f =
∑

j≥0

fj(x)y
joù f0 est de valuation (x)-adique 1. On suppose de plus que

min
k=1...n

{val(x)(fk)} = −N, (A.1)où val(x) désigne la valuation (x)-adique sur k((x)).Étape 1. Si ω est de la forme ω = umdu ∧ dy
yn+1 ave m ∈ N. On a alors,

ω = (f ′0(x) + f ′1(x)y + · · · )︸ ︷︷ ︸
∂f
∂x

(f0(x) + f1(x)y + · · · )m︸ ︷︷ ︸
fm

dx ∧
dy

yn+1
.Le (x, y)-1-résidu de ω est le oe�ient en yn−1 de la série fm∂f/∂x. Ce résidu est de laforme

(x, y)res1C,P (ω) = Pm,n(f0, . . . , fn, f
′
0, . . . , f

′
n)dx, (A.2)



138 A. Séries de Laurentoù Pm,n ∈ Z[X0, . . . Xn, Y0, . . . , Yn] est un polyn�me qui ne dépend pas du orps de base, ilne dépend en fait que de m et n. Par un raisonnement analogue, le oe�ient pm,n en x−1de Pm,n est une expression polynomiale en les fi,j ave
−N ≤ i ≤ N + 1 et 0 ≤ j ≤ n.En e�et, Pm,n est un polyn�me en les fj et f ′j pour j ∈ {0, . . . , n} e qui explique l'enadre-ment de j. Pour e qui en de l'enadrement de i, on rappelle que, d'après (A.1), les séries deLaurent f0, . . . , fn sont de valuation supérieure ou égale à −N . Leurs dérivées sont don devaluation (x)-adique supérieure ou égale à −N − 1 et don les termes de degré en x maximalintervenant dans ette expression sont eux de degré en x égal à N . Ces termes peuventêtre des fN,jxN provenant de fj(x) ou des (N + 1)fN+1,jx

N provenant de f ′j(x). Ainsi, l'in-die i est don toujours inférieur à N + 1. Pour �nir, d'après la preuve du théorème I.5.3en aratéristique nulle, on sait que l'expression polynomiale pm,n s'annule sur l'ensemble
{f1,0 6= 0}. Ainsi, d'après le théorème de prolongement des identités algébriques ([Bou59℄IV.2.3 théorème 2), e polyn�me est nul. Don, le (x, y)-2-résidu de ω est nul.Étape 2. Supposons à présent que ω soit de la forme ω = φ(u)du∧ dy

yn+1 où φ =
∑

m≥0 φiu
iest une série de Taylor (un élément de k[[u]]). D'après le travail e�etué dans l'étape 1, on a

(x, y)res1(ω) =
∑

m≥0

φmPm,n(f0, . . . , fn, f
′
0, . . . , f

′
n)dx, (A.3)où les Pm,n sont les polyn�mes dé�nis dans la relation (A.2) de l'étape 1. Le (x, y)-1-résidude ω est bien dé�ni, don la série apparaissant en (A.3) onverge (x)-adiquement dans k((x)).Par onséquent, la valuation (x)-adique de ses termes tend vers l'in�ni quand m tend versl'in�ni, elle est don positive à partir d'un ertain rang M . On a don

(x, y)res1C,P (ω) =

M∑

m=0

φmPmdx+

+∞∑

m=M+1

φmPmdx

︸ ︷︷ ︸val(x)≥0

.Le reste de la série étant de valuation (x)-adique positive, son résidu est nul. Quant à lasomme de 0 à M , son résidu est nul d'après le résultat obtenu dans l'étape 1 et étendu parlinéarité. Ii enore, le (x, y)-2-résidu de ω est nul.Étape 3. Supposons maintenant que ω est de la forme ω = du
um ∧

dy
yn+1 , ave m ∈ N∗. Aprèshangement de variables, on obtient

ω =
1

fm
∂f

∂x
dx ∧

dy

yn+1
.Le (x, y)-1-résidu de ω est égal au oe�ient en yn de 1

fm

∂f
∂x multiplié par dx. Nous devonsdon étudier la série 1

fm

∂f
∂x . Commençons par travailler sur 1

fm . On a
1
fm

= 1

fm0

(
1 +

f1
f0
y +

f2
f0
y2 + · · ·

)m

= 1
fm0

(
1 +

U1(f0, f1)
f0

y + · · ·+
Up(f0, . . . , fp)

f2
0

y2 + · · ·

)m
,où Up ∈ Z[X0, . . . , Xp] est un polyn�me homogène de degré p qui ne dépend que de p. Voiiles premiers termes de ette suite de polyn�mes

U1(X0, X1) = −X1

U2(X0, X1, X2) = −X0X2 +X2
1

U3(X0, X1, X2, X3) = −X2
0X3 + 2X0X1X2 −X

3
1

U4(X0, X1, X2, X3, X4) = −X3
0X4 + 2X2

0X1X3 +X2
0X

2
2 − 3X0X

2
1X2 +X4

1 .



A.4. Démonstration du théorème I.5.3 en aratéristique positive 139On développe ensuite le terme à la puissane m,
1

fm
=

1

fm0


1 +

mU1(f0, f1)

f0
+

(
m
2

)
U1(f0, f1)

2 +mU2(f0, f1, f2)

f2
0

y2 + · · ·


 .On introduit alors les notations suivantes

1

fm
=

1

fm0

(
1 +

Vm,1(f1)

f0
y + · · ·+

Vm,p(f1, . . . , fp)

fp0
+ · · ·

)
, (A.4)où les polyn�mes Vm,p ∈ Z[X1, . . . , Xp] sont des polyn�mes homogènes de degré p qui nedépendent que de m et p. Le oe�ient de yn de 1

fm

∂f
∂x est don

Cm,n(x) :=
1

fm0

(
f ′n + f ′n−1

Vm,1(f0, f1)

f0
+ · · ·+ f ′0

Vm,n(f0, . . . , fn)

fn0

)
.Pour tout entier k appartenant à {1, . . . , n}, on pose

Sm,n,k(f0, . . . , fk) := fn−k0 Vm,k(f0, . . . , fk)et Sm,n,0(f0) := fn0 . Les polyn�mes, Sm,n,k sont homogènes de degré n et
Cm,n(x) :=

1

fm+n
0︸ ︷︷ ︸

Am,n(x)

n∑

k=0

f ′n−kSm,n,k(f0, . . . , fk)

︸ ︷︷ ︸
Bm,n(x)

. (A.5)Nous allons étudier Am,n séparément. On rappelle que f0 était de valuation (x)-adique 1,'est-à-dire que f0(x) = f1,0x + f2,0x
2 + · · · . En reprenant le alul e�etué préédemmentpour 1

fm , on obtient
Am,n(x) = 1

fm+n
1,0

(
1 +

Vm+n,1(f1,0, f2,0)
f1,0

x+ · · ·

· · ·+
Vm+n,p−1(f1,0, . . . , fp,0)

fp−1
1,0

xp−1 + · · ·

)
,où les polyn�mes Vi,j sont eux introduits dans l'expression (A.4). Rappelons que l'objetifinitial est de montrer le (x, y)-2-résidu, qui est le oe�ient cm,n,−1 de x−1 dans Cm,n,s'obtient omme une expression polynomiale en un nombre �ni des oe�ients fi,j de f .Nous allons voir quels oe�ients interviennent.Dans Am,n. Comme les polyn�mes Sm,n,k sont de degré n pour tout entier k ∈ {1, . . . , n},la valuation (x)-adique de Bm,n véri�eval(x)(Bm,n) ≥ −nN − (N + 1) = −(n+ 1)N − 1.Le −nN est la ontribution de Sm,n,k et le −(N+1) elle de f ′n−k. Par onséquent, les termesde Am,n intervenant dans le alul de cm,n,−1 sont de degré au plus N(n+ 1). En reprenantl'expression de Am,n i-dessus, on voit que les termes de degré inférieur à N(n + 1) fontintervenir les fi,0 ave −N ≤ i ≤ N(n+ 1) + 1.Dans Bm,n. Comme la série de Laurent Am,n est de valuation −m− n, les termes de Bm,nintervenant dans le alul de e 2-résidu cm,n,−1 sont de degré au plus m + n − 1. D'aprèsl'expression de Bm,n, es termes font intervenir les fi,j ave i ≤ m+ n (on ajoute 1 du faitde la présene des dérivées f ′i dans l'expression).



140 A. Séries de LaurentConlusion. Les oe�ients fi,j intervenant dans le alul de cm,n,−1 sont eux dont lesindies véri�ent {
−N ≤ i ≤ max{m+ n, (n+ 1)N + 1}
0 ≤ j ≤ n.On note I et ensemble de paires d'indies. Il existe don un polyn�me Qm,n(Xi,j) ∈

Z[Xi,j |(i, j) ∈ I] et un entier M qui ne dépendent pas du orps de base k et tels que
cm,n,−1 = (x, y)res2(ω) =

1

fM1,0
Q(fi,j |(i, j) ∈ I).Par un raisonnement analogue à elui e�etué à la �n de l'étape 1 et faisant intervenir lethéorème de prolongement des identités, on montre que e résidu est nul.Ainsi, nous avons montré l'invariane du 2-résidu d'une 2-forme formelle sous l'ationd'un hangement de variables de la forme u = f(x, y) tel que les n + 1 premiers oe�ients

fj(u) de f sont de valuation supérieure à −N . Ce résultat est valable pour tout entier N ,don pour tout hangement de variables de la forme (CV2), e qui onlut la démonstration.



Annexe BIndépendane des valuations
L'objetif de e hapitre est de donner une preuve de la proposition II.4.2. Nous allonsen fait démontrer un résultat en dimension quelonque, e qui n'augmente pas le niveau dedi�ulté de la preuve.Proposition B.0.2. Soient X une variété quasi-projetive lisse irrédutible de dimensionsupérieure ou égale à 2 au-dessus d'un orps quelonque k et Y une sous-variété de X deodimension 1. Soient P1, . . . , Pn une famille de points fermés de X r Y et Q1, . . . , Qs unefamille de points fermés de Y . Alors, il existe une uniformisante v ∈ OX,Y telle que le supportdu diviseur prinipal (v) évite les points P1, . . . , Pn et le support de (v)−Y évite Q1, . . . , Qs.La démonstration suivante a été suggérée par Gerhard Frey.Preuve. Commençons par remarquer que l'on peut se ontenter de démontrer le résultatdans le as où Y est irrédutible. Le as général se déduira de e as partiulier en raisonnantsur les omposantes irrédutibles de Y . On suppose don désormais que Y est irrédutible.Dans un premier temps nous allons nous ramener au as d'une variété a�ne. Il existeun ouvert a�ne de X ontenant tous les points P1, . . . , Pr, Q1, . . . , Qs. L'intersetion deet ouvert ave Y est non vide ar ontient les points Qi. Aussi, quitte à se restreindre àet ouvert, on peut supposer que X est a�ne. Dans e qui suit, nous noterons IY l'idéalde k[X ] assoié à Y et mP1 , . . . , mPr

, mQ1 , . . . , mQs
les idéaux maximaux orrespondantrespetivement aux points P1, . . . , Pr et Q1, . . . , Qs. On notera également m1, . . . ,ms lesmultipliités respetives de Y en Q1, . . . , Qs. On rappelle que la multipliité de Y en unpoint Q est le plus petit entier m tel que

IY ⊂ m
m
Q .Reformulation du problème. On herhe une fontion v ∈ k[X ] véri�ant les propriétéssuivantes.(1) La fontion v appartient à IY r I2

Y .(2) Pour tout entier i appartenant à {1, . . . , r}, la fontion v n'appartient pas à mPi
.(3) Pour tout entier j appartenant à {1, . . . , s}, la fontion v n'appartient pas à m

mj+1
Qj

.Le premier ritère permet d'a�rmer que v est bien une uniformisante de OX,Y , le seondsigni�e que v ne s'annule en auun des Pi, et le troisième équivaut au fait que Y soit l'uniquezéro de v au voisinage de Qi. Dans e qui suit, lorsque P est un point fermé de X et f ∈ OX,Pon notera f(P ) l'image de f dans le orps résiduel k(P ).Étape 0. Pour toute famille �nie de points fermés deux à deux distints A1, . . . , An de Xet toute famille d'entiers naturels p2, . . . , pn, il existe une fontion g appartenant à l'idéalproduit m
p2
A2
· · ·mpn

An
telle que

g(A1) = 1.141



142 B. Indépendane des valuationsPour le montrer, il su�t de onstater que les idéaux mA1 et m
p2
A2
· · ·mpn

An
sont étrangers,'est-à-dire que

mA1 + m
p2
A2
· · ·mpn

An
= k[X ].De fait, il existe une fontion f appartenant àmA1 et une fontion g appartenant àm

p2
A2
· · ·mpn

Antelles que f + g = 1. Ainsi, on a bien g(A1) = 1.Étape 1. (Constrution d'une fontion qui véri�e 3). Soit j0 un entier appartenant à {1, . . . , s}.Par dé�nition de la multipliité, il existe une fontion f appartenant à l'idéal IY et n'apparte-nant pas à m
mj0+1

Qj0
. Soit fj0 une telle fontion, d'après l'étape préédente il existe une fontion

hj0 régulière sur X telle que hj0 est un élément de l'idéal produit m
m1

Q1
· · · m̂Qj0

· · ·mms

Qs
et hj0n'appartient pas à l'idéal mQj0

. Posons alors
vj0 := fj0hj0 et v :=

s∑

j=1

vj .La fontion v appartient à l'idéal IY , mais n'appartient à auun m
mj+1
Qj

. En e�et, soit j0 unentier appartenant à {1, . . . , s}, alors
vj0 ∈ m

mj0

Qj0
rm

mj0+1

Qj0
et ∀j 6= j0, vj ∈ m

mj0+1

Qj0
.Remarquons au passage que la fontion ainsi onstruite n'appartient pas à I2

Y , ar sinon elleappartiendrait à m
2mj

Qj
pour tout entier j appartenant à {1, . . . , s}.Étape 2. Nous allons montrer par réurrene sur r que, quitte à ajouter à v un élément de

I2
Y , e qui n'aura auune onséquene sur les propriétés aquises dans l'étape préédente, onpeut faire en sorte que v ne s'annule en auun des Pi.Pour r = 1, si v(P1) est non nul, 'est terminé. Sinon, omme P1 n'est pas ontenu dans Y ,l'idéal IY ne ontient pas mP1 . De même, l'idéal I2

Y ne ontient pas mP1 , ar mP1 est radial.De fait, les idéaux I2
Y et mP1 sont étrangers, il existe don une fontion f appartenant à I2

Yet une fontion g appartenant à mP1 telles que f + g = 1. On remplae alors v par v + f etette nouvelle fontion ne s'annule plus en P1.Soit r ≥ 1, supposons la propriété vraie au rang r et montrons qu'elle est véri�ée au rang
r + 1. Si v(Pr+1) est non nul, 'est terminé. Sinon, les idéaux I2

Y mP1 · · ·mPr
et mPr+1 sontétrangers, on en déduit l'existene d'une fontion f appartenant à I2

Y mP1 · · ·mPr
qui nes'annule pas en Pr+1 et on remplae v par v + f .



Annexe CComplément d'algèbre linéaireLe but de ette annexe est de fournir quelques résultats d'algèbre linéaire utilisés à la�n du hapitre II. Ces résultats sont des exeries relativement élémentaires. Nous avonsependant hoisi de les démontrer ii, faute de référenes.Dans e qui suit, E et F désignent des espaes vetoriels sur un orps quelonque k. Ondispose de plus sur de formes bilinéaires E et F notées respetivement 〈. , .〉E et 〈. , .〉F .On peut alors onstruire une forme bilinéaire sur E ⊗k F qui soit anoniquement assoiée à
〈. , .〉E et 〈. , .〉F . Pour e faire, on la dé�nit sur les tenseurs élémentaires par

〈. , .〉E⊗F :

{
E ⊗ F × E ⊗ F → k
(a⊗ b, a′ ⊗ b′) 7→ 〈a, a′〉E .〈b, b

′〉Fet on l'étend ensuite par linéarité. On onstate immédiatement que si (ei)i∈I et (fj)j∈J sontdes bases orthogonales respetives de E et F , alors (ei⊗fj)(i,j)∈I×J est une base orthogonalede E ⊗ F .Lemme C.0.3. Si les formes bilinéaires 〈. , .〉E et 〈. , .〉F sont non dégénérées, alors ilen est de même pour 〈. , .〉E⊗F . De même, si 〈. , .〉E et 〈. , .〉F sont symétriques, alors
〈. , .〉E⊗F l'est également.Preuve. Le fait que la symétrie de 〈. , .〉E et 〈. , .〉F entraîne elle de 〈. , .〉E⊗F est évident.Supposons que 〈. , .〉E et 〈. , .〉F soient non dégénérées. Soient (ei)i∈I et (fj)j∈J des basesorthogonales respetives de E et F et soit u un élément de E ⊗ F tel que la forme linéaire
〈u, .〉E⊗F soit identiquement nulle. Le veteur u est de la forme

u =
∑

i,j

ui,jei ⊗ fj.Par ailleurs, pour tout ouple (i, j), on a
〈u, ei ⊗ fj〉 = 0, or 〈u, ei ⊗ fj〉 = ui,j .On en déduit que u est nul et que la forme bilinéaire 〈. , .〉E⊗F est non dégénérée.On suppose désormais que les formes bilinéaires 〈. , .〉E et 〈. , .〉E sont non dégénérées.Lemme C.0.4. Supposons que E et F soient de dimension �nie. Soient A et B deux sous-espaes vetoriels respetifs de E et F , alors

(A⊗B)⊥ = A⊥ ⊗ F + E ⊗B⊥.Preuve. L'inlusion ⊇ est élémentaire. En e�et on prend a, a′, b, f appartenant respetive-ment à A,A⊥, B et F . On a
〈a⊗ b, a′ ⊗ f〉E⊗F = 〈a, a′〉︸ ︷︷ ︸

=0

〈b, f〉 = 0.143



144 C. Complément d'algèbre linéaireOn en déduit que A⊥ ⊗ F est inlus dans (A ⊗ B)⊥. Par un raisonnement identique, onmontre ensuite que E ⊗B⊥ est inlus dans (A⊗B)⊥.Pour l'inlusion réiproque, ommençons par montrer que
A⊥ ⊗ F ∩ E ⊗B⊥ = A⊥ ⊗B⊥.L'inlusion ⊇ est immédiate. Montrons don l'inlusion réiproque. Soient (ei)i∈I0 et

(fj)j∈J0 des bases respetives de A⊥ et B⊥ omplétées en des bases (ei)i∈I et (fj)j∈J de Eet F . Soit s un veteur de A⊥⊗F ∩E⊗B⊥. Déomposons le dans la base (ei⊗ fj)(i,j)∈I×J .
s =

∑

(i,j)∈I×J

sij ei ⊗ fj.Comme s ∈ A⊥ ⊗ F (resp. s ∈ E ⊗B⊥), les sij sont nuls pour i /∈ I0 (resp. pour j /∈ J0), equi prouve l'inlusion réiproque.Pour �nir, posons
m := dim(E) a := dim(A)
n := dim(F ) b := dim(B),et alulons la dimension de A⊥ ⊗ F + E ⊗B⊥.

dim(A⊥ ⊗ F + E ⊗B⊥) = dim(A⊥ ⊗ F ) + dim(E ⊗B⊥)− dim(A⊥ ⊗B⊥)
= n(m− a) +m(n− b)− (m− a)(n− b)
= mn− ab
= dim(A⊥ ⊗B⊥).Nous pouvons à présent énoner un résultat fort utile dans le hapitre II, puisque 'estelui qui nous permet de prouver que l'orthogonal d'un ode fontionnel sur une surfae n'estpas toujours fontionnel. En partiulier, il ne l'est jamais lorsque la surfae est un produitde deux ourbes.Corollaire C.0.5. Si A et B sont des sous-espaes non triviaux1 respetifs de E et F ,alors le sous-espae (A⊗B)⊥ de E ⊗ F n'est pas un produit tensoriel élémentaire U ⊗ V desous-espaes de E et F .Preuve. C'est une onséquene immédiate du lemme C.0.4 et du lemme C.0.6 qui suit.Lemme C.0.6. Soient E et F deux espaes vetoriels sur un orps k quelonque. Soient A et

B des sous-espaes respetifs non triviaux de E et F . Alors, le sous-espae A⊗k F +E ⊗k Bde E ⊗k F ne peut pas être érit sous la forme d'un produit tensoriel élémentaire U ⊗k V .Preuve. Raisonnons par l'absurde et supposons qu'il existe U et V , sous-espaes respetifsde E et F tels que
A⊗k F + E ⊗k B = U ⊗k V. (C.1)Supposons que U ne soit pas inlus dans A. Soient (ei)i∈I0 et (fj)j∈J0 des bases respetivesde A et B omplétées en des bases (ei)i∈I et (fj)j∈J de E et F . Soit également u ∈ U rA.Pour tout veteur v ∈ V , on a
u⊗ v =

∑

(i,j)∈I×J

uivj ei ⊗ fj.D'après (C.1), le produit uivj est nul pour tout ouple (i, j) tel que i /∈ I0 et j /∈ J0. Commepar hypothèse u n'est pas dans A, il existe au moins un i1 /∈ I0 tel que ui1 est non nul. Don1Par non triviaux, on entend que A (resp. B) est non nul et stritement inlus dans E (resp. F ).



145pour tout j /∈ J0, on a ui1vj = 0, don vj = 0. Par onséquent, v appartient à B et e pourtout v ∈ V . Don
V ⊆ B, don U ⊗ V ⊆ E ⊗ B. (C.2)Soient maintenant f un veteur de F n'appartenant pas à B et a un veteur non nul de A.Alors a⊗f appartient à A⊗F mais pas à E⊗B et d'après (C.2), il n'appartient pas à U⊗Ve qui ontredit l'hypothèse de départ (C.1).Si maintenant U est inlus dans A, alors U ⊗V est inlus dans A⊗F et on aboutit à uneontradition en réalisant le raisonnement symétrique de elui qui vient d'être e�etué.





Annexe D Constrution de odesfontionnels
Dans [La88℄, Lahaud présente une autre proédé de onstrution de odes fontionnelssensiblement di�érent de elui qui est présenté dans le hapitre II. Les odes ainsi onstruitssont en général appelés odes de Reed-Müller projetifs.D.1 ConstrutionOn se plae dans l'espae projetif Pr

Fq
muni d'un système de oordonnées homogènes

(X0, . . . , Xn). Pour tout entier naturel d on note Fd, l'espae
Fd := {f ∈ Fq[X0, . . . , Xn], f homogène de degré d} ∪ {0}.En d'autres termes, Fd est l'espae des setions globales du faiseau OPr (d). Rappelons que,s'il est possible de dé�nir le lieu d'annulation dansPr d'un élément non nul de Fd, l'évaluationd'un élément de Fd en un point de Pr n'a pas de sens. D'une ertaine façon, la dé�nition quisuit onsiste à lui en donner un.Dé�nition D.1.1 (Lahaud 1988). Soit P un point rationnel de Pr de oordonnées homo-gènes (x0 : · · · : xn). Soit h le plus petit entier ompris entre 0 et n tel que xh soit non nul.Pour tout entier naturel d, on dé�nit l'appliation d'évaluation en P parevP :




Fd → Fq

f →
f(x0, . . . , xn)

xdh
.L'appliation est bien dé�nie, mais n'est pas anonique, elle dépend du hoix d'un système deoordonnés homogènes. À partir de ette appliation, on peut onstruire des odes orreteursd'erreurs de la façon suivante.Dé�nition D.1.2. Soient X une sous-variété fermée lisse absolument irrédutible de Pr

Fq
et

P1, . . . , Pn, l'ensemble des points rationnels de X. Pour tout entier naturel d, le ode Cd(X)est l'image de l'appliation
c :

{
Fd → Fnq
f 7→ (evP1(f), . . . , evPn

(f)).Bien que moins anonique que la onstrution présentée dans le hapitre II, ette approheprésente de nombreux avantages. Tout d'abord, elle permet une évaluation en tous les pointsde la variété, sans avoir à se souier des questions de dé�nitions. Par rapport à la dé�nitiondu hapitre II, on évite ii les restritions du type �les points P1, . . . , Pn évitent le support de147



148 D. Constrution de odes fontionnels
G�. Ensuite, l'évaluation de la distane minimale et de la distribution des poids du ode Cd(X)se traduit sous la forme d'un problème de omptage expliite de tous les points rationnels devariétés projetives1.Toutefois, pour le adre qui nous intéresse, à savoir elui de pouvoir onstruire l'ortho-gonal du ode fontionnel à partir de di�érentielles, ette onstrution n'est pas optimale.En e�et, le défaut de anoniité des appliations d'évaluation empêhe toute possibilité dereprodution du raisonnement de la preuve du théorème II.4.1. L'obstrution est liée au faitque les éléments de Fd ne sont pas des fontions. On peut loalement les identi�er à des fon-tions rationnelles sur X , 'est e qui est fait dans la dé�nition de l'appliation evP , mais etteidenti�ation dépend du point P . D'une ertaine façon, 'est omme si l'on évaluait en despoints di�érents des fontions di�érentes. On ne peut don plus reproduire le raisonnementonsistant à appliquer la formule des résidus à la 2-forme fω.D.2 Essentiellement, 'est la même hosePar la méthode de onstrution présentée dans le hapitre II, on peut onstruire unode fontionnel isomorphe au ode Cd(X). Pour e faire, on dé�nit H∞, l'hyperplan de Prd'équation X0 = 0. On appelle i l'inlusion anonique i : X →֒ Pr et on pose

L := i∗H∞ ∈ DivFq
(X).Pour tout entier naturel d, les faiseaux L(dL) et i∗OPr (d) sont isomorphes. Aussi, si lespoints P1, . . . , Pn évitent le support de L, alors les odes CL,X(P1+· · ·+Pn, dL) et Cd(X) sontisomorphes. Pour se défaire de la ondition évitent les point du support de L, il su�t d'utiliserlemoving lemma ([Sha94℄ III.1.3 théorème 1 et annexe B). En vertu de e résultat, on sait qu'ilexiste G ∈ DivFq

(X) dont le support évite les points P1, . . . , Pn et linéairement équivalent à
dL. Cette fois-i, on est assuré de la bonne dé�nition du ode CL,X(P1 + · · · + Pn, G) et lefaiseau L(G) est isomorphe à i∗OPr (d). On obtient don l'isomorphisme de odes

CL,X(P1 + · · · , Pn, G) ∼= Cd(X).On peut don onstruire un ode fontionnel (provenant de la dé�nition de [VM84℄ donnéedans le hapitre II) isomorphe à Cd(X). Malheureusement la onstrution d'un diviseur Gdont le support évite tous les points rationnels de X n'est pas toujours évidente. La dé�nitionD.1.2 reste don ommode ar elle fournit une onstrution expliite simple.Remarque D.2.1. Notons que l'on a identi�é les éléments de Fd restreints à X à des se-tions globales du faiseau i∗OPn(d). Comme on l'a vu dans le hapitre III, si X est proje-tivement normale2 en respet au plongement X →֒ Pr, alors le faiseau i∗OPr (d) s'identi�eau faiseau OX(d) (voir [Har77℄ II.5 ex 14).

1Éventuellement réduites ou rédutibles.2Par exemple si 'est une intersetion omplète lisse de P
r .



Annexe EPoints en position générale
Cette annexe ontient les démonstrations de lemmes tehniques utilisés dans la setionIV.1 du hapitre III.Lemme IV.1.8. Soient r et m deux entiers naturels ave r ≥ 1, alors toute famille de rm+2points rationnels distints de PN appartenant à une même ourbe de degré r est m-liée.Preuve. Soient P1, . . . , Prm+2 une telle famille de points et C la ourbe de degré r qui lesontient. D'après le théorème de Bezout, une hypersurfae de degré m qui ne ontient pas Cl'intersete en au plus rm points géométriques. Par onséquent, il n'existe pas d'hypersurfaeontenant tous es points sauf un.Lemme IV.1.9. Soit m un entier naturel.(1) Si m+ 2 points rationnels distints de PN sont m-liés, alors ils sont alignés.(2) Tout r-uplet de points rationnels deux à deux distints de PN ave r ≤ m + 1 est enposition m-générale.Preuve. Preuve de (1). Soient P1, . . . , Pm+2 des points distints de PN qui sont m-liés.Supposons qu'ils ne soient pas alignés. Il existe don un hyperplan H qui évite Pm+2 etontient au moins deux points parmi P1, . . . , Pm+1. Quitte à réordonner les indies des pointson peut supposer qu'il existe l ≥ 2 tel que P1, . . . , Pl appartiennent à H .
• Si l = m+1, on dispose d'une hypersurfae (en l'ourrene l'hyperplan H) qui ontienttous les Pi sauf P2m+2.
• Sinon, pour tout l + 1 ≤ j ≤ m+ 1, il existe un hyperplan Hj qui ontient Pj et évite
Pm+2.L'hypersurfae H ∪Hl+1 ∪ · · · ∪Hm+1 est de degré inférieur ou égal à m (ar l ≥ 2), ontienttous les Pi sauf Pm+2. Par symétrie, on en déduit l'existene pour tout i0 ∈ {1, . . . ,m+ 2}d'une hypersurfae de degré m qui ontient tous les Pi sauf Pi0 .Preuve de (2). Soient P1, . . . , Pr des points distints de PN ave r ≤ m+ 1. En réutilisantla tehnique présentée dans la preuve de (1), on peut onstruire à l'aide de réunions d'hy-perplans, des hypersurfaes de degré m qui interpolent tous les points sauf un. On en déduitque es points sont en position m-générale.Lemme IV.1.11. Soient m et r deux entiers naturels.(1) Si r ≤ 2m + 1, alors une famille de r points distints de PN telle que m + 2 d'entreeux sont non alignés est en position m-générale.(2) Soient P1, . . . , P2m+2 un (2m + 2)-uplet de points rationnels distints de PN tels que
m+2 d'entre eux ne sont pas alignés. Alors es points sont m-liés, si et seulement s'ilsappartiennent à une même onique plane.149



150 E. Points en position généralePreuve. Preuve de (1). Nous allons démontrer le résultat par réurrene sur m.Pour m = 0, 'est évident ar un point de PN est toujours en position 0-générale.Soit m ≥ 0, supposons que la propriété soit véri�ée au rang m et montrons qu'elle l'estau rang m + 1. Soit P1, . . . , P2m+3 une famille de points rationnels de PN telle que m + 3d'entre eux ne sont pas alignés. Soit L l'ensemble des droites ontenant P2m+3 et au moinsun point parmi P1, . . . , P2m+2. On hoisit un élément L1 de L ontenant un nombre maximalde points parmi les Pi. On hoisit ensuite une droite L2 de L r L1 ontenant un nombremaximal de points parmi les Pi. Les droites L1 et L2 sont distintes et se roisent en P2m+3.Quitte à réordonner les points Pi, on peut supposer que P1 ∈ L1 et P2 ∈ L2.Ensuite, montrons que, par hypothèse, les droites L1 et L2 ontiennent haune au plus
m + 2 points parmi les Pi et que les autres droites de L en ontiennent au plus m + 1. Ondistingue deux situations.(1) Les droites L1 et L2 ontiennent toutes deux m+2 points parmi les Pi. Comme par dé-�nition, es droites ontiennent toutes deux le point P2m+3, l'ensemble des Pi ontenusdans L1 ∪L2 est égal à l'ensemble P1, . . . , Pn. Aussi, dans ette situation l'ensemble Lest égal à {L1, L2} et le résultat attendu est trivialement véri�é.(2) La droite L2 ontient moins de m + 1 points parmi les Pi et par dé�nition de L2, leséléments de Lr {L1, L2} ontiennent tous moins de m+ 1 points parmi les Pi.Par onséquent, d'après l'hypothèse de réurrene, les points P3, . . . , P2m+3 sont en posi-tion m-générale, il existe don une hypersurfae H ′ de degrém qui interpole P3, . . . , P2m+2 etévite le point P2m+3. On hoisit de plus un hyperplan H qui ontient P1, P2 et évite P2m+3.L'hypersurfae H ∪H ′ est de degré m+ 1 et interpole tous les Pi sauf P2m+3. On en déduitque pour tout i0 ∈ {1, . . . , 2m+ 3}, il existe une hypersurfae de degré m + 1 qui interpoletous les Pi sauf Pi0 .Preuve de (2).Étape 2a. Si m = 0, alors deux points distints sont toujours 0-liés et également tou�joursontenus dans une ourbe de degré 2, la propriété est don trivialement véri�ée dans eas. On supposera don désormais que m ≥ 1 et on se donne un (2m + 2)-uplet de points
P1, . . . , P2m+2 m-liés et deux à deux distints.Étape 2b. Montrons que si les Pi ne sont pas oplanaires et que m + 1 d'entre eux sontalignés, alors les m+ 1 restants ne le sont pas. Pour e faire, on doit supposer que PN est dedimension N ≥ 3.Raisonnons par l'absurde et supposons qu'il existe deux droites disjointes L1 et L2 onte-nant respetivement les points P1, . . . , Pm+1 et Pm+2, . . . , P2m+2. Il existe un unique planontenant Pm+2 et la droite L1. Ce plan évite les points Pm+3, . . . , P2m+2. On en déduit l'exis-tene d'un hyperplan H véri�ant les mêmes propriétés. D'après la propriété (2) du lemmeIV.1.9, il existe une hypersurfae H ′ de degré m− 1 qui ontient les points Pm+3, . . . , P2m+1et l'hypersurfae H ∪H ′ est de degré m et ontient tous les Pi sauf P2m+2. De même, pourtout i0, on peut onstruire une hypersurfae ontenant tous les Pi sauf Pi0 , e qui ontreditle fait que les Pi sont liés.Étape 2. Montrons que les Pi sont oplanaires. Ii enore, nous allons raisonner par l'ab-surde en supposant qu'ils ne le sont pas. Soit D, l'ensemble des droites de PN ontenantau moins deux points distints parmi les Pi. Soit L1 une droite de D ontenant un nombremaximal de es points. Quitte à réorganiser les indies, on peut supposer que P1 ∈ L1. Parhypothèse, les Pi sont non oplanaires, on peut don supposer que les points P1, P2, P3 et
P2m+2 sont non oplanaires.De plus, omme P1 est dans L1, deux situations sont possibles.
• Soit L1 ontient moins de m points, moyennant quoi, par dé�nition de L1, il n'y a pasde (m+ 1)-uplet de Pi alignés.
• Soit L1 ontient m+ 1 points et d'après l'étape 2b, les m+ 1 points restants sont nonalignés.



151Ainsi, les points P4, . . . , P2m+2 forment un (2m− 1)-uplet de points tel que m+1 d'entreeux ne sont pas alignés. D'après la preuve la propriété 1, es points sont en position (m− 1)-générale, il existe don une hypersurfaeH ′ de degrém−1 qui ontient P4, . . . , P2m+1 et évite
P2m+2. Il existe de plus un hyperplanH ontenant P1, P2, P3 et évitant P2m+2. L'hypersurfae
H ∪H ′ est don de degré m et ontient tous les Pi sauf P2m+2.En appliquant aux points P1, . . . , P2m+1, le raisonnement que l'on vient d'appliquer à
P2m+2, on onlut que es points sont en position m-générale. Il y a ontradition, les points
P1, . . . , P2m+2 sont don oplanaires.Étape 2d. Maintenant que l'on sait que les Pi sont oplanaires, montrons qu'un (2m+2)-upletde points de P2 est m-lié seulement si es points sont sur une même onique. Nous allonstraiter séparément les as m = 1 et m = 2.Si m = 1, quatre points du plan sont toujours 1-liés et sont également toujours ontenusdans une même onique. Si m = 2 et que les six points ne sont pas tous sur une mêmeonique, alors pour tout 1 ≤ i0 ≤ 6, il existe une onique1 ontenant tous les Pi sauf Pi0 . Ily a ontradition ave le fait que les Pi sont 2-liés. Ils sont don bien sur une même onique.Supposons maintenant que m ≥ 3 et P1, . . . , P2m+2 soit un (2m + 2)-uplet de points
m-liés dans P2 tel que m + 2 d'entre eux ne sont pas alignés. Supposons que es pointsne soient pas tous sur une même onique. On note de nouveau D l'ensemble des droites de
P2 ontenant au moins deux points distints parmi les Pi. Soit L1 une droite ontenant unnombre maximal de es points. On peut supposer, quitte a hanger l'ordre des indies, que
P1 ∈ L1. Montrons qu'il existe quatre points Pi1 , . . . , Pi4 parmi P2, . . . , P2m+1 tels qu'il existeune onique ontenant P1, Pi1 , . . . , Pi4 et évitant P2m+2.Dans le as ontraire, pour tout i ∈ {2, . . . , 2m−2} une onique Ci ontenant P1,Pi,Pi+1,
Pi+2 et Pi+3 ontiendrait P2m+2. Soit alors i ∈ {2, . . . , 2m − 3}, les oniques Ci et Ci+1ont inq points d'intersetion, d'après le théorème de Bezout, elles ont don une omposanteirrédutible ommune Γ qui est de degré un ou deux. Par réurrene, on montre que tous les
Pi appartiennent à ette ourbe Γ e qui ontredit le fait que les Pi ne sont pas tous sur unemême onique.Ainsi, quitte à réorganiser les indies, on peut supposer qu'il existe une onique C onte-nant les points P1, . . . , P5 et évite P2m+2. On rappelle que P1 est un ontenu dans une droite
L1 ontenant un nombre maximal de points parmi les Pi. Par un raisonnement identique àelui qui a été e�etué dans l'étape 2c, on montre que les points P6, . . . , P2m+2 forment un
(2m − 3)-uplet de points tel que m d'entre eux ne sont pas alignés. D'après la propriété 1appliquée à m − 2 et r = 2m − 3 = 2(m − 2) + 1, les points P6, . . . , P2m+2 sont en posi-tion (m − 2)-générale. Il existe don une ourbe C′ de degré m − 2 qui ontient les points
P6, . . . , P2m+1 et qui évite P2m+2. La ourbe C ∪ C′ est de degré m et ontient tous les Pisauf P2m+2. On en déduit la m-généralité de es points, il y a ontradition. Les points Pisont don bien tous sur une même onique plane.

1On rappelle que par inq points de P
2 passe toujours au moins une onique. Il y a d'ailleurs uniité si etseulement si quatre d'entre eux ne sont pas alignés, 'est-à-dire s'ils sont en position 2-générale.





Annexe F Programmes Magma
F.1 Diviseurs ∆-onvenablesDans ette setion, nous allons présenter un programme magma qui permet de alulerune paire de diviseur ∆ onvenable sur une surfae lisse S munie d'un 0-yle ∆. La paireainsi onstruite véri�e les propriétés suivantes :� elle satisfait le ritère de la proposition II.3.8 ;� le diviseur Da est e�etif ;� les diviseurs Da et Db sont tous deux linéairement équivalents à des setions de lasurfae S ave une hypersurfae de son espae ambiant.Pour e faire on utilise essentiellement la méthode présentée dans la démonstration dulemme II.4.7. À savoir : les diviseurs Da et D+

b sont onstruits par interpolation des pointsdu support de ∆. Le diviseur D−b est onstruit en interpolant les points où les deux autresdiviseurs ne doivent pas se roiser ou se roisent ave une multipliité trop importante et enévitant les points où es diviseurs se roisent bien.Ce programme se déompose en trois grosses parties que sont le alul de Da, de D+
b et de

D−b . Le prinipe est à haque fois le même, on onsidère un système linéaire de ourbes quivéri�ent de bonnes propriétés et on herhe un andidat dans e dernier. Suivant sa dimension(et don son nombre d'éléments dé�nis sur Fq), la reherhe se fera de façon exhaustive oualéatoire.Préliminaires. On a besoin d'un ertain nombre de sripts pour y parvenir.// Cette f on  t i on e s t une va r i a t i on de l a f on  t i on " IsRedued"// de Magma qui a tendane a ramer dans l e as ou l e shema// on s i d e r e n ' e s t pas une hyper sur f ae de son espae ( a f f i n e// ou p r o j e  t i f ) ambiant .fun t i on EstReduit (V)d:=Dimension (V) ;A:=SingularSubsheme (V) ;dd:=Dimension (A) ;d e l e t e A;i f dd eq d then return f a l s e ;e l s e return true ;end i f ;end fun t i on ;
153



154 F. Programmes Magma// Ce programme permet d ' eva lue r l ' e n t i e r n minimal pour l e q u e l// l ' i n t e r p o l a t i o n d ' une f am i l l e f i n i e de po in t s par une// hyper sur f ae de degre n e s t p o s s i b l e .f un t i on MinDim(V, Points )// L ' e n t i e r $n$ va des i gne r un degre que l ' on va// inrementer au debut de haque i t e r a t i o n .n :=0;d:=−1;Proj :=AmbientSpae (V) ;L i s t e :=[ Proj ! p : p in Points ℄ ;whi l e d l t 0 don+:=1;L:=LinearSystem ( Proj , n ) ;L1:=LinearSystem (L , L i s t e ) ;L2:=LinearSystemTrae (L1 ,V) ;d:=Dimension (L2 ) ;end whi l e ;re turn [∗n , d , L2 , Proj , L i s t e ∗ ℄ ;end fun t i on ;// Cette f on  t i on permet de  a l  u l e r un veteur tangent// en un point d ' une ourbe . I l e s t exprime dans l e// systeme de oordonnees de l a a r t e a f f i n e// Af f inePath ( Proj ,P ) .fun t i on TangentVetor (C,P)a s s e r t P in C;a s s e r t Dimension (C) eq 1 ;a s s e r t I sNonSingu lar (C,P ) ;Proj :=AmbientSpae (C) ;CAff :=Af f inePath (C,P ) ;Aff :=AmbientSpae ( CAff ) ;d:=Dimension ( Aff ) ;Q:=Aff !P ;T:=TangentSpae(CAff ,Q) ;TP:=Rat iona lPo ints (T) ;i f TP [ 1 ℄ eq Q thenR:=TP [ 2 ℄ ;e l s e R:=TP [ 1 ℄ ;end i f ;



F.1. Diviseurs ∆-onvenables 155QQ:=Coordinates (Q) ;RR:=Coordinates (R) ;re turn [RR[ i ℄−QQ[ i ℄ : i in { 1 . . d } ℄ ;end fun t i on ;// Cette f on  t i on permet de  a l  u l e r un systeme l i n e a i r e// ayant un veteur tangent impose en un point base r a t i o nn e l .// ATTENTION: Le veteur $v$ e s t un ob j e t " a f f i n e " .// I l e s t d e f i n i dans l a a r t e a f f i n e n a t u r e l l e// Cho i s i e pour P dans "Af f inePath ( Proj ,P) " ;fun t i on LinearSystemTangent ( Proj , L ,P, v )// On ommene par v e r i f i e r que l a longueur de $v$ e s t l a bonne .d:=Dimension ( Proj ) ;F:=BaseFie ld ( Proj ) ;a s s e r t #v eq d ;// On se donne une ar t e a f f i n e nature l l ement adaptee a $P$ .Aff :=Af f inePath ( Proj ,P ) ;p:=Aff !P ;h:=Projet iveClosureMap ( Aff ) ;LL:=LinearSystem (L ,P ) ;LLL:=Pul lbak (h ,LL ) ;S:= Se t i ons (LL ) ;T:= Se t i ons (LLL ) ;m:=#S ;a s s e r t #T eq m;// On ommene par t r a v a i l l e r loalement , don sur l e systeme// l i n e a i r e a f f i n e . Pour haque s e  t i on $ f$ de notre systeme// l i n e a i r e a f f i n e on eva lue $\ l ang l e grad_p ( f ) , v \ rang l e$ .L i s t e :=[&+[Evaluate ( Der iva t ive ( f , j ) , p)∗v [ j ℄ : j in { 1 . . d } ℄ : f in T ℄ ;M:=Matrix (F,m, 1 , L i s t e ) ;B:=Bas i s ( Nul lSpae (M) ) ;d e l e t e L i s t e ;d e l e t e M;L i s t e2 :=[ &+[B[ i ℄ [ j ℄∗S [ j ℄ : j in { 1 . .m} ℄ : i in {1..#B} ℄ ;Lpv:=LinearSystem (LL , L i s t e2 ) ;re turn Lpv ;end fun t i on ;



156 F. Programmes MagmaCalul de Da. Ce programme fait appel à eux sous-programmes �setionreduite� et �rand-setionreduite�. Dont nous donnerons le ode soure plus loin.// Pour des r a i s on s de ommodite , nous a l l o n s f a i r e// en s o r t e de  h o i s i r $D_a$ r edu i t .f un t i on Da(V, Points ,M,T, r )R:=MinDim(V, Points ) ;n:=R [ 1 ℄ ;d:=R [ 2 ℄ ;L:=R [ 3 ℄ ;Proj :=R [ 4 ℄ ;L i s t e :=R [ 5 ℄ ;Poly :=Random(L ) ;F:=BaseFie ld (V) ;q:=#F;p r i n t f "Le degre minimal d ' i n t e r p o l a t i o n pour D_a e s t %o . " ,R [ 1 ℄ ;whi l e q^d l t M doA:=Set ionRedui te (V,L ) ;i f A ne 0then p r i n t f "Le r e s u l t a t obtenu pourD_a a ete trouve de maniere de t e rmin i s t e ,ave une hyper sur f ae de degre %o . " ,n ;re turn A;end i f ;// En as d ' ehe , on augmente l e degre d ' i n t e r p o l a t i o n// et on r e i n i t i a l i s e notre s y s t \ ` eme l i n e a i r e .n+:=1;L:=LinearSystem ( Proj , n ) ;L:=LinearSystem (L , L i s t e ) ;L:=LinearSystemTrae (L ,V) ;d:=Dimension (L ) ;end whi l e ;p r in t "Passage en rehe r he a l e a t o i r e pour D_a. " ;d e l e t e d ;f o r i :=1 to r dop r i n t f "On demarre l e s r e he r he s ave deshyper sur f ae s de degre %o pour D_a. " ,n ;A:=RandSetionReduite (V,L ,T) ;i f A ne 0then p r i n t f "On obt i en t une hyper sur f ae dedegre %o f ou rn i s s an t D_a. " ,n ;re turn A;end i f ;n+:=1;



F.1. Diviseurs ∆-onvenables 157L:=LinearSystem ( Proj , n ) ;L:=LinearSystem (L , L i s t e ) ;L:=LinearSystemTrae (L ,V) ;end f o r ;re turn "Ehe " ;end fun t i on ;// Cette f on  t i on f a i t une r ehe r he d e t e rm in i s t e// d ' un element r edu i t d ' un systeme l i n e a i r e .f un t i on Set ionRedui te (V,L)a s s e r t I sNonSingu lar (V) ;a s s e r t I s I r r e d u  i b l e (V) ;F:=BaseFie ld (V) ;d:=Dimension (L ) ;// On do i t parametrer l e systeme l i n e a i r e par// un espae p r o j e  t i f de meme dimension .// Le probleme e s t que MAGMA, ne omprend// l a not ion d ' espae p r o j e  t i f de dimension nu l l e .// I l f au t don ommener par t r a i t e r l e as ou// l e systeme l i n e a i r e n ' a qu ' un s eu l element .i f d eq 0then Coe f f t s : = [ [ 1 ℄ ℄ ;e l s e Pd:=Pro j e  t i v eSpae (F, d ) ;Coe f f t s :=Rat iona lPo ints (Pd ) ;end i f ;Se := Se t i ons (L ) ;// On t e s t e tous l e s e lements du systeme l i n e a i r e jusqu ' a// e que l ' on en trouve un r edu i t .f o r i :=1 to #Coe f f t s doPoly:=&+[Coe f f t s [ i ℄ [ j ℄∗ Se [ j ℄ : j in { 1 . . d+1}℄ ;D:=Sheme (V, Poly ) ;i f EstReduit (D)then return Poly ;end i f ;end f o r ;p r in t "Auun element r edu i t trouve de maniere d e t e rm in i s t e " ;re turn 0 ;end fun t i on ;



158 F. Programmes Magma// Cette f on  t i on e f f e  u t e une rehe r he a l e a t o i r e// d ' un element r edu i t d ' un systeme l i n e a i r e .f un t i on RandSetionReduite (V,L ,m)f o r i :=1 to m do// I l f au t e v i t e r l e d i v i s e u r nul dans notre systeme l i n e a i r e .// Voi la omment nous a l l o n s proeder .Poly :=Random(L ) ;whi l e Poly eq 0 doPoly :=Random(L ) ;end whi l e ;D:=Sheme (V, Poly ) ;i f EstReduit (D) then return Poly ;end i f ;end f o r ;p r in t "Auun element r edu i t trouve de maniere a l e a t o i r e " ;re turn 0 ;end fun t i on ;Calul de Db. Nous donnons les deux programmes permettant de aluler respetivement
D+
b et D−b . Tout omme le programme préédent, es programmes appellent haun deuxsous-programmes e�etuant des reherhes exhaustives ou aléatoires. Ces sous-programmesressemblant fortement aux programmes �setionreduite� et �randsetionreduite�, nous n'avonspas jugé néessaire de les ajouter dans ette annexe.De même, nous ne présenterons pas les programmes dans leur intégralité. Car ertainesparties sont un opié/ollé d'un des programme déjà présenté// Cette f on  t i on permet de  a l  u l e r l a pa r t i e// e f f e  t i v e d ' un d i v i s e u r $D_b$ lo r sque// l ' on a  a l  u l e $D_a$ .// Pour des r a i s on s de s imp l i  i t e , nous a l l o n s imposer// a $D_b̂ +$ d ' e v i t e r l e l i e u s i n g u l i e r de $D_a$ hors// du support de $\Delta$ .fun t i on Dbplus (V, Points ,M,T, r ,Ha)// On do i t se donner un degre minimal d ' i n t e r p o l a t i o n// On se donne  e l u i de $H_a$ qui e s t tout ind ique .Proj :=AmbientSpae (V) ;DA:=Sheme ( Proj ,Ha ) ;Da:=Sheme (V,Ha ) ;F:=BaseFie ld (V) ;q:=#F;L i s t e :=[ Proj ! p : p in Points ℄ ;



F.1. Diviseurs ∆-onvenables 159// I l f au t en su i t e  on s t r u i r e l e shema a e v i t e r .// C' est−a−d i r e tous l e s po in t s geometr iques s i n g u l i e r s// de $D_a$ qui sont hors du support de $\Delta$ .// C' e s t pour  e l a que nous a l l o n s  on s t r u i r e l e shema// " e v i t e " .// Par a i l l e u r s i l f au t memoriser l e s po in t s du support// de $\Delta$ qui sont s i n g u l i e r s pour $D_a$// ar en e s de rn i e r s , $D_b̂ +$ devra e t r e l i s s e !// C' e s t pourquoi nous a l l o n s  on s t r u i r e l a l i s t e DaSing ,// puis l e shema " ev i t e 2 " .UA:=SingularSubsheme (Da ) ;a s s e r t Dimension (UA) eq 0 ;e v i t e :=UA;MultiA : = [ ℄ ;DaSing :={� �} ;N:=#Points ;f o r i :=1 to N domi:=Multi (UA, L i s t e [ i ℄ ) ;Append(~MultiA , mi ) ;// I l f au t en l e v e r l e s po in t s du support de $\Delta$// que l ' on ne do i t bien sur pas e v i t e r .i f mi gt 0 thenDaSing j o i n := {�Liste [ i ℄�} ;e v i t e := D i f f I t e r ( ev i t e , L i s t e [ i ℄ , mi ) ;end i f ;end f o r ;// I l y a deux faons de programmer l e shema vide .// C' e s t l e shema d ' equat ion 1 et  e l u i d ' equat ions x , y , z , t .// Le seond se omporte mieux ave l a f on  t i on meet don :i f IsEmpty ( e v i t e ) thene v i t e :=EmptySubsheme ( Proj ) ;end i f ;i f IsEmpty (DaSing ) thenev i t e 2 :=EmptySubsheme ( Proj ) ;e l s e e v i t e 2 :=Clus t e r ( DaSing ) ;end i f ;// On on s t ru i t en su i t e notre systeme l i n e a i r e .d:=−1;// On i n i t i a l i s e $n$ a degre de $H_a$ moins



160 F. Programmes Magma// un ar i l s e ra inremente des l e debut de l a bou le .deg :=TotalDegree (Ha ) ;n:=deg−1;whi l e d eq −1 don+:=1;L:=LinearSystem ( Proj , n ) ;L:=LinearSystem (L , L i s t e ) ;L:=Complement (L ,DA) ;L:=LinearSystemTrae (L ,V) ;// Afin de gagner du temps ,// on v e r i f i e que l e shema a e v i t e r ne r enont r e// pas l ' ensemble des po in t s bases de $L$ .// On do i t au s s i v e r i f i e r que l a s po in t s de ev i t e 2// ne sont pas gener iquement de mu l t i p l i  i t e// supe r i e u r e ou ega l e a $2$ dans $L$ .R:=BaseSheme (L ) ;i f IsEmpty (DaSing ) thenz :=0;e l s e z:=&+[Mu l t i p l i  i t y (L ,P)−1: P in DaSing ℄ ;end i f ;i f z eq 0 and IsEmpty ( e v i t e meet R) thend:=Dimension (L ) ;e l s e d:=−1;end i f ;end whi l e ;d e l e t e UA;d e l e t e R;p r i n t f "Le degre minimal d ' i n t e r p o l a t i o n pour D_b̂ + e s t %o . " ,n ;// Ensuite , on f a i t omme d ' habitude . . .// Cette f on  t i on f o u r n i t $D_b̂ −$ .fun t i on Dbmoins (V, Points ,M,T, r ,Ha ,Hb)Proj :=AmbientSpae (V) ;DA:=Sheme ( Proj ,Ha ) ;Da:=Sheme (V,Ha ) ;DB:=Sheme ( Proj ,Hb ) ;Db:=Sheme (V,Hb ) ;F:=BaseFie ld (V) ;q:=#F;L i s t e :=[ Proj ! p : p in Points ℄ ;N:=#L i s t e ;



F.1. Diviseurs ∆-onvenables 161// I l f au t  on s t r u i r e l e shema des po in t s// bases .// Nous a l l o n s par a i l l e u r s l i s t e r t r o i s types de// Points :// 1) l e s po in t s que $D_b̂ −$ do i t e v i t e r ;// 2) l e s po in t s que $D_b̂ −$ do i t i n t e r p o l e r// ave une mu l t i p l i  i t e f i x e e ;// 3) eux que $D_â −$ do i t i n t e r p o l e r// ave un veteur tangent f i x e .U:=Da meet Db ;ShemaBase:=U;Base : = [ ℄ ;NonBase : = [ ℄ ;BaseSpe : = [ ℄ ;mult : = [ ℄ ;// Les elements de Base sont l a donnee d ' un po int et de l a// mu l t i p l i  i t e de $U$ en e po int . Les e lements de baseSpe sont l a// donnee d ' un po int et d ' un veteur tangent en e po int .f o r j :=1 to N dop:= L i s t e [ j ℄ ;mj:=Multi (U, p ) ;Append(~mult , mj−1);i f mj eq 0 then p r i n t f "ERREUR: D_a et D_b̂ + ne se  r o i s e n tpas en %o . " ,p ;e l i f mj eq 1 thenShemaBase:=D i f f e r en  e ( ShemaBase , C lu s t e r (p ) ) ;Append(~NonBase , p ) ;e l i f mj eq 3 thenShemaBase:= D i f f I t e r ( ShemaBase , p , 2 ) ;i f I sNonSingu lar (Da, p )then Append(~BaseSpe , [ ∗ p , TangentVetor (Da, p ) ∗ ℄ ) ;e l s e Append(~BaseSpe , [ ∗ p , TangentVetor (Db, p ) ∗ ℄ ) ;end i f ;e l s e ShemaBase:= D i f f I t e r ( ShemaBase , p , mj−1);Append(~Base , [ ∗ p ,mj ∗ ℄ ) ;end i f ;end f o r ;p r in t "D_b^−, premiere s e r i e de  a l  u l s e f f e  u t e e . " ;d e l e t e U;// I l f au t  a l  u l e r l e degre minimal du systeme l i n e a i r e .



162 F. Programmes Magman :=0;d:=−1;whi l e d eq −1 don+:=1;L:=LinearSystem ( Proj , n ) ;L:=LinearSystem (L , ShemaBase ) ;f o r a in BaseSpe doL:=LinearSystemTangent ( Proj , L , a [ 1 ℄ , a [ 2 ℄ ) ;end f o r ;i f IsEmpty (NonBase) then z :=0;e l s e z:=&+[Mu l t i p l i  i t y (L , p ) : p in NonBase ℄ ;end i f ;i f IsEmpty ( Base ) then z :=z ;e l s e z :=z+ &+[Mu l t i p l i  i t y (L , a [1 ℄)− a [ 2 ℄+1 : a in Base ℄ ;end i f ;t :=0;f o r a in BaseSpe doi f Mu l t i p l i  i t y (L , a [ 1 ℄ ) gt 2 then t+:=1;end i f ;end f o r ;i f t eq 0 and z eq 0 thend:=Dimension (L ) ;e l s e d:=−1;end i f ;end whi l e ;p r i n t f "Le degre minimal d ' i n t e r p o l a t i o n pour D_b̂ − e s t %o . " ,n ;// Ensuite  ' e s t omme d ' habitude . . .F.2 Caluls de matries de parité de odes LDPC// Cette f on  t i on permet de r e p e r t o r i e r separement// toute s l e s d r o i t e s r a t i o n n e l l e s de P3 qui sont ontenues// dans une ubique donnee et toute s  e l l e s qui l ' i n t e r s e  t e n t// en exatement t r o i s po in t s d i s t i n  t s . E l l e ompte egalement// l e nombre de d r o i t e s de l a seonde  a t e g o r i e qui e s t i s s u e// de haque po int .f un t i on PikIn (F , Form)Sur f :=Sheme(P3 , Form ) ;A f fSur f :=Af f inePath ( Surf , 1 ) ;Po ints :=Rat iona lPo ints ( Af fSur f ,F ) ;A1<t>:=Af f ineSpae (F , 1 ) ;



F.2. Caluls de matries de parité de odes LDPC 163LP:=[{�Parent ( A f fSur f ) | �} : i in {1..# Points } ℄ ;LD3:={�Parent ( A f fSur f ) | �} ;LDin:={�Parent ( A f fSur f ) | �} ;Po intsBis := IndexedSetToSet ( Po ints ) ;f o r p in Points doL1:=Coordinates (p ) ;Exlude (~PointsBis , p ) ;f o r q in PointsBis doL2:=Coordinates ( q ) ;// On on s t ru i t notre d r o i t e .h:=map<A1 −> A3 | [ t ∗L1 [ k℄+(1− t )∗L2 [ k ℄ :k in {1 . . 3} ℄ > ;D:=Image (h ) ;Se :=Af fSur f meet D;PtSe :=Rat iona lPo ints ( Se ,F ) ;i f D eq Se then In lude (~LDin ,D) ;e l i f #PtSe eq 3 then In lude (~LD3,D) ;In lude (~LP[ Index ( Points , p ) ℄ ,D) ;In lude (~LP[ Index ( Points , q ) ℄ ,D) ;end i f ;end f o r ;end f o r ;LPard:=[#LP[ i ℄ : i in {1..#LP} ℄ ;re turn [∗ LPard , LP ,LD3, LDin ∗ ℄ ;end fun t i on ;Nous allons ensuite présenter la fontion qui permet de aluler une matrie de paritéreuse. Cette dernière fait appel à une fontion dont nous ne donnerons pas le ode soureet qui à une droite a�ne assoie un veteur direteur.// Cette f on  t i on  a l  u l e une matr ie de pa r i t e  r euse .fun t i on GenMatDiff (Form)// On prend notre l i s t e de d r o i t e s i n t e r e s s a n t e s .L:=PikIn (F , Form ) [ 3 ℄ ;Sur f :=Sheme(P3 , Form ) ;A f fSur f :=Af f inePath ( Surf , 1 ) ;Po ints :=Rat iona lPo ints ( Af fSur f ,F ) ;k:=#L ;n:=#Points ;// I l f au t qu ' on sahe par que l s po in t s passe haque d ro i t e :InideneCtB := [ ℄ ;f o r i :=1 to k doS : = [ ℄ ;



164 F. Programmes Magmaf o r j :=1 to n doi f Po ints [ j ℄ in Sheme(A3 , Equations (L [ i ℄ ) )then Append(~S , j ) ;end i f ;end f o r ;Append(~ InideneCtB , S ) ;end f o r ;UU:=[ Equations (L [ i ℄ ) : i in {1..#L } ℄ ;U: = [ ℄ ;// On  a l  u l e un veteur d i r e  t eu r pour haque d ro i t e .f o r j :=1 to #UU doAppend(~U, DirVe (UU[ j ℄ ) ) ;end f o r ;d e l e t e UU;// On  a l  u l e que lques d e r i v e e s p a r t i e l l e s . . .AffForm:=UnHom(Form ) ;fx :=Der iva t ive (AffForm ,1 , x ) ;fy :=Der iva t ive (AffForm ,1 , y ) ;f z :=Der iva t ive (AffForm ,1 , z ) ;// Et on va on s t ru i r e notre matr i e .MM:= [ ℄ ;f o r j :=1 to k doZZ:=[F | 0 : o in { 1 . . n } ℄ ;a:= InideneCtB [ j ℄ ;f o r i :=1 to 3 dop:=Coordinates ( Po ints [ a ℄ [ i ℄ ) ;d :=1/(Evaluate ( fx , p )∗U[ j ℄ [ 1 ℄+ Evaluate ( fy , p)∗U[ j ℄ [ 2 ℄+ Evaluate ( fz , p )∗U[ j ℄ [ 3 ℄ ) ;ZZ [ a [ i ℄ ℄ := d ;end f o r ;Append(~MM,ZZ ) ;end f o r ;Matmat:=Matrix (F, k , n ,MM) ;return Matmat ;end fun t i on ;
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