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Définition du mouvement par courbure moyenne

» Energie de surface : E(Q) = / 1ds
a0

» Dérivée de forme : E'(Q)(6) = / (6-n)H ds
0

» Loi d'évolution : V, = —H

V, : vitesse normale de l'interface
H : courbure moyenne

44
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Propriétés du mouvement par courbure moyenne

» Existence locale en temps pour les données initiales convexes. Les
formes convexes restent convexes, et convergent vers un point en
devenant asymptotiquement sphériques.

[Huisken 1984]

» En dimension deux, existence locale en temps pour les courbes
réqulieres fermées. Elles deviennent convexes en temps fini et
convergent vers un point en devenant asymptotiquement circulatres.
[Gage & Hamilton 1986, Grayson 1987]

» Dans le cas général, singularités en temps fini avant de disparaltre.
Exemple en dimension trois : forme en « haltére ».
[Grayson 1989]

» Principe d'inclusion : st Q1(0) C Q2(0) alors Qq(t) C Qa(t) sur [0, T].
[Ecker 2002]
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Différentes approches en vue de la simulation

» Approche paramétrique : ['(t) = {X(s,t) | s € I}
[Dziuk 1994]

» Approche de type graphe : I'(t) = {(x, u(x, t)) | x € E}
[Huisken 1989]

> Méthode level set : I(t) = {x € RV | w(x, t) = 0}

1 dw _ \ Vw
|[Vw| ot |V w|

[Evans & Spruck 1991, Chen & Giga & Goto 1991]

» Champ de phase : T¢(t) = {x € RV | Ce < P(x,t) <1—Ce}

sg—f — eNp + %W’(cﬁ) =0



714

Approche par la méthode de champ de phase

> Avantages :
« flexibilité, implémentation aisée
« interprétation physique (interface « diffuse »)

. 0 1
» Equation d’Allen—Cahn : 5a—(f —eAgp + ZW’(¢) =0

» Existence de solutions [Ambrosio 2000]

» ¢ — 0 : convergence vers le mouvement par courbure moyenne
[de Mottont & Schatzman 1989/1995, Chen 1992]
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Discrétisation de l'équation d’Allen—Cahn

» Différentes stratégies numériques testées

» Schéma en temps « »

i n+1l _ oy n+1 1 ANy
(67— ) — eg™ + ZW/(¢") = 0
» Discrétisation en espace par
n+1 n+1 n At I( A0
m(@", ) + Ata(¢", g) = m| ¢" — 5 W), ¢

« formes bilinéaires : a(¢, ¢) = /Qqu -V dx, m(¢p, ) = /Q oY dx

« pas de refactorisation de la matrice

» Condition de stabilité : (€ = 2h)



Exemples 2D avec Rheolef (1/2)
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Exemples 2D avec Rheolef (2/2)

» Changements de topologie
(O O :
» Calculs sur (mailleur : Bamg)

A

d

maillage évolution d'une forme initiale trianqulaire



Exemples 3D avec Rheolef

14
» Exemple dans le cas convexe :

» Cas non convexe : changements de topologie [Grayson 1989]
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Equation d’Allen—Cahn non locale

» Conservation du volume : apparalt dans de nombreux contextes

» Dans la formulation champ de phase :

/ ¢dX = VO
Q
> dans l'équation d’Allen—Cahn :
d¢ 1
— —&A -w’ =0
e —ebp+ W) +q
» Calcul de g (C.L. de Neumann homogénes) :
= W )dX
|Q| /
» Mouvement par courbure moyenne :Vy,=—H+H

[Bronsard & Stoth 1997]
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Un mot sur l'équation de Cahn—Hilliard

» Equation de

d¢ 1
— —A|—€A ~w’ =0
e ehg+W'(9)
» Mouvement par 2 Vo = NogH
» Différence avec l'équation précédente : conservation du volume

J0 O C



Simulations avec conservation du volume

14141
» Traitement des conditions aux limites :

forme initiale Neumann hom. périodiques
» Un exemple en 3D :

Dirichlet

N
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Mouvement par courbure moyenne forcé

» Motivations :
e couplage avec une équation décrivant la physique du probléme
e transport d'interfaces

» Forcage normal a linterface : [Bellettini & Paolini 1996]

Vn =—H +8
d¢ 1
— — A ~W'(p) = A
eS8 — e+ - W'(9) = hwg
» Forcage vectoriel :
V=—-Hn+g

eg—f—eA¢+£W’(¢) g - lqu' 0
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Simulations avec forcage normal a l'interface
» Coalescence (forgage constant) :

© o O @) Q O Q
O o QO <>
~ ) N

m

» Croissance de dendrites (forcage dépendant de la variable d'espace) :
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Simulations avec forgage vectoriel

» Force de gravitation :  g(x1,x2) = (0, —1)

O
D I T

» Champ tournant :  g(x1, x2) = w

LSOO



Définition de l'anisotropie

» Energie de surface anisotrope (ou périmétre anisotrope) :

>y« » du probléme
o réguliere : C2 sur RV \ {0}
« positivement homogéne de degré un : y(Ap) = |A|y(p)
o convexe : V2y(p)q - q > vo|q|’

» Diagramme de Frank et

F={peR'|yp) <1} et W={qgeR" |y (q) <1}

avec p
y'(@) = sup —=
perM\{0} ¥(q)

Q
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Mouvement par courbure moyenne anisotrope
» Normale anisotrope : n, = Vy(n)
» Courbure moyenne anisotrope : H, = divaq n,
» Mouvement par courbure moyenne anisotrope :

Vo, = —H, ou V,=—H,y(n)

» Equation d'Allen—Cahn anisotrope :

6% —ediv(y(Ve) Vy(V¢)) + %W’(q&) =0

[Wheeler & McFadden 1996, Elliott & Schatzle 1997]
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Discrétisation de l'équation d’Allen—Cahn anisotrope

» Schéma en temps (pas de refactorisation) :

(87— ¢7) — ediv (YT ") UV ) + S W(g") =0

» Discrétisation en espace par éléments finis P; :
n+1 n At 1 n n n
m(g™ ) = m(¢" = W), ¢ ) — b(AtY (V") YUV ")y

o formes bilinéaires : m(¢, ¢) = / oY dx, b(u, / - Vi dx

» Condition de stabilité classique :

20/41
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Exemples de simulations anisotropes (2/2)

» Anisotropies non convexes :

Diagrammes de
Frank

Evolutions
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Croissance épitaxiale

» Epitaxie par jet moléculaire :

Szl

vap / adatome
lirect

» Différentes échelles : (sources : Lagally Research / O. Pierre-Louis)
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Mécanisme de l'instabilité de Grinfeld

> entre les réseaux du film et du substrat

T

» Energie élastique induite dans le film

» Diffusion des adatomes en surface pour relaxer cette énergie

» Formation d’
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Modeéle variationnel [Bonnetier & Chambolle 2002]

» Energie libre : (K = épaisseur moyenne du film)

E(Q,u)= /QAe(u) :e(u) dx + L(0Q))

» Energie de surface :

af

L(0Q) = or [ H}(0Q N QF) +2 Z (fw(x) - h(X)) )

xe§t

+ min(oy, 05) H*(0Q \ @)

> entre les deux énergies :
e K petit : formes d'équilibre planes
e K grand : présence d'llots



Approximation par champ de phase

» Energie approchée :

6.0 = K [ (6 noetu) :elwdevo | (170 Lo | o

Yy Vé-n=0
Ac(u) - n=0

vide

{¢p=0}

» Convergence vers l'énergie précédente [Bonnetier & Chambolle 2002]
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Algorithme de résolution

Données : ¢° € H}(Q)
Résultat : (¢, u™) minimum de E, sur H}(Q) x H*(Q; R?)

pour
Calculer u”" solution de

- div((qs + flg)Ae(u)) =0 +CL
Calculer ¢"*1 solution stationnaire de

s% — el + %W'(qb) +qg=—K Ae(u) : e(u) + C.L

fin

» Probléme de minimisation : t = temps « »
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Résultats numériques obtenus pour K grand

» Champ de phase au cours des itérations :

_§ 0ol B0

» Energie élastique locale :

» Tracés des énergies globales au cours du temps :




Recherche d'une épaisseur moyenne critique

» Hauteur de la forme d'équilibre en fonction de K, pour différents ¢ :

Hauteur de la forme d’équilibre

1

09 |
08 |
07t
06 |
05t
04 |

0,3 ¥

0,2

0,1 1

10
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Recherche d'une période optimale

» Energie de la forme d’équilibre en fonction de la période :

2,3

L ——

2,25

2,2

Energie
no
=
=

2,1 F

2,05

1 1,5 2 2,5 3
Période L
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Prise en compte de l'élasticité du substrat

» Domaine et équations :
—div((¢ + nc)Are(ur)) = 0 dans Qf
— div(ASe(us)) = 0 dans Qs

us = uf sur [

PEry . (¢ + ng)Af(e(uf) — ) -n = Ase(ug) - nsur ™

. Af'e(uf) -n = 0 sur rhaut

us =0 sur [y

» Formulation variationnelle :

/QAe(u) ce(v)dx = /r((q§+ ne)Areg - n) -vds

e €y .



Résultats obtenus avec FreeFem++

» Influence de ey sur les formes d’équilibre :

- A

B (2 o)
“©=10 o
» Existence d'un seuil de g

33141
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Surfaces vicinales au cours de la croissance

1. au départ (couche mince) :
> direction de croissance unique
2. intervention de phénoménes complexes :

» effets élastiques volumiques, effets cinétiques, relaxations, etc.
> mise en paquet de marches

3. instabilités de forme :

» nouvelles directions de croissance
» surfaces vicinales multiples, facettes

» formation d'tlots
1
4
ﬁ 2 M 3

Modéliser la croissance

F.H
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Un modeéle variationnel

» Energie de surface :
E.(Q) = / ((1—a)y(n)+af)ds
90

» Mélange d'effets
« macroscopiques : densité y associée a une forme de Wulff (facettes)
« microscopiques : potentiel en « bolte-a-ceufs » f lié aux marches

|
Y {r=0

f(x) = sin?(wxy) sin?(wx,)

j\?)\/\/’—l\
%}WI_IH

» Transition dans les formes d'équilibre arbitrée par a?

» Mélange des échelles?



Approximation par champ de phase

» Energie approchée :

Ea,e(qb):/Q (§|V¢|2+ivv(¢>)dx, fo=(1—a)+af

« Résultat de M-convergence [Bellettint 1997]
» Equation d’Allen—Cahn correspondante :
d¢ . 1 , 11

5, —edv(f V) + ZHLW(9) - 2101

o W'(¢) dx = 0

» Discrétisation « réaction explicite » (pas de refactorisation) :

m(¢™, ) + At 2. (9", )

. At yoom o At 1
= (o - Sewien+

ya )Lt W(¢")dx,¢)

« forme bilinéaire : a,(¢, ¢) = / V¢ - Vidx
Q

37141
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Influence de la donnée initiale sur la forme d'équilibre

» Formes obtenues :

0.1 a

o
I
o
\l
Q
I
o
©

03 a=0.

C. I a

O
O

o

» Difficulté : présence de trés

QQQ
O Ot
> O

X
O
U

O OO




39/41

Un algorithme inspiré du recuit simulé

» |dée : initialiser les calculs avec une valeur élevée de g, puis la faire
décroltre au cours des itérations

Données : ¢° € H'(Q), & > 0
Résultat : ¢ réalisant le minimum global de E, .

pour
Calculer ¢+ solution de

m(@™, ) + At ag(¢™, )

. At Y in At 1 ' on
= m{on - Sawien + 5 o [ awien ).
si
| Poser eny1 = péen.
sinon
| Poser €,.1 = €.
fin

fin
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Résultats obtenus avec le nouvel algorithme

» Choix de parameétres : p = 0.99, g, = 2h

» Formes d'équilibre

ClL| a=0.1 a=0.3 a=05 a=0.7 a=0.9

ORORORONS

» Mémes formes finales qu’avec la donnée initiale circulaire

» Interprétation : pour € suffisamment grand, les effets du quadrillage
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Conclusion et perspectives

» Un outil et pour la simulation numérique des
mouvements d’interfaces

e extension : équation de Cahn—Hilliard

e anisotropies non convexes : comparaison avec les résultats obtenus par E.
Bretin au LJK

» Etude approfondie du modéle pour Uinstabilité de Grinfeld
e présence d'un seuil critique K.
e pas de période optimale
e poursuivre l'étude du modéle incluant le substrat
o utiliser l'équation de Cahn—Hilliard

» Couplage des échelles dans le modéle pour les surfaces vicinales
e proposer un modeéle plus physique
e étude de l'algorithme d'optimisation globale
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