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Principales notations

Dans tout ce document nous avons utilisé autant que possible une notation unifiée. En
voici la forme générale qui sera utilisée sauf mentions contraires :

une lettre capitale grasse M indique une matrice,

une lettre minuscule grasse x indique un vecteur,

une lettre grecque minuscule  «@ indique un scalaire,

une lettre minuscule f indique une fonction,

une lettre caligraphiée capitale D indique un espace,

X x xy indique la multiplication terme a terme,

x-y indique la multiplication matricielle,
x*y indique la convolution,

transformée de Fourier de x,

partie réelle de x,

transformée de Fourier,

fonction de Bessel de premiere espece.

Problémes inverses

p vecteur des parametres,

d vecteur des données,

0 vecteur des observables,

b vecteur du bruit,

m() modele,

rior densité de probabilité a priori,

féheo(p, 0) densité de probabilité théorique,

fgm(p, 0) densité de probabilité jointe a posteriori,
L{d|p) densité de probabilité de vraisemblance,
Déconvolution

x objet,

y données,

h PSF,

w matrice de poids,

xMV) solution au sens du maximum de vraisemblance,
x(MAP) solution au sens du maximum a posteriori,
Dymy fonction d’attache aux données,

fonction de régularisation,
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Principales notations

O™ R €0

régularisation sur l'objet,
régularisation sur la PSF,
hyper-parametre sur I'objet,
hyper-parametre sur la PSF,
fonction de régularisation,

L’indice indique la dimension sur laquelle est appliquée la régularisation, e.g. :

Os régularisation spatiale pour 1’objet

Oa régularisation spectrale pour 1'objet

Ocolor régularisation “couleur” pour l'objet

0z régularisation longitudinale pour 1’objet

Or régularisation temporelle pour 1’objet

Holographie

tout transmittance,

) ouverture réelle d'un objet,

A amplitude complexe,

1 intensité de I’hologramme,

d hologramme mesuré (données),

h; fonction de Fresnel de paramétre z,

xety coordonnées spatiales transversales dans le plan diffractant,
XetY coordonnées spatiales transversales dans le plan du capteur,
z coordonnée spatiale longitudinale (i.e. distance a I'’hologramme),
ri rayon de la i particule,

10 figure de diffraction,

80 figure de diffraction centré sur le pixel (1,1),

@; facteur multiplicatif de la figure de diffraction de la € particule,
P parametres de la i particule,

Ipe niveau moyen du détecteur,

A taille du pixel

j imaginaire pur unité

1/ phase d"une amplitude complexe

A longueur d’onde



Contexte

Ce travail de these a été réalisé au laboratoire Hubert Curien (LaHC) de St Etienne et au
Centre de Recherche en Astrophysique de Lyon (CRAL). Deux parties peuvent y étre dis-
tinguées : (i) la déconvolution aveugle ou non de données multidimensionnelles et (ii) la
détection de micro-particules en holographie numérique.

La partie sur la déconvolution aveugle a principalement été développée dans I'équipe
AIRI du CRAL, unité mixte de recherche entre le CNRS, I'Université Lyon 1 et 'ENS-Lyon.
Le travail de I'équipe AIRI (Astrophysique et Imagerie aux Résolutions Interférométriques)
dirigée par Renaud Foy est axée sur la haute résolution angulaire et son application en as-
trophysique. Ses principaux themes de recherche sont 1’optique adaptative multi-conjuguée,
I’étoile laser poly-chromatique pour I’optique adaptative, 'imagerie interférométrique courte
pose et la reconstruction de données (en interférométrie, déconvolution aveugle ...). L'objec-
tif primordial de cette these était d’étendre a d’autres domaines, et en particulier a I'imagerie
biomédicale, les outils développés pour 1'astrophysique au sein de cette équipe. La collabora-
tion entre I'équipe AIRI et le Centre Commun de Quantimétrie de Lyon (CCQ) a ainsi com-
mencé autour du développement d'une caméra a comptage de photons pour l'acquisition
d’images a tres bas flux, et s’est par la suite poursuivie avec le “portage” en imagerie bio-
logique des méthodes de reconstruction développées par Eric Thiébaut. C’est dans le cadre
de cette collaboration avec le CCQ, ainsi qu’avec le service de cardiologie de 1'hopital de la
Croix Rousse a Lyon, qu’a eu lieu ce travail sur la déconvolution aveugle. Les progres réalisés
pour la déconvolution de données biomédicales ont par la suite bénéficié aussi au traitement
de données astronomiques, démontrant I’apport mutuel que peuvent apporter de telles colla-
borations trans-disciplinaires. Bien que surtout effectuée au CRAL, le travail sur la déconvo-
lution aveugle s’inscrit aussi dans la thématique “méthodes et techniques de reconstruction
d’images” du laboratoire Hubert Curien.

Le laboratoire Hubert Curien, issu de la fusion des laboratoires LTSI, EURISE et LIGIV,
est une unité mixte de recherche entre le CNRS et I'université Jean Monnet de St Etienne.
L’activité de ce laboratoire est déclinée en deux axes principaux (i) optique et photonique et
(ii) informatique et image. Au sein de ce dernier axe, les travaux de la thématique “méthodes
et techniques de reconstruction d’images” animée par Rolf Clackdoyle portent en particulier
sur la reconstruction en tomographie et ’holographie numérique. C’est dans cette thématique
que s’inscrit aussi la deuxiéme partie de mon travail sur la détection de micro-particules en
holographie numérique. L'imagerie pour la métrologie et la visualisation d’écoulement en
mécanique des fluides est, de longue date, une des activités importantes du laboratoire Hu-
bert Curien par le biais de nombreuses contributions en vélocimétrie par image de particules
(PIV). Au cours de la derniere décennie, avec les theses de Corinne Fournier (2003) et de Loic
Denis (2006), s’y est développée une expertise en holographie numérique pour la vélocimétrie
par image de particules (DHPIV) au travers notamment de la collaboration avec le laboratoire
de mécanique des fluides et d’acoustique (LMFA) pour les aspects expérimentaux.

Enfin, la direction de cette theése assurée par Jean Marie Becker, enseignant en mathéma-
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tique a CPE-Lyon et chercheur au LaHC, a accentué encore I'aspect trans-discplinaire de ce
travail en y ajoutant le point de vue et la démarche du mathématicien.

Signalons que l'intégralité des développements informatiques effectués durant cette thése,
a été écrit en Yorick, un langage libre développé par David Munro!, et plus précisément avec
son extension Yeti? écrite par Eric Thiébaut.

Thttp ://yorick.sourceforge.net/
Zhttp ://www-obs.univ-lyon1.fr/labo/perso/eric.thiebaut/yorick.html



Introduction

Avant-propos

Elaborer un texte introduisant la totalité de cette these effectuée dans des domaines (la
déconvolution et I'holographie numérique) a premiere vue forts différents peut sembler une
gageure. Pourtant si les problemes (restauration et détection) semblent tres différents, tous
deux ont été abordés, comme cela est décrit dans le corps de ce document, suivant la méme
approche : I'approche problémes inverses. Une breve description chronologique de ce travail de
thése peut apporter un éclairage intéressant sur 1'unité de ce travail.

Cette these a commencé en octobre 2004 dans le cadre d"une collaboration entre Cathe-
rine Mennessier et Jean Marie Becker, tous deux enseignants chercheurs a CPE-Lyon et Eric
Thiébaut, astronome adjoint au CRAL. Le but de cette thése était, des 'origine, d’étendre a
d’autres domaines d’application les méthodes de reconstruction et de déconvolution aveugle
mises au point pour I'astronomie par Eric Thiébaut. Le laboratoire de traitement d'image de
CPE-Lyon étant une “antenne” du LTSI de St Etienne (ancétre du LaHC), cette collabora-
tion était, en un certain sens, aussi une collaboration entre le CRAL et le futur LaHC?. Par le
biais de cette these, il y a ainsi eu de nombreux échanges entre Eric Thiébaut, spécialisé dans
la reconstruction au CRAL, Loic Denis et Corinne Fournier travaillant en holographie numé-
rique, Rolf Clackdoyle et Catherine Mennessier travaillant en tomographie, Jean Marie Becker
et moi-méme. Au cours de ces échanges, il est rapidement apparu de nombreux liens entre
les problemes de détection de micro-particules en holographie et ceux de détection d’exo-
planeétes en astronomie. L'approche inverse utilisée pour la détection d’exo-planétes comme
pour la déconvolution, a ainsi été transposée pour la détection de micro-particules en hologra-
phie classiquement effectuée auparavant en mimant numériquement la restitution optique.
La mise en ceuvre, effectuée par Loic Denis et moi-méme, a depuis démontré la pertinence de
I'approche inverse pour traiter les problemes de détection de micro-particules sphériques en
holographie numérique. Partageant la méme approche, les deux sujets, 1'holographie numé-
rique et la déconvolution aveugle, ont ainsi pu étre traités de front.

Introduction

Depuis l'invention de la lunette astronomique, de nouveaux instruments ont sans cesse
permis a '’homme d’observer des objets de plus en plus lointains ou de plus en plus petits.
Pour mieux comprendre le monde qui nous entoure, nous avons cherché a observer des ob-
jets en 3D, a différents intervalles de temps, différentes longueurs d’onde... Les limites des
instruments ont toujours été dépassées par la génération suivante d’instruments employant
qui de meilleurs composants, qui de nouvelles techniques plus précises; la barriere due a
la limite de diffraction dans le visible des microscopes optiques a ainsi été contournée par

3Le laboratoire de traitement du signal et instrumentation (LTSI) est devenu laboratoire Hubert Curien (LaHC) le 1°
janvier 2007
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la microscopie électronique permettant d’observer des objets toujours plus petits, 1’acquisi-
tion de mesures tridimensionnelles de petits objets a été rendue possible par la microscopie
confocale ou holographique. Jusqu'a présent, la recherche de davantage d’informations sur
un objet passait souvent par le développement d’instruments plus puissants. Toutefois, de-
puis une quinzaine d’années, avec I'augmentation exponentielle des moyens de calcul, il est
devenu possible d’extraire davantage d’informations que celles immédiatement appréhen-
dables dans les données. En effet, en combinant des informations a priori sur 1’objet et/ou sur
la formation des données avec un ou plusieurs jeux de données du méme objet, il est possible
de restaurer de I'information tres atténuée. Par exemple, il est aujourd’hui possible, sous cer-
taines conditions, d’obtenir des résolutions dépassant la limite de Shannon de l'instrument
utilisé pour I'acquisition. On voit aussi se développer maintenant des systéemes d’acquisition
tels que des caméras pour téléphones mobiles par exemple, peu chéres mais peu efficaces et
dont les défauts sont compensés par des algorithmes.

La méthodologie développée dans I'approche “problemes inverses” est tout a fait adaptée
pour ces problemes de restauration d’information. Cette approche consiste a rechercher les
causes étant donnés les effets et leurs liens de causalité. Cela permet d’utiliser un modéle di-
rect décrivant la formation des données, cela permet aussi d’introduire rigoureusement des a
priori sur I'objet et enfin cela peut fournir une distribution de probabilité a posteriori sur ’objet
reconstruit, permettant de définir un degré de confiance dans la solution. L'utilisation d'un
modele direct de formation des données permet de prendre rigoureusement en compte les
défauts du systeme et méme dans certain cas d’utiliser ces défauts pour mesurer de l'infor-
mation inaccessible autrement. Par exemple, nous montrerons dans ce travail qu’il est pos-
sible d'utiliser le flou pour estimer 1’objet dans des zones non mesurées. Cette approche a
été appliquée ici a deux problémes différents : la déconvolution aveugle et la détection de
micro-particules en holographie numérique.

La déconvolution est une opération de restauration permettant d’augmenter la résolution
de données perturbées par un flou de convolution lié au systeme d’acquisition ou au milieu
de propagation. Nous nous intéressons plus particuliérement a la déconvolution de données
multidimensionnelles hétérogenes. Par données multidimensionnelles hétérogenes, nous en-
tendons : des données dont les différentes dimensions ne sont pas dans la méme unité ou
sont acquises avec des modalités différentes comme par exemple des images couleurs, des
images multi-spectrales, des séquences vidéo, ou encore des volumes dont la profondeur est
échantillonnés de maniére différente des dimensions latérales. Nous tenterons d utiliser les re-
dondances entre les différentes dimensions pour élaborer des a priori pertinents et permettre
une restauration aussi bonne que possible. L'approche utilisée en déconvolution sera ensuite
étendue a la déconvolution aveugle, c’est-a-dire la déconvolution avec peu de connaissance
sur le flou.

L’holographie numérique est une technique qui, en enregistrant les interférences entre
une onde perturbée par un objet et une onde de référence, permet d’accéder en une seule
image a l'information tridimensionnelle. Cette technique est donc particulierement adaptée a
la détection de micro-objets en mouvement rapide. Cependant ’hologramme n’est en géné-
ral pas exploitable directement et nécessite préalablement une restitution pour pouvoir isoler
les objets. Plutdt que d’élaborer des méthodes de détection dans 1’hologramme restitué nu-
mériquement, nous proposons d’utiliser I’approche inverse en prenant en compte un modele
de formation de 1’hologramme pour détecter les micro-particules sans passer par une étape
de restitution génératrice d’erreurs supplémentaires. Cela a permis en particulier la détec-
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tion d’objets situés hors-champs (c’est-a-dire dont la projection dans le plan du capteur est a
I'extérieur de celui-ci) et dont la figure de diffraction mesurée est trés fortement tronquée.

Plan de la theése

Le premier chapitre présentera les principaux concepts en jeu dans l’approche problémes
inverses et les différentes fagons de résoudre un probleme inverse. Bien qu’illustrée par le
probleme de la déconvolution d’image, cette introduction aux problemes inverses présentera
de maniere trés générale les concepts qui seront par la suite utilisés pour la déconvolution
comme pour 'holographie numérique de micro-particules. Elle comprend aussi une descrip-
tion des principales méthodes d’optimisation continue utilisées dans ce travail.

Le second chapitre reprendra I’'exemple de la déconvolution utilisé au premier chapitre
pour I'étendre a la déconvolution de données multidimensionnelles hétérogénes. Au travers
des tests effectués en imagerie couleur et en imagerie multi-spectrale pour 1’astronomie, nous
mettrons en évidence le gain qu'il est possible d’obtenir en considérant le cube de données
dans son ensemble plutét que comme une succession d’images a déconvoluer indépendam-
ment.

La déconvolution multidimensionnelle sera ensuite elle-méme étendue, au chapitre sui-
vant, pour permettre la déconvolution aveugle. Apres avoir détaillé les diverses causes de
flou, nous ferons un état de 'art décrivant les différentes méthodes déja proposées et leurs
applications. Nous présenterons ensuite notre méthode qui sera testée en déconvoluant trois
séquences vidéo réelles utilisant trois types différents d’imagerie : microscopie classique, mi-
croscopie confocale et coronarographie (radiographie du cceur).

Enfin le quatriéme et dernier chapitre présentera 1’algorithme utilisant I’approche inverse,
proposé pour dépasser les limites actuelles de la détection de micro-particules en holographie.
Apres avoir présenté l'intérét de 1’holographie numérique pour 1'étude de micro-objets en
mouvement, nous décrirons la formation d’un hologramme d’ot1 nous tirerons le modele di-
rect utilisé dans 1’algorithme. Cet algorithme sera validé sur des données simulées et réelles et,
dans tous les cas, nous verrons ses performances sont tres satisfaisantes comparées a celles de
méthodes classiquement employées en permettant, pour la premiére fois, la détection de par-
ticules hors-champs et multipliant ainsi par 16 la surface sur laquelle les particules peuvent
étre mesurées.






CHAPITRE 1

Une Introduction aux Problemes Inverses

Dans ce chapitre sont présentés les principaux concepts de I’approche “problemes
inverses”. Il contient [’essentiel de la base théorique de ce travail de thése. Apres
avoir décrit ce qu’est cette approche “problemes inverses”, nous I’exprimons dans
un formalisme probabiliste qui en permettra la résolution. Pour illustrer les diffé-
rentes solutions envisageables dans la résolution d’un probleme inverse, nous uti-
liserons [’exemple de la déconvolution d’image. Enfin nous décrirons les méthodes
d’optimisation utilisées dans la résolution du probleme inverse en s’attardant sur-
tout sur les méthodes utilisées en pratique dans les différentes parties de ce travail.
Dans tout ce chapitre, la formulation restera toujours aussi générale que possible
pour pouvoir s’appliquer dans les deux problemes principaux traités ici : la dé-
convolution aveugle ou non de données multidimensionnelles et la détection de
micro-particules en holographie numérique.

Ce chapitre se base principalement sur (Demoment et al. , 2001; TarantoLa, 2005;
Tuigsaut, 2005)

1.1 Préambule

Résoudre un probleme inverse en physique signifie retrouver les causes a partir de 1'obser-
vation des effets. Les premiéres formalisations dans ce sens remontent a la fin du XVIII® siecle
avec les travaux de Laplace, Legendre et Gauss. L'un de leurs buts était en particulier d’esti-
mer les trajectoires des planetes et des cometes d’apres les observations astronomiques faites
depuis la Terre. Avec la théorie de la gravitation, établie un siecle plus tot par Newton, on dis-
posait d'un modele dont il fallait estimer les parametres d’apreés les données. Pour cela, ces
scientifiques ont été amenés a développer des techniques d’optimisation pour ajuster ces pa-
rametres de sorte que 1’erreur entre le modele et les données soit minimum. Deux définitions
différentes de cette erreur ont conduit a deux méthodes différentes. Si Laplace minimisait la
valeur absolue des erreurs entre le modele et les données, Gauss et Legendre utilisaient la
norme quadratratique. A cause de leur simplicité, les méthodes issues des moindres carrés de
Gauss ont été ensuite popularisées : cependant, les méthodes de moindres valeurs absolues
connaissent actuellement un renouveau avec le développement des moyen de calcul, car elles
sont bien moins perturbées par des données aberrantes.

C’est aussi Pierre-Simon Laplace qui, en utilisant la théorie des probabilités développées
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auparavant, redécouvrit et généralisa le théoréme de Bayes' sans connaitre les travaux de
celui-ci. Dans un mémoire écrit a I'dge de 25 ans, LAPLACE (1774) introduit la notion de pro-
babilité a posteriori permettant pour la premiere fois d’introduire un a priori de maniére rigou-
reuse. Les méthodes développées par Laplace pour I’analyse de ces distributions de probabi-
lité a posteriori sont, plus de deux cent ans apres, toujours utilisées.

Actuellement, d"un point de vue méthodologique, on peut distinguer deux “écoles” dans
la communauté scientifique s’intéressant aux problemes inverses :

— L'une, I'approche analytique, adopte un point de vue de physique mathématique. Elle
repose sur une modélisation continue du systéme de maniere a obtenir des formules
d’inversion analytiques qui seront appliquées numériquement. Toutes les questions
d’existence, d"unicité et de stabilité se posent alors en dimension infinie et deviennent
trés compliquées pour des modéles non linéaires. “Inverse Problem” en est une revue
représentative.

— L’autre, 'approche probabiliste, aborde les problemes inverses d"un point de vue ana-
lyse statistique de données. Dans cette approche , les données, le modéle et I'objet a es-
timer sont déja discrétisés; elle utilise des outils probabilistes, permettant d’introduire
au besoin une information a priori pour déterminer la solution la plus probable ou plus
généralement la densité de probabilité des solutions. Dans le domaine du traitement
d’image, “IEEE Transactions on Image Processing” est une revue représentative de ce
courant.

L’approche adoptée dans tout ce travail de these est 'approche probabiliste. Elle est dé-
crite en particulier dans ce chapitre qui en présente les principaux concepts. Pour cela, nous
utilisons le formalisme développé par TARANTOLA (2005) qui s’éloigne légérement du forma-
lisme purement bayesien utilisé le plus souvent.

1.2 Description

Dans cette section sont décrits les principaux concepts en jeu dans la formulation du pro-
bleme direct et par conséquent dans celle du probleme inverse puis nous détaillons les prin-
cipaux obstacles théoriques a la résolution de celui-ci. Pour illustrer cette section, considérons
que l'on observe une galaxie avec un capteur plan placé au foyer d"un télescope.

1.2.1 Le systéeme

Un systeme physique 8 (par exemple une galaxie, un écoulement, voire l'univers dans
son ensemble. ..) est susceptible d’étre décrit par un certain nombre de variables définissant
son état. Ces variables “d’état” peuvent étre selon les cas en nombre fini ou infini, étre des
scalaires ou des fonctions, (booléennes, discretes ou continues). Un méme systéme peut avoir
de nombreuses paramétrisations différentes. Deux paramétrisations sont considérées comme
équivalentes si elles sont reliées entre elles par une bijection (par exemple p, = exp(p;) ).
L’ensemble des variables d’état imaginables de ce systeme définit ’espace des variables d’état
€.

Dans notre exemple, le systeme considéré est la galaxie observée mais aussi le télescope et
tout phénomene ayant une influence sur les mesures (turbulence atmosphérique, matiere sur

'Du nom du mathématicien BAYES (1763) qui 1’établi le premier (pour des distributions uniformes) dans un écrit paru en
1763, 3 ans apres sa mort.
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le trajet de la lumiére, intégration sur le pixel...). Les variables d’état de ce systéme sont toutes
celles qui permettraient de modéliser de la maniere la plus précise possible 1’émission de la
lumiere et son trajet jusqu’au télescope ; potentiellement il y en a une infinité, vue I'extréme
complexité du systeme total.

1.2.2 Les observables

Pour “connaitre” un systeme, il faut en mesurer quantitativement, par différents instru-
ments, les parametres observables appelés aussi observables et définissant un vecteur d’obser-
vation o = {0', 0%,...}. Ces observables sont, par définition, en nombre fini, mais peuvent étre
continus. IIs peuvent étre tout ou partie des variables d’état du systeme 8 mais plus générale-
ment sont une projection (ou transformation injective) de 1’espace des variables d’état £ dans
celui des observables . L'observation par des mesures finies d"un nombre infini de variables
d’état implique une perte d'information sur le systeme 8. Le concepteur d'un instrument doit
donc considérer une connaissance complete a priori sur les observables et leur formation pour
élaborer le dispositif permettant de recueillir les observables les plus informatifs.

Dans l'exemple présenté, il y a autant d’observables que de pixels du capteur. Un obser-
vable donné est une combinaison de toutes les variables d’état ayant une influence sur la
lumiere arrivant sur le pixel correspondant. L'instrumentateur a veillé a ce que 1’échantillon-
nage spatial de I'instrument soit a priori suffisant pour accéder a I'information désirée.

1.2.3 Les données

Le résultat de la mesure de ces observables par un instrument est toujours entaché d’er-
reurs (a commencer par celles liées a la précision finie de I'instrument de mesure). Ce résultat
en sortie d’instrument est représenté par le vecteur d’observation d = {d',d?,...} appelé les
mesures ou plus généralement les données. Ces données sont en méme nombre que les ob-
servables mais sont par définition une discrétisation de ceux-ci. L'espace des données D est
défini par I'ensemble des observations imaginables du systeme.

1.2.4 Les parametres

Un examen du systéme 8, permet de déterminer les parametres p = {p!, p?,...} ayant
un effet sur ce systeme, ou du moins sur les observables. Comme pour les observables, ces
parameétres sont une projection de 'espace des variables d’état. La paramétrisation dépend
beaucoup du but scientifique de 1'observation, et de nombreuses hypotheses a priori sur le
systéme sont faites lors du choix des parameétres.

De méme que dans le cas des variables d’état et d’observation, un méme systéme peut
avoir de nombreuses paramétrisations équivalentes. Le choix de la paramétrisation peut étre
guidé par des considérations a priori liées au but de I'observation, au mode d’acquisition des
données, a la rapidité de calcul numérique sur ces parametres. .. Cette caractérisation entraine
implicitement une forme d’a priori sur le systeme. Par ailleurs, ces parameétres peuvent étre
discrets ou continus, en nombre fini ou infini. Par exemple une surface peut étre décrite sur
une base infinie de fonctions ou sur une grille finie de pixels. Mais en pratique on se ramene
le plus souvent a un nombre fini de parametres. L'ensemble des valeurs que peuvent prendre
ces parametres est appelé 'espace des parametres et noté P.
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Dans notre exemple, si l’'on vise a obtenir I'image la plus résolue de la galaxie observée,
les parametres seront d’un coté I'image idéale de la galaxie sans l'influence de I’atmosphere
et d'un autre les parameétres de la déformation liée a la turbulence. Dans ce cas il peut y avoir
plusieurs paramétrisations possibles : les parametres de 'image peuvent étre de manieére équi-
valente dans 1’espace de Fourier ou dans 1’espace image. De plus, mais ici de maniére non
équivalente, la déformation peut étre caractérisée par un modele physique ou statistique de
la turbulence atmosphérique, ou simplement par une réponse impulsionnelle quelconque,
appelée dans le cas 2D une fonction d’étalement de point et abrégée en PSF pour Point Spread
Function.

1.2.5 Le probléme Direct

Une fois le systéme caractérisé, il est possible de découvrir les lois permettant de prédire
ensuite les observables o, d"apres les parameétres p. Par exemple dans le cas de I'expérience des
trous d’Young, une loi déterministe de la physique lie la distribution d’intensité sur ’écran
avec les parametres décrivant la source et la géométrie des trous.

Ces lois définissent le modele direct M associant les observables o a des parametres p :

M:P — O
p — o=mp). (1.1)

ou m est 'opérateur direct exprimant le modéle mathématique du systeme 8. Cet opérateur, qui
peut étre non linéaire, définit une application de I'espace des parametres P dans 'espace des
observables O, c’est-a-dire qu'un vecteur de parametres p ne donne qu’un seul o.

Dans le cas de vecteurs de parametres et de données définis dans des espaces de Hilbert
de dimension finie et reliés entre eux par un opérateur linéaire M, o devient le résultat du
produit de p par la matrice M et I’équation 1.1 s’écrit :

M:P — O
p — o=M-p. 1.2)

1.2.6 Le probleme Inverse

Le probléme inverse consiste a estimer les parametres p d’apres les données d. Si M est
une application permettant d’associer un seul observable o & chaque vecteur de parametres
p, l'inverse est rarement vrai. c’est-a-dire que différents parametres p peuvent conduire aux
mémes observables o.

1.2.7 Les Problemes mal-posés

En étudiant la résolution d’équations aux dérivées partielles, le mathématicien Jacques
Hadamard (HADAMARD, 1902) a exprimé le concept de probleme bien-posé. Nous allons en
voir une définition précise ci-dessous sous la forme de trois conditions. Ces conditions re-
fletent les contraintes pour qu'un modele en physique mathématique ait un sens et conduise
a une résolution de la question initiale. En reprenant le modele M définit a I'Eq. (1.1), ces
conditions sont :

Existence : Pour tout parametre p de P, il existe une solution o dans O.



1.2. Description

11

Unicité : Cette solution est unique dans O.

Continuité : La dépendance de o par rapport a p est continue. c’est-a-dire qu’il existe un es-
pace de représentation (une topologie) ot lorsque l'erreur ép sur le vecteur de para-
metres p tend vers zéro, I’erreur o sur les observables o tend aussi vers zéro.

Si la grande majorité des problemes directs en physique sont bien-posés, leurs problemes
inverses (consistant a déterminer p d’apres o tel que o = m(p)) ne le sont pas. On dit alors
qu’ils sont mal posés. En effet, pour que le probleme inverse soit bien posé, les conditions sur
M peuvent se réécrire :

Existence : L'ensemble des o de O sont des images par m de p de P, soit O = Im(M),

Unicité : Le noyau de M est réduit au vecteur nul p = 0, c’est-a-dire que I'unique solution de
I"équation m(p) = 0, est Ker(m) = {0},

Continuité : L'image de M (O si la premiere condition est vérifiée) est fermée,
Im(M) = Im(M), c’est-a-dire que toute limite de suites dans Im(M) reste dans Im(M).

Dans le cas linéaire de dimension finie présenté a la section 1.2.5, la condition de conti-
nuité est toujours vérifiée mais pas forcément celle d’unicité et d’existence(NASHED, 1981).
En effet, soit M un opérateur linéaire de RY dans RY, si le nombre S de valeurs singulieres
non nulles de M est inférieur a N, le noyau de 1’'opérateur Ker(M) et son image Im(M) seront
respectivement de dimensions (N — §) et S, détruisant la condition d"unicité. De plus, si S est
inférieur a N, alors l'existence de la solution n’est pas assurée.

Pour pouvoir résoudre un probleme inverse, on passe donc par une étape d’élaboration
d’hypotheses permettant de transformer ce probléme mal-posé en probléeme bien-posé, comme
nous le verrons a la section 1.4.

1.2.8 Le conditionnement

La condition de continuité est une condition nécessaire mais en pratique non suffisante de
stabilité numérique de la solution. En effet, I'opérateur linéaire discret M décrit a I’équation
1.2 est par définition compact et M est bien-posé. Méme si M est de dimension infinie, elle
posséde des valeurs singulieres o, pour n = 1, 2... positives de sorte que :

Mu, = o,v, (1.3)
M'v, = o,u,, (1.4)

ou les u, (resp. les v,), appelés vecteurs singuliers a droite (resp. a gauche), définissent une
base orthonormée de I'espace d’entrée P (resp. de sortie O). M* est 'adjoint de M2. On
convient le plus souvent d’ordonner ces valeurs singulieres de fagon décroissante (oo > oy >
-+ > 0y). Sio, = 0 pour n > ng, l'opérateur est dégénéré et Ker(M) # {0} et la condition d"uni-
cité n’est pas respectée. Dans le cas contraire le probleme est bien posé : la solution existe mais
elle peut étre instable.

2 défini par : (M p, 0)p = (p,M* 0)p ,Vpe P etVo e O.
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En effet, une perturbation additive do = v, sur les observables o entraine une perturbation
additive dp sur les parametres p telle que :

M-ép = do, (1.5)

= &v,, (1.6)

= 80';1 TnVi, (1.7)

= g0,'M-u,, (1.8)

6p = o0, u,. (1.9)

Aussi petite que soit la perturbation ev,, le rapport % = o,! est d’autant plus grand

que o, est petit. Ceci signifie que dans le probléme inverse une petite variation sur les obser-
vables do peut entrainer une forte variation des parametres dp. Lorsque o, est proche de zéro,
le systeme se comporte numériquement comme si la condition de continuité n’était pas satis-
faite, mettant & mal la stabilité (ou robustesse) de la solution. Un probleme pourtant bien-posé
peut donc se comporter en pratique comme un probleme mal-posé ; on dit que ce probleme est
mal-conditionné.

Si M n’est pas dégénérée, ce phénomene peut étre quantifié par le nombre de condition
du systéme, défini comme :

M|

KM) = , (1.10)
[IM|

oubien: K(M) = Ima (1.11)
O min

ot ||.|| est n'importe quelle norme matricielle. Si K(M) est proche de 1'unité, on dit que le
probléme est bien conditionné, a 'inverse plus K(M) est grand devant 1, plus le probleme est
dit mal conditionné.

L'effet d"'un mauvais conditionnement peut aussi étre montré d’une autre fagon : si on
considere les mesures d bruitées des observables o, le modele décrit a 1'équation 1.2 devient :

M:P — D
p — d=Mp+b, (1.12)

ot b est le vecteur de bruit. On peut définir un sous-espace P, de P tel que :
Vp € P, IMpll <llell - (1.13)

Pour tout vecteur & de petite norme devant celle du bruit b, il devient quasi-impossible de
séparer les variations sur les observables dues a 1’ajout d'un vecteur p € P, de celles dues
au bruit. Le systeme se comporte alors comme si le noyau de M n’était pas réduit a zéros (
KerM = P,), brisant ainsi la condition d"unicité.

1.3 Formalisme probabiliste

On a présenté a la section 1.2.5 le modeéle direct établissant un lien entre les parametres et
les observables défini par 1’équation 1.1. Cependant, pour un jeu de parametres fixé, les ob-
servables prédits par ce modele déterministe sont rarement identiques aux mesures d (d # o).
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Il y a deux raisons a cela : (i) les données sont toujours entachées d"un bruit de mesure, (ii) le
modele M proposé présente toujours des imperfections. De plus, de nombreuses hypotheses
simplificatrices peuvent avoir été faites sur le modele pour accélérer (ou tout simplement
rendre possibles) les calculs numériques, augmentant ainsi les incertitudes sur ce modele.

L'effet, présenté a la section 1.2.8, de ce bruit sur un probléme mal-conditionné montre
I'importance de la prise en compte de la nature fluctuante du systeme étudié dans la réso-
lution d"un probléme inverse. Ainsi, 1'utilisation d"un formalisme probabiliste semble tout
indiqué pour I’étude et la résolution d'un probleme inverse. En effet, 1'utilisation des outils
probabilistes permet de rendre compte rigoureusement des fluctuations naturelles et inévi-
tables de 'ensemble du systeme. De plus, ce formalisme permet d"utiliser des modéles directs
définis de maniere statistique.

Dans ce contexte, apres avoir décrit les outils probabilistes utilisés, nous exprimerons
toute les informations connues sur le systtme dans une densité jointe a posteriori; densité
jointe a posteriori composée de deux termes : la densité de probabilité théorique rassemblant
les liens entre les parameétres et les observables, et la densité de probabilité a priori rassem-
blant les informations que 1’on peut avoir de maniére indépendante sur les parametres et les
observables.

1.3.1 Espaces probabilisés

Pour traduire le caractere aléatoire du systeme physique 8 étudié on introduit une distri-
bution de probabilité Pre sur I'espace de ses variables d’état €. La probabilité associée a un
vecteur quelconque e de € est fondée sur l'interprétation fréquentielle des probabilités, a savoir,
si on peut la calculer, le nombre normalisé d’occurrences de ce vecteur pour un trés grand
nombre d’observations. Si on prend pour 8 un systeme tel que celui décrit en Sec. 1.2.1, il
est impossible d’observer ses variables d’état et donc de décrire Pre. Par contre il est possible
d’introduire et de décrire des probabilités sur les observables Prg et les parametres Prp dans
les espaces probabilisés respectifs O et P.

1.3.2 Densités de probabilité

Aux probabilités Pry et Pro, on associe les densités de probabilité fp(d) et fo(0). Ces den-
sités sont des fonctions positives définies par :

Pr(A) = f fr(x)dx , YAC X, (1.14)
X A

avec la normalisation Pry(X) = 1. Une densité de probabilité fy(x) dépend de la définition de
x. En effet, pour un méme état dans deux représentations équivalentes x et x’, les densités de
probabilité respectives f(x) et f’'(x’) sont reliées par le jacobien de la transformation de x en

x':

&) = fx)
Le passage de f a f’ n’est pas neutre : f peut par exemple étre mono-modale et f’ bi-modale.
Afin de normaliser en quelques sorte les densités, on introduit une densité de probabi-

lité volumétrique (TARANTOLA, 2005) ¢(x) invariante par changement de repeére de la facon
suivante :
J(x)

)’

) (1.15)

ox
ox’

$(x) = (1.16)
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ol u(x) est la densité homogene de probabilité qui est proportionnelle au volume défini par
la base de x. C’est la probabilité de x en I'absence d’informations (probabilité par unité du
volume d’étude constant).

Par exemple, définissons x = {6, ¢}, la position en coordonnées sphériques d'un objet sur
une sphere. En 1'absence d’autre information sur cet objet, il pourrait étre logique de choisir
une densité de probabilité uniforme f(6, ¢) = cste. Or avec cette densité, un point aurait une
problabilité beaucoup plus grande d’étre dans les régions polaires. Pour corriger cette erreur,
il faut normaliser f(6, ¢) par la densité homogene de probabilité : u(6, ¢).

Pour alléger les notations, a partir de la section 1.4 on considérera que les parametres ap-
partiennent a un espace vectoriel fini; le volume élémentaire dV sera défini a partir des vec-
teurs élémentaires de cet espace vectoriel, de sorte que cette densité homogene soit constante.

1.3.3 Densités de probabilité a priori
1.3.3.1 Densité de probabilité a priori sur les parametres

Dans de nombreux problemes, il est possible d’accéder a une information a priori sur
la distribution de probabilité des parametres p, d"apreés leur définition, leur signification phy-
sique ou une connaissance statistique de leur valeur pour une classe précise de problemes. Par
exemple, la distribution des valeurs des pixels d"une image naturelle suit une certaine statis-
tique; le spectre de ces images a la forme d’une loi de puissance. Méme si I’on ne dispose pas
d’informations aussi précises pour estimer la densité de probabilité a priori des parametres
f3 *(p), il est possible de la décrire, au moins en partie, d’apres des considérations physiques
ou mathématiques. Par exemple, certains parametres physiques sont toujours positifs (la tem-
pérature, la masse, la luminance...); par suite la probabilité qu’ils aient une valeur négative
est toujours nulle ce qui est un a priori important.

1.3.3.2 La mesure / densité de probabilité sur les observables

Toute mesure de quantités physiques est entachée d'un bruit de mesure. Du coup, la me-
sure ne détermine pas exactement la valeur du vecteur des observables mais plutot donne
une réalisation d"une loi de probabilité attachée a celui-ci. Idéalement le concepteur de 1'ins-
trument de mesure a effectué une analyse statistique des incertitudes de l'instrument dont il
est possible de déduire cette loi. Une maniere générale de décrire ces incertitudes consiste a
définir une densité de probabilité conditionnelle v(d | 0) des mesures d sachant la valeur des
observables o.

A l'inverse, effectuer la mesure de d conduit a définir une densité de probabilité sur les
observables fin(0) qui est en réalité la densité de probabilité conjointe f(o, d) des observables
et des données une fois celles-ci fixées. D’aprés TARANTOLA (2005), sans autre a priori sur les
observables, on a :

fo(o) = folo,d) = v(d| o) un(d). (1.17)

1.3.3.3 Densité de probabilité conjointe a priori

On considere indépendamment les parametres et les observables. Par conséquent on défi-
nit, dans I'espace § = P x O, une densité de probabilité conjointe a priori :

2 (p, 0) = £57(p) X fol0), (1.18)
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avec une densité de probabilité homogene correspondante :

ug(o, p) = po(0) X up(p), (1.19)

1.3.4 Densité de probabilité théorique

Pour décrire les liens entre les parametres et les observables exprimés a la section 1.2.5, on
définit une densité de probabilité jointe théorique féhe"(p, 0), plus adaptée que 1’'équation 1.1
pour décrire les corrélations liées a la théorie physique et ses incertitudes(TARANTOLA, 2005) :

18°°(p, 0) = go(o| p) u»(p) . (1.20)

La densité de probabilité go(o| p) est définie sur O et correspond a la densité de probabilité
des observables o étant donné le jeu de parametres p. Lorsque le modele est décrit de maniere
déterministe ( 0 = m(p)), la largeur de cette densité autour de la valeur prédite m(p) représente
les erreurs de modélisation de M. Dans le cas ou1 ces incertitudes sont indépendantes de la
valeur des parametres, on a :

go(o|p) = golo|m(p)). (1.21)

Si, de plus, ces incertitudes sont également indépendantes de la valeur des observables on a :
go(o|p) = go(o—m(p)). (1.22)

Cette formulation est particulierement adaptée aux cas ot1 les liens entre les parametres et
les observations ne sont connus que de maniere empirique, c’est-a-dire établis statistiquement
sur de nombreuses observations. Par exemple, les géologues ne peuvent relier que statisti-
quement les observations effectuées sur un volcan (contraintes, séismicité...) des parameétres
d’une éventuelle éruption (période, magnitude...), les lois en cause leurs étant inaccessibles.
Les observations d"un grand nombre d’éruptions leur permettent cependant d’échantillonner
f§°(p, 0) (d’apres TARANTOLA, 2005).

1.3.5 Densité de probabilité a posteriori

En combinant les informations théoriques et a priori, on définit, a une constante k pres,
une densité de probabilité jointe a posteriori :

2 (p, 0) £2°(p, 0)
1g(p, 0) '

fE (Do) = k (1.23)

On peut constater ici que cette densité de probabilité jointe a posteriori décrit un a priori
“global” sur p et o, séparé en deux termes, 'un f°° ot p et 0 sont dépendants, 'autre fé’”or
ot ils sont indépendants. Or le but de la résolution du probléme est d’exprimer dans 1’espace
des parametres P l'information mesurée dans 'espace des données D. Cela est obtenu en
exprimant la distribution de probabilité des observables sous forme de densité marginale. En
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fonction des mesures d effectuées, on a :

A wla) = | 150, (1.24)
— kfprlor( )f fO(O)gO(0|P) d0,
Ho(o)
) f v(dlo)go(o|p) do.
Ho(o)
= kfPM(p)L(d|p), (1.25)

ol k est un coefficient de normalisation. L(d | p) = fo W do est une densité de pro-

babilité appelée terme de vraisemblance ou d’attache aux données. Ce terme peut étre vu
comme une densité de probabilité des parameétres p en I’absence d’a priori sur les parametres
(/P (p) = po(p)).

Notons que, si l'on assimile 'erreur de mesure a une erreur de modélisation, ce terme de
vraisemblance apparait comme une nouvelle densité de probabilité théorique g/, (0| p) résul-
tant de la convolution de v(d|o) et de go(0| p) (normalisée par po(0)) .

1.3.6 Liens avec la théorie de Bayes

Le théoreme de BAYES (1763) exprime la probabilité conditionnelle de deux évenements A
etB:
Pr(B|A) Pr(B)
Pr(A|B) = ———. 1.2
HAIB) = = (1.26)

Ce théoreme généralisé et popularisé en 1774 par Pierre-Simon Laplace peut étre réécrit pour
des densités de probabilité f4(a) et fa(b) :

f(bla) f5(D)
fala) ’
En utilisant ce théoreme il est possible, si1’on considere les mesures comme une réalisation

d’un processus aléatoire, d’exprimer la densité de probabilité conditionnelle a posteriori des
parametres p sachant les mesures d :

falalb) = (1.27)

ot 12 (p) fin(d | p)
Iy (pld) = 2@ . (1.28)
Cette équation peut étre identifiée a 1’équation (1.25) ott la densité de probabilité fp(d| p) peut
étre identifiée avec le terme de vraisemblance L(d | p) et la densité de probabilité fn(d) qui, une
fois les mesures faites, est une constante, avec %

Il y donc deux facons proches d’évaluer cette densité de probabilité : 1'inférence baye-
sienne et I'approche maximum a posteriori. Bien que le terme maximum a posteriori (MAP)
désigne le maximum de la densité de probabilité a posteriori et donc convienne aux deux mé-
thodes, comme le suggere TzIKAS ef al. (a paraitre) nous utiliserons ici cette dénomination
uniquement pour désigner les approches assimilables aux méthodes inverses décrites au pre-
mier chapitre. On distingue donc ces approches MAP ot11’on estime la densité de probabilité a
posteriori fpogt(p |d) a une constante pres des approches dites d"“inférence bayesienne” ot1 'on
calcul aussi fp(d) de maniére a obtenir une estimation absolue de cette densité de probabilité a
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posteriori. Ces approches purement bayesiennes permettent de s’affranchir de I'estimation de
parameétres supplémentaires (hyper-parametres) au prix cependant du calcule extrémement

ardu de fo(d) = [ £ (p) fo(d| p) dp.

1.3.7 Maximum de vraisemblance, Maximum a posteriori

Une fois la mesure effectuée, cette densité de probabilité a posteriori est uniquement fonc-
15 pld)

Hg(p)
la plus probable des parametres étant donné les mesures. S’il existe, ce maximum est appelé

maximum a posteriori. Sans a priori sur les parametres (fP'(p) = cste ), ce maximum il est
appelé maximum de vraisemblance.

Notons que, dans la littérature, la signification du terme maximum de vraisemblance,
est assez ambigué et peut reveétir plusieurs significations. Pour certains (TARANTOLA, 2005),
ce point est le maximum de la densité de probabilité a posteriori avec ou sans a priori; pour
d’autres c’est uniquement le maximum de la fonction de vraisemblance. Cette derniere, qui
est la définition que nous utilisons, est ’acception la plus utilisée.

Dans le cas général, il n’y a aucune raison pour que la fonction de vraisemblance comme la
densité de probabilité a posteriori soit uni-modale — c’est-a-dire ne posseéde qu’un seul maxi-
mum. Il n’y a aucun moyen de savoir a priori si un point est un maximum local ou absolu, ni
méme si un tel point existe. Le seul moyen de le déterminer serait d’effectuer une exploration
complete du volume d’étude. Malheureusement, dans la plupart des cas, le nombre tres élevé
de dimensions empéche une telle exploration.

, estla valeur

tion des parametres. Son maximum , ou plus exactement le maximum de

1.3.8 Fonctions d’adéquation

Plutdt que de chercher le maximum de ces densités de probabilité fg(p), on cherche de
maniere équivalente le minimum de :

f5(p) = —log(f(p)) .- (1.29)

Si mathématiquement cette transformation bijective ne change en rien le résultat, elle permet,
en particulier dans le cas d’incertitudes gaussiennes, de faciliter le calcul analytique de la
solution et d’accélérer les calculs numériques d’optimisation.

1.4 La résolution du probleme inverse

Apres avoir défini le probleme inverse, décrit les différentes difficultés auxquelles nous
risquons d’étre confrontés, nous étudions dans cette partie, différentes stratégies pour le ré-
soudre. Une bonne partie des ces méthodes peut étre décrite en utilisant le formalisme pro-
babiliste développé a la section précédente.

1.4.1 Un exemple de probleme inverse : la déconvolution

Pour illustrer ce propos, la déconvolution d"une image (2D) sera utilisée comme exemple.
La formation d’une image floue sera détaillée plus loin 2.1.1 et en conséquence le modele de
formation présenté ici ne sera pas justifié. Cette image, montrée figure 1.1, est celle du “Came-
raman”, célebre dans la communauté des traiteurs d’images. Il s’agit d’'une image 256 x 256
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Fic. 1.1 — Image d’origine. Fic. 1.2 — Image floue + un bruit gaussien
centré de variance o> = 1 niveau sur 8 bits.

dont les niveaux de gris sont des entiers compris entre 0 et 255, et représentée par le vecteur
x. Elle est observée au travers d'un instrument de mesure imparfait modélisé par une réponse
impulsionnelle (ou PSF pour Point Spread Function) & qui correspond a 'image d"une source
ponctuelle observée au travers de cet instrument. Cette PSF simulée représentée figure 1.3,
est un disque de 7 pixels de rayon. Les données floues y sont générées par la convolution de
x et de h d’apres le modele suivant :

M : ]R256><256 ]R256><256

x — y=H-x+b, (1.30)

ol b est un vecteur aléatoire simulant le bruit du détecteur, pris ici blanc gaussien centré de
variance o7 = 1 niveau de quantification sur 8 bits. H est I’opérateur linéaire de la convolu-
tion; elle est approché par la matrice circulante générée par le noyau de convolution & de la
PSE. En effet, dans 'approximation circulante, H est une matrice de Toeplitz qui possede la
propriété intéressante d’étre diagonalisable dans 'espace de Fourier de sorte que la liste de
ses valeurs propres constitue la transformée de Fourier discrete du noyau de convolution &
(GRrAY, 2006). On a dong, en utilisant la transformée de Fourier discrete :

Dy = hy Ry + by, Vu, (1.31)

L'image floue ainsi obtenue est représentée figure 1.2. On peut constater que si les grandes
structures de I'image restent discernables, tous les détails, en particulier ceux de la caméra
et du visage, ont disparu. Ceci est intuitivement compréhensible car le modéle fréquentiel
présenté a I’équation 1.31 montre que l'image d’origine est filtrée par & qui est un filtre passe-
bas dont la fonction de transfert est représentée a la figure 1.4. Ce filtrage atténue les hautes
fréquences de I'image qui contiennent I'information sur les détails de celle-ci.

La restauration ou la déconvolution de cette image floue est le probleme inverse de la
convolution par le modele M. Il s’agit de déterminer le vecteur solution de 1'équation :

y=H-x, (1.32)
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Fic. 1.3 — Fonction d’étalement de point. Fic. 1.4 — Module de la fonction de transfert
|| (échelle log).

avec x et y appartenant a R?>*23_ Le module de la fonction de transfert (fz|2 n’est jamais nul.
La matrice H est donc de rang plein (elle ne possede aucune valeur propre nulle). En tant
qu’opération linéaire discrete de rang 256 x 256 et de R»%%256 dans lui-méme, le probleme
inverse est un probleme bien-posé.

Pour évaluer quantitativement les différentes méthodes exposées, on défini I'erreur qua-
dratique moyenne (EQM) mesurant en dB I’erreur moyenne d’estimation entre la reconstruc-
tion x™ et la vérité xV™ :

EQM = 10 log;, (Avg ((x™ - x"™)?)) . (1.33)

Plus cette erreur est élevée, plus le résultat de la déconvolution est éloigné de la vérité.

1.4.2 Inversion directe

En observant I’équation 1.31, le probléme étant bien posé, la premiere méthode venant
a l'esprit pour restaurer I'image est, en négligeant le bruit, de résoudre 1'équation 1.30 en
appliquant dans 'espace de Fourier I'inverse de H aux données floues y :

et _ Ju (1.34)

hM
Le résultat de cette inversion présenté a la figure 1.5, n’est clairement pas satisfaisant ! Aucune
structure spatiale ne semble visible et 'image restaurée est bien plus dégradée que I'image
floue : méme les structures basse-fréquences présentes dans les données floues semblent avoir
disparu. De plus, sila moyenne de I'image restaurée est la méme que celle de I'image floue, la
valeur de ses pixels varie entre —7000 et +7000 environ, pres de trente fois la valeur maximale
de I'image d’origine (255). Ceci s’explique par le fait que 'on a négligé le bruit. En effet, la
Transformée de Fourier de la solution de l'inversion directe £t s’écrit en réalité comme
suit :

>

adirect _
” =

Lo (1.35)

u

S‘>| <>
< )
>

N
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Fic. 1.5 — Résultat de linversion directe

(EQM =

68.1 dB).

0_004 | I 1 1 1 I 1 1 I |
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0.001
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Fic. 1.6 — Coupe en u, = 0 du module de la
fonction de transfert (un sinus cardinal).

Or comme on peut le voir a la figure 1.6, la fonction de transfert de & est un sinus cardinal
présentant des valeurs proches de zéro pour certaines fréquences spatiales élevées. L'opéra-

teur de reconstructlon

L (Fig. 1.7) amplifie donc fortement le bruit a ces hautes fréquences.

En conséquence, cette amphflcatlon du bruit corrompt fortement la reconstruction et masque

la solution “idéale”.

Ceci est confirmé par la texture visible sur I'image reconstruite qui est

plutdt réguliére (Fig. 1.5) car dominée seulement par quelques fréquences.

1 1 1T 1 1 1 1T T 1 TJ7
1 0+5 _ ]
1 0+4 -_ —-
10+3 _ _
[ N NN N NN R TR NN NN RN S |
0 50 100
Fic. 1.7 — Profil radial du module de la fonc-
tion de transfert de I'opérateur de recons-
truction hi

u

1o+4 L _-

10%2}

10%0}

0 50 100

Fic. 1.8 — Profils radiaux des spectres des
différents vecteurs en jeu dans l'inversion di-
rectes. En noir : I'image originale, en rouge
l'image floue sans bruit, en jaune le bruit,
en magenta I'image floue bruitée et en bleu
'image reconstruite par inversion directe.
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Ceci est une illustration caractéristique de l'effet d’'un mauvais conditionnement (voir
Sec. 1.2.8). H étant circulante, son nombre de condition est définit comme le rapport entre
la plus grande et la plus petite valeur du module de sa fonction de transfert. Dans notre
exemple il est égal a K(H) ~ 1x10° ce qui est trés supérieur a I'unité. Notre probleme de dé-
convolution est donc tres mal conditionné, et en conséquence la solution est trés instable car
tres sensible au bruit. Ceci est illustré a la figure 1.8. Sur cette figure sont tracés les profils ra-
diaux des spectres de Fourier des différents vecteurs (2D) en jeu dans la formation de I'image
et de sa reconstruction. Le spectre de I'image d’origine est représenté par la courbe noire. La
convolution par la PSF & étant, comme on peut le constater a la figure 1.7, un filtrage basse
fréquence, le spectre de I'image floue, tracé en magenta, est de plus en plus atténué avec l'aug-
mentation de la fréquence spatiale. Les ondulations visibles sur ce spectre correspondent aux
différents lobes du sinus cardinal de la fonction de transfert de la PSE. A cette image floue, est
ajoutée un bruit blanc gaussien, dont le spectre plat est représenté en jaune, pour former les
données observées. Sur le spectre de ces données observées, tracé en rouge, on constate que,
pour des fréquences spatiales supérieures a une fréquence de coupure d’environ 50 frequels,
le bruit domine complétement le signal. Il est donc vain d’essayer de reconstruire ces hautes
fréquences alors que le signal a été completement noyé dans le bruit lors de la mesure. Passée
cette fréquence spatiale de coupure, le filtre inverse dont le spectre est présenté a la figure 1.7
aura pour seul effet d’amplifier le bruit. C’est pourquoi le spectre de I'image reconstruite, re-
présenté en bleu dans la figure 1.8, devient trés éloigné de I'image idéale pour les fréquences
élevées.

Inversion généralisée Dans le paragraphe précédent, H étant une matrice carrée ne possé-
dant pas de valeurs propres nulles, était inversible. Dans le cas contraire, il n’est pas possible
d’inverser directement H et le probléeme devient mal-posé car, soit la condition d"unicité (indé-
termination), soit celle d’existence (surdétermination) ne sont pas respectées. Il est cependant
possible de déterminer une solution a 1’'équation 1.32, en redéfinissant les espaces de para-
metres X (ou P) et des données Y (ou D) comme suit :

X = (Ker(H)" et Y =Im®H)

En se plagant dans ces espaces, il est possible de définir, pour tout y € Y/, un unique x’ € X’
qui soit solution de I’équation :
x'=H'y, (1.36)

ot I'opérateur H' est appelé l'inverse généralisée de H qui est toujours continue (NASHED,
1976). Dans le cas linéaire et discret, le calcul de I'inverse généralisée est toujours bien-posé
(DEMOMENT et al. , 2001) car la condition de continuité est toujours respectée. Il y a plusieurs
facons de définir une inverse généralisée; la plus connue est la pseudo-inverse de Moore-
Penrose découverte par R. Moore en 1920 puis redécouverte par Penrose en 1955 (MOORE,
1920; PENROSE, 1955). Elle s’écrit, si (H* H) ! existe :

H ' 1, (1.37)

ou H* est la matrice conjuguée transposée de H.

1.4.3 Maximum de Vraisemblance

Pour améliorer ces résultats décevants, on décide de prendre en compte la nature aléa-
toire du bruit en utilisant les outils probabilistes développés a la section 1.3. Sans a priori sur
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les parametres, nous cherchons la solution au sens du maximum de vraisemblance (xMV)).
C’est la solution qui maximise la probabilité des données y sachant le modele parmi tous les
parameétres x possibles :

x™V) = arg max L(x | d) = arg min (- log (L(x | d))) (1.38)
X X

On définit une fonction d’adéquation @y (x) telle que :
Dpv(x) = —log (L(x | d)) + cste. (1.39)

Cette fonction ®yy(x) dépend de la forme du bruit. Dans le cas additif on a :

Omv(x) = Z N(H - )= yi) (1.40)
k

ou N dépend de la distribution du bruit; sl est blanc et gaussien N est la norme ¢, et ®yy(x)
correspond au critére des moindres carrés ; dans le cas d'une distribution de Laplace (utilisée
en présence d’outlier), N est la norme ¢; et ®yv(x) correspond au critere des moindres valeurs
absolues.

Dans notre exemple, en présence d'un bruit additif gaussien centré, on a :

1
Opy(x) = 3 H-x —y)T -W . (H-x —y) + constante, (1.41)

ou W est une matrice de poids inverse de la matrice de covariance des données. Comme le
bruit est blanc gaussien centré de variance 0, on a, ot I est la matrice identité.

W = Cov(y)™' = o°1. (1.42)

Or le minimum de ®yv(x) satisfait a :

0DMy(x)

=0, Vk. (1.43)
X lyovy
Par suite, xMY) est la solution de 1’équation :
Vouy (™M) = o2 H - (H-x™MY) - y) = 0. (1.44)

qui ne posseéde qu'un unique minimum a condition que la matrice HT - H soit définie posi-
tive (elle est positive par construction mais pas nécessairement définie). Si comme dans notre
exemple, tel est le cas, la solution au sens du maximum de vraisemblance xMV) egt

*MV) = (BT H) " HT -y (1.45)

La transformée de Fourier discrete de la solution x™MV) s’écrit :

<>

BSe 9
AV = _lhy|2 - (1.46)
u

=

u

ott i* est le complexe conjugué de s. On reconnait la solution de I'inversion directe (Eq. (1.34)).
Malheureusement, comme nous l’avons vu, cette solution ot1 le bruit est amplifié est inaccep-
table. C’est d’autant plus décevant que dans notre exemple, le maximum de vraisemblance
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a beaucoup d’intérét puisqu’il est tout a la fois la solution au sens des moindres carrés et
l'estimateur non biaisé a variance minimale.

Bien qu’illustré dans un cas particulier, cette constatation peut étre généralisée : I"approche
“maximum de vraisemblance” n’est pas adaptée pour résoudre les problemes mal conditionnés. 11
conduit a un estimateur de variance trop élevée (amplification du bruit). Il conduit a un esti-
mateur de variance trop forte (amplification du bruit). Il faut donc construire un estimateur
de variance plus faible (et donc exploitable) qui sera forcément biaisé.

1.44 Maximum de Vraisemblance Contraint : Restriction de I’espace des parametres

Il est donc nécessaire de sélectionner une solution satisfaisante parmi les solutions pos-
sibles du probleme inverse. En réduisant la taille de ’espace des solutions (l’espace des para-
meétres), il redevient possible de trouver une solution au sens du maximum de vraisemblance.
En effet, si 'on considere, comme on a vu a la section 1.2.8, que le mauvais conditionnement
a pour effet de briser la condition d’'unicité en incluant les solutions masquées par le bruit
dans le noyau de H (Sec. 1.2.8 KerM = P,) , il est possible de retrouver un probleme bien-posé
et bien conditionné en définissant un nouvel espace des parametres P’ orthogonal a ce noyau
P = (Pt

Ceci peut étre fait explicitement en tronquant le nombre de dimensions de P ou en tra-
vaillant dans un hyper-plan bien choisi de P. Mais cela peut étre aussi fait de maniére impli-
cite en utilisant des algorithmes itératifs et en limitant le nombre d’itérations.

1.4.4.1 Limitation des dimensions de I’espace des parametres

En observant les spectres affichés a la figure 1.8, 'idée naturelle pour corriger la solution
du maximum de vraisemblance, est de ne reconstruire que les modes qui dominent sur le
bruit. Une maniere brutale consiste a définir une fréquence de coupure ucoupure au dessus de
laquelle les fréquences de la solution sont annulées :

A

Yu .
- si lu] < u ,

je;tronq) — hu coupure (1. 47)
0 sinon.

La figure 1.9 donne 'exemple de la reconstruction pour une fréquence de coupure
Ucoupure = 20 frequels correspondant au frequel précédant le premier zéro de la fonction de
transfert du noyau de la convolution. Si les structures basse-fréquences sont visibles, cette
reconstruction est a peine mieux résolue que I'image floue. Si 1’on place la fréquence de cou-
pure a ucoupure = 40 frequels, juste avant le deuxiéme zéro, davantage de détails sont visibles
sur la reconstruction présentée a la figure 1.10 : les yeux, les pieds de la caméra. .. Mais cette
reconstruction est perturbée par un motif régulier, déja 1égerement présent sur la reconstruc-
tion a ucoupure = 20 frequels, qui correspond a la fréquence des zéros de la fonction de transfert
du noyau de la convolution. De plus, la coupure abrupte des fréquences est responsable des
rebonds, appelé aussi effet de Gibbs, visibles sur les bords des objets. En effet, ces bords francs
ont un support tres large en fréquence ; couper leurs hautes fréquences conduit a I'élargisse-
ment de leurs support/taille dans 1’espace image; il en résulte un flou de ces bords et ces
artefacts de rebond.

Notons que cette fréquence de coupure correspond a la fréquence spatiale a partir de
laquelle on estime ne pas avoir pu mesurer les fréquences de 1'objet flou. Annuler ainsi ces
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Fic. 1.9 — Reconstruction tronquée Fic. 110 — Reconstruction tron-
avec une fréquence de  coupure quée avec une fréquence de coupure
Ucoupure = 20 frequels (EQM = 27.0 dB). Ucoupure = 40 frequels (EQM = 26.2 dB).

fréquences non mesurées signifie qu’'on les suppose a priori nulles dans 1'image “vraie” ce
qui est un tres mauvais a priori. Ce constat peut étre étendu a tous les problemes inverses :
remplacer les valeurs non mesurées par zéro conduit a une estimation sous-optimale des parameétres.

1.4.4.2 Contrainte stricte dans ’espace des parametres

Une autre fagon de restreindre 1’espace des parametres P’ est de sélectionner les solutions
de sorte que chaque parametre évolue dans une plage donnée de valeurs. En considérant
la signification physique de chaque parametre il est possible de déterminer des bornes pour
certains d’entre eux. Ainsi, lors de l'estimation du maximum de vraisemblance, il sera im-
possible a la solution d’enfreindre ces contraintes strictes. La positivité des parametres est la
contrainte de ce type la plus utilisée, elle permet d’éviter d’obtenir des solutions sans sens
physique, par exemple des luminance, des tailles ou des nombres d’objets négatives. Suivant
le probleme étudié un a priori supplémentaire peut étre “injecté” par ces contraintes strictes
avec par exemple des plages de valeurs connues a priori pour chaque parameétre.

Dans notre exemple, les valeurs des pixels de 'image étant proportionnelles au nombre de
photons regus par le capteur, ses niveaux sont forcément positifs. Cette contrainte de positivité
permet de définir une nouvelle solution *MY® au sens du maximum de vraisemblance :

*™MVO = arg min (dyyv(x)) ,  sous la contrainte :  x; >0, Vk. (1.48)
X

De telles contraintes, malheureusement, empéchent de calculer directement la solution de
facon analytique. Il est donc nécessaire d’utiliser des méthodes itératives acceptant les
contraintes de type bornes comme les gradients conjugués ou les algorithmes a métrique va-
riable (comme BFGS). Dans notre cas, les données floues ont été déconvoluées en utilisant 1’al-
gorithme VMLM-B (THIEBAUT, 2002) (pour le détail voir Sec. 1.5.3.2) avec la contrainte de po-
sitivité. Les données sont utilisées comme point de départ et apres 1350 itérations (= 30s) 1’al-
gorithme a convergé et le résultats est affiché a la figure 1.11 (EQM = 38.8 dB). Si de nombreux
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Fic. 1.11 — Reconstruction avec Fic. 1.12 — Profils radiaux des spectres
VMLM-B avec contraintes de positivité des images déconvoluées avec contraintes
(EQM = 38.8 dB). de positivité : VMLM-B (en bleu) et , ISRA

(en vert) comparées avec les spectres de
I'image originale (en noir), des données (en
rouge) et de la solution de l'inversion directe
(en jaune).

détails fins de I'image sont visibles sans rebond le long des bords francs, on constate un bruit
trés important dans la reconstruction rendant celle-ci inacceptable. En effet, 'étude de son
spectre présenté figure 1.12 montre que si les basses fréquences sont bien estimées, du bruit a
été amplifié a hautes fréquences (moins cependant que pour la solution sans contraintes).

Méthodes Multiplicatives Une facon d’assurer la positivité est d"utiliser des algorithmes mul-
tiplicatifs. Dans ces algorithmes, a chaque itération, la solution est obtenue par une multiplica-
tion de la solution de l'itération précédente par un vecteur de mise a jour positif. Parmi ces al-
gorithmes, les plus connus sont I'algorithme de Landweber (LANDWEBER, 1951), Ialgorithme
ISRA (Image Space Reconstruction Algorithm) (DAUBE-WITHERSPOON et MUEHLLEHNER, 1986)
pour le bruit Gaussien, et RLA (Richardson-Lucy Algorithm) (Lucy, 1974; RICHARDSON, 1972)
pour un bruit poissonnien. L’algorithme RLA découvert indépendamment par Richardson en
1972 et Lucy en 1974 est aussi connu comme dérivant de ’algorithme EM (Expectation Maxi-
mization) (DEMPSTER et al. , 1977). L'appellation RLA est plus connue en astronomie alors
que EM l'est en imagerie médicale. Ces algorithmes sont surtout utiles lorsque I'image est
composée d'un objet sur fond noir, comme les images astronomiques. En effet, a cause de la
multiplication, une fois un pixel mis a zéro il reste inchangé pour toutes les itérations sui-
vantes.
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Richardson-Lucy / Expectation Maximisation : L'algorithme RLA maximise la probabilité
conditionnelle Pr(y | x) en présence d"un bruit de Poisson :

H. x)* —(H -
Pr(ylx):l_l( wll exypk( & 20 (1.49)

k

Or ce maximum est le point qui satisfait en tout point « :

dlog(Pr(y|x)

0, 1.50
o ( )
soit, si I’on consideére la PSF normalisée a 1'unité :
x
H—) =1, Yk, 1.51
( H-x/« ( )

ot la division est élément par élément. En multipliant cette expression de chaque coté par x,
cela conduit a définir l'itération j + 1 :

0=l ) A (1.52)
k

k 'H-x

qui est l'itération de 1’algorithme multiplicatif de Richardson-Lucy.
Il est possible d’introduire dans cet algorithme des contraintes supplémentaires par 1'in-
termédiaire d’une fonction f; les appliquant a chaque itération :

0= ge|(m ), (1.53)

Depuis 1'algorithme EM a été reformulé en introduisant des a priori sur les densités de
probabilité par I'intermédiaire de variables cachées.

ISRA : L'algorithme “Image Space Reconstruction Algorithm” (ISRA) est un algorithme
similaire adapté au bruit gaussien. Une reconstruction de notre exemple a donc été effectuée
avec cet algorithme. La mise a jour a l'itération k + 1 du pixel j est effectuée par :

T.W.
G+ _ ) (HT-W-y),
k k (HT.W.H.x(j))k'

(1.54)

L’algorithme tend vers le méme résultat que VMLM-B mais il a été arrété apres 40000 ité-
rations (plusieurs dizaines de minutes) avec un résultat (EQM = 35.4 dB) visuellement peu
différent de la solution de VMLM-B. Son spectre est présenté en vert sur la figure 1.12.

En résumé, si les premiéres itérations sont efficaces, les algorithmes avec des contraintes
de positivité ne donnent pas dans notre exemple de solutions satisfaisantes. Ceci s’explique
car ces algorithmes sont plus adaptés a des images d’objets sur fond noirs (ou au moins sur
fond homogene d’un niveau plus faible que tous les objets). En effet, a 'inverse de notre
exemple, dans ces images un grand nombre de pixels sont proches de zéro, les contraintes
de positivité sont donc beaucoup plus souvent actives et donc contraignent plus fortement
la solution. Ces contraintes sont encore plus efficaces si 'on connait le support des objets et
donc les zones de 1'image ot les pixels doivent étre proche de zéro.
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1.4.4.3 Limitation du nombre d’itérations

Sil’on utilise un algorithme itératif, une fagon de restreindre 1’espace des parametres est
de limiter le nombre d’itérations. Ceci permet, plus finement qu'une troncature brutale, de
controler la reconstruction et de I'arréter lorsque le signal reconstruit disparait sous le bruit.
En effet, les algorithmes itératifs reconstruisent a chaque itération les modes les plus significa-
tifs encore présent dans les résidus. Grossiérement, pour une image, les premiéres itérations
reconstruiront les basses fréquences correspondant aux valeurs propres élevées de la fonc-
tion de transfert de 'opérateur de convolution (voir Fig. 1.6). Puis, au fur et a mesure des
itérations, des fréquences de plus en plus hautes (c’est-a-dire les valeurs propres les plus
faibles) sont reconstruites. Les reconstructions moins bien conditionnées nécessiteront donc
plus d’itérations. Ainsi, intuitivement, on comprend qu’il est possible de trouver un com-
promis entre reconstruction des hautes fréquences et amplification du bruit, en limitant le
nombre d’itérations.

100

Fic. 1.13 — Evolution de l'erreur quadra-
tigue moyenne en dB en fonction du nombre
d’itérations (algorithme VMLM).

Fic. 1.14 — Meilleure reconstruction avec

VMLM (24° itération) (EQM = 23.7 dB).

Sil'on trace, comme a la figure 1.13, I’évolution de I'erreur quadratique moyenne en fonc-
tion du nombre d’itérations, on constate que pendant les premiéres itérations la reconstruc-
tion est efficace et 1’erreur décroit. Mais apres quelques dizaines d’itérations, cette erreur re-
monte car le bruit commence a étre amplifié. Il existe donc un nombre d’itérations optimal
avec le meilleur compromis entre la reconstruction et ’amplification du bruit. Dans notre
exemple l'erreur quadratique moyenne est minimale pour a la 24° itération, et le résultat
est montré a la figure 1.14. Sur cette reconstruction, on peut voir de nombreux détails in-
visibles dans les données floues avec un bruit nettement inférieur aux résultats précédents.
Cependant, de nombreux artefacts sont présents et les rebonds autour des bords francs sont
particulierement génants. Ces rebonds sont les symptomes d"une sous-estimation des hautes
fréquences de I'objet comme on peut le voir sur le spectre présenté a la figure 1.15.

Cette limitation du nombre d’itérations peut étre employée conjointement avec la positi-
vité. En observant 1’évolution de I'erreur quadratique moyenne dans les algorithmes présen-
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Fic. 1.15 — Profils radiaux des spectres Fic. 1.16 — Meilleure reconstruction (25°
des meilleures reconstructions pour les al- itération) avec VMLM-B avec contraintes de

gorithmes : VMLM-B avec (en magenta) et positivité (EQM = 23.5 dB).
sans (en bleu), contraintes de positivité (en

magenta) et ISRA (en cyan) comparées aux

spectres de I'image originale (en noir) et des

données (en rouge).

tés a la section précédente, il a été possible de déterminer le nombre d’itérations minimisant
cette erreur. Il a fallu 25 itérations pour VMLM-B (résultat présenté Fig. 1.16) et 375 pour
ISRA. Dans notre cas I'ajout de la positivité n’améliore pas beaucoup le résultat quantitatif
(EQM = 23.5 dB pour VMLM-B et EQM = 23.6 dB pour ISRA).

Limiter ainsi le nombre d’itérations permet d’obtenir un bon compromis entre la resti-
tution des hautes fréquences de I'image et I’amplification du bruit. Mais cette méthode se
heurte a un nouveau probleme : comment déterminer a priori le nombre optimal d’itérations.
Il existe de nombreux travaux sur les criteres d’arréts de ces algorithmes d’apres 1'étude a
chaque itération de la reconstruction et de son évolution (HEBERT, 1990; LANTERI et al. , 2002).

1.4.4.4 Reparamétrisation

Les problemes liés a mauvais conditionnement peuvent étre amplifiés par la facon dont
est défini l'espace des parametres. L'espace des parametres découle souvent de la fagon dont
sont acquises les données et n’est pas forcément 'espace de représentation le plus adapté;
par exemple, en déconvolution, 1'espace des parametres qui est une matrice de pixels est
identique a 'espace des données. Or la fagon dont va se faire la résolution dépend de cet
espace, en particulier dans le cas de la troncature : I’échantillonnage possible de la fréquence
de coupure dépend de I’échantillonnage de 1’espace des parametres. Il est donc raisonnable
de penser que I'on peut améliorer la solution en changeant l’espace des parameétres. Plus
ce nouvel espace permettra de séparer le signal du bruit, meilleure sera la solution car il
permettra de séparer finement Ker(H) et P = (Ker(H))™*.

En traitement d'image, la reparamétrisation la plus populaire est la décomposition sur une
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base d’ondelettes. En effet cette représentation est dite parcimonieuse, c’est-a-dire que, dans la
plupart des cas, une grande partie des coefficients de la décomposition en ondelettes sont
trés proches de zéros, et donc que la majorité de I'information est contenue dans un petit
nombre de coefficients. Il est donc possible de reconstruire que ces coefficients prépondérants
et seuiller ceux qui sont trop faibles pour éliminer plus finement les composantes bruitées
que dans 'espace de Fourier(KALIFA et al. , 2003; MURTAGH et al. , 1995). De nombreux autres
espaces de représentation ont par ailleurs été proposés(DONOHO, 1995; KrRiM et al. , 1999).

Il est aussi possible d’utiliser des connaissances a priori sur le probleme étudié pour dé-
terminer un espace des parametres bien adapté a ce probleme particulier. De plus avec ces
a priori, cet espace peut étre plus petit que I'espace initial des parametres contraignant forte-
ment la solution. Par exemple l'algorithme CLEAN (HOGBOM, 1974) permet d’effectuer une
déconvolution en définissant les parametres comme un ensemble de sources ponctuelles. De
plus, une telle représentation permet de traiter ces sources ponctuelles itérativement ; en ef-
fet, a chaque itération, on n’a, comme parametres, que la position de la source courante ce qui
contraint trés fortement la résolution du probléme. Depuis cette approche a été étendue (Wa-
welet CLEAN) et plusieurs auteurs ont proposé une décomposition de 1'image deux partie
une comprenant les sources ponctuelles une autre un fond relativement lisse (GIOVANNELLI et
CouLAIs, 2005; MAGAIN ef al. , 1998; PIRZKAL et al. , 2000).

1.4.5 Le filtre de Wiener

La mesure quantitative de la qualité de la reconstruction par l'erreur quadratique
moyenne définie a 1’équation 1.33 conduit a imaginer un filtre reconstructeur optimal minimi-
sant cette erreur. Cette idée a abouti a la construction du filtre de Wiener proposé par WIENER
(1949). Bien qu’il ne soit pas élaboré dans une approche probléme inverse, il est tres important
en reconstruction et mérite d’étre discuté ici. Ce filtre inverse linéaire fVienen qui reconstruit
la solution la plus proche possible de I'image vraie au sens de 'erreur quadratique moyenne,
est dérivé de deux criteres :

Un filtre linéaire : C’est le filtre linéaire définissant la solution x(Wienen) .

x(Wiener) — f(Wiener) £y, (155)
Minimisant I’erreur quadratique moyenne :

f(Wiener) = arg minE {”x(Wiener) _ x(vrai)HZ} , (1.56)
S

argfmin E {Z ((fyn - xzfai)z} (1.57)

k

Sous I'hypothese d"un bruit décorélé et centré, ce filtre s’écrit, dans 'espace de Fourier (THIE-
BAUT, 2005) :
}Wlener) — u — ] (158)
E {1,
E {l),e(uvrai)lz}
Cette équation et la figure 1.17 montrent que le filtre de Wiener correspond au filtre inverse
direct (Eq. (1.34)) pondéré par le rapport signal sur bruit. En effet ce filtre est tres proche du

h?
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Fic. 1.17 — Profils radiaux des fonctions F1c. 1.18 — Reconstruction avec le filire de
de transfert du filtre de Wiener (en bleu), Wiener (EQM = 22.2 dB).

du reconstructeur des moindres carrés (en
rouge) et du noyau de convolution (en noir)

filtre inverse quand le rapport signal sur bruit (RSB) est fort mais il est atténué lorsque le RSB
est faible :

1

. — si RSB>1

;Wlener) ~ . (1.59)
0 si RSB« 1.
avec :

IR B {150}

RSB= ,|————M— (1.60)

E {b. )

Le résultat est illustré sur la figure 1.18 et présente une erreur de EQM = 222 dB. Il
représente le meilleur résultat possible au sens de I'erreur quadratique moyenne pour un filtre
linéaire. Sur ce résultat de nombreux détails invisibles dans I'image floue sont bien résolus (les
détails de la caméra, le toit et les piliers au fond. . .). Il reste cependant un bruit résiduel, coloré
par les zéros de la fonction de transfert, et des artefacts de rebonds autour des bords francs.
N’ayant pas de contraintes, le résultat peut présenter des valeurs impossibles physiquement
comme des pixels négatifs.

L'inconvénient majeur du filtre de Wiener est que 1’on connait rarement les densités spec-
trales du bruit et du signal et celles-ci doivent étre estimées d’apres les données. Cependant,
le spectre des images naturelles suit généralement une loi de puissance assez simple (Voir
Fig. 1.8) qui peut étre paramétrée de la facon suivante :

E {150} ~ allul” . (1.61)

ol @ et B sont des hyper-parametres et doivent étre estimés séparément. Sous I’approximation
d’un bruit blanc décorélé et centré (E { I@ulz} = cst), le filtre de reconstruction se présente sous
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la forme : A
o = i (1.62)
[ e e— .
hl? + o lulf?

Il reste néanmoins a estimer les des hyper-parametres o’ et 8, ce qui sera traité a la section
1.4.7. En les déterminant par Validation Croisée Généralisée (GCV), ona a = 0.0066 et 5 = 2.20,
et la reconstruction correspondante présente une erreur de EQM = 23.0 dB a peine plus
importante que celle produite par le filtre de Wiener en connaissant les spectres.

1.4.6 Maximum a posteriori

Au cours de la section précédente nous avons vu que 1'ajout d’a priori (positivité, repa-
ramétrisation) permet d’améliorer la solution au sens du maximum de vraisemblance. En
utilisant le formalisme développé a la section 1.3, il est possible d’utiliser des a priori plus
précis sous forme de densités de probabilité et de définir une solution dite solution au sens du
maximum a posteriori (MAP).

A la section 1.3.5, I'équation 1.25 définit une densité de probabilité a posteriori. Cette den-
sité de probabilité définit en quelque sorte toutes les solutions, chacune associée a une proba-
bilité, du probléeme inverse, étant données les mesures y. La solution au sens du maximum a
posteriori xMAP) st i il existe, le maximum de cette densité de probabilité :

xMAP) — arg max ngSt(x |y) = arg min Opap(x) (1.63)
X X

ot Dpap(x) est une fonction d’adéquation définie par :
Opiap(x) = —log(f5™(x ). (1.64)
D’apres I'équation 1.25 on a :
Dyiap(x) = — (log(k) + log (/P (x)) + log (L(x | y)) - (1.65)

Sil’on supprime la constante k qui n’a aucun effet lors de la minimisation, la fonction ®yap(x)
se décompose en deux termes :

Opap(x) = Pvy(x, y) + Pregul(x) , (1.66)

avec
Ovv(x,y) = —log(L(x]|y)) + cste, (1.67)
Dpegu(x) = —log (P (x)) + cste. (1.68)

Oy est le terme de vraisemblance (ou d’attache au données) défini a la section 1.4.3 et Oregul
est un terme d’a priori appelé terme de régularisation.
1.4.6.1 Cas stationnaire et gaussien

Dans le cas ot1 les fluctuations des observables et du modele sont gaussiennes et centrées,
respectivement de matrices de covariance Cyps et Cpod, On montre (TARANTOLA, 2005) que
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celles-ci s’additionnent en une matrice rendant compte de toutes ces erreurs : Cprit = Cops +
Ciod. Le terme de vraisemblance s’écrit donc :

(H-x—y)T- oic - (H-X =) (1.69)

bruit

N —

Dy (x,y) =

Sil'a priori sur I'objet est lui aussi gaussien centré autour de la solution a priori xpor et de
matrice de covariance Cpyior, le terme d’a priori est :

1 T
DRegui(x) = 5 (xprior - x) : Cprlior : (xprior - x) . (1.70)

On obtient ainsi, analytiquement, la fonction d’adéquation a posteriori
T T
2 Opap(x) = (H X = y) : Cbrluit : (H X y) + (xprior - x) : Cprlior : (xprior - x) ) (1.71)

qui n"accepte qu'un seul maximum (le maximum a posteriori). Cette solution au sens du maxi-
mum a posteriori est (TARANTOLA, 2005) :

-1
X0 = e+ (HT - Gl - H+Cl ) - HT - Cli - (v = H - prior) (1.72)
T T -1
= Xprior + Cprior -H" - (H : Cprior -H" + Cbruit) : (y -H- xprior) s (173)
T -1 N o | -1
= (H ) Cbruit “H + Cprior) ’ (H ’ Cbruit "yt Cprior ’ xprior) ' (1 74)

L'utilisation de I'une de ces trois formulations équivalentes est basée sur des criteres de facilité
du calcul numérique; la taille des matrices a inverser est différentes suivant la formulation.
De méme, la covariance a posteriori de la solution est :

Cpon = (HT- G5 H+CL ) (175)

bruit prior

On peut constater que Cpost < Cprior, Ce qui signifie que I'estimateur a posteriori présente une
variance plus petite que l'a priori, traduisant ainsi le gain apporté par 'information issue de
I'expérience.

Les matrices de covariance Cpic et Cprior SONt par définition symétriques semi-définies
positives, et sous I’approximation circulante (stationnaire) il est possible de les diagonaliser

dans l'espace de Fourier :

C F~!.diag(¢) - F, (1.76)
¢ = Fe_g, (1.77)

ou c_ est la premiére colonne de C et F I'opérateur matriciel de la transformée de Fourier
discrete dont les coefficients sont définis par :

—-i2nkm
Fk,m = CXP(T) . (178)
Son inverse est définie par
1
F'l=—F. 1.79
N (1.79)
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En utilisant le théoreme de Parseval, on peut réécrire la fonction d’adéquation ®pap(x)
dans l'espace de Fourier :

N o 1 1 ~ 2 1 rior 2
Dpiap(®) = — A % = 9|+ —= |2 =z |- (1.80)
Le minimum de ®yap(®) est atteint au point xP°V tel que :
Braap () Orgap (P
MAP(/\ u) i MAP(/\ W _ 0. Vu. (1.81)
ORe(xPos),) A Tm(x(PosD),)
Donc .
7 62ru1t prior
h“ Yu+ 6‘prior u
~post _ u
oSt _ —. (1.82)
[ +
u Aprior

u
Ce qui est la solution du filtre de Wiener montré a la figure 1.18 (pour construire le filtre de

Wiener on a supposé que &, = 0). La solution du filtre de Wiener est donc un cas particulier
de I'approche au sens du maximum a posteriori.

1.4.6.2 a priori de type lissage

Malheureusement, dans la plupart des cas, on ne dispose pas d’a priori aussi précis sur
x, et on ne connait pas Xprior €t Cprior. L'a priori le plus utilisé consiste a considérer que 1’objet
d’origine est relativement lisse. On définit donc un a priori de type lissage minimisant 1’écart
quadratique entre deux voisins :

DRegui(¥) = u|ID - x]f3 , (1.83)

ou D est un opérateur différentiel généré par exemple en voisinage Vs par le noyau :

1 1

| V2 V2
=——| 1 —4-2v2 1|, (1.84)

@+2v2)| 1

V2 V2

ou u est un parametre positif permettant de régler le niveau de lissage voulu.
Cette fonction de lissage peut aussi s’écrire

DRegu(¥) = px" -D'-D - x. (1.85)

C’est en quelques sorte une décomposition de Cholesky de l'inverse de la matrice de cova-

. -1 ’ . . . -1 N _
riance Cprior. C’est une approximation gaussienne de Cprior. Dans ce cas, le parametre y corres
pond a I'inverse de la variance 0-5 de la loi (gaussienne) de distribution des écarts entre deux
pixels voisins :
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, . . o -1 1P .
I'approximation Wiyiori de Cprior s’écrivant donc :

1

2
20'd

Wosior = D'-D. (1.86)

Dans I’espace de Fourier cet a priori de lissage s’écrit :

~ H s 2
() (x) = E e %y | . (1.87)
Regul Npixel _ u
Cl = —— diag(|u? s 1.88
phor = 77 ) (1.88)
avec #21° = 0.

Fic. 1.19 — Meilleure reconstruction (@ =
3.6e~*) avec une régularisation de type gra-
dient quadratique. (EQM = 23.1 dB).

Si les bruits de modélisation et du capteur sont blancs gaussiens centrés et de variance
totale o7, on montre que la solution au sens du maximum a posteriori s’écrit :

A hy 9
XEOSt — u u2 (189)
bR Tdn
1l + =2 Jul
9%

2
On peut aussi constater que le rapport a = Z—‘é regle I'apport de 1'a priori. Sil’on ne connait

. 2 . 2 . 2 2 . N 7 N
ni o; ni o, (ce qui est le cas en général), cet @ devient un hyper-parametre que 1’on aura a

déterminer pour trouver la solution qui minimise :

Opap(x) = Pmy(x, y) + @ Oregui(X), (1.90)



1.4. La résolution du probléme inverse

35

en normalisant @y (x,y) et Dregui(x) de sorte que 20'3 = 20'% = 1. ’équation 1.89 se réécrit
alors : -

£Post = L (1.91)

ul? + a |u?

Cette équation correspond a 1'utilisation du filtre de reconstruction de Wiener défini a 1’équa-
tion1.58 avec 8 = 2. Le résultat pour « optimal, est affiché a la figure 1.19. Notons qu’a la
fréquence nulle, I'inverse de la covariance a priori est nulle; cet a priori conserve ainsi 1’éner-
gie de I'image et ne biaise donc pas la moyenne de la reconstruction.

1.4.6.3 Cas non stationnaire

Jusqu’a présent, seul le cas stationnaire et circulant a été considéré, c’est-a-dire que l'on a
considéré outre que le bruit est stationnaire mais aussi I'image en supposant que la statistique
de I'image était la méme en tout point de celle-ci. Intuitivement, on peut constater que cette
approximation est fausse car une image possede généralement plusieurs zones de textures
(et donc de statistiques) différentes. De plus, on s’est toujours placé dans 1’approximation
circulante qui permet d’effectuer l'opération de convolution en utilisant la transformée de
Fourier. Dans cette approximation on considere que 'image est répétée a l'infinie, et donc
que la premiere ligne (resp. colonne) de 'image est contigué a la derniére.

L'image floue présentée a la figure 1.2 ayant été créée par transformée de Fourier, nous
proposons d’étudier la déconvolution d’une nouvelle image pour étudier l'effet de ce cas
particulier de données non stationnaire. Cette nouvelle image est donc formé a partir 'image
floue du Cameraman présentée a la figure 1.2 a laquelle on a supprimé un cadre épais comme
la largeur de la PSF de sorte que la derniere ligne (resp. colonne) soit indépendante de la
premiere.

Fic. 1.20 — Reconstruction avec le filtre
de Wiener dans le cas non stationnaire
(EQM = 38.0 dB)

Cette image y“"P de taille 248x2438 est ensuite déconvoluée par le filtre de Wiener décrita la
section 1.4.5. Le résultat est présenté sur la figure 1.20. Ce résultat est décevant et tres différent
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de celui présenté a la figure 1.17. On constate sur I'image de nombreuses oscillations paralléles
aux bords empéchant de discerner les détails. Ce phénomene est appelé repliement de champ.
I1 est di a l'utilisation de 1’approximation circulante, liée a la FFT, pour la reconstruction
alors qu’elle n’a pas été utilisée pour synthétiser 'image floue. En effet, 'image floue a été
construite de maniere a ce que le flou de la premiere ligne (resp. colonne) n’ait pas d’influence
sur la derniere ligne (resp. colonne). Il peut donc y avoir une différence arbitrairement grande
entre les valeurs des pixels de la premiére ligne (resp. colonne) et de la derniére ligne (resp.
colonne). Cette différence engendre des hautes fréquences verticales et horizontales dans le
spectre de I'image floue; et ces hautes fréquences sont fortement amplifiées par le filtre de
Wiener.

o

Fic. 1.21 — Meilleure reconstruction MAP Fic. 1.22 — Carte des poids utilisés dans la
(a = 3.6e7%) avec une régularisation de type fonction de vraisemblance.

gradient quadratique dans le cas non sta-

tionnaire (EQM = 23.1 dB).

Pour résoudre ce probleme il est nécessaire d’estimer la valeur des pixels hors de 'image
dans un cadre de la largeur de la PSF. En effet, ces pixels non mesurés, transmettent une partie
de leur énergie via 1'opération de flou aux pixels mesurés. On cherche donc a reconstruire
I'image x de taille 256 x 256 pixels d’apres les données y définies par :

P iy est mesuré
Ve = { Tk Yk ' (1.92)

0 sinon .

ou la différence entre k et k” est choisie de sorte que I'image y“"°P soit au centre de y.
Cela amene a modifier le terme de vraisemblance pour prendre en compte que la valeur
des pixels non mesurés est inconnue :

1 T
(DMV(x,y)—E(H-x—y) ‘W (H-x-y). (1.93)
ol la matrice de poids W est définie par :

-1 . ) ,
Wi = { [Cbruit]i,’ 7 siyiety;sont mesurés, (1.94)

0 sinon.
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dans le cas d'un bruit gaussien décorélé W devient diagonale avec :

. { Var(y;))™'  siy; est mesuré, (1.95)

0 sinon .

La diagonale de W est affichée a la figure 1.22. Notons que dire que w;; = 0 revient a considérer
que la variance o; de la mesure y; est infinie, ce qui signifie que 1’on a aucune idée a priori sur
la valeur de ce pixel et que toutes les valeurs de R sont équiprobable.

Malheureusement, dans ce cas, il est impossible d’obtenir la solution de maniere analy-
tique et ’on doit utiliser une méthode itérative. Le résultat obtenu avec VMLM est montré a
la figure 1.21. Ce résultat est équivalent a celui obtenu dans le cas stationnaire. Notons que
les valeurs non mesurées ont été extrapolées de maniere réaliste.

1.4.7 Réglage des hyper parametres

Une fois la régularisation bien définie, une solution existe au sens du maximum a poste-
riori. Cependant, en I’absence d’information compleéte sur la nature du bruit et sur la statis-
tique a priori de I’objet, cette solution dépend des hyper-paramétres.

U DL DL L BN L B
40 7
35 7
30 >
25 .
I I T IR TP B P B
10°° 10* 102 10%
Fic. 1.23 — Meilleure reconstruction (@ = Fic. 1.24 — Evolution de I'erreur quadra-
3.6¢7%) avec une régularisation de type gra- tique moyenne en fonction de la valeur de
dient quadratique (EQM = 23.1 dB). I'hyper-parametre.

Prenons le cas du probleme de déconvolution posé plus haut ot1 I’on utilise une régulari-
sation de type gradient avec une norme quadratique comme a 1’équation 1.91. Cette solution
calculée analytiquement dépend de I'hyper-parameétre «. Il faut donc maintenant, pour effec-
tuer un bonne reconstruction, estimer a. Dans ce cas, la solution étant analytique, la recons-
truction pour une valeur donnée de «a est tres rapide. Il a donc été possible de procéder de
maniére supervisée en modifiant manuellement @ pour obtenir la meilleure reconstruction.
Cette reconstruction est affichée sur la figure 1.23.

Puisque 1’on connait I'image d’origine, il a aussi été possible de tracer I’évolution de I’er-
reur quadratique moyenne en fonction de la valeur de I'hyper-paramétre & comme le montre
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Fic. 125 — Reconstruction sous- Fic. 1.26 — Reconstruction sur-régularisée
régularisée (@ = 3e¢™) avec une régu- (@ = 3¢73) avec une régularisation de type
larisation de type gradient quadratique gradient quadratique (EQM = 24.1 dB).
(EQM = 29.4 dB).

la figure 1.24. Sur cette figure, on peut voir que l'erreur varie de maniére logarithmique et
que de petites variations de 1’hyper-parametre aboutissent a des erreurs de reconstruction
similaires. Ceci signifie qu’il n’est pas utile de chercher I'hyper-parametre optimal mais plu-
tot un bon ordre de grandeur de celui-ci. L'effet de I'hyper-parametre sur la reconstruction
est présenté sur les figures 1.25 et 1.26. Si ’hyper-parametre est trop petit, on parle de sous-
régularisation, les détails sont bien reconstruits mais 1'image est noyée dans le bruit. A I'in-
verse, s'il est trop grand, on parle alors de sur-régularisation, 'image est trop lisse, les détails
peu visibles et les artefacts (effets de Gibbs) plus présents.

Cependant, pour une utilisation réguliére de ces algorithmes, il est nécessaire de trouver
une fagon de régler automatiquement ces hyper-parametres. Pour ce faire, les deux méthodes
les plus usitées sont la validation croisée généralisée (GCV) et la méthode de la courbe en L
(L-curve).

1.4.7.1 La validation croisée

La validation croisée est fondée sur la possibilité de prédire des mesures manquantes lors
de I’estimation de la solution du probleme inverse. En effet, pour chaque valeur de I'hyper-
paramétre q, il est possible de déterminer une solution x(a, k) de ®vmap(e, y \ yr) en prenant en
compte toutes les mesures sauf la k¢. La validation croisée est alors définie comme la somme
pondérée des différences entre la valeur prédite et la mesure :

1
CV(@) = D | = Gila k) -y, (1.96)
r Tk

ol O'i est la variance de la k€ mesure et j(a, k) est le modele issu de la solution x(a, k) : (e, k) =
H-x(a, k). Pour un hyper-parametre donné «, la validation croisée CV(a) mesure la capacité de
la solution a estimer correctement des mesures manquantes. Le choix de I'hyper-paramétre
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qui minimise CV (@) apparait comme un bon choix car il donne la solution la plus stable par
rapport aux données manquantes. Pour un calcul plus rapide, 'équation 1.96 peut se réécrire :

B (Fr(@) — yx)?
CV(a) = ; 7 (—as@)” (1.97)

ou j(@) = H - x(@) avec tx(@) I'objet reconstruit a hyper-parametre « fixé, et ot ai () est la
diagonale de la matrice d’influence a(a) :

0yj(a)
O

aj4(@) = (1.98)

En 1979 Golub et al. (GOLUB et al. , 1979) ont proposé une version pondéré de la validation
croisée : la validation croisée généralisée (GCV) :

Sk 02 Grl@) — yi)?

GCV(a) = .
~ Nk akk(@)

(1.99)

Dans notre exemple sur la déconvolution en présence de bruit gaussien et avec une régu-
larisation de type gradient muni de la norme quadratique, le critere de GCV est (THIEBAUT,
2005) :

Su (1= fu@) But@P
1 - ﬁ Zu fu(a’)

ou f(a) est le filtre reconstructeur convolué par la PSE c’est-a-dire le filtre qui permet de
passer des données y au modele j(«) de celles-ci :

GCV(a) = (1.100)

R |, [?
fu =

R | N (1.101)
hul? + a ul?

Dans notre exemple, ce critére de GCV est minimum pour « = 3.8¢™* conduisant a une erreur
de reconstruction EQM = 23.2 dB a comparer avec 'erreur pour « optimal EQM = 23.1 dB

1.4.7.2 Méthode de la courbe en L ( L-curve)

La deuxieme méthode populaire pour déterminer I’hyper-paramétre est la méthode dite
de la courbe en L (L-curve) proposée par Hansen (HANSEN, 1992). L'idée de cette méthode
est de tracer la valeur du terme de régularisation ®reou(x(@)) en fonction du terme d’attache
aux données @yy(x(a),y) une fois la solution atteinte, en faisant varier '’hyper-parametre a.
Comme on peut le voir a la figure 1.27, cette courbe paramétrique est en forme de L. Ceci
s’explique car lorsque « est faible, la solution est sous-régularisée (et proche de la solution au
sens du maximum de vraisemblance) et ®yap est dominée par Oyy qui tend vers son mini-
mum (Npixe1s/2) quelle que soit la valeur de ®gegou, a l'inverse si @ est grand alors la solution
est sur-régularisée et ®reyy domine, 1’objet reconstruit étant tres proche de 1’objet a priori. On
peut légitimement que penser lorsque ’on est a l’hyper-parametre optimal les valeurs de Oy
et Dgegy sont équilibrées, c’est-a-dire lorsque leurs variations par rapport a I’hyper-parametre
est du méme ordre de grandeur. Ceci est confirmé par la courbe en bleu de la figure 1.27
représentant la variation de I’erreur quadratique moyenne en fonction du terme ®yy de vrai-
semblance. Cette courbe présente en effet un minimum a peu pres au niveau du coin de la
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Fic. 1.27 — Exemple d’'une L-curve, valeur a la convergence du terme de régularisation en fonction
de la valeur du terme de vraisemblance (en noir) superposée a la courbe bleu de I'erreur quadra-
tigue moyenne de reconstruction (EQM) en fonction de la valeur du terme de vraisemblance.

courbe en L. Trouver 1'ordre de grandeur optimal de I’hyper-parametre correspondra donc
a trouver I'’hyper-parametre, a la limite entre la zone verticale et la zone plate de la courbe.
Ceci est fait en général en déterminant ’hyper-parametre qui maximise la courbure de cette
courbe.

D’une maniere générale ces méthodes, GCV comme L-curve, ne sont pas toujours satis-
faisantes et ont tendance, dans de nombreux cas, a sur-régulariser la solution. Ces défauts
semblent amplifiés lorsque 'objet présente différentes parties avec des covariances tres diffé-
rentes. L’automatisation du réglage des hyper-parametres est une question encore largement
ouverte et de nombreuses recherches sont encore a effectuer dans ce domaine. De plus, il
est difficile de définir ce qu’est une bonne solution, et cette définition dépend clairement de
l'application sous-jacente au probleme inverse. Par exemple une bonne solution est-elle la so-
lution la plus satisfaisante visuellement, celle qui minimise 1’erreur quadratique moyenne ou
n’importe quelle autre métrique pouvant mesurer des erreurs ? dans quelle mesure quelques
pixels aberrants rendent difficile I'interprétation? Vaut-il mieux avoir une solution avec le
minimum de bruit résiduel, ou une solution bruitée mais moins biaisée par les a priori ?

1.4.8 Une densité de probabilité comme solution d’un probleme inverse

Au travers des paragraphes précédents, nous avons défini une densité de probabilité f
(que ce soit de vraisemblance ou a posteriori) solution du probleme inverse. Il semble en effet
comme le suggere Tarantola (TARANTOLA, 2006), que donner une collection de solutions assor-
ties de leur probabilités respectives plutdt qu'une seule solution est une réponse rigoureuse a
des problemes mal-posés. Malheureusement, une densité de probabilité, surtout lorsqu’elle a
beaucoup de dimensions, est difficile & représenter et a manipuler et, dans la grande majorité
des problemes, on préférera connaitre son maximum. La solution au sens d'Hadamard est en
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fait ce maximum.
Dans ce cadre les conditions d’'Hadamard sur f deviennent :
— Existence : la densité de probabilité f(pld) est non nulle dans tout 1’espace des données
D,
— Unicité : f n"admet qu’un seul maximum dans P,
— Continuité : f est continue dans P.

1.5 Optimisation

Une fois que I'on a défini la densité de probabilité f (a posteriori ou de vraisemblance)
solution du probleme inverse, on souhaite généralement connaitre son maximum. A moins
que les parameétres et les données soit reliées linéairement et que leurs fluctuations soient
gaussiennes, il est difficile de trouver ce maximum analytiquement. Lorsque f est de grande
dimension et/ou qu’elle est trés rugueuse (obligeant a un échantillonnage tres fin), il est to-
talement impossible d’échantillonner régulierement f a la recherche de son maximum. On
procede donc de maniere itérative pour trouver le jeu de parametres x qui maximise cette
fonction.

Il y a deux grandes familles d’algorithmes pour trouver ce maximum : ceux qui exploitent
la continuité et la courbure de cette densité de probabilité pour trouver petit a petit son maxi-
mum a l'aide d’algorithmes d’optimisation continue, et ceux qui, si cette fonction n’est pas
assez continue, échantillonnent de fagon pseudo-aléatoire cette densité de probabilité a la re-
cherche de son maximum en utilisant des algorithmes de type Monte-Carlo. Si la densité de
probabilité est continue mais présente de nombreux extrema locaux, il est possible de coupler
ces deux types d’approches (RONDEAU, 2007).

1.5.1 Description

Comme on 1'a vu a la section 1.3.8, il est plus facile de rechercher le minimum d’une
fonction d’adéquation f’ que le maximum de la densité de probabilité f. On choisit donc
de minimiser fé(p) = —log(fg(p)), ce est équivalent a maximiser fg(p). Dans la suite de cette
section, pour alléger la notation (et éviter la confusion avec une dérivée) le prime sera omis
de sorte que la notation f fera référence a f’. Cette section décrivant brievement la théorie
de I'optimisation continue est largemement inspirée par le livre de ? dans lequel le lecteur
pourra trouver des approfondissement.

Les méthodes d’optimisation permettent de trouver le minimum de f en utilisant la conti-
nuité de f(x). Ce sont des méthodes itératives o1 a chaque itération k + 1, on met a jour les
parametres x| tel que :

Xi+1 :xk+6xk. (1.102)

Elles utilisent le développement de Taylor a 'ordre 2 de f :
1
fx+8x) = f(x)+g" - dx + 3 xT-B - dx + o(||dx|*), (1.103)

ou g & Vi f(x;) et B & V2 f(xx) sont respectivement le gradient et la hessienne de f pris en
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X .
d
g], = a—){(x) (1.104)
_&f
[Bl;; = axiaxj(x)' (1.105)

1.5.2 Newton

Minimiser f(x + dx) (Eq. (1.103)), a l'itération k est équivalent & minimiser la forme qua-
dratique ¢(dx) définie par :

1
q(6x)=gT-6x+§6xT-B-6x. (1.106)

I est démontré que si B est définie positive, alors cette fonction accepte un minimum au
point dx* tel que :
B-dx"=-g. (1.107)

Ce minimum dx* est appelé pas de Newton (5xNW°V). 11 est démontré que l'algorithme de
Newton qui, a chaque itération, réalise le pas de Newton converge pour toute fonction f
Lipschitz-continue (i.e. Y(x,y), 3C € R tel que |f(x) — f(y)| < C|x —y|).

Malheureusement cette méthode a peu d’intérét pratique car elle souffre de deux incon-

vénients importants :

— Tout d’abord, le calcul de B™! est lourd et doit étre effectué a chaque itération pour les
problemes non-linéaires. Cela pose non seulement des problemes de temps de calcul,
mais surtout, comme la taille de B! est égale au carré du nombre de paramétres, il
devient impossible de la stocker lorsqu’il y a un grand nombre de parametres.

— Davantage encore, si B est mal conditionnée (Voir Sec. 1.2.8) et posséde des valeurs
propres proches de zéro, le calcul numérique de B~! devient instable (une petite erreur
sur B entraine une large erreur sur B~! et donc sur le pas). De plus ce calcul devient
carrément impossible si B n’est que semi-définie positive.

1.5.3 Quasi-Newton

Pour contourner ces problémes, les algorithmes dit de quasi-Newton effectuent la mini-
misation de f(x) avec une suite de pas Newton en utilisant une approximation A de l'inverse
de la hessienne B7!. Le pas de quasi-Newton 8x@; est donc :

Sx @, = —A; - g,. (1.108)

ol A; est choisie définie positive. C’est en quelque sorte un algorithme de descente le long
du gradient pré-conditionné. Il est démontré (PRESS et al. , 1986) que cet algorithme converge
linéairement vers un minimum local x* . C’est-a-dire, qu’au voisinage de la solution :

et = x| =¥ ek = x| (1.109)

avec
_ K(A-B)-1

V—W- (1.110)
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On constate donc que, plus le conditionnement de (A -B) sera faible, plus 1’algorithme conver-
gera rapidement. Le meilleur choix pour A est donc le choix trivial A = B!, ce qui signifie,
pour un probleme linéaire, que le probleme est déja résolu. Mais on voit ainsi que A doit étre
une bonne approximation de B! pour assurer une convergence efficace.

Il y a de nombreuses fagons de définir A. Nous ne présenterons que les méthodes qui
seront utilisées effectivement dans les chapitres suivants.

1.5.3.1 Algorithme du gradient / de plus grande pente

L’approximation la plus fruste de B! est l'identité Ay o« I : c’est l'algorithme de plus
grande pente ou la direction du pas est en définitive dans le sens opposé au gradient. Le
nouveau pas s’écrit alors :

5xTP = B - g, (1.111)

ou S est un scalaire controlant la longueur du pas. Cette approximation est cependant trop
brutale pour assurer une convergence rapide vers un minimum local.
1.5.3.2 Algorithmes a métrique variable

On peut appliquer a la matrice A une décomposition de Cholesky et celle-ci peut s’écrire
sous la forme A = C - CT ou C est une matrice inversible de changement de variable telle
que x = C - x” (PRrESS et al. , 1986). Si 1’on applique la méthode du gradient pour minimiser la
nouvelle fonction f'(x’) = f(C-x),ona:

X =x"k =B gk (1.112)

Soit en ré-appliquant le changement de variable :

g = Cp Vi f(Cr-xp) (1.113)
X1 = x—-Ci-Cf - gy (1.114)
Xiv1l = Xp—Ap- 8. (1.115)

On peut donc constater que trouver la matrice Ay optimale revient a effectuer le changement
de variable optimal tel que l’algorithme soit bien conditionné, d’ott le nom d’algorithmes a
métrique variable.

N’ayant pas a priori de bons pré-conditionneurs (et donc pas de matrice A optimale), il
faut donc partir avec une approximation tres fruste de B™' comme par exemple Ay = I et
essayer d’affiner I’approximation au fur et a mesure des itérations par des mises a jour Ay :

Ak+1 IAk+Ak. (1116)

Pour cela, on ne dispose que des valeurs de x, de la fonction f(x) et de son gradient g pris a
toutes les itérations déja effectuées.

L'idée est donc, ici, de collecter les informations sur la courbure au fil des k premieres
itérations pour mettre a jour A, ;. En effet, dans 'approximation quadratique les variations
du gradient sont reliées a la hessienne par :

8k+1 — 8k ~ Bia1 - (k1 — X)) (1.117)
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Il faut donc définir la correction Ay symétrique assurant que A, soit définie positive et que
I’équation dite de la sécante soit respectée :

Akl - Y = Sk (1.118)
avec

Sk = Xkl — Xk (1.119)

Ye = 8k+1 — 8k- (1.120)

Selon que Ay est de rang 1 ou 2, on parle de correction de rang 1 ou 2.

L’algorithme BFGS est I'algorithme & métrique variable le plus populaire. Il a été proposé
par les chercheurs Broyden, Fletcher, Goldfarb et Schano, d’oti son nom. Ils ont proposé la
mise a jour de rang 2 suivante pour la hessienne approchée :

Ye-yi Biosi-s] By

Bk 1 ZBk+ - . (1.121)
’ Y-Sk 7 Br- sk

Cette correction assure que si B est définie positive alors By, 'est aussi. Le pas est donc :
5x PO, = —B; ' gy, (1.122)

Notons qu’en pratique la mise a jour de By est faite sur son facteur de Cholesky C (C-CT = B)
rendant la résolution a I’équation 1.122 plus rapide.

Algorithme a Mémoire limitée : VMLM / L-BFGS Dans le cas de problemes a grand nombre
de parametres, la hessienne By trop volumineuse n’est non seulement jamais stockée mais
méme non explicitement calculée. Le calcul de (B,:1 gy est fait uniquement en utilisant les vec-
teurs {y;, sx} des dernieres itérations (en général de 1’ordre de 5) et d"une matrice By creuse.
Cette technique est utilisée par ’algorithme L-BFGS (??) appellé aussi VMLM pour Variable
Metric Limited Memory (??).

Prise en compte des contraintes : VMLM-B En présence de contraintes explicites sur les pa-
rametres, comme par exemple la positivité, les algorithmes précédement décrits ne sont plus
utilisable. L'optimisation sous-contraintes est un sujet de recherche en soit(?) ott beaucoup de
méthodes ont été proposée (points intérieurs, lagrangien...), et ici nous ne décrirons que la
méthode utilisé dans cette thése : a savoir VMLM-B une variante avec contraintes de 1'algo-
rithme VMLM. Cette méthode avec une implémentation légerement différente de L-BFGS-B
(?), utilise la technique des “active set”. Schématiquement, avec cette technique lors d'une
évaluation un parametre x; dépasse la borne (e.g. devient négatif), il est replacé sur la borne
(dans notre exemple x; = 0). Si ce pas est accepté (i.e. la fonction f décroit suffisement, voir
section?? ), alors l'itération va commencer avec ce parametre sur la borne. Dans le cas out
il y a des parametres x; sur les bornes et que leurs anti-gradients —g; pointent a 1'extérieur
de ces bornes alors on dit que les contraintes sont actives en k. L'ensemble des parameétres
x; ayant des contraintes actives sont alors exclus du jeux de parametres libres pour le calcul
de la direction de recherche. A l'itération suivante, ces parametres seront remis dans le jeux
de parametres libre si leurs contraintes deviennent inactives (c’est-a-dire que l’anti-gradient
pointe vers l'intérieur).
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1.5.3.3 Algorithme de Levenberg-Marquardt
Lorsque la fonctionnelle a minimiser est de type “moindres carrés” comme a 1’équation
1.41, elle s’écrit :
1
flxp) = 3 r(xk)T - W - r(x;) + constante , (1.123)
ol r(xy) est un résidu (comme par exemple r(xy) = y — m(xy) ) et W est une matrice de poids

symétrique souvent égale a I'inverse de la matrice de covariance des fluctuations.
Dans ce cas, la matrice hessienne de f se décompose en deux termes :

B, =J -W-Ji +S¢, (1.124)
ol Jx est la matrice jacobienne :
6r,~
Jelij = 7Gx (1.125)
J 6xj
azrn(xk)
[Sk]i,j = Z r'm Winn W(xk)- (1.126)

m,n

Lorsqu’on est proche de I'optimum, r(x;) est petit et centré sur zéro, Sy peut étre négligé et on
a l'approximation :
Bi=J, -W-Ji, (1.127)

qui est semi-définie positive par construction. Cette approximation est appelée approximation
de Gauss-Newton. Elle donne, a chaque itération, le pas :

5xCN) _ —(JE ) W.Jk)_l g (1.128)

Malheureusement cette approximation n’assure pas que By soit strictement définie posi-
tive a chaque itération. C’est pourquoi on fait appel a une méthode modifiée appelée algo-
rithme de Levenberg-Marquardt (d’aprés LEVENBERG, 1944) ot1 on ajoute a 'approximation de la
hessienne un terme proportionnel a I'identité :

B =J - W-Ji+ 41, (1.129)

ol Ak est un réel positif assurant que By est strictement définie positive. Lorsque A est grand,
le pas tend a étre identique au pas de 'algorithme du gradient. Ainsi quand on est loin du
minimum local le plus proche alors J; W J; est peu significatif et A; doit étre grand ; a I'inverse
si on est proche de ce minimum (J; W Ji) est une bonne approximation de la Hessienne est
Ak doit étre petit. Ce parametre A est en général réglé avec une méthode similaire a celle de la
région de confiance (voir section 1.5.4.2) ou une méthode de lagrangiens (voir section 3.6.2).

1.5.4 Recherche de la taille du pas

Les algorithmes de la familles “quasi-Newton” donnent en théorie immédiatement la di-
rection de descente et la longueur du pas a effectuer pour minimiser f. Cependant pour as-
surer la convergence il peut étre nécessaire d’ajuster la longueur de ce pas. En effet, faire des
pas plus grands peut accélérer la convergence mais en méme temps peut faire sortir de la
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zone ou I'approximation quadratique est justifiée. On doit donc faire une recherche linéaire
du parametre g tel que :
dx©OPY = g . 5x Q) | (1.130)

vérifiant la condition
Flxer + 0xOPY) < f(xp). (1.131)

Pour cela, on définit la fonction 1D a minimiser ¢(8;)
©(Br) = fxx +Br 5x V). (1.132)

Si f est différentiable, il existe un minimum ;" est tel que :

{ ¥ B 0, (1.133)

oB) < @Br) pour 0<pp <pB.

Cependant, chercher cet optimum peut signifier calculer un grand nombre de fois ¢(8x) pour
chaque itération ce qui peut étre tres long. En pratique les algorithmes d’optimisation se
contentent de trouver la valeur de S qui assure une décroissance suffisante de f. On cherche
donc la valeur de Sy dans un intervalle [a, b] qui assure la décroissance de f. Il y a plusieurs
méthodes pour déterminer et corriger cet intervalle ; la plus utilisée est la régle de Wolfe.

1.5.4.1 Regles de Wolfe

¢(B)
\ ].(P.(D)
| B
':'PII:D} mz'lP'l{U}
Fic. 1.28 — lllustration des conditions de Wolfe.

Phillip Wolfe a exprimé (WOLEFE, 1969, 1971) deux conditions sur 8 définissant I'intervalle
[a,b] en utilisant le gradient ¢’ (8) de ¢(8) comme illustré sur la figure 1.28 :

@(0) +my1 ¢’ (B), (1.134)
my ¢’(0), (1.135)

»(B)
©'(B)

<
=
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avec 0 < m; < m2 < 1 etm < 1. Cela signifie qualitativement que l'on fait un pas pas

trop grand pour décroitre suffisamment en évitant toutefois de faire un pas trop court. Il
peut sembler que ces conditions impliquent un temps de calcul plus long que des regles sans
calcul des gradients, mais en pratique les gradients ainsi calculés sont utilisés pour faire une
interpolation cubique de ¢(8) dans l'intervalle [a, b] et ainsi trouver le nouveau g lors de la
réduction de l'intervalle.

En pratique, on utilise m; o« 1073 et m, o 0.9. Ces conditions assurent a la fois une réduction
et une longueur de pas suffisantes. Lorsque ces conditions de Wolfe sont respectées, il est
montré que la convergence des algorithmes de quasi-Newton est garantie.

1.5.4.2 Région de confiance

L'intervalle [a, b] peut étre aussi défini comme l'intervalle dans lequel 1’approximation
quadratique est valide. En effet, plus le pas est grand, plus on risque que 'approximation
quadratique de f ayant servi a définir 5x@V; soit éloignée de la réalité. Il est donc possible
de définir une région de confiance (MORE et SORENSEN, 1983) dans laquelle ’approximation
quadratique est valide. Cette région de confiance imposera la borne A; fixant la longueur
maximale du pas permettant de rester dans l'accord quadratique, c’est-a-dire dans une zone
ol f(xy+1) n'est pas trop éloignée de son approximation quadratique g(xy+1). Le probleme est
donc trouver le pas 5x™); :

5x™, = —Ar g,  sousla contrainte : ||5x(TR)kH2 < Ag. (1.136)

La contrainte ||<Sx(TR)k||2 < Ay est assurée en utilisant un multiplicateur de Lagrange (voir
section 3.6.2). Il faut ensuite déterminer 1’accord quadratique r; entre f et son approximation :
qr(dxr) + f(xy)
Fe + 8x ™) — f(xp)
"k = TR)
qr(0xTR)) — g,(0)

Suivant la valeur de r, le pas est ou non accepté ou non et la région de confiance est ou non
modifiée :
— Sir <1, V'approximation quadratique n’est pas valide, le pas est rejeté : x;.1 = xy, et la

P gz k
région rétrécie : par exemple A1 = DX

(1.137)

- sin < rr < m, 'approximation quadratique est correcte et le pas est accepté : xji
xj + Oxy, et la région ne change pas : Ai1 = Ay),
- Si g < i, Vapproximation quadratique est quasi parfaite, le pas est accepté : xi. =
xj + Oxy, et si la contrainte est active la région élargie Ay = 2 Ay, 1.
Cette méthode de région de confiance est particulierement adaptée pour les algorithmes
de quasi-Newton car ceux-ci sont basés sur 'approximation quadratique de la fonction f a
minimiser. De plus, sa mise en oeuvre est particuliérement simple.

1.5.5 Critere d’arrét

Théoriquement, I’algorithme a atteint un minimum global quand la norme du gradient est
nul. En pratique, ce critere n’est pas utilisable pour deux raisons. La premiére plus fondamen-
tale est qu’en raison des erreurs d’arrondi des machines, il est difficile d’avoir numériquement
des gradients exactement nuls; il faut donc établir un seuil en dessous duquel les gradients
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sont considérés comme étant nuls. La deuxiéme raison est que lorsque 1’on s’approche de la
solution, les algorithmes font des pas de plus en plus petits autour de celle-ci. Méme dans le
cas d"un algorithme convergeant rapidement, les dernieres itérations servent souvent unique-
ment a raffiner une solution déja acceptable en modifiant les valeurs des pixels de quelque
centiemes de niveau de quantification. Il est donc intéressant de gagner du temps en arré-
tant I'algorithme avant la convergence. Déterminer le critére de d’arrét dans ce cas est un
probléme complexe et dépend souvent de la forme du critere minimisé et donc du probleme
considéré. C’est pourquoi, nous nous contentons a I’heure actuelle de seuils sur le gradient,
la variation du critére et la longueur du pas.

1.6 Origines des incertitudes

1.6.1 Incertitudes de mesure

La densité de probabilité sur les observables définie a la section 1.3.3.2 est due aux bruits
lors de la mesure de ceux-ci. Dans le cas des caméras, ces bruits sont principalement liés a
quatre processus différents présents lors de la formation des données :

Le bruit de photon est lié a la nature quantique de la lumiere. Il est d& au fait que 1’énergie
de 'onde électromagnétique est transmise par une quantité discrete de photons d’éner-
gie donnée. Du coup, a flux moyen constant, dans deux intervalles de temps égaux, le
nombre de photons arrivant sur le détecteur, et donc I'énergie mesurée peuvent étre
différents. Le nombre de photons détectés suit une loi de Poisson de parametre Ny, le
nombre moyen de photons. La variance et le rapport signal sur bruit associés a ce bruit
sont respectivement agh = Nph et RSB = \/Im . Cette variance augmente avec le nombre
de photons mais comme I"énergie moyenne mesurée varie comme son carré, ce bruit est
d’autant plus important que le nombre de photons est faible.

Le bruit thermique ou bruit de Johnson-Nyquist, est dii aux électrons générés spontanément
durant la pose et la lecture. Il dépend fortement de la température, et varie proportion-
nellement au temps de pose pour une température donnée. Ce bruit est a peu pres blanc
et sa densité de probabilité est trés proche d'une densité de probabilité gaussienne.

Le bruit de lecture se produit lors de la mesure du nombre de charges de chaque pixel. Il
est dGt d'une part a 'efficacité du transfert de charges, d’autre part a la précision de
I’amplification analogique. Ces deux quantités diminuent quand la vitesse de lecture
augmente. Dans la plupart des cas, le bruit de lecture est supposé gaussien avec un
écart type d’une dizaine d’électrons par pixel et il intervient de fagon indépendante une
fois lors de chaque mesure.

Le bruit de quantification est di a la quantification d"une valeur continue sur un nombre fini
de niveaux lors de la conversion analogique/numérique en vue d’un stockage et d'un
traitement par ordinateur. Ce bruit de quantification correspond a la différence entre
l'intensité recue par le pixel et le niveau discret affecté a ce pixel lors de la conver-
sion analogique-numérique. C’est donc un bruit uniforme d’une largeur d’un niveau
de quantification.
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1.6.2 Incertitudes de modélisation

Les incertitudes sur les observables liées a la modélisation, définie a la section 1.3.4 sont
les plus compliquées a caractériser. Elles peuvent cependant étre séparées en trois catégories :

Le bruit de montage désigne toutes les incertitudes liées aux différents éléments de 1’appa-
reillage (lentilles, miroirs, diaphragmes...) et a la fagon dont ceux-ci sont ajustés. Cer-
tains parametres de ces composants (focale, ouverture...) peuvent étre fixés une fois
pour toutes dans le modele, d’autres doivent étre étalonnés avant la mesure. Cepen-
dant, il arrive qu’ils ne soient connus qu’approximativement, et ces incertitudes ont des
répercussions sur le modéle pas toujours faciles a établir. De méme, des objets parasites
(poussieres, vitre, supports...) totalement négligés dans le modele, peuvent avoir un
impact sur celui-ci.

Le bruit de caméra qui peut étre vu comme une partie des incertitudes de montage corres-
pond aux incertitudes liées a la nature du capteur. Il est essentiellement dt a I'intégra-
tion sur le capteur. En effet, la taille et le taux de remplissage des pixels produisent un
filtrage passe-bas d’autant plus important que le taux de remplissage est élevé. Si ce
filtrage n’est pas inclus dans le modeéle il peut étre considéré comme un bruit. On peut
y ajouter les incertitudes dues a 1’échantillonnage spatial. En effet, si le signal enregis-
tré présente des fréquences supérieures a la fréquence d’échantillonnage, alors le moiré
résultant peut étre modélisé par un bruit.

Le bruit de modele contient toutes les incertitudes dues aux termes négligés et aux hypo-
theses faites pour venir a bout de son calcul ou simplement 'accélérer (comme 1’ap-
proximation circulante). Ces incertitudes contiennent en particulier les erreurs liées aux
approximations faites sur la formation des données; comme par exemple, le fait de
considérer que le flou est isotrope alors qu'’il est faiblement anisotrope. ..

1.6.3 ANNEXE : Type de distribution de bruit

Nous présentons les densités de probabilité les plus utilisées pour décrire des bruits. Tou-
tefois la densité de probabilité gaussienne ou normale est de loin la plus utilisée car elle rend
les calculs analytiques possibles. De plus, lorsque I'on ne connait pas la statistique de plu-
sieurs bruits additifs, il est possible d’approcher leur somme par une distribution gaussienne
(LANE, 1996).

1.6.3.1 Distribution Gaussienne

La distribution Gaussienne aussi appelée distribution Normale est définie dans un espace
de dimension N par :

f(x) = exp —%(x—xo)T c! (x—xo)), (1.138)

1
V2 )N det(C)

ol x¢ est la moyenne et C la matrice de covariance. Elle est notée N(xy, C). Elle est centrale
dans les méthodes de type “moindres carrés”.
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1.6.3.2 Distribution de Laplace

La distribution de Laplace correspond a une distribution normale avec une norme ¢; au
lieu de ¢,. En dimension 1 on a:

Flx) = — exp(—lx _x(’l) , (1.139)
20

o

ou x( est la moyenne et o la dispertion moyenne. Elle présente un lien avec les moindres
valeurs absolues.

1.6.3.3 Distribution Gaussienne Généralisée

Les distributions de Gauss et de Laplace peuvent étre vues comme des cas particuliers
d’une méme distribution utilisant respectivement les normes ¢, et ¢;. La distribution gaus-
sienne généralisée, les généralise aux normes £, (TARANTOLA, 2005) :

p' P e —xol
20T /p) P\ o

ou I est la fonction gamma, xo la moyenne et o la dispersion moyenne.

fp(x) = (1.140)

1.6.3.4 Distribution Cauchy-Lorentzienne

Cette distribution connue sous le nom de distribution de Cauchy, de Lorentz ou encore

Breit-Wigner. Elle s’écrit :
1

2
x=Xg
wy [1 +( 5 ) ]
ou y est son facteur d’échelle et xop son mode. Cette distribution posséde la particularité de

ne pas avoir de moments statistiques, en particulier ni moyenne ni variance. Par contre son
mode et sa médiane sont égales.

(1.141)

1.6.3.5 Distribution de Poisson

La distribution de Poisson concerne la distribution d’événements rares comme par
exemple le nombre de photons recus par un pixel par intervalle de temps. Elle est définie
pour des entiers positifs k :

ek
pl ) = —
ou A est un parametre positif (dans notre exemple le nombre moyen de photons). Lorsque
celui-ci est grand (> 10), cette loi est tres proche d"une distribution gaussienne de variance et
de moyenne A. La distribution de Poisson a eu lieu simultanément a la distribution des pains
avec un rapport d’un poisson pour trois pains.

(1.142)

1.6.3.6 Distribution Uniforme

Dans cette distribution, x est équiprobable a I'intérieur d'un support de largeur L et de

centre xo :
L g xo—SL<x<xo+ 1L
fx) = { L 2 (1.143)

2
0 sinon.



CHAPITRE 2

Déconvolution de données
multidimensionnelles

Apres avoir illustré 'introduction aux problemes inverses avec le cas de la dé-
convolution d’image, nous exposons dans ce chapitre la déconvolution de données
multidimensionnelles hétérogenes, c’est-a-dire de données a plusieurs dimensions
dont les dimensions ont des significations, des unités physiques différentes. Pour
cela nous utilisons I’approche problemes inverses décrits au chapitre 1. Nous in-
troduisons une régularisation séparable ou chaque dimension est régularisée de
maniére indépendante. Enfin, cette approche sera illustrée par deux applications
différentes : (i) la déconvolution de données multi-spectrales pour I’ astronomie et
(ii) la déconvolution d’images couleurs acquises avec un seul capteur.

Cette méthode et ses résultats ont fait I’objet d’une communication dans deux
conférences internationales (Souiez et al. , 2008b,c).

2.1 Description

L’observation d'un objet est généralement perturbée et conduit a des données déformées.
Ces perturbations sont d'une part un flou et d’autre part du bruit intrinseque a toute mesure.
Le flou peut étre de plusieurs natures, il peut étre lié a I'instrument (e.g. diffraction, aberra-
tions optiques. . .), aux mouvements relatifs de l'instrument et de 1’objet pendant le temps de
pose (flou de bougé) et a 'environnement entre 1’objet et 'instrument (e.g. turbulence atmo-
sphérique, absorption et diffusion dans le milieu de propagation...).

2.1.1 Formation des données

Le lien entre les données et 1’objet observé est donné par la relation :

y(s) = fh(sls’)x(s’)ds’ + b(s), 2.1

ou sont définis :

L’objet : L'objet ou plus généralement la scéne x que I'on observe est multidimensionnel,
c’est-a-dire qu’en plus de ses dimensions latérales, il est susceptible d’étre observé a dif-
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férentes profondeurs, longueurs d’onde, intervalles de temps. .. Cette objet est continu
et en tout point de coordonnées s = {r,z, 4,1} il présente une intensité x(s). Dans ce
systéme de coordonnées, r = {x, y} représente les deux dimensions latérales, z la profon-
deur, 1 la longueur d’onde et ¢ le temps. Cet objet peut encore présenter des dimensions
supplémentaires (e.g. la polarisation) suivant les grandeurs physiques que 1’on observe.

Les données : Les données y(s) résultent de I'observation de cet objet suivant toutes ses di-
mensions. Dans de nombreux cas, elle peuvent étre décrites dans le méme systeme de
coordonnées s que les données.

La fonction d’étalement de point (PSF) : Cette fonction i(s|s’) d’étalement de point, abrégée
en PSF (pour Point Spread Function), donne la distribution d’intensité observée en s
pour une source ponctuelle placée en s’. Cette PSF caractérise completement le flou
présent dans les données.

Le bruit : L'observation est polluée par un bruit b(s) dont 1’origine a été décrite a la section 1.6
du chapitre précédent (page 47).

2.1.2 Hypotheses simplificatrices

Dans ce travail nous nous attachons a résoudre un sous-probléeme de ce probléme de re-
construction. En effet, plusieurs hypotheses simplificatrices sont posées de maniere a en faci-
liter la résolution :

2.1.2.1 Discrétisation

Les données sont, par définition, échantillonnées sur un nombre fini de pixels; il est rai-
sonnable d’estimer I'objet dans ce méme espace des pixels. Lorsque les données y sont échan-
tillonnées suivant une grille rectangulaire de N, pixels, a Z, profondeurs, L, longueurs d’onde
et T, trames temporelles, I'équation (2.1) peut se réécrire sous forme matricielle :

y=H-x+b, 2.2)

ou l'objet x et les données y sont des vecteurs pouvant étre de tailles différentes et
b un vecteur de méme taille que y correspondant au bruit additif. x est un vecteur
de taille (Ny - Z, - Ly - Ty), ou toutes les dimensions sont “empilées” au sens olt x =
[x(1,1,1, 1), x2,1,1,1), ..., x(N, 1,1, 1), x(1,2, 1, 1), ..., x(Ny, Zy, Ly, T)]T. Les vecteurs y et b sont
de taille (N, - Z, - Ly - Ty). H est une matrice de taille ((Ny - Z; - Ly - T2) X (Ny - Zy - Ly - Ty)).

2.1.2.2 Invariance par translation

Seules les déformations isoplanétiques seront considérées, c’est-a-dire qu’on supposera la
PSF invariante par translation de sorte que la fonction A(s|s’) ne dépend que de la distance
entre s et s :

h(s|s") = h(s — §"). (2.3)

Dans ce cas la déformation est plus précisément décrite par un produit de convolution noté “sx”
et défini par :

(x fy)(s) = fx(s’) h(s —s)ds’. 2.4)
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L’équation (2.1) devient donc :
y(s) = (x* h)(s) + b(s) . (2.5)

Dans le cas discret, sous I’approximation circulante déja décrite a la section 1.4.1 (page 17), ce
produit de convolution peut étre vu comme une multiplication dans 1’espace de Fourier :

(W) = h(u) i) + b@) Vu. (2.6)

Cette hypotheése est tres restrictive car elle écarte une partie importante des flous rencon-
trés en imagerie et en particulier les flous liés aux mouvements indépendants des différentes
parties de la scéne observée et aux rotations. De plus, si la PSF varie lentement dans le champ
(comme dans le cas de la turbulence par exemple), cela contraint a considérer une partie
seulement du champ ot le flou est approximativement constant. Cette hypothese d’isoplané-
tisme jumelée a I’approximation circulante permet de simplifier grandement les calculs et de
n’avoir a estimer la PSF qu’en un seul point.

Cependant, pour des données multidimensionnelles, 1’échantillonnage latéral (selon r) est
souvent bien plus important que celui selon les autres dimensions. Il est dans ce cas possible
d’augmenter légérement la complexité du probleme en relaxant cette hypothese d’invariance
de la PSF suivant ces autres dimensions. On considere alors la PSF invariante uniquement par
translation latérale suivant r et pouvant varier suivant les autres dimensions. On aura alors :

¥(s) = f f f (x(s’)ﬂ;h(slz’,/l’,t’))dzd/ldt+b(s), 2.7

Sous cette hypothese, I'opération de reconstruction permettant d’estimer x(s) d’apres y(s) et
h(s|s”) est aussi appelée déconvolution. La matrice H étant toujours de forme Block Toeplitz with
Toeplitz Block (BTTB), I’application rapide de cette matrice peut étre effectué par bloc dans
I'espace de Fourier.

Sans cette hypothese d’isoplanétisme, il serait toutefois possible de reconstruire 1’objet en
utilisant les outils décrits dans ce chapitre mais au prix de calculs numériques bien plus longs
et surtout a condition d’avoir estimé préalablement & en tout point.

2.2 La déconvolution : un probléme inverse

L’équation (2.1) exprime le probleme direct; I’opération de reconstruction permettant de
retrouver 1'objet d’origine est typiquement un probléme inverse, c’est-a-dire que I'on doit
estimer I'objet x(s”) d’apres les données y(s’) et la PSF h(s|s"). En utilisant les hypotheses faites
a la section précédente, le probléme de reconstruction devient un probléeme de déconvolution.
I consiste a estimer le vecteur x d’apres le vecteur y et la matrice H comme cela a déja été
évoqué , dans le cas a deux dimensions, a la section 1.4.1 du chapitre précédent (page 17).
Nous proposons donc de résoudre ce probleme inverse en utilisant les outils présentés au
chapitre précédent. Cette résolution se fera plus précisément au sens du maximum a posteriori,
estimant la densité de probabilité a posteriori présentée a la section 1.3.5 du chapitre précédent
(page 15) et dont un exemple est donné a la section 1.4.6.

La solution au sens du maximum a posteriori est le vecteur x
sion (1.66) :

(MAP) qui minimise l’expres-

xMAP) = arg min (@yy (x| y, H) + Pregui(¥)) , 2.8)
X
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ot Oy est le terme de vraisemblance (ou d’attache aux données) défini a la section 1.4.3
(page 21). Son expression dépend de la statistique du bruit. ®regy est le terme de régularisa-
tion qui permet d’introduire un certain a priori dans la solution.

2.2.1 Une régularisation séparable

Dans le cas multidimensionnel étudié ici, la régularisation doit tenir compte de la nature
non homogene des différentes dimensions. C’est pourquoi nous avons décidé de définir ce
terme de régularisation ®gegy de maniere séparable suivant chaque dimension. On a donc :

DQRegui(¥) = Os(x) + Oz(x) + Ox(x) + O1(x), (2.9)

avec un terme de régularisation spécifique le long de chaque dimension :
Qs la régularisation spatiale ou latérale,
— 0Oz la régularisation longitudinale (en profondeur),
O, la régularisation spectrale,

— Or la régularisation temporelle.
Notons ici que la dimension longitudinale, bien qu’exprimée dans la méme unité, est séparée
des dimensions latérales. En effet, d"une part I’échantillonnage differe souvent beaucoup les
dimensions latérales et longitudinale et d’autre part la dimension longitudinale est affectée
par des phénoménes comme la diffraction et I'occultation par des parties moins profondes de
la scene. Elle nécessite donc un traitement particulier.

Ces termes de régularisation s’appliquent chacun selon une seule dimension (ou 2 dimen-
sions homogenes dans le cas de la coordonnées latérale r) de 1'objet comme suit :

Os(x) = > ad), Qs(xza0), (2.10)
z,A,t

Oz(x) = ) ol Qu(xra), @.11)
At

OAX) = ) o, Oaxs), (2.12)
rz,t

Or(x) = Y af Qr(x..n). (2.13)
rz,A

Ainsi chaque terme de régularisation ® est décomposé en une somme de fonctions Q appli-
quées sur chaque plan orthogonal a la dimension considérée, chacun muni de son propre
hyper-parametre a. Selon cette notation, les dimensions en indice correspondent aux dimen-
sions “spectatrices”. Par exemple, x_ 1, correspond a I'image 2D prise a {z, 4, t} fixés et la me-
sure des propriétés spatiales de cette coupe Qg(x_ ) correspond a un hyper-paramétre ai A

Chaque hyper-paramétre doit étre fixé avant I'estimation de x™MAP). Paradoxalement, for-
mulé ainsi, il y a d’avantage d’hyper-paramétres que de parameétres de 1’objet a reconstruire.
On verra toutefois dans la suite de ce chapitre, comment il est possible de réduire leur nombre.
De méme, les différentes métriques adaptées a chaque dimension seront introduites successi-
vement.
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Si l'on considere simplement un objet & deux dimensions r = {x,y}, le terme de régu-
larisation s’écrit alors ®gegui(x) = Os(x) = aSQg(x) et le probleme devient le probleme de
déconvolution d’image déja évoqué a la section 1.4.1 du chapitre précédent (page 17). Dans
cette section nous nous attacherons seulement a détailler la résolution au sens du maximum a
posteriori et étudierons les différentes normes adaptées aux dimensions latérales. Puis la so-
lution au sens du maximum a posteriori xMAP) sera estimée, dans le cas d’un bruit gaussien
— cest-a-dire avec un terme d’attache aux données quadratique — en minimisant ®pap(x)
avec 'algorithme VMLM. Pour illustrer ces différentes normes, nous utiliserons I'image floue
simulée du cameraman utilisée au chapitre précédent (PSF : disque de 7 pixels de rayon, bruit
gaussien de variance 0}, = 1 niveau de quantification).

2.3.1 Forme générale de la régularisation

D’une maniere générale la plupart des régularisations s’écrivent sous la forme :
Qs(x) =D - x|, (2.14)

ol ||| symbolise une mesure du résultat de l’application de 1'opérateur linéaire D sur x.

2.3.2 La norme quadratique : Régularisation de Tikhonov

La norme quadratique ou euclidienne a été utilisée des les premiers travaux sur la régula-
risation. Elle a été introduite par le mathématicien russe A.N. Tikhonov en 1943 (TIKHONOV,
1943; TIKHONOV et al. , 1977). Elle est toujours employée en raison de ses bonnes propriétés qui
permettent un calcul analytique de la solution et une estimation facile des hyper-parameétres
par GCV (voir Sec. 1.4.7.1). Dans ce cas, 'équation (2.14) peut aussi s’écrire :

Qs(x) = ) (D)} . (2.15)
k

On peut donner une interprétation de cette régularisation : la supposition a priori que (D - x)
suit une distribution normale multivariée.

Régularisation simple Tikhonov a proposé cette régularisation avec D = I, 'identité. Cela
signifie que 1'on considere que les valeurs des pixels de 1’objet sont indépendantes et dis-
tribuées de maniere gaussienne autour de zéro. Cela a pour effet d’empécher un bruit trop
important dans la reconstruction mais comme cet a priori n’est pas réaliste, on peut consta-
ter de nombreux artefacts dans la reconstruction présentée a la figure 2.1, en particulier, des
“rebonds” autour des bords francs.

Gradient : Comme on I'a déja mentionné a la section 1.4.6.2 du chapitre précédent, un
meilleur a priori sur 1'objet est de le considérer comme relativement lisse. Dans ce cas D
doit étre un opérateur différentiel permettant d’effectuer la régularisation uniquement sur
les hautes fréquences de 1'objet. La régularisation la plus utilisée est la régularisation sur le
gradient, déja décrite au chapitre précédent (pour un voisinage V8), et dont le résultat est af-
fiché sur la figure 2.2. Dans ce cas, la régularisation est appliquée séparément sur chacun des
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Fic. 2.1 — Meilleure reconstruction (o = Fic. 2.2 — Meilleure reconstruction (a5 =
2.1x1073) avec D = I et la norme quadra- 3.6x107%) avec une régularisation de type
tique (EQM = 23.8 dB). gradient quadratique. (EQM = 23.1 dB).

gradients (verticaux Vy, horizontaux Vg et les deux gradients diagonaux Vng et Vsg) :

2

VE X VNE X

dg

VN X
dn

2
‘ (2.16)

Qs(x) = |

H Vsg x
dsg

dne 2’

ol d représente la distance entre deux pixels dans le sens considéré. On peut écrire cela de

maniere plus générale :
Qs =) >

r recC,

Xp— Xp

d(r,r') llp

2.17)

ou C, est la clique du pixel x,, c’est-a-dire 'ensemble des voisins de x, qui sont aussi voisins
entre eux suivant le voisinage considéré (ici V8). Cette régularisation suppose implicitement
que 'histogramme des gradients est gaussien.

Autres opérateurs : Dans le cas du traitement d’image, d’autres opérateurs D ont été propo-
sés. Le bruit corrompant plus fortement les hautes fréquences, ce filtre doit étre un passe-haut
et peut étre défini pour la bande de fréquences spatiales adaptées au probléme traité. On trou-
vera par exemple, sur la figure 2.3 présenté le résultat de la reconstruction avec un opérateur
dit de “rugosité” (variante du Laplacien) utilisé parfois en raison de ses propriétés facilitant
le calcul numérique et généré par le noyau :

| —

| >

I(rough = (2.18)

L
i
i
16

;l —00 | »—t;| —_
ool»—‘_,;
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Fic. 23 — Meilleure reconstruction Fic. 2.4 — Histogramme (en noir) des dif-
(@ = 9.7x1073) avec une régularisation de férences dans le sens horizontal (Vg) de
type “rugosité” avec la norme quadratique 'image originale du Cameraman (1.1), et
(EQM = 23.1 dB). ses modélisations par différents types de

fonctions de distribution : gaussienne en
rouge, laplacienne en bleu et lorentzienne
en magenta.

2.3.3 Lanorme ¢;

L'utilisation de l'opérateur “gradient” avec la norme quadratique définie a la section pré-
cédente fait I'hypothese que I'histogramme des différences entre pixels voisins est gaussien.
En pratique, a 'instar de celui présenté a la figure 2.4, I'histogramme des gradients d'une
image naturelle est rarement gaussien. S'il posséde un cceur d’allure gaussienne centré au-
tour de zéro, il y a aussi un nombre significatif de valeurs correspondant a des différences
entre pixels voisins élevées. En effet, le coeur correspond aux petites variations liées au bruit
et a la texture et les grandes variations correspondent aux frontiéres abruptes entre des zones
différentes. Sil’on tente d’ajuster, en rouge sur la figure 2.4, un modele gaussien (voir 1.6.3.1)
a cet histogramme, on peut constater que les valeurs aux extrémités sont sous-estimées. Le
fait que ces valeurs soient sous-estimée par un a priori gaussien, explique pourquoi 1'utilisa-
tion de la norme quadratique ne permet pas de reconstruire correctement les bords francs de
I'image; voir sur les figures 2.1, 2.2 et 2.3 les rebonds autour de ces bords francs.

D’autres modéles peuvent étre ajustés a cet histogramme. Par exemple, la distribution de
Laplace (voir 1.6.3.2) représentée en bleu sur la figure 2.4, semble mieux modéliser cet histo-
gramme. Cette distribution de Laplace correspond aux moindres valeurs absolues. Appliquer
cet a priori consiste a utiliser une norme “valeur absolue” (¢;) dans 1’équation (2.14). Dans le
cas ou la régularisation s’applique sur les gradients, cela consiste a remplacer la norme qua-
dratique (¢2) par la norme ¢; dans I’équation (2.17). On a alors :

Qs =y 3 =
r reC

d(r,r")

, (2.19)
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Fic. 2.5 — Meilleure reconstruction (@® = 8x1073)
avec une régularisation de type gradient et la norme ¢,
(EQM = 20.9 dB).

Dans ce cas, la régularisation n’est plus quadratique et la reconstruction doit étre faite de ma-
niére itérative. Par contre cette norme est convexe et cette reconstruction converge toujours
vers le méme minimum global de la fonction de cofit. Le résultat est présenté a la figure 2.5.
On peut y voir que, comme on s’y attendait, les bords francs ne sont plus lissés par la régula-
risation. L'erreur de reconstruction (EQM = 20.9 dB) est inférieure a celle du filtre de Wiener
(EQM = 222 dB) qui est la meilleure reconstruction par un filtre linéaire. Cela démontre
I'intérét des régularisations non linéaires.

2.3.4 Autres normes/métriques

De nombreuses autres lois de distribution peuvent étre ajustées sur l'histogramme,
comme la lorentzienne par exemple, tracée en magenta sur la figure 2.4. On peut en parti-
culier remplacer la norme dans I'équation (2.14) par une distance particuliére ¢(x.; 1 — X 1.2
mesurant de I’écart entre deux pixels x,, 4 et x,»; 4 dans le cas du gradient.

A=Y > (x”;(;f,’)”), (2.20)

r reC,

De nombreuses métriques ou fonctions de potentiel ont été proposées (voir CHARBONNIER
et al. , 1997; NIKOLOVA, 1996). Pour étre une norme cette fonction ¢(¢) (t = x,,0 — xp42) doit
vérifier les propriétés suivantes :

— Positive : ¢(r) > 0,

— Définie : ¢(¢) = 0 si et seulement si r = 0,

— Symétrique : o(—1) = ¢(t), Vt,

— Croissante monotone : t > (1) > ¢o(t') = VY{t,t'},
Quelques unes d’entre elles sont tracées sur la figure 2.6. Outre les normes ¢, et £, on y trouve
les normes :
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- {—{1 , approximée par :

4 I
Qo0 () = 217 (— - 10g(1 + —)) , (2.21)
n n
— lorentzienne, approximée par :
2 r
@PLorentz(t) =7 10g (1 + 2_772) s (2.22)

— Geman-McClure, proposée par GEMAN et MCCLURE (1985) :
2

_ .2
fan() =1 s (2.23)
- {—ly, approximée par :
2
@4, () = 7* arctan (?) , (2.24)
ol 7 est un parametre positif d’échelle.
I I I I I I i I - Quadratique (L2)
[ 1— L1
4r 122
[ 1 Lorentzienne
B 7 - Geman &
I . McClure
f(x) L2-L0
2 ] /
O : ] . ] . ] L ] :
0 2 4

Fic. 2.6 — Présentation des différentes métriques : Quadratique, ¢;, {>—f;, Lorentzienne, Geman-
McClure et £,—£y (dans toutlescasn =1).

Suivant le probléme considéré, plusieurs criteres peuvent guider le choix de ces fonctions :

— Etre dérivable continiment : Cette propriété est essentielle pour faciliter la conver-
gence des algorithmes d’optimisation continue car 1’optimisation est tres perturbée au
voisinage d’une discontinuité. En particulier, cela est vrai des normes ¢, avec p < 1 telle
que {1 ne sont pas dérivables en 0.

— Convexité : Associée a un critere d’attache aux données convexe (e.g. moindres carrés),
cette propriété assure que la fonction de colit minimisée ne possede qu’un seul mini-
mum. La convexité permet de prouver la convergence vers la méme solution quelles
que soient les conditions initiales. Les normes £, sont convexes si 1 < p < o a la diffé-
rence des fonctions Lorentzienne et Geman-McClure.
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— Comportement quadratique : Plus la fonction a un comportement proche d’une fonc-
tion quadratique, plus la convergence sera rapide car les approximations faites par 1"op-
timiseur sont fondées sur des approximations quadratiques. En particulier les fonctions
dont la dérivée seconde n’est pas strictement positive comme les normes ¢, avec p < 1
ont des comportements tres éloignés d"une fonction quadratique. Par exemple si la fonc-
tion a minimiser est la norme ¢;, sa dérivée premiere est constante et la longueur du
pas de 'optimisation sera tres difficile a controler, augmentant fortement le temps de
convergence.

— Comportement a l’infini : Certaines de ces fonctions comme Geman-McClure et £,—¢y,
ont une asymptote horizontale finie & 1'infini. Des auteurs (en particulier GEMAN, 1987;
GEMAN et REYNOLDS, 1992) ont suggéré que cette asymptote horizontale était nécessaire
a la préservation des bords. Comme nous le verrons a la section suivante, cela ne semble
pas nécessaire en pratique.

Notre exemple du cameraman a été déconvolué en utilisant une régularisation de type
. t
gradient avec la norme ¢,—¢;. Cette norme ¢, (f) a un comportement proche de ¢, quand U

est petit devant 1 et, a I'inverse, tend vers la norme ¢; quand i > 1. Sachant que les petites
valeurs de 1'histogramme des différences correspondent au bruit et les valeurs élevées aux
bords francs, on peut donner une interprétation a cette norme. Le parametre n peut étre vu
comme proportionnel a un niveau en dessous duquel la différence entre deux pixels voisins
est considérée comme étant due au bruit et doit en conséquence étre lissée. C’est le role de
la partie £, de ¢,—¢,. A l'inverse, une différence importante devant ce seuil 5 est considérée
comme liée a la présence d"un bord franc et doit donc étre préservée. C’est le role de la partie
{;. Cette interprétation peut étre étendue a la norme £, et aux autres normes présentées
dans cette section, la norme ¢,—¢; ayant l'intérét principal d’étre convexe.

Le résultat est présenté a la figure 2.7. On constate que ce résultat est tres proche de celui
ot1 lanorme ¢; est seule. De plus lors de I’estimation des parametres optimaux, il a été possible
d’estimer qualitativement l'influence de 7. J’ai pu donc constater qu’en dessous d"un certain
seuil (autour de l'unité), lorsque 'on avait quitter le régime ¢, ; la valeur de  n’avait alors
presque plus d’influence sur la solution finale qui est toujours trés proche de la solution avec
) seule. Par contre, la vitesse de convergence diminuait au fur et a mesure que 1'on diminuait

1.

2.3.5 La parcimonie

Depuis la fin des années 1990, un nouveau type d’a priori est devenu tres usité dans le trai-
tement d'image et méme dans le traitement du signal en général. Cet a priori, selon le principe
du rasoir d’Occam?, est de favoriser les solutions les plus simples, c’est-a-dire de favoriser les
solutions décrites par un nombre de coefficients minimal dans une représentation particuliere
appelée représentation parcimonieuse. Comme déja mentionné a la section 1.4.4.4, les ondelettes
sont une des représentations parcimonieuses les plus utilisées. Cette approche a donc d’abord
été développée par la communauté travaillant sur les ondelettes, en particulier dans le cas de
la compression et de 1’élaboration du standard de compression d’image JPEG2000. Cette ap-
proche connait un développement spectaculaire depuis le début des années 2000 et de nom-

'du nom du frére franciscain ayant énoncé au XIV® siecle le principe de raisonnement selon lequel la solution la plus
simple est toujours la meilleure.
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Fic. 2.7 — Meilleure reconstruction (a5 = Fic. 2.8 — Meilleure reconstruction (a5 =
9.7x1073, n = 1) avec une régularisation 5.7x107%) avec une régularisation de type
de type gradient avec la norme & — {; variation totale. (EQM = 21.0 dB).

(EQM = 20.8 dB).

breux résultats théoriques et applications se sont développé, en particulier dans le cadre du
Compressed Sensing théorisé entre autre par DONOHO (2006) et CANDES et WAKIN (2008)2.

En termes de régularisation, favoriser la parcimonie, c’est utiliser une norme qui “comp-
te” le nombre de coefficients non nuls. La norme la plus simple pour cela est la norme .
Malheureusement, cette norme présente de trées mauvaises propriétés ; elle ne possede pres-
qu’aucune des propriétés décrites a la section 2.3.4 (convexité, croissance monotone, dériva-
bilité en zéro...). Pour éviter les probléemes dus a la norme ¢; lors de la résolution numérique,
la majorité des auteurs utilise la norme £, convexe la plus proche c’est-a-dire la norme ¢;. En
pratique, on peut s’apercevoir que la solution fournie avec la norme ¢; est tres proche de celle
fournie par £ et donc que la norme ¢; est une norme qui favorise la parcimonie bien qu’elle
n’ait pas d’asymptote a I'infini.

En dehors de la décomposition sur une base d’ondelettes ou une base dérivée (noise-
let, ridgelet...), une bonne représentation parcimonieuse est I’espace des gradients 1'image.
En effet, minimiser le nombre de coefficient dans I'espace des gradients permet de favoriser
I'image la plus lisse sans pénaliser les bords francs. Ainsi, appliquer une régularisation de
type gradient avec la norme ¢; comme présenté a la section 2.3.3 revient a favoriser la parci-
monie comme la théorie du Compress Sensing.

2.3.6 Autres formes de régularisations

De nombreuses autres formes de régularisation ont été proposées ; parmi celles-ci on peut
distinguer :

— Variation Totale : Toujours dans 1’esprit de favoriser les solutions les plus lisses, RUDIN

et al. (1992) ont proposé la régularisation dite de Variation Totale pour le dé-bruitage.

2le site http ://www.dsp.ece.rice.edu/cs/ regroupe de trés nombreux travaux sur le “compressed sensing” et ses applica-
tions.
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Dans le cas de la déconvolution, cette régularisation a été popularisée par CHAN et
WONG (1998) :

Qs(x) = Y (Ve - 0F + (T - 0)2, (2.25)
k

ou Vg et Vy désignent les gradients verticaux et horizontaux. Comme son nom !'in-
dique, cette régularisation favorise les solutions dont la variation totale est minimale.
La meilleure reconstruction avec une régularisation “Total Variation” est présentée a la
figure 2.8. Elle est trés proche de la régularisation de type gradient avec une norme ¢.
— Maximum d’entropie : une régularisation couramment utilisée est la régularisation dite
nég-entropie dérivée de la méthode proposée par SKILLING et BRYAN (1984) :

Qs(x) = Z [Pk — Xk + Xk log(ﬁ)

A Pk

, (2.26)

ol p est une distribution a priori.

— Mumford-Shah : MUMFORD et SHAH (1989) ont proposé de modéliser une image en
tant qu’union de régions stationnaires R; séparées par des contours I'. La fonction de
régularisation associée est ainsi :

Qsx;v) = > > (Ve 0F + (In - 0F) + v, (2.27)

i keR;

ol v est un hyper-parametre. Cette régularisations renforce les solutions les plus lisses
par morceaux avec les contours les plus courts.
Enfin de nombreux autres types de régularisations existent et sont souvent adaptés a des
problemes spécifiques. De plus, il est tout a fait possible d’en utiliser plusieurs au prix d’une
augmentation aussi le nombre d’hyper-parametres.

2.3.7 Les méthodes par seuillages d’ondellettes

L'inconvénient majeur des algorithmes itératifs est que, suivant les cas, le temps de calcul
peut étre difficile a évalué a priori car il dépendant du nombre d’itération. Des algorithmes
non-itératifs ont donc été proposés pour la déconvolution. Ils sont principalement basés sur
une déconvolution par un filtre de Wiener suivi par un filtrage du bruit coloré présent dans la
solution. Ce filtrage est effectué dans 1’espace des ondellettes(?) avec seuillage adaptatif (Ka-
LIFA et al. ,2003; ?).

2.3.8 Conclusion

Dans cette section ainsi que dans la section 1.4 au chapitre précédent, nous avons décrit
les différentes manieres de résoudre le probleme inverse de la déconvolution d’image. Les
tableaux 2.1 et 2.2 donnent une syntheses des différentes méthodes exposées dans ce travail
et de leurs résultats. Ces tableaux ne donnent qu'un apercu de 'efficacité de ces méthodes et
dans le cas du MAP, il est difficile de départager les méthodes présentées au vu de ces résul-
tats. Pour cela, il faudrait les tester sur un important corpus d’images et pour différents types
et niveaux de bruit mais ceci est en dehors du cadre de ce travail. On peut cependant constater
que l'approche maximum a posteriori fournit les meilleurs résultats. C’est pourquoi la plupart
des recherches actuelles utilisent ce critére. Bien s{ir nous ne prétendons pas a 'exhaustivité
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et il existe encore d’autre méthodes. Parmi celles-ci signalons en particulier les approches
MAP basées sur des champs de Markov plus élaborés que ceux qui sont tres proches des mé-
thodes décrites ici (Markov cachés, Markov triplet ...). Notons aussi I'existence d’approches
déconvolution et de segmentation conjointe comme celle proposée par MIGNOTTE (2006).
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2.4 Déconvolution de données multi-spectrales

Apres avoir décrit les régularisations spatiales dans le cadre de la déconvolution d’image,
nous présentons dans cette section un exemple déconvolution de données multidimension-
nelles hétérogénes, a savoir la déconvolution de données multi-spectrales en astronomie.

A notre connaissance, peu de travaux ont été effectués dans le domaines de la déconvolu-
tion de données multi-spectrales. Notons cependant AGUILERA et al. (2003) qui ont utilisé une
méthode de déconvolution de données multi-spectrales dans le cadre de 1’étude des plasma.
Cependant cette méthode utilise un modele de formation des données utilisant la physique
des plasmas et n’est pas vraiment transposable a d’autres domaines. COURBIN et al. (2000);
Lucy et WALSH (2003) ont développé une méthode de déconvolution spatiale de spectres ob-
tenus avec un spectrographe a fente longue, dans le cas d’une distribution de sources ponc-
tuelles proche de CLEAN. Ils traitent des données astronomiques pour 'étude des quasars
avec des problématiques trés proches de celles que nous avons rencontrées dans le cadre de
SNIF et qui seront décrites dans cette partie. Cependant les données issues de spectrographes
a fente n’ont que deux dimensions, 1'une spatiale et ’autre spectrale ce qui induit des traite-
ments assez différents.

2.4.1 Contexte : I’imagerie multi-spectrale en astronomie

La spectroscopie est utilisée depuis longtemps en astronomie pour étudier la composition
chimique des objets célestes via la caractérisation de leur raies d’émission et d’absorption.
Depuis une vingtaine d’années, des spectrographes a intégral de champ ont été développés
pour connaitre la distribution spatiale d’intensité a différentes longueurs d’onde pour des
objets étendus (e.g. galaxies, nuage de poussiere ...). Ces instruments fournissent une série
d’images du méme objet a différentes longueurs d’onde.

2.4.1.1 Le projet Supernova Factory

SuperNova Factory (ALDERING et al. , 2002) est une collaboration franco-américaine dont le
but est la découverte et le suivi de supernovae . Ce projet étudie les supernovee relativement
proches dont le décalage vers le rouge (redshift)® est située entre 0.02 et 0.08; ceci dans la
perspective d’estimer les parametres cosmologiques Q,, et Q.

Les chandelles standard : un outil pour mesurer les constantes cosmologiques

La cosmologie est la science qui cherche a connaitre a la fois le passé et ’avenir de l'univers
a grande échelle. L'estimation des parametres cosmologiques est crucial pour établir la vali-
dité des théories en cosmologie. En particulier, estimer la densité de masse de 'univers Q,,, sa
courbure Q et sa densité de matiere noire Q, (proportionnelle a la constante cosmologique A
introduite par Einstein dans les équations de la relativité générale) permettrait de déterminer
si I'univers est plat, fermé ou ouvert et si son expansion va se poursuivre indéfiniment ou
non. C’est pourquoi de nombreux projets s’attachent a utiliser diverses observations astro-
physiques pour déterminer ces parametres. Parmi les projets ayant déja produit des résultats,

3le décalage spectral z est égal au rapport entre la vitesse v de la source par rapport 4 I’observateur et la vitesse ¢ de la
N Al v
lumiére : z = <=
c
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citons le Wilkinson Microwave Anisotropy Probe (WMAP) pour 1'étude du fond cosmolo-
gique diffus, le Sloan Digital Sky Survey (SDSS) pour 1’étude de la répartition des galaxies
dans l'univers et I'estimation du pic acoustique baryonique et, le Supernova Cosmological
Project (SCP) et le SuperNova Legacy Survey (SNLS) pour I'étude des supernovee. Le résultat
de certain de ces projets visant & mieux cerner ces parameétres cosmologiques sont représenté
sur le diagramme de la figure 2.9.
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Fic. 2.9 — Contour des valeurs possibles des parametres cosmologiques décrits d’apres diffé-
rentes méthodes : Supernovae représente les résultats de SCP, CMB : le fond cosmologique
micro-onde et cluster : I'étude de la répartition des galaxies par le SDSS. (d’aprés Bonaarp, 2005;
GiLLes, 2006).

En cosmologie, on définit la distance de luminosité d"un objet comme proportionnelle a la
racine carrée du rapport entre la luminosité intrinseque (ou absolue) de cet objet et sa lumi-
nosité apparente sur terre. Or, cette distance de luminosité est aussi une fonction du redshift,
de la constante de Hubble et des parametres cosmologiques Q,,, Qa et Q. La mesure rela-
tivement précise de la distance de luminosité et du redshift d"un objet permettrait donc de
contraindre fortement les valeurs possibles de ces parametres cosmologiques*. Malheureuse-
ment, il semble impossible de mesurer la luminosité intrinseque d’un objet un peu éloigné.
Cependant, disposer d’objets dont on pourrait établir indirectement cette luminosité intrin-
seéque permettrait de résoudre ce probleme. De tel objets sont appelés chandelles standards. A
I'heure actuelle deux objets semblent pouvoir étre utilisés comme tels : les céphéides et les

“De plus ces parametres sont contraints par I’équation de Friedman qui permet d’établir la relation : ,, + Qp + O = 1.
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supernove de type Ia (notées SNIa). Les céphéides sont des étoiles variables massives tres
lumineuses (de l'ordre de quelques milliers de fois la luminosité du Soleil) dont une relation
empirique permet de déduire la luminosité intrinseque de leur période et leur couleur. Mal-
heureusement, aussi brillantes soit-elles, le flux de ces étoiles n’est pas suffisant pour les ob-
server a des distances importantes. Seuls des phénomenes tres brillants peuvent étre visibles
a des redshifts importants. Parmi ceux-la, I'autre type de chandelles standards susceptibles
d’étre utilisées sont les supernovee de type la.

Les supernovz de type Ia

Avec les sursauts gamma, les supernovee sont les phénomenes les plus violents de 1'uni-
vers. Comme sa racine latine 1'indique, une supernova est un objet nouveau apparaissant
dans le ciel. Ces phénomenes se caractérisent par une augmentation brutale de l'intensité
(leur intensité est du méme ordre que l'intensité de toute la galaxie hote) suivie d'une dé-
croissance rapide. Typiquement elles sont observées sur deux ou trois mois. De tels objets ont
été recensés tres tot (la premiere attestée date du deuxieme siécle de notre ere) mais il faut
attendre la fin des années 90 avec l'utilisation de certaines d’entre elles pour la cosmologie et
le développement de programmes d’observation spécifiques pour en étudier un nombre im-
portant. L'étude de ces objets a montré que I’appellation supernova recouvre des phénomenes
tres différents. En 1941, Minkowski introduit la premiere classification distinguant deux types
(I'et IT) suivant la présence (supernova de type II) ou 1’absence de raies de I'hydrogéne dans
leur spectre. Par la suite, des différences notables au sein des supernove de type I ont conduit
a une nouvelle classification de celles-ci : avec une raie du silicium (type Ia), sans silicium et
avec peu d’hélium (SNIb) et sans silicium et avec beaucoup d’hélium (SNIc). Cependant, cette
classification ne reflete pas leurs origines astrophysiques : les supernove de type Ib, Ic et II
semblent issues d’effondrement gravitationnel d’étoiles massives alors que les supernovee de
type Ia ont une origine radicalement différente et résultent d"une explosion thermonucléaire.

L'origine exacte des supernove de type la est encore mal connue mais tous les modeles
mettent en jeu une naine blanche. Une naine blanche est le destin des étoiles relativement peu
massives (moins de 8 masses solaires). Apres plusieurs milliards d’années, lorsqu’une étoile
comme notre soleil a consommé l'essentiel de son hydrogeéne puis de son hélium (au stade
géante rouge), aprés que son enveloppe ait été éjectée et se soit diluée dans 1’espace interstel-
laire, les réactions de fusion s’arrétent et la pression de radiation n’est plus suffisante pour
compenser la gravitation. L’étoile alors se contracte jusqu’a atteindre un rayon de quelques
kilometres et forme ainsi une naine blanche. Le modeéle le plus répandu pour expliquer les
supernova de type la est I’accrétion par une naine blanche de la matiére du compagnon dans
un systeme binaire. Lorsque la masse critique de Chandrasekhar est atteinte, la naine blanche
s’effondre et sa température augmente jusqu’a permettre la fusion du carbone provoquant
I'explosion thermonucléaire visible dans la supernova de type Ia.

Le projet SuperNova Factory

SN factory est un programme ambitieux qui vise a étudier un grand nombre de super-
nove la (en théorie 300) et a suivre leur évolution. Les supernovee recherchées sont celles
dont le redshift est dans l'intervalle 0.02 < z < 0.08, intervalle ot I'influence des parametres
cosmologiques est discriminante. Le principal objectif de ce programme est d"utiliser les SNIa
comme des chandelles standards pour I'estimation des parametres cosmologiques. Les autres
buts sont : (i) d’avoir un échantillon important de SNIa pour pouvoir ajuster les modeles de
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standardisation des SNIa et (ii) comprendre les phénomenes qui se produisent au coeur de ces
objets.

Ce programme est divisé en deux parties : (i) la détection de supernovee et leur caracté-
risation pour en extraire les SNIa; (ii) le suivi de la photométrie et du spectre des SNIa dé-
tectées. Le programme de détection des supernovee utilise les données collectées par d’autres
programmes : NEAT pour la recherche d’astéroides et une observation de tout le ciel avec
plusieurs filtres QUEST. Une fois qu'une supernova Ia est découverte, celle-ci est observée
par un instrument dédié (SNIFS) installé sur le télescope de 2.2m de 1'université d’Hawai au
sommet du Mauna Kea qui suivra son évolution pendant plusieurs semaines.

2.4.1.2 DP’instrument SNIFS

L'instrument utilisé pour suivre 1’évolution des SNIa est appelé SNIFS pour SuperNova
Integral Field Spectrometer. Il a été construit au CRAL et fonctionne depuis 2005. Son schéma
optique est décrit a la figure 2.10.
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FiG. 2.10 — Schéma optique de l'instrument SNIFS (d’aprés GiLes, 2006).

Cet instrument comprend deux voies principales : la voie photométrique et la voie spec-
trométrique. La voie photométrique observe un champ relativement étendu dans plusieurs
bandes. Son but est de controler la qualité du ciel et de pouvoir donner une estimation de
la PSF liée a la turbulence. Elle permet aussi le guidage du télescope. Entre la pupille du
télescope et cette voie photométrique un prisme mobile (Pick Off Prism) dévie la lumiere
provenant de la zone ot est située la supernova, vers la voie spectrométrique.

La voie spectrométrique, décrite a la figure 2.11, est composée de deux unités intégrales de
champ quasi identiques dans le principe, une pour le canal bleu de 3200A a 5400A et I'autre
pour la voie rouge de 5200A a 10000A. Chaque canal est composé d'une trame de micro-
lentilles qui disperse le spectre de différentes parties du champ sur un CCD. On a donc dans
chaque voie 225 spectres correspondant a un champ de 15 x 15 pixels de taille 0”42 (soit un
champ de 6”3 x 6”3).
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Fic. 2.11 — Synoptique de la voie spectrométrique de I'instrument SNIFS, (d’aprés Bonaarp, 2005).
D’abord le prisme (POP) représenté par la croix jaune recueille la lumiére de la partie du champ
contenant la supernova (image 1). Cette lumiére est déviée sur la trame de micro-lentilles (image
2) qui la disperse en 225 spectres (image 3). Ces spectres sont rassemblés pour former un cube
d’'images prises a différentes longueurs d’onde.

Objet PSF
il mesurée
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Fic. 2.12 — Principe de l'instrument SNIFS.
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2.4.1.3 Les données issue de SNIFS

Comme décrit a la section précédente et illustré par la figure 2.12, le spectrographe inté-
gral de champs SNIFS fournit deux type de données : des données photométriques avec un
grand champ pour quelques longueurs d’onde et des données spectrométriques correspon-
dant a une image d’un champ treés petit pour un grand nombre de longueurs d’onde. La voie
photométrique est une voie de calibration permettant en particulier de fournir une bonne es-
timation de la PSE. Le traitement des données issues de cette voie est en dehors de ce travail et
nous ne nous intéressons ici qu’aux données issues de la voie spectrométrique qui contiennent
les informations scientifiques utiles pour le projet SuperNovae Factory. Nous négligeons aussi
le fait que les données spectrométriques proviennent de deux voies séparées (Bleu et Rouge)
et nous les considérons comme un seul cube de données (x,y,4). Nous représenterons donc ici
les données fournies par l'instrument comme deux cubes (x,y,1) : 1'un contenant les données,
'autre les PSF estimées par la voie photométrique. De plus, nous n’utiliserons pas les diffé-
rentes poses du méme objet prises a plusieurs jours d’intervalle pour suivre 1’évolution de la
supernova.

Dans tout ce travail, nous n’avons traité, a I'heure actuelle, que des données simulées
réalistes fournies par Emmanuel Pécontal de I'équipe GALPAC du CRAL. Pour l'instant, la
seule pose qui ait été utilisée est la pose de référence (c’est-a-dire la pose prise une fois que la
supernova n’est plus visible) pour des raisons qui seront détaillées par la suite. En examinant
ces données, plusieurs constatations peuvent étre faites :

— Le champ spatial des données est tres étroit (15 pixels). Ceci implique qu’en général
'objet observé ne sera pas en totalité dans le champ et donc que nous n’aurons qu’une
image tronquée de celui-ci. En conséquence, 1'a priori souvent utilisé en astronomie, a
savoir que 1’on observe des objets se détachant d"un fond noir — permettant d’imposer
des contraintes fortes de positivité et/ou de support — ne pourra pas étre utilisé.

— Le taille de la PSF, estimée sur 32 pixels, est supérieure a la largeur spatiale des données.
D’ot1 un tres mauvais conditionnement du probleme. Davantage encore, cela implique
qu’aucun pixel de I'image ne peut étre reconstruit sans estimer correctement les parties
de I'objet hors du champ de I'instrument.

— L'instrument fournit des images et les PSF correspondantes a 798 longueurs d’onde
différentes et la largeur spectrale est assez étroite.

— Comme les bandes spectrales sont tres étroites, peu de flux lumineux est mesuré, le
bruit présent dans les données est donc un bruit poissonnien auquel est ajouté un bruit
gaussien lié au détecteur (e.g. bruit de lecture, bruit thermique...).

Une tranche du cube de données, pris a 1 = 3673.62A est présenté a la figure 2.13. On

y voit un bruit trés important et la structure de 1'objet présent est difficile a déterminer. En
particulier, sil’on peut déceler I'inclinaison de la galaxie imagée, il est difficile de déterminer
la position de son cceur (la structure de I'image nette que I'on observe est peu différente de
celle de I'image présentée a la figure 2.19). Si l’on integre sur toutes les longueurs d’onde,
comme sur la figure 2.14, le bruit est atténué sur 'image moyenne ainsi créée et le coeur de la
galaxie est mieux visible mais le flou est important et 1’on perd toute information spectrale.

La PSF estimée a 1 = 32004, c’est-a-dire la premiere du cube de PSF donnée par la voie
photométrique, est affichée sur la figure 2.15. Comme 1'indice de réfraction de l'air dépend
de la longueur d’onde, la PSF varie continiment avec la longueur d’onde. Ce phénoméne
n’est cependant pas tres important et les PSF ont a peu pres la méme forme. Sur la figure 2.16
sont présentés les profils des PSF de la voie “bleu” les plus dissemblables, c’est-a-dire de la
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premiére (4 = 3200A, en continu noir) et de la derniére (1 = 5096A, en tirets rouges). On peut
y voir que ces PSF sont tres proches et leur forme est plutdt gaussienne avec des “ailes” assez
importantes.

2.4.2 Lareconstruction des données SNIFS

Pour reconstruire les données SNIFS, c’est-a-dire pour estimer 1'objet xMAP) 4 chaque lon-
gueur d’onde d’apres les mesures y et les PSF estimées h, nous utiliserons le formalisme dé-
veloppé dans le premier chapitre et dans la premieére partie de ce chapitre. Ce formalisme
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consiste a estimer xMAP) qui minimise la somme d’un terme d’attache aux données (ou de
vraisemblance) et d'une régularisation séparable spatiale et spectrale :

xMAP) = are min (Dpy(x 5 y, H) + Og(x) + Op (X)) . (2.28)
X

Cela signifie tout d’abord I'élaboration d’un terme d’attache aux données prenant en compte
le bruit particulier présent dans les données, puis choisir une régularisation spatiale parmi
celles présentées dans les tableaux 2.1 et 2.2 et enfin élaborer une régularisation spectrale
adaptée au probléme a traiter.

2.4.2.1 Le terme d’attache aux données

Mis a part les cas ou1 le bruit de détecteur est tres faible (< quelques e~ par pixel), il est
possible d’approximer le bruit total (bruit de détecteur gaussien plus bruit de photons pois-
sonnien) par un bruit gaussien non stationnaire comme le propose aussi MUGNIER et al. (2004)
dans la méthode MISTRAL. Le terme d’attache aux données devient donc :

(DMV(x;y,H):%(H-x—y)T-W-(H-x—y). (2.29)

ot la matrice de poids W est diagonale de diagonale w définie par :

(2.30)

_1 . .
o, def { (7‘1 max(y,,1, 0) + /1) si y,1 est mesuré,
rd — ”

sinon,

ou y est le facteur de quantification du détecteur (i.e. le nombre de photons par niveau de
quantification) et a'f’ , est la variance du bruit gaussien du détecteur. Dans cette définition
de W, une approximation supplémentaire a été faite : la variance o du bruit de photons
poissonnien est proportionnelle au nombre de photons regus par le capteur (o5 =y (H- x),.1).
L’estimation de cette variance n’est pas triviale et rend la minimisation complexe car elle
dépend de x. C’est pourquoi elle est approximée par (075 = y max(y.1,0)).

Les PSF estimées étant trés larges, il est nécessaire de reconstruire un objet bien plus
étendu que le champ. En effet pour éviter le phénomene de repliement de champ décrit a
la section 1.4.6.3, il faut élargir le champ d’au moins la moitié de la largeur de la PSE. 1l est
donc nécessaire d’estimer des objets x de taille supérieure a 31 x 31 x 798. En pratique, on
estimera des objets de tailles 32 X 32 x 798 ou 48 x 48 x 798. On a donc au moins 4 fois plus
d’inconnues que de données dans ce probleme inverse. Ceci rend ce probleme tres mal posé.

2.4.2.2 La régularisation spatiale

Parmi toutes les régularisations spatiales déja décrites, celle qui a été retenue est la régula-
risation de type gradient avec la norme quadratique. Bien que d’autres normes, en particulier
t,—C1, pourraient fournir probablement de meilleures reconstructions, la norme quadratique
a été choisie pour deux raisons principales. D’abord la norme quadratique est la seule qui
permette d’utiliser facilement GCV (voir 1.4.7.1) pour un réglage automatique de 1'hyper-
parametre. Mais surtout, la norme quadratique produit une fonction de régularisation bien
mieux conditionnée, ce qui va accélérer ce probleme trés mal conditionné. Il est cependant
envisageable d’utiliser une norme ¢{,—{; dans un deuxieme temps.
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2.4.2.3 Larégularisation spectrale

L’hypothese principale sur le spectre des données est que 1’objet imagé est a peu pres iden-
tique a chaque longueur d’onde, a un facteur pres. En d’autres termes, cette hypothese peut
étre reformulée comme une hypothese sur le spectre de chaque pixel : “le spectre de chaque
pixel est similaire a une constante multiplicative pres”. Cette hypothese se justifie en partie
car les raies d’absorption dues a la matiére dans 1’espace entre ’objet et I’'observateur ont un
effet identique sur chaque spectre. Par contre, les raies d’émission peuvent étre différentes.
C’est particulierement vrai pour la supernova dont le spectre est radicalement différent de
celui de la galaxie hote. C’est pourquoi, dans un premier temps, nous ne traiterons que les
données issues de la pose de référence (i.e. la pose sans supernova). Par contre, les galaxies
observées étant relativement éloignées (redshit dans I'intervalle 0.03 < z < 0.08), des milliers
d’étoiles contribuent a l'intensité mesurée pour un pixel ; c’est pourquoi, par moyennage, on
peut considérer les spectres des différents pixels comme étant assez similaires. Appliquer cet
a priori par le biais d'une fonction de régularisation permet d’autoriser des petites différences
entre les spectres comme par exemple entre les pixels du centre de la galaxie, ou sont les
étoiles plus vieilles et les plus massives, et les pixels de ses bras peuplés d’étoiles plus jeunes.

Cet a priori sur les spectres des différents pixels est introduit par la régularisation suivante :

XrA+AQ _ Xr,A )2 (2 31)

Qa(xy) = (
Da+ar  Pa

ou p, est le spectre a priori, ici le spectre moyen. Cette régularisation tend a rendre spectra-

lement plat le rapport 7 des spectres reconstruits et a priori et donc tend a rendre le spectre

reconstruit identique au spectre a priori a un facteur multiplicatif pres.

2.4.2.4 Choix des hyper-parametres

Une fois les régularisations spectrales et spatiales fixées, 'équation (2.9) peut se réécrire :

Dpegu(¥) = ) 05 Qs(x) + ) P Qu(x)). (2.32)
A r

On a ici un nombre important d’hyper-parametres; 798 pour la régularisation spatiale (le
nombre de canaux spectraux) et 225 pour la régularisation spectrale (le nombre de pixels).
C’est pourquoi nous allons faire quelques approximations qui vont nous permettre de n’avoir
plus qu'un petit nombre facilement manipulable de ces hyper-paramétres.
— Comme le flux moyen est tres différent a chaque longueur d’onde, les hyper-parametres
@5 doivent étre différents pour chaque image. Pour n’avoir plus qu'un seul hyper-
parametre o’ global, nous proposons la normalisation suivante des hyper-paramétres
a5 de chaque image par la variance Var(y), mesurée dans cette image :

as

VA

Var(y), "~ 7
— Comme notre a priori est que tous les spectres suivent approximativement la méme
densité spectrale d’énergie, ils doivent étre régularisés avec le méme poids. On a donc :

ad =at, vr. (2.34)

ai = (2.33)

On a ainsi seulement deux hyper-parametres a déterminer. Dans ce travail, ils seront estimés
manuellement d’apreés une inspection visuelle des résultats.
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2.4.3 Résultats

Les données simulées pour le projet SNIF ont été traitées par notre algorithme avec les
régularisations décrites a la section précédente. L'image reconstruite xMAP) a été estimée en
résolvant 1'équation (2.28) avec l'algorithme VMLM. Une seule pose, la voie “bleu” de la
pose de référence sans supernova, a été traitée et nous avons déterminé les hyper-parametres
a® =800 et o = 1x107°.

Fic. 2.17 — Image issue de Fic. 2.18 —  Reconstruc- Fic. 2.19 — Objet vrai observé
la pose de référence & A = tion correspondantes (1 = a1 =3968.74A.
3968.74A. 3968.74A).

Comme nous travaillons ici avec des données simulées, il est possible de comparer les
résultats avec I'objet réel. L'erreur quadratique moyenne de la reconstruction est EQM = 35 dB
a comparer avec EQM ~ 60 dB pour l'erreur entre les données et 1’objet réel. Une image prise
a la longueur d’onde 1 = 3968.74A de la reconstruction est présentée sur la figure 2.17 et
peut étre comparée avec les données (Fig. 2.18) et la réalité (Fig. 2.19). Sur ces figures, on peut
constater que le cceur de la galaxie invisible dans les données est bien reconstruit ainsi que
les différentes structures de celle-ci. De méme, sont présentés sur la figure 2.20 les spectres du
pixel central des données (en pointillé bleu), de 1’objet (en continu noir) et de la reconstruction
(en tireté rouge). Le spectre reconstruit a une variance bien plus faible que le spectre des
données et il est treés proche du spectre réel.

De plus, comme on I'a vu a la section 2.4.2.1, la largeur trés importante de la PSF nous a
obligés a reconstruire les données sur un champ 32x32 quatre fois plus grand que les données
car le flou a pu introduire dans le champ une certaine quantité de flux provenant de régions
proches mais non visibles. Lors de la reconstruction, I’algorithme a donc extrapolé le champ
observé. Le résultat de la reconstruction montrant I’extrapolation est affiché sur la figure 2.21
et peut étre comparé avec l'objet (Fig. 2.22). On peut constater que 1’orientation générale de
la galaxie est bien reconstruite méme hors du champ ; plus précisément un cadre d’environ
trois pixels de large entourant le champ est relativement bien estimé.
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350 4000 4500 5000

Fic. 2.20 — Spectres (entre 3200A et 5400A) du pixel central des données (en pointillé bleu), de
I'objet (en continu noir) et de la reconstruction (en tireté rouge).

Fic. 2.21 — Image de I'objet reconstruit 8 1 = Fic. 2.22 — Objet observé 1 = 3968.74A. Le
3968.74A. Le champ du spectrographe est re- champ du spectrographe est représenté par le
présenté par le carré gris. carré gris.
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2.4.4 Perspectives

Le traitement et I’élaboration de cet algorithme de déconvolution des données SNIFS
ayant été commencé il y a quelque mois seulement, il y a encore de nombreuses améliorations
a effectuer. En particulier, (i) pouvoir reconstruire les données contenant des supernovee, (ii)
prendre en compte les erreurs d’estimation de la PSF et (iii) comparer avec d’autres techniques
en particulier avec les techniques de séparation de composantes.

2.44.1 Reconstruction de la supernova

Le projet Supernova Factory ayant pour but d’étudier les supernovzee, il est indispensable
de pouvoir traiter les données contenant celles-ci. Dans 'algorithme présenté ici deux phé-
nomene empéchent ce traitement : (i) la régularisation spatiale considere 1'objet lisse; or la
supernova est une source ponctuelle extrémement brillante. Comme on peut le voir sur la fi-
gure 2.23, elle est bien plus brillante que sa galaxie hote. (ii) 'hypothése que tous les spectres
reconstruits sont similaires est mise en défaut car le spectre d"une supernova est radicalement
différent de celui de sa galaxie hote. De plus, le flux issu de la supernova étant prépondérant,
il risque de biaiser 1'estimation du spectre moyen de la galaxie utilisé pour la régularisation.

a1
-‘H
-I
Be
HE

Fic. 2.23 — Image moyenne de la pose prise 5 Fic. 2.24 — Image moyenne de la reconstruc-
jours apres le maximum de la supernova. tion de la pose prise 5 jours aprés le maximum
de la supernova.

550

Un travail préliminaire a déja été conduit pour corriger ces probléemes. Une solution
consiste a ne pas régulariser le pixel contenant la supernova. Sa position est en général connue
mais il serait toutefois aisé de la déterminer sur la pose. Il est donc possible de masquer ce
point aux fonctions de régularisation ou, dans le cas de la régularisation spectrale, d’annuler
'hyper-parametre correspondant a ce pixel (o, = 0). Pour déterminer le spectre caracté-
ristique de l'objet, il est possible de I'estimer sur les bords du champ, ou mieux encore sur la
pose de référence sans supernova. C’est ce qui a été fait et cela a conduit aux résultats pré-
sentés sur les figures 2.24 et 2.25. On peut y constater que des structures totalement masquées
par la supernova ont pu étre reconstruites méme hors du champ de l'instrument. Ceci prouve

la robustesse de notre méthode. Le spectre reconstruit pour la supernova est bien plus proche
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du spectre réel et les différentes raies sont bien reconstruites. On peut toutefois observer que
le spectre reconstruit est toujours légerement surestimé. Ce biais est dii a la sous-estimation
des pixels voisins de la supernova et a I'injection par l'algorithme de leur flux dans celui de la
supernova. Ce biais est treés génant pour 1’exploitation scientifique des données car il fausse
la mesure du flux.

6000

4000

2000

3500 4000 4500 5000

Fic. 2.25 — Spectres de la supernova (pixel central) dans la pose prise 5 jours aprés le maximum
(en noir), sa reconstruction (en bleu) comparés avec le spectre réel (en rouge).

2.4.4.2 Déconvolution Aveugle

Les PSF utilisées pour la déconvolution sont estimées sur la voie photométrique. Pour ne
pas propager des erreurs d’estimation de la PSF, il pourrait étre intéressant d’ajuster ces PSF
aux données spectrométriques, dans une perspective de déconvolution aveugle ou myope. De
plus, comme l'indice de réfraction de 'air dépend de la longueur d’onde, la déformation liée
a la turbulence, et donc la PSF, varient continiment avec la longueur d’onde. Ce phénomene,
exploité notamment dans la cadre de la diversité de phase polychromatique (RONDEAU, 2007)
est aussi utilisé dans I’estimation de la PSF. Cela peut aussi justifier l'utilisation de contraintes
spectrales sur la PSF lors d"une déconvolution aveugle.

2.4.4.3 Séparation de composantes

Dans la méthode présentée, il n’est pas possible d’exploiter le fait que le méme objet ait été
observé a différentes époques. Sil’'on considere toute les poses, y compris la pose de référence
d’"une méme supernova il est possible de faire quelque commentaires :

— La galaxie est un fond structuré spatialement et constant dans le temps.

— La supernova est une source ponctuelle située approximativement au centre de 'image

et qui varie avec le temps. Elle est absente de la pose de référence.
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— Le fond de ciel ajoute un niveau constant spatialement mais variant spectralement et

temporellement.

— La PSF est isoplanétique et varie lentement spectralement. Elle est différente a chaque

époque.
A partir de ces considérations, il est possible d’élaborer des algorithmes permettant de séparer
le fond de ciel, 1a galaxie et la supernova et d’ajuster éventuellement la PSE.

Cette méthode de séparation de composantes est actuellement développée principalement
par Sébastien Bongard avec qui nous avons beaucoup d’échanges. Cette algorithme est tres
proche de l'algorithme de déconvolution et utilise la méme approche inverse et le méme
code d’optimisation (VMLM-B). Lorsque nos algorithmes effectifs, il serait étre intéressant de
comparer leurs résultats sachant que la séparation de composantes devrait étre plus efficace.
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2.5 Déconvolution et démosaicage

Dans la section précédente nous avons constaté 1’efficacité de 1’approche présentée pour
extrapoler le champ observé. Dans cette section, nous nous intéresserons a ses propriété d’in-
terpolation dans le cadre de la déconvolution d’images couleurs acquises avec un filtre de
Bayer.

2.5.1 Contexte : I’imagerie couleur avec le filtre de Bayer

F1c. 2.26 — Le filtre de Bayer.

La plupart des appareils photo et des caméras grand public n’utilisent qu'un seul capteur
monochrome (CCD ou CMOS). Pour permettre 1’acquisition d’images couleurs, ils utilisent
une matrice de filtre de couleur appelée filtre de Bayer. Ce filtre élaboré par BAYER (1976) de
la compagnie Kodak, est présenté sur la figure 2.26. Il est apposé devant le capteur de sorte
que chaque pixel ne mesure qu'une seule couleur : Rouge, Vert ou Bleu. Il est composé d"une
alternance d’éléments rouges et verts une ligne sur deux et d"une alternance d’éléments verts
et bleu sur les autres lignes, les éléments sensibles au vert étant disposés en quinconce. Il 'y
a donc deux fois plus de vert que de bleu ou de rouge; ceci est justifié par Bayer car le vert
est la couleur a laquelle I'ceil est le plus sensible. Sur-échantillonner cette couleur permettrait
donc de mieux estimer la luminance. Bien que d’autres filtres aient été proposés (DILLON,
1977) ce choix ne sera pas remis en question par la suite. Dans 1'image acquise par l'appareil,
il manque donc deux couleurs par pixel soit les deux tiers de I'information.

Dans cette section, nous utiliserons comme illustration I'image du phare présenté a la fi-
gure 2.27 et dont un détail est donné Fig. 2.29. Cette image extraite de la base de données
Kodak® est tres utilisée pour illustrer la plupart des travaux sur le filtre de Bayer. Elle est
bien adaptée aux tests des algorithmes de reconstruction car elle présente des couleurs pures
(rouge, vert, bleu) et des hautes fréquences spatiales crées par la barriere. Cette image de taille
512 x 768 a été acquise avec un dispositif a trois CCD permettant de mesurer 1'intégralité des
valeurs RVB en chaque pixel. Celle-ci servira de point de comparaison et permettra de mesu-
rer qualitativement la qualité de la reconstruction. A partir de celle-ci, une image mosaiquée est
générée par application du filtre de Bayer. Elle est présentée a la figure 2.28 (détail Fig. 2.30).

SCette base de donnée est disponible a 1’adresse : http ://www.cipr.rpi.edu/resource/stills/kodak.html
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Fic. 2.27 — Image “lighthouse” utilisée pour Fic. 2.28 — Image vue par le capteur. Cette
la simulation. image a été générée en annulant la valeur

des pixels filtrés par le filtre de Bayer dans
l'image RVB présenté Fig. 2.27.

|

Fic. 2.29 — Détail de la figure 2.27. Fic. 2.30 — Détail de la figure 2.28.

2.5.1.1 Le démosaicage

L’opération consistant a reconstruire 1'image couleur a partir de cette image en mosaique
s’appelle le démosaigage (en anglais demosaicking ou demosaicing). Le filtre de Bayer ayant
été mis au point pour le standard de télévision américain NTSC, fournissant directement les
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informations de luminance et chrominance dans des bandes de fréquences adaptées, il n’était
pas nécessaire de faire de démosaicage. Ce n’est que lorsque ce filtre a été utilisé dans les
premiers capteurs numériques que le probléme du démosaicage est devenu crucial.

Fic. 2.31 — Résultat de la reconstruction par Fic. 2.32 — Résultats de la reconstruction par
copie de pixel. interpolation.

Les premieres techniques de démosaigage apparues a la fin des années 70 étaient assez
frustes et consistaient a copier sur la valeur manquante la derniére valeur lue (résultat figure
2.31), ou alors sous-échantillonner I'image dans un rapport 1 :2. Puis vers le milieu des années
80, alors que les processeurs commengaient a étre embarqués dans les caméras, apparurent les
premiers algorithmes d’interpolation (COK, 1986). Seulement, ces méthodes génerent de nom-
breux artefacts, en particulier des fausses couleurs comme on peut le voir sur les figures 2.31
et 2.32.

Ces artefacts sont diis au repliement de spectre lié au mauvais échantillonnage de chaque
canal. En effet, lorsque 1’on mesure un signal contenant des fréquences supérieures a la fré-
quence d’échantillonnage, ces fréquences viennent polluer la mesure des basses fréquences.
Ceci est illustré sur la figure 2.33 représentant le spectre du canal rouge de 1'image mosai-
quée (montrée Fig. 2.28) et que I'on peut comparer avec le spectre du canal rouge de I'image
non mosaiquée présenté a la figure 2.34. Le cadre central indique la fréquence de Nyquist du
filtre de Bayer dans le canal rouge. Il indique la fréquence maximale que I’on peut mesurer en
respectant le théoreme de Shannon. Remplacer les valeurs non mesurées par zéro revient a
répliquer une partie du spectre dans 1’'espace des fréquences non-mesurées (a l'intérieur des
rectangles en pointillé). Malheureusement, comme on peut le constater figure 2.34, la scéne
observée contient des fréquences supérieures a cette fréquence de Shannon. Le support des
fréquence étant plus grand que la fréquence de Shannon, il y aura superposition des fré-
quences répliquées : c’est le repliement de fréquence qui crée des hautes fréquences parasites
(comme celle entourée en rouge Fig. 2.33). Lors de la reconstruction, il faudra donc tenter de
dé-mélanger ces fréquences. Comme ce phénomene se produit différemment dans chaque ca-
nal RVB, et a cause du décalage des couleurs, il produit les artefacts de fausses couleurs dans
les zones comprenant des hautes fréquences (e.g. les bords). ALLEYSSON et al. (2005) montre



2.5. Déconvolution et démosaicage 83

que la matrice de Bayer peut étre interprétée comme un systeme de partage de I'espace de
Fourier entre la luminance et la chrominance. Il montre que, compte tenu des corrélations
plus fréquentes entre le canal rouge et vert qu’entre ceux-ci et le canal bleu, inverser les roles
des pixels bleu et vert permettrait de minimiser le repliement et donc de réaliser de meilleures
reconstructions.

Fic. 2.33 — Spectre du canal rouge de I'image mosaiquée ; la zone entouré en rouge indique un
repliement de fréquence. (Fig. 2.28).

Fic. 2.34 — Spectre de I'image non mosai- Fic. 2.35 — Spectre de la reconstruction par
quée (Fig. 2.27). interpolation (Fig. 2.32).
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Pour réduire ces artefacts, les puissances de calcul augmentant, de nombreux algorithmes
ont été proposés. Les décrire tous est hors du cadre de notre travail; ALLEYSSON (2004) et
CHANG et TAN (2006) proposent chacun une revues assez complete de ces différentes mé-
thodes et de leurs performances. Ils détaillent aussi les principaux artefacts que peuvent pro-
duire ces méthodes qui sont, outre les fausses couleurs, un effet de fermeture éclair sur les
bords francs des objets, des couleurs délavées et un flou excessif.

2.5.2 Formation des données

On considere un objet en couleur x. Dans 1’espace RVB, cet objet possede trois dimensions :
les deux dimensions spatiales et la dimension colorimétrique. Il est donc composé de trois
distributions spatiales d’intensité : la rouge xg, la verte xy et la bleu xz. Comme aux sections

précédentes, x est un vecteur dont toutes les composantes sont bout a bout : x = [xp, x{,, x 5"

Filtrage
de Bayer

Convolution
Image d'origine Image Floue Image Observée

F1c. 2.36 — Fomation des images floues.

La formation des données y a partir de cet objet x est décrite sur la figure 2.36. Elle peut

étre décomposée en trois phases :

— Tout d’abord, la lumiére provenant de I'objet observé, va parvenir jusqu’au capteur en
traversant l'air et les différents dispositifs optiques (e.g. vitres et lentilles...). La turbu-
lence et les défauts de 'optique peuvent donc avoir déformé I'image de 1'objet. Cette
déformation se traduit par un flou qui peut étre différent pour chaque couleur. Dans
l'espace RVB l'image floue x1°® déformée par la PSF H s’écrit :

xflove — Hx (2.35)

out dans I’hypothese ot les déformations des couleurs sont indépendantes les unes des
autres, c’est-a-dire si une déformation dans une bande de couleur n’a pas d’influence
sur les mesures dans les autres canaux, H est composée des PSF pour chaque couleur :

Hg 0 O
H=|0 H, 0 (2.36)
0 0 Hg

Notons, que la PSF peut varier avec la couleur. En effet, a cause de la variation de 1'in-
dice de réfraction de l’air avec la longueur d’onde et de la chromaticité de 1’optique, la
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PSF dans le bleu peut étre un peu plus étroite que la PSF dans le rouge ; Notons cepen-
dant que ces variations sont minimes (TRIMECHE ef al. , 2005).

— Ensuite 'image floue va étre échantillonnée par le filtre de Bayer. Ce filtrage peut étre
vu comme la projection de 1’'espace RVB dans 1’espace monochrome par un opérateur B
qui va sélectionner pour chaque pixel la couleur traversant le filtre de Bayer.

— Enfin la lumiere va étre mesurée par le capteur avec, inévitablement, du bruit . Dans
ce travail, nous considérons ce bruit gaussien centré. Cependant, HIRAKAWA et PARKS
(2006) ont étudié le bruit pour des capteurs CMOS commerciaux et ont estimé la va-
riance du bruit au pixel k égale a :

ol =a+pBx, (2.37)
avec comme valeurs typiques @ = 3 et 8 = ;5. Ce bruit est donc la somme d’un bruit
gaussien et d"un bruit poissonnien.

En résumé, la formation des données s’écrit :

y=B-H-x+b (2.38)

ot si N est le nombre de pixels, les données y et le bruit b sont des vecteurs de taille N et
I'objet x un vecteur 3 N; H est une matrice carrée 3N X 3 N ; B est une matrice rectangulaire
N X 3N.

2.5.3 La déconvolution d’images mosaiquées

A notre connaissance, les premiers travaux sur la restauration et le démosaicage ont été
effectués par Na et al. (1995). A partir d’'une image filtrée par un filtre a quatre couleurs,
différent donc de celui de Bayer, ils proposent un dispositif électronique permettant une res-
tauration en deux étapes (i) I'estimation de canaux décorélés (luminance - chrominance) (ii)
restauration de chaque canal par un filtre proche de celui de Wiener. TAUBMAN (2000) a, lui,
proposé une méthode proche de celle de Wiener, c’est-a-dire ’'approche qui consiste a estimer
le filtre linéaire optimal minimisant 1’erreur quadratique moyenne de la reconstruction, pour
effectuer le démosaicage et la déconvolution. Il propose d’approximer le filtre de Wiener par
un filtre & réponse impulsionnelle finie plus étroit qu’il applique a des super-pixels regrou-
pant les pixels de Bayer par quatre, puis estimant ceux-ci a partir d’invariances d’échelle. Ce
travail a, par la suite, été prolongé par TRUSSELL (2001). Taubman et Trussel ont cependant réa-
lisé un travail surtout théorique et proposent peu de résultats permettant d’établir I'efficacité
de leurs approches.

Plus récemment, TRIMECHE et al. (2005) ont proposé une méthode de déconvolution uti-
lisée comme prétraitement de canal avant un démosaicage classique. Ils proposent d"utiliser
une méthode itérative de Landweber (LANDWEBER, 1951) avec un systeme de contrainte adap-
tative sur la taille du pas pour controler la saturation et éviter ’apparition de fausses couleurs.
Ce sont les premiers a prendre en compte explicitement la variation de la PSF avec la longueur
d’onde.

Enfin VEGA et MOLINA (2006) ont proposé une méthode bayesienne. Ils considerent les
données comme la somme de quatre images floues basse résolution et s’inspirent des mé-
thodes de super-résolution pour résoudre ce probléeme. En effet, la problématique du démo-
saicage est trés proche de celle de la super-résolution (i.e. la reconstruction d’une image haute
résolution a partir d"une série d'images basse résolution de la méme scene. FARSIU et al. (2006)
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a en particulier considéré le probleme de la reconstruction d’une image couleur haute réso-
lution a partir d’une série d'images mosaiquées basse résolution et floues. Pour résoudre ce
probléme, il a développé une approche bayesienne tres proche de celle que nous proposons
dans la suite de cette section.

Pour reconstruire les données mosaiquées, c’est-a-dire pour déconvoluer et estimer les
couleurs manquantes, nous utilisons toujours 1’approche MAP déja décrite. Il s’agit donc d’es-
timer 1’objet x, les données y et leur formation étant décrites par I'équation (2.38). Comme il
y a trois fois plus d’inconnues que de données 1'a priori introduit sera déterminant.

En utilisant 'approche développée jusqu’ici, ’objet reconstruit xMAP) sera 1’objet qui mi-
nimise une fonction de cofit, somme d’un terme d’attache aux données et de fonctions de
régularisations séparables :

x™MAP) = arg min (Oyy (x |y, H) + Os(x) + Ocolor(x)) (2.39)
X
ol Og est la régularisation spatial et @color la régularisation spectrale.

2.5.3.1 Le terme d’attache aux données

Dans I'hypothese d’un bruit gaussien uniforme de variance o7, le terme d’attache aux
données induit par le modele de formation des données décrit par 1’ équation (2.38) est :

1

Oyy(x; v, H) = E(B H-x- _g ‘W-(B-H-x-y). (2.40)
_e si y.. est mesuré, (2.41)
B sinon, '

2.5.3.2 Régularisation spatiale
La régularisation spatiale s’écrit
Osx) = > adQs(xo), (2.42)
ceRVB

ol Qg(x.) est une régularisation sur les gradients spatiaux avec la norme ¢,—{; définie
Eq. (2.21).
La dynamique étant identique dans chaque canal, les hyper-parameétres spatiaux seront
pris identiques :
ay=ay =ay=a’. (2.43)

2.5.3.3 Régularisation RVB

Sur chacun des trois canaux RVB d’une image naturelle comme ceux de I'image “lighthou-
se” présentés figures 2.37, 2.38 et 2.39, on peut reconnaitre la scéne car des structures spatiales
identiques y sont présentes. On peut donc supposer une forte corrélation entre ces différents
canaux. C’est ce que I'on peut constater si I’'on observe les profils d"une colonne de différents
canaux de I'image comme ceux présentés sur la figure 2.40. On observe plus précisément que
ces profils sont continus par morceaux et que si les valeurs des différents canaux sont diffé-
rentes a l'intérieur d"une zone homogene, les discontinuités sont situées aux mémes endroits.
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Fic. 2.37 — Lighthouse : Ca-  Fic. 2.38 — Lighthouse : Ca- Fic. 2.39 — Lighthouse : Ca-
nal rouge. nal vert. nal bleu.

Ceci implique donc que les hautes fréquences de chaque canal sont identiques comme cela
est attesté par la figure 2.41. Cette caractéristique a été identifiée trés tot par la communauté
travaillant sur le démosaigage. Elle a plus particulierement été étudiée par GUNTURK et al.
(2002) et ZHANG et WU (2005) qui ont mesuré la corrélation entre les hautes fréquences des
différents canaux RVB. Ces hautes fréquences ont été extraites en utilisant un filtre Laplacien.
Toutes les images de la base de données Kodak présentent des corrélations supérieures a 0.92
entre deux canaux. De plus, ils ont remarqué que la corrélation entre les canaux Rouge et
Bleu était toujours plus faible que les corrélations entre les canaux Rouge et Vert ou Bleu et
Vert. Cela les a conduit a des algorithmes qui estiment d’abord le canal vert puis contraignent
les hautes fréquences des canaux bleu et rouge a étre similaires aux hautes fréquences du ca-
nal vert. GUNTURK et al. (2002) utilisent pour cela une méthode POCS (pour Projection Onto
Convex Sets). Ces méthodes sont tres performantes pour le démosaigage seul.

Nous proposons ici d"utiliser la forte corrélation des hautes fréquences dans chaque cou-
leur pour élaborer une régularisation RVB. Elle s’écrit ainsi :

Ocolor(X) = a© Qcolor(X) , (2.44)

Qcoior = |[P-dry|fs + P dayl . (2.45)

oud..~ = x. — X est la différence pixel a pixel entre les canaux c et ¢’ et P un filtre passe-haut.
Ce filtre est défini par

P=1-L, (2.46)

ou I est I'identité et L le filtre passe-bas effectuant une convolution par le noyau séparable
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400

200

Fic. 2.40 — Profils des trois canaux RVB Fic. 2.41 — Profil des trois canaux RVB pré-
de la 100° colonne de Iimage Lighthouse sentés Fig. 2.40 filtrés passe-haut.

(Cette colonne traverse la bouée rouge de

part en part).

5x5:

1 4 6 4 1

4 16 24 16 4

6 24 36 24 6]. (2.47)
4 16 24 16 4

1 4 6 4 1

K=-——
256

Notons que cette opération peut se calculer analytiquement et 'équation (2.45) se réécrire :
Qcolor =x'-CT-PT.P-C-x, (2.48)

o1 C est un opérateur différentiel entre les canaux RVB et P un opérateur différentiel spatial
intra-canal.

Pour compléter travail, il serait intéressant de comparer cette méthode avec d’autres
méthodes de régularisation d’images multi-canaux ou de cartes de vecteurs utilisées dans
d’autre domaines, en debruitage et en in-painting notamment, en particulier les methodes a
base d’équations de diffusion aux dérivées partielles dévoloppées par ?? et les méthodes de
total variation couleur (??).

2.5.4 Résultats : données simulées

Pour vérifier 1'efficacité de notre méthode, différents tests ont été conduits sur des don-
nées simulées comme réelles. Dans tous ces tests, les hyper-parametres ont été réglés manuel-
lement d’apres une évaluation visuelle du résultat. De plus, bien qu’il soit tout a fait possible
d’utiliser des PSF variant selon les canaux avec exactement le méme algorithme et sans trop
affecter son efficacité, les données seront simulées avec une PSF identique dans chaque canal.



2.5. Déconvolution et démosaicage

89

Fic. 2.42 — Jeu de données issue de la base Kodak et utilisées pour nos simulations. De gauche
a droite : lighthouse, sail, statue and window.

Toutes les simulations ont été effectuées avec les quatre images extraites de la base Kodak
et présentées a la figure 2.42. Toutes ces images sont de taille 512 x 728 et échantillonnée sur 8
bits (soit 256 niveaux de quantification).

La qualité des reconstructions a été mesurée par le PSNR (pour Peak Signal to Noise Ratio
qui est classiquement utilisé pour ce type d’algorithmes. Ce critere exprimé en décibel corres-
pond a I’erreur moyenne quadratique normalisée par la valeur maximale M possible pour un
pixel (en géréral M = 255) :

I .
Epsn = =10 logjg| v D (et = i)’ |- (2.49)
¢,k

ou K est le nombre de pixels et & et x respectivement I'image restaurée et 'image originale.
L’erreur de reconstruction est ici assimilée a du bruit mesuré par le PSNR. Ainsi, plus le PSNR
est grand, mieux est reconstruite 1'image. A cause de 'approximation circulante et comme
I'image n’est pas stationnaire, au bord de I'image, une bande de largeur égale a la moitié de
la PSF est corrompue par le repliement de champ, et par conséquent, ne doit pas étre pris en
compte dans la mesure du PSNR.

2.54.1 Type de flou

Les trois types de flou considérés lors des simulations sont parmi les flous typiquement
rencontrés en imagerie, a savoir :

— le flou gaussien (PSF gaussienne), ici de largeur a mi-hauteur de 4 pixels,

— le flou de défocalisation (ou de defocus) simulé par une PSF en disque, ici de 4 pixels

de rayon,

— le flou de bougé dont la PSF est le trajet qu’a effectué la scene relativement a la caméra,

ici un bougé vertical de 5 pixels.

Les hyper-parametres sont fixés manuellement de fagcon a obtenir le meilleur PSNR. La
qualité du résultat de la reconstruction est mesurée par son PSNR estimé avec I'image non
floue et non mosaiquée comme référence. Ce PSNR est utilisé pour comparer cette reconstruc-
tion avec I'image floue non mosaiquée, I'interpolation de celle-ci et la déconvolution de cette
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Fic. 2.43 — Détails de 'image statue avec un flou de bougé vertical de 5 pixels présenté tableau
2.3. De gauche a droite et de haut en bas, on a 'image d’origine, les données (image floue mosai-
quée), l'interpolation des données, la déconvolution de cette interpolation et la reconstruction par
la méthode proposée. Les différences sont particuli€rement visibles sur les rides et la couronne.

interpolation. Cette déconvolution de 'interpolation est réalisée avec le méme algorithme en
supprimant simplement 1’opérateur de mosaiquage dans le calcul de la vraisemblance. La
figure 2.43 résume en quelque sorte ces comparaisons.

Les résultats sont présentés le tableau 2.3. Le gain de la méthode proposée est en moyenne
de +1.15 dB mais on peut constater des disparités importantes selon le type de flou. Dans
le cas d’un flou gaussien et plus encore dans le cas d'un flou de défocalisation, les hautes
fréquences sont tres atténuées; c’est pourquoi l'image interpolée est trés proche de 'image
d’origine. Le gain que 'on peut espérer de la méthode présentée par rapport a un démosai-
cage suivi d"une déconvolution est donc faible (+1.05 dB dans le cas gaussien, +0.1 dB dans le
cas défocalisation). Notons que pour I'image “window”, la déconvolution de l'interpolation
donne un meilleur PSNR que la méthode de reconstruction conjointe; ceci pour une raison
encore inexpliquée. Par contre, dans le cas d’un flou de bougé vertical, le repliement introduit
par les hautes fréquences horizontales laissées intactes par le bougé, introduit de nombreux
défauts dans l'interpolation, perturbant la déconvolution. C’est sur ce type de données, o1 le
repliement est important, que 'approche proposée est la plus justifiée et fournit les résultat
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Image | Interpolation déconvolutionde Méthode

Image flou floue bilinéaire I'interpolation  présentée
Light- | Gaussien || 24.61 -0.28 +3.99 +5.60
house Defocus || 22.97 +0.01 +6.17 +6.90
Bougé 27.37 -1.42 +0.82 +3.58

Gaussien || 27.96 -0.36 +5.00 +5.93

Sail Defocus || 26.50 -0.05 +6.30 +6.46

Bougé 30.66 -0.98 +2.03 +4.33

Gaussien || 28.36 -0.29 +4.11 +4.86

Statue Defocus || 27.20 -0.06 +5.60 +5.69
Bougé 29.83 -0.52 +2.94 +5.57

Gaussien || 28.10 -0.46 +5.69 +6.55

Window | Defocus || 26.59 -0.17 +6.81 +6.23
Bougé 30.10 -0.77 +4.04 +5.65

Gaussien -0.35 +4.70 +5.74

Moyenne | Defocus -0.07 +6.22 +6.33
Bougé -0.92 +2.46 +4.78

moyenne -0.45 +4.46 +5.61

Tas. 2.3 — Amélioration du PSNR (en dB) par rapport a I'image floue non mosaiquée pour l'inter-
polation bilinéaire, sa déconvolution et I'algorithme présenté.

les plus satisfaisants.

2.5.4.2 Robustesse au bruit

Les résultats précédents ont été produits sur des données sans bruit. Pour évaluer la ro-
bustesse au bruit de 1’algorithme proposé, des simulations ont été effectuées avec les mémes
flous en y ajoutant un bruit additif blanc gaussien centré. Seule les images “lighthouse” et
“sail” ont été utilisées. De méme, les hyper-parametres sont fixés manuellement au mieux.
La qualité du résultat de la reconstruction est mesurée par son PSNR et comparée au PSNR
de l'interpolation bilinéaire de données. Les figures 2.44 et 2.45 présentent l'interpolation bi-
linéaire et la reconstruction conjointe pour un flou de bougé avec un bruit trés important de
variance o2 = 100. Sur I'interpolation, le bruit est responsable de cette mosaique de fausses
couleurs méme si les structures peuvent étre distinguées. Sur la reconstruction proposée, un
effet de lissage permet de retrouver les couleurs d’origine en particulier pour 'herbe. Par
contre, grace a 'utilisation d’une norme ¢,—(;, les structures on été conservées et de nom-
breux barreaux de la barriere sont visibles.

Les résultats sont présentés sur le tableau 2.4. Dans 'attente d"une confirmation par des
tests plus importants, il semble que deux régimes différents puissent étre dégagés de ces
résultats :

— Un régime de déconvolution en présence de bruit, ot la déconvolution permet de re-
trouver les hautes fréquences de I'image. Plus le bruit augmente moins les hautes fré-
quences sont reconstruites ; c’est pourquoi le gain en PSNR diminue car, de plus, le fil-
trage passe-bas lié a l'interpolation atténue correctement le bruit. Lorsque le bruit atteint
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Fic. 2.44 — Interpolation bilinéaire de Fic. 2.45 — Reconstruction de I'image “ligh-
'image “lighthouse” avec un flou de bougé thouse” avec un flou de bougé et un bruit
et un bruit additif gaussien de variance o> = additif gaussien de variance o = 100.

100.

un niveau ot tres peu de hautes fréquences peuvent étre reconstruites par déconvolu-
tion, alors qu'’il reste correctement filtré par l'interpolation, le gain de la méthode atteint
un minimum. Ce minimum est atteint pour un niveau de bruit proche de o = 10.

— Passé ce seuil, I'algorithme semble entrer dans un régime de débruitage pur. Un bruit
tres important perturbe des fréquences de plus en plus basses et ne va plus étre filtré par
I’effet passe bas de I'interpolation et le PSNR de l'image interpolée chute. Cela conduit
a de tres nombreuses fausses couleurs comme on peut le voir a la figure 2.44. Les hautes
fréquences atténuées par le flou ne sont plus reconstruites par la déconvolution, mais la
régularisation impose une contrainte de lissage avec préservation des bords qui permet
de filtrer une grande partie de ce bruit, restituant ainsi le contenu basse fréquence de
I'image.

2.5.4.3 Cas d’un flou étroit

Lors de l'étude de l'algorithme, nous avons relevé que, plus le flou est important, plus
le résultat de la déconvolution de l'interpolation est proche de la méthode proposée. De
plus, nous avons constaté que la déconvolution permet de retrouver les hautes fréquences
de I'image sans produire les fausses couleurs dues au repliement. Notre algorithme permet
en quelque sorte d’estimer les valeurs manquantes en utilisant la partie ayant “bavé” sur les
pixels voisins a cause du flou.

Nous proposons de vérifier si 'introduction d"un flou étroit dans la formation de I'image
peut améliorer le démosaicage. Nous avons a cet effet convolué les quatre images de test par
une PSF gaussienne de largeur a mi-hauteur de deux pixels.
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Bruit en dB
Image Flou 2 =0 o2 =1
Interpolation APSNR Interpolation APSNR
bilinéaire reconstruction bilinéaire reconstruction

Light- | Gaussien 243 +5.9 24.1 +3.1
house | Defocus 23.0 +6.9 22.6 +5.0
Bougé 25.9 +5.0 25.9 +4.6

Gaussien 27.6 +6.3 27.8 +3.4

Sail Defocus 26.4 +6.5 26.5 +5.4
Bougé 29.7 +5.3 29.6 +4.7

moyenne +5.8 +4.4

a? =10 o? =100

Light- | Gaussien 23.2 +1.9 10.3 +11.3
house | Defocus 22.5 +1.2 159 +5.3
Bougé 24.6 +2.7 10.3 +11.3

Gaussien 27.3 +0.8 16.6 +7.1
Sail Defocus 25.0 +2.8 104 +12.8
Bougé 27.0 +3.2 10.4 +13.3
moyenne +2.1 +10.2

Tas. 2.4 — PSNR de la reconstruction bilinéaire et sa différence avec la reconstruction d’apres la
méthode proposée en dB pour différents types de flou et différents niveaux de bruit.

Nous comparons dans le tableau 2.5 les résultats de cette reconstruction avec les ré-
sultats de l'interpolation des données floues mais aussi des données non-floutées. Sur les
quatre images testées, la méthode proposée permet une reconstruction avec un gain moyen
de 5.64 dB par rapport a l'interpolation de I'image non floutée. Les résultats de 1"utilisation
de plusieurs méthodes de démosaicage existantes sur les méme images, extraits de (CHANG
et TAN, 2006), sont données dans le tableau 2.6 et peuvent étre comparés aux résultats de la
méthode proposée. Les légeres différences de PSNR peuvent étre expliquées par le fait que
I'on ne prend pas en compte un cadre de quelques pixels autour de I'image et par 1’ordre des
couleurs dans le filtre de Bayer (pour nos expérimentations, le filtre rouge est appliqué sur
le coin en haut a gauche). La méthode proposée ici semble étre moins efficace que presque
toutes les méthodes de démosaigage testées.

Cependant, la mesure du PSNR correspond a une mesure quantitative du bruit de recons-
truction, mais des reconstructions donnant le méme PSNR peuvent contenir des artefacts per-
ceptuellement trés différents. En effet, sur la figure 2.49 est reproduite une figure de l'article
(CHANG et TAN, 2006) présentant un détail de I'image lighthouse reconstruite par les diverses
méthodes étudiées. Presque toutes ces méthodes présentent des fausses couleurs sur la bar-
riere qui ne sont pas présentes dans la reconstruction par notre méthode présentée figure 2.51.
De plus, le fait d’avoir a réestimer tous les pixels et non les deux tiers seulement peut expli-
quer la différence de PSNR entre la méthode proposée et des méthodes visuellement moins
satisfaisantes comme FREEMAN (1988), Pe1 et TAM (2003) et HAMILTON et ADAMS (1997). Uti-
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Fic. 2.46 — Image floutée avec Fic. 2.47 — Démosaicage de Fic. 2.48 — Démosaicage et
une PSF gaussienne étroite I'image floutée avec une PSF déconvolution de I'image flou-
(largeur a mi hauteur de 2 étroite par interpolation bili- tée avec une PSF étroite par la

pixels. néaire. méthode proposée.
Image Interpolation Interpolation Méthode
sans flou avec flou présentée
lighthouse 28.17 26.72 35.000
sail 32.44 30.70 37.72
statue 32.10 30.64 37.27
window 33.51 31.29 38.76
moyenne 31.55 29.84 37.19

Tas. 2.5 — Amélioration du PSNR (en dB) par rapport a I'image floue non mosaiquée pour l'inter-
polation bilinéaire, sa déconvolution et I'algorithme présenté.

liser un PSNR ne mesurant que les erreurs par pixel estimé, revient a soustraire 1.72dB aux
résultats de chaque méthode. De plus, en ayant a réestimer tous les pixels, la méthode propo-
sée minimise les erreurs haute fréquences responsables des fausses couleurs, au prix toutefois
d’un lissage générant des erreurs plus importantes pour des fréquences plus basses. Cepen-
dant ces erreurs plus basses fréquences sont moins pénalisantes perceptuellement. Il faudrait
donc utiliser un estimateur plus “perceptuel”.
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