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Résumé

Cette these développe des méthodes d’ondelettes originales en vue de simuler des
écoulements incompressibles. Nous commencerons par présenter une certaine maniere de
concevoir le phénomene de la turbulence dans les fluides, puis nous ferons une introduction
a la théorie des ondelettes.

Dans le but de construire des ondelettes 2D et 3D adaptées aux écoulements fluides,
nous reprenons en les enrichissant les travaux de P-G Lemarié-Rieusset et K. Urban sur les
ondelettes a divergence nulle. Nous mettons en évidence ’existence d’algorithmes rapides
associés.

Par la suite, nous démontrons qu’il est possible d’utiliser ces ondelettes a divergence
nulle pour définir la décomposition de Helmholtz d’un champ de vecteurs 2D ou 3D quel-
conque. Cette décomposition est définie par un algorithme itératif dont nous prouvons la
convergence pour des ondelettes particulieres. L’optimisation de la convergence fait ensuite
I'objet d’une étude poussée.

Tous ces ingrédients permettent de définir une nouvelle méthode de résolution des
équations de Navier-Stokes incompressible, dont nous prouvons la faisabilité sur un cas
test. On applique également la décomposition en ondelettes a divergence nulle & 'analyse
de champs d’écoulements turbulents 2D et 3D, ainsi qu’a la compression dans une méthode
d’Extraction de Structures Cohérentes.

Mots-clés : équations de Navier-Stokes, turbulence, écoulements incompressibles, onde-
lettes.



Notations et définitions
mathématiques

Dans cette these, on utilise un certain nombre de notations usuelles :

ensemble des entiers naturels
ensemble des entiers relatifs
ensemble des nombres réels
ensemble des nombres réels positifs
ensemble des nombres complexes

produit scalaire
norme de f

espace des fonctions R — C telles que : ||f||z» = (fth KOl dt) 1/p < 400
espace de Sobolev R — C : || fllgs = (fgeR(l + 23| (€)]2 dE)/? < 400

somme directe de deux espaces vectoriels
somme directe de deux espaces vectoriels orthogonaux
produit tensoriel de deux espaces vectoriels

dérivation par rapport a la variable x;
fonction vectorielle R™ — R"™
divergence de u : div(u) = Y1 | diu;
rotationnel de u

opérateur gradient

déterminant d’une matrice
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Introduction

Les écoulements fluides turbulents sont largement présents dans des situations tout
a fait courantes : on les retrouve dans les écoulements d’air ou d’eau autour d’un obs-
tacle ou d’un véhicule, dans de nombreux écoulements industriels comme les circuits de
reffroidissement d’une centrale nucléaire ou le calibrage des tuyeres et leurs propriétés
intéragissent avec celles du réacteur [Mat05], ou encore dans la diffusion des polluants. La
circulation sangine aussi se fait avec un régime turbulent. A partir d’un certain seuil, un
fluide se met a disperser son énergie cinétique de facon interne, du fait de la turbulence.
En contre-partie, cela augmente la diffusion d’un soluté.

Ainsi, I’étude des écoulements fluides turbulents joue un role fondamental dans des
domaines aussi divers et éloignés que la médecine et I’aéronautique. Si les équations de la
physique des écoulements fluides incompressibles sont bien connues depuis leur découverte
par Navier et Stokes au XIXeme siecle, leur résolution représente toujours un enjeu majeur
pour les sciences contemporaines. La non linéarité des équations interdit les solutions
analytiques comme dans le cas de ’équation de la chaleur.

De plus, la turbulence, qui a trait au comportement chaotique d’un fluide, fait ap-
paraitre de nombreux modes dans 1’écoulement et rend particulierement couteuse toute
résolution numérique [Tem84, Les97]. Certains contournent la difficulté en modélisant
la turbulence comme dans les modeles LES (Large Eddy Simulation) [Sag98] et RANS
(Reynolds Averaged Navier Stokes) [CGVO03]. Certains utilisent une formulation vitesse-
tourbillons; ainsi, dans les méthodes vortex [CKO1] les particules de vorticité du fluide
suivent les lignes caractéristiques de ’écoulement pour se concentrer dans les zones a forte
vorticité. Mais il n’existe a ce jour aucune résolution numérique optimale pour tous les
types d’écoulements fluides turbulents.

En ingénierie, dans le doute, cela pousse les concepteurs a renforcer toutes les pieces
et les parois de plusieurs ordres de grandeur pour résister a des contraintes dont on ignore
la nature exacte. Et en recherche fondamentale, certaines propriétés des fluides turbulents
restent non reproductibles numériquement.

Historiquement, il existe quatre grands groupes de schémas numériques différents pour
simuler des équations aux dérivées partielles, ceux-ci se recoupant parfois :
— les méthodes par différences finies, utilisés dans la majorité des codes industriels et de
météorologie [CGVO03]; elles présentent 1'avantage de la simplicité pour 'implémentation,
— les éléments finis, souvent couplés a des mailleurs adaptatifs et qui permettent de
mieux exploiter la structure des écoulements [GR86],
— les wvolumes finis, d’ordre peu élevé mais qui fournissent des schémas simples et



efficaces en 3D,

— les méthodes spectrales, qui permettent un ordre élevé d’approximation, en résolvant
les équations dans des bases de vecteurs propres [QV94, BM92]; elles font appel a
la transformée de Fourier dans le cas de conditions aux limites périodiques, et sont
tres souvent utilisées pour la simulation directe de la turbulence homogene isotrope.

Les méthodes de résolution par ondelettes, plus récentes, se positionnent comme in-
termédiaires entre ces différentes méthodes. Les ondelettes fournissent des bases localisées
a la fois dans 'espace physique, comme les éléments finis, et dans ’espace des phases,
comme les méthodes spectrales. Elles sont utilisées dans la simulation numérique des
équations de Navier-Stokes dés 1996, par une approche de type Galerkin [CP96] ou par
ondelettes-vaguelettes [FS96, FS01, SF02, LT98|]. Elles peuvent étre également utilisées en
complément d’'une autre methode pour détecter des instabilités ou encore définir une grille
adaptative [KVGJ04].

Depuis la fin des années 80, la théorie des ondelettes apporte des outils nouveaux pour
analyser, visualiser et modéliser les écoulements turbulents [Men91, Far92, AUDRLO02].
L’idée d’utiliser les ondelettes, ou la décomposition en banc de filtres, pour I’étude mathé-
matique des équations de Navier-Stokes est apparue récemment [Fed93, Can95] et a permis
de prouver des résultats d’existence et d’unicité de fagon assez élégante.

Par ailleurs, les numériciens ont cherché a utiliser les ondelettes que ’algorithme de
transformée rapide en ondelettes rendait avantageuses [Mal87]. Cependant, les méthodes
d’ondelettes pour la résolution des équations ont longtemps été considérées comme tech-
niques et donc difficiles & manipuler.

Les premiers travaux sur 'application des ondelettes en analyse numérique semblaient
toutefois prometteurs [Per91, MPR91]. D’autres schémas numériques a base d’ondelettes
pour Navier-Stokes sont apparus [FS96, CP96, Cha96, KGKFS98].

Ainsi, la résolution par CVS [FS01] utilise des fonctions appelées vaguelettes, obte-
nues comme images d’ondelettes par un opérateur différentiel. Les méthodes d’ondelettes
présentent de nombreux avantages : elles sont rapides et bien localisées en espace et en
fréquence permettant ainsi la séparation d’échelles.

Depuis ces premiers travaux, de nombreuses méthodes a base d’ondelettes ont permis
la résolution performante d’équations aux dérivées partielles : on peut citer en particulier
les travaux de Cohen-Dahmen-De Vore pour la définition d’un algorithme de complexité
optimale, fournie par 'approximation non linéaire en ondelettes de la solution, pour la
résolution de problémes elliptiques [CDV01, CDV02].

Dans le probléme qui nous préoccupe, le terme non linéaire ne permet pas d’envisa-
ger de facon simple la définition de méthodes adaptatives en ondelettes. Toutefois, des
méthodes de collocations adaptatives sur des structures de coefficients en cone ont été
mises au point [LT98], permettant de répondre de facon pratique a la question. Cepen-
dant, la gestion des arbres de coefficients reste un probléme informatique difficile.

Nous nous attachons dans ce travail de these a la prise en compte de I'incompressibilité
du champ de vitesse. Avec des conditions aux limites périodiques, la transformée de Fourier
permet de vérifier facilement cette condition, et de définir de fagon explicite le projecteur
de Leray sur l’espace des champs de vecteurs a divergence nulle. Pour d’autres types



de bases, en pratique, cette condition est plus compliquée a écrire, car les fonctions de
base ne sont pas a divergence nulle. Il existe toutefois des constructions d’éléments finis a
divergence nulle [Gri81, HY92, HY98], ou de fonctions splines & divergence nulle [DRO5].

L’intérét de l'existence de fonctions de base & divergence nulle réside principalement
dans le calcul de la pression. Contrairement aux méthodes classiques par éléments finis
[GR86] ou la pression s’obtient & travers la résolution d’un systeéme de point selle ou d’une
équation de Poisson, nous verrons qu’a travers la décomposition de Helmholtz du terme
non linéaire, la pression peut s’obtenir par un simple changement de base.

Dans [Lem92], P.-G. Lemarié¢ définit les ondelettes vecteurs & divergence nulle, travaux
repris et généralisés par K. Urban dans [Urb00]. K. Urban a aussi implémenté un schéma
de type Galerkin avec les ondelettes a divergence nulle pour résoudre le probleme de Stokes
dans le cas de la cavité entrainée [Urb94, Urb96, DKU96b].

Dans ce travail, cette approche est poursuivie, en étudiant plus particulierement le
traitement du terme non linéaire de I’équation de Navier-Stokes : en effet, le projecteur
sur les bases d’ondelettes a divergence nulle étant oblique (et non orthogonal comme dans
le cas de Fourier), il ne permet pas de fagon simple la décomposition de Helmholtz (c’est-
a~dire la décomposition orthogonale en une partie incompressible plus une partie gradient)
d’un champ quelconque.

Nous revenons alors sur la construction d’ondelettes a divergence nulle de Lemarié,
pour construire des ondelettes anisotropes a divergence nulle, et a rotationnel nul, mieux
adaptées au calcul numérique. Nous définissons ensuite un algorithme itératif pour la
décomposition de Helmholtz d’un champ de vecteurs quelconque, dont la convergence sera
étudiée précisément.

D’un autre point de vue, si certaines résolutions numériques cherchent & la résoudre
la turbulence de facon exacte, d’autres la modélisent. Les méthodes de simulation directe
(DNS pour Direct Numerical Simulation) s’opposent aux méthodes LES (Large Eddy Si-
mulation). Dans le contexte des ondelettes, la premiere méthode de type LES, utilisant
I’approximation non linéaire par ondelettes est la méthode CVS développée par Marie
Farge et Kai Schneider [FS01]. La méthode CVS (Coherent Vortex Simulation) s’efforce
de descendre le plus loin possible dans les détails de I’écoulement. Pour cela, elle s’at-
tache a faire le tri entre ce qui est essentiel au calcul de ’écoulement et les composantes
négligeables.

Le plan de cette these a pour objectif de mettre en place tous les éléments conduisant
a une simulation numérique des équations de Navier-Stokes par ondelettes performante.

On commence donc, dans le premier chapitre, par introduire les équations de la mécanique
des fluides incompressibles et le phénomeéne physique de la turbulence, avec, a 'appui, une
étude mathématique due a Thierry Gallay [GW05a, GW05b, GWO05c].

Le chapitre second présente la théorie des ondelettes avec tout ce qui sera utile par
la suite : ondelettes biorthogonales, paquets d’ondelettes et approximation non linéaire



par ondelettes. On présentera de plus une construction d’ondelettes orthogonales sur grille
hexagonale.

Dans le chapitre 3, on construit une nouvelle base d’ondelettes vecteurs a divergence
nulle anisotropes, et on détaille les algorithmes rapides de décomposition/reconstruction
associés. Apres avoir introduit les ondelettes & rotationnel nul, on définit un algorithme
itératif de décomposition de Helmholtz par ondelettes, dont on étudie la convergence de
facon détaillée.

La partie III est dédiée aux applications numériques : on présente d’abord au chapitre
5, des résultats d’analyse en 2D/3D. Puis, on prouve la faisabilité d’un schéma DNS
par ondelettes a divergence nulle sur un cas test, au chapitre 6. Dans ce méme chapitre,
une méthode permettant la résolution de ’équation de Poisson sur ondelettes splines est
exposée. Enfin, dans le chapitre 7, on met en relation les ondelettes a divergence nulle avec
les méthodes CVS et LES. Une perspective tres intéressante des ondelettes a divergence
nulle réside dans leur incorporation dans de telles approches.

10



Premiere partie

Introduction a la mécanique des
écoulements fluides turbulents
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Chapitre 1

Mise en équations de la turbulence

Lorsqu’on observe certains écoulements fluides, tels ’eau coulant derriere une pile de

pont ou qu’on regarde des relevés météorologiques ou issus d’expériences en souffleries, les
mouvements d’un fluide évoluent au cours du temps et semblent parfois échapper a toute
logique et par suite, a toute prévision.
Mis en équations et simulés numériquement, on parvient a recréer ces phénomenes de
turbulence sans toutefois obtenir la précision voulue. Cela s’explique par la complexité
des écoulements turbulents qui atteint rapidement des niveaux incalculables. Sachant que
de petites différences dans les conditions initiales ou dans les calculs aboutissent a des
résultats tres éloignés, ces simulations font appel a des trésors d’ingéniosité et sont au
coeur de nombreuses recherches au sein de la communauté numéricienne.

1.1 Les équations de la mécanique des fluides incompres-
sibles

Les équations de la mécanique des fluides sont déduites des lois de la physique.

On considere un domaine ouvert 2 C R" indépendant du temps, n = 2, 3, et une vitesse
initiale ug : Q — R™. 1l existe deux représentations de la solution décrivant I’évolution du
fluide.

Représentation lagrangienne Cette représentation donne les lignes de mouvement de
chacune des particules du fluide. On détermine le flot ¢(¢,z), ¢ : Ry x Q — Q ou ¢(¢,a)
est la position au temps t de la particule ponctuelle située au point a a I'instant initial.
On obtient alors la trajectoire ¢t — ¢(t,a) de la particule partant de a.

Représentation eulérienne Cette représentation suit ’évolution de la vitesse du fluide
dans le domaine €. On détermine le champ de vecteur des vitesses u(t, z), u : Ry xQ — R™.
Le vecteur u(t,x) donne la vitesse de la particule située au point z au moment t.

Ces deux représentations sont équivalentes.

Si on suppose ¢ connue, alors on en déduit u en faisant u(t, ¢(t, z)) = 0y p(t, ).
Réciproquement, si u est connue, ¢ est solution de I’équation différentielle ordinaire :

8t¢ = u(t7 (b) ) ¢(07 1’) =z

13



F1a. 1.1 — Particule de fluide vue en lagrangien (avec la fonction position ¢) et en eulérien
(avec la fonction vitesse u).

On consideére, en mécanique des fluides, deux équations provenant de deux lois physiques,
la loi de conservation du moment cinétique et la loi de conservation de la masse.

1. la loi de conservation du moment donne 'accélération v subie par une particule

de fluide : .
pri=fi+ Y 004 (1.1.1)

j=1
pouri=1,...,n, avec f = (f;) la force extérieure et (0);; le tenseur des contraintes

(de Cauchy), c’est-a-dire I’ensemble des forces d’interaction proche des molécules du
fluide. Donc ¢ est donné par le choix du fluide.
Pour les fluides newtoniens :

oij = 2uD;; + A diva 5ij -p 5ij

avec
— X et i des constantes dépendantes du fluide,

— 0y =1sii=jet0sii#j,

p le champ de pression

— p le champ de densité

— D le tenseur de déformation : D;j(u) = (O;u; + 0ju;)/2
— et divua = 7| dju; la divergence de la vitesse.

j=1
Lorsqu’on dérive la vitesse, la loi cinématique appliquée a une particule de fluide
donne :
d n
i =0 ilt, ) = d—tuz‘(t, $(t, ) = Opus + Y uOju;
j=1
alors pouri=1,...,n :

Z (9jal-j = ,u(?l-divu + MAUZ + A0;divu — O;p
j=1

p(Opu; + Z ujOju;) = fi + (A + p)oidiva + pAu; — 9ip
j=1

d’ott, en notant u.V = "1 | w;0;,

p(Opu+u.Vu) — pAu+ Vp = f + (u + A)Vdivu
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2. la loi de conservation de la masse porte sur la vitesse et la densité du fluide, et
correspond a ’absence de création ou de destruction de matiere :

Op + div(up) =0 (1.1.2)

Définition 1.1.1 les fluides incompressibles sont caractérisés par une invariance
volumique des parties du fluide : vol(p(t, A)) = vol(A), VA C Q, Vt € Ry.

Proposition 1.1.1 un fluide est incompressible si et seulement si diva = 0.

preuve : On a vol(p(t, A)) = ﬂ¢(t a1 dz.

En faisant le changement de variable :

x=¢(t,y), dx=|det |V¢r,...,Vo,lldy
r€P(t,A) — yeA

et en notant Jp = det|V¢y, ..., V,|, on obtient vol(¢(t, A)) = [, 1 |T¢| da.

Donc un fluide est incompressible si et seulement si |Jp| =1 V¢t € Ry. Or, comme
pour t =0, J3¢(0,.) =1, Jo(t,.) =1 Vi € Ry.

On dérive alors J¢ par rapport a ¢ :

d d -
—J0 = Edet\wl, V| =) det |V, ..., VO, ..., Vul

i=1

or Oy = u(t, @), c’est-a-dire que pour tout i = 1,..,n, dp; = u;(t, @) d’onr, pour tout
j=1.,n:

00,05 = 05 (ui(t, 8)) = > _ Opuid;
k=1

donc Vo = > 1 Oku; V. Et finalement :

dﬁ n
0= iélaku,det IVéi,...., Vér ....,Vn

en position ¢

=div u J¢
d’ou le fluide est incompressible si et seulement si div u = 0.

Définition 1.1.2 un fluide est homogéne si sa densité p est constante dans l’espace et le
temps.

Remarque 1.1.1 un fluide incompressible de densité isotrope a linstant t = 0, c’est-a-
dire avec po(z) = pg > 0, est homogéne. En effet si on reprend [’équation (1.1.2), p vérifie
Op+uVp =0 (ie. la densité p est transportée par u), donc p est constant le long des
trajectoires et po(t,x) = po Vt € Ry, x € Q.
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On se place dans le cas d'un fluide incompressible homogene. On divise les deux

équations (1.1.1) et (1.1.2) par pp. On note v = p% la viscosité cinématique, et on re-
note Vp = % et f= pio' On obtient alors les équations de Navier-Stokes :

ou+uVu—vAu+ Vp =7,
(N-8){ divu = 0,
u(0,z) = up(x)

Si la viscosité cinématique est nulle v = 0, on parle de fluide parfait incompressible. Et ce
sont les équations d’Euler qui s’appliquent :

du+uVu+ Vp=f,
(Euler) ¢ divu =0,
u(0,z) = up(z)

On prend alors comme conditions aux bords :

(N-S) ujpn =0Vt € Ry, conditions d’adhérence a la paroi, les molécules sont immobiles
sur 0f2.

(Euler) u.nppg = 0Vt € Ry, avec n le vecteur normal & 92, conditions de glissement, les
particules se déplacent tangentiellement aux bords.

1.2 Le phénomene de la turbulence dans les fluides

1.2.1 Le nombre de Reynolds

Lorsqu’on analyse de fagon qualitative les équations de Navier-Stokes (N-S), on re-
marque que deux phénomeénes antagonistes interviennent :

— le transport représenté par le terme u.Vu qui tend a créer des petites échelles,

— et la diffusion vAu qui tend a régulariser la solution.
Parallelement a ces deux phénomenes, le gradient de pression Vp a pour role de créer une
recirculation afin de conserver la condition de divergence nulle sur u (ce qui mathématiquement
se traduit par une projection orthogonale L? dans I’espace des fonctions & divergence nulle,
des termes u.Vu et f). Cette recirculation se propage de fagon instantanée a I’ensemble
du domaine.

Le phénomene de turbulence apparait lorsque le terme de transport 'emporte sur le
terme de diffusion. Si on adimensionne les équations de Navier-Stokes (N-S), en posant

/ u / x / t
AR AN

avec U, L et T les échelles caractéristiques de I’écoulement principal, on fait apparaitre
une viscosité v/ = 17 bropre a I'écoulement étudié. Plus le nombre de Reynolds Re =
% = % sera grand, plus grande sera la probabilité que I’écoulement devienne chaotique
et imprévisible, avec apparition intensive de recirculation au sein méme de ’écoulement.

1.2.2 La cascade d’énergie

Dans un écoulement fluide 3D turbulent, on observe, pour la répartition de 1’énergie,
une décroissance en puissance ]k\*‘r)/ 3 du mode de Fourier. Ce spectre caractéristique,
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appelé spectre de Kolmogorov en hommage a celui qui modélisa cette dynamique contrainte
par des lois de conservation, et retrouva ce spectre en le justifiant mathématiquement,
s’explique par le tranfert d’énergie des grandes échelles vers les petites par le biais du
terme non linéaire. Les petites échelles dissipant alors cette énergie par viscosité.

E(k) &

v pente en —5/3

Fia. 1.2 — Représentation de la dynamique de I’énergie cinétique d’un fluide turbulent
3D dans l’espace spectral en échelle logarithmique. L’écoulement principal introduit une
énergie e; a I’échelle de forgage, il s’effectue alors un transfert d’énergie e; vers les petites
échelles, puis une dissipation e; aux petites échelles.

En échelle logarithmique, on observe donc une droite qui s’étend du mode basse
fréquence qui caractérise ’écoulement principal jusqu’au mode ou la dissipation de I’énergie
par viscosité devient écrasante, voir figure 1.2.

1.2.3 La notion de structure cohérente

Des études menées au sein du Laboratoire des Ecoulements Géophysiques et Indus-
triels de Grenoble (LEGI), par I’équipe de M. Lesieur, ont démontré que “la turbulence
est dominée par quelques tourbillons cohérents qui naissent de maniere imprévisible, in-
teragissent, et finalement meurent”. Ainsi, I’écoulement turbulent n’est pas si désordonné
qu’on pouvait le craindre. Certaines structures (des tourbillons de grande taille) rythment
la turbulence. Si on parvient a les calculer, I’écoulement devient moins imprévu.

La cohérence s’établit a deux niveaux : spatial et temporel. Les objets que 1’on cherche
a isoler sont donc des tourbillons a longue durée de vie.

1.2.4 Criteéres de cohérence

Il est possible, en dimension 2, de caractériser les structures cohérentes par une relation
de phase caractéristique des grands vortex, entre la vorticité w et la fonction courant
définie par u = (0910, 01¢) :

w(z) = a sinh(¢(x))
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pour un temps ¢t donné, et o dépendant de la structure cohérente observée. Sans oublier
de se placer dans le repere galiléen (se déplagant & vitesse constante) qui suit le centre de
la structure.

Il existe encore d’autres criteres pour les structures cohérentes 2D, comme par exemple,
la coicidence d'un minimum de pression avec une valeur tres faible de Q = w?—s? (s étant la
partie symétrique du tenseur de déformation, s = (doui +01u2)/2). D a J. Weiss (Physica
D, 1991)), ce critere est observé dans les grands vortex peu affectés par la turbulence.

Il n’y a pas de consensus sur la définition des structures cohérentes en dimension 3,
entre ceux qui étudient les phénomenes turbulents. Si bien que la premiere cible a éliminer
est le bruit (dont on sait qu’il n’est pas cohérent). Cela peut se faire de fagon optimale par
des techniques d’ondelettes mises au point par D. Donoho [Don94]. Mais cela ne donne
pas acces aux structures cohérentes a proprement parler.

Une autre caractérisation qui heurte un peu l’intuition, est de cibler comme non
cohérentes les structures tourbillonnaires 2D. Bien que ce soit les seules structures que ’'on
crolt observer avec les isosurfaces de vorticité, les structures tourbillonnaires 2D tendent
a disparaitre tres rapidement et sont donc de mauvais candidats au statut de structures
cohérentes. A ce moment, une structure cohérente est caractérisée par une grande co-
linéarité entre u et w, c’est-a-dire, ”u“”ﬁ proche de 1. Et les structures ou HJJHW est
proche de 0 sont non durables.

Cependant, des travaux récents de Thierry Gallay de I'Institut Fourier a Grenoble
permettent de nuancer ce point de vue.

1.3 Etude mathématique de la structure des écoulements
fluides

1.3.1 Stabilité des tourbillons

Pour modéliser les écoulement fluides, il faut d’abord réussir a isoler les différentes
composantes de 1’écoulement en fonction de leur échelle. Pour cela, on cherche a savoir
a quoi ressemble les solutions globales les plus simples de 1’équation de Navier Stokes
(N-S), afin de calquer les grandes échelles de la modélisation sur les structures stables de
I’écoulement. On pourra aussi s’intéresser a la dynamique des structures de I’écoulement
ainsi qu’a leur durée de vie afin de dégager des critéres de cohérence.

En dimension 2 d’espace, une telle solution est fournie par le tourbillon d’Oseen qui est
d’énergie infinie (condition nécessaire pour avoir une structure tourbillonnaire et donc
dont la vorticité est d’intégrale non nulle, cela se justifie par la formule

// w(x) dx = / u.eg dy
D(O,R) C(O,R)

ou D(O, R) est le disque de centre O et de rayon R et C(O, R) le cercle qui 'entoure) mais
est telle que la vorticité est a décroissance exponentielle.

En dimension 3, aucune solution de ce type ne peut étre mise en évidence. En revanche,
un phénomene observé expérimentalement est la création de structures filamenteuses qui
tendent & reproduire le tourbillon d’Oseen, ce qui explique leur tendance a s’étirer tres
rapidement jusqu’a disparaitre. Certains tourbillons sont aussi créés localement au sein
d’écoulements se produisant a des échelles plus grandes.
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1.3.2 En dimension 2, le tourbillon d’Oseen

On cherche une solution de Navier-Stokes 2D ayant la forme d’un tourbillon. C’est donc
un champ de vitesse invariant par rotation autour de O(0, 0). De cette facon, le terme u.Vu
n’intervient pas car il est radial et est donc entierement annulé par le gradient de pression,
comme le montre le calcul ci-dessous.

Fi1a. 1.3 — Tourbillon représenté en coordonnées polaires avec son terme de transport u.Vu
et son gradient de pression Vp.

preuve : Une vitesse tourbillonnaire vérifie les équations

r1u + x2u2 = 0,
dp(ut +ud) =0 (1.3.2)

en développant 1’équation 1.3.2, on trouve
—ZTou101u] — Tougdyus + r1u10ouy + T1u2drus = 0

on vérifie alors que
u101uy + ug0suy

u.Vu =
u181uz + u262u2

est orthogonal au vecteur ey = (—sinf, cos#) i.e. orthogonal a (—z9,z1) :

—zo(u101u1 + u202uq ) + 1 (u101u2 + u202us) (1.3.3)

= —Tou1 01U — ToUus Doty + T1u1O1Ue + T1U202Us (1.3.4)
= —2ou101u1 + T1U10u1 — TougsO1ug + T1U02U (1.3.5)
=0 (1.3.6)

la deuxieme ligne étant obtenue grace a 1.3.1 et la derniere a 1.3.2 .

Ainsi F' = u.Vu est un champ radial invariant par rotation autour de O(0,0). On peut
donc le réécrire F' = (g(r)cos,g(r)sinf) ou g est une fonction R — R. Elle dérive du
gradient de la fonction potentiel p = f:zo g(7) dr.

De I’équation (N-S) il ne reste plus a résoudre que

ou = rvAu
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Afin de simplifier encore cette équation, on lui applique un opérateur rotationnel, et on
résout ’équation de la chaleur portant sur la fonction scalaire w = rotu.

Ow = vAw
En passant dans I’espace de Fourier, elle équivaut a
O = —v|¢)Pw

ce qui donne ,
(DOseen(ta 5) = KB_V‘& ¢

ou K est une constante. Puis, avec la transformée de Fourier inverse

Knr -2

WOoseen (t, ) = WG i

Enfin on retrouve u par la loi de Biot-Savart, ol on a noté (x1,29)" = (—x2, 1)

— )t
ut) =5 [ Dy ay

C2r y€ER? |$_y|2

K z* |2
uOseen(tax) = a <1 — e 4t >

2 faf?

ce qui donne

Cette solution, d’énergie infinie, a une propriété particuliere qui en fait la structure stable
par excellence.

Théoréme 1.3.1 Si on a une solution u(t,z) de ’équation (N-S) de rotationnel w(t,z) €
C°([0, 00), LY (R%))NCP((0, 00), L (R?)) avec comme condition initiale w(0) = w € L' (R?),

alors lintégrale
/ w(t,x) de = / wo(z)dr, t>0
R2 R2

est une quantité conservée dans le temps.
Et de plus, la solution tend asymptotiquement vers le tourbillon d’Oseen ayant une constante
K = [pewo(z) dz. Ce qui donne sur la vorticité w
1
tlim tlig ||w(t,x) - wOseen(t’x)HLfc = 0’ pour 1< p < o0,
— 00
et pour la vitesse u
1 1
tlim t2 allu(t,r) — woseen(t, z)|lpg =0, pour 2 < q< oo,
— 00
La démonstration de ce théoreme fait ’objet du papier de Thierry Gallay intitulé “Bquations
de Navier-Stokes dans le plan avec tourbillon initial mesuré”, repris dans [GWO0bal, et re-

pose principalement sur des résultats de compacité asymptotique, la construction d’un
ensemble w-limite, les fonctions de Liapunov et un lemme de rigidité.
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1.3.3 Existence et évolution de structures stables en dimension 3

Le travail théorique de Thierry Gallay quant a la stabilité des tourbillons de Burgers
[GWO05a, GW05b, GW05¢] apporte un éclairage bien plus précis sur ce point.

Les tourbillons de Burgers sont des versions 3D des tourbillons d’Oseen, invariants par
translation selon I’axe vertical (z3) et par rotation autour de celui-ci, et ne dépendant pas

du temps :
0

K~y —y@itad)
QB (z,t) = =

4y
avec K réel et v > 0, associés a une vitesse :
— 29

K 1 —~(22+23)
= — T —— l—e o
2 0 Ty + x5

et entretenus par une circulation irrotationelle locale du fluide provenant de I’environne-
ment & plus grande échelle (”background straining flow”) :

UB(z,t)

T L, 99, 99, 9239
u’(r) = | na , pi(x) = —5(%951 + 273 +373),
Y33

avec 71,72 et y3 = 0 des réels tels que 1 + v2 + 3 = 0, et vérifiant de plus une condition
d’axisymétrie, y3 =y >0 et 2 =7 = —7/2 < 0.

Les tourbillons de Burgers sont stables dans leur forme générale. Si bien qu’une per-
turbation d’'un tourbillon de Burger tend exponentiellement vers un tourbillon de Burger
avec une constante K éventuellement modifiée [GWO05c¢|. Thierry Gallay a démontré 1'exis-
tence de solutions tourbillonnaires similaires ayant la méme stabilité dans des conditions
non axisymétriques (y; # 72) et pour des perturbations aussi bien bidimensionnelles que
tridimensionnelles.

Cela renforce I'idée d’une cascade de tourbillons ou “[...] les plus gros [...] nourrissent
de leur vitesse [...] les plus petits [...]” pour reprendre J. Swift, et ce de fagon relativement
hiérarchisée. Ainsi, les tourbillons forment en quelque sorte les “tendons de la turbulence”
qui transmettent 1’énergie des grandes échelles vers les petites.

1.3.4 Implications concernant le choix de structures cohérentes type
pour la modélisation

L’idéal, en 2D, serait donc d’avoir comme fonctions de référence, des fonctions proches

du tourbillon d’Oseen N

X 12
uOseen(CU) = W <1 —€ || )

pour la vitesse u ou
2
—|T
wOseen(x) =€ ]
pour la vorticité.
Ce qui, pour I'implémentation, pose probleme, car, pour la vitesse, la fonction uggeen €st

A support infini et n’appartient pas &4 L?(R) et, pour la vorticité, les gaussiennes n’entrent
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pas dans le cadre de la théorie des ondelettes introduite au chapitre 2. Elles ne peuvent
servir de fonctions d’échelle en analyse multirésolution et aucun algorithme de transformée
en ondelettes rapide n’y est attaché. Ainsi, doit-on se contenter de fonctions donnant une
bonne approximation des gaussiennes, comme par exemple les fonctions splines.

De plus, afin de reproduire le tourbillon d’Oseen, on peut choisir des fonctions vec-
torielles tourbillonnaires. Cela est abordé au chapitre 3. Par ailleurs, comme I’hexagone
est plus proche du disque que le carré, il serait intéressant de mener une étude sur grille
hexagonale. Une construction d’ondelettes sur grille hexagonale est proposée dans la partie
2.3.

Une autre implication est que, quoi qu’il en soit, les structures cohérentes sont parti-
culierement lisses. Cela justifie le choix d’espace de fonctions de régularités élevées comme
les espaces splines. Il s’agirait aussi de mettre au point des filtres qui trient les tourbillons
selon leur échelle. C’est ce que permet la transformée en ondelettes.

Cette séparation des tourbillons aux différentes échelles permet, a son tour, d’imaginer
des méthodes type vortex ou on peut moduler les interactions entre les différentes échelles
(les grandes échelles transportant les petites cependant que celles-ci interagissent entre
elles par diffusion et transport mais & une échelle plus petite).

1.4 Solutions auto-similaires de Navier-Stokes

1.4.1 Invariance d’échelle

L’équation de Navier-Stokes (N-S) admet des familles de solutions dans lesquelles les
vitesses et les pressions sont obtenues par dilatations les unes des autres. Ainsi, si u est
solution de I’équation (N-S), les fonctions uy et py définies par

uy(t,z) = \u(\%t, \x), pa(t,z) = N2p(\%t, \x) (1.4.1)

sont aussi solutions de (N-S).
En conséquence, il est naturel de chercher les solutions dans des espaces dont les normes
sont invariantes par cette transformation. Dans R", des exemples de tels espaces sont :

u e C([0,00[; L"(R™)) ot supgsgllun(t,.)||zn = supiollu(t,.)|[zn (1.4.2)
p € C([0, 00[; L"2(R™) ot suppsollpat, Ve sz = suppsollp(ts Mz (143)

1.4.2 Espaces mathématiques ou vivent les solutions de Navier-Stokes

Les solutions auto-similaires de Navier-Stokes sont étudiées dans le livre de Marco
Cannone [Can95]. Aussi, au risque de paraphraser M. Cannone, on peut dire que les
phénomenes ou apparaissent des structures imbriquées telles que celles décrites dans le
paragraphe 1.3.3, se comprennent mieux a la lumiere de leurs solutions auto-similaires.

Définition 1.4.1 On dit que u(t,x) est une solution auto-similaire des équations de
Navier-Stokes si, pour tout A > 0

u(t,x) = Au(\’t, Ax).

En d’autres termes, si

u(t,x) = —U(

<)
<Jx
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ot U = (U,Us,Us) est un champ de vecteurs a divergence nulle.

Ainsi, si u est une solution auto-similaire de Navier-Stokes, pour tout A > 0,
up(z) = u(0,z) = Au(0, \z) = Aug(A\z)

donc ug est une fonction homogene de degré —1 c’est-a-dire typiquement du type ug(z) =
|z|~1. Or, cette fonction n’appartient & aucun des espaces de Lebesgue LP(R?) ni & aucun
des espaces de Sobolev H*(R3). Cependant, des espaces fonctionnels, a priori exotiques,
ou vivent de telles fonctions, existent.

Définition 1.4.2 Les espaces de Besov sont des espaces fonctionnels munis de la norme :

+oo dh 1/q
e =+ ([ (1)
avec wyp(f,h) = || f(- +h) = f()|lLr et pour 0 < o < 1, ¢ < 400,

[ l5gee = fllze + ([P %wp(f; )l

et
[@]

1 Fll e = Z ||f(m)\|B;’q ot s=a—|a]

m=0

pour o > 1.

Les espaces de Besov homogenes (c’est-a-dire sans le terme || f||z»), avec By “™(R%)(ar =
1-— %) sont justement des espaces comprenant la fonction ug(z) = |z|~1. Or les espaces de
Besov sont intimement liés aux ondelettes comme cela est illustré dans le paragraphe 2.5.

Enfin, M. Cannone [Can95] a démontré un théoréme d’existence dans les espaces de
Besov, de solutions “mild”, c’est-a-dire de solutions des équations de Navier-Stokes en
formulation intégrale, qui ne garantit pas la dérivabilité par rapport au temps :

v(t) = S(t)vo — /:0 PS(t —s)(v.V)v(s)ds

avec S(t) = exp(tA) le semi-groupe de la chaleur et P le projecteur de Leray.

Théoréme 1.4.1 [l existe une constante absolue d > 0 telle que pour toute donnée initiale
.1
vo € BZT(R3), avec ||vol| 1. <8, Vvo =0 et vo(x) = Avo(Ax), YA > 0, alors il exste
BZ’

une solution globale “mild” 2des équations de Navier-Stokes de la forme
1 X
vit,x)=—=V | —),
6= 73V ()

V = S(l)V(] —|—W

1
=,00 . L.
avec V € B3" qui s’écrit

ou W € H%(R‘rs). Enfin, cette solution est déterminée de fagon unique par la condition
W[ <R

ot R = R(|[vo|l 1.) est une constante.
BZ’
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Une version locale de ce théoreme lui permet d’en déduire des solutions d’énergie finie

en partant d’une condition initiale vy d’énergie finie qui est approximativement homogene
de degré -1 en 0 (voir [Can95] pl173).

1.5 Meéthodes numériques pour la séparation d’échelles

Lorsque 'on souhaite explorer 'information contenue dans un champ de vitesse pour
mieux en connaitre la structure et modéliser les phénomenes qui y ont lieu, le découpage
entre espace physique et espace fréquentiel s'impose (on l’appelle répartition temps/fréquence).
C’est en effet souvent dans l'espace physique que se calcule le terme de transport u.Vu
et dans l'espace fréquentiel qu’a lieu le calcul du terme de diffusion Au. Sans compter
qu’en recoupant les deux, on peut espérer extraire le bruit, les structures cohérentes aux
différentes échelles et méme modéliser ce qu’on ne peut calculer.

Dans R", la transformée de Fourier représente alors le moyen de passer de fagon exacte
de 'espace physique & lespace fréquentiel et réciproquement du fréquentiel au physique.
Cependant, méme avec les fenétres de Gabor, cette transformée reste assez rigide.

F1G. 1.4 — Exemple d’ondelette spline cubique (& gauche) avec le module de sa transformée
de Fourier (a droite).

Théoréme 1.5.1 (Inégalité d’Heisenberg) Soient 1) € L?(R), 1 # 0. Si on note Axy,
et A&y les écarts-types relatifs respectifs de 1) et de 1) définis par

.\ 1/2
Amw:[ o |:C—$w|2|1[)(£6)2 dx }

=00 Wiz,

) 1/2
ALy = [ - £w|2|¢(£)|2”5”%2]

ot on a posé les valeurs moyennes de localisation dans l’espace physique , et en fréquence
&y de la fonction 1 :

+o0 d +o00 . d
ro= [ @l EE = [ ORI

——oo [ =—o0 191132
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alors :

Axw A£¢ <

N |

et la valeur minimale % n’est atteinte que pour les gaussiennes.

On pourra trouver une démonstration claire et succincte de ce théoreme dans 'ouvrage
[KL98] p.311.

En pratique, dans de nombreux schémas (dont la Simulation des Grandes Echelles,
voir partie 7.3), la séparation d’échelle se fait par convolution de la vitesse avec un filtre
passe-bas G [Sag98],

) = (Grwin = [ Gly)(ute-y)dy
yER™
ou en Fourier,
u($) = GEu(g)
Le noyau G pouvant étre la fonction porte x[_1/2,1/2], le filtre porte Sigx = X[-1/2,1/2) (%),
ou plus généralement, une gausienne.

Les ondelettes présentent l'intérét d’étre particulierement flexibles quand au choix
de la précision temps/fréquence. Une décomposition en ondelettes classiques réalise déja
un certain compromis temps/fréquence (cf dessins de la Fig. 1.4), largement favorable
au temps (d’ou l'algorithme de transformée en ondelettes rapide en O(N)). L’ondelette
¥jk(x) = ¥(272—k) a un support en espace du type [277k—277,277k+277], et un support
en fréquence du type [—2/T1 —27]U[27,2/F1]. Ces supports d’ondelettes, représentés dans
la figure 1.5, bavent en réalité trés largement hors de leur case : il est en effet impossible
d’étre a support compact a la fois en temps et en fréquence. De plus, d’apres 'inégalité
d’Heisenberg, ’aire de ces rectangles reste constante.

Cependant, on peut améliorer la localisation fréquentielle des ondelettes, au détriment
de leur localisation dans l’espace physique, grace aux paquets d’ondelettes (transformée
qui se fait en O(N log N') comme la transformée de Fourier rapide). On passe alors (comme
indiqué sur la Fig. 1.5) d’une situation ou on était proche des valeurs aux points (d’ou les
méthodes de collocation), c’est-a-dire de dj /9, & une sorte de décomposition par modes
de Fourier, comme la fonction sin(2/x).

C’est pourquoi les ondelettes fournissent des algorithmes trés puissants 1a ou la trans-
formée de Fourier ne peut opérer, comme dans le cas d'une décomposition de Helmholtz
avec conditions aux bords et/ou adaptativité et/ou en géométrie complexe.
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Deuxieme partie

Ondelettes pour les écoulements
fluides incompressibles
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Chapitre 2

La théorie des ondelettes,
Généralités

La théorie des ondelettes provient d’une collaboration fructueuse entre des scientifiques
d’horizons divers, et a été en grande partie formalisée par Y. Meyer [Mey90], puis appro-
fondie et complétée par de nombreux autres mathématiciens dont les précurseurs les plus
connus sont I. Daubechies, P.-G. Lemarié et S. Mallat.

Les AMR (analyses multirésolution) d’ondelettes, sont des espaces d’approximation
générés par des bases de fonctions et ont été introduites par S. Mallat auquel on peut
se reporter dans [Mal00], pour I'implémentation d’algorithmes comportant des ondelettes.
On pourra aussi trouver une description plus théorique de la théorie des ondelettes dans
le livre de J.-P. Kahane et P.-G. Lemarié-Rieusset [KL98]. On commencera en dimension
1 par le cas des fonctions définies sur la droite réelle. Puis on étendra la construction
aux espaces a plusieurs dimensions. On verra aussi comment construire des ondelettes
biorthogonales et orthogonales, sur grille hexagonale.

2.1 Analyses multirésolution

Dans ce paragraphe, on rappelle brievement la définition d’une base d’ondelettes dia-
diques telles qu’elle est donnée dans les livres usuels [Dau92] et [KL9S|.

2.1.1 Définition

Définition 2.1.1 Base de Riesz Une base de Riesz {b,,n € N} d’un R-espace de Hilbert
E est une famille d’éléments de E vérifiant :

n
Vf € E, 3(ca)nen € EN tel que lim |f — chka =0
n—-+400

k=0
+00 too

et 3A,B € R} tels que B <Z C?LanH2> <|fI*P< A (Z ci\|bn||2>
n=0 n=0

Le quotient A/B s’appelle le conditionnement de la base de Riesz.
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Définition 2.1.2 AMR Une analyse multirésolution de L*(R) correspond a la donnée
d’une suite de sous-espaces fermés (V;);jcz vérifiant :

(1) Vi, Vi CVist, Mo Vi = {0} UjeyV est dense dans L(R)

(2) (Invariance par dilatation) feV;, <=  f(2.)€Vju

(3) (Invariance par translation) Il existe une fonction ¢ € Vy telle que la famille {o(. —
k) ; k € Z} forme une base de Riez de Vj.

La fonction ¢ dans (3) est appelée une fonction d’échelle de I’AMR.

Ici, le parameétre j définit le niveau de détail. En vertu de la propriété d’invariance par
dilatation (2) ci-dessus, chaque espace V; est généré par la famille de fonctions {¢; ; k €
Z} avec pji(z) = 2/2p(2x — k).

Les ondelettes se définissent alors comme base des espaces supplémentaires W; :
Vin=V;®W; (2.1.1)

ou la somme V; @ W; est directe, mais pas nécessairement orthogonale. Dans ce contexte
(appelé cas biorthogonal), le choix de I'espace W n’est pas unique. Si on conserve le
méme type d’espace pour tous les indices j, construire les espaces W; revient a définir une
fonction 9, appelée ondelette telle que la famille de fonctions {¢(. — k) ;k € Z} génere
un espace Wy. Itérer cette décomposition de V; fournit 'AMR (V;) pourvue des espaces
d’ondelettes W) :

j—1

Vi =W we

=0
ce qui permet d’écrire quand j tend vers l'infini, la décomposition en ondelettes de tout
I'espace L(R) :

+00
L*(R) = Vg @ Wi
=0

Ainsi, il en résulte que toute fonction f € L?(R) peut se décomposer dans la base des
fonctions {¢g, Vji; j >0,k € Z}, avec ¢, = (- — k) et 1) = 20/24p(27 - —k) -

f= ch o+ Z Z djk Vjk (2.1.2)

kEZ 720 keZ

Définition 2.1.3 Bases duales Soit une paire (¢,1)) composée d’une fonction d’échelle
et d’une ondelette provenant d’une analyse multirésolution. On peut alors leur associer
une unique paire duale (p*,1*), telle que les relations de biorthogonalité (dans l’espace
L?) suivantes soient vérifiées : pour tout k € 7 et j > 0,

< (,0’(,0;; >= 5k,07 < (P’w;,k >= 0, < w‘lb;:k >= 5j,05k,07 < 1/1‘(,02 >=0 (2.1.3)

De plus les fonctions d’échelle duales ¢ et les ondelettes duales ¢; . ont la méme structure
que les fonctions py et ¥k 1 ¢ = @*(- — k) et ¢7, = 21/24p%(27 - —k), et forment donc
une analyse multirésolution duale (V).
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Définition 2.1.4 Relations d’échelle et filtres d’ondelette Comme la fonction ¢(35)
appartient a ’espace Vy, il existe une suite réelle (hy)kez (aussi appelée filtre passe-bas
telle que :

%gp@) = i ol — k) (2.1.4)

keZ

Lorsqu’on applique une transformée de Fourier' a la relation 2.1.4,

P(28) = mo(&)p(€) (2.1.5)

on fait apparaitre la fonction de transfert mo(§) = % > okez hipe™ ¢ associée au filtre (hy,).

De méme, comme l'ondelette 1(5) appartient a 'espace Vy, elle satisfait la relation d deux
échelles :

%w(%) =S gk gl — k) (2.1.6)

keZ

ot les coefficients (gx) sont ceux d’un filtre passe-haut. De nouveau, en passant la relation
2.1.6 en Fourier, on trouve la fonction de transfert ng associée au filtre (gi) :

$(28) = no(§)$(8)

De la méme fagon, les fonctions duales vérifient des équations d’échelle :

L6 (3) = Tieaht ¢ = b, 4420 = mp(©)"(©) .
T (5) = Tz di '@ — ), (26) = m(©)¢" () -

La condition de biorthogonalité pour les fonctions d’échelle (2.1.3) est équivalente a :

mo(§)mg (&) +mo(§ +m)mi(§ + ) =1 (2.1.8)

Tandis que les polynomes de raffinement des ondelettes associées peuvent étre choisis €gaus
a :

no(§) = e my(E+7),  nj(€) = e mo(E +7)
ce qui pour les filtres correspond a :

g =D R gh= (D" hiy, VE

Remarque : La donnée d’un filtre (hy) définit de fagon unique une fonction d’échelle
¢ si celle-ci est dans L'. En effet, d’apres 1’équation 2.1.5 :

'La transformée de Fourier d’une fonction f se définit par f(£) = f:f: f(z) e”™¢dx. L’application

e \/% f définit alors une isométrie de L?(R) notée F.

31



2.1.2 Moments nuls, support compact

Nombre de moments nuls d’une ondelette On dit qu'une ondelette ¥ a n moments

nuls si pour 0 <m <n —1,
/ " P(z) =0
rz€R

Cette condition est équivalente & (1 + %)™ divise le polynéme trigonometrique mg(€).
On définit le nombre de moments nuls de 'ondelette duale de fagon similaire, en travaillant
sur le polynome de raffinement mg(§).

Théoréme 2.1.1 Soit ¢ une fonction d’échelle réguliére, mg son filtre d’échelle et n € N*.
Alors ces trois énoncés sont équivalents :

(i) pour un certain & > 0, p € HN-1+¢,

(i) mo a un zéro d’ordre n en m (mo(m) =--- = m((]nfl)(w) =0),

(iii) ondelette duale * (=1 dans le cas orthogonal) a n moments nuls.

Ce théoreme a été démontré par Cohen et Daubechies [CDF92]. On pourra aussi en trouver
une démonstration dans [KL98] p405.

Ondelettes a support compact Si les filtres (hy) et (h}) sont de longueur fini, 'ondelette
est & support compact. Plus exactement, le support d’une ondelette vaut (m +n)/2 — 1
ot m et n sont les tailles des filtres (hy) et (hy).

On notera que ces filtres sont finis et donc les fonctions de raffinement, des polynomes
trigonométriques, si et seulement si les fonctions ¢ et i sont a support compact.

2.1.3 Construire une fonction d’échelle a partir de sa relation d’échelle

On a vu que certaines fonctions (dont on se sert pour générer les AMR) vérifient des

relations de raffinement : 1
o(z/2) hip(x —
7#@/2) = hre(
kez
On peut se poser la question réciproque : étant donné un filtre (hy), existe-t-il une fonction
¢ vérifiant une relation d’échelle avec (hy) ? Et si oui, a quoi ressemble-t-elle, quelle est sa
régularité ?
Ce domaine de recherche sur les ondelettes a été tres actif. Les principaux résultats
sont dis & Daubechies et Cohen [Coh92], et sont résumés dasn le théoreme 2.1.1.
11 est aussi possible d’étendre les relations d’échelle a plusieurs fonctions a la fois, ce
sont les multiwavelets [Str96]. Si on pose :
$1
D= :
Pn
on aura alors la relation d’échelle :

1o (x/2) = Z M ®(x —
V2 k
EZ
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avec M, des matrices de taille n x n.

On peut aussi faire intervenir plusieurs échelle a la fois comme le font S. Dekel et Nira
Dyn dans leur article [DD02] dans lequel ils indiquent comment construire des fonctions
vérifiant des relations d’échelle impliquant plusieurs échelles ; ils montrent que ’on obtient
alors un spectre bien plus large de fonctions d’échelle.

Contrairement a [LMP98], on s’en tiendra ici au cas le plus simple avec une seule
fonction d’échelle et une relation d’échelle dyadique.

On se donne un masque P = {py};cza (lié & une relation d’échelle par p, = /2hy).
Sous certaines restrictions (3", pr = 2 et >, (—1)¥px = 0 sont des conditions nécessaires
en dimension 1 d’apres [Coh03] p62), on peut montrer qu’il existe une solution sous forme
de distribution, a I’équation fonctionnelle ¢ = >, 74 prp(2. — k). Le probleme de la
construction et de la régularité de telles fonctions est étudié dans le chapitre III de I'ouvrage
[Coh92]. Cette régularité est liée a la divisibilité par (1+;Z§ )™, avec m le plus grand possible,
du polynéme de raffinement mg(&) = >, hre e,

On commence par se donner une premiere approximation de la fonction d’échelle f0 =
flg € R : k € Z% qui peut étre quelconque. Puis on raffine itérativement cette approximation
sur j € N avec la loi de raffinement local fi+! = SpfJ de la forme

j+1 j d
=D pewf], kel
ezl

Si un tel processus converge pour tout fO € lo(Z%), alors il existe f € C(R?) vérifiant

lim sup (S5 /), — f(277k)| = 0,

J 700 kezd

alors la fonction limite ¢ obtenue en prenant comme approximation initiale le symbole de
Kronecker fO = {8 0}pczq, satisfait la relation & deux échelles :

p= Y (2 —k).

kezd

2.1.4 Ondelettes orthogonales

Si la base duale s’identifie a la base primale, ce qui dans I’équation 2.1.8 correspond a
m¢ = mg, on dit que la base d’ondelettes est orthogonale. D’apres la définition 2.1.3 des
ondelettes duales, les ondelettes sont orthogonales deux a deux. La base de Riesz formée
par ces ondelettes (voir la définition 2.1.1) a pour conditionnement A = B = 1, en d’autres
termes, cette base d’ondelettes vérifie une relation de Parseval.

Calcul : On pose mo(€) = Y 7_ . are’*s. Grace a la relation 2.1.8 devenue :

mo(€)? + Imo (& +m)> =1
on trouve que les (a) doivent vérifier le systeme :

n 2 _ 1
Zk:—n ap =3
Y by kg—2m = 0 pour m # 0
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A ces équations on peut ajouter des conditions pour avoir des moments nuls, on pose alors
(1 + €%)* divise mg pour avoir s moments nuls.

Ezemples : On retrouve les ondelettes de Haar puis de Daubechies en maximisant le
nombre de moments nuls pour un support compact croissant de ’ondelette.

si ag,ay # 0, on retrouve Haar : ap = 1/2, a; =1/2

si ag, a1, a9, a3 # 0, on trouve une famille d’ondelettes avec

_a—\/l—a2—|—1 a++vV1—aZ2+1

ayg = 4 ayp = 4
—a+V1l—-a?+1 —a—V1—-a?2+1
as = , a3 =
4 4
avec o € [—1,1].
On obtient deux moments nuls pour o = § C’est 'ondelette de Daubechies avec 2

moments nuls et un support de 3.
On pourra trouver la construction des ondelettes de Daubechies de support compact de
longueur quelconque dans [Dau92] ou encore dans [KL98| p436.

2.1.5 Ondelettes biorthogonales

Lorsque la base duale differe de la base primale, on dit que les ondelettes sont biortho-
gonales. Elles ne sont plus orthogonales entre elles, mais elles forment encore une base de
Riesz.

Calcul : Contrairement au cas orthogonal, pour calculer une base d’ondelettes biorthogo-
nales, on commence par se donner une fonction d’échelle ¢ avec son polynéome de raffi-
nement myg, puis on en déduit un espace affine de polynomes de raffinement mg pour la
fonction d’échelle duale p*.

Simo(€) = Y p__, ar e, on pose mi(€) = S by €. D’apres 2.1.8, on obtient alors
I’équation portant sur la suite (bg)rez :

> e akby =3
> ey @bg—2m = 0 pour m # 0

Les solutions de ce systeme sont de la forme :

mg(€) = Mg (€) + ) apig (€ — 2p)

avec mo(§) MG (&) +mo(§ + m)MG(E+ ) =1 et M de degré minimum.

Lorsque I'on résoud mq (&) g (&) + mo(€ + m)ui(€ +7) = 0 avec pf de degré minimum, on
retrouve le filtre de la fonction d’échelle : ug(€) = e~%mq(€ + 7). Cest ainsi, par ajouts
de fonctions d’échelle a I'ondelette initiale qu’est défini le lifting d’ondelettes [Mal00] :

Y(@) = o(x) + Y app(x — p)

PEZ

Les réels (coy,) sont alors choisis en fonction des propriétés désirées (par exemple, le nombre
de moments nuls).
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Ezemples : On applique cette construction aux bases d’ondelettes splines dans le para-
graphe ci-dessous. Et on appliquera la méthode du lifting aux paquets d’ondelettes §2.4.

Exemple : bases d’ondelettes splines biorthogonales

La particularité des ondelettes splines bi-orthogonales est leur régularité et le fait qu’elles
s’adaptent tres bien a la dérivation. Ce sont par ailleurs des ondelettes a support compact
faciles a implémenter. Les fonctions B-splines standards tiennent lieu de fonctions d’échelle
des analyses multirésolution et les ondelettes sont obtenues par combinaisons linéaires de
translations d’'une méme B-spline. La B-spline de degré m, N,,(z), est obtenue par m

T T T T T T T T LI S S s L s s s ey e e e

1 2

LI S e s s A7 e s e e e

Fia. 2.1 — Les B-splines de degré 0 a 5 de gauche a droite, et de haut en bas, faisant office
de fonctions d’échelle en analyse bi-orthogonale spline.

convolutions de la fonction de Haar x[o,1]- Sa transformée de Fourier est donc de la forme :

R _e_ig m—+1
Nm(§) = <1T>

Le filtre associé a cette fonction d’échelle est par conséquent :

—i€ m+1
mo(§) = <1+Te>

On résout alors 2.1.8 pour calculer la fonction d’échelle duale et par conséquent, ’ondelette.
L’ensemble solution de I’équation 2.1.8 est un sous-espace affine de ’espace vectoriel des
polynomes trigonométriques. Le choix de 'ondelette est donc assez large et dépendra des
propriétés désirées.
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Exemple : Appliqué aux splines quadratiques, on part de

1 —ig\ 3 1 . . .
mo(§) = <+T€> =3 (e*m£ + 3% +3+ez5>

on exige de 'ondelette qu’elle ait au moins un moment nul. Et on trouve alors :

mi(€) = I <_6—2z£ 1+ 3¢ 13— ezs) + Z ay <e(2p—2)z£ — 3e(2p-D)i€ | g.2pi€ _ 6(2p+1)26)
PEZ

avec (ayp) des réels tels que > 7 oy, = 0 pour avoir le premier moment nul.

Cela correspond en fait & avoir une ondelette de base 5" de support minimum 3 modifiée
par des ajouts de fonctions d’échelle @9

Ua(a) = 05 (@) + 3 apen(e — p)

PEZL

En partant de ce niveau, on peut aussi faire des combinaisons linéaires entre ondelettes
pour obtenir d’autres propriétés : meilleure localisation fréquentielle grace aux paquets
d’ondelettes, construction d’ondelettes vecteurs a divergence nulle, caractérisation de mo-
tifs et compression d’images (voir [Wic00, Coh00]).

Fic. 2.2 — A gauche, une fonction d’échelle @ avec en dessous la fonction d’échelle duale
©* associée a l'ondelette symétrique ¢ de plus petit support compact (& droite), et en

dessous, 'ondelette duale *.
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2.1.6 Ondelettes sur 'intervalle

L’adaptation d’une analyse multirésolution a I'intervalle [0, 1] nécessite la construction
préalable de fonctions d’échelle de bord et d’ondelettes de bord. Il est possible de procéder
a une orthonormalisation de Gram-Schmidt de la base des fonctions tronquées [Mey92].
Mais la construction la plus efficace fait appel a la reproduction polynomiale de la base
de fonctions d’échelle, et se trouve dans 'article de Cohen, Daubechies et Vial [CDV93].
Il est alors possible d’ajouter des conditions aux limites homogenes dans la construction
[MP95, CL97].

En particulier, cette construction s’adapte aux ondelettes biorthogonales splines [Mas96,
DKU96a).

Ces constructions ont aussi étendu au cas biorthogonal sur 'intervalle la propriété de
commutation entre dérivation et projection [KL98]. Cela est tres utile pour définir des
ondelettes de bord & divergence nulle (voir paragraphe 3.4).

2.1.7 Algorithmes associés aux analyses multirésolution

Dans une Analyse Multirésolution, la décomposition en ondelettes d’une fonction f de
L?*(R) (équation (2.1.2)) est obtenue par la Transformée en Ondelettes Rapide explicitée
par S. Mallat a la fin des années 80 [Mal00|. Afin de fixer les notations, on rappelle ici
brievement les formules de cette transformée.

En pratique, on part d’une approximation f; de f dans ’espace le plus fin V; d’une
AMR. Cette approximation peut provenir d’une projection oblique de f sur V; selon la
direction orthogonale a V' (appelée projection biorthogonale sur V). Mais habituellement,
I'approximation f; a été obtenue grace a une interpolation ou quasi-interpolation de la
fonction f aux nceuds {k277 ; k € Z} (voir 'annexe A sur les fonctions splines).

Cette approximation f; de la fonction f s’écrit dans la base des fonctions d’échelle
o1k = 272027 x — k) de niveau J de 'AMR :

+oo
fi(x) = 27/2 Z Crk <p(2Jx — k)

k=—o00

La décomposition en ondelettes de la fonction f; correspond alors a la troncature au
niveau J — 1 de la somme en niveaux infinis de la formule (2.1.2), ce qui signifie qu’'on
s’arréte au niveau de détails 277

J-1
Fr=>cher+d.> dixtjn (2.1.9)
keZ j=0 k€eZ

Les coefficients d’ondelettes d; ; sont calculés récursivement sur le niveau j, de j = J — 1
jusqu’a j = 1 en utilisant la décomposition des espaces (2.1.1) :

“+o00 “+o00 “+o00
fii=D_ ik @ik = > CGr @ikt Y dik Yik
k=—0o0 k=—o00 k=—o00

(Ici, on a noté f;;1 le projeté biorthogonal de f; sur Vjiq).
Par définition de la biorthogonalité (2.1.3), les coefficients sont donnés par :

Cik =< fi+1l¥5k > 5 dik =< fir1l¥jk >, cjrrp =< fij1lejiip >
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ce qui fournit les formules de la transformée directe : pour tous j =0,...,J — 1,

J— *
ik =D o hj cjv1erok

djk =097 Cjt1,042k

ot les filtres hj et g; proviennent des équations d’échelle (2.1.7) sur les fonctions d’échelle
duales.

Pour la reconstruction, il suffit d’utiliser les formules de raffinement dans ’espace
primal. Ainsi, on revient aux coefficients de niveau j + 1 par :

stk =D (hi—ae cjo+ gr—oe djr)
¢

ou hy et gy sont les filtres provenant des équations d’échelle (2.1.4, 2.1.6).

Le coiit du calcul de la décomposition en ondelettes (2.1.9) (de méme que celui de la
reconstruction) est de C'2” opérations, ot 27 est le nombre de points de grille de départ
(ol on connait la fonction f(k277)), et C est proportionnel & la longueur des filtres (h;
et g; pour la décomposition, et hy et g pour la synthese).

2.2 Généralisation de ’AMR aux cas multidimensionnels

On peut étendre la notion d’analyse multirésolution & des espaces de dimension quel-
conque. La fagon la plus simple est d’effectuer des produits tensoriels entre ondelettes et
fonctions d’échelle d’'un méme niveau (cas isotrope) ou entre les seules ondelettes mais de
différents niveaux (cas anisotrope). On peut aussi chercher a généraliser la notion d’ana-
lyse multirésolution & d’autres espaces que la droite réelle (voir les livres de Daubechies
[Dau92] et de Cohen [Coh03] et les articles de Sweldens qui envisage des maillages sans
se soucier de topologie [DGSS99] et d’Urban qui définit la condition de divergence nulle
pour des ondelettes de R™ non tensorielles [Urb00]), la seule condition étant d’avoir une
condition de raffinement pour passer des atomes grossiers aux atomes fins, d’un niveau
de raffinement au suivant. Comme illustration, on propose le cas d’ondelettes sur grille
hexagonale au paragraphe 2.3.

Pour revenir au produit tensoriel, on considere le cas de la dimension 2 d’espace qu’on
pourra directement généraliser aux dimensions supérieures. On considere deux analyses
multirésolution de L2(R), (Vjo) et (le) associées respectivement aux couples fonction
d’échelle-ondelette (po,10) et (p1,%1). L'espace de 'AMR produit tensoriel V9 @ V] est
engendré par les fonctions d’échelle {pgj, (2)¢1 .k, (v); (k1,k2) € Z?}, ot pojx, (z) =
2J/2g00(2Jx — k1) et idem pour ¢ j,. Alors, toute fonction f; de V}] ® VJ1 peut s’écrire :

—+o00 +oo
fray) = Y > erpr 27002z — k1) 0127y — k) (2.2.1)

k1=—00 ka=—00

Dans le cas d’'une AMR 2D, encore appelé cas isotrope, les ondelettes sont obtenues par
produit tensoriel d’ondelettes et de fonctions d’échelle de méme niveau de raffinement. Au
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nombre de trois, les ondelettes proviennent de I'opération sur les AMR :
ViaeVig=View)e(View;) = (VieV))e(Wie Vi)e(VieW)a(W) e W;)
Cela conduit a la décomposition suivante de f; :

Frl@y) = D ks pole — k1) @iy — ko)
(k1,k2)€Z2

J-1
+> 1Y d§,1,;??k2 Y0k () 91k (V) + D dﬁ»ﬁ;i?kg Y0k () V15 (¥)

J=0 \k1,k2 k1,k2

0,1
k1,k2

oll on a noté 1; () = 29/2(27x — k).

Comme on remarquera, cette décomposition fait intervenir trois types d’ondelettes, une
suivant la direction = : (10 (z,9) = () ¢1(y), une selon la direction y : (O (z,y) =
©o() ¥1(y) et enfin, une dans les deux directions & la fois : (1Y (2, y) = o(z) 11 (y).
L’intérét de cette base d’ondelettes réside dans le fait que leur support est proportionnel
4 277 dans chaque direction, et conserve donc une localisation spatiale et fréquentielle,
niveau par niveau, dans toutes les directions a la fois. C’est pourquoi cette décomposition
est appelée isotrope. Il est toutefois & noter que les coefficients associés & 'ondelette (11
décroitront plus vite que ceux associés aux deux autres. Pour étre plus précis, si les coeffi-
cients de %('0’1) et ceux de %('1’1) sont en O(0) alors ceux associés a %('1’1) seront en O(62).
Le principe de cette décomposition est illustré dans le schéma de la figure 2.3.

H |
(0,1)
(PJ—l,k \IIJ_Lk
P
7k — - p
ql]7k
(1,0) (1,1)
\I[Jfl,k \IIJ—l,k

Fia. 2.3 — Transformée en ondelettes isotropes 2D.
Les ondelettes anisotropes 2D sont construites par produit tensoriel d’ondelettes ap-

partenant a différentes échelles {1 j, x, (2)¥1 j k. (y)}. Pour certaines valeurs de ji, ja, le
support de ces fonctions peut étre trés allongé dans la direction x ou y. On parle a ce mo-
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ment de base tensorielle I’AMR. 1D. La décomposition de f; en ondelettes s’écrit alors :

fr(zy) = Z Chi ks 0T — k1) p1(y — k2)
(k1,k2)€Z2

J-1
- Z 272/2 Z d_1,j3 k1 ko P0(T — k1) P1(27%y — ko)
Jj2=0 (kl,kg)GZQ

J-1
+ 2Ny ks Y0(2 = Rr) 1 (y — Fa)

j1=0 (k1 ,k2) €22
+ 0> 2URE Ny kb Y0(27 — Rr) W1 (272 — k)
Jj1=0j2=0 (k1,k2)€Z2

La décomposition en ondelettes anisotropes est celle qui s’implémente le plus aisément, car
elle ne fait appel qu’a la seule ondelette 1y ® 11 et correspond a appliquer la transformée
1D dans une direction puis dans I’autre. Cette méthode de décomposition est reprise dans
le schéma de la figure 2.4.

(I)J,k

- Va1 ke (T) X Praps(y) | — RUERAGED)
= D0k, X P1Jks

T woj‘m X ¢1j27k2

Fi1G. 2.4 — Transformée en ondelettes anisotropes 2D.

On remarquera que 'on peut passer d'une de ces décompositions & l'autre en faisant
des transformées 1D sur les carrés non diagonaux, dans la direction x pour les carrés de
gauche et dans la direction y pour les carrés du haut.

Ces constructions s’étendent de facon immédiate a R™.
Dans le cas des AMR, les ondelettes sont au nombres de 2" — 1. Cela se vérifie en
écrivant

1 1 1
Vihe...eVi)=Vle. . eV)e D @ e..0z)
e€{0,1}"\{(0,...,0)}
avec Z(]fj = V]k et Z{‘“j = Wf ou les (ij, W]k)jez sont des AMR 1D.
On peut aussi construire une base d’ondelettes dans R™ par produit tensoriel. Cette

base d’ondelettes anisotropes est aussi parfois appelée base tensorielle ou base hyperbo-
lique. Les ondelettes sont obtenues en faisant le produit des différentes ondelettes 1D a
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différentes échelles :
Yik(T1, T2, ..., 2y) = HW(?” xy — ky)
/=1

pour j,k € Z". On remaquera qu’on a affaire & une méme fonction avec n parametres de
dilatation selon les n directions. Elles forment aussi une base de Riesz de L?(R").

2.3 Ondelettes sur grille hexagonale

Construire des ondelettes sur grille hexagonale présente un intérét pour ce qui fait I’ob-
jet de cette these, car les hexagones reproduisent mieux les tourbillons que les carrés. Par
ailleurs, elles peuvent trouver une application en tomographie car les grilles hexagonales
sont celles qui remplissent le mieux le plan et donnent donc le plus d’informations pour
un minimum de mesures.

Les bases d’ondelettes isotropes sur une grille hexagonale peuvent prendre une struc-
ture mathématiquement tres élégante. Yves Meyer les introduit dans Ondelettes et Opérateurs
I [Mey90], mais il se contente de renormaliser la transformée de Fourier de la fonction
d’échelle pyramidale. S. Jaffard [Jaf89] a construit des ondelettes orthogonales sur grille
hexagonale de support infini. Dans [Coh03] p147, Albert Cohen définit des AMR, biortho-
gonales sur grille hexagonale a partir du travail de Stevenson et Dahmen.

Un aspect original de ces ondelettes 2D est que les 3 ondelettes s’obtiennent par rotation
d’angle 27 /3 d’une méme fonction, alors qu’habituellement en multirésolution tensorielle,
on a 3 ondelettes tres différentes (¢(z) x p(y) , p(z) x Y(y) et Y (x) X ¥(y)).

L’intérét de I’hexagone est qu’il pave le plan de fagon optimale quant & la maximisation
des distances entre les points voisins (c’est la structure des cristaux en dimension 2), et
s’adapte mieux a certaines géométries.

On présente ici une construction originale d’ondelettes sur grille hexagonale, proche
de celle S. Jaffard, mais partant d’une transformation géométrique qui envoie une maille
carrée sur une maille en losange. Cette construction permet de définir des ondelettes
biorthogonales et orthogonales sur grille orthogonale a partir de leur construction sur
grille cartésienne.

2.3.1 Présentation de la grille

La grille hexagonale s’obtient par une transformée linéaire L qui envoie la base cano-
nique de la grille cartésienne sur une maille de la grille hexagonale (cf figure 2.5) :
L: R? - R?
(1,0) = (1,0)
(0,1) = (1/2,V/3/2)

Comme c’est par une application linéaire que 'on passe de la grille cartésienne a la
grille hexagonale, les intégrales ne changent pas a une constante multiplicative pres :

/meszoL(””)dfC:/ f(x) (det L)~ dx

z€eR?
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Fi1c. 2.5 — Transformation linéaire faisant passer du cartésien a ’hexagonal

Ainsi les bases de Riesz sont toujours des bases de Riesz, et 'orthogonalité des bases
d’ondelettes est conservée par cette application linéaire.
Tous les calculs reposent sur cette correspondance et sont faits en grille cartésienne, méme
si les résultats sont représentés en grille hexagonale dans laquelle ils sont plus lisibles.
Dans le cas biorthogonal, on peut prendre comme fonction d’échelle, une pyramide de
base hexagonale de valeur 1 au sommet comme représentée sur la figure 2.6. On remarque
déja qu’avec ces fonctions il est possible de faire de 'interpolation sur grille hexagonale.
Mais, mieux que ¢a, on dispose aussi d’une relation de raffinement sur la grille cartésienne :

Pl/2,/2) = p(r,9) + 3o + 1,y) +ole = Ly) + pla,y +1) + g,y — 1)
+pz—1Ly+1)+e@+1,y—1)]

Ce qui donne comme polynome de raffinement :
mo(&,¢) =1+ 5[625 + e84 e 4 e 4 eTHHIC 4 e8]

On cherche alors a calculer le polynéme dual sous la forme :

%(67 C) — Z Z bk,l eik£+ilC

kE€Z leZ

vérifiant :

mo (&, OmE(E,¢) + mo(& + m, Omg (€ + . () + mo(§, ¢ +m)mi(E, ¢ +m)  (2.3.1)
+mo(€ +m, ¢ +m)mG(E+m, (+7) =1

Les polynomes de raffinement des 3 ondelettes s’obtiennent alors par les relations :

ng(€.0) = e Emy(E+m.Q)
ny"M(€,¢) = e Cmy(e, ¢+ )
nS V(€ Q) = e T mp (¢ 4 m, ¢+ )
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F1a. 2.6 — fonction d’échelle pyramidale sur une grille hexagonale

Les premieres équations sur les coefficients by, ;, provenant de la condition de biorthogona-
lité 2.3.1, sont données par :

1
bo,o + 5[1)_1,0 +b1,0+bo—1+bo1 +b1,—1+ b_171] =1 (2.3.2)

1
bog,21 + §[b2k71,2l + bogy1,21 + boag,21-1 + bag 2041
+bokg 1,201 + bap—1,2041] = 0 si (K, 1) # (0,0)

2.3.2 Calcul du dual

Lorsqu’on limite le support du dual & 7 points (le point central plus ses 6 voisins), le
seule possibilité est le Dirac, ce qui ne présente aucun intérét.

On doit donc prendre comme support du dual le point central plus les deux premieres
couronnes en grille hexagonale, ce qui fait 19 points. Pour des raisons de symétrie et pour
simplifier les calculs, on impose que le filtre dual ait la méme valeur en tout point d’une
méme couronne (cf figure 2.7). Les coefficients (b ;) sont alors & symétrie hexagonale :

b070 =a
bio=0bo1=b_11=0b_190=bp—1=0b1,_1=0
bop=b11=bo2=b_12=bo2=b_o1=bog=b_1_1=by_2=0b;,_2=0by_o2=0by_1=c

Les équations 2.3.2 se résument alors a :

a+3b=1
2C—|—%b:0
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Fi1c. 2.7 — Filtre dual a 19 points avec symétrie hexagonale

Auxquelles on ajoute une autre équation pour que les ondelettes soient d’intégrale nulle
(i.e. un moment nul) :

ST b= (—DFby = (D) =a—2b+4c=0

hIEZ hIEZ hIEZ

On résout et il vient :
1 1 1
a = — b = — CcC =

2 6 24
La fonction d’échelle associée a ce filtre est représentée figure 2.8.

0.468

0.186 |

-0.096 _|
-0.55

-0.55

0.00

F1a. 2.8 — Fonction d’échelle duale associée au filtre a 19 points

Les ondelettes quant a elles (figure 2.9), sont bien images l'une de l'autre par une
rotation d’angle 27/3.

44



O valeur > 0 Q valeur < 0

FI1G. 2.9 — Ondelettes splines linéaires 0, OV et (LY sur grille hezagonale

2.3.3 Ondelettes orthogonales sur grille hexagonale

Avec cette méme méthode, on construit des bases d’ondelettes orthogonales adaptées

a la géometrie hexagonale. Comme pour le cas biorthogonal, on obtient des ondelettes qui
s’échangent par rotation d’angle 27 /3.

Cette fois-ci, on cherche des solutions de la forme indiquée sur la figure 2.10.

Y

F1a. 2.10 — Forme sous laquelle on cherche a calculer la fonction d’échelle orthogonale sur grille
hezxagonale

On resoud les équations 2.3.1 dans le cas ot mg(§) = mo(§) et avec un moment nul,

et on obtient :
1 /A 1 /A
_ A aye _ T _ay _ ]2 a2
a—4 32+ 3 1 3\, b 1 3\ 1 3\
/A A
c=3\+ 1 34, d= )\ 1 3\

La figure 2.11 représente une fonction d’échelle orthogonale sur grille hexagonale, tandis

que la figure 2.12 représente I'ondelette. On remarquera la similitude de régularité avec
les ondelettes de Daubechies 1D.

pour A € [0,1/12].
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2.89

112

-1.0

Fi1c. 2.11 — Ezemple de fonction d’échelle orthogonale sur grille hexagonale

-1.8

Fi1a. 2.12 — Ondelette orthogonale sur grille hexagonale
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2.4 Réalisation d’une meilleure localisation fréquentielle des
ondelettes a ’aide des paquets d’ondelettes

Lorsque I'on va chercher a écrire des algorithmes d’ondelettes reposant sur la dérivation
des AMR §4, la localisation en fréquence des ondelettes va prendre une grande importance
(voir §4.4). C’est pourquoi on présente dans ce paragraphe une construction originale
a partir des paquets d’ondelettes, présentant une localisation en fréquence relativement
meilleure que celle des ondelettes et des paquets d’ondelettes standards.

Le probleme d’une meilleure localisation fréquentielle est abordée dans 'ouvrage d’In-
grid Daubechies, Ten Lectures on Wavelets [Dau92| au chapitre Généralisations et astuces.
Elle explique comment couper le support en Fourier d’une ondelette en deux morceaux, un
obtenu par application d’un filtre passe-bas et un autre par application d’un filtre passe-
haut. Par la suite, les propriétés des bases de paquets d’ondelettes ont été attentivement
étudiées par M. V. Wickerhauser [Wic94].

Lemarié remarque, p534 de son ouvrage [KL98|, que les paquets d’ondelettes sont
utilisés en codage et compression mais peu en analyse mathématique du fait du manque
de controle sur la localisation fréquentielle des paquets d’ondelettes. Bien que 'on sache
classer les paquets d’ondelettes par fréquence (cela est mis en évidence par les paquets
d’ondelettes de Shannon, voir p324 [Mal00]), on ne sait pas bien isoler la fréquence ciblée.
De plus, Cohen et Daubechies ont montré dans [CD93], qu’avec des filtres biorthogonaux, le
conditionnement des bases de paquets d’ondelettes pouvait étre considérablement dégradé.

Dans ce qui suit, apres avoir rappelé la définition des paquets d’ondelettes, on effec-
tue une construction de paquets d’ondelettes inspirée de celle des fonctions de Walsh (cf
[Wic94] et [Mal00] p327). On met en évidence le fait que chacune des ondelettes obtenue
par paquets d’ondelettes cible effectivement une fréquence bien précise, mais de fagon tres
imparfaite. On montrera aussi comment accéder a cette fréquence, grace a un indicage
adapté.

Par la suite, on propose une piste pour améliorer la localisation fréquentielle des fonc-
tions de paquets d’ondelettes en faisant du lifting de paquets d’ondelettes et en s’appuyant
sur le lien entre fonctions splines et fonctions sinusoidales établi & ’annexe A.

On prend une fonction d’échelle orthogonale ¢ de filtre d’échelle asocié mg(§). On
rappelle qu’alors, le filtre de I'ondelette associée vaut my(€) = e~ *mg(& + ).

Définition 2.4.1 Paquets d’ondelettes : Les paquets d’ondelettes de base associés a la
fonction d’échelle orthogonale ¢ sont les fonctions wy,(x), n € N, définies par

N 5 § N
W (€) = [ me; <§> ¢ (2—N> , n=> 271 e{0,1}, NeN. (241)
Jj=1 j=1

En particulier, a N fizé, la famille de fonctions {w,(27-—2Nk)}
forme une base de Riesz de L*(R).

GRELN=3"0 ;201 ,e€{0,1}N en=1

Voyons maintenant a quoi correspond exactement cette construction sur un exemple
simple.
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Si on prend les ondelettes les plus simples (de support compact minimum avec un seul
moment nul), en base biorthogonale, elles ressemblent plus ou moins & une oscillation (sorte
de cosinus tronqué), avec un spectre de Fourier tres large. Cela se vérifie pour I'ondelette
spline quadratique de plus petit support compact sur le dessin 2.13.

0.04 7

0.7

0.03
03

017
0.02 7

=057

0.01
-097

F1G. 2.13 — Ondelette spline quadratique de plus petit support compact (& gauche), et sa
transformée de Fourier (a droite).

Si maintenant, on cherche a mettre bout a bout deux ondelettes voisines, on a alors
deux possibilités, illustrées par la figure 2.14 :

- soit on les ajoute, ¥(-) + (- — 1) ; cette combinaison (1,1) donne alors (& ce niveau)
le nombre maximum d’oscillations (c’est-a-dire 2); c’est donc une combinaison générant
des hautes fréquences et qu’on appelera constructive,

- soit on les retranche en faisant () — ¢ (- — 1); par cette combinaison (1,—1), on
supprime une demi-oscillation (ce qui donne 3/2 oscillations) ; cela permet de diminuer la
fréquence et on appellera destructive cette combinaison.

En effectuant ces opérations de fagon répétée sur les ondelettes obtenues, combinant
les ondelettes voisines identiques modulo une translation de 2/+1 & Ditération 4, on obtient
des ondelettes ayant un nombre varié d’oscillations réparties de fagon assez réguliere, ainsi
que des décalages de phase de type sinus/cosinus.

On peut suivre I'évolution du nombre d’oscillations de la fagon suivante. Au fur et a
mesure de la construction des paquets d’ondelettes, on définit (g;);=1.,, en posant :

- g; = 1 sila combinaison est constructive dans les hautes fréquences (la derniere boucle
de 1(-) et la premicre boucle de (- — 2¢) sont en sens opposé),

- g; = 0 si elle est destructive et diminue la fréquence (les deux boucles de raccord
étant dans le méme sens).

Comme la premiere boucle (celle de gauche) est toujours vers le bas, on accede au
caractere constructif ou destructif de ’arrangement en connaissant le sens de la derniere
boucle (a droite), celui-ci est uniquement fonction du dernier ¢;. En effet :

- si g;41 = 0; partant de ; = 0 (dernieére boucle vers le bas), on utilise la combinaison
(1,1), alors la derniere boucle est toujours vers le bas ; partant de ¢; = 1 (la derniere boucle
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F1G. 2.14 — Au milieu et a droite, les deux combinaisons : (1,1) constructive, et (1, —1)
destructive, de deux ondelettes splines quadratiques (& gauche).

o

vers le haut), on applique le filtre (1, —1) qui est, dans ce cas, la combinaison destructive ;
cela a pour effet d’inverser le sens de la derniere boucle et la met vers le bas. Dans les
deux cas, a ’étape 7 + 1, la derniere boucle est vers le bas.

- si ;41 = 1; partant de g; = 0 (derniere boucle vers le bas), on utilise la combinaison
(1,—1) ce qui aboutit a remettre la derniere boucle vers le haut; partant de ¢; = 1 (la
derniére boucle vers le haut), on applique (1,1), ce qui la laisse vers le haut. Ainsi, a
I’étape i + 1, la derniere boucle est vers le haut.

De proche en proche on construit toute une gamme d’ondelettes ayant f = 1/2 +
Z?:_()l £;2772 (w = 27 f) oscillations par intervalle de type [p,p + 1] ot vit une ondelette.
Et comme la répartition des constructions/destructions est la plus réguliere possible, ce pa-
quet d’ondelettes est proche d’une fonction cos(wz + ¢.). Et on arrive ainsi & 2" ondelettes
1® différentes, réparties en fréquence, construite a partir de 2" ondelettes standards.

11 est de plus possible d’améliorer la localisation fréquentielle des ondelettes intermédiaires
en faisant se ressembler les petits lobes (obtenus par combinaison constructive) des grands
lobes (obtenus par combinaison destructive) comme sur la figure 2.17.

Pour la quasi-interpolation des fonctions sinus et cosinus par des B-splines, on pourra
se reporter a ’annexe A.

Remarque : A partir de e, on retrouve les filtres que 'on a da appliquer au fur et
& mesure. On construit la suite (¢}.) en posant €}, = 0 si on a appliqué le filtre passe-bas
(1,1) a I'étape k, et €} =1 si on a appliqué le filtre passe-haut (1, —1).
Alors €' s’exprime comme “dérivée binaire” de e. C’est-a-dire que si on ajoute g = 1, on
pose €}, = € + €x—1 (mod 2).

Remarque : On peut voir ce processus de sélection fréquentielle a travers les po-
lynémes de raffinement. En effet, on a pour le polynome de raffinement mj (&) de ¢°(§) :

(&) =TT (1+ (~0ke277¢) g

k=1
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F1a. 2.15 — Ondelette spline quadratique avec 3 moments nuls (a gauche), et sa transformée
de Fourier (& droite).

mi(€) = [T (1+ (~0ke ") mu(g)

k=1

avec ¢ l'indigage de la fréquence et €’ celui des différents filtres appliqués (passe-bas ou
passe-haut, mais attention ces noms sont trompeurs pour les paquets d’ondelettes [Mal00]
p.324).

Cela étant, on ne peut améliorer la convergence de 'algorithme, étudiée dans la partie
4.4 par de simples combinaisons d’ondelettes d’un méme niveau, car ces combinaisons ne
changent rien a la projection sur la base d’ondelettes a divergence nulle (voir §4.4.4).

D’ailleurs, on peut se rendre compte sur la figure 2.17, que si on arrive bien a faire ap-
paraitre la fréquence voulue, il y a un pic parasite de basse fréquence qui fausse la bonne
localisation fréquentielle. Une solution serait de faire intervenir des fonctions d’échelle
du méme niveau que 'ondelette, cela permettrait de tuer les basses fréquence par une
combinaison ad hoc. Et ainsi au moins de se rapprocher du résultat obtenu lors de I’ap-
proximation de fonctions sinusoidales de fréquences intermédiaires, par des B-splines (cf
annexe A). Il est aussi remarquable que lorsque I'on change ’ondelette de base en lui adjoi-
gnant une combinaison linéaire de fonctions d’échelle (comme cela se fait dans le contexte
du lifting), on parvient & bien diminuer le pic parasite.

2.4.1 Le redressement de paquets d’ondelettes

Il est possible de construire des paquets d’ondelettes, puis de les corriger avec des
fonctions d’échelle, afin d’avoir, en Fourier, un pic isolé au niveau de la fréquence visée.
Cela se justifie par le fait qu’on a réussi a avoir une bonne approximation des fonctions sinus
grace & une combinaison linéaire de fonctions d’échelle (voir annexe A), et que tout signal
s’écrit de facon exacte dans n’importe quelle base d’ondelette. C’est ce que I'on s’autorise
en faisant des combinaisons linéaires d’ondelettes modifiées par des fonctions d’échelle. Il
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F1G. 2.16 — Une ondelette spline quadratique avec 1 moment nul (& gauche), et sa trans-
formée de Fourier (a droite).
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Fig. 2.17 — Test de la construction sur 3 ondelettes différentes, en noir 'ondelette de
la figure 2.13 en bleu 2.15, et en rouge 2.16. A gauche, combinaison de 16 ondelettes
avec les pondérations [1,1,—-1,-1,1,1,—-1,—1,1,1,—1,—1,1,1,—1, —1] c’est-a-dire avec
e = [1,0,0,0] et une fréquence w = 27 x 0.75. A droite, la transformée de Fourier de
chacune de ces trois fonctions.

est a noter que cette combinaison a, a la base, une structure de paquet d’ondelettes.
Cependant, la construction formelle de telles bases n’est pas achevée. Et on se conten-
tera de donner ici un exemple en appliquant ce principe de construction a la base d’onde-
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lettes de fonctions splines quadratiques (figure 3.1 a droite).

Dans le cas ou on fait un paquet de deux ondelettes, on obtient deux nouvelles onde-
lettes :

Ya,0) () = ¥(z) —P(z — 1) qui vise la fréquence 1/2
et
Ya,1)(®) = ¥(x) +¢(z — 1) qui vise la fréquence 3/4

On redresse 'ondelette 1(; 1) par adjonction de fonctions d’échelle. Son spectre se concentre
alors autour d’une fréquence principale (voir figure 2.18). Au final, on obtient une fonction
avec 3 moments nuls :

W) = B + 30(@) — Spl —1)

F1a. 2.18 — redressement progressif de l'ondelette de paquet 9y ).

L’ondelette 11 o) n’a pas besoin d’étre modifiée : w( g) = ¥ (1,0)-
Le résultat obtenu (voir figure 2.19) est bien meilleur que celui obtenu par paquet classique.

Dans le cas du paquet fait de quatre ondelettes, on commence par appliquer de nouveau
le filtre (h!, g') de I'ondelette quadratique (voir tableau 7.1) qui donne de bien meilleurs
résultats qu’avec le filtre de Haar. On obtient alors deux nouvelles ondelettes

Y0 (@) = (g'0)(2) = —5(x) = §¢(x = 1) + 39 (x — 2) + 5¢(z — 3)
Y (@) = (M) (@) = $v(z) + 3z — 1) + 39(z — 2) + Ly(z - 3)
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6 7 8 9 10 1 12 -3 -2

Fia. 2.19 — Paquet de 2 ondelettes splines quadratiques redressé dont on compare les
spectres (& droite) avec celui de 'ondelette de base en noir.

On recombine ces ondelettes avec le filtre de Haar pour obtenir le paquet d’ondelettes :

V(1,0,0)(T) = V1,00 () + Y0 (T —2)
V1,01 () = Va,0)(®) — Va0 (x —2)
7/)(1,1,0) (z) = 7/)(1,1)@) - w(l,l)(x —-2)

Ya,1,) (@) = Ya,n (@) + Yo (e —2)

On redresse ce paquet a ’aide de fonctions d’échelle de sorte a obtenir un resultat ap-
prochant de celui de ’Annexe A et en prenant soin de toujours conserver au moins un
moment nul. Pour le moment, le calcul des coefficients n’a été seulement qu’intuité :

w00 (@) = Y00 (@) +24[p(x — 1) — p(z — 2)] + 1.5[p(z) — p(z — 3)]
—1.5[p(x + 1) — p(x — 4)]

w0 (T) = Ya,01)(@) +04p(x — 1) + p(z — 2)] + 0.4[p(z) + p(z — 3)]
—0.8[p(x + 1) + p(x — 4)]

w10 (@) = Ya0)(@) —0.7e(x — 1) + oz — 2)] + 0.3[p(z) + ¢(z — 3)]
+0.4[p(x + 1) + p(x — 4)]

wa (@) = Yain(@) +01p(r —1) — oz — 2)] + 0.4[p(z) — p(z — 3)]
+0.3[p(x + 1) — p(x — 4)]

Le résultat obtenu (voir figure 2.20) est trés satisfaisant et tend effectivement a isoler les
fréquences. La courbe rouge représente w ) et cible la fréquence 1 /2, la bleue clair,
w(1,0,1) Vise 5/8, la bleu marine, w 1,9) vise 3/4, et enfin la verte, w11y vise 7/8. 1l
existe certainement de meilleures combinaisons. Mais de toutes fagons, on commence a
étre limité par le degré de la spline.
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La nouvelle base d’ondelettes est alors formée par la famille {w(l,o,o)@j . —4k)}j ez Y
{w(l,(],l) (2‘7 . _4k)}j,k€Z U {’LU(LL()) (2'] . —4k) }jJi‘EZ U {’U}(LLU (2‘7 . _4k)}j,k?€Z.

0.024

0.014

0.4+

0.04-
0.2+

003
0.0 - \/

F1a. 2.20 — Paquet de 4 ondelettes splines quadratiques redressé.

Remarque 2.4.1 Lorsque l'on dérive un paquet d’ondelettes 11 construit de cette facon,
on obtient un paquet qui peut étre construit de facon analogue (en utilisant les mémes
filtres et en effectuant des modifications similaires avec les fonctions d’échelle) avec des
ondelettes g = Y, sauf que lorque l'on ajoutait une fonction d’échelle ¢1(- — k), il faut
ajouter ¢o(- — k) — ¢do(- — (k 4+ 1)) car ¢} = ¢o(-) — ¢o(- — 1).

Cela permet de continuer a utiliser agorithme de Helmholtz par ondelettes du §4.2
avec les paquets d’ondelettes redressés (liftés).

2.5 L’approximation non linéaire par ondelettes

Dans les schémas numériques, I'approximation non linéaire fournie par les bases d’on-
delettes est importante pour 'adatativité du maillage. On approche de facon plus efficace
la solution d’un probléme numérique en approximation non linéaire qu’en approximation
linéaire quand la solution est peu réguliere, c’est-a-dire présente une régularité de type
Besov (ce qui est le cas des phénomenes intermittants tels que la turbulence). Dans ce cas,
I’approximation linéaire qui suppose une régularité de type Sobolev, fournit nue erreur
moins optimale.

Il est alors intéressant de rendre la décomposition en ondelettes adaptative, en ne
gardant que quelques ondelettes dans la décomposition, pour abaisser les cotits de calcul.

Si on suit le propos d’A. Cohen dans son livre [Coh00], en théorie de 'approximation
non linéaire, le taux de compression par ondelettes en norme L? est lié aux caractéristiques
des espaces de Besov dans lesquels vit la fonction & approcher. De fagon générale, si on
considére la décomposition de la fonction f € L?(R™) en ondelettes normalisées L? :

F=F+> > > &y tivin

J>0keZn ¢
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qu’on réordonne les coeflicients d’ondelettes d; K de sorte que :

&

Jl,kl‘ > ’dE'Q

ok > >N >

Jin.knN

et qu’on introduit la somme partielle :

N
SN() = fot+ D d . 5 (2.5.1)
=1

Alors, on peut deés & présent énoncer un théoréme liant décomposition en ondelettes et
espaces de Besov. On pourra se reporter a la section 1.4 pour la définition des espaces de
Besov.

Théoréme 2.5.1 Soit p € L et o* € L" avec % + % =1, r € [1,+00] ou soit ¢ € C et
©* une mesure de Radon (r = +00).
Alors pour 0 < p <r, on a l’équivalence de norme :

1fllsga ~ IPofllze + 112%711Q; fllze)jzoll s

ou Py est le projecteur sur le niveau grossier Vo de lanalyse multirésolution et @Q; le
projecteur sur l’espace d’ondelette W;. Cette équivalence est valable pour tout o > 0 tel

que d( 1) < a < min(s,n) ot n—1 est Uordre de reproduction polynomiale de ’AMR
»40

1_
p

et s tel que p € By™ pour un qo quelconque.

Corollaire 2.5.1 Si f = .\ cxtx est la décomposition de f : R? — R dans la base
d’ondelettes correspondante, on a aussi [’équivalence de norme

S d(Li Ly,
£l peea ~ 122927757 [ (ex)aen, i) jz 1l
Ainsi, on a :

1 s/d
17 -=xDle <€ (5) " Wl (252

avec C ne dépendant pas de f.

Si HfH%;,q =2 cik ‘dik‘q est fini, avec % = 1+2 (C’est-a-dire que f est dans I'espace de
Besov By'?), cette formule donne un majorant de erreur d’approximation par ondelettes.
Il est a noter cependant que cette estimation n’est valable que tant que s reste inférieur
au degré de reproduction polynomiale de PAMR plus un (ce qui est égal au nombre de
moments nuls de Pondelette duale).

Réciproquement, connaissant la décroissance de ’erreur, on peut retrouver ’espace de
Besov auquel appartient la fonction f, comme on le verra dans la partie 5.3.
2.5.1 Les techniques de seuillage par ondelettes

Grace a un seuillage sur les coefficients d’ondelettes orthogonales, D. Donoho [Don94]
a mis au point une méthode itérative donnant le seuil optimal permettant de supprimer
le bruit en conservant un maximum d’énergie.
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Si on suppose que le bruit suit une loi gaussienne, les ondelettes de plus petite échelle
permettent d’estimer cette loi de fagon précise. On filtre alors ce bruit en seuillant les
coefficients d’ondelettes en norme L?. La partie débruitée est de nouveau utilisée pour
estimer le bruit. Itérativement, on trouve le seuil optimal de débruitage.

La force des méthodes CVS [FS01], repose en grande partie sur cette mise a ’écart du
bruit lors de la résolution de Navier-Stokes par ondelettes.
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Chapitre 3

Ondelettes a divergence nulle,
ondelettes gradient et algorithmes
associés

L’idée de construire des ondelettes a divergence nulle a émergé rapidement apres l'in-
vention de la théorie des ondelettes. Les premieres constructions par G. Battle et P. Fe-
derbush [BF93], a base d’analyses multirésolutions orthogonales, utilisaient des ondelettes
ayant un support infini. P.-G. Lemarié a d’ailleurs prouvé en 1994 dans un compte rendu
a 1’Académie des Science [Lem94] I'inexistence de bases orthogonales d’ondelettes vecteurs
a divergence nulle a support compact. Pour que ces ondelettes soient a la fois a divergence
nulle et a support compact, il faut faire appel a des analyses multirésolutions biortho-
gonales d’ailleurs initialement introduites par P.-G. Lemarié a cet effet. Dans un article
a Revista Matemética Iberoamericana, en 1991, [Lem92], il indique comment construire
ces ondelettes vecteurs a divergence nulle sur R" a 'aide d’analyses multirésolutions non
orthogonales.

K. Urban généralise cette construction a des AMR de R" non tensorielles [Urb94al,
puis les utilise pour la résolution numérique des équations de Stokes par une méthode de
Galerkin [Urb96].

3.1 Aspect théorique et forme générale des ondelettes a di-
vergence nulle d’apres les travaux de P.-G. Lemarié

Le but des ondelettes a divergence nulle est de fournir une analyse multirésolution de

I'espace :
Hgivo(RY) = {f € (L}(R™"))"/div f € L*(R"), div =0}

des fonctions vectorielles a divergence nulle sur R™. Ce paragraphe est un résumé de
larticle fondateur [Lem92].
La construction d’une analyse multirésolution & divergence nulle repose sur un résultat
de G. Malgouyres énoncant que la dérivée d’une analyse multirésolution est une analyse
multirésolution.

Proposition 3.1.1 Soit ¢ une fonction d’échelle. On pose my(§) = % Spez ane R le
polynéme de raffinement de ¢ (voir partie introductive sur les ondelettes). Alors

o7



~ (i) si p € H' (c’est-a-dire ¢’ € L?), alors il existe une fonction d’échelle ®1 telle
que
o (x) = ®1(z) — P1(x — 1) formule de dérivation (3.1.1)

et le polynéme de raffinement My associé a ®1 vérifie

Mi(©) = g mol€). (312

— (ii) 1l existe de méme une fonction d’échelle ®4 telle que
o(z) —p(x — 1) = ®4(x)  formule d’intégration (3.1.3)
et le polynéme de raffinement Mo associé a o vérifie

1 + e

M>(€) 5

mo(§)- (3.1.4)

Ces formules sont particulierement adaptées a ’analyse multirésolution biorthogonale :

Proposition 3.1.2 Soit (le) une analyse multirésolution associée aux fonctions d’échelle
conjuguées @1 et @}, de polynémes de raffinement (mq,m}) telle que p1 € CY¢ pour un
e > 0. Alors il existe une AMR (Vjo) associée auz fonctions d’échelle conjuguées (o, ¢§)
de polyndomes de raffinement (mg, mg) vérifiant :

P1(x) = po(z) —polz —1) et ¢i(z+1)—i(z) =g (2) (3.1.5)
Pour les polynomes de raffinement cela se traduit par :

2 . L+e€
mo(§) = T o my(§) et my(§) = —5— mj(€) (3.1.6)
Enfin pour les ondelettes 11 et 1y associées respectivement aur espaces (le) et (WJO),
cela implique :

di(@) =4 do(x) et Ug(x) = —4 d{(z) (3.1.7)

Les ondelettes a divergence nulle sur R™ sont ensuite obtenues par combinaisons
adéquates de fonctions des AMR (Vjo) et (le) vérifiant les conditions de la proposition
3.1.2. On construit alors (n — 1)(2" — 1) fonctions ¥§; . € Hgivo(R™) (¢ € Q5 de car-
dinal (2" — 1), @ € I. de cardinal n — 1) a support compact, telles que toute fonction
u € Hgiy 0(R™) admette une unique décomposition :

— € 15
u= E E E E ddivij,k ‘I’divij,k
icll, JEZ €Y}, keZn

Les ondelettes génératrices Vg, . ont pour forme générale sur R” :
On se donne ¢ € QF = {0,1}" \ {(0,...,0)}. Puis on choisit ig € {1,..,n} tel que g;, = 1.

Alors, pour tout i € {1,..,n} \ {io}, la fonction ¥§, ; = ([¥§;,.l,),_,,, s¢crit :
0 sif ¢ {’i, io}
[Waivile = § A sil=i (3.1.8)

MR...Q0n, sil=ig
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’}/é(l)) - 90,51 X...0 9076171 b2y 91767; ® 90,€¢+1 ®...® 907571

et . . .
= 90,&‘]'7 J 7é 1,70
Nig = iqé)l
i = _ﬂ(‘gl@i)

enfin

g 1 ¢ sie; =0
Py osigg =1

avec r valant 0 ou 1.
Exemple en dimension 2 avec des splines de degré 1 et 2

Les ondelettes splines biorthogonales sont présentées dans de nombreux ouvrages dont
[KL96] et vivent dans les espaces splines c’est-a-dire polyndémiaux par morceaux. Les
fonctions d’échelle associées sont les fonctions B-splines. Les ondelettes obtenues sont donc
des polynomes par morceaux ce qui les rapproche des éléments finis usuels. Par exemple,
les B-splines de degré 1 et 2, oq, 1 associées aux ondelettes g, Y1 de la figure 3.1 vérifient
les équations 3.1.5 et 3.1.7 de la proposition 3.1.2 .

L’usage de ces ondelettes a déja été étudié par plusieurs auteurs pour analyser des
écoulements turbulents 2D [AUDRL02, KKRO00], et pour résoudre le probléme de Stokes
en dimension 2 et 3 d’espace [Urb94, Urb96, Urb02]. Les filtres associés aux deux bases

d’ondelettes (¢, 1) et (p1,11) servant a la construction d’ondelettes vecteurs a divergence
nulle, sont indiqués dans le tableau 7.1 de 'annexe B.

A
v I BV

©0 o 1 P

Fi1a. 3.1 — Fonctions d’échelle et ondelettes vérifiant 1’équation 3.1.7 pour les splines de
degré 1 et 2.

En dimension 2 la fonction d’échelle a divergence nulle prend pour forme :

o1(w1)p1’ (72) _ | pr(m1) [po(w2) — po(z2 — 1)]

Dy (21, 22) = — o1/ (1)1 (22) —[po(z1) — @o(z1 — 1)] p1(22)

et est représentée sur la figure 3.2. Elle a bien une allure de tourbillon comme le préconisait
le paragraphe 1.3.4.
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Fi1G. 3.2 — Fonction d’échelle & divergence nulle construite avec les fonctions splines de la
figure 3.1.

On peut retrouver les coefficients portant sur ces fonctions, a 1’échelle la plus fine, soit
en résolvant un systeme linéaire soit par transformée inverse, en partant de la décomposition
en ondelettes a divergence nulle. On remarquera aussi que, comme elles sont d’intégrale
nulle, on peut considérer que les fonctions d’échelle sont déja des ondelettes 2D.

Les ondelettes vecteurs a divergence nulle sont données par :

(1,0) | —1v1(z1)[po(w2) — @o(w2 — 1)]
Yaiv (7102 = | (a1)ia )

(0,1) _ | pr(m1)o(r2)
Yai (@022) = | T1io0 (1) — goler — 1) ()

(1,1) _ | Yu(z1)vo(a2)
Vo (@1,22) = —o (1)1 (72)

Sur la figure 3.3 sont représentées les trois ondelettes vecteurs issues des bases splines de
degré 1 et 2.

3.2 Une petite innovation : les ondelettes a divergence nulle
anisotropes

Ces ondelettes a divergence nulle construites a partir d’ondelettes standards aniso-
tropes (voir partie 2.2) admettent des ondelettes complémentaires bien plus orthogonales
que dans le cas isotrope. On appelle ondelettes complémentaires, des ondelettes introduites
en sus des ondelettes a divergence nulle pour compléter la base en une base classique d’on-
delettes de (L?(R™))™.

On rappelle que contrairement au cas isotrope ou il faut 2" — 1 ondelettes génératrices
en dimension n et ou n’intervient qu’un facteur de dilatation, en anisotrope, il n’y a qu'une
seule ondelette génératrice sur laquelle agissent n facteurs de dilatation.
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F1G. 3.3 — Ondelettes vecteurs a divergence nulle issues d’AMR splines W .’ (a gauche),

\Ifgi]",l) (au milieu) et \Iféli",l) (a droite).

En dimension n, on construit n — 1 ondelettes anisotropes a divergence nulle dans ’espace
d’AMR (le ® VjO ®...8® Vjo) X ... X (Vjo ®...® Vjo ® le), combinaisons linéaires ad hoc

d’ondelettes anisotropes standards n-dimensionnelles :

3111vij,k(x1a552, S

0

0

ligned —— | 2ieg(2tay — ki) .. o(2twin — K1)y (20w — Ky)

Yo (2 @iy — kig1) - - o (2@, — ky)

ligne i +1 — | =20ipg(20wy — k1) ... ¥o(2w; — k)1 (274 @1 — kig1)

0

0

Po(2+2 @2 — kit2) .. o(2m @ — ky)

pour ¢ allant de 1 & n — 1. Ces n — 1 ondelettes vecteurs forment une base de TAMR a
divergence nulle. Mais d’autres construction sont possibles comme on le verra par la suite.
Le choix de 'ondelette complémentaire est lui aussi assez large. Le plus judicieux (on verra

pourquoi par la suite) et de la choisir égale a :

2j11/11(2j1.%'1 — kl)w0(2j2x2 — /{?2) . ¢0(2jnmn — kn)

\I’f‘g,k(azl, Xy ey Tp) =

272400(291 1 — Ky )1 (27229 — ko) ... Yo (27 @y, — ki)

2j"1/10(2j1.%'1 — k1)¢0(2j2m2 — /{?2) . ¢1(2jnmn — kn)

Remarque : Si on se place a un j et un k fixés dans Z™, 'ondelette complémentaire
est orthogonale aux ondelettes a divergence nulle de méme j et méme k. Corrélativement,
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si on ajoute I'ondelette a divergence nulle anisotrope pour ¢ = n, avec donc uniquement la
premiere et la dernieére composantes non nulles, les ondelettes a divergence nulle de méme
j et méme k sont linéairement liées. Si bien que I'on peut ajouter une équation portant sur
les coefficients des ondelettes a divergence nulle pour rendre la matrice carrée et inversible.
Plus précisément, si on note [dy,da, ..., dy]jk les coefficients de la décomposition en on-
delettes de chaque composante du champ vectoriel u = (uy,ug, ..., uy,) :

ui(:vl, e ,xn) = Z dij7kw0(2j1£ﬂ1 - k‘l) e ¢0(2ji71$i,1 - kil',l)ﬂ)l(jSCCi - k‘z) (321)
j.kezn

Yo(2 @iq — kig1) ... o(27ma, — ky)

avec ¢ allant de 1 a n.
Alors, en résolvant le systéme linéaire :

[ 22 0 0 ... .. 0 —2n 20 77 dgiifk 1T T dijx ]
Y N RS : 0 2 5% dajx
0 _oj 9i .. . Y : :
_9j3 975 : : : —
0 ... ... 0 —2m2 9in o 2 || dilVg dn—1jk
0O 0 ... ... 0 —n1 20 90 i, dnjk
e o) a3 ... Qp_9 Q1 Qi 0 ] L d;,k J L 0 i

ol on a ajouté I'équation > 1" | d?}"k = 0 portant sur les coefficients d’ondelettes d?}"k
et avec les coefficients (o) tels que >, a; W3R sk = 0 afin de rendre rendre la matrice
de changement de base carrée et inversible. En effet, la derniere ligne est alors orthogonale

aux autres. Cependant, a part dans le cas n = 3, ou elle vaut

272 0 -2 20

—9Jj1 973 0 9J2
0 =2z 201 s |7

973 91 2J2 0

et est orthogonale, cette matrice n’est pas, en général, orthogonale (non orthogonalité en
dimension n > 4).

Les (a;) peuvent étre choisis de fagon générique : a; = 2~Ji7Jit1ln] | Les cas particuliers
2D et 3D sont repris et expliqués en détails dans la partie 3.5.2.

On obtient alors la décomposition en ondelettes du champ vectoriel u = (uy,us,...,uy,)
avec d’un coté les ondelettes a divergence nulle et de I’autre les ondelettes complémentaires :

n
u(ry, ..., ) = Z (Z ?_%Yklllﬁrilvij,k_}'dik\llir_},k) (3.2.2)

jkezn \i=1
Par analogie avec la projection de Leray en Fourier, on peut aussi choisir une base

d’ondelettes a divergence nulle telle que la matrice de changement de base soit orthogonale.
Ce qui permettra d’avoir recours a des égalités en norme sur les vecteurs de coefficients
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d’ondelettes.
Ainsi, si on pose :

=20y (20 wy — ke )0 (2720 — ko) .. o (2my, — ky,)

iy (2w — k) o202 @i — Ko (2 iy — ki)
1,[)0(2ji£6i — kil) - ¢0(2j"$n — kﬁn)

(Z#i 22”) Yo (2 wy — k1) .. o2ty — ki1 )Y (2w — k)

pan (1‘1 PP ) = . .
divij,k ’ yn )
ved 1/10(2]””*1.%'“_1 — ki-l—l) - 1/10(2J".%'n — kn)

— 2 Hiapg (2 — ki) - o (20 @i — ki)ho (20 i — Kiga)
Yo(2+2wi40 — Kiya) ... Yo(2mwy — ky)

=2y (2 @y — k) o (20 gy — 1)1 (2, — )

En gardant la méme ondelette complémentaire, en renormalisant le tout, et en notant
& = 27 ainsi que [£2 = Y1 | 2% (on remarquera la similitude avec le cas Fourier,
similitude sur laquelle on reviendra plus tard dans les parties 4 et 6.3), on a la matrice de
changement de base orthogonale :

[1_ & _&a &1 & ]
HE HE €2 el
bk & b &
HE HE €2 Tl
_£1€n _52571 _gnflfn 1 i ﬁ_n
§|f|2 5\5\2 . €2 . HEE

S1 S2 n—1 &n
L g €] ] I

3.3 Les ondelettes gradient

On introduit I'espace Hyot 0(R™) supplémentaire orthogonal & I'espace Hgiy o(R™) des
fonctions a divergence nulle :

H,10(R") = {v € (H'(R"))", rot v =0}
Cet espace est égal a ’espace des fonctions gradient :
H.o0(R") = {Vp/p € H*(R")}

Comme le faisait déja remarquer K. Urban dans son article [Urb00], il est possible de
construire une base de cet espace fonctionnel composée d’ondelettes vecteur gradient, de
facon similaire a la construction des bases d’ondelettes a divergence nulle. Comme pour
les ondelettes a divergence nulle, on peut choisir de se placer dans le cas isotrope ou
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anisotrope, et étendre la construction au cas n-dimensionnel. Dans la partie 3.5.3, le cas
2D est décrit en détails.

Remarque 3.3.1 De méme que l'on peut voir les ondelettes a divergence nulle comme
image par l'opérateur rotationnel d'une AMR standard ((V]1 ® le) en dimension 2 et
(Vj0®le ®le) X (le ®V]~O®Vj1) X (V]1 ®le ®V]~0) en dimension 3), de méme les ondelettes
gradient sont l’image par lopérateur gradient des ondelettes des AMR (le ® le) en 2D
et (le ® le ® le) en 3D. Plus concrétement, en dimension 2, on a :

1 , ‘ 204po (2 @1 — k1)1 (2232 — ko)
Uit ix(@1,w2) = 1 V (¥1(2' 21 — k)Y (2220 — ko)) = . ’ .
224p1 (221 — k)0 (27222 — ko)
Ainsi, quand j = (ji, o) et k = (ky, ko) décrivent Z2, la famille de fonctions {\If?él%k}
forme une base d’ondelettes de ’espace Hrot’O(R2).

3.4 Ondelettes de bord a divergence nulle

Les constructions d’ondelettes sur I'intervalle sont bien connues et ont fait ’objet de
nombreux travaux [MP95, CL97, Mas96, DKU96a]. Dans le contexte de la these, on s’y
intéresse afin de vérifier la compatibilité entre ondelettes a divergence nulle et ondelettes
de bord. On présente ci-dessous une construction élémentaire par lifting de la base d’onde-
lettes. Il apparait alors que les ondelettes a divergence nulle s’adaptent parfaitement pour
permettre la construction d’ondelettes de bord a divergence nulle.

Apres des considérations d’ordre général, on verra un exemple explicite d’ondelettes
de bord a divergence nulle, toujours avec les ondelettes splines d’ordres 1 et 2.

En présence de bords, les méthodes de pénalisation présentent des limites, lors du
seuillage, et manquent souvent de précision. Elles sont souvent utilisées lorsqu’il est diffi-
cile de faire autrement, par exemple dans le cas du couplage fluide-structure [KVGJ04].
Cependant, pour des problemes plus théoriques, comme la cavité entrainée [Urb94] par
exemple, il est intéressant de construire des ondelettes de bord qui assurent des conditions
de nullité au bord par la fonction ou ses dérivées, et permettent une meilleure approxima-
tion.

La construction d’ondelettes sur 'intervalle introduite brievement la partie 2.1 fait
I’objet d’'un exemple explicite de construction, dans le cas de deux AMR liées par une
relation de dérivation comme dans la proposition 3.1.1.

Il est possible de modifier une ondelette et de 'adapter & un bord — c’est-a-dire la
rendre nulle au-dela d’un certain point — en lui ajoutant des fonctions d’échelle du méme
niveau. Il faut toutefois s’assurer que 'ondelette conserve son nombre de moments nuls
apres cette opération. Cela est particulierement important pour les ondelettes a divergence
nulle étant donné que 'ordre 2 pour 'ondelette vy implique 'ordre 1 pour 'ondelette 1,
d’apres les relations de la proposition 3.1.1.

Il faut aussi noter qu’en dimension au moins deux d’espace, lorsqu’on passe du niveau
—1 au niveau 0, la complexité de la géométrie fait que deux cas peuvent se présenter :

- le bord est sur un nceud entier, ou
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- le bord se situe sur un noeud entier plus 1/2.

En effet, on ne peut s’interdire un bord pouvant occuper des emplacements divers sous
peine de se voir condamner a ne traiter que des géométries extrémement simplifiées. Donc,
lors de la décomposition en ondelettes 2D, il faudra aussi prendre en compte 'adaptation
aux bords, du maillage qui deviendra de plus en plus grossier.

Les manipulations décrites ci-dessous se font dans le contexte du Lifting Scheme de
W. Sweldens [Swe95], et consistent a ajouter a l'ondelette 1 des fonctions d’échelle ¢, =
(- — k), afin que le résultat ¢ + ), aryy ait les propriétés voulues.

3.4.1 Exemple avec des ondelettes splines linéaires et quadratiques

Afin de rendre les calculs plus lisibles, on travaille en normalisation L°° pour les onde-
lettes.

On cherche donc ici a transformer la base d’ondelettes splines linéaires de (Vjo) de
la figure 3.1, pour inclure dans les ondelettes la condition de nullité au bord. Quand on
intégrera ces ondelettes on trouvera alors automatiquement les ondelettes splines quadra-
tiques de bord correspondantes pour ’AMR (le), qui vérifieront la propriété de dérivation
des AMR de la proposition 3.1.1.

- Si le bord est situé en 0, 'ondelette 1y la plus a gauche, qui vaut :

Yole) = 26022 — 1) = 5 0l®) = 3 w0(z — 1)

est remplacée par une nouvelle ondelette 1/18 que ’on pose égale a :

UB(2) = do(@) + 5 wol@) — polz 1) + 5 wole — 2)

Cette transformation est représentée dans la figure 3.4.

Le calcul du coefficient de cette ondelette reste inchangé : d® = d. En revanche, les
coefficients ¢; et ¢y des fonctions d’échelle pg(z — 1) et po(x — 2) subissent une légere
correction : ¢1 =c1 +dP et ¢g = ¢y — 1/2 dv.

- Si le bord est situé en —1/2, on utilise 'ondelette ¢8 définie ci-dessus plus une autre
ondelette encore & gauche de celle-ci qui correspond en fait & une fonction d’échelle trans-
formée en ondelette par le déplacement du bord. On définit donc une nouvelle ondelette

de bord P :

wgb(x) =2p0(22) —2¢o(22 — 1) — %gpo(x -1)+ % oz —2)

L’ondelette obtenue est représentée sur la figure 3.5.
Concernant les coefficients, on commence par poser = 1/2c_1 . Puis, on fait comme
si le bord s’était décalé et on pose : c_19 = co o — 2dPP. Enfin, aprés les opérations de
transformée en ondelettes sur ce niveau, on corrige les coefficients des fonctions d’échelle
oz —1) et po(z —2) 1 c1 =c1 +1/2d° et ey = co — 1/2d°P.

Les ondelettes 1/)'13 et Q,Z)lfb obtenues par intégration des ondelettes ¢8 et Q,Z)gb sont
représentées sur la figure 3.6.

dbb

On aborde ici une autre construction. Si on souhaite construire une fonction d’échelle
de bord afin de ne pas avoir & déplacer le bord lors de la décompostion en ondelette, il est
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F1G. 3.4 — Transformation de 'ondelette spline linéaire standard (en rouge) en ondelette
de bord & gauche (en vert), le bord étant situé en 0.

Fa N I |

F1G. 3.5 — Nouvelle ondelette de décalage de bord (en violet) construite de toutes pieces
a partir des fonctions d’échelle (de différentes couleurs), le bord se déplacant de —1/2 & 0.

nécessaire d’introduire une fonction d’échelle de bord qui sera “déformée” pour vérifier les
conditions au bord. Il faudra alors tenir compte de cette déformation dans la construction
de l'ondelette de bord afin de garantir les deux moments nuls.
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Fig. 3.6 — Ondelettes splines quadratiques obtenues en intégrant les fonctions splines
linéaires, en jaune l'ondelette spline quadratique standard, en vert quand le bord est en 0
et en rouge quand il se déplace de —1/2 & 0.

On donne ici les opérations a effectuer sur les bases splines (seulement sur ’AMR spline
linéaire V°, ’AMR spline quadratique V! s’obtenant par intégration de V°). On fait donc
appel a une fonction d’échelle de bord qui ressemble en tout point & une fonction d’échelle
normale — c’est une fonction chapeau linéaire par morceaux valant 1 en son nceud et 0
sur les noeuds autour — sauf qu’elle est asymétrique et a d’un c6té une demi-largeur de «
(0 < @ < 1) au lieu de 1. On appelle cette fonction de bord ¢%, et on considérera un bord
a gauche du domaine.

Lorsque 'on regarde ce que devient la transformée en ondelettes, il faut apporter
quelques modifications de type lifting scheme. Comme dans le cas ou le bord est déplacé
d’une échelle a 'autre, on a deux cas soit le noeud le plus a gauche avant le bord reste en
0 soit il se déplace de —1/2 vers 0.

- Si le neeud précédent était déja en 0 alors interviennent

1 1 1
©*(x) = p**(2x) + 5@(23: —1) aulieu de ¢(x) = 5@(256 +1)+¢(2x) + 5@(23: -1)

et
P (z) = ap®(x) + 202z — 1) + bo(z — 1)
au lieu de

Y(@) = 5 pla) + 2020~ 1) — 2 (e ~ 1)

avec a et b des réels dépendant de «, choisis de telle sorte a conserver les 2 moments nuls
de l'ondelette. Les calculs faits en maple donnent comme valeurs de a,b :

3 ¢ b 20 +1
a=———"= ¢ =——
(a+1)(a+2) 2(a+2)
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- Si le nceud le plus a gauche passe de —1/2 a 0, la fonction d’échelle de bord devient :

1+

« 1
p 2 () =5¢"2a+1) +e22)+50(22-1)
on utilise ondelette de bord P 5% définie précédemment au nceud 1/2, plus 'ondelette
au noeud —1/2 :

1+«

PNz —1) =202z + 1) +ap 2 (2) +bp(z 1)
ou de nouveau a et b sont des réels choisis tels que Pondelette PP @ ait deux moments
nuls. Le calcul donne :

2(a+1) (a+78)

_ ¢ po_sletl
T T ) (ars VT 2@t

Comme on le voit, le nombre de possibilités de constructions d’ondelettes sur l'intervalle
est grand, mais la complexité croit a mesure des exigences.

3.4.2 Ondelettes de bord 2D

Une fois obtenues les ondelettes de bord 1/)'03 i avec i un parameétre de reconnaissance
(selon que l'on a défini différentes ondelettes, ou que 'on se place a droite ou a gauche)
dans 'AMR (Vjo), et leurs pendants ¢?? dans (le), on construit les ondelettes de bord a
divergence nulle qui, par exemple en dimension 2 prennent pour forme :

PO oy | 2P0 (2 — k)22 — K)
divike ST iy i (20 — ey )by (2200 — ko)

PO (o) = 220y — ke )ypo (272 — ko)
mjke A2 2240 (2 @y — k1)1 (225 — ko)

quand le bord est rencontré dans la direction x1,

bi(0,1) | 2029 (200 2 — k) YR (2720 — ko)
Vaigic (71:22) = ‘ =24 (21 — k1 )y (22 g — ko)

bi(0,1) _ 2711/11(241961 - kl)w'&i(%% — k2)
REE ' 2240 (27121 — k)Y (22 — ko)

dans la direction x9, et enfin

2724p0 1 (201 — ki )by 2 (2720 — ko)

bi(1,1)
divik (71,72 ' — b (2 xy — Ky )P (272 g — o)

2714py 1 (20 y — Ky )by 2 (27220 — o)

ghiD) Ty (2 (20
22qpD 1 (271 ) — ky )P 2 (27209 — kp)

nj.k (w1, 22) = ‘

si on est dans un coin.

On proceéde de maniere analogue en dimension trois.
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3.5 Les transformées en ondelettes a divergence nulle et en
ondelettes gradient en 2D et 3D en pratique

En pratique la transformée en ondelettes a divergence nulle s’effectue grace a un chan-
gement de base quasi-immédiat lorsqu’on dispose de la transformée en ondelettes classique
car elle ne fait intervenir que quelques ondelettes a la fois (de ordre de 2 ou 3).

Dans la suite, on suppose que l'on a deux analyses multirésolutions (Vjo) et (le) avec
Yo, Yo et 1, Y1 leurs fonctions d’échelle et leurs ondelettes respectives, satisfaisant les
conditions (3.1.5) et (3.1.7). On décompose alors la fonction vectorielle u € L?(R?)? dans
’AMR tensorielle (le ® Vjo) X (Vjo ® le)

3.5.1 Cas générique avec les ondelettes isotropes

cas de la dimension 2

Dans le cas des ondelettes isotropes 2D, les fonctions d’échelle ®1, @, et les ondelettes
P, U5 canoniques sont données par :

O (21, 22) = gl(xl)%(x2) P21, 22) = 20(901)@1(962)
W Oem) = | OO e e = [
R I O e
e m) = | OO e e = [

Comme énoncé dans la partie 2.2, les fonctions
{\Iffj7k(x1,x2) = 2j\I’f(2jx1 — k1,229 — kQ)}

avec j € Z,k = (k1,k2) € Z?,e € {(0,1),(1,0),(1,1)},i = 1,2, forment une base de Riesz
de (L?(R?))%. La fonction vectorielle u = (ug,us) € (L*(R )) se décompose donc dans
cette base :

1,0 1,0 0,1
u = ZjEZZkEZQ <d§]12 gjlz+dgjlzq]gjlz+d§jlz 5]12 (351)
0.1) 3 (0.1) 1, @D (1,1 ¢@1,1)
+dyi Yok tdiix 1jk+d2jk\p2jk)
On remarquera que les termes de la premiére ligne représente la décomposition en onde-
lettes de u; dans ’AMR (le ®V]~O), tandis que les termes de la seconde ligne correspondent
a la décomposition de up dans 'AMR (Vj0 ® le)

Les ondelettes a divergence nulle se construisent par combinaisons linéaires des W:.
Plus précisément, pour chaque € € {(0,1),(1,0), (1,1)}, 'ondelette & divergence nulle ¥§;
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suit la forme générale 3.1.8, tandis qu’il faut choisir une fonction complémentaire ¥¢ telle
que :

veet {5 ; 1, V5 ;1. /k € Z°} = vect{¥§;, ; /k € Z*} ® vect{¥], /k € Z*}

njk

et que le changement de base n’implique pas 'inversion d’un systéme linéaire. Ces condi-
tions sont réalisées en choisissant :

S 1 T R T TP
219 {0 _ o)

(0 1) (0 1) 0,1)  17g,0,1)  (0,1) .
(o n T X 1) \p%o y A ¥ ¥y e - L))
o o) = g

\I’gl’l) \I’((jli;;l) _ \I/gl’l) o \I’gl’l)
\I/gl’l) - \I/fll’l) _ @51,1) n \I/gm)

Toutefois ce choix des ¥ n’est pas unique méme si aucun ne permet de faire de cette
fonction une ondelette gradient.
On peut alors réécrire la décomposition de u :

(1,0) 1,0 0,1 0,1 1,1
Z Z ( d1v]k ((ilvj)',k+d((ilv])k ((11V])k+d((ilvj)k \I]((iivj)',k>

JEZ k€72
10 01 11
JEZL keZ?2

ou les nouveaux coefficients dj;, jx et d; ik s’expriment directement en fonction des coef-
ficients de départ :

1,0 1,0 1,0 1, 1,0 1,0
déiV},k d( ,]IZ dnj,lz = dg 7, 11 %dé ]IZ % ;,sz‘l,k;Q—l
0,1 0,1) 0,1 0, 0,1) 0,1)
(ddiv) d((iiv_;,k == d(,j k (dn) dnj,lz = d;] ) 1d§ g, kK — dg ok1—1ks (353)
1,1 1,1 1,1) 1, 1,1) 1,1)
déiVj),k = %dgg,lz Qd(,] k dnj,lz = 1d§ T k 1dé] k

Le calcul se réduit alors & une combinaison linéaire simple des coefficients d’ondelettes
standards. Mais si dans la décomposition 3.5.2 le premier terme W3, est bien a divergence
nulle, le second représente un reste non gradient qui vit dans un espace H, = vect{¥¢ nj, "
dont on verra I'importance par la suite.

Remarque 3.5.1 Les fonctions div(q/,gl’o))(xl, x9) = 4 o(x1) po(z2), div(\Ilglo’l))(xl, x9) =
4 po(x1) Yo(xe) et div(\IIS’l))(m,mg) = 8 o(x1) Yo(x2) sont les ondelettes génératrices
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de 'AMR Vjo ® Vjo. De plus, comme

diva = 3057 (0 vl + ) v + ) aivw )

JELZ keZ?
(1,0 | (01
JEZL keZ2

, 1,1
+27+1 dfmlz Yo,jky © T/JOJ,kz)

la condition d’incompressibilité div u = 0 est donc équivalente a d, ik = 0, pour tout
ik, e.

Comme les projecteurs biorthogonaux sur les espaces (le ® Vjo) X (Vjo ® le) com-

mutent avec les dérivées partielles [Lem92], les coefficients des ondelettes & divergence
nulle dg;, jx sont déterminés de maniére unique par la formule (dg;,) dans le systéme
(3.5.3) et ce quelque soit 'espace supplémentaire.
La difficulté survient lorsque l'on veut calculer ces mémes coefficients lorsque la condi-
tion de divergence nulle n’est pas respectée. Car alors, la non-orthogonalité de la base
des ondelettes a divergence nulle (¥, - i ) avec son espace supplémentaire (V¢ ik i) fait
que le calcul de la décomposition en ondelettes a divergence nulle dépend du choix de la
base complémentaire. On reviendra sur ce probléme dans la partie 4.1 ot on explicite une
méthode de décomposition de Helmholtz par ondelettes.

Décomposition en ondelettes a divergence nulle en dimension 3

La transformée en ondelettes de dimension 3 isotrope se fait de la méme maniere
qu’en 2D : transformée en ondelettes isotropes standard, changement de base. Sauf qu’en
dimension 3, le nombre d’ondelettes a considérer augmente considérablement, si bien qu’au
lieu de travailler sur des combinaisons linéaires portant sur 6 ondelettes différentes (2 x 3),

ce sont 21 ondelettes différentes (3 x 7) qui interviennent. En effet, TAMR de (L? (R3))3
(V71®V70®V70) % (V70®V'JI®V70) % (V70®V'JO®V71)
sur laquelle on opere la transformée, admet comme base canonique la famille d’ondelettes

vecteurs {5 | i=1,2,3, € {0,1}*\ (0,0,0)}.
Ci-dessous, on donne les expressions des fonctions d’échelle :

o1(z1)po(z2)po(r3) 0 0
Q1 (r1,22,23) = | 0 Py = | popi1vo P3=1{0
0 0 PoPoP1

On suppose que 'on a décomposé u dans la base d’ondelettes isotropes canoniques :

u:ZZZ( ]k\Ijijk—i_d;]k\:[lgjk—i_d?)]k\:[l?,]k) (3.5.4)
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A titre d’exemple, voici 'expression des ondelettes \I’EI’O’O), \I’ZO

\1151’0’0) (1,22, 23) =

\1151’1’0) (1,22, 23) =

\Ilgl,Ll) ('Ily x2, IE3) =

Y1(z1)po(72)po(z3)
0

0

Y1(w1)vo(z2)0(73)
0
0

Y1(w1)v0(z2)0(73)
0
0

Q§1,070) —

levlvo) —

\1,51,171)

7170) et \1]517171) :

0 1,0,0
Yop1p0 \I/é 0
0
0

1,10
YorP1po \I{% 0
0
0

PorP1bo ‘I’gl’l’l)
0

Yothop1

0
0

Yoo

les 12 autres cas étant similaires, le principe de cette notation étant de mettre un 1 au
niveau de la variable ou on a une ondelette et un 0 pour les fonctions d’échelle.

On doit, a partir de ces fonctions construire 14 ondelettes a divergence nulle et 7 onde-
lettes complémentaires. Il y a beaucoup de possibilités (toute combinaison linéaire abou-
tissant a des fonctions vectorielles & divergence nulle fait Paffaire). Cependant, certaines
formules respectent mieux la symétrie par rapport aux différentes variables et directions.
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Les formules choisies pour les tests numériques sont indiquées ci-dessous :

\11(170,0) _%7/)1(331)[900(332) — (2 — 1)]po(x3)

divi (@122, 23) = | Yol(w1)p1(r2)p0(23)
0

— 31 (z1)po(w2)[po(x3) — @olas — 1))

Wi (21, 0, 3) = | 0
Yo(w1)po(z2)p1(73)
1o 1 (x1)vo(x2)po(xs)
WD (@1, 29, 5) = | —do(@1)t (22)p0()
0
1o — 21 (z1)vo(m2)[po(z3) — wolzs — 1)]
U (21, 9, 23) = | —Labo(@1)t1 (w2) o (23) — ol — 1)]
Yo(z1)to(72)e1(z3)
—1(z1)o(w2)10(73)
\Ilfjlil/lil)(xlny,xfi) =10 A
YPo(x1)vo(x2)Y1 (x3)
0
‘1’3115151)(331,332,333)2 Yo(z1)Y1(z2)o(23)
—1ho(x1) o (22) Y (23)

Les ondelettes a divergence nulle associées aux autres € sont construites de fagon analogue
a partir de ces expressions par permutations de lignes et d’indices.

Cette construction comporte un part d’arbitraire car comme on peut s’en apercevoir dans
la construction théorique, il y une certaine liberté de choix des indices. Et a partir de la,
la possibilité de symétriser certaines des expressions obtenues.

Le changement de base se fait alors de la maniere suivante :

( 1,0,0 1,0,0 1,0,0 1,0,0
w00 — {00 _ 1 @t00 Ly w00 )
1,0,0 1,0,0 1,0,0 1,0,0
w00 — (L0 _ 1 (t00 g (B00 )

qlg170’0) — qlglvoyo)

(gL _ gL g (10)
qIdivl - \1]1 _\1]2

vl = \Ifél’l’O(’l;O%(\Ifﬁl’l’o’(.,(.1.307 B0 )
—L (W5 () =Wy (L = 1)

1,1,0 1,1,0 1,1,0
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(LL1) _ (L1 _ g (1LLD)
\I]divl _\113 _\1]1

(LL1) _ (L1 _ g (L)
\I]diVQ _\1]2 _\1]3

Ce qui donne comme nouvelle expression de u :

_ 13 154 13 € € €
u= E E E (d3iv 1k Yaiv1 ik + daive ik Piive ik + kY5 k)
JEL keZ3 €

ou les coefficients des ondelettes a divergence nulle sont calculés en fonction des coefficients
standards :

1,0,0 1,0,0 1,1,0 1,1,0 1,1,0
d((iivl):d; ) d((iivl):%(dg )_dg ))
1,0,0 1,0,0 1,1,0 1,1,0
d%fv121; B dg )(1 1,1) (1,1,1) (1,1,1) déiﬁ = dg |
dgivi = 3(=2dy 7 +dy 7 +dy )
1,1,1 1,1,1 1,1,1 1,1,1
Aoy = 3(=di"M 2yt — Y

S’il en est besoin on peut aussi calculer les coefficients des ondelettes complémentaires :

(1,0,0) o (1,0,0) 1 (1,0,0) (1,0,0) 1 (1,0,0) (1,0,0)
Aoy = Ay g s + 102 s — D2y ko= 1ks) + 1030, ks = D3 e g —1)
(1,1,0) _ 1/ 4(1,1,0) (1,1,0) 1/ 4(1,1,0) (1,1,0)
(dn) § dyy” = 5(dy 7 +dy ) + 5 (s ke — D3y Ko k1)

3.5.2 Décomposition en ondelettes a divergence nulle anisotropes

Cas de la dimension 2

Comme on le voit dans I'implémentation, le role des ondelettes complémentaires est
primordial lorsqu’il s’agit de projeter des vitesses qui ne sont pas a divergence nulle (et
ce, méme lorsque 'écart a la divergence nulle est faible comme c’est le cas lorsqu’on
passe de données ou la condition de divergence nulle est exacte en spectral, a un contexte
d’approximation spline). La recherche d’ondelettes complémentaires les plus orthogonales
possibles aux ondelettes a divergence nulle a abouti a 'usage d’ondelettes anisotropes
(encore appelées tensorielles ou hyperboliques).

En dimension 2, 'ondelette a divergence nulle anisotrope est donnée par :

2j2¢1(2j11‘1 — k1)¢0(2j2x2 — /{?2)

an — . . .
Yatv i P02 = | g2y — k) (22 — o)

ott j = (j1,72) € Z? est le parametre d’échelle, et k = (ki,ks) € Z? le parametre de
position. Quand on fait varier j et k dans Z2, la famille de fonctions {wan ; i} forme une
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base de Hgjy o(R?).
On introduit alors comme fonction complémentaire :

2j1¢1(2j11‘1 — k1)¢0(2j2x2 — kz)

a1 T2) = | ooy 2712y — ko Yooy (29225 — )

Cela se justifie par le fait que pour j et k fixés, la fonction vectorielle ‘Ijﬁrj,k est orthogonale
a W gk

Remarque 3.5.2 Les fonctions ¢ et 1 vérifient ] = 41y [Lem92]. Si de plus, on avait

Py = —41, Uondelette complémentaire Wik serait une ondelette gradient. Mais alors,
0 = —161y, ce qui impliquerait que Y et 1y soient des fonctions trigonométriques, et

ferait revenir au cas de la transformée de Fourier.

Comme dans le cas isotrope, on part d’une décomposition classique de u en ondelettes
anisotropes dans ’AMR (le ® Vjo) X (Vjo ® le) c’est-a-dire :

_ an an an an
u=Y" 3" (dfk Uik + 43S U5Su)
jEZ2 kez?

ol on a noté : ‘ ‘
Y1(2 1 — k1)ho (27222 — k2)
0

Uil (21, 22) =
0

Yo(2 @1 — k1)1 (2220 — ko)
pour j,k € Z?, les ondelettes anisotropes canoniques.

On écrit alors u directement dans la base d’ondelettes a divergence nulle et la base d’on-
delettes complémentaires :

_ an an an an
u= E E ( divik Ydivik + dnjx nj,k) (3.5.5)
jEZ2 keZ2

Ul (21, 22) =

3 an an 4 : .
avec les coefficients d3;, ik et d? Tk S écrivant :

an _ 272 an 271 an
divjk = 227142272 “1,jk 227142272 72,j,k
(3.5.6)

qam . = 271 an 272 an
njk T 2214222 T1jk ' 2214222 "2k

Cas de la dimension 3

C’est lors du passage en dimension 3 que les ondelettes anisotropes se montrent d’un
usage nettement plus simple. Contrairement au cas isotrope avec ses 21 ondelettes différentes
a combiner, les ondelettes anisotropes 3D ne font appel qu’a 3 ondelettes de base {¥; | i =1,2,3 },
ce qui rend la transformée en ondelettes a divergence nulle plus transparente malgré les
deux parametres d’échelle supplémentaires.
Les ondelettes anisotropes canoniques génératrices de ’AMR

Vi evPe Vi x (P evie V) x (P eviev))
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sont données par :

V1(20 21 — k1)vo (27229 — ko)tho (27323 — ks3)
\Il?f_lj,k(xh 9, .%'3) =10
0

0

Wah (w1, 2, 23) = | o2 @1 — k1)1 (27222 — ko)tbo (2733 — K3)
0

0
\Ilg‘?j,k(xl’x%xfi) =10 ) ) )
Yo (270 1 — k1)po(272x9 — ko)1 (27323 — k3)

avec j = (j1,72,73) € Z3 et k = (ky, ko, k3) € Z3.
Des combinaisons linéaires simples de ces fonctions donnent les ondelettes a divergence
nulle anisotropes suivantes :

0
a1y, w2, 3) = | 2390(2 ) — k)1 (2222 — ka)ho (2P 23 — k3)
=274 (27 w1 — k1 )tpo (2722 — ko)1 (223 — ks)

—2739py (2701 — k1 )apo (2720 — ko )bo (27323 — ks)
\Ilgl?vlj,k(mlvx%xfﬂ) =10 A } }
2pg (2 1 — k1)vo(27%2 29 — ko)1 (2325 — k3)

22401 (21 a1 — k)0 (22 @2 — ka)tho (283 — k3)
Ui 55 k(@1, T2, 3) = | —24ho (2 @1 — k) (27232 — ko )ho (27225 — k)
0

Comme c’est une famille liée, il faut choisir deux fonctions parmi ces trois-la. Selon 'usage
que l'on souhaite en faire (par exemple pour le calcul du Laplacien), il sera intéressant de
passer d’une base a 'autre, ce qui se fait de facon quasi-immédiate.

Quoiqu’il en soit, la fonction complémentaire reste :

2]i1¢1(2]i11'1 — /{:1)1/10(2421'2 — kg)l/Jo(jSS.%'g — /{?3)
U (@1, w2, 3) = | 2724p0(27 w1 — k)Y (2220 — ko )tho (2223 — k)
2]3¢0(2]11‘1 — /{:1)1/10(2”1‘2 — kz)l/)l(ng.%'g — /{?3)

On passe alors de :
3
_ an an
u= Z Z Z ijk Yijk
=1 jEZ?’ keZz3
a la décomposition :
_ an an an an an an an an
u= Z Z (ddivl,j,k Viivijk T daivejk Yaive k T daivsjk Ydivsjk T dnjk nj,k)

jEZ3 keZ3
(3.5.7)
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en ajoutant comme condition
an an
VA3 a2 A g+ 27 di g0 =0

(afin d’avoir autant d’équations que d’inconnues, et que la matrice de changement de base
soit orthogonale), en faisant :

gan 2 e g
div1l,j,k — 2271 49272 4 2273

aan —273 dan k+2] dggyk
div 2,j,k 2271 +22Jz 14922373

(3.5.8)
gan _ P2 di 2 A3
div3,j,k — 2271 49272 4 2273

an  _ 21 A act2? dif, +298 dg
njk = 2271 49272 92373

3.5.3 La transformée en ondelettes gradient

Dans le cas 2D, partant d’une décomposition en ondelettes classiques dans 'AMR
(V]Q@le) X (le ®Vj0) ou Vjo et le sont des AMR liées par les opérations de différentiation
et d’intégration (3.1.5)—(3.1.6)—(3.1.7) (et & comparer avec (V]1 ® Vjo) X (Vjo ® le) dans le
cas des ondelettes a divergence nulle), on fait des combinaisons linéaires conduisant aux
ondelettes gradient.

Par exemple, pour les ondelettes gradient anisotropes, on passe de :

an,# an,#
V‘ZZ( ik Vi T 2] 2.]71()
j€72 keZ?2

ou on a noté les ondelettes canoniques :

an, T,Z) 2j1£l? —k ¢ 2j2$ —k
\1’1371%(95179”2): ‘Oo( 1= k1)1(2229 — ko)

0

n,# ) )
Vgl ) = ‘ G1(291w1 — k) o(2022; — k)

a la décomposition :
V= Z Z d?(r)ltj réltj kT d nJ k) (359)
j€Z2 keZ?
ou on fait intervenir les ondelettes :

Jpan (1_ P ) _ 2-]:1¢0(2-]:1x1 — kl)w1(2]:2x2 _ kQ)
rot,jk\t1s 42 2]21/)1(2]1x1 — k1)¢0(2]2x2 _ k2)

Jan (m - ) _ 2j21/10(2j1x1 — k1)¢1(2j2$2 _ kz)
njk 1,42 _2]1w1(2]1x1 _ k1)¢0(2]2$2 _ k;2)

par le changement de base :
{ Vigk { Wilga = 2N+ 2R

an,# an 2 an,#_ 1 an,#
2.k Uik =270 50 — 215k
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avec l'opération linéaire sur les coeflicients :

271 272
otk = 327 1 o5 Wikt 535 oo Bk (3:5.10)
a2 — L am 27]1 dzn (3.5.11)
nj.k 22j1 4 9272 Lik 925 + 222 2.J.k o
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Chapitre 4

Décomposition de Helmholtz par
ondelettes a divergence nulle et
ondelettes gradient

Comme expliqué dans la partie 3.2, les bases d’ondelettes a divergence nulle et les bases
d’ondelettes gradient sont des bases biorthogonales, et les projecteurs naturels associés sont
des projecteurs obliques.

C’est pourquoi, nous proposons dasn ce chapitre de contourner cette difficulté en
définissant une méthode itérative. On projettera alternativement le champ a décomposer
dans ’espace des ondelettes a divergence nulle, puis dans ’espace des ondelettes gradient,
jusqu’a obtenir la convergence du résidu vers 0.

4.1 Principe de la décomposition de Helmholtz

La décomposition de Helmholtz [GR86, CM93] consiste a décomposer un champ de
vecteur u € (L?(R™))" en somme de sa composante & divergence nulle ug;, et sa compo-
sante gradient u,;. Plus précisément, il existe une fonction de courant 1 et un potentiel
p tels que :

U = Ugjv + Urot
avec Ugy =rot ¢, div ugy =0 (4.1.1)
Urot = Vp ¢ ) rot u,,, =0

De plus, les fonctions rot 1 et Vp sont orthogonales dans (L?(R"))", et les fonctions
courant v et potentiel p sont uniques, a une constante additive pres.

Dans R?, la fonction courant est une fonction scalaire R? — R, tandis que dans R3, c’est
une fonction vectorielle R3 — R3.

Cette décomposition découle de la mise en somme directe orthogonale des espaces
Hgiy o(R™), I'espace des fonctions vectorielles a divergence nulle, et

H, 01 0(R") = {v € (L*(R"))"/rot v € (L*(R"))", rot v =0}

celui des fonctions vectorielles & rotationnel nul (si n = 2, il faut remplacer rot v €
(L2(R™))" par rot v € L?(R?) dans la définition). En résumé :

(L*(R™))" = Haiv,0(R") ® Hirog0(R")
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Cette décomposition est immédiate dans (L2(R™))", grace au projecteur de Leray qui est
explicite dans le domaine de Fourier.

Définition 4.1.1 (Projection de Leray) Le projecteur de Leray, noté P, est le projec-
teur orthogonal de (L*(R™))" dans Haiy 0. Pour u = (u1,...,uy), il agit comme suit :

P(u) = (u; — Ri(R - u))1<i<n

ot on a noté R; f =F~! <%.7:f> et R-u=3" | Rjuj.

Dans l’espace de Fourier, on peut écrire matriciellement ce projecteur orthogonal sur
f(Hdivo(Rn)) N

B B EES  REE A
Udiv 2 _ab | _ & - _éno U2
. : HE HE HE :
P(u) = = : : (4.1.2)
fnt Qe 66 Gt ||
Ydive ] L T T o TR T REE L Un

avec les motations suivantes :
Uy : transformée de Fourier de la k-éme composante uy de u,
et Ugive ° transformée de Fourier de la k-éme composante uqiy i de Udiy-

Sur des ouverts €2, la décomposition 4.1.1 est toujours valable. On pourra se référer
aux ouvrages [GR86, CM93|.

4.2 Méthode itérative

L’objectif est donc maintenant de décomposer un champ de vecteurs, en ondelettes a
divergence nulle et en ondelettes gradient. On souhaite donc obtenir les deux composantes
orthogonales vg;y et vior de v telles que :

V = Vgiv + Vot (4.2.1)

Vdiv = Z daivj,xVdivjk Viot = VD = Z drot j,k Yrot,jk (4.2.2)
ik ik
sont les décompositions en ondelettes a divergence nulle et gradient construites respec-
tivement dans les parties 3.2 et 3.3. On se contente dans cette partie, d’une description
générale de l'algorithme en dimension n sans vrai souci de discrétisation.

Pour obtenir une telle décomposition, il y deux difficultés a surmonter :

- Tout d’abord, les ondelettes a divergence nulle et les ondelettes gradient forment des
bases biorthogonales dans leurs espaces multirésolution respectifs, et comme le faisait déja
remarquer K. Urban dans [Urb00], elles ne permettent pas d’obtenir de fagon simple les
projetés orthogonaux vgiy et vyt de v. La solution proposée ici, est de construire deux
séries (3,50 vh,) et (>0 vP ) qui convergent vers vgiy et Viot.
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- Ensuite, les analyses multirésolutions ou vivent les ondelettes a divergence nulle et les
ondelettes gradient ne peuvent coincider. En effet, 'AMR pour les ondelettes & divergence
nulle est :

Vavj=(VioVle.. . aV)x..x(V)e..eV)aV) (4.2.3)
tandis que 'AMR pour les ondelettes gradient est :
Vij = (VoV}l ®@.. 0V )x..x(Vle.. eV aV)) (4.2.4)

Les AMR (Vjo, le) et (Vjo, f/]l) sont liées par la relation de dérivation de la proposition
3.1.1, et ne peuvent coincider.

Le probléeme concret qui se pose alors est le passage d’'une AMR a l'autre, pour
construire les suites (vgiv) et (vh ). Cette étape posera des problemes en pratique et

sera abordée dans la partie 4.5.

4.2.1 Extraction du potentiel a partir des ondelettes gradient

L’intérét immeédiat de la décomposition de Helmholtz en ondelettes est que 'on a
directement acces au potentiel dont dérive la partie gradient (& rotationnel nul).

En effet, on rappelle qu'une ondelette gradient est obtenue comme gradient d’une
ondelette scalaire (cf section 3.3). Ainsi, en dimension 2, on a pour j = (ji,72),k =

(/{?1,]{2) € 72 :

214 (201 — k1)1 (27222 — ko)

1 ) .
Ve ac) = 3 V (1@ = kwn (P2 = k) = iy (0010 — 1y )b (25205 — o)

D’ou en intégrant 1'égalité (4.2.2) :

VP = Zdrotj,k \Ilrotj,k(x)

jk
1 . )
= Zdrotj,k Z \ (wl(zjlxl - kl)wl (2”1'2 - kQ))
jk

On obtient directement le potentiel :

1 ) A
p - Z Zdrotj,k ’llz)l(2]1l'1 - k1)¢1(2]2x2 _ k2)
ik

Le calcul du potentiel revient donc a faire une reconstruction standard en ondelettes
anisotropes dans V} X VJ1 a partir des coefficients d’ondelettes gradient du terme non-
linéaire, obtenus lors de la décomposition de Helmholtz par ondelettes a divergence nulle.

En dimension n quelconque, les ondelettes gradient s’obtiennent toujours comme gra-
dient d’un base d’ondelettes, et I'extraction du potentiel s’effectue de la méme maniere.
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4.2.2 Construction itérative des composantes a divergence nulle et gra-
dient du champ

Soit v = (v1,...,v,) une fonction vectorielle donnée dans un espace d’approximation
H. Dans la suite, on note :

- I;v une approximation de v dans l'espace Vgiy, s (défini par I'équation 4.2.3), par
exemple, pour les splines, on pourra utiliser, pour I;, une quasi-interpolation (voir le
§4.5.1 et Pannexe A).

- I;v une approximation de v dans Pespace Vit s (défini par 4.2.4).

On se donne aussi une famille de fonctions test {h, : R" — R" w € Q} qui se-
ront appliquées contre 'espace H. On a choisi pour I'ensemble €2, ’ensemble des points
{277k, k € Z"} pour chacune des n composantes, et h,(;) = (5éQJk
la valeur au point 277k de i-eme composante. Lorsqu’on adaptera I’algorithme de Helm-
holtz par ondelettes a des grilles non régulieres, ’ensemble €2 suivra la grille de calcul. Il
serait aussi tres intéressant de voir ce que donne 'algorithme avec d’autres fonctions test
que les valeurs aux points.

) la distribution donnant

On définit les suites (V1. ) € Vaiy s satisfaisant div vi. =0, et (vh ;) € Viot s satisfai-
sant rot v =0 ainsi :

Etape 0 :

- On part de v0 = ;v € Vv, et on calcule vgiv la décomposition en ondelettes a
divergence nulle de v°, ainsi que son supplémentaire v_ selon le procédé indiqué par les
formules (3.5.5) et (3.5.7) de la partie 3.5.2 :

0 0 0 0
Lrv=vi, + V0= diisu Yawijx + > 55k Pnjk (4.2.5)
i,k Jk
- Puis on calcule la différence v — Vgiv et on lui associe une fonction v/2 € H telle
que :
VweQ, <v/2 hy,>=<v—v9_  h,>
9 s Thw divs "w

On considere I J(Vl/ 2), et on lui applique la transformée en ondelettes gradient toujours
selon le procédé indiqué par la formule (3.5.9) de la partie 3.5.3, ce qui conduit & une
composante gradient plus un reste dans l’espace supplémentaire :

HJ(V1/2) = Vot Vi = Z dl("]ot,j,k Wrot,j + Z dgj,k\pnj,k (4.2.6)
ik ik

- Enfin, on termine cette premiere itération en calculant v! € H telle que :

Yw € Q, <v'ih, >=<v—vY, —vo h,>

Etape D :
- A Tlitération p, on connait vP € H. On est alors en mesure, toujours avec les
décompositions en ondelettes & divergence nulle et gradient, de calculer vi. & divergence

nulle, et vP, gradient, de la méme maniere qu’a 1’étape 0, par 'intermédiaire de VP12,
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Si Vﬁiv et vb . sont suffisamment proches des projetés orthogonaux, l'algorithme converge.
Le terme suivant vPT!. est de nouveau calculé tel que :

Yw e Q, < VP by, >=<vP —vh —vE h, >

rot»

On itére ce processus, jusqu’a obtenir la précision € voulue, ||[vF||;2 < €, et on obtient
alors :

P P

~ p 4

V. = § Vdiv+§ Vot
p=1 p=1

P P
_ /4 L. /4 .
= E : E :ddivij,k Waivijk + E : E :drotj,k Wiot j k
ik \p=1

ij,k \p=1
ou le terme de droite est une approximation de v a e pres, dans ’espace discrétisé :

Vaiv,07 @ Viot,07
avec  Viiv,0s = Vaivs N Haiv,o
et ‘/rot,O J=Viotg N Hrot,O .

Haiv,0

H rot,0

F1a. 4.1 — Schéma idéalisé du processus de convergence de I’algorithme de Helmholtz par
ondelettes avec H,, = vect{W,;x} et Hy = vect{Un; 1k}

Idéalement, cet algorithme converge de la méme fagon que la suite (v?) tend vers 0
dans le schéma de la figure 4.1. Quoi qu’il en soit, on démontre la convergence de la
suite (vP) dans le cas 2D avec des ondelettes simplifiées dans la partie 4.3.1 suivante.
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Cette démonstration donnera ainsi un apercu des parametres influant sur la convergence.
Cette convergence a aussi été testée et observée sur des champs divers et variés (réguliers,
irréguliers, aléatoires ou issus de simulations) 2D et 3D.

Cependant, une rapide analyse de la figure 4.1 donne une bonne idée de ce qui va étre
crucial dans cette convergence : la proximité de 'espace H,, engendré par la famille {W,; x },
et de I'espace Hy engendré par {Wyjk} avec respectivement les espaces Hyot,0 €t Haiv,o-

4.3 Convergence de l’algorithme de Helmholtz par onde-
lettes

4.3.1 Espaces supplémentaires et conditions de convergence

On rappelle la décomposition d’espaces non orthogonale :

(L*(R™)™ = Haiv,0 ® Hy
2 omAAT ’ (4.3.1)
(L (R )) = Hrot,O @ Hn
et on note dorénavant, pour un champ de vecteurs v € (L2 (]R"))n :
v=Pv+Qv (4.3.2)

la décomposition en ondelettes a divergence nulle plus le supplémentaire dans H,, aupara-
vant notée v = vgiy + vn, et

v=Qv+Pv (4.3.3)

la décomposition en ondelettes gradient plus le supplémentaire dans Hy : v = vyot + VN
Enfin, on note la décomposition orthogonale de Helmholtz :

v=Pv+Qv (4.3.4)

P désignant le projecteur de Leray.
En tenant compte de ces nouvelles notations, ’algorithme se réécrit :

vO=Pv'+Qv°
vi/2 =0 — pyv0 = Qv

v1/2 = Pyl/2 4 Qvl/2
vl = v1/2 ZPyl/2 = Qvl/2

Donc : R
vi=QQv°
(4.3.5)
vl =QQvP Vp>1

Dans le théoréeme qui suit et dont la démonstration est due a Kai Bittner, on peut voir
qu’un critére simple portant sur les espaces H,;, et Hyx permet d’aboutir a la convergence
de I'algorithme. Le principe est de dire que si Hy, est toujours plus proche de H,qt o que de
Hygiv,0, et Hx est toujours plus proche de Hgiy 0 que de Hyt o, alors I'algorithme converge.
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Théoréme 4.3.1 S’il existe deux réels strictement positifs qn, gy tels que :

Vi, € Hyy [Pfallze < gn [|QFu| L2 (4.3.6)
et
Vin € Hy, [|Qfn[z2 < g [P x| 22 (4.3.7)
alors
vy € Hy, [Qfxlrz < /5 *q; ax [l 22 (43.8)
et

~ 1+ @}
Vi, € Ha, ||an||L2 < 1+gq 1;1 Gn anHL2 (4-3-9)

On en déduit alors l’estimation pour la suite (vP) définie par la formule (4.3.5) :
VP2 < gogn VP 2 (4.3.10)

St bien que, si le produit q, X qn est strictement inférieur a 1, la suite décroit exponen-
tiellement.

Preuve : Soit fy € Hy.
Comme Pfy € Hgivo,ona QPfy=0 et QQfy =Q(fx —Pfy) = Qfx.
Et comme Q fx € Hy,, d’aprés ’hypothese (4.3.6),

IPQiNlr2 < gnl|QQEN 12 = ¢n QN L2

Si bien que dans L2,

QeI = [QQ|* + IP Qx| < (1 + q7) Qx|
Par ailleurs, d’apres ’hypothese (4.3.7), on a ||Q fx|| < gn ||P x| et donc

1 1+¢2 1+ g3
I [1” = P[P +QfxN|* > = Q& [P+HIQf|* = —5 N Q& > —= 5 Qx|
qN aN aN 1+ qn

D’ou finalement 2 2)
aN 1+ an 2
|2 < N g
QeI < H S e
Ce qui établit 'inégalité (4.3.8).
La seconde inégalité (4.3.9) se démontre de fagon symétrique en échangeant les roles des
lettres dans les formules ci-dessus.

Ainsi pour vPT! = QQ v?, on obtient :

||vp+1||L2—\|QQvPHL2<\/1+qf \/Hm an O |[V7l2

Ce qui démontre I'inégalité (4.3.10) et termine la démonstration.
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4.3.2 Vérification des hypotheéses de convergence

Si les hypotheses (4.3.6) et (4.3.7) du théoreme 4.3.1 sont vérifiées avec des constantes
gn < 1 et gy < 1, alors l'algorithme converge exponentiellement comme (gh ¢ ),. Cepen-
dant, ces deux conditions sont difficiles a vérifier dans le cas général. C’est pourquoi on se
propose de le faire de fagon théorique avec les ondelettes de Shannon qui sont a support
physique infini mais a localisation optimale en Fourier. Par la suite, on vérifie de fagon
expérimentale la convergence dans le cas général.

Démonstration de la convergence dans le cas 2D avec les ondelettes de Shannon
Pour déterminer des valeurs de ¢, et gy permettant la convergence, il faut trouver des

majorants de {||Pf,|z2/l|fallz2, fa € Hn} et {||Qfx] 2/ |fx] 2, fn € Hn}.

En dimension 2, soit f,, € H,,, on a :

2j11/11(2j1.%'1 — k1)¢0(2j21'2 — /{?2)

(21, 22) = Zdnj’k Wnjae avee Wnjx(wr,v2) = 2724p (211 ) — k)91 (2729 — ko)

j7k
On décompose alors :
f, =rotg+ Vp =Pf, + Qf,

avec g et p les fonctions courant et potentiel qui en 2D sont des fonctions scalaires. En
prenant la divergence, il vient divf, = Ap, soit

Ap(ay,m9) =Y (2270 + 227) dy g o (27 01 — k) o (27222 — ko)
j7k
On applique alors la transformée de Fourier a cette équation. Sachant que la transformée
de Fourier vérifie pour a > 0 :

(@ p)e) = Leite 7
fla-=b)(§) =—e" ¢ f(2)
cela donne
€ BE, €2) = D (27 4 22P2) dy 279 0T R G (27 gy ) (2772

j7k

oil on a noté 279k = (2771 ky, 2772 ky) .
On obtient alors :

Tpler &) =

@ [T e R e e | | (2]

Jk
D’ott la norme L? :

IQfallZ> = IVRl7. = 21V Pl ,
ST 22T dy e 2 TRE ¢0(27j1§1)1/10(27j2§2)‘ dg

_ 1 1
= 2 Jeer2 e
dont on cherche un majorant a 'aide de la norme de

9—J2 efiTjk-é E(Q*jlé‘l) %(2*]’252)

£.(61,&2) = Z dh j & 9—j1 —i27k:¢ %(241&) a(gﬂ'z&)

Jk
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Or, la relation de dérivation entre v et 1y : 1] = 1)y, donne : 1/[0(5) = 251/[1(5) (& € R).
Afin de simplifier les calculs qui vont suivre, on a supprimé la facteur 4 en multipliant
IPAMR V; par 4, c’est-a-dire en prenant comme ondelette ¢y = ] au lieu de i?/)i

On a alors la réécriture :

f.(61,&) Z dojie " T 1(27776)

b (27
P1(2772&2)

27272 ¢, @(gﬁd &)
272 g 1 (27914)

Et les deux quantités a comparer :

) s — . — ) 2
||f HL2 = ff£€R2 &2 ‘ij 9252 dnJ;ke—zz k¢ ¢1(2—J1§1)¢1(2—J252)‘ d€

. i~ . — . 2
+ flecre &1 ‘Zj,k 2727 dy et RS ¢1(27]1§1)¢1(27”§2)‘ d§
et
5 5 —271 —272 —i273k-€ 7" ro—j1 T (9—j2
|Vp||L2 //e ) ’15‘22 j7k(2 27 + 2 27 )dnj,ke 2 kéwl(Q J £I)¢1(2 J 52) dé¢

Si on se place dans le cas ou 11 est une ondelette de Shannon, ayant support compact
inclus dans [—2, —1] U [1, 2], c’est-a-dire telle que U1 (&) = X[=2,~1]u[1,2)(€) ¥1 (&) pour tout
¢ € R avec x la fonction indicatrice, on peut comparer pour chaque rectangle Ry, =
[2f1, 2641 x [22 202+ pour £ = (41, £3) € Z? (sachant que les trois autres quarts du plan
R? vérifieront les mémes encadrements) les intégrales :

.
- ffﬁeRz f% ‘ZJ'J( 2725 dh j emi2ke X[—291+1,—241)u[271 ,21'1+1}(51) Y1 (27918)

— . 2
X[—gia+1 _gia)uf2iz 2i2+1] (§2) ¥1(277282) | dE

+ [Jeer, & ‘Zj,k 27201 g2 E X[_2h+1,_zn]u[zh,21‘1+1](§1)E(27j1§1)
— . 2
X[—202+1,—gi2]u2s2 202411 (§2) ¥1(2772&2) | d€

= llecr, 327"
+ff§eRe 5% 9—441

S duexee 2T (2708) Ty (20) [ de
S dnrec 2 R (@70e) y(276) | de

= [feer, @€ +2712 ) ‘Zk doiee™ 2 R (2708) 1 (2726) ‘2 d§
et

— 2 5252
vp 2 _ // 2—2€1 +2—2f2 162 d
ol = [[ ) ¢

S dursee 2 REG (27060 (274 )
k
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Il faut donc comparer

0 (6) = <2—2z1 +2—2g2>2 % avec go(E) = (2_4g1 €2 gt 53)
pour (&1,&) € [20,20F1] x [2f2 2fH1]
Si on pose ) ,
Y= <;ZZ) € [3,4] pour £ € Ry
on obtient 0 Y2012, .
E(S) _ Ty (y+ ; 49202 | 926201

Ainsi, le rapport ¢2(£)/q1(€) dont on cherche un majorant sur le rectangle Ry est minimum
en y = 1, donc sur la droite {271 & = 272 &} et atteint son maximum sur le rectangle
Ry aux deux coins (&1, &) = (20,2021 et (£1,&) = (26711, 2%2) du rectangle Ry ot y vaut
respectivement % et 4.

Par symétrie sur les variables £; et £, on n’en considere qu’un, (20011, 2¢2), Le rapport

q2(€)/q1(§) vaut alors :

%(2Z1+1 2Z2) _ 22£1+2€2+2+24€1 _|_24€2 +22€1+2€2—2

q1 (22[1 + 22@2)2

qui donne en posant 21 = p cosf et 22 = p sin6,

(o)

9
2001 20) =14 — sin*(20
Q1( ? ) + 16 sSin ( )

qui est maximum pour § = 7 /4 c’est-a-dire {1 = lo .
On a donc V£ € Z%, ¥ (£1,€2) € Ry, 1 (€) > 32 q2(€) -

Par conséquent, en réintroduisant cette majoration dans les intégrales,

_ 16, ~
Ve 2, |Vpliawm, = 5 Ifalliawm,

Lorsqu’on somme sur tous les ¢ € Z? et sur les quatre quarts du plan, on obtient :
— 16~ 16
||Vp||%2(R2) 2 25 an||%2(R2) ou encore ||Vp||%2(R2) 2 25 an||%2(R2)
Ainsi, a7, = IPfall 7, + Q17 < BIQ&]7. -
Et finalement ||Pf,[2, < % |Qf, 2., et la constante g, = 3/4 convient.

Lorsqu’on fait le méme raisonnement pour un fy € Hy, on parvient & démonter que

9
IQEnIIz2 < 75 PNz
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Et on peut prendre gy = 3/4 . Ainsi le produit ¢, gx = 9/16 est strictement inférieur a
1 et I'algorithme converge bien. Il est remarquable que ce taux correspond assez bien a
celui qui est obtenu avec des ondelettes simples a faible nombre de moments nuls, qui est
d’environ 0.5 comme on le verra dans la partie 4.3.3 .

Il est encore possible d’améliorer considérablement le taux de convergence en affinant
la localisation fréquentielle des ondelettes par exemple a ’aide de paquets d’ondelettes. Le
critere d’optimisation alors utilisé porte directement sur les ondelettes constituant la base
complémentaire.

4.3.3 Tests numériques de la convergence

Faisant suite a la démonstration théorique partielle (4.3.1) de I’algorithme de Helmholtz
(4.2), on regarde, dans cette partie, ce que donne en pratique cet algorithme et on en
démontre numériquement la convergence.

Convergence de la méthode

La décomposition de Helmholtz par ondelettes a été testée sur des champs 2D périodiques
générés aléatoirement, c’est-a-dire définis par des fonctions mathématiques sans aucune
signification physique. Pour cet algorithme, décrit dans la section 4.2.2, les fonctions tests
h, sont des Dirac qui renvoient les valeurs aux points de grille. On étudie alors le com-
portement du résidu ||vP||;2du champ initial v (voir le paragraphe 4.2 pour sa définition).
Les champs testés et pour lesquels la convergence est représentée sur la figure 4.2, sont
construits en donnant & chaque point une valeur aléatoire selon une loi uniforme. On
représente alors la norme ¢2 discrétisée du résidu vP avec p le nombre d’itérations, pour
quatre situations différentes : différentes tailles de v, différentes ondelettes splines (de
degré 1 et 2) en faisant varier le nombre de moments nuls. Cet algorithme a aussi été testé
avec succes sur un champ 3D avec les ondelettes a divergence nulle 3D du paragraphe
3.5.2. L’algorithme a calculé la composante a divergence nulle du champ qui pouvait aussi
se calculer explicitement.

On arrive aux conclusions suivantes :

- Pour toutes les fonctions testées, la méthode converge, et les courbes montrent une
convergence exponentielle.

- La pente de la courbe dépend peu du nombre de points de grille (partant d’un
minimum asymptotique, elle devient plus forte quand on diminue le nombre de points de
grille).

- Le taux de convergence augmente avec le nombre de moments nuls de 'ondelette
(cela corrobore 'idée qu’une meilleure localisation en fréquence améliore la convergence).

Si maintenant, on veut estimer le coit numérique de cette décomposition de Helmholtz
par ondelettes, on peut faire une comparaison avec la projection de Leray en Fourier qui
fait appel a une Transformée de Fourier Rapide et qui est donc en O(N log, V) ot on a noté
N le nombre de points de grille. La résolution d’un laplacien pour le calcul du potentiel a
la méme complexité. Comme le prix a payer pour une Transformée en Ondelettes Rapide
est en O(N) opérations, et qu’au bout d’une vingtaine d’itérations I’erreur valant 1076 est
négligeable, le cout total est en O(20N) ce qui est asymptotiquement meilleur.

Nous pensons qu’il est possible d’améliorer considérablement ce taux de convergence,
en tenant compte des améliorations proposées aux paragraphes de la partie 4.4.
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10e4

o |
3 1063 -
E ] _ en256x256
< 10e2 2 moments nuls
2 |
<
R ___ en512x512
o 1 A 2 moments nuls
i) i
'ﬁ 10e-1
‘g ] en 1024 x 1024
2 10e-2 1 2 moments nuls
= 10e-3
3 100t ] en 256 x 256
& | 3 moments nuls
10e-5
10e-6 L s A B

0 4 8 12 16 20 24 28 32

Nombre d’itérations

Fia. 4.2 — Courbes de convergence de 'algorithme itératif de Helmholtz par ondelettes
dans diverses conditions : taille de la grille et nombre de moments nuls de ’ondelette.

4.4 Amélioration de la convergence de I’algorithme

Pour des champs usuels, le résidu ||v?|| dans I’algorithme itératif commence par décroitre
rapidement, puis on observe que la convergence se tasse, et le taux de convergence se sta-
bilise & environ 0.5. Il faut alors faire de nombreuses itérations avant d’obtenir un résultat
acceptable. C’est afin d’améliorer ce taux et de faire une analyse numérique facile a in-
terpréter de la convergence que l'on passe par quelques simplifications justifiées de la
problematique.

Dans une gamme de fréquence et pour une localisation spatiale limitée, on peut en
premieére approximation dire que seul un nombre fini d’ondelettes interviennent. Aussi
I'illustration avec des géométriques simples comme dans la figure 4.1, n’est-elle pas denuée
de sens.

On peut d’un autre coté s’intéresser au lien entre le parametre de convergence ¢y
dégagé dans le lemme 4.3.1 et des quantités plus facilement accessibles, car connues ana-
lytiquement, comme par exemple les fractions :

1QUn;kll2r2)

1Nkl 22 (r2)

Les fonctions W, ;i forment en effet une base de 'espace Hy. Et seul un nombre limité
d’entre elles interviennent a une localisation spatiale et une fréquence données.

Le parametre gy est difficilement calculable en pratique. Cependant, il est possible de
I'estimer & partir de sa valeur pour les ondelettes de base Wy k. Il faut alors, aussi prendre
en compte le conditionnement (A/B) de la base de Riesz que forment ces ondelettes, et
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qui est lui aussi, difficilement calculable. Dans I'heuristique qui suit, on illustre ce lien en
se ramenant & un cas simple.

4.4.1 Justification de ’optimisation

Pour mieux exposer la problematique, on se place dans I’espace R3 qui tiendra le role de

(L2(R™))™, et on considere le plan horizontal engendré par les vecteurs (1,0,0) et (0,1,0),
auquel est assimilé I'espace Hgiy o, et le sous-espace qui lui est orthogonal, la droite verti-
cale engendrée par le vecteur (0,0,1) assimilé a 'espace Hyot 0.
On considere alors un plan Hy contenant le vecteur (1,0,0) et faisant un angle 6 €]0, 7/2]
avec la droite verticale, c’est-a-dire contenant le vecteur fx = (0, cos @, sin @) qui réalise
dans ce plan I'angle le plus petit avec la droite verticale. On peut se reporter au dessin de
la figure 4.3.

Hrot

O Haiv a

) Hy

F1G. 4.3 — Représentation dans l’espace R? de la problématique concernant la déduction
de I'orthogonalité de I'espace Hy avec 'espace Hyot 0 @ partir de I'orthogonalité d'une base
de Hx avec Hyo 0.

On se place ensuite dans le cas le pire concernant la base (\1111\1, \IIZN) du plan Hy, celui
ou formant entre eux l’angle le plus proche de 7/2, ils réalisent 1’angle le plus proche de
/2 possible par rapport a la droite verticale. C’est-a-dire :

1 1
\Ifll\I:coséfN—i—sin? 0 et \IIZN:COS?f —Sin? 0
2 2 0 2 2 0

ou on a introduit le parametre ¢ € [7/2, [ qui est 'angle que font entre eux les vecteurs
\Ifll\I et \112N symétriques par rapport a fy.
On introduit alors les parametres :
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— gn = tan @ qui caractérise I'orthogonalité du plan Hy avec la droite verticale, et joue
le role du parametre de convergence a minimiser,

1 1
- a= \Ifll\I 0| = \1’12\1 0 | qui caractérise 'orthogonalité de la base avec la droite
0 0

verticale,
- B = \\Illl\I . \IJQN\ qui caractérise I'orthogonalité, entre eux, des vecteurs de la base.
Lorsqu’on écrit les équations on trouve alors la relation :

22

2 _
N=1_5-2a2

Ainsi, si on arrive a rendre les vecteurs de la base suffisamment orthogonaux pour écarter
I’éventualité d’un dénominateur proche de 0, 'orthogonalité du plan Hy avec la droite
verticale est directement liée avec I'orthogonalité de cette base avec la droite verticale.

Le cas éclairant ou o = 1/2 avec un angle de 7/3 (ce qui est plus proche de 7/2 que
de 0) entre les UL et la droite verticale et 3 = 1/2 avec un angle de 2m/3 (ce qui est assez
proche de 7/2) entre \Ifll\I et \IIQN, donne un plan vertical et donc gy — +o0. Il nous rappelle
que tous ces parametres sont étroitement liés et qu’il s’agit de bien les maitriser tous les
deux avant de faire tendre a vers 0.

4.4.2 Critére d’optimisation sur la base d’ondelettes complémentaire

Comme en dimension n, il n’y a qu’une seule ondelette complémentaire ¥, ; pour un

j et un k fixés, on revient a ’étude de cette ondelette.
IP s 5l
_ _ Wil 7
le résultat a pour une dimension quelconque n.

Comme la calcul est invariant par dilatation et translation de Wy, il suffit de considerer,

pour j € Z, l'ondelette complémentaire 2D W, (;0) (0,0) :

On s’intéresse donc au calcul de d’abord en dimension 2. Puis on généralisera

| P o)
Wnj(z1,22) = P0(27 1)y (z2)

de norme H\I/njH%Q(RQ) = (27 4+ 277) ||4o|72[|¢1]132- En outre, on peut supposer que ¢} =
1o, quitte a multiplier par un facteur 4 la base d’ondelettes {1y ;}. Cela qui se traduit
en Fourier par 1715({) = 2'5171;(5), pour £ € R.

Lorsqu’on calcule le projeté de Leray P W, ; de W, ; en Fourier (les calculs sont similaires
A ceux de la partie 4.3.2), on trouve pour la norme L? :

e ) 2 ¢2V2 - 2
Bt =[] ¥ g [ e

27 < _ 1
(29+4277) (227 £3+€2) — £24€27

Donc, comme pour tout & € R?,

1P wajl3e _ [P Tuol3s

VjeZ, <
||\I'nj||%2 ||‘I’nOH%2
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Donc il suffit de minimiser 'intégrale

_ (& —&)° |~ .~
I—//561R2 ora ‘7,01(51)7,01(52)

tout en conservant la norme

‘ 2

dg

dg

— — 2
el = 2llialnls = [ €+ efiiendie)

constante, pour trouver les bases d’ondelettes {1} et {¢y;x} donnant le meilleur pa-
rametre qy.

On peut d’ores et déja mener une étude qualitative sur 'ondelette idéale pour le
conditionnement de l'algorithme de Helmholtz par ondelettes. L’intégrale I représente
en quelque sorte une mesure pondérée de la transformée de Fourier de ¢ ® v dans le

plan. Les lignes de maxima du poids w(§) = Eg;g%;z sont situées le long des droites & =0
1 2
et & = 0, et la fonction poids s’annule le long des droites £&o = &1 et £, = —&;.
)
w(§) =1
& =64
=0
X A P 7 / ©
‘ . | - supp(1) : 'su (/'\(X?/\)
supp(¢1 @ 1), : ! / PP(¥1 @ Y1
CEC2s S S— 7L
‘ &

—

isupp('l,i'li) w(§) =1

— ! "l

supp(¢1)

—

supp (1 @ 1)

F1G. 4.4 — Graphe de la fonction poids w représentée selon ses lignes de maxima et minima
et avec les pavés du support compact de 11 ® 1.

On peut aussi s’intéresser a une coupe selon le cercle unité pour bien comprendre cette
répartition. .

Pour que I soit minimale, il faut donc que la masse de 11(§) se concentre autour
de deux points symétriques par rapport a 0. Le cas extréme est celui ou la masse est
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& =0 & =0 & =0 & =0

Vo v
W /\/\

us s s
1 1 1 angle ¢

1 1

=& fa=-6 =4 &2

N[ =

—= &3
I

&

Fi1Gc. 4.5 — Graphe de la fonction poids w sur le cercle unité : & = cosf, & = sin 6 alors
w(€) = cos?(26).

répartie entre deux Dirac symétriques par rapport a 0, on a alors affaire a une fonction
trigonométrique et l'intégrale I est nulle. Mais cela revient alors a I’analyse de Fourier.

En revanche, on peut s’en rapprocher et améliorer d’autant le critere de convergence.
Ainsi, on pourrait envisager d’utiliser des bases de cosinus locaux. Mais on s’intéressera
plutot, dans la partie numérique, aux paquets d’ondelettes appliqués aux ondelettes splines.
En effet, lorsqu’on éleve le degré des bases splines, les ondelettes splines tendent a repro-
duire des fonctions trigonométriques et a élargir I’éventail des modes accessibles.

L’idée est alors, au lieu de se contenter d’une distribution selon des plages en [27,2711]
en Fourier, de refaire des combinaisons linéaires sur les ondelettes d’'un méme niveau
afin de redécouper encore les plages de fréquence des ondelettes. Si on note par 0 le
filtre passe-bas et par 1 le filtre passe-haut, on obtiendra alors, & partir d’une famille
d’ondelettes {t;, j,k € Z}, une famille d’ondelettes {¢5,.,, j,k € Z, e € {0,1}"}, ol
r est le nombre de fois qu’il aura été possible de raffiner la répartition en fréquence des
ondelettes. Le parametre € indique alors sur quelle fréquence w est centrée 'ondelette :
w=2(14+F+&+...+5)

En pratique, une telle méthode est proposée dans le paragraphe 2.4. On construit des
paquets d’ondelettes bien localisés en fréquence a partir de I’ondelette spline quadratique
(figure 2.20).

En dimension n quelconque, on peut faire apparaitre le méme type de critere. Ainsi
pour 'ondelette complémentaire :

2j1¢1(2j1$1)w0(2j2$2) . 1[)0(2j”£6n)
\Ifnj(l'l,l'g,...,xn):
2j"1/}0(2j11'1)¢0(2j21'2) e ¢1(2jnxn)
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de norme :

2

dg

— 0o o927\ |~ 2 —
1Tl =2 S [ (S 2 e - iten
EER™ \ ;1 52
on trouve pour la norme du projecteur de Leray :
— n . Zl<i<k<n
L e
njllL EERM Z?:1 22]1@2

Et donc de nouveau une fonction poids qui tend vers 0 au niveau des droites & = £&; et
qui rend l'intégrale & minimiser tres petite pour des ondelettes bien localisées en fréquence.

o 2 232
92 (Ji+ik) (51212 2%) 9

dg

[Foten)| - [Boten

4.4.3 Tests numérique du critére d’optimisation

Le paragraphe précédent 4.4.2 a permis de dégager un critére pour optimiser 1’algo-
rithme de décomposition de Helmholtz par ondelettes, modulo un bon contréle du condi-
tionnement des bases d’ondelettes des espaces complémentaires H,, et Hy :

(52—52)2 — — 2
P PN Jeere "5 (1/11(51)1/11(52)( dg

I e A A D I

Ce critere a été utilisé dans un premier temps pour améliorer la convergence de ’algo-
rithme, en “liftant” les ondelettes splines linéaires et quadratiques. Les résultats ont été
concluant méme si 'on bute sur I'inégalité d’Heisenberg (voir théoréme 1.5.1) pour aug-
menter encore la localisation en fréquence des ondelettes.

Sur le graphe 4.6, on trace le taux de convergence en fonction du critére v pour plu-
sieurs ondelettes a divergence nulle construites a partir d’ondelettes splines quadratiques
et linéaires. L’ondelette spline quadratique de support compact 5, dépend d’un parametre
« de la fagon suivante :

Ya(r) = 1(2) + (3 —da) (¢1(z — 1) — ¢1(z + 1))

ou ¥ est 'ondelettes spline quadratique de base, avec un moment nul, représentée fig.3.1.

Sur la figure 4.6, & gauche, on observe que le taux de convergence est optimal (& environ
0.4) pour un parmetre « valant 11/16. Pour cette valeur de «, le critére v atteint lui aussi
un minimum.

Cela montre que le parametre y est bien pertinent pour optimiser la convergence de
l'algorithme, le taux de convergence évoluant approximativement en +2. Cependant, on
est rapidement limité par le support en fréquence des ondelettes dyadiques qui doit étre
d’une octave (typiquement [, 27]).

Afin de pallier & cette contrainte, on peut recourir aux paquets d’ondelettes dont le
support en fréquence peut étre réduit pour améliorer la localisation en fréquence.
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F1G. 4.6 — Le taux de convergence (p = % sur du bruit blanc) et un multiple du critere

v (le taux de convergence, en bleu passe sous la courbe du critére, en violet) en fonction
du parametre « (a gauche), le taux de convergence en fonction d’un multiple du critere ~
(a droite) pour une classe d’ondelettes splines quadratiques .

4.4.4 Recours aux paquets d’ondelettes

L’étude d’une meilleure localisation en fréquence fait ’objet du paragraphe 2.4. Ce-
pendant, la remarque ci-dessous a poussé a faire autre chose que de simples combinaisons
d’ondelettes du méme niveau :

Si on note D;j le vecteur des coefficients (d;jk)kezz issus de la décomposition en
ondelettes standards :

dij ki
dij ki

ij —
dijk,

et D; j le vecteur des coefficients de paquets d’ondelettes, pour i € {1,2}, alors il existe
une matrice Mpqi telle que

D;j = Mpax D;j
Si on souhaite retrouver les ondelettes initiales, on utilise

—1 £~
DZJ = Mpak DZJ
Maintenant, dans I’algorithme 4, si on note Dgiyj et Dyj les vecteurs des coefficients
d’ondelettes a divergence nulle et des ondelettes complémentaires, et Dygiy j, Dpj leur trans-
formée en paquets d’ondelettes, on a :

- 292 - 21 -
Daivi = 537, T 225 Duj — o35, T 225 Ds;
- 201 - 2J2 -

Dnj = 22j1 4 227 Dyj+ 22j1 4 227 Da;
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Pour retrouver les coefficients d’ondelettes a divergence nulle initiaux, on écrit :

~ 2]2 - 2]1 B
— -1 R -1 L )
Ddivj = Mpak DleJ = Mpak (722j1 9% Dl_] 72%,1 e D2J>
2j2 1 = 2_]1 4 =
- 221 4 9242 Mpak Dij = 221 4 92j2 Mpak Dyj

272 271

~ 2271 4 220 Dui = 535, T 22 Dsj

La transformée en paquets d’ondelettes ne joue donc aucun role.

Ainsi, 'apport des paquets d’ondelettes, quant & 'amélioration fréquentielle effective,
est nul si on ne modifie pas les paquets d’ondelettes par I'ajout de fonctions d’échelle
(c’est-a~dire si on n’utilise pas une méthode de lifting des paquets d’ondelettes).

Le test du paquet d’ondelettes de la figure 2.19 n’a pas été concluant. Cela provient
certainement d’une perte au niveau du conditionnement de la base. L’algorithme converge
encore, mais le taux de convergence de ’algorithme devient aléatoire.

Cependant, nous sommes convaincus que d’autres paquets d’ondelettes, mieux condi-
tionnés donneraient de bons résultats.

4.5 Mise en pratique - Implémentation

Dans cette partie, on montre a travers un exemple pratique : 'implémentation de ’al-
gorithme de Helmholtz par ondelettes avec des ondelettes splines linéaires et quadratiques,
comment est discrétisé en pratique 'algorithme qui est utilisé.

On détaillera en particulier le choix des projections I; et I; en dimension 2 et 3
d’espace, qui interviennent a chaque itération.

4.5.1 Ondelettes interpolantes ou quasi-interpolation spline

La simplicité voudrait que s’impose une méthode de collocation ou n’interviennent que
des valeurs aux points par 'intermédiaire de 'utilisation d’ondelettes interpolantes. Cette
voie est celle qu’ont choisi d’explorer Kai Bittner et K. Urban de I'Université d’Ulm [BUO05],
toujours dans le cadre des ondelettes a divergence nulle isotropes. Le probleme sur lequel
butte cette construction est que, si un des deux espaces nécessaires a la construction des
ondelettes a divergence nulle (comme expliquée dans la partie 3.1) est interpolant, alors
I’autre ne peut ’étre — il en va de méme pour la propriété d’orthogonalité de ’AMR. Si
bien que, cette base d’ondelettes a divergence nulle sera interpolante au mieux dans toutes
les directions sauf une.

On se contentera dans cette partie, d’exposer les méthodes utilisées pour mener a bien
les tests numériques de I'algorithme de Helmholtz par ondelettes présentés dans la partie
4.3.3. Elles font intervenir des approximations splines avec les B-splines de degré 1 et 2
introduits dans I’exemple la partie 3.1 et représentées sur la figure 3.1.
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o1

F1G. 4.7 — Les deux fonctions d’échelle des AMR VO et V!, avec leur centre de symétrie.

Go X g1
g1 X go (k1 k2 + 3)
(kl + %7 k? !
°
(1{71, ]{ZQ (kh k2
(%1 V2

FIG. 4.8 — Supports des deux fonctions d’échelle @1 et 5 de (V} @ V) x (VI @ V}).

go X g1 g1 X go
(k1,2 + 1)
(ki + %, kg) ?
(K, kd) (K1, ko
V2
U1

FIG. 4.9 - Dans PAMR (VY @ V}) x (V} @ V?), les fonctions d’échelle <i>1 sk et ‘i>2 sk sont
différentes, mais il est possible de leur faire prendre leur maximum au niveau des maxima
de @1 et P9, & condition de décaler 'AMR de 1/2.
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On suppose que les composantes v et vo du champ de vitesse v, 1-périodique, sont
connues, respectivement, aux points de grille 277 (k; + %,kg) et 277 (ky, ko + %), pour
ki,ka = 0,27 — 1. Ce choix de grille est induit par la localisation des centres de symétrie
des fonctions d’échelle g de VOO et 1 de VO1 (voir la figure 4.7). Car les B-splines de degrés
pairs sont centrées en 1/2. Et ainsi connaitre les vitesses en ces point de grilles décalés
de 1/2 nous permet, par un habile décalage des grilles de faire coincider les valeurs aux
points de grille avec les maxima des fonctions d’échelle au niveau J le plus fin, comme
indiqué sur les figures 4.8 et 4.9.

Pour J fixé, 'opérateur de quasi-interpolation 17 va projeter la vitesse v dans ’espace
spline mixte (V; @ V) x (Vi@ V}) :

1 2
Lv=>) 6 Pkt G Pk
Kk k

ou les fonctions vectorielles @1 et ®5 sont celles qui ont été introduites dans la partie 3.5.1.

Le second opérateur de quasi-interpolation I; projette la vitesse v sur le nouvel espace
spline mixte (VY@ V}) x (V} @ VY). Avec le décalage de grille de 27/ /2 nécessaire & une
convergence optimale de I’approximation :

V0= {v; v(z—1/2) € V} = span{po(z — 1/2— k) ; k € Z}

V= 1{v: v(e—1/2) € Vl} = span{oi(z — 1/2— k) ; k € Z}

Aussi a-t-on maintenant 'approximation :
- 4 = o =
Lv=2 0 P+ D %k
k k

ou les fonctions vectorielles <i>17 sk €t ‘i>2’ 7k sont les fonctions d’échelle de ’analyse mul-
tirésolution (V9 @ V}) x (V} @ V).

En dimension 2, il suffit d’appliquer la quasi-interpolation dans le sens ou apparait
I’espace VJl, pour cela, on renvoie & ’annexe A ou pour plus de précisions encore a l'ouvrage
de C. De Boor sur les splines [DeB01].

En dimension 3, l'opérateur de projection I envoie la vitesse v sur l'espace spline
(ViIeV)e V) x(VIieV] eV x (VY@ V)®V}), et ne differe donc guere du méme
opérateur 2D. En revanche, pour le projecteur I sur Pespace spline (f/}) ® f/} ® f/}) X (f/} ®
VI VH) x (VI @V} ®@VY) on a utilisé le masque de quasi-interpolation 2D d’ordre 4 :

— 1 1 -

0 -+ L 0
_1 35 5 1
33 16 16 ED)
_1 35 5 1
33 16 16 ED)
1 1
L 0 —55 —3x 0

4.5.2 Extensions possibles

Ondelettes a divergence nulle et adaptativité La transformée en ondelettes aniso-
tropes peut se révéler génante dans des schémas adaptatifs. En effet, si on ajoute des petites
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echelles par adaptativité, on introduit alors des ondelettes anisotropes particulierement
alongées, sur tout le domaine, alors qu’on aimerait qu’elles ne débordent pas trop de
Pendroit ott ’on est en train de raffiné le maillage.

A ce moment, plutét que d’utiliser tout le spectre de parametre d’échelle j € Z™
possible, on peut le restreindre et imposer des conditions telles que max(j) — min(j) < m,
avec m de 'ordre de 3 ou 4, sans trop affecter la convergence de I’algorithme.

On montre ici, qu’il n’est pas génant d’arréter d’introduire de ’anisotropie si on sou-
haite ne pas introduire trop d’ondelettes trés anisotropes provenant d’une ’échelle tres
fine. Cela s’applique aussi aux ondelettes de bord.

On applique donc la projection sur les ondelettes a divergence nulle isotropes a ces
ondelettes standards, moitié isotropes, moitié anisotropes :

0 21 — k 272 3o — ki
w0 (1, 25) = Bﬁl( 1= k1) (272 22 — ko)
(0,1) 0 ' '
Vasac @002 = iy — k) (222 — k)

On a alors I'ondelette a divergence nulle et son complémentaire :

\I/(O 1) (CE o ) 2j2_‘2¢1(2'j1$1 — k‘l) (@0(2”562 — k‘Q) — @0(2j2£ﬂ2 — (k‘Q + 1)))
divj ki1 2 =2 (1w — k1)1 (27220 — ko)

0, 2y —k 2209 — k
U0 (11, 0) = 6/11( 1 — k1)eo(22 22 — k2)

avec j1 > jo. On pose j; = jo + j avec j > 0 et on se ramene au cas js = 0.

J —
TOD (2 ) = ‘ Z,)Z)l(2 1)0(22 — k2)

(0,1)

a pour norme L2, ||\I’ H%Q ~ 277 tandis que son projeté de Leray vaut :

P =2 [ i e e

CCEHl% typiquement, le support de 7 est [—1,1] et celui de 1/b\1, [—2,—1]U[1, 2], on a donc
||IP\I/ ||L ~ 273 Dot :
[Py e
oy P

On n’est donc pas obligé de remonter tres haut dans 1’échelle et de faire appel a des
ondelettes tres anisotropes pour faire converger I’algorithme de Helmholtz par ondelettes
a divergence nulle.

Cas de géométries complexes
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La compatibilité de cette méthode avec des géométries complexes n’a été qu’envisagée.
Il est possible d’avoir recours aux ondelettes de bord a divergence nulle dont la construction
est détaillée au paragraphe 3.4.

Pour améliorer encore la précision, il serait intéressant de coupler ces ondelettes de
bord & des éléments finis, au niveau le plus fin, afin de trianguler les bords (approximation
d’ordre 2) plutét que d’en faire une approximation par des carrés (approximation d’ordre
1).

Une autre approche, séduisante par sa relative simplicité, consiste a recourir a une
technique de pénalisation. On garde alors les ondelettes sur R™, en annulant la vitesse au
niveau des obstacles, soit directement, soit en modifiant légerement 1’équation avec une
condition de porosité afin de tendre a ce résultat.
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Troisieme partie

Application a ’analyse et a la
simulation de la turbulence
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Chapitre 5

Application de la décomposition
en ondelettes a divergence nulle a
des champs turbulents

Sont présentés ici sous forme graphique plusieurs résultats de transformées en onde-
lettes a divergence nulle de champs incompressibles turbulents 2D et 3D. Cela permettra
non seulement de repérer les régions de forts coefficients d’ondelettes, mais aussi d’en tirer
des informations sur la déformation du flot et donc de modéliser la turbulence.

5.1 Analyses de champs incompressibles 2D

Ici, on effectue des transformées en ondelettes a divergence nulle sur de la turbulence
incompressible libre et décroissante issue de simulations numériques.

Dans la premieére expérience, on présente l'analyse de la fusion de trois tourbillons.
Cette expérience, sans terme de forcage, a été mise en place originalement par M. Farge et
N. Kevlahan [SKF97] dans le but de tester des méthodes numériques [CP96, GK00]. On
reproduit ici 'expérience de [CP96] en utilisant une méthode pseudo-spectrale avec une
formulation de Navier-Stokes en vitesse-pression.

La condition initiale, représentée sur la figure de gauche de 5.1, est la mise en présence
dans le carré périodique (de coté 1) de trois tourbillons :

- un centré en (3/8,1/2) d’amplitude 1,

- un centré en (5/8,1/2) d’amplitude 1 aussi,

- et un centré en (5/8,1/2 +v/2/4) et d’amplitude —1/2.

Le vortex tournant dans le sens négatif sert a forcer la fusion des deux vortex tournant
dans le sens positif. Le pas d’espace 6t a été choisi égal & 1072 et la viscosité v = 5 107°.

La solution est calculée sur une grille 512 x 512 par un schéma leap-frog en temps,
le terme de diffusion étant calculé de fagon exacte dans ’espace de Fourier et le terme
non-linéaire en faisant le produit dans ’espace physique, selon un schéma numérique que
l’on peut retrouver dans [Jir02].
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Les champs de vorticité aux temps ¢t = 0, t = 10, t = 20 et ¢t = 40 sont représentés sur
la figure 5.1. La seconde rangée de la figure 5.1 représente les coefficients des ondelettes a
divergence nulle isotrope du champ de vitesse en valeur absolue au temps correspondant,
en normalisation L pour les ondelettes. Comme on peut le remarquer, les coefficients
d’ondelettes a divergence nulle se concentrent sur les zones de forte énergie, qui corres-
pondent aux régions de grande déformation entre et autour des tourbillons et le long des
filaments de vorticité.

-1.6 | -0.8] 0] 081624

Ty 2 B B

2T ul g % . e %’ () (&

o ¥ // $ & ( & u A
= ‘3 ' s . N, P )

®

0]107°|107*| 1073 | 1072

Fi1a. 5.1 — Champs de vorticité aux temps t = 0, t = 10, t = 20 et t = 40, et coefficients
de la vitesse correspondante, apres transformée en ondelettes a divergence nulle.

La seconde expérience concerne un champ turbulent décroissant 2D, obtenu avec a
I’état initial un spectre des phases aléatoire. Ce champ est issu d’un calcul en code spectral
en résolution 1024 x 1024 (voir l'article [HK98| pour plus de détails). Comme il est fait
remarqué dans [HK98], la viscosité Newtonienne est telle que le nombre de Reynolds
vaut 3.5 x 10%. Ce champ a été gracieusement fourni par G. Lapeyre [Lap00] et a été
publié dans [HK98]. Apres 40 cycles de temps de 1’échelle dominante, pour une échelle de
temps basée sur I’enstrophie totale du fluide, le champ de vorticité présente ’émergence de
structures cohérentes accompagnée d’une forte filamentation hors des tourbillons (Figure
5.2 & gauche).

On montre sur la figure 5.3, la décomposition en ondelettes a divergence nulle isotropes
et anisotropes de ce champ turbulent. On a représenté la valeur absolue des coefficients
avec une échelle de couleur logarithmique, les ondelettes étant prises en norme L*°. Il
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faut souligner qu’avant la transformée en ondelettes a divergence nulle, il a d’abord fallu
calculer en Fourier le champ de vitesse a partir du champ de vorticité.

Comme on pouvait s’y attendre, les coefficients d’ondelettes donnent un apercu de
la distribution de 1’énergie aux différentes échelles de 1’écoulement. Sur la figure 5.3 (a
gauche), I’énergie aux plus petites échelles (contenue dans les ondelettes de plus petite
échelle), est localisée le long des lignes de forte déformation, et suit les filaments entre les
tourbillons, ou les fortes déformation au sein des vortex, mais pas les vortex eux-mémes
qui sont représentés dans les plus grandes échelles. Le carré en haut a droite correspond
aux ondelettes isotropes verticales (\Iléli;oj).’k) et met donc en évidence les déformations
verticales, tandis que le carré en bas a gauche correspond aux ondelettes horizontales

(11151?;1;. 1) et révele les lignes de déformation horizontales.

Vorticité d’un champ turbulent Champ de vitesse correspondant

T
PR g g

-

~—
VN NSNS ——
PP

Ly e

~~

T/ 713
P T et

s NN s &

N
TS e
R R R g

20 | ;10 | 0 | 10 | 20

F1a. 5.2 — Champ turbulent périodique 1024 x 1024, représenté en vorticité (a gauche),
issu d’une simulation de turbulence décroissante et le champ de vitesse correspondant (&
droite).

5.2 Transformées en ondelettes a divergence nulle de champs
incompressibles 3D

On applique ici la transformée en ondelettes a divergence nulle sur un champ périodique

en dimension 3, issu d’une simulation numérique DNS (pour Direct Numerical Simulation)
d’une turbulence isotrope décroissant librement, réalisée par G.-H. Cottet et B. Michaux.
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Décomposition en ondelettes isotropes a div nulle en anisotrope

S

0 |107°]107*] 1073 | 1072

F1G. 5.3 — Coefficients des ondelettes a divergence nulle isotropes (a gauche) et anisotropes
(a droite) du champ de vitesse de la figure 5.2 (a droite)..

On pourra trouver les détails de cette simulation dans 'article [CMOV02].La condition
initiale est un champ de vitesse gaussien sur 1283 points de collocation.

La figure 5.4 représente les isosurfaces a 40% du maximum de la vorticité pour cette
simulation 3D. Le nombre de Reynolds basé sur la micro-échelle de Taylor est initialement
98 et décroit a 26 a t = 8 (voir la référence [CMOV02] pour plus de détails).

Fic. 5.4 — Isosurfaces & 40% du maximum de la vorticité apres 5 cycles des grandes échelles
d’une simulation numérique en code spectral [CMOV02].

La décomposition en ondelettes a divergence nulle isotropes du champ de vitesse cor-
respondant a été calculée avec I'algorithme décrit dans la partie 3.5.1 pour la dimension 3,
et le tableau des coefficients est représenté sur les figures 5.5 et 5.6. Comme il est expliqué
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dans la partie 3.5.1, les ondelettes a divergence nulle isotropes 3D ¥§; ik €t Vs j K sont
des dilatés-translatés (dilaté par le parametre j, translaté par le parametre k) d’ondelettes
génératrices au nombre de 14 (¢ € Q* = {0,1}\ {(0,0,0)}).

La figure 5.5 montre les coefficients d’ondelettes & divergence nulle jusqu’a I’échelle 276
(j = 6), les ondelettes ayant été renormalisées en norme L2, A gauche sont représentés les
coefficients ddl"k tandis qu’a droite on a les coefficients dle Ces deux cubes suffisent pour
représenter les trois composantes de la vitesse avec la condltlon de divergence nulle. Les
cubes de la figure 5.6 représente une isosurface des coefficients d’ondelettes a la plus petite

échelle 277 (j = 7) pour seulement les deux ondelettes génératrices : \I!éli;oéo) qui contient

les structures horizontales (tourbillons horizontaux), et \Ilgi);,oil) qui montre les structures

verticales.

partoiths o < froa part of the wavelst (vartcal motians
asurtace 2102 asurtace 2102

zasis

R

k) s 3 5 rzie

Fia. 5.5 — Isosurface 0.2 du tableau 3d des coefficients d’ondelettes a divergence nulle
isotropes associées a W, ; ;) (a gauche) et & WG, o ) (& droite), en valeurs absolues.

5.3 Compression

Les propriétés de compression de des ondelettes a divergence nulle sont comparables
a celles des ondelettes usuelles. Sauf qu’en plus, elles présentent ’avantage de conserver
de fagon exacte la condition de divergence nulle quelque soit le degré d’approximation.
Et qu’ainsi, pour cette AMR, les forts coefficients aux grandes échelles correspondent aux
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Fi1a. 5.6 — Isosurface 0.06 du tableau 3d des coefficients d’ondelettes a divergence nulle
isotropes associées aux ondelettes de plus petite échelle \I/éli’voéol)]k (& gauche) et \Il((i(i);,oill)]k

(a droite), en valeurs absolues.

structures cohérentes de 1’écoulement. Il est a noter que I’étude de la compression est
aussi tres utile pour prévoir le nombre de coefficients dont on aura besoin dans un schéma
numérique adaptatif.

5.3.1 Exemple : régularité d’'un champ turbulent 2D

On reprend les propriétés d’approximation non linéaire des ondelettes vues dans la
partie 2.5, pour caractériser la régularité d’un champ turbulent a I’aide des ondelettes
a divergence nulle. Pour cela, on utilise des ondelettes splines biorthogonales de degré 1
et 2 a divergence nulle isotropes. Comme dans cette expérience, les ondelettes duales vy
et 1] ont respectivement deux et trois moments nuls, on ne peut évaluer la régularité
de champs ayant une régularité de Besov plus grande que deux. Autrement, il suffit de
prendre d’autres ondelettes ayant un plus haut degré de reproduction polynomiale.

La figure 5.7 représente la compression obtenue pour un champ de vitesse en 10242.
La courbe représente 'erreur L2, |[u— Xy (u)|2, en fonction du nombre N de coefficients
retenus, en échelle log-log. Le taux de convergence mesuré approximativement donne une
régularité de Besov s (= 2 p avec p la pente de la courbe) = 1.35. Ce qui signifie que
ce champ de vitesse appartient & I'espace de Besov By avec s = 1,35 et ¢ = 0,85 (voir
définition 1.4.2 des espaces de Besov et la paragraphe 2.5 sur approximation non linéaire).

En regardant de plus pres la figure 5.7 on remarque trois zones différentes :

- D’abord, les ondelettes aux grandes échelles parviennent tant bien que mal a isoler
la structure grossiere du flot qui est tres irréguliere. Aussi, la compression progresse-t-elle
lentement et de fagon irréguliere.

- Puis on observe une décroissance linéaire de l'erreur en échelle logarithmique (ce qui
signifie que lerreur est en O(ﬁ)), a mesure que l'on progresse dans la structure turbu-
lente du champ. C’est dans cette zone que I'on peut évaluer la régularité de I’écoulement,
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autrement dit son degré de turbulence.

- Enfin, la derniére partie correspond a une décroissance abrupte due au fait que les
données sont discretes.

On remarquera aussi sur la figure 5.7, qu’avec seulement 1.2% des coefficients, 'erreur
est de 1% de la norme L2. C’est & dire qu’on récupere 99,99% de I'énergie.

slope: p = 0.67

L2 error
B
S)
T

107 1 1 1 1 1 1
10 10 10 10° 10* 10 10 10

number of coefficients

F1G. 5.7 — Erreur L? issue d’une approximation non linéaire en ondelettes, en ne gardant
que les N plus grands termes de la décomposition en ondelettes a divergence nulle d’'un
champ turbulent 1024 x 1024 : on trace en log-log l'erreur L? en fonction du nombre N
de coefficients retenus.

En 2D, il est aussi possible d’utiliser une compression sur le champ de vorticité qui est
un champ scalaire. Les résultats correspondent de nouveau aux prévisions théorique de la
partie 2.5. Il est de plus possible alors d’utiliser des ondelettes orthogonales et de réaliser
un débruitage rigoureux. Mais lorsqu’on passe en dimension 3 la condition de divergence
nulle n’est plus respectée apres le seuillage des coefficients (voir §2.5.1).

5.3.2 Etude de la compression pour un champ turbulent 3D

On effectue un traitement similaire sur la décomposition en ondelettes du champ turbu-
lent 3D obtenue dans la partie 5.2. Contrairement au cas 2D, comme la résolution est tres
faible (1283 au lieu de 10242), la détection de la partie linéaire de la courbe est délicate.
Cependant, la courbe présente en une région médiane, ou elle tend a étre linéaire, une
pente correspondant a la régularité de Besov s (= 3 p) = 1.45 (ou p est la pente de la
courbe en échelle logarithmique, voir figure 5.8).
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F1G. 5.8 — Erreur L? de compression en vitesse du champ turbulent 3D dont la vorticité est
représentée sur la figure 5.4, en fonction du nombre de coefficients d’ondelettes a divergence
nulle isotropes retenus, en échelle log-log.

5.4 Décomposition de Helmholtz par ondelettes du terme
non linéaire de NS

Comume le chapitre suivant est dédié a la recherche d’un solveur numérique des équations
de Navier-Stokes utilisant les ondelettes a divergence nulle, il faut vérifier que la décomposition
de Helmholtz par ondelettes du terme non linéaire (u.V)u donne le bon résultat. Pour
illustrer la pertinence d’un tel schéma numérique, on considere le champ turbulent figure
5.2, et on calcule la composante a divergence nulle et celle a rotationnel nul du terme non
linéaire (u.V)u qui lui est associé, en utilisant I’algorithme de Helmholtz par ondelettes
du chapitre 4.

Sur la figure 5.9, on montre les coefficients d’ondelettes anisotropes (en normalisation
L*°) de la partie a divergence nulle et de la partie gradient, issus de cette décomposition.
La disposition des coefficients se fait comme dans la figure 2.4 du chapitre introductif sur
la théorie des ondelettes. On notera I’apparition de coefficients de petite échelle (parti-
culierement en bas a droite de la figure de gauche) dans la décomposition en ondelettes a
divergence nulle du terme non linéaire par comparaison avec les coefficients d’ondelettes
du champ d’origine (Fig. 5.3) : il est alors évident que le terme non linéaire contribue a
la création de petites échelles.

Partant de la décomposition en ondelettes de la partie a divergence nulle de (u.V)u
(Fig. 5.9 gauche), on reconstruit sur la figure 5.10 le champ de vorticité associé. Cette
visualisation confirme la création de petites échelles par le terme non linéaire. La figure
5.10 a droite représente la pression obtenue par reconstruction a partir des coefficients
des ondelettes gradient. Comme expliqué dans le paragraphe 4.2.1, lorsqu’on projette
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FiG. 5.9 — Coeflicients des ondelettes anisotropes obtenus par décomposition de Helmholtz
par ondelettes du champ (u.V)u : les coefficients des ondelettes a divergence nulle sont a
gauche, les coefficients des ondelettes gradient a droite, représentés en normalisation L°°.

I'équation de Navier-Stokes (N-S) sur I'espace des fonctions gradient H,o o, on obtient la
pression :

|
<
S
|

(
= drotj,k \Ijrotj,k(x)

=1

V)uliot

.
=

1

= drotj,k Z v (¢1(2j1$1 - k1)¢1 (2]'2332 - k2))

.
=

Comme on pouvait s’y attendre, les basses pressions correspondent aux vortex cohérents.

Pour vérifier ce résultat, on peut comparer la pression ainsi obtenue, avec celle cal-
culée en Fourier. On trouve alors une différence relative de 2.5 107* en norme L?. Cette
différence provient probablement du processus d’interpolation. Par ailleurs, la différence
entre les projections de Leray en Fourier et en ondelettes sur I'espace des fonctions a di-
vergence nulle représente 1% en norme L?. La figure 5.11 donne la localisation de cette
erreur qui a tendance a se concentrer le long des forts gradients du champ. Ces zones
sont tout justement celles ou l'interpolation en Fourier et 'interpolation spline (effectuées
préliminairement & la projection dans les deux cas) donnent des résultats significativement
différents.
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F1G. 5.10 — Vorticité (a gauche) et différentiel de pression (a droite) obtenus & partir de la
décomposition de Helmholtz par ondelettes du terme non linéaire u.Vu, la vitesse u étant
celle du champ turbulent Fig. 5.2.
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F1G. 5.11 — Différence relative entre la partie a divergence nulle de (u.V)u obtenue par
transformée de Fourier et celle obtenue par décomposition de Helmholtz par ondelettes.
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Chapitre 6

Schémas numériques de simulation
directe issus des ondelettes a
divergence nulle

De nombreux travaux ont porté sur I’application des ondelettes a la résolution numérique
d’équations aux dérivées partielles, et en particulier de celles de Navier-Stokes. Valérie
Perrier [Per91, Per96, CP96] a appliqué de nombreuses méthodes d’ondelettes disponibles
alors a I’étude et au calcul des équations aux dérivées partielles. J. Liandrat a inventé les
vaguelettes (voir § 6.3.3) mais surtout étudié la mise en pratique de l'adaptativité grace
aux ondelettes [CL99]. Marie Farge et Kai Schneider [FS96] ont développé des méthodes
par ondelettes de type CVS (Coherent Vortex Simulation). On peut aussi citer les travaux
[CMOV02, DKU96b, GK00, GL96, Lew93].

D’autres se sont plus intéressés aux ondelettes pour analyser le comportement d’une
solution numérique et rendre un schéma adaptatif. C’est ce que fait Nicholas Kevlahan
dans les articles [KGKFS98, KVGJ04, KV05].

Enfin, les ondelettes biorthogonales a divergence nulle ont fait 'objet d’applications
dans le calcul de solutions du probleme de Stokes. Karsten Urban s’est attaché a résoudre
des équations aux dérivées partielles grace aux ondelettes a divergence nulle [Urb96,
Urb02]. I a aussi effectué des analyses par ondelettes & divergence nulle [AUDRLO02].
D’autres auteurs ont travaillé avec les ondelettes a divergence nulle en mécanique des
fluides numérique [KKRO00].

Les ondelettes sont souvent utilisées dans des schéma type Galerkin avec résolution
d’un systeme linéaire a la clef. Contrairement & ces méthodes, celle présentée ici ne fait
appel qu’a des décomposition-projection-reconstruction en base d’ondelettes.

On utilise les ondelettes définies dans la partie précédente, ainsi que la décomposition
de Helmholtz par ondelettes, dans un schéma numérique de résolution des équations de
Navier-Stokes incompressible en dimension 2 et 3. Tous les calculs se font sur la vitesse u
que 'on décompose dans une base d’ondelettes a divergence nulle. Il n’y a plus besoin de
résoudre I’équation de Poisson pour calculer la pression p, sa résolution étant remplacée
par la décomposition de Helmholtz par ondelettes du terme non linéaire.
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6.1 Schéma général

Les équations de Navier-Stokes incompressible proviennent de la physique décrivant
les écoulements fluides comme expliqué dans le chapitre 1.1. En dimension 2 et 3 d’espace,
on cherche a résoudre numériquement :

a—‘g—i—u.Vu—i—Vp:yAu—i—f t>0, 2¢[0,1] d =20u3
divu=V.u=3>7 540
u(z,0) = u’(x)

+ conditions aux limites (périodiques,...)

On a alors recours & une discrétisation par ondelettes :

u(x’tn) ~ .%' tn Z dle \IIdIV )
a€An

Avec Card(A,) = N et des fonctions de base vérifiant U, € Haiy o = {u € L?/div(u) = 0}.
Dans un contexte adaptatif, ’ensemble A,, permet de ne mettre des ondelettes qu’aux
endroits et aux instants ou il se passe quelque chose dans I’évolution de la solution
numérique. L’étude de I’évolution d’un tel ensemble A,, fait I'objet des méthodes CVS, et
est liée & l'extraction des structures cohérentes (voir section 7.2).
En pratique ¢a peut étre un sous-ensemble de {(j, k) € (Z%)?} issu de la décomposition
en ondelettes anisotropes a divergence nulle :

u=(up,...,up) = Z Z Z (daivijk Ydivijk)

jezdkezd i

Une fois projetée sur ’espace des fonctions a divergence nulle, I’équation de Navier-

Stokes devient : 5
a—‘; +P[(u-V)u] — vAu = P(f)

Ot on a noté P le projecteur de Leray. Les termes comportant le projecteur P se calculent
grace a la décomposition de Helmholtz par ondelettes.

Comme les ondelettes a divergence nulle forment une base de Hgy 0, si on note
daivijx : Haivo — R f = daivijx(f)

le coefficient associé¢ a I'ondelette Wiy 45k, on a aussi I’équation sur les coefficients d’on-
delettes :

0 dgivijx(u)

gn + daivijx(P [(u- V)u]) — vdgivijx(Au) = daivijx(P(f))

Il peut étre aussi tentant d’effectuer le calcul du Laplacien de maniére explicite ou

implicite par rapport au temps. Dans le cas ou f = 0, la discrétisation en temps de
I’équation, en posant u”(z) = u(z,n dt) donne par un schéma Euler explicite :

un+1 —u®

5 P[u.Vu]" = vAu"
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c’est-a-dire
u"t = u" — 5t (P[u.Vu]” — vAu")

et par un schéma Euler implicite (numériquement stable)
(Id — vétA)u" ™ = u" — §tP [u.Vu]"

On remarquera d’abord que cette équation réalise une séparation d’échelle bien meilleure
qu’avec une méthode par éléments finis. Cela joue un role dans I'’étude numérique des
équations de Navier-Stokes. Federbush a redémontré des résultats d’existence et d’unicité
grace aux ondelettes a divergence nulle théoriques (& support infini) [Fed93]. Les ondelettes
a divergence nulle permettent de différencier les niveaux de calcul (du plus fin au plus
grossier) dans la résolution numérique de Navier-Stokes.

En complexité, pour 'approximation linéaire, chacun des termes est calculable en O(N)
oit N = (27)" est le nombre de degrés de liberté du systéme. Pour la projection P(u.Vu),
cela est garanti par la preuve théorique de la convergence de la décomposition de Helmholtz
par ondelettes (voir partie 4.3.1). Ce résultat théorique incite a penser que ce résultat est
toujours valable en approximation non linéaire, du moins sous certaines conditions usuelles
dans le cadre adaptatif.

Enfin, 'application

Mp : (daivijx) — u= Z daivijk Yaivijk — Au — dgivijk(Au)
ijk
étant linéaire, elle conserve la condition de divergence nulle. Sous réserve de conditionner
I’application linéaire Id 4+ 6t M, on pourra opter pour des schémas implicites.

6.2 Reésultats numériques

Un schéma numérique du type décrit au paragraphe 6.1 avec les ondelettes a divergence
nulle anisotropes, a été testé sur la simulation numérique de fusion des trois tourbillons
2D présentée au paragraphe 5.1.

Pour ce test, on utilise tous ces outils de la fagon la plus rudimentaire qui soit, sans op-
timisation. La vitesse est décomposée dans une base d’ondelettes a divergence nulle aniso-
tropes construite a partir des ondelettes splines d’ordre 1 et 2 les plus simples, représentées
sur la figure 3.1. Contrairement a ce qui est fait au paragraphe 4.5, par commodité, on ne
décentre pas les composantes de la vitesse dans 'algorithme de décomposition de Helm-
holtz par ondelettes (paragraphe 4.2), pour lequel on effectue 30 itérations & chaque pas
de temps. De plus, le Laplacien est traité explicitement, par un schéma aux différences
finies d’ordre 2 (ce qui a peu d’importance dans cette simulation ou les petites échelles
jouent un role mineur).

La grille est en 2562 et 6t = 5.1073, ce qui signifie que 'on a di effectuer 8000 pas de
temps. Le schéma d’évolution en temps est un schéma Runge-Kutta d’ordre 2. Les résultats
sont visuellement identiques (figure 6.1) & ceux d'un code spectral en 256 x 256, ces deux
derniers s’éloignant quelque peu du résultat obtenu en 512 x 512 en code spectral (voir
figure 5.1). Bien que le temps de calcul soit de l'ordre de 10 fois plus long qu’avec un
code spectral, ce résultat est concluant, et prouve la faisabilité du schéma numérique par
ondelettes a divergence nulle.
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Fia. 6.1 — Expérience numérique de “fusion des 3 tourbillons” avec un code par ondelettes
a divergence nulle en 256 x 256. Le résultat est a comparer avec celui obtenu en 512 x 512,
en code spectral représenté sur la figure 5.1.

6.3 Calcul du Laplacien d’un champ décomposé en onde-
lettes a div nulle

On reprojette le Laplacien en conservant la structure héritée de la décomposition en
ondelettes & divergence nulle. Il en résulte une relative simplification des calculs.

On donne ici les détails d’un calcul du Laplacien dans une base d’ondelettes a diver-
gence nulle, pour les dimensions 2 et 3.

6.3.1 Calcul du Laplacien en dimension 2

Soit u € Hgiy,o un champ de vecteurs a divergence nulle. Si D, est un opérateur de
dérivation, D,u € Hgjyp par commutativité des dérivations. Donc on peut décomposer
cette fonction dans la base de Hgiy o qu'est {Waivjk.J, k € 72} -

Dou = Z ddivjx Vdivik
jkez?

En d’autres termes, en reprenant les notations de la partie 3.1,

Dour = Y diyju 22012721 — k1)t (2722 — k)
jkez?

et
Daug = Z —dé‘fivj,k 2o (27 w1 — k1)1 (2722 — ko)
jkez2
Ainsi, la décomposition en ondelettes de u; ou us découle directement de la décomposition
de autre.
Par exemple, pour le calcul de Au = d?u + 05u, on peut, partant de :

u= E daivix Ydivjk
jkez?
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écrire pour une discrétisation avec J le niveau le plus fin,

up = Z Z daivix 2201(2 1 — k1)o(2229 — k2),

jE[—o00,J—1]2 keZ2

remonter aux fonctions d’échelle mais seulement pour la premiere variable

UL =D e[—o0,d—1] 2aka€l 2724) (229 — ko) (Zjle[—oo,J—l] > okez ddivix ¥1(2 2 — k1)>

= Y hreloood 1] okeez 2200(2720 — k2) (g, ez Cug)k w1(27 21 — k1))

On dérive alors cette fonction deux fois par rapport a la variable x1, pour obtenir :

2'lL . .
aaa:%l = 2 jae—cod—1] Lkpez 22V0(22a2 — ko) (X4,e22% capyk lp-1(2721 — (k1 — 1))
—2¢1(2721 — k1) + 912721 — (k1 + 1))

= Y irelcod—1] okpez 22%0(22x9 — ko) (Xk,ez 2% (U g0), (k1—1.k2)
~2C(7jo). (k1 ka) T C(Tga) (k1)) P—1(27 21 — k1))

en prolongeant la notation introduite dans le paragraphe 3.1, et en notant récursivement
les fonctions d’échelle (par exemple des B-splines) ¢, = ©n_1(- +n) — on_1(- — 1 + &),
avec un recentrage éventuel grace a e qui vaut 0 si k est pair et 1 si k est impair.

On peut alors faire une approximation de chacune des fonctions 1D :

UL jo ks (1) = D 227 (00 0) (k= ik) = 260050k ka) T+ (o). (ka4 Lk2)) P—1(27 21 — K1)
ki1€Z

(par exemple grace a une quasi-interpolation) dans l’espace V} du niveau le plus fin de
I’analyse multirésolution engendré par les fonctions d’échelle ¢ (- — 2%)

Exemple : Dans le cas ot ¢_; est la B-spline d’ordre 1 (c’est-a-dire la fonction chapeau de
la figure 2.1), alors ¢; est la B-spline d’ordre 3 (dessinée sur la figure 2.1), on obtient une quasi-
interpolation d’ordre 4 (attention, c’est la quasi-interpolation qui est d’ordre 4 et non 'approxi-
mation) en écrivant

4

p-1(z) ~ 5901(90)—%(901($+1)+901($—1))

c’est-a-dire I'approximation de f connue aux points k /27

= Zék o1(x — k/27)

kEZ

avee & = 3£(37) — 5 (F(5H) + F(55)).

On obtient alors 'approximation :

82 Ul ; ;
ARV DD SR CHCONEN b IE LIS
1 j2€[—00,J—1] kaEZ k1€Z
On applique la transformée en ondelettes dans (le) pour obtenir ’écriture

0? , , ~ .
a—;f?l ~ Z Z 274po(2222 — ko) Z Z dglli\)fj,k 1(2 ey — k1)
1

jo€l—o00,J—1] k2 €Z Jj1€[—00,J—1] k1€Z
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On en déduit alors :
62

a3

~ E : Z ddle k \Ildivjvk

j€[—o00,J—1]2 keZ2

»—ll\.’)ﬂ

De méme pour la dérivation on part de la deuxieme composante de la vitesse :

fo
82’

u2 = Z Z —2714g (21 — k) Z Z daivix V12229 — ko)

Jj1€[—o00,J—1] k1€EZ jo€[—o00,J—1] ko €Z
pour obtenir, par des opérations symétriques aux précédentes, ’approximation :
0’ u
ax2 ~ Z Z dle_] k \Ildivj,k
2 je[—o0,J—1]2 keZ?
On a alors projeté le Laplacien Au dans la base d’ondelettes a divergence nulle :
(2)
Au ~ Z Z ( leJk+dd1VJ k) ll]le.]k
je[—oo,J—1]2 keZ?2

On obtient ainsi une application linéaire qui aux coefficients d’ondelettes a divergence
nulle d’un champ u lui fait correspondre ceux de son laplacien Au, et ce au prix d’'une
reconstruction-décomposition par ondelettes, c’est a dire en O(N). Aussi est-il possible de
résoudre I'équation (Id + 6t Ma)u™! = u™ — 6tP [u.Vu]" par des méthodes de résolution
itératives de systemes linéaires portant sur les coefficients d’ondelettes a divergence nulle

daiv j k-

6.3.2 Calcul du Laplacien en dimension 3

En dimension 3, on réutilise le cas de la dimension 2 sur 3 décompositions différentes

(on peut passer de I'une a Pautre de fagon immédiate grace a une relation linéaire) en les

ondelettes vectorielles a divergence nulle anisotropes \I’Jl ﬂw, \I’de et \I’j)’ ﬂiv introduites au

paragraphe 3.5.2 et linéairement liées par la relation
2N Wiy 1k + 22 Vaivajx + 2% Uaiyzj = 0
On a donc la décomposition de u

u= Z Z (daivijx Yaivijk + daivejk Yaivejk + ddivajk Ydivajk)
jez3 kez3

qui est unique si on ajoute comme condition sur les coefficients
27V daiv1jx + 2% daivejk + 27% daivsjx =0

82

Pour calculer 775u, on décompose alors u sous la forme :
1

_ (1) 3di (1) 2di
u= E : (ddivsj,k Uik + dgivayn Y5 V)
jkez?
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avec dyiy g5y = ddivijk — 27 Pdaivajk et dyyogy = daivajk — 2727 Pdaivjk

Or, comme

—2034py (2701 — k1) (2220 — k)0 (2323 — k)
Vaivejk(T1, 22, 23) = | 0 A | |
27190 (271 21 — Ky )Yo(272 w9 — ko)1 (27323 — k3)

2724py (2711 — K1 )0 (2729 — ka)to (28 w3 — k3)
Vaivajk(T1, T2, 23) = | =271 (2021 — k1)1 (27229 — ka)tbo (2323 — k3)
0

on peut réécrire la décomposition de u sous la forme :
u =
2j2¢1(2j11‘1 — k1)¢0(2j2x2 — kg)
, 1 ! : :
> to(2Pws — ks) > di{i\)/3j7k =204 (20 w1 — k1)1 (2220 — ko)

J3,k3€Z (41,42),(Fk1,k2)€Z2 0

— 2034y (27 21 — k1 )0 (2 23 — ki3)

o

+ Z Po(22 22 — ko) Z dflli\)fQj,k , A ,
j2,ka €L (j1,3), (k1 k) €22 2714po (27121 — k)ah1 (27323 — k3)

Chaque terme entre parentheése est une décomposition en ondelettes anisotropes a diver-

gence nulle 2D. Ainsi, le calcul de la dérivée % se ramene a des projections de la dérivée
1

seconde par rapport a x1 de décompositions en ondelettes anisotropes a divergence nulle
dans le cas de la dimension 2.

De méme on applique la dérivée seconde par rapport a zo a la décomposition en
ondelettes de u : ) )
_ 2 1di 2 3di
u= ) (ddivl ik ik T daivajk ‘I’j,kw>
j.kez3

2) 2)

avee dyiy g = ddivijk — 2" Pdaivojk et dgysi = daivajk — 277 daivej k.

Et celle par rapport a xg sur la décomposition :
— (3) 2di (3) 3di
u= )’ (ddiv2 ik ik T daivaix ‘I’j,kw>
j.kez3

avec dgiy g5k = ddivejk — 22 daivijk et dgsgy = daivajk — 2% daivijx

En sommant les trois résultats, on obtient le Laplacien de u reprojeté dans la base
d’ondelettes a divergence nulle 3D initiale.
6.3.3 Présentation d’'une méthode itérative pour l’inversion du Lapla-

cien en 2D

Pour inverser le Laplacien, on peut aussi avoir recours aux vaguelettes qui sont définies
(dans [SF00]) comme images réciproques d’ondelettes standards par un opérateur linéaire.
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A —1, . LN T , . .

Par exemple ¢j,k = A7 ");; est une vaguelette associée a I'opérateur Laplacien, si ¢ a
trois moments nuls.

Dans le cas qui nous intéresse, on peut raisonner par analogie avec le cas Fourier,

comme on 'a fait dans la remarque du paragraphe 3.2. Ainsi, la fonction a divergence

nulle
‘ &osin(&y 1) cos(&g x2)
—&1 cos(& x1) sin(&o xo)

s'integre dans I’équation Av = u par
1 & sin(€y w1) cos(€o x2)
2+ &2 | —&icos(§rx1) sin(ép x0)

En prolongeant la notation des ondelettes introduites dans la partie 3.1 et liées par
dérivation par 1, = 4(—1)" 1 (ou le facteur (—1)*! ne fait que servir analogie
avec Fourier et n’apporte aucune difficulté), on introduit une ondelette modifiée dérivant
du Laplacien de :

2924h9 (27021 — k1) h1 (27229 — ko)
Yiivjk = . . .
=214y (2 2y — k1) o (2722 — ko)

c’est-a-dire
‘I’dAivj,k = _%A‘I'diw‘,k
2390 4)0 (291 1 — k1 )1 (2729 — ko) + 2272 T0aho (29131 — kg )ap_y (27229 — ko)
—2%024py (20 y — k1 )tho(272 w2 — ko) — 221H2q_y (200 wy — ke )uha(27202 — ko)
ainsi, si on note

(1) 20240 (211 1 — k1)1 (2229 — ka)

divjk — , A ,
=211 (2 w1 — k)2 (27212 — k2)
et , , A
27249p9(271 21 — Ky )Y_1(2229 — ko)
@
divjk —

—2j1w1(2j1$1 — k1)¢0(2j2$2 — k?g)

les ondelettes a divergence nulle apparaissant dans \IfjAl’(dlv, alors

Uiy = 27 WG+ 2720
Par ailleurs, on remarque que ¢g ~ —p?iy et )_; ~ —p>iPq, par construction et par
I’analogie avec Fourier ol ces approximations sont des égalités. Le facteur p représente
le mode (la période) principal de l'ondelette du niveau 0 divisée par 4 (p = T/4). Cette
période a généralement une valeur comprise entre 7 et 27, visible sur le spectre Fourier
de 'ondelette. Donc on pourra prendre p égal & 1 en premieére approximation.
Si on suppose alors que 'on a décomposé u a divergence nulle comme a ’accoutumé

u= § djx Vaivjk
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On écrit alors qu’en premiere approximation,

2271 d; (1),div 22725 (2),div
> dik Yavii~ D mmoon Vi) + g (k)

On fait alors la différence entre les deux en reconstruisant le terme de droite puis en le
soustrayant au terme de gauche :

A
u =u-+ Z 22J1 _|_ 22]2 dlvj,k

On décompose alors le reste u! dans la base {Waiv j7k} puis on recommence sur u' ce que

I'on a fait sur u. On itere, et quand l'erreur u’ est suffisamment petite, on fait Jj7k =
- dJ(fl)( Alors, on peut écrire

22J1 (1),div 2272 (2),div
Z dJ k[2211 192272 \IIJ k + 2271 12272 \Ilj,k ]

_ 1 1 7
= —15 2. i dik AVdivjk
D’ou en intégrant :

L 1 -
MT] Z mdjvk Waivj k
On remarquera qu’une telle méthode peut s’étendre a d’autres opérateurs différentiels.

Résultat numérique
On applique cette résolution au champ périodique 2D wu(x,y) = cos(6mz)sin(107y)
dont on sait intégrer le Laplacien de fagon exacte : Av = u avec

1

62 % (072 os(6m2)sin(107y)

’U(CE, y) = -
On utilise des ondelettes splines de degrés 1 et 3. Quelle que soit la résolution et le nombre
d’itérations, le taux de convergence reste inchangé & environ 0.87. On parvient a le faire
descendre a 0.75 en prenant p = 0.91. Au bout d’une centaine d’itérations on obtient donc
un résultat dans lequel I'erreur provient exclusivement de 'interpolation de u dans I'espace
spline (voir figure 6.2).
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F1G. 6.2 — Erreur relative en norme L? pour différentes valeurs de la résolution : de 32 x 32
a 512 x 512, en échelle logarithmique, apres 100 itérations.
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Chapitre 7

Schémas CVS (Coherent Vortex
Simulation) et contribution des
ondelettes aux schémas LES

(Large Eddy Simulation)

Les méthodes CVS désignent une classe de schémas numériques fortement adaptatifs,
utilisant les ondelettes et les vaguelettes. L’idée directrice est de séparer grace aux onde-
lettes, d'un co6té les structures cohérentes, et de I'autre un fond incohérent (le bruit, les
structures effémeres, celles sans impact sur ’évolution de I’écoulement...). Ces schémas,
développés par Marie Farge et Kai Schneider [SF00] sont trés récents. Leur pertinence
repose sur leur capacité a isoler effectivement des structures cohérentes (méthodes CVE :
Coherent Vortex Extraction). C’est sur ce point que les ondelettes & divergence nulle vont
étre ici comparées a d’autres ondelettes. Un avantage important des ondelettes a diver-
gence nulle est qu’elles conservent la condition de divergence nulle de fagon exacte lors des
seuillages.

Le méme argument tient pour les méthodes LES. Il peut en effet étre avantageux de
séparer les différentes échelles de I’écoulement, en conservant la condition de divergence
nulle, sans faire appel a la transformée de Fourier. Et ainsi de coupler différents modeles
pour les différentes échelles, en ayant sous la main, du méme coup, un outil de calcul
performant pour chaque échelle et un bon critere de séparation des échelles.

7.1 Principe général des Schémas CVS

Dans leur article [SF02], Kai Schneider et Marie Farge présentent et baptisent CVS,
une méthode adaptative de simulation d’un écoulement fluide turbulent a l’aide d’onde-
lettes et de vaguelettes (voir le paragraphe 6.3 pour une courte définition des vaguelettes).
Y est simulée ’écoulement 2D autour d’un disque en mouvement dans un fluide incom-
pressible immobile, les conditions aux limites du disque étant résolues par une méthode de
pénalisation. Le résultat est comparé avec ceux obtenus par une méthode spectrale et par
deux méthodes vortex, sur cette méme simulation. Et ’avantage va a la méthode CVS.
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Ecrite en dimension 2, avec la vorticité w et la fonction courant W, I’équation de
Navier-Stokes s’énonce :

Ow +uVw —vAw =V x F
AV =w et u=V5HU (7.1.2)

avec V = (0, 0,) l'opérateur gradient, V+ = (9,, —09,), v > 0 et pour x € R? et t > 0.
Apres discrétisation en temps, w"(z) = w(x,ndt), en appliquant un schéma Euler,
implicite pour le Laplacien, cette équation devient :

(1 vt A)w" ™ =w" + 6t (V x F —u".Vw") (7.1.3)
A\Ianrl — wnJrl et un+1 — VJ_.\I,nJrl

On discrétise cette équation en espace en décomposant w™ en ondelettes isotropes :

ZZ Z ’TJZ)ZJk wz,jk (715)

JEZ kEZi=1,2,3

On définit alors une analyse multirésolution de vaguelettes (6; ;x, 0} j i) par :

9‘,jk = (1 — vt A)wi,j,k
(1 —vot A) 5,k — ¢Zj,k

La résolution de I’équation 7.1.3 a ’aide de la décomposition 7.1.5 revient alors & calculer
les coefficients :

B = () = (4 01V P W T, 0,

Ensuite, on adapte la grille en effectuant un seuillage sur les coefficients w; ;. en nor-
malisation L? avec pour seuil € = egv/Z ot Z = % J w?(x)dx est enstrophie et €y est
constant.

On résout I’équation 7.1.4 de la méme maniere, avec des vaguelettes (91-7]',;6,9; j7k)
vérifiant :

Oi ik = Atijk
x %
A7 i1 = Vijk

Puis enfin, on calcule u™** = (-9, ¥"*1 9, ¥n+1).

On fera tout d’abord remarquer que les vaguelettes ne forment pas une analyse mul-
tirésolution & proprement parler : il n’y plus d’invariance par dilatation, les fonctions
d’échelles et les ondelettes varient d’un niveau a ’autre. Ce probleéme en est un faux : on
peut appliquer un filtre dépendant de I’échelle. En revanche, ce qui peut étre réellement
génant est que les fonctions {A¢; i,k € Z} peuvent ne pas former une base de Riesz
bien conditionnée de I'espace V;. De plus, cette méthode ne peut pas se généraliser a des
conditions aux limites non périodiques.

Toutefois, ce méme type de simulation pourrait se faire avec des ondelettes a divergence
nulle isotropes, en formulation (u,p). Au §6.3.3, on montre qu’il est possible de construire
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des vaguelettes a divergence nulle. Ainsi, on peut réaliser des simulations CVS a l'aide
d’ondelettes a divergence nulle.

Pour les méthodes CVS, les ondelettes de prédilection sont les ondelettes interpolantes.
Car a chaque point du maillage, elles associent de fagon exacte une ondelette. Si bien
qu’ajouter ou retirer une ondelette équivaut a ajouter ou retirer un point a un endroit
précis sans changer les valeurs aux points de grille du méme niveau.

Cependant, on ne peut construire d’ondelettes a divergence nulle interpolantes, et
il faut donc se passer de cette commodité que sont les ondelettes interpolantes. Cela
représente une difficulté technique supplémentaire. En conclusion, les ondelettes a diver-
gence nulle tant isotropes qu’anisotropes, s’integrent parfaitement aux modeles de Simu-
lation de Vortex Cohérents.

7.2 Extraction de structures cohérentes par ondelettes

Le travail présenté ici a été effectué durant le CEMRACS 2005, au CIRM a Marseille,
sous la direction de Marie Farge et Kai Schneider. On compare ’efficacité de plusieurs bases
d’ondelettes (dont une a divergence nulle) sur un méme champ de vorticité turbulent 3D
en 256 x 256 x 256, en ne gardant que 3% des coefficients.

Le champ de vorticité étudié a été obtenu par une DNS (simulation numérique directe)
de fluide turbulent isotrope, homogeéne, tridimensionnel et statistiquement stationaire, avec
forcage & la plus grande échelle, & Re = (E/Z)"?Vinoy /v [VMO1]. Les conditions aux bords
sont périodiques, et la grille initiale en 2403 a été suréchantillonée en 2562. On ne visualise
qu’un sous-cube de la vorticité en 643.

On procede a l'extraction de structures cohérentes en effectuant une transformée en
ondelettes isotropes du champ initial de voticité wistale. Puis, on seuille les coefficients
d’ondelettes en norme L?. Les 3% de coefficients les plus grands sont conservé et servent &
reconstruire la partie cohérente du champ, de vorticité weep. Le reste wincoh = Wiotale — Weoh
est sensé ne plus contenir de structures cohérentes (tubes de vorticité).

Les critéres choisis pour déterminer une extraction cohérente performante sont :

— P’erreur sur I'enstrophie : ||wiotale|? = |weon ||? + [[Wincoh||? + 2 < Weoh, Wincoh >

— Perreur sur I’énergie,

— la visualisation des isosurfaces de wiotale, Weoh €t Wincon, afin de s’assurer qu’il ne
reste plus aucune structure cohérente dans le champ wincon,

I’étude du spectre de Fourier pour vérifier la répartition de I’énergie,

— et d’autres criteres comme les PDF (probability density function c¢’est-a-dire fonction

de densité de probabilité) de la vorticité, de la vitesse et de 'hélicité relative.

Grace au travail réalisé par Olivier Roussel et publié dans [RSF05], ce champ a pu
étre analysé par ondelettes orthogonales (avec des Coifman 12) et par ondelettes bior-
thogonales Haar améliorées (Harten). Ces deux bases d’ondelettes sont interpolantes. Ces
compressions ont été effectuées avec des ondelettes isotropes qui se sont révélées bien plus
adaptées que les ondelettes anisotropes pour ce but.

En dimension 3, la vorticité vérifie une condition de divergence nulle. On peut donc
appliquer a ce champ une transformée en ondelettes a divergence nulle. Cependant, la vor-
ticité, tres irréguliere ne se préte que difficilement a 'approximation spline. Or le champ est
donné dans ’espace physique, point par point, avec la condition de divergence nulle vérifiée
de fagon exacte en Fourier. Si bien que le champ n’est pas a divergence nulle dans ’espace
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F1G. 7.1 — Sous-cube 643 d’un champ turbulent 2563 (RA=160) [Meneguzzi (CEMRACS
2005)]. Isosurfaces de la vorticité.

spline. Toutefois, malgré ces handicaps, les résultats obtenus alors sont comparables, en
étant moins bons, a ceux obtenus avec les autres bases. Et les ondelettes complémentaires
a divergence non nulles qui dépassent le seuil ne représentent que 4% du nombre total
d’ondelettes retenues (au lieu de 33 % si le champ n’avait pas été a divergence nulle).

F1G. 7.2 — Parties cohérentes extraites grace aux ondelettes a div nulle (gauche), orthogo-
nales Coifman 12 (centre), et biorthogonales Harten (droite).

La visualisation des parties incohérentes fig.7.3 pour chacune des bases d’ondelettes
montre que ce qui est rejeté est essentiellement du bruit, bien qu’il reste encore quelques
structures cohérentes d’échelle moyenne pour les ondelettes biorthogonales Harten.

Les taux de compression exacts 7.4 montrent que les trois décomposition donnent

une erreur (partie incohérente) du méme ordre. L’essentiel de I'enstrophie injectée par la
décomposition en ondelettes a divergence nulle provient de la quasi-interpolation spline
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F1a. 7.3 — Parties incohérentes obtenues avec les ondelettes a div nulle (gauche), orthogo-
nales Coifman 12 (centre), et biorthogonales Harten (droite).

inversible (voir annexe A) qui a été utilisée afin de reconstruire le champ de fagon exacte
lorsque l'on garde tous les coefficients.

Contribution | Totale Cohérente Incohérente (erreur) Corrélation
% coef 100 % 3 % 97 %
Div. nulle
Enstrophie (%) | 100 % 102.5 % 323 % -34.8 %
Orthogonales
Enstrophie (%) | 100 % 75.5 % 24.5 % 0 %
Biorthogonales
Enstrophie (%) | 100 % 69.0 % 27.3 % 3.7 %

Fia. 7.4 — Résultats numériques : tables de compression pour la vorticité du champ de la
figure 7.1, avec trois ondelettes différentes, les orthogonales Coifman12, les biorthogonales
Harten et les ondelettes a divergence nulle biorthogonales.

Les ondelettes & divergence nulle avaient été initialement construites afin de modéliser
des tourbillons (voir § 1.3.4), et donc pour décomposer la vitesse plutdt que la vorticité.
C’est pourquoi on a aussi décomposé la vitesse dans la base d’ondelettes a divergence nulle
afin de comparer le résultat de compression avec la vitesse obtenue en intégrant les champs
de vorticité cohérents du tableau 7.4. Bien que la comparaison ne soit que partiellement
pertinente, les 0.6 % d’erreur obtenus avec les ondelettes a divergence nulle s’approchent
de ce qui est obtenu avec les autres ondelettes (tableau 7.5).

Ces résultats prouvent la faisabilité de la CVE par ondelettes a divergence nulle, et
par suite, celle de 'utilisation des ondelettes a divergence nulle dans un schéma numérique

adaptatif.
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Contribution | Totale Cohérente Incohérente (erreur) Corrélation
% coef 100 % 3% 97 %
Div. nulle

Energie (%) | 100 %  99.98 % 0.6 % -0.6 %
Orthogonales

Energie (%) | 100 % 99.0 % 0.6 % 0.4 %
Biorthogonales

Energie (%) | 100 %  98.6 % 0.7 % 0.7 %

Fic. 7.5 — Résultats numériques : tables de compression pour la vitesse obtenue en
intégrant la vorticité du tableau 7.4 en base d’ondelettes orthogonales et biorthogonales.

7.3 Simulation de la turbulence par des schémas LES

Le principe de la simulation LES est de considérer deux composantes de I’écoulement
[Sag98] : u = W+ U/, ou u représente la vitesse aux grandes échelles, calculée de fagon
exacte, et obtenue, par exemple en appliquant un filtre passe-bas a la vitesse u, et u’, la
vitesse sous-grille, inaccessible au calcul et par conséquent modélisée.

Alors, I’équation de Navier-Stokes incompressible :

Ju+Vueu)+Vp=vAu+f
divu=0
devient pour les grandes échelles u :
U+ VU ®u) +Vp=vAu+Vr+f

diva=0

avec T=u@u +u Ru+u u.
Le tenseur 7 est appelé tenseur de Reynolds sous-maille et doit étre modélisé.

7.4 Modélisation des petites échelles par Smagorinsky

La modélisation du tenseur sous-maille la plus fréquemment utilisée est le modele de
Smagorinsky :
T=2v+vr)S

ou S est le tenseur symétrisé de déformation de 1’écoulement :

1 [/ ou; aﬂj
Sij = 2 ((%Uj * 8xi>

et vr, le terme de viscosité turbulente sous-maille :

vr = C21%|S|

ou [ est léchelle de coupure (au-dela de laquelle on modélise les hautes fréquences), Cg
une constante dépendant du régime de I’écoulement, et |S| la norme de S

1= 2> 5%
i
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Un défaut notable de cette modélisation est qu’elle dissipe beaucoup trop d’énergie aux
grandes échelles.

Pour corriger ce défaut, une approche consiste a “mesurer” la turbulence en calculant
Pangle que font les tourbillons secondaires 3D avec I’écoulement principal [Jir02]. Dans
larticle [CJMO3], ce critére d’angle permet de connaitre les endroits et les directions de
forte déformation.

7.5 Role des ondelettes dans une LES

Le role des ondelettes au sein d’une LES serait de séparer les échelles sans le recours
a la transformée de Fourier.
On distingue alors 3 niveaux de ’écoulement :
— un calculé de fagon exact, les grandes échelles,
— un, intermédiaire, modulé par la turbulence et permettant grace a l'analyse de
I’écoulement local par ondelettes de déduire la viscosité sous-maille,
— et un modélisé, échappant totalement au calcul.
Une telle démarche, du type de celle présentée dans [Hug95], et s’appuyant sur la décomposition
espace/fréquence par ondelettes de la vitesse, permet de n’ajouter un terme de Smago-
rinsky qu’aux points ou les hautes fréquences de I’écoulement prennent des valeurs élevées.
P le. 1 del Y . (1,0) (0,1) s
ar exemple, les ondelettes a divergence nulle isotropes W '™ et W '~ que l'on peut
visualiser dans la figure 3.3 permettent de retrouver la direction de déformation locale,
a petite échelle, du flot. On reproduit ici, en parallele, 'analyse standard du flot par
la matrice des contraintes S et celle obtenue grace a la décomposition par ondelettes a
divergence nulle, du champ turbulent 2D visible sur la figure 5.2.

\If((ili’vo) % X cos()
\I!gz;}) @@ X sin(a)

Fia. 7.6 — Association des ondelettes a divergence nulle leur permettant de couvrir tous
les angles de déformation.

ot
%

Les ondelettes isotropes a divergence nulle 2D \IJS?"}) et \Iféli",o) ont la particularité d’étre

asymétriques et présentent une orientation verticale ou horizontale (voir figure 3.3). Ainsi,
un fort coefficient devant ces ondelettes signifie une déformation locale, importante de la
structure tourbillonaire & petite échelle. Comme en plus, toute orientation 2D peut étre
obtenue par combinaison des deux ondelettes \Iléoi",l) et \Ilélh’lo) (voir figure 7.6), les ondelettes
de plus petites échelle renseignent sur la direction de cette déformation.

On exploite cette propriété de la base d’ondelettes pour réaliser une analyse de la

structure de I’écoulement fluide figure 7.7.
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Les lignes de valeurs élevées pour les coefficients d’ondelettes a petite échelle se concentre
le long des filaments de vorticité et aux endroits de forte contrainte en ’absence de struc-
ture tourbillonaire de grande échelle. Ainsi une modélisation de la turbulence sous maille
portant sur les coefficients d’ondelettes aux plus petites échelle n’amortit pas les structures
cohérentes, et dissipe ’énergie cinétique en tenant compte de I'anisotropie de la turbulence.

Direction des contraintes Orientgtion des ondelettes

R A

Norme des ondelettes

Fic. 7.7 — A gauche, la direction et la norme des contraintes du fluide turbulent dont la
vorticité est représentée figure 5.2, a droite, orientation et norme des ondelettes a la plus
petite échelle (I’échelle des couleurs est linéaire).

Une telle analyse peut aussi étre effectuée en dimension 3 avec les ondelettes a diver-
gence nulle isotropes 3D \11(1’0’0), gOLO o GO0 g 1y partie 3.5.1.

divi divi divi
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Conclusion et perspectives

Les ondelettes a divergence nulle, construites dans la perspective de reproduire les
structures naturelles de ’écoulement fluide, se sont finalement révélées de bons outils
de calcul pour la résolution numérique des équations de Navier-Stokes incompressible.
Il apparait dans ce travail que la structure des ondelettes biorthogonales, ol une base
d’ondelettes est la dérivée d’une autre base d’ondelettes, apporte des solutions simples a
de nombreux problémes numériques sur les équations aux dérivées partielles.

Bien que les tests numériques n’en soient qu’au stade de faisabilité, ils donnent déja
des résultats tres encourageants. De plus, la construction de la méthode numérique repose
sur le formalisme mathématique de la théorie des ondelettes qui donne un cadre pratique
et rigoureux pour formuler et résoudre les questions qu’elle souleve.

Les principaux axes a développer pour poursuivre ce travail de these sont :

— trouver une base d’ondelettes optimale pour faire la décomposition de Helmholtz
par ondelettes, en s’appuyant éventuellement sur les paquets d’ondelettes,

— développer la méthode DNS dans le cas adaptatif, vérifier que I’algorithme de Helm-
holtz converge toujours en pratique (ce qui est théoriquement le cas, car la conver-
gence de l'algorithme est liée a des propriétés d’espaces d’ondelettes qui par nature
sont adaptés au seuillage),

— étendre la méthode a des domaines avec conditions aux bords,

— donner une démontration théorique de la convergence de l'algorithme dans le cas
général,

— développer des méthodes LES par ondelettes a divergence nulle, avec des modeles
sous-maille de type Smagorinsky sélectif, explicité dans ces bases.

On peut s’attendre & ce que le champ d’application de ces méthodes par ondelettes
s’élargissent & d’autres problemes que la résolution numérique de Navier-Stokes. Ainsi, les
ondelettes a divergence nulle anisotropes en dimension quelconque n serait parfaitement
adaptées a des problemes de grandes dimensions ou 'adaptativité est indispensable. Ou
plus simplement, a la résolution de calculs de champs magnétiques, ou intervient aussi la
condition de divergence nulle.
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Annexes

Annexe A : B-splines, Gaussiennes et quasi-interpolation

Tout au long de ce travail de these, les espaces splines sont intervenus continuellement
dans la construction de bases d’ondelettes et comme espaces d’approximation de fonctions.
C’est pourquoi on rappelle ici leur définition ainsi que quelques unes de leurs propriétés.
Pour plus de détails on pourra se reporter aux ouvrages de référence [DeB01, KL98|.

Définition 7.5.1 (Fonctions B-splines) La B-spline d’ordre n est une fonction N, a
support compact de longueur n+1 et de régularité C"~1 polynomiale par morceauz, valant :

Nn(2) = X[o,1) * X[0,1] * - - * X[0,1) (%)

n fois

Par conséquent, sa transformée de Fourier vaut :

. 1— —it n+1
- ()

Afin d’éviter de trop gros décalage d’indice on peut recentrer cette fonction afin qu’elle
atteigne son maximum en 0 ou en 1/2. Mais par la suite, on se contentera de la définition
primitive des B-splines.

Définition 7.5.2 (Espaces splines) L’espace spline d’ordre n se définit comme [’espace
vectoriel des fonctions polynomiales de degré n par morceauz (sur les intervalles entre les
entiers) et de régularité n — 1. C’est aussi l’espace vectoriel engendré par les translatées
de la B-spline d’ordre n N,.

La famille {N,,(- — k), k € Z} forme typiquement une base de Riesz de cet espace.

Propriété de convergence : Les fonctions B-splines tendent a reproduire une gaussienne
lorsque leur ordre tend vers 'infini :

(=—3%)?

Ve € R, Np(x)~ M(n)e ™

N3

avec M (n) = \/%, o(n) =

La quasi-interpolation spline

135



Soit f une fonction réelle définie R — R. Si on souhaite a partir d’'un échantillonage
f(k/n), calculer une approximation spline fy d’ordre n, interpolant au mieux la fonction
f aux points k/N, on peut travailler sur les coefficients ¢j définis par :

=> o No(Nz — k) (7.5.1)

keZ

Alors, fn est dite interpolante si :

> o No(t—k) = f(%) VieZ

keZ
Par exemple, dans le cas n = 2, c’est-a-dire avec une spline quadratique, cela revient a :

L 1

fN(N) =3 (co—1+c) = f(%) YleZ

Afin de ne pas avoir & inverser un systeéme linéaire qui enléverait le caractere local de
I'approximation, la quasi-interpolation introduit, a la place des ¢y -
~ O l l+1 } 1 -1 {42

o= 5 1)+ 15| - [EGH + 1) weez

En remplagant ¢; par ¢; dans (7.5.1), on obtient lerreur suivante aux points de grille :

L@ - fe) = {—f(%)
(S = 61 +ar (5 - 5]
-2 0+2
= 48N4f(4()+0<ﬁ) cwith 6 €)=, |

Ainsi, 'erreur de quasi-interpolation aux noeuds est d’ordre 4, pour une fonction f suffi-
samment réguliere.

Cette quasi-interpolation n’est pas inversible de facon exacte. On peut la rendre in-
versible en s’appuyant sur la théorie des filtres. Par exemple dans le cas ci-dessus, si on

pose :
- 120 20 + 1 - 1.2 2/ + 1
Cor = §f( ) + f( ) et Capr = —§f(ﬁ) f( )
on obtient une quasi-interpolation d’ordre 3 :
1 - 20 1
5 (Corm1 +20) = f(5) + 4N3f(3 ( ) +O0(57)
L @+ Barnr) = FOE)
—(c c =
5 \C2 20+1 N
Et on retrouve les valeurs exactes en faisant :
20 3. 1_
f(N) = 502 — 5041
20+ 1 1. 1_
f(—N ) = 50% + 502@-1
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Approximation de fonctions sinusoidales

On cherche a approcher des fonctions sinusoidales cos(rwz) de fréquence w comprise
entre 0.5 et 1 par des B-splines sur noeuds entiers. Cette petite étude est d’un grand
intérét pour savoir dans quelle mesure on réussira a isoler les différentes fréquences grace
aux ondelettes et fait échos aux parties 2.4 et 4.4.

Ainsi lorsque 1’on regarde ce que donne une approximation de cos(nwz) par

Z cos(mwk )Ny, (z — k)

kEZ

on trouve déja une approximation satisfaisante qui converge exponentiellement vers la
sinusoide lorsque n croit. Ainsi, pour w = 0.75, on peut voir sur la figure 7.8, que le pic
principal est bien situé, mais qu’il y a un pic parasite a une fréquence plus élevée, qui
est moindre pour la B-spline quadratique que pour la B-spline linéaire. Lorsque 'on fait
varier w de 1 a 0.5, on note que le principal pic parasite décroit en s’éloignant vers les
hautes fréquences, et qu’il est toujours moindre pour la spline quadratique que pour la
spline linéaire (voir figure 7.8).

Une approche plus mathématique

Lorsqu’on étudie de fagon approfondie I’approximation des fonctions sinusoidales par
des B-splines, on remarque qu’elle est étroitement liée aux paquets d’ondelettes (voir
paragraphe 2.4).
On considere la fonction spline :

fal@) =Y (=1)"No(z — k)

kEZ
On a alors le résultat suivant

Théoréme 7.5.1 f, est 2-périodique. Et si on pose T = [0,2], les coefficients ¢, (f) de
la série de Fourier de f, en €™ ™% prennent pour valeurs :

em(fn) =0 st m est pair
cm(fn) = (=)™ (g)n—l—l . si m est impair

T mn+1
Cela permet d’affirmer que f, tend a se comporter comme cos(m-) :

n— 00

. 92 n+1 T
lim an— ; COS(W'—(n+1)§)”L2(T) =0
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AAA T AAA

F1a. 7.8 — Approximations de fonctions cos(mwx) par des B-splines linéaires et qua-
dratiques (n = 1 et 2), vues dans l'espace physique et dans ’espace de Fourier, pour
w=0.9, 0.75 et 0.6.
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Preuve : Le calcul des coefficients de la série de Fourier se fait comme suit :
cm(f) = % f02 fn(z) e~ Imme (e
= S en J2 (N(z — 2k) — N(z — 2k — 1)) e~mmle=2k) gy
= kez f2k+2 —N(z — 1)) e dg
= [72 (N(z) = N(z — 1)) 7™ dr
= (1= ™) N(zm)
= (1— (-1 ()™

Le premier terme non nul est ¢1(f,,) de module (2)"*1 les suivants valent

n+1
nttl = (2)

Donc pour n assez grand, -, < |¢m(fn)|* < 2 (2 )nﬂ 3n1+1.

D’ou : )
Zm23|cm(fn)| < 2 .
c1(fn) RE

0

De méme, si on considere la fonction

fal@) = Y (=1)* Nz — 2k)

keZ

C’est une fonction périodique de période 4 et dont la série de Fourier a pour coeflicients :

E

em(f) = (1— (—1)™) (

Ce qui implique que f,, tend a se comporter comme cos(

wl:} =

~(n+2)7).
Idem pour la fonction

fa(@) = (~1)F[Np(z — 2k) + Ny (2 — 2k — 1)]

keZ

c’est une fonction périodique de période 4 dont la série de Fourier a pour coefficients :

nf) = S1 = (1" 4 (i =7 ( e

ce qui, de nouveau, tend & approcher une fonction sinusoidale de période 4.
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Remarque : On obtient le méme résultat en raisonnant sur les relations d’échelle des
B-splines :
k
CnJrl

N, (x) = Z hiN, (22 — k) avec hy = on

keZ

Ainsi, on peut passer de la premiere fonction f,, aux deux suivantes en remarquant que :

Pokez(1) Nn(z — k) = 3en(=1)* Xyeg heNn (22 — (2k + 1))

=Y ez (Z(_nkhm_%) N, (22 —m)

keZ
=Sm
on a Sy,4+2 = —S,, et par ailleurs, on calcule :
2 nmw 2 nmw
Sy = — — t S1 = —; sin(—
0 Nk cos( 1 ) e 1 Nk sin( 1 )

Remarque : On peut substituer des fonctions d’échelle ¢ de régularité croissante aux
B-splines N,, et tenir le méme raisonnement.

On aborde maintenant un point crutial pour la construction des paquets d’ondelettes
bien localisés en fréquence. Si on reprend la construction des paquets d’ondelettes fait
dans la partie 2.4, on en arrive a étudier une famille de fonctions d’un type particulier.
Définition : Soit &' = (1,&},€5,...,&),) € {0,1}" ! la suite qui indique si on a utilisé le
filtre (1,1) (g}, = 0) ou (1,—1) (¢}, = 1) (voir les remarques de la partie 2.4 pour plus de
précision). On étudie la fonction f.r 2" !l-périodique définie par

antl_g
n /
fr=3 3 (~)E0t Wy,
meZ k=0

avec (ay) € R?:H et £¢(k) définie par 'écriture en binaire de k : k =Y}, e,(k) 2°.

Théoréme 7.5.2 Il existe un 2" -uplet (ay) tel que le premier coefficient non nul de la
série de Fourier de f s0it Cpy(fer) avec mo = >y o €r 2t ot e € {0, 1} est une “primitive
binaire” de (€',0,0,..) :e9 =1 et g1 =0+ ).

Preuve : On oublie provisoirement les ¢ et les signes devant les ay. Le but est alors, étant
donné un entier mg € {2771 ... 2"} de trouver une suite (az) tel que le premier terme
non nul de la série de Fourier de la fonction 2" !-périodique :

on+l_1

fro =2 > aramirpgy

ez k=0
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801t Cmg (fimg)-
On calcule les coeflicients de la série de Fourier :

ontl_q

1 _
em(fmg) = pYEs] Z age
k=0

im

2k7
on+1

B(5mm)

L’annulation des mg premiers termes de la série de Fourier est donc équivalente a la

résolution du systeme

1 1 .. 1 1 _
—i 27 —i 2km 71'2(2”-’_1*1)77
1 e 2ntl .. e “2ntl ... e an+T
. 2 . 2%k . 2(2n+1_1)7‘,
1 et mrnil et m2nf1 —im= T
+1
_i(om+1_ 27 _s(on+1__ 2k _s(on+1__ 2(277, -
1 e i(2 Donit i(2 Donit e i (2 e

L Aon+1_1 1

ao
ai

a

On appelle M la matrice mise en jeu. On remarque que cette matrice est orthogonale : elle
est symétrique et lorsque 'on fait le produit scalaire de deux lignes ¢ et {5, on obtient

2n+1_1 2n+1_

g 2km g 2k ;
Z 67151 ol elég ontl — Z e (t1—L2) 55y

k=0 k=0

2n+1

Le calcul de son inverse est donc immédiat : M~ =

_ 1 1 1

agp j2m 2k

+1 +1
ai 1 e 2 e 2n

- . 2 . 2k

ag 1 e M . e M e T
Aon+1_ : 1 2 : 1 2k
[ Ggntiot ] | AT S (2o 2

1

1

im
e

2km

si 61 = 52
sinon

1

Z.2(2”“ —7

e on+1

202"t 1)
on+1

on—+1

Pour 6 € [0, 27], les (ax) sont réels et prennent pour valeurs :

kaoﬂ'
ap = 2 cos W

)

i (2n+1_1) 2(2n+1 e i3
€

2n+1M- On pose alors :

16

—i6

emo-{-l

€2"+1 —mo+1

En passant de 6 & 0+ 7, on passe d’un cosinus a un sinus. Ainsi, pour une méme fréquence,
on obtient alors deux fonctions f,,, orthogonales. Pour 6 € [—27%%,0], l’alternance des

signes donnée par la suite € est bien vérifiée.
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Ezemple : Pour n = 2, ¢’ = (1,1,1), cest-a-dire ¢ = (1,0,1,1,...) = (1,1,0) et mg = 6,
cela correspond a viser une fréquence de w = 3/4. On a alors les coefficients ¢,,(f./) de la
série de Fourier :

67

_j4m _ ;5w i
m_a46 z4m+a5e z4m+a66 (&

. ] -3
em(fer) = %[ao —a1e ™ — qoe T 4 qgetd

it
—aze” "2 p(gm)
Pour des raisons de symétrie on pose ag = a3 = a4 = a7y = a et a1 = ag = a5 = ag = b.

Alors, tous les ¢, (f-r) sont nuls pour m pair. De plus,
c1(fo) =0 pour a=(14+V2)b

A ce moment, le premier terme non nul est c3(fo). De plus, les autres termes ¢, (f)
deviennent négligeables devant c3(f./) quand la régularité de ¢ tend vers U'infini.
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Annexe B : Pseudo-code

Afin de compléter la partie algorithmique et de permettre & ceux qui le désirent
d’implémenter les transformées en ondelettes, on revient ici sur la construction des AMR
dans le cas général et son adaptation aux ondelettes a divergence nulle, comme celles-
ci sont présentées dans l'ouvrage de J.-P. Kahane et P.G. Lemarié-Rieusset [KL96] ainsi
que dans les articles de K. Urban [Urb94, Urb96, Urb02]. Aprés cela, on présente sous
forme de pseudo-code les programmes de transformées directes et inverses en ondelettes a
divergence nulle.

AMR classiques

Comme indiqué dans les livres [KL96, Dau92]|, les conditions de biothogonalité (2.1.3)
impliquent pour les polynomes de raffinement mg et mg :

mo(§)mg(§) +mo(§+m)mi(E+7m) =1 (7.5.2)

Le calcul de mq et m{ solutions de (7.5.2) nous donne les filtres d’ondelette biorthogonale
(hy, g;) et (hg, gr) que 'on peut alors utiliser comme suit :

Transformées en ondelettes directe et inverse On veut passer de I’écriture :

+oo
frlz) =277 Z crk 927z — k)

k=—o00

g

J—1
Fr=>ckor+ .Y dixtjx
kez j=0 keZ
avec des données sur une grille périodique uniforme dont le nombre de points est une
puissance de 2 :
pour j allant de J—1 jusqu’a O
pour k allant de O jusqu’a 2J —1 faire

i = D phy Cji12kts

djx =D 18 Cit1,2ktl
fin
fin
Et la transformée inverse s’obtient en faisant :
pour j allant de O jusqu’a J-—1
pour k allant de 0 jusqu’a 237! —1 faire

Cjt1k = Z (hk—% Cje t Brk—2¢ djvf)
4
fin
fin
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La dérivation d’AMR
Pour obtenir des AMR vérifiant :

@1 (x) = po(x) —polz —1)  P)(x) =4 tho(x) (3.1.5)

il faut passer par les polynomes de raffinement et faire en sorte qu’ils vérifient les conditions
de la proposition 3.1.1. Ces polynomes s’obtiennent de fagon classique (pour ce type de
calculs, on pourra se reporter aux livres de référence [KL98, Dau92]). Dans le cas d’AMR
biorthogonales splines de degré 1 et 2, comme le support des fonctions est assez petit,
les filtres ne comportent qu'un nombre tres faible de valeurs non nulles. Ces valeurs sont
indiquées dans le tableau 7.1 a titre d’exemple, et proviennent des polynomes :

m(€) = e (”—25) m(E) = e <1+T§>3 (753)

La base (g, 1) obtenue & partir des filtres (h°, g°) est représentée sur la figure 2.2, ainsi
que la base duale (¢, 1)) associée.

‘ -2 | -1 0 1 2 3 ‘ —1 0 1 2
%h}fg —1/8| 1/4 | 3/4 [1/4]—-1/8| 0 ?h;ﬁi —1/41] 3/4 |3/4|-1/4
590 0 0 |—1/4]1/2|-1/4] 0 759 | 1/8 | -3/8]3/8]-1/8
1 1

ﬁhg 0 1/4 | 1/2 |1/4] 0 0 ﬁh} 1/8 | 3/8 |3/8] 1/8
%gg 0 |—-1/8|-1/4]3/4]—-1/4]-1/8 %g} —1/41-3/4]3/4| 1/4

TaAB. 7.1 — Filtres de décomposition (h}, g;) et de reconstruction (hy, gi), associés aux
splines linéaires par morceaux (a gauche) et quadratiques par morceaux (& droite) vérifiant
les conditions de dérivation des AMR (3.1.5) et ayant le plus petit support.

AMR multi-dimensionnelles et ondelettes vecteurs

On se donne un champ 2D périodique (u1(z1,x2), u2(x1, z2)) dont on connait la valeur
aux points de grille {2*‘7 k, k € |0, 2—7 — 1]2}, et qu’on souhaite écrire comme somme
d’ondelettes a divergence nulle. On indique ici I’algorithme exact dans le cas des fonctions
splines de degré 1 et 2 de la figure (3.1). Mise & part la quasi-interpolation, ’algorithme
serait identique pour d’autres AMR. Bien qu’ils soient trés similaires on donne aussi le
détail d’un des algorithmes de décomposition en ondelettes gradients.

Transformée et transformée inverse en ondelettes a divergence nulle isotropes
On utilise les ondelettes et les notations définies dans la partie 2.2 ainsi que la quasi-
interpolation de 'annexe A et le mode de calcul des coefficients introduit dans 3.5.1. La
transformée directe se fait alors ainsi :
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pour k; allant de O jusqu’a 27 —1
pour k, allant de O jusqu’a 27 —1 faire

RpE
N

N

5
Ciak = 8 [u1(

N

Cyak = 3 [02(3, 53) + ua (5}, 52H)]

— 5 (w3

N

fin
fin
pour j allant de J—1 jusqu’a O
pour k; allant de O jusqu’a 2J —1
pour k, allant de O jusqu’a 2J —1 faire

_ *x17, %0
Ciik = 2a(tnto) Mo DY, 131, (2kits, 2k t02)

(1,0) _ *1 %0
d1,j,k = Z(zl,m 80, Be, C141,(2Ki 41,2k + L)

(0,1) _ 1 _%0
d1,j,k = Z(zl,m hy 8y, C1 541, (2ki+01,2ko+05)

(171) *x1 %0
d1,j,k 2(51752)851852 C1,j+1,(2k1+£1,2ko+L)

fin
fin
fin
pour j allant de J—1 jusqu’a O
pour k; allant de O jusqu’a 2J —1
pour k, allant de O jusqu’a 2J —1 faire

_ %07, %1
Coik = Do(tate) Bi By C2,5+1,(2ky+1, 2k +£5)

(170) _ %01, %1

Ay ik = 2o(tr,00) BUy By C2,541, (21 2k +42)
(071) _ *0 x1

d27j7k = Z(zl,m hy 81, C2 541, (2ki+0s,2k+05)
d(l,l) _Z *0 k1 c

25k = 2e(li,t2) 8: 8y C2,5+41,(2ki+1, 2k L)

fin
fin

fin
pour j allant de O jusqu’a J—1
pour k; allant de O jusqu’a 2J —1
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pour k, allant de O jusqu’a 2J —1 faire

(1,0) (1,0
dle K d2,j,k
(1,0) (1 0) ( 0)  14(1,0)
dn,j,k ,J,k+4 2,5,k 472,3,(k1ko—1)
(0,1) _q(0,1)
ddiv,j,k - d1,j,k
(0,1) (0,1) (0,1)  14(0,1)
dn,J,k =d ,J,k + 4d1,3,k 471,5,(k1—1,k2)
(1,1 1,(11)  1,(1,1)
ddiv,j,k d ,J,k B 2d27j,k
(1) 1 ( 1) 1 ( 1)
4k~ 2% kT 2d Kk
fin
fin

fin
Cdiv,1 = €1,0,(0,0)
Cdiv,2 = €2,0,(0,0)

Et réciproquement, on retrouve les valeurs aux points grace a la transformée inverse
rapide :

€1,0,(0,0) = Cdiv,1
€2,0,(0,0) = Cdiv,2
pour j allant de O jusqu’a J—1
pour k; allant de O jusqu’a 2J —1
pour k, allant de O jusqu’a 2J —1 faire

(10 _ 410 (1,0) 410
d 7J7k o nijk 4dd1VJ k + 4 leJ (k1,k2 1)

(10) _ 4(19)
d ,_]7k - le _],k
(0,1) (0 1)

d 7J7k - dlv gk

(0 1) (0,1) (0,1) (0,1)
,_]7k - dn,j7k 4dd1V \3 k + dle,J (k1—1,ko)

(1,1) (1 1) (1,1)
45k =Ygk Tk

(1) _ 41 L(11)
Gk = %sk ~ davyk
fin
fin
fin
pour j allant de O jusqu’a J-—1
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pour k; allant de O jusqu’a 2371 —1
pour k, allant de O jusqu’a 23T! —1 faire

_ 1 0 1 0 (1,0)
Cri+1k = Z(Mz) (hkrzzl By, 20, C1.5,(61.62) T 8y 20, By, dl,jv(éi,ez)
1 0 (0,1) 1 0 (1,1)
+hk1—2€1 8x;—20; d17j7(f1,€2) +gk1_2£1 8k, -2, d17j7(€17£2)
fin
fin

fin
pour j allant de O jusqu’a J-—1
pour k; allant de O jusqu’a 2371 —1
pour k, allant de O jusqu’a 237! —1 faire
— 0 1 0 1 (1,0)
C2,j+1,k - 2(51,52) (hk1—2€1 hk2—2€2 €2,5,(£1,62) +gk1—241 hkz—%z 2,3,(f1,£2)
0 1 (0,1) 0 1 (1,1)
Thy, 20, 8,20, d27j,(€1,€z) T 820, 8,20 2,j7(€17€2))
fin
fin
fin
pour k; allant de O jusqu’a 27 —1
pour k, allant de O jusqu’a 27 —1 faire

ki ko) _ 1
u1(2‘]’ 2 ) -2 |:C17J7(k17k2) + C17J7(k1_17k2)]
ki ko) _ 1
ua(5}, 53) = 5 [C2,0,0000) T €200 12-1)]
fin

fin

AMR i divergence nulle anisotropes Afin de supprimer le facteur /2 dans les
changements de base, on utilise pour la base d’ondelettes primale une normalisation L
(& laquelle correspond une normalisation L' pour la base duale). Ainsi, les filtres qui sont
généralement donnés en norme L? doivent étre multipliés par % comme dans le tableau
7.1. Les transformées s’operent comme dans le cas isotrope; dans le sens direct : quasi-
interpolation, puis transformée en ondelettes hyperboliques rapide usuelle, puis change-
ment de base; dans le sens inverse : changement de base, transformée inverse, puis calcul

des valeurs aux points. Les notations ont été définies dans la partie 2.2.

Transformée directe
pour k; allant de O jusqu’a 27 —1
pour ko, allant de O jusqu’a 27 —1 faire

Sk = 8 (M0 31 Hu (5, 23] — g [ua (55, 3 +ua (5572, 33)]

Soak = 8 (2055 31) FualGh )] — g (w255 55) + a5, 550

fin
fin
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pour k, allant de O jusqu’a 27 —1
pour j; allant de J—1 jusqu’a O
pour k; allant de O jusqu’a 23t —1 faire

C17(j17 k17k2 ZZ hf Clv(j1+17~])7(2k1+£7k2)

di,(51,3), (k1 ko) Zzgg C1,(31+1,3),(2ks +£,k2)
fin
fin
fin
pour ji; allant de O jusqu’a J-—1
pour k; allant de O jusqu’a 23t —1
pour jo allant de J—1 jusqu’a O
pour k, allant de O jusqu’a 232 —1 faire

_ 03
A1, (5152), (ke ko) = 20 B7° 1,51, 041), (ks 2ka 40)

I
d1,(51,32), (k1 k2) Zégf d1,(51,52+1), (ke ,2ka+0)

fin
fin
fin
fin
pour jo allant de J—1 jusqu’a O
pour k, allant de O jusqu’a 232 —1 faire

_ *0
C17(07j2)7(07k2) - Zf hé C17(07j2+1)7(072k2+€)

dy ,(0,32),(0,k2) =2 gz (0,j2+1),(0,2ko+£)
fin
fin
pour k, allant de O jusqu’a 27 —1
pour j; allant de J—1 jusqu’a O
pour k; allant de O jusqu’a 23t —1 faire

Co,(31.9) (ki kz) = 20 BE° C2,(5, 14,3, (2a k)

2, (51,), (k1 k) = D200 800 €2,(31 11,3, (2ks +E,k2)
fin
fin
fin
pour j; allant de O jusqu’a J—1
pour k; allant de O jusqu’a 23t —1
pour jo allant de J—1 jusqu’ ?a 0
pour k, allant de O jusqu’a 232 —1 faire

A2, (31,92, (e k2) = Dop B A2, (34,504+1), (ke 2ka +0)

1
d2 (31732 k17k2 ZE gé d27(j17j2+1)7(k172k2+z)

148



fin
fin
fin
fin
pour jo allant de J—1 jusqu’a O
pour k, allant de O jusqu’a 232 —1 faire

_ *1
C27(07j2)7(k17k2) - Zé hé C27(07j2+1)7(k172k2+£)

5 _ 1
d2,(0,52), (k1 ka) = ZE ) €2,(0,j2+1),(k1,2kz+£)
fin
fin
pour j; allant de O jusqu’a J—1
pour jo allant de O jusqu’a J—1
pour k; allant de O jusqu’a 23t —1
pour k, allant de O jusqu’a 232 —1 faire
o 232 2J1
diivjk = 4o dijk ~ 7o dojk
_ 231 2j2
dn,j,k — 2W142772 d1,j7k + o em dzj,k
fin
fin
fin
fin
pour ji; allant de O jusqu’a J-—1
pour k; allant de O jusqu’a 23t —1 faire

adivv(j170)7(k170) = a27(j170)7(k170)

An,(31,0),(k1,0) = 41,(31,0),(k1,0)
fin
fin
pour jo allant de O jusqu’a J—1
pour k, allant de O jusqu’a 232 —1 faire

adivv(07j2)7(ovk2) = a17(07j2)7(07k2)

dn7(07j2)7(07k2) = d27(07j2)7(07k2)
fin

fin

Cdiv,1 = €1,(0,0),(0,0)

Cdiv,2 = €2,(0,0),(0,0)

On remarquera le cas particulier des derniers termes d dans le cas périodique.

Transformée inverse
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€1,(0,0),(0,0) = Cdiv,1

€2,(0,0),(0,0) = Cdiv,2
pour jo allant de O jusqu’a J-—1
pour k, allant de O jusqu’a 232 —1 faire

d17(07j2)7(07k2) = adiV,(O,j2)7(07k2)

d27(07j2)7(07k2) = dn7(07j2)7(07k2)
fin
fin
pour j; allant de O jusqu’a J—1
pour k; allant de O jusqu’a 23t —1 faire

d27(j170)7(k170) = adiV,(j170)7(k1,0)

A1,(51.0),(1,0) = dn,(31,0),(k1.0)
fin
fin
pour j; allant de O jusqu’a J—1
pour jo allant de O jusqu’a J—1
pour k; allant de O jusqu’a 23t —1
pour k, allant de O jusqu’a 232 —1 faire

dijk =27 dgivjk T2 45k

dojlk = =2 dgijk T2 djk
fin
fin
fin
fin
pour jo allant de O jusqu’a J-—1
pour ko, allant de O jusqu’a 232! —1 faire

©1,(0,32+1),02) = ¢ (By—20 ©1,(0.32).0,0 + B2 d1,0,32),0))
fin
fin
pour j; allant de O jusqu’a J-—1
pour k; allant de O jusqu’a 23t —1
pour jo allant de O jusqu’a J-—1
pour k, allant de 0 jusqu’a 2321 —1 faire

~ o 0 ot 0
A1, (31,504+1), e k) = 2op (B, 00 G1,(51,32),k1s0) 820 131,52, (k0,0))
fin
fin
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fin
fin
pour ky allant de O jusqu’a 27 —1
pour j; allant de O jusqu’a J-—1
pour k; allant de 0 jusqu’a 23t*! —1 faire

Clv(j1+17‘])7(k17k2) Zf ( k1 —2¢ €1 (J17 ) (£7k2) + gf;l*zz alv(jle)v(kaQ))

fin
fin
fin
pour jo allant de O jusqu’a J—1
pour k, allant de O jusqu’a 232! —1 faire

C2,(0,52+1),(0k2) = 2 (By 2p €2,(0,32),(0.0) + 820 92,(0,52),(0,0))

fin
fin
pour j; allant de O jusqu’a J—1
pour k; allant de O jusqu’a 23t —1
pour jo allant de O jusqu’a J-—1
pour k, allant de O jusqu’a 237! — 1 faire

1
. (51,501), (k1 ko) = 2o (Biey—20 @2, (51,92),(k0,0) + Bip—2e 92,(31,32), (k1.0))

fin
fin
fin
fin
pour k, allant de O jusqu’a 27 —1
pour j; allant de O jusqu’a J— 1
pour k; allant de O jusqu’a 2J1*! —1 faire

. .
Co,(j1+1.9),(kiks) = D¢ (AR —2¢ €2,(31.9), (o) + 88y —2¢ G2,(51.9).(0k2))

fin
fin
fin
pour k; allant de O jusqu’a 27 —1
pour k, allant de O jusqu’a 27 —1 faire

us (5}, 5%) = 5 [C1,(0,9). (k1 de2) + C1,(3,3). (k1 L)
UQ(%, %) = % [C27(J7J)7(k17k2) + C27(J7J)7(k17k2_1):|
fin

fin
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AMR gradient anisotrope Comme on le faisait remarqué dans la partie 3.3, la trans-
formée en ondelettes gradient est tres proche de la transformée en ondelettes a divergence
nulle. Le seul changement & apporter est d’inverser les roles de Vjo et de V! sans rien
changer au reste des calculs, le coefficient d’ondelette d.,;1 remplace d,, tandis que le reste
dy est mis a la place de dgjy -

Transformée directe
pour k; allant de O jusqu’a 2J -1
pour ko, allant de 0 jusqu’a 27 —1 faire

Sk = & [w1(5h 3) w5 550)] — 5 [wa (3, %) + w5 %52
Sk = 8 (12051 53) +w(*55, 3)] — § [wa(¥5, 53) + wa(*552, )]
fin
fin

pour k, allant de O jusqu’a 27 —1
pour ji; allant de J—1 jusqu’ é 0
pour k; allant de O jusqu’a 23t —1 faire

C1,(1.9) (ki dkz) = 20 B0 1 (11,0, (2a k)

C~11,(3'1, (k1 k2) =08 C1,(j1+1,3),(2k1+4,k2)
fin
fin
fin
pour ji; allant de O jusqu’a J-—1
pour k; allant de O jusqu’a 23t —1
pour jo allant de J—1 jusqu’ é 0
pour k, allant de O jusqu’a 232 —1 faire

d1,(51,32), (k1 k2) ZZhZ dlv(j17j2+1),(k1,2k2+f)

di,(j17J2 (k1,k2) Zegz 17(j1,j2+1),(k1,2k2+5)
fin
fin
fin
fin
pour jo allant de J—1 jusqu’a O
pour k, allant de O jusqu’a 232 —1 faire

€1,(0,32),(0,k2) Zzhg €1,(0,j241),(0,2ka+£)

1(032 (0,k2) Zegg €1,(0,j241),(0,2ko+-£)
fin
fin

pour k, allant de O jusqu’a 27 —1
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pour j; allant de J—1 jusqu’ ?a 0
pour k; allant de O jusqu’a 23t —1 faire

C27(j17 k17k2 ZZ hf C27(j1+17~])7(2k1+£7k2)

d2,(51,3), (k1 ko) Zzgg C2,(j1+1,3),(2k1 +£,k2)
fin
fin
fin
pour j; allant de O jusqu’a J—1
pour k; allant de O jusqu’a 23t —1
pour jo allant de J—1 jusqu’ é 0
pour k, allant de O jusqu’a 232 —1 faire

_ 03
da,(31,52), (ke k2) = 20 07" 2,31, 041), (ks 2k2 40)

0 %
d2,(31,32),(k1,k2) Zégf d2,(51,52+1), (ke ,2ka+£)

fin
fin
fin
fin
pour jo allant de J—1 jusqu’a O
pour k, allant de O jusqu’a 232 —1 faire

_ *0
C27(07j2)7(k17k2) - Zé hé C27(07j2+1)7(k172k2+£)

2(0 j2),(k1,k2) =208 ¢, (0,j2+1), (k1 ,2ka+£)
fin
fin
pour j; allant de O jusqu’a J—1
pour jo allant de O jusqu’a J—1
pour k; allant de O jusqu’a 23! —1
pour k, allant de O jusqu’a 232 —1 faire
_ 231 2i2
dcurl,j,k — 2214272 1J k Tz 2mm d2,j,k
_ __2¥ 2i1
dyjk = 7iem dijk ~ e dajk
fin
fin
fin
fin
pour j; allant de O jusqu’a J— 1
pour k; allant de O jusqu’a 23t —1 faire

deurl,(31,0),0c1,0) = d1,(31,0), (k1,0)
an(jlvo)v(kho) = a2,(j1,0),(k1,0)
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fin
fin
pour jo allant de O jusqu’a J-—1
pour k, allant de O jusqu’a 232 —1 faire

deurl,(0,32),(0.k2) = 92,(0,3),(0,k2)

Qi

aN7(07j2)7(07k2) = 17(07j2)7(07k2)

fin
fin
Cn,1 = €1,(0,0),(0,0)

€x,2 = €2(0,0),(0,0)

Transformée inverse
€1,(0,0),(0,0) = N,

€2,(0,0),(0,0) = N,
pour jo allant de O jusqu’a J—1
pour k, allant de O jusqu’a 232 —1 faire

a17(07j2)7(07k2) = aN,(O,j2),(O,k2)
d2,(0,32),(0k2) = deurl, (0,32),(0.02)
fin
fin
pour ji; allant de O jusqu’a J-—1
pour k; allant de O jusqu’a 23t —1 faire

da, (31,0, (k1,0) = AN, (31,0),(k1,0)

d1,(51,0),(x1,0) = deurl,(31,0),(k1,0)
fin
fin
pour ji allant de O jusqu’a J-—1
pour jo allant de O jusqu’a J-—1
pour k; allant de O jusqu’a 23! —1
pour k, allant de O jusqu’a 232 —1 faire

dijk =27 dyjk T2 donjk

dyjk = =2 dyjk T2 doyjk
fin
fin
fin
fin
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pour jo allant de O jusqu’a J-—1
pour k, allant de O jusqu’a 232! —1 faire

C1,(0,3241).002) = 2o (B, 00 ©1,(0.32).0.0) + B¢ 1,(0.32),(0.0))

fin
fin
pour j; allant de O jusqu’a J—1
pour k; allant de O jusqu’a 23! —1
pour jo allant de O jusqu’a J—1
pour k, allant de O jusqu’a 2327! — 1 faire

alv(j17j2+1)7(k17k2) ZZ ( ko —20 dy J(G1,32), (ke ,6) T gkz 20 A1,(51,52), (k1,0 ))

fin
fin
fin
fin
pour ky; allant de O jusqu’a 2J -1
pour j; allant de O jusqu’a J-—1
pour k; allant de 0 jusqu’a 23t*! —1 faire

LG 1.3). (ks de2) = Dop (Bl 90 C1,(51,9).(6ka) T By 20 A1,(31,9).(0k2))

fin
fin
fin
pour jo allant de O jusqu’a J—1
pour k, allant de O jusqu’a 232! —1 faire

C2,(0,3241).(02) = 2o (B 00 €2,(0.32).(0.0) + Bay—2¢ 2,(0.32),(0.))

fin
fin
pour j; allant de O jusqu’a J—1
pour k; allant de O jusqu’a 23t —1
pour jo allant de O jusqu’a J—1
pour k, allant de O jusqu’a 237! —1 faire

0
da (31,324 (krde2) = 2op (MR, 00 B2,(31.52), (k1) + Bry—r 82,(31.52), (k1))

fin
fin
fin
fin
pour k; allant de O jusqu’a 2J -1
pour j; allant de O jusqu’a J—1
pour k; allant de 0 jusqu’a 23t*! —1 faire

1 ~
C2 (J1+1 J k17k2 Z[ ( k1 —20 C2 (J17 ) (£7k2) + gklfzz d27(j17‘])7(zvk2))
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fin
fin
fin
pour k; allant de O jusqu’a 27 —1
pour ko, allant de O jusqu’a 27 —1 faire

ui(%’ %) = % |:C17(J7J)7(k17k2) + Cl?(JvJ)v(klvkz_l)]
uz(3%, 33) = 3 [€2,0,9), 001 k) T C2,(3,0), (k1 1k2)]
fin

fin
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