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rimentateur pour lui montrer ses manips et faire le vrai travail. Je remercie donc
Pramod Pullarkat, qui est maintenant a l’université de Bangalore mais qui, lorsque
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en coloriage, sont quelques exemples du soutien qu’ils m’ont donné sans compter.
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B.3 -Dérivation pour un nématique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

II Le cortex d’actine : régulation de l’épaisseur et instabilités actives 31

A Cortex dans une cellule sphérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
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Préambule

Le cytosquelette est l’ossature physique de la cellule, il lui donne sa rigidité,
lui permet se de se déplacer et de se diviser, et plus généralement d’exercer des
forces mécaniques. Trois types de filaments le constituent : les microtubules, les fila-
ments intermédiaires et les microfilaments d’actine. Ces derniers dominent la réponse
mécanique de la cellule, au moins aux faibles déformations. Ils sont constitués de
monomères d’actine, une protéine très abondante dans la cellule, qui polymérise en
filaments de façon très contrôlée, eux-mêmes intégrés dans des structures plus com-
plexes. Le cortex d’actine en particulier (du mot latin qui signifie écorce) est une
couche de filaments d’actine reliée à la membrane, présente dans différents types
de cellules animales. Des moteurs moléculaires, les myosines, s’accrochent aux fila-
ments et exercent des forces entre eux. De ce fait la couche corticale est une structure
contractile, qui donne sa tension a la cellule, et contrôle ses variations de formes.
Le cytosquelette n’est pas, à quelques exceptions près, fait de structures statiques :
ses constituants sont sans cesse renouvelés et il peut être remodelé très rapidement
pour répondre aux besoins de la cellule. Ainsi les filaments du cortex polymérisent
et dépolymérisent constamment, et peuvent être réorganisés pour par exemple fa-
voriser l’adhésion cellulaire, participer à la locomotion, ou permettre la cytocinèse,
l’étape succédant a la mitose au cours de laquelle la cellule se divise physiquement
en deux cellules filles.

Au vu de son importance dans la compréhension du vivant, la physique du cy-
tosquelette est un sujet très étudié. L’observation directe des processus cellulaires,
de plus en plus performante grâce a l’emploi de nouvelles techniques d’observations,
ou encore la reconstitution simplifiée de ceux-ci in vitro dans des systèmes biomimé-
tiques, fournissent des données expérimentales. Sa compréhension théorique consti-
tue cependant un véritable défi : un grand nombre de protéines interagissent avec
le cytosquelette et régulent ses propriétés. Les structures sont très dynamiques. La
cellule est loin de l’équilibre thermodynamique car elle utilise l’hydrolyse de l’ATP
comme source d’énergie externe.

L’objet de la physique de la matière molle est de comprendre le comportement de
systèmes complexes à l’aide d’une analyse théorique identifiant leurs caractéristiques
physiques essentielles. De la physique des polymères aux cristaux liquides, cette ap-
proche s’est montrée fructueuse dans de nombreux domaines. Les outils théoriques
ainsi développés paraissent constituer un bon point de départ pour comprendre la
mécanique du vivant. Le modèle des gels actifs, que nous utilisons tout au long de
cette thèse, s’inscrit dans cette approche : les équations pour le comportement du
cytosquelette sont dérivées sur la base d’arguments physiques généraux, en ignorant
le détail des mécanismes moléculaires. En fonction de la physique du problème ren-
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contre, une description des phénomènes non-linéaires dominants peut être ajoutée à
ce modèle générique.

Dans cette thèse, nous utilisons cette approche pour étudier quelques problèmes
relatifs à la couche d’actine corticale. Le cortex étant une structure dynamique,
nous sommes fréquemment amenés à interpréter son comportement par une analyse
de stabilité. En fonction du contexte, nous cherchons à identifier les paramètres
pertinents contrôlant les instabilités et à établir les seuils critiques au-delà desquels
elles se développent.

Dans le premier chapitre, nous donnons un aperçu des connaissances de biologie
cellulaire nécessaires à notre étude, et nous introduisons le modèle des gels actifs.
Dans le chapitre 2, nous discutons de différents mécanismes par lesquels la cellule
pourrait contrôler l’épaisseur de la couche corticale, et nous montrons qu’elle peut
se déstabiliser spontanément sous l’effet des contraintes exercées par les myosines.
Dans le chapitre 3, nous présentons les travaux expérimentaux de P. Pullarkat sur
l’oscillation spontanée de fibroblastes en suspension, et nous exposons une analyse
de ce phénomène où l’instabilité évoquée dans le chapitre 2 est couplée a la réponse
calcique de canaux mécanosensibles. Des prédictions théoriques sont obtenues en ac-
cord avec l’expérience. Dans le chapitre 4, nous incluons dans notre description du
cortex un paramètre d’ordre nématique correspondant à l’orientation des filaments,
et nous dérivons des équations effectives à deux dimensions pour le cortex. Nous
montrons que le phénomène de flux cortical et de formation d’anneau de filaments,
à l’œuvre dans divers systèmes biologiques, peut être interprété par la réponse hydro-
dynamique du cortex à un gradient de concentration des myosines. Les blebs sont des
protusions membranaires dépourvues de couche corticale : dans le chapitre 5 nous
exposons les résultats d’une collaboration avec le groupe d’E. Paluch au MPI-CBG à
Dresde sur la croissance de blebs formés artificiellement par ablation laser du cortex.
Nous proposons diverses hypothèses pour les mécanismes contrôlant l’équilibre et la
dynamique du bleb, et nous dérivons systématiquement des prédictions théoriques
que nous comparons aux résultats expérimentaux.



Chapitre I

Introduction

A Quelques aspects du cytosquelette

Le cytosquelette désigne l’ensemble des constituants cellulaires qui déterminent
l’architecture de la cellule. Trois familles sont généralement distinguées : les struc-
tures impliquant l’actine et la myosine, les microtubules et une troisième catégorie
moins étudiée, les filaments intermédiaires. Le cytosquelette assure les taches mé-
caniques de la cellule : il contrôle sa forme, lui permet de migrer et de se diviser
physiquement en deux cellules filles lors de la cytocinèse. La source d’énergie pour
tous ces mécanismes est l’hydrolyse de l’adénosine triphosphate (ATP), un nucléo-
tide utilisé par tous les êtres vivants et qui constitue la réserve énergétique de la
cellule. Cette énergie est utilisée pour polymériser des filaments ou actionner des
moteurs moléculaires, ces deux processus pouvant générer des forces. Dans cette
partie nous présentons les mécanismes fondamentaux impliqués dans le fonctionne-
ment du cytosquelette.

A.1 Principaux constituants

A.1.1 L’actine et les protéines qui la régulent

Actine G et actine F

Fig. I.1: Représentation schématique d’un filament d’actine

L’actine est une protéine très abondante : elle représente de 5 a 10% du nombre
total de protéines d’une cellule non musculaire [12]. Elle existe dans la cellule sous
forme monomérique (actine G) et sous forme de filaments polymérises (actine F).
Le monomère d’actine est une petite protéine, d’une masse moléculaire de 43kDa,
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4 Chapitre I. Introduction

et d’une taille d’environ 5nm [2]. Les filaments en revanche peuvent être très longs,
de l’ordre de plusieurs micromètres. Ils ont une structure en double hélice, formé de
deux protofilaments qui s’enchevêtrent avec un pas de 37 nm (fig. I.1). Les filaments
sont polaires, les deux protofilaments ayant la même polarité, et sont orientés du
bout barbé au bout pointu. Cette appellation provient des premières expériences de
mise en évidence de la polarité [66], dans lesquelles les filaments étaient décorés avec
des fragments de myosine qui se lient avec un angle ouvert par rapport à l’orientation
du filament, ce qui lui donne une allure de flèche.

La polarité du filament d’actine est une propriété importante, à la fois parce
qu’elle conditionne l’interaction du filament avec d’autres protéines (en particulier la
myosine, voir partie A.1.2) et parce que les deux extrémités ne sont pas équivalentes
vis à vis de leurs propriétés de polymérisation et dépolymérisation.

Polymérisation et dépolymérisation d’un filament

Fig. I.2: Cinétique de polymérisation de l’actine au cours du temps. Image de
gauche : à partir d’une solution de monomères, image de droite : en ajoutant
des filaments courts déjà formés. La polymérisation se fait en deux étapes : la
nucléation d’un oligomère est suivie de l’élongation du filament. La nucléation est
cinétiquement limitante.

La première étape de la formation d’un filament est la création d’un oligomère
à partir de monomères d’actine. Ce processus, appelé nucléation, est cinétiquement
limitant (voir fig. I.2) car les dimères et les trimères d’actine sont instables. Pour
accélérer la formation de filaments il faut donc un nucléateur, une protéine qui
catalyse la formation d’un oligomère, ou ajouter des courts filaments déjà stabilisés
(des “noyaux”, voir fig. I.2, image de droite).

Une fois l’oligomère formé, le filament d’actine entre dans une phase d’élongation
où il peut polymériser et dépolymériser à chacune de ses extrémités, selon la cinétique

dnp

dt
= kp

onCm − kp
off (I.1)

dnb

dt
= kb

onCm − kb
off (I.2)
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où Cm est la concentration de monomères dans le milieu, kp
off et kb

off sont les taux de

dépolymérisation et kp
onCm et kb

onCm les taux de polymérisation. En l’absence d’ATP,
le filament doit être à l’équilibre thermodynamique, ce qui impose que ses deux
extrémités aient la même constante de dissociation KD, qui est aussi la concentration
de monomères à l’équilibre Cc

m :

Cc
m = Kd =

kp
off

kp
on

=
kb

off

kb
on

(I.3)

La concentration Cc
m, de l’ordre de 1µM , est aussi appelée concentration critique,

car pour une concentration de monomères qui lui est inférieure, les filaments polymé-
risent, alors que pour une concentration plus élevée ils dépolymérisent. En présence

actine-ATP actine-ATP actine-ADP actine-ADP
bout barbé bout pointu bout barbé bout pointu

kon(µM−1.s−1) 11.6 1.3 3.8 0.16
koff (s

−1) 1.4 0.8 7.2 0.27
Kd(µM) 0.12 0.62 1.9 1.7

Tab. I.1: Cinétique de polymérisation et de dépolymérisation des bouts barbés et
pointus d’un filament d’actine, en presence d’ATP (reproduit de [116])

d’ATP, l’énergie apportée par l’hydrolyse de l’ATP lié aux monomères d’actine place
le filament hors d’équilibre et les constantes de dissociation au bout barbé et au bout
pointu deviennent différentes (les taux et constantes sont reproduits dans le tableau
A.1.1). Le mécanisme est le suivant : les monomères d’actine possèdent un site de
liaison à l’ATP. Les monomères d’actine-ATP sont incorporés au bout barbé, puis ils
sont hydrolysés dans le filament en monomères d’actine-ADP, qui ont une constante
de dissociation plus élevée. Dans ce cas il n’y a pas de vrai équilibre pour le filament,
mais selon la valeur des concentrations l’une des deux extrémités polymérise plus
que l’autre. Les valeurs du tableau A.1.1 montrent que le filament polymérise préfé-
rentiellement sous forme ATP et au bout barbé. Pour cette raison on appelle aussi
le bout barbé “bout plus” et le bout pointu “bout moins”. En particulier, et comme
illustré sur la fig. I.3, pour une concentration en monomères Kb

D < Cm < Kp
d les

filaments polymérisent au bout barbé et dépolymérisent au bout pointu : dans cette
situation les monomères sont insérés à un bout du filament sous forme ATP, pro-
gressent dans le filament, sont hydrolysés en ADP et finalement se détachent au bout
pointu. Par analogie avec la progression d’un tapis roulant, on appelle ce mécanisme

le “treadmilling”. En particulier pour une concentration Cm =
kb

off−kp
off

kb
on−kp

on
≃ 0.14µM

il existe un état stationnaire qui vérifie dnp

dt
= dnb

dt
, pour lequel les filaments ont une

longueur constante.

Les protéines associées à l’actine

La concentration d’actine dans la cellule est très élevée (entre 10 et 300µM ,
[116]), très au-delà des constantes de dissociation des deux bouts du filament. Malgré
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Fig. I.3: Courbe de gauche : en l’absence d’ATP les deux extrémités ont la même
concentration critique, qui est aussi la concentration d’équilibre. Courbe de droite :
en présence d’ATP les concentrations critiques sont différentes. Dans la région cen-
trale les filaments polymérisent au bout barbé et dépolymérisent au bout pointu :
la position des monomères dans le filament évolue t comme sur un tapis roulant,
un phénomène appelé “treadmilling”

cela, les filaments ne se forment pas spontanément, car in vivo la polymérisation et la
dépolymérisation des filaments sont contrôlées par des protéines ayant des fonctions
diverses vis-à-vis de l’actine (voir tableau I.2) :

– Des protéines de séquestration s’attachent aux monomères et les empêchent de
polymériser. La thymosine s’attache assez faiblement à l’actine (Kd ≃ 1.2 −
1.6µM avec l’actine ATP [116]), mais est très abondante dans certaines cellules
en regard de l’actine (20µM pour 18µM d’actine dans les oeufs de Xenope
par exemple[116]), suffisamment pour séquestrer la plupart des monomères
d’actine. Dans les régions où la polymérisation de l’actine est requise, une
seconde protéine est activée, la profiline. La profiline entre en compétition
avec la thymosine pour la liaison aux monomères, et est capable de s’attacher
à l’actine plus fortement (KD ≃ 0.1µM [116]). Contrairement à la thymosine
la profiline contribue à la polymérisation de l’actine en catalysant l’echange de
l’ADP en ATP dans le monomère. Elle empêche également la polymérisation
aux bouts pointus, ce qui favorise la directionnalite de la polymérisation, du
bout plus vers le bout moins.

– La protéine de coiffage (capping protein) recouvre le bout barbé avec une
grande affinité (Kd = 0.1nM [129]) et inhibe ainsi la polymérisation des fila-
ments. Sa cinétique d’attachement est rapide (4s−1 [116]), ce qui semble être
un facteur important dans la régulation de la longueur des filaments [19]. A
la membrane une famille de lipides, les phosphoinositides, peuvent sous leur
forme phosphorylée enlever la coiffe du filament, ce qui stimule localement la
polymérisation (PIP2 [129]) . La tropomoduline est une protéine qui coiffe le
bout pointu des filaments.
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Nom de la protéine Rôle Localisation
Thymosine séquestration de l’actine-G

empêche la polymérisation
Profiline séquestration de l’actine-G

Capping protein coiffage du bout barbé
Tropomoduline coiffage du bout pointu

Gelsoline sectionne les filaments
coiffe le bout barbé

ADF-cofiline sectionne les filaments Lamellipode, cortex
Arp2/3 nucléation Lamellipode

cortex de certaines cellules
Formines nucléation cortex ?

Tab. I.2: Quelques protéines associées à l’actine.

– La nucléation de nouveaux filaments est initiée par des protéines nucléatrices
d’actine. Le complexe Arp2/3 est le nucléateur le plus connu, et il intervient
en particulier dans le lamellipode (voir plus bas). Arp2/3 nuclée un oligomère
d’actine, se lie à son bout pointu, et s’attache au coté d’un filament d’actine
déjà existant avec un angle de 70◦, raison pour laquelle on appelle ce procédé
nucléation dendritique. Le filament croit alors par le bout barbé, jusqu’à ce
qu’une protéine de coiffage le recouvre. Arp2/3 est donc à la fois un nucléateur,
et un point de réticulation d’un réseau.
La famille des formines constitue un second type de nucléateurs plus récem-
ment découverts [152]. Les formines ont toutes en commun le domaine FH2,
responsable de la nucléation et de l’élongation, et le domaine FH1 qui semble
être un site de liaison de la profiline et serait donc impliqué dans le recrute-
ment de monomères d’actine. Dans la sous-famille DRF (diaphanous related
formin), dont font partie les nucléateurs mDia1 et mDia2, s’ajoute à ces deux
domaines une partie régulatrice qui autoinhibe la protéine. En s’y associant, la
GTPase Rho la réactive partiellement, un signal supplémentaire inconnu étant
nécessaire pour activer complètement la protéine [44]. Au contraire de Arp2/3,
les formines coiffent le bout barbé des filaments d’actine et les allongent de ma-
nière processive [79]. La croissance n’étant pas limitée par l’attachement d’une
protéine de coiffage, les formines semblent capables de former des filaments
plus longs qu’Arp2/3. Elles sont responsables en particulier de la polymérisa-
tion de l’actine dans les filopodes, et sont impliquées dans la polymérisation
de l’anneau contractile lors de la division cellulaire [44].

– Les filaments sont assemblés en faisceaux ou en réseaux à l’aide de protéines
de réticulation qui lient plusieurs filaments. L’une d’entre elles, la filamine,
a deux sites d’attachement à l’actine très espacés dans la protéine, de sorte
que la liaison qu’elle forme entre deux filaments est presque à angle droit [2].
Elle est présente en très grande quantité dans la cellule (environ une molécule
pour 50 monomères d’actine). La fimbrine a deux sites directement adjacents
et maintient très proches les deux filaments de même polarite auxquels elle
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s’attache (distance ∼ 14nm). L’α-actinine forme également des liaisons entre
filaments parallèles, mais de facon plus lâche (distance ∼ 40nm).

– Des protéines de coupure (severing protein), telles que la gelsoline ou l’ADF-
cofiline, s’attachent aux filaments et les sectionnent. L’ADF-cofiline applique
une torsion au filament qui entrâıne sa rupture [93]. La gelsoline est activée
par le calcium et par PIP2, et peut à la fois sectionner les filaments et coiffer
leur bout barbé [138] : ces deux effets contribuent à diminuer la taille typique
des filaments dans un réseau, ce pourquoi elle porte ce nom, étant susceptible
d’induire des transitions sol-gel dans les réseaux d’actine [155].

L’ensemble de ces mécanismes donne lieu à une cinétique complexe de fabrication
et d’élimination d’un réseau, que nous détaillons dans le paragraphe suivant dans le
cas du lamellipode.

Un réseau d’actine dans la cellule : le lamellipode

Fig. I.4: Formation, croissance et dépolymérisation du gel d’actine dans le lamel-
lipode, adapté de [117]

Comme nous venons de le mentionner, des protéines régulent la formation des
filaments et leur assemblage en structures plus complexes. Le lamellipode est une
protusion cellulaire impliquée de facon essentielle dans la motilité cellulaire sur un
substrat. Il se forme à l’avant de la cellule en mouvement et fournit une partie de la
force mécanique nécessaire à son avancée [136]. Sa forme plane rend son observation
plus facile que celle des autres structures du cytosquelette : de ce fait il a été beau-
coup étudié, et a permis de comprendre la facon dont les interactions moléculaires
décrites dans le paragraphe précédent donnent naissance à une structure à l’échelle
de la cellule (fig. I.4). L’actine est polymérisée sous sa forme ATP à la membrane par
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Arp2/3, selon le mécanisme de nucleation dendritique : Arp2/3 est activé, nuclée un
nouveau filament qui s’allonge rapidement, jusqu’a ce qu’une protéine de coiffage ar-
rête sa croissance. Les nouveaux filaments étant ajoutés aux anciens avec un angle de
70◦, le réseau d’actine du lamellipode est branché avec cet angle caractéristique. Le
gel crôıt ainsi globalement depuis la membrane à une vitesse d’environ 1µm.min−1

[146], puis il est dépolymérisé par l’ADF-cofiline. Seuls les monomères d’actine-ADP
peuvent être rompus par l’ADF-cofiline, le temps d’hydrolyse de l’ATP maintient
donc une distance minimale de gel non dépolymérisé [117]. Le gel du lamellipode se
déplace globalement en un mouvement de tapis roulant (treadmilling), différent du
treadmilling évoqué dans la partie A.1.1 pour un filament d’actine simple en ce que
le réseau entier est impliqué dans le mouvement.

A.1.2 La myosine II

Fig. I.5: Structure générale de la myosine II : les deux têtes globulaires contiennent
les sites de liaison à l’actine, la queue permet aux myosines de s’associer entre elles
pour former des oligomères (adapté de [2])

Les myosines sont des moteurs moléculaires qui utilisent l’énergie produite par
l’hydrolyse de l’ATP pour fournir une force en interagissant avec un filament d’actine.
Près de 150 types de myosines ont été répertoriés [2], mais nous ne nous intéressons
ici qu’à la myosine II non-musculaire qui interagit avec la couche d’actine corticale.
Notons que d’autres isoformes de la myosine II existent dans toutes les cellules mus-
culaires. Elles sont associées à l’actine dans une structure contractile, le sarcomère,
responsable de la contraction des fibres musculaires.

La molécule de myosine II est constituée des éléments suivants (fig. I.5) :

Têtes

Les deux têtes globulaires sont constituées d’un domaine catalytique ATP-ase,
qui contient également le site de fixation à l’actine, et d’un domaine régulateur (ou
cou) qui relie la tête à la queue. L’hydrolyse de l’ATP induit un changement de
conformation qui déplace le cou avec un angle de ∼ 70◦ vers le bout barbé. Dans le
modèle du “coup de force” la myosine utilise ce changement conformationnel pour
exercer une force sur un filament d’actine. L’interaction actine/myosine décrit le
cycle suivant, schématisé sur la fig. I.6 :

– Configuration attachée : Lorsque ni ATP, ni ADP ne sont liés à la myosine, la
tête est fortement attachée au filament d’actine, on parle d’état “rigor”.
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(a)

(b)

+

-

+

-

+

+

-

-

(c)

Fig. I.6: Quelques aspects de la régulation de la myosine et de son interaction
avec l’actine : (a) Modèle du “coup de force” pour l’interaction actine-myosine.
L’hydrolyse de l’ATP fournit de l’énergie pour un changement de conformation de
la myosine. Le relargage du phosphate rétablit la configuration d’origine, ce qui
s’accompagne de la production d’une force orientée vers le bout moins du filament.
(b) Régulation de la myosine par phosphorylation de la châıne légère, nécessaire
pour la formation de filaments bipolaires. Les protéines MLCK et MLCP régulent
la phosphorylation (c) Interaction de la myosine avec un gel d’actine : les oligomères
induisent des mouvement relatifs entre les filaments ((a) et (b) sont adaptés de [2])



A. Quelques aspects du cytosquelette 11

– Configuration libre Lorsqu’une molécule d’ATP se lie à la myosine, cette der-
nière se détache du filament. L’hydrolyse de l’ATP en ADP-Pi provoque un
changement de conformation, déplaçant la tête d’environ 10nm, et armant la
myosine pour la production de force à l’étape suivante du cycle.

– Coup de force L’accrochage au filament d’actine provoque la libération du
phosphate inorganique Pi. La myosine retrouve alors sa configuration initiale,
énergétiquement favorable, et est ainsi capable d’exercer une force sur le fi-
lament. Simultanément, la tête perd la molécule d’ADP et retourne à l’état
rigor, fortement attaché au filament.

Queue

La queue mesure environ 150nm de long et 2nm de diamètre, et elle permet
à la myosine de polymériser en filaments bipolaires (contenant plusieurs têtes de
chaque coté de la queue). Cette propriété est cruciale puisqu’elle permet à la myosine
d’exercer des forces relatives entre plusieurs filaments (fig. I.6c)

Châınes légères de régulation

A l’ensemble têtes+queue, constitué de deux châınes lourdes d’environ 2000
acides amines, s’ajoute deux châınes légères à chaque tête de moins de 200 acides
aminés. L’une de ces deux châınes est importante pour la régulation de l’activité
de la myosine, et est appelée RLC pour “regulatory light chain”, ou châıne légère
régulatrice (l’autre châıne est appelée châıne légère essentielle et stabilise la queue
des châınes lourdes). Lorsque les RLC sont non phosphorylées, la queue de la myo-
sine recouvre le site de liaison à l’actine présent sur la tête, ce qui empêche à la
fois l’attachement aux filaments et l’oligomérisation (voir fig. I.6b) . Les protéines
MLCK (pour myosin light chain kinase) et MLCP (myosin light chain phosphatase)
régulent la phosphorylation des châınes légères : la première active les myosines en
les phosphorylant et la seconde a l’effet inverse. Ces deux protéines sont elles-mêmes
régulées par des voies de signalisation sur lesquelles nous revenons dans la partie
A.2.1.

A.1.3 Les microtubules

Les microtubules sont des polymères résultants de l’assemblage dynamique de
dimères de tubuline α et β en protofilaments, eux-mêmes associés en un cylindre
creux d’une épaisseur de 25nm. Leur nucléation est assurée par des complexes ap-
pelés MTOC (microtubule organizing center), dont font partie en particulier les
centrosomes. Un complexe de γ-tubuline présent dans le MTOC assure la forma-
tion du cylindre et coiffe le bout moins des filaments. Les microtubules croissent
donc par polymérisation à leur bout plus, de facon très dynamique : des évènements
de “catastrophe” et de “sauvetage”, au cours desquels le filament dépolymérise très
rapidement, alternent avec les phases de croissance. Ces instabilités sont dues à
la présence d’une couronne de tubuline-GTP au bout pointu qui est déstabilisée
par l’hydrolyse des monomères GDP en tubuline-GDP [2] Le rôle des microtubules
dans les mécanismes cellulaires sont multiples [2], mais nous ne nous intéressons ici
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qu’à leur rôle en association avec le cortex d’actine. On peut distinguer deux types
d’interactions entre l’actine et les microtubules : régulatrices, lorsqu’une voie de si-
gnalisation est impliquée, ou structurelles, lorsqu’il existe un lien physique entre les
deux éléments [125]. Un lien physique entre le cortex et le bout plus des microtubules
astraux pourrait ainsi contrôler mécaniquement la position des centrosomes, et jouer
un rôle essentiel dans le positionnement du fuseau central lors de la division cellulaire
[142]. Dans le lamellipode, un flux conjoint de microtubule et d’actine a été observé
[148], les microtubules étant entrâınés par le flux rétrograde. L’interaction régula-
trice semble essentiellement médiée par les petites GTP-ases : la dépolymérisation
des microtubules active RhoA [123], et leur assemblage active Rac1. A l’aide des
ces voies de régulations, les microtubules spécifient ainsi le site de constriction dans
la cytocinèse (voir partie A.2.3). Ils déterminent également la polarité de la cellule
dans la motilité sur un substrat [125]. Celle-ci pourrait s’établir grace à une boucle
de retroaction positive entre les GTPases et les microtubules [150] : Rho active la
formine mDia, ce qui déstabilise les MTs et favorise donc Rho. Symétriquement, Rac
active la kinase Pak1 qui stimule la croissance des microtubules.

A.2 Le cortex d’actine

(a) (b) (c)

Fig. I.7: Cortex d’actine visualisé dans differentes conditions. (a) cellule motile : la
cellule migre dans la direction de la flèche et un lamellipode est présent à l’avant
de la cellule. (image actine-GFP) (b) Fibroblaste dont les microtubules ont été
dépolymérisés : sous l’effet de la tension du cortex la cellule s’arrondit (image
myosine-GFP) (c) Cellule en division : le cortex d’actomyosine est plus dense dans
le plan équatorial qui se contracte (image DIC/myosine GFP) (a) reproduit de
[48], (b) et (c) groupe E. Paluch.

A.2.1 Propriétés

Organisation du cortex

Le cortex d’actine est une couche de filaments d’actine reliés à la membrane de
la cellule, d’environ 1µm d’épaisseur (fig. I.7). Les myosines II y sont très concen-
trées, et les forces qu’elles y font nâıtre en font une structure contractile qui donne
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sa tension à la cellule. La structure de la couche corticale a été beaucoup moins
étudiée que le lamellipode, et en particulier l’organisation des filaments y est peu
connue. Quelques études expérimentales donnent cependant des informations sur
l’organisation du gel :

– Des images directes des filaments du cortex en microscopie électronique
semblent montrer que les filaments sont orientés parallèlement à la membrane
[100]. Morone&al [101] ont imagé en particulier les 100 premiers nanomètres
de la couche corticale d’un fibroblaste (fig. I.8). Les filaments forment un ré-
seau aléatoire, parallèle à la membrane, à l’exception de courts filaments qui
émanent perpendiculairement de la membrane. La maille typique correspon-
dante est de 230nm pour une lignée de fibroblastes et 41nm pour un kérati-
nocyte.

– L’épaisseur du cortex semble varier selon le type cellulaire : chez Dictyoste-
lium par exemple le cortex est épais d’environ 100 − 200nm [59], dans des
fibroblastes SVT (transformés par un virus, SV40) une estimation indirecte
donne une épaisseur d’1µm [6]. Cette valeur est également l’ordre de grandeur
de l’épaisseur de gels croissants sur des billes fonctionnalisées [107].

– En isolant des anneaux contractiles d’oeuf de triton et en décorant l’actine avec
un sous-fragment de myosine, Mabuchi&Al [92] montrent que les filaments y
ont des polarités opposées, ce qui suggère qu’il n’y a pas d’ordre polaire dans
le plan du cortex.

(a) (b)

Fig. I.8: Visualisation du cortex en microscopie électronique (a)section reproduite
de [100] : les filaments d’actine sont en rouge et la membrane en bleu. A droite un
lien entre la membrane et le cortex est magnifié (b)image 3D reconstituée extraite
de [101], vue avec un léger angle par rapport au plan de la membrane : les filaments
ont une organisation aléatoire dans le plan de la membrane.
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Attachement du cortex à la membrane

Les acteurs moléculaires de la liaison du cortex avec la membrane ne sont pas
non plus très bien connus. Deux questions se posent : quelles protéines nucléent et
polymérisent les filaments, et quelles protéines assurent l’adhésion de la membrane
au cortex.

– Polymérisation Arp2/3, le nucléateur d’actine dans le lamellipode, parait être
un candidat naturel pour polymériser le cortex. Il est effectivement présent
dans le cortex de Dictyostelium, mais il est absent de son anneau contractile
lors de la division cellulaire [67], il n’est pas présent à la membrane d’un bleb
de cellule tumorale humaine lors de la reformation du cortex [23], et il n’est pas
nécessaire à la polymérisation de l’actine dans C Elegans [132], au contraire des
formines. Ces dernières (voir la partie sur la nucléation de l’actine) pourraient
jouer le role de nucléateur, bien que mDia1 ne soit pas non plus présent au
cortex des blebs. mDia2 pourrait être un candidat plausible : des cellules Hela
soumises à DIP, une protéine inhibitrice de mDia2, forment des blebs de façon
anormale, ce qui suggère que le cortex est affaibli en son absence [39].

– Adhésion cortex-membrane Des protéines qui lient spécifiquement l’actine et
des protéines transmembranaires existent : la ponticuline est une glycopro-
téine transmembranaire qui se lie au coté des filaments d’actine [153], et est
nécessaire au maintien du cortex dans Dictyostelium [64]. La famille ERM,
constituée de trois protéines très proches (ezrine-radéeine-moésine), aurait un
rôle essentiel dans l’adhésion membrane-cortex. Ces trois protéines possèdent
un site d’attachement au bout barbé des filaments à leur bout C-terminal,
et pourraient s’attacher à la queue cytoplasmique de nombreuses protéines
transmembranaires à leur bout N-terminal [15]. Elles sont normalement au-
toinhibées et sont activées par phosphorylation d’un de leurs résidus, ce qui
permet à la cellule de les réguler. La Rho-kinase en particulier est capable de
les activer. Elles sont localisées dans la cellule à l’interface cortex/membrane
au niveau de l’anneau contractile, des microvilli ou des sites d’adhésion [145].
L’ezrine est nécessaire à la liaison du cortex à la membrane lors de sa reforma-
tion dans un bleb mais n’est pas requise pour la nucléation de l’actine [23]. Un
article récent [85] montre que la moésine est essentielle à l’arrondissement de la
cellule qui précède la mitose, et peut même la déclencher en l’absence de myo-
sine. Les auteurs attribuent cette propriété à l’apparition d’un fort couplage
membrane/cortex qui augmente le module de courbure du cortex.

Régulation de l’actine et de la myosine : Rho et MLCK

Dans cette thèse nous avons été amenés à décrire en particulier deux voies de
signalisation de la régulation du cortex (voir fig. I.9) :

– La petite GTPase RhoA a un double effet sur le cortex : d’une part elle ac-
tive la polymérisation d’actine en activant les formines [53], d’autre part elle
active la Rho-kinase (également appelée ROCK ou ROK) qui phosphoryle la
chaine légère régulatrice des myosines (RLC) [4] et inhibe la MLCP (myosin
light chain phosphatase) qui déphosphoryle RLC [75]. Ces deux derniers effets
contribuent à augmenter l’activité des myosines.
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Fig. I.9: Régulation de l’actine et de la myosine par Rho et MLCK. Nous indiquons
par une flèche l’activation et par une barre l’inhibition d’une protéine.

– MLCK (pour myosin light chain kinase) phosphoryle également RLC, et est
régulée par le calcium et la calmoduline. Dans le chapitre III nous décrirons
en détail ces interactions.

D’autres protéines régulatrices de l’actine existent : mentionnons les petites GT-
Pases Rac et Cdc42. Ces deux protéines peuvent activer les protéines WASP, qui
elles-mêmes activent Arp2/3 et donc la polymérisation d’actine. Rac a également
pour cible la PI(4)P-5 kinase, qui active à la membrane les phospholipides phosphoi-
nositides en PIP2 . PIP2 a plusieurs effets favorisant la polymérisation de filaments :
il peut activer Wasp et inhiber le facteur de dépolymérisation ADF-cofiline [154].
Dans la cellule motile, Rac et Cdc42 seraient plutôt actifs à l’avant de la cellule, et
contrôlerait ainsi le lamellipode, alors que Rho régulerait la contraction du cortex
à l’arrière de la cellule en activant la myosine II. C’est pourquoi les travaux expéri-
mentaux sur le cortex que nous décrivons dans cette thèse utilisent principalement
la voie de régulation par Rho.

A.2.2 Motilité et blebs

Une des fonctions du cytosquelette d’actine est de participer à la locomotion
des cellules. La motilité cellulaire est nécessaire à un grand nombre de phénomènes
biologiques essentiels : elle permet la migration des fibroblastes dans la réparation
des blessures, les mouvements de cellule impliqués dans la morphogénèse, ou la
progression des cones de croissance neuronaux dans le développement du système
nerveux.

Role dans la motilité induite par un lamellipode

Le cortex intervient dans la motilité sur un substrat en assurant la contraction
de la partie arrière de la cellule (fig. I.10). La cellule motile est polarisée dans la
direction du mouvement : le lamellipode assure l’extension d’un front de migration à
l’avant de la cellule, et le cortex la contraction du corps cellulaire [12]. Cette dernière
propriété est indispensable : les cellules dont le gène de la myosine II a été supprimé
ne peuvent plus se déplacer. Il est remarquable en revanche qu’en dépolymérisant le
lamellipode et le cortex à l’avant d’une cellule de tumeur épithéliale, la motilité est



16 Chapitre I. Introduction

Fig. I.10: Description schématique de la motilité cellulaire sur un substrat. Le
lamellipode assure l’extension vers l’avant de la cellule, et la rétraction est assurée
par la contraction du cortex [12]

accélérée. Seule la contraction du corps cellulaire produit alors le mouvement [74].
Ce phénomène se rapproche d’un second type de motilité, par formation de blebs,
ou “motilité amiböıde” [47], qui fait l’objet du paragraphe suivant.

Les blebs

Les blebs sont des protusions membranaires sphériques qui apparaissent à la
surface de la cellule. A la différence des autres protusions, la formation de blebs ne
fait pas intervenir la force produite par la polymérisation de l’actine. Le mécanisme
semble plutôt provenir du détachement local d’une région de la membrane, qui crôıt
sous l’effet de la pression intracellulaire. L’événement initiateur du détachement
de la membrane pourrait être une rupture de l’adhésion cortex/membrane, ou la
formation d’une fracture dans le cortex [110]. Après une phase de croissance le bleb
atteint un état stationnaire approximativement hémisphérique, d’un rayon de l’ordre
de 2−5µm. Un nouveau cortex y est alors repolymérisé, qui se contracte et réintègre
le bleb dans la cellule. Le temps de vie total d’un bleb est d’environ 1 minute : il croit
en 10s et contracte pendant le temps restant. Les blebs apparaissent en particulier
dans les conditions physiologiques suivantes :

– lors de l’apoptose les cellules forment un grand nomble de blebs qui suivent
des cycles de formation et de rétraction. Cette propriété n’est pas essentielle
à l’apoptose [133] et semble plutot être un effet secondaire de la suractivation
des myosines II.

– aux pôles des cellules en division, à partir de la fin de l’anaphase et jusqu’à la
fin de la cytocinèse [63].

– dans les cellules s’étalant sur un substrat, avant la formation du lamellipode.
– dans certaines cellules cancéreuses. De façon remarquable les cellules cancé-

reuses amenées à se déplacer dans un environnement 3D adoptent deux modes
de locomotion, l’un par dégradation de la matrice extracellulaire et l’autre par
formation de bleb, selon un mode de migration décrit ci-dessous [126].
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(a) (b)

Fig. I.11: Formation de blebs. (a) Fibroblaste en apoptose : des protusions
sphériques n’ayant pas de cortex apparaissent en différents points de la surface
(DIC/myosine GFP) (b) Motilité par formation de bleb dans Dictyostelium : les
flèches indiquent les blebs successifs. (a) image groupe E. Paluch, (b) reproduit de
[156]

– à l’avant de certaines cellules en migration. Le mode de locomotion corres-
pondant, par formation de blebs successifs (ou motilité amiböıde, [47]), peut
se décrire ainsi : un signal cause la rupture du cortex ou le détachement de
la membrane à l’avant de la cellule. Le corps de la cellule se contracte et
le bleb grossit, puis sa progression s’arrête, éventuellement par la repolymé-
risation d’un nouveau cortex. La formation d’un nouveau bleb à l’avant du
premier continue le processus. Si le corps de la cellule adhère à la matrice
extracellulaire, ou à un substrat à deux dimensions, cette suite d’événement
la fait progresser dans une direction, à condition que les positions des blebs
successifs soient corrélées. Ce type de locomotion est connu depuis longtemps
chez les amibes et les cellules tumorales, mais il pourrait etre plus général et
meme constituer, à coté du lamellipode, un second paradigme de la motilité
cellulaire.[43][20]

La formation des blebs dépend de façon essentielle du cortex d’actomyosine et de
son couplage avec la membrane. Deux types d’expériences le montrent en particulier :

– Les traitements de la cellule qui conduisent à une suractivation des myosines
favorisent la formation des blebs. Des blebs se forment ainsi lorsque les mi-
crotubules sont dépolymérisés [110], ou lorsqu’on agit sur une des protéines
de régulation de la myosine : Rho (en ajoutant du serum activateur LPA), ou
MLCK (en ajoutant de la calyculine)[57]. A l’inverse les blebs disparaissent
d’une cellule traitée avec une drogue inhibitrice de la myosine : Y27632 ou la
blebbistatine [25].

– Les cellules tumorales dont le niveau d’expression de filamine A est affecté
forment des blebs, et ce de facon réversible si on restaure le gêne manquant [29].
La filamine A est une protéine de liaison des filaments d’actine, qui jouerait



18 Chapitre I. Introduction

un role dans l’adhésion membrane/cortex.

A.2.3 La cytocinèse

Metaphase Anaphase

Fin de l’anaphase/cytocinèse

Fig. I.12: Dernières phases de la mitose. Métaphase : les microtubules (en bleu)
alignent les chromosomes dans le plan équatorial. Anaphase : les microtubules sont
reliés au cortex (en vert) et séparent les chromatides vers les deux pôles. Fin de
l’anaphase : le faisceau central de microtubule et les deux asters définissent le plan
équatorial dans lequel le cortex se contracte. Dessins reproduits de [130].

Le cortex joue un role essentiel dans la cytocinèse : il subit de profondes trans-
formations et est responsable de la division mécanique de la cellule en deux cellules
filles.

La division cellulaire débute par la mitose, pendant laquelle le matériel génétique
qui a été dupliqué pendant l’interphase est séparé et réassemblé en deux noyaux à
chaque pôle de la cellule. Pour réaliser cette opération les microtubules s’organisent
en une machinerie complexe. Deux ensembles de microtubules, émanant chacun d’un
centrosome, séparent les chromosomes du noyau pendant la métaphase, puis tractent
les chromatides à chaque pôle au cours de l’anaphase. A la fin de l’anaphase les
microtubules sont organisés en trois ensembles : deux asters émanent radialement des
centrosomes et sont reliés aux deux pôles du cortex, et un faisceau de microtubules
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antiparallèles dit “interpolaires” (voir fig. I.12) relie les deux centrosome. A ce stade
la cellule a une polarité clairement définie : on appelle plan equatorial le plan normal
au faisceau, et pôles les régions qui jouxtent chaque centrosome (fig. I.12).

Fig. I.13: Modèles de régulation de la cytocinèse par les microtubules : relaxation
astrale ou stimulation à l’équateur (adapté de [31])

Au début de la mitose, une élévation globale de RhoA entrâıne une élévation
de la tension du cortex et l’arrondissement de la cellule [94]. De facon surprenante,
ce processus peut avoir lieu même en l’absence de myosine II [158]. A la fin de la
mitose, la cellule est donc approximativement sphérique. Un signal émanant des mi-
crotubules réorganise alors le cortex et conduit à l’accumulation de myosines dans
la region équatoriale et à la formation d’un anneau de filaments orientés le long de
l’equateur. La position de l’anneau dépend entièrement de la position du fuseau et
des deux asters de microtubules [121] : plusieurs anneaux peuvent ainsi être générés
en déplaçant artificiellement le fuseau central [119]. Il semble que les membres de
la famille de GTPase Rho soient impliqués dans la formation de l’anneau : RhoA
est indispensable à la cytocinèse [113], est présent en excès à l’équateur sous sa
forme GTP [7] et active ainsi ROCK et les formines [53], ce qui pourrait entrâıner
la suractivation de la myosine et de l’actine dans le plan équatorial. La façon dont
l’ensemble fuseau+aster régule le profil de concentration de RhoA n’est cependant
pas parfaitement comprise. Deux hypothèses ont été débattues [31] : le modèle de
relaxation astrale suppose que les asters inhibent la contractilité aux deux pôles,
tandis que le modèle de stimulation astrale ou équatoriale suppose que les microtu-
bules activent les myosines à l’équateur, éventuellement par un signal induit par le
faisceau mitotique (fig. I.13). Il est possible que le profil de concentration de Rho
soit dépendent de la densité locale de microtubules [36], ou de différences régionales
dans leur dynamique de polymérisation et dépolymérisation. Un candidat pour cette
signalisation est la protéine GEF (facteur d’échange de guanine) ECT2 qui possède
un site de liaison aux microtubules et est capable d’activer la forme passive RhoGDP
en sa forme active RhoGTP [81].

Sous l’effet de cet excès de matériel contractile, l’anneau d’actine se contracte et
sépare la cellule en deux. L’ADF-cofiline, qui favorise la dépolymérisation de l’actine,
est essentielle à ce processus : sans elle les filaments s’accumulent dans l’anneau,
ce qui empêche la contraction [109]. La formation de l’anneau s’accompagne d’un
phénomène remarquable de déplacements de filaments d’actine dans le cortex appelé
flux cortical [13]. Le flux est orienté des pôles vers l’équateur, et pourrait contribuer à
la formation de l’anneau. De facon remarquable, des flux corticaux ont été observés
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dans deux autres phénomènes biologiques, qui semblent également controles par des
gradients d’activité de myosines régulés par les microtubules : la fermeture de trou
dans le cortex d’oeuf de xénope et la polarisation de l’embryon de C. Elegans. Nous
revenons extensivement sur ces flux corticaux dans le chap. IV.

Remarquons enfin que la formation d’un anneau contractile n’est peut être pas
l’unique mécanisme utilisé par la cellule pour se diviser : dans les clones de Dic-
tyostelium n’exprimant pas la myosine II, la division cellulaire est encore possible, à
condition que la cellule puisse adhérer sur un substrat [106]. Dans ce cas la cellule
se divise sans formation d’un anneau, au cours d’un processus appelé cytocinèse B,
dont la force motrice semble être produite par des lamellipodes polaires exerçant des
forces de traction [51]. La façon dont cette production de force permet la constriction
équatoriale n’est cependant pas parfaitement comprise.

B Modélisation du cytosquelette : les gels actifs

La physique du cytosquelette est très complexe : il faut prendre en compte l’inter-
action de quatre constituants (monomères, filaments, moteurs, solvant), maintenus
hors d’équilibre par consommation d’ATP. Trois approches de ce problème peuvent
être distinguées :

– Simulations Les simulations numériques permettent de prendre en compte les
mécanismes microscopiques de facon détaillée. Les auteurs des réf. [105], [139]
reconstituent ainsi des motifs existants in vitro dans des systèmes de microtu-
bules+kinésine. Les filaments sont modélisés par des tiges élastiques, et l’atta-
chement des moteurs est paramétré par trois quantités : les taux d’attachement
et de détachement du moteur au filament, et le taux de détachement à l’un des
deux bouts du filament polaire. Ce dernier point est essentiel : cette dissymétrie
est à l’origine des propriétés contractiles des gels d’actomyosine.

– Modeles mésoscopiques Dans ce type de modèle, des équations cinétiques de
champ moyen sont dérivées à partir de considérations sur les mécanismes
microscopiques. C’est l’approche adoptée par les auteurs de la réf. [84], qui
écrivent des équations cinétiques pour un gel à une dimension et montrent
qu’au-delà d’un seuil de contractilité le gel est cinétiquement instable. Les
auteurs des réf. [88], [1] étendent cette approche à plusieurs dimensions, en
décrivant la cinétique des filaments par une équation de Smoluchowski.

– Modèles hydrodynamiques C’est l’approche du modèle des ”gels actifs” adoptée
dans cette thèse : la dynamique du système à grande échelle de temps et
d’espace est décrite par un ensemble réduit de variables macroscopiques. Les
équations d’évolution sont obtenues à partir de considérations de symétrie très
générales.

Ces trois approches se complètent car elles décrivent la physique de l’interaction
moteur/filament à des échelles différentes. Comme nous nous intéressons à des mé-
canismes ayant lieu à l’échelle cellulaire, le choix du modèle à plus grande échelle
parait indiqué. Dans la partie suivante nous exposons la dérivation d’un modèle
hydrodynamique adapté au gel d’actomyosine.
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B.1 Principe d’une description hydrodynamique

Le principe d’un modèle hydrodynamique est d’explorer les comportements d’un
système aux grandes échelles de temps et d’espace. On ne retient qu’un certain
nombre de variables macroscopiques relaxant lentement, et on suppose que loca-
lement le système est à l’équilibre thermodynamique, ce qui permet d’éliminer les
variables rapides du probleme. Cette approche a un double intérêt : d’une part seul
un petit nombre de variables est conservé pour décrire le système, entre lesquelles
sont écrites des équations d’évolution que l’on peut simplifier par des arguments de
symétrie, et d’autre part aucune hypothèse n’est faite sur les détails microscopiques
du système : toute l’information est contenue dans un petit nombre de coefficients
macroscopiques. Cela rend cette modélisation très générique : tous les systèmes qui
partagent les mêmes variables macroscopiques et les mêmes propriétés de symétrie
peuvent être décrits par les mêmes équations.

La dérivation générale des équations hydrodynamiques d’un système continu est
établie dans De Groot&Mazur [34] et de facon plus générale dans Martin&Al [99].
Très schématiquement, le principe est le suivant :

– On commence par identifier les variables thermodynamiques qui relaxent lente-
ment. Il s’agit des variables conservées et des variables associées à une brisure
de symetrie :
– Les premières obéissent à une équation de conservation

dx

dt
+
−→∇.

−→
Jx = 0 (I.4)

de sorte qu’en mode de Fourier ω(q) = O(q2), c’est-à-dire que quand q → 0
ω → 0, ce qui est bien la définition d’une variable relaxant lentement aux
grandes échelles d’espace.

– On peut modifier de façon globale les secondes sans changer l’énergie du
système (par exemple en faisant tourner la polarité de tous les filaments
dans le cas des gels d’actine). Soit x une variable associée à une symétrie
brisée : les variations d’énergie ne dépendent donc que des dérivées spatiales

de x, soit de −→y défini par −→y =
−→∇x. Si on définit le courant X par

dx

dt
= −X (I.5)

alors la variable hydrodynamique y vérifie

d−→y
dt

+
−→∇X = 0 (I.6)

et on voit qu’elle relaxe infiniment lentement dans la limite q → 0.
– On écrit la différentielle de l’entropie du système contenu dans le volume dV

a l’équilibre

Tds = −
∑

i

λidxi (I.7)

où les xi sont les variables thermodynamiques et les λi les forces généralisées.
Comme on étudie l’évolution de variables qui relaxent lentement, on peut sup-
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poser que le système est localement à l’équilibre, et l’énergie libre varie loca-
lement dans le temps de facon quasi-statique

T
ds

dt
= −

∑

i

λi
dxi

dt
(I.8)

et la différentielle pour tout le système s’écrit

T
dS

dt
= −

∫

dV
∑

i

λi
dxi

dt
(I.9)

– En utilisant les équations de conservation ou en introduisant des courants
associés aux variables de symétrie brisee on a en general dxi

dt
= −∇Ji. La

variation d’énergie libre s’écrit alors

T
dS

dt
=

∫
[
∑

i

λi∇Ji

]

dV (I.10)

= −
∫
[
∑

i

∇λiJi

]

dV (I.11)

où la seconde ligne résulte d’une intégration par parties.
– A l’ordre le plus bas dans les différentes variables on écrit que les flux dépendent

linéairement des forces :
Ji =

∑

Lij∇λj (I.12)

Le deuxieme principe de la thermodynamique impose que la variation d’énergie
libre soit toujours négative, ce qui en reportant l’éq. I.12 dans l’éq I.11 conduit
à la condition que la matrice Lij soit positive, et donc en particulier que les
coefficients satisfassent

LiiLkk >
1

4
(Lik + Lki)

2 (I.13)

En outre le théorème de réciprocité impose certaines restrictions sur la matrice
Lij . Certains des couplages introduits dans l’éq. I.12 sont réactifs, c’est-à-
dire peuvent se produire sans dissipation, et les autres sont dissipatifs. Lij est
un couplage réactif si Ji et λj ont la même parité vis-à-vis du renversement
du temps t → −t, et un couplage dissipatif s’ils ont une parité opposée. Le
théorème d’Onsager assure alors les propriétés de symétrie suivantes

Lr
ij = −Lr

ji (I.14)

Ld
ij = Ld

ji (I.15)

ou r et d désignent des couplages respectivement réactifs et dissipatifs. On
peut vérifier en particulier qu’avec la propriété I.14 seuls les couplages dis-
sipatifs apparaissent dans la production d’entropie (éq. I.11). Ces propriétés
permettent de réduire le nombre de coefficients phénoménologiques du modèle
contenus dans la matrice Lij et imposent des restrictions sur leurs valeurs.
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Fig. I.14: (a) Principe des gels actifs : les myosines transforment l’énergie produite
par l’hydrolyse de l’ATP en travail mécanique. (b) Les filaments sont orientés et
ont un axe privilégié, on peut donc définir un ordre polaire à partir de la moyenne
des orientations.

B.2 Le cas des gels actifs

L’idée sous-jacente au modèle des gels actifs est que :

– Comme tout système contenant de nombreux composants, la densité est l’une
des variables thermodynamiques décrivant le gel d’actine. En outre les fila-
ments ont une structure cylindrique et donc une orientation, et même une
polarité puisqu’on peut distinguer le bout barbé et le bout pointu. Ces carac-
téristiques sont partagées par les cristaux liquides et les élastomères. L’hydro-
dynamique des cristaux liquides s’est révélée fonctionnelle dans de nombreux
exemples [33], il est donc naturel de décrire le gel d’actine par une approche
similaire.

– Les gels d’actomyosine (ou les ensembles microtubules-kinésine) utilisent
l’énergie issue de l’hydrolyse de l’ATP et sont donc intrinsèquement hors
d’équilibre. Ce sont les myosines qui au niveau microscopique transforment
l’énergie chimique disponible en travail mécanique ; mais les détails de ce mé-
canisme ne sont pas décrits : on insère simplement le taux d’hydrolyse d’ATP
comme une variable hydrodynamique supplémentaire. Toute l’information sur
les propriétés des myosines est contenue dans les paramètres phénoménolo-
giques du modèle.

Variation d’entropie

Pour dériver les équations hydrodynamiques, et comme exposé dans la partie
B.1, nous devons commencer par calculer la variation d’entropie résultant d’une
pertubation des paramètres du système. L’énergie libre totale du système s’écrit

F =
1

2
ρv2 + F0 (I.16)
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où la différentielle de F0 s’écrit pour un système polaire, en présence d’ATP, d’ADP
et du phosphate inorganique Pi

dF0 = −hαdpα + µATPdcATP + µADPdcADP + µPidcPi − pdV (I.17)

où hα = − δF
δpα

est le champ moléculaire associé à la polarité p et µATP , µADP et µPi

sont les potentiels chimiques associés à l’ATP, à l’ADP et au phosphate. On suppose
que le gel est incompressible et la pression p apparait donc comme un multiplicateur
de Lagrange contraignant le volume. La variation d’entropie d’un système localement
à l’équilibre est donc donnée par

T
dS

dt
= −dF

dt
=

∫

d3r

[

σtot
αβ∂αvβ + hα

dpα

dt
+ r∆µ + puαα

]

(I.18)

où ∆µ = µATP −µADP −µPi > 0 est la différence de potentiel chimique entre l’ATP
et les dérivées de son hydrolyse ADP et Pi. r = −dcATP

dt
est le taux de consommation

d’ATP. Dans un souci de simplicité nous n’avons pas inclus les termes correspondants
aux échanges chimiques entre actine monomérique et polymérisée, ou entre moteurs
libres et attachés, mais ils sont donnés dans la réf. [83]. En intégrant par partie
l’éq. I.18, en ignorant les termes de surface, en séparant la contrainte en ses parties
symétrique σs

αβ et antisymétrique σa
αβ , et en utilisant

σa
αβ =

1

2
(pαhβ − pβhα) (I.19)

qui découle d’arguments généraux sur les moments des forces appliquées au système
[33] on obtient l’expression de la dissipation

T
dS

dt
=

∫

d3r

[

(σs
αβ + pδαβuαβ + hα

Dpα

Dt
+ r∆µ

]

(I.20)

où on a introduit le tenseur symétrique de gradient de vitesse uαβ =
∂αvβ+∂βvα

2
et ou

D
Dt

désigne la dérivée convective

Dpα

Dt
=

∂pα

∂t
+ vγ∂γpα + ωαβpβ (I.21)

où ωαβ =
∂αvβ−∂βvα

2
est la partie antisymétrique du gradient de vitesse. Les équations

constitutives se déduisent des flux et forces qu’on peut identifier dans l’expression
de la variation d’entropie I.20. Les différents choix possibles de flux et de forces sont
équivalents, au prix d’une redéfinition des paramètres. Dans la théorie des gels actifs
on fait le choix de flux et de forces suivant :

Flux Force
σαβ uαβ
Dpα

Dt
hα

r ∆µ



B. Modélisation du cytosquelette : les gels actifs 25

Modèle de Maxwell

L’expansion des flux en fonction des forces est ensuite compliquée par le choix
de la description de la rhéologie du gel. Ici nous choisissons d’utiliser le modèle de
Maxwell, qui assimile la réponse du gel à celle d’un piston et d’un ressort en série, ce
qui correspond à une réponse élastique aux temps courts avec un module élastique
E, et visqueuse aux temps longs avec une viscosité η. La contrainte est donc reliée
au gradient de déformation par

(

1 + τ
d

dt

)

σαβ = 2ηuαβ (I.22)

Les deux régimes sont séparés par un temps τ = η
E

: aux temps courts σαβ = 2Euαβ

et aux temps longs σαβ = 2ηvαβ le gradient de vitesse. Le gel étant réticulé par des
protéines de liaison, on s’attend en effet à ce que la réponse du réseau d’actine à une
force soit d’abord élastique, les protéines résistant à la deformation, puis visqueuse
lorsque les liens se défont et permettent la séparation des filaments. Dans ce cas le
temps τ est relié au temps de détachement des protéines. La rhéologie du gel pourrait
être plus compliquée que celle décrite par le modèle de Maxwell, ainsi que suggéré
par la réponse en loi de puissance de la déformation d’une cellule à un seuil de force
[37], mais ce choix de description permet d’incorporer de façon simple les propriétés
viscoélastiques élémentaires du gel. Il est difficile d’estimer le temps τ ; cependant
certains travaux experimentaux interprétant la reponse d’une cellule entière par un
modèle similaire mesurent un temps de relaxation ∼ 1−40s [151][143], qui doit être
de l’ordre de τ si le cortex est l’élément mécanique dominant.

Equations constitutives

Pour écrire les équations constitutives, et dans le cadre du modèle de Maxwell, il
faut distinguer les couplages dissipatifs et réactifs et écrire tous les termes possibles.
Le calcul est détaillé dans la réf. [83], ici nous donnons directement le résultat final :

(

1 + τ
D

Dt

)

(σαβ + pδαβ) = 2ηuαβ +
ν1

2

(

pαhβ + pβhα − 2

3
pγhγδαβ

)

+

(

1 + τ
D

Dt

)(

ζ∆µ(pαpβ − 1

3
δαβ)

)

(I.23)

(

1 − τ2 D2

Dt2

)
Dpα

Dt
= −

(

1 − τ
D

Dt

)

(ν1pβuαβ) +

(

1 − τ2 D2

Dt2

)(
1

γ1
hα + λ1pα∆µ

)

(I.24)

r = −ζpαpβuαβ + λ1pαhα + Λ∆µ (I.25)

où nous avons introduit 6 coefficients phénoménologiques (η, ν1, ζ , γ1, λ1 et Λ).
Nous considérons le gel incompressible donc les termes isotropes ont été absorbé
dans l’expression de la contrainte I.23. Nous avons par ailleurs modifié la definition
de ζ en −ζ par rapport à la ref. [83] afin que la contrainte active ζ∆µ soit positive
lorsque l’effet des myosines est contractile et crée une tension dans le gel, ce qui est
le cas expérimentalement. Précisons la signification des termes ainsi obtenus :

– Contrainte La contrainte est la somme de 3 termes : le premier correspond à la
contrainte viscoélastique dans le modèle de Maxwell, introduite dans l’éq. I.22.



26 Chapitre I. Introduction

Le second terme proportionnel au champ moléculaire est réactif et correspond
à la contrainte induite dans le gel par une perturbation de la polarité. Le
troisième est proportionnel à ∆µ et est donc dépendant de l’énergie produite
par l’hydrolyse de l’ATP. On assimile donc le terme ζ∆µ à la contrainte exercée
par les myosines dans le gel, et nous l’appelons contrainte active. Ce terme est
essentiel dans notre description car il est spécifique à un système actif, et est
à l’origine de la plupart des effets que nous décrivons.

– Polarite L’éq. I.24 fixe l’évolution de la polarité. Le terme proportionnel à
ν1 couple le flux à l’orientation des filaments (nous revenons sur le sens de ce
couplage dans le chap. IV). Le second terme est dissipatif et décrit, en l’absence
d’autres forces, la relaxation de la polarité à l’équilibre thermodynamique. γ1

est la viscosité rotationnelle. Le dernier terme proportionnel à ∆µ est actif et
pourrait être dû à un effet d’alignement actif des myosines.

– Consommation d’ATP L’éq. I.25 fixe le taux de consommation de l’ATP,
qui dépend du potentiel chimique ∆µ, mais aussi du champ de déformation
et du champ moléculaire h. A quantité d’ATP finie cette équation décrirait
la relaxation du réservoir d’énergie chimique correspondant. Dans la cellule la
situation est différente car l’ATP est constamment renouvelé, nous considérons
donc que le taux de consommation est compensé par la production de la cellule,
de sorte que la différence de potentiel chimique ∆µ est maintenue constante.
Dans les conditions explorées dans cette these, nous n’utilisons donc que les
éqs. I.23 et I.24.

B.3 Dérivation pour un nématique

Fig. I.15: Schéma d’un ensemble de filaments qui n’a pas d’ordre polaire global
(p = 0), mais pour lesquels un ordre nématique existe (Q 6= 0)

Variation d’énergie libre

Dans le développement d’un modèle pour la couche corticale nous avons été
amenés à chercher les équations des gels actifs dans le cas d’un gel n’ayant pas
d’orientation polaire (p=0), et qui n’est pas non plus nématique uniaxial, de sorte
que le paramètre d’ordre pertinent pour décrire le système est le tenseur nématique
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Q défini par

Qαβ =< pαpβ − 1

3
δαβ > (I.26)

où pα est le vecteur directeur d’un filament et la moyenne est sur une collection de
filaments. Q est nul pour un système de filaments ne possédant pas d’orientation
privilégiée. Lorsque Q est non nul, ses directions propres indiquent les directions
privilégiées du système et les valeurs propres dépendent du degré d’organisation des
filaments. De par sa définition, ce tenseur a une trace nulle. Dans le chap V nous
revenons plus précisément sur sa signification.

Pour obtenir les équations constitutives nous suivons la même démarche que dans
la section précédente. Dans un souci de simplicité, nous nous restreignons à la limite
visqueuse qui est celle dans laquelle nous nous placons au chap. V.

Production d’entropie

Comme dans le cas polaire l’énergie libre s’écrit en général

F =

∫
1

2
ρv2 + F0 (I.27)

où la variation de F0 s’écrit

δF0 = −H tl
αβδQαβ + σd

αβ∂αδuβ + µATP δcATP + µADP δcADP + µPiδcPi − pδV (I.28)

où nous avons introduit les termes suivants :
– Hαβ est le tenseur défini par

Hαβ = − δF0

δQαβ
(I.29)

Si on ajoute à l’énergie libre du système un multiplicateur de Lagrange qui
contraint la trace de Q à être nulle (c’est-à-dire un terme λTrQ), à l’équilibre
Hαβ = λδαβ, de sorte que λ = 1

3
TrH et on peut remplacer H par le champ

moléculaire sans trace

H tl
αβ = Hαβ − 1

3
TrHδαβ (I.30)

qui s’annule à l’équilibre.
– σd

αβ est la contrainte correspondant à la variation de l’ordre nématique associé
à la déformation du gel. Sa valeur est égale à

σd
αβ = − δF0

δ(∂αQδγ)
∂βQδγ (I.31)

La variation de dissipation totale s’écrit donc

dF

dt
=

∫

d3r

[

(−σtot
αβ − pδαβ + σd

αβ)∂αvβ − H tl
αβ

(
d

dt
+ vγ∂γ

)

Qαβ − r∆µ

]

(I.32)

En introduisant la contrainte σαβ = σtot
αβ −σd

αβ , et en séparant les tenseurs dans leurs
parties symétriques et antisymétriques,

dF

dt
= −

∫

d3r

(

σs
αβ + pδαβ)uαβ + σa

αβwαβ + H tl
αβ(

d

dt
+ vγ∂γ)Qαβ + r∆µ

]

(I.33)
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A partir de considérations de symétrie sur les rotations globales du système [33], on
peut montrer que

σa
αβ =

1

2
(QαγH

tl
γβ − QβγH

tl
γα) (I.34)

et on obtient donc

dF

dt
= −

∫

d3r

[

σs
αβuαβ + H tl

αβ

D

Dt
Qαβ + r∆µ

]

(I.35)

Equations constitutives

A partir de l’éq. I.35 on obtient les équations constitutives en dérivant les flux
en fonction des forces. Nous choisissons le même ensemble de flux et de forces, en
remplaçant les vecteurs p et h par les tenseurs Q et H . Les coefficients phénoménolo-
giques dépendent en général du tenseur Q : nous supposons que le gel est faiblement
ordonné (|Qαβ| << 1) et nous ne gardons donc que les termes d’ordre le plus bas en
Qαβ . Les équations constitutives deviennent alors

σs
αβ + pδαβ = 2ηuαβ − β1H

tl
αβ + ζ∆µQαβ (I.36)

D

Dt
Qαβ = β1uαβ +

1

β2

H tl
αβ + λ∆µQαβ (I.37)

r = −ζQαβuαβ + λQαβH tl
αβ + Λ∆µ (I.38)

et la contrainte totale est donnée par

σtot
αβ = σs

αβ + σa
αβ + σd

αβ (I.39)

où les trois contraintes du membre de droite sont définies respectivement par I.36,
I.34 et I.31. Les équations constitutives I.36 a I.38 ont la même forme que les équa-
tions polaires I.23 à I.23, et lorsque cela est possible nous avons conservé les mêmes
notations pour les variables. Les éqs. I.36 et I.37 sont également celles obtenues dans
la réf. [62], au prix d’une redéfinition des paramètres phénoménologiques. En l’ab-
sence du terme actif, les éqs. I.36 et I.37 se ramènent aux équations pour un cristal
liquide nématique en dessous de la transition isotrope/nématique dérivées dans la
réf. [108], et nous avons conservé les mêmes notations pour les coefficients impli-
qués. Nous revenons dans le chap. V sur la signification des différents termes. Ici
nous remarquons simplement qu’on peut faire la connection avec la théorie polaire
en supposant qu’un ordre uniaxial existe dans le gel, auquel cas le tenseur nématique
s’écrit Qαβ = S(nαnβ − 1

3
δαβ) où n est le directeur du nématique. En développant

les éqs. I.36 à I.38, et en les comparant aux éqs. I.23 à I.25 on obtient la connection
suivante entre les différents paramètres :

ν1 = −β1

S
+ O(

1

S
) (I.40)

1

γ1

=
1

2β2S
+ O(

1

S
) (I.41)

λ1 =
2

3

λ

S
+ O(

1

S
) (I.42)
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Remarquons enfin que Q n’est pas une vraie variable hydrodynamique, puisque
ce n’est pas une une variable à symétrie brisée et l’énergie libre contient des termes en
Q et pas uniquement dans ses dérivées spatiales ∂αQ. Il faut donc supposer a priori
qu’elle relaxe assez lentement pour que l’hypothèse d’équilibre locale soit encore
valide. C’est généralement ce qui est considéré dans le cas des cristaux liquides [33]
[108].
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Chapitre II

Le cortex d’actine : régulation de

l’épaisseur et instabilités actives

Dans ce chapitre nous présentons les hypothèses du modèle que nous utilisons
pour décrire la couche d’actine corticale. Notre approche générale consiste à intro-
duire, lorsque cela est possible, des paramètres physiques macroscopiques qui nous
affranchissent des détails des mécanismes microscopiques en jeu, et à fournir ainsi
une description aussi générique que possible. Dans la partie A nous appliquons le
modèle des gels actifs à une couche corticale dans une cellule sphérique, et nous es-
sayons de passer en revue différents mécanismes susceptibles de contrôler l’épaisseur
de la couche. Dans la partie B nous montrons que si le gel d’actine se comporte
comme un fluide aux temps longs, les myosines doivent théoriquement déstabiliser
la couche, sous des hypothèses minimales.

A Cortex dans une cellule sphérique

Dans cette section nous utilisons le modèle des gels actifs pour calculer les
contraintes dans la couche et la tension exercée par le cortex dans une cellule sphé-
rique, et nous essayons de conjecturer différents mécanismes susceptibles de contrô-
ler son épaisseur. Nous introduisons les grandeurs nécessaires à la description de la
couche, et nous les utiliserons ensuite dans toute la suite de cette thèse (les notations
employées sont résumées dans l’appendice A).

A.1 Géométrie du problème et orientation des filaments

Nous considérons une couche de gel d’actine d’épaisseur e, connectée à la mem-
brane d’une cellule approximativement sphérique de rayon R (fig. II.1). Nous repé-
rons les points de l’espace à l’aide des coordonnées sphériques (r,θ,φ), la membrane
de la cellule étant reperée par r = R(θ,φ) et la frontière de la couche avec le cyto-
plasme par r = r0(θ,φ). Le cortex a donc une épaisseur e = R − r0. En accord avec
les observations experimentales nous supposons que la couche est mince (de faible
épaisseur par rapport aux longueurs pertinentes le long de la membrane) et nous
supposons donc e << R. Afin de disposer d’une coordonnée adaptée à la description
du gel nous définissons z = R − r, de sorte que z = 0 à la membrane et z = e à
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Fig. II.1: Cortex dans une cellule sphérique et coordonnées sphériques. Le cortex
est connecté à la membrane cellulaire en r = R le rayon de la cellule et il a une
épaisseur e << R.

l’interface avec le cytoplasme. Dans cette partie nous supposons que le cortex a une
symétrie sphérique.

Le gel est formé de filaments d’actines qui sont reliés par des protéines d’adhésion
à la membrane. Nous considérons que les filaments sont nucléés puis polymérisés par
des protéines (éventuellement des formines) situées ou activées près de la membrane.
Le cortex étant présent à la membrane de la cellule, il parait en effet naturel que
la polymerisation y ait lieu préférentiellement. Les filaments d’actine sont polaires
(voir chapitre I) et polymérisent à leur bout barbé ; nous supposons donc qu’ils ont
une polarité orientée de la membrane vers le cytoplasme (fig. II.3). Nous considérons
enfin que les filaments croissent dans une direction fixe par rapport à la membrane,
en formant un angle ϕ avec celle-ci, et dans une direction aléatoire dans le plan de la
membrane, que nous repérons par un angle χ (voir fig.II.2). Soit p le vecteur unitaire
dirigeant un filament : ses coordonnées dans la base sphérique sont donc

pr = sin ϕ (II.1)

pθ = cos ϕ cos χ (II.2)

pφ = cos ϕ sin χ (II.3)

Pour obtenir les contraintes dans le gel à partir du modèle des gels actifs, nous
devons calculer le tenseur nématique associé a cette distribution. Q est défini par
Qij =< pipj − 1

3
δij >, où la moyenne <> est sur un ensemble de filaments. Ici la

moyenne s’applique sur l’angle χ, ce qui nous donne

Qij =





−1
3

+ sin2 ϕ 0 0

0 1
6
− sin2 ϕ

2
0

0 0 1
6
− sin2 ϕ

2



 (II.4)
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ϕ
p

p χ

Section normale a la membrane

Plan de la membrane

Fig. II.2: Orientation des filaments dans le cortex. On suppose que les filaments
forment en moyenne un angle ϕ avec la membrane, et sont distribués de facon
isotrope dans le plan de la membrane (l’angle χ est distribué de façon aléatoire)

Le signe de Qij dépend de la valeur de ϕ. Le tenseur des contraintes actives ζ∆µQij

étant proportionnel à Qij , le signe de la pression exercée par le cortex (voir éq. II.39)
dépend également de ϕ : le cortex exerce une pression intracellulaire positive pour
un angle ϕ < arcsin 1√

3
≃ 35◦. Expérimentalement cela semble être le cas, ce qui

indique que les filaments sont presque parallèles à la membrane.

Ici nous nous restreignons à la limite quasiparallèle ϕ << 1 : dans cette limite
l’angle ϕ ne contribue qu’au deuxième ordre, et nous écrivons donc approximative-
ment

Qij =





−1
3

0 0
0 1

6
0

0 0 1
6



 (II.5)

Remarquons que si l’angle ϕ est en fait plus grand, nos resultats restent inchangés
tant que ϕ < 35◦ : il suffit en effet de renormaliser la contrainte ζ∆µQij par un

terme ζ∆µ(1 − sin2 ϕ
3

)Qij pour retrouver le résultat dans le cas général.

Dire que l’angle χ a une valeur aléatoire est équivalent à supposer que les fila-
ments sont orientés de facon isotrope dans le plan de la membrane. Dans le chapitre
V nous relaxons cette hypothèse et nous proposons un modèle pour la formation
d’anneaux contractiles où les filaments sont orientés selon une direction privilégiée.
Dans ce cas le tenseur nématique n’a plus la forme II.5.
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Fig. II.3: Polymérisation et dépolymérisation des filaments. Nous supposons que
des protéines reliées à la membrane nucléent et polymérisent des filaments avec
un taux kp. Les filaments polymérisant dans une direction aléatoire dans le plan
de la membrane, leur vitesse de polymérisation individuelle vf donne lieu à une
vitesse d’avancée de la couche purement normale vp. Des protéines de segmentation
cassent les filaments qui dépolymérisent avec un taux kd.

A.2 Polymérisation et dépolymérisation de la couche

A.2.1 Polymérisation

Nous supposons que les filaments sont polymérisés à la membrane avec un taux kp

de monomères insérés par seconde. Les filaments sont polymérisés individuellement
tangentiellement à eux-mêmes, mais leur direction étant aléatoire dans le plan de
la membrane, en moyenne la vitesse de polymérisation de la couche est purement
radiale (voir fig. II.3) et donnée par

vp = am sin ϕkp (II.6)

où am est la longueur d’un monomère d’actine, de l’ordre de 5nm, et kp est le taux
de monomères insérés par filaments et par seconde.

Il est difficile d’estimer précisément la valeur de cette vitesse. Le cortex d’actine
se renouvelle entièrement en un temps de l’ordre de τto = e

vp
. Des expériences de

FRAP permettent d’évaluer ce temps : la fluorescence est localement éteinte par
photoblanchiment, et le temps de retour de la fluorescence correspond au temps de
remplacement de l’actine du cortex. On obtient un temps qui est de l’ordre de 40s
[104]. L’épaisseur e valant environ 0.5µm, on en déduit vp ∼ 0.012µm.s−1 et donc
kp ∼ 14s−1 pour ϕ = 10◦. Cette valeur est dans l’intervalle des taux de polymérisa-
tion d’un filament d’actine par les formines (5-50 mon.s−1 selon les concentrations
d’actine et de profiline, [78]).

A.2.2 Dépolymérisation en surface

Le cortex a une épaisseur finie, donc il doit également dépolymériser. Plusieurs
mécanismes microscopiques participant à la dépolymérisation peuvent être envisa-
gés :

– En général les filaments dépolymérisent rapidement à leur bout pointu (a un
taux de 0.27s−1, voir chapitre I). Dans le cas des réseaux nucléés par Arp2/3,
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le nucléateur stabilise le bout pointu. Dans le cas du cortex on ne connait
pas de protéine remplissant ce rôle. Il est possible qu’une protéine de coiffage
(capping protein) recouvre le bout pointu pour éviter la dépolymérisation : la
tropomoduline par exemple remplit ce rôle dans les cellules musculaires.

– Les points de réticulation stabilisent le gel (cela doit être vrai en particulier
pour les gels formés a partir de Arp2/3 ou le nucléateur est attaché à l’extrémité
des filaments), et leur rupture favorise la dépolymérisation.

– Des protéines de segmentation (“severing proteins” telles que ADF-cofiline ou
gelsoline) cassent les filaments. L’effet de ces protéines est complexe : d’une
part, en cassant le filament elles entrâınent la dépolymérisation du bout pointu
libéré, tant que celui-ci n’est pas recouvert d’une protéine de coiffage. Mais
d’autre part, comme le bout barbé repolymérise également, cela n’entrâıne
une dépolymérisation nette que si la cinétique de coiffage du bout barbé est
bien plus rapide que celle du bout pointu. Enfin en rompant les filaments
à plusieurs endroits, elles augmentent la dépolymérisation en éliminant des
fragments entiers de la structure du gel.

Pour simplifier nous supposons que ces effets donnent lieu à un seul taux de dépoly-
mérisation macroscopique. Nous commencons par supposer que la dépolymérisation
a lieu essentiellement en surface : seule la frontière avec le cytoplasme dépolymérise
avec une vitesse vd. Dans ce cas les équations cinétiques pour les deux frontières de
la couche s’écrivent

∂R

∂t
= vr(R) + vp (II.7)

∂e

∂t
= vp − vd + vr(R) − vr(R − e) (II.8)

Le champ de vitesse d’un gel incompressible doit avoir une divergence nulle div−→v =
0. En symétrie sphérique et pour une couche incompressible, cette équation donne

∂rvr + 2
r
vr = 0 dont la solution est vr = −vpR2

r2 ≃ −vp, de sorte que l’équation pour
l’épaisseur s’écrit simplement

de

dt
= vp − vd (II.9)

On atteint donc un état stationnaire lorsque les deux vitesses sont égales vp = vd.
Une description semblable a déjà été introduite dans l’analyse de la comète d’actine
formée par la bactérie Listeria [50], et pour analyser l’épaisseur de gels d’actine
formés sur l’extérieur de billes sphériques [107]. Dans ces références les résultats sont
analysés en supposant que la vitesse de dépolymérisation dépend exponentiellement
des contraintes tangentielles existant dans la couche, ce qui dans la géométrie que
nous étudions ici s’écrit

vd = v0
de

−
(σθθ+Pint)+(σφφ+Pint)

σ0 (II.10)

où Pint est la pression du fluide intracellulaire, de sorte que dans un modèle à 2 fluides
σθθ+Pint est la contrainte dans le gel uniquement. La forme de la dépendance du taux
en la contrainte est déduite du résultat de Kramers [80] montrant que le temps de

sortie d’une particule d’un puits de potentiel est modifié d’un facteur e−
W
kT lorsqu’un

travail W est appliqué au systeme. Ici nous considérons un point de réticulation du
gel, ou un filament devant être cassé par une protéine de segmentation. Dans ce cas le
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travail appliqué au point de réticulation ou au filament est d’ordre al(σtt +Pint)ξ
2 où

σtt+Pint est la contrainte tangentielle dans le gel, ξ la maille du gel et al une distance
moléculaire correspondant à la distance de détachement d’un lien (al ∼ 2nm). La
contrainte caractéristique σ0 est donc de l’ordre de

σ0 ∼
kT

alξ2
(II.11)

et pour ξ ≃ 50nm on trouve σ0 ∼ 103Pa. Nous revenons dans la partie A.5 sur
l’effet de cette dépendance dans la couche corticale.

A.2.3 Dépolymérisation en volume

On peut également supposer que la dépolymérisation a lieu en volume. Dans ce
cas on doit introduire un taux de dépolymérisation kd qui correspond au nombre de
monomères dépolymerisés par filament et par unité de temps. Pour tenir compte de
la dépolymérisation et pour définir la frontiere du gel nous devons faire intervenir
sa densité ρ. ρ doit satisfaire à l’équation de conservation de la matière

dρ

dt
+ ∂z(vzρg) = kδ(z) − kdρg (II.12)

où nous utilisons la coordonnée z définie plus tot, et nous nous restreignons à une
dimension. k correspond à la masse d’actine polymérisée par unité de temps et
unité de surface de membrane. Si nous appelons ρ0 = ρ(z = 0) la densité d’actine
polymérisée par les nucléateurs, fixée par leurs propriétés, k est relié à la vitesse
de polymérisation par k = ρ0vp. Nous supposons que le gel est incompressible, ce
qui s’écrit ici ∂zvz = 0. Remarquons que cette affirmation n’est pas contradictoire
avec le fait que nous considérions des variations de ρ, car la vitesse v désigne la
vitesse de l’ensemble à deux fluides (eau+filaments), dont nous supposons la densité
totale, différente de ρ, constante. Dans ce cas on a simplement vz = vp et à l’état
stationnaire ρ doit satisfaire

vp∂zρ + kdρ = kδ(z) (II.13)

Si de plus kd est constant dans la couche (et en particulier ne dépend pas des
contraintes appliquées), la densité décrôıt exponentiellement selon

ρ = ρ0e
− kd

vp
z

(II.14)

On peut définir l’espace occupé par le gel comme la région où la densité est supérieure
à une densité critique ρc. L’épaisseur du gel est alors donnée par ρ(z = e) = ρc, et
donc ici

e = ln

(
ρ0

ρc

)
vp

kd
(II.15)

et en particulier kd correspond simplement à l’inverse du temps de renouvellement
de la couche τto, soit kd ∼ 1

τto
∼ 0.025s−1 pour τto = 40s.
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Fig. II.4: Pression hydrostatique et osmotique dans la cellule : le cortex et la
membrane sous tension imposent une pression intracellulaire Pint. Les milieux intra
et extracellulaires ont des osmolarités différentes ce qui donne lieu a une différence
de pression osmotique ∆Π. En fonction de la différence de pression effective ∆P −
∆Π un flux d’eau peut traverser la membrane perméable.

A.3 Pression hydrostatique et osmotique

Soient Pint et Pext les pressions hydrostatiques intracellulaires et extracellulaires,
et Πin et Πout les pressions osmotiques correspondantes (fig. II.4). Le cortex étant
considéré comme une couche mince, l’équilibre des forces impose que la différence
de pression hydrostatique ∆P = Pint − Pext soit reliée a la tension exercée par le
cortex T par la loi de Laplace

∆P =
2(T + γ)

R
(II.16)

où γ est la tension de la bicouche lipidique seule. Plus loin nous déduisons du calcul
des contraintes dans la couche la valeur de la tension T , et au chapitre V nous
présentons des resultats de mesure expérimentale directe : elle est de l’ordre de
4.10−4N.m−1, ce qui pour une cellule d’un rayon de 10µm donne une différence de
pression ∆P = 80Pa.

La différence de pression osmotique ∆Π = Πin−Πext dépend de la concentration
totale en solutés ct, selon la loi de Van’t Hoff

Π = ctRT (II.17)

Le volume de la cellule peut varier si de l’eau traverse les pores de la membrane
cellulaire. Le flux d’eau est alors perpendiculaire à la surface de la membrane et est
égal à

j = Lpρp(∆Π − ∆P ) (II.18)
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où Lp est la perméabilité d’un pore, et ρp est la densité de pores dans la surface de
membrane. La variation de volume est alors donnée par l’intégrale de ce flux sur la
surface de la cellule S, soit

dV

dt
= LpρpS(∆Π − ∆P ) (II.19)

On peut faire plusieurs remarques à propos de cette équation :
– Statique : A l’équilibre on doit avoir

∆Π = ∆P (II.20)

ce qui donne l’équation fixant le volume de la cellule

ntRT

Vc

= Πext + ∆P (II.21)

où ∆P dépend du rayon selon la loi de Laplace II.16. L’osmolarité du mi-
lieu physiologique dans lequel les cellules vivent est d’ordre 200mM, soit une
pression osmotique externe Πext = 5.105Pa. Cette pression est largement su-
périeure à celle imposée par le cortex (∼ 80Pa), et le terme ∆P peut donc
être négligé, le volume de la cellule étant entierement fixé par l’équilibration
des pressions osmotiques :

Πint ≃ Πext (II.22)

De plus les variations de pression du cortex ont un effet très faible sur le
volume : pour une variation de ∆P = 10 Pa par exemple le volume varie de
∆P
Πin

= 0.002%, soit une variation du rayon de 0.2 nm, imperceptible en réalité.
– Dynamique : Pour une cellule sphérique l’éq. II.19 s’écrit

dR

dt
= Lpρp

[
ntRT
4
3
πR3

− Πext − ∆P

]

(II.23)

de sorte que si l’on perturbe Πext (dans une expérience de choc osmo-
tique) ou ∆P le temps nécessaire pour atteindre l’équilibre est de l’ordre
de ∼ R

LpρpΠint
. Les valeurs données dans la littérature indiquent que Lpρ ≃

3.610−13m.s−1.Pa−1[40], ce qui donne pour R = 10µm et Πint = 2.105Pa un
temps d’environ 70s. Ce temps est en effet celui observé dans les expériences
de choc osmotique [40]. Le temps d’équilibre du volume cellulaire en réponse
à une perturbation du cortex est du même ordre, mais la variation de volume
est très faible.

Aux échelles de pression impliquées dans la mécanique du cortex on peut donc
considérer que le volume de la cellule est conservé.

A.4 Contraintes dans la couche et tension du cortex

Nous appliquons maintenant la théorie des gels actifs exposée dans le chapitre I
au cas de la couche corticale. Dans la symétrie sphérique que nous avons imposée
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Fig. II.5: (a) Contrainte tangentielle dans la couche : la contrainte est d’abord
fixée par la contrainte active ζ∆µ, puis elle décrôıt du fait de la courbure. (b)
Schéma explicitant l’origine de la contrainte viscoélastique : le gel est déformé
dans la géométrie courbe où il progresse.

elles s’ecrivent
(

1 + τ
d

dt
+ vr

d

dr

)(

σrr + p +
1

3
ζ∆µ

)

= 2η∂rvr (II.24)

(

1 + τ
d

dt
+ vr

d

dr

)(

σθθ + p − 1

6
ζ∆µ

)

= 2η
vr

r
(II.25)

(

1 + τ
d

dt
+ vr

d

dr

)(

σφφ + p − 1

6
ζ∆µ

)

= 2η
vr

r
(II.26)

où nous avons remplacé Qij par la valeur donnée par l’éq. II.5. Nous considérons
que le gel d’actine est incompressible, c’est-à-dire

∂rvr + 2
vr

r
= 0 (II.27)

Comme le volume est conservé, en symétrie sphérique le rayon de la cellule est
constant (dR

dt
= 0) et donc l’éq. II.7 donne simplement vr(R) = −vp la vitesse de

polymérisation. Le champ de vitesse est donc donné par vr(r) = −vp
R2

r2 ≃ −vp(1 −
2 z

R
). L’équilibre radial des forces s’écrit :

∂rσrr +
1

r
(2σrr − σθθ − σφφ) = 0 (II.28)

En intégrant les éqs.II.24 à II.26 et en utilisant l’équilibre des forces on trouve la
valeur de la pression. Pour déterminer complètement les contraintes on utilise alors
les conditions aux limites

σrr(R) = −Pext −
2γ

R
(II.29)

σrr(R − e) = −Pint (II.30)

σθθ(R) + Pint = 0 (II.31)
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Les deux premières conditions découlent de l’équilibre des forces à l’interface avec
la membrane et avec le cytoplasme. La troisième condition à imposer est moins
évidente : nous supposons que la couche est polymérisée sans déformation à la mem-
brane, il n’y a donc pas de contrainte élastique tangentielle dans le gel en r = R. Dans
un modele à deux fluides la contrainte dans le gel uniquement s’écrit σij + Pintδij

où Pint est la pression hydrostatique intracellulaire, d’où nous tirons la condition
II.31. On obtient alors les contraintes tangentielles, dans la limite z < e << R et
τvp << R :

σθθ = σφφ = −Pint +
ζ∆µ

2

(

1 − 2
z

R

)

+
6ηvp − ζ∆µe

R

(

e
− z

τvp − 1
)

(II.32)

Le profil correspondant est tracé sur la fig. II.5. τvp est la longueur sur laquelle la
couche répond élastiquement aux déformations induites par le treadmilling. Pour
z << τvp la contrainte tangentielle est simplement

σθθ =
ζ∆µ

2
− 6Ez

R
(II.33)

où nous avons supposé ζ∆µ << E. Le second terme est la contrainte tangentielle
en réponse au champ de déformation z

R
(fig. II.5(b)). Pour z >> τvp la couche est

visqueuse et la contrainte devient

σθθ =
ζ∆µ

2

(

1 + 2
z − e

R

)

− 6ηvp

R
(II.34)

On peut également déterminer la pression imposée par la couche

∆P − 2γ

R
= σrr(R) − σrr(R − e) (II.35)

=
2

R

∫ e

0

(σθθ − σrr)dz (II.36)

=
2

R

[

γ +
ζ∆µe

2
− 6ηvpe

R

(

1 +
τvp

e
(e

− e
τvp − 1)

)]

(II.37)

où la deuxième ligne découle de l’équilibre des forces II.28. Si on définit T la tension
intégrée de la couche, son expression est

T =

∫ e

0

(σθθ − σrr)dz (II.38)

T =
ζ∆µe

2
− 6ηvpe

R

(

1 +
τvp

e
(e

− e
τvp − 1)

)

(II.39)

qui satisfait a la loi de Laplace ∆P = 2T+2γ
R

(eq. II.16). La tension donnée par l’éq.
II.39 est la somme de deux termes :

– ζ∆µe
2

est la tension active générée par l’activité des myosines dans la couche.
Elle dépend à la fois de la quantité d’actine polymérisée au cortex et de la
quantité de myosines actives.

– Le second terme correspond à la tension générée par les contraintes associées a
la courbure. Il est toujours négatif : la couche doit en effet être compressée vers
un rayon plus petit au cours du treadmilling (fig. II.5(b)), ce qui génère une
force tendant à augmenter la surface du cortex, et donc une tension négative.
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On peut mesurer la tension de la couche en aspirant la cellule dans une micropipette :
une valeur typique est T = 4.10−4N.m−1 (voir chapitre V ou la tension cellulaire est
mesurée dans differentes conditions). Si on néglige le second terme dans l’éq. II.39,
la tension est égale à ζ∆µe

2
. En supposant e ∼ 1µm, on a donc accès à une mesure

de la contrainte active

ζ∆µ ≃ 800Pa (II.40)

Cette valeur est en très bon accord avec l’évaluation de ζ∆µ = 103Pa obtenue en
appliquant le modèle des gels actifs à l’étude du lamellipode [82].

A.5 Régulation de l’épaisseur par le treadmilling

On sait peu de choses sur la façon dont la cellule maintient l’épaisseur du cortex.
Des travaux réalisés précédemment au laboratoire sur la croissance de gels d’ac-
tine autour d’une bille [107][114] ont mis en valeur certains phénomènes physiques
pouvant également jouer un role dans la croissance de la couche. En utilisant les
mêmes approches, nous discutons ici de différents mécanismes susceptibles de régu-
ler la croissance de la couche, tout en étant conscient qu’à notre connaissance les
observations expérimentales ne suffisent pas à apporter de conclusion claire.

A.5.1 Diffusion des monomères d’actine

Pour ajouter de nouveaux monomères d’actine au cortex, les protéines permet-
tant de nucléer et de polymériser les filaments d’actine utilisent les monomères pré-
sents à la membrane, ce que nous décrivons simplement par une réaction du premier
ordre

dnmon

dt
= kp = kc

pcmon(z = 0) (II.41)

ou cmon est la concentration en monomères, et nm est le nombre de monomères
insérés par filament (le taux de monomères insérés par filament kp a ete défini dans
la section A.2.1). Le flux de monomères ainsi consommés doit être compensé par un
flux de diffusion J à travers la couche. La diffusion des monomères est décrite par la
loi de Fick

dcmon

dt
= D∂2

zcmon (II.42)

A l’état stationnaire qui nous intéresse ici le profil de concentration est donc linéaire.
Comme au bord de la couche on doit avoir cmon(z = e) = c0

mon la concentration
cellulaire, le flux de diffusion J = −D∂zcmon s’écrit

J = −D
c0
mon − cmon(z = 0)

e
(II.43)

Tous les monomères consommés pour la polymérisation doivent provenir du flux de
diffusion, ce qui correspond à l’equation de conservation

J +
1

ξ2

dnmon

dt
= 0 (II.44)
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où ξ est la maille du gel, et est aussi approximativement la distance entre nucléateurs.
En utilisant l’éq. II.44 ainsi que les éqs. II.41 et II.43 on obtient la concentration de
monomères à la membrane

cmon(z = 0) =
cc
mon

1 +
kc

pe

ξ2D

(II.45)

et à l’aide de l’éq. II.6 on trouve la vitesse de polymérisation

vp = kc
pam sin ϕ

cc
mon

1 + ke
ξ2D

(II.46)

=
v0

p

1 + e
ea

(II.47)

où la deuxième ligne résulte de la définition de v0
p = am sin ϕkc

pc
0
mon, la vitesse de

polymérisation à épaisseur nulle, et de ea = ξ2D
kc

p
, qui est la longueur caractéristique

du processus de diffusion. Dans un modèle de dépolymérisation en surface où de
dt

=
vp − vd la cinétique de la couche est donnée par l’équation

de

dt
=

v0
p

1 + e
ea

− vd (II.48)

Physiquement lorsque la couche crôıt, les monomères mettent plus de temps à la
traverser, la polymérisation est ralentie et l’épaisseur diminue. Il est clair que ce
mécanisme de régulation permet d’atteindre une valeur stationnaire stable :

e = ea

(
v0

p

vd
− 1

)

(II.49)

L’épaisseur est donc essentiellement fixée par la longueur ea, que nous essayons
maintenant d’évaluer. La maille du gel ξ est de l’ordre de 50nm et le coefficient
de diffusion D = 2.10−12m2.s−1, estimé dans le cas d’un gel sur une bille [114]. La
valeur de kc

p est plus délicate à estimer : pour un filament d’actine seul, le taux de
polymérisation au bout barbé est in vitro 11.6µM.s−1 (voir table A.1.1), ce qui donne
une valeur plausible ea = 250nm ; cependant ce taux est probablement très différent
in vivo où, comme nous l’avons présenté dans l’introduction, de nombreuses protéines
régulent la polymérisation. Dans la section A.2.1 nous avons estimé kp = 14s−1 à
partir d’une vitesse de polymerisation vp ∼ 0.012µm.s−1 : pour une concentration
cellulaire d’actine monomérique de 10µM cela donne kc

p = 0.14µM−1.s−1 et une
longueur ea = 21µm, beaucoup trop élevée. Ce calcul ne tient cependant pas compte
de ce qu’une grande partie de l’actine monomérique est séquestrée, ce qui pourrait
réduire la concentration effective d’actine : si celle-ci atteint une valeur de 1µM par
exemple, on revient à une valeur pertinente ea = 2.1µm.

A.5.2 Dépendance de la dépolymérisation en fonction de la contrainte

Une seconde possibilité est que la contrainte dans le gel influence le taux de
dépolymérisation et détermine ainsi l’épaisseur du cortex. On considère que la dépo-
lymérisation augmente exponentiellement avec la contrainte tangentielle (eq. II.10)
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et en tenant compte de cet effet l’équation cinétique s’écrit

de

dt
= vp − v0

de
2(σθθ+Pint)

σ0 (II.50)

où nous avons utilisé pour simplifier σφφ = σθθ en symétrie sphérique. Supposons que
la valeur stationnaire de l’épaisseur soit fixée par l’éq. II.50, alors si on la perturbe
autour de cette valeur stationnaire

dδe

dt
= −kd

d(σθθ + Pint)

dz
(e)δe (II.51)

Sur la fig. II.5(a) nous avons tracé l’allure de la contrainte tangentielle dans le gel
σθθ + Pint : on voit qu’elle décrôıt avec l’épaisseur. Ceci est dû au fait que dans la
géométrie courbe où le cortex progresse, le gel est comprimé car il doit s’adapter à
un rayon plus faible. La contrainte élastique ainsi créée s’oppose à la tension exercée
par les myosines (eq. II.32). On a donc

dσθθ+σφφ

dz
(e) < 0 et l’éq. II.51 est toujours

instable autour de la valeur stationnaire admise par l’éq. II.50 : l’épaisseur ne peut
pas être fixée uniquement par ce mécanisme.

z

ζΔμm

τ vpm τvp

σ θθ
+P

i

Contrainte active

Contrainte totale

Fig. II.6: Contrainte dans la couche en tenant compte de la cinétique d’accro-
chage des myosines : la contrainte active s’établit sur une longueur τmvp. Courbe
bleue : contrainte active, courbe rouge : contrainte totale en incluant les effets
viscoélastiques.

Une autre possibilité considérée dans la ref. [72] est que la contrainte active
augmente avec l’épaisseur (jusqu’ici nous avons supposé qu’elle était homogène dans
le gel). Cela se produit si les myosines sont fortement accrochées aux filaments, et
donc s’accumulent sur un morceau de gel au fur et à mesure de son éloignement de la
membrane. Lorsque la contrainte ainsi créée devient trop grande et atteint le seuil σ0

(eq. II.10) le gel est dépolymérisé. Précisons cela mathématiquement : les myosines
s’accrochent et se décrochent du gel, et les myosines accrochées sont entrâınées par
le cortex avec une vitesse vp, elles satisfont donc à l’équation de conservation

∂ca
m

∂t
+ vp∂zc

a
m = konc

d
m − koffc

a
m (II.52)

où cd
m est la concentration en myosines libres et ca

m la concentration en myosines
attachées. Si les myosines libres diffusent suffisamment rapidement, la concentration
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libre est constante : cd
m = c0

m, ou c0
m est la concentration dans le cytoplasme. Dans

ce cas la concentration en myosines attachées à l’état stationnaire est donnée par

ca
m = c0

m

(

1 − e
−

koff
vp

z

)

(II.53)

Nous supposons de facon näıve que la contrainte active est proportionnelle à la
concentration en myosines attachées ζ∆µ = ζ0∆µca

m. Dans ce cas le profil d’activité
suit le profil de concentration II.53 et sature exponentiellement

ζ∆µ(z) = ζ∆µm

(

1 − e
− z

τmvp

)

(II.54)

où ζ∆µm = ζ0∆µc0
m est l’activité maximale, et nous avons défini le temps typique

de décrochage des myosines τm. La contrainte totale σθθ + Pint augmente donc sur
une longueur τmvp, puis décrôıt à cause des effets de courbure (fig. II.6). Supposons

qu’on néglige ces derniers : dans ce cas σθθ +Pint = ζ∆µm

2

(

1 − e
− z

τmvp

)

et l’équation

cinétique II.50 admet une solution stationnaire

e = −τmvp ln

(

1 − σ0

ζ∆µm
ln

vp

v0
d

)

(II.55)

qui n’existe que pour vp < vde
ζ∆µm

σ0 : sinon le taux de dépolymérisation n’est jamais
assez grand pour compenser la polymérisation et la couche crôıt infiniment. Cette
solution est stable car dσθθ+Pint

dz
> 0 (voir éq. II.51). Elle est essentiellement fixée, a

un terme logarithmique d’ordre 1 près, par la distance τmvp.
Ce mécanisme est peut-être dominant dans certains cas mais ne semble pas cor-

respondre aux mesures de FRAP ou FLIP réalisées sur les myosines du cortex dans
la réf. [157], dans des cellules en interphase ou en division. L’auteur mesure un demi-
temps de retour t 1

2
= 7s, qui peut être comparé au demi-temps de retour typique de

la fluorescence de l’actine t 1
2

= 40s [104]. Le temps est le même pour des mesures
de FRAP, ou on éteint la fluorescence d’une partie du cortex, et pour des mesures
de FLIP, ou on éteint toute la fluorescence sauf dans une partie du cortex. Cela in-
dique que les myosines s’échangent dans le gel en un temps plus rapide que le temps
typique de treadmilling, soit e >> τmvp.

A.5.3 Dépolymérisation en volume

Une possibilité alternative que nous avons déjà évoquée dans la partie A.2.2 est
que la dépolymerisation ne soit pas localisée sur la surface, mais ait lieu dans tout
le gel. Nous rappelons l’équation de conservation du gel

dρ

dt
+ vp∂zρ = −kdρ (II.56)

qui admet, si kd est constant, la solution stationnaire ρ = ρ0e
− kd

vp
z
. Dans la partie

A.2.2, nous avons défini la densité critique ρc en dessous de laquelle on considère
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que le gel est détruit. L’épaisseur doit alors satisfaire ρ(e) = ρc, ce qui donne en
l’absence de dépendance à la contrainte

e0 = e∗ ln
ρ0

ρc

(II.57)

où nous avons défini e∗ = vp

kd
la longueur caractéristique de décroissance de la densité

et e0 est l’épaisseur du gel dans la limite où la dépolymérisation ne dépend pas de la
contrainte. On obtient donc une épaisseur qui dépend intrinsèquement du processus
de polymérisation et de dépolymérisation.
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contrainte tangentielle. (a) limite liquide, (b) limite visqueuse. Encart : régions de

tension positive et négative en fonction des paramètres ζ∆µ
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Supposons maintenant que le taux de dépolymérisation dépend de la contrainte
selon

kd = k0
d exp

(

2
σθθ + Pint

σ0
H(σθθ + Pint)

)

(II.58)

où H désigne la fonction de Heaviside, H(x) = 1 pour x > 0 et H(x) = 0 pour
x < 0. Nous avons modifié l’éq. II.10, en supposant que seules les contraintes posi-
tives, associées à une tension dans le gel, agissent sur la dépolymérisation. En effet
les contraintes compressives pourraient défavoriser la dépolymérisation (en compri-
mant les filaments, ce qui augmente le travail nécessaire pour les rompre), comme
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la favoriser (en déstabilisant les points de réticulation, ou en induisant le flambage
des filaments). Ce point étant difficile à prévoir nous supposons ici qu’elles sont sans

effet. Le profil stationnaire de densité devient alors ρ = ρ0 exp
(

−
∫ z

0
kd(z′)

vp
dz′
)

et

l’épaisseur est donc fixée par l’équation

∫ e

0

exp

(

2
σθθ + Pint

σ0

H(σθθ + Pint)

)

dz = e0 (II.59)

où σθθ + Pint est donné par l’éq. II.32, et e0 est l’épaisseur à σ0 → ∞, donné par
l’éq. II.57. Pour résoudre cette équation nous séparons la limite liquide (e0 >> τvp)
de la limite élastique (e0 << τvp). Dans la limite liquide l’épaisseur est donnée par

ζ∆µ <
12ηvp

R
e = e0 (II.60)

ζ∆µ >
12ηvp

R
e = e0 exp

(

− 1

σ0

(

ζ∆µ − 12ηvp

R

))

(II.61)

et dans la limite élastique

ζ∆µ < σ0 ln

(

1 +
12Ee0

Rσ0

)

e = R
ζ∆µ − σ0

12E
+

(
Rσ0

12E
+ e0

)

e
− ζ∆µ

σ0 (II.62)

ζ∆µ > σ0 ln

(

1 +
12Ee0

Rσ0

)

e = −Rσ0

12E
ln

(

1 − 12Ee0

Rσ0
e
− ζ∆µ

σ0

)

(II.63)

Les solutions correspondantes sont tracées sur la fig. II.7, en fonction de ζ∆µ et
pour différentes valeurs de R : l’épaisseur décrôıt en général avec l’activité. En consé-
quence, la tension totale de la couche (éq.II.39, fig. II.7) décrôıt avec l’activité lorsque
le taux de dépolymérisation devient trop élevé. En outre la tension peut être positive
ou négative, selon que la contrainte active ou la contrainte viscoélastique domine.
La tension devient positive au-delà d’une activité critique

ζ∆µ >
12ηvp

R
(II.64)

ζ∆µ > −σ0 ln



−6Ee∗

Rσ0

+

√

1 +

(
6Ee0

Rσ0

)2


 (II.65)

respectivement dans la limite liquide et élastique. Remarquons finalement que pour
une couche plane l’épaisseur est simplement fixée par

e = e0 exp

(

−ζ∆µ

σ0

)

(II.66)

et elle décrôıt donc exponentiellement avec la contrainte active.
Quelques observations expérimentales vont dans le sens des résultats obtenus

avec ce modèle :
– Lorsque le volume de différentes cellules est modifié par un choc osmotique,

l’épaisseur du cortex diminue lorsque la cellule gonfle et crôıt quand son vo-
lume se réduit. [111] C’est également ce que nous obtenons : quand R crôıt,
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les contraintes compressives sont moins importantes, la dépolymérisation aug-
mente et l’épaisseur diminue. Il n’est pas évident cependant que cet effet soit
purement physique : de nombreuses cascades de régulation sont déclenchées
par un choc osmotique [112].

– Les auteurs de la ref. [54] montrent qu’en ajoutant de la blebbistatine, une
drogue inhibitrice de la myosine, à une cellule en division, ils arrêtent la
contraction de l’anneau de division, et observent également une accumulation
anormale de filaments dans l’anneau. Dans notre description cela correspond
à une augmentation de l’épaisseur. Le graphe de la fig. II.7 montre qu’on s’at-
tend en effet à ce que l’épaisseur augmente lorsque ζ∆µ diminue, puisque le
taux de dépolymérisation est moins important.

B Instabilités induites par les myosines : forma-

tion de trous

z

x

ζΔμ e'

Actin flow
ζΔμ e

Fig. II.8: Mécanisme de l’instabilité active : la tension étant proportionnelle a
l’épaisseur, dans un modèle liquide les filaments se dirigent vers les régions de plus
grande épaisseur.

Nous avons étudié jusqu’ici la croissance du cortex qui est un problème à une
dimension. Si on s’intéresse aux directions tangentes au plan de la couche, on s’attend
à ce que les myosines introduisent des instabilités dans le gel. En effet, physiquement,
si la surface de la couche est localement perturbée (voir fig. II.8) de façon à ce
que l’épaisseur augmente, la tension T = ζ∆µe

2
augmente localement. De ce fait un

gradient de tension apparâıt dans la couche qui tend dans la limite visqueuse à faire
couler le gel dans la region de plus grande tension, et la perturbation est amplifiée.
On a donc le mécanisme d’une instabilite qui s’apparente à l’effet Marangoni (voir
par exemple [32]), mais pour un système actif pour lequel il n’y a pas de tension
de surface. Nous supposons ici que ζ∆µ est constant dans la couche, c’est-à-dire
que les myosines se répartissent de facon homogène dans la couche. Cette hypothèse
est justifiée à condition que le renouvellement des myosines dans la couche soit
suffisamment rapide (voir section A.5.2).

On s’attend également à ce que l’existence du phénomène de treadmilling dans
la couche compense cet effet : le gel tant constamment polymérisé et dépolymérisé,
les filaments apportés en excès par les myosines sont détruits et remplacés par ceux
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qui sont polymérisés à la membrane. Nous montrons dans cette section que, en effet,
l’apparition de l’instabilité dépend du rapport entre le temps typique de déplacement
des filaments sous l’effet des myosines η

ζ∆µ
et le temps de renouvellement de la couche

e
vp

.

Nous nous restreignons à une étude au premier ordre dans la déformation du
profil de la couche δe(x). Nous ne pouvons donc prédire completement l’évolution
de cette instabilité. Il est possible qu’elle se développe jusqu’à aboutir à la formation
de trous dans la couche, ce qui est observé dans le mécanisme d’oscillation de Paluch
&Al [110]. Nous proposons également qu’elle puisse conduire à la formation de blebs,
la membrane étant davantage susceptible de se détacher du cortex dans les régions
où celui-ci s’affine.

Dans cette section nous précisons ces quelques idées à partir d’un modèle simple
de couche plane à deux dimensions.

B.1 Instabilité dans une couche en l’absence de treadmilling

B.1.1 Modèle

Geometrie

z

x

δe(x)

λ= 2π
q

z

x

λ= 2π
q

e

e

δz (x)1

δz (x)0

e+δe(x)

(1)

(2)

0 L

0
L

Fig. II.9: Perturbation de la surface de la couche par une fonction sinusöıdale (a)
la couche repose sur une surface solide, (b) les deux surfaces sont libres

Nous commençons par le problème le plus simple d’une couche d’actine qui n’est
ni polymérisée, ni dépolymérisée, mais qui est soumise au champ actif uniforme
ζ∆µ. Nous supposons cependant que les filaments sont connectés à une membrane.
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La couche a une épaisseur e petite devant les grandeurs transversales, le long de
l’axe x (voir fig. II.9). Nous appliquons des conditions aux bords périodiques selon
x. Notre modèle s’apparente donc à un cortex placé sur un cylindre, pour lequel nous
négligeons les effets associés à la courbure R.

Nous envisageons deux situations possibles (fig. II.9) :
– (1)-“Membrane solide”: la membrane ne peut pas se déformer. Seule l’épaisseur

du gel e peut varier.
– (2) - “Membrane flexible” : la membrane se déforme aussi, il y a alors deux

coordonnées pour décrire les frontières du gel : la position de la membrane
z0(x) et la deuxième interface du cortex z1(x). Dans ce cas l’épaisseur est
donnée par e(x) = z1(x) − z0(x).

Nous choisissons un état de référence pour lequel z0 et z1 sont uniformes, et nous
perturbons alors l’une ou les deux surfaces du gel avec une sinusöıde de vecteur
d’onde q :

z0 = 0 + δz0e
iqx (II.67)

z1 = e + δz1e
iqx (II.68)

Les frontières du gel sont définies géométriquement par z = z0(x,t) et z = z1(x,t). En
dérivant ces relations par rapport au temps on obtient les deux équations cinétiques

dz0

dt
= vz(x,z0) − ∂xz0vx(x,z0) (II.69)

dz1

dt
= vz(x,z1) − ∂xz1vx(x,z1) (II.70)

qui s’écrivent simplement au 1er ordre de la perturbation

dδz0

dt
= δvz(x,e) (II.71)

dδz1

dt
= δvz(x,0) (II.72)

Friction entre le cortex et la membrane

Dans cette partie nous essayons de calculer la friction ζ qui existe lorsqu’une
vitesse relative apparâıt entre la membrane lipidique et le cortex. Nous envisageons
deux sources de dissipation entrâınées par cette vitesse relative (voir fig. II.10) :

– On peut raisonnablement supposer que le cortex entrâıne avec lui le solvant (ici
le cytosol), du fait de la friction hydrodynamique entre celui-ci et les filaments.
Si le flux de lipides ne va pas à la même vitesse que le cortex, cela entrâıne
un flux de cisaillement pour le cytosol sur la distance séparant le cortex de
la membrane, qu’on suppose être de l’ordre de la maille du gel ξ. A ce flux
est donc associé une contrainte σxz = ηcyt

ξ
vx, où ηcyt est la viscosité du cytosol

fluide, de l’ordre de 5 fois celle de l’eau [140]. Avec ξ ≃ 50nm on trouve un
coefficient de friction ηcyt

ξ
∼ 105Pa.s.m−1.

– Les filaments du cortex sont attachés à des protéines qui elles-mêmes sont
encastrées dans la membrane lipidique. Le déplacement des filaments entrâıne
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Fig. II.10: Schéma illustrant les possibles sources de friction entre le cortex et la
membrane.

donc un flux de protéines à travers la bicouche lipidique (fig. II.10). La bicouche
pouvant être assimilée à un fluide visqueux, ce flux peut s’accompagner d’un
coût de perméation. Ce mécanisme est celui proposé par F. Brochard & Al.
pour expliquer les relations force-vitesse observées dans l’extraction de tubes de
membrane depuis des cellules [16]. Les deux problèmes sont similaires puisque
dans le cas de l’extraction d’un tube, un flux de lipides coule à travers les
protéines transmembranaires reliées au cortex pour répondre à l’aspiration
initiée par l’extraction du tube. Ici le probleme est inverse, les protéines se
déplaçant dans la bicouche. Les auteurs de la ref. [16] distinguent 3 régimes
possibles :
– Aux vitesses très lentes v < v1 ou v1 ∼ 0.01µm.s−1 est la vitesse de disso-

ciation spontanée des liens, les protéines attachées au cortex se détachent
trop rapidement pour être entrâınées. Nous considérons qu’il n’y a pas de
friction dans ce régime.

– Aux vitesses intermédiaires v1 < v < v2, les liens sont entrâınés par les
filaments, ce qui crée une contrainte de perméation αv, où α est un coefficient
de perméation donné par

α =
4πηm

ξ2 ln ξ
b

(II.73)

où ηm est la viscosité de la bicouche lipidique, ξ est la distance entre liens
que nous supposons égale à la maille du gel et b est le rayon d’un lien. Pour
ηb = 10−8Pa.s.m [38], ξ ∼ 50nm et b ∼ 1nm on trouve α = 2.107Pa.s.m−1.

– Aux grandes vitesses v > v2 les filaments vont suffisamment vite pour que
les liens se détachent. La force critique de détachement dépend de la vitesse
imposée selon f ∗ = kBT

a
ln v

v1
où a ∼ 1nm est la longueur de détachement du

lien [41]. La force de friction subie par un lien vaut environ ηmv, de sorte que
le détachement se produit pour la vitesse critique v2 qui satisfait ηmv = f∗,



B. Instabilités induites par les myosines : formation de trous 51

soit pour

ηmv2 =
kBT

a
ln

v2

v1
(II.74)

ce qui donne v2 ≃ 30µm.s−1. Cette vitesse est largement supérieure à celle
induite par les flux corticaux (le cortex devrait faire le tour de la cellule en
une seconde). Ce régime n’est donc jamais atteint dans notre problème.

En revanche selon les vitesses atteintes on pourrait se trouver dans le premier
ou le deuxième regime, et la friction dûe à la perméation des liens pourrait
contribuer ou non.

Physiquement, les flux de filaments dans le cortex entrâınent les lipides membra-
naires. Les deux vitesses ne sont toutefois pas toujours égales car l’incompressibilite
de la bicouche lipidique interdit certains flux. C’est de la vitesse relative entre les li-
pides et le cortex que nâıt la force de friction sur le cortex. Pour connaitre la friction
exercée sur le cortex, il faut donc calculer la vitesse dans la membrane. Précisons
cela mathématiquement, dans une situation plane à deux dimensions. vx(z = 0) et
vy(z = 0) sont les composantes de la vitesse du cortex à la membrane (en réalité à
une distance ∼ ξ de la membrane), et soient wx et wy les composantes de la vitesse
de la membrane lipidique. Nous considérons la bicouche incompressible, ce qui s’écrit

∂xwx + ∂ywy = 0 (II.75)

La membrane étant faiblement visqueuse, nous négligeons sa viscosité propre ηm : la
tension de la membrane γ est donc isotrope. L’équilibre des forces pour la membrane
s’écrit alors

∂xγ = −σf
xz + α (wx − vx(z = 0)) (II.76)

∂yγ = −σf
yz + α (wy − vy(z = 0)) (II.77)

où σf est le tenseur des contraintes du cytosol fluide, et α a été défini plus haut.
Dans notre problème de cisaillement simple on a

σf
xz =

ηf

ξ
(vx(z = 0) − wx) (II.78)

σf
yz =

ηf

ξ
(vy(z = 0) − wy) (II.79)

où ηf est la viscosité du cytosol. On a donc pour la membrane

∂xγ =

(
ηf

ξ
+ α

)

(wx − vx(z = 0)) (II.80)

∂yγ =

(
ηf

ξ
+ α

)

(wy − vy(z = 0)) (II.81)

En combinant les éqs. II.80 et II.81 pour éliminer γ puis en utilisant l’équation
d’incompressibilité II.75 on obtient

(∂2
x + ∂2

y)wx = (∂2
x + ∂2

y)vx(z = 0) − ∂x(∂xvx(z = 0) + ∂yvy(z = 0)) (II.82)

(∂2
x + ∂2

y)wy = (∂2
x + ∂2

y)vy(z = 0) − ∂y(∂xvx(z = 0) + ∂yvy(z = 0)) (II.83)
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et la contrainte tangentielle pour le cortex s’écrit :

σxz(z = 0) = ζ(vx(z = 0) − wx) (II.84)

σyz(z = 0) = ζ(vy(z = 0) − wy) (II.85)

où ζ =
ηf

ξ2 + α est un coefficient de friction effectif qui, selon les remarques que
nous avons faites précédemment, dépend de la vitesse relative entre le cortex et
la membrane : pour v < 0.01µm.s−1 seule la friction du cytosol compte et ζ ≃
105Pa.s.m−1, pour v > 0.01µm.s−1 le travail de perméation des liens contribue et
ζ ∼ 2.107Pa.s.m−1 .

Les éqs. II.82 et II.83 relient la vitesse de la membrane à la vitesse du cortex,
et on peut les résoudre en w une fois connues les conditions aux bords en x et y.
Les éqs. II.84 et II.85 fixent alors la friction exercée en retour sur le cortex. On
voit que, comme nous l’avons annoncé, la friction existe parce que la membrane
est incompressible : en particulier elle s’annule pour les flux qui satisfont ∂xvx(z =
0)+∂yvy(z = 0) = 0, pour lesquels la membrane a la même vitesse que le cortex. Ces
flux ne modifient pas non plus l’épaisseur du cortex et ne sont donc pas importants
pour le probleme d’instabilité de l’épaisseur que nous étudions.

Dans le cas où seule une dimension transversale est considérée, la vitesse de la
membrane est nulle : en effet l’eq. II.75 se réduit dans ce cas à ∂xwx = 0. L’équation
à la limite pour le cortex prend alors la forme la plus classique

σxz(z = 0) = ζvx(z = 0) (II.86)

Enfin remarquons que la membrane cellulaire contient également des réservoirs de
lipides [122] qui pourraient contribuer des termes sources dans l’éq. II.75. Nous
considérons en particulier leur rôle dans la formation d’un bleb dans le chapitre V.
Ici nous considérons que la perturbation de la tension induite par le cortex dans
la membrane est trop faible pour entrâıner leur ouverture. En effet on peut estimer
l’amplitude de la variation de tension à partir de l’eq. II.80, qui donnerait ∆γ ∼ Rζvc

ou R est le rayon de la cellule. Avec R ∼ 10µm, ζ ∼ 107Pa.s.m−1 et vc ∼ 0.01µm.s−1

une vitesse typique du cortex, on trouve ∆γ ∼ 10−6N.m−1, qu’on peut comparer
à la tension de la bicouche mesurée par aspiration de micropipette (chapitre V) ou
extraction de tube de membrane [30] et qui est d’ordre γ ∼ 3.10−5N.m−1.

Nous négligeons la friction se produisant sur la frontière entre le cortex et le
cytoplasme, qui pourrait être induite par la viscosité du cytosol fluide. Celle-ci est
en effet d’ordre σ ∼ ηcyt

v
R

où v est la vitesse du cortex, ce qui est négligeable en
comparaison de la friction sur la membrane (éq. II.84), car on a R >> ξ.

Orientation des filaments

Comme dans la partie A, nous supposons que les filaments restent quasiment
parallèles à la membrane, et qu’ils sont orientés isotropiquement dans le plan de la
membrane. La membrane pouvant ici être déformée, nous devons préciser la valeur
du tenseur nématique correspondant, dans les coordonnées à deux dimensions que
nous utilisons ici. Dans l’espace (x,y,z) et au premier ordre dans la perturbation du
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Fig. II.11: Vecteurs normaux et tangents au profil perturbe de la couche

profil de la membrane z0(x,y), le vecteur tangent t s’écrit (voir fig.II.11)

t =





1

∂xz0



 (II.87)

Le vecteur unitaire p dirigeant un filament est égal au vecteur local t, et donc en
utilisant Qij =< pipj − 1

3
δij > on obtient

Qij =

(
1
2

∂xz0

∂xz0 −1
2

)

(II.88)

qui est la forme pour une membrane perturbée et à deux dimensions de l’éq. II.5. On
utilise ce tenseur pour obtenir les contraintes actives dans les équations constitutives
(voir chapitre I, équation I.36).

On pourrait aussi supposer que les filaments gardent leur direction initiale le long
de l’axe x, ce qui revient à enlever les termes non diagonaux dans la matrice II.88.
En faisant le même calcul avec cette hypothèse on voit que le résultat final, où nous
prenons la limite des grandes longueurs d’onde, est en fait indépendant de ce choix.

Conditions aux limites

Les conditions aux limites pour ce problème s’écrivent donc selon les situations
(1) ou (2) que nous considérons

(1) σnn(x,0) = 0 ou (2) vz(x,0) = 0 (II.89)

σnn(x,e) = 0 (II.90)

σtn(x,0) = ζv//(x,0) (II.91)

σtn(x,e) = 0 (II.92)

où t et n designent les directions localement parallèles et normales à la surface

du gel. Les vecteurs directeurs correspondants sont respectivement t =

(
1

∂xδzi

)

et n =

(
−∂xδzi

1

)

à l’ordre le plus bas dans la perturbation de la surface δzi
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(fig.II.11). En réexprimant les contraintes de la base (x,z) vers la base (n,t), on
obtient les relations σnn = σxx et σnt = σxz + ∂xδzi(σzz − σxx). Nous rappelons que
dans la limite plane qui nous intéresse ici, la solution isotrope d’ordre 0 obtenue dans
la partie A.4 donne les contraintes dans la couche σzz = 0 et σxx = ζ∆µ. Les eqs.
II.89 à II.92 donnent alors les conditions aux limites perturbées dans la base (x,z) :

(1) δσzz(0) = 0 ou (2) δvz(0) = 0 (II.93)

δσzz(e) = 0 (II.94)

δσxz(0) = ζvx(0) + ζ∆µ∂xδz0 (II.95)

δσxz(e) = ζ∆µ∂xδz1 (II.96)

B.1.2 Etude de stabilite

Les équations constitutives des gels actifs (chapitre I, éqs. I.36 et I.37) deviennent
dans la géometrie considérée ici et dans la limite liquide τ = 0

σxx + p − ζ∆µ

2
= 2η∂xvx (II.97)

σzz + p +
ζ∆µ

2
= 2η∂zvz (II.98)

σxz − ζ∆µ∂xz0 = η(∂xvz + ∂zvx) (II.99)

qui introduites dans les équations d’equilibre des forces ∂xσxx +∂zσxz = 0 et ∂zσzz +
∂xσxz = 0 donnent les deux équations

∂xp =
1

2
∂xζ∆µ + ∂zζ∆µ∂xz0 + η(∂2

x + ∂2
z )vx (II.100)

∂zp = −1

2
∂zζ∆µ + ∂xζ∆µ∂xz0 + ζ∆µ∂2

xz0 + η(∂2
x + ∂2

z )vz (II.101)

L’élimination de p et l’utilisation de la condition d’incompressibilite ∂xvx +∂zvz = 0
donne alors

(∂2
x + ∂2

z )(∂
2
x + ∂2

z )vz = ∂2
x∂z

ζ∆µ

η
− ζ∆µ∂4

xδz0 (II.102)

Le terme de gauche correspond à l’équation classique de l’hydrodynamique à faible
nombre de Reynolds ∆∆v = 0, le terme de droite correspond à la perturbation
par des inhomogeneites du terme actif. Dans cette partie nous considérons que les
myosines sont distribuées de facon homogène dans la couche et donc ∂xζ∆µ =
∂zζ∆µ = 0. Nous imposons une perturbation sinusöıdale du profil, et les équations
étant linéaires la vitesse varie de la même facon, soit δvz(x,z) = δvze

iqx. L’équation
II.102 admet alors comme solution

vz = Aeqz + Be−qz + Cqzeqz + Dqze−qz − ζ∆µ

η
δz0 (II.103)

où A, B, C, et D sont à déterminer à l’aide des conditions aux limites. Pour cela
nous réexprimons les contraintes

σzz = 2ηq
[
Aeqz − Be−qz + Cqzeqz − Dqze−qz

]
(II.104)

σxz = 2ηiq
[
(A + C)eqz + (B − D)e−qz + Cqzeqz + Dqze−qz

]
(II.105)
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Utilisant les équations II.93 à II.96, nous devons alors résoudre pour le cas (1)
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(II.106)

et pour le cas (2)
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(II.107)

où nous avons introduit qf = ζ
2η

, vecteur d’onde caractéristique de la friction. En
inversant ce systeme et en utilisant les équations cinétiques II.71 et II.72 on a alors
dans le cas (1)

dδe

dt
=

ζ∆µ

η

(qe)2(1 + qfe)

qfe + 2(qe)2(1 + qfe) + qfe cosh 2qe + qe sinh 2qe
δe (II.108)

et dans le cas (2)

d

dt

(
δz0

δe

)

=
ζ∆µ

η

qe

qe + 2(qe)3 + 2qeqfe − q cosh 2qe − qfe sinh 2qe

×
(

qfe(cosh qe − 2 + sinh 2qe
qe

) + cosh 2qe + qe sinh qe − (qe)2 qe(qfe cosh qe + qe sinh qe)

qeqfe(cosh qe − 1) (qe)2 − qe sinh qe + qfe(1 − cosh qe)

)(
δz0

δe

)

(II.109)

où nous avons utilisé δe = δz1 − δz0. Ces deux équations donnent l’évolution dy-
namique d’une perturbation de la surface. Pour étudier la stabilité de ce système
linéaire nous cherchons les solutions sous la forme δz0 ∼ ewt, δz1 ∼ ewt. Ceci nous
permet de remplacer l’opérateur d

dt
par w, le taux de croissance de la solution. Dans

le cas (1) on a alors directement

w(q,qf) =
ζ∆µ

η

(qe)2(1 + qfe)

qfe + 2(qe)2(1 + qfe) + qfe cosh 2qe + qe sinh 2qe
(II.110)

et dans le cas (2) les valeurs de w sont obtenues en étudiant les valeurs propres de
la matrice de l’éq. II.109. w > 0 correspond à un mode instable croissant exponen-
tiellement selon ewt, w < 0 à un mode stable relaxant comme e−wt. La fonction w(q)
est tracée dans les deux cas sur la figure II.12 pour différentes valeurs de qf . Tous les
modes sont instables mais la fonction w(q) admet un maximum pour un mode qui
est cinétiquement favorisé. Pour qf = 0 ce mode est celui de plus grande longueur
d’onde q = 0, en pratique limité par la longueur du cortex (qmax = 1

R
dans le cas

d’un cylindre par exemple). Pour qf 6= 0 on peut chercher ce mode et une expression
simplifiée de w(q) dans la limite de faible friction qfe << 1 (soit ζe << η) et de
couche mince qe << 1. Dans cette limite les équations dynamiques II.108 et II.109
donnent pour le cas (1) (où une seule frontiere est perturbée, voir fig. II.9)

w(q,qf) ≃ ζ∆µ

4η

[

1 − (qe)2

3
− qfe

2(qe)2

]

(II.111)
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et pour le cas (2) ou les deux frontières de la couche sont perturbées

w1(q,qf) ≃ −ζ∆µ

4η

12

(qe)2
(II.112)

w2(q,qf) ≃ ζ∆µ

4η

[

1 − (qe)2

12
− qfe

2(qe)2

]

(II.113)

Dans ce dernier cas la première valeur propre correspond à un mode stable qui relaxe
très rapidement quand qe → 0. Le mode propre correspondant δe− 1

2
δz0 peut donc

être considéré nul, ce qui impose δe = 1
2
δz0, soit δz0 = −δz1 : dans cette limite

de faible friction la perturbation est donc symétrique par rapport au milieu de la
couche.

0.5 1.0 1.5 2.0 0.5 1.0 1.5 2.0

w w

qe qe

ζΔμ

4η

ζΔμ

4η

q
f

e=0 q
f

e=0

q
f

e=10
-3 q

f
e=10

-3

(1) (2)

Fig. II.12: Taux de croissance w des modes instables dans les cas (1) et (2) en
fonction de la longueur d’onde de la perturbation q. Sans friction le mode q = 0
est celui qui crôıt le plus rapidement, avec friction un mode qm 6= 0 domine les
autres (maximum de w)

A partir de ces équations simplifiées on peut obtenir le mode le plus instable en
fonction de la friction en imposant ∂w

∂q
= 0, ce qui nous donne

(1) qme =

(
3

2
qfe

) 1
4

(II.114)

(2) qme = (6qfe)
1
4 (II.115)

Les lois d’échelle sont donc les mêmes pour les deux situations. La dépendance
en q

1/4
f implique que même de très faibles valeurs de la friction ont une influence

importante sur la longueur d’onde λm = 2π
qm

. Celle-ci peut être réexprimée en fonction
des paramètres du probleme

(1) λm = 2π

(
4η

3ζ
e3

) 1
4

(II.116)

(2) λm = 2π

(
η

3ζ
e3

) 1
4

(II.117)
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Dans la partie B.1.1 nous avons évalué ζ ∼ 105 − 2.107Pa.s.m−1, ce qui donne
pour la friction la plus faible respectivement (1) 71µm, (2) 50µm et pour la friction
la plus élevée (1) 18µm et (2) 13µm. Les éqs. II.116 et II.117 montrent que cette
distance caractéristique ne dépend pas de l’activité : cependant ζ peut en dépendre
puisque nous avons montré dans la partie B.1.1 qu’aux faibles vitesses la friction doit
diminuer. La vitesse étant proportionelle a ζ∆µ

η
il est donc possible qu’aux faibles

valeurs d’activité, par un effet indirect, la longueur λm soit plus grande.

B.2 Instabilité dans une couche en présence de treadmilling

B.2.1 Densité du gel et équations cinétiques

A partir de cet exemple plus simple nous nous tournons maintenant vers le
problème d’une couche qui, comme décrit dans la section A.2.2, polymérise à la
membrane avec une vitesse vp et une densité ρ0 et dépolymerise en volume avec un
taux kd. Rappelons que ce processus est appelé “treadmilling”, car les monomères
insérés dans le gel progressent à la vitesse vp avant d’être dépolymérisé, et leur
mouvement s’apparente ainsi à celui d’un tapis roulant. Avec ce modèle simple de
treadmilling, la couche a un profil de densité qui décrôıt exponentiellement sur une
longueur caractéristique e∗ = vp

kd

ρ = ρ0e
− kd

vp
z

(II.118)

Ce profil de densité constitue notre état de reference. Pour définir les limites phy-
siques de la couche nous considérons que le gel n’est défini qu’au-delà d’une densité
critique ρc (fig. II.13), ce qui peut s’écrire

ρ(z1(x),x) = ρc (II.119)

Avec cette définition pour la frontière du cortex, le gel a dans l’état de référence une
épaisseur

e = ln

(
ρ0

ρc

)

e∗ (II.120)

On peut considérer que cette épaisseur est de l’ordre de e∗ = v0

kd
, car ln

(
ρ0

ρc

)

est un

facteur d’ordre 1 pour des valeurs raisonnables du rapport ρ0

ρc
.

Enfin nous considérons que les variations de densité sont suffisamment faibles
pour que les propriétés physiques du gel (viscosité η et contrainte active ζ∆µ)
puissent être considérées comme constantes. Cette hypothèse nous permet d’uti-
liser la solution de la section B.1 pour le champ de vitesse, puisque ni les équations
constitutives ni les conditions aux limites ne sont changées. Dans le paragraphe sui-
vant nous montrons qu’il faut cependant modifier les équations cinétiques pour la
frontière du gel.

Equation cinétique

La frontière du gel étant maintenant définie par l’éq. II.119, nous devons établir
une équation cinétique remplaçant l’éq. II.72. Supposons que nous perturbions la
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e+δe(x)

ρ(e+δe,z)=ρc

decroissance de la

densite du gel ρ

ρ(0)=ρ0

Fig. II.13: Schéma illustrant la définition des frontières du gel à partir de la
densité : le gel est polymérisé avec une densité ρ0. La densité décrôıt jusqu’à la
densité critique ρc qui limite l’autre frontière du gel. Perturber l’épaisseur e revient
à perturber le profil ρ(e(x),x) = ρc.

surface du gel de δz1(x) : ce changement s’accompagne d’une perturbation de la
densité ρ(x,z) = ρ + δρ où ρ est fixé par l’éq. II.118. L’éq. II.119 impose qu’à la
frontière du gel

δρ(z1,x)

ρc

=
δz1

e∗ (II.121)

Nous pouvons considérer cette équation comme une condition aux limites imposée
au champ δρ (fig. II.13) dont l’évolution est gouvernée par l’équation de conservation
de la matière

d

dt
ρ + vz∂zρ + vx∂xρ = −kdρ (II.122)

dont la forme perturbée s’écrit en utilisant la transformée de Laplace temporelle

(vp∂z + w + kd)
δρ

ρ0
= e−

z
e∗

δvz

e∗ (II.123)

qui s’intègre en
δρ

ρc
=

[
δρ

ρ0
(0) +

1

vpe∗

∫ z

0

δvze
w
vp

z′
dz′
]

e
− w

vp
z

(II.124)

Pour obtenir la solution complète nous devons préciser la condition aux limites pour
δρ(0). Cette valeur dépend des propriétés de la polymérisation de l’actine ; ρ(0)
correspondant à la densite d’actine polymérisée à chaque instant à la membrane.
Nous prenons la limite où les protéines nucléatrices et polymérisatrices diffusent
rapidement dans la membrane, de sorte que leur concentration est uniforme, et nous
supposons que la quantité de filaments formés est indépendante de la quantité de
filaments déjà existants. Dans ce cas la quantité d’actine polymérisée à la membrane
est invariante, égale a ρ0, et on a donc

(ρ + δρ)(z = 0 + δz0) = ρ0 (II.125)

z = 0 + δz0 étant la position de la membrane. Dans ce cas on a au premier ordre

δρ(0) = ρ0
δz0

e∗ (II.126)
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A partir de l’éq. II.121, de l’équation pour la vitesse de la membrane II.71 dz0

dt
=

δvz(0) et en utilisant δe = δz1 − δz0 on en déduit donc les deux équations

wδz0 = δvz(0) (II.127)

δe =

[∫ e

0

δvz

vp
e

w
vp

z
dz

]

e
−we

vp + δz0

[

e
−we

vp − 1
]

(II.128)

qui constituent les équations cinétiques pour la couche en présence de treadmilling ;
elles remplacent les éqs. II.71 et II.72.

Limites simples

Avant d’aller plus loin faisons une parenthèse à propos des limites simples de
l’éq. II.128. Soit wd le taux caractéristique du treadmilling, définie par

wd =
vp

e
=

kd

ln ρ0

ρc

(II.129)

dont l’inverse est également le temps de renouvellement de la couche. Dans la limite
de treadmilling lent wd << w, qui correspond à un processus rapide devant le temps

de renouvellement de la couche, on a approximativement e
− w

wd
(1− z

e
) ≃ ewd

w
δ(z − e)

et on retrouve l’équation cinétique sans treadmilling

dδz1

dt
= δvz(e) (II.130)

qui est la limite que nous utilisons dans le chapitre III.
Considérons maintenant la limite de treadmilling rapide wd >> w, qui corres-

pond à un processus lent devant le temps de renouvellement de la couche. Dans ce
cas l’éq. II.128 prend la forme particulièrement simple

δe =

∫ e

0

δvz

vp
dz − w

wd
δz0 (II.131)

Si de plus on suppose qu’on peut appliquer une approximation de lubrification (qui
correspond à la limite qe → 0) pour laquelle ∂zvx ≃ 0, on tire de l’équation d’in-
compressibilité ∂xvx + ∂zvz = 0 l’expression de vz

vz(z) = vz(0) + z∂xvx (II.132)

et l’éq II.128 devient alors simplement

δe =
e2

2vp
∂xvx (II.133)

soit

δe

e
=

ln ρ0

ρc

2

∂xvx

kd
(II.134)
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ou dans le cas plus général où on considère deux directions transverses x et y

δe

e
=

ln ρ0

ρc

2

∂xvx + ∂yvy

kd
(II.135)

On obtient donc simplement l’épaisseur qui s’exprime, à un coefficient numérique
près, comme le rapport entre le gradient de vitesse laterale et le taux de dépolyméri-
sation. Physiquement, ce terme provient de l’équilibre qui s’établit entre le flux qui
apporte de la matière et la dépolymérisation qui compense cet effet en détruisant les
filaments en excès. Nous utilisons cette approche en particulier au chapitre V, où le
processus étudié, la cytocinèse, est lent devant le temps de treadmilling.

B.2.2 Application a l’instabilité active

Nous souhaitons maintenant analyser l’instabilité étudiée dans la section II.141
en incluant le treadmilling. Dans la limite simple ou les propriétés du gel (viscosité
et champ actif) sont constantes malgré la variation de densité, le champ δvz a la
forme de la solution II.103, où on a fait intervenir les constantes A, B, C, D. On
peut écrire explicitement les éqs. II.127 et II.128 en fonction de ces constantes :

wδz0 = A + B − ζ∆µ

η
δz0 (II.136)

wdδe =
A

w
wd

+ qe

(

eqe − e
− w

wd

)

+
B

w
wd

− qe

(

e−qe − e
− w

wd

)

+

Cqe






eqe

w
wd

+ qe
− eqe − e

− w
wd

(
w
wd

+ qe
)2




+ Dqe






e−qe

w
wd

− qe
− e−qe − e

− w
wd

(
w
wd

− qe
)2




+ δz0

(

e
− w

wd − 1
)

(II.137)

où nous avons utilisé δe = δz1 − δz0.
Dans notre hypothèse où les propriétés de la couche et l’activité dépendent fai-

blement des variations de ρ, les constantes A, B, C, D sont fixées par les éqs. II.106
ou II.107 selon qu’on se place dans le cas (1) ou (2). Elles dépendent linéairement
de δz0 et δz1, de sorte qu’en éliminant δz0 et δz1 entre les éqs. II.136 et II.137 on
doit trouver une équation fixant la valeur de w en fonction de q, qf ,

ζ∆µ
η

et wd.

Limite de friction nulle

La solution générale est compliquée, mais nous pouvons étudier certaines limites
particulières. Commençons par le cas où on peut négliger la friction (qf = 0), et
plaçons nous dans le cas (1). Nous traçons numériquement la solution w en fonction
de q sur la fig. II.14(a) pour différentes valeurs des paramètres : on voit que le mode
q = 0 est toujours le plus instable. Nous nous plaçons donc dans l’approximation de
couche mince qe → 0 ; dans ce cas l’équation donnant la dynamique de la couche
II.137 s’écrit

w2

wdwa
=

w

wd
− 1 + e

− w
wd (II.138)

où nous avons introduit le taux caractéristique du flux induit par l’activité des
myosines

wa =
ζ∆µ

4η
(II.139)
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Fig. II.14: Solution pour le taux de croissance w d’une perturbation de la couche
dans le cas (1), dans la limite qf = 0 et en tenant compte du treadmilling (w > 0
correspond à un mode instable, w < 0 a un mode stable). (a) w en fonction de q,
pour différentes valeurs du rapport wa

wd
= ζ∆µ

4η . Le mode le plus instable est toujours
le plus large q = 0. (b) Taux de croissance du mode q = 0 en fonction du rapport
wa

wd
: en-deçà d’une activité critique ζ∆µe < 8ηkd la couche est stable, au-delà elle

est déstabilisée.

Nous traçons la solution de l’éq. II.138 sur la fig. II.14(b) en fonction de l’activité
wa. On peut distinguer 3 limites simples :

– Dans la limite de treadmilling rapide wd >> w elle s’écrit

w = 3wd

(

1 − 2
wd

wa

)

(II.140)

Pour être consistante, cette équation n’est donc valable que pour wa ∼ 2wd.
Elle montre qu’il existe une valeur de transition pour laquelle la couche devient
instable (w > 0), quand wa > 2wd, c’est-à-dire pour

ζ∆µ >
8

ln ρ0

ρc

ηkd (II.141)

Cette équation constitue le résultat essentiel de cette partie : il existe une
tension active critique au-delà de laquelle une instabilité se développe dans la
couche. Cette tension critique dépend du taux de dépolymérisation et donc du
temps de renouvellement de la couche : si la couche se renouvelle rapidement,
l’instabilité ne peut pas se développer.

– Dans la limite de treadmilling lent, et où la couche est instable, on a w > 0 et
wd << w et donc l’éq. II.138 devient

w2 − waw + wdwa = 0 (II.142)

dont la solution est w = wa

2

(

1 +
√

1 − 4wd

wa

)

. Pour que cette solution soit

cohérente on doit avoir w >> wd, et donc wa >> wd. La solution peut donc
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encore être simplifiée en

pour wa >> wd : w = wa − wd (II.143)

Il s’agit de la correction à la solution sans treadmilling (eq. II.111), dans la
limite où le treadmilling est lent.

– Dans la limite de treadmilling lent, et où la couche est stable, on a w < 0 et
wd << |w|, de sorte que l’éq II.138 devient

w = −√
wdwae

− w
2wd (II.144)

qui admet comme solution approximative

pour wd >> wa : w ∼ −wd ln
wd

wa

(II.145)

valable comme nous l’indiquons, pour wd >> wa.
Nous récapitulons dans le tableau II.1 les différentes limites obtenues, qui corres-
pondent également aux différentes parties de la solution numérique tracée sur la fig.
II.14(b). Pour le cas (2) nous suivons la meme démarche : sur la fig. II.15 nous

Domaine wa << wd wa ∼ 2wd wa >> wd

Stabilité Stable Seuil d’instabilité Instable
Expression limite de w w ∼ −wd ln wd

wa
: w = 3wd(1 − 2wd

wa
) w = wa − wd

Tab. II.1: Domaine de stabilité de la couche en fonction des valeurs relatives de

wa = ζ∆µ
4η et wd =

vp

e
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Fig. II.15: Solution pour le taux de croissance w d’une perturbation de la couche
dans le cas (2) (voir fig. II.14 pour le cas (1)). (a) w en fonction de q, pour différentes
valeurs du rapport wa

wd
= ζ∆µ

4η . Lorsque l’instabilité existe, le mode le plus instable
est toujours le plus large q = 0. (b) Taux de croissance du mode q = 0 en fonction
du rapport wa

wd
: cette courbe est identique à celle du cas 1 (fig. II.14)

traçons la fonction w(q) pour différentes valeurs de wa et wd : là encore le mode
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q = 0 est le plus instable. Dans la limite de couche mince qe → 0, on obtient à l’aide
des éqs. II.136 et II.137 le système

w

wa
δz0 = − 3

q2
(δe + 2δz0) (II.146)

w

wa
δz1 =

[
1

2
+ 3

w2
d

w2
− 2

wd

w
− e

− w
wd

(

3
w2

d

w2
+

wd

w

)]

δe − 3
w2

d

w2

[(

2 +
w

wd

)

e
− w

wd +
w

wd
− 2

]

δz0(II.147)

La première équation donne simplement δz0 = − δe
2
, et la couche évolue de facon sy-

métrique par rapport a son milieu, comme dans la partie B.1. La deuxième équation
peut alors être simplifiée, ce qui donne

w2

wawd

=
w

wd

− 1 + e
− w

wd (II.148)

On retrouve la meme équation que dans le cas (1), et les limites sont donc les mêmes.
En particulier le seuil critique d’activité pour l’instabilité est encore fixé par l’éq.
II.141.

Effet de la friction
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Fig. II.16: Longueur d’onde en µm du mode le plus instable pour différentes

valeurs de la friction ζ, en fonction du rapport wa

wd
= ζ∆µ

4η , dans les cas (1) et (2).

(η = 104Pa.s, e = 1µm).

En tenant compte de la friction du cortex sur la membrane, le mode q = 0 n’est
pas le plus instable, on est donc amené à chercher le mode dominant qm(qf ,

wa

wd
) et son

taux de croissance wm(qf ,
wa

wd
). Nous traçons la longueur d’onde du mode dominant

sur la fig. II.16 en fonction de wa

wd
et pour différentes valeurs de la friction ζ . La

solution analytique complète est trop compliquée à écrire, mais on peut chercher la
ligne de bifurcation dans l’espace de paramètres (qf ,

wa

wd
) ainsi que le mode q le plus

instable à la transition. Pour cela nous nous plaçons dans la limite de faible friction
qfe → 0 : dans ce cas on sait que la transition w = 0 a lieu pour wa

wd
∼ 2, qe ∼ 0 qui

sont les valeurs critiques à qf = 0. En développant les éqs. II.136, II.137 autour de
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ces valeurs de paramètres on trouve la solution pour w près de la transition. Dans
le cas (1) et en ne gardant que les termes dominants on a

w =
3

4

(
wa

wd

− 2

)

− 7

8
(qe)2 − 3qfe

4(qe)2
(II.149)

et pour le cas (2)

w =
3

4

(
wa

wd
− 2

)

− 1

480
(qe)4 − 3qfe

4(qe)2
(II.150)

En résolvant ∂w
∂q

= 0 on obtient le mode dominant près de la transition :

cas (1) qme =

(
6

7
qfe

) 1
4

soit λm = 2π

(
7η

3ζ
e3

) 1
4

(II.151)

cas (2) qme = (180qfe)
1
6 soit λm = 2π

(
η

90ζ
e5

) 1
6

(II.152)

et on obtient la ligne critique de stabilité dans l’espace (wa

wd
,qf )
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4ηv
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e

Fig. II.17: Ligne critique de stabilité dans l’espace qfe, wa

wd
= ζ∆µ

4ηvp
, donnée par les

éqs. II.153 et II.154 pour les cas (1) et (2). Pour le cas (2) la ligne de stabilite est
quasiment indépendante de la friction.

cas (1)
wa

wd
= 2 +

√

14qfe

3
(II.153)

cas (2)
wa

wd
= 2 +

( qfe

180

) 2
3

(II.154)

que l’on obtient en imposant que le mode dominant satisfasse w = 0. La longueur
d’onde des éqs. II.151 et II.151, valable près de la transition définie par les éqs. II.153
et II.154, peut être comparée à celle des éqs. II.116 et II.117, valables en l’absence
de treadmilling, soit pour wa >> wd. On voit que dans le cas (1) la loi d’échelle
est la même et la longueur d’onde de l’instabilité est quasiment constante. Dans le
cas (2) la loi d’échelle varie de 1

6
a 1

4
et la longueur d’onde de l’instabilité est plus
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petite près de la transition. Ces comportements se reflètent sur la courbe II.16. Par
exemple, avec la valeur de la friction calculée dans la partie B.1 ζ = 2.107Pa.s.m−1

la longueur d’onde dans le cas (2) varie de 8µm près de la transition à 20µm à grande
valeur de l’activité.

B.3 Lien avec la formation de blebs

(a) (b) (c)

Fig. II.18: Différents phénomènes biologiques peuvent découler de l’instabilité
active que nous étudions. (a) Rupture spontanée du cortex dans une cellule L929
dont les microtubules ont été dépolymérisés, reproduit de [110] (b) Formation de
blebs par détachement de la membrane (rouge : membrane, vert : GFP-myosine),
reproduit de [25] (c) Apparition d’agrégats de filaments d’actine dans l’amibe Dic-
tyostelium en présence d’une drogue stabilisant les filaments d’actine (reproduit
de [86])

Nous avons montré qu’au-dela d’une valeur critique de l’activité, et donc de la
concentration en myosines, le cortex devient instable et s’affine par endroits. Cette
instabilité se produit sous des hypothèses minimales : il suffit que le cortex ait un
comportement visqueux et que les myosines se distribuent de facon homogène. Nous
proposons que certains phénomènes biologiques puissent être interprétés comme des
conséquences de cette instabilité :

Rupture du gel

Les auteurs de la réf. [110] montrent qu’en dépolymérisant les microtubules d’une
cellule L929, on initie une oscillation de forme qui débute par la formation d’un
trou dans le cortex (voir fig. II.18(a)). Cette brisure du cortex pourrait résulter du
mécanisme que nous avons décrit : en effet la dépolymérisation des microtubules
augmente l’activité de Rho et donc l’activité des myosines (voir ref. [87] et chapitre
I), ce qui pourrait entrâıner le franchissement du seuil ζ∆µ > 8

ln
ρ0
ρc

ηkd. Lorsque

le cortex s’affine, la contrainte dans le gel augmente puisque la tension doit être
conservée à travers la couche. La force supportée par chaque filament dépend de la
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tension et de l’épaisseur comme

ffil ∼ (σxx + Pint) ξ2 (II.155)

∼ T

e
ξ2 (II.156)

où T est la tension du cortex et ξ la maille du gel. La première ligne résulte de
la définition de la contrainte σxx + Pint, qui est la force dans le gel par unité de
surface. Si chaque filament exerce en moyenne une force ffil, la contrainte est donc

σxx + Pint ∼ ffil

ξ2 (voir fig. II.19a). La seconde ligne résulte de la définition de la

tension intégrée T = e(σxx + Pint).
Il est peu probable que sous l’effet de cette force les filaments se rompent seuls :

en effet la force de rupture d’un filament est de l’ordre de frupt ∼ 4.10−10N [144],
ce qui pour T ∼ 3.10−4N.m−1 et ξ = 50nm conduit à une épaisseur de rupture
erupt ∼ 2nm qui est très faible. Cependant cette force pourrait être suffisante pour
accélérer localement la dépolymérisation : en effet nous avons vu dans la partie
A.2.2 que lorsque la contrainte tangentielle dans la couche σ = T

e
atteint le seuil

σ0, la dépolymérisation augmente exponentiellement et donc entrâıne la rupture
du gel. Ceci se produit donc approximativement lorsque le cortex s’affine au point
d’atteindre l’épaisseur critique ec = T

σ0
. Avec σ0 ∼ 103Pa évalué dans la partie A.2.2

et T ∼ 3.10−4N.m−1 l’épaisseur ec est de l’ordre de 30nm.
Remarquons que si on tient compte de la dépendance de la dépolymérisation

à la contrainte tangentielle, un gel d’actine élastique est également instable. Cette
instabilité est décrite dans le cas d’un gel élastique croissant sur une bille sphérique
dans la ref. [131], mais elle existe également sous l’effet de la tension active dans une
couche plane, ainsi que mentionné dans la réf. [110]. Le mécanisme est le suivant : si la
couche s’affine localement, la tension exercée par les myosines induit une déformation
elastique qui tend encore davantage la région de faible épaisseur. Cela accrôıt le taux
de dépolymérisation (voir éq. II.10), ce qui déstabilise la couche. Le seuil d’instabilité
correspondant est

ζ∆µ > σ0 (II.157)

Détachement de la membrane et formation spontanée de blebs

Les blebs sont des protusions membranaires qui se forment par détachement de la
membrane (voir fig. II.18b et chapitre I). Nous montrons ici que l’instabilité accrôıt
localement la force supportée par les liens entre la membrane et le cortex. Si celle-ci
atteint la force de rupture des liens, la membrane doit se détacher et un bleb se
former. En effet le gel étant incompressible, dans un modèle näıf de déformation
affine, la diminution de l’épaisseur δe s’accompagne d’un étirement du gel dans la
direction latérale, de sorte que la maille du gel ξ varie comme (fig. II.19 b)

δξ

ξ
∼ −δe

e
(II.158)

Donc aux endroits où le cortex s’affine, la maille du gel augmente. Or les liens
supportent une pression ∆P = 2T

R
, et sont séparés d’une distance ξ : chacun supporte
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Fig. II.19: Schéma illustrant notre discussion qualitative des effets de l’instabilité.
(a) Du fait des contraintes globales dans le gel les filaments sont soumis à une force
ffil. (b) Le gel étant considéré incompressible, si l’épaisseur de la couche diminue,
le cortex doit également être étiré dans le sens transversal, et donc la maille du
gel ξ augmente (c) Mécanisme possible initiant la formation de blebs : la force
supportée par les liens cortex/membrane est plus élevée dans la région ou le cortex
a une plus faible épaisseur. Si cette force est assez grande pour rompre les liens, la
membrane se détache et initie la formation d’un bleb.

donc la force

ffil ∼
2T

R
ξ2 sin ϕ (II.159)

où le terme sin ϕ vient de ce que nous considérons que le lien ne supporte que
la force normale à la membrane. Lorsque le cortex s’affine, ξ augmente et la force
supportée par les liens cortex/ membrane augmente. Mathématiquement la variation
de l’épaisseur δe entrâıne une variation de la force

δffil ∼ −4
T

R

ξ

e
δe (II.160)

Si la force de détachement des liens est proche de la force ffil, ils se détachent
donc préférentiellement dans les régions où l’épaisseur du cortex est plus faible (fig.
II.19c). La longueur d’onde λm de l’instabilité que nous avons décrites pourrait dans
ce cas correspondre à la distance caractéristique entre les points de formation des
blebs.

Formation d’agrégat

Si les forces exercées dans le cortex ne sont pas suffisantes pour le rompre ou
pour induire le détachement de la membrane, ou bien si la pression intracellulaire
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est trop faible pour former un bleb (au chapitre V nous montrons qu’en dessous d’une
tension corticale critique les blebs ne peuvent pas apparaitre, même si le cortex est
rompu), on s’attend à ce que certaines régions du cortex deviennent très épaisses
au détriment d’autres regions. C’est ce qu’observent les auteurs de la ref. [86] (fig.
II.18(c)) : les filaments d’actine de Dictyostelium s’accumulent dans une région du
cortex lorsqu’on ajoute de la jasplakinolide, une drogue qui stabilise les filaments
d’actine, ce qui revient dans notre description à diminuer le taux de dépolymérisation
kd. On peut donc penser que l’ajout de cette drogue provoque le franchissement du
seuil de l’instabilite ζ∆µ > 8

ln
ρ0
ρc

ηkd par une diminution de kd. Les auteurs attribuent

ce phénomène à l’existence d’un flux cortical, ce qui est également l’explication que
nous proposons ici.

Les conséquences de l’instabilité pourraient donc varier en fonction des propriétés
d’adhésion du cortex à la membrane.

C Conclusions

Dans ce chapitre nous avons présenté notre modèle de couche corticale, et proposé
differents mécanismes pouvant contrôler l’épaisseur du gel. La diffusion des mono-
mères d’actine à travers le gel pourrait limiter l’épaisseur lorsque la concentration
de monomères disponibles est assez faible, comme c’est le cas pour les gels croissant
sur des billes [107]. Plus généralement, et en supposant que les monomères dépoly-
mérisent en volume et pas seulement à la surface du gel, la densité du gel décrôıt sur
une longueur e∗ = vp

kd
, qu’on peut définir comme l’épaisseur caractéristique du gel.

En introduisant un taux de dépolymérisation dépendant de la contrainte, l’épaisseur
dépend de façon non triviale des autres paramètres physiques : en particulier on
prévoit dans ce cas que le gel soit plus épais lorsque le rayon de la cellule diminue, et
plus fin lorsqu’on augmente la concentration de myosines. Cette dernière observation
pourrait expliquer qu’en l’absence de myosines les filaments s’accumulent en excès
dans l’anneau contractile [54].

Une collaboration expérimentale avec L-L. Pontani dans le groupe de C. Sykes
nous a permis d’exploiter ces modèles pour analyser l’épaisseur d’une couche d’actine
polymérisée in vitro à la membrane d’un liposome [118]. Des nucléateurs (Arp2/3)
sont insérés dans la vésicule et sont activés par des protéines WASP attachés spé-
cifiquement à la membrane du liposome. On peut ensuite évaluer l’épaisseur du
cortex en mesurant l’intensité de sa fluorescence. Les données sont ensuite compa-
rées a notre modèle en tenant compte de ce qu’un réservoir limité de monomères est
disponible pour la polymérisation.

Nous avons également montré sous des hypotheses minimales que le cortex doit
être instable dans la limite visqueuse lorsque l’activité franchit le seuil critique

ζ∆µ >
8

ln ρ0

ρc

ηkd (II.161)

où kd est le taux de dépolymérisation du cortex. La longueur d’onde de l’instabilité
dépend de l’amplitude de la friction du cortex sur la membrane lipidique. Nous pro-
posons qu’une telle instabilité soit l’évènement initiateur de la formation spontanée
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de blebs. Comme nous l’avons vu dans le chapitre I, les traitements qui augmentent
l’activité des myosines induisent des blebs, ce qui est cohérent avec le critere II.161.

Dans le chapitre suivant nous analysons un autre résultat expérimental qui pour-
rait découler de cette instabilité : l’oscillation de forme d’un fibroblaste en suspen-
sion.
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Chapitre III

Oscillations de forme de

fibroblastes en suspension

Le modèle du chapitre II montre que le cortex d’actine peut devenir instable si
l’activité des myosines est suffisante. Il parâıt donc naturel de supposer que cette
instabilité intervienne dans certains comportements biologiques. Nous avons pro-
posé au chapitre précédent qu’elle soit à l’origine de la formation de blebs. Un autre
phénomène observé expérimentalement, l’oscillation de fibroblastes non-adhérents,
pourrait en être une autre conséquence. Dans ce chapitre nous présentons les obser-
vations expérimentales relatives à ce système et le modèle avec lequel nous les avons
analysées. Toutes les expériences qui y sont décrites ont été réalisées par Pramod
Pullarkat à l’université de Bayreuth. Un article en commun est publié dans Physical
Biology [128].

A Résultats expérimentaux

A.1 Caractéristiques de l’oscillation

Fig. III.1: Deux exemples d’oscillation de forme dans les fibroblastes non-
adhérents. Les séquences d’images correspondent à une période d’oscillation pour,
sur la séquence du haut, une cellule oscillant selon une direction préférée (temps
entre chaque image 3s), et sur la séquence du bas, une cellule de plus grande taille
montrant une dynamique plus complexe, ressemblant à la propagation d’une vague
(temps entre chaque image 5s)

Les oscillations de cellules fibroblaste Swiss-3T3 observées par P. Pullarkat s’ob-
tiennent simplement en détachant les cellules du substrat sur lequel elles s’étalent

71
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normalement. Un traitement appliqué à la surface du substrat les empêchent d’y
adhérer à nouveau. En les maintenant ainsi en suspension, on observe une oscil-
lation de forme très régulière qui peut durer plusieurs heures et qui ne nécessite
l’ajout d’aucune drogue. En particulier, il n’est pas nécessaire de dépolymériser les
microtubules à l’aide de nocodazole comme c’est le cas pour d’autres oscillations de
forme observées précédemment [11, 115, 110].

Environ 40 à 60% des cellules détachées se mettent à osciller. Les cellules les plus
petites oscillent selon une direction préférentielle, de part et d’autre de la cellule.
Cela est particulièrement perceptible si l’on regarde le flux de cytoplasme qui y est
associé (fig. III.1), les objets intracellulaires montrant un net mouvement d’aller-
retour. Les cellules les plus grosses ont un comportement plus complexe, qui peut
se décrire qualitativement par la propagation d’une vague à la surface de la cellule.
De façon générale, les cellules étant en suspension, leur mouvement global perturbe
l’observation et il est difficile de quantifier précisément la forme de l’oscillation. C’est
pourquoi dans notre analyse théorique nous nous sommes limités à une analyse de
stabilité linéaire qui donne des résultats qualitatifs, et nous n’avons pas cherché à
reproduire la variation de forme exacte de la cellule.

Pour mesurer la période, le mouvement de la cellule est enregistré avec une
caméra et l’évolution de l’aire de la projection de la cellule sur le plan focal est tracée
en fonction du temps. Cette mesure ne donne pas d’information sur la forme de la
cellule mais elle donne accès à la periode de l’oscillation (fig. III.2). La transformée
de Fourier du signal donne un pic très précis à une période qui, en fonction des
cellules, va de 25 à 45s.
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Fig. III.2: (a) Variation temporelle de l’aire projetée d’un fibroblaste. La cellule
est maintenue à 35 ◦C, et l’oscillation se maintient pendant plusieurs heures sans
changement significatif de la fréquence. (b) Spectre de Fourier des données de
(a) montrant un pic à la fréquence principale de 0.028 Hz (periode 37s) et ses
harmoniques les plus élevées.

L’oscillation est très robuste : elle se maintient aussi longtemps que P. Pullarkat
a pu les observer, pendant plusieurs heures, avec une période constante (fig. III.2).
Quand la température du milieu est modifiée, la période de l’oscillation varie (fig.
III.3) mais le processus est complètement réversible : en retournant à la température
initiale on retrouve la même periode. Les autres perturbations testées expérimenta-
lement et que nous décrivons dans les parties A.2 à A.4, modification des propriétés
d’adhésion du substrat, ajout de drogues ou tamponnage du calcium montrent les
mêmes propriétés de réversibilité.
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Fig. III.3: Variation de la période de l’oscillation en fonction de la température,
mesurée pour une seule cellule.
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Fig. III.4: La concentration en calcium extracellulaire n’affecte pas la période de
l’oscillation d’une facon significative (des symboles différents correspondent à des
cellules différentes), mais au-delà de 4mM d’EDTA, une concentration suffisante
pour tamponner tout le calcium, l’oscillation s’arrête. Elles reprend dans les mêmes
cellules si l’on ajoute du CaCl2 dans le milieu extracellulaire.

A.2 Role de l’adhésion au substrat

Le détachement de la cellule du substrat est l’événement déclencheur de l’oscil-
lation, il est donc important de se demander quelle perturbation il induit. Plusieurs
éléments tendent à montrer que l’effet est essentiellement mécanique :

– Les cellules qui flottent librement en solution et celles qui ont encore un point
de contact avec le substrat oscillent de la même maniere.

– Les cellules qui sont à nouveau exposées à un substrat non traité s’y étalent.
Au fur et à mesure de l’étalement, l’amplitude de l’oscillation diminue et fi-
nalement elle disparâıt. Si le fibroblaste est à nouveau détaché, l’oscillation
recommence avec la meme période. Le temps nécessaire pour que l’oscillation
reprenne est assez court, de l’ordre de quelques secondes.

– Quand deux fibroblastes se rencontrent et forment un patch d’adhésion (∼
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5µm), l’oscillation continue sans modification.
– L’attachement d’une ou plusieurs billes recouvertes de fibronectine à la cellule

ne perturbe pas l’oscillation.

Ces differentes observations montrent que la présence d’une faible zone d’adhé-
sion spécifique ou non-spécifique ne perturbe pas l’oscillation. La cellule doit pouvoir
s’étaler sur une large surface pour que celle-ci s’arrête. Tout ceci suggère que l’oscilla-
tion n’est déclenchée que par la modification des conditions physiques dans lesquelles
elle se trouve.

(a) (b)

Fig. III.5: Oscillation de fibroblastes adhérents dont les microtubules ont été
dépolymérisés, reproduit de Pletjushkina&al ([115]). (a) Mesure de la variation de
la concentration en calcium interne dans le temps (b) Mécanisme proposé par les
auteurs : le corps de la cellule alterne des phases de contraction et de relâchement

A.3 Influence du calcium externe

Ces oscillations se sont révélées dépendantes de la présence de calcium. Deux
expériences le montrent :

– L’ajout d’EDTA dans la solution diminue la concentration effective de cal-
cium libre en s’accrochant à une fraction du calcium disponible. En ajoutant
graduellement de l’EDTA dans la solution, on diminue donc en proportion la
concentration de calcium externe. La fréquence de l’oscillation n’est pas cor-
rélée avec la concentration de calcium (fig. III.4), mais au-delà d’une concen-
tration critique de 4mM, suffisante pour chélater tout le calcium, l’oscillation
s’arrête.

– L’exposition des cellules aux ions gadolinium, un bloqueur potentiel de ca-
naux calciques mécanosensibles présent dans la membrane[134, 160], arrête
immédiatement l’oscillation.
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Le calcium externe joue donc un rôle important. Ce n’est pas le cas de toutes les
oscillations de forme connues : l’oscillation générée par rupture du cortex (voir ref.
[110] et chapitre I) ne dépend apparemment pas du calcium (E. Paluch, communica-
tion privée). En revanche les auteurs de la réf. [115] ont étudié l’oscillation de formes
de fibroblastes adhérents à un substrat, dont les microtubules ont été dépolymérisés,
et qui sont dépendantes du calcium. Dans ce cas la cellule est en partie étalée sur
le substrat, et le corps de la cellule qui n’est pas encore étalé montre des périodes
de contraction et relaxation périodiques (fig III.5). Les auteurs de cet article ont pu
montrer que l’évolution de la concentration de calcium interne est tres bien corrélée
avec l’oscillation.

Dans notre cas nous n’avons pas pu observer précisément l’évolution du calcium
interne, à cause du photoblanchiment de la sonde calcique utilisée (Fluo4-AM), et
de la difficulté d’observer des variations spatiales de fluorescence dans une cellule en
suspension qui peut librement subir des rotations et des translations globales.

A.4 Influence des traitements agissant sur la myosine

Nous supposons que cette oscillation est due au comportement de la couche
corticale, elle doit donc être sensible aux traitements qui perturbent la myosine.
L’application de quatres traitements différents le montre :
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Fig. III.6: Période d’oscillation d’une cellule en fonction de la concentration de
blebbistatine (a) et de la concentration en sérum activateur de Rho (LPA) à 35.5
◦C. Les oscillations s’affaiblissent, deviennent erratiques en approchant de 15µM ,
et s’arrêtent au-delà de cette concentration.

– La blebbistatine, un agent qui bloque l’attachement des myosines aux filaments
d’actine[77], ralentit l’oscillation (fig. III.6)(a). A une concentration suffisam-
ment élevée (∼ 15µM ) l’oscillation s’arrête.

– Y27632 est un inhibiteur de Rho-kinase [68] qui est une protéine activatrice de
myosine (voir chapitre I). L’ajout de 25 µM de cette drogue arrête l’oscillation.

– L’acide lisophosphatidic (LPA) est un activateur de Rho[98, 97]. L’ajout gra-
duel de cette drogue augmente la fréquence de l’oscillation (fig III.6(b))
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– ML-7 bloque MLCK [127], la kinase directement responsable de la phospho-
rylation de la myosine. En présence de ML-7 l’oscillation s’arrête.

Toutes ces données sont cohérentes et montrent que la fréquence de l’oscillation
dépend du niveau d’activite des myosines dans la cellule : plus il y a de myosines
actives, plus l’oscillation est rapide.

B Description du modèle

Fig. III.7: Schéma du mécanisme de l’oscillation que nous proposons. Le calcium
est représenté par des points bleus et les myosines phosphorylées par des points
rouges. Initialement le cortex d’actine se contracte en un coté de la cellule (1), (2),
ce qui entrâıne l’étirement du coté opposé et l’ouverture des canaux mécanosen-
sibles (2). Un flux de calcium entre dans la cellule (3) et active indirectement la
phosphorylation de myosines qui s’attachent au gel (4) et y exercent des contraintes
qui le contractent. Le cycle se répète alors de l’autre coté de la cellule (5), (6), (1).

Les différentes observations réalisées par P. Pullarkat, ainsi que l’observation di-
recte d’oscillation du calcium reportée dans Pletjushkina&al[115], nous ont conduit
à penser que la dynamique du cortex devait être couplée à celle du calcium. Cer-
taines expériences tendent à montrer que des canaux mécanosensibles sont présents
dans la membrane de ces fibroblastes[5], et l’oscillation semble dépendante de leur
fonctionnement(A.3), ces canaux sont donc susceptibles d’être à l’origine du cou-
plage.

Il est également important de noter que l’oscillation n’est probablement pas do-
minée par un mécanisme spatialement homogène. En effet pour les raisons exposées
dans le chapitre II, le volume de la cellule ne peut pas varier sensiblement en réponse
à la pression exercée dans le cortex et dans les temps caractéristiques de l’oscilla-
tion. En d’autres termes, la variation du mode 0 de la déformation de la cellule est
négligeable, ce que nous explicitons dans le paragraphe Mode isotrope de la section
B.3.2.
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En conséquence, nous proposons le mécanisme suivant pour l’oscillation (fig
III.7) : du fait de l’instabilité du cortex, il s’étire et devient plus fin dans une région
de la cellule. Les canaux calciques s’ouvrent en réponse à cette déformation, ce qui
fait rentrer du calcium dans la cellule. Le calcium s’attache à la calmoduline, qui
s’attache à la kinase MLCK. Le complexe ainsi formé phosphoryle localement les
myosines, ce qui génère une contrainte dans le cortex qui tend à le comprimer. Cette
compression entrâıne l’étirement d’une autre région du cortex, ce qui déclenche la
même cascade d’événement dans un autre lieu de la cellule. Si la contrainte se pro-
page sur une région suffisamment large, l’instabilité a lieu de part et d’autre de la
cellule. Dans les sections suivantes nous précisons comment nous modélisons chacun
de ces mécanismes.

B.1 Canaux mécanosensibles
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Fig. III.8: Couplage entre le cortex et les canaux mécanosensibles : nous supposons
que des ressorts de raideur kch relient les canaux aux filaments d’actine. (a) Les
canaux s’ouvrent lorsque le cortex est étiré (b) Schéma des grandeurs associées à
un canal

A notre connaissance les seules expériences qui montrent l’existence de canaux
mécanosensibles dans les fibroblastes [5, 52] sont indirectes : la cellule est attachée à
un substrat déformable. En réponse à une déformation de l’ordre de 1 à 2% le niveau
de calcium intracellulaire s’élève du niveau de base 100nM à des concentrations
de l’ordre de 200-500 nM. Un deuxième type d’expérience consiste à tirer sur une
cellule reliée à une deuxième cellule à travers une jonction cellulaire, les résultats
sont similaires [76].

Le substrat étant attaché à des complexes d’adhésion qui sont eux-mêmes re-
liés au cytosquelette, il est probable que les canaux sont reliés au cortex, par une
protéine jouant le rôle de ressort par exemple, et qu’ils s’ouvrent en réponse à la
contrainte développée dans le cortex. En effet certains canaux (MLSC, canaux de
large conductance par exemple) sont sensibles à la déformation de la membrane
lipidique directement, leur rôle étant d’assurer une réponse aux déformations de
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grande amplitude de la surface de la cellule [58]. Il parâıt cependant improbable que
le même type de canal joue un rôle dans la réponse calcique, du fait de la faible
déformation imposée, et de l’impossibilité pour les complexes focaux de transmettre
une contrainte latérale à la membrane fluide.

Notre hypothèse est donc que le cortex lui-même transmet la contrainte. Cela
supposerait que la réponse mécanosensible peut avoir lieu non seulement en réponse
à une déformation extérieure, mais aussi à une perturbation interne du cortex (fig.
III.8(a)). Cela est cohérent avec les oscillations de calcium de Pletjushkina&al qui
sont observées dans des cellules non perturbées mécaniquement [115]. Il n’existe pas
cependant à notre connaissance de preuve directe de l’existence de ce type de canaux
[58].

Nous considérons que les canaux sont contrôlés par la déformation locale du
cortex : ceci se produit si le lien élastique entre le canal et le cortex a une faible
raideur comparée au module élastique du cortex. Considérons en effet l’exemple le
plus simple de canaux parallèles séparés d’une distance ξch, et reliés par des ressorts
de raideur kch au cortex, l’ensemble du système étant soumis à une tension T (voir
fig. III.8(b)). L’équilibre des forces impose que

T =
kch∆x

ξch
+ Ee

∆x

xch
(III.1)

où xch est la longueur totale du canal et des ressorts, ξch est la distance transversale
entre canaux, et ∆x est la déformation du système en réponse à la tension T . Dans
la limite k xch

ξch
<< Ee la déformation ne dépend que du cortex, et vaut dans cet

exemple :

∆x = xch
T

Ee
(III.2)

et la force subie par le canal est

f = kch∆x (III.3)

et ne dépend que de la déformation imposée par le cortex. Dans le cas viscoélastique
on peut tenir le même raisonnement, la partie viscoélastique de la tension s’écrivant
en transformée de Fourier Ee τω

1+τω
∆x
xch

. En supposant que l’oscillation est sinusöıdale

on peut écrire ω = 2π
τosc

ou τosc est le temps typique de l’oscillation. On peut donc
négliger l’élasticité des canaux dans la limite

k
xch

ξch
<<

Ee

1 + τosc

2πτ

(III.4)

que nous supposons vérifiée.
Dans un modèle à deux états pour le canal, la probabilité d’ouverture est donnée

par une équation de Fermi [26]

p0(x) =
1

1 + exp(−x−xc

x 1
2

)
(III.5)

où x est donc la déformation locale du cortex : ici nous supposons que les canaux
n’ont pas de direction privilégiée et nous prenons la déformation surfacique

x =
∆S

S
= ut1t1 + ut2t2 (III.6)
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Fig. III.9: Probabilité d’ouverture du canal en fonction de la déformation du
cortex x : sigmöıde centrée sur la déformation critique xc et de largeur x 1

2

où t1 et t2 sont les directions tangentes au cortex. Les paramètres xc et x 1
2

sont
respectivement la déformation critique pour ouvrir le canal et la sensibilité du canal
à la déformation. Le profil correspondant a une allure sigmöıdale (fig. III.9), centrée
sur xc et de largeur caractéristique x 1

2
. Il est difficile d’estimer ces paramètres : la

technique du substrat élastique [5] donne une limite supérieure (2%) de la déforma-
tion critique car les auteurs ne font pas varier l’amplitude de la déformation. Les
auteurs des références [22] et [24] obtiennent des courbes de réponse dans le cas des
ostéoblastes (les ostéoblastes comme les fibroblastes élèvent leur concentration en
calcium interne en réponse à la déformation de leur surface), mais les valeurs de dé-
formation critique varient de 2% avec une technique utilisant un AFM, à une valeur
de 800% en utilisant l’aspiration par micropipette et un modèle élastique du milieu
interne de la cellule. xc et x 1

2
nous sont donc inaccessibles, mais nous supposerons

que leur valeur est dans le domaine de déformation linéaire du cortex (xc << 1).
L’ouverture du canal déclenche un flux de calcium dans la cellule qui est dû à la
somme du transport par diffusion et par la force électrique, et qui s’écrit

JCa(x) = (
kT

2e
ln

(
[Ca]out

[Ca]in

)

+ ∆V )
g

2e
p0(x) (III.7)

où le terme logarithmique est dû à la diffusion, ∆V est le potentiel membranaire
et g est la conductance d’un canal ouvert. En pratique la cellule maintient une
grande différence de concentration de part et d’autre de la membrane (([Ca]out =
1mM, [Ca]in = 100nM) de sorte que le flux de calcium est dû principalement à la
diffusion. Pour une conductance de g = 60pS [137] le flux molaire par canal est de
l’ordre de 4 10−17po(x)mol.s−1.

B.2 Régulation de l’activité des myosines par le calcium

B.2.1 Effet du calcium interne

L’élévation de calcium interne peut avoir plusieurs effets :
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Fig. III.10: Action du calcium sur les myosines : le calcium se lie à la calmodu-
line, qui forme un complexe avec MLCK, capable de phosphoryler la châıne légère
regulatrice des myosines. Les myosines phosphorylées peuvent s’assembler en oli-
gomères et exerçer des contraintes dans le cortex. La cellule expulse activement du
calcium pour réguler la concentration interne en calcium libre.

– Activation de la gelsoline, qui est une protéine régulatrice de l’actine, capable
de couper et coiffer ses filaments. En moyenne elle semble réduire le module
élastique du gel E [69].

– Activation de la calmoduline, qui régule MLCK, une protéine régulatrice de la
châıne légère des myosines.

Ces deux effets vont dans le même sens : ils augmentent le rapport ζ∆µ
E

qui est le
paramètre important puisqu’il contrôle la déformation du gel. Dans ce qui suit nous
n’avons considéré que ce second effet, mais inclure le premier à l’ordre linéaire ou
nous développons les équations ne nécessite qu’une renormalisation des paramètres
du modèle.

B.2.2 Diffusion dans la cellule

Le premier problème concerne la distribution spatiale de la réponse à l’entrée
locale de calcium dans la cellule. Le calcium diffuse très rapidement dans la cellule
(DCa ≃ 225 − 300µm2.s−1 [3, 162]), mais il est cependant raisonnable de supposer
que la réponse est locale, pour les raisons suivantes :

– Une grande partie du calcium entrant dans la cellule est tamponné par des
protéines, et particulièrement par la calmoduline. Les estimations réalisées
ci-dessous montrent que dans les conditions physiologiques, environ 90% des
nouveaux ions calcium entrant dans la cellule s’attachent à la calmoduline. De
plus dans ces conditions la cinétique de la réaction d’accrochage du calcium



B. Description du modèle 81

à la calmoduline est rapide devant la diffusion du calcium : celle-ci est donc

écrantée sur une longueur lCa
D ∼

√
D[Ca]

kon[CaM ]
où kon est le taux d’accrochage du

calcium à la calmoduline. Avec les valeurs kon ∼ 100µM.s−1 et [CaM ] = 10µM
on trouve lCa

D ≃ 0.5µm.
– La calmoduline diffuse beaucoup plus lentement dans le cytosol que le calcium

(DCaM = 0.2µm2.s−1 [90]). La longueur caractéristique sur laquelle elle diffuse

peut être estimée par lD ∼
√

DCaMk−1
Ca ∼ 6µm où k−1

Ca ≃ 200s est le temps

typique de réabsorption du calcium introduit plus bas dans l’éq. III.8.
Nous supposerons donc dans ce qui suit que toutes les réactions ont lieu loca-

lement. En particulier nous négligeons la diffusion latérale qui pourrait coupler les
harmoniques sphériques que nous introduisons plus loin, une approximation valable

pour les modes n <
√

R
lD

ou n est le numéro de l’harmonique.

B.2.3 Equation de perméation du calcium

Ayant supposé que la diffusion était écrantée nous pouvons écrire des équa-
tions de conservation globales appliquées à la concentration moyenne sur la longueur
d’écrantage. Nous supposons que la cellule régule sa concentration interne en calcium
avec un taux kCa, du fait de la présence de pompes dans la membrane expulsant
activement le calcium, ou de l’absorption du calcium dans des réservoirs internes.
La concentration de repos [Ca]cell est de l’ordre de 100nM et les expériences d’in-
duction de flux de calcium par déformation de la cellule [76] montrent que le temps
typique de rétablissement du niveau interne de calcium est de l’ordre de 100s, soit
kCa ∼ 0.01s−1.

La variation de calcium totale peut donc être écrite

d[Ca]total

dt
= −kCa([Ca]free − [Ca]cell) +

ρJ[Ca]

lD
(III.8)

où ρ est la concentration surfacique de canaux dans la membrane, dont nous ne
connaissons pas la valeur et J[Ca] est le flux d’un seul canal défini dans la section
précédente.

Le réticulum endoplasmique est également capable de produire un influx de cal-
cium en réponse à une faible augmentation de calcium à travers la membrane. Nous
n’incluons pas explicitement cet effet ici, la réf. [76] montrant que dans des condi-
tions similaires aux notres les réservoirs internes de calcium ne sont pas en jeu dans
l’influx de calcium. On peut remarquer cependant que si la signalisation conduisant
à l’ouverture des réservoirs est suffisamment rapide et locale, inclure ces effets ne
modifiera pas la forme de l’équation.

En introduisant la concentration de calcium liée [Ca]bound et en écrivant [Ca]total =
[Ca]free + [Ca]bound, la variation de calcium libre locale est donnée par

d[Ca]free

dt
=

1

1 +
d[Ca]bound

d[Ca]free

[

−kCa([Ca]free − [Ca]cell) + λp0(x)
]

(III.9)

où

λ =
ρ

a

g

NA2e
(
kT

2e
ln

(
[Ca]out

[Ca]in

)

+ ∆V ) (III.10)
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est le taux effectif de variation de la concentration en calcium, et [Ca]bound

(

[Ca]free

)

est la fonction donnant la concentration de calcium lié à la calmoduline à l’équilibre.
Comme nous l’avons précisé plus tot notre hypothese d’écrantage ne tient que

si une grande partie du calcium est attachée, c’est-à-dire si
d[Ca]bound

d[Ca]
>> 1. Dans la

section suivante nous étudions plus précisément les conditions de validité de cette
hypothèse.

B.2.4 Réactions chimiques

Dans cette section nous essayons de décrire les réactions chimiques déclenchées
par l’arrivée du calcium. Nous considérons 4 protéines en jeu : la calmoduline (notée
CaM), la kinase de la chaine légère des myosines (notée MLCK pour myosin light
chain kinase), la phosphatase de la chaine légère des myosines (notée MLCP pour
myosin light chain phosphatase), et la myosine elle-même, notée MLC dans sa forme
déphosphorylée et MLC-P dans sa forme phosphorylée. Le tableau III.1 donne les
concentrations cellulaires typiques de chacune de ces proteines telle que nous les
avons trouvées dans la litterature, et la figure III.10 récapitule schématiquement
l’ensemble des réactions.

protéine concentration totale (µM) Références
CaM 8.8 [10]

MLCK 10 [91]
MLCP 1.2 [61]
MLC 24 [91]

Tab. III.1: Concentrations totales des protéines intervenant dans la régulation des
myosines par le calcium

Formation des complexes MLCKCaCaM

La calmoduline peut se lier à 4 calciums et à la protéine MLCK. Le complexe
peut donc exister sous 10 formes différentes et l’ensemble de réactions le plus général
est résumé ci-dessous :

CaM
K1−−⇀↽−− CaCaM

K2−−⇀↽−− Ca2CaM
K3−−⇀↽−− Ca3CaM

K4−−⇀↽−− Ca4CaM
KD−−−⇀↽−−−

Ka−−⇀↽−−
Kb−−⇀↽−−

Kc−−⇀↽−−
K′

D−−−⇀↽−−−
CaMMLCK

K′1−−−⇀↽−−− CaCaMMLCK
K′2−−−⇀↽−−− Ca2CaMMLCK

K′3−−−⇀↽−−− Ca3CaMMLCK
K′4−−−⇀↽−−− Ca4CaMMLCK

Les taux de réaction donnés dans la littérature [71] sont supérieurs à 1µMs−1,
nous pouvons donc supposer qu’aux concentrations physiologiques, (supérieures à
1µM , voir tab. III.1) l’équilibre est atteint rapidement, en moins d’une seconde,
donc beaucoup plus rapidement que la période d’une oscillation. Nous nous inté-
ressons donc uniquement à l’équilibre et omettons l’aspect cinétique. A l’équilibre
chimique, seules 9 des 13 constantes de dissociation introduites sont indépendantes.
Nous gardons donc uniquement K1, K2, K3, K4, KD, K ′1, K ′2, K ′3, K ′4. En mini-
misant l’energie de Gibbs et en utilisant la conservation de la matière on obtient
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la série d’équations suivante (l’indice T indique la quantité totale d’une espèce chi-
mique)

[CaM]T = [CaM](1 +
[Ca]

K1
+

[Ca]
2

K1K2
+

[Ca]
3

K1K2K3
+

[Ca]
4

K1K2K3K4

+
[MLCK]

KD

(

1 +
[Ca]

K ′

1

+
[Ca]

2

K ′

1K
′

2

+
[Ca]

3

K ′

1K
′

2K
′

3

+
[Ca]

4

K ′

1K
′

2K
′

3K
′

4

)

) (III.11)

[Ca]bound = [CaM](
[Ca]

K1
+ 2

[Ca]
2

K1K2
+ 3

[Ca]
3

K1K2K3
+ 4

[Ca]
4

K1K2K3K4

+
[MLCK]

KD

(

[Ca]

K ′

1

+ 2
[Ca]

2

K ′

1K
′

2

+ 3
[Ca]

3

K ′

1K
′

2K
′

3

+ 4
[Ca]

4

K ′

1K
′

2K
′

3K
′

4

)

)

(III.12)

[MLCK]bound = [CaM]
[MLCK]

KD

(1 +
[Ca]

K ′

1

+ 2
[Ca]2

K ′

1K
′

2

+ 3
[Ca]3

K ′

1K
′

2K
′

3

+ 4
[Ca]4

K ′

1K
′

2K
′

3K
′

4

)) (III.13)

[MLCK]bound + [MLCK] = [MLCK]T (III.14)

[Ca]bound + [Ca] = [Ca]T (III.15)

où nous notons [Ca] = [Ca]free pour simplifier. L’équilibre est complètement décrit
par ces équations. Le calcul nécessiterait la connaissance de toutes les constantes
de dissociation, mais malgré une littérature abondante sur le sujet, nous n’avons
pas pu les obtenir : les mesures sont en général réalisées à une concentration don-
née de calmoduline ou de MLCK, puis elles sont ajustées à une fonction de Hill
phénoménologique

[Ca]bound

[CaM]T
= 4

[Ca]free
α

Kα + [Ca]free
α (III.16)

où le coefficient de Hill 1 < α < 4 est considéré comme une mesure de la coopéra-
tivite de l’association de calcium à la protéine : si α = 1 les 4 calciums s’attachent
indépendamment les uns des autres, si α = 4 ils se lient à la protéine simultanément.
Pour [Ca] << K, [Ca]bound ≃ 0 et pour [Ca] >> K, [Ca]bound ≃ 4[CaM]T (tous les
sites disponibles de la calmoduline sont occupés). L’intérêt de cet ajustement est
de rendre bien compte de l’allure sigmöıdale des courbes de liaison du calcium. K
en particulier est la concentration de demi-occupation des sites d’attachement. Son
inconvénient est de n’être valable que dans certaines conditions de concentration de
MLCK et CaM. Comme par ailleurs il est difficile de remonter de ce type de mesure
au calcul des constantes de dissociation Ki (car il y en a 9 à obtenir et nous n’avons
que peu de valeurs) nous ne pouvons pas appliquer le calcul le plus général. Nous
utilisons donc une fonction de Hill, dont les paramètres sont obtenus en utilisant les
mesures existantes dans les conditions les plus proches du notre : à une concentra-
tion de calmoduline [CaM] = 5µM et en présence d’une forme homologue de MLCK
exprimée dans les cellules du squelette, la MLCK squelettale, à une concentration
[skMLCK] = 1.5CaM (proches des concentrations physiologiques [CaM] ≃ 8.8µM
et [MLCK] ≃ 10µM , voir tab. III.1), les données mesurées par les auteurs de la
réf.[141] donnent α = 1.33 et K = 1.88µM .

Nous pouvons utiliser ces données pour évaluer la fraction de calcium entrant
dans la cellule s’attachant à la calmoduline : supposons que le calcium ait une
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concentration interne [Ca]0free, perturbée par une quantité δ[Ca] de calcium entrant
dans la cellule. Une partie de ce calcium se lie à la calmoduline de sorte que δ[Ca] =

δ[Ca]free + δ[Ca]bound =
(

1 +
d[Ca]bound

d[Ca]free

)

δ[Ca]free et donc
δ[Ca]bound

δ[Ca]
=

d[Ca]
bound

d[Ca]
free

1+
d[Ca]

bound
d[Ca]

free

soit

δ[Ca]bound

δ[Ca]
=

1

1 + K
4α[CaM]T

[Ca]
K

(

1 +
(

K
[Ca]

)α)(

1 +
(

[Ca]
K

)α) (III.17)

Cette fonction est tracée sur la fig. III.11. Pour des valeurs du calcium libre interne
10nM < [Ca]free

0 < 2µM , ce qu’il est raisonnable de supposer sachant que pour
une cellule au repos [Ca]free = 100nM , le rapport est d’ordre 1

1+ K
[CaM]

T

∼ 0.9. En

d’autres termes 90% du calcium entrant est tamponné par la calmoduline. Au delà
d’une concentration en calcium libre de 2µM la courbe décrôıt rapidement : tous
les sites de liaison des calmodulines présentes dans la cellule sont occupés et dans
ce cas le calcium entrant n’est plus tamponné.

Pour en déduire la fraction de calmoduline attachée à MLCK, nous notons que la
calmoduline liée au calcium s’attache très fortement à MLCK (KMLCK = 0.001µM ,
[73]). Pour simplifier nous supposerons donc que cette réaction est totale, et donc que
tous les complexes CaCaM comportant au moins un calcium sont liés à MLCK (au
moins dans le régime où MLCK n’est pas limitant). Nous notons donc MLCKCaMCa
l’ensemble de ces complexes.

On peut remarquer à la lecture des équations III.11 que si on note P le polynôme

P ([Ca]) = 1+ [Ca]
K1

+ [Ca]2

K1K2
+ [Ca]3

K1K2K3
+ [Ca]4

K1K2K3K4
, alors on peut écrire de facon générale

[CaM] =
[CaM]T
P ([Ca])

(III.18)

[Ca]bound = [CaM]T[Ca]
P ′([Ca])

P ([Ca])
(III.19)

Supposant maintenant que l’équation phénoménologique III.16 donnant
[Ca]bound([Ca]) est valable, l’élimination de P([Ca]) entre les équations III.18
et III.19 donne

[CaM] = [CaM]T
1

(1 +
(

[Ca]
K

)α

)
4
α

(III.20)

[MLCKCaMCa] = [CaM]T



1 − 1

(1 +
(

[Ca]
K

)α

)
4
α



 (III.21)

L’eq. III.21 donne la concentration de complexe formé en fonction de la concentra-
tion en calcium libre. Précisons qu’elle n’est plus valable quand [MLCKCaMCa] >
[MLCK]T : dans ce cas la kinase est saturée et [MLCKCaMCa] = [MLCK]T. Nous
considérons dans la suite que tous ces complexes MLCKCaMCa sont capables de
phosphoryler les myosines.
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Fig. III.11: Fraction à l’équilibre de complexe formé à partir de la calmoduline

(courbe bleue) et fraction de calcium entrant se liant à la calmoduline
δ[Ca]b
δ[Ca] (courbe

rouge) en fonction de la concentration en calcium libre [Ca]free. Ces 2 courbes sont
calculées a partir du modèle décrit dans le texte.

Phosphorylation de la chaine légère de régulation des myosines

Le deuxième ensemble de réactions concerne la régulation de la chaine légère
de la myosine, qui fait intervenir deux protéines : les complexes MLCKCaMCa qui
catalysent la phosphorylation de la chaine et la phosphotase MLCP qui catalyse sa
déphosphorylation. MLCP est a priori insensible au calcium. Notant respectivement
MLCP et MLC les formes phosphorylée et non phosphorylée des myosines, on peut
écrire les deux réactions du tableau III.2 ([91]) : L’équilibre entre ces deux réactions

Cinétique de l’enzyme Km Taux de catalyse
MLC + MLCKCaMCa −−⇀↽−− MLC−P K+

m = 10µM k+ = 27s−1

MLC−P + MLCP −−⇀↽−− MLC K−
m = 15µM k− = 16s−1

Tab. III.2: Réaction de phosphorylation et déphosphorylation des myosines, re-
produit de [91]

antagonistes donne la quantité de forme phosphorylée MLC-P. La phosphorylation
stimule l’activité ATP-ase des myosines et permet leur assemblage en oligomères
[14] : ce sont donc les myosines phosphorylées qui exerçent des contraintes dans le
gel. Nous obtenons leur concentration en équilibrant deux cinétiques de Michaelis-
Menten et en écrivant la conservation du nombre de myosines :

k+[MLCKCaMCa]
[MLC]

K+
m + [MLC]

= k−[MLCP]
[MLC−P]

K−
m + [MLC−P]

(III.22)

[MLC] + [MLC−P] = [MLC]T (III.23)

En résolvant les eqs. III.22 et III.23 on obtient la concentration en myosines phos-
phorylees [MLC-P] en fonction de la concentration en complexe MLCKCaMCa. La
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Fig. III.12: Fraction à l’équilibre de myosines phosphorylées, en fonction de la
concentration en complexe MLCKCaMCa (eqs. III.22-III.23

solution est tracée sur la fig. III.12 avec les paramètres des tableaux III.1 et III.2 :
elle est d’allure sigmöıdale, centrée sur une concentration de demi-phosphorylation

[MLCKCaMCa] 1
2

=
k−

k+

2K+ + [MLC]T
2K− + [MLC]T

[MLCP] (III.24)

On peut donc déduire la concentration de myosines phosphorylées en fonction de
la concentration de calcium libre à l’équilibre, l’éq. III.21 donnant la quantité de
complexe MLCKCaMCa formé en fonction de [Ca]free et les éqs. III.22 et III.23
la quantité de MLC-P. Nous traçons la fonction obtenue [MLC-P]([Ca]) avec les
valeurs numériques que nous avons introduites jusqu’ici sur la figure III.13(a). Le
profil est encore d’allure sigmöıdale, et a une concentration de demi-phosphorylation
maximale de 100nM . Afin de vérifier que notre modèle est plausible nous essayons
également de reproduire les données expérimentales de Taylor&Stull [141], qui me-
surent directement la fraction de myosines phosphorylées dans des cellules de muscle
lisse soumises à differentes concentrations de calcium. Il faut remarquer que ces ré-
sultats sont obtenus dans un type de cellule différent des fibroblastes. En corrigeant
les concentrations [MLCP] = 12µM et [CaM] = 15µM (non precisées dans l’ar-
ticle) nous pouvons cependant ajuster leurs résultats avec une bonne précision (fig.
III.13(b)). Une détermination exacte de la forme de la courbe est de toute facon
difficile : les concentrations des protéines impliquées ne sont pas connues avec assez
de precision, et elles peuvent varier d’un type de cellule à l’autre, de même que
les constantes de réaction. Soulignons cependant que les résultats expérimentaux
semblent valider notre modélisation et les valeurs choisies pour les paramètres.

Nous tirons de ces calculs une conclusion essentielle : ce système de signalisation a
un profil sigmöıdal de réponse au calcium avec une concentration caracteristique (∼
100−300nM) très proche de la concentration intracellulaire de référence maintenue
par la cellule ([Ca] ∼ 100nM). En d’autres termes, cela suggère que la cellule a un
point de fonctionnement qui lui permet de phosphoryler beaucoup de myosines en
réponse à une faible élévation de calcium.
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Fig. III.13: Fraction de myosine phosphorylée [MLC−P]
[MLC]T

(courbe verte) en fonction

de la concentration en calcium libre [Ca]free : (a) avec les valeurs du tableau III.1.
Près de la concentration en calcium libre de la cellule [Ca]free ≃ 100nM la sen-
sibilité de la phosphorylation des myosines au calcium est maximale et une large
fraction du calcium entrant se lie à la calmoduline. La courbe en pointillé donne
la quantité de complexe formé avec la calmoduline (fig III.11). : on voit qu’aux
concentrations physiologiques on est loin de la saturation. (b) Ajustement aux
points experimentaux reproduits de Taylor et Stull [141], avec le modèle décrit
dans le texte et pour [MLCP] = 12µM et [CaM] = 15µM .

Contrainte active

Les myosines phosphorylées s’attachent et se détachent du gel avec les taux k+
a

et k−
a , de sorte qu’à l’équilibre

[MLC−P]attache =
k+

a ([Bb])

k−
a

[MLC−P] (III.25)

où nous avons explicitement introduit la dépendance du taux d’attachement à la
blebbistatine, une drogue qui empêche la myosine de s’attacher aux filaments [77].

La contrainte active ζ∆µ dépend en dernier lieu de la concentration de myosines
attachée au gel. Dans un modèle näıf nous écrivons qu’elle lui est proportionnelle :

ζ∆µ = ζ0[MLC−P]([Ca]) (III.26)

B.2.5 Linéarisation

Notre objectif étant de faire l’étude de la stabilite linéaire du système, nous
devons linéariser les équations de réponse au calcium.

Définissons d’abord l’état stationnaire. En l’absence de perturbation de la couche,
l’eq. III.9 donne la concentration de calcium dans la cellule

[Ca]0 = [Ca]cell +
λ([Ca]0,[Ca]out)

kCa

p0(x0) (III.27)

où λ défini dans l’eq. III.10 dépend des concentrations externes et internes en cal-
cium. La concentration [Ca]0 peut être différente de la concentration intracellulaire
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Fig. III.14: Schéma explicitant la définition du taux de rétroaction kf . A droite,
la réponse des canaux à la déformation est linéarisée autour de l’état stationnaire.
Cette réponse crée un flux de calcium qui augmente la fraction de myosine phos-
phorylée : nous linéarisons également cette seconde réponse (courbe de gauche,
reproduit de la fig. III.13 mais tracée en échelle lineaire). Le taux kf rassemble ces
deux mécanismes.

de référence [Ca]cell maintenue par les canaux qui ne sont pas mécanosensibles. Le
calcium présent en excès déplace l’equilibre des réactions chimiques décrites ci-dessus
(eq. III.26), ce qui crée une contrainte active ζ∆µ0 = ζ0[MLC−P]([Ca]0). x0 est la
déformation du cortex à l’état stationnaire : comme nous considérons que le gel est
polymérisé sans déformation on doit avoir x0 = 0, mais un autre choix ne modifierait
pas notre calcul.

Cela définit de facon consistante les valeurs de [Ca]0 et ζ∆µ0, qui peuvent être
calculées en fonction des paramètres du problème. Comme la plupart d’entre eux ne
sont pas connus, nous n’essayons pas de donner une estimation numerique. Nous re-
marquons simplement que le blocage des canaux par le gadolinium ou le tamponnage
du calcium externe annule ou diminue le coefficient λ (proportionnel à ln [Ca]out

[Ca]in
), ce

qui en retour doit diminuer le calcium interne et donc l’activité des myosines ζ∆µ0.
Ceci peut expliquer, comme nous le verrons plus loin, que ces manipulations arrêtent
également la formation de bleb.

Nous linéarisons maintenant l’équation III.9 autour de cet état en réponse à une
perturbation de la déformation du cortex δx, ce qui donne

dδ[Ca]free
dt

=
−k[Ca]

1 +
d[Ca]bound

d[Ca]

δ[Ca]free +
λ

1 +
d[Ca]bound

d[Ca]

dp0

dx

∣
∣
∣
∣
x=x0

δx (III.28)

où nous avons négligé la variation du rapport
d[Ca]bound

d[Ca]free
, ce qui au vu de l’allure de la

courbe correspondante de la fig. III.11 est une bonne approximation. Cette variation
de calcium modifie la concentration de myosines phosphorylées [MLC−P]([Ca]) et
donc l’activité des myosines, selon

δζ∆µ = ζ0
d[MLC−P]

d[Ca]

∣
∣
∣
∣
[Ca]=[Ca]0

δ[Ca]free (III.29)
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soit en utilisant la valeur de référence ζ∆µ = ζ0[MLC−P]([Ca])

δζ∆µ

ζ∆µ
=

1

[MLC−P]

d[MLC−P]

d[Ca]

∣
∣
∣
∣
[Ca]=[Ca]0

δ[Ca]free (III.30)

En reportant dans l’équation III.9 on obtient donc une équation directe pour δζ∆µ

d

dt
δζ∆µ =

−k[Ca]

1 +
d[Ca]bound

d[Ca]

δζ∆µ + ζ∆µkfδx (III.31)

où nous avons introduit le “taux de retroaction” kf , défini par

kf =
λ

1 +
d[Ca]bound

d[Ca]

1

[MLC−P]

d[MLC−P]

d[Ca]

∣
∣
∣
∣
[Ca]=[Ca]0

dp0

dx

∣
∣
∣
∣
x=x0

≃ ρ

a

g

NA2e

kT

2e
ln

(
[Ca]out

[Ca]in

)
1

1 +
d[Ca]bound

d[Ca]

1

[MLC−P]

d[MLC−P]

d[Ca]

∣
∣
∣
∣
[Ca]=[Ca]0

dp0

dx

∣
∣
∣
∣
x=x0

(III.32)

kf a la dimension de l’inverse d’un temps. Comme illustré sur la figure III.14 nous
avons linéarisé à la fois la courbe de réponse des canaux à la déformation p0(x)
et la courbe donnant la concentration de myosines phosphorylées en fonction du
calcium. Le taux kf est la mesure de la sensibilité linéarisée de ces deux courbes de
réponse. Nous l’appelons taux de rétroaction car il donne une mesure de l’échelle
de temps nécessaire pour augmenter localement l’activité des myosines en réponse
à une déformation. Sa valeur est indépendante de l’activité ζ∆µ, au moins pour des
petites perturbations de la concentration stationnaire de [MLC−P] pour lesquelles

on peut négliger la variation de 1
[MLC−P]

d[MLC−P]
[Ca]

.

B.3 Dynamique de la couche

Dans la partie précédente nous avons supposé que le calcium pouvait stimuler
localement la phosphorylation des myosines, et ainsi faire varier les contraintes dans
le gel. Nous essayons donc de calculer la réponse viscoélastique du gel lorsqu’il est
soumis à une distribution non homogène d’activité de myosine ζ∆µ(θ) (fig. III.15).
On s’attend à ce que des déformations et des flux naissent dans la couche, qui
entrâınent des variations de l’épaisseur du cortex e et du rayon de la cellule R.

Les équations complètes de la dynamique de la couche sont assez compliquées,
pour ce problème nous souhaitons donc faire certaines approximations. Dans le cas
de l’oscillation trois temps caractéristiques interviennent : le temps de relaxation
viscoélastique τ , le temps de renouvellement de la couche τto = e

vp
et la période

de l’oscillation τosc qui est de l’ordre de 30s. Le temps τ est de l’ordre de 5 à 60
s en fonction des auteurs [151][143], de l’ordre de la période de l’oscillation, nous
choisissons donc d’inclure les propriétés viscoélastiques du gel dans notre modèle et
de négliger le treadmilling. Cela suppose que τosc << τto. Nous ne connaissons pas
le temps de renouvellement de la couche pour un fibroblaste en phase G1 ou G2,
mais pour une cellule en division il est de l’ordre de 50s [104]. Ce temps pourrait
être plus long dans une cellule en interphase. Il est donc difficile de savoir si cette
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Fig. III.15: Problème posé dans cette partie : nous souhaitons calculer l’évolution
de l’épaisseur du cortex et du rayon de la cellule en réponse à une distribution
inhomogene de myosines, et donc de champ actif ζ∆µ.

approximation est valable : nous discutons à la fin de ce chapitre des effets possible
du treadmilling.

Pour décrire la dynamique de la couche nous prenons pour état de référence une
cellule sphérique de rayon R et une couche corticale d’épaisseur e, soumise à une
contrainte active homogène ζ∆µ. Nous souhaitons décrire la variation de la forme
de la cellule et de l’épaisseur du cortex en réponse à une concentration inhomogène
de myosines, qui perturbent le profil d’activité d’une quantité δζ∆µ(θ) << ζ∆µ.
Nous perturbons donc l’état de référence à l’ordre linéaire e(θ) = e+δe(θ) et R(θ) =
R+δR(θ) et nous cherchons l’évolution temporelle de δe et δR en fonction de δζ∆µ.

Comme précisé dans le chapitre II, nous supposons que la couche corticale est
soumise aux conditions aux limites

σnn(R) = Pext − γH (III.33)

σnn(r0) = Pin (III.34)

σnti(R) = 0 (III.35)

σnti(r0) = 0 (III.36)

Les notations utilisées sont celles du chapitre II. Les vecteurs −→n et
−→
t en particulier

dénotent les vecteurs normaux et tangents au cortex localement. Ici nous négligeons
la friction du cortex sur la membrane. Remarquons que dans les termes du chapitre
II, cela conduit à ce que l’instabilité de plus grande longueur d’onde soit cinétique-
ment favorisée. Nous montrons plus loin qu’en effet le mode 1, qui est le plus grand
mode possible, est aussi le plus instable : en incluant la friction on peut s’attendre
à ce que des modes de plus faible longueur d’onde soient sélectionnés.
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Nous rappelons les équations constitutives appliquées à la couche

(1 + τ
d

dt
+ τvp

d

dr
)(σrr + p + Qrrζ∆µ) = 2ηvrr (III.37)

(1 + τ
d

dt
+ τvp

d

dr
)(σθθ + p + Qθθζ∆µ) = 2ηvθθ (III.38)

(1 + τ
d

dt
+ τvp

d

dr
)(σφφ + p + Qφφζ∆µ) = 2ηvφφ (III.39)

(1 + τ
d

dt
+ τvp

d

dr
)(σrθ + Qrθζ∆µ) = 2ηvrθ (III.40)

où le tenseur des vitesses s’écrit

vrr = ∂rvr (III.41)

vθθ =
1

r
∂θvθ +

vr

r
(III.42)

vφφ =
vr

r
+

vθ

r
cot θ (III.43)

vrθ =
1

2

[

∂θvr −
vθ

r
+ ∂rvθ

]

(III.44)

A ceci nous devons ajouter la condition d’incompressibilité et les équations d’équi-
libre des forces qui s’écrivent en géométrie sphérique avec symétrie axiale

∂rvr + 2
vr

r
+

1

r
∂θvθ +

vθ

r
cot θ = 0 (III.45)

pour l’incompressibilité et

∂rσrr +
1

r
∂θσrθ +

1

r
(2σrr − σθθ − σφφ + σrθ cot θ) = 0 (III.46)

∂rσrθ +
1

r
∂θσθθ +

1

r
(3σrθ + (σθθ − σφφ) cot θ) = 0 (III.47)

pour l’équilibre des forces.

La solution isotrope de ces équations, qui constitue l’état de référence de notre
problème, est obtenue au chapitre II. Dans ce qui suit nous décrivons le calcul de
perturbation de ces équations à l’ordre lineaire.

B.3.1 Perturbation des équations au premier ordre

Harmoniques sphériques

Toutes nos équations étant linéaires dans le champ de vitesse, et comme nous nous
plaçons en géométrie sphérique, nous pouvons décomposer toutes les quantités en
harmoniques sphériques (n,m) sur l’espace des fonctions élémentaires P m

n (cos θ)eimφ

où P m
n est la fonction associée de Legendre d’ordre (n,m) (voir l’appendice B). Ici

nous nous restreignons aux perturbations axiales pour lesquelles m = 0 (fig. III.16).
Suivant la démarche introduite dans la réf. [60], nous décomposons alors le champ
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φ

Perturbation du rayon de la cellule

n=0 n=1 n=2 n=3

φ

Perturbation de l’epaisseur du cortex

Fig. III.16: Premiers modes dans la décomposition de la déformation de la cellule
et de la variation de l’épaisseur en harmoniques sphériques. L’axe de symétrie
cylindrique va de bas en haut. Dessin du haut : déformation du rayon de la cellule
R : le mode n = 0 correspond à une variation isotrope du volume, le mode n = 1
à une translation de la cellule, les modes suivants 2, 3 et plus correspondent à
des déformations ayant un ordre de symétrie de plus en plus élevé. A l’exception
du mode 0, les modes conservent le volume à l’ordre lineaire. Dessin du bas :
déformation de l’épaisseur du cortex e. Le mode n = 0 correspond à une variation
isotrope de l’épaisseur, le mode n = 1 à une situation où le cortex s’affine en un
pôle de la cellule et s’épaissit dans l’autre.

de vitesse en

δvr(θ) =

∞∑

n=0

δvn
r Pn(cos θ) (III.48)

δvθ(θ) =
∞∑

n=1

δvn
θ

In+1(cos θ)

sin θ
(III.49)

Dans cette décomposition le mode 0 est particulier car purement radial. In+1 est le
polynôme de Gegenbauer relié a Pn par

In+1 =
Pn−1 − Pn+1

2n + 1
(III.50)

Dans l’appendice B nous donnons quelques relations utiles entre ces deux familles
de polynôme.
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Equations constitutives

Nous perturbons les équations constitutives à l’ordre linéaire

(1 + τ
d

dt
+ τvp

d

dr
)(δσrr + δp +

1

3
δζ∆µ − δQrrζ∆µ) = 2ηδvrr (III.51)

(1 + τ
d

dt
+ τvp

d

dr
)(δσθθ + δp − 1

6
δζ∆µ + δQθθζ∆µ) = 2ηδvθθ (III.52)

(1 + τ
d

dt
+ τvp

d

dr
)(δσφφ + δp − 1

6
δζ∆µ + δQφφζ∆µ) = 2ηδvφφ (III.53)

(1 + τ
d

dt
+ τvp

d

dr
)(σrθ + δQrθζ∆µ) = 2ηδvrθ (III.54)

Ces expressions font intervenir l’opérateur de dérivation convective d
dt

+ vp
d
dr

: dans
cette expression le premier terme est d’ordre 1

τosc
et le second d’ordre vp

e
= 1

τto
le

temps de renouvellement de la couche. Nous négligeons donc le second terme dans
notre approximation τosc << τto . Par ailleurs nous prenons la transformée de Laplace
temporelle de toutes les quantités linéarisées ce qui nous donne

δσrr + δp +
1

3
δζ∆µ − δQrrζ∆µ =

2η

1 + τs
δvrr (III.55)

δσθθ + δp − 1

6
δζ∆µ − δQθθζ∆µ =

2η

1 + τs
δvθθ (III.56)

δσφφ + δp − 1

6
δζ∆µ − δQφφζ∆µ =

2η

1 + τs
δvφφ (III.57)

σrθ − δQrθζ∆µ =
2η

1 + τs
δvrθ (III.58)

Dans ce qui suit nous notons η̃ = η
1+τs

afin d’alléger les notations.

Conditions aux limites

Pour inclure l’effet de la tension de la membrane nous devons calculer la pertur-
bation de la courbure locale pour appliquer la loi de Laplace. Localement les deux
vecteurs tangents à la membrane tθ et tφ et le vecteur normal associe n (orienté vers
l’extérieur) s’écrivent au premier ordre dans la perturbation de la sphère δR

R

tθ =
∂θδR

R
er + eθ

tφ = eφ

n = er −
∂θδR

R
eθ

Le tenseur de courbure s’écrit Cij = −(∂itj).n, où la dérivée est selon les coordonnees
euclidiennes, et le signe − est dû au choix d’orientation de n. Nous avons donc

Cθθ = − 1

R + δR
(∂θtθ).n =

1

R
− (∂2

θ + 1)
δR

R
(III.59)

Cφφ = − 1

sin θ(R + δR)
(∂φtφ).n =

1

R
− (cot θ∂θ + 1)

δR

R
(III.60)
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et la courbure totale est donc égale à

H =
2

R
+ (−∂2

θ − cot θ∂θ − 2)
δR

R
(III.61)

Sa variation est donc

δHn = (n(n + 1) − 2)
δRn

R
(III.62)

en utilisant la décomposition en harmoniques sphériques.
Nous pouvons maintenant perturber les conditions aux limites. Au premier ordre

en δR
R

les contraintes s’écrivent

σt1t1 = σθθ + δσθθ (III.63)

σnn = σrr + δσrr (III.64)

σnt1 = σrθ + δσrθ − (σθθ − σrr)
∂θδR

R
(III.65)

La perturbation des conditions aux limites III.33 à III.36 donne donc

δσrr(R) = −dσrr

dr
(R)δR +

γ

R
(∂2

θ + cot θ∂θ + 2)
δR

R
+

2

R
δγ (III.66)

δσrr(r0) = −δPin − dσrr

dr
(r0)δr0 (III.67)

δσrθ(R) = −dσrθ

dr
(R)δR + (σθθ − σrr)(R)

∂θδR

R
(III.68)

δσrθ(r0) = −dσrθ

dr
(r0)δr0 + (σθθ − σrr)(r0)

∂θδr0

r0
(III.69)

Nous supposons dans la suite que δγ = 0, ce qui est cohérent si la friction entre le
cortex et la membrane est effectivement négligeable (sinon elle donne naissance à des
gradients de tension dans la membrane). La variation de la pression intérieure δPin

est couplée avec les équations du fluide à l’intérieur de la sphère. Nous négligeons
la viscosité du cytosol ηcyt, et la pression à l’intérieur de la cellule s’équilibre donc
rapidement par rapport au temps de l’oscillation. Ceci nous permet d’écrire que
∂θδPin = 0 et donc δP n

in = 0 pour n > 1. En d’autres termes, seul le mode n = 0
peut entrâıner une variation de la pression interne. Cela est cohérent physiquement
car les autres modes n’entrâınent pas de variation du volume interne à l’ordre le plus
bas.

En utilisant la solution isotrope donnée dans le chapitre II, que nous considérons
pour simplifier dans la limite liquide et dans la limite ζ∆µ >> ηvp

R
, nous pouvons

réécrire les conditions aux limites perturbées III.66 a III.69 pour chaque mode n>0 :

δσn
rr(R) = −ζ∆µ

δRn

R
− (n(n + 1) − 2)γ

R

δRn

R
(III.70)

δσn
rr(r0) = −ζ∆µ

δrn
0

r0
(III.71)

δσn
rθ(R) = −n(n + 1)

ζ∆µ

2

δRn

R
(III.72)

δσn
rθ(r0) = −n(n + 1)

ζ∆µ

2

δrn
0

r0
(III.73)
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et pour le mode 0

δσ0
rr(R) = −ζ∆µ

δR0

R
− (n(n + 1) − 2)γ

R

δR0

R
(III.74)

δσ0
rr(r0) = −δP 0

in − ζ∆µ
δrn

0

r0

(III.75)

Nous ne connaissons pas a priori la variation de la pression interne δP 0
in, nous traitons

ce problème dans le premier paragraphe de la section B.3.2.

Equations cinétiques

Nous devons également perturber les équations cinétiques, qui sont simplement
données par :

dδR

dt
= δvr(R) (III.76)

dδr0

dt
= δvr(r0) (III.77)

où en introduisant l’épaisseur de la couche δe = δR − δr0,

dδR

dt
= δvr(R) (III.78)

dδe

dt
= δvr(R) − δvr(r0) (III.79)

Orientation des filaments

Comme dans le chapitre II nous supposons que les filaments restent parallèles
à la membrane. Les vecteurs tangents à la membrane étant tθ et tφ, nous pouvons
comme dans la section A.1 du chapitre II repérer l’orientation d’un filament par
l’angle qu’il forme avec tθ, soit

p = cos χtθ + sin χtφ (III.80)

soit dans l’espace (er, eθ, eφ)

p =





∂θ
δR
R

cos χ
cos χ
sin χ



 (III.81)

En utilisant Qij =< pipj− 1
3
δij > et en moyennant sur l’angle χ on obtient le tenseur

nématique dans la même base

Qij =





−1
3

1
2

∂θδR
R

0
1
2

∂θδR
R

1
6

0
0 0 1

6



 (III.82)

On utilise ce tenseur pour obtenir les contraintes actives dans les équations consti-
tutives III.37 à III.40. Nous avons vérifié que si on suppose que l’orientation des
filaments n’est pas modifiée lorsque la membrane se déplace, au contraire de ce que
nous considérons ici, on obtient le meme résultat final à l’ordre le plus bas en e

R

auquel nous nous restreignons.
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B.3.2 Résolution des équations

Mode isotrope

Nous commencons par étudier le mode isotrope n = 0 : il doit être traité sépa-
rément car sa variation est contrôlée par l’échange d’eau à travers la membrane de
cellule. Comme nous l’avons précisé dans la section A.3 le volume total de la cellule
ne peut en effet varier que si de l’eau traverse la membrane perméable, ce qui est
contrôlé par l’équation II.19 que nous rappelons ici

dV

dt
= 4πR2Lpρp(∆Π − ∆P ) (III.83)

où Lp est la constante de perméation d’un pore, ρp est la densité de pores dans la
membrane, ∆P = Pin −Pout la différence de pression hydrostatique entre l’intérieur
et l’extérieur de la cellule, et ∆Π = Πin − Πout la différence de pression osmotique.

Pour perturber cette équation nous devons calculer la variation de volume induite
par la déformation de la cellule δR. Pour cela nous calculons le volume total

Vtotal =
2π

3

∫ π

0

(R + δR)3 sin θdθ ≃ 4

3
πR3 + 2πR2

∫ π

0

δR sin θdθ (III.84)

δV = 2πR2

∫ π

0

δR sin θdθ = 2πR2
∑

δRn

∫ π

0

Pn(cos θ) sin θdθ (III.85)

La dernière intégrale est un produit scalaire entre les polynômes de Legendre
Pn(cos θ) et P0(cos θ) = 1. Du fait de leur orthogonalité, à l’ordre le plus bas seul le
mode 0 contribue à la variation du volume, et δV = 4πR2δR0. La pression osmotique
dépend du volume à travers Πint = nt

V
RT , où nt est la force ionique totale dans la

cellule. En perturbant l’équation III.83 nous obtenons donc

dδR(0)

dt
= Lpρp

(

−3ntRT

V

δR(0)

R
− δP

(0)
in

)

(III.86)

Pour obtenir la pression intérieure nous devons calculer explicitement le champ de

vitesse. La conservation du volume pour le mode 0 s’écrit ∂rδv
0
r + 2δv0

r

r
= 0, ce qui

combiné avec les équations cinétiques III.78 et III.79 donne

δv(0)
r =

R2

r2

dδR(0)

dt
(III.87)

δe(0)

e
= −2

δR(0)

R
(III.88)

En utilisant les équations constitutives III.55 et III.56, ainsi que l’équilibre radial des
forces III.46, on obtient une expression pour ∂rσrr. En l’intégrant et en la comparant
aux conditions aux limites III.74 et III.75 on obtient finalement

6ηe

R2

dδR(0)

dt
=

(

1 + τ
d

dt

)[

δP
(0)
in + 3

(

ζ∆µ +
2γ

R

)
δR(0)

R
− e

R
δζ∆µ(0)

]

(III.89)

L’élimination de la pression entre les équations III.86 et III.89 donne l’équation pour
le mode 0
[

R

Lpρp
(1 + τ

d

dt
) +

6ηe

R

]
d

dt

δR(0)

R
= (1 + τ

d

dt
)

[

−3Πext
δR(0)

R
− e

R
δζ∆µ(0)

]

(III.90)
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où nous avons utilisé l’équation d’équilibre de l’état de référence ∆Π = ζ∆µe+2γ
R

, et

nous avons supposé pour simplifier ζ∆µ >> 12ηvp

R
et ζ∆µR >> γ (ces approxima-

tions sont justifiées plus précisément au paragraphe suivant).
L’expression entre crochets dans le membre de gauche contient deux termes qui

correspondent respectivement à la dissipation due à la perméation de l’eau dans la
membrane et à la friction interne du cortex. La comparaison entre ces deux quan-
tités Lpρpηe

R2 ≃ 10−5 << 1 (pour Lpρp ≃ 3.610−13m.s−1.Pa−1, [40] et η ∼ 104Pa.s)
indique que la perméation à travers la membrane domine largement. Cela nous per-
met d’écrire l’équation simplifiée

d

dt

δR(0)

R
=

Lpρp

R

[

−3Πext
δR(0)

R
− e

R
δζ∆µ(0)

]

(III.91)

Le coefficient devant δR(0) assure que la pression osmotique stabilise le volume de
la cellule. Le second terme correspond à un effet mécanique : en réponse à une
augmentation homogène de l’activité des myosines, la tension du cortex augmente,
ce qui tend à le contracter et à réduire le volume de la cellule.

Nous pouvons cependant négliger cette perturbation, car elle est très faible,
l’équation III.91 donnant à l’équilibre δR ∼ eδζ∆µ

2Πext
. En général et comme détaillé

dans la section A.3, les pressions osmotiques en jeu sont de l’ordre de 1 atm=105Pa,
une valeur bien plus importante que la pression exercée par le cortex ≃ 100Pa. En
particulier elle est plus faible que la perturbation induite par les modes suivants pour
lesquels δR ∼ R δζ∆µ

ζ∆µ
(voir paragraphe suivant). Dans ce qui suit nous considérons

donc simplement δR(0) = 0 et le volume de la cellule est conservé dans l’oscillation.

Modes n>0

L’équation de conservation du volume III.45 nous donne une relation entre les
modes de δvθ et δvr

∂rδv
(n)
r +

2δv
(n)
r

r
+

δv
(n)
θ

r
= 0 (III.92)

qui nous permet d’éliminer vθ des équations constitutives III.55 a III.58. Afin d’obte-
nir une équation pour δvr nous insérons les équations donnant les contraintes III.55
à III.58 dans les équations d’équilibre des forces III.46 et III.47. Nous obtenons alors
deux équations

∂rδp
(n) = 2η̃

[
1

2
∂2

r +
2

r
∂r −

un − 2

2r2

]

δv(n)
r −

[(
1

3
∂r +

1

r

)

δζ∆µ(n) +
un

4r

δR(n)

R
ζ∆µ

]

(III.93)

−unδp(n) = 2η̃

[

−r2

2
∂3

r − 3r∂2
r +

un − 6

2
∂r

]

δv(n)
r − 1

r

[

3un

4

δR(n)

R
ζ∆µ +

un

6
δζ∆µ

]

(III.94)

Dans un souci de compacité nous avons introduit la notation un = n(n+1). L’élimi-
nation de la pression p entre les équations III.93 et III.94 nous donne alors l’équation
différentielle

[
r4∂4

r + 8r3∂3
r − 2(un − 6)r2∂2

r − 4unr∂r + un(un − 2)
]
δv(n)

r = −run

η̃

(
(r

2
∂r + 1

)

δζ∆µ(n) − ζ∆µ

4

δR(n)

R

)
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qui se simplifie si δζ∆µ ne varie pas à travers la couche :

[
r4∂4

r + 8r3∂3
r − 2(un − 6)r2∂2

r − 4unr∂r + un(un − 2)
]
δv(n)

r = −run

η̃

(

δζ∆µ(n) − ζ∆µ

4

δR(n)

R

)

(III.95)

Cette équation peut être résolue en cherchant une solution de la forme δv
(n)
r = rα,

ce qui donne l’équation suivante pour α :

un(un − 2) + (−2 − 2un)α + (−1 − 2un)α
2 + 2α3 + α4 = 0 (III.96)

dont les solutions sont α ∈ {n + 1,n − 1, − n, − n − 2}. La solution pour δvr s’écrit
donc de facon générale

δv(n)
r = Arn+1 + Brn−1 + Cr−n + Dr−n−2 − r

η(un − 6)

(

δζ∆µ(n) − ζ∆µ

4

δR(n)

R

)

(III.97)
Tous les champs peuvent maintenant s’exprimer en terme de A, B, C et D qui doivent
être déterminés à partir des 4 conditions aux limites III.66 a III.69. Pour cela nous
réexprimons les contraintes δσrr et δσrθ en fonction de ces constantes, ce qui donne

δσ(n)
rr = 2η̃

[
n2 − n − 3

n
Arn + (n − 1)Brn−2 − n2 + 3n − 1

n + 1
Cr−n−1 − (n + 2)Dr−n−3

]

− u2
n − 12

un(un − 6)
δζ∆µ(n) +

3(un − 4)

2un(un − 6)
ζ∆µ

δR(n)

R

δσ
(n)
rθ = −2η̃

[
(n + 2)nArn + (n2 − 1)Brn−2 + (n2 − 1)Cr−n−1 + n(n + 2)Dr−n−3

]

+
un

un − 6
δζ∆µ − 3

2(un − 6)
ζ∆µ

δR(n)

R

En incluant ces expressions dans les conditions aux limites III.66 a III.69 nous
obtenons un système linéaire à 4 inconnues A, B, C et D

η̃








n2
−n−3
n

n − 1 −n2+3n−1
n+1 −(n + 2)

n2
−n−3
n

(
r0

R

)n
(n − 1)

(
r0

R

)n−2 −n2+3n−1
n+1

(
r0

R

)
−n−1 −(n + 2)

(
r0

R

)
−n−3

(n + 2)n n2 − 1 n2 − 1 n(n + 2)

(n + 2)n
(

r0

R

)n
(n2 − 1)

(
r0

R

)n−2
(n2 − 1)

(
r0

R

)
−n−1

n(n + 2)
(

r0

R

)
−n−3














ARn

BRn−2

CR−n−1

DR−n−3







=

δζ∆µ(n)

4un(un − 6)







u2
n − 12

u2
n − 12
2u2

n

2u2
n







− 3ζ∆µ

4un(un − 6)

δR(n)

R







un − 4
un − 4

un

un







+
1

2

δR(n)

R







−ζ∆µ − (un − 2) γ
R

− R
r0

ζ∆µ
un

2 ζ∆µ
R
r0

un

2 ζ∆µ







+
ζ∆µ

2

δe(n)

r0







0
1
0

−un

2







(III.98)

Le calcul fait également apparâıtre des termes en
(

r0

R

)n
, que pour simplifier nous

développons en
(

r0

R

)n ≃ 1 − n e
R
, ce qui suppose que nous nous restreignons à des

petits modes pour lesquels n << R
e
.

Nous pouvons inverser ce système pour obtenir les 4 constantes A, B, C et D, sauf
pour n = 1 pour lequel il est singulier. Physiquement cela est dû au fait que le mode
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1 est un mode de translation le long de l’axe de symétrie (voir fig. III.16). Une per-
turbation de δR1 correspond donc à une translation de toute la cellule, qui n’est pas
fixée par les forces internes dans le cortex mais par les forces externes appliquées à la
cellule. Mathématiquement on voit que la deuxième colonne du système est identi-
quement nulle, ce qui laisse le choix de B libre. Nous nous plaçons dans un référentiel
attaché à la cellule, nous imposerons donc B pour assurer δR1 = 0. Nous remarquons
en outre que multiplier à gauche l’équation III.98 par

(
1 −r2

0 1 −r2
0

)
laisse les

deux membres égaux à 0, ce qui indique qu’on peut réduire le système à un système
3 × 3 sans condition supplémentaire. En éliminant par exemple la seconde ligne, on
trouve les valeurs des coefficients A, C et D. L’équation cinétique III.79 et l’équation
de la vitesse III.97 donnent

dδe(1)

dt
= δv(1)

r (R) − δvr(r0)

= e

(

2AR − C

R2
− 3

D

R4

)

+
δζ∆µ(1)

4η

qui ne dépend pas de B. En remplacant A, C, et D par les valeurs obtenues du
système III.98 on obtient finalement l’équation du mode 1

d

dt

δe1

e
=

1

1 − ζ∆µ
6E

[
ζ∆µ

6η

δe1

e
+ (1 + τ

d

dt
)
δζ∆µ

6η̃

]

(III.99)

où nous avons supposé pour simplifier ζ∆µ >> 12ηvp

R
et nous avons remplacé 1

η̃
par

1
η

(
1 + τ d

dt

)
.

Revenons aux modes n > 1. Dans ce cas nous pouvons inverser directement le
système III.98, le calcul des 4 constantes nous donne vr et de là nous obtenons les
deux quantités, en ne gardant que les termes d’ordre le plus élevé en e

R
:

η̃
δvr(R)

R
=

[

− 1

12

]

δζ∆µ +

[
1 − 2un

12
ζ∆µ − 2un − 1

6

γ

e

]
δR

R
− 1

12
[ζ∆µ]

δe

e

η̃
δvr(R) − δvr(r0)

R
=

[
1

6

e

R

]

δζ∆µ +

[(
un − 2

12

)

ζ∆µ +
un − 2

6

γ

e

]
e

R

δR

R
+

1

6
[ζ∆µ]

δe

R

Ce qui donne en utilisant les équations cinétiques III.78 et III.79

η̃
1

R

dδR

dt
=

[

− 1

12

]

δζ∆µ +

[(
1 − 2un

12

)

ζ∆µ − 2un − 1

6

γ

e

]
δR

R
− ζ∆µ

12

δe

e

η̃
1

R

dδe

dt
=

[
1

6

e

R

]

δζ∆µ +

[(
un − 2

12

)

ζ∆µ +
un − 2

6

γ

e

]
e

R

δR

R
+

ζ∆µ

6

δe

R

Pour appliquer ces équations à notre problème nous remplacons 1
η̃

par 1
η
(1+ τ d

dt
) et

nous supposons ζ∆µe >> γ. Cette approximation est justifiée expérimentalement :
dans le chapitre V en particulier nous montrons que la tension de la membrane est
d’ordre γ ≃ 3.10−5N.m−1 alors que la tension du cortex ζ∆µe ≃ 4.10−4N.m−1. Nous
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obtenons alors

τ
d

dt

δe

e
=

1

1 + (un − 1) ζ∆µ
6E

[
ζ∆µ

6E
(1 +

3un

4

ζ∆µ

6E
)
δe

e
+

un

2

ζ∆µ

6E

δR

R

+

(

1 +
3un

4

ζ∆µ

6E

)(

1 + τ
d

dt

)
δζ∆µ

6E

]

(III.100)

τ
d

dt

δR

R
=

1

1 + (un − 1) ζ∆µ
6E

[

−un
ζ∆µ

6E

(

1 − 3

4

ζ∆µ

6E

)
δR

R
− 1

2

ζ∆µ

6E

δe

e
− 1

2
(1 + τ

d

dt
)
δζ∆µ

6E

]

(III.101)

C Diagramme des phases

Les équations III.31, III.99 pour le mode 1 et III.31, III.100 et III.101 pour
les modes n > 1 forment un système dynamique linéaire à 2 (respectivement 3)
composants dont la matrice d’évolution s’écrit dans la limite y << 1

τ
d

dt

(
δe
e

δζ∆µ
6E

)

=

(
ζ∆µ
6E

(1 − τkf) 1 − τ k̄Ca

− ζ∆µ
6E

τkf −τ k̄Ca

)(
δe
e

δζ∆µ
6E

)

(III.102)

pour le mode 1 et

τ
d

dt





δe
e

δR
R

δζ∆µ
6E



 =





ζ∆µ
6E

(1 − τkf )
un

2
ζ∆µ
6E

1 − τ k̄Ca

−1−τkf

2
ζ∆µ
6E

−un
ζ∆µ
6E

−1
2
(1 − τ k̄Ca)

−τkf
ζ∆µ
6E

0 −τ k̄Ca









δe
e

δR
R

δζ∆µ
6E





(III.103)
pour les modes suivants. Nous avons renormalisé le taux d’expulsion du calcium
k̄Ca = kCaτ

1+
d[Cabound]

d[Ca]

, et nous avons supposé ζ∆µ
6E

<< 1. Cette dernière approximation

est nécessaire pour rester dans le domaine de l’élasticité linéaire car ζ∆µ
6E

est une
valeur caractéristique de la déformation induite dans le cortex par les myosines.

C.1 Comparaison entre les modes

Notre objectif est maintenant de déterminer le diagramme de stabilité linéaire
de ce système. Pour cela nous cherchons les valeurs propres w, éventuellement com-
plexes, des matrices des éqs. III.102 et III.103. Les modes propres correspondants
croissent comme ewt, de sorte que :

– Re(w) < 0 correspond à un mode stable, Re(w) > 0 à un mode instable
– Re(w) > 0 et Im(w) = 0 correspond à une instabilité croissant exponentielle-

ment, Re(w) > 0 et Im(w) 6= 0 à une oscillation instable de période 2π
Im(w)

w peut dependre de 4 paramètres de contrôle, ζ∆µ
6E

, kf , τ et k̄Ca. Les deux derniers
correspondent à des propriétés du gel ou de la cellule : on peut donc les considérer
constants, et nous nous intéressons aux différentes phases en fonction des valeurs de
ζ∆µ
6E

et kf .
Nous commençons par étudier la stabilité du système en examinant la partie

réelle des valeurs propres. Sur la fig. III.17 (graphique du haut), nous cherchons la
ligne Re(w) = 0 pour les modes n = 1, 2, et 3. Le mode n = 1 est le premier à devenir
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Fig. III.17: Courbe du haut : seuil d’instabilité pour les 3 premiers modes
(k̄Ca = 0.01). Pour chaque mode on résout Re(w) = 0 en fonction des paramètres
ζ∆µ
6E et τkf (rouge : mode n = 1, violet : mode n = 2, bleu : mode n = 3). Quand on

augmente l’activité tous les modes deviennent instables. Courbe du bas : Maximum
des parties réelles des valeurs propres pour les trois premiers modes. Graphique
de gauche : τkf = 0.4, τ k̄Ca = 0.1, graphique de droite : τkf = 0.05, τ k̄Ca = 0.1.
Dans tous les cas le mode 1 est le plus instable.

instable quand l’activité moyenne ζ∆µ augmente. En outre si nous comparons les
parties réelles de chaque mode (fig III.17, graphique du bas), le mode n = 1 est
toujours celui qui a la plus grande partie réelle. Il est donc cinétiquement favorisé
(il a le plus grand taux de croissance) et doit donc, à l’ordre linéaire tout au moins,
dominer le comportement de l’instabilité. Comme nous l’avons mentionné plus haut
ce mode correspond à une variation de l’épaisseur du cortex de part et d’autre de
l’axe de symétrie (voir fig III.16). Il n’y a pas de variation de forme qui lui est associé,
puisque le mode n = 1 pour la forme de la cellule correspond à une translation
globale de la cellule qui n’est pas fixée par la mécanique du cortex. On s’attend
cependant à ce que la déformation induite à l’ordre supérieur par les couplages à
l’ordre non-linéaire conserve la symétrie du mode le plus instable à l’ordre linéaire.
Or les vidéos de l’oscillation montrent que le flux de cytoplasme dans la cellule
effectue un mouvement d’aller-retour qui possede cette symétrie (voir fig. III.1, bien
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que cela soit difficile à percevoir sur une séquence d’images).

C.2 Diagramme de stabilité du mode 1

Nous nous concentrons donc maintenant sur le mode 1, et essayons d’établir le
diagramme des phases complet pour ce mode, en étudiant les valeurs propres de la
matrice M1 du système dynamique III.103. Le système admet une bifurcation vers
une solution oscillante quand det M1 > 0 et tr M1 = 0, soit pour

kf > k̄Ca ,
ζ∆µ

6E
=

τ k̄Ca

1 − τkf
(III.104)

Nous n’incluons pas de termes non-linéaires donc nous ne pouvons pas savoir si la
bifurcation est supercritique ou sous-critique. Supposons tout de même que près de
la ligne de bifurcation la partie imaginaire des valeurs propres donne une estimation
de la pulsation de l’oscillation. Dans la limite simple d’absorption lente du calcium
k̄Ca << 1

τ
la periode de l’oscillation est donnée par

τosc = 2π
τ

√
ζ∆µ
6E

(
4τkf − (1 − τkf )2 ζ∆µ

6E

)
(III.105)

qui implique en particulier la condition τkf < 1. Nous tracons sur la figure III.18 la
période de l’oscillation en fonction du paramètre ζ∆µ

6E
, pour des valeurs de kf et k̄Ca

satisfaisant la condition III.104. La période décrôıt lorsqu’on augmente l’activité.
Cette courbe est qualitativement semblable aux courbes expérimentales donnant
la variation de la période avec la concentration de blebbistatine ou de Y27 (fig.
III.6). En outre nous obtenons une valeur de la période cohérente, de l’ordre de 60s.
Remarquons que dans la limite liquide τ → 0 la période n’est pas nulle mais est
donnée par

τosc = 2π
1

√
ζ∆µ
6η

(4kf − ζ∆µ
6η

)
(III.106)

L’estimation précise de kf (voir eq. III.32) est difficile. Le temps de relaxation
viscoélastique τ est de l’ordre de 10s. Avec le modèle développé dans la partie B.2
on trouve 1

[MLC−P]
d[MLC−P]

d[Ca]
∼ 0.2µM−1 pour [Ca]0 = 100nM . Comme nous l’avons

vu plus haut une grande partie du calcium est lié : d’apres nos calculs on peut
estimer dCabound

dCa
= 40. La force pour l’entrée du calcium λ est de l’ordre de 3mMs−1

si on suppose qu’il y a 1000 canaux dans une cellule de rayon 10µm. Nous n’avons
pas de données sur la probabilité d’ouverture des canaux pour estimer dp0

dx
. Si nous

nous appuyons sur les donnees précédentes, le seuil d’instabilité τkf < 1 correspond
à dp0

dx
< 0.01. Comme le profil de p0(x) est sigmoidal, cette condition pourrait être

satisfaite ou non en fonction de l’état de référence de la cellule. Cela n’est pas
surprenant puisque expérimentalement certaines cellules oscillent et d’autres non,
ce qui indique qu’elles sont proches du seuil d’instabilité. L’instabilité de la couche
corticale n’est pas toujours oscillatoire. En particulier pour (Tr M1)

2 > 4 detM1 et
det M1 = 0 une valeur propre initialement réelle négative devient réelle positive, ce
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Fig. III.18: Periode de l’instabilite oscillatoire en fonction del’activité
ζ∆µ
6E (τ = 5s,kf = 0.16s−1, k̄Ca = 0.01s−1)
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Fig. III.19: Diagramme des phases du mode 1 en fonction des deux paramètres
ζ∆µ
6E et kf , pour τ k̄Ca = 0.1. Entre parenthèses nous indiquons les états de la

cellule auxquels nous relions les différentes régions. La ligne bleue correspond à la
stabilisation par le treadmilling, que nous n’avons pas inclus en détail dans notre
calcul.
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qui correspond à une transition stable/instable-non oscillatoire. L’équation de cette
frontière est

ζ∆µ

6E
<

k̄Ca

1 − k̄Ca

, kf = k̄Ca (III.107)

Enfin l’équation de la frontière entre l’état instable oscillant et l’état instable non-
oscillant s’obtient en écrivant (Tr M1)

2 = 4 det M1 et TrM1 < 0. L’équation de cette
frontiere est compliquée en general mais se simplifie dans la limite τ ¯kCa << 1, ou
elle s’écrit

y >
4τkf

(1 − τkf)2
(III.108)

Sur la figure III.19 nous traçons le diagramme de stabilite linéaire correspondant, où
nous séparons 3 régions : la région stable, la région instable oscillatoire et la région
instable non oscillatoire.

Nous proposons de relier ces différentes phases à des états de la cellule : la région
instable oscillatoire pourrait conduire à l’etablissement d’un cycle limite qui corres-
pond à l’oscillation des cellules. Dans la région instable non-oscillatoire l’instabilité
est celle décrite dans le chapitre II. On peut l’interpréter, comme nous l’avons fait
précédemment, comme l’événement initiateur de la formation d’un bleb, soit parce
qu’elle conduit à la formation d’un trou, soit que la membrane se detache avant
même que le trou soit nucléé. Cette interprétation est soumise aux mêmes restric-
tions que celles évoquées dans le chapitre II : notre théorie de perturbation lineaire
n’est pas adaptée pour comprendre le problème de nucléation et de croissance qui y
est associé. Nous appelons donc la région d’instabilité non-oscillatoire du mode 1 la
“région de formation de bleb”, avec les restrictions que cette dénomination impose.

Physiquement les deux régions sont approximativement séparées par la limite
kf = k̄Ca. Cette valeur critique correspond à la competition entre l’absorption du
calcium et la réponse de la rétroaction. Si l’absorption du calcium est trop rapide
(k̄Ca >> kf), l’activité augmente peu en réponse à l’influx de calcium et l’instabilité
de la couche n’est pas stoppée. Si la réponse de la rétroaction est rapide (kf >>
k̄Ca), une forte activation de myosine répond à l’affinement de la couche et cet effet
compense l’instabilité.

Expérimentalement, on observe que les cellules passent parfois d’un état oscil-
lant à un état où elles forment des blebs, sans manipulation de l’expérimentateur.
Cela pourrait correspondre au franchissement de la limite kf = k̄Ca sous l’effet de
perturbations, bien que nous n’ayons pas de controle expérimental sur kf pour le
vérifier.

C.3 Influence du treadmilling

Nous avons négligé le treadmilling jusqu’ici, nous pouvons cependant essayer de
prévoir brièvement son effet. Nous avons négligé à trois reprises les termes associés
au treadmilling : nous avons supposé τvp

e
<< 1 pour négliger le terme convectif

dans les équations constitutives III.55 à III.58 ; nous avons simplifié les éqs. III.66
à III.66 en supposant ζ∆µ >> 6ηvp

R
; enfin nous avons écrit les équations cinétiques

III.77 et III.76 sans tenir compte de la polymérisation et dépolymérisation. Comme
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nous l’avons vu dans le chapitre II, cela revient à supposer ζ∆µ >> ηvp

e
. Cette

dernière condition est la plus exigeante : supposons qu’on la relaxe. Nous l’avons
vu dans le chapitre II que le treadmilling tend à stabiliser l’instabilité active qui est
à l’origine du mécanisme que nous décrivons ici. Nous avons vérifié, en appliquant
la méthode développée au chapitre II, que pour ζ∆µ < ζ∆µc ∼ ηkd, soit pour
ζ∆µ
6E

<∼ τkd, le système d’équations étudié dans ce chapitre est stable. Nous incluons
cette ligne en pointillé dans le diagramme des phases de la fig. III.19. Remarquons
qu’expérimentalement on arrête l’oscillation en bloquant les canaux mécanosensibles
ou en tamponnant le calcium externe, mais on arrête également la formation de blebs.
Dans notre modèle ces deux traitements diminuent où annulent le coefficient λ, ce
qui fait tendre kf vers 0 et diminue également le calcium interne (eq. III.27) et donc
ζ∆µ. Dans le diagramme de la fig. III.19 on se dirige donc vers l’origine (0,0), qui
est dans une région stable si on tient compte du treadmilling.

D Conclusions

Pour essayer d’expliquer les données de P. Pullarkat nous avons introduit un
modèle dans lequel la mécanique du cortex est couplée à une voie de signalisation.
Notre modélisation est très générique : l’éq. III.31, qui décrit la réponse de l’activité à
la déformation, a une forme très générale qui fait intervenir un paramètre de contrôle
et un temps de relaxation, ici k̄−1

Ca : d’autres voies de régulation pourraient donc etre
modélisées par une approche similaire. Le paramètre de contrôle est ensuite relié à
l’évolution du cortex pour former un système de rétroaction complet. Nous étudions
alors la stabilite linéaire de ce système et nous essayons de relier les différents états à
un comportement cellulaire. Bien que cette approche ignore de nombreux effets non-
linéaires, elle nous permet de décrire des comportements complexes avec un nombre
limité de paramètres libres. Nous avons fait varier expérimentalement l’un d’entre
eux, l’activité des myosines, mais il serait intéressant dans l’avenir de parvenir à
en manipuler d’autres afin de tester notre modèle. De nouvelles expériences sont en
cours dans le groupe de P. Pullarkat à Bangalore : nous espérons que de nouveaux
résultats expérimentaux pourront nous permettre d’affiner notre description.

Nous avons supposé dans tout ce chapitre que l’arrangement des filaments dans
le cortex n’était pas perturbé par les flux qui y ont lieu. Dans le chapitre suivant nous
relaxons cette hypothèse et nous étudions les effets d’un couplage entre l’organisation
des filaments et les mouvements de la couche corticale.
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Chapitre IV

Formation d’anneaux contractiles

Comme nous l’avons vu dans l’introduction, le cortex joue un rôle central dans la
division cellulaire : il permet à la cellule de se diviser physiquement en deux cellules
filles. Cela est possible grâce à l’assemblage et à la contraction d’un anneau, dans le
plan perpendiculaire au faisceau mitotique qui relie les deux noyaux. Ce phénomène
se produit à la fin de la mitose et est appelé cytocinèse. L’orientation du faisceau fixe
une direction dans la cellule, à partir de laquelle on peut définir le plan équatorial,
dans lequel l’anneau est formé, et les régions polaires (ch. I).

A la formation de cet anneau est associé un phénomène remarquable, l’apparition
d’un flux cortical [13] : des filaments d’actine se déplacent des régions polaires vers
la région équatoriale, à une vitesse caractéristique de 1µm.min−1. La visualisation
directe de ce phénomène a été réalisée dans un article récent [161]. Seuls les filaments
d’actine se déplacent de façon notable : il n’y a pas de flux de myosines associé [157].
Ceci est cohérent avec ce que nous avons supposé jusqu’ici : les myosines s’assemblent
en oligomères qui se défont rapidement (avec un temps typique d’1s), et leur distri-
bution n’est donc pas modifiée par l’entrâınement par le gel. Les myosines sont par
contre maintenues avec une concentration plus élevée dans la région équatoriale, par
un mécanisme probablement associé au faisceau de microtubules [45]. En particulier
lorsqu’on dépolymérise les filaments d’actine de la cellule, les myosines conservent
leur localisation, ce qui montre que la régulation du profil de concentration des myo-
sines est indépendante du cortex[159]. Cela suggère le mécanisme suivant : un signal
émanant du faisceau mitotique augmente localement la concentration de myosine.
C’est la réponse du cortex à ce gradient de concentration qui est responsable de la
formation de l’anneau.

Nous avons jusqu’ici négligé le problème de l’orientation des filaments dans le
cortex en supposant qu’ils restaient orientés au hasard dans le plan de la membrane.
Pendant la cytocinèse cependant les filaments s’alignent dans le plan équatorial [2].
Nous devons donc inclure la dynamique d’évolution de l’orientation des filaments.
Cela est possible grâce aux équations des gels actifs, dont nous avons établi dans le
chapitre I la forme pour un nématique faiblement aligné Qαβ << 1.

Notre idée est la suivante : ces équations indiquent qu’il existe en général un
couplage entre le champ de vitesse dans le gel et l’orientation des filaments. Dans le
cas de la cytocinèse, les myosines s’accumulent à l’équateur, ce qui crée un gradient
de tension qui a deux effets : d’une part l’équateur se contracte radialement, ce qui
crée un sillon dans la forme de la cellule, et d’autre part dans le plan du cortex
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un flux se crée en direction de l’équateur. Ce flux est tel que les filaments sont
comprimés dans le plan équatorial, ce qui tend à les aligner perpendiculairement à
la direction du faisceau. Par des arguments physiques sur la nature du gel on peut
donc expliquer différentes observations expérimentales associées à la cytocinèse.

Dans ce qui suit nous précisons cette idée à l’aide de notre modèle de gels actifs.
Nous montrons aussi que l’introduction de ces couplages permet de proposer des
explications pour d’autres mécanismes biologiques qui ont en commun la formation
d’un anneau : la cicatrisation de blessure dans le cortex de l’oeuf de xénope [8][95][96]
et la formation d’un pseudo-anneau dans l’embryon de C.Elegans [103].

A Description du modèle

Dans cette section nous dérivons les équations d’évolution de l’orientation des
filaments appliquées au cortex, à partir du modèle nématique introduit dans le cha-
pitre I.

A.1 Couplage hydrodynamique entre flux et paramètre

d’ordre

x+uxxdtx

Fig. IV.1: Schéma explicitant l’origine microscopique du couplage entre flux et pa-
ramètre d’ordre (terme proportionnel au coefficient β1 dans l’éq. IV.2) : en étirant
les filaments on tend à les aligner dans le sens de l’étirement

Comme nous l’avons noté les filaments sont apparemment distribués de façon
isotrope dans le cortex dans des conditions normales (en dehors de la cytocinèse)
[101][100]. Ils s’alignent dans l’anneau contractile mais ils sont indifféremment or-
donnés vis à vis de leur polarité bout pointu/bout barbé [92]. Ils n’ont donc pas
en moyenne d’ordre polaire, nous écrivons donc −→p = 0. Nous ne conservons donc
comme paramètre d’ordre que le tenseur nématique Qαβ défini dans le chapitre I.
Les temps caractéristiques de formation et de contraction de l’anneau sont assez
longs (de l’ordre de 45 minutes pour contracter complètement l’anneau [2]), nous
nous restreignons donc à la limite visqueuse pour décrire la rhéologie du gel. Les
équations constitutives s’écrivent alors (voir chap. I, eqs. I.36-I.37) :

σαβ + pδαβ = 2ηuαβ − β1Hαβ + ζ∆µQαβ (IV.1)

D

Dt
Qαβ = β1uαβ +

1

β2
Hαβ + λ∆µQαβ (IV.2)
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où H est le champ moléculaire sans trace associé à Q (Hαβ = H0
αβ − 1

3
H0

γγδαβ), où
H0 est défini par

H0
αβ = − δFd

δQαβ

(IV.3)

où Fd est l’énergie libre du gel. Nous précisons plus loin la forme choisie pour cette
énergie dans le cas du cortex (eq. IV.5). L’équation constitutive pour Q fait intervenir
trois termes :

– β1 est un terme réactif qui couple le champ de vitesse à la dynamique d’orien-
tation. On s’attend à ce qu’étirer le gel dans une direction tende à aligner les
filaments dans le sens de l’étirement (voir le schéma de la figure IV.1). Ceci
implique β1 > 0. Par ailleurs pour les cristaux liquides ce terme est en généeral
d’ordre 1 [33], ce que nous supposerons vérifié également pour un gel d’actine.

– 1
β2

Hαβ est un terme dissipatif qui décrit le retour à l’équilibre thermodyna-
mique en l’absence de perturbation. β2 est la viscosité rotationelle et on a
nécessairement β2 > 0. On considère en général que β2 ≃ η, les deux termes
correspondant à des mécanismes microscopiques similaires, la dissipation due
respectivement à la rotation et à la translation des filaments.

– λ∆µ est un terme proportionnel à ∆µ et qui est donc actif. Il décrit un effet
possible des myosines sur l’orientation des filaments. Nous supposons que les
myosines tendent à aligner les filaments, ce qui impose λ > 0. Cette hypothèse
n’est pas essentielle dans notre description.

Le terme actif dans l’équation d’évolution de Q est proportionel à Q et donc il
ne fixe pas de direction en général : son effet est d’amplifier l’apparition d’un ordre
nématique. Nous nous attendons donc à ce que β1 soit le couplage essentiel, car il
impose une direction favorisée en fonction du champ de vitesse dans le gel.

A.1.1 Energie libre pour l’orientation des filaments dans le cortex

K K

z

x

y

x

y

z

Fig. IV.2: Schéma explicitant l’origine des coefficients K⊥ et K : K⊥ est l’énergie
nécessaire pour faire sortir les filaments du plan de la membrane, K l’énergie
nécessaire pour perturber leur isotropie dans le plan de la membrane.
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Nous souhaitons écrire la partie de l’énergie libre impliquant le tenseur nématique
Q. Nous nous plaçons dans le plan de la membrane, et nous fixons localement une
direction normale z et deux directions parallèles au plan de la membrane x et y.
Nous supposons qu’à l’équilibre les filaments du cortex sont en moyenne parallèles
à la membrane, et orientés au hasard dans le plan de la membrane. L’expression
correspondante du tenseur nématique Q =< nαnβ − 1

3
σαβ > est alors

Q0 =





1
6

0 0
0 1

6
0

0 0 −1
3



 (IV.4)

où la matrice est écrite dans l’espace (x,y,z). Nous développons alors l’énergie libre
F autour de cet état de référence, ce qui nous permet d’écrire

Fa =
1

2
K

((

Qxx − 1

6

)2

+ 2QxyQyx +

(

Qyy −
1

6

)2
)

+
1

2
K⊥

((

Qzz +
1

3

)2

+ 2QxzQzx + 2QyzQzy

)

(IV.5)

Nous avons introduit les deux susceptibilités nématiques inverses, K et K⊥, qui
correspondent respectivement à l’énergie nécessaire pour créer un angle entre l’orien-
tation des filaments et le plan de la membrane, et pour perturber l’orientation des
filaments parallèlement à la membrane (fig. IV.2). L’origine microscopique de ces
termes énergétiques pourrait provenir de l’entropie du système, mais aussi de la na-
ture des liens formés par les protéines de liaison ou les protéines d’adhésion à la
membrane.

Nous incluons également les termes élastiques qui décrivent la réaction du gel
à une distorsion spatiale du paramètre d’ordre. Cette énergie s’écrit en général en
développant à l’ordre le plus bas en Q [108]

Fel =
1

2
L1(∂αQβγ)

2 +
1

2
L2(∂αQαβ)2 (IV.6)

L1 et L2 sont les équivalents pour un nématique des constantes de Frank, décri-
vant les distorsions du directeur d’un nématique uniaxial. Pour simplifier on écrit
en général dans “l’approximation à une constante” L2 = 0, ce qui est équivalent
à écrire pour un nématique uniaxial que toutes les constantes de Frank sont égales
K1 = K2 = K3. L’énergie élastique contribue alors au champ moléculaire d’un terme

Hel
αβ = L1∆Qαβ (IV.7)

qui est simplement proportionnel au Laplacien de Q.

A.2 Modèle effectif à deux dimensions

A.2.1 Equations constitutives

Les observations expérimentales indiquent que les filaments changent leur orien-
tation dans le plan de la membrane mais restent parallèles à la membrane [46]. Cela
suggère que l’énergie K⊥ requise pour écarter les filaments de la membrane est très
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supérieure à K et aux autres énergies en jeu. Nous écrivons donc les équations consti-
tutives dans la limite K⊥ → ∞. Pour cela nous commençons par écrire explicitement
les équations dynamiques pour Qxz, Qyz et Qzz :

D

Dt
Qiz = β1uiz −

1

β2
K⊥Qiz +

L1

β2
∆Qzz + λ∆µQiz (IV.8)

D

Dt
Qzz = β1uzz −

1

3β2
(K + 2K⊥)(Qzz +

1

3
) +

L1

β2
∆Qzz + λ∆µQzz (IV.9)

desquelles nous obtenons les expressions limites pour K⊥ → ∞ :

Qiz = 0 (IV.10)

Qzz = −1

3
(IV.11)

K⊥Qiz = β1β2uiz (IV.12)

K⊥(Qzz +
1

3
) =

β2

2
(3β1uzz − λ∆µ) (IV.13)

de sorte que le tenseur nématique s’écrit dans la base (x,y,z)

Q =





1
6

+ Q̃ Qxy 0

Qxy
1
6
− Q̃ 0

0 0 −1
3



 (IV.14)

où nous avons introduit la notation Qxx = 1
6

+ Q̃ et Qyy = 1
6
− Q̃, de sorte que

la condition de trace nulle Qxx + Qyy = −Qzz = 1
3

soit satisfaite. Nous obtenons
également pour H

H = (−K + L1∆)





Q̃ Qxy 0

Qxy −Q̃ 0
0 0 0



− β1β2





−1
2
uzz 0 uxz

0 −1
2
uzz uyz

uxz uyz uzz



+ β2λ∆µ





−1
6

0 0
0 −1

6
0

0 0 1
3





En utilisant cette expression dans les équations pour la dynamique d’évolution de
Qxx, Qyy et Qxy IV.2, on voit qu’il ne reste que deux équations pertinentes :

D

Dt
Q̃ =

β1

2
(uxx − uyy) +

(

λ∆µ − K

β2

+
L1

β2

∆

)

Q̃ (IV.15)

D

Dt
Qxy = β1uxy +

(

λ∆µ − K

β2
+

L1

β2
∆

)

Qxy (IV.16)

ou, si nous définissons 1
τQ

= K
β2

− λ∆µ le temps de relaxation du tenseur nématique,

D

Dt
Q̃ = − 1

τQ

Q̃ +
L1

β2

∆Q̃ +
β1

2
(uxx − uyy) (IV.17)

D

Dt
Qxy = − 1

τQ
Qxy +

L1

β2
∆Qxy + β1uxy (IV.18)

On voit que τQ est positif si la tendance des myosines à aligner les filaments ne
dépasse pas la susceptibilité nématique inverse, soit pour

λ <
K

β2∆µ
(IV.19)
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A l’activité critique λ > K
β2∆µ

l’état de référence devient instable et il y a une
transition vers un état ordonné. Pour décrire ce nouvel état nous devons introduire
des termes d’ordre supérieur dans l’énergie IV.5, ce que nous ferons dans la partie
B.1.2. Nous pouvons déjà remarquer que, comme pour la transition du modèle d’Ising
vers un état magnétique par exemple, le signe du paramètre d’ordre au-delà de cette
transition n’est pas spécifié : ce qui le fixe est la valeur du gradient de vitesse u, qui
agit comme un champ extérieur. En général nous supposerons que nous sommes en
dessous de cette transition et que λ satisfait la condition IV.19.

L’équation pour la contrainte IV.2 devient dans la limite K⊥ → ∞

σαβ + pδαβ = 2ηuαβ + β2
1β2





−1
2
uzz 0 uxz

0 −1
2
uzz uyz

uxz uyz uzz



 (IV.20)

+(ζ∆µ + λ∆µβ1β2)





1
6

0 0
0 1

6
0

0 0 −1
3



+ (ζ∆µ + β1K − L1β1∆)





Q̃ Qxy 0

Qxy −Q̃ 0
0 0 0





Le second terme du membre de droite introduit une anisotropie dans la viscosité, de
même ordre de grandeur car β1 ∼ 1 et β2 ∼ η. Cette anisotropie existe en général
pour un cristal liquide, dont l’équation constitutive s’écrit σαβ +pδαβ = 2ηαβδγuδγ , et
ce n’est que pour simplifier que nous l’avons réduite à un seul coefficient diagonal η.
Dans le même ordre d’idée nous négligeons donc ce second terme. Nous avons vérifié
dans certains cas que cela ne change les résultats que d’un facteur numérique d’ordre
η
β2

. On voit également que le terme d’alignement actif λ contribue à la contrainte
active ζ∆µ + λ∆µβ1β2. Nous introduisons donc le paramètre sans dimension Z =
ζ+λβ1β2

ζ
qui renormalise la contrainte à Zζ∆µ. Nous supposerons également dans ce

qui suit que Z ∼ 1.

A.2.2 Epaisseur du cortex

Comme dans le chap. II, nous supposons que l’épaisseur du cortex est régulée par
le treadmilling. Nous supposons que le cortex dépolymérise en volume, de sorte que
sa densité décrôıt exponentiellement selon ρ(z) = ρ0 exp(− vp

kd
z), et que son épaisseur

est donnée par

e =
vp

kd
ln

ρc

ρ0
(IV.21)

où la densité critique ρc a été définie dans le chap. II.
Les flux corticaux tangentiels perturbent cette distribution. Nous proposons ici

une version simplifiée des calculs du chap. II, dans le cas où on peut appliquer une
approximation de lubrification à la couche. Le profil de densité satisfait en général
à l’équation de conservation

dρ

dt
+ vx∂xρ + vy∂yρ = −kdρ (IV.22)

Intégrons cette équation entre z = 0 et z = +∞, et définissons l’épaisseur du gel
par e = 1

ρ0

∫ +∞
0

ρdz. Nous choisissons cette définition car pour le profil exponentiel
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ρ(z) = ρ0 exp(− vp

kd
z) on obtient e = vp

kd
, proche de l’eq. IV.21 à un facteur logarith-

mique proche de 1 près. On obtient alors l’équation

de

dt
≃ vp − kde − (∂xvx + ∂yvy)e (IV.23)

où nous avons supposé que
∫ +∞
0

vxρdz ≃ vx

∫ +∞
0

ρdz et
∫ +∞
0

vyρdz ≃ vy

∫ +∞
0

ρdz.
Cette approximation revient à supposer que la vitesse tangentielle varie peu à travers
la couche dans la direction z, ce qui est bien une approximation de lubrification. Le
temps caractéristique de la cytocinèse (∼ 30 min, [2]) est bien plus grand que celui
du turn-over dans la couche (de l’ordre de 40s [104]). Nous supposons donc que
les flux corticaux sont également lents devant le temps de renouvellement du cortex,
c’est-à-dire que ∂xvx+∂yvy << kd. La solution de l’éq. IV.23 relaxe donc rapidement
vers sa solution stationnaire

e =
vp

kd

(

1 − ∂xvx + ∂yvy

kd

)

. (IV.24)

En d’autres termes, nous considérons que la matière apportée ou enlevée par les flux
corticaux constituent une perturbation au mécanisme de régulation de l’épaisseur par
le treadmilling. Remarquons que l’approximation ∂xvx << kd revient généralement
à supposer ∆ζ∆µ << ηkd, où ∆ζ∆µ est la différence d’activitée caractéristique
donnant naissance au flux cortical.

A.2.3 Equations effectives à deux dimensions

Pour obtenir les équations dynamiques dans le plan du cortex nous calculons les
tensions integrées sur l’épaisseur du cortex tij =

∫ z=e

z=0
σijdz

txx = 2ηe(2uxx + uyy) +
Zζ∆µe

2

+e(ζ∆µ + β1K − L1β1∆)Q̃ (IV.25)

tyy = 2ηe(uxx + 2uyy) +
Zζ∆µe

2
−e(ζ∆µ + β1K − L1β1∆)Q̃ (IV.26)

txy = 2ηeuxy + e(ζ∆µ + β1K − L1β1∆)Qxy (IV.27)

où uij désigne ici le gradient de la vitesse moyenne de la couche vi = 1
e

∫ z=e

z=0
vidz.

Nous avons fixé ici la pression de référence P0 à 0. Ces équations sont complétées
par l’équilibre mécanique

∂xtxx + ∂ytxy = αvx (IV.28)

∂xtxy + ∂ytyy = αvy (IV.29)

Le coefficient α correspond à la friction du cortex sur la membrane lipidique (voir
chap. II). Les équations IV.15, IV.16, IV.25, IV.26,IV.27, IV.28 et IV.29 sont les
équations effectives à deux dimensions qui décrivent le cortex d’actine.
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B Applications

B.1 Formation d’un anneau dans une cellule à géométrie

cylindrique

Comme nous l’avons vu dans l’introduction, pendant la cytocinèse la cellule
maintient une concentration plus élevée de myosines dans la région équatoriale.
Dans les termes de la théorie des gels actifs cela correspond à une valeur plus élevée
de ζ∆µ. Nous examinons donc le problème d’une couche corticale soumise à des
variations spatiales de ζ∆µ. Dans cette section en particulier nous considérons un
cylindre de cortex d’actine de longueur L et de rayon R, soumis à un champ actif
ayant le profil d’une fonction en créneaux selon z, telle que ζ∆µ est égal à ζ∆µ1

dans une bande centrale de largeur 2a et à ζ∆µ2 en dehors de cette région (fig.
IV.3). Nous supposons qu’un élément mécanique externe empêche le cylindre de se
contracter dans la direction radiale de sorte que R est constant, et que le gel ne peut
pas se déplacer aux frontières du cylindre, ce qui impose vz(L) = vz(−L) = 0. Nous
négligeons tous les effets associés à la courbure du cortex, nous ne gardons donc que
les termes d’ordre le plus élevé en e

R
.

2L

2a

ζΔμ1 ζΔμ2ζΔμ2

R

2L

2a

ζΔμ1 ζΔμ2ζΔμ2

R

a b

θθ

zz

Fig. IV.3: Représentation schématique de l’alignement des filaments dans un cy-
lindre de cortex d’actine soumis à une distribution spatiale inhomogène d’activité
de myosines. Dans une bande centrale de taille 2a, ζ∆µ = ζ∆µ1 et à l’extérieur de
cette région, ζ∆µ = ζ∆µ2 < ζ∆µ1. (a) conditions initiales, (b) état stationnaire
induit par cette distribution.

Dans cette géometrie tous les termes non-diagonaux s’annulent, et en particulier
Qθz = 0. Les directions propres du tenseur Q sont donc θ et z, et Q̃ est une mesure
de l’alignement dans l’une ou l’autre direction : en effet on a −1

2
< Q̃ < 1

2
, où les

extrema correspondent à un alignement parfait, dans la direction θ pour Q̃ = −1
2

et

dans la direction z pour Q̃ = 1
2
.

Du fait de la symétrie cylindrique on peut imposer vθ = 0 et pour toutes les
quantités la dérivée par rapport à θ est nulle : ∂θ = 0. Nous supposons que le
gel peut glisser sans friction sur la membrane, de sorte que l’équation d’équilibre
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dans le plan de la membrane s’écrit ∂ztzz = 0 et donc tzz = t où t est une constante.
L’équation IV.25 appliquée aux directions x = z et y = Rθ donne ensuite le gradient
de vitesse 8ηuzz = 2t−Zζ∆µ−2(ζ∆µ+β1K−L1β1∆)Q̃, et en insérant cette valeur
dans l’éq. IV.15, on obtient à l’état stationnaire et pour chaque région i = 1,2

(
K

β2
(1 +

β2
1β2

8η
) +

β1ζ∆µi

8η
− λ∆µ

)

Q̃ − vz∂zQ̃

−L1(
1

β2

+
β2

1

8η
)∂2

z Q̃ =
β1

16η
(2

t

e
− Zζ∆µi) (IV.30)

B.1.1 Solution faiblement ordonnée

Avant d’entrer dans la résolution détaillée du problème, on peut voir que
les solutions spatialement uniformes de l’éq. IV.30 sont de l’ordre de Q̃ ∼
β1

16η
ζ∆µ/

(
K
β2

(1 +
β2
1β2

8η
) + β1ζ∆µ

8η
− λ∆µ

)

. Nous supposons que le dénominateur est

positif : dans le cas contraire, et comme nous l’avons vu plus tôt, l’éq. IV.15 devient
instable et on doit inclure des termes d’ordre plus élevé dans l’énergie libre, ce que
nous ferons dans la section suivante. On peut voir cependant que Q̃ diverge pour des
valeurs trop élevées de λ. Pour être cohérent avec notre développement en Q−Q0 de
l’énergie libre du gel on doit supposer que les filaments sont faiblement alignés dans
le plan de la membrane, c’est-à-dire que Q̃ << 1. Pour que la solution de l’éq. IV.30
remplisse cette condition on doit donc supposer que l’effet d’alignement actif est

faible, c’est-à-dire λ∆µ << K( 1
β2

+
β2
1

8η
)+ β1ζ∆µ

8η
, et que la contrainte active est petite

devant la partie passive du champ moléculaire, c’est-à-dire ζ∆µ << K(β1 + 8η
β1β2

).
Dans cette section nous supposons donc que λ = 0, et nous considérons la limite
ζ∆µ << K, ce qui nous permet de négliger le terme convectif dans l’éq. IV.30. L’éq.
IV.30 est alors linéaire et fait intervenir la longueur caractéristique

li =

√

L1

K + β1β2

8η+β2
1β2

ζ∆µ
(IV.31)

li est la longueur de corrélation nématique sur laquelle le gel peut relaxer d’une

valeur de Q̃ à une autre. Dans notre limite simple ζ∆µ << K on a li ≃ l =
√

L1

K
. En

résolvant séparément l’équation dans les deux régions, puis en imposant la continuité
de Q̃, ∂zQ̃ et vz à la frontière, et enfin en imposant que le gel soit maintenu aux
extrémités du cylindre vz(L) = vz(−L) = 0 on trouve

|z| < a Q̃ ≃ β1β2

16η + 2β2
1β2

ζ∆µ1 − ζ∆µ2

K

×
(

e−
a
l cosh

z

l
− 1
)

(IV.32)

|z| > a Q̃ ≃ β1β2

16η + 2β2
1β2

ζ∆µ1 − ζ∆µ2

K

×
(

a

L
+ 2e−

L
l sinh

z

l
sinh

|z| − L

l

)

(IV.33)
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où nous avons supposé que le cylindre est suffisamment long pour assurer L >> l et
L >> a. Si on suppose en plus a >> l alors

Q̃(0) ∼ −ζ∆µ1 − ζ∆µ2

K
(IV.34)

Q̃(x >> a) ∼ ζ∆µ1 − ζ∆µ2

K

a

L
(IV.35)

On voit que le gel est orienté dans la direction θ dans la région centrale et en dehors
dans la direction z. Cette distribution des orientations dans le cortex est très proche
de celle observée expérimentalement dans la ref. [46] (voir fig. IV.5). Dans cet article
les auteurs observent des cellules en division sur un substrat, adhérentes aux cellules
voisines. La géometrie de la cellule est donc différente d’un cylindre : les cellules ont
une forme aplatie et les conditions ne sont pas isotropes. La situation d’un cortex
cylindrique que nous décrivons peut cependant être considérée comme un modèle
idéalisé de ce système expérimental plus complexe.

Physiquement, du fait d’une activité des myosines plus elévée, le gel est comprimé
dans l’anneau et étiré en dehors, ce qui, par le biais du couplage hydrodynamique
entre flux et orientation, conduit au profil d’orientation que nous venons de décrire
(fig. IV.4).

Q v

Q v
0 m

za-a-L L

l

~

~

- 1.0

- 0.5

0.5

1.0

Fig. IV.4: Paramètre d’ordre (Q̃, courbe bleue) et vitesse du flux (vx, courbe
verte) en fonction de la coordonnée z du cylindre. Les filaments sont orientés
perpendiculairement à la direction de l’inhomogénéité appliquée dans la région
centrale, et dans la direction z en dehors. La transition entre les deux niveaux
d’alignements a lieu sur une région de taille l. vm est la vitesse maximale (éq.
IV.38) et Q̃0 l’alignement maximum en valeur absolue.

Le flux d’actine s’écrit dans les mêmes limites, en incluant a >> l :

|z| < a vz =
ζ∆µ2 − ζ∆µ1

8η + β2
1β2

z (IV.36)

|z| > a vz =
ζ∆µ1 − ζ∆µ2

8η + β2
1β2

a

L
(|z| − L)

|z|
z

(IV.37)

de sorte que le gel s’écoule avec une vitesse maximale

vm =
(ζ∆µ1 − ζ∆µ2) a

8η + β2
1β2

(IV.38)
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Pour des valeurs raisonnables des paramètres (ζ∆µ = 103 Pa, η = 104Pa.s, a =
1µm, voir appendice A) on obtient vm ∼ 0.01µm.s−1 qui est dans l’intervalle des
vitesses corticales observées expérimentalement (1µ.min−1, [18]). Le flux est orienté
des pôles vers l’anneau. En l’absence de treadmilling, la conservation de la matière
impliquerait que les deux régions externes perdent progressivement leur cortex, au
bénéfice de l’anneau qui deviendrait très épais. Ici nous supposons cependant que la
polymérisation de nouveaux filaments compense cette perte, et qu’à l’inverse, dans
l’anneau, une partie de la matière en excès est dépolymérisée.

Remarquons enfin qu’à partir de l’éq IV.32 on voit que l’alignement maximal
Q̃(z = 0) ∼ ζ∆µ1−ζ∆µ2

K

(
e−

a
l − 1

)
decrôıt à 0 quand l

a
→ ∞. Il est donc nécessaire

que l’énergie associée à la distorsion et donc le coefficient L1 ne soient pas trop
grands pour que l’on puisse observer l’alignement.

Fig. IV.5: Cellule en fin de mitose et début de cytocinèse, reproduit de [46]. Image
de gauche : marquage à la phallöıdine et au Hoechst-33258, qui font apparâıtre
l’actine (rouge), et les deux noyaux (bleu). Image de droite : vue de la même cellule
en microscopie à dichröısme linéaire détecté par fluorescence (FDLD) : la couleur
rouge indique que les filaments sont orientés dans l’axe bas/haut, la couleur bleue
dans l’axe gauche/droite et le vert indique une distribution isotrope. La cellule est
entourée d’autres cellules auxquelles elle adhère. Le motif d’orientation observé est
proche de celui que nous obtenons (voir fig. IV.4).

B.1.2 Alignement dans l’anneau à forte activité

Nous souhaitons maintenant obtenir la valeur du paramètre d’ordre dans le cas
où nos approximations précédentes λ = 0 et ζ∆µ << K ne sont plus vérifiées. Pour
simplifier nous supposons l = 0, ζ∆µ2 = 0 et a << L, nous redéfinissons ζ∆µ =
ζ∆µ1 et nous nous restreignons à l’étude de l’état stationnaire dans l’anneau (région
1). Pour des valeurs plus élevées du paramètre d’ordre il est nécessaire d’inclure des
termes de rang supérieur dans l’énergie libre du gel donnée dans l’éq. IV.5. Nous
développons donc l’énergie au sixième ordre

F ′
a = Fa +

K3

3
(Tr Q)3 +

K4

4
(Tr Q)4 +

K5

5
(Tr Q)5 +

K6

6
(Tr Q)6 (IV.39)
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Ce développement n’est pas le plus général pour un nématique à 3 dimensions mais
il suffit ici à saisir la physique du problème. En suivant la même démarche que dans
la section A.2 et qu’au début de la section B.1, l’éq. IV.15 s’écrit dans la région
centrale

d

dt
Q̃ =

(

λ∆µ − β1ζ∆µ

8η
− K(

1

β2
+

β2
1

8η
)

)

Q̃ −
(

1

β2
+

β2
1

8η

)

(K4Q̃
3 + K6Q̃

5) − β1Zζ∆µ

16η
(IV.40)

qui peut être comparée à l’éq. IV.30. Les termes impairs dans l’énergie IV.39 s’an-
nulent en prenant la limite K⊥ → ∞. Ce résultat peut être compris par des argu-
ments de symétrie : pour un nématique à deux dimensions, deux valeurs opposées
du tenseur nématique Q et −Q décrivent deux situations identiques physiquement,
à une rotation de π

2
près. L’énergie doit donc être la même, ce qui interdit les termes

impairs.

L’éq. IV.40 peut être vue comme une équation de relaxation vers le minimum
d’une énergie effective comprenant une partie passive et une partie active propor-
tionelle à ∆µ

Feff(Q̃) =
K

2
Q̃2 +

K4

4
Q̃4 +

K6

6
Q̃6

+
β2∆µ

8η + β2
1β2

(
β1Zζ

2
Q̃ + (β1ζ − 8ηλ)Q̃2

)

(IV.41)

Cette énergie admet un minimum stable de Q̃, négatif pour toutes les valeurs de
λ : comme nous l’avons vu même en présence d’un effet d’alignement actif c’est le
sens de l’écoulement qui impose le sens de l’orientation. Sa solution pour différents
paramètres est tracée sur la fig. IV.6, en supposant que λ et ζ sont tous les deux
proportionnels à la concentration en myosines actives cm. Dans tous les cas le degré
d’alignement augmente avec l’activité.

Un cas particulièrement intéressant se produit lorsque la partie passive de l’éner-
gie effective Feff admet deux minima, Q̃ = 0 et une autre solution que nous supposons
fortement ordonnée. Cela se produit pour K4 < 0 et |K4| > 2

√
KK6. Cette situation

pourrait être réalisée physiquement lorsque, par exemple, le gel est mélangé à deux
types différents de protéines de liaison, l’un favorisant une distribution aléatoire de
filaments et l’autre stabilisant des faisceaux de filaments parallèles. Cela pourrait
se produire si au niveau microscopique certaines protéines de liaisons favorisent cer-
tains angles entre filaments. Dans ce cas il y a une transition du premier ordre pour
Q̃ d’un état faiblement ordonné à un état fortement ordonné (fig IV.6) : l’effet actif
conduit le système d’un état stable à un autre. La différence majeure entre cette
situation et les cas précédents est que la transition n’est pas réversible : si les myo-
sines sont inactivées le gel reste dans l’état nématique puisqu’il a atteint un nouveau
minimum de l’énergie passive.

Dans ce qui suit et dans un souci de simplicité nous nous restreignons principa-
lement à la limite faiblement ordonnée comme dans la partie précédente.
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Fig. IV.6: Valeur stationnaire de Q̃ en fonction de ζ∆µ
K pour η = β2 et β1 = 2. a- K6

=0, courbe bleue : solution faiblement ordonnée de l’équation IV.32 pour ζ∆µ2 = 0,
courbe rouge : solution pour K4

K = 100 : ce terme induit une saturation de Q̃, courbe
jaune : effet du terme d’alignement actif, on suppose que λ est proportionnel à ζ

selon λ = ζ
η , et on garde K4

K = 100. b - Transition du premier ordre pour un profil
énergétique bistable. Insert : Feff en l’absence de champ actif ζ∆µ = 0 (courbe
bleue) et pour un champ actif au-delà de la transition ζ∆µ > ζ∆µc (courbe rouge).

B.2 Fermeture d’un anneau contractile dans le plan du cor-

tex

Nous nous tournons maintenant vers un autre phénomène biologique dans lequel
un anneau contractile se forme, et qui est observé dans les oeufs de Xénope (voir
[8], [95], [96] et fig. IV.7) : après la formation d’une blessure dans le cortex par
ablation laser, de l’actine et de la myosine sont recrutées dans un anneau qui se
contracte jusqu’à ce que le trou soit refermé. Un flux rapide et radial de filaments
d’actine apporte de la matière à l’anneau, qui lui même se contracte plus lente-
ment. Les données expérimentales montrent que les myosines sont recrutées dans
un anneau autour du trou même lorsque l’actine corticale est dépolymérisée, nous
supposons donc comme dans la partie précédente qu’une activité de myosines plus
élevée est maintenue dans l’anneau, grâce à un mécanisme qui pourrait être relié
à la distribution de microtubules dans le cortex [96]. Nous considérons donc une
couche d’actine percée d’un trou de rayon r0, à laquelle est appliquée une fonction
en créneau d’activité de myosine ζ∆µ = ζ∆µ1 pour r0 < r < r1 et ζ∆µ = ζ∆µ2

pour r > r1 (fig IV.8). Il y a donc une symétrie radiale, de sorte que toutes les
dérivées par rapport à θ s’annulent. Comme précédemment, nous considérons que
l’épaisseur e est approximativement uniforme du fait du treadmilling, bien que cela
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Fig. IV.7: Observation de l’anneau contractile et du flux cortical dans un cortex
d’oeuf de Xénope dont on a détruit une région (au centre) par ablation laser
(reproduit de [95]). Les filaments d’actine sont marqués avec de la phallöıdine.

soit clairement une simplification puisque des variations importantes de densité sont
observées expérimentalement [95].

Dans cette géometrie l’équilibre mécanique devient

∂rtrr +
1

r
(trr − tθθ) = αvr (IV.42)

où α est un coefficient de friction entre la couche et la membrane. Ce problème

r

r

0

1

ζΔμ

ζΔμ1

2

a

Fig. IV.8: Géometrie du problème de fermeture de trou : un niveau élevé d’activité
de myosine ζ∆µ1 est maintenu dans un anneau de largeur a, entourant un trou
circulaire de rayon r0. En vert nous représentons schématiquement l’orientation
des filaments d’actine.

est similaire au cas cylindrique de la section précédente, nous introduisons donc
les mêmes approximations : dans la limite faiblement ordonnée on peut negliger
le terme convectif dans l’éq. IV.15. Nous supposons également que la longueur de
distorsion l est petite devant les autres longueurs (en particulier l << a) de sorte
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que les termes en L1 peuvent être négligés, et nous imposons pour simplifier λ = 0.
A partir de l’équilibre des forces (éq. IV.42) et de l’équation dynamique pour le
tenseur nématique (eq. IV.15) nous obtenons deux équations :

de4η∂r(∂r +
1

r
)vr +

1

2
∂rζ∆µ + (∂r +

2

r
)(ζ∆µ + β1K)Q̃ =

α

e
vr (IV.43)

dQ̃

dt
= −K

β2
Q̃ +

β1

2
(∂r −

1

r
)vr (IV.44)

Le temps caractéristique de relaxation du paramètre d’ordre est d’ordre β2

K
. Nous

supposons que Q̃ est à l’état stationnaire, une supposition qui est valable à condition
que Q̃ relaxe rapidement en comparaison du flux. Comme à la fin du calcul on voit
que le gel s’écoule avec un temps caractéristique η

ζ∆µ
, cette supposition est valable

dans la limite faiblement ordonnée ζ∆µ << K que nous avons considérée précédem-
ment. Si on la suppose valable, la solution pour Q̃ est immédiate et l’équation pour
vr s’écrit

η∂r(∂r +
1

r
)vr +

β1β2

2K
(∂r +

2

r
)(ζ∆µ + β1K)(∂r −

1

r
)vr =

α

e
vr (IV.45)

Si nous négligeons la friction, et dans les régions où ζ∆µ est uniforme cela se réduit
à

∂r(∂r +
1

r
)vr = 0 (IV.46)

dont la solution générale est vr = Ar + B
r
, où les constantes A et B doivent être

déterminées dans chaque région en utilisant les conditions aux limites

σrr(r0) = 0 (IV.47)

σrr(r
−
1 ) = σrr(r

+
1 ) (IV.48)

vr(r
−
1 ) = vr(r

+
1 ) (IV.49)

vr(r → ∞) = 0 (IV.50)

La solution générale est compliquée mais se simplifie si on suppose également
ζ∆µ1 >> ζ∆µ2 :

pour r0 < r < r1 : (IV.51)

vr(r) = −ζ∆µ1r0

16η

[
r

r0

− r0

r
+

ζ∆µ1β2β1

2ηK
(1 − r2

0

r2
1

)
r

r0

]

(IV.52)

pourr > r1 : (IV.53)

vr(r) ≃ −ζ∆µ1

16η

r2
1

r
(1 − r2

0

r2
1

) (IV.54)

et le paramètre d’ordre nématique est donné par

r0 < r < r1 Q̃(r) = −ζ∆µ1β1β2

16ηK

r2
0

r2
(IV.55)

r > r1 Q̃(r) =
ζ∆µ1β1β2

16ηK

r2
1

r2
(1 − r2

0

r2
1

) (IV.56)
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Q̃ est négatif dans l’anneau, les filaments y sont donc orientés orthoradialement, et
à l’extérieur de l’anneau Q̃ est positif, les filaments sont donc orientés radialement.
L’anneau se contracte avec la vitesse

vanneau = vr(r0) = − r0

16η

[
ζ∆µ2

1β1β2

2ηK
(1 − r2

0

r2
1

) − 8ζ∆µ2

]

(IV.57)

et donc l’anneau se contracte quand

ζ∆µ1 > 4

√
√
√
√

ζ∆µ2ηK

β1β2

r0

1 − r2
0

r2
1

(IV.58)

Si cette condition est satisfaite largement (ζ∆µ1 >> 4
√

ζ∆µ2ηK
β1β2

r0

1− r2
0

r2
1

) et dans la

limite a = r1 − r0 << r0 la vitesse de l’anneau s’écrit

vanneau = vr(r0) = −ζ∆µ2
1β1β2

16η2K
a (IV.59)

et si la largeur de l’anneau a est constante (du fait d’un processus externe de ré-
gulation) la vitesse de l’anneau est donc également constante, ce qui est approxi-
mativement vérifié expérimentalement. La vitesse maximale du flux est atteinte à
r = r1 :

vmax = vr(r1) ≃ −ζ∆µ1

16η
(1 − r0

2

r1
2
)r1 (IV.60)

≃ −ζ∆µ1

8η
a (IV.61)

où la deuxième ligne est obtenue en appliquant l’approximation a << r0. En utilisant
les données de la ref. [95] on trouve vanneau ≃ 0.04µm.s−1, vmax ≃ 0.12µm.s−1 et une
largeur d’anneau a ≃ 2µm. En utilisant les expressions théoriques correspondantes
pour β1 = 2 et β2 = η on trouve ζ∆µ

η
∼ 0.5s−1 et ζ∆µ

K
∼ 0.3, en accord correct

avec nos approximations et les valeurs connues des paramètres que nous utilisons (
η ∼ 104Pa.s et ζ∆µ ∼ 103Pa, voir appendice A)

Les observations expérimentales indiquent également que la vitesse en dehors
de l’anneau décrôıt plus vite que la dépendance en 1

r
que nous avons trouvée, sur

une longueur d’environ 5µm [95] . Cette décroissance rapide pourrait provenir de la
friction du cortex sur la membrane : comme nous l’avons décrit dans le chap. II les
filaments corticaux sont attachés à des protéines membranaires qui sont entrâınées
par le cortex et qui doivent donc couler dans la bicouche lipidique visqueuse, ce qui
génère une friction approximativement égale à α ∼ ηb

ξ2 où ηb est la viscosité 2D de

la bicouche et ξ la distance entre les protéines [16]. En résolvant l’éq. IV.43 avec ce
terme on obtient un résultat similaire à la limite α = 0, mais le résultat s’exprime
maintenant à l’aide des fonctions de Bessel I1(

r
lα

) et K1(
r
lα

) où lα =
√

ηe
α

.
De ce fait la vitesse decrôıt exponentiellement en dehors de l’anneau sur une

longueur lα. En utilisant des valeurs raisonnables pour les differents paramètres
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η = 104Pa.s, ξ = 50nm , e = 1µm et ηb = 10−6Pa.s.m on trouve lα ∼ 15µm, ce qui
est en accord avec les observations expérimentales si l’on tient compte de la relative
imprécision dans notre connaissance de la valeur des paramètres. Sur la fig. IV.9
nous traçons les profils de vitesse, du paramètre d’ordre et de la densité obtenus
en incluant la friction. Le profil d’épaisseur est calculé en utilisant l’éq. IV.24 : le
gel apparâıt plus épais dans l’anneau et moins épais dans la région extérieure à
l’anneau, sur une longueur de taille ∼ lα, ainsi qu’observé dans les expériences [95].
Notons que l’éq. IV.24 n’est valable que dans la limite vmaxe

r0vp
<< 1, où vp est la

vitesse de dépolymérisation du cortex, afin que les flux corticaux ne dominent pas
le treadmilling.

Q
~

v (μm.s  )r
-1

δe
e

r1

02 3 4

- 0.12
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r

0r

Fig. IV.9: Vitesse, paramètre d’ordre et épaisseur de la couche en fonction de
r pour un anneau contractile dans le plan dans le cortex d’oeuf de Xénope.
( ζ∆µa

η = 0.8, ζ∆µ
K = 0.3, a

r0
= 0.2, β1 = 2 and β2 = η). Les filaments s’alignent

orthoradialement dans l’anneau, où le cortex est aussi plus épais, et radialement
en dehors de l’anneau, où le cortex est plus fin. La variation d’épaisseur induite
par le flux est calculée à partir de l’éq. IV.24.

B.3 Cytocinèse dans une cellule sphérique suspendue

Perturbation au premier ordre

Dans cette section nous nous tournons vers la description d’une cellule sphérique
en suspension, soumise à des gradients d’activité dans la direction polaire dénotée
par θ (fig. V.14). Nous supposons que le problème admet une symétrie cylindrique
autour de l’angle azimutal φ : en particulier la distribution de myosines respecte cette
symétrie. Dans la situation de référence, avant la cytocinèse, nous supposons que le
cortex est soumis à un champ actif ζ∆µ qui donne naissance à une tension ζ∆µe

2
, qui

stabilise la cellule à une forme sphérique selon la loi de Laplace ∆P = ∆Π = ζ∆µe
R

, où
∆Π est la différence de pression osmotique entre les milieux intra et extracellulaires.
Cette situation est celle que nous avons décrite dans le chap. II. Nous nous intéressons
ensuite à des perturbations de cet état. Dans la géométrie que nous considérons la
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ζΔμ+δζΔμ
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P
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Fig. IV.10: Paramètres géométriques pour une cellule suspendue en cytocinèse :
une concentration plus élevée de myosines actives est maintenue dans la région
équatoriale autour de θ = π

2 .

couche corticale peut se déformer en réponse à des variations de tension corticale, ce
qui rend sa description beaucoup plus complexe que dans le cas d’un cylindre où nous
avions supposé un rayon constant. Il est donc raisonnable de se restreindre à l’étude
de perturbations linéaires autour d’un état sphérique de référence, en introduisant
les fonctions

R(θ) = R + δR(θ) (IV.62)

ζ∆µ(θ) = ζ∆µ + δζ∆µ(θ) (IV.63)

Nous supposons comme dans les parties précédentes que l’épaisseur de la couche
e est constante et régulée par le treadmilling. Il faut cependant remarquer qu’à
l’aide d’expériences de FRAP, des variations spatiales de vitesse de polymérisation
ont été observées expérimentalement, le temps de renouvellement de la couche étant
plus élevé dans l’anneau. Dans notre description cela correspondrait à une vitesse
de polymérisation vp plus élevée et par le calcul de la partie A.2.2 à des variations
d’épaisseur. Dans un souci de simplicité nous n’incluons pas cet effet dans notre
calcul, mais on peut remarquer qu’il a le même effet physique que l’inhomogénéité
dans la concentration de myosines : augmenter la tension ζ∆µe dans l’anneau. Nous
imposons également λ = 0, L1 = 0, et nous négligeons la viscosité du cytosol ηc = 0
par rapport à la viscosité du cortex η. En conséquence la pression Pin est uniforme
dans la cellule. Nous considérons également qu’aux échelles de temps et de pression
de la cytocinèse, l’échange d’eau à travers la membrane est suffisamment faible pour
que l’on puisse considérer que le volume est conservé.

Comme la couche corticale est courbée, l’énergie du nématique IV.5 fait intervenir
le tenseur Q exprimé dans la base locale (−→n ,

−→
t1 ,

−→
t2 ), où

−→
t1 = ∂θR

R
−→er +−→eθ et

−→
t2 = −→eφ

sont les vecteurs tangents à la membrane et −→n = −→er − ∂θR
R
−→eθ est le vecteur normal.

Dans la limite K⊥ → ∞ on obtient pour Q exprimé dans la base locale en suivant
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la démarche de la partie A.2 :





Qnn Qnt1 Qnt2

Qnt1 Qt1t1 Qt1t2

Qnt2 Qt1t2 Qt2t2



 =





−1
3

0 0

0 1
6

+ Q̃ Qt1t2

0 Qt1t2
1
6
− Q̃



 (IV.64)

qui définit en particulier Q̃. En passant dans la base (−→er , −→eθ , −→eφ) le tenseur devient
donc





Qrr Qrθ Qrφ

Qrθ Qθθ Qθφ

Qrφ Qθφ Qφφ



 =





−1
3

1
2

∂θR
R

0
1
2

∂θR
R

1
6

+ Q̃ Qθφ

0 Qθφ
1
6
− Q̃



 (IV.65)

où nous n’avons gardé que les termes du premier ordre en Q̃ et δR
R

. On voit qu’en
comparaison de la situation plane un terme en Qrθ est apparu, que nous incluons dans
la suite des calculs. Pour obtenir l’équation mécanique dans le cas d’une couche non
plane on utilise une théorie de coque (voir appendice C). Pour cela on doit calculer
les tensions mais aussi les moments intégrés sur la couche :

tθ =

∫ e
2

− e
2

σθθdz = 2η
e

R
[2∂θvθ + cot θvθ + 3vr] +

Z

2
ζ∆µe

+e(ζ∆µ + β1K)Q̃ (IV.66)

tφ =

∫ e
2

− e
2

σφφdz = 2η
e

R
[∂θvθ + 2cot θvθ + 3vr] +

Z

2
ζ∆µe

−e(ζ∆µ + β1K)Q̃ (IV.67)

nθ =

∫ e
2

− e
2

σrθdz (IV.68)

et les moments

gθ =

∫ e
2

− e
2

zσθθ(1 +
z

R
)dz (IV.69)

=
e3

12R2
[2η(2∂θ + cot θ))(vθ − ∂θvr − ζ∆µ

∂θR

R
) +

3

2
ζ∆µe

+e(ζ∆µ + β1K)Q̃] (IV.70)

gφ =

∫ e
2

− e
2

zσφφ(1 +
z

R
)dz (IV.71)

=
e3

12R2
[2η(∂θ + 2cot θ)(vθ − ∂θvr − ζ∆µ

∂θR

R
) +

3

2
ζ∆µe

−e(ζ∆µ + β1K)Q̃] (IV.72)

pour lesquels l’équilibre mécanique des forces s’écrit au premier ordre en ∂θR

∂θnθ + cot θnθ + tθ + tφ = R∆P (IV.73)

∂θtθ + cot θ(tθ − tφ) − nθ =
∂θR

2
∆P (IV.74)

∂θgθ + cot θ(gθ − gφ) + Rnθ + ∂θRtθ = 0 (IV.75)



126 Chapitre IV. Formation d’anneaux contractiles

Nous détaillons dans l’appendice C le calcul de ces quantités et l’obtention de l’équi-
libre des forces. A l’aide de ces expressions on peut exprimer toutes les quantités en
fonction de nθ :

tθ = −nθ cot θ + R
∆P

2
(IV.76)

tφ = −∂θnθ + R
∆P

2
(IV.77)

(∂θ − cot θ)vθ =
R

2ηe
(∂θ − cot θ)nθ −

R

η
(ζ∆µ + β1K)Q̃ (IV.78)

vr = − cot θvθ +
R

6ηe

(
R∆P

2
− ζ∆µe

2

)

− R

6ηe
(2∂θ − cot θ)nθ

+
R

2η
(ζ∆µ + β1K) Q̃ (IV.79)

où nous avons annulé les constantes d’intégrations qui mènent à des divergences
en θ = π. L’éq. IV.76 s’obtient en éliminant tφ entre les éq. IV.74 et IV.73. En
remplaçant alors l’expression obtenue pour tθ dans l’éq. IV.73 on obtient l’éq. IV.77.
En calculant ensuite tθ − tφ et 2tφ − tθ en utilisant d’une part les éq. IV.76 et IV.77
et d’autre part les éq. IV.66 et IV.67, on obtient les éq. IV.78 et IV.79.

La façon la plus simple de résoudre le problème est d’utiliser les deux inconnues
v = vθ − ∂θvr et nθ, pour lesquelles on peut écrire deux équations, d’une part en
remplaçant gθ et gφ par leurs expressions IV.69 et IV.71 dans l’éq. IV.75, d’autre
part en calculant la différence de la dérivée par rapport à θ de l’éq. IV.79 et de l’éq.
IV.78 :

(∂2
θ + cot θ∂θ − cot2 θ − 1

2
)ηv = −3

R3

e3
nθ −

3e

8
∂θζ∆µ − 3

R3

e3

∂θR

R

(
ζ∆µe

2
+ e(ζ∆µ + β1K)Q̃

)

−e

4
(∂θ + 2 cot θ)((ζ∆µ + β1K)Q̃) (IV.80)

(∂2
θ + cot θ∂θ − cot2 θ +

1

2
)nθ =

3e

R
ηv +

∆P

4
∂θR

−e

4
∂θζ∆µ +

3e

2
(∂θ + 2 cot θ)((ζ∆µ + β1K)Q̃) (IV.81)

où nous avons supprimé des termes négligeables à e
R

petit. Si on développe ces

équations au premier ordre en δR, Q̃ et δζ∆µ elles deviennent linéaires, et il est
donc utile de projeter chaque quantité sur les harmoniques sphériques :

δζ∆µ(θ) =
∑

n=0

δζ∆µ(n)Pn(cos θ) (IV.82)

δR(θ) =
∑

n=0

δRnPn(cos θ) (IV.83)

vr(θ) =
∑

n=0

vn
r Pn(cos θ) (IV.84)

vθ(θ) =
∑

n=1

vn
θ

In+1(cos θ)

sin θ
=
∑

n=1

vn
θ

(

−P 1
n(cos θ)

n(n + 1)

)

(IV.85)

Q̃ =
∑

n=2

Q̃n

(

−P 2
n(cos θ)

n(n + 1)

)

(IV.86)
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Le choix de l’ordre des polynômes de Legendre est imposé par les équations : en
particulier Q̃ ∼ (uθθ − uφφ) ∼ (∂θ − cot θ)vθ ∼ (∂θ − cot θ)P 1

n(cos θ) ∼ P 2
n(cos θ).

Comme dans le chap. III les modes n = 0 et n = 1 nécessitent un traitement
particulier. En effet :

– Nous considérons que le volume de la cellule est conservé par la pression os-
motique, ce qui impose que le mode 0 de la déformation s’annule puisque tous
les autres modes conservent le volume (voir chap. III), et donc δR0 = v0

r = 0.
Cela impose par ailleurs la valeur de la pression intracellulaire

∆P =
ζ∆µe

R
(IV.87)

– Nous interdisons les translations complètes de la cellule qui sont fixées par les
forces externes agissant sur la cellule. Le mode 1 δR ∼ cos θ étant un mode
correspondant à une translation de la sphère, nous l’annulons et imposons
δR1 = 0 et donc, par l’équation cinétique dδR

dt
= vr(R) on a egalement v1

r = 0
– L’expression uθθ − uφφ n’a pas de composante dans le mode 1 : en effet uθθ −

uφφ = (∂θ − cot θ) vθ et (∂θ − cot θ) sin θ = 0. L’équation de relaxation de Q̃
projetée sur le mode 1 s’écrit donc simplement

dQ̃1

dt
= −K

β2

Q̃1 (IV.88)

dont la seule solution est Q̃1 = 0.
En termes d’harmoniques sphériques les éqs. IV.80 et IV.81 deviennent (nous utili-
sons comme au chap. III la notation un = n(n + 1)) :

(
1

2
− un)ηvn + 3

R3

e3
nn

θ =
3un

2

R3

e3
ζ∆µe

δRn

R
+

3une

8
δζ∆µn +

e

4
(un − 2)(ζ∆µ + β1K)Q̃n (IV.89)

(
3

2
− un)nn

θ − 3
e

R
ηvn =

un

4
ζ∆µe

δRn

R
+

eun

4
δζ∆µn − 3e

2
(un − 2)(ζ∆µ + β1K)Q̃n (IV.90)

Cette équation peut être inversée pour obtenir nθ et v. Le résultat est compliqué
en général mais il se simplifie pour les modes qui satisfont n(n + 1) << R

e
, ce qui

est suffisant pour notre calcul puisque nous ne considérons que de larges variations
spatiales de ζ∆µ comparées à l’épaisseur du cortex e. Dans cette limite nous obte-
nons :

ηv = −1

6
un(un − 2)ζ∆µδR − 1

12
Runδζ∆µ +

1

32
R(un − 2)ζ∆µQ̃ (IV.91)

nθ =
un

32
ζ∆µe

δR

R
− 1

8

e2

9R2
(2un − 1)uneδζ∆µ +

3

4

e2

9R2
(2un − 1)(un − 2)ζ∆µeQ̃ (IV.92)

En utilisant respectivement l’éq. IV.91 où nous écrivons v1
r = δR1 = Q̃1 = 0 pour le

mode 1, et en éliminant nθ entre les éq. IV.78 et IV.92 pour les autres modes nous
obtenons la vitesse tangentielle

v1
θ = − R

6η
δζ∆µ1 (IV.93)

pour n > 1 vn
θ =

R

16η

[

4ζ∆µun
δRn

R
− (2un − 1)

e2

9R2
unδζ∆µn − 16(ζ∆µ + β1K)Q̃n

]

(IV.94)
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et en utilisant v = vθ − ∂θvr et donc vn
r =

v−vn
θ

un
la vitesse radiale

pour n > 1 vn
r =

R

4η

[

−1

3
(2un − 1)ζ∆µ

δRn

R
− 1

3
δζ∆µn + 2(ζ∆µ + β1K)Q̃n

]

Ayant obtenu les composantes du flux, on peut en déduire deux équations dyna-
miques à partir de l’équation IV.15 et de la condition aux limites dR

dt
= vr(R)

d

dt

δRn

R
=

ζ∆µ

4η

[

−1

3
(2un − 1)

δRn

R
+ 2(1 +

β1K

ζ∆µ
)Q̃n − 1

3

δζ∆µn

ζ∆µ

]

(IV.95)

dQ̃n

dt
=

β1ζ∆µ

8η

[

un
δRn

R
− 4

(

1 +

(

1 +
2η

β2
1β2

)
β1K

ζ∆µ

)

Q̃n − un

36

e2

R2
(2un − 1)

δζ∆µn

ζ∆µ

]

(IV.96)

valables pour n > 1. Ces deux équations donnent l’évolution de la forme de la
cellule et du tenseur nématique. On aurait pu les obtenir en suivant la méthode
du chapitre III, en perturbant toutes les équations à l’ordre linéaire, en résolvant
l’équation différentielle donnant la forme du champ de vitesse dans la couche, et en
appliquant les conditions aux limites perturbées. Nous avons vérifié qu’en faisant ce
calcul on retrouvait le même résultat.

En l’absence de perturbation δζ∆µ = 0 le point δR = 0, Q̃ = 0 est stable. Ces
équations décrivent donc la relaxation exponentielle de δR et Q̃ vers une solution
stationnaire, en un temps caractéristique qui dépend de chaque mode mais qui est
d’ordre η

ζ∆µ
. La solution stationnaire s’écrit alors

δRn
S

R
= −2

ζ∆µ + β1K(1 + 2η
β2
1β2

)

(un − 2)(ζ∆µ + β1K) + 4η
β1β2

(2un − 1)K

δζ∆µn

ζ∆µ
(IV.97)

Q̃n
S = −un

2

1

(un − 2)(ζ∆µ + β1K) + 4η
β1β2

(2un − 1)K
δζ∆µn (IV.98)

et à l’état stationnaire le flux radial s’annule mais il existe un flux tangentiel

v1
θ = − R

6η
δζ∆µ1 (IV.99)

pour n > 1 vn
θ = −R

un

β1

K

(un − 2)(ζ∆µ + β1K) + 4η
β1β2

(2un − 1)K

δζ∆µn

β2
(IV.100)

Les fonctions correspondantes sont tracées sur la fig. IV.11 pour un profil gaussien
d’activité

δζ∆µ(θ) = ζm∆µ exp

(

−R2 cos2 θ

a2

)

(IV.101)

où ζm est une constante (ζm∆µ << ζ∆µ) donnant l’activité en excès la plus éle-
vée à l’équateur et a√

2
est l’écart-type de la distribution (sur la figure a = 0.1R).

Pour tracer les courbes de la fig IV.11 nous incluons dans le calcul les harmoniques
sphériques jusqu’à l’ordre 40. A l’état stationnaire apparâıt un anneau de filaments
orientés dans la direction φ (Q̃ < 0) dont le profil est très proche de la perturbation
δζ∆µ que nous avons introduite. A l’extérieur de l’anneau les filaments sont légère-
ment orientés le long de l’axe de la cellule (Q̃ > 0). Un sillon apparâıt dans la région
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Fig. IV.11: (a) perturbation gaussienne δζ∆µ centrée sur le plan équatorial θ = π
2 ,

de largeur angulaire a
R = 0.1 (b) et (c) Solution stationnaire de δR

R et Q̃ induits
par cette perturbation. Dans le plan équatorial un anneau de filaments alignés
apparâıt, ainsi qu’un sillon de contraction. Figure insérée : forme de la cellule à
l’état stationnaire (trait épais) par rapport à l’état sphérique initial (trait fin). (d)
vitesse tangentielle du cortex vθ en fonction de θ en fonction du temps normalisé
t̃ = t ζ∆µ

η . Le flux est orienté vers l’anneau, et la région affectée par le flux cortical

s’élargit au cours du temps. (η = β2, β1 = 2, ζ∆µ
K = 0.5)

équatoriale autour de θ = π
2

et la cellule est allongée dans les régions polaires θ = 0
et θ = π. Un flux d’actine tangent à la membrane et dirigé des pôles vers l’équateur
s’établit, proche de celui que nous avons obtenu dans le cas cylindrique (voir fig.
IV.4), et qui correspond aux observations expérimentales de flux cortical [161]. Sur
la fig.IV.11(d) nous traçons le profil de ce flux à différents temps de la relaxation :
on voit que la zone affectée par le flux s’élargit progressivement jusqu’à atteindre les
pôles.

Bifurcation induite par un couplage non-linéaire

Du point de vue physique, l’état stationnaire résulte de l’équilibre entre la
contraction du sillon due à une concentration en myosine localement élevée δζ∆µ et
la tension moyenne du cortex ζ∆µe qui favorise un état sphérique. Pour que la cyto-
cinèse puisse continuer un mécanisme devrait rendre cet état stationnaire instable.
Or il est probable que l’efficacité du travail fourni par les myosines est plus élevée
dans un réseau de filaments alignés que dans un réseau isotrope : en effet à l’échelle
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microscopique on peut s’attendre à ce que les oligomères de myosines restent plus
longtemps accrochés sur des filaments en parallèle. La formation d’un anneau de
filaments organisés pourrait donc favoriser la contraction du sillon. Cet effet peut
être inclus simplement dans la théorie mésoscopique que nous utilisons en incluant
un terme actif qui dépend du paramètre d’ordre selon :

ζ(Q) = ζ(1 + ΛTr(Q2)) (IV.102)

où Λ > 0 est un coefficient sans dimension. Ce terme apparâıtrait parmi les termes
d’ordre plus élevé si nous continuions l’expansion en puissance de Q̃ des équations
des gels actifs I.36-I.38 (voir chap. I). Dans notre description à deux dimensions
cette équation nous donne, en utilisant l’éq .IV.14

ζ(Q) = ζ

(

1 +
Λ

6
+ 2Λ

[

Q̃2 + Q2
xy

])

(IV.103)

où x et y sont les deux directions tangentes localement au cortex. Si on renormalise
la définition des coefficients ζ et Λ en remplaçant ζ par ζ(1 + Λ

6
) et Λ par 12Λ

6+Λ
on a

simplement

ζ(Q) = ζ(1 + ΛQ̃2 + ΛQ2
xy) (IV.104)

Ici nous avons Qθφ = 0, nous pouvons donc nous limiter à ζ(Q) = ζ(1 + ΛQ̃2).
Nous reprenons les calculs de la partie précédente, en incluant cette non-linéarité.

D’autres non-linéarités (termes en δR
R

2
et δR

R
Q̃) apparaissent également, à la fois dans

le calcul des tensions IV.66-IV.71, dans l’équilibre des forces IV.73-IV.75 et dans le
développement des équations IV.80-IV.81 : nous pouvons cependant les negliger par
rapport à celle que nous venons d’introduire si Λ est suffisamment grand, c’est-à-dire
pour Λ >> 1 et Λ >> K

ζ∆µ
. Par ailleurs nous devons développer le terme non linéaire

Q̃2 en harmoniques sphériques, ce qui s’écrit

(

Q̃2
)n

=
∑

m

∑

k

cmknQ̃mQ̃n (IV.105)

où nous avons défini le coefficient

cmkn =
2n + 1

m(m + 1)k(k + 1)

∫ 1

−1

P 2
m(x)P 2

k (x)Pn(x)dx (IV.106)

qui peut être évalué par la formule de Gaunt (voir appendice B). En suivant la même
démarche que dans la partie précédente nous obtenons alors l’équation dynamique

d

dt

δRn

R
=

ζ∆µ

4η

[

−1

3
(2un − 1)

δRn

R
+ 2(1 +

β1K

ζ∆µ
)Q̃n − Λ

3

∑

cmknQ̃mQ̃k − 1

3

δζ∆µn

ζ∆µ

]

(IV.107)

d

dt
Q̃n =

β1ζ∆µ

8η

[

un
δRn

R
− 4

(

1 + (1 +
2η

β1β2
)
β1K

ζ∆µ

)

Q̃n

]

(IV.108)

Cette équation admet une bifurcation “pli” pour une valeur critique du para-
mètre de contrôle δζ∆µ, au-delà de laquelle le système n’admet plus de solution
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stationnaire et devient donc instable. En effet, en général la solution stationnaire du
système donnée par les éq. IV.107 et IV.108 doit verifier

Λ
∑

m

∑

k

cmknQ̃mQ̃k +

[
un − 2

un

(

1 +
β1K

ζ∆µ

)

+
2η

β1β2

K

ζ∆µ

2un − 1

un

]

Q̃n +
1

2

δζ∆µn

ζ∆µ
= 0

(IV.109)

Prenons comme exemple simple le cas d’une perturbation qui soit un mode pur
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Fig. IV.12: Profils d’activité, de forme et de paramètre d’ordre en fonction de θ

pour un mode (2) pur.

δζ∆µ(θ) = −δζ∆µ(2) 3 cos2 θ−1
2

, qui est le mode ayant la plus grande amplitude dans
le developpement en harmoniques sphériques de la distribution gaussienne. Nous
avons inclus un signe moins de sorte que pour δζ∆µ(2) > 0 la fonction choisie
corresponde à un excès de myosines dans la région équatoriale. Nous traçons cette

fonction sur la fig. IV.12, ainsi que les fonctions correspondantes Q̃ = Q̃(2) sin2(θ)
2

et

δR = δR(2) 3 cos2(θ)−1
2

(voir éq. IV.86 et IV.83) : pour Q̃ > 0 et δR > 0 les filaments
s’alignent à l’équateur dans le sens azimutal et un sillon équatorial se contracte. Ce
mode est donc le plus proche de la perturbation gaussienne que nous avons utilisée
précédemment. Par ailleurs la perturbation étant pure nous pouvons annuler dans
notre étude tous les autres modes. A l’état stationnaire la composante du mode 2
du paramètre d’ordre doit donc verifier

− 8Λ

21

(

Q̃(2)
)2

+

[
2

3

(

1 +
β1K

ζ∆µ

)

+
11η

3β1β2

K

ζ∆µ

]

Q̃(2) − 1

2

δζ∆µ(2)

ζ∆µ
= 0 (IV.110)

où nous avons utilisée c222 = − 8
21

, et nous plaçons le numéro du mode entre paren-
thèses. Il est clair que cette équation n’admet plus de solution réelle lorsque

δζ∆µ(2)

ζ∆µ
>

7

12Λ

[(

1 +
β1K

ζ∆µ

)

+
11η

2β1β2

K

ζ∆µ

]2

(IV.111)

Il existe donc une valeur critique de la perturbation au-delà de laquelle le sys-

tème devient instable et diverge vers Q̃(2) → +∞, δR
R

(2) → +∞, au moins dans la
limite où les non-linéarités que nous n’avons pas considérées peuvent être encore
négligées. Sous l’effet de cette instabilité le sillon équatorial doit donc poursuivre sa
contraction.

Pour préciser cela dans le cas général nous traçons sur la figure IV.13 le dia-
gramme de stabilité du système dans le cas où une perturbation gaussienne est
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Fig. IV.13: Diagramme de stabilité du système d’équations IV.107 et IV.108,
en fonction de l’amplitude ζm de la perturbation gaussienne appliquée δζ∆µ =

ζm∆µ exp
(

−R2 cos2 θ
a2

)

et de la susceptibilité inverse K, en incluant les modes jus-

qu’à l’ordre 20. Pour une perturbation suffisamment importante la solution diverge,
ce qui correspond à une contraction infinie de l’équateur de la cellule. (Λ = 30,
a = 0.1R)

appliquée (éq. IV.101), en fonction de l’amplitude maximale de la perturbation et
du rapport K

ζ∆µ
, et pour Λ = 30. Plutôt que d’étudier l’existence des solutions de

l’éq. IV.109, ce qui est difficile du fait des couplages entre modes, nous étudions
numériquement la convergence du système dynamique IV.107 et IV.107, en incluant
les modes jusqu’à l’ordre 20. La valeur critique dépend très fortement du rapport

K
ζ∆µ

, et la transition est d’autant plus facile à atteindre que K est petit.

L’idée sous-jacente à ce diagramme est la suivante : nous avons montré que sous
l’effet d’un excès d’activité des myosines un flux cortical doit apparâıtre et provoquer
la formation d’un anneau. En retour on peut s’attendre à ce que la tension dans
l’anneau soit plus importante que dans d’autres parties isotropes du cortex, ce qui
augmente encore la force en excès. Si l’énergie requise pour aligner les filaments
est suffisamment faible, une petite perturbation du champ actif pourrait forcer le
système à devenir instable. Il est probable que cette énergie dépende fortement
des protéines de liaison du cortex, sa valeur peut donc varier en fonction de la
régulation maintenue par la cellule. Par ce mécanisme le cortex, normalement dans
un état stable, peut être déstabilisé facilement et de façon importante. Remarquons
en particulier que la fraction de myosines en excès dans la cytocinèse est relativement
faible (∼ 0.1 pendant la première moitié de la contraction, [124]), ce qui laisse penser
qu’une instabilité doit effectivement se produire pour que la contraction ait lieu
malgré le faible nombre de myosines.
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B.4 Flux corticaux dans l’embryon de C. Elegans

Nous nous tournons maintenant vers un dernier problème où apparâıt un flux
cortical : la polarisation de l’embryon de C. Elegans, qui est le premier événement
qui suit sa fertilisation. Nous essayons d’appliquer notre approche à ce problème,
dans l’espoir de favoriser l’interprétation des données expérimentales. Nous essayons
d’obtenir l’allure du flux cortical et de prédire le profil d’orientation des filaments
dans le cortex. Nous montrons qu’un anneau et une ingression devraient apparâıtre,
et nous essayons de caractériser les paramètres qui contrôlent leurs positions. Nous
remercions M. Mayer et S. Grill pour leurs explications sur ce système.

B.4.1 Rapide présentation du système biologique

 

MTOC

du spermatozoïde

Initiation d'une région 

de faible contractilité
Formation d'un sillon

pseudo sillon

flux cortical

A P

coté antérieur coté postérieur

a b c d

Fig. IV.14: Schéma du premier événement suivant la fertilisation de l’oeuf de
C. Elegans : l’établissement de la polarité. (a) Le spermatozöıde entre dans l’oeuf
par le futur côté postérieur. (b) Le spermatozöıde apporte avec lui un MTOC
(microtubule organizing center) qui recrute des microtubules et initie une région
de faible contractilité dans le cortex (vert clair). (c) La partie antérieure du cortex
(de forte contractilité) se rétracte, un léger sillon apparâıt dans la partie antérieure,
près de la jonction entre les deux régions (d) Quand le sillon atteint le milieu de
la cellule la contraction s’arrête.

Le premier événement qui suit la fertilisation de l’embryon de C. Elegans est
l’établissement d’une polarité antéro-postérieure. Lorsque le spermatozöıde entre
dans l’embryon, il contient des centrosomes qui initient la formation de microtubules,
ce qui crée une relaxation de la contractilité locale dans le cortex d’actomyosine.
Celui-ci est alors séparé en deux régions de contractilités distinctes [103]. La région
antérieure, plus contractile, se contracte et un flux cortical d’actine dirigé vers le côté
antérieur apparâıt. Un sillon se forme près de la frontière entre les deux régions, qui
contrairement à la cytocinèse ne se contracte pas complètement, et finit même par
relaxer lorsqu’il a atteint le milieu de la cellule.

Certaines expériences [55] montrent que lorsqu’on perturbe les protéines de ré-
gulation de la myosine le processus s’arrête, ce qui suggère qu’un niveau d’activité
des myosines différent distingue les deux régions. A notre connaissance on ne sait
pas comment cette séparation est maintenue dans le temps, mais certains auteurs
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ont proposé qu’à la suite de la brisure de symétrie initiale induite par le spermato-
zöıde les deux régions s’autorégulent grâce à des connexions entre les protéines de
régulation et le cortex [27].

Nous proposons un modèle physique de ce phénomène en étudiant le cas d’un
cortex dans une sphère, soumis à deux régions de champs actifs ζ∆µ différents.

B.4.2 Application du modèle

Géométrie

φ θ0

ζΔμ
ζΔμ1

Coque externe solide

Cortex cellulaire

ζΔμ2

ζΔμ

2ζΔμ
1

Vue du dessus
Vue en coupe

θ=θ0
θ

θ=0 θ=π

θ=0 θ=π

Fig. IV.15: Géométrie du modèle : cortex sphérique soumis à une fonction en
escalier d’activité de myosines. Le gris foncé représente un niveau plus élevé du
champ actif. Sur la partie droite de la figure nous représentons l’organisation de
l’orientation des filaments.

Nous considérons une couche d’actine, contrainte sur une sphère de rayon R du
fait de la pression osmotique et d’une couche solide externe. Nous supposons que
le problème admet une symétrie cylindrique autour de l’angle azimutal φ, de sorte
que seules les quantités variant avec θ doivent être considérées. Comme précédem-
ment, nous considérons que l’épaisseur du cortex est constante et maintenue par le
treadmilling. Dans ce cas seul l’équilibre tangentiel des forces doit être considéré ; il
s’écrit

∂θtθ + cot θ(tθ − tφ) = 0 (IV.112)

où les tensions ont été définies dans la partie précédente (eqs. IV.66 et IV.67) :

tθ =
2ηe

R
(2∂θvθ + cot θvθ) +

ζ∆µe

2
+ e(ζ∆µ + β1K)Q̃ (IV.113)

tφ =
2ηe

R
(∂θvθ + 2 cot θvθ) +

ζ∆µe

2
− e(ζ∆µ + β1K)Q̃ (IV.114)
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de sorte que l’équilibre mécanique donne

(

∂2
θ + cot θ∂θ − cot2 θ − 1

2

)
vθ

R
= −∂θ(

ζ∆µ

8η
) − (∂θ + 2 cot θ)

[(
ζ∆µ + β1K

4η

)

Q̃

]

(IV.115)
Nous devons également écrire l’équation de relaxation du paramètre d’ordre (éq.
IV.15) :

dQ̃

dt
=

1

β2

(
L1

R2
(∂2

θ + cot θ∂θ) − K

)

Q̃ +
β1

2R
(∂θ − cot θ)vθ (IV.116)

Le temps caractéristique de la relaxation du paramètre d’ordre Q̃ est β2

K
. Si ce temps

est beaucoup plus petit que le temps caractéristique de l’écoulement η
ζ∆µ

, ce qui est
vrai dans la limite où ζ∆µ << K, on peut considérer que le paramètre d’ordre est
à l’état stationnaire. Dans ce cas l’éq. IV.116 devient

[

1 − l2

R2
(∂2

θ + cot θ∂θ)

]

Q̃ =
β1β2

2K
(∂θ − cot θ)

vθ

R
(IV.117)

où l =
√

L1

K
est la longueur de corrélation nématique du gel, c’est-à-dire la

longueur caractéristique sur laquelle le gel peut passer d’un état d’alignement à un
autre.

Nous souhaitons résoudre les éq. IV.115 et IV.117 quand le cortex est soumis à
un champ actif

ζ∆µ(θ) = ζ∆µ1 0 < θ < θ0 (IV.118)

ζ∆µ(θ) = ζ∆µ2 θ0 < θ < π (IV.119)

où ζ∆µ1 et ζ∆µ2 sont deux constantes. Nous supposons également que la position
de la frontière θ0 ne varie pas dans le temps.

Résolution dans la limite l → 0

Nous commençons par négliger la longueur de distorsion du gel l. Dans ce cas les
éq. IV.115 et IV.117 se réduisent à

(

∂2
θ + cot θ∂θ −

1

sin2 θ
+

4η + 2β2
1β2

8η + β2
1β2

)

vθ = 0 (IV.120)

où nous avons utilisé ζ∆µ << K et ζ∆µ constant dans chaque région. Cette
équation doit donc être résolue séparément dans les deux régions θ < θ0 et θ > θ0.
Les solutions sont des combinaisons linéaires de fonctions de Legendre P 1

ν (cos θ) et
Q1

ν(cos(θ)), où ν est solution de l’équation : (voir appendice B)

ν(ν + 1) =
4η + 2β2

1β2

8η + β2
1β2

(IV.121)
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Fig. IV.16: Profil de la vitesse tangentielle et du paramètre d’ordre quand l = 0
(β1 = 2, η = β2, θ0 = 2.8)

Pour η = β2 et β1 = 2 par exemple cette équation se réduit à ν(ν + 1) = 1 dont

la solution positive est ν =
√

5−1
2

. Il y a donc quatre coefficients à calculer, deux
pour chaque région. On peut les obtenir en appliquant les conditions aux limites
suivantes :

vθ(0) = 0 (IV.122)

vθ(π) = 0 (IV.123)

vθ(θ
−
0 ) = vθ(θ

+
0 ) (IV.124)

tθ(θ
−
0 ) = tθ(θ

+
0 ) (IV.125)

Les deux premières conditions sont imposées par la géométrie sphérique : physi-
quement une vitesse non nulle conduirait à une divergence infinie du flux au pôle
(vθθ + vφφ = (∂θ + cot θ)vθ divergerait quand θ → 0 ou θ → π). Les deux dernières
sont imposées par la continuité de la vitesse et de la tension tθ. Remarquons qu’il n’y
a pas de condition de continuité sur Q̃, car dans la limite l → 0 nous autorisons les
discontinuités du paramètre d’ordre. tθ peut être relié à vθ en utilisant l’éq. IV.113,
et on obtient alors la solution suivante :

0 < θ < θ0 vθ =
(ζ∆µ1 − ζ∆µ2)R

8η + β2
1β2

f2(θ0)

(f1f ′
2 − f2f ′

1)(θ0)
f1(θ) (IV.126)

θ0 < θ < π vθ =
(ζ∆µ1 − ζ∆µ2)R

8η + β2
1β2

f1(θ0)

(f1f
′
2 − f2f

′
1)(θ0)

f2(θ) (IV.127)

où f1 et f2 sont les solutions de l’éq. IV.120 qui ne divergent pas en 0 et en π
respectivement, et qui sont définies par

f1(θ) = P 1
ν (cos θ) (IV.128)

f2(θ) = P 1
ν (cos θ) − 2

π
tan(π(1 + ν))Q1

ν(cos θ) (IV.129)

A partir de cette solution, le profil de Q̃ peut être calculé en utilisant l’éq. IV.117
dans la limite l → 0 :

Q̃ =
β1β2

2KR
(∂θ − cot θ)vθ (IV.130)



B. Applications 137

Le profil correspondant de Q̃ et de vθ est tracé sur la fig. IV.16, où nous définissons
la vitesse et la valeur du paramètre d’ordre caractéristiques :

v∗
θ =

(ζ∆µ1 − ζ∆µ2)R

8η + β2
1β2

(IV.131)

Q̃∗ =
β1β2

8η + β2
1β2

ζ∆µ1 − ζ∆µ2

K
(IV.132)

Le flux cortical a donc une vitesse de l’ordre de Rζ∆µ
10η

, comme dans les cas précé-

demment étudiés. Pour ζ∆µ ∼ 103Pa, η ∼ 105Pa.s, R ∼ 50µm on trouve donc une
vitesse v∗

θ ∼ 0.05µm.s−1, qui est dans l’intervalle des vitesses observées expérimen-
talement (∼ 0.05µm.s−1, [103]).

Si ζ∆µ1 > ζ∆µ2, l’activité étant plus élevée dans le pôle antérieur (qui contient
θ = 0), la vitesse tangentielle vθ est négative, ce qui indique que le flux va vers les
θ decroissant, donc vers la région antérieure. En outre, dans la région θ < θ0, Q̃ est
négatif, ce qui indique que les filaments s’alignent dans la direction φ (comme nous
les avons représentés sur la figure IV.15, vue de haut). Cet alignement atteint un
maximum près de la frontière θ = θ0. Dans la région postérieure pour θ > θ0 les
filaments sont légèrement alignés dans la direction θ.

L’allure du champ de vitesse est très proche de celle observée expérimentalement
(S. Grill, communication privée). Dans ce qui suit nous essayons de préciser l’allure
du profil d’orientation.

Correction près de la frontière θ = θ0 due à la longueur de corrélation
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Fig. IV.17: Profil de vitesse et d’orientation, en incluant l’énergie élastique du
nématique (longueur l 6= 0. β1 = 2, η = β2, θ0 = 2.8)

Dans la solution précédente Q̃ apparâıt discontinu à la frontière θ = θ0. Pour
corriger cette propriété nous devons inclure le terme proportionel à l dans l’éq.
IV.117. Loin de la frontière la solution complète est proche de celle obtenue dans la
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limite l = 0 : en effet nous supposons l << R, et comme la solution est suffisamment
régulière loin de θ0 on doit avoir l2

R2 ∂
2
θQ << 1 dans l’éq. IV.117, et il est donc

justifié de négliger ce terme. Nous résolvons ainsi le problème en traitant la frontière
comme une couche limite. Nous commençons par décomposer la solution en écrivant
vθ = v0

θ +vl
θ et Q̃ = Q̃0 + Q̃l où v0

θ et Q̃0 sont les solutions à l = 0, et vl
θ et Q̃l doivent

varier rapidement à travers la frontière pour assurer la continuité et la dérivabilité de
la fonction, puis décrôıtre à 0 loin de la frontière. En utilisant cette décomposition
les éq. IV.115 et IV.117 donnent

∂2
θv

l
θ = −β1KR

4η
∂θQ̃

l (IV.133)

− l2

R2
(∂2

θ + cot θ∂θ)Q̃
0 +

[

1 − l2

R2
∂2

θ

]

Q̃l =
β1β2

2KR
∂θv

l
θ (IV.134)

où nous n’avons gardé que la derivée la plus élevée en θ pour vl
θ, puisque nous nous

attendons à ce que vl
θ varie fortement sur un angle l

R
à travers la frontière, et que

nous souhaitons résoudre le problème à l’ordre le plus élevé en l
R
. Les éq. IV.133 et

IV.134 peuvent être alors simplifiées en

∂θv
l
θ = −β1KR

4η
Q̃l (IV.135)

[

1 +
β2

1β2

4η
− l2

R2
∂2

θ

]

Q̃l =
l2

R2

(
∂2

θ + cot θ∂θ

)
Q̃0 (IV.136)

où les constantes d’intégration ont été annulées puisque toutes les quantités s’an-
nulent loin de la frontière. Au premier ordre en l

R
le membre de droite de l’éq. IV.136

peut être négligé, puis en utilisant les conditions aux limites

Q̃l → 0 quand
R

l
(θ − θ0) → +∞ (IV.137)

Q̃l → 0 quand
R

l
(θ − θ0) → −∞ (IV.138)

Q̃l(θ−0 ) = Q̃l(θ+
0 ) +

[

Q̃0(θ+
0 ) − Q̃0(θ−0 )

]

(IV.139)

∂θQ̃
l(θ−0 ) = ∂θQ̃

l(θ+
0 ) +

[

∂θQ̃
0(θ+

0 ) − ∂θQ̃
0(θ−0 )

]

(IV.140)

on obtient la solution

0 < θ < θ0 Q̃l =
1

2





[

Q̃0(θ+
0 ) − Q̃0(θ−0 )

]

+
l

R

√

1 +
β2

1
β2

4η

[

∂θQ̃
0(θ+

0 ) − ∂θQ̃
0(θ−0 )

]





× exp




R

l

√

1 +
β2

1β2

4η
(θ − θ0)



(IV.141)

θ0 < θ < π Q̃l =
1

2



−
[

Q̃0(θ+
0 ) − Q̃0(θ−0 )

]

+
l

R

√

1 +
β2

1
β2

4η

[

∂θQ̃
0(θ+

0 ) − ∂θQ̃
0(θ−0 )

]





× exp



−R

l

√

1 +
β2

1β2

4η
(θ − θ0)



(IV.142)
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A l’aide de cette solution on peut également calculer la correction vl
θ au premier

ordre en l
R
, en utilisant l’éq. IV.135 :

0 < θ < θ0 vl
θ = − lβ1K

8η
√

1 +
β2
1β2

4η

[

Q̃0(θ+
0 ) − Q̃0(θ−0 )

]

exp




R

l

√

1 +
β2

1β2

4η
(θ − θ0)



 (IV.143)

θ0 < θ < π vl
θ = − lβ1K

8η
√

1 +
β2
1β2

4η

[

Q̃0(θ+
0 ) − Q̃0(θ−0 )

]

exp



−R

l

√

1 +
β2

1β2

4η
(θ − θ0)



 (IV.144)

vl
θ est continu à la frontière, ainsi qu’on s’y attend puisque la solution complète

v0
θ + vl

θ doit être continue, et v0
θ l’est déjà. On peut vérifier en utilisant l’éq. IV.113

qu’avec cette solution la tension tangentielle tθ satisfait également l’équation de
continuité IV.125 de part et d’autre de la frontière. La solution complète pour Q̃
et vθ est tracée sur la fig. IV.17. Le maximum dans le paramètre d’ordre Q̃ est
déplacé d’une longueur ∼ l de la frontière θ = θ0 vers le côté antérieur. Un anneau
de filaments orientés devrait donc se former près de la frontière.

Correction due à la longueur de transition du champ actif

θ
0 πθ0

la

ζΔμ

ζΔμ

1

2

ζΔμ(θ)

Fig. IV.18: Profil d’activité considéré dans cette section : ζ∆µ varie de ζ∆µ1 à
ζ∆µ2 sur une longueur la

Nous nous intéressons maintenant à une étude possible de la formation d’un
sillon. La pression exercée par le cortex est obtenue en calculant

∆P =
tθ + tφ

R
(IV.145)

=
ζ∆µe

R
+

6ηe

R2
(∂θ + cot θ)vθ (IV.146)

Avec la fonction en escalier que nous avons utilisée pour le champ actif ζ∆µ, la
pression est discontinue à la frontière θ = θ0. Cela indique que la longueur sur
laquelle varie la pression dépend de la variation de ζ∆µ(θ) à la frontière. Nous
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introduisons donc une longueur la sur laquelle le champ actif modifie sa valeur : on
peut prendre par exemple la fonction linéaire par morceaux (voir fig. IV.18) :

0 < θ < θ0 −
la

2R
ζ∆µ(θ) = ζ∆µ1 (IV.147)

θ0 −
la

2R
< θ < θ0 +

la

2R
ζ∆µ(θ) =

ζ∆µ1 + ζ∆µ2

2
+ (ζ∆µ2 − ζ∆µ1)R

θ − θ0

la
(IV.148)

θ0 +
la

2R
< θ < π ζ∆µ(θ) = ζ∆µ2 (IV.149)

Pour un champ qui n’est pas uniforme ζ∆µ(θ) et dans la limite Q̃ << 1, l << R
et ζ∆µ << K nous pouvons réécrire l’équation pour le champ de vitesse IV.120

(

∂2
θ + cot θ∂θ −

1

sin2 θ
+

4η + 2β2
1β2

8η + β2
1β2

)
vθ

R
= − ∂θζ∆µ

8η + β2
1β2

(IV.150)

Dans la limite la << R on peut utiliser la solution de la section B.4.2 valide pour
une fonction en escalier pour obtenir une solution approchée de vθ. Dans les régions
θ < θ0 − la

2R
et θ > θ0 + la

2R
elle est encore solution de l’éq. IV.150. Sur l’intervalle

[θ0 − la
2R

,θ0 + la
2R

], ∂θvθ varie rapidement sur un angle la
R

, et donc comme dans la
partie précédente nous ne gardons que les dérivées les plus élevées dans l’éq. IV.150
qui s’écrit

pour θ ∈ [θ0 −
la
2R

,θ0 +
la
2R

] , ∂2
θvθ = − ∂θζ∆µ

8η + β2
1β2

= −R

la

(ζ∆µ1 − ζ∆µ2) R

8η + β1β2

(IV.151)

En résolvant cette équation et en reliant sa solution et la dérivée à travers les deux
frontières nous obtenons la solution approchée

0 < θ < θ0 −
la

2R
vθ =

(ζ∆µ1 − ζ∆µ2)R

8η

f2(θ0)

(f1f
′

2 − f2f
′

1)(θ0)
f1(θ)

θ0 −
la

2R
< θ < θ0 +

la

2R
vθ =

(ζ∆µ1 − ζ∆µ2)R

8η

f2(θ0)

(f1f
′

2 − f2f
′

1)(θ0)

×
[

f1(θ0)f2(θ0) +
R

2la

(

f ′

1f2(θ0)

(

θ − θ0 +
la

2R

)2

− f1f
′

2(θ0)

(

θ − θ0 −
la

2R

)2
)]

θ0 +
la

2R
< θ < π vθ =

(ζ∆µ1 − ζ∆µ2)R

8η

f1(θ0)

(f1f
′

2 − f2f
′

1)(θ0)
f2(θ) (IV.152)

où les fonctions f1 et f2 sont définies par les éq. IV.128 et IV.129. Avec cette
solution toute les quantités sont continues. Sur la fig. IV.19 nous traçons la vitesse,
la pression donnée par l’éq. IV.145 et le paramètre d’ordre dans la limite l = 0 et
la 6= 0. Nous introduisons en particulier la pression caractéristique

P ∗ = (ζ∆µ1 − ζ∆µ2)
e

R
(IV.153)

En général le profil de Q̃ dépend de la valeur relative de la et de l :
– si la << l le calcul de la section précédente est encore valable et la distance

entre le minimum de Q̃ et la vitesse maximum est d’ordre l.
– si la >> l Q̃ est continu, et le reste dans la limite l = 0. La distance entre le

mimimum de Q̃ et la vitesse maximum est d’ordre la
2
.

Dans tous les cas la pression varie fortement à la frontière sur une longueur ∼ la.
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Fig. IV.19: Profil de vitesse, du paramètre d’ordre et de la pression, quand l = 0

mais quand ζ∆µ change de valeur sur une longueur la (θ0 = 2.6, η = β2,
la
R = 0.2)

Formation d’un sillon

Nous ne savons pas de quelle manière le cortex de l’embryon de C. Elegans est
relié à la coque qui l’entoure. Il est cependant raisonnable de penser que la formation
d’un sillon est due au profil de pression exercée par le cortex. Pour illustrer cette
idée nous calculons la déformation de l’embryon dans un modèle très simple et très
qualitatif, où les frontières de la cellule sont reliées à la coque par des liens élastiques
de raideur kb, séparés d’une distance moyenne ξb. Pour simplifier nous considérons
que ces liens sont reliés à une coque “fantôme”, c’est-à-dire que le cortex peut la
traverser librement, et que la déformation résultante est très faible devant le rayon
R, de sorte que les calculs précédents sont encore valables. Dans ce cas la déformation
de la cellule dépend de la pression exercée par le cortex selon

ur(θ) =
ξ2
b

kb

(∆P (θ) − Pint) (IV.154)

où ∆P est la différence de pression imposée par le cortex et Pint est la pression
interne. Si le volume est contraint par la pression osmotique comme nous l’avons
supposé jusqu’ici, Pint est obtenu en écrivant que le volume est constant, c’est-à-dire
que

∫ π

0

ur(θ) sin θdθ = 0 (IV.155)

de sorte que la déformation est donnée par

ur(θ) =
ξ2
b

kb

(

∆P − 1

2

∫ π

0

∆P (θ) sin θdθ

)

(IV.156)

Nous traçons la solution correspondante sur la fig. IV.20. La déformation suit le
profil de pression de la fig. IV.19 et une légère incursion apparâıt près de la frontière.
La forme obtenue n’est toutefois pas celle que l’on observe expérimentalement, une
large déformation apparaissant au pôle. Il est possible qu’en prenant en compte les
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Forme initiale

Forme du cortex relié 

élastiquement à la coque

Fig. IV.20: Déformation radiale du cortex dans un modèle simple où la déforma-
tion est proportionelle à la pression exercée par le cortex

conditions aux limites de façon plus réaliste que nous ne l’avons fait ici ce dernier
aspect soit corrigé.

Pour compléter cette étude il faudrait donc préciser la nature des liens entre la
coque et le cortex et connâıtre les propriétés de la coque pour calculer exactement
la déformation.

C Conclusions

Dans ce chapitre nous avons inclus le rôle de l’orientation des filaments dans
notre description du cortex. En introduisant un couplage entre flux et paramètre
d’ordre, notre modèle permet de décrire l’apparition de flux corticaux et la formation
d’anneaux dans des situations physiologiques assez éloignées. Comme le suggèrent
les auteurs de la ref. [125], un mécanisme impliquant la soumission du cortex à un
gradient d’activité de myosine régulé par les microtubules pourrait être à l’oeuvre
dans une large gamme de mécanismes cellulaires. Nous avons essayé dans ce chapitre
de fournir un cadre théorique à cette idée. En permettant aux filaments du cortex
de se réorganiser et de s’aligner rapidement, c’est-à-dire dans notre description en
maintenant une énergie K faible, la cellule pourrait générer des unités contractiles
capables de produire une force importante, la formation d’anneau agissant comme
une boucle de rétroaction positive au gradient d’activité de myosine.

En général la vitesse des flux corticaux, et donc le temps caractéristique de la
cytocinèse, dépend du temps caractéristique η

∆(ζ∆µ)
, où ∆(ζ∆µ) est la différence

d’activité typique donnant lieu au flux. Le temps requis pour diviser la cellule est
donc accéléré en augmentant l’activité des myosines, mais aussi en diminuant la
viscosité du cortex : de façon remarquable la diminution de la concentration cellulaire
en α-actinine par ARN-interférence accélère la cytocinèse [102]. L’α-actinine étant
une protéine réticulante du gel d’actine constituant le cortex, la viscosité η du cortex
est très probablement réduite par la diminution de cette protéine.

Deux modèles de la cytocinèse sont traditionnellement opposés : le modèle de
relaxation astrale [149] et le modèle de stimulation équatoriale [120]. Le premier sup-
pose qu’une relaxation de la contractilité se produit aux pôles, alors que le second
considère que les myosines sont en excès à l’équateur. Dans les termes de notre des-
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cription ces deux modèles ont des effets équivalents : l’un comme l’autre donnent lieu
à une perturbation du champ d’activité des myosines δζ∆µ dont la valeur moyenne,
du fait de la conservation du volume, n’a pas d’effet observable.

D’autres analyses théoriques de la cytocinèse ont été proposées, pour comprendre
la formation de l’anneau contractile et sa contraction. Zumdieck&al [163] montrent à
partir d’un modèle continu qu’une couche mince et cylindrique de filaments polaires
peut se déstabiliser et un ou plusieurs anneaux apparâıtre spontanément. Ce modèle
diffère du nôtre en ce que des termes non-linéaires sont inclus dans les équations
constitutives, et que la densité et le paramètre d’ordre nématique sont choisis comme
variables, alors que nous considérons les interactions du flux hydrodynamique et du
paramètre d’ordre. Par ailleurs dans notre modèle le cortex n’est pas spontanément
instable : un champ extérieur est nécessaire pour le déstabiliser. Plus récemment,
Vavylonis &al [147] simulent numériquement la formation de l’anneau contractile
dans la levure S. Pombe en considérant un ensemble de noeuds sur un cylindre,
nucléant et polymérisant des filaments d’actine entre lesquels les myosines exercent
des forces relatives. Les simulations montrent que les filaments s’alignent le long de
l’anneau.

Dans les résultats présentés dans ce chapitre nous n’avons pas décrit la contrac-
tion de l’anneau. Dans notre modèle de cytocinèse dans une cellule sphérique (partie
B.3), cela necéssiterait d’inclure de nombreux termes non-linéaires pour décrire le
cortex de toute la cellule. Des modèles théoriques existent cependant, qui en géné-
ral considèrent la contraction de l’anneau indépendamment des autres régions du
cortex : les auteurs de la réf. [9] proposent un modèle phénoménologique pour la
contraction de l’actine qu’ils simulent numériquement. Les auteurs de la ref. [164]
reproduisent la cinétique de contraction de l’anneau de Dictyostelium en incluant la
réponse viscoélastique du corps cellulaire, et examinent la force contractile engen-
drée par des protéines réticulantes capables de s’attacher préférentiellement à une
des deux extrémités des filaments.

Les observations expérimentales ayant trait à la cytocinèse sont très diverses,
parfois même contradictoires, et sont difficiles à réconcilier : l’intérêt du modèle que
nous proposons est de contenir peu de paramètres et d’être très générique, ce qui
nous a permis de l’appliquer dans ce chapitre à différents contextes biologiques.
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Chapitre V

Blebs induits par ablation du

cortex

Dans ce dernier chapitre nous nous intéressons à un phénomène biologique qui,
comme nous l’avons vu dans l’introduction, pourrait jouer un rôle important dans
la motilité cellulaire : la formation de blebs. Dans les conditions physiologiques la
vie d’un bleb fait intervenir 3 phases :

– Le bleb est initié par le détachement local de la membrane du cortex [25], ou
un trou se forme spontanément dans le cortex [110]. Nous avons proposé au
chapitre II un modèle d’instabilité active pour cette première étape.

– La membrane lipidique exerçant une pression moins importante que le cortex,
le morceau de membrane enfle. Le cortex se contracte et un flux de cytosol
s’engage dans le bleb (fig. V.1) . Le bleb est approximativement sphérique, ce
qui découle naturellement de la loi de Laplace si on suppose que la tension
de la membrane est uniforme. La phase de croissance dure environ 10 s [28].
Ce processus semble avoir lieu à volume total constant [25] : cela est cohérent
avec les calculs du chapitre II montrant que le volume total de la cellule est
fortement contraint par la pression osmotique.

– Un nouveau cortex est polymérisé dans le bleb [23]. Il se contracte lentement,
sur une échelle de temps de l’ordre de la minute, et est finalement complètement
résorbé dans la cellule.

Afin de s’affranchir de la première étape de formation, le groupe d’Ewa Paluch au
MPI-CBG à Dresde a mis en place un système expérimental permettant de nucléer un
trou dans le cortex à l’aide d’une série d’impulsions laser. On peut ainsi déclencher de
façon contrôlée la formation d’un bleb unique dans la cellule. Notre idée est d’utiliser
ce système pour étudier systématiquement les paramètres physiques contrôlant la
taille et la forme des blebs, et d’en tirer des informations sur la mécanique de la
couche corticale.

A l’aide de différents traitements on peut en particulier agir sur la concentration
cellulaire en myosine actives et en actine. Comme il est difficile de connâıtre l’effet
exact d’un traitement sur l’état de la cellule, le groupe d’E. Paluch a procédé de
manière quantitative et systématique en mesurant la tension moyenne d’une popu-
lation de cellules soumises à certains traitements, puis en mesurant les propriétés
des blebs formés dans cette population de cellules.

145
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Contraction 

de la cellule

Flux de cytosol

Cortex
Membrane cellulaire 

sans cortex

a b

Fig. V.1: (a) Description schématique de la formation d’un bleb (b) Cellule pro-
duisant des blebs dans des conditions physiologiques (reproduit de [23]).

Sur le plan théorique, nous avons du explorer différentes possibilités pour es-
sayer d’expliquer les résultats expérimentaux. On peut déjà dégager quelques idées
simples :

– Il est clair que le bleb se forme sous l’effet d’une différence de pression hydro-
statique entre l’intérieur du bleb et la cellule. La pression intracellulaire étant
en partie imposée par le cortex selon ∆P = 2(T+γ)

R
ou T est la tension du

cortex et γ la tension de la membrane, le bleb doit être d’autant plus grand
que la tension du cortex est importante. C’est en effet ce que les résultats
expérimentaux montrent.

– Une fois que le trou a été formé par le laser, le trou doit s’élargir si la couche
est sous tension à cause des myosines. C’est là encore ce que l’on observe.

D’autres points sont plus problématiques, en particulier :

– Le cortex est-il élastique ou visqueux aux échelles de temps de la formation
du bleb ?

– Qu’est ce qui contrôle l’arrêt de la croissance : est-ce la repolymérisation du
cortex dans le bleb ou les propriétés élastiques de la cellule ?

– Quelle source de dissipation contrôle la dynamique d’expansion du bleb ?

Pour chacune de ces questions nous avons fait des prédictions théoriques que
nous comparons aux résultats expérimentaux. Ci-dessous nous décrivons les résultats
obtenus en fonction des différentes hypothèses envisagées. Toutes les expériences
décrites ont été réalisées par Julia Roensch, Ulrike Schulze et Jean-Yves Tinevez dans
le groupe d’Ewa Paluch. Un article commun présentant les résultats expérimentaux
et les comparant aux modèles théoriques développés dans ce chapitre est en cours
de rédaction.
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A Expériences

A.1 Montage expérimental

Dans cette section nous décrivons brièvement les expériences de mesure de ten-
sion et formation de bleb menées sur une lignée de cellules de fibroblastes L929 de
souris.

A.1.1 Mesure de tension

Ajout de drogues

La première étape du protocole expérimental est la mesure systématique de la
tension de populations de cellules auxquelles différents traitements susceptibles de
modifier l’activité des myosines ont été appliqués :

– Y27632 est un inhibiteur de Rock [68]. Rock est une protéine activée par Rho
qui peut à la fois directement phosphoryler la châıne légère régulatrice (RLC)
des myosines et inhiber sa déphosphorylation (voir chapitre I). Comme nous
l’avons vu dans le chap. III et dans l’introduction, RLC doit être phosphorylée
pour que les myosines soient actives. Y27632 diminue donc la concentration
de myosines actives.

– RhoQ63L est une forme constitutivement active de Rho qui peut être transfec-
tée dans la cellule. Rho dans sa forme active a un double effet : activer Rock
et ainsi augmenter le nombre de myosines activées, mais également activer la
polymérisation d’actine en activant les formines [44].

– La blebbistatine est un inhibiteur direct de la myosine II, en la bloquant dans
un état ou elle ne peut plus se lier à l’actine [77].

Aspiration en micropipette

Micropipette

P
R

p
p

Pc

Pext

R

Fig. V.2: Protocole d’aspiration en micropipette

Pour mesurer la tension des cellules, un protocole expérimental d’aspiration en
micropipette est utilisé [42][65]. Le principe est de soumettre localement la cellule
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à un différentiel de pression négatif à l’aide d’une micropipette reliée à un système
d’aspiration (voir fig. V.2). Au delà d’une pression critique, une langue se forme dans
la pipette (distincte d’un bleb en ce que le cortex est encore intact à l’intérieur dans
la protusion). La valeur de la pression critique est obtenue en écrivant l’équilibre des
forces : si Pp est la pression maintenue dans la pipette, Rp le rayon de la pipette, Pc

la pression intracellulaire et Pext la pression externe alors d’une part, en appliquant
la loi de Laplace au cortex dans la pipette

Pc − Pp =
2T

Rp
(V.1)

et d’autre part pour le cortex dans la cellule

Pc − Pext =
2T

R
(V.2)

d’où en éliminant la pression intracellulaire Pc

2T

(
1

Rp
− 1

R

)

= Pext − Pp (V.3)

qui relie la pression critique à la tension cellulaire.

Résultats

Fig. V.3: Tension de la membrane des cellules L929 en fonction de différents
traitements appliqués.

Sur la fig. V.3 nous reproduisons un histogramme des tensions mesurées en fonc-
tion de différents traitements affectant l’activité des myosines ou la polymérisation
de l’actine. La tension des cellules contrôle est d’environ 400pN.µm−1, ce qui est



A. Expériences 149

en accord avec les tensions données dans la littérature pour les fibroblastes [143].
Il est remarquable que, pour la plupart des traitements, la dispersion dans la ten-
sion mesurée est relativement limitée. Une dispersion plus large est observée pour
les cellules transfectées avec RhoAQ63L, ce qui s’explique puisque la quantité de
protéines transfectée n’est pas précisement contrôlée. Comme on peut s’y attendre
les traitements stimulant l’activité des myosines augmentent la tension, tandis que
l’ajout d’inhibiteurs de la myosine II la diminue. Cela est en accord avec la formule
obtenue au chapitre II pour la tension du cortex.

T =
ζ∆µe

2
(V.4)

Selon cette formule la tension augmente avec la concentration en myosines, mais
aussi avec l’épaisseur du cortex. Ceci peut expliquer pourquoi la tension augmente
de façon aussi importante quand on ajoute une forme constitutive de Rho : cela
stimule également la polymérisation d’actine, et donc ζ∆µ mais aussi e augmentent
simultanément.

La tension mesurée ici est en fait γ + T , où T est la tension du cortex et γ
la tension de la membrane lipidique. Nous supposons plus loin que γ est très petit
devant T , mais il est intéressant d’avoir une valeur directe. Pour cela on peut ajouter
une drogue dépolymérisant l’actine, la latrunculine, et mesurer la tension dans la
membrane par le protocole d’aspiration en micropipette. On obtient une tension
γ ≃ 30pN.µm−1 (voir fig. V.3). Cette valeur est en effet bien plus faible que Tc. Il
est possible qu’elle inclue non seulement la tension de la bicouche lipidique, mais
aussi la tension existant dans un réseau de spectrine connecté à la membrane, du
type de celui existant dans les globules rouges [23]. Nous désignons donc par γ la
tension de l’ensemble bicouche lipidique + réseau de spectrine.

A.1.2 Formation de bleb

Pour induire les blebs, les cellules sont placées sous un microscope confocal muni
d’un laser UV pulsé picoseconde d’une longueur d’onde de 450nm. Elles sont placées
sur un substrat recouvert de PEG, ce qui les empêche de s’étaler et de former
des lamellipodes. Les cellules sont transfectées avec une myosine II GFP ou de
l’actine GFP, ce qui permet de visualiser le cortex. Le laser pulsé est focalisé pendant
quelques secondes sur une région du cortex. La cellule est observée avant et après
l’ablation en transmission et en fluorescence.

Sur la figure V.4 nous reproduisons une séquence de quelques images montrant
la dynamique de formation du bleb ainsi obtenu.

A.2 Résultats expérimentaux

A.2.1 Relations géométriques

Pour mesurer les propriétés du bleb nous devons d’abord identifier les paramètres
géométriques qui le caractérisent. Nous les représentons sur la figure V.5. Le bord
du bleb y est colocalisé avec la frontière du cortex : c’est ce qu’on observe expéri-
mentalement. Cela semble indiquer que l’adhésion membrane/cortex est suffisament
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Fig. V.4: Séquence de formation d’un bleb induit par ablation laser : (RlcGFP :
signal de la myosine II, DIC : contraste interférentiel) (a) cellule non perturbée. Le
cortex est bien visible grâce au marquage GFP de la myosine 2 (image de gauche).
(b) Après 4s d’éclairage par le laser un trou est visible dans le cortex. Sur l’image
en contraste interférentiel (milieu) on voit le début de la formation du bleb. (c) Au
bout d’une vingtaine de seconde le bleb atteint un état stationnaire. Le trou initial
s’est nettement élargi. Le bleb a un aspect “transparent” par rapport à l’intérieur
de la cellule (voir partie B.2).

forte pour que la membrane ne se détache du cortex que dans la région où il a été
rompu.

Conservation du volume

Nous supposons que le volume total du bleb et de la cellule est conservé. En effet
comme nous l’avons décrit dans le chapitre II les échelles de pression en jeu dans la
formation du bleb sont de l’ordre de la pression intracellulaire, quelques dizaines de
Pascal. Ces valeurs sont très faibles devant les valeurs absolues de pression osmotique
∼ 105Pa (voir chapitre II, eq.II.21). Le volume total du bleb et de la cellule doit
donc être conservé :

Vb + Vc = V (V.5)

où V est le volume initial de la cellule.

Géométrie du bleb

Nous supposons que le bleb reste sphérique (la loi de Laplace l’impose si la tension
de la membrane dans le bleb est uniforme). Sa géométrie est donc caractérisée par
les grandeurs suivantes (voir fig. V.5) :

– le rayon de la base du bleb a = R sin θc = Rb sin θb

– le rayon de courbure Rb
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Fig. V.5: Paramètres géométriques associés à la formation d’un bleb

– la hauteur h qui vérifie Rb = a2+h2

2h
ou inversement h = Rb(1 ±

√

1 − a2

R2
b

). Le

choix d’un “+”dans cette dernière expression correspond à un bleb plus grand
qu’une hémisphère, le choix d’un “−” à un bleb plus petit qu’une hémisphère.

– le volume Vb = π
6
h(3a2 + h2)

– la surface Sb = 2πRbh = π(a2 + h2)
Les angles θb et θc sont définis sur la fig. V.5 et sont reliés par la relation

a = Rb sin(θb) = R sin(θc) (V.6)

et ϕ, l’angle de contact du bleb, est égal à θb + θc.

Géométrie de la cellule

Comme illustré sur la fig. V.6, le cortex déformé est proche d’une sphère de rayon
plus petit que le rayon initial. Nous retenons deux paramètres expérimentalement
mesurables de la déformation du cortex :

– L’ouverture angulaire du trou est paramétrée par l’angle θc. Cet angle varie
au cours de la formation du bleb : nous notons θ0

c sa valeur initiale atteinte
après l’ablation laser, et ∆θc = θc − θ0

c sa variation. En général le trou formé
est petit devant le rayon de la cellule, soit a << R ou θc << 1, et donc le
rayon de la base du bleb est simplement a = Rθc, et a0 = Rθ0

c est le rayon du
trou formé par l’ablation laser.

– Le rayon de la cellule varie lorsque le bleb se forme : nous désignons par R0 le
rayon initial, avant la formation du bleb, et R = R0 − ∆R le rayon au cours
de la contraction. Expérimentalement le volume du bleb est petit devant le
volume de la cellule, ce qui implique ∆R << R.
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Fig. V.6: Schéma de la déformation totale, somme de la contraction isotrope et
de la déflexion.

Les mêmes formules sont valables pour le volume de la cellule Vc en remplaçant Rb

par R. Dans ce cas le volume de la cellule est simplement égal à Vc = V − 4πR2∆R,
et la conservation du volume V.5 donne alors

Vb = 4πR2∆R (V.7)

où
Vb

Vc

= 3
∆R

R
(V.8)

Cette équation relie le volume du bleb à la déformation moyenne de la cellule.

A.2.2 Propriétés du bleb en fonction de la tension

Statique

Les relations géométriques ci-dessus montrent que deux grandeurs géométriques
indépendantes sont nécessaires pour caractériser complètement le bleb. Nous choisis-
sons ici de représenter les variables Vb, le volume du bleb et θc, l’ouverture angulaire
de la base du trou. Le protocole décrit dans la partie A.1 permet de tracer ces deux
grandeurs en fonction de la tension de la cellule. Pour cela l’équipe d’E. Paluch :

– forme un trou dans le cortex de cellules soumises à un certain traitement
affectant la tension

– mesure le volume et l’ouverture angulaire pour chaque bleb ayant atteint un
état stationnaire

– trace le résultat moyen obtenu pour une population de cellules en fonction de
la tension moyenne mesurée par aspiration en micropipette.

Sur la figure V.7 nous reproduisons les courbes ainsi obtenues. Les points expéri-
mentaux sont obtenus à partir de cellules contrôle, de cellules soumises à différentes
concentrations de la drogue Y27632 (2.5, 5 et 10µM), et de cellules transfectées
avec RhoA63L. Qualitativement on vérifie sur ces courbes que le volume du bleb et
l’ouverture angulaire augmentent avec la tension.
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Fig. V.7: Points expérimentaux obtenus pour (a) le volume du bleb en fonction
de la tension cellulaire, (b) l’ouverture angulaire à l’équilibre de la base du bleb
θc = a

R en fonction de la tension cellulaire. Les barres d’erreur indiquent l’erreur
standard. Chaque point est obtenu à partir d’une population de cellules ayant subi
un certain traitement, et est moyenné sur environ 30 mesures.

Dynamique

Pour caractériser la dynamique on peut enregistrer la position du bleb au cours
du temps. Sur la figure V.8 nous reproduisons l’évolution dans le temps du volume,
du rayon de la base du bleb et de la hauteur du bleb, mesurés dans le cas d’une cellule
contrôle n’ayant pas subi de traitement. En utilisant un marqueur de l’actine et de
la myosine on peut également suivre l’évolution de la repolymérisation du cortex à
la membrane du bleb. Nous utilisons ces courbes dans la partie D pour analyser le
rôle de la repolymérisation du cortex.

De ces données peuvent être extraites la vitesse de croissance initiale du volume
du bleb dVb

dt
(t = 0) et la vitesse initiale de la hauteur du bleb dh

dt
(t = 0) en fonc-

tion de la tension. Les courbes de la fig. V.9 sont alors obtenues en moyennant ces
deux mesures pour chaque population de cellules, puis en traçant cette moyenne en
fonction de la tension.

Dans les sections suivantes nous proposons divers modèles permettant d’inter-
préter les résultats expérimentaux que nous venons de présenter.

B Equilibre du bleb et élasticité de la cellule

Dans ce chapitre nous supposons que le cortex est élastique, au moins pendant
le temps de formation du bleb. Cette hypothèse est justifiée dans le cadre du mo-
dèle de Maxwell que nous utilisons pour décrire la rhéologie du gel si le temps de
formation du bleb est inférieur au temps de relaxation viscoélastique τ , introduit
dans la partie II. τ de l’ordre de 5-60 s selon les auteurs [151][143], et le temps de
formation du bleb est de l’ordre de 10s (voir fig. V.8). Cette hypothèse est donc
raisonnable. Une indication supplémentaire de sa validité nous est fournie par le test
expérimental suivant : en plongeant la cellule dans un milieu rempli d’agarose et en
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Fig. V.8: Kymographe donnant l’évolution au cours du temps des grandeurs géo-
métriques associées au bleb (courbe du haut : a en vert et h en rouge, courbe du
milieu Vb

Vc
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B. Equilibre du bleb et élasticité de la cellule 155

Fig. V.10: Séquence d’images d’une cellule transfectée en actine-GFP, plongée
dans un milieu d’agarose à 2%, dans laquelle on perce le cortex (durée de l’ablation
3s). Dans ce milieu rigide le bleb ne peut pas se former, et le trou s’élargit avant
de se stabiliser à un rayon fixe.

la soumettant à une série d’impulsions laser, on forme un trou dans son cortex tout
en empêchant la formation du bleb, car le milieu est trop rigide pour que la cellule
puisse le déformer. Si le cortex se comporte comme un fluide sur l’échelle de temps
de l’observation, le trou formé doit s’agrandir exponentiellement : en effet une étude
simple de l’ouverture d’un trou dans un fluide plan, sous tension active, montre qu’il
doit s’ouvrir comme

a = a0e
− ζ∆µ

2η
t (V.9)

On peut vérifier ce résultat à partir de l’éq. IV.57, qui donne le champ de vitesse
dans le cortex dans une géométrie similaire : pour r1 = r0, c’est à dire en l’absence
d’anneau contractile, elle se réduit en effet à vr(r0) = ζ∆µ

2η
r0, qui conduit à l’éq. V.9.

Ce processus est analogue au démouillage d’un fluide ultravisqueux décrit par F.
Brochard et coll. [35] : l’ouverture du trou se fait également de façon exponentielle,
mais ici la force motrice n’est pas la tension de surface du liquide mais l’activité des
myosines.

En revanche, si le gel d’actine cortical est élastique, il est clair qu’on doit atteindre
un rayon d’équilibre pour le trou : c’est bien ce qu’on observe (fig. V.10). Dans cette
section nous décrivons donc un modèle de formation d’un bleb dans le cas où le
cortex a un comportement élastique.

B.1 Elasticité du cortex

B.1.1 Solution sphérique

Nous considérons dans cette partie le cas le plus simple d’une coque élastique
sphérique d’actine, d’épaisseur constante e << R. Nous ignorons le treadmilling de
la couche et nous considérons que le cortex est dans un état non déformé, sphérique
et de rayon R0. Au cours de la formation du bleb le volume de la cellule décrôıt,
le cortex subit une contraction que nous considérons ici isotrope, et atteint donc
une nouvelle forme sphérique de rayon R = R0 −∆R. Nous supposons être dans un
régime de faible déformation ∆R << R, ce qui est compatible avec les observations
expérimentales, qui vérifient Vb << Vc. Nous considérons que la concentration de
myosines est homogène dans tout le cortex, et donc la contrainte active ζ∆µ est



156 Chapitre V. Blebs induits par ablation du cortex

indépendante de r et θ. Nous appelons Pc la pression dans la cellule, différente de la
pression externe P0. Le champ de déformation n’a qu’une composante radiale ur, et
la condition d’incompressibilité du cortex devient donc

∂rur + 2
ur

r
= 0 (V.10)

et donc dans le gel ur = −∆RR
r2 ≃ −∆R

R
. Pour obtenir la pression exercée par le

cortex nous suivons la même démarche que dans la partie A.4 du chapitre II. A
partir des équations constitutives II.24 à II.26 dans la limite élastique τ → ∞, et
en utilisant la condition aux limites σrr(R) = −P0 − 2γ

R
où γ est la tension de la

bicouche lipidique, on obtient la distribution de contraintes dans le cortex :

σrr = −P0 −
2γ

R
− ζ∆µ

z

R
+ 12E

∆R

R

z

R
(V.11)

σθθ = σφφ = −P0 −
2γ

R
+

ζ∆µ

2
− 6E

∆R

R
(V.12)

où la coordonnée z est définie par z = R− r, et z << R. Remarquons que l’éq. V.12
peut être obtenue directement à partir de l’éq. II.32 du chapitre II, dans la limite
élastique τ → ∞ et à l’ordre le plus bas en z

R
. En utilisant la seconde condition aux

limites σrr(R − e) = −Pc on obtient la pression intracellulaire :

Pc = P0 +
2γ

R
+

ζ∆µe

R
− 12E

e

R

∆R

R
(V.13)

On peut faire plusieurs remarques à propos de cette formule :
– Quand la cellule est dans un état non déformé de rayon R elle se réduit à

Pc = P0 + 2
R
(γ + ζ∆µe

2
), qui est la loi de Laplace appliquée entre l’intérieur et

l’extérieur de la cellule, avec la tension active du cortex ζ∆µe
2

et la tension de
la membrane γ.

– Quand le cortex se contracte à cause de l’activité des myosines, l’élasticité
du réseau de filaments s’oppose à la déformation. Les deux effets sont donc
antagonistes, comme on peut le voir dans l’éq. V.13 où les deux derniers termes
ont des signes opposés.

B.1.2 Equilibre du bleb

En utilisant ces résultats on peut examiner la situation d’équilibre du bleb. A la
fin de sa croissance, la pression dans le bleb et la pression dans la cellule doivent être
égales (Pc = Pb). En appliquant la loi de Laplace de part et d’autre de la membrane
du bleb on obtient

∆P = Pc − P0 = Pb − P0 =
2γb

Rb

où Rb est le rayon du bleb, et γb est la tension de la membrane dans le bleb, que
nous supposons ici être égale à la tension de la membrane dans le reste de la cellule
γ. L’ éq. V.13 s’écrit donc maintenant

∆R

R
=

ζ∆µ

6E
+

γ

6Ee
(1 − R

Rb
) (V.14)
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Comme ∆R et Rb sont reliés géométriquement par la conservation du volume (voir
partie A.2.1), cette équation suffit à obtenir le volume du bleb à l’équilibre. La
solution pour différentes valeurs de γ est tracée sur la fig. V.11 en fonction du
paramètre de contractilité ζ∆µ

E
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Fig. V.11: Volume du bleb en fonction de la contractilité ζ∆µ
E dans le cas d’un

cortex élastique, pour différentes valeurs de la tension de la membrane et pour un
rayon du trou a

R = 0.1

Si pendant la formation du bleb on néglige la tension de la membrane on a
l’équation plus simple

∆R

R
≃ ζ∆µ

6E
(V.15)

qui correspond au simple équilibre entre les forces actives exercées par les myosines
et la résistance élastique du gel. On peut aussi l’écrire

Vb

Vc

≃ ζ∆µe

2Ee
(V.16)

qui donne le volume du bleb en fonction de la tension cellulaire ζ∆µe
2

. Ce modèle
simple, où la taille du bleb dépend de l’élasticité du cortex, ne semble pas cadrer
avec les expériences. En effet dans la partie suivante nous montrons que la déflexion
du trou observée ne serait pas expliquée par ce calcul.

B.1.3 Déflexion du cortex induite par le trou

Dans la partie précédente nous avons négligé la présence d’un trou dans le cor-
tex. Si nous le prenons en compte dans notre description, la contraction du cortex
n’est plus parfaitement sphérique. On peut cependant calculer la déformation qui
en résulte en incorporant les équations des gels actifs dans une théorie de coque
élastique, c’est-à-dire en réduisant les équations du cortex à celle d’une membrane
effective à deux dimensions. La méthode pour réaliser cette réduction dans le cas
d’une coque axisymétrique est décrite dans l’appendice C : les tensions tθ, tφ et nθ
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ainsi que les moments gθ et gφ y sont définis, et nous obtenons leur valeur explicite
(la definition de z est remplacée par z = r − R + e

2
) :

tθ =

∫ e
2

− e
2

σθθdz =
ζ∆µe

2
+

2Ee

R
(2∂θuθ + uθ cot θ + 3ur) (V.17)

tφ =

∫ e
2

− e
2

σφφdz =
ζ∆µe

2
+

2Ee

R
(∂θuθ + 2uθ cot θ + 3ur) (V.18)

nθ = −
∫ e

2

− e
2

σrθdz (V.19)

gθ = −
∫ e

2

− e
2

zσθθ(1 +
z

R
)dz

=
e3

12R

(
3ζ∆µ

2
+

2E

R
(2∂θuθ + cot θ uθ − 2∂2

θur − cot θ ∂θur)

)

(V.20)

gφ = −
∫ e

2

− e
2

zσφφ(1 +
z

R
)dz

=
e3

12R

(
3ζ∆µ

2
+

2E

R
(∂θuθ + 2 cot θ uθ − ∂2

θur − 2 cot θ ∂θur)

)

(V.21)

En raisonnant sur l’équilibre d’un bloc infinitésimal de cortex, on obtient dans l’ap-
pendice C les équations d’équilibre des forces :

∂θtθ + cot θ(tθ − tφ) − nθ = 0 (V.22)

∂θnθ + cot θ nθ + tθ + tφ + 2γ = R(Pc − P0) = R∆P (V.23)

∂θgθ + cot θ(gθ − gφ) − Rnθ = 0 (V.24)

B.1.4 Solution pour la déflexion du cortex

A partir de ces équations d’équilibre on peut exprimer tous les paramètres utiles
en fonction de la tension nθ :

tθ = −nθ cot θ − γ + R
∆P

2
(V.25)

tφ = −∂θnθ − γ + R
∆P

2
(V.26)

uθ =
R

e

nθ

2E
(V.27)

ur = −ζ∆µ

12E
R +

R

12Ee
(R∆P − 2γ) − R

3Ee
(∂θ + cot θ)nθ (V.28)

où nous avons annulé les constantes d’intégration qui mènent à des divergences en
θ = π, ou qui correspondent à des translations globales de la sphère (déformations
pour lesquelles ur ∼ cos θ et uθ ∼ sin θ). L’éq. V.25 s’obtient en éliminant tφ entre
les éqs. C.19 et C.18. En remplaçant alors l’expression obtenue pour tθ V.25 dans
l’équation d’équilibre C.18 on obtient l’éq. V.26. En calculant ensuite tθ − tφ et
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2tφ − tθ en utilisant d’une part les éqs. V.25 et V.26 et d’autre part les éqs. C.4 et
C.7, on obtient les éqs. V.27 et V.28.

En utilisant ur = −∆R, l’éq. V.28 devient

∆R

R
=

ζ∆µ

12E
+

γ

6Ee
(1 − R

Rb

) + (∂θ + cot θ)(
nθ

3Ee
) (V.29)

qui est similaire à l’éq. V.15, que nous avions obtenue en ignorant la déformation
du cortex due à la présence du trou, mais qui contient un nouveau terme dans le
membre de droite qui correspond à la déflexion du cortex. En insérant les éqs. V.27
et V.28 dans les éqs. C.11 et C.15 afin d’obtenir gθ et gφ puis en remplaçant les
expressions ainsi obtenues dans l’équilibre des forces V.24, on peut montrer que la
fonction nθ doit être solution de l’équation suivante :

(

∂2
θ + cot θ∂θ − (

1

2
+ cot2 θ)

)(

∂2
θ + cot θ∂θ + (

1

2
− cot2 θ)

)

nθ =
−9R2

e2
nθ

(V.30)
dont les solutions sont les combinaisons linéaires des fonctions de Legendre généra-
lisées P 1

ν (cos θ), Q1
ν(cos θ), P 1

ν (cos θ) et Q1
ν(cos θ), où ν satisfait à

ν(ν + 1) = 1 +
i

2

√

9R2

e2
− 1

4
≃ 1 + i

3R

e
(V.31)

Par définition, les fonctions de Legendre P 1
ν (cos θ) et Q1

ν(cos θ) sont solutions de
l’équation différentielle

(∂2
θ + cot θ∂θ + ν(ν + 1) − 1

sin2 θ
)f(θ) = 0 (V.32)

Pour déterminer la solution complète nous devons appliquer 4 conditions aux limites.
Les fonctions de Legendre divergent en π, donc nous pouvons obtenir deux conditions
en imposant que ni nθ ni tθ ne divergent en π, ce qui est nécessaire puisque le cortex
est continu au coté opposé du trou. Nous réduisons alors la base des solutions à deux
fonctions :

G1(θ) = 2ℜ
(π

2
cot((1 + ν)π)P 1

ν (cos θ) − Q1
ν(cos θ)

)

(V.33)

G2(θ) = 2ℑ
(π

2
cot((1 + ν)π)P 1

ν (cos θ) − Q1
ν(cos θ)

)

(V.34)

Nous avons besoin de deux autres conditions aux limites. Nous imposons qu’il n’y a
pas de moments exercés sur les bords du trou, c’est-à-dire gθ(θc) = 0. La deuxième
condition est plus subtile car elle pose le problème de l’interaction entre la membrane
et le cortex aux bords du bleb. Ici nous considérons que la tension de la membrane
lipidique dans le bleb et dans la cellule sont égales, et que les tensions du bleb et du
cortex soient équilibrées au point de contact bleb/cortex. Comme tracé sur la figure
V.12, cela impose tangentiellement au cortex

tθ(θc) + γ(1 + cosϕ) = 0 (V.35)

ou ϕ est défini dans la partie A.2.1.
En remplaçant tθ par cette valeur dans l’éq. V.25, nous obtenons nθ(θc) =
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tan(θc)(
R∆P

2
+γ cos ϕ). ∆P est la pression relative intracellulaire, et nous supposons

qu’à l’équilibre du bleb la pression est uniforme dans la cellule. ∆P est donc aussi
la pression dans le bleb, qui est imposée par la loi de Laplace appliquée à travers
sa membrane ∆P = 2γ

Rb
. Dans ce cas nous obtenons en utilisant l’éq. V.6 la valeur

de nθ au bord du bleb : nθ(θc) = γ sin ϕ. Cette équation correspond en fait à l’équi-
libre des tensions au bord du trou, dans la direction normale au cortex (voir fig.
V.12). Cette deuxième condition est donc automatiquement assurée par la première
condition V.35.

ϕ=θ + θ0 0
'

γ

γ

t
θ

nθ

Fig. V.12: Schéma des forces appliquées sur le bord du bleb.

Pour déterminer la solution nous développons nθ sur la base des solutions en
écrivant nθ = C1 G1(θ)+C2 G2(θ). En incluant les éqs. V.27 et V.28 dans l’éq. C.11,
on trouve pour gθ

gθ = − e2

36R

(
9ζ∆µe

2
+ (2∂θ + cot θ)

(

(C1 −
3R

e
C2)G1 + (

3R

e
C1 + C2)G2

))

(V.36)
Les conditions aux limites donnent donc

(
G1(θc) G2(θc)

(2∂θ + cot θ)(G1 + 3R
e
G2)(θc) (2∂θ + cot θ)(G2 − 3R

e
G1)(θc)

)(
C1
C2

)

=

(
nθ(θc)

−9ζ∆µe
2

)

(V.37)
et on obtient la solution pour nθ, en ne gardant que les termes d’ordre le plus élevé
en R

e
:

nθ(θ) = nθ(θc)F1(θ) −
3e

2R
ζ∆µe F2(θ) (V.38)
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où

F1(θ) =
(2∂θ + cot θ)G1

(∂θ + cot θ)(G1
2 + G2

2)

∣
∣
∣
∣
θc

G1(θ) +
(2∂θ + cot θ)G2

(∂θ + cot θ)(G1
2 + G2

2)

∣
∣
∣
∣
θc

G2(θ) (V.39)

F2(θ) =
G2

(∂θ + cot θ)(G1
2 + G2

2)

∣
∣
∣
∣
θc

G1(θ) −
G1

(∂θ + cot θ)(G1
2 + G2

2)

∣
∣
∣
∣
θc

G2(θ) (V.40)

Ces deux fonctions sont tracées sur la fig. V.13. Nous pouvons faire quelques re-

θ
θ

F1(θ) F2(θ)
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0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
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Fig. V.13: Les fonctions F1 et F2 pour R
e = 10 et θc = 0.4

marques à leur sujet :
– Elles sont reliées mathématiquement aux fonctions de Legendre introduites

précédemment et elles ne dépendent que des paramètres θc et R
e

– Elles satisfont F1(θc) = 1 et F2(θc) = 0.
– F1 donne la déformation induite par les forces extérieures appliquées au cortex,

tandis que F2 correspond à la déflexion due aux forces internes exercées par
les myosines.

– Comme on peut le voir sur le graphe V.13, F2 est plus petit que F1 de plusieurs
ordres de grandeur

– F1 est une fonction qui décrôıt avec θ sur un angle typique
√

e
R
. En d’autres

termes, le cortex est déformé autour du trou sur une longueur
√

Re.
A partir de cette solution nous pouvons calculer uθ en utilisant l’éq. V.27 :

uθ

R
=

γ

2Ee
sin ϕ F1(θ) −

e

R

3ζ∆µ

4E
F2(θ) (V.41)

et ur est alors relié à uθ par

ur

R
= −ζ∆µ

12E
+

R

12Ee
(∆P − 2γ

R
) − 2

3
(∂θ + cot θ)

uθ

R
(V.42)

Comme nous l’avons remarqué plus tôt, F2 est une fonction qui prend des valeurs
petites devant 1 (de l’ordre de 10−2 pour R

e
= 10). Comme son préfacteur est égale-

ment petit car e
R

<< 1 et ζ∆µ
E

<< 1, la déformation correspondante est très faible
( u

R
∼ 10−4), en particulier trop faible pour pouvoir être observée. Il est donc rai-

sonnable de négliger l’effet des contraintes actives sur la partie non-isotrope de la
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déformation. Dans ce cas on peut réécrire ur et uθ de façon simplifiée

ur

R
=

R

12Ee
(∆P − 2γ

R
) − ζ∆µ

12E
︸ ︷︷ ︸

compression isotrope

− γ

3Ee
sin ϕ (∂θ + cot θ)F1(θ)

︸ ︷︷ ︸

deflexion

(V.43)

uθ

R
=

γ

2Ee
sin ϕ F1(θ) (V.44)

Un graphe de la forme correspondante prise par la cellule est donnée sur la figure
V.14.

- 1.0 - 0.5 0.5 1.0

- 1.0

- 0.5

0.5

1.0

Fig. V.14: Déflexion du cortex (courbe bleue) par rapport à une sphère parfaite

(courbe verte), donnée par les éqs. V.43 et V.44, pour θc = 0.4 et γ
Ee(

R
Rb

−1) = 0.7

B.1.5 Comparaison aux données

Essayons maintenant de relier ces calculs aux mesures expérimentales présentées
dans la partie A.2.2. L’ouverture angulaire du trou ∆θc est fixée par le champ de
déformation selon ∆θc = uθ(θc)

R
, et donc en utilisant l’éq. V.44 que nous venons

d’obtenir

∆θc =
γ

2Ee
sin ϕ (V.45)

où ∆θc est l’ouverture angulaire du trou. En d’autres termes, la base du bleb à
l’équilibre a un rayon a = a0 + R∆θc où a0 est le rayon du trou percé initialement
par le laser (voir fig. V.6).

Nous pouvons donc comparer les équations V.16 et V.45 aux courbes expéri-
mentales V.7a et V.7b donnant le volume du bleb et l’ouverture angulaire du trou
en fonction de la tension. Une estimation rapide des paramètres montre cependant
que l’éq. V.45 ne peut pas décrire correctement l’amplitude de la déformation du
trou. En effet d’après l’éq. V.16 on a Vb

Vc
∼ Tc

Ee
. La courbe V.7a donnerait alors gros-

sièrement Ee ∼ 104pN.µm−1. Comme γ ≃ 30pN.µm−1, l’éq. V.45 donnerait alors
∆θc ∼ γ

Ee
∼ 10−3, une valeur bien en deçà de celles mesurées sur la courbe V.7b.
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En termes plus qualitatifs, nos calculs montrent qu’en prenant en compte l’élas-
ticité du cortex uniquement, l’ouverture du trou à l’équilibre est fixée par la tension
de la membrane du bleb. Celle ci étant probablement très faible, cet effet ne suffit
pas à expliquer la large ouverture angulaire observée.

Nous sommes donc amenés à affiner notre analyse et à prendre en compte en par-
ticulier la partie interne du cytosquelette qui doit présenter, également, une certaine
élasticité.

B.2 Elasticite du milieu interne

Pf
b

Pf

Cytosquelette interne :

Reseau 

elastique de module 

E  , coefficient de Poisson νi

θ
0

Cortex

elastique

de module E

Noyau solide

Cytosol 

fluide

Fig. V.15: Schéma des différents éléments mécaniques impliqués dans la formation
du bleb, en incluant l’élasticité du cytosquelette interne.

La cellule possède, en dehors du cortex, un réseau de filaments intermédiaires,
de câbles d’actine et de microtubules qui possède probablement sa propre élasticité
(voir fig. V.15). Dans cette partie nous appelons “cytosquelette interne” ce réseau,
par opposition au cytosol qui désigne uniquement le fluide de la cellule dans lequel
le cytosquelette baigne. Nous pouvons donc lui associer un module élastique Ei

et un coefficient de Poisson ν. Nous considérons qu’avant la formation du bleb, le
cytosquelette interne est dans son état de référence et n’exerce pas de contraintes.
Quand le bleb croit, le volume de la cellule décrôıt, et le réseau doit donc se déformer.
Si ui

αβ désigne le tenseur des déformations correspondant nous pouvons écrire le
tenseur des contraintes σi (nous désignons toutes les grandeurs associées au milieu
interne par l’indice i, afin de les distinguer des contraintes et déformations ayant lieu
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dans le cortex)

σi
rr =

Ei

1 + ν

[

ui
rr +

ν

1 − 2ν
ui

ll

]

(V.46)

σi
θθ =

Ei

1 + ν

[

ui
θθ +

ν

1 − 2ν
ui

ll

]

(V.47)

σi
φφ =

Ei

1 + ν

[

ui
φφ +

ν

1 − 2ν
ui

ll

]

(V.48)

σi
rθ =

Ei

1 + ν
ui

rθ (V.49)

Comme précédemment nous considérons que le cortex a une élasticité avec un mo-
dule E, et qu’il est incompressible, ce qui revient à considérer que son coefficient de
Poisson νcortex est proche de 1

2
. Relaxer cette hypothèse ne changerait nos résultats

qu’à des coefficients numériques près : en revanche il est essentiel d’inclure le coef-
ficient de Poisson du cytosquelette interne, car s’il est incompressible (ν = 1

2
) il est

clair que le bleb ne peut pas se former.
Les calculs nécessaires pour obtenir la déformation et les contraintes dans le

cortex sont identiques à ceux de la partie précédente. Le cytoplasme est maintenant
modélisé par deux constituants, le cytosol et le cytosquelette interne, et le tenseur
des contraintes totales dans la cellule s’écrit σt = −Pf +σi où Pf désigne la pression
du cytosol. En particulier les conditions aux limites s’écrivent maintenant :

– Pour le cortex

σrr(R) = −P0 −
2γ

R
(V.50)

σrr(R − e) = −Pf + σi
rr(R) (V.51)

ce qui revient à remplacer Pc par Pf − σi
rr(R) dans l’éq. V.13.

– Pour le cytosquelette interne, les conditions aux limites sont définies par mor-
ceaux, puisque le réseau élastique n’est pas en contact avec le cortex dans la
region du bleb (voir fig. V.15) :

θ < θc σi
rr(R) = 0 (V.52)

θ > θc σi
rr(R) = Pf + σrr(R − e) (V.53)

∀ θ σi
rθ(R) = 0 (V.54)

où la dernière condition est justifiée s’il n’y a pas de couplage tangentiel entre
le cortex et le cytosquelette interne. La condition pour σi

rr peut être réécrite de
façon plus compacte en utilisant H, la fonction de Heaviside (H(x) = 0 pour
x < 0 et H(x) = 1 pour x > 0) :

σi
rr(R) = [Pf + σrr(R − e)] H(θ − θc) (V.55)

– Pour le fluide : nous négligeons sa viscosité, car la viscosité du cytosol est
proche de celle de l’eau (ηcyt ∼ 5ηeau [140]). Nous supposons donc que la pres-
sion du cytosol dans le bleb est uniforme et imposée par la loi de Laplace
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appliquée à la membrane, c’est-à-dire P b
f = P0 − 2γ

R
. A l’équilibre nous sup-

posons que la pression du fluide est également homogène dans le corps de la
cellule, et donc Pf = P b

f dans toute la cellule. Nous tiendrons compte par
contre du travail de perméation du fluide à travers le réseau élastique dans la
partie C.1 pour la dynamique de croissance du bleb.

On doit également assurer la continuité de la déformation du cortex et du réseau
interne, ce qui impose

ui
r(R,θ) = ur(θ) (V.56)

ou ur est la déformation radiale du cortex. Nous rappelons enfin les équations d’équi-
libre des forces en géométrie sphérique

∂rσrr +
1

r
∂θσrθ +

1

r
(2σrr − σθθ − σφφ + σrθ cot θ) = 0 (V.57)

∂rσrθ +
1

r
∂θσθθ +

1

r
(3σrθ + (σθθ − σφφ) cot θ) = 0 (V.58)

B.2.1 Contraction isotrope

Pour obtenir la solution la plus simple, nous pouvons commencer par ignorer
l’effet du trou et chercher une solution isotrope. Dans ce cas nous ignorons la fonction
de Heaviside dans l’équation V.55 et nous écrivons ui

θ = 0 et ∂θ = 0. En injectant les
expressions des forces V.46, V.47, V.48 dans l’équation d’équilibre V.57, on obtient
l’équation sur ui

r

(∂2
r + 2

∂r

r
− 2

1

r2
)ui

r = 0 (V.59)

dont la solution générale est ui
r = Ar+ B

r
. D’une part la solution ne doit pas diverger

au centre ce qui impose B = 0, d’autre part la cellule après contraction atteint un
rayon R − ∆R, ce qui impose A = −∆R

R
. On en déduit la contrainte au bord en

utilisant l’éq. V.46 : on trouve σi
rr(R) = − Ei

1−2ν
∆R
R

. En utilisant la continuité de
la contrainte avec le cortex (eq. V.51), l’équation V.13 de la partie B peut être
remplaçée par

Pf +
Ei

1 − 2ν

∆R

R
= P0 +

2γ

R
+

ζ∆µe

R
− 12E

e

R

∆R

R
(V.60)

et en utilisant l’homogénéité de la pression du fluide à l’équilibre Pf = P b
f

(
Ei

1 − 2ν
+ 12E

e

R

)
∆R

R
=

2γ

R
+

ζ∆µe

R
− 2γ

Rb

(V.61)

En comparant les deux termes dans la parenthèse du membre de gauche on voit que
même si le module élastique du cortex E est grand devant le module de compressi-
bilité du cytosquelette interne Ei

1−2ν
, les deux termes doivent être considérés car un

facteur e
R

diminue l’effet de l’élasticité du cortex.
Dans la partie suivante nous calculons l’effet de la présence du trou sur la défor-

mation du cytosquelette interne. En effet, celui-ci est libre de se déformer en direction
du bleb (fig. V.15), et nous pouvons calculer l’amplitude de cette déformation.
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B.2.2 Perturbation due au trou

Calcul de la déformation de la forme de la cellule

Pour inclure l’effet de la formation du trou, nous devons tenir compte de la
variation des grandeurs avec θ. Au vu de la symétrie du problème, nous développons
le champ de déformation en harmoniques sphériques, comme nous l’avons deja fait
pour le cortex dans les chap. III et chap. IV :

ui
r =

∞∑

n=0

ui,n
r Pn(cos θ) (V.62)

ui
θ =

∞∑

n=1

ui,n
θ

In+1(cos θ)

sin θ
(V.63)

En utilisant les relations sur les polynômes de Legendre B.11 et B.12, puis en injec-
tant l’expression des contraintes V.46 à V.49 dans les équations des forces V.57 et
V.58 on obtient deux équations differentielles pour les champs ui

r et ui
θ :

2(1 − ν)r2∂2
r ui

r + 4(1 − ν)r∂ru
i
r − (4(1 − σ) + n(n + 1)(1 − 2σ)ui

r + r∂ru
i
θ + (4ν − 3)ui

θ = 0 (V.64)

n(n + 1)r∂ru
i
r + 4n(n + 1)(1 − ν)ui

r + (2ν − 1)r2∂2
rui

θ + 2(2ν − 1)r∂ru
i
θ + 2n(n + 1)(1 − ν)ui

θ = 0 (V.65)

En cherchant la solution sous la forme ui
r ∼ rα et ui

θ ∼ rα, on obtient la solution
générale

ui,n
r = Anrn+1 + Bnrn−1 + Cnr−n + Dnr−n−2 (V.66)

u
i,n
θ = −n(n + 5 − 4ν)

n + 4ν − 2
Anrn+1 − (n + 1)Bnrn−1 +

n2 + (3 − 4ν)n + 4 − 4ν

n + 3 − 4ν
Cnr−n + nDnr−n−2(V.67)

On peut écrire directement C = D = 0 afin d’éliminer les divergences en r = 0. Les
contraintes s’écrivent alors

σi,n
rr =

Ei

1 + ν

[

An
n2 − n − 2ν − 2

n + 4ν − 2
rn + Bn(n − 1)rn−2

]

(V.68)

σ
i,n
rθ =

Ei

1 + ν

[

−An
n(n2 + 2n + 2ν − 1)

n + 4ν − 2
rn − Bn(n2 − 1)rn−2

]

(V.69)

Appliquons maintenant les conditions aux limites pour le cytosquelette interne. En
utilisant σi

rθ(R) = 0 (éq. V.54) et l’éq. V.69 on obtient une relation entre An et
Bn, qui nous permet de réexprimer la contrainte radiale et la déformation radiale en
fonction d’une seule constante :

σi,n
rr (R) = −2

Ei

1 + ν
AnR

n n2 + 2νn + n + ν + 1

(n + 1)(n + 4ν − 2)
(V.70)

ui,n
r (R) = −2AnRn 2(1 − ν)n2 + νn + 2ν − 1

(n2 − 1)(n + 4ν − 2)
(V.71)

et d’obtenir en particulier une relation entre la contrainte radiale et le champ de
déformation

σi,n
rr (R) =

Ei

1 + ν

ui,n
r (R)

R

(n − 1)(n2 + (2ν + 1)n + ν + 1)

2(1 − ν)n2 + νn + 2ν − 1
(V.72)



B. Equilibre du bleb et élasticité de la cellule 167

Pour utiliser la condition aux limites appliquée au cytosquelette interne V.55 il
faut calculer la contrainte exercée par le cortex sur le cytosquelette interne σrr(R −
e). Pour cela on suit la même démarche que dans la partie B.1.3, en remplaçant
Pint la pression intérieure par Pf − σi

rr(R,θ), la pression exercée par le fluide et le
cytosquelette interne. On suppose pour simplifier γ = 0. On applique les mêmes
équations aux limites pour le cortex au bord du bleb, tθ(θc) = 0 et gθ(θc) = 0. En
utilisant l’éq. V.25 on en déduit nθ(θc) = tan(θc)

R
2
(Pf − σi

rr(R,θc)). En continuant
le calcul comme dans la partie B.1.3, on retrouve la solution pour nθ donnée dans
l’éq. V.38. L’éq. V.28 nous donne finalement la contrainte limite à l’interface entre
le cortex et l’intérieur de la cellule :

pour θ > θc σi
rr(R) = Pf −

[
ζ∆µe

R
+

12Ee

R

ur

R
+

8Ee

R
(∂θ + cot θ)

uθ

R

]

(V.73)

où
uθ(θ)

R
=

R

4Ee
tan(θc)(Pf − σi

rr(R,θc))F1(θ) (V.74)

où comme dans la partie B.1.3 nous avons négligé le terme proportionnel à F2(θ).
Nous allons maintenant chercher la solution au premier ordre en θc, la solution
d’ordre 0 étant donnée par la partie précédente B.2.1. On voit que le dernier terme
de l’éq. V.73 est d’ordre θc(Pf −σi

rr(R,θc)) et on peut donc le négliger par rapport à
Pf −σi

rr(R,θc) dans cette même équation. En utilisant l’éq. V.55 on peut alors écrire

σi
rr(R) =

[

Pf − ζ∆µe

R
− 12Ee

R

ur

R

]

H(θ − θc) (V.75)

En utilisant la continuité de la déformation radiale ur = ui
r(R) (éq. V.56), et en

égalant les éqs. V.72 et V.75, nous allons calculer la solution pour la déformation.
Pour cela il faut d’abord projeter l’équation V.75 sur les harmoniques sphériques.
Cette équation contient un terme non-linéaire, urH(θ − θc), dont le développement
fait intervenir des couplages entre modes. En effet

ur

R
H(θ − θc) =

[
∑

i

ui
r

R
Pi(cos θ)

][

1 −
∑

j

Hj(θc)Pj(cos θ)

]

(V.76)

=
∑

n

(

ui,n
r

R
−
∑

i,j

ui
r

R
Hj(θc)γijn

)

Pn(cos θ) (V.77)

où nous avons introduit les coefficients Hj(θc) et γijn qui sont définis respectivement
par

1 − H(θ − θc) =
∑

j

Hj(θc)Pj(cos θ) (V.78)

ou de façon équivalente H(θ − θc) =
∑

j

[δj0 − Hj(θc)]Pn(cos θ) (V.79)

et

Pi(cos θ)Pj(cos θ) =
∑

n

γijnPn(cos θ) (V.80)
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En utilisant l’orthogonalité des polynômes de Legendre on peut déduire de cette
définition les expressions directes des coefficients que nous venons d’introduire

Hj(θc) =
2j + 1

2

∫ θc

0

Pn(cos θc) sin θdθ =
Pj−1(cos θc) − Pj+1(cos θc)

2
(V.81)

et

γijn =
2n + 1

2

∫ π

0

Pi(cos θ)Pj(cos θ)Pk(cos θ) sin θdθ (V.82)

On a donc en particulier pour tout j Hj(θc) ∼ θ2
c à θc petit. Par ailleurs il est clair

que dans la limite θc → 0, tous les coefficients de la déformation radiale du cortex
un

r tendent vers 0, sauf la déformation isotrope u0
r. A l’aide de ces deux remarques

on peut développer la somme V.77 à petit θc :

ur

R
H(θ − θc) =

∑

n

(

un
r

R
−
∑

j

u0
r

R
Hj(θc)γi0n

)

Pn(cos θ) (V.83)

=
∑

n

(
un

r

R
− u0

r

R
Hn(θc)

)

Pn(cos θ) (V.84)

où on a utilisé la propriété γ0in = γi0n = δin. On peut donc réécrire la condition aux
limites V.75 projetée sur les harmoniques sphériques :

σi,n
rr =

[

Pf − ζ∆µe

R
− 12Ee

R

u0
r

R

]

[δn0 − Hn(θc)] −
12Ee

R

un
r

R
(V.85)

et on trouve finalement la solution générale en égalant les équations V.72 et V.85

[
Ei

1 + ν

(n − 1)(n2 + (2ν + 1)n + ν + 1)

2(1 − ν)n2 + νn + 2ν − 1
+

12Ee

R

]

ui,n
r (R) =

(Pf − ζ∆µe

R
)

1

1 + 12Ee(1−2ν)
EiR

2Hn(θc) (V.86)

ce qui donne complètement la déformation radiale. Pour n = 0 on retrouve en
particulier la déformation isotrope que nous avions calculée dans la partie précédente

[
Ei

1 − 2ν
+

12Ee

R

]

u0
r(R) =

[

Pf −
ζ∆µe

R

]
1 + cos θc

2
(V.87)

Les contraintes et la déformation tangentielle peuvent ensuite se déduire à partir des
éqs. V.68, V.72, V.67 et V.86.

Allure du contour

Nous essayons maintenant de relier ce résultat aux observations expérimentales.
On suppose pour simplifier que EiR >> Ee (dans la limite contraire on revient au
problème où seul le cortex a une élasticitém traité dans la partie B.1.3, et qui donne
une ouverture du trou nulle qui ne correspond pas aux observations). Seul le mode
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n = 0 contribue à la variation du volume de la cellule (voir partie B.3), on peut donc
écrire

Vb

Vc
≃ 3

1 − 2ν

Ei

[
ζ∆µe

R
− 2γ

Rb

]

(V.88)

où on a utilisé la conservation du volume total (eq. V.5). Comme on peut s’y attendre
si le cytosquelette interne est incompressible (ν = 1

2
) le volume du bleb est nul

(Vb = 0), car la formation du bleb s’accompagne nécessairement d’une perte de
volume dans la cellule. L’équation V.86 donne la déformation associée à la présence
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Fig. V.16: a) Profil de la partie non isotrope de la déformation radiale du contour
du cytosquelette interne ur(R,θ) (θc = 0.3, ν = 0.45), b) allure correspondante du
contour du cytosquelette interne ( ζ∆µe

REi
= 0.4). En vert nous dessinons la position

éventuelle du bleb.

d’un trou dans le cortex ; sur la figure V.16 nous traçons la forme correspondante.
Le cytosquelette interne est déformé en direction du bleb. La déformation maximale
au centre du bleb (c’est-à-dire pour θ = 0) dans la limite EiR >> Ee est donnée
par

ui
r(R, θ = 0)

R
=

(
ζ∆µe

R
− Pf

)
1 + ν

Ei
f(ν,θc)

où f(ν,θc) = −
∞∑

n=2

2(1 − ν)n2 + νn + 2ν − 1

(n − 1)(n2 + (2ν + 1)n + ν + 1)
Hn(θc) (V.89)

Nous traçons la valeur numérique de la fonction f(ν,θc) pour ν = 0.45 sur la fig.
V.17, pour θc entre 0 et 0.4, en calculant la somme jusqu’à l’ordre 40. Remarquons
qu’expérimentalement le bleb apparâıt essentiellement rempli de cytosol, et que le
cytoplasme forme un léger renflement dans le bleb (voir l’image en transmission de la
fig. V.4 et le schéma de la fig. V.15). Ce renflement apparâıt également dans notre
calcul théorique de la déformation (fig. V.16(b)). Son volume apparâıt beaucoup
plus faible que le volume du bleb entier : dans notre description, cela signifie que le
volume occupé par le cytosquelette interne dans le bleb, d’ordre ∼ πa2ui

r(R,θ = 0),
est très faible devant le volume total du bleb, fixé par l’éq. V.88. En comparant ces
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Fig. V.17: Allure de la fonction f(ν,θc) définie par l’éq. V.89 en fonction de l’angle
d’ouverture θc, pour ν = 0.45. La somme de l’éq. V.89 est calculée numériquement
jusqu’à l’ordre n=40.

deux termes on voit que ceci est verifié quand

θ2
cf(ν,θc) <<

1 − 2ν

4(1 + ν)
(V.90)

donc pour un angle θc suffisament petit.
Au cours de la formation du bleb le cortex se déforme, et le trou s’ouvre d’un

angle ∆θc, relié au champ de déformation du cortex par ∆θc = uθ(θc)
R

. Prenons encore
la limite EiR >> Ee (dans la limite contraire on revient au cas étudié dans la partie
B.1.3). En combinant les éqs. V.72 et V.86 on voit que la contrainte radiale est
donnée dans cette limite par

σi
rr(R) = (Pf −

ζ∆µe

R
)H(θ − θc) (V.91)

et en utilisant l’éq. V.74 on obtient la déformation du cortex au bord du bleb

∆θc =
uθ(θc)

R
=

ζ∆µ

4E
θc (V.92)

On aurait obtenu le même résultat en calculant l’ouverture d’un trou dans un cor-
tex maintenu sur une sphère infiniment rigide. En d’autres termes, dans la limite
EiR >> Ee, le cortex est peu contracté radialement du fait de la résistance du
cytosquelette interne, mais le trou s’ouvre largement, ce qui est la limite opposée de
la partie précédente où nous avions ignoré l’élasticité interne Ei.

Dans la limite EiR >> Ee le volume du bleb est donc principalement fixé par
l’élasticité du cytosquelette interne et l’ouverture angulaire par l’élasticité du cortex.

B.2.3 Comparaison aux données

Les données expérimentales pour le volume du bleb et l’ouverture angulaire du
trou en fonction de la tension (fig. V.7) peuvent être ajustées à l’aide des équations
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V.61 et V.92. Nous avons précédemment estimé la tension de la membrane γ ≃
30pN.µm−1 en dépolymérisant le cortex des cellules étudiées. Il ne reste donc que
deux paramètres ajustables : l’élasticité du cortex E et le module de compressibilité
du cytosquelette interne Ei

1−2ν
. Sur la figure V.18 nous traçons le meilleur ajustement

obtenu. Nous n’avons pas inclus le point obtenu avec la transfection de RhoQ63L,
car il est très en dehors de tout ajustement possible. Cela peut s’expliquer : l’ajout
de RhoA stimule la polymérisation d’actine, et modifie donc probablement le module
élastique du cortex et du cytosquelette interne (voir la partie A.1.1). De l’ajustement
nous obtenons les valeurs des paramètres E = 1650Pa pour le module élastique du
cortex, et Ei

1−2ν
= 5500Pa pour le module de compressibilité du cytosquelette interne.

En ajustant l’ouverture angulaire du trou on obtient une estimation du rayon moyen
du trou formé par le laser : on trouve un angle θc = 0.08, soit pour un rayon cellulaire
R ≃ 7µm on trouve a0 = 560nm. Cette valeur est cohérente car comprise entre la
longueur d’onde du laser 450nm et la tache observée au microscope, de l’ordre de
1µm.

La courbe pour le volume en fonction de la tension présente un“coude”et chute à
0 pour des tensions inférieures à 200pN.µm−1. Ceci peut s’expliquer simplement par
le raisonnement qualitatif suivant : lorsque le bleb gonfle après la formation du trou,
la pression à l’intérieur du bleb est d’ordre γ

a
, où a est le rayon du trou. La pression

intracellulaire est d’ordre T
R
. Le bleb ne se forme pas si la pression y est supérieure

à celle de la cellule, puisque c’est la différence de pression qui est la force motrice
pour le flux de cytosol. On a donc une tension critique de formation Tc ∼ Rγ

a
. Pour

a
R
≃ 0.1 et γ ≃ 30pN.µm−1 on a Tc ∼ 300pN.µm−1 qui est approximativement la

tension en dessous de laquelle on n’observe plus de bleb.
L’ouverture angulaire observée indique un niveau de déformation assez élevé

au niveau du trou : en effet la variation relative du périmètre du trou est d’ordre
∆θc

θ0
c

∼ 2.5 à sa valeur maximale, pour le point RhoA. On est donc, près du trou, en
dehors du domaine des petites déformations.

C Dynamique

Dans cette section nous examinons les sources de dissipation qui pourraient
contrôler la dynamique d’expansion du bleb. Nous envisageons deux sources de fric-
tion :

– La formation du bleb s’accompagne d’un flux de cytosol qui doit perméer à
travers le cytosquelette interne. Il a été proposé dans les réfs. [25] et [21] que
la combinaison de ce travail de perméation et de l’élasticité du réseau de fila-
ments internes (poroélasticité) soit à l’origine de retards dans l’établissement
de l’équilibre des pressions dans la cellule. Ici nous calculons explicitement le
temps de croissance d’un bleb unique dont la dynamique est dominée par la
porosité de la cellule.

– La surface du bleb augmente lors de sa croissance, il faut donc qu’un flux
de membrane s’établisse de la cellule vers la membrane. F. Brochard &al [17]
ont proposé que la perméation des lipides à travers les protéines attachées
au cytosquelette domine la dynamique d’extraction de tubes de membranes
d’une cellule. Les problèmes d’extraction de tube et de formation de bleb sont
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Fig. V.18: Ajustement des courbes expérimentales avec un modèle incluant l’élas-
ticité interne de la cellule. Nous excluons le point obtenu avec les cellules transfec-
tées avec RhoQ63L de l’ajustement, car ce traitement affecte la polymérisation. On
obtient le module élastique du cortex E = 1650Pa et le module de compressibilité
de l’intérieur de la cellule 5500Pa)

similaires en ce que des lipides doivent être apportés en un point donné de la
membrane : nous proposons donc un modèle analogue à celui de la réf. [17].
Nous avons déjà fait appel à cette description pour calculer la friction du cortex
sur la membrane : ici le problème est inversé, le cortex étant immobile et la
bicouche lipidique en mouvement.

C.1 Perméation du cytosol à travers le cytoplasme

C.1.1 Equations de perméation d’un gel par un fluide

La croissance du bleb s’accompagne d’un flux de cytosol allant de la cellule vers le
bleb. Ce flux ayant lieu à travers un réseau de filaments, l’écoulement s’accompagne
d’un travail du à la perméation du fluide entre les filaments. Ce réseau possède
également une certaine élasticité qui est celle que nous avons décrite dans la partie
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ξi

dx

v

Filaments 

constituants

 le reseau

Le fluide s'ecoule 

a travers le reseau

Fig. V.19: Schéma illustrant l’estimation de la constante de perméation : le fluide
s’écoule à travers un réseau de filaments de maille ξi. La vitesse microscopique doit
s’annuler au bord de chaque filament.

précédente (à laquelle nous associons un module élastique Ei et un ratio de Poisson
ν). Les équations générales pour la perméation d’un gel élastique par un fluide
s’écrivent [70]

∂β

[
σd

αβ − Pfδαβ

]
= −λp(

dui
α

dt
− vα) (V.93)

∂βσi
αβ = λp(

ui
α

dt
− vα) (V.94)

où v et σd
αβ sont respectivement la vitesse et la dissipation visqueuse du cytosol,

ui et σi
αβ respectivement la déformation et la contrainte élastique du cytosquelette

interne. λp est la constante de perméation du cytosquelette par le fluide. On peut
l’estimer à partir du raisonnement microscopique donne dans la réf. [49], que nous
reproduisons ici (fig V.19) : soit un cube de gel de section dS et de longueur dx à
travers lequel le cytosol s’écoule selon la direction x. La vitesse doit s’annuler au bord
des filaments : le gradient de vitesse moyen est donc d’ordre vm

ξi , où vm est la vitesse

microscopique du cytosol et ξi la maille du cytosquelette interne, et la contrainte
visqueuse sur la section est d’ordre ηcyt

vm

ξi . Il y a dx
ξi sections de filaments dans le cube

donc la force totale sur le cube est ηcyt
vm

ξi2
dxdS, qui doit être contrebalancée par les

forces externes sur les faces du cube (σ(x+ dx)−σ(x))dS, d’où ∂xσ = ηcyt
vm

ξi2
. Cette

équation est de la forme V.93 avec λp ∼ ηcyt

ξi2
[49]. Le cytosol a une viscosité proche

de celle de l’eau [140] ηcyt ≃ 5ηeau ≃ 5.10−3Pa.s et il est raisonnable de supposer
ξi ∼ 50nm : on trouve alors λp ∼ 12.1011Pa.s.m−2.

C.1.2 Calcul de la perméation du cytosol dans la limite θc → 0

Résoudre complètement les éqs. V.93 et V.94 est en général très compliqué,
donc nous nous appuyons sur certaines approximations. D’abord nous négligeons le
tenseur σd

αβ car la dissipation propre du cytosol T Ṡ ∼ ηc

R2 v
2 est négligeable devant,

par exemple, la dissipation due à la perméation T Ṡ ∼ ηc

ξi2
v2, puisque nous supposons

ξi << R. Les éqs. V.93 et V.94 sont linéaires, et la géométrie est sphérique, nous
allons donc encore une fois décomposer les variables en harmoniques sphériques (voir
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appendice B). On obtient alors pour le mode 0

∂rP
0
f = λp

du
i,0
r

dt
=

Ei(1 − ν)

(1 + ν)(1 − 2ν)

[

∂2
r ui,0

r + 2
∂ru

i,0
r

r
− 2

u
i,0
r

r2

]

(V.95)

et pour les modes n > 1

∂rP
n
f = λp(

du
i,n
r

dt
− vn

r ) (V.96)

=
Ei

2r2(1 + ν)(1 − 2ν)
[2(1 − ν)r2∂2

r ui,n
r + 4(1 − ν)r∂ru

i,n
r ui,n

r

− [4(1 − σ) + n(n + 1)(1 − 2σ)] + r∂ru
i,n
θ + (4ν − 3)ui,n

θ ](V.97)

−n(n + 1)

r
Pn

f = λp(
dun

θ

dt
− vn

θ ) (V.98)

=
−Ei

2r2(1 + ν)(1 − 2ν)
[n(n + 1)r∂ru

i,n
r + 4n(n + 1)(1 − ν)ui,n

r

+(2ν − 1)r2∂2
ru

i,n
θ + 2(2ν − 1)r∂ru

i.n
θ + 2n(n + 1)(1 − ν)ui,n

θ ] (V.99)

On reconnait dans le membre de droite des équations V.97 et V.99 les équations
d’équilibre des forces élastiques dans le cytosquelette interne V.64 et V.65. Remar-
quons qu’il n’y a pas de composante isotrope (mode n=0) pour la vitesse du fluide
car nous considérons que le cytosol est incompressible.

A ce stade nous nous appuyons sur une nouvelle approximation. Nous avons
vu dans la partie précédente que la déformation du cytosquelette interne est faible
devant le volume occupé par le cytosol dans le bleb si l’angle d’ouverture θc est
suffisamment petit. Expérimentalement cette limite semble correcte puisque le bleb
apparâıt “transparent”, c’est-à-dire essentiellement rempli de cytosol (voir fig.V.4).

La vitesse relative entre le fluide et le réseau élastique vα− dui
α

dt
doit donc être dominée

par la vitesse du fluide vα. Nous supposons donc que dui
α

dt
<< vα dans les éqs. V.96

et V.98 et nous vérifierons que ceci est justifié a posteriori. Par ailleurs les deux
derniers membres de l’éq. V.95 donnent l’évolution temporelle du mode n=0 de ur

et font apparâıtre un temps de relaxation ∼ R2λp(1−2ν)
Ei

. Nous supposons que ce temps
est court devant le temps de formation du bleb, ce que nous vérifierons également a
posteriori. Dans ce cas le terme de droite de l’éq V.95 doit être nul, ce qui impose
ui,0

r = A0r où A0 est une constante. Avec ces approximations les éqs. V.96 et V.98
donnent pour la pression du fluide

∂rP
n
f = −λpv

n
r (V.100)

n(n + 1)P n
f = rλpv

n
θ (V.101)

La condition d’incompressibilité du fluide relie vr et vθ et donne en termes de com-
posantes harmoniques vn

θ = −(r∂rv
n
r + 2vn

r ). En utilisant cette dernière équation et
en éliminant vr entre les éqs. V.100 et V.101 on voit que P n

f satisfait l’équation
[
r2∂2

r + 2r∂r − n(n + 1)
]
P n

f = 0 (V.102)

dont la solution est simplement P n
f = Cn

(
r
R

)n
. On a donc

Pf =
∑

n

Cn

( r

R

)n

Pn(cos θ) (V.103)
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qui est en fait la solution de l’équation de Laplace en coordonnées sphériques. Ceci
n’est pas surprenant un fluide incompressible s’écoulant dans un milieu poreux et
solide satisfait ∂ivi = 0 et la loi de Darcy ∂iPf = λvi et donc vérifie ∆Pf = 0.
Comme nous avons ici négligé le champ de vitesse associé à la déformation élastique
nous revenons à ce résultat classique [56]. De l’équation V.103 on déduit donc le
champ de vitesse

vr = − 1

Rλp

∑

n

nCn

( r

R

)n−1

Pn(cos θ) (V.104)

vθ =
1

Rλp

∑

n

n(n + 1)Cn

( r

R

)n−1

Pn(cos θ) (V.105)

Pour obtenir les constantes Cn nous devons préciser les conditions aux limites (fig.

θ0

P
f
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P
f - σ rr

i =
2T

R
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r

Fig. V.20: Conditions aux limites appliquées pour le calcul de la dynamique de
formation du bleb, limité par la perméation du cytosol.

V.20). A la frontière entre le cortex et la membrane, pour θ > θc on a

θ > θc Pf(R) =
2T

R
+ σi

rr(R) (V.106)

θ > θc vr =
dur

dt
(V.107)

La première équation a été précisée au début de cette section et correspond à l’équi-
libre à la membrane des forces radiales. Ici nous négligeons l’élasticité de la couche
corticale, donc la pression imposée par le cortex est simplement 2T

R
, où T est la

tension du cortex. A la fin de notre calcul nous remplacerons T par ζ∆µe
2

, la tension
active exercée par les myosines. La deuxième équation traduit la continuité des vi-
tesses à la membrane. Par ailleurs à l’interface avec le bleb il n’y a pas de cortex
donc

θ < θc σi
rr(R) = 0 (V.108)

θ < θc Pf (R) = P b
f (V.109)
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où P b
f , la pression du fluide dans le bleb, est supposée uniforme. On a enfin en

général, comme nous avons supposé l’absence de couplage latéral entre le cortex et
le cytosquelette interne,

pour tout θ σi
rθ(R,θ) = 0 (V.110)

Pour exploiter les conditions aux limites pour le fluide V.106 et V.109 nous écrivons
en utilisant les propriétés d’orthogonalité des polynômes de Legendre

2

2n + 1
Cn =

∫ π

0
PfPn(cos θ) sin θdθ

=

∫ θc

0
P b

f Pn(cos θ) sin θdθ +

∫ π

θc

(
2T

R
+ σi

rr(R)

)

Pn(cos θ) sin θdθ

= P b
f

∫ θc

0
Pn(cos θ) sin θdθ +

2T

R

(

2δ0n −
∫ θc

0
Pn(cos θ) sin θdθ

)

−
∫ π

0
σi

rr(R)Pn(cos θ) sin θdθ

ou à la troisième ligne on a exploité la condition au limite V.108 qui conduit à
∀n

∫ θc

0
σrr(R)Pn(cos θ) sin θdθ = 0. De cette équation on tire donc les coefficients

Cn

Cn =
2T

R
δ0n +

(

P b
f − 2T

R

)

Hn(θc) + σi,n
rr (V.111)

où les coefficients Hn(θc) sont reliés aux intégrales des polynômes de Legendre et
ont été définis dans la partie précédente (eq. V.81).

Nous devons maintenant obtenir la contrainte élastique σi
rr(R). Pour cela nous

revenons aux équations d’équilibre des forces V.97 et V.99 qui relient la pression
du fluide aux contraintes élastiques. En utilisant la décomposition de Pf V.103 on
obtient

Ei

2R(1 + ν)(1 − 2ν)
[2(1 − ν)r2∂2

r ui,n
r + 4(1 − ν)r∂ru

i,n
r − [4(1 − σ) + n(n + 1)(1 − 2σ)] ui,n

r

+r∂ru
i,n
θ + (4ν − 3)ui,n

θ ] = nCn

( r

R

)n+1
(V.112)

−Ei

2R(1 + ν)(1 − 2ν)
[n(n + 1)r∂ru

i,n
r + 4n(n + 1)(1 − ν)ui,n

r + (2ν − 1)r2∂2
ru

i,n
θ + 2(2ν − 1)r∂ru

i.n
θ

+2n(n + 1)(1 − ν)ui,n
θ ] = −n(n + 1)Cn

( r

R

)n+1
(V.113)

Ces deux équations se ramènent dans la limite Cn = 0 aux éqs. V.64 et V.64 dont
nous avons écrit les solutions dans le cas statique. Avec Cn non nul on leur adjoint
un second membre, on obtient donc la solution complète en ajoutant une solution
particuliere, ce qui s’écrit

ui,n
r = Anrn+1 + Bnrn−1 − 2(1 + ν)(1 − 2ν)R

(n + 5 − 4ν)Ei

nCn

( r

R

)n+1

(V.114)

ui,n
θ = −n(n + 5 − 4ν)

n + 4ν − 2
Anrn+1 − (n + 1)Bnrn−1 (V.115)

où nous avons supprimé les solutions incluant des divergences en r → 0. On en
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déduit alors l’expression des contraintes en r = R

σi,n
rr (R) =

Ei

R(1 + ν)

[

An
n2 − n − 2ν − 2

n + 4ν − 2
+ Bn(n − 1)

]

− 2
(1 − ν)n + (1 + ν)

n + 5 − 4ν
Cn(V.116)

σ
i,n
rθ (R) =

Ei

R(1 + ν)

[

−An
n(n2 + 2n + 2ν − 1

n + 4ν − 2
− Bn(n2 − 1)

]

+
(1 − 2ν)n

n + 5 − 4ν
Cn(V.117)

En utilisant la condition au limite sur σrθ V.110 on peut calculer Bn, puis en
éliminant An entre σi,n

rr et ui,n
r on obtient

σi,n
rr = f(n)

Ei

1 + ν

un
r

R
− g(n)Cn (V.118)

où pour simplifier l’écriture nous avons défini les deux fonctions

f(n) =
(n − 1)(n2 + (2ν + 1)n + ν + 1)

2(1 − ν)n2 + νn + 2ν − 1
(V.119)

g(n) =
n(n + ν)

2(1 − ν)n2 + νn + 2ν − 1
(V.120)

En éliminant σi,n
rr entre l’éq. V.118 et l’équation pour les coefficients Cn V.111

on obtient alors

(1 + g(n))Cn =

(

P b
f − 2T

R

)

Hn(θc) + f(n)
Ei

1 + ν

un
r

R
+

2T

R
δ0n (V.121)

Par ailleurs du fait de la continuité des vitesses à la frontière entre le cortex et la
membrane (eq. V.107) on a (toutes les quantités sont prises sur la surface)

vn
r =

∫ π

0

vrPn(cos θ) sin θdθ

=

∫ θc

0

vrPn(cos θ) sin θdθ +

∫ π

θc

dur

dt
Pn(cos θ) sin θdθ

=

∫ θc

0

(

vr −
dur

dt

)

Pn(cos θ) sin θdθ +
dun

r

dt
(V.122)

Nous supposons que θc est suffisamment petit pour qu’on puisse écrire Pn(cos θ) ≃ 1
dans l’intégrale ci-dessus. On peut donc écrire

∀n > 0 vn
r ≃

∫ θc

0

(

vr −
dur

dt

)

sin θdθ +
dun

r

dt
(V.123)

≃ −du0
r

dt
+

dun
r

dt
(V.124)

≃ −du0
r

dt
(V.125)

Pour remplacer l’intégrale de la première à la deuxième ligne nous avons utilisé l’éq.
V.122 pour n = 0. La troisième ligne est la conséquence de l’approximation annoncée
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au début de ce calcul dun
r

dt
<< vn

r . En utilisant les éqs. V.104 et V.121 on déduit donc
de l’équation précédente

∀n > 0 Rλp
(1 + g(n))

n

du0
r

dt
=

(

P b
f − 2T

R

)

Hn(θc) + f(n)
Ei

1 + ν

un
r

R
(V.126)

Afin d’éliminer les ui,n
r de cette équation on peut utiliser

∫ θc

0
σi

rr sin θdθ = 0, soit en
utilisant l’éq. V.118 puis V.121 :

Ei

1 − 2ν

u
i,0
r

R

1 − cos θc

2
+

Ei

1 + ν

∑

n>0

f(n)

1 + g(n)

u
i,n
r

R

2Hn

2n + 1
+

(
2T

R
− P b

f

)
∑

n>0

g(n)

1 + g(n)

2Hn

2n + 1
= 0

et donc en remplaçant les un
r par la valeur obtenue dans l’éq. V.126 on obtient

simplement

∑

n>0

Hn

n

du0
r

dt
= −1 − cos θc

2Rλp

[
Ei

1 − 2ν

u0
r

R
+

2T

R
− P b

f

]

(V.127)

où l’on a utilisé
∑

n
2

2n+1
H2

n = 1−cos θc

2
. On peut montrer en utilisant la formule B.9

de l’appendice B que
∑

n>0
Hn

n
≃ 1

2
ln 1

θc
θ2

c quand θc → 0. Par ailleurs la valeur de

ui,0
r est directement reliée au volume du bleb puisque la variation du volume de la

cellule est fixée par ∆Vc = 4πR2u0
r et donc Vb

Vc
= −3u0

r

R
. L’équation précédente se

réécrit donc
d

dt

Vb

Vc

= − 1

R2λp ln 1
θc

[
Ei

1 − 2ν

Vb

Vc

− 3

(
2T

R
− P b

f

)]

(V.128)

Cette équation décrit la relaxation exponentielle du volume du bleb

Vb

Vc
(t) =

V eq
b

Vc
(1 − e

− t
τb ) (V.129)

à son volume d’équilibre

V eq
b

Vc
= 3

1 − 2ν

Ei

[
2T

R
− P b

f

]

(V.130)

en un temps caractéristique

τb = R2λp
1 − 2ν

Ei
ln

1

θc
(V.131)

On voit que le temps de croissance τb est effectivement grand devant le temps
R2λp

1−2ν
Ei

, ainsi que nous l’avions supposé au départ. Il faut remarquer cependant que

le rapport des deux temps est d’ordre ln 1
θc

, et que cette fonction crôıt très lentement
vers l’infini avec θc → 0 : notre approximation n’est donc valable strictement que
pour de très petites tailles de trou. Enfin on peut vérifier a posteriori notre hypothèse

de depart vn
r >> dun

r

dt
: |vn

r | ∼
∣
∣
∣
nCn

Rλp

∣
∣
∣ < n Ei

1+ν
un

r

R2 en utilisant les eqs. V.104 et V.121, et
dun

r

dt
∼ 1

τb
un

r ∼ Eiu
n
r

R2λp(1−2ν)
1

ln 1
θc

donc on voit qu’on peut négliger le second par rapport

au premier quand

n ln
1

θc
>>

1 + ν

1 − 2ν
(V.132)
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a b

Fig. V.21: Allure du champ de vitesse du cytosol dans la cellule, (a) obtenu avec
le modèle de perméation, (b) obtenu à partir des films expérimentaux de croissance
du bleb, analysé à l’aide d’un programme de PIV.

Ceci est donc justifié dans la limite θc → 0, et est d’autant plus valable que le mode
n est grand.

Estimons grossièrement le temps τb : pour Ei

1−2ν
≃ 103, ξi la maille du cytosque-

lette interne de l’ordre de 10nm, R = 8µm, ηcyt = 5.10−3Pa.s et θc = 0.1 on trouve
τb = 8s qui est de l’ordre de grandeur de formation d’un bleb. Si ce mécanisme
de dissipation est dominant, quelques observations qualitatives simples doivent en
découler :

– Le temps de formation d’un bleb est indépendant de la tension du cortex
– Il est fortement dépendant de la maille du réseau interne de la cellule (comme

1

ξi2
)

Par ailleurs si on néglige la pression dans le bleb P b
f dans l’éq. V.128, ce qui est

valable pour des tensions de membrane suffisament faibles pour que T
R

<< γ
Rb

, on
obtient une forme simplifiée pour la vitesse initiale d’expansion du bleb

dVb

Vc

dt
(t = 0) =

1

τb

V eq
b

Vc

(V.133)

=
3ζ∆µe

R3λp

1

ln 1
θc

(V.134)

L’équation V.134 est remarquable puisqu’elle correspond à l’observation expérimen-
tale de C. Cunningham [28], montrant que le volume à l’équilibre de blebs formés
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spontanément par des cellules déficientes en filamine dépend linéairement de leur
vitesse initiale de croissance. Dans notre modèle le facteur de proportionnalité est
simplement 1

τb
, les données de la réf. [28] donnant τb ∼ 4s. L’auteur propose cepen-

dant que la repolymérisation du cortex joue un rôle dans l’établissement du volume
final : nous revenons sur cette hypothèse dans la partie D. L’éq. V.134 montre que la
vitesse initiale doit être proportionnelle a la tension. Enfin on peut obtenir à partir
des équations V.104, V.105 et V.125 le champ de vitesse du cytosol dans la cellule.
Dans notre approximation θc → 0 on a simplement

vr(r,θ) = −R

τb

V eq
b

Vc
e
− t

τb

∑

n>0

( r

R

)n−1

Pn(cos θ) (V.135)

vθ(r, θ) =
R

τb

V eq
b

Vc
e
− t

τb

∑

n>0

(n + 1)
( r

R

)n−1

Pn(cos θ) (V.136)

Ce flux relaxe donc uniformément et exponentiellement vers 0, avec un temps carac-
téristique τb. Sur la figure V.21a nous traçons l’allure correspondante du champ de
vitesse. Pour comparer ce résultat aux observations expérimentales nous analysons
les séquences d’image tirées des films enregistrés à l’aide d’une PIV. La PIV (pour
particle image velocimetry) consiste à comparer les images enregistrées à des temps
successifs pour obtenir le champ de déplacement, et donc le champ de vitesse en
divisant par l’intervalle de temps. Sur la figure V.21b nous reproduisons un exemple
du résultat obtenu. On voit que le champ de vitesse mesuré est en accord qualitatif
correct avec le champ théorique : nous prévoyons, en collaboration avec le groupe
d’E. Paluch, de vérifier plus exactement la correspondance entre notre modèle et les
observations en mesurant plus précisément le champ de vitesse du cytosol.

C.2 Friction de la membrane

Il est clair qu’au cours de la formation du bleb la surface externe totale de la
cellule et du bleb augmente. Il est donc nécessaire qu’un flux de membrane lipidique
ait lieu, qui doit s’accompagner d’une dissipation que nous essayons de calculer ci-
dessous.

C.2.1 Perméation de la bicouche lipidique

Nous supposons d’abord que la membrane doit s’écouler à travers un réseau de
protéines transmembranaires qui sont connectées au cytosquelette et ne peuvent
donc pas s’écouler avec les lipides. Ce phénomène est similaire à ce que nous avons
décrit dans la partie C.1 : le flux est limité par le travail de perméation des lipides à
travers le réseau de protéines attachées au cytosquelette. Nous appelons le coefficient
de friction correspondant α, de sorte que la force α−→w s’oppose au mouvement des
lipides, où −→w est la vitesse de la membrane). Selon [17],

α =
4π

ln( ξ
b
)

ηm

ξ2
(V.137)

où b est le rayon d’une protéine de liaison au cytosquelette, ξ est la distance moyenne
entre elles (probablement de l’ordre de la maille du gel) et ηm est la viscosité de la
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bicouche lipidique. Pour ηm = 10−8 Pa.s.m, ξ = 50 nm, b = 1nm on trouve α ≃ 107

Pa.s.m−1.
Dans la géométrie axisymétrique que nous avons choisi la seule composante non

nulle de la vitesse de la membrane est wθ, et le tenseur des tensions dans le plan de
la membrane se limite à γθθ et γφφ. Si nous négligeons la dissipation fluide interne à
la bicouche nous avons simplement γθθ = γφφ = γ et l’équilibre des forces s’écrit

∂θγ = αRwθ (V.138)

A cause de la condition d’incompressibilité nous avons également

∂θwθ + cot θwθ = 0 (V.139)

En résolvant ces deux équations on obtient

wθ = − J

2πR sin θ
(V.140)

γ = −α
J

2π
ln(tan

θ

2
) + Cte (V.141)

ou J est le courant de lipides, aussi égal à la vitesse d’acroissement de la surface du
bleb dSb

dt
.

C.2.2 Réservoirs de lipides

Nous supposons que la cellule possède des réservoirs capables d’ajouter des lipides
à la membrane sur une courte échelle de temps. Des expériences d’extraction de
tubes ont montré que le réservoir total de membrane disponible immédiatement est
de l’ordre de 1% de la surface totale de la cellule [122]. Cette taille totale semble
être suffisante pour former un bleb, puisque le rapport entre la surface du bleb et
la surface de la cellule est d’ordre a2

R2 ∼ 0.01. Nous considérons que les réservoirs
sont distribués uniformément sur la surface de la cellule, et qu’ils restituent les
lipides stockés lorsque la membrane est soumise à une tension dépassant la tension
de membrane γ. Nous ne faisons pas d’hypothèse sur la nature moléculaire des
réservoirs : tout processus cellulaire ajoutant des lipides à la membrane en réponse à
l’augmentation de sa tension et sur une courte échelle de temps peut être considéré
comme un réservoir. Nous introduisons également une autre variable, la fraction de
membrane stockée dans les réservoirs ã : nous supposons que pour une surface de
membrane dS il y a une surface ãdS en réserve.

Pendant la formation du bleb, nous décomposons la surface de la membrane en
plusieurs régions (fig. V.22) :

– Dans le bleb il n’y a pas de cortex donc il n’y a pas de travail de perméation
associé. La tension de la membrane doit donc être uniforme, égale à γb.

– Dans la cellule, de l’ange θ = θc délimitant le bord du bleb jusqu’à un angle θr,
tous les réservoirs ont été vidés. Les lipides s’écoulent donc à travers le réseau
de protéines attachées au cytosquelette et la tension décrôıt de γb a γr.

– Après l’angle θr les réservoirs ne sont pas encore vidés et la membrane est
maintenue à la tension γc.



182 Chapitre V. Blebs induits par ablation du cortex

θr

Flux de membrane

vers le bleb

Réservoirs encore

disponibles

Réservoirs en train

d'etre vidés
liens a travers lesquels

la membrane doit 

perméer

Fig. V.22: Dessin explicitant la définition de l’angle θr

La surface totale de membrane disponible doit être conservée : toute la surface
de membrane arrivant en excès dans le bleb doit donc provenir des réservoirs qui
ont été vidés :

Sb = 2πR2(1 − cos(θc)) + ã2πR2(1 − cos θr) (V.142)

où le premier terme est la surface initiale de membrane détachée, et le second est la
surface disponible dans les réservoirs jusqu’à l’angle θr.

C.2.3 Une équation décrivant la friction de la membrane

Nous pouvons maintenant relier la tension de la membrane bleb à γ. En appli-
quant les conditions aux limites γ(θc) = γb et γ(θr) = γ nous obtenons

γb = γr −
αJ

2π
ln

(

tan( θc

2
)

tan( θr

2
)

)

(V.143)

cos(θr) = 1 − Sb

2πR2ã
+

1

ã
(1 − cos θc) (V.144)

Dans la limite où la surface de membrane nécessaire pour former le bleb est petite
devant la surface totale disponible dans les réservoirs (Sb << 4πR2ã) et dans la
limite θc << 1 nous obtenons à partir des deux équations précédentes

dSb

dt
=

4π

α

1

ln
(

1
ã
( Sb

πa2 − 1)
) (γb − γ) (V.145)

qui est l’équation dynamique pour l’evolution de la surface du bleb. Cette équation
est valide pour Sb > (1 + ã)πa2, de façon à ce que le terme dans le logarithme soit
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positif, c’est-à-dire après que tous les réservoirs contenus initialement dans la région
de la membrane surmontant le trou aient été vidés.

C.2.4 Comparaison entre les sources de dissipation

Afin de comparer les deux sources de dissipation que nous avons identifiées nous
pouvons combiner les équations V.128 et V.145 en éliminant entre elles la tension
de la membrane du bleb γb, ainsi que la pression dans le bleb Pb, qui sont reliés par
la loi de Laplace Pb = 2γb

Rb
. Nous négligeons la variation de la largeur du trou a et le

paramètre le plus simple pour décrire l’évolution du bleb est alors h, la hauteur du
bleb. On obtient alors


2α ln




h

a
√

ã + a2

4R2




h2

a2 + h2
+ λp ln

1

θc

a2 + h2

8R




dh

dt
= Rb

2T

R
− 2

γ

Rb
− 1

3

Ei

1 − 2ν

Vb

Vc

(V.146)

où a
√

ã + a2

4R2 correspond à la hauteur atteinte quand toute la membrane au dessus

du trou a été dépliée. Il y a donc un régime pour h < a
√

ã + a2

4R2 qui correspond au

dépliage de la membrane dans le trou que nous ne décrivons pas ici, et on ne considère

que le régime h > a
√

ã + a2

4R2 pour lequel un flux de membrane accompagne la

croissance du bleb. Par ailleurs, à l’équilibre le terme de gauche s’annule et on
reconnâıt dans le terme de droite l’équation d’équilibre V.61. Les deux termes entre
crochets correspondent respectivement à la friction de la membrane et à la friction
du cytosol s’écoulant dans la cellule. En les comparant on voit que la dissipation due
à la perméation du cytosol dans la cellule domine si

Rb >>

√
√
√
√
√ln




h

a
√

ã + a2

4R2




1

θc ln 1
θc

4αR

λp

(V.147)

Cette équation définit donc un rayon de cross-over entre deux régimes. Grossièrement

le terme dans le ln est d’ordre 1 dans le régime étudié ici. Le terme en
√

1
θc ln 1

θc

tend

vers l’infini quand θc → 0 mais est d’ordre 1 pour des valeurs raisonnables de θc. Il
ne reste donc que la longueur caractéristique

Rc
b ∼

√

αR

λp
∼ ξi

ξc

√

ηmR

ηcyt
(V.148)

La longueur
√

ηmR
ηcyt

ne fait intervenir que des quantités bien connues et est d’environ

6µm avec les valeurs numériques de l’appendice A. Tout dépend donc du rapport ξi

ξc

qu’il est difficile d’évaluer : on rappelle que ξc est la maille du cortex et ξi la maille des
filaments du cytosquelette interne, on s’attendrait donc à ce que ξc < ξi puisque le
cortex apparâıt comme un réseau plus dense que celui de l’intérieur de la cellule. Les
auteurs de la réf. [21] font cependant remarquer que la cellule est remplie d’objets
associés au réseau interne qui diminuent la maille effective du réseau à travers lequel
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le cytosol doit perméer. Si on choisit par exemple ξi = 10nm et ξc = 100nm ,
la longueur de cross-over est d’environ 600nm et il est clair que la croissance du
bleb est entièrement dominée par la dissipation du cytosol. Si par contre on choisit
ξi = 200nm et ξc = 100nm on trouve Rc

b = 12µm et la croissance du bleb doit être
limitée par la dissipation due à la friction de la membrane, puisque Rb < R ≃ 10µm
et donc Rb < Rc

b pendant toute la croissance du bleb.

Dans ce qui suit nous examinons l’allure de la croissance du bleb dans le cas où
la friction de la membrane domine entièrement la dissipation.

C.2.5 Croissance du bleb limitée par la friction de la membrane
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Fig. V.23: Dynamique du bleb décrit par l’éq. V.150. Les parties (a) et (b)
sont qualitativement différentes : la partie (a) est représentative de la croissance
d’un bleb plus petit qu’une hémisphère (heq < a), et la partie (b) d’un bleb
plus grand(heq > a). Dans chaque cas a

R = 0.1, e = 1µm, α = 107Pa.s.m−1,

γ = 10−5Pa.m, mais dans la partie (a) ζ∆µ = 200Pa, Ei

1−2ν = 2.102Pa, et dans la

partie (b) ζ∆µ = 2.103Pa, Ei

1−2ν = 103Pa.

Dans cette section nous supposons qu’on peut négliger la friction du cytosol et
nous examinons le régime dominé par la friction de la membrane. Dans ce cas l’éq.
V.146 devient une équation dynamique pour h

α ln




h

a

√

ã + a2

4R2



h2 dh

dt
=

ζ∆µe

2R
(a2 + h2) − 1

48R4

EiR

1 − 2ν
h(3a2 + h2)(a2 + h2) − 2γh

(V.149)
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Nous n’avons pas inclus l’élasticité du cortex dans cette expression mais il est facile
de le faire en remplaçant le terme EiR

1−2ν
par l’élasticité effective 12Ee+ EiR

1−2ν
, terme que

nous avons déjà rencontré dans l’équation d’équilibre V.61. Nous pouvons réécrire
cette équation sous une forme adimensionnelle en définissant x = h

a
et en utilisant

a
R

<< 1 :

ln




x

√

ã + a2

4R2



 x2 dx

dt
=

ζ∆µe

2Raα

(
1 + x2

)
− Eia

2

48αR3(1 − 2ν)
x(3 + x2)(1 + x2)− 2γ

αa2
x

(V.150)
La solution de cette équation est tracée sur la figure V.23 pour deux ensembles de
paramètres différents qui donnent des formes différentes à la courbe de croissance
(dans un cas le bleb à l’équilibre est plus petit qu’une hémisphère, dans l’autre
presque une sphère). Qualitativement cela correspond à des limites différentes de
l’éq. V.150 pour x << 1 ou x >> 1 :

x << 1 x2 dx

dt
=

ζ∆µe

2Raα
−
[

a2

16αR3

EiR

1 − 2ν
+

2γ

αa2

]

x (V.151)

x >> 1
dx

dt
=

ζ∆µe

2Raα
− Eia

2

48α(1 − 2ν)R3
x3 (V.152)

Encore une fois nous avons suppose que le régime de dépliement initial est franchi et
que le terme logarithmique est d’ordre 1. On voit que ces deux équations décrivent
des relaxations de forme différente. En particulier, loin de l’équilibre la première
équation donne x(t) ∼ t1/3 alors que la seconde donne x(t) ∼ t, ce qui correspond à
la difference qualitative observée sur la fig. V.23. Si le bleb a un volume d’équilibre
inférieur à l’hémisphère, seule l’éq. V.151 est pertinente, sinon on change de régime
pendant la croissance.

C.2.6 Vitesse initiale

Dans tous les cas les premiers instants de la croissance sont décrits par l’équation
V.151 puisqu’initialement h ∼ 0 et donc x << 1. Comme on est loin de l’équilibre
on peut aussi négliger le second terme et donc

x2 dx

dt
=

ζ∆µe

2Raα
(V.153)

dont la solution est simplement

x(t) =
3

√

3ζ∆µe

2Raα
t (V.154)

et donc
dx

dt
(t → 0) =

3

√

ζ∆µe

18Raα

1

t
2
3

(V.155)

Cette vitesse diverge quand t → 0. En réalité, la cinétique de dépliement de la
membrane doit limiter la vitesse en dessous du régime considéré ici. Cependant, les
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mesures expérimentales se font quelques secondes apres le début de la formation du
bleb, donc le régime que nous decrivons ici est probablement déjà atteint. Si t0 est
le temps “initial” d’observation du bleb, dans la limite où la friction de la membrane
domine la vitesse initiale est donc plus précisément

dh

dt
(t0) =

3

√

a2ζ∆µe

18Rα

1

t
2
3
0

(V.156)

C.3 Comparaison aux données

0,00E+00

5,00E-04

1,00E-03

1,50E-03

2,00E-03

2,50E-03

3,00E-03

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Tension(pN/μm)

d

dt

Vb
Vc

(t=t  )0

RhoA

Fig. V.24: Ajustement aux données expérimentales pour la vitesse initiale de
croissance du volume, la dynamique étant limitée par la perméation du cytosol.
Courbe verte : fit linéaire correspondant à l’éq. V.157 (γ = 0), courbe bleue : fit

de
d

Vb
Vc

dt (t0) pour γ = 30pN.µm−1, a(t0) = 1µm et t = t0 ≃ 3s qui est le temps réel
d’observation de la vitesse.

Nous pouvons maintenant utiliser les données expérimentales sur la vitesse ini-
tiale pour évaluer les paramètres que nous avons introduits. Comme nous l’avons vu
précédemment, nous n’essayons pas d’inclure dans nos ajustements les points obte-
nus en transfectant la cellule avec RhoA car ce traitement perturbe probablement
des paramètres que nous supposons constant : la maille du cortex ξ ou la maille du
réseau interne ξi.

Supposons d’abord que la dissipation du cytosol contrôle la croissance. Dans ce
cas l’équation V.134 donne la vitesse initiale de croissance du volume du bleb en
fonction de la tension, dans la limite γ → 0 :

dVb

Vc

dt
(t = 0) =

3ζ∆µe

R3λp

1

ln 1
θc

(V.157)

Sur la figure V.24 nous représentons l’ajustement de cette équation aux données
expérimentales (courbe verte), ainsi qu’un second ajustement tenant compte de la
tension de la membrane du bleb (courbe bleue). Pour obtenir ce second ajustement
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nous résolvons l’éq. V.128 et calculons la vitesse à t = t0 ≃ 3s qui est le temps réel
d’observation de la vitesse initial : on ne peut pas en effet observer le bleb pendant
la durée de l’émission du laser, et les premières mesures sont donc possibles avec un
décalage d’environ 3s. Nous supposons également γ = 30pN.µm−1 et a(t0) = 1µm.
Comme dans la partie B, cela implique que le bleb ne peut pas se former pour
les faibles tensions telles que T ∼< R

a
γ : dans ce cas la pression dans le bleb γ

a

est plus grande que la pression imposée par le cortex T
R

et le bleb ne peut pas
crôıtre. Les deux ajustements donnent en fait des valeurs du paramètre libre de
l’ajustement du même ordre de grandeur : R3λp ln 1

θc
= 1.49Pa.s.m pour le fit linéaire

et 0.71Pa.s.m pour le fit tenant compte de γ. Prenons cette seconde valeur : cela
donne λp ≃ 1.041015Pa.s.m−2 pour R = 7µm, ce qui correspond avec l’évaluation
grossiere λp ∼ ηcyt

ξ2
i

à une taille de maille pour le réseau interne d’environ 3nm.

Cette valeur est assez faible, et indiquerait que le réseau interne de la cellule est tres
resserré.
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Fig. V.25: Ajustement aux données expérimentales pour la vitesse à t = t0 ≃ 3s,
la vitesse étant limitée par la friction de la membrane

Supposons maintenant que la dissipation de la membrane contrôle la poussée du
bleb. Dans ce cas l’équation V.156 donne une estimation de la vitesse initiale :

dh

dt
(t0) =

3

√

3a2ζ∆µe

4Rα

1

t
2
3
0

(V.158)

Sur la courbe V.25 nous essayons d’ajuster la vitesse initiale de la hauteur du bleb
en fonction de la tension du cortex avec l’équation V.158. On peut en déduire une
valeur de α, à condition de connâıtre le temps initial t0 à partir duquel la vitesse peut
être mesurée. Expérimentalement ce temps est d’environ 3s : avec ce temps initial
on trouve α ≃ 108Pa.s.m−1. Nous avions estimé précédemment α ∼ 107Pa.s.m−1 :
cette différence peut s’expliquer si la viscosité effective de la membrane est plus
élevée que la valeur que nous avions utilisée ηb = 10−8Pa.s.m.

Il est donc difficile de déterminer de façon certaine quelle contribution domine.
L’ajustement tenant compte de la dissipation du cytosol donne une maille de gel
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assez faible (∼ 3nm), ce qui indique que la dissipation par le flux de membrane
pourrait être dominante. D’autre part la courbe V.25 crôıt lentement avec la tension
et donne une valeur moins éloignée du point obtenu avec RhoA que la courbe V.24.

D Repolymérisation du cortex

Dans cette section nous nous intéressons à l’effet de la repolymérisation du cortex
sur l’équilibre du bleb. Suivant le modèle introduit dans le chap. II, le cortex doit
repolymériser selon

e =
vp

kd
(1 − e−kdt) (V.159)

de sorte qu’il devrait être repolymérisé en un temps équivalent au temps de renou-
vellement normal de la couche.

L’observation en fluorescence de la cinétique de retour de l’actine et de la myosine
à la membrane du bleb (fig. V.8) montre que les myosines s’accumulent dans le cortex
plus lentement que l’actine. Nous pensons que leur recrutement pourrait être limité
par leur temps de diffusion : en effet, contrairement à l’actine, les myosines sont très
en excès dans le cortex en comparaison de la concentration cellulaire.

Nous considérons donc qu’aux échelles de temps où nous mesurons les propriétés
des blebs, les myosines y exercent des forces négligeables.

D.1 Influence sur le volume du bleb

Temps de gélation

ϕ

ξ

eg

Fig. V.26: Estimation d’une borne inférieure pour le temps de gélation. eg est
l’épaisseur à partir de laquelle les filaments peuvent être connectés

Pour que le cortex ait un effet mécanique sur le volume du bleb il faut que les
filaments d’actine qui le constituent soient connectés entre eux par des proteines
de liaison. Si on suppose que ces protéines ont une cinétique d’attachement rapide,
il existe un temps à partir duquel les filaments sont suffisamment proches les uns
des autres pour qu’ils constituent un réseau connecté et que le cortex acquiert une
élasticité. Nous appelons ce temps “temps de gélation” car c’est le temps minimum
à partir duquel le réseau peut acquérir sa structure de gel.

Nous n’entrons pas dans les details du calcul de ce temps mais essayons d’en
évaluer très grossièrement une borne inférieure, à partir du calcul simple à deux
dimensions suivant : soit deux nucléateurs d’actine, séparés d’une distance ξ, qui
polymérisent des filaments avec un angle ϕ par rapport à la membrane. Alors en
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moyenne les filaments se croisent quand leur longueur la = ξ
cos ϕ

(voir fig.V.26). Si le
cortex polymérise à une vitesse v0 alors les filaments polymérisent individuellement
à une vitesse v0

sinϕ
et donc la = v0

sinϕ
t. Le temps typique de croisement des filaments

est donc

τg ∼ ξ sin ϕ

v0 cos ϕ
∼ τto

ξ

e
tan ϕ (V.160)

où τt0 = v0

e
est le temps de renouvellement de la couche.

Dans ce raisonnement simple nous n’avons pas inclus l’effet de la depolyméri-
sation. On peut cependant montrer que le résultat est le même : en effet selon le
modèle présenté au début de cette partie l’épaisseur du gel augmente selon

e(t) = e∗(1 − e−kdt) (V.161)

où e∗ = v0

kd
est l’épaisseur stationnaire. Or le croisement des filaments se produit à

une épaisseur eg = ξ tan ϕ (voir fig. V.26) donc le temps de gélation s’écrit

τg = − 1

kd

ln

(

1 − tanϕξ

e∗

)

(V.162)

≃ tanϕξ

v0
(V.163)

où la deuxième ligne est pour tan ϕ ξ
e∗

<< 1. Cette inégalité est probablement sa-
tisfaite puisque ξ doit être de l’ordre de la maille du gel. Avec les valeurs que nous
connaissons pour les differents paramètres ce temps est assez court : en effet si
ξ ≃ 100nm, e ≃ 500µm, τto ≃ 40s et ϕ ≃ 20◦ on trouve τg ≃ 3s. Cette valeur
est cependant probablement sous-estimée. Pour la calculer exactement il faudrait
obtenir le temps de percolation de filaments croissants dans des directions aléatoires
sur un réseau.

Volume du bleb

Lorsque le cortex a repolymérisé dans le bleb, il se déforme élastiquement. Dans la
partie suivante nous calculons explicitement cette déformation. Ici nous remarquons
simplement que son amplitude est assez faible : en effet supposons pour simplifier
que le bleb se déforme comme une sphère, alors la tension induite par la déformation
est d’ordre Eeb

Rb
∆Rb. Si cette pression s’équilibre avec la pression dans la cellule ζ∆µe

R
,

le volume varie comme ∆Vb

Vc
∼ R2

b

R3 ∆Rb ∼
(

Rb

R

)4 ζ∆µ
2E

e
eb

. Comme en general Rb

R
∼ 0.1

et ζ∆µ << E, alors ∆Vb

Vc
< 10−5, une variation négligeable devant le volume du bleb

qui est de l’ordre de 10−2Vc.
On peut donc supposer pour simplifier que le bleb s’arrête de crôıtre une fois le

temps de gélation atteint. Dans ce cas, et en utilisant l’équation dynamique V.129,
où l’on avait supposé que la perméation du cytosol limitait la croissance, son volume
d’équilibre est comme

V eq
b

Vc
= 3

1 − 2ν

Ei

[
2T

R
− 2γ

Rb

](

1 − exp
− τg

τb

)

(V.164)
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où τb est donne par l’équation V.131. Si en plus on suppose que τg << τb on a
simplement

V eq
b

Vc
= 3

τg

R2λp ln 1
θc

[
ζ∆µe

R
− 2γ

R

]

(V.165)

Cette équation a la même forme que l’équation V.88 donnant le volume à l’équilibre
lorsque l’élasticité interne est limitante, en remplaçant le module de compressibilité

Ei

1−2ν
par

R2λp ln 1
θc

τg
. On peut donc ajuster les points expérimentaux du volume du

bleb en fonction de la tension (fig. V.18) de la même manière, et obtenir
R2λp ln 1

θc

τg
=

6000Pa. Or à partir des courbes donnant la vitesse initiale en fonction de la tension
(fig. V.24) nous avons déjà obtenu R3λp ln 1

θc
≃ 0.7, nous obtenons donc avec R =

10µm

τg = 10s (V.166)

Ce qui est une valeur cohérente : c’est en fait le temps de poussée du bleb.
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Fig. V.27: Ajustement de la hauteur d’équilibre du bleb, en supposant que la
repolymérisation du cortex limite la croissance et que la dynamique est fixée par la
dissipation dans la membrane (γ = 30pN.µm−1, a = 1.5µm, α = 1.5 108Pa.s.m−1,
τg = 10s). Sur la courbe marron nous avons inclus l’effet de l’élasticité interne :
dans ce cas la courbe sature à forte tension, ainsi qu’observé pour les cellules
transfectées avec RhoQ63L.

On peut tenir le même raisonnement en supposant que la friction de la membrane
limite la croissance du bleb. Dans ce cas on suppose que la hauteur du bleb est donnée
par h(τg), ou l’évolution temporelle de h(t) est fixée par l’équation dynamique V.149.
Nous connaissons toutes les valeurs dans cette expression, si l’on considère que le
coefficient de friction α est donné par l’ajustement à la vitesse initiale de la courbe
V.25 (α = 1.5 108Pa.s.m−1). Il ne reste donc qu’un paramètre libre pour ajuster la
courbe expérimentale de la hauteur en fonction de la tension, le temps de gélation
τg. Sur la fig. V.27 nous traçons le résultat obtenu, et nous trouvons encore τg = 10s.
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D.2 Ouverture du trou

La formation d’un nouveau cortex dans le bleb doit s’accompagner d’une défor-
mation de la couche nouvellement polymérisée. Cela a un effet sur la taille du trou et
la forme du bleb si nous supposons que l’ancien et le nouveau cortex se comportent
de façon élastique. Nous calculons donc la déformation du nouveau cortex : nous
reprenons le modèle de coque élastique que nous avons développé dans l’appendice
C et utilisé dans la partie B.1.3, mais nous considérons maintenant deux coques
élastiques en contact, de même module élastique E mais d’épaisseur et de rayon
initial différents, respectivement e et eb et R et Rb (voir fig. V.28). Le cortex du bleb
se déforme selon le champ de déformation ub

r, ub
θ, où les axes radial et orthoradial

sont définis par rapport au centre du bleb, et le cortex de la cellule se déforme selon
uc

r, uc
θ, où les axes sont définis par rapport au centre de la cellule. Nous supposons

que la concentration en myosines dans le bleb est négligeable, et nous écrivons donc
que le champ actif y est nul. Enfin nous négligeons ici les contraintes élastiques qui
existent dans le cortex de la cellule au moment de la repolymérisation dans le bleb.

Conditions aux limites

R

R

b

θ

θc

b

tθ
cnθ

c

tθ
b

nθ
b

e
b

e

θ

θ'

Fig. V.28: Géométrie du problème de deux cortex élastiques. Les forces doivent
être équilibrées à la jonction.

Les conditions aux limites s’obtiennent en écrivant l’équilibre des forces et la
continuité des deux cortex à la jonction entre le bleb et la cellule. Les deux éléments
étant physiquement reliés par la membrane, le déplacement des deux cortex à la
jonction doit être le même, ce qui impose

ub
θ(θb) cos θb + ub

r(θb) sin θb = uc
θ(θc) cos θc + uc

r(θc) sin θc (V.167)

ub
θ(θb) sin θb − ub

r(θb) cos θb = −uc
θ(θc) sin θc + uc

r(θc) cos θc (V.168)
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On peut en fait imposer une condition supplémentaire sur le champ de déformation,
qui correspond au choix du référentiel dans lequel nous étudions la déformation.
Ici nous imposons que le plan de la base du bleb ne varie pas, ce qui nous permet
d’écrire que l’éq. V.168 s’annule

ub
θ(θb) sin θb − ub

r(θb) cos θb = 0 (V.169)

uc
θ(θc) sin θc − uc

r(θc) cos θc = 0 (V.170)

et de simplifier l’équation V.167

ub
θ(θb) cos θc = uc

θ cos θb (V.171)

Nous supposons que les moments tangentiels sont nuls aux bords des deux cortex

gb
θ(θb) = 0 (V.172)

gc
θ(θc) = 0 (V.173)

et nous écrivons l’équilibre des forces sur la jonction (voir fig. V.28)

tbθ(θb) sin θb + nb
θ(θb) cos θb = tcθ(θc) sin θc + nc

θ(θc) cos θc (V.174)

tbθ(θb) cos θb − nb
θ(θb) sin θb = −tcθ(θc) cos θc + nc

θ(θc) sin θc (V.175)

En anticipant sur la résolution des équations de coque élastique de la partie B.1.3,
nous savons qu’on obtient l’expression de la tension (voir eq. V.25)

tbθ = −nb
θ cot θb + Rb

∆P

2
(V.176)

tcθ = −nc
θ cot θc + Rc

∆P

2
(V.177)

En remplaçant dans les conditions d’équilibre des forces, on voit qu’elles se réduisent
à une équation automatiquement satisfaite

Rb sin θb∆P = R sin θc∆P (V.178)

et à une deuxième équation pertinente

nb
θ sin θc + nc

θ sin θb =
a∆P

2
sin(θb + θc) (V.179)

Nous supposons enfin que le volume total est conservé, cette condition s’écrit

R2
b

∫ π

θb

ub
r sin θ′dθ′ + R2

∫ π

θb

uc
r sin θdθ = 0 (V.180)

Solution pour la forme du bleb et de la cellule

Nous pouvons appliquer directement les résultats de la partie B.1.3 pour obtenir
la déformation : en utilisant gb

θ(θb) = 0 et gc
θ(θc) = 0 on obtient

nb
θ = CbH

b
1(θ

′) (V.181)

nc
θ = CcH

c
1(θ) (V.182)
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où θ′ et θ sont les angles polaires à l’intérieur du bleb et de la cellule (fig. V.28),
et les constantes Cb et Cc sont à déterminer à partir des équations aux limites. En
utilisant cette solution, on réexprime les déformations radiales et tangentielles

ub
θ =

Rb

2Eeb
CbH

b
1(θ

′) − Ab sin θ′ (V.183)

ub
r =

R2
b

12Eeb

∆P − Rb

3Eeb

Cb(∂θ′ + cot θ′)Hb
1(θ

′) + Ab cos θ′ (V.184)

uc
θ =

R

2Ee
CcH

c
1(θ) − Ac sin θ (V.185)

uc
r =

R2

12Ee

(

∆P − ζ∆µe

R

)

− R

3Ee
Cc(∂θ + cot θ)Hc

1(θ) + Ac cos θ (V.186)

Nous avons introduit les constantes Ab et Ac qui correspondent à des translations
des deux coques. En général on peut imposer librement ces constantes car leur valeur
dépend du référentiel d’observation ; ici on les calcule à l’aide des conditions V.169
et V.170 qui imposent que le bleb ne peut pas se “décoller” de la cellule, et que le
référentiel est attaché à la base du bleb. On trouve alors

Ab =
Rb cos θb

6Eeb

[

Cb (2∂θ′ + 3 tan θb + 2 cot θb)Hb
1(θb) −

Rb∆P

2

]

(V.187)

Ac =
R cos θc

6Ee

[

Cc (2∂θ + 3 tan θc + 2 cot θc) Hc
1(θc) −

R∆P

2
+

ζ∆µe

2

]

(V.188)

Avec ces expressions la déformation tangentielle à la jonction devient

ub
θ(θb) = − Rb

6Eeb
cos θb sin θb

[

Cb (2∂θ′ − cot θb)F b
1 (θb) −

Rb∆P

2

]

(V.189)

uc
θ(θc) = − R

6Ee
cos θc sin θc

[

Cc (2∂θ − cot θc) F1(θc) −
R∆P

2
+

ζ∆µe

2

]

(V.190)

On peut alors utiliser les équations V.171 et V.179 pour obtenir les coefficients Cb

et Cc :
[

(2∂θ′ − cot θb)F
b
1 +

eb sin θc

e sin θb

(2∂θ − cot θc)F
c
1

]

Cb =
Rb∆P

2
[1

+
eb sin(θb + θc)

e sin θb

(2∂θ − cot θc)F
c
1 − Reb

Rbe
] (V.191)

[

(2∂θ − cot θc)F
c
1 +

e sin θb

eb sin θc

(2∂θ′ − cot θb)F
b
1

]

Cc =
R∆P

2
[1

+
e sin(θb + θc)

eb sin θc

(2∂θ′ + cot θb)F
b
1 − Rbe

Reb

] +
ζ∆µ

2
(V.192)

et la pression peut être calculée à partir de la conservation du volume V.180 ou on
utilise
∫ π

θc

uc
r sin θ =

R2

12Ee

(

∆P − ζ∆µe

R

)

[1 + cos θc + cos θc sin θc]

− R

12Ee
Cc sin θc

[
2 sin θc cos θc∂θ + 1 + 3 cos2 θc − 2 cos θc sin θc

]
F c

1 (θc) (V.193)
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Fig. V.29: Fonction f(θb) donnant l’ouverture de la base du bleb en fonction de
l’ouverture angulaire de départ θb (eb = e).
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Fig. V.30: Allure de la déformation des blebs pour différentes valeurs de θb.

Calcul de l’ouverture du trou

Les éqs. V.191, V.192 et V.180 constituent un système de 3 équations a 3 incon-
nues, Cb, Cc, et ∆P . La solution est compliquée en général mais on peut la simplifier
dans la limite θc → 0 (pour laquelle on a en particulier F c

1 (θc) ∼ − 1
sin θc

, voir partie
B.1.3), Rb << R, eb ∼ e qui correspond à la situation physique. On trouve dans
cette limite

Cb =
2ζ∆µeb sin θb

3eb

e
− 2 sin θbF ′

1(θb) + cos θb

(V.194)

Cc = −ζ∆µe

2
sin θc

3 eb

e
+ 2(2 sin θbF

′
1(θb) − cos θb)

3 eb

e
− 2 sin θbF ′

1(θb) + cos θb
(V.195)

∆P =
ζ∆µe

R
(V.196)

où nous avons écrit F1 = F b
1 pour simplifier. A l’aide de l’éq. V.189 on peut en

déduire l’ouverture angulaire de la base du bleb.
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Fig. V.31: Formation d’un bleb dans un bleb, par ablation du cortex repolymérisé
dans le premier bleb (image actine-GFP)

Cette formule donne également l’ouverture angulaire du trou ∆θc

∆θc

θc
= −ζ∆µ

3E

2 sin θb∂θ′F
b
1 (θb) − cos θb

3 eb

e
− 2 sin θb∂θ′F b

1 (θb) + cos θb

(V.197)

= −ζ∆µ

3E
f(θb) (V.198)

La déformation est donc d’ordre ζ∆µ
3E

. Nous traçons la fonction f(θb) sur la fig V.29 ;
elle est maximale pour un bleb hémisphérique.

On peut enfin obtenir la forme finale du bleb : en remplaçant Cb, Cc et ∆P
par les valeurs obtenues dans les éqs. V.183 et V.184 on obtient l’expression de la
déformation

ub
r

Rb
=

ζ∆µ

3E
sin θb

(2F ′
1(θb) + 3 tan θb + 2cot θb) cos θ cos θb − 2(∂θ′ + cot θ′)F1(θ

′)

3eb

e − 2 sin θbF
′
1(θb) + cos θb

(V.199)

uθ

Rb
=

ζ∆µ

3E
sin θb

3F1(θ
′) − cos θb sin θ(2F ′

1(θb) + 3 tan θb + 2cot θb)

3eb

e − 2 sin θbF
′
1(θb) + cos θb

(V.200)

La variation de forme correspondante est tracée sur la fig. V.30 pour différentes
valeurs de θb, l’angle d’ouverture initial. Les formes calculées rappellent celles ob-
tenues expérimentalement (voir fig. V.4), mais nous n’avons pas encore comparé
quantitativement ce résultat aux observations.

E Conclusions

La formation d’un bleb unique par ablation laser est un système expérimental as-
sez bien contrôlé, permettant d’explorer quantitativement les propriétés mécaniques
de la cellule. Afin d’exploiter les résultats expérimentaux, nous avons dérivé une
série de modèles prenant en compte differents éléments mécaniques susceptibles de
controler la croissance et l’équilibre du bleb, avant que les myosines n’y exercent
des tensions actives. Nous avons ainsi inclus dans notre analyse l’élasticité du cor-
tex d’actine, les propriétés élastiques et poreuses du milieu interne, la dissipation
associée au flux de membrane et le rôle de la repolymérisation de l’actine.

Expérimentalement il semble que la repolymérisation de l’actine contrôle le vo-
lume d’équilibre : en effet lorsqu’on perce le cortex présent à la surface d’un bleb
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Fig. V.32: (a) Formation de deux blebs dans la cellule, par ablation successive de
deux régions du cortex (image du haut actine-GFP, image du bas DIC) (b) Volume
du second bleb par rapport au premier, en fonction du temps séparant les deux
ablations. Aux temps courts le second bleb est plus petit que le premier, ce qui
semble indiquer que la pression intracellulaire a baissée. Barres d’erreur : verticale,
erreur standard, horizontale : moyenne et écart-type des temps de séparation entre
les deux ablations pour les deux paquets de mesure.

ayant atteint l’équilibre, un second bleb se forme à partir du premier (voir fig. V.31).
Cette expérience montre qu’une partie de la pression intracellulaire est équilibrée par
le nouveau cortex. Comme cela se produit avant que le retour de fluorescence des
myosines soit significatif, la couche corticale du bleb n’est pas encore sous tension
active et le nouveau cortex s’oppose donc par son élasticité à la croissance du bleb.
Cela n’exclut pas que la résistance du réseau interne limite la croissance du bleb
lorsque l’actine repolymérise trop lentement : il serait intéressant pour le vérifier de
parvenir à empêcher la repolymérisation dans le bleb grâce à l’application locale de
drogues dépolymérisatrices de l’actine. Dans la réf. [23] les auteurs observent qu’en
traitant les cellules localement de cette maniere, le volume d’équilibre des blebs est
en moyenne plus élevé. Remarquons que ce mécanisme de repolymérisation de l’ac-
tine a déjà été proposé pour expliquer l’équilibre de blebs apparaissant spontanément
[28].

La question du processus contrôlant la dynamique est plus difficile à trancher.
Nous avons envisagé deux possibilités, et comparé les prédictions théoriques aux
experiences. Il semble qu’en incluant la dissipation associée à la perméation des
lipides membranaires, les résultats expérimentaux soient mieux ajustés (voir fig. V.24
et V.25), et la valeur obtenue pour le coefficient de friction est plus cohérente : une
très faible maille du réseau interne (2nm) serait en effet nécessaire pour expliquer les
données si la permeation du cytosol dominait. Ce résultat s’oppose aux observations
de la réf. [25], mais il est possible qu’en fonction du type cellulaire la source de
dissipation dominante varie [20]. Il semble qu’à l’échelle de temps de croissance d’un
bleb, la pression s’équilibre, au moins partiellement, à travers la cellule : en effet si
l’on forme un second bleb en un autre point de la cellule par l’ablation d’une seconde
région du cortex, le volume du second bleb est plus petit que celui du premier si le
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temps qui sépare les deux ablations est suffisament court (voir fig. V.32). En outre,
nous n’avons pas observé de corrélations entre la position du second bleb par rapport
au premier et son volume. Ces deux observations semblent montrer que la pression
diminue globalement dans la cellule après la formation du premier bleb. Ceci est
un argument supplémentaire pour avancer que la dissipation dans le milieu interne
poreux contribue peu dans les cellules étudiées ici.

En supposant que la polymérisation de l’actine et la dissipation dans la membrane
domine, on peut ajuster très correctement la hauteur d’équilibre du bleb (fig. V.27),
avec un seul paramètre libre, le temps de gélation, le coefficient de friction étant
obtenu à partir des mesures de vitesse initiale (fig. V.25). On trouve un temps de
gélation d’environ 10s, une valeur compatible avec les observations puisque c’est le
temps total de poussée du bleb. L’ouverture angulaire serait alors fixée par l’élasticité
du cortex (fig. V.18) : on trouve E ≃ 1700Pa, ce qui est une valeur plausible.

De nombreuses questions sur la physique du bleb restent encore à traiter. En
dépolymérisant les microtubules d’une cellule L929 on initie une oscillation dont
une étape ressemble à la croissance d’un bleb qui n’atteint pas de volume d’équilibre
(toute la cellule y est transférée) [110]. Il serait intéressant de trouver expérimen-
talement les conditions requises pour atteindre cette limite. Il est clair qu’un seuil
critique d’activité des myosines doit probablement être franchi, par exemple pour
que le temps de croissance du bleb soit plus petit que le temps de repolymérisation
de l’actine, ou que l’élasticité interne ne limite pas la contraction du cortex. Bien que
la transfection de RhoQ63L augmente fortement la tension de la cellule, les blebs
obtenus avec ce traitement n’atteignent pas un très grand volume, probablement
parce que la polymérisation de l’actine est également stimulée. Trouver un traite-
ment de la cellule susceptible d’augmenter l’activité des myosines sans agir sur la
voie de signalisation Rho pourrait permettre d’aborder cette question.

Enfin dans le système expérimental évoqué ici la question du détachement de
la membrane et de la nucléation du trou n’a pas été examinée. Ces deux processus
pourraient in vivo jouer un rôle important dans la formation du bleb [21]. Dans le
chapitre II nous avons évoqué la possibilité qu’une instabilité du cortex d’actine soit
à l’origine de la formation spontanée de blebs dans la cellule.
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Conclusion générale

Le cortex d’actine dicte la forme de la cellule, et l’étude de sa dynamique est donc
d’une grande importance pour la compréhension de la morphologie cellulaire. En ap-
pliquant la théorie hydrodynamique des gels actifs au gel d’actine et de myosines qui
le constitue, nous nous sommes intéressés à différents phénomènes biologiques met-
tant en jeu des perturbations de la forme de la cellule : la formation et la croissance
des blebs, l’oscillation de fibroblastes suspendus et la cytocinèse.

Dans le chapitre 2, nous avons introduit notre modèle de couche corticale. Nous
avons examiné quelques mécanismes physiques pouvant contrôler son épaisseur. La
régulation du cortex a été peu étudiée expérimentalement jusqu’ici : il serait intéres-
sant de comparer nos résultats théoriques à des données expérimentales, par exemple
en mesurant l’intensité de fluorescence du cortex en réponse à différents traitements.
Nous avons également montré qu’au-delà d’une activité critique ζ∆µc ∼ ηkd la
couche se déstabilise spontanément : un flux de filaments apparâıt, créant des ré-
gions du cortex plus épaisses au détriment de régions qui s’affinent. Cela pourrait
conduire à la rupture du cortex ou au détachement de la membrane : nous proposons
donc que cette instabilité conduise à la formation spontanée de blebs. Une longueur
d’onde dominant l’instabilité et dépendante de la friction est obtenue, dont pourrait
dépendre la distance caracteristique entre les blebs d’une cellule.

Une boucle de rétroaction due à la réponse de canaux sensibles à la déformation
du cortex est introduite dans le chapitre 3 : à faible activité des myosines, elle stabilise
la cellule, et à plus grande activité une région de l’espace des paramètres apparâıt
où la cellule est instable et le mode dominant est oscillatoire. Nous proposons que
cette oscillation soit effectivement observée dans les expériences de P. Pullarkat, où
des fibroblastes détachés de leur substrat présentent une oscillation de forme qui
peut se maintenir pendant plusieurs heures, avec une période très stable d’environ
30 secondes. L’oscillation est dépendante du calcium externe, et la réponse de la
cellule aux traitements affectant l’activité des myosines est bien reproduite par notre
modèle : lorsque l’on augmente l’activité, la cellule passe d’un état stable à un état
oscillant avec une période finie, qui décrôıt ensuite avec l’activité.

Dans le chapitre 4, nous obtenons un modèle effectif du cortex à deux dimensions
prenant en compte l’évolution du paramètre d’ordre nématique décrivant l’orien-
tation des filaments. Lorsqu’un gradient d’activité des myosines est appliqué à la
couche, les filaments tendent à s’aligner normalement à la direction du gradient dans
la région de grande activité, et dans le sens du gradient dans la région de faible acti-
vité ; or la cellule semble capable, à l’aide de son réseau de microtubules, de contrôler
la distribution des myosines, et ce de multiples façons. Un excès d’activité est ainsi
maintenu autour d’une blessure dans le cortex lors de l’ablation laser de l’œuf de
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xénope : notre modèle montre qu’une telle stimulation doit conduire à la formation
d’un anneau contractile autour de la blessure, accompagné d’un flux radial d’actine à
l’extérieur de l’anneau, ce qui est effectivement observé expérimentalement. Dans un
autre exemple, l’entrée du spermatozöıde dans l’embryon de C.Elegans entrâıne le
relâchement de la contractilité d’une région corticale à l’un des pôles de la cellule. Le
pôle opposé se contracte alors et un important flux cortical apparâıt. Deux régions
corticales séparées sont ainsi formées avant la première mitose, et cette distribution
est essentielle pour l’établissement d’une polarité dans l’embryon. Nous proposons
que ce mécanisme puisse être analysé par la réponse du cortex à un gradient de
myosines, et qu’un anneau se forme près de la région de transition, qui n’a pas été
observé jusqu’ici. L’équipe de S. Grill à Dresde étudie ce problème, a déjà mesuré
le flux d’actine dans la polarisation, qui est proche de celui que nous obtenons dans
la fig. IV.16, et s’intéresse à l’observation directe de cet anneau.

Lors de la cytocinèse, l’activité des myosines est accrue dans le plan équatorial,
et un flux cortical apparâıt, accompagné de la formation d’un anneau contractile qui
sépare la cellule en deux. En traitant ce problème en perturbation nous retrouvons
l’existence de ce flux et l’alignement des filaments à l’équateur, et un sillon apparait
à l’équateur mais ne se contracte pas complètement. Une explication pourrait être
que l’interaction de filaments alignés avec les myosines fournit une force de façon
plus efficace qu’un réseau isotrope. En incluant un terme non-linéaire pouvant cor-
respondre à cet effet, nous montrons qu’il existe une gamme de paramètres pour
laquelle une faible perturbation de l’activité des myosines suffit à contracter complè-
tement l’équateur. Dans ce calcul nous n’avons inclus qu’un seul terme non-linéaire.
Pour décrire correctement la contraction de l’anneau il serait intéressant d’aller au-
delà de cette approximation. Cela requiert probablement l’application de méthodes
numériques, et poserait le problème de la description de la région fortement courbée
reliant l’équateur aux pôles de la cellules.

Remarquons que l’instabilité linéaire décrite dans les chapitres 2 et 3 ainsi que
la bifurcation non-linéaire du chapitre 4 pourraient se produire en même temps.
Expérimentalement, en effet, les cellules en division forment des blebs à leurs pôles,
et le rôle de ces blebs dans la cytocinèse n’est pas connu. En collaboration avec
le groupe d’E. Paluch à Dresde nous souhaiterions explorer cette question. Pour
décrire conjointement ces deux effets il faudrait comprendre exactement comment
les blebs se forment spontanément, et prendre en compte l’effet de leur rétraction
sur le cortex.

Dans le dernier chapitre, nous avons proposé une analyse théorique de la forma-
tion d’un bleb unique par ablation laser du cortex. Le travail réalisé par le groupe
d’E. Paluch au MPI-CBG à Dresde est remarquable en ce qu’il tente d’extraire des
informations quantitatives et reproductibles sur le comportement de la cellule. En
réalisant un grand nombre de mesures on peut dégager des valeurs moyennes de la
tension d’une cellule, ainsi que de la morphologie et de la dynamique d’expansion
des blebs qu’elle peut former. Nous comparons ces mesures à nos calculs théoriques :
nous montrons qu’un modèle où la dynamique d’expansion est dominée par la dis-
sipation due à la perméation du flux de membrane, et où la repolymérisation du
cortex arrête la croissance, est le plus cohérent avec les résultats expérimentaux.
L’exploitation de ces résultats, dans le contexte de la motilité par formation de bleb
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par exemple, pourrait être d’un grand intérêt pour comprendre si, et comment, la
cellule contrôle la taille des blebs qu’elle forme.

En étendant les théories hydrodynamique usuelles, les auteurs de la théorie des
gels actifs proposent un modèle du cytosquelette qui fait intervenir des paramètres
phénoménologiques pertinents, car fondés sur les propriétés de symétrie du système.
Cette approche est très efficace, car elle permet de s’affranchir des détails microsco-
piques, tout en s’assurant que la physique introduite est cohérente. Les coefficients
qui décrivent le comportement macroscopique du système sont nouveaux : il semble
que la contrainte active ζ∆µ soit de l’ordre de 103 Pa, mais il serait intéressant
d’estimer la variation d’autres grandeurs, comme la susceptibilité nématique K ou
les viscosités η et β2, en fonction des protéines introduites dans le gel. On s’attend
par exemple à ce que K dépende fortement du type de protéines de liaison présentes,
selon qu’elles favorisent des liaisons parallèles ou des angles larges entre filaments.
L’analyse du comportement de gels d’actine reconstitués in vitro pourrait permettre
d’accéder à ce type de mesures.

A plusieurs reprises, nous avons analysé le comportement du cortex à l’aide de
diagrammes de stabilité (figs. III.19 et IV.13). Nous avons essayé d’identifier diffé-
rentes phases de l’état du cortex et de les associer à différents comportements de la
cellule. Nous avons introduit certains paramètres de contrôle : l’activité des myosines,
la réponse de canaux mécanosensibles, ou la susceptibilité nématique du gel d’ac-
tine. En faisant varier ces paramètres, en nombre relativement limité en regard de
la complexité d’une cellule, nous prévoyons que différents états de la cellule peuvent
être atteints, et que certaines perturbations de faible amplitude peuvent avoir des
conséquences profondes sur la morphologie de la cellule. Ce type d’approche est d’un
intérêt considérable pour avoir accès aux propriétés mécaniques fines de la cellule
et pour comprendre comment elle parvient à réaliser une telle variété de formes et
à se remodeler efficacement en réponse aux conditions externes. Notre description
des différentes phases et des frontières qui les séparent, essentiellement qualitative,
constitue probablement un point de départ : en affinant notre connaissance des pro-
cessus à l’oeuvre dans la cellule, et en faisant varier expérimentalement et de façon
quantitative les paramètres de contrôle que nous avons identifiés, on peut espérer
vérifier et compléter les diagrammes que nous avons obtenus. L’emploi de systèmes
biomimétiques en particulier est prometteur : le groupe de C. Sykes à l’Institut Curie
essaye ainsi de reconstituer un cortex d’actine artificiel dans des liposomes. Parve-
nir à ajouter des myosines actives à l’intérieur de ces vésicules pourrait constituer
un outil remarquable pour comparer nos prédictions théoriques avec un système
minimal.

Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés a des cellules individuelles. Com-
prendre la façon dont les mécanismes que nous avons décrits ici influent sur les
comportements collectifs est une passionnante perspective. Pour interpréter les os-
cillations de fibroblastes par exemple, nous avons proposé un modèle couplant une
voie de signalisation à la mécanique de la cellule. Ce type d’interaction est probable-
ment très général et commence seulement à être exploré : au cours du développement
des tissus par exemple, les cellules modifient leurs propriétés ou pourraient même se
différencier en fonction des conditions mécaniques auxquelles elles sont soumises. En
retour, les protéines d’adhésion qu’elles expriment ou leur tension cellulaire, imposée
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par le cortex, déterminent clairement les contraintes globales dans le tissu. De telles
boucles de rétroaction sont probablement cruciales pour la formation de motifs et
l’organisation générale des tissus, et leur compréhension l’un des défis de l’étude du
developpement.



Annexe A

Notations

Dans cette appendice nous rassemblons les notations pour les gran-
deurs les plus utilisées dans cette thèse, et nous donnons lorsque
c’est possible une estimation de l’ordre de grandeur correspondant.
Notation Signification Ordre de grandeur

ζ∆µ Contrainte active 103 Pa
E Module elastique d’un gel d’actine 102 − 104 Pa
η Viscosite d’un gel d’actine 103 − 105 Pa.s
τ Temps de relaxation viscoelastique 1 − 60s

ηcyt Viscosite du cytosol 5.10−3Pa.s
R rayon de la cellule 10µm
e Epaisseur du cortex 1µm
ξ Maille du gel d’actine ∼ 50nm
T Tension du cortex 300 − 2000pN.µm.−1

γ Membrane tension 30pN.µm−1

vp Vitesse de polymerisation du cortex
kd Taux de depolymerisation du cortex
τto Temps de renouvellement (”turn-over”) du cortex 30 − 60s

Pin, Pout Pression hydrostatique a l’interieur
et a l’exterieur de la cellule

Πin, Πout Pression osmotique a l’interieur
et a l’exterieur de la cellule

Lp Constante de permeation d’un pore membranaire
ρp Densite de pores dans la membrane
Rb Rayon d’un bleb 1 − 3µm
ηm Viscosite de la membrane 10−8Pa.s.m−1
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Annexe B

Polynômes de Legendre

Dans cette appendice nous rassemblons quelques propriétés utiles des polynômes
de Legendre. Ces fonctions apparaissent naturellement lorsqu’on traite de problèmes
lineaires en symétrie sphérique. En effet les harmoniques sphériques, solutions de
l’équation de Laplace ∆Y (r,θ,φ) = 0 en symétrie sphérique, s’écrivent

Y (r,θ,φ) = rnP m
n (cos θ)eimφ (B.1)

ou P m
n (x) est la fonction associée de Legendre d’ordre (n, m), qui satisfait à l’équation

(1 − x2)f ′′(x) − 2xf ′(x) +

[

n(n + 1) − m2

1 − x2

]

f(x) = 0 (B.2)

ou de facon équivalente pour la fonction P m
n (cos θ)

d2

dθ2
P m

n (cos θ) + cot θ
d

dθ
P m

n (cos θ) +

[

n(n + 1) − m2

sin2 θ

]

P m
n (cos θ) = 0 (B.3)

Lorsque le problème admet une symétrie axiale, m = 0 et Pn = P 0
n est le polynôme

de Legendre d’ordre n. La famille de polynômes Pn est orthogonale, c’est-à-dire que
pour tout n, m,

∫ 1

−1

Pn(x)Pm(x)dx =
2δnm

2n + 1
(B.4)

ou de façon équivalente

∫ π

0

Pn(cos θ)Pm(cos θ) sin θdθ =
2δnm

2n + 1
(B.5)

Toute fonction C∞ f(θ) admet le développement

f(θ) =
∑

n

fnPn(cos θ) (B.6)

ou en utilisant les propriétés d’orthogonalité le coefficient fn est donné par

fn =
2n + 1

2

∫ π

0

f(θ)Pn(cos θ) sin θdθ (B.7)
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. Les sommes infinies de polynôme de Legendre peuvent parfois être simplifiées à
l’aide de la fonction génératrice

∞∑

n=0

Pn(x)tn =
1√

1 − 2xt + t2
(B.8)

Suivant les notations introduites dans [60], nous utilisons également le polynôme de
Gegenbauer In

In+1 =
Pn−1 − Pn+1

2n + 1
(B.9)

qui est relié à la derivée du polynôme de Legendre par

∂θ [Pn(cos θ)] = −n(n + 1)
In+1(cos θ)

sin θ
(B.10)

Ci-dessous nous précisons quelques relations utiles entre ces deux familles de poly-
nôme

∂θ [In+1(cos θ)] = sin θPn(cos θ) (B.11)

[∂θ + cot θ]
In+1(cos θ)

sin θ
= Pn(cos θ) (B.12)

[
∂2

θ + cot θ∂θ − cot2 θ
] In+1(cos θ)

sin θ
= [1 − n(n + 1)]

In+1(cos θ)

sin θ
(B.13)

Enfin dans l’expansion d’un produit de fonction sur la base de Legendre on est
amené à utiliser les coefficients

γnmk =

∫ π

0

Pn(cos θ)Pm(cos θ)Pk(cos θ) sin θdθ (B.14)

qui peuvent être calculés par la formule de Gaunt. Cette formule est très complexe
et nous ne la reproduisons pas ici, mais elle est disponible dans la réf. [135].



Annexe C

Théorie de coque mince active

pour une sphère faiblement

déformée

Dans les chapitres IV et V nous utilisons une théorie de coque mince pour cal-
culer la déformation du cortex. Dans une théorie de coque on garde uniquement les
déformations moyennes ur(θ) et uθ(θ), sans entrer dans le détail de leur distribu-
tion dans le cortex. Nous remplaçons en outre le tenseur des contraintes σ par les
contraintes intégrés sur une surface transverse de cortex dS, ce qui fait intervenir
les tensions tθ, tφ, nθ, et les moments gθ and gφ. Dans cet appendice nous exposons
brièvement la dérivation de ces tensions et moments pour une coque sphérique fai-
blement déformée, en incluant les contraintes actives, et établissons les équations
d’équilibre mécanique. Nous nous inspirons des méthodes et résultats exposés dans
le livre de Love Treatrise on the mathematical theory of elasticity [89].

Calcul des tensions en fonction des contraintes

Nous nous plaçons dans les coordonnées sphériques, localement dirigées par
(er, eθ, eφ). Nous notons θ′ et φ′ les angles polaire et azimuthal. Nous considérons un
morceau de coque délimité par θ < θ′ < θ + ∆θ et φ < φ′ < φ + ∆φ et d’épaisseur e
(fig. C.1a). On suppose que r = R repère le milieu de la couche non déformée et nous
utilisons la coordonnée z = r − R, la couche étant délimitée par − e

2
< z < e

2
. Nous

ne considérons que des déformations axisymétriques, ce qui implique en particulier
uφ = 0 et σrφ = σθφ = 0. Dans une théorie de coque, on néglige les forces normales
s’exerçant sur la couche par rapport aux forces tangentielles : en effet par la loi de
Laplace σn ∼ e

R
σt ou σn est la contrainte normale et σt la contrainte tangentielle.

Dans la limite d’une couche mince (coque), l’epaisseur est considéré faible devant
les longueurs transverses caractéristiques, soit e << R et on peut négliger σn.

Pour obtenir les tensions intégrées on peut calculer les forces et moments exercées
sur chaque face transversale. La force totale exercée sur les faces 2 et 4 (voir fig. C.1a)
est donnée par

−→
F2 = −−→

F4 =

∫ r=R+ e
2

r=R− e
2

∫ φ′=φ+∆φ

φ′=φ

[σrθ
−→er + σθθ

−→eθ ] dS (C.1)
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faiblement déformée
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Fig. C.1: Dans une théorie de coque on calcule les tensions et moments appliqués
à une coque d’épaisseur e (a) Définition d’un morceau de coque limité par θ < θ′ <

θ + ∆θ et φ < φ′ < φ + ∆φ. Nous repérons les faces par des numéros de 1 a 4 (b)
Définitions des tensions et moments s’exerçant sur le morceau de coque

ou dS est une surface infinitésimale de la face 2 ; ici dS = rdr sin θdφ′. On se place
dans la limite ∆φ → 0 : on considère donc les contraintes constantes vis-à-vis de φ′

et la force totale devient

−→
F2 = R∆φ sin θ

[(
∫ z= e

2

z=− e
2

σrθ(1 +
z

R
)dz

)

−→er +

(
∫ z= e

2

z=− e
2

σθθ(1 +
z

R
)dz

)

−→eθ

]

(C.2)

Par définition la tension
−→
Tθ est la force exercée sur la face 2 par unité de longueur,

soit ici
−→
F2 = R sin θ∆φ

−→
Tθ. On identifie donc

−→
Tθ

−→
Tθ = −nθ

−→er + tθ
−→eθ (C.3)

ou nous avons introduit les composantes de la tension, en suivant le choix de Love
[89] (voir fig. C.1b)

tθ =

∫ e
2

− e
2

σθθdz (C.4)

nθ = −
∫ e

2

− e
2

σrθdz (C.5)

En tenant le même raisonnement sur les face 3 et 4 on calcule la force
−→
F3 = −−→

F4 =

R∆θ
∫ e

2

− e
2
σφφdz−→eφ, soit

−→
Tφ = tφ

−→eφ (C.6)
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avec

tφ =

∫ e
2

− e
2

σφφdz (C.7)

Calculons maintenant les moments s’exerçant sur les faces du morceau de coque :
Soit 02(R,θ,φ + ∆φ

2
) le centre de la face 2, alors sur cette face le moment des forces

est par définition

−→
M 2 =

∫ r=R+ e
2

r=R− e
2

∫ φ′=φ+∆φ

φ′=φ

−−−→
O2M ∧−→

df (C.8)

=

∫ r=R+ e
2

r=R− e
2

∫ φ′=φ+∆φ
2

φ′=φ−∆φ
2

[

z−→er + R(φ′ − φ − ∆φ

2
) sin θ−→eφ

]

∧ [σrθ
−→er + σθθ

−→eθ ] r sin θdrdφ′ (C.9)

≃ R sin θ∆φ

∫ r=R+ e
2

r=R− e
2

zσθθ(1 +
z

R
)dz−→eφ + O(∆φ2) (C.10)

où la dernière ligne est valable dans la limite ∆φ → 0. Soient (gθ,gφ) les composantes

du vecteur des moments par unité de longueur : alors
−→
M2 = R sin θ∆φgθ

−→eφ d’où on
tire gθ

gθ =

∫ e
2

− e
2

zσθθ(1 +
z

R
)dz (C.11)

et en tenant le même raisonnement sur la face 3 on doit avoir

−→
M 3 =

∫ r=R+ e
2

r=R− e
2

∫ φ′=φ+∆φ

φ′=φ

−−−→
O3M ∧ −→

df (C.12)

=

∫ r=R+ e
2

r=R− e
2

∫ φ′=φ+∆φ
2

φ′=φ−∆φ
2

[

z−→er + R(θ′ − θ − ∆θ

2
)−→eθ

]

∧ [σφφ
−→eφ] r sin θdrdφ′(C.13)

= R sin θ∆φ

∫ r=R+ e
2

r=R− e
2

zσφφ(1 +
z

R
)dz−→eθ + O(∆φ2) (C.14)

et donc
−→
M3 = gφ

−→eθ avec

gφ =

∫ e
2

− e
2

zσφφ(1 +
z

R
)dz (C.15)

Equations d’équilibre des forces

Les équations d’équilibre s’obtiennent en écrivant que la somme des forces et des
moments des forces appliqués à chaque morceau infinitesimal de coque est nulle.
Cela donne donc deux conditions :
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– La somme des forces est nulle :

− R sin θ∆φ [−nθ(θ,φ)−→er (θ,φ) + tθ(θ,φ)−→eθ (θ,φ)]

+ R sin(θ + ∆θ)∆φ [−nθ(θ + ∆θ,φ)−→er (θ + ∆θ,φ) + tθ(θ + ∆θ,φ)−→eθ (θ + ∆θ,φ)]

− R∆θ [tφ
−→eφ(θ,φ)]

+ R∆θ [tφ
−→eφ(θ,φ + ∆φ)]

= R sin θ∆θ∆φ(∆P − 2γ

R
)(−→er − ∂θR

R
−→eθ ) (C.16)

où les quatre premieres lignes correspondent aux forces exercées sur chaque
face transversale, dans l’ordre de 1 à 4 sur la fig. C.1a. La cinquième ligne
est la force due à la différence de pression ∆P appliquée selon la direction
normale à la coque −→er − ∂θR

R
−→eθ . En développant cette expression dans la limite

∆θ → 0 et ∆φ → 0, et en utilisant les relations entre les vecteurs directeurs
des coordonnées sphériques

∂θ
−→er = −→eθ ∂θ

−→eθ = −−→er ∂θ
−→eφ =

−→
0

∂φ
−→er = sin θ−→eφ ∂φ

−→eθ = cos θ−→eφ ∂φ
−→eφ = − sin θ−→er − cos θ−→eθ

(C.17)

on obtient les deux équations d’équilibre

∂θnθ + cot θ nθ + tθ + tφ + 2γ = R∆P (C.18)

∂θtθ + cot θ(tθ − tφ) − nθ = ∂θR∆P (C.19)

– la somme des moments des forces est nulle : cette somme inclut les moments
sur chaque face, ainsi que le moments des tensions par rapport au centre de la
surface :

− R sin θ∆φ [gθ(θ,φ)−→eφ(θ,φ)]

+ R sin(θ + ∆θ)∆φ [gθ(θ + ∆θ,φ)−→eφ(θ + ∆θ,φ)]

− R∆θgφ(θ,φ)−→eθ (θ,φ)

+ R∆θgφ(θ,φ + ∆φ)−→eθ (θ,φ + ∆φ)

+ 2R sin θ∆φ

(
R∆θ

2
(−→eθ +

∂θR

R
−→er )

)

∧ (−nθ
−→er + tθ

−→eθ )

+ 2R∆θ

(
R sin θ∆φ

2
−→eφ

)

∧ (tφ
−→eφ) =

−→
0 (C.20)

où les quatre premières lignes correspondent aux moments sur les faces 1 a 4
(voir fig. C.1a) et les deux dernières correspondent aux moments des tensions
sur les faces respectivement 1-2 et 3-4. On peut vérifier qu’en développant cette
équation à petits ∆θ et ∆φ on obtient la dernière équation d’équilibre

∂θgθ + cot θ(gθ − gφ) + Rnθ + ∂θRtθ = 0 (C.21)

Selon le contexte on peut inclure ou non les termes en ∂θR
R

introduits dans les équa-
tions d’équilibre mécanique.
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Expression des tensions et moments dans le cas des gels actifs

Dans le modèle des gels actifs, dans la limite élastique et en coordonnées sphé-
riques les contraintes s’écrivent (voir éqs. III.37 à III.40)

σrr + p +
1

3
ζ∆µ = 2E∂rur (C.22)

σθθ + p − 1

6
ζ∆µ = 2E(∂θuθ +

ur

r
) (C.23)

σφφ + p − 1

6
ζ∆µ = 2E(cot θuθ +

ur

r
) (C.24)

σrθ = E(∂ruθ +
1

r
∂θur −

uθ

r
) (C.25)

Dans un modèle de couche mince on néglige la contrainte radiale (σrr ≃ 0) devant
les contraintes tangentielles, car, comme nous l’avons remarqué plus tôt, du fait de
la loi de Laplace elles sont d’un ordre e

R
plus petit. L’éq. C.36 fixe alors la pression,

qui reportée dans les éqs. C.37 et C.38 donne les contraintes tangentielles

σθθ =
ζ∆µ

2
+ 2E(2uθθ + uφφ) (C.26)

σφφ =
ζ∆µ

2
+ 2E(uθθ + 2uφφ) (C.27)

Le report de ces contraintes dans les éqs. C.4 et C.7 donne directement les tensions
tθ et tφ :

tθ =
ζ∆µe

2
+

2Ee

R
(2∂θuθ + uθ cot θ + 3ur) (C.28)

tφ =
ζ∆µe

2
+

2Ee

R
(∂θuθ + 2uθ cot θ + 3ur) (C.29)

Nous ne calculons pas nθ qui lors de la résolution des équations de la théorie de
coque est une inconnue du problème.

Le calcul des moments gθ et gφ est plus compliqué : en développant l’expression
de gθ C.11 pour z

R
<< 1 on obtient

gθ =

∫ e
2

− e
2

zσθθ(1 +
z

R
)dz (C.30)

≃ σθθ(z = 0)

∫ e
2

− e
2

z(1 +
z

R
)dz +

∫ e
2

− e
2

z2∂rσθθdz (C.31)

≃ e3

12R
σθθ +

∫ e
2

− e
2

z2∂rσθθdz (C.32)

La deuxième ligne provient d’un développement limité de σθθ. Pour calculer la der-
nière intégrale nous devons obtenir ∂rσθθ dans la limite e

R
→ 0. En éliminant p

entre les éqs. C.36 et C.37 on obtient ∂rσθθ = ∂rσrr +2E∂r(2uθθ +uφφ). On suppose
σrθ ∼ 0 : cette approximation est valable s’il n’y a pas de force tangentielle s’exer-
çant sur les frontières de la coque. Dans ce cas σrθ(z = − e

2
) = σrθ(z = e

2
) ≃ 0. et
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donc dans l’approximation de couche mince σrθ ≃ 0. L’équilibre des forces radiales
(éq. III.46) se réduit alors à ∂rσrr ≃ 1

R
(σθθ + σφφ − 2σrr). De ces deux équations on

tire ainsi

∂rσθθ =
1

R
[ζ∆µ + 6E (∂θuθ + cot θuθ + 2ur) + 2E∂r (2∂θuθ + cot θuθ + 3ur)] (C.33)

Cette expression fait apparâıtre des termes en ∂rur et ∂ruθ : dans la théorie de
coque nous ne voulons pas conserver de dérivées radiales de la déformation. Du
fait de l’incompressibilité on tire ∂rur = −

[
∂θuθ + cot θuθ + 2ur

R

]
. Par ailleurs, en

utilisant σrθ ≃ 0 et l’eq C.39 on obtient ∂ruθ ≃ 1
R
(uθ − ∂θur). En reportant ces

valeurs dans l’éq. C.33 puis C.32 on trouve finalement

gθ =
e3

12R

[
3ζ∆µ

2
+

2E

R

(
2∂θuθ + cot θuθ − 2∂2

θur − cot θ∂θur

)
]

(C.34)

et en utilisant le même raisonnement pour gφ

gφ =
e3

12R

[
3ζ∆µ

2
+

2E

R

(
∂θuθ + 2 cot θ uθ − ∂2

θur − 2 cot θ ∂θur

)
]

(C.35)

Les mêmes équations sont valables dans la limite liquide, en remplaçant E par η et
le champ de déformation u par le champ de vitesse v. Dans le chap. IV nous sommes
amenés à ajouter une perturbation de la polarisation. Les équations constitutives
deviennent alors

σrr + p +
1

3
ζ∆µ = 2E∂rur (C.36)

σθθ + p − 1

6
ζ∆µ − Q̃ζ∆µ = 2E(∂θuθ +

ur

r
) (C.37)

σφφ + p − 1

6
ζ∆µ + Q̃ζ∆µ = 2E(cot θuθ +

ur

r
) (C.38)

σrθ −
1

2

∂θR

R
ζ∆µ = E(∂ruθ +

1

r
∂θur −

uθ

r
) (C.39)

En suivant la démarche que nous venons d’exposer, avec ces nouvelles contraintes,
on peut calculer les moments et les tensions dont les expressions sont données dans
le chap. IV (eqs IV.66 à IV.71).
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