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Uu.l1 1ntroductiorn.

Cette these est consacrée a des problemes liés a 1'étude de la limite semi-classique en
mécanique quantique.

L’intérét de I’étude de la limite semi-classique (h — 0) est d’obtenir un point de vue parti-
culier de la dynamique quantique, souvent moins complexe, et par ce biais de comprendre
certains phénomenes quantiques.

Dans une premiere partie, sera présentée une approche géométrique de la limite semi-
classique, par les états cohérents. La deuxieme partie est consacrée a la caractérisation
topologique de la fonction d’onde d’électrons dans un plan en présence d’un champ
magnétique extérieur. Nous nous intéresserons particulierement a la recherche d’une cor-

respondance entre cette caractérisation et la nature de la dynamique classique.

La description des correspondances entre les lois d’évolution quantiques et les lois
d’évolution classiques, pour des systemes a peu de degrés de liberté (mais supérieur a
un), reste un probléme ouvert jusqu’a présent, particulierement lorsque la dynamique
classique présente du chaos et de 'effet tunnel.

Tres tot, les regles de quantification E.B.K. (Einstein-Brillouin-Keller) et la théorie W.K.B.
(Wentzel-Kramers-Brillouin) ont permis de comprendre ces correspondances dans le cas
ou la limite classique est intégrable. Depuis environ vingt ans, des études principalement
a l’aide de la formule de Gutzwiller ou d’observations statistiques du spectre, éclaircissent
le cas contraire, ou la dynamique classique est chaotique ou mixte [1].

La correspondance précise entre la mécanique quantique et la mécanique classique a
d’abord été formulée au travers du principe de correspondance, ou il convient de sub-
stituer les observables classiques par des opérateurs. Ce principe a ensuite été englobé
dans le principe variationnel dépendant du temps, qui est une méthode d’approximation
beaucoup utilisée pour des probléemes a plusieurs corps [2]. Le principe variationnel
permet de décrire la dynamique quantique par des équations de mouvement classiques,
obtenues par extrémalisation d’une fonction action sur une famille choisie d’états. Il est
par exemple utilisé pour décrire les mouvements collectifs de vibration et de rotation du
noyau nucléaire. Lorsqu’il est appliqué aux états cohérents (qui sont des paquets d’ondes
gaussiens localisés dans 'espace de phase (g, p)), ce principe donne exactement la formu-
lation Hamiltonienne de la mécanique classique.

Les états cohérents sont des états quantiques qui conviennent donc assez naturellement

pour envisager la correspondance quantique-classique. Ils sont a ce titre largement étudiés



et utilisés dans beaucoup de domaines de la physique ou intervient la mécanique quantique
(en optique quantique, en physique atomique et moléculaire, en théorie des champs...).
Les équations de Hamilton décrivent ainsi le déplacement d’un état cohérent dans I'espace
de phase. Pour aller au-dela de cette description, K. Hepp [3] a établi que les fluctua-
tions quantiques apparaissant lors de I’évolution d'un état cohérent, sont décrites au pre-
mier ordre en h par ’'Hamiltonien classique, linéarisé au voisinage de la trajectoire. Des
généralisations pour plusieurs dimensions et pour des Hamiltoniens dépendant du temps,
ont ensuite suivi. Citons notamment les résultats de G.A. Hagedorn [4] qui décrivent ces
fluctuations a des ordres plus élevés en h.

Des progres récents ont été effectués par E.J. Heller pour utiliser ces descriptions semi-
classiques dans le cas d'une dynamique chaotique. Il a en particulier estimé et discuté
I’étalement des paquets d’ondes autour des orbites périodiques instables [5].

R.G. Littlejohn [6] et M. Combescure [7] ont ensuite utilisé les états cohérents ”défor-
més”, "squeezed states”, pour décrire cet étalement. Les états cohérents ”comprimés”
ou "déformés” ont d’abord été introduits et étudiés dans le domaine de I'optique quan-
tique. Ils permettent de réduire I'incertitude selon une observable choisie, sans toutefois
contredire le principe d’incertitude de Heisenberg [8]. Ils ont de ce fait une application
potentielle principalement pour les communications optiques et pour la détection d’ondes

gravitationelles.

Dans la premiere partie, nous allons tout d’abord donner une formulation géométrique
qui est équivalente au principe variationnel dépendant du temps. Cette formulation con-
siste a concevoir la dynamique classique comme une projection orthogonale de la dy-
namique quantique sur une famille d’états donnée. Dans cette interprétation géométrique
de I'approximation classique, I’angle a: de la projection, que nous évaluerons, renseigne sur
la validité de I'approximation. Nous appliquerons cette description aux états cohérents
standard et aux états cohérents déformés, puis nous illustrerons les résultats obtenus a

I’aide du modele de Harper.

Dans la deuxieme partie, les modeles auxquels nous nous intéresserons sont du type
du modele de Harper et sont une formulation de la mécanique quantique sur le tore en
tant qu’espace de phase. Ce type de modele trouve ses applications essentiellement en
physique du solide, et notamment pour 'effet Hall quantique.

En 1980, K. von Klitzing et al. [9] ont montré le résultat remarquable concernant la quan-

tification de la conductivité de Hall o,, pour des électrons ”bi-dimensionnels”. Dans les



années qui suivirent, plusieurs explications de cet effet furent proposées. En particulier,
en utilisant un modele a électrons indépendants dans un potentiel cristallin doublement
périodique, V(z,y), et soumis & un champ magnétique transverse, Thouless et al. [10)]
ont démontré que o,, est quantifiée par multiples entiers de e?/h dés que le niveau de
Fermi est dans un "gap” du spectre. Le mérite de leur explication est qu’elle est de nature
topologique, puisque ils ont relié la formule moyennée de Kubo pour la conductivité, a
I'indice de Chern, qui est invariant sous des perturbations.

Pour des forts champs magnétiques, le couplage entre les différents niveaux de Landau
peut-étre négligé (c’est approximation du plus bas niveau de Landau) et le mouvement
de I’électron est décrit par un Hamiltonien effectif H(q,p) périodique en position comme
en impulsion. Par exemple, si V(z,y) = cos(2mx)+ « cos(2my), alors 'Hamiltonien effectif
est H(q,p) = cos(2mq)+a cos(2mp) (Hamiltonien de Harper). En travaillant dans cette ap-
proximation, Arovas et al. [11] ont donné une interprétation des valeurs de la conductivité
de Hall en terme des propriétés de localisation des états stationnaires. Puisque le systeme
est périodique a la fois en ¢ et p, il apparait que dans le processus de quantification, deux
parametres quantiques (1, 6) peuvent étre introduits, reliés a la périodicité de la fonction
d’onde sous les translations d’une cellule élémentaire. En accord avec 'interprétation de
la localisation de D.J. Thouless [12], ils ont trouvé que les états conducteurs sont tres
sensibles aux changements des conditions aux limites.

D’un point de vue dynamique, dans le niveau de Landau le plus bas, le mouvement est
intégrable, puisqu’il a un degré de liberté et que I’énergie est conservée. Pour des champs
magnétiques moins élevés, on s’attend a ce que le mouvement de 1’électron soit chaotique.
G. Petschl et T. Geisel ont récemment étudié le spectre du modele de Harper dans ce
régime [13]. Une maniere effective d’introduire le chaos dans la dynamique de 1'électron
et de garder en méme temps un espace de phase doublement périodique, est de considérer
des applications stroboscopiques au lieu d’Hamiltoniens indépendants du temps (le modeéle
de Harper pulsé). L’application peut étre considérée comme une section de Poincaré, de la
dynamique générale d'un électron ayant lieu dans un espace de phase quadri-dimensionel.
Ce modele peut aussi simplement correspondre a un potentiel extérieur V(x,y) dépendant
du temps. Dans la référence [14], P. Leboeuf et al. ont montré que les indices de Chern
peuvent étre adaptés a ces applications, pour étudier la structure des états propres du
propagateur dans le régime chaotique, ou encore pour étudier la transition qui apparait
lorsque la dynamique classique associée est, intégrable puis progressivement chaotique.
Cette relation directe avec la physique du solide est une premiere motivation pour I’étude

de la mécanique quantique sur le tore. Une autre motivation de portée plus générale,



discutée par P. Leboeuf et A. Voros [15] est que la quantification d’applications chao-
tiques offre I'opportunité d’analyser la mécanique quantique d’'un mouvement classique
chaotique, en minimisant les complexités mathématiques. En effet, pour une dynamique
Hamiltonienne modélisant un systeme physique lié et a peu de degrés de libertés, I'étude
classique peut se faire au moyen de 'application de Poincaré. Cette application (a temps
discret) agit sur une surface compacte incluse dans la couche d’énergie, et représente les
intersections successives d’une trajectoire avec cette surface. Une application sur le tore
peut donc étre vue comme la version simplifiée d'une application de Poincaré.

Le but de la deuxieme partie est d’étudier le comportement des valeurs propres et des
états stationnaires de systemes classiquement intégrables ou chaotiques, pour des change-
ments des conditions de périodicité (#1,6;). On combinera principalement deux objets
différents : lI'indice de Chern et les distributions de Husimi. I.’indice de Chern caractérise
la sensibilité des états stationnaires aux changements des conditions de périodicité. Un
état stationnaire ayant une faible dépendance (pas de sensibilité) a un indice de Chern
nul ; autrement dit, lorsque l'indice de Chern est différent de zéro, la fonction d’onde
est délocalisée. Il a été observé que dans un régime fortement chaotique, beaucoup de
fonctions d’ondes ont un indice de Chern non nul [14].

D’un autre coté, la distribution de Husimi, qui fournit une représentation dans I’espace de
phase des états quantiques, complete l'information apportée par I'indice de Chern. Tout
d’abord parce qu’on peut souvent la comparer a des distributions classiques sur 1’espace
de phase, et aussi parce qu’elle permet une visualisation directe dans ’espace de phase
des modifications induites sur un état stationnaire par le changement des conditions de
périodicité.

Un autre aspect intéressant de l'indice de Chern qui sera mis en valeur dans cette par-
tie, est son lien avec les dégénérescences entre niveaux : pour un probleme dépendant
d’un parametre, la variation de l'indice de Chern est liée a la présence d’une dégéné-
rescence . L’intérét de lI'indice de Chern dans 1I’étude des dégénérescences entre niveaux
d’énergies est apparu avec lintroduction de la phase de Berry [16]. Or connaitre la
présence de dégénérescences est un probleme important en physique [17]. L’approximation
de Born-Oppenheimer qui sépare des variables ”classiques” de variables quantiques dans
un probleme physique cesse d’étre valable justement au voisinage d’une dégénérescence .
De méme, le transport adiabatique est affecté par la présence d'une dégénérescence . Par
conséquent, dans ce modele d’électrons dans un plan cristallin, I'interprétation de Thou-
less de la formule de Kubo en terme de transport adiabatique est a revoir au voisinage

d’une dégénérescence [18].



L’objet principal de la deuxieme partie va étre d’étudier 'apparition possible de
dégénéréscences dans le spectre d’'un Hamiltonien sur le tore, d’'un point de vue semi-
classique. Dans cette optique, I'organisation des chapitres va étre la suivante :

Nous rappellerons tout d’abord le modele de physique du solide qui amene naturellement
au formalisme de la mécanique quantique sur le tore. Les états cohérents du tore ainsi
que la représentation de Husimi seront ensuite présentés puis discutés.

Apres avoir introduit I'indice de Chern, nous préciserons sa caractérisation au moyen des
zéros de la distribution de Husimi. Nous donnerons ensuite une interprétation physique
de l'indice de Chern en terme de quantification de la vitesse de dérive du paquet d’onde
électronique dans le plan, lorsqu’un faible champ électrique est appliqué. Cette in-
terprétation est équivalente a celle obtenue par la formule de Kubo mais est plus intuitive.
Le paragraphe suivant sera consacré a I’étude de systemes intégrables, en mettant en valeur
I’apparition possible de dégénérescences en rapport avec un phénomene de résonance en-
tre trajectoires. Des systemes présentant une transition progressive vers le chaos seront
finalement étudiés et discutés en derniere partie. Nous soulignerons le contraste qu’il y a

entre le régime régulier et le régime chaotique concernant ’apparition de dégénérescences.



Partie 1

Approche géométrique de la limite

classique par les états cohérents






Dans cette partie, nous allons nous attacher principalement a la description géométrique
de I'évolution quantique. Nous rappelerons tout d’abord les structures géométriques as-
sociées a 'espace des états quantiques (I'espace projectif), ainsi que les résultats obtenus
par J. Anandan et Y. Aharonov sur la vitesse de I’évolution quantique [19]. Cela nous
permettra de formuler le principe variationnel dépendant du temps comme étant une pro-
jection de I’évolution quantique effectuée dans I'espace projectif sur une famille d’états
particuliere. Nous évaluerons en particulier 'angle de la projection qui nous fournira un
critere sur la validité de I'approximation classique effectuée.

Nous appliquerons ensuite cette formulation aux états cohérents standard et aux états
cohérents déformés. Nous trouverons alors que I'angle de projection est respectivement
de T'ordre de VA et h, en accord avec les résultats de G.A. Hagedorn [4]. Ce résultat
permet d’interpréter 'existence de la limite classique comme le fait que les trajectoires
quantiques deviennent tangentes a la surface des états cohérents dans la limite h — 0.
Nous dégagerons au passage une particularité de la déformation elliptique que subit la
distribution de Husimi d’un état cohérent lors de son évolution (dans 'espace de phase).
Cette déformation est plus faible (d’une puissance 1/2) que celle subit par la distribution
de Liouville.

Le chapitre 4 présente essentiellement les résultats de R.G. Littlejohn sur la regle de
quantification d’une trajectoire périodique, en terme de phase de Berry, mais dans I’aspect
géométrique développé dans cette partie. Nous utiliserons ces résultats pour la quantifica-
tion de trajectoires non contractibles sur le tore au paragraphe 9.2 de la deuxieme partie.
Finalement, nous illustrerons ces différents résultats par des calculs numériques. Ils con-

cerneront 1’évolution d’états cohérents pour des temps courts sur le modele de Harper.






Chapitre 1

La dynamique dans I’espace des

états quantiques

1.1 Généralités sur ’espace des états quantiques

Dans ce paragraphe, nous allons examiner la structure géométrique et quelques propriétés
de I'espace projectif d’un espace de Hilbert, aussi appelé espace des états quantiques. Ces
notions nous serons utiles dans les paragraphes suivants. Les définitions précises peuvent

se trouver dans la référence [20].

a) Définitions

|U>

Nous noterons dans la suite | U >¢€ # un vecteur de I'espace de Hilbert et |[U>, = SO

le vecteur normalisé. Cette notation sera utilisée tout au long de cette partie.

On définit que deux vecteurs non nuls sont équivalents : |¥ >~ |® > si ils sont propor-
tionnels : |U >= A[® > )\ € C. Ils sont alors représentés par un état quantique, ou point
de 'espace projectif, noté [¥] = [®] (leur classe d’équivalence). Par définition, I’ensemble
des états quantiques forme I'espace projectif de H : P = P(H).

Si 'espace de Hilbert H est de dimension complexe finie n, alors ’espace projectif est de
dimension complexe n — 1.

L’intéret de considérer cet espace en mécanique quantique, vient tout d’abord du fait que
<U|A|U>
<>
donc pas du vecteur dans la classe d’équivalence. Ensuite I'équation de Schrodinger est

le résultat de la mesure d’une observable A sur un vecteur |¥ > est et ne dépend

linéaire, si bien qu’elle définit une dynamique dans I’espace des états.

Dans la suite, les appellations de ”vecteur quantique” et ”état quantique” ne seront pas
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toujours respectées : les ”vecteurs quantiques” seront souvent appelés ”états quantiques”.
L’espace projectif P(#) n’est pas un espace vectoriel, mais il hérite de structures induites
par le produit hermitien < W|® > sur H. De cette facon, il y a sur 'espace projec-
tif une structure complexe, une métrique hermitienne (une métrique riemanienne et une
forme symplectique), et une structure d’espace fibré en droites avec la connexion de Berry
[20, 21].

b) La métrique hermitienne

La distance d entre deux états [U] et [®] représentés par les vecteurs |0 > et |® >, est
donnée par :

cos’(d) = | ,<¥|®>, 2, 0<d<

(1.1)

N |

Cette expression de d differe a un facteur pres de celle que 'on trouve dans [22].

Cette distance peut-étre définie comme la distance minimale au sens de la norme dans
'espace de Hilbert, entre les vecteurs normalisés appartenant aux états de |U > et |® >.
Voir [21], appendice 3.

On remarque que 'espace des états est de diametre fini, bien que pouvant étre de dimen-

sion tres grande. La distance maximale est d = 7 atteinte entre deux états orthogonaux.
Le sens physique de cette distance peut étre que deux états orthogonaux sont indépen-
dants en ce sens qu’ils peuvent évoluer de facons différentes. Au contraire, deux états
voisins, d(V¥, ®) < 1, auront une évolution quasiment identique au cours du temps, du
fait que I'opérateur d’évolution conserve la distance.

Cette distance nous sera donc bien utile lorsque 'on fera une approximation d’un état
par un autre, afin de savoir si I'on prend bien en compte toutes les corrélations.

On déduit de (1.1) 'expression de la métrique, distance infinitésimale entre [U] et [¥+d V]
vOisins :

ds®> = d* ([¥], [¥ +d¥]) =1 — | <[V + dU>, |? (1.2)

appelée métrique de Fubiny-Study.

[’espace projectif hérite aussi d'une structure symplectique €2, c’est a dire d’une forme
bilinéaire antisymétrique fermée. Cela fait de ’espace projectif une variété de Kahler.
Dans un systeme de coordonnées complexes (base de I'espace tangent complexifié), la

métrique (1.2) peut s’écrire :

1 1
g = §gwdz“ ®dz¥ + §g,—wd,§“ ® dz" = g,zdzdz (1.3)



La forme symplectique (ou forme de Kahler) s’écrit alors :
QO =ig,pdz" Ndz" (1.4)

Et localement g¢,; peut s’écrire :
Guo = a,uaﬁlc (15)

La fonction IC est appelée potentiel de Kahler. On la verra apparaitre au paragraphe
suivant.

Par exemple, 'espace projectif de H = C?, qui est I'espace de Hilbert pour un spin 1/2,
est P! isométrique a la sphere S? de rayon 1/2. Deux états sont orthogonaux si ils sont

antipodaux, de distance /2.

Remarque : Etant donné deux vecteurs voisins, |U > et |¥ 4+ d¥ >= |¥ > +|d¥ >€ H,
non nécessairement normalisés, || |[d¥ > || =< dV¥|d¥ >'/?< 1, on obtient que la distance

entre les états [U] et [¥ + dU] est aussi :

AV |d¥ Udv > |?

< U > < U >2

On trouve cette expression par exemple dans [21], appendice 3.

c) Connexion de Berry

A un état quantique donné [W], est associé la famille de vecteurs colinéaires entre eux, cor-
respondant a cet état. Cette famille Fy, isomorphe au plan C, est appelée la fibre en [¥],
ou aussi la raie. [.’ensemble des fibres F = UypFy, forme un espace fibré vectoriel holo-
morphe en droites complexes sur P, noté F — P. Il s’agit en fait d’une ”décomposition”
de l'espace des vecteurs quantiques en regroupant dans une fibre, les vecteurs colinéaires
entre eux. Cette décomposition s’avere eétre particulierement judicieuse pour aborder la
dynamique quantique.

Pour un état [U], 'ensemble Uy des vecteurs de norme un (sous ensemble de Fy) est
isomorphe au groupe U(1) (homéomorphe au cercle S'). L’ensemble des fibres Uy forme
un espace fibré principal sur P, de groupe caractéristique U(1), et noté U — P. [20]. Cet
espace fibré possede une connexion induite par le produit hermitien sur H, qui est ap-
pelée connexion de Berry [16, 23] en physique (et connexion de Chern en mathématiques).
Comme présenté par J. Aharonov et Y. Anadan [24], cette connexion peut s’exprimer en
terme de transport parallele, de la facon suivante :

Considérons un chemin dans I'espace projectif : [U(¢)] € P, t € R.



A chaque état [W(t)], ¢ € IR, on associe arbitrairement un vecteur normalisé |W(t)>, €
Uy(r). Ce chemin continu |¥(1)>, est appelé un relevement de [¥(£)]. Un autre relevement
pourrait étre :

W (t)>, = /O (1)>, (1.7)

ou f(t) est une fonction continue quelconque. Infinitésimalement, on a les recouvrements

<YW (t+dt)>, = 1+ ,<U(1)|0,¥(t)>, dt + o(dt)
SUD U+ d)>, = 1+ ,<U(1)|0,V (1), dt + o(dt) (1.8)
= 14 ,<U(D)|0y¥(t)>, dt + 10, f (t)dt + o(dt)
Le relevement horizontal est défini par la condition que localement le recouvrement est
maximal entre les vecteurs.

Ainsi |W(t)>, est un relevement horizontal du chemin [W(¢)] passant par |W(0)>,, si :

- (1.9)

SUOU(E+dt)>, = 1+ o(dt)
(W (0)> = [(0)>,

Ce choix est possible et unique car £V (¢)|¥(t) >, = 1, donc LY (t)|0,V(¢) >, €
1IR. De plus ce relevement ne dépend pas du paramétrage du chemin, c’est une notion

géométrique. D’apres (1.8), il suffit de choisir :

{@ﬂﬂ=i<W@W> (1.10)

f(0)=0

Ainsi, I'expression du relevement horizontal |W¥(¢)>, a partir du relevement arbitraire
| W (t)>, est :
— t
(5>, = e Jo A T(1)>, (1.11)

avec

A =, <¥|d¥>, € iR =U(1) (1.12)

qui est appelé la connexion de Berry.

Remarque : par rapport a un autre relevement |¥'(t) >= ¢/'(|W(¢) >, on obtient avec

(1.8), que la connexion de Berry est :
A= A+idf (1.13)

Bien que le transport parallele soit une structure intrinseque dans les fibres, en pratique,

il est exprimé de cette facon, par rapport a un relevement que 1’on a choisi. Si I'on se



donne sur un domaine ouvert V de P, un relevement continu (¥(p)>,,p € V, (aussi
appelé une section locale du fibré /), alors A est une un-forme sur V.
Dans le langage des théories de jauge, U(1) est le groupe de jauge, la jauge est fixée par

le choix de |¥(t)>, , A est le potentiel de jauge, et (1.13) est une transformation de jauge.

w(0)

s W)

Figure 1.1: Le Transport paralléle : & la base de la figure, [V (t)] représente un chemin parmi

les états de l'espace projectif. A chaque état, est associé un ensemble de vecteurs quantiques
qui différent entre eux par une phase, et qui forment une ”fibre”, ici représentée par un cercle.
Etant donné un vecteur quantique initial |¥(0)>, dans la fibre de [V (0)], le transport parallele
correspond a une fagon privilégiée de passer d’une fibre a une autre, et cela définit un chemin
(”le plus court”) noté \‘l!(At)/>n . Ce chemin est défini relativement & un chemin arbitraire |V (t)>,
que 'on s’est donné et qui sert de repére (ici en trait plein). L’écart est caractérisé par la phase

t
relative e fo A

Suite au transport parallele, arrive naturellement la notion d’holonomie. En effet, si

I'on consideére un chemin [¥(¢)] périodique sur I'espace projectif P, [¥(0)] = [¥(T)], et

que l'on choisisse |W(0)>, € Uy(), alors par transport parallele le long de [¥(t)], et aun

bout d’une période, |¥(¢)>, s’exprime comme :

(W(T)>, = e[ W(0)>, (1.14)

avec ¢ € [0,2x]. On vérifie que ¢ ne dépend ni du choix de |¥(0)>,, ni du choix de
l'origine [¥(0)] sur le chemin. ¢ est appelée la phase de Berry du chemin. Cette phase

a d’abord été considérée pour des transports adiabatiques d’états stationnaires par M.V.



Berry 16|, identifiée par B.Simon [23], puis ensuite généralisée par J. Anandan [24].

[W(0)]

Figure 1.2: Holonomie, phase de Berry : si I’ état [V(t)] décrit un chemin périodique dans

Pespace projectif, la phase de Berry ¢, est le déphasage obtenu aprés une période de transport

paralléle d’un vecteur initial.

D’aprés (1.11), si |¥(¢) > est un relevement périodique (i.e. |V (0)>, = |U(T)>,),
alors ¢ =i [{ A [27].
Nous allons voir que le calcul de ’holonomie peut se faire sans référence a une section

particuliere, au moyen de la courbure de Berry :
F =dA =,<d¥| A |d¥>, (1.15)

Si 'on se donne une surface S dans 'espace projectif P ayant la trajectoire I' = [W(t)],
comme bord, et que I'on choisisse un relevement continu |¥(¢)>, au dessus de S, alors,

d’apres le théoreme de Stockes,

¢zz’fr,4:z'//sf [27] (1.16)

Et contrairement a A, la deux-forme F =, <dW|A|dU>, a valeur dans iR, est indépendante
du choix du relevement |¥>, ; comme on peut le vérifier avec (1.13).

Il faut aussi noter 'identité entre la deux-forme de courbure et la deux forme symplectique



(réelle) :

F =i (1.17)

La phase et la courbure de Berry nous seront aussi utiles dans la deuxiéme partie pour le
calcul de I'indice de Chern d’'une famille d’états stationnaires.
Au paragraphe 3, la forme symplectique €2 servira a formuler les équations de Hamilton

classiques déduites de la dynamique quantique.

Remarque : Pour I'espace projectif P! = P((DQ) =~ G2 la phase de Berry d’un chemin

fermé est I’angle solide du chemin vu du centre de la sphere S? [16].

1.2 Vitesse de I’évolution quantique

Dans ce paragraphe, nous allons considérer de maniere géométrique la dynamique quan-
tique dans I'espace projectif, selon une formulation établie par J. Anandan et Y Aharonov
[19].

Supposons donné un Hamiltonien f[, opérateur hermitique de I’espace de Hilbert H. 1l
génere une dynamique dans . Un vecteur |W(0) > évolue selon la trajectoire |¥(t) >€ H,

déterminée par I’équation de Schrodinger :
ihd,| W (t) >= H|W(t) > (1.18)

soit par intégration :
W(t) >= e "5 [T (0) >= T,|W(0) > (1.19)

Cette dynamique dans l'espace de Hilbert induit par projection une dynamique dans
I'espace projectif P, notée [W(¢)], bien définie.
L’opérateur d’évolution Ut = e*i% étant unitaire, on déduit que le produit scalaire
<U(t)|P(t)>, est conservé au cours du temps, et d’apres (1.1), I'évolution dans P conserve
les distances. C’est une isométrie.
Calculons la vitesse v de I’ état [WU(t)] sur sa trajectoire. On a :

Ht  1H*

)z =i = oy

)W (0)>, + o(t?) (1.20)
donc d’apres (1.2) :
ds® = d*[U(0), W(t)] = (1 = [ <V (0)[W(1)>, |)

= 288 4 o(1?)

(1.21)



et donc :

AE (1.22)
V= —]— .
h
avec
AE? = <U|H?U>, — < |H|T>,? (1.23)

qui est 'incertitude en énergie de 1’ état, constante le long de la trajectoire.

En particulier, les points fixes sont les états stationnaires pour lesquels AE = (. Les états
stationnaires et leur énergie (le spectre) caractérisent la dynamique (1.19) du fait que celle-
ci soit linéaire. Il est donc intéressant de les connaitre, ou d’avoir des estimations. Une
approche possible est de construire des états quantiques ayant une incertitude en énergie
AFE aussi petite que possible.

Notons la remarque de J.Anandan et al. qui est que (1.22) fournie I'interprétation suivante
de l'incertitude de Heisenberg temps-énergie : pour qu'un état |[W(0)>, évolue vers un
état |W(t)>, qui lui soit presque orthogonal, il faut que d(¥(0), ¥U(¢)) ~ 1 et d’apres
(1.22), un temps t > £ ~ . Donc tAE > h.

v

1.3 Projection de I’évolution quantique sur une sous

variété complexe.

La dynamique quantique que nous venons de considérer se passe dans tout 1’espace pro-
jectif, qui est de dimension tres grande. La plupart des méthodes d’approximation en
physique nucléaire, physique atomique ou moléculaire, consistent a considérer que lors de
son évolution, un état quantique reste dans une famille particuliere d’états S, de dimen-
sion beaucoup plus faible. Cette famille est souvent appelée famille de fonctions d’essai.
Ce peut étre les déterminants de Slater a particules (ou quasi-particules) indépendantes,
ou encore une famille d’états cohérents pour décrire des mouvements collectifs. Le choix
de cette famille dépend bien str de la dynamique que 'on considere au travers du Hamil-
tonien H qui la gouverne. La méthode d’approximation s’effectue généralement au moyen
du principe variationnel dépendant du temps, et fournit des équations de mouvement dans
la surface S, en terme de mouvement classique dans un espace de phase généralisé (voir
[2], chap. 9).

Dans ce paragraphe, nous verrons que la méthode d’approximation par le principe varia-
tionnel peut se concevoir de facon géométrique : les équations de mouvement résultantes
s’obtiennent en projetant orthogonalement sur la famille S (incluse dans ’espace projec-

tif), en chaque point de celle-ci, le champ de vecteur vitesse quantique. Voir la figure 1.3.



Nous verrons que le champs de vecteur obtenu engendre un flot hamiltonien, qui peut
donc étre considéré comme la meilleure approximation de la dynamique quantique par
une dynamique restreinte a cette surface au sens de la distance (1.1). L’erreur commise
par cette approximation peut-étre évaluée a partir de ’angle de projection que nous cal-
culerons. Il est a noter qu’il n’est pas encore question de limite classique, h — 0. Le
parametre A est fixé. La limite classique apparaitra en fait lorsque 'on s’apercevra que
les états cohérents constituent une surface particuliere, pour laquelle I'angle tend vers 0
pour h — 0.

Cette formulation est valable plus généralement si l'on effectue la projection sur une
famille d’états quantiques formant une sous variété complexe de 'espace projectif. Cela
nous permettra d’appliquer ces résultats a la famille des états cohérents standard, puis a
la famille plus large des états cohérents déformés (ou ”comprimés” ou squeezed-states).
Du fait de sa généralité, cette formulation peut étre appliquée aux autres types d’états
cohérents [25], ou encore aux déterminants de Slater, pour des problemes a N corps (de
la méme fagon que le principe variationnel), ou encore a des produits tensoriels de ces
différents états cohérents pour étudier le couplage spin-orbite par exemple.

Par rapport au principe variantionnel, l'intérét de cette formulation est son caractere
géométrique, illustré sur les figures 1.3, 1.4, et I'obtention d’une expression de 'angle «a

de projection, qui permet de valider ou non 'approximation effectuée.

a) Sous variété complexe de I’espace projectif

Soit |z >, 2z € C une famille de vecteurs, ayant une dépendance holomorphe en z. On
note S = {[|z >], z € U} la surface dans I’espace projectif formée par ces états quantiques,
qui constitue donc la famille de fonctions d’essai.

Inversement, étant donnée S une surface complexe de I’espace projectif, il existe une
section (locale) holomorphe du fibré en droite, que nous notons |z >, 2z € C.

(Le vecteur |z > n’est pas normalisé en général). z € € paramétrise donc la surface S.
Etablissons I'expression de la métrique sur la surface S. Pour deux états voisins [z] et

[z +dz], on a:

d*([2], [z + dz2]) = 1 — | ,<z|z + dz>, [? (1.24)

d s
|z+do> 73, aboutit & :

un calcul basé sur le développement limité de |z + dz>, = CordeerdisT?

d*([2], [z + dz]) = (0,0:In < 2|z >)dzdz (1.25)



ce qui donne l'expression de la métrique (1.3). Donc :

Comme défini par (1.5), la fonction K = In < z|z > est le potentiel de Kilher relatif aux
coordonnées (z, z).

La forme symplectique (1.4) est :
2 =14(0,05In < z|z >)dz Ndz (1.27)

La un-forme A (1.19) caractérisant la connexion de Berry par rapport aux vecteurs |z >

est :
A= ,<z|dz>,
(1.28)
= 10.In<z[z>dz—30;In < z|z > dz
Si bien que la courbure de Berry (1.15) est :
F=dA=-0,0;In < z|z > (dz N dZ)
(1.29)

= Q)

conformément a (1.17).

Pour une famille d’ états de dimension n, les expressions sont similaires.

b) équations du mouvement

Soit [z], un point de la surface S. La trajectoire quantique passant par ce point est

déterminée par I’équation de Schrédinger (1.19) :
S Ht
(W(t)>, =e "7 |2, (1.30)

pour t =0, |¥(0)>, = |z>,. La trajectoire [¥U(t)] peut sortir de la surface S. Appelons ¥/
le vecteur vitesse de la trajectoire (¥ ()] en t = 0. On cherche Iexpression de la projection
orthogonale de ce vecteur sur le plan tangent a la surface S. (Cette projection orthogonale
V se fait dans I'espace tangent en [z] qui est un espace euclidien). On notera (2, z) les
coordonnées du vecteur projeté V' (dans la base naturelle de I'espace tangent complexifié).
Voir la figure (1.3).

AB
=

D’apres (1.25), la distance entre deux états voisins de la surface est :

On a vu, avec (1.22), que : v =|| 7' ||=

d*([2], [z + dz]) = (0,0:In < 2|z >)dzdz (1.31)



Figure 1.3: Projection orthogonale de la vitesse d’évolution quantique sur la surface des états

S, dans ’espace projectif.

Notons .
< z|H|z >

—<z|H|z>, (1.32)
< zlz >

H(z,z) =

qui est une fonction définie sur S. Alors toujours par un développement limité, on montre

que :

P = d([B()], [ + d2)?
= t?AE*+ (0,0;In < 2|z >)dzdz — itdz(0,H) + itdz(0;H) + o(t?, |dz|?, |tdz|)
(1.33)
On pose dz = Zt, et on minimise la distance (1.33) par rapport & (2, z) en imposant :
0;d* = 0;d*> = 0.

Cela donne la coordonnée complexe du vecteur projetté z :

2 (0,0;:In < z|z >) = —ia;?

(1.34)

(et ’équation complexe conjuguée, faisant que V' est bien un vecteur réel).
En faisant cette opération de projection pour tous les points [z] de la surface S, on obtient

un champ de vecteur sur S exprimé par ses coordonnées (Z, z). Voir la figure 1.4.

Le champs de vecteur vitesse obtenu sur la surface est un champ Hamiltonien, de

fonction de Hamilton (1.32). L’expression géométrique des équations de mouvement est



Figure 1.4: Champ de vecteur hamiltonien sur S.

d’apres (1.34,1.4) :
1

2Q(V,.) = %d”H() (1.35)
Ces équations Hamiltoniennes de mouvement sont celles que 1'on obtient aussi par le
principe variationnel appliqué a la famille d’états S [2] (ce qui est naturel). Le principe
de projection orthogonal et le principe variationnel dépendant du temps sont donc équi-
valents. L’intérét de la formulation ici est son aspect géométrique.
La norme de V est donnée d’apres (1.25) et (1.34) par :

1 |0, H|?

2: 71 .;:_ 1
V2=(0,0:In< z|z>) 22 200 < 22 5) (1.36)

et I’angle de projection « par :

vz o 0.2

- = 1.
v?2 AE?(0,051n < z|z >) (137)

cos’(a) =

a condition que v # 0. Dans le cas ot v = 0, on a o = 7, c’est a dire que lorsque la
dynamique quantique est orthogonale a la surface, cela correspond a un point fixe du flot
Hamiltonien sur S, voir figure 1.4.

Notons que la projection de la dynamique sur une famille d’états |zy, 29, -2, >, z; €
C, de dimension complexe n, donne des résultats analogues. Au paragraphe 4, nous
travaillerons avec une famille de dimension deux. Il est alors utile d’exprimer la forme
symplectique dans un systeme de coordonnées ou elle est diagonale. Ce systeme existe

d’apres le théoreme de Darboux [21].



Pour un Hamiltonien dépendant du temps, H (%), les calculs de projection donnent un
résultat identique a (1.34),(1.35), on cette fois-ci la fonction de Hamilton (1.32) dépend
du temps.

Nous appliquerons ces formules de projection sur la famille des états cohérents, puis sur
la famille des états cohérents déformés aux chapitres 2 et 3. La particularité ainsi que
I'intérét de ces familles d’états est que I’angle de projection a est respectivement de 'ordre
de V1 et .

La dynamique quantique devient donc tangente a la surface dans la limite classique h — 0.
Une propriété de cette famille d’états cohérents est que curieusement, du fait qu’ils forment
une famille surcomplete, I'opérateur H est déterminé par la connaissance de la fonction
H(z, z)[8]. Autrement dit, la projection ne fait pas perdre d’information sur la dynamique

(mais cela est formel et lié a I'existence d’un prolongement analytique).






Chapitre 2
Les états cohérents standard

Nous allons poursuivre I'étude de l'approximation de la dynamique quantique par une
dynamique Hamiltonienne obtenue par projection orthogonale sur une famille d’états
donnés. Afin d’obtenir une limite classique, nous allons considérer dans ce chapitre la
famille des états cohérents standard du plan.

Ces états cohérents peuvent généralement étre construits dans les problemes habituels
de mécanique quantique, traitant un systeme de particules dans l'espace, soumises a
un potentiel. Ils apparaissent aussi en seconde quantification, dans le cas d’un champ
bosonique, et sont ainsi beaucoup utilisés en physique nucléaire ou encore en optique
pour étudier le champ de photons [8].

Mais le concept d’états cohérents est assez général, et est associé a la représentation
linéaire unitaire de groupes de Lie [26]. pour les états cohérents standard, il s’agit du
groupe de Weyl W. Les états cohérents touchent ainsi un large éventail de domaines
en physique [27], et ont des propriétés particulierement bien adaptées pour envisager la
limite classique; cela est bien connu depuis Heisenberg qui pensait par la lever le paradoxe
de la réduction du paquet d’onde.

Dans une premiere partie, la définition et les propriétés essentielles des états cohérents
sont rapidement présentées. Le fait essentiel est que la famille des états cohérents standard
est paramétrisée par les variables de position et d’impulsion (g, p), voir (2.8), et que 'on
obtient une expression holomorphe (2.15).

Ensuite, le calcul de projection est effectué, le flot Hamiltonien obtenu correspond aux
équations habituelles de la mécanique classique (2.46), et I’angle de projection « est évalué
par (2.42), et ensuite commenté. On trouve que cet angle est de l'ordre de VR, en accord
avec le résultat établi par G.A. Hagedorn [4]. Le fait que cet angle tende vers zéro pour

h — 0, et donc que les trajectoires quantiques deviennent tangentes a la surface des

27



états cohérents, permet de construire des états quantiques ayant une faible incertitude en
énergie, a la facon de E.J. Heller, c’est a dire en superposant des états cohérents le long
de la trajectoire. L’incertitude en énergie est alors de 'ordre de 2. Nous en parlons au

chapitre 4.

2.1 Présentation et définition.

Nous allons rappeler la définition et les propriétés générales des états cohérents du plan
(ou standard), en reprenant les notations de A. Perelomov [26]. Pour simplifier, nous
considérerons dans ce qui suit les états cohérents pour un degré de liberté. L’extension
a plusieurs degrés de liberté peut se faire en général sans difficulté. Nous indiquerons les
points ou cette extension est moins évidente.

Pour un systeme a un degré de liberté, les opérateurs de position ¢ et d’impulsion p

vérifient :

[4,p] = ih (2.1)

0= ——(G+ip), at = ——(G—ip 2.9
m(q D) m(q ») (2.2)
h h
(j:\/i(a—i—cf“), p=1iy/=(at —a) (2.3)
2 2
qui vérifient :
[a,a®] =1 (2.4)

(a,a™,1) ou (4,p,1) sont des bases de I'algébre de Weyl W, et génerent le groupe de
Weyl W;. Une représentation unitaire irréductible du groupe de Weyl W, est obtenue au

moyen des opérateurs T'(g) agissant sur I'espace de Hilbert £*(IR). :
T(g) =exp(isl)D(z), se€R,z€Z,ge W. (2.5)

avec D(z) = exp(za™ — za).

Nous rappelons que 'action des opérateurs ¢, et p est définie par :
§U(z) = 20(z), pU(z) = —%am\p(g;), UeH (2.6)

Pour les calculs, les formules de commutation suivantes sont utiles. FElles peuvent étre

obtenues au moyen d’une représentation matricielle fidele de I'algebre VW, par des matrices



3 x 3 8], ou a l'aide de la formule e”e” = e2!"7le”TF

vérifiant : [A, [A, B]] = [B, [A, B]] = 0.

, vraie pour deux opérateurs A, B

= ez e e (2.7)

i indg —igp
= e xPer e

avec !

z = \/%(q+ip). (2.8)

Si bien que D(z) est un opérateur de translation dans I’espace de phase, de la quantité
(¢,p). On en déduit la loi de multiplication qui montre que le groupe est non commutatif.
Pour o, 8 € C,

D(@)D(B) = ™D D(a+ )

62”m(aB)D(ﬁ)D(a) (2'9)

L’espace de Hilbert qui est I’espace de représentation, est engendré par les vecteurs |n >

, n € IN, (qui sont les états propres de 'oscillateur harmonique Hy = h(a*cH—%) = ¢*+p?)

al0>, =0
r .,
1= |n> <n|
n=0

L’action simple de a sur I’état |0>, fait que dans les calculs avec les états cohérents, les
manipulations algébriques consistent a commuter les opérateurs pour placer les opérateurs
a & droite des opérateurs a™.

Par définition, les états cohérents sont les états quantiques obtenus en faisant agir les
éléments T'(g) du groupe Wy sur le vecteur |0 >. Le sous goupe d’isotropie de cette action
est H = {exp(isl), s € R} qui laisse I'état [|0 >] invariant. Les états cohérents standard
forment donc une surface a deux dimensions réelles de I’espace projectif, paramétrisée par

z € €, et dont les vecteurs unitaires représentants sont, :

z>, = D(2)|0>,, zeC. (2.11)



Dans la suite, nous appelerons Sy la surface dans 'espace projectif constituée par les états
cohérents standard; (elle sera identifiée dans la limite A — 0 a I’espace de phase classique).

La fonction d’onde d’un état cohérent standard (ou représentation position "x”) est :

1/4 i z—a)2 .
U(r) =< z|2>, = (W]—h) exp|+pa] exp[—%] exp[—iZ%] (2.12)
_ (ﬂ_lh)l/4 o5 o7t /Z g h(22422) ‘

Le module est donc une gaussienne de largeur ~ v/h centrée en z = ¢. Sa transformée de
Fourier (ou représentation impulsion ”"p”) est :
1 i (y—-p)

N 1/4
(y) =<yl = (=) explpaylexpl—

.qp
Xp|—t— 2.1
— . lexpl-is]  (2.13)

dont le module est une gaussienne de largeur ~ /A centrée en y = p. On note aussi les
états cohérents par |¢,p>, = |z>,. L’état cohérent |gp>, a donc des incertitudes en
position et impulsion minimales : Ag = Ap = \/g — 0 pour h — 0, et a pour valeurs
moyennes : ¢ =< qp|dlgp >, p =< qp|p|lgp >. 1l est donc naturellement associé au
point de I’espace de phase classique (gq,p). C’est cette propriété particuliere d’étre des
états localisés en position et impulsion a la limite 4 — 0 qui constitue I'intérét des états
cohérents dans 'approche semi-classique et qui fait aussi qu’on les surnome états quasi-
classiques [25].

Nous notons aussi (Z, Z) le systéme de coordonnées complexes classiques :

Z=z hz%(q—i—z’p) (2.14)
Les coordonnées (¢, p) ou (Z, Z) sont adaptées pour traiter la dynamique classique sur
Sp mais les variables (z, z) restent a 1’échelle de la distance quantique (2.20).
[’action particuliere de a sur I’état |0 >, voir (2.10), fait que 1’on obtient une représen-
tation holomorphe des états cohérents (section holomorphe de F — Sp) a partir de (2.7)
et (2.11) ;
1z >=e*" 0>, (2.15)

Ces vecteurs |z > ne sont pas normalisés, et :

|z >

SRS

(2.16)

ZZ

avec < zlz >=e** =¢eh .



Propriétés diverses :

alz>, = z|z>, (2.17)

Les états cohérents du plan sont invariants sous l'action de I'opérateur de translation D(z)

_ 2! 2
D(')|z >= elezf%\z' +z> (2.18)
D(2)|z>, = ™D 4 o, (2.19)

D’apres (1.26) et (1.4), la forme symplectique € et la métrique riemannienne g sur Sy

sont :
9oz = 0,0;:In < 2[z >=1 (2.20)
1
Q=1idzNdz = ﬁdq/\dp (2.21)
1
:d 2:_d2 d2
g = lde|” = o (dg” + dp)

La surface Sy est donc isométrique au plan z € C.

D’aprés (1.28) et (1.29), la connexion de Berry est caractérisée par :

A= %Zdz — %zdi

. (2.22)
= 5= (qdp — pdq)

f:dA:iQ:—dz/\dZZ%(dq/\dp)

On remarque que ?fr A s’identifie a I'action classique S d’une trajectoire I'.
Une relation importante est la relation de fermeture qui est une conséquence du lemme

de Schur combiné au fait que W, agit de facon irréductible dans H :

1= /d,u(z)|z>n n<Z| (2.23)

avec : du(z) = %Q Cette relation de fermeture exprime que les états cohérents forment
une famille génératrice surcomplete de I'espace de Hilbert. Cela permet de définir les
représentations de Bargmann et de Husimi qui caractérisent un état ¢ >€ H, et qui

sont :

U(z) =< 2|V >
Hy(z) = | <2|¥ > |2 (2.24)

Nous reviendrons longuement sur ces représentations dans la partie 2. Remarquons que

d’aprés (1.1), la distribution de Husimi correspond a la distance entre 1’ état [¥] et un



état cohérent standard |z|, "point de I'espace de phase”. Hy(2) = cos*(d(V, 2)).
Bien qu’ils forment une base surcomplete, les états cohérents sont intéressants car ils
deviennent orthogonaux a la limite h — 0 :

I_ 22
12 —Z|

| <Z'Z>P=e .

(= 0si Z2#£2" (2.25)
En particulier la distribution de Husimi d’un état cohérent [qo, po] est :
Hopo (4, 9) = N~ (@) +00)%) (2.26)

C’est donc une gaussienne circulaire, de centre (o, pg) et de largeur ~ Vi . Voir la figure
8.1.
Soit un domaine D de 'espace de phase classique S (fixe dans les variables (¢,p)). On

considere 'opérateur de projection sur les états cohérents de ce domaine :
Pp= / du(2) |25 v<z] (2.27)
Jp

Alors moyennant quelques hypotheses concernant la régularité du domaine D, R. Omnes
et al. [28] ont montré que dans la limite i — 0, Pp est approximativement le projecteur
sur un espace de dimension N = Np + o(h '), avec :

Par exemple, si D est le cercle de centre 0, et de surface S (en variables (¢, p)), Pp est
approximativement le projecteur sur I’espace de dimension n+1 engendré par les vecteurs
(10 >, 1 >,....,|n >), avec n = int(S/(27h)).

2.2 Projection de I’évolution et limite classique

Supposons donné un Hamiltonien ﬁ, qui définit une évolution des états quantiques par
I'équation de Schriodinger (1.19). Par projection sur la surface des états cohérents Sy, on

obtient une dynamique Hamiltonienne, dont la fonction de Hamilton est (1.32) :
Hn(z, 2) = o<z|H|z>, = w<qp|H|qp>, (2.29)

Cette fonction Hy(z) est aussi appelée le symbole normal de H [8]. Les équations de

mouvement sont d’apres (1.34) :

B,z = f%aﬂm(z) (2.30)



ou en variables réelles (g, p) (2.8) :

{ oq= 0,Hn(q,p) (2.31)

op= —0,Hn(q,p)

Afin de pouvoir parler de limite classique pour la dynamique, nous supposons dans la
suite que pour i — 0, 'Hamiltonien (2.29), en variables (¢, p), admet un développement

limité de la forme :

Hu(q,p) = Huo(q,p) + BHu, (q,0) + B> Hn, (g, p) + ... (2.32)

H, (g, p) est appelé le symbole classique de H, et aussi noté Hq(q, p).-

Sur un temps fixé T, 1’ état [z] parcourt une "longueur classique” de trajectoire :

L= % fOT vV atq2 + aprdt
= Vh D dz

Ainsi la longueur de la trajectoire mesurée avec la "métrique quantique” (2.20) est d =

(2.33)

L/\/ﬁ On parlera de cette facon dans la suite, de distance classique L et de distance

quantique d.

Calcul de P’angle de projection

Nous allons maintenant calculer 'angle a de la projection. Pour cela, il faut évaluer
I'incertitude en énergie AE d’un état cohérent |2>,, en commengant tout d’abord par

I'état |0>, . D’apres (2.10) et (2.15), on a :

0"z >=a™|z >

<O[H%0 >= Y2, <0/Hln><n|H|0 >

= Y2, L <0/Hat0 > |?

= Y40 <2H|z > 2, (2.34)
or on vérifie par récurrence que :
Vn, 0," < 2|H|z >/,m0= 0," <2|H|z>, 1.0 (2.35)
donc :
<OE0>= S %W <2l H|o5n 2 (2.36)

n—o b



on applique cette relation a l'opérateur H' = D7 (2')HD(%'), et en notant 2" >, =

D(Z")|z>,, il vient :
0," n<z|ﬁ'|z>n Jam0 = 05" n<z\D+(z')I:ID(z')|z>n /2=0

azn n<Z|I:I,|Z>n Jam0 = azn n<Z‘D+(Z’)I:ID(Z’)|Z>n /z=0

0." w<z + 2'|H|z + 2"> 2= (2.37)
= ;l” n<Z”‘}A[|Z”>n /2" =z
Et donc :
N Sl | N
W<z|H?|z>, =Y — 0% W<Z|H|2">, |5_, (2.38)
= n!
qui s’appelle la formule de Moyal [6].
En utilisant les variables classiques (Z, Z) (2.14), on déduit que :
72 — h" n 13 ’ 2
<Z|H 2> =) — |05 <Z'|H|Z'> %2 (2.39)
n=0 n.
donc :
2
2 2 2 2 2 N 2
AE® =,<Z|H*|Z>, — <Z|H|Z>,° = h|0zHN|" + a\az’Hm + ... (2.40)
Et avec (1.37) :
cos?(a) = hlozHn
( ) (h‘azHN‘Q‘F%W%’HNP-F---) (241)
— 1 hloEHNP ()
= NazHy? T OV
ou encore :
A
« = arctan : 2T
(S5 k)
donc :
h |a%/Hrl| 1/2
a=1/= =+ o(ht 2.42
afocsiy + o 2
(Ceci est non valable pour les points fixes ou 0,H., = 0).
|0, Z| = |0zHal| est la vitesse dans l'espace de phase. Aux points fixes pour lesquels

0 Z = 0zH = 0, Pexpression (2.42) de I'angle diverge. La raison est que la trajectoire

exacte devient orthogonale a la surface pres de ces points, comme le montre la figure (1.4),

et Pangle tends vers 7.

|0z°Hq|, terme du hessien de H,, est relié a la divergence locale des trajectoires.

[’angle o — 0 pour h — 0, donc la trajectoire quantique exacte d'un état cohérent devient

tangente a la surface Sy. Ainsi les équations de mouvement classiques (2.31) peuvent étre



[W(O)]

Figure 2.1: Trajectoire quantique exacte [U(t)] et trajectoire classique approchée [z(t)].

considérées comme une approximation de la dynamique quantique pour les temps courts.

Une approximation qui s’améliore avec i — 0. Voir la figure (2.1).

Afin d’évaluer cette approximation, il nous faut estimer la distance qu’il y a entre I’
état exact [W(t)] et I’ état cohérent [z(¢)] ayant suivi la trajectoire classique passant par
[2(0)] = [¥(0)], apres un temps ¢ fixé. En raisonnant sur le triangle (W(0), z(¢), ¥(¢)), on
déduit que :

d(W(t), z(t)) ~ tan(a) d(V(0), z(t)) (2.43)

Si L est la distance classique entre W(0) et z(t) (2.33),
L =Vh d(9(0),2(t)) (2.44)

| d(W(t), 2(t)) ~ CVR(L/Vh) ~ CL. (2.45)

Ot C est une constante. Cette approximation grossiere montre que la distance entre I’état
exact V(1) et son approximation par un état cohérent z(t), ne tend pas vers zéro lorsque
h — 0.

Au chapitre suivant, l'introduction des états déformés permettra de réduire I'angle a
I'ordre ~ h. Cela nous fera comprendre que I'écart est ici dit a la non prise en compte de
I’étalement du paquet d’onde, phénomene bien connu.

Pour un probleme a plusieurs degrés de liberté, les formules ci dessus sont similaires. On
obtient que I’angle est toujours de 'ordre ~ /.

Sil’on ne considere que le premier terme du développement (2.32) pour écrire les équations
de mouvement (2.31), lerreur Ag ~ Ap ~ h ajoutée a (2.45) équivaut d’apres (2.20) a

une distance inférieure a 'erreur déja commise en projetant.



En conclusion de ce paragraphe, les équations de mouvement classiques, indépendantes

de h, sont :

{ Oq = 0yHulq,p) (2.46)

atp - *8q/Hcl(qap)

et permettent d’approcher ’évolution quantique d’un état cohérent, avec une erreur ex-

primée par un angle (2.42), a ~ V/h.

Remarque : Une premiere estimation sur les états stationnaires que nous permet de faire
les états cohérents, est la suivante : d’apres (2.40), Uincertitude en énergie d’'un état
cohérent est AE ~ h|0,H|. (= 0 pour i — 0). Donc inversement, un état sta-
tionnaire d’énergie E se décompose principalement sur des états cohérents d’énergie
moyenne (E + §F), avec §E ~ v/h. Cela signifie que la distribution de Husimi (2.24)
d’un état stationnaire est localisée sur la couche d’énergie classique E, avec une largeur
|0Z| ~ SE/|0zHea| ~ V.

Si on appelle Dy = {(q,p) / H(q,p) < E} le domaine de 'espace de phase d’énergie
inférieure a E,de surface Aire(Dpg), alors Pg est approximativement le projecteur (2.27)

sur les états stationnaires |W,, > d’énergie F, inférieure a E, qui par ailleurs forme un

__ Aire(Dg)

5.~ De ce raisonnement formulé non rigoureusement,

espace de dimension ~ Np .

on retrouve la formule de Weyl :

1
cardinal {|¥,, > t.q. B, < E} = ﬁAire(DE) +o(h™") (2.47)
mh



Chapitre 3
Les états cohérents déformeés.

Nous allons considérer les états cohérents déformés (”squeezed coherent states”), ce qui
va permettre de réduire I’angle de projection d’un ordre de grandeur et ainsi d’améliorer
I’approximation précédente.

L’évolution des paquets d’ondes gaussiens a été beaucoup étudiée, notamment par Hepp
3], Littlejohn [6] et A.J. Heller [5].

La définition des états cohérents déformés et quelques propriétés utiles sont rappelées et
développées dans 'appendice A.

Les états cohérents déformés forment une famille d’états quantiques de dimension réelle
2N + N(N + 1) pour un probleme & N degrés de liberté, et contiennent entre autres les
états cohérents standard. Un état cohérent déformé est un paquet d’onde gaussien, et 2N
variables paramétrisent sa position et N (/N + 1) variables sa déformation elliptique.
Pour simplifier I'exposé, nous ne traitons que le cas a un degré de liberté. Le centre
du paquet d’onde gaussien est paramétré par z = (q,p), et sa déformation par R € C
(A.15). Les états cohérents déformés ont beaucoup étés utilisés en optique sous le nom
d’états cohérents ”comprimés” mais aussi en physique nucléaire pour étudier des systemes
de plusieurs particules, dans le formalisme de la transformation de Bogolubov pour les
bosons [2].

La déformation elliptique est obtenue par I'action d’un élément du groupe symplectique
(ou groupe des transformations canoniques linéaires, autre que les translations). Cela est
résumé sur les premieres figures de I'appendice A.

L’équation (A.39) donne 'expression d'un état cohérent déformé en fonction de sa défor-
mation R et de sa position z dans l'espace de phase. Mais pour les manipulations
algébriques et I’application du formalisme du chapitre 1.3, I’expression holomorphe (A.41)

est utile.
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Au paragraphe suivant nous obtiendrons les équations de "mouvement classique” d’évo-
lution (3.5) et (3.6), d'un état cohérent déformé, par projection de I’évolution quantique
exacte. L’angle de projection « sera ensuite calculé (3.7) et discuté.

Finalement, nous vérifierons que les équations de mouvement obtenues sont identiques a
celles obtenues par linéarisation du flot Hamiltonien au voisinage de la trajectoire clas-
sique (3.13). Ces équations constituent ce qui s’appelle 'approximation linéaire dans
I'étalement du paquet d’onde [5]. Tl ressortira néanmoins que la rotation d’un vecteur
tangent classique décrite par la variable 6 (3.13), figure A.1, est absente de la description
de I’évolution de 'état cohérent déformé (3.6).

De cette comparaison, il apparaitra de plus une différence entre la déformation d’une
distribution de Husimi et celle d’une distribution de Liouville. La derniere étant plus
déformée que la premiere par une puissance deux, voir (A.58), et les figures A.4, A.5.
Cette différence sera expliquée dans 'appendice A et ne semble avoir été mentionnée a

notre connaissance dans [29], page 1454 et [30] page 65.

3.1 Projection de I’évolution quantique et équations

du mouvement.

Nous allons a nouveau considérer les équations du mouvement de Hamilton obtenues
par "projection orthogonale” des vecteurs vitesse d’évolution quantique, en suivant la
démarche du paragraphe 2. Mais cette fois ci, cette projection se fait sur la famille des
états cohérents déformés, paramétrisés par les variables (z, R) € 2.

La fonction de Hamilton définie sur cette famille est d’apres (1.32), et la notation (A.80)

Hp(R, 2) =<z, R|H|z, R>, (3.1)

Les équations de mouvement sont alors d’apres (1.35), et en utilisant (A.47), ainsi que la

variable "classique” Z = 2v/h = 75(q +ip) (2.14) :

(3.2)

0.2 = —idsHp
R = —ZC0Hp

Ces équations écrites ici a h fixé, décrivent donc le mouvement du centre d’un état cohérent
déformé Z(t), ainsi que sa déformation elliptique R(t).

Dans la limite 2~ — 0, nous montrons dans I'appendice A que la fonction de Hamilton



admet le développement suivant :

Hp(R, Z) = Ha(Z2) + I Heu(R, Z) + o(h) (33)
avec : B
1 (R, R_, _
Hq’u,(R; Z) == T 563 Hd + 532 Hcl + RR 83327{,31 + HN1 (Z) (34)
et T =1 RR.

Les équations de mouvement (3.2) tendent donc vers le systeme indépendant de b :

{ 0Z = —idsHy + O(h) 35)

OR = —2iY205 My + O(h)

et au premier ordre en h, on retrouve les équations de Hamilton 2.46. Ces équations de

mouvement peuvent se réécrire a 1'aide de (3.4) :

NZ = —i0sHy
OR = —i[0z*Hay+2R0z05Hy + R202°H.] (3.6)
= —i[0z + ROz)*H

Elles ne font intervenir que le symbole classique. On remarque aussi que la premiere
équation est 1’équation de mouvement habituelle d'un point dans I’espace de phase Z =
(q,p), et n’est pas couplée au parametre de déformation R(¢) (qui lui par contre est couplé

a la variable Z d’apres la deuxiéme équation).

Calcul de P’angle de projection ap.

Le calcul de 'angle de projection « est effectué dans I'appendice A. On obtient que

pour h — 0, I'angle est :

o — 0z + ROz)"Ha(2)]?
b T26[R(0zHa)? + R(0:Ha)? + (1 + RR)|05H|?

1/2
]> +o(h)  (3.7)

Par rapport aux états cohérents standard (2.42), le fait de tenir compte de ’étalement
de I'état cohérent par la variable R, fait donc gagner un demi ordre de grandeur dans la
dépendance en h. On s’apercoit de plus avec (A.95), que I'angle est nul pour les Hamil-
toniens quadratiques. Cela signifie dans ce cas que lors de I’évolution, un état cohérent
déformé reste un état cohérent déformé, soit encore que les équations de mouvement (3.2)

sont exactes, résultat bien connu [8].



L’expression (3.7) de 'angle ap diverge pour les points fixes de la dynamique classique

sur I'espace de phase (q,p), on dzH. = 0. En ces points particuliers, on a alors :

(02 + RO2)*Ha(2))*\ "
' = Vh h
@D Vh ( %T|(65 + RO,)*Hq|? + O(\/_)

Celle nouvelle expression diverge a nouveau si OrH,, = 0, c’est a dire pour les points
fixes des équations (3.5). Nous allons voir qu'il s’agit en fait des points fixes stables de
la dynamique sur I'espace de phase (¢, p). Autrement dit, en effectuant la projection sur
la variété des états cohérents déformés (figure 1.4), les singularités apparaissent pour les
points fixes stables de la dynamique classique (et alors ap ~ g)

Nous allons évaluer la validité de ’approximation de la dynamique exacte par les équations
de mouvement (3.2), en considérant un état cohérent initial [W(0)] = [|Ry, 2o >], et en
estimant la distance qui sépare I'état [U(t)], (résultat de I’évolution quantique apres un
temps fini ¢), de I'état cohérent [|R(t), Z(t) >|, obtenu en intégrant les équations de
mouvement (3.2), sur le méme intervalle de temps. Voir figure (2.1).

D’apres la limite (3.5), le terme entre accolades de (3.7) est borné, et I'angle «p est donc
uniformément de l'ordre ap ~ h. La distance entre [U(0)] et [R(t), 2(t)] est de I'ordre de

d ~ ﬁ (2.44) et donc la distance recherchée est :

d = d(U(0)], [R(), r(1)]) ~ b (%) Vi (3.5)

On voit donc que cette distance tend vers zéro a la limite classique (A — 0); ce qui n’était
pas le cas avec les états cohérents standard (2.45). Ce dernier raisonnement est intuitif
mais peu rigoureux. Il faut surtout montrer que le flot quantique ne diverge pas hors de
la surface. Cela tient au fait que le flot quantique est une isométrie, comme le montre la

démonstration suivante :

Justification de 3.8 :
La propriété que I'angle entre la surface S et le flot [¥(¢)] au point z est «, s’exprime par :
d) = tan(a,)l + o(l), pour [ — 0

ou d; est la distance entre [U(t)] et z(¢). Voir figure 3.1.
donc :

3l, tel que VI < I, d; < 2tan(a,)l (3.9)



z ! [z(V)]

Figure 3.1:
On suppose que [, est minoré sur la surface S (au moins sur un domaine qui nous intéresse)

dlg t.q. Vz Iy <1,

Par ailleurs, pour h fixé assez petit, on peut trouver une majoration uniforme de a, d’apres
(3.7) :

Ja=0(h) t.q. Vz a, < «
La majoration (3.9) n’est valable que sur une petite longueur /y, mais peut s’étendre sur une

plus grande longueur d’, en découpant cette longueur en segments de longueur [y, et en utilisant

la propriété que le flot est une isométrie, comme schématisé sur la figure (3.2).

[w(t)]

Figure 3.2:

IN:Nlo, N eNN



Par récurrence sur N, on déduit que la distance dy entre I'état exact ¥(t) et la trajectoire

intégrée (R(t),z(t)) sur S est majorée :

dy < N2tan(a)ly

En prenant N = int (ﬁ%), on obtient : dy < 2%. Ainsi, dans la limite A — 0, on a
a = 0(h), donc d = dy = O(Vh) . c.qfd.

Comme l'erreur d’approximation correspond & une distance d ~ /A, on peut aussi
commettre une erreur sur les variables Z et R de l'ordre de 62 ~ h et 6R ~ /A, sans que
I’approximation ne devienne plus mauvaise. Les équations de mouvement indépendantes
de h (3.5) conviennent donc.

Remarquons finalement, que a 7 fixé, I'angle o, diverge pour |R| — 1 (a cause du terme
1/Y? dans (3.7)), c’est a dire pour des états cohérents déformé prenant une taille macro-

scopique, puisqu’alors, I’approximation linéaire n’est plus valable.
b) )

3.2 Interprétation classique de la déformation du

paquet d’onde.

Les équations de mouvement (3.6) décrivent le mouvement du paquet d’onde déformé, le
mouvement de son centre Z(t), et de sa déformation elliptique R(¢). Dans ce paragraphe,
nous allons vérifier la propriété connue [6, 5|, qui est que I’évolution de sa déformation
R(t) peut s’interpréter classiquement en terme de linéarisation des trajectoires voisines a
Z(t). Plus précisement, R(t) est I’évolution des parametres d’une ellipse, évoluant avec
I’équation de Liouville, dans I'approximation linéaire.

On travaille dans le systeme de coordonnées canoniques (g, p), de 'espace de phase. Con-
sidérons une trajectoire Z'(t) = (¢'(t),p'(t)) voisine de la trajectoire Z(t) = (q(t), p(t)).

On note :

(3.10)
p'(t) = p(t)+op(t)

L’équation de mouvement de (dq(t), dp(t)) est dans I'approximation linéaire :

{ q'(t) = q(t)+0q(t)

9 (0q(t)) = HHald,p') — OpHalq,p)
= 0,0,Ha(q, p)dq(t) + 8, Ha(q, p)op(2) (3.11)
O (op(t)) = — 0, Halq,p)dq(t) — 8,0, He(q, p)dp(t)



On déduit donc que I'équation de mouvement d’un vecteur v(t) = (v,(%), v,(¢)) tangent a

I'espace de phase en (q(t),p(t)), est :

5 <Uq> _ (&,a,,% 0" H ) (vq> (312)
' Uy —0,°H  —0,0,1) \v, .
B ( 0 1) ( 0, M aqapH> <wq>
\-1 0/ \8,0H 8,°H ) \u,
R0
B D v(t)

Figure 3.3: Evolution d’un vecteur tangent.

La matrice 2 x 2 génératrice de cette évolution est aussi un générateur du groupe
symplectique. (car d’aprés (A.10), les éléments proches de I'identité s'écrivent : S(e) =
1 +eJK, ou K est une matrice symétrique). Et donc le vecteur v(t) est obtenu comme
I'image du vecteur v(0) par une application symplectique (relativement au systeme de
coordonnées canoniques (¢, p)). Voir la figure 3.3.

Considérons maintenant deux vecteurs tangents (vy g, va,) en (qo, po), formant une base, et
obtenus comme I'image des vecteurs de base (e4, e,) par une transformation symplectique
M. Voir la figure A.2. Nous avons vu que ces deux vecteurs (v; g, v ) sont caractérisés
par la matrice symplectique M, ou encore par le couple (Ry, 0y) € Dy x [0, 27]. Le nombre
complexe Ry caractérise l'ellipse de rayon 7 inscrite dans le parallélogramme (et tangente
au milieu des cotés), défini par les vecteurs (vqg,v20), et 6y indique la position de ces

vecteurs sur ’ellipse.

Ces deux vecteurs (vy,v9) sont sujets aux équations de mouvement (3.12). Par les
relations (A.23), on déduit les équations de mouvement pour la matrice symplectique M,

en coordonnées (U, V') puis en coordonnées (R, 6) par (A.19). On obtient :

{ OR= —il0s"Ha + 2R0z05Ha + R20z"Ha) (3.13)

00 = Lo:"H,+020:Ha + L0,
La premiere équation est identique a 1’équation de mouvement (3.6) qui était obtenue

par approximation de lI’évolution quantique. Elle décrit ici I'évolution d’une ellipse sous



(R(1).8(1)

Figure 3.4: Evolution d’un couple de vecteurs tangents (v1,v9)(t) caractérisés par les parametres

(), . Précisement, R(t) caractérise l’ellipse engendrée e est l'angle qui précise la
R(t),0(t)). Préci t, R(t térise lelli gendrée et 0(t) est 'angl i précise 1
position des vecteurs dans cette ellipse. Cette ellipse notée € est plus exentrique que les lignes

de niveau de la distribution de Husimi notées &y,.

'équation de Liouville linéarisée. La deuxieme équation décrit la rotation 6(t) de 'ellipse
sur elle-méme, et elle n'apparait pas dans les équations de mouvement obtenues par pro-
jection (3.5), pour la bonne raison que  n’est pas un parametre servant a caractériser un
état cohérent déformé. Si 'on se reporte aux paragraphes 3.1.c-d, on s’apercoit que ce
parametre a disparut lors de I’action du groupe métaplectique sur I’état |0 >, (A.26). On
pourrait penser que ce parametre se retrouve dans la phase de I'état cohérent. Cela est
vrai a un degré de liberté comme ici, mais faux pour N(> 1) degrés de liberté car la phase
est isomorphe au groupe U(1) et le sous groupe d’isotropie est lui U(N) de dimension plus
grande.

En conclusion de ce paragraphe, I’évolution des états cohérents déformés, est entierement
déterminée, au premier ordre, par I’évolution classique sur ’espace de phase. La distribu-
tion de Husimi d’un état cohérent est une gaussienne elliptique (fig. A.4). Son centre Z(t)
suit I’équation de Hamilton (3.6), quant aux parameétres de 'ellipse &, de la distribution,
nous avons vu qu’elle differe des parametres de I'ellipse £, par une puissance de deux.
(A.58). La distribution de Husimi ne vérifie donc pas I’équation d’évolution de Liouville
a l'ordre h. Cela est lié au fait que la distribution de Husimi n’est pas invariante par
transformation symplectique (A.76). K. Takahashi a montré qu’il y avait une meilleure
correspondance entre 1’évolution de la distribution de Husimi et 1’évolution de Liouville

convoluée par des gaussiennes (”coarse-grained mechanics”) [31].



Chapitre 4

Quantification d’une trajectoire

périodique dans ’espace des états.

Une fois les équations de mouvement classique obtenues, se pose naturellement le probleme
de quantification, qui consiste a rechercher le spectre de 'Hamiltonien (niveaux d’énergies
et états stationnaires) a partir des trajectoires classiques. Cette opération se fait géné-
ralement a I’aide de 'approximation de la phase stationnaire dans l'intégrale de chemin
(voir chap. 11 [2]), ou par la méthode semi-classique W.K.B. La premiére méthode mon-
tre que les trajectoires périodiques classiques et leur action classique sont les ingrédients
de base dans ces formules de quantification. La deuxieme méthode aboutit a la regle de
quantification de Bohr-Sommerfeld ou E.B.K. qui met en jeu des variétés Lagrangiennes
invariantes sélectionnées par leur action.

Par ailleurs J. Heller a présenté une méthode d’évaluation d’états stationnaires, en su-
perposant des fonctions d’ondes gaussiennes le long d’une trajectoire classique périodique
[32], ce qui pour la premiere fois a soulevé la question liées aux cicatrices ("scars”) dans
la structure des fonctions d’ondes stationnaires.

R.G. Littlejohn [6] a utilisé de cette fagon les états cohérents déformés, et a montré com-
ment la regle de quantification E.B.K. se déduit d’un argument simple en terme de phase
de Berry : si un paquet d’onde évolue sur une trajectoire périodique stable, s’il revient
identique a lui-méme au bout d’une période, et si la phase de Berry de cette trajectoire
est nulle (modulo 27), alors I’énergie de la trajectoire classique est une valeur du spectre
quantique (a U'ordre A pres). Y. Tsue [33] a obtenu les mémes résultats a 'aide du principe
variationnel. Dans ce paragraphe, nous allons établir le principe de base de la construc-
tion de J. Heller et de R.G. Littlejohn, qui associe un état stationnaire a une trajectoire

quantique périodique |¥(¢) >, (périodique dans I’espace projectif [¥(7T)] = [¥(0)]), dont
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la phase de Berry est nulle.

Remarque : En décomposant un état de cette trajectoire sur les états stationnaires, on
s’apercoit que les énergies propres le composant sont réparties en niveaux réguliers distants
de @ Donc génériquement, de telles trajectoires sont obtenues simplement par com-
binaison linéaire de deux états stationnaires. (Sauf pour l'oscillateur harmonique ou les
niveaux sont régulierements espacés. C’est aussi approximativement le cas pour le spec-
tre de modeles dont la limite classique est intégrable, ou pour une famille de trajectoires
périodiques stables d’apres la regle de quantification EBK. Les trajectoires périodiques
existent toujours par famille dépendant au moins d’'un parametre, [34]).

Nous appliquerons tout de méme cette construction pour ”quantifier” des trajectoires
périodiques du flot Hamiltonien situées sur la surface de projection. Cela permettra
d’approcher un état stationnaire dans la limite ou I'angle o tend vers 0 et suffisamment

vite. Car dans ce cas, au voisinage de la trajectoire projetée (”classique”) périodique, il

y a une trajectoire quantique exacte "presque” périodique.

Soit |¥(0) >, , un vecteur normalisé de la raie de [¥(0)]. D’apres l'équation de

Schrodinger (1.18), on déduit que :
<U()0,T (1), = f% <O H|US, = —%Eq, (4.1)

avec Fy I'énergie moyenne de I'état |¥ >, constante sur la trajectoire qui correspond a la

phase "dynamique” :
Ey =,<VU|H|T>, (4.2)

D’apres la condition (1.16), le chemin |W(¢)>, ne suit pas la connexion de Berry si Ey # 0,

mais d’apres (1.18), on peut considérer :
— Byt Egt o~
|W(t)>, =€ n |U(t)>, =e' ™ UfP(0)>, (4.3)

qui est un transport parallele de |¥(0)>, .

Dans le cas ou la phase de Berry de la trajectoire est nulle, on a d’apres (1.14) :
(U (T)> = [T(0)>, (4.4)

et donc [W(t+ T)>, = |W(t)>,, Vi.

Considérons alors le vecteur (non normalisé) :

e>= /OT \\If(tj>n dt (4.5)



En appliquant l'opérateur d’évolution U, = e *& A ce vecteur, on obtient :

U, U (t)>, = (t+ 7)> (4.6)

et :

71.E‘\I,‘r -
e " (t+7)>, dt

pyr (4.7)
= e 'n le>

[le >] est donc un état stationnaire d’énergie Ey, qui est I’énergie moyenne des états de
la trajectoire.
Intuitivement, \e > est un état stationnaire car en évoluant, chaque état \\If( )>, devient

i

I’état voisin e " n |W(t + T)>n, et la superposition de ces états (4.5), le long de la tra-

jectoire est globalement invariante (grace aussi a la condition nécéssaire de raccordement
(4.4)).

L’intérét de suivre le transport parallele dans la construction de 1'état |e > est en fait
double : d'une part cela donne une formulation géométrique a cette construction, et
d’autre part dans le cadre de 'application aux états cohérents, cela permet d’avoir une
construction locale optimale. Les vecteurs qui contribuent a U'intégrale (4.5), s’ajoutent
constructivement localement, sans interférence destructrice. Par conséquent, lorsqu’il
s'agira de superposer des états cohérents d’une trajectoire classique, la distribution de

Husimi de la somme

Pour justifier correctement ce point, vérifions que en ¢ = 0, c’est bien la connexion qui
convient. Considérons pour cela un chemin d’états quantiques |¥(¢) >, et comme pour (1.7),
on note |\If( > = e 7| T(t) >, un autre relévement A priori quelconque. On suppose que
les états |W(t) > et |¥(t')>, deviennent rapidement orthogonaux entre eux, si t # t'.Ce sera
effectivement le cas dans les paragraphes suivants o il s’agira des états cohérents. On construit

alors localement la somme :

+17
e >= / (1) >, dt
J-=T

et 'on cherche une condition sur le relevement |\I/( )>,, (ou sur la fonction f(¢)) pour que
la composante de cette somme sur I'état |U(0) > soit maximale (c’est a dire |< ‘I!( Ye > |

maximum). On a
W@ = 190 + [0t + 59 (0)> 2 +o(?)

donc

<T(0)]e >= < T(0)[T(0)>, + éT3,7<\11(0)\\1f(’0")”>n +o(T?)



Et on a :

<WO)le > = B0+ ST RALT0)[W(0)5, [T O W(0)3, +ofT)

or ,<U(0)|W(0)>, = (if — f2) + 2if < U|¥ > + < U|¥ > et < ¥ >€ iR donc :

Re[,<T(0)|T(0)>, ] = —f% + 2if < U|¥ > +Re[< U >]

est maximum pour f =1 < \I'\\Il > qui correspond & la définition (1.10) du transport parallele.

Quantification d’une trajectoire périodique classique par les états cohérents

standard.

Nous allons maintenant voir de quelle maniere la connaissance de I’évolution des états
cohérents standard décrite au paragraphe 2.2 nous informe sur les états stationnaires. pour
cela, nous allons considérer la construction de A.J. Heller [32], qui consiste & superposer
des états cohérents le long d’une trajectoire périodique classique. Nous venons de voir
que cette construction donne un état stationnaire dans le cas ol un état cohérent reste
rigoureusement un état cohérent au cours du temps, autrement dit dans le cas ou I'angle
a est nul. Dans le cas général, 'angle o est non nul mais proche de zéro, et 'on évaluera
I'incertitude en énergie de I’état ainsi construit.

Soit I' = {2() } une trajectoire périodique de période 7', de la dynamique classique (2.46).
z(T) = 2z(0). Soit |z(0)>, I’état cohérent initial, et \z(’t\)l>n, les vecteurs correspondant
aux états [z(¢)], obtenus par transport paralléle.

On suppose de plus que la phase de Berry de cette trajectoire est nulle :|z(ﬂ>n = [2(0)>,,

et de fagon similaire a (4.5), on construit le vecteur (non normalisé) :
T
e >= / 12(£) > dt (4.8)
Jo

Alors 'incertitude en énergie de 1'état [e] est AE ~ Ch (que la trajectoire soit stable ou
instable) ot C' est une constante indépendante de h.
Pour justifier cela rapidement, on évalue 'évolution de 'état |e > sur un temps court 7,

que l’on écrit sous la forme :
Urle >= e % (Je > +|e > 7+ o(7))

le vecteur |e > est lié au fait que la trajectoire exacte sort de la surface, et ’on montre
que < €|e > est de ordre de : < €|le >~ TV?a%/Vh, ot V2a? =< a?V? > est le carré

de I'angle o et de la vitesse V' = |Z| dans l'espace de phase, pris en moyenne sur la



trajectoire.
Par ailleurs, < e|e >~ /hT2m, si bien qu’a laide de (1.6), et (1.22), on déduit que :

AE:hﬁgh ﬁ,v\/ﬁf/@
dr < ele>

Et en utilisant I'expression (2.40) pour I'angle o, on déduit la forme cherchée : AE ~
h|0z*H|.
D’aprés (1.16), la condition que la phase de Berry de la trajectoire est nulle s’exprime

aussi par :

| | 1
zmr-gﬁAz/&fﬁmmwﬂ (4.9)

avec n € IN et Sr est une surface de I'espace de phase ayant I' pour bord (Sr est unique
a un degré de liberté). On obtient donc la condition de quantification d’Einstein (sans
indice de Maslov) ([1]) :

Aire(Sr) = 2nhn (4.10)

selectionnant des trajectoires I' d’énergie £, = Hea(T).

Signalons pour finir que cette construction n’est pas valable pour les points fixes et no-
tamment le fondamental. Mais d’aprés (2.38), un état cohérent placé en ces points fixes
(ot 9zHy = 0) a pour incertitude en énergie : AE = h(|0zHn, > + 310z°Hn[*)/2. (Cela
correspond au résultat obtenu par le principe variationnel indépendant du temps appliqué
au états cohérents). Le résultat est donc analogue. D’'un point de vue géométrique, %
est la vitesse a laquelle la trajectoire quantique sort orthogonalement de la surface des

états cohérents standard. Voir la figure 1.4.

Illustration pour l’oscillateur harmonique.

[L’Hamiltonien de l'oscillateur hamonique est :

. 2 2
m:%+7f (4.11)
avec w € R,
Le symbole normal est :
; (w?+1)
Hn(a.p) = w<z|H 2> = Hale,p) + h—— = H(a,p) + O(h) (4.12)
avec I’'Hamiltonien classique :
2 1 _ 2 1) _ 1 2
Halg. )= Nz zy gz e e )



Les trajectoires classiques sont des ellipses d’ équation : p* + w?q” = 2FE, et de période

o
.

Il est connu que le spectre exact de H, est :

1
En:hw(n+§), neN (4.14)

or ici la régle de quantification (4.10) donne : E,, = hwn. L’erreur est donc ici : E, —FE, =
h% = O(h). Cette erreur est entierement due a la non prise en compte de la déformation

elliptique du paquet d’onde lors de son évolution.

Etat cohérent déformé minimisant I’énergie de déformation.

Nous avons vu que l'évolution du parametre de déformation R(t), équ. (3.6), est car-
actérisée par les dérivées secondes de I’Hamiltonien classique H,.;, formant la matrice du
Hessien. La déformation évolue donc localement (& (¢, p) fixés) comme sous I'action d’un

Hamiltonien quadratique :

1 1
H(dq, 0p) = §6q2(8q27{d) + 5(5]92(8,,27{0;) + 0gdp(9,0,He)

Cet Hamiltonien quadratique possede un point fixe en (d¢q,dp) = (0,0), qui est stable ou

instable selon le signe du discriminant de la forme quadratique (A > 0 ou A < 0) :
A= (0,"H)(0,"H) = (0,0,H)" = 020H — 05" H*

On obtient alors que dans le cas ou § > 0, c’est a dire si 'Hamiltonien quadratique
local possede un point fixe stable, alors il existe un état cohérent déformé, de parametre
de déformation Ry(g,p), en ce point de I’espace de phase, qui vérifie les trois propriétés

équivalentes :

1. OR/p, =0 & (0z + Rydz)*H = 0, d’apres (3.6). Cela signifie que Ry est un point
fixe de la dynamique tangente.

Ry = \/32327'@ — 02" Hal? — 020 H.
0 23227'[01

(4.15)

2. L’état cohérent |Ry > est le fondamental de I'Hamiltonien quadratique H, qui est

en fait un oscillateur harmonique.

3. Ry correspond a la déformation qui extrémise le terme quantique Hg,(R) (3.4), et

que l'on peut ainsi appeler ”énergie de déformation”. D’apres (3.4),

Hqu(R[]) — ROaZQHcl + %Nl (Z)

} - - (4.16)
= 10:0:H2 105" Ha? — 0202Ha) + Hu, (2)




Ry correspond a un minimum ou a un maximum de Hg, () selon que 0z0zH > 0
ou < 0, c’est a dire selon que l'oscillateur harmonique est un ”puits” ou un ”som-

met” d’énergie.

Notons que si A < 0, le point fixe de # est instable, Heu(R) n'a pas d’extrémum, et
0;R = 0 n’a pas de solution.

En application directe de ce qui précede, on peut chercher 1’état cohérent déformé qui a
une incertitude minimale aux points fixes de la dynamique Z(¢). Soit donc un point fixe
2y, vérifiant 0z:H.(2,) = 0. Si il s’agit d'un point fixe stable, on choisit Ry donné par
(4.15). D’apres (A.91), (A.96), I'état cohérent |Z,, Ry > a pour incertitude en énergie :

AE = 0¥ {3:[Ro(0zHq)” + Ro(02Heu)* + (1 + RoR0)|0zHyu|’] + 5 1(0z2 + Ro0z) Hal}/?
+o(h*?)

Par contre, si il s’agit d’un point fixe instable, on ne peut pas annuler OgH,,, et 'incer-

titude en énergie de 1'état |Z,, R > est :
h
AFE = §T|6R”Hqu| +o(h)

qui admet un minimum pour une certaine valeur de R.

Etats cohérents déformés et indice de Maslov

R.G. Littlejohn [35, 36] a montré que l'indice de Maslov s’obtient lorsque la déformation
elliptique du paquet d’onde est prise en compte. On peut le voir pour une trajectoire
périodique, pour un systeme a un degré de liberté, dans le cas ou l'application tangente
sur une période est l'identité. (Dans le cas général, c¢’est une application parabolique.
Cela revient a supposer que dw/dE = 0).

Soit |R(0), Z(0) > un état cohérent déformé placé sur cette trajectoire, et |R(t), Z(t) >
son évolution. Au bout d’une période, on a Z(T') = Z(0) et R(T) = R(0).

L’énergie moyenne sur cette trajectoire vaut d’apres A.70, 3.3 :
E = HW + thlW + O(h)

ou Hy est le symbole de Weyl et :

i .9
Hyw = H(RR—RR)+5



Cette valeur est constante sur la trajectoire, donc :
1 _
B=— yf(HW + hH )dt
La phase de Berry de cette trajectoire est d’apres A.50 :
1 i _ _
®—i¢ A== §pdo+ = §(RAR - RAR
" p PPt gy g )

Alors si la phase de Berry est un multiple de 27 : & = 27n, il vient :

1 h 1 h [0
E:—fH D) __7{d _7{_
T W+T(7m 5 pQ)+T 2

On peut choisir la déformation initiale R(0) telle que E = %ﬁ Hy,. L’énergie de la
trajectoire est donc donnée par le symbole de Weyl. Ensuite, 6(t) est périodique et plus
précisément, 0(T) = 6(0) 4+ 27wn;, ou ny € ZZ est le nombre de tours effectués par le vecteur
vitesse tangent a la trajectoire.

Il vient donc :

n
;Kpdq = h(n+) (4.17)
n € 7 et % = & ol p est I'indice de Maslov. Cette condition sélectionne un ensemble

discret de trajectoires périodiques [';,, et leur énergie Ey,, donnée par le symbole de Weyl,

qui constitue une approximation du spectre exact.



Chapitre 5

Illustration : évolution d’états

cohérents dans le modele de Harper.

Nous choisissons d’illustrer les résultats précédants concernant la propagation des états
cohérents, sur le modele de Harper. Ce modele est présenté en détail dans la partie
2. Notons juste que 'espace de phase (q,p) est un tore. Nous travaillerons avec des
fonctions d’ondes périodiques en position et impulsion (les conditions de périodicité sont

(61,05) = (0,0) avec les notations de la partie 2).

Considérons I’'Hamiltonien :
1
H(a.p) = — cos(2mq) — 5 cos(2mp) (5.1)

Il s’agit d’un systeme a un degré de liberté qui est donc intégrable. Les trajectoires dans

I’espace de phase (g, p) sont représentées sur la figure 5.1 a.

La fonction «(q,p) (2.42) représente I'angle avec lequel un état cohérent sort de la

surface des états cohérents lors de son évolution. «(g, p) est représenté sur la figure 5.1.b.

Nous allons maintenant considérer I’évolution d’'un état cohérent initialement placé sur
une trajectoire périodique, au point A de la figure 5.1.a.

La figure 5.2 (a) représente cette évolution en distribution de Husimi, sur une période
T = 0.284.

Cette évolution est approximativement décrite par les états cohérents déformés |R(t)z(t) >.
Les équations de mouvement pour R(t), z(t) sont obtenues par projection des trajectoires

exactes sur la famille des états cohérents déformés |R, z >. La figure 5.2 (b) représente les
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Figure 5.1: (a) : trajectoires dans I'espace de phase de 'Hamiltonien (5.1). Il y a deux points
fixes instables (S1 et S2), et deux points fixes stables (min et Max).

(b) : L’angle a(q,p) (2.42) représenté en niveaux de gris entre 0 et /2. Pour chaque point
(q,p), a(q,p) est Pangle avec lequel I'état cohérent |q,p > sort de la surface des états cohérents.
a(q,p) traduit aussi 'amplitude de la déformation que subit la distribution de Husimi de I'état
cohérent |q,p > lors de son évolution. On n’est donc pas étonné de trouver que «(q,p) est

maximum aux deux points fixes instables.



distributions de Husimi de ces états |R(t), z(f) >. Le déplacement moyen de la distribu-
tion dans 'espace de phase est décrit par z(t). z(f) pourrait s’obtenir aussi par projection
de I'évolution exacte sur les états cohérents standard. La distribution de Husimi des états
cohérents |z(t) > se déplacerait sur la trajectoire mais serait circulaire a tout instant, et
ne décrirait donc pas du tout I’étalement.

La figure 5.2 (¢) représente I’évolution de la distribution initiale avec I’équation de Liou-
ville classique. On observe nettement un étalement elliptique qui est plus prononcé que
celui de I'évolution exacte. Avec I’équation (A.58), nous avons vu que la déformation

elliptique est plus importante par une puissance deux.
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Figure 5.2: Evolution de distributions dans I'espace de phase sur une trajectoire périodique de
période T' = 0.284. L’état initial est un état cohérent |q,p >, placé au point A de la figure (5.1).
On a choisit un espace de Hilbert de N = 41 états, soit h = NLQW = 0.0039... .

(a) : Distribution de Husimi de I'évolution exacte.

(b) : Distribution de Husimi des états cohérents |R(t)z(t) >, qui approche I’évolution exacte
dans le cadre de 'approximation linéaire de I'étalement du paquet d’onde.

(c) : Evolution classique de la distribution initiale avec ’équation de Liouville.

Le désaccord entre I’évolution exacte (a) et I’évolution d’états cohérents déformés (b)

apparait rapidement, et correspond aux déformations non elliptiques.



De fagon plus quantitative, la figure 5.3 représente la distance de Fubiny-Study d(t), qui
sépare I’évolution exacte de I’évolution approchée. Approchée par les états cohérents stan-
dard, puis par les états cohérents déformés. On y observe clairement que I’approximation
par les états cohérents déformés est meilleure que celle par les états cohérents standard,
au moins pour les temps courts. Plus précisément, la tangente a 'origine de ces courbes
forme un angle ¢ qui est relié & o ( angle avec lequel 1'état sort de la surface des états
cohérents). Pour i — 0, cet angle tend vers zéro pour les états cohérents déformés, et

tend vers une constante pour les états cohérents standard.
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Figure 5.3: N = 41. Cette figure présente la distance de Fubiny-Study d(t) entre I'évolution
exacte et une description approchée en fonction du temps :
. . . .. : approximation par un état cohérent standard.

: approximation par un état cohérent déformé.

Finalement, la figure 5.4 présente la distance entre 1’évolution exacte et son approx-
imation par un état cohérent standard ou déformé, apres une durée fixée t = T'/4, et
en fonction de N ~ 1/h. On apercoit nettement que dans I'approximation par un état
cohérent standard, cette distance tend vers une constante non nulle pour 2~ — 0, comme
prévu par (2.45). Car il manque la prise en compte de la déformation. Au contraire,
dans 'approximation par un état cohérent déformé, cette distance semble tendre vers 0,

comme attendu par (3.8).

Ces derniers résultats sont qualitativement indépendants de la nature de la dynamique

(intégrable ou chaotique) et du point initial dans I’espace de phase, tout au moins pour
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Figure 5.4: Aprés une durée fixée t = T'/4, et en fonction de N ~ 1/h, cette figure présente la
distance de Fubiny-Study d(N) entre I’évolution exacte et une description approchée :
. . . ... :approximation par un état cohérent standard.

——— : approximation par un état cohérent déformé.

les temps courts.

Voici, en deuxieme illustration, I’évolution d’un état cohérent initialement placé sur le
point fixe instable S, de la figure 5.1.

La figure 5.5 (a) représente la distribution de Husimi de cette évolution sur une durée
T = 0.1. Le point fixe étant instable, la distribution s’étire le long des deux séparatrices.
Dans I'approximation par un état cohérent standard |z(f) >, cet étalement n’est pas
décrit, et z(t) est en fait constant. L’état cohérent standard reste fixé sur le point fixe
instable.

Dans I'approximation de I'évolution par un état cohérent déformé, I'étalement est cor-
rectement décrit pour les temps courts, comme le montre la figure 5.5 (b).

La figure 5.5 (c) représente elle I’évolution de la distribution initiale par 1’équation de
Liouville classique. Le renforcement de la déformation elliptique par une puissance deux

est bien visible dans les premiers temps.

Et comme plus haut, les figures 5.6 et 5.7 montrent la distance de Fubiny-Study entre
I'état exact et son approximation par un état cohérent standard (fixé au point instable)

ou par un état cohérent déformé. Les mémes conclusions sont encore valables.

Dans la conclusion de cette these, nous discuterons I’approximation de 1’évolution par

un état cohérent en comparaison avec 'approximation semi-classique par la formule de
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Figure 5.5: Evolution de distributions dans I’espace de phase sur un point fixe classique instable.
L’état initial est un état cohérent |q,p >, placé au point Sy de la figure (5.1). On a choisit un
espace de Hilbert de N = 41 états.

(a) : Distribution de Husimi de I'évolution exacte.

(b) : Distribution de Husimi des états cohérents |R(t)z(t) >, qui approche I’évolution exacte
dans le cadre de approximation linéaire de I’étalement du paquet d’onde.

(c) : Evolution classique de la distribution initiale avec ’équation de Liouville.
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Figure 5.6: N = 41. Cette figure présente la distance de Fubiny-Study d(t) entre I’évolution
exacte et une description approchée en fonction du temps :
. . . .. :approximation par un état cohérent standard.

—— : approximation par un état cohérent déformé.
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Figure 5.7: Aprés une durée fixée t = 0.05, et en fonction de N ~ 1/h, cette figure présente la
distance de Fubiny-Study d(N) entre ’évolution exacte et une description approchée :
. . . ... :approximation par un état cohérent standard.

: approximation par un état cohérent déformé.



Van-Vleck qui est incontestablement meilleure.



Partie 11

Mécanique quantique sur le tore
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Le premier paragraphe montre comment la mécanique quantique sur le tore en tant
qu’espace de phase apparait en physique du solide. A partir du paragraphe suivant com-
mence 1’étude du spectre, dans I'objectif d’établir des relations entre les valeurs de l'indice
de Chern associés aux bandes d’énergies, et la limite classique de la dynamique [37].
Ces relations nous permettrons d’établir une description du phénomeéne d’apparition des

dégénéréscences dans le spectre, d'un point de vue semi-classique.






Chapitre 6

Modele physique d’électrons dans

un plan

A partir du paragraphe 7.1, nous commencerons 1’étude d’une dynamique a un degré de
liberté, sur un espace de phase plan, régie par un Hamiltonien périodique a la fois en
position et en impulsion. L’objet de ce chapitre est de rappeler le modele physique di-
rect qui correspond a cette dynamique, a savoir un modele d’électrons confinés dans une
fine couche (~ 100 21) a l'interface entre des semi-conducteurs, a tres faible température
(1 —4°K), et dans un champ magnétique élevé (3 — 15 Tesla). On suppose de plus que
dans le plan (x,y) ou ils sont confinés, les électrons sont soumis a un potentiel extérieur
V(z,y), bi-périodique en z et y, [38].

Ce potentiel peut-étre celui créé par les atomes d’un réseau cristallin, ou celui créé arti-
ficiellement par des nano-structures. Dans cette derniere éventualité, notons les progres
remarquables des technologies dans la fabrication de nano-structures mésoscopiques, qui
permettent par exemple d’expérimenter une forme quelconque de potentiel V' (z, y, t) [39].
Lorsqu’un faible champ électrique uniforme est appliqué, il apparait que chaque bande
d’énergie sous le niveau de Fermi, contribue a la conductivité de Hall par un multiple
entier de e?/h. Cet entier qui est responsable de la quantification de la conductivité est
un invariant topologique, c’est a dire qu’il est invariant sous les faibles perturbations de
I’'Hamiltonien comme celles qui prennent en compte les impuretés, les interactions entre
électrons..., ce qui explique I'incroyable précision de la quantification entiere observée dans
les expériences, précision jusqu’a 10~%. En mathématiques, cet entier s’appelle I'indice de
Chern, et il est associé a chaque bande d’energie. Un bon résumé de I’aspect topologique
de P'effet Hall quantique et de son développement est par exemple celui de Y.S. Wu [40].

Au paragraphe 6.2, nous présenterons la démonstration de D.J. Thouless pour la quantifi-
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cation de la conductivité de Hall au moyen de la formule de Kubo. Au paragraphe 10.7,
nous établierons une démonstration équivalente, en terme de déplacement d’un paquet
d’onde dans le plan (x,y), qui nous semble de ce fait plus intuitive.

Le comportement des électrons dans un conducteur plongé dans un champ magnétique
fait 'objet de nombreuses études en physique du solide. Ces études étaient tout d’abord
motivées par le fait que I'on accede ainsi aux propriétés de la surface de Fermi. Ensuite la
découverte de l'effet Hall quantique a stimulé un intérét supplémentaire pour ces études,
notamment sur la conductivité. Expérimentalement, 1'observation de la structure des
niveaux est difficile, mais des techniques récentes de fabrication de conducteurs tres purs
ayant des structures microscopiques précises, provoquent un fort développement dans le

domaine de la recherche qui correspond a la physique mésoscopique.

6.1 Electrons dans un plan soumis a un potentiel
périodique et a un champ magnétique.

Dans ce paragraphe, nous allons étudier un modele physique concernant des électrons
indépendants restreints dans un plan (z,y), soumis a un champ magnétique extérieur
uniforme B orthogonal au plan, et a un potentiel V' (z, y) comprenant par exemple 'inte-
raction avec les atomes du réseau cristallin et un potentiel moyen dans une approximation
de Hartree-Fock pour l'interaction entre les électrons.

La dynamique d’un électron est donc régie par le Hamiltonien (opérateur quantique) :
H = Hy+V(z,y) (6.1)

agissant dans 'espace de Hilbert : H;y0 = £2(]R2). ﬁo est ’Hamiltonien sans potentiel :
~ 1 e -
Hy= —(p—-A)? 6.2
o= 5~ ) (62
A est le potentiel vecteur déterminé a une transformation de Jauge pres par : B =
(0,A, — 0,A;)€,. Par exemple dans la Jauge symétrique :

> 1 1 1 =

a) Niveaux de Landau :

L’Hamiltonien H, s’écrit alors :



Considérons alors la transformation linéaire canonique :

= Clp.+ 52Y)
i C — ﬁ.??
P:= Clpy x ) (6.5)
Y= C(pm - ?y)
py= C(—py— %x)
ou la constante C est telle que 7, pz, y, py soient des opérateurs canoniques
il faut :
c
C=,/—
eB
On a aussi : [Z,9] = [%,ps] = [U,pz] = [pz.p5] = 0, et donc une autre décomposition de
I’espace de Hilbert :

oll H; et H; sont les espaces ol agissent effectivement les opérateurs respectifs (Z, p;) et

(7, pg). Inversement :

{ v = —Clps +py) { y= C(@—-79) (6.8)

F—
S _ 1
T = 3C ( y — 2¢\Pi — Py
Po= 5(T+7) Py = 5¢(Pz — py)
Remarquons que les variables 7, pz, y, p; s’expriment dans les méme unités physiques. Ce
sont des variables canoniques conjuguées, et ’on conviendra pour cette raison d’appeler
z,y variables de position, et p;, p; variables d’'impulsion pour la suite de cette partie.
Il vient alors :

Hy = o (p; +1°) (6.9)

| g

Le Hamiltonien ﬁg est donc celui de 'oscillateur harmonique, dont le spectre est :
1
En:hw(n+§), neN (6.10)

et les vecteurs propres associés sont notés |n >z€ H;.

Les niveaux d’énergie (6.10) sont appelés niveauz de Landau. Le fait que les opérateurs g
et p; n'interviennent pas dans (6.9) fait que ces niveaux sont infiniment dégénérés.

La trajectoire classique générée par Hy (6.9) est un cercle de centre (0,0) dans l'espace
de phase (Z,pz), et (7,p5) est une quantité conservée. D’apres le changement de vari-

able (6.8), on voit que dans l'espace réel (z,y) et (ps,p,), la trajectoire est aussi un



cercle de centre quelconque. C’est la trajectoire habituelle d'un électron dans un champ
magnétique. Les niveaux de Landau correspondent a une quantification de ces trajec-
toires, et leur dégénérescence correspond a l'invariance par translation.

Pour poursuivre plus dans cette interprétation classique, remarquons que a un niveau
quantifié n, il correspond dans l'espace (T, pz) une trajectoire circulaire de rayon R, tel
que : WR% = (n+ %)h, d’apres la regle de quantification de Bohr-Sommerfeld. D’apres
(6.8), dans 'espace physique (z,y), I’électron décrit un cercle de rayon : R, = \/BZB}N?T,

Le flux magnétique traversant ce cercle est :

1. 2nch
O, = 7R’B = (n+ )¢
27 e
Le flux est donc ”"quantifié”, et un quanta de flux AP = @ correspond a un élément de
surface : A ;
® 27c
AS = — = 6.11
B eB ( )
b) Adjonction du potentiel V(z,y)
considérons maintenant 1’Hamiltonien avec potentiel :
H= Hy+V x,
0 (7,9) (6.12)

= L2+ +V (/5w +py)\[5(E D))

C’est un probleme de mécanique a deux degrés de liberté. La nature de son spectre
dépend de la fonction potentiel V(z,y).

Nous allons supposer que le potentiel est périodique :
V(z,y) =V(z+ X,y)=V(s,y+Y), Va,yec R (6.13)

Cela permet d’appliquer le théoreme de Bloch. En effet H est alors périodique en (7, p;)

de périodes respectives :
Y X

Cela signifie que H commute avec les opérateurs de ”translation magnétiques” :

Ty = e 190/ Tp = P/ (6.15)
[H,Tp] = [H,Tp] =0 (6.16)

Si de surcroit, les opérateurs Ty et Tp commutent entre eux, c’est a dire :

[To,Tp] =0 (6.17)



alors la dynamique quantique est invariante dans chaque espace propre de Ty, Tp. Nous
traiterons les calculs avec plus de détail au paragraphe 7.2, en voici les résultats essentiels

dans ce contexte :

1. La condition (6.17) est équivalente a la condition : QP = Nh avec N € NN et
h = 2mh, c’est a dire :
XY = NAS (6.18)

Il y a un nombre entier de quanta de flux par cellule XY

2. La décomposition en sous espaces propres communs a T et Tp est :

M, = //HN(Hl,Hg)dﬁldﬁg (6.19)

To|l¥ >= e | I >
HN(H],HQ)—{|\IJ>EH t.q.{ al e }

Tp|¥ >= U > .

avec (601, 0) € [0;27]% .
3. on montre aussi que dimgHny(01,62) = N.

Alinsi, on peut diagonaliser H séparément dans chaque sous-espace Hz ® Hy (61, 05), pour
(61, 60;) € [0;27]? fixés. Le spectre obtenu est discret indicé par n € IN, et donc le spectre

global de H est structuré en bandes d’énergies paramétrées par (61,6,) € [0;27]2.
ﬁ\\Pn(H],Gg) >= En(91,92)\\11n(91,92) > (620)

Si une bande d’énergie est remplie et non dégénérée, elle contient une densité de un

électron par cellule XY.

c) Limite du champ magnétique élevé.

Si Pamplitude maximum du potentiel V' vérifie, V < wh & B > "z%v, alors d’apres la
théorie des perturbations au premier ordre d'un niveau dégénéré, on déduit que I'adjonc-
tion du potentiel V & Hy a pour effet de lever la dégénérescence de chaque niveau de
Landau (voir figure 6.1).

Les valeurs propres et les vecteurs propres de H sont déterminés par les diagonalisa-
tions de la restriction de H dans chaque sous espace |n >z @H (6, 6,) correspondant au

niveau de Landau n. Chaque niveau de Landau se sépare donc en N bandes d’énergie.
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n=1
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Figure 6.1: Levée de la dégénérescence des niveaux de Landau. Ici chaque niveau de Landau

de sépare en N = 4 bandes.

Afin d’expliciter la restriction de H = Hy + V' dans chacun de ces sous-espaces, on con-

sidere la décomposition en séries de Fourier de V' (z,y) sous la forme :

V= Z Am,lvm,l
m,l
z Y
avec Vy = cos(27rm} + ¢s) COS(??TZ? +¢y), AnieR (6.21)
qui a I'aide de (6.8) s’écrit aussi :
Vi = cos(232 — ¢,) cos(Z2E + ¢,) cos(ZHL) cos(Z5L) + - - -

(6.22)

Vinaps Vindgipg

ol Vi,14p, st un opérateur fonction seulement des opérateurs z et p;. Vinigp; est un

opérateur fonction seulement des opérateurs y et p; et vérifiant :

Vintiws 10) = [Vinigp;: Tp] = 0 (6.23)

V(z,y) s’écrit donc sous la forme : V = >omi Vit gps Vimigps, €t la restriction de H au

niveau de Landau |n >; est :
. 1
H/n = hw(n + §)H+ V/n

avec ‘//n = ZAm,l < n\Vm,l@’p‘i\n > Vm,l,,ﬂ,pg (624)
m,l



On est donc ramené a résoudre un probleme a un degré de liberté, périodique en position

y et en impulsion p;. Ce sera le point de départ au chapitre suivant.

En particulier, pour les premiers niveaux de Landau, dans la limite ou le champ

magnétique est si fort que le potentiel est linéaire a 1’échelle du rayon cyclotron, il vient :

C C _
Vin = V(—y gl E?J) (6.25)

I’Hamiltonien a un degré de liberté qui régit la dynamique des premiers niveaux de Lan-
dau est donc obtenu en substituant les variables d’impulsion et de position p;,y dans la
fonction de potentiel. C’est une analogie avec la substitution de Peierls [38], qui elle est
valable dans la limite du champ faible B — 0.

La réduction a un probleme a un degré de liberté est une propriété aussi valable en
mécanique classique. En effet pour V' = 0, un électron décrit dans le plan, un cercle de
période T = %” Pour V' A& 0, en considérant V' comme une perturbation, la méthode de
la moyenne [21] affirme que I’étude de I'évolution du point est remplacée par I’étude de
I’évolution de cercles (les trajectoires sous Hy), avec un Hamiltonien effectif sur la famille

des cercles de période T" donné par :

_ ] 4T
== [ Ve

ol ¢; est le flot Hamiltonien par Hy. L’espace de phase de cette famille de cercles s’obtient
par le quotient d'un couche d’énergie E de l'espace de phase initial (z,y, p,, p,) par les
trajectoires circulaires de Hy : " Ey/(y = ¢4(x))”. Y. Colin de Verdiéres a montré que cet
espace de phase a une structure symplectique naturelle induite par le quotient [41]. Cet

espace s'identifie a I'espace de phase a un degré de liberté des variables (7, p;).

Dans le cas d'un cercle de petit rayon, on peut comprendre intuitivement la substi-
tution de Peierls qui affirme que les trajectoires classiques sont les équipotentielles du
potentiel V' (car lignes de niveau du nouvel Hamiltonien effectif) avec la figure (6.2).
En effet, localement, a ’échelle de la trajectoire circulaire de I’électron, le potentiel est
linéaire. D’apres la regle de conservation de 1'énergie, lorsque 1’électron passe dans des
potentiels plus élevés, son énergie cinétique diminue, et donc le rayon cyclotron augmente.
Au contraire du coté des potentiels plus bas, son rayon cyclotron diminue. Il en résulte
une dérive moyenne de 'électron le long de I'équipotentielle. Ce résultat est d’ailleurs

exact si le potentiel est rigoureusement linéaire.



Figure 6.2: Phénoméne de dérive de I'électron dans un potentiel linéaire et un champ

magnétique transverse.

Ce phénomene de dérive ("drift”) se rencontre aussi a la surface de la Terre ou le
role de la force de Lorentz est joué par la force de Coriolis. Ainsi le vent a tendance a
suivre les lignes d’isobare, ou encore une bouée a la surface de la mer a tendance a dériver

orthogonalement a la direction du vent.

6.2 Expression de la conductivité par la formule de

Kubo

Considérons comme précédement des électrons indépendants dans un conducteur plan
(z,y) dont la dynamique est régie par I’Hamiltonien H (6.1).

Ajoutons a cela un faible champ électrique uniforme E. L'Hamiltonien devient alors :

~ —

Hypot = H — eZE (6.26)

rappel : une bande d’énergie remplie correspond a une densité de un électron par cellule
XY.

La densité de courant électrique engendrée est donc :

(& €

' X

.y
I
"Ql

Oy ., 0, H)

On note le spectre de H par : ﬁ\\lla >= F,|¥, > et le spectre de H,,; par : f[tat@a >=
Ea|®o >. Le tenseur antisymétrique de conductivité Ogy DOUr un niveau « est défini

comme étant la réponse linéaire du courant pour un faible champ électrique appliqué :

<P lju|Po >=< Wy |5, |V, > + Zaﬁ“’yEw V= T, ... (6.27)



La théorie des perturbations au premier ordre permet d’établir la formule de Kubo :

< \Ija|ju‘\pﬁ >< \IjﬂUu‘\I’a > — < \Ija‘jumjﬂ >< \Ijﬁ|ju|qja >
(Ea *Eﬂ)Q

O-/:l,lj —ih Z (628)
(Fa

)
ou l'indice a, correspond au triplet d’indices (n, 6;,65), voir (6.20), et la somme porte a
priori sur tous les autres états 4 du spectre. Mais les opérateurs j, et j, ne couplent pas
les états (0, 6,) # (61,02), car [jm,TQ] = [jy,Tp] = (), si bien que la somme est réduite
aux seuls états = (n',01,60:), n' #n.

On définit ensuite la conductivité moyenne de la bande d’énergie n par :

n 1 n
O—:L‘y — W // dﬁ] d92 O':Ey(e],ag) (629)

Moyennant quelques manipulations algébriques, que 1'on trouve détaillées par exemple

dans [40], on aboutit a I'expression suivante pour la conductivité de Hall de la bande n :

ag:%q (6.30)

avec ]
C, = 21/ 0105 (< Dp, V|09, Uy > — < Dy, 0|09, U >) (6.31)

T

C,, est un entier, I'indice de Chern qui caractérise la topologie de la bande d’énergie |¥,, >,
exprimé ici comme l’intégrale de la courbure de Berry. Nous reviendrons plus en détail
sur le sens géométrique de cette expression au chapitre (10.2).

Ce résultat est indépendant de la valeur du champ magnétique, il suppose seulement que

)

I’énergie de Fermi soit dans un "gap” du spectre. La conductivité du matériau est alors
la somme des conductivités (quantifiées) des bandes occupées, situées sous le niveau de
Fermi.

Cette interprétation de 'effet Hall quantique entier est due a D.J. Thouless et al. [10], et

B. Simon [42] a ensuite précisé le sens géométrique de 'intégrale (6.31).






Chapitre 7

Modele périodique a un degré de

liberté.

Le chapitre précédent a montré I'intérét d’étudier des Hamiltoniens a un degré de liberté
périodiques en position et impulsion, en physique du solide. Mais cette étude a un intéret
plus général, car sur le tore, on peut élaborer des modeles simples (ex : 'application du
boulanger, ou le chat d’Arnold), qui permettent d’étudier des propriétés liées aux systemes
dynamiques en général.

Dans ce chapitre, nous présentons la mécanique classique sur le tore en tant qu’espace de
phase, et la mécanique quantique associée. Les propriétés et les notations de ce chapitre
nous seront utiles pour la suite, et elles proviennent en général de [14] et [26]. Il ressortira
essentiellement de ce chapitre que la résolution de I’équation de Schrodinger pour une
dynamique sur le tore, se fait dans un espace de dimension finie N (~ 1/h). Cette
résolution peut se faire pour des fonctions d’onde vérifiant des conditions de périodicité
précises en position et impulsion, caractérisées par un couple d’angles (6, 65). On obtient
ainsi une famille de spectres discrets différents (un pour chaque valeur de (;,6,)) c’est a

dire différents problemes quantiques ayant tous la méme limite classique.

7.1 Meécanique classique intégrable sur le tore.

Pour se faire une idée intuitive du tore comme espace de phase, nous commencons
par présenter la dynamique classique intégrable sur le tore, définie par un Hamiltonien
indépendant du temps.

Supposons donné un Hamiltonien & un degré de liberté sur le plan H(q, p), périodique en

7



position et impulsion, de périodes respectives () et P :

H(g+Q,p) = H(q,p+ P) = H(q,p) (7.1)

Du fait de cette périodicité, la dynamique classique, définie par les équations de Hamilton,
est elle-meéme périodique, ou plus précisement invariante par les translations Cj =(Q,0)
et P=(0,P).

Equations de Hamilton :

Oq(t) =0
Oip(t) = —0,H(q, p).
Exemple : modele de Harper :
H(q,p) = —Vicos(2mq/Q) — Va cos(2mp/ P) (7.3)

p
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Figure 7.1: Trajectoires du modéle de Harper (7.3). Vi =1 Vo =10.5

Les trajectoires sont représentées sur la figure 7.1.

Remarque : d’apres la conservation de I'énergie, et aussi du fait que ce soit un probleme
a un degré de liberté, les trajectoires sont localement identiques aux lignes de niveaux de
la fonction H(q, p).

La propriété d’invariance de la dynamique sous les translations Cj et P fait que nous ne
perdons aucune information en identifiant les cotés opposés d’une cellule élémentaire de

cotés (Q, P), autrement dit, en identifiant tous les points du plan qui different entre eux



d’une translation du type n,Q) + no P, avec (nq1,ny) € ZZ°.

En faisant ces identifications, ’espace quotient obtenu est homéomorphe au tore 72, et la
dynamique classique sur ce tore est engendrée par le méme Hamiltonien #H(q, p). voir la
figure 7.2.

N

Figure 7.2: Le tore obtenu par identification des cotés opposés d’une cellule.

Les trajectoires (autres que les points fixes et les séparatrices) sont périodiques car
elles correspondent aux courbes de niveau de la fonction H. Nous pouvons donc associer
a chacune un couple d’entiers (nq,ns) € 7Z%, qui correspond au nombre de tours effectués
en une période par la trajectoire, dans les directions ¢ et p. C’est I'élément du groupe
d’homotopie 71 (T?) associé a la trajectoire. (A deux trajectoires est associé le méme

couple (ny,ny) si par ”déformation continue”, on peut identifier les deux trajectoires[20]).

Les trajectoires de type (0,0) sont aussi appelées trajectoires contractibles, car par
déformation on peut réduire la trajectoire a un point.
En définitive, il y a trois facons équivalentes pour représenter graphiquement les trajec-

toires classiques sur le tore et qui sont illustrées sur la figure (7.2) :

1. Représentation de la trajectoire sur le plan (en trait plein).

2. Représentation de la trajectoire sur le carré, en identifiant les cotés opposés (traits

pointillés).

3. Représentation de la trajectoire sur une surface de forme ”chambre a air”, plongée
dans R®.



J

(0,0 (0,1)

v = S

(1.2)

Figure 7.3: Exemples de classe d’homotopie associée i une trajectoire

La facon la plus commode pour s’imaginer ces nombres (ny,ns), caractérisant la classe
d’homotopie de la trajectoire, est peut-étre de considérer la trajectoire dans le plan (g, p),
comme le montre la figure 7.3. (ny,ng) correspondent aux nombre de cellules traversées
avant que la trajectoire ne revienne dans une configuration identique.

[’appendice B présente quelques propriétés et remarques pour une telle dynamique clas-
sique intégrable sur le tore.

Afin de pouvoir étudier une dynamique plus riche, nous considérerons des Hamiltoniens
dépendants du temps au paragraphe 12. Il n’y aura plus alors les restrictions sur la dy-
namique imposées par la conservation de I'énergie, et nous pourrons observer dans de tels
modeles une transition d’'une dynamique réguliere vers une dynamique chaotique.

Dans le paragraphe suivant, nous allons procéder de facon analogue a une réduction de la
dynamique sur le plan a celle sur le tore, mais dans le cadre de la mécanique quantique.
Il va s’agir de la réduction de la dynamique dans un espace de Hilbert de dimension in-
finie, a plusieurs dynamiques dans des espaces de dimension finie, contenant des fonctions
d’ondes périodiques en position et impulsion (i.e. et dont la transformée de Fourier est

aussi périodique)



(.4 Le tore en mecanique quantique

a) Réduction aux fonctions d’ondes périodiques.

Nous supposons donné un Hamiltonien H a un degré de liberté, opérateur hermitique sur
I'espace de Hilbert # = L%(R).
Dans les exemples que I'on traitera, un tel Hamiltonien sera donné par son expression a

partir des opérateurs de position et d’impulsion ¢ et p :

H = H(4,p) (7.4)

(Les opérateurs ¢, p s’'identifient aux opérateurs g, p; du paragraphe précédent).
De plus, nous supposons que cet Hamiltonien H commute avec les opérateurs de transla-

tion en position et impulsion :

TQ = ¢ '@P/h Tp = ¢'Piln, (7.5)
c’est a dire :
[Ty, H] = [Tp, H] = 0, (7.6)

Connaissant l’expression (7.4) de ’'Hamiltonien, la condition de commutation (7.6) est

vérifiée si cette expression est périodique en § et p :

H(G+Q.p) = H(G,p+ P) = H(q,p) (7.7)

Par exemple 'Hamiltonien de Harper, obtenu par quantification de Weyl de I'Hamiltonien

classique (7.3), vérifie de telles conditions :

H = —V cos (QW%) — Vi, cos (QW%) (7.8)

(C'est a dire que (7.3) est le symbole de Weyl de H; voir (A.64)).

Afin que, grace aux propriétés d’invariance par translation, I’étude de la dynamique quan-
tique puisse se simplifier, il faut supposer que les trois opérateurs ﬁ, TQ et Tp commutent
entre eux. Car dans ce cas ces trois opérateurs sont diagonalisables simultanéments.

En plus de I'équation (7.6), il faut donc supposer :

[To,Tp] =0 (7.9)



Cette derniere équation est équivalente a :

QP = Nh (7.10)

avec N € N, et en posant h = 27h.

(Pour montrer ce dernier point, nous utilisons la propriété : e‘e? = elABleBeA  yraje
pour deux opérateurs A, B vérifiant : [A,[A, B]] = [B,[A, B]] = 0; appliquée ici a
To=e* Tp=eP)

La relation (7.10) s’interprete de la maniere suivante : la surface QP du tore est un mul-
tiple entier de la constante de Planck h.

Une telle relation entre la surface de I'espace de phase classique et la constante de Planck
se rencontre généralement lors de la quantification de surfaces compactes au moyen d’états
cohérents [26]. Les modeles de Lipkin SU(2) et SU(3), en sont des exemples.

On reviendra plus sur les interprétations de cette relation dans la suite.

Décomposons 1'espace de Hilbert H en la somme directe des sous-espaces propres des

opérateurs de translation TQ et Tp

7‘[ = // HN(H],GQ)dG]dHQ (711)

(7.12)

To|T >= e | T >
H(0,0,) = [T >eH  t.q. ol _ |
Tp|U >= €|V > .

avec (6, 0) € [0;27]* .
Chaque sous-espace propre Hy (6, 63) contient donc des fonctions d’ondes périodiques en
position et impulsion, a des phases pres 6 et 6,. On établira dans la suite (en cherchant

une base de ces espaces) qu'ils sont de dimension finie N.

Du fait que les trois opérateurs H, TQ et Tp soient diagonalisables simultanéments, la
dynamique engendrée par I’'Hamiltonien H est invariante dans chaque sous-espace propre
Hn(01,60;). Autrement dit, (6,6) sont de bons nombres quantiques.

Ainsi, dans chaque sous-espace Hy(61,6s), les états stationnaires, vecteurs propres de

I’'Hamiltoniens H sont en nombre N, et le spectre est discret :

IA{‘\I]”(H],HQ) >= En(91a92)|\11n(91a92) > n=1— N. (714)

Par contre, a n fixé et pour (6;,6y) variant dans [0;27]?, chaque niveau n d’énergie

E,(01,05) varie de facon continue et décrit une bande d’énergie (selon la terminologie



de physique du solide, dans le cadre de la théorie de Bloch), c’est a dire un segment de
IR. De la méme fagon, les vecteurs propres |V, (6;,60y) > de chaque niveau décrivent une
surface dans 'espace projectif pour (6y,6y) € [0;27]?. La topologie de ce fibré en droites
sera décrite dans le chapitre 2.6, a I'aide de I'indice de Chern.

Remarques :

1. Le spectre global de H est donc formé de N bandes. Nous reviendrons plus en
détail sur la description de ces bandes d’énergie dans le chapitre 9 7 Distribution de
Husimi”.

D’apreés la relation (7.10), la limite classique A — 0 est obtenue pour N — +oc.
On s’apercoit qu’il y a une infinité de dynamiques quantiques d’Hamiltonien f[, une
pour chaque valeur de (6;, 6y) € [0; 27]?, et interne a chaque sous-espace Hy (01, 02).
Autrement dit, chaque sous-espace Hy (6,1, 02) correspond donc a une quantification
possible de 'Hamiltonien classique H(q, p) sur le tore (7.1). Toutes ces dynamiques
quantiques ont donc une méme limite classique sur le tore pour N — +oc, et cela
est illustré par le fait que sur la figure (D.1), les décalages des vecteurs de base,
causés par 5, deviennent nuls dans cette limite.

Mais il nous semble que cela vient plus précisément du fait que les dynamiques
quantiques dans chaque sous espace Hy (61, 63) s’obtiennent les unes des autres par
laction de 'opérateur de translation sur 'espace de phase D(«'), d’apres la rela-
tion (7.32). L’opération de translation dans l’espace de phase n’est donc pas une
opération qui laisse invariante la dynamique quantique sur le tore, en ce sens qu’elle
revient a changer les conditions de périodicité de la fonction d’onde. Au contraire,
la translation est une transformation canonique du tore qui laisse donc invariante
la dynamique classique. Cette non-invariance quantique qui disparait pour la limite
classique N — oo, se manifestera lors de 1’étude des états cohérents du tore au para-
graphe 8.2, et pourra alors s’interpréter comme étant due a une faible non uniformité
de 'espace de phase qui disparait a la limite N — oo. Voir la figure 8.4. Cette re-
marque peut suggérer une généralisation possible de I'étude qui fait I’'objet de cette
partie, pour une dynamique s’effectuant sur un espace de phase autre que le tore
(le plan ou la sphere par exemple). 1l s’agirait d’étudier une famille d’"Hamiltoniens
quantiques non équivalents mais possédant a la limite h — 0 des dynamiques clas-
siques identiques, c¢’est a dire équivalentes par transformation canonique.

Une importante question subsiste néanmoins. Si toutes ces dynamiques quantiques

ont une meéme limite classique, y a t-il une limite commune pour leur spectre et



leurs états stationnaires (7.14) 7

Dans les exemples que nous traiterons, nous verrons qu’au contraire, les états sta-
tionnaires peuvent avoir une forte dépendance en fonction des parametres (6, 6s), et
cette dépendance sera quantitativement exprimée par I'indice topologique de Chern.
Les études numériques sont présentées aux chapitres 2.7 et 2.8, mais apparaissent

aussi au cours des chapitres qui suivent pour illustrer certains propos.

. Les relations (7.10) et (7.13) s’interpretent comme le fait que le nombre d’états
quantiques est égal au nombre de cellules de Planck (surface élémentaire h) con-
tenues dans 'espace de phase.

C’est aussi cette relation que I’on retrouve dans les formules asymptotiques de Bohr-

Sommerfeld, de Weyl ou de Thomas-Fermi, pour la limite A — 0 :

cardinal {états|V, > t.q. By < E, < Ey} = (7.15)
1

1
h (Volume(q, p) t.q. By < H(q,p) < Es) + O(E)

. La condition (7.10) peut paraitre tres restrictive, en effet @, P étant fixés, elle ne

permet d’étudier qu’un nombre discret de valeurs de h :

1
h= QP NeN (7.16)

Nous pouvons cependant obtenir un nombre dense de valeurs de h dans IR, en posant

t
h= QP (N,t) € N (7.17)

qui s’écrit aussi : Nh = (tQ)P.

Nous obtenons donc a nouveau 'équation (7.10) et la décomposition qui s’en suit
de I'espace de Hilbert en sous-espaces de dimension N, a la différence pres que la
décomposition se fait cette fois-ci avec les sous-espaces propres de T(tQ) et Tp.
Classiquement, cela revient a considérer un espace de phase toroidal, contenant ¢

répliques de la cellule de base (@, P) :

Il y a donc par la une différence essentielle entre la dynamique quantique et la dy-
namique classique : la dynamique classique est indifférente vis a vis du nombre ¢

de cellules identiques, alors que nous verrons dans l'analyse de certains modeles,



Q 2Q tQ ¢
Figure 7.4: Espace de phase contenant t cellules de base

qu'un nombre t de puits identiques par translation, sera le siege d’effet tunnel quan-
tique, et responsable de la conductivité dans le modele de physique du solide exposé
précédement.

D’apres (7.17), nous déduisons que lorsque h varie de facon continue parmi les réels,
le spectre de 'Hamiltonien H peut présenter une structure compliquée en cantor,
pour la premiére fois mis en évidence par R.D. Hofstadter [38] et ensuite analysée
par M. Wilkinson [43]. En prenant, QP = 1, chaque fois que h est rationnel, h = %,
le spectre est structuré en N bandes. Et la distribution non réguliere des valeurs de
N lorsque h varie, est responsable de la structure fractale du spectre. Voir la figure
7.5. Cette structure a beaucoup été étudiée par J. Bellisard, A. Barrelli, B. Helffer,
J. Sjostrand et leurs collaborateurs [44]. T. Geisel et al. [45] ont aussi montré que le

spectre présente une statistique de niveaux particuliere, avec une loi en puissances
[45].

b) Opérateurs de projection sur les sous-espaces Hy (61, 6>)

Dans ce paragraphe, nous allons introduire des opérateurs de projection qui correspondent
naturellement a la décomposition (7.11) de I'espace de Hilbert total H en sous-espaces or-

~

thogonaux Hy (61, 02). Py, g,) sera 'opérateur de projection orthogonal sur le sous-espace
Hn(61,05).

Mais avant de donner leur expression, nous allons préciser les notations, notamment intro-
duire la notation de A.M. Perelomov [26] pour les opérateurs de translation dans 'espace

de phase plan, notation qui a I'avantage d’étre tres maniable, et qui nous sera utile dans



Figure 7.5: Structure en fractale du spectre "papillon de Hofstadter” du modéle de Harper
(tirée de [46]). Pour h = £, fraction rationnelle irréductible donnée, le spectre est structuré en

N bandes. Notons que si N est pair, les deux bandes centrales sont dégénérées.



la suite.
Ces opérateurs ont déja été utilisés dans la partie 1, chapitre 2.1.
A un point (g,p) € IR? de I'espace de phase plan classique est associé un nombre complexe

zeC:

- \/%_h(q +ip) (7.18)

Nous rappelons que 'intérét d'un tel changement d’échelle avec un facteur ﬁ est que

dans le plan (g, p), une cellule de Planck est de surface h alors que dans le plan z € T,

1
2

Les "sommets” du tore (Q),0) et (0, P) sont ainsi associés respectivement aux nombres

une cellule de Planck est de surface constante : - indépendante de A.

complexes (voir la figure (7.6)) :

Q Q P P
w) = ——=={/Nm—= Wy = =i Nm— 7.19
L Voh P \oh Q (7-18)
La relation (7.10) s’écrit alors :
P
w2 P
D(a
D) )
0 wl 0 Q 4
Figure 7.6: Plan complexe et plan en variables réelles

L’expression de l'opérateur de Translation d’une valeur z = (¢, p), dans I’espace de

phase, est donné par :

_ l Pq qp
— za) = exp(—grqp) exp(i—-) exp(—i=) (7.21)

D(2) = exp(za™



Ces opérateurs de translation vérifient la loi de composition suivante : pour «, § € C°

D(0)D(B) = exp(iTm(aB))D(a + B) = exp(2iTm(B)) D(8) D(a) (7.22)

Remarque : leur non-commutation est liée a la surface d’espace de phase Im(ozB) contenue
dans le parallélogramme («, (), voir la figure 7.6. C’est cette particularité qui est essen-
tielle dans la correspondance semi-classique entre la mécanique quantique et la mécanique

classique Hamiltonienne.

Les opérateurs de Translation Tp. Tp (7.5) s’écrivent aussi :
Q)L P

(7.23)

{ Ty = D(w)) = exp(—iZXp)

Tp = D(w,) = exp(i%(j).

Nous pouvons maintenant donner une expression des opérateurs de projection sur les états
périodiques des espaces Hy (0, 6). Tout d’abord, 'opérateur de projection sur les états

périodiques en position, vérifiant TQ|\IJ >= e |U >, € [0;27], est donné par :

Py, =limy e (SHY v e ™0T5) [ (SHE 1)

: . (7.24)
=" ﬁ 2om e 67”“0ch31”

avec N = >, 1 qui est infini, mais avec lequel nous pouvons renormaliser les résultats.
(L’ opérateur Py, a pour effet de rendre périodique un état quelconque avec la phase con-
venable #;) Nous pouvons vérifier que Py, est hermitique, et que P; = Py, et Py, |V >=
|U > si et seulement si To|¥ >= ¢ [T >,

De méme, 'opérateur de projection sur les états périodiques en impulsion, vérifiant

Tp|¥ >=e|W >0, € [0; 27], est donné par :

1 ) -
P, = 5 S erimbpe (7.25)

no€Z

Grace a la condition (7.9), ces deux opérateurs commutent entre eux : Py Py, = Py, Py, .
Nous obtenons alors I'opérateur de projection Py, g,y sur le sous-espace Hy (6;,02) (7.12),
qui a pour action de rendre périodique les vecteurs, en position et impulsion, avec les

phases convenables (61, 65) :

Pro,0.) = Po, Po, = Py, Py, (7.26)



Son expression est, compte tenu de (7.22) :
1

P(91,92) = /\W Z D(anl,nQ; 5) (727)
Tll,nQEZQ
avec
52 (9] s 92), Oy ny = MWy + Nowo (728)
D(Oznl’ng, 5) = exp(—im@l — ingﬁg)D(wl)""D(wg)”Q

= eXp(_iFnth,g_')D(anl,nQ) (7.29)
nimo,f — 7’L101 + n202 +ningNw (730)

Propriétés :

~ - ~ — ~

1. D(an1 2, 0)D(pir o, 0) = D(n14n1 nanors 5) C’est a dire que ces opérateurs ont
absorbé la phase de (7.22). Et pour |¥ >€ Hy(6;,6;) :

~ —

D(Oénl’ng, 0)|\If >= ‘\I’ > (731)

2. Une autre propriété qui nous servira pour le traitement des états cohérents :

D(a')P(; = Pé'_H;,D(O/) (732)
avec 0 = (01,6)) et o = %% — %“’—]\f
3. Relation de fermeture :
Iy = // Py, g,)d0,d6, (7.33)
[0,27]?

L’appendice D présente les bases de I'espace Hy (61, 03) formées par les vecteurs de posi-
tion et d’impulsions. Ces bases sont particulierement utiles pour effectuer numériquement
la diagonalisation de I’'Hamiltonien H. L’appendice E présente le calcul des éléments de
matrice de H dans la base de position |n, 0>.

Et c’est en diagonalisant numériquement la matrice de H & (61,6;) € [0,27)? fixés, que
nous obtenons les composantes < n, §|Wn(§) > des vecteurs propres, et les énergies En(g),
correspondantes, voir (7.14).

Des méthodes semi-classiques permettent de bien connaitre la valeur des énergies En(g)
et des états propres |W,(f) > dans la limite N — +oo0. Nous exposerons les résultats
généraux au chapitre 9 apres avoir introduit les états cohérents et la distribution de Husimi

au chapitre suivant. Nous verrons des résultats plus précis dans le cas particulier ou il y

a effet tunnel, au chapitre 11






Chapitre 8

Les états cohérents, représentation

de Husimi sur le tore

Les états cohérents du plan ont été décrits dans la partie 1, chapitre 2. A.M. Perelomov
[26], P. Leboeuf et A. Voros [15] ont défini les états cohérents du tore comme étant
la projection des états cohérents du plan sur un sous-espaces Hy(6,0), c’est-a-dire
comme étant des paquets d’ondes rendus périodiques sur ’espace de phase. Ils parta-
gent avec les états cohérents standard (du plan) beaucoup de propriétés, par exemple
celle de I'orthogonalité a la limite classique N — +o00, et celle de I'existence d’une section
holomorphe (du fibré en droites complexes sur I'espace projectif).

Un état cohérent du tore a la propriété d’appartenir a un sous espace Hy (61, 60s) et donc
lors de son évolution, de rester dans ce sous espace. Il y aurait la possibilité de faire
une étude comparée des évolutions selon 'espace d’appartenace (i.e. différentes valeurs
de 5), ce que nous ne ferons pas. Nous comparerons par contre les états stationnaires a
I’aide de l'indice de Chern. Ce que nous pouvons dire c¢’est que une différence dans les
évolutions peut se faire sentir si I’état cohérent s’étale sur I'espace de phase et que des
phénomenes d’interférences se produisent. Au minimum, cela peut arriver au bout d’un
temps t ~ In N, pour N — oo, qui correspond a un ”étalement hyperbolique” du paquet
d’onde (par exemple situé sur un point fixe instable de la figure 11.1) [47].

Une propriété mathématique que perdent les états cohérents du tore par projection, a ]
fixé, est la possibilité de les obtenir par I'action d’un groupe d’opérateurs unitaires de
translation agissant sur un état de base. En quelques sortes, il n’y a plus "uniformité
quantique” de I'espace de phase. Cela est dii en fait a 'opération qui rend périodique
un état cohérent du plan et qui crée des interférences, constructives ou destructives selon

le point de I’espace de phase. Mais nous verrons qu’a la limite classique N — +oc, ces
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interférences disparaissent de facon exponentielle.

C’est ce méme phénomene d’interférences qui gouvernera la dynamique et la valeur des
indices de Chern (caractérisant les états stationnaires) dans le cas de leffet tunnel, au
paragraphe 11.2. Nous en verrons ici le mécanisme de base.

Nous finirons ce chapitre en présentant les distributions de Bargmann et de Husimi sur
le tore. Leur intéret réside dans le fait qu’elles fournissent une représentation sur l’espace
de phase d’objets quantiques (opérateur ou état).

La représentation de Bargmann associe un état |U > de H (61, 6;) a une fonction holo-
morphe théta de Jacobi sur le plan. La distribution de Husimi est une fonction positive
sur le tore associée a I’état | >. Chose remarquable, les zéros de la distribution de
Husimi (i.e. I'emplacement des poles sur I’espace de phase), en nombre N, caractérisent
univoquement 1’état quantique |¥ >. Cette correspondance entre un état quantique et
une collection de N points sur 'espace de phase classique a été mis en valeur et discutée
principalement par A. Voros et P. Leboeuf [48, 49, 15].

Le chapitre 9 sera spécialement consacrée aux propriétés semi-classiques de la distribution

de Husimi d’un état stationnaire.

8.1 Les états cohérents du tore

Nous utiliserons ci-apres les mémes notations que celles du paragraphe 2.1 utilisées pour
présenter les états cohérents du plan (ou états cohérents standard). La figure (8.1) présente

la distribution de Husimi d’'un état cohérent du plan.

Nous voudrions définir des états quantiques qui partagent les propriétés remarquables
des états cohérents standard, a savoir leur dépendance analytique et leur orthogonalité
a la limite classique, mais avec la condition supplémentaire d’appartenir a un espace
Hy(01,0) (7.12), c’est a dire d’étre invariants par les translations Tg et Tp.

Une fagon naturelle d’obtenir de tels états est de projeter les états cohérents |z > sur les
espaces Hy (61, 6), a I'aide de 'opérateur de projection Py, défini par (7.27).

Pour z € €, on définit ainsi un vecteur cohérent non normalisé :
2,0 >= Pylz > (8.1)

|z,0 > comme |z > ont une dépendance analytique en z.
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Figure 8.1: Un état cohérent du plan en représentation de Husimi. (qo,pg) = (0.6,0.4), h = 0.02.

Le vecteur normalisé est :

(8.2)

Voici tout de suite, sur la figure 8.2, pour s’en faire une idée, la distribution de Husimi
sur le plan d’un tel état cohérent (a comparer avec I'image (8.1)).
Cette figure qui montre une superposition d’états cohérents standard, traduit 1’ex-

pression suivante obtenue a partir de (7.29) et (2.17) :

2,0 > = Pjlz >=< z|z >'/? > D(0un1 na, 0)| 2>,
n1,n2€Z2
= <zlz>7 % exp(—iF, . 7)exp (ilm (ann,Z2))
n1,n2€Z2

Rappel : ay,n, = njwi + nows, et F =110y + nobly + ninoNT.

n1n25
Nous obtenons aussi que les vecteurs |z + a1 42,0 > et |z, > sont proportionnels entre

eux, pour ny,ny € Z?%, et donc que les états quantiques correspondants sont égaux :
S iF ) (ar . S
|2 + i o, 0> = el Fuimie( m(a”l"zz))\z, 0>, (8.4)

Ainsi, dans 'espace des états quantiques (I’espace projectif), les états cohérents du tore

(a @ fixé) forment une surface équivalente au tore.



Figure 8.2: Distribution de Husimi d’'un état cohérent du tore |z,0 >, représenté sur le plan

(g, p)-
N = 8. Périodes du tore : Q = P =1, (61,602) = (0,0), (g0, p0) = (0.6,0.4).

Inversement, d’apres la relation (7.33) :
2 >= // 22,0 > (8.5)

ce qui signifie que la somme des états cohérents |z,8 > (figure 8.2) se localise en z dans
le plan complexe (figure 8.1). En fait le lieu de localisation peut étre déplacé de a1 2

grace a un facteur de phase approprié i(n,6; 4+ nofs) :

// dQH_)‘Z + Qn1,n2, §>n

_ e(*iim(ananZ))(_l)nlngN //d2§ei(n191+n292)|27§>n

‘Z + O471,1,71,2>n

Cette derniere propriété que nous généraliserons, sera utile au paragraphe 10.7 pour don-
ner une interprétation a la formule de Kubo qui identifie la conductivité et I'indice de
Chern dans le modele d’électrons dans un conducteur plan.

Finalement, remarquons que d’aprés la relation (7.32), 'action d’un opérateur de trans-

lation D(«) (équation 7.21), sur un état cohérent du tore est :

D(a)|z,6 > = D(a)Pz >
= Py gD(a)lz> < 2|z >1/2

= P "™z +a>, < 2|z >



; 5 - < z|z >*
_ GZIm(aZ)|Z—|—(){,9—|—91 > ‘
<z+alz+a>1/?

= 240,040 > exp(—az — —) (8.6)

_ 9; wl 0'1 w?2
avec a = N N
Cete action n’est donc invariante dans Hy (61, 602) que pour les translations discretes du
type D(ay ), avec k, k' € 7 et :

Pl ez (8.7)

Ok g = kN N

8.2 Phénomenes d’interférences dans la construc-

tion d’un état cohérent du tore.

Nous nous proposons de calculer la norme des états |z, 0 > (éq. 8.1), c’est a dire d’évaluer
< z,0|2,0 > .

Voici une premiere évaluation de la norme de |z, §>, en utilisant la relation (7.32) :

<z0lz0> = < 2| P3|z >=< 2| Pz >
= < 2|z >,<0|D(—2)P;D(2)|0>,

= < z|z >,<0| Py, 50>,
(8.8)
avec (61, 6%) donné par z = %%1 - %“’WQ . Donc 0} = =27 NJ et 0 = 2N §.

Le facteur < z|z >= exp(zz) est propre aux états cohérents du plan. Le deuxiéme terme
est doublement périodique en z, de périodes % et %2
L’idée est d’utiliser I'expression (7.27) du projecteur, et de ne considérer a la limite N —

400 que la contribution de cellules voisines.

TL<0‘P§+0_"|0>TL == n<0‘ ZTL],T},QGZZ D(an],nQ, 5+ 9_;)‘0>n

7.F‘ . .

- an,ng n<0‘D(an1,n2)|0>n€ ’ ny.mg,0+6'

= an,nz n<0‘an17n2>n eiZFnl,nzﬁg‘ﬂg”/

or :
2
< O0lapno> = exp (CMTM)
TN
= e{ggp (mQ°+ (PY)) (89)
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donc :

n<O0[ Py 710> = 1+ aneZ,n2>0,(etn2:08i n1>0) exp{—2,7fQ—NP (M Q)* + (naP)*)}
(—=1)mm2N2 cos (ny (6 + 07) + no (0 + 05))
(8.10)

Dans la limite classique N — +oc, les termes principaux de la somme (8.10) vont donc

étre (en supposant ) ~ P) :
(ny,n9) = (0,0), (1,0), (0,1), (-1,0), (0,-1) (8.11)

C’est a dire que outre I'auto-interférence (0, 0), nous considérons le recouvrement avec les

quatres plus proches voisins.

()

N o
U Ay

(-1,0) (0,0 (1,0) n

0)

C) (O’_l)

Figure 8.3: Cellules voisines prises en compte dans approximation de l'interférence

Dans cette approximation (exponentiellement bonne), (8.10) donne :

<z,§\z,§>

< zl|z > =n<0IF;

505 ~ 1+ 2eC ) [cos(6) — QWN%) + cos(fs + QWN%)] (8.12)
avec, nous le rappelons : < z|z >= exp(22).

Cette évaluation, représentée sur la figure (8.4), montre clairement que lorsqu’un état
cohérent du plan est rendu périodique \z,§ >= Pglz >, il se produit un phénomene
d’interférence responsable de fluctuations exponentiellement faibles autour d’une valeur
constante. Ce phénomene d’interférence est constructif ou destructif selon la position z

de I’état et selon la valeur des phases (6, 6;) fixant les conditions de périodicité.



Figure 8.4: Norme de I'état |z,0 > en fonction de z et pour (8;,6;) = (5.%5), N = 3.

Q = P = 1. De facon générale, amplitude est ~ 67%, la figure présente N x N bosses et
creux. Et (61,02) ont pour effet de translater la figure de dq = 26;% et op = 720;;, en accord

avec la figure D.1.

8.3 Représentation de Bargmann et de Husimi

Les états cohérents sont des états quantiques associés aux points de ’espace de phase
classique. Par ailleurs, les états cohérents du plan vérifient une relation de fermeture, qui

signifie qu’ils forment une base surcomplete de 1'espace de Hilbert :

dq dp
I, = //— - 8.13
=l 5= lqp>n w<qp| (8.13)

Une représentation d’'un état quantique | > sur l'espace de phase s’obtient donc na-
turellement en considérant ses composantes ,<gp|¥ > dans la famille des états cohérents
a I'aide de cette relation de fermeture.

Cela nous amene a deux représentations intéressantes :

1. La représentation de Bargmann V(z) =< z|¥U > qui est une fonction analytique en
z = (q+1ip)/V2h. Des propriétés particulieres en découlent, notamment concernant

ses zéros (i.e. les lieux ou elle est nulle).

2. La représentation de Husimi Hy(2) = | <2|¥ > |? qui est une fonction positive
sur l’espace de phase et qui permet de faire des correspondances assez directes avec
la mécanique classique. Par exemple, dans la limite N — 400, une distribution
de Husimi satisfait I'équation d’évolution classique de Liouville au premier ordre

31, 6.



a) La distribution de Bargmann

Les résultats qui suivent ont été obtenus par A. Voros et P.Leboeuf [48, 15]. Considérons
un état |0 > Hy(6y,6,), avec 6 € [0, 27]2.
Les états cohérents du plan non normalisés : |z >= eza+|0 > ont une dépendance analy-

tique en z € C. Ainsi la représentation de Bargmann :
Ui(z) =< 2|¥ > (8.14)

est une fonction anti-analytique en z.

Remarque : Une définition avec les états cohérents du tore (8.1) serait équivalente, et ce

sera la méme chose pour la distribution de Husimi, car :
Us(2) =< 2,0]0 >=< 2| Pj|¥ >=< 2|¥ > (8.15)

La distribution de Bargmann de | > présente quelques propriétés découlant de
'appartenance de |V > a Hy (61, 63).
D’apres (7.31),

—

<2]¥ > = < z2[D(0m1 g, )V >=e i < 2| DY (—am )]0 >
a\z

2 < z— O{n]’n2|\Ij >

= piZFﬂl g0 g%

donc
) a2
Ui(z — anine) = ¢'Fnimy =07+ Us(2) (8.16)

qui est 1’équation fonctionnelle pour les fonctions théta de Jacobi [26]. Ses zéros sont
périodiques dans le pan C, de périodes Cj et P. Nous allons maintenant nous intéresser
aux zéros (zp) situés dans une cellule, a I'aide de la formule générale pour les fonctions
analytiques, qui est que pour une fonction analytique f(z), dont les zéros dans un domaine

de contour C sont notés (z), et pour n € IN :

Z 2 = 27”7{ ”%dz (8.17)

Nous appliquons ici cette formule pour la fonction antianalytique ¥(z), pour n = 0 et
n=1.
A T’aide de (8.16), nous avons :

N |

cardinal ( 7{ (8.18)



(I'intégrale se fait sur le contour d’une cellule, dans le sens indirect). Cela signifie que

U(z) possede N zéros exactement dans le domaine d’une cellule.

De plus,
N 1 '
i = — ¢z G
P 270 . (2)
N o 6
= —— (@1 + @) 4 (@ —= — —Ly) (8.19)
2 2r 2w
Ce qui signifie que le barycentre de ces N zéros zy/y = ﬁ(qo +ipg) est fixé (mais dépend
de 6).
1 1 o 6
2oy = —5 (@1 @) + N(mﬁ - ia@) (8.20)
. 1 , 1,6, 0
— P4+ —(20—iZtp
dotipn = =5 QFIP)+ 5@~ i P)

Finalement, comme 'ont mit en valeur P. Leboeuf et A. Voros [49, 15] signalons qu’un
théoreme de factorisation de Weierstrass affirme que la fonction W(z) est déterminée (sauf

sa phase globale) par I'emplacement des N zéros (z;) dans la cellule :

N
15N _ z 2 2
\IJ(Z) = ZyenN >k (B =V Nzo1)2 \Ill(zo 1+ ) (8.21)
1Gon + 55
ot Uy est la fonction de Bargmann correspondant a N = 1, et 2y, = —ﬁ(@ + @) +
ﬁ(@] g—jr — %@2) est son unique zéro. Zy est un facteur de normalisation.

Ainsi, la représentation de Bargmann associe a chaque état quantique |V >€ Hy (61, 6)
une fonction anti-analytique théta de Jacobi, qui est caractérisée par la collection de N

points sur le tore (ses zéros), dont le barycentre est fixé par (8.19).

Remarquons au sujet des dimensions, que l’espace des N-uplets de zéros, vérifiant
(8.19) est de dimension complexe (N — 1). En rajoutant une dimension correspondant a
la multiplication des fonctions par un nombre complexe (qui correspond a la liberté de
phase globale ), on retrouve le résultat (7.13), qui affirme que la dimension de Hy (6;, 05)
est V.

Il est remarquable ici qu'un état quantique soit entierement caractérisé par la position
des N zéros de sa distribution de Bargmann. On retrouve cette propriété dans le cas
de la limite classique avec les états cohérents de SU(2) [50], on 'espace de phase est la
sphere S2. Cette propriété est intimement liée au fait que I'espace de phase soit compact

(et aussi de dimension deux, afin de pouvoir utiliser la théorie des fonctions analytiques



a une variable). Il est important de remarquer que les zéros de la fonction de Bargmann
sont des singularités topologiques, comme les zéros de toutes les fonctions analytiques ).
Cela signifie qu’en modifiant la fonction parmi les fonctions analytiques, les zéros peuvent

se déplacer, se recouvrir, mais ni disparaitre, ni apparaitre.

Remarque : La représentation de Bargmann des états de position |n, 0 > est a partir de
(D.4) :

P 2w

+/2(ZX) (& +n) 2}05(V,

< zln,d >= ﬂ)1/ exp{—32" = 3(B)[E (% +n)P (8.22)
7)

avec :
IV, 7) = Y, czexp (i7r7'y2 + 2ivV)
T= i (8.23)

V=— 8 4+iZQ(% +n)—iy/ 82

Cette expression permet de calculer numériquement la distribution de Bargmann d’un
état stationnaire |¥, () >, (en tronquant la somme (8.23) dont les termes décroissent
exponentiellement vite avec v). En effet la diagonalisation de I’'Hamiltonien H (E.3), ou
du propagateur U (12.20), dans la base |n, 6 > fournit les coefficients < n, 0|0, (f) >
, n=0— N —1, et 'on a d’apres la relation de fermeture (D.6) :

< 2|, (0 < zln, 0 >< n,0]9,(0) > (8.24)

HMZ

b) La distribution de Husimi.

La distribution de Husimi d’un état |U >€ Hy (6, 6,) est la fonction positive définie sur

le tore :

Holz) = | w<z|W > 2 = [U(z)[2e = (8.25)

Elle est bien définie sur le tore car a 'aide de (7.31),on obtient que Hy est périodique par

translation :

Hq;(Z + Oénlmg) = HqJ(Z), an, ny € 7 (826)

Les zéros de Hy(2) sont les zéros de ¥(z), qui caractérisent ’état quantique, nous I’avons
vu. On remarque donc que la distribution de Husimi qui ne concerne que le module de
U(z), contient néanmoins toute l'information sur I'état quantique. Cela est da a la pro-

priété générale des fonctions analytiques qui sont déterminées par leur module.



De la propriété de factorisation de la fonction de Bargmann (8.21), on déduit une factori-

sation de la distribution de Husimi :

wlg) = Wy | 20/1
e TN
Si I’'on définit une distribution de Husimi avec les états cohérents du tore, cette fois-ci le
résultat est différent :
| < z| P[0 > |2 1
122 (o)
< z,0z,0 > < 0[P;, 4]0 >

Hy(2) = | <z, 00 > |2 =

Mais le facteur < 0Py 4
(8.12, figure 8.4).

Comme exemple de distribution de Husimi, celle d’un état cohérent du tore est représentée

|0 > fluctue tres faiblement autour de 1 comme nous I'avons vu

sur la figure 8.2. Dans les paragraphes suivants, nous allons particulierement nous inté-

resser aux distributions de Husimi des états stationnaires.






Chapitre 9

Etats stationnaires d’une

dynamique intégrable.

Les distributions de Husimi associées aux états stationnaires de la dynamique ont beau-
coup été étudiées ces dernieres années [31, 51].

Pour une dynamique intégrable, I’aspect qualitatif de ces distributions est différent, selon
qu’il y a effet tunnel ou pas. Dans ce chapitre, nous allons décrire ces différents cas, dans
le cadre particulier qui nous intéresse, a savoir la dynamique sur le tore. Il faut noter que
I’aspect qualitatif des distributions de Husimi pour une dynamique non intégrable est tres
différent, et nous aborderons ce sujet au paragraphe 12.2.

Pour une dynamique intégrable, générée par un Hamiltonien indépendant du temps, les
méthodes semi-classiques comme la méthode W.K.B. montrent que certaines trajectoires
périodiques (dites quantifiées) sont associés a des états stationnaires. Or les trajectoires

se divisent en trois classes, comme nous I’avons vu au paragraphe 7.1 :
1. Les trajectoires périodiques contractibles.
2. Les trajectoires périodiques non-contractibles (de type (n;,ny) # (0,0)).

3. Correspondant aux valeurs exceptionelles de 1’énergie ou le Hessien de I’'Hamiltonien

est nul, il y a les points fixes (stables et instables) et les séparatrices.

Les deux premiers paragraphes s’attacheront a décrire les distributions de Husimi associés
aux trajectoires périodiques contractibles et non-contractibles, en ajoutant quelques mots
concernant les points fixes et les séparatrices.

Les résultats qui seront présentés sont aussi valables dans les régions presques régulieres
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d’une dynamique non-intégrable, pour décrire des états stationnaires associés a des cour-
bes invariantes.

Un phénomene purement quantique (i.e. sans analogue classique) se produit dans le cas
d’une dynamique réguliere, lorsque deux états stationnaires ont des énergies suffisamment
voisines. Il y a alors un phénomene de résonance qui fait que les états stationnaires sont
chacun répartis sur deux trajectoires différentes. Une distribution initialement localisée
sur une trajectoire peut alors, lors de son évolution, passer sur 'autre trajectoire par

"effet tunnel”. Nous décrirons ce mécanisme au paragraphe 9.3,

9.1 Etat stationnaire associé a une trajectoire con-

tractible

a) Existence de quasi-modes

Les articles [52, 53, 54] décrivent les états stationnaires en représentation de Husimi
dans le cas d’une dynamique intégrable, a I'aide d’une méthode W.K.B. modifiée (en
travaillant sur ’espace de phase, ce qui évite les problemes de raccordements liés a la
présence de caustiques, propres a la représentation en position). Ces résultats concernent
la quantification de trajectoires périodiques dans le plan, et s’appliquent donc ici pour les
trajectoires contractibles sur le tore. Les trajectoires non-contractibles sur le tore, ne sont
pas périodiques sur le plan, et nous verrons au paragraphe suivant comment modifier les
regles de quantification.

La méthode W.K.B. dans le cas a une dimension, permet de construire des quasi-modes
associés a des trajectoires périodiques. Un quasi-mode est un état quantique ¥ dont les
régions de fortes amplitudes de la distribution de Husimi sont localisées sur une trajectoire
périodique, et ce quasi-mode vérifie I’équation de Schrodinger stationnaire HU = EV &
'ordre 2", pour tout N > 2, et dans la limite i — 0.

Voici le résultat obtenu dans les articles [52, 53, 54] :

Dans la limite classique A — 0, une trajectoire I' d’énergie E' supporte un quasi-mode si

elle vérifie la condition de quantification de Bohr-Sommerfeld :

%deq =(n+ %)h +o(h) neN (9.1)



Alors, la distribution de Husimi du quasi-mode est (a l'ordre &) :

B Lo 2 (Hwlep) - E ’
Hu(q,p) =N /p< (—) )) (9.2)

v(q, p) h v(q,p

ou Hw(q,p) est P'Hamiltonien classique (symbole de Weyl), et v(q,p) est la vitesse du
point (g, p) sur l'espace de phase.

L’énergie du quasi mode est E, I'énergie de la trajectoire classique (a I'ordre h).

Remarques :
1. L’intégrale sur le contour de la trajectoire § pdg est I'aire englobée par celle-ci.

2. Le symbole de Weyl Hy, differe a I'ordre A du symbole normal, voir la partie 1,
A.65.

La distribution de Husimi du quasi-mode est donc bien concentrée sur la trajectoire avec
une intensité dépendant de la vitesse. (A la différence d’une distribution invariante de
Liouville).
En général un quasi-mode est un état stationnaire a la limite A — 0, sauf dans le cas ou
plusieurs quasi-modes se trouvent avoir la méme énergie E. Il y a alors un phénomene de
résonance que nous décrirons partiellement au paragraphe 9.3, et que nous analyserons
au paragraphe 11.2. Mais ce cas est exceptionnel en ce sens qu’il est non générique. Il
est par exemple du a des symétries de I’Hamiltonien, ou pour un Hamiltonien dépendant
d’un parametre, a des valeurs particulieres du parametre.
L’expression (9.2), nous renseigne sur la distribution de Husimi de 1’état stationnaire
seulement au voisinage de la trajectoire périodique quantifiée, mais P. Leboeuf et A. Voros
[48, 49, 15], ont montré que 'on pouvait avoir des informations aussi sur la distribution
dans des régions ou elle est tres faible en intensité, notamment la ou elle s’annule. Plus
précisément, nous avons vu d’apres (8.18) que la distribution s’annule en N points de
I’espace de phase. Lorsque la dynamique est intégrable, ces N zéros se situent sur des
lignes et sont éloignés les uns des autres d’une distance de 1'ordre de h. L’argument,
conforté par les expériences numériques, est basé sur I’expression semi-classique W.K.B.
de I'état stationnaire.
De plus, la méthode W.K.B. montre que pour une trajectoire quantifiée vérifiant (9.1)
avec n € IN, la fonction de Bargmann du quasi-mode vérifie :
1 U'(2)
2mi [ 0(2)

dz =n (9.3)



et donc la fonction de Bargmann comme la distribution de Husimi contiennent n zéros a
I'intérieur de la trajectoire (et N — n zéros a 'extérieur).
Pour les applications numériques, on peut localiser précisément chaque zéro sur I’espace

de phase en utilisant une méthode de dichotomie et la propriété qui est que le nombre de

zéros contenus dans un contour C est n = ﬁ 4 \g((zz)) dz.
Remarquons que 'expression (9.2) ne fait pas intervenir les parametres de périodicité
de la fonction d’onde (61, 6y). Par conséquent, I'état stationnaire |U,(6;,60y) > associé a
une trajectoire contractible quantifiée, ne dépend pas de (#y,6,) (a tout ordre en A [41])
pour i — 0, et son énergie E,(6;,0:) est elle méme constante (a A prés). Autrement
dit, la bande d’énergie F, (6;,60,) a une largeur exponentiellement faible (o< h* exp (—%),
que M. Wilkinson [43] a évalué au moyen de corrections semi-classiques pour l'effet tunnel
entre différentes cellules), et la distribution de Husimi de |¥,,(6;, 65) > ne fluctue pas avec
(01,65). Elle est figée et concentrée sur la trajectoire classique.
Intuitivement, cela se comprend par le fait que le quasi-mode est construit localement sur
une trajectoire contractible. D’une part la trajectoire est un objet classique indépendant
de (64, 05), et d’autre part la régle de Bohr-Sommerfeld (9.1) pour la phase de ¥(z) est

aussi indépendante de (0, 6y) car la trajectoire est contractible.

b) Illustration sur le modéle de Harper

Voici des distributions de Husimi pour le Hamiltonien de Harper :
H(q,p) = — cos(2mq) — cos(27p) (9.4)

(On a choisi Q = P =1).
La figure 9.1 (a) montre les trajectoires classiques. Toutes sont périodiques et contractibles

hormis la séparatrice et les points fixes instables.

La figure 11.3 en D = 0, montre le spectre des bandes d’énergies E, () pour N = 21
niveaux. (Donc h = 27+N = 0.0075). On y observe que les bandes sont effectivement tres
étroites sauf au voisinage de 'énergie de la séparatrice. La position moyenne des bandes
est prédite a 'ordre h par la régle de quantification de Bohr-Sommerfeld (9.1).

La figure (9.1) nous montre la distribution de Husimi de 'état n = 13, pour différentes
valeurs de (6;,603). On peut y vérifier qualitativement la concordance avec ’expression

(9.2) :



0.4

1. La distribution est bien concentrée le long d’une trajectoire classique, et a une

amplitude plus forte pres des points fixes, ou la vitesse est plus faible.

2. (N —n) = 8 zéros sont situés a l'intérieur de la trajectoire. Ils sont alignés.

@

La distribution varie tres peu avec (6, 6y).

(a) (b)

Figure 9.1: Trajectoire classique et distribution de Husimi pour le Hamiltonien de Harper (9.4).

N =21 n =13. Les étoiles indiquent I’emplacement des zéros.
(a) : (01,62) = (0,0)  (b) : (61,02) = (7/2,7/2)

c) Distribution de Husimi prés d’une séparatrice

La distribution de Husimi d’un état associé a un point fixe instable a été étudiée [55, 56,
57, 58, 59] dans le cas de problemes a une dimension. La méthode consiste a construire
une distribution invariante au voisinage du point fixe, que I’on recolle a des distributions
construites sur les branches de la séparatrice. Cela permet d’obtenir I'expression de la
distribution de Husimi et celle du spectre d’énergie.

Si I’ensemble du point fixe instable et de la séparatrice est contractible, alors les conditions
de périodicité (6, 6y) n’interviennent pas dans ces expressions, et la bande d’énergie est

donc étroite. Voici pour illustration, le modele :

1
Hr(q,p) = — cos(2mq) — cos(4mp) — 1 cos(4mq + %) — cos(27p) (9.5)



dont les trajectoires sont dessinées sur la figure 9.3. Il y a trois séparatrices, une con-
tractible, et les deux autres non contractible. La figure 9.2 montre le spectre pour N = 21,
pres de I'énergie de la séparatrice contractible qui sépare les deux puits du centre. On
vérifie que les bandes sont étroites. Les doublets de valeurs propres pour des énergies
supérieures sont dues a de D'effet tunnel entre les deux familles de trajectoires qui sont

alors présentes.

0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 18 2

Figure 9.2: Spectre de I’'Hamiltonien (9.5) N = 21. En pointillés, I'énergie classique de la
séparatrice contractible. Pour des énergies plus élevées, les bandes vont par doublets quasi-

dégénérés.

La figure 9.3 montre la distribution de Husimi de I'état n = 17, pour différentes
valeurs de (0, 6;). On y vérifie & nouveau la concentration de la distribution sur le point
fixe instable, ainsi que la quasi-indépendance de la distribution avec les parametres de

péI’lOdlClté (01 s 92) .

L’indépendance de la distribution de Husimi en fonction de (0, ,) est caractéristique
des états stationnaires quantifiant des trajectoires contractibles. En particulier leurs zéros
ne recouvre pas tout I’espace de phase lorsque (61, 65) varient, et cela sera quantitativement

exprimé au chapitre suivant par l'indice de Chern qui dans ce cas est nul.

9.2 Etat stationnaires associés a une trajectoire non-
contractible

a) Reégle de quantification

M. Wilkinson [43] a obtenu la régle de quantification pour les trajectoires non contractibles

sur le cylindre, en appliquant la méthode W.K.B. au probleme du pendule H = %2+cos(q),



(a) (b)

Figure 9.3: Trajectoires et distribution de Husimi de I’Hamiltonien (9.5). N =21 n = 17.
(a) : (01,02) = (0,0)  (b) : (61,62) = (m/2.7/2)

afin de déduire une regle de quantification pour les trajectoires non contractibles du tore.
Dans ce paragraphe, nous réobtenons directement cette regle a partir d’'un argument
différent et présenté dans la partie 1 chapitre 4, qui est que les trajectoires quantifiées ont
une phase de Berry nulle.

La classe d’homotopie d'une trajectoire non contractible est caractérisée par un couple
d’entier (ny,ny) € Z* tel que (n1,ng) # (0,0).

Il est néanmoins possible dans le cas intégrable, de construire un quasi-mode associé a une
telle trajectoire. En effet localement, la méthode W.K.B. est toujours valable, seulement
la régle de quantification globale (9.1) change, 'expression (9.2) elle, subsiste.

Dans la partie 1, nous avons vu que la condition de quantification sans indice de Maslov d’une
trajectoire périodique & Pordre h s’exprime par le fait que sa phase de Berry (sur les états
cohérents standard) est nulle (modulo 27), voir (4.4).

Or pour une trajectoire périodique sur le tore, de classe d’homotopie (nq,ns) € 722 sur le tore,

passant par z(0) = \/%(qo +ipo) € C et z(T) = 2(0) + ay, ny, la phase de Berry est :

¢ = ¢+ oo

ou ¢; est la différence de phase entre les états |z(0) > et |z(T") >, donnée par (8.4) :

—

2(T), 0>, = '?1[2(0), 0>,

¢ = F —'—Im(OénthZ[])

n11n270

= 5 [(mQ)(n2P) + (11Q)po — (n2P)qo] + 1161 + nabs



1 ma.d €6 Oy iy sODE donnés par (7.30), et ¢9 exprime la différence de phase entre le transport

parallele et I'état |z(T")>,. D’apres (1.18), et (F.3) :

¢ = —%ng.A

3 S (pdq — qdp)

Finalement, la phase de Berry est un multiple de 2, si :

1
¢ =n101 + noby + ﬁS = 21n

avec n € Z, et ou S est la somme des surfaces de 'espace de phase provenant des autres termes
de ¢ et ¢o. On montre facilement que c’est aussi la surface située a droite de la trajectoire
dans une cellule élémentaire. On vient d’appliquer ici la régle de quantification d’Einstein, qu’il
convient de corriger par I'indice de Maslov. Or l'indice de Maslov est —%t ol n; est le nombre
de tours effectués par le vecteur vitesse dans I'espace de phase sur une période (voir [60], ou
I'équation (4.17)). On déduit donc que 'indice de Maslov est nul pour les trajectoires non con-

tractibles, et qu’il est (:I:%) pour les trajectoires contractibles.

La nouvelle regle de quantification est donc :

[’énergie E d’une trajectoire est quantifiée si la trajectoire vérifie :

1 0 0
§=(n+][3] —nli —ngﬁ)h (9.6)

avec n € Z, et I'indice de Maslov % seulement pour les trajectoires contractibles (ny, ny) =
(0,0).

Si l'on considere le graphe de la trajectoire dans une cellule élémentaire du tore, S est
la surface de la cellule située a droite de la trajectoire. (Ou ce qui donnerait le méme
résultat, la surface située a gauche de la trajectoire comptée négativement).

Les figures (9.4), (9.5), (9.6) montrent quelques exemples de trajectoires, visualisant la

surface S.

ou

Figure 9.4: Trajectoires contractibles (ni,mny) = (0,0)



La regle (9.6) contient donc en particulier le cas des trajectoires contractibles (9.1).
Dans ce cas d’ailleurs, le signe de 'action S ne joue pas car la régle (9.6) reste valable, et
S peut étre la surface a 'extérieur ou a l'intérieur de la trajectoire; cela ne joue pas car
Siot = QP = Nh.

- +
ou ; u =

Figure 9.5: Trajectoires de type (1,0) et (0,1)

x1
X2 é

Figure 9.6: Trajectoire de type (1,2). Pour calculer S dans ce cas, il faut ajouter chaque portion

de surface avec la multiplicité indiquée.

Remarque : Les trajectoires d’énergie plus élevées se trouvent a gauche d’une trajectoire
donnée, du fait que 9,(q, p) A grad(H) > 0. Donc E(S) est une fonction croissante.

Au appendices (B, C), il est montré que 'étude générale d’'une dynamique intégrable
possédant des trajectoires non contractibles de type (ni,ns), se ramene a 1’étude de tra-
jectoires non contractibles de type (0,1). On vérifie que la régle de quantification (9.6)
obéit a cette correspondance. En effet a I'aide de (C.6), on obtient : S = 8" = (n — 0)h

qui est aussi la regle de quantification d’une trajectoire de type (0,1).



b) Application, structure des bandes du modéle de Harper

Nous allons appliquer la régle de quantification (9.6) pour comprendre qualitativement la

structure en bande du modele de Harper (7.3).
H(q,p) = —Vj cos(2mq) — Va cos(2mp) (9.7)
avec Vi =1, V5 =0.5.

K
A\\ \

“\\\ /

\/

Figure 9.7: Trajectoires

L’énergie minimum est celle du point fixe stable (¢,p) = (0,0) . Epim = —=V1 — V5 =
—1.5.

- Ily a ensuite un point fixe instable en (¢,p) = (0, 3), d’énergie Eg; = —V; 4+ V5 = —0.5.

Puis un point fixe instable en (q,p) = (2, 0), d’énergie Fgo = V7 — V5 = 0.5.

Enfin un point fixe stable d’énergie maximum en (¢,p) = (%, %), d’énergie Fy, =
Vi+ V=15,

Voici maintenant la nature des trajectoires et la structure des bandes en fonction de

I’énergie E :

- Pour E,i, < F < Egy et Ego < F < Epq, : les trajectoires sont contractibles. D’apres

la regle de quantification, I’énergie quantifiée est indépendante de (61, 6s).

- Pour Eg; < E < Fgs, les trajectoires sont non contractibles. Une famille de trajectoire
est de type (0, —1), autre de type (0,1).



La regle de quantification (9.6), donne pour les trajectoires de type (0, —1) :

{ S, =(n+2)h

9.8
E, = Energie des trajectoires de surface S, ©8)

Pour n € 7Z donné, S, (6,) est croissante, or E(S) est croissante, donc E, () est crois-
sante. De plus, E,(27) = E,11(0).

Pour les trajectoires de type (0,1), on a :

02

S, = (n—
' (n 2T

Jh neZ (9.9)

S,(0,) est décroissante, et E(S) est croissante, donc E(fy) est décroissante. De plus,
E,(27) = E,_1(0).

La structure du spectre ainsi décrite est reproduite qualitativement sur la figure 9.8 (non
valable pres des énergies des séparatrices Eg; et Eg). La regle de quantification ne prévoit

pas de dépendance avec la variable 6.

E
EM 1.5
L E
Esz . ¢
Ber r--7777 I
o E
Em 15
v ; T e
9,

Figure 9.8: Spectre d’énergie semi-classique du modéle de Harper (9.7).
————— : énergie des trajectoires de type (0, —1)
......... : énergie des trajectoires de type (0,1)

: énergie des trajectoires contractibles de type (0,0)

La figure 9.9 montre le spectre d’énergie exact E,(0;,60) ou la dépendance en 6, est
responsable de la largeur tres faible des bandes perceptible seulement sur le grossissement.

Le phénomene de résonance entre deux niveaux d’énergies semi-classiques qui se croisent,
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Figure 9.9: Spectre d’énergie exact du modeéle (9.7). N = 23. Les énergies des points fixes
classiques sont en pointillé. Dans la figure détaillée, la faible largeur témoigne d’une légére

dépendance des énergies en fonction de 0.

est responsable de la répulsion observée.

La distribution de Husimi fluctue donc d’une trajectoire a l'autre avec 5, pour les
énergies dans l'intervalle |Egy, Ego[. La figure 9.10 montre un exemple dans les conditions

précisées par des points sur la figure (9.9).

Dans le diagramme (61, 65), les lieux ot il y a quasi-dégénérescence, et croisement des

niveaux semi-classique sont deux courbes (fy = 0, 6y = 7), de type (1,0).

9.3 Phénomene de résonance entre deux quasi-modes

Si deux (ou plusieurs) quasi-modes quantifient deux trajectoires distinctes dans I'espace de
phase mais d’énergies (ou quasi-énergies) voisines, il y a alors le phénomeéne de résonance.
Dans le modele de Harper, M. Wilkinson a étudié en détail les effets de résonance entre
différentes cellules, pour expliquer la structure complexe du spectre ainsi que la largeur
des bandes. Nous rappelons ici seulement ’essentiel du phénomene, par I'étude simple
et 'interprétation de la diagonalisation d’une matrice 2 x 2. Ensuite nous considérerons

différents cas ou ce phénomene de résonance peut se produire entre états stationnaires de



@ 92:3.135 (b) 92:]'[ (c) 62:3.15

Figure 9.10: Distribution de Husimi du niveau n = 12,. 6; = 0. Ces trois images correspondent
aux trois points de la figure (9.9)
(a) : 03 =3.135 (b): 6 == (c) : 63 = 3.15.

la dynamique sur le tore.

Supposons que l'on connaisse deux quasi-modes |U; >, |¥y >, d’énergie moyenne E; =
< \Ifl|I:I|\Ifl > et By =< \IIQ|I:I|\IIQ > voisines (i.e. tel que |Ey — Ey| et AFE, 5 soient
beaucoup plus petits que I’écart avec les autres niveaux d’énergie). Leur microsupport
(trajectoire ou courbe invariante dans I’espace de phase sur lesquelles ils sont localisés)
sont notés C; et Cy. Pour connaitre 'expression des véritables états stationnaires et de
leur énergie propre, d’apres la théorie des perturbations d’un niveau dégénéré (ou quasi-
dégénéré), il faut diagonaliser la restriction de 'Hamiltonien H au sous espace engendré

%I ne change pas les résultats qui vont

par |¥; >, |¥y >. Soustraire I'opérateur
suivre. On suppose donc que F; = —FE, FEy = E. Dans la base |¥; >, |¥,y >, la matrice

de cette restriction est :

—F €
Hy, v, = 5 (9.10)
€

avec € =< \Ifl|ﬁ|\112 >e €, terme de module tres faible (par rapport a I’écart d’énergie
avec les autres niveaux), et non nul en général.

Dans le cas de modele intégrable, et si il s’agit d’effet tunnel entre deux puits, le terme e
de couplage peut s’exprimer en fonction de I'action & d’une trajectoire complexe reliant

~S/h <« 1. Une telle expression semi-classique a

les deux puits, [61], et est de la forme e ~ ¢
permit a A. Barrelli et al. d’expliquer précisément des structures particulieres de tressage
dans le spectre de modeles de Harper intégrables a plusieurs puits, [46, 44|. Mais de telles
expressions perdent leur sens dans le cas de systemes non intégrables, lorsqu’il y a des

régions chaotiques qui séparent deux régions régulieres C; et Cy entre lesquelles il y a effet



tunnel. O. Bohigas et al. ont observé dans ces cas-la un important effet de renforcement
de Veffet tunnel [62, 63, 64]. P. Kaminski, M. Ploszajczak et R. Arvieu ont au contraire
observé une disparition de l'effet tunnel dans un autre modele [65].

La diagonalisation de la matrice (9.10), H|¥, >= E,|W¥, >, donne les valeurs propres :
E,=+VE?+ee (9.11)

Et les vecteurs propres :

Wy >=of |V, > +ai | Uy > (9.12)
avec . _
of Ex|E1+5 € 0.13)
2 — = _ .
ap € ~E+|E\/1+ 5

Discutons maintenant deux cas limites. On suppose pour simplifier, que £ > 0.

1. Si |e] < E alors :

€€
Les deux niveaux sont légerement écartés mais peu modifiés relativement a leur
écart. .
)~ |2 > 1
b . (9.15)
2| 1] < 1
Donc |U, > et [U_ > sont respectivement localisés sur Cy et C;.
2. Si le| > E alors :
FEi ~ +|e] (9.16)

Les niveaux sont donc écartés de 2|e| . On dit qu’il y a répulsion des niveaux.
as el

ped ~ i? (nombre de module 1) (9.17)
Les états ¥, > et |U_ > ont méme amplitude sur les états |¥; > et [Uy >. Leur
support est donc C; et Cy. On dit qu’il y a résonance entre les quasi-modes |¥; >
et |y >. Ce deuxieme cas est alors responsable d’effet tunnel entre les zones C; et
Cy de I'espace de phase.

Par exemple, |U; > est localisé sur Cy, et |Uy >oc (|Uy > +|¥_ >).

Donc lors de ’évolution :

Uy (1) >= e*i%\\p] >0 <ei%\p+ > et 0 >> (9.18)



Donc pour ¢ ~#* = 5=, il vient : |Wy(#) >oc (—i[ Wy > +i[W_ >) oc |¥y >.
Ainsi, au bout du temps ¢ ~ ¢* (tres long puisque |e| est supposé étre petit), 'état

(W (t) > est localisé sur Cy, le support de |Wy >.

Ce phénomene de résonance peut se produire lorsque la dynamique est intégrable ou
quasi-intégrable. Comme la dépendance du phénomeéne avec (6, 62) nous intéresse parti-

culierement, nous distinguons deux cas :

1. Si les trajectoires qui supportent les quasi-modes sont contractibles, 1’énergie des
quasi-modes, ainsi que le terme de couplage ¢ =< \111|I:I\\112 > varient de facon
exponentiellement faible en fonction de (6, 6y). Pour déterminer la dépendance des
états stationnaires |, >, |¥_ > avec (6, 0,), il faut faire une étude plus précise, a

laquelle est consacré le paragraphe 11.2.

2. Dans le cas ot les quasi-modes sont associés a des trajectoires non-contractibles,
leur énergie semi-classique varie en fonction de (6, 605). Seulement pour les valeurs
particulieres de (1, 6;) pour lesquelles les énergies semi-classiques se croisent, (voir
figure 9.8), il y a résonance entre les deux quasi-modes, et alors répulsion des niveaux

exacts d’énergie comme nous pouvons l'observer sur la figure 9.9.






Chapitre 10

Indice de Chern pour caractériser la

topologie des bandes d’énergie.

10.1 Introduction

Lorsque (6y,6,) varient dans le tore T7 = [0; 27]?, I'état stationnaire [W,,(A)] de la bande
n (7.14), (ou I'état quasi-stationnaire (12.19)) varie et décrit en général une surface notée
7T de dimension deux dans lespace des états quantiques (I’espace projectif). On fait
I’hypothese qu’il ne se produit pas de dégénérescence. Cette surface T est paramétrée
par (6y,6,) et elle est donc topologiquement équivalente au tore T2. Or & un état quan-
tique donné [¥] (un point de I'espace projectif), correspond toute une famille de vecteurs
quantiques, vecteurs de I'espace de Hilbert, colinéaires entre eux ( |U >~ |® > si |U >=
A® >, X eC). Cette famille isomorphe au plan complexe U, est appelée la fibre de [¥],
et est notée Fy. Voir la partie 1.

Lorsque I’ état [¥] varie de facon continue sur la surface 7, la famille de vecteurs Fy varie
aussi de facon continue dans I'espace de Hilbert. Voir la figure 10.1. L’ensemble des fibres
Fn = UpweTFu, est un espace fibré en droites complexes, noté : F, — T. T est appelé

I’espace de base, et U est la fibre caractéristique, car chaque fibre Fy est isomorphe a C.

Il est important de remarquer que deux espaces fibrés peuvent ne pas étre topologique-
ment équivalents (i.e. que I'on ne puisse pas transformer continuement 1'un en 'autre),
bien que leur espace de base soit topologiquement équivalents (ici au tore T?).

L’espace fibré est dit trivial, si il est topologiquement équivalent a I'espace produit direct
T xC.
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Figure 10.1: Espace fibré F,, sur I'espace des états [V,,(6)] € T de la bande d’énergie n.

Pour illustrer ces propos, considérons par exemple le cas d’espaces dont la fibre carac-
téristique est la droite réelle R, et I'espace de base le cercle S'. La figure 10.2 montre
deux exemples de tels espaces fibrés en droite réelle R — S'. Clairement, ces deux es-
paces ne sont pas équivalents. On peut deviner que la topologie d'un espace fibré en
droite réelle R — S! est caractérisé par un nombre entier C' € Z, qui compte le nombre
d’entrelacements du ruban formés par les fibres. Par exemple sur la figure 10.2, au ruban
trivial et au ruban de Mceebius sont respectivement associés les nombres C' = 0 et C = —1.
(Le ruban de Mcebius est le fibré canonique sur I'espace projectif réel P! = P(IR?), voir
[66]).

Pour distinguer les espaces fibrés non topologiquement équivalents, on leur associe des
objets mathématiques appellés classes caractéristiques, qui sont des classes de cohomolo-
gie de 'espace de base [20, 66]. Dans le cas qui nous intéresse, la topologie de 'espace
fibré F, est caractérisée par un nombre entier C,, € Z appelé indice de Chern de la bande
n, qui caractérise I'entrelacement global des fibres de la figure 10.1.

Les paragraphes suivants présentent deux méthodes pour obtenir I'indice de Chern d’une
bande d’états stationnaires.

Premierement, I'indice de Chern s’exprime comme 'intégrale de la courbure de Berry sur
le tore ng. Cette facon de calculer 'indice de Chern permet d’obtenir une formule appli-
cable numériquement, et permet aussi de donner une interprétation physique de l'indice

de Chern. A l'aide de la formule de Kubo, 'indice de Chern apparait au facteur e*/h prés,



X
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Figure 10.2: Deux exemples d’espaces fibrés en droite non équivalents.
(a) espace trivial R x S!
(b) Le ruban de Mcebius



comme étant la conductivité de la bande n, lorsque 'on soumet le matériau a un faible
champ électrique transverse. Par cette correspondance, D.J. Thouless et al. ont expliqué
la quantification de la conductivité de Hall [10]. Une interprétation physique différente
sera donnée au paragraphe 10.7.

Deuxiemement, D.P. Arovas et al. [11] ont proposé une interprétation de 'indice de Chern
au moyen des zéros de la distribution de Husimi des états stationnaires. Précisement, nous
avons vu qu’un état stationnaire |, (f) > est caractérisé par les zéros de sa distribution
de Husimi. Lorsque (6;,65) varient, les zéros se déplacent sur I’espace de phase (le tore
(¢,p)). L’indice de Chern est alors le nombre de fois, compté algébriquement, ot un point
donné de I'espace de phase est recouvert par les zéros de la distribution de Husimi.

Par cette caractérisation, on peut interpréter I'indice de Chern comme mesurant la sen-
sibilité de I’état stationnaire W, (0, 6,) avec les conditions de périodicité (#y,6,). Par
exemple, pour une dynamique réguliere, les états stationnaires associés a une trajectoire
contractible ont leur distribution de Husimi localisée sur la trajectoire. Lorsque (61, 6,)
varient, les zéros ne peuvent donc pas passer sur cette trajectoire et ['indice de Chern
est nul. Cela est une premiere correspondance que I'on peut faire entre la nature de la
dynamique classique et la valeur de 'indice de Chern.

Au paragraphe 10.5, pour des problemes dépendant d’'un parametre v, nous dégagerons
la relation qu’il y a entre la variation d’indice de Chern d’une bande, et la présence d'une
dégénérescence. (Il faut pouvoir varier trois parametres pour observer génériquement des
dégénérescences entre niveaux. Ce sont ici (61, 6s) et 7).

Nous étudierons d’autres correspondances possibles entre la valeur de I'indice de Chern et
la dynamique classique autour d’exemples précis dans les chapitres suivants. 1l s’agira par
exemple dans le cas régulier d’étudier I'indice de Chern pour des bandes d’énergie quan-
tifiant une séparatrice non-contractible, ou des trajectoires présentant des résonances et
de l'effet tunnel. Et lors de la transition d’une dynamique intégrable vers une dynamique
chaotique, P. Leboeuf et al. [14] ont observé de méme, au niveau quantique, un change-
ment de régime net a travers les variations fréquentes des indices de Chern et la présence

de nombreuses dégénérescences.



1U.4 L’imndice de vLnern par une integraie de Lour-

bure.

Dans ce paragraphe nous utiliserons la connexion de Berry, ainsi que les notions d’holo-
nomie et de courbure qui lui sont associées. Ces notions sont présentées dans la partie 1,
paragraphe 1.1.

Considérons 'espace fibré F,, associé aux états stationnaires de la bande n, avec I’hypo-
these qu’il n’y a pas de dégénérescence de E,, (61, 65), pour toutes les valeurs de (0, 60,) €
[0; 271]%. La connexion de Berry est une structure existant globalement sur tout I'espace
fibré. 11 semble naturel que de l'information concernant la topologie de 'espace fibré
F, — T, et particulierement son indice de Chern, soit donnée par une expression faisant
intervenir la connexion de Berry. Nous allons voir en effet que I'indice de Chern s’exprime

avec l'intégrale de la courbure de Berry sur I'espace de base.

Remarque : Il est possible de munir 'espace fibré F — T de plusieurs connexions di-
fférentes, la connexion de Berry est la connexion induite naturellement par le produit
hermitien sur ’espace de Hilbert. Mais l'indice de Chern qui est un nombre topologique,
est indépendant de la connexion particuliere que ’on peut choisir.

Considérons sur 7, la famille de chemins contractibles (C;)sc[o;1jqui sont représentés sur

la figure 10.3. Cette famille de chemins recouvre completement le tore 7.

5

2 =1
-r[ —
________________ _t=1
R
R =
NI \\— t=0
0 2n 6

Figure 10.3: Famille de chemins (C¢), t € [0;1] sur T.

Appelons h(t) € U(1) (nombre complexe de module 1), I'holonomie du chemin C;. Cy



est réduit a un point et C; se recouvre lui-meme. L’holonomie est donc nulle sur ces deux
chemins : h(0) = h(1) = 1. Mais pour ¢ variant entre 0 et 1, I'holonomie des chemins h(t)
peut avoir varier et effectué un certain nombre de tours C,,, du cercle U(1). Ce nombre de
tours qui est un invariant topologique est précisement l'indice de Chern (), de la bande
n.

On note h(t) = ). ¢(t) € R est la phase de Berry du contour C;. Ici ¢’est une fonction
continue de t. ¢(0) =0, ¢(1) = 27C,.

Or la phase de Berry s’exprime comme l'intégrale de courbure (voir éq. (1.16)) :

¢(t):71/ F (10.1)
JJ Sy
Ou F = (< 09,V,]00,¥,, > — < 0p,V,,|09,V,, >)dby A dBy est la courbure de Berry

(U, (6h,02) > sont des états stationnaires normalisés), et Sy est la surface nulle, et par
continuité, S; est la surface de contour C; . Donc S; = T. Et F est la courbure de Berry.

On déduit donc I'expression de I'indice de Chern :

C, = % //T}" (10.2)

Remarque : A partir de cette expression de I'indice de Chern comme intégrale de courbure,
on peut par exemple calculer I'indice de Chern C' de I'espace fibré des états cohérents du
tore.

La courbure est F.3 F = iQ) = %dq Adp+ o(N~>)

On déduit que C' = —4 fio gjxj0.p dgdp + o(N =) = —8 4 o(N~®) = =N + o(N~).
Donc C' = —N (au moins pour N assez grand), car C est un entier. La caractérisation de
Iindice de Chern par les zéros au paragraphe suivant, permettra de conclure que C' = — N,

du fait que la distribution de Husimi d’un état cohérent possede N zéros.

Vérifions que I'indice de Chern d’un espace fibré trivial est nul. La propriété d’un fibré
en droite trivial, est que I'on peut trouver une section globale ne s’annulant pas, c’est a

dire une famille continue de vecteurs non nuls, que ’on normalise :

\I]n 9 ;2 >: \Ilrn 0 70 >
|W,, (01, 6,) >, tels que V(6y,0,), [¥a (01, 2m) [¥a (61, 0) (10.3)
|\Ifn(271',92) >= |\Ifn(0,92) >
Alors, par le théoreme de Stockes :
o(1) = $o, < V,|d¥, >
2w 2w
= dfy < W, |09, ¥, > |g,— dfy < ¥, |09, V,, > |9, =21
Jo 1 |0 l0,—0 + Jo " dB; |0 |6, =2 (10.4)

— [FT Al < U, |00, W, > |gy—on — JZTdOy < W, |09, W0 > g0
=0



et donc C,, = 0.

Conséquence importante : L’indice de Chern d’une bande d’énergie quantifiant une tra-

jectoire contractible, est nul.

En effet, nous avons vu que la distribution de Husimi ne s’annule pas au voisinage
de la trajectoire, pour toutes valeurs de 5, voir paragraphe 9.1. Soit un point (q,p)
de cette trajectoire. On choisit alors la phase globale de 'état \Dn(g) en imposant que
< qp|ﬁfn(§) > soit strictement positif. On obtient alors une section globale de I'espace
fibré F, ne s’annulant pas. Son indice de Chern est donc nul. Nous arriverons a la méme
conclusion au paragraphe suivant en s’intéressant aux zéros de la distribution de Husimi.
Dans les exemples de cette partie, le calcul numérique de I'indice de Chern a été fait selon

la méthode proposée dans [14], au moyen de la formule de Berry pour la courbure [16].

10.3 L’indice de Chern et les zéros de la distribution

de Husimi

Nous avons vu au paragraphe 8.3 qu'un état stationnaire |W, (6, 6,) > est caractérisé par
la position sur I'espace de phase des N zéros de sa distribution de Husimi.

Lorsque (6, 6,) varient, les zéros de la distribution de Husimi bougent et il semble na-
turel que l'indice de Chern qui caractérise I'ensemble des états |W,,(61,6:) >, (01,02) €
0, 27]?, se déduise du mouvement global des zéros.

D.P. Arovas et al. [11] ont remarqué que la valeur de l'indice de Chern est relié au fait
que les zéros recouvrent ou non l'espace de phase et ils ont relié la valeur de l'indice
aux propriétés de permutation des zéros. De plus J.E. Avron et al. [67] ont montré que
I'indice de Chern est le seul invariant topologique caractérisant l'espace fibré F, de la
bande n. Nous allons considérer un invariant topologique construit a partir des zéros. 11
s’identifiera donc a l'indice de Chern.

Remarquons tout d’abord que pour que deux zéros se rencontrent, il faut ajuster deux
parametres. Cela ne se passe donc que pour des valeurs particulieres des angles (él, 92)7;61,
et en des points particuliers correspondants de I'espace de phase (¢,p); = 2;. Pour des
valeurs (67, 6,) différentes de (51,52)Z~, chaque zéro est isolé sur I'espace de phase. Con-
sidérons alors un de ces zéros, de position 2(5), localement. (Remarque : globalement,
seule est définie application 0 {zi(ﬁ_‘)}izléN, les zéros étant indiscernables entre eux).

—

Cette application z(6) est de rang deux en la plupart des points (son jacobien est non nul),



sauf en des lignes singulieres (codimension 1). Hors de ces lignes, le signe du Jacobien
nous informe si localement cette application conserve ou non l'orientation. Voir la figure
10.4.

6,

\ sign(Jacob.):+x

Ligne singuliere

-

Figure 10.4: Visualisation locale de Iapplication z(6), position d’'un zéro de la distribution de

Husimi sur I'espace de phase.

Soit maintenant (qo, pg), un point de I’espace de phase (différent de (g, p)ics, et hors
d’une ligne singuliere). On lui associe C(qg,pg), la somme algébrique des signes des
Jacobiens des applications 2(5) en 0 = 0, tel que 2(50) = (qo,po). Voir la figure 10.5.
L’application C(qg, pg) a valeur entiere est localement constante, et il est clair d’apres la
figure 10.5 qu’elle ne varie pas lorsque (go, po) franchit une ligne singuliere (car +1—1 = 0).
C(qo, po) est donc indépendant de (g, po). Ce nombre est appelé le degré de Brower de
I’application 0 e 0,27 — (zi(ﬁ_’))iﬂ%N, et c’est un invariant topologique. Voir par

exemple le petit livre de J.W Milnor [68]

On est donc amené a la propriété suivante :
Propriété : Soit (qo, po) un point de I'espace de phase. L’indice de Chern C,, de la bande
n est la somme algébrique des recouvrements de ce point par les zéros de la distribution
de Husimi de I'état stationnaire, lorsque 0 varie dans 0,27]2. (Et C,, est indépendant du

point (qq, po) choisit).

Conséquence : Supposons qu’un point (go, py) de I'espace de phase ne soit visité par au-

cun zéro de la distribution de Husimi pour toutes valeurs de 6. Alors, d’apres ci-dessus,
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Figure 10.5: Visualisation de I'indice de Chern, degré de I'application (2;(0))i=1—n. IciC = +1

I'indice de Chern de la bande est nul. C’est ainsi que 'on retrouve que l'indice de Chern
d’une bande d’énergie quantifiant une trajectoire contractible est nul, résultat déja établit
avec l'expression de I'indice de Chern comme une intégrale de courbure, cf page 123. Mais
il faut noter que la réciproque est fausse. C’est a dire qu’il est possible que les zéros re-
couvrent entierement l’espace de phase et que l'indice de Chern soit nul. Cela pourrait

s’observer pour une bande d’énergie dans le régime d’une dynamique classique chaotique.

L’expression de l'indice de Chern en terme des zéros peut se formuler autrement. Un
point (qo, po) de U'espace de phase étant fixé, appelons (50) les valeurs de § pour lesquelles
il y a un zéro en (g, po). On suppose ces valeurs (50) isolées sur le tore Ty = [0, 27]°. (et
C’est le cas générique). 11 est alors possible de choisir dans un voisinage 9y de (6y), une
section locale de \\Dn(g) >, en imposant par exemple < ¢, p; \\Pn(g) >c R*, olt (g1, p1) est
un point non visité par un zéro lorsque 0 e . Pour 0 variant dans ce voisinage 1y de (50),
il y a donc un zéro z(f) qui varie dans un voisinage Py de (o, po) et (q1,p1) £ Po. Nous
avons vu que la fonction de Bargmann (8.14) (z) =< z|W,(f,) > est anti-analytique (ou

analytique selon les conventions) et donc I’application :
(¢, p) € Po > arg(< qpl¥,(00) >) € U(1) (10.5)

possede une singularité en (g, p) = (qo, po) qui est d’indice + = +1. Voir la figure (10.6).
Car par définition, pour (g,p) décrivant un petit cercle autour de (qq,po) dans le sens

direct, lindice est © = +1 (respect. —1), si arg(< qp|V,(fy) >) décrit le cercle U(1) dans



le sens direct (respect. indirect), voir Milnor |68]. Voir la figure 10.8. La notion d’indice
est en générale définie pour une singularité d’'un champ de vecteur sur une variété. Ici la
variété est le tore, et le champ de vecteur est associé & arg(< qp|¥,(6y) >) au voisinage

d’un zéro (pour cela on projette localement € sur I'espace de phase)..

PA o P .
/// . \\\ /// N \\\\
I/, /;\ \\\ I// /7_> N \\
%"Ti-:L—r TT :'p R "('#"#".L L)P
N T 0 N = T
U S NS T
B S
1 1
d, q 9 q
=+1 =+1

Figure 10.6: Argument de la fonction de Bargmann < qp|\Ifn(§0) > dans le voisinage de (qqg, po)-
Une fleche représente un nombre complexe de module 1. Les singularités sont d’indice i = +1,

quelque-soit la convention adoptée : analytique ou anti-analytique.

Ensuite, lorsque 0 décrit un tour dans le sens direct autour de 9}, le zéro 2(5) fait
le tour de (qq, po) en sens direct (respect. indirect) si le Jacobien de z(f) en § = fy est

positif (respect. négatif), et alors arg(< qp|¥,(f) >) décrit U(1) en sens direct (respect.
indirect). Voir la figure 10.7.

On déduit que application 6 € 9y — arg(< qp\@n(go) >) possede une singularité en
0 = 6y d’indice © = +1 (respect. © = —1), voir la figure 10.8.

Cela nous amene donc a cette troisieme caractérisation équivalente de I'indice de Chern

qui est la formulation de M. Kohmoto [69] :

Propriété : Soit (qy,py) un point de l'espace de phase. appelons (50)7;61 les valeurs de
0 pour lesquelles la distribution de Husimi de I'état (U,,(d)) s’annulle en (go, py). (On
suppose les valeurs de 9_;] isolées). Fixons au voisinage de chaque 9_;] une section des états
stationnaires | W, (f) >;. L’indice de Chern C, est alors la somme algébrique des indices

des singularités de I’application § € 9y — arg(< qp|W,(6y) >), aux points 0 = (6y);.
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Figure 10.7: Le zéro z(0) est représenté par une étoile, et arg(< qp|¥,(fy) >) par une fleche

placée en (qo,po). Ici représentation pour le cas . = +1, car cette fleche tourne dans le sens

direct lorsque 0 tourne dans le sens direct autour de 6. Cela correspond au fait que le zéro z(g)

tourne dans le sens direct autour de (qo, po)-
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Figure 10.8: Exemples de singularitées d’indice . = +1 et + = —1 .

correspond au cas de la figure 10.7

La premiére image



—

(Rappel : il n’est pas possible de choisir une section globale de |¥,(f) > sauf si
C, =0).
A partir de cette derniere caractérisation, on obtient une méthode applicable numérique-
ment et analytiquement, pour calculer I'indice de Chern en terme des zéros. L’idée est de
choisir un autre point (g, p1) # (o, po) pour fixer la phase de |\Dn(§) > au voisinage de
0.
Considérons alors 'application f :

—

fi o 6elo,2rn)— f(A) = << qg,p0|\P(2) i) et (10.6)

< q1, ;| (0)

—

Grace au quotient, cette application ne dépend pas de la phase de |¥(f) >. Cette fonc-
tion est donc définie sur la surface 7 dans l'espace projectif. Pour cette raison, il est
possible de faire des calculs analytiques ou numériques a partir d'une telle fonction. Ses
singularités, zéros ou poles, 50 sont caractérisées a la fois par I'indice : = +1 de arg(f), et
par leur nature (zéro si < qg,p0|ﬂl(50) >= 0, et pole si < ¢y, p; |W(§0) >=0). La somme
des indices des singularités est nul puisque f est définie sur tout le tore [0, 27]? (dont la
caractéristique d’Euler est nulle).

Et d’apres ci-dessus,

L’indice de Chern C,, est la somme des indices des zéros de f (ou 'opposé de la somme

des indices des péles de f).

Pour illustrer cela, la figure 10.9 montre la fonction arg(f(ﬁﬁ)), ainsi que la nature des

singularités déduites de I’étude de | f ()|, pour le modele du Harper pulsé qui sera présenté

au paragraphe 12.3.

Notons que les caractérisations de I'indice de Chern en terme de zéros peuvent s’inter-
préter géométriquement de maniere assez simple. En effet, nous avons appelé T la surface
décrite par les états stationnaires \Dn(g), 0 € 0, 27]?, dans 'espace projectif. L’état
cohérent [y, po] est un point de I'espace projectif, et I’ensemble des vecteurs |¥ > qui lui
sont orthogonaux défini un hyperplan de 'espace projectif, noté Ny, ,,, de codimension
complexe un. Les valeurs 50 pour lesquelles un zéro de la distribution de Husimi passe au
point (qg, po) correspond donc aux intersections de la surface T avec 'hyperplan N, ,,. Or

Nyopo €st naturellement transversalement orienté (puisqu’il s’agit d’un espace complexe),
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Figure 10.9: Arg(f(0)) pour le modéle du Harper pulsé 12.21. 0,00 indique qu’il s’agit d’un
zéro ou d’un péle de f, et £1 indique leur indice. On déduit que 'indice de Chern est Cy, =1

Les données sont : v = 0.65, N = 11, état ¥4. (qo,po) = (0.72,0.32), (q1,p1) = (0,0)



et on peut a chaque intersection associer un indice + = £1 selon que 7 coupe N, ,, selon
cette orientation ou non. Bien siir, cette caractérisation est valable indépendamment de

I” état [qo, po] choisi, et de facon un peu plus générale :

Soit N un hyperplan de I'espace projectif. L’indice de Chern est la somme des indices

des intersections entre T et N'. Voir la figure 10.10.

+1/ 8,

(=

+1

Figure 10.10: Indice de Chern C, = +1 -1+ 1= +1

Cette caractérisation de l'indice de Chern en terme des zéros, peut étre considérée
comme un cas particulier de l'expression comme une intégrale de courbure, pour une
courbure particuliere concentrée aux valeurs de 50, et nulle ailleurs. Voir les résultats de
Y.Colin de Verdieres [70]. Cela justifie que I'indice calculé par les zéros ou par la courbure

de Berry est le méme.

10.4 Propriété globale des indices de Chern

En supposant que chaque bande n est non dégénérée, et en notant C), son indice de Chern,

il y a la relation suivante :
Y Cu=1 (10.7)

Cette formule est démontrée a 'aide de la formule de Berry dans [14], et a I’aide d’argu-
ments plus géométriques par Yves Colin de Verdieres [70]. Cette derniere démonstration

consiste a montrer que l'espace fibré total Hy (61, 60y) sur (61, 6,) est non trivial, d’indice



égal a un.

Remarques :

1. Considérons le modele de Harper ou toutes les trajectoires sont contractibles sauf
la séparatrice d’énergie Fg = 0,(voir figure 11.1). D’aprés le résultat page 123,
les indices de Chern des bandes d’énergie différentes de Eg sont nuls, et d’apres
(10.7), il y a au moins une bande d’énergie voisine de Eg, d'indice de Chern non
nul. Cette association entre I'indice de Chern non nul et la séparatrice classique

motivera I’étude du premier exemple au paragraphe 11.1.

2. Le résultat (10.7) et celui de la page 123 ne sont pas en contradiction avec le fait
mentionné dans I'appendice B, qu’il ne peut pas y avoir que des trajectoires con-

tractibles.

3. Pour un modele dont le spectre posséde une symétrie par rapport a £ = 0, (comme
le modele de Harper (7.5) ou le Harper pulsé (12.21), la valeur des indices de Chern
est aussi symétrique, ce qui est incompatible avec la relation (10.7), dans le cas
d’un nombre pair de bandes (N pair). Effectivement, dans ce cas, les deux bandes
centrales sont dégénérées [46], si bien que seul un indice de Chern global a elles deux

(et impair) peut étre défini.

10.5 Indice de Chern et dégénérescence entre niveaux.

L’étude des dégénérescences dans un spectre au moyen de la phase de Berry et de
I'indice de Chern a vraiment débuté autour du célebre article de M.V.Berry [16, 71]

et de l'interprétation géométrique donnée par B. Simon [23].

a) Apparition de dégénéréscences pour une famille d’Hamiltoniens dépendant

d’un parametre. Variation de ’indice de Chern

L’indice de Chern d’une bande est un invariant topologique. Cela signifie que si I'Hamil-
tonien est modifié continument, et en supposant que lors de cette variation il n’y a pas
de dégénérescence, alors 'indice de Chern reste constant. Seule la présence d’une dégé-
nérescence entre niveaux peut donc causer une variation de I'indice de Chern.

Un théoréme célebre de Von-Neumann [72] établit que pour une famille d’opérateurs her-

mitiques (ou unitaires), dépendants continument de plusieurs parametres réels, 1’ensemble



des parametres pour lesquels il y a une dégénérescence entre deux niveaux, est généri-
quement de codimension 3. (Par exemple pour la matrice (9.10), il faut d’apres (9.11),
e =0, FE =0, soit satisfaire trois équations réelles.)

Dans notre étude de la dynamique quantique sur le tore, I’équation aux valeurs propres
(7.14) dépend déja de deux parametres (6;,6y). C’est pourquoi, si I'on considere une
famille a un parametre d’Hamiltoniens ﬁ(v), des dégénérescences entre niveaux se pro-
duisent génériquement pour des valeurs isolées (07, 65, v*). Si I’on suit la valeur de I'indice
de Chern d’une bande donnée, en fonction de v, elles sera constante sur des intervalles

délimités par la présence des dégénéréscences, en (vi,7;, ...).

~Lieux de dégénerescence

U

<\

Figure 10.11: Espace des paramétres (61,03,7), et présence de dégénéréscences. L’indice de
Chern est défini sur chaque plan v = constante. A une dégénéréscence en -y; correspond une
variation de I'indice de Chern AC = C' — C.

L’indice de Chern a la propriété d’étre additif (voir 10.2). La figure 10.12 montre
alors clairement que la variation d’indice de Chern AC' est I'indice de Chern d’une famille
sphérique d’états entourant la dégénérescence dans I'espace a trois parametres (61,65, 7).
On a alors C' = C + AC.

De plus, I'étude de l'indice de Chern de cette famille sphérique d’états ne concerne
que les deux niveaux et les deux états propres pour lesquels se produit la dégénérescence
. L’espace a deux dimensions engendré par les deux états propres varie continument au

voisinage du point (6*,7*). On peut donc en choisir une base qui varie continument.



AC

Figure 10.12: C est I'indice de Chern avant la dégénérescence .
AC est l'indice de Chern d’une famille d’états entourant la dégénérescence .

C' est I'indice de Chern aprés la dégénérescence . On déduit de ces figures que C' = C + AC.

[’étude de la variation d’indice de Chern AC', se rameéne donc a considérer une famille de
matrices 2 X 2 dépendant de trois parametres réels. Et si une dégénérescence se produit
en un point particulier de 'espace des parametres, il s’agit de calculer I'indice de Chern
d’une famille sphérique de vecteurs propres entourant cette dégénérescence .

Ce calcul est effectué dans au paragraphe suivant en utilisant la caractérisation par les
7€r0s.

Si 'on considére une famille générique d’Hamiltoniens a un parametre H (), sans symétrie
particuliere, il en découlera que la variation de I'indice de Chern d’une bande au passage
d’une dégénérescence est AC' = +1. Remarquons que pour une famille d’"Hamiltoniens
dépendant de deux parametres, H (1, ¥2), et pour un niveau donné, le lieu des dégénérescences
sont des lignes (de codimension un). L’indice de Chern du niveau est défini hors de ces
lignes, et il varie de 41, en les traversant. Ces lignes sont ainsi tranversalement orientées.
Imaginons que deux lignes de dégénérescences se croisent en un point particulier 7*. Alors
pour une sous famille a un parametre ¥(¢),# € R, passant en ce point, (y(0) = 7*), la
variation de l'indice de Chern du niveau peut-étre £2, ou 0, selon les cadrans traversés

par le chemin (¢). Voir la figure 10.13.

Il faut noter que chaque ligne de dégénérescences correspond a une dégénérescence
avec le niveau supérieur ou avec le niveau inférieur.
Ces considérations se généralisent sans difficulté pour une famille d’Hamiltoniens dépen-
dant de plusieurs parametres.
C’est ainsi que s’expliquent les variations non génériques (AC # +1) d’indice de Chern

dans le modele du Harper pulsé au chapitre 12.3. Ce modele ayant beaucoup de symétries



AC=+1

-

Figure 10.13: Lignes de dégénérescences et indice de Chern d’un niveau d’énergie,
pour un Hamiltonien dépendant de deux paramétres (y1,y2).

Pour le chemin ~y(t), AC = +2; pour le chemin +'(t), AC = 0.

particulieres, il faut le considérer comme faisant partie d’une famille a plusieurs parametres.
Chaque parametre est chargé de briser une symétrie.

Dans les chapitres suivants, nous nous intéresserons particulierement a I’aspect qualitatif
que prennent ces lignes de dégénérescence selon la nature de la dynamique classique. Nous
montrerons que pour une dynamique intégrable, et pour le phénomene de résonance entre
deux trajectoires contractibles, les lignes de dégénérescences forment des boucles de petit
diametre, et ces boucles sont alignées, voir figure 11.18.

Par contre pour une dynamique chaotique, les lignes ne sont plus refermées sur elles-

meémes, et se développent sur ’espace des parametres avec une certaine densité.

10.6 Etude de I’indice de Chern pour une famille de
matrices 2 x 2, et variation générique de ’indice

de Chern.

Nous allons faire cette étude a ’aide de la caractérisation de I'indice de Chern donné page
128 . Le calcul par U'intégrale de courbure se trouve dans I'article de M.V.Berry [16].

Les résultats de ce paragraphe ont été utilisés au paragraphe précédent et seront a nouveau



utilisés au chapitre 11.
On considere une famille d’opérateurs hermitiques fI(M), M € RR?, agissant dans un
espace de dimension 2, et dont la matrice exprimée dans une base orthogonale |U; (M) >,

| Wy (M) > continue, est de la forme :

CE(M) (M)
HW)‘( (M) E(M)) (108)

Cette famille est paramétrée par M € R?, et soit S une surface de dimension 2, compacte,
orientable incluse dans R? (par exemple la sphere ou le tore). La diagonalisation de cette
matrice a été faite au paragraphe 9.3, page 112. Reprenons les notations et les résultats
(9.11,9.12). Notons |, (M) > et |¥_(M) > les vecteurs propres de H(M). On suppose
qu’il n’y a pas de dégénérescence entre les deux niveaux pour tout M € S.

Considérons la fonction :

< WU (M) > of

f+(M) = — U0 S af (10.9)

invariante par changement de phase du vecteur |[W, (M) >.

Appelons (Mjy);e; les zéros de fi et (My)ics les poles. A chaque pole et zéro, on associe
0(My )i = £1, qui est U'indice de la fonction arg(f). Alors d’apres (10.3), I'indice de
Chern de la famille (JW, (M) >)aes est la somme des indices de M, :

C. =S o(My)i = — 3 o(My); (10.10)

i€l i€l

Ici, les poles et les zéros de f sont pour € = 0, (les zéros de €(M)), que 1'on note (M;);e;.

Par hypothese, F(M;) # 0, sinon, il y aurait une dégénérescence en M.
Pour M — M;, on a (M) — 0, et :

1. Si E(M;) > 0, alors :

af . B(1+1+5)

£ (MD)] =% =] 22| 5 o0 (10.11)

1
donc M; est un pole, noté My ;.
2. Si E(M;) <0, alors :

ay €

[f+(M)] = | =] = | —| =0 (10.12)
M E(=1—4/1+ %)

donc M; est un zéro, noté My ;.



FEn conclusion :

Le signe de la fonction E(M) partitionne la surface S :
S=STus us’ (10.13)

St= {MeStq EM)>0}
S = {MeStq EM)<0} (10.14)
S"= {MeStq E(M)=0}

La fonction ¢(M) s’annulle en un certain nombre de points M; € S. A chacun d’eux, on
associe un entier o(M;) qui est I'indice de la fonction arg(e). (En général, o0 = +1, et

c’est le signe du jacobien de la fonction ).
Alors I'indice de Chern de la famille d’états U, (M) >, M € S est :

Cy = Yaes+ (M)

(10.15)
=~ Lmes- o(M;)

Figure 10.14: Ici Ct = -2

Remarques :

1. Du fait que e(M) soit une fonction a valeurs complexes, globalement définie sur S,
la somme des indices de ses zéros est nulle (il y a donc un nombre pair de zéros,
si ils sont génériquement d’indice +1). Cela est clair en imaginant par exemple la
fonction € : M € § — € comme une projection de la surface S sur le plan complexe.

Les zéros de € sont les antécédants de 0.

2. Pour calculer I'indice de Chern C'_ de I’état ¥ > il suffit d’intervertir les domaines
ST et S . Donc Ct =-C".



C

Figure 10.15: Image de 'application e(M)

3. Si maintenant la famille d’Hamiltoniens H dépend d’un troisieme parametre v, (cela

signifie que la surface S dépend du parameétre ), alors lorsque v varie, les zéros de €

bougent sur S, ils peuvent apparaitre ou disparaitre par paires 1, en se rencontrant.

Cela est clair sur la figure 10.15. Les domaines ST, S~ et la ligne S° varient aussi.

Remarquons que lorsqu’un zéro de e franchit la ligne S°, il se produit une dégé-

nérescence en ce point (puisque € = F = 0) et 'indice de Chern (10.15) varie de

+1.
Considérons par exemple la famille de matrices :

—Z X +1Y
X =Y A

) . XY, ZeR?
alors :

e= X +:1Y
E= 7

Fi=4+VX24+Y24 22

Il y a une dégénérescence conique (générique) en X =Y = 7 =0.

Considérons comme surface S, la sphére de rayon 1 : X? +Y? 4 72

(10.16)

(10.17)

(10.18)

1, orientée par la

normale extérieure. ST est I’hémisphére Z > 0, et € = 0 pour les deux points My, ou
Z =41. En M, € 8", (X,Y) sont des coordonnées locales orientées. Or ¢ = X + iV
donc o(M;) = +1. Donc l'indice de Chern de la famille d’états |, (M) > est :

C+:+1

(10.19)



Application : Variation de ’indice de Chern pour une dégénérescence généri-

que

Revenons maintenant a I'étude de la variation de l'indice de Chern lors d'une dégéné-
rescence .

Considérons une famille générique d’Hamiltoniens & un parameétre H(7), sans symétrie
particuliere. Nous allons montrer que la variation de I'indice de Chern d’une bande au
passage d'une dégénérescence est AC = +1. En effet, au voisinage d'une dégénérescence
, disons en M* = (6*,~*) dans 'espace des parametres M = (6, ), la matrice hermitique
de 'Hamiltonien restreint a Iespace a deux dimension (engendré par les deux vecteurs

propres qui subissent la dégénérescence ), peut s’écrire :

Ag— A, Ay +iA
H:( e o ZY) (10.20)

Ax*iAy A0+Az

avec les fonctions continues : A(M) = (Ax (M), Ay (M), Az(M)) € R? et Ay(M) € R.

D’apres (9.11), les valeurs propres sont :

Eo(M) = Ay £/A% + A2 + A% = Ay £ || 4] (10.21)

Pour M = M*, lieu de la dégénérescence , on a ||A|| = 0. Dans le cas générique, le

Jacobien est non nul : ‘g—fl # (0. On a vu que la variation AC est I'indice de Chern

M=M*
calculé sur une sphere entourant la dégénérescence . Or si 'on change de fagon continue
le systeme de coordonnées M = (X,Y,Z) au voisinage de M*, cet indice de Chern ne
varie pas. Ainsi :

Dans le cas ou ‘% > (), on peut trouver par continuité, un systeme de coordonnées

M=M* i

(X,Y,Z) tel que A = (X,Y,Z), dans un voisinage de M*. Cela est du au fait que
I’ensemble des matrices 3 x 3 inversibles, a déterminant positif, est connexe, et contient

I'identité. Dans ce systeme de coordonnées, la matrice H s’écrit :

Ag—7Z X +iY
_< 0 ! ) (10.22)

X iV Ag+ 7

Avec le résultat (10.19), on déduit que la variation d’indice de Chern du niveau supérieur

est AC = +1 (et —1 pour le niveau inférieur ).

DA
DM

Dans le cas ou ‘ < 0, on se ramene a un systeme de coordonnées tel que

M=M~
A= (X,Y,—7), et alors pour le niveau supérieur, AC' = —1.



1U./7 1nterpretation de l'indice de vnermn en pnysique

du solide

Dans ce paragraphe, nous allons obtenir a nouveau l'expression de la conductivité de Hall
quantifiée (6.30), mais par une approche différente de celle exposée au paragraphe 6.2.
Cette nouvelle approche consiste a considérer des paquets d’ondes sur le plan (plitot que
sur le tore),construits par une superposition de différents états d’'une bande. On montre
alors que la position moyenne d’un tel paquet est ”quantifiée”, c’est a dire qu’elle ne peut
prendre que des valeurs discretes, en correspondance avec une cellule particuliere.

Une conséquence de cela est que lors de I’évolution (qui est une déformation continue du
paquet d’onde), la position moyenne du paquet d’onde reste constante.

Ensuite nous verrons que si un faible champ électrique est appliqué (disons dans la direc-
tion x), dans I’hypothese adiabatique, la position moyenne du paquet d’onde se déplace
dans la direction y, avec une vitesse proportionnelle a l'indice de Chern de la bande.
Par conséquent, la vitesse de déplacement de 1’onde électronique est quantifiée, et 1’'on

retrouve 'expression de la conductivité (6.30).

a) Paquets d’onde construits a partir d’une bande.

Considérons une bande d’états |V (0y,60:) >€ Hy(01,0;) paramétrée par (6, 60,) € [0, 27]>.
Pour ce paragraphe, ce peut étre une bande d’énergie, ou méme une famille quelconque
comme les états cohérents du tore (8.1), |z, §>, a z fixé. La topologie de cette famille est
caractérisée par I'indice de Chern C.

Chaque état |W(fy,6;) > est quasi-périodique sur le plan (état propre des opérateurs de
translation TQ, Tp) si bien que sa distribution de Husimi est non localisée. Pour construire
un paquet d’onde |¥ > dont la distribution de Husimi est localisée sur le plan (i.e fonction

d’onde de carré sommable), il faut superposer les états |V (6;,6,) > :
W >= //da1 dby W (6, 6,) > (10.23)

Pour cela il faut que [U(6;,6,) >€ Hy (61, 0,) soit une famille continue de 6. La propriété

de localisation découle ensuite par un argument du type ”"phase stationnaire”.

Remarque : si 'indice de Chern C' de la bande est non nul, nécessairement les vecteurs

\W(6#;,06,) > s’annulent pour certaines valeurs de (61, 65).



D’autres paquets d’onde localisés sur le plan mais translatés du vecteur oy, ,, =

niwi + Nowsy s’obtiennent par :
|\Iln1,n2 >= D(am,ng)‘\l] > (1024)

Dans la suite, on associera donc I'état |V, ,, > au site (ny, ny) sur le plan.
On obtient :

(W >= (1) [ gy 0470w (01, ,) > (10.25)
Ces états sont du type fonctions de Wannier en physique du solide.
Inversement :
W(0,0,) >= > e mbmbg s (10.26)
n1,n2€Z2

Ainsi, pour lintuition, la phase (in,6; + inyfy) dans Uintégrale (10.25) a pour effet de
localiser la superposition d’états sur le site (n, ny).

Mais cette propriété se généralise de la facon suivante : considérons I'état quantique :
‘(b >= // dH] deg 6if(61’62) \\11(91 , 92) >
ou f(f,60,) est une fonction réelle continue périodique en (67, 65) :

(0 +2m,0y) = f(0h,05) + Ni27
f(61,05 + 2m) f(601,62) + No2m

(N1, Ny) € Z? sont deux entiers qui caractérisent la topologie de la fonction f (i.e. si
la fonction f est modifiée continument parmi les fonctions réelles continues périodiques,
N1, Ny restent constants.)

Ensuite si 'on décompose I'état |® > sur les différents sites (nq, no) :

‘(I) >= Z ¢n1,n2|an1,n2 >
n1,n2€%>2
|Gny ny|? peut s’interpréter comme la probabilité ou I'intensité de présence de I'état |® >
sur le site |Wy,, n, >.

On obtient alors :

{ Ny = Zm,me%Q n1‘¢n1,n2‘2

Ny = z’nl,TLQE%Q n2‘¢n1,n2‘2

Autrement dit, N7, N correspondent a la position moyenne (le site moyen) de I'état & >.
Et par conséquent, la position moyenne est ”quantifice”.

(il s’agit en fait d'une propriété de la série de Fourier qui est que : si g(f) = 3, c,e™? =



e’ est périodique et f(27) = f(0) + N27, alors N = >_,, n|c,|*).

Conséquence : Initialement, I'état |¥ >= |Wy, > est localisé sur le site (0,0). En no-

tant E (6, 6,) 'énergie (ou la quasi-énergie) de I'état stationnaire |W(6;,60y) >, on déduit

Pexpression de I’évolution de I'état | > apres un temps t :

E(6q

0, >= T|0 >= [[ dordtoe =5 1w (01, 02) >

Ici la phase f(6q,05) = —i@ est périodique de type (N; = 0, N, = 0) puisque par
variation continue (¢ — 0 ou E(6;,0y) — E) on obtient f = 0. Par conséquent, lors de
son évolution, I'état | ¥, > reste localisé en moyenne sur le site (0,0). (Mais la distribution

—

peut s’étaler si la bande E(f) est large.)

Remarque : ces résultats contiennent en particulier ceux mentionnés pour les états cohé-
rents du tore (8.3),(8.5).

Remarque : ce résultat semble paradoxal pour des états construits avec une bande quan-
tifiant une trajectoire non contractible car classiquement, un point de cette trajectoire
part a 'infini. Mais comme nous ’avons vu autour de la figure 9.10, la bande fluctue
entre deux (ou plusieurs) trajectoires ayant des directions opposées. La distribution de
W, > est composée de paquets d’ondes se déplagant sur chaque trajectoire, si bien que la

position moyenne est fixe.

b) Quantification de la conductivité.

Les états [¥(0;,60,) > de la bande d’énergie sont des états stationnaires de H et (6;,6,)
sont de "bons nombres quantiques”. Si un faible champ électrique uniforme et constant
E est appliqué, en reprenant la description physique du paragraphe 6, cela implique une
dépendance en temps du potentiel vecteur (équation de Maxwell) : E = —%atff.

Le théoreme d’adiabaticité, [73] complété par M.V. Berry [16], montre que si le champ E

est "assez faible”, lors de leur évolution, les états |W(f) > restent états stationnaires de

H, mais les paramétres (61, 02) évoluent selon :



(X et Y sont les dimensions d'une cellule élémentaire).

Supposons pour simplifier que E = (E,,0) soit selon x. alors 0y(t) = 6 est constant et

h
eXFE, "

En particulier, au bout d’une période T, I'état |W¥(6;,6) > est devenu :

0, (t) est périodique de période T =

UT\‘I’(91,92) >= \‘I’(91;92) > i9n(01,02)+idp(01,02)

ou ¢p(61,60;) est la phase dynamique et ¢g(6;,0,) est la phase de Berry du chemin 6 ()
et ne dépend donc pas de ;. Dans cette hypothese de champ E faible, le paquet d’onde

|¥ > évolue donc au bout d’une période T selon :
‘\I’T >= UT|\II >= //d91d026i¢n(01 ’02)+i¢ﬂ(61’62)|\p(01, 92) >

Nous avons vu que ¢, est une fonction périodique de type (N3 = 0, Ny = 0) (on fait par

exemple E(f) — 0), et un raisonnement semblable a celui de la figure 10.3 montre que
op(01,0,) = C2mhy, cest a dire que ¢p(0;,60,) est de type (N; = 0, N, = C) ou C est
I'indice de Chern de la bande.

Par conséquent, I’état W, > est localisé en moyenne sur le site (n; = 0,ny = C).

Au cours du temps, la distribution de Husimi de 'état |¥ > se déplace donc selon la

direction y avec une vitesse : V, = CT—Y (car les sites sont distants de Y'). Cette vitesse

est quantifiée et ne dépend pas du paquet d’onde |¥ > que 'on a pu construire avec la

—

bande |¥(6) >.
1

Pour une bande d’énergie, la densité d’électrons est de un électron par cellule : p = <.

Si bien que la densité de courant électrique engendrée par la bande remplie est :

62

CE,
i

7y - ,06‘/;/ =
On retrouve donc 'expression pour la quantification de la conductivité de Hall :

Ty
Ty — — — —C
=B T h



Chapitre 11

L’indice de Chern dans des modeles

intégrables

Les propriétés des distributions de Husimi a la limite semi-classique, et I'indice de Chern
ayant étés présentés séparéments dans les chapitres précédents, nous allons maintenant
étudier I'indice de Chern dans la limite semi-classique, autour de quelques exemples.
Dans ce chapitre, nous allons nous limiter a une dynamique classique intégrable sur le tore
(définie par un Hamiltonien indépendant du temps), et nous essayerons de dégager des
regles de correspondance entre la dynamique classique d’'une part et la valeur des indices
de Chern d’autre part. Il ne s’agit pas d'une étude systématique et complete, mais plutot
d’une approche.

Pour une dynamique intégrable, un état stationnaire est associé a une trajectoire classique
(voire un nombre fini, si il y a effet tunnel), et cela rend I'analyse possible au moyen de
méthodes semi-classiques. D’apres la propriété importante citée page (123), Uindice de
Chern peut-étre non nul si ’état stationnaire est associé a une trajectoire non contractible,
ou bien contractible mais étant en résonance (i.e. effet tunnel) avec d’autre trajectoires.
Néanmoins, dans ces cas la, I'indice de Chern n’est pas systématiquement non nul, et
nous verrons quelles autres conditions doivent étre vérifiées.

Dans leur étude de D'effet Hall quantique au moyen des indices de Chern, D.J. Thou-
less et al. [11], ont calculé les indices de Chern pour un Hamiltonien de Harper :
H(q,p) = —cos(t2mq) — ecos(2mp), pour € — 0 et ¢ € IN*. Les trajectoires sont alors
toutes non contractibles de type (0,41), et la dynamique possede une symétrie par la
translation Ty, si bien que les indices de Chern non nuls peuvent s’interpréter comme
étant une conséquence d’'un effet de résonance entre les différentes trajectoires symétriques

par translation, et de méme énergie.
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Les autres résultats concernant I'indice de Chern dans des modeles intégrables sont ceux
obtenus par Y. Huo et R.N. Bhatt [74], qui ont fait une étude numérique, en calculant
la distribution statistique de la valeur de l'indice de Chern, en fonction de I’énergie, pour
des Hamiltoniens tirés au hasard. Leur principal résultat est que dans la limite N — oo,
les bandes d’énergie ayant un indice de Chern non nul se situent au milieu du spectre et
correspondent aux bandes d’énergie ayant une forte largeur et donc aux trajectoires non

b

contractibles. L’effet tunnel est un phénomene ” exceptionnel” si bien qu’il échappe a
leur étude statistique.

Au premier paragraphe, I'indice de Chern non nul est associé a une trajectoire non con-
tractible particuliere, puisqu’il s’agit d’une séparatrice. Nous étudierons ensuite autour
d’exemples, le cas d'une résonance entre deux trajectoires contractibles en dégageant une
regle qualitative pour une famille d’'Hamiltoniens a deux parametres, montrant que les
lignes de dégénérescence forment des boucles tres petites et alignées. Ce phénomene est
générique aux extrémités du spectre d’énergie. Nous observerons ensuite numériquement
un modele ayant trois trajectoires contractibles symétriques par translation.

Il manque en fait I’étude complete des indices de Chern pour des trajectoires non con-

tractibles qui peuvent exister au milieu du spectre d’énergie.

11.1 Modele de Harper a séparatrice unique

Le modele suivant est une extension a un parametre du modele de Harper (9.4). Voici

I"'Hamiltonien classique dépendant du parametre D € [0, 1] :
Hs(q,p) = — cos(2mp) — cos(2mp) — D cos (27 (q — p)) (11.1)

La figure 11.1 montre les trajectoires (i.e. les lignes de niveau de Hg) pour différentes
valeurs de D.

L’intérét réside dans le fait que la dynamique ne possede que des trajectoires con-
tractibles hormis une séparatrice S; (et deux points fixes instables). D’apres la propriété
importante (page 123) qui est que 'indice de Chern associé a une trajectoire contractible
est nul, et le fait que la somme des indices de Chern est égal a un (page 130), on déduit
que les indices de Chern des bandes sont nuls sauf pour une (ou éventuellement plusieurs)
bande, d’énergie voisine de 1’énergie de la séparatrice.

1

Une nouvelle séparatrice So et deux maxima apparaissent pour D > 5. La figure 11.2

montre 1'énergie classique des différents points fixes en fonction de D.
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Figure 11.1: Trajectoires de ’HamiltonienHg, (11.1).
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Figure 11.2: Points fixes de 'Hamiltonien Hg, (11.1).
—— : point fixes stable (minimum et maximum de H).

........... : point fixe instable (et séparatrices).



Nous allons dans la suite nous intéresser a la séparatrice non contractible S;. Le
fait essentiel est que lorsque D augmente, le volume d’espace de phase des trajectoires
contractibles d’énergie E < FEg, augmente. Cela est visible sur la figure (11.1). Il en
découle d’apres la formule semi-classique de Weyl (2.47), que le nombre d’états station-
naires d’énergie ' < Eg, augmente, et ainsi que l'indice de Chern non nul, passe tour a
tour d’une bande d’énergie a la bande supérieure lorsque D augmente, de facon a rester
associé a une bande d’énergie voisine de Eg,. Nous avons vu que le changement d’indice
de Chern implique une dégénérescence entre niveaux, et donc le spectre quantique doit
présenter une série de dégénérescences localisées pres de I'énergie de la séparatrice.

La figure (11.3), résultat d’un calcul numérique, montre que cela se produit effectivement.
On y observe que I'énergie des dégénérescences suit de tres pres I’énergie de la séparatrice.
De plus, comme prévu par des méthodes semi-classique, la largeur des bandes d’énergie
quantifiant des trajectoires contractibles est tres étroite, sauf au voisinage de la séparatrice

non contractible.

La deuxieme séparatrice qui apparait a partir de D = 0.5 est contractible et ne sup-
porte donc pas de bande a indice de Chern non nul. Pour une énergie £ > Eg,, nous
observons que les bandes toujours étroites se rassemblent par paires. Cela est un effet de
résonance, ou effet tunnel, entre les deux puits contenant les maxima. Le fait que I'indice
de Chern de ces bandes est nul est lié a la proximité des deux puits dans 'espace de phase;
ce theme fait 'objet du paragraphe suivant.

Sur la figure 11.4, on peut observer la distribution de Husimi des états de la bande n = 13
pour D = 0.5, et différentes valeurs de (6;,65). L’indice de Chern est non nul Ci3 = 1.
Lorsque (6, 0) varient, les zéros recouvrent 'espace de phase, et en particulier la figure
11.4 montre des états pour lesquels les zéros sont situés aux points fixes instables. La
figure 11.5 permet de vérifier que un zéro passe une seule fois en ces points et que l'indice
de Chern est bien C;3 = 1.

On remarque de plus que un zéro franchit la séparatrice lorsque g varie : pour 0= (7, ),
il y a 8 zéros a "l'intérieur” de la séparatrice et 13 a l'extérieur, Pour 0 = (0,0),ilya?9
zéros a l'intérieur et 12 a 'extérieur. Par rapport a la regle semi-classique, on peut dire
que ce zéro qui passe d'un coté a l'autre de la séparatrice est un zéro "de trop”. Nous
avons vu que lorsqu’une famille de trajectoires contractibles est quantifiée, la distribution
de Husimi d’un niveau encercle un zéro de plus que la distribution de Husimi du niveau
précédent. Dans ce modele, la séparatrice est la frontiere entre deux puits et échappe a

cette regle : pour le puits d’énergie maximale, I’état Wy, encercle (21 — 14) = 7 zéros, et
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Figure 11.3: Spectre de N = 21 états. Cette figure représente les bandes d’énergie et leur
indice de Chern pour I’'Hamiltonien Hg, (11.1). Chaque bande est délimitée ici par son énergie
maximum et minimum lorsque (6,60,) varient. La couleur et le numéro entre ces deux limites
indiquent Iindice de Chern de la bande. L’énergie des séparatrices classiques S et So, reportée
de la figure 11.2, est en ligne pointillée. Un segment vertical indique la présence d’une dégé-
nérescence . (A cause d’une trop faible discrétisation en (01,60s), sur la figure les bandes ne
se touchent pas lors d’une dégénérescence . Elles sont en réalité légérement plus larges et se

touchent.)



nous voyons que I'état W3 encercle 8 ou 9 zéros selon la valeur de #, soit un ou deux zéros
de plus que I'état W4 Et il en est de méme pour le puits d’énergie maximale.
Une méthode semi-classique de quantification des points fixes [56] devrait vraisemblable-

ment expliquer quantitativement ces résultats.

- - = 7 et —
w‘ : ' ” ' ’ ' "
N 0a i

(@) (b) (©) (d)

Figure 11.4: Distribution de Husimi de la bande W13, avec un indice de Chern égal & un.

D = 0.5, N =21. Les étoiles marquent les zéros de la distribution.

(a) 6 = (m,m) : il y a une forte intensité sur chaque point fixe et 8 zéros sont au centre.
(b) 6 = (0,7) : un zéro se trouve sur le point fixe instable (q,p) = (0,0.5).

(c) @ = (m,0) : un zéro se trouve sur l'autre point fixe instable (q,p) = (0.5,0).

(d) 6= (0,0) : il y a une forte intensité sur chaque point fixe et 9 zéros sont au centre.

(@) (b)

Figure 11.5: Densité de la distribution de Husimi de I'état W3 aux points fixes instables, en

fonction de (01,05).



11.4 nesonarnce entre deux trajectoires contractibles

Dans ce paragraphe, nous allons nous intéresser a la valeur que peut prendre l'indice de
Chern si il y a un effet de résonance entre deux trajectoires contractibles quantifiées. Cet
effet de résonance s’observe par exemple pour une dynamique possédant ”deux puits”
et lorsque ceux-ci sont symétriques, ou s’ils sont dissymétriques mais dépendant d’un
parametre, et la résonance se produit pour des valeurs particulieres du parametre.

La symétrie entre les deux puits peut étre une symétrie par translation ou par réflexion.
Nous allons tout d’abord expérimenter numériquement trois Hamiltoniens correspondant
a ces différents cas de résonance. Nous analyserons ensuite ces résultats en dégageant une
regle générale qui permettra de comprendre l'apparition générique de dégénéréscences
dans les extrémités du spectre (ou il n’y a que des trajectoires contractibles) pour une

famille de Hamiltoniens dépendants de deux parametres.

a) Deux puits symétriques par translation.

Considérons I’Hamiltonien suivant dépendant du parametre V € [0,1/2] :
1 T m
Hr(q,p) = — cos(2mq) — cos(4dmp) — 1 cos(4mq + Z) — Vcos(8mp + 5) (11.2)

La figure 11.6 montre les trajectoires. Cet Hamiltonien est choisi tel que pour V = 0,
les deux puits (de maximum) au centre de la figure soient symétriques a la fois par la
translation T,—1 /5 et par réflexion par rapport a la droite p = 1/2. Ensuite pour V' > 0, la
symétrie par réflexion est brisée, et ne subsiste que la symétrie par translation. Ce sont

donc les bandes dans les extrémités du spectre qui nous intéressent.

La figure 11.10 page 153 montre le spectre en bande ainsi que leur indice de Chern,
en fonction de V', pour N = 11.
[’observation principale est que les indices de Chern ne sont pas affectés par la brisure
de la symétrie par réflexion. Ils prennent les valeurs prédites par D.J.Thouless et al. [10],
+1 par doublet de bande (la valeur +1 est prise par la bande d’énergie extreme). On
remarque aussi que 'espace (le "gap”) entre deux bandes d’un doublet est tres faible,
beaucoup plus faible que pour le systeme a trois puits présenté plus loin.
Puisque l'indice de Chern est non nul, cela signifie que les zéros de la distribution de
Husimi recouvrent tout l'espace de phase, lorsque (6;,6,) varient et entre autre que la
présence de 1'état stationnaire varie dans chacun des puits, allant jusqu’a I'annulation.

La figure 11.7 montre l'intensité de la distribution de Husimi en chacun des puits pour
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Figure 11.6: Trajectoires de ’'Hamiltonien Hr (11.2).

la bande Wq;. On note |qi,p1 > et |go, p2 > les états cohérents situés au centre des puits
notés 1 et 2 sur la figure 11.6. Les valeurs de (61, 6) pour lesquelles cette intensité est
nulle correspond au passage d’un zéro au fond du puits.

On observe sur la figure 11.8 la distribution de Husimi sur tout ’espace de phase, pour
les valeurs particulieres de (0, 6;) ou cette distribution est nulle dans un puits. Une
conséquence au niveau de la dynamique est que I'effet tunnel créé par les états Wi et Wy
est supprimé pour ces valeurs particulieres de (61, 6y) (et au voisinage).

Si 'on considere méme que 'effet tunnel est supprimé lorsque I'intensité de la distribution
de Husimi de I’état stationnaire n’atteint pas 10 pour cent de l'intensité dans ’autre puit,
on déduit a partir de la figure 11.7 que l'effet tunnel est effectivement supprimé dans ce
modele pour la plupart des valeurs de (6, 6,), sauf au voisinage des lignes 6; = 2.4, 0, =
5.4.

Cette description concerne la bande Wy, mais la bande ¥y qui forme un doublet avec

W, présente des fluctuations semblables, mais en opposition.

b) Deux puits symétriques par réflexion.

Considérons maintenant 'Hamiltonien dépendant du parametre V' € [0, 2

3

1
Hr(q,p) = — cos(2mq) — cos(4mp) — 1 cos(4mq + %) — V cos(2mp) (11.3)

La figure 11.9 montre les trajectoires. Pour V = 0, les Hamiltoniens H; et Hp sont

identiques, mais pour V' > 0, la symétrie par translation est brisée, seule reste la symétrie



62 02

3 ° T ] B T 7 :
01 01

@ (b)

Figure 11.7: Intensité de la distribution de Husimi de I'état Wyjau fond des puits 1 et 2. N = 11,
vV =1/3.

(a) puits 1, représentation de | < qi,p1|¥11(0) > |2 avec (q1,p1) = (0.56,0.26).

(b) puits 2, représentation de | < g, p2|¥11(0) > |? avec (ga, p2) = (0.56,0.78).

@ (b) ©

Figure 11.8: Distribution de Husimi de I'état ¥1;. V =1/3, N = 11.
(a) (01,62) = (2.5,4.4) .

(b) (61,62) = (0.9,1.256). (suppression de leffet tunnel).

(c) (01,02) = (3.14,1.256). (suppression de 'effet tunnel).



par réflexion, si bien qu’il doit toujours y avoir résonance entre les deux puits d’énergie
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Figure 11.9: Trajectoires de ’'Hamiltonien Hp, (11.3).

Remarquons que pres de I'énergie minimale, les deux puits ne sont pas symétriques,
et ainsi V' > 0 doit lever I'effet de résonance dans le bas du spectre. Le spectre en bande
de I'Hamiltonien quantique en fonction de V', et pour N = 11, est montré sur la figure
11.11 page 153.

Cette fois-ci dans le haut du spectre, les bandes Wqy et ¥y; vont par doublet mais pour
V = V* proche de zéro, une dégénérescence se produit et ensuite I'indice de Chern est nul.
On remarque aussi que les bandes deviennent plus étroites. La situation est donc bien
différente de la précédente. On s’attend a ce que la distribution de Husimi des états Wy,
et Wy fluctue peu avec (0, 6,) pour V> 0. On observe en effet qu’a partir de V' > V*
les zéros ne pénetrent plus au sommet des puits, c’est a dire que les distributions de ¥qq
et Wy, fluctuent mais ne vont pas jusqu’a s’annuler au sommet des puits. Et pour V assez
grand, les distributions fluctuent tres peu, et restent dans la configuration ”habituelle”
du double puits avec des intensités égales dans chaque puits.

Les deux puits 3 et 4 d’énergie minimum correspondant au bas du spectre ne sont pas
symétriques, c’est pourquoi les deux bandes W, et W, s’écartent en respectant chacune
la quantification W.K.B. d’un des deux puits. Avant de s’écarter, une dégénérescence se
produit pour V' proche de zéro, et 'indice de Chern des bandes devient nul, conformément

au fait que les fonds de puits sont contractibles, et qu’il n’y a plus de résonance.
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Figure 11.10: Bandes d’énergie et indice de Chern de Hp. (11.2). N = 11. Les indices de

Chern sont constants. Il n’y a pas de dégénérescence .
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Figure 11.11: Bandes d’énergies et indice de Chern de Hp (11.3). N = 11. Pour V = 0, les
spectres et les indices de Chern de Hg et Hr sont identiques. Il faut remarquer sur le détail que

en V =0, les indices de Chern sont C' = 1, et qu’une dégénérescence se produit en V* # (.



Pour V' ~ 0.6, le fondamental ¥, du puits 3 le plus élevé croise le deuxieme niveau ¥
3 3

du puits 4 et une résonance de produit a nouveau, encadrée ici par deux dégénérescences

entre lesquelles les indices de Chern sont 4+1 pour les bandes W, et W3. Cela signifie

toujours que la distribution de Husimi fluctue entre les deux supports de trajectoire).

c) Analyse pour deux trajectoires contractibles quelconques.

Le but est de comprendre les résultats observés ci-dessus.

Considérons deux trajectoires 1 et 2 contractibles, d’'une dynamique intégrable sur le tore
qui appartiennet a deux puits différents pas nécéssairement symétriques. Appelons |1 >
et |2 > les quasi-modes qui quantifient leur représentant respectif sur le plan dans le
domaine fondamental [0, Q] x [0, P]. Les représentations de Husimi dans le plan des états
|1 > et |2 > sont donc concentrées dans le domaine fondamental, sur les trajectoires 1 et
2.

On se fixe (0,0,), et 'on construit des ”états du tore” en rendant périodiques les états

1 >et|2>:
U, >= P 1>
o 010 (11.4)
‘\IJQ >= P(01702)‘2 >
On a alors :
E =< U, HVU, >= < ]_‘P(;l,az)ﬁp(gh(b)u >
= < 1‘HP(201702)|1 >=< 1|H (91792)‘1 > (115)
- Zn],nZEZQ < 1|HD(an1,n2a )|1 >
= Zn1,n2 eianhmﬁ < l‘ﬁD(anl,nz)H >
or :
e < l‘ﬁD(afmﬁnz)‘l >= ¢l < 1\D+(a,m’,n2)ﬁ|1 o (11.6)

— ¢ Tmmad < 1/ HD(ap, n,)|1 >

donc :

—

E(0) =< U, |H|U, >=<1|H1>+2 . Re{e "md < 1|HD (o, 0,)|1 >}
(n17n2)¢(010)

(11.7)
et donc :
. By~ FE, <?2H]2>-—<1|H]1 > » . .
pe) - 2o b <2 L2 S Refe ™nmd(< 2HD (0 )2 >

2 2 (m1.m2) £(0,0)

(11.8)



— < 1|HD(G’n1,nz)|1 >)} (119)

rappel : F »=n107 + nolly + nynomN.

ni 1”270

par ailleurs,

€(0) =< W, | H|Wy >= S < 1|HD(ap, ,)|2 > ¢ Trimad (11.10)

n1,ns
Dans ces deux sommes, 'amplitude des termes décroit exponentiellement vite lorsque
4], |n| augmentent. Le module de ces termes m = | < 1/HD(ap, n,)|2 > | correspond
a la distance "tunnel” entre le quasi-mode |1 > et |2 >, ,,= D(ay, n,)|2 >, images
translatées du quasi mode |2 > dans les domaines du plan. Le module décroit comme

exp(—dp, n,N), ott dy, ,, est du méme ordre de grandeur que la distance sur l'espace de

phase entre les supports de |1 > et |2 >, ,,. Voir la figure 11.12.

p
.- [2>-1,0 - l%> - .l?>lv0
~ - - ‘| _ P
- _
O | D O |
-7 X S~ 1,0
. L RN q
12>, 4 12, 12>, 4 n=-1
2
n1=-1 n1=0 n1=1

Figure 11.12: L’espace de phase plan. L’emplacement des quasi-modes est noté par |2 >y, n,=
D(o, n,)]2 > .

En supposant E; et E, voisins, les états stationnaires |¥, () > et [¥_(#) > sont

donnés par la diagonalisation de la restriction de H dans la base [¥;(6) >, |¥y(f) >

Y

comme expliqué au paragraphe 9.3. Ici on s’intéresse a l'indice de Chern des bandes

—

W, (6) > et |U,(A) >, et d’aprés les résultats du paragraphe 10.6, il est déterminé

par 'emplacement des zéros de €(f) et de leur indice par rapport & I'ensemble St =

{6/ E(6) > 0}.

1. Changement de signe de E(f) : Pour que I'indice de Chern soit non nul, il est tout
S’

—

d’abord nécessaire que E(f) s’annule et change de signe, définissant ainsi une par-



tition STU S US” du tore 0 € |0,27)*, voir (10.14). Le terme constant de E;(0)
(respect. Fy(f)) est < 1|H|1 >, énergie du quasi-mode |1 > (respect. |2 >). Les

autres termes dépendent de 5, mais ont une amplitude exponentiellement faible en
fonction de NV, et pour que E(g) change de signe, il faut que les bandes tres fines

— =

Ey(0) et Ey(0) se recouvrent. cela se produit si il y a une symétrie exacte (auquel
cas < 1|I:I|1 >=< 2|I:I|2 >), ou si H dépend d’un paramétre v, qui fait que ces deux
bandes se croisent, et se recouvrent donc pour une valeur particuliere du parametre.

La condition que E(f) change de signe est somme toute pas trés restrictive, et

correspond & la condition de résonance F < |¢| du paragraphe 9.3.

= —

. Les zéros de €(f) : Nous allons discuter de la possibilité pour ¢(f) de s’annuler dans

—

un cas générique. €(f) se décompose d’apres (11.10) comme une somme de termes
dépendants de (61, 05) par E, ., Sauf cas particulier, (on discutera par exemple
la symétrie par translation au paragraphe suivant), le module des termes de (11.10),
peuvent se ranger par ordre décroissant m, > my > me..., et la décroissance est si
rapide que seul le premier terme est prépondérant. Le module de € est |¢| &~ m, et
ainsi €(f) ne s’annule pas. Voir la figure 11.13(a). Par conséquent Iindice de Chern
est nul.

Pour que €(§) puisse s’annuler, il faut donc déja que les modules des deux termes
prépondérants soient du méme ordre m, ~ my ou tout au moins, que leur différence
soit plus petite que le module du troisieme terme :|m, — my| < m. > my.... Voir la

figure 11.13(b). €(6) s’écrit donc approximativement :

€(0) = mgem P 4omyetfton oy ereftoc

B . - 11.11
= ¢Mf (mae¢“ + myel )it oe 4 mce(”}”?)”"%) ( )

avec ng = (Ng1,Na2) € 7Z? correspond au domaine ot est représenté le terme a.
Il faut de plus que la dépendance relative des termes en 0 soit indépendante, c’est a
dire d’apres (11.11) que les fonctions f,(0) = (11, — 12)6 et f.(8) = (11, — 13,,)0 soient

indépendantes, ou encore :

Np1 — Na1 Ne1 — Ng1

(11.12)
Tp2 — Ng2 TNeg — Ng2

qui signifie graphiquement que les points ng, 73, n. ne sont pas alignés. Intuitive-
ment, cette condition permet aux trois premier termes de () de décrire une surface
de € et non une ligne, et de pouvoir réaliser ¢(f) = 0.

=

Notons aussi que si €(f) s’annule pour une configuration donnée, (fig. 11.13(b)),



€(f) s’annule alors aussi pour une configuration symétrique (fig. 11.13(c)), avec un

signe Oopposeé.

m
m, & b
2
mC
0
(@ (c)

=

Figure 11.13: Les trois premiers termes de €(6), de modules mg, my, me.

En conclusion de ce paragraphe, nous avons vu que les indices de Chern d’un couple
de quasi-modes en résonance peut étre non nul a condition que les conditions suivantes

soient réalisées :

1. ”Condition de résonance” : < 1|H|1 >~< 2|H|2 >, (vérifiée si il y a une symétrie,
de translation ou réflexion ou lorsque deux bandes semi-classiques se croisent.). cela
permet & E(f) de changer de signe.

2. "Condition d’équidistance” : 1l faut que les deux plus proches représentants du quasi-
mode |2 > soient a égale distance (”distance tunnel” liée a la barriere énergétique)
du quasi-mode |1 > (dans le plan), et que le troisieme représentant ne soit pas aligné

—

avec les deux précédants. Voir figure 11.14. Cela permet a €(6) de s’annuler.

—

3. L’indice de Chern dépend ensuite de 'emplacement relatif des zéros de €(f) (et leur

indice) par rapport au domaine S, voir le paragraphe 10.6.

d) Cas de deux trajectoires contractibles symétriques par translation et ana-

lyse des résultats de .

La symétrie par translation d’ordre ¢ n’est en fait pas exceptionnelle dans le contexte
physique d’électrons dans un potentiel périodique et un fort champ magnétique, puisqu’elle
correspond d’aprés (7.17) & quantifier le plan avec h = £QP, ou encore d’apres (6.18)
a avoir un nombre rationnel % de quanta de flux de champ magnétique par cellule
périodique.

Nous allons analyser le spectre de I'Hamiltonien H; et considérer donc le cas de deux
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Figure 11.14: Illustration des conditions pour avoir C = +1.

trajectoires contractibles symétriques par translation. Il s’agit d’un cas particulier du
paragraphe précédent. D’apres la regle établit ci-dessus, I'indice de Chern peut étre non
nul. Il reste cependant a préciser plus le dernier point. Supposons que la symétrie est en
impulsion : Tp/g — D(w2/2) commute avec H. L'exemple (11.2) sert d’illustration. On
peut aussi supposer que les deux quasi-modes sont liés par : |2 >= D(ws/2)|1 >. On a

alors avec (7.22) :

< 2lHD(0ny ny) |2 >= < 1{HD(=£2)D(0tn, ,) D(22)]1 > (11.13)
_ efz'nUrN < 1|]:1D(Oém,n2)|1 > .

et (11.8) donne :

Bl === Y Refe Tmmd(1 — e ™™ <1 HD(a, 0,)[1 >} (11.14)
(77,1,77,2)75(0,0)

(le terme constant est parti, comme < 1|H|1 >=< 2|H|2 >, et cela fait que E(f) oscille,

change de signe, et donc les domaines S* et S~ sont non vides).

—

Remarque : si N est pair, E(f) est nul, ce a quoi 'on s’attend du fait que dans ce cas,
on peut effectuer le quotient du plan par Ty, Tp/ et diagonaliser H dans les sous espaces
Hny2(6h,02), ce qui ramene a un probleme a un seul puit. On suppose donc par la suite,
que N est impair.

Ensuite, la symétrie par translation induit une relation entre le terme (—njy, —ny) et



(n1,n9 — 1) de la somme (11.10). Cela est clair sur le graphique 11.12 :

i

<UHD(0 g, 0y)|2 > e Fomimmd = < 1HD(Z2)D(—mw — (ny — 1)ws))D(=£2)[2 >

2
e Hnynyd

= < 1[DH(L)D*(nw; + (ng — 1wy H|1 >

ini101+ingls —ininow N

e
= < l‘ﬁD(am,(nzfl))p > eiiFnl’(wil)’g

o i0>—ini TN

(11.15)
On a alors :
€0) = Tnso < UHD(p, 0,)2 > ¢ Frinad
] —iF 7 —ifytinim

+Zn220 < 1|HD(G’n1,nz)‘2 > e ni.ny.be fa+inimN (1116)

— 267%2{271220’”1 pair RE[< 1/HD (tn, ) |2 > oy ny 12
. - i - 02
03 o5 0my impair T[< LHD (00, 0,)[2 > € Forndeis ]}

6(5) s’annule si chacune des sommes a valeur réelle s’annule simultanément. Ce sont des
termes qui oscillent et les solutions de €(f) = 0 existent donc.
Dans le cas de 'exemple (11.2), et d’apres la figure 11.6, le terme principal de (11.14) est

pour n; = +1, ny = 0, ce qui fait que :

N R

E(f) = —— = ARe{e " < 1|HD(w;)|1 >} (11.17)

—

Le signe de E(f) partitionne donc le tore [0, 27| en deux bandes paralleles & I'axe 6, ST,
et S, de largeur Afy = 7. St = {(61,6,) t.q. 6; < 0, <, +7}. 6, € [0, 27]

Ensuite les termes principaux des deux sommes intervenant dans €(#) (11.16) sont respec-

tivement : (ny,n9) = (0,0) et (nq,n2) = (1,0) ce qui donne :
— .0 A~ .0 A~ . .6

e(f) ~ 27T {Re[< 1|H|2 > ' 7|+ ilm[< 1|HD(w)|2 > e " +7]} (11.18)
¢(f) s’annule donc en deux points § = (67, 6;) et 6 = (07 +7,03). Selon la valeur de 6;
par rapport a la valeur de 0, , les indices de Chern des bandes |¥, > et |¥_ > sont +1,
en accord avec les résultats numériques de la figure 11.10.

La valeur précise de HM], 07 et 65 dépendent de I'argument des nombres complexes <
1HD(wy)]1 >, < 1]H|2 > et < 1|HD(w;)|2 > que seul un traitement semi-classique de

I’effet tunnel pourrait déterminer.

Remarques :



1. Il n’est pas possible de savoir quel niveau a l’indice de Chern +1, sans connaitre
les phases des nombres < 1/H|2 >, < 1|HD(w)|1 >, < 1|HD(w)]2 >. 1l ap-
parait néanmoins numériquement se dégager une regle générale dans les modeles
intégrables, qui est que 'indice de Chern +1 est porté par la bande la plus extreme
au spectre, c’est a dire celle d’énergie la plus voisine du point fixe, et la plus éloignée
de la séparatrice du puit. (Mais on peut sans la symétrie de translation, imaginer
des configurations ou cet énoncé n’a pas de sens). Au chapitre suivant, il appa-
raitra néanmoins les deux possibilités dans des modeles dépendant du temps non

intégrables, et dans le régime quasi-régulier.

2. Afin de vérifier les expression ci dessus, on peut calculer approximativement la

probabilité de présence de I'état W, (f) > sur la trajectoire 1. A 'aide de (9.12,9.13),

- <UL |0, > 2
P]+(0): ‘ +| 1 ‘

g
e
1

=(1+

= -1 11.19
<ULy >< WPy > ) ( )

[

a3 > E+VE?+ee

€

(11.20)

— —

et en utilisant les expression (11.17) et (11.18) pour E(f) et €(f), on obtient la fonc-
tion représentée sur la figure 11.15 qui s’identifie tres bien avec la courbe numérique,
figure 11.7 a. (On a choisit | < 1/HD(w;)[1 > | = | < 1|H|2 > | et des phases con-

venables pour I'identification).

3. L’écart entre les niveaux est d’apres (9.11) :

—

AB(0) =2/ + |2 ~ 4{ Re’[e ™ < 1|HD(w)|1 >] + Re’[< 1/H|2 > ¢/ ]+
Im?[< 1HD(w)]2 > e +i%]}1/2
(11.21)

Au niveau du module des termes, on a :
1> [ <1 HDw)1> |~ | <1H]2>|> ]| < 1|HD(w)|2 > | (11.22)

si bien que la largeur des deux bandes est de I'ordre de | < 1|H|2 > | mais I'espace
entre les deux bandes (” le gap”) est beaucoup plus faible, et de I'ordre de
| < 1/HD(w;)|2 > |, comme observé numériquement sur la figure 11.10. Le mini-

mum est atteint lorsque les deux premiers termes sont nuls.
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Figure 11.15: Densité de niveau de la fonction P (9) (11.19), qui est Ia probabilité de présence

de I’état |V, () > sur la trajectoire 1, et qui s’identifie bien avec la courbe numérique (11.7)

(a)-

e) Analyse des résultats de ’Hamiltonien Hp.

La reégle obtenue page (157), nous permet de comprendre la valeur des indices de Chern
des bandes situées a 'extrémité du spectre de I’'Hamiltonien Hp, figure 11.11.

Pour ce qui concerne le haut du spectre, il est clair avec la figure (11.9) que les deux puits
symétriques par réflexion ne vérifient pas la condition ”d’équidistance” illustrée par la
figure (11.14). Au contraire, dés que la symétrie par translation est brisée (V' > 0), leur
distance minimale est atteinte de facon unique, voir la figure (11.16)(a). Cela explique
pourquoi l'indice de Chern des bandes Wy et Wy devient rapidement nul (par passage
d’une dégénérescence ), pour V > 0, sur la figure (11.11).

De plus, le signe de la fonction E(6) (11.8) varie toujours (il y a toujours résonance), avec
une amplitude de lordre de | < 1|HD(w;)|1 > | mais la fonction e(d) (11.10) est dominée
par le terme constant | < 1/H[2 > | > | < 1{HD(w;)|1 > |, si bien que |¢| > E, et l'on
se retrouve dans le cas de résonance avec effet tunnel décrit au paragraphe 9.3, cas 2, et
(61,02) n’interviennent pas. Cela explique par exemple I'étroitesse des bandes des états
Wi, Uy, pour V > 0, et la non fluctuation de leur distribution de Husimi.

En ce qui concerne le bas du spectre, les deux puits 3 et 4 ne sont pas symétriques, mais
pour V & 0.6, une résonance se produit entre les bandes W5 (niveau fondamental du puits
3) et W3 (premier niveau excité du puits 4). La configuration des deux trajectoires con-

tractibles est celle de la figure 11.16 (b). Les deux distances minimales sont égales, ce qui



explique la variation d’indice de Chern +1, et les deux dégénérescences qui accompagnent

cette résonance.

GV (b)

Figure 11.16: Distance minimale entre les deux puits de I’Hamiltonien Hp.
(a) Dans le haut du spectre, une distance est minimale, d, > dj,, donc 'indice de Chern est nul.
(b) Dans le bas du spectre, deux distances minimales sont équivalentes d, = dy,, (et la troisiéme

image est non alignée). L’indice de Chern peut étre non nul.

f) Aspect qualitatif des lignes de dégénérescences.

Voyons ce que la regle page 157 peut nous permettre de déduire sur ’apparition pos-
sible d’indice de Chern non nul, entre deux trajectoires contractibles, pour une famille
d’Hamiltoniens dépendant de plusieurs parametres H (71,72, ...). (on met de coté le cas de
trajectoires non contractibles). La premiére condition de résonance est de codimension un,
c’est a dire qu’elle peut eétre réalisée en faisant varier un parametre. Par exemple 'action
d’une trajectoire, notée A. La deuxieme condition qui exige que le puits 1 se trouve sur la
"médiatrice” entre deux images du puits 2, est aussi de codimension 1. Ce parametre est
par exemple la composante en impulsion de la distance mutuelle entre les deux trajectoires,
notée P. Seulement pour des valeurs particulieres de ces parametres (A, P) = (A*, P*),
I'indice de Chern des bandes considérées peut étre non nul (+1, génériquement). en fait,
il est non nul dans un voisinage exponentiellement étroit (~ exp(—dN)), et hors de ce
voisinage, I'indice de Chern retrouve sa valeur générique, zéro. A la limite de ce voisnage,
il y a une ligne de dégénérescence qui accompagne le changement d’indice de Chern. Cela
est illustré sur la figure (11.17). La condition de résonance est vérifiée sur la ligne A = A*.

La condition d’égale distance est vérifiée pour P = P*.
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Figure 11.17: Diagramme montrant deux familles de trajectoires contractibles (au voisinage de
E = H(q,p)), pour un Hamiltonien dépendant de deux paramétres (A, P). L’indice de Chern

est C = £1 dans un voisinage de (A*, P*) limité par une ligne fermée de dégénérescence , hors

de laquelle C = 0.

Notons de plus que si A varie, la condition de résonance va a nouveau se réaliser entre
deux autres niveaux quantifiés ( qui sont distants de AA ~ h) et une autre boucle de
dégénérescence apparait.

En conclusion, 'occurence de dégénérescence pour une bande d’énergie associée a une
trajectoire contractible (et a une énergie telle que la couche d’énergie E = H(q,p) n’ait
que des composantes connexes contractibles), pour une famille générique d’Hamiltoniens,
se produit localement sur des ”"tubes de codimension 2” de diametre exponentiellement

petit (~ e %N ~ e 9") qui sont alignés et distants de 'ordre de ( ~ h ~ ).

~exp(-6/h)

Figure 11.18: Valeur de Iindice de Chern d’une bande, et tubes de dégénérescence dans un

espace a trois paramétres (A, P,v). A lintérieur C = £1, a I'extérieur, C = 0.

Les trois directions (A, P,7) apparaissent dans les exemples étudiés ci dessus. La



variable v correspond a la variable V' de I"'Hamiltonien Hr, figure 11.10; la variable P
correspond a la variable V' de 'Hamiltonien Hg, et pour le haut du spectre, figure 11.11.
La variable A correspond a la variable V' de I’'Hamiltonien Hp, mais pour le bas du
spectre.

Cette disposition des lignes de dégénérescence dans le cas intégrable est tres particuliere
et contraste fortement avec la disposition que prennent les lignes de dégénérescence dans

le cas chaotique, comme nous le verrons au paragraphe 12.5.

11.3 Résonance entre trois trajectoires contractibles.

Apres avoir traiter le cas de deux puits, I’Hamiltonien suivant a pour V' = 0, trois puits

I S Y
symétriques sous la translation TP/ :

1
H(q,p) = — cos(2mq) — cos(6mp) — V cos(8mp + %) 3 cos(2mq + %) (11.23)

Les trajectoires dans 1’espace de phase classique sont montrées sur la figure 11.19.
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Figure 11.19: Trajectoires de I’'Hamiltonien (11.23).
(a) : Pour V =0, les trois puits d’énergie maximum sont symétriques sous les translation T;,/ ’
dans la direction p.

(b) : Pour V= 0.2, la symétrie est brisée.

Une simple analyse semi-classique (en négligeant les effets tunnel) échoue dans ce cas
car elle prédirait trois bandes dégénérées. En fait, il y a une répulsion exponentiellement
faible entre elles (comme pour l'effet tunnel ordinaire entre deux puits) et les états sta-

tionnaires de chaque bande peuvent avoir (selon les valeurs de (1, 65)) une amplitude non



nulle dans chacun des trois puits. Comme les trois puits sont symétriques par translation,
I’effet tunnel crée un chemin non contractible qui joint les trois puits dans la direction p, et
cela crée une forte dépendance de chaque bande en fonction de (y, 6,). Cette dépendance
fait que les distributions de Husimi de chaque bande oscillent entre les trois puits en fonc-
tion de (6,,65), produisant ainsi un indice de Chern non nul.

Les bandes d’énergie et les indices de Chern sont montrés sur la figure 12.14 page 187 pour
N =11 en fonction de V. Nous restreignons notre discussion aux états Wg, ¥yq, ¥y, cor-
respondants aux états localisés sur les trois puits du centre de I’espace de phase. Lorsque
V' = 0, nous observons un indice de Chern non nul (dont la valeur a été analytiquement ex-
primée par D.J. Thouless et al. [10] et sont pour N =11 -1,2,-1,-1,2,-1,2, -1, 1,2, -1
pour respectivement Wy, Wy, ..., Wyy). Lorsque ; varie, les états Wq, Wyo, ¥y oscillent dans
les trois puits, en correspondance avec la valeur de 'indice de Chern (voir figures 11.20,
11.21). Sur la figure 11.21, nous montrons comment la distribution de Husimi passe
d’un puits a l'autre en fonction de ;. Pour une valeur donnée de 6;, la distribution est
concentrée sur l'un des puits. Les seules valeur de #; pour lesquelles la distribution est

partagée entre deux puits sont autour des lignes de transition indiquées sur la figure 11.20.

. 3 2 1
llJ11' : .
|1 > 13 11 12 103
quo' ' ' ' ' '
b, 2 1 : 3 L2
0 2T 91

Figure 11.20: Le numéro du puits (voir figure (11.19)) ot Vg, V1o, W17 sont localisés lorsque
0, varie, pour V.= 0 et N = 11. Par exemple, Wy fait deux fois le cycle 1 — 2 — 3; et en

correspondance, son indice de Chern est C = +2.

Lorsque V' augmente, la symétrie est brisée, et les états g, ¥ig, ¥y deviennent lo-
calisés dans un puits pour toutes les valeurs de (6;,6,) (les puits 2, 1,3 respectivement)
et acquierent un indice de Chern nul. Ce comportement est attendu car si il y a une
assymétrie suffisante entre les trois puits, la théorie WKB (sans effet tunnel) donne une
bonne approximation pour les états individuels et, comme discuté avant, un état quan-

tique est exponentiellement localisé sur une trajectoire classique et son indice de Chern



@ (b) (©)

Figure 11.21: Distribution de Husimi de W11, pour N = 11, V = 0, pour différentes valeurs de
(91,92). Avec 92 = 0.
(3)59]:1 (b)91:3 (C).'91:5.

est nul. La transition entre les indices de Chern non nuls et nuls se fait par le passage
de deux dégénérescences successives (figure 12.14). La figure 11.22 montre U'intensité de
la distribution de Husimi de 'état ¥y en fonction de (6, 6) en un point de I'espace de
phase situé dans le puits 1. Avant la premiere dégénérescence , Cg = 2, et en correspon-
dance, la densité s’annule deux fois (avec le méme signe) lorsque (6;,6s) varient. Apres
la premiere dégénérescence , Chyp = 1 est la densité ne s’annule qu’une fois. Finalement,
apres la deuxieme dégénérescence , la densité est toujours positive.

[’effet de résonance observé pour V' = 0 faisant que les indices de Chern sont non nuls, est
du a I'existence de cette symétrie particuliere T;/g. Lorsque la symétrie est brisée (V' # 0),
Ieffet disparait, et 'on retrouve la situation générique pour un systeme intégrable qui est

que presque tous les états ont un indice de Chern nul.
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Figure 11.22: Densité de présence de 'état Wqy dans le puits 1, pour N = 11 en fonction de
(01,02), pour différentes valeurs de V.

(a) : V = 0.01 : avant la premiére dégénérescence . La distribution de Husimi s’annule deux
fois dans le plan (01, 02) (les zéros sont marqués par une étoile). En correspondance, I'indice de
Chern est deux.

(b) : V = 0.065 : entre les deux dégénéréscences. La distribution de Husimi s’annule une fois
dans le plan (01,05). En correspondance, I'indice de Chern est un.

(c) : V =0.14 : aprés les dégénérécences. La distribution de Husimi est strictement positive

dans tout le plan (61,6,). En correspondance, I'indice de Chern est nul.






Chapitre 12

Dynamique chaotique et indices de
Chern.

Afin de pouvoir étudier simplement les propriétés quantiques correspondant a une dy-
namique classique non intégrable, M.V. Berry et al. ont proposé de traiter une dynamique
classique dépendant du temps de facon périodique. [75]. La dynamique classique s’analyse
a I'aide des sections stroboscopiques des trajectoires (type section de Poincaré), et la dy-
namique quantique s’analyse en terme de quasi-énergies et d’états quasi-stationnaires, qui
sont le spectre du propagateur sur une période.

L’étude des distributions de Husimi des états quasi-stationnaires a ensuite été initiée entre
autres par P. Leboeuf et A. Voros [49]. P. Leboeuf et al. ont alors montré que Iindice
de Chern peut-étre adapté pour I’'étude des états quasi-stationnaires, et qu’en particulier
il prend des valeurs non nulles lorsque la dynamique classique devient chaotique, dans le
modele du Harper pulsé [14].

Nous rappelons tout d’abord comment la dynamique classique et quantique d’un Hamil-
tonien du type "Harper pulsé” peut-étre traitée. Nous rappelons ensuite les principaux
résultats connus qui concernent la distribution de Husimi d'un état quasi-stationnaire
dans le régime chaotique.

Dans le cas intégrable, nous avons vu que les indices de Chern et les dégénérescences sont
fortement contraints par la régularité de la dynamique. Nous allons maintenant observer
I'influence d’une dynamique chaotique sur le spectre et les dégénérescences, au travers
des indices de Chern. Cette étude se fera tout d’abord sur le modele de ”Harper pulsé”
(12.12), puis sur un modele analogue qui ne posseéde pas les symétries particulieres du
Harper pulsé. Dans ces deux modeles, nous étudierons I’apparition progressive du chaos,

et son influence sur les indices de Chern, en notant particulierement 'effet des symétries
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dans le modele de ”Harper pulsé”.

12.1 Dynamique chaotique sur le tore générée par

un Hamiltonien dépendant du temps.

En correspondance avec I'Hamiltonien (E.2), nous nous proposons donc d’étudier cette

fois-ci, ’'Hamiltonien dépendant du temps, de période 7 :

4q

Hig.p.t) = -V, cos(tPQW% +up) —V, Cos(tqQWQ

+ug) K (1) (12.1)

avec le "peigne de Dirac” :

K{t)=7>_6(t—nt) (12.2)

neZ
K(t)
e 4L
05 ST 21 3t 41 ¢
LU - (a,p)

(qopo) > (q+p+)

Figure 12.1: ”Peigne de Dirac”

La dépendance particuliere en temps que nous choisissons, rendra possible le calcul
par intégration du propagateur.
Tout d’abord, intégrons les équations de mouvement classiques, sur une période. Nous
décidons d’intégrer une trajectoire partant de (g,,p,) un instant juste apres un pulse, a
(Gna1,Pns1), une période suivante. Faisons le calcul pour ¢ €]0, 7[U{7}. Nous noterons
cette application M,+. Nous noterons aussi (¢*, p*), la position du point a t = 7~ (juste

avant le pulse).



Pour 0 <t <r7: H = —V,cos(t,2r5 +u,) donc:

. - 2w L3
q‘ = 0" = Vpt, Zsin(t,215 + u,) (12.3)
p= —&,’H =0.

et en intégrant :
gt = gu + V25 sin (1,282 + u,) (12.4)
p+ = Pn-

Ensuite pour ¢t = 7, la distribution de Dirac intervient et :

— ot

n+1 = 4

{ ’ + 20T 3 q+ (125)
Pns1 =D — Vot 55 81n(tq27r6 + u,).

Donc finalement, nous obtenons I’expression de 'application stroboscopique (g, p,) —

(@nt1,Pns1) = Mo+ (gn, pn) -

Tpa1 = Ty + Y, sin(t,27y, + u,) modulo 1
Mys Tt = (2 yn + up) (12.6)
Ynt1 = Yn — tgVgsin(t,2mr, 41 + u,) modulo 1.
en introduisant les variables :
21V,
v =4 b = T lapT (12.7)

Q y = ﬁ f)/qm QP

et sur n périodes : (¢n, pn) = M (qo, Po)

L’application stroboscopique du tore (g, p) dans lui-méme caractérise la dynamique clas-
sique, et il faut noter qu’il n’y a plus conservation de I'énergie. Cette application strobo-
scopique peut s’identifier a une application de Poincaré pour un systeme a deux degrés de
liberté, le tore (g, p) étant ici équivalent a une section de Poincaré d’une couche d’énergie
particuliere [76, 77].

Il y a plusieurs remarques a faire sur le résultat (12.6) de I'application My+.

1. Tout d’abord, sur une période, un point subit tout a tour I'action des deux termes du
Hamiltonien (12.1). Comme énoncé par M.V.Berry at al. [75], on peut vérifier que
le résultat de I'application (12.6) aurait été le méme si on avait découpé la période
en deux, [0,7| = [0,#;[U[t;, 7], et fait agir chaque terme avec un poids convenable

sur chacune des parties.

2. L’application My+ (12.6) est une transformation canonique du tore sur lui-méme,

elle conserve les surfaces. Le choix de l'instant initial 5 = 07 est arbitraire. Pour



un autre choix ;, et en notant U, » I'application qui fait évoluer un point entre 7 et

t', on obtient les relations :

My = Uty rt Mt(] = Ut{),r+tg (12-8)
My = Ut;’]tBMtOUtO% (12.9)

et pour n périodes :
b= Utg}%Mg Uto a1, (12.10)

n

Les deux applications M} et M;' ne different donc que par une transformation
‘0

canonique fixe U,y .

3. Etudions la limite ou les pulses sont rapprochés, c’est-a-dire 7 — 0 ou v — 0.

L’application (12.6) devient proche de I'identité et :

T

p = Pt o V2 sin (1,20 4 ug) = —0,H.

(12.11)

{ j= dnt17dn ~ ‘/;)27;_? sin(thW% + uﬁ) = apH

ou H est le Hamiltonien indépendant du temps (E.2). On déduit donc que pour 7
ou v — 0, la dynamique converge vers la dynamique intégrable.

Le parametre v € IRT permettra donc d’observer une transition progressive entre
une dynamique intégrable et une dynamique chaotique. Classiquement, cette tran-
sition est décrite par le théoreme K.A.M. [1]. Essentiellement, ce qu’il affirme dans
notre cas, c’est que, pour v = 0, les trajectoires sont sur des courbes invariantes de
dimension un. Et pour v > 0, ces courbes invariantes disparaissent progressivement.
Celles qui restent partionnent 1’espace de phase en régions chaotiques.

Nous verrons dans nos modeles qu’a partir d'une certaine valeur de -, il ne subsiste
plus aucune courbe invariante, chaque trajectoire remplie le tore de facon dense par
ses sections. La dynamique devient ergodique.

En interprétant le tore (¢, p) comme une section stroboscopique de Poincaré d’un
systeme conservatif, alors dans la limite intégrable v — 0,ce qui devient I'énergie
E de I'Hamiltonien indépendant du temps (E.2) n’est en fait ici qu'une fonction
de D'action. Ainsi, curieusement, au paragraphe 2.8 pour v & 0, on observe de
I'effet tunnel qui se produit entre des tores invariants correspondant a des énergies
E différentes (par exemple entre le puits d’énergie maximum et le puits d’énergie

minimum).

On a abouti a une application sur le tore qui conserve l'aire, comme I’application du chat

d’Arnold ou I'application standard. Mais il faut noter une différence avec celles-ci, qui



est que ces dernieres applications proviennent d’Hamiltoniens qui ne sont pas périodiques
sur le plan (respectivement, le mouvement est linéaire hyperbolique ou c’est le rotateur
pulsé). Seule I'application stroboscopique est périodique. Si bien que des questions liées
au probleme de localisation des fonctions d’ondes stationnaires se posent pour le rotateur
pulsé et pas pour le Harper pulsé.

Par quantification canonique de I’'Hamiltonien classique (12.1), nous obtenons I’'Hamilto-

nien quantique :

H(t) = -V, Cos(thW% +u,) =V, COS(tqQTF% + uy) K (1) (12.12)

A cause de la dépendance en temps de 'Hamiltonien 1':[, il n’est plus possible de car-
actériser la dynamique quantique qui en résulte par le spectre de H comme nous l'avions
fait avec 1’équation (7.14). Il n’y a plus & proprement parler d’états stationnaires par la
dynamique de H(t).

Néanmoins, par analogie avec le traitement classique précédant, nous pouvons considérer
la transformation unitaire U, appelé propagateur, qui fait évoluer un vecteur quantique
sur une période :

W (1) >= Ups |W(07) > (12.13)

Remarque : nous choisissons a nouveau l'intervalle de temps |0; 7].

Nous déduisons I’expression de U par intégration de I’équation de Schrodinger :
ihdy| W (t) >= H(t)|U(t) > (12.14)
d’ou :
R R
Uy = T{e 7 Jor A (12.15)

(Le symbole chronologique T'{} signifie que dans la série de I’exponentielle, il faut placer

les opérateurs H(t) (¢ € R) qui ne commutent pas entre eux & priori, dans I'ordre

chronologique : H(t)H (') si t > t'.)

Mais ici, grace a la dépendance en temps particuliere que nous avons, 'intégration se fait

Up+ = exp[iNy, cos(t,2mi + u,)] exp[iNy, cos(t, 2] + u,)] (12.16)

Grace a la périodicité de H(t), cet opérateur d’évolution est le méme pour les périodes

suivantes, et nous pouvons connaitre I’évolution aux périodes futures du vecteur |[W(0") >

U (nrt) >= U2 |(0%) > (12.17)



Remarque : en complete analogie avec I’équation classique (12.10), pour un autre instant

de référence ¢, nous aurions trouvé :

= U

to, ﬂ

U U ir (12.18)

Le passage se faisant par 'opérateur unitaire U, ;.
to.t,

A ce point, il est naturel de considérer le spectre de Up+. Pour cela, on vérifie que
I'évolution (12.17) est invariante dans chaque sous-espace Hy (61, 6). 1l faut montrer que
(U, Ty] = [U,Tp] = 0; ce qui découle de I'expression (12.16) ou (12.12) et du fait que pour
une fonction réguliere f : Tgf(q)TQ = f(¢+Q), TEf(p)Tp = f(p+ P).

Le spectre de U est fini dans chaque sous-espace Hn(61,65), (61,0,) € [0;27)?

—

Upe |0, (0) >= D0, (0) > n=0->N-1 (12.19)

—

(W, (0) > est appelé état quasi-stationnaire et ¢(§) quasi-énergie (nombre réel modulo
27).
D’apres 'équation (12.17), ce sont des états qui reviennent identiques a eux-méme a
chaque période.
Le probleme de I'analyse semi-classique dans ce cas non intégrable et dépendant du temps,
est de trouver des correspondances entre le spectre de U et les sections stroboscopiques
de M (12.6).
Afin de déterminer numériquement le spectre de U (12.19), nous diagonalisons sa matrice
représentante dans la base |n,6 > & (6;,6:) fixé et n = 0 — (N — 1). Pour cela les
éléments de matrice sont d’apres I'expression (12.16), et en utilisant (D.9,D.10,D.11) :

< n'0|Unf >= exp (—'6—1(77' )) exp{iNy, cos[3 (2mn’ + ) + u,]} (12.20)

Ly Ny expliZm(n' — n)]exp{iNvy, cos[2Z(2mm — 61) + u,)}

12.2 Distribution de Husimi des états quasi-stationnaires

Considérons une dynamique engendrée par un Hamiltonien dépendant du temps comme
(12.1). Pour des valeurs de ~ assez élevées, les trajectoires deviennent instables, et la
dynamique devient stochastique, comme peuvent le montrer les sections stroboscopiques
de Poincaré, figure 12.3. Il n’est alors plus possible de construire des quasi modes vérifiant
I’équation de Schrodinger a tout ordre en h. Des expressions semi-classiques comme la

formule des traces ou la formule de Gutzwiller montrent, que dans ce cas la totalité des



orbites périodiques ” participent” a la valeur de chaque niveau d’énergie ainsi qu’a la struc-
ture des états stationnaires.

Beaucoup d’études analytiques et numériques ont été faites dans ce sens, et notons en
particulier celles concernant les distributions de Husimi des états quasi stationnaires
([50, 48, 78, 49, 15]) et leur zéros. Dans le régime intégrable, la distribution de Husimi
d’un état stationnaire présente une localisation a décroissance exponentielle, sur une tra-
jectoire périodique classique. Cette propriété de localisation n’a plus de raison d’étre
si la dynamique cesse d’étre réguliere. Cette propriété de localisation exponentielle des
fortes densité de la distribution de Husimi se traduit de facon équivalente en terme de ses
zéros. Les auteurs observent que contrairement au cas intégrable ol les zéros sont alignés
et distants de o h, dans le cas ergodique, les zéros semblent génériquement répartis sur
I'espace de phase et distants de o< V& \/—%, (puisque il y a N zéros au total sur I'espace
de phase). Les régions ou la distribution de Husimi est importante en intensité sont les
régions ou il n’y a pas de zéro.

Le phénomene appelé "cicatrice”, "scars”, qui est une localisation de la distribution de
Husimi autour d’'une trajectoire périodique instable, correspond donc en terme des zéros
a une trajectoire instable évitée par les zéros. Ce phénomene observé assez couramment
numériquement, voir E.J. Heller dans [5], est en fait non générique a la limite semi-
classique (c’est & dire exceptionnel, de mesure nulle parmi les états quasi-stationnaires).
Un théoréeme mathématiques [79] montre que la distribution de Husimi de presque tous
les états stationnaires converge vers la distribution invariante de Liouville, qui elle est
uniforme sur la section stroboscopique. Notons que le phénomene de cicatrice n’est pas
observé dans tous les modeles [80]. Et si il se produit, on doit observer une décroissance
logarithmique de la densité de la distribution de Husimi le long des variétés stables et
instables de la trajectoire, comme pour le point fixe instable du double puits [56].

Dans le cas mixte, ou il y a coexistence de régions chaotiques et de régions presques
régulieres, il semble y avoir des états stationnaires associés a chacune des régions, et donc
une classification possible entre états réguliers et non réguliers, sauf lorsque des effets de
résonance ont tendance a créer des mélanges. Des études détaillées ont été effectuées par
O. Bohigas et al. ([81, 82, 63]).

Lorsque (61, 65) varient, les zéros qui sont répartis de fagon désordonnée sur 'espace de
phase, se déplacent avec une forte dépendance contrairement au cas intégrable. L’indice
de Chern a la propriété de caractériser quantitativement et topologiquement cette dépen-
dance, et P. Leboeuf et al. [14] ont suggéré qu’il mesure de ce fait I'influence du chaos

classique sur la mécanique quantique.



La figure 12.2 montre par exemple les distributions de cinq niveaux consécutifs pour des
valeurs différentes de 6, pour le modele de Harper pulsé présenté ci dessous. Les distri-
butions fluctuent a l'exception du niveau qui quantifie une région réguliere. Le dernier

niveau semble aussi étre accroché au point fixe instable (¢, p) = (3, 3).

272
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Figure 12.2: Distribution de Husimi de cinq niveaux du modéle de Harper pulsé. N = 25,
v = 0.5. On y observe une forte dépendance des distributions avec 5, a lexception du niveau

régulier.

12.3 Modele de "Harper pulsé”.

Le modele de Harper pulsé est défini par le Hamiltonien dépendant du temps :

H(g,p,t) = — COS(QW%) — COS(QW%)K(t) (12.21)

La figure 12.3 montre les sections stroboscopiques (12.6) de quelques trajectoires, pour

différentes valeurs de +.

L’opérateur unitaire d’évolution quantique correspondant est (12.16) :

[T — (iNvcos(2n ) LiNycos(2n§) (12.22)

~ ~ ~

noté : U = UzU,;. U est caractérisé par son spectre d’états quasi-stationnaires et de

(
quasi-énergies (12.19).



y=0.01 y=0.3 y=0.5 y=0.7

Figure 12.3: Section stroboscopique classique du ”Harper pulsé”

a) Symétries du modele.

Les symétries de ce modele sont nombreuses et correspondent aux transformations :

1. La translation :

w
t= D(—)D(EQ) = Tq2Tp) (12.23)

Cet opérateur unitaire agit sur une fonction f(¢,p) comme :

+P)
2

3>

C G = fa+ L

On at Ut = U ce qui a pour effet de conjuguer les valeurs propres de U et donc

d’inverser le spectre de quasi-énergies par rapport a la quasi-énergie ¢ = 0. De plus

tP,.0,) = Ploy.0,)t (12.24)

avec !
i N
9] — 9] — 27 >

(12.25)
0'2 = 02 + 271'%

donc l'opérateur ¢ transforme le sous espace invariant Hy (6, 6-) en Hy (0], 65).

Si N est pair, (0,,65) = (01,63) [27], si bien que le spectre est auto-conjugué dans
chaque sous espace Hy(01,6,). Si N est impair, on déduit que U a des spectres
conjugués dans les sous espaces Hy (01, 6;) et Hy (61 + 7,605+ ). Dans les deux cas,
on déduit que les bandes de quasi-énergie du modele, et leur indice de Chern sont

symétriques par rapport a la quasi-énergie ¢ = 0.



2. La composée "inversion du temps et parité” :

S, =PT
c’est un opérateur anti-unitaire qui agit sur une fonction f(g,p) comme :

OnaS,'US,=U. Et: S;: Hy(01,02) — Hy(01, (21 — 65)).

Cette transformation conserve le spectre de U.

3. Le renversement du temps :

S, =T

c’est un opérateur anti-unitaire, qui agit sur une fonction f(q,p) comme :

Ona S;1US, =U. Et: Sy Hu(01,0:) — Hu(—01,0,).

Cette transformation conserve le spectre de U.

4. L’opération d’inversion :

S, =1U;"

ou l'opérateur Z anti-unitaire, agit sur une f(q,p) comme :
Ii]f((jaﬁ)z = f(da 713)

OnaS;'US; =U. Bt: S;: Hy(0h,0,) = Hu(—01,—6,).
Cette transformation conserve le spectre de U. Mais sur I’espace de phase, cette
symétrie n’est pas la réflexion ordinaire (¢,p) — (p,¢). La ligne invariante L, est

donnée par :

m e L < TU Y(m)=m
Finalement, dans 'espace (61, 65), les symétries sont représentés par la figure 12.4.

Rappelons la remarque 3 du paragraphe 10.4 qui explique que si N est pair, il y a une

dégénérescence entre les deux bandes centrales pour une certaine valeur de (6, 65).
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Figure 12.4: (a) : Si N est pair. Les spectres correspondant a ’emplacement d’un point sont
identiques et auto-conjugués.

(b) : Si N est impair. La réflexion par rapport aux lignes en traits pleins conserve le spectre,
et la réflexion par rapport aux lignes en traits pointillés conjugue le spectre. Ainsi les spectres

correspondant aux emplacements d’un point et d’une croix sont conjugués.

b) Spectre et indices de Chern.

Nous avons calculé le spectre et les indices de Chern des bandes des états quasi-stationnaires
pour N = 11 états et sur I'intervalle v € [0;1.16]. Voir figure 12.5. Les indices de Chern
ont été obtenus numériquement au moyen de la formule de Berry. Pour avoir I'indice de
Chern avec une bonne certitude, il faut un pas d’intégration en (6;,6;) d’autant plus fin
que v augmente, et cela demande beaucoup de temps de calcul. Les résultats présentés ici
sont fiables jusqu’a v = 0.8, et au dela, la figure 12.5 rend plus compte de I'aspect quali-
tatif que de la position précise et systématique des dégénérescences. Lorsque les bandes
se recouvrent, leur limite est toujours dessinée, mais I'indication de I'indice de Chern au
moyen de couleurs est reportée de facon a ce que une bande cache la couleur de la bande
voisine supérieure.

On note que la variation de I'indice de Chern lors d'une dégénérescence est souvent plus
d’une unité. Ce comportement est non générique d’apres I’analyse du paragraphe 10.5, et

est dii aux nombreuses symétries du probleme.

On peut distinguer principalement trois régimes différents en fonction de v :

1. Premier régime, pour vy € [0,0.16(~ )] :

Avant le premier croisement entre les bandes de quasi-énergies, la dynamique clas-
sique est quasiment réguliere, et les indices de Chern coincident avec ceux du modele

de Harper non pertubé (figure 11.3, D = 0). Les bandes de quasi-énergie partent
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Figure 12.5: Bandes de quasi-énergies et leur indice de Chern pour le modéle de Harper pulsé
(12.22) pour N = 11.
Le spectre de quasi-énergies est symétrique par rapport a ¢ = 0. Lorsque les bandes se recou-

vrent, la couleur indiquée est celle de la bande d’énergie inférieure.



en ”éventail” depuis ¢ = 0. Cela s’explique simplement par le fait que I’argument

du propagateur (12.22) est de la forme ¢(v) = NyEqassique-

. Deuxiéme régime ~ € [0.16,0.4] : région réguliére.

A partir de v = 0.16(~ ), des croisements entre bandes d’énergies commen-
cent a apparaitrent (prévisibles d’apres l'expression (12.22), ou par une méthode
semi-classique de quantification des quasi-énergies [76]). Dans cette région, la dy-
namique quantique est dominée par une dynamique classique réguliere, et les ban-
des d’énergies quantifient des trajectoires stables de I'espace de phase. Les bandes
extremes, les plus fines, quantifient le coeur des deux régions stables, et la bande
centrale correspond a ce qui reste de la séparatrice.

Du fait que les quasi-énergies soient définies sur le cercle | — 7, 7], les bandes se
croisent, et ¢’est ainsi que la bande fine qui quantifie le point fixe stable (¢, p) = (0, 0)
traverse pour la premiere fois toutes les bandes en les coupant, (a la montée sur la
figure 12.5), suivi de la bande du premier niveau excité, etc.... Cela forme ainsi une
structure en traillis, qui dans la limite N — oo, a tendance a devenir plus dense, et
a se rapprocher de v = 0.

Hors de ces croisements, I'indice de Chern est toujours nul. Et lors du croisement de
deux bandes d’énergies, I'indice de Chern change, et deux dégénérescences se pro-
duisent de part et d’autre de ce croisement sur un intervalle de « tres faible (relié
a la largeur des bandes). La présence de ces dégénérescences peut se comprendre
comme un phénomene de résonance entre deux tores classiques invariants quantifiés,
dont I'analyse a été faite au chapitre précédant.

Par exemple, le détail de la figure 12.5, présente une résonance entre la bande tres
fine ¥, qui quantifie le point fixe stable (¢,p) = (0,0) et la bande moins fine V3
qui quantifie le troisieme niveau excité autour du point fixe stable (¢, p) = (%, %)
La figure 12.6 montre la distribution de Husimi de I'état W3(6;, 65) pour différentes
valeurs de (6, 6,). Cette distribution fluctue entre les deux tores invariants avec un
indice de Chern C' = +1, de la méme facon que pour les deux puits symétriques par

translation, figure 11.8.

La situation de ces deux tores invariants sur l'espace de phase est une situation
symétrique, similaire a celle de la figure 11.16 (b), c’est a dire que la distance
minimale entre eux-deux est atteinte deux fois. Cela explique la variation d’indice

de Chern et les deux dégénérescences sur un intervalle de largeur tres faible (Avy ~



(a) (b) (c)

Figure 12.6: Distribution de Husimi de 'état W3(60;,603) qui résonne entre deux tores quantifiés,
pour v = 0.2645 N = 11, et différentes valeurs de (61,6-) :

(a) : (61,02) = (0,0). La distribution est sur un tore (3¢ niveau excité d’une famille).

(b) : (01,02) = (1,1). Superposition

(c) : (61,02) = (w,m). La distribution est sur un tore (fondamental d’une famille).

exp(—cN)). Ces dégénérescences se produisent a chaque croisement, a 1'exception
des niveaux W; et Wy; pour lesquels la symétrie et la conservation de la somme
des indices de Chern lors d’une dégénérescence interdit une variation de ceux-ci.
Notons aussi les variations non génériques AC = %2, lors des derniers croisements,
(probablement dues a approche du régime chaotique).

En conclusion, lors des croisements, les dégénérescences peuvent s’interpréter comme
le fait que le chemin du parametre v coupe une série de tubes de dégénérescences

similaires a ceux de la figure 11.18.

3. Troisiéeme régime, v > 0.4.

La dynamique classique est dominée par le chaos. Il y a maintenant plusieurs
dégénérescences entre les bandes, les indices de Chern sont pour la plupart non
nuls, et la largeur des bandes a considérablement augmenté par rapport aux régimes
précédents. Pour les dégénérescences, Il n’y a visiblement plus les restrictions pro-
pres aux régimes réguliers.

Notons la présence de bandes étroites et d’indice de Chern non nul (comme la bande
U, pour v = 0.66) qui témoigne d’'une distribution de Husimi qui fluctue entre des
configurations de méme quasi-énergie. La figure 12.7 montre les distributions de
Husimi de la bande ¥, pour v = 0.66 qui a un indice de Chern C' = 1. La distri-
bution fluctue enre la région réguliere (en 0 = (0,0)) et le point fixe instable (en

0 = (m,m)). La figure 12.8 montre que pour toutes les valeurs de 0. 1a distribution



de Husimi est répartie principalement sur ces deux trajectoires (comme un effet de
résonance). Nous avons observé numériquement que pour v = 0.66, chaque bande
du spectre peut de la sorte s’interpréter comme une superposition de quelques tra-

jectoires stables ou instables.

q
6=(0,0) 6=(m, 31/2) 0=(m,m)

Figure 12.7: Distribution de Husimi de la bande ¥4, v = 0.66. N = 11 d’indice de Chern C' = 1.
(la bande ¥4 est indiquée par un cercle sur la figure (12.5). On observe que la distribution fluctue
entre le point fixe instable (q,p) = (0,0) et la trajectoire périodique stable (q,p) = (0.7,0.25).

Pour (01,09) = (7,371/2) la distribution est une superposition des deux autres distributions.

0, 62”

(a) 61 (b) 61

Figure 12.8: Pour v = 0.66. Intensité de la distribution de Husimi de la bande V4 sur :
(a) le point fixe instable (¢,p) = (0,0).
(b) la trajectoire périodique stable (q,p) = (0.7,0.25)

Ces deux images sont complémentaires. On déduit que I’état W, est essentiellement une super-

position de ces deux structures.

Notons aussi la présence de bandes larges ayant un indice de Chern nul ce qui

témoigne de la fluctuation de la distribution de Husimi, mais d'une fluctuation



”contractible” (en terme des zéros). La figure 12.9 montre par exemple les distribu-
tions de Husimi de la bande W3 pour v = 0.88 qui a un indice de Chern C' = 0. 1l

apparait tout de méme que la distribution fluctue avec g
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Figure 12.9: Distribution de Husimi de la bande V3 pour v = 0.88, ayant un indice de Chern

C = 0. La distribution fluctue néanmoins avec 6.

Pour une "cicatrice” localisée sur une trajectoire contractible pour toute valeur de 5,
la bande de quasi-énergie serait étroite et d’indice de Chern nul. On n’observe rien de
tel. Mais si le phénomene de cicatrice ne se produit que pour des valeurs particulieres
de (61,05), cela n’apparait pas sur la figure 12.5. Par exemple, la distribution de
Husimi de la figure 12.7 peut s’interpréter comme une cicatrice localisée sur la
trajectoire instable (g,p) = (0,0) pour # = (0, 0) seulement.

Il est clair que les nombreuses dégénérescences ne peuvent avoir lieu que parce que
les bandes sont assez larges et se recouvrent méme. Il reste a savoir donc si la largeur
des bandes est liée a la présence de trajectoires non contractibles. Dans un modele
ou la région chaotique serait encerclée par des tores invariants contractibles, il n’y
aurait sans doute pas une forte sensibilité du spectre avec (0, 6,), ni la présence de

toutes ces dégénérescences.

¢) Variations non génériques de ’indice de Chern.

Il apparait sur la figure 12.5 que beaucoup de variations de l'indice de Chern sont autre
que AC = +1. Cela est du aux symétries particulieres du modele. Par exemple pour
~v = 0.65, pour la bande Wy, la variation d’indice est AC = —2. La dégénérescence est
unique et se situe en (01,60y) = (m, 7). 1l s’agit donc d’une dégénérescence non générique
(AC = —2). La figure 12.10 montre de plus que le contact entre les bandes est parabolique.

Ce contact peut s’interpréter comme le résultat de deux dégénérescences génériques qui



se rencontrent.
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Figure 12.10: Ecart d’énergie AE entre les bandes Vs et W3 pour v = 0.65. Le contact est
parabolique en (6,,65) = (mw, ). La fonction AFE(0;,05) est représentée en niveaux de gris, puis

de coté.

Mais ce n’est pas toujours le cas. Par exemple pour v = 0.71, la variation d’indice de
la bande ¥y est AC = +4. Mais il s’agit de quatre dégénérescences génériques (points
diaboliques) situés en quatre points du tore (6;,65), avec un contact conique. Voir la
figure 12.11.
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Figure 12.11: Ecart d’énergie AFE entre les bandes ¥y et W3 pour v = 0.71. Il y a quatre

contacts coniques (génériques).



14.4 U modele sans syimmetrie.

Le Hamiltonien suivant est légerement différent de celui du Harper pulsé, et a 'avantage
de ne pas posséder les nombreuses symétries de celui ci. Nous verrons les différences que
cela implique au niveau du spectre et des indices de Chern.

7

DIK() - (12:26)

1 1
H(q,p,t) = — cos(2mq) — 1 cos(4dmq + %) — [cos(2mp) + 5 cos(4mp +

La figure 12.12 montre I'allure des sections stroboscopiques (12.6) pour différentes valeurs
de 7. On y observe a nouveau une transition progressive du régime régulier vers un régime

chaotique.

y=0.01 y=0.1 y=0.15 y=0.2

Figure 12.12: Sections stroboscopiques des trajectoires classiques de I'Hamiltonien sans

symétrie (12.26).

La figure 12.13 montre les bandes de quasi-énergie et leur indice de Chern, pour
N = 11, et sur I'intervalle v € [0,1.04]. L’ergodicité classique apparait pour des faibles
valeurs de 7y, et dans cet essai numérique, lorsque les premiers croisements ont lieu, la
dynamique classique est déja dominée par le chaos. Le parametre de limite classique N
n’est en fait pas assez élevé pour observer clairement le régime régulier associé a une

dynamique classique quasi-intégrable. Néanmoins on observe :

1. Un régime régulier v < 0.4, pour lequel il y a répulsion cette fois-ci entre les bandes
de quasi-énergie quantifiant des tores invariants, sans apparition de dégénérescence

ni variation de I'indice de Chern (sauf quelques cas limites).



T
—

]

[ ——

L —T
T | B
S [ = e
e o e e vt I 1 I Y O Y
0.84 0.88 0.82 0.9% 1 1.04
Y
C= -3 -2 = 0 1 z 3

Figure 12.13: Bandes de quasi-énergies et indices de Chern du modéle sans symétrie (12.26)
pour N = 11.
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Figure 12.14: Bandes d’énergies et leur indice de Chern pour le spectre de ’Hamiltonien (
11.23) (du chapitre précédent), pour N = 11.
(a) : Le spectre total. (b) : Détail du spectre pour les bandes Vg, W1, Wqq, prés de

V =0, montrant deux dégénérecences (lignes verticale).



Toujours a la lueur des résultats du chapitre précédent, cela s’explique par le fait
que les résonances se produisent entre des tores quantifiés qui ne sont pas placés de
facon symétrique dans I’espace de phase et entre lesquels il y a une unique ” distance”
minimale, comme schématisé sur la figure 11.16(a).

Les bandes dans cette région ne sont pas tres fines, cela est di au fait que la
dynamique classique est déja assez ergodique pour ces valeurs de 7.

Afin d’avoir une meilleure correspondance entre 'aspect du spectre et I'aspect des
sections stroboscopiques, il faudrait avoir des résultats numériques dans une limite

plus classique, i.e. N plus grand.

2. Dans le régime chaotique v > 0.4, les bandes deviennent plus larges, mais cette
fois-ci les variations de I'indice de Chern sont +£1, comme pour le cas générique. On
observe de plus une faible dispersion de la valeur de I'indice de Chern autour de la

valeur C' = 0, et I'indice de Chern est méme nul tres fréquement.

12.5 Présence de dégénérescences dans le cas chao-
tique.

Dans ce paragraphe, nous allons poursuivre la description des lignes de dégénérescences
entreprise autour de la figure 10.13. Pour une famille de Hamiltoniens dépendant de deux
parametres H(7,72), et pour une dynamique intégrable, il est apparu que lorsque la
couche d’énergie est composée de trajectoires contractibles, les lignes de dégénérescence
forment des petites boucles a 'extérieur desquelles I'indice de Chern est nul. Voir la figure
11.17.

Cette description nous permet d’interpréter les résonances avec dégénérescence dans le
régime régulier du modele de Harper pulsé symétrique comme une intersection de ces
boucles. Elle nous permet aussi d’interpréter les résonances sans dégénérescence dans le
régime régulier du modele sans symétrie comme un passage "a coté” de ces boucles, sans
les intercepter.

Lorsque le régime devient plus chaotique, les figures 12.5 et 12.13 ont tendance a montrer
que ces boucles de dégénérescence deviennent plus larges jusqu’a finalement déborder les
unes sur les autres et cesser d’étre un phénomene exponentiellement localisé. Ainsi les
premieres dégénérescences du modele sans symétrie peuvent s’interpréter comme une in-
tersection du chemin H (7y) avec le bord de ces boucles qui deviennent plus larges.

Dans le régime chaotique, la multitude des dégénérescences témoigne de multiples in-



tersections du chemin H(vy) avec des lignes de dégénérescences. Cela porte a penser
que contrairement au régime intégrable, les lignes de dégénérescence sont cette fois-ci
dans une configuration "ouverte”, ne formant pas de boucles, et sont dispersées comme
aléatoirement sur un plan a deux parametres (71, ys).

Cela signifie que lorsque la dynamique classique passe d’un régime régulier a un régime
chaotique, ces lignes de dégénérescences subissent une “transition de phase”, en passant
d’une configuration réguliere, en boucles tres petites et alignées, a une configuration de
lignes ouvertes pouvant se couper. Il s’agit d'une transition analogue a celle observée par
A. Voros et P. Leboeuf sur les zéros de distributions de Husimi, ou celle observée dans la
statistique des niveaux [1].

Afin de représenter quelques-unes de ces lignes, nous avons considéré I’'Hamiltonien a deux

parametres Vi, V5 suivant :
H(q,p,t) = — cos(2mq) — V; cos(4dmq + %) — [cos(2mp) + V4 cos(4mp + %)]K(t) (12.27)

Nous avons calculé l'indice de Chern des différentes bandes pour N = 11 niveaux et
v = 0.51, en discrétisant le domaine (V;,V5) € [0, 0.4]2.

Les lignes de dégénérescences entre deux niveaux apparaissent comme étant la frontiere
entre deux domaines d’indices différents.

La figure 12.15 montre le résultat pour la bande ¥;, qui met en évidence deux lignes de
dégénérescences génériques (AC = +£1) se coupant, et pour les bandes ¥; et ¥g montrant
des lignes de dégénérescences communes et d’autres qui sont en commun avec les bandes
Ve et Wy, Certains détails échappent a la discrétisation. On observe des croisements entre

les différentes lignes, comme schématisé et discuté a la figure 10.13.
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Figure 12.15: Indices de Chern de ’'Hamiltonien H (V;,V3) (12.27) pour les trois bandes ¥y, WUy
et Wg. Les lignes de dégénérescences entre les bandes correspondent aux frontiéres des domaines.

La taille des carrés correspond & la valeur de l'indice de Chern calculée numériquement.



Chapitre 13
Conclusion et perspectives ...

La premiere partie de cette these était consacrée a une présentation géométrique de la
limite semi-classique dans ’espace projectif.

Essentiellement, nous avons montré que la projection orthogonale sur la surface des états
cohérents du champ de vecteur vitesse quantique défini une dynamique Hamiltonienne.
Cette approximation est équivalente au principe variationnel dépendant du temps. Dans
cette présentation géométrique, nous avons montré qu’une trajectoire quantique sort de
la surface des états cohérents avec un angle de 1'ordre v/A, si bien que cette trajectoire
devient tangente a la surface, dans la limite classique A — 0.

Sion élargit la famille des états cohérents aux états cohérents déformés, nous avons montré
que 'angle diminue et devient de l'ordre de h. La description de I’évolution quantique
devient donc meilleure. Cette amélioration peut se poursuivre en considérant une famille

plus élargie d’états, en généralisant I’expression (A.41) de la fagon suivante :
1, R, f>= 2" (14 fa*?)|0 >

R € € décrit les fluctuations elliptiques du paquets d’onde, et f € C décrit des fluctua-
tions d’ordre 3. (remarque: il n’est pas possible de mettre 'opérateur elo™ car I’algebre
engendrée par a®, a™ est de rang infini. Seul le premier terme de son développement a
été mis.). Nous avons montré que la trajectoire quantique sort de cette famille avec un
angle de l'ordre de A*/?, si f = 0. (Les calculs n’ont pas été présenté dans la these).

Le développement doit pouvoir se poursuivre ainsi pour décrire précisément 1’évolution
d’un état cohérent sur un temps fini, dans la limite classique A — 0. Cette description ne
fait intervenir qu’une trajectoire classique ainsi que de I'information sur le comportement

en son voisinage.

Pour des temps plus longs, le paquet d’onde s’étale. 11 peut remplir ’espace de phase,

191



et des auto-interférences peuvent se produire pour un temps d’évolution de l'ordre de
t ~ —1In(h). Notre description qui est "locale” est alors inefficace.

Une description semi-classique par la formule de Van-Vleck [1] (obtenue en effectuant
'approximation de la phase stationnaire dans I'intégrale de chemin) est alors plus appro-
priée. Elle met en oeuvre plusieurs trajectoires classiques. Une généralisation de cette
formule dans l'espace de phase complexifié, pour les états cohérents, a été donnée par
J.R. Klauder [83] et Y. Weissman [84]. S. Adachi a effectué des études numériques ap-
profondies, en étudiant le temps d’apparition des caustiques [30].

Par rapport a l'approximation par des états cohérents (standard ou déformés), cette
derniere description a ’avantage d’étre valable sur une échelle de temps plus longue. Par
contre, I'approximation obtenue nécessite plusieurs trajectoires (ce qui est incontournable)
et surtout l'approximation ne fait pas partie d’'une famille d’états connus, paramétrés
(comme les états cohérents par exemple).

Il faut noter que la validité de la formule de Van-Vleck sur des temps d’évolution de 'ordre
de t ~ —In(h) est fortement suggérée par les essais numériques, mais reste actuellement
une conjecture [47].

Sur des temps plus longs encore (t ~ e*%) peut se produire de D'effet tunnel.

L’approche géométrique décrite au chapitre un a été développée avec les états cohérents du
plan, mais nous avons aussi fait les calculs de I’angle avec les états cohérents de spin. Ces
états interviennent par exemple dans le modele de Lipkin [85, 86] qui décrit un systeme
de N fermions en interaction. L’angle trouvé est de I'ordre de o ~ ﬁ, ce qui valide
I’approximation classique pour N — oo.

Le calcul de I'angle pourrait également se faire dans d’autres modeles ou une approx-
iamtion de la dynamique quantique a l'aide de fonctions d’essais est utilisée (comme
I’approximation de Hartree-Fock-Bogolubov, ou pour des problemes de spin bosons cou-
plés ...). Comme nous I'avons vu, cet angle donne des informations sur la précision de

I’approximation.

Le deuxieme chapitre était consacré plus précisément a I’étude de la mécanique quan-
tique sur le tore en tant qu’espace de phase, toujours dans la limite semi-classique. Nous
avons tout d’abord rappelé I'intérét de cette étude en physique du solide, concernant des
électrons en champ magnétique et dans un potentiel périodique. Les modeles envisagés
sont similaires a celui de Harper.

Les états cohérents du tore qui ont un role privilégié dans la limite semi-classique et les

résultats de P. Leboeuf et A. Voros sur la distribution de Husimi ont été présenté.



L’intéret a été porté sur l'indice de Chern qui caractérise la topologie d'une bande
d’énergie, et sur la présence de dégénéréscences, en essayant de faire ressortir des cor-
respondances entre la valeur de cet indice et la dynamique classique.

Dans le cas d’'une dynamique intégrable, nous avons décrit les ” configurations en boucles”
que peuvent prendre les dégénérescences liées a l'effet tunnel entre deux puits.

Ces résultats pourraient s’inscrire dans une description qualitative complete des dégé-
nérescences génériques pour une famille arbitraire a deux parametres d’Hamiltoniens
H(71,72). Pour cela il faudrait rajouter I’étude des trajectoires non contractibles dont
certains aspects ont été présentés.

Pour une famille d’Hamiltoniens a plusieurs parametres, H (v, 79,73, ...), des dégéné-
rescences liées a des phénomenes d’effet tunnel entre plusieurs puits deviennent génériques.
Nous avons étudié numériquement cet effet pour trois puits.

Enfin, la valeur des indices de Chern et ’aspect des lignes de dégénérescence dans le cas
chaotique ont été considérés. Nous avons essentiellement observé une augmentation et
une uniformisation des dégénéréscences entre les bandes, accompagnant la transition de
la dynamique classique d’un régime régulier vers un régime chaotique. De facon qual-
itative, les boucles formées par les dégénéréscences dans le cas régulier s’élargissent et
s’ouvrent, pour finalement former des courbes disposées uniformément et qui se coupent,
lorsque le régime est chaotique.

Il y a ainsi un lien évident entre la nature de la dynamique et les dégénéréscences, ce qui
permet d’envisager des expressions semi-classiques pour l'indice de Chern [87].

Pour la description des électrons en champ magnétique, l'indice de Chern représente
la conductivité d'une bande. Récemment, G. Petschl et T. Geisel [13], ont discuté la
possibilité expérimentale d’observer les finesses du spectre du modele de Harper dans
des réseaux semi-conducteurs. Il est envisageable que la conductivité (proportionnelle
a l'indice de Chern) ”induite” par la nature de la dynamique classique ait ainsi des
conséquences observables.

D’un autre point de vue, discuté au paragraphe 7.2, la mécanique quantique sur le tore a
la particularité de ne pas étre invariante par translation, alors que la limite classique est
invariante. A un Hamiltonien classique est associé une famille d’opérateurs quantiques.
De cette propriété découle la structure en bande du spectre, I'introduction des indices de
Chern et I’étude des dégénéréscences.

Des études analogues pourraient étre généralisées pour d’autres géométries, en considérant
une famille d’Hamiltoniens quantiques ayant des dynamiques classiques équivalentes a une

transformation canonique prés. (L’invariance par transformation canonique ne se retrouve



en général pas au niveau quantique).



Appendice A

Définitions et quelques propriétés

des états cohérents déformes.

(Voir le paragraphe 3, page 37)

A.1 Propriétés algébriques.

a) Transformation de Bogolubov

Il y a un certain arbitraire dans la définition (2.11) de la famille des états cohérents
standard. cette famille est en effet liée au choix de la base (a,a™,1) (2.4) de I'algebre de
Lie Wy. Si (@,a*, 1) est une autre base obtenue par transformation linéaire, et vérifiant

les relations de commutation canoniques :

[@,a*)=1 [a,1]=[a*,1=0 (A1)
ainsi que la condition ”"d’unitarité” :
at=(a)", (H)F =1 (A.2)

alors on peut définir des états cohérents standard |Z2>, comme en (2.9), associés a cette

nouvelle base (@,at, 1), par :

ao>= 0 (A3)
2> = D(2)|0> '

avec !

D(Z) = exp(za*

— Za) (A.4)
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opérateur unitaire, et z € C.

La définition que 'on convient de prendre pour les états cohérents déformés est : les états
cohérents déformés sont les états cohérents |;>:,, z € © construits avec les divers choix
de bases (@,a*, 1), [26, 2]. Les conditions (A.1, A.2), imposent que (@,a*, 1) soient de la

()= G o) ()0

1=¢€l

forme :

UU-VV =¢

fixer e = 1 ne réduit pas I’ensemble des états obtenus, et de méme prendre ¢ = 0, ne
réduit pas cet ensemble, grace au parametre zZ de translation qui joue un réle analogue,
d’apres (2.17).

On s’intéresse donc aux transformations dites de Bogolubov, canoniques unitaires [2] :

()-n ()

avec :
u v
M=(_ _1, UV el
VU
_ _ _ 1 0
UU-VV =1 M'KM =K avec K = 0 1 (A.6)

en introduisant les opérateurs (g, p) et (¢, p) par (2.2), on obtient une représentation réelle

(2)w( ol ) v (L) o

et la transformation de Bogolubov devient :

() ()

MR:WIMW:<g g)
A= Re(U)+ Re(V)
= —Im( )+ Im(V) (A.9)
C= Im(U)+Im(V) '

D= Re(U) — Re(V)



My est une matrice réelle, et d’apres (A.6) :
0 1
MpJMj = J avec J = ( | 0> (A.10)

Donc Mp € Sp(2,R), le groupe des matrices symplectiques réelles 2 x 2. (A.8) définit
une transformation symplectique dans le plan. De méme, M appartient a un groupe G
isomorphe au groupe Sp(2,R), et dans le plan complexe, la transformation symplectique
est donnée par :

z=Uz+VzZ (A.11)

si bien que :

D(Z) = exp(za™

— Za) = exp(zat — za) = D(z) (A.12)

Pour N degrés de libertés, les résultats sont analogues, ils se trouvent par exemple
dans [26, 2]. Tl apparait le groupe Sp(N,R), non compact, et homéomorphe a l’espace
RY™HY 5 SU(N) x U(1), qui est non simplement connexe (& cause de U(1)). Le groupe
symplectique est aussi traité dans [21, 6]. Remarquons que a une dimension, comme ici,

on pourrait aussi bien identifier le groupe G'a SL(2,R) ou a SU(1, 1) qui sont isomorphes.

b) Etude du groupe symplectique.

Ce groupe est homéomorphe & R? x U(1). Nous allons étudier la transformation linéaire

symplectique (A.8), ou bien en notation complexe :
2€C—z=Uz+Vz €C (A.13)

avec U,V € €, UU — VV = 1. Cette transformation est caractérisée par la matrice
M(A.6), ou My (A.8).

Voici trois exemples de telles transformations :

1. Rotation d’angle 6 : Ry : Z = exp (if)z, donc :

i0 0
My, = (e 0) (A.14)
0 e
0

2. Dilatation S/‘\I’ de A > 1 dans la direction ¥, 0 < ¥ < 7 :

S;‘IJ — R\p S)\ R,\p



avec Sy 1 ¢ = Aq, p = yp-
Il est commode pour la suite de caractériser le couple (A, ¥) par le nombre complexe
A2 -1,
R="——0¢"" A5
A2 +1 ( )
R € D = {R € Ct.q. |R| < 1} appelé disque unité de Siegel. Le nombre R
caractérise la transformation SY.

Inversement :

1 1+ R\’
|/ E—— ) = Al
QUTQ(R) (1 — |R> (A.16)

On pose aussi T = 1 — RR €]0;1]. Nous garderons ces notations tout au long de

I’appendice.

Alors : \2 \2 .
+1 1 . -1
U = - V = 200 = A7
2 VT ‘ ( 2 ) VT (A-17)
Remarque : (SY)™' = SY...
P p
A>0
- N N
\\ ,ﬂ\ 0 ’,' '\ v
\\ ¢' ‘\\ "
e } ;
q q

Figure A.1: Rotation Ry et dilatation S/‘\I’ qui sont les opérations de base du groupe symplectique
Sp(2,R).

. . .., 2.1 o
La dilatation est caractérisée par R = :\\24_}62“’ € D;.

3. Une matrice symplectique quelconque M € G, peut se décomposer sous les formes

M =Ry Sy = SYH Ry (A.18)
Et alors :
1 . R .
U = —67'6 V = —67'(0+7r) Alg
VT VT (A.19)
et :

y
R=-—— A.20
- (4.20)



La matrice inverse est :

» u -V .
M= =SV R (A.21)

Le couple (R, 0) € (D; xU(1)) constitue une paramétrisation des matrices symplec-

tiques M € G. (Alors que le couple (U, V') est contraint a la condition (A.6)).

c) Sous groupe maximal K et action de G sur G/K.

Les matrices Mg, forment un sous groupe de G, noté K. (En général U(N) est un sous
groupe maximal non invariant de Sp(2N,R), [26]). L’espace quotient G/K obtenu en
identifiant deux matrices RyS et Ry S, est un espace symétrique de type non compact
(= R?).

D’apres la décomposition (A.18), G/K est paramétrisé par les matrices SY, soit par le
couple (U, \) = R € D;.

Afin d’avoir une interprétation graphique de cet espace quotient, on part des vecteurs
de base (e, e,) du plan R?, sur lesquels on fait agir la matrice M ' = SY R_y, pour
obtenir leur image (vi,v2) = M (e, e,). lorsque les matrices de rotation R 4, 0 €
[0, 27] agissent seules, les extrémités des vecteurs (vy,vy) décrivent le cercle de rayon
un. Si maintenant les matrices M ' = SY R_y, 0 € [0, 27] agissent avec A, U fixés, les
extrémités des vecteurs (vq,vy) décrivent cette fois-ci 'image du cercle de rayon un par la
transformation symplectique SY, & savoir une ellipse £ de surface 7, de demi petit axe b,

de demi grand axe a, orientée par 'angle W, et dont le parametre est :

p= §=MN2>1
ab=1 (A.22)

Une ellipse £ de centre 0 et de surface 7 est donc de cette facon associée a un point de

Iespace quotient G /K, et est donc caractérisée par le nombre complexe R € D;.

Cette ellipse est aussi l'ellipse inscrite dans le parallélogramme d’aire 4 défini par les

vecteurs vy, vy, et tangente aux milieux des cotés.

Remarque : Le couple de vecteurs (vq, v9) peut aussi étre représenté par le vecteur V. =

v1 + ivy appartenant a l'espace vectoriel complexifié [20]. Dans la base complexe e, =

1

. 1 . [P _
3(eq —iey), es = 5(eq — ie,), le vecteur V, s’écrit : V., = Ve, — Ue;.



Figure A.2: L’ellipse £ s’obtient par I'action du groupe symplectique sur le cercle de rayon 1.
Ce sont les dilatations S;\I’ qui produisent effectivement la déformation elliptique.
(v1,v9) = M~ (eq,e,). avec M~ = SY R_.

Figure A.3: Ellipse £ caractérisée par R € D;.

p=7= (%jg}) : amplitude de la déformation.

U = Larg(R) : direction de la déformation.




Notons les relations suivantes entre les coordonnées des vecteurs vy = (vig, v1p), V2 =

(vaq, vap), et les coefficients U, V, de la matrice symplectique M (A.6). A laide de (A.9) :

vie= D =Re(U)— Re(V)

vy, = —C =—-Im{U)—Im(V)

vy = —B =Im(U)—Im(V) (A.23)
vop = A = Re(U)+ Re(V)

d) Représentation unitaire du groupe G. Groupe métaplectique.

D’apres le théroreme de Stone von Neumann [26], il existe un opérateur unitaire S(M)
tel que :
a=S(M)aS(M)" (A.24)

S(M) est donc une représentation unitaire du groupe G = Sp(2,R), et deux valuée :
a S = 41, correspond M = 1. Le groupe d’opérateurs obtenu est appelé le groupe
métaplectique, noté Mp(2, R). 1l recouvre deux fois le groupe G.

Pour connaitre la représentation des générateurs, considérons un élément proche de 1'i-
dentité : S = 1+ ieH, ¢ — 0. H est un opérateur hermitique, et @ = a + 726[1:1,(1,].
D’apres (A.5), [H, a] est donc linéaire en (a,a™). H est donc quadratique en a et a*. Une

base de cette algebre est par exemple composée des trois opérateurs :
+ L1, + +2 2
n=a a+§:§(a a+aa”), a7, a (A.25)

vérifiant les relations de commutation :

[n,a™®] = 2a%?, [n,a®] = —2a*, [a*% d®] = —4n (A.26)

Un opérateur unitaire S € Mp(2,R) peut donc s’écrire sous les formes :

57] _ eXa+27)?a2+§n %a'ﬂ

=e

eme= 3 X ReCT, &,neR (A.27)

(Le parametre R va s'identifier avec le parametre R déja introduit.)
D’aprés (A.3), (A.24)et (2.10), on déduit une expression du vecteur |6\>J77 :

0>, = S(M) (0>,

Le groupe métaplectique permet donc d’engendrer les différents vecteurs \6;,, (aussi ap-

pelés vide de quasi particules bosoniques en physique nucléaire) par action sur le vecteur



10>, .
A Taide de (A.27), on obtient :

‘10 > (A.28)

Le sous groupe d’isotropie de cette action est donc engendré par I'opérateur n = ata + %
Il s’agit donc du sous groupe des rotations K = U(1).

Et donc un état [\6v>] correspond a un point de I'espace quotient G/K, ou encore a une
ellipse de centre 0 et de surface w. Autrement dit, 'action du groupe métaplectique sur
I'état [|0 >] s’identifie a I'action du groupe symplectique sur le cercle de centre 0 et de
rayon un.

Par ailleurs, I’équation @|0 > = 0 s’écrit aussi :

(a+&at)ex |0 >=0 (A.29)
_V
avec £ = §.
&(R) est une fonction inconnue que l'on recherche. En différentiant (A.29), il vient :
+2 ‘
[%(a +€a™) + (1+ 9pf)atler® 0 >= 0

une solution est donc 0ré = —1, c’est a dire :

R = i (A.30)

ce qui I'identifie avec le coefficient R introduit plus haut (A.20).

Pour obtenir les états cohérents \;;n (A.3), il faut ensuite appliquer les opérateurs de
translation D(2) = D(z) (A.12), qui forment le groupe de Weyl (2.4). Au paragraphe
suivant, nous allons établir des relations de commutation utiles pour les opérateurs en-
gendrés par les générateurs : (1,a,a™,n,a™? a?).

On peut déja remarquer que de part leur construction, la famille des états cohérents

déformés est invariante par une dynamique engendrée par un Hamiltonien quadratique

en (a,a™) ou (g, p).

e) Algebre & ”deux photons” engendrée par (1,a,a™,n,a*?, a?).

Outre les relations de commutation (A.26)et (2.4), il faut ajouter :

[a?,a™) =2a, [a™? a]=—2a", [n,a]=—a, [n,a"]=a" (A.31)



En optique, cette algebre est appellée 'algebre a ”deux photons”,h6, [8], car elle permet
d’expliquer des processus d’émission a deux photons.

Ses sous algebres sont :

sp(2,R) = {n,a*? a*}, h4={n,a",a,1}: 7algebre & un photon”, W, = {a™,a, 1}

(A.32)

Dans l'article de référence sur les états cohérents [8], W.M. Zhang et al. présentent

une méthode pour calculer les propriétés de commutation du groupe, au moyen d'une

représentation fidele de I’algebre h6 par des matrices 4 x 4. (Représentation non hermi-
tienne). Un élément quelconque de 'algebre :

nn + 61 + ga” + §a2 +rat +la (A.33)

est représenté par la matrice :

0 0 0 0
r n R 0
-l L -n 0

-20 -l —-r 0
Par exponentiation (fait 4 ’aide d’un logiciel de calcul formel par exemple), on obtient des
représentations matricielles pour différentes expressions, et par identification des matrices,
on déduit les changements de variables qui conviennent. Ces relations sont appelées
relations de débrouillage (disentangling). Ainsi, un opérateur peut s’écrire sous les diverses

formes :
T — e§a+2+m+ eln+o1 e%fLQ‘Ha
. ! -
e T H agn'n+d'1, Lat 4rlat (A.34)

o n+dg1 e % a? —Hgae % at24rga™t

Les relations de passage sont :

e"= e —RLe =e (1 — RyLy)
R= Re"en = ee™ R,
L= Lemen =ele M, (A.35)
I = (r'L'e"” +1")en =ee ™ (ly + roLp)
r= (Rle" +1')e" = e"(lgRy + 10)

5= &+l +er) =6 + L(loro + rle”")
De plus, pour les opérateurs unitaires de la forme :

T =D(2)S(X), 2 X €T (A.36)



avec

D(Z) _ 6;1(1*72(1,7 S(X) _ eXa+2f)7((1,2

On pose
X =p™, peRT, Welo,r7]
Alors :
R = ¢*Ytanh(2p)
r= z— Rz
"= T
= VY (A.37)
0= —%rz
L= -R
= —z/Y
avec Y =1 — RR.
Inversement,
r+ Rr 1 . |2
= , cosh(2p) = —=, sinh(2p) = —= A.38
z T (20) Ve (20) Ve (A.38)

[’intérét de ces variables, est que le nouveau vide |0N> est caractérisé par la variable X ou
R, alors que la variable de translation z correspond a la position dans l’'espace de phase.

Pour N degrés de libertés, on peut trouver les relations analogues dans [8].

f) Section holomorphe des états déformés

D’apres la définition (A.3), un état déformé |;>:,, s’écrit :
2> = D(2)S(X)|0>, 2, X €O (A.39)

Les états cohérents déformés s’obtiennent donc par 'action du groupe h6 sur I'état [0 >
: \;;n = T|0 >. Le sous groupe d’isotropie est U(1) x U(1).Les variables de déformation
X et R sont reliées par (A.37) et (A.38). Comme nous venons de le voir, I'opérateur
unitaire S(X) a pour action de déformer elliptiquement I’état |0 >, et D(z) de translater
le résultat dans ’espace de phase.

A Taide de la décomposition (A.34), I’état cohérent déformé s’écrit aussi :
2>, = el3t)eFatrat g (A.40)

On déduit donc que la famille des états déformés est paramétrisée par le couple (r, R) € C?

ou le couple (z, R) € C*. z et r sont reliés par (A.37) et (A.38), mais remarquons que la



variable r mélange la position dans I’espace de phase z et la déformation R.

Une section holomorphe est donnée par les vecteurs non normalisés :

R a+2 +ra+

R,r>=|R,z>=¢2 |0 > (A.41)

Cette section holomorphe est utile, rappelons le, pour exprimer les structures géométriques
des états cohérents déformés.

Les états cohérents standard correspondent a la sous famille R = 0 :

z>=|r=2R=0>=¢"|0>

A.2 Géométrie des états cohérents déformés.
a) Structures géométriques
Avec le choix de la section holomorphe (A.41), et a I’aide des relations (A.35), on obtient

r2§+f2§+rf]

< R,7|R,r >= (1 — RR)?exp|

—~1/2 2R alRiRR - (A.42)
= YT VPexp[—2*5 — 2°5 + 22
< R',r'|R,r > s’en déduit en remplacant R et 7 par R’ et 7. Par exemple,
R
<?|R,z >= exp[i'QE +Z'(z — R2)] (A.43)
Et alors :
O, In < Rr|Rr >= %
n r|Rr Z ) (A.44)
Orln < Rr|Rr >= 122+ £
0,0 In < Rr|Rr >= %
0,0gIn < Rr|Rr >= =% (A.45)
OrOrIn < Rr|Rr >= 5[l + 27 2z]
D’aprés (1.26), la forme symplectique peut s’écrire en variables (r, R) :
Q= i(0,0;In < RrRr| >)dr Adr +i(9,0g In < Rr|Rr >)dr A dR (A.46)

+i(0r0:In < Rr|Rr >)dR A dr + i(0r0g In < Rr|Rr >)dR A dR

sachant que : (0r0;In < Rr|Rr >) = (0,0 In < Rr|Rr >).

Exprimée en variable (z, R) ou z est défini par (A.38), §2 s’écrit comme :

Q= i(dz A d2) + 5oz (AR A dR) (A.47)



Cette écriture ”presque canonique” fait que nous choisissons dans la suite de travailler
avec le systeme de coordonnées (z, R), (bien que ce ne soit pas un systeme de coordonnées
holomorphes).

A R fixé, le sous espace {R, z},«q constitue un espace de phase qui est isométrique au

plan Euclidien. A z fixé, le sous espace {R, 2} rar est isométrique au disque de Poincaré.

v [Tn s

Q =i(dz A dz) +i(d9 A dV) (A.49)

En posant :

11 vient :

(z,7) est donc un systeme de variables canoniques.

La un-forme A, connexion de Berry s’écrit d’apres (1.28) :

A= Lzdr — Ladi + L2+ BYdR — 1(2* + B)dR
— Zdz — idz+ ~(RdR — RdR) + 1d(:*R — *R) (A.50)
= - (qdp — pdq) + ;5 (RdR — RdR) + 1d(z*R — Z°R)

La courbure de Berry est d’apres (1.29) :

F=i0= —(dzAdz) — 5= (dR A dR)

272

1_ ] _ (A.51)
= +(dg Ndp) — = (dR N dR)

On retrouve donc les formes géométriques en variables z, des états cohérents standard
(2.20,2.22), auxquelles s’ajoutent des termes propres a la géométrie de la variable R,
caractérisant le "nouveau vide” |0 >, et la déformation d’un état cohérent, comme nous

allons le voir.

b) Distribution de Husimi d’un état cohérent déformé.

La distribution de Husimi d’un état cohérent déformé |R, z >, caractérise cet état, et est
d’apres (2.24) :
Hiro)(2) = | o<z [ R, 250 | (A.52)

or d’apres (A.42), on a :

N <Rz|2'><2|R2>
Hir(2) = <2'|2'><R,z|R,2>

= Y'2exp[z?8 + 224 2?8 — R2z' — Rz2' + 22 — 22 + 228 + 228 — 7]

(A.53)



(@) | | (b)

3T

Figure A.4: Distribution de Husimi d’un état déformé |R,z >. (q.p) = (0.6,0.4), R = 0.6e' = .

(a) en perspective, (b) lignes de niveaux.

or la distribution de Husimi de I’état [| R, z >] est la translation de z de la distribution

de Husimi de I’état nouveau vide : [|6v>] = [|R,z =0 >] noté [|R >], d’apres (A.39) :
Hipo(2) = | u<2|R, 2> |2 = | i< |D(2)| B> | = | o<’ — 2| B>, |
La distribution de Husimi de cet état [|R >], est d’apres (A.53) :
Hp(2) = | w<2'|R>, |2 = T2 exp[zag + z'Qg —Z'7] (A.54)

11 s’agit de 'exponentielle d’une forme quadratique en z’. Cherchons a effectuer une trans-

formation linéaire symplectique du plan, exprimée comme (A.11), en variables complexes

2 5;1 = Z’Uh + Z’Vh, UhUh - Vth =1 (A55)
qui amenerait a la forme :
2-7T R R
Hip(2) = T2 exp(—pn|Z[2) = Y2 exp{—pn[(F—D)7'2" — =227 — 227}, m e R
T Th Th

(A.56)
C’est a dire que 'on veut diagonaliser la forme quadratique. Uy, V) caractérisent la trans-
formation symplectique (A.55). Et (Ry, Y}) leur sont associés au moyen de (A.20) et sont
différents a priori de R et Y. On s’apercoit par identification avec (A.54), qu’il convient

de prendre :

Ry= —— ph =VYT >0 (A.57)



En coordonnées z;, la distribution de Husimi est une gaussienne circulaire de centre 0,
et en coordonnées initiales z, la distribution de Husimi est une gaussienne elliptique. Les
lignes de niveaux sont des ellipses &£, images réciproques de cercles par la transformation
(A.55). Nous avons vu qu'’il s’agit d’ellipses de centre 0 et de parametre de déformation
pp, donné par (A.22).

Si I'on note ay, by les demi-grands axes et demi petits axes de ces ellipses, on a d’apres

(A.22), et (A.16) :
1/2
ap 9 1+‘Rh| 1+|R‘ a
b=, = (1—|R,,,| 1-|R| V= VP (A.58)
et\IJh:\IJ.

Comparons l'ellipse, &, ligne de niveau de la distributions de Husimi d’un état déformé

[R, z >], par rapport a 'ellipse € représentée a la figure (A.3), qui est I'image d’un cercle
par la transformation symplectique qui sert a construire I'état [|R, z >|.
D’apres (A.58), lellipse &, de parametre p, est moins excentrique que lellipse & de

parametre p. Et ces deux ellipses ont méme orientation. Voir la figure A.5.

Figure A.5: Ellipse &, ligne de niveau de la distribution de Husimi de I'état [R, z >], comparée
a lellipse classique £ de la figure A.3.

Cette différence peut s’interpréter par le fait que d’une part la distribution de Wigner
d’'un état cohérent déformé est une gaussienne elliptique, les lignes de niveau étant les
ellipses £,(du fait que la distribution de Wigner est invariante sous les transformations
symplectiques (A.79)). Et d’autre part la distribution de Husimi s’obtient a partir de
la distribution de Wigner au moyen d’une convolution avec des gaussiennes circulaires
(A.64). Et c’est cette convolution qui diminue Iexcentricité de la distribution.

En définitive, la distribution de Husimi de I'état cohérent déformé [|R, z >] est une gaussi-

enne elliptique centrée en z et de déformation elliptique caractérisée par R. Les variables



z et R sont donc particulierement bien adaptées pour paramétriser la famille des états
cohérents déformés.
Remarquons que si R tend vers —1, la distribution de Husimi de 'état |R, z > tend vers

une bande verticale passant par z. L’état |R, z > tend vers un état de position |g >.

c) Valeurs moyennes d’opérateurs.

Il sera utile dans la suite de connaitre la valeur moyenne d’opérateurs sur les états
cohérents déformés. Nous allons tout d’abord faire ce calcul pour des opérateurs qui sont
des polynomes en (a,a™), a I'aide d’une fonction génératrice, méthode que I'on trouve
dans [8].

Considérons la fonction génératrice :

Q(’V; :7) = n<R; 7"|€’Ya+€;/a‘R, >,

L o A 59
= L <O0er@Hragrat raggatitat o s /< R p|R > ( )
Les relations (A.34) permettent d’obtenir :
— R R
3) = exp(vZ + 72 + 77 [ —— ) + 12 + 7 A.60
9(7.7) f‘xp(w+72+w( T >+72T+7 57 (A.60)

La valeur moyenne de Popérateur a™™a”, m,n € IN? sur les états |Rz>, s’obtient alors

par :
<R, zlat"a" | R, 2>, = a7 02 g(v,7) (A.61)

Par exemple :
R R 1
<at>=z <a>=z <aP>=24+=, <ad*>=2 4=, <ata>=22-1+=
T T T
(A.62)

En particulier si R = 0, on retrouve le symbole normal de ces opérateurs. On retrouvera

ces résultats dans une expression plus générale, au paragraphe suivant.

d) Symbole de Weyl, symbole anti-normal, et autres représentations de Husi-
mi.
Les développements qui vont suivre sont basés sur la formule suivante. Pour une fonction
V(z), C*>, on a:

oo @)’ xp2 ,
/ e x V(r)dr = /mxe* " V(q'))y= (A.63)

J—0C
I’exponentielle est définie par sa série. Cette formule qui est linéaire se démontre en

considérant les fonctions V(x) = 2", et par récurrrence sur n, ou en l'interprétant comme



I’équation de propagation d’une particule libre. Cette formule peut ensuite étre facilement
généralisée a plusieurs dimensions, avec I'exponentielle d’une forme quadratique.
Le symbole normal d'un opérateur O est défini comme étant sa valeur moyenne sur les

états cohérents standard :

On(q,p) = w<q,p|Olg, p>u
Le symbole normal est relié au symbole de Weyl Oy, (q, p) par 'expression [52, 53] :
On(q. 1) = % /Ow(q,p)e’%“""")u(””")ﬂdq dp (A.64)
A T'aide de la formule (A.63), on déduit que :
On(d',p) = e 0w (4. 1) stgm=(a.) (A.65)

inversement :
_h
OW(qup’) =e 4(8QQ+BPQ)ON(QJp)/(q,p):(qupl) (A66)

Le symbole P, ou symbole anti-normal d’un opérateur O, noté Op, est défini (quand il

existe, voir discussion dans [88]) par :
0= / du(2)|2>n w<2|Op (2, 2) (A.67)

Il nous sera utile plus loin. On peut le relier au symbole normal de la maniére suivante :

On(d\p) = w<d, ' |0l¢ > = [J 22| .<q', p'|g, p>n [2Op(q, p)
If %e*;—h (qfq’)2+(p*p’)2}op(q7p) (A.68)

b5 2142
e 2+ O0p (g, p) gm0 )

En définitive, on déduit les relations suivantes entre les trois symboles que nous venons
de considérer :
1. En variable réelles (¢, p) :
h 2 2 h 2 2
T (0q"+0p~) G (0q=+0p)
Op(g;p) " —  Owla,p)* —  Onl(a.p) (A.69)
2. En variables complexes (z, 2) :
9%6285 9%8265

Op(2,2) 5 Owlz,2) T Oz, 2) (A.70)

Nous avons vu que d’une certaine maniere, la famille des états cohérents standard est

arbitraire. Une autre famille est obtenue en fixant R € Dy, et en considérant (|z, R >



), z € C. Nous avons aussi noté cette famille |z > (A.3). Z et z étant reliés par (A.11).
Le symbole normal d’un opérateur O qui correspond a cette famille, et que nous noterons
Op est défini par :

Or(z, 2) = <2|0|Z> = <z, R|O|z, R>, (A.71)

(Remarque : Oy = Op—y).
Avec (A.67), on déduit que :

Or(z,2) = / ()] w<R, 2|25, [20p(2', 7)) (A.72)

or avec (A.56), et (A.57), on a :

| W<R, 2|25 |2 = | n<2’ — 2| R, |* = T2 exp(—pun |20 )?) (A.73)
et avec (A.55) :
1
Zh=Un(Z —2)+ V(2 —2) =M — 2) = —(q), + ipp, A.74
h=Un(z' —2) + Va(z' = 2) = M(2' - 2) m(‘]h Ph) (A.74)

Alors, en faisant le changement de variable z’' — Z, dans I'intégrale (A.72), on obtient :

Or(z) = [[ 948126 m @ o) Op (g, p')

_— d(wwl/ge 2 G O p (2 (G, )

et toujours d’apres (A.63), il vient :
On(z2) = eWF O 5 Op (2! (G, ) jo—s (A.75)

et d’apres (A.70), on a finalement en variables complexes :

15
Op(z) = eV %e 000 Oy () 1, (A.76)
— 150,00 +50,0,,+(1-1)0./0, }ON( )/z’—z .
ou en "variables classiques” (2.14) :
OR(Z2) = e¥($9202+50:0:+(1-1)0202) ) (21 5, (A.77)

Ainsi la valeur moyenne d’un opérateur sur les états cohérents déformés, Or(z) qui dépend
de deux parameres (R, z), est largement déterminée par sa restriction aux états cohérents
standard (R = 0) : On(z). L’existence de cette relation est en fait liée a la relation

suivante qui découle de (A.41) :

0,%|R,r >= 20g|R,1 > (A.78)



et qui montre une certaine dépendance entre les variables r et R.

En particulier, étant donné un vecteur quantique | >, on peut appliquer les relations
ci-dessus pour l'opérateur densité O = |¥ >< W, ce qui donne des relations entre la
distribution de Wigner Wy (¢, p) = Ow (g, p), la distribution de Husimi

Holq,p) = | <q,p|¥>, |*> = On(q,p) et les fonctions : | <R, 2|¥>,|> = Or(q,p) . AR
fixé, la fonction Og(z2) = | ,<R, 2|¥>, |* peut étre considérée comme la distribution de
Husimi de I'état [|¥ >], relativement a la famille d’états cohérents |Z >34 (A.3).

Etant donné que changer de famille d’états cohérents revient a effectuer une transfor-
mation symplectique (ou transformation canonique linéaire) d’apres (A.8), on déduit de
(A.76) que le symbole normal ne se transforme pas de facon covariante sous ces trans-
formations (sauf sous les rotations, pour lesquelles R = 0). Mentionnons a ce propos,
qu'’il est aussi connu [52], que seul le symbole de Wigner possede une telle propriété de
covariance. On peut le vérifier ici. Si l’on note (f’)\vly(z) le symbole de Wigner transformé,
on a avec (A.76) :

Ow (3) = e 3920 (3) = e 19027700 %0 e 30:9: 0 (2) = O (2) (A.79)

(il ne faut pas confondre les variables z, Z (A.11) et z;, (A.74)). On vérifie de la méme
fagon I'unicité.

Dans la deuxieme partie, nous utiliserons la caractérisation d’un état quantique par les
zéros de la fonctionde Bargmann ou de Husimi. La non covariance de ces fonctions sous
les transformations symplectiques montre que la position relative des zéros dépend en fait
du choix de la famille d’états cohérents qui sert a définir la représentation de Bargmann.
Il serait donc intéressant d’étudier cette dépendance, et une relation analogue a (A.75),
mais pour la fonction de Bargmann, serait un point de départ.

Dans la suite, il nous faudra utiliser la valeur moyenne de I’'Hamiltonien sur les états

cohérents déformés, que nous noterons :
Hp(R, 2) =<z, R|H|z, B> = Hz(2) (A.80)

Le développement de (A.77) pour h — 0, nous sera utile, et en reprenant la notation de

Y. Tsue [33], et le développement de (2.32), on pose :

1 (R R _
Hou(R, Z) = ¥ (5622%01 + 56227{@1 + RR 8262’Hd> + Hn, (2) (A.81)

qui est un terme ” quantique” car faisant intervenir la déformation R du paquet d’onde et

le sous symbole Hy,. On a alors :

Hp(R. Z) = Ha(Z) + hHe(R, Z) + o(h) (A.82)



A.o CLalcul de l'angle de projection

Pour calculer I'angle de projection ap, il nous faut d’abord évaluer I'incertitude en énergie
AE d’un état cohérent déformé |R, z>,. La démarche est identique a celle pour obtenir
(2.42) quoique plus calculatoire.

Comme |R, z >=e2%" #7970 > (A.41), on a donc :

Or|R, 7 >= a*|R,r >

(A.83)
Or|R,r >= Za™|R,r >
Alinsi :
< 0/H2|0 >= 0<0|H|77 >< n\H|O> Zn 077,\<0\Hr1+"|0> 2
+2|6R’ < RI ’|H‘B’ T‘ > | RI I OU)
= +32, 40" <R, | H|R' 1’ >|R, )=(0,0)
Or on peut montrer a 'aide de (A.42), que :
8," < R,r|H|R,r > /rr—0= 0;" <R, r|H|R, r>, /Rr=0 (A.85)

aR < R,T‘[:HR,T >/Rr:0: aR n<R,T|H‘R, >, /Rr=0

Appliquons la relation (A.84) a l'opérateur : H = Tﬂz,R)f[T(z,R), ou l'opérateur
unitaire T'(z, R) = D(2)S(X), (A.39),(A.36), permet de créer un vecteur normalisé |R, z>
n apartirde |0 > : |R, 2>, o T(z, R)|0 > (égalité a une phase pres).

L’action de T'(z, R) est invariante dans les vecteurs cohérents déformés normalisés, et I’on

pose :

R" 2", o« T(R,2)|R, 2>, (A.86)
Il conviendra d’exprimer R", 2" a partir de R, z, R, 2'. (A.86) peut s’écrire :
R".2">, < T(R,z)T(R' 20 >

En cherchant comme d’habitude par permutation a placer les opérateurs a a droite, a

'aide des relations (A.37), et (A.35), on obtient apres plusieurs manipulations :

_ TR
R'= R+ (1+R'R) (A 87)
"n_ +(\/_T7R1T2) )
r=r 1+RR

Il vient alors :
<R, z|H?|R, 2>, = (n<R,z\ﬁ\R, z>n)2 [0 W<R" " H|R" 7" 2o
—1—2\83/ <R ”\f[\}?” "> S (A.88)
n RII /I|H‘RH ,rll> |R’ / UO)

n gfn||



Et a l'aide de (A.87), on obtient :

10, W<R", r"|H|R", "> |2ri—g + 2|0r w<R", 1" H|R" 7> %0 1_y = (Op:Hp)M(8pH D)

(A.89)
ou l'on pose :
()
D =
r
M > M /d
M = ( fife ) (A.90)
MTR Mrf
o aRN aRH aRN SR” .
M= (57) (55) +2 (5% ) (5% ) =277
oR"\ (or" oR"\ (or"
M= (57) (57) + (5%) (57) = 20
M, p= Mp=-272
o'\ (or" o'\ (ar" -
My = (81"’) (af') +2 (aR') (aR') =T+2722
Et on déduit que :
AFE? = <R,z|H? Rz>, — <R, z|H|R, z>,2 (A91)
= (Do M) MO Ho) + 5554 5100 < R 1" HIR 5" > [y 00
Les termes de la série peuvent aussi s’écrire :
. Br B
or < R",r"|H|R", " > ‘%R’,r’):(o,[]) = W\(@g + ROz)"Hp(R, Z)|? (A.92)

L’expression de 'angle de projection apy (1.37) est (exprimé ici pour deux variables (R, 2))

1
cos’(ap) = E[(BDKHD)(B@BW In < R,7|R,r >) " (0pHp)] (A.93)

ou la matrice centrale est a I'aide de (A.45) :

O0pOrIn < Rr|Rr > 030, In < Rr|Rr >
0:0rIn < Rr|Rr >  0:0,In < Rr|Rr >

272 —9227?
- - | = M
—2z27%2 Y +272%zz

qui s’identifie & M (A.90). Cette identification parait assez mystérieuse avec ces calculs,

-1
(0p0ptIn < R, r|R,r >) ' = ( ) (A.94)

il devrait y avoir une justification plus claire.
L’angle ap devient alors :

1 — n 3 21-1
O Hy ManHy) 2= |00 < H > 1]

n—3

cos’(ap) = [1 +



ou encore :

) - ) 1/2
_ 10" < H> |2 A.
ap = arctan{ <(aptHDMapHD) nz::g ~ O < H > | ) } (A.95)

En terme de variables classiques (R, Z), on a :

h
(OptHp)M(OpHp) = ﬁ[T3h|6R(

Hp

)P +2R(0zHp)* +2R(0zHp)*+2(1+ RR) |0z Hp |’

(A.96)

ou le premier terme disparait pour 7~ — 0. Finalement, pour h — 0, ’angle est :

- (02 + ROoP HA(Z)
TR0 + R0z HaP + (1 + R0

1/2
}> Yo(h) (A7)






Appendice B

Propriétés d’une dynamique

classique intégrable sur le tore.

(Voir le paragraphe 7.1, page 75)

Dans cet appendice, nous considérerons une dynamique a un degré de liberté définie par
un Hamiltonien H (g, p) périodique en position ¢ et en impulsion p.

Il se trouve qu’il y a de fortes restrictions sur les valeurs possibles d'un couple (n;,ns)
(classe d’homotopie) associé a une trajectoire. Cela est 1ié au fait que les trajectoires dans
I'espace de phase ne se coupent pas (par un point passe une trajectoire unique) et au fait
que dans notre cas a un degré de liberté, les trajectoires sont les lignes de niveau de la

fonction H .

1. Il ne peut pas y avoir que des trajectoires contractibles (le modele de Haper (7.3)

avec V] = V5 et une séparatrice non contractible, est un cas extréme).

2. Ensuite, n; et ny sont premiers entre eux. Avec la condition supplémentaire que si
ny = 0, alors n, = —1 ,0 ou 1.( Et de méme, si ny, = 0, alors n; = —1 ,0 ou 1.). Voir

la figure (B.2).

3. Siil y a une trajectoire de type (nj,ny) alors il y a aussi une trajectoire de type

(—ni, —n9) de méme énergie.

4. La condition la plus restrictive et qui est globale a toutes les trajectoires, est que
pour un Hamiltonien donné #, si il y a une trajectoire de type (nq,ns) # (0,0),

alors le type des autres trajectoires est soit (0,0), soit (nq,ns), soit (—ny, —ns).
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5. Pour tout couple (nq,n9) donné et vérifiant les conditions ci-dessus, il existe un

Hamiltonien générant une trajectoire de ce type. Par exemple : H(q, p) = cos(naq —

nlp)'

Esquisse de démonstration :

La propriété qu’il n’y ait pas que des trajectoires contractibles peut se justifier par la théorie
de Morse [89]. Soit le domaine Dg = {(q,p) t.q. H(¢.p) < E}. Pour E,;, = ming,H(q,p),
Dg
0Dgr = {(q,p) t.q. H(g,p) = E} est un ensemble fini de trajectoires. Si toutes les trajectoires

est un point (cas générique), donc Dpg est contractible. De plus le bord de Dg :

min min

étaient contractibles, Dy serait contractible pour toute valeur de E. Or Dg,_, = T? est non
contractible pour Ey,q, = maz,,H(q, p).

Les trajectoires ne se coupent pas, si bien que le type non contractible (0,n) est impossible
sauf si n = +1 ; voir la figure B.2. Dans ce cas, une telle trajectoire (disons de type (0,+1))
”découpe” le tore en un cylindre, voir figure B.1. Les autres trajectoires non contractibles sont
alors de type (0,£1) . D’autre part, si cette trajectoire est d’énergie E = 0, de part et d’autre,
I’énergie change de signe, les trajectoires d’énergie positive se situant a gauche de la trajectoire.
Il y a donc ailleurs sur le tore au moins une autre trajectoire de méme énergie £ = 0, de type

(0, —1) ; voir la figure B.1.

p
/- /
I I
I I
\ \
\ \
A NN A q
/ I ! !
Y | | \
/ / | \
E<0 E=0 E>0 E=0
(0,-1) (0,+1)

Figure B.1: Une trajectoire de type (0,+1) découpe le tore en un cylindre.

D’autres cas ou les trajectoires sont de type (£nq,+ng) s’obtiennent par changement de
réseau avec la relation (B.2) ci-dessous (avec ny = b ; ng = d). Or ad — bc = 1 donc n; et ngy

sont premiers entre eux d’apres le théoreme de Bezou.

Remarque : Le tore est une surface non simplement connexe, c’est a dire qu’il existe

des lacets non réductibles a un point. Il en résulte qu’il existe des champs de vecteurs,



- <
\/
‘\
(0,2) (0,1) et (1,0)

Figure B.2: Illustration de trajectoires non critiques impossibles, car se coupant.

générateurs de transformation canonique, mais qui ne sont pas des gradients symplec-
tiques d'une fonction de Hamilton H définie globalement, mais seulement localement.
C’est le cas par exemple du champ générateur des translations ¢ =0 p = 1. Voir [21]
page 217. Dans cet exemple, il n’y a que des trajectoires de type (0,1) et pas (0, —1). Cela
ne pourrait pas étre le cas pour des trajectoires générées par une fonction de Hamilton.

Remarque : Supposons que un Hamiltonien donné engendre des trajectoires non con-
tractibles de type (nq,ns) et (—nj, —ny). Alors il est possible de d’effectuer le quotient
du plan par un autre réseau I" = (m’@’ + nlﬁl)m’,n’EZza de facon & ce que les réseaux
IMet I' = (m(j + nﬁ)m,nGZQ coincident, et que sur le tore IR?/I", les trajectoires non
contractibles soient simplement de type (0,1) ou (0, —1). Cette deuxieme condition est
vérifiée si ’on choisit : P' = n1@ + ngﬁ.

Et les deux réseaux coincident si et seulement si il existe une matrice :
a b
M = ( d) € SL(2,7Z) (B.1)
¢ d

(i.e. M est a coefficient entiers, et tels que ad — bc = 1), telle que :

= - -
()= (00 () &

(la démonstration peut se trouver dans [20], page 267).

Ici, on choisit donc de prendre ¢ = ny; d = ny. Ensuite a,b € Z? tels que any — bng = 1

existent du fait que n; et ny sont premiers entre eux, et d’apres le théoreme d’arithmétique

de Bezou.

Notons aussi que la matrice M est inversible, et :

M= < " _b> (B.3)

—MN a



Cette remarque fait que en toute généralité, pour I’étude de trajectoires non-contractibles,
il suffit d’étudier des trajectoires de type (0, 1) et (0, —1), et savoir transposer les résultats.
Au niveau quantique, une telle équivalence existe, nous y reviendrons dans I'appendice C.
Il y a une autre particularité propre aux trajectoires Hamiltoniennes sur le tore, qu’il est
intéressant de noter. Elle concerne le nombre et la nature des points fixes de la dynamique.

Un point fixe (o, po) vérifie par définition, d’apres (7.2) :

0= ath = 8,,7-[ 0= atp[) = —&,H (B4)

et donc les points fixes sont les points singuliers de la fonction H(q, p).
Nous pouvons différencier ces points fixes selon la nature des trajectoires linéarisées a
leur voisinage (elliptique ou hyperbolique). Elle est caractérisée par le signe des valeurs

propres Ai, Ay de la matrice des dérivées deuxiémes de H, aussi appellée Hessien [89]. Voir

>¥/<<
A

@ (b) (©

Figure B.3: Différentes natures de points fixes.

(a) Point fixe stable. Minimum local de H. A1, Ao > 0.
(b) Point fixe instable. Point selle de H. Ay > 0, Ay < 0.
(¢) Point fixe stable. Maximum local de H. Ay, s < 0.

La théorie de Morse [89] permet d’établir que : ny—n; = 0 (0 = caractéristique d’Euler

du tore) ,

avec : n, =nombre de points stables

n; = nombre de points instables

Par exemple pour le modele de Harper de la figure (7.1), ng = n; = 2.

Ces différentes remarques d’ordre topologique sur la dynamique classique, ont une im-



portance dans la dynamique quantique, et cela est mit en évidence au chapitre 9 7 Dis-

tribution de Husimi” ot1 'on présente un traitement semi-classique des états stationnaires.






Appendice C

Remarque sur le réseau dual.

(Voir le paragraphe 7.2, page 79)

Dans une remarque de 'appendice B, nous avons évoqué le fait que effectuer le quotient
du plan par un réseau particulier I’ permet d’obtenir une dynamique classique sur le tore
ou les seules trajectoires non contractibles sont de type (0, £1). Voyons comment cela est
transposé au niveau quantique, en reprenant les notations déja utilisées.

Tout d’abord, les opérateurs de translation élémentaire associés au nouveau réseau sont

d’apres (B.2) :

T _ ale ald Nab
{ o= 15701 (C.1)
Ts = Tg]TSQ(—1)N”‘”2
inversement d’apres (B.3) :
r. . rgmarg—bs  1\Nnab
= ToTp (D) (C.2)
R —m 9‘/( 1)Nn1a
P Q' P
On en déduit alors que :
[TQ‘, TP‘} =0 [TQ‘,, T-‘,] =0 (03)
[ﬁ,TQ‘]:[ﬁ,T};}:Oﬁ[ﬁ,f@]:[ﬁ,f};,]zo (C4)

La diagonalisation peut donc se faire dans les sous-espaces propres H'y (67, 05) de T@ et

T

5, et on obtient I'identité :

7‘[]\7(91,92) - 7‘[,]\7(9,1,9,2) (05)

avec !

0 = aby + o
{ 1= A (C.6)

9’2 = 77,19] + 77/292
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Cette équivalence tant au niveau classique que quantique fait que I’étude des trajectoires
non contractibles sur le tore et leur quantification, pour une dynamique intégrable, se
ramene a I'étude des trajectoires non contractibles de type (0,41). Il apparait aussi
que de changer de réseau périodique I' sur le plan, revient a changer de systemes de

coordonnées pour (67, 6,), ou encore a passer au réseau dual ['*.



Appendice D

Etats de base de position et

d’impulsion

(Voir le paragraphe 7.2, page 79)

Regardons l'action particuliere de I'opérateur de projection Py, g,y sur les états propres
de position |¢ >. (Par définition, ¢|q¢ >= ¢|q > et TQ\q >= g+ Q >).
Tout d’abord rendons périodique I’état |¢ > en impulsion avec la phase 6 € [0;27]. A

'aide de (7.25) et (7.23), nous trouvons :

1 .
Py,lg>=lg> 5( 32 OmVaTm0) (D.1)
no€Z

27 Ngq
Q

Donc Py,|q ># 0 si et seulement si il existe n € ZZ tel que — ngbly = 27n, c’est a dire
S 1 05

Dans ce cas Py,|q, >= |g, >. Donc seul un ensemble discret d’états de position |g, > ont
une projection non nulle sous F,.

L’action de l'opérateur P, donne pour sa part :

1 .
Py, lqg >= ﬁ( S e ™hg+mQ >) (D.2)

nEZ

Finalement la projection par Py, g,) = Py, Py, d’'un état de position |¢ > est non nulle si

q est de la forme :

Q )
qnzﬁ(njLﬁ) ne 7 (D.3)
et, la projection est alors :
- 1 .
"I’I 0 >= P(01,02)|Qn >= N Z eimlgl‘qn + n]Q > (D4)
nEZ
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n=0 n=1 aes n=N -1

Figure D.1: Représentation des valeurs de position possibles q, (a) , et impulsion p,, (b).

Ces vecteurs ”"de position sur le tore” |n;0 >€ Hy(6,,0y) vérifient :

|(n+ N);0 >= ¢ |n; >
|n; (01 + 2m,05) >= |n; (61,0) > (D.5)
|n; (61,602 4 2m) >=|(n+1); (61, 62) > .

Il n’y a donc en fait , a (0, 60,) fixé, que N états différents, par exemple la série |n; 0>
pour n =0 — (N —1).

A partir de la relation de fermeture Iy = [ dqlq >< ¢/, nous déduisons que :
N-1 .
P(91,€2) = Z |n; 0 >< n; 9‘ = Iq_[N(,gl’gQ) (D6)
n=0

Et les vecteurs |n;6 > pour n = 0 — (N — 1) sont linéairement indépendants et sont
obtenus par projection de la base |¢ > de H. Ils forment donc une base du sous-espace
Hn(61,05). Nous déduisons donc que les sous-espaces Hy (01, 6;) sont de dimension N
(7.13).

La figure (D.1) représente les valeurs possibles de position ¢, € [0, Q).

Les états de position |n, f > forment comme un peigne en position, également espacé,
et dont le décalage a l'origine est lié a la valeur de ;. L’effet de la phase 6, ne se voit pas
sur cette figure, elle change la structure de chaque vecteur |n, 0>, (D.4).

Cette figure illustre aussi les relations (D.5).

Nous pouvons procéder de la méme facon, en projetant les états propres d’impulsion :
(Blp >=plp > ; Trlp >=|p+ P >)

Cette fois-ci Py, |p >= 0 sauf si :



P 6
p:pm:ﬁ(m—i) avec m € Z (D.7)
et ’on pose :
- 1 .
im; 0 >= Py, 9,)|Pm >= G ST e p 4 nyP > (D.8)
’anZ

La relation de fermeture sur Hy (6;, 0) s’écrit :
N-1 . .
P(gl,gz) = Z |7TI 0 >< m; 9‘ = I%N(QI,QZ) (D9)
m=0
Ces vecteurs "d’'impulsion sur le tore” |m; 0 > pourm =0 — (N — 1) forment aussi
une base de Hy (6, 6:), et sont représentés sur 1’axe des impulsions par les valeurs de p,,.
Cette fois-ci , c’est #; qui correspond au décalage du ”peigne” avec l'origine. Voir la figure
(D.1)
1 a2
h

Finalement, de méme que : < ¢|p >= =€’

SN , nous avons ici le produit scalaire :

-2 N
67' SP 4nPm

<n,§|m,§> =

8-

- < Qn|pm >

.9 01

5 (4 2) (- 22) (D.10)

3=

Le coefficient ﬁ est choisi tel que les états|n,§ > et |m,f > soient normalisés par les

relations de fermeture (D.6) et (D.9). Maintenant que nous avons obtenu des bases finies
pour chaque sous-espace Hy (61, 602), il nous reste a diagonaliser I'opérateur H dans chacun
de ces sous-espaces, afin de trouver les vecteurs propres et valeurs propres correspondantes
(7.14).

Voici comment calculer les éléments de matrice de 'opérateur particulier H= H(G), ne
dépendant pas de p, dans la base |n, 0 >. D’apres les équations (7.6, 7.27), nous avons
[H(qG), P;] =0, et donc :

<n 0H(@)n,0> = < q.|PIH(G)Pslgn >
= < Qn|P§_‘|—/H((j)‘qn >=<n, é]??, 5> H(Qn)
= ’H(qn) (D.ll)

Pour des termes contenant I'opérateur p, il nous faudra introduire les états d’impulsion a
'aide de I'identité (D.9).






Appendice E

Eléments de matrice d’un

Hamiltonien indépendant du temps.

(Voir le paragraphe 7.2, page 79)

Comme nous I'avons vu au paragraphe 7.1, un Hamiltonien H(q, p) générateur de trajec-
toires sur I’espace de phase T?, est une fonction périodique en ¢ et p.

La fonction #H (g, p) peut se décomposer en séries de Fourier :

H(g.p) = > bymcos (n?wa + un> cos (m?wF + 7)m> (E.1)

n,meN

C’est pourquoi nous décidons d’étudier un Hamiltonien d’expression :

Hi1(q,p) = =V, cos(t, or L 4 u,) — Vy, cos(t, 27rP + uyp) (E.2)

Q
avec t4. 1, € N*, V.V, u, u, € R.

Les différents Hamiltoniens qui seront traités dans les études numériques, seront composés
comme des combinaisons linéaires de termes de la forme H; (E.2), ou Hy (E.5). (Le modele
de Harper (7.3) est un exemple).

Nous obtenons ’'Hamiltonien quantique par la procédure de quantification de Weyl :

Hy, = —V,cos(t, 27rQ + u,) — V, cos(t, 27rP + u,) (E.3)

On en déduit alors les éléments de matrice de H; dans la base n, § > de dimension N,

pour n =0 — N — 1, en utilisant les relations (D.11) :

<n',6|H|n, 0 >= -V, Cos[ﬁq(27rn +05) + ugld(n' — n) (a)
_767 8L (tp+n' —n)+iuy Yrpo(n —n +1, + kN) (b) (E.4)
—%6 z'jv( tp+n'—n) iupzk (n—n—tp—l—kN) ((’)
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et dont la répartition est schématisée sur la figure E.1 :

tp Nf p
0 v n
< > _
\ S (@)

Figure E.1: Eléments de matrice de H; dans la base |n, >

Il sera utile dans I’étude de I'indice de Chern associé a une séparatrice, de considérer

un Hamiltonien contenant des termes de la forme :
Holq,p) = —Acos | 2ma, 2 oma, L E.5
2(q,p) = oS Waqé + aa, | cos Ty + aa, (E.5)

[’opérateur quantique correspondant par la quantification symétrique de Weyl est :
Hy, = 2 q 2 p
2 = —3 cos(a, Wé + aa,) cos(ay 5t aay)

ey Cos(apQW% + aay) cos(anW% + aa,) (E.6)

(Les deux termes font que H, est hermitique.)

Et les éléments de matrice sont :

<n,0|Hyln,f >= —A (Cos[aﬁq(%m’ + 65) + aag] + cos[5¢(2mn + 6;) + aaq])
(Lemif (@t —m)+ioa, 5~ 5(p! — 41, 4+ kN) (b)
e i Captn' i 5 S — 1, 4 kN) (c)
(E.7)



Appendice F

Structure géométrique de la famille

des états cohérents du tore.

(Voir le paragraphe 8.1, page 90)

En envisageant la limite semi-classique par I'approche géométrique décrite dans la partie
1, I'espace de phase toroidal est constitué des états cohérents du tore, et est inclu dans
I’espace projectif.

La section holomorphe locale du fibré en droite, utile dans les différentes formules, est ici
donnée par (8.1). Globalement, il s’agit d’un relevement holomorphe multivalué du tore
(recouvrement universel, simplement connexe). On remarque aussi qu’il y a un ”espace
de phase” pour chaque valeur de (61, 6,).

La forme symplectique €2 qui permet d’écrire les équations de Hamilton, et la connexion
de Berry A qui intervient dans la quantification de trajectoires périodiques sont d’apres
(1.28) et (1.29) :

Q= i(0,0;In < 2,0|2,0 >)dz A dz

7o S o F.1
A= 1(0,In < z,0\z,0 >)dz — 1(0;In < z,0|z,0 >)dz (F-1)

Or d’apres (8.8) :

In<z6|z,6 >= In<zz>+1In n<0| Py

+0 ‘0>n

(F.2)

= zZ+1In n<O|P0*

+6' 0>,

d’apres I'expression asymptotique (8.12), le deuxiéme terme, ainsi que ses dérivées tendent

exponentiellement vite vers 0, pour N — +o00. Donc :

Q= idz Adz+o(N~°) = +dg Adp+ o(N~>)

| (F.3)
A= Lzdz — lzdz + o(N~°) = Z(qdp — pdg) + o(N~>)
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Les expressions de A et 2 deviennent donc indépendantes de (6y,0;), et s’identifient
a celles des états cohérents standard (2.20). La forme symplectique € est réellement
indépendante de (6;,6s), et I'on retrouve que la limite classique est indépendante de
(01, 65). Néanmoins, la connexion est exprimée par A, relativement a la section mutivaluée
|2, 0 >, et d’apres la relation (8.4), (0, 0,) interviennent pour le passage d’un relevement
local & un autre. Par conséquent, (6;,6,) interviennent dans I’expression de la phase
de Berry d’une trajectoire non contractible, et cela joue lors de la quantification semi-

classique de telles trajectoires, au paragraphe 9.2.
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