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4 TABLES DES MATI�ERES0.1 Introdution.Cette th�ese est onsar�ee �a des probl�emes li�es �a l'�etude de la limite semi-lassique enm�eanique quantique.L'int�erêt de l'�etude de la limite semi-lassique (�h! 0) est d'obtenir un point de vue parti-ulier de la dynamique quantique, souvent moins omplexe, et par e biais de omprendreertains ph�enom�enes quantiques.Dans une premi�ere partie, sera pr�esent�ee une approhe g�eom�etrique de la limite semi-lassique, par les �etats oh�erents. La deuxi�eme partie est onsar�ee �a la arat�erisationtopologique de la fontion d'onde d'�eletrons dans un plan en pr�esene d'un hampmagn�etique ext�erieur. Nous nous int�eresserons partiuli�erement �a la reherhe d'une or-respondane entre ette arat�erisation et la nature de la dynamique lassique.La desription des orrespondanes entre les lois d'�evolution quantiques et les loisd'�evolution lassiques, pour des syst�emes �a peu de degr�es de libert�e (mais sup�erieur �aun), reste un probl�eme ouvert jusqu'�a pr�esent, partiuli�erement lorsque la dynamiquelassique pr�esente du haos et de l'e�et tunnel.Tr�es tôt, les r�egles de quanti�ation E.B.K. (Einstein-Brillouin-Keller) et la th�eorie W.K.B.(Wentzel-Kramers-Brillouin) ont permis de omprendre es orrespondanes dans le aso�u la limite lassique est int�egrable. Depuis environ vingt ans, des �etudes prinipalement�a l'aide de la formule de Gutzwiller ou d'observations statistiques du spetre, �elairissentle as ontraire, o�u la dynamique lassique est haotique ou mixte [1℄.La orrespondane pr�eise entre la m�eanique quantique et la m�eanique lassique ad'abord �et�e formul�ee au travers du prinipe de orrespondane, o�u il onvient de sub-stituer les observables lassiques par des op�erateurs. Ce prinipe a ensuite �et�e englob�edans le prinipe variationnel d�ependant du temps, qui est une m�ethode d'approximationbeauoup utilis�ee pour des probl�emes �a plusieurs orps [2℄. Le prinipe variationnelpermet de d�erire la dynamique quantique par des �equations de mouvement lassiques,obtenues par extr�emalisation d'une fontion ation sur une famille hoisie d'�etats. Il estpar exemple utilis�e pour d�erire les mouvements olletifs de vibration et de rotation dunoyau nul�eaire. Lorsqu'il est appliqu�e aux �etats oh�erents (qui sont des paquets d'ondesgaussiens loalis�es dans l'espae de phase (q; p)), e prinipe donne exatement la formu-lation Hamiltonienne de la m�eanique lassique.Les �etats oh�erents sont des �etats quantiques qui onviennent don assez naturellementpour envisager la orrespondane quantique-lassique. Ils sont �a e titre largement �etudi�es



0.1. INTRODUCTION. 5et utilis�es dans beauoup de domaines de la physique o�u intervient la m�eanique quantique(en optique quantique, en physique atomique et mol�eulaire, en th�eorie des hamps...).Les �equations de Hamilton d�erivent ainsi le d�eplaement d'un �etat oh�erent dans l'espaede phase. Pour aller au-del�a de ette desription, K. Hepp [3℄ a �etabli que les utua-tions quantiques apparaissant lors de l'�evolution d'un �etat oh�erent, sont d�erites au pre-mier ordre en �h par l'Hamiltonien lassique, lin�earis�e au voisinage de la trajetoire. Desg�en�eralisations pour plusieurs dimensions et pour des Hamiltoniens d�ependant du temps,ont ensuite suivi. Citons notamment les r�esultats de G.A. Hagedorn [4℄ qui d�erivent esutuations �a des ordres plus �elev�es en �h.Des progr�es r�eents ont �et�e e�etu�es par E.J. Heller pour utiliser es desriptions semi-lassiques dans le as d'une dynamique haotique. Il a en partiulier estim�e et disut�el'�etalement des paquets d'ondes autour des orbites p�eriodiques instables [5℄.R.G. Littlejohn [6℄ et M. Combesure [7℄ ont ensuite utilis�e les �etats oh�erents "d�efor-m�es", "squeezed states", pour d�erire et �etalement. Les �etats oh�erents "omprim�es"ou "d�eform�es" ont d'abord �et�e introduits et �etudi�es dans le domaine de l'optique quan-tique. Ils permettent de r�eduire l'inertitude selon une observable hoisie, sans toutefoisontredire le prinipe d'inertitude de Heisenberg [8℄. Ils ont de e fait une appliationpotentielle prinipalement pour les ommuniations optiques et pour la d�etetion d'ondesgravitationelles.Dans la premi�ere partie, nous allons tout d'abord donner une formulation g�eom�etriquequi est �equivalente au prinipe variationnel d�ependant du temps. Cette formulation on-siste �a onevoir la dynamique lassique omme une projetion orthogonale de la dy-namique quantique sur une famille d'�etats donn�ee. Dans ette interpr�etation g�eom�etriquede l'approximation lassique, l'angle � de la projetion, que nous �evaluerons, renseigne surla validit�e de l'approximation. Nous appliquerons ette desription aux �etats oh�erentsstandard et aux �etats oh�erents d�eform�es, puis nous illustrerons les r�esultats obtenus �al'aide du mod�ele de Harper.Dans la deuxi�eme partie, les mod�eles auxquels nous nous int�eresserons sont du typedu mod�ele de Harper et sont une formulation de la m�eanique quantique sur le tore entant qu'espae de phase. Ce type de mod�ele trouve ses appliations essentiellement enphysique du solide, et notamment pour l'e�et Hall quantique.En 1980, K. von Klitzing et al. [9℄ ont montr�e le r�esultat remarquable onernant la quan-ti�ation de la ondutivit�e de Hall �xy pour des �eletrons "bi-dimensionnels". Dans les



6 TABLES DES MATI�ERESann�ees qui suivirent, plusieurs expliations de et e�et furent propos�ees. En partiulier,en utilisant un mod�ele �a �eletrons ind�ependants dans un potentiel ristallin doublementp�eriodique, V (x; y), et soumis �a un hamp magn�etique transverse, Thouless et al. [10℄ont d�emontr�e que �xy est quanti��ee par multiples entiers de e2=h d�es que le niveau deFermi est dans un "gap" du spetre. Le m�erite de leur expliation est qu'elle est de naturetopologique, puisque ils ont reli�e la formule moyenn�ee de Kubo pour la ondutivit�e, �al'indie de Chern, qui est invariant sous des perturbations.Pour des forts hamps magn�etiques, le ouplage entre les di��erents niveaux de Landaupeut-être n�eglig�e ('est l'approximation du plus bas niveau de Landau) et le mouvementde l'�eletron est d�erit par un Hamiltonien e�etif H(q; p) p�eriodique en position ommeen impulsion. Par exemple, si V (x; y) = os(2�x)+� os(2�y), alors l'Hamiltonien e�etifestH(q; p) = os(2�q)+� os(2�p) (Hamiltonien de Harper). En travaillant dans ette ap-proximation, Arovas et al. [11℄ ont donn�e une interpr�etation des valeurs de la ondutivit�ede Hall en terme des propri�et�es de loalisation des �etats stationnaires. Puisque le syst�emeest p�eriodique �a la fois en q et p, il apparait que dans le proessus de quanti�ation, deuxparam�etres quantiques (�1; �2) peuvent être introduits, reli�es �a la p�eriodiit�e de la fontiond'onde sous les translations d'une ellule �el�ementaire. En aord ave l'interpr�etation dela loalisation de D.J. Thouless [12℄, ils ont trouv�e que les �etats onduteurs sont tr�essensibles aux hangements des onditions aux limites.D'un point de vue dynamique, dans le niveau de Landau le plus bas, le mouvement estint�egrable, puisqu'il a un degr�e de libert�e et que l'�energie est onserv�ee. Pour des hampsmagn�etiques moins �elev�es, on s'attend �a e que le mouvement de l'�eletron soit haotique.G. Petshl et T. Geisel ont r�eemment �etudi�e le spetre du mod�ele de Harper dans er�egime [13℄. Une mani�ere e�etive d'introduire le haos dans la dynamique de l'�eletronet de garder en même temps un espae de phase doublement p�eriodique, est de onsid�ererdes appliations strobosopiques au lieu d'Hamiltoniens ind�ependants du temps (le mod�elede Harper puls�e). L'appliation peut être onsid�er�ee omme une setion de Poinar�e, de ladynamique g�en�erale d'un �eletron ayant lieu dans un espae de phase quadri-dimensionel.Ce mod�ele peut aussi simplement orrespondre �a un potentiel ext�erieur V (x; y) d�ependantdu temps. Dans la r�ef�erene [14℄, P. Leboeuf et al. ont montr�e que les indies de Chernpeuvent être adapt�es �a es appliations, pour �etudier la struture des �etats propres dupropagateur dans le r�egime haotique, ou enore pour �etudier la transition qui apparaitlorsque la dynamique lassique assoi�ee est int�egrable puis progressivement haotique.Cette relation direte ave la physique du solide est une premi�ere motivation pour l'�etudede la m�eanique quantique sur le tore. Une autre motivation de port�ee plus g�en�erale,



0.1. INTRODUCTION. 7disut�ee par P. Leboeuf et A. Voros [15℄ est que la quanti�ation d'appliations hao-tiques o�re l'opportunit�e d'analyser la m�eanique quantique d'un mouvement lassiquehaotique, en minimisant les omplexit�es math�ematiques. En e�et, pour une dynamiqueHamiltonienne mod�elisant un syst�eme physique li�e et �a peu de degr�es de libert�es, l'�etudelassique peut se faire au moyen de l'appliation de Poinar�e. Cette appliation (�a tempsdisret) agit sur une surfae ompate inluse dans la ouhe d'�energie, et repr�esente lesintersetions suessives d'une trajetoire ave ette surfae. Une appliation sur le torepeut don être vue omme la version simpli��ee d'une appliation de Poinar�e.Le but de la deuxi�eme partie est d'�etudier le omportement des valeurs propres et des�etats stationnaires de syst�emes lassiquement int�egrables ou haotiques, pour des hange-ments des onditions de p�eriodiit�e (�1; �2). On ombinera prinipalement deux objetsdi��erents : l'indie de Chern et les distributions de Husimi. L'indie de Chern arat�erisela sensibilit�e des �etats stationnaires aux hangements des onditions de p�eriodiit�e. Un�etat stationnaire ayant une faible d�ependane (pas de sensibilit�e) a un indie de Chernnul ; autrement dit, lorsque l'indie de Chern est di��erent de z�ero, la fontion d'ondeest d�eloalis�ee. Il a �et�e observ�e que dans un r�egime fortement haotique, beauoup defontions d'ondes ont un indie de Chern non nul [14℄.D'un autre ôt�e, la distribution de Husimi, qui fournit une repr�esentation dans l'espae dephase des �etats quantiques, ompl�ete l'information apport�ee par l'indie de Chern. Toutd'abord pare qu'on peut souvent la omparer �a des distributions lassiques sur l'espaede phase, et aussi pare qu'elle permet une visualisation direte dans l'espae de phasedes modi�ations induites sur un �etat stationnaire par le hangement des onditions dep�eriodiit�e.Un autre aspet int�eressant de l'indie de Chern qui sera mis en valeur dans ette par-tie, est son lien ave les d�eg�en�eresenes entre niveaux : pour un probl�eme d�ependantd'un param�etre, la variation de l'indie de Chern est li�ee �a la pr�esene d'une d�eg�en�e-resene . L'int�erêt de l'indie de Chern dans l'�etude des d�eg�en�eresenes entre niveauxd'�energies est apparu ave l'introdution de la phase de Berry [16℄. Or onnâ�tre lapr�esene de d�eg�en�eresenes est un probl�eme important en physique [17℄. L'approximationde Born-Oppenheimer qui s�epare des variables "lassiques" de variables quantiques dansun probl�eme physique esse d'être valable justement au voisinage d'une d�eg�en�eresene .De même, le transport adiabatique est a�et�e par la pr�esene d'une d�eg�en�eresene . Parons�equent, dans e mod�ele d'�eletrons dans un plan ristallin, l'interpr�etation de Thou-less de la formule de Kubo en terme de transport adiabatique est �a revoir au voisinaged'une d�eg�en�eresene [18℄.



8 TABLES DES MATI�ERESL'objet prinipal de la deuxi�eme partie va être d'�etudier l'apparition possible ded�eg�en�er�esenes dans le spetre d'un Hamiltonien sur le tore, d'un point de vue semi-lassique. Dans ette optique, l'organisation des hapitres va être la suivante :Nous rappellerons tout d'abord le mod�ele de physique du solide qui am�ene naturellementau formalisme de la m�eanique quantique sur le tore. Les �etats oh�erents du tore ainsique la repr�esentation de Husimi seront ensuite pr�esent�es puis disut�es.Apr�es avoir introduit l'indie de Chern, nous pr�eiserons sa arat�erisation au moyen desz�eros de la distribution de Husimi. Nous donnerons ensuite une interpr�etation physiquede l'indie de Chern en terme de quanti�ation de la vitesse de d�erive du paquet d'onde�eletronique dans le plan, lorsqu'un faible hamp �eletrique est appliqu�e. Cette in-terpr�etation est �equivalente �a elle obtenue par la formule de Kubo mais est plus intuitive.Le paragraphe suivant sera onsar�e �a l'�etude de syst�emes int�egrables, en mettant en valeurl'apparition possible de d�eg�en�eresenes en rapport ave un ph�enom�ene de r�esonane en-tre trajetoires. Des syst�emes pr�esentant une transition progressive vers le haos seront�nalement �etudi�es et disut�es en derni�ere partie. Nous soulignerons le ontraste qu'il y aentre le r�egime r�egulier et le r�egime haotique onernant l'apparition de d�eg�en�eresenes.



Partie IApprohe g�eom�etrique de la limitelassique par les �etats oh�erents
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11Dans ette partie, nous allons nous attaher prinipalement �a la desription g�eom�etriquede l'�evolution quantique. Nous rappelerons tout d'abord les strutures g�eom�etriques as-soi�ees �a l'espae des �etats quantiques (l'espae projetif), ainsi que les r�esultats obtenuspar J. Anandan et Y. Aharonov sur la vitesse de l'�evolution quantique [19℄. Cela nouspermettra de formuler le prinipe variationnel d�ependant du temps omme �etant une pro-jetion de l'�evolution quantique e�etu�ee dans l'espae projetif sur une famille d'�etatspartiuli�ere. Nous �evaluerons en partiulier l'angle de la projetion qui nous fournira unrit�ere sur la validit�e de l'approximation lassique e�etu�ee.Nous appliquerons ensuite ette formulation aux �etats oh�erents standard et aux �etatsoh�erents d�eform�es. Nous trouverons alors que l'angle de projetion est respetivementde l'ordre de p�h et �h, en aord ave les r�esultats de G.A. Hagedorn [4℄. Ce r�esultatpermet d'interpr�eter l'existene de la limite lassique omme le fait que les trajetoiresquantiques deviennent tangentes �a la surfae des �etats oh�erents dans la limite �h! 0.Nous d�egagerons au passage une partiularit�e de la d�eformation elliptique que subit ladistribution de Husimi d'un �etat oh�erent lors de son �evolution (dans l'espae de phase).Cette d�eformation est plus faible (d'une puissane 1=2) que elle subit par la distributionde Liouville.Le hapitre 4 pr�esente essentiellement les r�esultats de R.G. Littlejohn sur la r�egle dequanti�ation d'une trajetoire p�eriodique, en terme de phase de Berry, mais dans l'aspetg�eom�etrique d�evelopp�e dans ette partie. Nous utiliserons es r�esultats pour la quanti�a-tion de trajetoires non ontratibles sur le tore au paragraphe 9.2 de la deuxi�eme partie.Finalement, nous illustrerons es di��erents r�esultats par des aluls num�eriques. Ils on-erneront l'�evolution d'�etats oh�erents pour des temps ourts sur le mod�ele de Harper.
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Chapitre 1La dynamique dans l'espae des�etats quantiques
1.1 G�en�eralit�es sur l'espae des �etats quantiquesDans e paragraphe, nous allons examiner la struture g�eom�etrique et quelques propri�et�esde l'espae projetif d'un espae de Hilbert, aussi appel�e espae des �etats quantiques. Cesnotions nous serons utiles dans les paragraphes suivants. Les d�e�nitions pr�eises peuventse trouver dans la r�ef�erene [20℄.a) D�e�nitionsNous noterons dans la suite j	 >2 H un veteur de l'espae de Hilbert et j	>n = j	><	j	>1=2le veteur normalis�e. Cette notation sera utilis�ee tout au long de ette partie.On d�e�nit que deux veteurs non nuls sont �equivalents : j	 >� j� > si ils sont propor-tionnels : j	 >= �j� >; � 2 IC. Ils sont alors repr�esent�es par un �etat quantique, ou pointde l'espae projetif, not�e [	℄ = [�℄ (leur lasse d'�equivalene). Par d�e�nition, l'ensembledes �etats quantiques forme l'espae projetif de H : P = P (H).Si l'espae de Hilbert H est de dimension omplexe �nie n, alors l'espae projetif est dedimension omplexe n� 1.L'int�erêt de onsid�erer et espae en m�eanique quantique, vient tout d'abord du fait quele r�esultat de la mesure d'une observable Â sur un veteur j	 > est <	jÂj	><	j	> , et ne d�ependdon pas du veteur dans la lasse d'�equivalene. Ensuite l'�equation de Shr�odinger estlin�eaire, si bien qu'elle d�e�nit une dynamique dans l'espae des �etats.Dans la suite, les appellations de "veteur quantique" et "�etat quantique" ne seront pas13



14 CHAPITRE 1. LA DYNAMIQUE DANS L'ESPACE DES �ETATS QUANTIQUEStoujours respet�ees : les "veteurs quantiques" seront souvent appel�es "�etats quantiques".L'espae projetif P (H) n'est pas un espae vetoriel, mais il h�erite de strutures induitespar le produit hermitien < 	j� > sur H. De ette fa�on, il y a sur l'espae proje-tif une struture omplexe, une m�etrique hermitienne (une m�etrique riemanienne et uneforme sympletique), et une struture d'espae �br�e en droites ave la onnexion de Berry[20, 21℄.b) La m�etrique hermitienneLa distane d entre deux �etats [	℄ et [�℄ repr�esent�es par les veteurs j	 > et j� >, estdonn�ee par : os2(d) = j <n 	j�>n j2; 0 � d � �2 (1.1)Cette expression de d di��ere �a un fateur pr�es de elle que l'on trouve dans [22℄.Cette distane peut-être d�e�nie omme la distane minimale au sens de la norme dansl'espae de Hilbert, entre les veteurs normalis�es appartenant aux �etats de j	 > et j� >.Voir [21℄, appendie 3.On remarque que l'espae des �etats est de diam�etre �ni, bien que pouvant être de dimen-sion tr�es grande. La distane maximale est d = �2 atteinte entre deux �etats orthogonaux.Le sens physique de ette distane peut être que deux �etats orthogonaux sont ind�epen-dants en e sens qu'ils peuvent �evoluer de fa�ons di��erentes. Au ontraire, deux �etatsvoisins, d(	;�) � 1, auront une �evolution quasiment identique au ours du temps, dufait que l'op�erateur d'�evolution onserve la distane.Cette distane nous sera don bien utile lorsque l'on fera une approximation d'un �etatpar un autre, a�n de savoir si l'on prend bien en ompte toutes les orr�elations.On d�eduit de (1.1) l'expression de la m�etrique, distane in�nit�esimale entre [	℄ et [	+d	℄voisins : ds2 = d2 ([	℄; [	 + d	℄) = 1� j <n 	j	+ d	>n j2 (1.2)appel�ee m�etrique de Fubiny-Study.L'espae projetif h�erite aussi d'une struture sympletique 
, 'est �a dire d'une formebilin�eaire antisym�etrique ferm�ee. Cela fait de l'espae projetif une vari�et�e de K�ahler.Dans un syst�eme de oordonn�ees omplexes (base de l'espae tangent omplexi��e), lam�etrique (1.2) peut s'�erire :g = 12g���dz� 
 d�z� + 12g���d�z� 
 dz� � gz�zdzd�z (1.3)



1.1. G�EN�ERALIT�ES SUR L'ESPACE DES �ETATS QUANTIQUES 15La forme sympletique (ou forme de K�ahler) s'�erit alors :
 = ig���dz� ^ d�z� (1.4)Et loalement g��� peut s'�erire : g��� = �����K (1.5)La fontion K est appel�ee potentiel de K�ahler. On la verra apparâ�tre au paragraphesuivant.Par exemple, l'espae projetif de H = IC2, qui est l'espae de Hilbert pour un spin 1=2,est P 1, isom�etrique �a la sph�ere S2 de rayon 1=2. Deux �etats sont orthogonaux si ils sontantipodaux, de distane �=2.Remarque : Etant donn�e deux veteurs voisins, j	 > et j	 + d	 >= j	 > +jd	 >2 H,non n�eessairement normalis�es, jj jd	 > jj =< d	jd	 >1=2� 1, on obtient que la distaneentre les �etats [	℄ et [	 + d	℄ est aussi :ds2 =  < d	jd	 >< 	j	 > � j < 	jd	 > j2< 	j	 >2 ! dt2 (1.6)On trouve ette expression par exemple dans [21℄, appendie 3.) Connexion de BerryA un �etat quantique donn�e [	℄, est assoi�e la famille de veteurs olin�eaires entre eux, or-respondant �a et �etat. Cette famille F	, isomorphe au plan IC, est appel�ee la �bre en [	℄,ou aussi la raie. L'ensemble des �bres F = [	2PF	, forme un espae �br�e vetoriel holo-morphe en droites omplexes sur P, not�e F ! P. Il s'agit en fait d'une "d�eomposition"de l'espae des veteurs quantiques en regroupant dans une �bre, les veteurs olin�eairesentre eux. Cette d�eomposition s'av�ere être partiuli�erement judiieuse pour aborder ladynamique quantique.Pour un �etat [	℄, l'ensemble U	 des veteurs de norme un (sous ensemble de F	) estisomorphe au groupe U(1) (hom�eomorphe au erle S1). L'ensemble des �bres U	 formeun espae �br�e prinipal sur P, de groupe arat�eristique U(1), et not�e U ! P. [20℄. Cetespae �br�e poss�ede une onnexion induite par le produit hermitien sur H, qui est ap-pel�ee onnexion de Berry [16, 23℄ en physique (et onnexion de Chern en math�ematiques).Comme pr�esent�e par J. Aharonov et Y. Anadan [24℄, ette onnexion peut s'exprimer enterme de transport parall�ele, de la fa�on suivante :Consid�erons un hemin dans l'espae projetif : [	(t)℄ 2 P; t 2 IR.



16 CHAPITRE 1. LA DYNAMIQUE DANS L'ESPACE DES �ETATS QUANTIQUESA haque �etat [	(t)℄; t 2 IR, on assoie arbitrairement un veteur normalis�e j	(t)>n 2U	(t). Ce hemin ontinu j	(t)>n est appel�e un rel�evement de [	(t)℄. Un autre rel�evementpourrait être : gj	(t)>n = eif(t)j	(t)>n (1.7)o�u f(t) est une fontion ontinue quelonque. In�nit�esimalement, on a les reouvrements: 8>>><>>>: <n 	(t)j	(t+ dt)>n = 1+ <n 	(t)j�t	(t)>n dt+ o(dt)g<n 	(t)j g	(t+ dt)>n = 1 + g<n 	(t)j g�t	(t)>n dt+ o(dt)= 1+ <n 	(t)j�t	(t)>n dt+ i�tf(t)dt+ o(dt) (1.8)Le rel�evement horizontal est d�e�ni par la ondition que loalement le reouvrement estmaximal entre les veteurs.Ainsi gj	(t)>n est un rel�evement horizontal du hemin [	(t)℄ passant par j	(0)>n , si :8<: g<n 	(t)j g	(t+ dt)>n = 1 + o(dt)gj	(0)>n = j	(0)>n (1.9)Ce hoix est possible et unique ar <n 	(t)j	(t)>n = 1, don <n 	(t)j�t	(t)>n 2iIR. De plus e rel�evement ne d�epend pas du param�etrage du hemin, 'est une notiong�eom�etrique. D'apr�es (1.8), il suÆt de hoisir :8<: �tf(t) = i < 	j�t	 >f(0) = 0 (1.10)Ainsi, l'expression du rel�evement horizontal gj	(t)>n �a partir du rel�evement arbitrairej	(t)>n est : gj	(t)>n = e� R t0 Aj	(t)>n (1.11)ave A = <n 	jd	>n 2 iIR = U(1) (1.12)qui est appel�e la onnexion de Berry.Remarque : par rapport �a un autre rel�evement j	0(t) >= eif 0(t)j	(t) >, on obtient ave(1.8), que la onnexion de Berry est :A0 = A+ idf 0 (1.13)Bien que le transport parall�ele soit une struture intrins�eque dans les �bres, en pratique,il est exprim�e de ette fa�on, par rapport �a un rel�evement que l'on a hoisi. Si l'on se



1.1. G�EN�ERALIT�ES SUR L'ESPACE DES �ETATS QUANTIQUES 17donne sur un domaine ouvert V de P, un rel�evement ontinu j	(p)>n ; p 2 V , (aussiappel�e une setion loale du �br�e U), alors A est une un-forme sur V .Dans le langage des th�eories de jauge, U(1) est le groupe de jauge, la jauge est �x�ee parle hoix de j	(t)>n , A est le potentiel de jauge, et (1.13) est une transformation de jauge.
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Figure 1.1: Le Transport parall�ele : �a la base de la �gure, [	(t)℄ repr�esente un hemin parmiles �etats de l'espae projetif. A haque �etat, est assoi�e un ensemble de veteurs quantiquesqui di��erent entre eux par une phase, et qui forment une "�bre", ii repr�esent�ee par un erle.Etant donn�e un veteur quantique initial j	(0)>n dans la �bre de [	(0)℄, le transport parall�eleorrespond �a une fa�on privil�egi�ee de passer d'une �bre �a une autre, et ela d�e�nit un hemin("le plus ourt") not�e gj	(t)>n . Ce hemin est d�e�ni relativement �a un hemin arbitraire j	(t)>nque l'on s'est donn�e et qui sert de rep�ere (ii en trait plein). L'�eart est arat�eris�e par la phaserelative e� R t0 A.Suite au transport parall�ele, arrive naturellement la notion d'holonomie. En e�et, sil'on onsid�ere un hemin [	(t)℄ p�eriodique sur l'espae projetif P, [	(0)℄ = [	(T )℄, etque l'on hoisisse gj	(0)>n 2 U	(0), alors par transport parall�ele le long de [	(t)℄, et aubout d'une p�eriode, gj	(t)>n s'exprime omme :gj	(T )>n = ei� gj	(0)>n (1.14)ave � 2 [0; 2�℄. On v�eri�e que � ne d�epend ni du hoix de gj	(0)>n , ni du hoix del'origine [	(0)℄ sur le hemin. � est appel�ee la phase de Berry du hemin. Cette phasea d'abord �et�e onsid�er�ee pour des transports adiabatiques d'�etats stationnaires par M.V.



18 CHAPITRE 1. LA DYNAMIQUE DANS L'ESPACE DES �ETATS QUANTIQUESBerry [16℄, identi��ee par B.Simon [23℄, puis ensuite g�en�eralis�ee par J. Anandan [24℄.
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Figure 1.2: Holonomie, phase de Berry : si l' �etat [	(t)℄ d�erit un hemin p�eriodique dansl'espae projetif, la phase de Berry �, est le d�ephasage obtenu apr�es une p�eriode de transportparall�ele d'un veteur initial.D'apr�es (1.11), si j	(t) > est un rel�evement p�eriodique (i.e. j	(0)>n = j	(T )>n ),alors � = i R t0 A [2�℄.Nous allons voir que le alul de l'holonomie peut se faire sans r�ef�erene �a une setionpartiuli�ere, au moyen de la ourbure de Berry :F = dA = <n d	j ^ jd	>n (1.15)Si l'on se donne une surfae S dans l'espae projetif P ayant la trajetoire � = [	(t)℄tomme bord, et que l'on hoisisse un rel�evement ontinu j	(t)>n au dessus de S, alors,d'apr�es le th�eor�eme de Stokes,� � i I�A = i ZZS F [2�℄ (1.16)Et ontrairement �aA, la deux-formeF = <n d	j^jd	>n �a valeur dans iIR, est ind�ependantedu hoix du rel�evement j	>n ; omme on peut le v�eri�er ave (1.13).Il faut aussi noter l'identit�e entre la deux-forme de ourbure et la deux forme sympletique



1.2. VITESSE DE L'�EVOLUTION QUANTIQUE 19(r�eelle) : F = i
 (1.17)La phase et la ourbure de Berry nous seront aussi utiles dans la deuxi�eme partie pour lealul de l'indie de Chern d'une famille d'�etats stationnaires.Au paragraphe 3, la forme sympletique 
 servira �a formuler les �equations de Hamiltonlassiques d�eduites de la dynamique quantique.Remarque : Pour l'espae projetif P 1 = P (IC2) �= S2, la phase de Berry d'un heminferm�e est l'angle solide du hemin vu du entre de la sph�ere S2 [16℄.
1.2 Vitesse de l'�evolution quantiqueDans e paragraphe, nous allons onsid�erer de mani�ere g�eom�etrique la dynamique quan-tique dans l'espae projetif, selon une formulation �etablie par J. Anandan et Y Aharonov[19℄.Supposons donn�e un Hamiltonien Ĥ, op�erateur hermitique de l'espae de Hilbert H. Ilg�en�ere une dynamique dansH. Un veteur j	(0) > �evolue selon la trajetoire j	(t) >2 H,d�etermin�ee par l'�equation de Shr�odinger :i�h�tj	(t) >= Ĥj	(t) > (1.18)soit par int�egration : j	(t) >= e�i Ĥt�h j	(0) >= Ûtj	(0) > (1.19)Cette dynamique dans l'espae de Hilbert induit par projetion une dynamique dansl'espae projetif P, not�ee [	(t)℄, bien d�e�nie.L'op�erateur d'�evolution Ût = e�i Ĥt�h �etant unitaire, on d�eduit que le produit salaire<n 	(t)j�(t)>n est onserv�e au ours du temps, et d'apr�es (1.1), l'�evolution dans P onserveles distanes. C'est une isom�etrie.Calulons la vitesse v de l' �etat [	(t)℄ sur sa trajetoire. On a :j	(t)>n = (1� iĤt�h � 12 Ĥ2t2�h2 )j	(0)>n + o(t2) (1.20)don d'apr�es (1.2) : ds2 = d2[	(0);	(t)℄ = (1� j <n 	(0)j	(t)>n j2)= t2 �E2�h2 + o(t2) (1.21)



20 CHAPITRE 1. LA DYNAMIQUE DANS L'ESPACE DES �ETATS QUANTIQUESet don : v = �E�h (1.22)ave : �E2 = <n 	jĤ2j	>n� <n 	jĤj	>n 2 (1.23)qui est l'inertitude en �energie de l' �etat, onstante le long de la trajetoire.En partiulier, les points �xes sont les �etats stationnaires pour lesquels �E = 0. Les �etatsstationnaires et leur �energie (le spetre) arat�erisent la dynamique (1.19) du fait que elle-i soit lin�eaire. Il est don int�eressant de les onnâitre, ou d'avoir des estimations. Uneapprohe possible est de onstruire des �etats quantiques ayant une inertitude en �energie�E aussi petite que possible.Notons la remarque de J.Anandan et al. qui est que (1.22) fournie l'interpr�etation suivantede l'inertitude de Heisenberg temps-�energie : pour qu'un �etat j	(0)>n �evolue vers un�etat j	(t)>n qui lui soit presque orthogonal, il faut que d(	(0);	(t)) � 1 et d'apr�es(1.22), un temps t � dv � �h�E . Don t�E � �h.1.3 Projetion de l'�evolution quantique sur une sousvari�et�e omplexe.La dynamique quantique que nous venons de onsid�erer se passe dans tout l'espae pro-jetif, qui est de dimension tr�es grande. La plupart des m�ethodes d'approximation enphysique nul�eaire, physique atomique ou mol�eulaire, onsistent �a onsid�erer que lors deson �evolution, un �etat quantique reste dans une famille partiuli�ere d'�etats S, de dimen-sion beauoup plus faible. Cette famille est souvent appel�ee famille de fontions d'essai.Ce peut être les d�eterminants de Slater �a partiules (ou quasi-partiules) ind�ependantes,ou enore une famille d'�etats oh�erents pour d�erire des mouvements olletifs. Le hoixde ette famille d�epend bien sûr de la dynamique que l'on onsid�ere au travers du Hamil-tonien Ĥ qui la gouverne. La m�ethode d'approximation s'e�etue g�en�eralement au moyendu prinipe variationnel d�ependant du temps, et fournit des �equations de mouvement dansla surfae S, en terme de mouvement lassique dans un espae de phase g�en�eralis�e (voir[2℄, hap. 9).Dans e paragraphe, nous verrons que la m�ethode d'approximation par le prinipe varia-tionnel peut se onevoir de fa�on g�eom�etrique : les �equations de mouvement r�esultantess'obtiennent en projetant orthogonalement sur la famille S (inluse dans l'espae proje-tif), en haque point de elle-i, le hamp de veteur vitesse quantique. Voir la �gure 1.3.



1.3. PROJECTION DE L'�EVOLUTION QUANTIQUE SUR UNE SOUS VARI�ET�E COMPLEXE.21Nous verrons que le hamps de veteur obtenu engendre un ot hamiltonien, qui peutdon être onsid�er�e omme la meilleure approximation de la dynamique quantique parune dynamique restreinte �a ette surfae au sens de la distane (1.1). L'erreur ommisepar ette approximation peut-être �evalu�ee �a partir de l'angle de projetion que nous al-ulerons. Il est �a noter qu'il n'est pas enore question de limite lassique, �h ! 0. Leparam�etre �h est �x�e. La limite lassique apparaitra en fait lorsque l'on s'aperevra queles �etats oh�erents onstituent une surfae partiuli�ere, pour laquelle l'angle tend vers 0pour �h! 0.Cette formulation est valable plus g�en�eralement si l'on e�etue la projetion sur unefamille d'�etats quantiques formant une sous vari�et�e omplexe de l'espae projetif. Celanous permettra d'appliquer es r�esultats �a la famille des �etats oh�erents standard, puis �ala famille plus large des �etats oh�erents d�eform�es (ou "omprim�es" ou squeezed-states).Du fait de sa g�en�eralit�e, ette formulation peut être appliqu�ee aux autres types d'�etatsoh�erents [25℄, ou enore aux d�eterminants de Slater, pour des probl�emes �a N orps (dela même fa�on que le prinipe variationnel), ou enore �a des produits tensoriels de esdi��erents �etats oh�erents pour �etudier le ouplage spin-orbite par exemple.Par rapport au prinipe variantionnel, l'int�erêt de ette formulation est son arat�ereg�eom�etrique, illustr�e sur les �gures 1.3, 1.4, et l'obtention d'une expression de l'angle �de projetion, qui permet de valider ou non l'approximation e�etu�ee.a) Sous vari�et�e omplexe de l'espae projetifSoit jz >; z 2 IC une famille de veteurs, ayant une d�ependane holomorphe en z. Onnote S = f[jz >℄; z 2 ICg la surfae dans l'espae projetif form�ee par es �etats quantiques,qui onstitue don la famille de fontions d'essai.Inversement, �etant donn�ee S une surfae omplexe de l'espae projetif, il existe unesetion (loale) holomorphe du �br�e en droite, que nous notons jz >; z 2 IC.(Le veteur jz > n'est pas normalis�e en g�en�eral). z 2 IC param�etrise don la surfae S.Etablissons l'expression de la m�etrique sur la surfae S. Pour deux �etats voisins [z℄ et[z + dz℄, on a : d2([z℄; [z + dz℄) = 1� j <n zjz + dz>n j2 (1.24)un alul bas�e sur le d�eveloppement limit�e de jz + dz>n = jz+dz><z+dzjz+dz>1=2 , aboutit �a :d2([z℄; [z + dz℄) = (�z��z ln < zjz >)dzd�z (1.25)



22 CHAPITRE 1. LA DYNAMIQUE DANS L'ESPACE DES �ETATS QUANTIQUESe qui donne l'expression de la m�etrique (1.3). Don :gz�z = �z��z ln < zjz > (1.26)Comme d�e�ni par (1.5), la fontion K = ln < zjz > est le potentiel de K�alher relatif auxoordonn�ees (z; �z).La forme sympletique (1.4) est :
 = i(�z��z ln < zjz >)dz ^ d�z (1.27)La un-forme A (1.19) arat�erisant la onnexion de Berry par rapport aux veteurs jz >est : A = <n zjdz>n= 12�z ln < zjz > dz � 12��z ln < zjz > d�z (1.28)Si bien que la ourbure de Berry (1.15) est :F = dA = ��z��z ln < zjz > (dz ^ d�z)= i
 (1.29)onform�ement �a (1.17).Pour une famille d' �etats de dimension n, les expressions sont similaires.b) �equations du mouvementSoit [z℄, un point de la surfae S. La trajetoire quantique passant par e point estd�etermin�ee par l'�equation de Shr�odinger (1.19) :j	(t)>n = e�i Ĥt�h jz>n (1.30)pour t = 0, j	(0)>n = jz>n . La trajetoire [	(t)℄ peut sortir de la surfae S. Appelons ~vle veteur vitesse de la trajetoire [	(t)℄ en t = 0. On herhe l'expression de la projetionorthogonale de e veteur sur le plan tangent �a la surfae S. (Cette projetion orthogonaleV se fait dans l'espae tangent en [z℄ qui est un espae eulidien). On notera ( _z; _�z) lesoordonn�ees du veteur projet�e V (dans la base naturelle de l'espae tangent omplexi��e).Voir la �gure (1.3).On a vu, ave (1.22), que : v =k ~v k= �E�h .D'apr�es (1.25), la distane entre deux �etats voisins de la surfae est :d2([z℄; [z + dz℄) = (�z��z ln < zjz >)dzd�z (1.31)



1.3. PROJECTION DE L'�EVOLUTION QUANTIQUE SUR UNE SOUS VARI�ET�E COMPLEXE.23
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Figure 1.3: Projetion orthogonale de la vitesse d'�evolution quantique sur la surfae des �etatsS, dans l'espae projetif.Notons H(z; �z) = < zjĤjz >< zjz > = <n zjĤjz>n (1.32)qui est une fontion d�e�nie sur S. Alors toujours par un d�eveloppement limit�e, on montreque :d2 = d([	(t)℄; [z + dz℄)2= t2�E2 + (�z��z ln < zjz >)dzd�z � itdz(�zH) + itd�z(��zH) + o(t2; jdzj2; jtdzj)(1.33)On pose dz = _zt, et on minimise la distane (1.33) par rapport �a ( _z; _�z) en imposant :� _zd2 = � _�zd2 = 0.Cela donne la oordonn�ee omplexe du veteur projett�e _z :_z (�z��z ln < zjz >) = �i�zH�h (1.34)(et l'�equation omplexe onjugu�ee, faisant que V est bien un veteur r�eel).En faisant ette op�eration de projetion pour tous les points [z℄ de la surfae S, on obtientun hamp de veteur sur S exprim�e par ses oordonn�ees ( _z; _�z). Voir la �gure 1.4.Le hamps de veteur vitesse obtenu sur la surfae est un hamp Hamiltonien, defontion de Hamilton (1.32). L'expression g�eom�etrique des �equations de mouvement est
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Figure 1.4: Champ de veteur hamiltonien sur S.d'apr�es (1.34,1.4) : 2
(V; :) = 1�hdH(:) (1.35)Ces �equations Hamiltoniennes de mouvement sont elles que l'on obtient aussi par leprinipe variationnel appliqu�e �a la famille d'�etats S [2℄ (e qui est naturel). Le prinipede projetion orthogonal et le prinipe variationnel d�ependant du temps sont don �equi-valents. L'int�erêt de la formulation ii est son aspet g�eom�etrique.La norme de V est donn�ee d'apr�es (1.25) et (1.34) par :V 2 = (�z��z ln < zjz >) _z _�z = 1�h2 j�zHj2(�z��z ln < zjz >) (1.36)et l'angle de projetion � par :os2(�) = V 2v2 = j�zHj2�E2(�z��z ln < zjz >) (1.37)�a ondition que v 6= 0. Dans le as o�u v = 0, on a � = �2 , 'est �a dire que lorsque ladynamique quantique est orthogonale �a la surfae, ela orrespond �a un point �xe du otHamiltonien sur S, voir �gure 1.4.Notons que la projetion de la dynamique sur une famille d'�etats jz1; z2; � � � zn >; zi 2IC, de dimension omplexe n, donne des r�esultats analogues. Au paragraphe 4, noustravaillerons ave une famille de dimension deux. Il est alors utile d'exprimer la formesympletique dans un syst�eme de oordonn�ees o�u elle est diagonale. Ce syst�eme existed'apr�es le th�eor�eme de Darboux [21℄.



1.3. PROJECTION DE L'�EVOLUTION QUANTIQUE SUR UNE SOUS VARI�ET�E COMPLEXE.25Pour un Hamiltonien d�ependant du temps, Ĥ(t), les aluls de projetion donnent unr�esultat identique �a (1.34),(1.35), o�u ette fois-i la fontion de Hamilton (1.32) d�ependdu temps.Nous appliquerons es formules de projetion sur la famille des �etats oh�erents, puis surla famille des �etats oh�erents d�eform�es aux hapitres 2 et 3. La partiularit�e ainsi quel'int�erêt de es familles d'�etats est que l'angle de projetion � est respetivement de l'ordrede p�h et �h.La dynamique quantique devient don tangente �a la surfae dans la limite lassique �h! 0.Une propri�et�e de ette famille d'�etats oh�erents est que urieusement, du fait qu'ils formentune famille surompl�ete, l'op�erateur Ĥ est d�etermin�e par la onnaissane de la fontionH(z; �z)[8℄. Autrement dit, la projetion ne fait pas perdre d'information sur la dynamique(mais ela est formel et li�e �a l'existene d'un prolongement analytique).
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Chapitre 2Les �etats oh�erents standardNous allons poursuivre l'�etude de l'approximation de la dynamique quantique par unedynamique Hamiltonienne obtenue par projetion orthogonale sur une famille d'�etatsdonn�es. A�n d'obtenir une limite lassique, nous allons onsid�erer dans e hapitre lafamille des �etats oh�erents standard du plan.Ces �etats oh�erents peuvent g�en�eralement être onstruits dans les probl�emes habituelsde m�eanique quantique, traitant un syst�eme de partiules dans l'espae, soumises �aun potentiel. Ils apparaissent aussi en seonde quanti�ation, dans le as d'un hampbosonique, et sont ainsi beauoup utilis�es en physique nul�eaire ou enore en optiquepour �etudier le hamp de photons [8℄.Mais le onept d'�etats oh�erents est assez g�en�eral, et est assoi�e �a la repr�esentationlin�eaire unitaire de groupes de Lie [26℄. pour les �etats oh�erents standard, il s'agit dugroupe de Weyl W. Les �etats oh�erents touhent ainsi un large �eventail de domainesen physique [27℄, et ont des propri�et�es partiuli�erement bien adapt�ees pour envisager lalimite lassique; ela est bien onnu depuis Heisenberg qui pensait par l�a lever le paradoxede la r�edution du paquet d'onde.Dans une premi�ere partie, la d�e�nition et les propri�et�es essentielles des �etats oh�erentssont rapidement pr�esent�ees. Le fait essentiel est que la famille des �etats oh�erents standardest param�etris�ee par les variables de position et d'impulsion (q; p), voir (2.8), et que l'onobtient une expression holomorphe (2.15).Ensuite, le alul de projetion est e�etu�e, le ot Hamiltonien obtenu orrespond aux�equations habituelles de la m�eanique lassique (2.46), et l'angle de projetion � est �evalu�epar (2.42), et ensuite omment�e. On trouve que et angle est de l'ordre de p�h, en aordave le r�esultat �etabli par G.A. Hagedorn [4℄. Le fait que et angle tende vers z�ero pour�h ! 0, et don que les trajetoires quantiques deviennent tangentes �a la surfae des27



28 CHAPITRE 2. LES �ETATS COH�ERENTS STANDARD�etats oh�erents, permet de onstruire des �etats quantiques ayant une faible inertitude en�energie, �a la fa�on de E.J. Heller, 'est �a dire en superposant des �etats oh�erents le longde la trajetoire. L'inertitude en �energie est alors de l'ordre de �h. Nous en parlons auhapitre 4.2.1 Pr�esentation et d�e�nition.Nous allons rappeler la d�e�nition et les propri�et�es g�en�erales des �etats oh�erents du plan(ou standard), en reprenant les notations de A. Perelomov [26℄. Pour simpli�er, nousonsid�ererons dans e qui suit les �etats oh�erents pour un degr�e de libert�e. L'extension�a plusieurs degr�es de libert�e peut se faire en g�en�eral sans diÆult�e. Nous indiquerons lespoints o�u ette extension est moins �evidente.Pour un syst�eme �a un degr�e de libert�e, les op�erateurs de position q̂ et d'impulsion p̂v�eri�ent : [q̂; p̂℄ = i�h (2.1)Il est ommode de onsid�erer les op�erateurs de r�eation a+ et d'annihilation a :a = 1p2�h(q̂ + ip̂); a+ = 1p2�h(q̂ � ip̂) (2.2)q̂ = s�h2(a+ a+); p̂ = is�h2(a+ � a) (2.3)qui v�eri�ent : [a; a+℄ = 1 (2.4)(a; a+; 1) ou (q̂; p̂; 1) sont des bases de l'alg�ebre de Weyl W1, et g�en�erent le groupe deWeyl W1. Une repr�esentation unitaire irr�edutible du groupe de Weyl W1 est obtenue aumoyen des op�erateurs T (g) agissant sur l'espae de Hilbert L2(IR). :T (g) = exp(is1)D(z); s 2 IR; z 2 ZZ; g 2 W1: (2.5)ave D(z) = exp(za+ � �za).Nous rappelons que l'ation des op�erateurs q̂, et p̂ est d�e�nie par :q̂	(x) = x	(x); p̂	(x) = � i�h�x	(x); 	 2 H (2.6)Pour les aluls, les formules de ommutation suivantes sont utiles. Elles peuvent êtreobtenues au moyen d'une repr�esentation matriielle �d�ele de l'alg�ebreW1 par des matries



2.1. PR�ESENTATION ET D�EFINITION. 293� 3 [8℄, ou �a l'aide de la formule eAeB = e 12 [A;B℄eA+B, vraie pour deux op�erateurs A;Bv�eri�ant : [A; [A;B℄℄ = [B; [A;B℄℄ = 0.D(z) = eza+��za= e� jzj22 eza+e��za= e jzj22 e��zaeza+ (2.7)= e i�h (pq̂�qp̂)= e� i2�h qpe ipq̂�h e�iqp̂�have : z = 1p2�h(q + ip): (2.8)Si bien que D(z) est un op�erateur de translation dans l'espae de phase, de la quantit�e(q; p). On en d�eduit la loi de multipliation qui montre que le groupe est non ommutatif.Pour �; � 2 IC, D(�)D(�) = eiIm(���)D(� + �)= e2iIm(���)D(�)D(�) (2.9)L'espae de Hilbert qui est l'espae de repr�esentation, est engendr�e par les veteurs jn >; n 2 IN, (qui sont les �etats propres de l'osillateur harmonique Ĥ0 = �h(a+a+ 12) = q̂2+p̂2): aj0>n = 0jn>n = 1pn!a+nj0 > (2.10)1 = 1Xn=0 jn>n <n njL'ation simple de a sur l'�etat j0>n fait que dans les aluls ave les �etats oh�erents, lesmanipulations alg�ebriques onsistent �a ommuter les op�erateurs pour plaer les op�erateursa �a droite des op�erateurs a+.Par d�e�nition, les �etats oh�erents sont les �etats quantiques obtenus en faisant agir les�el�ements T (g) du groupe W1 sur le veteur j0 >. Le sous goupe d'isotropie de ette ationest H = fexp(is1); s 2 IRg qui laisse l'�etat [j0 >℄ invariant. Les �etats oh�erents standardforment don une surfae �a deux dimensions r�eelles de l'espae projetif, param�etris�ee parz 2 IC, et dont les veteurs unitaires repr�esentants sont :jz>n = D(z)j0>n ; z 2 IC: (2.11)



30 CHAPITRE 2. LES �ETATS COH�ERENTS STANDARDDans la suite, nous appelerons S0 la surfae dans l'espae projetif onstitu�ee par les �etatsoh�erents standard; (elle sera identi��ee dans la limite �h! 0 �a l'espae de phase lassique).La fontion d'onde d'un �etat oh�erent standard (ou repr�esentation position "x") est :	(x) =< xjz>n = � 1��h�1=4 exp[ i�hpx℄ exp[� (x�q)22�h ℄ exp[�i qp2�h ℄= � 1��h�1=4 e�x22�h ezxp 2�h e� 12 (z2+z�z) (2.12)Le module est don une gaussienne de largeur � p�h entr�ee en x = q. Sa transform�ee deFourier (ou repr�esentation impulsion "p") est :e	(y) =< yjz>n = � 1��h�1=4 exp[� i�hqy℄ exp[�(y � p)22�h ℄ exp[�i qp2�h ℄ (2.13)dont le module est une gaussienne de largeur � p�h entr�ee en y = p. On note aussi les�etats oh�erents par jq; p>n = jz>n . L'�etat oh�erent jqp>n a don des inertitudes enposition et impulsion minimales : �q = �p = q�h2 ! 0 pour �h ! 0, et a pour valeursmoyennes : q =< qpjq̂jqp >; p =< qpjp̂jqp >. Il est don naturellement assoi�e aupoint de l'espae de phase lassique (q; p). C'est ette propri�et�e partiuli�ere d'être des�etats loalis�es en position et impulsion �a la limite �h! 0 qui onstitue l'int�erêt des �etatsoh�erents dans l'approhe semi-lassique et qui fait aussi qu'on les surnome �etats quasi-lassiques [25℄.Nous notons aussi (Z; �Z) le syst�eme de oordonn�ees omplexes lassiques :Z = zp�h = 1p2(q + ip) (2.14)Les oordonn�ees (q; p) ou (Z; �Z) sont adapt�ees pour traiter la dynamique lassique surS0 mais les variables (z; �z) restent �a l'�ehelle de la distane quantique (2.20).L'ation partiuli�ere de a sur l'�etat j0 >, voir (2.10), fait que l'on obtient une repr�esen-tation holomorphe des �etats oh�erents (setion holomorphe de F ! S0) �a partir de (2.7)et (2.11) : jz >= eza+j0>n (2.15)Ces veteurs jz > ne sont pas normalis�es, et :jz>n = jz >< zjz >1=2 (2.16)ave < zjz >= ez�z = eZ �Z�h .



2.1. PR�ESENTATION ET D�EFINITION. 31Propri�et�es diverses : ajz>n = zjz>n (2.17)Les �etats oh�erents du plan sont invariants sous l'ation de l'op�erateur de translationD(z): D(z0)jz >= e� �z0z� jz0j22 jz0 + z > (2.18)D(z0)jz>n = eiIm(z0�z)jz0 + z>n (2.19)D'apr�es (1.26) et (1.4), la forme sympletique 
 et la m�etrique riemannienne g sur S0sont : gz�z = �z��z ln < zjz >= 1 (2.20)
 = idz ^ d�z = 1�hdq ^ dp (2.21)g = jdzj2 = 12�h(dq2 + dp2)La surfae S0 est don isom�etrique au plan z 2 IC.D'apr�es (1.28) et (1.29), la onnexion de Berry est arat�eris�ee par :A = 12 �zdz � 12zd�z= i2�h(qdp� pdq) (2.22)F = dA = i
 = �dz ^ d�z = i�h(dq ^ dp)On remarque que �hi H�A s'identi�e �a l'ation lassique S d'une trajetoire �.Une relation importante est la relation de fermeture qui est une ons�equene du lemmede Shur ombin�e au fait que W1 agit de fa�on irr�edutible dans H :1 = Z d�(z)jz>n <n zj (2.23)ave : d�(z) = 12�
: Cette relation de fermeture exprime que les �etats oh�erents formentune famille g�en�eratrie surompl�ete de l'espae de Hilbert. Cela permet de d�e�nir lesrepr�esentations de Bargmann et de Husimi qui arat�erisent un �etat j >2 H, et quisont : 	(z) =< zj	 >H	(z) = j <n zj	 > j2 (2.24)Nous reviendrons longuement sur es repr�esentations dans la partie 2. Remarquons qued'apr�es (1.1), la distribution de Husimi orrespond �a la distane entre l' �etat [	℄ et un



32 CHAPITRE 2. LES �ETATS COH�ERENTS STANDARD�etat oh�erent standard [z℄, "point de l'espae de phase". H	(z) = os2(d(	; z)).Bien qu'ils forment une base surompl�ete, les �etats oh�erents sont int�eressants ar ilsdeviennent orthogonaux �a la limite �h! 0 :j <n Z 0jZ>n j2 = e� jZ0�Zj2�h (! 0 si Z 6= Z 0) (2.25)En partiulier la distribution de Husimi d'un �etat oh�erent [q0; p0℄ est :Hq0;p0(q; p) = N e� 12�h((q�q0)2+(p�p0)2) (2.26)C'est don une gaussienne irulaire, de entre (q0; p0) et de largeur � p�h . Voir la �gure8.1.Soit un domaine D de l'espae de phase lassique S (�xe dans les variables (q; p)). Ononsid�ere l'op�erateur de projetion sur les �etats oh�erents de e domaine :PD = ZD d�(z)jz>n <n zj (2.27)Alors moyennant quelques hypoth�eses onernant la r�egularit�e du domaine D, R. Omneset al. [28℄ ont montr�e que dans la limite �h! 0, PD est approximativement le projeteursur un espae de dimension N = ND + o(�h�1), ave :ND = ZD d�(z) = 12��h ZD dqdp = Aire(D)2��h (2.28)Par exemple, si D est le erle de entre 0, et de surfae S (en variables (q; p)), PD estapproximativement le projeteur sur l'espae de dimension n+1 engendr�e par les veteurs(j0 >; j1 >; ::::; jn >), ave n = int(S=(2��h)).2.2 Projetion de l'�evolution et limite lassiqueSupposons donn�e un Hamiltonien Ĥ, qui d�e�nit une �evolution des �etats quantiques parl'�equation de Shr�odinger (1.19). Par projetion sur la surfae des �etats oh�erents S0, onobtient une dynamique Hamiltonienne, dont la fontion de Hamilton est (1.32) :HN (z; �z) = <n zjĤjz>n = <n qpjĤjqp>n (2.29)Cette fontion HN (z) est aussi appel�ee le symbole normal de Ĥ [8℄. Les �equations demouvement sont d'apr�es (1.34) : �tz = � i�h��zHN(z) (2.30)



2.2. PROJECTION DE L'�EVOLUTION ET LIMITE CLASSIQUE 33ou en variables r�eelles (q; p) (2.8) :8<: �tq = �qHN(q; p)�tp = ��qHN(q; p) (2.31)A�n de pouvoir parler de limite lassique pour la dynamique, nous supposons dans lasuite que pour �h! 0, l'Hamiltonien (2.29), en variables (q; p), admet un d�eveloppementlimit�e de la forme :HN (q; p) = HN0(q; p) + �hHN1(q; p) + �h2HN2(q; p) + ::: (2.32)HN0(q; p) est appel�e le symbole lassique de Ĥ, et aussi not�e Hl(q; p).Sur un temps �x�e T , l' �etat [z℄ parourt une "longueur lassique" de trajetoire :L = 1p2 R T0 p�tq2 + �tp2dt= p�h R z(T )z0 jdzj (2.33)Ainsi la longueur de la trajetoire mesur�ee ave la "m�etrique quantique" (2.20) est d =L=p�h. On parlera de ette fa�on dans la suite, de distane lassique L et de distanequantique d.Calul de l'angle de projetionNous allons maintenant aluler l'angle � de la projetion. Pour ela, il faut �evaluerl'inertitude en �energie �E d'un �etat oh�erent jz>n , en ommen�ant tout d'abord parl'�etat j0>n . D'apr�es (2.10) et (2.15), on a :�znjz >= a+njz >< 0jĤ2j0 >= P1n=0 < 0jĤjn >< njĤj0 >= P1n=0 1n! j < 0jĤa+nj0 > j2= P1n=0 1n! j�zn < zjĤjz > j2z=0 (2.34)or on v�eri�e par r�eurrene que :8n; �zn < zjĤjz >=z=0= �zn <n zjĤjz>n =z=0 (2.35)don : < 0jĤ2j0 >= 1Xn=0 1n! j�zn <n zjĤjz>n j2z=0 (2.36)



34 CHAPITRE 2. LES �ETATS COH�ERENTS STANDARDon applique ette relation �a l'op�erateur Ĥ 0 = D+(z0)ĤD(z0), et en notant jz00 >n =D(z0)jz>n , il vient :�zn <n zjĤ 0jz>n =z=0 = �zn <n zjD+(z0)ĤD(z0)jz>n =z=0�zn <n zjĤ 0jz>n =z=0 = �zn <n zjD+(z0)ĤD(z0)jz>n =z=0= �zn <n z + z0jĤjz + z0>n =z=0= �nz00 <n z00jĤjz00>n =z00=z0 (2.37)Et don : <n zjĤ2jz>n = 1Xn=0 1n! j�nz0 <n z0jĤjz0>n j2z0=z (2.38)qui s'appelle la formule de Moyal [6℄.En utilisant les variables lassiques (Z; �Z) (2.14), on d�eduit que :<n ZjĤ2jZ>n = 1Xn=0 �hnn! j�nZ0 <n Z 0jĤjZ 0>n j2Z0=Z (2.39)don : �E2 = <n ZjĤ2jZ>n� <n ZjĤjZ>n 2 = �hj�ZHN j2 + �h22! j�2ZHN j2 + ::: (2.40)Et ave (1.37) : os2(�) = �hj�ZHN j2��hj�ZHN j2+ �h22! j�2ZHN j2+:::�= 1� �h2! j�2ZHN j2j�ZHN j2 + o(�h) (2.41)ou enore : � = artanf0�Xn�2 �hn�1n! j�nZHN j2j�ZHN j21A1=2gdon : � = s�h2 j�2ZHljj�ZHlj + o(�h1=2) (2.42)(Cei est non valable pour les points �xes o�u �zHl = 0).j�tZj = j�ZHlj est la vitesse dans l'espae de phase. Aux points �xes pour lesquels�tZ = �ZH = 0, l'expression (2.42) de l'angle diverge. La raison est que la trajetoireexate devient orthogonale �a la surfae pr�es de es points, omme le montre la �gure (1.4),et l'angle tends vers �2 .j�Z2Hlj, terme du hessien de Hl, est reli�e �a la divergene loale des trajetoires.L'angle �! 0 pour �h! 0, don la trajetoire quantique exate d'un �etat oh�erent devienttangente �a la surfae S0. Ainsi les �equations de mouvement lassiques (2.31) peuvent être
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Figure 2.1: Trajetoire quantique exate [	(t)℄ et trajetoire lassique approh�ee [z(t)℄.onsid�er�ees omme une approximation de la dynamique quantique pour les temps ourts.Une approximation qui s'am�eliore ave �h! 0. Voir la �gure (2.1).A�n d'�evaluer ette approximation, il nous faut estimer la distane qu'il y a entre l'�etat exat [	(t)℄ et l' �etat oh�erent [z(t)℄ ayant suivi la trajetoire lassique passant par[z(0)℄ = [	(0)℄, apr�es un temps t �x�e. En raisonnant sur le triangle (	(0); z(t);	(t)), ond�eduit que : d(	(t); z(t)) � tan(�) d(	(0); z(t)) (2.43)Si L est la distane lassique entre 	(0) et z(t) (2.33),L = p�h d(	(0); z(t)) (2.44)on a : d(	(t); z(t)) � Cp�h(L=p�h) � CL: (2.45)O�u C est une onstante. Cette approximation grossi�ere montre que la distane entre l'�etatexat 	(t) et son approximation par un �etat oh�erent z(t), ne tend pas vers z�ero lorsque�h! 0.Au hapitre suivant, l'introdution des �etats d�eform�es permettra de r�eduire l'angle �al'ordre � �h. Cela nous fera omprendre que l'�eart est ii dû �a la non prise en ompte del'�etalement du paquet d'onde, ph�enom�ene bien onnu.Pour un probl�eme �a plusieurs degr�es de libert�e, les formules i dessus sont similaires. Onobtient que l'angle est toujours de l'ordre � p�h.Si l'on ne onsid�ere que le premier terme du d�eveloppement (2.32) pour �erire les �equationsde mouvement (2.31), l'erreur �q � �p � �h ajout�ee �a (2.45) �equivaut d'apr�es (2.20) �aune distane inf�erieure �a l'erreur d�ej�a ommise en projetant.



36 CHAPITRE 2. LES �ETATS COH�ERENTS STANDARDEn onlusion de e paragraphe, les �equations de mouvement lassiques, ind�ependantesde �h, sont : 8<: �tq = �pHl(q; p)�tp = ��qHl(q; p) (2.46)et permettent d'approher l'�evolution quantique d'un �etat oh�erent, ave une erreur ex-prim�ee par un angle (2.42), � � p�h.Remarque : Une premi�ere estimation sur les �etats stationnaires que nous permet de faireles �etats oh�erents, est la suivante : d'apr�es (2.40), l'inertitude en �energie d'un �etatoh�erent est �E � p�hj�zHj. (! 0 pour �h ! 0). Don inversement, un �etat sta-tionnaire d'�energie E se d�eompose prinipalement sur des �etats oh�erents d'�energiemoyenne (E � ÆE), ave ÆE � p�h. Cela signi�e que la distribution de Husimi (2.24)d'un �etat stationnaire est loalis�ee sur la ouhe d'�energie lassique E, ave une largeurjÆZj � ÆE=j�ZHlj � p�h.Si on appelle DE = f(q; p) = H(q; p) � Eg le domaine de l'espae de phase d'�energieinf�erieure �a E,de surfae Aire(DE), alors PE est approximativement le projeteur (2.27)sur les �etats stationnaires j	n > d'�energie En inf�erieure �a E, qui par ailleurs forme unespae de dimension � NDE = Aire(DE)2��h . De e raisonnement formul�e non rigoureusement,on retrouve la formule de Weyl :ardinalfj	n > t.q. En � Eg = 12��hAire(DE) + o(�h�1) (2.47)



Chapitre 3Les �etats oh�erents d�eform�es.Nous allons onsid�erer les �etats oh�erents d�eform�es ("squeezed oherent states"), e quiva permettre de r�eduire l'angle de projetion d'un ordre de grandeur et ainsi d'am�eliorerl'approximation pr�e�edente.L'�evolution des paquets d'ondes gaussiens a �et�e beauoup �etudi�ee, notamment par Hepp[3℄, Littlejohn [6℄ et A.J. Heller [5℄.La d�e�nition des �etats oh�erents d�eform�es et quelques propri�et�es utiles sont rappel�ees etd�evelopp�ees dans l'appendie A.Les �etats oh�erents d�eform�es forment une famille d'�etats quantiques de dimension r�eelle2N +N(N + 1) pour un probl�eme �a N degr�es de libert�e, et ontiennent entre autres les�etats oh�erents standard. Un �etat oh�erent d�eform�e est un paquet d'onde gaussien, et 2Nvariables param�etrisent sa position et N(N + 1) variables sa d�eformation elliptique.Pour simpli�er l'expos�e, nous ne traitons que le as �a un degr�e de libert�e. Le entredu paquet d'onde gaussien est param�etr�e par z � (q; p), et sa d�eformation par R 2 IC(A.15). Les �etats oh�erents d�eform�es ont beauoup �et�es utilis�es en optique sous le nomd'�etats oh�erents "omprim�es" mais aussi en physique nul�eaire pour �etudier des syst�emesde plusieurs partiules, dans le formalisme de la transformation de Bogolubov pour lesbosons [2℄.La d�eformation elliptique est obtenue par l'ation d'un �el�ement du groupe sympletique(ou groupe des transformations anoniques lin�eaires, autre que les translations). Cela estr�esum�e sur les premi�eres �gures de l'appendie A.L'�equation (A.39) donne l'expression d'un �etat oh�erent d�eform�e en fontion de sa d�efor-mation R et de sa position z dans l'espae de phase. Mais pour les manipulationsalg�ebriques et l'appliation du formalisme du hapitre 1.3, l'expression holomorphe (A.41)est utile. 37



38 CHAPITRE 3. LES �ETATS COH�ERENTS D�EFORM�ES.Au paragraphe suivant nous obtiendrons les �equations de "mouvement lassique" d'�evo-lution (3.5) et (3.6), d'un �etat oh�erent d�eform�e, par projetion de l'�evolution quantiqueexate. L'angle de projetion �D sera ensuite alul�e (3.7) et disut�e.Finalement, nous v�eri�erons que les �equations de mouvement obtenues sont identiques �aelles obtenues par lin�earisation du ot Hamiltonien au voisinage de la trajetoire las-sique (3.13). Ces �equations onstituent e qui s'appelle l'approximation lin�eaire dansl'�etalement du paquet d'onde [5℄. Il ressortira n�eanmoins que la rotation d'un veteurtangent lassique d�erite par la variable � (3.13), �gure A.1, est absente de la desriptionde l'�evolution de l'�etat oh�erent d�eform�e (3.6).De ette omparaison, il apparaitra de plus une di��erene entre la d�eformation d'unedistribution de Husimi et elle d'une distribution de Liouville. La derni�ere �etant plusd�eform�ee que la premi�ere par une puissane deux, voir (A.58), et les �gures A.4, A.5.Cette di��erene sera expliqu�ee dans l'appendie A et ne semble avoir �et�e mentionn�ee �anotre onnaissane dans [29℄, page 1454 et [30℄ page 65.3.1 Projetion de l'�evolution quantique et �equationsdu mouvement.Nous allons �a nouveau onsid�erer les �equations du mouvement de Hamilton obtenuespar "projetion orthogonale" des veteurs vitesse d'�evolution quantique, en suivant lad�emarhe du paragraphe 2. Mais ette fois i, ette projetion se fait sur la famille des�etats oh�erents d�eform�es, param�etris�es par les variables (z; R) 2 IC2.La fontion de Hamilton d�e�nie sur ette famille est d'apr�es (1.32), et la notation (A.80): HD(R; z) = <n z; RjĤjz; R>n (3.1)Les �equations de mouvement sont alors d'apr�es (1.35), et en utilisant (A.47), ainsi que lavariable "lassique" Z = zp�h = 1p2(q + ip) (2.14) :8<: �tZ = �i� �ZHD�tR = �2i�2�h � �RHD (3.2)Ces �equations �erites ii �a �h �x�e, d�erivent don le mouvement du entre d'un �etat oh�erentd�eform�e Z(t), ainsi que sa d�eformation elliptique R(t).Dans la limite �h ! 0, nous montrons dans l'appendie A que la fontion de Hamilton



3.1. PROJECTION DE L'�EVOLUTION QUANTIQUE ET �EQUATIONS DUMOUVEMENT.39admet le d�eveloppement suivant :HD(R;Z) = Hl(Z) + �hHqu(R;Z) + o(�h) (3.3)ave : Hqu(R;Z) = 1�  R2 �Z2Hl + �R2 � �Z2Hl +R �R�Z� �ZHl!+HN1(Z) (3.4)et � = 1� R �R.Les �equations de mouvement (3.2) tendent don vers le syst�eme ind�ependant de �h :8<: �tZ = �i� �ZHl +O(�h)�tR = �2i�2� �RHqu +O(�h) (3.5)et au premier ordre en �h, on retrouve les �equations de Hamilton 2.46. Ces �equations demouvement peuvent se r�e�erire �a l'aide de (3.4) :8>>><>>>: �tZ = �i� �ZHl�tR = �i[� �Z2Hl + 2R�Z� �ZHl +R2�Z2Hl℄= �i[� �Z +R�Z ℄2Hl (3.6)Elles ne font intervenir que le symbole lassique. On remarque aussi que la premi�ere�equation est l'�equation de mouvement habituelle d'un point dans l'espae de phase Z �(q; p), et n'est pas oupl�ee au param�etre de d�eformation R(t) (qui lui par ontre est oupl�e�a la variable Z d'apr�es la deuxi�eme �equation).Calul de l'angle de projetion �D.Le alul de l'angle de projetion �D est e�etu�e dans l'appendie A. On obtient quepour �h! 0, l'angle est :�D = �h j(�Z + �R� �Z)3Hl(Z)j2�26[R(�ZHl)2 + �R(� �ZHl)2 + (1 +R �R)j� �ZHlj2℄!1=2 + o(�h) (3.7)Par rapport aux �etats oh�erents standard (2.42), le fait de tenir ompte de l'�etalementde l'�etat oh�erent par la variable R, fait don gagner un demi ordre de grandeur dans lad�ependane en �h. On s'aper�oit de plus ave (A.95), que l'angle est nul pour les Hamil-toniens quadratiques. Cela signi�e dans e as que lors de l'�evolution, un �etat oh�erentd�eform�e reste un �etat oh�erent d�eform�e, soit enore que les �equations de mouvement (3.2)sont exates, r�esultat bien onnu [8℄.



40 CHAPITRE 3. LES �ETATS COH�ERENTS D�EFORM�ES.L'expression (3.7) de l'angle �D diverge pour les points �xes de la dynamique lassiquesur l'espae de phase (q; p), o�u �ZHl = 0. En es points partiuliers, on a alors :�D = p�h j(�Z + �R� �Z)3Hl(Z)j234�j(��z +R�z)2Hlj2 !1=2 + o(p�h)Celle nouvelle expression diverge �a nouveau si �RHqu = 0, 'est �a dire pour les points�xes des �equations (3.5). Nous allons voir qu'il s'agit en fait des points �xes stables dela dynamique sur l'espae de phase (q; p). Autrement dit, en e�etuant la projetion surla vari�et�e des �etats oh�erents d�eform�es (�gure 1.4), les singularit�es apparaissent pour lespoints �xes stables de la dynamique lassique (et alors �D � �2 ).Nous allons �evaluer la validit�e de l'approximation de la dynamique exate par les �equationsde mouvement (3.2), en onsid�erant un �etat oh�erent initial [	(0)℄ = [jR0;Z0 >℄, et enestimant la distane qui s�epare l'�etat [	(t)℄, (r�esultat de l'�evolution quantique apr�es untemps �ni t), de l'�etat oh�erent [jR(t);Z(t) >℄, obtenu en int�egrant les �equations demouvement (3.2), sur le même intervalle de temps. Voir �gure (2.1).D'apr�es la limite (3.5), le terme entre aolades de (3.7) est born�e, et l'angle �D est donuniform�ement de l'ordre �D � �h. La distane entre [	(0)℄ et [R(t); z(t)℄ est de l'ordre ded0 � Lp�h (2.44) et don la distane reherh�ee est :d = d([	(t)℄; [R(t); r(t)℄) � �h Lp�h! � p�h (3.8)On voit don que ette distane tend vers z�ero �a la limite lassique (�h! 0); e qui n'�etaitpas le as ave les �etats oh�erents standard (2.45). Ce dernier raisonnement est intuitifmais peu rigoureux. Il faut surtout montrer que le ot quantique ne diverge pas hors dela surfae. Cela tient au fait que le ot quantique est une isom�etrie, omme le montre lad�emonstration suivante :Justi�ation de 3.8 :La propri�et�e que l'angle entre la surfae S et le ot [	(t)℄ au point z est �, s'exprime par :dl = tan(�z)l + o(l); pour l! 0o�u dl est la distane entre [	(t)℄ et z(t). Voir �gure 3.1.don : 9lz tel que 8l < lz; dl < 2 tan(�z)l (3.9)



3.1. PROJECTION DE L'�EVOLUTION QUANTIQUE ET �EQUATIONS DUMOUVEMENT.41
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42 CHAPITRE 3. LES �ETATS COH�ERENTS D�EFORM�ES.Par r�eurrene sur N , on d�eduit que la distane dN entre l'�etat exat 	(t) et la trajetoireint�egr�ee (R(t); z(t)) sur S est major�ee :dN < N2 tan(�)l0En prenant N = int � 1p� 1l0�, on obtient : dN < 2 tan(�)p� . Ainsi, dans la limite �h ! 0, on a� = O(�h), don d = dN = O(p�h) . .q.f.d.Comme l'erreur d'approximation orrespond �a une distane d � p�h, on peut aussiommettre une erreur sur les variables Z et R de l'ordre de ÆZ � �h et ÆR � p�h, sans quel'approximation ne devienne plus mauvaise. Les �equations de mouvement ind�ependantesde �h (3.5) onviennent don.Remarquons �nalement, que �a �h �x�e, l'angle �D diverge pour jRj ! 1 (�a ause du terme1=�2 dans (3.7)), 'est �a dire pour des �etats oh�erents d�eform�e prenant une taille maro-sopique, puisqu'alors, l'approximation lin�eaire n'est plus valable.
3.2 Interpr�etation lassique de la d�eformation dupaquet d'onde.Les �equations de mouvement (3.6) d�erivent le mouvement du paquet d'onde d�eform�e, lemouvement de son entre Z(t), et de sa d�eformation elliptique R(t). Dans e paragraphe,nous allons v�eri�er la propri�et�e onnue [6, 5℄, qui est que l'�evolution de sa d�eformationR(t) peut s'interpr�eter lassiquement en terme de lin�earisation des trajetoires voisines �aZ(t). Plus pr�eisement, R(t) est l'�evolution des param�etres d'une ellipse, �evoluant avel'�equation de Liouville, dans l'approximation lin�eaire.On travaille dans le syst�eme de oordonn�ees anoniques (q; p), de l'espae de phase. Con-sid�erons une trajetoire Z 0(t) � (q0(t); p0(t)) voisine de la trajetoire Z(t) � (q(t); p(t)).On note : 8<: q0(t) = q(t) + Æq(t)p0(t) = p(t) + Æp(t) (3.10)L'�equation de mouvement de (Æq(t); Æp(t)) est dans l'approximation lin�eaire :�t(Æq(t)) = �pHl(q0; p0)� �pHl(q; p)= �p�qHl(q; p)Æq(t) + �p2Hl(q; p)Æp(t)�t(Æp(t)) = ��q2Hl(q; p)Æq(t)� �q�pHl(q; p)Æp(t) (3.11)



3.2. INTERPR�ETATION CLASSIQUE DE LAD�EFORMATION DU PAQUET D'ONDE.43On d�eduit don que l'�equation de mouvement d'un veteur v(t) = (vq(t); vp(t)) tangent �al'espae de phase en (q(t); p(t)), est :�t  vqvp ! =  �q�pH �p2H��q2H ��p�qH! vqvp ! (3.12)=  0 1�1 0! �q2H �q�pH�q�pH �p2H ! vqvp !
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00Figure 3.3: Evolution d'un veteur tangent.La matrie 2 � 2 g�en�eratrie de ette �evolution est aussi un g�en�erateur du groupesympletique. (ar d'apr�es (A.10), les �el�ements prohes de l'identit�e s'�erivent : S(�) =1 + �JK, o�u K est une matrie sym�etrique). Et don le veteur v(t) est obtenu ommel'image du veteur v(0) par une appliation sympletique (relativement au syst�eme deoordonn�ees anoniques (q; p)). Voir la �gure 3.3.Consid�erons maintenant deux veteurs tangents (v1;0; v2;0) en (q0; p0), formant une base, etobtenus omme l'image des veteurs de base (eq; ep) par une transformation sympletiqueM�1. Voir la �gure A.2. Nous avons vu que es deux veteurs (v1;0; v2;0) sont arat�eris�espar la matrie sympletique M , ou enore par le ouple (R0; �0) 2 D1� [0; 2�℄. Le nombreomplexe R0 arat�erise l'ellipse de rayon � insrite dans le parall�elogramme (et tangenteau milieu des ot�es), d�e�ni par les veteurs (v1;0; v2;0), et �0 indique la position de esveteurs sur l'ellipse.Ces deux veteurs (v1; v2) sont sujets aux �equations de mouvement (3.12). Par lesrelations (A.23), on d�eduit les �equations de mouvement pour la matrie sympletique M ,en oordonn�ees (U; V ) puis en oordonn�ees (R; �) par (A.19). On obtient :8<: �tR = �i[� �Z 2Hl + 2R�Z� �ZHl +R2�Z2Hl℄�t� = R2 �Z2Hl + �Z� �ZHl + �R2 � �Z2Hl (3.13)La premi�ere �equation est identique �a l'�equation de mouvement (3.6) qui �etait obtenuepar approximation de l'�evolution quantique. Elle d�erit ii l'�evolution d'une ellipse sous



44 CHAPITRE 3. LES �ETATS COH�ERENTS D�EFORM�ES.
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Figure 3.4: Evolution d'un ouple de veteurs tangents (v1; v2)(t) arat�eris�es par les param�etres(R(t); �(t)). Pr�eisement, R(t) arat�erise l'ellipse engendr�ee et �(t) est l'angle qui pr�eise laposition des veteurs dans ette ellipse. Cette ellipse not�ee E est plus exentrique que les lignesde niveau de la distribution de Husimi not�ees Eh.l'�equation de Liouville lin�earis�ee. La deuxi�eme �equation d�erit la rotation �(t) de l'ellipsesur elle-même, et elle n'apparait pas dans les �equations de mouvement obtenues par pro-jetion (3.5), pour la bonne raison que � n'est pas un param�etre servant �a arat�eriser un�etat oh�erent d�eform�e. Si l'on se reporte aux paragraphes 3.1.-d, on s'aper�oit que eparam�etre a disparut lors de l'ation du groupe m�etapletique sur l'�etat j0 >, (A.26). Onpourrait penser que e param�etre se retrouve dans la phase de l'�etat oh�erent. Cela estvrai �a un degr�e de libert�e omme ii, mais faux pour N(> 1) degr�es de libert�e ar la phaseest isomorphe au groupe U(1) et le sous groupe d'isotropie est lui U(N) de dimension plusgrande.En onlusion de e paragraphe, l'�evolution des �etats oh�erents d�eform�es, est enti�erementd�etermin�ee, au premier ordre, par l'�evolution lassique sur l'espae de phase. La distribu-tion de Husimi d'un �etat oh�erent est une gaussienne elliptique (�g. A.4). Son entre Z(t)suit l'�equation de Hamilton (3.6), quant aux param�etres de l'ellipse Eh de la distribution,nous avons vu qu'elle di��ere des param�etres de l'ellipse E , par une puissane de deux.(A.58). La distribution de Husimi ne v�eri�e don pas l'�equation d'�evolution de Liouville�a l'ordre �h. Cela est li�e au fait que la distribution de Husimi n'est pas invariante partransformation sympletique (A.76). K. Takahashi a montr�e qu'il y avait une meilleureorrespondane entre l'�evolution de la distribution de Husimi et l'�evolution de Liouvilleonvolu�ee par des gaussiennes ("oarse-grained mehanis") [31℄.



Chapitre 4Quanti�ation d'une trajetoirep�eriodique dans l'espae des �etats.Une fois les �equations de mouvement lassique obtenues, se pose naturellement le probl�emede quanti�ation, qui onsiste �a reherher le spetre de l'Hamiltonien (niveaux d'�energieset �etats stationnaires) �a partir des trajetoires lassiques. Cette op�eration se fait g�en�e-ralement �a l'aide de l'approximation de la phase stationnaire dans l'int�egrale de hemin(voir hap. 11 [2℄), ou par la m�ethode semi-lassique W.K.B. La premi�ere m�ethode mon-tre que les trajetoires p�eriodiques lassiques et leur ation lassique sont les ingr�edientsde base dans es formules de quanti�ation. La deuxi�eme m�ethode aboutit �a la r�egle dequanti�ation de Bohr-Sommerfeld ou E.B.K. qui met en jeu des vari�et�es Lagrangiennesinvariantes s�eletionn�ees par leur ation.Par ailleurs J. Heller a pr�esent�e une m�ethode d'�evaluation d'�etats stationnaires, en su-perposant des fontions d'ondes gaussiennes le long d'une trajetoire lassique p�eriodique[32℄, e qui pour la premi�ere fois a soulev�e la question li�ees aux iatries ("sars") dansla struture des fontions d'ondes stationnaires.R.G. Littlejohn [6℄ a utilis�e de ette fa�on les �etats oh�erents d�eform�es, et a montr�e om-ment la r�egle de quanti�ation E.B.K. se d�eduit d'un argument simple en terme de phasede Berry : si un paquet d'onde �evolue sur une trajetoire p�eriodique stable, s'il revientidentique �a lui-même au bout d'une p�eriode, et si la phase de Berry de ette trajetoireest nulle (modulo 2�), alors l'�energie de la trajetoire lassique est une valeur du spetrequantique (�a l'ordre �h pr�es). Y. Tsue [33℄ a obtenu les mêmes r�esultats �a l'aide du prinipevariationnel. Dans e paragraphe, nous allons �etablir le prinipe de base de la onstru-tion de J. Heller et de R.G. Littlejohn, qui assoie un �etat stationnaire �a une trajetoirequantique p�eriodique j	(t) >, (p�eriodique dans l'espae projetif [	(T )℄ = [	(0)℄), dont45



46CHAPITRE 4. QUANTIFICATION D'UNE TRAJECTOIRE P�ERIODIQUE DANS L'ESPACE DES �ETATS.la phase de Berry est nulle.Remarque : En d�eomposant un �etat de ette trajetoire sur les �etats stationnaires, ons'aper�oit que les �energies propres le omposant sont r�eparties en niveaux r�eguliers distantsde 2��hT . Don g�en�eriquement, de telles trajetoires sont obtenues simplement par om-binaison lin�eaire de deux �etats stationnaires. (Sauf pour l'osillateur harmonique o�u lesniveaux sont r�eguli�erements espa�es. C'est aussi approximativement le as pour le spe-tre de mod�eles dont la limite lassique est int�egrable, ou pour une famille de trajetoiresp�eriodiques stables d'apr�es la r�egle de quanti�ation EBK. Les trajetoires p�eriodiquesexistent toujours par famille d�ependant au moins d'un param�etre, [34℄).Nous appliquerons tout de même ette onstrution pour "quanti�er" des trajetoiresp�eriodiques du ot Hamiltonien situ�ees sur la surfae de projetion. Cela permettrad'approher un �etat stationnaire dans la limite o�u l'angle � tend vers 0 et suÆsammentvite. Car dans e as, au voisinage de la trajetoire projet�ee ("lassique") p�eriodique, ily a une trajetoire quantique exate "presque" p�eriodique.Soit j	(0) >n , un veteur normalis�e de la raie de [	(0)℄. D'apr�es l'�equation deShr�odinger (1.18), on d�eduit que :<n 	(t)j�t	(t)>n = � i�h <n 	jĤj	>n = � i�hE	 (4.1)ave E	 l'�energie moyenne de l'�etat j	 >, onstante sur la trajetoire qui orrespond �a laphase "dynamique" : E	 = <n 	jĤj	>n (4.2)D'apr�es la ondition (1.16), le hemin j	(t)>n ne suit pas la onnexion de Berry si E	 6= 0,mais d'apr�es (1.18), on peut onsid�erer :gj	(t)>n = eiE	t�h j	(t)>n = eiE	t�h Ûtj	(0)>n (4.3)qui est un transport parall�ele de j	(0)>n .Dans le as o�u la phase de Berry de la trajetoire est nulle, on a d'apr�es (1.14) :gj	(T )>n = gj	(0)>n (4.4)et don gj	(t+ T )>n = gj	(t)>n ; 8t.Consid�erons alors le veteur (non normalis�e) :je >= Z T0 gj	(t)>n dt (4.5)



47En appliquant l'op�erateur d'�evolution U� = e�i Ĥt�h �a e veteur, on obtient :U� gj	(t)>n = e�iE	��h gj	(t+ �)>n (4.6)et : U� je >= e�iE	��h R T0 gj	(t+ �)>n dt= e�iE	��h je > (4.7)[je >℄ est don un �etat stationnaire d'�energie E	, qui est l'�energie moyenne des �etats dela trajetoire.Intuitivement, je > est un �etat stationnaire ar en �evoluant, haque �etat gj	(t)>n devientl'�etat voisin e�iE	��h gj	(t+ �)>n , et la superposition de es �etats (4.5), le long de la tra-jetoire est globalement invariante (grâe aussi �a la ondition n�e�essaire de raordement(4.4)).L'int�erêt de suivre le transport parall�ele dans la onstrution de l'�etat je > est en faitdouble : d'une part ela donne une formulation g�eom�etrique �a ette onstrution, etd'autre part dans le adre de l'appliation aux �etats oh�erents, ela permet d'avoir uneonstrution loale optimale. Les veteurs qui ontribuent �a l'int�egrale (4.5), s'ajoutentonstrutivement loalement, sans interf�erene destrutrie. Par ons�equent, lorsqu'ils'agira de superposer des �etats oh�erents d'une trajetoire lassique, la distribution deHusimi de la somme je > sera loalis�ee au voisinage de ette trajetoire.Pour justi�er orretement e point, v�eri�ons que en t = 0, 'est bien la onnexion quionvient. Consid�erons pour ela un hemin d'�etats quantiques j	(t) >, et omme pour (1.7),on note gj	(t)>n = eif(t)j	(t)>n un autre rel�evement �a priori quelonque. On suppose queles �etats j	(t) > et j	(t0)>n deviennent rapidement orthogonaux entre eux, si t 6= t0.Ce serae�etivement le as dans les paragraphes suivants o�u il s'agira des �etats oh�erents. On onstruitalors loalement la somme : je >= Z +T�T gj	(t)>n dtet l'on herhe une ondition sur le rel�evement gj	(t)>n , (ou sur la fontion f(t)) pour quela omposante de ette somme sur l'�etat j	(0) > soit maximale ('est �a dire j g< 	(0)je > jmaximum). On a gj	(t)>n = gj	(0)>n + _gj	(0)>n t+ 12 �gj	(0)>n t2 + o(t2)don g<n 	(0)je >= g<n 	(0)j g	(0)>n + 16T 3 g<n 	(0)j �g	(0)>n + o(T 3)



48CHAPITRE 4. QUANTIFICATION D'UNE TRAJECTOIRE P�ERIODIQUE DANS L'ESPACE DES �ETATS.Et on a :j < 	(0)je > j2 = g<n 	(0)j g	(0)>n 2 + 13T 3Re[ g<n 	(0)j �g	(0)>n ℄ g<n 	(0)j g	(0)>n + o(T 3)or g<n 	(0)j �g	(0)>n = (i �f � _f2) + 2i _f < 	j _	 > + < 	j�	 > et < 	j _	 >2 iIR don :Re[ g<n 	(0)j �g	(0)>n ℄ = � _f2 + 2i _f < 	j _	 > +Re[< 	j�	 >℄est maximum pour _f = i < 	j _	 > qui orrespond �a la d�e�nition (1.10) du transport parall�ele.Quanti�ation d'une trajetoire p�eriodique lassique par les �etats oh�erentsstandard.Nous allons maintenant voir de quelle mani�ere la onnaissane de l'�evolution des �etatsoh�erents standard d�erite au paragraphe 2.2 nous informe sur les �etats stationnaires. pourela, nous allons onsid�erer la onstrution de A.J. Heller [32℄, qui onsiste �a superposerdes �etats oh�erents le long d'une trajetoire p�eriodique lassique. Nous venons de voirque ette onstrution donne un �etat stationnaire dans le as o�u un �etat oh�erent resterigoureusement un �etat oh�erent au ours du temps, autrement dit dans le as o�u l'angle� est nul. Dans le as g�en�eral, l'angle � est non nul mais prohe de z�ero, et l'on �evalueral'inertitude en �energie de l'�etat ainsi onstruit.Soit � = fz(t)g une trajetoire p�eriodique de p�eriode T , de la dynamique lassique (2.46).z(T ) = z(0). Soit jz(0)>n l'�etat oh�erent initial, et gjz(t)>n , les veteurs orrespondantaux �etats [z(t)℄, obtenus par transport parall�ele.On suppose de plus que la phase de Berry de ette trajetoire est nulle : gjz(T )>n = gjz(0)>n ,et de fa�on similaire �a (4.5), on onstruit le veteur (non normalis�e) :je >= Z T0 gjz(t)>n dt (4.8)Alors l'inertitude en �energie de l'�etat [e℄ est �E � C�h (que la trajetoire soit stable ouinstable) o�u C est une onstante ind�ependante de �h.Pour justi�er ela rapidement, on �evalue l'�evolution de l'�etat je > sur un temps ourt � ,que l'on �erit sous la forme :Û� je >= e�iE��h (je > +j� > � + o(�))le veteur j� > est li�e au fait que la trajetoire exate sort de la surfae, et l'on montreque < �j� > est de l'ordre de : < �j� >� T �V 2��2=p�h, o�u �V 2��2 =< �2V 2 > est le arr�ede l'angle � et de la vitesse V = j _Zj dans l'espae de phase, pris en moyenne sur la



49trajetoire.Par ailleurs, < eje >� p�hT2�, si bien qu'�a l'aide de (1.6), et (1.22), on d�eduit que :�E = �hdsd� � �hvuut< �j� >< eje > � p�h �V ��Et en utilisant l'expression (2.40) pour l'angle �, on d�eduit la forme herh�ee : �E ��hj�Z2 �Hj.D'apr�es (1.16), la ondition que la phase de Berry de la trajetoire est nulle s'exprimeaussi par : 2�n = �i I�A = �i ZZS� F = 1�hAire(S�) (4.9)ave n 2 IN et S� est une surfae de l'espae de phase ayant � pour bord (S� est unique�a un degr�e de libert�e). On obtient don la ondition de quanti�ation d'Einstein (sansindie de Maslov) ([1℄) : Aire(S�) = 2��hn (4.10)seletionnant des trajetoires � d'�energie �En = Hl(�).Signalons pour �nir que ette onstrution n'est pas valable pour les points �xes et no-tamment le fondamental. Mais d'apr�es (2.38), un �etat oh�erent pla�e en es points �xes(o�u �ZHl = 0) a pour inertitude en �energie : �E = �h(j�ZHN1 j2 + 12 j�Z2HN j2)1=2. (Celaorrespond au r�esultat obtenu par le prinipe variationnel ind�ependant du temps appliqu�eau �etats oh�erents). Le r�esultat est don analogue. D'un point de vue g�eom�etrique, �E�hest la vitesse �a laquelle la trajetoire quantique sort orthogonalement de la surfae des�etats oh�erents standard. Voir la �gure 1.4.Illustration pour l'osillateur harmonique.L'Hamiltonien de l'osillateur hamonique est :Ĥ! = p̂22 + !22 q̂2 (4.11)ave ! 2 IR+�.Le symbole normal est :HN (q; p) = <n zjĤjz>n = Hl(q; p) + �h(!2 + 1)4 = H(q; p) +O(�h) (4.12)ave l'Hamiltonien lassique :Hl(q; p) = (!2 � 1)4 (Z2 + �Z2) + (!2 + 1)2 �ZZ = 12p2 + !22 q2 (4.13)



50CHAPITRE 4. QUANTIFICATION D'UNE TRAJECTOIRE P�ERIODIQUE DANS L'ESPACE DES �ETATS.Les trajetoires lassiques sont des ellipses d' �equation : p2 + !2q2 = 2E, et de p�eriode2�! .Il est onnu que le spetre exat de Ĥ! est :En = �h!(n+ 12); n 2 IN (4.14)or ii la r�egle de quanti�ation (4.10) donne : �En = �h!n. L'erreur est don ii : En� �En =�h!2 = O(�h). Cette erreur est enti�erement due �a la non prise en ompte de la d�eformationelliptique du paquet d'onde lors de son �evolution.Etat oh�erent d�eform�e minimisant l'�energie de d�eformation.Nous avons vu que l'�evolution du param�etre de d�eformation R(t), �equ. (3.6), est ar-at�eris�ee par les d�eriv�ees seondes de l'Hamiltonien lassique Hl, formant la matrie duHessien. La d�eformation �evolue don loalement (�a (q; p) �x�es) omme sous l'ation d'unHamiltonien quadratique :~H(Æq; Æp) = 12Æq2(�q2Hl) + 12Æp2(�p2Hl) + ÆqÆp(�q�pHl)Cet Hamiltonien quadratique poss�ede un point �xe en (Æq; Æp) = (0; 0), qui est stable ouinstable selon le signe du disriminant de la forme quadratique (� > 0 ou � < 0) :� = (�q2H)(�p2H)� (�q�pH)2 = �Z� �ZH� j� �Z2Hj2On obtient alors que dans le as o�u Æ > 0, 'est �a dire si l'Hamiltonien quadratiqueloal poss�ede un point �xe stable, alors il existe un �etat oh�erent d�eform�e, de param�etrede d�eformation R0(q; p), en e point de l'espae de phase, qui v�eri�e les trois propri�et�es�equivalentes :1. �tR=R0 = 0 , (�Z + R0�Z)2H = 0, d'apr�es (3.6). Cela signi�e que R0 est un point�xe de la dynamique tangente.R0 = q�Z� �ZH2l � j�Z2Hlj2 � �Z� �ZHl2�Z2Hl (4.15)2. L'�etat oh�erent jR0 > est le fondamental de l'Hamiltonien quadratique ~H, qui esten fait un osillateur harmonique.3. R0 orrespond �a la d�eformation qui extr�emise le terme quantique Hqu(R) (3.4), etque l'on peut ainsi appeler "�energie de d�eformation". D'apr�es (3.4),Hqu(R0) = R0�Z2Hl +HN1(Z)= 12 [q�Z� �ZH2l � j�Z2Hlj2 � �Z� �ZHl℄ +HN1(Z) (4.16)



51R0 orrespond �a un minimum ou �a un maximum de Hqu(R) selon que �Z� �ZHl > 0ou < 0, 'est �a dire selon que l'osillateur harmonique est un "puits" ou un "som-met" d'�energie.Notons que si � < 0, le point �xe de ~H est instable, Hqu(R) n'a pas d'extr�emum, et�tR = 0 n'a pas de solution.En appliation direte de e qui pr�e�ede, on peut herher l'�etat oh�erent d�eform�e qui aune inertitude minimale aux points �xes de la dynamique Z(t). Soit don un point �xeZ0, v�eri�ant � �ZHl(Z0) = 0. Si il s'agit d'un point �xe stable, on hoisit R0 donn�e par(4.15). D'apr�es (A.91), (A.96), l'�etat oh�erent jZ0; R0 > a pour inertitude en �energie :�E = �h3=2f 1�0 [R0(�ZHqu)2 + �R0(� �ZHqu)2 + (1 +R0 �R0)j�ZHquj2℄ + 1�30 j(�Z + �R0� �Z)3Hlj2g1=2+o(�h3=2)Par ontre, si il s'agit d'un point �xe instable, on ne peut pas annuler �RHqu, et l'iner-titude en �energie de l'�etat jZ0; R > est :�E = �h2�j�RHquj+ o(�h)qui admet un minimum pour une ertaine valeur de R.Etats oh�erents d�eform�es et indie de MaslovR.G. Littlejohn [35, 36℄ a montr�e que l'indie de Maslov s'obtient lorsque la d�eformationelliptique du paquet d'onde est prise en ompte. On peut le voir pour une trajetoirep�eriodique, pour un syst�eme �a un degr�e de libert�e, dans le as o�u l'appliation tangentesur une p�eriode est l'identit�e. (Dans le as g�en�eral, 'est une appliation parabolique.Cela revient �a supposer que d!=dE = 0).Soit jR(0);Z(0) > un �etat oh�erent d�eform�e pla�e sur ette trajetoire, et jR(t);Z(t) >son �evolution. Au bout d'une p�eriode, on a Z(T ) = Z(0) et R(T ) = R(0).L'�energie moyenne sur ette trajetoire vaut d'apr�es A.70, 3.3 :E = HW + �hHqlW + o(�h)o�u HW est le symbole de Weyl et :HqlW = i4�( �R _R �R _�R) + _�2



52CHAPITRE 4. QUANTIFICATION D'UNE TRAJECTOIRE P�ERIODIQUE DANS L'ESPACE DES �ETATS.Cette valeur est onstante sur la trajetoire, don :E = 1T I (HW + h �HqlW )dtLa phase de Berry de ette trajetoire est d'apr�es A.50 :� = i I A = 1�h I pdq + i4� I ( �RdR� Rd �R)Alors si la phase de Berry est un multiple de 2� : � = 2�n, il vient :E = 1T I HW + �hT (2�n� 1�h I pdq) + �hT I _�2On peut hoisir la d�eformation initiale R(0) telle que E = 1T H HW . L'�energie de latrajetoire est don donn�ee par le symbole de Weyl. Ensuite, �(t) est p�eriodique et pluspr�eis�ement, �(T ) = �(0)+2�nt, o�u nt 2 ZZ est le nombre de tours e�etu�es par le veteurvitesse tangent �a la trajetoire.Il vient don : I pdq = h(n + nt2 ) (4.17)n 2 ZZ et nt2 = �4 o�u � est l'indie de Maslov. Cette ondition s�eletionne un ensembledisret de trajetoires p�eriodiques �n, et leur �energie EWn donn�ee par le symbole de Weyl,qui onstitue une approximation du spetre exat.



Chapitre 5Illustration : �evolution d'�etatsoh�erents dans le mod�ele de Harper.Nous hoisissons d'illustrer les r�esultats pr�e�edants onernant la propagation des �etatsoh�erents, sur le mod�ele de Harper. Ce mod�ele est pr�esent�e en d�etail dans la partie2. Notons juste que l'espae de phase (q; p) est un tore. Nous travaillerons ave desfontions d'ondes p�eriodiques en position et impulsion (les onditions de p�eriodiit�e sont(�1; �2) = (0; 0) ave les notations de la partie 2).Consid�erons l'Hamiltonien :H(q; p) = � os(2�q)� 12 os(2�p) (5.1)Il s'agit d'un syst�eme �a un degr�e de libert�e qui est don int�egrable. Les trajetoires dansl'espae de phase (q; p) sont repr�esent�ees sur la �gure 5.1 a.La fontion �(q; p) (2.42) repr�esente l'angle ave lequel un �etat oh�erent sort de lasurfae des �etats oh�erents lors de son �evolution. �(q; p) est repr�esent�e sur la �gure 5.1.b.Nous allons maintenant onsid�erer l'�evolution d'un �etat oh�erent initialement pla�e surune trajetoire p�eriodique, au point A de la �gure 5.1.a.La �gure 5.2 (a) repr�esente ette �evolution en distribution de Husimi, sur une p�eriodeT = 0:284.Cette �evolution est approximativement d�erite par les �etats oh�erents d�eform�es jR(t)z(t) >.Les �equations de mouvement pour R(t); z(t) sont obtenues par projetion des trajetoiresexates sur la famille des �etats oh�erents d�eform�es jR; z >. La �gure 5.2 (b) repr�esente les53



54CHAPITRE 5. ILLUSTRATION : �EVOLUTION D'�ETATS COH�ERENTS DANS LEMOD�ELE DEHARPER.
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Figure 5.1: (a) : trajetoires dans l'espae de phase de l'Hamiltonien (5.1). Il y a deux points�xes instables (S1 et S2), et deux points �xes stables (min et Max).(b) : L'angle �(q; p) (2.42) repr�esent�e en niveaux de gris entre 0 et �=2. Pour haque point(q; p), �(q; p) est l'angle ave lequel l'�etat oh�erent jq; p > sort de la surfae des �etats oh�erents.�(q; p) traduit aussi l'amplitude de la d�eformation que subit la distribution de Husimi de l'�etatoh�erent jq; p > lors de son �evolution. On n'est don pas �etonn�e de trouver que �(q; p) estmaximum aux deux points �xes instables.



55distributions de Husimi de es �etats jR(t); z(t) >. Le d�eplaement moyen de la distribu-tion dans l'espae de phase est d�erit par z(t). z(t) pourrait s'obtenir aussi par projetionde l'�evolution exate sur les �etats oh�erents standard. La distribution de Husimi des �etatsoh�erents jz(t) > se d�eplaerait sur la trajetoire mais serait irulaire �a tout instant, etne d�erirait don pas du tout l'�etalement.La �gure 5.2 () repr�esente l'�evolution de la distribution initiale ave l'�equation de Liou-ville lassique. On observe nettement un �etalement elliptique qui est plus pronon�e queelui de l'�evolution exate. Ave l'�equation (A.58), nous avons vu que la d�eformationelliptique est plus importante par une puissane deux.
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Figure 5.2: Evolution de distributions dans l'espae de phase sur une trajetoire p�eriodique dep�eriode T = 0:284. L'�etat initial est un �etat oh�erent jq; p >, pla�e au point A de la �gure (5.1).On a hoisit un espae de Hilbert de N = 41 �etats, soit �h = 1N2� = 0:0039::: .(a) : Distribution de Husimi de l'�evolution exate.(b) : Distribution de Husimi des �etats oh�erents jR(t)z(t) >, qui approhe l'�evolution exatedans le adre de l'approximation lin�eaire de l'�etalement du paquet d'onde.() : Evolution lassique de la distribution initiale ave l'�equation de Liouville.Le d�esaord entre l'�evolution exate (a) et l'�evolution d'�etats oh�erents d�eform�es (b)apparait rapidement, et orrespond aux d�eformations non elliptiques.



56CHAPITRE 5. ILLUSTRATION : �EVOLUTION D'�ETATS COH�ERENTS DANS LEMOD�ELE DEHARPER.De fa�on plus quantitative, la �gure 5.3 repr�esente la distane de Fubiny-Study d(t), quis�epare l'�evolution exate de l'�evolution approh�ee. Approh�ee par les �etats oh�erents stan-dard, puis par les �etats oh�erents d�eform�es. On y observe lairement que l'approximationpar les �etats oh�erents d�eform�es est meilleure que elle par les �etats oh�erents standard,au moins pour les temps ourts. Plus pr�eis�ement, la tangente �a l'origine de es ourbesforme un angle � qui est reli�e �a � ( angle ave lequel l'�etat sort de la surfae des �etatsoh�erents). Pour �h ! 0, et angle tend vers z�ero pour les �etats oh�erents d�eform�es, ettend vers une onstante pour les �etats oh�erents standard.

T3T/4T/2T/4 t

d

Figure 5.3: N = 41. Cette �gure pr�esente la distane de Fubiny-Study d(t) entre l'�evolutionexate et une desription approh�ee en fontion du temps :. . . . . : approximation par un �etat oh�erent standard.|| : approximation par un �etat oh�erent d�eform�e.Finalement, la �gure 5.4 pr�esente la distane entre l'�evolution exate et son approx-imation par un �etat oh�erent standard ou d�eform�e, apr�es une dur�ee �x�ee t = T=4, eten fontion de N � 1=�h. On aper�oit nettement que dans l'approximation par un �etatoh�erent standard, ette distane tend vers une onstante non nulle pour �h! 0, ommepr�evu par (2.45). Car il manque la prise en ompte de la d�eformation. Au ontraire,dans l'approximation par un �etat oh�erent d�eform�e, ette distane semble tendre vers 0,omme attendu par (3.8).Ces derniers r�esultats sont qualitativement ind�ependants de la nature de la dynamique(int�egrable ou haotique) et du point initial dans l'espae de phase, tout au moins pour
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d

NFigure 5.4: Apr�es une dur�ee �x�ee t = T=4, et en fontion de N � 1=�h, ette �gure pr�esente ladistane de Fubiny-Study d(N) entre l'�evolution exate et une desription approh�ee :. . . . . . : approximation par un �etat oh�erent standard.||| : approximation par un �etat oh�erent d�eform�e.les temps ourts.Voii, en deuxi�eme illustration, l'�evolution d'un �etat oh�erent initialement pla�e sur lepoint �xe instable S2 de la �gure 5.1.La �gure 5.5 (a) repr�esente la distribution de Husimi de ette �evolution sur une dur�eeT = 0:1. Le point �xe �etant instable, la distribution s'�etire le long des deux s�eparatries.Dans l'approximation par un �etat oh�erent standard jz(t) >, et �etalement n'est pasd�erit, et z(t) est en fait onstant. L'�etat oh�erent standard reste �x�e sur le point �xeinstable.Dans l'approximation de l'�evolution par un �etat oh�erent d�eform�e, l'�etalement est or-retement d�erit pour les temps ourts, omme le montre la �gure 5.5 (b).La �gure 5.5 () repr�esente elle l'�evolution de la distribution initiale par l'�equation deLiouville lassique. Le renforement de la d�eformation elliptique par une puissane deuxest bien visible dans les premiers temps.Et omme plus haut, les �gures 5.6 et 5.7 montrent la distane de Fubiny-Study entrel'�etat exat et son approximation par un �etat oh�erent standard (�x�e au point instable)ou par un �etat oh�erent d�eform�e. Les mêmes onlusions sont enore valables.Dans la onlusion de ette th�ese, nous disuterons l'approximation de l'�evolution parun �etat oh�erent en omparaison ave l'approximation semi-lassique par la formule de



58CHAPITRE 5. ILLUSTRATION : �EVOLUTION D'�ETATS COH�ERENTS DANS LEMOD�ELE DEHARPER.
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Figure 5.5: Evolution de distributions dans l'espae de phase sur un point �xe lassique instable.L'�etat initial est un �etat oh�erent jq; p >, pla�e au point S2 de la �gure (5.1). On a hoisit unespae de Hilbert de N = 41 �etats.(a) : Distribution de Husimi de l'�evolution exate.(b) : Distribution de Husimi des �etats oh�erents jR(t)z(t) >, qui approhe l'�evolution exatedans le adre de l'approximation lin�eaire de l'�etalement du paquet d'onde.() : Evolution lassique de la distribution initiale ave l'�equation de Liouville.
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Figure 5.6: N = 41. Cette �gure pr�esente la distane de Fubiny-Study d(t) entre l'�evolutionexate et une desription approh�ee en fontion du temps :. . . . . : approximation par un �etat oh�erent standard.|| : approximation par un �etat oh�erent d�eform�e.
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Figure 5.7: Apr�es une dur�ee �x�ee t = 0:05, et en fontion de N � 1=�h, ette �gure pr�esente ladistane de Fubiny-Study d(N) entre l'�evolution exate et une desription approh�ee :. . . . . . : approximation par un �etat oh�erent standard.||| : approximation par un �etat oh�erent d�eform�e.



60CHAPITRE 5. ILLUSTRATION : �EVOLUTION D'�ETATS COH�ERENTS DANS LEMOD�ELE DEHARPER.Van-Vlek qui est inontestablement meilleure.



Partie IIM�eanique quantique sur le tore

61





63Le premier paragraphe montre omment la m�eanique quantique sur le tore en tantqu'espae de phase apparait en physique du solide. A partir du paragraphe suivant om-mene l'�etude du spetre, dans l'objetif d'�etablir des relations entre les valeurs de l'indiede Chern assoi�es aux bandes d'�energies, et la limite lassique de la dynamique [37℄.Ces relations nous permettrons d'�etablir une desription du ph�enom�ene d'apparition desd�eg�en�er�esenes dans le spetre, d'un point de vue semi-lassique.
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Chapitre 6Mod�ele physique d'�eletrons dansun planA partir du paragraphe 7.1, nous ommenerons l'�etude d'une dynamique �a un degr�e delibert�e, sur un espae de phase plan, r�egie par un Hamiltonien p�eriodique �a la fois enposition et en impulsion. L'objet de e hapitre est de rappeler le mod�ele physique di-ret qui orrespond �a ette dynamique, �a savoir un mod�ele d'�eletrons on�n�es dans une�ne ouhe (� 100 0A) �a l'interfae entre des semi-onduteurs, �a tr�es faible temp�erature(1 � 4oK), et dans un hamp magn�etique �elev�e (3 � 15 Tesla). On suppose de plus quedans le plan (x; y) o�u ils sont on�n�es, les �eletrons sont soumis �a un potentiel ext�erieurV (x; y), bi-p�eriodique en x et y, [38℄.Ce potentiel peut-être elui r�e�e par les atomes d'un r�eseau ristallin, ou elui r�e�e arti-�iellement par des nano-strutures. Dans ette derni�ere �eventualit�e, notons les progr�esremarquables des tehnologies dans la fabriation de nano-strutures m�esosopiques, quipermettent par exemple d'exp�erimenter une forme quelonque de potentiel V (x; y; t) [39℄.Lorsqu'un faible hamp �eletrique uniforme est appliqu�e, il apparait que haque banded'�energie sous le niveau de Fermi, ontribue �a la ondutivit�e de Hall par un multipleentier de e2=h. Cet entier qui est responsable de la quanti�ation de la ondutivit�e estun invariant topologique, 'est �a dire qu'il est invariant sous les faibles perturbations del'Hamiltonien omme elles qui prennent en ompte les impuret�es, les interations entre�eletrons..., e qui explique l'inroyable pr�eision de la quanti�ation enti�ere observ�ee dansles exp�erienes, pr�eision jusqu'�a 10�8. En math�ematiques, et entier s'appelle l'indie deChern, et il est assoi�e �a haque bande d'energie. Un bon r�esum�e de l'aspet topologiquede l'e�et Hall quantique et de son d�eveloppement est par exemple elui de Y.S. Wu [40℄.Au paragraphe 6.2, nous pr�esenterons la d�emonstration de D.J. Thouless pour la quanti�-65



66 CHAPITRE 6. MOD�ELE PHYSIQUE D'�ELECTRONS DANS UN PLANation de la ondutivit�e de Hall au moyen de la formule de Kubo. Au paragraphe 10.7,nous �etablierons une d�emonstration �equivalente, en terme de d�eplaement d'un paquetd'onde dans le plan (x; y), qui nous semble de e fait plus intuitive.Le omportement des �eletrons dans un onduteur plong�e dans un hamp magn�etiquefait l'objet de nombreuses �etudes en physique du solide. Ces �etudes �etaient tout d'abordmotiv�ees par le fait que l'on a�ede ainsi aux propri�et�es de la surfae de Fermi. Ensuite lad�eouverte de l'e�et Hall quantique a stimul�e un int�erêt suppl�ementaire pour es �etudes,notamment sur la ondutivit�e. Exp�erimentalement, l'observation de la struture desniveaux est diÆile, mais des tehniques r�eentes de fabriation de onduteurs tr�es pursayant des strutures mirosopiques pr�eises, provoquent un fort d�eveloppement dans ledomaine de la reherhe qui orrespond �a la physique m�esosopique.6.1 Eletrons dans un plan soumis �a un potentielp�eriodique et �a un hamp magn�etique.Dans e paragraphe, nous allons �etudier un mod�ele physique onernant des �eletronsind�ependants restreints dans un plan (x; y), soumis �a un hamp magn�etique ext�erieuruniforme ~B orthogonal au plan, et �a un potentiel V (x; y) omprenant par exemple l'inte-ration ave les atomes du r�eseau ristallin et un potentiel moyen dans une approximationde Hartree-Fok pour l'interation entre les �eletrons.La dynamique d'un �eletron est don r�egie par le Hamiltonien (op�erateur quantique) :Ĥ = Ĥ0 + V (x; y) (6.1)agissant dans l'espae de Hilbert : Htotal = L2(IR2). Ĥ0 est l'Hamiltonien sans potentiel :Ĥ0 = 12m(~p� e ~A)2 (6.2)~A est le potentiel veteur d�etermin�e �a une transformation de Jauge pr�es par : ~B =(�xAy � �yAx)~ez. Par exemple dans la Jauge sym�etrique :~A = (�12By; 12Bx) = �12~r ^ ~B (6.3)a) Niveaux de Landau :L'Hamiltonien Ĥ0 s'�erit alors :Ĥ0 = 12m [(px + eB2 y)2 + (py � eB2 x)2℄ (6.4)



6.1. ELECTRONS DANS UN PLAN SOUMIS �A UN POTENTIEL P�ERIODIQUE ET �A UN CHAMPMAGN�ETIQUE.67Consid�erons alors la transformation lin�eaire anonique :8>>>>>><>>>>>>: ~x = C(px + eB2 y)p~x = C(py � eB2 x)~y = C(px � eB2 y)p~y = C(�py � eB2 x) (6.5)o�u la onstante C est telle que ~x; p~x; ~y; p~y soient des op�erateurs anoniques :[~x; p~x℄ = [~y; p~y℄ = i�h (6.6)il faut : C = r eBOn a aussi : [~x; ~y℄ = [~x; p~y℄ = [~y; p~x℄ = [p~x; p~y℄ = 0, et don une autre d�eomposition del'espae de Hilbert : Htot = H~x 
H~y = Hx 
Hy (6.7)o�u H~x et H~y sont les espaes o�u agissent e�etivement les op�erateurs respetifs (~x; p~x) et(~y; p~y). Inversement : 8<: x = �C(p~x + p~y)px = 12C (~x + ~y) 8<: y = C(~x� ~y)py = 12C (p~x � p~y) (6.8)Remarquons que les variables ~x; p~x; ~y; p~y s'expriment dans les même unit�es physiques. Cesont des variables anoniques onjugu�ees, et l'on onviendra pour ette raison d'appeler~x; ~y variables de position, et p~x; p~y variables d'impulsion pour la suite de ette partie.Il vient alors : Ĥ0 = !2 (p2~x + ~x2) (6.9)ave ! = eBm .Le Hamiltonien Ĥ0 est don elui de l'osillateur harmonique, dont le spetre est :En = �h!(n+ 12); n 2 IN (6.10)et les veteurs propres assoi�es sont not�es jn >~x2 H~x.Les niveaux d'�energie (6.10) sont appel�es niveaux de Landau. Le fait que les op�erateurs ~yet p~y n'interviennent pas dans (6.9) fait que es niveaux sont in�niment d�eg�en�er�es.La trajetoire lassique g�en�er�ee par H0 (6.9) est un erle de entre (0; 0) dans l'espaede phase (~x; p~x), et (~y; p~y) est une quantit�e onserv�ee. D'apr�es le hangement de vari-able (6.8), on voit que dans l'espae r�eel (x; y) et (px; py), la trajetoire est aussi un



68 CHAPITRE 6. MOD�ELE PHYSIQUE D'�ELECTRONS DANS UN PLANerle de entre quelonque. C'est la trajetoire habituelle d'un �eletron dans un hampmagn�etique. Les niveaux de Landau orrespondent �a une quanti�ation de es traje-toires, et leur d�eg�en�eresene orrespond �a l'invariane par translation.Pour poursuivre plus dans ette interpr�etation lassique, remarquons que �a un niveauquanti��e n, il orrespond dans l'espae (~x; p~x) une trajetoire irulaire de rayon ~Rn telque : � ~R2n = (n + 12)h, d'apr�es la r�egle de quanti�ation de Bohr-Sommerfeld. D'apr�es(6.8), dans l'espae physique (x; y), l'�eletron d�erit un erle de rayon : Rn = q eB ~Rn.Le ux magn�etique traversant e erle est :�n = �R2nB = (n+ 12)2��heLe ux est don "quanti��e", et un quanta de ux �� = 2��he orrespond �a un �el�ement desurfae : �S = ��B = 2��heB (6.11)b) Adjontion du potentiel V (x; y)onsid�erons maintenant l'Hamiltonien ave potentiel :Ĥ = Ĥ0 + V (x; y)= !2 (p2~x + ~x2) + V ��q eB (p~x + p~y);q eB (~x� ~y)� (6.12)C'est un probl�eme de m�eanique �a deux degr�es de libert�e. La nature de son spetred�epend de la fontion potentiel V (x; y).Nous allons supposer que le potentiel est p�eriodique :V (x; y) = V (x +X; y) = V (x; y + Y ); 8x; y 2 IR2: (6.13)Cela permet d'appliquer le th�eor�eme de Bloh. En e�et Ĥ est alors p�eriodique en (~y; p~y)de p�eriodes respetives : Q = YC ; P = XC (6.14)Cela signi�e que Ĥ ommute ave les op�erateurs de "translation magn�etiques" :T̂Q = e�iQbp~y=�h; T̂P = eiPb~y=�h (6.15)[Ĥ; T̂Q℄ = [Ĥ; T̂P ℄ = 0 (6.16)Si de surroit, les op�erateurs T̂Q et T̂P ommutent entre eux, 'est �a dire :[T̂Q; T̂P ℄ = 0 (6.17)



6.1. ELECTRONS DANS UN PLAN SOUMIS �A UN POTENTIEL P�ERIODIQUE ET �A UN CHAMPMAGN�ETIQUE.69alors la dynamique quantique est invariante dans haque espae propre de T̂Q; T̂P . Noustraiterons les aluls ave plus de d�etail au paragraphe 7.2, en voii les r�esultats essentielsdans e ontexte :1. La ondition (6.17) est �equivalente �a la ondition : QP = Nh ave N 2 IN eth = 2��h, 'est �a dire : XY = N�S (6.18)Il y a un nombre entier de quanta de ux par ellule XY .2. La d�eomposition en sous espaes propres ommuns �a T̂Q et T̂P est :H~y = ZZ HN (�1; �2)d�1d�2 (6.19)HN(�1; �2) = 8<:j	 >2 H t.q.8<: T̂Qj	 >= ei�1 j	 >T̂P j	 >= ei�2 j	 > : 9=;ave (�1; �2) 2 [0; 2�℄2 .3. on montre aussi que dimICHN (�1; �2) = N .Ainsi, on peut diagonaliser Ĥ s�epar�ement dans haque sous-espae H~x
HN(�1; �2), pour(�1; �2) 2 [0; 2�℄2 �x�es. Le spetre obtenu est disret indi�e par n 2 IN, et don le spetreglobal de Ĥ est strutur�e en bandes d'�energies param�etr�ees par (�1; �2) 2 [0; 2�℄2.Ĥj	n(�1; �2) >= En(�1; �2)j	n(�1; �2) > (6.20)Si une bande d'�energie est remplie et non d�eg�en�er�ee, elle ontient une densit�e de un�eletron par ellule XY .) Limite du hamp magn�etique �elev�e.Si l'amplitude maximum du potentiel V v�eri�e, V � !�h , B � mVe�h , alors d'apr�es lath�eorie des perturbations au premier ordre d'un niveau d�eg�en�er�e, on d�eduit que l'adjon-tion du potentiel V �a Ĥ0 a pour e�et de lever la d�eg�en�eresene de haque niveau deLandau (voir �gure 6.1).Les valeurs propres et les veteurs propres de Ĥ sont d�etermin�es par les diagonalisa-tions de la restrition de Ĥ dans haque sous espae jn >~x 
HN (�1; �2) orrespondant auniveau de Landau n. Chaque niveau de Landau se s�epare don en N bandes d'�energie.



70 CHAPITRE 6. MOD�ELE PHYSIQUE D'�ELECTRONS DANS UN PLAN

V

E

n=0

n=1

n=2 . . . .

. . .

. . .

Figure 6.1: Lev�ee de la d�eg�en�eresene des niveaux de Landau. Ii haque niveau de Landaude s�epare en N = 4 bandes.A�n d'expliiter la restrition de Ĥ = Ĥ0 + V dans haun de es sous-espaes, on on-sid�ere la d�eomposition en s�eries de Fourier de V (x; y) sous la forme :V =Xm;l Am;lVm;lave Vml = os(2�m xX + �x) os(2�l yY + �y); Am;l 2 IR (6.21)qui �a l'aide de (6.8) s'�erit aussi :Vml = os(2�mp~xP � �x) os(2�m~xQ + �y) os(2�mp~yP ) os(2�m~yQ ) + � � �= Vm;l;~x;p~xVm;l;~y;p~y (6.22)o�u Vm;l;~x;p~x est un op�erateur fontion seulement des op�erateurs ~x et p~x. Vm;l;~y;p~y est unop�erateur fontion seulement des op�erateurs ~y et p~y et v�eri�ant :[Vm;l;~y;p~y; T̂Q℄ = [Vm;l;~y;p~y ; T̂P ℄ = 0 (6.23)V (x; y) s'�erit don sous la forme : V = Pm;l Vm;l;~x;p~xVm;l;~y;p~y, et la restrition de Ĥ auniveau de Landau jn >~x est : Ĥ=n = �h!(n+ 12)Id+ V=nave V=n =Xm;l Am;l < njVm;l;~x;p~xjn > Vm;l;~y;p~y (6.24)



6.1. ELECTRONS DANS UN PLAN SOUMIS �A UN POTENTIEL P�ERIODIQUE ET �A UN CHAMPMAGN�ETIQUE.71On est don ramen�e �a r�esoudre un probl�eme �a un degr�e de libert�e, p�eriodique en position~y et en impulsion p~y. Ce sera le point de d�epart au hapitre suivant.En partiulier, pour les premiers niveaux de Landau, dans la limite o�u le hampmagn�etique est si fort que le potentiel est lin�eaire �a l'�ehelle du rayon ylotron, il vient :V=n � V (�r eBp~y;�r eB ~y) (6.25)l'Hamiltonien �a un degr�e de libert�e qui r�egit la dynamique des premiers niveaux de Lan-dau est don obtenu en substituant les variables d'impulsion et de position p~y; ~y dans lafontion de potentiel. C'est une analogie ave la substitution de Peierls [38℄, qui elle estvalable dans la limite du hamp faible B ! 0.La r�edution �a un probl�eme �a un degr�e de libert�e est une propri�et�e aussi valable enm�eanique lassique. En e�et pour V = 0, un �eletron d�erit dans le plan, un erle dep�eriode T = 2�! . Pour V �= 0, en onsid�erant V omme une perturbation, la m�ethode dela moyenne [21℄ aÆrme que l'�etude de l'�evolution du point est rempla�ee par l'�etude del'�evolution de erles (les trajetoires sous H0), ave un Hamiltonien e�etif sur la familledes erles de p�eriode T donn�e par :~H = 1T Z T0 V (�t)dto�u �t est le ot Hamiltonien par H0. L'espae de phase de ette famille de erles s'obtientpar le quotient d'un ouhe d'�energie E de l'espae de phase initial (x; y; px; py) par lestrajetoires irulaires de H0 : "E0=(y = �t(x))". Y. Colin de Verdi�eres a montr�e que etespae de phase a une struture sympletique naturelle induite par le quotient [41℄. Cetespae s'identi�e �a l'espae de phase �a un degr�e de libert�e des variables (~y; p~y).Dans le as d'un erle de petit rayon, on peut omprendre intuitivement la substi-tution de Peierls qui aÆrme que les trajetoires lassiques sont les �equipotentielles dupotentiel V (ar lignes de niveau du nouvel Hamiltonien e�etif) ave la �gure (6.2).En e�et, loalement, �a l'�ehelle de la trajetoire irulaire de l'�eletron, le potentiel estlin�eaire. D'apr�es la r�egle de onservation de l'�energie, lorsque l'�eletron passe dans despotentiels plus �elev�es, son �energie in�etique diminue, et don le rayon ylotron augmente.Au ontraire du ôt�e des potentiels plus bas, son rayon ylotron diminue. Il en r�esulteune d�erive moyenne de l'�eletron le long de l'�equipotentielle. Ce r�esultat est d'ailleursexat si le potentiel est rigoureusement lin�eaire.
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Figure 6.2: Ph�enom�ene de d�erive de l'�eletron dans un potentiel lin�eaire et un hampmagn�etique transverse.Ce ph�enom�ene de d�erive ("drift") se renontre aussi �a la surfae de la Terre o�u lerôle de la fore de Lorentz est jou�e par la fore de Coriolis. Ainsi le vent a tendane �asuivre les lignes d'isobare, ou enore une bou�ee �a la surfae de la mer a tendane �a d�eriverorthogonalement �a la diretion du vent.6.2 Expression de la ondutivit�e par la formule deKuboConsid�erons omme pr�e�edement des �eletrons ind�ependants dans un onduteur plan(x; y) dont la dynamique est r�egie par l'Hamiltonien Ĥ (6.1).Ajoutons �a ela un faible hamp �eletrique uniforme ~E. L'Hamiltonien devient alors :Ĥtotal = Ĥ � e~x ~E (6.26)rappel : une bande d'�energie remplie orrespond �a une densit�e de un �eletron par elluleXY .La densit�e de ourant �eletrique engendr�ee est don :~j = eXY ~v = eXY (�pxĤ; �pyĤ)On note le spetre de Ĥ par : Ĥj	� >= E�j	� > et le spetre de Ĥtot par : Ĥtotj�� >=E�j�� >. Le tenseur antisym�etrique de ondutivit�e ��xy pour un niveau � est d�e�niomme �etant la r�eponse lin�eaire du ourant pour un faible hamp �eletrique appliqu�e :< ��jj�j�� >=< 	�jj�j	� > +X� ���;�E� ; �; � = x; y::: (6.27)



6.2. EXPRESSION DE LA CONDUCTIVIT�E PAR LA FORMULE DE KUBO 73La th�eorie des perturbations au premier ordre permet d'�etablir la formule de Kubo :���;� = i�h X�(6=�) < 	�jj�j	� >< 	�jj�j	� > � < 	�jj�j	� >< 	�jj� j	� >(E� � E�)2 (6.28)o�u l'indie �, orrespond au triplet d'indies (n; �1; �2), voir (6.20), et la somme porte �apriori sur tous les autres �etats � du spetre. Mais les op�erateurs jx et jy ne ouplent pasles �etats (�01; �02) 6= (�1; �2), ar [jx; T̂Q℄ = [jy; T̂P ℄ = 0, si bien que la somme est r�eduiteaux seuls �etats � � (n0; �1; �2); n0 6= n.On d�e�nit ensuite la ondutivit�e moyenne de la bande d'�energie n par :��nxy = 1(2�)2 ZZ d�1d�2 �nxy(�1; �2) (6.29)Moyennant quelques manipulations alg�ebriques, que l'on trouve d�etaill�ees par exempledans [40℄, on aboutit �a l'expression suivante pour la ondutivit�e de Hall de la bande n :��nxy = e2h Cn (6.30)ave : Cn = i2� ZZ d�1d�2(< ��2	nj��1	n > � < ��1	nj��2	n >) (6.31)Cn est un entier, l'indie de Chern qui arat�erise la topologie de la bande d'�energie j	n >,exprim�e ii omme l'int�egrale de la ourbure de Berry. Nous reviendrons plus en d�etailsur le sens g�eom�etrique de ette expression au hapitre (10.2).Ce r�esultat est ind�ependant de la valeur du hamp magn�etique, il suppose seulement quel'�energie de Fermi soit dans un "gap" du spetre. La ondutivit�e du mat�eriau est alorsla somme des ondutivit�es (quanti��ees) des bandes oup�ees, situ�ees sous le niveau deFermi.Cette interpr�etation de l'e�et Hall quantique entier est due �a D.J. Thouless et al. [10℄, etB. Simon [42℄ a ensuite pr�eis�e le sens g�eom�etrique de l'int�egrale (6.31).
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Chapitre 7
Mod�ele p�eriodique �a un degr�e delibert�e.
Le hapitre pr�e�edent a montr�e l'int�erêt d'�etudier des Hamiltoniens �a un degr�e de libert�ep�eriodiques en position et impulsion, en physique du solide. Mais ette �etude a un int�erêtplus g�en�eral, ar sur le tore, on peut �elaborer des mod�eles simples (ex : l'appliation duboulanger, ou le hat d'Arnold), qui permettent d'�etudier des propri�et�es li�ees aux syst�emesdynamiques en g�en�eral.Dans e hapitre, nous pr�esentons la m�eanique lassique sur le tore en tant qu'espae dephase, et la m�eanique quantique assoi�ee. Les propri�et�es et les notations de e hapitrenous seront utiles pour la suite, et elles proviennent en g�en�eral de [14℄ et [26℄. Il ressortiraessentiellement de e hapitre que la r�esolution de l'�equation de Shr�odinger pour unedynamique sur le tore, se fait dans un espae de dimension �nie N (� 1=h). Cetter�esolution peut se faire pour des fontions d'onde v�eri�ant des onditions de p�eriodiit�epr�eises en position et impulsion, arat�eris�ees par un ouple d'angles (�1; �2). On obtientainsi une famille de spetres disrets di��erents (un pour haque valeur de (�1; �2)) 'est �adire di��erents probl�emes quantiques ayant tous la même limite lassique.7.1 M�eanique lassique int�egrable sur le tore.Pour se faire une id�ee intuitive du tore omme espae de phase, nous ommen�onspar pr�esenter la dynamique lassique int�egrable sur le tore, d�e�nie par un Hamiltonienind�ependant du temps.Supposons donn�e un Hamiltonien �a un degr�e de libert�e sur le plan H(q; p), p�eriodique en75



76 CHAPITRE 7. MOD�ELE P�ERIODIQUE �A UN DEGR�E DE LIBERT�E.position et impulsion, de p�eriodes respetives Q et P :H(q +Q; p) = H(q; p+ P ) = H(q; p) (7.1)Du fait de ette p�eriodiit�e, la dynamique lassique, d�e�nie par les �equations de Hamilton,est elle-même p�eriodique, ou plus pr�eisement invariante par les translations ~Q = (Q; 0)et ~P = (0; P ).Equations de Hamilton : 8<: �tq(t) = �pH(q; p)�tp(t) = ��qH(q; p): (7.2)Exemple : mod�ele de Harper :H(q; p) = �V1 os(2�q=Q)� V2 os(2�p=P ) (7.3)
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0Figure 7.1: Trajetoires du mod�ele de Harper (7.3). V1 = 1 V2 = 0:5Les trajetoires sont repr�esent�ees sur la �gure 7.1.Remarque : d'apr�es la onservation de l'�energie, et aussi du fait que e soit un probl�eme�a un degr�e de libert�e, les trajetoires sont loalement identiques aux lignes de niveaux dela fontion H(q; p).La propri�et�e d'invariane de la dynamique sous les translations ~Q et ~P fait que nous neperdons auune information en identi�ant les ôt�es oppos�es d'une ellule �el�ementaire deôt�es (Q;P ), autrement dit, en identi�ant tous les points du plan qui di��erent entre eux



7.1. M�ECANIQUE CLASSIQUE INT�EGRABLE SUR LE TORE. 77d'une translation du type n1 ~Q+ n2 ~P , ave (n1; n2) 2 ZZ2.En faisant es identi�ations, l'espae quotient obtenu est hom�eomorphe au tore T 2, et ladynamique lassique sur e tore est engendr�ee par le même Hamiltonien H(q; p). voir la�gure 7.2.

Figure 7.2: Le tore obtenu par identi�ation des ôt�es oppos�es d'une ellule.Les trajetoires (autres que les points �xes et les s�eparatries) sont p�eriodiques arelles orrespondent aux ourbes de niveau de la fontion H. Nous pouvons don assoier�a haune un ouple d'entiers (n1; n2) 2 ZZ2, qui orrespond au nombre de tours e�etu�esen une p�eriode par la trajetoire, dans les diretions q et p. C'est l'�el�ement du grouped'homotopie �1(T 2) assoi�e �a la trajetoire. (A deux trajetoires est assoi�e le mêmeouple (n1; n2) si par "d�eformation ontinue", on peut identi�er les deux trajetoires[20℄).Les trajetoires de type (0; 0) sont aussi appel�ees trajetoires ontratibles, ar pard�eformation on peut r�eduire la trajetoire �a un point.En d�e�nitive, il y a trois fa�ons �equivalentes pour repr�esenter graphiquement les traje-toires lassiques sur le tore et qui sont illustr�ees sur la �gure (7.2) :1. Repr�esentation de la trajetoire sur le plan (en trait plein).2. Repr�esentation de la trajetoire sur le arr�e, en identi�ant les ôt�es oppos�es (traitspointill�es).3. Repr�esentation de la trajetoire sur une surfae de forme "hambre �a air", plong�eedans IR3.
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(0,0) (0,1)

(1,2)Figure 7.3: Exemples de lasse d'homotopie assoi�ee �a une trajetoire
La fa�on la plus ommode pour s'imaginer es nombres (n1; n2), arat�erisant la lassed'homotopie de la trajetoire, est peut-être de onsid�erer la trajetoire dans le plan (q; p),omme le montre la �gure 7.3. (n1; n2) orrespondent aux nombre de ellules travers�eesavant que la trajetoire ne revienne dans une on�guration identique.L'appendie B pr�esente quelques propri�et�es et remarques pour une telle dynamique las-sique int�egrable sur le tore.A�n de pouvoir �etudier une dynamique plus rihe, nous onsid�ererons des Hamiltoniensd�ependants du temps au paragraphe 12. Il n'y aura plus alors les restritions sur la dy-namique impos�ees par la onservation de l'�energie, et nous pourrons observer dans de telsmod�eles une transition d'une dynamique r�eguli�ere vers une dynamique haotique.Dans le paragraphe suivant, nous allons pro�eder de fa�on analogue �a une r�edution de ladynamique sur le plan �a elle sur le tore, mais dans le adre de la m�eanique quantique.Il va s'agir de la r�edution de la dynamique dans un espae de Hilbert de dimension in-�nie, �a plusieurs dynamiques dans des espaes de dimension �nie, ontenant des fontionsd'ondes p�eriodiques en position et impulsion (i.e. et dont la transform�ee de Fourier estaussi p�eriodique)



7.2. LE TORE EN M�ECANIQUE QUANTIQUE 797.2 Le tore en m�eanique quantiquea) R�edution aux fontions d'ondes p�eriodiques.Nous supposons donn�e un Hamiltonien Ĥ �a un degr�e de libert�e, op�erateur hermitique surl'espae de Hilbert H = L2(IR).Dans les exemples que l'on traitera, un tel Hamiltonien sera donn�e par son expression �apartir des op�erateurs de position et d'impulsion q̂ et p̂ :Ĥ = H(q̂; p̂) (7.4)(Les op�erateurs q; p s'identi�ent aux op�erateurs ~y; p~y du paragraphe pr�e�edent).De plus, nous supposons que et Hamiltonien Ĥ ommute ave les op�erateurs de transla-tion en position et impulsion :T̂Q = e�iQp̂=�h T̂P = eiP q̂=�h: (7.5)'est �a dire : [T̂Q; Ĥ℄ = [T̂P ; Ĥ℄ = 0; (7.6)Connaissant l'expression (7.4) de l'Hamiltonien, la ondition de ommutation (7.6) estv�eri��ee si ette expression est p�eriodique en q̂ et p̂ :H(q̂ +Q; p̂) = H(q̂; p̂+ P ) = H(q̂; p̂) (7.7)Par exemple l'Hamiltonien de Harper, obtenu par quanti�ation de Weyl de l'Hamiltonienlassique (7.3), v�eri�e de telles onditions :Ĥ = �V1 os (2� q̂Q)� V2 os (2� p̂P ) (7.8)(C'est �a dire que (7.3) est le symbôle de Weyl de Ĥ; voir (A.64)).A�n que, grâe aux propri�et�es d'invariane par translation, l'�etude de la dynamique quan-tique puisse se simpli�er, il faut supposer que les trois op�erateurs Ĥ, T̂Q et T̂P ommutententre eux. Car dans e as es trois op�erateurs sont diagonalisables simultan�ements.En plus de l'�equation (7.6), il faut don supposer :[T̂Q; T̂P ℄ = 0 (7.9)



80 CHAPITRE 7. MOD�ELE P�ERIODIQUE �A UN DEGR�E DE LIBERT�E.Cette derni�ere �equation est �equivalente �a :QP = Nh (7.10)ave N 2 IN, et en posant h = 2��h.(Pour montrer e dernier point, nous utilisons la propri�et�e : eAeB = e[A;B℄eBeA, vraiepour deux op�erateurs A;B v�eri�ant : [A; [A;B℄℄ = [B; [A;B℄℄ = 0; appliqu�ee ii �aT̂Q = eA T̂P = eB )La relation (7.10) s'interpr�ete de la mani�ere suivante : la surfae QP du tore est un mul-tiple entier de la onstante de Plank h.Une telle relation entre la surfae de l'espae de phase lassique et la onstante de Plankse renontre g�en�eralement lors de la quanti�ation de surfaes ompates au moyen d'�etatsoh�erents [26℄. Les mod�eles de Lipkin SU(2) et SU(3), en sont des exemples.On reviendra plus sur les interpr�etations de ette relation dans la suite.D�eomposons l'espae de Hilbert H en la somme direte des sous-espaes propres desop�erateurs de translation T̂Q et T̂P :H = ZZ HN(�1; �2)d�1d�2 (7.11)HN (�1; �2) = 8<:j	 >2 H t.q.8<: T̂Qj	 >= ei�1 j	 >T̂P j	 >= ei�2 j	 > : 9=; (7.12)ave (�1; �2) 2 [0; 2�℄2 .Chaque sous-espae propre HN(�1; �2) ontient don des fontions d'ondes p�eriodiques enposition et impulsion, �a des phases pr�es �1 et �2. On �etablira dans la suite (en herhantune base de es espaes) qu'ils sont de dimension �nie N .dimICHN(�1; �2) = N (7.13)Du fait que les trois op�erateurs Ĥ, T̂Q et T̂P soient diagonalisables simultan�ements, ladynamique engendr�ee par l'Hamiltonien Ĥ est invariante dans haque sous-espae propreHN (�1; �2). Autrement dit, (�1; �2) sont de bons nombres quantiques.Ainsi, dans haque sous-espae HN(�1; �2), les �etats stationnaires, veteurs propres del'Hamiltoniens Ĥ sont en nombre N , et le spetre est disret :Ĥj	n(�1; �2) >= En(�1; �2)j	n(�1; �2) > n = 1! N: (7.14)Par ontre, �a n �x�e et pour (�1; �2) variant dans [0; 2�℄2, haque niveau n d'�energieEn(�1; �2) varie de fa�on ontinue et d�erit une bande d'�energie (selon la terminologie



7.2. LE TORE EN M�ECANIQUE QUANTIQUE 81de physique du solide, dans le adre de la th�eorie de Bloh), 'est �a dire un segment deIR. De la même fa�on, les veteurs propres j	n(�1; �2) > de haque niveau d�erivent unesurfae dans l'espae projetif pour (�1; �2) 2 [0; 2�℄2. La topologie de e �br�e en droitessera d�erite dans le hapitre 2.6, �a l'aide de l'indie de Chern.Remarques :1. Le spetre global de Ĥ est don form�e de N bandes. Nous reviendrons plus end�etail sur la desription de es bandes d'�energie dans le hapitre 9 " Distribution deHusimi".D'apr�es la relation (7.10), la limite lassique �h! 0 est obtenue pour N ! +1.On s'aperoit qu'il y a une in�nit�e de dynamiques quantiques d'Hamiltonien Ĥ, unepour haque valeur de (�1; �2) 2 [0; 2�℄2, et interne �a haque sous-espae HN (�1; �2).Autrement dit, haque sous-espae HN (�1; �2) orrespond don �a une quanti�ationpossible de l'Hamiltonien lassique H(q; p) sur le tore (7.1). Toutes es dynamiquesquantiques ont don une même limite lassique sur le tore pour N ! +1, et elaest illustr�e par le fait que sur la �gure (D.1), les d�ealages des veteurs de base,aus�es par ~�, deviennent nuls dans ette limite.Mais il nous semble que ela vient plus pr�eis�ement du fait que les dynamiquesquantiques dans haque sous espae HN (�1; �2) s'obtiennent les unes des autres parl'ation de l'op�erateur de translation sur l'espae de phase D(�0), d'apr�es la rela-tion (7.32). L'op�eration de translation dans l'espae de phase n'est don pas uneop�eration qui laisse invariante la dynamique quantique sur le tore, en e sens qu'ellerevient �a hanger les onditions de p�eriodiit�e de la fontion d'onde. Au ontraire,la translation est une transformation anonique du tore qui laisse don invariantela dynamique lassique. Cette non-invariane quantique qui disparait pour la limitelassique N !1, se manifestera lors de l'�etude des �etats oh�erents du tore au para-graphe 8.2, et pourra alors s'interpr�eter omme �etant due �a une faible non uniformit�ede l'espae de phase qui disparait �a la limite N !1. Voir la �gure 8.4. Cette re-marque peut sugg�erer une g�en�eralisation possible de l'�etude qui fait l'objet de ettepartie, pour une dynamique s'e�etuant sur un espae de phase autre que le tore(le plan ou la sph�ere par exemple). Il s'agirait d'�etudier une famille d'Hamiltoniensquantiques non �equivalents mais poss�edant �a la limite �h! 0 des dynamiques las-siques identiques, 'est �a dire �equivalentes par transformation anonique.Une importante question subsiste n�eanmoins. Si toutes es dynamiques quantiquesont une même limite lassique, y a t-il une limite ommune pour leur spetre et



82 CHAPITRE 7. MOD�ELE P�ERIODIQUE �A UN DEGR�E DE LIBERT�E.leurs �etats stationnaires (7.14) ?Dans les exemples que nous traiterons, nous verrons qu'au ontraire, les �etats sta-tionnaires peuvent avoir une forte d�ependane en fontion des param�etres (�1; �2), etette d�ependane sera quantitativement exprim�ee par l'indie topologique de Chern.Les �etudes num�eriques sont pr�esent�ees aux hapitres 2.7 et 2.8, mais apparaissentaussi au ours des hapitres qui suivent pour illustrer ertains propos.2. Les relations (7.10) et (7.13) s'interpr�etent omme le fait que le nombre d'�etatsquantiques est �egal au nombre de ellules de Plank (surfae �el�ementaire h) on-tenues dans l'espae de phase.C'est aussi ette relation que l'on retrouve dans les formules asymptotiques de Bohr-Sommerfeld, de Weyl ou de Thomas-Fermi, pour la limite �h! 0 :ardinal f�etatsj	n > t.q. E1 < En < E2g = (7.15)1h (Volume(q; p) t.q. E1 < H(q; p) < E2) + o( 1h)3. La ondition (7.10) peut parâ�tre tr�es restritive, en e�et Q;P �etant �x�es, elle nepermet d'�etudier qu'un nombre disret de valeurs de h :h = 1NQP N 2 IN (7.16)Nous pouvons ependant obtenir un nombre dense de valeurs de h dans IR, en posant: h = tN QP (N; t) 2 IN (7.17)qui s'�erit aussi : Nh = (tQ)P .Nous obtenons don �a nouveau l'�equation (7.10) et la d�eomposition qui s'en suitde l'espae de Hilbert en sous-espaes de dimension N , �a la di��erene pr�es que lad�eomposition se fait ette fois-i ave les sous-espaes propres de T̂(tQ) et T̂P .Classiquement, ela revient �a onsid�erer un espae de phase toro��dal, ontenant tr�epliques de la ellule de base (Q;P ) :Il y a don par l�a une di��erene essentielle entre la dynamique quantique et la dy-namique lassique : la dynamique lassique est indi��erente vis �a vis du nombre tde ellules identiques, alors que nous verrons dans l'analyse de ertains mod�eles,
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0 Q 2Q tQFigure 7.4: Espae de phase ontenant t ellules de basequ'un nombre t de puits identiques par translation, sera le si�ege d'e�et tunnel quan-tique, et responsable de la ondutivit�e dans le mod�ele de physique du solide expos�epr�e�edement.D'apr�es (7.17), nous d�eduisons que lorsque h varie de fa�on ontinue parmi les r�eels,le spetre de l'Hamiltonien Ĥ peut pr�esenter une struture ompliqu�ee en antor,pour la premi�ere fois mis en �evidene par R.D. Hofstadter [38℄ et ensuite analys�eepar M. Wilkinson [43℄. En prenant, QP = 1, haque fois que h est rationnel, h = tN ,le spetre est strutur�e en N bandes. Et la distribution non r�eguli�ere des valeurs deN lorsque h varie, est responsable de la struture fratale du spetre. Voir la �gure7.5. Cette struture a beauoup �et�e �etudi�ee par J. Bellisard, A. Barrelli, B. Hel�er,J. Sj�ostrand et leurs ollaborateurs [44℄. T. Geisel et al. [45℄ ont aussi montr�e que lespetre pr�esente une statistique de niveaux partiuli�ere, ave une loi en puissanes[45℄.
b) Op�erateurs de projetion sur les sous-espaes HN(�1; �2)Dans e paragraphe, nous allons introduire des op�erateurs de projetion qui orrespondentnaturellement �a la d�eomposition (7.11) de l'espae de Hilbert total H en sous-espaes or-thogonaux HN (�1; �2). P̂(�1;�2) sera l'op�erateur de projetion orthogonal sur le sous-espaeHN(�1; �2).Mais avant de donner leur expression, nous allons pr�eiser les notations, notamment intro-duire la notation de A.M. Perelomov [26℄ pour les op�erateurs de translation dans l'espaede phase plan, notation qui a l'avantage d'être tr�es maniable, et qui nous sera utile dans
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Figure 7.5: Struture en fratale du spetre "papillon de Hofstadter" du mod�ele de Harper(tir�ee de [46℄). Pour h = tN , fration rationnelle irr�edutible donn�ee, le spetre est strutur�e enN bandes. Notons que si N est pair, les deux bandes entrales sont d�eg�en�er�ees.



7.2. LE TORE EN M�ECANIQUE QUANTIQUE 85la suite.Ces op�erateurs ont d�ej�a �et�e utilis�es dans la partie 1, hapitre 2.1.A un point (q; p) 2 IR2 de l'espae de phase plan lassique est assoi�e un nombre omplexez 2 IC : z = 1p2�h(q + ip) (7.18)Nous rappelons que l'int�erêt d'un tel hangement d'�ehelle ave un fateur 1p�h est quedans le plan (q; p), une ellule de Plank est de surfae h alors que dans le plan z 2 IC,une ellule de Plank est de surfae onstante : 12 ind�ependante de �h.Les "sommets" du tore (Q; 0) et (0; P ) sont ainsi assoi�es respetivement aux nombresomplexes (voir la �gure (7.6)) :!1 = Qp2�h = sN�QP !2 = iPp2�h = isN�PQ (7.19)La relation (7.10) s'�erit alors : Im(�!1!2) = �N (7.20)
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Figure 7.6: Plan omplexe et plan en variables r�eellesL'expression de l'op�erateur de Translation d'une valeur z � (q; p), dans l'espae dephase, est donn�e par :D(z) = exp(za+ � �za) = exp(� i2�hqp) exp(ipq̂�h ) exp(�iqp̂�h ) (7.21)



86 CHAPITRE 7. MOD�ELE P�ERIODIQUE �A UN DEGR�E DE LIBERT�E.Ces op�erateurs de translation v�eri�ent la loi de omposition suivante : pour �; � 2 IC2D(�)D(�) = exp(iIm(� ��))D(�+ �) = exp(2iIm(� ��))D(�)D(�) (7.22)Remarque : leur non-ommutation est li�ee �a la surfae d'espae de phase Im(� ��) ontenuedans le parall�elogramme (�; �), voir la �gure 7.6. C'est ette partiularit�e qui est essen-tielle dans la orrespondane semi-lassique entre la m�eanique quantique et la m�eaniquelassique Hamiltonienne.Les op�erateurs de Translation T̂Q; T̂P (7.5) s'�erivent aussi :8<: T̂Q = D(!1) = exp(�i2�NP p̂)T̂P = D(!2) = exp(i2�NQ q̂): (7.23)Nous pouvons maintenant donner une expression des op�erateurs de projetion sur les �etatsp�eriodiques des espaes HN(�1; �2). Tout d'abord, l'op�erateur de projetion sur les �etatsp�eriodiques en position, v�eri�ant T̂Qj	 >= ei�1 j	 >, �1 2 [0; 2�℄, est donn�e par :P�1 = limN!1 �P+Nn1=�N e�in1�1T̂ n1Q � = �P+Nn1=�N 1�= " 1N Pn12ZZ e�in1�1 T̂ n1Q " (7.24)ave N = PZZ 1 qui est in�ni, mais ave lequel nous pouvons renormaliser les r�esultats.(L' op�erateur P�1 a pour e�et de rendre p�eriodique un �etat quelonque ave la phase on-venable �1) Nous pouvons v�eri�er que P�1 est hermitique, et que P 2�1 = P�1 et P�1 j	 >=j	 > si et seulement si T̂Qj	 >= ei�1j	 >.De même, l'op�erateur de projetion sur les �etats p�eriodiques en impulsion, v�eri�antT̂P j	 >= ei�2 j	 >,�2 2 [0; 2�℄, est donn�e par :P�2 = 1N Xn22ZZ e�in2�2 T̂ n2P (7.25)Grâe �a la ondition (7.9), es deux op�erateurs ommutent entre eux : P�1P�2 = P�2P�1 .Nous obtenons alors l'op�erateur de projetion P(�1;�2) sur le sous-espae HN(�1; �2) (7.12),qui a pour ation de rendre p�eriodique les veteurs, en position et impulsion, ave lesphases onvenables (�1; �2) : P(�1;�2) = P�1P�2 = P�2P�1 (7.26)



7.2. LE TORE EN M�ECANIQUE QUANTIQUE 87Son expression est, ompte tenu de (7.22) :P(�1;�2) = 1N 2 Xn1;n22ZZ2 ~D(�n1;n2; ~�) (7.27)ave : ~� = (�1; �2); �n1;n2 = n1!1 + n2!2 (7.28)~D(�n1;n2; ~�) = exp(�in1�1 � in2�2)D(!1)n1D(!2)n2= exp(�iFn1;n2;~�)D(�n1;n2) (7.29)Fn1;n2;~� = n1�1 + n2�2 + n1n2N� (7.30)Propri�et�es :1. ~D(�n1;n2; ~�) ~D(�n10;n20; ~�) = ~D(�n1+n10;n2+n20; ~�). C'est �a dire que es op�erateurs ontabsorb�e la phase de (7.22). Et pour j	 >2 HN(�1; �2) :~D(�n1;n2; ~�)j	 >= j	 > (7.31)2. Une autre propri�et�e qui nous servira pour le traitement des �etats oh�erents :D(�0)P~� = P~�+~�0D(�0) (7.32)ave ~�0 = (�01; �02) et �0 = �022� !1N � �012� !2N .3. Relation de fermeture : IH = ZZ[0;2�℄2 P(�1;�2)d�1d�2 (7.33)L'appendie D pr�esente les bases de l'espae HN (�1; �2) form�ees par les veteurs de posi-tion et d'impulsions. Ces bases sont partiuli�erement utiles pour e�etuer num�eriquementla diagonalisation de l'Hamiltonien Ĥ. L'appendie E pr�esente le alul des �el�ements dematrie de Ĥ dans la base de position jn; ~� >.Et 'est en diagonalisant num�eriquement la matrie de Ĥ �a (�1; �2) 2 [0; 2�℄2 �x�es, quenous obtenons les omposantes < n; ~�j	n(~�) > des veteurs propres, et les �energies En(~�),orrespondantes, voir (7.14).Des m�ethodes semi-lassiques permettent de bien onnâ�tre la valeur des �energies En(~�)et des �etats propres j	n(~�) > dans la limite N ! +1. Nous exposerons les r�esultatsg�en�eraux au hapitre 9 apr�es avoir introduit les �etats oh�erents et la distribution de Husimiau hapitre suivant. Nous verrons des r�esultats plus pr�eis dans le as partiulier o�u il ya e�et tunnel, au hapitre 11
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Chapitre 8Les �etats oh�erents, repr�esentationde Husimi sur le toreLes �etats oh�erents du plan ont �et�e d�erits dans la partie 1, hapitre 2. A.M. Perelomov[26℄, P. Leboeuf et A. Voros [15℄ ont d�e�ni les �etats oh�erents du tore omme �etantla projetion des �etats oh�erents du plan sur un sous-espaes HN(�1; �2), 'est-�a-direomme �etant des paquets d'ondes rendus p�eriodiques sur l'espae de phase. Ils parta-gent ave les �etats oh�erents standard (du plan) beauoup de propri�et�es, par exempleelle de l'orthogonalit�e �a la limite lassique N ! +1, et elle de l'existene d'une setionholomorphe (du �br�e en droites omplexes sur l'espae projetif).Un �etat oh�erent du tore a la propri�et�e d'appartenir �a un sous espae HN (�1; �2) et donlors de son �evolution, de rester dans e sous espae. Il y aurait la possibilit�e de faireune �etude ompar�ee des �evolutions selon l'espae d'appartenae (i.e. di��erentes valeursde ~�), e que nous ne ferons pas. Nous omparerons par ontre les �etats stationnaires �al'aide de l'indie de Chern. Ce que nous pouvons dire 'est que une di��erene dans les�evolutions peut se faire sentir si l'�etat oh�erent s'�etale sur l'espae de phase et que desph�enom�enes d'interf�erenes se produisent. Au minimum, ela peut arriver au bout d'untemps t � lnN , pour N !1, qui orrespond �a un "�etalement hyperbolique" du paquetd'onde (par exemple situ�e sur un point �xe instable de la �gure 11.1) [47℄.Une propri�et�e math�ematique que perdent les �etats oh�erents du tore par projetion, �a ~��x�e, est la possibilit�e de les obtenir par l'ation d'un groupe d'op�erateurs unitaires detranslation agissant sur un �etat de base. En quelques sortes, il n'y a plus "uniformit�equantique" de l'espae de phase. Cela est dû en fait �a l'op�eration qui rend p�eriodiqueun �etat oh�erent du plan et qui r�ee des interf�erenes, onstrutives ou destrutives selonle point de l'espae de phase. Mais nous verrons qu'�a la limite lassique N ! +1, es89



90CHAPITRE 8. LES �ETATS COH�ERENTS, REPR�ESENTATION DEHUSIMI SUR LE TOREinterf�erenes disparaissent de fa�on exponentielle.C'est e même ph�enom�ene d'interf�erenes qui gouvernera la dynamique et la valeur desindies de Chern (arat�erisant les �etats stationnaires) dans le as de l'e�et tunnel, auparagraphe 11.2. Nous en verrons ii le m�eanisme de base.Nous �nirons e hapitre en pr�esentant les distributions de Bargmann et de Husimi surle tore. Leur int�erêt r�eside dans le fait qu'elles fournissent une repr�esentation sur l'espaede phase d'objets quantiques (op�erateur ou �etat).La repr�esentation de Bargmann assoie un �etat j	 > de HN (�1; �2) �a une fontion holo-morphe th�eta de Jaobi sur le plan. La distribution de Husimi est une fontion positivesur le tore assoi�ee �a l'�etat j	 >. Chose remarquable, les z�eros de la distribution deHusimi (i.e. l'emplaement des pôles sur l'espae de phase), en nombre N , arat�erisentunivoquement l'�etat quantique j	 >. Cette orrespondane entre un �etat quantique etune olletion de N points sur l'espae de phase lassique a �et�e mis en valeur et disut�eeprinipalement par A. Voros et P. Leboeuf [48, 49, 15℄.Le hapitre 9 sera sp�eialement onsar�ee aux propri�et�es semi-lassiques de la distributionde Husimi d'un �etat stationnaire.
8.1 Les �etats oh�erents du toreNous utiliserons i-apr�es les mêmes notations que elles du paragraphe 2.1 utilis�ees pourpr�esenter les �etats oh�erents du plan (ou �etats oh�erents standard). La �gure (8.1) pr�esentela distribution de Husimi d'un �etat oh�erent du plan.Nous voudrions d�e�nir des �etats quantiques qui partagent les propri�et�es remarquablesdes �etats oh�erents standard, �a savoir leur d�ependane analytique et leur orthogonalit�e�a la limite lassique, mais ave la ondition suppl�ementaire d'appartenir �a un espaeHN (�1; �2) (7.12), 'est �a dire d'être invariants par les translations T̂Q et T̂P .Une fa�on naturelle d'obtenir de tels �etats est de projeter les �etats oh�erents jz > sur lesespaes HN(�1; �2), �a l'aide de l'op�erateur de projetion P~�, d�e�ni par (7.27).Pour z 2 IC, on d�e�nit ainsi un veteur oh�erent non normalis�e :jz; ~� >= P~�jz > (8.1)jz; ~� > omme jz > ont une d�ependane analytique en z.
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Figure 8.1: Un �etat oh�erent du plan en repr�esentation de Husimi. (q0; p0) = (0:6; 0:4), �h = 0:02.Le veteur normalis�e est : jz; ~� >n= jz; ~� >< z; ~�jz; ~� >1=2 (8.2)Voii tout de suite, sur la �gure 8.2, pour s'en faire une id�ee, la distribution de Husimisur le plan d'un tel �etat oh�erent (�a omparer ave l'image (8.1)).Cette �gure qui montre une superposition d'�etats oh�erents standard, traduit l'ex-pression suivante obtenue �a partir de (7.29) et (2.17) :jz; ~� > = P~�jz >=< zjz >1=2 Xn1;n22ZZ2 ~D(�n1;n2; ~�)jz>n= < zjz >1=2 Xn1;n22ZZ2 exp(�iFn1n2~�) exp (iIm (�n1n2�z))jz + �n1n2>n (8.3)Rappel : �n1n2 = n1!1 + n2!2, et Fn1n2~� = n1�1 + n2�2 + n1n2N�.Nous obtenons aussi que les veteurs jz + �n1;n2; ~� > et jz; ~� > sont proportionnels entreeux, pour n1; n2 2 ZZ2, et don que les �etats quantiques orrespondants sont �egaux :jz + �n1;n2; ~�>n = e(iFn1n2~�)e(�iIm(�n1n2 �z))jz; ~� >n (8.4)Ainsi, dans l'espae des �etats quantiques (l'espae projetif), les �etats oh�erents du tore(�a ~� �x�e) forment une surfae �equivalente au tore.



92CHAPITRE 8. LES �ETATS COH�ERENTS, REPR�ESENTATION DEHUSIMI SUR LE TORE

0

0.5

1

1.5
2

0

0.5

1

1.5

2

0
0.2
0.4
0.6
0.8
1

0

0.5

1

1.5
2

0

0.5

1

1.5

2

0
0.2
0.4
0.6
0.8
1

H  (q,p)
|q ,p ,θ>

0 0

p

q

Figure 8.2: Distribution de Husimi d'un �etat oh�erent du tore jz; ~� >, repr�esent�e sur le plan(q; p).N = 8. P�eriodes du tore : Q = P = 1, (�1; �2) = (0; 0), (q0; p0) = (0:6; 0:4).Inversement, d'apr�es la relation (7.33) :jz >= ZZ d2~�jz; ~� > (8.5)e qui signi�e que la somme des �etats oh�erents jz; ~� > (�gure 8.2) se loalise en z dansle plan omplexe (�gure 8.1). En fait le lieu de loalisation peut être d�epla�e de �n1;n2grâe �a un fateur de phase appropri�e i(n1�1 + n2�2) :jz + �n1;n2>n = ZZ d2~�jz + �n1;n2; ~�>n= e(�iIm(�n1n2 �z))(�1)n1n2N ZZ d2~�ei(n1�1+n2�2)jz; ~� >nCette derni�ere propri�et�e que nous g�en�eraliserons, sera utile au paragraphe 10.7 pour don-ner une interpr�etation �a la formule de Kubo qui identi�e la ondutivit�e et l'indie deChern dans le mod�ele d'�eletrons dans un onduteur plan.Finalement, remarquons que d'apr�es la relation (7.32), l'ation d'un op�erateur de trans-lation D(�) (�equation 7.21), sur un �etat oh�erent du tore est :D(�)jz; ~� > = D(�)P~�jz >= P~�+~�0D(�)jz>n < zjz >1=2= P~�+~�0eiIm(��z)jz + �>n < zjz >1=2



8.2. PH�ENOM�ENES D'INTERF�ERENCES DANS LA CONSTRUCTION D'UN �ETAT COH�ERENT DUTORE.93= eiIm(��z)jz + �; ~� + ~�0 > < zjz >1=2< z + �jz + � >1=2= jz + �; ~� + ~�0 > exp(���z � j�j22 ) (8.6)ave � = �022� !1N � �012� !2N .Cete ation n'est don invariante dans HN (�1; �2) que pour les translations disr�etes dutype D(�k;k0), ave k; k0 2 ZZ et : �k;k0 = k!1N + k0!2N (8.7)8.2 Ph�enom�enes d'interf�erenes dans la onstru-tion d'un �etat oh�erent du tore.Nous nous proposons de aluler la norme des �etats jz; ~� > (�eq. 8.1), 'est �a dire d'�evaluer< z; ~�jz; ~� > .Voii une premi�ere �evaluation de la norme de jz; ~� >, en utilisant la relation (7.32) :< z; ~�jz; ~� > = < zjP 2~� jz >=< zjP~�jz >= < zjz > <n 0jD(�z)P~�D(z)j0>n= < zjz > <n 0jP~�+~�0j0>n (8.8)ave (�01; �02) donn�e par z = �022� !1N � �012� !2N . Don �01 = �2�N pP et �02 = 2�N qQ .Le fateur < zjz >= exp(z�z) est propre aux �etats oh�erents du plan. Le deuxi�eme termeest doublement p�eriodique en z, de p�eriodes !1N et !2N .L'id�ee est d'utiliser l'expression (7.27) du projeteur, et de ne onsid�erer �a la limite N !+1 que la ontribution de ellules voisines.<n 0jP~�+~�0j0>n = <n 0jPn1;n22ZZ2 ~D(�n1;n2; ~� + ~�0)j0>n= Pn1;n2 <n 0jD(�n1;n2)j0>n e�iFn1;n2;~�+~�0= Pn1;n2 <n 0j�n1;n2>n e�iFn1;n2;~�+~�0or : < 0j�n1;n2>n = exp �j�n1;n2j22 != expf� �N2QP �(n1Q)2 + (n2P )2�g (8.9)



94CHAPITRE 8. LES �ETATS COH�ERENTS, REPR�ESENTATION DEHUSIMI SUR LE TOREdon :<n 0jP~�+~�0j0>n = 1 +Pn12ZZ;n2>0;(etn2=0si n1>0) expf� �N2QP ((n1Q)2 + (n2P )2)g(�1)n1n2N2 os (n1(�1 + �01) + n2(�2 + �02))(8.10)Dans la limite lassique N ! +1, les termes prinipaux de la somme (8.10) vont donêtre (en supposant Q � P ) :(n1; n2) = (0; 0); (1; 0); (0; 1); (�1; 0); (0;�1) (8.11)C'est �a dire que outre l'auto-interf�erene (0; 0), nous onsid�erons le reouvrement ave lesquatres plus prohes voisins.
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Figure 8.3: Cellules voisines prises en ompte dans l'approximation de l'interf�ereneDans ette approximation (exponentiellement bonne), (8.10) donne :< z; ~�jz; ~� >< zjz > = <n 0jP~�+~�0 j0>n � 1 + 2e(��N2 )[os(�1 � 2�N pP ) + os(�2 + 2�N qQ)℄ (8.12)ave, nous le rappelons : < zjz >= exp(z�z).Cette �evaluation, repr�esent�ee sur la �gure (8.4), montre lairement que lorsqu'un �etatoh�erent du plan est rendu p�eriodique jz; ~� >= P~�jz >, il se produit un ph�enom�ened'interf�erene responsable de utuations exponentiellement faibles autour d'une valeuronstante. Ce ph�enom�ene d'interf�erene est onstrutif ou destrutif selon la position zde l'�etat et selon la valeur des phases (�1; �2) �xant les onditions de p�eriodiit�e.
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Figure 8.4: Norme de l'�etat jz; ~� > en fontion de z et pour (�1; �2) = (�2 ; �2 ); N = 3.Q = P = 1. De fa�on g�en�erale, l'amplitude est � e��N2 , la �gure pr�esente N � N bosses etreux. Et (�1; �2) ont pour e�et de translater la �gure de Æq = �2Q2�N et Æp = � �1P2�N , en aordave la �gure D.1.8.3 Repr�esentation de Bargmann et de HusimiLes �etats oh�erents sont des �etats quantiques assoi�es aux points de l'espae de phaselassique. Par ailleurs, les �etats oh�erents du plan v�eri�ent une relation de fermeture, quisigni�e qu'ils forment une base surompl�ete de l'espae de Hilbert :IH = ZZ dq dp2��h jqp>n <n qpj (8.13)Une repr�esentation d'un �etat quantique j	 > sur l'espae de phase s'obtient don na-turellement en onsid�erant ses omposantes <n qpj	 > dans la famille des �etats oh�erents�a l'aide de ette relation de fermeture.Cela nous am�ene �a deux repr�esentations int�eressantes :1. La repr�esentation de Bargmann 	(z) =< zj	 > qui est une fontion analytique enz = (q+ ip)=p2�h. Des propri�et�es partiuli�eres en d�eoulent, notamment onernantses z�eros (i.e. les lieux o�u elle est nulle).2. La repr�esentation de Husimi H	(z) = j <n zj	 > j2 qui est une fontion positivesur l'espae de phase et qui permet de faire des orrespondanes assez diretes avela m�eanique lassique. Par exemple, dans la limite N ! +1, une distributionde Husimi satisfait l'�equation d'�evolution lassique de Liouville au premier ordre[31, 6℄.



96CHAPITRE 8. LES �ETATS COH�ERENTS, REPR�ESENTATION DEHUSIMI SUR LE TOREa) La distribution de BargmannLes r�esultats qui suivent ont �et�e obtenus par A. Voros et P.Leboeuf [48, 15℄. Consid�eronsun �etat j	 >2 HN(�1; �2), ave ~� 2 [0; 2�℄2.Les �etats oh�erents du plan non normalis�es : jz >= eza+j0 > ont une d�ependane analy-tique en z 2 IC. Ainsi la repr�esentation de Bargmann :	~�(z) =< zj	 > (8.14)est une fontion anti-analytique en z.Remarque : Une d�e�nition ave les �etats oh�erents du tore (8.1) serait �equivalente, et esera la même hose pour la distribution de Husimi, ar :	~�(z) =< z; ~�j	 >=< zjP~�j	 >=< zj	 > (8.15)La distribution de Bargmann de j	 > pr�esente quelques propri�et�es d�eoulant del'appartenane de j	 > �a HN (�1; �2).D'apr�es (7.31),< zj	 > = < zj ~D(�n1;n2; ~�)j	 >= e�iFn1;n2;~� < zjD+(��n1;n2)j	 >= e�iFn1;n2;~�e��z� j�j22 < z � �n1;n2j	 >don 	~�(z � �n1;n2) = eiFn1;n2;~�e���z+ j�j22 	~�(z) (8.16)qui est l'�equation fontionnelle pour les fontions th�eta de Jaobi [26℄. Ses z�eros sontp�eriodiques dans le pan IC, de p�eriodes ~Q et ~P . Nous allons maintenant nous int�eresseraux z�eros (zk) situ�es dans une ellule, �a l'aide de la formule g�en�erale pour les fontionsanalytiques, qui est que pour une fontion analytique f(z), dont les z�eros dans un domainede ontour C sont not�es (zk), et pour n 2 IN :Xk znk = 12�i IC zn f 0(z)f(z) dz (8.17)Nous appliquons ii ette formule pour la fontion antianalytique 	(z), pour n = 0 etn = 1.A l'aide de (8.16), nous avons :ardinal (zk) = 12�i I 	0(z)	(z) d�z = N (8.18)



8.3. REPR�ESENTATION DE BARGMANN ET DE HUSIMI 97(l'int�egrale se fait sur le ontour d'une ellule, dans le sens indiret). Cela signi�e que	(z) poss�ede N z�eros exatement dans le domaine d'une ellule.De plus, NXk=1 �zk = 12�i I �z	0(z)	(z) d�z= �N2 (�!1 + �!2) + (�!1 �22� � �12� �!2) (8.19)Ce qui signi�e que le baryentre de es N z�eros z0=N = 1p2�h(q0+ ip0) est �x�e (mais d�ependde ~�). �z0=N = �12(�!1 + �!2) + 1N (�!1 �22� � �12� �!2) (8.20)q0 + ip0 = �12(Q+ iP ) + 1N ( �22�Q� i �12�P )Finalement, omme l'ont mit en valeur P. Leboeuf et A. Voros [49, 15℄ signalons qu'unth�eor�eme de fatorisation de Weierstrass aÆrme que la fontion 	(z) est d�etermin�ee (saufsa phase globale) par l'emplaement des N z�eros (zk) dans la ellule :	(z) = Z	e 1N PNk=1(zk�pNz0=1)�z NYk=1	1(z0=1 + z � zkpN ) (8.21)o�u 	1 est la fontion de Bargmann orrespondant �a N = 1, et z0=1 = � 12pN (�!1 + �!2) +1pN (�!1 �22� � �12� �!2) est son unique z�ero. Z	 est un fateur de normalisation.Ainsi, la repr�esentation de Bargmann assoie �a haque �etat quantique j	 >2 HN (�1; �2)une fontion anti-analytique th�eta de Jaobi, qui est arat�eris�ee par la olletion de Npoints sur le tore (ses z�eros), dont le baryentre est �x�e par (8.19).Remarquons au sujet des dimensions, que l'espae des N -uplets de z�eros, v�eri�ant(8.19) est de dimension omplexe (N � 1). En rajoutant une dimension orrespondant �ala multipliation des fontions par un nombre omplexe (qui orrespond �a la libert�e dephase globale ), on retrouve le r�esultat (7.13), qui aÆrme que la dimension de HN (�1; �2)est N .Il est remarquable ii qu'un �etat quantique soit enti�erement arat�eris�e par la positiondes N z�eros de sa distribution de Bargmann. On retrouve ette propri�et�e dans le asde la limite lassique ave les �etats oh�erents de SU(2) [50℄, o�u l'espae de phase est lasph�ere S2. Cette propri�et�e est intimement li�ee au fait que l'espae de phase soit ompat(et aussi de dimension deux, a�n de pouvoir utiliser la th�eorie des fontions analytiques



98CHAPITRE 8. LES �ETATS COH�ERENTS, REPR�ESENTATION DEHUSIMI SUR LE TORE�a une variable). Il est important de remarquer que les z�eros de la fontion de Bargmannsont des singularit�es topologiques, omme les z�eros de toutes les fontions analytiques ).Cela signi�e qu'en modi�ant la fontion parmi les fontions analytiques, les z�eros peuventse d�eplaer, se reouvrir, mais ni disparâ�tre, ni apparâ�tre.Remarque : La repr�esentation de Bargmann des �etats de position jn; ~� > est �a partir de(D.4) : < zjn; ~� >= � 2NQP �1=4 expf�12z2 � 12(2�NQP )[QN � �22� + n�℄2+q2(2�NQP ) � �22� + n� zg#3(V; �) (8.22)ave : #(V; �) = P�2ZZ exp (i���2 + 2i�V )� = iNQPV = � �12 + i �PQ( �22� + n)� iq�NQP z (8.23)Cette expression permet de aluler num�eriquement la distribution de Bargmann d'un�etat stationnaire j	n(~�) >, (en tronquant la somme (8.23) dont les termes d�eroissentexponentiellement vite ave �). En e�et la diagonalisation de l'Hamiltonien Ĥ (E.3), oudu propagateur Û (12.20), dans la base jn; ~� > fournit les oeÆients < n; ~�j	n(~�) >; n = 0! N � 1, et l'on a d'apr�es la relation de fermeture (D.6) :< zj	n(~�) >= N�1Xn=0 < zjn; ~� >< n; ~�j	n(~�) > (8.24)b) La distribution de Husimi.La distribution de Husimi d'un �etat j	 >2 HN (�1; �2) est la fontion positive d�e�nie surle tore : H	(z) = j <n zj	 > j2 = j	(z)j2e�z�z (8.25)Elle est bien d�e�nie sur le tore ar �a l'aide de (7.31),on obtient que H	 est p�eriodique partranslation : H	(z + �n1;n2) = H	(z); 8n1; n2 2 ZZ (8.26)Les z�eros de H	(z) sont les z�eros de 	(z), qui arat�erisent l'�etat quantique, nous l'avonsvu. On remarque don que la distribution de Husimi qui ne onerne que le module de	(z), ontient n�eanmoins toute l'information sur l'�etat quantique. Cela est dû �a la pro-pri�et�e g�en�erale des fontions analytiques qui sont d�etermin�ees par leur module.



8.3. REPR�ESENTATION DE BARGMANN ET DE HUSIMI 99De la propri�et�e de fatorisation de la fontion de Bargmann (8.21), on d�eduit une fatori-sation de la distribution de Husimi :H	(z) = Z2 NYk=1H	1  z0=1 + z � zkpN !Si l'on d�e�nit une distribution de Husimi ave les �etats oh�erents du tore, ette fois-i ler�esultat est di��erent :H0	(z) = j <n z; ~�j	 > j2 = j < zjP~�j	 > j2< z; ~�jz; ~� > = H	(z) 1< 0jP~�+~�0j0 >Mais le fateur < 0jP~�+~�0j0 > utue tr�es faiblement autour de 1 omme nous l'avons vu(8.12, �gure 8.4).Comme exemple de distribution de Husimi, elle d'un �etat oh�erent du tore est repr�esent�eesur la �gure 8.2. Dans les paragraphes suivants, nous allons partiuli�erement nous int�e-resser aux distributions de Husimi des �etats stationnaires.
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Chapitre 9Etats stationnaires d'unedynamique int�egrable.Les distributions de Husimi assoi�ees aux �etats stationnaires de la dynamique ont beau-oup �et�e �etudi�ees es derni�eres ann�ees [31, 51℄.Pour une dynamique int�egrable, l'aspet qualitatif de es distributions est di��erent, selonqu'il y a e�et tunnel ou pas. Dans e hapitre, nous allons d�erire es di��erents as, dansle adre partiulier qui nous int�eresse, �a savoir la dynamique sur le tore. Il faut noter quel'aspet qualitatif des distributions de Husimi pour une dynamique non int�egrable est tr�esdi��erent, et nous aborderons e sujet au paragraphe 12.2.Pour une dynamique int�egrable, g�en�er�ee par un Hamiltonien ind�ependant du temps, lesm�ethodes semi-lassiques omme la m�ethode W.K.B. montrent que ertaines trajetoiresp�eriodiques (dites quanti��ees) sont assoi�es �a des �etats stationnaires. Or les trajetoiresse divisent en trois lasses, omme nous l'avons vu au paragraphe 7.1 :1. Les trajetoires p�eriodiques ontratibles.2. Les trajetoires p�eriodiques non-ontratibles (de type (n1; n2) 6= (0; 0)).3. Correspondant aux valeurs exeptionelles de l'�energie o�u le Hessien de l'Hamiltonienest nul, il y a les points �xes (stables et instables) et les s�eparatries.Les deux premiers paragraphes s'attaheront �a d�erire les distributions de Husimi assoi�esaux trajetoires p�eriodiques ontratibles et non-ontratibles, en ajoutant quelques motsonernant les points �xes et les s�eparatries.Les r�esultats qui seront pr�esent�es sont aussi valables dans les r�egions presques r�eguli�eres101



102 CHAPITRE 9. ETATS STATIONNAIRES D'UNE DYNAMIQUE INT�EGRABLE.d'une dynamique non-int�egrable, pour d�erire des �etats stationnaires assoi�es �a des our-bes invariantes.Un ph�enom�ene purement quantique (i.e. sans analogue lassique) se produit dans le asd'une dynamique r�eguli�ere, lorsque deux �etats stationnaires ont des �energies suÆsammentvoisines. Il y a alors un ph�enom�ene de r�esonane qui fait que les �etats stationnaires sonthaun r�epartis sur deux trajetoires di��erentes. Une distribution initialement loalis�eesur une trajetoire peut alors, lors de son �evolution, passer sur l'autre trajetoire par"e�et tunnel". Nous d�erirons e m�eanisme au paragraphe 9.3.
9.1 Etat stationnaire assoi�e �a une trajetoire on-tratiblea) Existene de quasi-modesLes artiles [52, 53, 54℄ d�erivent les �etats stationnaires en repr�esentation de Husimidans le as d'une dynamique int�egrable, �a l'aide d'une m�ethode W.K.B. modi��ee (entravaillant sur l'espae de phase, e qui �evite les probl�emes de raordements li�es �a lapr�esene de austiques, propres �a la repr�esentation en position). Ces r�esultats onernentla quanti�ation de trajetoires p�eriodiques dans le plan, et s'appliquent don ii pour lestrajetoires ontratibles sur le tore. Les trajetoires non-ontratibles sur le tore, ne sontpas p�eriodiques sur le plan, et nous verrons au paragraphe suivant omment modi�er lesr�egles de quanti�ation.La m�ethode W.K.B. dans le as �a une dimension, permet de onstruire des quasi-modesassoi�es �a des trajetoires p�eriodiques. Un quasi-mode est un �etat quantique 	 dont lesr�egions de fortes amplitudes de la distribution de Husimi sont loalis�ees sur une trajetoirep�eriodique, et e quasi-mode v�eri�e l'�equation de Shr�odinger stationnaire Ĥ	 = E	 �al'ordre �hN , pour tout N � 2, et dans la limite �h! 0.Voii le r�esultat obtenu dans les artiles [52, 53, 54℄ :Dans la limite lassique �h! 0, une trajetoire � d'�energie E supporte un quasi-mode sielle v�eri�e la ondition de quanti�ation de Bohr-Sommerfeld :I� pdq = (n+ 12)h+ o(h) n 2 IN (9.1)



9.1. ETAT STATIONNAIRE ASSOCI�E �A UNE TRAJECTOIRE CONTRACTIBLE103Alors, la distribution de Husimi du quasi-mode est (�a l'ordre �h) :H	(q; p) = N 1v(q; p) exp0��2�h  HW (q; p)� Ev(q; p) !21A (9.2)o�u HW (q; p) est l'Hamiltonien lassique (symbole de Weyl), et v(q; p) est la vitesse dupoint (q; p) sur l'espae de phase.L'�energie du quasi mode est E, l'�energie de la trajetoire lassique (�a l'ordre �h).Remarques :1. L'int�egrale sur le ontour de la trajetoire H pdq est l'aire englob�ee par elle-i.2. Le symbole de Weyl HW di��ere �a l'ordre �h du symbole normal, voir la partie 1,A.65.La distribution de Husimi du quasi-mode est don bien onentr�ee sur la trajetoire aveune intensit�e d�ependant de la vitesse. (A la di��erene d'une distribution invariante deLiouville).En g�en�eral un quasi-mode est un �etat stationnaire �a la limite �h! 0, sauf dans le as o�uplusieurs quasi-modes se trouvent avoir la même �energie E. Il y a alors un ph�enom�ene der�esonane que nous d�erirons partiellement au paragraphe 9.3, et que nous analyseronsau paragraphe 11.2. Mais e as est exeptionnel en e sens qu'il est non g�en�erique. Ilest par exemple dû �a des sym�etries de l'Hamiltonien, ou pour un Hamiltonien d�ependantd'un param�etre, �a des valeurs partiuli�eres du param�etre.L'expression (9.2), nous renseigne sur la distribution de Husimi de l'�etat stationnaireseulement au voisinage de la trajetoire p�eriodique quanti��ee, mais P. Leboeuf et A. Voros[48, 49, 15℄, ont montr�e que l'on pouvait avoir des informations aussi sur la distributiondans des r�egions o�u elle est tr�es faible en intensit�e, notamment l�a o�u elle s'annule. Pluspr�eis�ement, nous avons vu d'apr�es (8.18) que la distribution s'annule en N points del'espae de phase. Lorsque la dynamique est int�egrable, es N z�eros se situent sur deslignes et sont �eloign�es les uns des autres d'une distane de l'ordre de �h. L'argument,onfort�e par les exp�erienes num�eriques, est bas�e sur l'expression semi-lassique W.K.B.de l'�etat stationnaire.De plus, la m�ethode W.K.B. montre que pour une trajetoire quanti��ee v�eri�ant (9.1)ave n 2 IN, la fontion de Bargmann du quasi-mode v�eri�e :12�i I 	0(z)	(z) d�z = n (9.3)



104 CHAPITRE 9. ETATS STATIONNAIRES D'UNE DYNAMIQUE INT�EGRABLE.et don la fontion de Bargmann omme la distribution de Husimi ontiennent n z�eros �al'int�erieur de la trajetoire (et N � n z�eros �a l'ext�erieur).Pour les appliations num�eriques, on peut loaliser pr�eis�ement haque z�ero sur l'espaede phase en utilisant une m�ethode de dihotomie et la propri�et�e qui est que le nombre dez�eros ontenus dans un ontour C est n = 12�i HC 	0(z)	(z) d�z.Remarquons que l'expression (9.2) ne fait pas intervenir les param�etres de p�eriodiit�ede la fontion d'onde (�1; �2). Par ons�equent, l'�etat stationnaire j	n(�1; �2) > assoi�e �aune trajetoire ontratible quanti��ee, ne d�epend pas de (�1; �2) (�a tout ordre en �h [41℄)pour �h ! 0, et son �energie En(�1; �2) est elle même onstante (�a �h1 pr�es). Autrementdit, la bande d'�energie En(�1; �2) a une largeur exponentiellement faible (/ �h� exp �� �h�,que M. Wilkinson [43℄ a �evalu�e au moyen de orretions semi-lassiques pour l'e�et tunnelentre di��erentes ellules), et la distribution de Husimi de j	n(�1; �2) > ne utue pas ave(�1; �2). Elle est �g�ee et onentr�ee sur la trajetoire lassique.Intuitivement, ela se omprend par le fait que le quasi-mode est onstruit loalement surune trajetoire ontratible. D'une part la trajetoire est un objet lassique ind�ependantde (�1; �2), et d'autre part la r�egle de Bohr-Sommerfeld (9.1) pour la phase de 	(z) estaussi ind�ependante de (�1; �2) ar la trajetoire est ontratible.b) Illustration sur le mod�ele de HarperVoii des distributions de Husimi pour le Hamiltonien de Harper :H(q; p) = � os(2�q)� os(2�p) (9.4)(On a hoisi Q = P = 1).La �gure 9.1 (a) montre les trajetoires lassiques. Toutes sont p�eriodiques et ontratibleshormis la s�eparatrie et les points �xes instables.La �gure 11.3 en D = 0, montre le spetre des bandes d'�energies En(~�) pour N = 21niveaux. (Don �h = 12�N = 0:0075). On y observe que les bandes sont e�etivement tr�es�etroites sauf au voisinage de l'�energie de la s�eparatrie. La position moyenne des bandesest pr�edite �a l'ordre �h par la r�egle de quanti�ation de Bohr-Sommerfeld (9.1).La �gure (9.1) nous montre la distribution de Husimi de l'�etat n = 13, pour di��erentesvaleurs de (�1; �2). On peut y v�eri�er qualitativement la onordane ave l'expression(9.2) :



9.1. ETAT STATIONNAIRE ASSOCI�E �A UNE TRAJECTOIRE CONTRACTIBLE1051. La distribution est bien onentr�ee le long d'une trajetoire lassique, et a uneamplitude plus forte pr�es des points �xes, o�u la vitesse est plus faible.2. (N � n) = 8 z�eros sont situ�es �a l'int�erieur de la trajetoire. Ils sont align�es.3. La distribution varie tr�es peu ave (�1; �2).
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(a) (b)Figure 9.1: Trajetoire lassique et distribution de Husimi pour le Hamiltonien de Harper (9.4).N = 21 n = 13. Les �etoiles indiquent l'emplaement des z�eros.(a) : (�1; �2) = (0; 0) (b) : (�1; �2) = (�=2; �=2)) Distribution de Husimi pr�es d'une s�eparatrieLa distribution de Husimi d'un �etat assoi�e �a un point �xe instable a �et�e �etudi�ee [55, 56,57, 58, 59℄ dans le as de probl�emes �a une dimension. La m�ethode onsiste �a onstruireune distribution invariante au voisinage du point �xe, que l'on reolle �a des distributionsonstruites sur les branhes de la s�eparatrie. Cela permet d'obtenir l'expression de ladistribution de Husimi et elle du spetre d'�energie.Si l'ensemble du point �xe instable et de la s�eparatrie est ontratible, alors les onditionsde p�eriodiit�e (�1; �2) n'interviennent pas dans es expressions, et la bande d'�energie estdon �etroite. Voii pour illustration, le mod�ele :HR(q; p) = � os(2�q)� os(4�p)� 14 os(4�q + �4 )� os(2�p) (9.5)



106 CHAPITRE 9. ETATS STATIONNAIRES D'UNE DYNAMIQUE INT�EGRABLE.dont les trajetoires sont dessin�ees sur la �gure 9.3. Il y a trois s�eparatries, une on-tratible, et les deux autres non ontratible. La �gure 9.2 montre le spetre pour N = 21,pr�es de l'�energie de la s�eparatrie ontratible qui s�epare les deux puits du entre. Onv�eri�e que les bandes sont �etroites. Les doublets de valeurs propres pour des �energiessup�erieures sont dues �a de l'e�et tunnel entre les deux familles de trajetoires qui sontalors pr�esentes.
21 1.2 1.4 1.6 1.80.80.6
E

Figure 9.2: Spetre de l'Hamiltonien (9.5) N = 21. En pointill�es, l'�energie lassique de las�eparatrie ontratible. Pour des �energies plus �elev�ees, les bandes vont par doublets quasi-d�eg�en�er�es.La �gure 9.3 montre la distribution de Husimi de l'�etat n = 17, pour di��erentesvaleurs de (�1; �2). On y v�eri�e �a nouveau la onentration de la distribution sur le point�xe instable, ainsi que la quasi-ind�ependane de la distribution ave les param�etres dep�eriodiit�e (�1; �2).L'ind�ependane de la distribution de Husimi en fontion de (�1; �2) est arat�eristiquedes �etats stationnaires quanti�ant des trajetoires ontratibles. En partiulier leurs z�erosne reouvre pas tout l'espae de phase lorsque (�1; �2) varient, et ela sera quantitativementexprim�e au hapitre suivant par l'indie de Chern qui dans e as est nul.9.2 Etat stationnaires assoi�es �a une trajetoire non-ontratiblea) R�egle de quanti�ationM. Wilkinson [43℄ a obtenu la r�egle de quanti�ation pour les trajetoires non ontratiblessur le ylindre, en appliquant la m�ethode W.K.B. au probl�eme du penduleH = p22 +os(q),
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Figure 9.3: Trajetoires et distribution de Husimi de l'Hamiltonien (9.5). N = 21 n = 17.(a) : (�1; �2) = (0; 0) (b) : (�1; �2) = (�=2:�=2)a�n de d�eduire une r�egle de quanti�ation pour les trajetoires non ontratibles du tore.Dans e paragraphe, nous r�eobtenons diretement ette r�egle �a partir d'un argumentdi��erent et pr�esent�e dans la partie 1 hapitre 4, qui est que les trajetoires quanti��ees ontune phase de Berry nulle.La lasse d'homotopie d'une trajetoire non ontratible est arat�eris�ee par un oupled'entier (n1; n2) 2 ZZ2 tel que (n1; n2) 6= (0; 0).Il est n�eanmoins possible dans le as int�egrable, de onstruire un quasi-mode assoi�e �a unetelle trajetoire. En e�et loalement, la m�ethode W.K.B. est toujours valable, seulementla r�egle de quanti�ation globale (9.1) hange, l'expression (9.2) elle, subsiste.Dans la partie 1, nous avons vu que la ondition de quanti�ation sans indie de Maslov d'unetrajetoire p�eriodique �a l'ordre �h s'exprime par le fait que sa phase de Berry (sur les �etatsoh�erents standard) est nulle (modulo 2�), voir (4.4).Or pour une trajetoire p�eriodique sur le tore, de lasse d'homotopie (n1; n2) 2 ZZ2 sur le tore,passant par z(0) = 1p2�h(q0 + ip0) 2 IC et z(T ) = z(0) + �n1;n2 , la phase de Berry est :� = �1 + �2o�u �1 est la di��erene de phase entre les �etats jz(0) > et jz(T ) >, donn�ee par (8.4) :jz(T ); ~�>n = ei�1 jz(0); ~�>n�1 = Fn1;n2;~� � Im(�n1;n2�z0)= 12�h [(n1Q)(n2P ) + (n1Q)p0 � (n2P )q0℄ + n1�1 + n2�2



108 CHAPITRE 9. ETATS STATIONNAIRES D'UNE DYNAMIQUE INT�EGRABLE.Fn1;n2;~� et �n1;n2 sont donn�es par (7.30), et �2 exprime la di��erene de phase entre le transportparall�ele et l'�etat jz(T )>n . D'apr�es (1.18), et (F.3) :�2 = �1i R T0 A= 12�h R (qT ;pT )(q0;p0) (pdq � qdp)Finalement, la phase de Berry est un multiple de 2�, si :� = n1�1 + n2�2 + 1�hS = 2�nave n 2 ZZ, et o�u S est la somme des surfaes de l'espae de phase provenant des autres termesde �1 et �2. On montre failement que 'est aussi la surfae situ�ee �a droite de la trajetoiredans une ellule �el�ementaire. On vient d'appliquer ii la r�egle de quanti�ation d'Einstein, qu'ilonvient de orriger par l'indie de Maslov. Or l'indie de Maslov est �nt2 o�u nt est le nombrede tours e�etu�es par le veteur vitesse dans l'espae de phase sur une p�eriode (voir [60℄, oul'�equation (4.17)). On d�eduit don que l'indie de Maslov est nul pour les trajetoires non on-tratibles, et qu'il est (�12) pour les trajetoires ontratibles.La nouvelle r�egle de quanti�ation est don :L'�energie E d'une trajetoire est quanti��ee si la trajetoire v�eri�e :S = (n+ [12℄� n1 �12� � n2 �22� )h (9.6)ave n 2 ZZ, et l'indie de Maslov 12 seulement pour les trajetoires ontratibles (n1; n2) =(0; 0).Si l'on onsid�ere le graphe de la trajetoire dans une ellule �el�ementaire du tore, S estla surfae de la ellule situ�ee �a droite de la trajetoire. (Ou e qui donnerait le mêmer�esultat, la surfae situ�ee �a gauhe de la trajetoire ompt�ee n�egativement).Les �gures (9.4), (9.5), (9.6) montrent quelques exemples de trajetoires, visualisant lasurfae S.
ou

Figure 9.4: Trajetoires ontratibles (n1; n2) = (0; 0)



9.2. ETAT STATIONNAIRES ASSOCI�ES �A UNE TRAJECTOIRE NON-CONTRACTIBLE109La r�egle (9.6) ontient don en partiulier le as des trajetoires ontratibles (9.1).Dans e as d'ailleurs, le signe de l'ation S ne joue pas ar la r�egle (9.6) reste valable, etS peut être la surfae �a l'ext�erieur ou �a l'int�erieur de la trajetoire; ela ne joue pas arStot = QP = Nh.
ou ou;

+-
-+Figure 9.5: Trajetoires de type (1; 0) et (0; 1)

x1 x2
x3Figure 9.6: Trajetoire de type (1; 2). Pour aluler S dans e as, il faut ajouter haque portionde surfae ave la multipliit�e indiqu�ee.Remarque : Les trajetoires d'�energie plus �elev�ees se trouvent �a gauhe d'une trajetoiredonn�ee, du fait que �t(q; p) ^ ~grad(H) � 0. Don E(S) est une fontion roissante.Au appendies (B, C), il est montr�e que l'�etude g�en�erale d'une dynamique int�egrableposs�edant des trajetoires non ontratibles de type (n1; n2), se ram�ene �a l'�etude de tra-jetoires non ontratibles de type (0; 1). On v�eri�e que la r�egle de quanti�ation (9.6)ob�eit �a ette orrespondane. En e�et �a l'aide de (C.6), on obtient : S = S 0 = (n� �02)hqui est aussi la r�egle de quanti�ation d'une trajetoire de type (0; 1).



110 CHAPITRE 9. ETATS STATIONNAIRES D'UNE DYNAMIQUE INT�EGRABLE.b) Appliation, struture des bandes du mod�ele de HarperNous allons appliquer la r�egle de quanti�ation (9.6) pour omprendre qualitativement lastruture en bande du mod�ele de Harper (7.3).H(q; p) = �V1 os(2�q)� V2 os(2�p) (9.7)ave V1 = 1; V2 = 0:5.
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0 Figure 9.7: Trajetoires- L'�energie minimum est elle du point �xe stable (q; p) = (0; 0) . Emin = �V1 � V2 =�1:5.- Il y a ensuite un point �xe instable en (q; p) = (0; 12), d'�energie ES1 = �V1+V2 = �0:5.- Puis un point �xe instable en (q; p) = (12 ; 0), d'�energie ES2 = V1 � V2 = 0:5.- En�n un point �xe stable d'�energie maximum en (q; p) = (12 ; 12), d'�energie EMax =V1 + V2 = 1:5.Voii maintenant la nature des trajetoires et la struture des bandes en fontion del'�energie E :- Pour Emin < E < ES1 et ES2 < E < EMax : les trajetoires sont ontratibles. D'apr�esla r�egle de quanti�ation, l'�energie quanti��ee est ind�ependante de (�1; �2).- Pour ES1 < E < ES2, les trajetoires sont non ontratibles. Une famille de trajetoireest de type (0;�1), l'autre de type (0; 1).



9.2. ETAT STATIONNAIRES ASSOCI�ES �A UNE TRAJECTOIRE NON-CONTRACTIBLE111La r�egle de quanti�ation (9.6), donne pour les trajetoires de type (0;�1) :8<: Sn = (n+ �22� )hEn = Energie des trajetoires de surfae Sn (9.8)Pour n 2 ZZ donn�e, Sn(�2) est roissante, or E(S) est roissante, don En(�2) est rois-sante. De plus, En(2�) = En+1(0).Pour les trajetoires de type (0; 1), on a :Sn = (n� �22� )h n 2 ZZ (9.9)Sn(�2) est d�eroissante, et E(S) est roissante, don E(�2) est d�eroissante. De plus,En(2�) = En�1(0).La struture du spetre ainsi d�erite est reproduite qualitativement sur la �gure 9.8 (nonvalable pr�es des �energies des s�eparatries ES1 et ES2). La r�egle de quanti�ation ne pr�evoitpas de d�ependane ave la variable �1.
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Figure 9.8: Spetre d'�energie semi-lassique du mod�ele de Harper (9.7).- - - - - : �energie des trajetoires de type (0;�1)......... : �energie des trajetoires de type (0; 1)||{ : �energie des trajetoires ontratibles de type (0; 0)La �gure 9.9 montre le spetre d'�energie exat En(�1; �2) o�u la d�ependane en �1 estresponsable de la largeur tr�es faible des bandes pereptible seulement sur le grossissement.Le ph�enom�ene de r�esonane entre deux niveaux d'�energies semi-lassiques qui se roisent,
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Figure 9.9: Spetre d'�energie exat du mod�ele (9.7). N = 23. Les �energies des points �xeslassiques sont en pointill�e. Dans la �gure d�etaill�ee, la faible largeur t�emoigne d'une l�eg�ered�ependane des �energies en fontion de �1.est responsable de la r�epulsion observ�ee.La distribution de Husimi utue don d'une trajetoire �a l'autre ave �2, pour les�energies dans l'intervalle ℄ES1; ES2[. La �gure 9.10 montre un exemple dans les onditionspr�eis�ees par des points sur la �gure (9.9).Dans le diagramme (�1; �2), les lieux o�u il y a quasi-d�eg�en�eresene, et roisement desniveaux semi-lassique sont deux ourbes (�2 = 0, �2 = �), de type (1; 0).
9.3 Ph�enom�ene de r�esonane entre deux quasi-modesSi deux (ou plusieurs) quasi-modes quanti�ent deux trajetoires distintes dans l'espae dephase mais d'�energies (ou quasi-�energies) voisines, il y a alors le ph�enom�ene de r�esonane.Dans le mod�ele de Harper, M. Wilkinson a �etudi�e en d�etail les e�ets de r�esonane entredi��erentes ellules, pour expliquer la struture omplexe du spetre ainsi que la largeurdes bandes. Nous rappelons ii seulement l'essentiel du ph�enom�ene, par l'�etude simpleet l'interpr�etation de la diagonalisation d'une matrie 2� 2. Ensuite nous onsid�ereronsdi��erents as o�u e ph�enom�ene de r�esonane peut se produire entre �etats stationnaires de
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(a) θ =3.135 (b) θ =π (c) θ =3.15
2 2 2Figure 9.10: Distribution de Husimi du niveau n = 12,. �1 = 0. Ces trois images orrespondentaux trois points de la �gure (9.9)(a) : �2 = 3:135 (b) : �2 = � () : �2 = 3:15:la dynamique sur le tore.Supposons que l'on onnaisse deux quasi-modes j	1 >; j	2 >, d'�energie moyenne E1 =< 	1jĤj	1 > et E2 =< 	2jĤj	2 > voisines (i.e. tel que jE2 � E1j et �E1;2 soientbeauoup plus petits que l'�eart ave les autres niveaux d'�energie). Leur mirosupport(trajetoire ou ourbe invariante dans l'espae de phase sur lesquelles ils sont loalis�es)sont not�es C1 et C2. Pour onnâ�tre l'expression des v�eritables �etats stationnaires et deleur �energie propre, d'apr�es la th�eorie des perturbations d'un niveau d�eg�en�er�e (ou quasi-d�eg�en�er�e), il faut diagonaliser la restrition de l'Hamiltonien Ĥ au sous espae engendr�epar j	1 >; j	2 >. Soustraire l'op�erateur (E1+E2)2 I ne hange pas les r�esultats qui vontsuivre. On suppose don que E1 = �E; E2 = E. Dans la base j	1 >; j	2 >, la matriede ette restrition est : H	1;	2 =  �E ��� E ! (9.10)ave � =< 	1jĤj	2 >2 IC, terme de module tr�es faible (par rapport �a l'�eart d'�energieave les autres niveaux), et non nul en g�en�eral.Dans le as de mod�ele int�egrable, et si il s'agit d'e�et tunnel entre deux puits, le terme �de ouplage peut s'exprimer en fontion de l'ation S d'une trajetoire omplexe reliantles deux puits, [61℄, et est de la forme � � e�S=�h � 1. Une telle expression semi-lassique apermit �a A. Barrelli et al. d'expliquer pr�eis�ement des strutures partiuli�eres de tressagedans le spetre de mod�eles de Harper int�egrables �a plusieurs puits, [46, 44℄. Mais de tellesexpressions perdent leur sens dans le as de syst�emes non int�egrables, lorsqu'il y a desr�egions haotiques qui s�eparent deux r�egions r�eguli�eres C1 et C2 entre lesquelles il y a e�et



114 CHAPITRE 9. ETATS STATIONNAIRES D'UNE DYNAMIQUE INT�EGRABLE.tunnel. O. Bohigas et al. ont observ�e dans es as-l�a un important e�et de renforementde l'e�et tunnel [62, 63, 64℄. P. Kaminski, M. Ploszajzak et R. Arvieu ont au ontraireobserv�e une disparition de l'e�et tunnel dans un autre mod�ele [65℄.La diagonalisation de la matrie (9.10), Ĥj	� >= E�j	� >, donne les valeurs propres :E� = �pE2 + ��� (9.11)Et les veteurs propres : j	� >= ��1 j	1 > +��2 j	2 > (9.12)ave : ��2��1 = E � jEjq1 + ���E2� = ���E � jEjq1 + ���E2 (9.13)Disutons maintenant deux as limites. On suppose pour simpli�er, que E > 0.1. Si j�j � E alors : E� � �E(1 + ���2E2 ) (9.14)Les deux niveaux sont l�eg�erement �eart�es mais peu modi��es relativement �a leur�eart. j�+2�+1 j � j2E� j � 1j��2��1 j � j ��2E j � 1 (9.15)Don j	+ > et j	� > sont respetivement loalis�es sur C2 et C1.2. Si j�j � E alors : E� � �j�j (9.16)Les niveaux sont don �eart�es de 2j�j . On dit qu'il y a r�epulsion des niveaux.�+2�+1 � �j�j� (nombre de module 1) (9.17)Les �etats j	+ > et j	� > ont même amplitude sur les �etats j	1 > et j	2 >. Leursupport est don C1 et C2. On dit qu'il y a r�esonane entre les quasi-modes j	1 >et j	2 >. Ce deuxi�eme as est alors responsable d'e�et tunnel entre les zones C1 etC2 de l'espae de phase.Par exemple, j	1 > est loalis�e sur C1, et j	1 >/ (j	+ > +j	� >).Don lors de l'�evolution :j	1(t) >= e�i Ĥt�h j	1 >/ �e�i j�jt�h j	+ > +e+i j�jt�h j	� >� (9.18)



9.3. PH�ENOM�ENE DE R�ESONANCE ENTRE DEUX QUASI-MODES 115Don pour t � t� = �2�hj�j , il vient : j	1(t) >/ (�ij	+ > +ij	� >) / j	2 >.Ainsi, au bout du temps t � t� (tr�es long puisque j�j est suppos�e être petit), l'�etatj	1(t) > est loalis�e sur C2, le support de j	2 >.Ce ph�enom�ene de r�esonane peut se produire lorsque la dynamique est int�egrable ouquasi-int�egrable. Comme la d�ependane du ph�enom�ene ave (�1; �2) nous int�eresse parti-uli�erement, nous distinguons deux as :1. Si les trajetoires qui supportent les quasi-modes sont ontratibles, l'�energie desquasi-modes, ainsi que le terme de ouplage � =< 	1jĤj	2 > varient de fa�onexponentiellement faible en fontion de (�1; �2). Pour d�eterminer la d�ependane des�etats stationnaires j	+ >; j	� > ave (�1; �2), il faut faire une �etude plus pr�eise, �alaquelle est onsar�e le paragraphe 11.2.2. Dans le as o�u les quasi-modes sont assoi�es �a des trajetoires non-ontratibles,leur �energie semi-lassique varie en fontion de (�1; �2). Seulement pour les valeurspartiuli�eres de (�1; �2) pour lesquelles les �energies semi-lassiques se roisent, (voir�gure 9.8), il y a r�esonane entre les deux quasi-modes, et alors r�epulsion des niveauxexats d'�energie omme nous pouvons l'observer sur la �gure 9.9.
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Chapitre 10
Indie de Chern pour arat�eriser latopologie des bandes d'�energie.
10.1 IntrodutionLorsque (�1; �2) varient dans le tore T 2~� = [0; 2�℄2, l'�etat stationnaire [	n(~�)℄ de la banden (7.14), (ou l'�etat quasi-stationnaire (12.19)) varie et d�erit en g�en�eral une surfae not�eeT de dimension deux dans l'espae des �etats quantiques (l'espae projetif). On faitl'hypoth�ese qu'il ne se produit pas de d�eg�en�eresene. Cette surfae T est param�etr�eepar (�1; �2) et elle est don topologiquement �equivalente au tore T 2. Or �a un �etat quan-tique donn�e [	℄ (un point de l'espae projetif), orrespond toute une famille de veteursquantiques, veteurs de l'espae de Hilbert, olin�eaires entre eux ( j	 >� j� > si j	 >=�j� >; � 2 IC). Cette famille isomorphe au plan omplexe IC, est appel�ee la �bre de [	℄,et est not�ee F	. Voir la partie 1.Lorsque l' �etat [	℄ varie de fa�on ontinue sur la surfae T , la famille de veteurs F	 varieaussi de fa�on ontinue dans l'espae de Hilbert. Voir la �gure 10.1. L'ensemble des �bresFn = [[	℄2TF	, est un espae �br�e en droites omplexes, not�e : Fn ! T . T est appel�el'espae de base, et IC est la �bre arat�eristique, ar haque �bre F	 est isomorphe �a IC.Il est important de remarquer que deux espaes �br�es peuvent ne pas être topologique-ment �equivalents (i.e. que l'on ne puisse pas transformer ontinuement l'un en l'autre),bien que leur espae de base soit topologiquement �equivalents (ii au tore T 2).L'espae �br�e est dit trivial, si il est topologiquement �equivalent �a l'espae produit diret: T � IC. 117
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TFigure 10.1: Espae �br�e Fn sur l'espae des �etats [	n(~�)℄ 2 T de la bande d'�energie n.Pour illustrer es propos, onsid�erons par exemple le as d'espaes dont la �bre ara-t�eristique est la droite r�eelle IR, et l'espae de base le erle S1. La �gure 10.2 montredeux exemples de tels espaes �br�es en droite r�eelle IR ! S1. Clairement, es deux es-paes ne sont pas �equivalents. On peut deviner que la topologie d'un espae �br�e endroite r�eelle IR! S1 est arat�eris�e par un nombre entier C 2 ZZ, qui ompte le nombred'entrelaements du ruban form�es par les �bres. Par exemple sur la �gure 10.2, au rubantrivial et au ruban de M�bius sont respetivement assoi�es les nombres C = 0 et C = �1.(Le ruban de M�bius est le �br�e anonique sur l'espae projetif r�eel P 1 = P (IR2), voir[66℄).Pour distinguer les espaes �br�es non topologiquement �equivalents, on leur assoie desobjets math�ematiques appell�es lasses arat�eristiques, qui sont des lasses de ohomolo-gie de l'espae de base [20, 66℄. Dans le as qui nous int�eresse, la topologie de l'espae�br�e Fn est arat�eris�ee par un nombre entier Cn 2 ZZ appel�e indie de Chern de la banden, qui arat�erise l'entrelaement global des �bres de la �gure 10.1.Les paragraphes suivants pr�esentent deux m�ethodes pour obtenir l'indie de Chern d'unebande d'�etats stationnaires.Premi�erement, l'indie de Chern s'exprime omme l'int�egrale de la ourbure de Berry surle tore T 2~� . Cette fa�on de aluler l'indie de Chern permet d'obtenir une formule appli-able num�eriquement, et permet aussi de donner une interpr�etation physique de l'indiede Chern. A l'aide de la formule de Kubo, l'indie de Chern apparait au fateur e2=�h pr�es,
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120CHAPITRE 10. INDICE DE CHERN POUR CARACT�ERISER LA TOPOLOGIE DES BANDES D'�ENERGIE.omme �etant la ondutivit�e de la bande n, lorsque l'on soumet le mat�eriau �a un faiblehamp �eletrique transverse. Par ette orrespondane, D.J. Thouless et al. ont expliqu�ela quanti�ation de la ondutivit�e de Hall [10℄. Une interpr�etation physique di��erentesera donn�ee au paragraphe 10.7.Deuxi�emement, D.P. Arovas et al. [11℄ ont propos�e une interpr�etation de l'indie de Chernau moyen des z�eros de la distribution de Husimi des �etats stationnaires. Pr�eisement, nousavons vu qu'un �etat stationnaire j	n(~�) > est arat�eris�e par les z�eros de sa distributionde Husimi. Lorsque (�1; �2) varient, les z�eros se d�eplaent sur l'espae de phase (le tore(q; p)). L'indie de Chern est alors le nombre de fois, ompt�e alg�ebriquement, o�u un pointdonn�e de l'espae de phase est reouvert par les z�eros de la distribution de Husimi.Par ette arat�erisation, on peut interpr�eter l'indie de Chern omme mesurant la sen-sibilit�e de l'�etat stationnaire 	n(�1; �2) ave les onditions de p�eriodiit�e (�1; �2). Parexemple, pour une dynamique r�eguli�ere, les �etats stationnaires assoi�es �a une trajetoireontratible ont leur distribution de Husimi loalis�ee sur la trajetoire. Lorsque (�1; �2)varient, les z�eros ne peuvent don pas passer sur ette trajetoire et l'indie de Chernest nul. Cela est une premi�ere orrespondane que l'on peut faire entre la nature de ladynamique lassique et la valeur de l'indie de Chern.Au paragraphe 10.5, pour des probl�emes d�ependant d'un param�etre , nous d�egageronsla relation qu'il y a entre la variation d'indie de Chern d'une bande, et la pr�esene d'uned�eg�en�eresene. (Il faut pouvoir varier trois param�etres pour observer g�en�eriquement desd�eg�en�eresenes entre niveaux. Ce sont ii (�1; �2) et ).Nous �etudierons d'autres orrespondanes possibles entre la valeur de l'indie de Chern etla dynamique lassique autour d'exemples pr�eis dans les hapitres suivants. Il s'agira parexemple dans le as r�egulier d'�etudier l'indie de Chern pour des bandes d'�energie quan-ti�ant une s�eparatrie non-ontratible, ou des trajetoires pr�esentant des r�esonanes etde l'e�et tunnel. Et lors de la transition d'une dynamique int�egrable vers une dynamiquehaotique, P. Leboeuf et al. [14℄ ont observ�e de même, au niveau quantique, un hange-ment de r�egime net �a travers les variations fr�equentes des indies de Chern et la pr�esenede nombreuses d�eg�en�eresenes.



10.2. L'INDICE DE CHERN PAR UNE INT�EGRALE DE COURBURE. 12110.2 L'indie de Chern par une int�egrale de Cour-bure.Dans e paragraphe nous utiliserons la onnexion de Berry, ainsi que les notions d'holo-nomie et de ourbure qui lui sont assoi�ees. Ces notions sont pr�esent�ees dans la partie 1,paragraphe 1.1.Consid�erons l'espae �br�e Fn assoi�e aux �etats stationnaires de la bande n, ave l'hypo-th�ese qu'il n'y a pas de d�eg�en�eresene de En(�1; �2), pour toutes les valeurs de (�1; �2) 2[0; 2�℄2. La onnexion de Berry est une struture existant globalement sur tout l'espae�br�e. Il semble naturel que de l'information onernant la topologie de l'espae �br�eFn ! T , et partiuli�erement son indie de Chern, soit donn�ee par une expression faisantintervenir la onnexion de Berry. Nous allons voir en e�et que l'indie de Chern s'exprimeave l'int�egrale de la ourbure de Berry sur l'espae de base.Remarque : Il est possible de munir l'espae �br�e F ! T de plusieurs onnexions di-��erentes, la onnexion de Berry est la onnexion induite naturellement par le produithermitien sur l'espae de Hilbert. Mais l'indie de Chern qui est un nombre topologique,est ind�ependant de la onnexion partiuli�ere que l'on peut hoisir.Consid�erons sur T , la famille de hemins ontratibles (Ct)t2[0;1℄qui sont repr�esent�es surla �gure 10.3. Cette famille de hemins reouvre ompl�etement le tore T .
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t=0Figure 10.3: Famille de hemins (Ct); t 2 [0; 1℄ sur T .Appelons h(t) 2 U(1) (nombre omplexe de module 1), l'holonomie du hemin Ct. C0



122CHAPITRE 10. INDICE DE CHERN POUR CARACT�ERISER LA TOPOLOGIE DES BANDES D'�ENERGIE.est r�eduit �a un point et C1 se reouvre lui-même. L'holonomie est don nulle sur es deuxhemins : h(0) = h(1) = 1. Mais pour t variant entre 0 et 1, l'holonomie des hemins h(t)peut avoir varier et e�etu�e un ertain nombre de tours Cn, du erle U(1). Ce nombre detours qui est un invariant topologique est pr�eisement l'indie de Chern Cn de la banden.On note h(t) = ei�(t). �(t) 2 IR est la phase de Berry du ontour Ct. Ii 'est une fontionontinue de t. �(0) = 0; �(1) = 2�Cn.Or la phase de Berry s'exprime omme l'int�egrale de ourbure (voir �eq. (1.16)) :�(t) = i ZZSt F (10.1)O�u F = (< ��2	nj��1	n > � < ��1	nj��2	n >)d�1 ^ d�2 est la ourbure de Berry(	n(�1; �2) > sont des �etats stationnaires normalis�es), et S0 est la surfae nulle, et parontinuit�e, St est la surfae de ontour Ct . Don S1 = T . Et F est la ourbure de Berry.On d�eduit don l'expression de l'indie de Chern :Cn = i2� ZZT F (10.2)Remarque : A partir de ette expression de l'indie de Chern omme int�egrale de ourbure,on peut par exemple aluler l'indie de Chern C de l'espae �br�e des �etats oh�erents dutore.La ourbure est F.3 F = i
 = i�hdq ^ dp+ o(N�1)On d�eduit que C = � 1h RR[0;Q℄�[0;P ℄ dqdp + o(N�1) = �QPh + o(N�1) = �N + o(N�1).Don C = �N (au moins pour N assez grand), ar C est un entier. La arat�erisation del'indie de Chern par les z�eros au paragraphe suivant, permettra de onlure que C = �N ,du fait que la distribution de Husimi d'un �etat oh�erent poss�ede N z�eros.V�eri�ons que l'indie de Chern d'un espae �br�e trivial est nul. La propri�et�e d'un �br�een droite trivial, est que l'on peut trouver une setion globale ne s'annulant pas, 'est �adire une famille ontinue de veteurs non nuls, que l'on normalise :j	n(�1; �2) >; tels que 8(�1; �2);8<: j	n(�1; 2�) >= j	n(�1; 0) >j	n(2�; �2) >= j	n(0; �2) > (10.3)Alors, par le th�eor�eme de Stokes :�(1) = HC1 < 	njd	n >= R 2�0 d�1 < 	nj��1	n > j�2=0 + R 2�0 d�2 < 	nj��2	n > j�1=2�� R 2�0 d�1 < 	nj��1	n > j�2=2� � R 2�0 d�2 < 	nj��2	n > j�1=0= 0 (10.4)



10.3. L'INDICE DE CHERN ET LES Z�EROS DE LA DISTRIBUTION DE HUSIMI123et don Cn = 0.Cons�equene importante : L'indie de Chern d'une bande d'�energie quanti�ant une tra-jetoire ontratible, est nul.En e�et, nous avons vu que la distribution de Husimi ne s'annule pas au voisinagede la trajetoire, pour toutes valeurs de ~�, voir paragraphe 9.1. Soit un point (q; p)de ette trajetoire. On hoisit alors la phase globale de l'�etat 	n(~�) en imposant que< qpj	n(~�) > soit stritement positif. On obtient alors une setion globale de l'espae�br�e F , ne s'annulant pas. Son indie de Chern est don nul. Nous arriverons �a la mêmeonlusion au paragraphe suivant en s'int�eressant aux z�eros de la distribution de Husimi.Dans les exemples de ette partie, le alul num�erique de l'indie de Chern a �et�e fait selonla m�ethode propos�ee dans [14℄, au moyen de la formule de Berry pour la ourbure [16℄.10.3 L'indie de Chern et les z�eros de la distributionde HusimiNous avons vu au paragraphe 8.3 qu'un �etat stationnaire j	n(�1; �2) > est arat�eris�e parla position sur l'espae de phase des N z�eros de sa distribution de Husimi.Lorsque (�1; �2) varient, les z�eros de la distribution de Husimi bougent et il semble na-turel que l'indie de Chern qui arat�erise l'ensemble des �etats j	n(�1; �2) >; (�1; �2) 2[0; 2�℄2, se d�eduise du mouvement global des z�eros.D.P. Arovas et al. [11℄ ont remarqu�e que la valeur de l'indie de Chern est reli�e au faitque les z�eros reouvrent ou non l'espae de phase et ils ont reli�e la valeur de l'indieaux propri�et�es de permutation des z�eros. De plus J.E. Avron et al. [67℄ ont montr�e quel'indie de Chern est le seul invariant topologique arat�erisant l'espae �br�e Fn de labande n. Nous allons onsid�erer un invariant topologique onstruit �a partir des z�eros. Ils'identi�era don �a l'indie de Chern.Remarquons tout d'abord que pour que deux z�eros se renontrent, il faut ajuster deuxparam�etres. Cela ne se passe don que pour des valeurs partiuli�eres des angles (~�1; ~�2)i2I ,et en des points partiuliers orrespondants de l'espae de phase (~q; ~p)i � ~zi. Pour desvaleurs (�1; �2) di��erentes de (~�1; ~�2)i, haque z�ero est isol�e sur l'espae de phase. Con-sid�erons alors un de es z�eros, de position z(~�), loalement. (Remarque : globalement,seule est d�e�nie l'appliation ~� ! fzi(~�)gi=1!N , les z�eros �etant indisernables entre eux).Cette appliation z(~�) est de rang deux en la plupart des points (son jaobien est non nul),



124CHAPITRE 10. INDICE DE CHERN POUR CARACT�ERISER LA TOPOLOGIE DES BANDES D'�ENERGIE.sauf en des lignes singuli�eres (odimension 1). Hors de es lignes, le signe du Jaobiennous informe si loalement ette appliation onserve ou non l'orientation. Voir la �gure10.4.
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Ligne singulièreFigure 10.4: Visualisation loale de l'appliation z(~�), position d'un z�ero de la distribution deHusimi sur l'espae de phase.Soit maintenant (q0; p0), un point de l'espae de phase (di��erent de (~q; ~p)i2I , et horsd'une ligne singuli�ere). On lui assoie C(q0; p0), la somme alg�ebrique des signes desJaobiens des appliations z(~�) en ~� = ~�0, tel que z(~�0) = (q0; p0). Voir la �gure 10.5.L'appliation C(q0; p0) �a valeur enti�ere est loalement onstante, et il est lair d'apr�es la�gure 10.5 qu'elle ne varie pas lorsque (q0; p0) franhit une ligne singuli�ere (ar +1�1 = 0).C(q0; p0) est don ind�ependant de (q0; p0). Ce nombre est appel�e le degr�e de Brower del'appliation ~� 2 [0; 2�℄2 ! (zi(~�))i=1!N , et 'est un invariant topologique. Voir parexemple le petit livre de J.W Milnor [68℄On est don amen�e �a la propri�et�e suivante :Propri�et�e : Soit (q0; p0) un point de l'espae de phase. L'indie de Chern Cn de la banden est la somme alg�ebrique des reouvrements de e point par les z�eros de la distributionde Husimi de l'�etat stationnaire, lorsque ~� varie dans [0; 2�℄2. (Et Cn est ind�ependant dupoint (q0; p0) hoisit).Cons�equene : Supposons qu'un point (q0; p0) de l'espae de phase ne soit visit�e par au-un z�ero de la distribution de Husimi pour toutes valeurs de ~�. Alors, d'apr�es i-dessus,
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Figure 10.5: Visualisation de l'indie de Chern, degr�e de l'appliation (zi(~�))i=1!N . Ii C = +1l'indie de Chern de la bande est nul. C'est ainsi que l'on retrouve que l'indie de Chernd'une bande d'�energie quanti�ant une trajetoire ontratible est nul, r�esultat d�ej�a �etablitave l'expression de l'indie de Chern omme une int�egrale de ourbure, f page 123. Maisil faut noter que la r�eiproque est fausse. C'est �a dire qu'il est possible que les z�eros re-ouvrent enti�erement l'espae de phase et que l'indie de Chern soit nul. Cela pourraits'observer pour une bande d'�energie dans le r�egime d'une dynamique lassique haotique.L'expression de l'indie de Chern en terme des z�eros peut se formuler autrement. Unpoint (q0; p0) de l'espae de phase �etant �x�e, appelons (~�0) les valeurs de ~� pour lesquellesil y a un z�ero en (q0; p0). On suppose es valeurs (~�0) isol�ees sur le tore T~� = [0; 2�℄2. (et'est le as g�en�erique). Il est alors possible de hoisir dans un voisinage #0 de (~�0), unesetion loale de j	n(~�) >, en imposant par exemple < q1; p1j	n(~�) >2 IR+, o�u (q1; p1) estun point non visit�e par un z�ero lorsque ~� 2 #0. Pour ~� variant dans e voisinage #0 de (~�0),il y a don un z�ero z(~�) qui varie dans un voisinage P0 de (q0; p0) et (q1; p1) 2= P0. Nousavons vu que la fontion de Bargmann (8.14)  (z) =< zj	n(~�0) > est anti-analytique (ouanalytique selon les onventions) et don l'appliation :(q; p) 2 P0 7! arg(< qpj	n(~�0) >) 2 U(1) (10.5)poss�ede une singularit�e en (q; p) = (q0; p0) qui est d'indie � = +1. Voir la �gure (10.6).Car par d�e�nition, pour (q; p) d�erivant un petit erle autour de (q0; p0) dans le sensdiret, l'indie est � = +1 (respet. �1), si arg(< qpj	n(~�0) >) d�erit le erle U(1) dans



126CHAPITRE 10. INDICE DE CHERN POUR CARACT�ERISER LA TOPOLOGIE DES BANDES D'�ENERGIE.le sens diret (respet. indiret), voir Milnor [68℄. Voir la �gure 10.8. La notion d'indieest en g�en�erale d�e�nie pour une singularit�e d'un hamp de veteur sur une vari�et�e. Ii lavari�et�e est le tore, et le hamp de veteur est assoi�e �a arg(< qpj	n(~�0) >) au voisinaged'un z�ero (pour ela on projette loalement IC sur l'espae de phase)..
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0Figure 10.6: Argument de la fontion de Bargmann < qpj	n(~�0) > dans le voisinage de (q0; p0).Une �ehe repr�esente un nombre omplexe de module 1. Les singularit�es sont d'indie � = +1,quelque-soit la onvention adopt�ee : analytique ou anti-analytique.Ensuite, lorsque ~� d�erit un tour dans le sens diret autour de ~�0, le z�ero z(~�) faitle tour de (q0; p0) en sens diret (respet. indiret) si le Jaobien de z(~�) en ~� = ~�0 estpositif (respet. n�egatif), et alors arg(< qpj	n(~�0) >) d�erit U(1) en sens diret (respet.indiret). Voir la �gure 10.7.On d�eduit que l'appliation ~� 2 #0 7! arg(< qpj	n(~�0) >) poss�ede une singularit�e en~� = ~�0 d'indie � = +1 (respet. � = �1), voir la �gure 10.8.Cela nous am�ene don �a ette troisi�eme arat�erisation �equivalente de l'indie de Chernqui est la formulation de M. Kohmoto [69℄ :Propri�et�e : Soit (q0; p0) un point de l'espae de phase. appelons (~�0)i2I les valeurs de~� pour lesquelles la distribution de Husimi de l'�etat (	n(~�)) s'annulle en (q0; p0). (Onsuppose les valeurs de ~�0 isol�ees). Fixons au voisinage de haque ~�0 une setion des �etatsstationnaires j	n(~�) >i. L'indie de Chern Cn est alors la somme alg�ebrique des indiesdes singularit�es de l'appliation ~� 2 #0 7! arg(< qpj	n(~�0) >), aux points ~� = (~�0)i.
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Figure 10.8: Exemples de singularit�ees d'indie � = +1 et � = �1 . La premi�ere imageorrespond au as de la �gure 10.7



128CHAPITRE 10. INDICE DE CHERN POUR CARACT�ERISER LA TOPOLOGIE DES BANDES D'�ENERGIE.(Rappel : il n'est pas possible de hoisir une setion globale de j	n(~�) > sauf siCn = 0).A partir de ette derni�ere arat�erisation, on obtient une m�ethode appliable num�erique-ment et analytiquement, pour aluler l'indie de Chern en terme des z�eros. L'id�ee est dehoisir un autre point (q1; p1) 6= (q0; p0) pour �xer la phase de j	n(~�) > au voisinage de~�0.Consid�erons alors l'appliation f :f : ~� 2 [0; 2�℄2 7! f(~�) = 0�< q0; p0j	(~�) >< q1; p1j	(~�) >1A 2 IC (10.6)Grâe au quotient, ette appliation ne d�epend pas de la phase de j	(~�) >. Cette fon-tion est don d�e�nie sur la surfae T dans l'espae projetif. Pour ette raison, il estpossible de faire des aluls analytiques ou num�eriques �a partir d'une telle fontion. Sessingularit�es, z�eros ou poles, ~�0 sont arat�eris�ees �a la fois par l'indie � = �1 de arg(f), etpar leur nature (z�ero si < q0; p0j	(~�0) >= 0, et pôle si < q1; p1j	(~�0) >= 0). La sommedes indies des singularit�es est nul puisque f est d�e�nie sur tout le tore [0; 2�℄2 (dont laarat�eristique d'Euler est nulle).Et d'apr�es i-dessus,L'indie de Chern Cn est la somme des indies des z�eros de f (ou l'oppos�e de la sommedes indies des pôles de f).Pour illustrer ela, la �gure 10.9 montre la fontion arg(f(~�)), ainsi que la nature dessingularit�es d�eduites de l'�etude de jf(~�)j, pour le mod�ele du Harper puls�e qui sera pr�esent�eau paragraphe 12.3.Notons que les arat�erisations de l'indie de Chern en terme de z�eros peuvent s'inter-pr�eter g�eom�etriquement de mani�ere assez simple. En e�et, nous avons appel�e T la surfaed�erite par les �etats stationnaires 	n(~�); ~� 2 [0; 2�℄2, dans l'espae projetif. L'�etatoh�erent [q0; p0℄ est un point de l'espae projetif, et l'ensemble des veteurs j	 > qui luisont orthogonaux d�e�ni un hyperplan de l'espae projetif, not�e Nq0;p0, de odimensionomplexe un. Les valeurs ~�0 pour lesquelles un z�ero de la distribution de Husimi passe aupoint (q0; p0) orrespond don aux intersetions de la surfae T ave l'hyperplanNq0;p0. OrNq0;p0 est naturellement transversalement orient�e (puisqu'il s'agit d'un espae omplexe),
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Figure 10.9: Arg(f(~�)) pour le mod�ele du Harper puls�e 12.21. 0;1 indique qu'il s'agit d'unz�ero ou d'un pôle de f , et �1 indique leur indie. On d�eduit que l'indie de Chern est C	4 = 1Les donn�ees sont :  = 0:65; N = 11; �etat 	4. (q0; p0) = (0:72; 0:32), (q1; p1) = (0; 0)



130CHAPITRE 10. INDICE DE CHERN POUR CARACT�ERISER LA TOPOLOGIE DES BANDES D'�ENERGIE.et on peut �a haque intersetion assoier un indie � = �1 selon que T oupe Nq0;p0 selonette orientation ou non. Bien sûr, ette arat�erisation est valable ind�ependamment del' �etat [q0; p0℄ hoisi, et de fa�on un peu plus g�en�erale :Soit N un hyperplan de l'espae projetif. L'indie de Chern est la somme des indiesdes intersetions entre T et N . Voir la �gure 10.10.
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Figure 10.10: Indie de Chern Cn = +1� 1 + 1 = +1Cette arat�erisation de l'indie de Chern en terme des z�eros, peut être onsid�er�eeomme un as partiulier de l'expression omme une int�egrale de ourbure, pour uneourbure partiuli�ere onentr�ee aux valeurs de ~�0, et nulle ailleurs. Voir les r�esultats deY.Colin de Verdi�eres [70℄. Cela justi�e que l'indie alul�e par les z�eros ou par la ourburede Berry est le même.
10.4 Propri�et�e globale des indies de ChernEn supposant que haque bande n est non d�eg�en�er�ee, et en notant Cn son indie de Chern,il y a la relation suivante : NXn=1Cn = 1 (10.7)Cette formule est d�emontr�ee �a l'aide de la formule de Berry dans [14℄, et �a l'aide d'argu-ments plus g�eom�etriques par Yves Colin de Verdi�eres [70℄. Cette derni�ere d�emonstrationonsiste �a montrer que l'espae �br�e total HN(�1; �2) sur (�1; �2) est non trivial, d'indie



10.5. INDICE DE CHERN ET D�EG�EN�ERESCENCE ENTRE NIVEAUX. 131�egal �a un.Remarques :1. Consid�erons le mod�ele de Harper o�u toutes les trajetoires sont ontratibles saufla s�eparatrie d'�energie ES = 0,(voir �gure 11.1). D'apr�es le r�esultat page 123,les indies de Chern des bandes d'�energie di��erentes de ES sont nuls, et d'apr�es(10.7), il y a au moins une bande d'�energie voisine de ES, d'indie de Chern nonnul. Cette assoiation entre l'indie de Chern non nul et la s�eparatrie lassiquemotivera l'�etude du premier exemple au paragraphe 11.1.2. Le r�esultat (10.7) et elui de la page 123 ne sont pas en ontradition ave le faitmentionn�e dans l'appendie B, qu'il ne peut pas y avoir que des trajetoires on-tratibles.3. Pour un mod�ele dont le spetre poss�ede une sym�etrie par rapport �a E = 0, (ommele mod�ele de Harper (7.5) ou le Harper puls�e (12.21), la valeur des indies de Chernest aussi sym�etrique, e qui est inompatible ave la relation (10.7), dans le asd'un nombre pair de bandes (N pair). E�etivement, dans e as, les deux bandesentrales sont d�eg�en�er�ees [46℄, si bien que seul un indie de Chern global �a elles deux(et impair) peut être d�e�ni.10.5 Indie de Chern et d�eg�en�eresene entre niveaux.L'�etude des d�eg�en�eresenes dans un spetre au moyen de la phase de Berry et del'indie de Chern a vraiment d�ebut�e autour du �el�ebre artile de M.V.Berry [16, 71℄et de l'interpr�etation g�eom�etrique donn�ee par B. Simon [23℄.a) Apparition de d�eg�en�er�esenes pour une famille d'Hamiltoniens d�ependantd'un param�etre. Variation de l'indie de ChernL'indie de Chern d'une bande est un invariant topologique. Cela signi�e que si l'Hamil-tonien est modi��e ontinument, et en supposant que lors de ette variation il n'y a pasde d�eg�en�eresene, alors l'indie de Chern reste onstant. Seule la pr�esene d'une d�eg�e-n�eresene entre niveaux peut don auser une variation de l'indie de Chern.Un th�eor�eme �el�ebre de Von-Neumann [72℄ �etablit que pour une famille d'op�erateurs her-mitiques (ou unitaires), d�ependants ontinument de plusieurs param�etres r�eels, l'ensemble



132CHAPITRE 10. INDICE DE CHERN POUR CARACT�ERISER LA TOPOLOGIE DES BANDES D'�ENERGIE.des param�etres pour lesquels il y a une d�eg�en�eresene entre deux niveaux, est g�en�eri-quement de odimension 3. (Par exemple pour la matrie (9.10), il faut d'apr�es (9.11),� = 0; E = 0, soit satisfaire trois �equations r�eelles.)Dans notre �etude de la dynamique quantique sur le tore, l'�equation aux valeurs propres(7.14) d�epend d�ej�a de deux param�etres (�1; �2). C'est pourquoi, si l'on onsid�ere unefamille �a un param�etre d'Hamiltoniens Ĥ(), des d�eg�en�eresenes entre niveaux se pro-duisent g�en�eriquement pour des valeurs isol�ees (��1; ��2; �). Si l'on suit la valeur de l'indiede Chern d'une bande donn�ee, en fontion de , elles sera onstante sur des intervallesd�elimit�es par la pr�esene des d�eg�en�er�esenes, en (�1 ; �2 ; :::).
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Figure 10.11: Espae des param�etres (�1; �2; ), et pr�esene de d�eg�en�er�esenes. L'indie deChern est d�e�ni sur haque plan  = onstante. A une d�eg�en�er�esene en �i orrespond unevariation de l'indie de Chern �C = C 0 � C.L'indie de Chern a la propri�et�e d'être additif (voir 10.2). La �gure 10.12 montrealors lairement que la variation d'indie de Chern �C est l'indie de Chern d'une famillesph�erique d'�etats entourant la d�eg�en�eresene dans l'espae �a trois param�etres (�1; �2; ).On a alors C 0 = C +�C.De plus, l'�etude de l'indie de Chern de ette famille sph�erique d'�etats ne onerneque les deux niveaux et les deux �etats propres pour lesquels se produit la d�eg�en�eresene. L'espae �a deux dimensions engendr�e par les deux �etats propres varie ontinument auvoisinage du point (~��; �). On peut don en hoisir une base qui varie ontinument.
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Figure 10.12: C est l'indie de Chern avant la d�eg�en�eresene .�C est l'indie de Chern d'une famille d'�etats entourant la d�eg�en�eresene .C 0 est l'indie de Chern apr�es la d�eg�en�eresene . On d�eduit de es �gures que C 0 = C +�C.L'�etude de la variation d'indie de Chern �C, se ram�ene don �a onsid�erer une famille dematries 2� 2 d�ependant de trois param�etres r�eels. Et si une d�eg�en�eresene se produiten un point partiulier de l'espae des param�etres, il s'agit de aluler l'indie de Chernd'une famille sph�erique de veteurs propres entourant ette d�eg�en�eresene .Ce alul est e�etu�e dans au paragraphe suivant en utilisant la arat�erisation par lesz�eros.Si l'on onsid�ere une famille g�en�erique d'Hamiltoniens �a un param�etre Ĥ(), sans sym�etriepartiuli�ere, il en d�eoulera que la variation de l'indie de Chern d'une bande au passaged'une d�eg�en�eresene est �C = �1. Remarquons que pour une famille d'Hamiltoniensd�ependant de deux param�etres, Ĥ(1; 2), et pour un niveau donn�e, le lieu des d�eg�en�eresenessont des lignes (de odimension un). L'indie de Chern du niveau est d�e�ni hors de eslignes, et il varie de �1, en les traversant. Ces lignes sont ainsi tranversalement orient�ees.Imaginons que deux lignes de d�eg�en�eresenes se roisent en un point partiulier ~�. Alorspour une sous famille �a un param�etre ~(t); t 2 IR, passant en e point, ((0) = �), lavariation de l'indie de Chern du niveau peut-être �2, ou 0, selon les adrans travers�espar le hemin ~(t). Voir la �gure 10.13.Il faut noter que haque ligne de d�eg�en�eresenes orrespond �a une d�eg�en�ereseneave le niveau sup�erieur ou ave le niveau inf�erieur.Ces onsid�erations se g�en�eralisent sans diÆult�e pour une famille d'Hamiltoniens d�epen-dant de plusieurs param�etres.C'est ainsi que s'expliquent les variations non g�en�eriques (�C 6= �1) d'indie de Cherndans le mod�ele du Harper puls�e au hapitre 12.3. Ce mod�ele ayant beauoup de sym�etries
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Figure 10.13: Lignes de d�eg�en�eresenes et indie de Chern d'un niveau d'�energie,pour un Hamiltonien d�ependant de deux param�etres (1; 2).Pour le hemin (t), �C = +2; pour le hemin 0(t), �C = 0.partiuli�eres, il faut le onsid�erer omme faisant partie d'une famille �a plusieurs param�etres.Chaque param�etre est harg�e de briser une sym�etrie.Dans les hapitres suivants, nous nous int�eresserons partiuli�erement �a l'aspet qualitatifque prennent es lignes de d�eg�en�eresene selon la nature de la dynamique lassique. Nousmontrerons que pour une dynamique int�egrable, et pour le ph�enom�ene de r�esonane entredeux trajetoires ontratibles, les lignes de d�eg�en�eresenes forment des boules de petitdiam�etre, et es boules sont align�ees, voir �gure 11.18.Par ontre pour une dynamique haotique, les lignes ne sont plus referm�ees sur elles-mêmes, et se d�eveloppent sur l'espae des param�etres ave une ertaine densit�e.10.6 Etude de l'indie de Chern pour une famille dematries 2�2, et variation g�en�erique de l'indiede Chern.Nous allons faire ette �etude �a l'aide de la arat�erisation de l'indie de Chern donn�e page128 . Le alul par l'int�egrale de ourbure se trouve dans l'artile de M.V.Berry [16℄.Les r�esultats de e paragraphe ont �et�e utilis�es au paragraphe pr�e�edent et seront �a nouveau



10.6. ETUDE DE L'INDICE DE CHERN POUR UNE FAMILLE DEMATRICES 2�2, ET VARIATION G�EN�ERIQUE DE L'INDICE DE CHERN.135utilis�es au hapitre 11.On onsid�ere une famille d'op�erateurs hermitiques Ĥ(M); M 2 IR3, agissant dans unespae de dimension 2, et dont la matrie exprim�ee dans une base orthogonale j	1(M) >,j	2(M) > ontinue, est de la forme :H(M) =  �E(M) �(M)��(M) E(M)! (10.8)Cette famille est param�etr�ee parM 2 IR3, et soit S une surfae de dimension 2, ompate,orientable inluse dans IR3 (par exemple la sph�ere ou le tore). La diagonalisation de ettematrie a �et�e faite au paragraphe 9.3, page 112. Reprenons les notations et les r�esultats(9.11,9.12). Notons j	+(M) > et j	�(M) > les veteurs propres de Ĥ(M). On supposequ'il n'y a pas de d�eg�en�eresene entre les deux niveaux pour tout M 2 S.Consid�erons la fontion : f+(M) = < 	2j	+(M) >< 	1j	+(M) > = �+2�+1 (10.9)invariante par hangement de phase du veteur j	+(M) >.Appelons (M0)i2I les z�eros de f+ et (M1)i2I les pôles. A haque pôle et z�ero, on assoie�(M0;1)i = �1, qui est l'indie de la fontion arg(f). Alors d'apr�es (10.3), l'indie deChern de la famille (j	+(M) >)M2S est la somme des indies de M0 :C+ =Xi2I �(M0)i = �Xi2I �(M1)i (10.10)Ii, les pôles et les z�eros de f+ sont pour � = 0, (les z�eros de �(M)), que l'on note (Mi)i2I .Par hypoth�ese, E(Mi) 6= 0, sinon, il y aurait une d�eg�en�eresene en Mi.Pour M !Mi, on a �(M)! 0, et :1. Si E(Mi) > 0, alors :jf+(M)j = j�+2�+1 j = jE(1 +q1 + j�j2E2 )� j ! 1 (10.11)don Mi est un pôle, not�e M1;i.2. Si E(Mi) < 0, alors :jf+(M)j = j�+2�+1 j = j ��E(�1�q1 + j�j2E2 ) j ! 0 (10.12)don Mi est un z�ero, not�e M0;i.



136CHAPITRE 10. INDICE DE CHERN POUR CARACT�ERISER LA TOPOLOGIE DES BANDES D'�ENERGIE.En onlusion :Le signe de la fontion E(M) partitionne la surfae S :S = S+ [ S� [ S0 (10.13)8>>><>>>: S+ = fM 2 S t.q. E(M) > 0gS� = fM 2 S t.q. E(M) < 0gS0 = fM 2 S t.q. E(M) = 0g (10.14)La fontion �(M) s'annulle en un ertain nombre de points Mi 2 S. A haun d'eux, onassoie un entier �(Mi) qui est l'indie de la fontion arg(�). (En g�en�eral, � = �1, et'est le signe du jaobien de la fontion �).Alors l'indie de Chern de la famille d'�etats j	+(M) >; M 2 S est :C+ = PMi2S+ �(Mi)= �PMi2S� �(Mi) (10.15)
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Figure 10.14: Ii C+ = �2Remarques :1. Du fait que �(M) soit une fontion �a valeurs omplexes, globalement d�e�nie sur S,la somme des indies de ses z�eros est nulle (il y a don un nombre pair de z�eros,si ils sont g�en�eriquement d'indie �1). Cela est lair en imaginant par exemple lafontion � : M 2 S ! IC omme une projetion de la surfae S sur le plan omplexe.Les z�eros de � sont les ant�e�edants de 0.2. Pour aluler l'indie de Chern C� de l'�etat j	� >, il suÆt d'intervertir les domainesS+ et S�. Don C+ = �C�.
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Figure 10.15: Image de l'appliation �(M)3. Si maintenant la famille d'Hamiltoniens Ĥ d�epend d'un troisi�eme param�etre , (elasigni�e que la surfae S d�epend du param�etre ), alors lorsque  varie, les z�eros de �bougent sur S, ils peuvent apparâ�tre ou disparâ�tre par paires�1, en se renontrant.Cela est lair sur la �gure 10.15. Les domaines S+;S� et la ligne S0 varient aussi.Remarquons que lorsqu'un z�ero de � franhit la ligne S0, il se produit une d�eg�e-n�eresene en e point (puisque � = E = 0) et l'indie de Chern (10.15) varie de�1.Consid�erons par exemple la famille de matries :H =  �Z X + iYX � iY Z ! ; X; Y; Z 2 IR3 (10.16)alors : 8<: � = X + iYE = Z (10.17)E� = �pX2 + Y 2 + Z2 (10.18)Il y a une d�eg�en�eresene onique (g�en�erique) en X = Y = Z = 0.Consid�erons omme surfae S, la sph�ere de rayon 1 : X2 + Y 2 + Z2 = 1, orient�ee par lanormale ext�erieure. S+ est l'h�emisph�ere Z > 0, et � = 0 pour les deux points M�1 o�uZ = �1. En M+1 2 S+, (X; Y ) sont des oordonn�ees loales orient�ees. Or � = X + iYdon �(M1) = +1. Don l'indie de Chern de la famille d'�etats j	+(M) > est :C+ = +1 (10.19)



138CHAPITRE 10. INDICE DE CHERN POUR CARACT�ERISER LA TOPOLOGIE DES BANDES D'�ENERGIE.Appliation : Variation de l'indie de Chern pour une d�eg�en�eresene g�en�eri-queRevenons maintenant �a l'�etude de la variation de l'indie de Chern lors d'une d�eg�en�e-resene .Consid�erons une famille g�en�erique d'Hamiltoniens �a un param�etre Ĥ(), sans sym�etriepartiuli�ere. Nous allons montrer que la variation de l'indie de Chern d'une bande aupassage d'une d�eg�en�eresene est �C = �1. En e�et, au voisinage d'une d�eg�en�eresene, disons en M� = (~��; �) dans l'espae des param�etres M = (~�; ), la matrie hermitiquede l'Hamiltonien restreint �a l'espae �a deux dimension (engendr�e par les deux veteurspropres qui subissent la d�eg�en�eresene ), peut s'�erire :H =  A0 � AZ AX + iAYAX � iAY A0 + AZ ! (10.20)ave les fontions ontinues : ~A(M) = (AX(M); AY (M); AZ(M)) 2 IR3 et A0(M) 2 IR.D'apr�es (9.11), les valeurs propres sont :E�(M) = A0 �qA2X + A2Y + A2Z = A0 � jj ~Ajj (10.21)Pour M = M�, lieu de la d�eg�en�eresene , on a jj ~Ajj = 0. Dans le as g�en�erique, leJaobien est non nul : ��� D ~ADM ���M=M� 6= 0. On a vu que la variation �C est l'indie de Chernalul�e sur une sph�ere entourant la d�eg�en�eresene . Or si l'on hange de fa�on ontinuele syst�eme de oordonn�ees M = (X; Y; Z) au voisinage de M�, et indie de Chern nevarie pas. Ainsi :Dans le as o�u ��� D ~ADM ���M=M� > 0, on peut trouver par ontinuit�e, un syst�eme de oordonn�ees(X; Y; Z) tel que ~A = (X; Y; Z), dans un voisinage de M�. Cela est dû au fait quel'ensemble des matries 3 � 3 inversibles, �a d�eterminant positif, est onnexe, et ontientl'identit�e. Dans e syst�eme de oordonn�ees, la matrie H s'�erit :H =  A0 � Z X + iYX � iY A0 + Z ! (10.22)Ave le r�esultat (10.19), on d�eduit que la variation d'indie de Chern du niveau sup�erieurest �C = +1 (et �1 pour le niveau inf�erieur ).Dans le as o�u ��� D ~ADM ���M=M� < 0, on se ram�ene �a un syst�eme de oordonn�ees tel que~A = (X; Y;�Z), et alors pour le niveau sup�erieur, �C = �1.



10.7. INTERPR�ETATION DE L'INDICE DE CHERN EN PHYSIQUE DU SOLIDE13910.7 Interpr�etation de l'indie de Chern en physiquedu solideDans e paragraphe, nous allons obtenir �a nouveau l'expression de la ondutivit�e de Hallquanti��ee (6.30), mais par une approhe di��erente de elle expos�ee au paragraphe 6.2.Cette nouvelle approhe onsiste �a onsid�erer des paquets d'ondes sur le plan (plûtot quesur le tore),onstruits par une superposition de di��erents �etats d'une bande. On montrealors que la position moyenne d'un tel paquet est "quanti��ee", 'est �a dire qu'elle ne peutprendre que des valeurs disr�etes, en orrespondane ave une ellule partiuli�ere.Une ons�equene de ela est que lors de l'�evolution (qui est une d�eformation ontinue dupaquet d'onde), la position moyenne du paquet d'onde reste onstante.Ensuite nous verrons que si un faible hamp �eletrique est appliqu�e (disons dans la dire-tion x), dans l'hypoth�ese adiabatique, la position moyenne du paquet d'onde se d�eplaedans la diretion y, ave une vitesse proportionnelle �a l'indie de Chern de la bande.Par ons�equent, la vitesse de d�eplaement de l'onde �eletronique est quanti��ee, et l'onretrouve l'expression de la ondutivit�e (6.30).a) Paquets d'onde onstruits �a partir d'une bande.Consid�erons une bande d'�etats j	(�1; �2) >2 HN(�1; �2) param�etr�ee par (�1; �2) 2 [0; 2�℄2.Pour e paragraphe, e peut être une bande d'�energie, ou même une famille quelonqueomme les �etats oh�erents du tore (8.1), jz; ~� >, �a z �x�e. La topologie de ette famille estarat�eris�ee par l'indie de Chern C.Chaque �etat j	(�1; �2) > est quasi-p�eriodique sur le plan (�etat propre des op�erateurs detranslation T̂Q, T̂P ) si bien que sa distribution de Husimi est non loalis�ee. Pour onstruireun paquet d'onde j	 > dont la distribution de Husimi est loalis�ee sur le plan (i.e fontiond'onde de arr�e sommable), il faut superposer les �etats j	(�1; �2) > :j	 >= ZZ d�1 d�2 j	(�1; �2) > (10.23)Pour ela il faut que j	(�1; �2) >2 HN(�1; �2) soit une famille ontinue de ~�. La propri�et�ede loalisation d�eoule ensuite par un argument du type "phase stationnaire".Remarque : si l'indie de Chern C de la bande est non nul, n�eessairement les veteursj	(�1; �2) > s'annulent pour ertaines valeurs de (�1; �2).



140CHAPITRE 10. INDICE DE CHERN POUR CARACT�ERISER LA TOPOLOGIE DES BANDES D'�ENERGIE.D'autres paquets d'onde loalis�es sur le plan mais translat�es du veteur �n1;n2 =n1!1 + n2!2 s'obtiennent par : j	n1;n2 >= D(�n1;n2)j	 > (10.24)Dans la suite, on assoiera don l'�etat j	n1;n2 > au site (n1; n2) sur le plan.On obtient : j	n1;n2 >= (�1)n1n2N ZZ d�1d�2 ein1�1+in2�2j	(�1; �2) > (10.25)Ces �etats sont du type fontions de Wannier en physique du solide.Inversement : j	(�1; �2) >= Xn1;n22ZZ2 e�in1�1�in2�2 j	n1;n2 > (10.26)Ainsi, pour l'intuition, la phase (in1�1 + in2�2) dans l'int�egrale (10.25) a pour e�et deloaliser la superposition d'�etats sur le site (n1; n2).Mais ette propri�et�e se g�en�eralise de la fa�on suivante : onsid�erons l'�etat quantique :j� >= ZZ d�1d�2 eif(�1;�2)j	(�1; �2) >o�u f(�1; �2) est une fontion r�eelle ontinue p�eriodique en (�1; �2) :8<: f(�1 + 2�; �2) = f(�1; �2) +N12�f(�1; �2 + 2�) = f(�1; �2) +N22�(N1; N2) 2 ZZ2 sont deux entiers qui arat�erisent la topologie de la fontion f (i.e. sila fontion f est modi��ee ontinument parmi les fontions r�eelles ontinues p�eriodiques,N1; N2 restent onstants.)Ensuite si l'on d�eompose l'�etat j� > sur les di��erents sites (n1; n2) :j� >= Xn1;n22ZZ2 �n1;n2j	n1;n2 >j�n1;n2j2 peut s'interpr�eter omme la probabilit�e ou l'intensit�e de pr�esene de l'�etat j� >sur le site j	n1;n2 >.On obtient alors : 8<: N1 = Pn1;n22ZZ2 n1j�n1;n2j2N2 = Pn1;n22ZZ2 n2j�n1;n2j2Autrement dit, N1; N2 orrespondent �a la position moyenne (le site moyen) de l'�etat j� >.Et par ons�equent, la position moyenne est "quanti��ee".(il s'agit en fait d'une propri�et�e de la s�erie de Fourier qui est que : si g(�) = Pn nein� =



10.7. INTERPR�ETATION DE L'INDICE DE CHERN EN PHYSIQUE DU SOLIDE141eif(�) est p�eriodique et f(2�) = f(0) +N2�, alors N = Pn njnj2).Cons�equene : Initialement, l'�etat j	 >= j	0;0 > est loalis�e sur le site (0; 0). En no-tant E(�1; �2) l'�energie (ou la quasi-�energie) de l'�etat stationnaire j	(�1; �2) >, on d�eduitl'expression de l'�evolution de l'�etat j	 > apr�es un temps t :j	t >= Ûtj	 >= ZZ d�1d�2e�iE(�1;�2)t�h j	(�1; �2) >Ii la phase f(�1; �2) = �iE(�1;�2)t�h est p�eriodique de type (N1 = 0; N2 = 0) puisque parvariation ontinue (t ! 0 ou E(�1; �2) ! E) on obtient f = 0. Par ons�equent, lors deson �evolution, l'�etat j	t > reste loalis�e en moyenne sur le site (0; 0). (Mais la distributionpeut s'�etaler si la bande E(~�) est large.)Remarque : es r�esultats ontiennent en partiulier eux mentionn�es pour les �etats oh�e-rents du tore (8.3),(8.5).Remarque : e r�esultat semble paradoxal pour des �etats onstruits ave une bande quan-ti�ant une trajetoire non ontratible ar lassiquement, un point de ette trajetoirepart �a l'in�ni. Mais omme nous l'avons vu autour de la �gure 9.10, la bande utueentre deux (ou plusieurs) trajetoires ayant des diretions oppos�ees. La distribution dej	t > est ompos�ee de paquets d'ondes se d�epla�ant sur haque trajetoire, si bien que laposition moyenne est �xe.b) Quanti�ation de la ondutivit�e.Les �etats j	(�1; �2) > de la bande d'�energie sont des �etats stationnaires de Ĥ et (�1; �2)sont de "bons nombres quantiques". Si un faible hamp �eletrique uniforme et onstant~E est appliqu�e, en reprenant la desription physique du paragraphe 6, ela implique uned�ependane en temps du potentiel veteur (�equation de Maxwell) : ~E = �1�t ~A.Le th�eor�eme d'adiabatiit�e, [73℄ ompl�et�e par M.V. Berry [16℄, montre que si le hamp ~Eest "assez faible", lors de leur �evolution, les �etats j	(~�) > restent �etats stationnaires deĤ, mais les param�etres (�1; �2) �evoluent selon :8<: �1(t) = � eX�h Ext�2(t) = � eY�h Eyt



142CHAPITRE 10. INDICE DE CHERN POUR CARACT�ERISER LA TOPOLOGIE DES BANDES D'�ENERGIE.(X et Y sont les dimensions d'une ellule �el�ementaire).Supposons pour simpli�er que ~E = (Ex; 0) soit selon x. alors �2(t) = �2 est onstant et�1(t) est p�eriodique de p�eriode T = heXEx .En partiulier, au bout d'une p�eriode T , l'�etat j	(�1; �2) > est devenu :ÛT j	(�1; �2) >= j	(�1; �2) > ei�D(�1;�2)+i�B(�1;�2)o�u �D(�1; �2) est la phase dynamique et �B(�1; �2) est la phase de Berry du hemin �1(t)et ne d�epend don pas de �1. Dans ette hypoth�ese de hamp ~E faible, le paquet d'ondej	 > �evolue don au bout d'une p�eriode T selon :j	T >= ÛT j	 >= ZZ d�1d�2ei�D(�1;�2)+i�B(�1;�2)j	(�1; �2) >Nous avons vu que �D est une fontion p�eriodique de type (N1 = 0; N2 = 0) (on fait parexemple E(~�) ! 0), et un raisonnement semblable �a elui de la �gure 10.3 montre que�B(�1; �2) � C2��2, 'est �a dire que �B(�1; �2) est de type (N1 = 0; N2 = C) o�u C estl'indie de Chern de la bande.Par ons�equent, l'�etat j	T > est loalis�e en moyenne sur le site (n1 = 0; n2 = C).Au ours du temps, la distribution de Husimi de l'�etat j	 > se d�eplae don selon ladiretion y ave une vitesse : Vy = CYT (ar les sites sont distants de Y ). Cette vitesseest quanti��ee et ne d�epend pas du paquet d'onde j	 > que l'on a pu onstruire ave labande j	(~�) >.Pour une bande d'�energie, la densit�e d'�eletrons est de un �eletron par ellule : � = 1XY .Si bien que la densit�e de ourant �eletrique engendr�ee par la bande remplie est :jy = �eVy = e2h CExOn retrouve don l'expression pour la quanti�ation de la ondutivit�e de Hall :�xy = jyEx = e2h C



Chapitre 11L'indie de Chern dans des mod�elesint�egrablesLes propri�et�es des distributions de Husimi �a la limite semi-lassique, et l'indie de Chernayant �et�es pr�esent�es s�epar�ements dans les hapitres pr�e�edents, nous allons maintenant�etudier l'indie de Chern dans la limite semi-lassique, autour de quelques exemples.Dans e hapitre, nous allons nous limiter �a une dynamique lassique int�egrable sur le tore(d�e�nie par un Hamiltonien ind�ependant du temps), et nous essayerons de d�egager desr�egles de orrespondane entre la dynamique lassique d'une part et la valeur des indiesde Chern d'autre part. Il ne s'agit pas d'une �etude syst�ematique et ompl�ete, mais plutôtd'une approhe.Pour une dynamique int�egrable, un �etat stationnaire est assoi�e �a une trajetoire lassique(voire un nombre �ni, si il y a e�et tunnel), et ela rend l'analyse possible au moyen dem�ethodes semi-lassiques. D'apr�es la propri�et�e importante it�ee page (123), l'indie deChern peut-être non nul si l'�etat stationnaire est assoi�e �a une trajetoire non ontratible,ou bien ontratible mais �etant en r�esonane (i.e. e�et tunnel) ave d'autre trajetoires.N�eanmoins, dans es as l�a, l'indie de Chern n'est pas syst�ematiquement non nul, etnous verrons quelles autres onditions doivent être v�eri��ees.Dans leur �etude de l'e�et Hall quantique au moyen des indies de Chern, D.J. Thou-less et al. [11℄, ont alul�e les indies de Chern pour un Hamiltonien de Harper :H�(q; p) = � os(t2�q) � � os(2�p), pour � ! 0 et t 2 IN�. Les trajetoires sont alorstoutes non ontratibles de type (0;�1), et la dynamique poss�ede une sym�etrie par latranslation TQ=t, si bien que les indies de Chern non nuls peuvent s'interpr�eter omme�etant une ons�equene d'un e�et de r�esonane entre les di��erentes trajetoires sym�etriquespar translation, et de même �energie. 143



144 CHAPITRE 11. L'INDICE DE CHERN DANS DES MOD�ELES INT�EGRABLESLes autres r�esultats onernant l'indie de Chern dans des mod�eles int�egrables sont euxobtenus par Y. Huo et R.N. Bhatt [74℄, qui ont fait une �etude num�erique, en alulantla distribution statistique de la valeur de l'indie de Chern, en fontion de l'�energie, pourdes Hamiltoniens tir�es au hasard. Leur prinipal r�esultat est que dans la limite N !1,les bandes d'�energie ayant un indie de Chern non nul se situent au milieu du spetre etorrespondent aux bandes d'�energie ayant une forte largeur et don aux trajetoires nonontratibles. L'e�et tunnel est un ph�enom�ene " exeptionnel" si bien qu'il �ehappe �aleur �etude statistique.Au premier paragraphe, l'indie de Chern non nul est assoi�e �a une trajetoire non on-tratible partiuli�ere, puisqu'il s'agit d'une s�eparatrie. Nous �etudierons ensuite autourd'exemples, le as d'une r�esonane entre deux trajetoires ontratibles en d�egageant uner�egle qualitative pour une famille d'Hamiltoniens �a deux param�etres, montrant que leslignes de d�eg�en�eresene forment des boules tr�es petites et align�ees. Ce ph�enom�ene estg�en�erique aux extr�emit�es du spetre d'�energie. Nous observerons ensuite num�eriquementun mod�ele ayant trois trajetoires ontratibles sym�etriques par translation.Il manque en fait l'�etude ompl�ete des indies de Chern pour des trajetoires non on-tratibles qui peuvent exister au milieu du spetre d'�energie.
11.1 Mod�ele de Harper �a s�eparatrie uniqueLe mod�ele suivant est une extension �a un param�etre du mod�ele de Harper (9.4). Voiil'Hamiltonien lassique d�ependant du param�etre D 2 [0; 1℄ :HS(q; p) = � os(2�p)� os(2�p)�D os (2�(q � p)) (11.1)La �gure 11.1 montre les trajetoires (i.e. les lignes de niveau de HS) pour di��erentesvaleurs de D.L'int�erêt r�eside dans le fait que la dynamique ne poss�ede que des trajetoires on-tratibles hormis une s�eparatrie S1 (et deux points �xes instables). D'apr�es la propri�et�eimportante (page 123) qui est que l'indie de Chern assoi�e �a une trajetoire ontratibleest nul, et le fait que la somme des indies de Chern est �egal �a un (page 130), on d�eduitque les indies de Chern des bandes sont nuls sauf pour une (ou �eventuellement plusieurs)bande, d'�energie voisine de l'�energie de la s�eparatrie.Une nouvelle s�eparatrie S2 et deux maxima apparaissent pour D > 12 . La �gure 11.2montre l'�energie lassique des di��erents points �xes en fontion de D.
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Figure 11.1: Trajetoires de l'HamiltonienHS, (11.1).
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Figure 11.2: Points �xes de l'Hamiltonien HS , (11.1).: point �xes stable (minimum et maximum de H)............ : point �xe instable (et s�eparatries).



146 CHAPITRE 11. L'INDICE DE CHERN DANS DES MOD�ELES INT�EGRABLESNous allons dans la suite nous int�eresser �a la s�eparatrie non ontratible S1. Lefait essentiel est que lorsque D augmente, le volume d'espae de phase des trajetoiresontratibles d'�energie E < ES1 augmente. Cela est visible sur la �gure (11.1). Il end�eoule d'apr�es la formule semi-lassique de Weyl (2.47), que le nombre d'�etats station-naires d'�energie E < ES1 augmente, et ainsi que l'indie de Chern non nul, passe tour �atour d'une bande d'�energie �a la bande sup�erieure lorsque D augmente, de fa�on �a resterassoi�e �a une bande d'�energie voisine de ES1 . Nous avons vu que le hangement d'indiede Chern implique une d�eg�en�eresene entre niveaux, et don le spetre quantique doitpr�esenter une s�erie de d�eg�en�eresenes loalis�ees pr�es de l'�energie de la s�eparatrie.La �gure (11.3), r�esultat d'un alul num�erique, montre que ela se produit e�etivement.On y observe que l'�energie des d�eg�en�eresenes suit de tr�es pr�es l'�energie de la s�eparatrie.De plus, omme pr�evu par des m�ethodes semi-lassique, la largeur des bandes d'�energiequanti�ant des trajetoires ontratibles est tr�es �etroite, sauf au voisinage de la s�eparatrienon ontratible.La deuxi�eme s�eparatrie qui apparait �a partir de D = 0:5 est ontratible et ne sup-porte don pas de bande �a indie de Chern non nul. Pour une �energie E > ES2 , nousobservons que les bandes toujours �etroites se rassemblent par paires. Cela est un e�et der�esonane, ou e�et tunnel, entre les deux puits ontenant les maxima. Le fait que l'indiede Chern de es bandes est nul est li�e �a la proximit�e des deux puits dans l'espae de phase;e th�eme fait l'objet du paragraphe suivant.Sur la �gure 11.4, on peut observer la distribution de Husimi des �etats de la bande n = 13pour D = 0:5, et di��erentes valeurs de (�1; �2). L'indie de Chern est non nul C13 = 1.Lorsque (�1; �2) varient, les z�eros reouvrent l'espae de phase, et en partiulier la �gure11.4 montre des �etats pour lesquels les z�eros sont situ�es aux points �xes instables. La�gure 11.5 permet de v�eri�er que un z�ero passe une seule fois en es points et que l'indiede Chern est bien C13 = 1.On remarque de plus que un z�ero franhit la s�eparatrie lorsque ~� varie : pour ~� = (�; �),il y a 8 z�eros �a "l'int�erieur" de la s�eparatrie et 13 �a l'ext�erieur, Pour ~� = (0; 0), il y a 9z�eros �a l'int�erieur et 12 �a l'ext�erieur. Par rapport �a la r�egle semi-lassique, on peut direque e z�ero qui passe d'un ôt�e �a l'autre de la s�eparatrie est un z�ero "de trop". Nousavons vu que lorsqu'une famille de trajetoires ontratibles est quanti��ee, la distributionde Husimi d'un niveau enerle un z�ero de plus que la distribution de Husimi du niveaupr�e�edent. Dans e mod�ele, la s�eparatrie est la fronti�ere entre deux puits et �ehappe �aette r�egle : pour le puits d'�energie maximale, l'�etat 	14 enerle (21� 14) = 7 z�eros, et
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Figure 11.3: Spetre de N = 21 �etats. Cette �gure repr�esente les bandes d'�energie et leurindie de Chern pour l'Hamiltonien HS , (11.1). Chaque bande est d�elimit�ee ii par son �energiemaximum et minimum lorsque (�1; �2) varient. La ouleur et le num�ero entre es deux limitesindiquent l'indie de Chern de la bande. L'�energie des s�eparatries lassiques S1 et S2, report�eede la �gure 11.2, est en ligne pointill�ee. Un segment vertial indique la pr�esene d'une d�eg�e-n�eresene . (A ause d'une trop faible disr�etisation en (�1; �2), sur la �gure les bandes nese touhent pas lors d'une d�eg�en�eresene . Elles sont en r�ealit�e l�eg�erement plus larges et setouhent.)



148 CHAPITRE 11. L'INDICE DE CHERN DANS DES MOD�ELES INT�EGRABLESnous voyons que l'�etat 	13 enerle 8 ou 9 z�eros selon la valeur de ~�, soit un ou deux z�erosde plus que l'�etat 	14. Et il en est de même pour le puits d'�energie maximale.Une m�ethode semi-lassique de quanti�ation des points �xes [56℄ devrait vraisemblable-ment expliquer quantitativement es r�esultats.

(a) (b) (c) (d)Figure 11.4: Distribution de Husimi de la bande 	13, ave un indie de Chern �egal �a un.D = 0:5, N = 21. Les �etoiles marquent les z�eros de la distribution.(a) ~� = (�; �) : il y a une forte intensit�e sur haque point �xe et 8 z�eros sont au entre.(b) ~� = (0; �) : un z�ero se trouve sur le point �xe instable (q; p) = (0; 0:5).() ~� = (�; 0) : un z�ero se trouve sur l'autre point �xe instable (q; p) = (0:5; 0).(d) ~� = (0; 0) : il y a une forte intensit�e sur haque point �xe et 9 z�eros sont au entre.
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(a) (b)Figure 11.5: Densit�e de la distribution de Husimi de l'�etat 	13 aux points �xes instables, enfontion de (�1; �2).



11.2. R�ESONANCE ENTRE DEUX TRAJECTOIRES CONTRACTIBLES 14911.2 R�esonane entre deux trajetoires ontratiblesDans e paragraphe, nous allons nous int�eresser �a la valeur que peut prendre l'indie deChern si il y a un e�et de r�esonane entre deux trajetoires ontratibles quanti��ees. Cete�et de r�esonane s'observe par exemple pour une dynamique poss�edant "deux puits"et lorsque eux-i sont sym�etriques, ou s'ils sont dissym�etriques mais d�ependant d'unparam�etre, et la r�esonane se produit pour des valeurs partiuli�eres du param�etre.La sym�etrie entre les deux puits peut être une sym�etrie par translation ou par r�eexion.Nous allons tout d'abord exp�erimenter num�eriquement trois Hamiltoniens orrespondant�a es di��erents as de r�esonane. Nous analyserons ensuite es r�esultats en d�egageant uner�egle g�en�erale qui permettra de omprendre l'apparition g�en�erique de d�eg�en�er�esenesdans les extr�emit�es du spetre (o�u il n'y a que des trajetoires ontratibles) pour unefamille de Hamiltoniens d�ependants de deux param�etres.a) Deux puits sym�etriques par translation.Consid�erons l'Hamiltonien suivant d�ependant du param�etre V 2 [0; 1=2℄ :HT (q; p) = � os(2�q)� os(4�p)� 14 os(4�q + �4 )� V os(8�p+ �2 ) (11.2)La �gure 11.6 montre les trajetoires. Cet Hamiltonien est hoisi tel que pour V = 0,les deux puits (de maximum) au entre de la �gure soient sym�etriques �a la fois par latranslation Tp=1=2 et par r�eexion par rapport �a la droite p = 1=2. Ensuite pour V > 0, lasym�etrie par r�eexion est bris�ee, et ne subsiste que la sym�etrie par translation. Ce sontdon les bandes dans les extr�emit�es du spetre qui nous int�eressent.La �gure 11.10 page 153 montre le spetre en bande ainsi que leur indie de Chern,en fontion de V , pour N = 11.L'observation prinipale est que les indies de Chern ne sont pas a�et�es par la brisurede la sym�etrie par r�eexion. Ils prennent les valeurs pr�edites par D.J.Thouless et al. [10℄,�1 par doublet de bande (la valeur +1 est prise par la bande d'�energie extr�eme). Onremarque aussi que l'espae (le "gap") entre deux bandes d'un doublet est tr�es faible,beauoup plus faible que pour le syst�eme �a trois puits pr�esent�e plus loin.Puisque l'indie de Chern est non nul, ela signi�e que les z�eros de la distribution deHusimi reouvrent tout l'espae de phase, lorsque (�1; �2) varient et entre autre que lapr�esene de l'�etat stationnaire varie dans haun des puits, allant jusqu'�a l'annulation.La �gure 11.7 montre l'intensit�e de la distribution de Husimi en haun des puits pour
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Figure 11.6: Trajetoires de l'Hamiltonien HT (11.2).la bande 	11. On note jq1; p1 > et jq2; p2 > les �etats oh�erents situ�es au entre des puitsnot�es 1 et 2 sur la �gure 11.6. Les valeurs de (�1; �2) pour lesquelles ette intensit�e estnulle orrespond au passage d'un z�ero au fond du puits.On observe sur la �gure 11.8 la distribution de Husimi sur tout l'espae de phase, pourles valeurs partiuli�eres de (�1; �2) o�u ette distribution est nulle dans un puits. Uneons�equene au niveau de la dynamique est que l'e�et tunnel r�e�e par les �etats 	10 et 	11est supprim�e pour es valeurs partiuli�eres de (�1; �2) (et au voisinage).Si l'on onsid�ere même que l'e�et tunnel est supprim�e lorsque l'intensit�e de la distributionde Husimi de l'�etat stationnaire n'atteint pas 10 pour ent de l'intensit�e dans l'autre puit,on d�eduit �a partir de la �gure 11.7 que l'e�et tunnel est e�etivement supprim�e dans emod�ele pour la plupart des valeurs de (�1; �2), sauf au voisinage des lignes �1 = 2:4; �1 =5:4.Cette desription onerne la bande 	11, mais la bande 	10 qui forme un doublet ave	11 pr�esente des utuations semblables, mais en opposition.b) Deux puits sym�etriques par r�eexion.Consid�erons maintenant l'Hamiltonien d�ependant du param�etre V 2 [0; 2℄,HR(q; p) = � os(2�q)� os(4�p)� 14 os(4�q + �4 )� V os(2�p) (11.3)La �gure 11.9 montre les trajetoires. Pour V = 0, les Hamiltoniens HT et HR sontidentiques, mais pour V > 0, la sym�etrie par translation est bris�ee, seule reste la sym�etrie
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(a) (b)Figure 11.7: Intensit�e de la distribution de Husimi de l'�etat 	11au fond des puits 1 et 2. N = 11,V = 1=3.(a) puits 1, repr�esentation de j < q1; p1j	11(~�) > j2 ave (q1; p1) = (0:56; 0:26).(b) puits 2, repr�esentation de j < q2; p2j	11(~�) > j2 ave (q2; p2) = (0:56; 0:78).

(a) (b) (c)Figure 11.8: Distribution de Husimi de l'�etat 	11. V = 1=3; N = 11.(a) (�1; �2) = (2:5; 4:4) .(b) (�1; �2) = (0:9; 1:256). (suppression de l'e�et tunnel).() (�1; �2) = (3:14; 1:256). (suppression de l'e�et tunnel).



152 CHAPITRE 11. L'INDICE DE CHERN DANS DES MOD�ELES INT�EGRABLESpar r�eexion, si bien qu'il doit toujours y avoir r�esonane entre les deux puits d'�energiemaximum.
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Figure 11.9: Trajetoires de l'Hamiltonien HR, (11.3).Remarquons que pr�es de l'�energie minimale, les deux puits ne sont pas sym�etriques,et ainsi V > 0 doit lever l'e�et de r�esonane dans le bas du spetre. Le spetre en bandede l'Hamiltonien quantique en fontion de V , et pour N = 11, est montr�e sur la �gure11.11 page 153.Cette fois-i dans le haut du spetre, les bandes 	10 et 	11 vont par doublet mais pourV = V � prohe de z�ero, une d�eg�en�eresene se produit et ensuite l'indie de Chern est nul.On remarque aussi que les bandes deviennent plus �etroites. La situation est don biendi��erente de la pr�e�edente. On s'attend �a e que la distribution de Husimi des �etats 	10et 	11 utue peu ave (�1; �2) pour V > 0. On observe en e�et qu'�a partir de V > V �,les z�eros ne p�en�etrent plus au sommet des puits, 'est �a dire que les distributions de 	10et 	11 utuent mais ne vont pas jusqu'�a s'annuler au sommet des puits. Et pour V assezgrand, les distributions utuent tr�es peu, et restent dans la on�guration "habituelle"du double puits ave des intensit�es �egales dans haque puits.Les deux puits 3 et 4 d'�energie minimum orrespondant au bas du spetre ne sont passym�etriques, 'est pourquoi les deux bandes 	1 et 	2 s'�eartent en respetant haunela quanti�ation W.K.B. d'un des deux puits. Avant de s'�earter, une d�eg�en�eresene seproduit pour V prohe de z�ero, et l'indie de Chern des bandes devient nul, onform�ementau fait que les fonds de puits sont ontratibles, et qu'il n'y a plus de r�esonane.
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Figure 11.10: Bandes d'�energie et indie de Chern de HT . (11.2). N = 11. Les indies deChern sont onstants. Il n'y a pas de d�eg�en�eresene .
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Figure 11.11: Bandes d'�energies et indie de Chern de HR (11.3). N = 11. Pour V = 0, lesspetres et les indies de Chern de HR et HT sont identiques. Il faut remarquer sur le d�etail queen V = 0, les indies de Chern sont C = �1, et qu'une d�eg�en�eresene se produit en V � 6= 0.



154 CHAPITRE 11. L'INDICE DE CHERN DANS DES MOD�ELES INT�EGRABLESPour V � 0:6, le fondamental 	2 du puits 3 le plus �elev�e roise le deuxi�eme niveau 	3du puits 4 et une r�esonane de produit �a nouveau, enadr�ee ii par deux d�eg�en�eresenesentre lesquelles les indies de Chern sont �1 pour les bandes 	2 et 	3. Cela signi�etoujours que la distribution de Husimi utue entre les deux supports de trajetoire).) Analyse pour deux trajetoires ontratibles quelonques.Le but est de omprendre les r�esultats observ�es i-dessus.Consid�erons deux trajetoires 1 et 2 ontratibles, d'une dynamique int�egrable sur le torequi appartiennet �a deux puits di��erents pas n�e�essairement sym�etriques. Appelons j1 >et j2 > les quasi-modes qui quanti�ent leur repr�esentant respetif sur le plan dans ledomaine fondamental [0; Q℄� [0; P ℄. Les repr�esentations de Husimi dans le plan des �etatsj1 > et j2 > sont don onentr�ees dans le domaine fondamental, sur les trajetoires 1 et2.On se �xe (�1; �2), et l'on onstruit des "�etats du tore" en rendant p�eriodiques les �etatsj1 > et j2 > : 8<: j	1 >= P̂(�1;�2)j1 >j	2 >= P̂(�1;�2)j2 > (11.4)On a alors : E1 =< 	1jĤj	1 >= < 1jP̂+(�1;�2)ĤP̂(�1;�2)j1 >= < 1jĤP̂ 2(�1;�2)j1 >=< 1jĤP̂(�1;�2)j1 >= Pn1;n22ZZ2 < 1jĤ ~D(�n1;n2; ~�)j1 >= Pn1;n2 e�iFn1;n2;~� < 1jĤD(�n1;n2)j1 > (11.5)or : e�iF�n1;�n2;~� < 1jĤD(��n1;�n2)j1 >= e�iFn1;n2;~� < 1jD+(��n1;�n2)Ĥj1 >= e�iFn1;n2;~� < 1jĤD(�n1;n2)j1 > (11.6)don :E1(~�) =< 	1jĤj	1 >=< 1jĤj1 > +2 X(n1;n2)6=(0;0)Refe�iFn1;n2;~� < 1jĤD(�n1;n2)j1 >g(11.7)et don :E(~�) = E2 � E12 = < 2jĤj2 > � < 1jĤj1 >2 + X(n1;n2)6=(0;0)Refe�iFn1;n2;~�(< 2jĤD(�n1;n2)j2 >(11.8)



11.2. R�ESONANCE ENTRE DEUX TRAJECTOIRES CONTRACTIBLES 155� < 1jĤD(�n1;n2)j1 >)g (11.9)rappel : Fn1;n2;~� = n1�1 + n2�2 + n1n2�N .par ailleurs, �(~�) =< 	1jĤj	2 >= Xn1;n2 < 1jĤD(�n1;n2)j2 > e�iFn1;n2;~� (11.10)Dans es deux sommes, l'amplitude des termes d�eroit exponentiellement vite lorsquejn1j; jn2j augmentent. Le module de es termes m = j < 1jĤD(�n1;n2)j2 > j orrespond�a la distane "tunnel" entre le quasi-mode j1 > et j2 >n1;n2= D(�n1;n2)j2 >, imagestranslat�ees du quasi mode j2 > dans les domaines du plan. Le module d�eroit ommeexp(�dn1;n2N), o�u dn1;n2 est du même ordre de grandeur que la distane sur l'espae dephase entre les supports de j1 > et j2 >n1;n2 . Voir la �gure 11.12.
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Figure 11.12: L'espae de phase plan. L'emplaement des quasi-modes est not�e par j2 >n1;n2=D(�n1;n2)j2 > .En supposant E1 et E2 voisins, les �etats stationnaires j	+(~�) > et j	�(~�) > sontdonn�es par la diagonalisation de la restrition de Ĥ dans la base j	1(~�) >, j	2(~�) >,omme expliqu�e au paragraphe 9.3. Ii on s'int�eresse �a l'indie de Chern des bandesj	+(~�) > et j	+(~�) >, et d'apr�es les r�esultats du paragraphe 10.6, il est d�etermin�epar l'emplaement des z�eros de �(~�) et de leur indie par rapport �a l'ensemble S+ =f~� = E(~�) > 0g.1. Changement de signe de E(~�) : Pour que l'indie de Chern soit non nul, il est toutd'abord n�eessaire que E(~�) s'annule et hange de signe, d�e�nissant ainsi une par-



156 CHAPITRE 11. L'INDICE DE CHERN DANS DES MOD�ELES INT�EGRABLEStition S+ [ S� [ S0 du tore ~� 2 [0; 2�℄2, voir (10.14). Le terme onstant de E1(~�)(respet. E2(~�)) est < 1jĤj1 >, �energie du quasi-mode j1 > (respet. j2 >). Lesautres termes d�ependent de ~�, mais ont une amplitude exponentiellement faible enfontion de N , et pour que E(~�) hange de signe, il faut que les bandes tr�es �nesE1(~�) et E2(~�) se reouvrent. ela se produit si il y a une sym�etrie exate (auquelas < 1jĤj1 >=< 2jĤj2 >), ou si Ĥ d�epend d'un param�etre , qui fait que es deuxbandes se roisent, et se reouvrent don pour une valeur partiuli�ere du param�etre.La ondition que E(~�) hange de signe est somme toute pas tr�es restritive, etorrespond �a la ondition de r�esonane E � j�j du paragraphe 9.3.2. Les z�eros de �(~�) : Nous allons disuter de la possibilit�e pour �(~�) de s'annuler dansun as g�en�erique. �(~�) se d�eompose d'apr�es (11.10) omme une somme de termesd�ependants de (�1; �2) par Fn1;n2;~�. Sauf as partiulier, (on disutera par exemplela sym�etrie par translation au paragraphe suivant), le module des termes de (11.10),peuvent se ranger par ordre d�eroissant ma � mb � m:::, et la d�eroissane est sirapide que seul le premier terme est pr�epond�erant. Le module de � est j�j � ma etainsi �(~�) ne s'annule pas. Voir la �gure 11.13(a). Par ons�equent l'indie de Chernest nul.Pour que �(~�) puisse s'annuler, il faut don d�ej�a que les modules des deux termespr�epond�erants soient du même ordre ma � mb ou tout au moins, que leur di��erenesoit plus petite que le module du troisi�eme terme :jma �mbj � m � md:::. Voir la�gure 11.13(b). �(~�) s'�erit don approximativement :�(~�) � mae ~na~�+�a +mbe ~nb~�+�b +me ~n~�+�= e ~na~� �mae�a +mbe( ~nb� ~na)~�+�b +me( ~n� ~na)~�+�� (11.11)ave ~na = (na1; na2) 2 ZZ2 orrespond au domaine o�u est repr�esent�e le terme a.Il faut de plus que la d�ependane relative des termes en ~� soit ind�ependante, 'est �adire d'apr�es (11.11) que les fontions fb(~�) = (~nb� ~na)~� et f(~�) = (~n� ~na)~� soientind�ependantes, ou enore : nb1 � na1nb2 � na2 6= n1 � na1n2 � na2 (11.12)qui signi�e graphiquement que les points ~na; ~nb; ~n ne sont pas align�es. Intuitive-ment, ette ondition permet aux trois premier termes de �(~�) de d�erire une surfaede IC et non une ligne, et de pouvoir r�ealiser �(~�) = 0.Notons aussi que si �(~�) s'annule pour une on�guration donn�ee, (�g. 11.13(b)),



11.2. R�ESONANCE ENTRE DEUX TRAJECTOIRES CONTRACTIBLES 157�(~�) s'annule alors aussi pour une on�guration sym�etrique (�g. 11.13()), ave unsigne oppos�e.
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(c)Figure 11.13: Les trois premiers termes de �(~�), de modules ma;mb;m.En onlusion de e paragraphe, nous avons vu que les indies de Chern d'un ouplede quasi-modes en r�esonane peut être non nul �a ondition que les onditions suivantessoient r�ealis�ees :1. "Condition de r�esonane" : < 1jĤj1 >�< 2jĤj2 >, (v�eri��ee si il y a une sym�etrie,de translation ou r�eexion ou lorsque deux bandes semi-lassiques se roisent.). elapermet �a E(~�) de hanger de signe.2. "Condition d'�equidistane" : Il faut que les deux plus prohes repr�esentants du quasi-mode j2 > soient �a �egale distane ("distane tunnel" li�ee �a la barri�ere �energ�etique)du quasi-mode j1 > (dans le plan), et que le troisi�eme repr�esentant ne soit pas align�eave les deux pr�e�edants. Voir �gure 11.14. Cela permet �a �(~�) de s'annuler.3. L'indie de Chern d�epend ensuite de l'emplaement relatif des z�eros de �(~�) (et leurindie) par rapport au domaine S+, voir le paragraphe 10.6.d) Cas de deux trajetoires ontratibles sym�etriques par translation et ana-lyse des r�esultats de HT .La sym�etrie par translation d'ordre t n'est en fait pas exeptionnelle dans le ontextephysique d'�eletrons dans un potentiel p�eriodique et un fort hamp magn�etique, puisqu'elleorrespond d'apr�es (7.17) �a quanti�er le plan ave h = tNQP , ou enore d'apr�es (6.18)�a avoir un nombre rationnel Nt de quanta de ux de hamp magn�etique par ellulep�eriodique.Nous allons analyser le spetre de l'Hamiltonien HT et onsid�erer don le as de deux
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Figure 11.14: Illustration des onditions pour avoir C = �1.trajetoires ontratibles sym�etriques par translation. Il s'agit d'un as partiulier duparagraphe pr�e�edent. D'apr�es la r�egle �etablit i-dessus, l'indie de Chern peut être nonnul. Il reste ependant �a pr�eiser plus le dernier point. Supposons que la sym�etrie est enimpulsion : T̂P=2 = D(!2=2) ommute ave Ĥ. L'exemple (11.2) sert d'illustration. Onpeut aussi supposer que les deux quasi-modes sont li�es par : j2 >= D(!2=2)j1 >. On aalors ave (7.22) :< 2jĤD(�n1;n2)j2 >= < 1jĤD(�!22 )D(�n1;n2)D(!22 )j1 >= e�in1�N < 1jĤD(�n1;n2)j1 > (11.13)et (11.8) donne :E(~�) = E2 � E12 = X(n1;n2)6=(0;0)Refe�iFn1;n2;~�(1� e�in1�N) < 1jĤD(�n1;n2)j1 >g (11.14)(le terme onstant est parti, omme < 1jĤj1 >=< 2jĤj2 >, et ela fait que E(~�) osille,hange de signe, et don les domaines S+ et S� sont non vides).Remarque : si N est pair, E(~�) est nul, e �a quoi l'on s'attend du fait que dans e as,on peut e�etuer le quotient du plan par TQ, TP=2 et diagonaliser Ĥ dans les sous espaesHN=2(�1; �2), e qui ram�ene �a un probl�eme �a un seul puit. On suppose don par la suite,que N est impair.Ensuite, la sym�etrie par translation induit une relation entre le terme (�n1;�n2) et



11.2. R�ESONANCE ENTRE DEUX TRAJECTOIRES CONTRACTIBLES 159(n1; n2 � 1) de la somme (11.10). Cela est lair sur le graphique 11.12 :< 1jĤD(��n1;�n2)j2 > e�iF�n1;�n2;~� = < 1jĤD(�!22 )D(�n1!1 � (n2 � 1)!2))D(�!22 )j2 >e�iF�n1;�n2;~�= < 1jD+(!22 )D+(n1!1 + (n2 � 1)!2)Ĥj1 >ein1�1+in2�2�in1n2�N= < 1jĤD(�n1;(n2�1))j2 > e�iFn1;(n2�1);~�e�i�2�in1�N (11.15)On a alors :�(~�) = Pn2�0 < 1jĤD(�n1;n2)j2 > e�iFn1;n2;~�+Pn2�0< 1jĤD(�n1;n2)j2 > e�iFn1;n2;~�e�i�2+in1�N= 2e� i�22 fPn2�0;n1 pairRe[< 1jĤD(�n1;n2)j2 > e�iFn1;n2;~�ei �22+iPn2�0;n1 impair Im[< 1jĤD(�n1;n2)j2 > e�iFn1;n2;~�ei �22 ℄g (11.16)�(~�) s'annule si haune des sommes �a valeur r�eelle s'annule simultan�ement. Ce sont destermes qui osillent et les solutions de �(~�) = 0 existent don.Dans le as de l'exemple (11.2), et d'apr�es la �gure 11.6, le terme prinipal de (11.14) estpour n1 = �1, n2 = 0, e qui fait que :E(~�) = E2 � E12 = 4Refe�i�1 < 1jĤD(!1)j1 >g (11.17)Le signe de E(~�) partitionne don le tore [0; 2�℄ en deux bandes parall�eles �a l'axe �2, S+,et S�, de largeur ��1 = �. S+ = f(�1; �2) t.q. ~�1 < �1 < ~�1 + �g. ~�1 2 [0; 2�℄Ensuite les termes prinipaux des deux sommes intervenant dans �(~�) (11.16) sont respe-tivement : (n1; n2) = (0; 0) et (n1; n2) = (1; 0) e qui donne :�(~�) � 2e�i �22 fRe[< 1jĤj2 > ei �22 ℄ + iIm[< 1jĤD(!1)j2 > e�i�1+i �22 ℄g (11.18)�(~�) s'annule don en deux points ~� = (��1; ��2) et ~�0 = (��1 + �; ��2). Selon la valeur de ��1par rapport �a la valeur de ~�1 , les indies de Chern des bandes j	+ > et j	� > sont �1,en aord ave les r�esultats num�eriques de la �gure 11.10.La valeur pr�eise de ~�1, ��1 et ��2 d�ependent de l'argument des nombres omplexes <1jĤD(!1)j1 >, < 1jĤj2 > et < 1jĤD(!1)j2 > que seul un traitement semi-lassique del'e�et tunnel pourrait d�eterminer.Remarques :



160 CHAPITRE 11. L'INDICE DE CHERN DANS DES MOD�ELES INT�EGRABLES1. Il n'est pas possible de savoir quel niveau a l'indie de Chern +1, sans onnâ�treles phases des nombres < 1jĤj2 >;< 1jĤD(!1)j1 >;< 1jĤD(!1)j2 >. Il ap-parait n�eanmoins num�eriquement se d�egager une r�egle g�en�erale dans les mod�elesint�egrables, qui est que l'indie de Chern +1 est port�e par la bande la plus extr�emeau spetre, 'est �a dire elle d'�energie la plus voisine du point �xe, et la plus �eloign�eede la s�eparatrie du puit. (Mais on peut sans la sym�etrie de translation, imaginerdes on�gurations o�u et �enon�e n'a pas de sens). Au hapitre suivant, il appa-raitra n�eanmoins les deux possibilit�es dans des mod�eles d�ependant du temps nonint�egrables, et dans le r�egime quasi-r�egulier.2. A�n de v�eri�er les expression i dessus, on peut aluler approximativement laprobabilit�e de pr�esene de l'�etat j	+(~�) > sur la trajetoire 1. A l'aide de (9.12,9.13),P+1 (~�) = j < 	+j	1 > j2< 	+j	+ >< 	1j	1 > = (1 + j�+2 j2j�+1 j2 )�1 (11.19)ave j�+2 j2j�+1 j2 = E +pE2 + ���� (11.20)et en utilisant les expression (11.17) et (11.18) pour E(~�) et �(~�), on obtient la fon-tion repr�esent�ee sur la �gure 11.15 qui s'identi�e tr�es bien ave la ourbe num�erique,�gure 11.7 a. (On a hoisit j < 1jĤD(!1)j1 > j = j < 1jĤj2 > j et des phases on-venables pour l'identi�ation).3. L'�eart entre les niveaux est d'apr�es (9.11) :�E(~�) = 2qE2 + j�j2 � 4f Re2[e�i�1 < 1jĤD(!1)j1 >℄ +Re2[< 1jĤj2 > ei �22 ℄+Im2[< 1jĤD(!1)j2 > e�i�1+i �22 ℄g1=2 (11.21)Au niveau du module des termes, on a :1� j < 1jĤD(!1)j1 > j � j < 1jĤj2 > j � j < 1jĤD(!1)j2 > j (11.22)si bien que la largeur des deux bandes est de l'ordre de j < 1jĤj2 > j mais l'espaeentre les deux bandes (" le gap") est beauoup plus faible, et de l'ordre dej < 1jĤD(!1)j2 > j, omme observ�e num�eriquement sur la �gure 11.10. Le mini-mum est atteint lorsque les deux premiers termes sont nuls.
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Figure 11.15: Densit�e de niveau de la fontion P+1 (~�) (11.19), qui est la probabilit�e de pr�esenede l'�etat j	+(~�) > sur la trajetoire 1, et qui s'identi�e bien ave la ourbe num�erique (11.7)(a).e) Analyse des r�esultats de l'Hamiltonien HR.La r�egle obtenue page (157), nous permet de omprendre la valeur des indies de Cherndes bandes situ�ees �a l'extr�emit�e du spetre de l'Hamiltonien HR, �gure 11.11.Pour e qui onerne le haut du spetre, il est lair ave la �gure (11.9) que les deux puitssym�etriques par r�eexion ne v�eri�ent pas la ondition "d'�equidistane" illustr�ee par la�gure (11.14). Au ontraire, d�es que la sym�etrie par translation est bris�ee (V > 0), leurdistane minimale est atteinte de fa�on unique, voir la �gure (11.16)(a). Cela expliquepourquoi l'indie de Chern des bandes 	10 et 	11 devient rapidement nul (par passaged'une d�eg�en�eresene ), pour V > 0, sur la �gure (11.11).De plus, le signe de la fontion E(~�) (11.8) varie toujours (il y a toujours r�esonane), aveune amplitude de l'ordre de j < 1jĤD(!1)j1 > j mais la fontion �(~�) (11.10) est domin�eepar le terme onstant j < 1jĤj2 > j � j < 1jĤD(!1)j1 > j, si bien que j�j � E, et l'onse retrouve dans le as de r�esonane ave e�et tunnel d�erit au paragraphe 9.3, as 2, et(�1; �2) n'interviennent pas. Cela explique par exemple l'�etroitesse des bandes des �etats	10, 	11, pour V > 0, et la non utuation de leur distribution de Husimi.En e qui onerne le bas du spetre, les deux puits 3 et 4 ne sont pas sym�etriques, maispour V � 0:6, une r�esonane se produit entre les bandes 	2 (niveau fondamental du puits3) et 	3 (premier niveau exit�e du puits 4). La on�guration des deux trajetoires on-tratibles est elle de la �gure 11.16 (b). Les deux distanes minimales sont �egales, e qui



162 CHAPITRE 11. L'INDICE DE CHERN DANS DES MOD�ELES INT�EGRABLESexplique la variation d'indie de Chern �1, et les deux d�eg�en�eresenes qui aompagnentette r�esonane.
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(b)Figure 11.16: Distane minimale entre les deux puits de l'Hamiltonien HR.(a) Dans le haut du spetre, une distane est minimale, da > db, don l'indie de Chern est nul.(b) Dans le bas du spetre, deux distanes minimales sont �equivalentes da = db, (et la troisi�emeimage est non align�ee). L'indie de Chern peut être non nul.f) Aspet qualitatif des lignes de d�eg�en�eresenes.Voyons e que la r�egle page 157 peut nous permettre de d�eduire sur l'apparition pos-sible d'indie de Chern non nul, entre deux trajetoires ontratibles, pour une familled'Hamiltoniens d�ependant de plusieurs param�etres Ĥ(1; 2; :::). (on met de ôt�e le as detrajetoires non ontratibles). La premi�ere ondition de r�esonane est de odimension un,'est �a dire qu'elle peut être r�ealis�ee en faisant varier un param�etre. Par exemple l'ationd'une trajetoire, not�ee A. La deuxi�eme ondition qui exige que le puits 1 se trouve sur la"m�ediatrie" entre deux images du puits 2, est aussi de odimension 1. Ce param�etre estpar exemple la omposante en impulsion de la distane mutuelle entre les deux trajetoires,not�ee P. Seulement pour des valeurs partiuli�eres de es param�etres (A;P) = (A�;P�),l'indie de Chern des bandes onsid�er�ees peut être non nul (�1, g�en�eriquement). en fait,il est non nul dans un voisinage exponentiellement �etroit (� exp(�ÆN)), et hors de evoisinage, l'indie de Chern retrouve sa valeur g�en�erique, z�ero. A la limite de e voisnage,il y a une ligne de d�eg�en�eresene qui aompagne le hangement d'indie de Chern. Celaest illustr�e sur la �gure (11.17). La ondition de r�esonane est v�eri��ee sur la ligneA = A�.La ondition d'�egale distane est v�eri��ee pour P = P�.
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Figure 11.17: Diagramme montrant deux familles de trajetoires ontratibles (au voisinage deE = H(q; p)), pour un Hamiltonien d�ependant de deux param�etres (A;P). L'indie de Chernest C = �1 dans un voisinage de (A�;P�) limit�e par une ligne ferm�ee de d�eg�en�eresene , horsde laquelle C = 0.Notons de plus que si A varie, la ondition de r�esonane va �a nouveau se r�ealiser entredeux autres niveaux quanti��es ( qui sont distants de �A � �h) et une autre boule ded�eg�en�eresene apparait.En onlusion, l'ourene de d�eg�en�eresene pour une bande d'�energie assoi�ee �a unetrajetoire ontratible (et �a une �energie telle que la ouhe d'�energie E = H(q; p) n'aitque des omposantes onnexes ontratibles), pour une famille g�en�erique d'Hamiltoniens,se produit loalement sur des "tubes de odimension 2" de diam�etre exponentiellementpetit (� e�ÆN � e�Æ=�h) qui sont align�es et distants de l'ordre de ( � �h � 1N ).
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Figure 11.18: Valeur de l'indie de Chern d'une bande, et tubes de d�eg�en�eresene dans unespae �a trois param�etres (A;P; ). A l'int�erieur C = �1, �a l'ext�erieur, C = 0.Les trois diretions (A;P; ) apparaissent dans les exemples �etudi�es i dessus. La



164 CHAPITRE 11. L'INDICE DE CHERN DANS DES MOD�ELES INT�EGRABLESvariable  orrespond �a la variable V de l'Hamiltonien HT , �gure 11.10; la variable Porrespond �a la variable V de l'Hamiltonien HR, et pour le haut du spetre, �gure 11.11.La variable A orrespond �a la variable V de l'Hamiltonien HR, mais pour le bas duspetre.Cette disposition des lignes de d�eg�en�eresene dans le as int�egrable est tr�es partiuli�ereet ontraste fortement ave la disposition que prennent les lignes de d�eg�en�eresene dansle as haotique, omme nous le verrons au paragraphe 12.5.11.3 R�esonane entre trois trajetoires ontratibles.Apr�es avoir traiter le as de deux puits, l'Hamiltonien suivant a pour V = 0, trois puitssym�etriques sous la translation T̂ 1=2P :H(q; p) = � os(2�q)� os(6�p)� V os(8�p+ �6 )� 14 os(2�q + �4 ) (11.23)Les trajetoires dans l'espae de phase lassique sont montr�ees sur la �gure 11.19.
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V=0 V=0.2(a): (b):Figure 11.19: Trajetoires de l'Hamiltonien (11.23).(a) : Pour V = 0, les trois puits d'�energie maximum sont sym�etriques sous les translation T̂ 1=3Pdans la diretion p.(b) : Pour V = 0:2, la sym�etrie est bris�ee.Une simple analyse semi-lassique (en n�egligeant les e�ets tunnel) �ehoue dans e asar elle pr�edirait trois bandes d�eg�en�er�ees. En fait, il y a une r�epulsion exponentiellementfaible entre elles (omme pour l'e�et tunnel ordinaire entre deux puits) et les �etats sta-tionnaires de haque bande peuvent avoir (selon les valeurs de (�1; �2)) une amplitude non



11.3. R�ESONANCE ENTRE TROIS TRAJECTOIRES CONTRACTIBLES. 165nulle dans haun des trois puits. Comme les trois puits sont sym�etriques par translation,l'e�et tunnel r�ee un hemin non ontratible qui joint les trois puits dans la diretion p, etela r�ee une forte d�ependane de haque bande en fontion de (�1; �2). Cette d�ependanefait que les distributions de Husimi de haque bande osillent entre les trois puits en fon-tion de (�1; �2), produisant ainsi un indie de Chern non nul.Les bandes d'�energie et les indies de Chern sont montr�es sur la �gure 12.14 page 187 pourN = 11 en fontion de V . Nous restreignons notre disussion aux �etats 	9;	10;	11, or-respondants aux �etats loalis�es sur les trois puits du entre de l'espae de phase. LorsqueV = 0, nous observons un indie de Chern non nul (dont la valeur a �et�e analytiquement ex-prim�ee par D.J. Thouless et al. [10℄ et sont pourN = 11�1; 2;�1;�1; 2;�1; 2;�1;�1; 2;�1pour respetivement 	1;	2; :::;	11). Lorsque �1 varie, les �etats 	9;	10;	11 osillent dansles trois puits, en orrespondane ave la valeur de l'indie de Chern (voir �gures 11.20,11.21). Sur la �gure 11.21, nous montrons omment la distribution de Husimi passed'un puits �a l'autre en fontion de �1. Pour une valeur donn�ee de �1, la distribution estonentr�ee sur l'un des puits. Les seules valeur de �1 pour lesquelles la distribution estpartag�ee entre deux puits sont autour des lignes de transition indiqu�ees sur la �gure 11.20.
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Figure 11.20: Le num�ero du puits (voir �gure (11.19)) o�u 	9;	10;	11 sont loalis�es lorsque�1 varie, pour V = 0 et N = 11. Par exemple, 	10 fait deux fois le yle 1 ! 2 ! 3; et enorrespondane, son indie de Chern est C = +2.Lorsque V augmente, la sym�etrie est bris�ee, et les �etats 	9;	10;	11 deviennent lo-alis�es dans un puits pour toutes les valeurs de (�1; �2) (les puits 2; 1; 3 respetivement)et aqui�erent un indie de Chern nul. Ce omportement est attendu ar si il y a uneassym�etrie suÆsante entre les trois puits, la th�eorie WKB (sans e�et tunnel) donne unebonne approximation pour les �etats individuels et, omme disut�e avant, un �etat quan-tique est exponentiellement loalis�e sur une trajetoire lassique et son indie de Chern
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(a) (b) (c)Figure 11.21: Distribution de Husimi de 	11, pour N = 11, V = 0, pour di��erentes valeurs de(�1; �2). Ave �2 = 0.(a) : �1 = 1 (b) : �1 = 3 () : �1 = 5.est nul. La transition entre les indies de Chern non nuls et nuls se fait par le passagede deux d�eg�en�eresenes suessives (�gure 12.14). La �gure 11.22 montre l'intensit�e dela distribution de Husimi de l'�etat 	10 en fontion de (�1; �2) en un point de l'espae dephase situ�e dans le puits 1. Avant la premi�ere d�eg�en�eresene , C10 = 2, et en orrespon-dane, la densit�e s'annule deux fois (ave le même signe) lorsque (�1; �2) varient. Apr�esla premi�ere d�eg�en�eresene , C10 = 1 est la densit�e ne s'annule qu'une fois. Finalement,apr�es la deuxi�eme d�eg�en�eresene , la densit�e est toujours positive.L'e�et de r�esonane observ�e pour V = 0 faisant que les indies de Chern sont non nuls, estdû �a l'existene de ette sym�etrie partiuli�ere T̂ 1=3P . Lorsque la sym�etrie est bris�ee (V 6= 0),l'e�et disparait, et l'on retrouve la situation g�en�erique pour un syst�eme int�egrable qui estque presque tous les �etats ont un indie de Chern nul.
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* *Figure 11.22: Densit�e de pr�esene de l'�etat 	10 dans le puits 1, pour N = 11 en fontion de(�1; �2), pour di��erentes valeurs de V .(a) : V = 0:01 : avant la premi�ere d�eg�en�eresene . La distribution de Husimi s'annule deuxfois dans le plan (�1; �2) (les z�eros sont marqu�es par une �etoile). En orrespondane, l'indie deChern est deux.(b) : V = 0:065 : entre les deux d�eg�en�er�esenes. La distribution de Husimi s'annule une foisdans le plan (�1; �2). En orrespondane, l'indie de Chern est un.() : V = 0:14 : apr�es les d�eg�en�er�eenes. La distribution de Husimi est stritement positivedans tout le plan (�1; �2). En orrespondane, l'indie de Chern est nul.
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Chapitre 12Dynamique haotique et indies deChern.A�n de pouvoir �etudier simplement les propri�et�es quantiques orrespondant �a une dy-namique lassique non int�egrable, M.V. Berry et al. ont propos�e de traiter une dynamiquelassique d�ependant du temps de fa�on p�eriodique. [75℄. La dynamique lassique s'analyse�a l'aide des setions strobosopiques des trajetoires (type setion de Poinar�e), et la dy-namique quantique s'analyse en terme de quasi-�energies et d'�etats quasi-stationnaires, quisont le spetre du propagateur sur une p�eriode.L'�etude des distributions de Husimi des �etats quasi-stationnaires a ensuite �et�e initi�ee entreautres par P. Leboeuf et A. Voros [49℄. P. Leboeuf et al. ont alors montr�e que l'indiede Chern peut-être adapt�e pour l'�etude des �etats quasi-stationnaires, et qu'en partiulieril prend des valeurs non nulles lorsque la dynamique lassique devient haotique, dans lemod�ele du Harper puls�e [14℄.Nous rappelons tout d'abord omment la dynamique lassique et quantique d'un Hamil-tonien du type "Harper puls�e" peut-être trait�ee. Nous rappelons ensuite les prinipauxr�esultats onnus qui onernent la distribution de Husimi d'un �etat quasi-stationnairedans le r�egime haotique.Dans le as int�egrable, nous avons vu que les indies de Chern et les d�eg�en�eresenes sontfortement ontraints par la r�egularit�e de la dynamique. Nous allons maintenant observerl'inuene d'une dynamique haotique sur le spetre et les d�eg�en�eresenes, au traversdes indies de Chern. Cette �etude se fera tout d'abord sur le mod�ele de "Harper puls�e"(12.12), puis sur un mod�ele analogue qui ne poss�ede pas les sym�etries partiuli�eres duHarper puls�e. Dans es deux mod�eles, nous �etudierons l'apparition progressive du haos,et son inuene sur les indies de Chern, en notant partiuli�erement l'e�et des sym�etries169



170 CHAPITRE 12. DYNAMIQUE CHAOTIQUE ET INDICES DE CHERN.dans le mod�ele de "Harper puls�e".
12.1 Dynamique haotique sur le tore g�en�er�ee parun Hamiltonien d�ependant du temps.En orrespondane ave l'Hamiltonien (E.2), nous nous proposons don d'�etudier ettefois-i, l'Hamiltonien d�ependant du temps, de p�eriode � :H(q; p; t) = �Vp os(tp2� pP + up)� Vq os(tq2� qQ + uq)K(t) (12.1)ave le "peigne de Dira" : K(t) = � Xn2ZZ Æ(t� n�) (12.2)
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Figure 12.1: "Peigne de Dira"La d�ependane partiuli�ere en temps que nous hoisissons, rendra possible le alulpar int�egration du propagateur.Tout d'abord, int�egrons les �equations de mouvement lassiques, sur une p�eriode. Nousd�eidons d'int�egrer une trajetoire partant de (qn; pn) un instant juste apr�es un pulse, �a(qn+1; pn+1), une p�eriode suivante. Faisons le alul pour t 2℄0; � [[f�g. Nous noteronsette appliation Mo+ . Nous noterons aussi (q+; p+), la position du point �a t = �� (justeavant le pulse).



12.1. DYNAMIQUE CHAOTIQUE SUR LE TORE G�EN�ER�EE PAR UN HAMILTONIEN D�EPENDANT DUTEMPS.171Pour 0 < t < � : H = �Vq os(tp2� pP + up) don :8<: _q = �pH = Vptp 2�P sin(tp2� pP + up)_p = ��qH = 0: (12.3)et en int�egrant : 8<: q+ = qn + Vptp 2��P sin(tp2� pnP + up)p+ = pn: (12.4)Ensuite pour t = � , la distribution de Dira intervient et :8<: qn+1 = q+pn+1 = p+ � Vqtq 2��Q sin(tq2� q+Q + uq): (12.5)Don �nalement, nous obtenons l'expression de l'appliation strobosopique (qn; pn) !(qn+1; pn+1) = M0+(qn; pn) :M0+ 8<: xn+1 = xn + tpp sin(tp2�yn + up) modulo 1yn+1 = yn � tqq sin(tq2�xn+1 + uq) modulo 1: (12.6)en introduisant les variables :x = qQ y = pP q;p = 2�Vq;p�QP (12.7)et sur n p�eriodes : (qn; pn) = Mno+(q0; p0)L'appliation strobosopique du tore (q; p) dans lui-même arat�erise la dynamique las-sique, et il faut noter qu'il n'y a plus onservation de l'�energie. Cette appliation strobo-sopique peut s'identi�er �a une appliation de Poinar�e pour un syst�eme �a deux degr�es delibert�e, le tore (q; p) �etant ii �equivalent �a une setion de Poinar�e d'une ouhe d'�energiepartiuli�ere [76, 77℄.Il y a plusieurs remarques �a faire sur le r�esultat (12.6) de l'appliation M0+.1. Tout d'abord, sur une p�eriode, un point subit tout �a tour l'ation des deux termes duHamiltonien (12.1). Comme �enon�e par M.V.Berry at al. [75℄, on peut v�eri�er quele r�esultat de l'appliation (12.6) aurait �et�e le même si on avait d�eoup�e la p�eriodeen deux, [0; � ℄ = [0; ti[[[ti; � ℄, et fait agir haque terme ave un poids onvenablesur haune des parties.2. L'appliation M0+ (12.6) est une transformation anonique du tore sur lui-même,elle onserve les surfaes. Le hoix de l'instant initial t0 = 0+ est arbitraire. Pour



172 CHAPITRE 12. DYNAMIQUE CHAOTIQUE ET INDICES DE CHERN.un autre hoix t00, et en notant Ut;t0 l'appliation qui fait �evoluer un point entre t ett0, on obtient les relations :Mt0 = Ut0;�+t0 Mt00 = Ut00;�+t00 (12.8)Mt00 = U�1t0;t00Mt0Ut0;t00 (12.9)et pour n p�eriodes : Mnt00 = U�1t0;t00Mnt0Ut0;t00 (12.10)Les deux appliations Mnt00 et Mnt0 ne di��erent don que par une transformationanonique �xe Ut0;t00 .3. Etudions la limite o�u les pulses sont rapproh�es, 'est-�a-dire � ! 0 ou  ! 0.L'appliation (12.6) devient prohe de l'identit�e et :8<: _q = qn+1�qn� � Vp 2�tpP sin(tp2� pnP + up) = �pH_p = pn+1�pn� � Vq 2�tpQ sin(tq2� qnQ + uq) = ��qH: (12.11)o�u H est le Hamiltonien ind�ependant du temps (E.2). On d�eduit don que pour �ou  ! 0, la dynamique onverge vers la dynamique int�egrable.Le param�etre  2 IR+ permettra don d'observer une transition progressive entreune dynamique int�egrable et une dynamique haotique. Classiquement, ette tran-sition est d�erite par le th�eor�eme K.A.M. [1℄. Essentiellement, e qu'il aÆrme dansnotre as, 'est que, pour  = 0, les trajetoires sont sur des ourbes invariantes dedimension un. Et pour  > 0, es ourbes invariantes disparaissent progressivement.Celles qui restent partionnent l'espae de phase en r�egions haotiques.Nous verrons dans nos mod�eles qu'�a partir d'une ertaine valeur de , il ne subsisteplus auune ourbe invariante, haque trajetoire remplie le tore de fa�on dense parses setions. La dynamique devient ergodique.En interpr�etant le tore (q; p) omme une setion strobosopique de Poinar�e d'unsyst�eme onservatif, alors dans la limite int�egrable  ! 0,e qui devient l'�energieE de l'Hamiltonien ind�ependant du temps (E.2) n'est en fait ii qu'une fontionde l'ation. Ainsi, urieusement, au paragraphe 2.8 pour  � 0, on observe del'e�et tunnel qui se produit entre des tores invariants orrespondant �a des �energiesE di��erentes (par exemple entre le puits d'�energie maximum et le puits d'�energieminimum).On a abouti �a une appliation sur le tore qui onserve l'aire, omme l'appliation du hatd'Arnold ou l'appliation standard. Mais il faut noter une di��erene ave elles-i, qui



12.1. DYNAMIQUE CHAOTIQUE SUR LE TORE G�EN�ER�EE PAR UN HAMILTONIEN D�EPENDANT DUTEMPS.173est que es derni�eres appliations proviennent d'Hamiltoniens qui ne sont pas p�eriodiquessur le plan (respetivement, le mouvement est lin�eaire hyperbolique ou 'est le rotateurpuls�e). Seule l'appliation strobosopique est p�eriodique. Si bien que des questions li�eesau probl�eme de loalisation des fontions d'ondes stationnaires se posent pour le rotateurpuls�e et pas pour le Harper puls�e.Par quanti�ation anonique de l'Hamiltonien lassique (12.1), nous obtenons l'Hamilto-nien quantique : Ĥ(t) = �Vp os(tp2� p̂P + up)� Vq os(tq2� q̂Q + uq)K(t) (12.12)A ause de la d�ependane en temps de l'Hamiltonien Ĥ, il n'est plus possible de ar-at�eriser la dynamique quantique qui en r�esulte par le spetre de Ĥ omme nous l'avionsfait ave l'�equation (7.14). Il n'y a plus �a proprement parler d'�etats stationnaires par ladynamique de Ĥ(t).N�eanmoins, par analogie ave le traitement lassique pr�e�edant, nous pouvons onsid�ererla transformation unitaire Û , appel�e propagateur, qui fait �evoluer un veteur quantiquesur une p�eriode : j	(�+) >= Û0+ j	(0+) > (12.13)Remarque : nous hoisissons �a nouveau l'intervalle de temps ℄0; � ℄.Nous d�eduisons l'expression de Û par int�egration de l'�equation de Shr�odinger :i�h�tj	(t) >= Ĥ(t)j	(t) > (12.14)d'o�u : Û0+ = Tfe� i�h R �+0+ Ĥ(t)dtg (12.15)(Le symbole hronologique Tfg signi�e que dans la s�erie de l'exponentielle, il faut plaerles op�erateurs Ĥ(t) (t 2 IR) qui ne ommutent pas entre eux �a priori, dans l'ordrehronologique : Ĥ(t)Ĥ(t0) si t > t0.)Mais ii, grâe �a la d�ependane en temps partiuli�ere que nous avons, l'int�egration se fait: Û0+ = exp[iNq os(tq2�x̂+ uq)℄ exp[iNp os(tp2�ŷ + up)℄ (12.16)Grâe �a la p�eriodiit�e de Ĥ(t), et op�erateur d'�evolution est le même pour les p�eriodessuivantes, et nous pouvons onnâ�tre l'�evolution aux p�eriodes futures du veteur j	(0+) >: j	(n�+) >= Ûn0+ j	(0+) > (12.17)



174 CHAPITRE 12. DYNAMIQUE CHAOTIQUE ET INDICES DE CHERN.Remarque : en ompl�ete analogie ave l'�equation lassique (12.10), pour un autre instantde r�ef�erene t00, nous aurions trouv�e :Ûnt00 = Û�1t0;t00Ûnt0Ût0;t00 (12.18)Le passage se faisant par l'op�erateur unitaire Ût0;t00 .A e point, il est naturel de onsid�erer le spetre de Û0+ . Pour ela, on v�eri�e quel'�evolution (12.17) est invariante dans haque sous-espae HN(�1; �2). Il faut montrer que[Û ; T̂Q℄ = [Û ; T̂P ℄ = 0; e qui d�eoule de l'expression (12.16) ou (12.12) et du fait que pourune fontion r�eguli�ere f : T̂+Q f(q̂)T̂Q = f(q̂ +Q); T̂+P f(p̂)T̂P = f(p̂+ P ).Le spetre de Û est �ni dans haque sous-espae HN (�1; �2); (�1; �2) 2 [0; 2�℄2 .Û0+j	n(~�) >= ei�(~�)j	n(~�) > n = 0! N � 1 (12.19)j	n(~�) > est appel�e �etat quasi-stationnaire et �(~�) quasi-�energie (nombre r�eel modulo2�).D'apr�es l'�equation (12.17), e sont des �etats qui reviennent identiques �a eux-même �ahaque p�eriode.Le probl�eme de l'analyse semi-lassique dans e as non int�egrable et d�ependant du temps,est de trouver des orrespondanes entre le spetre de Û et les setions strobosopiquesde M (12.6).A�n de d�eterminer num�eriquement le spetre de Û (12.19), nous diagonalisons sa matrierepr�esentante dans la base jn; ~� > �a (�1; �2) �x�e et n = 0 ! (N � 1). Pour ela les�el�ements de matrie sont d'apr�es l'expression (12.16), et en utilisant (D.9,D.10,D.11) :< n0~�jÛ jn~� >= exp ��i �1N (n0 � n)� expfiNq os[ tqN (2�n0 + �2) + uq℄g1N PN�1m=0 exp[i2�Nm(n0 � n)℄expfiNp os[ tpN (2�m� �1) + up℄g (12.20)12.2 Distribution de Husimi des �etats quasi-stationnairesConsid�erons une dynamique engendr�ee par un Hamiltonien d�ependant du temps omme(12.1). Pour des valeurs de  assez �elev�ees, les trajetoires deviennent instables, et ladynamique devient stohastique, omme peuvent le montrer les setions strobosopiquesde Poinar�e, �gure 12.3. Il n'est alors plus possible de onstruire des quasi modes v�eri�antl'�equation de Shr�odinger �a tout ordre en �h. Des expressions semi-lassiques omme laformule des traes ou la formule de Gutzwiller montrent, que dans e as la totalit�e des



12.2. DISTRIBUTION DE HUSIMI DES �ETATS QUASI-STATIONNAIRES 175orbites p�eriodiques "partiipent" �a la valeur de haque niveau d'�energie ainsi qu'�a la stru-ture des �etats stationnaires.Beauoup d'�etudes analytiques et num�eriques ont �et�e faites dans e sens, et notons enpartiulier elles onernant les distributions de Husimi des �etats quasi stationnaires([50, 48, 78, 49, 15℄) et leur z�eros. Dans le r�egime int�egrable, la distribution de Husimid'un �etat stationnaire pr�esente une loalisation �a d�eroissane exponentielle, sur une tra-jetoire p�eriodique lassique. Cette propri�et�e de loalisation n'a plus de raison d'êtresi la dynamique esse d'être r�eguli�ere. Cette propri�et�e de loalisation exponentielle desfortes densit�e de la distribution de Husimi se traduit de fa�on �equivalente en terme de sesz�eros. Les auteurs observent que ontrairement au as int�egrable o�u les z�eros sont align�eset distants de / �h, dans le as ergodique, les z�eros semblent g�en�eriquement r�epartis surl'espae de phase et distants de / p�h / 1pN , (puisque il y a N z�eros au total sur l'espaede phase). Les r�egions o�u la distribution de Husimi est importante en intensit�e sont lesr�egions o�u il n'y a pas de z�ero.Le ph�enom�ene appel�e "iatrie", "sars", qui est une loalisation de la distribution deHusimi autour d'une trajetoire p�eriodique instable, orrespond don en terme des z�eros�a une trajetoire instable �evit�ee par les z�eros. Ce ph�enom�ene observ�e assez ourammentnum�eriquement, voir E.J. Heller dans [5℄, est en fait non g�en�erique �a la limite semi-lassique ('est �a dire exeptionnel, de mesure nulle parmi les �etats quasi-stationnaires).Un th�eor�eme math�ematiques [79℄ montre que la distribution de Husimi de presque tousles �etats stationnaires onverge vers la distribution invariante de Liouville, qui elle estuniforme sur la setion strobosopique. Notons que le ph�enom�ene de iatrie n'est pasobserv�e dans tous les mod�eles [80℄. Et si il se produit, on doit observer une d�eroissanelogarithmique de la densit�e de la distribution de Husimi le long des vari�et�es stables etinstables de la trajetoire, omme pour le point �xe instable du double puits [56℄.Dans le as mixte, o�u il y a oexistene de r�egions haotiques et de r�egions presquesr�eguli�eres, il semble y avoir des �etats stationnaires assoi�es �a haune des r�egions, et donune lassi�ation possible entre �etats r�eguliers et non r�eguliers, sauf lorsque des e�ets der�esonane ont tendane �a r�eer des m�elanges. Des �etudes d�etaill�ees ont �et�e e�etu�ees parO. Bohigas et al. ([81, 82, 63℄).Lorsque (�1; �2) varient, les z�eros qui sont r�epartis de fa�on d�esordonn�ee sur l'espae dephase, se d�eplaent ave une forte d�ependane ontrairement au as int�egrable. L'indiede Chern a la propri�et�e de arat�eriser quantitativement et topologiquement ette d�epen-dane, et P. Leboeuf et al. [14℄ ont sugg�er�e qu'il mesure de e fait l'inuene du haoslassique sur la m�eanique quantique.



176 CHAPITRE 12. DYNAMIQUE CHAOTIQUE ET INDICES DE CHERN.La �gure 12.2 montre par exemple les distributions de inq niveaux ons�eutifs pour desvaleurs di��erentes de ~�, pour le mod�ele de Harper puls�e pr�esent�e i dessous. Les distri-butions utuent �a l'exeption du niveau qui quanti�e une r�egion r�eguli�ere. Le dernierniveau semble aussi être aroh�e au point �xe instable (q; p) = (12 ; 12).
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Figure 12.2: Distribution de Husimi de inq niveaux du mod�ele de Harper puls�e. N = 25, = 0:5. On y observe une forte d�ependane des distributions ave ~�, �a l'exeption du niveaur�egulier.
12.3 Mod�ele de "Harper puls�e".Le mod�ele de Harper puls�e est d�e�ni par le Hamiltonien d�ependant du temps :H(q; p; t) = � os(2� pP )� os(2� qQ)K(t) (12.21)La �gure 12.3 montre les setions strobosopiques (12.6) de quelques trajetoires, pourdi��erentes valeurs de .L'op�erateur unitaire d'�evolution quantique orrespondant est (12.16) :Û = eiN os(2� q̂Q )eiN os(2� p̂P ) (12.22)not�e : Û = Ûx̂Ûŷ. Û est arat�eris�e par son spetre d'�etats quasi-stationnaires et dequasi-�energies (12.19).



12.3. MOD�ELE DE "HARPER PULS�E". 177
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Figure 12.3: Setion strobosopique lassique du "Harper puls�e"a) Sym�etries du mod�ele.Les sym�etries de e mod�ele sont nombreuses et orrespondent aux transformations :1. La translation : t = D(!12 )D(!22 ) = TQ=2TP=2 (12.23)Cet op�erateur unitaire agit sur une fontion f(q̂; p̂) omme :t�1f(q̂; p̂)t = f(q̂ + Q2 ; p̂+ P2 )On a t�1Ut = U�1. e qui a pour e�et de onjuguer les valeurs propres de Û et dond'inverser le spetre de quasi-�energies par rapport �a la quasi-�energie � = 0. De plus: tP(�1;�2) = P(�01;�02)t (12.24)ave : 8<: �01 = �1 � 2�N2�02 = �2 + 2�N2 (12.25)don l'op�erateur t transforme le sous espae invariant HN(�1; �2) en HN (�01; �02).Si N est pair, (�01; �02) � (�1; �2) [2�℄, si bien que le spetre est auto-onjugu�e danshaque sous espae HN(�1; �2). Si N est impair, on d�eduit que Û a des spetresonjugu�es dans les sous espaes HN(�1; �2) et HN(�1+�; �2+�). Dans les deux as,on d�eduit que les bandes de quasi-�energie du mod�ele, et leur indie de Chern sontsym�etriques par rapport �a la quasi-�energie � = 0.



178 CHAPITRE 12. DYNAMIQUE CHAOTIQUE ET INDICES DE CHERN.2. La ompos�ee "inversion du temps et parit�e" :Sq = PT'est un op�erateur anti-unitaire qui agit sur une fontion f(q̂; p̂) omme :S�1q f(q̂; p̂)Sq = f(�q̂; p̂)On a S�1q ÛSq = Û . Et : Sq : HN(�1; �2)! HN(�1; (2� � �2)).Cette transformation onserve le spetre de Û .3. Le renversement du temps : Sp = T'est un op�erateur anti-unitaire, qui agit sur une fontion f(q̂; p̂) omme :S�1p f(q̂; p̂)Sp = f(q̂;�p̂)On a S�1p ÛSp = Û . Et : Sq : HN(�1; �2)!HN (��1; �2).Cette transformation onserve le spetre de Û .4. L'op�eration d'inversion : SI = IÛ�1xo�u l'op�erateur I anti-unitaire, agit sur une f(q̂; p̂) omme :I�1f(q̂; p̂)I = f(q̂;�p̂)On a S�1I ÛSI = Û . Et : SI : HN(�1; �2)!HN (��1;��2).Cette transformation onserve le spetre de Û . Mais sur l'espae de phase, ettesym�etrie n'est pas la r�eexion ordinaire (q; p) ! (p; q). La ligne invariante L, estdonn�ee par : m 2 L () IÛ�1x (m) = mFinalement, dans l'espae (�1; �2), les sym�etries sont repr�esent�es par la �gure 12.4.Rappelons la remarque 3 du paragraphe 10.4 qui explique que si N est pair, il y a uned�eg�en�eresene entre les deux bandes entrales pour une ertaine valeur de (�1; �2).
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(a) (b)Figure 12.4: (a) : Si N est pair. Les spetres orrespondant �a l'emplaement d'un point sontidentiques et auto-onjugu�es.(b) : Si N est impair. La r�eexion par rapport aux lignes en traits pleins onserve le spetre,et la r�eexion par rapport aux lignes en traits pointill�es onjugue le spetre. Ainsi les spetresorrespondant aux emplaements d'un point et d'une roix sont onjugu�es.b) Spetre et indies de Chern.Nous avons alul�e le spetre et les indies de Chern des bandes des �etats quasi-stationnairespour N = 11 �etats et sur l'intervalle  2 [0; 1:16℄. Voir �gure 12.5. Les indies de Chernont �et�e obtenus num�eriquement au moyen de la formule de Berry. Pour avoir l'indie deChern ave une bonne ertitude, il faut un pas d'int�egration en (�1; �2) d'autant plus �nque  augmente, et ela demande beauoup de temps de alul. Les r�esultats pr�esent�es iisont �ables jusqu'�a  = 0:8, et au del�a, la �gure 12.5 rend plus ompte de l'aspet quali-tatif que de la position pr�eise et syst�ematique des d�eg�en�eresenes. Lorsque les bandesse reouvrent, leur limite est toujours dessin�ee, mais l'indiation de l'indie de Chern aumoyen de ouleurs est report�ee de fa�on �a e que une bande ahe la ouleur de la bandevoisine sup�erieure.On note que la variation de l'indie de Chern lors d'une d�eg�en�eresene est souvent plusd'une unit�e. Ce omportement est non g�en�erique d'apr�es l'analyse du paragraphe 10.5, etest dû aux nombreuses sym�etries du probl�eme.On peut distinguer prinipalement trois r�egimes di��erents en fontion de  :1. Premier r�egime, pour  2 [0; 0:16(� �2N )℄ :Avant le premier roisement entre les bandes de quasi-�energies, la dynamique las-sique est quasiment r�eguli�ere, et les indies de Chern oinident ave eux du mod�elede Harper non pertub�e (�gure 11.3, D = 0). Les bandes de quasi-�energie partent
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Figure 12.5: Bandes de quasi-�energies et leur indie de Chern pour le mod�ele de Harper puls�e(12.22) pour N = 11.Le spetre de quasi-�energies est sym�etrique par rapport �a � = 0. Lorsque les bandes se reou-vrent, la ouleur indiqu�ee est elle de la bande d'�energie inf�erieure.



12.3. MOD�ELE DE "HARPER PULS�E". 181en "�eventail" depuis � = 0. Cela s'explique simplement par le fait que l'argumentdu propagateur (12.22) est de la forme �() = NElassique.2. Deuxi�eme r�egime  2 [0:16; 0:4℄ : r�egion r�eguli�ere.A partir de  = 0:16(� �2N ), des roisements entre bandes d'�energies ommen-ent �a apparaitrent (pr�evisibles d'apr�es l'expression (12.22), ou par une m�ethodesemi-lassique de quanti�ation des quasi-�energies [76℄). Dans ette r�egion, la dy-namique quantique est domin�ee par une dynamique lassique r�eguli�ere, et les ban-des d'�energies quanti�ent des trajetoires stables de l'espae de phase. Les bandesextr�emes, les plus �nes, quanti�ent le oeur des deux r�egions stables, et la bandeentrale orrespond �a e qui reste de la s�eparatrie.Du fait que les quasi-�energies soient d�e�nies sur le erle ℄ � �; �[, les bandes seroisent, et 'est ainsi que la bande �ne qui quanti�e le point �xe stable (q; p) = (0; 0)traverse pour la premi�ere fois toutes les bandes en les oupant, (�a la mont�ee sur la�gure 12.5), suivi de la bande du premier niveau exit�e, et.... Cela forme ainsi unestruture en traillis, qui dans la limite N !1, a tendane �a devenir plus dense, et�a se rapproher de  = 0.Hors de es roisements, l'indie de Chern est toujours nul. Et lors du roisement dedeux bandes d'�energies, l'indie de Chern hange, et deux d�eg�en�eresenes se pro-duisent de part et d'autre de e roisement sur un intervalle de  tr�es faible (reli�e�a la largeur des bandes). La pr�esene de es d�eg�en�eresenes peut se omprendreomme un ph�enom�ene de r�esonane entre deux tores lassiques invariants quanti��es,dont l'analyse a �et�e faite au hapitre pr�e�edant.Par exemple, le d�etail de la �gure 12.5, pr�esente une r�esonane entre la bande tr�es�ne 	4 qui quanti�e le point �xe stable (q; p) = (0; 0) et la bande moins �ne 	3qui quanti�e le troisi�eme niveau exit�e autour du point �xe stable (q; p) = (12 ; 12).La �gure 12.6 montre la distribution de Husimi de l'�etat 	3(�1; �2) pour di��erentesvaleurs de (�1; �2). Cette distribution utue entre les deux tores invariants ave unindie de Chern C = +1, de la même fa�on que pour les deux puits sym�etriques partranslation, �gure 11.8.La situation de es deux tores invariants sur l'espae de phase est une situationsym�etrique, similaire �a elle de la �gure 11.16 (b), 'est �a dire que la distaneminimale entre eux-deux est atteinte deux fois. Cela explique la variation d'indiede Chern et les deux d�eg�en�eresenes sur un intervalle de largeur tr�es faible (� �
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(a) (b) (c)Figure 12.6: Distribution de Husimi de l'�etat 	3(�1; �2) qui r�esonne entre deux tores quanti��es,pour  = 0:2645 N = 11, et di��erentes valeurs de (�1; �2) :(a) : (�1; �2) = (0; 0). La distribution est sur un tore (3eme niveau exit�e d'une famille).(b) : (�1; �2) = (1; 1). Superposition() : (�1; �2) = (�; �). La distribution est sur un tore (fondamental d'une famille).exp(�N)). Ces d�eg�en�eresenes se produisent �a haque roisement, �a l'exeptiondes niveaux 	1 et 	11 pour lesquels la sym�etrie et la onservation de la sommedes indies de Chern lors d'une d�eg�en�eresene interdit une variation de eux-i.Notons aussi les variations non g�en�eriques �C = �2, lors des derniers roisements,(probablement dues �a l'approhe du r�egime haotique).En onlusion, lors des roisements, les d�eg�en�eresenes peuvent s'interpr�eter ommele fait que le hemin du param�etre  oupe une s�erie de tubes de d�eg�en�eresenessimilaires �a eux de la �gure 11.18.3. Troisi�eme r�egime,  > 0:4.La dynamique lassique est domin�ee par le haos. Il y a maintenant plusieursd�eg�en�eresenes entre les bandes, les indies de Chern sont pour la plupart nonnuls, et la largeur des bandes a onsid�erablement augment�e par rapport aux r�egimespr�e�edents. Pour les d�eg�en�eresenes, Il n'y a visiblement plus les restritions pro-pres aux r�egimes r�eguliers.Notons la pr�esene de bandes �etroites et d'indie de Chern non nul (omme la bande	4 pour  = 0:66) qui t�emoigne d'une distribution de Husimi qui utue entre deson�gurations de même quasi-�energie. La �gure 12.7 montre les distributions deHusimi de la bande 	4 pour  = 0:66 qui a un indie de Chern C = 1. La distri-bution utue enre la r�egion r�eguli�ere (en ~� = (0; 0)) et le point �xe instable (en~� = (�; �)). La �gure 12.8 montre que pour toutes les valeurs de ~�, la distribution



12.3. MOD�ELE DE "HARPER PULS�E". 183de Husimi est r�epartie prinipalement sur es deux trajetoires (omme un e�et der�esonane). Nous avons observ�e num�eriquement que pour  = 0:66, haque bandedu spetre peut de la sorte s'interpr�eter omme une superposition de quelques tra-jetoires stables ou instables.
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Figure 12.7: Distribution de Husimi de la bande 	4,  = 0:66. N = 11 d'indie de Chern C = 1.(la bande 	4 est indiqu�ee par un erle sur la �gure (12.5). On observe que la distribution utueentre le point �xe instable (q; p) = (0; 0) et la trajetoire p�eriodique stable (q; p) = (0:7; 0:25).Pour (�1; �2) = (�; 3�=2) la distribution est une superposition des deux autres distributions.
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θ 1θ 1Figure 12.8: Pour  = 0:66. Intensit�e de la distribution de Husimi de la bande 	4 sur :(a) le point �xe instable (q; p) = (0; 0).(b) la trajetoire p�eriodique stable (q; p) = (0:7; 0:25)Ces deux images sont ompl�ementaires. On d�eduit que l'�etat 	4 est essentiellement une super-position de es deux strutures.Notons aussi la pr�esene de bandes larges ayant un indie de Chern nul e quit�emoigne de la utuation de la distribution de Husimi, mais d'une utuation



184 CHAPITRE 12. DYNAMIQUE CHAOTIQUE ET INDICES DE CHERN."ontratible" (en terme des z�eros). La �gure 12.9 montre par exemple les distribu-tions de Husimi de la bande 	3 pour  = 0:88 qui a un indie de Chern C = 0. Ilapparait tout de même que la distribution utue ave ~�.

θ=(0,0) θ=(π,π) θ=(π,0) θ=(0,π)Figure 12.9: Distribution de Husimi de la bande 	3 pour  = 0:88, ayant un indie de ChernC = 0. La distribution utue n�eanmoins ave ~�.Pour une "iatrie" loalis�ee sur une trajetoire ontratible pour toute valeur de ~�,la bande de quasi-�energie serait �etroite et d'indie de Chern nul. On n'observe rien detel. Mais si le ph�enom�ene de iatrie ne se produit que pour des valeurs partiuli�eresde (�1; �2), ela n'apparait pas sur la �gure 12.5. Par exemple, la distribution deHusimi de la �gure 12.7 peut s'interpr�eter omme une iatrie loalis�ee sur latrajetoire instable (q; p) = (0; 0) pour ~� = (0; 0) seulement.Il est lair que les nombreuses d�eg�en�eresenes ne peuvent avoir lieu que pare queles bandes sont assez larges et se reouvrent même. Il reste �a savoir don si la largeurdes bandes est li�ee �a la pr�esene de trajetoires non ontratibles. Dans un mod�eleo�u la r�egion haotique serait enerl�ee par des tores invariants ontratibles, il n'yaurait sans doute pas une forte sensibilit�e du spetre ave (�1; �2), ni la pr�esene detoutes es d�eg�en�eresenes.) Variations non g�en�eriques de l'indie de Chern.Il apparait sur la �gure 12.5 que beauoup de variations de l'indie de Chern sont autreque �C = �1. Cela est dû aux sym�etries partiuli�eres du mod�ele. Par exemple pour = 0:65, pour la bande 	2, la variation d'indie est �C = �2. La d�eg�en�eresene estunique et se situe en (�1; �2) = (�; �). Il s'agit don d'une d�eg�en�eresene non g�en�erique(�C = �2). La �gure 12.10 montre de plus que le ontat entre les bandes est parabolique.Ce ontat peut s'interpr�eter omme le r�esultat de deux d�eg�en�eresenes g�en�eriques qui



12.3. MOD�ELE DE "HARPER PULS�E". 185se renontrent.
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∆Ε

Figure 12.10: Eart d'�energie �E entre les bandes 	2 et 	3 pour  = 0:65. Le ontat estparabolique en (�1; �2) = (�; �). La fontion �E(�1; �2) est repr�esent�ee en niveaux de gris, puisde ôt�e.Mais e n'est pas toujours le as. Par exemple pour  = 0:71, la variation d'indie dela bande 	2 est �C = +4. Mais il s'agit de quatre d�eg�en�eresenes g�en�eriques (pointsdiaboliques) situ�es en quatre points du tore (�1; �2), ave un ontat onique. Voir la�gure 12.11.
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Figure 12.11: Eart d'�energie �E entre les bandes 	2 et 	3 pour  = 0:71. Il y a quatreontats oniques (g�en�eriques).



186 CHAPITRE 12. DYNAMIQUE CHAOTIQUE ET INDICES DE CHERN.12.4 Un mod�ele sans sym�etrie.Le Hamiltonien suivant est l�eg�erement di��erent de elui du Harper puls�e, et a l'avantagede ne pas poss�eder les nombreuses sym�etries de elui i. Nous verrons les di��erenes queela implique au niveau du spetre et des indies de Chern.H(q; p; t) = � os(2�q)� 14 os(4�q + �4 )� [os(2�p) + 12 os(4�p+ �2 )℄K(t) (12.26)La �gure 12.12 montre l'allure des setions strobosopiques (12.6) pour di��erentes valeursde . On y observe �a nouveau une transition progressive du r�egime r�egulier vers un r�egimehaotique.

γ=0.01 γ=0.1 γ=0.15 γ=0.2

10

1

Figure 12.12: Setions strobosopiques des trajetoires lassiques de l'Hamiltonien sanssym�etrie (12.26).La �gure 12.13 montre les bandes de quasi-�energie et leur indie de Chern, pourN = 11, et sur l'intervalle  2 [0; 1:04℄. L'ergodiit�e lassique apparait pour des faiblesvaleurs de , et dans et essai num�erique, lorsque les premiers roisements ont lieu, ladynamique lassique est d�ej�a domin�ee par le haos. Le param�etre de limite lassique Nn'est en fait pas assez �elev�e pour observer lairement le r�egime r�egulier assoi�e �a unedynamique lassique quasi-int�egrable. N�eanmoins on observe :1. Un r�egime r�egulier  < 0:4, pour lequel il y a r�epulsion ette fois-i entre les bandesde quasi-�energie quanti�ant des tores invariants, sans apparition de d�eg�en�ereseneni variation de l'indie de Chern (sauf quelques as limites).
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C=Figure 12.13: Bandes de quasi-�energies et indies de Chern du mod�ele sans sym�etrie (12.26)pour N = 11.
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Figure 12.14: Bandes d'�energies et leur indie de Chern pour le spetre de l'Hamiltonien (11.23) (du hapitre pr�e�edent), pour N = 11.(a) : Le spetre total. (b) : D�etail du spetre pour les bandes 	9;	10;	11, pr�es deV = 0, montrant deux d�eg�en�ereenes (lignes vertiale).



188 CHAPITRE 12. DYNAMIQUE CHAOTIQUE ET INDICES DE CHERN.Toujours �a la lueur des r�esultats du hapitre pr�e�edent, ela s'explique par le faitque les r�esonanes se produisent entre des tores quanti��es qui ne sont pas pla�es defa�on sym�etrique dans l'espae de phase et entre lesquels il y a une unique "distane"minimale, omme sh�ematis�e sur la �gure 11.16(a).Les bandes dans ette r�egion ne sont pas tr�es �nes, ela est dû au fait que ladynamique lassique est d�ej�a assez ergodique pour es valeurs de .A�n d'avoir une meilleure orrespondane entre l'aspet du spetre et l'aspet dessetions strobosopiques, il faudrait avoir des r�esultats num�eriques dans une limiteplus lassique, i.e. N plus grand.2. Dans le r�egime haotique  � 0:4, les bandes deviennent plus larges, mais ettefois-i les variations de l'indie de Chern sont �1, omme pour le as g�en�erique. Onobserve de plus une faible dispersion de la valeur de l'indie de Chern autour de lavaleur C = 0, et l'indie de Chern est même nul tr�es fr�equement.12.5 Pr�esene de d�eg�en�eresenes dans le as hao-tique.Dans e paragraphe, nous allons poursuivre la desription des lignes de d�eg�en�eresenesentreprise autour de la �gure 10.13. Pour une famille de Hamiltoniens d�ependant de deuxparam�etres H(1; 2), et pour une dynamique int�egrable, il est apparu que lorsque laouhe d'�energie est ompos�ee de trajetoires ontratibles, les lignes de d�eg�en�ereseneforment des petites boules �a l'ext�erieur desquelles l'indie de Chern est nul. Voir la �gure11.17.Cette desription nous permet d'interpr�eter les r�esonanes ave d�eg�en�eresene dans ler�egime r�egulier du mod�ele de Harper puls�e sym�etrique omme une intersetion de esboules. Elle nous permet aussi d'interpr�eter les r�esonanes sans d�eg�en�eresene dans ler�egime r�egulier du mod�ele sans sym�etrie omme un passage "�a ôt�e" de es boules, sansles interepter.Lorsque le r�egime devient plus haotique, les �gures 12.5 et 12.13 ont tendane �a montrerque es boules de d�eg�en�eresene deviennent plus larges jusqu'�a �nalement d�eborder lesunes sur les autres et esser d'être un ph�enom�ene exponentiellement loalis�e. Ainsi lespremi�eres d�eg�en�eresenes du mod�ele sans sym�etrie peuvent s'interpr�eter omme une in-tersetion du hemin H() ave le bord de es boules qui deviennent plus larges.Dans le r�egime haotique, la multitude des d�eg�en�eresenes t�emoigne de multiples in-



12.5. PR�ESENCE DE D�EG�EN�ERESCENCES DANS LE CAS CHAOTIQUE. 189tersetions du hemin H() ave des lignes de d�eg�en�eresenes. Cela porte �a penserque ontrairement au r�egime int�egrable, les lignes de d�eg�en�eresene sont ette fois-idans une on�guration "ouverte", ne formant pas de boules, et sont dispers�ees ommeal�eatoirement sur un plan �a deux param�etres (1; 2).Cela signi�e que lorsque la dynamique lassique passe d'un r�egime r�egulier �a un r�egimehaotique, es lignes de d�eg�en�eresenes subissent une "transition de phase", en passantd'une on�guration r�eguli�ere, en boules tr�es petites et align�ees, �a une on�guration delignes ouvertes pouvant se ouper. Il s'agit d'une transition analogue �a elle observ�ee parA. Voros et P. Leboeuf sur les z�eros de distributions de Husimi, ou elle observ�ee dans lastatistique des niveaux [1℄.A�n de repr�esenter quelques-unes de es lignes, nous avons onsid�er�e l'Hamiltonien �a deuxparam�etres V1; V2 suivant :H(q; p; t) = � os(2�q)� V1 os(4�q + �4 )� [os(2�p) + V2 os(4�p+ �4 )℄K(t) (12.27)Nous avons alul�e l'indie de Chern des di��erentes bandes pour N = 11 niveaux et = 0:51, en disr�etisant le domaine (V1; V2) 2 [0; 0:4℄2.Les lignes de d�eg�en�eresenes entre deux niveaux apparaissent omme �etant la fronti�ereentre deux domaines d'indies di��erents.La �gure 12.15 montre le r�esultat pour la bande 	1, qui met en �evidene deux lignes ded�eg�en�eresenes g�en�eriques (�C = �1) se oupant, et pour les bandes 	7 et 	8 montrantdes lignes de d�eg�en�eresenes ommunes et d'autres qui sont en ommun ave les bandes	6 et 	9. Certains d�etails �ehappent �a la disr�etisation. On observe des roisements entreles di��erentes lignes, omme sh�ematis�e et disut�e �a la �gure 10.13.



190 CHAPITRE 12. DYNAMIQUE CHAOTIQUE ET INDICES DE CHERN.

V
1

V
2

V
2

V
2

V
1

V
1ψ

1
ψ

7
ψ

8

C=1

C=-1

C=0

C= -1

C=0
C=1 C=0

C= -1

C=1

: dégénérescence entre       et  ψ
1

ψ
11

: dégénérescence entre       et  ψ
6

ψ
7

: dégénérescence entre       et ψ
7

ψ
8

: dégénérescence entre       et  ψ
8

ψ
9Figure 12.15: Indies de Chern de l'Hamiltonien H(V1; V2) (12.27) pour les trois bandes 	1, 	7et 	8. Les lignes de d�eg�en�eresenes entre les bandes orrespondent aux fronti�eres des domaines.La taille des arr�es orrespond �a la valeur de l'indie de Chern alul�ee num�eriquement.



Chapitre 13Conlusion et perspetives ...La premi�ere partie de ette th�ese �etait onsar�ee �a une pr�esentation g�eom�etrique de lalimite semi-lassique dans l'espae projetif.Essentiellement, nous avons montr�e que la projetion orthogonale sur la surfae des �etatsoh�erents du hamp de veteur vitesse quantique d�e�ni une dynamique Hamiltonienne.Cette approximation est �equivalente au prinipe variationnel d�ependant du temps. Dansette pr�esentation g�eom�etrique, nous avons montr�e qu'une trajetoire quantique sort dela surfae des �etats oh�erents ave un angle de l'ordre p�h, si bien que ette trajetoiredevient tangente �a la surfae, dans la limite lassique �h! 0.Si on �elargit la famille des �etats oh�erents aux �etats oh�erents d�eform�es, nous avons montr�eque l'angle diminue et devient de l'ordre de �h. La desription de l'�evolution quantiquedevient don meilleure. Cette am�elioration peut se poursuivre en onsid�erant une familleplus �elargie d'�etats, en g�en�eralisant l'expression (A.41) de la fa�on suivante :jr; R; f >= eR2 a+2+ra+(1 + fa+3)j0 >R 2 IC d�erit les utuations elliptiques du paquets d'onde, et f 2 IC d�erit des utua-tions d'ordre 3. (remarque: il n'est pas possible de mettre l'op�erateur efa+3 ar l'alg�ebreengendr�ee par a3; a+3 est de rang in�ni. Seul le premier terme de son d�eveloppement a�et�e mis.). Nous avons montr�e que la trajetoire quantique sort de ette famille ave unangle de l'ordre de �h3=2, si f = 0. (Les aluls n'ont pas �et�e pr�esent�e dans la th�ese).Le d�eveloppement doit pouvoir se poursuivre ainsi pour d�erire pr�eis�ement l'�evolutiond'un �etat oh�erent sur un temps �ni, dans la limite lassique �h! 0. Cette desription nefait intervenir qu'une trajetoire lassique ainsi que de l'information sur le omportementen son voisinage.Pour des temps plus longs, le paquet d'onde s'�etale. Il peut remplir l'espae de phase,191



192 CHAPITRE 13. CONCLUSION ET PERSPECTIVES ...et des auto-interf�erenes peuvent se produire pour un temps d'�evolution de l'ordre det � � ln(�h). Notre desription qui est "loale" est alors ineÆae.Une desription semi-lassique par la formule de Van-Vlek [1℄ (obtenue en e�etuantl'approximation de la phase stationnaire dans l'int�egrale de hemin) est alors plus appro-pri�ee. Elle met en oeuvre plusieurs trajetoires lassiques. Une g�en�eralisation de etteformule dans l'espae de phase omplexi��e, pour les �etats oh�erents, a �et�e donn�ee parJ.R. Klauder [83℄ et Y. Weissman [84℄. S. Adahi a e�etu�e des �etudes num�eriques ap-profondies, en �etudiant le temps d'apparition des austiques [30℄.Par rapport �a l'approximation par des �etats oh�erents (standard ou d�eform�es), ettederni�ere desription a l'avantage d'être valable sur une �ehelle de temps plus longue. Parontre, l'approximation obtenue n�eessite plusieurs trajetoires (e qui est inontournable)et surtout l'approximation ne fait pas partie d'une famille d'�etats onnus, param�etr�es(omme les �etats oh�erents par exemple).Il faut noter que la validit�e de la formule de Van-Vlek sur des temps d'�evolution de l'ordrede t � � ln(�h) est fortement sugg�er�ee par les essais num�eriques, mais reste atuellementune onjeture [47℄.Sur des temps plus longs enore (t � e� �h ) peut se produire de l'e�et tunnel.L'approhe g�eom�etrique d�erite au hapitre un a �et�e d�evelopp�ee ave les �etats oh�erents duplan, mais nous avons aussi fait les aluls de l'angle ave les �etats oh�erents de spin. Ces�etats interviennent par exemple dans le mod�ele de Lipkin [85, 86℄ qui d�erit un syst�emede N fermions en interation. L'angle trouv�e est de l'ordre de � � 1pN , e qui validel'approximation lassique pour N !1.Le alul de l'angle pourrait �egalement se faire dans d'autres mod�eles o�u une approx-iamtion de la dynamique quantique �a l'aide de fontions d'essais est utilis�ee (ommel'approximation de Hartree-Fok-Bogolubov, ou pour des probl�emes de spin bosons ou-pl�es ...). Comme nous l'avons vu, et angle donne des informations sur la pr�eision del'approximation.Le deuxi�eme hapitre �etait onsar�e plus pr�eis�ement �a l'�etude de la m�eanique quan-tique sur le tore en tant qu'espae de phase, toujours dans la limite semi-lassique. Nousavons tout d'abord rappel�e l'int�erêt de ette �etude en physique du solide, onernant des�eletrons en hamp magn�etique et dans un potentiel p�eriodique. Les mod�eles envisag�essont similaires �a elui de Harper.Les �etats oh�erents du tore qui ont un rôle privil�egi�e dans la limite semi-lassique et lesr�esultats de P. Leboeuf et A. Voros sur la distribution de Husimi ont �et�e pr�esent�e.



193L'int�erêt a �et�e port�e sur l'indie de Chern qui arat�erise la topologie d'une banded'�energie, et sur la pr�esene de d�eg�en�er�esenes, en essayant de faire ressortir des or-respondanes entre la valeur de et indie et la dynamique lassique.Dans le as d'une dynamique int�egrable, nous avons d�erit les "on�gurations en boules"que peuvent prendre les d�eg�en�eresenes li�ees �a l'e�et tunnel entre deux puits.Ces r�esultats pourraient s'insrire dans une desription qualitative ompl�ete des d�eg�e-n�eresenes g�en�eriques pour une famille arbitraire �a deux param�etres d'HamiltoniensH(1; 2). Pour ela il faudrait rajouter l'�etude des trajetoires non ontratibles dontertains aspets ont �et�e pr�esent�es.Pour une famille d'Hamiltoniens �a plusieurs param�etres, H(1; 2; 3; :::), des d�eg�en�e-resenes li�ees �a des ph�enom�enes d'e�et tunnel entre plusieurs puits deviennent g�en�eriques.Nous avons �etudi�e num�eriquement et e�et pour trois puits.En�n, la valeur des indies de Chern et l'aspet des lignes de d�eg�en�eresene dans le ashaotique ont �et�e onsid�er�es. Nous avons essentiellement observ�e une augmentation etune uniformisation des d�eg�en�er�esenes entre les bandes, aompagnant la transition dela dynamique lassique d'un r�egime r�egulier vers un r�egime haotique. De fa�on qual-itative, les boules form�ees par les d�eg�en�er�esenes dans le as r�egulier s'�elargissent ets'ouvrent, pour �nalement former des ourbes dispos�ees uniform�ement et qui se oupent,lorsque le r�egime est haotique.Il y a ainsi un lien �evident entre la nature de la dynamique et les d�eg�en�er�esenes, e quipermet d'envisager des expressions semi-lassiques pour l'indie de Chern [87℄.Pour la desription des �eletrons en hamp magn�etique, l'indie de Chern repr�esentela ondutivit�e d'une bande. R�eemment, G. Petshl et T. Geisel [13℄, ont disut�e lapossibilit�e exp�erimentale d'observer les �nesses du spetre du mod�ele de Harper dansdes r�eseaux semi-onduteurs. Il est envisageable que la ondutivit�e (proportionnelle�a l'indie de Chern) "induite" par la nature de la dynamique lassique ait ainsi desons�equenes observables.D'un autre point de vue, disut�e au paragraphe 7.2, la m�eanique quantique sur le tore ala partiularit�e de ne pas être invariante par translation, alors que la limite lassique estinvariante. A un Hamiltonien lassique est assoi�e une famille d'op�erateurs quantiques.De ette propri�et�e d�eoule la struture en bande du spetre, l'introdution des indies deChern et l'�etude des d�eg�en�er�esenes.Des �etudes analogues pourraient être g�en�eralis�ees pour d'autres g�eom�etries, en onsid�erantune famille d'Hamiltoniens quantiques ayant des dynamiques lassiques �equivalentes �a unetransformation anonique pr�es. (L'invariane par transformation anonique ne se retrouve



194 CHAPITRE 13. CONCLUSION ET PERSPECTIVES ...en g�en�eral pas au niveau quantique).



Appendie AD�e�nitions et quelques propri�et�esdes �etats oh�erents d�eform�es.(Voir le paragraphe 3, page 37)A.1 Propri�et�es alg�ebriques.a) Transformation de BogolubovIl y a un ertain arbitraire dans la d�e�nition (2.11) de la famille des �etats oh�erentsstandard. ette famille est en e�et li�ee au hoix de la base (a; a+; 1) (2.4) de l'alg�ebre deLie W1. Si (ea; ea+; e1) est une autre base obtenue par transformation lin�eaire, et v�eri�antles relations de ommutation anoniques :[ea; ea+℄ = e1 [ea; e1℄ = [ea+; e1℄ = 0 (A.1)ainsi que la ondition "d'unitarit�e" :ea+ = (ea)+; (e1)+ = e1 (A.2)alors on peut d�e�nir des �etats oh�erents standard jez>n omme en (2.9), assoi�es �a ettenouvelle base (ea; ea+; e1), par : 8<: eagj0 > = 0gjz>n = fD(ez)gj0 > (A.3)ave : fD(ez) = exp(ezea+ � ezea) (A.4)195



196APPENDICE A. D�EFINITIONS ET QUELQUES PROPRI�ET�ES DES �ETATS COH�ERENTS D�EFORM�ES.op�erateur unitaire, et ez 2 IC.La d�e�nition que l'on onvient de prendre pour les �etats oh�erents d�eform�es est : les �etatsoh�erents d�eform�es sont les �etats oh�erents gjz>n ; ez 2 IC onstruits ave les divers hoixde bases (ea; ea+; e1), [26, 2℄. Les onditions (A.1, A.2), imposent que (ea; ea+; e1) soient de laforme :  eaea+ ! =  U V�V �U ! aa+ !+  �!e1 = e1U �U � V �V = e�xer e = 1 ne r�eduit pas l'ensemble des �etats obtenus, et de même prendre  = 0, ner�eduit pas et ensemble, grâe au param�etre ez de translation qui joue un rôle analogue,d'apr�es (2.17).On s'int�eresse don aux transformations dites de Bogolubov, anoniques unitaires [2℄ : eaea+ ! =M  aa+ ! (A.5)ave : M =  U V�V �U ! ; U; V 2 ICU �U � V �V = 1, �M tKM = K ave K =  1 00 �1! (A.6)en introduisant les op�erateurs (q; p) et (eq; ep) par (2.2), on obtient une repr�esentation r�eelle:  aa+ ! = W  qp! ave W = 1p2�h  1 i1 �i! ; W�1 = s�h2  1 1�i i ! (A.7)et la transformation de Bogolubov devient : eqep! = MR  qp! (A.8)ave : MR = W�1MW =  A BC D!8>>>>>><>>>>>>: A = Re(U) +Re(V )B = �Im(U) + Im(V )C = Im(U) + Im(V )D = Re(U)� Re(V ) (A.9)



A.1. PROPRI�ET�ES ALG�EBRIQUES. 197MR est une matrie r�eelle, et d'apr�es (A.6) :MRJM tR = J ave J =  0 1�1 0! (A.10)Don MR 2 Sp(2; IR), le groupe des matries sympletiques r�eelles 2 � 2. (A.8) d�e�nitune transformation sympletique dans le plan. De même, M appartient �a un groupe Gisomorphe au groupe Sp(2; IR), et dans le plan omplexe, la transformation sympletiqueest donn�ee par : ez = Uz + V �z (A.11)si bien que : fD(ez) = exp(ezea+ � eza) = exp(za+ � �za) = D(z) (A.12)Pour N degr�es de libert�es, les r�esultats sont analogues, ils se trouvent par exempledans [26, 2℄. Il apparait le groupe Sp(N; IR), non ompat, et hom�eomorphe �a l'espaeIRN(N+1)� SU(N)�U(1), qui est non simplement onnexe (�a ause de U(1)). Le groupesympletique est aussi trait�e dans [21, 6℄. Remarquons que �a une dimension, omme ii,on pourrait aussi bien identi�er le groupe G �a SL(2; IR) ou �a SU(1; 1) qui sont isomorphes.b) Etude du groupe sympletique.Ce groupe est hom�eomorphe �a IR2 � U(1). Nous allons �etudier la transformation lin�eairesympletique (A.8), ou bien en notation omplexe :z 2 IC 7! ez = Uz + V �z 2 IC (A.13)ave U; V 2 IC; U �U � V �V = 1. Cette transformation est arat�eris�ee par la matrieM(A.6), ou MR (A.8).Voii trois exemples de telles transformations :1. Rotation d'angle � : R� : ez = exp (i�)z, don :MR� =  ei� 00 e�i� ! (A.14)U = ei�; V = 0.2. Dilatation S	� de � � 1 dans la diretion 	, 0 � 	 < � :S	� = R	 S�R�	



198APPENDICE A. D�EFINITIONS ET QUELQUES PROPRI�ET�ES DES �ETATS COH�ERENTS D�EFORM�ES.ave S� : eq = �q, ep = 1�p.Il est ommode pour la suite de arat�eriser le ouple (�;	) par le nombre omplexe: R = �2 � 1�2 + 1e2i	 (A.15)R 2 D1 = fR 2 IC t.q. jRj < 1g appel�e disque unit�e de Siegel. Le nombre Rarat�erise la transformation S	� .Inversement : 	 = 12arg(R) � =  1 + jRj1� jRj!1=2 (A.16)On pose aussi � = 1 � R �R 2℄0; 1℄. Nous garderons es notations tout au long del'appendie.Alors : U = �2 + 12� = 1p� V = e2i	  �2 � 12� ! = Rp� (A.17)Remarque : (S	� )�1 = S	��1 .
q

p

θ

q

p

Ψ

 λ >0

Figure A.1: Rotation R� et dilatation S	� qui sont les op�erations de base du groupe sympletiqueSp(2,IR).La dilatation est arat�eris�ee par R = �2�1�2+1e2i	 2 D1.3. Une matrie sympletique quelonque M 2 G, peut se d�eomposer sous les formes: M = R� S	��1 = S	+���1 R� (A.18)Et alors : U = 1p�ei� V = Rp�ei(�+�) (A.19)et : R = �VU (A.20)



A.1. PROPRI�ET�ES ALG�EBRIQUES. 199La matrie inverse est : M�1 =  �U �V� �V U ! = S	� R�� (A.21)Le ouple (R; �) 2 (D1�U(1)) onstitue une param�etrisation des matries symple-tiques M 2 G. (Alors que le ouple (U; V ) est ontraint �a la ondition (A.6)).) Sous groupe maximal K et ation de G sur G=K.Les matries MR� forment un sous groupe de G, not�e K. (En g�en�eral U(N) est un sousgroupe maximal non invariant de Sp(2N; IR), [26℄). L'espae quotient G=K obtenu enidenti�ant deux matries R�S et R�0S, est un espae sym�etrique de type non ompat(�= IR2).D'apr�es la d�eomposition (A.18), G=K est param�etris�e par les matries S	� , soit par leouple (	; �) � R 2 D1.A�n d'avoir une interpr�etation graphique de et espae quotient, on part des veteursde base (eq; ep) du plan IR2, sur lesquels on fait agir la matrie M�1 = S	� R��, pourobtenir leur image (v1; v2) = M�1(eq; ep). lorsque les matries de rotation R��; � 2[0; 2�℄ agissent seules, les extr�emit�es des veteurs (v1; v2) d�erivent le erle de rayonun. Si maintenant les matries M�1 = S	� R��; � 2 [0; 2�℄ agissent ave �;	 �x�es, lesextr�emit�es des veteurs (v1; v2) d�erivent ette fois-i l'image du erle de rayon un par latransformation sympletique S	� , �a savoir une ellipse E de surfae �, de demi petit axe b,de demi grand axe a, orient�ee par l'angle 	, et dont le param�etre est :p = ab = �2 � 1ab = 1 (A.22)Une ellipse E de entre 0 et de surfae � est don de ette fa�on assoi�ee �a un point del'espae quotient G=K, et est don arat�eris�ee par le nombre omplexe R 2 D1.Cette ellipse est aussi l'ellipse insrite dans le parall�elogramme d'aire 4 d�e�ni par lesveteurs v1; v2, et tangente aux milieux des ôt�es.Remarque : Le ouple de veteurs (v1; v2) peut aussi être repr�esent�e par le veteur V =v1 + iv2 appartenant �a l'espae vetoriel omplexi��e [20℄. Dans la base omplexe ez =12(eq � iep), e�z = 12(eq � iep), le veteur V s'�erit : V = V ez � Ue�z.
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Figure A.2: L'ellipse E s'obtient par l'ation du groupe sympletique sur le erle de rayon 1.Ce sont les dilatations S	� qui produisent e�etivement la d�eformation elliptique.(v1; v2) =M�1(eq; ep). ave M�1 = S	� R��.
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Figure A.3: Ellipse E arat�eris�ee par R 2 D1.p = ab = �1+jRj1�jRj� : amplitude de la d�eformation.	 = 12arg(R) : diretion de la d�eformation.



A.1. PROPRI�ET�ES ALG�EBRIQUES. 201Notons les relations suivantes entre les oordonn�ees des veteurs v1 = (v1q; v1p), v2 =(v2q; v2p), et les oeÆients U; V , de la matrie sympletique M (A.6). A l'aide de (A.9) :v1q = D = Re(U)� Re(V )v1p = �C = �Im(U)� Im(V )v2q = �B = Im(U)� Im(V ) (A.23)v2p = A = Re(U) +Re(V )d) Repr�esentation unitaire du groupe G. Groupe m�etapletique.D'apr�es le th�eror�eme de Stone von Neumann [26℄, il existe un op�erateur unitaire S(M)tel que : ea = S(M)aS(M)�1 (A.24)S(M) est don une repr�esentation unitaire du groupe G = Sp(2; IR), et deux valu�ee :�a S = �1, orrespond M = 1. Le groupe d'op�erateurs obtenu est appel�e le groupem�etapletique, not�e Mp(2; IR). Il reouvre deux fois le groupe G.Pour onnaitre la repr�esentation des g�en�erateurs, onsid�erons un �el�ement prohe de l'i-dentit�e : S = 1 + i�Ĥ; � ! 0. Ĥ est un op�erateur hermitique, et ea = a + i�[Ĥ; a℄.D'apr�es (A.5), [Ĥ; a℄ est don lin�eaire en (a; a+). Ĥ est don quadratique en a et a+. Unebase de ette alg�ebre est par exemple ompos�ee des trois op�erateurs :n = a+a + 12 = 12(a+a+ aa+); a+2; a2 (A.25)v�eri�ant les relations de ommutation :[n; a+2℄ = 2a+2; [n; a2℄ = �2a2; [a+2; a2℄ = �4n (A.26)Un op�erateur unitaire S 2Mp(2; IR) peut don s'�erire sous les formes :S�1 = eXa+2� �Xa2+�n = eR2 a+2e�ne� �R2 a2 ; X;R 2 IC; �; � 2 IR (A.27)(Le param�etre R va s'identi�er ave le param�etre R d�ej�a introduit.)D'apr�es (A.3), (A.24)et (2.10), on d�eduit une expression du veteur gj0>n :gj0>n = S(M)�1j0>nLe groupe m�etapletique permet don d'engendrer les di��erents veteurs gj0>n (aussi ap-pel�es vide de quasi partiules bosoniques en physique nul�eaire) par ation sur le veteur



202APPENDICE A. D�EFINITIONS ET QUELQUES PROPRI�ET�ES DES �ETATS COH�ERENTS D�EFORM�ES.j0>n .A l'aide de (A.27), on obtient : gj0 > = e �2 eR2 a+2j0 > (A.28)Le sous groupe d'isotropie de ette ation est don engendr�e par l'op�erateur n = a+a+ 12 .Il s'agit don du sous groupe des rotations K �= U(1).Et don un �etat [gj0 >℄ orrespond �a un point de l'espae quotient G=K, ou enore �a uneellipse de entre 0 et de surfae �. Autrement dit, l'ation du groupe m�etapletique surl'�etat [j0 >℄ s'identi�e �a l'ation du groupe sympletique sur le erle de entre 0 et derayon un.Par ailleurs, l'�equation eagj0 > = 0 s'�erit aussi :(a+ �a+)eR2 a+2 j0 >= 0 (A.29)ave � = VU .�(R) est une fontion inonnue que l'on reherhe. En di��erentiant (A.29), il vient :[a+22 (a + �a+) + (1 + �R�)a+℄eR2 a+2 j0 >= 0une solution est don �R� = �1, 'est �a dire :R = �VU (A.30)e qui l'identi�e ave le oeÆient R introduit plus haut (A.20).Pour obtenir les �etats oh�erents gjz>n (A.3), il faut ensuite appliquer les op�erateurs detranslation fD(ez) = D(z) (A.12), qui forment le groupe de Weyl (2.4). Au paragraphesuivant, nous allons �etablir des relations de ommutation utiles pour les op�erateurs en-gendr�es par les g�en�erateurs : (1; a; a+; n; a+2; a2).On peut d�ej�a remarquer que de part leur onstrution, la famille des �etats oh�erentsd�eform�es est invariante par une dynamique engendr�ee par un Hamiltonien quadratiqueen (a; a+) ou (q; p).e) Alg�ebre �a "deux photons" engendr�ee par (1; a; a+; n; a+2; a2).Outre les relations de ommutation (A.26)et (2.4), il faut ajouter :[a2; a+℄ = 2a; [a+2; a℄ = �2a+; [n; a℄ = �a; [n; a+℄ = a+ (A.31)



A.1. PROPRI�ET�ES ALG�EBRIQUES. 203En optique, ette alg�ebre est appell�ee l'alg�ebre �a "deux photons",h6, [8℄, ar elle permetd'expliquer des proessus d'�emission �a deux photons.Ses sous alg�ebres sont :sp(2; IR) = fn; a+2; a2g; h4 = fn; a+; a; 1g : "alg�ebre �a un photon"; W1 = fa+; a; 1g(A.32)Dans l'artile de r�ef�erene sur les �etats oh�erents [8℄, W.M. Zhang et al. pr�esententune m�ethode pour aluler les propri�et�es de ommutation du groupe, au moyen d'unerepr�esentation �d�ele de l'alg�ebre h6 par des matries 4� 4. (Repr�esentation non hermi-tienne). Un �el�ement quelonque de l'alg�ebre :�n+ Æ1 + R2 a+2 + L2 a2 + ra+ + la (A.33)est repr�esent�e par la matrie : 0BBBBB� 0 0 0 0r � R 0�l �L �� 0�2Æ �l �r 0
1CCCCCAPar exponentiation (fait �a l'aide d'un logiiel de alul formel par exemple), on obtient desrepr�esentations matriielles pour di��erentes expressions, et par identi�ation des matries,on d�eduit les hangements de variables qui onviennent. Ces relations sont appel�eesrelations de d�ebrouillage (disentangling). Ainsi, un op�erateur peut s'�erire sous les diversesformes : T = eR2 a+2+ra+e�n+Æ1eL2 a2+la= eL02 a2+l0ae�0n+Æ01eR02 a+2+r0a+= e�0n+Æ01eL02 a2+l0aeR02 a+2+r0a+ (A.34)Les relations de passage sont :e�� = e��0 � R0L0e�0 = e��0(1� R0L0)R = R0e�0e� = e�e�0R0L = L0e�0e� = e�e��0L0l = (r0L0e�0 + l0)e� = e�e��0(l0 + r0L0)r = (R0l0e�0 + r0)e� = e�(l0R0 + r0)Æ = Æ0 + 12(e�0 l0r0 + e��lr) = Æ0 + 12(l0r0 + rle��) (A.35)

De plus, pour les op�erateurs unitaires de la forme :T = D(z)S(X); z; X 2 IC (A.36)



204APPENDICE A. D�EFINITIONS ET QUELQUES PROPRI�ET�ES DES �ETATS COH�ERENTS D�EFORM�ES.ave : D(z) = eza+��za; S(X) = eXa+2� �Xa2On pose X = �e2i	; � 2 IR+; 	 2 [0; �[Alors : R = e2i	 tanh(2�)r = z �R�ze� = p�Æ = �12r�zL = � �Rl = ��zp� (A.37)
ave � = 1�R �R.Inversement, z = r +R�r� ; osh(2�) = 1p� ; sinh(2�) = jRjp� (A.38)L'int�erêt de es variables, est que le nouveau vide gj0 > est arat�eris�e par la variable X ouR, alors que la variable de translation z orrespond �a la position dans l'espae de phase.Pour N degr�es de libert�es, on peut trouver les relations analogues dans [8℄.f) Setion holomorphe des �etats d�eform�esD'apr�es la d�e�nition (A.3), un �etat d�eform�e gjz>n , s'�erit :gjz>n = D(z)S(X)j0 >; z;X 2 IC (A.39)Les �etats oh�erents d�eform�es s'obtiennent don par l'ation du groupe h6 sur l'�etat j0 >: gjz>n = T j0 >. Le sous groupe d'isotropie est U(1)� U(1).Les variables de d�eformationX et R sont reli�ees par (A.37) et (A.38). Comme nous venons de le voir, l'op�erateurunitaire S(X) a pour ation de d�eformer elliptiquement l'�etat j0 >, et D(z) de translaterle r�esultat dans l'espae de phase.A l'aide de la d�eomposition (A.34), l'�etat oh�erent d�eform�e s'�erit aussi :gjz>n = e( �2+Æ)eR2 a+2+ra+j0 > (A.40)On d�eduit don que la famille des �etats d�eform�es est param�etris�ee par le ouple (r; R) 2 IC2ou le ouple (z; R) 2 IC2. z et r sont reli�es par (A.37) et (A.38), mais remarquons que la



A.2. G�EOM�ETRIE DES �ETATS COH�ERENTS D�EFORM�ES. 205variable r m�elange la position dans l'espae de phase z et la d�eformation R.Une setion holomorphe est donn�ee par les veteurs non normalis�es :jR; r >= jR; z >= eR2 a+2+ra+j0 > (A.41)Cette setion holomorphe est utile, rappelons le, pour exprimer les strutures g�eom�etriquesdes �etats oh�erents d�eform�es.Les �etats oh�erents standard orrespondent �a la sous famille R = 0 :jz >= jr = z; R = 0 >= eza+j0 >.A.2 G�eom�etrie des �etats oh�erents d�eform�es.a) Strutures g�eom�etriquesAve le hoix de la setion holomorphe (A.41), et �a l'aide des relations (A.35), on obtient: < R; rjR; r >= (1�R �R)�1=2 exp[ r2 �R2 +�r2 R2 +r�r1�R �R ℄= ��1=2 exp[�z2 �R2 � �z2 R2 + z�z℄ (A.42)< R0; r0jR; r > s'en d�eduit en rempla�ant �R et �r par �R0 et �r0. Par exemple,< z0jR; z >= exp[�z02R2 + �z0(z �R�z)℄ (A.43)Et alors : 8<: �r ln < RrjRr >= �z0�R ln < RrjRr >= 12 �z2 + �R2� (A.44)8>>><>>>: �r��r ln < RrjRr >= 1��r� �R ln < RrjRr >= z��R� �R ln < RrjRr >= 12�2 [1 + 2�z�z℄ (A.45)D'apr�es (1.26), la forme sympletique peut s'�erire en variables (r; R) :
 = i(�r��r ln < RrRrj >)dr ^ d�r + i(�r� �R ln < RrjRr >)dr ^ d �R+i(�R��r ln < RrjRr >)dR ^ d�r + i(�R� �R ln < RrjRr >)dR ^ d �R (A.46)sahant que : (�R��r ln < RrjRr >) = (�r� �R ln < RrjRr >).Exprim�ee en variable (z; R) o�u z est d�e�ni par (A.38), 
 s'�erit omme :
 = i(dz ^ d�z) + i2�2 (dR ^ d �R) (A.47)



206APPENDICE A. D�EFINITIONS ET QUELQUES PROPRI�ET�ES DES �ETATS COH�ERENTS D�EFORM�ES.Cette �eriture "presque anonique" fait que nous hoisissons dans la suite de travaillerave le syst�eme de oordonn�ees (z; R), (bien que e ne soit pas un syst�eme de oordonn�eesholomorphes).A R �x�e, le sous espae fR; zgz2IC onstitue un espae de phase qui est isom�etrique auplan Eulidien. A z �x�e, le sous espae fR; zgR2IC est isom�etrique au disque de Poinar�e.En posant : # = s 12�R (A.48)Il vient : 
 = i(dz ^ d�z) + i(d# ^ d�#) (A.49)(z; #) est don un syst�eme de variables anoniques.La un-forme A, onnexion de Berry s'�erit d'apr�es (1.28) :A = 12 �zdr � 12zd�r + 14(�z2 + �R�)dR� 14(z2 + R�)d �R= �z2dz � z2d�z + 14�( �RdR� Rd �R) + 14d(z2 �R� �z2R)= i2�h(qdp� pdq) + 14�( �RdR�Rd �R) + 14d(z2 �R � �z2R) (A.50)La ourbure de Berry est d'apr�es (1.29) :F = i
 = �(dz ^ d�z)� 12�2 (dR ^ d �R)= i�h(dq ^ dp)� 12�2 (dR ^ d �R) (A.51)On retrouve don les formes g�eom�etriques en variables z, des �etats oh�erents standard(2.20,2.22), auxquelles s'ajoutent des termes propres �a la g�eom�etrie de la variable R,arat�erisant le "nouveau vide" gj0 >, et la d�eformation d'un �etat oh�erent, omme nousallons le voir.b) Distribution de Husimi d'un �etat oh�erent d�eform�e.La distribution de Husimi d'un �etat oh�erent d�eform�e jR; z >, arat�erise et �etat, et estd'apr�es (2.24) : H(R;z)(z0) = j <n z0jR; z>n j2 (A.52)or d'apr�es (A.42), on a :H(R;z)(z0) = <R;zjz0><z0jR;z><z0jz0><R;zjR;z>= �1=2 exp[�z02R2 + �z0z + z02 �R2 � �Rzz0 � R�z�z0 + z0�z � �z0z0 + z2 �R2 + �z2R2 � z�z℄(A.53)
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Figure A.4: Distribution de Husimi d'un �etat d�eform�e jR; z >. (q; p) = (0:6; 0:4); R = 0:6ei 3�2 .(a) en perspetive, (b) lignes de niveaux.or la distribution de Husimi de l'�etat [jR; z >℄ est la translation de z de la distributionde Husimi de l'�etat nouveau vide : [gj0 >℄ = [jR; z = 0 >℄ not�e [jR >℄, d'apr�es (A.39) :H(R;z)(z0) = j <n z0jR; z>n j2 = j <n z0jD(z)jR>n j2 = j <n z0 � zjR>n j2La distribution de Husimi de et �etat [jR >℄, est d'apr�es (A.53) :HR(z0) = j <n z0jR>n j2 = �1=2 exp[�z02R2 + z02 �R2 � �z0z0℄ (A.54)Il s'agit de l'exponentielle d'une forme quadratique en z0. Cherhons �a e�etuer une trans-formation lin�eaire sympletique du plan, exprim�ee omme (A.11), en variables omplexes: z0 7! ez0h = z0Uh + �z0Vh; Uh �Uh � Vh �Vh = 1 (A.55)qui am�enerait �a la forme :HR(z0) = �1=2 exp(��hjez0hj2) = �1=2 expf��h[(2� �h�h )�z0z0 � Rh�h �z02 � �Rh�h z02℄g; �h 2 IR(A.56)C'est �a dire que l'on veut diagonaliser la forme quadratique. Uh; Vh arat�erisent la trans-formation sympletique (A.55). Et (Rh;�h) leur sont assoi�es au moyen de (A.20) et sontdi��erents �a priori de R et �. On s'aper�oit par identi�ation ave (A.54), qu'il onvientde prendre : Rh = R1 +p� ; �h = p� > 0 (A.57)



208APPENDICE A. D�EFINITIONS ET QUELQUES PROPRI�ET�ES DES �ETATS COH�ERENTS D�EFORM�ES.En oordonn�ees ez0h, la distribution de Husimi est une gaussienne irulaire de entre 0,et en oordonn�ees initiales z, la distribution de Husimi est une gaussienne elliptique. Leslignes de niveaux sont des ellipses Eh, images r�eiproques de erles par la transformation(A.55). Nous avons vu qu'il s'agit d'ellipses de entre 0 et de param�etre de d�eformationph donn�e par (A.22).Si l'on note ah; bh les demi-grands axes et demi petits axes de es ellipses, on a d'apr�es(A.22), et (A.16) :ph = ahbh = �2h =  1 + jRhj1� jRhj! =  1 + jRj1� jRj!1=2 = � = rab = pp (A.58)et 	h = 	.Comparons l'ellipse, Eh, ligne de niveau de la distributions de Husimi d'un �etat d�eform�e[R; z >℄, par rapport �a l'ellipse E repr�esent�ee �a la �gure (A.3), qui est l'image d'un erlepar la transformation sympletique qui sert �a onstruire l'�etat [jR; z >℄.D'apr�es (A.58), l'ellipse Eh de param�etre ph est moins exentrique que l'ellipse E deparam�etre p. Et es deux ellipses ont même orientation. Voir la �gure A.5.
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Figure A.5: Ellipse Eh, ligne de niveau de la distribution de Husimi de l'�etat [R; z >℄, ompar�ee�a l'ellipse lassique E de la �gure A.3.Cette di��erene peut s'interpr�eter par le fait que d'une part la distribution de Wignerd'un �etat oh�erent d�eform�e est une gaussienne elliptique, les lignes de niveau �etant lesellipses E ,(du fait que la distribution de Wigner est invariante sous les transformationssympletiques (A.79)). Et d'autre part la distribution de Husimi s'obtient �a partir dela distribution de Wigner au moyen d'une onvolution ave des gaussiennes irulaires(A.64). Et 'est ette onvolution qui diminue l'exentriit�e de la distribution.En d�e�nitive, la distribution de Husimi de l'�etat oh�erent d�eform�e [jR; z >℄ est une gaussi-enne elliptique entr�ee en z et de d�eformation elliptique arat�eris�ee par R. Les variables



A.2. G�EOM�ETRIE DES �ETATS COH�ERENTS D�EFORM�ES. 209z et R sont don partiuli�erement bien adapt�ees pour param�etriser la famille des �etatsoh�erents d�eform�es.Remarquons que si R tend vers �1, la distribution de Husimi de l'�etat jR; z > tend versune bande vertiale passant par z. L'�etat jR; z > tend vers un �etat de position jq >.) Valeurs moyennes d'op�erateurs.Il sera utile dans la suite de onnaitre la valeur moyenne d'op�erateurs sur les �etatsoh�erents d�eform�es. Nous allons tout d'abord faire e alul pour des op�erateurs qui sontdes polynomes en (a; a+), �a l'aide d'une fontion g�en�eratrie, m�ethode que l'on trouvedans [8℄.Consid�erons la fontion g�en�eratrie :g(; �) = <n R; rjea+e�ajR; r>n= <n 0je �R2 a2+�raea+e�aeR2 a+2+ra+j0 > = < R; rjR; r > (A.59)Les relations (A.34) permettent d'obtenir :g(; �) = exp(�z + �z + � �1� �� �+ 2 �R2� + �2 R2�) (A.60)La valeur moyenne de l'op�erateur a+man; m; n 2 IN2 sur les �etats jRz>n s'obtient alorspar : <n R; zja+manjR; z>n = �m �n� g(; �) (A.61)Par exemple :< a+ >= �z; < a >= z; < a+2 >= �z2+ �R� ; < a2 >= z2+R� ; < a+a >= z�z�1+ 1�(A.62)En partiulier si R = 0, on retrouve le symbole normal de es op�erateurs. On retrouveraes r�esultats dans une expression plus g�en�erale, au paragraphe suivant.d) Symbole de Weyl, symbole anti-normal, et autres repr�esentations de Husi-mi.Les d�eveloppements qui vont suivre sont bas�es sur la formule suivante. Pour une fontionV (x), C1, on a : Z +1�1 e� (x�q)2� V (x)dx = p��e�4 �2q0V (q0)=q0=q (A.63)l'exponentielle est d�e�nie par sa s�erie. Cette formule qui est lin�eaire se d�emontre enonsid�erant les fontions V (x) = xn, et par r�eurrrene sur n, ou en l'interpr�etant omme



210APPENDICE A. D�EFINITIONS ET QUELQUES PROPRI�ET�ES DES �ETATS COH�ERENTS D�EFORM�ES.l'�equation de propagation d'une partiule libre. Cette formule peut ensuite être failementg�en�eralis�ee �a plusieurs dimensions, ave l'exponentielle d'une forme quadratique.Le symbole normal d'un op�erateur Ô est d�e�ni omme �etant sa valeur moyenne sur les�etats oh�erents standard : ON(q; p) = <n q; pjÔjq; p>nLe symbole normal est reli�e au symbole de Weyl OW (q; p) par l'expression [52, 53℄ :ON (q0; p0) = 1��h ZZ OW (q; p)e� 1�h [(q�q0)2+(p�p0)2℄dq dp (A.64)A l'aide de la formule (A.63), on d�eduit que :ON (q0; p0) = e �h4 (�q2+�p2)OW (q; p)=(q;p)=(q0;p0) (A.65)inversement : OW (q0; p0) = e� �h4 (�q2+�p2)ON(q; p)=(q;p)=(q0;p0) (A.66)Le symbole P , ou symbole anti-normal d'un op�erateur Ô, not�e OP , est d�e�ni (quand ilexiste, voir disussion dans [88℄) par :Ô = Z d�(z)jz>n <n zjOP (z; �z) (A.67)Il nous sera utile plus loin. On peut le relier au symbole normal de la mani�ere suivante :ON (q0; p0) = <n q0; p0jÔjq0; p0>n = RR dq dp2��h j <n q0; p0jq; p>n j2OP (q; p)= RR dq dp2��h e� 12�h [(q�q0)2+(p�p0)2℄OP (q; p)= e� �h2 (�q2+�p2)OP (q; p)=(q;p)=(q0;p0) (A.68)En d�e�nitive, on d�eduit les relations suivantes entre les trois symboles que nous venonsde onsid�erer :1. En variable r�eelles (q; p) :OP (q; p) e �h4 (�q2+�p2)�! OW (q; p) e �h4 (�q2+�p2)�! ON (q; p) (A.69)2. En variables omplexes (z; �z) :OP (z; �z) e 12 �z��z�! OW (z; �z) e 12 �z��z�! ON (z; �z) (A.70)Nous avons vu que d'une ertaine mani�ere, la famille des �etats oh�erents standard estarbitraire. Une autre famille est obtenue en �xant R 2 D1, et en onsid�erant (jz; R >



A.2. G�EOM�ETRIE DES �ETATS COH�ERENTS D�EFORM�ES. 211); z 2 IC. Nous avons aussi not�e ette famille gjz > (A.3). ez et z �etant reli�es par (A.11).Le symbole normal d'un op�erateur Ô qui orrespond �a ette famille, et que nous noteronsOR est d�e�ni par : OR(z; �z) = <n ezjÔjez>n = <n z; RjÔjz; R>n (A.71)(Remarque : ON = OR=0).Ave (A.67), on d�eduit que :OR(z; �z) = Z d�(z0)j <n R; zjz0>n j2OP (z0; �z0) (A.72)or ave (A.56), et (A.57), on a :j <n R; zjz0>n j2 = j <n z0 � zjR>n j2 = �1=2 exp(��hjezhj2) (A.73)et ave (A.55) :ezh = Uh(z0 � z) + Vh(�z0 � �z) = M(z0 � z) = 1p2�h(eqh + ieph) (A.74)Alors, en faisant le hangement de variable z0 7! ezh dans l'int�egrale (A.72), on obtient :OR(z) = RR dq0 dp02��h �1=2e��hjezh(q0;p0)j2OP (q0; p0)= RR dqh dph2��h �1=2e��h2�h (~q2h+~p2h)OP (z0(eqh; eph))et toujours d'apr�es (A.63), il vient :OR(z) = e �h2p� (�2~qh+�2~ph)OP (z0(eqh; eph))=z0=z (A.75)et d'apr�es (A.70), on a �nalement en variables omplexes :OR(z) = e 1p��~zh�~zhe��z0��z0ON (z0)=z0=z= e 1�fR2 �z0�z0+ �R2 ��z0��z0+(1��)�z0��z0gON (z0)=z0=z (A.76)ou en "variables lassiques" (2.14) :OR(Z) = e �h� (R2 �Z�Z+ �R2 � �Z� �Z+(1��)�Z� �Z )ON (Z 0)Z0=Z (A.77)Ainsi la valeur moyenne d'un op�erateur sur les �etats oh�erents d�eform�es, OR(z) qui d�ependde deux param�eres (R; z), est largement d�etermin�ee par sa restrition aux �etats oh�erentsstandard (R = 0) : ON (z). L'existene de ette relation est en fait li�ee �a la relationsuivante qui d�eoule de (A.41) : �r2jR; r >= 2�RjR; r > (A.78)



212APPENDICE A. D�EFINITIONS ET QUELQUES PROPRI�ET�ES DES �ETATS COH�ERENTS D�EFORM�ES.et qui montre une ertaine d�ependane entre les variables r et R.En partiulier, �etant donn�e un veteur quantique j	 >, on peut appliquer les relationsi-dessus pour l'op�erateur densit�e Ô = j	 >< 	j, e qui donne des relations entre ladistribution de Wigner W	(q; p) = OW (q; p), la distribution de HusimiH	(q; p) = j <n q; pj	>n j2 = ON (q; p) et les fontions : j <n R; zj	>n j2 = OR(q; p) . A R�x�e, la fontion OR(z) = j <n R; zj	>n j2 peut être onsid�er�ee omme la distribution deHusimi de l'�etat [j	 >℄, relativement �a la famille d'�etats oh�erents jez >ez2IC (A.3).Etant donn�e que hanger de famille d'�etats oh�erents revient �a e�etuer une transfor-mation sympletique (ou transformation anonique lin�eaire) d'apr�es (A.8), on d�eduit de(A.76) que le symbole normal ne se transforme pas de fa�on ovariante sous es trans-formations (sauf sous les rotations, pour lesquelles R = 0). Mentionnons �a e propos,qu'il est aussi onnu [52℄, que seul le symbole de Wigner poss�ede une telle propri�et�e deovariane. On peut le v�eri�er ii. Si l'on note gOW (z) le symbole de Wigner transform�e,on a ave (A.76) :gOW (ez) = e� 12�~z��~zOR(ez) = e� 12�~z��~ze 1p��~zh� �~zhe� 12�z��zOW (z) = OW (z) (A.79)(il ne faut pas onfondre les variables z, ez (A.11) et ezh (A.74)). On v�eri�e de la mêmefa�on l'uniit�e.Dans la deuxi�eme partie, nous utiliserons la arat�erisation d'un �etat quantique par lesz�eros de la fontionde Bargmann ou de Husimi. La non ovariane de es fontions sousles transformations sympletiques montre que la position relative des z�eros d�epend en faitdu hoix de la famille d'�etats oh�erents qui sert �a d�e�nir la repr�esentation de Bargmann.Il serait don int�eressant d'�etudier ette d�ependane, et une relation analogue �a (A.75),mais pour la fontion de Bargmann, serait un point de d�epart.Dans la suite, il nous faudra utiliser la valeur moyenne de l'Hamiltonien sur les �etatsoh�erents d�eform�es, que nous noterons :HD(R; z) = <n z; RjĤjz; R>n = HR(z) (A.80)Le d�eveloppement de (A.77) pour �h ! 0, nous sera utile, et en reprenant la notation deY. Tsue [33℄, et le d�eveloppement de (2.32), on pose :Hqu(R;Z) = 1�  R2 �Z2Hl + �R2 � �Z2Hl +R �R�Z� �ZHl!+HN1(Z) (A.81)qui est un terme "quantique" ar faisant intervenir la d�eformation R du paquet d'onde etle sous symbole HN1 . On a alors :HD(R;Z) = Hl(Z) + �hHqu(R;Z) + o(�h) (A.82)



A.3. CALCUL DE L'ANGLE DE PROJECTION 213A.3 Calul de l'angle de projetionPour aluler l'angle de projetion �D, il nous faut d'abord �evaluer l'inertitude en �energie�E d'un �etat oh�erent d�eform�e jR; z>n . La d�emarhe est identique �a elle pour obtenir(2.42) quoique plus alulatoire.Comme jR; z >= eR2 a+2+ra+j0 >, (A.41), on a don :�rjR; r >= a+jR; r >�RjR; r >= 12a+2jR; r > (A.83)Ainsi :< 0jĤ2j0 >= P1n=0 < 0jĤjn >< njĤj0 >= P1n=0 1n! j < 0jĤa+nj0 > j2= < 0jĤj0 >2 +j�r0 < R0; r0jĤjR0; r0 > j2(R0;r0)=(0;0)+2j�R0 < R0; r0jĤjR0; r0 > j2(R0;r0)=(0;0)= +P1n=3 1n! j�rn < R0; r0jĤjR0; r0 > j2(R0;r0)=(0;0) (A.84)Or on peut montrer �a l'aide de (A.42), que :�rn < R; rjĤjR; r >=Rr=0= �rn <n R; rjĤjR; r>n =Rr=0 (A.85)�R < R; rjĤjR; r >=Rr=0= �R <n R; rjĤjR; r>n =Rr=0Appliquons la relation (A.84) �a l'op�erateur : Ĥ 0 = T+(z; R)ĤT (z; R), o�u l'op�erateurunitaire T (z; R) = D(z)S(X), (A.39),(A.36), permet de r�eer un veteur normalis�e jR; z>n �a partir de j0 > : jR; z>n / T (z; R)j0 > (�egalit�e �a une phase pr�es).L'ation de T (z; R) est invariante dans les veteurs oh�erents d�eform�es normalis�es, et l'onpose : jR00; z00>n / T (R; z)jR0; z0>n (A.86)Il onviendra d'exprimer R00; z00 �a partir de R; z; R0; z0. (A.86) peut s'�erire :jR00; z00>n / T (R; z)T (R0; z0)j0 >En herhant omme d'habitude par permutation �a plaer les op�erateurs a �a droite, �al'aide des relations (A.37), et (A.35), on obtient apr�es plusieurs manipulations :8<: R00 = R + �R0(1+R0 �R)r00 = r + �p�r0�R0��z1+R0 �R � (A.87)Il vient alors :<n R; zjĤ2jR; z>n = � <n R; zjĤjR; z>n �2 + j�r0 <n R00; r00jĤjR00; r00>n j2R0r0=0+2j�R0 <n R00; r00jĤjR00; r00>n j2R0r0=0+P1n=3 1n! j�nr0 <n R00; r00jĤjR00; r00>n j2(R0;r0)=(0;0) (A.88)



214APPENDICE A. D�EFINITIONS ET QUELQUES PROPRI�ET�ES DES �ETATS COH�ERENTS D�EFORM�ES.Et �a l'aide de (A.87), on obtient :j�r0 <n R00; r00jĤjR00; r00>n j2R0r0=0 + 2j�R0 <n R00; r00jĤjR00; r00>n j2R0r0=0 = (�DtHD)M(� �DHD)(A.89)o�u l'on pose : D =  Rr !M =  MR �R MR�rMr �R Mr�r ! (A.90)8>>>>>><>>>>>>: MR �R = ��R00�r0 � �� �R00��r0 �+ 2 ��R00�R0 � �� �R00� �R0 � = 2�2MR�r = ��R00�r0 � ���r00��r0 �+ ��R00�R0 � ���r00� �R0� = �2�2zMr �R = MR�r = �2��zMr�r = ��r00�r0 � ���r00��r0 �+ 2 ��r00�R0� ���r00� �R0 � = �+ 2�z�zEt on d�eduit que :�E2 = <n R; zjĤ2jRz>n� <n R; zjĤjR; z>n 2= (�DtHD)M(� �DHD) +P1n=3 1n! j�nr0 < R00; r00jĤjR00; r00 > j2(R0;r0)=(0;0) (A.91)Les termes de la s�erie peuvent aussi s'�erire :j�nr0 < R00; r00jĤjR00; r00 > j2(R0;r0)=(0;0) = �hn�n j(�Z + �R� �Z)nHD(R;Z)j2 (A.92)L'expression de l'angle de projetion �D (1.37) est (exprim�e ii pour deux variables (R; z)): os2(�D) = 1�E [(�DtHD)(� �D�Dt ln < R; rjR; r >)�1(� �DHD)℄ (A.93)o�u la matrie entrale est �a l'aide de (A.45) :(� �D�Dt ln < R; rjR; r >)�1 =  � �R�R ln < RrjRr > � �R�r ln < RrjRr >��r�R ln < RrjRr > ��r�r ln < RrjRr > !�1 (A.94)=  2�2 �2z�2�2�z�2 �+ 2�2z�z ! =Mqui s'identi�e �a M (A.90). Cette identi�ation parait assez myst�erieuse ave es aluls,il devrait y avoir une justi�ation plus laire.L'angle �D devient alors :os2(�D) = [1 + 1(�DtHDM� �DHD) 1Xn=3 1n! j�nr0 < Ĥ > j2℄�1



A.3. CALCUL DE L'ANGLE DE PROJECTION 215ou enore : �D = artanf 1(�DtHDM� �DHD) 1Xn=3 1n! j�nr0 < Ĥ > j2!1=2g (A.95)En terme de variables lassiques (R;Z), on a :(�DtHD)M(� �DHD) = �h2�[�3�hj�R(HD�h )j2+2R(�ZHD)2+2 �R(� �ZHD)2+2(1+R �R)j� �ZHDj2℄(A.96)o�u le premier terme disparait pour �h! 0. Finalement, pour �h! 0, l'angle est :�D = �h j(�Z + �R� �Z)3Hl(Z)j2�26[R((�ZHl)2 + �R(� �ZHl)2 + (1 +R �R)j� �ZHlj2℄!1=2 + o(�h) (A.97)
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Appendie BPropri�et�es d'une dynamiquelassique int�egrable sur le tore.(Voir le paragraphe 7.1, page 75)Dans et appendie, nous onsid�ererons une dynamique �a un degr�e de libert�e d�e�nie parun Hamiltonien H(q; p) p�eriodique en position q et en impulsion p.Il se trouve qu'il y a de fortes restritions sur les valeurs possibles d'un ouple (n1; n2)(lasse d'homotopie) assoi�e �a une trajetoire. Cela est li�e au fait que les trajetoires dansl'espae de phase ne se oupent pas (par un point passe une trajetoire unique) et au faitque dans notre as �a un degr�e de libert�e, les trajetoires sont les lignes de niveau de lafontion H .1. Il ne peut pas y avoir que des trajetoires ontratibles (le mod�ele de Haper (7.3)ave V1 = V2 et une s�eparatrie non ontratible, est un as extrême).2. Ensuite, n1 et n2 sont premiers entre eux. Ave la ondition suppl�ementaire que sin1 = 0, alors n2 = �1 ,0 ou 1.( Et de même, si n2 = 0, alors n1 = �1 ,0 ou 1.). Voirla �gure (B.2).3. Si il y a une trajetoire de type (n1; n2) alors il y a aussi une trajetoire de type(�n1;�n2) de même �energie.4. La ondition la plus restritive et qui est globale �a toutes les trajetoires, est quepour un Hamiltonien donn�e H, si il y a une trajetoire de type (n1; n2) 6= (0; 0),alors le type des autres trajetoires est soit (0; 0), soit (n1; n2), soit (�n1;�n2).217



218APPENDICE B. PROPRI�ET�ES D'UNEDYNAMIQUE CLASSIQUE INT�EGRABLE SUR LE TORE.5. Pour tout ouple (n1; n2) donn�e et v�eri�ant les onditions i-dessus, il existe unHamiltonien g�en�erant une trajetoire de e type. Par exemple : H(q; p) = os(n2q�n1p).Esquisse de d�emonstration :La propri�et�e qu'il n'y ait pas que des trajetoires ontratibles peut se justi�er par la th�eoriede Morse [89℄. Soit le domaine DE = f(q; p) t.q. H(q; p) < Eg. Pour Emin = minq;pH(q; p),DEmin est un point (as g�en�erique), don DEmin est ontratible. De plus le bord de DE :�DE = f(q; p) t.q. H(q; p) = Eg est un ensemble �ni de trajetoires. Si toutes les trajetoires�etaient ontratibles, DE serait ontratible pour toute valeur de E. Or DEmax = T 2 est nonontratible pour Emax = maxq;pH(q; p).Les trajetoires ne se oupent pas, si bien que le type non ontratible (0; n) est impossiblesauf si n = �1 ; voir la �gure B.2. Dans e as, une telle trajetoire (disons de type (0;+1))"d�eoupe" le tore en un ylindre, voir �gure B.1. Les autres trajetoires non ontratibles sontalors de type (0;�1) . D'autre part, si ette trajetoire est d'�energie E = 0, de part et d'autre,l'�energie hange de signe, les trajetoires d'�energie positive se situant �a gauhe de la trajetoire.Il y a don ailleurs sur le tore au moins une autre trajetoire de même �energie E = 0, de type(0;�1) ; voir la �gure B.1.
q

p

(0,-1) (0,+1)
E=0E<0 E>0 E=0Figure B.1: Une trajetoire de type (0;+1) d�eoupe le tore en un ylindre.D'autres as o�u les trajetoires sont de type (�n1;�n2) s'obtiennent par hangement der�eseau ave la relation (B.2) i-dessous (ave n1 = b ; n2 = d). Or ad � b = 1 don n1 et n2sont premiers entre eux d'apr�es le th�eor�eme de Bezou.Remarque : Le tore est une surfae non simplement onnexe, 'est �a dire qu'il existedes laets non r�edutibles �a un point. Il en r�esulte qu'il existe des hamps de veteurs,
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(0,2) (0,1) et (1,0) Figure B.2: Illustration de trajetoires non ritiques impossibles, ar se oupant.g�en�erateurs de transformation anonique, mais qui ne sont pas des gradients symple-tiques d'une fontion de Hamilton H d�e�nie globalement, mais seulement loalement.C'est le as par exemple du hamp g�en�erateur des translations _q = 0 _p = 1. Voir [21℄page 217. Dans et exemple, il n'y a que des trajetoires de type (0; 1) et pas (0;�1). Celane pourrait pas être le as pour des trajetoires g�en�er�ees par une fontion de Hamilton.Remarque : Supposons que un Hamiltonien donn�e engendre des trajetoires non on-tratibles de type (n1; n2) et (�n1;�n2). Alors il est possible de d'e�etuer le quotientdu plan par un autre r�eseau �0 = (m0 ~Q0 + n0 ~P 0)m0;n02ZZ2 , de fa�on �a e que les r�eseaux�0 et � = (m~Q + n~P )m;n2ZZ2 oinident, et que sur le tore IR2=�0, les trajetoires nonontratibles soient simplement de type (0; 1) ou (0;�1). Cette deuxi�eme ondition estv�eri��ee si l'on hoisit : ~P 0 = n1 ~Q+ n2 ~P .Et les deux r�eseaux oinident si et seulement si il existe une matrie :M =  a b d! 2 SL(2;ZZ) (B.1)(i.e. M est �a oeÆient entiers, et tels que ad� b = 1), telle que : ~Q0~P 0 ! =  a b d! ~Q~P ! (B.2)(la d�emonstration peut se trouver dans [20℄, page 267).Ii, on hoisit don de prendre  = n1; d = n2. Ensuite a; b 2 ZZ2 tels que an2 � bn1 = 1existent du fait que n1 et n2 sont premiers entre eux, et d'apr�es le th�eor�eme d'arithm�etiquede Bezou.Notons aussi que la matrie M est inversible, et :M�1 =  n2 �b�n1 a ! (B.3)



220APPENDICE B. PROPRI�ET�ES D'UNEDYNAMIQUE CLASSIQUE INT�EGRABLE SUR LE TORE.Cette remarque fait que en toute g�en�eralit�e, pour l'�etude de trajetoires non-ontratibles,il suÆt d'�etudier des trajetoires de type (0; 1) et (0;�1), et savoir transposer les r�esultats.Au niveau quantique, une telle �equivalene existe, nous y reviendrons dans l'appendie C.Il y a une autre partiularit�e propre aux trajetoires Hamiltoniennes sur le tore, qu'il estint�eressant de noter. Elle onerne le nombre et la nature des points �xes de la dynamique.Un point �xe (q0; p0) v�eri�e par d�e�nition, d'apr�es (7.2) :0 = �tq0 = �pH 0 = �tp0 = ��qH (B.4)et don les points �xes sont les points singuliers de la fontion H(q; p).Nous pouvons di��erenier es points �xes selon la nature des trajetoires lin�earis�ees �aleur voisinage (elliptique ou hyperbolique). Elle est arat�eris�ee par le signe des valeurspropres �1; �2 de la matrie des d�eriv�ees deuxi�emes de H, aussi appell�ee Hessien [89℄. Voirla �gure (B.3)

(a) (b) (c)Figure B.3: Di��erentes natures de points �xes.(a) Point �xe stable. Minimum loal de H. �1; �2 > 0.(b) Point �xe instable. Point selle de H. �1 > 0; �2 < 0.() Point �xe stable. Maximum loal de H. �1; �2 < 0.La th�eorie de Morse [89℄ permet d'�etablir que : ns�ni = 0 (0 = arat�eristique d'Eulerdu tore) ,ave : ns =nombre de points stablesni = nombre de points instablesPar exemple pour le mod�ele de Harper de la �gure (7.1), ns = ni = 2.Ces di��erentes remarques d'ordre topologique sur la dynamique lassique, ont une im-



221portane dans la dynamique quantique, et ela est mit en �evidene au hapitre 9 " Dis-tribution de Husimi" o�u l'on pr�esente un traitement semi-lassique des �etats stationnaires.
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Appendie CRemarque sur le r�eseau dual.(Voir le paragraphe 7.2, page 79)Dans une remarque de l'appendie B, nous avons �evoqu�e le fait que e�etuer le quotientdu plan par un r�eseau partiulier �0 permet d'obtenir une dynamique lassique sur le toreo�u les seules trajetoires non ontratibles sont de type (0;�1). Voyons omment ela esttranspos�e au niveau quantique, en reprenant les notations d�ej�a utilis�ees.Tout d'abord, les op�erateurs de translation �el�ementaire assoi�es au nouveau r�eseau sontd'apr�es (B.2) : 8<: T̂ ~Q0 = T̂ a~QT̂ b~P (�1)NabT̂~P 0 = T̂ n1~Q T̂ n2~P (�1)Nn1n2 (C.1)inversement d'apr�es (B.3) : 8<: T̂ ~Q = T̂ n2~Q0 T̂�b~P 0 (�1)Nn2bT̂~P = T̂�n1~Q0 T̂ a~P 0(�1)Nn1a (C.2)On en d�eduit alors que : [T̂ ~Q; T̂~P ℄ = 0, [T̂ ~Q0; T̂~P 0℄ = 0 (C.3)[Ĥ; T̂ ~Q℄ = [Ĥ; T̂~P ℄ = 0, [Ĥ; T̂ ~Q0℄ = [Ĥ; T̂~P 0℄ = 0 (C.4)La diagonalisation peut don se faire dans les sous-espaes propres H0N (�01; �02) de T̂ ~Q0 etT̂~P 0, et on obtient l'identit�e : HN(�1; �2) = H0N (�01; �02) (C.5)ave : 8<: �01 = a�1 + b�2�02 = n1�1 + n2�2 (C.6)223



224 APPENDICE C. REMARQUE SUR LE R�ESEAU DUAL.Cette �equivalene tant au niveau lassique que quantique fait que l'�etude des trajetoiresnon ontratibles sur le tore et leur quanti�ation, pour une dynamique int�egrable, seram�ene �a l'�etude des trajetoires non ontratibles de type (0;�1). Il apparait aussique de hanger de r�eseau p�eriodique � sur le plan, revient �a hanger de syst�emes deoordonn�ees pour (�1; �2), ou enore �a passer au r�eseau dual ��.



Appendie DEtats de base de position etd'impulsion(Voir le paragraphe 7.2, page 79)Regardons l'ation partiuli�ere de l'op�erateur de projetion P(�1;�2) sur les �etats propresde position jq >. (Par d�e�nition, q̂jq >= qjq > et T̂Qjq >= jq +Q >).Tout d'abord rendons p�eriodique l'�etat jq > en impulsion ave la phase �2 2 [0; 2�℄. Al'aide de (7.25) et (7.23), nous trouvons :P�2jq >= jq > 1N (Xn22ZZ ei(2�N qQ�n2�2)) (D.1)Don P�2jq >6= 0 si et seulement si il existe n 2 ZZ tel que 2�NqQ � n2�2 = 2�n, 'est �a dire: qnQ = 1N (n + �22� ).Dans e as P�2jqn >= jqn >. Don seul un ensemble disret d'�etats de position jqn > ontune projetion non nulle sous P�2 .L'ation de l'op�erateur P�1 donne pour sa part :P�1 jq >= 1N (Xn12ZZ e�in1�1 jq + n1Q >) (D.2)Finalement la projetion par P(�1;�2) = P�1P�2 d'un �etat de position jq > est non nulle siq est de la forme : qn = QN (n + �22� ) n 2 ZZ (D.3)et la projetion est alors :jn; ~� >� P(�1;�2)jqn >= 1N Xn12ZZ e�in1�1jqn + n1Q > (D.4)225
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(a) (b)Figure D.1: Repr�esentation des valeurs de position possibles qn (a) , et impulsion pm (b).Ces veteurs "de position sur le tore" jn; ~� >2 HN(�1; �2) v�eri�ent :8>>><>>>: j(n+N); ~� >= ei�1 jn; ~� >jn; (�1 + 2�; �2) >= jn; (�1; �2) >jn; (�1; �2 + 2�) >= j(n+ 1); (�1; �2) > : (D.5)Il n'y a don en fait , �a (�1; �2) �x�e, que N �etats di��erents, par exemple la s�erie jn; ~� >pour n = 0! (N � 1).A partir de la relation de fermeture IH = R dqjq >< qj, nous d�eduisons que :P(�1;�2) � N�1Xn=0 jn; ~� >< n; ~�j = IHN (�1;�2) (D.6)Et les veteurs jn; ~� > pour n = 0 ! (N � 1) sont lin�eairement ind�ependants et sontobtenus par projetion de la base jq > de H. Ils forment don une base du sous-espaeHN (�1; �2). Nous d�eduisons don que les sous-espaes HN (�1; �2) sont de dimension N(7.13).La �gure (D.1) repr�esente les valeurs possibles de position qn 2 [0; Q℄.Les �etats de position jn; ~� > forment omme un peigne en position, �egalement espa�e,et dont le d�ealage �a l'origine est li�e �a la valeur de �2. L'e�et de la phase �1 ne se voit passur ette �gure, elle hange la struture de haque veteur jn; ~� >, (D.4).Cette �gure illustre aussi les relations (D.5).Nous pouvons pro�eder de la même fa�on, en projetant les �etats propres d'impulsion :(p̂jp >= pjp > ; T̂P jp >= jp+ P >)Cette fois-i P�1jp >= 0 sauf si :



227p = pm = PN (m� �12� ) ave m 2 ZZ (D.7)et l'on pose : jm; ~� >� P(�1;�2)jpm >= 1N Xn22ZZ e�in2�2jpm + n2P > (D.8)La relation de fermeture sur HN (�1; �2) s'�erit :P(�1;�2) = N�1Xm=0 jm; ~� >< m; ~�j = IHN (�1;�2) (D.9)Ces veteurs "d'impulsion sur le tore" jm; ~� >, pour m = 0 ! (N � 1) forment aussiune base de HN (�1; �2), et sont repr�esent�es sur l'axe des impulsions par les valeurs de pm.Cette fois-i , 'est �1 qui orrespond au d�ealage du "peigne" ave l'origine. Voir la �gure(D.1)Finalement, de même que : < qjp >= 1(2��h)1=2 ei qp�h , nous avons ii le produit salaire :< n; ~�jm; ~� > = 1pN ei 2�NQP qnpm= pQPN < qnjpm >= 1pN ei 2�N (n+ �22� )(m� �12� ) (D.10)Le oeÆient 1pN est hoisi tel que les �etatsjn; ~� > et jm; ~� > soient normalis�es par lesrelations de fermeture (D.6) et (D.9). Maintenant que nous avons obtenu des bases �niespour haque sous-espae HN(�1; �2), il nous reste �a diagonaliser l'op�erateur Ĥ dans haunde es sous-espaes, a�n de trouver les veteurs propres et valeurs propres orrespondantes(7.14).Voii omment aluler les �el�ements de matrie de l'op�erateur partiulier Ĥ = H(q̂), ned�ependant pas de p̂, dans la base jn; ~� >. D'apr�es les �equations (7.6, 7.27), nous avons[H(q̂); P~�℄ = 0, et don :< n; ~�jH(q̂)jn; ~� > = < qnjP+~� H(q̂)P~�jqn >= < qnjP+~� H(q̂)jqn >=< n; ~�jn; ~� > H(qn)= H(qn) (D.11)Pour des termes ontenant l'op�erateur p̂, il nous faudra introduire les �etats d'impulsion �al'aide de l'identit�e (D.9).
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Appendie EEl�ements de matrie d'unHamiltonien ind�ependant du temps.(Voir le paragraphe 7.2, page 79)Comme nous l'avons vu au paragraphe 7.1, un Hamiltonien H(q; p) g�en�erateur de traje-toires sur l'espae de phase T 2, est une fontion p�eriodique en q et p.La fontion H(q; p) peut se d�eomposer en s�eries de Fourier :H(q; p) = Xn;m2IN bn;m os n2� qQ + un! os�m2� pP + vm� (E.1)C'est pourquoi nous d�eidons d'�etudier un Hamiltonien d'expression :H1(q; p) = �Vq os(tq2� qQ + uq)� Vp os(tp2� pP + up) (E.2)ave tq; tp 2 IN�; Vq; Vp; uq; up 2 IR.Les di��erents Hamiltoniens qui seront trait�es dans les �etudes num�eriques, seront ompos�esomme des ombinaisons lin�eaires de termes de la formeH1 (E.2), ouH2 (E.5). (Le mod�elede Harper (7.3) est un exemple).Nous obtenons l'Hamiltonien quantique par la pro�edure de quanti�ation de Weyl :Ĥ1 = �Vq os(tq2� q̂Q + uq)� Vp os(tp2� p̂P + up) (E.3)On en d�eduit alors les �el�ements de matrie de Ĥ1 dans la base jn; ~� > de dimension N ,pour n = 0! N � 1, en utilisant les relations (D.11) :< n0; ~�jĤ1jn; ~� >= �Vq os[ tqN (2�n+ �2) + uq℄Æ(n0 � n) (a)�Vp2 e�i �1N (tp+n0�n)+iupPk Æ(n0 � n+ tp + kN) (b)�Vp2 e�i �1N (�tp+n0�n)�iupPk Æ(n0 � n� tp + kN) () (E.4)229



230APPENDICE E. EL�EMENTS DEMATRICE D'UN HAMILTONIEN IND�EPENDANT DUTEMPS.et dont la r�epartition est sh�ematis�ee sur la �gure E.1 :
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Figure E.1: El�ements de matrie de Ĥ1 dans la base jn; ~� >Il sera utile dans l'�etude de l'indie de Chern assoi�e �a une s�eparatrie, de onsid�ererun Hamiltonien ontenant des termes de la forme :H2(q; p) = �A os 2�aq qQ + aaq! os�2�ap pP + aap� (E.5)L'op�erateur quantique orrespondant par la quanti�ation sym�etrique de Weyl est :Ĥ2 = �A2 os(aq2� q̂Q + aaq) os(ap2� p̂P + aap)�A2 os(ap2� p̂P + aap) os(aq2� q̂Q + aaq) (E.6)(Les deux termes font que Ĥ2 est hermitique.)Et les �el�ements de matrie sont :< n0; ~�jĤ2jn; ~� >= �A �os[aqN (2�n0 + �2) + aaq℄ + os[aqN (2�n+ �2) + aaq℄�(12e�i �1N (ap+n0�n)+iaap Pk Æ(n0 � n+ tp + kN) (b)+12e�i �1N (�ap+n0�n)�iaapPk Æ(n0 � n� tp + kN) ()(E.7)



Appendie FStruture g�eom�etrique de la familledes �etats oh�erents du tore.(Voir le paragraphe 8.1, page 90)En envisageant la limite semi-lassique par l'approhe g�eom�etrique d�erite dans la partie1, l'espae de phase toro��dal est onstitu�e des �etats oh�erents du tore, et est inlu dansl'espae projetif.La setion holomorphe loale du �br�e en droite, utile dans les di��erentes formules, est iidonn�ee par (8.1). Globalement, il s'agit d'un rel�evement holomorphe multivalu�e du tore(reouvrement universel, simplement onnexe). On remarque aussi qu'il y a un "espaede phase" pour haque valeur de (�1; �2).La forme sympletique 
 qui permet d'�erire les �equations de Hamilton, et la onnexionde Berry A qui intervient dans la quanti�ation de trajetoires p�eriodiques sont d'apr�es(1.28) et (1.29) : 
 = i(�z��z ln < z; ~�jz; ~� >)dz ^ d�zA = 12(�z ln < z; ~�jz; ~� >)dz � 12(��z ln < z; ~�jz; ~� >)d�z (F.1)Or d'apr�es (8.8) : ln < z; ~�jz; ~� >= ln < zjz > + ln <n 0jP~�+~�0j0>n= z�z + ln <n 0jP~�+~�0j0>n (F.2)d'apr�es l'expression asymptotique (8.12), le deuxi�eme terme, ainsi que ses d�eriv�ees tendentexponentiellement vite vers 0, pour N ! +1. Don :
 = idz ^ d�z + o(N�1) = 1�hdq ^ dp+ o(N�1)A = 12 �zdz � 12zd�z + o(N�1) = i2�h(qdp� pdq) + o(N�1) (F.3)231



232APPENDICE F. STRUCTURE G�EOM�ETRIQUE DE LA FAMILLE DES �ETATS COH�ERENTS DUTORE.Les expressions de A et 
 deviennent don ind�ependantes de (�1; �2), et s'identi�ent�a elles des �etats oh�erents standard (2.20). La forme sympletique 
 est r�eellementind�ependante de (�1; �2), et l'on retrouve que la limite lassique est ind�ependante de(�1; �2). N�eanmoins, la onnexion est exprim�ee parA, relativement �a la setion mutivalu�eejz; ~� >, et d'apr�es la relation (8.4), (�1; �2) interviennent pour le passage d'un rel�evementloal �a un autre. Par ons�equent, (�1; �2) interviennent dans l'expression de la phasede Berry d'une trajetoire non ontratible, et ela joue lors de la quanti�ation semi-lassique de telles trajetoires, au paragraphe 9.2.
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