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1 Introdu
tionCe manus
rit présente deux prin
ipaux thèmes de mes re
her
hes de 
es dernières années :le 
haos quantique d'une part et les aspe
ts topologiques dans les systèmes quantiquesadiabatiques d'autre part. Dans la première partie, 
es deux thèmes sont développés et lesrésultats obtenus sont présentés. La deuxième partie présente des questions ouvertes qui mesemblent intéressantes et que j'espère aborder dans la suite de mes re
her
hes.La mé
anique quantique dans une de ses premières formulations, est une mé
aniqueondulatoire, où les objets physiques (les parti
ules, les atomes, molé
ules...) sont dé
rits pardes ondes qui interagissent entre elles et évoluent selon l'équation de S
hrödinger. Ce quiest parti
ulier et fondamental dans 
ette formulation est que l'équation de S
hrödinger estlinéaire. Cela permet d'appro
her la 
ompréhension des phénomènes quantiques de façonabstraite mais e�
a
e ave
 l'aide de l'algèbre linéaire, de spe
tre d'opérateurs,..., où les ondessont dé
rites par un point ψ dans un espa
e ve
toriel H (H est l'espa
e des ondes possibles.L'aspe
t ve
toriel traduit le prin
ipe de superposition). Une onde évolue d'après l'équation deS
hrödinger qui peut s'é
rire i~dψ (t) /dt = Ĥψ (t) où Ĥ est un opérateur que l'on s'e�or
eà diagonaliser pour 
omprendre l'évolution de l'onde ψ (t). Cette même appro
he est utiliséepour d'autres domaines de la physique où apparaissent des ondes dans le régime linéaire(optique ondulatoire, ondes a
oustiques, sismiques, ondes de surfa
es ....).La 
omplexité des phénomènes ondulatoires qui peuvent se produire et qu'il fautdé
rire est liée à la dimension de l'espa
e ve
toriel H qui entre en jeu. Par exemple pourdé
rire une onde de longueur d'onde ∼ l dans une 
avité de taille L, (
e sera un éle
tronpiégé dans un atome, ou une onde à la surfa
e d'un la
) la dimension de l'espa
e H est del'ordre de (L/l)d, où d est la dimension de la 
avité. S'il y a plusieurs ondes en intera
tion(i.e. plusieurs éle
trons et noyaux dans une molé
ule), la fon
tion d'onde totale est fon
tionde 
haque position, don
 l'espa
e ve
toriel à 
onsidérer est le produit des espa
es individuels,et sa dimension est le produit des dimensions. Ainsi, la des
ription de l'évolution des ondespeut devenir un problème d'une grande 
omplexité dès que le nombre de parti
ules augmenteet/ou (L/l) augmente. La résolution exa
te du 
omportement d'une petite molé
ule 
ontenantquelques noyaux et éle
trons est déjà hors de portée des ordinateurs les plus performants.Pour aborder de tels problèmes à priori 
omplexes, il faudra essayer de dé
eler �un ordre�,des �lois e�e
tives� qui peuvent �émerger� de 
ette 
omplexité et rendre la 
ompré-hension des phénomènes plus simple. Dans beau
oup de domaines de la physique, des 
ompor-tements aux lois simples et 
ompréhensibles peuvent émerger de phénomènes qui paraissent
omplexes et inabordables à priori. Un exemple bien 
onnu est le 
omportement désordonné et
omplexe des parti
ules d'un gaz, duquel émergent les lois simples du 
omportement 
olle
tifdu gaz, la thermodynamique.Pour notre propos, la loi émergente est la mé
anique 
lassique : dans la limite où lalongueur d'onde l est très petite devant la taille L de la 
avité où l'onde évolue (ou devant lataille typique de variation du potentiel), la 
omplexité du problème ondulatoire 
roît, mais onmontre que l'évolution d'une onde se dé
rit bien à l'aide des lois de la mé
anique Hamiltonienne
lassique (i.e. mé
anique des parti
ules) dans le même domaine (ou même potentiel), voir [54℄,ou [24℄. Cette appro
he s'appelle l'analyse semi-
lassique, et le �régime semi-
lassique�est 
ara
térisé par une valeur du paramètre sans dimension2 h̃ def
= l/L très petite devant 1.2Il est important en physique de travailler sur des modèles adimensionés pour mettre en valeur les phé-nomènes pertinants et leur universalité. Dans 
e manus
rit nous 
onsidérons toujours de modèles7



Dans 
e régime, partant de la des
ription ondulatoire qui est linéaire et se pla
e dans un espa
ede grande dimension, il apparaît des lois d'évolution non linéaires mais dans un espa
e de phasede dimension 
onsidérablement plus petite (de dimension 2d dans les notations pré
édentes).Par exemple, la formule de Van-Vle
k (1928 [92℄) exprime l'évolution temporelle d'uneonde 
omme l'onde initiale transportée le long de plusieurs traje
toires 
lassiques. L'analysesemi-
lassique est un outil mathématique important qui trouve des appli
ations dans denombreux domaines de la physique où les ondes sont présentes (ondes a
oustiques,sismiques, éle
tromagnétiques, quantiques,...).Il y a deux remarques à faire : premièrement d'un point de vue historique, les physi
iens ontdé
ouvert les lois e�e
tives apparentes avant les lois mi
ros
opiques qui sont à leur origine. Parexemple l'optique géométrique (Newton 1700) avant l'optique ondulatoire (Fresnel 1814), lamé
anique 
lassique (Newton 1700, Lagrange 1760) avant la mé
anique quantique ondulatoire(Heisenberg 1925, Shrödinger 1926), la thermodynamique (Carnot 1824) avant la physiquestatistique (Maxwell 1860) et
.. Deuxièmement, et 
'est toute la ri
hesse de la physique, il ya des exemples où la limite 
lassique e�e
tive n'est pas évidente à priori (
ontrairement au
as de l'équation de S
hrödinger sur l'espa
e des fon
tions L2
(
R

3
) qui donne la mé
anique
lassique sur l'espa
e de phase T ∗

R
3). Nous verrons en se
tion 3.3 un exemple en physiquemolé
ulaire où, à 
ause de symétries approximatives, l'espa
e de phase e�e
tif est CP 2. Ledomaine de la matière 
ondensée est ri
he de tels exemples où des phases surprenantes de lamatière apparaissent selon les paramètres de l'environnement.Contenu du manus
rit : nous présentons des travaux dans deux domaines de re
her
heet d'appli
ations parti
uliers qui utilisent l'appro
he semi-
lassique. Le premier appelé �le
haos quantique�, est relié au fait suivant : que la mé
anique 
lassique Hamiltonienne etses lois d'évolution apparaissent dans la limite semi-
lassique ne résout pas pour autant leproblème de la des
ription de l'évolution des ondes. En e�et, depuis H. Poin
aré et à la suitede nombreux travaux au 
ours du XX ème siè
le, il est apparu que des lois simples d'évolution,peuvent engendrer des 
omportements 
omplexes voire imprévisibles. Cela porte le nom de
haos déterministe, et est essentiellement relié au fait que les traje
toires engendrées par
es lois d'évolutions peuvent diverger les unes des autres à un taux exponentiel (
omme eλtoù λ est appelé exposant de Lyapounov), ampli�ant, par-là même la moindre in
ertitude. Deplus, 
e phénomène est assez générique, et peut naturellement être présent dans les lois demé
anique 
lassique issues d'un problème ondulatoire. La présen
e de 
e 
haos déterministe
lassique se manifeste, dans le 
omportement ondulatoire, par une apparente 
omplexité del'évolution des ondes, ave
 des phénomènes d'interféren
es parfois surprenants, 
omme nousadimensionés 
omme modèles de départ. Nous rappelons la pro
édure pour adimensioner un modèle.Prenons l'exemple d'un éle
tron piégé dans une 
avité de taille L ≃ 500Å (un �quantum dot�, voir [81℄).L'équation de Shrödinger dimensionée s'é
rit i~ (dψ/dt) = Ĥψ, ave
 Ĥ = 1

2m
p̂2, p̂ = −i~▽x, où la fon
tion

ψ est 
ontrainte de s'annuller sur les bords de la 
avité. Si l'on s'intéresse au 
omportement des ondes ayantune longueur d'onde ∼ l ≃ 20Å donnée, on 
hoisira l'impulsion de référen
e p0 = ~2π/l, l'énergie de référen
e
E0 = p2

0/(2m), le temps de référen
e t0 = ~/
“

E0~̃

” ave
 h̃ def
= l/L, ~̃

def
= h̃/ (2π). On dé�nit des grandeurs sansdimension : p̃ def

= p/p0, H̃ def
= H/E0, t̃ def

= t/t0, x̃ def
= x/L, ψ̃ def

= ψL3/2 (d'après 1 =
R

|ψ|2 d3x =
R

˛

˛

˛
ψ̃

˛

˛

˛

2

d3x̃). Onobtient une équation de S
hrödinger adimensionée : i~̃ “

dψ̃/dt̃
”

= H̃ψ̃, ave
 H̃ = p̃2, et p̃ = −i~̃▽x̃.Le petit paramètre est i
i h̃ = l/L ≃ 0.04. A une toute autre é
helle, l'étude d'une onde sismique de longueurd'onde l ≃ 400m dans le bassin Grenoblois de taille L ≃ 10km, donnerait aussi h̃ = l/L ≃ 0.04, et don
 desphénomènes 
omparables (en supposant l'absorption, les polarisations et les e�ets non linéaires négligeables).8



le verrons, et une 
omplexité du spe
tre de l'opérateur d'évolution. Les di�
ultés qu'il y a àdé
rire l'évolution temporelle d'une onde, ou le spe
tre d'énergie (valeurs propres de l'opérateurd'évolution) sont reliées d'après la relation3 ∆E∆t ≃ ~̃, qui signi�e qu'une 
ompréhension dela dynamique sur une é
helle de temps ≤ ∆t équivaut à une 
ompréhension du spe
tre sur uneé
helle d'énergie ≥ ∆E ≃ ~̃/∆t. La présen
e de 
haos limite 
ette é
helle de temps à un tempsassez 
ourt appelé temps d'Ehrenfest tE , qui est le temps après lequel un détail de l'ordrede la longueur d'onde l est ampli�é à l'é
helle �ma
ros
opique� de la 
avité L. Cela donne
leλtE ≃ L ⇔ tE ≃ 1

λ log
(

1/h̃
) ave
 h̃ = l/L. Nous verrons à plusieurs reprises l'importan
ede 
e temps 
ara
téristique en 
haos quantique en parti
ulier dans la deuxième partie de 
emanus
rit, se
tion 4. Le résultat prin
ipal que nous obtenons est le suivant : dans un exempletrès parti
ulier mais révélateur de système 
haotique nous observerons qu'un paquet d'ondeinitialement lo
alisé se 
omporte d'une étrange façon. Il se disperse très rapidement, remplitla 
avité 
haotique à la date t = tE, et ensuite tout semble s'inverser. Le paquet d'ondese reforme 
omplètement à la date t = 2tE . Nous expliquerons 
e phénomène en termesd'interféren
es 
olle
tivement 
onstru
tives entre plusieurs traje
toires (dans une des
riptionde type �
hemins de Feynmann� ou �formule de Van-Vle
k�). Une 
onséquen
e dire
te de
e phénomène est l'existen
e d'ondes stationnaires appelées �s
ars� qui ne sont paséquidistribuées dans la 
avité 
haotique mais au 
ontraire partiellement lo
alisées surl'orbite 
lassique instable du paquet d'onde (si 
ette orbite est périodique). Voir �gure 1.

q

p

Fig. 1 � Onde stationnaire dans le modèle 
haotique du �
hat d'Arnold� présenté page 4. Cetteonde appelée �s
ars�, est partiellement lo
alisée sur un point �xe instable de la dynamique.Dans la deuxième partie, se
tion 3, nous étudierons des systèmes quantiques �mixtes�qui 
ontiennent deux sous parties. Une partie du système est dans un régime semi-
lassique,
ouplée à une autre partie qui est dans un régime purement quantique (dé
rite par un nombrerestreint de niveaux quantiques). Cette situation mixte équivaut à un régime adiabatiqueoù la partie semi-
lassique est une dynamique lente 
omparativement à la partie quantique qui3Pour l'équation adimensionée 9



sera la dynamique rapide4. Cette situation où des dynamiques quantiques ayant des é
helles detemps di�érentes sont 
ouplées entre elles est très 
ourante en physique, notamment dans lesmolé
ules, où par exemple la dynamique des noyaux est lente 
omparativement à la dynamiquedes éle
trons plus légers. Pour dé
rire 
es situations que nous quali�erons de dynamiqueslente-rapide 
ouplées, nous nous 
ontenterons d'une des
ription à des é
helles d'énergie �nie(par rapport à ~̃) où déjà des phénomènes parti
uliers se produisent : les niveaux d'énergie seregroupent en bandes d'énergie. Cela 
orrespond par exemple aux bandes vibrationnelles ourotationnelles bien 
onnues en physique molé
ulaire. Le résultat parti
ulier que nous obtenonsest que le nombre de niveaux dans une bande est un nombre topologique, qui
ara
térise la topologie du 
ouplage entre les systèmes dynamiques rapide et lent : si le 
ouplageest assez fort, les dynamiques lente et rapide peuvent être 
omme �nouées ensemble� ,et possèdent une topologie non triviale. Expérimentalement on observe le phénomène suivant[84℄ : si on modi�e un paramètre extérieur qui a pour e�et d'augmenter le 
ouplage, alors à desvaleurs parti
ulières du paramètre, des niveaux quantiques transitent d'une bande à une autre.Ces valeurs parti
ulières s'interprètent 
omme des lieux où la topologie des bandes bifurque.Voir �gure 2.
E

N1

N2

N3

états quitransitent
JFig. 2 � Spe
tre expérimental ro-vibrationnel de la molé
ule CD4 en fon
tion du momentangulaire total J . On observe que les niveaux sont regroupés en trois bandes, et que le nombrede niveaux Ni dans 
haque bande varie à 
ause d'états qui transitent d'une bande à une autre.Plus pré
isément, la des
ription du 
ouplage du mouvement rapide par rapport à la dyna-mique lente dans une appro
he adiabatique �à la Born-Oppenheimer� fait intervenir un �bréve
toriel (la �bre est l'espa
e quantique formé dé
rit par l'état stationnaire rapide, et la baseest l'espa
e de phase où l'on dé
rit le mouvement lent), �bré qui peut avoir une topologienon triviale. Le nombre de niveaux dans une bande est donné par une formule de l'indi
ed'Atiyah-Singer faisant intervenir la topologie de 
e �bré. Cette formule remarquable établiedans les années 60 a une grande importan
e en mathématiques 
ar elle établie des liens entrel'analyse et la topologie. Il est remarquable que 
es liens se manifestent de façon assez évidentedans les spe
tres expérimentaux des petites molé
ules.4Cette équivalen
e s'explique s
hématiquement de la façon suivante. On note ψ = (ψ1, ψ2) la fon
tiond'onde totale 
onstituée des sous parties 1 et 2, et évoluant d'après idψ/dt = Ĥψ (équation adimensionée !).Si la partie 1 est en régime semi-
lassique ave
 un paramètre h̃1 ≪ 1, son évolution est mieux dé
rite par

i~̃1dψ1/dt1 = Ĥψ1 (qui possède une limite 
lassique), 
e qui demande de poser t1 = ~̃1t, soit une é
helle detemps �lente� par rapport à t. 10



Dans 
e manus
rit on ne parlera pas de travaux e�e
tués sur l'e�et Hall quantique[34, 37, 36℄, e�e
tués pendant et après ma thèse, mais qui ont inspiré les travaux reliés à latopologie dé
rits dans la se
tion 3.
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Première partiePrésentation des travaux de re
her
he2 Chaos quantique et ergodi
ité quantique2.1 Introdu
tionLa mé
anique 
lassique de Hamilton permet de dé
rire le 
omportement desondes dans la limite de petite longueur d'onde, i.e. limite semi-
lassique. Pour 
ertainssystèmes ondulatoires, il arrive que dans 
ette limite, la dynamique 
lassique soit 
haotique,
'est-à-dire qu'il y ait une forte sensibilité aux 
onditions initiales. Le 
omportement desondes est alors très a�e
té par 
e 
haos. On parle de 
haos ondulatoire ou 
haos quantique.En physique, de nombreux exemples de 
haos ondulatoire sont 
onnus, pour des systèmesquantiques, mais aussi pour des ondes a
oustiques, sismiques, éle
tromagnétiques... En ma-thématiques, l'objet d'étude par ex
ellen
e est l'équation d'onde (ou le spe
tre du Lapla
ien)sur les variétés Riemanniennes à 
ourbure négative.

Fig. 3 � Onde a
oustique stationnaire de longueur d'onde l ∼ 8mm, sur une plaqued'aluminium de taille L ∼ 10cm (Travail de C. Ellegaard et al.). C'est un billard 
haotique :
ette plaque a une forme telle que les traje
toires 
lassiques ont une instabilité hyperbolique .Les lignes nodales qui apparaissent ont une allure 
omplexe, et sont dé
rites dans une appro
hestatistique (voir [54℄ se
tion 15.5).Il y a un temps 
ara
téristique important en 
haos quantique qui est le temps d'Eh-renfest tE , qui est �très 
ourt�, et qui 
orrespond à la durée après laquelle des détails àl'é
helle de la longueur d'onde sont ampli�és à une é
helle ma
ros
opique. Avant 
e temps,l'évolution d'un paquet d'onde est bien dé
rite par la théorie semi-
lassique ; après, des in-terféren
es �
omplexes� se produisent, et seule une appro
he statistique semble adaptée5. A
es deux intervalles temporels 
orrespondent respe
tivement la théorie des orbites pério-diques, et la théorie des matri
es aléatoires ave
 son aspe
t �universel� (mais à qui ilmanque en
ore une assise mathématique rigoureuse) .5Pour une illustration de 
es propos on pourra lire la se
tion 4.1.1, page 45, qui dé
rit une expérien
enumérique. 1



Les questions importantes en 
haos quantique 
on
ernent le 
omportement des ondesau 
ours du temps, la des
ription des phénomènes 
omplexes d'interféren
es qui se produisentrapidement. Les questions portent aussi sur les ondes stationnaires (fon
tions propres), leurdistribution dans l'espa
e de phase, ainsi que la distribution des fréquen
es propres (valeurspropres). Un résultat important est le théorème d'ergodi
ité Quantique de S
hnirelmanqui pré
ise que pour une dynamique 
lassique ergodique6, dans la limite semi-
lassique, presquetoutes les fon
tions propres sont équidistribuées sur l'espa
e de phase i.e. leur mesure semi-
lassique est la mesure de Liouville, mais il pourrait y avoir des ex
eptions, 
omme semblele suggérer la �gure 4.
Onde stationnaire

Instabilité exponentielle
des trajectoires

orbites
périodiques

−∆ψ = EψFig. 4 � Onde stationnaire ψ dans une 
avité, solution de l'équation −∆ψ = Eψ ave
 les
onditions de Diri
hlet au bord, et une longueur d'onde petite (i.e. énergie E élevée). Dans
ette 
avité, la dynamique 
lassique est hyperbolique (
haotique). Il apparaît que 
ette ondeest répartie sur tout le stade, mais a une intensité renfor
ée sur des lignes qui 
orrespondentà des traje
toires périodiques instables de la dynamique 
lassique. Ce fait surprenant,qui n'est pas rare, a été dé
ouvert par E. Heller (1984, [62℄,[53℄) et est appelé �ondes ave

i
atri
es� , �s
arred states�, ou �s
ars� .Dans 
e 
hapitre nous présenterons un modèle mathématique très simple de 
haos(quantique) qui est une appli
ation linéaire hyperbolique sur le tore (quanti�ée), appelée�Appli
ation du 
hat d'Arnold� [6℄. Après avoir étudié l'évolution temporelle de paquetsd'ondes, et introduit le temps 
ara
téristique d'Ehrenfest tE, nous 
onstruirons des fon
tionspropres parti
ulières �ave
 
i
atri
es� pour lesquelles, 
urieusement, la mesure semi-
lassique asso
iée est 1/2 de la mesure de Liouville plus 1/2 la mesure de Dira
 sur une orbitepériodique quel
onque. D'après le théorème d'ergodi
ité quantique de S
hnirelman, 
e 
om-portement est ex
eptionnel. En invoquant une expression semi-
lassique du propagateur, oninterprétera leur existen
e 
omme résultant de multiples interféren
es 
olle
tivement 
onstru
-tives au temps 2tE (à 
ette date et pour des systèmes très parti
uliers, un paquet d'onde sereforme de façon parfaite). Cet exemple semble être le premier exemple mathématique de�s
ars� pour une dynamique hyperbolique.Pourquoi s'intéresser à 
es états stationnaires parti
uliers ? Car la 
ompréhension de leurexisten
e est liée à la 
ompréhension des phénomènes d'interféren
es 
omplexes qui se pro-duisent en 
haos quantique au-delà du temps d'Ehrenfest. Dans le 
hapitre projets de re-
her
he, nous dis
uterons quelques pistes de re
her
hes en 
haos quantique ouvertes par 
etteétude.6Ergodique signi�e que presque toutes les traje
toires explorent de façon uniforme toute la région de l'espa
epermise par la 
onservation de l'énergie. Le système 
haotique qui nous intéresse dans 
e 
hapitre est ergodique.2



Nous mentionnerons que dans d'autres 
as, l'unique ergodi
ité quantique a été mon-trée (i.e. toutes les mesures 
lassiques sont la mesure de Liouville, sans ex
eption, interdisantl'existen
e de �s
ars�). Finalement, nous dis
uterons le 
as générique d'une dynamique hyper-bolique non linéaire sur le tore. Nous montrerons dans la se
tion 4.1, 
omment étendre et
ontr�ler les formules semi-
lassiques (du propagateur et de sa tra
e) pour des temps C.tE ,i.e. multiples quel
onques du temps d'Ehrenfest.En résumé, 
e 
hapitre aborde à travers un modèle simple, les deux questions importantessuivantes 
on
ernant les systèmes dynamiques hyperboliques (i.e. 
haotique)1. Est-il possible de 
omprendre la distribution des ondes stationnaires, dans l'espa
e de
on�guration ou dans l'espa
e de phase ?Sont elles toutes équidistribuées dans la limite h = l/L → 0 ? (Cette propriété estappelée l'Unique Ergodi
ité Quantique Q.U.E)2. Est-il possible de dé
rire l'évolution d'un paquet d'onde d'un point de vue semi-
lassique(l'étalement et les interféren
es après un temps d'évolution assez long), en termes detraje
toires 
lassiques ?Des Revues ré
entes sur les aspe
ts mathématiques du 
haos quantique sont proposées parStephan DeBièvre [27℄,[28℄ ou par Steve Zeldit
h [96℄[97℄. Une version plus détaillée de 
e
hapitre ave
 notamment toutes les preuves se trouvent dans le manus
rit [40℄.2.2 Appli
ation hyperbolique linéaireLe billard 
haotique de la �gure 4, est un système à deux degrés de liberté (espa
e dephase de dimension 4). Pour simpli�er l'étude des traje
toires 
lassiques, on peut n'étudierque les impa
ts de la traje
toire sur le bord. Chaque impa
t est 
ara
térisé par sa 
oordonnée
urviligne q et l'angle ϕ ∈
]
−π

2 ,
π
2

[ que fait la traje
toire in
idente ave
 la normale au bord.On pose aussi p = sinϕ. Cette suite d'impa
ts (q0, p0) → (q1, p1) → . . ., est un systèmedynamique P à temps dis
ret dé�ni sur l'espa
e de dimension deux (q, p) et appelé se
tionde Poin
aré, (q0, p0) → (q1, p1) = P (q0, p0) (l'appli
ation P 
onserve l'aire, autrement ditles variables (q, p) sont 
onjuguées). L'aspe
t 
haotique de la dynamique vient du fait qu'unnuage de points dans la se
tion de Poin
aré est étiré puis replié indé�niment sous l'e�etde l'appli
ation P .Le modèle présenté dans 
e paragraphe est peut-être le modèle de dynamique hyperbolique(i.e. fortement 
haotique) le plus simple que l'on puisse imaginer. Sa version quantique estaussi simple à exprimer. C'est par 
onséquent un modèle privilégié pour l'étude du 
haos
lassique ou quantique. C'est un modèle arti�
iel d'un point de vue physique, mais il faut lepenser 
omme l'équivalent d'une se
tion de Poin
aré. Sa 
onstru
tion est basée sur 
ette idéed'étirement-repliement.2.2.1 L'appli
ation 
lassique MConsidérons une matri
e de déterminant 1, à 
oe�
ients entiers M =

(
A B
C D

)

∈

SL (2,Z), et hyperbolique (TrM = A +D > 2). On note e+λ > 1, e−λ < 1, les deux valeurspropres de M auxquelles 
orrespondent une dire
tion instable e+ et stable e− respe
tivement.Pour tout point x ∈ R
2 et n ∈ Z

2, on a
M (x+ n) = M (x) +M (n) ≡M (x) mod13



don
 M induit une appli
ation sur le tore T
2 = R

2/Z2 aussi notée7 M . Un exemple simpleappelé �modèle du 
hat d'Arnold [6℄� est :
(
q0
p0

)

→
(
q1
p1

)

=

(
2 1
1 1

)(
q0
p0

) mod1 (1)
q

p  
  

−λ λe    <1 e  >1

2M sur T  Fig. 5 � Evolution par l'appli
ation (1) du réseau Z
2 sur le plan et sur le tore.L'appli
ation M sur le tore est Anosov ou uniformément hyperbolique 
e qui signi�eque 
haque traje
toire a une dire
tion instable e+ et une dire
tion stable e−. Cela implique quela dynamique a des propriétés de 
haos fort 
omme le mélange, l'ergodi
ité, la dé
roissan
edes 
orrélations temporelles, le théorème 
entral limite, et
.., voir [64℄ p. 154.

0 0.5−0.5

0

0.5

−0.5

q

p

Fig. 6 � Les dire
tions stables et instables e± de l'appli
ation M ont une pente irrationnellesur R
2. Par 
onséquent elles remplissent le tore de façon dense.Sur le site web ([38℄, �Modèle du Chat d'Arnold�), on pourra observer un nuage de points(i.e. une distribution de probabilité régulière) qui évolue par 
ette appli
ation et remarquerqu'elle 
onverge vers la mesure uniforme. C'est la propriété de �mélange� . On pourra aussi7La dire
tion instable 
rée le phénomène d'étirement, et la périodi
ité sur le tore 
rée le phénomène derepliement tous deux né
essaires pour avoir du 
haos. 4



observer l'évolution temporelle d'une parti
ule (de position initiale générique) et remarquer queson mouvement semble totalement imprévisible. C'est une 
onséquen
e de la propriétéde mélange, et 
ela 
ontraste ave
 la simpli
ité de la loi déterministe (1).2.2.2 Espa
e quantique asso
ié au tore T
2L'espa
e de Hilbert quantique asso
ié à l'espa
e de phase R

2 ∋ (q, p) est formé par lesfon
tions ϕ (q) ∈ L2 (R), de la variable q seulement. On dé�nit ϕ̃ (p)
def
= 1√

2π~

∫
dq ϕ (q) e−ipq/~la ~-transformée de Fourier, où on a introduit le paramètre ~ > 0 et h = 2π~, appeléeConstante de Plan
k. D'après e−ipq/~ = e−i2πq/l ave
 la longueur d'onde l = h/p, on voitque la limite h → 0 nous permettra d'étudier la limite semi-
lassique des petites longueursd'ondes.L'espa
e de phase tore T

2 = R
2/Z2 a été obtenu en introduisant la périodi
ité du réseau

Z
2 sur le plan R

2. De la même façon on dé�nit l'espa
e de Hilbert quantique asso
ié au tore
omme étant formé par les fon
tions d'ondes périodiques en q et dont la transformée de Fourierest aussi périodique en p (
e sont plus pré
isément des distributions) :
HN

def
=
{

ϕ(q) ∈ S ′
(R) / ϕ (q + 1) = ϕ (q) et ϕ̃ (p+ 1) = ϕ̃ (p) .

}Pour expli
iter 
et espa
e, remarquons que ϕ̃ (p) périodique implique ϕ (q) =
∑

n∈Z
anδ (q − hn),ave
 an ∈ C. Ensuite pour avoir ϕ (q) périodique, il faut supposer :

N =
1

h
∈ N

∗

$2 \pi \hbar =1/N$

$1$$0$ $q$Nous supposerons 
ette 
ondition dans la suite. Alors ϕ (q) est déterminée parseulement N 
omposantes (an)n=1→N . Don
dimHN = N =
1

h
.2.2.3 Représentation d'un état quantique sur l'espa
e de phase. Distribution deHusimi, Mesures semi-
lassiques.La dynamique 
lassique de l'appli
ation M se passe sur l'espa
e de phase T

2. Nous avonsvu qu'un état quantique ϕ ∈ HN est une fon
tion (distribution) de q ∈ R seulement. A�nd'étudier la limite semi-
lassique, il sera préférable de représenter les états quantiques 
ommedes distributions sur l'espa
e de phase.Pour 
ela, pour (q, p) ∈ R
2 donné, on asso
ie un état 
ohérent qui est la fon
tiond'onde Gaussienne ϕq,p ∈ L2 (R) : ϕq,p (q′) = 1

(π~)1/4
exp

(

ipq
′

~

)

exp

(

− (q′−q)2

2(
√

~)
2

). Son moduleest �lo
alisé près de q�, ave
 une largeur ∆x ≃
√

~ (→ 0 pour ~ → 0). Sa ~-transformée deFourier est ϕ̃q,p (p′) = 1

(π~)1/4
exp

(

−i qp′
~

)

exp

(

− (p′−p)2

2(
√

~)
2

)

, lo
alisée de façon similaire près de
p : 5



pq q′ ξ

≃
√

~ ≃
√

~

|ϕ|2 |ϕ̃|2

Pour un état quantique donné du tore ψ ∈ HN , on dé�nit sa distribution de Husimi
Husψ 
omme étant la mesure de probabilité8 sur le tore T

2 :Husψ (q, p)
def
=

1

h

∣
∣
∣
∣

∫

R

ϕq,p (x)ψ (x) dx

∣
∣
∣
∣

2

,On a en e�et ∫
T2 Husψ (q, p) dqdp = ‖ψ‖2 = 1 si ψ est normalisé9.Comme on sera intéressé par l'étude des états quantiques dans la limite semi-
lassique

~ → 0, N = 1/h → ∞, on introduit :Dé�nition 2.1. Pour une suite d'états quantiques (ψ)N ∈ HN , N = 1/h → ∞, lamesure semi-
lassique sur T
2 est la limite µ def

= lim−faibleN→∞HusψN au sens desdistributions (si la limite existe).Remarques :� La limite faible signi�e que les �u
tuations des distributions de Husimi à l'é
helle mi-
ros
opique √h (ou supérieure), sont e�a
ées. Il ne reste que les variations à une é
helle�nie lorsque ~ → 0.� Cas parti
uliers que l'on pose en dé�nitions : une suite d'états est dite lo
aliséeau point x ∈ T
2 si µ = δx , la mesure de Dira
 au point x. Une suite d'états est diteéquidistribuée sur le tore si au 
ontraire µ = µLebesgue = dqdp.� Par exemple, pour (q0, p0) ∈ R

2 �xé, la distribution de Husimi de l'état 
ohérent dutore10 ϕTorus,(q0,p0) est lo
alisée près de (q0, p0) ave
 une largeur≃ √
h. Par 
onséquent, lamesure semi-
lassique de la suite d'états 
ohérents (ϕTorus,(q0,p0))h→0

est la distributionde Dira
 µ = δ(q0,p0). Cette suite est don
 lo
alisée en (q0, p0). Voir �gure 7.8Cette dé�nition est très intuitive : pour un point x = (q, p) donné, une valeur importante de Husψ (x)signi�e que l'état quantique a �une forte probabilité de présen
e� au point x de l'espa
e de phase.9La quanti�
ation géométrique présente 
ela dans le 
adre de la géométrie 
omplexe, où HN estl'espa
e des se
tions holomorphes de L⊗N → T
2, où L → T

2 est un �bré holomorphe Hermitien positif dedegré 1. La distribution de Husimi Husψ (q, p) est le module 
arré de la se
tion ψ. dimHN = N dé
oule de laformule de Riemann-Ro
h.10Un état 
ohérent du tore ϕTorus,(q0,p0) ∈ HN est obtenu à partir de l'état 
ohérent ϕq0,p0 ∈ L2 (R) en lerendant périodique sur le plan, par ϕTorus,q0,p0 = P̂ϕq0,p0 , ave
 l'opérateur
P̂ =

X

(n1,n2)∈Z2

T̂n1

(1,0)T̂
n2

(0,1) : S (R) → HN (2)où “

T̂(1,0)ϕ
”

(q) = ϕ (q − 1) translate selon q, et “

T̂(0,1)ϕ̃
”

(p) = ϕ̃ (p− 1) translate la Transformée de Fourier.6
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q
p

q0

p0 q
p

q0

p0Fig. 7 � Distribution de Husimi d'état 
ohérents en (q0, p0) = (0.2, 0).2.2.4 Quanti�
ation de l'appli
ation MIl y a des pro
édures standard pour quanti�er un �ot Hamiltonien mais pas une appli
a-tion. A�n d'étudier la version quantique de l'appli
ation M , nous devons don
 l'exprimer aupréalable 
omme la se
tion de Poin
aré d'un �ot Hamiltonien.Dynamique sur le plan : On 
onsidère leHamiltonien quadratique suivant sur l'espa
ede phase R
2, ω = dq ∧ dp :

H (q, p) =
1

2
αq2 +

1

2
βp2 + γqp, (3)ave
 α, β, γ ∈ R. D'après les équations de mouvement de Hamilton

{
dq(t)
dt = ∂H

∂p = γq + βp
dq(t)
dt = −∂H

∂q = −αq − γp

H génère des traje
toires x(t) = (q(t), p(t)) sur R
2, données par x(t) = M (t)x(0) (t ∈ R), où

M (t) est une matri
e de déterminant 1 (M (t) ∈ SL (2,R)) et expli
itement pour t = 1 :
M (1) = exp

(
γ β
−α −γ

)

∈ SL (2,R) , (4)On peut 
hoisir les paramètres α, β, γ tels que M (1) = M =

(
A B
C D

)

∈ SL (2,Z)
onsidérée plus haut.L'espa
e de Hilbert quantique asso
ié à l'espa
e de phase plan R
2 est Hplan = L2 (R).On rappelle les opérateurs de position et impulsion habituels agissant dans L2 (R) :

(q̂ϕ) (q) ≡ qϕ (q) , (p̂ϕ) (q) ≡ −i~dϕ
dq

(q) , [q̂, p̂] = i~Î .L'opérateur Hamiltonien Ĥ qui génère l'évolution d'une fon
tion d'onde est auto-adjoint,et s'obtient par la quanti�
ation de Weyl de H Eq.(3) :
Ĥ = OpWeyl (H) =

α

2
q̂2 +

β

2
p̂2 +

γ

2
(q̂p̂+ p̂q̂) ,7



L'équation de S
hrödinger dans Hplan = L2 (R) gouverne l'évolution temporelle desétats quantiques ϕ (t) ∈ Hplan :
dϕ (t)

dt
= − i

~
Ĥϕ (t) ,et génère un opérateur d'évolution unitaire noté M̂ entre les temps t = 0 → 1 :

ϕ(1) = M̂ϕ (0) , M̂ = exp

(

− i

~
Ĥ

)

. (5)Dynamique sur le tore : Grâ
e au fait que l'appli
ation 
lassique M ∈ SL (2,Z) estune matri
e à 
oe�
ients entiers, nous avons vu qu'elle induit une appli
ation sur le tore
T

2 = R
2/Z2. Il en est de même pour l'opérateur quantique M̂ .Proposition 2.2. Dans le 
as où N = 1/h est pair, l'opérateur M̂ induit un opérateurunitaire dans l'espa
e quantique du tore HN noté aussi :

M̂ : HN → HN (6)Cet opérateur (matri
e N ×N) est �la quanti�
ation� de l'appli
ation M : T
2 → T

2.Démonstration. Pour v = (vq, vp) ∈ R2, x = (q, p) ∈ R2, posons
Tv : R

2 → R
2, Tv (x) = x+ v : translation 
lassique (7)qui est la translation par v sur l'espa
e de phase. L'appli
ation Tv peut être exprimée 
ommele �ot en temps 1 généré par la fon
tion de Hamilton linéaire f (q, p) = (v1q − v2p). L'opérateurquantique unitaire dans Hplan = L2 (R) 
orrespondant est dé�ni par :

T̂v
def
= exp

(

− i

~
(v1p̂− v2q̂)

)

. : translation quantique (8)Ces opérateurs de translation quantique satisfont les relations algébriques :
T̂v T̂v′ = e−iS/~ T̂v+v′ , (9)ave
 S = 1

2 (v1v
′
2 − v2v

′
1) = 1

2v ∧ v′. (Cela dé
oule de [q̂, p̂] = i~Î. Les opérateurs T̂v forment unereprésentation unitaire irrédu
tible du groupe d'Heisenberg).Pour une matri
e M ∈ SL(2,R), on a trivialement M Tv = TMvM (
ar M (x+ v) = M (x) +
M (v)). Cette relation persiste au niveau quantique :

M̂ T̂v = T̂MvM̂. (10)Cette relation sera utilisée de façon 
ru
iale dans la suite du 
hapitre. Elle repose sur le fait que
M est une appli
ation linéaire et n'est bien sûr plus valable dans le 
as non linéaire.

8



D'après la dé�nition (2), P̂ =
∑

n∈Z2 T̂
n1

(1,0)T̂
n2

(0,1) =
∑

n∈Z2 T̂n. Cette dernière égalité dé
oule de(9) et n'est valable que si N est pair. Ave
 (10) , on déduit M̂ P̂ = P̂ M̂ 
e qui se traduit par undiagramme 
ommutatif :
S (R) M̂−−→ S (R)

↓ P̂ ↓ P̂
HN M̂−−→ HNOn a don
 un endomorphisme induit M̂ : HN → HN .Mesures semi-
lassiques invariantes : Les ve
teurs propres de l'opérateur M̂ sur HNsont des états quantiques parti
uliers, 
ar ils sont invariants par la dynamique quantique (onles appelle aussi ondes stationnaires). On va s'intéresser parti
ulièrement à leur distributionsur l'espa
e de phase dans la limite semi-
lassique.Dé�nition 2.3. Si |ψh〉h→0 est une suite d'états propres de M̂ (i.e. M̂ |ψh〉 = eiϕh |ψh〉),alors leur mesure semi-
lassique µ est appelée une mesure semi-
lassique invariante.Une question importante en 
haos quantique est de déterminer l'ensemble des mesuressemi-
lassiques invariantes , noté Minv.semi−class.. Un premier résultat bien 
onnu est :Proposition 2.4. Une mesure semi-
lassique invariante est invariante par la dynamique
lassique

Minv.semi−class ⊂ Minv.classL'ensemble des mesures invariantes 
lassiques Minv.class 
ontient la mesure de Le-besgue, mais aussi des mesures de Dira
 sur les orbites périodiques (et d'autres mesures sin-gulières). Cette dé�nition de mesure semi-
lassique nous permet don
 de poser 
orre
tementla question d'existen
e de �s
ars� en 
haos quantique. Il s'agit de savoir s'il existe desmesures semi-
lassiques invariantes qui sont des mesures de Dira
 sur une orbite périodique,ou plus généralement qui sont di�érentes de la mesure de Lebesgue. Voir la �gure 8.2.3 L'ergodi
ité quantiqueLe théorème d'ergodi
ité quantique est un résultat important dans le domaine du 
haosquantique. Il donne une information importante sur les �s
ars� : il n'ex
lue pas leur existen
emais a�rme qu'ils sont rares. Référen
es : S
hnirelman 1974 [86℄, Zeldit
h 1987 [94℄, Colinde Verdière 1985 [23℄, Hel�er Martinez Robert 1987 [2℄, Bouzouina DeBièvre 1996 [1℄.Théorème 2.5. Le �théorème d'ergodi
ité quantique de S
hnirelman�. Pour unedynamique ergodique, presque toutes les mesures semi-
lassiques invariantes µsont équidistribuées. 9
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q
p

q
p

Fig. 8 � Distribution de Husimi de deux états stationnaires (états propres M̂ |ψh〉 =
eiφh |ψh〉), à deux valeurs di�érentes de h (le 
hoix des valeurs propres est quel
onque). Onobserve que 
es états ne sont pas lo
alisés sur le tore. Bien au 
ontraire, 
omme pour laplupart des états on s'attend à 
e qu'ils soient équidistribués, i.e. que leur distribution deHusimi tende (au sens des distributions) vers la mesure uniforme µ = µLebesgue = dqdp.Autrement dit, si ψj,N ∈ HN est une base o.n., N = 2, 4, . . . ,∞, j ∈ [1, . . . N ], et
M̂ψj,N = eiφj,Nψj,N , alors pour tout N , il existe un ensemble d'indi
es JN ⊂ [1, . . . N ] tel que
(#JN/N) → 1 pour N → ∞, et que toute suite d'états stationnaires (ψj,N , j ∈ JN )N=1→∞,a pour mesure semi-
lassique la mesure de Lebesgue µ = µLebesgue = dqdp.Remarques :� Ce théorème né
essite seulement la propriété d'ergodi
ité de la dynamique, et non pasle mélange qui est une propriété bien plus forte. Ave
 la propriété de mélange et pluspré
isément de dynamique hyperbolique, il y a des résultats plus pré
is portant sur lavitesse de 
onvergen
e (�la varian
e quantique�) [95℄,[33℄[97℄,[30℄[69℄[74℄.� La preuve demande un 
ontr�le de l'évolution semi-
lassique sur des é
helles de temps�ni par rapport à ~. Malgré l'apparen
e, 
e théorème ne donne pas d'information sur lesétats stationnaires individuels, mais sur leur e�et 
olle
tif. Le terme �presque toutes�est important et traduit 
ela.� Le terme �presque toutes� n'ex
lut pas des suites ex
eptionnelles d'états stationnairesayant une mesure semi-
lassique di�érente de la mesure de Lebesgue, 
omme des �s
ars�.Il est naturel de poser la question s'il est possible de trouver une mesure semi-
lassique invariante non équidistribuée : µ 6= µLeb. ? Par exemple une mesure semi-
lassique invariante lo
alisée sur une orbite périodique 
omme µ = δorbite périodique ? (
ela
orrespondrait à une suite d'états stationnaires dont la distribution de Husimi se 
on
en-trerait sur une orbite périodique dans la limite semi-
lassique. Ces états ont été appelésdes �états 
i
atrisés�, �s
ars�, par E. Heller [62℄, suite à des observations numériques).Intuitivement, l'existen
e d'une telle mesure est très in
ertaine 
ar le prin
ipe d'in
erti-tude ∆q∆p ≥ h, implique que à h �xé, une distribution de Husimi est une mesure lisseet ne peut pas être pas une distribution de Dira
 sur l'espa
e de phase. Or la propriété10



de mélange hyperbolique implique que toute mesure lisse 
onverge faiblement vers lamesure de Lebesgue pour t → ∞. Cependant 
e raisonnement n'est pas valable 
ar il
onsiste à �xer h, faire t → ∞, puis h → 0 ensuite. Or la validité de l'appro
he semi-
lassique habituelle n'est prouvée qu'en �xant t d'abord, puis faisant ~ → 0, puis t→ ∞ensuite. En résumé, la question est di�
ile 
ar les deux limites h → 0 et t → +∞ �ne
ommutent pas�.11� A l'autre extrême, on pourrait penser que toute mesure semi-
lassique invariante est égaleà la mesure de Lebesgue µLebesgue = dqdp, i.e. Minv.semi−class. = {µLebesgue} seulement,sans ex
eption possible dans le théorème ergodique. Cela 
onstitue la propriété d'uniqueErgodi
ité Quantique (Q.U.E.). Cette propriété a été 
onje
turée pour le spe
tre duLapla
ien ∆ sur une variété 
ompa
te de 
ourbure négative par Z.Rudni
k and P.Sarnaken 1994[82℄.Des résultats ré
ents sur l'unique Ergodi
ité Quantique et les �s
ars� :� Pour les surfa
es arithmétiques à 
ourbure négative 
onstante (qui 
onstituent des sys-tèmes parti
uliers), et ave
 l'hypothèse que le spe
tre de ∆ est non dégénéré, E.Lindenstrauss a prouvé Q.U.E. en 2003 [72℄, (voir aussi le 
ours [9℄). (Dans 
e travail,Q.U.E. a été prouvé pour des états propres 
onjoints du Lapla
ien et d'opérateurs deHe
ke).� De façon similaire, P. Kurlberg and Z. Rudni
k [67℄ ont prouvé Q.U.E. pour des appli-
ations linéaires hyperboliques sur le tore (modèle qui nous 
on
erne) pour presque toutesuite semi-
lassique extraite de la suite N = 1, 2, . . .∞. (i.e. i
i l'ensemble JN = [1, . . . N ]dans le théorème 2.5). Ils utilisent aussi des états propres 
onjoints de M̂ et d'opérateursde He
ke, et montrent que le spe
tre de M̂ est non dégénéré (ou su�samment peudégénéré) pour presque toutes valeurs de N .� Le reste de 
e 
hapitre 
onsiste à montrer un exemple de �s
ars�, i.e. de �NonUnique Ergodi
ité Quantique� obtenu en 2003 [44℄, ave
 l'opérateur M̂ , où la mesuresemi-
lassique invariante est µ = 1
2δorbite priodique + 1

2µLebesgue obtenue pour une suiteparti
ulière de valeurs de N et des états stationnaires parti
uliers. C'est le Théorème2.10 page 16.� Nalini Anantharaman a montré en 2004 [3℄ que les fon
tions propres du Lapla
ien surune variété de 
ourbure négative ne peuvent pas se 
on
entrer sur des ensembles depetite entropie topologique. Elle a 
onje
turé que l'entropie métrique d'une mesure semi-
lassique est supérieure à 1/2 l'entropie de la mesure de Liouville. Cela ex
lurait parexemple des mesures semi-
lassiques invariantes 
omme µ = δorbite−priodique (qui a uneentropie nulle).� Pour une appli
ation linéaire hyperbolique sur le tore, F. Bone
hi et S. DeBièvre[14℄ ontmontré que si
µ = βδorbite périodique + (1 − β) νave
 ν(0) = 0, alors β ≤ 0.6. (La borne a été améliorée à β ≤ 0.5 dans [44℄).� Des résultats similaires ont été obtenus pour les appli
ations non linéaires sur le torepar J.M. Bou
let, S. DeBièvre[17℄, et S. Nonnenma
her[33℄.11L'argument est en fait 
orre
t, et des résultats rigoureux ont été obtenus ré
emment en utilisant le 
ontr�lede l'évolution d'un état quantique jusqu'au temps d'Ehrenfest t ≤ tE = 1

λ
log (1/~). Voir se
tion dis
ussionpage 21. 11



2.4 Évolution périodique d'un état 
ohérent et 
onstru
tion �d'états 
i
a-trisés�2.4.1 Le phénomène de période quantiqueLa propriété de période quantique dé
rite i
i est (à notre niveau de 
ompréhension) lepoint 
lef pour obtenir le phénomène de �résurre
tion du paquet d'onde� dé
rit plus loin,et qui sera à l'origine de l'exemple de non unique ergodi
ité quantique dé
rit ensuite. Commenous le verrons, 
e phénomène est très parti
ulier aux appli
ations linéaires sur le tore quenous étudions.Référen
es : Etienne Ghys [52℄, ou Hannay-Berry (1980)[57℄.Théorème 2.6. Pour toute valeur de h = 1/N , il existe un temps P = P (N) ∈ N
∗ et unephase αN ∈ R, tels que M̂P = Î eiαN . On appelle P la période quantique.Remarques :� Cela signi�e qu'après le temps d'évolution P , une onde quantique revient à son étatinitial à une phase près. Cela est très di�érent de la dynamique 
lassique, où à 
ause dela propriété de mélange, une distribution régulière évolue invariablement vers la mesurede Liouville sur le tore. Voir le �lm sur la page web [38℄.� Comme M̂ est une matri
e unitaire de dimension N , on s'attend en général à 
e quel'évolution d'un état quantique présente des phénomènes de quasi-périodi
ité. La pério-di
ité signi�e i
i que les valeurs propres de M̂ sont régulièrement espa
ées sur le 
er
le,et qu'il y a pré
isément P groupes. Dans le 
as où P est plus petit que N , 
ela im-plique des dégénéres
en
es dans le spe
tre (
e modèle ne satisfait pas l'heuristique desmatri
es aléatoires en 
haos quantique qui montre que les valeurs propres ont tendan
eà se repousser au 
ontraire, [12℄).Démonstration. Une translation T̂v, v ∈ R2, laisse l'espa
eHN invariant si T̂v 
ommute ave
 T̂(1,0), T̂(0,1)ou ave
 T̂n, ∀n ∈ Z2. De Eq.(9), on déduit T̂vT̂n = T̂nT̂v exp (−i2πNv ∧ n), et le terme de phase

exp (−i2πNv ∧ n) = 1 si Nv ∈ Z2, i.e. v = k
N , k ∈ Z2. Ces translations sont don
 :
T̂k/N , k ∈ Z

2Mais pour k,m ∈ Z2, T̂k/N+mP̂ = T̂k/N T̂m
∑

n∈Z2 T̂n = T̂k/N
∑

n∈Z2 T̂m+n = T̂k/N P̂ . Don
 il y aune relation de périodi
ité (T̂k/N+m

)

/HN

=
(

T̂k/N

)

/HN

, ∀m, k ∈ Z2. L'espa
e HN est irrédu
tiblepour le groupe formé par les opérateurs de translation T̂k/N . Utilisant (10), on a don
 pour P ∈ N,
M̂P ∝ Î ⇔

[

M̂P , T̂k/N

]

= 0, ∀k [1, N ]
2
,

⇔ M̂P T̂k/NM̂
−P = T̂k/N ⇔ T̂MP k/N = T̂k/N

⇔ MP k

N
≡ k

N
[1]Cette dernière relation a une solution :

P (N) = minP {P /MP ≡ I [N ]
}
ette solution existe 
ar M a des 
oe�
ients entiers. Son a
tion préserve don
 le réseau rationnel de
omposantes k/N sur le tore, et P (N) est donné par le P.P.C.M. des périodes de 
ette a
tion.12



Théorème 2.7. Voir �gure 9. Bornes générales de la période quantique ([65℄,[52℄) :
∃C,∀N, 2

λ
logN − C ≤ P (N) ≤ 3NPour presque toutes les valeurs de N ∈ N [68℄ :
P (N) ≥

√
NLa borne inférieure est atteinte par des suites extraites, 
omme : N = Ni∈N donné par

N0 = 0, N1 = 1, Ni+2 = Tr (M) Ni+1 −Ni (11)et P (Ni) = 2i, véri�ant
P (Ni) =

2

λ
logNi − C + O

(
1

N

)ave
 C ∈ R.Remarque : On véri�e fa
ilement qu'il apparaît régulièrement des valeurs de N = Nipaires, né
essaires pour la proposition 2.2.
 3N

: presques toutes
N = 1/h

2tE = 2 logN
λ

√
N

P (N)

Fig. 9 � Allure de la fon
tion �Période quantique� P = P (N) en fon
tion de N = 1/h.

13



2.4.2 Évolution d'un état 
ohérentOn 
onsidère à l'instant t = 0, l'état 
ohérent ϕ0,0 qui est situé sur le tore au point �xe
x = 0 de l'appli
ation M .12 Son évolution sur le tore est dé�nie par :

ψ (t) = M̂ tϕ0,0 ∈ HN

q
t = 0 √

h

√
h

p

∆t =
√

heλtFig. 10 � Evolution de la distribution de Husimi d'un état 
ohérent sur le plan.Comme dé
rit en se
tion 2.2.3, la distribution de Husimi de ϕ0,0 a une largeur de l'ordrede ∆0 ≃ ~
1/2. Pour les temps t positifs, on montre que la distribution de Husimi de ψ (t)s'étire le long de la variété instable à 
ause du fa
teur d'expansion eλt, et a une longueur

∆t ≃ ~
1/2eλt (
ette longueur est en fait mesurée sur R

2, le re
ouvrement du tore), voir �gure10. Cette longueur est en
ore �mi
ros
opique�, i.e. ∆t ≪ 1 pour ~ ≪ 1, si |t| ≪ 1
2tE ave
 letemps d'Ehrenfest dé�ni par :

tE
def
=

logN

λ
=

log (1/h)

λ
(12)Autrement dit, pour |t| ≪ 1

2tE , la suite d'état (ψ (t))
~
est lo
alisée en (0, 0) pour ~ → 0.Pour t≫ 1

2tE , la distribution a une longueur plus grande que 1, et don
 s'enroule sur le torele long de la variété instable qui remplit le tore de façon dense. Les bran
hes se rappro
hent deplus en plus lorsque le temps augmente. Par 
onséquent on s'attend à 
e que la suite d'états
(ψ (t))

~
soit équidistribuée sur le tore pour ~ → 0. Voir �gure suivante, et �lms sur la pageweb [38℄. C'est 
e qu'énon
e le théorème qui suit.

0 Et   /2 tE 3t   /2E

t

−tE −t   /2E−3t  /2E 

<<1

localisé en (0,0) équidistribuééquidistribué12Pour simpli�er l'exposé, on 
onsidère le point �xe (0, 0) qui est une orbite périodique de période 1. Onpourrait 
hoisir n'importe quelle orbite périodique de période τ donnée. Tous les résultats de 
e 
hapitre segénéralisent. 14



Théorème 2.8. ([13℄, [45℄)(1) Pour tout ε > 0, et |th| < 1
2 tE (1 − ε) la suite (ψ (th))~

est lo
alisée en 0 : µ = δ(0,0).(2) Pour 1
2tE (1 + ε) < |th| < 3

2tE (1 − ε) la suite (ψ (th))~
est équidistribuée : µ =

µLebesgue.(1) est assez évident d'après la des
ription de la distribution de Husimi que nous avons don-née. Le théorème suivant est un résultat plus général qui montre que (2) est une 
onséquen
ede (1).Théorème 2.9. (version preprint-ArXiv de F. Bone
hi-S. DeBièvre [13℄, et [44℄)Pour toute suite d'états initialement lo
alisés (ψ~)
~
(i.e. µ = δ0), la suite ψ′

~
= M̂ tEψhest équidistribuée (i.e. µ′ = µLebesgue) à la date t = tE.La preuve qui suit repose sur la relation (10) qui est très spé
i�que au 
as d'une appli
ation

M linéaire.Démonstration. Pour montrer que la mesure semi-
lassique µ′ est Lebesgue, il faut montrer que pourtout mode de Fourier sur le tore T
2, fn (q, p) = exp (−i2π (n1p− n2q)), ave
 n ∈ Z

2, n 6= 0, on a :
µ′
h (fn) →h→0

∫

T2

dx fn = 0D'abord on utilise le fait que [75℄,[24℄ µ′
~
(fn) = 〈ψ′

~
|f̂n|ψ′

~
〉+O (~). Le membre de gau
he est la mesurede Husimi, alors que le membre de droite est la mesure de Wigner de l'état normalisé ψ′. On 
al
uleave
 Eq.(10)

µ′
h (fn) + O (~) = 〈ψ′

h| exp (−i2π (n1p̂− n2q̂)) |ψ′
h〉 = 〈ψh|M̂−tE T̂hnM̂

tE |ψh〉
= 〈ψh|T̂hM−tEn|ψh〉Considérons la dé
omposition du ve
teur n = (nu, ns) dans le repère des dire
tions instables/stables

(e+, e−). Alors
hM−tEn ≡ h

(
e−λtEnu, e

λtEns
)

=
(
h2nu, ns

)
≃ (0, ns)Or ψh est lo
alisé au point 0, alors que T̂hM−tEnψh est lo
alisé au point (0, ns) 6= (0, 0), don


〈ψh|T̂hM−tEn|ψh〉 → 0 pour ~ → 0.2.4.3 Constru
tion d'états 
i
atrisés, et exemple de non unique ergodi
ité quan-tiqueConsidérons la suite parti
ulière Ni = 1/h → ∞ pour i → ∞, dé�nie en (11), qui donnedes périodes quantiques 
ourtes P = Pi :
Pi ≃

2

λ
logNi ≃ 2tEoù tE est le temps d'Ehrenfest dé�ni en (12). M̂P = eiαÎ, d'après (2.6). Soit ϕ ∈ [0, 2π] telque Pϕ ≡ α [2π]. (Il y a P valeurs possibles pour ϕ, 
orrespondant à 
haque espa
e-proprepossible de M̂). 15



Posons :
φ

def
=

P/2
∑

t=−P/2+1

e−iϕtM̂ tϕ0,0 (13)Utilisant la période P , on véri�e aisément que M̂φ = eiϕφ. D'après prop. (2.9), la moitiédes termes intervenant dans la somme (13) est lo
alisée, et l'autre moitié des termes estéquidistribuée. Voir �gure 11.
t

localisééquidistribué équidistribué

0

µ = dqdp µ = dqdp

−tE −tE/2 tE/2 tE = P/2

µ = δ0Fig. 11 � E
helle de temps intervant dans la somme (13).Cela donne :Théorème 2.10. [45℄ φ est un état propre de M̂ :
M̂φ = eiϕφCette suite d'états propres (φ)

~→0a une mesure semi-
lassique invariante non uni-forme :
µ =

1

2
δ(0,0) +

1

2
µLebesgue (14)La somme partielle (la moitié)

φloc
def
=

tE/2∑

t=−tE/2
e−iϕtM̂ tϕ0,0est lo
alisée (ave
 une mesure semi-
lassique µ = δ0), alors que

φequid. = φ− φlocest équidistribuée ( ave
 une mesure semi-
lassique µ = µLebesgue).Remarques :� Des états similaires peuvent être 
onstruits sur n'importe quelle orbite périodique don-née. La mesure semi-
lassique est en
ore µ = 1
2δorbite + 1

2µLebesgue. Par exemple sur uneorbite de période 3, voir �gure 13. 16
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p

Fig. 12 � Distribution de Husimi de φ, Eq.(13) , état stationnaire partiellement lo
alisé surle point �xe instable 0.

(Echelle log)(3D) q

p

q
p

Fig. 13 � Distribution de Husimi d'un état stationnaire partiellement lo
alisé sur une orbitede période 3.
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� En 
onsidérant des périodes quantiques de la forme P ≃ 1
β tE ≥ 2tE , on peut aussi
onstruire des mesures semi-
lassiques invariantes de la forme µ = βδorbite+(1 − β)µLebesgueave
 0 ≤ β ≤ 1/2. On peut se demander s'il existe de telles mesures ave
 un fa
teur βplus grand que 1/2 ? Le théorème suivant montre que non :Théorème 2.11. [14℄[44℄ Si ψh est une suite d'états propres ayant une mesure semi-
lassique µ telle que

µ = βδ(0,0) + (1 − β) νave
 ν(0) = 0, alors β ≤ 1/2.Remarque : la borne β ≤ 0.6 obtenue dans [14℄ a été améliorée à 1/2 dans [44℄.Démonstration. (idée de la preuve) On dé
ompose
ψ = ψ0

︸︷︷︸lo
alisé:β+ ψν
︸︷︷︸équidistribué:1−βave
 ψ0 lo
alisé, i.e. µψ0

= βδ0 et orthogonal à ψν : 〈ψ0|ψν〉 →h→0 0.Alors
ψ ∝ M̂ tEψ = M̂ tEψ0

︸ ︷︷ ︸équidistribué:β+M̂ tEψνDu théorème (2.9), M̂ tEψ0 est équidistribué et a une probabilité totale β. Si on 
ompare ave
 l'ex-pression initiale de ψ, on déduit que M̂ tEψ0 doit être �une part� de ψν , i.e. β ≤ ‖ψν‖2 ≃ 1 − β . Ondéduit β ≤ 1/2.2.5 R�le des orbites homo
linesLes résultats dé
rits pré
édemment reposent sur l'existen
e d'une période très 
ourte, i.e.
P ≃ 2tE . En fait, pour la 
onstru
tion de la mesure semi-
lassique (14) issue de (13), il su�td'avoir la périodi
ité de l'évolution de l'état 
ohérent ϕ0,0. C'est une hypothèse beau
oupmoins forte. Dé�nissons la fon
tion d'auto-
orrélation temporelle C(t)

def
= 〈ψ (0) |ψ(t)〉ave
 ψ (t) = M̂ tϕ0,0. Tout repose sur le fait que |C (2tE)| = 1 (ou à un temps équivalent à

2tE). Nous allons étudier 
ette fon
tion d'auto-
orrélation et voir qu'elle s'exprime en termedes orbites homo
lines à l'orbite périodique (0, 0).Utilisant l'unitarité de l'évolution, on é
rit
C(t) = 〈ψ (0) |M̂ t|ψ(0)〉 = 〈ψ (0) |M̂ t/2+t/2|ψ(0)〉 = 〈ψ(−t/2)|ψ(t/2)〉.Nous avons dé
rit l'état ψ (t/2) dans la se
tion 2.4.2. Sa distribution de Husimi est étiréesur un segment de la variété instable, de longueur de l'ordre ≃

√
~eλt/2 (sur le plan, quiest le re
ouvrement du tore). De même la distribution de l'état ψ (−t/2) est étirée le longde la variété stable et a une longueur ≃

√
~eλt/2. Ainsi le produit s
alaire 〈ψ(−t/2)|ψ(t/2)〉18



fait intervenir les interse
tions de 
es deux segments, appelées interse
tions homo
lines13.Cette remarque nous permet de majorer |C (t)| (voir �gure 14) :� Si |t| ≪ tE ⇔
√
heλ|t|/2 ≪ 1, seule l'interse
tion (0, 0) 
ontribue de façon �signi�
ative�,et à 
ause de l'étalement on estime |C(t)| ≃

√
2e−λt/2 qui dé
roît.� Si |t| ≫ tE, on estime qu'il y a Nt ≃

(√
heλt/2

)2
= heλt interse
tions homo
lines�signi�
atives�, 
ha
une donnant une 
ontribution à C (t) qui est un nombre 
omplexe

Cn = Ane
iSn/~ (An > 0 est l'amplitude majorée par An = O

(
e−λt/2

), et Sn est �l'a
tion�de l'orbite). On déduit une majoration |C(t)| = O
(
Nte

−λt/2) ≃ O
(
heλt/2

) qui 
roît.
$L_t \ll 1 \Leftrightarrow |t| \ll t_E$ $|t| \gg t_E$

$0$$0$

Fig. 14 � Interse
tions homo
lines qui 
ontribuent à la fon
tion d'auto-
orrélation C (t) =
〈ψ (0) |ψ (t)〉.

Borne sup

Cas période courte

Cas générique

0

log |C(t)|
2tEtE

t

log(h1/2)Fig. 15 � Comportement de la fon
tion d'auto-
orrélation C (t) en pointillés, é
helle log.Majoration en ligne pleine.Remarques :� Noter la 
ompétition entre Nt ≃ heλt qui 
roît exponentiellement à 
ause du nombred'interse
tions homo
lines grandissant, et pour 
haque interse
tion |Cn| = O
(
e−λt/2

)qui dé
roît à 
ause de l'étirement, mais plus lentement. A la date t = 2tE = 2
λ log (1/h),la majoration |C (t)| ≤ heλt/2 atteint la valeur 1. Cela montre qu'une �résurre
tion� dupaquet d'onde |C (t)| = 1 ne peut pas se produire avant 
ette date t = 2tE . D'autre part,13Une interse
tion homo
line est un point p qui est à l'interse
tion des variétés stables et instables issuesd'un autre point p′. Dans le passé et dans le futur, leur traje
toire se rappro
hent : |p (t) − p′ (t)| → 0 pour

t→ ±∞. (C'est une relation d'équivalen
e). On dit que les traje
toires sont homo
lines.19



après 
ette date, la majoration n'a plus d'intérêt 
ar on sait à 
ause de l'unitarité de M̂que |C (t)| ≤ 1. Cela montre que dans la somme en termes d'interse
tions homo
lines,des 
ompensations dues aux phases sont né
essaires pour que le produit s
alairereste de module inférieur à 1.� Le temps d'Ehrenfest tE a une signi�
ation importante pour la fon
tion d'auto-
orrélation :pour |t| ≫ tE , C (t) est la somme de plusieurs termes, et les phénomènes d'interféren
es
ommen
ent à se manifester. Or la même analyse peut se faire pour des temps négatifs.Il est don
 plus 
orre
t de dire que les phénomènes d'interféren
es sont absentsdans la fon
tion d'auto-
orrélation sur un intervalle de temps de longueur
2tE (
'est d'ailleurs l'intervalle maximal).� La remarque suivante est heuristique. Pour t ≫ tE , nous supposons être dans un 
asgénérique où les phases Sn/~ sont �dé
orrélées� et se 
omportent 
omme des variablesaléatoires indépendantes. C (t) =

∑

nAne
iSn/~ est alors une variable aléatoire ave
 unedistribution Gaussienne, 
entrée en 0, et d'é
art type 〈|C(t)|〉 ≃

√
N te

−λt/2 ≃
√
h, in-dépendant de t. On déduit que la distribution de Husimi au point x = 0 qui s'é
rit

Husψt (x) = 1
h |〈x|ψ (t)〉|2 = 1

h |C (t)|2 vaut en moyenne 〈Husψt (x = 0)〉 ≃ 1 . Uneanalyse similaire en d'autres points x, donnerait aussi 〈Husψt (x)〉 ≃ 1,∀x, égale à lamesure de Liouville, 
omme le résultat de mélange pour l'évolution d'une distribu-tion 
lassique régulière. Un enjeu prin
ipal en 
haos quantique est de rendre 
etteheuristique rigoureuse.� A l'opposé, dans le 
as de périodes 
ourtes, M̂P ∝ Îd, ave
 P ≃ 2tE , les phases
exp (iSn/~) s'ajoutent de façon 
onstru
tive au temps t = 2tE (dans des 
as spé
iaux onmontre qu'elles sont toutes pro
hes de 1). Don
 les nombres 
omplexes Cn s'ajoutentde façon 
onstru
tive. C'est aussi un enjeu que de savoir si 
e phénomène surprenantest présent dans d'autres systèmes hyperboliques (parmi les appli
ations hyperboliquesobtenues en perturbant M , qui forment un ensemble ouvert).� Une autre 
onstatation est qu'à la date P ≃ 2tE, Tr(M̂P

)

= Tr(Îd) = N qui est la va-leur maximale (= dimHN ). Or la formule des tra
es Tr(M̂ t
)

=
∑

o.p
1√

|det(M t−1)|
exp (iAop/~)qui est exa
te dans le 
as linéaire [66℄, fait intervenir ≃ eλt orbites périodiques pour

t ≫ 1, ave
 le fa
teur 1√
|det(M t−1)|

≃ e−λt/2. On montre que dans 
ertains 
as de pé-riode 
ourte, les a
tions des orbites périodiques sont telles que exp (iAop/~) = 1 pour
ha
une, donnant un phénomène 
olle
tif d'interféren
es 
onstru
tives.� Au passage, nous avons montré le résultat suivant : pour tout 0 < α < 2, alors
|C (αtE)| → 0, pour ~ → 0, 
e qui signi�e que les états ψ (0) et ψ (αtE) deviennentorthogonaux entre eux. Ce résultat est important dans la preuve du théorème 2.10, 
aril montre que les termes de la somme exprimant φ se 
omportent 
omme des ve
teursorthogonaux.2.6 Con
lusions et suggestions pour généraliser 
es résultatsDans 
e 
hapitre, nous avons 
onsidéré seulement des appli
ations linéaires hyperboliquessur le tore. Il y a une propriété importante dans la théorie des systèmes dynamiques qui est queles appli
ations hyperboliques sont �stru
turellement stables� , 
e qui signi�e que les pro-priétés hyperboliques (don
 de mélange) sont 
onservées sous toute perturbation assez petite.Une appli
ation hyperbolique linéaire peut don
 être 
onsidérée 
omme un système dynamique20



parti
ulier appartenant à une famille (un espa
e ouvert de dimension in�nie) d'appli
ationshyperboliques non linéaires sur le tore.On a vu que pour les appli
ations linéaires hyperboliques sur le tore, il existe des suitesparti
ulières d'états stationnaires qui possèdent une mesure semi-
lassique non uniforme : ilssont fortement �
i
atrisés� sur une orbite périodique (1/2 de la mesure de Dira
), et 
eladonne un exemple de non unique ergodi
ité quantique (Q.U.E) pour les systèmeshyperboliques. D'après le théorème ergodique de tels états sont de toutes façons ex
eptionnels.Une première question naturelle est :Question : �L'exemple donné de non Q.U.E (existen
e d'états 
i
atrisés) reposesur l'existen
e d'une période quantique 
ourte P ≃ 2tE = 2
λ logN , qui impliqueaussi de fortes multipli
ités dans le spe
tre (≃ N

logN ). Au 
ontraire les exemples
onnus de Q.U.E 
orrespondent à des situations où le spe
tre est non dégénéré.Est-
e que la 
onje
ture 
orre
te ne serait pas qu'il y a Q.U.E lorsque le spe
treest simple ?�A mon avis 
ela est peut-être vrai dans les 
as parti
uliers des systèmes où 
es ré-ponses sont 
onnues, à savoir les appli
ations linéaires hyperboliques ou le �ot géodésiquesur une variété de 
ourbure 
onstante. Dans les deux 
as, la preuve de Q.U.E repose sur despropriétés arithmétiques et l'utilisation d'opérateurs de He
ke. Dans le 
as non linéaire 
'estbeau
oup moins 
lair. D'ailleurs il me semble important de rappeler d'après l'analyse faite ense
tion 2.5, que l'existen
e d'états 
i
atrisés ne repose pas dire
tement sur la période 
ourtede l'opérateur M̂ t, mais sur la périodi
ité de l'évolution d'un état 
ohérent M̂ tϕ0,0, qui estune 
onséquen
e, et n'implique pas des dégénéres
en
es dans le spe
tre de façon évidente.
(Période 
ourte M̂P ∝ Îd, P ≪ N

)

=⇒ Dégénéres
en
es
⇓

(Pour un état 
ohérent : M̂Pϕ ∝ ϕ
)

=⇒
(Mesure µ = βδo. p. + (1 − β)µLeb.)Question : �Est-
e que 
et exemple d'états 
i
atrisés est unique ou pas, dans l'en-semble des appli
ations non linéaires hyperboliques sur le tore ? Y a t-il d'autresexemples de �non Q.U.E� pour des appli
ations non linéaires ? ou bien Q.U.E est-ilvrai partout ailleurs ?�A ma 
onnaissan
e, il n'y a pas de réponse à 
ette question pour le moment. Commenous l'avons dit, l'exemple que nous avons donné repose sur l'existen
e d'une période quan-tique 
ourte, qui est due à des propriétés arithmétiques parti
ulières de M ∈ SL (2,Z). De
e point de vue, il semble di�
ile de généraliser notre 
onstru
tion dans le 
as non linéaire.Mais 
omme nous l'avons remarqué, la 
onstru
tion d'états 
i
atrisés repose sur une 
ondi-tion beau
oup plus faible qui est qu'un état 
ohérent initialement sur une orbite périodique

ψ (0) = ϕ0,0, retourne après le temps 2tE dans son état initial : ψ (2tE) ∝ ψ (0). Dans lase
tion (2.5) nous avons interprété 
ette résurre
tion en termes d'interféren
es 
onstru
tivesentre les orbites homo
lines, et avons montré à partir d'une majoration de la fon
tion d'auto-
orrélation, que 
ette résurre
tion ne peut se produire avant la date 2tE . Cette interprétationest intéressante 
ar d'après la stabilité stru
turelle, tous 
es ingrédients (orbites homo
lines,a
tions,...) existent en
ore dans le 
as non linéaire, et l'étude peut être faite en 
es termes.21



1. Cette remarque montre qu'une première tâ
he serait de dé
rire �l'évolution semi-
lassique� des états quantiques pour des temps au-delà du temps d'Ehrenfest tE ,dans le 
as non linéaire. Des temps longs 
omme t ≃ C.tE , où C > 0 est une 
onstantearbitraire, seraient su�sants pour 
et obje
tif. Nous avons obtenu des résultats dans 
esens dans un travail [43℄, qui est présenté page 44.2. Le théorème (2.11) ne né
essite pas un 
ontr�le de l'évolution semi-
lassique pour destemps aussi longs. Comme le montre sa preuve, des temps d'évolution de l'ordre de tEsu�sent avant que �les phénomènes d'interféren
es� ne se produisent. Une généralisationde 
e théorème dans le 
as non linéaire ne permettrait 
ertes pas de montrer Q.U.Eni l'existen
e d'états 
i
atrisés, mais pourrait 
ontraindre les mesures semi-
lassiquespossibles (Ex
lure par exemple les mesures de Dira
). Il y a des résultats ré
ents dans
ette dire
tion pour les appli
ations non linéaires ou les �ots hyperboliques [17℄[3℄[33℄.
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3 Systèmes quantiques adiabatiques et phénomènes topologiques3.1 Introdu
tionDans 
e 
hapitre nous montrons 
omment les te
hniques semi-
lassiques peuvent s'appli-quer à des systèmes �mixtes� qui 
ontiennent un sous-système lent 
ouplé à un sous-systèmeplus rapide. Nous quali�erons de tels systèmes de �systèmes lent-rapide 
ouplés� . Le butde 
es études est de montrer qu'il peut y avoir un phénomène d'ordre topologique assezremarquable dans de tels systèmes : lorsque le 
ouplage est assez fort, les deux sous sys-tèmes se retrouvent 
omme �noués�. Si l'intensité ou la nature du 
ouplage varie 
ontinûment,
e �noeud� persiste puis est brutalement modi�é à un moment pré
is que nous quali�eronsde �transition topologique�. Ces aspe
ts topologiques sont présents dans une des
ription 
las-sique ou �semi-quantique� du système étudié, mais ont une manifestation assez dire
te sur lespropriétés quantiques, 
omme nous le verrons à travers une formule du type �formule del'indi
e d'Atiyah-Singer� .Nous 
ommençons par donner quelques exemples bien 
onnus en physique de tels systèmeslent-rapide 
ouplés pour montrer la portée assez grande du problème. Dans la suite nousdévelopperons l'étude topologique pour des modèles spé
i�ques adaptés à la des
ription depetites molé
ules.3.1.1 Exemples de systèmes lent-rapide 
ouplés dans le monde ma
ros
opiqueLe pendule ordinaire : dont la longueur d'atta
he l (t) varie lentement. Voir �gure. Pourune longueur l �xée, les traje
toires du pendule dans l'espa
e de phase (θ, pθ) forment unefamille de 
ourbes fermées. Cette famille de déforme ave
 l (t) qui varie. Le théorème adia-batique 
lassique montre que la traje
toire que suit le pendule est telle que la surfa
e de la
ourbe fermée dans l'espa
e de phase est 
onservée [4℄. Si E est l'énergie et ω la fréquen
e, ildé
oule que la quantité I = E (t) /ω (t) est 
onservée approximativement (plus pré
isément,si dl/dt ∼ ε ≪ 1, alors |I (t) − I (0)| < Cε pour t ∈ [0, T/ε] ). On dit que I est un invariantadiabatique.14
θ

2ω  = g/ll(t)
θ

θp

Paramètre lent  l(t)

Mouvement rapide à action I constante

Le pendule de Fou
ault : C'est un pendule de quelques mètres de haut, atta
hé au plafondd'un bâtiment, et on étudie la dire
tion de ses os
illations (rapides) dans le plan horizontalaprès quelques heures (le temps que la Terre ait tourné sur elle-même lentement mais de façonsigni�
ative). Voir �gure 16 (a). Après une révolution (24h), la dire
tion d'os
illation s'estdé
alée d'un angle ϕH appelé angle de Hannay [56, 76℄. C'est une phase géométrique14Remarque historique : Einstein pensait que ~ était une variable 
onservée adiabatique ; voir le livre de P.Lo
hak et al. page 6 et 187 [80℄. 23



(une holonomie) reliée à la latitude du lieu. En e�et par raison d'inertie, la dire
tion desos
illations du pendule suit le transport parallèle à la surfa
e de la Terre15. Pour 
al
ulerl'angle ϕH , on observe que la 
olle
tion des plans tangents au lieu géographique forment un
�ne, et que en applatissant 
e 
�ne, les dire
tions d'os
illations sont parallèles. Si Ω est l'anglesolide délimité par la traje
toire du lieu géographique, en observant la �gure 24 (b), on déduitque
ϕH = Ω = 2π (1 − sin (latitude))

ϕH

Ω

N

S(a) (b)
ϕH

Fig. 16 � Les os
illations du pendule de Fou
ault.Révolution et pré
ession des planètes : C'est la première appli
ation historique de laméthode de la moyenne par Lagrange, Lapla
e et Gauss. Ils ont observé l'absen
e de variationsé
ulaire pour les demi grands axes a des orbites planétaires. En d'autres termes, a est uninvariant adiabatique (�gure 17).Systèmes en physique statistique : L'ergodi
ité sur la surfa
e d'énergie donne la 
onser-vation du volume de l'espa
e de phase lors d'une transformation adiabatique (voir [80℄ p.239)V(E) =
V ol {(q, p), H(q, p) ≤ E}, et implique la 
onservation de l'entropie S(E) = k log (V(E)/h)(
'est un résultat important en physique statistique).Systèmes biologiques : Par exemple, la dynamique rapide pourrait être le 
y
le de re-produ
tion d'un système proies-prédateurs, alors que la dynamique lente serait l'évolutiondu 
limat, modi�ée par la 
onsommation végétale des �proies� et qui in�uerait en retour lespopulations (
f Thèse de Nils Berglund p.4 [10℄).15La 
onservation de l'a
tion est i
i 
elle du moment angulaire I = Lz qui garantit que le pendule ne se metpas à tourner autour de l'axe verti
al z. 24



Révolution rapide

Précession lente

Fig. 17 � Di�érentes é
helles de temps dans le système solaire.
3.1.2 Exemples de systèmes lent-rapide 
ouplés dans le monde mi
ros
opiqueUne petite molé
ule : C'est un système physique très ri
he pour observer et étudier dessystèmes lent-rapide 
ouplés. Ce sera le sujet d'étude dans la suite du 
hapitre. On y trouve[70℄� des éle
trons légers et don
 rapides (période typique τe ≃

10−15 → 10−16s.),� des noyaux plus lourds qui vibrent plus lentement (τv ≃
10−14 → 10−15s., )� la molé
ule qui tourne en
ore plus lentement sur elle-même(τrot ≃ 10−10 → 10−12s.).Pré
ession du spin : 
onsidérons un neutron de spin 1/2 dans un 
hamp magnétiqueexterne ~B (t) qui varie lentement. Le théorème adiabatique montre que l'état du spin |s (t)〉suit approximativement les états propres instantanés, parallèles/anti-parallèles à la dire
tionde ~B (t), mais à une phase près. Si la variation de ~B (t) est périodique, alors après une période

T , la phase �nale est une phase dynamique θDyn. = 1
~

∫ T
0 E (t) dt (où E est l'énergie) plus unephase géométrique θBerry = 1

2Ω appelée phase de Berry [11℄, où Ω est l'angle solide délimitépar le 
hemin formé par la dire
tion de ~B (t) sur la sphère des dire
tions (voir �gure 18).L'e�et Hall quantique : Pour des éle
trons dans une 
ou
he 
ondu
tri
e bi-dimensionnelle,soumis à un fort 
hamp magnétique orthogonal, un potentiel périodique, et un faible 
hampéle
trique externe, il y a une hiérar
hie des dynamiques (�gure 19) :� Mouvements 
y
lotron rapide sur des 
er
les à 
ause de B.� Pré
ession plus lente de 
es 
er
les à 
ause de potentiel.� Mouvement plus lent de la quasi-impulsion sur la zone de Brillouin à 
ause du faible
hamp E.
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|s(T )〉 = |s(0)〉 exp(−iθdyn. − iθBerry)|s(0)〉
~B

Ω

Fig. 18 �
x

y
Ey

Bz

jx

X

Y

Fig. 19 � Mouvement s
hématique d'un éle
tron dans un modèle pour l'e�et Hall quantique.Cette des
ription adiabatique est à la base de la des
ription topologique de l'e�et Hallquantique [90, 22℄[79℄[34, 37, 36℄.Remarque : dans les exemples pré
édents on peut distinguer deux 
lasses de problèmesadiabatiques :(A) les �systèmes lent-rapide 
ouplés� où un système rapide est 
ouplé à un système pluslent (il y a des in�uen
es ré
iproques).(B) les �systèmes adiabatiques temporels� où un système (rapide) possède des para-mètres externes qui varient plus lentement (les in�uen
es sont unidire
tionnelles).(B) est un 
as parti
ulier de (A).3.1.3 Modèles 
lassiques, quantiques ou semi-quantiquesDans les exemples 
i-dessus, les dynamiques lente et rapide peuvent parfois être 
onsidéréesdans une des
ription 
lassique ou quantique indépendamment. On rappelle i
i des propriétésbien 
onnues.Dynamique d'un système seul : En mé
anique 
lassique, l'état du système est dé
ritpar un point X (t) = (q (t) , p (t)) ∈ P évoluant dans un espa
e de phase P (de dimension 2n)
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d'après les équations de mouvement de Hamilton :
dq

dt
=
∂H(q, p)

∂p

dp

dt
= −∂H(q, p)

∂qEn mé
anique quantique, l'état du système est dé
rit par un état ψ (t) ∈ H évoluantdans un espa
e de Hilbert H d'après l'équation de S
hrödinger :
i~
dψ(t)

dt
= Ĥψ(t)Les règles semi-
lassiques relient 
es deux des
riptions dans la limite où (~/A
tion) → 0.En parti
ulier se 
orrespondent l'espa
e de phase P et l'espa
e de Hilbert H. Se 
orrespondentla fon
tion de Hamilton H et l'opérateur Ĥ.Pour un système lent-rapide 
ouplé : il y a don
 4 possibilités de des
ription, représen-tées dans le tableau suivant ave
 les mêmes notations que 
i-dessus :Lent \ Rapide Classique dans Prapide Quantique dans HrapideClassique dans Plent Fon
tion Htotal(Xlent,Xrapide) Symbole matri
iel Xlent → Ĥrapide(Xlent)(tout Classique) (Semi-Quantique)Quantique dans Hlent Pas de sens ...( ?) Ĥtotal dans Hlent ⊗Hrapide(tout Quantique)Tab. 1 � Quatre des
riptions d'un système lent-rapide 
oupléRemarques� Dans la des
ription mixte �semi-quantique� la dynamique rapide est dé
rite par un opé-rateur Ĥrapide ∈ Herm (Hrapide) qui dépend de l'état 
lassique du système lent Xlent(
onsidéré 
omme �gelé� à l'é
helle de temps rapide). Cela 
orrespond à l'approxima-tion de �Born-Oppenheimer� .� D'après le prin
ipe de superposition en mé
anique quantique, on ne peut pas traîter l'in-�uen
e d'un système quantique sur un système 
lassique. C'est pourquoi la des
riptionQuantique-Classique n'a pas de sens.3.1.4 Aspe
ts géométriques et topologiquesDans la des
ription �Semi-quantique� dé�nie 
i-dessus, les espa
es propres de l'opéra-teur Ĥrapide (Xlent) (l'onde stationnaire du système rapide) dépendent de l'état 
lassique Xlentdu système lent. Cela donne une 
olle
tion 
ontinue d'espa
es ve
toriels au-dessus de l'espa
ede phase Plent. En géométrie, 
ela s'appelle un espa
e �bré ve
toriel. La dynamique totaleévolue dans 
et espa
e �bré. Voir �gure 20. Lorsque l'on 
onsidère un espa
e �bré d'un pointde vue global, on s'aperçoit que les �bres peuvent éventuellement faire des �tours�, 
ommesur l'exemple bien 
onnu du ruban de Moebius 
i-dessous. C'est 
et aspe
t topologique quinous intéresse. Dans le 
as du ruban de Moebius, la topologie est 
ara
térisée par un nombre

SW = 0 ou 1 (indi
e de Stiefel-Withney [60℄). Voir �gure 21.27



Fibre = Espa
e total
Espa
e de base =Xlent(t)

Ĥ(Xlent)
Espa
e propres de

Espa
e de phase lent PlentFig. 20 � S
héma d'un espa
e �bré intervenant dans la des
ription semi-quantique.
Fibres

SW=0
Espace de base

(a) Fibré trivial (b) Ruban de MoebiusSW=1Fig. 21 � Exemples simples d'espa
es �brés ve
toriels. L'espa
e de base est le 
er
le S1, les�bres sont des droites ≡ R. (a) le ruban trivial, et (b) le ruban de Möebius ave
 une topologienon triviale.Dans la des
ription �toute quantique� , on s'intéresse au spe
tre de Ĥtot, qui présentedes niveaux dis
rets regroupés en �bandes d'énergie� (par exemple les bandes vibrationnellesou rotationnelles bien 
onnues en physique molé
ulaire), voir �gure 22 (a). On verra que lenombre de niveaux dans une bande est donné à partir de la topologie du �bré ve
torielpré
édent, à l'aide de la formule de l'indi
e d'Atiyah-Singer. Un 
hangement de topologie (�unebifur
ation topologique�) sera don
 asso
ié à une modi�
ation du nombre de niveaux. Cela nepeut se produire que par �le 
onta
t� de deux bandes 
onsé
utives qui é
hangent des niveauxd'énergie. Ce genre de phénomène est bien observé expérimentalement, voir �gure 22 (b),ou �gure 2 page 10.Dans la suite du 
hapitre nous allons étudier et mettre au 
lair 
es phénomènes topologiquesdans divers exemples physiques simples (en 
ompliquant au fur et à mesure), en spé
i�ant bien
haque fois la nature de dynamique rapide et la nature dynamique lente qui lui est 
ouplée.28
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(b)Fig. 22 � (b) Spe
tre expérimental ro-vibrationnel de la molé
ule CF4 en fon
tion du momentangulaire total J . Lorsque des bandes sont en 
onta
t, il y a des é
hanges de niveaux (i
i dansles deux sens). On donnera une interprétation topologique des 
es phénomènes.3.2 Modèle du 
ouplage rotation-vibration d'une molé
uleLe modèle le plus simple pour illustrer 
e qui pré
ède est la des
ription de deux étatsquantiques rapides de vibration d'une molé
ule. L'espa
e de Hilbert est Hrapide = C
2 quel'on traitera 
omme un spin 1/2 e�e
tif, et l'opérateur Ĥrapide est une matri
e 2 × 2. Cesvibrations sont 
ouplées à la rotation plus lente de la molé
ule. Ce modèle est le plus simpleparmi de nombreux modèles e�e
tifs utilisés en physique molé
ulaire [84, 70℄. Il a permis demettre en éviden
e la présen
e d'indi
es topologiques dans les spe
tres molé
ulaires [47℄.3.2.1 Des
ription semi-quantique et indi
es topologiquesDans la des
ription semi-quantique l'étatde rotation est dé
rit par le ve
teur momentangulaire total ~J (t) de longueur J =

∣
∣
∣ ~J
∣
∣
∣ �xe,mais dont la dire
tion varie lentement sur lasphère (dans le référentiel atta
hé à la molé
ule,
ar dans un référentiel Galiléen, le ve
teur ~Jest �xe.). L'espa
e de phase lent est don


Plent = S2. C

D

S2

Molecule CD4

Rotation lente

Vibrations rapides

J(t)

Comme modèle de 
ouplage simple mais non trivial, qui nous permettra de 
omprendredes 
as plus généraux, nous 
hoisirons le modèle suivant de type �spin-orbite� dé
rit par unsymbole matri
iel : 29



Ĥrapide

(

~J
)

=
1 − λ

2

(
1 0
0 −1

)

+
λ

2

(
Jz Jx − iJy

Jx + iJy −Jz

)

= (1 − λ) Ŝz + λ ~J.~̂S. (15)ave
 les matri
es de Pauli : Sx = 1
2

(
0 1
1 0

)

, Sy = 1
2

(
0 −i
+i 0

)

, Sz = 1
2

(
1 0
0 −1

),(générateurs de su(2)) et ~J ≡ (Jx, Jy, Jz) ∈ R
3. λ ∈ [0, 1] est un paramètre extérieur quinous permettra d'observer une bifur
ation topologique. Expérimentalement, il 
orrespond àun paramètre qui 
hangerait l'intensité du 
ouplage, 
omme l'amplitude du moment 
inétique

J =
∣
∣
∣ ~J
∣
∣
∣ (en e�et lorsque J augmente, le 
ouplage rotation-vibration augmente à 
ause de lafor
e de Coriolis [71℄).A ~J ∈ S2 �xé, la matri
e Ĥrapide

(

~J
) possède deux valeurs propres E−

(

~J
)

≤ E+

(

~J
)appelées bandes d'énergie. On 
al
ule très simplement que :� Pour λ = 0, Ĥrapide

(

~J
)

= Ŝz. E±
(

~J
)

=

±1/2.� Pourλ = 1, Ĥrapide

(

~J
)

= ~J.~̂S. E±
(

~J
)

=

±1/2.� Pour λ = 1/2 et ~J = (0, 0,−1), alors
Ĥrapide = 0. Il y a une dégénéres
en
e iso-léea entre les deux bandes. Partout ailleurs,
E−
(

~J
)

< E+

(

~J
).L'intervalle de variation des deux bandesd'énergie pour λ = 0 → 1, est représenté sur la�gure 
i-
ontre.aPour une famille de matri
e Hermitienne dépendantde 3 paramètres, les dégénéres
en
es entre deux niveauxapparaissent génériquement en des points isolés dansl'espa
e des paramètres (phénomène de 
odimension 3). 0 1

1/2

−1/2

0

λ

E

0.5

C =0+ +

−C =0−

C =−1

C =+1

dégénérescence

On note F±
(

~J
)

= Ker(Ĥ( ~J) − E±
(

~J
)

Î
)

⊂ C
2 les espa
es propres de dimension 1asso
iés. Pour λ �xé, la 
olle
tion d'espa
es propres supérieurs F+

(

~J
) dé�nissent un espa
e�bré ve
toriel 
omplexe de dimension 1 au-dessus de la sphère (appelé �bré en droites). Latopologie d'un tel espa
e �bré F+ est 
ara
térisée par un entier C+ ∈ Z appelé indi
e deChern [60℄ (ou première 
lasse de Chern). La �gure 23 tente de démontrer 
ette propriété defaçon visuelle.De même l'espa
e �bré F− asso
ié à la bande d'énergie inférieure a une topologie 
ara
té-risée par C− ∈ Z. Une règle d'additivité donne C+ +C− = c1(F+) + c1(F−) = c1(F+ ⊕F−) =

c1(C
2) = 0. Dans notre exemple, on peut fa
ilement 
al
uler 
es indi
es topologiques : pour

λ = 0, Ĥfast

(

~J
)

= Ŝz =

(
1/2 0
0 −1/2

) ne dépend pas de ~J , il n'y a pas de 
ouplage.Les espa
es propres F±
(

~J
) ne dépendent don
 pas de ~J , et les espa
es �brés sont triviaux :

C± = 0. Pour λ = 1, Ĥfast

(

~J
)

= ~J.~̂S il y a un 
ouplage évident entre ~J et les vibrations30



ei ϕ(θ)θ

C

J Fonction de
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Fig. 23 � Un �bré en droites 
omplexes sur la sphère a une topologie 
ara
térisée par C ∈ Z,qui s'interprète 
omme le nombre de rotation de la fon
tion qui sert à identi�er les �bres del'hémisphère nord et 
elles du sud.
~S, sous la forme du 
ouplage dit �spin-orbite� . Les espa
es propres sont respe
tivement�parallèles� et �anti-parallèles� à la dire
tion de ~J . Cela implique une topologie non triviale.On montre que C± = ∓1 [47, 48℄. La topologie de F± a don
 subit une bifur
ation entre λ = 0et λ = 1 qui n'a pu se produire qu'au lieu de dégénéres
en
e λ = 1/2, ~J = (0, 0,−1) où lesespa
es propres ne sont plus dé�nis.3.2.2 Des
ription quantique et formule de l'indi
eDans la des
ription quantique, le mouvement de rotation est quanti�é. Don
 ~̂J est unopérateur ve
toriel qui agit dans Hlent qui est de dimension (2j + 1) (espa
e de représenta-tion irrédu
tible du groupe SU(2)). L'espa
e de Hilbert total est don
 Htot = Hlent ⊗ C

2 dedimension 2 (2j + 1). Le Hamiltonien total est Ĥtot = (1 − λ) Ŝz + λ ~J.~̂S. Son spe
tre estfa
ile à 
al
uler au moins dans deux 
as extrêmes :
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� Pour λ = 0, Ĥ = Ŝz. Il y a deux valeurspropres E± = ±1/2 de multipli
ité respe
tives
N± = (2j + 1) .� Pour λ = 1, Ĥ = ~J.~S, Hamiltonien de
ouplage �spin-orbite�. On peut 
al
uler sonspe
tre à l'aide de la théorie des groupes (dé-
omposition d'un produit tensoriel de repré-sentations. irrédu
tibles de SU(2) : (2j + 1) ⊗
(2), aussi appelé �
omposition du moment an-gulaire� en physique). Il y a deux valeurspropres E±, mais de multipli
ités respe
tives
N± = (2j + 1) ± 1.� Pour λ variant entre 0 et 1, les dégénéres
en
essont levées, et un niveau transite de la bandeinférieure vers la bande supérieure, 
ommele montre la �gure 
i-
ontre. On observe queles bandes d'énergie 
ontinues du modèlesemi-quantique page 30 sont rempla
ées pardes niveaux dis
rets. Le passage d'un niveaud'une bande à l'autre ne peut se faire qu'aulieu de 
onta
t. 0 10.5 λ

E

0.5

−0.5

−

C =0
N =9+

+

N =10+

+

N =9−

C =0−

N =8
−

j=4

C =−1

C =+1

En 
omparant 
ette �gure du spe
tre quantique ave
 la �gure des bandes du modèle semi-quantique et ses indi
es de Chern page 30, il apparaît 
lairement la relation suivante [47℄ quirelie l'indi
e topologique Ci d'une bande, et le nombre d'états quantiques qu'elle 
ontient16 :
Ni = (2j + 1) − Ci ⇔ ∆Ni = −∆Ci : aux dégénéres
en
es (16)Dans [48℄, on démontre 
ette relation en grande généralité : pour un Hamiltonien quel-
onque qui 
ouplerait le mouvement de rotation ~J (t) ave
 un autre degré de liberté quan-tique (rapide) 
omme des vibrations. L'idée de la preuve a deux parties : (1) lorsqu'il n'y apas de 
onta
t, on montre que les niveaux quantiques sont asso
iés de manière univoque àune bande 
ontinue du modèle semi-quantique. Pour 
ela on introduit un proje
teur asso
iéà 
haque bande, formalisme développé par Emmri
h-Weinstein [20℄. (2) L'é
hange de niveauentre bande ne peut don
 se faire qu'au 
onta
t entre bandes semi-quantiques. Dans une situa-tion générique on se ramène toujours à un modèle lo
al de 
onta
t appelé forme normaletopologique, dé
rite 
i-dessous. Ce modèle lo
al donne une variation du nombre de niveauxd'une bande ∆N et une variation de l'indi
e de Chern ∆C reliés par ∆N = (±1) = −∆C.Sa
hant que dans un modèle sans 
ouplage, on a simplement C = 0, et N = 2j + 1 niveauxde rotations, on déduit la formule 
i-dessus par 
ontinuité.En 
on
lusion on a obtenu une 
ompréhension qualitative (topologique) du spe
tre rotation-vibration de la molé
ule CF4, présenté page 29.16Dans le 
ours [39℄, on montre que 
ette formule est un 
as parti
ulier de la formule de l'indi
e d'Atiyah-Singer.
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3.2.3 Modèle lo
al. Forme normale topologique17Reprenons le modèle pré
édent, et développonsl'expression du Hamiltonien au voisinage dupoint de 
onta
t λ = 1/2, ~J∗ = (0, 0,−1).Pour 
ela on utilise les 
oordonnées 
anoniques
(q, p) ∈ R

2, tangentes à la sphère de ~J , au point
~J∗, et on 
hange λ→ λ− 1/2.On obtient la forme normale topolo-gique suivante pour le Hamiltonien semi-quantique (unique à un signe près) : J

p
q

J*

Ĥfast,λ(q, p) ≃ λŜz + qŜx + pŜy =
1

2

(
−λ q + ip
q − ip +λ

) (17)valeurs propres :E± = ±1

2

√

λ2 + q2 + p2 = ±1

2
R

λ

p

R

q

Dégénérescence

λ

E

E+

E−

dégénérescence

Dans 
e modèle il y a une dégénéres
en
e àl'origine de l'espa
e (q, p, λ) (on re
onnaît l'ex-pression du �monopole magnétique�), on 
al-
ule simplement que pour la bande supérieure
∆C = −1, en 
onsidérant une sphère qui en-toure 
ette dégénéres
en
e. La quanti�
ationdes variables lentes donne le modèle quan-tique :

Ĥλ =
1

2

(
−λ q̂ + ip̂
q̂ − ip̂ +λ

)

, (18)dont on 
al
ule expli
itement le spe
tre, et onobserve un é
hange de niveaux ∆N = +1.On déduit don
 que ∆Ni = −∆Ci 
omme an-non
é.

E
~

~

|1>|+> ...
...

... ...

... ...

|1>|−>
|0>|−> |0>|+>

|1>|+>

|0>|−>
|1>|−>|0>|+>

0 1

1

λ

:Band +

: Band −

17Il ne s'agit pas de forme normale symple
tique étudiée par Y. Colin de Verdière [25, 26℄. Une formenormale symple
tique donne le spe
tre 
orre
t. Notre forme normale topologique ne donne que le nombre
orre
t de valeurs propres é
hangées et non leur position.33



3.3 Modèle ave
 des bandes topologiquement 
ouplées3.3.1 Résonan
es 1 :1 :1 et espa
e de phase réduit CP 2Ce modèle simpli�é dé
rit trois vibrations en résonan
e 1 :1 :1, 
'est-à-dire modélisées partrois os
illateurs harmoniques de même fréquen
e. Dans les molé
ules, 
ette situationest assez fréquente à 
ause de symétries. Sur l'espa
e de phase T ∗
R

3 = R
6 , le Hamiltonienest :

Hvib =
3∑

i=1

1

2

(
p2
i + q2i

)
=

3∑

i=1

|Zi|2 = ‖Z‖2 (19)où l'on a utilisé des 
oordonnées 
omplexes Zi = 1√
2
(qi + ipi) ∈ C, Z = (Z1, Z2, Z3) ∈ C

3.Les équations de mouvement donnent en 
oordonnée 
omplexe : Z(t) = Z(0)e−it, autre-ment dit les traje
toires sont des 
er
les, et la phase de Z 
orrespond au dépla
ement le longde la traje
toire. On déduit que l'espa
e des traje
toires d'énergie �xée (
e qui �xe lemodule ‖Z‖), s'identi�e à l'espa
e C
3 des nombres Z auxquels on �te le module et la phase.Cela donne CP 2 = C

3/ ∼, ave
 l'identi�
ation Z ∼ λZ, si λ ∈ C, appelé espa
e proje
tif
omplexe (qui est un espa
e 
ompa
t de dimension réelle 4).Dans la suite, nous allons 
oupler 
es vibrations à une dynamique d'éle
trons. Sous l'e�etde 
ette perturbation, la traje
toire 
ir
ulaire va pré
esser lentement, autrement dit le pointreprésentatif sur l'espa
e de phase réduit [Z (t)] ∈ CP 2 va se dépla
er lentement (
ommela variation lente des paramètres des orbites planétaires page 25). Dans 
e modèle, l'espa
ede phase lent est don
 Plent = CP 2.3.3.2 Couplage ave
 trois états éle
troniques. Des
ription semi-quantiqueLe mouvement lent de vibrations en résonan
es 1 :1 :1 dé
rit pré
édemment est 
ouplé à�trois états quantiques éle
troniques�, plus pré
isément à l'espa
e de Hilbert Hrapide = C
3. On
hoisit un modèle e�e
tif très simple (mais non trivial) où λ = 0 → 1 est un paramètreextérieur (qui pourrait 
orrespondre à un 
hamp magnétique) et le symbole matri
iel surl'espa
e de phase lent CP 2 (inspiré du modèle de spin-orbite Eq.(15)) est18 :

[Z] ∈ CP 2 → Ĥλ([Z]) = (1 − λ) Ĥ0 + λ Ĥ1([Z]) ∈ Herm (C3
) (20)où pour λ = 0, Ĥ0 ([Z]) =





−1
0

1



 est diagonale et ne dépend pas de [Z]. Auxtrois valeurs propres E1 = −1, E2 = 0, E3 = +1 sont asso
iées trois espa
es propres �xes quidé�nissent des espa
es �brés de rang 1 sur CP 2, de topologie triviale, notés T1, T2, T3. Le 
as
λ = 0 est un 
as sans 
ouplage.Pour λ = 1, Ĥ1([Z]) ≡ |Z 〉〈Z| = 1

<Z|Z>
(
ZiZj

)

i,j
dépend de [Z]. C'est le proje
teur dans

C
3, sur la droite [Z] ⊂ C

3. Ses valeurs propres sont don
 respe
tivement E3 = 1, ave
 unespa
e propre de dimension 1 noté Vdroite ([Z]) = [Z] et la valeur propre E1 = E2 = 0, ave
un espa
e propre orthogonal de dimension 2, noté Vorth ([Z]). Vdroite dé�nit un espa
e �bré de18Dans l'arti
le [50℄, on dis
ute l'intérêt physique de 
e modèle pour modéliser des parties spé
i�ques duspe
tre de petites molé
ules. 34



rang 1 sur CP 2, ave
 une topologie non triviale, appelée �le �bré 
anonique� [60℄ et Vorth estun �bré de rang 2 qui lui est orthogonal. (C'est l'analogue du 
ouplage spin-orbite page 31,où F+

(

~J
) est un espa
e propre parallèle à la dire
tion ~J , et F−

(

~J
) lui est orthogonal).Pour les valeurs intermédiaires λ = 0 → 1, l'opérateur Ĥλ([Z]) a trois valeurs propres

E1 (λ, [Z]) ≤ E2 (λ, [Z]) ≤ E3 (λ, [Z]), qui dépendent de [Z] ∈ CP 2. Leurs intervalles devariation dé�nissent des bandes, représentées sur la �gure suivante.
orth

V   

T1

T

T

2

3

2/31/2
−1

0

+1

E

1 λ

Surfaces de dégénérescence

 V    
droite

: Fibré canonique
  rang 1

: fibré orthogonal
   rang 2

Fig. 24 � Spe
tre de Ĥλ ([Z])Il apparaît des dégénéres
en
es à partir de λ ≥ 1/2, qui sont responsables du 
hangementde topologie des �brés ve
toriels, et qui permettent une transition depuis la dé
omposition
T1 ⊕T2 ⊕T3 (dé
omposition du �bré trivial CP 2 ×C

3) jusqu'à la dé
omposition Vline⊕Vorth.Nous reviendrons sur la des
ription de 
es surfa
es de dégénéres
en
e (sous variétés de CP 2×Rde 
o-dimension 3).
λ < 1

2
1
2 < λ < 2

3
2
3 < λ

T1 ⊕ T2 ⊕ T3 = C
3 = Vline ⊕ VorthRang 1, triviaux Rang 3, trivial Rang 1 ⊕ Rang 23.3.3 Topologie d'un �bré ve
toriel F sur CP 2Pour dé
rire pré
isément la topologie des �brés Vdroite et Vorth. nous donnons quelqueséléments issus de la �K-théorie� [60℄, qui permet de 
lassi�er 
ertains �brés ve
toriels. Un �bréve
toriel de rang r ∈ N

∗ sur CP 2, est une 
olle
tion 
ontinue d'espa
es ve
toriels 
omplexesde dimension r, paramétrés par le point [Z] ∈ CP 2. Sa topologie est 
ara
térisée par une
lasse de 
ohomologie entière C(F ) ∈ H∗(CP 2,Z) appelée 
lasse de Chern et représentéeen pratique par un polyn�me de degré deux à 
oe�
ients entiers (appelés aussi 1er et 2ème
oe�
ient de Chern) :
C(F ) = 1 +Ax+Bx2, A,B ∈ Z35



ave
 la règle que si r = 1 alors B = 0. x est le générateur de H2
(
CP 2,Z

). Pour un �bré Ttrivial, alors C (T ) = 1. Pour deux �brés F,F ′ on a la règle de 
omposition suivante :
C(F ⊕ F ′) = C(F ) ∧ C(F ′) = 1 +

(
A+A′) x+ (AA′ +B +B′)x2 (21)Dans notre modèle, Vdroite est le �bré 
anonique et C(Vdroite) = 1 − x. La relation de 
om-position (21), donne alors 1 = C(C3) = C(Vdroite) ∧ C(VOrth), de laquelle on déduit que

C(VOrth) = 1 + x+ x2.Il est remarquable que 
e polyn�me ne se fa
torise pas ave
 des entiers A,A′ :
C(VOrth) = 1 + x+ x2 6= (1 +Ax) ∧

(
1 +A′ x

)
= 1 +

(
A+A′)x+

(
AA′)x2La 
onséquen
e topologique est que Vorth est un �bré de rang 2 non dé
omposable en�brés de rang 1. La signi�
ation physique de 
e résultat est que la bande d'énergie Vorthest 
omposée de deux valeurs propres éle
troniques (représentées par deux 
ouleurs sur la�gure 24), mais il n'existe au
une perturbation qui puisse s
inder 
ette bande en deux bandesséparées par un gap spe
tral. Autrement Vorth est 
omposé de deux bandes éle
troniques�nouées� topologiquement entre elles. Il faut remarquer que 
ette 
on
lusion n'est pasévidente sans l'utilisation de la théorie des �brés ve
toriels.3.3.4 Des
ription quantique du 
ouplageNous dé
rivons maintenant les vibrations par la mé
anique quantique. Le quanti�é duHamiltonien (19) est l'opérateur

Ĥvib =
1

2

(
p̂2
1 + q̂21

)
+

1

2

(
p̂2
2 + q̂22

)
+

1

2

(
p̂2
3 + q̂23

)agissant dans L2
(
R

3
). Son spe
tre est tout simplement :

EN =
3∑

i=1

(

ni +
1

2

)

= n1 + n2 + n3 +
3

2
= N +

3

2
, ni ∈ NLe niveau N ∈ N est dégénéré ave
 une multipli
ité 1

2 (N + 1) (N + 2). L'espa
e propreasso
ié, noté HN s'appelle une polyade. Par rapport à la des
ription générale du tableau(1), Hlent = HN joue le r�le de l'espa
e quantique �lent� (
'est la quanti�
ation de l'espa
ede phase 
lassique Plent = CP 2). La limite semi-
lassique s'obtient pour les polyades élevées,
N → ∞ (on montre que ~effectif = 1/N est le paramètre semi-
lassique [16℄).Le 
ouplage ave
 les états quantiques éle
troniques lève 
ette dégénéres
en
e. On va s'in-téresser à la dynamique e�e
tive dans une polyade, qui est dé
rite par l'opérateur quanti�édu symbole matri
iel (20). On obtient un opérateur noté Ĥtotal (λ) qui agit dans l'espa
e deHilbert Htotal = HN ⊗ C

3 (et dépend toujours du paramètre λ ∈ [0, 1]). La quanti�
ation,
orrespond à rempla
er les variables Z = 1√
2
(q + ip) par l'opérateur Ẑ = 1√

2
(q̂ + ip̂). La�gure suivante montre le spe
tre de Ĥtotal (λ) obtenu pour le 
hoix de polyade N = 4.Pour λ variant de 0 à 1, on observe une stru
ture à trois bandes, qui se modi�e en unestru
ture à 2 bandes. Il y a un é
hange d'un groupe de ∆N = N + 2 = 6 niveaux vers labande supérieure. 36
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Fig. 25 � Spe
tre de Ĥtotal (λ) pour N = 4.Remarques :� Une analyse plus approfondie montre que 
es ∆N = 6 états quantiques sont lo
alisés surla surfa
e de dégénéres
en
e qui est une surfa
e non 
ontra
tible homéomorpheà une sphère, et que le nombre ∆N = (N + 1) + 1 s'explique 
omme (N + 1) états quiquanti�ent 
ette sphère, plus 1 état lié à la topologie de l'espa
e de dégénéres
en
e audessus de 
ette sphère (d'après une formule analogue à (16)).� Si on 
ompare les �gures 24 et 25, il apparaît 
lairement une 
orrespondan
e entre les�brés ve
toriels représentés par des bandes 
ontinues sur la �gure (24) et les groupes deniveaux de la �gure (25). Cette 
orrespondan
e a un sens pré
is d'après un théorème deWeinstein [20℄, qui introduit un proje
teur et son symbole asso
ié à 
haque bande .� Appelons NF le nombre de niveaux dans une �bande quantique� asso
iée à un �bréve
toriel F . Les valeurs de NF sont indiquées sur la �gure, et à λ �xé, leur somme estnaturellement égale à dim (Htotal) = 3
2 (N + 1) (N + 2) = 45. De même que Eq.(16)donne la relation entre le nombre de niveaux et la topologie d'un �bré dans le 
as du
ouplage rotation-vibration (�brés sur la sphères S2), 
ette relation est i
i donnée parune formule d'apparen
e plus 
omplexe, et qui 
orrespond à une appli
ation de la 
élèbreformule de l'indi
e d'Atiyah-Singer (1965) :

NF =
[Ch(F ∗) ∧ Ch(PolyadN ) ∧ Todd(TCP 2)

]

/
oef de x2où le terme de droite est obtenu en faisant le produit de trois polyn�mes, et 
onser-vant le 
oe�
ient devant x2. Ces trois polyn�mes sont respe
tivement : Ch(F ∗) =
r − Ax + 1

2

(
A2 + 2B

)
x2 (la 
lasse de Chern qui 
ara
térise la topologie du �bré F ),Ch(PolyadN ) = exp (Nx) = 1 + Nx + 1

2N
2x2 (la 
lasse de Chern qui 
ara
térise le�bré quanti�ant de CP 2 dans le 
adre de la quanti�
ation géométrique, voir [16℄,[35℄),et Todd(TCP 2) = 1 + 3

2x + x2 qui est la 
lasse de Todd du �bré tangent à l'espa
e dephase lent CP 2[32℄. Avant de 
ommenter 
ette formule, voi
i son appli
ation dans notreproblème. Elle donne le nombre de niveaux quantiques dans les bandes asso
iées aux37



deux �brés non triviaux qui apparaissent pour λ > 2/3 :
Ndroite =

[(

1 + x+
x2

2

)

∧
(

1 +Nx+
(Nx)2

2

)

∧
(

1 +
3

2
x+ x2

)]

/x2

=
1

2
(N + 3) (N + 2)

North. =

[(

2 − x− x2

2

)

∧
(

1 +Nx+
(Nx)2

2

)

∧
(

1 +
3

2
x+ x2

)]

/x2

= N (N + 2)(
onformément aux 
al
uls numériques de la �gure 25).� La formule d'Atiyah-Singer est très 
élèbre en mathématique pour une raisonqui est apparente i
i : elle relie deux domaines très vastes qui sont la topologie (membrede droite de l'équation) et l'analyse spe
trale (membre de gau
he). Dans la versionphysique que nous 
onsidérons, elle relie les phénomènes topologiques qui apparaissentdans une des
ription 
lassique (semi-quantique) de �systèmes adiabatiques lent-rapide
ouplés� et les propriétés spe
trales qui apparaissent dans une des
ription quantiquedu système, mesurables par une expérien
e de spe
tros
opie. Notre travail a 
onsisté àmontrer 
ette appli
ation en physique molé
ulaire [47, 49, 48, 50℄. Les théories mathé-matiques sur lesquelles reposent les modèles physiques développés i
i sont en parti
ulierles travaux de Emmri
h-Weinstein [20℄, L. Boutet de Monvel [18℄, et Fedosov [7, 51℄.� Cette formule de l'indi
e donne en fait plus d'information que seulement le nombretotal de niveaux dans une bande : tous les �brés que nous 
onsidérons sont munisde 
onnexion (
onnexion �de Chern� ou �de Berry�), et d'après la théorie des 
lasses
ara
téristiques de Chern [77, 32℄, µ =
[Ch(F ∗) ∧ Ch(PolyadN ) ∧ Todd(TCP 2)

]

/Vol estune forme volume sur l'espa
e de phase qui est justement la densité lo
ale d'états(on peut déduire la densité d'états en énergie et en parti
ulier le nombre d'états dansune bande par NF =
∫

CP 2 µ). Dans la limite semi-
lassique l'expansion de µ en fon
tionde heff = 1/N → 0 
orrespond à la formule de Weyl qui donne la densité d'états.3.4 Formes normales topologiques pour singularités 
ontra
tiblesAu regard du modèle sur CP 2 et du modèle pré
édent sur S2, il est tentant de s'intéresser enparti
ulier aux lieux de dégénéres
en
es, qui sont responsables de la transition de niveauxquantiques entre les bandes. Il serait intéressant d'obtenir une 
lassi�
ation de toutes lestransitions possibles (et déduire une preuve de la formule de l'indi
e), 
omme nous l'avonsobtenu dans le 
as de la sphère en se
tion 3.2.3. Cette se
tion est une réponse partielle à
ette question. Nous montrons 
omment obtenir une 
lassi�
ation topologique de toutes lestransitions liées à des lieux de dégénéres
en
es qui sont 
ontra
tibles dans l'espa
e desparamètres. Ce modèle généralise don
 le modèle (17), mais par 
ontre il ne 
ontient pas le
as de la surfa
e de dégénéres
en
e ren
ontrée dans la �gure 24 entre les bandes 2 et 3.Nous allons obtenir des formes normales topologiques en dimensions plus grandes.Nous allons voir des phénomènes topologiques (et physiques ?) nouveaux, issus de la théoriede l'homotopie. Considérons un espa
e de paramètres (z, λ) ∈ R
n+1 où z ≡ (q, p) dé
rit unespa
e de phase lent R

n de dimension n (pair) qui sera quanti�é par la suite, et λ ∈ R estun �paramètre extérieur� .Supposons un modèle où deux bandes soient en 
onta
t sur un lieu de dégénéres
en
eprès de l'origine 0 ∈ R
n+1. On entoure 
e lieu de dégénéres
en
e par une sphère Sn ⊂ R

n+1.L'hypothèse importante dans 
ette se
tion est que 
e lieu de dégénéres
en
e est 
ontra
tible.38



λ

p

nSphère S

q

Dégénérescence

λ

EBande supérieure

dégénérescence

3.4.1 Cara
térisation topologique du modèleSupposons que la bande supérieure
ontienne r états quantiques rapides(lo
alement 
'est l'espa
e C
r). Ces étatsquantiques au-dessus des paramètres de lasphère, dé�nissent un �bré ve
toriel derang r, noté F → Sn. S'il n'y avait pas delieu de dégénéres
en
e dans la sphère, onpourrait 
ontinûment transformer 
e �bréen un �bré trivial, en réduisant le rayon à

0. Par 
onséquent, la topologie de 
e �bré
F → Sn est une obstru
tion pour enleverle lieu de dégénéres
en
e (i.e. le 
onta
tentre les bandes) à l'aide d'une perturbation
ontinue du modèle. Comme nous l'avons déjàvu dans le 
as S2 page 31, la topologie du�bré F → Sn, est dé�nie par une fon
tionde re
ollement f : Sn−1 → U(r) (groupeunitaire), sur l'équateur de la sphère Sn.

 

rC

r

sphère S
n

Fibre C
r

Fonction de
recollement

n−1f: S −−>  U(r)

Autrement dit, l'espa
e des 
lasses d'isomorphismes des �brés de rang r sur Sn est iso-morphe aux groupes d'homotopie du groupe unitaire :
V ectrC (Sn) ≡

[
Sn−1, U (r)

]
= πn−1 (U (r))Or 
es groupes d'homotopie sont en partie 
onnus [59℄, voir la table 2. Dans 
ette table,on distingue deux parties. Le domaine stable où dimR (Fibre) = 2r ≥ dimRBase = n, etle 
omplémentaire appelé domaine instable. Le domaine stable est bien 
ompris à l'aidede la K-théorie, qui montre que K̃ (Sn)

def
= V ectr (Sn) ne dépend pas de r (
ar on peutfa
ilement ajouter ou soustraire un �bré en droite trivial, de façon unique). Le théorème depériodi
ité de Bott montre que dans 
e domaine stable, K̃ (Sn+2

)
= K̃ (Sn) = Z ou 0(
'est un résultat important ave
 une preuve assez sophistiquée, voir [60℄). Rappel : on nes'intéresse qu'au 
as n pair. Le domaine instable au 
ontraire n'est pas entièrement 
onnu.
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V ectr\ Sn S2 S3 S4 S5 S6 S7 ...
V ect1 Z 0 0 0 0 0

V ect2 Z 0 Z Z2 Z2 Z12

V ect3 Z 0 Z 0 Z Z6

V ect4 Z 0 Z 0 Z 0

V ect5 Z 0 Z 0 Z 0... ... ... ... ... ...
K̃ (Sn) Z 0 Z 0 Z 0Tab. 2 � Classes d'isomorphismes des �brés ve
toriels 
omplexes de rang r sur la sphère Sn.3.4.2 Forme Normale Semi-quantiqueOn étend la fon
tion de re
ollement f : Sn−1 → U (r), à f : R

n → L (C, r), par homothétie :
f(z) = |z| f

(
z
|z|

) ave
 z = (q, p). Cela permet de dé�nir un symbole matri
iel sur (z, λ) ∈ R
n+1qui est une �forme normale topologique� pour le lieu de dégénéres
en
e 
onsidéré :

H (z, λ) =

(
λIr f (z)
f+ (z) −λIr

)

: 2r × 2r symbole matri
ielLes valeurs propres sont E± (z, λ) = ±
√

λ2 + |z|2 = ±R, ayant 
ha
une la multipli
ité r. Ellesforment deux �bandes�. Par 
onstru
tion, le �bré de rang r au dessus de la sphère Sn dé�nipar l'espa
e propre de H asso
ié à la valeur propre E+, est isomorphe au �bré F . Il y a unedégénéres
en
e au point (0, 0), et remarquons qu'une perturbation Hermitienne générique dusymbole H 
réerait un lieu de dégénéres
en
e de 
odimension 3 mais lo
alisé près de l'origine.
λ

p

R

q

Dégénérescence

λ

E

E+

E−

dégénérescence

3.4.3 Forme normale quantiqueOn quanti�e le mouvement lent par leprin
ipe de 
orrespondan
e z = (x, p) ∈ R
n →

(x̂, p̂) qui donne un opérateur auto-adjoint
Ĥ (λ) agissant dans L2

(
R
n/2
)
⊗C

r. Son spe
treest dis
ret. Soit ∆N (Ff ) ∈ Z le nombre devaleurs propres qui transitent de la bandeinférieure à la bande supérieure en λ = 0. ∆Ν=?

λ

∆N (Ff ) est un invariant topologique qui dépend de la 
lasse d'isomorphismes [F ] ∈
V ectr (Sn), et que l'on 
her
he à déterminer maintenant. Avant de donner le résultat général,40



on va 
onsidérer d'abord quelques exemples issus de la table (2).Exemple de V ectr=1
C

(
S2
)
≡ Z qui est dans le domaine stable : On 
onsidère une sphère

S2 ⊂ R
3 =(Espa
e de phase lent R

2×paramètre λ ∈ R). On a V ectr=1
C

(
S2
)
≡
[
S1, U (1)

]
=

π1

(
S1
)

= Z qui est généré par la fon
tion de re
ollement f (z) = z = 1√
2
(q + ip) (l'identité).Ainsi le symbole matri
iel est

H (x, p, λ) =

(
λ z
z −λ

)

,déjà 
onsidéré en Eq. (17). La quanti�
ation, Eq.(18), avait montré qu'il y a ∆N = −1état qui transite.Exemple de V ectr=2
C

(
S4
)

≡ Z dans le domaine stable : On 
onsidère une sphère
S4 ⊂ R

5 =Espa
e de phase lent R
4×paramètre λ ∈ R. On a V ectr=2

C

(
S4
)
≡
[
S3, SU (2)

]
=

π3

(
S3
)

= Z qui est généré par la fon
tion de re
ollement
f : z = (z1, z2) ∈ S3 ⊂ C

2 → f (z) =

(
z2 z1
−z1 z2

)

∈ SU(2)ave
 zi = 1√
2
(qi + ipi). La quanti�
ation qi, pi → q̂i, p̂i donne Ĥ (λ) qui agit dans L2

(
R

2
)
⊗

C
4. On peut 
al
uler le spe
tre expli
itement et on obtient la transition d'un état ∆N = −1.Exemple de V ectr

C
(Sn) ≡ Z qui est dans le domaine stable : Les deux exemplespré
édents se généralisent de la façon suivante : on suppose n pair et le rang r = 2n/2−1 (i.e�bré de rang 1 sur S2, ou rang 2 sur S4, rang 4 sur S6,...). On note (λ ≡ x0, x1, . . . , xn) ∈ R

n+1,et Sn ⊂ R
n+1. Par ré
urren
e sur n, on 
onstruit un symbole matri
iel (2r × 2r)([15℄ p.228) :

H (x) =
n∑

i=0

xiλiave
 les matri
es (2r × 2r) de Pauli-Dira
 λi, i = 0 → n, véri�ant l'algèbre de Cli�ord λiλj +
λjλi = 2δij . Alors H2 =

∑

i x
2
i = R2. Les valeurs propres de H sont don
 E± = ±R. Cemodèle 
orrespond à l'élément 1 dans la 
lasse V ectr

C
(Sn) ≡ Z. La quanti�
ation de H (x)donne un opérateur Ĥ (λ) et on 
al
ule expli
itement son spe
tre, donnant ∆N = −1.Exemple de V ectr=2

C

(
S6
)
≡ Z2 = {0, 1} dans le domaine instable : On 
onsidèrela sphère S6 ⊂ R

7 =Espa
e de phase lent R
6×paramètre λ ∈ R. On a V ectr=2

C

(
S6
)

≡
[
S5, SU (2)

]
= π5

(
S3
)

= Z2 = {0, 1} qui est généré par une fon
tion19
f : S5 → S319Cette fon
tion f est obtenue expli
itement en plusieurs étapes. D'une part l'appli
ation de Hopf η :

S3 → S2 (qui génère π3

`

S2
´

= Z) est donnée par :
η :



S3 → S2

z = (z1, z2) ∈ S3 ⊂ C
2 7→ [z] ∈ P

`

C
2
´

≡ S2 : Hopf Map41



Par 
onséquent f + f ≡ 0. Dans le 
ontexte physique qui nous intéresse, 
ela signi�e quesi deux 
onta
ts inter-bandes sont su

essifs et dé
rits par le même modèle lo
al, asso
iés au�bré Ff , alors par perturbation 
ontinue du modèle, on peut rappro
her 
es deux 
onta
tset les faire disparaître (annihilation).
f f = 0

λ λ

+On déduit en parti
ulier que le nombre d'états é
hangés à 
haque 
onta
t ∆N véri�e
2∆N = 0, et don
 ∆N = 0. Il n'y a don
 pas d'état é
hangé malgré un �
onta
ttopologique� entre les bandes :

λConséquen
e physique : dans le spe
tre quantique, il n'y a pas d'état é
hangé maisau
une perturbation ne pourra élargir le gap entre les deux bandes au delà de √
~ (
aril y a un �
onta
t topologique� non destru
tible au niveau du symbole prin
ipal).Cas général : On observe les propriétés générales suivantes (ave
 les mêmes notations que
i-dessus)(a) Le �bré Ff ⊕ Ff ′ est modélisé par le symbole Hf+f ′ =

(
Hf 0
0 Hf ′

). On déduit que
∆N

(
Ff ⊕ Ff ′

)
= ∆N (Ff ) + ∆N

(
Ff ′
).En termes physique, pour un spin 1/2 normalisé |s〉 = z1|+〉 + z2|−〉 ∈ C

2 l'appli
ation de Hopf donne sadire
tion ~s = 〈s| ~̂S|s〉
〈s|s〉

∈ S2 dans l'espa
e ordinaire :
sx =

1

|z|2
(z1z2 + z2z1) , sy =

1

|z|2
i (z2z1 − z1z2) , sz =

1

|z|2
(z1z1 − z2z2)Ensuite la suspension : Sη : (z, λ) ∈ S4 → (ηz, λ) ∈ S3 (qui génère π4

`

S3
´

= Z2)
λ

S

S

2

3
z1

z2

λ

S3

S4

équateur équateur

S η

et de façon similaire la double suspension S2η : S5 → S4 (qui génère π5

`

S4
´

= Z2). On a �nalement
f = (Sη)

`

S2η
´

: S5 → S3 qui génère π5

`

S3
´

= Z2.42



(b) L'ajout d'un �bré trivial (Ff + Trivial) est modélisé par le symbole H =

(
Hf 0
0 1

),don
 ∆N (Ff + Trivial) = ∆N (Ff ).(
) On note l'appli
ation k : Ff → k (F ) ∈ K̃ (Sn) ≡ Z obtenue en ajoutant des �bréstriviaux si né
essaire pour stabiliser. Alors d'après (a) on déduit que ∆N (F ) ∈ Z nedépend que de k (F ) ∈ K̃ (Sn) ≡ Z. Ensuite ave
 (b) et les exemples 
i-dessus, on déduitla �formule de l'indi
e� dans 
e 
as pré
is :
∆N (F ) = −k (F ) ∈ Z3.5 Con
lusionsNous avons vu que dans les systèmes dynamiques (
lassiques et quantiques) où la dyna-mique totale se sépare en sous-parties lente et rapide (relativement les unes par rapport auxautres), une des
ription géométrique de 
ette situation en terme d'espa
e �bré est très natu-relle. La dynamique lente se dé
rit sur l'espa
e de base du �bré, alors que la dynamique rapidese dé
rit dans les �bres (espa
e asso
ié à une 
on�guration de l'état lent à un instant donné).De même il est très général que 
et espa
e �bré possède une 
onnexion naturelle.Dans le 
as d'une des
ription en mé
anique quantique, il s'agit de la 
onnexion �de Berry�,alors que dans une des
ription 
lassique, où la dynamique rapide est supposée intégrable, ils'agit de la �
onnexion de Hannay�[76℄, dont nous n'avons pas parlé (voir [39℄). Si il n'y a pasd'intera
tion entre la dynamique lente et rapide (
es deux dynamiques s'ignorent en quelquesorte) le �bré est plat et trivial. Par 
ontre si l'intera
tion entre 
es deux sous-systèmes estassez forte, la topologie du �bré peut ne pas être triviale, 
omme nous l'avons vu dans desexemples simples.Cette des
ription en terme d'espa
e �bré apparaît lorsque la dynamique lente est dé
ritepar la mé
anique 
lassique. Dans une des
ription quantique du système total (par un opérateurd'évolution dans un espa
e de Hilbert), l'espa
e �bré n'apparaît plus de façon immédiate maisindire
te sur le spe
tre (niveaux d'énergie) de l'opérateur : le spe
tre est regroupé en groupesde niveaux appelées �bandes� et la formule de l'indi
e d'Atiyah-Singer donne pré
isément lenombre de niveaux dans 
haque bande à partir des informations topologiques sur l'espa
e �bré(Cette même formule donne plus pré
isément la densité de niveaux dans 
haque bande).Nous avons étudié des modèles non triviaux, mais 
ependant assez simples où des phéno-mènes topologiques �sophistiqués� se produisent, 
omme les bandes 
ouplées topologiquementdans le paragraphe 3.3, et des phénomènes de bifur
ations topologiques donnant des redistri-butions d'états entre les bandes. Sans 
ette des
ription topologique empruntée aux mathéma-tiques de la �n du XX-ème siè
le (i.e. la topologie algébrique, la K-théorie, et les théorèmesd'indi
e), une des
ription qualitative (stru
ture en bandes,et
..) du spe
tre n'aurait pas étépossible.La 
on
lusion est que dans les systèmes physiques en intera
tion, qui apparaissent 
om-plexes au premier abord à 
ause du grand nombre de degrés de liberté mis en jeu, une 
om-préhension qualitative peut être faite dans 
ertains 
as, à l'aide de 
es appro
hes topologiques.Noter que 
ette appro
he qualitative et topologique, quand elle est possible, serait mêmeindispensable avant toute des
ription plus �ne et plus quantitative de la dynamique.L'hypothèse pour 
ela est l'existen
e d'une séparation adiabatique entre des parties lenteset rapides, qui semble assez générale ou �générique� en physique. Les petites molé
ules sontpour 
ela un bon exemple. Leur observation par spe
tros
opie donne des milliers de niveaux43



d'énergie qu'il est très souvent impossible à interpréter. Dans les 
as pas trop 
omplexes, les
al
uls numériques ab-initio permettent de reproduire 
es résultats, mais sans fournir beau-
oup plus d'interprétation. Or une 
ompréhension qualitative de la dynamique des atomes etéle
trons qui intéragissent dans une molé
ule est importante, par exemple, pour prévoir lesréa
tions 
himiques possibles. Il nous semble que les des
riptions topologiques obtenues dans
es travaux vont dans 
e sens.Nous avons montré que 
es phénomènes sont présents dans les molé
ules. Ilserait intéressant de les dé
ouvrir aussi dans d'autres systèmes physiques20. Nousdis
utons un projet de 
e type dans le dernier 
hapitre.Deuxième partieProjets de re
her
heCette partie présente quelques projets de re
her
he qui font suite aux travaux présentéspré
édemment. Certains de 
es projets sont déjà bien avan
és. D'autres sont en
ore au stadespé
ulatif.4 Chaos 
lassique et 
haos quantiqueLes projets dé
rits dans 
ette se
tion font suite aux résultats dé
rits dans la partie 2.4.1 Validité des formules semi-
lassiques au-delà du temps d'EhrenfestComme expliqué dans la se
tion 2.6, le temps d'Ehrenfest tE ≃ 1
λ log (1/~) est un temps
ara
téristique important en 
haos quantique (λ est le 
oe�
ient de Lyapounov qui mesurele taux de divergen
e exponentiel des traje
toires 
lassiques). L'étude faite dans la se
tion2 portait sur le modèle d'une appli
ation linéaire hyperbolique et est sur beau
oup depoints très parti
ulière. Le phénomène de périodes 
ourtes sur lequel est basée la 
onstru
tiond'états 
i
atrisés ne peut se faire que dans 
e modèle parti
ulier, et ne semble don
 pas êtretransposable dans d'autres modèles de 
haos quantique à priori. Pour ouvrir l'étude, il est don
important de travailler ave
 des modèles d'appli
ations non linéaires hyperboliques surle tore. D'après la propriété de stabilité stru
turelle[5℄, les perturbations non linéaires del'appli
ation linéaire M sur T

2 étudiée dans la se
tion 2, sont en
ore hyperboliques si laperturbation n'est pas trop forte. Ces modèles forment don
 un ensemble ouvert de systèmesdynamiques hyperboliques (
haotiques), de dimension in�nie. Le but serait par exemple desavoir si parmi eux il y a d'autres exemples de non unique ergodi
ité quantique, ouau 
ontraire de montrer la propriété d'unique ergodi
ité quantique presque partout...demontrer l'heuristique des matri
es aléatoires génériquement, et
..Tout 
ela né
essite une 
ompréhension de la dynamique au delà du temps d'Eh-renfest.20La formule de l'indi
e intervient en théorie quantique des 
hamps, plus pré
isement pour dé
rire le r�ledes instantons en théorie de Jauge ou la théorie des 
ordes. Il y a une grande littérature sur 
es sujets. Maisil faut noter que 
ontrairement à la physique molé
ulaire, la validité physique des 
es théories est en
ore trèsspé
ulative. 44



4.1.1 Observation de l'évolution d'un paquet d'onde et é
helles de temps 
ara
-téristiques en 
haos quantiqueUn des obje
tifs dans l'étude du 
haos quantique est de traîter ensemble la limite des tempslongs t → ∞ et la limite semi-
lassique ~ → 0. Les résultats semi-
lassiques habituels, 
ommele théorème d'Egorov 
on
ernent ~ → 0 d'abord puis t → ∞ ensuite. Un 
hallenge seraitd'inverser 
ette limite (pour obtenir des informations sur les fon
tions d'ondes stationnaireset leurs valeurs propres), ou plus modestement de faire dépendre t de ~.Pour avoir une intuition sur les é
helles de temps 
ara
téristiques en 
haos quantique,
omprendre les résultats 
onnus et les di�
ultés, nous dis
utons maintenant l'évolution d'unpaquet d'onde illustré par un 
al
ul numérique. Le paquet d'onde, qui est un état 
ohé-rent ϕx0 à l'instant initial t = 0, évolue par une appli
ation hyperbolique non linéaire
M quanti�ée sur le tore. La �gure (26) montre la distribution de Husimi (représentation surl'espa
e de phase T

2) de l'état évolué ψ (t) = M̂ tϕx0 à di�érents temps t ∈ N. Nous rappelonsque la distribution de Husimi de l'état initial ϕx0 a une largeur typique ∆0 ≃
√

~, (à 
ause duprin
ipe d'in
ertitude ∆x∆p ≃ ~, et du 
hoix ∆x = ∆p = ∆0 ≃
√

~). Durant l'évolution, le
entre du paquet d'onde se dépla
e, sa distribution s'étale à 
ause de l'instabilité hyperboliquedes traje
toires. La �gure 27 résume les e�ets prin
ipaux que nous dis
utons maintenant.Régime à temps �ni, sans �dispersion� : Considérons tout d'abord une valeur �xée
t = Cste, et ~ → 0 (bien sûr t peut être arbitrairement grand en prin
ipe). L'état évolué
ψ (t) est lo
alisé à la position 
lassique x (t) = M tx0. En termes plus pré
is, la mesure semi-
lassique de ψ (t) est une distribution de Dira
 en x (t) = M tx0. L'état évolué ψ (t) s'étale, maissa largeur est ∆t ≃ eλt∆0 ≃

√
~, toujours d'ordre ~1/2 [63℄[61℄[73℄. Comme t peut être 
hoisiarbitrairement grand à priori, la nature ergodique de la dynamique peut avoir de l'importan
esi x (t) suit une traje
toire dense par exemple. Des résultats semi-
lassiques bien 
onnus 
ommele théorème d'Egorov, la formule des tra
es semi-
lassiques (aussi appelée la théoriedes orbites périodiques), le théorème d'ergodi
ité quantique de S
hnirelman (énon
épage 9) utilisent 
ette 
ompréhension en temps �nis [23℄[94℄.Régime de dispersion linéaire : Des résultats ré
ents et très généraux [21℄[8℄[55℄[19℄dé
rivent l'évolution de l'état quantique ψ (t) dans le régime de dispersion linéaire, 
e quisigni�e que les e�ets non linéaires sur la dispersion du paquet d'onde sont supposés êtreen
ore négligeables. Comme les premiers e�ets non linéaires 
orrespondent aux termes
ubiques dans le Hamiltonien, 
ela impose ∆3

t ≪ ~, soit eλt~1/2 ≪ ~
1/3, ou t ≪ 1

6tE. Dansnotre exemple numérique 1
6tE = 1.2 est bien petit.Régime lo
alisé : Après 
e temps, l'état quantique s'étale de plus en plus. Mais sa largeurest en
ore de taille mi
ros
opique si ∆t ≪ 1, i.e. t ≪ 1

2 tE. En termes plus pré
is, la mesuresemi-
lassique de ψ (t) est un Dira
 en x (t) dans 
ette fenêtre temporelle. Dans notre exemple,
1
2tE = 3.6. Vers le temps t ≃ 1

2tE, l'état quantique atteint une taille de l'ordre de ≃ 1(ma
ros
opique), et peut être dé
rit par un �état Lagrangien W.K.B.� [33℄.Régime d'équidistribution : Pour des temps t plus grands que 1
2tE, le paquet d'ondes'étale et �s'enroule� sur le tore, le long des variétés instables, 
omme une mesure de proba-bilité 
lassique. A 
ause de la propriété de mélange, une distribution régulière de probabilité45
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Fig. 26 � Distribution de Husimi sur le tore de l'évolution d'un paquet d'onde (générique) àla position initiale x0 = (0.4, 0.2), pour les temps t = 0, 1, 2, . . . et le 
hoix h = 10−3. Voir siteweb ([38℄, rubrique �Chat perturbé�).
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Fig. 27 � Temps 
ara
téristiques qui apparaissent dans la limite semi-
lassique h → 0, pourl'évolution d'un paquet d'onde. tE = 1
λ log (1/h) est le temps d'Ehrenfest, très petit �en pra-tique� 
omparativement au temps d'Heisenberg tH = 1/h.46




lassique 
onverge faiblement vers la mesure uniforme de Lebesgue en temps in�ni. On s'at-tend don
 à 
e que la distribution de Husimi se 
omporte aussi 
omme une mesure 
lassiqueet s'équidistribue, si les di�érentes bran
hes de la distribution n'interfèrent pas entre elles.Après le temps 1
2 tE, on peut évaluer que la distan
e entre deux bran
hes 
onsé
utives de-vient de plus en plus petite 
omme d ∼ e−λ(t−tE/2)et atteint la distan
e 
ritique ~ au temps

t = 1
2tE + tE = 3

2tE. C'est en e�et un temps 
ritique, 
ar si d ≫ ~, on peut en
ore �insérer�un état (déformé) lo
alisé entre deux bran
hes 
onsé
utives, 
e qui signi�e que les bran
hesn'interfèrent pas. Conformément à 
ette des
ription, Bone
hi-DeBièvre dans [14℄ montrent quepour une appli
ation hyperbolique linéaire, la mesure semi-
lassique de ψ (t) 
onverge vers lamesure de Liouville, dans l'intervalle de temps 1
2tE ≪ t ≪ 3

2tE . J.M. Bou
let et S. DeBièvredans [17℄ obtiennent un résultat similaire pour une appli
ation non linéaire hyperbolique maispour t ≪ 2
3 tE. S. Nonnenma
her dans [33℄ atteint le temps t ≪ 3

2tE . Dans [87℄, R. S
hubertdé
rit l'évolution d'un état initialement Lagrangien par un �ot hyperbolique. Il obtient desrésultats similaires, 
'est-à-dire qu'il montre l'équidistribution pour t≪ tE. Ce résultat est ene�et similaire 
ar 
omme expliqué 
i-dessus, un état 
ohérent devient un état Lagrangien à ladate 1
2tE .Temps plus longs et phénomènes d'interféren
es : Pour les temps plus longs, 
'est unpeu l'in
onnu. Des observations numériques étayées d'arguments heuristiques [91℄ suggèrentque les formules semi-
lassiques s'appliquent pour 
es temps plus longs. Dans un preprintré
ent [43℄ on montre que dans l'intervalle de temps t ∈ [0, C.tE ], où C est une 
onstantearbitraire, l'état évolué ψ (t), sa distribution de Husimi Hus (x) = |〈x|ψ (t)〉|2, ou sa distribu-tion de Bargmann 〈x|ψ (t)〉, peuvent s'exprimer en général, 
omme dans la formule semi-
lassique de Van-Vle
k, par une somme �nie (≃ heλt termes) sur des traje
toires 
lassiquesqui démarrent dans un voisinage (de taille ≃

√
~) du point initial x0, et se terminent dansun voisinage du point �nal x après le temps t. La somme sur 
es traje
toires donne des e�etsd'interféren
es inévitables pour les temps t ≥ 3

2tE. Si les interféren
es sont 
onstru
tives, unereformation 
omplète du paquet d'onde pourrait se produire à la date t ≃ 2tE (
ela n'estpas prouvé), mais de façon générique on s'attend à 
e que les 
ontributions des di�érentestraje
toires soient dé
orrélées et qu'en 
onséquen
e l'état ψ (t) soit équidistribué sur l'espa
ede phase, 
omme on peut l'observer sur la �gure 26.Un autre temps 
ara
téristique important qui n'est pas dis
uté i
i, 
ar il est largementhors d'atteinte des appro
hes semi-
lassiques a
tuelles est le temps d'Heisenberg
tH = 1/h (= 1000 dans notre exemple). Ce temps est relié ave
 la séparation moyenne entre lesvaleurs propres de M̂ . Des e�ets importants du 
haos quantique sont observés numériquementà 
e temps, et expliqués par la théorie des matri
es aléatoires [12℄. Noter que 
ontrai-rement aux travaux mathématiques qui sont �stoppés� par le temps d'Ehrenfest, le tempsd'Heisenberg est très dis
uté dans la littérature physique, essentiellement ave
 la théorie desmatri
es aléatoires qui est 
onje
turée être valable pour �presque tous les modèles 
haotiques�ou ave
 la formule de Gutzwiller qui est aussi 
onje
turée. Cela permet de dé
rire de façon sta-tistique les propriétés des fon
tions d'ondes stationnaires individuelles et des valeurs propresde M̂ .4.1.2 Formules semi-
lassiques au delà du temps d'EhrenfestMotivé par les observations du paragraphe pré
édent, nous avons entamé une étude de�l'évolution d'un état quantique en temps longs� pour une dynamique non linéaire hyperbolique47



sur le tore [43℄. Temps longs signi�e i
i t ≃ CtE, ave
 C > 0 quel
onque, et tE = 1
λ log (1/~),

~ → 0, i.e. t peut être plus grand que le temps d'Ehrenfest tE qui est le temps frontière aprèslequel les phénomènes d'interféren
es se produisent. On présente i
i quelques résultats obtenus.Le premier obje
tif de 
e travail est de tenter de répondre aux questions soulevées page 21.On pense que le même type d'analyse et de résultats pourraient se généraliser à d'autresdynamiques hyperboliques 
omme les �ots géodésiques sur variété à 
ourbure négative. Onpense aussi qu'une généralisation pourrait se faire pour des ensembles hyperboliques maximaux
omme 
eux qui apparaissent par interse
tion homo
lines de traje
toires hyperboliques.Nous présentons une version de la formule semi-
lassique de Gutzwiller qui exprime
Tr
(

M̂ t
) en termes d'orbites périodiques de période t. (La même appro
he donne aussi leséléments de matri
e du propagateur entre états 
ohérents 〈ϕx′ |M̂ t|ϕx〉, �à la Van-Vle
k�).Théorème 4.1. [43℄Pour tout K > 0, C > 0, |t| < C 1

λ log (1/~),
Tr
(

M̂ t
)

= Tsemi,t,J + O
(
~
K
) (22)ave


Tsemi,t,J =
∑

x=M tx

exp

(

−iAx,t

~

)
1

2 sinh
(
λx,tt

2

)
(
1 + ~E1,x,t + . . . ~JEJ,x,t

) (23)où x est un point �xe de M t sur T
2 (une orbite périodique de M), Ax,t est son a
tion
lassique, λx,t son exposant de Lyapounov. Chaque terme Ej,x,t s'exprime à partir des
oe�
ients de la forme normale semi
lassique de l'orbite, à l'ordre J > 2 (K + C).De façon plus pré
ise, Tsemi,t,J s'exprime uniquement à partir de 
o
y
les semi-
lassiques21 sur le tore (sauf l'a
tion An).4.1.3 Remarques :� Pour obtenir 
e résultat, on établit l'exiten
e de formes normales semi-
lassiques,en adaptant les résultats de David Delattes [29℄ au 
as semi-
lassique, et en s'inspirantfortement des travaux de Sjöstrand [88, 89℄.� Noter que au temps t ≃ CtE, le nombre de points �xes xn est Nt ≃ eλt = (1/h)C , quidoit être 
omparé au nombre de 
ellules de Plan
k sur l'espa
e de phase (≃ 1/h) qui estbien moindre si C > 1.� Chaque 
orre
tion semi-
lassique est bornée ∣∣S(j)

∣
∣ < Cjt, uniformément sur les traje
-toires et le temps. La majoration de l'erreur obtenue dans (22) peut se 
omprendre naïve-ment (si les modules des erreurs s'ajoutent) par la 
ondition Nte

−λmint/2
(
~
J/2tCJ/2

)
<21Pour une fon
tion 
ontinue ϕ : T

2 → R, on peut 
onstruire la moyenne temporelle de Birkho� partant dupoint x :
ϕt (x) =

t
X

t′=1

ϕ
“

M t′x
”La 
lasse de 
ohomologie ou 
o
yle de ϕ est 
ara
térisée par les valeurs de ϕt (x) sur 
haque orbite périodique

x de période t [64℄. Par exemple si ϕ (x) est le taux d'expansion de x → Mx le long de la variété instable, la
lasse de 
ohomologie asso
iée est la 
olle
tion des exposants de Lyapounov (sur toutes les orbites périodiques),appelé 
o
yle de Lyapounov. Comme 
onséquen
e immédiate, utile pour nous, t minϕ ≤ ϕt (x) ≤ t maxϕ.48



O
(
~
K
) , impliquée par J > 2 (K +C). La �gure (28), montre des résultats numériques,où l'erreur véritable semble beau
oup plus petite. Cela est dû au fait que lesnombres 
omplexes se 
ompensent entre eux, phénomène fondamental que nous ne
ontr�lons pas de façon satisfaisante.A l'issue de 
e travail, deux pistes di�érentes et intéressantes apparaissent :1. Utiliser 
es résultats pour le but annon
é : essayer de 
onstruire un phénomène derésurre
tion du paquet d'onde au temps t = 2tE, qui est à l'origine de l'existen
e d'états
i
atrisés, et de la non unique ergodi
ité quantique, 
omme dans le 
as linéaire. J'espèrepouvoir explorer 
ette piste pro
hainement.2. Comprendre pourquoi la formule de Gutzwiller et autres formules semi-
lassiques sans
orre
tion semi-
lassique semblent être valables aux temps longs. C'est à dire 
omprendrepourquoi et 
omment les sommes de grand nombre d'amplitudes se 
ompensent. Pour
omprendre 
ette question, il nous semble qu'il faut exploiter au mieux la 
ompréhensionde la dynamique 
lassique du problème et en parti
ulier ses propriétés de mélangequi sont le mieux traduites par la théorie �thermodynamique de Ruelle� ave
 lesrésonan
es de Ruelle-Polli
ott [31℄, que nous avons spé
i�quement étudiées dans untravail ré
ent [46℄. Pour être plus pré
is, il existe �des formules des tra
es 
lassiques�qui sont exa
tes et très similaires à la formule de Gutzwiller, et donnant la tra
e d'un�opérateur de Transfert 
lassique�. Par ailleurs 
ette tra
e s'exprime 
omme somme surles résonan
es de Ruelle-Polli
ott. L'espoir est de trouver un opérateur de transfertdont la formule des tra
es exa
te serait pré
isément la formule semi-
lassiquede Gutzwiller. Il resterait alors à 
omparer 
et opérateur ave
 l'opérateur d'évolutionquantique. Cet obje
tif a été atteint dans le travail [42℄ dans le 
as linéaire, dé
ritdans la se
tion suivante, où nous 
al
ulons les résonan
es de Ruelle-Polli
ott pour unedynamique linéaire hyperbolique sur le tore préquantique.4.2 Résonan
es préquantiques et valeurs propres quantiques pour l'appli-
ation 
haotique du 
hat d'ArnoldCe paragraphe résume un travail ré
ent [42℄. La dynamique préquantique introduite dansles années 70' par Kostant-Souriau-Kirillov est un intermédiaire entre la dynamique 
lassiqueet la dynamique quantique. Comme la dynamique 
lassique, elle transporte des fon
tions surl'espa
e de phase, mais en plus elle rajoute des phases (phase géométrique de l'a
tion et phasedynamique de l'énergie) qui interviennent dans les phénomènes d'interféren
es quantiques.Dans le 
as de systèmes dynamiques hyperboliques (
haotiques), on espère que son étude per-mettra de mieux 
omprendre les phénomènes d'interféren
es quantiques en temps longs et leurspropriétés statistiques. On 
onsidère une appli
ation linéaire M dans SL (2,Z) hyperboliquesur le tore T
2. Cela génère une dynamique fortement 
haotique (Anosov). Cette dynamiqueest relevée sur le �bré préquanti�ant, qui est un �bré Hermitien ave
 
onnexion en droites
omplexes sur le tore, de 
ourbure 
onstante. Cette dynamique relevée est partiellement hy-perbolique et dé�nit un opérateur préquantique M̃ qui agit dans l'espa
e des se
tions L2 de 
e�bré. Cet opérateur est unitaire mais admet des résonan
es que l'on 
al
ule. On montre que
e spe
tre de résonan
es est dire
tement lié au spe
tre de valeurs propres de l'opérateur M̂quanti�é de M . On établit des formules de tra
es. On dis
ute les perspe
tives prometteusesde 
ette appro
he dans le 
as non linéaire. 49
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Fig. 28 � Comparaison de Tr(M̂ t
) 
al
ulé numériquement ave
 la formule semi-
lassique

Tsemi,t,J . On représente∣∣∣Tr(M̂ t
)∣
∣
∣ et Error (t) =

∣
∣
∣Tr(M̂ t

)

− Tsemi,t,J

∣
∣
∣, pour t = 0, 1 . . . , 11 (ily a jusqu'à 39601 points périodiques). On représente la majoration N = 1/h de la tra
e, lamajoration de l'erreur |Error (t)| ≤ εt,J = h

1
2
(J−t/tE), et ε1 = hJ/2. On a 
hoisi la 
onstantede Plan
k h = 0.1 puis h = 0.01 , et 
al
ulé les formes normales semi-
lassiques des orbitespériodiques jusqu'à l'ordre J = 2 et J = 4. On observe le fait étonnant que Error (t) < ε1,bien que seulement Error < εt,J soit prouvé.
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Fig. 29 � Résonan
es de la dynamique préquantique du �
hat d'Arnold�. On montre qu'ellessont égales à eiϕke−λ(n+1/2), ave
 eiϕk valeurs propres quantiques, k = 1, . . . ,N , et λ 
oe�
ientde Lyapounov, n ∈ N.5 Systèmes adiabatiques et problèmes à N 
orps5.1 Bifur
ations topologiques et transitions d'états dans les spe
tres mo-lé
ulairesComme expliqué dans la se
tion 3, lorsqu'un système dynamique possède des degrés deliberté lent et rapide fortement 
ouplés, (
e qui est fréquent dans les molé
ules), le 
ouplagepossède une 
ara
térisation topologique en terme de �brés ve
toriels, et 
ela se manifeste dansle nombre exa
t de niveaux d'énergie dans les bandes du spe
tre, grâ
e à la formule de l'indi
ed'Atiyah-Singer.Dans quelques exemples, nous avons étudié 
e qui se passe lorsqu'il y a des bifur
ations de
ette topologie, à 
ause de la variation d'un paramètre extérieur (
omme la vitesse de rotationde la molé
ule ou le 
hamp magnétique extérieur ...). Cela se traduit par des é
hanges deniveaux entre les bandes. En termes semi-
lassiques 
et é
hange d'états quantiques se faitlo
alement dans l'espa
e de phase, sur un lieu de dégénéres
en
e entre bandes 
onsé
utives.D'un point de vue global et qualitatif, il serait intéressant aussi de 
omprendre les 
ontraintesglobales et 
lassi�er d'un point de vue topologique les transitions �élémentaires�possibles de groupes d'états. Ce projet est 
ommen
é dans [41℄ dé
rit en se
tion 3.4. Unintérêt de 
e travail est aussi de montrer des réalisations 
on
rètes dans des modèles simplesde mé
anique quantique, de phénomènes de topologie algébrique assez sophistiqués à priori.5.2 Monodromie (entière ou fra
tionnaire) et systèmes adiabatiquesDeux phénomènes topologiques apparemment di�érents sont a
tuellement observés dansles spe
tres quantiques de systèmes adiabatiques lent-rapide 
ouplés. Le premier phéno-mène expliqué plus haut, est que le 
ouplage possède une 
ara
térisation topologique enterme de �brés ve
toriels, et que 
ela se manifeste dans le nombre exa
t de niveaux d'énergiedans les bandes du spe
tre, grâ
e à la formule de l'indi
e d'Atiyah-Singer. Il y a parfois desbifur
ations de la topologie qui se traduisent par des é
hanges de niveaux entreles bandes. 51



Le deuxième phénomène apparaît dans le 
as parti
ulier où la dynamique globale estintégrable. Il peut y avoir alors des singularités dans le feuilletage en Tore Lagrangiens de 
esystème intégrable. Ce type de singularité, appelé Monodromie 
lassique ou quantique,est bien étudiée depuis une vingtaine d'années ; en parti
ulier par San Vu-Ngo
 [93℄. Ré
em-ment un nouveau type de Monodromie a été observé et étudié : la Monodromie fra
tionnaire[78℄.Dans quelques exemples de systèmes, il a été observé que 
es deux phénomènes de sin-gularités ou bifur
ations topologiques apparaissent simultanément dans les systèmes quasi-intégrables adiabatiques[85℄,[39℄. Il paraît évident qu'il y aurait une relation étroite entreeux. Il serait don
 très intéressant de mettre au 
lair 
ette relation en énonçant une théoriegénérale. Ce travail est déjà 
ommen
é ave
 [58℄.5.3 Des
ription topologique pour les systèmes thermodynamiques ; bifur-
ations topologiques et transitions de phasesIl a été montré dans la se
tion 3 qu'un système quantique, ayant des degrés de liberté lentet rapide 
ouplés, possède un spe
tre d'énergie en bandes ave
 une 
ara
térisation topologique.Des bandes d'énergie similaires sont également observées numériquement dans d'autres sys-tèmes à plusieurs parti
ules 
ouplés : N parti
ules en intera
tion sur un réseau, ou en théoriequantique des 
hamps (ave
 un nombre très grand ou in�ni de degrés de liberté). Dans 
es sys-tèmes, la bande fondamentale (�bande 0�) représente le �vide�, la première bande 
orrespond àla dynamique d'une quasi-parti
ule, la deuxième bande à deux quasi-parti
ules en intera
tion,et
...La nature même des quasi-parti
ules ainsi que leur espa
e de phase 
lassique n'a riend'évident à priori et dépend des paramètres du modèle. Une modi�
ation de la stru
tureen bandes semble 
oïn
ider ave
 une transition de phase, dans la limite thermody-namique N in�ni. Le projet est d'explorer plus avant 
es phénomènes qui sont basés pour lemoment sur des observations numériques22, et de déterminer si une interprétation topologiquedes bandes est possible dans 
es systèmes, et si une bifur
ation de la topologie peut ene�et être reliée à une transition de phase. Ce projet est assez ambitieux et pour le mo-ment plus spé
ulatif que les pré
édents, mais un tel résultat ouvrirait un nouveau point de vue(topologique, don
 qualitatif) pour les systèmes fortement 
ouplés à nombre in�ni de degrésde liberté, qui sont des problèmes en
ore mal 
ompris en physique mathématique. Dans untravail ré
ent, nous avons dé
ouvert quelques pistes prometteuses dans un modèle très simplepour 
ommen
er. Voir �gure 30.

22Communi
ation de Grégoire Misguish. 52
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Fig. 30 � Spe
tre quantique du modèle�d'Ising en 
hamp transverse� à 1dim., en fon
tiondu 
hamp extérieur t. Il y a une transition de phase quantique à t = 1/2, voir [83℄. Or à 
epoint pré
is, on observe une redistribution des bandes d'énergie, 
omme dans les transitionstopologiques de modèles adiabatiques, �g. 25, page 37.
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