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1 Introduction

Ce manuscrit présente deux principaux thémes de mes recherches de ces derniéres années :
le chaos quantique d’une part et les aspects topologiques dans les systémes quantiques
adiabatiques d’autre part. Dans la premiére partie, ces deux thémes sont développés et les
résultats obtenus sont présentés. La deuxiéme partie présente des questions ouvertes qui me
semblent intéressantes et que j'espére aborder dans la suite de mes recherches.

La mécanique quantique dans une de ses premiéres formulations, est une mécanique
ondulatoire, o les objets physiques (les particules, les atomes, molécules...) sont décrits par
des ondes qui interagissent entre elles et évoluent selon 'équation de Schrédinger. Ce qui
est particulier et fondamental dans cette formulation est que 1’équation de Schrédinger est
linéaire. Cela permet d’approcher la compréhension des phénoménes quantiques de fagon
abstraite mais efficace avec 1’aide de 'algébre linéaire, de spectre d’opérateurs,..., ou les ondes
sont décrites par un point ¥ dans un espace vectoriel H (H est I'espace des ondes possibles.
L’aspect vectoriel traduit le principe de superposition). Une onde évolue d’aprés I'équation de
Schrodinger qui peut s'écrire ihdip (t) /dt = He (t) ou H est un opérateur que l'on s’efforce
a diagonaliser pour comprendre ’évolution de I'onde 1) (¢). Cette méme approche est utilisée
pour d’autres domaines de la physique ot apparaissent des ondes dans le régime linéaire
(optique ondulatoire, ondes acoustiques, sismiques, ondes de surfaces ....).

La complexité des phénoménes ondulatoires qui peuvent se produire et qu’il faut
décrire est liée & la dimension de ’espace vectoriel H qui entre en jeu. Par exemple pour
décrire une onde de longueur d’onde ~ [ dans une cavité de taille L, (ce sera un électron
piégé dans un atome, ou une onde a la surface d'un lac) la dimension de l'espace H est de
Pordre de (L/1)?, ou d est la dimension de la cavité. S'il y a plusieurs ondes en interaction
(i.e. plusieurs électrons et noyaux dans une molécule), la fonction d’onde totale est fonction
de chaque position, donc 'espace vectoriel & considérer est le produit des espaces individuels,
et sa dimension est le produit des dimensions. Ainsi, la description de I’évolution des ondes
peut devenir un probléme d’une grande complexité dés que le nombre de particules augmente
et/ou (L/l) augmente. La résolution exacte du comportement d’une petite molécule contenant
quelques noyaux et électrons est déja hors de portée des ordinateurs les plus performants.

Pour aborder de tels problémes & priori complexes, il faudra essayer de déceler “un ordre”,
des “lois effectives” qui peuvent “émerger” de cette complexité et rendre la compré-
hension des phénoménes plus simple. Dans beaucoup de domaines de la physique, des compor-
tements aux lois simples et compréhensibles peuvent émerger de phénomeénes qui paraissent
complexes et inabordables a priori. Un exemple bien connu est le comportement désordonné et
complexe des particules d'un gaz, duquel émergent les lois simples du comportement collectif
du gaz, la thermodynamique.

Pour notre propos, la loi émergente est la mécanique classique : dans la limite ou la
longueur d’onde [ est trés petite devant la taille L de la cavité ou 'onde évolue (ou devant la
taille typique de variation du potentiel), la complexité du probléme ondulatoire croit, mais on
montre que ’évolution d’une onde se décrit bien a I'aide des lois de la mécanique Hamiltonienne
classique (i.e. mécanique des particules) dans le méme domaine (ou méme potentiel), voir [54],
ou [24]. Cette approche s’appelle Panalyse semi-classique, et le “régime semi-classique”

P N . . 7 def R .
est caractérisé par une valeur du paramétre sans dimension? h ‘= [/L trés petite devant 1.

Tl est important en physique de travailler sur des modéles adimensionés pour mettre en valeur les phé-
nomeénes pertinants et leur universalité. Dans ce manuscrit nous considérons toujours de modéles



Dans ce régime, partant de la description ondulatoire qui est linéaire et se place dans un espace
de grande dimension, il apparait des lois d’évolution non linéaires mais dans un espace de phase
de dimension considérablement plus petite (de dimension 2d dans les notations précédentes).
Par exemple, la formule de Van-Vleck (1928 [92]) exprime I’évolution temporelle d’une
onde comme ’onde initiale transportée le long de plusieurs trajectoires classiques. L’analyse
semi-classique est un outil mathématique important qui trouve des applications dans de
nombreux domaines de la physique ou les ondes sont présentes (ondes acoustiques,
sismiques, électromagnétiques, quantiques,...).

Il y a deux remarques a faire : premiérement d’un point de vue historique, les physiciens ont
découvert les lois effectives apparentes avant les lois microscopiques qui sont a leur origine. Par
exemple loptique géométrique (Newton 1700) avant l'optique ondulatoire (Fresnel 1814), la
mécanique classique (Newton 1700, Lagrange 1760) avant la mécanique quantique ondulatoire
(Heisenberg 1925, Shrodinger 1926), la thermodynamique (Carnot 1824) avant la physique
statistique (Maxwell 1860) etc.. Deuxiémement, et c’est toute la richesse de la physique, il y
a des exemples ou la limite classique effective n’est pas évidente a priori (contrairement au
cas de I'équation de Schrodinger sur I'espace des fonctions L2 (R3) qui donne la mécanique
classique sur I'espace de phase T*R?). Nous verrons en section 3.3 un exemple en physique
moléculaire ofl, & cause de symeétries approximatives, I'espace de phase effectif est CP2. Le
domaine de la matiére condensée est riche de tels exemples ot des phases surprenantes de la
matiére apparaissent selon les parameétres de I'environnement.

Contenu du manuscrit : nous présentons des travaux dans deux domaines de recherche
et d’applications particuliers qui utilisent ’approche semi-classique. Le premier appelé “le
chaos quantique”, est relié au fait suivant : que la mécanique classique Hamiltonienne et
ses lois d’évolution apparaissent dans la limite semi-classique ne résout pas pour autant le
probléme de la description de I’évolution des ondes. En effet, depuis H. Poincaré et a la suite
de nombreux travaux au cours du XX éme siécle, il est apparu que des lois simples d’évolution,
peuvent engendrer des comportements complexes voire imprévisibles. Cela porte le nom de
chaos déterministe, et est essentiellement relié au fait que les trajectoires engendrées par
ces lois d’évolutions peuvent diverger les unes des autres a un taux exponentiel (comme et
ol A est appelé exposant de Lyapounov), amplifiant, par-la méme la moindre incertitude. De
plus, ce phénoméne est assez générique, et peut naturellement étre présent dans les lois de
mécanique classique issues d’un probléeme ondulatoire. La présence de ce chaos déterministe
classique se manifeste, dans le comportement ondulatoire, par une apparente complexité de
I’évolution des ondes, avec des phénomeénes d’interférences parfois surprenants, comme nous

adimensionés comme modéles de départ. Nous rappelons la procédure pour adimensioner un modéle.
Prenons I’exemple d'un électron piégé dans une cavité de taille L ~ 500A (un “quantum dot”, voir [81]).
L’équation de Shrédinger dimensionée s’écrit ihi (dy/dt) = Hv, avec H = 7=p°, p = —ili/a, oit la fonction
1 est contrainte de s’annuller sur les bords de la cavité. Si I'on s’intéresse au comportement des ondes ayant
une longueur d’onde ~ [ ~ 20A donnée, on choisira l'impulsion de référence py = h27 /1, Pénergie de référence
Eo = pg/(2m), le temps de référence to = fi/ (Eofi) avec h % /L, h et h/ (27). On définit des grandeurs sans
r7 e T de ~ de 7 de ~12 ~
dimension : ;5d:Cfp/po7 i H/Ey, fdef t/to, T def x/L, def YL? (dapres 1 = J |1/)|2 Pz = J ‘1/1‘ d*z). On
obtient une équation de Schrédinger adimensionée : ih (di[)/df) = lfh/;, avec H = P2 et p= —ifzvi.
Le petit paramétre est ici h= l/L ~ 0.04. A une toute autre échelle, I'étude d’une onde sismique de longueur
d’onde | ~ 400m dans le bassin Grenoblois de taille L ~ 10km, donnerait aussi h = [/L ~ 0.04, et donc des
phénomeénes comparables (en supposant I'absorption, les polarisations et les effets non linéaires négligeables).



le verrons, et une complexité du spectre de l'opérateur d’évolution. Les difficultés qu’il y a a
décrire I’évolution temporelle d'une onde, ou le spectre d’énergie (valeurs propres de I'opérateur
d’évolution) sont relides d’aprés la relation® AFE At ~ 7~i, qui signifie quune compréhension de
la dynamique sur une échelle de temps < At équivaut a une compréhension du spectre sur une
échelle d’énergie > AFE ~ ﬁ/At. La présence de chaos limite cette échelle de temps & un temps
assez court appelé temps d’Ehrenfest ¢z, qui est le temps aprés lequel un détail de I'ordre
de la longueur d’onde [ est amplifié a 1’échelle “macroscopique” de la cavité L. Cela donne

leMe ~ [ &ty o~ %log (1/13) avec h = [/L. Nous verrons a plusieurs reprises 'importance

de ce temps caractéristique en chaos quantique en particulier dans la deuxiéme partie de ce
manuscrit, section 4. Le résultat principal que nous obtenons est le suivant : dans un exemple
trés particulier mais révélateur de systéme chaotique nous observerons qu’un paquet d’onde
initialement localisé se comporte d’'une étrange facon. Il se disperse trés rapidement, remplit
la cavité chaotique a la date ¢t = tg, et ensuite tout semble s’inverser. Le paquet d’onde
se reforme complétement a la date ¢t = 2tg. Nous expliquerons ce phénoméne en termes
d’interférences collectivement constructives entre plusieurs trajectoires (dans une description
de type “chemins de Feynmann” ou “formule de Van-Vleck”). Une conséquence directe de
ce phénomeéne est 'existence d’ondes stationnaires appelées “scars” qui ne sont pas
équidistribuées dans la cavité chaotique mais au contraire partiellement localisées sur
I’orbite classique instable du paquet d’onde (si cette orbite est périodique). Voir figure 1.

FiGg. 1 Onde stationnaire dans le modéle chaotique du “chat d’Arnold” présenté page 4. Cette
onde appelée “scars”, est partiellement localisée sur un point fixe instable de la dynamique.

Dans la deuxiéme partie, section 3, nous étudierons des systémes quantiques “mixtes”
qui contiennent deux sous parties. Une partie du systéme est dans un régime semi-classique,
couplée a une autre partie qui est dans un régime purement quantique (décrite par un nombre
restreint de niveaux quantiques). Cette situation mixte équivaut a un régime adiabatique
ou la partie semi-classique est une dynamique lente comparativement a la partie quantique qui

3Pour I’équation adimensionée



sera la dynamique rapide?. Cette situation ou des dynamiques quantiques ayant des échelles de
temps différentes sont couplées entre elles est trés courante en physique, notamment dans les
molécules, ol par exemple la dynamique des noyaux est lente comparativement a la dynamique
des électrons plus légers. Pour décrire ces situations que nous qualifierons de dynamiques
lente-rapide couplées, nous nous contenterons d’une description a des échelles d’énergie finie
(par rapport a ﬁ) ou déja des phénomeénes particuliers se produisent : les niveaux d’énergie se
regroupent en bandes d’énergie. Cela correspond par exemple aux bandes vibrationnelles ou
rotationnelles bien connues en physique moléculaire. Le résultat particulier que nous obtenons
est que le nombre de niveaux dans une bande est un nombre topologique, qui
caractérise la topologie du couplage entre les systémes dynamiques rapide et lent : si le couplage
est assez fort, les dynamiques lente et rapide peuvent étre comme “nouées ensemble”,
et possédent une topologie non triviale. Expérimentalement on observe le phénoméne suivant
[84] : si on modifie un parameétre extérieur qui a pour effet d’augmenter le couplage, alors a des
valeurs particulieres du paramétre, des niveaux quantiques transitent d’'une bande a une autre.
Ces valeurs particuliéres s’interprétent comme des lieux ou la topologie des bandes bifurque.
Voir figure 2.

états qui
transitent

Fi1G. 2 — Spectre expérimental ro-vibrationnel de la molécule CD4 en fonction du moment
angulaire total J. On observe que les niveaux sont regroupés en trois bandes, et que le nombre
de niveaux NN, dans chaque bande varie a cause d’états qui transitent d’'une bande & une autre.

Plus précisément, la description du couplage du mouvement rapide par rapport & la dyna-
mique lente dans une approche adiabatique “a la Born-Oppenheimer” fait intervenir un fibré
vectoriel (la fibre est U'espace quantique formé décrit par I’état stationnaire rapide, et la base
est I’espace de phase ou l'on décrit le mouvement lent), fibré qui peut avoir une topologie
non triviale. Le nombre de niveaux dans une bande est donné par une formule de I’indice
d’Atiyah-Singer faisant intervenir la topologie de ce fibré. Cette formule remarquable établie
dans les années 60 a une grande importance en mathématiques car elle établie des liens entre
I"analyse et la topologie. 1l est remarquable que ces liens se manifestent de fagon assez évidente
dans les spectres expérimentaux des petites molécules.

4Cette équivalence s’'explique schématiquement de la facon suivante. On note 1) = (¥1,12) la fonction
d’onde totale constituée des sous parties 1 et 2, et évoluant d’apres idy/dt = fh/) (équation adimensionée!).
Si la partie 1 est en régime semi-classique avec un paramétre hi < 1, son évolution est mieux décrite par
iﬁldwl/dtl = Hyy (qui posséde une limite classique), ce qui demande de poser t1 = firt, soit une échelle de
temps “lente” par rapport a t.

10



Dans ce manuscrit on ne parlera pas de travaux effectués sur P’effet Hall quantique
[34, 37, 36|, effectués pendant et aprés ma thése, mais qui ont inspiré les travaux reliés a la
topologie décrits dans la section 3.

11



Premiére partie

Présentation des travaux de recherche

2 Chaos quantique et ergodicité quantique

2.1 Introduction

La mécanique classique de Hamilton permet de décrire le comportement des
ondes dans la limite de petite longueur d’onde, i.e. limite semi-classique. Pour certains
systémes ondulatoires, il arrive que dans cette limite, la dynamique classique soit chaotique,
c’est-a-dire qu’il y ait une forte sensibilité aux conditions initiales. Le comportement des
ondes est alors trés affecté par ce chaos. On parle de chaos ondulatoire ou chaos quantique.
En physique, de nombreux exemples de chaos ondulatoire sont connus, pour des systémes
quantiques, mais aussi pour des ondes acoustiques, sismiques, électromagnétiques... En ma-
thématiques, 'objet d’étude par excellence est I’équation d’onde (ou le spectre du Laplacien)
sur les variétés Riemanniennes a courbure négative.

o -z ' . 4n ' - B0

th

‘o8 Je;;|é:-ce.ﬁ{eapéi>_r¢£_'-.-ﬁ;£l§ .ﬁfgﬁ%‘gﬁ%urf:aéé;fﬁir_-f'n'smn_ia.gif'

Fic. 3 Onde acoustique stationnaire de longueur d’onde [ ~ 8mm, sur une plaque
d’aluminium de taille L ~ 10cm (Travail de C. Ellegaard et al.). C’est un billard chaotique :
cette plaque a une forme telle que les trajectoires classiques ont une instabilité hyperbolique .
Les lignes nodales qui apparaissent ont une allure complexe, et sont décrites dans une approche
statistique (voir [54] section 15.5).

Il y a un temps caractéristique important en chaos quantique qui est le temps d’Eh-
renfest tp, qui est “trés court”, et qui correspond & la durée aprés laquelle des détails a
I’échelle de la longueur d’onde sont amplifiés a une échelle macroscopique. Avant ce temps,
I’évolution d’un paquet d’onde est bien décrite par la théorie semi-classique; apres, des in-
terférences “complexes” se produisent, et seule une approche statistique semble adaptée®. A
ces deux intervalles temporels correspondent respectivement la théorie des orbites pério-
diques, et la théorie des matrices aléatoires avec son aspect “universel” (mais a qui il
manque encore une assise mathématique rigoureuse) .

SPour une illustration de ces propos on pourra lire la section 4.1.1, page 45, qui décrit une expérience
numeérique.



Les questions importantes en chaos quantique concernent le comportement des ondes
au cours du temps, la description des phénomeénes complexes d’interférences qui se produisent
rapidement. Les questions portent aussi sur les ondes stationnaires (fonctions propres), leur
distribution dans l'espace de phase, ainsi que la distribution des fréquences propres (valeurs
propres). Un résultat important est le théoréme d’ergodicité Quantique de Schnirelman
qui précise que pour une dynamique classique ergodique®, dans la limite semi-classique, presque
toutes les fonctions propres sont équidistribuées sur I'espace de phase i.e. leur mesure semi-
classique est la mesure de Liouville, mais il pourrait y avoir des exceptions, comme semble

()

le suggérer la figure 4.

D

Instabilité exponentielle
des trajectoires

Onde stationnaire
— Ay = Ey

Fig. 4 Onde stationnaire v dans une cavité, solution de I’équation —Aw = E avec les
conditions de Dirichlet au bord, et une longueur d’onde petite (i.e. énergie E élevée). Dans
cette cavité, la dynamique classique est hyperbolique (chaotique). Il apparait que cette onde
est répartie sur tout le stade, mais a une intensité renforcée sur des lignes qui correspondent
a des trajectoires périodiques instables de la dynamique classique. Ce fait surprenant,
qui n’est pas rare, a été découvert par E. Heller (1984, [62],|53]) et est appelé “ondes avec
cicatrices” , “scarred states”, ou “scars”.

Dans ce chapitre nous présenterons un modéle mathématique trés simple de chaos
(quantique) qui est une application linéaire hyperbolique sur le tore (quantifiée), appelée
“Application du chat d’Arnold”[6]. Aprés avoir étudié 'évolution temporelle de paquets
d’ondes, et introduit le temps caractéristique d’Ehrenfest ¢z, nous construirons des fonctions
propres particuliéres “avec cicatrices” pour lesquelles, curieusement, la mesure semi-
classique associée est 1/2 de la mesure de Liouville plus 1/2 la mesure de Dirac sur une orbite
périodique quelconque. D’aprés le théoréme d’ergodicité quantique de Schnirelman, ce com-
portement est exceptionnel. En invoquant une expression semi-classique du propagateur, on
interprétera leur existence comme résultant de multiples interférences collectivement construc-
tives au temps 2ty (& cette date et pour des systémes trés particuliers, un paquet d’onde se
reforme de fagon parfaite). Cet exemple semble étre le premier exemple mathématique de
“scars” pour une dynamique hyperbolique.

Pourquoi s’intéresser a ces états stationnaires particuliers? Car la compréhension de leur
existence est liée a la compréhension des phénomeénes d’interférences complexes qui se pro-
duisent en chaos quantique au-dela du temps d’Ehrenfest. Dans le chapitre projets de re-
cherche, nous discuterons quelques pistes de recherches en chaos quantique ouvertes par cette
étude.

SErgodique signifie que presque toutes les trajectoires explorent de fagcon uniforme toute la région de Pespace
permise par la conservation de 'énergie. Le systéme chaotique qui nous intéresse dans ce chapitre est ergodique.



Nous mentionnerons que dans d’autres cas, 'unique ergodicité quantique a été mon-
trée (i.e. toutes les mesures classiques sont la mesure de Liouville, sans exception, interdisant
lexistence de “scars”). Finalement, nous discuterons le cas générique d’une dynamique hyper-
bolique non linéaire sur le tore. Nous montrerons dans la section 4.1, comment étendre et
contrdler les formules semi-classiques (du propagateur et de sa trace) pour des temps C.ig,
i.e. multiples quelconques du temps d’Ehrenfest.

En résumé, ce chapitre aborde & travers un modéle simple, les deux questions importantes
suivantes concernant les systémes dynamiques hyperboliques (i.e. chaotique)

1. Est-il possible de comprendre la distribution des ondes stationnaires, dans 'espace de
configuration ou dans l’espace de phase?
Sont elles toutes équidistribuées dans la limite h = /L — 07 (Cette propriété est
appelée I’Unique Ergodicité Quantique Q.U.E)

2. Est-il possible de décrire I’évolution d’un paquet d’onde d’un point de vue semi-classique
(Pétalement et les interférences aprés un temps d’évolution assez long), en termes de
trajectoires classiques ?

Des Revues récentes sur les aspects mathématiques du chaos quantique sont proposées par
Stephan DeBievre [27/,/28] ou par Steve Zelditch [96//97]. Une version plus détaillée de ce
chapitre avec notamment toutes les preuves se trouvent dans le manuscrit [40].

2.2 Application hyperbolique linéaire

Le billard chaotique de la figure 4, est un systéme a deux degrés de liberté (espace de
phase de dimension 4). Pour simplifier I'étude des trajectoires classiques, on peut n’étudier
que les impacts de la trajectoire sur le bord. Chaque impact est caractérisé par sa coordonnée
curviligne ¢ et 'angle ¢ € ]—%, %[ que fait la trajectoire incidente avec la normale au bord.
On pose aussi p = sing. Cette suite d'impacts (qo,p0) — (¢1,p1) — ..., est un systéme
dynamique P & temps discret défini sur I'espace de dimension deux (gq,p) et appelé section
de Poincaré, (qo,po) — (q1,p1) = P (qo0,p0) ('application P conserve ’aire, autrement dit
les variables (g, p) sont conjuguées). L’aspect chaotique de la dynamique vient du fait qu'un
nuage de points dans la section de Poincaré est étiré puis replié indéfiniment sous l'effet
de l'application P.

Le modeéle présenté dans ce paragraphe est peut-étre le modeéle de dynamique hyperbolique
(i.e. fortement chaotique) le plus simple que 'on puisse imaginer. Sa version quantique est
aussi simple & exprimer. C’est par conséquent un modéle privilégié pour I'étude du chaos
classique ou quantique. C’est un modéle artificiel d'un point de vue physique, mais il faut le
penser comme ’équivalent d’une section de Poincaré. Sa construction est basée sur cette idée
d’étirement-repliement.

2.2.1 L’application classique M

. . . . . A B
Considérons une matrice de déterminant 1, a coefficients entiers M = < c D > €

SL(2,7), et hyperbolique (TrM = A+ D > 2). On note et? > 1, e™* < 1, les deux valeurs
propres de M auxquelles correspondent une direction instable e et stable e_ respectivement.
Pour tout point z € R? et n € Z2, on a

M (z+n)=M(z)+ M (n) =M (x) modl



donc M induit une application sur le tore T? = R?/Z? aussi notée’” M. Un exemple simple
appelé “modele du chat d’Arnold [6]” est :

()= () =G (R) e :

=

2
M surT

F1G. 5 — Evolution par 'application (1) du réseau Z? sur le plan et sur le tore.

L’application M sur le tore est Anosov ou uniformément hyperbolique ce qui signifie
que chaque trajectoire a une direction instable ey et une direction stable e_. Cela implique que
la dynamique a des propriétés de chaos fort comme le mélange, 'ergodicité, la décroissance
des corrélations temporelles, le théoréme central limite, etc.., voir [64] p. 154.

0.5

-0.5
-0.5 0 0.5

Fic. 6 Les directions stables et instables e de l'application M ont une pente irrationnelle
sur R2. Par conséquent elles remplissent le tore de facon dense.

Sur le site web ([38], “Modele du Chat d’Arnold”), on pourra observer un nuage de points
(i.e. une distribution de probabilité réguliére) qui évolue par cette application et remarquer
qu’elle converge vers la mesure uniforme. C’est la propriété de “mélange”. On pourra aussi

"La direction instable crée le phénoméne d’étirement, et la périodicité sur le tore crée le phénomeéne de
repliement tous deux nécessaires pour avoir du chaos.



observer I’évolution temporelle d’une particule (de position initiale générique) et remarquer que
son mouvement semble totalement imprévisible. C’est une conséquence de la propriété
de mélange, et cela contraste avec la simplicité de la loi déterministe (1).

2.2.2 Espace quantique associé au tore T?

L’espace de Hilbert quantique associé¢ & l'espace de phase R? 3 (g,p) est formé par les

fonctions ¢ (q) € L? (R), de la variable ¢ seulement. On définit @ (p) o ﬁ [dg e (q)era/h
la h-transformée de Fourier, ou on a introduit le paramétre A > 0 et h = 2mwh, appelée
Constante de Planck. D’aprés e~ #4/" = ¢=274/l yyec 1a longueur d’onde [ = h/p, on voit
que la limite h — 0 nous permettra d’étudier la limite semi-classique des petites longueurs
d’ondes.

L’espace de phase tore T? = R?/Z? a été obtenu en introduisant la périodicité du réseau
Z? sur le plan R2. De la méme facon on définit I'espace de Hilbert quantique associé au tore
comme étant formé par les fonctions d’ondes périodiques en g et dont la transformée de Fourier
est aussi périodique en p (ce sont plus précisément des distributions) :

Hy = {p(@) €S ®) / pla+ 1) =9 et pp+1)=5(0).|

Pour expliciter cet espace, remarquons que @ (p) périodique implique ¢ (q) = >, o7 and (¢ —

avec a,, € C. Ensuite pour avoir ¢ (¢) périodique, il faut supposer :

$2 \pi \hbar =1/N$

T o
N=g5¢N "‘M.h

$0$ s13 3
Nous supposerons cette condition dans la suite. Alors ¢ (q) est déterminée par
seulement N composantes (ap),_;_, - Donc

. 1
dimHy = N = 7w

2.2.3 Représentation d’un état quantique sur I’espace de phase. Distribution de
Husimi, Mesures semi-classiques.

La dynamique classique de I'application M se passe sur I'espace de phase T?. Nous avons
vu qu'un état quantique ¢ € Hy est une fonction (distribution) de ¢ € R seulement. Afin
d’étudier la limite semi-classique, il sera préférable de représenter les états quantiques comme
des distributions sur I'espace de phase.

Pour cela, pour (¢,p) € R? donné, on associe un état cohérent qui est la fonction

/ / 2
d’onde Gaussienne ¢, , € L? (R) : ¢,,(¢) = (whl)1/4 exp <z‘%> exp <—;‘2\;§;2>. Son module
est “localisé prés de ¢”, avec une largeur Az ~ /A (— 0 pour i — 0). Sa A-transformeée de

/ / 2
Fourier est ¢, (p/) = W exp <—z’%> exp <—;’E\;§32> , localisée de facon similaire prés de
IE

hn),



ol

Pour un état quantique donné du tore ¢ € Hy , on définit sa distribution de Husimi
Husy, comme étant la mesure de probabilité® sur le tore T? :

def 1 2
(6}
Husy (¢,p) = 7

/R B (2) 0 (2) da

On a en effet [, Husy (¢,p) dgdp = |]¢H2 =1 si ¢ est normalisé”.
Comme on sera intéressé par 1’étude des états quantiques dans la limite semi-classique
h— 0, N =1/h — oo, on introduit :

Définition 2.1. Pour une suite d’états quantiques (¢)y € Hy, N = 1/h — o0, la

. . N def ;. .
mesure semi-classique sur T? est la limite © = lim —faibley_ooHusy, au sens des

distributions (si la limite existe).

Remarques :

— La limite faible signifie que les fluctuations des distributions de Husimi & 1’échelle mi-
croscopique vVh (ou supérieure), sont effacées. Il ne reste que les variations a une échelle
finie lorsque h — 0.

— Cas particuliers que ’on pose en définitions : une suite d’états est dite localisée

au point x € T? si u = 6, , la mesure de Dirac au point x. Une suite d’états est dite
équidistribuée sur le tore si au contraire g = lirebesque = dqdp.
Par exemple, pour (go,po) € R? fixé, la distribution de Husimi de 1’état cohérent du
tore!® PTorus,(qo.po) €St localisée prés de (qo, po) avec une largeur ~ Vh. Par conséquent, la
mesure semi-classique de la suite d’états cohérents (QDTOT’U&(Q(LPO))}L_)() est la distribution
de Dirac p = d(4q py)- Cette suite est donc localisée en (go,po). Voir figure 7.

8Cette définition est trés intuitive : pour un point z = (g, p) donné, une valeur importante de Husy, (x)
signifie que ’état quantique a “une forte probabilité de présence” au point x de ’espace de phase.

9La quantification géométrique présente cela dans le cadre de la géométrie complexe, o Hy est
'espace des sections holomorphes de L&Y — T?, ott L — T? est un fibré holomorphe Hermitien positif de
degré 1. La distribution de Husimi Husy (g, p) est le module carré de la section ¢. dim Hy = N découle de la
formule de Riemann-Roch.

'%Un état cohérent du tore Qrorus,(qo,po) € Hn est obtenu a partir de I'état cohérent g, p, € L* (R) en le

rendant périodique sur n I OTorus = Vi érateur
endant périodique sur le plan, pa .a0.p0 = P®q0,po, avec l'opérate

P= > Ti,T@, SR —Hy (2)

(n1,n2)€22

o (T(lyo)cp) (¢) = ¢ (¢ — 1) translate selon g, et (T(oyl)cﬁ) (p) = ¢ (p — 1) translate la Transformée de Fourier.



N=1/h =98 N =1/h = 414

FiG. 7 Distribution de Husimi d’état cohérents en (gg,pp) = (0.2,0).

2.2.4 Quantification de P’application M

Il y a des procédures standard pour quantifier un flot Hamiltonien mais pas une applica-
tion. Afin d’étudier la version quantique de ’application M, nous devons donc l'exprimer au
préalable comme la section de Poincaré d’un flot Hamiltonien.

Dynamique sur le plan : On considére le Hamiltonien quadratique suivant sur ’espace
de phase R?, w = dg A dp :

1 1
H(q,p) = §aq2 + §Bp2 + Yqp, (3)

avec «, 3,7 € R. D’aprés les équations de mouvement de Hamilton

d
{% =81 — yq+pp

dq(t
4 =~ —ag—qp

H génére des trajectoires z(t) = (q(t), p(t)) sur R%, données par x(t) = M (t) z(0) (t € R), o
M (t) est une matrice de déterminant 1 (M (t) € SL (2,R)) et explicitement pour t =1 :

M (1) =exp< o _57 ) € SL(2R), (4)

On peut choisir les parameétres a, 3,7 tels que M (1) = M = ( é, IB; > € SL(2,Z)

considérée plus haut.
L’espace de Hilbert quantique associé a I’espace de phase plan R? est Hptan = L? (R).
On rappelle les opérateurs de position et impulsion habituels agissant dans L? (R) :

(Gp) (@) =ap(a),  (pp)(q) = —ih (),  [4.p]=ihl.

L’opérateur Hamiltonien H qui génére I’évolution d’une fonction d’onde est auto-adjoint,
et s’obtient par la quantification de Weyl de H Eq.(3) :

R a . Yo o
H = Opwey (H) = §q2+§p2+§(qp+pQ),

7



L’équation de Schrédinger dans Hy,, = L? (R) gouverne l'évolution temporelle des
états quantiques ¢ (t) € Hpjan :

et génére un opérateur d’évolution unitaire noté M entre les temps t =0 — 1 :
o) =31 0), 3 =exp (~117). 5)

Dynamique sur le tore : Grace au fait que lapplication classique M € SL(2,Z) est
une matrice a coefficients entiers, nous avons vu qu’elle induit une application sur le tore
T? = R2?/Z2. 1l en est de méme pour I'opérateur quantique M.

Proposition 2.2. Dans le cas ot N = 1/h est pair, Uopérateur M induit un opérateur
unitaire dans 'espace quantique du tore Hy noté aussi :

M: Hyx — Hn (6)

Cet opérateur (matrice N x N) est “la quantification” de Uapplication M : T? — T2.

Démonstration. Pour v = (vg,v,) € R?, x = (q,p) € R?, posons
T, : R? - R?, T,(z)=xz+v : translation classique (7)

qui est la translation par v sur ’espace de phase. L’application T, peut étre exprimée comme
le flot en temps 1 généré par la fonction de Hamilton linéaire f(g,p) = (v1g —vap). L'opérateur
quantique unitaire dans Hpian, = L? (R) correspondant est défini par :

T, def exp (_% (v1p — Ug(j)) . : translation quantique (8)

Ces opérateurs de translation quantique satisfont les relations algébriques :

T, Ty = e—iS/h Tv—i—v’u (9)

avec S = $ (v1v) —vav}) = 2v A/, (Cela découle de [, p] = ihi. Les opérateurs T}, forment une
représentation unitaire irréductible du groupe d’Heisenberg).

Pour une matrice M € SL(2,R), on a trivialement M T, = Tpro M (car M (z+v) = M (x) +
M (v)). Cette relation persiste au niveau quantique :

VLT, = Tag, | (10)

Cette relation sera utilisée de facon cruciale dans la suite du chapitre. Elle repose sur le fait que
M est une application linéaire et n’est bien sir plus valable dans le cas non linéaire.



D’aprés la définition (2), P = Y neze TEO)T(%?I) =D neze T,,. Cette derniére égalité découle de

(9) et n’est valable que si N est pair. Avec (10) , on déduit MP = PM ce qui se traduit par un
diagramme commutatif :

LP LP
Hy M, My

On a donc un endomorphisme induit M : Hy — Hy-

O

Mesures semi-classiques invariantes : Les vecteurs propres de l'opérateur M sur Hy
sont des états quantiques particuliers, car ils sont invariants par la dynamique quantique (on
les appelle aussi ondes stationnaires). On va s’intéresser particuliérement a leur distribution
sur ’espace de phase dans la limite semi-classique.

Définition 2.3. Si [¢)n—0 est une suite d’états propres de M (i.e. M|iy) = e'#n|oy))
alors leur mesure semi-classique u est appelée une mesure semi-classique invariante.

Y

Une question importante en chaos quantique est de déterminer l'ensemble des mesures

semi-classiques invariantes , noté My semi—class.- UN premier résultat bien connu est :

Y

Proposition 2.4. Une mesure semi-classique invariante est invariante par la dynamique
classique

Minv.semi—class C Minv.class

[’ensemble des mesures invariantes classiques M, class contient la mesure de Le-
besgue, mais aussi des mesures de Dirac sur les orbites périodiques (et d’autres mesures sin-
gulieres). Cette définition de mesure semi-classique nous permet donc de poser correctement
la question d’existence de “scars” en chaos quantique. Il s’agit de savoir s’il existe des
mesures semi-classiques invariantes qui sont des mesures de Dirac sur une orbite périodique,
ou plus généralement qui sont différentes de la mesure de Lebesgue. Voir la figure 8.

2.3 L’ergodicité quantique

Le théoréme d’ergodicité quantique est un résultat important dans le domaine du chaos
quantique. Il donne une information importante sur les “scars” : il n’exclue pas leur existence
mais affirme qu’ils sont rares. Références : Schnirelman 197/ [86], Zelditch 1987 [94], Colin
de Verdiere 1985 [23], Helffer Martinez Robert 1987 [2], Bouzowina DeBiévre 1996 [1].

Théoréme 2.5. Le “théoréme d’ergodicité quantique de Schnirelman”. Pour une
dynamique ergodique, presque toutes les mesures semi-classiques itnvariantes p
sont équidistribuées.




N=1/h =98 N =1/h = 414

Fia. 8 Distribution de Husimi de deux états stationnaires (états propres M|¢h> =
er o)), & deux valeurs différentes de h (le choix des valeurs propres est quelconque). On
observe que ces états ne sont pas localisés sur le tore. Bien au contraire, comme pour la
plupart des états on s’attend & ce qu'’ils soient équidistribués, i.e. que leur distribution de
Husimi tende (au sens des distributions) vers la mesure uniforme g = fizepesgue = dqdp.

Autrement dit, si ¢; v € Hy est une base omn.,, N = 2,4,...,00, j € [1,...N], et
M¢j,N = €3N ); v, alors pour tout N, il existe un ensemble d’indices Jy C [1,... N] tel que
(#Jn/N) — 1 pour N — oo, et que toute suite d’états stationnaires (¢ n, j € Jn)
a pour mesure semi-classique la mesure de Lebesgue p = pirebesgue = dqdp.

N=1—o00’

Remarques :
Ce théoréme nécessite seulement la propriété d’ergodicité de la dynamique, et non pas
le mélange qui est une propriété bien plus forte. Avec la propriété de mélange et plus
précisément de dynamique hyperbolique, il y a des résultats plus précis portant sur la
vitesse de convergence (“la variance quantique”) [95],[33][97],[30][69][74].

— La preuve demande un controle de 1’évolution semi-classique sur des échelles de temps
fini par rapport & h. Malgré ’apparence, ce théoréme ne donne pas d’information sur les
états stationnaires individuels, mais sur leur effet collectif. Le terme “presque toutes”
est important et traduit cela.

— Le terme “presque toutes” n’exclut pas des suites exceptionnelles d’états stationnaires
ayant une mesure semi-classique différente de la mesure de Lebesgue, comme des “scars”.
Il est naturel de poser la question s’il est possible de trouver une mesure semi-
classique invariante non équidistribuée : 1 # 7. 7 Par exemple une mesure semi-
classique invariante localisée sur une orbite périodique comme p = dorbite periodique ¢ (cela
correspondrait & une suite d’états stationnaires dont la distribution de Husimi se concen-
trerait sur une orbite périodique dans la limite semi-classique. Ces états ont été appelés
des “états cicatrisés”, “scars”, par E. Heller [62], suite & des observations numériques).
Intuitivement, 'existence d’une telle mesure est trés incertaine car le principe d’incerti-
tude AgAp > h, implique que a h fixé, une distribution de Husimi est une mesure lisse
et ne peut pas étre pas une distribution de Dirac sur 'espace de phase. Or la propriété
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de mélange hyperbolique implique que toute mesure lisse converge faiblement vers la
mesure de Lebesgue pour ¢ — oo. Cependant ce raisonnement n’est pas valable car il
consiste & fixer h, faire ¢ — oo, puis h — 0 ensuite. Or la validité de 'approche semi-
classique habituelle n’est prouvée qu’en fixant ¢t d’abord, puis faisant A — 0, puis t — 0o
ensuite. En résumé, la question est difficile car les deux limites h — 0 et t — 400 “ne
commutent pas”.!!

A Tautre extréme, on pourrait penser que toute mesure semi-classique invariante est égale
a la mesure de Lebesgue K Lebesgue = dqdp, i.e. My semi—class. = {NLebesgue} seulement,
sans exception possible dans le théoréme ergodique. Cela constitue la propriété d’unique
Ergodicité Quantique (Q.U.E.). Cette propriété a été conjecturée pour le spectre du
Laplacien A sur une variété compacte de courbure négative par Z.Rudnick and P.Sarnak
en 1994(82].

Des résultats récents sur 'unique Ergodicité Quantique et les “scars” :
Pour les surfaces arithmétiques a courbure négative constante (qui constituent des sys-
témes particuliers), et avec ’hypothése que le spectre de A est non dégénéré, E.
Lindenstrauss a prouvé Q.U.E. en 2003 [72], (voir aussi le cours [9]). (Dans ce travail,
Q.U.E. a été prouvé pour des états propres conjoints du Laplacien et d’opérateurs de
Hecke).
De facon similaire, P. Kurlberg and Z. Rudnick [67] ont prouvé Q.U.E. pour des appli-
cations linéaires hyperboliques sur le tore (modéle qui nous concerne) pour presque toute
suite semi-classique extraite de la suite N = 1,2, ... 00. (i.e.ici 'ensemble Jy = [1,... N]
dans le théoréme 2.5). Ils utilisent aussi des états propres conjoints de M et d’opérateurs
de Hecke, et montrent que le spectre de M est non dégénéré (ou suffisamment peu
dégénéré) pour presque toutes valeurs de N.
Le reste de ce chapitre consiste & montrer un exemple de “scars”, i.e. de “Non
Unique Ergodicité Quantique” obtenu en 2003 [44], avec l'opérateur M, ol la mesure
semi-classique invariante est u = %50Tbite priodique + %uLebesgue obtenue pour une suite
particuliere de valeurs de N et des états stationnaires particuliers. C’est le Théoréme
2.10 page 16.
Nalini Anantharaman a montré en 2004 [3| que les fonctions propres du Laplacien sur
une variété de courbure négative ne peuvent pas se concentrer sur des ensembles de
petite entropie topologique. Elle a conjecturé que 'entropie métrique d’une mesure semi-
classique est supérieure a 1/2 'entropie de la mesure de Liouville. Cela exclurait par
exemple des mesures semi-classiques invariantes comme (& = orpite—priodique (qui a une
entropie nulle).
Pour une application linéaire hyperbolique sur le tore, F. Bonechi et S. DeBiévre[14] ont
montré que si

p = Blorbite périodique T (1 - ﬂ) v
avec v(0) = 0, alors # < 0.6. (La borne a été améliorée a < 0.5 dans [44]).

— Des résultats similaires ont été obtenus pour les applications non linéaires sur le tore
par J.M. Bouclet, S. DeBiévre[17], et S. Nonnenmacher|33].

"L argument est en fait correct, et des résultats rigoureux ont été obtenus récemment en utilisant le contréle
de I'évolution d’un état quantique jusqu’au temps d’Ehrenfest t < tp = %log(l/h). Voir section discussion
page 21.
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2.4 Evolution périodique d’un état cohérent et construction “d’états cica-
trisés”

2.4.1 Le phénoméne de période quantique

La propriété de période quantique décrite ici est (& notre niveau de compréhension) le
point clef pour obtenir le phénoméne de “résurrection du paquet d’onde” décrit plus loin,
et qui sera a l'origine de I'exemple de non unique ergodicité quantique décrit ensuite. Comme
nous le verrons, ce phénoméne est trés particulier aux applications linéaires sur le tore que
nous étudions.

Références : Etienne Ghys [52], ou Hannay-Berry (1980)[57].

Théoréme 2.6. Pour toute valeur de h = 1/N, il existe un temps P = P (N) € N* et une
phase oy € R, tels que MY =1 €N . On appelle P la période quantique.

Remarques :

Cela signifie qu’aprés le temps d’évolution P, une onde quantique revient a son état
initial & une phase prés. Cela est trés différent de la dynamique classique, ot & cause de
la propriété de mélange, une distribution réguliére évolue invariablement vers la mesure
de Liouville sur le tore. Voir le film sur la page web [38].

Comme M est une matrice unitaire de dimension N, on s’attend en général a ce que
I’évolution d'un état quantique présente des phénomeénes de quasi-périodicité. La pério-
dicité signifie ici que les valeurs propres de M sont réguliérement espacées sur le cercle,
et qu’il y a précisément P groupes. Dans le cas oit P est plus petit que N, cela im-
plique des dégénérescences dans le spectre (ce modeéle ne satisfait pas I'heuristique des
matrices aléatoires en chaos quantique qui montre que les valeurs propres ont tendance
a se repousser au contraire, |12]).

Démonstration. Une translation T, v € R?, laisse 'espace H v invariant si 7), commute avec 7| T,
) ; p (1,0)> 4 (0,1)

ou avec T, Vn € Z2. De Eq.(9), on déduit 7,1, = 1,1, exp (—i2rNv An), et le terme de phase
exp (—i2rNvAn) =1si Nv € Z%, ie. v= %, k€ Z?. Ces translations sont donc :
Tk/Na ke 72

Mais pour k,m € Z2, Tk/Nerp = Tk/NTm ZneZz Tn = Tk/N Z
une relation de périodicité (Tk/N+m = Tk/N , Vm, k € Z2. L’espace Hy est irréductible
/HN /HN

pour le groupe formé par les opérateurs de translation Tk/N. Utilisant (10), on a donc pour P € N,

nez? Tm+n = Tk/Np. Donc il y a

MP i o [MP,Tk/N}:o, vk [1,N]?,

= MPTk/NM_P :Tk/N - TMPk/N :Tk/N
k k
N=w U

Cette derniére relation a une solution :

s MFP

P(N)=minp {P/M" =1[N]}

cette solution existe car M a des coefficients entiers. Son action préserve donc le réseau rationnel de
composantes k/N sur le tore, et P (N) est donné par le P.P.C.M. des périodes de cette action.
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Théoréme 2.7. Voir figure 9. Bornes générales de la période quantique (/65],[52]) :
2
3dC,VN, XlogN— C <P(N)<3N

Pour presque toutes les valeurs de N € N [68] :
P(N)> VN
La borne inférieure est atteinte par des suites extraites, comme : N = N;en donné par
No=0, Ny =1, Njjo=Tr(M) Niy1 —N; (11)
et P (N;) = 2i, vérifiant

P(N;) = ;logNi—C—i-(’) (%)

avec C € R.

Remarque : On vérifie facilement qu’il apparait réguliérement des valeurs de N = N;
paires, nécessaires pour la proposition 2.2.

: presques toutes
3N P(N)

N =1/h

Fig. 9 Allure de la fonction “Période quantique” P = P (N) en fonction de N = 1/h.

13



2.4.2 Evolution d’un état cohérent

On considére a 'instant ¢t = 0, I’état cohérent g qui est situé sur le tore au point fixe
x = 0 de 'application M.'? Son évolution sur le tore est définie par :

Y (t) = M'poo € Hy

Fic. 10 Evolution de la distribution de Husimi d’un état cohérent sur le plan.

Comme décrit en section 2.2.3, la distribution de Husimi de ¢g ¢ a une largeur de I'ordre
de Ag ~ K'/2. Pour les temps t positifs, on montre que la distribution de Husimi de 1 (t)
s'étire le long de la variété instable a cause du facteur d’expansion e, et a une longueur
Ay ~ h/2eM (cette longueur est en fait mesurée sur R?, le recouvrement du tore), voir figure
10. Cette longueur est encore “microscopique”, i.e. Ay < 1 pour h < 1, si [t| < %tE avec le
temps d’Ehrenfest défini par :

def log N log (1/h)
E pu pum—

3 3 (12)

Autrement dit, pour [t| < 3tg, la suite d’état (¢ (t)), est localisée en (0,0) pour A — 0.

Pour t > %tE, la distribution a une longueur plus grande que 1, et donc s’enroule sur le tore
le long de la variété instable qui remplit le tore de fagcon dense. Les branches se rapprochent de
plus en plus lorsque le temps augmente. Par conséquent on s’attend a ce que la suite d’états
(¢ (1)), soit équidistribuée sur le tore pour A — 0. Voir figure suivante, et films sur la page
web [38]. C’est ce qu’énonce le théoréme qui suit.

E
E

ds § o ds § o
[ [ [

B

32 - -2 0

équidistribué localisé en (0,0) équidistribué

2Pour simplifier 'exposé, on considére le point fixe (0,0) qui est une orbite périodique de période 1. On
pourrait choisir n’importe quelle orbite périodique de période 7 donnée. Tous les résultats de ce chapitre se
généralisent.
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Théoréme 2.8. (/13], [45])

(1) Pour tout € > 0, et |ty| < 3tg
(2) Pour itp(1+e) < |ty < 2
M Lebesgue -

(1 —¢) la suite (¢ (t))y est localisée en 0 : p = 6 )-
tg (1 —¢) la suite (¢ (t)), est équidistribuée : p =

(1) est assez évident d’aprés la description de la distribution de Husimi que nous avons don-
née. Le théoréme suivant est un résultat plus général qui montre que (2) est une conséquence

de (1).

Théoréme 2.9. (version preprint-ArXiv de F. Bonechi-S. DeBiévre [13], et [44])
Pour toute suite d’états initialement localisés (Vr), (i.e. p = 0p), la suite ¢} = M'Eq),
est équidistribuée (i.e. i’ = [ipcpesque) G la date t =tp.

La preuve qui suit repose sur la relation (10) qui est trés spécifique au cas d’une application
M linéaire.

Démonstration. Pour montrer que la mesure semi-classique p est Lebesgue, il faut montrer que pour
tout mode de Fourier sur le tore T?, f, (q,p) = exp (—i27 (n1p — n2q)), avec n € Z*,n # 0, on a :

/’L;L (fn) —h—0 /11‘2 dxfn =0

D’abord on utilise le fait que [75],[24] 1ty (fn) = (04| fult0h) + O (7). Le membre de gauche est la mesure
de Husimi, alors que le membre de droite est la mesure de Wigner de I’état normalisé ¢’. On calcule
avec Eq.(10)

iy (fn) +O(R) = (U] ?XP(—ZQW (n1p — n2d)) [h) = (bn| M 5 Ty M2 |2y
= (UnlThpr—tenltn)

Considérons la décomposition du vecteur n = (n,, ns) dans le repére des directions instables/stables
(e4,e_). Alors
MM~ 'n=h (ef)‘tEnu,eMEns) = (hQnu,ns) ~ (0,ns)

Or 4, est localisé au point 0, alors que Ty -t 1 est localise au point (0,n,) # (0,0), done
(Un|Thpr—tenln) — 0 pour i — 0.
]

2.4.3 Construction d’états cicatrisés, et exemple de non unique ergodicité quan-
tique
Considérons la suite particuliere N; = 1/h — oo pour i — oo, définie en (11), qui donne
des périodes quantiques courtes P = P; :

2
P~ XlogN,- ~ g

ol tg est le temps d’Ehrenfest défini en (12). MP = eI, d’apreés (2.6). Soit ¢ € [0,2n] tel
que Pp = « [27]. (Il y a P valeurs possibles pour ¢, correspondant a chaque espace-propre

possible de M).
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Posons :

P/2

o< > e Mg (13)
t=—P/2+1

Utilisant la période P, on vérifie aisément que M¢ = e®¢. D’aprés prop. (2.9), la moitié

des termes intervenant dans la somme (13) est localisée, et lautre moitié des termes est
équidistribuée. Voir figure 11.

—tp —tp/2 0 tp/2 tp = P/2
I I I I I
équidistribué localisé MUé
p = dqdp = 10do p = dqdp

Fi1G. 11 — Echelle de temps intervant dans la somme (13).

Cela donne :

Théoréme 2.10. [45] ¢ est un état propre de M :
M¢=e¥¢

Cette suite d’états propres (¢),_ 0 une mesure semi-classique invariante non uni-
forme :

1 1
n = 55(0,0) + §NLebesgue (14)
La somme partielle (la moitié)
tE/2
def —ipt 2
Goc =Y e Mg
t=—tp/2

est localisée (avec une mesure semi-classique p = dg), alors que

¢equid, = gb - ¢loc

est équidistribuée ( avec une mesure semi-classique (L = [iLebesgue)-

Remarques :

— Des états similaires peuvent étre construits sur n’importe quelle orbite périodique don-
née. La mesure semi-classique est encore u = %5orbite + %,uLebesgue. Par exemple sur une
orbite de période 3, voir figure 13.
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Fi1G. 12 — Distribution de Husimi de ¢, Eq.(13) , état stationnaire partiellement localisé sur
le point fixe instable 0.

(Echelle log) @

Fic. 13 Distribution de Husimi d’un état stationnaire partiellement localisé sur une orbite
de période 3.
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— En considérant des périodes quantiques de la forme P ~ Ltp > 2¢tp, on peut aussi
construire des mesures semi-classiques invariantes de la forme p = 36orpite+(1 — 5) fLebesgue
avec 0 < 8 < 1/2. On peut se demander §'il existe de telles mesures avec un facteur (3
plus grand que 1/27 Le théoréme suivant montre que non :

Théoréme 2.11. [1/][44] Si 1y est une suite d’états propres ayant une mesure semi-
classique p telle que

p= B0 +(1—pB)v
avec v(0) =0, alors B < 1/2.

Remarque : la borne 3 < 0.6 obtenue dans [14] a été améliorée a 1/2 dans [44].

Démonstration. (idée de la preuve) On décompose

1/} = 1/10 + 1/}1/
~~ ~~—

localisé: 8 équidistribué:1—p

avec g localisé, i.e. uy, = (0¢ et orthogonal & 1, : (Yo|1),) —n—o 0.
Alors
Yo M= Mgy +M'"y,
~——
équidistribué: g
Du théoréme (2.9), MtEwo est équidistribué et a une probabilité totale 3. Si on compare avec 'ex-
pression initiale de 1, on déduit que MtEwo doit étre “une part” de 9, i.e. 8 < ||77[J,,H2 ~1—0(.0n
déduit 5 < 1/2.
O

2.5 Role des orbites homoclines

Les résultats décrits précédemment reposent sur ’existence d’une période trés courte, i.e.
P ~ 2tp. En fait, pour la construction de la mesure semi-classique (14) issue de (13), il suffit
d’avoir la périodicité de I’évolution de I'é¢tat cohérent ¢gg. C’est une hypotheése beaucoup

moins forte. Définissons la fonction d’auto-corrélation temporelle C(t) e (¥ (0) |9(t))
avec 9 (t) = M'ppo. Tout repose sur le fait que |C (2tg)] = 1 (ou a un temps équivalent a
2tp). Nous allons étudier cette fonction d’auto-corrélation et voir qu’elle s’exprime en terme
des orbites homoclines a 'orbite périodique (0,0).

Utilisant l'unitarité de ’évolution, on écrit

C(t) = (& (0) [ M [1h(0)) = (¥ (0) |M/>+*2]3p(0)) = (w(—t/2)[4)(t/2)).

Nous avons décrit l'état 1 (¢/2) dans la section 2.4.2. Sa distribution de Husimi est étirée
sur un segment de la variété instable, de longueur de l'ordre ~ v/heM/2 (sur le plan, qui
est le recouvrement du tore). De méme la distribution de l'é¢tat ¢ (—t/2) est étirée le long
de la variété stable et a une longueur ~ v/he*/2. Ainsi le produit scalaire ((—t/2)[t(t/2))
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fait intervenir les intersections de ces deux segments, appelées intersections homoclines'?.

Cette remarque nous permet de majorer |C (t)| (voir figure 14) :
Si |t| < tg < VheN!l/2 <« 1, seule l'intersection (0,0) contribue de facon “significative”,
et a cause de 'étalement on estime |C(t)] ~ v/2e~*/2 qui décroit.
~ Si |[t|] > tp, on estime qu'il y a N} ~ (\/Ee”/2)2 = heM intersections homoclines
“significatives”, chacune donnant une contribution a C'(¢) qui est un nombre complexe
Cy, = Ape'Sn/M (A, > 0 est 'amplitude majorée par A, = O (e_)‘t/z), et .Sy, est “I'action”
de I'orbite). On déduit une majoration |C(t)| = O (Nje /%) ~ O (he*/?) qui croit.

)@$ $03$

$L_t\Il 1 \Leftrightarrow [t]\l t_E$  $|t|\ggt_ES$

Fia. 14  Intersections homoclines qui contribuent a la fonction d’auto-corrélation C (t) =

(¥ (0) |4 (1))-

log [C'(t)] . Borne sup

N .
Cas période courte

YN e
log(h'7%) Cas générique

Fia. 15  Comportement de la fonction d’auto-corrélation C'(t) en pointillés, échelle log.
Majoration en ligne pleine.

Remarques :
— Noter la compétition entre N; =~ he qui croit exponentiellement & cause du nombre
d’intersections homoclines grandissant, et pour chaque intersection |C,| = O (e_)‘t/Q)
qui décroit a cause de I’étirement, mais plus lentement. A la date t = 2tgp = %log (1/h),
la majoration |C (t)| < he*/? atteint la valeur 1. Cela montre qu'une “résurrection” du
paquet d’onde |C (t)| = 1 ne peut pas se produire avant cette date ¢ = 2tp. D’autre part,

3Une intersection homocline est un point p qui est a l'intersection des variétés stables et instables issues
d’un autre point p’. Dans le passé et dans le futur, leur trajectoire se rapprochent : |p(t) —p’ (t)| — 0 pour
t — to0o. (C’est une relation d’équivalence). On dit que les trajectoires sont homoclines.
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aprés cette date, la majoration n’a plus d’intérét car on sait & cause de 'unitarité de M
que |C (t)] < 1. Cela montre que dans la somme en termes d’intersections homoclines,
des compensations dues aux phases sont nécessaires pour que le produit scalaire
reste de module inférieur a 1.

Le temps d’Ehrenfest ¢t a une signification importante pour la fonction d’auto-corrélation :
pour [t| > tg , C (t) est la somme de plusieurs termes, et les phénomeénes d’interférences
commencent a se manifester. Or la méme analyse peut se faire pour des temps négatifs.
Il est donc plus correct de dire que les phénoménes d’interférences sont absents
dans la fonction d’auto-corrélation sur un intervalle de temps de longueur
2tp (c’est d’ailleurs l'intervalle maximal).

La remarque suivante est heuristique. Pour ¢ > tp, nous supposons étre dans un cas
générique ou les phases S, /h sont “décorrélées” et se comportent comme des variables
aléatoires indépendantes. C'(t) =" ApetSn/M est alors une variable aléatoire avec une
distribution Gaussienne, centrée en 0, et d’écart type (|C(t)]) ~ VN 2 ~ \/h, in-
dépendant de ¢. On déduit que la distribution de Husimi au point = 0 qui s’écrit
Husy, (z) = +|(z|¢ N = %|C(i§)|2 vaut en moyenne (Husy, (x =0)) ~ 1 . Une
analyse similaire en d’autres points x, donnerait aussi (Husy, (v)) ~ 1,Vz, égale a la
mesure de Liouville, comme le résultat de mélange pour I’évolution d’une distribu-
tion classique réguliére. Un enjeu principal en chaos quantique est de rendre cette
heuristique rigoureuse.

— A T'opposé, dans le cas de périodes courtes, MFP IAd, avec P ~ 2tg, les phases
exp (1S, /h) s’ajoutent de facon constructive au temps t = 2ty (dans des cas spéciaux on
montre qu’elles sont toutes proches de 1). Donc les nombres complexes C), s’ajoutent
de fagon constructive. C’est aussi un enjeu que de savoir si ce phénomeéne surprenant
est présent dans d’autres systémes hyperboliques (parmi les applications hyperboliques
obtenues en perturbant M, qui forment un ensemble ouvert).

— Une autre constatation est qu’a la date P ~ 2tg, Tr (MP> =Tr <IAd) = N qui est la va-

leur maximale (= dimH ). Or la formule des traces Tr (Mt) = op m exp (1Aqp/h)

qui est exacte dans le cas linéaire [66], fait intervenir ~ e orbites périodiques pour

t > 1, avec le factenr ———— ~ ¢=*/2_ On montre que dans certains cas de pé-
’ [det(Mt—1)|

riode courte, les actions des orbites périodiques sont telles que exp (i4,,/h) = 1 pour
chacune, donnant un phénomeéne collectif d’interférences constructives.

Au passage, nous avons montré le résultat suivant : pour tout 0 < o < 2, alors
|C (atg)] — 0, pour h — 0, ce qui signifie que les états 1 (0) et ¢ (atg) deviennent
orthogonaux entre eux. Ce résultat est important dans la preuve du théoréeme 2.10, car
il montre que les termes de la somme exprimant ¢ se comportent comme des vecteurs
orthogonaux.

2.6 Conclusions et suggestions pour généraliser ces résultats

Dans ce chapitre, nous avons considéré seulement des applications linéaires hyperboliques
sur le tore. Il y a une propriété importante dans la théorie des systémes dynamiques qui est que
les applications hyperboliques sont “structurellement stables”, ce qui signifie que les pro-
priétés hyperboliques (donc de mélange) sont conservées sous toute perturbation assez petite.
Une application hyperbolique linéaire peut donc étre considérée comme un systéme dynamique
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particulier appartenant & une famille (un espace ouvert de dimension infinie) d’applications
hyperboliques non linéaires sur le tore.

On a vu que pour les applications linéaires hyperboliques sur le tore, il existe des suites
particuliéres d’états stationnaires qui possédent une mesure semi-classique non uniforme : ils
sont fortement “cicatrisés” sur une orbite périodique (1/2 de la mesure de Dirac), et cela
donne un exemple de non unique ergodicité quantique (Q.U.E) pour les systémes
hyperboliques. D’aprés le théoréme ergodique de tels états sont de toutes facons exceptionnels.

Une premiére question naturelle est :

Question : “L’exemple donné de non Q.U.E (existence d’états cicatrisés) repose
sur l’existence d’une période quantique courte P ~ 2ip = %logN, qui implique
aussi de fortes multiplicités dans le spectre (=~ lo]gVN)' Au contraire les exemples
connus de Q.U.E correspondent a des situations o1 le spectre est non dégénéré.
Est-ce que la conjecture correcte ne serait pas qu’il y a Q.U.E lorsque le spectre
est simple 7”

A mon avis cela est peut-étre vrai dans les cas particuliers des systémes oil ces ré-
ponses sont connues, & savoir les applications linéaires hyperboliques ou le flot géodésique
sur une variété de courbure constante. Dans les deux cas, la preuve de Q.U.E repose sur des
propriétés arithmétiques et l'utilisation d’opérateurs de Hecke. Dans le cas non linéaire c’est
beaucoup moins clair. D’ailleurs il me semble important de rappeler d’aprés ’analyse faite en
section 2.5, que 'existence d’états cicatrisés ne repose pas directement sur la période courte
de l'opérateur Mt, mais sur la périodicité de 1’évolution d’un état cohérent Mtgpo,o, qui est
une conséquence, et n’implique pas des dégénérescences dans le spectre de fagon évidente.

(Période courte M¥ o Id, P < N) — Dégénérescences

J
<Pour un état cohérent : M o <p> — (Mesure p= 0. p. +(1—7) :“Leb.)

Question : “Est-ce que cet exemple d’états cicatrisés est unique ou pas, dans I’en-
semble des applications non linéaires hyperboliques sur le tore? Y a t-il d’autres
exemples de “non Q.U.E” pour des applications non linéaires ? ou bien Q.U.E est-il
vrai partout ailleurs ?7”

A ma connaissance, il n’y a pas de réponse a cette question pour le moment. Comme
nous l’avons dit, I’exemple que nous avons donné repose sur l’existence d’une période quan-
tique courte, qui est due a des propriétés arithmétiques particuliéres de M € SL(2,Z). De
ce point de vue, il semble difficile de généraliser notre construction dans le cas non linéaire.
Mais comme nous 'avons remarqué, la construction d’états cicatrisés repose sur une condi-
tion beaucoup plus faible qui est qu’un état cohérent initialement sur une orbite périodique
1 (0) = o0, retourne apres le temps 2t dans son état initial : ¢ (2tg) o 9 (0). Dans la
section (2.5) nous avons interprété cette résurrection en termes d’interférences constructives
entre les orbites homoclines, et avons montré a partir d’'une majoration de la fonction d’auto-
corrélation, que cette résurrection ne peut se produire avant la date 2tg. Cette interprétation
est intéressante car d’apres la stabilité structurelle, tous ces ingrédients (orbites homoclines,
actions,...) existent encore dans le cas non linéaire, et I’étude peut étre faite en ces termes.
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1. Cette remarque montre qu’une premiére tache serait de décrire “I’évolution semi-
classique” des états quantiques pour des temps au-dela du temps d’Ehrenfest ¢z,
dans le cas non linéaire. Des temps longs comme t >~ C'.tg, ou C' > 0 est une constante
arbitraire, seraient suffisants pour cet objectif. Nous avons obtenu des résultats dans ce
sens dans un travail [43], qui est présenté page 44.

2. Le théoréeme (2.11) ne nécessite pas un controle de I’évolution semi-classique pour des
temps aussi longs. Comme le montre sa preuve, des temps d’évolution de 'ordre de tg
suffisent avant que “les phénomeénes d’interférences” ne se produisent. Une généralisation
de ce théoréme dans le cas non linéaire ne permettrait certes pas de montrer Q.U.E
ni lexistence d’états cicatrisés, mais pourrait contraindre les mesures semi-classiques
possibles (Exclure par exemple les mesures de Dirac). Il y a des résultats récents dans
cette direction pour les applications non linéaires ou les flots hyperboliques [17][3][33].
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3 Systémes quantiques adiabatiques et phénoménes topologiques

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous montrons comment les techniques semi-classiques peuvent s’appli-
quer a des systémes “mixtes” qui contiennent un sous-systéme lent couplé & un sous-systéme
plus rapide. Nous qualifierons de tels systémes de “systémes lent-rapide couplés”. Le but
de ces études est de montrer qu'il peut y avoir un phénoméne d’ordre topologique assez
remarquable dans de tels systémes : lorsque le couplage est assez fort, les deux sous sys-
témes se retrouvent comme “noués”. Si l'intensité ou la nature du couplage varie continliment,
ce “noeud” persiste puis est brutalement modifié & un moment précis que nous qualifierons
de “transition topologique”. Ces aspects topologiques sont présents dans une description clas-
sique ou “semi-quantique” du systéme étudié, mais ont une manifestation assez directe sur les
propriétés quantiques, comme nous le verrons a travers une formule du type “formule de
I’indice d’Atiyah-Singer”.

Nous commencons par donner quelques exemples bien connus en physique de tels systémes
lent-rapide couplés pour montrer la portée assez grande du probléme. Dans la suite nous
développerons ’étude topologique pour des modeéles spécifiques adaptés a la description de
petites molécules.

3.1.1 Exemples de systémes lent-rapide couplés dans le monde macroscopique

Le pendule ordinaire : dont la longueur d’attache [ (t) varie lentement. Voir figure. Pour
une longueur [ fixée, les trajectoires du pendule dans l'espace de phase (6, py) forment une
famille de courbes fermées. Cette famille de déforme avec [ (¢) qui varie. Le théoréme adia-
batique classique montre que la trajectoire que suit le pendule est telle que la surface de la
courbe fermée dans 'espace de phase est conservée [4]. Si E est 'énergie et w la fréquence, il
découle que la quantitée I = E (t) /w (t) est conservée approximativement (plus précisément,
sidl/dt ~e < 1, alors |[I(t) —I(0)] < Ce pourt € [0,T/e] ). On dit que I est un invariant

adiabatique.
14

Py Mouvement rapide a action | constante

! | l
: \ !
\ I
: e

Parametre lent I(t)

Le pendule de Foucault : C’est un pendule de quelques meétres de haut, attaché au plafond
d’un béatiment, et on étudie la direction de ses oscillations (rapides) dans le plan horizontal
aprés quelques heures (le temps que la Terre ait tourné sur elle-méme lentement mais de fagon
significative). Voir figure 16 (a). Aprés une révolution (24h), la direction d’oscillation s’est
décalée d'un angle ¢y appelé angle de Hannay |56, 76]. C’est une phase géométrique

""Remarque historique : Einstein pensait que & était une variable conservée adiabatique ; voir le livre de P.
Lochak et al. page 6 et 187 [80].
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(une holonomie) reliée a la latitude du lieu. En effet par raison d’inertie, la direction des
oscillations du pendule suit le transport paralléle a la surface de la Terre'®. Pour calculer
I'angle g7, on observe que la collection des plans tangents au lieu géographique forment un
cone, et que en applatissant ce cone, les directions d’oscillations sont paralléles. Si €2 est I'angle
solide délimité par la trajectoire du lieu géographique, en observant la figure 24 (b), on déduit
que

o = Q =27 (1 — sin (latitude))

F1G. 16 — Les oscillations du pendule de Foucault.

Révolution et précession des planétes : C’est la premiére application historique de la
méthode de la moyenne par Lagrange, Laplace et Gauss. Ils ont observé ’absence de variation
séculaire pour les demi grands axes a des orbites planétaires. En d’autres termes, a est un
invariant adiabatique (figure 17).

Systémes en physique statistique : L’ergodicité sur la surface d’énergie donne la conser-
vation du volume de I’espace de phase lors d’une transformation adiabatique (voir [80] p.239)V(E) =
Vol{(¢g,p), H(q,p) < E}, et implique la conservation de I’entropie S(E) = klog (V(E)/h)
(c’est un résultat important en physique statistique).

Systémes biologiques : Par exemple, la dynamique rapide pourrait étre le cycle de re-
production d’un systéme proies-prédateurs, alors que la dynamique lente serait 1’évolution
du climat, modifiée par la consommation végétale des “proies” et qui influerait en retour les
populations (cf Thése de Nils Berglund p.4 [10]).

5Ta conservation de I'action est ici celle du moment angulaire I = L, qui garantit que le pendule ne se met
pas a tourner autour de 'axe vertical z.
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Fia. 17  Différentes échelles de temps dans le systéme solaire.

3.1.2 Exemples de systémes lent-rapide couplés dans le monde microscopique

Une petite molécule : C’est un systéme physique trés riche pour observer et étudier des
systemes lent-rapide couplés. Ce sera le sujet d’étude dans la suite du chapitre. On y trouve

[70]

— des électrons légers et donc rapides (période typique 7, =~ /\
10715 — 10~ 165.), *Q®

— des noyaux plus lourds qui vibrent plus lentement (7, =~ .
107 - 107 5s.,)

— la molécule qui tourne encore plus lentement sur elle-méme
(Trot ~ 10710 — 107 125.).

s

Précession du spin : considérons un neutron de spin 1/2 dans un champ magnétique
externe B (t) qui varie lentement. Le théoréme adiabatique montre que I'état du spin |s (¢))
suit approximativement les états propres instantanés, paralléles/anti-paralléles a la direction
de B (t), mais a une phase pres. Si la variation de B (t) est périodique, alors aprés une période
T, la phase finale est une phase dynamique 0p,, = %fOT E (t)dt (ou E est I'énergie) plus une
phase géométrique Operry = %Q appelée phase de Berry [11], ou 2 est I’angle solide délimité
par le chemin formé par la direction de B (t) sur la sphere des directions (voir figure 18).

L’effet Hall quantique : Pour des électrons dans une couche conductrice bi-dimensionnelle,
soumis a un fort champ magnétique orthogonal, un potentiel périodique, et un faible champ
électrique externe, il y a une hiérarchie des dynamiques (figure 19) :
Mouvements cyclotron rapide sur des cercles a cause de B.
— Précession plus lente de ces cercles & cause de potentiel.
Mouvement plus lent de la quasi-impulsion sur la zone de Brillouin & cause du faible
champ F.
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Fi1c. 19 — Mouvement schématique d’un électron dans un modéle pour 'effet Hall quantique.

Cette description adiabatique est a la base de la description topologique de D'effet Hall
quantique [90, 22|[79]|34, 37, 36].

Remarque : dans les exemples précédents on peut distinguer deux classes de problémes

adiabatiques :

(A) les “systémes lent-rapide couplés” ot un systéme rapide est couplé a un systéme plus
lent (il y a des influences réciproques).

(B) les “systémes adiabatiques temporels” ou un systéme (rapide) posséde des para-

meétres externes qui varient plus lentement (les influences sont unidirectionnelles).
(B) est un cas particulier de (A).

3.1.3 Modéles classiques, quantiques ou semi-quantiques

Dans les exemples ci-dessus, les dynamiques lente et rapide peuvent parfois étre considérées
dans une description classique ou quantique indépendamment. On rappelle ici des propriétés
bien connues.

Dynamique d’un systéme seul : En mécanique classique, I’é¢tat du systéme est décrit
par un point X (¢t) = (¢ (¢),p (t)) € P évoluant dans un espace de phase P (de dimension 2n)
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d’apreés les équations de mouvement de Hamilton :

dq _ 9H(g,p)

dt op
dp _0H(q,p)
dt ok}

En mécanique quantique, 'état du systéme est décrit par un état ¢ (t) € H évoluant
dans un espace de Hilbert H d’aprés 1’équation de Schrédinger :

L dp(t)
th—7—= = Hi)(t)
Les régles semi-classiques relient ces deux descriptions dans la limite ou (%/Action) — 0.
En particulier se correspondent 1’espace de phase P et I'espace de Hilbert H. Se correspondent
la fonction de Hamilton H et 'opérateur H.

Pour un systéme lent-rapide couplé : il y a donc 4 possibilités de description, représen-
tées dans le tableau suivant avec les mémes notations que ci-dessus :

‘ Lent \ Rapide ‘ Classique dans P.qp;de ‘ Quantique dans H,qpide ‘
Classique dans Pyepne | Fonction Hiprar(Xients Xrapide) | Symbole matriciel Xjent — Hyapide(Xient)
(tout Classique) (Semi- Quantique)
Quantique dans Hjeps Pas de sens ...(7) Hiotqr dans Hient @ Hrapide

(tout Quantique)

TAaB. 1 Quatre descriptions d’un systéme lent-rapide couplé

Remarques

Dans la description mixte “semi-quantique” la dynamique rapide est décrite par un opé-
rateur ﬁrapide € Herm (H,apige) qui dépend de 1'état classique du systéme lent Xjeps
(considéré comme “gelé” a I’échelle de temps rapide). Cela correspond a 1’approxima-
tion de “Born-Oppenheimer”.

D’aprés le principe de superposition en mécanique quantique, on ne peut pas traiter Iin-
fluence d’'un systéme quantique sur un systéme classique. C’est pourquoi la description
Quantique-Classique n’a pas de sens.

3.1.4 Aspects géométriques et topologiques

Dans la description “Semi-quantique” définie ci-dessus, les espaces propres de 'opéra-
teur grapide (Xient) (onde stationnaire du systéme rapide) dépendent de I'état classique Xjepny
du systéme lent. Cela donne une collection continue d’espaces vectoriels au-dessus de 1’espace
de phase Pj,:. En géométrie, cela s’appelle un espace fibré vectoriel. La dynamique totale
évolue dans cet espace fibré. Voir figure 20. Lorsque I'on considére un espace fibré d’un point
de vue global, on s’apercoit que les fibres peuvent éventuellement faire des “tours”, comme
sur l'exemple bien connu du ruban de Moebius ci-dessous. C’est cet aspect topologique qui
nous intéresse. Dans le cas du ruban de Moebius, la topologie est caractérisée par un nombre
SW =0 ou 1 (indice de Stiefel-Withney [60]). Voir figure 21.
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T ~~_ Espace total
K
Fibre = !
Espace propres de
A B
H(Xlent) |
\

Espace de base =
Espace de phase lent P,

F1G. 20 — Schéma d’un espace fibré intervenant dans la description semi-quantique.

Espace de base
(a) Fibré trivial SW=0 (b) Ruban de MoebiusSW=1

Fi1G. 21 - Exemples simples d’espaces fibrés vectoriels. L’espace de base est le cercle ST, les
fibres sont des droites = R. (a) le ruban trivial, et (b) le ruban de Mebius avec une topologie
non triviale.

Dans la description “toute quantique”, on s’intéresse au spectre de ﬁmt, qui présente
des niveaux discrets regroupés en “bandes d’énergie” (par exemple les bandes vibrationnelles
ou rotationnelles bien connues en physique moléculaire), voir figure 22 (a). On verra que le
nombre de niveaux dans une bande est donné a partir de la topologie du fibré vectoriel
précédent, a I’aide de la formule de 'indice d’Atiyah-Singer. Un changement de topologie (“une
bifurcation topologique”) sera donc associé & une modification du nombre de niveaux. Cela ne
peut se produire que par “le contact” de deux bandes consécutives qui échangent des niveaux
d’énergie. Ce genre de phénomeéne est bien observé expérimentalement, voir figure 22 (b),
ou figure 2 page 10.

Dans la suite du chapitre nous allons étudier et mettre au clair ces phénomeénes topologiques
dans divers exemples physiques simples (en compliquant au fur et & mesure), en spécifiant bien
chaque fois la nature de dynamique rapide et la nature dynamique lente qui lui est couplée.
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E-BJ(J+1) Molecule CF

(cm™)
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—— < mouvement lent 1250 | "~i*-32f____ !!!!E!!I!!gg!g
Nstructure large: T
mouvement rapide ~ — , ] —T
— AED hw 0 10 30 50 J

(a) (b)

F1G. 22 — (b) Spectre expérimental ro-vibrationnel de la molécule CFy4 en fonction du moment
angulaire total J. Lorsque des bandes sont en contact, il y a des échanges de niveaux (ici dans
les deux sens). On donnera une interprétation topologique des ces phénomeénes.

3.2 Modéle du couplage rotation-vibration d’une molécule

Le modéle le plus simple pour illustrer ce qui précéde est la description de deux états
quantiques rapides de vibration d’'une molécule. L’espace de Hilbert est H,qpige = C? que
l'on traitera comme un spin 1/2 effectif, et 'opérateur ﬁmpz‘de est une matrice 2 x 2. Ces
vibrations sont couplées a la rotation plus lente de la molécule. Ce modéle est le plus simple
parmi de nombreux modéles effectifs utilisés en physique moléculaire |84, 70]. Il a permis de
mettre en évidence la présence d’indices topologiques dans les spectres moléculaires [47].

3.2.1 Description semi-quantique et indices topologiques

Dans la description semi-quantique 'état Molecule CD,

de rotation est décrit par le vecteur moment

angulaire total .J (t) de longueur .J = ‘ﬂ fixe,

) ; Rotation lente
° J(t) Y
sphére (dans le référentiel attaché a la molécule, | ° |
\ / S~ I

car dans un référentiel Galiléen, le vecteur J \ )
e;t ﬁxe.gzL’espace de phase lent est donc \\ .@/ &A/ibrations rapides
lent = . S -

~ -

-
/
/ D
. . ) . ,
mais dont la direction varie lentement sur la | /
C
@.\

Comme modéle de couplage simple mais non trivial, qui nous permettra de comprendre
des cas plus généraux, nous choisirons le modéle suivant de type “spin-orbite” décrit par un
symbole matriciel :
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: A_L=A1T 0N AL L—idy . =z
Hrapide<J)—T<0 1>+§<Jm+2<]y —Jz >—(1—)\) Z+)\JS (15)

aveclesmatricesdePauli:Sx:%<(1) é),&,z%(fi _OZ>,SZ:%<(1) _01>,

(générateurs de su(2)) et J = (Jzy Jy, J) € R3. X € [0,1] est un paramétre extérieur qui
nous permettra d’observer une bifurcation topologique. Expérimentalement, il correspond a
un parametre qui changerait l'intensité du couplage, comme ’amplitude du moment cinétique

J=|J] (en effet lorsque J augmente, le couplage rotation-vibration augmente a cause de la
force de Coriolis |71]).
AJes? fixé, la matrice ﬁrapide (f) possede deux valeurs propres F_ (f) < E, (j)

appelées bandes d’énergie. On calcule trés simplement que :

— Pour A =0, ﬁrapz‘de <j> = SZ‘ By (j> -

+1/2.
Pour\ =1, ﬁmpide (f) = J.S. E (f) =
+1/2. E

Pour A\ = 1/2 et J = (0,0,—1), alors 1/2

f{mpide = 0.1l y a une dégénérescence iso-

lée® entre les deux bandes. Partout ailleurs,

B (f) <E, (f) 0
L’intervalle de variation des deux bandes
d’énergie pour A = 0 — 1, est représenté sur la
figure ci-contre.

-1/2
0 0.5 1 A

“Pour une famille de matrice Hermitienne dépendant
de 3 paramétres, les dégénérescences entre deux niveaux
apparaissent génériquement en des points isolés dans
lespace des parameétres (phénomeéne de codimension 3).

On note F (f) = Ker (ﬁ(j) —EL <J_> f) C C? les espaces propres de dimension 1

associés. Pour A fixé, la collection d’espaces propres supérieurs F (J ) définissent un espace

fibré vectoriel complexe de dimension 1 au-dessus de la sphére (appelé fibré en droites). La
topologie d'un tel espace fibré I, est caractérisée par un entier C'y € Z appelé indice de
Chern [60] (ou premiére classe de Chern). La figure 23 tente de démontrer cette propriété de
facon visuelle.

De méme Despace fibré F_ associé & la bande d’énergie inférieure a une topologie caracté-
risée par C_ € Z. Une régle d’additivité donne CL +C_ = ¢ (Fy) 4+ c1(Fo) = a1 (FL @ F_) =
c1(C?) = 0. Dans notre exemple, on peut facilement calculer ces indices topologiques : pour

A =0, ﬁfast <j) =5, = < 1(/)2 —f/2

Les espaces propres FL (j) ne dépendent donc pas de J_; et les espaces fibrés sont triviaux :

> ne dépend pas de j, il n’y a pas de couplage.

Cy = 0. Pour A\ =1, ﬁfast (f) = J.S il y a un couplage évident entre J et les vibrations
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Fibre F(J)

—_—
J @ Fonction de

recollement

0 S E)

&
6(2m)=¢(0) +C 21 @

C: Indice de Chern

Fig. 23  Un fibré en droites complexes sur la sphére a une topologie caractérisée par C € Z,
qui s’'interpréte comme le nombre de rotation de la fonction qui sert a identifier les fibres de
I’hémisphére nord et celles du sud.

5’, sous la forme du couplage dit “spin-orbite”. Les espaces propres sont respectivement
“paralleles” et “anti-paralléles” & la direction de J. Cela implique une topologie non triviale.
On montre que Cy = F1 |47, 48|. La topologie de F'y a donc subit une bifurcation entre A = 0
et A = 1 qui n’a pu se produire qu’au lieu de dégénérescence \ = 1/2, J = (0,0,—1) ou les
espaces propres ne sont plus définis.

3.2.2 Description quantique et formule de I’indice

Dans la description quantique, le mouvement de rotation est quantifié. Donc J est un
opérateur vectoriel qui agit dans Hje,e qui est de dimension (25 + 1) (espace de représenta-
tion irréductible du groupe SU(2)). L’espace de Hilbert total est donc Hip; = Hiens @ C? de

dimension 2 (2§ + 1). Le Hamiltonien total est Hy; = (1 — ) S, + AJ.S. Son spectre est
facile a calculer au moins dans deux cas extrémes :
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~Pour A = 0, H = 5,. 1l y a deux valeurs
propres By = £+1/2 de multiplicité respectives
Ne=(2j+1).
Pour A = 1, H = jg, Hamiltonien de
couplage “spin-orbite”. On peut calculer son j=4

spectre a l'aide de la théorie des groupes (dé-
composition d’un produit tensoriel de repré- C.=0 N,=10
sentations. irréductibles de SU(2) : (2j +1) ® 0.5
(2), aussi appelé “composition du moment an-

gulaire” en physique). Il y a deux valeurs

propres Fi, mais de multiplicités respectives
Ne=(2j+1)+1.

Pour A variant entre 0 et 1, les dégénérescences

sont levées, et un niveau transite de la bande -0.5
inférieure vers la bande supérieure, comme

le montre la figure ci-contre. On observe que .

Oz
o
o ©
O
i
[y

les bandes d’énergie continues du modéle L 0.5 A
semi-quantique page 30 sont remplacées par

des niveaux discrets. Le passage d’un niveau

d’'une bande a l'autre ne peut se faire qu’au

lieu de contact.

En comparant cette figure du spectre quantique avec la figure des bandes du modéle semi-
quantique et ses indices de Chern page 30, il apparait clairement la relation suivante [47] qui
relie I'indice topologique C; d'une bande, et le nombre d’états quantiques qu’elle contient'® :

‘./\fz =(2j+1)-C; & AN;=-AC;: aux dégénérescences‘ (16)

Dans [48], on démontre cette relation en grande généralité : pour un Hamiltonien quel-
conque qui couplerait le mouvement de rotation j(t) avec un autre degré de liberté quan-
tique (rapide) comme des vibrations. L'idée de la preuve a deux parties : (1) lorsqu’il n'y a
pas de contact, on montre que les niveaux quantiques sont associés de maniére univoque a
une bande continue du modéle semi-quantique. Pour cela on introduit un projecteur associé
a chaque bande, formalisme développé par Emmrich-Weinstein |20]. (2) L’échange de niveau
entre bande ne peut donc se faire qu’au contact entre bandes semi-quantiques. Dans une situa-
tion générique on se raméne toujours & un modéle local de contact appelé forme normale
topologique, décrite ci-dessous. Ce modeéle local donne une variation du nombre de niveaux
d'une bande AN et une variation de l'indice de Chern AC reliés par AN = (£1) = —AC.
Sachant que dans un modele sans couplage, on a simplement C' = 0, et N’ = 2j + 1 niveaux
de rotations, on déduit la formule ci-dessus par continuité.

En conclusion on a obtenu une compréhension qualitative (topologique) du spectre rotation-
vibration de la molécule CF4, présenté page 29.

Dans le cours [39], on montre que cette formule est un cas particulier de la formule de l'indice d’Atiyah-
Singer.
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3.2.3 Modéle local. Forme normale topologique'’

Reprenons le modeéle précédent, et développons
I'expression du Hamiltonien au voisinage du
point de contact A = 1/2, J. = (0,0,—1).
Pour cela on utilise les coordonnées canoniques
(q,p) € R?, tangentes a la sphére de J, au point
J,, et on change A — A — 1/2.

On obtient la forme normale topolo-
gique suivante pour le Hamiltonien semi-
quantique (unique a un signe pres) :

X . . 1 -\ q+ip
Hiasr(a:0) =~ \S. + ¢Sy + pS, = = . 17
fast A (@, D) +qSz +p 5 ( d—ip 4 ) (17)

1 1
valeurs propres :EF4 = iiv)\z +q2+p?= iiR

A

Dégénérescence

Dans ce modeéle il y a une dégénérescence a
lorigine de l'espace (q,p, A) (on reconnait 'ex-
pression du “monopole magnétique”), on cal-

cule simplement que pour la bande supérieure Iéil?\j/ |1;|—> pand
AC = —1, en considérant une sphére qui en- \% 10>1=>
toure cette dégénérescence. La quantification e
des variables lentes donne le modéle quan- /
tique : // o I .
A
ﬁA:1< A q“p>, (18) P i
2 q—1p +A [0>]-> /\ [0>]+>
dont on calcule explicitement le spectre, et on Il;>|_> /\ 121> Band -
observe un échange de niveaux AN = +1. ’
On déduit donc que AN; = —AC; comme an-
nonceé.

1] ne s’agit pas de forme normale symplectique étudiée par Y. Colin de Verdiére [25, 26]. Une forme
normale symplectique donne le spectre correct. Notre forme normale topologique ne donne que le nombre
correct de valeurs propres échangées et non leur position.
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3.3 Modéle avec des bandes topologiquement couplées
3.3.1 Résonances 1 :1 :1 et espace de phase réduit CP?

Ce modele simplifié décrit trois vibrations en résonance 1 :1 :1, c¢’est-a-dire modélisées par
trois oscillateurs harmoniques de méme fréquence. Dans les molécules, cette situation
est assez fréquente a cause de symétries. Sur U'espace de phase T*R3 = RS | le Hamiltonien
est :

3

1

i=1
ou 'on a utilisé des coordonnées complexes Z; = E (Qi +ip;) €C, Z = (Z1,2,73) € C3.

Les équations de mouvement donnent en coordonnée complexe : Z(t) = Z(0)e™ ", autre-
ment dit les trajectoires sont des cercles, et la phase de Z correspond au déplacement le long
de la trajectoire. On déduit que I’espace des trajectoires d’énergie fixée (ce qui fixe le
module ||Z])), s’'identifie & I'espace C? des nombres Z auxquels on ote le module et la phase.
Cela donne CP? = C3/ ~, avec l'identification Z ~ A\Z, si A € C, appelé espace projectif
complexe (qui est un espace compact de dimension réelle 4).

Dans la suite, nous allons coupler ces vibrations & une dynamique d’électrons. Sous l'effet
de cette perturbation, la trajectoire circulaire va précesser lentement, autrement dit le point
représentatif sur espace de phase réduit [Z (t)] € CP? va se déplacer lentement (comme
la variation lente des paramétres des orbites planétaires page 25). Dans ce modeéle, ’espace
de phase lent est donc Py.,,; = CP2.

3.3.2 Couplage avec trois états électroniques. Description semi-quantique

Le mouvement lent de vibrations en résonances 1 :1 :1 décrit précédemment est couplé a
“trois états quantiques électroniques”, plus précisément a I’espace de Hilbert H,qpige = C3. On
choisit un modele effectif trés simple (mais non trivial) ot A = 0 — 1 est un parameétre
extérieur (qui pourrait correspondre & un champ magnétique) et le symbole matriciel sur
I’espace de phase lent CP? (inspiré du modéle de spin-orbite Eq.(15)) est'® :

[Z] e CP? — H,\([Z])) = (1 — \) Hy+ N H.([2)) € Herm (C?) (20)
-1
ou pour A = 0, Hy ([Z]) = 0 est diagonale et ne dépend pas de [Z]. Aux
1
trois valeurs propres £y = —1, Fy = 0, F5 = +1 sont associées trois espaces propres fixes qui

définissent des espaces fibrés de rang 1 sur CP?, de topologie triviale, notés 17, Th, T3. Le cas
A = 0 est un cas sans couplage.

Pour A= 1, H,([Z2])) =|Z)(Z| = <Z‘Z> (Z:iz, ) dépend de [Z]. C’est le projecteur dans
C3, sur la droite [Z] € C3. Ses valeurs propres sont donc respectivement F3 = 1, avec un
espace propre de dimension 1 noté Vy.pite ([Z]) = [Z] et la valeur propre Ey = Ey = 0, avec
un espace propre orthogonal de dimension 2, noté Vo, ([Z]). Varoite définit un espace fibré de

¥Dans l'article [50], on discute U'intérét physique de ce modéle pour modéliser des parties spécifiques du
spectre de petites molécules.
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rang 1 sur CP? avec une topologie non triviale, appelée “le fibré canonique” [60] et V.4, est
un fibré de rang 2 qui lui est orthogonal. (C’est I'analogue du couplage spin-orbite page 31,

ou F (f) est un espace propre paralléle & la direction j, et F_ (f) lui est orthogonal).
Pour les valeurs intermédiaires A = 0 — 1, I'opérateur I;TA([Z]) a trois valeurs propres

E1(\[Z]) € By (\[Z]) < E3()\[Z]), qui dépendent de [Z] € CP2. Leurs intervalles de

variation définissent des bandes, représentées sur la figure suivante.

E T Surfaces de dégénérescence
+1 2
Vd _: Fibré canonique
roite
rang 1
T2
0
Vo : fibré orthogonal
rang 2
Tl
. L .
1/2 2/3 1 A

FiG. 24 Spectre de Hy ([Z])

Il apparait des dégénérescences a partir de A > 1/2, qui sont responsables du changement
de topologie des fibrés vectoriels, et qui permettent une transition depuis la décomposition
Ty & Ty ® Ty (décomposition du fibré trivial CP? x C?) jusqu’a la décomposition Ve @ Vopin.
Nous reviendrons sur la description de ces surfaces de dégénérescence (sous variétés de CP? xR
de co-dimension 3).

I I 2 2
| A<3 [ <A< | 3 <A |
T eT,dTs = C = Viine @ Vortn
Rang 1, triviaux | Rang 3, trivial | Rang 1 & Rang 2

3.3.3 Topologie d’un fibré vectoriel F' sur CP?

Pour décrire précisément la topologie des fibrés Vy.pire €t Viorep, nous donnons quelques
éléments issus de la “K-théorie” [60], qui permet de classifier certains fibrés vectoriels. Un fibré
vectoriel de rang r € N* sur CP?, est une collection continue d’espaces vectoriels complexes
de dimension r, paramétrés par le point [Z] € CP2. Sa topologie est caractérisée par une
classe de cohomologie entiére C(F) € H*(CP? Z) appelée classe de Chern et représentée
en pratique par un polynome de degré deux a coefficients entiers (appelés aussi ler et 2éme
coefficient de Chern) :

C(F) =1+ Az + Ba?, ABeZ
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avec la régle que si 7 = 1 alors B = 0. x est le générateur de H? ((CPz,Z). Pour un fibré T’
trivial, alors C'(T') = 1. Pour deux fibrés F, F’ on a la régle de composition suivante :

CF®&F)=CF)NC(F)=1+(A+A4") 2+ (AA' + B+ B')2? (21)

Dans notre modeéle, Vyoie est le fibré canonique et C'(Vgroite) = 1 — x. La relation de com-
position (21), donne alors 1 = C(C3) = C(Vgroite) A C(Vore), de laquelle on déduit que
C(Vortn) = 1+ + a°.

Il est remarquable que ce polynome ne se factorise pas avec des entiers A, A’ :

C(Vorn) =1+z+2>#(1+Ax)A(1+Az) =1+ (A+A)z+ (A4)2?

La conséquence topologique est que V.4, est un fibré de rang 2 non décomposable en
fibrés de rang 1. La signification physique de ce résultat est que la bande d’énergie V,.¢n
est composée de deux valeurs propres électroniques (représentées par deux couleurs sur la
figure 24), mais il n’existe aucune perturbation qui puisse scinder cette bande en deux bandes
séparées par un gap spectral. Autrement V.4, est composé de deux bandes électroniques
“nouées” topologiquement entre elles. Il faut remarquer que cette conclusion n’est pas
évidente sans l'utilisation de la théorie des fibrés vectoriels.

3.3.4 Description quantique du couplage

Nous décrivons maintenant les vibrations par la mécanique quantique. Le quantifié du
Hamiltonien (19) est 'opérateur

. 1,0 o 1,0 o 1,
Hyiy = 5 (1 +a1) + 5 (5 + 63) + 5 (63 + 43)

agissant dans L? (R3). Son spectre est tout simplement :

3
EN:ZZ_;(W—F%):n1+n2+n3+;:N+g, n; € N

Le niveau N € N est dégénéré avec une multiplicité 3 (N + 1) (N + 2). L’espace propre
associé, noté Hy s’appelle une polyade. Par rapport a la description générale du tableau
(1), Hient = Hn joue le role de 'espace quantique “lent” (c’est la quantification de 'espace
de phase classique Pje,; = CP?). La limite semi-classique s’obtient pour les polyades élevées,
N — oo (on montre que Agffectis = 1/N est le paramétre semi-classique [16]).

Le couplage avec les états quantiques électroniques léve cette dégénérescence. On va s’in-
téresser & la dynamique effective dans une polyade, qui est décrite par 'opérateur quantifié
du symbole matriciel (20). On obtient un opérateur noté Hyoal (M) qui agit dans ’espace de
Hilbert Hipter = Hy ® C3 (et dépend toujours du paramétre A € [0,1]). La quantification,

correspond & remplacer les variables Z = % (¢ +ip) par l'opérateur Z = % (G+ip). La

figure suivante montre le spectre de ﬁtoml (M) obtenu pour le choix de polyade N = 4.

Pour A variant de 0 & 1, on observe une structure a trois bandes, qui se modifie en une
structure a 2 bandes. Il y a un échange d’un groupe de AN = N + 2 = 6 niveaux vers la
bande supérieure.
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1A

Fia. 25  Spectre de Hypra (A) pour N = 4.

Remarques :

— Une analyse plus approfondie montre que ces AN = 6 états quantiques sont localisés sur

la surface de dégénérescence qui est une surface non contractible homéomorphe
a une sphere, et que le nombre AN = (N + 1) 4+ 1 s’explique comme (N + 1) états qui
quantifient cette sphére, plus 1 état lié a la topologie de I'espace de dégénérescence au
dessus de cette sphére (d’aprés une formule analogue a (16)).
Si on compare les figures 24 et 25, il apparait clairement une correspondance entre les
fibrés vectoriels représentés par des bandes continues sur la figure (24) et les groupes de
niveaux de la figure (25). Cette correspondance a un sens précis d’aprés un théoréme de
Weinstein [20], qui introduit un projecteur et son symbole associé & chaque bande .

— Appelons N le nombre de niveaux dans une “bande quantique” associée & un fibré
vectoriel F. Les valeurs de Nz sont indiquées sur la figure, et a \ fixé, leur somme est
naturellement égale & dim (Hiorq) = 3 (N +1) (N +2) = 45. De méme que Eq.(16)
donne la relation entre le nombre de niveaux et la topologie d’un fibré dans le cas du
couplage rotation-vibration (fibrés sur la sphéres S2), cette relation est ici donnée par
une formule d’apparence plus complexe, et qui correspond & une application de la célébre
formule de I’indice d’Atiyah-Singer (1965) :

Np = [Ch(F*) A Ch(Polyady) A Todd(TCP?)]

/coef de x2

ou le terme de droite est obtenu en faisant le produit de trois polynémes, et conser-
vant le coefficient devant x?. Ces trois polynomes sont respectivement : Ch(F*) =
r— Ax + % (A2 + 2B) 22 (la classe de Chern qui caractérise la topologie du fibré F),
Ch(Polyady) = exp (Nz) = 1+ Nz + 1N?2? (la classe de Chern qui caractérise le
fibré quantifiant de CP? dans le cadre de la quantification géométrique, voir [16],[35]),
et Todd(T'CP?) = 1+ 2z + 2% qui est la classe de Todd du fibré tangent a I'espace de
phase lent CP?[32]. Avant de commenter cette formule, voici son application dans notre
probléme. Elle donne le nombre de niveaux quantiques dans les bandes associées aux

37



deux fibrés non triviaux qui apparaissent pour A > 2/3 :

2 2
<1+$+x—>/\ <1+N:1:+(Nx) >/\<1+§x+$2>
2 2 9
2 Nz)2
North.:[<2_1’_%>/\<l+N{L’+( ;)>/\<1+;x+x2>

(conformément aux calculs numeériques de la figure 25).

— La formule d’Atiyah-Singer est trés célébre en mathématique pour une raison
qui est apparente ici : elle relie deux domaines trés vastes qui sont la topologie (membre
de droite de I'équation) et l'analyse spectrale (membre de gauche). Dans la version
physique que nous considérons, elle relie les phénoménes topologiques qui apparaissent
dans une description classique (semi-quantique) de “systémes adiabatiques lent-rapide
couplés” et les propriétés spectrales qui apparaissent dans une description quantique
du systéme, mesurables par une expérience de spectroscopie. Notre travail a consisté a
montrer cette application en physique moléculaire [47, 49, 48, 50]. Les théories mathé-
matiques sur lesquelles reposent les modéles physiques développés ici sont en particulier
les travaux de Emmrich-Weinstein [20], L. Boutet de Monvel [18], et Fedosov |7, 51].
Cette formule de l'indice donne en fait plus d’information que seulement le nombre
total de niveaux dans une bande : tous les fibrés que nous considérons sont munis
de connexion (connexion “de Chern” ou “de Berry”), et d’aprés la théorie des classes
caractéristiques de Chern [77, 32|, u = [Ch(F*) A Ch(Polyady) A Todd(TCP?)] Vol €t
une forme volume sur l’espace de phase qui est justement la densité locale d’états
(on peut déduire la densité d’états en énergie et en particulier le nombre d’états dans
une bande par Np = f(CP2 ). Dans la limite semi-classique 'expansion de p en fonction
de hefp = 1/N — 0 correspond & la formule de Weyl qui donne la densité d’états.

Nivaite = = (N +3)(N +2)

Ja?

= N(N+2)

/a2

3.4 Formes normales topologiques pour singularités contractibles

Au regard du modéle sur CP? et du modéle précédent sur S2, il est tentant de s’intéresser en
particulier aux lieux de dégénérescences, qui sont responsables de la transition de niveaux
quantiques entre les bandes. Il serait intéressant d’obtenir une classification de toutes les
transitions possibles (et déduire une preuve de la formule de l'indice), comme nous ’avons
obtenu dans le cas de la sphére en section 3.2.3. Cette section est une réponse partielle a
cette question. Nous montrons comment obtenir une classification topologique de toutes les
transitions liées a des lieux de dégénérescences qui sont contractibles dans ’'espace des
parametres. Ce modeéle généralise donc le modeéle (17), mais par contre il ne contient pas le
cas de la surface de dégénérescence rencontrée dans la figure 24 entre les bandes 2 et 3.

Nous allons obtenir des formes normales topologiques en dimensions plus grandes.
Nous allons voir des phénomeénes topologiques (et physiques?) nouveaux, issus de la théorie
de ’homotopie. Considérons un espace de paramétres (z, \) € R"*! ot z = (¢, p) décrit un
espace de phase lent R" de dimension n (pair) qui sera quantifié par la suite, et A € R est
un “paramétre extérieur”.

Supposons un modéle ot deux bandes soient en contact sur un lieu de dégénérescence
prés de l'origine 0 € R™!. On entoure ce lieu de dégénérescence par une sphére S™ C R
L’hypothése importante dans cette section est que ce lieu de dégénérescence est contractible.
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Bande supérieurg| E

Dégéneérescenc R
Sphere 8 L
dégénérescenc
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A
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q

3.4.1 Caractérisation topologique du modéle
Supposons que la bande supérieure
contienne r états quantiques rapides
(localement c’est l'espace C"). Ces états @
quantiques au-dessus des parameétres de la Eibre C "

sphére, définissent un fibré vectoriel de
rang 7, noté ' — S™. S’il n'y avait pas de @ @
lieu de dégénérescence dans la sphére, on

pourrait continiiment transformer ce fibré = Fonﬁlt nde
en un fibré trivial, en réduisant le rayon a ' f_n;:r?zlr:erlj(r)
0. Par conséquent, la topologie de ce fibré )

F — S™ est une obstruction pour enlever d} c'
le lieu de dégénérescence (i.e. le contact
entre les bandes) a 'aide d’une perturbation @
continue du modéle. Comme nous ’avons déja
vu dans le cas S? page 31, la topologie du . n/

fibré F — S™, est définie par une fonction sphere S @
de recollement f : S"~! — U(r) (groupe
unitaire), sur I’équateur de la sphere S™.

Autrement dit, l'espace des classes d’isomorphismes des fibrés de rang r sur S™ est iso-
morphe aux groupes d’homotopie du groupe unitaire :

Vecty (S™) =[S LU (r)] = mpe1 (U (1))

Or ces groupes d’homotopie sont en partie connus [59], voir la table 2. Dans cette table,
on distingue deux parties. Le domaine stable ou dimpg (Fiibre) = 2r > dimgBase = n, et

le complémentaire appelé domaine instable. Le domaine stable est bien compris a 'aide

de la K-théorie, qui montre que K (S™) © Vet (S™) ne dépend pas de r (car on peut

facilement ajouter ou soustraire un fibré en droite trivial, de fagon unique). Le théoréme de
périodicité de Bott montre que dans ce domaine stable, K’(S””) = INC(S”) =Z ou 0
(c’est un résultat important avec une preuve assez sophistiquée, voir [60]). Rappel : on ne
s'intéresse qu’au cas n pair. Le domaine instable au contraire n’est pas entiérement connu.

39
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Vect! olofo]ol o
Veet> | 7 ||0] Zy | Zy | Z1o
Vect3 Z 0 Z @ Zg
Vet |z o]z ]o]|z]][o
Vect? Z |0 | Z | 0| Z 0
K@Y [zlolzlolz]o

TaB. 2 — Classes d’isomorphismes des fibrés vectoriels complexes de rang r sur la sphére S™.

3.4.2 Forme Normale Semi-quantique

On étend la fonction de recollement f : "1 — U (r),a f : R® — L (C,r), par homothétie :
fz)=|zf (‘—j‘> avec z = (q,p). Cela permet de définir un symbole matriciel sur (z, \) € R"*!

qui est une “forme normale topologique” pour le lieu de dégénérescence considéré :

nen=( 2 15

: 2r X 2r symbole matriciel

Les valeurs propres sont Fx (2, \) = +1/\% + |z|2 = +R, ayant chacune la multiplicité r. Elles
forment deux “bandes”. Par construction, le fibré de rang r au dessus de la sphére S™ défini
par l'espace propre de H associé a la valeur propre E, est isomorphe au fibré F. Il y a une
dégéneérescence au point (0,0), et remarquons qu'une perturbation Hermitienne générique du
symbole H créerait un lieu de dégénérescence de codimension 3 mais localisé prés de 'origine.

A

Dégénérescence

dégénérescenc

3.4.3 Forme normale quantique

On quantifie le mouvement lent par le
principe de correspondance z = (z,p) € R" —
(Z,p) qui donne un opérateur auto-adjoint
H ()\) agissant dans L2 (R"/2)®CT. Son spectre
est discret. Soit AN (Ff) € Z le nombre de
valeurs propres qui transitent de la bande
inférieure a la bande supérieure en A = 0.

AN (Fy) est un invariant topologique qui dépend de la classe d’isomorphismes [F]| €
Vect” (S™), et que 'on cherche a déterminer maintenant. Avant de donner le résultat général,
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on va considérer d’abord quelques exemples issus de la table (2).

Exemple de Vect(rcz1 (52) = 7 qui est dans le domaine stable : On considére une sphére
5? C R® =(Espace de phase lent R?xparamétre A € R). On a Vectim! (S%) = [SY,U(1)] =
71 (S') = Z qui est généré par la fonction de recollement f (z) =z = % (¢ +ip) (U'identite).
Ainsi le symbole matriciel est

H(mﬂ)z(i _Z)\>

déja considéré en Eq. (17). La quantification, Eq.(18), avait montré qu’il y a AN = —1
état qui transite.

Exemple de Vect(’f::2 (54) = Z dans le domaine stable : On considére une sphére
S* C R® =Espace de phase lent R*xparamétre A € R. On a Vectim2 (S*) = [S3,SU (2)] =
T3 (53) = 7 qui est généré par la fonction de recollement

Zy 2
—Z1 22

f:z:(zl,z2)653CC2—>f(z):< >€SU(2)

avec z; = % (¢; + ip;). La quantification ¢;, p; — ¢;, p; donne H (\) qui agit dans L? (Rz) ®

C*. On peut calculer le spectre explicitement et on obtient la transition d'un état AN = —1.

Exemple de Vect(. (S") = Z qui est dans le domaine stable : Les deux exemples
précedents se généralisent de la facon suivante : on suppose n pair et le rang r = 27/2-1 (i.e
fibré de rang 1 sur S2, ou rang 2 sur S, rang 4 sur S%,...). On note (A = xq, x1,...,2,) € R* T,
et S™ C R™*L. Par récurrence sur n, on construit un symbole matriciel (2r x 2r)(|15] p.228) :

H(z) = Zn:a:i)\i
=0

avec les matrices (2r x 2r) de Pauli-Dirac \;, i = 0 — n, vérifiant 'algebre de Clifford A;\; +
AjAi = 20;5. Alors H? = > xf = R2. Les valeurs propres de H sont donc B4 = +R. Ce
modeéle correspond a l'élément 1 dans la classe Vecty (S™) = Z. La quantification de H (z)
donne un opérateur H (\) et on calcule explicitement son spectre, donnant AN = —1.

Exemple de Vect{=2 (5%) = Z, = {0,1} dans le domaine instable : On considére
la sphére S® C R7 =Espace de phase lent RSxparamétre A € R. On a Vect%:2 (SG) =
[55, SU (2)] = 5 (53) = Zs = {0,1} qui est généré par une fonction'?

fi8°— 8

19Cette fonction f est obtenue explicitement en plusieurs étapes. D’une part I’application de Hopf 7 :
S3 — 82 (qui génére 73 (52) = 7Z) est donnée par :

53 — 52
”‘{z:(zl,zz)eS%(c? — [FeP(C) =8 Hopf Map
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Par conséquent f 4+ f = 0. Dans le contexte physique qui nous intéresse, cela signifie que
si deux contacts inter-bandes sont successifs et décrits par le méme modeéle local, associés au
fibré F, alors par perturbation continue du modele, on peut rapprocher ces deux contacts
et les faire disparaitre (annihilation).

Nz

/

\

A =4 A
0

fo+ f =

On déduit en particulier que le nombre d’états échangés a chaque contact AN vérifie
2AN = 0, et donc AN = 0. Il n’y a donc pas d’état échangé malgré un “contact
topologique” entre les bandes :

Conséquence physique : dans le spectre quantique, il n’y a pas d’état échangé mais
aucune perturbation ne pourra élargir le gap entre les deux bandes au dela de v (car
il y a un “contact topologique” non destructible au niveau du symbole principal).

Cas général : On observe les propriétés générales suivantes (avec les mémes notations que
ci-dessus)
. e Hy 0
(a) Le fibré Fy @ Fyp est modélisé par le symbole Hpyp = o H
f/

AN(Ff@Ff/) = AN(Ff)+AN(Ff/).

>. On déduit que

En termes physique, pour un spin 1/2 normalisé |s) = z1|+) + 22|—) € C? I'application de Hopf donne sa

direction § = % € 52 dans l'espace ordinaire :

- - o - 1 -
Se = —3 (2122 + 222?1)7 Sy = —51 (Z221 — 2122)7 5;=—% (2121 _ ZzZQ)
|2 £ ||
Ensuite la suspension : S7: (z,A) € S* — (nz,A) € 5% (qui géneére my (5°) = Zs)

A A
Sn
équate — équat
839 829
Z3
z
' Ng Ng

et de facon similaire la double suspension S?n : S — S* (qui génére 75 (54) = Z3). On a finalement
I =1(Sn) (8277) 85 — 83 qui génére 75 (SS) = 7.
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(b) L’ajout d'un fibré trivial (Fy + T'rivial) est modélisé par le symbole H = < h(;f (1) ),
donc AN (Fy + Trivial) = AN (Fy).

(c) On note l'application k : F; — k(F) € K (S") = Z obtenue en ajoutant des fibrés
triviaux si nécessaire pour stabiliser. Alors d’apreés (a) on déduit que AN (F) € Z ne

dépend que de k (F) € K (S™) = Z. Ensuite avec (b) et les exemples ci-dessus, on déduit
la “formule de I'indice” dans ce cas précis :

|AN (F) = —k(F) € Z|

3.5 Conclusions

Nous avons vu que dans les systémes dynamiques (classiques et quantiques) ou la dyna-
mique totale se sépare en sous-parties lente et rapide (relativement les unes par rapport aux
autres), une description géométrique de cette situation en terme d’espace fibré est trés natu-
relle. La dynamique lente se décrit sur I’espace de base du fibré, alors que la dynamique rapide
se décrit dans les fibres (espace associé a une configuration de I’état lent & un instant donné).
De méme il est trés général que cet espace fibré posséde une connexion naturelle.

Dans le cas d’une description en mécanique quantique, il s’agit de la connexion “de Berry”,
alors que dans une description classique, ou la dynamique rapide est supposée intégrable, il
s’agit de la “connexion de Hannay”|76|, dont nous n’avons pas parlé (voir [39]). Si il n’y a pas
d’interaction entre la dynamique lente et rapide (ces deux dynamiques s’ignorent en quelque
sorte) le fibré est plat et trivial. Par contre si Uinteraction entre ces deux sous-systémes est
assez forte, la topologie du fibré peut ne pas étre triviale, comme nous ’avons vu dans des
exemples simples.

Cette description en terme d’espace fibré apparait lorsque la dynamique lente est décrite
par la mécanique classique. Dans une description quantique du systéme total (par un opérateur
d’évolution dans un espace de Hilbert), I'espace fibré n’apparait plus de fagon immédiate mais
indirecte sur le spectre (niveaux d’énergie) de l'opérateur : le spectre est regroupé en groupes
de niveaux appelées “bandes” et la formule de I'indice d’Atiyah-Singer donne précisément le
nombre de niveaux dans chaque bande a partir des informations topologiques sur I'espace fibré
(Cette méme formule donne plus précisément la densité de niveaux dans chaque bande).

Nous avons étudié des modéles non triviaux, mais cependant assez simples ot des phéno-
meénes topologiques “sophistiqués” se produisent, comme les bandes couplées topologiquement
dans le paragraphe 3.3, et des phénomeénes de bifurcations topologiques donnant des redistri-
butions d’états entre les bandes. Sans cette description topologique empruntée aux mathéma-
tiques de la fin du XX-éme siecle (i.e. la topologie algébrique, la K-théorie, et les théorémes
d’indice), une description qualitative (structure en bandes,etc..) du spectre n’aurait pas été
possible.

La conclusion est que dans les systémes physiques en interaction, qui apparaissent com-
plexes au premier abord a cause du grand nombre de degrés de liberté mis en jeu, une com-
préhension qualitative peut étre faite dans certains cas, a l'aide de ces approches topologiques.
Noter que cette approche qualitative et topologique, quand elle est possible, serait méme
indispensable avant toute description plus fine et plus quantitative de la dynamique.
L’hypothése pour cela est l'existence d’une séparation adiabatique entre des parties lentes
et rapides, qui semble assez générale ou “générique” en physique. Les petites molécules sont
pour cela un bon exemple. Leur observation par spectroscopie donne des milliers de niveaux
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d’énergie qu’il est trés souvent impossible & interpréter. Dans les cas pas trop complexes, les
calculs numériques ab-initio permettent de reproduire ces résultats, mais sans fournir beau-
coup plus d’interprétation. Or une compréhension qualitative de la dynamique des atomes et
électrons qui intéragissent dans une molécule est importante, par exemple, pour prévoir les
réactions chimiques possibles. Il nous semble que les descriptions topologiques obtenues dans
ces travaux vont dans ce sens.

Nous avons montré que ces phénoménes sont présents dans les molécules. Il
serait intéressant de les découvrir aussi dans d’autres systémes physiques?’. Nous
discutons un projet de ce type dans le dernier chapitre.

Deuxiéme partie

Projets de recherche

Cette partie présente quelques projets de recherche qui font suite aux travaux présentés
précédemment. Certains de ces projets sont déja bien avancés. D’autres sont encore au stade
spéculatif.

4 Chaos classique et chaos quantique

Les projets décrits dans cette section font suite aux résultats décrits dans la partie 2.

4.1 Validité des formules semi-classiques au-dela du temps d’Ehrenfest

Comme expliqué dans la section 2.6, le temps d’Ehrenfest tp ~ %log (1/h) est un temps
caractéristique important en chaos quantique (A est le coefficient de Lyapounov qui mesure
le taux de divergence exponentiel des trajectoires classiques). L’étude faite dans la section
2 portait sur le modele d’'une application linéaire hyperbolique et est sur beaucoup de
points tres particuliére. Le phénomeéne de périodes courtes sur lequel est basée la construction
d’états cicatrisés ne peut se faire que dans ce modéle particulier, et ne semble donc pas étre
transposable dans d’autres modéles de chaos quantique a priori. Pour ouvrir I’étude, il est donc
important de travailler avec des modeéles d’applications non linéaires hyperboliques sur
le tore. D’aprés la propriété de stabilité structurelle|5], les perturbations non linéaires de
I'application linéaire M sur T? étudiée dans la section 2, sont encore hyperboliques si la
perturbation n’est pas trop forte. Ces modéles forment donc un ensemble ouvert de systémes
dynamiques hyperboliques (chaotiques), de dimension infinie. Le but serait par exemple de
savoir si parmi eux il y a d’autres exemples de non unique ergodicité quantique, ou
au contraire de montrer la propriété d’'unique ergodicité quantique presque partout...de
montrer I’heuristique des matrices aléatoires génériquement, etc..

Tout cela nécessite une compréhension de la dynamique au dela du temps d’Eh-
renfest.

20La formule de l'indice intervient en théorie quantique des champs, plus précisement pour décrire le role
des instantons en théorie de Jauge ou la théorie des cordes. Il y a une grande littérature sur ces sujets. Mais
il faut noter que contrairement a la physique moléculaire, la validité physique des ces théories est encore trés
spéculative.
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4.1.1 Observation de 1’évolution d’un paquet d’onde et échelles de temps carac-
téristiques en chaos quantique

Un des objectifs dans 1’étude du chaos quantique est de traiter ensemble la limite des temps
longs t — oo et la limite semi-classique i — 0. Les résultats semi-classiques habituels, comme
le théoréme d’Egorov concernent h — 0 d’abord puis £ — oo ensuite. Un challenge serait
d’inverser cette limite (pour obtenir des informations sur les fonctions d’ondes stationnaires
et leurs valeurs propres), ou plus modestement de faire dépendre ¢ de h.

Pour avoir une intuition sur les échelles de temps caractéristiques en chaos quantique,
comprendre les résultats connus et les difficultés, nous discutons maintenant I’évolution d’un
paquet d’onde illustré par un calcul numérique. Le paquet d’onde, qui est un état cohé-
rent ¢, a I'instant initial ¢ = 0, évolue par une application hyperbolique non linéaire
M quantifiée sur le tore. La figure (26) montre la distribution de Husimi (représentation sur
I'espace de phase T?) de 1’état évolué 1 (t) = Mtgoxo a différents temps ¢t € N. Nous rappelons
que la distribution de Husimi de I’état initial ¢,, a une largeur typique Ag ~ Vh, (a cause du
principe d’incertitude AzAp ~ ki, et du choix Az = Ap = Ag ~ /&). Durant I'évolution, le
centre du paquet d’onde se déplace, sa distribution s’étale a cause de l'instabilité hyperbolique
des trajectoires. La figure 27 résume les effets principaux que nous discutons maintenant.

Régime a temps fini, sans “dispersion” : Considérons tout d’abord une valeur fixée
t = Cste, et h — 0 (bien sir t peut étre arbitrairement grand en principe). L’état évolué
1 (t) est localisé & la position classique z (t) = M'xg. En termes plus précis, la mesure semi-
classique de 1 (t) est une distribution de Dirac en z (t) = M'zg. L’état évolué 1 (t) s’étale, mais
sa largeur est A; ~ eMAg ~ /A, toujours d’ordre i'/2 [63][61][73]. Comme ¢ peut étre choisi
arbitrairement grand a priori, la nature ergodique de la dynamique peut avoir de I'importance
si x (t) suit une trajectoire dense par exemple. Des résultats semi-classiques bien connus comme
le théoréme d’Egorov, la formule des traces semi-classiques (aussi appelée la théorie
des orbites périodiques), le théoréme d’ergodicité quantique de Schnirelman (énoncé
page 9) utilisent cette compréhension en temps finis [23][94].

Régime de dispersion linéaire : Des résultats récents et trés généraux [21][8][55][19]
décrivent ’évolution de 'état quantique 1 (t) dans le régime de dispersion linéaire, ce qui
signifie que les effets non linéaires sur la dispersion du paquet d’onde sont supposés étre
encore négligeables. Comme les premiers effets non linéaires correspondent aux termes
cubiques dans le Hamiltonien, cela impose A} < A, soit eMAl/2 <« B3 ou t <« %tE. Dans
notre exemple numérique %tE = 1.2 est bien petit.

Régime localisé : Apreés ce temps, 1’état quantique s’étale de plus en plus. Mais sa largeur
est encore de taille microscopique si A; < 1, ie. t < %tE. En termes plus précis, la mesure
semi-classique de 9 (t) est un Dirac en z (t) dans cette fenétre temporelle. Dans notre exemple,
%tE = 3.6. Vers le temps t ~ itp, I'état quantique atteint une taille de l'ordre de ~ 1
(macroscopique), et peut étre décrit par un “état Lagrangien W.K.B.” [33].

Régime d’équidistribution : Pour des temps ¢ plus grands que %tE, le paquet d’onde
s’étale et “s’enroule” sur le tore, le long des variétés instables, comme une mesure de proba-
bilité classique. A cause de la propriété de mélange, une distribution réguliére de probabilité
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F1G. 26 — Distribution de Husimi sur le tore de I’évolution d'un paquet d’onde (générique) a
la position initiale 29 = (0.4,0.2), pour les temps ¢ = 0,1,2,... et le choix h = 1073, Voir site

web ([38], rubrique “Chat perturbé”).

Pas d’effets d’interférences

Effets d’interférences

Théorie des

matrices aléatoires (?)

0 Cste tE/G /2 3t /2
_—= . . :
Pas de dispersion :

Dispersion linéaire
Localisé Equidistribué

Résolution de modes propres

Fia. 27  Temps caractéristiques qui apparaissent dans la limite semi-classique h — 0, pour
I’évolution d'un paquet d’onde. tgp = %log (1/h) est le temps d’Ehrenfest, trés petit “en pra-
tique” comparativement au temps d’Heisenberg tg = 1/h.
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classique converge faiblement vers la mesure uniforme de Lebesgue en temps infini. On s’at-
tend donc & ce que la distribution de Husimi se comporte aussi comme une mesure classique
et s’équidistribue, si les différentes branches de la distribution n’interférent pas entre elles.
Apres le temps %tE, on peut évaluer que la distance entre deux branches consécutives de-
vient de plus en plus petite comme d ~ e M=tE/Det atteint la distance critique A au temps
t = %tE +tg = %tE. C’est en effet un temps critique, car si d > h, on peut encore “insérer”
un état (déformé) localisé entre deux branches consécutives, ce qui signifie que les branches
n’interférent pas. Conformément a cette description, Bonechi-DeBiévre dans [14] montrent que
pour une application hyperbolique linéaire, la mesure semi-classique de ¢ (¢) converge vers la
mesure de Liouville, dans l'intervalle de temps %tE I K %tE. J.M. Bouclet et S. DeBieévre
dans [17] obtiennent un résultat similaire pour une application non linéaire hyperbolique mais
pour ¢ < 2tg. S. Nonnenmacher dans [33] atteint le temps ¢ < 3tg. Dans [87], R. Schubert
décrit I'évolution d’un état initialement Lagrangien par un flot hyperbolique. Il obtient des
résultats similaires, c¢’est-a-dire qu’il montre I’équidistribution pour t < tg. Ce résultat est en
effet similaire car comme expliqué ci-dessus, un état cohérent devient un état Lagrangien a la
date %tE.

Temps plus longs et phénomeénes d’interférences : Pour les temps plus longs, c’est un
peu I’inconnu. Des observations numériques étayées d’arguments heuristiques [91] suggérent
que les formules semi-classiques s’appliquent pour ces temps plus longs. Dans un preprint
récent [43] on montre que dans 'intervalle de temps t € [0,C.tg], ou C est une constante
arbitraire, I'état évolué ¢ (t), sa distribution de Husimi Hus (z) = |(z|¢) (t))]?, ou sa distribu-
tion de Bargmann (x| (t)), peuvent s’exprimer en général, comme dans la formule semi-
classique de Van-Vleck, par une somme finie (~ he* termes) sur des trajectoires classiques
qui démarrent dans un voisinage (de taille ~ \/ﬁ) du point initial zg, et se terminent dans
un voisinage du point final x aprés le temps ¢. La somme sur ces trajectoires donne des effets
d’interférences inévitables pour les temps ¢ > %tE. Si les interférences sont constructives, une
reformation compléte du paquet d’onde pourrait se produire a la date t ~ 2tg (cela n’est
pas prouvé), mais de fagon générique on s’attend & ce que les contributions des différentes
trajectoires soient décorrélées et qu’en conséquence 1'état v (t) soit équidistribué sur l'espace
de phase, comme on peut 'observer sur la figure 26.

Un autre temps caractéristique important qui n’est pas discuté ici, car il est largement
hors d’atteinte des approches semi-classiques actuelles est le temps d’Heisenberg
tg = 1/h (= 1000 dans notre exemple). Ce temps est relié avec la séparation moyenne entre les
valeurs propres de M. Des effets importants du chaos quantique sont observés numériquement
a ce temps, et expliqués par la théorie des matrices aléatoires [12]|. Noter que contrai-
rement aux travaux mathématiques qui sont “stoppés” par le temps d’Ehrenfest, le temps
d’Heisenberg est trés discuté dans la littérature physique, essentiellement avec la théorie des
matrices aléatoires qui est conjecturée étre valable pour “presque tous les modéles chaotiques”
ou avec la formule de Gutzwiller qui est aussi conjecturée. Cela permet de décrire de fagon sta-
tistique les propriétés des fonctions d’ondes stationnaires individuelles et des valeurs propres
de M.

4.1.2 Formules semi-classiques au dela du temps d’Ehrenfest

Motivé par les observations du paragraphe précédent, nous avons entamé une étude de
“I’évolution d’un état quantique en temps longs” pour une dynamique non linéaire hyperbolique
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sur le tore [43]. Temps longs signifie ici t ~ Ctg, avec C' > 0 quelconque, et tp = %log (1/h),
h — 0, i.e. t peut étre plus grand que le temps d’Ehrenfest tg qui est le temps frontiére aprés
lequel les phénomeénes d’interférences se produisent. On présente ici quelques résultats obtenus.
Le premier objectif de ce travail est de tenter de répondre aux questions soulevées page 21.
On pense que le méme type d’analyse et de résultats pourraient se généraliser & d’autres
dynamiques hyperboliques comme les flots géodésiques sur variété a courbure négative. On
pense aussi qu’une généralisation pourrait se faire pour des ensembles hyperboliques maximaux
comme ceux qui apparaissent par intersection homoclines de trajectoires hyperboliques.
Nous présentons une version de la formule semi-classique de Gutzwiller qui exprime

Tr <Mt> en termes d’orbites périodiques de période t. (La méme approche donne aussi les

éléments de matrice du propagateur entre états cohérents ((px/|Mt|<px> “a la Van-Vleck”).

J

Théoréme 4.1. [43/Pour tout K >0, C > 0, |t| < C%log (1/h),

Tr (M') = Toemizs + O () (22)
avec
o .Ax,t 1 J
Tsemit,] = E exp | —1 W — (1 +hEi g1+ ... 0 EJ7z7t) (23)
: x,t
=Mt 2sinh (T)

ot = est un point fivre de M' sur T? (une orbite périodique de M), Ayt est son action
classique, Ay son exposant de Lyapounov. Chaque terme Ej.; s’exprime a partir des
coefficients de la forme normale semiclassique de l’orbite, a l'ordre J > 2(K + C).

De facon plus précise, Tsemi ¢, s 8’exprime uniquement a partir de cocycles semi-classiques
21 sur le tore (sauf I'action A,,).

4.1.3 Remarques :

— Pour obtenir ce résultat, on établit I'exitence de formes normales semi-classiques,
en adaptant les résultats de David Delattes [29] au cas semi-classique, et en s’inspirant
fortement des travaux de Sjostrand [88, 89].

Noter que au temps ¢t ~ Ctg, le nombre de points fixes z,, est Ny ~ e = (1/h)°, qui
doit étre comparé au nombre de cellules de Planck sur I'espace de phase (~ 1/h) qui est
bien moindre si C' > 1.

Chaque correction semi-classique est bornée !S(j)‘ < Cjt, uniformément sur les trajec-
toires et le temps. La majoration de I’erreur obtenue dans (22) peut se comprendre naive-
ment (si les modules des erreurs s’ajoutent) par la condition Nye=Amint/2 (hJ/2tCJ/2) <

21 Pour une fonction continue ¢ : T> — R, on peut construire la moyenne temporelle de Birkhoff partant du

point x :
t

pi(@)=> ¢ (M2)
t'=1
La classe de cohomologie ou cocyle de ¢ est caractérisée par les valeurs de ¢; (z) sur chaque orbite périodique
x de période t [64]. Par exemple si ¢ (z) est le taux d’expansion de x — Mz le long de la variété instable, la
classe de cohomologie associée est la collection des exposants de Lyapounov (sur toutes les orbites périodiques),
appelé cocyle de Lyapounov. Comme conséquence immédiate, utile pour nous, ¢t min ¢ < ¢ (z) < ¢ max ¢.
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@) (ﬁK) , impliquée par J > 2 (K + (). La figure (28), montre des résultats numériques,
ou 'erreur véritable semble beaucoup plus petite. Cela est da au fait que les
nombres complexes se compensent entre eux, phénoméne fondamental que nous ne
controlons pas de facon satisfaisante.

A Tissue de ce travail, deux pistes différentes et intéressantes apparaissent :

1. Utiliser ces résultats pour le but annoncé : essayer de construire un phénomeéne de
résurrection du paquet d’onde au temps ¢t = 2tg, qui est a 'origine de ’existence d’états
cicatrisés, et de la non unique ergodicité quantique, comme dans le cas linéaire. J’espére
pouvoir explorer cette piste prochainement.

2. Comprendre pourquoi la formule de Gutzwiller et autres formules semi-classiques sans
correction semi-classique semblent étre valables aux temps longs. C’est a dire comprendre
pourquoi et comment les sommes de grand nombre d’amplitudes se compensent. Pour
comprendre cette question, il nous semble qu’il faut exploiter au mieux la compréhension
de la dynamique classique du probléme et en particulier ses propriétés de mélange
qui sont le mieux traduites par la théorie “thermodynamique de Ruelle” avec les
résonances de Ruelle-Pollicott [31]|, que nous avons spécifiquement étudiées dans un
travail récent [46]. Pour étre plus précis, il existe “des formules des traces classiques”
qui sont exactes et trés similaires & la formule de Gutzwiller, et donnant la trace d’un
“opérateur de Transfert classique”. Par ailleurs cette trace s’exprime comme somme sur
les résonances de Ruelle-Pollicott. L’espoir est de trouver un opérateur de transfert
dont la formule des traces exacte serait précisément la formule semi-classique
de Gutzwiller. Il resterait alors & comparer cet opérateur avec 'opérateur d’évolution
quantique. Cet objectif a été atteint dans le travail [42] dans le cas linéaire, décrit
dans la section suivante, ot nous calculons les résonances de Ruelle-Pollicott pour une
dynamique linéaire hyperbolique sur le tore préquantique.

4.2 Reésonances préquantiques et valeurs propres quantiques pour ’appli-
cation chaotique du chat d’Arnold

Ce paragraphe résume un travail récent [42|. La dynamique préquantique introduite dans
les années 70’ par Kostant-Souriau-Kirillov est un intermédiaire entre la dynamique classique
et la dynamique quantique. Comme la dynamique classique, elle transporte des fonctions sur
’espace de phase, mais en plus elle rajoute des phases (phase géométrique de ’action et phase
dynamique de 1’énergie) qui interviennent dans les phénoménes d’interférences quantiques.
Dans le cas de systémes dynamiques hyperboliques (chaotiques), on espére que son étude per-
mettra de mieux comprendre les phénomeénes d’interférences quantiques en temps longs et leurs
propriétés statistiques. On considére une application linéaire M dans SL (2,Z) hyperbolique
sur le tore T?. Cela génére une dynamique fortement chaotique (Anosov). Cette dynamique
est relevée sur le fibré préquantifiant, qui est un fibré Hermitien avec connexion en droites
complexes sur le tore, de courbure constante. Cette dynamique relevée est partiellement hy-
perbolique et définit un opérateur préquantique M qui agit dans l’espace des sections L? de ce
fibré. Cet opérateur est unitaire mais admet des résonances que 1’on calcule. On montre que
ce spectre de résonances est directement lié au spectre de valeurs propres de 'opérateur M
quantifié de M. On établit des formules de traces. On discute les perspectives prometteuses
de cette approche dans le cas non linéaire.
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Fia. 28 — Comparaison de Tr (Mt> calculé numériquement avec la formule semi-classique

Tr (Mt>( et Error (t) = |Tr (Mt> . Tsemmj‘, pour t = 0,1...,11 (il

y a jusqu’a 39601 points périodiques). On représente la majoration N = 1/h de la trace, la

Tsemi,t,7- On représente

majoration de U'erreur |Error (t)| < &5 = h2(/=t/18) et g1 = h'/2. On a choisi la constante
de Planck A = 0.1 puis h = 0.01 , et calculé les formes normales semi-classiques des orbites
périodiques jusqu’a l'ordre J = 2 et J = 4. On observe le fait étonnant que Error (t) < £,
bien que seulement Error < ; j soit prouvé.
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F1G. 29 — Résonances de la dynamique préquantique du “chat d’Arnold”. On montre qu’elles
sont égales a ek e~ AN H1/2) avec €'k valeurs propres quantiques, k = 1,..., N, et A coefficient

de Lyapounov, n € N.

5 Systémes adiabatiques et problémes & N corps

5.1 Bifurcations topologiques et transitions d’états dans les spectres mo-
léculaires

Comme expliqué dans la section 3, lorsqu'un systéme dynamique posséde des degrés de
liberté lent et rapide fortement couplés, (ce qui est fréquent dans les molécules), le couplage
posséde une caractérisation topologique en terme de fibrés vectoriels, et cela se manifeste dans
le nombre exact de niveaux d’énergie dans les bandes du spectre, grace a la formule de I’'indice
d’Atiyah-Singer.

Dans quelques exemples, nous avons étudié ce qui se passe lorsqu’il y a des bifurcations de
cette topologie, a cause de la variation d’un paramétre extérieur (comme la vitesse de rotation
de la molécule ou le champ magnétique extérieur ...). Cela se traduit par des échanges de
niveaux entre les bandes. En termes semi-classiques cet échange d’états quantiques se fait
localement dans l’espace de phase, sur un lieu de dégénérescence entre bandes consécutives.
D’un point de vue global et qualitatif, il serait intéressant aussi de comprendre les contraintes
globales et classifier d’un point de vue topologique les transitions “élémentaires”
possibles de groupes d’états. Ce projet est commencé dans [41] décrit en section 3.4. Un
intérét de ce travail est aussi de montrer des réalisations concrétes dans des modéles simples
de mécanique quantique, de phénomenes de topologie algébrique assez sophistiqués & priori.

5.2 Monodromie (entiére ou fractionnaire) et systémes adiabatiques

Deux phénomeénes topologiques apparemment différents sont actuellement observés dans
les spectres quantiques de systémes adiabatiques lent-rapide couplés. Le premier phéno-
méne expliqué plus haut, est que le couplage posséde une caractérisation topologique en
terme de fibrés vectoriels, et que cela se manifeste dans le nombre exact de niveaux d’énergie
dans les bandes du spectre, grace a la formule de I'indice d’Atiyah-Singer. Il y a parfois des
bifurcations de la topologie qui se traduisent par des échanges de niveaux entre
les bandes.
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Le deuxiéme phénomeéne apparait dans le cas particulier ol la dynamique globale est
intégrable. Il peut y avoir alors des singularités dans le feuilletage en Tore Lagrangiens de ce
systeme intégrable. Ce type de singularité, appelé Monodromie classique ou quantique,
est bien étudiée depuis une vingtaine d’années; en particulier par San Vu-Ngoc [93]. Récem-
ment un nouveau type de Monodromie a été observé et étudié : la Monodromie fractionnaire
[78].

Dans quelques exemples de systémes, il a été observé que ces deux phénomeénes de sin-
gularités ou bifurcations topologiques apparaissent simultanément dans les systémes quasi-
intégrables adiabatiques[85],[39]. Il parait évident qu’il y aurait une relation étroite entre
eux. Il serait donc trés intéressant de mettre au clair cette relation en énoncant une théorie
générale. Ce travail est déja commencé avec [58].

5.3 Description topologique pour les systémes thermodynamiques ; bifur-
cations topologiques et transitions de phases

Il a été montré dans la section 3 qu'un systéme quantique, ayant des degrés de liberté lent
et rapide couplés, posséde un spectre d’énergie en bandes avec une caractérisation topologique.
Des bandes d’énergie similaires sont également observées numériquement dans d’autres sys-
temes a plusieurs particules couplés : N particules en interaction sur un réseau, ou en théorie
quantique des champs (avec un nombre trés grand ou infini de degrés de liberté). Dans ces sys-
témes, la bande fondamentale (“bande 0”) représente le “vide”, la premiére bande correspond a
la dynamique d'une quasi-particule, la deuxiéme bande a deux quasi-particules en interaction,
etc...La nature méme des quasi-particules ainsi que leur espace de phase classique n’a rien
d’évident a priori et dépend des parameétres du modéle. Une modification de la structure
en bandes semble coincider avec une transition de phase, dans la limite thermody-
namique N infini. Le projet est d’explorer plus avant ces phénomeénes qui sont basés pour le
moment sur des observations numériques®?, et de déterminer si une interprétation topologique
des bandes est possible dans ces systémes, et si une bifurcation de la topologie peut en
effet étre reliée 4 une transition de phase. Ce projet est assez ambitieux et pour le mo-
ment plus spéculatif que les précédents, mais un tel résultat ouvrirait un nouveau point de vue
(topologique, donc qualitatif) pour les systémes fortement couplés & nombre infini de degrés
de liberté, qui sont des problémes encore mal compris en physique mathématique. Dans un
travail récent, nous avons découvert quelques pistes prometteuses dans un modele trés simple
pour commencer. Voir figure 30.

*2Communication de Grégoire Misguish.
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0 0.2 N | N e
Transition de phase

FiG. 30 — Spectre quantique du modeéle”d’Ising en champ transverse” a 1dim., en fonction
du champ extérieur ¢. Il y a une transition de phase quantique & t = 1/2, voir [83]. Or a ce
point précis, on observe une redistribution des bandes d’énergie, comme dans les transitions
topologiques de modéles adiabatiques, fig. 25, page 37.
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