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▼✳ ❆r♥❛✉❞ ❇❊❆❯❱■▲▲❊ Pr♦❢❡ss❡✉r à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ◆✐❝❡✲❋r❛♥❝❡ Prés✐❞❡♥t
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❏❡ t✐❡♥s à ❡①♣r✐♠❡r ♠❛ ❣r❛t✐t✉❞❡✱ ♠❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❡t ♠❡s ♣r♦❢♦♥❞s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts
à ♠♦♥ ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡ P❤✐❧✐♣♣❡ ❉❡❧❛♥♦ë✳ ❏❡ ❧❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❝❤❛❧❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ♣♦✉r s❛
❝♦♥✜❛♥❝❡✱ s❡s ❝♦♥s❡✐❧s ♣ré❝✐❡✉① ❡t ♣♦✉r ❧❡ t❡♠♣s q✉✬✐❧ ♠✬❛ ❛❝❝♦r❞é ♠❛❧❣ré s♦♥ ❡♠♣❧♦✐
❞❡ t❡♠♣s s✉r❝❤❛r❣é ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡✳ P❤✐❧✐♣♣❡✱ ❥✬❛✐ ❛♣♣ré❝✐é ❝❤❡③ ✈♦✉s ❧❛
q✉❛❧✐té ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ ❝❤❡r❝❤❡✉r ♣❧❡✐♥ ❞✬♦♣t✐♠✐s♠❡✱ ❧❡ s❡♥s ❞❡ ❧❛ r✐❣✉❡✉r ❡t ❧❡s q✉❛❧✐tés
❤✉♠❛✐♥❡s ❀ ❜♦♥♥❡ ❤✉♠❡✉r ❛❣ré♠❡♥té❡ ❞❡ ❧❛r❣❡s s♦✉r✐r❡s✱ s②♠♣❛t❤✐❡ ❝♦✉r♦♥♥é❡ ❞✬✉♥❡
é♥♦r♠❡ ♠♦❞❡st✐❡✱ ❡t s♦✉t✐❡♥✳ ❏❡ ♥❡ ✈♦✉❞r❛✐s ♣❛s ♦✉❜❧✐❡r ❞❡ ❞✐r❡ ✿ ❞❡rr✐èr❡ ❝❤❛q✉❡ ❣r❛♥❞
❤♦♠♠❡ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❢❡♠♠❡ ❀ ❥❡ ▲❛ r❡♠❡r❝✐❡ ❛✈❡❝ t♦✉t❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣♦✉r s♦♥ ❛❝❝✉❡✐❧ ❝❤❛❧❡✉✲
r❡✉①✳

▼❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ❧❡s ♣❧✉s r❡s♣❡❝t✉❡✉① ✈♦♥t à ♠♦♥s✐❡✉r ❆r♥❛✉❞ ❇❡❛✉✈✐❧❧❡ ❞✬❛✈♦✐r
❛❝❝❡♣té ❞✬êtr❡ Prés✐❞❡♥t ❞✉ ❏✉r②✱ ❡t ❛✉① Pr♦❢❡ss❡✉rs ◆❛ss✐❢ ●❤♦✉ss♦✉❜ ❡t ❊r✇❛♥♥ ❉❡❧❛②
q✉✐ ♠✬♦♥t ❢❛✐t ❧✬❤♦♥♥❡✉r ❞✬êtr❡ r❛♣♣♦rt❡✉rs ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡t ❖❧✐✈✐❡r ❉r✉❡t ❞✬êtr❡ ♠❡♠❜r❡
❞✉ ❏✉r②✳ ◗✉✬✐❧s tr♦✉✈❡♥t ✐❝✐ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ♠❛ ♣r♦❢♦♥❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✳

▼❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts s✬❛❞r❡ss❡♥t à ♠❡s s♦❡✉rs ❡t ♠❡s ❢rèr❡s ✭❆❤♠❛❞ ❡t s❛
❢❡♠♠❡ ❲✐❞❛❞ ❡t s♦♥ ✜❧s ❍❛♥③♦✉❧✮✱ ✭▼❛❤♠♦✉❞ q✉✐ ❡st ✈❡♥✉ ❞✬❆✉str❛❧✐❡ ♣♦✉r ❛ss✐st❡r
♠❛ s♦✉t❡♥❛♥❝❡✮✱ ✭▼✐r❛ ❡t s♦♥ ✜❛♥❝é ❋✐r❛s✮✱ ✭▼❛r✇❛ ❡t s♦♥ ✜❛♥❝é ❇✐❧❛❧✮✱ ✭❆❧✐ ❡t s♦♥
❛♠♦✉r q✉✬✐❧ ❧❡ ❝❤❡r❝❤❡ ❛✉① ②❡✉① ✈❡rts ✦✮ ❡t ✭❋♦✉❢♦✉ q✉❡ ❥✬❛✐♠❡ ♣r♦❢♦♥❞é♠❡♥t✮✳

❏❡ s✉✐s é❣❛❧❡♠❡♥t r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t á ♠❡s ❣r❛♥❞s✲♣❛r❡♥ts✱ ♠❡s ♦♥❝❧❡s ▼❛❤♠♦✉❞ ✭❙♦✉❛❞✮✱
▼♦❤❛♠❡❞ ✭❍❛r❜❛✮✱ ❆❤♠❛❞ ✭❆♠✐♥❛✮✱ ❆❧✐ ✭▼♦♥❛✮✱ ❍✐❝❤❛♠ ✭❙❛♠✐❛✮✱ ❙❛❛❞ ✭❙❛❜❛❤✮✱ ❩✐❛❞
✭■♠❛♥✮✱ ❡t ❍✉ss❡✐♥ ✭❨♦❧❧❛✮ ❡t ♠❡s t❛♥t❡s ❘❛❜✐✸❛ ✭❖♠❛r✮✱ ❍❛r❜❛ ✭❆❧✐✮✱ ❆❧✐❛ ✭❍✉ss❡✐♥✮✱
❍❛♥❛♥ ✭▼♦✉❤❛♠❛❞✮ ❡t ❍❛❧❛ ✭❍♦ss❡✐♥✮ q✉✐ ♥✬♦♥t ❝❡ssé ❞❡ ♠❡ s♦✉t❡♥✐r✱ ♠❡r❝✐ ❞✉ ❢♦♥❞
❞✉ ❝♦❡✉r✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ t♦✉s ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❣é♦♠étr✐❡ ❡t ❛♥❛❧②s❡ ❡t ❧❡ ♣❡rs♦♥♥❡❧ ❞✉
❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❏✳✲❆✳ ❉✐❡✉❞♦♥♥é✱ ❝❤❡r❝❤❡✉rs✱ ❡♥s❡✐❣♥❛♥ts✱ ❞♦❝t♦r❛♥ts✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐❝✐❡♥s✱ s❡❝ré✲
t❛✐r❡s ❡t t❡❝❤♥✐❝✐❡♥s q✉✐ r❡♥❞❡♥t ❧✬❛♠❜✐❛♥❝❡ ✈r❛✐♠❡♥t ❛❣ré❛❜❧❡ ❡t ❞ét❡♥❞✉❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t
P❛tr✐❝❦ ❈❛ss❛♠✲❈❤❡♥❛ï q✉✐ ♠✬❛✈❛✐t s✉✐✈✐ ❡t ❡♥❝❛❞ré t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ♠♦♥ st❛❣❡ ❡♥ ♠❛s✲
t❡r ✷✱ ❆♥❞ré ❍✐rs❝❤♦✇✐t③ ♣♦✉r ❧❡ ❢♦♦t ❡t ❋ré❞ér✐❝ ❘♦❜❡rt ♣♦✉r s♦♥ ❛✐❞❡✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❛✉ss✐ ❧❛ ❋❛❝✉❧té ❞❡s ❙❝✐❡♥❝❡s ■■■ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ▲✐❜❛♥❛✐s❡ ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡
❥✬❛✐ ♦❜t❡♥✉ ♠❛ ♠❛îtr✐s❡ ❡♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♣✉r❡s ❡♥ ✷✵✵✺✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡✱ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t✱ ♠❡s ❞❡✉① ❢rèr❡s ❡♥ ❋r❛♥❝❡ ❍❛②ss❛♠ & ❖s♠❛♥ ♦ù
♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈é❝✉ ❞❡s ♠❛❣♥✐✜q✉❡s ♠♦♠❡♥ts q✉❡ ❥❡ ♥✬♦✉❜❧✐❡r❛✐ ❥❛♠❛✐s ❞❡ t♦✉t❡ ♠❛ ✈✐❡ ❀
♠❡s ❛♠✐s ❧✐❜❛♥❛✐s ❡♥ ❋r❛♥❝❡✱ ❍❛♠❛❞ ♠♦♥ ❜✐♥ô♠❡ ❞❡ ❜✉r❡❛✉ q✉✐ ♠❡ s✉♣♣♦rt❛✐t ❛♥♦✲
♥②♠❡♠❡♥t✱ ✭❛❧ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ ❧❡❦❜✐r ❡❧❧✐ ✸❡♥❞♦✉ ✶✵✵✵ ❦t❡❜✮ ❙❛rr❛❣❡✱ ✭❧❛ ♣❡rs♦♥♥❡ q✉✐
♠✬❛ ❣✉✐❞é ❡t s✉♣♣♦rté q✉❛♥❞ ❥❡ s✉✐s ❛rr✐✈é à ◆✐❝❡✮ ❍♦✉ss❛♠ ❨❡❤②❛✱ ✭♥♦tr❡ ✐♥❣❡♥✐❡✉r✮
❍♦✉ss❛♠✱ ✭❛❧ ❛❞❛♠✐ ✦✮ ❑❛❞❞♦✉r✱ ✭❛❜♦✉ ❝❤❤❛❜✮ ❙❛♠❡r✱ ✭❧s❛♥②♦✉r❛✮ ❆❜♦✉ t❛❤❡r✱ ✭❧❡ s♣♦r✲
t✐❢✮ ❚❛❧❡❜✱ ✭❛❧♠♦✉✼❡❜ ❧ ♠♦✉✺❧❡s✮ ❇✐❧❛❧✱ ✭❛❧❝❤❡✺✮ ❆❜♦✉ ❝❤❛r✐❢✱ ✭❡❧✺❛❧✮ ▼❛❤❡r✱ ✭♠✸❛❧♠♦✉
❧❛ ❘✐❡♠❛♥♥✮ ❈❤❛❞✐✱ ✭❧✼❛❦✐♠✮ ▼❛③❡♥✱ ✭✽ ♠❛rs✮ ❛❧✐ s❛♠❛❞✱ ✭❧✸❛r✐s✮ ❍❛❜❧✐✱ ✭❛❧ ✸❡❦❦❛r✐✮
❍❛✛❛r✱ ✭❡❧ ❜❛t❛❧✮ ❆❧✐ ❖♠❛r✱ ✭❛❧❝❤✐♠✐st❡✮ ❲❛❧✐❞ ▼❛❦s♦✉❞✱ ✭❛❜♦✉ ❙❛❧✇❛✮ ▼♦❤❛♠❡❞ ❀
♠❡s ❛♠✐s ❛✉ ▲✐❜❛♥ ✭❉r ▼♦✉❤❛♠❛❞✮3✱ ❘❛♠❡③✱ ▼❛③❡♥✱ ❲❛❧✐❞✱ ❘❛♠✐✱ ❋✐❞❛❛✱ ❆♠❛❧✱ ❖s✲
♠❛♥✱ ❘❛❛❢❛t✱ ❆❜♦✉ ✸❛❧✐✱ ❆❦r❛♠✱ ❑❤❛❧❡❞3✱ ❊❧♠♦✉❞✐r ❡t ❜✐❡♥ sûr ❆❤♠❛❞ ❡t ▼♦✉❤❛♠❛❞

✈



❚❛❧❡❜✳ ▼❡s ❛♠✐s s②r✐❡♥s ✭❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❡rs♦♥♥❡ q✉❡ ❥✬❛✐ r❡♥❝♦♥tré ❡♥ ❋r❛♥❝❡✮ ▲♦✉❛②✱
✭❛❜♦✉ ❝❤❛♠✮ ❆♥s❛r✱ ✭❛❜♦✉ ✼❛❧❛✮ ❙♦❧❡♠❛♥✱ ✭❛❜♦✉ ②❛r❛✮ ❙❛♠✐ ❡t ✭❝❤r✐❦✐ ❧✸❛③✐③✮ ❆❤❡❞ ❀
❡t ❞✬❛✉tr❡s ♥❛t✐♦♥❛❧✐tés ❙✐❞✐ ❆♠✐♥✱ ❆♥✇❛r✱ ◆❛❞✐❛✱ ❈❤r✐st✐♥❛✱ ❚❤♦♠❛s✱ ❚❤❛♥❣✱ ❉❛♥❣✱
▲♦r❡♥③♦ ❡t ♠❡s ❡①✲❜✐♥ô♠❡s ▼❛r❝❤❡❧❧♦ ❡t ❖❧✐✈✐❡r. . . ▼❡s ❝❤❡rs ❛♠✐s✱ ❞és♦❧é s✐ ❥✬❛✐ ♦✉❜❧✐é
❞❡s ♥♦♠s ✦ ✈♦✉s êt❡s t♦✉s ❞❛♥s ♠♦♥ ❝♦❡✉r✳

❏❡ ❣❛r❞❡ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ♣♦✉r ❧❛ ✜♥✱ ❥❡ ♠✬✐♥❝❧✐♥❡ r❡s♣❡❝t✉❡✉s❡♠❡♥t ❞❡✈❛♥t ❧❡s ❞❡✉① êtr❡s
à q✉✐ ❥❡ ❞♦✐s ♠♦♥ ❡①✐st❡♥❝❡✱ ✧❍❛♥③❛❧ ♥ ▲❛②❧❛✧✳ ❏✬❛✐ ❧♦♥❣t❡♠♣s ❝❤❡r❝❤é ❧❡s ♠♦ts q✉✐
s❡r❛✐❡♥t ❧❡s ♣❧✉s ❥✉st❡s ♣♦✉r ✈♦✉s r❡♠❡r❝✐❡r ❞✬êtr❡ t♦✉❥♦✉rs ♣rés❡♥ts ❡t ❞❡ ♠✬é♣❛✉❧❡r
q✉♦✐ q✉✬✐❧ ❛rr✐✈❡. . . ♠❛✐s ❛♣rès ♠ûr❡ ré✢❡①✐♦♥✱ ❥❡ ♥❡ ✈♦✐s r✐❡♥ ❞✬❛✉ss✐ ❢♦rt q✉❡ ✧❥❡ ✈♦✉s
❛✐♠❡✧✳ ❚♦✉t ❝❡❝✐ ♥✬❛✉r❛✐t ♣❛s été ♣♦ss✐❜❧❡ s❛♥s ✈♦✉s✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ à ✈♦✉s q✉❡ ❥❡ ❞é❞✐❡
❝❡tt❡ t❤ès❡✳

❉és♦❧é ♠♦♥ ❛♠♦✉r✱ ❥❡ t✬❛✐ ♦✉❜❧✐é❡. . . ♠❛✐s t✉ ❡s t♦✉❥♦✉rs ❞❛♥s ♠♦♥ ❝♦❡✉r ♠❛ ❜❡❧❧❡ ✦ ✦ ✦

≪ ❏❡ ♥❡ s✉✐s ♣❛s r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞❡ t♦✉t ❝❡ q✉✐ ♠✬❛rr✐✈❡✱
♠❛✐s ❥❡ s✉✐s r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞❡ ❝❡ q✉❡ ❥✬❡♥ ❢❛✐s≫✳

❏❛❝q✉❡s ❙❛❧♦♠é

❏✬❛rr✐✈❡ ▲✐❜❛♥ ❀ ❆✉ r❡✈♦✐r ❋r❛♥❝❡✳

✈✐



▼♦✉❤❛♠❛❞ ❍❖❙❙❊■◆

❊◆❚■❘❊ ❙❖▲❯❚■❖◆❙ ❖❋ ❍❊❙❙■❆◆

❊◗❯❆❚■❖◆❙

✈✐✐





▼♦ts✲❝❧és ✿ ➱q✉❛t✐♦♥s ❤❡ss✐❡♥♥❡s✱ ❊s♣❛❝❡s ❞❡ ❍ö❧✲
❞❡r à ♣♦✐❞s✱ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐✱ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥t✐✲
♥✉✐té✱ ➱q✉❛t✐♦♥s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s✱ ❙♦❧✉t✐♦♥s
❡♥t✐èr❡s✳

❑❡② ✇♦r❞s ✿ ❍❡ss✐❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❲❡✐❣❤t❡❞ ❍ö❧❞❡r
s♣❛❝❡s✱❆ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡s✱ ▼❡t❤♦❞ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✐t②✱ ◆♦♥✲
❧✐♥❡❛r ❡❧❧✐♣t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❊♥t✐r❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

✐①





❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶

✷ ❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ✹

✷✳✶ Pr♦♣r✐étés ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s②♠étr✐q✉❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹

✷✳✷ ❋♦♥❝t✐♦♥s s②♠étr✐q✉❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡

s②♠étr✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✷✳✸ ❋♦♥❝t✐♦♥s κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✸ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ✶✻

✸✳✶ ❖♣ér❛t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✸✳✷ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❛♥s ζ2
0 (Rn) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✹ ❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❍ö❧❞❡r à ♣♦✐❞s ✷✶

✹✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❍ö❧❞❡r à ♣♦✐❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✹✳✷ ◗✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❡s♣❛❝❡s Ck,α
p = Ck,α

p (Rn) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✹✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ t②♣❡ ❙❝❤❛✉❞❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✹✳✹ ❚❤é♦rè♠❡ ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✺ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ✸✷

✺✳✶ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❧✐♥é❛✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✺✳✷ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✻ ■♥✈❡rs✐❜✐❧✐té ❧♦❝❛❧❡ ✸✻

✻✳✶ Pr♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r Nκ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

①✐



✼ ❊st✐♠❛t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐ ✸✾

✼✳✶ ❊①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ r❛❞✐❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✼✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ③ér♦ ♣♦♥❞éré❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✼✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① s❛♥s ♣♦✐❞s ❡t ❡❧❧✐♣t✐❝✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✼✳✹ ❊st✐♠❛t✐♦♥s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ♣♦♥❞éré❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✽ ➱q✉❛t✐♦♥s ❤❡ss✐❡♥♥❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ✺✹

✽✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

✽✳✷ ❋♦♥❝t✐♦♥s κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✽✳✸ ❯♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♥✉❧❧❡ à ❧✬✐♥✜♥✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✽✳✹ ❊①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✽✳✺ ❊st✐♠❛t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐ ❡t ❡❧❧✐♣t✐❝✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

❘é❢ér❡♥❝❡s ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

■♥❞❡① ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❙♦✐t mκ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ s②♠étr✐q✉❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞✬♦r❞r❡ κ à n ≥ κ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❤♦♠♦❣è♥❡

❞❡ ❞❡❣ré 1 ❡t t❡❧❧❡ q✉❡ mκ(1, . . . , 1) = 1✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥

❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❤❡ss✐❡♥♥❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♣♦sé❡ ❞❛♥s R
n t♦✉t ❡♥t✐❡r ✿

mκ

[
λ(D2f)

]
= [ψ(x)]

1

κ ✭✶✳✶✮

❛✈❡❝ f = 1
2
|x|2 + u ❡t ψ = 1 + φ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ψ > 0✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s u ❡t

φ t❡♥❞❛♥t ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡♠❡♥t ✈❡rs 0 à ❧✬✐♥✜♥✐✳ ■❝✐ λ(D2f) ❞és✐❣♥❡ ❧❡ n✲✉♣❧❡t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs

♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❤❡ss✐❡♥♥❡ ❞❡ f ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ st❛♥❞❛r❞

❞❡ R
n✳

◆♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s t♦✉❥♦✉rs u t❡❧❧❡ q✉❡ λ(D2f) ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡ ❛✉ ❝ô♥❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té

❞❡ mκ ✭✈♦✐r ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✮ ❡t ♥♦✉s ❞✐r♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ u ❡st κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❀ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡

❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ❣❛r❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❡❧❧✐♣t✐❝✐té ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✮ ❛✐♥s✐ ♣♦sé❡✳

P♦✉r κ = 1✱ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ s✬é❝r✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t

1
n
∆u = φ

❡t ♣❡✉t êtr❡ rés♦❧✉❡ tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❍ö❧❞ér✐❡♥s à ♣♦✐❞s q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s

❝❛r ❧❡ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ∆ ✈ér✐✜❡ ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❡s♣❛❝❡s ✭✈♦✐r ♣❧✉s

❧♦✐♥✮✳

P♦✉r κ = n✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼♦♥❣❡✲❆♠♣èr❡ ré❡❧❧❡ ✿

[
det

(
δij +

∂2u

∂xi∂xj

)] 1

n

= (1 + φ)
1

n > 0

tr❛✐té❡✱ ❞❛♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s à ♣♦✐❞s s✉s❞✐ts✱ ❞❛♥s ❬✺❪✳

✶



✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

◆♦tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❝❛s 1 < κ < n✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t

♣♦sé ❞❛♥s ✉♥ ♦✉✈❡rt ❜♦r♥é ✭❞❡ ❣é♦♠étr✐❡ ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡✮ ❛ été tr❛✐té ♣♦✉r ♥♦tr❡ éq✉❛t✐♦♥

❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ❬✹❪✳

◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❬✹❪ ♣♦✉r ✉♥❡ s✉✐t❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡ ❜♦✉❧❡s ❝♦♥❝❡♥✲

tr✐q✉❡s Bi ❞❡ r❛②♦♥ Ri t❡♥❞❛♥t ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ ✭❡①❤❛✉st✐♦♥✮✳ ◆♦✉s tr❛✈❛✐❧❧♦♥s ♣❧✉tôt ❞✐r❡❝✲

t❡♠❡♥t s✉r t♦✉t R
n ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té✱ ❞❛♥s ♥♦s ❡s♣❛❝❡s à ♣♦✐❞s✱ ♣ré❝✐s❛♥t

❛✐♥s✐ ❞✬❡♠❜❧é❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t à ❧✬✐♥✜♥✐ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳

◆♦tr❡ ❝❤♦✐① ❞❡ f à ❧✬✐♥✜♥✐ ♣❡r♠❡t à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡

Mκ[u] := u 7→ mκ[λ(I +D2u)]

q✉✐ ❡♥ rés✉❧t❡ ❞✬êtr❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r ❧❡s r♦t❛t✐♦♥s ❞❡ R
n✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ s❡r❛✐❡♥t✱ ♠❛✐s ❛✈❡❝

s❡✉❧❡♠❡♥t κ = 1 ❡t κ = n✱ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs rés✉❧t❛♥ts ❞✬✉♥ ❝❤♦✐① ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ✿ D2f → aij

à ❧✬✐♥✜♥✐✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡ aij ❞♦♥t ❧❡ n✲✉♣❧❡t ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s λ(a)

✈ér✐✜❡r❛✐t ✿ mκ[λ(a)] = 1 ❛✈❡❝ ∀ i = 1, . . . , κ, σi[λ(a)] > 0✳ ❈❡tt❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ s❡r❛

✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s s✉r ❡t s♦✉s s♦❧✉t✐♦♥s r❛❞✐❛❧❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✮ ❡♥ ✈✉❡ ❞❡

❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ C0 ♣♦♥❞éré❡✳

◆♦tr❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ rés✉❧t❛t ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ P♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ ∈ C0,α
p+2(R

n) t❡❧❧❡ q✉❡ ψ := 1 + φ > 0✱ t♦✉s n > 2

❡t p ∈ (0, n− 2)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ u ∈ C2,α
p (Rn) κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

✭✶✳✶✮✳

❘❡♠❛rq✉❡ ❙♦✐t u ✉♥❡ t❡❧❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✮ ❡t k ∈ N✳ ❆❧♦rs✱ s✐ φ ∈
Ck,α
p+2(R

n), u ∈ Ck+2,α
p (Rn)✳

❉é❝r✐✈♦♥s à ♣rés❡♥t ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✳

❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❛❧❣é✲

❜r✐q✉❡s ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s s②♠étr✐q✉❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱mκ✱ ✭❝ô♥❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té Γκ✱ ❝♦♥❝❛✈✐té ❡t

❡❧❧✐♣t✐❝✐té s✉r Γκ✮✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❝❛✈✐té ❡t ❧✬❡❧❧✐♣t✐✲

❝✐té ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥ mκ ❞♦♥♥❡♥t ❧❛ ❝♦♥❝❛✈✐té ❡t ❧✬❡❧❧✐♣t✐❝✐té ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s

❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡✱ A✳ ❉❛♥s ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❝♦♥s✐✲

❞ér♦♥s ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ t♦t❛❧❡♠❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞❡ ♦r❞r❡ Mκ[u]✱ ❝♦♥❝❛✈❡

♣❛r r❛♣♣♦rt à D2u✱ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡ A ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣❛r ❧❛

♠❛tr✐❝❡ ❤❡ss✐❡♥♥❡ A = D2f ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f = 1
2
|x|2 + u✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥

✷



❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡✱ u✱ ❡t ♥♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r Mκ[u] ❡t s♦♥ ❧✐✲

♥é❛r✐sé dMκ[u] s♦♥t ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ F̃κ ❡t ❛✈❡❝ dF̃κ[u] ❞❡ ❢♦r♠❡ ❞✐✈❡r❣❡♥t✐❡❧❧❡✱ ♦ù

F̃κ := (Mκ)
κ✳

❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s

♦♣ér❛t❡✉rs ❧✐♥é❛✐r❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉①✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❞é♠♦♥✲

tr♦♥s ❧✬✉♥✐❝✐té ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ κ✲❛❞♠✐s✐❜❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡

❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s C2(Rn) q✉✐ s✬❛♥♥✉❧❡♥t à ❧✬✐♥✜♥✐✳

❉❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍ö❧❞❡r

à ♣♦✐❞s ♥♦té Ck,α
p ✱ ❡t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✬✉♥ ❧❡♠♠❡ q✉✐ ❡♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡

✭♣❛r s❝❛❧✐♥❣✮✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s

Ck,α
p ✱ ❡t ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ✉♥ ❧❡♠♠❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❡r ❞❛♥s ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ s❡❝t✐♦♥

q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ t②♣❡ ❙❝❤❛✉❞❡r✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s

♠♦♥tr♦♥s q✉✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ L q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ❧✐♥é❛r✐sé dF̃κ[u] ❝✐✲

❞❡ss✉s ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ Ck+2,α
p ❡t Ck,α

p+2✳

❉❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❧✐♥é❛✐r❡✱

❡t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r

♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛

rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ré❞✉✐t❡ à s♦♥ ✐♥✈❡rs✐❜✐❧✐té ❧♦❝❛❧❡ ❡t à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡

❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ut ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ C
2,α
p ✳

❉❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t u ∈ Ωk+2,α
p ✱ ❧✬♦✉✈❡rt ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ❞❡ Ck+2,α
p ✱ ❧❡ ❧✐♥é❛r✐sé dNκ[u] ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ Ck+2,α

p ❞❛♥s Ck,α
p+2

❛✈❡❝ Nκ := log(F̃κ) = κ log(Mκ)✳ P❛r ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❡t ❧✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té ❞❡

Nκ s✉r Ωk+2,α
p ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s q✉❡ Nκ ❡st ✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ Ωk+2,α

p s✉r s♦♥ ✐♠❛❣❡✳

❈❡❧❧❡✲❝✐ ✈❛ êtr❡ t♦✉t ❧✬❡s♣❛❝❡ Ck,α
p+2✱ ❡t Nκ s✉r❥❡❝t✐✈❡✱ ❛♣rès ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

✭✶✳✶✮✳

❉❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ r❛❞✐❛❧❡ ✉♥✐q✉❡

q✉❛♥❞ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ φ ❡st r❛❞✐❛❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ❧✬❡st✐✲

♠❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ③ér♦ ♣♦♥❞éré❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✬♦r❞r❡ ✉♥ ❡t ❞❡✉①

s❛♥s ♣♦✐❞s✱ ❡t ♥♦✉s ✜♥✐ss♦♥s ♣❛r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦♥❞éré❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡

❝♦♥❝❧✉r❡ ❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ✈✉❡ ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

✭✶✳✶✮✳

❊♥✜♥ ♥♦✉s ✐♥❝❧✉♦♥s ✉♥ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽ ♣♦✉r ② ♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ♣♦✉r ❧❡s

éq✉❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❛♥❛❧♦❣✉❡s q✉✐ s✬é❝r✐✈❡♥t mκ[(∂∂̄f)] = [ψ(z, z̄)]
1

κ s✉r t♦✉t C
n✳

✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡s

✷✳✶ Pr♦♣r✐étés ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s②♠étr✐q✉❡s

é❧é♠❡♥t❛✐r❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶ ❙♦✐t Γ ⊂ R
n✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ Γ ❡st ✉♥ ❝ô♥❡ s✐ ∀α > 0,∀x ∈ Γ, αx ∈ Γ✳ ❖♥

❞✐t q✉❡ Γ ⊂ R
n ❡st ✉♥ ❝ô♥❡ ❝♦♥✈❡①❡ s✐ Γ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❡t ❝ô♥❡✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✶ Γ ⊂ R
n ❝ô♥❡ ❝♦♥✈❡①❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ Γ ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥

♣❛r ✉♥ s❝❛❧❛✐r❡ ♣♦s✐t✐❢ ❡t ♣❛r ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿

∀ x, y ∈ Γ,∀ α > 0, αx ∈ Γ et x+ y ∈ Γ

Pr❡✉✈❡ ✿ ❙♦✐t Γ ⊂ R
n ❝ô♥❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❛❧♦rs z = 1

2
(x + y) ∈ Γ ❡t x + y = 2z ∈ Γ✳

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✐ Γ st❛❜❧❡ ♣❛r ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❡t s✐ 0 < α < 1 ❛❧♦rs (1 − α)x ❡t αy ∈ Γ✱

♦♥ ❛ (1 − α)x+ αy ∈ Γ ❞✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s②♠étr✐q✉❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s σκ(λ) ♣♦✉r 1 ≤ κ ≤ n s♦♥t ❞❡s

❢♦♥❝t✐♦♥s à n ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞é✜♥✐❡♥t ♣❛r

σκ(λ) = σκ(λ1, . . . , λn) =
∑

1≤i1<...<iκ≤n

λi1 . . . λiκ

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❧❡ ❝ô♥❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ σκ ❡st ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t (1, . . . , 1)

❞❡ {λ ∈ R
n tel que σκ(λ) > 0} ♦♥ ♥♦t❡ ❝❡ ❝ô♥❡ Γκ✳

▲❡ ❝ô♥❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té Γκ ❛❞♠❡t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✹



✷✳✶ Pr♦♣r✐étés ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s②♠étr✐q✉❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶ Γκ = {λ ∈ R
n tel que σi(λ) > 0 ∀ i = 1 . . . κ}

= {λ ∈ R
n tel que ∀η ∈ (R+)n − {0} σκ(λ+ η) > σκ(λ) > 0}

= {λ ∈ R
n tel que ∀ j ∈ {0, 1, . . . , κ}, ∀ (i1, . . . , ij) vrifiant

1 ≤ i1 < . . . < ij ≤ n, ∂jσκ

∂xi1
...∂xij

> 0}

P♦✉r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✈♦✐r ❬✷❪✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✶ ∀ λ ∈ Γκ,∀ i ∈ {1, . . . , n},

∂σκ
∂λi

(λ) > 0.

Γκ ❡st ✉♥❡ ❝ô♥❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ s♦♠♠❡t 0✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ✿

Γ+ = Γn ⊂ Γn−1 ⊂ . . . ⊂ Γ1,

♦ù Γ+ ❞és✐❣♥❡ {λ ∈ R
n ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡s}.

❙♦✐tM ❧✬✉♥✐q✉❡ ❢♦r♠❡ κ✲❧✐♥é❛✐r❡ s②♠étr✐q✉❡ ❡♥❣❡♥❞r❛♥t σκ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ∀ λ ∈
R
n M(λ, . . . , λ) = σκ(λ))✳

∀ λ1, . . . , λκ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s (λ1
i1
)1≤i1≤n, . . . , (λ

κ
iκ)1≤iκ≤n✱ M s✬❡①♣r✐♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✲

✈❛♥t❡ ✿

M(λ1, . . . , λκ) =
1

κ!

∑

i1,...,iκ

∂κσκ
∂λi1 . . . ∂λiκ

λ1
i1
. . . λκiκ .

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷ ■♥é❣❛❧✐té ❞❡ ●år❞✐♥❣ ✿ ∀ λ1, . . . , λκ ∈ Γκ✱

M(λ1, . . . , λκ) ≥ σκ(λ
1)

1
κ . . . σκ(λ

κ)
1
κ .

♣♦✉r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té✱ ♥♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s à ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ▲✳●år❞✐♥❣ ❬✼❪✳

�

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✶ σ
1
κ
κ ❡st ❝♦♥❝❛✈❡ s✉r ❧❡ ❝ô♥❡ ❝♦♥✈❡①❡ Γκ ✿

∀ λ, µ ∈ Γκ,

[λ, µ] ⊂ Γκ,

❡t ∀ t ∈ [0, 1],

[σκ(tλ+ (1 − t)µ)]
1
κ ≥ t σκ(λ)

1
κ + (1 − t) σκ(µ)

1
κ .

✺



✷ ❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡s

Pr❡✉✈❡ ✿ ▼♦♥tr♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❝♦♥❝❛✈✐té ❞❡ [σκ]
1
κ s✉r Γκ✳ ❙♦✐❡♥t λ, µ ∈ Γκ.

❊♥ ❞ér✐✈❛♥t M(λ, . . . , λ) = σκ(λ) ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ µ✱

M(µ, λ, . . . , λ) =
1

κ

n∑

j=1

µj
∂σκ
∂λj

(λ).

❉✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ●år❞✐♥❣✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

1

κ

n∑

j=1

µj
∂σκ
∂λj

(λ) ≥ σκ(µ)
1
κσκ(λ)1−

1
κ .

❖r ♦♥ ❛ ✿

n∑

j=1

λj
∂

∂λj
σκ(λ)

1

κ = σκ(λ)
1

κ et
∂

∂λj
σκ(λ)

1

κ =
1

κ
σκ(λ)

1

κ
−1 ∂

∂λj
σκ(λ).

❞✬♦ù

σκ(µ)
1

κ ≤ σκ(λ)
1

κ +
n∑

j=1

(µj − λj)
∂

∂λj
σκ(λ)

1

κ

❈❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té éq✉✐✈❛✉t à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❝♦♥❝❛✈✐té✱ ❞♦♥❝ σκ(λ)
1

κ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥❝❛✈❡✳

�

▼♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ Γκ ❡st ❝♦♥✈❡①❡ ✿

❙♦✐t λ0, λ1 ∈ Γκ✱ ❡t λt = tλ1 + (1 − t)λ0✱ ♣♦✉r t ∈ [0, 1]✳

❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡✱ s✉♣♣♦s♦♥s ✐❧ ❡①✐st❡ t ∈ (0, 1) t❡❧ q✉❡ λt /∈ Γκ✳

❙♦✐t t0 = inf{t ∈ [0, 1] t❡❧ q✉❡λt /∈ Γκ} ❛❧♦rs λt0 /∈ Γκ ❝❛r Γκ ❡st ♦✉✈❡rt✳

◆é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t σκ(λt0) = 0✱ ♣✉✐sq✉❡ σκ(λt0) ≥ 0 ♣❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té✱ ❡t σκ(λt0) > 0 ❡♥tr❛î✲

♥❡r❛✐t q✉❡ λt0 ∈ Γκ✳

❉✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❝♦♥❝❛✈✐té ♦♥ ❛ ✿

σκ(λ0)
1

κ ≤ σκ(λt0)
1

κ +
n∑

j=1

(λ0j − λt0j
)
∂

∂λj
σκ(λt0)

1

κ

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

0 < σκ(λ0)
1

κ ≤
n∑

j=1

(λ0j − λt0j
)
∂

∂λj
σκ(λt0)

1

κ .

✻



✷✳✶ Pr♦♣r✐étés ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s②♠étr✐q✉❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s

❉❡ ♠ê♠❡✱

0 < σκ(λ1)
1

κ ≤
n∑

j=1

(λ1j − λt0j
)
∂

∂λj
σκ(λt0)

1

κ .

❖r
n∑

j=1

(λ0j −λt0j
)
∂

∂λj
σκ(λt0)

1

κ et
n∑

j=1

(λ1j −λt0j
)
∂

∂λj
σκ(λt0)

1

κ s♦♥t ❞❡ s✐❣♥❡s ❝♦♥tr❛✐r❡s✱

❝❛r

λ0j − λt0j
= −t0(λ1j − λ0j)✱

❡t

λ1j − λt0j
= (1 − t0)(λ1j − λ0j)

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ ❡t Γκ ❡st ❝♦♥✈❡①❡✳

�

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✷ ✿ ∀ λ ∈ Γκ ♦♥ ❛ ✿
(
∂2(σκ)

1

κ

∂λi∂λj
(λ)

)

ij

❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞é✜♥✐❡ ♥é❣❛t✐✈❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸ ❙♦✐t λ = (λ1, . . . , λn) ∈ R
n ❀ ♦♥ ❞é✜♥✐t mκ(λ)✱ ♣♦✉r κ = {1, . . . , n}✱

♣❛r ✿

mκ(λ) =

[
1(
n
κ

)σκ(λ)

]1

κ
,

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s mκ s♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s②♠étr✐q✉❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ♥♦r♠❛✲

❧✐sé❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ✿ mκ(1, . . . , 1) = 1✱ mκ(cλ) = cmκ(λ)✳

■♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ▼❛❝✲▲❛✉r✐♥ ✿

◆♦t♦♥s✱ ♣♦✉r i ∈ {1, . . . , n}, σ̃i = σi

(n
κ)

❙✉r Γ̄κ = {λ ∈ R
n t❡❧ q✉❡ σi ≥ 0 ∀ i = 1, . . . , κ}✱ ♦♥ ❛ ✿

m1 ≥ . . . ≥ mκ−1 ≥ mκ

♦✉ ❡♥❝♦r❡ ✿

σ̃1 ≥ . . . ≥ (σ̃κ−1)
1

κ−1 ≥ (σ̃κ)
1

κ

Pr❡✉✈❡ ✿ ❉é♠♦♥tr♦♥s ❝❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❛♥s Γκ✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❛♥s Γ̄κ ❡♥ ét❛♥t ❛❧♦rs

❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ é✈✐❞❡♥t❡✳ P❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ σ0 = 1

✼



✷ ❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡s

➱❝r✐✈♦♥s ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ◆❡✇t♦♥✱ ✈❛❧❛❜❧❡s s✉r R
n ❬✾❪ ✿

∀ j ∈ {1, . . . , n− 1}✱
σ̃j−1σ̃j+1 ≤ σ̃2

j

▼✉❧t✐♣❧✐♦♥s ❝❡s ✐♥é❣❛❧✐té é❧❡✈é❡s à ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ j ♣♦✉r j ✈❛r✐❛♥t ❞❡ 1 à i − 1✱ ♦ù i ∈
{2, . . . , κ} ✿

i−1∏

j=1

(σ̃j−1(λ)σ̃j+1(λ))j ≤
i−1∏

j=1

(
σ̃2
j (λ)

)j

❖r✱ ♦♥ ❛ ❧✬✐❞❡♥t✐té ✿
i−2∏

j=0

(σ̃j(λ))j+1
i∏

κ=2

(σ̃κ(λ))κ−1 = σ̃1(λ)2σ̃i(λ)i−1σ̃i−1(λ)i−2

i−2∏

j=2

σ̃j(λ)2j

❊♥ s✐♠♣❧✐✜❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❧✬✐♥é❣❛❧✐é ✿

σ̃2
1σ̃

i−1
i σ̃i−2

i−1 ≤ σ̃2
1σ̃

2(i−1)
i−1

♦✉ ❡♥❝♦r❡

σ̃i−1
i ≤ σ̃ii−1

❞✬♦ù ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ▼❛❝✲▲❛✉r✐♥ ✿

σ̃
1

i
i ≤ σ̃

1

i−1

i−1

�

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✸ ❙✐ λ = (λ1, . . . , λn) ∈ Γκ✱ ❛✈❡❝ λ1 ≥ . . . ≥ λn✱ ❛❧♦rs

∂σκ
∂λ1

≤ . . . ≤ ∂σκ
∂λn

.

Pr❡✉✈❡ ✿ ❙♦✐t λ = (λ1, . . . , λn) ∈ Γκ✱ t❡❧ q✉❡ λ1 ≥ . . . ≥ λn✳

❙♦✐t i, j ∈ {1, . . . , n} t❡❧s q✉❡ i 6= j✳ ❖♥ ❛

∂σκ−1

∂λi
= λj

∂2σκ−2

∂λi∂λj
+
∂2σκ−1

∂λi∂λj

❞♦♥❝
∂σκ−1

∂λi
− ∂σκ−1

∂λj
= (λj − λi)

∂2σκ−2

∂λi∂λj

❙✐ κ = 2 ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
∂σκ−1

∂λi
=
∂σκ−1

∂λj

❙✐ κ > 2 ❡t ❝♦♠♠❡ λ ∈ Γκ✱ ❞♦♥❝
∂2σκ−2

∂λi∂λj
> 0 ✭✈♦✐r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✮✳

❉♦♥❝
∂σκ−1

∂λi
− ∂σκ−1

∂λj
❡t λj − λi ♦♥t ♠ê♠❡ s✐❣♥❡✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡ rés✉❧t❛t✳

�

✽



✷✳✷ ❋♦♥❝t✐♦♥s s②♠étr✐q✉❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡

✷✳✷ ❋♦♥❝t✐♦♥s s②♠étr✐q✉❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs

♣r♦♣r❡s ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡

❙♦✐❡♥t A ∈ Sn(R) ❡t κ ∈ {1, . . . , n}✱ ♦ù Sn(R) ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s

s②♠étr✐q✉❡s ré❡❧❧❡s n× n✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹ ◆♦t♦♥s ̥κ(A) =
∑

|I|=κ

AII ✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♠✐♥❡✉rs ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞✬♦r❞r❡

κ ❞❡ A✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞ér❡r❛ ❛✉ss✐ ♣❛r❢♦✐s

˜̥ κ(A) =
1(
n
κ

)̥κ(A).

❯♥❡ ♠❛tr✐❝❡ A ∈ Sn(R) ❡st ❞✐t❡ κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s✐ λ(A) ∈ Γκ✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ ♣r♦✈✐s♦✐r❡♠❡♥t

Γκ(Sn(R)) ❧✬♦✉✈❡rt ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s s②♠étr✐q✉❡ κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✭✈♦✐r ♣❧✉s ❧♦✐♥ ▲❡♠♠❡ ✷✳✹✮✳

▲❡ ❝ô♥❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ ̥κ ❡st ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t I ❞❡ {A ∈ Sn(R)

t❡❧ q✉❡ ̥κ(A) > 0}✳ ̥κ ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r s✐♠✐❧✐t✉❞❡✱ ❝❛r ̥κ(A) ≡ σκ(λ)✱ ♦ù λ =

(λ1, . . . , λn) ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❢♦r♠é ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ A ✭♦✉ ❡♥❝♦r❡ ˜̥ κ(A) = σ̃κ(λ)✮✱

❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❝❛r ̥κ(A) ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭❛✉ s✐❣♥❡ ♣rès✮ ❞❡ λκ ❞❛♥s ❧❡

❞é✈♦❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ det(A− λI) ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡ A✳

❆♥t✐❝✐♣❛♥t s✉r ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A s❡r❛ ❧❛ ❤❡ss✐❡♥♥❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✭✈♦✐r ♣❧✉s

❧♦✐♥✮✱ ✐❧ ❡st ❝♦♠♠♦❞❡ ✐❝✐ ❞❡ ♣♦s❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : Sn(R) −→ R ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 ❡t q✉✐ ✈ér✐✜❡ f(tA) = f(A)

s❡r❛ ❞✐t❡ ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t A0 ∈ Sn(R) s✐ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡(
∂f

∂Aij
(A0)

)

1≤i,j≤n

❡st ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳

❖♥ ❞✐t q✉❡ f ❡st ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ s✉r ✉♥ ♦✉✈❡rt Ω ⊂ Sn(R) s✐ ❡❧❧❡ ❧✬❡st ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ Ω✳

◆♦t❛t✐♦♥ ✷✳✶ ✭s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r✮ P♦✉r 1 ≤ r ≤ n ❡t 1 ≤ i1, . . . , ir, j1, . . . , jr ≤
n✱ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r εi1...irj1...jr

❡st é❣❛❧ à 1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ −1✮ s✐ i1, . . . , ir s♦♥t ❞✐s✲

t✐♥❝ts ❡t ✭j1, . . . , jr✮ ❡st ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♣❛✐r❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ✐♠♣❛✐r❡✮ ❞❡ ✭i1, . . . , ir✮✱

❡t ✐❧ ❡st é❣❛❧ à ③ér♦ ❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s✳

❊❧❧✐♣t✐❝✐té ❡t ❝♦♥❝❛✈✐té ❞❡ ̥κ(A)
1

κ

▲❡♠♠❡ ✷✳✷ P♦✉r t♦✉t❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡ A ∈ Γκ(Sn(R))✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

A ∈ Γκ(Sn(R)) −→ [̥κ(A)]
1

κ

❡st ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❡t ❝♦♥❝❛✈❡✳

✾



✷ ❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡s

Pr❡✉✈❡ ✿ ❊❧❧✐♣t✐❝✐té ❙♦✐t A ∈ Γκ(Sn(R))✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✿

̥κ(A) =
1

κ!

∑
εi1...iκj1...jκ

ai1j1 . . . aiκjκ

❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r A −→ tPAP ♦ù P ∈ On(R) ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥✳

❈❡❝✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ s✉♣♣♦s❡r✱ s❛♥s r❡str❡✐♥❞r❡ ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐té✱ q✉❡ A ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡

❞✐❛❣♦♥❛❧❡✱ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞✐❛❣♦♥❛✉① (λ1, . . . , λn) ∈ Γκ✳ P♦✉r i ❡t j ✜①és ❞❛♥s {1, . . . , n}✱
♦♥ ❛ ❛❧♦rs

∂̥κ

∂aij
(A) =

1

κ!

∑
εi1...iκj1...jκ

∂

∂aij
(ai1j1 . . . aiκjκ) =

1

(κ− 1)!

∑
ε
i1...iκ−1i
j1...jκ−1j

ai1j1 . . . aiκ−1jκ−1

✭✷✳✶✮

A ét❛♥t s✉♣♣♦sé❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✱ ♦♥ ❛ ∀r ∈ {1, . . . , κ − 1}, airjr = δirjrairir ,
∂̥κ

∂aij
(A) ❡st

❞♦♥❝ ♥✉❧ s✐ i 6= j✳

❙✐ i = j ❛❧♦rs ❧❡s s❡✉❧s t❡r♠❡s ♥♦♥ ♥✉❧s ❞❡ ✭✷✳✶✮ s♦♥t q✉❛♥❞ (i1, . . . , iκ) = (j1, . . . , jκ)

❞♦♥❝
∂̥κ

∂aii
(A) =

1

(κ− 1)!

∑

i/∈{i1,...,iκ−1}

ai1i1 . . . aiκ−1iκ−1

=
1

(κ− 1)!

∑

i/∈{α1,...,ακ−1}

λα1
. . . λακ−1

=
∂σκ
∂λi

(λ1, . . . , λn)✳

❉✬♦ù
∂̥κ

∂aij
(A) = δij

∂σκ
∂λi

[λ(A)] .

❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✶ ✭❡t ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ q✉✐ ❧❡ s✉✐t✮✱ ❧✬❡❧❧✐♣t✐❝✐té ❞❡ ̥κ ❡♥ A ❡st ❛❝q✉✐s❡✱

❞♦♥❝ ❛✉ss✐ ❝❡❧❧❡ ❞❡ [̥κ]
1

κ ✳

❈♦♥❝❛✈✐té ✿

❘❡♣r❡♥♦♥s ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❬✹❪✳ ❙♦✐t A ∈ Γκ(Sn(R)) ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s λ1(A) ≤
. . . ≤ λn(A)✳ ❙♦✐❡♥t w1, . . . , wn ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❛ss♦❝✐és r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ✈❛❧❡✉rs

♣r♦♣r❡s λ1(A), . . . , λn(A)✳

❉✬❛♣rès ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠✐♥✲♠❛① ♦♥ ❛ ✿

λ1(A) = min
x∈Rn

x6=0

(Ax, x)

|x|2 = min
x∈Rn

|x|=1

(Ax, x),

✶✵



✷✳✷ ❋♦♥❝t✐♦♥s s②♠étr✐q✉❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡

∀ x ✜①é✱ |x| = 1✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ A 7−→ (Ax, x) ❡st ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❞♦♥❝ λ1(A) ❡st ✉♥ min

❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❞♦♥❝✱ λ1(A) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥❝❛✈❡ ❞❡ A✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱

♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ A ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t

A[k] =
k∑

j=1

I ⊗ . . .⊗ A
j
⊗ . . .⊗ I

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t A[k] ❛✉ ♣r♦❞✉✐t ❡①tér✐❡✉r ❞❡ wi1 , . . . , wik ✱ ❛✈❡❝ wi1 , . . . , wik ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs

♣r♦♣r❡s ❛ss♦❝✐és r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s λi1(A), . . . , λik(A), 1 ≤ i1 < . . . <

ik ≤ n✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

A[k]wi1 ∧ . . . ∧ wik =
k∑

j=1

wi1 ∧ . . . ∧ ŵij ∧ Awij ∧ . . . ∧ wik

=
k∑

j=1

wi1 ∧ . . . ∧ ŵij ∧ λij(A)wij ∧ . . . ∧ wik

= (λi1(A) + . . .+ λik(A))wi1 ∧ . . . ∧ wik
❉♦♥❝ ❧❡s λi1(A)+. . .+λik(A) s♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ A[k] ♣♦✉r 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n✳

❊♥❝♦r❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠✐♥✲♠❛① ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

(λ1(A) + . . .+ λk(A)) = min

(
A[k]w1 ∧ . . . ∧ wk, w1 ∧ . . . ∧ wk

)

|w1 ∧ . . . ∧ wk|2
✳

❉✬♦ù λ1(A) + . . .+ λk(A) ❡st ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥❝❛✈❡ ❞❡ A✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs [σκ(λ)]
1

κ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥❝❛✈❡ s✉r Γκ ❞♦♥❝

[σκ(λ)]
1

κ = min
µ

{
n∑

j=1

µjλj + µ0

}
[✸](Th I.10)

❛✈❡❝ µj ≥ 0, j ≥ 1 ❝❛r [σκ(λ)]
1

κ ❡st ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ s✉r Γκ✳ ❯t✐❧✐s♦♥s ✐❝✐ ❧❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✷✳✸ ❬✶✹❪ P♦✉r t♦✉t❡s ♠❛tr✐❝❡s B,C ∈ Sn(R) ❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s r❡s♣❡❝✲

t✐✈❡♠❡♥t β1 ≤ . . . ≤ βn✱ γ1 ≥ . . . ≥ γn ♦♥ ❛ ✿

tr(BC) ≥
n∑

j=1

βjγj

❯t✐❧✐s❛♥t ❝❡ ❧❡♠♠❡ ❛✈❡❝ A = B ❡t C ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s q✉✬♦♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡

[σκ(λ)]
1

κ = min
µ

{
n∑

j=1

µjλj + µ0

}
❛✈❡❝ µj ❞é❝r♦✐ss❛♥t✱ j ≥ 1✳

✶✶



✷ ❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡s

❖r ♦♥ ❛
∑

µjλj + µ0 =
n−1∑

1

(µj − µj+1)(λ1 + . . .+ λj) + µn(λ1 + . . .+ λn) + µ0✱

❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❝❡tt❡ é❝r✐t✉r❡ à λ = λ(A) ❡t ❝♦♠♠❡ ❧❡s s♦♠♠❡s λ1(A) + . . . + λj(A) s♦♥t

❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥❝❛✈❡s ❞❡ A✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ [̥κ(A)]
1

κ = [σκ(λ(A))]
1

κ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❝♦♥❝❛✈❡ ❞❡ A✳

�

▲❡♠♠❡ ✷✳✹ Υκ = {A ∈ Sn(R) t❡❧ q✉❡ ̥i(A) > 0 ∀ i = 1 . . . κ} (1)

= {PDiag(λ1, . . . , λn)P
−1, P ∈ On(R), (λ1, . . . , λn) ∈ Γκ} (2)

= {A ∈ Sn(R) t❡❧ q✉❡ ∀B ∈ S+∗
n (R)̥κ(A+B) > ̥κ(A) > 0}(3)

Pr❡✉✈❡ ✿ (2) ⊂ (1) ❡st é✈✐❞❡♥t❡

(1) ⊂ (2)✳

❖♥ ✈❛ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ (2) ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ à ❧❛ ❢♦✐s ♦✉✈❡rt❡ ❡t ❢❡r♠é❡ ❞❡ {A ∈ Sn(R) t❡❧

q✉❡ ̥κ(A) > 0} ✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t I✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥❞r❛ ❛❧♦rs ❛✉ss✐ (1)✳

➱✈✐❞❡♠♠❡♥t I ∈ (2) ❝❛r I = PDiag(1, . . . , 1)P−1 ❛✈❡❝ P ∈ On(R) ❡t ∀ i ∈ {1, . . . , κ}
σi(1, . . . , 1) > 0✳

❙♦✐t R
n/Σn✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ R

n ♣❛r ❧✬❛❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ s②♠étr✐q✉❡ Σn ❡t

❞és✐❣♥♦♥s ♣❛r [λ1, . . . , λn] ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❛♥s ❝❡ q✉♦t✐❡♥t ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t (λ1, . . . , λn)❞❡ R
n✳

❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ Sn(R) −→ R
n/Σn

A 7−→ [λ1, . . . , λn], λ1, . . . , λn ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ A✱

❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✳

Γκ ét❛♥t ✉♥ ♦✉✈❡rt s❛t✉ré ❞❡ R
n✱ [Γκ] ❡st ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ R

n/Σn✳ ❙♦♥ ✐♠❛❣❡ ré❝✐♣r♦q✉❡✱

✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s {A ∈ Sn(R) t❡❧ q✉❡ ̥κ(A) > 0}✱ q✉✐ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✱

❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ {A ∈ Sn(R) t❡❧ q✉❡ ̥κ(A) > 0}✳

P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝✬❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ❢❡r♠é ❞❡ {A ∈ Sn(R) t❡❧ q✉❡ ̥κ(A) > 0}✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡

r❡♠❛rq✉❡r q✉✬✉♥ é❧é♠❡♥t B ❞❡ s♦♥ ❛❞❤ér❡♥❝❡ ❞❛♥s {A ∈ Sn(R) t❡❧ q✉❡ ̥κ(A) > 0}
❡st t❡❧ q✉❡ ✱ s✐ λ = (λ1, . . . , λn) ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❢♦r♠é ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ B✱

σi(λ) ≥ 0, ∀i ∈ {1, . . . , κ}✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❛ σκ(λ) > 0✱ ❞✬❛♣rés ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ▼❛❝✲❧❛✉r✐♥

λ ∈ Γκ✳

❉♦♥❝ {PDiag(λ1, . . . , λn)P
−1, P ∈ On(R), (λ1, . . . , λn) ∈ Γκ} ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ à ❧❛ ❢♦✐s

♦✉✈❡rt❡ ❡t ❢❡r♠é❡ ❞❡ {A ∈ Sn(R)tel que̥κ(A) > 0}✳

✶✷



✷✳✷ ❋♦♥❝t✐♦♥s s②♠étr✐q✉❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡

❈♦♠♠❡ Γκ = {λ ∈ R
n tel que σi(λ) > 0 ∀ i = 1 . . . κ}✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

Υκ = {A ∈ Sn(R) tel que ̥i(A) > 0 ∀ i = 1 . . . κ}.

▼♦♥tr♦♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ (3) ⊂ (2) ✿

❙♦✐t A ∈ (3)✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ (λ1, . . . , λn) ∈ R
n✱ ❡t P ∈ On(R) t❡❧s q✉❡

A = PDiag(λ1, . . . , λn)P
−1.

P✉✐sq✉❡ A ∈ (3)✱ ❞♦♥❝ ∀η ∈ (R+)n, η 6= 0✱

̥κ(A+ PDiag(η1, . . . , ηn)P
−1) > ̥κ(A) > 0

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ σκ(λ + η) > σκ(λ) > 0✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶ ♦♥ ❞é❞✉✐t λ ∈ Γκ✱ ❞✬♦ù

A ∈ (2)✳

■♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ✿

❙✐ A ∈ (2) ❡t B ∈ S+∗
n (R)✱ ❝♦♠♠❡ B ❡st ❛❧♦rs ❛✉ss✐ ❞❛♥s ❧✬❛❞❤ér❡♥❝❡ ❞❡ (2)✱ ❧❛ ❝♦♥❝❛✈✐té

❞❡ [̥κ]
1

κ ✭❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✮ ❝♦♥❞✉✐t à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✿

[̥κ(A+B)]
1

κ ≥ [̥κ(A)]
1

κ + [̥κ(B)]
1

κ .

❊♥ é❧❡✈❛♥t ❝❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té à ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ κ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

̥κ(A+B) ≥ ̥κ(A) + ̥κ(B)

≥ ̥κ(A).

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té s♦✐t ✉♥❡ é❣❛❧✐té✳ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ B ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡

❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳

B ét❛♥t s✉♣♣♦sé❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ i ∈ {1, . . . , n} t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ε ❛ss❡③ ♣❡t✐t✱

(A+ εEii) ∈ Υκ, et B ≥ εEii

♦ù Eii ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛②❛♥t ✉♥ s❡✉❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♥♦♥ ♥✉❧✱ 1✱ ❞✬✐♥❞✐❝❡ (i, i)✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝

̥κ(A+ εEii) = ̥κ(A)

♣♦✉r ε ❛ss❡③ ♣❡t✐t✱ ♦♥ ❛
∂̥κ

∂aii
(A) = 0.

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té✳ ✭✈♦✐r ❧✬❡❧❧✐♣t✐❝✐té ❞❡ ̥κ✮✳

�

✶✸



✷ ❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡s

✷✳✸ ❋♦♥❝t✐♦♥s κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡s

❖♥ ♥♦t❡ vi1...ik = ∂kv
∂xi1

...∂xik
❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡✱ |x| ❧❛ ♥♦r♠❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❞❡ x ∈ R

n

❡t xi ❧❛ i✲é♠❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ x✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✻ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ∈ C2(Rn) ❡st ❞✐t❡ κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡s s✐ au(x) := I +

D2u(x) ∈ Υκ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ R
n✳ ◗✉❛♥❞ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❡st ❝❧❛✐r✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❧✬❛❜❜ré✈✐❛t✐♦♥

❝♦♠♠♦❞❡ ✿

aij = (au)ij = δij + uij.

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✼ ❙♦✐t Fκ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❞é✜♥✐ s✉r C2(Rn)✱ ♣❛r ✿

u 7→ Fκ[u] := ̥κ(au).

❖♥ ♥♦t❡r❛ ❛✉ss✐ ♣❛r❢♦✐s✱ ♣❧✉s ❧♦✐♥ ✿ F̃κ[u] = ˜̥ κ(au)

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✷ ∀ u ∈ C2(Rn) κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ Fκ[u] ❡st ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ❙♦✐t u ∈ C2κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ❡t v ∈ C2✱ ♦♥ ❛ ✿

dFκ[u](v) =
d

dt
Fκ[u+ tv]|t=0 ≡

∑ ∂̥κ

∂aij
(au)vij

❡t ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ s✉✐t ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳

�

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ✿

Fκ[u] = ̥κ(au) =
1

κ!

∑
εi1...iκj1...jκ

ai1j1 . . . aiκjκ

❙♦✐t ✿

Cκ−1(D
2u)ij =

1

(κ− 1)!

∑
ε
i1...iκ−1i
j1...jκ−1j

ai1j1 . . . aiκ−1jκ−1

❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮ ♦♥ ❛ ✿

∂̥κ

∂aij
(au) = Cκ−1(D

2u)ij.

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶ Trace[Cκ−1(D
2u)au] = κ̥κ(au)

Trace[Cκ−1(D
2u)au] =

n∑

i=1

n∑

j=1

Ci
jaij =

∑
aij
∂̥κ

∂aij
(au) = κ̥κ(au) ❝❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

̥κ(au) ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞✬♦r❞r❡ κ ❡♥ au✳

✶✹



✷✳✸ ❋♦♥❝t✐♦♥s κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡s

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷
∑

i

∂

∂xi

[
Cκ−1(D

2u)ij
]
≡ 0 (j = 1, . . . , n)

Pr❡✉✈❡ ✿
∑

i

∂

∂xi

[
Cκ−1(D

2u)ij
]

=
1

(κ− 1)!

∑

i

∑
ε
i1...iκ−1i
j1...jκ−1j

∂

∂xi

(
ai1j1 . . . aiκ−1jκ−1

)

▼❛✐s ♣♦✉r t♦✉t l ♦♥ ❛ ✿
∂ailjl
∂xi

= uiiljl ❡st s②♠étr✐q✉❡ ❡♥ ili ❀ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡

❑r♦♥❡❝❦❡r ❡st ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡ ❡♥ ili✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ③ér♦✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✸ ▲❡ ❧✐♥é❛r✐sé dFκ[u] ❞❡ Fκ ❡♥ u ❡st ✉♥❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✳

Pr❡✉✈❡ ✿

dFκ[u](v) =
d

dt
Fκ[u+ tv]

∣∣
t=0

=
1

(κ− 1)!

∑
εi1...iκj1...jκ

ai1j1 . . . aiκ−1jκ−1
viκjκ

= Cκ−1(D
2u)ijvij✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥❝♦r❡ é❝r✐r❡ ✿

dFκ[u](v) =
∑

i

∂

∂xi

(
∑

j

Cκ−1(D
2u)ijvj

)
=
∑

i

∂

∂xi

(
∂̥κ

∂aij
(au)∂jv

)

�

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✹ ❊♥ ✉♥ ♣♦✐♥t x ♦ù (D2u) ❡st ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✱ ♦♥ ❛ ✿

∂̥κ

∂aij
(au)(x) = δij

∂σκ
∂λi

[λ(au(x)] ✈♦✐r ▲❡♠♠❡ [2.2]

❉♦♥❝ ❧✬❡❧❧✐♣t✐❝✐té ❞❡ dFκ[u]✱ ❛✈❡❝ u κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✱ ♣❡✉t êtr❡ ❧✉❡ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t x ✭❛♣rès

r♦t❛t✐♦♥ q✉✐ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❡ D2u(x)✮ s✉r ❧❡s

Cκ−1

(
D2u(x)

)i
i
≡ ∂σκ
∂λi

[λ(au(x)] > 0

❛✉ ♣♦✐♥t x ♣♦✉r u ✜①é❡✱ ♦♥ ❛✉r❛ 0 < λ < Λ t✳q✳

λ|ξ|2 ≤
∑

ij

Cκ−1

(
D2u(x)

)i
j
ξiξj ≤ Λ|ξ|2

�

✶✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥

✸✳✶ ❖♣ér❛t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉①

❙♦✐t L ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬♦r❞r❡ ✷ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

L = aij(x)∂ij, aij = aji, i, j = 1, 2, . . . , n.

❛✈❡❝ x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n, n ≥ 2 ❡t ∂ij = ∂2

∂xi∂xj
✱ ♦ù ❧✬ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞❡

s♦♠♠❛t✐♦♥ ✭✐❝✐ ❞❡ 1 à n✮ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ♠✉❡ts ré♣étés✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ L ≡
n∑

i,j=1

aij(x)∂ij✳

❖♥ ❞✐t q✉❡ L ❡st ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❛✉ ♣♦✐♥t x s✐ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ [aij(x)] ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ♦✉

❡♥❝♦r❡✱ s✐ λ(x),Λ(x) s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❡t ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s

❞❡ [aij(x)]✱ ❛❧♦rs✱

0 < λ(x)|ξ|2 ≤ aij(x)ξiξj ≤ Λ(x)|ξ|2

♣♦✉r t♦✉t ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ R
n − {0}✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ L ❡st ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞❛♥s Ω ⊂ R

n s✐ L
❡st ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ♣♦✐♥t x ❞❛♥s Ω✳ ❙✐ ❞❡ ♣❧✉s Λ/λ ❡st ❜♦r♥é ❞❛♥s Ω ❛❧♦rs ♦♥ ❞✐t

q✉❡ L ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞❛♥s Ω✳

❖♥ ♣r❡♥❞ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

yi =
n∑

j=1

cijxj, i = 1, 2, . . . , n

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛

♠❛tr✐❝❡ C = [cij] ❡st ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡✳

✶✻



✸✳✶ ❖♣ér❛t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉①

▲❡ rés✉❧t❛t ❝❧❛ss✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬❡❧❧✐♣t✐❝✐té ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♥✬❡st ♣❛s ❛✛❡❝té❡

♣❛r ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ✿ ✐❧ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧❡s ♠ê♠❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s λ(x) ❡t Λ(x)✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r

L = aij(x)
∂2

∂xi∂xi
(1)

s♦✐t ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✳ ❆❧♦rs ❛♣rès ✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r L r❡st❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❡t ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡

s✉✐✈❛♥t ✿

L = bkl
∂2

∂yk∂yl
(2)

❛✈❡❝

bkl = aijckiclj, k = 1, 2, . . . , n.

Pr❡✉✈❡ ✿ ❖♥ ❛ ∂yi/∂xj = cij✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té à L✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

aij(x)
∂2

∂xi∂xj
= aij(x)cki(x)clj(x)

∂2

∂yk∂yl
.

❙♦✐t B = bkl✱ s♦✐t (ξ1, . . . , ξn) ∈ R
n ♦♥ ❛ ✿

bkl(x)ξkξl = aij(x)cki(x)ξkc
lj(x)ξl

❙♦✐t

ηi = ckiξk,

♦♥ ♦❜t✐❡♥t

bkl(x)ξkξl = aijηiηj.

P❛r ❧✬❡❧❧✐♣t✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (1) ❡t ❧✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ C ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

bkl(x)ξkξl ≥ λ(x)|η|2 ≡ λ(x)|ξ|2.

❉❡ ♠ê♠❡ ✿

bkl(x)ξkξl ≤ Λ(x)|η|2 ≡ Λ(x)|ξ|2

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✶

◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡✱ ♣❛r r♦t❛t✐♦♥✱ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧✬❡❧❧✐♣t✐❝✐té ❡st ♣rés❡r✈é❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐

q✉❡ ❧❡s q✉❛♥t✐tés λ(x),Λ(x) s♦♥t ✐♥❝❤❛♥❣é❡s✳

✶✼



✸ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥

❙✐ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✱ ❛❧♦rs ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❧❡ r❡st❡r❛ ❛♣rès ✉♥❡

r♦t❛t✐♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷ ❙♦✐t

L = aij(x)∂ij + bi(x)∂i + c(x)

✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞✐✛❡r❡♥t✐❡❧ ❞✉ s❡❝♦♥❞❡ ♦r❞r❡✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ L ❡st ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❛✉ ♣♦✐♥t x s✐ ❡t

s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

L = aij(x)∂ij

❡st ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❡♥ x✳ ■❧ ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞❛♥s Ω ⊂ R
n s✐ L ❧✬❡st ❞❛♥s Ω

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸ ❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ s❝❛❧❛✐r❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ F ❡st

❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❡♥ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ u✱ ❛✉ ♣♦✐♥t x0 ∈ R
n✱ s✐ Lu ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧

❧✐♥é❛✐r❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❡♥ x0 ♦ù ✿

Lu(v) =
d

dt
F (u+ tv)|t=0.

▲✬♦♣ér❛t❡✉r F ❡st ❞✐t ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ s✉r ♦✉✈❡rt U ⊂ C2(Ω) ❛✉ ♣♦✐♥t x0 ∈ Ω ⊂ R
n✱ s✐ ♣♦✉r

t♦✉t u ∈ U ✱ Lu ❡st ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❛✉ ♣♦✐♥t x0✳ ❙✐ ❧✬❡❧❧✐♣t✐❝✐té ❛ ❧✐❡✉ ∀ x0 ∈ Ω✱ ♦♥ ♣❛r❧❡r❛

❞✬❡❧❧✐♣t✐❝✐té ❞❡ F s✉r U s❛♥s ♣ré❝✐s❡r ❡♥ q✉❡❧ ♣♦✐♥t✳

P♦✉r ♥♦✉s ❧✬♦✉✈❡rt U s❡r❛ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ✭✈♦✐r ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✮✳

✸✳✷ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❛♥s ζ2
0(Rn)

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

ζ2
0 (Rn) =

{
u ∈ C2(Rn), lim

|x|→∞
u(x) = 0

}

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷ ❙♦✐t u ∈ ζ2
0 (Rn) ❡t

L = aij(x)∂ij + bi(x)∂i

✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞❛♥s R
n✱ aij(x), bi(x) ❝♦♥t✐♥✉❡✱ t❡❧ q✉❡ ✿

Lu ≥ 0 (resp Lu ≤ 0) dans R
n

❛❧♦rs ✿

u < 0 ou u ≡ 0 (resp u > 0 ou u ≡ 0)

✶✽



✸✳✷ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❛♥s ζ2
0 (Rn)

Pr❡✉✈❡ ✿ ❙♦✐t BR = B(0, R) ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❞❡ ❝❡♥tr❡ 0 ❡t ❞❡ r❛②♦♥ R ♦♥ ❛ ✿

Lu ≥ 0 (Lu ≤ 0) ❡t L ❡st ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞❛♥s BR,

❞♦♥❝ ❞✬❛♣rès ❧❡ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ▼❛①✐♠✉♠ ❬✽❪ ♦✉ ❬✶✺❪ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

max
BR

(u) = max
∂BR

(u) = MR (min
BR

(u) = min
∂BR

(u) = mR).

❊♥s✉✐t❡✱ R ✈❛r✐❡✱ ❡t ❝♦♠♠❡ u ∈ ζ2
0 (Rn) ❞♦♥❝ lim

R→∞
MR = 0✱ ❛❧♦rs✱

∀ x0 ∈ R
n,∀ ε > 0,∃ R t❡❧ q✉❡ x0 ∈ BR✱ ❧♦rsq✉❡ R → ∞ ♦♥ ❛

u/∂BR
< ε⇒ u(x0) < ε⇒ u(x0) ≤ 0 ❡t ❝❡❝✐ ✈r❛✐ ∀ x0 ∈ R

n✱ ❛❧♦rs u ≤ 0 dans R
n✳

❙✐ u(x0) = 0✱ ❞♦♥❝ u ❛❞♠❡t ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❡♥ x0 ❞♦♥❝ ❞✬❛♣rès ❧❡ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ▼❛①✐✲

♠✉♠ u ≡ 0 ❞❛♥sBR✳ ❈♦♠♠❡ R
n ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ❛❧♦rs u ≡ 0 ❞❛♥s R

n✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✶ ✭Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✮ ❙♦✐❡♥t u, v ∈ ζ2
0 (Rn) κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡s t❡❧❧❡s

q✉❡

σ̃κ[λ(au)] ≤ σ̃κ[λ(av)] dans R
n.

❆❧♦rs

u ≥ v dans R
n

Pr❡✉✈❡ ✿ ❙♦✐t w = v− u✱ ♣♦s♦♥s M = max(w)✳ ❙✐ M ≤ 0✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❡st ❞é♠♦♥tré✳

❘❛✐s♦♥♥♦♥s ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡✱ ❡t s✉♣♣♦s♦♥s M > 0✳ ❈♦♠♠❡ w s✬❛♥♥✉❧❡ à ❧✬✐♥✜♥✐✱ ❛❧♦rs ✐❧

❡①✐st❡ x0 ∈ R
n t❡❧ q✉❡ ✿

w(x0) = M, dw(x0) = 0 et D2w(x0) ≤ 0

❙♦✐t Ex0
❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞✉ ❢❡r♠é {x ∈ R

n, w(x) = M} q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ ♣♦✐♥t

x0 ❀ ♦♥ ❛ Ex0
♥♦♥ ✈✐❞❡ ❡t ❢❡r♠é❡✳

❖♥ ❛ D2w(x0) = 0 ❝❛r s✐♥♦♥✱ ❝♦♠♠❡ D2u(x0) = −D2w(x0) +D2v(x0) ♦♥ ❛✉r❛✐t ✿

σ̃κ[λau(x0)] > σ̃κ[λav(x0)]

❝♦♥tr❡❞✐s❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡✳

❈♦♠♠❡ D2(w(x0)) = 0 ❛❧♦rs D2(u(x0)) = D2(v(x0))✳ ❙♦✐t wt = tv + (1 − t)u ♦♥ ❛

D2(wt(x0)) = D2(u(x0)) = D2(v(x0))✱ ❞♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ Vx0
❝♦♥t❡♥❛♥t x0 s✉r

❧❡q✉❡❧ wt ❡st κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ∀ t ∈ [0, 1]✳ P♦s♦♥s ✿

L[w] = σ̃κ[λ(av)] − σ̃κ[λ(au)] =

∫ 1

0

d

dt
F̃κ[wt]dt =

(∫ 1

0

dF̃κ[wt]dt

)
(v − u)

✶✾



✸ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥

♦ù

F̃κ[w] = σ̃κ[λ(aw)].

❉❛♥s Vx0
♦♥ ❛ ✿

L[w] ≥ 0 ❡st ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❝❛r wt ❡st κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡s s✉r Vx0
❡t w ❛❞♠❡t ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧

❡♥ x0✱ ❞♦♥❝ ❞✬❛♣rès ❧❡ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ▼❛①✐♠✉♠ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t w = cte = M s✉r Vx0
✳ ❆✐♥s✐✱

♦♥ ✈♦✐t q✉❡ Ex0
⊂ R

n ❡st ♦✉✈❡rt❡✱ ❞✬♦ù ♣❛r ❝♦♥♥❡①✐té ❞❡ R
n✱ ♦♥ ❛ Ex0

= R
n✳

▼❛✐s ❝♦♠♠❡ w s✬❛♥♥✉❧❡ à ❧✬✐♥✜♥✐✱ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ M = 0 ❡t ❝♦♥tr❡❞✐t ♥♦tr❡ ❤②♣♦t❤ès❡

M > 0✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ M ≤ 0 ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ✿ u ≥ v ❞❛♥s R
n✳

�

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✶ ❙♦✐❡♥t u, v ∈ ζ2
0 (Rn)κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡s t❡❧❧❡s q✉❡ σ̃κ[λ(au)] = σ̃κ[λ(av)]

❞❛♥s R
n ❛❧♦rs u = v dans R

n✳

✷✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❍ö❧❞❡r à

♣♦✐❞s

✹✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❍ö❧❞❡r à ♣♦✐❞s

❙♦✐t Ω ⊂ R
n ❝♦♥♥❡①❡✱ σ(x) =

(
1 + |x|2

) 1

2 , k ∈ N, α ∈ (0, 1) ❡t p ∈ R✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶ ❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r Ck(Ω) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Ck s✉r Ω✱ ❞♦♥t ❧❡s

❞❡r✐✈é❡s Diu, 0 ≤ i ≤ k s♦♥t ❜♦r♥é❡s✳ ❖♥ ♠✉♥✐t Ck(Ω) ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ✿

‖u‖Ck(Ω) =
k∑

i=0

sup
x∈Ω

|Diu(x)|

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷ Ck,α(Ω) ❡st ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ Ck(Ω) ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s

❧❛ ♥♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡t ✜♥✐❡ ✿

‖u‖Ck,α(Ω) = ‖u‖Ck(Ω) + sup
x,x′∈Ω

x6=x′

|Dku(x) −Dku(x′)|
|x− x′|α .

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ré❡❧ p ≥ 0✱ ♦♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r ✿

Mp,i(u) := sup
x∈Ω

{
σ(x)p+i|Diu(x)|

}
,

❡t ✿

Mp,i+α(u) := sup
x,x′∈Ω

x6=x′

{
min

(
σ(x)p+i+α, σ(x′)p+i+α

) |Diu(x) −Diu(x′)|
|x− x′|α

}
.

✷✶



✹ ❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❍ö❧❞❡r à ♣♦✐❞s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸ Ck
p (Ω) ❡st ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ Ck(Ω) ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛

♥♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡t ✜♥✐❡ ✿

‖u‖Ck
p (Ω) =

k∑

i=0

Mp,i(u)

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✹ Ck,α
p (Ω) ❡st ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ Ck,α(Ω) ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s

❧❛ ♥♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡t ✜♥✐❡ ✿

‖u‖Ck,α
p (Ω) = ‖u‖Ck

p (Ω) +Mp,k+α(u)

Ck
p (R

n) et Ck,α
p (Rn) ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦r♠❡s ‖.‖Ck

p (Rn) ❡t ‖.‖Ck,α
p (Rn) s♦♥t ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✳

❖♥ ❞és✐❣♥❡r❛ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣❛r Ck
p ❡t Ck,α

p ❝❡s ❡s♣❛❝❡s✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✶ ❙♦✐t x0 ∈ R
n ✜①é✱ s♦✐t X =

x− x0

σ(x0)
❡t s♦✐t 0 < ρ < 1 ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s

❜♦✉❧❡s ✿

Bρ = {X ∈ R
n, |X| ≤ ρ} et Bx0

ρ = {x ∈ R
n, |X(x)| ≤ ρ} ≡ {x ∈ R

n, |x−x0| ≤ ρσ(x0)}.

∀ u ∈ Ck,α
p ✱ ❛ss♦❝✐♦♥s à u ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✿

X ∈ Bρ 7−→ ux0
(X) = [σ(x0)]

pu(x) ♦ù x ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r X(x) = X✳

▲❛ ♥♦r♠❡ sup
x0∈Rn

‖ux0
‖Ck,α(Bρ) ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ♥♦r♠❡ ‖u‖Ck,α

p

✐✳❡✳ ∃ 0 < cρ ≤ Cρ tel que ∀ u ∈ Ck,α
p on a :

cρ sup
x0∈Rn

‖ux0
‖Ck,α(Bρ) ≤ ‖u‖Ck,α

p
≤ Cρ sup

x0∈Rn

‖ux0
‖Ck,α(Bρ).

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ N✱ Diux0
≡ [σ(x0)]

p+iDiu(x)✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ❙✉r Bx0

ρ ✱ ♦♥ ❛ |x| ≥ |x0| − ρσ(x0) ❞✬♦ù ❧✬♦♥ t✐r❡ ✿ σ2(x) ≥ (1 − ρ)2σ2(x0)✱

s♦✐t ❡♥❝♦r❡ ✿
σ(x0)

σ(x)
≤ 1

1 − ρ
. ✭✹✳✶✮

❉❡ ♠ê♠❡ |x| ≤ |x0| + ρσ(x0) ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✿

σ(x)

σ(x0)
≤ 1 + ρ ✭✹✳✷✮

P♦s♦♥s σ(x, x′) = min{σ(x), σ(x′)}✳ ❖♥ ❛ ✿

✷✷



✹✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❍ö❧❞❡r à ♣♦✐❞s

‖ux0
‖Ck,α(Bρ) = ‖ux0

‖Ck(Bρ) + sup
X,X′∈Bρ

X 6=X′

|Dkux0
(X) −Dkux0

(X ′)|
|X −X ′|α

=
∑

0≤i≤k

sup
X∈Bρ

|Diux0
(X)| + sup

X,X′∈Bρ

X 6=X′

|Dkux0
(X) −Dkux0

(X ′)|
|X −X ′|α

=
∑

0≤i≤k

sup
x∈B

x0
ρ

σ(x0)
p+i|Diu(x)| + sup

x,x′∈B
x0
ρ

x6=x′

σ(x0)
p+k|Dku(x) −Dku(x′)|
(|x− x′|/σ(x0))

α

=
∑

0≤i≤k

sup
x∈B

x0
ρ

(
σ(x0)
σ(x)

)p+i
σ(x)p+i|Diu(x)|+ sup

x,x′∈B
x0
ρ

x6=x′

(
σ(x0)
σ(x,x′)

)p+k+α
σ(x,x′)p+k+α|Dku(x)−Dku(x′)|

|x−x′|α

❡t ❞✬❛♣rès ✭✹✳✶✮✱ ❝♦♠♠❡ p ≥ 0 ✿

≤
(

1
1−ρ

)p+k
‖u‖Ck

p
+ sup
x,x′∈B

x0
ρ

x6=x′

(
σ(x0)

σ(x, x′)

)p+k+α
sup

x,x′∈B
x0
ρ

x6=x′

(σ(x, x′))p+k+α
|Dku(x) −Dku(x′)|

|x− x′|α

≤
(

1
1−ρ

)p+k
‖u‖Ck

p
+
(

1
1−ρ

)p+k+α
sup

x,x′∈Rn

x6=x′

(σ(x, x′))p+k+α
|Dku(x) −Dku(x′)|

|x− x′|α

❞♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t x0 ✜①é ❞❛♥s R
n ♦♥ ❛ ✿

‖ux0
‖Ck,α(Bρ) ≤

(
1

1−ρ

)p+k+α
‖u‖Ck,α

p (Rn)

❞✬♦ù ✜♥❛❧❡♠❡♥t

(1 − ρ)p+k+α sup
x0∈Rn

‖ux0
‖Ck,α(Bρ) ≤ ‖u‖Ck,α

p (Rn)

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t ✿

‖u‖Ck,α
p

= ‖u‖Ck
p

+ sup
x,x′∈Rn

x6=x′

{
[σ(x, x′)]

p+k+α |Dku(x) −Dku(x′)|
|x− x′|α

}

=
∑

0≤i≤k

sup
x∈Rn

{
(σ(x))p+i|Diu(x)|

}
+ sup
x,x′∈Rn

x6=x′

{(
(σ(x, x′))

(σ(x0))

)p+k+α
(σ(x0))

p+k+α |Dku(x) −Dku(x′)|
|x− x′|α

}

=
∑

0≤i≤k

sup
x∈Rn

{(
σ(x)
σ(x0)

)p+i
(σ(x0))

p+i|Diu(x)|
}

+ sup
x,x′∈Rn

x6=x′

{(
(σ(x,x′))
(σ(x0))

)p+k+α
(σ(x0))p+k|Dku(x)−Dku(x′)|

σ(x0)−α|x−x′|α

}

❡t ❞✬❛♣rès ✭✹✳✷✮ ✿

≤ (1 + ρ)p+k
∑

0≤i≤k

sup
X∈Bρ

|Diux0
(X)| + (1 + ρ)p+k+α sup

X,X′∈Bρ

X 6=X′

|Dkux0
(X) −Dkux0

(X ′)|
|X −X ′|α

✷✸



✹ ❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❍ö❧❞❡r à ♣♦✐❞s

≤ (1 + ρ)p+k+α ‖ux0
‖Ck,α(Bρ)

❞✬♦ù

cρ sup
x0∈Rn

‖ux0
‖Ck,α(Bρ) ≤ ‖u‖Ck,α

p (Rn) ≤ Cρ sup
x0∈Rn

‖ux0
‖Ck,α(Bρ).

❆✈❡❝ cρ = (1 − ρ)p+k+α ❡t Cρ = (1 + ρ)p+k+α

�

■♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❞✬❛✉tr❡ ♥♦r♠❡s✱ ✉t✐❧✐sé❡s ❬✽❪ ✭♣❛❣❡ ✻✶✮ ♣♦✉r ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✐♥tér✐❡✉r❡s✳

❙♦✐t Ω ✉♥ ♦✉✈❡rt str✐❝t ❞❡ R
n ❀ ♣♦✉r x, y ∈ Ω✱ ♦♥ ♣♦s❡ dx = dist(x, ∂Ω), dx,x′ =

min(dx, dx′)✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ♣♦✉r u ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❞❡ Ck(Ω), Ck,α(Ω) ❧❡s ♥♦r♠❡s q✉✐

s♦♥t ❛♥❛❧♦❣✉❡s ❛✉① ♥♦r♠❡s ❛✉✲❞❡ss✉s✱

‖u‖∗Ck(Ω) =
k∑

i=0

sup
x∈Ω

dkx|Diu(x)|,

‖u‖∗Ck,α(Ω) = ‖u‖∗Ck(Ω) + [u]∗Ck,α(Ω)

❛✈❡❝

[u]∗Ck,α(Ω) = sup
x,x′∈Ω

x6=x′

dk+αx,x′
|Dku(x) −Dku(x′)|

|x− x′|α .

❖♥ ❛✉r❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡s ✿

▲❡♠♠❡ ✹✳✷ ✭❬✽❪✱ ▲❡♠♠❡ ✻✳✸✷ ♣✳ ✶✸✵✮ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ j + β < k + α avec j, k =

0, 1, . . . ❡t 0 ≤ α, β ≤ 1✳ ❙♦✐t Ω ⊂ R
n ♦✉✈❡rt ❡t u ∈ Ck,α(Ω) ❛❧♦rs ∀ ε > 0 ✐❧

❡①✐st❡ c(ε, k, j) > 0 t❡❧ q✉❡ ✿

‖u‖∗Cj,β(Ω) ≤ ε[u]∗Ck,α(Ω) + c‖u‖C0(Ω)

❖♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r ❝❡ ❧❡♠♠❡ ♣❧✉s ❧♦✐♥ ✭❈❤❛♣✐tr❡ ✼✮✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✸ ✭❬✽❪✱ ▲❡♠♠❡ ✻✳✸✺ ♣✳ ✶✸✺✮ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ j+β < k+α avec j, k = 0, 1, . . .

❡t 0 ≤ α, β ≤ 1✳ ❙♦✐t Ω ❡st ✉♥ Ck,α ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❛♥s R
n, u ∈ Ck,α(Ω̄) ❛❧♦rs ∀ ε > 0 ✐❧

❡①✐st❡ c(ε, k, j,Ω) > 0 t❡❧ q✉❡ ✿

‖u‖Cj,β(Ω) ≤ ε‖u‖Ck,α(Ω) + c‖u‖C0(Ω).

✹✳✷ ◗✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❡s♣❛❝❡s Ck,α
p = Ck,α

p (Rn)

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶ ✭✈♦✐r❬✺❪✮ ▲❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❍ö❧❞❡r à ♣♦✐❞s Ck,α
p ♦♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✲

✈❛♥t❡s ✿

✷✹



✹✳✷ ◗✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❡s♣❛❝❡s Ck,α
p = Ck,α

p (Rn)

✶✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ Ck,α
p × Ck′,α′

p′ −→ C
min(k,k′),min(α,α′)
p+p′ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✳

✷✳ Ck
p s✬✐♥❥❡❝t❡ ❝♦♥t✐♥✉♠❡♥t ❞❛♥s Ck′

p′ s✐ k′ ≤ k, p′ ≤ p✳

✸✳ Ck,α
p s✬✐♥❥❡❝t❡ ❝♦♥t✐♥✉♠❡♥t ❞❛♥s Ck′,α′

p′ ♦ù (k′ + α′) ≤ (k + α) et p′ ≤ p✳

✹✳ ▲✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ Ck,α
p dans Ck′,α′

p′ avec (k′ + α′) < (k + α) ❡t p′ < p ❡st

❝♦♠♣❛❝t❡✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✶ ❙♦✐t ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs j < k ❡t ✉♥ ré❡❧ p ≥ 0✱ ♣♦✉r t♦✉t ǫ ∈ (0, 1)✱ ✐❧ ❡①✐st❡

✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c(ǫ, p) t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t u ∈ C2
p(R

n) ♦♥ ❛ ✿

Mp,j(u) ≤ ǫMp,k(u) + c(ǫ, p)Mp,0(u)

♦ù Mp,i(u) ❡st ✐❝✐ ❝♦♥s✐❞éré ❛✈❡❝ Ω = R
n✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ux0
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù α =

β = 0 ❡t Ω ❡st ❧❛ ❜♦✉❧❡ Bρ✱ ♦ù ux0
❡t Bρ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✶✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

‖ux0
‖Cj(Bρ) ≤ ε‖ux0

‖Ck(Bρ) + c‖ux0
‖C0(Bρ)

❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡ sup
x0∈Bρ

♣♦✉r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✶ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

‖u‖Cj
p(Rn) ≤ ε‖u‖Ck

p (Rn) + c‖u‖C0
p(Rn)

❞♦♥❝

(1 − ε)

j∑

i=0

Mp,i(u) ≤ ε
k∑

i=j+1

Mp,i(u) + CMp,0(u)






Si j = k − 1, Mp,k−1(u) ≤ ε
1−ε

Mp,k(u) + C
1−ε

Mp,0(u).

Si j = k − 2, Mp,k−2(u) ≤
[(

ε
1−ε

)2
+
(

ε
1−ε

)]
Mp,k(u) +

[
Cε

(1−ε)2
+ C

(1−ε)

]
Mp,0(u).

Si j = k − 3, Mp,k−3(u) ≤
[(

ε
1−ε

)3
+ 2

(
ε

1−ε

)2
+
(

ε
1−ε

)]
Mp,k(u)+

[
Cε2

(1−ε)3
+ 2 Cε

(1−ε)2
+ C

(1−ε)

]
Mp,0(u).

Si j = k − 4, Mp,k−4(u) ≤
[(

ε
1−ε

)4
+ 3

(
ε

1−ε

)3
+ 3

(
ε

1−ε

)2
+
(

ε
1−ε

)]
Mp,k(u)+

[
cε3

(1−ε)4
+ 3 cε2

(1−ε)3
+ 3 Cε

(1−ε)2
+ C

(1−ε)

]
Mp,0(u).

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

Si j = k − i, Mp,k−i(u) ≤ ε
1−ε

[
1 + ε

1−ε

]i−1
Mp,k(u) + C

1−ε

[
1 + ε

1−ε

]i−1
Mp,0(u).

✷✺



✹ ❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❍ö❧❞❡r à ♣♦✐❞s

❉✬♦ù ∀ j = 1, . . . , k − 1 ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

Mp,j(u) ≤ ε
1−ε

[
1

1−ε

]k−j−1
Mp,k(u) + C

1−ε

[
1

1−ε

]k−j−1
Mp,0(u).

�

✹✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ t②♣❡ ❙❝❤❛✉❞❡r

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♦♥ ♣r❡♥❞ p > 0✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶ ✭❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤❛✉❞❡r✮ ❙♦✐t L = aij(x)∂ij + bi(x)∂i + c(x) ✉♥

♦♣ér❛t❡✉r ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❧✐♥é❛✐r❡ str✐❝t❡♠❡♥t ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ s✉r R
n✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✐❧ ∃ θ > 0 t❡❧

q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ R
n∗, a(v, v) ≥ θ|v|2✱ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

s✉✐✈❛♥t❡s ✿

aij = aji, aij ∈ Ck,α
0 (Rn), bi ∈ Ck,α

1 (Rn) et c ∈ Ck,α
2 (Rn).

■❧ ❡①✐st❡ C > 0✱ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❞❡s ♥♦r♠❡s ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r L✱ t❡❧❧❡

q✉❡✱ ❙✐ u ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ Lu = f ❛✈❡❝ u ∈ C0
p ∩ C2

loc ❡t f ∈ Ck,α
p+2 ❛❧♦rs

u ∈ Ck+2,α
p ❡t

‖u‖Ck+2,α
p

≤ C
(
‖f‖Ck,α

p+2

+ ‖u‖C0
p

)
.

▲❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❬✺❪ s♦♥t ✿

✶✳ ❊♥ ♣♦s❛♥t v = σpu✱ ♦♥ s❡ r❛♠è♥❡ à ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣♦✉r p = 0✳

✷✳ ❖♥ é❝r✐t u s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ u = χ + (1 − χ)u ♦ù χ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ t❡❧❧❡

q✉❡ χ = 1 s✉r B3✱ ♣♦s✐t✐✈❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ B4 ❡t s✬❛♥♥✉❧❡ à ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞❡ B4✳

✸✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤❛✉❞❡r ✐♥tér✐❡✉r ❝❧❛ss✐q✉❡ ❬✽❪ t♦✉r à t♦✉r ❞❛♥s B4 ❡t

à ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞❡ B3✳

✹✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳

P♦✉r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ✈♦✐r ❬✺❪✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✱ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s k = 2✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ●r❛❝❡ ❛✉ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✶ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠❛❥♦r❡r Mp,2(u) et Mp,2+α(u)✳

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ Mp,2(u) = sup
x∈Rn

|σ(x)p+2D2u(x)| ✿ ❋✐①♦♥s x0 ∈ R
n ❡t ét✉❞✐♦♥s

σ(x0)
p+2|D2u(x0)| ✭✹✳✸✮

✷✻



✹✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ t②♣❡ ❙❝❤❛✉❞❡r

❙♦✐t B ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ ❝❡♥tr❡ x0 ❡t ❞❡ r❛②♦♥ d = θσ(x0) ♦ù 0 < θ < 1/2, θ s❡r❛ ❞ét❡r♠✐♥é

♣❧✉s t❛r❞✳ ❉❛♥s B ♦♥ ❛ ✿

L0[u] = F (x)

♦ù

F (x) = L0[u] − L[u] + f(x) et L0[u] =
n∑

i,j=1

aij(x0)
∂2u

∂xi∂xj

♦ù (aij(x0))1<i,j<n ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts✳ ❉♦♥❝ ❞✬❛♣rès ❬✽❪ ✭▲❡♠♠❡

✻✳✶✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

|D2u(x0)| ≤ C

(
1

d2
sup
B

|u| + sup
B

|F | + dαsup
x∈B

|F (x0) − F (x)|
|x0 − x|α

)
✭✹✳✹✮

❖♥ é✈❛❧✉❡ ✭✹✳✸✮✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ✭✹✳✹✮✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥é❣❛❧✐té✱ ✈❛❧❛❜❧❡ ❞❛♥s B ✿

(1 − θ)σ(x0) ≤ σ(x) ≤ (1 + θ)σ(x0).

✶❡r t❡r♠❡ ✿

1

d2
sup
B

|u| σ(x0)
p+2 ≤ σ(x0)

p+2

θ2σ(x0)2
sup
x∈B

σ(x)p|u(x)| 1

σ(x)p
≤ C(θ)Mp,0(u)✳

✷è♠❡ t❡r♠❡ ✿ σ(x0)
p+2 sup

B
|F | ≤

σ(x0)
p+2sup

x∈B

{∣∣∣∣∣

(
n∑

i,j=1

aij(x0) −
n∑

i,j=1

aij(x)

)
D2u(x) −

n∑

i=1

biDu(x) − c(x)u(x) + f

∣∣∣∣∣

}
✳

❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❧❡ t❡r♠❡ ✿ σ(x0)
p+2sup

x∈B

{∣∣∣∣∣

(
n∑

i,j=1

aij(x0) −
n∑

i,j=1

aij(x)

)
D2u(x)

∣∣∣∣∣

}

≤ σ(x0)
p+2 sup

x∈B
σ(x0)

α

∣∣∣
∑n

i,j=1 a
ij(x0) −

∑n
i,j=1 a

ij(x)
∣∣∣

|x0 − x|α
|x0 − x|α
σ(x0)α

sup
x∈B

σ(x)p+2|D2u(x)| 1

σ(x)p+2
✳

≤ C(‖aij‖, θ) θαMp,2(u)

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❜❜ré✈✐❛t✐♦♥ ‖aij‖ = ‖aij‖C0,α
0

✳

▲❡s ❛✉tr❡s t❡r♠❡s ❞♦♥♥❡♥t ❝♦♠♠❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ✿ C(‖bi‖)Mp,1(u) et C(‖c‖)Mp,0(u)✱ ❡♥

❛❜ré❣❡❛♥t ❞❡ ♠ê♠❡ ‖bi‖ = ‖bi‖C0,α
1

, ‖c‖ = ‖c‖C0,α
2

✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t

σ(x0)
p+2sup

B
|F | ≤ C(‖aij‖, ‖bi‖, ‖c‖, θ){Mp,1(u) +Mp,0(u) + ‖f‖C0

p+2
+ θαMp,2(u)}

✷✼



✹ ❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❍ö❧❞❡r à ♣♦✐❞s

✸è♠❡ t❡r♠❡ ✿

P❛r ❞❡s ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡s ♦♥ tr♦✉✈❡ ✿

σ(x0)
p+2dαsup

x∈B

|F (x0) − F (x)|
|x0 − x|α ≤ θαC(‖aij‖, ‖bi‖, ‖c‖, θ) Mp,i(u) (i < 2)

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ r❡♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ✭✹✳✸✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

Mp,2(u) ≤ C(‖aij‖, ‖bi‖, ‖c‖, θ) {‖f‖C0,α
p+2

+Mp,0(u) + θαMp,2(u)}
❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ θ✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ Mp,2(u) s♦✐t ✐♥❢ér✐❡✉r à

✶✴✷ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✿

Mp,2(u) ≤ C(‖aij‖, ‖bi‖, ‖c‖)
{
‖f‖C0,α

p+2

+Mp,0(u)
}

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ Mp,2+α

❋✐①♦♥s ❧❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts x ❡t x′ ❡t ét✉❞✐♦♥s ✿

min{σ(x), σ(x′)}p+2+α |D2u(x) −D2u(x′)|
|x− x′|α

❙✉♣♣♦s♦♥s ✿ σ(x) ≤ σ(x′) ❡t s♦✐t θ ❝❤♦✐s✐ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❀ ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉①

ré❣✐♦♥s ✿

✶✮ |x− x′| ≥
(
θ

4

)
σ(x) ❛❧♦rs ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

≤
(

4

θ

)α
σ(x)p+2+α

σ(x)α
(
|D2u(x)| + |D2u(x′)|

)
≤ C(θ) Mp,2(u) ≤ C

(
‖f‖C0,α

p+2

+Mp,0(u)
)

✷✮ |x− x′| ≤
(
θ

4

)
σ(x) ❛❧♦rs ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

|D2u(x) −D2u(x′)|
|x− x′|α ≤ K

dα
+ C

|F (x) − F (x′)|
|x− x′|α

♦ù K ❡t C s♦♥t ❞❡✉① ❝♦♥st❛♥t❡s q✉✐ ❞é♣❡♥❞❡♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ‖aij‖, ‖bi‖ et ‖c‖✳
▲❡s ❞❡✉① ♠❛❥♦r❛t✐♦♥s ❞❡ Mp,2(u) ❡t Mp,2+α ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤❛✉❞❡r✳

�

✹✳✹ ❚❤é♦rè♠❡ ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ p ∈ (0, n−2) ❡t ♦♥ s❡ r❡str❡✐♥t ❛✉① ♦♣ér❛t❡✉rs L s✉r R
n

q✉✐ s❡r♦♥t ✉t✐❧❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r à ❧❡✉r ♣r♦♣♦s ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡

✷✽



✹✳✹ ❚❤é♦rè♠❡ ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡

♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡♥tr❡ ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❍ö❧❞❡r à ♣♦✐❞s✳ ❯♥ rés✉❧t❛t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ♥é❝❡ss✐t❡r❛✐t ❞❡s

❤②♣♦t❤ès❡s ♣❧✉s ❢♦rt❡s s✉r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ L✳

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ●r❡❡♥✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷ ✭❬✺❪✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✱ ❬✶✸❪ ❡t ❬✶✼❪✮ ❙♦✐t L = ∂i(a
ij(x)∂j) ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r

❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ s✉r R
n t❡❧ q✉❡ ✿ aij = aji ∈ Ck,α

loc , ∂i(a
ij) = 0 ❡t ✐❧ ❡①✐st❡

0 < c ≤ C t❡❧ q✉❡ cδij ≤ aij ≤ Cδij✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡ ♥é❣❛t✐✈❡

♠❛①✐♠❛❧❡ GL(x, y) ∈ Ck+2,α
loc (Rn × R

n \ ∆)✱ ♦ù ∆ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ {x = y}✱ ❡t

0 < θ ≤ Θ t❡❧s q✉❡ ✿

✶✳ L[GL(x, .)] = δx✱ ♦ù δx ❡st ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❉✐r❛❝ ❛✉ ♣♦✐♥t x✳

✷✳ θ|x− y|2−n ≤ |GL(x, y)| ≤ Θ|x− y|2−n✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✹ ❙♦✐t L = ∂i(a
ij(x)∂j) ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ s✉r R

n

t❡❧ q✉❡ aij = aji, aij ∈ Ck,α
0 , ∂i(a

ij) = 0 ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ 0 < λ ≤ Λ t❡❧ q✉❡ λδij ≤ aij ≤
Λδij✳ ■❧ ❡①✐st❡ C > 0✱ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ Ck,α

0 ❞❡ aij✱ t❡❧ q✉❡ ✱ ♣♦✉r t♦✉t

u ∈ Ck+2,α
p ❛✈❡❝ p ∈ (0, n− 2) ✿

‖u‖Ck+2,α
p

≤ C‖Lu‖Ck,α
p+2

.

Pr❡✉✈❡ ✿ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ✿

‖u‖C0
p
≤ C‖Lu‖C0

p+2

▼❛✐s ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷ ❡t ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✹✳✺ ✭❝✐✲❛♣rès✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡

rés✉❧t❛t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸ P♦✉r t♦✉t p ∈ (0, n− 2), α ∈ (0, 1), k ∈ N✱ ❧❡ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ∆ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡

❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n > 2 ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ Ck+2,α
p dans Ck,α

p+2✳

❆✈❛♥t ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ♦♥ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ rés✉❧t❛t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ q✉✐

❛ ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❝❡ ❚❤é♦rè♠❡✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✷ ❙♦✐t L ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✹✳✹✳ ❆❧♦rs

♣♦✉r t♦✉t p ∈ (0, n− 2), L ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ Ck+2,α
p ❞❛♥s Ck,α

p+2✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ❙✐ L ✈ér✐✜❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✹✳✹✱ ❛❧♦rs ∀ t ∈ [0, 1] ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✿

Lt = tL+ (1 − t)∆

✷✾



✹ ❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❍ö❧❞❡r à ♣♦✐❞s

✈ér✐✜❡ ❡♥❝♦r❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡✳ ■❝✐ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ C q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐t

❞❛♥s ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✹✱ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r L ✿ CL = ‖L‖✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

CL = sup ‖Lu‖Ck,α
p+2

pour ‖u‖Ck+2,α
p

= 1.

❉❡ ♠ê♠❡ ∀ t ∈ [0, 1] ✐❧ ❡①✐st❡ CLt > 0 t❡❧ q✉❡

‖u‖Ck+2,α
p

≤ CLt‖Ltu‖Ck,α
p+2

.

❙♦✐t C = max
t∈[0,1]

(CLt
) ❀ C ❡①✐st❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛❝✐té ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, 1] ❡t ❧❛

❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t ∈ [0, 1] → CLt ✳ ❉♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t t ∈ [0, 1] ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

‖u‖Ck+2,α
p

≤ C‖Ltu‖Ck,α
p+2

.

❉❡ ♣❧✉s Lt ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ Ck+2,α
p ❞❛♥s Ck,α

p+2✱ ✐♥❥❡❝t✐❢ ❞✬❛♣rès ❧✬✐♥✲

é❣❛❧✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✭♦✉ ♣❛r ❧❡ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ▼❛①✐♠✉♠✮✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡

✹✳✸ ∆ ❡st s✉r❥❡❝t✐❢ ❞❡ Ck+2,α
p ❞❛♥s Ck,α

p+2✳ ❉♦♥❝ ❧❛ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✈♦✐r

♣❧✉s ❧♦✐♥ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✶✮ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ q✉❡ L ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r s✉r❥❡❝t✐❢ ❞❡ Ck+2,α
p

❞❛♥s Ck,α
p+2✳ ❉✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t✱ ❝♦♠♣t❡✲t❡♥✉ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦✉✈❡rt❡ ❬✸❪✳

�

Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✸ ✿

P♦✉r k ❡♥t✐❡r✱ p ∈ R, α ∈ (0, 1)✱ ∆ ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ Ck+2,α
p dans Ck,α

p+2✳

∆ ❡st ❛✉ss✐ ✐♥❥❡❝t✐❢ ❞✬❛♣rès ❧❡ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ▼❛①✐♠✉♠ ♣♦✉r t♦✉t p > 0✳ ❉♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❧❡

❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦✉✈❡rt❡ ❬✸❪✭♣❛❣❡ ✶✽✮✱ ✐❧ ♥♦✉s r❡st❡ à ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ s✉r❥❡❝t✐✈✐té

❞❡ ∆ ♣♦✉r p ∈ (0, n− 2)✳

❉✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶ ❧❛ s✉r❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ ∆ ❡st ré❞✉✐t❡ à ❢❛✐r❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ‖u‖C0
p

❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ∆u✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✺ P♦✉r t♦✉t p ∈ (0, n− 2) ❡t ♣♦✉r t♦✉t u ∈ C2
p ♦♥ ❛ ✿

‖u‖C0
p
≤ [p(n− 2 − p)]−1‖∆u‖C0

p+2
.

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✶ ❈❡ ❧❡♠♠❡ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ p ∈ (0, n− 2)✳

Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✿

❙♦✐t (pi)i ✉♥❡ s✉✐t❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❛♥s ✭0, p✮ q✉✐ t❡♥❞ ✈❡rs p✱ ♣♦s♦♥s

vi = σpiu⇒ u = σ−pivi.

✸✵



✹✳✹ ❚❤é♦rè♠❡ ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡

❖♥ ❛ ✿

∆u = vi∆σ
−pi + 2∇σ−pi∇vi + σ−pi∆vi ✭✹✳✺✮

❈♦♠♠❡ vi t❡♥❞ ✈❡rs 0 à ❧✬✐♥✜♥✐✱ ❡t

∆σ−pi = pi(pi + 2)σ−pi−4|x|2 − npiσ
−pi−2,

❛❧♦rs ✿

✶✳ ❙✐ vi ❛❞♠❡t ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦s✐t✐❢Mi > 0✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ xi ∈ R
n t❡❧ q✉❡ max

x∈Rn
(vi) =

vi(xi) = Mi✳ ❆✉ ♣♦✐♥t xi✱ ♦♥ ❛ ∇vi(xi) = 0 ❡t ∆vi ≤ 0✱ ❞♦♥❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✺✮ ♥♦✉s

❞♦♥♥❡ ✿

∆u(xi) ≤Mi∆σ
−pi

≤Mi

(
pi(pi + 2)σ−pi−4|x|2 − npiσ

−pi−2
)

❛❧♦rs

σpi+2∆u(xi) ≤Mi

(
pi(pi + 2)|x|2/σ2 − npi

)

≤Mi (pi(pi + 2) − npi)✳

❈♦♠♠❡ (pi + 2 − n) < 0✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✿

Mi ≤ [pi(n− pi − 2)]−1|∆u|C0
p+2

✷✳ ❙✐ vi ❛❞♠❡t ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥é❣❛t✐❢mi < 0✱ ❞♦♥❝ ❛tt❡✐♥t ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t xi✱ s♦✐t vi(xi) =

mi ❡t ❡♥❝♦r❡ ❞✬❛♣rès ✭✹✳✺✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

∆u(xi) ≥ mi∆σ
−pi

❞✬♦ù

|mi| ≤ [pi(n− pi − 2)]−1|∆u|C0
p+2

❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t ❡♥ ❢❛✐s❛♥t i t❡♥❞r❡ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳

✸✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✺

▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té

▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ✉♥❡ éq✉❛t♦♥ ❡st ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡

✉♥❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ t ∈ [0, 1]✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ♣♦✉r t = 0 ♦♥ s❛❝❤❡ rés♦✉❞r❡

❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞é❢♦r♠é❡✱ q✉❡ ♣♦✉r t = 1 ♦♥ ❛✐t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✱ ❡t q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡

s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r t ∈ [0, 1] ♣✉✐ss❡ êtr❡ ré❞✉✐t❡ à ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r

❧❛❞✐t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♥♦r♠é ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡✮✳

❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ✉♥ r❛♣♣❡❧✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶ ❙♦✐❡♥t V1,V2 ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s ♥♦r♠és✳ ❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ T :

V1 −→ V2 ❡st ❞✐t❡ ❝♦♥tr❛❝t❛♥t❡ s✐ ❝✬❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ θ✲❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ ❛✈❡❝ θ ∈ [0, 1)✳

❈✬❡st✲à✲❞✐r❡

‖Tx− Ty‖V2
≤ θ‖x− y‖V1

∀ x, y ∈ V1

❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✶ ✭❬✽❪✱ ♣✳✼✹✮ ❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥tr❛❝t❛♥t❡ T : V → V s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡

❞❡ ❇❛♥❛❝❤ V ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t ✜①❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥

x ∈ V❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ Tx = x✳

✺✳✶ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❧✐♥é❛✐r❡

❙♦✐t V1,V2 ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s ♥♦r♠és✳ T : V1 −→ V2 ❡st ❞✐t❡ ❜♦r♥é❡ s✐

‖T‖ = Sup
x∈V1,x 6=0

‖Tx‖V2

‖x‖V1

❡st ✜♥✐✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r❡ q✉✬ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ T ❡st ❜♦r♥é❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❡❧❧❡ ❡st

❝♦♥t✐♥✉❡✳

✸✷



✺✳✷ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡

❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✶ ✭❬✽❪✱ ♣✳✼✺✮ ❙♦✐❡♥t L0, L1 ❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❜♦r♥é❡s ❞❡ V1

❞❛♥s V2✳ ❙♦✐t t ∈ [0, 1] ❡t

Lt = (1 − t)L0 + tL1

❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

∀ t ∈ [0, 1], ‖x‖V1
≤ C‖Ltx‖V2

. ✭✺✳✶✮

❆❧♦rs Lt ❡st s✉r❥❡❝t✐✈❡ ♣♦✉r t♦✉t t ∈ [0, 1] s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ Ls ❧✬❡st ♣♦✉r ✉♥ s ∈ [0, 1]✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ❙♦✐t s ∈ [0, 1] t❡❧ q✉❡ Ls ❡st s✉r❥❡❝t✐✈❡✳ ❉✬❛♣rés ✺✳✶✱ Ls ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ ❞♦♥❝

s♦✐t L−1
s : V2 −→ V1 ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ Ls✳ P♦✉r t ∈ [0, 1], y ∈ V2✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ Ltx = y ❡st

éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✿

Ls(x) = y + (Ls − Lt)x

= y + (t− s)L0x− (t− s)L1x

♦✉ ❡♥❝♦r❡ à ✿

x = L−1
s y + (t− s)L−1

s (L0 − L1)x

P♦✉r y ✜①é✱ s♦✐t T : V1 −→ V1 ❞é✜♥✐ ♣❛r Tx := L−1
s y + (t − s)L−1

s (L0 − L1)x✳ ❖♥ ❛

❝❧❛✐r❡♠❡♥t q✉❡ T ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥tr❛❝t❛♥t❡ s✐

|s− t| < [C(‖L0‖ + ‖L1‖)]−1 =: δ

❞✬♦ù Lt ❡st s✉r❥❡❝t✐✈❡ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ |s− t| < δ✳ ❉♦♥❝ ♣❛r ❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, 1]

❡♥ s♦✉s✲✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r δ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ Lt ❡st s✉r❥❡❝t✐✈❡ ♣♦✉r t♦✉t t ✜①é ❞❛♥s

[0, 1] ❀ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r t = 0 ♦✉ t = 1✳

�

✺✳✷ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

t♦t❛❧❡♠❡♥t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✱ ♣♦sé❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ à s❛✈♦✐r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✮ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡

é❝r✐t❡ ✿

Nκ[u] := log[σ̃κ(λ(au))] = log[1 + φ], avec ψ = 1 + φ > 0 ✭✺✳✷✮

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷ ❙♦✐❡♥t (p, α) ∈ (0, n− 2)× (0, 1)✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ u ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❞♠✐s✲

s✐❜❧❡ s✐ u ∈ C2,α
p ❡st κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡t s❛t✐s❢❛✐t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✮✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s t♦✉t ❞❡ s✉✐t❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

✭✺✳✷✮✱ ❝❡❝✐ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✶✳

✸✸



✺ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té

➱q✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té P♦✉r t ∈ [0, 1]✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t✐✲

♥✉✐té ✿

˜̥ κ[aut ] = σ̃κ(λ(aut)) = 1 + tφ = ψt avec φ ∈ C0,α
p+2(R

n) telle que ψ1 = ψ = 1 + φ > 0,

✭✺✳✸✮

♦✉ ❡♥❝♦r❡ ✿

Nκ[ut] = log[ψt] ✭✺✳✹✮

❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✿

T = {t ∈ [0, 1] tel que, il existe ut solution admissible de (5.4)}.

❖♥ r❛✐s♦♥♥❡ s✉r T ♣❛r ❝♦♥♥❡①✐té ✿

✕ T 6= ∅, 0 ∈ T ❝❛r u0 = 0 ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳

✕ T ♦✉✈❡rt ❞❛♥s [0, 1]✳

❙♦✐t t ∈ T ✱ ❛❧♦rs✱ dNκ[ut] ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ C2,α
p (Rn) ❞❛♥s C0,α

p+2(R
n) ✭✈♦✐r ▲❡♠♠❡

✻✳✷ ❝✐✲❛♣rès✮✱ ❞♦♥❝ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❡t ❧❛ κ✲❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐té ét❛♥t ✉♥❡

♣r♦♣r✐été ♦✉✈❡rt❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ǫ > 0 t❡❧ q✉❡ (t−ǫ, t+ǫ)∩ [0, 1] ⊂ T ❞♦♥❝ T ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t

♦✉✈❡rt ❞❛♥s [0, 1]✳ ❈♦♠♠❡ [0, 1] ❡st ❝♦♥♥❡①❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✐❝✐ ❧❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ Nκ[u] = log[1 + φ] ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s✐ ❧✬❡♥✲

s❡♠❜❧❡ T ❡st ❢❡r♠é ❞❛♥s [0, 1]✳

❉✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✮ ❡st ré❞✉✐t❡ à ❝♦♥str✉✐r❡

✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ut ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ C
2,α
p ✭✈♦✐r ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❈❤❛♣✐tr❡

✼✮✱ ❡t à ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ✭✺✳✹✮ ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ✐♥❞é✲

♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ t ∈ [0, 1] ✭✈♦✐r ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✉♣♣♦s♦♥s

❛❝q✉✐s❡s ❝❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s✱ ❡t s♦✐t (ti)i∈N ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ T ❝♦♥✈❡r❣❡❛♥t ✈❡rs t ∈ [0, 1] ✿

♠♦♥tr♦♥s q✉❡ t ∈ T ✳

❖♥ ❛ (ti)i ∈ T ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s (uti)i✱ ❞✬❛♣rès ♥♦tr❡ ♣ré✲

s❡♥t❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❧❛ s✉✐t❡ (uti)i ❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s C2,α
p ✱ ❞♦♥❝ ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s C2,β

q ♣♦✉r t♦✉t

β ∈ (0, α) ❡t q ∈ (0, p)✳ ▼❛✐s ❞✬❛♣rès ❧❛ q✉❛tr✐è♠❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶ ✐❧

❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ ❞❡ (uti)i ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞❛♥s C
2,β
q ✈❡rs ut ∈ C2,α

p ✳ Nκ ét❛♥t ❝♦♥t✐♥✉ ❞♦♥❝

ut ✈ér✐✜❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✹✮✳

■❧ r❡st❡ s❡✉❧❡♠❡♥t à ♣r♦✉✈❡r s❛ κ✲❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐té✳ P❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ R
n✱

λ(aut)(x) ❡st ❞❛♥s ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞✉ ❝ô♥❡ Γκ ❡t à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❝❡ ❝ô♥❡ q✉❛♥❞ |x| → ∞
✭♣✉✐sq✉❡ D2ut(x) → 0) ❀ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✹✮ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✱ ❝♦♠❜✐♥é❡ ❛✉① ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ▼❛❝✲

▲❛✉r✐♥✱ ❛ss✉r❡ ❛❧♦rs q✉❡ λ(aut)(x) ∈ Γκ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ R
n✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ut ❡st

✸✹



✺✳✷ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡

κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳ ❉♦♥❝ t ∈ T ❝♦♠♠❡ ❛♥♥♦♥❝é✳

�

▲❛ r❡♠❛rq✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ♥♦✉s s❡r❛ ❞✬✉♥❡ ✉t✐❧✐té ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✶ ❙♦✉s ♥♦s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r φ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ré❡❧s 0 < ε ≤ K t❡❧s q✉❡ ✿

∀ t ∈ [0, 1], ε ≤ ψt ≤ K sur R
n

❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ x ∈ R
n ✜①é✱ ❧❡ ré❡❧ ψt(x) ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ s❡❣♠❡♥t q✉✐ ❥♦✐♥t ψ1(x)

à 1✳ ■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞✬❡♥❝❛❞r❡r ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t ψ1 s✉r R
n✳

❈♦♠♠❡ φ ∈ C0,α
p+2✱ ✐❧ ❡①✐st❡ K ≥ 1 t❡❧ q✉❡ ψ1 ≤ K s✉r R

n✳ P✉✐sq✉❡ p > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡

R > 0 ❣r❛♥❞ t❡❧ q✉❡ ✿ ψ1 ≥ 1

2
❤♦rs ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❢❡r♠é B(0, R) ⊂ R

n ❀ ❡t ❞❛♥s B(0, R)✱

♦♥ ❛ inf
x∈B(0,R)

ψ1 ≥ ε > 0 ❛✈❡❝✱ s❛♥s r❡str❡✐♥❞r❡ ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ε ≤ 1

2
✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r

t♦✉t (x, t) ∈ R
n × [0, 1]✱ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ ε ≤ ψt ≤ K✳

✸✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✻

■♥✈❡rs✐❜✐❧✐té ❧♦❝❛❧❡

❙♦✐❡♥t p ∈ (0, n− 2) ❡t

Ω2 = {u ∈ C2(Rn), u est κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡}

❖♥ ♥♦t❡ ♣❛r ✿

C∞
p ≡

⋂

k∈N

Ck,α
p , Ωk ≡ Ω2 ∩ Ck, Ωk

p ≡ Ω2 ∩ Ck
p , Ωk,α

p ≡ Ω2 ∩ Ck,α
p , Ω∞

p ≡ Ω2 ∩ C∞
p

✻✳✶ Pr♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r Nκ

❘❛♣♣❡❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✿

Nκ[u] = log[σ̃κ(λ(au))]

▲❡♠♠❡ ✻✳✶ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r Nκ ❡st ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ s✉r Ω2 ❡t ❝♦♥❝❛✈❡ à ❧✬é❣❛r❞ ❞❡ D2u✳ ❊♥

♦✉tr❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ u ∈ Ω2
p ✜①é ❛✈❡❝ p > 0✱ ❧❡s ❧✐♥é❛r✐sés dF̃κ[u] ❡t dNκ[u] s♦♥t ✉♥✐✲

❢♦r♠é♠❡♥t ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s s✉r R
n ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s 0 < c ≤ C t❡❧❧❡s

q✉✬❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t x0 ∈ R
n✱ ♦♥ ❛✐t ✿

∀ ξ ∈ (Rn)∗, c|ξ|2 ≤
∑ ∂F̃κ

∂aij
[u]ξiξj ≤ C|ξ|2,

❡t

c|ξ|2 ≤
∑ ∂Nκ

∂aij
[u]ξiξj ≤ C|ξ|2

✸✻



✻✳✶ Pr♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r Nκ

Pr❡✉✈❡ ✿ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ s✉✐t ❞❡s ▲❡♠♠❡ ✷✳✷ ❡t ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✷✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ s❡ ❞é✲

♠♦♥tr❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❧✬❡❧❧✐♣t✐❝✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té

✭✺✳✸✮✱ ✈♦✐r ▲❡♠♠❡ ✼✳✻ ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✱ à q✉♦✐ ❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ré❞✉✐t❡ ❣râ❝❡ à ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥

s✉✐✈❛♥t❡ ✿ u ∈ Ωk
p ét❛♥t ✜①é✱ ❛✈❡❝ p > 0✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ψu ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

ψu := σ̃κ[λ(au)]

❡st ❞❛♥s ❧✬♦✉✈❡rt

ϑp+2 = {ψ ∈ C0(Rn), ψ > 0, (ψ − 1) ∈ C0
p+2},

❞❡ q✉♦✐ rés✉❧t❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té str✐❝t❡ ❞❡ inf
Rn
ψu✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❛

✜♥✐t✉❞❡ ❞❡ sup
Rn

ψu

�

▲❡♠♠❡ ✻✳✷ P♦✉r t♦✉t k > 0 ❡t ♣♦✉r t♦✉t u ∈ Ωk+2,α
p ✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿

dNκ[u] : Ck+2,α
p −→ Ck,α

p+2

❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ❋✐①♦♥s u ∈ Ωk+2,α
p ✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✸✱ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ C2 ♦♥ ❛ ✿

dF̃κ[u](v) =
∑

i

∂

∂xi

(
∂ ˜̥ κ
∂aij

(au)∂jv

)
.

❉✬♦ù ✿

dNκ[u](v) =

∑
i
∂
∂xi

(
∂ ˜̥κ

∂aij
(au)vj

)

σ̃κ(λ(au))
✭✻✳✶✮

❞♦♥❝ ❞✬❛♣rès ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✱ dNκ[u] ❡st ❜✐❡♥

❞é✜♥✐❡✱ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ Ck+2,α
p ❞❛♥s Ck,α

p+2 ❀ ❡♥ ♦✉tr❡
∂ ˜̥ κ
∂aij

(au) ∈ Ck,α
0 ✳ ❉✬❛♣rès ❧❡

▲❡♠♠❡ ✻✳✶✱ dF̃κ[u] ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ s✉r R
n✳ ❈♦♠♣t❡✲t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥

✷✳✷✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r à dF̃κ[u] ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✷ ❡t ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❝✬❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡

❞❡ Ck+2,α
p ❞❛♥s Ck,α

p+2✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ✭✜♥ ❞❡ ❧❛✮ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✻✳✶✱ ♦♥ ❛ σ̃κ[λ(au)] ∈ Ck,α
0 ✱ ❞♦♥❝✱

♣❛r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✱ ∀ h ∈ Ck,α
p+2 ♦♥ ❛✉r❛ hσ̃κ[λ(au)] ∈ Ck,α

p+2✱

❞♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡ v ∈ Ck+2,α
p ✉♥✐q✉❡ t❡❧ q✉❡ ✿

dF̃κ[u](v) = hσ̃κ[λ(au)]

✸✼



✻ ■♥✈❡rs✐❜✐❧✐té ❧♦❝❛❧❡

♦✉ ❡♥❝♦r❡✱ t❡❧ q✉❡ ✿

dNκ[u](v) = h.

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❡ ❧✐♥é❛r✐sé dNκ[u] : Ck+2,α
p −→ Ck,α

p+2 ❡st ❜✐❡♥ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳

�

P❛r ❛✐❧❧❡✉r✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à r❡♠❛rq✉é✱ ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✶ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✻✳✸ Nκ ✿ Ωk+2,α
p −→ Ck,α

p+2 ❡st ✐♥❥❡❝t✐❢✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

▲❡♠♠❡ ✻✳✹ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

Nκ : Ωk+2,α
p −→ Ck,α

p+2

❡st ✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ s✉r s♦♥ ✐♠❛❣❡✳

Pr❡✉✈❡ ✿

❉✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✻✳✷ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t u ∈ Ωk+2,α
p ✱ dNκ[u] ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡

❞❡ Ck+2,α
p −→ Ck,α

p+2✳ ❉♦♥❝ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ Nκ : Ωk+2,α
p −→ Ck,α

p+2

❡st ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❧♦❝❛❧✳ ❊t❛♥t ✐♥❥❡❝t✐❢ s✉r Ωk+2,α
p ✱ ❝✬❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡

Ωk+2,α
p s✉r s♦♥ ✐♠❛❣❡✳

▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✮ ♠♦♥tr❡r❛ q✉❡ Nκ : Ωk+2,α
p −→ Ck,α

p+2 ❡st ❞❡ ♣❧✉s

s✉r❥❡❝t✐❢✳

✸✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✼

❊st✐♠❛t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ r❛❞✐❛❧❡ ✉♥✐q✉❡ q✉❛♥❞ ❧❛

❞♦♥♥é❡ φ ❡st r❛❞✐❛❧❡ ❡t ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ut ∈ C2,α
p s♦❧✉t✐♦♥ κ✲

❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❞❡ ✭✺✳✹✮✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡t ✐♥❢ér✐❡✉r❡

r❛❞✐❛❧❡s κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✱ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐r♦♥t ✭♣❛r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✮ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ C0
p ✳ ■❧ s✬❛❣✐t

❡♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛♣♣✉②❛♥t s✉r ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✉r ❧❡s ❞ér✐✈é❡s s❡❝♦♥❞❡s✱ ❞✬❡♥

❞é❞✉✐r❡ ❧✬❡❧❧✐♣t✐❝✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞✉ ❧✐♥é❛r✐sé dNκ[ut]✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❡♥✜♥✱ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥

C2,α
p à ♣❛rt✐r ❞❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳

✼✳✶ ❊①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ r❛❞✐❛❧❡

❙♦✐t r = |x| ❧❛ ♥♦r♠❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❞❡ x ∈ R
n✳ ◗✉❛♥❞ φ(x) = ϕ(r)✱ ♦♥ ❞✐r❛ q✉❡ φ ❡st

r❛❞✐❛❧❡✳

▲❡♠♠❡ ✼✳✶ ❙✐ φ ❡st r❛❞✐❛❧❡ ❡t u ∈ ζ2
0 (Rn) s♦❧✉t✐♦♥ κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✮

❛❧♦rs u ❡st r❛❞✐❛❧❡✳

Pr❡✉✈❡ ❙♦✐t R : R
n −→ R

n t❡❧ q✉❡ R ∈ O(n)✳ ❈♦♠♠❡ φ r❛❞✐❛❧❡✱ ❛❧♦rs ∀ R ∈ O(n)✱

♦♥ ❛ φ(Rx) = φ(x)✳ ❙♦✐t u s♦❧✉t✐♦♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✮✱ ♦♥ ❛ ✿

σ̃κ[λ(au)] = 1 + φ = ψ > 0,

❞♦♥❝ σ̃κ[λ(au)] ◦ R = ψ ◦ R ♦✉ ❡♥❝♦r❡ σ̃κ[λ(au ◦ R)] = ψ ❝❛r σκ ❡t δij s♦♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s

♣❛r r♦t❛t✐♦♥✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ψ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✳ ❉♦♥❝ h = u◦R ❡st ❛✉ss✐ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

σ̃κ[λ(ah)] = ψ > 0✳ P❛r ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✈♦✐r ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✶✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t u◦R = u✱

❞♦♥❝ u ❡st r❛❞✐❛❧❡✳

�

✸✾



✼ ❊st✐♠❛t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✶ ✭❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ r❛❞✐❛❧❡✮ ❙✐ φ ❡st r❛❞✐❛❧❡ ❛✈❡❝ 1 + φ > 0✱

❛❧♦rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ r❛❞✐❛❧❡ U ♥✉❧❧❡ à ❧✬✐♥✜♥✐ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✮ s✬é❝r✐t ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✿

U(r) = −
∫ ∞

r

s




(

1 + n

∫ 1

0

ϕ(τs)τn−1dτ

) 1
κ

− 1



 ds

Pr❡✉✈❡ ✿ ❊♥ ♥♦t❛♥t

u(x) ≡ U(r) , U̇ =
dU

dr
, Ü =

d2U

dr2
:

♦♥ ♦❜t✐❡♥t

∂iu(x) = xi

r
U̇ et ∂iju(x) =

xixj

r2

(
Ü − U̇

r

)
+ δij

U̇
r
.

P♦✉r ❢❛✐r❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ σ̃κ[λ(au)] ❛✉ ♣♦✐♥t x 6= 0✱ ♦♥ s❡ r❛♠è♥❡ ♣❛r r♦t❛t✐♦♥ ❛✉ ❝❛s

x = (r, 0, . . . , 0)✳ ❆❧♦rs✱ s✐ u s❛t✐s❢❛✐t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ σ̃κ[λ(au)] = 1 + φ✱ U ✈ér✐✜❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

κ

n

(
Ü + 1

)(
U̇
r

+ 1
)κ−1

+ n−κ
n

(
U̇
r

+ 1
)κ

= 1 + ϕ ✭✼✳✶✮

❞♦♥❝ (
Ü + 1

)
+ n−κ

κ

(
U̇
r

+ 1
)

= ψ
(
U̇
r

+ 1
)1−κ

avec ψ = n
κ

(1 + ϕ)

❖♥ ♣♦s❡ ✿

v(r) = U̇(r)

❞✬♦ù

(v̇ + 1) + n−κ
κ

(
v
r

+ 1
)

= ψ
(
v
r

+ 1
)1−κ

❖♥ ❢❛✐t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ✿

z = v
r

+ 1

❆❧♦rs

ż = −1
r2
v + 1

r
v̇

❞♦♥❝

rż = (1 − z) + v̇ ⇒ rż = 1 − z + ψz(1−κ) − n−κ
κ
z − 1 ⇒ rż = ψz(1−κ) −

(
n−κ
κ

+ 1
)
z

❞♦♥❝

ż + n
κr
z = ψ

r
z(1−κ).

✹✵



✼✳✶ ❊①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ r❛❞✐❛❧❡

❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣❛r zκ−1 ❡t ♦♥ ❢❛✐t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ✿

y(r) = zκ(r)

♦♥ ♦❜t✐❡♥t

ẏ + n
r
y = κψ

r
.

P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ♦♥ ✈❛ ♣r❡♥❞r❡ ♣r❡♠✐èr❡♠❡♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ✿

ẏ + n
r
y = 0 ⇒ dy

y
= −ndr

r
⇒ log y

β
= log r−n

s♦✐t ✿

y(r) = βr−n.

P♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡

❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ✿

β̇(r)r−n = κψ
r
⇒ β̇(r) = κψrn−1 ⇒ β(r) = κ

∫ r

0

ψtn−1dt

❞♦♥❝

y(r) = βr−n + κr−n
∫ r

0

ψ(t)tn−1dt .

❖♥ ♣r❡♥❞ β = 0 ♣♦✉r é✈✐t❡r ✉♥❡ s✐♥❣✉❧❛r✐té ❝❛r ♦♥ ✐♠♣♦s❡ U̇(0) = 0 ♣♦✉r ❛✈♦✐r

u(x) = U(r) ré❣✉❧✐èr❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡t ♦♥ ❢❛✐t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ τ = t
r
✳ ❖♥

♦❜t✐❡♥t✱

y(r) = κ

∫ 1

0

ψ(τr)τn−1dτ

❈♦♠♠❡ y(r) = zκ(r) ♦♥ ❛ ✿

z(r) =

(
κ

∫ 1

0

ψ(τr)τn−1dτ

) 1
κ

,

❡t ❝♦♠♠❡ ✿ z(r) = v(r)
r

+ 1 ♦♥ tr♦✉✈❡ ♣♦✉r v ✿

v(r) = r




(
κ

∫ 1

0

ψ(τr)τn−1dτ

) 1
κ

− 1





= r




(
κ

∫ 1

0

n
κ
(1 + ϕ(τr))τn−1dτ

) 1
κ

− 1





= r




(∫ 1

0

(
nτn−1 + nϕ(τr)τn−1

)
dτ

) 1
κ

− 1



 ,

✹✶



✼ ❊st✐♠❛t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐

s♦✐t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✿

v(r) = r




(

1 + n

∫ 1

0

ϕ(τr)τn−1dτ

) 1
κ

− 1



 . ✭✼✳✷✮

❈♦♠♠❡ v(r) = U̇(r) ♦♥ tr♦✉✈❡ ♣♦✉r ❯ ✿

U(r) =

∫ r

0

v(t)dt+ C

❖♥ ✈❡✉t ❛✉ss✐ ✿

U(∞) = 0 ⇒
∫ ∞

0

v(t)dt+ C = 0 ⇒ C = −
∫ ∞

0

v(t)dt✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ✿ U(r) =

∫ r

0

v(t)dt−
∫ ∞

0

v(t)dt = −
∫ ∞

r

v(t)dt s♦✐t ❡♥❝♦r❡ ✿

U(r) = −
∫ ∞

r

s




(

1 + n

∫ 1

0

ϕ(τs)τn−1dτ

) 1
κ

− 1



 ds

�

✼✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ③ér♦ ♣♦♥❞éré❡

P♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ s✉r ut s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✸✮ ❣é♥ér❛❧❡

✭s❛♥s r❛❞✐❛❧✐té✮✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r♦❝é❞❡r ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ut à ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s s✉♣ér✐❡✉r❡ u+ ❡t

✐♥❢ér✐❡✉r❡ u− ≤ u+ r❛❞✐❛❧❡s ❛✉①q✉❡❧❧❡s s✬❛♣♣❧✐q✉❡r❛ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✷ ❙♦✐t u ∈ C2(Rn) s♦❧✉t✐♦♥ ♥✉❧❧❡ à ❧✬✐♥✜♥✐ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✮ ❛✈❡❝ ✿

φ(x) = ϕ(r)✱ φ ∈ C0
p+2 ❡t p ∈ (0, n − 2), 1 + φ > 0✳ ❆❧♦rs u(x) = U(r) ❡t u ∈ C0

p ❀

♣ré❝✐sé♠❡♥t ♦♥ ❛ ✿

‖u‖C0
p
≤ n[p(n− 2 − p)]−1‖φ‖C0

p+2

❆❞♠❡tt❛♥t ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣r♦✈✐s♦✐r❡♠❡♥t✱ ❛♣♣❧✐q✉♦♥s✲❧❛✳

❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ u− ✿ ❈♦♠♠❡ φ ∈ C0
p+2✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C− > 0 t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

∀ t ∈ [0, 1], 1 + tφ ≤ 1 + C−σ(r)−p−2 := 1 + φ−.

❙♦✐t u− ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ r❛❞✐❛❧❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✿ Nκ[u
−] = log(1 + φ−) ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✶✳ ❖♥ ❛ u− ∈ C2(Rn) ∩ C0
p ❞✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✷✱ ❛✈❡❝ ✐❝✐ ✿

‖u−‖C0
p
≤ n[p(n− 2 − p)]−1C−.

✹✷



✼✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ③ér♦ ♣♦♥❞éré❡

❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ u+ ✿ ❈♦♠♠❡ φ ∈ C0
p+2 ❛✈❡❝ 1+φ > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C1 > 0

t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

∀ t ∈ [0, 1], log(1 + tφ) ≥ −C1σ
−p−2

❡t ✈ér✐✜❛♥t ✿

φ+ :=
[
exp

(
−C1σ(r)−p−2

)
− 1
]

∈ C0
p+2.

P♦s♦♥s C+ = ‖φ+‖C0
p+2

❡t s♦✐t u+ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ r❛❞✐❛❧❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ Nκ[u
+] =

log(1+φ+) ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✶✳ ❖♥ ❛ u+ ∈ C2(Rn)∩C0
p ❞✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥

✼✳✷ ❛✈❡❝ ✐❝✐ ✿

‖u+‖C0
p
≤ n[p(n− 2 − p)]−1C+.

❖♥ ❛ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✿

1 + ϕ+ = Nκ[u
+] ≤ Nκ[ut] = 1 + tφ ≤ Nκ[u

−] = 1 + ϕ−

❞♦♥❝ ♣♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✶ ✭♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✮ ❛✉① ❞❡✉① ✐♥é❣❛❧✐tés

Nκ[ut] ≤ Nκ[u
−] ❡t Nκ[u

+] ≤ Nκ[ut]✱ ✐❧ ♥♦✉s r❡st❡ à ✈ér✐✜❡r q✉❡ u− ❡t u+ s♦♥t κ✲

❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✳ ❊♥ ❧✬❛❞♠❡tt❛♥t ♣r♦✈✐s♦✐r❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✸✳✶ ❧✬❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t ✿

u− ≤ u ≤ u+

❡t ❞✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✷ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣♦♥❞éré❡ ♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✿

σ(x)p|u(x)| ≤ n[p(n− 2 − p)]−1 max(C−, C+).

κ✲❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐té ❞❡ u+ ❡t u− ✿

▲✬✐❞é❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s✐ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ v ∈ C2(Rn) ❡st κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡♥ x0 ∈ R
n ❡t s✐

❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ σκ[λ(av)] > 0 s✉r R
n✱ ❛❧♦rs v ❡st ♣❛rt♦✉t κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬♦✉✈❡rt

V = {x ∈ R
n t❡❧ q✉❡ λ(av)(x) ∈ Γκ}

❝♦♥t✐❡♥t x0 ❡t ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t x ❛❞❤ér❡♥t à V ✱ ♦♥ ❛ λ(av)(x) ∈ Γ̄κ ❛✈❡❝ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡

σκ[λ(av)](x) > 0✳ ▲❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ▼❛❝✲▲❛✉r✐♥ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t x ∈ V ✱ ❞♦♥❝ V ❡st ❢❡r♠é ❡t✱

♣❛r ❝♦♥♥❡①✐té✱ V = R
n✳

❆♣♣❧✐q✉♦♥s ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ à v = u± ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ✭à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ r❛❞✐❛❧✐té✮ ❧❡ ♣♦✐♥t x0 = 0✱

♦ù du±(0) = 0✳

P♦✉r ❧❛ κ✲❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐té ❞❡ u− ❡♥ 0✱ ♦♥ ❛ Nκ[u
−] = log(1 + C−σ−p−2), C− > 0✱ ❡t

✹✸



✼ ❊st✐♠❛t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐

❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✶✮ ❢♦✉r♥✐t ♣♦✉r U−(r) = u−(x) ❡♥ r = 0 ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ Ü−(0) = (1 +C−)
1

κ −
1 =: c− > 0✱ ❛✈❡❝ U̇−(0) = 0✳ ❊♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♣♦✉r r → 0 ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✿

∂iju
− =

xixj

r2

(
Ü− − U̇−

r

)
+ δij

U̇−

r

♦♥ tr♦✉✈❡ ✿

∂iju
−(0) = δijÜ

−(0) = c−δij

❉♦♥❝ λ(au−)(0) = (c−, . . . , c−) ∈ Γκ✳

P♦✉r u+✱ s♦❧✉t✐♦♥ r❛❞✐❛❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ Nκ[u
+] = −C1σ

−p−2 ❛✈❡❝ C1 > 0✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✿

❞❡ ♠ê♠❡ ✿ λ(au+)(0) = (c+, . . . , c+) ❛✈❡❝ c+ := exp(−C1

κ
) > 0 ❞♦♥❝ λ(au+)(0) ∈ Γκ✳

Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✷ ❉✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✶✱ u(x) = U(r)✱ s✬é❝r✐t ✿

U(r) = −
∫ ∞

r

s




(

1 + n

∫ 1

0

ϕ(τs)τn−1dτ

) 1
κ

− 1



 ds

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s s✉♣♣♦s❡r ♣r♦✈✐s♦✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té✲❝❧❡❢ ❞é♠♦♥tré❡ ❝✐✲❛♣rès✱ à s❛✈♦✐r ✿

rp+1|v(r)| ≤ n

(n− 2 − p)
‖φ‖C0

p+2
. ✭✼✳✸✮

❉❡ ❝❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ✿

|U(r)| ≤
∫ ∞

r

|v(s)|ds ≤ n

p(n− 2 − p)
‖φ‖C0

p+2
r−p

❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❞é♠♦♥tré❡✱ ♠♦②❡♥♥❛♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ✭✼✳✸✮✳

�

P♦✉r ét❛❜❧✐r ✭✼✳✸✮ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✼✳✷ ∀ (x, α) ∈ [−1,∞) × (0, 1) ♦♥ ❛ |(1 + x)α − 1| ≤ |x|✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ∀(x, α) ∈ [−1,∞) × (0, 1) ♦♥ ❛ |(1 + x)α − 1| ≤ |x|

❖♥ ❛ |(1 + x)α − 1| =





−(1 + x)α + 1 si x ∈ [−1, 0]

(1 + x)α − 1 si x ≥ 0

❙✐ x ∈ [−1, 0] ♦♥ ❛ (1 + x)α ≥ 1 + x ∀ α ∈ (0, 1) ❞♦♥❝ −(1 + x)α + 1 ≤ −x
❙✐ x ≥ 0 ♦♥ ❛ (1 + x)α ≤ 1 + x ∀ α ∈ (0, 1) ❛❧♦rs (1 + x)α − 1 ≤ x✳

�

✹✹



✼✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① s❛♥s ♣♦✐❞s ❡t ❡❧❧✐♣t✐❝✐té ✉♥✐❢♦r♠❡

Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✼✳✸✮ ❉✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✼✳✶ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ♥✉❧❧❡ à ❧✬✐♥✜♥✐

❞♦✐t êtr❡ r❛❞✐❛❧❡ ♣❛r ✉♥✐❝✐té✱ ❞✬❛♣rès ✭✼✳✷✮ ♦♥ ❛✱

r−1|v(r)| =

∣∣∣∣(1 + n

∫ 1

0

ϕ(τr)τn−1dτ)
1
κ − 1

∣∣∣∣ .

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❛✈❡❝

α =
1

κ
et x = n

∫ 1

0

|ϕ(τr)τn−1|dτ

♦♥ ♦❜t✐❡♥t✱

r−1|v(r)| ≤ n

∫ 1

0

|ϕ(τr)τn−1|dτ

≤ n

∫ 1

0

|ϕ(τr)|(1 + (τr)2)
(p+2)

2 (1 + (τr)2)
−(p+2)

2 τn−1dτ

≤ n‖ϕ‖C0
p+2

∫ 1

0

(1 + (τr)2)
−(p+2)

2 τn−1dτ

≤ n‖ϕ‖C0
p+2

∫ 1

0

(τr)−(p+2)τn−1dτ ❝❛r ♣♦✉r q > 0, (1 + τ 2)
−q
2 < |τ |−q

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ p ∈ (0, n− 2)✱ ♦♥ ❛

r−1|v(r)| ≤ n

(n− 2 − p)
‖φ‖C0

p+2
r−(p+2)

❞♦♥❝ ❛✉ss✐ ✿

rp+1|v(r)| ≤ n

(n− 2 − p)
‖φ‖C0

p+2

�

✼✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① s❛♥s ♣♦✐❞s ❡t ❡❧❧✐♣t✐❝✐té

✉♥✐❢♦r♠❡

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ |D2ut| ❞✬❛♣rès ❬✹❪✳
❖♥ ✈❛ ♣r♦❝é❞❡r ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡r❛ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ✿

▲❡♠♠❡ ✼✳✸ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C > 0 ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ t ∈ [0, 1] t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r

t♦✉t ✈❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ ξ ❡t t♦✉t x ∈ R
n✱

∂ξξut(x) ≤ C.

✹✺



✼ ❊st✐♠❛t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐

Pr❡✉✈❡ ✿ ❙♦✐t ξ ∈ R
n t❡❧ q✉❡ |ξ| = 1 ❡t ♦♥ ♥♦t❡ ♣❛r ∂ξ =

∑
ξi∂xi

✳

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ∂ξ ❞❡✉① ❢♦✐s à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✹✮✱ ❡t ❡♥ ♣♦s❛♥t Nκ := log( ˜̥ κ)✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✿

∂Nκ

∂aij
∂ξ(ut)ij

= ∂ξ log(ψt) ✭✼✳✹✮

∂2Nκ

∂aij∂akl
∂ξ(ut)ij

∂ξ(ut)kl
+
∂Nκ

∂aij
∂ξξ(ut)ij

= ∂ξξ log(ψt) ✭✼✳✺✮

♦ù ψt = 1 + tφ✳ ❉♦♥❝ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❝♦♥❝❛✈✐té ❞❡ Nκ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ✭✼✳✺✮

∂Nκ

∂aij
∂ξξ(ut)ij

≥ ∂ξξ log(ψt)

♦✉ ❡♥❝♦r❡ ✿

L(∂ξξut) ≥ ∂ξξ log(ψt). ✭✼✳✻✮

❡♥ ♥♦t❛♥t ❝✐✲❛♣rès L ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

Lv :=
∂Nκ

∂aij
(aut)vij

❖♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❡ D2ut(x)✱ ♦♥ ♣♦s❡ ((λt)i = 1 + (ut)ii
)✱ ❡t ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶ ❡t

❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
n∑

j=1

∂σκ
∂λj

= (n− κ+ 1)σκ−1,

♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

Lut =
1

σκ

∑

i

∂σκ
∂λi

((λt)i − 1) = κ− (n− κ+ 1)
σκ−1

σκ
. ✭✼✳✼✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s s②♠étr✐q✉❡s ❞❛♥s

Γκ✱ ❛❧♦rs ∀ j ∈ {1, . . . , κ− 1} ✿

σ̃j−1σ̃j+1 ≤ σ̃2
j ❛❧♦rs

σj−1(
n
j−1

) σj+1(
n
j+1

) ≤ σ2
j(

n
j

)2 ,

❞♦♥❝

qj :=
n− (j − 1)

j

σj−1

σj
≤ n− j

j + 1

σj
σj+1

:= qj+1

❙♦✐t wt(x, ξ) = ∂ξξut − ut, x ∈ R
n.

❙✐ wt(x, ξ) ≤ 0 ❛❧♦rs ∂ξξut ≤ c✱ s✐♥♦♥✱ ❝♦♠♠❡ wt(x, ξ) −→
|x|→∞

0✱ ❛❧♦rs wt ❛tt❡✐♥t ✉♥

♠❛①✐♠✉♠ ♣♦s✐t✐❢ M ❛✉ ♣♦✐♥t (x0, ξ0)✳

✹✻



✼✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① s❛♥s ♣♦✐❞s ❡t ❡❧❧✐♣t✐❝✐té ✉♥✐❢♦r♠❡

❖♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ξ0 = e1 ❡t ❝♦♠♣❧ét❡r ξ0 ♣❛r ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é e2, . . . , en q✉✐

❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❡ (ut)ij
(x0)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛ ✿

d

ds
wt(x0, ξ0 + sη)|s=0 = 0 (∀ η ⊥ ξ0)(♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡) ⇒ ∂2

1jut(x0) = 0 ∀ j > 1.

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♣♦✉r t♦✉t ξ =
ξ0 + sη

|ξ0 + sη| ❛✈❡❝ η ✉♥✐t❛✐r❡ ❡t η ⊥ ξ0

(∂ξξut − ut)(x0) ≤ (∂ξ0ξ0ut − ut)(x0),

❞♦♥❝✱ ♣rès ❞❡ x0✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ✿

w̃t(x) = (ut)11 − ut

❧❛q✉❡❧❧❡ ❛tt❡✐♥t ❛✉ss✐ ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ é❣❛❧ ❛✉ ♠ê♠❡ M > 0 ❡♥ x0 ♦ù Lw̃t ≤ 0✳

❉✬❛♣rès ✭✼✳✻✮ ❡t ✭✼✳✼✮✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té Lw̃t ≤ 0 ❡♥tr❛✐♥❡ ❛✉ ♣♦✐♥t x0 ✿

(log(ψt))11
− κ+ (n− κ+ 1)

σκ−1

σκ
≤ 0

❞♦♥❝ ❡♥ x0✱ ♦♥ ❛ ✿

qκ ≤ 1 − 1

κ
(log(ψt))11 ≤ c. ✭✼✳✽✮

❛✈❡❝ c ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ t ∈ [0, 1]✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ s✉✐t❡ (qj)j ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

c ≥ n−(κ−1)
κ

σκ−1

σκ
= qκ ≥ qκ−1 ≥ . . . ≥ q2 = n−1

2
σ1

σ2
.

❖♥ ❛ σκ−1 =
κ

n− (κ− 1)
σκ qκ ❡t






σ1 ≤
2

(n− 1)
σ2 q3

σ2 ≤
3

(n− 2)
σ3 q4

✳✳✳

σκ−2 ≤
κ− 1

(n− (κ− 2))
σκ−1 qκ

❞♦♥❝ ✿

σ1 ≤
2

(n− 1)
q3

3

(n− 2)
q4

4

(n− 3)
q5 . . .

κ− 1

(n− (κ− 2))
qκσκ−1 qκ

≤ 2

(n− 1)

3

(n− 2)

4

(n− 3)
. . .

κ− 1

(n− (κ− 2))

κ

(n− (κ− 1))
σκ q3q4 . . . qκ−1qκqκ

≤ κ! (n− κ)!

(n− 1)!
σκq

κ−1
κ

✹✼



✼ ❊st✐♠❛t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐

❞♦♥❝ ✜♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞✬❛♣rès ✭✼✳✽✮ ❛✉ ♣♦✐♥t x0

σ1 ≤
κ! (n− κ)!

(n− 1)!

(
n

κ

)
ψt c

κ−1 = n ψt c
κ−1 ≤ C.

❛✈❡❝ C ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ t ∈ [0, 1]✳ ❖♥ ❛

∑
(λt)

2
i

= σ2
1 − 2σ2 ≤ σ2

1 dans Γκ (κ ≥ 2)

❉♦♥❝ ∀ i, |(λt)i
| ≤ σ1 ⇒ ∀ i, |1 + (ut)ii

| ≤ C ⇒ |(ut)ii
| ≤ C + 1

❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ (x, ξ) ❡t t ∈ [0, 1] t❡❧❧❡ q✉❡

M = w̃t(x0) ≤ C

❡t ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ M ✭✈♦✐r ♣❧✉s ❤❛✉t✮ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

∀ |ξ| = 1, ∀ x ∈ R
n, ∀ t ∈ [0, 1]✱

∂ξξut(x) ≤ C.

�

P❛ss♦♥s à ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✼✳✹ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C > 0 ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ t ∈ [0, 1] t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r

t♦✉t ✈❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ ξ ❡t t♦✉t x ∈ R
n✱

∂ξξut(x) ≥ −C.

Pr❡✉✈❡ ✿ ❈♦♠♠❡ ut ∈ Υκ ♦♥ ❛ ✿

σ1 = n+
n∑

i=1

∂iiut > 0 ⇒ ∀ i0, ∂i0i0ut > −n−
∑

i0 6=i

∂iiut

❞♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✼✳✸ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

∂i0i0ut ≥ −n− (n− 1)C.

❈❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❡st ❜✐❡♥ sûr ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s t♦✉t r❡♣èr❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é✳ ▲❡ ▲❡♠♠❡ ✼✳✹ ❡st ❞♦♥❝

❞é♠♦♥tré✳

�

❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❝❡tt❡ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✼✳✸✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✭❛✈❡❝ ✉♥❡

❛✉tr❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C✮ ✿

✹✽



✼✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① s❛♥s ♣♦✐❞s ❡t ❡❧❧✐♣t✐❝✐té ✉♥✐❢♦r♠❡

∃C, ∀ x ∈ R
n, ∀ |ξ| = 1, ∀ t ∈ [0, 1],

|∂ξξut(x)| ≤ C.

P♦✉r ✜♥✐r✱ ♦♥ ♣r❡♥❞

∂ξ =
1√
2

(∂i ± ∂j) ♣♦✉r i 6= j

❡t ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✸ ∃C ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ t ∈ [0, 1] t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

|(ut)ij
| ≤ C.

❘❡♠❛rq✉❡ ✼✳✶ ❙✉♣♣♦s♦♥s (λt)1
≥ (λt)2

≥ . . . ≥ (λt)n ❀ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ C > 0 ❡t c ∈ R

✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ t ∈ [0, 1] ❡t ❞❡ x ∈ R
n t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

C ≥ (λt)1
≥ (λt)2

≥ . . . ≥ (λt)n ≥ c. ✭✼✳✾✮

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ |dut| ❇✐❡♥ q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❡♥ ❛✉r♦♥s ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❡♥r❡❣✐str♦♥s

✐❝✐ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r |dut|✳

▲❡♠♠❡ ✼✳✺ ■❧ ❡①✐st❡ C̃ > 0 ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ t ∈ [0, 1] t❡❧❧❡ q✉❡ |dut| ≤ C̃✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥❡❧❧❡ A(ut) = 1
2
|dut|2 + (2 − c)ut ♦ù c ≤ 0 ❡st ❧❡

♠✐♥♦r❛♥t q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❞❛♥s ✭✼✳✾✮✳ ❙✐ A(ut) ≤ 0✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐t ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐

s✉r ‖ut‖C0
p
✳ ❙✐ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ M ❞❡ A(ut) ❡st ♣♦s✐t✐❢✱ ❝♦♠♠❡ A(ut) ❡st ♥✉❧❧❡ à ❧✬✐♥✜♥✐✱

M > 0 ❡st ❛tt❡✐♥t ❡♥ x0 ∈ R
n✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ d[A(ut)](x0) = 0 s✬é❝r✐t

❡♥ x0 ✿

∀ i,
∑

k

ukuki + (2 − c)ui = 0 ⇔ ∀ i,
∑

k

[aik(ut) − cδik + δik]uk = 0.

❉✬❛♣rès ✭✼✳✾✮✱ ♦♥ ❛ ✿

aik(ut) − cδik + δik ≥ δik

❞♦♥❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝r✐t✐q✉❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✿ du(x0) = 0✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❛ ✿

A(ut) ≤ (2 − c)ut(x0)

❡t ❞♦♥❝✱ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✿

|dut| ≤ C̃ := 2
√

(2 − c)‖ut‖C0

✹✾



✼ ❊st✐♠❛t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐

✭❛✈❡❝ ❜✐❡♥ sûr ‖ut‖C0 ≤ ‖ut‖C0
p
q✉✐ ❡st ❡st✐♠é✮

�

❊❧❧✐♣t✐❝✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ✭✺✳✸✮

P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♦♥ ✈❛ ✐❣♥♦r❡r t ❡t ♦♥ ❡❝r✐t λ ✭r❡s♣ u✮ à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ λt
✭r❡s♣ ut✮✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷ ✭❡t ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✹ ❞✉ ♠ê♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✮✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡

❞é♠♦♥tr❡r ✿

▲❡♠♠❡ ✼✳✻ ■❧ ❡①✐st❡ ε, C t❡❧ q✉❡ ✿ ∀ t ∈ [0, 1], ∀ i ∈ {1, . . . , n},∀ x ∈ R
n

0 < ε ≤ ∂σκ
∂λi

(λ [au(x)]) ≤ C.

Pr❡✉✈❡ ✿ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ (λt)1 ≥ (λt)2 ≥ . . . ≥ (λt)n✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✸ ♦♥

❛ ✿
∂σκ
∂λ1

(λt) ≤
∂σκ
∂λ2

(λt) ≤ . . . ≤ ∂σκ
∂λn

(λt).

❉♦♥❝ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠❛❥♦r❡r
∂σκ
∂λn

(λt) ❡t ❞❡ ♠✐♥♦r❡r
∂σκ
∂λ1

(λt)✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✿

▼❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡
∂σκ
∂λn

(λt)✳ ❖♥ ♥♦t❡ ♣❛r λ̂i = (λ1, . . . , λi−1, λi+1 . . . , λn)✳ ❖♥ ❛ ✿

∂σκ
∂λi

= σκ−1(λ̂i), ✭✼✳✶✵✮

❞♦♥❝ ♣❛r ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✼✳✶✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ C t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

∂σκ
∂λn

(λt) ≤ C.

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✶ P♦✉t t♦✉t l ≤ n− 1✱ ♦♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r ✿

Γl,i = {λ̂i ∈ R
n−1 tel que σj(λ̂i) > 0 ∀ j = 1, . . . , l}.

▼✐♥♦r❛t✐♦♥ ❞❡
∂σκ
∂λ1

(λt)✳ ❖♥ ❛ σκ(λ) = λ1σκ−1(λ̂1) + σκ(λ̂1)✳ ❊♥ λ = λt✱ ♦♥ ✈❛ ❞✐s✲

t✐♥❣✉❡r ❞❡✉① ❝❛s ✿

✶✲ ❙✐ σκ(λ̂1) ≤ 0 ⇒ σκ(λ) ≤ λ1σκ−1(λ̂1)✱ ❞✬❛♣rès ✭✼✳✶✵✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
∂σκ
∂λ1

(λ) ≥ σκ
λ1

❞♦♥❝ ❞✬❛♣rès ✭✼✳✾✮ ❡t ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✶✱

∂σκ
∂λ1

(λt) ≥
(
n
κ

)
ψt

C
≥ ε > 0.

✺✵



✼✳✹ ❊st✐♠❛t✐♦♥s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ♣♦♥❞éré❡s

✷✲ ❙✐ σκ(λ̂1) > 0✱

❉✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶ ♦♥ ❛✱ ∀ λ ∈ Γκ, ∀ i = {1 . . . , κ}
∂σi
∂λ1

(λ) > 0,

❞♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {2, . . . , κ} ♦♥ ❛ σi−1(λ̂1) > 0 ❞♦♥❝ λ̂1 ∈ Γκ−1,1 ❡t ❞✬❛♣rès ♥♦tr❡

♣rés❡♥t❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♦♥ ❛ ❛✉ss✐ σκ(λ̂1) > 0✳ ❉✬♦ù

λ̂1 ∈ Γκ,1.

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ▼❛❝✲▲❛✉r✐♥ ❞❛♥s Γκ,1 ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

(σ̃κ)
1

κ (λ̂1) ≤ (σ̃κ−1)
1

κ−1 (λ̂1)

♦✉ ❡♥❝♦r❡

σκ(λ̂1) ≤
(
n− 1

κ

)[
σκ−1(
n−1
κ−1

)(λ̂1)

] κ
κ−1

❞♦♥❝✱ t♦✉❥♦✉rs ❡♥ λ = λt ✿

σκ(λ) ≤ σκ−1(λ̂1)



λ1 +
(n− κ)

κ

[
σκ−1(λ̂1)(

n−1
κ−1

)
] 1

κ−1



 .

❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ✐❝✐ ❞❡✉① s♦✉s✲❝❛s ✿

✶✲ ❙✐
σκ−1(λ̂1)(

n−1
κ−1

) < 1✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❡♥ λt ❝♦♠♣t❡✲t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✶ ✿

0 < ε ≤ σκ(λ)(
(n−κ)
κ

+ λ1

) < σκ−1(λ̂1).

✷✲ ❙✐♥♦♥ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❡♥ λt ✿ (
n− 1

κ− 1

)
≤ σκ−1(λ̂1).

❉♦♥❝ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✼✳✻ ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞é♠♦♥tré✳

�

✼✳✹ ❊st✐♠❛t✐♦♥s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ♣♦♥❞éré❡s

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✶ ❥♦✐♥t à ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ s❝❛❧✐♥❣ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ♥♦s

❡st✐♠❛t✐♦♥s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ♣♦♥❞éré❡s✳

✺✶



✼ ❊st✐♠❛t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐

❙♦✐t u ∈ C4
p(R

n) ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡t s✉♣♣♦s♦♥s Nκ[u] = log[σ̃κ (λ(au))] = f ∈ C2
p+2(R

n).

❊t❛♥t ❞♦♥♥és x0 ❡t ρ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✶✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t s✉r Bρ ❧❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s

s✉✐✈❛♥t❡s ✿

ux0
(X) := [σ(x0)]

pu(x) , fx0
(X) := [σ(x0)]

p+2Nκ[u](x)

t♦✉❥♦✉rs ❛✈❡❝ X = x−x0

σ(x0)
✳

P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ fx0
❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s C2(Bρ) ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ x0✱ ❡t ux0

❧✬❡st ❞❛♥s

C0(Bρ) ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ x0✱ ❣râ❝❡ à ❧✬❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t ❞❡ u ❡♥tr❡ u− ❡t u+✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✶✱ ♦♥ ❛ s✉r Bx0

ρ ✿

1
Cρ
‖u−‖C0

p(Rn) ≤ [σ(x0)]
pu−(x) ≤ ux0

≤ [σ(x0)]
pu+(x) ≤ 1

cρ
‖u+‖C0

p(Rn).

❊♥ ♦✉tr❡✱ ♦♥ ❛ ❧❡s ✐❞❡♥t✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

au(x) ≡ I +D2u(x) ≡ I + σ(x0)
−(p+2)σ(x0)

p+2D2u(x) ≡ I + [σ(x0)]
−(p+2)D2ux0

(X)

fx0
≡ [σ(x0)]

p+2 log{σ̃κ[λ
(
I + [σ(x0)]

−(p+2)D2ux0

)
]} =: Nx0

[ux0
]✳

❖♥ ❛ ✿

dNx0
[ux0

](v)(X) =

∑
Cκ−1

(
λ(I + σ(x0)

−(p+2)D2ux0
(X))

)i
j
vij(X)

σκ (λ(I + σ(x0)−(p+2)D2ux0
(X)))

=

∑
Cκ−1 (λ(au(x)))

i
j vij(X)

σκ (λ(au(x)))

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❛✉①✐❧✐❛✐r❡Nx0
❥✉st❡ ❞é✜♥✐✱ ❝♦♥s✐❞éré s✉r Bρ = {|X| ≤ ρ}✱

Nx0
❡st ❞♦♥❝ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✱ ❝♦♥❝❛✈❡ à ❧✬é❣❛r❞ ❞❡ D2ux0

✳

❙❡❧♦♥ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ✐♥tér✐❡✉r❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ●✐❧❜❛r❣✲❚r✉❞✐♥❣❡r ✭éq✉❛t✐♦♥

✭✶✼✳✹✷✮❬✽❪ ♣✳✹✺✻✮ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s Bρ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ Nx0
[ux0

] = fx0
✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s

C ❡t α ∈ (0, 1) ❞é♣❡♥❞❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ n✱ λ ❡t Λ t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

‖ux0
‖∗C2,α(Bρ) ≤ C{‖fx0

‖∗C2(Bρ) + ‖ux0
‖∗C2(Bρ)}

❛✈❡❝

‖v‖∗C2,α(Bρ) = ‖v‖∗C2(Bρ) + Sup
x,x′∈Bρ

d2+α
x,x′

|D2v(x) −D2v(x′)|
|x− x′|α

‖v‖∗C2(Bρ) =
2∑

i=0

Sup
x∈Bρ

d2
x|Div(x)|, dx = dist(x, ∂Bρ), dx,x′ = min(dx, dx′)

❉✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ ▲❡♠♠❡ ✹✳✷ ♦♥ ❛ ✿ ∀ ǫ > 0, ∃C(ǫ) > 0,

‖ux0
‖∗C2(Bρ) ≤ C(ǫ)‖ux0

‖C0(Bρ) + ǫ‖ux0
‖∗C2,α(Bρ)

✺✷



✼✳✹ ❊st✐♠❛t✐♦♥s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ♣♦♥❞éré❡s

❞♦♥❝

‖ux0
‖∗C2,α(Bρ) ≤ C{‖fx0

‖∗C2(Bρ) + C(ǫ)‖ux0
‖C0(Bρ) + ǫ‖ux0

‖∗C2,α(Bρ)}

❞✬♦ù ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ C

‖ux0
‖∗C2,α(Bρ) ≤ C{‖fx0

‖∗C2(Bρ) + ‖ux0
‖C0(Bρ)}.

❙✐ Ω ❜♦r♥é✱ Ω′ ⊂⊂ Ω✱ θ = dist(Ω′, ∂Ω) ❡t ̺ =
1

2
diamΩ✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

v ∈ C2,α(Ω)

min(1, θ2+α)‖v‖C2,α(Ω′) ≤ ‖v‖∗C2,α(Ω) et ‖v‖∗C2(Ω) ≤ max(1, 4̺2)‖v‖C2(Ω)

❞♦♥❝ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✐❝✐ ❛✈❡❝ Ω = Bρ ❡t Ω′ = Bρ/2 ❡t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ C

❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ̺ ♠❛✐s ♣❛s ❞❡ x0 ✿

‖ux0
‖C2,α(Bρ/2) ≤ C{‖fx0

‖C2(Bρ) + ‖ux0
‖C0(Bρ)}

Pr❡♥❛♥t ❧❡ Sup
x0∈Rn

✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✭❡♥❝♦r❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛✉tr❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C✮

‖u‖C2,α
p

≤ C
{
‖Nκ[u]‖C2

p+2
+ ‖u‖C0

p

}
.

✺✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✽

➱q✉❛t✐♦♥s ❤❡ss✐❡♥♥❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s

✽✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❙♦✐t n > 1 ✉♥ ❡♥t✐❡r✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❤❡ss✐❡♥♥❡

❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❛♥s t♦✉t C
n ✿

mκ[λ(∂ij̄f(z))] = [1 + φ(z, z̄)]
1

κ ✭✽✳✶✮

♦ù ∂ij̄f(z) :=
∂2f

∂zi∂z̄j
(z) ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❤❡r♠✐t✐❡♥♥❡ n× n✱ ❧❛ ❤❡ss✐❡♥♥❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f = 1
2
|z|2 + u ❛✉ ♣♦✐♥t z✱ |z| ❡st ❧❛ ♥♦r♠❡ ❤❡r♠✐t✐❡♥♥❡ ❞❡ z ❞❛♥s C

n ❡t

1+φ > 0✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s u ❡t φ s♦♥t à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s✱ ❛✈❡❝ u ❝❤❡r❝❤é❡ ❡t φ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ✿

u ∈ Ck+2,α
p , φ ∈ Ck,α

p+2 ❛✈❡❝ p ∈ (0, 2n− 2) ✭✽✳✷✮

♦ù ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❍ö❧❞❡r à ♣♦✐❞s ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✮ s♦♥t ✐❝✐ r❡❧❛t✐❢s à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥

R
2n s♦✉s✲❥❛❝❡♥t à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❤❡r♠✐t✐❡♥ C

n✳ mκ ❡st ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ s②♠étr✐q✉❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡

❞✬♦r❞r❡ κ à n ≥ κ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré 1 ❡t λ(∂ij̄f) ❞és✐❣♥❡ ❧❡ n✲✉♣❧❡t ❞❡s

✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❤❡ss✐❡♥♥❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ f ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❤❡r✲

♠✐t✐❡♥♥❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ C
n✳

▲❡ ❝❛s κ = n ✭▼♦♥❣❡✲❆♠♣èr❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✮ ❛ été tr❛✐té ❞❛♥s ❬✻❪✳ ◆♦tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥

❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❝❛s 1 < κ < n✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣♦sé ❞❛♥s ✉♥ ♦✉✈❡rt

❜♦r♥é ✭❞❡ ❣é♦♠étr✐❡ ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡✮ ❛ été tr❛✐té ♣♦✉r ♥♦tr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✶❪✳

✺✹



✽✳✷ ❋♦♥❝t✐♦♥s κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡s

❘❡♠❛rq✉❡ ✽✳✶ ❖♥ ❛ ♣r♦✉✈é ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ q✉❡ mκ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡✱

❡❧❧✐♣t✐q✉❡✱ ❝♦♥❝❛✈❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝ô♥❡ ❝♦♥✈❡①❡ Γκ ♦ù ✿

Γκ = {λ ∈ R
n tel que σj(λ) > 0, ∀ j = 1 . . . κ}.

✽✳✷ ❋♦♥❝t✐♦♥s κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡s

▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ❧✐♥é❛r✐sé ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✭❡♥ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

u✮ ❛ss♦❝✐é à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✽✳✶✮ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✹✳✹ ♣♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡

t❤é♦rè♠❡ ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✭✈♦✐r ♣❧✉s ❧♦✐♥ ✽✳✷✳✷✮✳

✽✳✷✳✶ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ Fκ ❡t s❡s ♣r❡♠✐èr❡s ♣r♦♣r✐étés

❙♦✐t M = (mij̄)ij̄ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❤❡r♠✐t✐❡♥♥❡ n× n ❡t κ ∈ {1, . . . , n} ✜①é✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✳✶ Fκ(M) =
∑

|I|=κ

MII ✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♠✐♥❡✉rs ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞✬♦r❞r❡ κ de M ✳

❖♥ ♥♦t❡r❛ ♣❛r ✿

F̃κ(M) =
1(
n
κ

)Fκ(M)

❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r ∂ij̄u ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❤❡ss✐❡♥♥❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡ u ∈
C2(Cn)✱ ❡t ♣❛r Mu := I + ∂ij̄u

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✳✷ ❙♦✐t Fκ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❞é✜♥✐ s✉r C2(Cn)✱ ♣❛r ✿

u 7→ Fκ[u] := Fκ(Mu).

❖♥ ♥♦t❡r❛ ♣❛r ✿

F̃κ[u] =
1(
n
κ

)Fκ[u]

❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r
∂Fκ
∂mij̄

❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ Fκ ♣❛r r❛♣♣♦rt à mij̄✱ ❡t ♦♥ ♣♦s❡ ✿

Cκ−1 (Mu)ij̄ =
1

(κ− 1)!

∑
ε
i1...iκ−1i

j̄1...j̄κ−1j̄
mi1j̄1 . . .miκ−1j̄κ−1

✭✽✳✸✮

❛❧♦rs ✿
∂Fκ
∂mij̄

(Mu) = Cκ−1 (Mu)ij̄✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬é❝r✐t✉r❡ ♦♥ ♥♦t❡ ♣❛r Cij̄ ≡ Cκ−1 (Mu)ij̄✳

P♦✉r z ∈ C
n✱ ♦♥ é❝r✐t z ≡ (z1, . . . , zn) = (x1 + ✐xn+1, x2 + ✐xn+2, . . . , xn+ ✐x2n)✳ ❈♦♠♠❡

✺✺



✽ ➱q✉❛t✐♦♥s ❤❡ss✐❡♥♥❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s

(Cij̄)ij̄ ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❤❡r♠✐t✐❡♥♥❡✱ Cij̄ = 1/2(Cij̄+C∗
ij̄)+1/2(Cij̄−C∗

ij̄) ✭♦ù (C∗
ij̄)ij̄ ❡st

❧❛ tr❛♥s♣♦sé❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ (Cij̄)ij̄✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❧✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ A+ ✐B ♦ù A ≡ (Aij̄)ij̄

❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ❡t B ≡ (Bij̄)ij̄ ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡ ré❡❧❧❡✳

❖♥ ❛ ∂
∂zj

= 1
2

(
∂
∂xj

− ✐ ∂
∂xn+j

)
❡t ∂

∂z̄j
= 1

2

(
∂
∂xj

+ ✐ ∂
∂xn+j

)
✱ ❞♦♥❝✱ ♣❛r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡✱ ♦♥

♣❡✉t é❝r✐r❡ uij̄ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

uij̄ = 1
4
(uij + un+i,n+j + ✐(ui,n+j − un+i,j)) , ∀ i, j = 1, . . . , n. ✭✽✳✹✮

♦ù ✜❣✉r❡♥t à ❞r♦✐t❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞ér✐✈é❡s ré❡❧❧❡s ∂2u
∂xI∂xJ ❛✈❡❝ 1 ≤ I, J ≤ 2n✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✳✸ P♦✉r 1 ≤ I, J ≤ 2n✱ 1 ≤ i, j ≤ n ♦ù I ∈ {1, . . . , i . . . , n + i, . . . 2n}✱
J ∈ {1, . . . , j, . . . , n+ j, . . . , 2n} ♦♥ ❞é✜♥✐t CIJ ♣❛r ✿

Cij̄∂ij̄ = CIJ∂IJ

♦ù ✜❣✉r❡♥t à ❞r♦✐t❡s ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ré❡❧❧❡s ∂IJ = ∂2

∂xI∂xJ ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✶ ❖♥ ❛ ✿

Cij = Cn+i,n+j = 1
4
Aij̄ ❡t Ci,n+j = −Cn+i,j = −1

4
Bij̄

Pr❡✉✈❡ ✿ ❉✬❛♣rès ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✽✳✹✮✱ ♦♥ ❛ ✿
∑

Cij̄∂ij̄u =
1

4

∑
(Aij̄ + ✐Bij̄) (uij + un+i,n+j + ✐(ui,n+j − un+i,j))

=
1

4

∑[
Aij̄(uij + un+i,n+j) −Bij̄(ui,n+j − un+i,j)

]

✭❧❡s ❛✉tr❡ t❡r♠❡s s✬❛♥♥✉❧❡♥t ❝❛r A ❡st s②♠étr✐q✉❡ ❡t B ❡st ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✮✳ ▲❛ ♣r♦♣♦✲

s✐t✐♦♥ s✬❡♥s✉✐t ❞✬❛♣rès ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✳✸✳

▲❡♠♠❡ ✽✳✶ ∑

i

∂i
(
Cij̄
)

= 0 ∀ j̄ = 1, . . . , n.

Pr❡✉✈❡ ✿
∑

i

∂i
(
Cij̄
)

=
∑

i

1

(κ− 1)!

∑
ε
i1...iκ−1i

j̄1...j̄κ−1j̄
∂i(mi1j̄1 . . .miκ−1j̄κ−1

)

❈❤❛q✉❡ mir j̄ri ❡st s②♠étr✐q✉❡ ❡♥ iri ❀ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r ❡st ❛♥t✐s②♠é✲

tr✐q✉❡ ❡♥ iri✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥❞r❛ ③ér♦✳

�

❖♥ ❛ ✿
n∑

i=1

∂
∂xi

=
n∑

i=1

(
∂
∂zi

+ ∂
∂z̄i

)
✱

n∑

i=1

∂
∂xn+i

=
1

✐

n∑

i=1

(
∂
∂z̄i

− ∂
∂zi

)
.

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✶ ❡t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✽✳✶ ♦♥ ❛ ✿

✺✻



✽✳✷ ❋♦♥❝t✐♦♥s κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡s

▲❡♠♠❡ ✽✳✷ P♦✉r t♦✉t j = 1, . . . , n

∑

I

∂ICIj =
∑

I

∂ICI,n+j = 0

Pr❡✉✈❡ ✿
∑

I

∂ICIj =
1

4

(
n∑

I=1

∂IAIj̄ +
2n∑

I=n+1

∂IBI−n,j̄

)
=

1

4

∑

i

(
∂iAij̄ + ∂īAij̄

)
+

1

4✐

∑

i

(
∂īBij̄ − ∂iBij̄

)

=
1

4

∑

i

(
∂iCij̄ + ∂īCij̄

)
=

1

4

∑

i

(
∂iCij̄ + ∂iCij̄

)
= 0

∑

I

∂ICI,n+j =
1

4

(
−

n∑

I=1

∂IBIj̄ +
2n∑

I=n+1

∂IAI−n,j̄

)

=
−1

4

∑

i

(
∂iBij̄ + ∂īBij̄

)
+

1

4✐

∑

i

(
∂īAij̄ − ∂iAij̄

)

=
✐

4

∑

i

(
∂iCij̄ − ∂īCij̄

)
=

✐

4

∑

i

(
∂iCij̄ − ∂iCij̄

)
= 0

�

❉✉ ▲❡♠♠❡ ✽✳✷ rés✉❧t❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧❡ ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✽✳✶ P♦✉r t♦✉t J = 1, . . . , 2n✱

∑

I

∂ICIJ = 0.

❉✬❛♣rès ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✽✳✶ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✽✳✷ ▲❡ ❧✐♥é❛r✐sé dFκ[u] ≡ dFκ[Mu] ❞❡ Fκ ❡♥ u ❡st ✉♥❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❀

dFκ[u](v) =
∑

i,j

Cij̄∂ij̄v =
∑

IJ

CIJ∂IJv =
∑

I

∂I

(
∑

J

CIJ∂Jv
)
✳

✽✳✷✳✷ ❋♦♥❝t✐♦♥s κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✱ ❡❧❧✐♣t✐❝✐té ❡t ✐♥✈❡rs✐❜✐❧✐té ❧♦❝❛❧❡

❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r Fκ

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✳✹ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ∈ C2 ❡st ❞✐t❡ κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s✐ λ(Mu)(z) ∈ Γκ ♣♦✉r

t♦✉t z ∈ C
n✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ ♣❛r ❛2 ❧❡ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦✉✈❡rt ❞❡ C2(Cn) ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s κ✲

❛❞♠✐ss✐❜❧❡s s✉r C
n ❡t ❛k+2,α

p :=❛2 ∩ Ck+2,α
p ✳ P♦✉r u ∈❛2✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ ♣❛r ✿

Nκ[u] := log[F̃κ(Mu)].

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✷ ✭Pr♦♣r✐étés ❞❡ CIJ✮

✺✼



✽ ➱q✉❛t✐♦♥s ❤❡ss✐❡♥♥❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s

✶✳ P♦✉r 1 ≤ I, J ≤ 2n✱ ♦♥ ❛ CIJ ∈ Ck,α
0 (C2n)✳

✷✳ P♦✉r p > 0 ❡t u ∈❛2
p ✜①é✱ ✐❧ ❡①✐st❡ 0 < λ < Λ t❡❧ q✉❡ ∀ z ∈ C

n ♦♥ ❛ ✿

λδIJ ≤ CIJ ≤ ΛδIJ .

Pr❡✉✈❡ ✿ ❉✬❛♣rès ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✽✳✸✮ ❡t ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✶✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ CIJ s♦✉s ❧❛

❢♦r♠❡ CIJ = δIJ + γIJ ♦ù γIJ ∈ Ck,α
p+2✳

❙♦✐t z ∈ C
n, λ(Mu) ∈ Γκ ❞♦♥❝ ♣❛r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ q✉✐ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❡ ∂ij̄u(z)

♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉✬❛✉ ♣♦✐♥t z ♦♥ ❛ ✿ Cij̄ = δij
∂σκ
∂λi

[λ(Mu)]✳ ❉♦♥❝ Cij̄ ❡st ❞é✜♥✐ ♣♦s✐t✐❢✳

▼♦♥tr♦♥s à ♣rés❡♥t q✉❡ CIJ ❡st ❛✉ss✐ ❞é✜♥✐ ♣♦s✐t✐❢ ❡♥ ❞é♠♦♥tr❛♥t ❧✬✐❞❡♥t✐té ✿

Cij̄ξiξ̄j = 4CIJζIζJ ✭✽✳✺✮

♦ù ❧✬♦♥ ♣♦s❡ ✿ ∀ j = 1, . . . , n, ξj = ζj − ✐ζn+j✳ ●râ❝❡ à ✭✽✳✺✮ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡

❛ss❡rt✐♦♥ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✷ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧✬❡❧❧✐♣t✐❝✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ q✉✐ s❡

❞é♠♦♥tr❡ ❝♦♠♠❡ ❛✉ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✽✳✺ ✭✈♦✐r ♣❧✉s ❧♦✐♥✮ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r Fκ[u]✳ ❖♥ ❛✉r❛ ❞♦♥❝

0 < λ < Λ t✳q✳

λ|ξ|2 ≤
∑

ij

Cij̄ξiξ̄j ≤ Λ|ξ|2.

Pr❡✉✈❡ ❞❡ ✭✽✳✺✮ ✿ ❖♥ ❛ ✿
∑

i,j

Cij̄ξiξ̄j =
∑

i,j

(Aij̄ + ✐Bij̄)(ζiζj + ζn+iζn+j + ✐(ζiζn+j − ζn+iζj)) ❞♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❧❛

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✶✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
∑

ij

Cij̄ξiξ̄j = 4
∑

IJ

CIJζIζJ

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✽✳✸ ▲✬❡❧❧✐♣t✐❝✐té ❞❡ Fκ s✉r ❛k+2,α
p ♣❡✉t êtr❡ ❧✉❡ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t z ❛♣rès ✉♥❡

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ q✉✐ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❡ ∂ij̄u

❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✶ ❙♦✐t k ∈ N, p ∈ (0, 2n− 2) ❡t u ∈❛k+2,α
p ✱ ❛❧♦rs ✿

dNκ[u] : Ck+2,α
p −→ Ck,α

p+2

❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✽✳✷ ♦♥ ❛ ✿

dFκ[u](v) =
∑

I

∂I

(
∑

J

CIJ∂Jv

)
,

❞♦♥❝

dNκ[u](v) =

∑
I ∂I (

∑
J CIJ∂Jv)

σκ(λ(Mu))
.

P♦✉r t♦✉t u ∈❛k+2,α
p ❞✬❛♣rès ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✽✳✸ dFκ[u] ❡st ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ♦♥ ❛

σκ(λ(Mu)) > 0✱ ❞✬♦ù ❝♦♠♠❡ ❛✉ ▲❡♠♠❡ ✻✳✷ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t✳

✺✽



✽✳✸ ❯♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♥✉❧❧❡ à ❧✬✐♥✜♥✐

✽✳✸ ❯♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♥✉❧❧❡ à ❧✬✐♥✜♥✐

▲❡♠♠❡ ✽✳✸ ✭Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✮ ❙♦✐❡♥t u, v ∈ ❛2(Cn) ❡t t❡♥❞❛♥t ✈❡rs ③ér♦

à ❧✬✐♥✜♥✐ t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

σ̃κ[λ(Mu)] ≤ σ̃κ[λ(Mv)] dans C
n.

❆❧♦rs

u ≥ v dans C
n.

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉ ❝❛s ré❡❧ ✭✈♦✐r ▲❡♠♠❡ ✸✳✶✮✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✽✳✹ ■❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ C2 ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✽✳✶✮ κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡t

♥✉❧❧❡ à ❧✬✐♥✜♥✐✳

✽✳✹ ❊①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡

P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✽✳✶✮ ❞❛♥s ❛k+2,α
p ✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té

❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ré❡❧ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✱ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✮✳ ❉♦♥❝ ♣♦✉r t ∈ [0, 1]✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s

❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ✿

1(
n
κ

)Fκ(Mu) = (1 + tφ) = ψt ✭✽✳✻✮

♦✉ ❡♥❝♦r❡ ✿

Nκ[ut] := log[σ̃κ(λ(Mut))] = log[1 + tφ] = log (ψt) ✭✽✳✼✮

❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✿ T = {t ∈ [0, 1] t❡❧ q✉❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ut ∈ ❛k+2,α
p s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✽✳✼✮ } q✉✐ ❡st

♥♦♥ ✈✐❞❡ ❝❛r u0 = 0 ❡st s♦❧✉t✐♦♥ κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❞❡ ✭✽✳✼✮ ♣♦✉r t = 0✳

❉✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✶ ✭✈♦✐r ♣❧✉s ❧♦✐♥✮✱ ❡t ❝♦♠♠❡ ❧❛ κ✲❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐té ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣r✐étés

♦✉✈❡rt❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s q✉❡ T ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♦✉✈❡rt ❞❛♥s [0, 1]✳

▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✽✳✼✮ ❡st ❞♦♥❝ ré❞✉✐t❡ à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐

s✉r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ut ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ C2,α
p ✱ ❡t à ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té

✭✽✳✼✮ ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ t ∈ [0, 1]✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ κ✲

❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ut ❛✈❡❝ t ❛❞❤ér❡♥t à T ❡st ❛ss✉ré❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✽✳✼✮ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ✭❡❧❧❡ ❛

❧✐❡✉ à ❧✬✐♥✜♥✐ ♦ù ∂ij̄ut → 0✮ ❡t ♦♥ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❡ ❛✐sé♠❡♥t à t♦✉t C
n✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ T = [0, 1]

❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✽✳✶✮✱ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r t = 1✱ ❡st ❞♦♥❝ rés♦❧✉❡✳

✺✾



✽ ➱q✉❛t✐♦♥s ❤❡ss✐❡♥♥❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s

✽✳✺ ❊st✐♠❛t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐ ❡t ❡❧❧✐♣t✐❝✐té ✉♥✐❢♦r♠❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ r❛❞✐❛❧❡ ✉♥✐q✉❡ q✉❛♥❞ ❧❛

❞♦♥♥é❡ φ ❡st r❛❞✐❛❧❡✱ ❡t ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐✱ s✉r ut ∈ C2,α
p s♦❧✉t✐♦♥

κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❞❡ ✭✽✳✼✮✳

✽✳✺✳✶ ❊①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ r❛❞✐❛❧❡

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✸ ✭❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ r❛❞✐❛❧❡✮ ❙✐ φ ❡st r❛❞✐❛❧❡✱ ❛✈❡❝ 1 + φ > 0✱

❛❧♦rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ r❛❞✐❛❧❡ u(z) = U(r) ♥✉❧❧❡ à ❧✬✐♥✜♥✐ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2(Cn) ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

✭✽✳✶✮ s✬é❝r✐t ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✿

U(r) = −2

∫ ∞

r

s

[(
1 + 2n

∫ 1

0

ϕ(τs)τ 2n−1dτ

) 1

κ

− 1

]
ds

Pr❡✉✈❡ ✿ ❊♥ ♥♦t❛♥t

u(z) ≡ U(r) , U̇ =
dU

dr
, Ü =

d2U

dr2

♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

∂ij̄u(z) =
1

2

(
1

2

z̄izj
r2

(
Ü − U̇

r

)
+ δij

U̇

r

)
.

P♦✉r ❢❛✐r❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ σ̃κ[λ(Mu)] ❛✉ ♣♦✐♥t z 6= 0✱ ♦♥ s❡ r❛♠è♥❡ ♣❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

✉♥✐t❛✐r❡ ✭✐s♦♠étr✐❡ ❞❡ C
n✮ ❛✉ ❝❛s z = (r, 0, . . . , 0)✳ ❆❧♦rs✱ s✐ u s❛t✐s❢❛✐t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✽✳✶✮✱

U ✈❡r✐✜❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

κ
4n

(
Ü + U̇

r
+ 4
)(

U̇
2r

+ 1
)κ−1

+ n−κ
n

(
U̇
2r

+ 1
)κ

= 1 + φ

♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✿

(
Ü
2

+ 1
)

+ 2n−κ
κ

(
U̇
2r

+ 1
)

= ψ
(
U̇
2r

+ 1
)(1−κ)

avec ψ = 2n
κ

(1 + ϕ)

❖♥ ♣♦s❡

v(r) = 1
2
U̇(r)

❛❧♦rs ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s❡r❛ ✿

(v̇ + 1) +
2n− κ

κ

(v
r

+ 1
)

= ψ
(v
r

+ 1
)1−κ

✻✵



✽✳✺ ❊st✐♠❛t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐ ❡t ❡❧❧✐♣t✐❝✐té ✉♥✐❢♦r♠❡

❡t ♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❧à✱ ✐❝✐ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2n✱ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞é❥à

r❡♥❝♦♥tré❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✶✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ é❝r✐r❡ s❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✿

v(r) = r

[
(1 + 2n

∫ 1

0

ϕ(τr)τ 2n−1dτ)
1

κ − 1

]
. ✭✽✳✽✮

❈♦♠♠❡ v(r) = 1
2
U̇(r) ❡t U(∞) = 0✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✿

U(r) = −2

∫ ∞

r

s

[(
1 + 2n

∫ 1

0

ϕ(τs)τ 2n−1dτ

) 1

κ

− 1

]
ds

�

✽✳✺✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ③ér♦ ♣♦♥❞éré❡

◆♦✉s ❛✉r♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✉ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✹ ❙♦✐t u ∈ C2(Cn) s♦❧✉t✐♦♥ ♥✉❧❧❡ à ❧✬✐♥✜♥✐ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✽✳✼✮ ❛✈❡❝ ✿

φ(z, z̄) = ϕ(r)✱ φ ∈ C0
p+2, p ∈ (0, 2n − 2) ❡t 1 + φ > 0✳ ❆❧♦rs u(z) = U(r) ❡t u ∈ C0

p ❀

♣ré❝✐sé♠❡♥t ♦♥ ❛ ✿

‖u‖C0
p
≤ 4n[p(2n− 2 − p)]−1‖φ‖C0

p+2

Pr❡✉✈❡ ✿ ❉✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✸✱ u(z) = U(r)✱ s✬é❝r✐t ✿

U(r) = −2

∫ ∞

r

s




(

1 + 2n

∫ 1

0

ϕ(τs)τ 2n−1dτ

) 1
κ

− 1



 ds

❉♦♥❝ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✷✳

P❛ss♦♥s à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ‖ut‖C0
p
♣♦✉r ut s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✽✳✼✮ ❣é♥ér❛❧❡ ✭s❛♥s

r❛❞✐❛❧✐té✮✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s s✉♣ér✐❡✉r❡ u+ ❡t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ u− ≤ u+

r❛❞✐❛❧❡s ❛✉①q✉❡❧❧❡s s✬❛♣♣❧✐q✉❡r❛ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✹✳

❈♦♠♠❡ φ ∈ C0
p+2(C

n)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s 0 < C1 ≤ C2 t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

1 + φ+ ≡ exp
(
−C1σ

(−p−2)
)
≤ 1 + tφ ≤ 1 + C2σ(r)−p−2 ≡ 1 + φ−

❙♦✐❡♥t u± ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ r❛❞✐❛❧❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✿ Nκ[u
±] = log(1 + φ±) ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✸✱ ❡t C± := ‖φ±‖C0
p+2

✭❞♦♥❝ C− = C2✮✳ ❖♥ ❛ u± ∈ C2(Cn)∩C0
p ❞✬❛♣rès

❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✹✱ ❛✈❡❝ ✐❝✐ ✿

‖u±‖C0
p
≤ 4n[p(2n− 2 − p)]−1C±.

✻✶



✽ ➱q✉❛t✐♦♥s ❤❡ss✐❡♥♥❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s

❖♥ ❛ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

1 + ϕ+ = Nκ[u
+] ≤ Nκ[ut] ≤ Nκ[u

−] = 1 + ϕ−. ✭✽✳✾✮

❖♥ ✈ér✐✜❡ ❛✐sé♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s r❛❞✐❛❧❡s u± s♦♥t κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡s à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ C
n

❡t✱ ❝♦♠♠❡ Nκ[u
±] > 0✱ ❡❧❧❡s ❞♦✐✈❡♥t ❧❡ r❡st❡r ♣❛rt♦✉t✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡

❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ✭▲❡♠♠❡ ✽✳✸✮ ❞❛♥s C2(Cn)∩C0
p ❛✉① ❞❡✉① ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✽✳✾✮✱

♦♥ ❞é❞✉✐t ❧✬❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t ✿

u− ≤ ut ≤ u+.

❈❡❧✉✐✲❝✐ ❢♦✉r♥✐t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝❤❡r❝❤é❡✱ à s❛✈♦✐r ✿

σ(x)p|ut(x)| ≤ 4n[p(2n− 2 − p)]−1 max(C+, C−)

✽✳✺✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ✷ s❛♥s ♣♦✐❞s ❡t ❡❧❧✐♣t✐❝✐té ✉♥✐❢♦r♠❡

❙♦✐t z = (z1, . . . , zn) = (x1 + ✐xn+1, . . . , xn + ✐x2n) ∈ C
n✱ ξ = (ξ1, . . . , ξ2n) ∈ S

2n−1

❡t ♦♥ ♥♦t❡ ♣❛r ∂ξξ = ∂2
ξ ❛✈❡❝ ∂ξ =

n∑

j=1

ξ2j−1∂j +
n∑

j=1

ξ2j∂n+j

▲❡♠♠❡ ✽✳✹ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C > 0 ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ t ∈ [0, 1] t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r

t♦✉t ✈❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ ξ ❡t t♦✉t z ∈ C
n✱

|∂ξξut(z)| ≤ C.

Pr❡✉✈❡ ✿ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ∂ξ ❞❡✉① ❢♦✐s à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✽✳✼✮✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✿

∂2Nκ

∂mij̄∂mkl̄

∂ξ(ut)ij̄
∂ξ(ut)kl̄

+
∂Nκ

∂mij̄

∂ξξ(ut)ij̄
=
(
n
κ

)
∂ξξ log(ψt) ✭✽✳✶✵✮

❉♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❝♦♥❝❛✈✐té ❞❡ Nκ ✭✈♦✐r ❬✶✶❪ ♣❛❣❡ ✾✻✮✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ✭✽✳✶✵✮

∂Nκ

∂mij̄

∂ξξ(ut)ij̄
≥
(
n
κ

)
∂ξξ log(ψt)

❖♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❡ ∂ij̄u✱ ♦♥ ♣♦s❡
(
(λt)i = 1 + (ut)īi

)
✱ ♦♥ ❛rr✐✈❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✼✮✱ ❞♦♥❝

❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✼✳✸✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

∂ξξut(z) ≤ C.

❊♥ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ut ❡st κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

σ1 = n+
n∑

i=1

∂īiut = n+
1

4

2n∑

I=1

∂IIut > 0

✻✷



✽✳✺ ❊st✐♠❛t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐ ❡t ❡❧❧✐♣t✐❝✐té ✉♥✐❢♦r♠❡

❞♦♥❝ ∀I0✱
C ≥ ∂I0I0ut ≥ −4n− (2n− 1)C.

❈❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❡st ❜✐❡♥ sûr ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s t♦✉t r❡♣èr❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é✳ ❉♦♥❝ ∃C, ∀ z ∈ C
n✱

∀ |ξ| = 1, ∀ t ∈ [0, 1], ✿

|∂ξξ(ut)| ≤ C

P♦✉r ✜♥✐r✱ ♦♥ ♣r❡♥❞

∂ξ =
1√
2

(∂I ± ∂J) ♣♦✉r I 6= J

❡t ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ C ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ t ∈ [0, 1] t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

|∂IJ(ut)| ≤ C.

❊♥r❡❣✐str♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬✐♠♣♦rt❛♥t rés✉❧t❛t ❞✬❡❧❧✐♣t✐❝✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✽✳✺ ✭❊❧❧✐♣t✐❝✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✽✳✻✮✮ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ré❡❧s λ,Λ

♣♦s✐t✐❢s t❡❧s q✉❡ ✿ ∀ t ∈ T ,∀ ξ ∈ (Cn)⋆,∀ z ∈ C
n✱

λ|ξ|2 ≤ ∂Fκ
∂mij̄

[ut]ξiξ̄j ≤ Λ|ξ|2

Pr❡✉✈❡ ✿ ❆♣rès ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ q✉✐ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❡ ∂ij̄u✱ ♦♥ ❛ ✿

∂Fκ
∂mij̄

[ut] = δij
∂σκ
∂λi

[λ(Mu)]

❈♦♠♠❡ λ(Mu) ∈ Γκ✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t r❛♠❡♥és ❡①❛❝t❡♠❡♥t à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉

▲❡♠♠❡ ✼✳✻✳

✽✳✺✳✹ ❊st✐♠❛t✐♦♥s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ♣♦♥❞éré❡s

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ s❝❛❧✐♥❣ ✭q✉✐ r❡♠♦♥t❡ à ❬✶❪✮ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬❡st✐✲

♠❛t✐♦♥ C2,α
p ✳ ❙♦✐t u ∈ C4

p(C
n) κ✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡t s✉♣♣♦s♦♥s Nκ[u] = f ∈ C2

p+2(C
n). P♦✉r

(z0, ρ) ∈ C
n × (0, 1) ✜①é✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t s✉r ❧❛ ❜♦✉❧❡ Bz0

ρ ❞❡ ❝❡♥tr❡ z0 ❞❡ r❛②♦♥ ρ✱ ❧❡s ❞❡✉①

❢♦♥❝t✐♦♥s ✿

uz0(Z) := [σ(z0)]
pu(z) , fz0(Z) := [σ(z0)]

p+2Nκ[u](z) ≡ Nz0 [uz0 ](Z)

❛✈❡❝ Z =
z − z0

σ(z0)
✳

P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ fz0 ❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s C2(Bz0
ρ ) ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ z0✱ ❡t uz0 ❧✬❡st ❞❛♥s

✻✸



✽ ➱q✉❛t✐♦♥s ❤❡ss✐❡♥♥❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s

C0(Bz0
ρ ) ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ z0✱ ❣râ❝❡ à ♥♦tr❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ‖u‖C0

p
✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ❢❛❝✐❧❡✲

♠❡♥t q✉❡ ∂ij̄uz0(Z) ≡ (σ(z0))
p+2∂ij̄u(z)✳

▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ Nz0 ❥✉st❡ ❞é✜♥✐ s✉r Bz0
ρ ❡st ❝♦♥❝❛✈❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡

❤❡r♠✐t✐❡♥♥❡ ∂ij̄uz0 ✱ ❞♦♥❝ ❛✉ss✐ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ s②♠étr✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ∂IJuz0 ✭✈♦✐r

✭✽✳✹✮✮✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✉ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ s♦♥ ❧✐♥é❛r✐sé s♦♥t ❡♥❝❛❞ré❡s✱ s✉r Bz0
ρ ✱ ❡♥tr❡

❞❡✉① ré❡❧s 0 < λ ≤ Λ ✐✳❡✳ ✐❧ ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ s✉r Bz0
ρ . ❊♥ ♦✉tr❡✱ Nz0 s❡

❢❛❝t♦r✐s❡ à tr❛✈❡rs ❧❛ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ∂ij̄uz0 ✳ ❊♥ ❝❡ ❝❛s✱ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ✐♥✲

tér✐❡✉r❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ●✐❧❜❛r❣✲❚r✉❞✐♥❣❡r ✭éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✳✹✷✮ ❬✽❪ ♣✳✹✺✻✮ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s

Bz0
ρ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ Nz0 [uz0 ] = fz0 ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s C > 0 ❡t α ∈ (0, 1) ❞é♣❡♥❞❛♥t

s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ n✱ λ ❡t Λ t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

‖uz0‖∗C2,α(Bρ) ≤ C{‖fz0‖∗C2(Bρ) + ‖uz0‖∗C2(Bρ)}

❊♥ r❛✐s♦♥♥❛♥t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ♣♦♥❞éré❡s ❞❛♥s ❧❡

❝❛s ré❡❧✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✳✸ ❡t ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✷✱ ❝♦♠❜✐♥és ❛✉ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✽✳✺ ♦♥

♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t✳

✻✹



❘é❢ér❡♥❝❡s ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡s

❬✶❪ ❇❛♥❞♦✱ ❙✳❀ ❑♦❜❛②❛s❤✐✱ ❘✳ ❘✐❝❝✐✲✢❛t ❑ä❤❧❡r ♠❡tr✐❝s ♦♥ ❛✣♥❡ ❛❧❣❡❜r✐❛❝ ♠❛♥✐❢♦❧❞s✱

■■ ▼❛t❤✳ ❆♥♥✳ ✷✽✼ ✭✶✾✾✵✮✱ ✶✼✺✲✶✽✵✳

❬✷❪ ❇❛②❛r❞✱ P✳ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣♦✉r ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞✬♦r❞r❡ m ▲♦r❡♥t③✐❡♥♥❡✳ ❚❤ès❡

❞❡ ❉♦❝t♦r❛t ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ◆✐❝❡✕❙♦♣❤✐❛ ❆♥t✐♣♦❧✐s✳ ✷✵✵✶✳

❬✸❪ ❇ré③✐s✱ ❍✳❀ ❆♥❛❧②s❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ✐♥✿ ❈♦❧❧❡❝t✳ ▼❛t❤✳ ❆♣♣❧✳ ▼❛îtr✐s❡✱ ▼❛ss♦♥✱

P❛r✐s✱ ✶✾✽✸✳

❬✹❪ ❈❛✛❛r❡❧❧✐✱ ▲✳❀ ◆✐r❡♥❜❡r❣✱ ▲✳ ❛♥❞ ❙♣r✉❝❦✱ ❏✳✿ ❚❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ♥♦♥❧✐♥✲

❡❛r s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❡❧❧✐♣t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ■■■✿ ❋✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❍❡s✲

s✐❛♥✱❆❝t❛ ▼❛t❤✳✱ ✶✺✺ ✭✶✾✽✻✮✱ ✷✻✶✲✸✵✶✳

❬✺❪ ❉❡❧❛♥♦ë✱ P✳❀ P❛rt✐❛❧ ❞❡❝❛② ♦♥ s✐♠♣❧❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞s✱ ❆♥♥✳ ●❧♦❜❛❧ ❆♥❛❧✳ ●❡♦♠✳ ✶✵

✭✶✾✾✷✮ ✸✲✻✶✳

❬✻❪ ❉❡❧❛♥♦ë✱ P✳❀ ❘❛❞✐❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r r❡❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①

❡❧❧✐♣t✐❝ ▼♦♥❣❡✲❆♠♣èr❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❏✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s ✺✽ ✭✶✾✽✺✮ ✸✶✽✲✸✹✹✳
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