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entific research documents, whether they are pub-
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�� 2��3 �
% ��� �� 	�� ����� �λ = 0� � Z[J ] � ��	��
 �

Z0[J ] = exp
(
i

2

∫
d4x d4y J(x)G0(x− y)J(y)

)
, �� �	�

�
 �� ���������
��� ����
����� Z0[0] = 1 � �
� 	�� ���� �
 �
 G0(x − y) ��
 �� ���	
��� 
�
! ���� ����� 
�,��� 	��� � �� �� ��
��� 
� �

(2 +m2)G0(x− y) = δ(x− y) . �� �	 �
�� 	������
 
� �� �	�,�� ��� 	��
 �
���� �� ��� �
�� � ��� 
�
��� ���� 
� ����� �������� ���
���	
���� 
� ! ���� � %��� �� 	�� ������
 � 	�� 
����
��� ���
 
������ ��� �� ����	���
��� 
�
������� � ��� ���� � ���	�
�� ��� �� ���
� �

�� 
��
� ��������
� � ��� ���	
���� 
� ! ���� � n � � ��
� G(n)(x1, ... , xn)
���
 
�,����

	��� � �� ������ � ������ 
� ���
��
 ��
���� 
���������� ��
 
� n 	����� �
G(n)(x1, ... , xn) = 〈0| T [φ(x1) ... φ(xn)] |0〉 . �� ���

��� � ��������� 
� G(n) ���
 ��
 ��� �������� � ��� 	��	���� ��� ��	
���� �5 	�	�� 
� 
 �"�����
��� ��� �������� 
� ��
�	
��� � �� 	���������	� 
� �� ���	
�������� ������
��	� 
�� ���	
����

� ! ���� � n �� ��
� Z[J ] � ��� �
 
� 
�
���� G(n) �

δnZ[J ]

δJ(x1) ... δJ(xn)

∣∣∣∣∣
J=0

= (i)nG(n)(x1, ..., xn) .
�� ���

�����
� �� 
����
� � 
� ( �	$ � ��
 )
�� �
����� ���� � ���� �� ��� ���	
���� � n �� ��
� ������
G

(n)
0

������
 
�� 	����������� 
� G0(x − y) � ��

� 
����
�� 	������ ��
 ��
������� ��
 � �
�� ��	
��� 	�����
������ i ��
� � � �� ���	
��� 
� ! ���� ����� � 
�� � � ��
� � �� ������

�� ��������
�
��� 
� ������� 
��� � �����
��� �� �	� � �� 
�� ��
�� ��	���� ��
 ��� G0(x− y)
� ��
 � ��	���� �

G0(x− y) = lim
ε→0+

∫ d3~k dk0

(2π)4

ei k0 (x0−y0)−i~k·(~x−~y)

k0
2 − ~k2 −m2 + iε

, �� ���



� �� ��
�� ��
� �� � ���
 ��

�
 ���� ����� 
 ��
����� �� 	��� ����
� 
��� ��� ��� 
� 	� ���� ���
����� � ��� � �

�� ��
���
��	� �� ������	� 
� 
�� �/��� ��� �� ±(~k2 +m2)

1
2

��� � �� �������� 	��
����� � � ������

���
� ��� �� �����
� 
��� � ���
������ 
� 	��
��� ��
 ���� ��� ��� �� ����	���
��� 
� ������� �
������
 	�

� ��� 	�
��� � �� ��
��
��
 �� �������� � �
�
� ε ��� � ��� �
 
� 
����	�� ��� � /���

��� �� ���� 	����� � � �� 	�� � ���
�	����� 
� 	��
��� �" �� ��� ��
�����
�
��� ��������
��
�������
� ������� 	��� �����,� ��� ��� ���
�	���� �� ��������
 
��� �� ���� 
� 
���� �

��� ��
����
�	���� �� ���� ������� 2��3 � �� ���	
��� 
� ! ���� � 
�� �� ��
� � ��� � ��� �����
�������
��� 
� ����� �� � ��
 
��	 	������ �
�� � ��
� ��� ��
�� ��
����
��� � ��� 	��
������ ��� �/��� 
� �������
��� � ��� 	�����
� �

�"�	
��� ��� ��
�
��� 
 ��� ����
 
� 
��� 
��� �� ���� 	����� � � ��

� �� ���
��� � ��� �

������ ��
 
� 	������ �� 	���	

�� ��	����
� ��� 
�� ��
������� 
� 	��� �� 
�,������
 Z[J ] �

 ��		�
�� � ��� 	��������	� ���� ��� � ��

� 
�	������ � 	����� ���� �� ��� 
� ��
�
��� 
�
( �	$ � ������ ��� �� 	��
����
��� �����
���� 
� �� �������� 
��������� 
��� �� ���� 	����� �
�� �������� ��� � x0 → −i x4

�
 k0 → −i k4

��� � �����	� 	��� ��� �	� � 2��3 ��� � ������ � ���

	��������
 � �� � �
����� ���$�� �$����� 
�����
 ��	��
 ����� ���	 
�� ����
���� 
�,����
� ���
���� � −k

E

2 = −(k4
2 + ~k2) � −x

E

2 = −(x4
2 + ~x2) �
 −k

E
· x

E
= −(k4 x4 + ~k · ~x) ��� 	��
����
��� �����
���� 
� � �����
��� �� ��� � ��� �
 
� 
�,��� � 
��� � �����	� ���� �


	��� ��� � ��� ���	
���� 
� ! ���� ����� ��	��
 ����� �
G0E(x

E
− y

E
) =

∫
d4k

E

(2π)4

e−kE
·(x

E
−y

E
)

k2
E

+m2
, G̃0E(p

E
) =

1

p2
E

+m2
, �� �#�

�
 �� 
��� � �� ε � �� ���� ���� 
 �)
�� � ��� � /��� �
��
 
�������� 
�� ������� �� ���������
���� � �� ����� ����� 
� �� �������
��� � ��$�� �$����� � 	���� ��	��
 ����� � �
 � �	������� �
��� ��� ����
���� �

G0(x)|x0→−i x4
→ i G0E(x

E
) ; G0E(x

E
)|x4→i x0

→ −i G0(x) .
�� ���

�� ��
�
��� 
� ( �	$ � �
 �,� ������ ��
 � �� �������� 
� � ������
�
� 
� � �����
��	� 
� ��
�
�� ��� � ��� � ��	��
 
��� �� ������� ��	��
 ����� 	��� � �

Z
E
[J ] = N

∫
Dφ e−

∫
d4x

E(LE
(φ,∂µφ)+Jφ) , �� ����

�
 �� ���������� ��
 
�������� �
L

E
=

1

2
(∂µφ)2 +

1

2
m2φ2 +

1

24
λφ4 . �� ����


��� �
��������� �� 
������ 
�� 	����� ��	��
 ����� 
��� � ������
�� � 
� ��
�� 
������ � 
��	
��� ��
 �	�� E �����
 �������
��
�� � ���
�� 
� ����
����
 �



�� ���� ���� � � ��
��������� ��
 ��������� ���
��� �v�r����r�ruw �rswxs�~wq� rw {q�rs�ru�rz
� ��
�� � ������
� 	�����
� � ������� �� 
��� � 
 ���
���	
��� Lint = λφ4/24 
� �� ���
��

����� �� ��� ���� ��
 Z[J ] 	��� � �
Z[J ] = e−

∫
d4xLint( δ

δJ(x)) Z0[J ] �� ����
=

∞∑

n=0

(−1)n

n!

[∫
d4xLint

(
δ

δJ(x)

)]n
Z0[J ] . �� ��	�

%��� 	�

� ����
��� � 
 �
� ������� 
� ! � ���'��� �
 ��� � ���� ����� ������	� �� �������� φ
� Lint ��� ��� ���������
 �� 
��
 �� ������
��� ���	
��� 
� J 	�� Z ��
 ��� ���	
����� ���

� J � � �����
��� �� ���� � ���
 ��������� ��
 ��� �� ����� � �	
�� ��
 � � ���
 
��	 � 	� ������
�� ���
������
 �� 
������ 
�� � ��
����
���� ��� 	��
��
 � 
������� �� 
������� �� ��
 
�
� �� �����
�� ��� �� ��	� � �� ��
�� 
���� 	��������
��
 �� �������	�� 
� �� 	���
��
� 
�
	������� λ � �� �� ��
��� �� ��� � ��� �
 ����� 
� 
�
������� ��� ���	
���� 
� ! ���� � n �� ��
�
� 	� �)� � ��
�� �
� ��������� 
� 	�� 
��� ���� �� ��
� �� �������	�� �� 
��
��
 ���������� ��
 ��� ���

	��
���� 
 ������� �� 
� ������� � ��� � ��� �

��
 
 ���� ���
 
� ���������� ��� ��� 	�����
��������� � �� �� � �� �
 
 ���
�� ���
 
 ��
��
�,�� � ���
�� 
� 
��� ���� �� ��
 � ��
����
�� � �
���� �� �� ������ 
� ���	��� ������
�� � - ���
�� 
� � ���
�� � � ��� ��
������� �����������


��� ��� ���	
���� 
� ! ���� ������
��
 
�� 
 �������	�� �" � � �� 
������
 Z[J ] 
�� �� ��
��� ���� ��
 � J � �� 
����� �� ���	
��� � 
�� � � ��
� G(2)(x − y) � ��

� 
����
�� ��
 ��
���� � 
� G0(x−y) � �� ��������� ����� � � ��� �� 
��� � 
 ���
�� λ ��������
 
� � ���
���	
���
φ4 �	� ��� 	������ ��
 � �� ����� �� 	���
� 
 ���� ���	�� � 	� ������ 
 ������ �� �
���� �

G(2)(x− y) = G0(x− y) − λ

2
G0(0)

∫
dz G0(z − x)G0(z − y) �� ��	 �

G̃(2)(p) = G̃0(p) −
λ

2
G0(0) G̃0(p) .

�� ����
�� � ��
 ����� �	���� 
� ����
�� 	����	
� 2�#3 �

G(2)(x− y) =
1

(2π)4

∫
d4p

e−p(x−y)

p2 +m2 + λ
2
G0(0)

. �� ����
�� �����
�
 � 	������ � � �����
��� �� �#� � �� 
�� � � ���
�����
�
��� ������
� � �� � ���� ����
����� 
� �� ���
�	��� � ��� 	������ ��
 �� �/�� �����������
 
��� �� �������
��� � ��
 � �
 �,��
��� ��� ��	
��
���� ����
����� � �� 
 ���
��� 
��� �� � �� � ���� ������������ m2

R

� ��������
��$%� '�) ���$���) )(� ) , ())� � +�) + ����&����) �� )$�� �&('�, ��� ���)����) � ,( �) �$%) �$%) �$��$� )

(%� ���$���) , ())���) )�('( ���) +(� ) �� ��(����� ����$+%���� &����(' �



� �$ ��
��������� ��
 ��������� ��� �$

� ����� ��
���� ��
 � ��
 �� ���� � 
� �� � ���� ��� m2
B

� ����
�
� ��� �����
 � ������ 
���
�� � ��
� ��������
���� � �
 
 ���� 	����	
��� Σ0

� ������� �	� �� ������� ��
�� � �� �
 �
m2

R
= m2

B
+ Σ0

���	 Σ0 =
λ

2
G0(0) . �� ����

��� 	���
��	
��� � �� � ��

��
 � 	� ��� �� � �
 �,	�
��� �� �
 � �
�
� � ������� � ��� ��
 
���
��� ������� � ��
����
��� � � � � �� � ������� �������� ��
 ��� G0(0) = G0(x − x) ��
 
��

��� ���� ��
 ���
�� ��
 
 �������
� � ���� � ��	��
 �� �" �
 �	� � ����
��� �� �#�� �

G0(0) =
∫ +∞

−∞
d4k

1

k2 +m2
∝
∫ Λ

0
dp

p3

p2 +m2
∝ Λ2 , �� ��#�

�
 �� 	�
�" Λ � �
� ��
��
��
 ���� ����������� � ���
������ ����� ����
 ��� � 	� �����
� � � � ��
�� ���
�� ��
��� 
� �� �����������
��� ��
 
� 	�� ����
�� � ���� ��� m2

B


� �� 
������ � 
� 
� ��� ����� � 	��� ����� � �	
�� ��
 � � 	����� ��
�� 
�

��� ���� �� ��
 � ��� 
��� �� 
 �������
� 	��������
��
 �� 	����	
���� ��
 ��
���� ������ 
�
	����� � ��	�� ��		������ � �� �"�
 � �� � ���� ��� � � ��	�� ��� Λ ��
 
� 
��
� ����� ��������
����� � 
��	 �� � ��
 , �� �� ������ ����
������ ��
 
� ����
�� � ���� ���� ��� 
 �������	��
�
 ���
�� ��� 4�* ���
 �	
���� �
�� �)� � ������
�� �� ���
��
 ���	 �� 	���
��
� 
� 	������� λ � �� 
������
 Z[J ]

���
�� �� �� � �� ��
���
 ��������� 	��
����
���� 
 ��
��	
�� � ��� ��
��
 � 	��
����� 
 ���
�� � ����
	���
�
���
 
�� 
 ������� �� 
�	����	
�� � 	 ���
���
 ��� 
�	�����
 �� �������
��� 
� 
�� 
���
�	���� ��
�� ��
��
�� � �� ��
��
��
 
��	 ��� ����� ��� ��� ���� 
� ���	
���� 
� ! ���� �
Γ(n) � ��� ���
 
 �
�� 	����	
��� ����
�	
�� ��� � ��� ���
�	��� ����� � �� ���� ��� ���� ��

���	
���� 
� ���
� � # ���� � � � ���
�� � 
� 
��� ���� �� ��
 � ��
����
�� �� 
����� 2�#3 �

Γ̃(4)(p1, p2, p3, p4) = λ+
3∑

i=1

λ2

2

∫
ddp

(2π)4

1

p2 +m2
· 1

(p− qi)2 +m2
, �� ����

�
 ��� q2
i
	������ ��
��
 �� 
�� �� ��������� 
� '��
� ��
�� � s = p1

2 + p2
2 � t = p1

2 + p3
2

�
 u = p1
2 + p4

2 �
�� ����,� ���� ��� 	��	��� 
�� 
�� �� 	��
����
���� 
� � ��	�� ��
 ������
����� ��� � ln (Λ/m2)�
 
��	 
 ������ ������
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�� ������!���� ��
δm2 � δλ �
 δZ � 
� �� �� ���� 	��� �����
 ������
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��������� ����	������ ��
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��� �� ������� � ���������� � �� 
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�� ��
 �� ���� �������� � ��
��� ��

	�� ���� � ��� �
 
� ��������� � ���������	� 
� � ���� �
�� ����������
��� 
 �� ����������� 	�����
� � �"�	
��� ��� ��
������� ��� d 
 �� ������� �

���	 d = 4 − 2ε � �
 � � ���� �� 	� �����	� �� 
��� �� 
� ���	
���� !���� Γ(n) � �����
� ��
��� �
� d → 4 �ε → 0� 
���� 
�� 	��
����
���� ,���� �
 
�� � /��� ������
����� �� � 1

ε
���

���
 	��� ����� ��� ��� 	��
���
��� �� � %��� �� �	��� � 
� ����
��	
��� � ���� ��� �MS � �
��� 	��
���
��� �� 	��
������
 ������� ��
 ��� �/��� � 
��� �� �	��� � � �
 �,� �MS � �� �
��	��
 ������ ��
 � ��� 	��� �
 �
� � ��� 
��� �� ,��� ���� ��
������� � −γ �	���
��
� 
 �������
�
 � ln(4π) ���� ����� 

��� ��������� ������������ � ����
 � �� � ���
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∣∣∣
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d2

dp2
Γ̃(2)(p)

∣∣∣∣∣
p2=µ2

= 1 �� ����
Γ̃(4)(p1, p2, p3, p4)

∣∣∣
s=t=u=µ2
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B

+ Σ0 = m2
R

+ δm2 + Σ0 = m2
R

+ Σ
R
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�
 m2
R

�
 Σ
R

���
 ,��� � � ���	�
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� Σ0
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ddp

(2π)d
1

p2 +m2
= m2 λ

(4π)2

(
m2

4πµ2

) d
2
−2

1

2
Γ

(
1 − d

2

)
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 δm2 = −m2 λ
(4π)2
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m2 λ
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(
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(
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4πµ2

)
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 ��� � 	��� � � ��� 
��
� �� ���
� 
� ��
�� 
������ � ���� �����
�"���� � �� �������
��� ��	��
 ����� 
� �� 4�* �� d 
 �� ������� � 	 ���
���
 ��� ��� � ��	
���
� ��	��
 �

S[Φ, ∂µΦ] =
∫
ddx

(
1

2
(∂µΦ)2 + V (Φ)

)
. �� ���


��� ����� ���� � 	��� � ���������
 � �� 	���� �	������ Φ(x) ��� ������
� �� 
�	��� ���
���
�
��
��
 �� � �
�� 
� ������� �

Φ(x) =
1√
Ωd

∑

0<|p|<Λ

Φp ei p.x , �� ���

�
 Ωd =
∫
ddx ��
 �� �� ��� � 
 �����	��
���� ��	��
 ��� �� d 
 �� ������� �

%��� � ������ 	�� � ���������� � �� ���������� �� 
������ �� ��
��
�����
 �� 	�
�" 
���
� �����	� 
�� �� �������� � 	 ���
 ������� � ��� � �
�� Φp

�����
������
 � � ���
������� ,��

0 < |p| < Λ � ��

� ��� 	�
��� �����,� � 	��� � ���� � ������ 
�� � �������� � ��� � ��� ��� �
�
�� ���� ��
��� �� �������
 
���� ���� ��
 
��
 	� ��� �� ����� � 
�� 
 ��
��	�� ����������� �
Λ−1 � �� 
�	������ �� 	���� Φ(x) �� �� 	���� 
� ���
 ���������� ��+� φ(x) ��� 	��
���

��� � �
�� 	������ ��
�� � �
 p � �
 �� �� 	���� 
� ��	
��
���� η(x) 	��
����
 ��� � �
��
��
����� ��
� ��" � �����
����
 � � ���
������� [p,Λ]

�
Φ(x) = φ(x) + η(x) . �� �	�

���� ���
�� 	���
� 
� �� 
���� ���� 
 ���� ���
�	��� 
� � �� ��
 p � ���	 |p| � Λ � ��
��
��� �	
�� ��
 
� 	����1
�� � ��	
��� �" �	
��� Sp � � ��	����� p � 	 ���
���
 ��� �� �
 ��� � � ��
����	�� �
 ��� � ������ ���
 ��������� � � � � 	��� � ���� � ������ ������ �� ��
��
�	
��� � 
���
��� 
����� 
� ��� ��
� 
 �������� ��� ������� �� ���� �� Λ� 	��
������
 � � �� 
�� 	���
���� 
�
������ � ��
�� ���� ���
�	�������
����
�	���� � � �� �������� 
� ���� ����� ������� � �� ����

�� 	���
� 	�� ��	
��
���� ����
����� ������ 
�� � �
�� �" ��� ��� ��
������ 
� 	��� ��
� ��� Sp(φ) � 
������ �� �� ��
��� ������
� �

e−Sp(φ) =
∫

[Dη]e−SΛ(φ+η) =
∫ 


∏

|p|<|q|<Λ

dηq


 e−SΛ(φ+η) . �� �	 �

�� ���� � Sp � ��	
��� � ���������� �"�	
��� � 	�� ��� �����

��� �� ����� � 	���
��
�� 
�
	������� � �
	 �� 	���	
������
 Sp(φ) ���
 
�,��� � � ��	�� ��� 
 ���������� p � - 	�

� �	������+ � ���� ����� 
��	 ��� 
������ � � ����� 
 �"����
� 
� 	� ��� ��� ��������
 �� �������� �
���
� ������� �Λ� �
 �� ���� � 
� ���������� �
��
 
����� ��� � �����
��� �� ��� � #�
��� ��




� �� � ����� �� ��
��������� ��
 � ����
 ��
 ��


 �
 � Sp ��
 � ��	
��� �"�	
��� �����
��
� � ����� ������� 
 ���� 
������ ���� ���
�� ��
���

�,��� � � ��	�� ��� Λ � ��� �"�
� 
� 	�

� 
����
�� �	��
����
���� 
�� � �
�� �" � �
��
 ����
�� 	���
� � 
������ � ���
������ 
� 	��� �� �� �	 � �

�� �
��
���� ����
�� ��� ��
 �����
� 
� 	��	���� � ���
������ ��� η �� ������
 ��� ��

��� ���� �� ��
 �� � ��	��� � 	 ���
���
 ��� �� �������	� 
� �� 	���
��
� 
� 	������� �� ��
�������	� 
� h̄ � ��� 
�� �������
���� �
��
 ���������
�� 2��3 � - � ���
�� 
� � ������ O(1) ��� � ∀p Sp(φ) = SΛ(φ) � - � ���
�� ������
 ���� ���	��� � �� 	����	
��� � 	�

� �� ��
��� ��

��
���� ��� �� 
��� ���� �� ��
 
� SΛ(φ+η) � ���� ��� 
��� �� 
 ���
�� O(η2) � 	� ��� ������

� ��� ����� �� �
��� ���������� � �� �����
� � ���� ��� 	�

� ����� 	�� ��
 ��� � ��� ���
��
� ��� ��� 	���
��
�� 
� 	������� 
�� 
��� �� 	����	
��� ������
�� ����� ��
 ����
� � 
� 
�� �
ln
(

Λ
p

) � ��� 
��������
 ���������� ��
 
�
� ��� ��
��
� ���� ��� ���� ��� ������� 
� p � ��
������
�� ��
 
� �� ���
 �� ��� 4�* ��� �	�� ���� �� ���
 ��� 
�	������� � 
��	 	�����
� �
� 
� � ���
������� [p,Λ] �����
� ��� 	��
����
��� �
��
���� �
�� ��
��
� � ���������� 
� +! �" �� ��� ��
����
��� �� ��������
 
� ������ 
 ����

�	����� � � ���
�� ��� �
�� �� ��,��
���� ���� � �� �� ������ �	� ��� �� �������
��� �
����� ���
(����� �
 �����
�� 2	 3 � �� 	����

�� 
�������� �� ��� ��
 �������� 
� ������ 
�� �	�� ����
�" � �+ �� ��
�����
 ��� � �
�� ������������ ��
 � �� �� ���	� � ��� �	����� k � 
���� ���
|p| < |k| < Λ � �
 �� ������� 	����� � �	
�� ��
 � ��	
��� �"�	
��� Sk � # ���� � �� � ��
 
�,���
Sk−δk

� � ��	
��� � � ��	�� ��� ��,��
���� ��� �� 
������ � �� ��� 	�
��
 � ��� ��
������ 
� 	��� ��

�� ��	
��
���� ����
����� 
� �� � )� � ����� ��� ���� �� ���� 
�,�� Sp � ���
�� 
� SΛ
��� � �����
��� �� �	 � �

e−Sk−δk(φ) =
∫ ′

[Dη]e−Sk(φ+η) , �� ���
�
 � �� �����
 ′ ��
 ���� ��� η 	��
���
 ������� ��
 ��� � �
�� �����
����
 � � ���
�������
[k−δk, k] � 
������ �� �������� 	 ���
���
 ��� ��� ���
� 
� 	������� 
 ���������� ��,��
���� ���
δk ��
��� 
� �� d����
�� 
� ����� k � �����
� � �� ��5 
 
� 	���
����� Sp ��� �
���
��� � ���
��

� SΛ

� �� � ��
���	���
 � ���� ���
� � ���
�� ��� 	��
����
���� ���� ��
��������� � δk ������

� 	����� ����� � % � 	�

� ����
�� � �� � �"���� � ��� 	���
��	
��� �)� � � � 
�� ������
�� ��
� �
�
� 
� 
�� � ln k

k−δk ∼ δk
k
� ��� �� ���
 ���� 
 �������
� � � �����
��� �� ���� ����������� 
�

	�

� ��
��
� ��
 �� ����� ��
 ���!� ���������
 � � � 	����� �
�� � � �� 	��	��� ��� 	����	
����
��� � ��	
��� �"�	
��� ��� ������
 � � ��	
��� 	����� � � ��	�� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ������� ��� ��� 	�
� ��
 
��	 	��	��
�� ���� ��
 
 �" ����
 
� � ������ �� �
��� � ��
����
��� 
���
�������� �� ������� ��� ��� ��	
��
���� ����
����� � �
 �,��
 � ��	
��� ��� SΛ

�� �	
���



�� ���� ���� � � ��
��������� ��
 
�
 � �������� ��� �� ��� ��
 �!��� ���

������������ Sp ���
 ��5 ���� ��
 � �
�
�� ���� ��� Sp ������ )
�� � ���� �� 	��� � ��

��� ���� �� ��
 � ��
����
�� ��
��� 
� SΛ

� 
�
��� ���� ��
 � � ������ �� �
��� � ��
����
��� �
��� ���	�� � ��
 )
�� �����
��
� ��� �� � �
��
� � ���������� �� � ���
������ �� ��� ��
 ���
�
�� ��� ����� �
�� � � 	 ���
���
 ��� �� 	����
����
 � ���
������� (p,Λ) ���
/
 ��� 
�� ������
��		������� �
�� ���
� 
� ��������� ��
 	�����
� � 	��� � ���� �� 
��� ���� �� ��
 �� � ��	��� � � 
��� ���� ��
� �� �����
�� ��� 
� � ����� 
� 
�� �
� 
� � �����
��� ���	�
��
� � � ���
�� O(η2)

�
e−Sk−δk[φ] = e−Sk [φ]

∫
[Dη] exp

(
−
∫
ddx

δSk[φ]

δφ(x)
η(x) +

1

2

∫
ddx ddy

δ2Sk[φ]

δφ(x) δφ(y)
η(x)η(y)

)
.

�� ������� �� δk
��,��
���� �� � 	�

� ����� �� �
��� ���������� ��
 �' ����� 	�� ��� 	����	
����

��������
 
�� �������	�� ��� �������� �� η ���
 �� � � ��� 
 ���
�� O(δk2) � �
 
��	 ������
������� 
����
 δk 2	 3 � - �� ��� �
� δk → 0 � �� � ��
 ��
���� ��� ����
��� 
 �"����
����� � ���
� ��	
��� �"�	
��� � 
��� ����� ��� SΛ

� ��� �� �/�� 
� �� 	��
 �
��� � �� ��� �
� �
� �����
��� ���� Sk �����
��
 
� 
��� ���� �� ��
 �� ��� ��
 
��
��� �� 	��������� � �
 ��

��
 ��	������� 
� ��	����� � ��� ����� �� �
��� � � ���
�� ���� ��
 � �� 	����

�� ���� Sk ��

��� ���� �� ��
 �� ���
 ���
 � 	 ���
���
 ��� �� 
��� �� 
� 
������� 
� 	���� �

Sk(Φ) =
∫
ddx

[
Uk(Φ) +

1

2
Zk(Φ)∂µΦ∂µΦ + Yk(Φ)(∂µΦ∂µΦ)2 + ...

]
. �� ���

��� ����
���� 
� +! � ��� Sk � ��	�����
 ����� 	��� � �� ���

� � ��,�� 
 �����
���� 
 �"��
���
������ 	������� ���� ��� ���	
���� Uk, Zk, Yk, ... - ����
�� �� ���� ��� � �� �� ���	� 
���
� ������ �� �
��� 
 �
� 
� � �
��
�� � �� 	�� ���# �� ��� 	�����
� � �� 	�������� ��� ��� 
�� 
���� ���� 
��� �� Uk �
 Zk �
 � � ���
���� �� ��	��
 	���
��
 � Zk(Φ) = cste = 1 � % ��� ��
������� ����
��� � 	� 	�� � � ��� Z �����,� ��� � ��� �� 
���
 ��� 	���
� 
� �� ������������

��� 
� �� ���	
��� 
 ���
� � �� 	�� � 
� 
���	�
��� � ��� � ��
 ������� �� � �� ��
 �	�� � ��
 ��
���
���� ���� �
��
� �� �����
� �� ��� ���� 	����
������� 
��
 �� ���� 
� ��
�� 
������ �
� ��	
��� ����
 ����� �� ���� � ������,�� �

Sk(Φ) =
∫
ddx

[
Uk(Φ) +

1

2
∂µΦ∂µΦ

]
. �� �#�

���
��
 
� �� � �� ��
 ������ �� 
 ��
����� � �����
��� 
� ����� � 
� �����������
��� ���� Uk ����� � 	� ����	� ��
 ���
�� ��
��� ���� ��
�� �
�
� � ���� ������ ���� � ��� �	� �� 
�
���
	��� ��
 ��
 ��
���� 	�

� ����
��� 2	 � �	 � �	3 � + ������
 � �� 
�	������
��� �� �	� 
� Φ �
�� ������� �� 
��� ���� �� ��
 
� *����� 
� Uk[Φ] ��
��� 
� 	���� 	���
��
 φ(x) = φ

�
Uk[Φ] = Uk(φ) + U

′

k(φ)η(x) +
1

2
U

′′

k (φ)η2(x) +
1

3!
U

′′′

k (φ)η3(x) +
1

4!
U

(4)
k (φ)η4(x) + ... �� ���

��$ �(' �$�����(' *���$� �,(��$�



� �� � ����� �� ��
��������� ��
 � ����
 ��
 �$

% ��
 � �� �������� 
� Sk[Φ]
�

Sk[Φ] =
∫
ddx

{
1

2
∂µη(x)

2 + Uk(φ) + U
′

k(φ)η(x) +
1

2
U

′′

k (φ)η2(x)

+
1

3!
U

′′′

k (φ)η3(x) +
1

4!
U

(4)
k (φ)η4(x) + ...

}
. �� ����

�� 	��	��� ����� � ���
������ �� 
�	�������
 �� ��	
��
��� η(x) ��� �� ������ ���
�� ��


� � �
�� 
� ������� �

η(x) =
1√
Ωd

∑

k−δk<|p|<k
ηp ei p·x , �� ����

�
 �� �����
��� 
��� � �����	� 
�� ���������� �� ��� �
� � �� ��� �� [k − δk, k] � 	� ��� � ���
�� �	�,��� ���
�� �
����� ��
 ��� � �� �����
 ′ ���
�
��� ������� ���� ��� ����� ��� ���� � �
���
��
 �
 ��
������� �
# ���� � �� ������� 
��� � 
� �� ���� 
�����
 �

∫ 1

2
∂µη(x)

2 ddx =
1

2

∑

p,q

′
ηp ηq (ip)(iq)

1

Ωd

∫
ei (p+q)·x ddx

= − 1

2Ωd

∑

p,q

′
ηp ηq p q δ(p+ q)

=
1

2

∑

p

′
ηp η−p p

2 . �� ����
��� �� 	��	�� ��� ������ � �� 
����� ��� ��� 
��� �� 	�����
��
 
�� �������	�� �������� 
�
η(x) ���
 ���� ���
��������
� 
� �������� � 	�� �� ������1
 �� δ(p) ���� � ���� ������� 
���
�� ��� �� �� � p 6= 0 � 4���
 �� 	��
����
���� 
�� �������	�� ������ 
� η(x) � � ���� ���


�
��� ����� 
� �� � )� � ����� ��� ���	�
��� ��
 � 
 ��
 �� �����
�
 �
Sk[Φ] = Ωd Uk(φ)+

1

2

∑

p

′ (
p2 + U

′′

k (φ)
)
ηp η−p+

1

4!

1

Ωd

∑

p,p′

′
U

(4)
k (φ) ηp η−p ηp′ η−p′ + ... �� ��	�

�� 
�,��
��� �� ��� 
� Sk−δk � ��	��
 ����� �

e−Sk−δk(φ) =
∫ [

∏

p

′
dηp

]
e
−
{

Ωd Uk(φ)+ 1
2

∑
p

′
(
p2+U

′′

k
(φ)

)
ηp η−p+ 1

4!
1

Ωd

∑
p,p′

′
U

(4)
k

(φ) ηp η−p ηp′ η−p′+...

}

.

�� ��	 �
�� ����,� ����� � ���	�
�� ��
 ��� ��� 
��� �� ������
� ���
� ηp η−p ���
 
 ���
�� O(δk2) �
������� 	����� �����
��� ��� �� ��� �� �����
� ��� �������	� 
� δk � 	��� � ���� �� �������
���� 
��
 � �� 	��������
 ��� 
��� �� 
 ���
�� δk � �� ���� ���
� �

e−Sk−δk(φ) = e−Ωd Uk(φ)
∫ [

∏

p

′
dηp

]
exp

(
−1

2

∑

p

′ (
p2 + U

′′

k (φ)
)
ηp η−p +O(δk2)

)
. �� ����



�	 ���� ���� � � ��
��������� ��
 
�
 � �������� ��� �� ��� ��
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∑
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�
 � �������� ��� �� ��� ��
 �!��� ���

���� ������� � �� β����	
��� βm2
� ���� ������� ��������� �� ��� ��
 ��	��� 
� � �
 �,��

� �����
��� � ���������� �� ���� ���� ��
������ ��� �����
�
� 
� �� �����������
��� � ��
�����

��� ����
����� � �� ��5 
 �� �"�
 � 
��� 	� 	�� ��� ��� � 
 ��� ��
�� �� 	��
���
��� � λ(k)

32π2 k φ
2 ��

� ����� 
� 
�� �
� 
� � �����
��� �� ���� ���� ������ ��
�� �� ����������� 
�� 
 �������	��
���
��
����� 
��� �� � �
��
� � ���������� �

� �� p�wruwqr� r�r�wq�

��� ������ ������
�� 
��� 	�

� ���
�� 
�� ��� �
� 
�
� ��� ��
��
� ��� �����
 �� 	���


� ��
�� �
�
� � � ��	
��� �"�	
��� �
 ��� �
��	��
��
 
 ���	
 � �� ��
��
��� �"�	
�� �
� ��	
��� �"�	
��� ��
 �� ��
�� 
� ���
 ���	
��� �� 4�* �������� ��
 �
����� ���� � ��������

� �� �
��	
��� 
� ��
� 2�� � �� � �#3 �
 ���� �
����� 
�� �������
�� 
� �����������
��� 2��3 �
�� � �
��
�� � �" �	
�� � 
�� � ���	��
�� ���	�
��� ��
 ���	 �� � �
��
� 
� �����������
��� �
�� ( ����� � ��
 ����
 � ��� ���� ��	��� � ������ ��� � �
� ��
��
��
 ���� ��� ���� ��
 ��� �� ��
���� ��� �
 ����� ���	�� 2	�3 �
 ��� �	�� ����� ������ 2	 �3 � ��� �����	�
��� �� �����
� ��
���	 ������� ����
���� 
� �� ��� �
��� � 
�� � !� �
�
��� � ����� �
 (� ��� ��� ������ 2	�3
�
 &���������� ����	 � 2�#3 � � 	����
������� ��
 ���������� 	�

� ��
��� ��� � ��	�������
�� ����� �����
� � �� 	������������ 
� 	�� ������
��� � ��� �� ���
� � ��� 
����� 
�
��� ����$ 2� � ��3 �
 
� &�	$�� 2		3 
��� ��� ������ �� ��
 � ����� 
 ��
�
 ��� �� ��� ���
���
��� �������
�� 
� � ��	
��� �" �	
��� �
 
� ������ �� �� ��������� � 
�������� �� ��
� �
*��
�� 	�� �������� � ��� �

��
 ��� ���
 ���� 
 ���������
�� 	�� ��� �
� ���� 
 �" ����
� ������ �
��� �" ���
 
�� 
�,��
���� ��
����
���� �
 ���������
�� �
# ���� � � ��	
��� �"�	
��� � ��
 )
�� 
�,��� 	��� � �� 
���������� 
� �����
�� 
� �� ���	
����� ��� ������
��	� 
�� ���	
���� 
� ! ���� 	����	
��� �� ���	
����� ��� ������
��	� 
�� ���	
���� 
� ���
� ����
�	
�� ��� � ��� ���
�	��� ����� �� ���� ��
 
� ��
��	� �
�
�������� � ��
���� ��� ������
 �� 
���� � 
� i∂t − Ĥ �
% � �)� � � �� ��
��
�� � �" �	
�� � ��
 )
�� 
�	��
 	��� � �� �� ���
��	
��� �� 	��,����
���� 	���
��
�� 
� � ��	
��� �" �	
��� �� �� ������
��� 
�� ������� ��� ���	 
�� �� �������� � 
����� ������ �� �� ������� 
� �� ������ � ������ 
� �� 
����
� 
 �������� �� �� ��
��
��� ����������� �
��� ������ 
��	 ���� � ��� �	� 
��� ���� 	��
� 
� � ����	�����
 	�� 
�,��
���� �
 ��� ���� ���

��� ��
�����
�
���� ��������� 
� � ��	
��� �
 
� ��
��
��� �"�	
��� �



� �� %���
� ��� �!��� �& ��
� �� �� � ����
��� ��� �� 
 �	�
��� ����
���

�� ��,��
��� �����
�� ��� � �� � ��	
��� �" �	
��� ��
 	���
	��
� � ��	
�	 �� �� ���	
���

�� ��� ����	�
	�	� ��� ���	
���� �� ! 	��� ���
	����	
��� Z[J ] � 	 ���

�
� �	� � ������
��� ��
� �	���
��	� �� ���� 〈0,+∞|0,−∞〉J �	� � ����
��� �� ���� � �� � ����
 �����
� � ���
	����	� ��
���	
����� ��� W [J ] ��,��� 	��� � 


W [J ] = −lnZ[J ] . �� ����
�� ��
 ��	��� �� � ��
	�	 2�#3 ��� 	�

� ����
�
� ��
 �� ���	
�������� ����	�
	�	� ��� ���	
����
�� ! 	��� 	����	
��� � G(n)

C

� - ��	
�	 �� W [J ] � �� ��,��
 �� 	���� 	�������� φc 	��� � 


φc(x) =
δW [J ]

δJ(x)
=

〈0 + |Φ̂(x)|0−〉J
〈0 + |0−〉J

. �� ����
�� ��	���	 ��� ��� �� �� ���		� J ���� ��
 ���� � �� �����	 � ������ �� 	���� ���� ��
��� �
� �
 �� ���		� � ������� 
 limJ→0 φc = 〈Φ̂〉 � �����
� � ��	
��� �"�	
��� � ��
�� Γeff

��

��
 ������� ��
 Γ � ��
 ��,��� ��	 �� 
	�����	��� �� ������	� �� W [J ] 


Γ[φc] = W [J ] −
∫
d4x J(x)φc(x) .

�� �� ��
���� �� ��
 � �� 	� ��
��� 


δΓ[φc]

δφc(x)
= −J(x) . �� ����

�� � ���
 ��� ���
��� �� 	��� ���	 �	� ��� ��	���� �� ���		� � ������� � � �����
��� 	�
������
��
 ������
 ��
�	�	�
�� 	��� � � % "������ "�����"� � 	� � ��
�� ���� �� � �	
����	� �
 ���
	��� �
���� �� ����� �
� �� 	�

� ���	� 	�� ��	��
 � ���	��� �� ��
��� �� 	����
	� � �
� ��	
��� �"�	
��� 	���
�
�� ������ ��
 �� ���	
����� ��� ����	�
	�	� ��� ���	
���� �� ��	
� 
�		���	
�� ��� � ��� ��	
�	��� ����� ��
��� Γ(n)(x1, ..., xn)

� �� �
 � ���	�
�� ��
 


Γ[φc] =
∞∑

n=0

1

n!

∫
d4x1 · · · d4xn φc(x1) · · · φc(xn) Γ(n)(x1, ..., xn) .

�� ����
�� ��
��� �� ��
��
��� �" �	
�� �� �	�� ��	���� � ��� � ���
�	���� �� 	��,��	�
���� � ��	
������ ���� �� 	���� 	�������� φc(x) ��
 	���
��
 ������ �����
 �� � �����	�

����� � %��� 	�
	�� �� � ��
 	��		�	� � ��	
��� �"�	
��� 	��� � 


Γ[φc] =
∫
d4xVeff(φc) = Ω4 Veff(φc) ,

�� ��	 �
���	 Ω4

�� �� ��� � ����	�� �� ��������� � �� 	������	��
 �� ��	����
��� �� ���� ���� � �����	�
��� ���������� � �� �� �����
 ��� Veff ��
 �� ����	�
��	 ��� �	����� ��� ���	 ��� �� ��������



$� ���� ���� � � ��
��������� ��
 
�
 � �������� ��� �� ��� ��
 �!��� ���

� 
�	��� ������ � �� ��
��
��� �"�	
�� � ��
�	� ���� ��
 �� � )� � � �� ������ ������
� � ����	����
��� �� ��
��
�� � 	�������� � % ��� �� ������� � �	
�	��
��� �� � ��
 � �������	� 	� ���	 	�� ��� 
����
�
�� � ������ �� � ��	�	� �� ���� ��� �� �������� �� ��
 �� ���	��� ������� �� � ��	�	�
O(h̄0)� � �� 
	���� 2��3 


Veff(φc) = V (φc) +O(h̄) . �� ����
��

� �	��	��
� ��
 ��� 	��� � ��� ��� �	�
��� 
�����
 � � ��
	�	 ��� �� � �
��
�� � �" �	
��
� ��
 )
	� ��
�	�	�
� 	��� � �� �� �
��
�� � ����
���� �� 	 ���

�
� �	� � ����������
 �� � �
��
�� �
	�������� ���� ����� � �� �	���	��
 �� 	���
� ��� 	�		�	
���� �	������
 �� �� ��������
����
���� �

� �� �� � ������	
��� �������� �
 �����
��� �	��	
�����

�
�� � ��
 ��
�	�	�
�	 Veff (φc) ���� �� ��
	� ����� � � ���� ����
	� ���� �������� � ��

� ��
 �� �" �
 �	����	 2� ��	 3 ��� �� � �
��
�� � �" �	
�� ��
 �� ������� �� �� �����	 � ������ ��
�� �����
� � ����	��� ���� �� 	����� ��� �
�
� ��	������� |ψ〉 ��� ��
�����
 〈ψ|Φ̂(~x)|ψ〉 = φc

�
��
	�� ��
 � �
 ��� 


Veff (φc) = 〈ψ|Ĥ|ψ〉 �� ����
� ��	 �� �
�
 |ψ〉 �� ������
 �

δ〈ψ|Ĥ|ψ〉 = 0 �� ����
�
 ��� �
 �� 	��
	���
��

〈ψ|ψ〉 = 1 �
 〈ψ|Φ̂(~x)|ψ〉 = φc ,
�� ��#�

�
 �� ��
�
��� H ������� �� �����
� �� ��� ��
����� �H =
∫
d3xH� �

�� 	���
��� �� ���� ���� ����� ��� ����	��
���� � �	�	
�� ��	 �� �
	�	
�	� �� ���� �������
�� �����	 �� Veff(φc) �� � ������ 	�		������ � � ����	��� �� � ��
�
 ������ ��
�� |0〉 �� ��

���	�� � �� 	�

� �����	 φmin ��
 � �"�	��
� �� ��	� � �� ��
 ���	� �� �	����	� � ���� 
���	��
���	 ��� �	���	� �� ��
���� �� ��� �
	�� � �� ��	
� �� 	�

� �	��	��
� � �� ��
��
��� �" �	
��
��
 ��	��� ��
 �
����� � ��	 � �������� �� � �	����� � �� �	���	� �� ��� �
	�� � �� �"�
 � 	�

�
���	� 	�� � �	� �
 � ��	 �� 	���,��
��� φ′

c = φc − φmin
� �� 	�		��	 �� �
	�	
�	� ����
�� ���

�� �	���	� ����
���� �� ��� �
	�� �� �� 
���	�� ��� 	����� ������"� �� ���� �������� �� �
����
�
�� �� � �
��
�� � 	�������� V (φ) ��	 �� ��
��
��� �"�	
�� Veff (φc) 2�	3 �
% ���
	� ��	
 � 	��� � Veff �	��� �� 	���
� � ������
��� ��� ����	��
���� ����
����� � ��
� �
��
�� � �" �	
�� ��
 ������
 �
����� ���� 	�	
���� �������� �� 	��� � ����� ���	 � �����
2�#3� � ��
��� ��
 ���� �� 	��	� ��� � ��
��� � �����
��� �



� �� %���
� ��� �!��� �& $ �

�� ���� � &�	$�� �
 � �	���� 2��3 ��
 ����	����� �� 	����
�
 �� ���� � � ��	
��� �"�	
���
� ���
�)� � �
 ��� ��
 ��� ��
	� �� ��� ��
 � ����� �� �� �� ��,��	 ������ ��
 �� ��� �� �	��	�� �
��	��
������ � % ���	
� ���	� 
	���� � � ��	
��� �"�	
��� � ��
 )
	� 	������	�� 	��� � � ����� ��

�� ��
	�	� �
�
������	� � ��
��	� ��	 	����	
 �� 
���� � �� i∂t − Ĥ � �� �
 


Γ[φ] =
∫ +∞

−∞
dt〈ψ−, t|

(
i∂t − Ĥ

)
|ψ+, t〉 , �� ����

�
 �� � ���	� �� �	� �
� ��
 �
�
������	� ����� ��� ��� �
�
� ��� �����
� �� 
���� |ψ±, t〉
��	���
 �	��
	��	�� ��
 �
 ����� ������ ��
 � ���	 	�� �����
 ��� ��� 	��
	���
�� 


〈ψ−, t|ψ+, t〉 = 1 �
 〈ψ−, t|Φ̂(~x)|ψ+, t〉 = φ(~x, t) , �� �	��
����� ��� ��� 	��� �
���� �� ��� �
�� �����
�
�����

lim
t→∓∞

|ψ±, t〉 = |0〉 , �� �	 ��
�
 |0〉 ��
 � ��
�
 ������ ��
�� �� ��� ��
����� Ĥ � �� � ���� ���
��� �� Γ[φ] � ���� 	��� ���	
��� ��� 	��
	���
�� �� �	�� � �� 
	����
 ��	 ��� ����
���� 


(
i∂t − Ĥ +

∫
d3~x J(~x, t)Φ̂(~x)

)
|ψ+, t〉 = w(t)|ψ+, t〉 �� �	��

(
i∂t − Ĥ +

∫
d3~x J(~x, t)Φ̂(~x)

)
|ψ−, t〉 = w∗(t)|ψ−, t〉 , �� �	��

�
 J(~x, t) �
 w(t) ���
 ��� ���
�� ��	�
��	� �� ���	���� ��
	����
� ������
 �� �	� 	���	� �
��

��	� ���	 ������ ��
�	 ��� ��� 	��
	���
�� � �� �� ��� �
��
 �� 	��,��	�
���� 	���
��
��
��� 
���� �
 �� ����	�� �� 	���� � � ��	
��� �"�	
��� �� 	����
 �� ��
��
�� � �"�	
�� �	� � ����


��� �� ��	�� �
 �� 	�
	���� �� 	����
�
 �	�	����
 � � ���� �	 ��� Veff = minψ〈ψ|Ĥ|ψ〉 ���	 ���
	��
	���
�� �� ��#� � %��� 	� 	�� � �� � ���� ���
��� ���	 �� �	��� �� 	���
� ��� 	��
	���
��
���
	� � �����
��� �� �	�	�� ����	 ����� �����
� �� 
���� ���	 �� ��� ��
����� ���	 ���		�
� 
�	�� 


(
Ĥ − J

∫
d3~x Φ̂(~x)

)
|ψ〉 = E|ψ〉 , �� �		 �

�
 �� ������� J �
 E ���
 ��� ���
�� ��	�
��	� �� ���	���� 	��	����
��
 ��� 	��
	���
��
�� ��#� � ��������� ��
 � 	�� ��	��
	�� 	�		��� �����
 	��� �	
���� ��
 � �� ��		� � 
�	���	�
�������
 ��	 �� ���

� � �
 � �� �����	 �	��	� �� � ����	��� � - � �� 	��
��� �� 	�	�� 	�� �
�� ��	� � � �	
� �� � ��	
��� �"�	
��� �� � ��
 )
	� 
	����� �
 ���� ������ 	�	��	�	 � ���
���	� �� �
��� � �� ���� ���	��	��� ���� 	� 	��
� 
� ��
 	���	�� ��
 �� ���� ���� �� ��
 ��
�	�� ���
 �� ��� � �
��
 ����� ��� �� � �
��
�� � �" �	
�� �� 	���
�
�� �� �	����	 
�	� � �
% ��� ��� �����	�
���� � ���� ���� ��� �
�	��� ������
 � � ����	� �� �
��� �� ��
��
��� �� 	�� �
� ���� � ��� � ��� 	�������� ��
� ��� ���� ��	��� � ��
�����
 ��
�	� ���� ��
 � � ��� ��	
� ����
�	�	� �� ���� ���� �� ��
 �



$� ���� ���� � � ��
��������� ��
 
�
 � �������� ��� �� ��� ��
 �!��� ���
� �� �� � ������
� �� ������ �
�

� ��	
��� �"�	
��� � �� �)� � ��� �� � �
��
�� � �"�	
�� � ����
���
 ��� ��
	� �	��	��
�
������ ��
��� ���
 ��� 	��������	�� ���
 	������	����� 
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e−W [J ] = N
∫
Dφ e−(S[φ]−J

∫
d4x φ(x)) . �� �	��

��
	�������� �����
� �� ��
�
��� 〈F 〉 ��������
 �� �����	 � ������ � ���� ���	
����� ��� F [φ]
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〈F 〉 =

∫ Dφ F [φ] e−(S[φ]−J
∫
d4x φ(x))

∫ Dφ e−(S[φ]−J
∫
d4xφ(x))
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∂2W [J ]

∂J2
=
〈∫

d4xφ(x)
〉2

−
〈(∫

d4xφ(x)
)2
〉
. �� �	��

�� ��� ���� ��
�	���� ����
����
 ��
 �� 	����1
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0 ≤
〈(

〈a〉 − a
)2
〉

= 〈a2〉 − 〈a〉2 , �� �	#�

��� � ��������� �� � ���	� �� �	� �
� �� � �����
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∂2Γ[φc]

∂φc
2 · ∂

2W [J ]

∂J2
= − ∂J

∂φc
· ∂φc
∂J

= −1 . �� �	��
�� ��� ���� ��
�� � �� 	��	������ �����	�� 


∂2Γ[φc]

∂φc
2 ≥ 0 , �� ����
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� ���� ����� �	������� �� �� ������	� ��� �� �����	 ��� �� ������ ! ����������� � "#
����  � �����$�� �� � ��%��� & �� � � �� �� % ������ � � ����� �  ��� �% ����������� ' (�
�)�� & ����� ��	��*	� � ���� 	��� � �� �	� � � �� ����	�� ��� ���%�� ���% �����	� �+��  � �� �
��,	� �� ��� �	�� �� �� � � � �	�������	 ��	% ����% ��� �� ��� ��� 	� ������� ����� �� �� -./
,���0��1 ��0 �� � ����� ��2� Φ(~x, t) → x(t) ' 3 ��4�1 4 � �����10 �1 ,02 � 1 41 01�20% �������2�
1� % ������ 1 � ����� 1 � 2 0 �� 4��10% �����2� 41� ��+1� $ 4 ���10,�1 4���  � �2�1���1�
42 ��1 � ��� 1�� 0��1��1 5678 � �� 569 & 6:8 & 1� � �% 10,� 41 41 $ �2���4�0���2�� �0�������1� '

(� �01% �10 ��1 & � �����0;� 4 � �1 �1��1 -./ ��%���<�1 1�� 41 � ��)0�����0 41 �10����1�
4�= � ���� �1����� 1� & �0�������1% 1�� �� 0�, ��0�����2� 41� 4�+10,1��1� �> 1� �1� �02��*% 1�
?" �� ��� ��0 �� �0��1��1 4 %241 @�02 4��� �1� ����2%*�1� 41 �0�� 01 ��2�����1 41
�A%��0�1 ' B1� 41 $ �2%�������2�� � ����% 1����01� �102�� 4 �����1 0� �0����1� �+1� �2�� � 
������01 � �+��� 2C �2 � ��1�402�� �2�01 0���2��1%1�� D  �1 ���% ���� 1 ��1� �2�� 1 41
���20�1 41� ���%�� E �1 �1��1 0 41 F �,,� 4 G24*�1 H���4�04 ' 3� �1�2�41 �  ���<����2�
41 �1��1 ���02��1 1�� � �1��1 2)01 � �2��20� ���� 41 �1��10 � ��������+1% 1�� �1� % ���241�
4 "# � ��� ��� 1�� � 2���� �1 41 �2%��010 �1� 0�� ����� 2��1� � �+1� �� �2� ��2� 1$���1
4 �02��*% 1 4��10% ���1 ��0 �� 0��2� ��2� I� %�0�� 1J 41 � ��� ���2� 41 H��0K4��,10 ' H�

6L



�� �������	 � 
 ���	
��	� 	�	���� 
�
�� 	��������� 	
 ����
���	 ���
����	

 � �2� ���204 1�� �2������ & �1�� �2 0���  � �0, %1�� � ����% 1����01 1� ��+1 0 41 �1��1
% ���241 & �1 � � ��,���% 1 �2�  ��������2� 1� -./ D 6� � 4�% 1���2�� 2C �1� �2� ��2�� 1$���1�
% ��� 1�� 1� 2C  �1 ���02$ �% ���2� <���1 1�� ���1����01 �2 0 ���0��1�410 �� ��A��� 1 41�
�� �1� ��10,�1� '
B1��1 �01% �*01 ���� 1 41 �2�01 �0�+��� 1�� 42�� �%�20����1 � 2 0 1���0��10 �� % ���241
! ���2��1��1 �+��� 41 � ������� 10 D 41� ���% ���� 1� �� � �2%��1$1� '

� �� � ��  ! "#$% &' "()*#+, 

-2�01 �2��� 41 4���0� 1�� �1 �2�1���1� � �+��� E

Vdw(x) =
1

2
m2x2 + λx4 . I6 '�J

?� � ��,�� 4 �2�1���1� ������� 1 & � �1��.D.4�01 1$�0�% � 1� ���,�,1 4 "# & �1 �2�1���1� � 
41 �� ���20�1 & � � � �� ��� 1��201 ��� ������� ��0 �1� / �� ���2�� � ����� 1� ' (� �01����
m2 > 0 & �1 �2�1���1� I6 '�J 1�� �2 � ��%��1% 1�� �1� � 4 � � 2�������1 0 ����0%2��� 1 & ���4��
� 1 �2 0 m2 < 0 & �2 � �+2��  � 42 ��1 � ��� �+1� 41 $ % ���% � x± = ±

√
−m2

4λ
I4��� �1

��� & 2� 0�� 2 �1 �� �2������1 m4

16λ
� �2�1���1� �<� � ��� �2�� �2����� 4�<��J '

3 �2�� 1���� 41 �1��1 �� 41 1�� 42�� 41 4��10% ��10 �1� 41 $ �01% �10� ��+1� $ ��10,���� 1�
E0

1� E1
4��� �1� 41 $ ��� 41 <, 01� D � ���41 4 �2�1���1� 1)1���� ���� �� �+1� �1� �� ���2��

1$���1� 4 "# '
0 ��� �1 ��� 4 �2�1���1� ����0% 2��� 1 & �1 �0�+��� � 1 � �1%��10  � �1 ���4�% �� 1 &

����%2��� �� � �1$ ���1 ��� 41 �2� ��2� ����A��� 1 1$���1 1� �1 4�+1�2�� 1% 1�� � 10� 0�����
� �1�2�4 20401 � �1�� +���41 � 1 �2 0 41� �����1� +��1 0� 41 λ I��0 �� � ��1 & �1 01�2 0�
D �� 01�2%%���2� 41 1201� 41� �10% 1� � 10� 0������ �2 0��� 41 �0*� �2�� 0�� ����� 5238J '
-2 � +1002�� ��� � 1 �� % ���241 4 "# �0�4�� �1� +��1 0� �2001��1� 4 ���10,�1 4��� �2 �
� ����10+���1 [0 : 1] �+1�  �1 �0�����2� � 0�01����1 '

31 ��� 4 42 ��1 � ��� 1�� & � ��� D � � & �1��1% 1�� �� � ����01����� ' (� 1)1� & � ����0�
��10,���� 1 1��01 �1� 41 $ �01% �10� ��+1� $ 1�� �0*� �����1 & � ��� 1 4��� �� ��% ��1 λ → 0
2� � 41 $ � ��� ����0�� 1� 42��  �1 4�,���01��1��1 1� ��10,�1 ' 42 0 λ 6= 0 & �1��1 410��*01
1�� �1+�1 1� 0���2� 41 � �1)1� � ��1� � � � �20��1 �� ��0��� �1 D ����10 4 � � � ��� D � �� �01 &
% ;% 1 �� �2� ��10,�1 1�� ����0�1 01 D �� ��00�*01 41 �2�1���1� ' B1 ����2%*�1 1�� ��1�
�2�� 1� � �� ��0��� ��0��� 41 �1 ��� �2 +2�0 ;�01 % �� 1� �+ �41��1 ��0  � �0���1% 1��
� 10� 0����� ' 0 1� ���02 ��1� ���10����+1� & �2%%1 � ����02$ �% ���2� �1% �.������� 1 & 4 ��1 561
I51��@1� & 6 0�% 10� & 1 0���2 �� J & 2 �� % ���241 4 ,�@ 4�� � 4 ��������2�� & ��4�� 1�� � 1
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� ����0� ��10,���� 1 1�� �02� 20��2��1� D e−
1
λ
' B1 0�� ���� ��,��<1 � ��� 1$ ���1  �1 ���, ��0���

1��1���1��1 1� λ = 0 & � �1��.D.4�01 � 1 � ����0� ��10,���� 1 1�� �2�.����A��� 1 +��.D.+�� 41
�� �2������1 41 �2 ���,1 � �2 0 41 λ = 0 ' B1 �2%�20�1% 1�� & ��0����0����� 1 41 � �1)1�
� ��1� & �1 � 1 � 42�� ;�01 01�024 �� ��0  � 4�+1�2��1%1�� 1� � ������1� 41 λ & � �01% 1��
4��  � �0���1% 1�� � 10� 0����� 4 �02��*% 1 1�� ��������1 4 ����02$ �% 10 �1 0�� ���� 1$��� � '

� �	 
%$(� �! (
�� ��'  !�( # � & '� "( , � (� !�� $'�

31� ��+1� $ 4 ���10,�1 �2�� 42���� ��0 � ��� ���2� 41 H��0K4��,10 ��4�� 1�4���1 4 
�1%�� E

(
− h̄2

2m
∆ + V (x)

)
ψ(x) = E ψ(x) . I6 '�J

-2�01 � � 1�� 4 ��+�� 10 �� 4�)�01��1 ��10,���� 1 ∆E 1��01 �1� 41 $ �01% �10� ��+1� $
4 ���10,�1 �2 0  � �2�1���1� 42 ��1 � ��� I1� �2 0  � 2�������1 0 ����0%2��� 1J 1�  ����.
���� �� % ���241 ! ���2��1��1 41 01�20% �������2� ' 0��� �1��1 2���� 1 & �� � ��,�� 41 �2��1��10
�1� / �� ���2�� � ����� 1� � � %24�<1�� �1 �2�1���1� � 1� �2�4 ��1�� D  � �2�1���1�
1)1���� I2 01�20% �����J D  �1 ���1��1 41 ����1 ��10,�1 ' B1��1 2� �0���2� +� ����� 42��10
��1 D  �1 %24�<����2� �02�2�41 4 �2�1���1� � � � 0� � ���� 01 4 � � ��%��1 � ���  �1 �2��
01�20% ����� ' (� 1)1� & �� � ��� 0���1�� � ������01 �0���41�� � 1 �1 � 2�1���1� 1)1���� �����
���1����01% 1�� �2�+1$1 & �1 � � ��,��<1 � 1 % ;% 1 1� ��2��������  � �2�1���1� ������� 1
% �� 4 � �1 ��0��1 �2���+1 & �1��1 410��*01 1�� �2�+1$ �<�1 ��0 �1� 1)1�� � ����� 1� ' B �1��
� 2 0� 2� 2� ������1 D � ���������1% 1�� �02,01���� 41 �� ��00�*01 � �2 0� 4 �02 �1�� � 41
01�20% �������2� & �1 � � ����� 01 �� �2�+1$ ��� '

(� ���� & �1 ����2%*�1 4�)*01 1� %������ 1 � ����� 1 1� 1� -./ � 0  � �2��� �0��.
����� ' 0 ��� �1 �01% �10 ��� & �1 % ���% % 4 �2�1���1� �1 4�����1 �02,01���+1% 1�� � �2 0�
4 /2� 41 01�20% �������2� +10� @�02 & ���4�� � �1� ���20�1 41� ���%�� I% ;%1 �+1�  �1
�1 �1 4�% 1���2� �������1J & �1� 41 $ % ���% � D 402��1 1� D ,� ��1 � �����1�� 1� � �1�� �2 �1
�� ��0��1 �1��0��1 � � 41+�1�� ����1 E � �1�� �� ���*�01 �2���0 ���2� 41 G�$!1�� I1� 0���01��1
����20�� 1 � ����2%*�1 �2%��0���1 �1 �0��1����� 1� ��10%24A��% �� 1 �+1� � ��� ���2�
41� ,�@ 41 >�� 410 5���� & 2C �1��1 �2���0 ���2� 1�� ���1����01 � 2 0 01�401 �2001��1% 1��
�2%��1 41� ��2��10% 1�J ' � <��� & �1 � 2�1���1� 1)1���� �1 �0��1��1 ���  � % ���% % ���2� 
�2%%1 1� %������ 1 � ����� 1 I�� 41 $ �2%%1 �� A �+��� �+��� 01�20% �������2�J & % ���

��� ���� ���� +� , �, � �������� ���  ���� !"� � �����# ��$� % ,  �� �� +&$����� ��  ����� + '��  ����� � , (��� )��
λ *+,- .
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 �1 ��<���� & ��� �� 4��� �� ��0��1 �1��0��1� ' B1��1 4�)�01��1 1��1���1��1 41 �2%�20�1% 1��
��1�� � ���� � 1 �� -./ �%���� 1  �1 ��<���� 41 41,0�� 41 ��� 10�� ' B �1�� � 2 0� 2� �1
����2%*�1 41 �0�� 01 ��2�����1 41 �� �A% ��0�1 �1 �0��1��1 1� ���20�1 41� ���%�� 1� �2�
1� % ������ 1 � ����� 1 204����01 '

?� �2 � 01��1 % ����1���� D ������0 �� �2��1$ �2� 1��01 �1 �2�1���1� 1)1���� 1� �1� ��+1� $
��10,���� 1� 5678 ' B2%%1 �2 � � ��+2�� 0���1�� �20� 4 ������01 �0���41�� & �� 4�<����2�
+�0����2��1��1 4 �2�1���1� 1)1���� � 10% 1� 4 ����10�0��10 �1 410��10 �2%%1 �1 % ���% % 41
�� +��1 0 %2A1��1 41 �� 41����� 4 ���10,�1 I�� ' �� ���2�� I� '6�J D I� '69JJ & �1 � � ��,��<1
� 1 � ���10,�1 4 +�41 � ���0�� 1� %������ 1 � ����� 1 �2%%1 E

E0 ≡ 〈0|Ĥ|0〉 = Veff (x)|x=〈x〉 ,
I6 '6J

�+1� �� �2����2� 〈x〉 = 〈0|x̂|0〉 ' ?� 1�� ����0 � 1 � 2 0  � �2�1���1� �2�+1$1 1� �A% ��0�� 1
�2%%1 �1 ���01 & �2 � �+2�� 〈x〉 = 0 ' (�� ��1 2� �1 � 2��1��0 �� 01����2� � �+���1 1��01
� ����0� ��10,���� 1 1� �� �2����2� 41 �200�����2�� E

lim
t→∞

〈0| T [x̂(t)x̂′(0)] |0〉 ∝ e−(E1−E0) |t| . I6 '2 J
B1 0�� ���� 1�� �2 � D ���� ,���0�� 52 �8 1� �2 � ���2�� �0�*+1% 1�� �1 4�% 2��010 4��� �1
�2��1$�1 ,���0�� 41 �� -./ ' ?� � ��,�� 42�� 4 ���2�10 �� 4�� 1�4���1 �1%�201��1 I1 ���4 �1��1J
41 �� �2����2� 41 #011� D 41 $ �2���� & G(2)(x, x′) = 〈0| T [φ̂(x)φ̂(x′)] |0〉 4 ���0*� �� 4�<��.
��2� I� 'LJ ' (� �2���4�0��� �� 01�0��1�����2� 41 F1��1��10, 41 � �2� �0��1 0 φ̂& D ��+2�0 E

φ̂(~x, t) = eHtφ̂(~x, 0)e−Ht , I6 'LJ
�2 � �2 +2�� 1$�0�% 10 �� �2����2� D 41 $ �2���� �2%%1 E

G(2)(x, x′) = θ(t− t′)eE0(t−t′)〈0|φ̂(~x, 0)e−H(t−t′)φ̂(~x′, 0)|0〉
+ θ(t′ − t)eE0(t′−t)〈0|φ̂(~x′, 0)e−H(t′−t)φ̂(~x, 0)|0〉 . I6 '�J

-2 � ����02�� 1�� ��1 � ��41����� ∑
n |n〉〈n| & 2C {|n〉} �2����� 1 � �1��1%��1 �2%��1� 41� �����

�02�01� 4 ��% ���2��1� 41 �� ���20�1 �+1� �1� +��1 0� �02�01� {En} '0 1 % ���*01 �2%����1 �� �2����2� D 41 $ �2���� � ���0�� ��20� E
G(2)(x, x′) =

∑

n

[
〈0|φ̂(~x, 0)|n〉〈n|φ̂(~x′, 0)|0〉 + (x↔ x′)

]
e−(En−E0)|t−t′| . I6 '7J

����� $������  � !" ����� ���$ �� )� '�� �� ���� �� �!&� ��� �"� ��)�� % ������& � � 	�
���#�$ % )�� ���, ��
+� �&��!������� �� , �� �,�, ���)�� �� !����+&� �� ��� ���� #����& +�� , �)�� .

��� 
�� ��!��+ ����� % ��� ���!����� +� � ���� �
n

������ �������� ��� ���, � ���� � � �� ��, �� ��� �!����� +�� ���!����� +� !���&� ���� �� �"� ��)�� �� �����)�� % !� )� �  ������� � '������ ���� +�� +��� � �
 
�� .
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4 ���2��.�2 � 4��� �� ��% ��1 2C �� ����0���2� �1%�201��1 1�� �0*� ,0��41 & |t − t′| → ∞ '
0 ��� �1 ��� & �� �2��0�� ��2� 42% �����1 41 �� �2%%1 I6 '7J 1�� �1��1 � 2 0 ��� 1��1 En −E01�� �� �� � ���� �1 ' � �01% 1�� 4�� & � �1�� �1 �10% 1 �2001�� 2�4��� D � ����� |1〉 � � �1 �2 ��1 �1
�� � �20�1% 1�� �+1� �1 + �41 |0〉 D �0�+10� � �2� �0��1 0 φ̂' -2�2�� � �����,1 � 1 �1 + �41 �1
�2��0�� 1 ��� D I6 '7J � ��� 1 �� +��1 0 %2A1��1 〈0|φ̂(~x, 0)|0〉 1�� � ��1 ' 3 �1$�01���2� <���1
��% ��1 � 2 0 �� �2����2� 41 �200�����2� 1�� 42�� E

lim
|t−t′|→∞

G(2)(~x, ~x′) =
[
〈0|φ̂(~x, 0)|1〉〈1|φ̂(~x′, 0)|0〉 + (x↔ x′)

]
e−(E1−E0)|t−t′| . I6 '9J

�� 4�4 �� �� 01����2� I6 '2 J 41 �1��1 �02�0���� ,���0��1 1� �1 01��01�,���� D �� % ������ 1
� ����� 1 1� 1� �01���� t′ = 0 '

?� �2 � 01��1 % ����1���� & �<� 4 ��41���<10 ∆E & D �+�� 10 �� �2����2� D 41 $ �2����
��0 ���� � 4�01�� ' 31 ���20*% 1 41 5 ��� ���� �1 � 1 �1��1 410��*01 1�� �,��1 � �01% �10
20401 D �� �2����2� 41 #011� G0(t− t′) 41 �� ���20�1 ���01 ' B2%%1 2� 1�� ����01��� ��0 �1�
��+1� $ 41 ����1 ��10,�1 �2 � �2 +2�� 1)1�� 10 � ����02$ �% ���2� ��0%2��� 1 4 �2�1���1�
1)1���� � �2 0 4 % ���% % & 1� � �2 �� 001��1 @�02 & 1� ����� 2��1��0  � ��,0��,�1� 1)1����
I41 �A� 1 6 �1��.#2042�J ' 3 �����2� 1)1���+1 & D � �20401 � �+��� 41 �� 34� & 1�� 42���1 ��0 ��
�0����2����2� 41 � ��� ���2� I� '7J 1� %������ 1 � ����� 1 E

Sk(x) =
∫
dt
[
Uk(x) +

1

2
Zk(x)ẋ

2
]
. I6 ':J

31 �10% 1 Zk(x) 1�� 4�� D  �1 �2001���2� 4 �20401 � � �0�1 0 & 42�� �2 � �1 01�1�2�� � 1
�� +��1 0 1� x = 0 D �1 ��+1� 4 ����02$ �% ���2� ' 31 4�+1�2��1%1�� 41 /�A�20 41 Uk D
�02$ �% ��� 41 � �20�,��1 �2�4 �� D  � ��,0��,�1� 1)1���� D � ����1��1 ?" Ik = 0J 41 �� �20% 1 E

Leff (x, ẋ) = E0 +
1

2
U

′′

0 (0) x2 +
1

2
Z0(0) ẋ2 . I6 '�3J

(� ���024 ����� �� �2����2� m2
eff ≡ U

′′

0 (0)/Z0(0) & �� �2����2� 41 #011� 41 �1 �02��*% 1 1��
42���1 ��� 01��1% 1�� ��0 I�1 �10% 1 �2������ � �� 4��� �1 ��� � � �1 �%�20����1J E

(∇2
t +m2

eff)G0(t− t′) = δ(t− t′) . I6 '��J
3� �2����2� 41 #011� G0(t − t′) � ���0�� 1$������1% 1�� 1� ������� ��0 �� �0����20% �1 41
.2 0�10 1� ����� � �1$�01���2� I� '9J � ���0�� D  �1 �1 �1 4�% 1���2� �2%%1 E

G0(t− t′) =
∫ +∞

−∞

dE

2π

e−i E (t−t′)

E2 +m2
eff

. I6 '��J
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B1��1 ����,0��1 � 1 � ;�01 �+�� �1 ,0��1 D �� % ���241 41� 0���4 � � ' 31� 41 $ �� �1� 41 I6 '��J
����� z± = ±imeff

& �1 0�� ���� 41 � �����,0��1 1�� 42�� �2 0 t′ = 0 E

G0(t) =
1

meff
e−meff |t| . I6 '�6J

�� �1 � 4��20% ��� & D ��0��0 41� 01����2�� I6 '2 J 1� I6 '�6J & �41���<10 �1� ��10,�1� 4 ��+1� 
�2�4�% 1���� 1� 41 �� �01% �*01 1$������2� 1� �2����2� 4 �2�1���1� 1)1���� E

E0 = Veff |x=0
I6 '�2 J

E1 = Veff |x=0 +

√√√√ 1

Z0(0)

d2Veff
dx2

∣∣∣
x=0

. I6 '�LJ

3� +��1 0 41 ∆E 1�� 42�� 1��1���1��1% 1�� 4��10% ���1 ��0 �� 4�0�+�1 �1�2�41 I�� �2 0� 01J
4 �2�1���1� 1)1���� D � �20�,��1 ' (� 01+1���� � ���,�,1 ! ���2��1� & � ����0� ��10,���� 1
� ���0�� 41 % ���*01 �2%����1 E

∆E =

√√√√U
′′

0 (0)

Z0(0)
. I6 '��J

� �� 
�'$� �)!� &' 
()'" & ( !)(,$#��$� �)! � �#�)!� !

-2 � �+2�� �0�+����� �+1� �1� 41 $ ��+1� $ 4 ����02$ �% ���2� & D ��+2�0 Zk = 1 I34� J
1� Zk = Zk(x)

' 3 ����� ��2� 41 �� 01�20% �������2� 41 �� % ���1 Zk �2%���� 1 �1� ���� ��
� ��� �1��1 % 1� 1� � 1  �1 �1�2�41 �� ���2� 4�)�01���1��1 ��0��1��1 ' 3� �0��1 1� �2%��1
41 �1 �10% 1 � ����% 1����01 ��2 ��� D 41� 0�� ����� �2��0����� E � 2 0 � �2�������1 0 ����0.
%2��� 1 �� 01�20% �������2� 41 �� % ���1 �%���201 �1� 0�� ����� ��0 0���20� D �� 34� � 1�
01+����1 & 4��� �1 ��� 4 42 ��1 � ��� & � ����204 1�� 4�,0�4� �20�� 1 � ��� ���2� �2 0 Zk

�� , &�"�+� +�� �&��+�� !������� � �� �� !�� + �� �� �� � !�, ����� % � ��� &��� ��� �� ��� % ! '���	�	+ ��� ���$ ����� ���� ���)������ �� +&��, �� ���� � ' ����� % ���� � ��� �������� ���$ �� �� !������ ���, & � � � ' ��
+�� �&��� �� �� +�, �	!��!��  �� ���� ��  � �� � +�� !���+���&�� �,  
 �� ���� ������$�� .
�� �&���� � ,  �"&,  ��)�� � '&���!�  ���� 


���� ��� ���!���� ���
���, &���)��
ei ax

 $�!
a

�&�� ��� ��� % �� ��� ���!���� � ���������
R(x)

% �����!� ��
limx→∞ R(x) = 0

�� ����&+ ��
N

�� ��� !�,������
zk

+ �� �� +�, �	!��!�� �,  
 �� ��� ������� ��&
 ��� 
 ����
a

������� ��&
 ��� 
 % �� �"&��(, � +� � �!"� , ����� )�� 


∫ +∞

−∞

dxR(x)eiax = Sign(a) · 2πi
N∑

k=1

Res(R(z)eiaz, zk)

�� �� �&��+�
Res

��� +&��� � � 

Res(R(z)eiaz, zk) = lim

z→zk

(z − zk)R(z)eiaz .
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1�� �2���4�0�1 ' B1 410��10 �2����� 1�� � 0�01���� � ��� 1 4��� �1 ��401 4 � � �20% ����% 1
��,�01% 1�� 4�)�01�� & 1� � �2 �� 001��1 �1� � 4 ��02�10 ��% 1 �& � ��� 2 � 41 �� 01�20% �������2�
41 �� % ���1 �% ���201 �1��1% 1�� �1� 0�� ����� 56:8 ' -2 � 01+�1�402�� � 0 �1� 1)1�� 41 ��
�0��1 1� �2%��1 41 Zk(x) �20� 41 � �����A�1 41� 0�� ����� '
31 � 2�1���1� 1)1���� Uk(x) 1� �� �2����2� Zk(x) �2�� 2��1� � D ��0��0 41� �� ���2�� ! ���2.
��1��1� I� '��J 1� I� '�6J & � � 41+�1��1�� 1�  �1 4�% 1���2� E

∂Uk
∂k

= − 1

2π
ln

(
Zk +

U
′′

k2

) I6 '�7J
∂Zk
∂k

= − 1

2π



Z
′′

k

A
− 2Z

′

kA
′
+ Z

′

k

2
k2

A2
+
ZkA

′2
+ 4Z

′

kZkA
′
k2

A3
− 4

Z
′

k

2
A

′2
k2

A4



 , I6 '�9J

2C A = Zk k
2 + U

′′

k
1� 2C �� 4�� 1�4���1 �������1 41 U 1� Z 1�� �2 �.1��1�4 1 '

-2 � �0�+����2�� �+1� 41� � ������� 4�% 1���2���1� & � ����1��1 41 ���1 1�� <$�1 ��0 �1 ��2�$
m2 = ±1 �2%%1  ���� 41 % ���1 ' 31� �� ���2�� 4 "# 42�+1�� ;�01 ����,0�1� 41� ��  �
� �2) Λ

�  �� �D @�02 ' 3� +��1 0 41 Λ 1�� �0��1 41 �1��1 ���2� D ;�01 �0*� ,0��41 �2%��0�1 � $
,0��41 0� ��0����0����� 1� 4 �02��*% 1 ' 31 ��2�$ Λ = 1500 & � � �2001��2�4 D  � 0���20�
4 ����1��1 41 � 20401� 41 ,0��41 0� 1��01 m2 1� Λ2 & � ��� 01�1� 4��� �2�01 �0�+��� ' -2 �
� 2 002�� +�0�<10 � � ����	
�	
 � 0 �1� <, 01� 6 '6� 1� 6 '6� & � 1 �1��1 +��1 0 1�� � = ��%%1��
��2�,��1 41 �� 0�,�2� 41 +�0����2� 41� �2������1� 41 �2 ���,1 ' 31� �2�4���2�� �� �����1� 41�
�� ���2�� I6 '�7J 1� I6 '�9J �2�� 42���1� D � ����1��1 �> 01�� 1���+1% 1�� ��0 UΛ = Vdw

1�
ZΛ = 1 '

� �� 
�($��
 � !', �(��' 

?� � ��,�� ��� 41 �02 +10  �1 %���241 � % �0�� 1 ������1 41 0��2 401  � �A��*% 1 4 ��� �.
��2�� 4�)�01���1��1� ��0��1��1� �2� ������01� 41 �1�2�4 20401 �2 ���1� ' (� ����01��1 �����1 &
�� 0��2� ��2� � %�0�� 1 � 2�1 41 $ �02��*% 1� % �� 1 0� '

31 �01% �10 1�� � 1 � �2� ��10��1 D 4��10% ��10 ∆E D �� � ��0�*% 1 4���% ��1 �0*� & �1
� � �%���� 1 4 ��+2�0  � �02,0�%%1 � = ��%%1�� �����1 1� 1= ���1 �2 0 ���1��401  �1
�0�����2� � ��0�1 01 D 10−4 � 0 �� 4�0�+�1 �1�2�41 ' B1 �02��*% 1 41 �0�����2� �1 �02 +1
4 �����1 0� ���1�� � ��0 �1 ���� � 1 � �2� % 1� 1� � 1 41� ���1��1� � 0 4�$ 20401� 41 ,0��41 0�
I41 k ∼ 103 D k ∼ 10−8J & �1� +�0����2�� 1��1���1��1� 41� �2����2�� �1 ������� � 0  � ���10+���1
01��01��� & +�0����1 �1�2� �� +��1 0 41 λ & �A��� 1%1�� [0.1, 10] & �1 � � �2001�� 2�4 D �� @2�1
2C �1� % 241� ��10,���� 1� k2 �2�� 4 % ;% 1 20401 � 1 �� % ���1 m2 '
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3� �1�2�41 4�= � ��� 1�� ���1 � �2%�20�1% 1�� 41� �� ���2�� 4�)�01���1��1� 1��1�.%;%1�
�20�� �1��1� �2�� ������ �1� � �2�1���1� 42 ��1 � ��� ' (� 1)1� & �� � �2� � �����01��1 D � ��� �.
��2� � 2 0 U �1 �1% 1�� & 2� 01% �0� 1 � 1 � 2 0 k ∼ O(1) & �� +��1 0 41 U ′′

(k) 41+ �1�� �0*�
�02��1 41 −k2 & �1 � � ��,��<1 � 1 � ��0, % 1�� 4 �2,�0���%1 4��� � ��� ���2� I6 '�7J 1��
�01�� 1 � � ' (� �2���� 1��1 & �1 �����,1 1�� 4������ � % �0�� 1% 1�� � ��� 1 �1� 1001 0�
�+1�� 1��1� � 1 +1�� 1��0���10 41� +��1 0� ��,���+1� � 2 0 U ′′

(k)+k2 & �1 � � 01�4 �1 �2%�20.
�1% 1�� 4 �2,�0���%1 1$��2��� ' B1 �02��*% 1 1�� 4 �� ���� �� � % �0� � � 1 �1� +��1 0� 41 λ
�2�� � 1���1� & �1 � � 1�� �2,�� 1 ��0 �� �0��1��1 41 �1 �� �1 U ′′

= −k2 �0�4 �� �1 ����,1%1��
41 �2���+��� 4 �2�1���1� I�� ' <, 01 6 '��J 1� � �1�� �2 0� 2� �� 41+�1�� 4�= ���1 4 �1)1�� 10
�1 �����,1 �2 0 41� ��00�*01� 41 �2�1���1� 41 �� � 1� �� � ,0��41� '

-2 � �+2�� 1$��20� �02�� ���02 ��1� 4�������1� ' 3� �01% �*01 �2�����1 D 4���0����10 U(x)
1� Z(x) � 0  � ���10+���1 [−xmax,+xmax] 1� 0��2 401 1�� ��1 �1� �� ���2�� 4�)�01���1��1�
I204����01�J 1� k ��0  � " �,1.6 ��� D � �20401 2 ��4�� 1�4�%%1�� �2 0 ���� 1 +��1 0
41 x ' (�<� & � 2 0 4��10% ��10 �+1� �0�����2� �1� 4�0�+�1� �01% �*01� 1� �1�2�41� 41 U 1� Z &
�2 � �1� �+2�� �+�� �1� � 0 �1�� � 2���� 1�  �������� �1� �21= ��1��� 41 3�,0��,1 ���02�0��� '
B1��1 % ���241 �2 0��� 41 � 2�� 0�� ����� 1� 1��1 1�� � 1 �1���� �1 D �� �02�����2� 1� xmax '(� �2��01��0��1 & �2 � �1 � 2 +2��  �����10 � � � ���� �1 �2%�01 41 � 2���� I����0�1 0 D �1��J
1� �� 0�,�4 ��� �2 � ��% ��1 D �2���4�010 � ��� ���2� �2 0 U �1 �1 '

3� �1�2�41 ��0���,�1 �2�����1 D �� 2 �10  � ��  ��1% 1�� �2�A�2% ��� � 2 0 U 1� Z D
���� 1 ���0���2� 1� �1 �10+��� 41 �� 02 ���1 4 B("- ��� 1��1 G ?-� ?/ 52�8 & � � �2 0���
 � ��,20���% 1 41 % ���% �����2� 1= ���1 ' �� ,�,�1 1� �2 ��1��1 1� ������� �1� / �� ���2��
� % �0�� 1� 1� �� 1�� ����� �2���� �1 & � 2� � ��+1� 4�= � ��� & 41 �2���4�010 �1 �A��*% 1 4 ��� �.
��2�� �2 ���1� ' ?� 01��1 �1� 1�4��� 41 $ �� 1��� E  �1 ,0��41 �1���� ����� 41� 0�� ����� �1�2� �1
��2�$ 41 xmax 1� � �2���,���2� 41 ��20�10 �  �1 �20% 1 �2�A�2% ���1 4 �20401 <�� I� �� �1%�����
;�01 �1 % 1���1 0 �2%�02% ��J �2 0 U 1� Z '

3� 410��*01 ���10����+1 1�� 4 � �����10 �1� ��,20���% 1� 41 �� ���0��0�1 -�# 5268 � 2 0
2��1��0 41� �% ���20���2�� 1� ��������� 1� 1� �0�����2� ' 3� 02 ���1 1%��2A�1 1�� ����1 � 0
�� % ���241 41 �� �2��2 ����2� 41 B�1�A��1+ �2 0 �� 4���0�������2� �������1 1� � 0 �1��1 41�
��,�1� �2 0 �� �2�+10��2� 41� �� ���2�� 4�)�01���1��1� ��0��1��1� 1� �� ���2�� 4�)�01���1��1�
204����01� ' ��1 �2�� �1 �241 �2001��1% 1�� �%���% 1��� & �2 � �2�����2�� 41� 0�� ����� 1�
���204 �+1� �1 $ 41� �02,0�%%1� �0���41��� & % ��� �+1�  �1 ��������� 1$�1��1��1 1�  �1
% 1���1 01 �2 ��1��1 � 10% 1����� 41 41��1�401 D 41� +��1 0� 41 λ �� � ����1� �2 0 �1 42 ��1
� ��� I3 '36 �2��01 3 '39 �0���41%%1��J ' 0 1 �� � & �� �0��1 1� �2%��1 41 � ��� ���2� �2 0 Z
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�1 ���� 01����+1% 1�� �����1% 1�� 1� �2 � 2 0� �+1�  �1 �0�����2� �0*� �2��1 '
31 �1 � � �%2� 1�� � 1 �� ��0 �� 01 % ;% 1 4 �241 �1 �2 � � 10% 1� ��� 41 �0�+����10 �+1� �1
� 2�1���1� U %��� �+1� �� 4�0�+�1 �01% �*01 2 �1�2�41 & �1 � � �2 � ���� � 10401 � ����20% ���2�
� 0 �� +��1 0 41 E0

'
B1 � ��*� 41 -�# �2 � � �2�+���� 4 � �����10 4 �� �01� 02 ���1� 41 �� ���0��0�1 �2 0 ���� �10
�1� �2� ��2�� 1$���1� 41 � ��� ���2� � $ +��1 0� �02�01� 41 H��0K4��,10 & 42�� �1� 0�� �����
�2��2041�� �+1� 56:8 1� 5238 ' 0 ��� �1 ��� & � ���,20���% 1 1�� ���� � 0 �� �0����20% ���2� 41
4 0 1�10 1� � 0 �� % ���241 4 ��0 � 2 0 0��2 401 �1��1 �� ���2� � $ +��1 0� �02�01� '
3� �0�����2� 01����+1 ���1���1 ��0 � � ��������2� 41 �� ���0��0�1 -�# 1�� 41 � �20401 41 10−6

�2 0 �1 42 ��1 � ��� 1� 41 10−8 �2 0 �1 � 2�1���1� ����0% 2��� 1 �+1� ���� � 41� 41 $
�02,0�%%1� 41 0��2� ��2� 41� �� ���2�� 4 "# 1� 41 �1��1 41 H��0K4��,10 '

� �� � ��'#�$��  � $!$#� � 

3� 0��2� ��2� 4 �A��*% 1 I6 '�7.6 '�9J �2 � � 10% 1� 4 �2��10+10 �1� % 24�<����2�� 4 
�2�1���1� U 1� 41 �� % ���1 Z � � 0 1� D % 1� 01 4 /2� 41 01�20% �������2� & � �1��.D.4�01
1� �01���� �2%��1 �02,01���+1% 1�� 41� 1)1�� � ����� 1� � 0 �� ��A��� 1 ������� 1 ' B1��1
�+2� ��2� 4 �2�1���1� �+1� � ����1��1 k 1�� %2��0�1 � 0 �1� <, 01� 6 '�� 1� 6 '�� ' 31� 0�� �����
� 2 0 �1� ��+1� $ 4 ���10,�1 �2�� 01� 20��� � 0 �1� <, 01� 6 '�� & 6 '�� 1� 6 '2 ����� � 1 4��� �1�
����1� $ 6 '� 1� 6 '� ' /2 � �1� ,0���1� �0��1��1�� �1� 0�� ����� 1$���� I��0�� 41 � ��� ���2�
41 H��0K4��,10J 1� �1 $ 2��1� � 4��� �1 ��401 41 �� 34� ' 31� 1)1�� 41 �� 01�20% �������2�
41 �� % ���1 �2�� �2���,��� 4��� �1� 41 $ ����1� $ & 2C � ���4��1 U + Z �2001�� 2�4 � ���� �
41 � ����0� 4 ���10,�1 �+1� �1� 41 $ �� ���2�� I6 '�7J 1� I6 '�9J '
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0 � � � 2��� 41 + 1 � �������� & �20�1 1�� 41 �2�����10 � 1 �1� ���� �� ��� � 41 �� % ���241
! ���2��1��1 4 "# 01�024 ��1�� �0*� ��1� �1� +��1 0� ���1�4 1� 41� 41 $ �01% �10� ��+1� $
4 ���10,�1 �2 0 � �2�������1 0 ����0% 2��� 1 1� � 2 0 �1 42 ��1 � ��� ' 0��� �1 �01% �10 ��� &
�2�01 % ���241 1�� ���������1 �+1� 1$����� 41 � 0  �1 ,�%%1 �0*� ��1�4 1 41 �� +��1 0 41
�� �2������1 41 �2 ���,1 λ & 41� �� @�02 & ��� ��% ��1 2C 2� 01�02 +1 �� 01����2� ��1� �2�� 1
En = (n+ 1

2
)h̄ω ���2 ���1 D � �2�������1 0 ��0% 2��� 1 & �  �� �D � � ���� D ��0��0 41 ��� 1��1 2�

���1���  � 0�,�% 1 �� �1% 1�� �2�.�10� 0����� '
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��� � 6 '� � ��10,�1� E0
1� E1

I1�  ���� h̄ωJ �2 0 � �2�������1 0 ����0% 2��� 1 I�J 1� � 2 0
�1 42 ��1 � ��� I� J 1� �2����2� 41 �� �2������1 41 �2 ���,1 λ '

B2��10���� �1 42 ��1 � ��� & � ����204 1�� �,��1% 1�� �0*� �2� & % ;%1 �� 41� 4�)�01��1�
��,��<����+1� I�� ' �� 41 � ��������+1 ��.��0*�J �2�� �1 0 ����0���2� �2 0 �1� ���� �1� +��1 0�
41 λ ' ?�� & �1 ��� ��% ��1 λ → 0 ���1����1 � 1�� 1� �0�����2�� E 1� 1)1� & 1� �01���� λ = 0
��0���1% 1�� & 2� � 0��� �)��01 D  � �2�1���1� ������� 1 1� �20% 1 41 � ��� ��+10�� & 42��
�2���1% 1�� �2�.��A��� 1 ' B �1�� �2 0� 2� �� �� � ���01 �1�401 λ +10� 0+ �2 0 �02 +10 �1
�2%�20�1% 1�� �2001�� '
3 �1$�01���2� I6 '�J 41 Vdw %2��01 � 1 �� �� �1 0 41 ��00�*01 1�� �02� 20��2��1��1 D 1

λ
1� ��

4������1 1��01 �1� 41 $ % ���% � D 1√
λ
& �1 � � ��,��<1 � � �1 +��1 0 ��<��% 1�� � 1���1 41 ��

�2������1 41 �2 ���,1 �2001��2�4 D 41 $ � ��� ��<��% 1�� �2��� 1� ����0�� ��0  �1 ��00�*01
41 � 2�1���1� ��<��% 1�� �� �1 � 1� 4 �� �01� �10% 1� �1� 41 $ � ��� 41+�1��1�� �2���1% 1��
��4�� 1�4���� ' 02�� & � 2 0 �2�����01 � ���10,�1 41 � ����� �2�4�%1���� 41 � � � 4 �1 $ & �� � = �
4 ������� 10 � ����02$ �% ���2� ��0%2��� 1 � �2 0 4 � � 41� % ���% � ' 4�0 1$1%��1 & �2 0 �1
% ���% % �2����� x+

2� �02 +1  � �2�1���1� ������� 1 Vλ→0+(x) ' −m2 (x − x+)2 42�� �1
��+1� �2�4�% 1���� 1�� √

2
2

' 0.71 1�  ����� h̄ω ' B �1�� �� 0���2� �2 0 ��� 1��1 2� 2��10+1
� 0 �� <, 01 6 '�� & �� 4�,���01��1��1 41 E0

1� E1
D �1��1 +��1 0 �20�� 1 λ � ����02��1 41

@�02 ' �� �2�����1 � 1 �� % ���241 4 "# 0� ���� ��1� D 01�024 �01 �1 �2%�20�1% 1�� '
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��� � 6 '� � �+2� ��2� 4 �2�1���1� 1)1���� Uk(x) �+1� � ����1��1 k & � 2 0 λ(Λ) = 0.1 E
I�J ��� 41 � �2�������1 0 ����0%2��� 1
I� J ��� 4 42 ��1 � ��� '

31� <, 01� 6 '�� 1� 6 '�� %2��01�� �2%%1�� �� �0��1 1� �2%��1 �02,01���+1 41� 1)1��
� ����� 1� %24�<1 �� �20% 1 4 �2�1���1� � 2 0 �� 2 ��0 D  � �2�1���1� 1)1���� �2�+1$1 ' ��
+�0�<1 � ��� � 1 �� +��1 0 41 Veff(0) �2001��2�4 ��1� D �� +��1 0 41 E0

1� ���204 �+1� �1�
�02�0����� 4 �2�1���1� 1)1���� ' B1��1 2��10+���2� 1�� +�����1 1� %������ 1 � ����� 1 � 1�
01+����1 & 1� ���20�1 41� ���%�� & �1 �2%�20�1% 1�� 4 �10% 1 �2������ 41 Veff & D ��+2�0
�� �2������1 �2�% 2�2,�� 1 & 1�� �1$��2��� � ��0 �02� 20��2��1� D Λ4 ' � 0 & �2 � �1 +1002�� � 
������01 � �+��� & �1� �� ���2�� ! ���2��1��1� 4 "# �1 0*,�1�� ��� 41 % ���*01 �� � �� �1
�02��*% 1 41� 4�+10,1��1� � �0��� 1� 1� � �40���� 1� '

�<� 41 % �1 $ � �+01 � �1)1� 4 /2� 41 01�20% �������2� & �2 � �+2�� �,��1% 1�� 01�20��
� 0 �1� <, 01� 6 '6� 1� 6 '6� � ��+2� ��2� 41 �� % ���1 m2 1� 41 �� �2������1 41 �2 ���,1 λ
1� �2����2� 41 � ����1��1 k & � �01% 1�� 4�� �1� �2����2�� � ;�� 41 �� ���20�1 ' -2 � �2 +2��
����� +�0�<10 � 1 & �2%%1 �0�+ 1� %������ 1 � ����� 1 204����01 & �1� +��1 0� 41� ��0�.
%*�01� �2�� �0���� 1%1�� ���1���� �1� � $ �2��0�� ��2�� �02+1���� 41� ���1��1� ��2�,��1� '
(� 1)1� & � 2 0 41� +��1 0� 41 k �0*� ���� �1� 2 �0*� ,0��41� & � ��+2� ��2� 41� ��0�%*�01� 1��
����,��<���1 '
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��� � 6 '6 � �+2� ��2� 41 �� % ���1 m2 I�J 1� 41 �� �2������1 41 �2 ���,1 λ I� J 1� �2����2� 41
� ����1��1 k �2 0 �1 42 ��1 � ��� ' -2 � +�0�<2�� � 1 �1 /2� 41 01�20% �������2� & �2��20% �% 1��
D �1 � � 1�� ���1�4 1� % ������ 1 � ����� 1 & ��� 01 D �� �2�� 4��� � �?" 1� 4��� � ��> '

B1� ,0���1� ID ���01 4 �1$1%��1 2� � 1 � �1� �2%��010 �+1� �1 0� ����2, 1� 1� -./
01�0��1���� � 0 �� <, 01 2 '�3J % 1��1�� 1� � % �*01  �1 4�)�01��1 �2�4�%1����1 1��01 ��
% ������ 1 � ����� 1 204����01 1� �� ���20�1 41� ���%�� E 4��� �� �1�2�41 & �2 �1� �1�
���1��1� �2�� �2 ���1� 1� �2 � �1� %241� k ���20�1�� 41� �2��0�� ��2�� 4 % ;% 1 20401
41 ,0��41 0 ' � �2��0��01 & 1� %������ 1 � ����� 1 & �1 �� �1� %241� 42�� � ���10,�1 1��
�2%��0���1 D �1��1� 41� � ������� ��A��� 1� �2���4�0�1� I0��� 1�2�� � 1 �� ,0��41 0 41�
� ������� 4�% 1���2���1� 1�� 42���1 ��0 �� +��1 0  �����01 41 �� % ���1 ��00�1J 2��  �1
��/ 1��1 � 0 �� ��A��� 1 '

� �� �� ���� ����� ��� ����
���� �� ����� �� 
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������� �� 
�
�����

0 � � �2��� 41 + 1 �� � � ��������� & �2 � �2%%1� 1� %1� 01 4 ��+�� 10 � ����204 41 �2�
0�� ����� �+1� �1 ���� � 1$��� '

B2��10���� � �2�������1 0 ����0% 2��� 1 & � ����204 1�� 1$�1��1�� � ��� 1 � 2 0 �� 34�
I��4��1 LPAJ � �1001 0 1�� ����0�1 01 D 3 '�	 �2 0 λ ≤ 0.07 1� D 3 '�	 �2 0 0.1 ≤ λ ≤ 0.4 '
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λ ∆ELPA ∆EU+Z ∆Eexact Z0(0)

1 1.9293 1.9392 1.9341 0.9885

0.4 1.5450 1.5495 1.5482 0.9928

0.2 1.3461 1.3481 1.3481 0.9956

0.1 1.2091 1.2099 1.2104 0.9978

0.07 1.1582 1.1586 1.1591 0.9985

0.05 1.1202 1.1204 1.1208 0.9990

0.02 1.0540 1.0540 1.0542 0.9997

��� � 6 '� � >��1 0� 41 ∆E �2 0 � �2�������1 0 ����0% 2��� 1 ' -2 � �+2�� �2���,�� ��� �1�
0�� ����� 41 �� % ���241 4 "# 2C � �2� �2���4*01 �1 4�+1�2�� 1% 1�� 1� ,0�4�1�� D � �20401
�1 �� � ��� ILPA & �2�2��1 41 $ J 1� D � �20401 � �+��� IU +Z & �2�2��1 �02��J 4��� �1� 1� 2�
�01�4 1� �2%��1 �� 01�20% �������2� 41 �� % ���1 IZ0(0) & 410��*01 �2�2��1J ' 31� �2� ��2��
1$���1� 41 � ��� ���2� 41 H��0K4��,10 �2�� 01�20��1� 4��� �� � ��0�*% 1 �2�2��1 '

3� �0��1 1� �2%��1 41 Z I��4��1 U + Z J �% ���201 1��201 4 � � ����1 0 41 $ �� �0�����2� '
0 ��� �1 ��� 41� �0*� ,0��41� �2������1� 41 �2 ���,1 & ��0 1$1%��1 λ = 1 & �� �0�����2�
1��  � �1 %2��� �2��1 I3 '�L	 J 1� �1� 41 $ ���� �� 42��1�� �� % ;% 1 1001 0 01����+1 & �1
� � ��4�� 1 � ��� �� 40��� �2%%1��10 D �2���4�010 �1 �10% 1 � �+��� 4 4�+1�2��1%1�� 1�
,0�4�1�� �2 0 λ ≥ 1 '
B1� � 2�� ���204� � ���������� � 10% 1��1�� 42�� 41 +���410 �� % ���241 4 "# ����� � 1 �1
��2�$ 4 4�+1�2��1%1�� 1� ,0�4�1�� 1� �2��%%1�� 41 � ��� ���2� �2 0 � 5�L8 '

0 ��� �1 ��� 4 42 ��1 � ��� & �1� �2��� ��2�� �2�� �� � � ����1� ' 31� ���� �� ��0 ��
% ���241 4 "# 2�� �,��1% 1�� ��� �2%��0�� ��� �+1�  � 0�� ���� ����A��� 1 ��� 4 � �1
� �01 ���02$ �% ���2� �2�.�10� 0����+1 & �1 ,�@ 4�� � 4 ��������2�� '
B1��1 410��*01 �2� ��2� ����0��� �20�� 1 � �2� 01��10��1 1� %������ 1 � ����� 1 1 ���4 �1��1
I�1%�� t �% �,����01 � 0J �1� ��1% ��� �����2����01� � � % ���% ��1�� � �����2� E

[
δSE [x(t)]

δx

]

x(t)=x̄(t)

= 0 . I6 '�:J
31� �2�<, 0���2�� x̄(t) �2�.�0�+ ���1� ��� 1� 41 �1 ���� � �2�� ���1��1� �������2�� 1� ����.
�������2�� 1� �01��1�� �� �20% 1 � �+���1 4���  � �2�1���1� 42 ��1 � ��� 522 8 E

x̄(t) = ±x0 tanh

(
x0

√
λ

2
(t− t0)

)
= ±x0 tanh

(
t− t0
∆t

)
. I6 '�3J

(� � 2�,���� ���10����+1% 1�� 41� �������2�� �+1� 41� ����. �������2�� 41 �1��1 ���2� � 1 �1 0
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λ ∆Einst ∆ELPA ∆EU+Z ∆Eexact Z0(0)

1 − 1.5015 1.5440 1.5058 0.9504

0.4 1.6645 0.9656 1.0360 0.9667 0.8862

0.3 1.5793 0.8174 0.9175 0.8166 0.8235

0.2 1.3058 0.6212 0.8777 0.6160 0.5669

0.1 0.5683 0.3297 − 0.2969 −
0.07 0.2474 0.2239 − 0.1539 −
0.06 0.1524 0.1902 − 0.1030 −
0.05 0.0761 0.1577 − 0.0562 −
0.04 0.0262 0.1260 − 0.0210 −
0.03 0.0042 0.0947 − 0.0037 −

��� � 6 '� � >��1 0� 41 ∆E �2 0 �1 42 ��1 � ��� ' 3� �01% �*01 �2�2��1 �2���1�� �1� 0�� �����
��� � 41 � ����02$ �% ���2� 4 ,�@ 4�� � 4 ��������2�� ' (�� ��1 +�1��1�� �1 $ 2��1� � �+1�
�� % ���241 4 "# 2C � �2� �2���4*01 �1 4�+1�2�� 1% 1�� 1� ,0�4�1�� D � �20401 �1 �� � ���
ILPA & �2�2��1 41 $ J 1� D � �20401 � �+��� IU + Z & �2�2��1 �02��J 4��� �1� 1� 2� �01�4 1�
�2%��1 �� 01�20% �������2� 41 �� % ���1 IZ0(0) & 410��*01 �2�2��1J ' 31� �2� ��2�� 1$���1� 41
� ��� ���2� 41 H��0K4��,10 �2�� 01�20��1� 4��� �� � ��0�*% 1 �2�2��1 '

�����1 ∆t �2�� � 1���1 41+��� �� 4������1 1��01 41 $ �1��01� x0
I4 �2C �1 � ���<����� �4�� � �J &

2� 2���1��  �1 �2�<, 0���2� � � 42% ��1 � �����,0��1 41 ��1% �� 562 8 ' �� � 1 � ��20� 1�
4�4 �01 �1� ��+1� $ ��10,���� 1� 4��� �1 42 ��1 � ��� 1� 2��1��0 � �1$�01���2� ����A��� 1
� �+���1 �2 0 ∆E 52L8 E

∆E = 2

√
2
√

2

πλ
exp

(
− 1

3
√

2λ

)
. I6 '��J

�� 41� ��� 1��� 01% �0� ���1� 41 �1��1 ���02��1 1�� � �1��1 � 10% 1� 41 01�024 �01 & D  �
����1 0 √π/e ' 0.93 �0*� & �1 0�� ���� �� � ����1� I�� ' 52�8 ��0 1$1%��1J ��� 41 � ����02$ �.
%���2� �1% �.������� 1 561 D � �20401 � 1� � ������1 41 h̄ ' 3 ��� ���2� I6 '��J 1�� �,��1% 1��
����01�����1 � ��� 1 � ����0� ��10,���� 1 & �2%%1 �2 � � ��+�2�� �+2� � & 1�� �2����2� 41 e−

1
λ
&

��� 1��1 �0��1��1  �1 ���, ��0��� 1� λ = 0 ' B1��1 ��0����0����� 1 �1 � 1 � ;�01 01�2 +0�1 ��0
�1 4�+1�2�� 1% 1�� � 10� 0����� E = E0+λE1+λ2E2+... 1� ��% 2�,�1 42�� 41 � ��%� ������1
41 �1 410��10 �2 0 4��0�01 �1 ����2%*�1 '

31 ����1� 6 '� %2��01 � 1 �1� 0�� ����� 4 "# ! ���2��1� 01�024 ��1�� �2001��1% 1�� �1�
+��1 0� ���1�4 1� 4���  �1 ��0,1 ���,1 41 +��1 0� 41 λ �+1�  �1 1001 0 01����+1 ����0�1 01
D �	 �2 0 λ ≥ 0.2 ' B1� 1�4��� & �� % ���241 41� �������2�� � ��+*01 �� � 1= ���1 �20� 1
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��� � 6 '2 � >��1 0� 41 ∆E 1� �2����2� 41 λ 42���1� ��0 �� % ���241 4 "# & ��0 �1� �2� ��2��
1$���1� 41 � ��� ���2� 41 H��0K4��,10 1� ��0 �1 0�� ���� ����A��� 1 41 � ����02$ �% ���2� �2�.
� 10� 0����+1 4 ,�@ 4�� � 4 ��������2�� '

λ 41+ �1�� �0*� ���� �1 & �1 � � �2001�� 2�4 D 41 �0*� �� �1� ��00�*01� 41 �2�1���1� 2C � �1)1�
� ��1� 41+�1�� %2��401 1� 2C �2,�� 1%1��  �1 ���02��1 �1% �.������� 1 �2 0���  �1 �2��1
���02$ �% ���2� ' 3 �1001 0 01����+1 1��01 �1� +��1 0� 1$���1� 1� �1��1 41 �� % ���241 4 "#
41+�1�� ��20� �0*� �%�20����1 & �2 � ��% ��1% 1�� ��0�1 � 1 � ����0� 4 ���10,�1 �1�4 +10� @�02
� 2 0 λ→ 0 & 42��  � 0���2��1%1�� 1� �10% 1 4 �1001 0 01����+1 41+�1�� ��� 041 '
42 0 �+�� 10 �� �0�����2� 4 "# � 0 �1��1 ���,1 41 +��1 0� λ < 0.1 & �� 1�� �0���0���1 41
01,�0410 � �1001 0 ���2� 1 � � �1 ��������1 � �2 0 41 0.1 D ��0��0 41 λ = 0.06 ' B1��1 1001 0 &
D �2%��010 �+1� E0 ' E1 ' 0.7 & 01��1 42�� 0���2�����1 ' 0 1 �� � & �2%%1 2� �1 �2�����1
� 0 �� <, 01 6 '2 & �1� +��1 0� 41 ∆E 4 ���0*� �� % ���241 4 "# �1%��1�� ��1� �1�401
+10� @�02 �2 0 λ → 0 ' 02�� & 1� � ���� A��� �+1�� 1��1% 1�� � 0 �� �2%���% 1���0��� �+1�
� ����02$ �% ���2� 4 ,�@ 4�� � 4 ��������2�� & �� 1�� �2���� �1 41 �2 +0�0 D � 1 �0*� �2 � �1�
��� 41 <, 01 �+1�  �1 �2��1 <������� '

(� 01+����1 & �2��0��01% 1�� D �2� ���1��1� & �� 01�20% �������2� 41 �� % ���1 � ����20�1
��� 4 ��% ���20���2�� 1� % ;% 1 4�,0�41 �� �0�����2� ���1���1 �+1� �1 � 2�1���1� �1 � I�1 01� 20�10
� ����1� 6 '�J ' (� 1)1� & �1� �2001���2�� � 0 ∆E �2�� �02� �%�20����1� ��0 Z � ���2�,�1
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��20% �%1�� 41 �� +��1 0 �������1  �����01 ' 1 �1� � � �1 1$�������2� �2���1% 1�� ������������1
% ��� 1 1��201 & �10����1� �A�2��*�1� � 1 +1�� ;�01 �+����1� ' ����� 42��� � 1 � ��� ���2�
�2 0 Z ��2����2��1 � �2001��1% 1�� 4��� �1 ��� 41 � �2�������1 0 ����0% 2��� 1 & 2� � 1 � � �.
�2�10 � 1 � �1�� � 1 �.;�01 �1 4�+1�2�� 1% 1�� 1� ,0�4�1�� � � 1�� ���4���� � �02��*% 1 4 
42 ��1 � ��� ' ?� 1�� �,��1% 1�� 1�+���,1���1 � 1 �� �2�+10,1��1 41 �1��1 ���02$ �% ���2�
� �1�� ���  ���20% 1 1� � ��� �� � �01�401 �,��1% 1�� 1� �2%��1 �1� �10% 1� � �+���� � 2 0
1�� �010  �1 �%���20���2� '
(� 4���� 41 �1 � �%2� & �1 �01% �10 �1�� 41 �� % ���241 4 "# ! ���2��1� � �1�� 0�+��� �0*�
������������ & 1� �2 � � �2��20�� 4��� �2�  ��������2� 4��� 4 �� �01� 42%���1� 41 �� ���20�1
41� ���%�� '

��1 �01% �*01 �4�1 4 ����������2� 41 �2�01 ���02��1 1�� �� � �+���1 ' 3� ,���0���2� 4 � �
�2�1���1� 1)1���� �2�+1$1 � ,,*01 � ����10�0�����2� ���10����+1 � �+���1 E �1 %2 +1% 1��
� ����� 1 4 � � ��� 1� 4 �2�41� 4��� �1 42 ��1 � ��� & 1� ��0��� ��10 � ��+2� ��2� �1%�2.
01��1 41� +��1 0� % 2A1��1� 41 �� � 2����2� 1� 41 � ��% � ���2� & � 1 � ;�01 01�024 �� ��0 �1
% 2 +1% 1�� �����
�� � 4 � �1 ��0��� �1 4��� �1 ��% ��1 � ��� 41 �2�1���1� 	���	� � �
� �' B1
� � ���0�4��10��� � ��A� 2��*�1 � 1 � �1��1���1� 41 � ����20% ���2� � ����� 1 1�� �2��1� 1 4���
�1 �2�1���1� 1)1���� 1� � ��� 1�� ��20� �2���� �1 41 �0���10  � �02��*% 1 � ����� 1 � �+��� �1
�20% ����% 1 41 �� ��A��� 1 ������� 1 ' B1��1 �4�1 & 01����+1% 1�� ��� ���+1 1� �2��20��1 ��0
�1� �2�� ���204� �02 +�� 4��� � ��� 41 41� ��+1� $ ��10,���� 1� & �10� 1$��20�1 � �2 0� 4 
������01 L & 4��� �1� 1� �2 � +1002�� � �1��1 �1 � 1 � ��� ;�01 ������ �1 ���+1% 1�� '
- ���%2��� & �2 � �10����1� �2�4���2�� & �2 � %2��0102�� & �+1� �1 � ��20� 4 ��0, % 1��� ���2.
0�� 1� & � 1 �1 %2 +1%1�� ������� 1 4 � �1 ��0��� �1 4��� �1 � 2�1���1� 01�20% ����� � 1 �
�2����� 10  �1 � 2��1 ���02$ �% ���2� 41 � ��+2� ��2� �1%�201��1 41 �� +��1 0 %2A1��1 41 ��
� 2����2� 4��� �1 42 ��1 � ��� '

��1 � �01 +2�1 �2���� �1 �10��� 4 �1$� 20�10 �2� 0���2��1%1��� 1� �2� 0�� ����� 4���  �1
-./ D 2 4�% 1���2�� �<� 41 +2�0 �� �� % ���241 4 "# 1�� � ��� 1= ���1 4��� �1 �2��1$�1 '
?� � �1�� �+�0� �2 � ��� 01� 41 �2 � 4�0�,10 +10� � ��� 41 4 � � � �01 �2�1���1� 41 �A� 1 42 ��1
� ��� & 1� � �2 �� 001��1 � ����2��2 0����1 �2�1���1� 41 F �,,� 4 G24*�1 H���4�04 & �� � � 1
� �% ��� 4 ���� ����� ' -2 � ���2�� ����� ��+1���, 10 � ������01 � �+��� 41 � 1��1 % ���*01
�� �2�+1$ ��� 4 �2�1���1� 1)1���� �1 % ����1��1.�.1��1 1� � 1��1� �2���� 1��1� ����2%��2.
�2,�� 1� �1�� � 1 �.�� �+2�0 & �2��%%1�� � 0 �� � 1���2� 41 �� 4��10% �����2� 41� � 20�1�
����0�1 01� � 0 �� % ���1 4 �2�2� 41 F �,,� '
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��0*� �+2�0 ��02 +� �� % ���241 4 ,02 �1 41 01�20% �������2� ! ���2��1� 4��� �1 ��401
41 �� % ������ 1 � ����� 1 I���20�1 41� ���%�� ���% 1����01 D 3� � 4�% 1���2� �����2.
�1%�201��1J & �2 � �2 � �2 0�2�� ��� 01��1% 1�� +10� �2� ���������2� � $ -./ D d = 4
4�% 1���2�� ' � ���� & �2 � ���2�� +2�0 �� �1� 0�� ����� 1��2 0�,1���� 41 �2�01 ����A�1 �2�.
� 10� 0����+1 �0���41��1 � 1 +1�� ;�01 ��1�4 � D 41� �02���% ���� 1� � �����0�+��� 4��� �1
��401 4 G24*�1 H���4�04 IHG J 41 �� ��A��� 1 41� ��0��� �1� '

31 HG 1��  �1 ���20�1 �2��20��1 ��0 41 �2%�01 �1� �2�<0% ���2�� 1$��0�% 1����1� 41
,0��41 �0�����2� ' /2 �1�2�� & �1 %24*�1 � �1�� ��� �2 � D ���� �2%��1� 1� �1 �1��1 0 ������01
� 2�1 1��201  � �10���� �2%�01 41 � 1���2�� 41 �2�4 �00��2� 1� ' 4�0 ����1 0� & 1� � ����1��1
41 4��1���2� 1$��0�% 1����1 4 �2�2� 41 F�,,� & �� 01��10��1 41 �2��0����1� ���20�� 1� � 0
�� % ���1 m

H

1�� �0 ����1 ' 0 ��� �1 �2��1$�1 4 HG & �1��1 � ������ � �1�� ��� <$�1 ��0
�� ���20�1 & �� � ��,�� 42�� 4 � � ��0�%*�01 ���01 � �� � 	
�	
 �1 �1 � �1$� �0�% 1�����2� �1 �
4��10% ��10 ' B1�1�4��� & � �1$��20���2� 41� �02�0����� 4 �1��1 0 41 F �,,� 4 HG I2 41 �1�
1$�1���2�� � � 10�A%��0�� 1�J � � 10% �� 4 ����20�10 41� ���20% ���2�� � 0 �1 � 2��� '

� ���� & 41 $ �2��0����1� ���20�� 1� �2�� �2 0�%%1�� �+����1� E  �1 �20�1 41 % ���1
� ��0�1 01 & ����1 � 0 �� �0�+ ������ 41 �� �2������1 41 �2 ���,1 � �0��� 1 5278 I�� �1 41

L�
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3��4� J & 1�  �1 �20�1 ����0�1 01 01� 2���� � 0 �� ���1����� 4 ��+2�0  � +�41 ��1��02���� �1
I(5 �J �����1 I+2�01 % ��������1J 529�L78 ' B1� ��% ��1� ���20�� 1� 4�� 1�41�� 41 �� +��1 0
4 � �2) ��A��� 1 & � �1��.D.4�01 41 � ����1��1 41 �� �2 +1��1 ��A��� 1 D ��0��0 41 ��� 1��1 �1
HG �104 �� +���4 ��� '

� �� �!�()&'%� �)! � %)!� ��  � "()*#�,$� ��' 

-2 � �2 � �2 �����102�� ��� 5��8 � 0 �1 ��1�.�2�4� 4 � �1 �1��1 4��10% �����2� 41� � 20�1�
����0�1 01� � 0 �� % ���1 4 F �,,� 1� � 0 �� ��,���% ��� 4 ����2% *�1 4 ������������ '
31 �2�1���1� 1)1���� 1�� �2%% ��%1%1�� ���� �� 4��� � ����02$ �% ���2� D  �1 2 41 $
�2 ��1� �% ���20�1 ��0 �� % ���241 4 "# & 1� �2��� V

RGI
(φ) ' B1��1 �1����� 1 I�0��1���1

�20� 4 ������01 �J �2�����1 D 01�2%%10 �1� �2��0�� ��2�� 42% �����1� 4 � �1 �10����1 �����1
41 4��,0�%%1� 41 .1A�%�� & �1 � � ��1�4 �2����1% 1�� �� +���4 ��� 41� ���� �� 1� � 2 ��1� '
-2�01 ����A�1 �10� 42�� ����1 1� �01% �10 ��1 � 0 �1 ��2�$ 41 4��10% �����2� 4 �2�1���1�
1)1���� & � �� �2�<0% �1 ��0 41� ���� �� �2�.�10� 0������ ,0��1 � $ �� ���2�� 1$���1� 4 
,02 � 1 41 01�20% �������2� '

31 0���2��1% 1��  � 1� ��4�� 1 � 1 �� �0��1 1� �2%��1 41 �� �2001���2� 0�4����+1 ��� 1 4 
�2 ���,1 41 � ��!� 1��01 �1 �2�2� 41 F �,,� 1� �1 � �0� �2� � 4���������1 �1 + �41 ��1��02���� �1
4 �2�1���1� 1)1���� ' (� 1)1� & �1��1 �2��0�� ��2� 1�� 41 ��,�1 ��,���� I1� 0���2� 41 �� � 2 ��1
�10% �2��� 1 tt̄J 1� � 1 � �2�� 001��10 �1 �10% 1 ������� 1 λφ4 ' ?� �00�+1 ����� � 1 V

RGI

/������1
+10� �1 ��� � 2 0 41� +��1 0� 41 φ �� � ,0��41� � 1 �1 �2����2� v 4 % ���% % (5 ' (�� ��1 &
�1�2� �1 ��2�$ 41� +��1 0� 41� ��0�% *�01� ��A��� 1� & �1 �2�1���1� � 1 � �2�� 01��10 �2� ��% ���
����0�1 01% 1�� I� ��2 �414 �02% �1�2! �J �  �� �D � ����1��1 41 4 ����� & �2�� 01% 2��10 � 2 0
�20% 10  � �2 +1� % ���% % �� � �2�� 1� �� � �02�2�4 � 1 �1� � ��1��02���� �1 ' �� ��0�1
41 % ������������ 4��� �1 �1�2�4 ��� 41 <, 01 '

4 ��� 1 � ������������ �1 �0��1��1 �2 0 41� ,0��41� +��1 0� 4 ���%� & �1 �2�1���1� V
RGI1�� ���02$ �% � 1� �2��10+���  ��� 1%1�� �1 �10% 1 � �0��� 1 5L2 8 & � �1��.D.4�01 1� �2����2�

����4�04 E
V

RGI
(φ) ≈ λ(φ)

24
φ4 . I2 '�J

�� ��!����� �
������,  ��� ���� � ���� �, ���$�+ . 	� +&$������, ��� �� #��!��� ��� ����	�����+� + �� � ��� ���� .

* ���� % + �� ����� , �+(�� ��, ����& �� !����+(�� + ' #��+ ��� ����� #��!�� % ���� +��� + �� �� ! � +� �
 .
�� �������, ��� � '����,#�� +�� !���� 
�� +� ��� � ����� ��� ��� )� ��� �� �� #���� +� � �

 � ��� �!����+&��� . �� �� ��)�� !�� ��+ �� % ����� � !�����#����� +� ��� ��� ����� �� !�, ��� % &� �� +���& )�� !����

+��  ����� )� �� � ��� �&
 ��
� #�� �� � ���� +� � ,  ��� # � �!��� ���� � �# �� +� !�� +������� .
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0 ��� �1��1 �� ���2� & �� 4�� 1�4���1 41 λ(φ) �+1� φ 1�� 1��1���1��1% 1�� �� % ;%1 � 1 �1��1
41 �� �2������1 41 �2 ���,1 � �0��� 1 "#?

λ(µ) �+1� � ����1��1 �2 0���1 µ & 41 �1��1 ���2�
� ��� 1�� � 2���� �1 41 4��0�01 �1 �2%�20�1% 1�� 4 �2�1���1� 4 ���0*� �1 /2� 41 λ(µ) ' /2 �1.
�2�� & �2%%1 �1�� � ��� �2001��1% 1�� �2 ��,�� 4��� 5L78 & �� �2����2� λ(φ) �2���1�� � ��� 41�
�10% 1� � � � �����0����1�� ��� 4��� λ(µ) ' B1� 4�)�01��1� & �2 +1�� ������1� 41 ���� & �1 �2��
��,��,1���1� � 1 �2 0 41� �0*� ,0��41� +��1 0� 41 φ '

3� 01� ;�1 � 1 �1 +�41 ��1��02���� �1 �2�� �����1 +��.D.+ �� 41� / �� ���2�� � ����� 1� 1��
+ 1 �2%%1  �1 ��� �	�
� �� � � ���� ������ 
�� � ���
�
��� �� �� D �%�2�10 � �2�1���1� 1)1���� '
B1� �% ��0���� ��4 ��  �1 01����2� 1��01 �1 � �2) ��A��� 1 1� �� % ���1 % ���% ��1 4 F �,,� '
3� 4��10% �����2� 41 �1��1 ��% ��1 ����0�1 01 1�� 0������1 4 ���0*� �1 0���2��1% 1�� � �+��� '
� ��0��0 4 ��2�$ 41� �2�4���2�� � $ ��% ��1� � 2 0 λ(µ) 1� � 2 0 �1� � �01� �2������1� 41
�2 ���,1 & �A��� 1% 1�� D � ����1��1 µ = M

Z

& �1� �� ���2�� 4 "# �2�� 0��2� 1� ' � %1� 01
� 1 µ � ,%1��1 & λ(µ) 4��02 �� I�+��� 41 01%2��10 ��� 2 ��04 +10� �1 � � �1 41 3��4� J '
H1�2� �� +��1 0 �� �����1 λ(M

Z
) & �� � 1 � �00�+10 � �D  �1 �10����1 ���1��1 µ = Λ & �� �2������1

41 �2 ���,1 � �0��� 1 �2 0���1 λ � ���1 � ���� �10 1� 41+1��0 ��,���+1 � 2 0 41� +��1 0�
� � �0�1 01� D Λ ' H� 2� �2 ����1 � 1 �1 +�41 (5 �2�� �����1 & �� +��1 0 Λ � ����10�0*�1 ��20�
�2%%1 �1 � �2) ��A��� 1 41 �� ���20�1 & 1� 4 �� �01� �10% 1� � ���10,�1 D ��0��0 41 ��� 1��1 �1
HG � �1�� �� � +���41 1� 2C  �1 �2 +1��1 ��A��� 1 1�� ���1�4 1 '
. ����1% 1�� & �2��������� �� 01����2� 01����� m

H

D λ(µ) & �� ��2�4���2� 41 %������, �& � �
� ���0�� � ��+1� 41 � ��0�01 m2

H
=

λ(M
Z

)

3
v2 & �� 1�� � 2���� �1 4 �2��1��0  �1 ��% ��1 ����0�1 01

� 2 0 �� % ���1 4 F �,,� 1� �2����2� 41 Λ 41 % ���*01  ��+2� 1 ' B �1�� �� �02��4 01 ����4�04
� � �2�4 �� D 4��10% ��10 �1 � 1 �� �����0�� 01 � 4��2%%� �� � 20�1 41 ��������� 41 m

H

'
3� �2���� ����� 4 ��+2�0  � % ���% % �� � ��� � 1 �1� � ��1��02���� �1 1�� �,��1% 1�� �2���.

4�0� ' 3 ��0, %1�� 1�� � 1 �� �1 �1%�� ���1����01 � �����,1 ��0 1)1� � ��1� 1��01 �1
�� $ + �41 I(5 J 1� �1 +0�� 1�� � = ��%1�� ,0��4 ��0 0���20� D � ��,1 41 � � ��+10� & ��20�
�� 1�� 1�+���,1���1 � 1 �2 � � ����2�� +�+01 4���  � +�41 (5 %��������1 ' H �+��� �1��1
���02 ��1 & 41� �20�1� 41 %������������ � 0 �� % ���1 4 F �,,� �2�� �02 +�1� 52: & L� & L98 '

B1�1�4��� & �1� 0���2��1% 1��� ����0����1�� � 1 �2%������1� �+1�  �1 41� �02�0�����
�2�4�% 1����1� 4 �2�1���1� 1)1���� Veff & � � ���� �1 � 1 �1 410��10 1��  �1 �2����2� �2�+1$1
41 �2� �0, % 1�� φ & �2%%1 �1�� � ��� �2 ��,�� � ������01 � ' ?� 1�� �,��1% 1�� �2�2�01 � 1
�20�� 1 �1 �2�1���1� ������� 1 � �1�� ��� �2�+1$1 I�1 � � 01�0��1��1 �1� ��� ����2%��2.
�2,�� 1� �1� �� � ����01������J & � ����02$ �% ���2� 41 Veff D �0�+10�  � 4�+1�2��1%1�� 1�
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�2 ��1� & D � ��%�20�1 � 1� 20401 <�� & �1 � 10% 1� ��� 41 01�2 +0�0 �1��1 �02�0���� ' 0 1�
% ���241� ���10����+1� �2�.� 10� 0����+1� �2 0 �1 ���� � 4 �2�1���1� 1)1���� & �1��1� � 1 �1�
��% ����2�� � 0 0��1� 5L:8 & �1� ���02��1� +�0����2��1��1� 5�38 2 41� % 2A1��1� �4�� ��1�
41 0�� ����� � 10� 0������ 5� �8 & �2 0����1�� �� �20% 1 �2�+1$1 �2001��1 ' B2%%1 �2 � � ��+2��
4�� D +�0�<� 4��� �1 ��401 01��01��� 41 �� % ������ 1 � ����� 1 �20� 4 ������01 �0���41�� &
�1� �� ���2�� ! ���2��1��1� �2����� 1�� � ���  � 2 ��� �2�.�10� 0����� 2)0���  �1 ���02$ �.
%���2� �2�+1$1 �2 0 Veff 567�6: & ����2 8 '

3 �2�� 1���� �0������� 41 �1 �0�+��� 1�� 41 % 2��010 � 1 Veff � �1�� 
������� ��� �� ��	�' B1��1
����01��1 ����������� 2��10+�1 � �1�� � � �1 �2���� 1��1 �0��<��1��1 41 � �1$�0�� 2����2� 4 
�2�1���1� 1)1���� D 41� +��1 0� 41 φ ��� �1� 1� 41�20� 41 �� 0�,�2� 41 +���4 ��� ' - ��+1% 1��
� 2 0���� & �� �1%��1 � 1 �1��1 ����������� �1 �024 ��1 4���  �1 @2�1 2C �� ���20�1 41�
� 10� 0����2�� �1%��1 ;�01 <���1 562 8 1� � �1�� � 2 0� 2� �1� ����A�1� �0���41��1� � �2�� ���
% �� 1� �+�41��1 �1��1 1001 0 ' 0 1 �� � & � � ��������2� 41 �� % ���241 "#? & � � � 10% 1� 4 ����0,�0
�1 42% ���1 41 +���4 ��� 41 �� ���20�1 41� � 10� 0����2�� ��0 �� 01�2%%���2� 41� �2,�0���%1�
I42% ������ & �2 �.42% ������ & 1�� 'J � �2�4 �� D � 1��10 � 1 � �1$ ���1��1 41 � ������������ �����
 � �02��*% 1 ���20�� 1% 1�� 0�,�� '

-2 � % 2��0102�� 1�� ��1 � �1� 4���� 41 �� �2�+1$ ��� �00��0�,���1 4 �2�1���1� 1)1���� & ��
01��1 �2���� �1 & ��0�42$��1% 1�� ,0��1 D �1��1 �02�0���� & 41 4�0�+10 41� � 20�1� ����0�1 01� � 0
�� % ���1 4 F �,,� ' - ���%2��� & �1� 410��*01� �1 �2����� 1�� ��� �1 0�� ���� 41 � ����������2�
4 � �1 �2��0����1 ����2%��2�2,�� 1 � ����% 1����01 & D ��+2�0 �� ���1����� 41 �� ��������� 4 
�2�1���1� & % ��� 1��1� �2�� 1� 0������ 4�� D ���� �1� 4��� �� ���20�1 ' (� 4 �� �01� �10% 1� & 1�
01�� 1����� �2�,�1 �1% 1�� � �� �2�2��������1 41 �� ���20�1 & �2 � �2%%1� 1� % 1� 01 4 �1�
�41���<10 �1� ��% ��1� ���0���*� 1� � 2 0 ���� 1 � 1 41 ��0�%*�01� & �1 � � �0���� � �1$ ���1��1
41 � 20�1� ����0�1 01� � 0 m

H

'
(� �1 � � �2��10�1 �� ����2%��2�2,�1 & �2 � +1002�� � 1 �� � ����1��1 41 �� �2 +1��1 ��A��� 1
�1 �02 +1 � $ 1�+�02�� 4 /1> & � ����0� 1��01 �2� � 20�1� 1� �1��1� �02 +�1� ��0 �� % ���241
����4�04 4 �0��*01 41 ��������� 41+�1�� ��,��<����� ' ��1 � �01 �2���� 1��1 41 �2�01 ����A�1
1�� � 1 �1 �����0�2 41 % ������������ 1�� 4�<����+1% 1�� 1$�� '

�� � �01 +2�1� 41 �1��1 �� 41 1�� �2����0� D ���0�<10 �1 ����2% *�1 41 �2�+1$ �<����2� 4 
�2�1���1� 1)1���� 4��� �� 0�,�2� ���10�1 & 2C �2 � %2��0102�� � ��� 1�� �2���� �1 41 01�024 �01
�� �2���0 ���2� 41 G�$!1�� D ��0��0 4 ��� ���2�� �2�.� 10� 0����+1� 4 "# 5��8 & �4����1�
D �1 �A� 1 41 �02��*% 1 2C 41 $ �2���� 41 �1��1 �2� �0�+ �� $ �2 1$ ���1�� �+1� �1 % ;%1 �2�4�
4��� � �����,0��1 41 ��1% �� '
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� �1��1 2�����2� & �2 � 01�2���4�0102�� �10����� �0, % 1��� �2� ���01� 5L� &�L8 � � �2�� ��0.
�2�� �02� 2��� �2%%1 �� �2� ��2� 4 �02��*% 1 41 � ������������ 4 + �41 (5 ' -2�01 ����A�1
�2 ��,�10� � 1 �1� 0���2��1% 1��� & ����� � 0 41� 01����2�� 1��01 �1 �02��*% 1 41 �� �2�+1$ ���
I41 �� 0�,�2� ���10�1J 1� �1� � 41 � ������������ I41 �� 0�,�2� 1$�10�1J �0;�1�� �2 0 �1 %2���
D �2�� ��2� 1� �1 �1%��1�� ��� �2����� 10  � �0���1% 1�� � 10���1�� 41 �1� � 1���2�� '
-2 � +1002�� 1� ���� � 1 ���� �1 41 �1� 4�= � ���� 1�� 0��2� 1 ��4�+ �4 1��1% 1�� 41 ���2�
0�,2 01 �1 1� �2��01��1 � �� �01% �*01 1�� � 0% 2���1 ,0��1 � �2��1�� 4 ������������ 4A��.
% �� 1 41 12,2� � 2+ 1� �� �1�2�41 & �2%%1 �2 � � ��+2�� 4�� D �+2� � & � �2 0 20�,��1
 �1 1$�0�� 2����2� ����,��1 4 42% ���1 41 +���4 ��� 41 �� ���20�1 ' B1 �0�+��� �2����� 10�
 �1 �2��1 1��0�1 1� %���*01 � 0 �1 % ������% 1 41 �0�� 01 41 �A%��0�1 1� � 10% 1��0� 41
% 1��01 1� � % �*01 �1� 4�)�01��1� 1��01 �1 �02�1�� � 1� �� �2�+1$ �<����2� 4 42 ��1 � ���
1� % ������ 1 � ����� 1 204����01 '

42 0 �2%�01�401 � �20�,��1 41 �1��1 ����01��1 ����������� 4 +�41 (5 & �� � �1�� ���
���1����01 41 �2���4�010 �1 HG 1� 1���10 ' (� 1)1� & �� ��0 �� 01 41 ,02 �1 1� 41 � � ,1 41
�� ���20�1 � �1�� ��� 1��1���1��1 �2 0 �� �2%�0��1���2� 4 ����2%*�1 ' B2%%1 �1 410��10
1��  ��� 1% 1�� 4� � �2 ���,1 4 F�,,� �+1� �1 �2� &  � %24*�1 �� � ��% ��1 & �20% � ��0
 � ���%� ������01 ���10�,������ �+1�  � �10% �2� ��0  � �2 ���,1 41 � ��!� & 4��0�� 41
�� % ;% 1 ���2� �1 % ������% 1 41 � ������������ ' ?� 1�� 42�� � = ���� & � 2 0 4�+1�2��10 �2�01
�0, % 1�����2� & 41 �1 ��% ��10 D �1 % 24*�1 ��% ���<� 2C �1 0� �1 � 2 � ��0 ���� 1 �10% 1 1��
� 1� �2 � �� � �����1% 1�� �41���<���1 ' 3 �1$�1���2� 41 �2� 0�� ����� � HG 1�� �%%�4���1
1� � ��� 1)1�� �1 1� �1���� �2%��1 41� 410��*01� % 1� 01� 1$� �0�% 1����1� �2�� 1� 5��8 D
�� 4��1 41 � �������2� 41 �2�01 �0����1 5��8 '

3 ������������ 4 �2�1���1� 1)1���� ������01 ���� � �2�� 1� 41 �2%�01 �1� �� 41� 4��� �1�.
� 1��1� V 1l 1� V

RGI

�2�� ���� ��� D � ���41 41 �� % ���241 41 �� 0�, ��0�����2� 4�% 1���2��1��1 '
H �+��� �1��1 �2,�� 1 & �2 � �2%%1��102�� 41 %;%1 ��0 4��10% ��10 �1 �2�1���1� 1)1����
41 �2�01 %24*�1 � �+��� �1 ����% � MS ����� 1� ' B1�1�4��� & �2%%1 2� �1 �2%�01�40�
����01% 1�� ��0 �� � ��1 & �� 0�, ��0�����2� 4�% 1���2��1��1 �1 � 1 � ��� 0�+��10 � �20�,��1 4 
�02��*% 1 ' 3 �1001 0 41 0���2��1% 1�� �2��1� 1 4��� �� �02 ��4 01 ������� 1 �10� % ��1 1�
�+�41��1 ,0��1 D 41� ����% �� 41 0�, ��0�����2� �� � ��A��� 1� & D ��+2�0 ��0 � ����024 ���2�
4 � � � �2)  ��0�+�2�1� I�> J 4��� � ����1��1 41� �%� ���2�� 1� ��0 �� % ���241 ! ���2��1��1
4 "# ' 3� 0�, ��0�����2� 4�% 1���2��1��1 1��  � 2 ��� �0*� � ������ � � �2 0��� 4�01��1% 1��
�1� 0�� ����� <��� 41 �� ���20�1 41� � 10� 0����2�� 01�20% �����1 ' B1� 1�4��� & �1� 41 $ � �01�
����% �� � 10% 1��1�� 41 � �+01 �� � �2����1��1 �1% 1�� I1� �� � ��� 20�1 �1% 1��J �1� ���� 1�
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D 1)1�� 10 � 2 0 ����10 4 �2�1���1� � � 01�20% ����� ' B �1�� 41 �1��1 % ���*01 � ��� 1��
� 2���� �1 4 ����0��1�410 � ���2%���1 D � �20�,��1 41 � ������������ 4 +�41 (5 '

-2 � �+2�� �2�� � �2 0� 41 �2�01 �0�+��� � 1 41 $ �0����1� 0��1��� 5�7 & �98 2�� ���
�2����0�� D �1 % ;% 1 �02��*% 1 ' 1 �1� � 1 �2� �2��� ��2�� � �����01��1�� D �1��1� 4��1�4 1�
��0 �1� � �1 0� & �2�01 �0�+��� �1 4�)�01���1 � 0 �� ��1 0� ��� 1��� �%�20����� & � � ���1����1
 �1 �10����1 % ��1 � �2��� ' ��1 �2%��0���2� �10� 42�� �0��1���1 4��� �� ��0��1 �2����0�1
D � �����A�1 �2�.� 10� 0����+1 41 � �����01��1 ����������� 41 Veff '

-2�01 �� 41 & � � �1 �02�2�1 4 �����A�10 1� �2 �1 ,���0����� � ���/ 1��1 41� �2001���2��
0�4����+1� �10% �2��� 1� � 0  � �2�1���1� 4���  �1 ����1 D �A% ��0�1 �0���1 & 1� 1� ��0��� ��10
41 �1��1 4 �2� � 0 �1 �1��1 0 41 F�,,� 4 HG & 1�� �0��� ��1 1� ���� ���� 1� '

3� �01% �*01 ��0��1 �10� �2����0�1 D ���0�<10 �� � 1���2� 41 �� �2�+1$ ��� 4 �2�1���1�
1)1���� 4��� �� ��0��1 �1��0��1 1� 4��������� �2%%1�� �1 �0��*01 4 ������������ 4A��% �� 1
41 12,2� � 2+ �10% 1� 41 �2�����10 �� �2�+1$ ��� 41 Γeff

�+1� � �1$ ���1��1 4 � �1 ����1 �0���1
1� �2%%1�� �1� �2����2�� 41 #011� �1 +1�� ;�01 ���� ��1� D ��0��0 41 � �����2� 1)1���+1
�2�+1$1 ' 0 1 �� � & �2 � %2��0102�� � ��� 1�� � 2���� �1 4 ��%���% 1��10 �1 �2��1�� 4 ������������
4A��% �� 1 4��� �1 ��401 41 �� % ���241 ! ���2��1��1 4 "# ' (�� ��1 & �2 � 4��10% ��102��
����A��� 1% 1�� & 1� � �+��� �1 ����% � MS & �1 � 2�1���1� 1)1���� 2�1.�22� � �� "#? �2 0
�2�01 %24*�1 ��%���<� 1� �2 � +1002�� � ���� �2�� �2 � 41 $ �������1� '
0 ���  � �1�2�4 �1%�� & �2 � +�0�<102�� � 1 �� 0�, ��0�����2� ��0  � � �2) 4��� � �1����1
41� �% � ���2�� �2�4 �� D  � 0�� ���� �41���� 1 ' 3 ����� 1 � �+���1 � 10% 1��0� & ��0 � �����A�1
41� ���� �� �0���41��� & 41 %2��010 � 1 � ������������ 4 �2�1���1� 01�20% ����� �02+�1�� 41 �2�
1$�0��2����2� � .41�D 41 �2� 42% ���1 41 +���4 ��� ' 4�0 ����1 0� & 1� ������ ��� �� �2��0����1
I���0���*� 1J 41 �2�+1$ ��� & �2 � �02� 2�102��  � �0��*01 �2 0 �02 +10 �1 � �2) ��A��� 1
41 �� ���20�1 ' -2 � ��1�402�� �2�01 �0�+��� � HG 4���  �1 � ��0�*% 1 ��0��1 & 1� �2 �
�2%��0102�� �1� � 20�1� ����0�1 01� � 0 �� % ���1 4 F�,,� & 4��10% ���1� D � ���41 41 �2�01
�0��*01 & �+1� �1��1� ���� ��1� �1�2� �� ��0���,�1 ����� 1��1 ' (�<� & �1 �0���1% 1�� 4 �02��*% 1
41 � ������������ 4A��% �� 1 4��� �1 �2��1$�1 �2�.� 10� 0����� 41 �� % ���241 ! ���2��1��1 4 
"# �2 � � 10% 1��0� 41 �2002� 2010 �2� �2��� ��2�� '

� �	 ��$� *(���  � �!��$*�#��� &�!$, ��' 

�+��� 41 �2%%1��10 � ��� 41 4�������1 41 �2�01 %24*�1 & �2 � ���2�� �02 ��410 D � �����A�1
41 �10����� �0, %1��� �2� ���01� 5L� & �L8 & �2 +1�� �+����� �2%%1 ����� �� 0��2� ��2� 4 
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�02��*% 1 41 � ������������ & 1� ����� %2��010 � 1 �1� 0���2��1%1��� �1 �2�� ��� � 10���1��� ' �
�1��1 2�����2� & �2 � 0��� 1��102�� �1� ,0��41� ��,�1� 4 % ������% 1 41 �0�� 01 41 �A%��0�1
1� �2 ��,�102�� �2%%1�� �� �02�0���� 41 �2�+1$ ��� 4 �2�1���1� 1)1���� 1�� 01��� 0�1 ' -2 �
+�0�<102�� � �����,1 � 1 �1 ����2% *�1 �1 4�)�01���1 41 �� �2�+1$ �<����2� 4 42 ��1 � ���
1� % ������ 1 � ����� 1 204����01 ' 0 1 �� � & 1� ������� �1 �0��*01 4 ������������ 4A��% �� 1
41 12,2� � 2+ �+1� �� % ���241 4 "# ! ���2��1� & �2 � �2��20�102�� �1 ��1�.�2�4� 41 �2�01
���02 ��1 '

0 ��� �1� �0�+� $ 5L� & �L8 & � �����2� 1)1���+1 Γeff [φ] 1� �� �2����2��1��1 ,���0��0��1 41
�2����2�� 41 +10�1$ �4 ? 41 �� ����1 �0���1 Γ

1PI

�2�� �0��1���1� �2%%1 41 $ � �������
4�)�01��1� ' B1 4�����, 2 1��  �1 �01% �*01 �2 0�1 41 �2�� ��2� � ��� 1 �2 � �+2�� 0���1��
� ������01 � � 1 �1 �2�� 41 $ 4�<����2�� �2%���% 1����01� 4 %;%1 2�� 1� ' (� ���� & �1�
� �1 0� �2���4*01�� �2� ��� Γ

1PI

& % ��� �2� ���02$ �% ���2� ��� 1 4 � � 4�+1�2��1%1�� � 
�01% �10 20401 1� h̄ & Γ1l

1PI

& 1� 01% �0� 1�� � 1 �1��1 410��*01 1�� �2�.�2�+1$1 ' B1 �2����� � ��
0�1� 4 ���2����� � ��� 1 �1 4�+1�2�� 1% 1�� 1� �2 ��1� 1�� & �2%%1 �2 � � ��+2�� 4�� D �+2� � &
��������1 ��0 �2���0 ���2� 41 ��������01 D �� �02�0���� 41 �2�+1$ ��� 4��� �1 ,1�01 41 �02.
��*% 1 �+1� �0�� 01 ��2�����1 41 �� �A%��0�1 ' - ���%2��� & � �1��  �1 � 2��1 ���02$ �% ���2�
41 Γeff

� +2�����,1 41� % ���% � I%2A1����� � 1�� 1� �0��� ��2�� D �01�401 & �2%%1 �2 �
� ���4�� 102�� ��0 �� � ��1J 1� �� � ,���0��1% 1�� 4��� �� 0�,�2� 1$�10�1 ' (� 01+����1 & 4���
�� @2�1 ���10�1 �2�.�2�+1$1 I������� 1%1��J & 1��1 �2����� 1  �1 ���02$ �% ���2� ���2001��1
41 � �����2� 1)1���+1 '
(�� ��1 & � ��0, % 1�� 41 5L� & �L8 1�� � 1 & � 2 0 �� 4�10 �� ��������� 4 +�41 ��1��02�����1 & ��
� ������ � 10���1��1 D �01�401 1� �2%��1 1�� V

1PI

I2 �� � ,���0��1% 1�� �� +10��2� �%�.
��20�1 ��0 �1 "# & V

RGI

J �� ��� � 1 �1 �2�1���1� �2�+1$1 Veff & 1� � ������ 42��� � 1 V
1PI

1��
�2�.�2�+1$1 & �� � �A � 42�� ��� 41 �02��*% 1 �+1� �� �2�+1$ ��� 1� � ������������ 1�� �2 � D ����
��,���% 1 5L�8 ' 3� �  ���<����2� 41 �1 0 �0, %1�� 1�� �� � �+���1 ' 31 � 2�1���1� Veff � 1 � ;�01
2��1� I�� ' ������01 �J ��0 �� % ���% �����2� 41 〈ψ|Ĥ|ψ〉 & 2C Ĥ 1�� �� 41����� 4 ���10,�1 4 
�A��*% 1 1� |ψ〉  � ���� � � ��������� �� �2��0����1 〈ψ|φ̂|ψ〉 = φ ' 42 0  � �2�1���1� ������� 1
� � �0��1 �� �A%��0�1 & �1� ����� �2001��2�4��� � $ +��1 0� 41 φ 4��� �� 0�,�2� 1��01 �1�
41 $ % ���% � ������� 1� ±v �1 �2�� ��� �2 ������� I�2 � 01+�1�402�� � 0 �1 �2��� D �� <�
41 �1��1 ��0��1J ' 4 ��� 1 �1 �� �1� ����� �2 ������� �2�� ����01������ 1� � 1 V 1l

1PI

1�� �1���
�2001��2�401 D 41� ����� �2 ������� & A �2%�0�� 4��� �1��1 0�,�2� ���10�1 5�L8 & �� �2��� ��2�
1�� � 1 V 1l

1PI

1�� 1� ���� �1 � 2�1���1� D �2���4�010 �1 % �1 $ ���02�0�� '
?� � �1�� ��� 4�= ���1 �1� 1�4��� 41 +2�0 � 1 �1��1 ��,�1 41 0���2��1% 1�� 1�� 1002��1 ' (�

1)1� & � ������������ 4 + �41 (5 � ��1 � 2 0 41� +��1 0� 41 φ ���1����01% 1�� �� � ,0��41�
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� 1 |v| ' � 0 & �2��0��01% 1�� D �1 � � �1 ����1 4��� �� 0�,�2� 
� ��	� � −v ≤ φ ≤ v & �1� �����
�2001��2�4��� D �� ,�%%1 41 φ 41 �� 0�,�2� �� ��	� � �2�� ��0����1% 1�� �2 ������� 1� 42��
� ��0, % 1�� �1 � 1 � ��� � ������� 10 '

(� 2 �01 & �2%%1 �2 � ���2�� �1 %2��010 ��.��0*� & �1� �2����2�� 41 #011� D %2%1���
� �� 41 �� ����1 �0���1 Γ(v)

n
& � 1 +1�� ;�01 2��1� 1� D ��0��0 4 �2�1���1� �2�+1$1 Veff D

�0�+10�  �1 �02 ��4 01 ��A��� 1 �  ���<�1 1� ����1 � 0 � ��4�1 4 ������������ 4A��% �� 1 41�
% ���% � ������� 1� I�0��*01 41 12,2� �2+J ' B1 ��401 �2��1�� 1� � 10% 1� ��20� 41 �02 ��410
� 4�+1�2��1%1�� 1� �2 ��1� ����� 1� �2 0 Veff 1� �2 � ��410� D ���0�<10 �1 ��1� 1��01
Veff

1� V 1l
1PI

'
0 ��� ���� �1� ��� & �1 �2�1���1� D �2���4�010 1�� Veff & � � 1�� ������ � ���� ��� � � �������'
- ���%2��� & ���� � 1 �2 � �2%%1� ����01���� ��0 �1� �2����2�� 41 #011� 41 �� ���20�1 �0���1 &
� �1��.D.4�01 ��0 �1� �02�0����� ���� ��� 41 Veff � �2 0 41 φ = v & �� 1�� �2���� �1 I1� % ;% 1
�� � �����1 4 � � �2��� 41 + 1 �0���� 1J 41 �2���4�010  �1 ���02$ �% ���2� �2�.�2�+1$1 �1��1
� 1 V 1l

1PI

& � � �2����41 �+1� Veff � +2�����,1 41 v '

-0.0035

-0.003

-0.0025

-0.002

-0.0015

-0.001

-0.0005

 0

 0.0005

-1.5 -0.75  0  0.75  1.5

φ
-v +v

Veff (Maxwell)

Vcl

��� � 2 '� � B2���0 ���2� 41 G�$!1�� � 2 0 �1 �2�1���1� ������� 1 4 � �1 ���20�1 �+1�  �1
�1 �1 �2%�2����1 ������01 �2���4�0�1 4��� �1 �1$�1 '
31� ��0�%*�01� ��2���� �2�� E λ = 5 · 10−2 1� m2 = −10−2 � �1�  ����� �2�� �0���0��01� I�1
01� 20�10 � �1$�1J '

(� 1)1� & �1 �1 � 42%���1 41 +��1 0 41 φ �2 0 �1� 1� 2� � ����1�4 D  �1 4�)�01��1 ��,��.
<����+1 1��01 � ����02$ �% ���2� 4 4�+1�2��1%1�� 1� �2 ��1� 1� �1 �2�1���1� 1)1���� 1$��� &
1�� �� 0�,�2� ���10�1 −v ≤ φ ≤ v ' 3� 0���2� 1� 1�� �2�� 1 1� 1�� ��%��1 D �2%�01�401 '
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4�0 �2���0 ���2� & 4��� � ����02$ �% ���2� D  �1 �2 ��1 & � �����,0��1 41 ��1% �� � � 4�<��� �1
� 2�1���1� 1)1���� �2���4*01 �1 4�+1�2��1%1�� 41 � �����2� � �2 0 4 � �  ��� 1 �2��� 41 �1��1 '
B1�1�4��� & �2 0 41� +��1 0� 41 φ ����0�1���� D �� 0�,�2� ���10�1 & �� A �  �1 �2%������2�
1��01 41 $ �2���� 41 �1��1 41 % ;% 1 �2�4� 5�L8 ' (� �01���� 1� �2%��1 ���� �1 41 �1�
�2��0�� ��2�� & 2� 01�02 +1 �2 0 �1 �2�1���1� 1)1���� �� �20% 1 ����1 I�2�+1$1J ��1� �2�� 1
1��01 �1� 41 $ % ���% � ������� 1� I�2���0 ���2� 41 G�$!1��J ' � �2��0��01 & � 2 0 �1� +��1 0�
41 ���%� φ ≥ v & � �����,0��1 41 ��1% �� 1�� 42% ���1 ��0  � �1 � �2��� 41 �1��1 �0�+ ��� I�,��
D @�02J ' B �1�� �2 0� 2� � � �1 4�)�01��1 �%�20����1 �1 � 1 � �1 �01 �10 4��� �� 0�,�2�
1$�10�1 1��01 �1 � 2�1���1� 1)1���� 1$ ��� 1� �2� ���02$ �% ���2� ��0 �1 4�+1�2��1%1�� 1�
�2 ��1� '
�� �0, %1�� �41���� 1 � 1 � ;�01 42��� 4��� �1 ��401 41 � ����02 ��1 ! ���2��1��1 2C �� �
��� %2��0� � �D �� 4�)�01��1 41 �� ����1 �2�.�0���1 & � �����,0��1 41 ��1% �� � � 4�<��� �1�
�0����20% ���2�� ��<������% ��1� 4 "# �2 0 �1 �2�1���1� ! ���2��1� 4��� �� ����1 �0���1 1��
��� 0�1 ��0 41� �2���� 41 �1��1 �2�.�0�+ �� $ 5��8 '

-2 � ���2�� % ����1���� %2��010 �2%%1�� �1� �2����2�� 41 #011� 41 �� ����1 �0���1 Γ(v)
n�2�� 2��1� 1� D ��0��0 41 � �����2� 1)1���+1 �2�+1$1 Γeff

' 42 0 ��� ��10 �1 % ������% 1 & �� 1��
� = ���� 41 �1 ��% ��10 � ��� 4 � � ���%� 41 �2�4 �2������ & � �01% 1�� 4�� 41 �2���4�010 Veff�� ��� � 1 � �����2� 1)1���+1 �2%��*�1 ' 0 1 �2 �1 ���2� & �2 � �102�� ��0 �� � ��1  ��� 1% 1��
����01���� ��0 Veff ' 4�0 ��%������� & �2 � �2 � ��% ��2�� � ��� 4 � �1 ���20�1 D  �1 �1 �1
�2%�2����1 ������01 '
?� 1�� �,��1% 1��  ���1 41 �0����10 � 1 �2 � ���2�� % ���� �10 41� � ������� 4�% 1���2���1� ID
� �1$�1���2� ��1� ��0 41� �2������1� 41 �2 ���,1J 1� � 1 �1��1�.�� �102�� 1$�0�% �1� 1�  �����
�0���0��01� I41 � ������1 4 ���10,�1J ' 3� �1 �1 �2��2� �10���1��1 1�� 1� 1)1� �� 4������1
01����+1 41� ,0��41 0� 1��01 1��1� 1� ��0 0���20� � � �2) ' ?� 1�� 1�� ��1 �����1 41 01+1��0
D �� ����2%��2�2,�1 I�2%%1 �2 � �1 �102�� �2 � D � ��1 01J � ��� ��� � = � ��0 1$1%��1
4 ����0�� 10 D �� �2����2� 4 % ���% % 4 �2�1���1�  �1 +��1 0 ��A��� 1 & D ��+2�0 �2� '�� #1+
�2 0 �1 G24*�1 H���4�04 & � 2 0 <$10� �1�  ����� 41 � �1��1%��1 41� ,0��41 0� 4�% 1���2���1� '

0 1� ���20*% 1� ,���0� $ 5: & �38 & ����� � 1 �� ��1 0� �� 41� ����A��� 1� 1� � % �0�� 1�
�2�.� 10� 0����+1� 5�� & 67�6: & L:��2 8 & ��4�� 1�� � 1 Veff 1��  �1 �2����2� �2�+1$1 41 φ
�+1�  � �2�4 ���� 1��01 −v 1� +v & �1� % ���% � 4 �2�1���1� ������� 1 ' � � �20401 �1 �� � ���
I��+1� 41 � ��0�01J & Veff �2001�� 2�4 D �� ��% 1 �1 �2���0 ���2� 41 G�$!1�� I� ��� ��� 1��1
42 ��1 ���,1��1J �0���1 � 0 �� <, 01 2 '� ' 31� � ������� Γ(v)

n
ID %2%1��� 1$�10�1� � ��J

���� ���� � ����� ,  ���� +�� � ���!���� �� !���� ���� +� !���� 
� ���� �&! �����&� + �� � ' ����� � .



�� �������	 � 
 � ���	 
�
�� 	���������	 �� �	��	�� �	 � ���� �� ��

-0.006

-0.005

-0.004

-0.003

-0.002

-0.001

 0

 0.001

 0.002

-1.5 -0.75  0  0.75  1.5

φ

vεφt

Veff (Maxwell)

Vcl

��� � 2 '� � B2���0 ���2� 41 G�$!1�� � 2 0 �1 �2�1���1� ������� 1 4 � �1 ���20�1 �+1�  �1
�1 �1 �2%�2����1 ������01 1� �+1�  � �10% 1 41 �0�� 01 1$������1 41 �� �A%��0�1 −εφ '�� +�0�<1 ��1� � 1 �1 �2��� 41 ���,1��1 φt �1 �02 +1 D ,� ��1 4 % ���% % ���2� vε

1�
� 1 �1� 4�0�+�1� 1� �1 � 2��� �2�� ��0����1% 1�� 4�<��1� '
31� ��0�% *�01� ��2���� �2�� E λ = 5 · 10−2 & m2 = −10−2 1� ε = 2 · 10−3 '

�2�� 2��1� 1� 1� �01���� �1� n 4�0�+�1� � ��1���+1� 41 Veff 1� φ = v ' (� 0���2� 41 ��
�20% 1 �0*� ��0��� ��*01 4 �2�1���1� 1)1���� �1� 1�4��� & �1��1 2� �0���2� 1�� �%��, � 1� 42��
;�01 4�<��1 �+1� �10����1� �0��� ��2�� '

3 ����02��1 � 1 �2 � ���2�� �2���4�010 ��� 5�: &738 & �2 �� 4 �;�01  � 4����� �1����� 1 & �  �1
��,��<����2� ��A��� 1 �02�2�41 ' H �+��� �� �2,�� 1 41 12,2� �2+ & �� �� � 1� ���� ���10�0��10
�1��1 ����0���2� 41 �� �0�� 01 41 �A%��0�1 �2%%1 �� % ����1�����2� 41 �� ������������ 4A��.
% �� 1 � 41� 4�)�01��� % ���% � 4 �2�1���1� � � �2����� 10��1�� ���2� 41� +�41� �� �+��1��� '
(� �� 2 ���� � ��,0��,�1�  � �10% 1 ��<������% �� 41 �2 0�1 −εφ � � �0��1 1$������1% 1�� ��
�A%��0�1 ������� 1 41 �� ���20�1 & 2� ���1���2��1 �����  � �1 � 41� 41 $ % ���% � ������� 1�
I�� ' <, 01 2 '�J '
4 � � �0�����% 1�� & �1 �10% 1 � ����% 1����01 �0�1  � % ���% % ���2� vε

�02��1 41 � �����1� v '
4�A��� 1%1�� & �1�� ��,��<1 � � �1 �A% ��0�1 ��0����1 � �1$ ���1 ��� 4��� �� -�� 01 1� � �1�
�0���� 1 �� A � 0� �2 � 2 0� 41� � 1���1� I+2�01 ��<������% ��1�J �00�, ��0���� 1� / �� ���2��
�02+2� ���  �1 �0�� 01 1$������1 41 �� �A%��0�1 & �1 � � ,��*01 ��20�  � +�41 �0���01���1�
� 2 0 �� ���20�1 '

B2%%1 4��� �1 ��� 41 <, 01 �A%��0�� 1 & Veff �1 � ;�01 2��1� D � �20401 �1 �� � ���
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D � ���41 41 �� �2���0 ���2� 41 �� 42 ��1 ���,1��1 ' 3� ��%��1 2��10+���2� 41 �� <, 01 2 '�
%2��01 � 1 �1� 4�0�+�1� D φ = vε

4 �2�1���1� 1)1���� % 24�<� Veff(φ ; ε) � 1 +1�� ;�01
�0��1� 1� �2 �1 ��� 0��� ' (� 1)1� & ��20� � 1 4��� �1 ��� �A% ��0�� 1 I<, 01 2 '�J �� 0�,�2�
����1 � ���1�4 4 � � % ���% % ������� 1 D � �� �01 I�1� �2���� 41 ���,1��1 φt 1� �1� % ���% �
�2����41��J & �1 �2�1���1� 1)1���� 41 �� <, 01 2 '� �  � % ���% % ���2� vε

& 1� �� 0�,�2�
�����1 � �2%%1��1 � �2��� φt < vε

' 31� �2����2�� 41 #011� �2001�� 2�4���1� Γ(vε ; ε)
n

D �1�
20401 � 1 +1�� ;�01 2��1� 1� ���� �02��*% 1 ' (�� ��1 & �1 �����,1 D �� ��% ��1 ε → 0 �2 0���
�1� � ������1� Γ(v)

n
�2 �����1� ' H��� 01��010 4��� �1� 4������ 41 �� �02��4 01 & �� 1��  ���1

41 �2 ��,�10 � 1 �2 0 �2���0 �01 �1� �2����2�� Γ(v)
n

& �� �� � �2%%1��10 �+1�  � �A��*% 1 D
+2� %1 <�� � �� �01�401 �� ��% ��1 41 +2� % 1 ��<�� �+��� 4 �1�+2A10 ε D @�02 '

B���01% 1�� & �1� �2����2�� 41 #011� Γ(v)
n

2��1� 1� 41 �1��1 ���2� �1 �2�� 0�1� 4 �� �01
� 1 �1��1� D � �20401 41 � ��0�01 ' 42 0 ���10 D 41� ��+1� $ � ��0�1 0� 4 ����02$ �% ���2� & �� 1��
���1����01 4 ����10 � .41�D 41 �1��1 �2���0 ���2� 41 G�$!1�� I20401 �1 �� � ���J ' H �+��� 5��8 &
�2 � ���2�� % ����1���� % 2��010 � �D � ���41 41 �� % ���241 4 "# ! ���2��1� & �1� 0�� �����
�0���41��� � 1 +1�� ;�01 ��1�4 � � .41�D 41 �1� 20401 '
-2 � � 2 +2�� % ����1����  �����10 � ��� ���2� �2�.�10� 0����+1 4 "# & D ��+2�0 � ��� ���2�
I� '�3J & � 2 0 �1 �2�1���1� 1)1���� ! ���2��1� Uk(φ) ' B1��1 410��*01 � ���0�� 1� d = 4 4�% 1���2��
�2%%1 52 & ����2 8 E

k
∂

∂k
Uk(φ) = − k4

16π2
ln

(
k2 + U

′′

k (φ)

k2 + U
′′

k (0)

)
, I2 '�J

2C �� �2����2� ′ 4���,�1 �2%%1 4 ������ 41 �� 4�0�+���2� ��0 0���20� D φ '
" ��� 1�2�� � 1 �1 � 2�1���1� ������� 1 I� J 1�� Vcl(φ) = Uk=Λ(φ) 1� � 1 �1 � 2�1���1� 1)1����
1�� Veff(φ) = Uk=0(φ) ' 42 0  �1 ���20�1 4���  �1 ����1 �0���1 �1� 1�4��� & � ��� ���2�
I2 '�J 41+�1�� �������1 ' 4 � � �0�����% 1�� & �2 0 41� +��1 0� 41 φ 4��� �� 0�,�2� ���10�1 &
�1��1 �� ���2� 4�+1�2��1  �1 ���, ��0��� �2 0  �1 +��1 0 �0���� 1 <��1 kcr(φ) 41 � ����1��1
�2 0���1 k ' (� 41�D 41 k = kcr(φ) & � ��� ���2� I2 '�J � �1�� �� � +���41 ' (� 1)1� & �� � �1��
��� 4�= ���1 41 +2�0 � 1 �1��1 410��*01 � �1�� �� � 4�<��1 I4��� � �1����1 41� 0�1��J �20�� 1
U

′′

k (φ) ≤ −k2 & � �1��.D.4�01 �20�� 1 � ��0, % 1�� 4 �2,�0���% 1 41+�1�� ��,���� '
B1 �2%�20�1% 1�� ��� ��01 �� 4�)�01��1 1��01 �� % ������ 1 � ����� 1  ��4�% 1���2��1��1
204����01 I � �1 � 41,0� 41 ��� 10��J 1� �� -./ I �1 ��<���� 41 41,0� 41 ��� 10��J ' 0 ���
�1 �01% �10 ��� & �2 � �+2�� + � ������01 6 � 1 �1 �� �1 1�� ���1��� % ��� � �% ��� �0�+10�� &
� �1��.D.4�01 � 1 �1 �2,�0���% 1 01��1 4�<�� � 1�4��� �2 � �1 /2� 41 01�20% �������2� & % ;% 1
�� �2� �0, % 1�� � ����02 ��1 41 �� +��1 0 �0���� 1 ' (� -./ & � 2 0  � � 1 41 ��0�%*�01� 2C
�� �A% ��0�1 1�� �0���1 & �� +��1 0 kcr 1�� �0�����1 1� � ��� ���2� 4 "# I2 '�J 41+�1�� ��4 � 1 '
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0 ��� �� 0���01��1 5��8 &  �1 �2 +1��1 �� ���2� �2�.�10� 0����+1 4 "# �2 0 �1 ���%�
φ 4��� �� 0�,�2� �������1 � ��� ������1 E

Uk−δk(φ) = min
{%}

[
k2%2 +

1

2

∫ 1

−1
dxUk

(
φ+ 2% cos(πx)

)]
. I2 '6J

31 % ���% % %
k
(φ) 41 �1��1 �� ���2� 1�� � ��%���� 41 41� �2���� 41 �1��1 �2�.�0�+ �� $ � �

42% ��1�� � �����,0��1 41 ��1% �� 4�<������� �� �0����20% ���2� ��<������% ��1 4 "# 4��� ��
0�,�2� ���10�1 ' 42 0 φ > v 1� 01+����1 & � �����,0��1 41 ��1% �� 1�� 42% ���1 ��0 �1 �2��� 41
�1��1 �0�+ ��� � � 1� 42�� %

k
(φ) = 0 '

0 ��� 5��8 & �1 ��� 4 �2�1���1� �A% ��0�� 1 I<, 01 2 '�J ����� �2���4�0� 1� �� �2���0 ���2� 41
G�$!1�� � 2 0 Veff A ����� 01�02 +�1 ' ?�� & �2 � ��1�42�� �1��1 ����A�1 � ��� 4 �2�1���1�
�+1�  � �10% 1 41 �0�� 01 1$������1 41 �� �A% ��0�1 '

-0.006

-0.005

-0.004

-0.003

-0.002

-0.001

 0

 0.001

 0.002

-1.5 -1 -0.5  0  0.5  1  1.5

φ

k=0.100
k=0.082
k=0.068
k=0.053
k=0.039
k=0.024
k=0.010
k=0       

��� � 2 '6 � .�2� 4 "# �2 0 �1 �2�1���1� 4 � �1 ���20�1 �+1�  �1 �1 �1 �2%�2����1 ������01
1� �+1�  � �10% 1 41 �0�� 01 1$������1 41 �� �A% ��0�1 ' H1 � �1 /2� 4��� �� 0�,�2� ���10�1 �
��� �2���4�0� & � �1��.D.4�01 �1� � 42��� ��0 � ��� ���2� I2 '6J ' 31� �2�4���2�� � $ ��% ��1� � 2 0
�1� ��0�% *�01� D k = 0.1 �2�� E λ = 5 · 10−2 & m2 = −10−2 1� ε = 2 · 10−3 '

3� <, 01 2 '6 �2 � 4��0�� �1 /2� 4 �2�1���1� ! ���2��1� U
(ε)
k (φ) 1� 41�D 41 �� +��1 0

�0���� 1 kcr(φ) ' -2 � +2A2�� ����� � ��� 1$ ���1 & A �2%�0�� 4��� �1 ��� ��A%��0�� 1 &  �1
0�,�2� 2C �1 � 2�1���1� 1)1���� V (ε)

eff
(φ) = U

(ε)
k=0(φ) 1�� ����� � I������01 1��01 �1� 41 $ % ���% �J

1� 2� ��� D �� �2���0 ���2� 41 �� 42 ��1 ���,1��1 ' 31� 01% �0� 1� ����1� �0���41%%1��
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01��1�� 42�� +�����1� ' (� ��0��� ��10 & �1 � 2��� 41 ���,1��1 1�� 4������ D ,� ��1 41 v
ε

1�
�1� 4�0�+�1� 41 V (ε)

eff
(φ) 1� vε

�1 +1�� ;�01 �0��1� 1� �2 �1 0�, 1 0 '
3� �2��� ��2� ,���0��1 41 �1��1 ����A�1 1�� � �D � ���41 41� �� ���2�� I2 '�J � �� I2 '6J & �1

� 2�1���1� ! ���2��1� �1 � ;�01 ���� �� � 0 �2 �1 � ����1��1 & 41� �� k = Λ
�  �� �D k = 0 ' ?� 1�

0�� ��1  �1 ���02$ �% ���2� �2�.� 10� 0����+1 �2�+1$1 �2 0 �1 � 2�1���1� 1)1���� & � � �0��1��1
�� �20% 1 ������01 �A��� 1 4��� �� 0�,�2� ���10�1 I1��01 �1� 41 $ % ���% � ������� 1�J & ���4��
� 1 � 2 0 �� 0�,�2� 1$�10�1 �2� ��� 01 1�� ,2 +10��1 ��0 � ��� ���2� I2 '�J '

?���01��2��.�2 � % ����1���� � �2�1���1� 2�1. �22� V 1l(φ ; ε) ' � �� � % �*01 41 �� 4��� �.
��2� �0���41��1 & �� 1�� ���� 41 �2%�01�401 � 1 4��� �� % 1� 01 2C � �2� �1 ��% ��1 D �2���4�010
41� +��1 0� 41 φ � = ��%%1�� �02��1� 4 % ���% % ���2� & V 1l(φ ; ε) �2����� 1  �1 �2��1
���02$ �% ���2� 41 Veff (φ ; ε) ' �+�41%%1�� & �1��1 01% �0� 1 01��1 +0��1 D � ��%�20�1 � 1�
20401 4 4�+1�2��1%1�� 1� �2 ��1� '

�+��� 41 �2��� 01 �1��1 ��0��1 �2����0�1 D �� �2�+1$ ��� 41 �� 0�,�2� ���10�1 4 �2�1���1�
1)1���� & �2 � ��% 10�2�� 4�+1�2��10 & �2%%1 �2 � � ��+�2�� ���2��� & � ��0, %1�� �1�2� �1� 1�
Veff

�1 �10��� ��� �1 � 2�1���1� ���02�0�� � 2 0 � ��� 41 41 �� ��������� 4 +�41 5L�8 '
-2 � �42��2�� �� �2����2� |v〉 1� | − v〉 �2 0 4���,�10 �1� + �41� �2���0 ��� � �2 0 41 φ = v
1� φ = −v 01�� 1���+1% 1�� ' 3� �2������1 41 Veff 4��� �� 0�,�2� −v < φ < v �% ���� 1
� 1 �2 �1� �1� �2%������2�� ������01� 4 ������ α|v〉+ β| − v〉 I�+1� |α|2 + |β|2 = 1J �2�� 41�
+�41� �� �+��1��� 1� � 2��*41�� �� % ;%1 ��10,�1 ' � � �1$�1���2� 41� �2�<, 0���2�� �0�+ ���1�
I|α| = 1 & β = 0 1� α = 0 & |β| = 1J & �+1� � ��% �20�1 � 1��1 � �01 �2%������2� �2 � 2��1�2��
41� �2����2�� 41 #011� � � +�2�1�� �� �02�0���� 41 4��2%�2����2� 1� �� ��10 ' 0 1 �� � &
�� +��1 0 % 2A1��1 4 ���%� � �1�� ��� �2������1 � 0 �2 � �1 +2� %1 41 � ����<����2�
Ω ' (� 1)1� & � 2 0  � ���� ,���0�� α|v〉 + β| − v〉 & �� +��1 0 % 2A1��1 〈φ〉 1�� 42���1 ��0
(|α|2 − |β|2)v & 1� Ω �2���1��  �1 �0����2� |α|2 41 〈φ〉 = v 1�  �1 �0����2� |β|2 41 〈φ〉 = −v '
G ����1��1% 1�� & �1� ����� �1 �2�� ��� �2 ������� '

3 �����A�1 ��.41�� � 1�� �2���4�0�1 �2%%1  �1 ��4�����2� %2��0��� � 1 �1 � 2�1���1�
�2�+1$1 Veff � �1�� ��� �4�� �� 4��� �1 ,1�01 41 �02��*% 1 ' 1 �1� � 1 �2 � D ���� �2001��1� &
�1� 2��10+���2�� � �2�� 0�1� D +2�0 �+1� �1 �02��*% 1 41 � ������������ ' B2%%1 �2 � +1�2��
41 �1 0��� 1�10 & �1� ����� �2�.�2 ������� ����0��1��1�� D �� 0�,�2� ���10�1 ' � 0 � ������������
4 +�41 (5 �1 �024 �� 4��� �� 0�,�2� 1$�10�1 & 2C �1� ����� �2�� ��0����1% 1�� �2 ������� '
0 1 � 0�02 �� & �1 01�2 0� � �0��*01 41 12,2� � 2+ �10% 1� 41 �1+10 �� 4�,���01��1��1 4��� ��
0�,�2� ���10�1 1� 41 ���1���2��10 I4��� �� ��% ��1 41 +2� % 1 ��<��J  � �1 � + �41 '
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�<� 41 ���0�<10 � �����A�1 & �2 � ���2�� �2�01 �� 41 � 0  � %24*�1 ��%���<� � � 01�024 ��
�1 % ������% 1 41 � ������������ ' B1 410��10 �2�����1 1�  �1 -./ �2 0+ 1 4 � � ���%� ������01
I01�0��1����� �1 �2�2� 41 F �,,�J 1� 4 � � ���%� �10% �2��� 1 I�2001��2�4��� � � �0� �2�J '
31� ���10����2�� �0��1� 1� �2%��1 �2�� � �I� �2J.���10����2� ������01 � �0��� 1 1� �1 �2 ���,1
4 � ��!� & �1 � � �1 �0�4 �� ��0 �1 ��,0��,�1� � �+��� E

L(φ, ψ, ψ) =
∫
d4x

(
1

2
∂µφ∂µφ+ iψγµ∂µψ +

m2

2
φ2 +

λ

24
φ4 + gφψψ

)
. I2 '2 J

� �� �	 � ���
�� ������� ��� ��� �����

� � ������
MS

42 0 �1 % 24*�1 & �2 � ���2�� % ����1���� ���� �10 & � �+��� �1 ����% � MS & � ����02$ �% �.
��2� D  �1 �2 ��1 4 �2�1���1� 1)1���� & V 1l & � �� �� +10��2� �% ���20�1 ��0 �1 "# & V

RGI

'
3 ����������2� 41 �� 0�, ��0�����2� 4�% 1���2��1��1 & 4�������1 4��� � ����1$1 � & �2 � 42��1
4�01��1% 1�� � �1$�01���2� 4 �2�1���1� 01�20% ����� E

V 1l(φ) =
1

2
m2φ2 +

λ

24
φ4 +

1

64π2

(
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m2 = m2(µ), λ = λ(µ), g = g(µ). I2 '�J
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dΥ
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Λ

= g + δg , I2 '��J
2C �1� ��0�% *�01� 4��2 0+ � 4 ���4��1 �2001�� 2�41�� � $ � ������� 01�20% �����1� '
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J 4���  �1 0�,�2� 41 +��1 0� 41 φ �2 0 ��� 1��1 �� ���20�1 41� � 10� 0����2��
� �1�� �� � +���41 '

�+��� 41 �2 � ������10 � �2�1���1� 01�20% ����� & �2%%1��2�� ��0 �2���4�010 �� ���20�1
� 1 & 4��� ��� 1��1 �1 �2�1���1� D  �1 �2 ��1 1�� 42��� ��0 � ��� ���2� I2 '�LJ ' 42 0  � �10����
42%���1 41 � �1����1 41� ��0�%*�01� Im2

Λ

& λ
Λ
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J & �1 �2�1���1� �0��1��1 & �2%%1 4��� �1
��� ������� 1 & 41 $ % ���% � I2� 1�� 42�� 4��� �� ����1 41 F �,,�J ' B2%%1 �2 � � ��+2��
4�� D 1$���� � & �1 4�+1�2�� 1% 1�� 1� �2 ��1� 1�� �����02�0�� 4��� �� 0�,�2� ���10�1 �2%�0��1
1��01 �1� 41 $ % ���% � ' 0 0��� �2 �1 �� � ��1 41 �2�01 �0�+��� & �2 � �,�202�� �1��1 0�,�2�
�<� 41 �2 � �2��1��010 � 0 �1��1 1$�10�1 & 2C �1 4�+1�2��1%1�� 1� �2 ��1� 1�� �1��� ;�01
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= 0.35 1� Λ = 100 ' (� 2 ������

�� 0�,�2� ���10�1 I�� ' 1$�������2�� 4��� �1 �1$�1J & �2 � +2A2�� � �� .41�D 41� % ���% � �1
� 2�1���1� 1�� �2�+1$1 '

��1 ����A�1 ���1���+1 41 � ��� ���2� I2 '�LJ % 2��01 � 1 4��� �� 0�,�2� 1$�10�1 & 1� � 2 0
41� +��1 0� 41 φ 2C �1 � 2�1���1� 1�� 4�<�� & � �1��.D.4�01 �2 0 |φ|
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1�� �2�+1$1 I1� ���204 �+1� �1� ���20*% 1� 1$����J ' ?� �1 �0��1��1 42�� � � �1 ����������� &
�2%%1 �2 � � 2 +2�� �1 +2�0 � 0 �� <, 01 2 '� � � 01�0��1��1 V 1l & �1� � ��� 1�� 4�<�� ��0
� ��� ���2� I2 '�LJ �2 0  � ��2�$ ��0��� ��10 41 ��0�% *�01� '

-2 � �02 ��42�� % ����1���� D �� �2 ��0����2� 41� �10% 1� � �40���� 1% 1�� 4�+10,1���
4��� �1 � 2�1���1� � I2 '�7J & �1 � � 01+�1�� D �2���4�010  � �1 � 1�  ��� 1 �2��01.�10% 1
dm2 = − λΛ2

32π2 + g2Λ2

4π2
' B1��1 2� �0���2� & �2%%1 ���� � ���� & �01�4  �1 ��,��<����2� ��A��� 1

��1� �0����1 ' 0 ���  � �����0�2 �2�.� � 10�A%��0�� 1 & �1��1 � ��01���2� 1�� ���10�0���1
�2%%1 �1 0�� ���� 4 � �1 �2���+1��1 1��01 41� 41,0�� 41 ��� 10�� ���2�� � 1$ ������ � .41�D
4 � �2) 1� �1� / �� ���2�� � ����� 1� 4 ���%� �A��� ��1 1� 41�D 4 � �2) ' 0 1 �1��1
���2� & �� % ���1 ������01 4 F �,,� 1�� ��02��,�1 � 1� �1 0��� 1 �� � 41 41+1��0 1$�0;% 1%1��
,0��41 D �� �1 41� / �� ���2�� � ����� 1� ' B1�1�4��� & �1��1 ���10�0�����2� � 2�1 � �����1 $
�02��*% 1 41 � ���  ��1% 1�� �0*� <� I�<�1 � ����, �J 01� �� �2 0 � 1 �1��1 � ��01���2� �1
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��� � 2 '7 � 42�1���1�� ������� 1 1� 2�1. �2 2� � ��0*� �2 ��0����2� 41� 4�+10,1��1� � �40�.
��� 1� ' 31� ��0�%*�01� � � �2�� ��2���� �2%%1 �1 $ 41 �� <, 01 2 '� '
I�J �� �1 �2 �����1 � 0  �1 �1���1 0�,�2� 41 φ �02��1 41� % ���% � ������� 1� '
I� J -2 � �0��2�� ��� �1 �2�1���1� 1)1���� � 0 �2 �1 � ����1��1 41 φ I�  �� �� � �2) ΛJ 1� �2 �
�2�����2�� �� ��������� '

�024 ��1 1)1���+1% 1�� '
0 �)�01%%1�� & 4���  � �����0�2 41 �A� 1 H�H� & �1��1 �2%�1�����2� � 0+ �1�� 41 % ���*01
�� � ���� 01��1 � E 1��1 �10��� 4�1 D � �1$ ���1��1 41 41,0�� 41 ��� 10�� � ����% 1����01� I�1�
��0�1���01� � � 10�A%��0�� 1�J 4��� �� ��A��� 1 1� 41��2 � 4 � �2) '

3� <, 01 2 '7 01�0��1��1 �1 �2�1���1� 2�1. �2 2� � 2C �1� 4�+10,1��1� � �40���� 1� 2��
��� � ��0�% �1� �2 0 �1 % ;% 1 ��2�$ 41 ��0�%*�01� � 1 �� <, 01 2 '� ' 0 1 �2 +1� & �2 �
� 2 +2�� 2��10+10 � 1 �1 �2�1���1� 1)1���� 0�� ����� 1�� ��1� �2�+1$1 4��� �� 0�,�2� 1$�10�1 '
31 �2�1���1� � �1 �0��1��1 42�� � � � ��,�1 4 ������������ & % ;%1 ��0*� �� �2 ��0����2�
41� 4�+10,1��1� � �40���� 1� '
��1 01% �0� 1 � ��%�2�1 D �1 ���41 E �1� � 2�1���1�� 41� <, 01� 2 '� 1� 2 '7 ����0��1��1�� 1� ����
D 41 $ ���20�1� 1)1���+1� 4�)�01��1� I�+1� 2 ���� �1� �10% 1� 1� Λ2J � ��� ���� 4��0�+1��
41� 41,0�� 41 ��� 10�� 4�)�01��� ' B1�1�4��� & 4 �2��� 41 + 1 41� ���������2�� ����2% �.
�2�2,�� 1� 1� ��A��� 1 41� ��0��� �1� & �2 � �2%%1� �� ��� ����01���� ��0 �� ���20�1 4���
��� 1��1 �1� 4�+10,1��1� � �40���� 1� �2�� �2 ��0���1� '
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-2 � +1�2�� 41 +�0�<10 � 1 �1 �2�1���1� � I�+1� 2 ���� �2%�1�����2� 41� 4�+10,1��1�
� �40���� 1�J 1�� �����1 ��0�2 � ' B2%%1�� 4����1 1��. �� � 2���� �1 � 1 �1 �2�1���1� 01�20.
%����� 1$��� 1  �1 ����������� � 42 0 0�� 2�401 D �1��1 � 1���2� & 01�2���4�02�� � ��� ���2�
I2 '�LJ ��0*� �2 ��0����2� 41� 4�+10,1��1� � �40���� 1� '
B2%%1 �2 � �1 ��+2�� & � ������������ ����0��� ��0�1 � 1 �1� / �� ���2�� � ����� 1� 4�1�
� $ �10% �2�� � 1 +1�� �2%�1��10 1� % ;% 1 � 0����10 �1 �10% 1 ������� 1 λφ4

24
' 0 ��� �1��1

2���� 1 & �� 1�� �2���� �1 & ���� � 10�1 41 ,���0����� & 41 ��,��,10 �� �2��0�� ��2� �2�2��� 1 &
����� � 1 �2 � �1� � �01� �10% 1� <��� ���� �% �20����1 & 1� 41 �1 ��% ��10 D ��0�01 �1 � 2�1���1�
2�1. �22� �2%%1 E

V 1l(φ) =
1

2
m2

Λ
φ2 +

λ
Λ

24
φ4 +

g4
Λ
φ4

16π2
ln

Λ2

g2
Λ
φ2
. I2 '��J

�  �1 ���1��1 �� � ����1 µ I< ΛJ �2 � �+2�� E

V 1l(φ) =
1

2
m2

µ
φ2 +

λµ

24
φ4 +

g4
µ
φ4

16π2
ln

µ2

g2
µ
φ2
, I2 '��J

� � 1�� �2 � 2 0� �1 % ;%1 �2�1���1� & 42��� ��0 � �01�024 �01 �� ���2� I2 '��J & % ��� ��0�� 1�
�10% 1� 41� ��0�%*�01� 01�20% ������ m2

µ

& λµ

1� gµ

'

� �� 0�% 1�� & �� � ��� ���2� I2 '��J �1 %2��01 � � �1 ����������� & �� % ;%1 ��2�1 1��
+0��1 �2 0 � ��� ���2� I2 '��J ' �4%1��2�� � 2 0 �1 %2%1�� � 1 �2 � � ��+2�� ��� ���� �1��1
2��10+���2� 1� �2���4�02�� � ����������2� ����2%��2�2,�� 1 ����� 1��1 4 �2�1���1� I2 '��J &
�1 410��10 �A��� � ;�01 2��1� 41 ���2� ��4��1�4���1 1� � �2�2% 1 D �0�+10� �1 ����% � MS '
� ��0��0 41� 41 $ �01% �10� �10% 1� 41 � ��� ���2� I2 '��J & �1 + �41 ������� 1 � ���0�� E

v2 = −
6m2

µ

λµ

. I2 '�6J

3� �2��0�� ��2� �10% �2��� 1 & �2����� �1 ��0 �1 410��10 �10% 1 41 � ��� ���2� I2 '��J & � 1 �
4���������10 �1 +�41 �� 1��1 41+�1�� � = ��% 1�� ,0��41 1� ��,���+1 ' 42 0 ;�01 1$��� & ��
�0��1��1 41 �1��1 �2001���2� 0�4����+1 % 24�<1 �,��1% 1�� �� �2����2� 4 % ���% % ������� 1 &
% ��� �1 � �1�� ���  �1 �2%�������2� ��� 0%2�����1 ' (� 1)1� & % ;%1 �� �1 � �1�� ���  �1
���� 1 ���1����01 & �2 � �2 +2�� ��,*01% 1�� ����,10 �1� 1$�01���2�� ��.41�� � 1� �42�����
41� �2�4���2�� 41 01�20% �������2� � � �2��10+1�� �� � 2����2� 4 % ���% % ������� 1 ' �+1�
�1 ��2�$ & �� �20% 1 4 �2�1���1� 01��1 � �������+1% 1�� �� % ;% 1 & �2%%1 �2 � �+2�� � �1
+�0�<10 � 0 �� <, 01 2 '2 & 1� � ��� ���2� I2 '��J 1�� 01%�����1 ��0 I�� ' ���1$1 B �2 0 �1�
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4������ 4 ���� �J E
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v
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λv
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φ4 − g4

v
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2
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0 ��� �1��1 �� ���2� I2 '�2 J �1� ��0�%*�01� m2
v

& λv

1� gv

�2�� 4�<��� D � ����1��1 ���0�02 ,1
v & � � 1�� �� � 2����2� ������� 1 I1� � ����� 1J 4 % ���% % 42���1 4��20% ��� ��0 E

v2 = −6 m2
v

λ
v

. I2 '�LJ
0 1 �� % ;%1 % ���*01 & � ��� ���2� I2 '��J 1�� %24�<�1 1� E
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(� 01+1���� D � ��� ���2� I2 '�2 J & �� � ��,�� % ����1���� 41 ��10��10 41� +��1 0� 41 λv

& gv

1�
φ �1��1� � 1 �1��1 �� ���2� 41% 1 01 4��� �2� 42%���1 41 +���4 ��� �2 � 1� �= ����� E

V 1l(φ) < V 1l(v) . I2 '�7J
42 0 ��� 010 �� +���4��� 41 � ��� ���2� I2 '�2 J & 2� 01� �10� ����� 1��1% 1�� � 1 �1� �2������1�
41 �2 ���,1 01�20% �����1� λ

v

1� g
v

& 41 % ;% 1 � 1 �� �2001���2� � ����� 1 g4
v

16π2 ln
φ2

v2
& �2�1��

� 10� 0����+1� & � �1��.D.4�01 � 1 E

λv < 1 , gv < 1 , I2 '�9J
1� ∣∣∣∣∣

g4
v

16π2
ln
φ2

v2

∣∣∣∣∣ < 1 . I2 '�:J
�� � 1 � �2�10 � 1 �1� �� ���2�� I2 '�9J 1� I2 '�:J �1 �2�� 0�1� 4 �� �01 � 1 �1� �2�4���2��
� 10� 0����+1� I2 '7J �4����1� D �1 ��2�$ ��0��� ��10 41 01�20% �������2� '
-2 � ���2�� % ����1���� % 2��010 � 1 & �2��0��01% 1�� D �1 � � 1�� �2%% ��%1�� �4% �� & �1�
�� ���2�� I2 '�9J 1� I2 '�:J �1 �2�� ��� � = ����1� �2 0 ,�0����0 � 1 � ��� ���2� I2 '�2J 1��
4��� �2� 42%���1 41 +���4��� ' ��1 �2��0����1 � ����% 1����01 42�� ;�01 �0��1 1� �2%��1 1�
� �����01��1 ����������� 4 +�41 �02+�1�� 4 �2�.01�� 1�� 41 �1��1 �2�4���2� '

4�0 1$1%��1 & ��2�����2�� λv

1� gv

41 �1��1 ���2� � 1 �1� �2������1� 41 �2 ���,1 �����.
����1�� & 1� �� � 41� �2��0����1� I2 '�9J & �� 01����2� E

λ
v

=
3g4

v

4π2
. I2 '63J
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(�� ��1 & �2���4�02��  �1 +��1 0 41 φ �1��1 � 1 E

ln
φ

2

v2
= 2 . I2 '6 �J

����� 42��� � 1 g
v
< 1 & �� 1�� �0�+ ��� 41 %2��010 � �1� +10� 41 � ��� ���2� I2 '6�J & ��

�2��0����1 � 10� 0����+1 I2 '�:J 1�� ���������1 �2 0 φ ' (�<� & 1� ����0��� �1� �� ���2�� I2 '63J
1� I2 '6�J 4��� � ��� ���2� I2 '�2 J & 2� �02 +1 E

V 1l(φ) < V 1l(v) . I2 '6�J
/2 � �0;�1 42�� D �2��� 01 � 1 & 4��� �1 42%���1 41 φ 42��� ��0 v < φ < φ & �1 � 2�1���1�
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�+ �41%%1�� & �2 0 � 1 �� ���20�1 �2�� 4�<��1 & �� �� � � 1 λ
Λ
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3 ��� ���2� I2 '6�J 4�% 2��01 42�� �� ����	�� � 1 & �2��0��01% 1�� D �2�01 ���1��1 ���+1 & �1
���%� φ �1 ��� 1 � .41�D 4 42%���1 41 +���4 ��� 41 V 1l IV

RGI

J '
-2 � �2%�01�2�� 42�� � �20�,��1 41 � �����01��1 ����������� 4 �2�1���1� 01�20% ����� E

�1��1.�� ����0��� �20�� 1 � �2� 1$�0��2�1 �� ���20�1 41� � 10� 0����2�� �20� 41 �2� 42%���1
41 +���4��� & �1 � � 1$���� 1 � �����,1 � 2 0� 2� �� �2�+1$ ��� 4 �2�1���1� 1)1���� I4���
�� 0�,�2� 1$�10�1J 1�� � 104 1 ' -2�01 0���2��1%1�� ��4�� 1 �,��1% 1�� � 1 & �2 0 ��+2�0 ��
 �1 �10����1 +��1 0 41 φ ����0��1�� 2 �2� D  �1 0�,�2� 4��� ��� 1��1 V 1l 1�� +���41 &
�1 ��%��1 01�� 1�� 41� �� ���2�� I2 '�9J 1� I2 '�:J 1�� ��� = ���� ' (� 1)1� & 1� �1 ��% �����
D �1� �2��0����1� & ���� � �	���� � �
�� �	� ��
�� ��� ���� � ���� �� ����
�
�� 
���� ����� ��

���� ��� �� ��
	� E
λv

24
φ4 +

g4φ4

16π2
ln
v2

φ2
> 0 . I2 '67J

(� 01+����1 & �20�� 1 �1��1 �2�4���2� 1�� �0��1 1� �2���4�0���2� & �1 �2�1���1� 1)1���� �1
�0��1��1 � � �1 ����������� I�� ' <, 01 2 '7�J ' (� 4 �� �01� �10% 1� & � ������������ �1 �024 ��
4���  �1 0�,�2� 41 φ 4��� ��� 1��1 � ��� ���2� I2 '�2 J �2 0 V 1l � �1�� �� � +�����1 '

- �� 01��1% 1�� & �1� % ;%1� �2��� ��2�� � 0��1�� � ;�01 ��0�1� 1� 1�+���,1��� �1 �02.
��*% 1 4 �2��� 41 + 1 ��+10�1 ' (� 1)1� & �2 � �2 +2�� % ����1���� 01+1��0 D � �2��10+���2�
� 1 �2 � �+�2�� ������ 41 ���� � ��0�+��� E 1� 0���2� 41 �� �2�4���2� φ2 < Λ2 & �� �2%��.
����2� λ

Λ

24
+ g4

16π2 ln
Λ2

φ2
�1 � 1 � ��� ;�01 ��,���+1 ' 02�� & � ��� ���2� I2 '6LJ �1 � 1 � � �% ���

;�01 ���������1 1� � � �1 ����������� �1 � 1 � �1 �024 �01 '

3� 01����+1 �2�, 1 0 41 �1��1 4��� ���2� �1 �  ���<1 4��� �� % 1� 01 2C �� 1$ ���1  � 42,% 1
�2��1�� 1� �1�2� �1� 1� �1� �� ���2�� I2 '�9J 1� I2 '�:J �2�� �1� � ����� ����
�
��� D 41+2�0
;�01 +�0�<�1� �2 0 � ���� 010 41 �� +���4 ��� 41� 0�� ����� � 2 0 V 1l ' � 0 & �1��1 ���10��2� 1��
���2001��1 & 1� � �1�� �� 0���2� �2 0 ��� 1��1 � ������������ 4 +�41 (5 � �2 � 2 0� ��� �2���4�0�1
I�  �� �D �0��1��J �2%%1  � 1)1� 0�1� 41� �2001���2�� � ����� 1� � 0 �1 �2�1���1� 41 F �,,� '
��1 ����A�1 ���02�2�4�1 0�+*�1 � 1 �1 �2��� � .41�D 4 � 1� �1 �2�1���1� 1)1���� �1��1 4 �;�01
�2�+1$1 & � �1��.D.4�01 �1 �2��� 4 ���/1$ �2� φinf 41 �� 0�,�2� 1$�10�1 & 1�� 4�� D 1� 41�20� 41
�2� 42% ���1 41 +���4 ��� ' (� 1)1� &  � ���� � ���% 1����01 %2��01 � 1 E

φinf ≥ Λ . I2 '69J
3 ��� ���2� I2 '69J 1�� �% �20����1 �2 0 41 $ 0���2�� ' 0 � �1 ��0� & 1��1 �2�<0% 1 � 1 �1
� 2�1���1� 1)1���� 1�� �2�+1$1 4��� �2 �1 �� 0�,�2� 2C �� 1�� 4�<�� ' 0 �� �01 ��0� & �1��1
01����2� �10% 1� 41 �2 0��0  � �0��*01 41 4�0�+���2� 41� � 20�1� ����0�1 01� � 0 �� % ���1
41� ���%�� ������01� ' 0 ��� �� ��0��1 � �+���1 & 1� ��1�4��� �2�01 0���2��1%1�� � �1��1 0
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������01 4 HG & �2 � 4��10% ��102�� 41 �1��1 ���2� 41� � 20�1� ����0�1 01� � 0 �� % ���1 4 
�2�2� 41 F �,,� '

42 0 % �1 $ �2%�01�401 �1 410��10 �2��� & 01+1�2�� D �� 4�% �0��1 ����� 1��1 � � �2�����1
D 4�4 �01  �1 �20�1 � 0 �� �2������1 41 �2 ���,1 01�20% �����1 λ D ��0��0 41 � ��� ���2�
I2 '62 J I1� �� � ,���0��1% 1�� D ��0��0 41 � �1$�01���2� �2%��*�1 4 /2� 41 λJ ' 3 ������������
����0��� � ��� 1$ ���1  �1 �10����1 +��1 0 φ0

�1��1 � 1 V 1l(φ0) = V 1l(v) � �� V 1l(φ) < V 1l(v)
�2 0 φ > φ0

' �� %2��01 ��20� � 1 φ0
�2001�� 2�4 ID �1 41 ��2�1� �0*�J D �� +��1 0 41

� ����1��1 µ D ��� 1��1 λ(µ) � ���� �1 I�� ' �� ���2� I2 '�JJ ' (�<� & 1� �01���� λ
Λ

= 0 4���
� ��� ���2� I2 '62 J & 2� 1� 4�4 �� �� +��1 0 % �$�% ��1 � 1 � 1 � �01�401 �1 � �2) ��A��� 1 Λ
�2001��2�4��� D  �1 +��1 0 42���1 41 �� �2������1 41 �2 ���,1 01�20% �����1 λv '� �� ����1 & �2�01 ����A�1 � ,,*01 � 1 �� �20�1 � ��0�1 01 ��% ��1 �2 0 φ & � � �2����� 1
�,��1% 1�� �� +��1 0 �� �� � ��1+�1 �2���� �1 �2 0  � � �2) � �2.�2�������� & 41+0��� ;�01
�1 �2��� 4 ���/1$ �2� 41 � ��� ���2� I2 '69J & D ��0��0 4 � 1� �1 �2�1���1� 1)1���� �1��1 4 �;�01
�2�+1$1 '

1 �1� � 1 �2 � �2 � �2A2�� ����01���� �  �� ���� D  � %24*�1 ��%��1 41 ���%� ������01
�+1� �2 ���,1 41 � ��!� & �� 1�� �+�41�� � 1 �2�01 0���2��1% 1�� 1�� �2���1% 1�� ,���0�� '
-2 � ���2�� ����� +2�0 �2%%1�� �1 �0��*01 �0���41�� 41 �2�+1$ ��� � 1 � ;�01 1$�20�� � HG
�2 0 2��1��0 41 �2 +1��1� �20�1� ����0�1 01� � 0 �� % ���1 4 F �,,� '

�+��� 41 ����10 D �1��1 ���������2� ����2% ��2�2,�� 1 & �2 � ��% 10�2�� ��% ��1% 1��
0��� 1�10 � 1 & 4��� � ����02 ��1 ����� 1��1 & �� 01� ;�1 41 ��������� 4 +�41 (5 ����0���
�2%%1  �1 �2��0����1 ����2% ��2�2,�� 1 ���� ��� �� ��
	� � ��� 1�� � 2���� �1 4 ������� 10 2 
�2� D �� ���20�1 ' 0 ��� �1��1 ����2�2���1 &  � �2�1���1� �������1 � 1 � 42�� ;�01 �2���4�0�
�2%%1 ��,���% 1 ' B �1�� 4��� �1� 1��0�� � �� � ;�01 ������ 4� �1 �����0�2 41 %������������ &
� � �1 ���1 � 0 �� � 2���� ����� 4 ��+2�0  � �1�2�4 % ���% % 4 �2�1���1� � � � ��� � 1 �1
+�41 (5 ' B1� 1�4��� & �� ��������� 4 �2�1���1� 1)1���� 1��  �1 �02�0���� ���0���*� 1 41 ��
���20�1 & 42�� � � � 0���2��1%1�� �1 � 1 � ;�01 ���� � 0 � �1$ ���1��1 4 � � �2�1���1� �������1
2 % ��������1 '

� �� �)(! � �! ��(� '( � �'( #$ ,$�� &' � �

�

3 �2�� 1���� 41 �1��1 ��0��1 1�� 41 % 1� 010 � ��%�20����1 41� �%�������2�� ����2%��2�2.
,�� 1� 41 �� ����
�
�� 4 �2�1���1� 1)1���� 4��� �1 ��401 4 G24*�1 H���4�04 ' ?� 1�� ����0
� 1 �1 �01% �10 � 2��� D �2 ��,�10 1�� � 1 �1 � 2�1���1� 1)1���� 41 F �,,� �1 �0��1��1 � � �1
����������� & �2��0��01% 1�� D �1 � � 1�� ����� 1��1% 1�� � 1��� ' B2��10���� �� 4��10% �����2�
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41� � 20�1� ����0�1 01� � 0 m
H

& �2 � �+2�� % 2��0� � 1 �� �2��������1 ���10�1 41 �� ���20�1
�%���� 1 � 1 �1 � �2) ��A��� 1 �2�� �0�� �2%%1 �� +��1 0 4 ���%� � �2��� 4 ���/1$ �2�
4 �2�1���1� I�1� � ��� � 4��� �� 0�,�2� 1$�10�1 & � .41�D 4 % ���% % J'
(� ������ ��� �1 �0��*01 �2 0 4��10% ��10 � ����1��1 41 �� �2 +1��1 ��A��� 1 & �2 � �2 002��
������0 41� � 20�1� ����0�1 01� � 0 �� % ���1 4 F �,,� ' -2� 0�� ����� �102�� ��20� �2%��0��
�+1� �1 $ 2��1� � �+1� �1 �0��*01 ����� 1� 4 ������������ '
31 � 2�1���1� 2�1. �2 2� 4 �1��1 0 ������01 4 HG � ���0�� 5�68 E
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2C g1
1� g2

�2�� �1� �2������1� 41 �2 ���,1 41 � ����10����2� ���� �1 & ���4�� � 1 g 1�� �1
�2 ���,1 41 � ��!� 4 � �0� �2� '

�<� 4 ��+2�0  �1 �2%��0���2� ��1� 4�<��1 1��01 �1 �0��*01 ����� 1� 1� �1 ���01 & �2 �
�+2�� ��2��� 41 � �+01 �1 �0�+��� 41 B���� & (����2�� 1� - �0�� 5L� & L78 ' (� ��0��� ��10 & �2 �
�+2�� �0�� �1 0� �2�4���2�� � $ ��% ��1� � 2 0 g1

& g2
& mt

& ''' D � ����1��1 M
Z

& 41 % ;%1 � 1
�1 0� �2�4���2�� 41 % ������, � 2 0 �� 4��10% �����2� 41� % ���1� ��A��� 1� 4 �2�2� 41
F �,,� 1� 4 � �0� �2� I�� ' ���1$1 0 1� 5L� & L78 �2 0 �� � 41 4������J '
31 �2�1���1� �% ���20� ��0 �1 "# & V

RGI

& 1�� 2��1� �1�2� �� �02 ��4 01 4��0��1 �0���41%%1�� '
�+ �41%%1�� & �1� �2����2�� � ;�� Iβ.�2����2��J ���02�0��1� D �2���4�010 4��� �1� �� ���2��
4 "# I2 ':J �2�� 4��20% ��� �1��1� 4 HG ' 0 ��� � �1��0�� 41 5L� & L78 & �2 � �+2��  ������
�1� β.�2����2�� D 41 $ �2 ��1� 5L68 ' -2�2�� �,��1% 1�� � �D �� 4�)�01��1 41 �2�01 ����1�
%24*�1 ��%��1 & �2 � �+2�� ��� �02�� �� ���2�� 4 "# �44���2��1��1� & 1� � �2 �� 001��1 �1��1�
� 2 0 g1

& g2
1� gS I�1 �2 ���,1 41 � ����10����2� �20�1J & 1� � 1 & � �1� 1��1�4 & � � �1 �2� ��2�

����A��� 1 �2 0 �1 /2� 41� �2������1� 41 �2 ���,1 �1 � 1 � ;�01 �02 +�1 ' (� ��2��������
t = 1

2
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V
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(φ) = m2(t)
φ2(t)

2
+ λeff(t)

φ4(t)

24
+ Υ(t) , I2 '23J

2C E
. Υ(t) 1�� � ���10,�1 4 +�41 1� �2����2� 41 � ����1��1 &
. φ(t) = ξ(t)φ &
. ξ(t) = exp
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− ∫ t

0 γ(t
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�+1� λ = λ(t) & g = g(t) & g1 = g1(t)
1� g2 = g2(t)

'
(� �01% �10 ��1 & �2 � �+2�� +�0�<� � 1 �20�� 1 �1 �0��*01 ����� 1� V

RGI
= 0 1��  ������ &

�1 � � ��,��<1 4��� �1 ��� � 1 � ����1��1 41 �� �2 +1��1 ��A��� 1 Λ 1�� 4��10% ���1 ��0 ��
+��1 0 4 ���%� 42���1 ��0 5L78 E

λeff + 12
m2

ξ2Λ2
+ 24

Υ

ξ4Λ4
= 0 , I2 '2�J

�1� 0�� ����� 41 5L� & L78 �2�� ��1� 01�02 +�� ' (�� ��1 & �2 � �+2�� 4��10% ��� �1 � �2) ��A.
��� 1 �1�2� �2�01 �0��*01 & � �1��.D.4�01 � 1 �2 � �+2�� 01��10��� �1 �2��� 4 ���/1$ �2� 41 V

RGI

'
31 ����1� 2 '� 0���1%��1 �1� 0�� ����� 2��1� � � �+��� �1� 41 $ �0��*01� �2 0 4�)�01��1�
+��1 0� 41 Λ '

Λ (TeV) M inf
H

(GeV) M
H

(GeV) ∆M
H

(GeV)

1 66 55.5 10.5

5 88 81 7

10 94.5 88.5 6

100 108.5 105.5 3

1000 117 115 2

1016 137.5 137.5 0

��� � 2 '� � 3�% ��1� ����0�1 01� � 0 �� % ���1 4 F �,,� 1� �2����2� 4 � �2) ��A��� 1 ' 31�
+��1 0� 41� ��0�%*�01� ��A��� 1� �2�� ��2���1� 4 ���0*� 5L� & L78 I�� ' ���1$1 0 J ' 3� �1�2�41
1� �� �02���*% 1 �2�2��1 �2���1��1�� �1� �20�1� 2��1� 1� 01�� 1���+1% 1�� �+1� �1 �0��*01 41
�� �2�+1$ ��� 1� �1� � 41 � ������������ '

42 0 41� �����1� +��1 0� 41 � �2) & �1� � 20�1� ����0�1 01� � 0 M
H

42���1� ��0 �2�01 �0�.
�*01 �2�� �� � ��1+�1� 4 � �1 4�@���1 41 #1> �2%��0�1� � $ 4��10% �����2�� ����4�04� 5L78 '
42 0 41� +��1 0� �02������1� 41 Λ & �1��1 4�)�01��1 �1�4 D 4����0���01 ' B1��1 �2�+10,1��1
1��01 �1� 41 $ % ���241� � 2 0 41� � �2)� ��1+�� � �1$���� 1 ��% ��1% 1�� ' � ���2�� & � 2 0
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 � ������� & �� �2��0����1 41 �2�+1$ ��� 4 �2�1���1� 1)1���� ' � %1� 01 � 1 M
H

�02 �� & �1
� 2��� 4 ���/1$ �2� �1 4�����1 +10� 41� +��1 0� 41 �� � 1� �� � ,0��41� 41 φ ' - �� 01��1% 1�� &
�1 �2����� � ������� 1 � ��� � 2 0 �1 �2��� 2C �1 �2�1���1� � ���� �1 ' 0 ��� �1��1 0�,�2� & 2C
V

RGI

1�� �0*� ��1� ���02$ �% � ��0 � ��� ���2� I2 '�J & λ(φ) +�0�1 �0*� �1��1% 1�� �+1� φ ' B1��
1$���� 1 � 1 �1� 41 $ �0��*01� 42��1�� �0���� 1% 1�� �� % ;% 1 +��1 0 41 Λ '

31 � � 4 ����1� 2 '� 1�� 41 �02�2�10  �1 �2%��0���2� 1��01 �1� 41 $ % ���241�
4�)�01��1� 41 4��10% �����2� 41� �20�1� ����0�1 01� � 0 M

H

' 0 ��� �1��1 2���� 1 & �1� +��1 0�
41� ��0�%*�01� ��A��� 1� �2�� �1��1� 41 5L� & L78 I�� ' ���1$1 0 J & � � ��� � 1 �1 0� +��1 0�
% 1� 0�1� �1� �� � 0��1��1� ' ?� 1�� ����� �2���� �1 41 +�0�<10 � 1 �2� 0�� ����� 2��1� � �+1�
�1 �0��*01 ����� 1� I01� 20��� 4��� �� �02���*% 1 �2�2��1 4 ����1� 2 '�J �2�� ��1� �2��20% 1�
D �1 $ 41 5L� & L78 '
B1 01�2 �1%1�� ����� +���4� & �� 1�� % ����1���� �2�����1 41 �2���4�010 �1� 410��*01� +��1 0�
1� 4��1 E M

Z
= 91.2 #1> & M

W
= 80.4 #1> & αs = 0.119 57�8 1� Mt = 178 #1> 5��8 ' �+1�

�1� % 1� 01� 41� ��0�%*�01� ��A��� 1� & �2 � 2��1�2�� 41� �20�1� ����0�1 01� � 0 M
H

& � 1
� �2� � 01�20��1� 4��� �1 ����1� 2 '� ' 3� �0��1 1� �2%��1 41� ���10��� 41� 1$� �0�% 1����1�
� 0 �� % ���1 4 �2� 5��8 & Mt = 178 ± 4.3 #1> & 42��1 E M

H
= 68.5+3

−3.5
#1> �2 0 Λ = 1

/1> � �� �D M
H

= 143.5 ± 8.5 #1> �2 0 Λ = 1019 #1> '

Λ (TeV) M inf
H

(GeV) M
H

(GeV) ∆M
H

(GeV)

1 68.5 57.5 11

5 91.5 84 7.5

10 98 92 6

100 113 109.5 3.5

1000 122 120 2

1016 143.5 143.5 0

��� � 2 '� � 3�% ��1� ����0�1 01� � 0 �� % ���1 4 F�,,� 1� �2����2� 4 � �2) ��A��� 1 ' �

�� 4�)�01��1 4 ����1� 2 '� & �1� +��1 0� 41� ��0�% *�01� ��A��� 1� �2�� ��2���1� 4 ���0*�
�1� 4��10% �����2�� 1$��0�% 1����1� �1� �� � 0��1��1� I�1 01�20�10 � �1$�1J ' 0 1 % ;% 1 � 1
�2 0 �1 ����1� 2 '� & �� �1�2�41 1� �� �02���*% 1 �2�2��1 �2���1��1�� �1� �20�1� ����0�1 01�
2��1� 1� 01�� 1���+1% 1�� �+1� �1 �0��*01 41 �2�+1$ ��� 1� �1� � 41 � ������������ '

� ��+1� 4 ���� � ���20�� 1 & �1� 1001 0� � %�0�� 1� �2�� ��,��,1���1� 1� �� �1 �1
���10��� 41 � 0 �1� 0�� ����� �02+�1�� 41 �� ��,*01 4�� 1�4���1 0���4 1��1 41 M

H

�+1� � ����1��1
�2 0���1 µ I�1 01�20�10 D � ����1$1 0 �2 0 �� � 41 4������J ' (� 1)1� & �� � ��� ���2� 41 B�����.
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HA% ��@�� 5�38 � 10% 1� 41 01�401 �1 � 2�1���1� 1)1���� ��+�0���� + ��.D.+�� 41 µ & �1 � �1�� +0��
� ����02$ �% ���+1% 1�� ��0 2� �1 4��� 2�1 ��� 41� β.�2����2�� 1$���1� & % ��� �1 �1% 1�� 41
�1 0� 1���% ���2�� D 41 $ �2 ��1� ' B1�� ��4 �� 41� +�0����2�� 41 � �20401 41 ±0.5 #1> � 0 ��
% ���1 4 F �,,� 4��� �� ,�%%1 4 ���10,�1 0���2�����1 [102, 103] #1> ' /2 �1�2�� & � �2�� 1����
1�� ��� 41 �2%��010 41 $ �0��*01� & �1� � 41 �� �2�+1$ ��� 1� �1� � 41 �� ��������� ' � 0 & ���1�4 
� 1 �1��1 �2%��0���2� � ��� ����1 41 % ���*01 �2��������1 & � ����10��� 41 ���20�� 1 � 0 �1
���� � � �� ��� 4 ���/ 1��1 � 0 �1� 4�)�01��1� �2������1� 1��01 �1� �20�1� ����0�1 01� � 0 ��
% ���1 4 F�,,� 2��1� 1� �1�2� � � �1 2 � �� �01 41� 41 $ %���241� '

?� �2�+�1�� �,��1% 1�� 41 0��� 1�10 � 1 �1� ��% ��1� 4��10% ���1� ��� �2�� 01����+1� D
� �1$��2�����2� 41� �02�0����� 4 �1 � G24*�1 H���4�04 ' 0 ��� � ��A�2��*�1 4 � � �����0�2
� �10�A%��0�� 1 & �� +��1 0 41 �� �2������1 41 �2 ���,1 λ � �1�� �� �  � ��0�% *�01 0�1��1.
%1�� ���01 ��0 1��1 1�� �2��0����1 ��0 �1� 1)1�� �02+1���� 41 �� ��0��� �1 � � 10�A% ��0�� 1
�� �� � ��,*01 ' 0 ��� �1 ��� & �1 �2�1���1� 1)1���� �1 � 1 � � �% ��� ����0���01 �2%%1 �������1 &
42�� �� 01� ;�1 41 ��������� 2 41 �2�+1$ ��� 1�� ���� 2�� 1� � ��� D �� 4��10% �����2� 41�
� 20�1� ����0�1 01� � 0 �� % ���1 4 F �,,� 4���  � %24*�1 H�H� '

(� 01+����1 & 4��� �1 ��� 2C �1 HG 1�� +���41 �  �� �D 41� ��10,�1� 41 � �20401 41 �� 4�@���1
41 /1> & �2�01 ����A�1 % 2��01 I�� ' ����1� 2 '�J � 1 �1� ��% ��1� ���20�� 1� �2 0 �� % ���1
% ���% ��1 4 F�,,� �2�� ��,��<����+1% 1�� �� � �� �1� � 1 �1��1� ���� ��1� �  �� �D �0��1��
1� �%�2���� �� ��������� 4 �2�1���1� Veff ' -2�01 �0�+��� � 10% 1� 42�� 41 % 1��01 1� � % �*01
� 1 �� � 10�1 41 �� �02�0���� 41 �2�+1$ ��� 41 Veff �� ��1 ��0 �1 �0���1% 1�� � 10� 0����� � 1 �
�1 0�+��10 �+2�0 41� �2���� 1��1� � 0 �� ����2%��2�2,�1 41 �� ��A��� 1 41� ��0��� �1� '

� �� �!$#�� !)!�" (�'(*$� �� 

0 ��� �1� ��0��1� �0���41��1� & �2 � �+2�� 01% �� 1� �� �1 �1 ����2% *�1 4 ������������
4 + �41 4��� �1 ��401 41 �� ���20�1 41� � 10� 0����2�� 1� 1$��20� �1� ����41��1� ����2.
%��2�2,�� 1� � � 1� 4��2 �1�� ' -2 � ���2�� % ����1���� & �<� 41 �2 0��0  �1 �  ���<����2�
�2%���% 1����01 D �2�01 ����A�1 & 1�+���,10  � �0���1% 1�� �2�.� 10� 0����� 4 �02��*% 1 '
0 ��� �1��1 � 10�� 1���+1 & 1� 01+1���� D �2�01 %24*�1 ��%��1 4 ���%� ������01 �+1�  �
�2 ���,1 41 � ��!� & �2 � %2��0102�� � �D � ���41 41 �� % ���241 4 "# ! ���2��1� & �2�
�2��� ��2�� � 1 +1�� ;�01 ��1�4 1� � .41�D 4 �1 � �2��1$�1 � 10� 0����� '
-2 � ���2�� � ��� 01+1��0 � 0 �1� �0�+� $ 41 5�7 & �98 & ����� � 0  �1 � �01 % ���241 �2�.
� 10� 0����+1 & 1� 4��� �10 �1 0� �2��� ��2�� 1� �1 0� ����A�1� '
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� ��0��0 41 � �����2� ! ���2��1��1 Sk[φ, ψ, ψ] 41 �2�01 %24*�1 D � ����1��1 �2 0���1 k & �1�

�� ���2�� �2�.� 10� 0����+1� 4 "# �2�� 42���1� ��0 5768 E
∂Uk(φ, σ)

∂k
= − k3

16π2
ln

(
k2 + U

′′

k (φ, σ)

k2 + U
′′

k (0, σ)

)
+

k3

4π2
ln


1 +

U̇k
2
(φ, σ)

k2




− k3

16π2
ln


1 +

2 σ U̇k(φ, σ)

k2 + U̇k
2
(φ, σ)


Ük(φ, σ) − U̇

′

k

2
(φ, σ)

k2 + U
′′

k (φ, σ)




 . I2 '26J

?�� & σ = ψψ 1� �1� �2����2�� U ′ 1� U̇ 4���,�1�� 01�� 1���+1% 1�� �1� 4�0�+�1� 4 �2�1���1�
��0 0���20� D φ 1� D σ '
31 � 2�1���1� � & � � � �1�� 0�1� 4 �� �01 � 1 �� �2�4���2� D �� ��% ��1 41 � ��� ���2� ��.41�� � &
� ���0�� I�� ' �� ���2� I2 '2 JJ E

U
Λ
(φ, σ) =

1

2
m2

Λ
φ2 +

λ
Λ

24
φ4 + g

Λ
φ σ . I2 '22 J

-2 � �2���4�02�� 1�� ��1  �1 �02�����2� � ����% 1����01 � 2 0 Uk(φ, σ) E

Uk(φ, σ) = Vk(φ) +Gk(φ)σ , I2 '2LJ
�1 � � ��,��<1 � 1 � �2� ��,��,1 �1� �2��0�� ��2�� 41� � ������1� � � �0�1 01� 41 ψψ ' (�
����0��� � ��� ���2� I2 '2LJ 4��� � ��� ���2� I2 '26J & 2� 2���1�� �1� 1$�01���2�� <���1� � 2 0
�1� �� ���2�� 4 "# E

∂Vk(φ)

∂k
= − k3

16π2
ln

(
k2 + V

′′

k (φ)

k2 + V
′′

k (0)

)
+

k3

4π2
ln

(
1 +

Gk
2(φ)

k2

) I2 '2�J
∂Gk(φ)

∂k
= − k3

16π2

1

k2 + V
′′

k (φ)

(
G

′′

k(φ) − 2Gk(φ)G
′

k(φ)

k2 +Gk
2(φ)

)
. I2 '27J

0 ���0*� � ��� ���2� I2 '22J & 2� +2�� � 1 �1� �2�4���2�� � $ ��% ��1� �2 0 Vk 1� Gk
41+�1��1�� E




V

Λ
(φ) = 1

2
m2

Λ
φ2 + 1

24
λ

Λ
φ4

G
Λ
(φ) = g

Λ
φ

. I2 '29J

��1 �2�� 42���1� �1� +��1 0� �������1� m2
Λ

& λ
Λ

1� g
Λ

D � ����1��1 k = Λ & �2 � �2 +2��
0��2 401 ���0���+1% 1�� �1� �� ���2�� 4 "# I2 '2�.2 '27J 1� 2��1��0 & � 2 0 �1 � 2�1���1� 1)1�.
��� ������01 Veff(φ) & � ����02$ �% ���2� �2�.�10� 0����+1 V

wil
(φ) = Vk=0(φ) ' (� ��2��������

λ
Λ

= 5 · 10−2 & m2
Λ

= −1 · 10−2 1� g
Λ

= 5 · 10−1 D Λ = 100 & � �1��.D.4�01 1� �01���� �1�
% ;% 1� +��1 0� I�2 � 2 0� 1�  ����� �0���0��01�J � 1 �1��1�  ������1� 4��� �� <, 01 2 '� & �2 �
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��� � 2 '9 � 42�1���1� 1)1���� ! ���2��1� Vwil = Vk=0
' 31� �2�4���2�� � $ ��% ��1� � 2 0 �1�

��0�% *�01� �2�� �1��1� 41 �� <, 01 2 '� ' H1 �1 �� 0�,�2� 1$�10�1 � $ % ���% � 42�� ;�01
�2���4�0�1 ' 4�0 �2%��0���2� & �2 � �+2�� �,��1% 1�� �0��� �1 �2�1���1� 1)1���� 2�1. �2 2� 41
�� <, 01 2 '� ' -2 � 2��10+2�� � 1 & �2%%1 1$���� � 4��� �1 �1$�1 & Vwil 1� V 1l �2�� �0*�
�02��1� � � � 41 � �� �01 '

�+2�� �0��� � 0 �� <, 01 2 '9 �1 � 2�1���1� 1)1���� �2�.� 10� 0����� V
wil

I1� �1 0���1���� � 1
� ��� ���2� 4 "# I2 '26J � �1�� +���41 � 1 4��� �� 0�,�2� 1$�10�1J '
� 41� <�� 41 �2%��0���2� & �2 � �+2�� � ��� �0��� �1 � 2�1���1� V 1l �2001�� 2�4��� I1�
� �2 �� 001��1 & �1� � 41 �� <, 01 2 '�J ' B2%%1 �2 � � 2 +2�� �����1% 1�� �1 01% �0� 10 & �1�
� 2�1���1�� V

wil

1� V 1l �2�� �0*� �1%�����1� ' B1 �2����� ����� 1� ���� �0�+�����1 ' -2 � ��+2��
1� 1)1� � 1 & 4��� �� 0�,�2� 1$�10�1 & � �����,0��1 41 ��1% �� � � 4�<��� �1 �2�1���1� 1)1����
1�� 42% ���1 ��0  � �1 � �2��� 41 �1��1 ' B �1�� � 2 0� 2� �2 � �2 � ���1�42�� D �1 � 1 �1
4�+1�2��1%1�� 1� �2 ��1� & 1� 1� ��0��� ��10 �1 2�1. �2 2� & �2 0����1  �1 � 2��1 ���02$ �% �.
��2� 41 Veff ' 3� �2��204���1 1��01 V 1l I� 10� 0����� J 1� V

wil

I�2�.� 10� 0����� J �2�<0% 1
�1��1 ���1��1 '

4�0 �2���0 ���2� & �� % ���241 ! ���2��1��1 �1 �2%�01�4 � � �1 �2 ��0����2� �� � �� 41
�10% 1� ' B �1�� �� 0���2� �2 0 ��� 1��1 �2 � �+2�� �2%��0� �1 � 2�1���1� 1)1���� �2� ��2� 41�
�� ���2�� I2 '2�.2 '27J �+1� �1 0�� ���� D  �1 �2 ��1 20�,��1� & � �1��.D.4�01 �1 �2�1���1� � 41
�� <, 01 2 '� & 2C �1� 4�+10,1��1� � �40���� 1� 2�� ��� �2��10+�1� '
H� � �2� 4���01  �1 �2%��0���2� �+1� �1 � 2�1���1� � 10� 0����� V 1l 4��� �1� 1� �1� 4�+10,1��1�
� �40���� 1� 2�� ��� � ��0�% �1� I�� ' <, 01 2 '7J & �� 1�� ��20� ���1����01 4 ����20�2010 �1��1
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��� � 2 ': � 42�1���1� � I������� 1J & ! ���2��1� ��0*� �2 ��0����2� 41� 4�+10,1��1� � �40�.
��� 1� 1� 2�1. �22� I�1� � 41 �� <, 01 2 '7J ' 31� �2�4���2�� � $ ��% ��1� � 2 0 �1� +��1 0� 41�
��0�% *�01� �2�� �2 � 2 0� �1��1� 41 �� <, 01 2 '� '
I�J �22% � 0 �� 0�,�2� 41 φ �02��1 41� % ���% � ������� 1� '
I� J � �� 01 41� � 2�1���1�� � 0 �2 �1 � ����1��1 41 φ I�  �� �� � �2) ΛJ '
H1 �1 �� 0�,�2� 1$�10�1 � $ % ���% � 42�� ;�01 �2���4�0�1 ' -2 � 2��10+2�� � 1 & % ;%1 ��0*�
�� �2 ��0����2� 41� 4�+10,1��1� � �40���� 1� & Vwil 1� V 1l 01��1�� �0*� ��% ����01� '
2� �0���2� �� � 
� 
�� 4��� �1� �� ���2�� ! ���2��1��1� 41 /2� '
(� 1$�0�% ��� Vk(φ) 1� Gk(φ) �2 � �20% 1 �2�A�2% ���1 & �� 1�� ���� 41 0�����10 � 1 �� �2 �.
�0����2� 41� 4�+10,1��1� � �40���� 1� & 4��� �� �2,�� 1 4 "# & 01+�1�� D �� 2 �10 4��� �1
% 1%�01 41 402��1 41 � ��� ���2� I2 '2�J �1 �10% 1 E

(
λk

32π2
− gk

2

4π2

)
k φ2 . I2 '2:J

0 ��� � ��� ���2� ��.41�� � & λk 1�� �1 �21= ��1�� 41 φ4 4��� �1 4�+1�2�� 1% 1�� 1� � ������1 4 
���%� 41 Vk(φ) & ���4�� � 1 gk 1�� �1 �21= ��1�� 41 φ 4��� �1� � 41 Gk(φ) ' 31� +��1 0� 41�
��0�% *�01� �2 0���� λk 1� gk �2�� 4��10% ���1� & D ���� 1 ���� 1 41 �� 0��2� ��2� ���0���+1
41� �� ���2�� I2 '2�.2 '27J & ��0  � ��  ��1% 1�� �2�A�2% ��� 41 Vk 1� 41 Gk

01�� 1���+1% 1�� '
31 0� +��1 0� � $ ��% ��1� �2�� ��1� ��0 λ

Λ

1� g
Λ

'
(� �01���� �2 0 m2

Λ

& λ
Λ

& g
Λ

1� Λ �1� % ;%1� +��1 0� � 1 �1��1� �2���4�0�1� �20� 41 � ��� 41
� 10� 0����+1 & �2 � �2 +2�� 0��2 401 � % �0�� 1% 1�� �1 �A��*% 1 4 ��� ���2�� 4 "# I2 '2�J
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1� I2 '27J & �+1� �� %24�<����2� ���20��1 ��0 �1 �10% 1 �44���2��1� I2 '2:J & 1� 2��1��0 <��.
�1% 1�� V

wil

' B1 410��10 1�� 01�0��1��� � 0 �� <, 01 2 ': �+1� �2� �2%2�2, 1 V 1l ' B2%%1
�0���41%%1�� & 2� 01% �0� 1 � 1 Vwil 1� V 1l �2�� �0���� 1%1�� �41���� 1� '
B1��1 ����A�1 �2�.�10� 0����+1 �2�<0% 1 42�� �1� �2��� ��2�� ����1� �  �� 1.�D & D ��+2�0 � 1
�1 �2�1���1� 1)1���� �1 �0��1��1 ���2� %1�� � � � ��,�1 4 ������������ '

�� �1 � �,��1% 1�� � �����01��10 � $ /2�� 41� �2������1� 41 �2 ���,1 λ 1� m2 & 4��10% ����
� �+��� �1 "# ! ���2��1� 1� �1� �2%��010 �+1� �1 0� �2%2�2, 1� 2�1. �2 2� ' 31� <, 01� 2 '�3�
1� 2 '�3� %2��01�� � ��+2� ��2� 41� ��0�% *�01� I% ���1 1� �2������1 41 �2 ���,1 � �0��� 1J
1� �2����2� 41 � ����1��1 �2 0 �1� �� ���2�� 20�,��1��1� 4 "# I2 '2�J 1� I2 '27J & � �1��.D.4�01
1� �0��1��1 41� 4�+10,1��1� � �40���� 1� '
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��� � 2 '�3 � .�2�� 41 �� % ���1 m2 I�J 1� 41 �� �2������1 41 �2 ���,1 λ I� J 2��1� � 01�� 1�.
��+1% 1�� ��0 �� % ���241 ! ���2��1��1 & � ����02$ �% ���2� 2�1. �22� 1� �� �1����� 1 "#? '
31� 4�+10,1��1� � �40���� 1� � �2�� ��� ��� �2 ��0���1� ' 31� �2�4���2�� � $ ��% ��1� � 2 0
�1� +��1 0� 41� ��0�%*�01� �2�� �2 � 2 0� �1��1� 41 �� <, 01 2 '� '
�� 01% �0� 1 � �1$ ���1��1 4 � �1 +��1 0 �0���� 1 kcr 41 � ����1��1 �2 0���1 1� 41��2 � 41
��� 1��1 �1� �� ���2�� ����� 1��1� 4 "# �1 �2�� �� � +�����1� & 1� 42�� � ��+2� ��2� 41�
��0�% *�01� 1�� ��2�� �1 ' 0 ��� �� 0�,�2� k ≤ kcr

& 2� � ����1�4 D 01�02 +10 �� �2���0 ���2�
41 G�$!1�� � 2 0 �1 � 2�1���1� 1)1���� '
�� �2�����1 � ��� � 1 �1 2�1. �2 2� 1� �1 "#? �2 0����1�� 41� �2��1� ���02$ �% ���2�� 4 
/2� ! ���2��1� �20�� 1 �� % ���1 � 1 � ;�01 ��,��,�1 4��� � �1$�01���2� 41� β.�2����2�� '
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B2%%1 ���1�4 & 2� �2�����1 � ��+1� �1� �� ���2�� ! ���2��1��1� ����� 1��1� I2 '2�J 1�
I2 '27J & �� 1�� �%�2���� �1 4 ����1��401 k = 0 � ��� 1 � �2� 01��2��01 �� +��1 0 kcr 1� 41��2 �
41 ��� 1��1 �1� �� ���2�� 4 "# �1��1�� 4 �;�01 +���41� ' 42 0 k ≤ kcr

& �� �� 40��� 01�2 0�0 D
� ��� �+��1�� � 2 0 �1 %24*�1 41 � ��� ���2� I2 '6J � 2 0 01�02 +10 �� �2���0 ���2� 41 G�$!1�� '
?� �� � �2�10 � 1 �1��1 410��*01 �� ���2� 1�� �� �1% 1�� �2�. �2 ���1 & 42�� �1 4�+1�2��1%1��
1� �2�A��%1� � �� �� � 41 �1�� �20�� 1 � �2� �2���4*01 41 $ �2���� 41 �1��1 ' ?� 1�� ��0 1$1%��1
�+�41�� � 1 �� �20% 1 4 �2�1���1� 1)1���� 1�,1�40�1 ��0 �� �2���0 ���2� 41 G�$!1�� 1��
�%�2���� �1 D 01�024 �01 ��0  � � 1��2�� 1 4�+1�2��1%1�� 1� � ������1� <�� '

0 ��� �� 0�,�2� 2C k ≥ kcr
& 2� �2�����1  � �2� ���204 1��01 �1� /2�� 2�1.�22� 1�

! ���2��1� & �1 � � �2�<0% 1 � 1 �1 4�+1�2��1%1�� 1� �2 ��1� 1��  �1 �2��1 ���02$ �% ���2�
��  � �1 � �2��� 41 �1��1 42% ��1 � �����,0��1 41 ��1% �� ' -2�2�� ��� � 1 �� β.�2����2� D
 �1 � 2 ��1 �2 0 �� % ���1 & ���� �2 ��0����2� 41� 4�+10,1��1� � �40���� 1� & 1�� %24�<�1 1�
β1l
m2 = µ2 λ−8g2

16π2
' �+�41%%1�� & � ����02$ �% ���2� 2�1.�22� & 41 % ;%1 � 1 �� �1����� 1 "#? & �1

�+2�1�� � ��� �� ���, ��0��� 4 �2,�0���%1 ��0 �1� 1$�01���2�� 41� β.�2����2�� �2�� 2��1� 1�
� �+��� � ��A�2��*�1 � 1 �� % ���1 01��1 � 1���1 41+��� � ����1��1 41 01�20% �������2� ?" ' ��
�1 42�� 42�� ��� �02�01 �1� 0�� ����� 4 2�1. �2 2� �20�� 1 k2 ≤ |m2| & �1 � � �2001��2�4 ��1�
��0 � $ +��1 0� ����0�1 01� D kcr '

H� � �2� �%���% 1��1 �� � ��01���2� 41� 4�+10,1��1� � �40���� 1� & ��20� �� % ���1 �+2� 1
�0*� � 1 1� 01��1 42�� �02 ��1 41 �� +��1 0 �� �����1 m2

Λ
= −1 ' B1�� �% ���� 1 42�� � 1 ��

+��1 0 kcr � 0+�1��  � � 1 �� � ��04 4��� �1 /2� & �20�� 1 � ����1��1 �2 0���1 k � ����02��1
41 � � ���� ' B1�� % �� D ��0� & �1� /2�� 41 λ 1� 41 g �2�� �0���� 1%1�� ������,�� '

4�0 ����1 0� & �1� /2�� 41� �2������1� 41 �2 ���,1 ��%2�,�1�� 41 �� 4�+10,1��1 41� �2��0�.
� ��2�� �> & ����� 42��� � �D �� 4�)�01��1 41 �� % ������ 1 � ����� 1 204����01 2C � �2�
2��10+���  � ����1� 41 ��� 0���2� I�� ' <, 01 6 '6J & �1� / �� ���2�� � ����� 1� �2��0�� 1��
��� �+1� �1 % ;%1 �2�4� D �2 �1� �1� ���1��1� & � �1�� �2 0� 2� �1� �2������1� 41 �2 ���,1
�02,01��1�� �2�����%1�� 4��� �� 0�,�2� �> ' (� 01+����1 & �1 �1��1 0 ?" 1�� �02��,� 41�
4�+10,1��1� ��0 �1 �10% 1 41 %���1 � � ��2�� 1 �1 /2� 1� 41�D 41 kcr '

� �� �� ������� ���� ���� � ������� ������� ����� �����������

�+��� 41 �2��� 01 �1��1 �� 41 & �2 � ���2�� % 1���2��10 4 �� �01� �0�+� $ 5�7 & �98 � 0
� ������������ 4 +�41 ' 31� � �1 0� 1��1�41�� % 2��010 & D � ���41 4 � �1 � �01 % ���241 �2�.
� 10� 0����+1 & D ��+2�0 �1� ���� �� � 0 0��1� $ & � 1 �1 �2�1���1� 41 F �,,� 1)1���� 1�� �����1 '

/2 � 4 ��� 204 & �2 � �+2�� �2 ��,�� 4��� �2�01 ����A�1 � 1 �1 �02��*% 1 41 � ������������
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�2��10�1 �1 � 2�1���1� 1)1���� 01�20% ����� ' ?� 1�� 42�� �%�20���� 41 0�����10 �1��1 �� 41
4��� �� 0�,�2� 41 φ 2C �� ���20�1 41� � 10� 0����2�� 01�20% �����1 1�� I2 1�� �1���1 ;�01J
+���41 ' B1�1�4��� & 4��� �1� �0�+� $ 5�7 & �98 & �1 � 2�1���1� �0��1��1  � % ���% % � � �2) &
� �1��.D.4�01 D φ ∼ Λ = π

a
I�� ' <, 01 � 41 5�78 1� <, 01 2 41 5�98J ' 0 1 �� � & �2 �1� �1�

���1��1� � 10���1��1� 4 �02��*% 1 & 1� � �2 �� 001��1 � ����1��1 41 ����1 ��10,�1 µ & �1 � �2) Λ
1� �� �2����2� 4 % ���% % v & �2�� �2 �1� 4 %;%1 20401 41 ,0��41 0 ' B1� ���0��1% 1�� �
41� ���1��1� � ���41 ��� & �1�2� �2 � & D ��1� 4���10�10 � �20�,��1 4 �02��*% 1 41 � ������������ '
31 0 4�% �0��1 �2 0 4��10% ��10 �1 �2�1���1� 01�20% ����� I�� ' �� ���2� I�J 41 5�98J 1��
��% ����01 D �� ���01 ' � ��0��0 4 �2�1���1� � 4��� �1� 1� �1� 4�+10,1��1� � �40���� 1�
�2�� �2 ��0���1� I�� ' �� ���2� ILJ 41 5�98J & �1 410��10 1�� 4�+1�2��� 1� � ������1� 41 φ

Λ1� �1� � ������1� ��,���+1� 41 Λ �2�� 1�� ��1 ��,��,�1� ' G ���1 01 �1% 1�� & �1� � �1 0�
���1�� �1 0 �0, %1�����2� � 0 �1� 4�)�01��1� 1��01 �1 �2�1���1� � 1� �1� � 01�20% �����
� 2 0 41� +��1 0� 41 φ ��� �	
��	�� �� �� ��� & �1 � � � ����20�1 � � � �����0�,1 � 10���1��
� 0 �1 �02��*% 1 ' � �2��0��01 & �2 � � 1��2�� �+2�0 ����01% 1�� �41���<� 4��� �2�01 �� 41
� �20�,��1 41 � �����01��1 ����������� 4 �2�1���1� 1)1���� ' (�<� & �2��0��01% 1�� D �1 � � 1��
�0��1�4 4��� 5�98 & �1��1.�� � �� 0�1� D +2�0 �+1� �� �0�+ ������ '

42 0 �2%�01�401 �1 410��10 �2��� & �� 1�� �% �20���� 41 0��� 1�10  �1 �2�� 41 �� � � 1 �2 �
�2���4�02�� 41� ���20�1� 1)1���+1� ' 0��� �1 �2��1$�1 & �1 �0�+ ������ ��,��<1 ��%��1% 1�� � 1
�� �2������1 41 �2 ���,1 λ � ,% 1��1 � 2 0 41� +��1 0� �02������1� 41 � ����1��1 4 ���10,�1 '
?�4�� 1�4�%%1�� & �2%%1 ���� � ���� & � ������������ � 1 � ;�01 ���0��1�4�1 D ��0��0 4 
�2%�20�1% 1�� 4 /2� 41 λ(φ) 1� �1��1 410��*01 1�� 4�1 D �� �2��0�� ��2� 41� �2 ��1�
�10% �2��� 1� � � �2�4 ��1�� λ D 41� +��1 0� ��,���+1� ' 31 0� �1 41 �� �0�+ ������ & � �+���
�1 �1�� 0���1�� ��.41�� � & ����0���  ���0�1 01% 1�� �20�� 1 � �2� ���1��� 41� +��1 0� 41 φ
�� � ,0��41� ' 3� �0�+ ������ �% ���� 1 1� 1)1� � 1 & ��� 2 ��04 & �� �2������1 41 �2 ���,1
λ(φ) +� 01%2��10 & ,���0��� �����  � �2 +1� % ���% % 41 Veff ' B �1�� �0�����% 1�� �1
�2%�20�1% 1�� ��0�+ ���� 41 λ � � � 42��� ��������1 � $ �����0�2� 41 % ������������ & �2%%1
�2 � � ��+�2�� 4�� D �+2� � 4��� �� �01% �*01 ��0��1 41 �2�01 �� 41 ' 0 ��� �1��1 �2,�� 1 & �1
/2� ��0��� ��10 41 λ I,2 +10�� ��0 �� �01% �*01 41 �2� �� ���2�� I2 '9JJ 1�� 4� � $ �0��1��1�
�2�� 2���1� 4��� �� β.�2����2� 4 �10% 1 1� −g4 & � � 01�4 �������1% 1�� λ ��,���� & 1� 4 �10% 1
����� 1� 1� +λ2 � � �01�4 1�� ��1 �� 01�*+1 ' -2 � 1� �2��� 2�� � 1 �� �0�+ ������ � �� 0�1� D
+2�0 �+1� � ������������ 41 Veff '

B2%%1 410��*01 01% �0� 1 & �2 � �� 2 �2�� � 1 �1� � �1 0� 41 5�7 & �98 �1 �10+1�� 4 
�2�1���1� �2��0���� 5728 �<� 41 01��10 �+1�  � �2�1���1� �2�.�2�+1$1 I� 2 0  � +2� %1 <��J '
� �2��0��01 & 1� �2 � ��� A��� � 0 �� �2�+1$ ��� 41 Veff 1� ���� � 1 �02�0���� 4�01��0��1 &
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�2 � �+2�� � % 1��01 1� �+�41��1 � �1001 0 D � �20�,��1 41 � ������������ 4 �2�1���1� 1)1����
4��� �� 0�,�2� 1$�10�1 '

� �� �)!%#'��)!�  � " (�"  %� �� �

(� �2%%1����� ��0 � �����A�1 41 �10����� �0, %1��� � 2� ���01� 5L� &�L8 % ��� ���2001��� &
�2 � �+2�� �� 4�� �1 �02��*% 1 41 � ������������ 4 + �41 ��1��02���� �1 D � ���41 4 � � %24*�1
��% ��1 �2����� � 4 � � ���%� ������01 I�2001��2�4��� � F�,,�J �2���4���  � �2 ���,1 41
� ��!� �+1�  � �10% �2� I1� ��0��� ��10 �1 � �0� �2�J '
(� % �0���� � ����02 ��1 41 12,2� �2+ � 0 �� �0�� 01 41 �A%��0�1 & D ��+2�0 � ������������ 4A��.
% �� 1 41� % ���% � ������� 1� & �+1� �� % ���241 ! ���2��1��1 4 "# & �2 � �+2�� � %2��010
� ��� � �A � � � �1 ���2%���������� 1��01 �� �2�+1$ ��� 4 �2�1���1� 1)1���� 1� � �1$ ���1��1 41
�2����2�� 41 +10�1$ 4��� �� ����1 �0���1 ' B1��1 ���� 1 ��% ����01 � ���  ���1 �2 0 % 1��01 1�
�+�41��1 �1� ��1$����� 41� �% ���� �1� 4��� �1� 0���2��1% 1��� ����� ��.�+��� '

(�� ��1 & �2 � �+2�� % �� 1� � % �*01 � 1 � ������������ 4 �2�1���1� 1�� �� ��1 ��0  �1
1$�0��2����2� ����,��1 4 �2�1���1� 1)1���� 01�20% ����� 4���  �1 0�,�2� 41 φ 2C �1� 0�� �.
���� 41 �� ���20�1 41� � 10� 0����2�� 01�20% �����1 �1 �2�� �� � +�����1� ' � 41%1 0��� & 1�
���204 �+1� �1� ���20*% 1� ,���0� $ 5: & �38 & �2 � �+2�� +�0�<� � 1 �1 � 2�1���1� 1)1���� �+1�
� �2) 41 �2�01 %24*�1 ��%���<� 1�� ��1� �2�+1$1 4��� �2 �1 �� 0�,�2� 2C �� 1�� 4�<�� '
42 0 ������0 �1� 0�� ����� & �� � ��� ���1����01 4 ����10 � .41�D 41� �2�4���2�� ����� 1��1�
4 �������������� 41 �� ���20�1 41� � 10� 0����2�� ' B2��10���� �1 �2��� & �� 1�� �2�2�01 � 1
�1 ����% � 41 0�, ��0�����2� 4�% 1���2��1��1 & 41 ��0 �� �02�01 �2���0 ���2� & �2 0��� 4�01�.
�1% 1�� �1� 0�� ����� 41 �� ���20�1 41� � 10� 0����2�� 01�20% �����1 ' B1� 1�4��� & �2%%1 �1
% 1� 1� �+�41��1 �2�01 ����A�1 & �� �2��1$ �2� 1��01 �1� �1��1 0� �> 1� ?" 41 �� ���20�1
I�� 01����2� 1��01 �� ���20�1 � 1 1� �1��1 01�20% �����1J � 1 � �0��1��10 41� ��� 1��� � � �2��
% ��� �� �20� 41 � ����������2� ���+1 41 �� 0�, ��0�����2� 4�% 1���2��1��1 '

0 ��� �2�01 ��� 41 <, 01 & �� �2��0����1 41 �2��������1 41 �� ���20�1 Iφ ≤ ΛJ ���2 ���1
D � ��� ���2� I2 '66J & �%���� 1 � 1 �� �2%������2� λv

24
+ g4

16π2 ln v2

φ2
�1 � 1 � ��� ;�01 ��,�.

��+1 ' H� � �2� �2���4*01 ���� �0��� ��2� �1� 0�� ����� 41 �� ���20�1 41� � 10� 0����2�� & �1��1
���20% ���2� 1�� � 104 1 ' (� 1)1� & �1� �� ���2�� I2 '�9J 1� I2 '�:J & ,���0��1% 1�� �2���4�0�1�
�2%%1 �1�  ��� 1� �2�4���2�� 41 +���4 ��� 41 �� ���20�1 41� � 10� 0����2�� 01�20% �����1 & �1
�2���1��1�� ��� �� �2��0����1 ��4�� 1�4���1 �0���41��1 ' B �1�� �0�����% 1�� �20�� �1��1 1��
�,�20�1 � 1 �1 � 2�1���1� 1)1���� ����0��� �������1 '
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-2 � �+2�� 4 ��� 204 �2���0 �� �2�01 ����A�1 D ��0��0 4 ����% � 41 0�, ��0�����2� ��0
� �2) 4��� � �1����1 41� �%� ���2�� ' 0 ���  � �1�2�4 �1%�� & � � ��������2� 41� �� ���2�� ! ��.
�2��1��1� 4 "# � �10% �� 41 ,���0����10 �2� 0�� ����� 4���  � �2��1$�1 �2�.�10� 0����� '
0 1 �� � & 1� 4���� 41 �� ��������� 4 �2�1���1� 1)1���� & �2 � �+2�� % 2��0� � 1 41� � 20�1�
����0�1 01� � 0 �� % ���1 4 F�,,� � 1 +1�� ;�01 4�0�+�1� % ��,0� �2 � ' (� 1)1� & � 2 0  �1
+��1 0 42���1 01�20% �����1 41 λ & �1 � �2) ��A��� 1 �2001�� 2�4��� � 1 � ;�01 �02 +� 1�
01��10����� �1 � 2��� 4 ���/1$ �2� 41 Veff 4��� �� 0�,�2� 1$�10�1 I|φ| > vJ ' H� � ����1��1 41 ��
�2 +1��1 ��A��� 1 � �1�� �0*� ��1+�1 1� ��10,�1 & �2 � �2�����2��  �1 4�)�01��1 ��,��<����+1
1��01 �2� � 20�1� 1� �1��1� ����� 1��1� ' 42 0 Λ 4��� �� 0�,�2� 4 /1> & �2 � �02 +2��  �1
+��1 0 41 M

H

�� � ��1+�1 4 � �1 4�@���1 41 #1> ��0 0���20� � $ 4��10% �����2�� ��� 1��1� '
� .41�D 41 �1� �%�������2�� ����2% ��2�2,�� 1� & �� 1�� �%�20���� 41 �2 ��,�10 �� �02�2�41
4�)�01��1 �2��1�� 1��1 1��01 �2�01 ����A�1 1� �1 0���2��1%1�� ����4�04 ' H1�2� �2�01 �2���
41 + 1 & �� ��������� 4 �2�1���1� & � ��� � �1� � 1 �1� �20�1� � 0 M

H

& �1 �0��1��1�� �2%%1
�� % ����1�����2� 41 �� �2��������1 ���10�1 41 �� ���20�1 & 1� � �2 �� 001��1 �1 01�� 1�� 41 ��
�02�0���� 41 �2�+1$ ��� 4 �2�1���1� 1)1���� ' 4�0 �2��01 & 4��� �� 4�% �0��1 ����� 1��1 & �1�
� 20�1� ����0�1 01� 4��2 �1�� 41 � ��%�2����2� 4 � �1 I����01��1J �2��0����1 �44���2��1��1
� 0 �1 �2�1���1� 1)1���� & D ��+2�0 �� ��������� 4 +�41 (5 ' 3 ������������ 1�� 42�� �2���4�0�1
�2%%1  �1 �2���� ����� ���20�� 1%1�� ��,���% 1 ' 0��� �1� 1��0�� & �1 �����0�2 41 % ������.
������ 1�+���,1 �1� �2���� 1��1� 41 �� �0��1��1 4 � � +�41 �� � ��� � 1 �1� � ��1��02���� �1 '
-2� 0�� ����� 1$�� 1�� �� � ���� �1 �����0�2 '

0 ��� �1��1 �� 41 & �2 � �2 � �2%%1� 1$�� ��+1% 1�� ����01���� D �� � 1���2� 41 � ���.
��������� ' B1� 1�4��� & �2 � � 1��2�� � 1 �2� 2��10+���2�� �2��  �1 %����1�����2� 4 � �
�02��*% 1 �� � ,���0�� & D ��+2�0 �� �2��1$ �2� I��0�2�� 4������1J 1��01 �1� �1��1 0� �> 1�
?" 41 �� ���20�1 41� ���%�� ' 4�0 1$1%��1 & �2 � �0��1��102�� �20� 4 410��10 ������01 �2�
� 10�� 1���+1� 41 01��10��1 �2 0 � �����A�1 4 %������% 1 41 �0�� 01 4A��% �� 1 41 �A% ��0�1 '

-2 � ���2�� % ����1���� �2 � ����01��10 41 �� � �0*� D � �����2� 1)1���+1 & 1� 1� ��0��� ��10
1���A10 41 ���0�<10 4��� � 1��1� ��� ���2�� 1� �2 � � 1��1� �2�4���2�� �1��1 410��*01 1�� ���1
D 4��0�01 �� 4A��% �� 1 4 � � �A��*% 1 � ����� 1 '
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-2 � +1�2�� 41 +2�0 � �0�+10� 41 41 $ 1$1%��1� � 1 �1 ,02 �1 41 01�20% �������2�
! ���2��1� � ��+*01 ;�01  �1 ���02$ �% ���2� �10���1��1 & +2�01 ��4��� 1�����1 & � 2 0 4��10% ��10
�1 �2�1���1� 1)1���� ' � �1��1 2 �����2� & �2 � �+2�� � +�0�<10 � 1 �1 410��10 �2����� ���
 � 2 ��� ���0������1 1� ���20�1 41� ���%�� ' B �1�� �2 0� 2� �2 � �� 2042�� % ����1����
 �1 �2 +1��1 ���1��1 41 � �����2� 1)1���+1 & D ��+2�0 �� �02� 1���2� D �0���10 �1� �02��*% 1�
4A��% �� 1� ' -2 � �0�+����102�� ��� 5��8 �+1� �� +10��2� % ���2! �� �1��1 41 �� ���20�1 & �1 �1�
�1� �� ���2�� 4 "# �102�� ��� 1� 41 �� �20% ����2� 1 ���4 �1��1 '

� �� �!�()&'%� �)! � %)!� ��  � "()*#�,$� ��' 

B2%%1 �2 � � ��+2�� 0���1�� � ������01 � I�� ���2� I� '6�JJ & 1� � ����1��1 41 �2 0�1
1$��0�1 01 & � �����2� 1)1���+1 Γ[φ] ��������� D � ��� ���2� E

δΓ[φ]

δφ(~x, t)
= 0 . IL '�J

B1��1 01����2� 1�� �2%% ��%1�� �2���4�0�1 �2%%1 � ������
�� ���� �
�� � �� � ����� �� �&
�� �,���0�������2� � ����� 1 � 41 � ��� ���2� ������� 1 δS

δφ
= 0 ' 0 1 ���� & D � �20401 �1 �� �

��� 4 4�+1�2��1%1�� �1% �.������� 1 & Γ[φ] �2����41 �+1� � �����2� ������� 1 S[φ] ' B1��1
�02�0���� � ,,*01 ����� I � �1 ���+1% 1��J � 1 Γ[φ] 42�� ;�01 ���10�0���1 �2%%1 � �����2�

9:
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� ����� 1 4 �A��*% 1 1� � ��� ���2� IL '�J �2%%1 � ��� ���2� � ����� 1 41 �� 4A��% �� 1
�2001��2�4���1 ' B1��1 ���10�0�����2� 1�� 1� 0������ D � ���10 1� � �1�� �2001��1 � 1 �2 �
�10����1� �2�4���2�� ' 4�0 ����1 0� & % ;% 1 �20�� 1 �1��1 ���10�0�����2� � ������� 1 & � ��� ���2�
IL '�J � �1�� ,���0��1% 1�� ��� 01�����1 4�01��1% 1�� D  � � 1��2�� 1 4�+1�2��1%1�� �1% �.
������� 1 & 1� ��0��� ��10 �20�� 1 41� ����2% *�1� �2�.� 10� 0������ �2�� 1� � 1 �2%%1 � �1��
�1 ��� �+1� �1 42 ��1 � ��� ' 3 �������������� 41 � ��� ���2� IL '�J �2%%1 �� ���2� � ����� 1
4 %2 +1%1�� �+��� 4�� D ��� �0�*+1% 1�� 4��� ��1 1� 57�8 2C  � ��401 ���20�� 1 0�,2 01 $
�+��� ��� <$� �<� 41 �2%����10 1� 41 ���0�<10  � � �01 �0�+��� 5778 � 0 �1 � � 1� ' ?� � ��,��
��� 41 4�+1�2��10 1� 4 ���1�401 � ��� 41 57�8 �<� 41 �2%�01�401 �2 � � 1��1� �2�4���2�� ��
4A��% �� 1 4 � � �A��*% 1 � ����� 1 � 1 � ;�01 4��0��1 ��0 �� 01����2� IL '�J '

3 ����02$ �% ���2� �2 0 Γ[φ] �� % �1 $ �4����1 D �1 �A� 1 41 �02��*% 1 1�� 1��201 �1
4�+1�2��1%1�� 1� ,0�4�1�� E

Γ(φ) =
∫
d4x

(
−Veff (φ) +

1

2
Z(Φ)∂µφ∂

µφ+ Y (φ)(Φ)(∂µφ∂
µφ)2 +W (φ)(∂µ∂

µφ)2...
)
. IL '�J

B2%��1 �1� 41� �2��� ��2�� 41 � ��� 41 41 �� ������ 1 4 42 ��1 � ��� � ������01 6 &
�2 � �2 � ����2��102�� ��� D �2���4�010 � �20401 �1 �� � ��� & D ��+2�0 � ����02$ �% ���2� 4 
�2�1���1� �2 ��� I34� J � � ����1 1= ������ 1� ��% ������� ' "���1�2�� � 1 �� 34� 1�� 2��1� 1
1� ��,��,1��� �1� 4�0�+�1� 4 �20401 � ��0�1 0 4��� �1 4�+1�2�� 1% 1�� IL '�J 1� 1� ,�04���
�2������ �1 ����1 0 41 01�20% �������2� 41 �� �2����2� 4 �2�41 & �1 � � 01+ �1�� & ���� � 10�1 41
,���0����� & D ��2���0 Z = 1 E

Γ[φ] =
∫
d4x

(
−Veff(φ) +

1

2
∂µφ∂

µφ
)
. IL '6J

3 ��� ���2� � ����� 1 4 %2 +1% 1�� IL '�J � ���0�� ��20� E

∂µ∂
µφ = −∂Veff (φ)

∂φ
, IL '2 J

1� �01�4 ����� �� % ;% 1 �20% 1 � 1 � ��� ���2� ������� 1 4 %2 +1%1�� 2C �1 � 2�1���1� ����.
��� 1 1�� 01%����� ��0 �1 � 2�1���1� 1)1���� ' B1��1 �� ���2� � ��� ��0,1% 1��  ������1 � 2 0
4��0�01 � ��+2� ��2� �1%�201��1 41 �� +��1 0 % 2A1��1 � 4 � � ���%� ������01 & �2��%%1�� 4���
41� % 24*�1� 1� �2�% 2�2,�1 5798 ' 4 � � 0��1%%1�� �1� 1�4��� & � 1�� 1� ��% �����2�� 2�� ���
�2��1� +��.D.+�� 41 � � ��������2� 41 �� 01����2� IL '2J & 1� �� � ,���0��1% 1�� 41 IL '�J & �2%%1
�� ���2�� 41 �� 4A��% �� 1 1�  � �20% ����% 1 4�)�01�� �2 0 �0���10 �1� �02��*% 1� � ���

���,  �)�� �&,  ���)�� 
 + �� ���� !� !" ����� % � '���������� �$ ���� , ������ �  �� �������� �� ������&!�� % ,  �"�������, ��� &)��$�)�� �� �� �� �� % +� � ' �
 � �� �����!� ���� $ ��� � % ! '���	�	+ ��� � '&�&, ��� +�
,  ���!�

Aij = 〈i|Â|j〉 + '�� ��&� ����
Â
.
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4�+1�2��� 57:�9 �8 ' -2�01 �� 41 �2%��*�1 �1� 410��10� �0�+� $ 1� ���02�2�4�� �� 0�/1$ �2�
� 0 �� ��,���% ��� 41 � �1%��2� 41 � ��� ���2� IL '�J '
-2 � �2 � �02� 2�2�� ��� & ��0  �1 ����A�1 ���1���+1 41� ��% �����2�� 41 � ��������������
41 �1��1 �� ���2� � $ �02��*% 1� 4A��% �� 1� & 41 %2��010 4��� � 1�� ��� 41 <, 01� 1�
�2 � � 1��1� �2�4���2�� �1� 2 ��� 1��.�� � �1� ���02�0�� �2 0 4��0�01 � ��+2� ��2� 41� +��1 0�
% 2A1��1� 4 ���%� ' ?� 1� 01��20� � 1 41 $ ���% 1��� & �  �� ���� � � ��� �2 �.1���% �� & � 2 1��
 � 0� �1 �0 ���� E �� �0��1 1� �2%��1 �2001��1 41� �2�4���2�� � $ ��% ��1� ���� �1� 4��� ��
4�<����2� 41 � �����2� 1)1���+1 1� � � ��������2� 4 � �1 ���02$ �% ���2� �2�.� 10� 0����+1 � 2 0
�1 �2�1���1� 1)1���� ����0������� 4��� � ��� ���2� IL '2 J '

� �	 � �, ��$� �)!� & �$""#�%$*�#���

��1  ��������2� �4�� ��1 41 � ��� ���2� IL '�J �2%%1 �� ���2� � ����� 1 4 %2 +1% 1��
01� �10� 41 �� ���<10 �+1� �2�� �02�� ���% 1��� E
I�J �1 �20% ����% 1 4��� �1� 1� 1�� 4�0�+�1 � ��� ���2� IL '�J �<� 41 �2�����01 �� ��,��<����2�
��A��� 1 1$���1 41 φ �
I��J �1 ��2�$ 41� �2�4���2�� � $ ��% ��1� ���2���1� D �1��1 410��*01 1� �2��20% ��� �+1� �1
� 2��� I�J �
I���J � ����02$ �% ���2� 1%��2A�1 � 2 0 Γ[φ] � � 42�� ;�01 ��� 01��1% 1�� ��1� �4����1 � 
�02��*% 1 �2���4�0� �<� � 1 �1� 0�� ����� ��1��  � �1�� ��A��� 1 '

4�0 0���20� � �01% �10 �2��� & �� �� � ;�01 �0 41�� �20�� 1 � �2� �2���4*01 φ �2%%1 ��
+��1 0 %2A1��1 4 ���%� ��0 �1 � �1�� ��� +0�� 1� ,���0�� ' B2%%1 �2 � � ��+2�� 0���1��
� �2 0� 4 ������01 � & � �����2� 1)1���+1 Γ[φ] 1�� �� �0����20% �1 41 31,1�401 41 W [J ] & ��
,���0��0��1 41� �2����2�� 41 #011� �2��1���1� ' B1��1 410��*01 1�� 1��1.%;%1 4�<��1 ��0
e

i
h̄
W [J ] = Z[J ] = 〈0, t = +∞|0, t = −∞〉J '0 ��� �� 01�0��1�����2� 41 H��0K4��,10 & � ��%���� 41 41 � 10�������1 4 +�41 Z[J ] �1 � ;�01

��0��1 1$������1% 1�� �2%%1 E
Z[J ] = 〈0|Û(+∞,−∞)|0〉J = 〈0|T

(
e
− i

h̄

∫ +∞

−∞
dt(Ĥ−J(t)Φ̂(~x)))|0〉 , IL 'LJ

2C Û(+∞,−∞) 1�� � �2� �0��1 0 4 ��+2� ��2� �1%�201��1 1� �0��1��1 4 � �1 �2 0�1 J & 1�
|0〉 � ����� �2�4�%1���� 4 ��% ���2��1� 4 �A��*% 1 ' � ��0��0 41 �� 01����2� IL 'LJ 1� 41 ��
4�<����2� 4 ���%� ������� 1 φ(~x, t) = δW [J ]

δJ(~x,t)
& 2� � 1 � ��0�01 �1 410��10 �2 � �� �20% 1 59�8 E

φ(~x, t) =
〈−, t|Φ̂(~x)|+, t〉

〈−, t|+, t〉
IL '�J
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2C

〈−, t| = 〈0|Û(+∞, t) 1� |+, t〉 = Û(t,−∞)|0〉 . IL '7J
?� 1�� ����0 � 1 |+, t〉 1� |−, t〉 �2�� I1� ,���0��J 41� ����� 4�)�01��� ' (� �2���� 1��1 41

� 2� & φ(~x, t) � �1�� ��� I1� ,���0��J  � ���% 1�� 41 % ��0��1 4��,2��� 4 ���%� � ����� 1
Φ̂(~x) ' 4�0 ����1 0� & �1 410��10 � 1 � �0��1��10 41� +��1 0� �2%��1$1� ����� 42��� � 1 Γ 1��
�� �2����2��1��1 ,���0��0��1 41� �2����2�� 41 +10�1$ �4 ? & � � �2�� 41� � ������� �2%��1$1�
������������ D �� �01��0����2� �� ���1 41 .1A�%�� ' ?� �� � 42�� 1)1�� 10  � ��2�$ ��1�
��0��� ��10 �2 0 �� �2 0�1 J �� � �2� +1 � �+2�0 |+, t〉 = |−, t〉 ' B1 � �1�� � 1 4��� �1 ��� � 1
� ��� ���2� IL '�J 4��0�� � ��+2� ��2� 4A��% �� 1 41 �� +��1 0 % 2A1��1 41 � �2� �0��1 0 Φ̂(~x) '

31� ����2�� 1)1���+1� 4�<��1� � �+��� � ��� ���2� IL 'LJ �2�� 4��1� 41 H��! ��,10.0 1 5 ���
I2 ���.2 � �J 5968 ' ( ��1� �2%�01��1�� 41� �2�4���2�� � $ ��% ��1� � � �2�� �4����1� � $
�02��*% 1� 4��� �1�� 1�� �2�� �2���4�0�1� 41� �0������2�� 4 ������ ��A%��2��� 1� 4��� �1
����� +10� 41� ����� ��A%��2��� 1� 4��� �1 � � 0 I��0 1$1%��1 �20� 4 � � �02�1�� � 41
4�) ��2� J ' �� �1 � �2�10 1� ������� � 1 41� 4�<����2�� �� � ,���0��1� 4 �����2�� 1)1���+1�
��.2 � � 1 +1�� ;�01 ���� 20�1� 1� 01%������� �1� ����� ��A%��2��� 1� |+, t〉 1� |−, t〉 ��0
41� ����� ,���0�� 1� |in〉 1� |out〉 �2001�� 2�4��� D 41� �2�4���2�� � $ ��% ��1� �� � ,�2���1� '

31 �20% ����% 1 �2����2��1� �� �� ��0� 4 �1%�� ���02�0�� � 2 0 �1 �A� 1 41 �02��*% 1�
4A��% �� 1� 1�� �1 �20% ����% 1 ���. �� � 2 ��2�1.��% 1 ���� 592�9�8 & 2C � �2� 1�� D % ;% 1
41 �2���0 �01 41� ����2�� 1)1���+1� ��. �� � � ,��*01�� � ��+2� ��2� 4A��% �� 1 41� +��1 0�
% 2A1��1� 4 ���%� ' ?�� �1� 1�4��� & �2 � � ����2�� ��� �2 � ����01��10 D �1��1 ���02 ��1 1�
D �1� 0��1��� 4�+1�2��1%1��� ' -2�01 � � 1�� �� ��� 41 % 2��010 � ��� 1�� % ��,0� �2 � �2�.
��� �1 & �2 � �10����1� �2�4���2�� & 41 4�<��0  �1 �� ���2� 4 %2 +1%1�� 4��� �1 �20% ����% 1
��.2 � ' B2%��1 �1� 4 ���� � 1 � ��� ���2� IL '�J 1�� ��0�2��  ������1 �2%%1 �� �2��01��0��1
� ����� 1 41 � ��� ���2� ������� 1 4 %2 +1%1�� & �1 �02��*% 1 +� � ���� 42 �1 �� � 1��1
4 �;�01 �� 4�� '

0 ��� �1� ��� 2C �1 410��10 �20% ����% 1 �1 � ;�01  ������ �2001��1% 1�� & �2 � 41+2��
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I�2����2��1�J 4 �A��*% 1 D �1 % ;%1 ������� & � �� �����10 �+2� 10 �� +��1 0 %2A1��1 4 
���%� � ����� 1 � �+��� � ��� ���2� IL '�J ' (� 1)1� & 41� �2�4���2�� �� �����1� �0���0��01�
� 2 0 φ 1� �2 0 �1 ��� 1� 4 �2�41� �1 �2�� ,���0��1% 1�� ��� �2%������1� �+1� �1� �2�4���2��
��A%��2��� 1� ���20�20�1� 4��� �� 4�<����2� 41 Γ '

0 ��� �� ��0��1 � �+���1 & �2 � ���2�� 4�+1�2��10  � 0���2��1%1�� ���1 D 4��10% ��10 &
� 2 0  � � 1 �� ���<� 1 41 �2�4���2�� �� �����1� �2 0 �� +��1 0 %2A1��1 4 ���%� 1� �1�
4�0�+�1� & �� �20% 1 4 ��� 1� 4 �2�41� �� ����� ID t = t0
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��A%��2��� 1� ����01��1� D �� 4�<����2� 41 � �����2� 1)1���+1 ' 0 1 �1��1 % ���*01 & � ��� �.
��2� IL '�J � 1 � ;�01  ������1 1� �2 �1 0�, 1 0 ' B1� �0, % 1��� ���20�� 1� �102�� �2��20���
��0 41� 0�� ����� � %�0�� 1� 4��0�+��� � ��+2� ��2� 4A��% �� 1 & 4 ���0*� � ��� ���2� IL '�J & 41
�� +��1 0 %2A1��1 41 � �2� �0��1 0 � 2����2� 4���  � �2�1���1� 42 ��1 � ��� 1� %������ 1
� ����� 1 ' 0 ��� �1 ��� & � ��+2� ��2� 4A��% �� 1 1$���1 1�� 0�,�1 ��0 � ��� ���2� 41 H��0K.
4��,10 4�� 1�4���1 4 �1%�� 1� 1� �2%��0��� �1� 41 $ %���241� & �2 � %2��0102�� � � �
1$�1��1�� ���204 1�� �02 +� �� �1 ��� 1� 4 �2�41� �� ����� 1�� ��2��� � �+��� �2�01 �0��*01 '

?� 1�� ����0 �  4���1 $ 4 ���+1���, 10 �� � 1���2� 41 �� 4��10% �����2� 4 ��� 1� 4 �2�41�
�� ����� � �0�+10� 4 ��401 ���20�� 1 41 �� 4�<����2� +�0����2��1��1 41 � �����2� 1)1���+1 5668 &
� � �2����� 1 �� ,���0�������2� � ��� 4�� 1�4��� 4 �1%�� 41 �� 4�<����2� +�0����2��1��1
��1� �2�� 1 4 �2�1���1� 1)1���� 562 8 ' 0 ��� �1��1 ���02��1 & 4�������1 � ������01 � & � �����2�
1)1���+1 Γ[φ] 1�� 2��1� 1 ��0 � �1$�0�% �����2� 4 � �1 �2����2��1��1 41 41 $ ����� 4�)�01��� &
���1��� |ψ+, t〉 1� |ψ−, t〉 & �+1� �� �2��0����1 � 1 〈ψ+, t|Φ̂(~x)|ψ−, t〉 = φ(~x, t) ' 0 1 �1��1
4�% �0��1 0�� ��1 �� 4�<����2� I� '6:J ���2%��,��1 41� �2��0����1� I� '23J 1� 41� �2�4���2��
��A%��2��� 1� I� '2 �J '

. ����1% 1�� & �� 01��1 D 4��� �10 �1 � 2��� I���J 1� D 0�/����0 D � ����02$ �% ���2�  ������1
� 2 0 ���� �10 � �����2� 1� �1 �2�1���1� 1)1���� ' 3� �� � ��%��1 � 2 0 Γ 1�� 42���1 ��0 ��
34� I�� ���2� IL '6JJ 1� � ����02$ �% ���2� �� �� � 4�01��1 �2 0 �1 �2�1���1� 1)1���� 1�� �1
� 2�1���1� 2�1.�22� V 1l ' � 0 & �1��1 410��*01 �0��1��1  � ���2�+���1�� 41 �����1 ' B2%%1 �2 �
� ��+2�� 4�� D �� ��1 0� �2�� 0�� ��� & �1 � 2�1���1� 1)1���� 1$��� 1��  �1 �2����2� �2�+1$1 41
�2� �0, % 1�� 5: & �L & 978 ' � 0 & �20�� 1 �1 �2�1���1� ������� 1 I� J � �1�� ��� �2�+1$1 & �2 �
��+2�� � 1 � ����02$ �% ���2� 4 4�+1�2��1%1�� 1� �2 ��1� & D � ��%�20�1 � 1� 20401 <�� & 1��
��������1 41 01�024 �01 �1��1 �02�0���� I � �2 +1� 1$1%��1 1�� 42��� ��� ��0 �� <, 01 L ':J '
B2%%1 �2 � � ��+2�� +�0�<� ��0 41 $ �2�� � �2 0� 41� ��0��1� �0���41��1� I�� ' <, 01� 6 '��
1� 2 '6J & �1� �� ���2�� ! ���2��1��1� 4 "# 5�� & 67 & ����28 �2 0����1��  �1 ���02$ �% ���2�
�2�.� 10� 0����+1 �2�+1$1 <���1 �2 0 �1 � 2�1���1� 1)1���� VRG '
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�� +�0�<10� ��0 �� � ��1 & �20� 41 � ����������2� D �� 4A��% �� 1 4 � �1 ��0��� �1 4��� �1
42 ��1 � ��� & � 1 �1� 0�� ����� 2��1� � 1� ����0��� VRG 4��� � ��� ���2� IL '2 J �2��2041��
�+1� �1 $ ��0�� 41 �� 0��2� ��2� � % �0�� 1 41 � ��� ���2� 41 H��0K4��,10 4�� 1�4���1 4 
�1%�� ' B1�� �2�<0% 1 � 1 �1 �2�1���1� 1)1���� VRG � ��+*01 ;�01  �1 1$�1��1��1 ���02$ �% �.
��2� 4 ��2�1���1� � ����� 1 � �2001�� D  �����10 4��� � ��� ���2� � ����� 1 4 %2 +1%1�� '
�<� 4 �;�01 �2%��1� & �2 � �+2�� �,��1% 1�� +�0�<� � 1 V 1l & � � �1 01�4 ��1� ��0 ��� �2%��1
41 � �1)1� � ��1� & 1�� �����02�0�� �2 0 4��0�01 �2�+1����1% 1�� �� 4A��% �� 1 � ����� 1
4��� �1 42 ��1 � ��� & � 1 �1 �2�� � 2 0  �1 ��0��� �1 4 ���10,�1 �� �����1 ����0�1 01 2 � � �.
0�1 01 D �� ��00�*01 41 �2�1���1� '

42 0 0�� %10 & 4��� �1 ��401 4 �20% ����% 1 ���.2 � �& �� 1�� ���1����01 & � 2 0 ���0��1�410
�2001��1% 1�� �� 4A��% �� 1 4 � � �A��*% 1 � ����� 1 & 41 01�� 1��10 4 � �1 ��0� �1� �2�4���2��
I� '23J 1� I� '2 �J 01����+1� D �� 4�<����2� +�0����2��1��1 41 � �����2� 1)1���+1 & 1� 41 4���2�10
4 �� �01 ��0� 4 � �1 ���02$ �% ���2� �2�.�10� 0����+1 4 �2�1���1� 1)1���� '
B1� 41 $ %24������ �2�� �2���1% 1�� ��4�� 1�4���1� & % ��� �1 �1 �1 0 ���������2� �2�� 2���1
,�0����� �� +���4 ��� 4 0���2��1%1�� & �2%%1 �1 �2�<0% 10� 41 % ���*01 1$������1 � ��� 41 4 
%2 +1% 1�� 4��� �1 42 ��1 � ��� '

� �� �$#�&��� & �'! ��'$� �)! �'$!� ��' &' ,)'� , !�

31 0���2��1% 1�� � 1 �2 � ���2�� 4�+1�2�� 10 � ���� �1 � 0 �1� 4�<����2�� 41 � �����2� 1� 4 
�2�1���1� 1)1����� ��0 �1 �0����� 1 +�0����2��1� & ���02 ��1 4�� D �0��1���1 �20� 4 ������01 �
I�� ' �� ���2�� I� '6:J D I� '22 J 1� 566 & 62 8 � 2 0 �� � 41 4������J ' B2%%1 �1� 41 $ �����
|ψ+, t〉 1� |ψ−, t〉 �2�� � � 	
�	
 4�)�01��� & �1 ���%� ������� 1 φ(~x, t) � �1�� ,���0��1% 1�� ���
 � ���% 1�� 41 % ��0��1 4��,2��� & � �1��.D.4�01 � ��� �1 �2001��2�4 ��� D �� +��1 0 %2A1��1
4 ���%� � ����� 1 Φ̂ ' B1� 1�4��� & �� 1�� �2���� �1 & �2 � �10����1� �2�4���2�� � 1 �2 �
�0����102�� ��0 �� � ��1 & 41 ���01 �2����410 �1� ����� E |ψ+, t〉 = |ψ−, t〉 = |ψ, t〉 ' �4%1��2��
� 2 0 �1 %2%1�� � 1 �2 � �2%%1� 4��� �1 ��� 41 <, 01 '
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B2���4�02�� % ����1���� � ��� ���2� 4�)�01���1��1 IL '�J �2 0 φ(~x, t) � ��4 � �����2� 1�.
�1���+1 1�� ���02$ �% �1 ��0  � 4�+1�2��1%1�� 1� ,0�4�1�� �02�� � D  � �10���� 20401 m &
2C 2m ��4�� 1 �1 �2%�01 % �$�% �� 41 4�0�+�1� 4 ���%� �2���4�0�1� I�2 0 �� 34� �2 �
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�+2�� m = 1J ' �<� 4 �2��1��0  �1 �2� ��2�  ��� 1 41 � ��� ���2� IL '�J 4��� � ����10+���1
[t0, t1]

I�+1� t1 �0���0��01J & �2 � 41+2�� �� ���<10 2m �2�4���2�� � $ ��% ��1� & � 1 � �2� �1 �
��2���0 ��0 1$1%��1 � 0 �� +�0���� t = t0

& 2C t0 �2001�� 2�4 D � �������� ������� D ��0��0 4 � 1�
2� �� 4�1 � ��+2� ��2� �1%�201��1 41 φ '

/2 �1�2�� & �� 4�<����2� +�0����2��1��1 41 Γ �2%�01�4 41� �2�4���2�� ��A%��2��� 1�
I� '2 �J D t = ±∞ ' B �1�� � 2 0� 2� �� 1�� ���1����01 41 �2���4�010 � ��+2� ��2� 41 φ(~x, t) 4���
� �
� ��� 	� �
�� 41 �� ,�%%1 �1%�201��1 ������ 41 t = −∞ D t = +∞ ' B1�� �%���� 1 42�� 41
� �����01��10 D φ(~x, t) & ����� � �D �� �2 0�1 J(~x, t) ���2 ���1 & �,��1% 1�� 4��� �1� ���10+���1�
�1%�201�� ] − ∞, t0]

1� [t1,+∞[ ' �<� 41 ���0�<10 �2�01 �02�2� & �2 � ���024 ��2�� �1�
�2����2�� ��� ���+1� φ∓(~x, t) 1� J∓(~x, t) �2 0 4���,�10 �1 ���%� ������� 1 1� �� �2 0�1
4��� �1� 41 $ ���10+���1� 01�� 1����� & 1� φ∗(~x, t) 1� J∗(~x, t) �2 0 �1� % ;% 1� � ������� 4���
� ����10+���1 [t0, t1]

'
. ����1% 1�� & �1 ���%� 1� �� �2 0�1 � ���0�+1�� E





φ(~x, t) = θ(t+ t0)φ

−(~x, t) + θ(t− t0) θ(t+ t1)φ
∗(~x, t) + θ(t− t1)φ

+(~x, t)

J(~x, t) = θ(t+ t0)J
−(~x, t) + θ(t− t0) θ(t+ t1)J

∗(~x, t) + θ(t− t1)J
+(~x, t)

. IL '9J
31� �2�4���2�� �� �����1� 2�� 4�� D ��� <$�1� D t0

& 42�� �2 � � 2 +2�� ��2���0 ���01% 1��
φ∓(~x, t) D �� �2�4���2� 1$�01��1 � 1 �2 � 01�� 1���2�� �1� 41 $ �2�4���2�� ��A%��2��� 1�
I� '2 �J ��� 1� 4 �0����� 1 +�0����2��1� ' 0 1 �� � & �� �� � ��� 01��1% 1�� � 1 φ(~x, t) �2�� �2���.
� 1 1� t0 1� 1� t1 & � �01% 1�� 4�� � 1 φ−(~x, t0)

1� φ+(~x, t1)
�2����41�� 1� �1� 41 $ �2����

�0���� �+1� �1� +��1 0� φ∗(~x, t0)
1� φ∗(~x, t1)

4 ���%� ������� 1 �1� � ��� � ��� 4�<�� �2%%1
�2� ��2�  ��� 1 41 � ��� ���2� 4 %2 +1%1�� IL '�J ' ��1 �2�� �� �2����2� φ(~x, t) ����� 4�.
�10% ���1 4��� �2 � � ����10+���1 �1%�201� ]−∞,+∞[ & �� �02��4 01 +�0����2��1��1 � 1 � ;�01
������ �1 1� �1 �0�4 �� ��0 �1 �A��*% 1 ���� �2��0����1� I� '2�.� '26J & 42�� �� 0��2� ��2� �2 �
42��1 �� �20% 1 41 � ����� |ψ+, t〉 = |ψ−, t〉 = |ψ, t〉 & �1��1 41 �� �2 0�1 �2001�� 2�4���1 J(~x, t)
����� � 1 �1� +��1 0� �02�01� 41 � ���10,�1 '

�� � 1 � �2�10 1� ������� � 1 �� �2 0�1 J(~x, t) �1 � � ��� ;�01 ��0�1 41 �� 01����2� ��1�
�2�� 1 �+1� �� 4�0�+�1 �2����2��1��1 41 � �����2� 1)1���+1 E

δΓ[φ]

δφ(~x, t)
= J(~x, t). IL ':J

� � 1�� �� ,���0�������2� 41 � ��� ���2� IL '�J �20�� � �1 �2 0�1 1�� ������01% 1�� �2 ���1 � 
���%� ' 1 �1� �+�41%%1�� & 4��� � ����10+���1 [t0, t1]

2C � �2� � �����01��1 D �� 4A��% �� 1 J(~x, t)
42�� � ���� �10 & � �1��.D.4�01 � ��� 1�� ���1����01 � 1 J∗(~x, t) = 0 '

� ���� & � 0 �� ���1 4 �0����� 1 +�0����2��1� & 2� �00�+1 D �� �2��� ��2� � ��� � �1$ ���1 � � �
�1 � ���� |ψ, t〉 � � �2�� ���2��� D �� �2����2� �� ���<� 1 φ(~x, t) ���024 ��1 �0���41%%1�� & 1�
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1� ��0��� ��10 � �D t = t0
�1� �2�4���2�� � $ ��% ��1� �2���4�0�1� �2 0 � ��+2� ��2� �1%�201��1

4 ���%� �2�� 1� ���� �0�� ���01� 41 |ψ, t0〉 ' B �1��  � �2��� �%�20���� ��0 & �2%%1 %1�.
��2��� 1� ���024 ���2� & �� �1� �2��0����1� I� '23J 1� I� '2 �J 4��2 ���� 4 �0����� 1 +�0����2��1�
�2�� ��,��,�1� & ��20� 2� � 1 � 1� ,���0�� �02 +10 �� ��1 0� ����� �20% ������ �2%������1� �+1�
�1 � 1 41 �2�4���2�� � $ ��% ��1� D t0 ' B1� 1�4��� & ��0% � �1� ����� & �1 � |ψ, t〉 1�� 0�1��1% 1��
01��� D � �����2� 1)1���+1 1� 42�� D � ��+2� ��2� 4 ���%� ������� 1 φ(~x, t) 4��� � ����10+���1
�1%�201� ] −∞,+∞[ '

B1 �2����� �  ���<1 �1� ��% ��1� � 1 �2 � �+ �2�� ������� �1� +��.D.+�� 41 � � ��������2� 41
� ��� ���2� � ����� 1 4 %2 +1% 1�� ' 4�0 1$1%��1 & 4��� �1� ���������2�� �2�%2�2,�� 1�
�2 0���1� & � �����2� 1)1���+1 � 2 0 �1 ���%� ������01 1�� ���02$ �% �1 ��0 �� 34� &  �1 �20% 1
�2%%241 I�A��� 1% 1��  �1 ,� ���1��1J 4 ��� 1� 4 �2�41� D � �������� t = t0

1�� ��2���1 &
1� �1� +��1 0� �� �����1� 41 �� +��1 0 % 2A1��1 4 ���%� 1� �� 4�0�+�1 �01% �*01 �2�� �0��1�
�2%%1 φ(t0) = cste 1� φ̇(t0) = 0 ' � 0 & � 0 �� ���1 4 0���2��1%1�� �0���41�� & 2� �1 01�4
�2%��1 �����1% 1�� � 1 � ��+2� ��2� �1%�201��1 41 φ � �1�� ��� �20��% 1�� �200���1 �+1� �1��1
4 ��� 1� 4 �2�41� �2���4�0� & 2 1� 4 �� �01� �10% 1� � 1 φ(~x, t) � �1�� ��� ���1����01% 1��
�� +��1 0 %2A1��1 41 Φ̂(~x) 4��� � ����� |ψ, t〉 '

3� 4�= � ��� �0�������1 1�� 42�� 41 4��10% ��10 � ����� ��0��� ��10 |ψ, t0〉 �2 � ,�0���������� 1 � ����10�0�����2� ��A��� 1 4�01��1 41 φ(~x, t) �2%%1 � ��+2� ��2� �1%�201��1 41 �� +��1 0
% 2A1��1 4 ���%� � ���1 ;�01 +�����1 ' 1 �1� � ��� �2�� �10����1% 1�� 4�= ���1 41 �02 +10  �1
�2� ��2� � 2 0 41� �2�4���2�� � $ ��% ��1� ,���0�� 1� & 2� � ����1�4 D �1 � ��� �2�� �2�����1 41
4��10% ��10 |ψ, t0〉 4��� �10����1� ��0�2������1� ' 4�0���� 41 �D & �2 � �2 � 01��01�,�2�� D
 � ��� 41 <, 01 ��0��� ��10 & � 10���1�� � 2 0 �� % �� 1 01 ��0��1 41� ���������2�� ��A��� 1� &
� 2 0 �1� 1� |ψ, t0〉 �1 � ;�01 �02 +� ' (� � �2 �� 001��1 & �2 � ��2�����2�� D t = t0

 � ���%�
�2������ φ(t0, x) = φ0

�+1� 41� 4�0�+�1� � ��1� �  �� �D � �20401 2m ' -2�01 2�� 1���� 1��
4��20% ��� 4 ��41���<10 � ����� |ψ, t0〉 �1� � ��� 1�� 4�<�� D �0�+10� �1 �0����� 1 +�0����2��1� '

� �� �� � 

����� ����������� �� 
� ������

-2 � ���2�� �02� 2�10 4��� �1��1 ��0��1  �1 �0, %1�����2� � � � 10% 1� & 4��� �1 ���
��0��� ��10 �2 +1�� �2���4�0� �2 0 �1� ���������2�� & 41 4��10% ��10 � ����� �� ����� |ψ, t0〉 1�
���204 �+1� �1� �2�4���2�� ��A%�2��� 1� I� '2 �J ' -2�01 ����A�1 & ����1 � 0 �1 ���20*% 1
41 #1��.G��� 1� 32! 5998 & � 10% 1� 4 �2��1��0 |ψ, t0〉 D � ���41 41 � ��� ���2� IL '��J & �1 � �
�2����� 1 D �2�01 �+��  � 0�� ���� �% �20���� � ��� D � � ��������2� ���02�0��1 41 � �����2�
1)1���+1 � 2 0 ���0��1�410 �� 4A��% �� 1 4 ���%� � ����� 1 '
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31 01�� 1�� 41 �� �2�4���2� ��A%��2��� 1 I� '2 �J D t = −∞ �% ���� 1 � 1 �� �2 0�1
J−(~x, t) 42�� � ���� �10 4��� �1��1 ��% ��1 �<� � 1 � ����� |ψ+, t〉 �2001��2�41 D � ����� �2�4�.
%1���� |0〉 4 ��% ���2��1� ' 3 ��4�1 1�� ��20� 41 01�2 0�0 D � �� � ��� �� � ��
����
�� � I�4�������
�! ������,.2�J 41 �� �2 0�1 J− 41� �� J−(~x, t = −∞) = 0

�  �� �D  �1 �10����1 +��1 0
J−(~x, t = t0) = J0

D � �������� t0 ' B1�� 01+�1�� ����� D ��0���010 �  � ���� |ψ(J0)〉 D t = t0
D

��0��0 41 � ����� �2�4�%1���� |0〉 ' 3 �����0;� �0 ���� 4 � � �1� �02�1�� � �4������� 1 1�� � 1 &
4��� �1 ��� �0���� & �2 � �2%%1� 1� % 1� 01 41 ���01 ���1� � ���20*% 1 41 #1��.G���
1� 32! 5998 �2 0 �2�����01 � ��+2� ��2� 41 � ����� � ����� 1 4 �A��*% 1 �2 � � �2�, 41
� �2� �0���2� & �2�� 4��� � ����10+���1 �2%��1� [−∞, t0]

'
0 1 ���� & �1 ���20*% 1 4�%2��01 � 1 �1� ����� & D ���� 1 ������� t & �2�� 42���� ��0 �� �2� ��2�
41 � ��� ���2� 41 H��0K4��,10 ��4�� 1�4���1 4 �1%�� 4��� ��� 1��1 �1 ��% ���2��1� 1�� �,��
D E

Ĥadia(t) = Ĥ −
∫
d3~x J−(~x, t) Φ̂(~x) . IL '�3J

B1 0�� ���� 1�� �2�4�%1���� 1� %2��01 � 1 � ����� 4 �A��*% 1 D t = t0
1�� 42��� ��0 � �����

�02�01 4 ��% ���2��1� %24�<� Ĥ − J0

∫
d3~x Φ̂(~x) ' (�� ��1 �� � = � 4 ���1��401 � = ��% .

%1�� 0���41% 1% 1�� �� �2 0�1 J(~x, t) 41 �1��1 % ���*01 � 1 J∗(~x, t0 + ε) = 0 2C ε 1��  �1
4 0�1 ��<������% ��1 ' B2��0��01% 1�� � �02�1�� � �4������� 1 & � �2 0� 4 � 1� 2� �2 .
+��� �2���4�010 � 1 �1 �A��*% 1 � ��� ����0��� D ���� 1 ������� � ��1���� & � �1$������2� �0 ���1
41 �� �2 0�1 �1 % 24�<1 ��� � ����� 4 �A��*% 1 ' B �1�� ��%��1% 1��  �1 �20�1 1$��0�1 01 � �
�1 � ������� 1 �� � & �� 4����0���2� � �� ��� 4 ���/ 1��1 � 0 � ����� 4��� �1� 1� �1 �A��*% 1 �1
�02 +��� �+��� '

� ���� & �1 ��% ���2��1� 1�� ��%��1% 1�� Ĥ 4��� � ����10+���1 [t0 + ε, t1]
2C � �2� �� 4�1 ��

4A��% �� 1 & ���4�� � 1 � ����� �� ����� 41 �� �2����2� 4 �2�41 �10� 42��� ��0 |ψ(J0)〉 & � 1 � �2�
��01 41 �� 0��2� ��2� 41 E

(
Ĥ − J0

∫
d3~x Φ̂(~x) − E0

)
|ψ(J0)〉 = 0 . IL '��J

B1��1 �� ���2� �2����� 1  � 0�� ���� �0 ���� � ��� �1��1 �2 0���  � �0��*01 �A���% ���� 1
� 2 0 �02 +10 � � ��� 1 ��� 1� 4 �2�41� �� ����� ���2��� D �� 4�<����2� 41 � �����2� 1)1���+1 '
?� 1�� 4 �����1 0� 01% �0� ���1 41 �2�����10 ��� � 1 �� 01����2� IL '��J � �1�� 0�1� 4 �� �01
� 1 � ��� ���2� � � 4�<��� �1 �2�1���1� 1)1���� ��0 �1 �0����� 1 +�0����2��1� ������ 1 & �2��
� ��� ���2� I� '22 J 4 ������01 � ' 31 ���� � 1 �2 � 01�02 +�2�� �1 0�� ���� +�0����2��1� &
��% ��1% 1�� ��0 � ����024 ���2� 41 �� �2��2� 4 ���� % �,1 �4������� 1 & �2��2��41 �1 ��1�.�2�4�
41 �2�01 0���2��1%1�� '
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J(t)=0

H(t)=H
|ψ+>=|0>

J(t)=0

H(t)=H
|ψ->=|0>

J(t)=0

H(t)=H

t0=-τ t1=+τ

J(t0)=J0
H(t0)=H-J0φ
|ψi>=|ψ(J0)>

J-(t)

J*(t)

J+(t)

��� � L '� � �+2� ��2� 41 �2 0�1 J(~x, t) 1� �2����2� 4 �1%�� I ���� �0���0��01J E
�J � �� % �,1 �4������� 1 �  �� �D �� +��1 0 J0

&
�J H ��01���2� �1%�20��01 4��� � ����10+���1 [t0, t1]

&
6J "1��� 0���2� � �� 1$������2� �4������� 1 '

3� �1 �1 �A�2��*�1 �%���� �1 4��� �1��1 �02��4 01 1�� � 1 �� 4���2���� ��� 41 J(~x, t)
1� t0 � ���1 ;�01 01%�����1 ��0  �1 +�0����2� �0*� 0���41 ���� � 1 �1�� % 24�<1 �� ��A��� 1 '
3� ����% �������2� 41 �1��1  ��������2� ��0��� ��*01 41 �� �2 0�1 1�� �0��1���1 � 0 �� <, 01
L '� & � 0 ��� 1��1 �2 � �+2�� �,��1% 1�� �0��� �� ��0��1 �A% ��0�� 1 �2 0 [t1 : +∞] & 42�� ��
�  ���<����2� � �+0� '

"1+1�2�� �  ��1  � ������� � 0 �1 �1�� 41 � ���� % �,1 �4������� 1 �+��� 4 ���20410 �1��1
� 1���2� ' -2 � 1%�0 ��102�� 4��� �1� � 1�� 1� ��,�1� �1 ���,�,1 41 �� % ������ 1 � ��.
��� 1 �2 0 ��% ���<10 �� 4��� ���2� ' ?� 1�� 1)1���+1% 1�� �2���� �1 4 ����0��1�410 �1 �02��4�
4��0�� ��� �2 �  � ��,�1 �� � �0�,% ���� 1 4��� �1� 1� �� �2 0�1 01�0��1��1 � �1$� �0�% 1����1 0
� � �0���01 �2� �A��*% 1 D � ���41 4 � �1 �20�1 1$�10�1 � 1��2�� 1 I���%� ��1��0�� 1 ��0
1$1%��1J �2 0 � ��% 1�10 �02,01���+1% 1�� . �4������� 1% 1�� . �20� 41 �2� ���� �2�4�%1�.
��� & 4��� �1 � � �+2 � 4 �1� �� 4�10 �� 4A��% �� 1 ' ?� 1�� 1� 1)1� �+�41�� � �1� �2���4�0���
 � �A��*% 1 4��� �2� ���� �2�4�%1���� & � �01% 1�� 4�� D �2� ��+1� 4 ���10,�1 �1 �� �
��� & � ��+2� ��2� 41 �� � 2����2� 1�� �� � � 1 �0�+ ���1 & � ��� ��+1�  � �2�1���1� �A% ��0�� 1
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2� � 0� 〈0|q̂(t)|0〉 = q0 = 0 ' 02�� & � ���� % �,1 4 � �1 �2 0�1 �2 � � 10% 1� 41 �2���0 �01
 �1 +��1 0 �� �����1 �2�.� ��1 q0(J0)

' 3 ��+����,1 ��4������1 41 �1��1 �02 ��4 01 1�� � �1��1
01�� 1��1 ��� 01��1% 1�� �� �2�4���2� ��A%��2��� 1 I� '2 �J D t = −∞ & ���4�� � �1� �01����
 �1 �20% 1 ,���0�� 1 & ��0 1$1%��1  �1 ,� ���1��1 & �2%%1 �2����2� 4 �2�41 �������1 & �2 �
� ��+2�� � � �1 ,�0����1 � � 	
�	
 � 1 �2 � � ����2�� �02 +10 I0��02����+1% 1��J  �1 �2 0�1
J− ������1 4 ��% 1�10 � ����� �2�4�%1���� D t = −∞ D �� �20% 1 ,� ���1��1 �0���0��01 ��2���1
D t = t0

' � ��� �	�	
�& � ���� % �,1 �4������� 1 �2 � �1 ,�0����� ��0 �2���0 ���2� '

� �� �� � ����� ��� � �� ��� ����

?� �2 � 01��1 % ����1���� & �+��� 41 ����10 � $ ���������2�� &  �1 410��*01 � 1���2� D
�0���10 ' ?� � ��,�� 41 ��+2�0 � ��� 1�� �2�����1 & � %2��� 4��� �10����� ��� & � 1 � �����2� 1)1�.
��+1 I2 �2� ���02$ �% ���2� J � ���1 ;�01 2��1� 1 �2%%1  � ���% 1�� 41 % ��0��1 4��,2��� &
� �1��.D.4�01 � 1 � �2� ��� |ψ−, t〉 = |ψ+, t〉 4��� � ��� ���2� I� '6:J ' -2 � � 2 +2�� % 2��010 � 1
� �1�� �1 ��� �� �1 % 2 +1%1�� 4 ���%� φ 1�� � �0�24�� 1 4��� � ����10+���1 �1%�201� [t0, t1]

&
�D 2C �1 %2 +1% 1�� 1�� 0�,� ��0 � ��� ���2� IL '�J ���2���1 � � 1 ����� 1� 41 �2�4���2��
� $ ��% ��1� ' H ��2�2�� � 1 � ����10+���1 �1%�201� �2 +01 n ��0�241� ∆t & � �01% 1�� 4�� � 1
t1 = t0 +n∆t ' � �20� D � �������� t = t1

& �1 ���%� φ 1� �1� 4�0�+�1� �01��1�� �� % ;% 1 +��1 0
� �D t = t0

'
G ����1���� & �2 � �2 +2�� �+�41%%1�� 1)1�� 10  �1 �0�������2� � 0 � ��$1 4 �1%�� ����
����,10 �� ��A��� 1 1� �01�401 �1 � 2��� t = 0 �A% ��0�� 1 ��0 0���20� D t0 1� t1 & �2��
−t0 = t1 = τ 4��� �1 �2 +1� 01� *01 ' B�2�����2�� 1�� ��1 �� �2 0�1 J 4��� � ��� ���2�
I� '2�J �1��1 � �1��1 �2�� �A% ��0�� 1 + ��.D.+�� 4 � �1 0�/1$ �2� �1%�201��1 & �1 � � 01+�1�� D 4�.
�10% ��10 J−(~x, t) 41 ���2� D �1 � 1 �1 �A��*% 1 �+2� 1 41 � ����� �2�4�% 1���� |0〉 D t = −∞
+10� � ����� |ψ,−τ〉 = |ψ(J0)〉 D t = −τ & � �� � 1 J∗(~x, t) �2�� � ��1 4��� � ����10+���1 [−τ,+τ ]
I4��� �1� 1� φ �2 +01 n � �0�241�J & 1� 1�<� � 1 �� �2 0�1 �2�� ��� % �1 �A% ��0�� 1%1�� � 2 0
τ < t < +∞ & �2�� J+(~x, t) = J−(~x,−t) '
�+1�  � �1� ��2�$ I2��10+���1 � 0 �� <, 01 L '�J & �1� �+2� ��2�� 41� 41 $ ����� 4��� �1� �� �.
��2�� I� '2�J 1� I� '26J �2�� �A%��0�� 1� ��0 01�+10�1% 1�� 4 �1%�� 1� 42�� �41���� 1� & 4 �2C
|ψ+, t〉 = |ψ−, t〉 & B-.0 '

3� �2��� ��2� 41 �1 ������01 � 1 � ;�01 �A��������1 ����� E 1� �1 ��% ����� � $ ��� � 2 0
�1�� 1�� 2� �2���4*01  � 4�+1�2�� 1% 1�� 1� 4�0�+�1 �02�� � 41 � �����2� 1)1���+1 1� 2C 2� �
�)��01 D  �1 �+2� ��2� 4A��% �� 1 ��0�24�� 1 �2 0 φ & ��20� �1��1 410��*01 � ������ � ��1�
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�� ��,��<����2� 41 �� +��1 0 % 2A1��1 41 � �2� �0��1 0 ���%� � 4 �� �01 ��0� & � ����� � ����� 1
���2 ��� & D  � ������� ��0��� ��10 t = t0

& � 1 � ;�01 �41���<� �+1� � ����� ����0������� 4��� ��
4�<����2� 4 �2�1���1� 1)1���� � �+��� �1 �0����� 1 +�0����2��1� ������ 1 I�� ���2�� I� '6�J D
I� '69JJ ' 4�0 ����1 0� & ��  �1 % ���241 �2�.� 10� 0����+1 41 ���� � 4 �2�1���1� 1)1���� & �1��1�
� 1 �1� �� ���2�� 1$���1� 4 "# ! ���2��1� & 1��  ������1 & 2� � ����1�4 D �1 � 1 � ��� ���2�
� ����� 1 4 %2 +1% 1�� IL '�J �2����� 1  �1 �2��1 ���02$ �% ���2� 41 � ��+2� ��2� �1%�2.
01��1 41 �� +��1 0 %2A1��1 4 ���%� φ �20�� 1 � ����� �� ����� 4 �A��*% 1 1�� �1� � 4�<�� ��0
� ��� ���2� IL '��J '

� �� �! $""#�%$� �)! ��,"# � # �)�%�##$� '( �$(,)!��' 

�<� 41 �1��10 �2� �0, %1��� �2 0 41� ���������2�� ��A��� 1� & �2 � ���2�� �2���4�010  �
��� 41 <, 01 ���4�% �� 1 & 1� � �2 �� 001��1 � �2�������1 0 ��0%2��� 1  ��4�% 1���2��1� & ��0�1
� 1 �2 � �+2�� ����� � �2��20� ���� 41 0�����10 41� ���� �� ����A��� 1� 1$���� ' 31 �02��*% 1
�2�.�0�+ ��� 4 42 ��1 � ��� �10� �0���� 1�� ��1 ' B2%%1 1� 5668 & �2 � �2 � ����2�� 1�
% ������ 1 � ����� 1 I-./ D @�02 4�% 1���2� �������1 1�  �1 �1%�201��1J & 1� ��2�����2��
�2%%1 ��% ���2��1� E

Ĥ =
P̂ 2

2
+
ω2Q̂2

2
− ω

2
, IL '��J

2C �1 �10% 1 −ω
2

� ��� �� 2 �� � 2 0 2��1��0  �1 ��10,�1 4 +�41 � ��1 ' 0 ��� �1 ��� & 2�
���� � 1 � �����2� 1)1���+1 Γ �2����41 �+1� � �����2� ������� 1 S ' 0��� 5668 & �1 0�� ���� � ���
01�02 +� � %2A1� 4 �0����� 1 +�0����2��1� � 1 �2 � �+2�� 4������� �0���41%%1�� & 1� �1�
�2� ��2�� 1$������1� 41� �� ���2�� I� '2�J 1� I� '26J � 2 0  �1 �2 0�1 J(t) � ���0�+1�� E

〈Q|ψ+, t〉 = 〈Q|ψ−, t〉 =
(ω
π

)1/4
exp

{
−ω

2
(Q− q)2 − iq̇(Q− q) − iqq̇

2

} IL '�6J
�+1�

q(t) = 〈ψ−, t|Q̂|ψ+, t〉 =
i

2

∫ +∞

−∞
dt′ J(t′) e−iω|t−t

′| . IL '�2 J
3� 01����2� IL '�6J %2��01 � 1 |ψ+, t〉 = |ψ−, t〉 & �1 � � 1�� ���1�4 � ��� 1 �2 � �+2��
�)��01 D  � 2�������1 0 ��0%2��� 1 & 42�� D  � %2 +1%1�� � �0�24�� 1 � 2 0 �� � 2����2�
q ' 0 1 �� � & �2 � +2A2�� � 1 �1� % 1%�01� 41 402��1 41� �� ���2�� IL '�6J 1� IL '�2 J �2��
�2���1% 1�� 4��10% ����  �1 �2�� �� �2 0�1 J 42���1 '

-2 � � 2 +2�� ��20� ������ 10 41 % ���*01 �2��0*�1 �� �02��4 01 �0��1���1 � ��0�+��� '
-2 � 4�0�+2�� ����� & D ��0��0 41 � �����2� 1)1���+1 & � ��� ���2� � ����� 1 4 %2 +1%1�� � 2 0
q(t) & � � & 4��� �1 ��� ��0��� ��10 �0�+ ��� & �2����41 �+1� � ��� ���2� 4 %2 +1% 1�� ������� 1
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� ��� 1 S[q] = Γ[q] ' 3 ��� ���2� IL '2J �1 0�% *�1 42�� D q̈(t) = ω q(t) & 42�� �� �2� ��2�
��0����0����� 1 � ���0�� E

q(t) = A cos(ωt+ ωτ) , IL '�LJ
2C �� �2������1 τ 1�� <$�1 ��0 �1� �2�4���2�� � $ ��% ��1� 4 �02��*% 1 ' (� �01����

τ =
nπ

ω
, IL '��J

�+1� n 1���10 1� t0 = −τ I2C t0 1�� � �������� ��� ������ ���024 �� �0���41%%1��J & �2 � �2 �
01�02 +2�� 4��� �1� �2�4���2�� �2 �����1� & � ��� 1 �2 � �+2�� q(−τ) = A 1� q̇(−τ) = 0 &
41 % ;%1 q(τ) = A 1� q̇(τ) = 0 & ����� 42��� � 1 q(t) �2 +01 n � �0�241� 4��� � ����10+���1
41 �1%�� [−τ, τ ] '

-2�01 �02��*% 1 % ����1���� 1�� 41 �02 +10 �1� �2 0�1� ��0��� ��*01� J∓(t) � � �2�4 ��1��
01�� 1���+1% 1�� 41 q(−∞) +10� q(−τ) = A 1� 41 q(τ) = A +10� q(+∞) I�+1� �2 � 2 0� �1�
�2����2�� IL '9JJ ' -2 � �+2�� ��� q(∓∞) = 0 � ��� 1 �� +��1 0 %2A1��1 41 � �2� �0��1 0
� 2����2� Q̂ 4��� � ����� �2�4�% 1���� 1�� ��1� ��0 � ��1 �2 0  � 2�������1 0 ��0%2��� 1 I1�
�� � ,���0��1% 1�� � 2 0  � �2�1���1� �A% ��0�� 1J ' (�� ��1 & 4��� � ����10+���1 −τ < t < τ &
2� � J∗(t) = 0 1� q(t) � ��20� �1 �2%�20�1% 1�� � �0�24�� 1 % 1���2��� ' 3� �2 0�1 J(t) 4���
�2 � � ����10+���1 �1%�201� � � �0��1��1 �1� ��0����0����� 1� 1�� E

J(t′) = A ω e−ε|t
′| (−∞ < t′ < −τ) 1� (τ < t′ < +∞) IL '�7J

J(t′) = 0 (−τ < t′ < τ) , IL '�9J
2C ε 1��  � ��0�%*�01 � 1��� � 1 � �2� ���� �1�401 +10� @�02 D �� <� 41� ���� �� ' (� ����0���
�1��1 �2 0�1 �0����1 4��� � ��� ���2� IL '�2 J & 2� 01�02 +1 � �1$�01���2� IL '�LJ �2 0 q(t) 4���
� ����10+���1 −τ < t < τ E

q(t) =
iωA

2
lim
ε→0

lim
T→+∞

{∫ −τ

−T
dt′ e−iωt eiωt

′

eεt
′

+
∫ T

τ
dt′ eiωt e−iωt

′

e−εt
′

}

= A cos(ωt+ ωτ) , IL '�:J
2C 2� � ���024 �� � ����� 1 ���10% �4���01 4 ����024 �01 41� � 20�1� ±T IT �2����� J 4��� � ���.
��,0��1 �1%�201��1 D �� ����1 41 ±∞ 1� 41 �01�401 �� ��% ��1 T → +∞ 1� <� 41 ���� � ' 31
0�� ���� <��� IL '�:J 1�� ��1� �1� � 01��10��� & 1� �� � ��� 2��1� D � ���41 41 �� 01����2�

exp(−iωτ) = exp(iωτ) , IL '�3J
� 1 � �2� 4�4 �� 41 � ��� ���2� IL '��J '
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-2 � �+2�� �,��1% 1�� +�0�<� �1 �2%�20�1% 1�� 41 q(t) D t = +∞ �+1� �� �2 0�1 4�<��1
��0 �1� �� ���2�� IL '�7J 1� IL '�9J ' -2 � �+2�� ��20� ���� �� � �����,0��1 IL '�2J 1� ���024 �����
�2%%1 �0���41%%1�� �1� �20�1� �1%�201��1� <��1� ±T E

q(+∞) =
iωA

2
lim
ε→0

lim
T→+∞

{∫ −τ

−T
dt′ e−iωT eiωt

′

eεt
′

+
∫ T

τ
dt′ e−iωT eiωt

′

e−εt
′

}

=
iωA

2
lim
ε→0

lim
T→+∞

{
e−iωT

iω + ε
e−iωτ−ετ − e−iωT

iω − ε
eiωτ−ετ

}
= 0 . IL '��J

0 ��� �1 ���� � & �2 � �1 �01�2�� ��� �� ��% ��1 T → ∞ �2 0 �1 �10% 1 exp(−iωT ) & �1 410��10
�1 ����20����� ��� 01��1% 1�� & 1� �2 � �02��42�� 4 ��� 204 � �����,1 D �� ��% ��1 ε→ 0 � ��
�2 �  �����2�� �� 01����2� IL '�3J �2 0 �02 +10 ���� 4�= � ��� q(+∞) = 0 ' 3� �02 ��4 01
� 2 0 q(−∞) 1�� �2���1% 1�� ��% ����01 1� 42��1 41 % ;% 1 q(−∞) = 0 '

31� �� ���2�� IL '�:J 1� IL '��J �2 0����1�� 42�� �1 0�� ���� �2 ����� � 2 0 �� � 2����2�
q(t) �20�� 1 �� �2 0�1 J(t) 1�� ��2��� � �+��� �1� 01����2�� IL '�7J 1� IL '�9J ' B2%%1 �2 �
� ��+ �2�� 4�� D �2�� & �1��1 �2����2� J(t) �0��1��1  �1 4���2���� ��� � $ 41 $ �2���� t = ±τ �
�1� 1�4��� & 4��� �1� 1$1%��1 & �1�� � �� ��� 41 �2���� 1��1� � 0 �� +��1 0 %2A1��1 41 ��
� 2����2� 1� 41 �1� 4�0�+�1� � � �2�� �2���� 1� 1� �1� �2���� '

� �� ��!$, ��' &' &)'*# "'���

-2 � �+2�� 4��20% ��� �2 � �1� 2 ���� 1� % ��� �2 0 ���0��1�410 �� 4A��% �� 1 4 � �
��� 1� 4 �2�41� 4��� �1 42 ��1 � ��� 1� �1��10 � ��� ���2� � ����� 1 4 %2 +1%1�� IL '�J
1� �1���� �2%��1 41 �2 �1� �1� 2��10+���2�� �0���41��1� ' 3 ��� 41 4 42 ��1 � ��� � 
������01 6 �A��� % �� 1� �+ �41��1 �� <������� 41 �� 34� �2 0 � �����2� 1)1���+1 & �1 ��2�$
1�� % ����1� ��� ' 0 ��� �1 % ;% 1 1��0�� & �1 �2�1���1� 1)1���� Veff(q) �10� 2��1� D � ���41 41
� ��� ���2� ! ���2��1��1 4 "# I6 '�7J & �1��1.�� � 10% 1����� 41 ,���010  � �2�1���1� 1)1����
�2�.� 10� 0����� 1� �2�+1$1 ID 41� <�� 41 �2%��0���2� & �1 �2�1���1� 1)1���� 2�1. �2 2� �10�
� ��� �2���4�0� D �� <� 4 ������01J ' B2%%1 ���2��� & �2 � <$2�� �2 0 q 1� q̇ �1� �2�4���2��
�� �����1� E

q(t0) = q0
1� q̇(t0) = 0 . IL '��J

(�� ��1 & ����� 1� �0��1��1 4 � � %2 +1% 1�� � �0�24�� 1 & �2 � �2%%1� � �20���� D  �����10 ��
01����2� IL '�J �2%%1 �� ���2� � ����� 1 4 %2 +1% 1�� � 2 0 q(t) = 〈Q̂〉t = 〈ψ, t|Q̂|ψ, t〉 '

0 ���0*� �2� �0, %1��� & �� �2����2� q(t) ��� 1 41 �� �02��4 01 4��0��1 �0���41%%1��
42�� �2001�� 2�401 D �1��1 2��1� 1 ��0 �� 0��2� ��2� 41 � ��� ���2� 41 H��0K4��,10 4�� 1�.
4���1 4 �1%�� 2C �� �20% 1 4 ��� 1� 4 �2�41� �� ����� 1�� <$�1 ��0 �� 01����2� IL '��J ' � ���01
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��� � L '� � 42�1���1� ������� 1 42 ��1 � ��� Vdw(q) 1� �2�1���1� 01�20% ����� VRG(q) ��0� 41
�� 0��2� ��2� 41 � ��� ���2� 4 "# IL '�6J ' 31� +��1 0� � 1� 41 �� �2������1 41 �2 ���,1 1�
41 �� % ���1 �2�� 01�� 1���+1% 1�� λ = 0.15 1� m2 = −1 '

41 �2%��0���2� & � ��+2� ��2� 4 � � ��� 1� 4 �2�41� �� ����� ,� ���1� & �0�� 1%%1�� 1%��2A�
4��� �1� ���������2�� & � �,��1% 1�� ��� �2���4�0� ' 31� 0��2� ��2�� � % �0�� 1� 41 � ��� ���2�
4 "# �2 0 �1 � 2�1���1� & 41 � ��� ���2� 41 H��0K4��,10 4�� 1�4���1 4 �1%�� ����� � 1 �1
���� � 41� +��1 0� % 2A1��1� 41 Q̂ 1� P̂ 2�� ��� 0������� D � ���41 41 02 ���1� ����0�1���� D
�� ���0��0�1 -�# 5268 '

3� �2%��0���2� 41� 0�� ����� 1$���� �+1� �1 $ 2��1� � ��0 �1 �20% ����% 1 41 � �����2� 1�.
�1���+1 % 2��01 � 1 & � 2 0 �1� �2�4���2�� �� �����1� IL '��J & � ��� ���2� � ����� 1 4 %2 +1% 1��
IL '�J �2 0���  �1 41��0����2� �0*� �0����1 41 � ��+2� ��2� 4A��% �� 1 41 q(t)  ��� 1% 1�� ��
� ����� �� ����� 1�� ��2��� �1�2� �2�01 �0��*01 & � �1��.D.4�01 4 ���0*� �� 01����2� IL '��J ' -2 � �+2��
��0 ����1 0� �� �2�<0% ���2� � 1 �1 �2�1���1� 1)1���� 2�1. �2 2� I�2�.�2�+1$1J & ���02$ �% ���2�
�2 +1��  ������1 4��� �1� ���������2�� & 1�� �����02�0�� �2 0 4��0�01 �� 4A��% �� 1 41 q(t) '

H 0 �� <, 01 L '� & �2 � �+2�� �0��� �1 �2�1���1� 42 ��1 � ��� Vdw(q) = −1
2
q2 +λq4 + 1

16λ
&

�41���� 1 D �1� � 4 ������01 6 I�� ' �� ���2� I6 '�JJ & 1� �1 �2�1���1� 1)1���� Veff(q) 2��1� 
��0 �� 0��2� ��2� 41 � ��� ���2� 4 "# 52 & �6 & �L & 7L8 E

∂Uk(q)

∂k
= − 1

2π
ln

(
U

′′

k (q) + k2

k2

)
, IL '�6J

� 1 �2 � �+�2��  ������1 � ��0�+1�� �2 0 � ��� 41 41� ��+1� $ ��10,���� 1� I�� ' �� ���2�
I6 '�7JJ ' 0 ��� �1 �2��1$�1 & �2�2�� � 1 �1 �2�1���1� ������� 1 42 ��1 � ��� Vdw(q) � �1�� 0�1�
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�# 

��� � L '6 � 31 ��� λ = 1.1 'I�J 4�� 1�� 4 �2�41� �� ���� $ ψ

J
(q) 1� ψg(q)

'
I� J �+2� ��2� �1%�201��1 41 q(t) 2��1� 1 D ��0��0 41 � ��� ���2� 41 H��0K4��,10 �+1� �1�
��� 1�� 4 �2�41� ������ $ ψ

J
(q) 1� ψ

g
(q) & 1� 4 ���0*� � ��� ���2� IL '�2 J �+1� �1� �2�4���2��

�� �����1� �0�����1� 4��� �1 �1$�1 '
4 �� �01 � 1 �1 �2�1���1� � & 42�� �� �2�4���2� D �� ��% ��1 �> �2 0 Uk(q) ' 0 1 % ;%1 & �1
� 2�1���1� 1)1���� Veff(q) 1�� 42��� ��0 �� �2� ��2� 41 � ��� ���2� 4 "# IL '�6J ����,0�1 41
Λ

�  �� �D k = 0 I� �1��.D.4�01 �20�� 1 �2 �1� �1� / �� ���2�� � ����� 1� 2�� ��� �0��1� 1�
�2%��1J & �2�� Veff(q) = VRG(q) = Uk=0(q)

' "���1�2�� �,��1% 1�� � 1 �2 � �2���4�02�� 41�
� ������� 4�% 1���2���1� & � � ���� ����� 42���1 ��0 �1 ��2�$ m2 = −1 �2 0 �� % ���1 '

H �+��� �� 34� & � ��� ���2� 4 %2 +1% 1�� �01�4 �� �20% 1 ,���0��1 �2%����1 IL '2 J &
�1��1.�� � ���0�+��� 4��� �2�01 ��� E

q̈ = − d

dq
Veff(q) .

IL '�2 J
B1�� ��,��<1 � 1 � ��+2� ��2� 4A��% �� 1 41 �� +��1 0 %2A1��1 41 �� �2����2� 1�� 42���1
��0 � ��� ���2� ������� 1 4 %2 +1%1�� 2C �1 �2�1���1� ������� 1 1�� 01%����� ��0 Veff &�1� 1� �10� ���02$ �% � ��0 VRG 4��� �2�01 ����A�1 � %�0�� 1 '

-2 � ���2�� ��� ��010 �2�01 0���2��1%1�� 1� �� 4���� �1 �2%�20�1% 1�� 41 �� � 2����2�
q(t) 1� 41 � ��%� ���2� p(t) (= q̇(t)) 4��� �02�� ��� 41 <, 01� ��,��<������ �2001�� 2�4��� D 41�
+��1 0� 4��02������1� 41 λ I42�� D 41� ��00�*01� 41 � 2�1���1� 41 �� � 1� �� � �%�20����1�J &
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��� � L '2 � 0 ��,0�%%1 �2����2�.�%� ���2� q−p �2 0 �1� �02�� ��� �2���4�0�� 4��� �� <, 01
L '6� Iλ = 1.1J '
D ��+2�0 � '� & 3 '�L 1� 3 '37 ' � � �������� �� ����� t0 = 0 & �1� +��1 0� q0 1� q̇0 41� �2����2�� 1� 41�
�%� ���2�� D t = t0

�2�� 01�� 1���+1% 1�� E q0 = 0.2 �2 0 λ = 1.1 & q0 = 0.5 �2 0 λ = 0.15 &
q0 = 1.0 �2 0 λ = 0.07 & 1� q̇(0) = 0 4��� �2 � �1� ��� '

0 ���0*� �2� �0, % 1��� 1� �2 0  � �1� ��2�$ 41� +��1 0� �� �����1� & � ��� ���2� IL '�J 4��0��
� ��+2� ��2� �1%�201��1 41 �� +��1 0 %2A1��1 q(t) 01���1 � ��� 1� 4 �2�41� ������� �2� .
��2� 41 � ��� ���2� 41 H��0K4��,10 ��4�� 1�4���1 4 �1%�� IL '��J �+1� �� �2 0�1 �2������1
J0 = J(t0) = J−(t0)

& +��1 0 <���1 41 �� �2 0�1 ��� % �1 �4������� 1%1�� 41� �� t = −∞ '
B1�� � ���0�� ��� 1$������1% 1�� E

(
− h̄2

2m
∆ + Vdw(q) − J0 q

)
ψ(q) = E

J
ψ(q) , IL '�LJ

2C & �2 0 ���� 1 +��1 0 �� �����1 q0 41 �� �2����2� & �� �2 0�1 �2������1 J0 = J(q0)
1�� ���� ��1

41 ���2� D 01�� 1��10 〈ψ
J
|Q̂|ψ

J
〉 = q0

' ��1 �2�� �1 ��� 1� 4 �2�41� �� ����� 4��10% ��� D � ���41
41 �1��1 �� ���2� IL '�LJ & ψ(x, t) 1�� 2��1� 1 ��0 �� 0��2� ��2� � % �0�� 1 41 � ��� ���2� 41
H��0K4��,10 4�� 1�4���1 4 �1%�� D ��0��0 41 ��� 1��1 2� 4��10% ��1 �1� +��1 0� 1$���1�
41 q(t) 1� p(t) ' B1� 0�� ����� �2�� ��20� �2%��0�� �+1� �1 $ �02+1���� 41 �� �2� ��2� 41
� ��� ���2� � ����� 1 4 %2 +1% 1�� IL '�2 J '

B2%%1 �2 � � ��+2�� �+2� � � 4�� � 41 �1 ������01 & �1� �2�4���2�� � $ ��% ��1� � �
4�<����1�� � �����2� 1)1���+1 �1 �2�� ,���0��1% 1�� ��� �2001��1% 1�� �0��1� 1� �2%��1 4���
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��� � L 'L � 31 ��� λ = 0.15 'I�J 4�� 1�� 4 �2�41� �� ���� $ ψ

J
(q) 1� ψg(q)

'
I� J �+2� ��2� �1%�201��1 41 q(t) 2��1� 1 D ��0��0 41 � ��� ���2� 41 H��0K4��,10 �+1� �1�
��� 1�� 4 �2�41� ������ $ ψ

J
(q) 1� ψ

g
(q) & 1� 4 ���0*� � ��� ���2� IL '�2 J �+1� �1� �2�4���2��

�� �����1� �0�����1� 4��� �1 �1$�1 '

�1� ���������2�� 41 �1 �20% ����% 1 � $ �02��*% 1� 4A��% �� 1� ' /A��� 1% 1�� 2� ���2 ��1  �
��� 1� 4 �2�41� ,� ���1� �+1� �1� �2�4���2�� �� �����1� IL '��J ' B �1�� �2 0� 2� & �2 � �+2��
� ��� ���� �� � ��+2� ��2� 1$���1 4 � � ��� 1� 4 �2�41� ,� ���1� & ��2��� 41 �1��1 ���2� � 1 ��
��0,1 0 �2�� �,��1 D �1��1 41 � ����� �2�4�%1���� 4��� � ����02$ �% ���2� ��0%2��� 1 � �2 0
4 % ���% % 41 � � � 41� 41 $ � ��� ' ($������1% 1�� �2 � �+2�� 42�� ψg = 1

(πσ2)
1
4

e−
(q−qo )2

2σ2

2C � ����0�.�A� 1 1�� 42��� ��0 σ = 1√
ω

= 2−
1
4
' 31 �1��01 41 �� ,� ���1��1 1�� ��� 01��1% 1��

��2��� � $ % ;% 1� � 2����2�� q0
4�<��1� �0���41%%1�� '

42 0 ���� 1 +��1 0 41 λ �2���4�0�1 & �2 � ���2�� �0��1��10 4��� �1� <, 01� � �+���1� E
. �� �20% 1 41� ��� 1�� 4 �2�41� ������ $ ψ

J
(q) 1� ψ

g
(q) &

. �� +��1 0 %2A1��1 41 � �2� �0��1 0 � 2����2� 〈Q̂〉t = q(t) 1� �2����2� 4 �1%�� �1�2� �1�
41 $ �2�4���2�� �� �����1� 4�)�01��1� &
. � ��+2� ��2� 41 �� � 2����2� q(t) 42���1 ��0 � ��� ���2� � ����� 1 4 %2 +1%1�� &
. �1 4 ��,0�%%1 41 �2����2�.�%� ���2� q − p '

-2 � �2%%1��2�� ��0 �2%%1��10 �1� 0�� ����� �2 0 λ = 1.1 01� 20��� 4��� �1� <, 01�
L '6 1� L '2 ' �� � 1 � +2�0 � 1 �1� �+2� ��2�� �1%�201��1� 41� �2����2�� 1� �% � ���2�� %2A1��1�
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��� � L '� � 0 ��,0�%%1 �2����2�.�%� ���2� q−p �2 0 �1� �02�� ��� �2���4�0�� 4��� �� <, 01
L 'L� Iλ = 0.15J '

2��1� 1� D ��0��0 41 ψ
J
(q) 2 41 ψg(q)

�2�� �0���� 1%1�� �1� % ;%1� 1� � �1��1� �2�� �2 �1�
41 $ ��1� 01�024 ��1� ��0 �� �2� ��2� 41 � ��� ���2� � ����� 1 4 %2 +1%1�� IL '�2 J ' ��
�1 �2�����1 ����01% 1�� � 0 �� <, 01 L '6� & �� 0���2� 41 �1��1 �2����41��1 1�� � 1 & � 2 0 �1��1
+��1 0 ��0��� ��*01 41 λ & �1� ��� 1�� 4 �2�41� ψ

J
(q) 1� ψg(q)

�2�� � ���% 1�� �41���� 1� '
B1�1�4��� & �2 � ���2�� �2�����10 % ����1���� � 1 � 2 0 4 �� �01� +��1 0� 41 λ �2001�.

�2�4��� D 41� �� �1 0� 41 ��00�*01� 4�)�01��1� I1� � �2 �� 001��1 �� � ,0��41�J & �1 ��2�$
4 ��� 1� 4 �2�41� ������� �2001�� 41+�1�� �0 ���� ' 4 01�2�� ��0 1$1%��1 �1 ��� λ = 0.15 &
�2 � 2��1�2�� 41 $ �20% 1� 4�������1� �2 0 ψ

J
(q) 1� ψg(q)

I�� ' <, 01 L 'L�J ' ?� 1�� ��� .
01� 41 � 1��10 � 1 �1�� +� 42��10 ��1 D 41 $ �+2� ��2�� 4A��% �� 1� 4�)�01��1� & �2%%1
2� �1 � 1� 1)1� �1 +�0�<10 � 0 �1� <, 01� L 'L� 1� L '� ' 31 0�� ���� �2�4�% 1���� 41 �2�01
����A�1 1�� � 1 � ��� ���2� � ����� 1 4 %2 +1% 1�� D �0�+10� �� 34� �2����� 1  �1 �0*�
� 2��1 ���02$ �% ���2� 41 � ��+2� ��2� �1%�201��1 41 〈Q̂〉 �� 1� �1 �1% 1�� �� � ����� �� ����� 4 
�A��*% 1 1�� ψ

J
(q) I�� ' <, 01 L '�J ' B1 � ��*� �2��*01  � �10���� �0�4�� � ��� � $ �0, %1���

4�+1�2���� 4��� �1 �0�+��� '
B2%%1 1$1%��1 �44���2��1� 1� D ���01 41 +�0�<����2� & �2 � �2���4�02�� �1 ��� λ = 0.07 '

B2%%1 �0�+ & �1� <, 01� L '7 1� L '9 �2�<0% 1�� � 1 �1 �20% ����% 1 41 � �����2� 1)1���+1 &
1� ��0��� ��10 �� 34� & 4��0�� 4��1%%1�� � ��+2� ��2� 4A��% �� 1 41 �� +��1 0 %2A1��1
41 � �2� �0��1 0 �2����2� �20�� 1 � ����� �� ����� 1�� ���1���2��� �1�2� �1 �0��*01 IL '�LJ ' ?� 1��
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��� � L '7 � 31 ��� λ = 0.07 'I�J 4�� 1�� 4 �2�41� �� ���� $ ψ

J
(q) 1� ψg(q)

'
I� J �+2� ��2� �1%�201��1 41 q(t) 2��1� 1 D ��0��0 41 � ��� ���2� 41 H��0K4��,10 �+1� �1�
��� 1�� 4 �2�41� ������ $ ψ

J
(q) 1� ψ

g
(q) & 1� 4 ���0*� � ��� ���2� IL '�2 J �+1� �1� �2�4���2��

�� �����1� �0�����1� 4��� �1 �1$�1 '

����01����� 41 �2�10 � �1� 0���2� 41� �2�4���2�� �� �����1� ��2���1� �2 0 q 1� q̇ & �1� ���
�0��1���� ��� 4��0�+1�� �1 �02 �1�� � 4 �1)1� � ��1� ��0 �� �2����2� �������1 q0

�2001��2�4 D
 �1 ��10,�1 �2�1���1��1 ����0�1 01 D �� ��00�*01 41 � 2�1���1� '
B2%%1 ���� � ���� &  � 4�+1�2��1%1�� �1% �.������� 1 41 Γ D � �20401 �1 �� � ��� & �2��
� ����02$ �% ���2� Γ = S & � � �2001��2�4 D Veff = Vdw

& � 0��� ��� ��������1 41 4��0�01 �1�
1)1� ' -2 � ���2�� %2��010 1$������1% 1�� 4��� �� � ��1 � 1 �1 �2����� 01��1 +0�� D � �20401
� �+��� & D ��+2�0 4��� �1 ��� 4 �2�1���1� D  �1 � 2 ��1 '

� + 41� 0�� ����� �0��1���� & �� ����0��� ����0 � 1 �� �0�� 1��2�01 4 ��� 1� 4 �2�41�
,� ���1� 4�+�1 41 �� � 1� �� � 4 0�� ���� �2001�� � 2 0 41� +��1 0� 4��02������1� 41 λ & �1
� � �2001��2�4 D 41� 1)1�� � ����� 1� �� � �%�20����� 1� 0���2� 41 � �1)1� � ��1� '
B �1�� �2 0� 2� �1��1 �20% 1 ,� ���1��1 � 1 � ;�01 1%��2A�1 1� ��1 1� ����1 4 ��� 1�
4 �2�41� �2001��  ��� 1%1�� �2 0  �1 ,�%%1 01��01���1 41 �2 ���,1 λ ' B �1�� ��0 1$1%��1
�1 � � � ��� ���� 1� 57�8 & 2C �1� 0�� ����� 2��1� � �+1�  � ��� 1� 4 �2�41� ,� ���1� �2��
1��201 �2001��� I41 �� % ;%1 % ���*01 � 1 4��� �1 ��� λ = 1.1 �2���4�0� 4��� �2�01 �� 41J '
?� A � �D  � ��,��� ����0 � 1 � ����02$ �% ���2� �1% �.������� 1 41 � ��� ���2� IL '�J � �1�� ���
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��� � L '9 � 0 ��,0�%%1 �2����2�.�%� ���2� q−p �2 0 �1� �02�� ��� �2���4�0�� 4��� �� <, 01
L '7� Iλ = 0.07J '

� 10���1��1 � ��� 1 � 2 0 41� +��1 0� � 10� 0����+1% 1�� � 1���1� 41 λ & 1��1 42��10��� ��1 D  �
%2 +1% 1�� � �0�24�� 1 4 � � ��� 1� 4 �2�41� D � 1 �0*� ,� ���1� � �2 0 4 � � 41� % ���% �
������� 1� '

3� <, 01 L '9 ��� 1��1  � � �01 �2%%1����01 ' (� 1)1� & �2 0 �1��1 ���� �1 +��1 0 41 λ &
�1 4 ��,0�%%1 �2����2�. �% � ���2� 2��1� �+1� �1 ��� 1� 4 �2�41� �� ����� ��2001�� �& � �1�
� 1 � �������+1% 1�� ��1� 01�024 �� ��0 �1 � ��� ���2� � ����� 1 41 % 2 +1% 1�� IL '�2 J &
��% 2�,�1 4 � �1 �10����1 4�+����2� ��0 0���20� D �1 410��10 ' ��1 0���2� 41 �1� ���0� � 4�� D
��� �+����1 4��� 57�8 1� �2��10�10��� � ����02$ �% ���2� ����1 �2 0 Γ & �� 34� ' 0 1 ���� & �� � ���
% 2��0� 4��� �1� �0����1 � 1 � ����� ��2� 4 �10% 1 � �+��� 4��� �1 4�+1�2��1%1�� 1� 4�0�+�1
41 � �����2� 1)1���+1 & 1� � �2 �� 001��1 �� 01�20% �������2� 41 �� �2����2� 4 �2�41 Z & �% ���201
�1� 0�� ����� �02+1���� 41 �� 34� ' B1� 1�4��� & �2%%1 ���2��� & �2 � �1 �2 � ����042��
��� � 0 �1 � 2��� & ��0 �� � �A � ��� 1��201 41 �2��1�� � D �1 �02�2� '

�+��� 41 �10% ��10 �1��1 �� 41 & �2 � ���2�� 4�+1�2��10  � � 1 �� �2%��0���2� 1��01 �1�
41 $ ���02$ �% ���2�� 4 �2�1���1� 1)1���� � 1 �2�� �1 �2�1���1� ��� 4 "# 1� �1 2�1. �2 2�
�2��� 01�� 1���+1% 1�� VRG 1� V 1l � � �2�� �2 � 41 $ 01�0��1���� � 0 �� <, 01 L ':� ' B2%%1
�1�� 1�� ��1� �2�� & �1 �2�1���1� D  �1 �2 ��1 �1 01�� 1��1 ��� �� �02�0���� 41 �2�+1$ ��� 4 
�2�1���1� 1)1���� 1$��� 1� �1�� 01��1 +0�� D �2 � �1� 20401� 4 4�+1�2�� 1% 1�� 1� �2 ��1� '
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��� � L ': � B2%��0���2� 1��01 �1 4�+1�2��1%1�� � 10� 0����� 1� �� % ���241 ! ���2��1��1 '
I�J 42�1���1�� 1)1����� 2�1.�22� I�2� �2�+1$1J 1� 4 "# I�2�+1$1J '
I� J 0 ��,0�%%1� �2����2�. �% � ���2� 2��1� � D ��0��0 41 � ��� ���2� IL '�2J �+1� Veff���02$ �% � ��0 V 1l 1� VRG �2 0  � %2 +1%1�� �+1� q(0) = 0.5 �2001��2�4��� D  �1
��10,�1 ����0�1 01 D �� ��00�*01 41 �2�1���1� I�+1� λ = 0.15J 'B2��0��01% 1�� D VRG & V 1l ���2 1 �2���1% 1�� D 4��0�01 � �1)1� � ��1� '
0 1 �� � & 4��� �� 0�,�2� ���10�1 1��01 �1� 41 $ �2���� 4 ���/1$ �2� 4 �2�1���1� ������� 1 &
V 1l �2%�20�1  �1 ��0��1 �% �,����01 ' H1�2� � ����10�0�����2� ����� 1��1 5� �8 & �1 ����2% *�1
��,���1 � ������������ 41� �2�<, 0���2�� 4��� �1��1 0�,�2� ' H 0 �� <, 01 L ':� & �1 �1 �� ��0��1
0�1��1 4 �2�1���1� 1�� % 2��0�1 � ��� 1 � �1�� 1��1 �1 �1 � � 1�� �0��1 1� �2%��1 4��� �1�
�02��*% 1� 4A��% �� 1� '

��1 %���*01 �2���� �1 � 2 0 ���� �10 V 1l ����A��� 1% 1�� 1�� 41 01%����10 U ′′

k
��0 U ′′

ΛI0���1�2�� � 1 UΛ = Vdw
J 4��� �1 % 1%�01 41 402��1 41 � ��� ���2� IL '�6J 1� 4 �1)1�� 10

� �����,0���2� ���% 1����01 41 k = Λ D k = 0 ' B �1��  �1 %���241 � 1 �2 � �+2�� 4�� D  ������1
1� � � 01+�1�� D 0��2 401 � ��� ���2� 41 /2� 4 "# 4��� � ����02$ �% ���2� 2C �1� % 241� �2��
��4�� 1�4���� ' �� 2���1�� ��20� V 1l = Vdw+δV 1l ' �� 4�+1�2�� 1 1�� ��1 1� 1

Λ
1� 2� ��,��,1

�1� �10% 1� �1 4�� 1�4��� ��� 41 q �2 0 ��2 ��0 D � �1$�01���2� � �+���1 I�� ' ���1$1 1 �2 0
�1� 4������J 41 �� �2001���2� 2�1.�22� E






δV 1l = 1
π

√
V

′′

dw arctan Λ√
V

′′
dw

+O( 1
Λ
) �2 0 |x| > 1√

12λ

δV 1l = − 1
2π

V
′′

dw

Λ
+O( 1

Λ2 ) + i
2

√
−V ′′

dw
�2 0 |x| < 1√

12λ

. IL '��J
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��� � L '�3 � 0 ��,0�%%1� � 2����2�. �%� ���2� 2��1� � D ��0��0 41 � ��� ���2� IL '�2 J �+1�
Veff

���02$ �% � ��0 V 1l 1� VRG �2 0  � %2 +1%1�� �+1� q(0) = 0.7 �2001�� 2�4��� D  �1
��10,�1 � � �0�1 01 D �� ��00�*01 41 �2�1���1� I�+1� λ = 0.25J 'G ;%1 �� % ����1���� V 1l 1$��201 �2 � � �1����1 q & 41 �2 +1� �1 %2 +1% 1�� 1�� �0*� ��1�
01�024 �� ��0 VRG 1� �2� ��0 V 1l '

31� �� ���2�� �0���1��1� ��4�� 1�� � 1 4��� �� 0�,�2� |x| < 1√
12λ

& �� ��0��1 0�1��1 41 δV 1l

1�� � ��1 D �� ��% ��1 Λ → ∞ ' 3� �2%��0���2� 1��01 �1� <, 01� L ':� 1� L '� �2�<0% 1 �,�.
�1% 1�� � 1 & 4��� �� 0�,�2� ����0�1 01 & V 1l 1�� �0���� 1% 1�� �,�� D Vdw ' B �1��  � �2 +1�
1$1%��1 � � 0��� 1��1 & �2%%1 ���� � ���� & � 1 �1 4�+1�2��1%1�� 1� �2 ��1� �1 � 1 � ���
����,10 �� �2���+��� 41 Vdw '?� 1�� ����0 � 1 � 2 0 �1 �A� 1 41 �02��*% 1 �2���4�0� ��� & D ��+2�0 �1 �02 �1�� � 4 �1)1� � ��1� &
�1 �2�1���1� 1)1���� 2�1.�22� 1�� � ��� ���4�� �� � 1 �1 �2�1���1� ������� 1 Vdw �2 0 ��.
�02$ �% 10 Veff 4��� � ��� ���2� IL '�2 J ' 3� <, 01 L ':� 1� 1�� � ���� ��0���2� & 2C �� 1�� %2��0�
� 1 & � 2 0  �1 �2����2� �������1 �2001�� 2�4��� D  �1 ��10,�1 ����0�1 01 D �� ��00�*01 41
� 2�1���1� & �1 % 2 +1%1�� 1�� �+�41%%1�� �2�<�� 4���  � �1 � � ��� ' 3� �2���������1 41�
0�� ����� 4 4�+1�2��1%1�� �1% �.������� 1 & � 10% 1� 4 ��= 0%10 � 1 �1 �A� 1 41 ����2% *�1
�1 � 1 � & D � � � 20401 <�� 4 4�+1�2��1%1�� & ;�01 4��0�� ��0 � ��� ���2� IL '�2 J �+1�  �
�2�1���1� 1)1���� �1% �.������� 1 ' (� 01+����1 & VRG & �� �2� ��2� 41 � ��� ���2� IL '�6J & � �
�2����� 1 � �20401 �1 �� � ��� 41 � ����02$ �% ���2� 4 4�+1�2�� 1% 1�� 1� ,0�4�1�� & 2)01  �1
�0*� � 2��1 01�0��1�����2� 41 � �1)1� � ��1� 1� %������ 1 � ����� 1 204����01 '
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��00�*01 41 � 2�1���1� ' 1 �1� 1��1�4 & 4��� �1 ��� & 1�  �������� V 1l 4��� � ��� ���2� IL '�2 J &
�2 � 2��1�2��  �1 �2� ��2� � � 1$��201 �2 �1 �� 0�,�2� 41 � �1����1 41 �� % ;%1 ���2� � 1
� 2 0 VRG ' B1� 1�4��� & �� <, 01 L '�3 �2�<0% 1  �1 �2 +1��1 �2�� 1� ���� �2��1��1 � 1 ��
41��0����2� �2001��1 4 %2 +1%1�� 1�� 42���1 ��0 VRG 1� �2� ��0 V 1l '
0 1 �� � & 2� �1 � 01% �0� 10 � 0 �� <, 01 L '�3 � 1 �� �1 �1 @2�1 2C � ����02$ �% ���2� D  �1
� 2 ��1 4��0�� �2001��1% 1�� �1 %2 +1%1�� 1�� �1��1 2C �1� +��1 0� 41 �� �2����2� �2�� �1�
�� � 1$�0;% 1� I���2 ���1� � $ +��1 0� % ���% ��1� 41 � ��%� ���2� J & � �1��.D.4�01 �2 0 �� 0�,�2�
� � �2001��2�4 D �� ��0��1 �� �� � 1$�10�1 4 �2�1���1� ' B1��1 2��10+���2� �2��2041 �+1� �1
� 1 �2 � �+2�� 4�� D +�0�<� � ��0�+��� & D ��+2�0 � 1 �1 4�+1�2�� 1% 1�� 1� �2 ��1� �2����� 1
 �1 �2��1 ���02$ �% ���2� �� 
�� �� �� � 4��� �� 0�,�2� ��� �1 ������� 41� % ���% � '

� �� �)!%#'��)!�  � " (�"  %� �� �

B1 �0�+��� �2 � � � 10% �� 41 % 2��010 � � �1  ��������2� �42��1 41 � ��� ���2� � ����� 1
4 %2 +1% 1�� δΓ

δφ
= 0 �% ���� 1 4 �;�01 ���1���� D  � �10���� �2%�01 41 � 1���2�� '

(� �01% �10 ��1 & �2 � �+2�� 4� �2 � ��� 010 � 1 �2 � ���2�� 4��� 41� �2�4���2�� �1��1�
� 1 � ��0, % 1�� 41 Γ & �1 ���%� ������� 1 φ(~x, t) & �2����� ��� ��1� �� +��1 0 %2A1��1 41
� �2� �0��1 0 � ����� 1 Φ̂(~x) 4���  � ���� 42��� |ψ, t〉 & �1 � � � �1�� ��� � �2% ���� 1 '

��1 �2�� �1� �2�4���2�� ������1� & �2 � �+2�� %2��0� � 1 �1� ����� ��A%��2��� 1� |in〉
1� |out〉 � � 1��01�� 4��� �� 4�<����2� +�0����2��1��1 41 � �����2� 1)1���+1 42�+1�� ;�01 �0��
1� �2%��1 41 % ���*01 ���02�0��1 �20� 41 �� 4��10% �����2� 41 �� �2����2��1��1 4 �2�41
�������1 Ψ[φ(~x, t0)]

���2���1 � %2 +1% 1�� 41 φ(~x, t) ' 4 � � �0�����% 1�� & 1�  ��������  �
4�+1�2��1%1�� 1� 4�0�+�1 � 2 0 Γ �2 � �+2�� �02 +� � ��� 1�� � 2���� �1 41 4��10% ��10  �
���� �� �����  ��� 1 Ψ[φ(~x, t0)]

D ��0��0 41� �2�4���2�� � $ ��% ��1� � 2 0 �1 %2 +1% 1�� 41
φ(~x, t) 1� ��2��������  �1 +�0���� t = t0

I�1%�� �������J 1� �2��204���1 �+1� �1� �2�4���2��
��A%��2��� 1� 01����+1� � $ ����� |in〉 1� |out〉 '

42 0 41� �2�4���2�� �� �����1� ��0��� ��*01% 1�� �%�20����1� 4��� �1� ���������2�� & 1�
� �2 �� 001��1 �1 ��� 4 � � ���%� ������ φ �2������ 1� � $ 4�0�+�1� � ��1� D t = t0

& �2 � �+2��
��� D %;%1 41 %2��010 � �1� +10� 4 ���20*% 1 41 #1��.G��� 1� 32! & �1 ��� 1� 4 �2�41�
I�2����2��1�J �� ����� 1�� 42��� ��0 � ��� ���2� 41 H��0K4��,10 ��4�� 1�4���1 4 �1%�� �+1�
 �1 �2 0�1 �2������1 J0

' 3� +��1 0 J0
1�� �1��1 � 1 �01�4 �� �2 0�1 D �� <� 41 �2� ��� % �,1

�4������� 1 ' 3� 01����2� IL '��J 2��1� 1 & � � 1�� � � � 41� 0�� ����� �2�4�%1��� $ 41 �2�01
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�0�+��� & �2001�� 2�4 ��0 ����1 0� D � ��� ���2� 4�<������� �1 � 2�1���1� 1)1���� D �0�+10� �1
�0����� 1 +�0����2��1� ������ 1 '

42 0 <��0 & �2 � �+2�� � ��� % 2��0� � 1 4��� �1 ��401 41 �� 34� & 2C � ��� ���2�
� ����� 1 4 %2 +1%1�� �01�4 �� �20% 1 41 � ��� ���2� ������� 1 4 %2 +1%1�� 4���
��� 1��1 �1 �2�1���1� ������� 1 1�� 01%����� ��0 �1 �2�1���1� 1)1���� &  �1 ���02$ �% ���2�
<���1 41 �1 410��10 1�� 2��1� 1 ��0 �� 0��2� ��2� 41� �� ���2�� ! ���2��1��1� 4 "# �20.
01��2�4���1� ' � � ���+10�1 & � �1%��2� 4 � � �2�1���1� 2�1. �22� & 1� �� � ,���0��1% 1�� 4 � �1
���02$ �% ���2� D  � 20401 <�� 4 4�+1�2��1%1�� 1� �2 ��1� �2 0 Veff & 1�� �����02�0��
� 2 0 4��0�01 �2001��1% 1�� �� 4A��% �� 1 41 φ(~x, t) '

/2 � �1� � 2���� 2�� ��� ��� ��0�� ��0 41� 1$1%��1� 41 % ������ 1 � ����� 1 ' 31 ���
��% ��1 41 � �2�������1 0 ��0%2��� 1 � �2�<0% � ����A��� 1% 1�� �1 ��1�.�2�4� 41 �2�01
���02 ��1 & ��� 1��1 � ��� 1�� ��1 ������ �1 � �02��*% 1 �2�.�0�+ ��� 4 42 ��1 � ��� I��0
 � �0���1% 1�� � % �0�� 1 �1��1 �2��.��J 1� � �1�� 0�+���1 1� �0*� �2� ���204 �+1� �1� 0�� �����
1$���� ' (� 1)1� & � �����0;� 41 �2���4�010 41� 1$1%��1� 41 % ������ 1 � ����� 1 1�� 4 ��+2�0
� �2��20� ���� 41 ���� �10 � ��+2� ��2� 4A��% �� 1 41� ��� 1�� 4 �2�41� +�� � ��� ���2� 41
H��0K4��,10 4�� 1�4���1 4 �1%�� 1� 4 �2��1��0 ����� �1� �2� ��2�� 1$���1� I� % �0�� 1�J '
31 �2� ���204 1��01 �1� 410��*01� 1� �2� 0�� ����� �2 � � ����� � 10% �� 41 +���410 �2�
�2�� 1�� 01� '

�� ��� 1�� � ��� +2�2����01% 1�� 2 �� ��� 4��� �1 �0�+��� & D ��+2�0 � �1$�1���2� �2���� �1 41
� ��� 41 41 �� 4A��% �� 1 � $ 20401� � �+���� 4 4�+1�2��1%1�� 1� ,0�4�1�� 41 Γ ' B1 �10���
�10����1% 1�� ����01����� 4 �1$��2010 � ��%���� 41 � ����� ��2� 41 �10% 1� �2�.�2 �� $ 4��� Γ '
B1� 1�4��� & 1� 0���2� 41� ���1002,���2�� �2 �1+�1� ��0 �1��1 1$�1���2� �20� 41� ���� �� 41�
��+1� $ ��10,���� 1� � ������01 6 & �1��1 ����1 4 ���+1���,���2� 41%1 01 4������1 '
(� 01+����1 & � � ��������2� 41 �1� 1��1�,�1%1��� 1� -./ & 2C �� 1�� �% �2���� �1 41 0��2 401
1$���1% 1�� �1� �� ���2�� 4 %2 +1% 1�� IF1��1��10, 2 H��0K4��,10J & 2)01  � +���1
���%� 4 ����������2�� 4��� �1�� 1��1� �2 � 1�� �02�� �2 � ��2�,10 4��� �1 � � 0 ' (��01
� �01� & �2�01 ����A�1 � 2 00��� �1 0�+��10 ;�01  � �2� 2 ��� 41 �0�+��� � 2 0 � ��� 41 41 ��
4A��% �� 1 � ����� 1 41 � ���/��2� 4��� �1 ��401 41� % 24*�1� ��/���2����01� 1� �2�% 2�2,�1 '

�+��� 41 �2��� 01 �1��1 ��*�1 & �2 � ���2�� 1�� ���10 �1� ���% ���� 1� 41 01��10��1 � 0
�1�� 1�� �2 � �0�+����2�� ��� 1��1% 1�� 2 � � �2�� �0�+ � 4���  � �+1��0 �02 ��1 ' -2 �
1$��202�� 41 $ ����1� 1� ��0��� ��10 E � ��� 41 �2�.�10� 0����+1 4 %������% 1 41 �� �0�� 01
41 �A%��0�1 ��4 ��1 ��0 �2001���2�� 0�4����+1� �02�2�� ��0 B2�1% �� 1� 51��� 10, 5�68 1�
� � ��������2� 4 � �1 �2 +1��1 �� ���2� 4 "# ��+�0����1 ��0 01��0�%��0�����2� 5�2 8 '
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.20� 41� � ��*� �0���41��� & �2 � 1�+���,12�� ��� 1��1% 1�� 41 $ � �01� �$1� �0������ $
41 01��10��1 ' /2 � 4 ��� 204 & �� % ��1 1� �+ �41��1 41 � �1$�0��2����2� ����,���% 1 4��� �1 0�,�% 1
�> 4 �2�1���1� 1)1���� 41 F �,,� 4 HG �2 � � �2,�� 1%1�� �2�4 �� D �2 � ����01��10
� % ������% 1 41 �0�� 01 4A��% �� 1 41 �A% ��0�1 �02� 2�� ��0 B2�1% �� 1� 51��� 10, 5�68 '
(� 1)1� & �1 �02�1�� � 41 �0����2� 4 � � �2�1���1� D �A%��0�1 �0���1 D ��0��0 41� �2001���2��
0�4����+1� �2 � �2�1 1��201 � 1���2� & �2��%%1�� � ��+1� 4 �2����2��1%1�� 41 �1
% ������% 1 4��� �� 0�,�2� ?" 1� 01,�04 41 �� �2�+1$ ��� 4 �2�1���1� 1)1���� '
0 �� �01 ��0� & �2%%1 �2 � � ��+2�� 4�� D �+2� � � ������01 � & �2 � ��% 10�2�� 1$��2010
�1� �02�0����� 4 � �1 �2 +1��1 �20% ����2� 41� �� ���2�� 4 "# 5�28 & � � 1�� ��+�0����1
��0 01��0�% ��0�����2� ' 31� ���������2�� �2�1���1��1� 4 � �1 �1��1 �� ���2� �2�.� 10� 0����+1
�2�� �2���4�0���1� ��0 �1��1 410��*01 � ������� 1 � $ ���20�1� 41 � � ,1 '

� �� � )&+# & �)# ,$!  � � �!* (


3� �2%�0��1���2� 41 �� �� �1 41 � ������������ 4 +�41 ��1��02���� �1 4��� �1 �1��1 0 41
F �,,� & 1� � �2 �� 001��1 � �1$�0��2����2� 41� �� ���2�� 4 "# � .41�D 41 �1 0 42%���1 41
+���4 ��� & � % �� 1� �+ �41��1 � 1 �� �02�0���� 41 �2�+1$ ��� 4 �2�1���1� 1)1���� �1 �� 0���
;�01 �0��1 1� 4��� � 1� � 1 & ��0���� 41 �D & �2� �2�.01�� 1�� � 1 � �2����� 10 � ���4�����2�

��L
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4 � �1 �10����1 ����2�2,�1 ' B �1�� 4��� �1��1 2���� 1 � 1 �2 � �2 � �2%%1� �2 0��� +10�
�� � 1���2� 4 %������% 1 41 B2�1% �� 1� 51��� 10, 5�68 ' 31 0 ���*�01 % 24*�1 %2��01
�2%%1�� �1� �2001���2�� 0�4����+1� 4�1� � ���%� ��1��02% �,����� 1 � 1 +1�� 
��� 
	�  �1
�0�� 01 41 �A% ��0�1 � 0  � �2�1���1� ������01 ������� 1 � �0��� 1 ' 31� � �1 0� %2��01��
����� � 1 �20�� 1 �� �2��0�� ��2� 0�4����+1 4 ��2�2� 1�� 4 %;%1 20401 41 ,0��41 0
� 1 �� �2������1 41 �2 ���,1 � �0��� 1 Iλ ∼ e4J & �� �1 �0�1  � �2�1���1� 01�20% ����� �+1�
�A%��0�1 �0���1 41 �� �20% 1 � �+���1 E

Vcw(φ) ∝ φ4 ln
φ

µ
. I� '�J

�� �1 01�4 ����% 1�� �2%��1 � 1 � 2 0 41� +��1 0� 41 φ ����0�1 01� D µ & �1 �2�1���1� 41+�1��
��,���� ' B1 �2%�20�1% 1�� & 4� � �2,�0���%1 & �1 �02 +1 �2��01.������� ��0 �1 �10% 1 φ4 1�
����1 0 � � 42% ��1 �2 0 �1� ���� �1� +��1 0� 41 φ & �1 � � �%�2�1 Vcw(0) = 0 ' B1 �A� 1 41
� 2�1���1� � �1�� ��� �0*� ��2�,�� � �������+1% 1�� 4 �2�1���1� 42 ��1 � ��� 4�� D �2���4�0� '

- ���%2��� & �� �2���+��� I��0��1��1J 41 Vcw ��0*� 01�20% �������2� 1�� 41 �2 +1� 1�
�2��0�4����2� �+1� �� �02�0���� 41 �2�+1$ ��� 4 �2�1���1� 1)1���� ' -2�01 ��� ���2� �������1
1�� 42�� 41 +2�0 �� & D � ������0 4 �2�1���1� 41 F �,,� & �1��1 1��20�1 D �� �2�+1$ ��� � 1 � ;�01
�� ��1 ��0  �1 1$�0�� 2����2� 41� ���� �� � 10� 0������ �20� 41 �1 0 42%���1 41 +���4 ��� &
% ��� �1��1 �2��.�� 4��� �� 0�,�2� ���0�02 ,1 '

0 1 �� % ;%1 ���2� � 1 �2 0 �1 �02��*% 1 41 � ������������ & �� � �1�� ��� ���1����01 41
�01�401 1� �2%��1 �2 �1 �� ��0 �� 01 41 � � ,1 4 ��2�2� 1� �� 1�� � 2���� �1 4 ��� 4�10 �1
����2%*�1 D � ���41 41 41 $ ���%�� ������01� 56�8 '

� �	�	 � ��� 
� �� ���� ������ ��� 
� ���� �����������

���1�2�� φ �1 ���%� ������01 42�� 2� +1 � ���� �10 �1 � 2�1���1� 1)1���� 1� B �1 ���%�
������01 41 �2�01 % 24*�1 � � 01%����1 �1 ���%� ��1��02% �,����� 1 41 � ��� 41 20�,����1 41
B2�1% �� 1� 51��� 10, ' 31 ��,0��,�1� 4 � � �1� �A��*% 1 � ���0�� E

S[φ] =
∫
d4x

(
1

2
(∇φ)2 +

1

2
(∇B)2 +

1

2
g2 φ2B2 + V (φ) + h̄ δV (φ)

)
, I� '�J

2C 1
2
g2 φ2B2 01�0��1��1 �1 �10% 1 4 ����10����2� 1� h̄ δV (φ) = h̄ δV φ(φ) + h̄ δV B(φ) �1�

�2��01.�10% 1� 01�� 1����� �2 0 φ 1� B '
31 � 2�1���1� ������� 1 V (φ) 1�� � �0��� 1 E

V (φ) =
λ

24
φ4 . I� '6J
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3 ��%���� 41 41 � 10�������1 4 + �41 � ���0�� �2 0 �1 �A��*% 1 E

Z(J) = N
∫
Dφ exp

{
−1

h̄

∫
d4x

(
1

2
(∇φ)2 + V (φ) − J φ+ h̄ δV (φ)

)}

∫
DB exp

{
−1

h̄

∫
d4x

(
1

2
(∇B)2 +

1

2
g2 φ2B2

)}
. I� '2 J

3 �����,0��1 � 0 �1 ���%� B ����� � �40���� 1 & 1��1 � 1 � ;�01 ���� ��1 1$���1% 1�� 1� 1��
�,��1 D det(∇2 + g2φ2)−

1
2
' (� 4�+1�2����� φ(x) � �2 0 4 � �  ��� 1 � 2��� 41 �1��1 φ0

& �2��
φ = φ0 + h̄

1
2η & 1� 1� �1 ��% ����� � $ �10% 1� 4 �20401 O(h̄) � %�$�% % & � �1$�01���2� 41 Z

41+�1�� E

Z(J) = N e−
Ω
h̄
(V (φ0)−J φ0+h̄ δV (φ0)+ h̄

2Ω
Tr ln(k2+g2 φ0

2))
∫

Dη e−
1
2

∫
d4x((∇η)2+V ′′(φ0)η2(x)) . I� 'LJ

� �20� & �� � �2� � �� �� ��0���,�1 � 10� 0����+1 ����� 1��1 & �1� �2001���2�� 0�4����+1� ��� 1� 4 
���%� B ����� � 1 �1� �2��01.�10% 1� �2�� �20% 1��1% 1�� 4 �20401 h̄ 1� �1 �2��0�� 1�� ��� ID
�1� 20401J D � �����,0��1 � 0 η ' 3� � ������ V ′′(φ0)

� � ����0��� ��.41�� � 1�� �,��1 D λ
2
φ0

2 &
42�� � �����,0��1 ,� ���1��1 � 1 � ;�01 1)1�� �1 1� �1� �2��01.�10% 1� �2�� ��1� 4�<��� ��0 ��
�02��4 01 41 01�20% �������2� ' Z(J) � ���0�� <���1% 1�� E

Z(J) = N e
−Ω

h̄

(
V (φ0)−J φ0+ h̄

2

∫
d4k

(2π)4
ln(k2+g2 φ0

2)+h̄ δV B(φ0)+ h̄
2

∫
d4k

(2π)4
ln(k2+V ′′(φ0))+h̄ δV φ(φ0)

)

. I� '�J
B2��������� �� 01����2� 1��01 �1 ���%� ������� 1 φc 1� �1 � 2��� 41 �1��1 φ0

& D ��+2�0 5��8
φc = φ0 + O(h̄) & �� 4�<����2� I� '6 �J 41 � �����2� 1)1���+1 42��1 4�01��1% 1�� � �1$�01���2�
4 �2�1���1� 1)1���� E

Veff(φc) = V (φc) +
h̄

2

∫
d4k

(2π)4
ln
(
k2 + g2 φc

2
)

+ h̄ δV B(φc)

+
h̄

2

∫
d4k

(2π)4
ln
(
k2 + V ′′(φc)

)
+ h̄ δV φ(φc) +O(h̄2) . I� '7J

3 ����������2� 41� �2�4���2�� 41 01�20% �������2� ����� 1��1� I�� ' 5�68J 42��1 �1 � 2�1���1�
2�1. �22� 01�20% ����� � �+��� E

V 1l(φ) =
λ

24
φ4 +

h̄g4

64π2

[
ln

(
φ2

µ2

)
− 25

6

]
+

h̄λ2

256π2

[
ln

(
φ2

µ2

)
− 25

6

]
. I� '9J

H� �� �2%������2� h̄g4

64π2
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41�D 4 ��+1� 41 � ��0�01 ' B1 �0�+��� ��% ����01 � � 10% �� 41 �2�<0% 10 � 1 �1� �� ���2��
! ���2��1��1� ����� 1��1� & ���2���1� D �1��1 +�����1 4��� �� ����1 �0���1 I2C �1� �2��0�� ��2��
�2�� 2���1� 41 41 $ �2���� 41 �1��1 �2�.�0�+ �� $ �2�� �2���4�0�1�J 5��8 & �2����� 1��  � 2 ���
41 �01% �10 ��2�$ �2 0 4��0�01 �1 % ������% 1 41 �0�� 01 41 �A%��0�1 '

(�� ��1 & �1 0�� ���� �2�4�% 1���� 41 �1��1 �� 41 � ��� 41 4��1�10 � 1 �� �� �1 41 � ������.
������ 4 �2�1���1� 01� 2�1 � 0 � �1$�0�� 2����2� ����,��1 4 �2�1���1� 1)1���� 01�20% ����� 4���
 �1 0�,�2� 41 φ 2C �1� 0�� ����� 41 �� ���20�1 41� � 10� 0����2�� 01�20% �����1 �1 �2�� �� �
+�����1� ' � �01% 1�� 4�� & � ������������ � ��� 
��� ��� ' � 01��1 & 1� ���204 �+1� �1� ���20*% 1�
,���0� $ 5: & �38 & �2 � �+2�� +�0�<� � 1 �1 � 2�1���1� 1)1���� �+1� � �2) 41 �2�01 %24*�1
��% ���<� 1�� ��1� �2�+1$1 4��� �2 �1 �� 0�,�2� 2C �� 1�� 4�<�� '
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������ ' B �1�� �2 0� 2� � ����������2� ���+1 41 �� 0�, ��0�����2� 4�% 1���2��1��1 & � � 42��1
���*� 4�01��1% 1�� � $ 0�� ����� 41 �� ���20�1 41� � 10� 0����2�� 01�20% �����1 & �1 � 10% 1�
��� 41 01�2 +010 � �1001 0 ����1 4��� �1 0���2��1%1�� ����� 1� E �1 ��1� 1��01 �� ���20�1 � 1
1� �1��1 01�20% �����1 1�� � 104 '
� ���� & � 2 0 ������0 �2� �2��� ��2�� & �2 � �+2�� % 2��0� � 1 �20�� 1 � �2� �2���4*01 �1 HG
�2%%1  �1 ���20�1 1)1���+1 +�����1 �  �� �D � ����1��1 41 �� �2 +1��1 ��A��� 1 Λ I4�% �0��1
D �� ���1 41 �� 4��10% �����2� 41� �20�1� ����0�1 01� � 0 �� % ���1 4 F �,,�J & �1� �2�4���2��
����� 1��1� 4 �������������� 41 �� ���20�1 41� � 10� 0����2�� �2�� 1� 0������ ��� = ����1� '
0 ��� �2�01 ��� 41 <, 01 & �� �2��0����1 41 �2��������1 41 �� ���20�1 Iφ ≤ ΛJ ���2 ���1 D
� ��� ���2� I2 '66J & �% ���� 1 � 1 �� �2%������2� λv
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+ g4

16π2 ln v2

φ2
& 2C v 1�� � ����1��1 41 01�20.

%�������2� ?" & �1 � 1 � ��� ;�01 ��,���+1 ' � 0 & �� � �2� � �����01��1  ��� 1% 1�� � $ 	��������

41 �� ���20�1 41� � 10� 0����2�� & �1��1 ���20% ���2� � �����0��� ��� ' (� 1)1� & �1� �� ���2��
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1)1���� ����0��� �2%%1 �������1 '
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� 0 �� % ���1 4 F�,,� ' (� 1)1� & �� �2��������1 41 �� ���20�1 ��4�� 1 � 1 Veff 42�� ;�01
�2�+1$1 & 42�� �� 01��10��1 4 �2��� 4 ���/1$ �2� 41 Veff 4��� �� 0�,�2� 1$�10�1 I|φ| > vJ
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 � 1��1 & � ������������ 1�� �2���4�0�1 �2%%1  �1 �2���� ����� ���20�� 1 ��,���% 1 ' (� 4 �� �01�
�10% 1� & �� ��������� 4 +�41 (5 A ����0��� �2%%1  �1 01� ;�1 �44���2��1��1 4����1 ��0 41�
�2��0����1� ����2% ��2�2,�� 1� ' B �1�� �� 0���2� �2 0 ��� 1��1 �1 �����0�2 41 %������������ &
���� � 0 �1� �2���� 1��1� 41 �� �0��1��1 4 � � +�41 �� � ��� � 1 �1� � ��1��02���� �1 & � � 
;�01 1�+���,� ' ��1 �2���� 1��1 �2����1 41 �2� �0�+� $ 1�� � 1 �1 �A� 1 41 �����0�2 1��
4�<����+1% 1�� 1$�� '

�<� 4 �1$��2010 4 �� �01� �2�1��������� 41 �� 01�20% �������2� �2�.� 10� 0����+1 & �2 �
�2 � �2%%1� � 1����� � 0 �� � 10���1��1 41 � � ��,1 41 � �����2� 1)1���+1 Γ �2 0 4��0�01 ��
4A��% �� 1 4 � � ���%� � ����� 1 ' -2�01 �� 41 4�������1 5��8 � � 10% �� 41 % 2��010 � � �1
 ��������2� 0�,2 01 �1 41 � ��� ���2� δΓ

δφ
= 0 �2%%1 ��� ���2� � ����� 1 4 %2 +1% 1�� �

���1����1 4 �;�01 ���1���� D  � �10���� �2%�01 41 � 2���� �2 +1�� �,�20�� '
/2 � 4 ��� 204 & �� �2�+ �1�� 41 +�0�<10 � 1 � ��0, % 1�� 41 Γ & �1 ���%� ������� 1 φ(~x, t) &
�2001��2�4 ��1� D �� +��1 0 %2A1��1 41 � �2� �0��1 0 � ����� 1 Φ̂(~x) 4���  � ���� 42���
|ψ, t〉 ' (� 1)1� & �� 4�<����2� +�0����2��1��1 41 � �����2� 1)1���+1 %2��01 � 1 φ(~x, t) � �1��
��� ���1����01% 1��  � ���% 1�� 41 % ��0��1 4��,2��� ' B2��10���� �1 � 2��� & �2 � �+2��
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31 �1�2�4 �2��� & � � �2����� 1 �� ��0��1 �1��0��1 41 �2�01 �� 41 & �2�����1 D 01�� 1��10
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���2���1 � %2 +1%1�� 41 φ(~x, t) ' (� ��0��� ��10 & 1� �1 ������
� 0  � 4�+1�2��1%1�� 1� 4�0�+�1 �2 0 Γ & �� 1�� � 2���� �1 41 4��10% ��10  � ���� �� �����
 ��� 1 Ψ[φ(~x, t0)]

D ��0��0 41� �2�4���2�� � $ ��% ��1� � 2 0 �1 %2 +1%1�� 41 φ(~x, t) ' ?�
� = � �2 0 �1�� 41 ��2���0  �1 +�0���� t = t0

I������� �� �����J 1� ���204 �+1� �1� �2�4���2��
��A%��2��� 1� � 2 0 �1� ����� |in〉 1� |out〉 '

0 ��� �1 ��� 4 � � ���%� ������ φ �2������ 1� 42�� �1� 4�0�+�1� �2�� � ��1� D t = t0
& �1

� � �2001�� 2�4 D 41� �2�4���2�� �0�� 1%%1��  ������1� 4��� �1� ���������2�� & �1 ���20*% 1
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�� ����� 1�� 42��� ��0 � ��� ���2� 41 H��0K4��,10 ��4�� 1�4���1 4 �1%�� �+1�  �1 �2 0�1
�2������1 ' B1 0�� ���� 1�� �0*� �%�20���� ��0 �� � 10% 1� 41 4��10% ��10 �0�����% 1�� � 1��1
4A��% �� 1 1�� 4��0��1 ��0 � ��� ���2� � ����� 1 4 %2 +1%1�� & D ��+2�0 � ��+2� ��2� 41 ��
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���� �10 Veff � �10% �� 41 �2 ��,�10 � ��% �20����1 4 � �1 ���02$ �% ���2� ���02�0��1 �2 0  �1
41��0����2� �2001��1 41 �� 4A��% �� 1 41 φ(~x, t) '

/2 � �1� 0���2��1% 1��� 2�� ��� ��� ��0�� ��0 41� 1$1%��1� 41 % ������ 1 � ����� 1 &
41 ���2� ����A��� 1 �2 0 �1 ��� ��%��1 41 � �2�������1 0 ��0%2��� 1 & � �� � % �0�� 1% 1��
� 2 0 �1 �02��*% 1 �2�.�0�+ ��� 4 42 ��1 � ��� ' �� �0*� � 2� ���204 �+1� �1� 0�� ����� 1$����
I�2 0��� ��0 � ��� ���2� 41 H��0K4��,10 4�� 1�4���1 4 �1%��J 1�� 2��1� �� � �2� 01�� 1��1
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��2� 41 �2� �2�� 1�� 01� '
B1��1 ����A�1 � 2 00��� ;�01  � �2� �2��� 41 4���0� �2 0 �� 20410 41� �02���% ���� 1�
���1� D �� �2�%2�2,�1 & 2C �2 � �2%%1� �2 +1�� �%1��� D �� 4�10 � ��+2� ��2� 4A��% �� 1
41 ���%�� ������01� & �2%%1 ��0 1$1%��1 �1��1 41 � ���/��2� 4��� �1 ��401 41� % 24*�1�
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3� �01% �*01 1�+���,1  �1 1$��20���2� ����+1 4 %24*�1 41 B2�1% �� 1� 51��� 10, 5�68
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�2��� 41 4���0� � ��� ���2� 4 "# I� '�7J �2001��1% 1�� �20% �����1 & �2�� E

Uk−δk(φ) = Uk(φ) +
1

2

∫ ′ ddp

(2π)d
ln

(
p2 + U

′′

k (φ)

p2

)
, I� '�J

4��� ��� 1��1 2� �2���4*01 4��20% ��� � 1 �� 4�% 1���2� 1�� �20% 1��1% 1�� �,��1 D d = 4−2ε '?� � = � ��20� 41 �01�401 41� � 20�1� 4 �����,0���2� ��<��1� � ��1 41 �1��1� 41 �� ��1�� 1�
4 ����02$ �% 10 U ′′

k
��0 U ′′

Λ
4��� �1 % 1%�01 41 402��1 41 � ��� ���2� I� '�J ' � ���� & � �1$�01���2�

4 �2�1���1� 2�1.�22� 01�20% ����� � ���0�� E

V 1l = Vcl +
1

2

∫
ddk

(2π)d
ln

(
k2 + V

′′

cl (φ)

k2

)
, I� '�J

2C V 1l ≡ U0
& Vcl ≡ UΛ

1� V ′′

cl (φ) = m2 + λ
2
φ2 '

�<� 4 �;�01 �� � ,���0�� & �2���4�02�� � �����,0��1 E

I =
∫

ddk

(2π)d
ln

(
k2 +M2

k2

)

=
∫ M2

0
da

[∫
ddk

(2π)d
1

k2 + a

]
. I� '6J
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2
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3

2
ε
)]

I = −1

2

(
M2

4π

)2 [
1

ε
− γ + ln(4π) − ln(M2) +

3

2

]
. I� '�3J



���

31 ����% � MS ���� �1 ��20� � 1 �1� �2��01.�10% 1� 42�+1�� �2%�1��10 �1� �02�� �01% �10�
�10% 1� ����0������� 4��� � �1$�01���2� 1��01 �02��1�� ' 0 1 �� � & �� �� � �,��1% 1�� ���024 �01
�� � ������ �0���0��01 µ �2 0 01�� 1��10 �� 4�% 1���2������� 4��� �1 ����% � 41 0�, ��0�����2� '
� <��� & �1�� 01+�1�� D � �2� �0���2� �20% 1��1 5��8 E

1

ε
− γ + ln(4π) → ln(µ2) . I� '��J

�� 2���1�40��� 0�,2 01 �1% 1�� �1 % ;% 1 0�� ���� 1� 4�<������� ��4�+ �4 1��1% 1�� ���� �
41� �2��01.�10% 1� �2 0 �� % ���1 & �� �2������1 41 �2 ���,1 1� �1 ���%� '
31 0�� ���� <��� 41 � ����������2� 4 ����% � MS 1�� 42�� E

∫ ddk

(2π)d
ln

(
k2 +M2

k2

)
=

1

2

(
M2

4π

)2 (
ln
M2

µ2
− 3

2

)
. I� '��J

�� �1 � ��20� 4��10% ��10 �1 � 2�1���1� 2�1. �2 2� D ��0��0 41 � ��� ���2� I� '�J E

V 1l = m2 φ
2

2
+ λ

φ4

24
+

(
m2 + λ

2
φ2
)2

64π2

(
ln
m2 + λ

2
φ2

µ2
− 3

2

)
, I� '�6J

4��� ��� 1��1 �1� ��0�%*�01� �2�� 4�<��� D � ����1��1 01�20% �����1 µ '





B
� 
#� ����!����� ��� �����

� �� �$#%'#  ! � &�, !��)!�

?� � ��,�� ��� 41 ���� �10 �1 �2�1���1� D  � �2 ��1 01�20% ����� � 2 0  �1 ���20�1 �+1�  �
���%� ������01 % ����� 1�  �������� �� 0�, ��0�����2� ��0 � �2) ' � ��0��0 41 � ��� ���2� 4 
"# I� '�3J 1� 2 4�% 1���2�� E

k
∂Uk(φ)
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=
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� 1 (φ1(x), φ2(x)

)
= (ρ0, 0) = φ0

' 0 1 �1��1 % ���*01 & � �1$�01���2� I( '��J �20�� 1 φi(x) = φ0� ���0�� E
δ2Γk

δφis(x)δφ
j
s(y)

∣∣∣∣∣
φi(x)=φ0

=

(
−δij2x − 1

ρ0
3
U ′
k(ρ0)φ

i
0 φ

j
0 +

1

ρ0
2
U ′′
k (ρ0)φ

i
0 φ

j
0 + δij

1

ρ0
U ′
k(ρ0)

)
δ(x− y)

δ2Γk

δφis(x)δφ
j
s(y)

∣∣∣∣∣
φi(x)=φ0

=


 −2

x + U ′′
k (ρ0) 0

0 − 2
x +

U ′
k
(ρ0)

ρ0


 δ(x− y) . I( '�6J

4 ��� 1 � �2� � 41� ���%�� �2������� (φ1(x), φ2(x)
)

= (ρ0, 0) & �1 �10% 1 41 � �40�+2� % 1
Ω �1 ����20��1 4��� � �1$�01���2� 41 � �����2� 1)1���+1 E

Γk−δk[φ0] − Γk[φ0] = Ω (Uk−δk(ρ0) − Uk(ρ0)) .
I( '�2J

(� �2%������ �1 0�� ���� �+1� �2�01 �� ���2� 4 "# I( '9J & 2� �02 +1 E

Uk−δk(ρ0) − Uk(ρ0) =
1

2Ω
Tr′ ln

(
δ2Γk

δφis(x)δφ
j
s(y)

)∣∣∣∣∣
φi(x)=φ0

=
1

2Ω
tr′ ln

[(
− 2 + U ′′

k (ρ0)
)
δ(x− y)

]
+

1

2Ω
tr′ ln

[(
−2 +

U ′
k(ρ0)

ρ0

)
δ(x− y)

]
, I( '�LJ

2C tr′ 1�� �� �0��1 4��� � �1����1 1$�10�1 �1 �1% 1�� I1� �2 � 2 0� 4��� �� ��1��J '
B��� �2�� 1$������1% 1�� �� �0��1 4��� � �1����1 41� �% �� ��2�� E

Uk−δk(ρ0) − Uk(ρ0) =
1

2Ω

∫
d4x

∫ ′ d4p

(2π)4
< p|ln

[(
− 2 + U ′′

k (ρ0)
)]

+ ln

[(
−2 +

U ′
k(ρ0)

ρ0

)]
|x >< x|p >

=
1

2

∫ ′ q3dq

(2π)4

∫ π

0
dθ
∫ 2π

0
dφ

[
ln
(
q2 + U ′′

k (ρ0)
)

+ ln

(
q2 +

U ′
k(ρ0)

ρ0

)]

=
1

16π2
k3δk

[
ln
(
k2 + U ′′

k (ρ0)
)

+ ln

(
k2 +

U ′
k(ρ0)

ρ0

)]
.

�� 2���1�� <���1% 1�� E
∂

∂k
Uk(ρ0) = − k3

16π2
ln

[(
k2 + U ′′

k (ρ0)
)(

k2 +
U ′
k(ρ0)

ρ0

)]
. I( '��J

B �1�� � ��� ���2� 4 "# 4���0�1 � 2 0 � 2�1���1� Uk �2 0 �1 % 24*�1 O(2) & 2��1� 1 � �+���
�� 34� & φi(x) = φ0

' ?� � ��,�� 41 +�0�<10 �� � ��� ���2� ,���0��1 I( '2J 1�� D % ;%1 41 01�02 .
+10 �1 0�� ���� � 2 0  �1 ,�2%��0�1 �2�.�0�+ ���1 & 1� � �2 �� 001��1 1� 0���2����� �+1� 41�
�22042���1� � 2���01� '
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�� �2�1 �1� �22042���1� � 2���01� �2 � �� �20% 1 E α(1,x) = ρ(x) 1� α(2,x) = θ(x) ' ��
� 1 � ��20� 4��10% ��10 �� % ��0�� 1 1�  �������� �� �20% �1 ����4�04 41 ����,1% 1�� 41
�22042���1� E

gα(i,x) α(j,y) =
∫
dz dt

∂φ(l,z)

∂α(i,x)

∂φ(m,t)

α(j,y)
gφ(l,z) φ(m,t) . I( '�7J

����� 42��� � 1 E




φ(1,z) = ρ(z) cos θ(z)

φ(2,z) = ρ(z) sin θ(z)
,

2� 4�4 �� �����1% 1�� �1� 01����2�� E




∂φ(1,z)

∂α(1,x) = cos θ(z)δ(x − z)
∂φ(1,z)

∂α(2,x) = −ρ(z) sin θ(z)δ(x− z)
∂φ(2,z)

∂α(1,x) = sin θ(z)δ(x− z)
∂φ(2,z)

∂α(2,x) = ρ(z) cos θ(z)δ(x− z)

.

B��� �2�� % ����1���� �1� � ��01� �2%�2����1� 41 �� % ��0�� 1 1� �22042���1� �2���01� E

gα(1,x) α(1,y) =
∫
dz dt

{
∂φ(1,z)

∂α(1,x)

∂φ(1,t)

α(1,y)
+
∂φ(2,z)

∂α(1,x)

∂φ(2,t)

α(1,y)

}
δ(z − t)

=
∫
dz dt

{
cos θ(z)δ(x− z) cos θ(t)δ(y − t) + sin θ(z)δ(x− z) sin θ(t)δ(y − t)

}
δ(z − t)

=
∫
dz
{
cos2 θ(z)δ(x − z)δ(y − z) + sin2 θ(z)δ(x − z)δ(y − z)

}

= cos2 θ(x)δ(y − x) + sin2 θ(x)δ(y − x)

= δ(x− y) .

gα(1,x) α(2,y) =
∫
dz dt

{
∂φ(1,z)

∂α(1,x)

∂φ(1,t)

α(2,y)
+
∂φ(2,z)

∂α(1,x)

∂φ(2,t)

α(2,y)

}
δ(z − t)

=
∫
dz dt{ − cos θ(z)δ(x− z)ρ(t) sin θ(t)δ(y − t)

+ sin θ(z)δ(x− z)ρ(t) cos θ(t)δ(y − t)}δ(z − t)

=
∫
dz{ − ρ(z) cos θ(z) sin θ(z)δ(x− z)δ(y − z) + ρ(z) cos θ(z) sin θ(z)δ(x− z)δ(y − z)}

= 0 .

0 1 �� % ;%1 ���2� & 2� �02 +1 gα(2,x) α(1,y) = 0 '

gα(2,x) α(2,y) =
∫
dz dt

{
∂φ(1,z)

∂α(2,x)

∂φ(1,t)

α(2,y)
+
∂φ(2,z)

∂α(2,x)

∂φ(2,t)

α(2,y)

}
δ(z − t)
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 � ��� �	
O(2)

=
∫
dz dt

{
[−ρ(z) sin θ(z)δ(x− z)][−ρ(t) sin θ(t)δ(y − t)] I( '�9J

+ ρ(z) cos θ(z)δ(x− z)ρ(t) cos θ(t)δ(y − t)
}
δ(z − t)

=
∫
dz
{
ρ2(z) sin2 θ(z)δ(x− z)δ(y − z) + ρ2(z) cos2 θ(z)δ(x− z)δ(y − z)

}

= ρ2(x)
(
sin2 θ(x)δ(y − x) + cos2 θ(x)δ(y − x)

)

= ρ(x)2δ(x− y) .

.����1% 1�� 2� 2���1�� E
gα(i,x) α(j,y) =


 1 0

0 ρ2(x)


 δ(x− y)

gα(i,x) α(j,y) = ḡij
(
α(x)

)
δ(x− y) . I( '�:J

� �� �($!��)(,$� �)! & �)'(� (

�� 4��2%�2�1 % ����1���� �1� �22042���1� � 2���01� 1� ��0�1� 41 .2 0�10 E
ρ(x) =

∑

p

ρp eıpx , θ(x) =
∑

p

θp eıpx .

0 1 % ���*01 �� � ,���0��1 & �1� 01����2�� ��.41�� � � ���0�+1�� �2%%1 E
α(i,x) =

∑

q

α(i,q) eıqx . I( '�3J
3� %��0�� 1 � ���0�� ��20� 4��� � �1����1 �2��  ,� �2%%1 E

gα(i,p) α(j,q) =
∫
dx dy

∂α(l,x)

∂α(i,p)

∂α(m,y)

α(j,q)
gα(l,x) α(m,y)

=
∫
dx dy



∑

q′
δp,q′δ

l
ie
ıq′x





∑

q′′
δq,q′′δ

m
j eıq

′′y


 ḡlm

(
α(x)

)
δ(x− y)

=
∫
dx δlie

ıpx δmj eıqx ḡlm
(
α(x)

)

=
∫
dx ḡij

(
α(x)

)
eı(p+q)x

=
∫
dx



 1 0

0 ρ2(x)



 eı(p+q)x . I( '��J
31� 41 $ �10% 1� 4��,2�� $ �2�� 42�� E

∫
dx eı(p+q)x = δ(p+ q) 1�

∫
dx ρ2(x) eı(p+q)x =

∫
dx

∑

p1

∑

p2

ρp1ρp2 eı(p+q+p1+p2)x

=
∑

p1,p2

ρp1ρp2 δ(p+ q + p1 + p2) .



� 
� ���
���������
 �	 �����	� ���
�� 2���1�� ��20� � �1$�01���2� �2%����1 E

gα(i,p) α(j,q) =



 δ(p+ q) 0

0
∑
p1,p2 ρp1ρp2 δ(p+ q + p1 + p2)



 . I( '��J

H� � �2� �2���4*01 �1 4�+1�2��1%1�� E

ρ(x) = ρ0 +
∑

p 6=0

ρp eıpx , I( '�6J

��20� 4��� � ����02$ �% ���2� 4 �2�1���1� �2 ��� & D ��+2�0 ρ(x) ' ρ0
& 2� 2���1�� � �1$�01���2�

� �+���1 �2 0 �� % ��0�� 1 E

gα(i,p) α(j,q) '

 1 0

0 ρ0
2


 δ(p+ q). I( '�2J

0 ��� �1 � � 41 ���� �10 �1� �2��1$ �2�� Γki j
�2 � �+2�� � 1�2�� 41 �2�����01 �1 �1��1 0

% ��0�� 1 ��+10�1 gα(j,q) α(l,k) ' �� �1 � ����� % 2��010 � �1� �2�� ���� � 1 E

gα
(j,q) α(l,k)

=
∫
dy



 1 0

0 1
ρ2(y)



 e−ı(q+k)y , I( '�LJ

�2 � 01�02 +2�� ��1� E
∑

j,q

gα(i,p) α(j,q) gα
(j,q) α(l,k)

= I .

(� 1)1� & �1 ���� � 1$������1 42��1 E
∑

j,q

gα(i,p) α(j,q) gα
(j,q) α(l,k)

=
∑

q

∫
dx
∫
dy


 1 0

0 ρ2(x)




 1 0

0 1
ρ2(y)


 eı(p+q)x e−ı(q+k)y

=
∫
dx dy

[
∑

q

eıq(x−y)
]
 1 0

0 ρ2(x)
ρ2(y)


 eıpx e−ıky

=
∫
dx


 1 0

0 1


 eı(p−k)x

=



 1 0

0 1



 δ(p− k) = I .

�� 1�� % ����1���� 1� %1� 01 41 4��10% ��10 �1� �2��1$ �2�� Γα
(ip)

α(jq)α(lk)
& 4�<��1� ��0 E

Γα
(ip)

α(jq)α(lk) =
1

2
gα

(ip)α(mq1)

{
∂gα(jq)α(mq1)

∂α(lk)
+
∂gα(lk)α(mq1)

∂α(jq)
− ∂gα(jq)α(lk)

∂α(mq1)

}
, I( '��J
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� � �2 � � 10% 1��02�� 41 ���� �10 �� 4�0�+�1 �2+�0����1 41 � �����2� 1)1���+1 '
3� ��%��1 2��10+���2� 41 � ��� ���2� I( '��J 0�+*�1 � 1 �1 �1 �� 4�0�+�1 ∂g

α(2p)α(2q)

∂α(1k)
1�� �2�.

� ��1 ' �� 2���1�� ��20� E
∂gα(2p)α(2q)

∂α(1k)
=

∂

∂ρk

(
∑

p1,p2

ρp1ρp2δ(p+ q + p1 + p2)

)

=
∑

p1,p2

ρp1δk,p2δ(p+ q + p1 + p2) +
∑

p1,p2

ρp2δk,p1δ(p+ q + p1 + p2)

= 2
∑

p1

ρp1δ(p+ q + k + p1) .
I( '�7J

#0��1 D �1 0�� ���� 2� �1 � 4��20% ��� ���� �10 �1� 4�)�01��1� �2��1$ �2�� Γ D ��0��0 41
� ��� ���2� I( '��J ' 42 0 i = 1 & 2� 01% �0� 1 � 1 �1 �1 �� +��1 0 m = 1 42��1 ��������1 D 41�
+��1 0� �2�.� ��1� 41 �� % ��0�� 1 �2+�0����1 �%���� �1 4��� �� 4�<����2� 41 �� �2��1$ �2� '
0 1 �� � & �1 �1 �� �2%������2� j = l = 2 +� 42��10 ��1 D 41� 4�0�+�1� �2�.� ��1� 41 ��
% ��0�� 1 �2+�0����1 ' . ����1% 1�� & �2 0 i = 1 & �� �1 �1 �2��0�� ��2� �2�.�0�+ ���1 1�� E

Γα
(1p)

α(2q)α(2k) =
1

2

∑

q1

gα
(1p)α(1q1)

{
∂gα(2q)α(1q1)

∂α(2k)
+
∂gα(2k)α(1q1)

∂α(2q)
− ∂gα(2q)α(2k)

∂α(1q1)

}

=
1

2

∑

q1

δ(p+ q1)

(
0 + 0 − 2

∑

p1

ρp1δ(q + k + q1 + p1)

)

= −
∑

p1

ρp1δ(q + k − p+ p1) .
I( '�9J

42 0 i = 2 & � �1�� �� % ;% 1 ��2�1 & �1 � �1 ��� m = 2 �2��0�� 1 1� �1��1 �2��.�� 2� 4�����, 1
41 $ �2%������2�� � � 42��1�� 41� 0�� ����� �2�.� �� & D ��+2�0 j = 2, l = 1 1� l = 2, j = 1 &
� � �2�� �,��1� E

Γα
(2p)

α(1q)α(2k) = Γα
(2p)

α(2q)α(1k) =
1

2

∑

q1

gα
(2p)α(2q1)

{
0 +

∂gα(2q)α(2q1)

∂α(1k)
− 0

}

=
1

2

∑

q1

(∫
dy

e−ı(p+q1)y

ρ2(y)

) (
2
∑

p1

ρp1δ(k + q1 + q + p1)

)

=
∑

q1,p1

ρp1

∫
dy

∫
dx

1

ρ2(y)
e−ı(p+q1)ye−ı(k+q1+q+p1)x

=
∑

p1

ρp1

∫
dy

∫
dx

1

ρ2(y)

∑

q1

e−ı(x+y)q1 e−ıpy e−ı(k+q+p1)x

=
∑

p1

ρp1

∫
dx

1

ρ2(x)
e−ı(k+q+p1−p)x . I( '�:J

/2 �1� �1� � �01� �2��1$ �2�� 4�)�01��1� 41 I( '�9J 1� I( '�:J �2�� � ��1� '
(� �1 ������� 41 �2 +1� 4��� �1 ��401 41 �� 34� �+1� ρ(x) = ρ0

1� θ(x) = θ0
& �1�
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Γα
(1p)

α(iq)α(jk)

∣∣∣
α(x)=α0

=


 0 0

0 − ρ0


 δ(q + k − p)

Γα
(2p)

α(iq)α(jk)

∣∣∣
α(x)=α0

=



 0 1
ρ0

1
ρ0

0



 δ(q + k − p) . I( '63J

� �� �$#%'# & #$ &�(��� %)�$(�$!� 

-2 � 4��� 2�2�� 41 � ����02$ �% ���2� I( ':J � 2 0 � �����2� 1)1���+1 Γk
& � � � ���0�� 1�

�22042���1� � 2���01� 1� 4��� � �1����1 41 .2 0�10 E
Γk[ρ, θ] =

∫
d4x

{
1

2
gij
(
α(x)

)
∂µα

i(x) ∂µα
j(x) + Uk(α)

}
, I( '6 �J

2C gij(α(x)
) � ��+2� 1 ��� �+1� � ����1��1 k 4��� � ����02$ �% ���2� 4 �2�1���1� �2 ��� ' H �+���

� ��� ���2� I( '�:J & �2 � �+2�� ��20� E
Γk[ρ, θ] =

∫
d4x

{
1

2
∂µρ(x) ∂µρ(x) +

1

2
ρ2(x)∂µθ(x) ∂µθ(x) + Uk

(
ρ(x)

)}

=
∫
d4x

{
1

2

∑

p1,p2 6=0

(ıp1)(ıp2)ρp1ρp2e
ı(p1+p2)x +

1

2

∑

q1,q2

ρq1ρq2e
ı(q1+q2)x

·
∑

p1,p2 6=0

(ıp1)(ıp2)θp1θp2e
ı(p1+p2)x + Uk(ρ0) + U ′

k(ρ0) ρ̃(x) +
1

2
U ′′
k (ρ0) ρ̃

2(x)
}

= Uk(ρ0)
∫
d4x+

1

2

{
−

∑

p1,p2 6=0

p1 p2 ρp1ρp2

∫
d4x eı(p1+p2)x −

∑

q1,q2

∑

p1,p2 6=0

ρq1ρq2 p1 p2 θp1θp2

·
∫
d4x eı(q1+q2+p1+p2)x + U ′′

k (ρ0)
∑

p1,p2 6=0

ρp1ρp2

∫
d4x eı(p1+p2)x

}

= Uk(ρ0) Ω +
1

2

{∑

p 6=0

ρpρ−p
(
p2 + U ′′

k (ρ0)
)

−
∑

q1,q2

∑

p1,p2 6=0

ρq1ρq2 θp1θp2 p1p2 δ(q1 + q2 + p1 + p2)
}
. I( '6�J

4���2�� % ����1���� � ���� � 41 δΓk

δα(ip)
�2 0 p 6= 0 E

∂Γk
∂ρp

= ρ−p
(
p2 + U ′′

k (ρ0)
)
−
∑

q1

∑

p1,p2 6=0

ρq1 θp1θp2 p1p2 δ(q1 + p+ p1 + p2)

∂Γk
∂θp

= −
∑

q1,q2

∑

p1 6=0

ρq1ρq2 θp1 p1p δ(q1 + q2 + p1 + p) . I( '66J
42 0 p = 0 �2 � 2��1�2�� E

δΓk
δαi0

=



 U ′
k(ρ0) Ω

0



 . I( '62J
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Γk;ij =
δ2Γk

δα
(ip)
s δα

(jq)
s

−
∑

l,q1

Γ
α(lq1)

α(ip)α(jq)

δΓk
δα(lq1)

. I( '6LJ
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∂2Γk
∂ρp∂ρq

=
(
p2 + U ′′

k (ρ0)
)
δ(p+ q) −

∑

p1,p2 6=0

θp1θp2 p1p2 δ(q + p+ p1 + p2)

∂2Γk
∂ρp∂θq

= −2
∑

q1

∑

p1 6=0

ρq1θp1 p1q δ(q1 + p1 + q + p)

∂2Γk
∂θp∂ρq

= −2
∑

q1

∑

p1 6=0

ρq1θp1 p1p δ(q1 + p1 + q + p)

∂2Γk
∂θp∂θq

= −
∑

q1,q2

ρq1ρq2 qp δ(q1 + q2 + q + p) . I( '6�J
H �+��� �� 34� & �2�� E

ρ0 6= 0 1� ρp = 0 ∀p 6= 0 , θ0 6= 0 1� θp = 0 ∀p 6= 0 ,

�2 � �+2�� E
δ2Γk

δα(ip)δα(jq)

∣∣∣∣∣
α(x)=α0

=


 p2 + U ′′

k (ρ0) 0

0 p2ρ0
2


 δ(p+ q) . I( '67J
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Γk;ij|α(x)=α0
=



 δ2Γk
δα(ip)δα(jq)

−
∑

l,r

Γ
α(lr)

α(ip)α(jq)

δΓk
δα(lr)





α(x)=α0

=


 p2 + U ′′

k (ρ0) 0

0 p2ρ0
2


 δ(p+ q) −

[
Γ
α(1r)

α(ip)α(jq)

δΓk
δα(1r)

− Γ
α(2r)

α(ip)α(jq)

δΓk
δα(2r)

]

α(x)=α0�1 � � 42��1 & D � ���41 41� 01����2�� I( '63J 1� I( '62 J E
=


 p2 + U ′′

k (ρ0) 0

0 p2ρ0
2


 δ(p+ q) −


 0 0

0 − ρ0


 δ(p+ q) U ′

k(ρ0) Ω

=



 p2 + U ′′
k (ρ0) 0

0 p2ρ2
0 + ρ0U

′
k(ρ0)



 δ(p+ q) . I( '69J
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Γ̄α
(jq)

α(ip) = Γ;α(ip)α(kr) gα
(kr)α(jq)

=
∑

r


 p2 + U ′′

k (ρ0) 0

0 p2ρ0
2 + ρ0 U

′
k(ρ0)


 δ(p+ r)


 1 0

0 1
ρ02


 δ(r + q)

=



 p2 + U ′′
k (ρ0) 0

0 p2 +
U ′

k
(ρ0)

ρ0



 δ(p+ q) . I( '6:J
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