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Parabol

So familiar and overwhelmingly warm,

This one, this form I hold now.

Embracing you, this reality here,

This one, this form I hold now, so

Wide eyed and hopeful.

Wide eyed and hopefully wild.

We barely remember what came before this precious moment,
Choosing to be here, right now. Hold on, stay inside...

This body holding me, reminding me that I am not alone in,

This body makes me feel eternal. All this pain is an illusion.

Tellement intime et irrésistiblement chaude,

Celle-ci, cette forme que je porte en ce moment.

Je t’enlace, cette réalité qui est la,

Celle-ci, cette forme que je porte en ce moment,

Auzx yeuxr grands ouverts et si prometteurs,

Auzx yeux grands ouverts et qui promettent d’étre sauvages.

On se souvient & peine de ce qui a précédé ce moment précieus,
Choisissant d’étre ici, maintenant. Attends, reste a l'intérieur...
Ce corps qui me tient, me rappelle que je ne suis pas seul dedans,

Ce corps me donne 'impression d’étre éternel. Toute cette douleur est illusion.
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Quelques conventions, notations et définitions

Le systéme d’unité est le standard de la théorie des champs :
h=c=1. (1)
Ce qui implique les dimensions suivantes pour les quantités fondamentales :
[longueur] = [temps] = [énergie] ' = [masse] . (2)

La signature de la métrique est (+, —, —, —) dans I’espace minkowskien. Toutefois, la mé-
trique euclidienne, de signature (4, +,+, +) sera majoritairement utilisée. Les quantités
x et p sont en toute généralité des quadrivecteurs, z# = (x¢, Z) et p* = (po, P)-

Les distributions de Heavyside, fonction marche 6(x), et de Dirac, fonction delta d(x),

sont définies comme :

o(z) = { O pourz <0 5oy = %9(@«). (3)

1 pour x >0

La fonction delta se généralise en d dimensions et s’écrit en représentation de Fourier :

Ak
(d) — ikx 4
9 = [ Gt (4)
Les transformées de Fourier en version discrétes et continues sont définies comme :
Ak .= 7 d,. —ikz
fla) = [ Sae® i) f) = [dive s )
(2m)

1 r ikx s o —ik-x
f(x>=ﬁ%jfkek , f(k)—@;fxe ke (5)

olt Qg = [ d%x est le volume d’espace-temps & d dimensions. Le symbole ~ est réservé aux
fonctions exprimées dans ’espace conjugé (il sera toutefois omis en 1’absence de confusion
possible).

La fonction Gamma, utilisée dans le schéma de régularisation dimensionnelle, est définie

par l'intégrale suivante :
o0
(z) = / dte 'L, (6)
0
L’expression de I'intégrale gaussienne généralisée nous sera également utile :

n

/ﬁ dz; exp (—% > ox Ay xj) = (27)% (det A)_%, (7)

i,j=1
ol le déterminant n’est rien d’autre que le produit des valeurs propres si la matrice A;;

est diagonale.
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“In the beginning, the universe was created.

This made a lot of people very angry, and has

been widely regarded as a bad move.” Int I'O duct ion

« Au commencement [l'univers fut créé.
Ce qui mit en colére beaucoup de gens et fut

considéré comme étant une erreur. »

Douglas Adams

La théorie des perturbations en mécanique quantique et plus généralement en théorie
des champs est un outil puissant qui permet d’appréhender des phénoménes complexes
en traitant les interactions comme de petites perturbations altérant un systéme soluble
exactement. Toutefois, il existe une certaine classe de problémes oul cette méthode n’est
pas appropriée. C’est naturellement le cas lorsque 1’état fondamental est profondément
modifié par les interactions, ce qui se produit par exemple lorsque 1’on considére des
théories a symétries brisées. C’est pourquoi il apparait essentiel de disposer de méthodes
non-perturbatives pour rendre correctement compte de ce type de problématique. Aprés
un bref survol historique de la notion de renormalisation, nous introduirons le point de
vue de Wilson [1] qui a permis de mettre au point la stratégie non-perturbative que nous
utiliserons tout au long de ce travail. Nous présenterons ensuite les problémes physiques

auxquels nous nous sommes intéressés dans cette thése.

L’électrodynamique quantique 2| (QED), faconnée durant les années 20 et saluée
aujourd’hui comme une des avancées théoriques majeures de la physique des particules,
a connu une enfance difficile. En effet, ’enthousiasme suscité par cette toute premiére
théorie quantique des champs (QFT) a été rapidement éclipsé par la découverte de termes
divergents pour certaines quantités physiques mesurables (telles que les sections efficaces
de diffusion) lors des calculs aux ordres supérieurs de la théorie des perturbations. Ce
phénomeéne a pour origine la sommation infinie sur les états intermédiaires, qui engendre
des contributions divergentes. Physiquement, cela est interprété comme le processus de
création et d’annihilation de particules virtuelles (paires électron-positron). Ce constat est
en fait valable pour n’importe quelle QFT. La théorie de la renormalisation a été élaborée
pour remédier a cette déconvenue et propose un formalisme & méme de gérer correctement

les divergences et de rendre les QFT prédictives.

1



2 Introduction

Suivant cette méthode, on commence par régulariser les intégrales, par exemple en
introduisant un "cutoff" (coupure) fini A dans 'espace des impulsions en remplacement
de la borne supérieure infinie. La valeur A représente ’énergie maximale allouée pour les
états intermédiaires. Ensuite il s’agit d’isoler les termes divergents, typiquement propor-
tionnels & In A et A2, des autres contributions finies. L’étape suivante consiste a distinguer
les paramétres (charge, masse, constante de couplage, etc.) "nus", définis & I’échelle du
cutoff, de ceux "habillés" ou renormalisés, qui correspondent & leurs valeurs expérimen-
tales a basse énergie. Enfin, on considére que les paramétres nus, non physiques puisque
non mesurables, présentent des divergences de signe opposé a celles issues des corrections
quantiques. Ainsi, ces derniéres sont "absorbées" et le résultat final est fini et indépendant
du cutoff. Ce schéma laisse cependant une part de liberté dans le choix de ce que 1'on
appelle les conditions de renormalisation, ce qui indique qu’il est possible de paramétriser
la théorie de différentes facons tout en aboutissant aux mémes résultats. Ce passage d’'une
paramétrisation & 'autre constitue un groupe de transformations dénommé "groupe de
renormalisation" (RG) [3]. Jusqu’a présent, la théorie de la renormalisation a toujours
été couronnée de succés, depuis la QED jusqu’a I’avénement du Modéle Standard (SM)
pour lequel les accords entre les prédictions et les données expérimentales atteignent des

records de précision.

Cependant, tous ces résultats ont été obtenus essentiellement dans une logique per-
turbative. Si la découverte de la liberté asymptotique en chromodynamique quantique
(QCD) a permis de conserver un traitement perturbatif pour cette théorie, dans le cas
des "basses" énergies (en dessous du GeV), la constante de couplage de 'interaction forte
devient grande et un développement perturbatif est de moins en moins fiable. Cela signifie
qu’il est relativement difficile, & partir des degrés de liberté a haute énergie de la QCD,
a savoir les gluons et les quarks, de décrire le comportement des hadrons. C’est pourquoi
des méthodes non-perturbatives, notamment le recours aux calculs sur réseaux, ont été

développées pour pouvoir utiliser la QCD dans cette gamme d’énergie.

En revanche, pour la QED et plus généralement pour le SM, I'analyse perturba-
tive habituelle permet une trés bonne prédiction des quantités physiques. Toutefois, il
subsiste des domaines encore mal compris, en particulier le secteur scalaire du SM. En
effet, pour les théories & symétries brisées, les méthodes non-perturbatives apportent une
meilleure compréhension des phénoménes mis en jeu. Par exemple, elles seules permettent

de recouvrer la propriété de convexité du potentiel effectif. Pourtant, ce constat est sou-
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vent, considéré comme un "détail" technique n’ayant pas d’impact sur la phénoménologie.
Notre objectif est donc de montrer quelles peuvent étre les retombées et les apports de la
renormalisation non-perturbative par rapport a quelques applications usuelles impliquant
des symétries brisées.

Ainsi, en nous basant sur le formalisme wilsonien, nous remettrons en question le
phénoméne d’instabilité du vide électrofaible, ce qui aura pour conséquence de modifier
les déterminations habituelles des bornes inférieures théoriques sur la masse du boson de
Higgs. Dans un autre registre, & savoir 1'utilisation de 'action effective pour évaluer la
dynamique d’un champ quantique, nous verrons que les méthodes non-perturbatives sont

indispensables pour espérer décrire correctement le systéme.

L’interprétation physique de la renormalisation, restée énigmatique un certain temps,
s’est nettement améliorée dans les années 70. Guidé par les nombreuses analogies entre
théorie des champs et physique statistique, Wilson a proposé une approche apportant un
éclairage nouveau [1]|. L’idée de base de son raisonnement est de concevoir le processus de
renormalisation comme la transformation de la théorie & mesure que le nombre de degrés
de liberté diminue. L’approche wilsonienne de la renormalisation consiste donc & éliminer
par "bloc" les degrés de liberté successifs et & considérer la théorie en diminuant de plus
en plus la résolution spatiale, en passant d’une échelle ultraviolette (UV) & une échelle
infrarouge (IR).

Ainsi, le mécanisme en ceuvre dans les systémes critiques en physique statistique,
comme par exemple le ferromagnétisme autour de la température de Curie, présente des
points communs avec ’apparition des divergences en QFT. En effet, dans les systémes
statistiques sujets a des transitions de phase de second ordre, tous les degrés de liberté
(chaque atome) se comportent de maniére cohérente. Autrement dit, chaque fluctuation
provenant d’un point est infiniment corrélée avec toutes les autres. En conséquence, bien
que la théorie UV, en I'occurrence microscopique, soit connue et réguliére, si ’on cherche &
extraire des informations macroscopiques (température, magnétisation, etc.), on se heurte
a des quantités divergentes. La singularité de la physique IR nait donc de cette accumu-
lation de fluctuations provenant de toutes les échelles du systéme.

En QFT, on observe un phénoméne analogue. La physique IR, caractérisée par les données
expérimentales, est tributaire des fluctuations & courte distance, ce qui engendre des
divergences dans le calcul des quantités physiques aux ordres supérieurs de la théorie

des perturbations. La différence avec la physique statistique est qu’en QFT la valeur des



4 Introduction

paramétres a I’échelle UV est inconnue car cette région est inaccessible a la mesure.

Dans ces deux théories, qui impliquent un nombre infini de degrés de liberté, 1’origine des
divergences tient donc au fait que les effets provenant de toutes les échelles contribuent
de maniére égale au calcul des quantités physiques, rendant ainsi leur sommation arbi-

trairement grande.

Dans le cadre du formalisme de Wegner et Houghton [4], ’application de la stratégie
wilsonienne d’élimination infinitésimale des degrés de liberté permet de construire une
équation exacte du RG, méme si en réalité on est presque obligatoirement ramené &
recourir & quelque approximation ou troncature. En revanche, cette méthode est par
construction non-perturbative, ce qui lui confére un intérét indubitable. Cette technique
permet d’établir des relations entre les paramétres a I’échelle du cutoff et ceux a I’échelle
courante k. En procédant par itérations successives, on extrait un "flot de renormalisation"
qui décrit I’évolution des constantes de couplage avec 1’échelle. On peut ainsi en déduire
la théorie effective associée a chaque échelle.

Cette approche signifie qu'une description correcte des processus physiques nécessite de
considérer une théorie effective, c’est-a-dire valable uniquement sur une gamme d’énergie
restreinte. Tous les paramétres en jeu, tels que la masse ou la charge, sont alors définis a
une échelle donnée, et dés que I'on s’en éloigne, les paramétres effectifs en sont modifiés.
La renormalisation nous offre alors la possibilité de savoir, & partir d’une théorie valide
4 une certaine échelle, comment les paramétres vont évoluer au fur et & mesure que 1’on

change la résolution avec laquelle on observe le systéme.

L’idée sous-jacente de ce raisonnement est que, pour des distances inférieures a A%,
toute théorie effective cesse d’étre valable et une nouvelle lui succéde. Un exemple célébre
est la théorie de l'interaction faible & quatre fermions développée par Fermi [5]. Celle-ci,
bien que remarquablement prédictive pour des énergies allant jusqu’a ’ordre du GeV,
doit ensuite céder sa place a la théorie électrofaible du Modéle Standard. La perte de
validité de ce modéle s’explique ainsi : lorsque des processus mettent en jeu des énergies
de 'ordre d’une centaine de GeV, la masse des bosons vecteurs de l'interaction faible ne
peut plus étre approximée comme infinie. Il faut donc prendre en compte ces degrés de
liberté supplémentaires pour construire une théorie plus fondamentale.

Pour les théories effectives dont on ne connait pas encore la limite (le Modéle Standard
par exemple), on s’attend a ce que, pour des énergies de 'ordre du cutoff A, de nouveaux

degrés de liberté soient découverts. Ainsi, pour décrire la physique avec une résolution
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inférieure & A~1, il faudra considérer une nouvelle théorie plus globale (supersymétrie ou
théorie des cordes par exemple).

Comme derniére remarque, on peut noter que, dans ’esprit des théories effectives, une
connaissance précise de la physique & trés courte distance est totalement inutile car il
est toujours possible d’ajouter des interactions locales dans le lagrangien de maniére &
simuler les effets de ces degrés de liberté inconnus pour reproduire les valeurs mesurées a
’échelle infrarouge [6,7]. Cette approche permet de considérer des théories trés générales,
en incluant les interactions dites non-renormalisables dans la classification habituelle. En
effet, toujours dans une logique perturbative, les contributions de ces derniéres a 1’échelle
IR p sont proportionnelles a des puissances de p/A et sont donc négligeables lorsque 1’on
se place suffisamment loin du cutoff. Ainsi, en se limitant sciemment & une résolution
maximale A~! donnée, on peut envisager toutes les interactions imaginables. On parle
alors d’opérateur inessentiel, essentiel ou marginal, selon leur comportement dans I'IR.. 11
peut également arriver que des constantes de couplage inessentielles deviennent impor-

tantes au cours du flot si des phénoménes non-perturbatifs entrent en jeu [8].

Cette thése est articulée comme suit. Tout d’abord nous allons introduire le langage de
la théorie de la renormalisation perturbative en rappelant quelques concepts fondamen-
taux. Ensuite, nous nous focaliserons sur deux notions particuliérement importantes pour
notre étude : le groupe de renormalisation wilsonien et 1'action effective. En adoptant le
formalisme de Wegner et Hougton, nous spécifierons les équations exactes du RG pour le

potentiel et le terme suivant du développement en gradient.

La premiére application des équations du RG & un probléme physique est relatée au
chapitre 3 dans lequel nous exploiterons la méthode wilsonienne pour déterminer 1’écart
énergétique entre les deux premiers niveaux d’énergie dans un potentiel double puits. La
prise en compte non-perturbative des effets quantiques fait ainsi "disparaitre" la barriére
de potentiel au cours de la renormalisation. En d’autres termes, & partir d’'un potentiel
classique double puits, les équations du RG conduisent a un potentiel effectif convexe, cela
en accord avec les théorémes généraux [9,10|. La pertinence des prédictions issues de la
technique du RG sera quantifiée par la comparaison avec les solutions exactes découlant
de la résolution numérique de ’équation de Schrodinger. I’obtention d’un trés bon accord
pour les valeurs de I’écart énergétique ainsi calculé constituera un solide argument sur le

bien-fondé de notre approche.
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Ayant ainsi testé et validé notre méthode d’approximation, nous avons considéré un
domaine ot de nombreuses questions restent ouvertes, en I’occurrence le secteur de Higgs
du Modéle Standard. Il est couramment admis que le couplage de Yukawa entre le quark
top et le boson de Higgs engendre a haute énergie I'instabilité du vide électrofaible, ce qui
signifie que le potentiel effectif V. ;; devient non limité inférieurement ("unbounded from
below") pour certaines valeurs du couplage. En imposant alors la contrainte phénoméno-
logique de stabilité (ou de métastabilité) de V., on peut en déduire des contraintes sur
la masse minimale du Higgs en fonction du cutoff physique de la théorie, autrement dit
de I’échelle de la nouvelle physique.

Cependant, cette procédure semble en nette contradiction avec la propriété de convexité du
potentiel effectif qui proscrit un tel comportement. A partir d’un modéle simple, constitué
d’un champ scalaire avec couplage de Yukawa, nous développerons des arguments condui-
sant & remettre en cause cette instabilité, cette derniére constituant en réalité un artefact
engendré par une extrapolation des équations du RG hors de leur domaine de validité. En
dépit de I'inexistence de l'instabilité, nous expliquerons comment la prise en compte de
I’autoconsistance de la théorie permet de déterminer de nouvelles limites inférieures sur la
masse du Higgs. Nous parachéverons cette étude [11] en montrant comment réconcilier la
convexité du potentiel effectif avec le calcul des fonctions de Green dans la phase brisée.
A cette fin, nous combinerons le critére d’instabilité dynamique de Bogolubov avec les

équations du groupe de renormalisation.

Le cinquiéme chapitre sera dévolu a I'utilisation du potentiel effectif pour la description
de I'évolution temporelle de la valeur moyenne du champ quantique. Dans ce contexte,
I’équation ‘g—g = 0 (ou T" est Paction effective) est souvent considérée comme ’analogue
quantique de I’équation classique du mouvement % = 0 (ou S est laction classique).
Cette interprétation suggéere que la dynamique de la valeur moyenne du champ quantique
peut étre décrite, dans 'approximation du potentiel local, par les équations classiques du
mouvement dans lesquelles le potentiel effectif remplace son homologue classique.

Ce mimétisme doit cependant étre tempéré car la définition méme de ’action effective
englobe des conditions asymptotiques (états "in" et "out") qui ne ressortent pas de fagon
manifeste dans ’expression de I'. Nous montrerons que si ces conditions sous-jacentes
sont respectées et si une approximation non-perturbative pour le potentiel effectif est
choisie, alors la dynamique de la valeur moyenne du champ est fidélement décrite par

cette approche. Notre analyse sera conduite dans un cadre général avant d’étre testée
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analytiquement dans un cas simple, puis numériquement pour la description du mou-
vement d’une particule dans le double puits (en mécanique quantique). Ce travail [12]
pourrait présenter un intérét en cosmologie ol nous sommes parfois amenés a considérer
I’évolution dynamique de la valeur moyenne d’un champ scalaire (comme c’est le cas pour

'inflaton), et pourrait constituer une direction de recherche pour I’avenir.

Enfin, avant de présenter nos conclusions, nous allons briévement présenter deux pistes
de recherche prometteuses. La premiére perspective est I’étude non-perturbative du méca-
nisme de brisure dynamique de symétrie proposé par Coleman et Weinberg [13]. Il s’agit
ici de se demander si la construction de Maxwell peut étre reproduite par les équations
du RG dans ce cas particulier de théorie & symétrie brisée. En outre, nous ébaucherons
un recensement des hypothéses sur lesquelles reposent ce mécanisme et nous verrons dans
quelle mesure celles-ci peuvent étre validées. D’autre part, I’application d’une nouvelle
formulation pour ’équation wilsonienne du RG [14] constitue également un projet de
recherche intéressant. Cette derniére peut en effet étre utilisée pour les théories de jauge
puisqu’elle est invariante par reparamétrisation. Dans I'immeédiat, son exploitation est

envisagée dans le cadre des modéles sigma linéaire et non-linéaire.






« Observer, c’est perturber. »
J

Hubert Reeves

Renormalisation perturbative

Afin d’introduire quelques notions qui seront utiles par la suite, nous rappelons ici
quelques concepts essentiels de théorie des champs, en particulier la renormalisation
perturbative dans la formulation euclidienne. Le lecteur familier avec ces notions est invité
a passer directement au chapitre suivant o nous nous attarderons sur deux points plus
précis, en 'occurrence la renormalisation wilsonienne et I’action effective, auxquels nous

ferons souvent référence dans notre travail.

1.1 Fonctions de Green

Pour illuster notre propos, nous considérons ici une théorie des champs scalaire a
une composante ¢ avec autointeraction quartique, en gardant a ’esprit la généralisation
possible aux autres types de champs (fermionique, de jauge, etc). Le lagrangien® s’écrit

alors :

1 1 1
_1 o Lo L1y
L 5 L PO" d ngb 24)\¢> ) (1.1)

'Par simplicité, le mot lagrangien désignera sans distinction le lagrangien L = [ d3z £ et la densité
de lagrangien L.
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L’amplitude de persistance du vide en présence d’une source J(z) n’est rien d’autre que

la fonctionnelle génératrice des fonctions de Green déconnectées :
Z1J] = (0,+00[0,—00), = N / D¢ ¢t [ 4 (Lo +I@0ot) (1.2)

La notation formelle D¢ dans 1’équation (1.2) indique que nous sommes en présence
d’une intégrale fonctionnelle, ce qui signifie que ’on intégre sur I’ensemble de toutes les
configurations possibles du champ. La mesure D¢ est a prior: mal définie, mais il existe
plusieurs stratégies possibles pour rendre les intégrales de chemin mathématiquement
correctes [15].

Dans le cas libre (A = 0), Z[J] s’écrit :

Zold) = exp (5 [ dediy J@)Gole —)Iw) ) (1.3)

ou la normalisation habituelle Zy[0] = 1 a été choisie et ot Gip(x — y) est la fonction de

Green libre définie comme la solution de :
(O4+m?*)Go(z —y) =d0(z—y). (1.4)

Il convient de spécifier les conditions aux limites pour déterminer de fagon univoque les
fonctions de Green. Dans le cas présent, ces derniéres sont données par la prescription de
Feynman, qui sera explicitée par la suite.

En toute généralité, les fonctions de Green a n points G™(zy, ..., x,) sont définies

comme la valeur moyenne du produit ordonné temporellement de n champs :

G (xy, ..., x) = (0| T [p(x1) ... p(,)] |0) . (1.5)

Les expressions de G sont indispensables pour calculer les sections efficaces de diffusion
via les formules de réduction. La connaissance de la fonctionnelle génératrice des fonctions
de Green & n points Z[.J] permet de déduire G :

AN

ST 6| ()" G (xy, ... x,) . (1.6)

J=0

Ensuite le théoréme de Wick peut étre utilisé pour exprimer les fonctions & n points libres
Gé") suivant des combinaisons de Go(x — y). Cette derniére correspond naturellement, a
un facteur conventionnel ¢ prés, a la fonction de Green libre & deux points. En passant
en représentation de Fourier dans ’équation (1.4), on démontre facilement que Go(x — y)

peut s’écrire :

/ ABE dly etk (wo—vo)=i F-(@~7)

Go(x —y) = lim (1.7)

e—0+
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ol nous avons distingué la composante temporelle de celles spatiales pour mettre en
évidence la présence de deux poles réels i(l_f’2 + mQ)% dans l’expression ci-dessus. L’ambi-
guité qui en résulte dans 'intégrale de contour est résolue par la prescription de Feynman.
Suivant cette procédure, on introduit la variable petite € qui permet de déplacer les poles
dans le plan complexe. Ce choix particulier de contour offre une interprétation physique
intéressante puisque cela signifie que les particules se propagent dans le sens du temps et
les antiparticules en sens inverse [16]. La fonction de Green a deux points, appelée aussi

propagateur de Feynman, est donc causale.

Il existe une autre alternative pour contourner les poles du propagateur, qui consiste a
effectuer une rotation d’un quart de tour dans le plan complexe. Cette opération permet
également de changer le caractére oscillatoire des intégrales de chemin définissant Z[.J] et
d’accéder a une convergence absolue. Cette technique, connue sous le nom de rotation de
Wick, repose sur la continuation analytique de la variable temporelle dans le plan complexe
imaginaire pur : g — —i x4 et kg — —i k4 dans I'espace conjugé (cf. [17] par exemple). Par
conséquent, la métrique minkowskienne devient euclidienne avec des grandeurs définies
positives : —k,2 = —(ks® + k2), —2,%2 = —(z2 + @) et —k, -2, = —(kyx4 + k - 7).
La continuation analytique de I’équation (1.7) permet de définir, dans 'espace réel et

conjugé, les fonctions de Green libre euclidienne :

d'k, oo eeve)

_ 1
GOE<xE - yE) :/ (27T)4 L2 + m2 ) GOE(pE) =

Py +m?

: (1.8)

ol le terme en € n’a plus lieu d’étre, les poles étant désormais des nombres imaginaires
purs. On passe ainsi de la formulation minkowskienne a celle euclidienne, et vice-versa,

par les relations :
Go(@)|pyrioy, — 1GoB(T,) 5 Gol(s)ly,in, = —1Golz). (1.9)

La rotation de Wick modifie également 1’expression de ’amplitude de persistance du vide

(1.2), qui s’écrit dans sa version euclidienne comme :
Z,J] = N / Do) d'op(Lp@0u0)+70) (1.10)
ou le lagrangien est désormais :
1 1 1
L, ==(0,0)+-m*¢> + —\¢*. 1.11
o = 50,07 +5m’6 + 5on6 (111)

Nous utiliserons la théorie des champs euclidienne dans I’essentiel de notre travail, donc

les indices F seront sous-entendus a partir de maintenant.
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1.2 Développement perturbatif et divergences

L’étape suivante consiste & séparer le terme d’interaction L;,; = \¢*/24 de la partie

libre en réexprimant Z[J] comme :

Z[0] = e @ tmlstm) Zo00 (1.12)
- 2(;)” U 'z Lins (%@)ﬂ ZolJ]. (1.13)

Dans cette équation, dite formule de Gell-Mann et Low, nous avons remplacé la variable ¢
de L;,; par son équivalent en tant qu’opérateur fonction de J car Z est une fonctionnelle
de J. L’équation (1.12) n’est généralement pas soluble exactement. C’est donc & ce niveau
qu’intervient la théorie des perturbations qui conduit & tronquer le développement de
I'exponentielle (1.13) & un ordre donné correspondant aux puissances de la constante de
couplage \. La relation (1.6) permet alors de déterminer les fonctions de Green a n points
a ce méme ordre.

L’ensemble de ces développements en puissances se traduit graphiquement par les
célébres diagrammes de Feynman, qui permettent d’une part de visualiser les processus
physiques mis en jeu et d’autre part d’identifier 'ordre du développement perturbatif, a
savoir le nombre de boucles présentes. A partir de Iordre 1, les intégrales apparaissant
dans les fonctions de Green présentent des divergences UV2. En dérivant Z[J] deux fois
par rapport a J, on trouve la fonction & deux points G (z — y). Cette derniére est la
somme de Go(z—7vy), le propageur libre, plus un terme d’ordre A provenant de l'interaction

¢* (ce qui correspond a la prise en compte d’une boucle & ce niveau d’approximation) :

CO(—y) = Golz—1y)— %GO(O)/ dz Go( — ) Gol — y) (1.14)
GO(p) = Colp) — 2Go(0) Colp). (1.15)

On peut ainsi écrire de maniére compacte [18] :

e—P(z—y)

G (r —y) =
(z p+m2 2Go(0)

(1.16)

Ce résultat, comparé a I’équation (1.8), améne a l'interprétation suivante : la masse phy-
sique de la particule, qui correspond au pole apparaissant dans le propagateur, est modifiée

par les fluctuations quantiques. En d’autres termes, la masse renormalisée m , observée

2Pour les théories sans masse, des divergences IR sont également présentes, mais nous nous bornons
aux théories massives scalaires dans ce chapitre introductif général.
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expérimentalement, est la somme de la masse nue mQB, quantité qui serait mesurée dans

un monde non-quantique, et d’une correction Y, évaluée ici au premier ordre, soit :

m?=m> 4+, avec g= éGO(O). (1.17)
Par construction, on s’attend & ce que la modification soit petite, puisque ’on est dans
une logique perturbative. Or, la mauvaise surprise est que G¢(0) = Go(z — x) est tout
simplement fortement divergente! Elle s’écrit en effet (cf. équation (1.8)) :
3
Go(0) = /_;w d%m x /OA dpzﬁ o A?, (1.18)
otl le cutoff A a été introduit pour régulariser l'intégrale.

Pour remédier & ce probléme, I'idée fondamentale de la renormalisation est de choisir
la masse nue mi de la théorie, de telle facon & compenser exactement, a chaque ordre du
développement, les termes divergents correspondant aux corrections radiatives issues de
chaque boucle successive. En effet, la masse nue a ’échelle A est de toute fagon inobser-
vable, donc on peut fixer sa valeur arbitrairement de maniére & éliminer les divergences
et rendre les QF'T prédictives.

Le méme phénoméne se produit avec la constante de couplage . En dérivant Z[J]
quatre fois, on obtient plusieurs contributions distinctes. Cependant, certaines d’entre elles
constituent des diagrammes déconnectés, c’est-a-dire décrivant la propagation de deux
particules indépendantes. On introduit donc une nouvelle famille de fonctions de Green,
'™ qui sont dites connectées irréductibles a une particule (1PI), ou plus simplement

fonctions de vertex. Ainsi, a 'ordre 1 du développement perturbatif on trouve [18] :

3 2
~ A 1
F(4)<p17p27p37p4 )\+Z / p +m2 . (p_q)2+m2 , (119)

ol les ¢? correspondent aux trois variables de Mandelstam : s = p;% + po?, t = p12 + p3>
et u = pi1% + ps°.
On vérifie bien que chacune des trois contributions de boucle est proportionnelle & In (A /m?)

et donc diverge logarithmiquement.

1.3 Renormalisation perturbative

Il s’agit ici de disposer d’'une méthode systématique qui permette de rendre finies les

contributions provenant de chaque boucle virtuelle. Pour cela, il faut définir, a chaque
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ordre du développement des contre-termes dm?, 6\ et 67, tels qu’ils compensent toutes
les divergences. Il existe diverses maniéres de régulariser les théories des champs : la
régularisation par cutoff dans I’espace des impulsions, les calculs sur réseaux, la régula-
risation dimensionnelle, etc. Nous utiliserons principalement la premiére puisqu’elle est
indispensable dans la logique wilsonienne. La derniére est la plus employée, notamment
car elle permet de préserver 'invariance de jauge.

La régularisation dimensionnelle consiste a effectuer les intégrales sur d dimensions,
avec d = 4 — 2¢, et a exprimer celles-ci en termes de fonctions Gamma I'(n). Ensuite la
limite d — 4 (¢ — 0) donne des contributions finies et des poles proportionnels a % qui
sont compensés par les contre-termes. Dans le schéma de soustraction minimale (M S),
les contre-termes contiennent uniquement les poles; dans le schéma modifié (MS) on y
inclut également, par commodité, les termes finis proportionnels & —v (constante d’Euler)
et a In(4m).

Les paramétres physiques renormalisés, quant a eux, sont donnés par la valeur des
fonctions de vertex a I’échelle arbitraire de basse énergie i, appelée échelle de renorma-
lisation. Plus précisément, les conditions de renormalisation sont typiquement définies a

'impulsion p* = ;i de la maniére suivante (cf. [19] par exemple) :

o), , = m’ (1.20)
d? ~
2) _
D) p =1 1.21
w0 (121
T (p1, p2, ps, ps) g A. (1.22)

Ces relations fixent respectivement la masse, la renormalisation du champ et la constante
de couplage. Cependant, il existe toujours une certaine liberté dans les choix (1.20-1.22),
puisque des contre-termes finis peuvent étre choisis arbitrairement sans changer la théorie.
Les équations (1.20-1.22) permettent d’implémenter la suppression des divergences dans
I’expression des fonctions de vertex renormalisées.

Par exemple, pour la renormalisation de la masse, il faut déterminer dm? tel que :
m? + X =m2 +0m’ + 3y =m’ + 3, (1.23)

ou m? et X, sont finis. Explicitement le calcul de ¥, en d dimensions donne [17] :

B %F (1 - g) | (1.24)

MY

d 2
5, = /ﬂ _1 e A (m
(2m)¢ p? + m? (4m)? \ 4 p?



1.4 Groupe de renormalisation 15

2 A
@n)?

1 A m?2
Y= —m? 1 —1 1.2
o= g (i () £ - 1), (1.25)

oul 1 est une échelle arbitraire de basse énergie.

Ainsi en choisissant dm2 = —m 1 ce qui correspond au schéma M S, on trouve a la
€’ )

limite e — 0 :

De la méme fagon, il faut construire les contre-termes 0\ et 7 pour la constante de
couplage et le champ respectivement. Le fait que les paramétres & devoir étre renormalisés
sont en nombre fini indique que la théorie ¢* est perturbativement renormalisable. Si I'on
avait été en présence de termes proportionnels & ¢ par exemple, il aurait été nécessaire
d’introduire une infinité de nouveaux paramétres pour supprimer les divergences a tous

les ordres.

1.4 Groupe de renormalisation

Les paramétres physiques renormalisés sont définis & une certaine échelle de basse
énergie 1, tandis que les paramétres nus le sont a une échelle de trés haute énergie A. Cette
observation suggére que les "constantes" de couplage ne sont justement pas constantes. En
effet, la philosophie de la renormalisation conduit & voir une QFT comme une succession
de théories effectives valables chacunes dans une certaine gamme d’énergie (I’approche
wilsonienne exploite d’ailleurs cette idée au-dela du cadre perturbatif). Autrement dit, la
contribution de la physique a trés courte distance (< A~') ne change pas le fond des QFT,
mais simplement leur forme, les degrés de liberté vivant au-dela du cutoff ne modifiant
que la valeur des parameétres.

Aussi, il est crucial de connaitre 1’évolution des constantes de couplage avec 1’échelle
considérée. C’est le but du Groupe de Renormalisation (RG). Les paramétres sont alors
dit "courants" et dépendent donc de I’énergie u a laquelle ils sont considérés. En prenant
une constante de couplage générique renormalisée g(u), on décrit sa dépendance avec

I'échelle 1 & I'aide de la fonction béta (S-fonction) définie comme :

Mg‘—z — B,({g} 1) (1.26)

ou {g;} constitue ’ensemble de toutes les constantes de couplage du systéme évaluées
au point u. Evidemment, le flot exact de g(p) n’est connu que pour des cas triviaux
et il faut généralement recourir a4 des approximations pour déterminer les §-fonctions.

[’analyse dimensionnelle en théorie des perturbations permet de montrer que ces derniéres
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ne dépendent pas explicitement de pu.

Pour savoir comment varie g(1) avec y, on choisit une échelle de renormalisation différente
p' = p+ dp dans les conditions de renormalisation (1.20-1.22), ce qui fournit expression
de g(¢/). La limite o = 0 permet ensuite d’obtenir la S-fonction.

Pour les masses, afin d’avoir des objets sans dimension, on définit les fonctions +,, comme :

a = mmled). (1.27)

Enfin, dans le cas de la renormalisation de la fonction d’onde, on écrit :
0
u@ln\/? =7({g:}), (1.28)

ce qui introduit la notion de dimension anormale v du champ (elle est nulle au premier
ordre dans le modeéle ¢?).

Etant donné que toute la dépendance de la théorie effective par rapport a 1’échelle est
endossée par les paramétres, cela signifie que les fonctions de Green doivent étre indé-
pendantes vis-a-vis de . En d’autres termes, ces derniéres ne doivent pas étre modifiées
par les transformations du type p — 4/, qui forment le groupe de renormalisation. Cela

implique donc que la dérivée totate de I'™ doit étre nulle :

d

Or, comme la fonction de vertex renormalisée dépend explicitement des constantes de

couplage, I’équation précédente s’écrit, dans le cas de la théorie ¢* :

0 0 0
i+ BN g5 =) +mime () 505 T = 0. (1.30)

Cette relation est appelée équation du groupe de renormalisation ou équation de Callan-
Symanzik [20]. Elle permet d’exprimer l'invariance des fonctions de Green vis-a-vis d’un
changement d’échelle. En introduisant la variable sans dimension ¢t = In(u/u'), la solution

générale de cette équation est (cf. [21] par exemple) :

T ({2;},1, A\, m?) = exp [—n /0 t dtw(X(t'))] IOz}t NG, m2 (1), (131)

ou l'on a introduit les constantes de couplage courantes g;(¢). Ces derniéres sont la géné-
ralisation des équations (1.26-1.28) dans lesquelles le membre de droite devient également

fonction de I’échelle. On remplace ainsi les paramétres g;(u) définis au point p par les
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paramétres courants g;(t) fonction de I'échelle t. Les valeurs de g;(t) en ¢/ = p (t = 0)

constituent alors les conditions aux limites, soit explicitement :

T _ 5T e Tlt=0)=g). (132

De cette maniére, la dépendance des constantes de couplage avec 1’échelle est efficacement

prise en compte.

Par exemple, pour ), la 3-fonction & une boucle ("one-loop") est Bi/(\) = 16?;2 A2 et les

résultats de la théorie des perturbations donnent I’expression suivante pour la dépendance

de la constante de couplage avec ’échelle 1 :

A") = Mp) (1 + 31)25(;;)1n%,> : (1.33)

L’application de I’équation de Callan-Symanzik (1.30) montre que la constante de couplage

courante est en fait la solution de 1’équation (1.32), soit :

Ny = — (1.34)

Le résultat & une boucle "naif" (1.33) correspond en fait au premier terme de la série de
puissances des corrections logarithmiques provenant des boucles successives. C’est pour-
quoi I’équation (1.34) est interprétée comme la resommation géométrique des logarithmes

dominants (ces derniers constituant une classe particuliére de diagrammes de Feynman).

Dans cet esprit, en anticipant la notion de potentiel effectif V.;; qui sera décrite au
chapitre suivant, on peut appliquer I’équation de Callan-Symanzik (1.30) & V.s;. On

obtient alors le potentiel amélioré par le groupe de renormalisation (RGI?), noté V.,

qui permet d’élargir le domaine de validité de I’approximation en boucles.

En effet, la limite de 'approximation perturbative simple se lit dans I’équation (1.33) ot

3A ()
1672

valeurs importantes de y/, le logarithme peut devenir suffisamment grand pour invalider

I’on voit que la correction ln% doit évidemment étre inférieure a I’'unité. Or, pour des
le développement perturbatif. La simple inspection de 1’équation (1.34) montre que le
recours a l’équation du RG (1.30) permet d’obtenir une constante de couplage nettement
moins sensible & la valeur de y'. Cela permet donc d’étendre le domaine de validité des

résultats perturbatifs.

3Renormalisation Group Improved.






“In science one tries to tell people, in such a way as to be
understood by everyone, something that no one ever knew

before. But in poetry, it’s the exact opposite.”

« En sciences, on essaie d’expliquer aux gens, de maniére a étre
compris par tous, quelque chose que personne n’a jamais su.

Mais en poésie, c’est exactement l’inverse. »

Paul Dirac

Renormalisation non-perturbative et

action effective

Ce chapitre est consacré a la description de deux outils fondamentaux pour notre
travail. Le premier concerne la renormalisation wilsonienne, procédé non-perturbatif qui
permet d’aboutir & des équations exactes du RG. L’idée de base du raisonnement de
Wilson [1] est de découper le probléme en une série de sous-problémes, chacun mettant
en jeu un nombre restreint d’échelles, et de chercher ensuite une solution en résolvant
de maniére itérative ces derniers. En d’autres termes, cette démarche consiste a intégrer
progressivement les fluctuations quantiques en commencant par les modes de trés haute

énergie, puis en répétant 'opération de proche en proche jusqu’a I’échelle infrarouge.

Les concepts d’action effective et de potentiel effectif, quant & eux, sont trés précieux
pour I'étude et la compréhension des phénoménes de brisure spontanée de symétrie. En
effet, le potentiel effectif correspond, de facon trés schématique, a ’analogue quantique du
potentiel classique et permet donc d’observer comment les effets quantiques modifient la,
forme du potentiel. Les définitions, propriétés et interprétations de ’action et du potentiel

effectifs seront ainsi détaillées dans la seconde partie de ce chapitre.

19
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2.1 Groupe de renormalisation wilsonien

Rappelons simplement que, comme pour toute la suite de notre travail, nous avons
affaire & la formulation euclidienne de la QFT en d dimensions, c’est-a-dire que 'action
s’écrit :

5(9,0,9] = [ d' <%(auq>)2+v<q>)>. (2.1)
Nous avons pris, comme auparavant, un champ scalaire ®(x) qui présente la décomposition

standard en modes de Fourier :

1 .
X e,

0<|p|<A

O(z) = (2.2)
ol Qg = [ d% est le volume d’espace-temps euclidien en d dimensions.

Dans l'approche wilsonienne, on régularise la théorie en introduisant un cutoff dans
I'espace des impulsions, c’est pourquoi les modes ®, appartiennent a lintervalle fini
0 < |p| < A. Cette procédure signifie, comme nous ’avons déja souligné, que 1’on limite
la résolution en ignorant délibérément tout ce qui se passe a des distances inférieures &
A~!. On décompose le champ ®(z) en un champ de fond infrarouge (IR) ¢(z) qui contient
les modes compris entre 0 et p, et en un champ de fluctuations 7(x) contenant les modes

ultraviolets (UV) appartenant a l'intervalle [p, A] :

B(z) = d(2) + (). (2.3)

Pour rendre compte de la dynamique d’une particule de moment p, avec |p| < A, notre
objectif est de connaitre 'action effective S, & 1’échelle p, c’est-a-dire 1a ou les expé-
riences et les mesures sont réalisées. Or, comme nous ’avons évoqué en introduction, tous
les degrés de liberté d’énergie supérieure (jusqu’a A) contribuent, via des créations de
paires virtuelles particules-antiparticules, a la physique de plus basse énergie. On prend
en compte ces fluctuations quantiques issues des modes UV par une intégrale de chemin

pour S,(¢) & travers la relation suivante :

e Sp(®) — /[Dn]e—SA(¢+77) :/ [ H dnq] e Sale+n) (2.4)

Ip|<lg|<A

On nomme S, l'action wilsonienne effective, car les paramétres (masses, constantes de
couplage, etc.) caractérisant S,(¢) sont définis & I’échelle d’impulsion p. A cette échelle
IR, nous avons donc une théorie a prior: différente de celle qui régissait la physique a

haute énergie (A) ou la forme du lagrangien était donnée par ’équation (2.1). Autrement
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dit, S, est I'action effective résultante a basse énergie d’'une théorie plus fondamentale
définie a I’échelle A ; les effets de cette derniére (contributions des modes UV) étant pris

en compte a travers l'intégrale de chemin (2.4).

La stratégie habituelle est ensuite de calculer l'intégrale sur 1 en passant par le
développement en boucles, c’est-a-dire en puissance de la constante de couplage ou en
puissance de 7, les deux formulations étant équivalentes [15]. A I'ordre de 'arbre O(1),
onaVp S,(¢) = Sx(¢). A lordre suivant (une boucle), la correction & cette relation est
obtenue par le développement de Sy (¢ +7) jusqu’aux termes d’ordre O(n?), ce qui revient
a une approximation gaussienne. Le probléme posé par cette approche est que ’on génére
pour les constantes de couplage des termes correctifs logarithmiquement grands, du type
In (%), qui deviennent numériquement trés importants pour les faibles valeurs de p. Ce
phénoméne est di au fait qu’'en QFT les échelles ne sont pas découplées, donc chaque

mode de l'intervalle [p, A| apporte une contribution identique.

La méthode wilsonienne du RG offre une alternative en proposant de passer d’une
échelle a ’autre par étapes infinitésimales. On se basera ici sur la formulation établie par
Wegner et Houghton [4]. On considére désormais qu’il est possible de passer des échelles
UV a IR en intégrant les modes progressivement. On se place & une échelle k, telle que
Ip| < |k| < A, et on suppose connue exactement ’action effective Sy. Alors, on peut définir
Sk—_sk, 'action & I’échelle infinitésimale en dessous, en procédant & une intégrale de chemin
des fluctuations quantiques de la méme facon que nous avions défini .S, a partir de Sy
dans ’équation (2.4) : ,

e Sk-sk(8) — / [Dn]e_sk(¢+7i)’ (2.5)

ou I'exposant ' indique que 7 contient uniquement les modes appartenant & I'intervalle
[k — 0k, k], dénommé la "shell", ¢’est-a-dire une sorte de coquille d’épaisseur infinitésimale
0k autour de la d-sphére de rayon k. Ensuite, il suffit de construire S, par itération a partir
de Sy, en y retranchant 'une aprés I’autre les contributions proportionnelles & ¢k issues
de chaque shell. De cette maniére, on a affaire, par construction méme, a des logarithmes
petits de type 1nﬁ ~ %, qui ne sont plus divergents. L’avantage le plus remarquable de
cette méthode est qu’elle est non-perturbative : a chaque étape, on calcule les corrections
sur I'action effective par rapport a ’action connue & I’échelle infinitésimale supérieure.
Ce procédé est donc conceptuellement différent de I'approximation perturbative dans

laquelle on suppose que les fluctuations quantiques modifiant I'action nue S, en action
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renormalisée S, sont suffisamment petites pour que S, puisse étre exprimée comme un
développement perturbatif autour de S,. Naturellement, I’approximation perturbative a
une boucle peut étre reproduite par la méthode wilsonienne si l'intégrale (2.5) est faite
en une seule étape, c’est-a-dire en considérant l'intervalle (p, A) plutét que des shells
successives.

La suite du raisonnement consiste, comme pour le développement en boucles, & développer

I’exponentielle du membre de droite de l’équation précédente a ordre O(n?) :

o~ Shotklf] = o= 5ild / D] exp (— / ddwi / d'zdy- '}[ﬂ )n(x)n(y)>-
(2.6)

Pour un dk infinitésimal, cette approximation gaussienne est exacte, car les corrections

provenant des puissances supérieures en 7 sont au moins d’ordre O(5/<;2), et donc négli-
geables devant 0k [4]. A la limite 0k — 0, on peut obtenir une équation différentielle pour
I’action effective, dans laquelle Sy joue le role de la condition & la limite.

L’équation pour Sy résultant du développement (2.6) est toutefois compliquée, et il
est nécessaire de recourir a une approximation. Habituellement, on considére pour Sy le

développement en gradient, c’est-a-dire en termes de dérivées du champ :

Si(®) = / d%x [Uk@) + %Zk(q))ﬁﬂq)&ﬂq) + Y3 (®)(0,99,®)* + ...| . (2.7)

Les équations du RG pour Sj, s’écrivent alors comme un systéme infini d’équations diffé-
rentielles couplées pour les fonctions Uy, Z, Yy, ... A ordre le plus bas, on se place dans
'approximation dite du potentiel local (LPA') qui consiste & ne conserver que les deux
premiers termes Uy et Z; et & maintenir le second constant : Z;(®) = cste = 1. Dans le
langage habituel, ce choix pour Z signifie que ’on ne tient pas compte de la renormalisa-
tion de la fonction d’onde. Ce choix de troncation, qui peut sembler un peu radical, est en
pratique bien adapté aux problémes que nous considérerons tout au long de notre travail.

L’action prend alors la forme simplifiée :

(@) = / dz

Partant de 14, il est possible d’établir ’équation du groupe de renormalisation pour Uy.

1
Ur(®) + 50,80, (2.8)

Comme celle-ci est fondamentale pour notre étude, nous allons rappeler ici en détail
comment est obtenue cette équation [4,23,24|. Revenant a la décomposition (2.3) de @,

on réalise un développement de Taylor de Uy[® ] autour du champ constant ¢(z) = ¢ :

"

ULl@] = U(6) + Upl@)n(e) + 5UL (0P (x) + U7 (0)(w) + U (@) + . (29)

Local Potential Approximation
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D’oti 'expression de Si[®] :

S8 = [ d'e{50m(@) + Ui6) + Uom(a) + UL ()7 (x)

1 " ]_
+ Ul @) + U0 ') + . | (210
On calcule alors l'intégrale en décomposant la fluctuation 7(x) sur un nombre restreint

de modes de Fourier :
1 .
nz)=—= Y  npe’?, (2.11)
A k—8k<|p|<k

ou la sommation dans l'espace des impulsions se limite a la shell [k — 0k, k], ce que 1'on
spécifiera systématiquement par I’exposant ' (notation valable pour les symboles somme,
produit et intégrale).

Ainsi, le premier terme de (2.10) devient :

[ 50m@) de = 23w (ip)ig) 5 [0 da
2 255 Q

d

1 /
= _ﬁz Np NP q0(p + q)
d pg
1
= éz npnprQ- (2-12)
p

Par un calcul similaire, on trouve que les termes comportant des puissances impaires de
n(x) sont nuls (orthogonalité de Fourier), car il apparait un §(p) égal a zéro puisque dans
la shell on a p # 0. Quant aux contributions des puissances paires de 7n(zx), elles sont

déterminées de la méme facon que précédemment, d’ou le résultat :
1 / 2 7 1 1 / (4)
Skl®] = QuUi(9) +53_ (P +UL(@) monp+ Eﬁ_dz Uy (0) 1hp n—p My —pr + - (2.13)
p TTGpp
La définition (2.5) de Sy_s s’écrit alors :

' ” @
e*Sk—ék((b) _ / [H/dnp‘| e*{ﬂd Uk(¢)+%zp (p2+Uk ((25)) Np Tl—pJF% Q%iznp/ Uk4 (@) mp n—p Myt 77_p/+---} .
p

(2.14)
On vérifie ainsi explicitement que les termes suivants aprés 7,7, sont d’ordre O(0k?),
puisque chaque sommation sur la shell apporte une puissance de 6k, comme nous le verrons

plus tard. En conservant les termes d’ordre 0k, il nous reste :

o= Se—sk(8) — =R Uk(9) / [H,dﬁpl exp (%Z/ (P + UL(@) mpn—p + 0(51&)) . (2.15)

P
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Il s’agit d’une intégrale gaussienne, donc ’expression devient :

e Sookl®) = O T (5 4 U} (9))

p

[SIE

[

ede Uk (¢) elnnpl <p2+Uk (d)))

o V(@33 In (p2+U,Z (¢>>)

_ Ui(¢)— S [’ (gifdln(pQ-l-U;/((?)). (2.16)
Et en remarquant que e k-o(?) = ¢~ Ur—sx(9) on obtient la relation :
1/ d4p 2 ”
Ui-ss(9) = Uk(@) + 5 [ oiatn (7 + U0(6)) (2.17)

En utilisant les coordonnées polaires généralisées pour p, soit d?p = 0, ¢q% 'dq avec q = |p|
la norme de la d-impulsion et 6; ’angle solide en d dimensions?, et en se rappelant que

les bornes d’intégration sont celles de la shell [k — 0k, 0k], on trouve :

kdf 1 ed

Ur(®) — Ur—sr(9) = _Wln (kQ + U/;/(¢)) ok . (2.18)

Finalement, a la limite 0k — 0, on aboutit & I’équation différentielle suivante :

kaUg]igb) - —% (%) In (k* + Uy (9)) . (2.19)

Il reste ensuite a normaliser 'argument du logarithme en retranchant la contribution

indépendante de ¢ provenant de U, (0) + k? pour obtenir 'expression définitive usuelle :

oUL(9) 0y (kN (K +U.(9)
k= =% <%> ln(WUZ(O)) (2.20)

2.1.1 Renormalisation du terme cinétique

Le calcul précédent a permis de déterminer I’équation du RG (2.20) suivant la LPA, qui
est ’approximation a I’ordre le plus bas. A Iordre suivant du développement en gradient,
on tient compte du terme Z(¢) non constant dans le développement (2.7) et il s’agit
de voir comment sont modifiées les équations du groupe de renormalisation. Dans cette

optique, nous devons considérer I’équation générale d’évolution pour ’action [4] :

1Tr’ lnaQS’f[q)] 1 05k [®] (825k[q)]>1 95y (9] )

2 P,00, 2 0P, \ 09,00, 00,

p.q

Sk[®] — Sk—sk[P] = — (2.21)

2Les angles solides sont donnés (cf. [21] par exemple) par 6y = 27% /T'(d/2), c’est-a-dire pour les
dimensions usuelles : 6; = 2, 0, = 27, O3 = 47 et 6, = 27°.
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Cette fois-ci, nous ne pouvons plus développer 'action autour d’un champ constant ¢,
et nous devons en conséquence modifier la décomposition (2.3) en introduisant ¢¢(z),
un champ de fond IR dépendant de z, soit ®(x) = ¢ + ¢¢(x) + n(z). Le calcul est
non-trivial, notamment parce qu’il faut respecter simultanément k — 6k < |p| < k et
k — 6k < |p+q| < k, ce qui déforme la shell et entraine I’apparition de termes non-

analytiques. La résolution de ce probléme [25-27| permet d’aboutir aux équations du RG

suivantes :

U, 0, (E\* /A

R C Y L I Y el 92.92
ok 2 (27r> n(k?) (2:22)
7, 0, [ k\" (7' 22 A +2°k ZA°+4Z272.4% 2747k

k—— = —— =] (== - =2 A4 i — 4=k (2.23)
ok 2 \2r A A2 A3 At P

ot A = Zy(z)k? + U, (x).

L’utilisation de ce résultat est encore délicate et, bien que ce dernier donne lieu & une
amélioration pour le calcul des niveaux énergétiques du potentiel anharmonique dans le
cadre de la mécanique quantique, son implémentation pour les potentiels & symétrie brisée

reste sujet a caution, comme nous le verrons au chapitre 3.

2.1.2 Invariance de jauge

La recherche d’une équation wilsonienne du RG adaptée aux théories de jauge est
également un domaine activement étudié. En effet, I'introduction explicite du cutoff brise
naturellement 'invariance de jauge car ’équation du RG ainsi obtenue n’est pas invariante
selon le choix de paramétrisation. Récemment, une nouvelle définition [14] de 'action
effective I'y, basée sur 'utilisation de la transformée de Legendre partielle ainsi que sur
des considérations géométriques, a permis d’aboutir & une formulation invariante par

reparamétrisation, donc susceptible de s’appliquer aux théories de jauge.

Nous présenterons ce formalisme dans le chapitre 6, dans lequel nous envisagerons les
premiéres exploitations possibles de cette approche. En guise de préambule, nous avons
vérifié que la formulation de [14] permet bien de retrouver les équations du RG pour le
potentiel dans le cadre du modéle O(2) exprimé en coordonnées polaires. Ce travail, qui
constitue une étape préliminaire avant de passer au cas moins trivial du modéle sigma

non-linéaire, est consigné dans I’annexe E.
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2.1.3 Connexions avec approche perturbative

Si la méthode de Wegner-Houghton peut sembler quelque peu éloignée du traitement
perturbatif habituel, elle constitue en fait une amélioration de cette derniére. Elle est
donc censée pouvoir reproduire, moyennant des hypothéses simplificatrices, les résultats
perturbatifs. Ainsi, il est facile de retrouver le potentiel one-loop a partir de ’équation
du RG (2.20). 1l suffit de figer la dérivée seconde du potentiel effectif dans le membre
de droite, soit U,;' — U,. De cette maniére, il devient possible d’effectuer l'intégrale
analytiquement. On retrouve alors le potentiel nu & une boucle, auquel il faut adjoindre
des conditions de renormalisation pour obtenir ’expression du potentiel effectif & une
échelle de basse énergie u. Cette stratégie est d’ailleurs employée au chapitre 4, dans
lequel nous montrons que ce calcul aboutit & un potentiel one-loop renormalisé identique
a celui issu de la méthode de régularisation dimensionnelle pour un choix approprié de
conditions de renormalisation.

Un autre pont entre I'approche wilsonienne et la renormalisation perturbative habi-
tuelle réside dans la détermination des fonctions béta. En effet, ’équation du RG (2.20)
permet de généraliser les résultats traditionnels. Il suffit de prendre un potentiel effectif
Uy sous la forme d’un polynome en puissances paires de ¢ :

U, — m22('7<:) & + )\f) & + g66<'k)¢6 " %Qﬁs 4o (2.24)

avec m? = gy et A\ = g4. L’équation différentielle partielle (2.20) se transforme alors en

un systéme infini d’équations différentielles ordinaires couplées pour les fonctions g, (k).

En effet, ces derniéres sont tout simplement les dérivées 2n-iémes du potentiel effectif en
. 82nU

¢ = 0, s0it go, (k) = #ﬁ’)’q&

pour le potentiel, on trouve :

L En appliquant cette opération a I’équation du RG (2.20)

dm? K3 A(k)

dk T 1672 k2+m2(k) ,

k3 ge(k) A2 (k)

A a1 A =
% = — 1672 (k2+m2(k) — 15 [k2+m2(k)}2 + 30[k2+m2(k)}3)

dgs  _

dk

Nous avons ainsi accés a toutes les S-fonctions pour I’ensemble des constantes de couplage.
Il est ensuite possible de faire le lien avec leurs expressions one-loop en procédant a
quelques approximations dans le systéme (2.25). Par exemple, pour (3, si I'on néglige gg
d’une part et m? devant k? d’autre part, on trouve :

d\ 3N (k)

k— ~
dk + 1672

(2.26)
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Le membre de droite de I’équation (2.26), en figeant A(k) a la valeur A(u), n’est donc rien
d’autre que la S-fonction & une boucle. On peut noter a ce stade que la dépendance de la
constante de couplage A avec I’échelle, observée grace a ’approche wilsonienne (équation
(2.26)), est exactement la méme que celle obtenue au chapitre précedent par ’application
de I’équation de Callan-Symanzik (1.30) aux résultats a une boucle. La stratégie de 'amé-
lioration des calculs perturbatifs par le RG (méthode RGI) est donc intrinséque dans le
formalisme wilsonien.

En revanche, ’application du raisonnement ci-dessus dans le cas de la masse conduit & un

résultat quelque peu différent. Effectivement, nous obtenons pour m?(k) < k? :

R k)
dk 1672

(=K +m?(k)), (2.27)

tandis que la g-fonction habituelle one-loop est :

gll = d—mz_)\mz
mt =Mk 16m2

(2.28)

Cette observation illustre une différence profonde entre les divergences logarithmiques
et quadratiques. Si ces deux types de divergences sont considérés et traités de la méme
maniére dans la renormalisation perturbative, ce n’est pas le cas lors d’'une approche
non-perturbative. De fait, alors que les premiéres apparaissent simplement comme une
conséquence de 'interdépendance de toutes les échelles impliquées en QF'T, les secondes
sont plus difficiles & appréhender.

En effet, le schéma wilsonien n’élimine pas de maniére ad hoc les divergences qua-
dratiques, ce qui nous améne & deux interprétations possibles. Soit nous choisissons de
considérer notre QFT comme une théorie effective strictu sensu, c’est-a-dire définie avec
un cutoff physique matérialisant notre ignorance des lois de la physique en de¢a d’une
distance A~!. Dans ce cas, les valeurs des parameétres nus, en particulier celles des masses,
peuvent étre trés différentes des quantités renormalisées mesurées.

Soit la QFT doit rendre compte de la phénoménologie et pour "protéger" la masse des
champs scalaires, il faut imaginer qu’un processus physique, pour 'instant inconnu, nous
débarrasse des divergences quadratiques. Ici, cette tache pourrait étre accomplie par des
effets provenant de degrés de liberté inconnus au-dela du cutoff, ce qui pose le probléme
du "fine-tunning", ou alors par un scénario supersymétrique qui permettrait d’associer
a chaque particule son partenaire supersymétrique, compensant de fait les divergences.
Nous reviendrons sur ce point au cours du chapitre 4, lorsque nous aborderons I’analyse

non-perturbative du secteur de Higgs du SM.
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Pour revenir a la S-fonction [3,,2, nous pouvons remarquer qu’il est facile de modifier

I'équation wilsonienne (2.27) pour retrouver les résultats de la renormalisation perturba-

tive habituelle. Il suffit en effet, dans ce cas simple, d’ajouter un contre-terme ??2(2 k ¢? au
membre de droite de I’équation (2.20) pour implémenter la suppression des divergences

quadratiques dans la méthode wilsonienne.

2.2 Potentiel effectif

Nous allons présenter dans cette partie deux objets trés importants qui seront au cceur
de notre étude : 'action effective et son "descendant direct" le potentiel effectif.
L’action effective est un outil de prédilection en QFT fréquemment utilisé pour I'analyse
de la structure du vide [15,17,28]| et pour établir des propriétés de renormalisation [29].
Le potentiel effectif, déja rencontré précédemment avec la méthode de renormalisation a
la Wilson, est quant a lui plus ancien, puisqu’il a été introduit originellement par Hei-
senberg et Euler (1936) [30] et par Schwinger (1951) [31]. Son application aux problémes
avec brisure spontanée de la symétrie, diie & Goldstone, Salam et Weinberg (1962) [32]
et Jona-Lasino (1964) [28], a considérablement popularisé cette notion par ’éclairage
qu’elle apporte a la compréhension de ces phénoménes. Par la suite, les travaux de
Symanzik [9,20] et de Jackiw [33] dans les années 70 ont permis d’étudier en profondeur
les propriétés de I’action effective et de pourvoir un formalisme théorique solide.

Toutes ces analyses permettent aujourd’hui d’appréhender ces objets sous différents angles,
qui offrent des définitions alternatives et équivalentes.

Ainsi, ’action effective peut étre définie comme :

- transformée de Legendre de la fonctionnelle génératrice des fonctions de Green connectées,
- fonctionnelle génératrice des fonctions de vertex irréductibles a une particule (1PI),

- élément de matrice stationnaire, intégré par rapport au temps, de i0; — H.

De méme, le potentiel effectif peut étre décrit comme :

- la restriction aux configurations constantes de ’action effective,

- le générateur des graphes 1PI avec des implusions externes nulles,

- le minimum de la valeur moyenne de la densité d’énergie,

- le potentiel renormalisé.

Nous allons donc rappeler ici dans quel contexte s’inscrivent ces définitions et quelles sont

les interprétations physiques de I'action et du potentiel effectifs.
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2.2.1 Définition(s) de l'action effective

La définition "habituelle" de 'action effective est construite & partir de la fonction-
nelle génératrice des fonctions de Green non-connectées Z[.J], c’est-a-dire 'amplitude de
persistance du vide (0, +00|0, —co)” (cf. équation (1.2)). Il s’agit ensuite d’introduire la

fonctionnelle W[J] définie comme :
WI[J] = —-In Z[J]. (2.29)

Il est facile de montrer [18] que cette quantité est la fonctionnelle génératrice des fonctions

de Green connectées, G(C"). A partir de W[.J], on définit le champ classique ¢. comme :

W] {0+ |®(2)|0-),
Oelr) = 5J(r) {0+ |0—),

(2.30)

Ce dernier dépend de la source J mais est égal a la valeur moyenne du champ dans la

limite ou la source s’annule : lim;_,¢. = (®). Ensuite I'action effective, notée I'.r; ou

tout simplement T, est définie par la transformée de Legendre de W[J] :

Plgd = W1 - [ d'e J(x)ou(a). (2.31)
Elle obéit a la relation : 5T6]
5¢c(;) =—J(z). (2.32)

Il n’est pas inutile de rappeler ici que lorsque la source s’annule, I’équation ci-dessus
est souvent interprétée comme [’équation quantique du mouvement. La pertinence et les
conditions de validité de cette approche seront explorées en détail au chapitre 5.

L’action effective constitue également la fonctionnelle génératrice des fonctions de vertex

irréductibles a une particule (1PI) notées '™ (a1, ..., x,,), soit explicitement :

T[¢) = i%/ dizy - day Ge(xr) - - o) T (24, .0 1) (2.33)

La notion de potentiel effectif émerge lorsque 1’on s’intéresse aux configurations pour
lesquelles le champ classique ¢ () est constant (indépendant de I’espace-temps). Dans ce

cas on peut réécrire I'action effective comme :

Do = [ d'eVegs(00) = 2 Vegs(o0) (2:34)

avec () le volume quadridimensionnel. En considérant la formulation (2.33) dans ’espace

des impulsions, on en déduit que V. est le générateur des graphes 1PI avec des impulsions
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externes nulles. Le potentiel effectif a naturellement la méme dimension (densité d’énergie)
que le potentiel classique. Dans la logique perturbative on peut d’ailleurs relier ces deux
quantités, puisqu’a l’ordre le plus bas du développement en boucles (niveau de l'arbre

O(R°)), on trouve [15] :
Vers(@e) = Vi) + O(R). (2.35)

Cette propriété est vue comme une indication tendant & montrer que le potentiel effectif
peut étre interprété comme le "potentiel quantique", c’est-a-dire ’équivalent du potentiel
classique dans lequel on prendrait en compte les corrections provenant de la physique

quantique.

2.2.2 Signification physique et définition variationnelle

On peut interpréter V.;s(¢.) sous un autre angle, d’'une maniére plus physique. On
peut en effet prouver [9,34] que le potentiel effectif est le minimum de la valeur moyenne de
la densité d’énergie dans la classe des états normalisés |¢) qui satisfont (1| (Z)[¢) = ¢,

autrement dit que :

Vers(6e) = (U H[v) (2.36)
pour un état |t)) obéissant &
(P H[Y) =0 (2.37)
et sujet aux contraintes
(W) =1 et (W|OD)|Y) = o, (2.38)

ot la notation H désigne la densité de hamiltonien (H = [ d3z H).

La relation (2.36) nous donne des informations directes sur la structure du vide puisque
la valeur de V,;¢(¢.) au minimum correspond & I’énergie de I’état fondamental |0) de la
théorie. Si cette valeur ¢,,;, est différente de zéro, on est alors en présence d’une théorie
avec une brisure spontanée de symétrie. En vertu de cette propriété, le potentiel effectif
est largement utilisé pour I'analyse du mécanisme de brisure de symétrie. En effet, cette
approche permet, par la redéfinition ¢, = ¢. — Ppin, de recréer la structure habituelle
de brisure spontanée de symétrie de la théorie des champs classique, dans laquelle on a
substitué le potentiel classique V' (¢) par le potentiel effectif V. ;s (¢.) [34].

D’autre part, comme V,;; prend en compte I'essentiel des informations quantiques, le
potentiel effectif est souvent utilisé dans certains domaines de cosmologie (par exemple

[78]), notamment dans le cadre des modéles d’inflation.
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En 1979, Jackiw et Kermann [33] ont généralisé le résultat (2.36) a 'action effective
elle-méme et ils ont démontré qu’il est possible de la définir également selon un principe
variationnel. D’aprés leurs travaux, ’action effective peut étre considérée comme 1I’élément

de matrice stationnaire, intégré par rapport au temps, de 10, — H , soit :

+oo ~
Plgl = [ dt(wt] (10, f) oy, 1), (239
ou le membre de droite est stationnaire quand les deux états dépendants du temps |4, t)

varient arbitrairement et indépendamment, avec cependant les deux contraintes :

(Yot t) = 1 et (o, t|B(D) |4, 1) = ST, 1), (2.40
ainsi que les conditions aux limites asymptotiques

lim [¢y,t) =|0), (2.41)

t—Foo
ou |0) est I'état fondamental du hamiltonien . La minimisation de I'[¢], associée avec

les deux contraintes (2.40), se traduit par les équations :
(10— Fr+ [ @7 5@ 03 ) [0et) = w(Olin ) (2.42)
(io0— i+ [ @7 3@ 06@) o t) = w Ol (2.43)

ou J(,t) et w(t) sont les multiplicateurs de Lagrange introduits suivant la procédure stan-
dard pour implémenter les deux contraintes. En se limitant aux configurations constantes
(en temps et en espace) du champ, I’action effective se réduit au potentiel effectif (cf. équa-
tion (2.34)) et on retrouve le résultat précédent, a savoir que V, ;5 = miny (1| H|1)) avec les
contraintes (2.38). Dans ce cas, la minimisation avec la prise en compte des contraintes
génére ’équation de Schrodinger indépendante du temps pour un hamiltonien avec source
externe :

(Iff -7 [ar @)(:E)) ) = EJv), (2.44)
ou de nouveau J et E sont les multiplicateurs de Lagrange représentant les contraintes
(2.38). Physiquement, ces derniéres correspondent respectivement a la force extérieure
agissant sur le systéme et & la valeur propre de I’énergie. A ’exception de rares cas,
la forme exacte de I'action effective ne peut étre trouvée et nous devons recourir a une
approximation. La plus appropriée dans ce contexte est clairement le développement en
gradient (2.7), étant donné que le potentiel effectif en constitue le premier terme.

Dans les applications, nous nous limiterons souvent a I’approximation du potentiel local.
Néanmoins, les raisonnements que nous ferons s’étendent naturellement & n’importe quel

ordre du développement.
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2.2.3 Propriété de convexité

L’action effective, de méme que le potentiel effectif, possédent une autre propriété
fondamentale dont les conséquences sont considérables : I'[¢] et V.;¢(¢) sont des fonctions
convexes de leur argument. Cette observation |9] est intrinseque a la définition (2.31)
de D'action effective dans le formalisme des intégrales de chemin et est ’analogue en
physique statistique de la positivité de la chaleur spécifique [35]. Nous allons rappeler ici
le raisonnement (cf. [15,36] ou [17] pour une démarche différente) permettant de démontrer
cette propriété.

Considérons la fonctionnelle génératrice des fonctions de Green connectées W/[J],
définie par I'équation (2.29), et écrite explicitement (pour une source constante) sous

la forme :

W — N / D o~ (SWI=J [ das@) (2.45)

Introduisons ensuite la notation (F') désignant la valeur moyenne d’une fonctionnelle F'[¢]
et définie comme :
[ D¢ F[g)] o= (81817 [ d*z¢(x))

(F) Do o (Sle—J [ dizo(a))

(2.46)

Cette quantité est analogue a la moyenne statistique habituelle, a ceci prés qu’il s’agit
d’une intégrale fonctionnelle dans laquelle la mesure formelle D¢ est a priori mal définie
puisqu’elle implique une infinité de degrés de liberté. Donc, la rigueur mathématique de la
formule (2.46) n’est obtenue que si l’on rend cette intégrale (dé)finie, soit par discrétisation
du champ sur un réseau, soit par un développement en moments dans I’espace de Fourier.
Dans le premier cas, le pas du réseau "régularise" l'intégrale et dans I'autre, ce role est
joué par le cutoff UV.

Cette hypothése étant considérée comme vérifiée, il est aisé de calculer la dérivée seconde

de W[J] :
Tl = ([ awotw) - {(fatwow)). (247

Ce qui nous intéresse maintenant est de connaitre le signe de cette expression. Pour cela,

il suffit d’établir la relation triviale générale suivante :

0= ((ta) = a)") = () — (), (245)

qui, appliquée au membre de droite de I’équation (2.47) avec [ d*z ¢(x) = a, indique que

la dérivée seconde de W[J] est négative. Il s’agit maintenant de voir comment ce résultat
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se répercute sur I’action effective I'[¢.], qui n’est autre que la transformée de Legendre de

W[J]. A I'aide des relations (2.32) et (2.30) respectivement, on montre que :
Priod W _ 9 06,

= — =—1. 2.4
Do, 0.J? 0p. 0J (2.49)
Ce qui nous améne a la conclusion annoncée :
0°T[oc]
>0, 2.50
a(ch = ( )

qui n’est rien d’autre que la formulation mathématique de la convexité de ’action effective
vis-a-vis du champ classique. Le potentiel effectif étant la restriction de I'[¢.] pour des
configurations statiques, il est évident qu’il posséde également cette propriété. 11 suffit
d’effectuer les transpositions I'[¢] = Qy Vosf(¢) et W[p] = Q4 w(¢) pour se rendre compte
que les étapes (2.45) a (2.50) sont analogues.

On peut noter que la propriété de convexité (2.50) est tout a fait générale et reste donc
vraie quelle que soit la forme du potentiel nu, ce qui inclut le cas o ce dernier n’est pas
convexe. Cela implique que les fluctuations quantiques "convexifient" systématiquement,
d’une maniére ou d’une autre, tout potentiel classique non-convexe, comme le double
puits par exemple. Cependant, il est impossible de mettre en évidence cet effet avec un
développement d’ordre fini en puissances de h, ce qui souligne 'importance de maitri-
ser des méthodes d’approximations non-perturbatives, comme celle du RG wilsonien, qui
conduisent & ’obtention d’un potentiel effectif en conformité avec cette propriété exacte

intrinséque.

Nous allons maintenant nous tourner vers les applications possibles des équations
du RG (2.22-2.23) a des problémes physiques. Pour I'instant, nous allons considérer un
cas de figure simplifié, en ’occurrence la détermination par la méthode wilsonienne des
niveaux énergétiques dans un potentiel double puits en mécanique quantique ordinaire.
Cette étude, qui est 'objet du chapitre suivant, soulignera notamment 1'importance du
respect de la propriété de convexité du potentiel effectif pour la description correcte de
I’effet tunnel. De plus, ce travail permettra d’évaluer avec précision I’exactitude de notre

approche.






« Les quelques pages de démonstration qui suivent tirent
toute leur force du fait que I’histoire est entiérement vraie,
puisque je I’ai imaginée d’un bout a 'autre. »

Boris Vian

Potentiel effectif non-perturbatif en

mécanique quantique

L’objectif principal de ce chapitre est de tester les équations wilsoniennes du RG
dans un contexte plus simple, celui de la mécanique quantique unidimensionnelle. En
effet, cette derniére n’est rien d’autre qu’une théorie des champs élémentaire avec un seul
degré de liberté et on peut transposer formellement toutes les relations obtenues en QFT
générale par la substitution ®(Z,t) — z(t). L’idée d’utiliser le groupe de renormalisation
en mécanique quantique pour la détermination des niveaux d’énergie dans un potentiel

double puits est récente [37] puis [38,39], et a émergé de deux considérations principales.

En premier lieu, l'intérét d’une telle QFT simplifiée est de s’affranchir de certaines
difficultés techniques, principalement la régularisation des divergences UV et les problémes
IR causés par la présence du mode zéro dans les phénoménes de brisure spontanée de
symétrie. Ces deux complications supplémentaires seront d’ailleurs traitées avec soin au
chapitre suivant oll nous étendrons notre raisonnement & une thématique bien connue de
théorie des champs : le secteur de Higgs du Modéle Standard. La seconde justification
de cette approche est qu’elle offre 'opportunité de tester quantitativement les méthodes
du RG puisqu’il est possible de comparer les résultats obtenus avec la solution exacte

du probléme déterminée par la résolution (numérique) de 1’équation de Schrédinger. Si

35
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un bon accord est constaté, cela fournit un argument supplémentaire en faveur de cette
méthode, ce qui légitime son utilisation en QFT & 3+1 dimensions ou les solutions exactes
manquent et oll une approximation fiable est nécessaire pour appréhender la physique des
hautes énergies.

Cette premiére étape de notre travail est donc importante pour entériner la méthode

wilsonienne avant de I'appliquer a des thématiques plus complexes.

3.1 Mise en place du probléme
Notre point de départ est le potentiel suivant :

1
Viw(x) = §m2x2 + Azt (3.1)

Il s’agit du potentiel classique, c’est-a-dire exprimé en langage du RG, le potentiel nu
de la théorie, qui n’a pas encore été habillé par les fluctuations quantiques. En prenant
m? > 0, le potentiel (3.1) est tout simplement celui d’un oscillateur anharmonique, tandis
que pour m? < 0, nous avons un double puits avec deux minima z4 = =+ 74—7;2 (dans ce
cas, on rajoute la constante % au potentiel afin qu’il soit positif défini).

L’objectif de cette étude est donc de déterminer les deux premiers niveaux énergétiques
Ey et Ey dans ces deux cas de figures a I’aide du potentiel effectif calculé avec les équations
exactes du RG.

Dans le cas du potentiel anharmonique, le travail peut sembler un peu académique,
néanmoins il n’existe pas de solution analytique exacte et le développement perturbatif
au second ordre n’est valide que pour des faibles valeurs de A (par la suite, le recours
a la resommation de Borel des termes perturbatifs fournit de trés bons résultats [40]).
Nous verrons ici que la méthode du RG prédit les valeurs correctes d’énergie dans tout
'intervalle [0 : 1] avec une précision surprenante.

Le cas du double puits est, quant a lui, nettement plus intéressant. En effet, I’écart
énergétique entre les deux premiers niveaux est trés faible, puisque dans la limite A — 0
on a deux puits séparés et donc une dégénérescence en énergie. Pour A # 0, cette derniére
est levée en raison de I'effet tunnel qui autorise la particule & passer d’un puits a 'autre,
méme si son énergie est inférieure & la barriére de potentiel. Ce phénoméne est bien
connu et a la particularité de ne pas pouvoir étre mis en évidence par un traitement

perturbatif. Des approches alternatives, comme I’approximation semi-classique, dite WKB

(Wentzel, Kramers, Brillouin), ou la méthode du gaz dilué d’instantons, indiquent que
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I’écart énergétique est proportionnel a e~x. Ce résultat signifie qu’il existe une singularité
essentielle en A = 0, c’est-a-dire que 1’écart énergétique est non-analytique vis-a-vis de
la constante de couplage autour de A = 0. Ce comportement, caractéristique de 1'effet
tunnel, ne peut donc étre reproduit par un développement en puissances de A, autrement

dit un traitement perturbatif du probléme est incapable d’approximer le résultat exact!.

3.2 Ecart énergétique entre les deux premiers niveaux

Les niveaux d’énergie sont donnés par 1’équation de Schrédinger indépendante du

temps : )
(<584 V(@) ) vle) = Bt 32)

Notre but est d’évaluer la différence énergétique AFE entre les deux premiers niveaux
d’énergie pour un potentiel double puits (et pour un oscillateur anharmonique) en utili-
sant la méthode wilsonienne de renormalisation. Dans cette optique, il s’agit de collecter
les fluctuations quantiques qui modifient le potentiel nu et conduisent & un potentiel
effectif (ou renormalisé) & une échelle de basse énergie. Cette opération va ainsi donner
lieu & une modification profonde du potentiel qui aura I'allure d’un simple puits une fois
renormalisé. En effet, il a été rappelé au chapitre précédent que le potentiel effectif était
nécessairement convexe, ce qui signifie que méme en choisissant un potentiel classique
muni d’une partie concave, cette derniére est convexifiée par les effets quantiques. C’est
pourquoi on assiste a l'aplatissement progressif de la barriére au cours du processus de

renormalisation, ce qui instaure la convexité.

En fait, ce phénoméne différe en mécanique quantique et en QFT sur un point prin-
cipal. Dans le premier cas, le minimum du potentiel se déplace progressivement au cours
du flot de renormalisation vers zéro, tandis qu’en théorie des champs (méme avec une
seule dimension spatiale), les deux minima & droite et & gauche subsistent et c’est toute
la partie centrale qui devient plate : c’est la célébre construction de Maxwell (en référence
historique au phénoméne comparable se présentant en thermodynamique avec I’équation
des gaz de Van der Walls, ou cette construction est nécessaire pour rendre correctement
compte des isothermes). Au final, le potentiel effectif ne présente pas un minimum absolu

comme en mécanique quantique (ni deux comme il y avait avant renormalisation), mais

1On peut tout de méme utiliser une approche perturbative, mais en développant autour d’un autre
paramétre que A [40].
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une infinité, situés dans sa partie centrale?. Cette différence essentielle de comportement
tient au fait que la QFT implique une infinité de degrés de liberté. C’est pourquoi le
phénoméne de brisure spontanée de la symétrie se présente en théorie des champs et non
en mécanique quantique ordinaire.

Il nous reste maintenant & établir la connexion entre le potentiel effectif et les niveaux
énergétiques [37]. Comme nous ’avons rappelé lors du chapitre précédent, la définition
variationnelle du potentiel effectif permet d’interpréter ce dernier comme le minimum de
la valeur moyenne de la densité d’énergie (cf. équations (2.36) a (2.38)), ce qui signifie

que ’énergie du vide s’écrit en mécanique quantique comme :
Eo = (0[H[0) = Vepp(7)]o=(a) , (3.3)

avec la notation (z) = (0|z|0). Il est clair que pour un potentiel convexe et symétrique
comme le notre, nous avons (x) = 0. Ensuite on peut obtenir la relation suivante entre

’écart énergétique et la fonction de corrélation? :
Lim (0] T'[(t)2'(0)]]0) o e (Br-Eoltl (3.4)

Ce résultat est tout a fait général [41] et nous allons briévement le démontrer dans le
contexte général de la QFT. Il s’agit donc d’isoler la dépendance temporelle (euclidienne)
de la fonction de Green & deux points, G (x,2) = (0| T[p(x)¢(2)] |0) d’apres sa défini-

tion (1.5). En considérant la représentation de Heisenberg de 1'opérateur ngS, a savoir :
O, 1) = ' )(7,0)e 1, (3.5)
nous pouvons exprimer la fonction & deux points comme :
GOz, a') = 0(t — 1) (0[g(F, 0)e” (i, 0)]0)
+ Ot — t)ePo=D(0]p(, 0)e" T¥ =D (Z,0)[0) . (3.6)

Nous insérons ensuite I'identité >, |n)(n|, ou {|n)} constitue I’ensemble complet des états
propres du hamiltonien de la théorie avec les valeurs propres {E,}.
De maniére compacte la fonction a deux points s’écrit alors :

GO (2,2') = 3 [(016(F, 0) n) (n]d(#, 0)[0) + (& > a)] e BBl (3.7)

n

2Nous verrons au chapitre suivant qu’il existe un scénario physique, proposé par Bogolubov, qui permet
de sélectionner un minimum unique en considérant une instabilité dynamique.

3En QFT euclidienne, les fonctions de Green & n points prennent une forme tout & fait similaire &
celles des fonctions de corrélation en physique statistique, ce qui autorise 1’utilisation des deux langages.
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Placons-nous dans la limite ou la séparation temporelle est trés grande, |t — /| — oo.
Dans ce cas, la contribution dominante de la somme (3.7) est celle pour laquelle E,, — Ej
est la plus faible. Autrement dit, c’est le terme correspondant a I’état |1) qui se couple le
plus fortement avec le vide |0) & travers I'opérateur gz@ Notons au passage que le vide ne
contribue pas a (3.7) puisque la valeur moyenne (0|¢(Z, 0)|0) est nulle. L’expression finale
limite pour la fonction de corrélation est donc :

lim  G®(7,7) = [(0[6(&,0)[1)(1|¢(7",0)[0) + (w < a’)] e~ F1=Fol=¢1 (3.8)

[t—t'| =00

On déduit la relation (3.4) de cette propriété générale en se restreignant a la mécanique

quantique et en prenant t’ = 0.

Il nous reste maintenant, afin d’identifier AE, & évaluer la fonction a deux points
par calcul direct. Le théoréme de Wick stipule que cette derniére est égale au premier
ordre & la fonction de Green Go(t —t') de la théorie libre. Comme on est intéressé par les
niveaux de basse énergie nous pouvons effectuer ’approximation harmonique du potentiel
effectif autour du minimum, en 'occurrence zéro, et ainsi obtenir un lagrangien effectif
(de type Klein-Gordon). L’action effective, a ’ordre suivant de la LPA, est donnée par la

transposition de I’équation (2.7) en mécanique quantique :
1
&uyi/ﬁpww+§@@m2. (3.9)

Le terme Zi(z) est déja une correction d’ordre supérieur, donc nous ne retenons que
sa valeur en x = 0 & ce niveau d’approximation. Le développement de Taylor de U a
proximité de l'origine conduit & un lagrangien effectif a I’échelle IR (k = 0) de la forme :

1 1
Legs(w, @) = By + 500 (0) z* + 5ZO(O) i?. (3.10)

En introduisant la notation m?2;, = U, (0)/Z5(0), 1a fonction de Green de ce probléme est,

donnée naturellement par (le terme constant n’a dans ce cas aucune importance) :
(Vi +mZ)Golt —t) =6(t —t') . (3.11)

La fonction de Green Gy(t — t') s’écrit explicitement en passant par la transformée de

Fourier et ainsi I’expression (1.8) s’écrit & une seule dimension comme :

+oo (F e tE(t-t)

Go(t —t') = /

— 3.12
—00 27T E2 +msz ( )
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Cette intégrale peut étre évaluée grice a la méthode des résidus . Les deux poles de (3.12)

étant zy = +im.yy, le résultat de I'intégrale est donc pour ¢’ =0 :

1
Go(t) = — - e mers It (3.13)

On peut désormais, a partir des relations (3.4) et (3.13), identifier les énergies du niveau

fondamental et de la premiére excitation en fonction du potentiel effectif :

Ey = Vigrla=o (3.14)

1 &@Veys
By = Verrlo= CRT
! o1 0+$ZO(O) da?

La valeur de AE est donc essentiellement déterminée par la dérivée seconde (la courbure)

(3.15)

z=0

du potentiel effectif a l'origine. En revenant au langage wilsonien, ’écart énergétique
Uy (0)

AFE = : 3.16

\ 2,0 (310

3.3 Equations du groupe de renormalisation wilsonien

s’écrit de maniére compacte :

Nous avons travaillé avec les deux niveaux d’approximation, a savoir Z, = 1 (LPA)
et Zy = Zi(x). L’inclusion de la renormalisation de la masse Z; complique les calculs
puisqu’elle met en jeu une seconde équation différentielle partielle. La prise en compte
de ce terme supplémentaire aboutit a des résultats contrastés : pour 1’oscillateur anhar-
monique la renormalisation de la masse améliore les résultats par rapport a la LPA ; en

revanche, dans le cas du double puits, I'accord est dégradé lorsque 1’équation pour Z

4La méthode des résidus consiste & se placer dans le plan complexe, & repérer les péles, c’est-a-dire les
valeurs pour lesquelles le dénominateur s’annule, puis & les entourer suivant un contour formé par ’axe
des réels et le demi-cercle appartenant au plan des coordonnées imaginaires positives.
Le résultat mathématique s’énonce ainsi :

Soit une fonction trigonométrique e*%* avec a réel non nul, et une fonction rationnelle R(z), respectant
lim,_,oc R(z) = 0 et possédant N poles complexes zj, dans le demi-cercle imaginaire positif (négatif) pour
a positif (négatif), le théoréme de Cauchy montre que :

400 N
/ dz R(z)e"™* = Sign(a) - 27i Z Res(R(2)e", z;,)
k=1

— 00

ot le résidu Res est défini par : Res(R(2)e"*, z;) = lim (2 — z)R(2)e™** .

z—2Z)
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est considérée. Ce dernier constat est surprenant puisque dans le cadre d’un formalisme
légérement différent, en 'occurrence celui du "proper time", ’ajout de la renormalisation
de la masse améliore nettement les résultats [39]. Nous reviendrons sur les effets de la
prise en compte de Zy(x) lors de I'analyse des résultats.

Le potentiel effectif Uy (z) et la fonction Z(x) sont obtenus a partir des équations wilso-

niennes (2.22) et (2.23), qui deviennent en une dimension :

oU,, 1 U

e _ _ 1 v 1
0z, 1 (z] 22,4 + 27K . 2. A” FAZ AR 42,;2A’2k2 (318
ok o2n\A A2 A3 AT

oun A=27,k*+ U,;/ et ou la dépendance spatiale de U et Z est sous-entendue.

Nous travaillons avec des quantités dimensionnées, 1’échelle de base est fixée par le choix
m? = 41 comme unité de masse. Les équations du RG doivent étre intégrées depuis un
cutoff A jusqu’a zéro. La valeur de A est prise de telle fagon a étre trés grande comparée aux
grandeurs caractéristiques du probléme. Le choix A = 1500, qui correspond & un rapport
d’échelle de 6 ordres de grandeurs entre m? et A2, a été retenu dans notre travail. Nous
pourrons vérifier a posteriori sur les figures 3.3a et 3.3b, que cette valeur est suffisamment
éloignée de la région de variation des constantes de couplage. Les conditions initiales des
équations (3.17) et (3.18) sont données a I’échelle UV respectivement par Uy = Vg, et
Zy = 1.

3.4 Stratégie numérique

Il s’agit ici de trouver une méthode numérique capable de résoudre un systéme d’équa-
tions différentielles partielles non linéaires de second ordre couplées. En apparence facile,
la résolution numérique pose deux problémes majeurs.

Le premier est que I’on cherche & déterminer AE & la quatriéme décimale prés, ce
qui implique d’avoir un programme suffisamment stable et efficace pour atteindre une
précision supérieure a 10~% sur la dérivée seconde. Ce probléme de précision se trouve
d’ailleurs accentué par le fait que ’'on met en jeu des échelles sur dix ordres de grandeurs
(de k ~ 10 a k ~ 1078), les variations essentielles des fonctions se faisant sur un intervalle
restreint, variable selon la valeur de A, typiquement [0.1, 10], ce qui correspond a la zone

ol les modes énergétiques k% sont du méme ordre que la masse m>.
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La seconde difficulté est liée au comportement des équations différentielles elles-mémes
lorsqu’elles sont appliquées au potentiel double puits. En effet, si I’on s’intéresse a 1’équa-
tion pour U seulement, on remarque que pour k ~ O(1), la valeur de U" (k) devient trés
proche de —k?, ce qui signifie que I'argument du logarithme dans 1’équation (3.17) est
presque nul. En conséquence, ce passage est délicat numériquement puisque les erreurs
éventuelles peuvent entrainer des valeurs négatives pour U” (k)+ k2, ce qui rend le compor-
tement du logarithme explosif. Ce probléme est d’autant plus marqué que les valeurs de A
sont petites, ce qui est logique car la présence de ce pole U’ = —k? traduit le changement
de concavité du potentiel (cf. figure 3.2b) et c’est pourquoi il devient difficile d’effectuer

ce passage pour des barriéres de potentiel de plus en plus grandes.

Nous avons exploré trois approches distinctes. La premiére consiste a discrétiser U(x)
et Z(x) sur un intervalle [—Z,40, +Tmaz| €6 résoudre ensuite les équations différentielles
(ordinaires) en k par un Runge-Kutta a l'ordre 4 indépendamment pour chaque valeur
de x. Enfin, pour déterminer avec précision les dérivées premiéres et secondes de U et Z,
nous les avons évaluées sur sept points en utilisant les coefficients de Lagrange appropriés.
Cette méthode fournit de bons résultats et elle est peu sensible & la troncation en x,,,;-
En contrepartie, nous ne pouvons utiliser qu’un faible nombre de points (inférieur a cent)
et sa rigidité nous limite a considérer I’équation pour U seule.

La seconde stratégie consiste a ajouter un ajustement polynomial pour U et Z a
chaque itération en se servant de la routine du CERN appelée MINUIT [42], qui fournit
un algorithme de minimisation efficace. On gagne en souplesse en lissant les fluctuations
numériques et il est ainsi possible, quoi qu’avec difficulté, de considérer le systéme d’équa-
tions couplées. Il reste cependant deux écueils : une grande sensibilité des résultats selon le
choix de x,,,, et 'obligation de "forcer" une forme polynomiale d’ordre fini (huit semblant

étre le meilleur compromis) pour U et Z.

La derniére alternative est d’utiliser les algorithmes de la librairie NAG [43] pour
obtenir des améliorations en stabilité et en précision. La routine employée est basée sur
la méthode de la collocation de Chebychev pour la discrétisation spatiale et sur celle des
lignes pour la conversion des équations différentielles partielles en équations différentielles
ordinaires. Une fois le code correctement implémenté, nous constatons des résultats en
accord avec ceux des programmes précédents, mais avec une stabilité excellente et une
meilleure souplesse permettant de descendre & des valeurs de A plus basses pour le double

puits (0.03 contre 0.08 précédemment). De plus, la prise en compte de 1'équation pour Z
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se fait relativement facilement et toujours avec une précision trés bonne.

Le seul bémol est que la structure méme du code ne nous permet pas de travailler avec le
potentiel U mais avec sa dérivée premiére ou seconde, ce qui nous fait perdre ’information
sur la valeur de Ej.

Ce succés de NAG nous a convaincu d’utiliser d’autres routines de sa librairie pour calculer
les solutions exactes de ’équation aux valeurs propres de Schrodinger, dont les résultats
concordent avec [39] et [40]. Dans ce cas, l’algorithme est basé sur la transformation de
Pruefer et sur la méthode du tir pour résoudre cette équation aux valeurs propres.

La précision relative atteinte par ’utilisation de la librairie NAG est de 1’ordre de 10~°
pour le double puits et de 10~® pour le potentiel anharmonique avec chacun des deux

programmes de résolution des équations du RG et de celle de Schrédinger.

3.5 Résultats et analyse

La résolution du systéme (3.17-3.18) nous permet d’observer les modifications du
potentiel U et de la masse Z au fur et & mesure du flot de renormalisation, c’est-a-dire
en prenant compte progressivement des effets quantiques sur la physique classique. Cette
évolution du potentiel avec 1’échelle k£ est montrée sur les figures 3.2a et 3.2b. Les résultats
pour les niveaux d’énergie sont reportés sur les figures 3.1a, 3.1b et 3.4 ainsi que dans les
tableaux 3.1 et 3.2. Tous ces graphes présentent les résultats exacts (tirés de 1’équation
de Schrédinger) et ceux obtenus dans le cadre de la LPA. Les effets de la renormalisation
de la masse sont consignés dans les deux tableaux, ou I'indice U + Z correspond au calcul

de ’écart d’énergie avec les deux équations (3.17) et (3.18).

3.5.1 Evolution du potentiel

D’un point de vue qualitatif, force est de constater que les calculs issus de la méthode
wilsonienne du RG reproduisent trés bien les valeurs attendues des deux premiers niveaux
d’énergie pour l'oscillateur anharmonique et pour le double puits. Dans le premier cas,
notre méthode est applicable avec exactitude sur une gamme trés étendue de la valeur de
la constante de couplage A, depuis zéro, cas limite ol on retrouve la relation bien connue
E,=(n+ %)hw associée a l'oscillateur harmonique, jusqu’a I'unité a partir de laquelle on

atteint un régime hautement non-perturbatif.
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FIG. 3.1 — Energies Ej et E; (en unité hw) pour l'oscillateur anharmonique (a) et pour
le double puits (b) en fonction de la constante de couplage A.

Concernant le double puits, ’accord est également trés bon, méme si des différences
significatives (cf. étude quantitative ci-aprés) font leur apparition pour les faibles valeurs
de . Ici, le cas limite A — 0 nécessite quelques précisions : en effet, en prenant A = 0
strictement, on aurait affaire & un potentiel classique en forme de puits inversé, donc
totalement non-physique. C’est pourquoi il faut faire tendre A vers 0% pour trouver le
comportement correct.

L’expression (3.1) de Vj, montre que la hauteur de barriére est proportionnelle a % et la
distance entre les deux minima a %, ce qui signifie qu’une valeur infiniment petite de la
constante de couplage correspond & deux puits infiniment loins et séparés par une barriére
de potentiel infiniment haute; en d’autres termes les deux puits deviennent totalement
indépendants. Donc, pour connaitre 1’énergie de I’état fondamental de I'un d’eux, il suffit
d’appliquer I'approximation harmonique autour d’'un des minima. Par exemple, pour le
minimum positif 2, on trouve un potentiel classique V)_+(2) ~ —m? (x — z,)* dont le
niveau fondamental est g ~ (.71 en unités hw. C’est la raison pour laquelle on observe
sur la figure 3.1b, la dégénérescence de Fy et E; a cette valeur lorsque A\ s’approche de

zéro. On constate que la méthode du RG réussit bien a reproduire ce comportement.
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FIG. 3.2 — Evolution du potentiel effectif Uy (z) avec I'échelle k, pour A(A) = 0.1 :
(a) cas de loscillateur anharmonique
(b) cas du double puits.

Les figures 3.2a et 3.2b montrent comment la prise en compte progressive des effets
quantiques modifie la forme du potentiel pour aboutir & un potentiel effectif convexe. On
vérifie aussi que la valeur de V.;;(0) correspond bien a la valeur de Ej en accord avec les
propriétés du potentiel effectif. Cette observation est valable en mécanique quantique ; en
revanche, en théorie des champs, le comportement du terme constant de V.;s, & savoir
la constante cosmologique, est "explosif" car proportionnel & A*. Or, nous le verrons au
chapitre suivant, les équations wilsoniennes du RG ne réglent pas de maniére ad hoc le
probléme des divergences quartiques et quadratiques.

Afin de mieux suivre I’effet du flot de renormalisation, nous avons également reporté

sur les figures 3.3a et 3.3b I’évolution de la masse m?

et de la constante de couplage A
en fonction de I'échelle k, autrement dit les fonctions béta de la théorie. Nous pouvons
ainsi vérifier que, comme prévu en mécanique quantique ordinaire, les valeurs des para-
meétres sont pratiquement insensibles aux contributions provenant des échelles éloignées.
En effet, pour des valeurs de k trés faibles ou trés grandes, I’évolution des paramétres est

insignifiante.
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FIG. 3.3 — Evolution de la masse m? (a) et de la constante de couplage A (b) en fonction de
I’échelle k pour le double puits. Nous vérifions que le flot de renormalisation, conformément
a ce qui est attendu en mécanique quantique, sature a la fois dans I'IR et dans I’'UV.

Ces graphes (a titre d’exemple on peut les comparer avec leurs analogues en QFT
représentés sur la figure 4.10) mettent en lumiére une différence fondamentale entre la
mécanique quantique ordinaire et la théorie des champs : dans la seconde, toutes les
échelles sont couplées et tous les modes k£ apportent des contributions du méme ordre
de grandeur. Au contraire, en mécanique quantique, seuls les modes dont 1’énergie est
comparable & celles des quantités physiques considérées (rappelons que la grandeur des
quantités dimensionnées est donnée par la valeur unitaire de la masse carrée) ont une

influence sur la physique.

3.5.2 Précision des résultats et effets de la renormalisation de la

masse

D’un point de vue plus quantitatif, nous sommes en mesure d’évaluer ’accord de nos
résultats avec le calcul exact.

Concernant l'oscillateur anharmonique, I'accord est excellent puisque pour la LPA
(indice LPA) l'erreur est inférieure & 0.1% pour A < 0.07 et & 0.2% pour 0.1 < A < 0.4.
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A AELPA AEUJrZ AEe:}:act ZO<0)

1 1.9293  1.9392 19341 0.9885
0.4 1.5450 1.5495 1.5482 0.9928
0.2 1.3461 1.3481 1.3481 0.9956
0.1 1.2091 1.2099 1.2104 0.9978
0.07 1.1582 1.1586  1.1591 0.9985
0.06 1.1202 1.1204 1.1208 0.9990
0.02 1.0540 1.0540 1.0542 0.9997

TAB. 3.1 — Valeurs de AE pour l'oscillateur anharmonique. Nous avons consigné ici les
résultats de la méthode du RG ou 'on considére le développement en gradient a 1’ordre
le plus bas (LPA, colonne deux) et a 'ordre suivant (U 4 Z, colonne trois) dans lequel on
prend en compte la renormalisation de la masse (Zy(0), derniére colonne). Les solutions
exactes de I’équation de Schrodinger sont reportées dans la quatriéme colonne.

La prise en compte de Z (indice U + Z) améliore encore d’un facteur deux la précision.
Dans le cas des trés grandes constantes de couplage, par exemple A = 1, la précision
est un peu moins bonne (0.25%) et les deux calculs donnent la méme erreur relative, ce
qui indique qu’il faudrait commencer a considérer le terme suivant du développement en
gradient pour A > 1.

Ces bons accords quantitatifs permettent donc de valider la méthode du RG ainsi que le
choix du développement en gradient et notamment de I’équation pour Z [25].

Dans le cas du double puits, les conclusions sont plus nuancées. Les calculs par la
méthode du RG ont également été comparés ici avec un résultat analytique issu d’une
autre approximation non-perturbative, le gaz dilué d’instantons.

Cette derniére solution apparait lorsque I’on recherche en mécanique quantique euclidienne

(temps ¢ imaginaire pur) les chemins stationnaires qui minimisent ’action :

0Sg[x(t)] _0
ELPAY)] —=0. (3.19)
[ o L(t)x(t)

Les configurations Z(¢) non-triviales issues de ce calcul sont appelées instantons et anti-

instantons et prennent la forme suivante dans un potentiel double puits [44] :

Z(t) = £ tanh (:cog(t — t0)> = 4 ¢ tanh (t ;;0) . (3.20)

En joignant alternativement des instantons avec des anti-instantons de telle fagon que leur
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A AEinst AELPA AEUJrZ AEe:}:act ZO<0)

1 — 1.5015  1.5440 1.5058 0.9504
0.4 1.6645 0.9656 1.0360  0.9667 0.8862
0.3 1.5793 0.8174 09175 0.8166 0.8235
0.2 1.3058 0.6212 0.8777 0.6160 0.5669

0.1 0.5683 0.3297 — 0.2969 —
0.07 0.2474  0.2239 — 0.1539 —
0.06 0.1524  0.1902 — 0.1030 —
0.05 0.0761 0.1577 — 0.0562 —
0.04 0.0262 0.1260 — 0.0210 —
0.03 0.0042 0.0947 — 0.0037 —

TAB. 3.2 — Valeurs de AE pour le double puits. La premiére colonne contient les résultats
issus de 'approximation du gaz dilué d’instantons. Ensuite viennent ceux obtenus avec
la méthode du RG ot 'on considére le développement en gradient & 1’ordre le plus bas
(LPA, colonne deux) et a 1’ordre suivant (U + Z, colonne trois) dans lequel on prend en
compte la renormalisation de la masse (Zy(0), derniére colonne). Les solutions exactes de
I’équation de Schrodinger sont reportées dans la quatriéme colonne.

taille At soit petite devant la distance entre deux centres x, (d’ou le qualificatif "dilué"),
on obtient une configuration qui domine l'intégrale de chemin [34]. On peut alors en

déduire les niveaux énergétiques dans le double puits et obtenir I’expression analytique

AE = 2@ exp @ﬁ) | (3.21)

Un des aspects remarquables de cette approche est qu’elle permet de reproduire, & un

suivante pour AFE [45] :

facteur \/w»/e ~ 0.93 pres, le résultat plus ancien (cf. [46] par exemple) issu de I'approxi-
mation semi-classique WKB & I’ordre 1 en puissance de h. L’équation (3.21) est également
intéressante puisque ’écart énergétique, comme nous l’avions évoqué, est fonction de e_i,
laquelle présente une singularité en A = 0. Cette caractéristique ne peut étre recouvrée par
le développement perturbatif £ = E°+AE*+ ) \2E? 4 ... et témoigne donc de I'impuissance
de ce dernier pour décrire ce phénoméne.

Le tableau 3.2 montre que les résultats du RG wilsonien reproduisent correctement les
valeurs attendues dans une large plage de valeurs de A avec une erreur relative inférieure

a 1% pour A > 0.2. Cependant, la méthode des instantons s’avére plus efficace lorque
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A devient trés faible, ce qui correspond a de trés hautes barriéres de potentiel ou 1'effet
tunnel devient moindre et ou logiquement une approche semi-classique fournit une bonne
approximation. L’erreur relative entre les valeurs exactes et celle de la méthode du RG
devient alors trés importante, tout simplement parce que 1’écart d’énergie tend vers zéro
pour A — 0, donc un raisonnement en terme d’erreur relative devient absurde.

Pour évaluer la précision du RG sur cette plage de valeurs A < 0.1, il est préférable de
regarder I’erreur absolue qui se stabilise autour de 0.1 & partir de A = 0.06. Cette erreur,
a comparer avec Fy ~ E; ~ 0.7, reste donc raisonnable. De plus, comme on le constate
sur la figure 3.4, les valeurs de AF d’aprés la méthode du RG semblent bien tendre
vers zéro pour A\ — (0. Donc, en s’appuyant éventuellement sur la complémentarité avec
I’approximation du gaz dilué d’instantons, il est possible de couvrir & peu prés tous les

cas de figure avec une bonne fiabilité.

En revanche, contrairement a nos attentes, la renormalisation de la masse n’apporte
pas d’améliorations et méme dégrade la précision atteinte avec le potentiel seul (se reporter

au tableau 3.2). En effet, les corrections sur AE sont trop importantes car Z s’éloigne
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énormément de sa valeur initiale unitaire. Bien qu’une explication totalement satisfaisante
manque encore, certaines hypothéses peuvent étre avancées. Etant donné que I’équation
pour Z "fonctionne" correctement dans le cas de ’oscillateur anharmonique, on peut sup-
poser que c’est peut-étre le développement en gradient qui est inadapté au probléme du
double puits. Il est également envisageable que la convergence de cette approximation
n’est pas uniforme et qu’il faut prendre également en compte les termes suivants pour
espérer une amélioration.

En dépit de ce bémol, ce premier test de la méthode du RG wilsonien s’est révélé trés
satisfaisant, et nous a conforté dans son utilisation dans d’autres domaines de la théorie

des champs.

Une premiére idée d’application de notre approche est la suivante. La génération d’un
potentiel effectif convexe suggére l'interprétation alternative suivante : le mouvement
quantique d’'un paquet d’ondes dans le double puits, en particulier ’évolution tempo-
relle des valeurs moyennes de la position et de I'impulsion, peut étre reproduit par le
mouvement classique d’'une particule dans le simple puits de potentiel renormalisé. Ce
qui accréditerait 'hypothése que 1’essentiel de I'information quantique est contenue dans
le potentiel effectif et qu’il est alors possible de traiter un probléme quantique suivant le
formalisme de la physique classique. Cette idée, relativement intuitive et confortée par
les bons accords trouvés dans ’étude des niveaux énergétiques, sera explorée au cours du
chapitre 5, dans lequel nous verrons qu’elle ne peut pas étre appliquée naivement.
Néanmoins, sous certaines conditions, nous montrerons, avec le support d’arguments théo-
riques, que le mouvement classique d’une particule dans le potentiel renormalisé peut
constituer une bonne approximation de 1’évolution temporelle de la valeur moyenne de la
position dans le double puits.

Une autre voie possible serait d’exporter nos raisonnements et nos résultats dans une
QFT a 4 dimensions afin de voir si la méthode du RG est aussi efficace dans ce contexte.
Il s’est avéré tout naturel de nous diriger vers ’étude d’un autre potentiel de type double
puits, en 'occurrence I'incontournable potentiel de Higgs du Modéle Standard, plus que
jamais d’actualité. Nous allons ainsi investiguer au chapitre suivant de quelle maniére
la convexité du potentiel effectif se manifeste-t-elle et quelles conséquences phénoméno-
logiques cela peut-il avoir, notamment sur la question de la détermination des bornes

inférieures sur la masse du boson de Higgs.



« On fait la science avec des faits, comme on fait une maison
avec des pierres ; mais une accumulation de faits n’est pas

plus une science qu’un tas de pierre n’est une maison. »

Henri Poincaré

Etude non-perturbative du secteur de
Higgs du Modéle Standard

Aprés avoir éprouvé la méthode du groupe de renormalisation wilsonien dans le cadre
de la mécanique quantique (théorie des champs élémentaire 4 0+1 dimension spatio-
temporelle), nous nous tournons naturellement vers son application aux QFT a d = 4
dimensions. Ainsi, nous allons voir si les résultats encourageants de notre analyse non-
perturbative précédente peuvent étre étendus a des problématiques s’inscrivant dans le

cadre du Modéle Standard (SM) de la physique des particules.

Le SM est une théorie confortée par de nombreuses confirmations expérimentales de
grande précision. Toutefois, ce modéle n’est pas tout a fait complet et le secteur scalaire
pose encore un certain nombre de questions de fond irrésolues. Par ailleurs, en I’absence
de détection expérimentale du boson de Higgs, la recherche de contraintes théoriques sur
sa masse m, est cruciale. Dans le contexte du SM, cette quantité n’est pas fixée par
la théorie, il s’agit donc d’un parameétre libre qu’a priori seule ’expérimentation peut
déterminer. Cependant, I’exploration des propriétés du secteur de Higgs du SM (ou de ses

extensions supersymétriques) a permis d’apporter des informations sur ce point.

Ainsi, deux contraintes théoriques sont couramment avancées : une borne de masse

supérieure, basée sur la trivialité de la constante de couplage quartique [47] (pdle de

ol
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Landau), et une borne inférieure reposant sur la nécessité d’avoir un vide électrofaible
(EW') stable (voire métastable) [48-57]. Ces limites théoriques dépendent de la valeur
du cutoff physique, c’est-a-dire de 1’échelle de la nouvelle physique & partir de laquelle le
SM perd sa validité.

4.1 Introduction, contexte et problématique

Nous nous focaliserons ici [11] sur le bien-fondé d’une telle détermination des bornes
inférieures sur la masse du Higgs et sur la légitimité du phénoméne d’instabilité.
Le potentiel effectif est communémement calculé dans I'approximation & une ou deux

boucles améliorée par la méthode du RG, et noté? V,,

(¢). Cette technique (présentée
lors du chapitre 1) consiste a resommer les contributions dominantes d’une certaine classe
de diagrammes de Feynman, ce qui étend notablement la validité des calculs en boucles.
Notre analyse sera donc basée en premier lieu sur ce choix de détermination du potentiel
effectif, puis confirmée par des calculs non-perturbatifs grace aux équations exactes du
groupe de renormalisation.

Le raisonnement usuel indique que la prise en compte de la correction radiative issue du
couplage de Yukawa entre le boson de Higgs et le quark top?® déstabilise le vide électrofaible
du potentiel effectif. En effet, cette contribution est de signe négatif (en raison de la boucle
fermionique tt) et peut concurrencer le terme classique A¢*. Il arrive ainsi que V., fléchisse
vers le bas pour des valeurs de ¢ plus grandes que le position v du minimum EW. Ensuite,
selon le choix des valeurs des paramétres physiques, le potentiel peut soit rester non limité
inférieurement ("unbounded from below") jusqu’a I’échelle de Planck, soit remonter pour
former un nouveau minimum plus loin et plus profond que celui électrofaible. On parle
de métastabilité dans ce second cas de figure.

Puisque I'instabilité se présente pour des grandes valeurs du champ, le potentiel V,, ,,

est approximé en conservant uniquement le terme quartique [54|, c’est-a-dire en notation

standard :

VRGI (‘b) ~ —¢4- (4'1)

'ElectroWeak

2Renormalisation Group Improved. Un développement en boucles est sous-entendu dans la notation.
Ainsi, dans notre modéle simplifié on considére d’abord une seule boucle, puis deux dans le cas du SM.

3Naturellement I’ensemble des couplages de Yukawa entre les six quarks et le boson de Higgs est
considérer. En pratique cependant, seule la contribution du top est prise en compte, étant donné que celle
des autres quarks est négligeable en raison de la masse beaucoup plus faible de ces derniers.
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Dans cette équation, la dépendance de \(¢) avec ¢ est essentiellement la méme que celle
de la constante de couplage quartique RGI \(u) avec ’échelle courante p, de telle fagon
qu’il est possible de décrire le comportement du potentiel d’aprés le flot de A(u). Toute-
fois, comme cela a été correctement souligné dans [57], la fonction A\(¢) contient aussi des
termes qui n’apparaissent pas dans A(u). Ces différences, souvent laissées de coté, ne sont

négligeables que pour des trés grandes valeurs de ¢.

La requéte que le vide électrofaible soit stable vis-a-vis des fluctuations quantiques est

vue comme une contrainte phénoménologique additionnelle & imposer au potentiel effectif.
Cet impératif induit une relation entre le cutoff physique et la masse minimale du Higgs.
La détermination de cette limite inférieure est réalisée d’aprés le raisonnement suivant.
A partir du choix des conditions aux limites pour A(z) et pour les autres constantes de
couplage, typiquement & I’échelle y = M, les équations du RG sont résolues. A mesure
que 4 augmente, A(u) décroit (avant de remonter tot ou tard vers le pole de Landau).
Selon sa valeur initiale A(M,), il peut arriver qu’a une certaine échelle ;1 = A, la constante
de couplage quartique courante A\ puisse s’annuler et devenir négative pour des valeurs
supérieures a A. Si on souhaite que le vide EW soit stable, la valeur A s’interpréte alors
comme le cutoff physique de la théorie, en d’autres termes ’énergie a partir de laquelle le
SM n’est plus valide et ot une nouvelle physique est attendue.
Finalement, connaissant la relation reliant m, a A(u), la "condition de matching", qui
s’écrit au niveau de 'arbre m? = % v?, il est possible d’obtenir une limite inférieure
pour la masse du Higgs en fonction de A de maniére univoque. C’est la procédure standard
qui conduit a déterminer ce que la littérature a dénommé la borne de stabilité de m,.

La possibilité d’avoir un minimum plus bas que celui électrofaible est également consi-
déré. L’argument est que si le temps nécessaire au passage par effet tunnel entre le
faux vide (EW) et le vrai est suffisament grand par rapport a ’age de 'univers, alors

il est envisageable que nous puissions vivre dans un vide EW métastable. Suivant cette

approche, des bornes de métastabilité sur la masse du Higgs sont trouvées [49,51, 58|.

Cependant, ces raisonnements apparaissent peu compatibles avec une des propriétés
fondamentales du potentiel effectif V., qui stipule que ce dernier est une fonction convexe
de son argument ¢, comme cela a été souligné au chapitre 2. Il est également notoire que
lorsque le potentiel classique n’est pas convexe (ce qui représente les cas phénoméno-

logiques les plus intéressants), I’approximation de V.;; & travers un développement en
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boucles, & n’importe quel ordre fini, ne permet pas de recouvrir cette propriété. Des
méthodes alternatives non-perturbatives pour le calcul du potentiel effectif, telles que les
simulations sur réseau [59|, les approches variationnelles [60] ou des moyennes adéquates
de résultats perturbatifs [61], fournissent la forme convexe correcte. Comme nous ’avons
déja vérifié dans le cadre restreint de la mécanique quantique lors du chapitre précédent,
les équations wilsoniennes constituent aussi un outil non-perturbatif offrant une approxi-

mation convexe pour Vs [37-39,62-64].

L’objectif principal de ce travail est de montrer que V. ;s n’est instable nulle part. Cette
apparente instabilité observée n’est qu’une conséquence artificielle de ’extrapolation du
potentiel effectif & des valeurs de ¢ situées en dehors de sa région de validité. Naivement
pourtant, il semble que cette instabilité se produise dans une zone ou la théorie des
perturbations semble étre fiable [34] et c’est pourquoi les analyses précédentes n’ont pas
mis en évidence cette erreur. De plus, 'utilisation de la méthode RGI, qui permet d’élargir
le domaine de validité de la théorie des perturbations par la resommation des logarithmes
(dominants, sous-dominants, etc.) a conduit & penser que I’existence de I'instabilité était
un probléme théoriquement réglé.

Nous montrerons ensuite qu’en dépit de la convexité irréfragable du potentiel effectif, il
reste possible, paradoxalement grace a cette propriété, de dériver des bornes inférieures sur
la masse du Higgs. Néanmoins, ces derniéres ne constituent pas le résultat de 'application
d’une contrainte phénoménologique supplémentaire, a savoir la nécessité de la stabilité du
potentiel, mais elles sont en réalité déja incluses dans la théorie. En d’autres termes, en
respectant soigneusement ’autoconsistance de la théorie, nous sommes en mesure d’en
identifier ses limites intrinséques pour chaque jeu de paramétres, ce qui trahit I'existence
de bornes inférieures sur m,, .

En ce qui concerne la phénoménologie, nous verrons que si 1’échelle de la nouvelle physique
se trouve aux environs du TeV, I’écart entre nos bornes et celles trouvées par la méthode
standard du critére de stabilité devient significatif. Une autre conséquence de notre analyse

est que le scénario de métastabilité est définitivement exclu.

Un autre volet de cette étude est consacré a clarifier le phénomeéne de convexification du
potentiel effectif dans la région interne, ot nous montrerons qu’il est possible de reproduire
la construction de Maxwell & partir d’équations non-perturbatives du RG [26], adaptées
a ce type de probléme ol deux points de selle non triviaux coexistent avec le méme poids

dans l'intégrale de chemin.
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A cette occasion, nous reconsidérerons certains arguments populaires [51,65] qui sont par-
fois proposés comme la solution du probléme de 'instabilité du vide EW. Notre analyse
soulignera que ces raisonnements, basés sur des relations entre le probléme de la convexité
(de la région interne) et celui de I'instabilité (de la région externe) prétent pour le moins
a confusion et ne semblent pas constituer un traitement pertinent de ces questions.

Nous verrons en fait que chacune de ces difficultés est résolue individuellement de fagon
rigoureuse et cohérente; la premiére est surmontée grace au concept d’instabilité dyna-
mique de Bogolubov et la seconde, comme nous ’avons déja évoqué, a pour origine
une extrapolation illégale du domaine de validité de la théorie. Ce travail constituera
une bonne entrée en matiére sur le mécanisme de brisure de symétrie et permettra de
mettre en lumiére les différences entre ce processus et la convexification du double puits

en mécanique quantique ordinaire.

Pour comprendre l'origine de cette apparente instabilité du vide EW, il n’est pas
nécessaire de considérer le SM en entier. En effet, la structure de groupe et de jauge de
la théorie n’est pas essentielle pour la compréhension du phénoméne. Comme ce dernier
est uniquement di au couplage du Higgs avec le top, un modéle plus simple, formé par
un champ scalaire interagissant avec un fermion par un couplage de Yukawa, décrit de
la méme facon le mécanisme de I'instabilité. Il est donc suffisant, pour développer notre
argumentation, de se limiter & ce modéle simplifié ou le role joué par chaque terme est
beaucoup plus facilement identifiable. L’extension de nos résultats au SM est immédiate
et a été effectuée en tenant compte des derniéres mesures expérimentales connues [66] &

la date de publication de notre article [11].

L’instabilité du potentiel effectif scalaire fait 'objet de nombreuses études dans les-
quelles Vet V.

., sont calculés a ’aide de la méthode de la régularisation dimensionnelle.

Suivant cette logique, nous commencerons de méme par déterminer le potentiel effectif
de notre modéle suivant le schéma MS habituel. Cependant, comme on le comprendra,
clairement par la suite, la régularisation dimensionnelle ne peut pas révéler ’origine du
probléme. L’erreur de raisonnement contenue dans la procédure classique sera mise en
évidence grace a des schémas de régularisation plus physiques, a savoir par I'introduction
d’un cutoff ultraviolet (UV) dans ’échelle des impulsions et par la méthode wilsonienne
du RG. La régularisation dimensionnelle est un outil trés puissant qui fournit directement
les résultats finis de la théorie des perturbations renormalisée. Cependant, ces deux autres

schémas permettent de suivre plus conscienceusement (et plus laborieusement) les étapes
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a effectuer pour passer du potentiel nu au renormalisé. C’est de cette maniére qu’il est
possible d’appréhender ’anomalie a 1'origine de I'instabilité du vide EW.

Nous avons noté au cours de notre travail que deux articles récents |67, 68| ont été
consacrés a ce méme probléme. Bien que nos conclusions s’apparentent a celles défendues
par ces auteurs, notre travail se différencie sur plusieurs aspects importants, qui nécessite
une certaine mise au point. Une comparaison sera donc présentée dans la partie consacrée

a I'analyse non-perturbative de I’apparente instabilité de V..

Notre étude, qui se propose d’analyser en toute généralité I'influence des corrections
radiatives fermioniques sur un potentiel dans une phase a symétrie brisée, et en particulier
de celle du top sur le secteur de Higgs du SM, est articulée en cinq étapes.

La premiére partie sera consacrée a clarifier la question de la convexité du potentiel
effectif dans sa partie centrale en détaillant comment le critére d’instabilité dynamique
de Bogolubov permet de concilier la convexité de I'c;; avec I'existence d’une phase brisée
et comment les fonctions de Green peuvent étre calculées & partir de I'action effective
convexe. De plus, nous montrerons qu’il est possible d’implémenter le concept d’instabilité
dynamique dans le cadre de la méthode wilsonienne du RG. Ensuite, nous déterminerons
analytiquement, en suivant le schéma MS, le potentiel effectif one-loop puis RGI pour
notre modéle simplifié et nous verrons qu’ils sont tous deux instables.

Dans un second temps, nous vérifierons que la régularisation par un cutoff dans 1’espace
des impulsions conduit & un résultat identique. L’étape suivante permettra, par I'analyse
des calculs précédents, de montrer que I'instabilité du potentiel renormalisé provient de son
extrapolation au-dela de son domaine de validité. Par ailleurs, en appliquant la contrainte
(intrinséque) de convexité, nous proposerons un critére pour trouver le cutoff physique
de la théorie. Nous étendrons notre travail au SM dans une quatriéme partie, et nous
comparerons les bornes inférieures sur la masse du Higgs, déterminées a 1’aide de notre
critére, avec celles calculées selon la stratégie habituelle. Enfin, le traitement du probléme
de l'instabilité dynamique dans le contexte non-perturbatif de la méthode wilsonienne du

RG nous permettra de corroborer nos conclusions.

4.2 Phase brisée et instabilité dynamique

Avant de commencer 1'étude détaillée de notre modéle, nous allons procéder a ’analyse

de certains arguments populaires [51,65|, souvent avancés comme étant la résolution du
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probléme de instabilité, et ainsi montrer que ces raisonnements ne sont pas pertinents. A
cette occasion, nous rappellerons les grandes lignes du mécanisme de brisure de symétrie
et soulignerons comment la propriété de convexité du potentiel effectif est restaurée. Nous
vérifierons au passage que ce phénomene se différencie de la convexification du double puits
en mécanique quantique ordinaire. De plus, en alliant le critére d’instabilité dynamique
de Bogolubov avec la méthode du RG wilsonien, nous conforterons le bien-fondé de notre

approche.

Dans les travaux [51, 65|, I'action effective I'.r¢[¢] et la fonctionnelle génératrice de

fonctions de vertex 1PI de la phase brisée I' . sont présentées comme deux quantités

1PI
différentes. Ce distinguo est une premiére source de confusion puisque nous avons rappelé
au chapitre 2 que ce sont deux définitions complémentaires du méme objet. En fait, ces

auteurs considérent non pas I' , , mais son approximation issue d’un développement au

1PI?

premier ordre en h, F}LI, et remarquent que cette derniére est non-convexe. Ce constat n’a
rien d’étonnant puisque le développement en boucles est, comme nous 1’avons déja évoqué,
incapable par construction de satisfaire a la propriété de convexité dans ce genre de pro-
bléme avec brisure spontanée de la symétrie. Néanmoins, c’est une bonne approximation
de I'c¢r au voisinage des minima (moyennant quelques précautions a prendre, comme nous
I'indiquerons par la suite) et plus généralement dans la région externe. En revanche, dans
la zone interne non-convexe (classiquement), elle constitue une approximation incorrecte
de I'action effective.

Ensuite, 'argument de [51,65| est que, pour étudier la stabilité du vide électrofaible, la
quantité pertinente a prendre en compte est V. (ou plus généralement sa version amé-
liorée par le RG, V,,) plutét que le potentiel convexe V,;r, et qu’étant donné que V., est
non-convexe, il n’y a donc pas de probléme avec la convexité et I'instabilité est tout a fait
légitime [51]. La justification de leur argument est la suivante. Le potentiel Vs peut étre
obtenu (cf. chapitre 2) par la minimisation de (1)|H|), ot H est la densité d’énergie du
systéme et [¢)) un état qui satisfait la contrainte (¢|<;A5|1/1) = ¢. Pour un potentiel classique
qui brise la symétrie, les états correspondant aux valeurs de ¢ dans la région entre les
deux minima classiques +v ne sont pas localisés (nous reviendrons sur ce point a la fin
de cette partie). Puisque seuls les états localisés sont intéressants et que Vlyl est sensé
correspondre & des états localisés, y compris dans cette région interne [65], la conclusion

est que Vlgl est en fait le potentiel a considérer le mieux approprié.

Il n’est pas difficile cependant de voir que cette ligne de raisonnement est erronée. En

effet, 'instabilité du vide EW a lieu pour des valeurs de ¢ nécessairement plus grandes
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que |v|. Or, contrairement a ce qui se passe dans la région interne —v < ¢ < v, les états
correspondant a la gamme de ¢ de la région externe sont parfaitement localisés et donc
I’argument ne peut pas s’appliquer.

En outre, comme nous allons le montrer ci-apreés, les fonctions de Green & moments
nuls de la phase brisée I'(", peuvent étre obtenues & partir du potentiel convexe Verr &
travers une procédure physique justifiée et basée sur l'idée d’instabilité dynamique des
minima classiques (critére de Bogolubov). Ce cadre conceptuel permet alors de procéder
au développement en boucles habituel pour V,;; et nous aidera a clarifier le lien entre
Vess et Vi,
Dans tous les cas, le potentiel & considérer est V¢, qui est conveze dans tout l’espace.
Néanmoins, tant que nous sommes intéressés par les fonctions de Green de la théorie brisée,
c’est-a-dire par les propriétés locales de V.s; autour de ¢ = v, il est possible (et méme

plus facile d’un point de vue pratique) de considérer une approximation non-convexe telle

11
PI’

ue V ui coincide avec V,;, au voisinage de v.
1 fr
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-0.003

-0.0035 L L L L L
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Fi1G. 4.1 — Construction de Maxwell pour le potentiel classique d’une théorie avec une
seule composante scalaire considérée dans le texte.

Les paramétres choisis sont : A = 5- 1072 et m? = —1072; les unités sont arbitraires (se
reporter au texte).

En effet, le seul domaine de valeur de ¢ pour lequel on s’attend & une différence signi-
ficative entre approximation du développement en boucles et le potentiel effectif exact,

est la région interne —v < ¢ < v. La raison en est connue et est simple & comprendre.
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Par construction, dans I'approximation & une boucle, I'intégrale de chemin qui définit le
potentiel effectif considére le développement de ’action autour d’un unique point de selle.
Cependant, pour des valeurs de ¢ appartenant a la région interne, il y a une compétition
entre deux points de selle de méme poids [15]. En prenant en compte chacune de ces
contributions, on retrouve pour le potentiel effectif la forme plate (convexe) bien connue
entre les deux minima classiques (construction de Maxwell). Au contraire, pour les valeurs
de champ ¢ > v, l'intégrale de chemin est dominée par un seul point de selle trivial (égal
a zéro). C’est pourquoi aucune différence importante ne peut se creuser dans la région
externe entre le potentiel effectif exact et son approximation par le développement en
boucles.

Un argument identique peut étre donné dans le cadre de ’approche wilsonienne ou il a
été montré qu’a la différence de la phase non-brisée, I'intégrale de chemin qui définit les
transformations infinitésimales du RG pour le potentiel wilsonien dans la phase brisée est

saturée par des points de selle non-triviaux [26].

Nous allons maintenant montrer comment les fonctions de Green de la phase brisée I'(*)
sont obtenues a partir de I’action effective convexe I'. ;. Pour illuster ce mécanisme, il est
suffisant de se limiter au cas d’un champ de fond constant, autrement dit de considérer V, ¢,
plutot que Paction effective compléte. De toute fagon, nous serons par la suite uniquement
intéressés par V.s¢. Par simplicité, nous nous limitons au cas d’une théorie a une seule
composante scalaire.

Il est également utile de préciser que nous allons manipuler des quantités dimensionnées (a
'exception bien sir des constantes de couplage) et que celles-ci seront exprimées en unités
arbitraires (de puissance d’énergie). La seule notion pertinente est en effet la distance
relative des grandeurs entre elles et par rapport au cutoff. Il est ensuite facile de revenir
a la phénoménologie (comme nous le ferons tout a 1’heure) puisqu’il suffit par exemple
d’attribuer a la position du minimum du potentiel une valeur physique, a savoir 246.22 Gev
pour le Modéle Standard, pour fixer* les unités de I’ensemble des grandeurs dimensionnées.

Des théorémes généraux [9,10], ainsi que plusieurs études analytiques et numériques
non-perturbatives 26, 37-39, 59-64|, indiquent que V,; est une fonction convexe de ¢
avec un fond plat entre —v et +v, les minima du potentiel classique. A I’ordre le plus bas
(niveau de l’arbre), V.r; correspond a la fameuse construction de Maxwell (aussi appelée

double tangente) tracée sur la figure 4.1. Les quantités '’ (4 moments externes nuls)

4Les liens entre masses des particules et constantes de couplage sont récapitulés dans ’annexe D.
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F1G. 4.2 — Construction de Maxwell pour le potentiel classique d’une théorie avec une
seule composante scalaire et avec un terme de brisure explicite de la symétrie —c¢.

On vérifie bien que le point de tangence ¢; se trouve a gauche du minimum absolu v, et
que les dérivées en ce point sont parfaitement définies.

Les paramétres choisis sont : A =5-1072, m? = =102 et ¢ = 2- 1073,

sont obtenues en prenant les n dérivées successives de V.s¢ en ¢ = v. En raison de la
forme trés particuliére du potentiel effectif cependant, cette opération est ambigué et doit

étre définie avec certaines précautions.

L’approche que nous allons considérer ici [69,70], loin d’étre un détail technique, a une
signification physique profonde. Suivant la logique de Bogolubov, il faut en fait interpréter
cette apparition de la brisure de symétrie comme la manifestation de "l’instabilité dyna-
mique" des différents minima du potentiel qui constitueraient sinon des vides équivalents.
En ajoutant au lagrangien un terme infinitésimal de source —e¢ qui brise explicitement la
symétrie classique de la théorie, on sélectionne ainsi un seul des deux minima classiques
(cf. figure 4.2).

Plus précisément, ce terme supplémentaire crée un minimum absolu v, proche de ’ancien v.
Physiquement, cela signifie qu’une symétrie parfaite n’existe pas dans la Nature et qu’en
pratique il y aura toujours des petites (voire infinitésimales) irrégularités et fluctuations
provoquant une brisure explicite de la symétrie, ce qui génére alors un vide préférentiel

pour la théorie.

Comme dans le cas de figure symétrique, V.;; peut étre obtenu a l'ordre le plus bas
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a ’aide de la construction de la double tangente. La simple observation de la figure 4.2
montre que les dérivées & ¢ = v_ du potentiel effectif modifié V.;;(¢;c) peuvent étre
prises en toute sécurité. En effet, alors que dans le cas symétrique (figure 4.1) la région
plate s’étend d’un minimum classique a l’autre (les points de tangence ¢; et les minima
coincident), le potentiel effectif de la figure 4.2 a un minimum absolu v_, et la région
"plate" commence au point ¢, < v.. Les fonctions de Green correspondantes I'(":i¢) 4 cet
ordre peuvent étre obtenues sans probléme. Ensuite, le passage a la limite ¢ — 0 fournit
les quantitées I'(") souhaitées. Sans rentrer dans les détails de la procédure, il est utile
de souligner que pour construire les fonctions I'(")| il faut commencer avec un systéme a
volume fini puis prendre la limite de volume infini avant d’envoyer ¢ a zéro.

Clairement, les fonctions de Green I'("} obtenues de cette facon ne sont rien d’autre
que celles a I'ordre de I’arbre. Pour aller & des niveaux supérieurs d’approximation, il est
nécessaire d’aller au-dela de cette construction de Maxwell (ordre le plus bas). Suivant [26],
nous allons maintenant montrer qu’a I'aide de la méthode du RG wilsonien, les résultats
précédents peuvent étre étendus au-dela de cet ordre.

Nous pouvons maintenant utiliser I’équation non-perturbative du RG, a savoir I’équation
(2.20), pour le potentiel effectif wilsonien Uy (¢). Cette derniére s’écrit en d = 4 dimensions
comme [4,22-24] :

d K (U9
bR UH9) = ~{gain <k2 + Uk,;’ (0)) ’ (4.2)

oil la notation ' désigne comme d’habitude la dérivation par rapport & ¢.

Rappelons que le potentiel classique (nu) est V(o) = Ur=a(¢) et que le potentiel effectif
est Verp(¢) = Ur—o(¢). Pour une théorie dans une phase brisée cependant, I’équation
(4.2) devient instable. Plus précisément, pour des valeurs de ¢ dans la région interne,
cette équation développe une singularité pour une valeur critique finie k.,.(¢) de 1’échelle
courante k. En dega de k = k.,.(¢), équation (4.2) n’est plus valide. En effet, il n’est
pas difficile de voir que cette derniére n’est plus définie (dans I’espace des réels) lorsque
U, (¢) < —k?, c’est-a-dire lorsque I’argument du logarithme devient négatif.

Ce comportement illustre la différence entre la mécanique quantique unidimensionnelle
ordinaire (un seul degré de liberté) et la QFT (une infinité de degré de liberté). Dans
le premier cas, nous avons vu au chapitre 3 que le pole est atteint mais jamais traversé,
c’est-a-dire que le logarithme reste défini pendant tout le flot de renormalisation, méme
si son argument s’approche de la valeur critique. En QFT, pour un jeu de paramétres ot

la symétrie est brisée, la valeur k., est franchie et 1’équation du RG (4.2) devient caduque.
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Dans la référence [26], une nouvelle équation non-perturbative du RG pour le champ

¢ dans la région instable a été établie :
20, 1 [t
U—si(0) = min, . [k; o° + 5/1 dx Uk(gb+ QQCOS(WI))} . (4.3)

Le minimum p, (¢) de cette équation est 'amplitude des points de selle non-triviaux qui
dominent I'intégrale de chemin définissant la transformation infinitésimale du RG dans la
région interne. Pour ¢ > v en revanche, l'intégrale de chemin est dominée par le point de
selle trivial nul et donc g, (¢) = 0.

Dans [26], le cas du potentiel symétrique (figure 4.1) était considéré et la construction de
Maxwell pour V.;; y était retrouvée. Ici, nous étendons cette analyse au cas du potentiel

avec un terme de brisure explicite de la symétrie.
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F1G. 4.3 — Flot du RG pour le potentiel d’une théorie avec une seule composante scalaire
et avec un terme de brisure explicite de la symétrie. Seul le flot dans la région interne a
été considéré, c’est-a-dire celui donné par I’équation (4.3). Les conditions aux limites pour
les paramétres 4 k =0.1sont : A=5-10"2, m?2 = —102 et e =2 1073

La figure 4.3 nous décrit le flot du potentiel wilsonien U,ﬁ‘f’(@ en deca de la valeur
critique k..(¢). Nous voyons ainsi qu’il existe, y compris dans ce cas asymétrique, une
région ot le potentiel effectif Ve(f? (p)=U ,gi)o(gb) est "plat" (linéaire entre les deux minima)

et obéit & la construction de la double tangente. Les remarques faites précédemment
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restent donc valables. En particulier, le point de tangence est déplacé a gauche de v_ et

les dérivées de V(Jff)(gb) en v_ peuvent étre prises en toute rigueur.

La conclusion générale de cette analyse est qu’a I’aide des équations (4.2) puis (4.3), le
potentiel wilsonien peut étre calculé sur toute ’échelle, depuis £ = A jusqu’a £ = 0. Il en
résulte une approximation non-perturbative convexe pour le potentiel effectif, qui présente
la forme linéaire typique dans la région interne (entre les deux minima classiques), tandis

que pour la région externe son allure est gouvernée par I’équation (4.2).

Intéressons-nous maintenant au potentiel one-loop V(¢ ;). A la lumiére de la discus-
sion précédente, il est aisé de comprendre que dans la mesure ou I’on se limite & considérer
des valeurs de ¢ suffisamment proches du minimum absolu, V(¢ ; €) constitue une bonne
approximation de V.;s(¢;¢). Evidemment, cette remarque reste vraie a4 n’importe quel

ordre du développement en boucles.

Avant de conclure cette partie consacrée a la convexité de la région interne du potentiel
effectif, nous aimerions développer, comme nous I’avions annoncé, ’argument selon lequel
Vess ne serait pas le potentiel approprié pour I'étude de la stabilité du vide [51].

Nous adoptons la notation |v) et | —v) pour désigner les vides construits autour de ¢ = v
et ¢ = —v respectivement. La constance de V.;; dans la région —v < ¢ < v implique
que toutes les combinaisons linéaires d’états a|v) + 5| — v) (avec |a|? + |5]? = 1) sont des
vides équivalents et possédent la méme énergie. A Iexception des configurations triviales
(la| =1, 8=0et a =0, |3] = 1), avec n’importe quelle autre combinaison nous obtenons
des fonctions de Green qui violent la propriété de décomposition en cluster. De plus,
la valeur moyenne du champ n’est pas constante sur tout le volume de quantification
(2. En effet, pour un état général o|v) + (| — v), la valeur moyenne (¢) est donnée par
(|| = |B[*)v, et 2 contient une fraction |a|? de (¢) = v et une fraction |3]> de (¢) = —w.

Manifestement, ces états ne sont pas localisés.

L’analyse ci-dessus est considérée comme une indication montrant que le potentiel
convexe V.;r n’est pas adéquat dans ce genre de probléme. Bien que tout a fait correctes,
ces observations n’ont rien & voir avec le probléme de l'instabilité. Comme nous venons
de le rappeler, les états non-localisés appartiennent a la région interne. Or l'instabilité
du vide EW se produit dans la région externe, ou les états sont parfaitement localisés.
De surcroit, le recours au critére de Bogolubov permet de lever la dégénérescence dans la

région interne et de sélectionner (dans la limite de volume infini) un seul vide.
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4.3 Potentiels one-loop et RGI

Afin de clarifier I’analyse, nous basons notre étude sur un modéle simplifié qui reproduit
le mécanisme de I’instabilité. Ce dernier consiste en une QF'T pourvue d’un champ scalaire
(représentant le boson de Higgs) et d'un champ fermionique (correspondant au quark top).
Les interactions prises en compte sont I’(auto)-interaction scalaire quartique et le couplage

du Yukawa, ce qui se traduit par le lagrangien suivant :

_ _ 2 A _
£(¢7 1, w) = / d*x <%au¢au¢ + Z'Q/}'Yuaﬁﬂ/} + m7¢2 + ﬂ(bél + gqﬁww) . (4-4)

4.3.1 Reégularisation dimensionnelle : schéma M .S

Pour ce modéle, nous allons maintenant calculer, suivant le schéma M S, I'approxima-
tion & une boucle du potentiel effectif, V1| puis sa version améliorée par le RG, V,,.
L’application de la régularisation dimensionnelle, détaillée dans ’annexe A, nous donne

directement l'expression du potentiel renormalisé :

1 A 1 2L\ m?+ 2¢%\ 3
Vo) = gt gt gt 307) (i (") -3)

6472 2
4,44 2 42
_ 99 (1,993} (4.5)
1672 w2 2

ou m?, X et g dépendent de 1’échelle de renormalisation i, ¢’est-a-dire :

m? =m*(n),  A=Ap), g=g(p. (4.6)

Dans le membre de droite de I’équation (4.5), la contribution fermionique est de signe
négatif. C’est la raison pour laquelle il est possible de trouver des valeurs de \ et de g
(avec g* > \) pour lesquelles le potentiel V(¢) chute et devienne inférieur a V' (v) (cf.
figure 4.4), tout en respectant, sur une échelle suffisante en ¢, les conditions perturbatives :
4 2 42

9 1,99

1672 p?
C’est précisément le probléme de I’instabilité pour notre potentiel one-loop.

A<1l, g<1 et <1. (4.7)

Bien entendu, nous pouvons améliorer ce résultat a ’aide des techniques du RG.

Considérons les fonctions béta & une boucle pour ), g, m? et 1'énergie du vide® Y :

3)\2 394 g3
ANE= e BT ge
Am* A

Lorsque 1’on considére la méthode RGI, le terme de constante cosmologique doit étre pris en compte,
méme s’il était absent au départ.



4.3 Potentiels one-loop et RGI 65

Pour le moment, nous négligeons la renormalisation de la fonction d’onde, il en sera tenu
compte lors de 'application au SM en considérant la dimension anormale lorsque nous
dériverons les bornes inférieures sur la masse du Higgs. La correction logarithmique la
plus grande dans le membre de droite de I’équation (4.5) provient du dernier terme (dd au
fermion). D’apreés la logique de la RGI, il faut désormais choisir la variable ¢, de telle facon

a faire disparaitre cette contribution dominante dans 1’expression du potentiel amélioré,

soit ¢ = %lngifQ — %. Cette stratégie permet ainsi d’absorber le logarithme contenu dans
le terme fermionique, afin de tempérer sa "dangerosité" (pour des grandes valeurs de ¢)
et d’étendre ainsi le domaine de validité de la théorie des perturbations.

Les paramétres courants, fonction de 'échelle ¢, & savoir \(t), g(t), m2(t) et Y(t), sont

définis comme les solutions des équations différentielles respectives :

dX i dg =
D 7.7 2 . -J 3. T —2
dt ﬁA(Aagu 7m) ) dt ﬁg( » 4, 7m)
dY — dm? _
H = ﬁT(A7 §7 T7 m2) ; ;Ttl = m2 7m2<A7 §7 T7 m2> ) (49)
avec les conditions aux limites
AMt=0)=X; gt=0)=g; YTt=0) =0; m(t=0)=m>. (4.10)

Il n’est pas difficile de voir que ce systéme d’équations différentielles peut étre résolu
analytiquement. Pour g(t) et A(t), auxquelles nous nous intéressons particuliérement,

nous avons :

1

2 )
_ gt
t = 1——
g(t) g( 47T2>

At) = %gQ(t) (1 —a+ 2« ll - (WZ ) ;gggz j 3 ; gi] ) ; (4.11)

avec o = /37.

Finalement, le potentiel one-loop RGI s’écrit :

3 2 -
1 X o, e (M0 +226R) w2 4 A2
VRGI = §m2<t)¢2 + ﬂqﬁ‘l + T(t) + 64 72 n §2(t)¢§ (4.12)

La figure 4.4 représente ’allure de V,

o, et de celle des potentiels one-loop et classique pour

un choix particulier des paramétres renormalisés. La simple observation de ces graphes

montre que V., (aussi bien que V) est instable.

RGI

En prévision du raisonnement qui suivra, nous avons aussi tracé le potentiel V' pour

d’autres conditions de renormalisation également utilisées (cf. [71] par exemple). En effet,
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F1G. 4.4 — Potentiel classique V,; et potentiels effectifs one-loop V' et amélioré par le RG

V..,, donnés respectivement par les équations (4.4), (4.5) et (4.12). Les paramétres sont

choisis & l'échelle p = 1.1-10" et sont : A =2-107%, m? = —107%, g = 3- 10! (unités
arbitraires, comme explicité auparavent).

L’instabilité de V1 et de V, ., est évidente. De plus, ces deux approximations sont trés
proches dans cette région.

la notion de groupe de renormalisation indique qu’il existe une certaine arbitrarité pour
celles-ci et qu’un choix différent pour les contre-termes finis n’a pas d’influence (dans la
limite A — oo) sur les résultats renormalisés. La figure 4.5 représente le potentiel & une
boucle obtenu suivant ces conditions de renormalisation (détaillées dans I’annexe C) et

montre comme prévu la méme instabilité que nous avions observée précédemment.

Avant d’aborder la régularisation par cutoff dans I’espace des impulsions, nous tenons &
rappeler qu’en raison de la compétition entre les termes en \? et en g* dans 3, (la premiére
des équations (4.8)), la constante de couplage courante A(u), aprés avoir diminué sur une
région d’énergie, remonte au final dans ’'UV (vers le pole de Landau). Cela génére un

second minimum dans le potentiel effectif, plus bas que le premier.

Pour un certain jeu de valeurs de m, et de m,, compatible avec les déterminations
et les limites expérimentales actuelles, le potentiel effectif de Higgs du SM montre un
tel comportement avant d’atteindre I’échelle de Planck. Attendu que la durée nécessaire
pour passer par effet tunnel du faux vide (EW) au vrai se révéle suffisamment grande

(en comparaison de I’dge de I'univers), le scénario alternatif de la métastabilité du vide
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FIG. 4.5 — A la différence de la figure 4.4, nous avons ici utilisé d’autres conditions de
renormalisation de maniére & ce que la position du minimum et la courbure de V' en
ce point soient les mémes que ceux de V,; (cf. annexe C). Les paramétres choisis sont les
mémes que ceux de la figure 4.4.

EW est également envisagé et des bornes de métastabilité sur la masse du Higgs en sont
déduites [51, 58]|. Cependant, en anticipant P’analyse a venir, le traitement correct du
probléme indique que le potentiel effectif n’est instable nulle part. En conséquence, ce

scénario ne doit pas étre considéré.

4.3.2 Reégularisation par cutoff des moments

L’objectif est ici de montrer qu’en prenant comme point de départ une théorie définie
avec un cutoff dans ’espace des impulsions, il est possible de retrouver le potentiel effectif
one-loop renormalisé (4.5) précédent. Afin de préparer la discussion prévue dans la partie
suivante, nous allons détailler les étapes du calcul.

La théorie est définie & I’échelle ultraviolette A, donc les paramétres du lagrangien sont
nus. Cela signifie le remplacement dans 'équation (4.4) de m?, A et g par m?, A, et g,
respectivement. Comme lors de ’application du schéma M .S, pour rester simple, nous ne

tenons pas compte de la renormalisation de la fonction d’onde. L’application directe de
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la théorie des perturbations, développée dans ’annexe B, donne le potentiel nu :

A2 2 | Ay 2
Vig) = Acb + 25 +642{A41 ( +m/§z+ Q(b)

2 A
(2 a2 (2 4 22| AP+ mi + 50"
A 2 A 2 m/Q\ + )\TAQSQ
1 92¢2 A2 +g2¢2
A

En se limitant & des valeurs de ¢ petites devant le cutoff,

¢

puis en développant le membre de droite de 1’équation (4.13) en puissance de £ < et en

négligeant les termes qui sont supprimés par des puissances négatives de A, on trouve :
Vll(¢) m/2\ ¢2 + )\A ¢4 1 gb A2 ¢ 1 A2 + 1
pum —_— _— _— n J—
2 20?7 167220 27 ) "2

1 2 )\A 2 2 2 )\A 2 ’ A2 1
647‘(‘2{2 (mA+7gb )A — <mA+?¢> |:lIl (w) +§]} (415)

Il est maintenant possible, avec le potentiel one-loop sous cette forme, de passer de la

+

théorie des perturbations nue a celle renormalisée. Dans cet esprit, on procéde a la sépa-
ration des paramétres nus de la fagcon habituelle :

2

mA:m2+5m2, A=A+, g, =g+g, (4.16)

ou les paramétres dépourvus d’indice correspondent aux quantités renormalisées.
Ensuite, on injecte les expressions (4.16) dans ’équation (4.15) en négligeant les termes
d’ordre supérieur, c’est-a-dire en éliminant dm?, S\ et dg dans les contributions dies
aux fluctuations quantiques. Le potentiel s’écrit maintenant en fonction des paramétres
renormalisés :

m? + om? A+ 00X 1 A? 1
vie) = A Te 167?2{292¢2A2 Al lln <92¢2> * 51}

A UAE A2 1
n 6417T2{2 (mz + §¢2> A2 _ <m2 + §¢2> lln <72 n A¢2> + ]} (4.17)

Il reste alors a déterminer les contre-termes de maniére & compenser conjointement les

divergences quadratiques et logarithmiques de V..
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Il y a une arbitrarité dans la détermination des contre-termes (résultant des différents
choix de conditions de renormalisations), ce qui se traduit par une arbitrarité dans les

parameétres finis du potentiel renormalisé. En choisissant :

om? = dmg,, + om7,, (4.18)
ON = 0 Xpos + 0 fer
avec (u étant une échelle quelconque a basse énergie)
A2 Am? A? g?A?
2 _ . 2 _
5mbos - _327T2 + 327’(’2 lln (E) - 1] ) 5mfer - 47'('2
32 A? 3g* A?
OMbos = In{—|—-1 i 0N =———=|In|— | =1}, 4.19
o = g (5m) 1] e () 1) e
on trouve :
1 A 1 2L\ m? + 2%\ 3
U _ Lt 242 A4 2, N9 1 2 9
(@) = gm0+ g " T3 ) (Il = 2
4 44 242 3
_ 99 (1,993} (4.20)
1672 w2 2

qui est identique au potentiel one-loop (4.5) trouvé par régularisation dimensionnelle.
De méme, les paramétres qui apparaissent dans le potentiel (4.20) sont définis a I’échelle
1. Ensuite, la méthode du RGI peut étre appliquée de la méme facon que précédemment

pour retrouver Iexpression (4.12).

4.4 Stabilité du potentiel effectif

Nous allons maintenant montrer que le potentiel effectif n’est instable nulle part, I’ap-
parente instabilité du vide EW couramment évoquée découlant en fait d’une extrapolation
de V1 (V. _.,) dans une région de valeurs de ¢ pour laquelle la théorie des perturbations
n’est plus valide.

Avant de nous attacher au potentiel renormalisé, commencons par considérer la théorie
nue, dans laquelle le potentiel & une boucle est donné par I’équation (4.15). Pour un certain
domaine de 1’espace des paramétres (mi, A.» 9,), ce potentiel présente, comme dans le
cas classique, deux minima (on est donc dans la phase de Higgs). Comme nous ’avons
déja expliqué, le développement en boucles est inapproprié dans la région interne comprise
entre les deux minima. Durant toute la suite de notre travail, nous ignorons cette région

afin de nous concentrer sur celle externe, ol le développement en boucles est censé étre
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une bonne approximation. Naturellement, comme cela a été souligné précédemment, nous
gardons a l’esprit que la convexité dans la région interne est restaurée par la construction
de Maxwell.

140000 VlI (nu) E
120000 B
100000 _
80000 - B
60000 - B
40000 - _
20000 - B

0 _

-20000 B

F1G. 4.6 — Potentiel effectif one-loop de ’équation (4.15) (avant soustraction des diver-
gences quadratiques), pour A\, =5-1072, mi = —1072, g, = 0.35 et A = 100. En oubliant
la région interne (cf. explications dans le texte), nous voyons qu’au-dela des minima le
potentiel est convexe.

Une analyse attentive de ’équation (4.15) montre que dans la région externe, et pour
des valeurs de ¢ ou le potentiel est défini, c’est-a-dire pour % < 1, le potentiel effectif nu
est convexe (en accord avec les théorémes exacts). Il ne présente donc aucune instabilité,
comme nous pouvons le voir sur la figure 4.6 qui représente V', tel qu'il est défini par
I’équation (4.15) pour un choix particulier de paramétres.

Nous procédons maintenant a la soustraction des termes quadratiquement divergents

dans le potentiel nu (4.17), ce qui revient a considérer un seul et unique contre-terme

2__>\A2+g

2A2 , . . . . . .
dm* = —£+ 2. Cette opération, comme chacun sait, prend une signification physique

4
bien précise. Dans un scénario non-supersymétrique, cette suppression est interprétée
comme le résultat d’une connivence entre des degrés de liberté inconnus existant au-dela
du cutoff et les fluctuations quantiques du champ ayant lieu en deca du cutoff. De cette
facon, la masse scalaire du Higgs est "protégée" et ne risque plus de devenir extrémement
grande a cause des fluctuations quantiques. Cependant, cette interprétation pose I’épineux

probléme de I’ajustement trés fin ("fine tunning") requis pour que cette suppression se
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F1G. 4.7 — Potentiels classique et one-loop nu aprés soustraction des divergences quadra-
tiques. Les paramétres nus sont choisis comme ceux de la figure 4.6.

(a) On se focalise sur une petite région de ¢ proche des minima classiques.

(b) Nous tragons ici le potentiel effectif sur toute I’échelle de ¢ (jusqu’au cutoff A) et nous
constatons sa stabilité.

produise effectivement.
Différemment, dans un scénario de type SUSY, cette compensation survient de maniére
plus "naturelle" : elle serait diie & l’existence de degrés de liberté supplémentaires (les

partenaires supersymétriques) dans la physique en dessous du cutoff.

La figure 4.7 représente le potentiel one-loop nu ou les divergences quadratiques ont
été supprimées pour le méme choix de paramétres que la figure 4.6. De nouveau, nous
pouvons observer que le potentiel effectif résultant est bien convexe dans la région externe.
Le potentiel nu ne présente donc aucun signe d’instabilité, méme aprés la soustraction
des divergences quadratiques.

Une remarque s’impose a ce stade : les potentiels des figures 4.6 et 4.7 appartiennent en fait
a deux théories effectives différentes (avec ou sans les termes en A?) puisqu’ils décrivent
des degrés de liberté différents. Cependant, du point de vue des applications phénomé-
nologiques en physique des particules, nous sommes plutot intéressés par la théorie dans

laquelle les divergences quadratiques sont soustraites.
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Nous venons de vérifier que le potentiel nu (avec ou sans compensation des divergences
quadratiques) est stable partout. Comment diable est-il possible que le potentiel renor-
malisé exhibe une instabilité 7 Pour répondre a cette question, reconsidérons 1I’équation
(4.15) aprés soustraction des divergences quadratiques.

Comme nous le savons, I'instabilité apparait parce que les fluctuations quantiques dies
aux fermions peuvent compenser et méme surpasser le terme classique )\g’—i. Dans cette
optique, il est possible, sans perte de généralité, de négliger la contribution bosonique,
ainsi que tous les autres termes finis sans importance, et de se limiter a écrire le potentiel

one-loop comme :

U 4¢4 A2
Vv . 4.21
() = gm ¢’ + 21 163 U (4.21)
A une échelle plus basse z (< A) nous avons :
1 ) 4¢4 MQ
Vig) = 3 i 1 2¢2 : (4.22)

qui est toujours le méme potentiel, donné par 1'reproduire équation (4.21), mais écrit en

termes des parameétres renormalisés mi, A etg,.

Assurément, si I’équation (4.21) ne montre aucune instabilité, la méme chose est
vraie pour ’équation (4.22). Admettons pour le moment que nous n’avons pas fait cette
observation et considérons I’application phénoménologique habituelle du potentiel (4.22),
ce dernier ayant pu étre obtenu de facon indépendante et autonome a travers le schéma M S.

A partir des deux premiers termes de 1’équation (4.22), le vide classique s’écrit :
2 __ W
Vi = ——*. (4.23)

La contribution fermionique, constituée par le dernier terme de I’équation (4.22), peut
déstabiliser ce vide si elle devient suffisament grande et négative. Pour étre exact, la
présence de cette correction radiative modifie également la position du minimum classique,
mais ce n’est pas une complication insurmontable. En effet, méme si ce n’est pas une
étape nécessaire, nous pouvons légérement, changer les expressions ci-dessus en adoptant
des conditions de renormalisation qui conservent la position du minimum classique. Avec
ce choix, la forme du potentiel reste qualitativement la méme, comme nous avons pu le

vérifier sur la figure 4.4, et I’équation (4.22) est remplacée par (cf. annexe C pour les



4.4 Stabilité du potentiel effectif 73

détails du calcul) :

1 4 44 2 4,,2
—quf)Q I A, ¢4 . 9,¢ (ln— _ §> _ ﬁgj}? (4.24)

1 _ Ny
v (¢)_2 24 1672 v 2 872

Dans cette équation (4.24) les paramétres m?, A, et g, sont définis & I’échelle infrarouge

v, qui est la position classique (et quantique) du minimum donnée désormais par :
v? = ——2, (4.25)

De la méme maniére, ’équation (4.21) est modifiée en :

(23 o

672 \"A2 T 2] T 32

oy L Ara
Vig) = Qmi¢2+ 24¢4 v P?. (4.26)

En revenant a 'équation (4.24), il s’agit maintenant de chercher des valeurs de A , g, et

¢ telles que cette équation demeure dans son domaine de validité tout en affichant :
VI(p) < V(). (4.27)

Pour assurer la validité de I’équation (4.24), on requiert habituellement que les constantes
Gy 1y &2

de couplage renormalisées A, et g,, de méme que la correction quantique 1z*zIn;, soient
perturbatives, c’est-a-dire que :
A, <1 , g, <1, (4.28)
et . ,
|1g;2ln% <1. (4.20)

On peut noter que ces équations (4.28) et (4.29) ne sont rien d’autre que les conditions
perturbatives (4.7) adaptées a ce choix particulier de renormalisation.
Nous allons maintenant montrer que, contrairement & ce qui est communément admis, les
équations (4.28) et (4.29) ne sont pas suffisantes pour garantir que I’équation (4.24) est
dans son domaine de validité. Une contrainte supplémentaire doit étre prise en compte et
I’apparente instabilité du vide provient du non-respect de cette condition.

Par exemple, choisissons A, et g, de telle facon que ces constantes de couplage satis-

fassent, en plus des contraintes (4.28), la relation :

34
A, =2

v Aqp?”

(4.30)
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Ensuite, considérons une valeur de ¢ telle que :

—2
¢

In’s =2. (4.31)
Etant donné que g, < 1, il est trivial de montrer qu’en vertu de I’équation (4.31), la
contrainte perturbative (4.29) est satisfaite pour ¢. Enfin, en insérant les équations (4.30)

et (4.31) dans I’équation (4.24), on trouve :
V(@) < Vi(v). (4.32)

Tout préte donc & conclure que, dans le domaine de ¢ donné par v < ¢ < ¢, le potentiel
renormalisé de 1’équation (4.24) respecte bien les conditions de perturbativité, et que son
instabilité (cf. figure 4.4 ou 4.5) est théoriquement bien établie. C’est en effet le raisonne-
ment qui est habituellement fait [53].

Afin d’éviter les malentendus, il est opportun de préciser que la méthode du RGI ne peut
pas affecter cette conclusion. En effet, dans le domaine de ¢ considéré dans cet exemple,

la condition (4.29) est remplie, donc, dans cette région, V! et V., sont trés proches 'un

RGI

de l'autre, ce que ’on vérifie aisément sur la figure 4.4.

Aussi rigoureuses semblent-elles, ces conclusions quant & la validité du potentiel &
une boucle sont pourtant erronées. Pour en comprendre la raison, simplifions d’abord la
discussion (sans perte de généralité) en négligeant les flots de m? et de g. A partir des

équations (4.24) et (4.26), on déduit alors 1’égalité :

4 4¢4 4¢4
- =l — 4.
‘b 1672 | ¢2 24¢ Tl M2 (4.33)
qui donne immédiatement :
3g* A2
Ay =A, — 27?2111@_2' (4.34)

En insérant ensuite les équations (4.30) et (4.31) dans ’équation (4.33), on montre faci-

lement que :
Ay gt A%\ gt 0P
Za = =20 44 It <0, 4.
24 162 g T 2 e NP T (4:35)

Evidemment, pour que la théorie soit définie, il faut que A + > 0. Ainsi, pour que I’équation

(4.35) soit correcte, nous devrions avoir :

=<1 (4.36)
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L’équation (4.36) démontre donc ab absurdo que, contrairement a notre attente naive, le
champ ¢ se situe au-dela du domaine de validité de V' (V,,).

Nous comprenons donc l'origine de ’apparente instabilité du potentiel renormalisé :
celle-ci apparait lorsque 1’on extrapole la théorie des perturbations hors de son domaine
de validité, ce qui explique au passage pourquoi la convexité du potentiel effectif (dans
la région externe) est perdue. Notre raisonnement indique également que, pour savoir si
une certaine valeur de ¢ appartient ou non & une région dans laquelle V! est valide,
le simple respect des équations (4.28) et (4.29) est insuffisant. En effet, en se limitant
a ces contraintes, nous perdons [’information contenue dans la condition indépendante
supplémentaire : » ,
fej? h% > 0. (4.37)
En revanche, lorsque cette condition est prise en considération, le potentiel effectif ne

A’L) 4
u?t

présente aucune instabilité (cf. figure 4.7b). En d’autres termes, 'instabilité se produit
dans une région de ¢ dans laquelle 'équation (4.24) pour V! n’est plus valable.
Naturellement, les mémes conclusions auraient pu étre tirées en envisageant le pro-
bléme du point de vue inverse. En effet, nous pouvons maintenant revenir a 1’observation
que nous avions laissé de coté auparavant : en raison de la condition ¢? < A2, la combi-
naison ;—3 + %lng—;
étre satisfaite et aucune instabilité ne peut se produire.

ne peut pas étre négative. Donc, ’équation (4.35) ne peut jamais

La relative longueur de cette discussion se justifie dans la mesure ot il existe un dogme
consensuel selon lequel les équations (4.28) et (4.29) sont les seules conditions a devoir
étre vérifiees pour s’assurer de la validité des résultats pour V. Or, cette assertion est
incorrecte, et c’est la raison pour laquelle 'instabilité du vide EW a toujours été considérée
(jusqu’a présent) comme un effet réel des corrections quantiques sur le potentiel de Higgs.
Une analyse approfondie révéle que le point au-dela duquel le potentiel effectif cesse d’étre
convexe, c’est-a-dire le point d’inflexion ¢;,; de la région externe, est déja en dehors de

son domaine de validité. En effet, un calcul élémentaire montre que :
Ging > A (4.38)

L’équation (4.38) est importante pour deux raisons. D’une part, elle confirme que le
potentiel effectif est convexe dans toute la région ou il est défini. D’autre part, cette
relation permet de fournir un critére de dérivation des bornes inférieures sur la masse

des champs scalaires. Dans la partie suivante, en étendant notre raisonnement au secteur
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scalaire du SM, nous déterminerons de cette facon des bornes inférieures sur la masse du
boson de Higgs.

Pour mieux comprendre ce dernier point, revenons a la démarche habituelle qui consiste

a déduire une borne sur la constante de couplage renormalisée A a partir de I’équation
(4.34) (et plus généralement & partir de 'expression compléte du flot de \). L’instabilité
apparait il existe une certaine valeur ¢ telle que V' (¢) = V(v) puis V1 (¢) < V1(v)
pour ¢ > ¢y. On montre alors que ¢, correspond (& peu de choses prés) a la valeur de
I'échelle 1 a laquelle A(p) s’annule (cf. équation (4.1)). Enfin, en prenant A\, = 0 dans
I’équation (4.34), on en déduit la valeur maximale que peut prendre le cutoff physique A
correspondant & une valeur donnée de la constante de couplage renormalisée A, .
A la place, notre analyse suggére que la borne supérieure limite pour ¢, qui constitue
également la valeur la plus élevée possible pour un cutoff auto-consistant, devrait étre
le point d’inflexion de I’équation (4.38), & partir duquel le potentiel effectif cesse d’étre
convexe.

Bien que nous nous soyons intéressés jusqu’ici & un modéle simple de champ scalaire
avec couplage de Yukawa, il est évident que notre raisonnement est totalement général.
Nous allons ainsi voir comment le critére précédent de convexité peut étre exporté au SM
pour obtenir de nouvelles bornes inférieures sur la masse du Higgs.

Avant de passer a cette application phénoménologique, nous aimerions simplement
rappeler que, dans ’approche habituelle, la requéte de stabilité du vide EW apparait
comme une contrainte phénoménologique supplémentaire qu’il est possible d’appliquer ou
non a la théorie. Dans cette philosophie, un potentiel instable peut donc étre considéré
comme légitime. C’est dans cet esprit qu’a pu étre échafaudé le scénario de métastabilité,
qui se base sur la possibilité d’avoir un second minimum du potentiel plus bas que le
vide EW. Cependant, la stabilité du potentiel effectif est une propriété intrinséque de la
théorie, donc aucun raisonnement ne peut étre basé sur ’existence d’un potentiel instable

ou métastable.

4.5 Bornes inférieures sur la masse du Higgs

L’objectif de cette partie est de mesurer 'importance des implications phénoménolo-
giques de la stabilité du potentiel effectif dans le cadre du Modéle Standard. 11 est clair
que le premier point & souligner est que le potentiel effectif de Higgs ne présente aucune

instabilité, contrairement & ce qui est habituellement pensé. Concernant la détermination
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des bornes inférieures sur m,,, nous avons montré que la consistance interne de la théorie
implique que le cutoff physique soit pris comme la valeur du champ au point d’inflexion
du potentiel (celui situé dans la région externe, au-dela du minimum).

En appliquant ce critére pour déterminer 1’échelle de la nouvelle physique, nous pourrons
établir des bornes inférieures sur la masse du Higgs. Nos résultats seront alors comparés
avec ceux obtenus avec le critére habituel d’instabilité.

Le potentiel one-loop du secteur scalaire du SM s’écrit [13] :

2 A
o gl 3 ((252) 3

2
2 A2 4 2 42
+3 (m”ﬁ&) () =) o5 (n (457) )

13 (912 + g2°) ¢4< <i(912+922)¢2> B %) B 12g4¢4 <ln@ g ] (4.39)

16 12
ou g; et go sont les constantes de couplage de l'interaction faible, tandis que g est le
couplage de Yukawa du quark top.

Afin d’avoir une comparaison bien définie entre le critére habituel et le nétre, nous
avons choisi de suivre le travail de Casas, Espinosa et Quir6s [56,57]. En particulier, nous
avons pris leurs conditions aux limites pour g;, g2, my, ... a I’échelle M,, de méme que
leurs conditions de matching pour la détermination des masses physiques du boson de
Higgs et du quark top (cf. annexe D et [56,57] pour plus de détails).

Le potentiel amélioré par le RG, V, ., , est obtenu selon la procédure décrite précédemment.

RGI
Evidemment, les fonctions béta (3-fonctions) appropriées a considérer dans les équations
du RG (4.9) sont désormais celles du SM. Dans ’esprit de [56, 57|, nous avons utilisé
les -fonctions & deux boucles [53]. Notons également qu’a la différence de notre ancien
modeéle simple, nous avons ici trois équations du RG additionnelles, en ’occurrence celles
pour g1, g2 et gs (le couplage de l'interaction forte), et que, bien entendu, aucune solution
analytique pour le flot des constantes de couplage ne peut étre trouvée. En choisissant

t= %lni—z, on obtient :

Vi (@) =202 0,020 e, (4.40)

ou :

- Y (t) est I’énergie du vide en fonction de 1'échelle,
- d(t) = £(1) o,

- &(t) = exp (= Jyy(t)at'),
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- v(t) est la dimension anormale du Higgs,

- Aesr(t) est la constante de couplage "effective" donnée par :

3 gt o 5 4< 2 3)
A4 I (o) 2 2) — 1244 (lng2— 2
Aepslt) = A+ 23 l 076 <n<4 6 9 \M9 Ty

(91% + g2%)° g%+ g\ 5
AN e Jgd -2 ) 4.41
+ 3 16 In 1 5 , ( )
avec A = A(t), g = g(t), g1 = g1(t) et g2 = ga(2).

En premier lieu, nous avons vérifié que lorsque le critére habituel V/

oy = 0 est utilisé,

ce qui signifie dans ce cas que ’échelle de la nouvelle physique A est déterminée par la

valeur du champ donnée par [57] :

m? T
hess + 12555 + 2

=0, (4.42)

les résultats de [56,57] sont bien retrouvés. Ensuite, nous avons déterminé le cutoff phy-
sique selon notre critére, c’est-a-dire que nous avons recherché le point d’inflexion de V.
Le tableau 4.1 rassemble les résultats obtenus suivant les deux critéres pour différentes

valeurs de A.

A(TeV) M (GeV) M, (GeV) AM,, (GeV)

1 66 25.5 10.5

d 88 81 7
10 94.5 88.5 6
100 108.5 105.5 3
1000 117 115 2
106 137.5 137.5 0

TAB. 4.1 — Limites inférieures sur la masse du Higgs en fonction du cutoff physique. Les
valeurs des paramétres physiques sont choisies d’apreés [56,57] (cf. annexe D). La seconde
et la troisiéme colonne contiennent les bornes obtenues respectivement avec le critére de
la convexité et celui de I'instabilité.

Pour des faibles valeurs de cutoff, les bornes inférieures sur A/, données par notre cri-
tére sont plus élevées d’une dizaine de GeV comparées aux déterminations standards [57].
Pour des valeurs croissantes de A, cette différence tend a disparaitre. Cette convergence

entre les deux méthodes pour des cutoffs élevés s’explique simplement. Qublions, pour
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un instant, la contrainte de convexité du potentiel effectif. A mesure que M , croit, le
point d’inflexion se déplace vers des valeurs de plus en plus grandes de ¢. Naturellement,

ce constat s’applique aussi pour le point ou le potentiel s’annule. Dans cette région, ol
Vv

RGI

est trés bien approximé par I’équation (4.1), \(¢) varie trés lentement avec ¢. Cela
explique que les deux critéres donnent pratiquement la méme valeur de A.

Le but du tableau 4.1 est de proposer une comparaison entre ces deux méthodes

différentes de détermination des bornes inférieures sur M. Dans cette optique, les valeurs
des paramétres physiques sont celles de [56,57] (cf. annexe D), plutot que leurs valeurs
mesurées les plus récentes. Il est ainsi possible de vérifier que nos résultats obtenus avec
le critére habituel (reportés dans la troisiéme colonne du tableau 4.1) sont bien conformes
a ceux de [56,57].
Ce recoupement étant validé, il est maintenant possible de considérer les derniéres valeurs
en date : M, = 91.2 GeV, M, = 80.4 GeV, a; = 0.119 [72] et M; = 178 GeV [66]. Avec
ces mesures des parameétres physiques, nous obtenons des bornes inférieures sur M,,, que
I’'on a reportées dans le tableau 4.2. La prise en compte des incertitudes expérimentales
sur la masse du top [66], M; = 178 & 4.3 GeV, donne : M,, = 68.575 . GeV pour A = 1
TeV jusqu’a M,, = 143.5 + 8.5 GeV pour A = 10! GeV.

A(TeV) MM (GeV) M, (GeV) AM,, (GeV)

1 68.5 27.5 11
d 91.5 84 7.5
10 98 92 6
100 113 109.5 3.5
1000 122 120 2
1016 143.5 143.5 0

TAB. 4.2 — Limites inférieures sur la masse du Higgs en fonction du cutoff physique. A
la différence du tableau 4.1, les valeurs des paramétres physiques sont choisies d’apreés
les déterminations expérimentales les plus récentes (se reporter au texte). De méme que
pour le tableau 4.1, la seconde et la troisiéme colonne contiennent les bornes inférieures
obtenues respectivement avec le critére de convexité et celui de ’'instabilité.

Au niveau du calcul théorique, les erreurs numériques sont négligeables et la seule
incertitude sur les résultats provient de la légére dépendance résiduelle de M, avec I’échelle

courante /i (se reporter a 'annexe D pour plus de détails). En effet, si I’équation de Callan-
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Symanzik [20] permet de rendre le potentiel effectif invariant vis-a-vis de p, ce n’est vrai
qu’approximativement car on ne dispose pas des (-fonctions exactes, mais seulement de
leurs estimations a deux boucles. Cela induit des variations de ’ordre de +0.5 GeV sur la
masse du Higgs dans la gamme d’énergie raisonnable [102,10%] GeV. Toutefois, I’objectif
est ici de comparer deux critéres, celui de la convexité et celui de la stabilité. Or, attendu
que cette comparaison a été faite de maniére consistante, l'incertitude théorique sur le
calcul n’a pas d’influence sur les différences constatées entre les bornes inférieures sur la

masse du Higgs obtenues selon 'une ou 'autre des deux méthodes.

Il convient également de rappeler que les limites déterminées ici sont relatives a
I’exploitation des propriétés du seul Modéle Standard. Dans I'hypothése d’un scénario
supersymétrique, la valeur de la constante de couplage A n’est plus un paramétre réelle-
ment libre car elle est contrainte par les effets provenant de la particule supersymétrique
la plus légere. Dans ce cas, le potentiel effectif ne peut jamais apparaitre comme instable,
donc la requéte de stabilité ou de convexité est sans objet quant a la détermination des

bornes inférieures sur la masse du Higgs dans un modéle SUSY.

En revanche, dans le cas ot le SM est valide jusqu’a des énergies de I'ordre de la dizaine
de TeV, notre analyse montre (cf. tableau 4.2) que les limites théoriques pour la masse
minimale du Higgs sont significativement plus hautes que celles calculées jusqu’a présent
en imposant la stabilité du potentiel V. ;. Notre travail permet donc de mettre en lumiére
que la perte de la propriété de convexité de V. s, causée par le traitement perturbatif peut

se révéler avoir des conséquences sur la phénoménologie de la physique des particules.

4.6 Analyse non-perturbative

Dans les parties précédentes, nous avons remis en cause le phénoméne d’instabilité
du vide dans le cadre de la théorie des perturbations et exploré les incidences phéno-
ménologiques qui en découlent. Nous allons maintenant, afin de fournir une justification
complémentaire & notre analyse, envisager un traitement non-perturbatif du probléme.
Dans cette perspective, en revenant a notre modéle simple du champ scalaire avec un
couplage de Yukawa, nous montrerons qu’a ’aide de la méthode du RG wilsonien, nos
conclusions peuvent étre étendues au-dela du seul contexte perturbatif.

Nous allons aussi revenir sur les travaux de [67, 68|, basés sur une autre méthode non-

perturbative, et discuter leurs conclusions et leurs analyses.
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4.6.1 Groupe de renormalisation wilsonien

A partir de I’action wilsonienne Sy[¢, 1), v] de notre modéle a 1'échelle courante k, les

équations non-perturbatives du RG sont données par [73] :

_ 3 L
ok 672 "\ 10/(0,0)) 2" 2

472
J3 20 Up(dy0) [ U (6,0)
1672 In (1 + m (Uk(¢a o) — W)) . (4.43)

Ui($0) _ K ln<k2+U;’<¢,o—>> K (H(Jﬁw,o—))

Ici, 0 = ¢t et les notations U et U désignent respectivement les dérivées du potentiel
par rapport a ¢ et a o.
Le potentiel nu, qui n’est rien d’autre que la condition & la limite de 1’équation ci-dessus,

s’écrit (cf. équation (4.4)) :

U (0,0) = 5m26 + 226" + 9,00 (444

Nous considérons ensuite une troncation supplémentaire pour U (¢, o) :

Ur(9,0) = Vi(9) + Gr(¢)a, (4.45)

ce qui signifie que 'on néglige les contributions des puissances supérieures de 7). En
insérant ’équation (4.45) dans I’équation (4.43), on obtient les expressions finales pour

les équations du RG :

oV, k3 K+ V. (¢ k3 G(¢

i) _ K, (MVEOD o (1+ a >> (4.46)
0Gp(0) K 1 ; 2Gi(¢) Gi(9)

ok 16m2k2+ V) (o) (G’“(‘b) R+ GE(9) ) (4.47)

D’aprés I’équation (4.44), on voit que les conditions aux limites pour Vj, et G, deviennent :

(4.48)

{ V,(6) = Im2¢? + LA, ¢
GA(gb) :gAgb .

Une fois données les valeurs initiales mi, A, et g, a l'échelle k = A, nous pouvons
résoudre itérativement les équations du RG (4.46-4.47) et obtenir, pour le potentiel effec-
tif scalaire V.r¢(¢), 'approximation non-perturbative V. (¢) = Vi—o(¢). En choisissant
A =5-10%,m?> = —-1-10"%et g, =5-10"" & A = 100, c’est-a-dire en prenant les

mémes valeurs (toujours en unités arbitraires) que celles utilisées dans la figure 4.6, nous
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Fi1G. 4.8 — Potentiel effectif wilsonien V,,;; = Vi.—o. Les conditions aux limites pour les
paramétres sont celles de la figure 4.6. Seule la région externe aux minima doit étre
considérée. Par comparaison, nous avons également tracé le potentiel effectif one-loop de
la figure 4.6. Nous observons que, comme expliqué dans le texte, V,,; et V! sont trés
proches 'un de 'autre.

avons tracé sur la figure 4.8 le potentiel effectif non-perturbatif V., (en se rappelant que
I'équation du RG (4.43) n’est valide que dans la région externe).

A des fins de comparaison, nous avons aussi tracé le potentiel V! correspondant (en
l'occurrence, celui de la figure 4.6). Comme nous pouvons facilement le remarquer, les
potentiels V. et V! sont trés semblables. Ce constat était en fait prévisible. Nous savons
en effet que, dans la région externe, I'intégrale de chemin qui définit le potentiel effectif
est dominée par un seul point de selle. C’est pourquoi nous nous attendons a ce que le
développement en boucles, et en particulier le one-loop, fournisse une bonne approxima-
tion de V,;;. La concordance entre V! (perturbatif) et V,, (non-perturbatif) confirme

cette attente.

Par construction, la méthode wilsonienne ne comprend aucune soustraction ad hoc de
termes. C’est la raison pour laquelle nous avons comparé le potentiel effectif solution des
équations (4.46-4.47) avec le résultat & une boucle originel, c’est-a-dire le potentiel nu de
la figure 4.6, ou les divergences quadratiques ont été conservées.

Si I’on désire une comparaison avec le potentiel perturbatif V1! dans lequel les divergences

quadratiques ont été supprimées (cf. figure 4.7), il est alors nécessaire d’incorporer cette
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F1G. 4.9 — Potentiel nu (classique), wilsonien aprés soustraction des divergences quadra-
tiques et one-loop (celui de la figure 4.7). Les conditions aux limites pour les valeurs des
parameétres sont toujours celles de la figure 4.6.

(a) Zoom sur la région de ¢ proche des minima classiques.

(b) Allure des potentiels sur toute I’échelle de ¢ (jusqu’au cutoff A).

Seule la région externe aux minima doit étre considérée. Nous observons que, méme aprés
la soustraction des divergences quadratiques, Vi, et V' restent trés similaires.

opération ez nihilo dans les équations wilsoniennes de flot.
En exprimant Vi(¢) et Gi(¢) sous forme polynomiale, il est aisé de réaliser que la sous-
traction des divergences quadratiques, dans la logique du RG, revient & ajouter dans le

membre de droite de I'équation (4.46) le terme :

( A _ g—’“2> ko?. (4.49)

Dans I’équation ci-dessus, \;, est le coefficient de ¢* dans le développement en puissance du

champ de Vi(¢), tandis que gy est le coefficient de ¢ dans celui de G(¢). Les valeurs des
paramétres courants A\, et g sont déterminées, a chaque étape de la résolution itérative
des équations (4.46-4.47), par un ajustement polynomial de Vj et de G}, respectivement.
Leurs valeurs aux limites sont bien stir A\, et g,.

En prenant pour mi, A, g, €t A les mémes valeurs que celles considérées lors de I'étude

perturbative, nous pouvons résoudre numériquement le systéme d’équations du RG (4.46)



84 Chapitre 4. Etude non-perturbative du secteur de Higgs du SM

et (4.47), avec la modification apportée par le terme additionnel (4.49), et obtenir fina-
lement V,,. Ce dernier est représenté sur la figure 4.9 avec son homologue V. Comme
précédemment, on remarque que Vi, et V! sont pratiquement identiques.

Cette analyse non-perturbative confirme donc les conclusions faites jusque-la, a savoir que

le potentiel effectif ne présente absolument aucun signe d’instabilité.

On peut également s’intéresser aux flots des constantes de couplage A et m?, déterminés
suivant le RG wilsonien et les comparer avec leurs homologues one-loop. Les figures 4.10a
et 4.10b montrent 1’évolution des paramétres (masse et constante de couplage quartique)
en fonction de I’échelle pour les équations originelles du RG (4.46) et (4.47), c’est-a-dire

en présence des divergences quadratiques.

0 0066 -
wilsonien — wilsonien —

one-loop | 0064 | one-loop
0062
006 |
A 0088t
0056

0.054 |

0.052 |

35 ; L 0.05 1 :
k 10 100 k 10 100

F1G. 4.10 — Flots de la masse m? (a) et de la constante de couplage A (b) obtenus respec-
tivement par la méthode wilsonienne, ’approximation one-loop et la technique RGI.

Les divergences quadratiques n’ont pas été soustraites. Les conditions aux limites pour
les valeurs des paramétres sont toujours celles de la figure 4.6.

On remarque l’existence d’une valeur critique k.. de 1’échelle courante en dessous de
laquelle les équations habituelles du RG ne sont plus valables, et donc I’évolution des
paramétres est stoppée. Dans la région k£ < k., on s’attend a retrouver la construction
de Maxwell pour le potentiel effectif.

On constate aussi que le one-loop et le RGI fournissent des bonnes approximations du
flot wilsonien lorsque la masse peut étre négligée dans I’expression des (§-fonctions.
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Comme attendu, on constate qu’avec les équations wilsoniennes habituelles (4.46) et
(4.47), il est impossible d’atteindre & = 0 puisque I’on rencontre la valeur k.. en dessous
de laquelle les équations du RG cessent d’étre valides. Pour k£ < k.., il faudrait recourir a
’équivalent pour ce modéle de I’équation (4.3) pour retrouver la construction de Maxwell.
Il faut noter que cette derniére équation est hautement non-locale, donc le développement
en polyndmes n’a plus de sens lorsque 1’on considére deux points de selle. Il est par exemple
évident que la forme du potentiel effectif engendrée par la construction de Maxwell est
impossible & reproduire par un quelconque développement en puissances fini.

Dans la région ou k£ > k.., on constate un bon accord entre les flots one-loop et
wilsonien, ce qui confirme que le développement en boucles est une bonne approximation
si un seul point de selle domine I'intégrale de chemin. Notons ici que la [-fonction &

une boucle pour la masse, sans soustraction des divergences quadratiques, est modifiée en

U _ ,,22=8g2
m2 1672

"voient" pas la singularité du logarithme car les expressions des S-fonctions sont obtenues

. Evidemment, ’approximation one-loop, de méme que la technique RGI, ne

suivant 'hypothése que la masse reste petite devant 1’échelle de renormalisation IR. On
ne doit donc pas croire les résultats du one-loop lorsque k? < |m?|, ce qui correspond bien
stir aux valeurs inférieures a k..

Si 'on implémente la suppression des divergences quadratiques, alors la masse évolue
trés peu et reste donc proche de sa valeur initiale mi = —1. Cela implique donc que la
valeur k., survient un peu plus tard dans le flot, lorsque 1'échelle courante k s’approche
de I'unité. Ceci mis & part, les flots de A et de g sont pratiquement inchangés.

Par ailleurs, les flots des constantes de couplage témoignent de la divergence des contri-
butions UV, étant donné qu’a la différence de la mécanique quantique ordinaire ou 1’on
observait un plateau de saturation (cf. figure 3.3), les fluctuations quantiques contribuent
ici avec le méme poids a toutes les échelles, c’est pourquoi les constantes de couplage
progressent continiment dans la région UV. En revanche, le secteur IR est protégé des

divergences par le terme de masse qui stoppe le flot en de¢a de k..

4.6.2 Comparaison avec d’autres travaux non-perturbatifs

Avant de conclure cette étude, nous allons mentionner d’autres travaux [67,68] sur
I'instabilité du vide. Les auteurs entendent montrer, & I'aide d’'une autre méthode non-
perturbative, a savoir les calculs sur réseaux, que le potentiel de Higgs effectif est stable.

Tout d’abord, nous avons souligné dans notre analyse que le probléme de 'instabilité
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concerne le potentiel effectif renormalisé. Il est donc important de réaliser cette étude
dans la région de ¢ ou la théorie des perturbations renormalisée est (ou est censée étre)
valide. Cependant, dans les travaux [67,68], le potentiel présente un minimum au cutoff,
c’est-a-dire & ¢ ~ A = T (cf. figure 2 de [67] et figure 4 de [68]). De plus, toutes les
échelles pertinentes du probléme, en 'occurrence 1’échelle de basse énergie u, le cutoff A
et la position du minimum v, sont toutes du méme ordre de grandeur. Cet "écrasement"
des échelles n’aide pas, selon nous, & bien discerner I'origine du probléme de I'instabilité.
Leur démarche pour déterminer le potentiel renormalisé (cf. équation (2) de [68]) est
similaire & la notre. A partir du potentiel nu dans lequel les divergences quadratiques
sont soustraites (cf. équation (5) de [68]), ce dernier est développé en puissances de £
et les puissances négatives de A sont ensuite négligées. Malheureusement, les auteurs
basent leur argumentation sur les différences entre le potentiel nu et celui renormalisé
pour des valeurs de ¢ supérieures au cutoff, ce qui n’apporte aucun éclairage pertinent
sur le probléme. Au contraire, nous pensons avoir clairement identifié dans notre étude
I'origine de I'apparente instabilité du potentiel effectif. Enfin, contrairement & ce qui est

prétendu dans [68], celle-ci n’a rien & voir avec la trivialité.

Pour comprendre ce dernier point, il est important de rappeler une fois de plus que nous
considérons des théories effectives. Dans ce contexte, le trivialité signifie simplement que
la constante de couplage A augmente pour des valeurs croissantes de I’échelle d’énergie.
Indépendamment, comme chacun sait, l'instabilité peut étre appréhendée a partir du
comportement du flot de A(¢) et cette derniére est dile a la contribution des boucles
fermioniques qui conduisent A\ a des valeurs négatives. Le role de la trivialité, suivant
le sens rappelé ci-dessus, apparait ultérieurement lorsque 1’on atteint des valeurs de ¢
plus grandes. La trivialité implique en effet que, t6t ou tard, la constante de couplage
A(¢) va remonter, générant ainsi un nouveau minimum de V,;s. C’est précisément ce
comportement "trivial" de A qui a donné naissance aux scénarios de métastabilité, comme
nous l’avions déja évoqué dans la premiére partie de notre étude. Dans cette logique, le
flot particulier de A (gouverné par la premiére de nos équations (4.8)) est dit aux présences
conjointes dans la 3-fonction du terme en —g*, qui rend initialement \ négatif, et du terme
habituel en +)\2 qui prend ensuite la reléve. Nous en concluons que la trivialité n’a rien &
voir avec I'instabilité de V,z.

Comme derniére remarque, nous ajoutons que les auteurs de [67, 68| se servent du
potentiel contraint [74] afin de rester avec un potentiel non-convexe (pour un volume fini).

Au contraire, en nous appuyant sur la convexité de V,¢; en tant que propriété directrice,
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nous avons pu mettre en évidence l'erreur & l'origine de I'instabilité du potentiel effectif

dans la région externe.

4.7 Conclusions et perspectives

En commengant par ’analyse de certains arguments populaires [51,65] mais incorrects,

nous avons étudié le probléme de I’instabilité du vide électrofaible & ’aide d’un modéle
simple constitué d’un champ scalaire (correspondant au Higgs) possédant un couplage de
Yukawa avec un fermion (en particulier le quark top).
En mariant I’approche de Bogolubov sur la brisure de symétrie, a savoir I’instabilité dyna-
mique des minima classiques, avec la méthode wilsonienne du RG, nous avons pu montrer
qu’il n’y a aucune incompatibilité entre la convexité du potentiel effectif et 1’existence de
fonctions de vertex dans la phase brisée. Cette étape liminaire a été utile pour mettre en
évidence les inexactitudes impliquées dans les raisonnements cités ci-avant.

Ensuite, nous avons mis en lumiére que l’'instabilité du potentiel est causée par une
extrapolation illégale du potentiel effectif renormalisé dans une région de ¢ ou les résul-
tats de la théorie des perturbations renormalisée ne sont plus valables. Au demeurant, en
accord avec les théorémes généraux [9,10], nous avons vérifié que le potentiel effectif avec
cutoff de notre modéle simplifié est bien convexe dans toute la région ou il est défini.
Pour établir ces résultats, il a été nécessaire d’aller au-dela des conditions habituelles
d’applicabilité de la théorie des perturbations. Concernant ce point, il est notoire que
le schéma de régularisation dimensionnelle, de par sa propre construction, fournit direc-
tement les résultats de la théorie des perturbations renormalisée. Cependant, comme le
met en évidence notre analyse, la connexion entre les secteurs UV et IR de la théorie
(la relation entre la théorie nue et celle renormalisée) peut présenter des aspects qui sont
masqués lors de ’application naive de la régularisation dimensionnelle.

Dans notre cas de figure, la contrainte de consistance de la théorie (¢ < A) associée

g4

2 N 2
Wln# ne peut pas étre néga-

a Péquation (4.33), implique que la combinaison ;—Z +
tive. Si I’on considére sans précaution les résultats de la théorie des perturbations, cette
information est perdue. En effet, les équations (4.28) et (4.29), généralement considérées
comme les uniques conditions de validité de la théorie des perturbations renormalisée, ne
contiennent pas la contrainte indépendante précédente. C’est précisément lorsqu’elle est

ignorée que le potentiel effectif apparait instable.
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Nous avons d’abord construit notre analyse a partir du schéma de régularisation par
cutoff dans ’espace des impulsions. Dans un second temps, 'utilisation des équations wil-
soniennes du RG a permis de généraliser nos résultats dans un contexte non-perturbatif.
De plus, en dépit de la stabilité du potentiel effectif, nous avons montré que des bornes
inférieures sur la masse du Higgs peuvent étre dérivées malgré tout. En effet, pour une
valeur donnée renormalisée de A, le cutoff physique correspondant peut étre trouvé en
recherchant le point d’inflexion de V.;; dans la région externe (|¢| > v). Si I’échelle de la
nouvelle physique n’est tres élevée en énergie, nous constatons une différence significative
entre nos bornes et celles habituelles. Pour A dans la région du TeV, nous trouvons une
valeur de M, plus élevée d’une dizaine de GeV par rapport aux déterminations actuelles.
Au-dela de ces implications phénoménologiques, il est important de souligner la profonde
différence conceptuelle entre notre analyse et le raisonnement standard. Selon notre point
de vue, la stabilité du potentiel, aussi bien que les bornes sur M, , se présentent comme
la manifestation de la consistance interne de la théorie, en ’occurrence le respect de la
propriété de convexité du potentiel effectif. Par contre, dans la démarche habituelle, les
bornes inférieures découlent de I'imposition d’une (apparente) contrainte additionnelle
sur le potentiel effectif, & savoir la stabilité du vide EW. L’instabilité est donc considérée
comme une possibilité théoriquement légitime. Dans cet esprit, le scénario de métasta-
bilité envisage les conséquences de la présence d’un vide plus bas que celui électrofaible.

Nos résultats excluent de facto ce scénario.

Dans cette étude, nous nous sommes exclusivement intéressés a la question de I’in-
stabilité. Cependant, nous pensons que nos observations sont une manifestation d’un
probléme plus général, & savoir la connexion (parfois délicate) entre les secteurs UV et
IR de la théorie des champs. Par exemple, nous présenterons lors du dernier chapitre nos
perspectives de recherche pour ’analyse du mécanisme de brisure dynamique de symétrie.

Nous allons maintenant nous intéresser de plus prés a I'action effective, et en particulier
essayer de clarifier dans quelles situations et sous quelles conditions cette derniére est apte

a décrire la dynamique d’un systéme quantique.



« La destinée de 'univers est tracée de toute éternité par
les lignes essentielles. Mais il y a une multitude de chemins

qui permettent de suivre ces lignes. »

Grzegorz Rosinski - Jean Van Hamme

Equation quantique du mouvement

Nous venons de voir au travers de deux exemples que le groupe de renormalisation
wilsonien s’avére étre une approximation pertinente, voire indispensable, pour déterminer
le potentiel effectif. A cette occasion, nous avons pu vérifier que ce dernier constituait
un outil appréciable en théorie des champs. C’est pourquoi nous abordons maintenant
une nouvelle facette de ’action effective, & savoir sa propension a traiter les problémes
dynamiques. Nous travaillerons ici [12] avec la version minkowskienne de la théorie, seules

les équations du RG seront issues de la formulation euclidienne.

5.1 Introduction, contexte et problématique

Comme nous l'avons rappelé au chapitre 2 (équation (2.32)), en 'absence de source

extérieure, I'action effective T'[¢] satisfait & ’équation :

or
el . (5.1)
09(Z, 1)
Cette relation est communément considérée comme [’équation quantique du mouvement,
la "généralisation quantique" de I’équation classique % = 0. De fait, & I'ordre le plus

bas du développement semi-classique, I'[¢] coincide avec I'action classique S[¢]. Cette

propriété suggére ainsi (un peu naivement) que I'[¢] doit étre interprétée comme ’action

89
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quantique du systéme et I’équation (5.1) comme I’équation quantique de la dynamique
correspondante. Cette interprétation est en réalité & nuancer et n’est correcte que sous
certaines conditions. Par ailleurs, méme lorsque cette interprétation s’applique, I’équation
(5.1) n’est généralement pas reliable directement a un quelconque développement semi-
classique, en particulier lorsque des phénomeénes non-perturbatifs sont en jeu comme c’est
le cas avec le double puits. L’applicabilité de ’équation (5.1) comme équation quantique
du mouvement avait déja été briévement discutée en [76] olt un cadre théorique rigoureux
avait été fixé afin de compléter et de clarifier un autre travail [77] sur le sujet. Il s’agit
ici de développer et d’étendre ’étude [76] afin de comprendre sous quelles conditions la
dynamique d’un systéme quantique peut étre décrite par la relation (5.1).
L’approximation pour I'[¢] la mieux adaptée a ce type de probléme est encore le

développement en gradient :

D) = [ ' (=Vigs(0) + 32(2),60° + Y (8)(@)(0,600)° + W (D) B,0"6)...) . (5.2

Compte tenu des conclusions de I’étude de la statique du double puits au chapitre 3,
nous nous cantonnerons ici a considérer I'ordre le plus bas, & savoir I’approximation du
potentiel local (LPA) qui allie efficacité et simplicité. Rappelons que la LPA est obtenue
en négligeant les dérivées d’ordre supérieur dans le développement (5.2) et en gardant
constant le facteur de renormalisation de la fonction d’onde, ce qui revient, sans perte de

généralité, & choisir Z =1 :

1
Do) = [ de (<Vigs(6) + 50,00"0) (5.3)
L’équation quantique du mouvement (5.1) s’écrit alors :
WVerr(9)
Hp = —————= 4
0,00 = ~=00). (54

et prend ainsi la méme forme que I’équation classique du mouvement ot le potentiel clas-
sique est remplacé par le potentiel effectif. Cette équation a été largement utilisée pour
décrire I’évolution temporelle de la valeur moyenne! d’un champ scalaire, notamment dans
des modéles en cosmologie [78]. Plus récemment cependant, quelques limitations ont été
notées vis-a-vis de 'utilisation de la relation (5.4), et plus généralement de (5.1), comme

équations de la dynamique et un formalisme différent pour traiter ces problémes a été

'Remarque sémantique : dans tout ce chapitre, ’expression "valeur moyenne" aura toujours le sens
précis, malheureusement équivoque en francais, de I’anglais "expectation value", c’est-a-dire I’élément de
matrice A;; = (i|A|j) d’un opérateur A.
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développé [79-81]. Notre étude compléte ces derniers travaux et approfondit la réflexion
sur la légitimité de 'emploi de 1'équation (5.1).

Nous nous proposons ici, par une analyse attentive des limitations de I’applicabilité
de cette équation aux problémes dynamiques, de montrer dans quels cas de figures et
sous quelles conditions cet outil est-il bien approprié pour décrire 1’évolution des valeurs
moyennes du champ. Il en ressort que deux éléments, jusqu’ici plutot sous-estimés, jouent
un réle crucial : la prise en compte correcte des conditions aux limites incluses dans la
définition de I'action effective et I'utilisation d’une approximation non-perturbative pour

le potentiel effectif apparaissant dans I’équation (5.4).

5.2 Limitations d’applicabilité

Une utilisation adéquate de ’équation (5.1) comme équation quantique du mouvement
requiert de spécifier avec soin trois éléments :

(i) le formalisme dans lequel est dérivée 1’équation (5.1) afin de connaitre la signification
physique exacte de ¢;

(ii) le choix des conditions aux limites associées a cette derniére en conformité avec le
point (i) ;

(iii) 'approximation employée pour I'[¢] qui doit étre naturellement bien adaptée au
probléme considéré afin que les résultats aient un sens physique.

Par rapport au premier point, il faut étre prudent lorsque I'on considére ¢ comme la
valeur moyenne du champ car ce n’est pas vrai en général. Comme nous 1’avons rappelé
au cours du chapitre 2, action effective I'[¢] est la transformée de Legendre de W[J], la
génératrice des fonctions de Green connectées. Cette derniére est elle-méme définie par
eiWll = Z[J] = (0, = +00[0,t = —00) .

Dans la représentation de Schrodinger, ’amplitude de persistance du vide Z[J] peut étre

écrite explicitement comme :
- i [t 2 & (=
217] = {010 (+00, ~00)|0) = (O[T (e~ # = HA=TO¥D)) g (55)

o U (400, —00) est 'opérateur d’évolution temporelle en présence d’une source J, et

|0) I'état fondamental du hamiltonien du systéme. A partir de la relation (5.5) et de la

définition du champ classique ¢(Z,t) = %, on peut écrire ce dernier sous la forme [82] :

(=, t|®(@)|+, 1)
<_>t|+vt>

o(7,t) = (5.6)
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(—,t] = (0|U(+00, ) et |+, ¢) = U(t, —00)|0) . (5.7)

Il est clair que |4,t) et |—,¢) sont (en général) des états différents. En conséquence de
quoi, ¢(Z,t) n’est pas (en général) un élément de matrice diagonal du champ quantique
@)(f) Par ailleurs, ce dernier peut présenter des valeurs complexes étant donné que I" est
la fonctionnelle génératrice des fonctions de vertex 1PI, qui sont des quantités complexes
satisfaisant & la prescription causale de Feynman. Il faut donc effectuer un choix bien
particulier pour la source J si I’on veut avoir |+,t) = |—,t). Ce n’est que dans ce cas que
Péquation (5.1) décrit I’évolution dynamique de la valeur moyenne de Iopérateur & (7).

Les actions effectives définies suivant ’équation (5.5) sont dites de Schwinger-De Witt
(ou "in-out") [83]. Elles comprennent des conditions aux limites qui sont adaptées aux
problémes dans lesquels sont considérées des transitions d’états asymptotiques dans le
passé vers des états asymptotiques dans le futur (par exemple lors d’un processus de
diffusion). On peut noter en passant que des définitions plus générales d’actions effectives
in-out peuvent étre élaborées en remplacant les états asymptotiques |+,¢) et |—, ) par
des états génériques |in) et |out) correspondant a des conditions aux limites plus globales.

Le formalisme fonctionnel la plupart du temps approprié pour ce type de problémes
dynamiques est le formalisme "in-in" ou close-time path [84-86], ou l'on est & méme
de construire des actions effectives in-in qui géneérent I’évolution dynamique des valeurs
moyennes du champ. Ici cependant, nous n’allons pas nous intéresser a cette approche et
a ses récents développements. Notre but est plutdt de montrer qu’il est malgré tout pos-
sible, sous certaines conditions, de définir une équation du mouvement dans le formalisme
in-out. Compte tenu du fait que I’équation (5.1) est parfois utilisée comme la contrepartie
quantique de I’équation classique du mouvement, le probléme vaut sans doute la peine

d’étre étudié.

Dans les cas ou ce dernier formalisme peut étre utilisé correctement, nous devons
encore régler le point (ii). L’équation (5.5) fait appel & deux conditions asymptotiques a
'instant initial (¢ = —oo) et final ({ = +00). Ces conditions sont implémentées dans la
définition méme de I’action effective, ainsi que dans celle du champ classique ¢ (qui est
I’argument de T'). Il apparait évident que nous ne pouvons pas choisir en toute liberté des
conditions aux limites particuliéres pour le champ et ses dérivées a un temps initial %

et adopter simultanément une forme "physiquement convenable" pour le paquet d’ondes
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(fonctionnel) du systéme & ce méme instant, puis laisser évoluer la valeur moyenne du
champ quantique suivant 1’équation (5.1). En effet, des conditions initiales arbitraires
pour ¢ et pour le paquet d’ondes ne sont généralement pas compatibles avec les conditions
asymptotiques incorporées dans la définition de I'.

Dans la partie suivante, nous allons développer un raisonnement apte a déterminer,
pour un jeu spécifique de conditions initiales pour la valeur moyenne du champ et ses
dérivées, la forme du paquet d’ondes initial (& ¢ = t;) compatible avec les conditions
asymptotiques inhérentes a la définition de I’action effective. De cette maniére, 1’équa-
tion (5.1) peut étre utilisée en toute rigueur. Ces arguments théoriques seront confortés
par des résultats numériques décrivant ’évolution dynamique, d’aprés I’équation (5.1), de
la valeur moyenne de ’opérateur position dans un potentiel double puits en mécanique
quantique. Dans ce cas, I’évolution dynamique exacte est régie par 1’équation de Schro-
dinger dépendante du temps et en comparant les deux méthodes, nous montrerons qu’un
excellent accord est trouvé si le paquet d’ondes initial est choisi suivant notre critére.

Il est apparu judicieux d’investiguer la question de la détermination du paquet d’ondes
initial au travers du cadre théorique de la définition variationnelle de 'action effective [33],
qui constitue la généralisation au cas dépendant du temps de la définition variationnelle
bien connue du potentiel effectif [34]. Dans cette approche, détaillée au chapitre 2, ’action
effective I'[¢] est obtenue par I'extrémisation d'une fonctionnelle de deux états différents,
appelés |1, t) et |¢)_,t), avec la contrainte que (1, t|®(Z)|¢_,t) = ¢(F, ). De cette
démarche résulte la définition (2.39) accompagnée des contraintes (2.40) et des conditions

asymptotiques (2.41).

Finalement, il reste & discuter le point (iii) et & réfléchir a approximation utilisée
pour calculer 'action et le potentiel effectif. La plus simple pour I' est donnée par la
LPA (équation (5.3)) et 'approximation la plus directe pour le potentiel effectif est le
potentiel one-loop V. Or, cette derniére présente un inconvénient de taille. Comme nous
I’avons déja plusieurs fois répété, le potentiel effectif exact est une fonction convexe de
son argument [9,15,87]. Or, lorsque le potentiel classique (nu) n’est pas convexe, nous
savons que ’approximation du développement en boucles, & n’importe quel ordre fini, est
incapable de reproduire cette propriété (un nouvel exemple est donné ici par la figure 5.9).
Comme nous ’avons vérifié par deux fois au cours des parties précédentes (cf. figures 3.2b
et 4.3), les équations wilsoniennes du RG |26, 37,62-64| fournissent une approximation

non-perturbative convexe fiable pour le potentiel effectif Vig.
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On vérifiera par la suite, lors de I'application a la dynamique d’une particule dans le
double puits, que les résultats obtenus en insérant Vzo dans I'équation (5.4) concordent
avec ceux tirés de la résolution numérique de ’équation de Schrédinger dépendante du
temps. Cela confirme que le potentiel effectif Vig s’avére étre une excellente approxima-
tion du "potentiel quantique" correct a utiliser dans I’équation quantique du mouvement.
Afin d’étre complet, nous avons également vérifié que V', qui ne rend bien siir pas compte
de Deffet tunnel, est inapproprié pour décrire convenablement la dynamique quantique
dans le double puits, que ce soit pour une particule d’énergie initiale inférieure ou supé-

rieure & la barriére de potentiel.

Pour résumer, dans le cadre du formalisme "in-out", il est nécessaire, pour appréhender
correctement la dynamique d’un systéme quantique, de respecter d’une part les conditions
(2.40) et (2.41) relatives a la définition variationnelle de 1'action effective, et de disposer
d’autre part d’une approximation non-perturbative du potentiel effectif.

Ces deux modalités sont totalement indépendantes, mais seule leur application conjointe
garantit la validité du raisonnement, comme le confirmera de maniére explicite I’étude du

mouvement dans le double puits.

5.3 Validité d’une équation quantique du mouvement

Le raisonnement que nous allons développer s’appuie sur les définitions de ’action et du
potentiel effectifs par le principe variationnel, approche déja présentée lors du chapitre 2
(cf. équations (2.39) a (2.44) et [33,34] pour plus de détails). Comme les deux états
|1y, t) et [, t) sont a priori différents, le champ classique ¢(Z, t) n’est généralement pas
un élément de matrice diagonal, c’est-a-dire qu’il ne correspond pas a la valeur moyenne
du champ quantique P. Cependant, il est possible, sous certaines conditions que nous
préciserons par la suite, de faire coincider ces états : |1y, t) = [¢_,t) = |1, t). Admettons

pour le moment que nous sommes dans ce cas de figure.

5.3.1 Probléme des conditions asymptotiques

Considérons maintenant ’équation différentielle (5.1) pour ¢(Z,t) quand I’action ef-
fective est approximée par un développement en gradient tronqué & un certain ordre m,

ou 2m indique le nombre maximal de dérivées du champ considérées (pour la LPA nous
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avons m = 1). Afin d’obtenir une solution unique de I’équation (5.1) dans l'intervalle
[to, t1] (avec t; arbitraire), nous devons spécifier 2m conditions aux limites, que I’on peut
choisir par exemple sur la variété t = ¢, ou t correspond a I'instant initial & partir duquel
on étudie I’évolution temporelle de ¢.

Toutefois, la définition variationnelle de I' comprend des conditions asymptotiques
(2.41) a t = +oo. C’est pourquoi il est nécessaire de considérer ’évolution de ¢(%,t) dans
I’intégralité de la gamme temporelle allant de t = —oco & t = +o00. Cela implique donc de
s’intéresser a ¢(Z,t), ainsi qu’a la source J(Z,t) associée, également dans les intervalles
temporels | — 0o, %] et [t;,+oo[. Afin de clarifier notre propos, nous introduisons les
notations intuitives ¢¥(Z,t) et JT(Z,t) pour désigner le champ classique et la source
dans ces deux intervalles respectifs, et ¢*(Z,t) et J*(Z,t) pour ces mémes quantités dans
I'intervalle [to, 1]

Finalement, le champ et la source s’écrivent :

O(Z,t) = 0(t +to)p (Z,t) + 0(t — to) O(t + t1)d* (T, t) + O(t — t1)PT (X, 1)
{ J(Z,t) = 0(t +to)J(Z,t) + 0(t — to) O(t + t1)J*(Z,t) + 0(t — t1)J (%, 1)
Les conditions initiales ont déja été fixées a ty, donc nous pouvons choisir librement
¢T(Z,t) a la condition expresse que nous respections les deux conditions asymptotiques
(2.41) issues du principe variationnel. De plus, il faut naturellement que ¢(%,t) soit conti-
nue en ty et en 1, autrement dit que ¢~ (T, ty) et ¢*(Z, t1) coincident en ces deux points
précis avec les valeurs ¢*(Z, o) et ¢*(Z, t1) du champ classique tel qu’il a été défini comme
solution unique de I’équation du mouvement (5.1). Une fois la fonction ¢(Z,¢) ainsi dé-
terminée dans tout 'intervalle temporel | — 0o, +00], la procédure variationnelle peut étre
appliquée et se traduit par le systéme sans contraintes (2.42-2.43), dont la résolution nous
donne la forme de l’état |, t) = |[1p_,t) = |1, 1), celle de la source correspondante J(Z, )
ainsi que les valeurs propres de I’énergie.
On peut noter en passant que la source J(Z,t) peut aussi étre tirée de sa relation bien

connue avec la dérivée fonctionnelle de 'action effective :

orfg] _ ;-
N J(Z,1). (5.9)

qui est la généralisation de I’équation (5.1) lorsqu’une source est linéairement couplée au

champ. Bien évidemment, dans I'intervalle [to, 1] ol 'on s’intéresse a la dynamique J(Z, t)
doit s’annuler, c¢’est-a-dire qu’il est nécessaire que J*(Z,t) = 0.
Ainsi, sur la base du principe variationnel, on arrive a la conclusion qu’il n’existe qu’un

seul état |1, t) qui soit associé a la fonction spécifique ¢ (7, t) introduite précédemment, et
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en particulier qu’a t = ¢, les conditions aux limites considérées pour I’évolution temporelle
du champ sont en fait tributaires de [i, o). C’est un point important car, comme men-
tionné en introduction, si les contraintes (2.40) et (2.41) découlant du principe variationnel
sont négligées, alors on peut en général trouver plusieurs états normalisés compatibles avec
le jeu de conditions aux limites a ¢y,. Cependant, parmi ces états, seul |1, t) est réellement
relié & Paction effective et donc a I’évolution du champ classique ¢(Z,t) dans l'intervalle
temporel | — oo, 4+00].

Ce constat justifie les limites que nous avions anticipées vis-a-vis de l'utilisation de
I’équation quantique du mouvement. Par exemple, dans les applications cosmologiques
courantes, I’action effective pour le champ scalaire est approximée par la LPA, une forme
commode (typiquement une gaussienne) du paquet d’ondes a I'instant ¢ = ¢, est choisie,
et les valeurs initiales de la valeur moyenne du champ et sa dérivée premiére sont prises
comme ¢(ty) = cste et (ty) = 0. Or, sur la base du raisonnement précédent, on se rend
compte facilement que 1’évolution temporelle de ¢ n’est pas forcément corrélée avec celle
du paquet d’ondes considéré, ou en d’autres termes que ¢(Z,t) n’est pas nécessairement
la valeur moyenne de ®() dans Détat |1, ).

La difficulté principale est donc de déterminer 1’état particulier |1, tg) nous garantissant
que l'interprétation physique directe de ¢(Z,¢) comme I’évolution temporelle de la valeur
moyenne du champ puisse étre valable. Bien qu’il soit certainement difficile de trouver une
solution pour des conditions aux limites génériques, on s’attend a ce qu’il soit possible de
déterminer |1, ty) dans certaines circonstances. Partant de 1a, nous nous restreignons a
un cas de figure particulier, pertinent pour la majeure partie des applications physiques,
pour lequel |¢,ty) peut étre trouvé. En 1’occurrence, nous choisissons a t = ¢, un champ
constant ¢(ty,x) = ¢o avec des dérivées nulles jusqu’a l'ordre 2m. Notre objectif est

désormais d’identifier I’état |1, ty) tel qu’il est défini & travers le principe variationnel.

5.3.2 Allumage adiabatique de la source

Nous allons proposer dans cette partie une argumentation qui permet, dans ce cas
particulier souvent considéré pour les applications, de déterminer 1’état initial |1, t5) en
accord avec les conditions asympotiques (2.41). Notre analyse, basée sur le théoréme
de Gell-Mann et Low [88|, permet d’obtenir |¢,t;) & 1'aide de 1’équation (5.11), ce qui
constitue a notre avis un résultat important quant a I'utilisation appropriée de ’action

effective pour appréhender la dynamique du champ quantique.
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Le respect de la condition asymptotique (2.41) & t = —oo implique que la source
J~(Z,t) doit s’annuler dans cette limite afin que ’état |¢,,¢) corresponde a I’état fonda-
mental [0) du hamiltonien. L’idée est alors de recourir a l’allumage adiabatique (adiabatic
switching-on) de la source J~ depuis J (Z,t = —oc0) = 0 jusqu’a une certaine valeur
J(Z,t =ty) = Jy a l'instant ty. Cela revient ainsi a "préparer" un état [¢)(Jy)) &t =tg a
partir de ’état fondamental |0). L’intérét crucial d’un tel processus adiabatique est que,
dans ce cas précis, nous sommes en mesure de faire appel au théoréme de Gell-Mann
et Low [88] pour connaitre I’évolution de ’état quantique du systéme tout au long de
I'opération, soit dans I'intervalle complet, [—oo, ¢o].

De fait, le théoréme démontre que les états, a chaque instant ¢, sont donnés par la solution
de ’équation de Schrédinger indépendante du temps dans laquelle le hamiltonien est égal
a:

Hoia(t) = H — / &7 I (7,1) O(T) . (5.10)

Ce résultat est fondamental et montre que 1’état du systéme a ¢ = ¢, est donné par 1’état
propre du hamiltonien modifie H — J, [ d®*% ®(Z). Ensuite il suffit d’éteindre suffisam-
ment rapidemement la source J(Z,t) de telle maniére que J*(Z, %y + ¢) = 0 ol € est une
durée infinitésimale. Contrairement au processus adiabatique, au cours duquel on pou-
vait considérer que le systéme s’équilibrait & chaque instant successif, I’extinction brutale
de la source ne modifie pas I’état du systéme. C’est simplement une force extérieure qui
ne s’applique plus, sa disparition n’a pas d’influence sur ’état dans lequel le systéme se
trouvait avant.

Ainsi, le hamiltonien est simplement H dans Dintervalle [to + €,t1] on 'on étudie la
dynamique, tandis que I’état initial de la fonction d’onde sera donné par |¢(.Jy)), que 'on

tire de la résolution de :
<1§r— Jo/d?’f () —EO) b(Jo)) = 0. (5.11)

Cette équation constitue un résultat crucial puisqu’elle fournit un critére systématique
pour trouver I'unique paquet d’ondes initial associé a la définition de I'action effective.
Il est d’ailleurs remarquable de constater ici que la relation (5.11) n’est rien d’autre
que I’équation qui définit le potentiel effectif par le principe variationnel statique, soit
I'équation (2.44) du chapitre 2. Le fait que nous retrouvions le résultat variationnel,
simplement par I'introduction de la notion d’allumage adiabatique, consolide le bien-fondé

de notre raisonnement.
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FIG. 5.1 — Evolution de source .J(Z,t) en fonction du temps (unité arbitraire) :
1) Allumage adiabatique jusqu’a la valeur J,

2) Suppression temporaire dans Uintervalle [to, ¢1],

3) Restauration puis extinction adiabatique.

La seule hypothése impliquée dans cette procédure est que la discontinuité de J(Z, 1)
en ty puisse étre remplacée par une variation trés rapide sans que cela modifie la physique.
La schématisation de cette utilisation particuliére de la source est présentée sur la figure
5.1, sur laquelle nous avons également tracé la partie symétrique pour [t; : +00], dont la

justification suivra.

Revenons juste un instant sur le sens de I'allumage adiabatique avant d’aborder cette
question. Nous emprunterons dans ces quelques lignes le langage de la mécanique quan-
tique pour simplifier la discussion. Il est effectivement possible d’appréhender le procédé
décrit ici sous un angle plus pragmatique dans lequel la source représente I’expérimentateur
qui prépare son systéme & 'aide d’une force externe quelconque (champ électrique par
exemple) pour I’'amener progressivement - adiabatiquement - hors de son état fondamen-
tal, dans le but avoué d’en étudier la dynamique. Il est en effet évident qu’en considérant
un systéme dans son état fondamental, autrement dit a son niveau d’énergie le plus

bas, I’évolution de la position est plus que triviale, puisqu’avec un potentiel symétrique
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on aura (0|G(t)|0) = go = 0. Donc, I’allumage d’une source nous permet de construire
une valeur initiale non-nulle gy(.Jy). L’avantage indéniable de cette procédure est qu’elle
respecte naturellement la condition asymptotique (2.41) a ¢t = —oo, tandis qu’en prenant
une forme générique, par exemple une gaussienne, comme fonction d’onde initiale, nous
n’avons aucune garantie a priori que nous puissions trouver (rétroactivement) une source
J~ capable d’amener 1’état fondamental & ¢ = —oo a la forme gaussienne arbitraire choisie

at=ty. A contrario, 'allumage adiabatique nous le garantit par construction.

5.3.3 Mouvement périodique

Il nous reste maintenant, avant de passer aux applications, une derniére question &
traiter. Il s’agit de savoir s’il est possible, au moins dans certains cas, que ’action effec-
tive (ou son approximation) puisse étre obtenue comme un élément de matrice diagonal,
c’est-a-dire que l'on ait |¢)_,t) = |11, t) dans ’équation (2.39). Nous pouvons montrer que
c’est le cas si le mouvement du champ ¢ est périodique dans l'intervalle temporel [¢o, 1],
l1a ou le mouvement est régi par I’équation (5.1) associée au jeu habituel de conditions
aux limites. Supposons que I’'intervalle temporel couvre n périodes At, autrement dit que
t1 = to+n At. Alors a I'instant ¢ = t;, le champ ¢ et ses dérivées prennent la méme valeur
qu'a t = tg.

Maintenant, nous pouvons évidemment effectuer une translation sur ’axe du temps sans
changer la physique et prendre le point ¢ = 0 symétrique par rapport a ¢y et ¢y, soit
—to = t; = 7 dans le nouveau repére. Choisissons ensuite la source J dans 1’équation
(2.42) telle qu’elle soit symétrique vis-a-vis d’une réflexion temporelle, ce qui revient a dé-
terminer J~(Z,t) de fagon a ce que le systéme évolue de ’état fondamental |0) & ¢ = —o0
vers I'état [, —7) = |¢(Jp)) &t = —7, puis que J*(Z, t) soit nulle dans l'intervalle [—7, +7]
(dans lequel ¢ couvre n périodes), et enfin que la source soit allumée symétriquement pour
T <t < o0, soit J*(Z,t) = J (Z, —t).

Avec un tel choix (observable sur la figure 5.1), les évolutions des deux états dans les équa-

tions (2.42) et (2.43) sont symétriques par renversement du temps et donc identiques, d’ol

‘w+7t> = |1/},,t>, CQFD

La conclusion de ce chapitre peut étre synthétisée ainsi : en se limitant aux cas pour
lesquels on considére un développement en dérivée tronqué de 'action effective et ot on a

affaire 4 une évolution dynamique périodique pour ¢, alors cette derniére quantité a bien
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la signification de la valeur moyenne de I'opérateur champ ; d’autre part, I’état quantique
associé, a un instant particulier t = ¢, peut étre identifié avec 1’état apparaissant dans la
définition du potentiel effectif suivant le principe variationnel statique (équations (2.36) a
(2.38)). Par ailleurs, si une méthode non-perturbative de calcul du potentiel effectif, telles
que les équations exactes du RG wilsonien, est utilisée, on s’attend & ce que I’équation
quantique du mouvement (5.1) constitue une bonne approximation de 1’évolution tempo-
relle de la valeur moyenne du champ ¢ lorsque 1’état initial du systéme est celui défini par
I'équation (5.11).

5.4 Une application simple : ’oscillateur harmonique

Afin de tester nos arguments pour des applications physiques, nous allons considérer un
cas de figure académique, en I'occurrence 1’oscillateur harmonique unidimensionnel, parce
que nous avons ainsi 'opportunité de réaliser des calculs analytiques exacts. Le probléme
non-trivial du double puits sera traité ensuite. Comme en [33|, nous nous plagons en
mécanique quantique (QFT & zéro dimension spatiale et une temporelle), et choisissons
comme hamiltonien : . )

N P w w
=555,
w

ou le terme —% a été ajouté pour obtenir une énergie du vide nulle. Dans ce cas, on

(5.12)

sait que I'action effective I' coincide avec 1’action classique S. Dans [33], ce résultat a été
retrouvé au moyen du principe variationnel que nous avons détaillé précédemment, et les
solutions explicites des équations (2.42) et (2.43) pour une source J(t) s’écrivent :

@it = @t = () e {-2@ -0 —ii@-0 - L} Ga3)

avec

) = (o, QL t) = £ [ a () e (5.14)

La relation (5.13) montre que [¢,,t) = |[¢)_, 1), ce qui est attendu puisque nous avons
affaire & un oscillateur harmonique, donc & un mouvement périodique pour la position
g. De plus, nous voyons que les membres de droite des équations (5.13) et (5.14) sont
totalement déterminés une fois la source J donnée.

Nous pouvons alors appliquer de maniére concréte la procédure présentée auparavant.
Nous dérivons ainsi, & partir de I’action effective, I’équation quantique du mouvement pour

q(t), qui, dans ce cas particulier trivial, coincide avec I’équation du mouvement classique
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puisque S[g| = T'[¢]. L’équation (5.4) se raméne donc a {(t) = wq(t), dont la solution
caractéristique s’écrit :

q(t) = A cos(wt + wT), (5.15)

ol la constante 7 est fixée par les conditions aux limites du probléme. En prenant

nm
T=—, 5.16
. (5.16)
avec n entier et to = —7 (ou to est I'instant "initial" introduit précédemment), nous nous

retrouvons dans les conditions souhaitées, puisque nous avons q(—7) = A et ¢(—7) = 0,
de méme ¢(7) = A et ¢(7) = 0, étant donné que ¢(t) couvre n périodes dans l'intervalle
de temps [—7, 7].

Notre probléme maintenant est de trouver les sources particuliéres JT(¢) qui conduisent
respectivement de ¢(—oo) vers ¢(—7) = A et de q(7) = A vers ¢(4+00) (avec toujours les
notations (5.8)). Nous avons ici ¢(Foo) = 0 puisque la valeur moyenne de 'opérateur
position Q dans I’état fondamental est bien siir nulle pour un oscillateur harmonique (et
plus généralement pour un potentiel symétrique). Ensuite, dans l'intervalle —7 < t < 7,
on a J*(t) =0 et ¢(t) a alors le comportement périodique mentionné. La source J(t) dans

tout 'intervalle temporel qui présente ces caractéristiques est :

Jt)=Awe (—oo <t < —7)et (T <t <+4o00) (5.17)
J(t') =0 (—r<t' <7), (5.18)
ol € est un paramétre petit que ’on fait tendre vers zéro a la fin des calculs. En insérant

cette source précise dans 'équation (5.14), on retrouve 'expression (5.15) pour ¢(t) dans

l'intervalle —7 <t < 7 :

) A -7 : i ’ T . - ’
q(t) _ Zu; hr% Thl’JIrl { dtl efzwt ezwt eet +/ dt/ elwt eflwt efet }
€— — 100 =T T
= A cos(wt +wr), (5.19)

ou on a introduit I’étape intermédiaire d’introduire des bornes +7" (T positif) dans I'in-
tégrale temporelle & la place de 00 et de prendre la limite 7" — 400 en fin de calcul. Le

résultat final (5.19) est bien celui recherché, et il a été obtenu a ’aide de la relation
exp(—iwT) = exp(iwT), (5.20)

que l’on déduit de I'équation (5.16).
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Nous avons également vérifié le comportement de ¢(¢) a t = +oo avec la source définie
par les équations (5.17) et (5.18). Nous avons alors calculé 'intégrale (5.14) en introduisant

comme précédemment les bornes temporelles finies +7" :

ZCL)A -7 . i ’ T . ) ’
q<—|—OO) — 5 lim lim { dt/ e—sz ezwt eet +/ dtl e—sz ezwt e—et}

e—0 T—+4o00 T
. —iwT —iwT
T S g E ) G (5.21)
2 e=0 T—+oo 1w +€ W — €

Dans ce calcul, nous ne prenons pas la limite 7 — oo pour le terme exp(—iwT), ce dernier
se factorisant naturellement, et nous procédons d’abord au passage a la limite ¢ — 0 puis
nous utilisons la relation (5.20) pour trouver sans difficulté ¢(+o00) = 0. La procédure
pour g(—oo) est totalement similaire et donne de méme g(—o0) = 0.

Les équations (5.19) et (5.21) fournissent donc le résultat souhaité pour la position
q(t) lorsque la source J(t) est choisi suivant les relations (5.17) et (5.18). Comme nous
lavions déja noté, cette fonction J(¢) présente une discontinuité aux deux points ¢t = +7;
cependant, dans cet exemple, cela n’a pas de conséquences sur la valeur moyenne de la

position et de ses dérivées qui sont continues en ces points.

5.5 Dynamique du double puits

Nous avons désormais tous les outils en main pour appréhender la dynamique d’un
paquet d’ondes dans le double puits et tester ’équation quantique du mouvement (5.1)
en tenant compte de toutes les observations précédentes. L’étude du double puits au
chapitre 3 ayant mis en évidence la fiabilité de la LPA pour ’action effective, ce choix
est maintenu ici. Dans le méme esprit, le potentiel effectif V. ;(q) sera obtenu a l'aide de
I’équation wilsonienne du RG (3.17), celle-ci permettant de générer un potentiel effectif
non-perturbatif et convexe (& des fins de comparaison, le potentiel effectif one-loop sera
aussi considéré a la fin du chapitre). Comme annoncé, nous fixons pour g et ¢ les conditions
initiales :

q(to) = qo et q(to) = 0. (5.22)
Ensuite, étant en présence d’'un mouvement périodique, nous sommes autorisés a utiliser la
relation (5.1) comme équation quantique du mouvement pour ¢(t) = (Q), = (¥, t|Q|i, t).

D’aprés nos arguments, la fonction ¢(¢) issue de la procédure décrite précédemment

doit correspondre & celle obtenue par la résolution de 1’équation de Schrédinger dépen-

dante du temps ou la forme du paquet d’ondes initial est fixée par la relation (5.11). A titre
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F1G. 5.2 — Potentiel classique double puits Vj,(q) et potentiel renormalisé Vzg(q) tiré de
la résolution de ’équation du RG (5.23). Les valeurs nues de la constante de couplage et
de la masse sont respectivement \ = 0.15 et m? = —1.

de comparaison, I’évolution d’'un paquet d’ondes initial gaussien, fréquemment employé
dans les applications, a également été considéré. Les résolutions numériques de 1’équation
du RG pour le potentiel, de ’équation de Schrédinger dépendante du temps ainsi que le
calcul des valeurs moyennes de Q et P ont été réalisés a 'aide de routines appartenant a
la librairie NAG [43].

La comparaison des résultats exacts avec ceux obtenus par le formalisme de 1’action ef-
fective montre que, pour les conditions initiales (5.22), I’équation quantique du mouvement
(5.1) fournit une description trés précise de ’évolution dynamique de ¢(t) uniquement si
’état initial est choisi selon notre critére, c’est-a-dire d’aprés la relation (5.11). Nous avons
par ailleurs la confirmation que le potentiel effectif one-loop (non-convexe), approximation
souvent utilisée dans les applications, est inapproprié pour décrire la dynamique de ¢(t).

Sur la figure 5.2, nous avons tracé le potentiel double puits Vg, (q) = —%q2 + gt + ﬁ,
identique & celui du chapitre 3 (cf. équation (3.1)), et le potentiel effectif V. ;(¢q) obtenu
par la résolution de ’équation du RG [4,23,25,75] :

OUlg) 1 (M) | (5.23)

)
ok o 2

que nous avions utilisée auparavent pour ’étude des niveaux énergétiques (cf. équation

(3.17)). Dans ce contexte, notons que le potentiel classique double puits Vg, (g) n’est rien
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F1G. 5.3 — Lecas A = 1.1.

(a) Paquets d’ondes initiaux 1, (q) et ¥, (q).

(b) Evolution temporelle de ¢(t) obtenue & partir de I’équation de Schrédinger avec les
paquets d’ondes initiaux ¢, (q) et v, (q), et d’aprés I'équation (5.24) avec les conditions
initiales précisées dans le texte.

d’autre que le potentiel nu, donc la condition a la limite UV pour Ui(q). De méme, le
potentiel effectif V.;¢(q) est donné par la solution de I’équation du RG (5.23) intégrée de
A jusqu’a k = 0 (c’est-a-dire lorsque toutes les fluctuations quantiques ont été prises en
compte), soit Verr(q) = Vra(q) = Ur=o(q). Rappelons également que nous considérons des
quantités dimensionnées, 1'unité étant donnée par le choix m? = —1 pour la masse.
Suivant la LPA, I’équation du mouvement prend la forme générale compacte (5.4),

celle-ci s’écrivant dans notre cas :

G=——Vess(a)- (5.24)

Cela signifie que ’évolution dynamique de la valeur moyenne de la position est donnée
par ’équation classique du mouvement ou le potentiel classique est remplacé par Vs,

lequel sera approximé par Vzs dans notre analyse numérique.

Nous allons illustrer notre raisonnement en étudiant le comportement de la position
q(t) et de 'impulsion p(t) (= ¢(t)) dans trois cas de figures significatifs correspondant a des

valeurs décroissantes de A (donc a des barriéres de potentiel de plus en plus importantes),
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F1G. 5.4 — Diagramme position-impulsion ¢ — p pour les trois cas considérés dans la figure
5.3b (A =1.1).

a savoir 1.1, 0.15 et 0.07. A I’instant initial ¢, = 0, les valeurs ¢y et ¢, des positions et des
impulsions & ¢t = ¢, sont respectivement : ¢y = 0.2 pour A = 1.1, ¢o = 0.5 pour A = 0.15,
go = 1.0 pour A = 0.07, et ¢(0) = 0 dans tous les cas.

D’aprés nos arguments et pour un tel choix des valeurs initiales, I’équation (5.1) décrit
I’évolution temporelle de la valeur moyenne ¢(t) reliée au paquet d’ondes initial solu-
tion de I’équation de Schrédinger indépendante du temps (5.11) avec la source constante
Jo = J(ty) = J~ (o), valeur finale de la source allumée adiabatiquement depuis t = —cc.

Cela s’écrit ici explicitement, :

(<35 + Vinla) — o) w(0) = £, vt (5.29

ou, pour chaque valeur initiale gy de la position, la source constante Jy = J(qo) est calculée
de fagon a respecter (¢ _,|Q|@/)(,) = ¢,- Une fois le paquet d’ondes initial déterminé & ’aide
de cette équation (5.25), ¥(x,t) est obtenue par la résolution numérique de I’équation de
Schrodinger dépendante du temps a partir de laquelle on détermine les valeurs exactes
de q(t) et p(t). Ces résultats sont alors comparés avec ceux provenant de la solution de
I’équation quantique du mouvement (5.24).

Comme nous I’avons évoqué au début de ce chapitre, les conditions aux limites qui

définissent I’action effective ne sont généralement pas correctement prises en compte dans
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F1G. 5.5 — Le cas A = 0.15.

(a) Paquets d’ondes initiaux 1, (q) et ¥, (q).

(b) Evolution temporelle de ¢(t) obtenue & partir de I’équation de Schrédinger avec les
paquets d’ondes initiaux ¢, (q) et v, (q), et d’aprés I'équation (5.24) avec les conditions
initiales précisées dans le texte.

les applications de ce formalisme aux problémes dynamiques. Typiquement on associe un
paquet d’ondes gaussien avec les conditions initiales (5.22). C’est pourquoi, nous avons
aussi calculé I’évolution exacte d’un paquet d’ondes gaussien, choisi de telle fagon que sa
largeur soit égale a celle de I'état fondamental dans ’approximation harmonique a(ut01)12r

T C )

du minimum de I'un des deux puits. Explicitement nous avons donc v, = - e 202
‘ To<)4

ou I’écart-type est donné par o = ﬁ = 271. Le centre de la gaussienne est naturellement

choisi aux mémes positions g, définies précédemment.

Pour chaque valeur de \ considérée, nous allons présenter dans les figures suivantes :
- la forme des paquets d’ondes initiaux v, (q) et ¥, (q),
- la valeur moyenne de 'opérateur position (Q); = ¢(t) en fonction du temps selon ces
deux conditions initiales différentes,
- I’évolution de la position ¢(¢) donnée par I’équation quantique du mouvement,
- le diagramme de position-impulsion ¢ — p.
Nous commencgons par commenter les résultats pour A = 1.1 reportés dans les figures

5.3 et 5.4. On peut voir que les évolutions temporelles des positions et impulsions moyennes
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F1G. 5.6 — Diagramme position-impulsion ¢ — p pour les trois cas considérés dans la figure
5.5b (A = 0.15).

obtenues & partir de 1, (¢) ou de v, (¢) sont pratiquement les mémes et qu’elles sont toutes
deux bien reproduites par la solution de ’équation quantique du mouvement (5.24). On
le constate clairement sur la figure 5.3a, la raison de cette coincidence est que, pour cette
valeur particuliére de )\, les paquets d’ondes 1, (q) et 1, (¢) sont quasiment identiques.

Cependant, nous allons constater maintenant que pour d’autres valeurs de A corres-
pondant & des hauteurs de barriéres différentes (en I'occurrence plus grandes), le choix
du paquet d’ondes initial correct devient crucial. Prenons par exemple le cas A = 0.15,
nous obtenons deux formes distinctes pour 1,(q) et ¢, (q) (cf. figure 5.5a). Il est natu-
rel de penser que cela va donner lieu 4 deux évolutions dynamiques différentes, comme
on peut en effet le vérifier sur les figures 5.5b et 5.6. Le résultat fondamental de notre
analyse est que ’équation quantique du mouvement a travers la LPA constitue une trés
bonne approximation de 1’évolution temporelle de (Q> si et seulement si I'état initial du
systéme est 1, (q) (cf. figure 5.6). Ce succés confére un certain crédit quant aux arguments
développés dans ce travail.

Comme exemple additionnel et & titre de vérification, nous considérons le cas A = 0.07.
Comme prévu, les figures 5.7 et 5.8 confirment que le formalisme de ’action effective,
en particulier la LPA, décrit décemment 1’évolution dynamique de la valeur moyenne

de 'opérateur position lorsque I’état initial est sélectionné selon le critére (5.25). II est
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F1G. 5.7 — Le cas A = 0.07.

(a) Paquets d’ondes initiaux 1, (q) et ¥, (q).

(b) Evolution temporelle de ¢(t) obtenue & partir de I’équation de Schrédinger avec les
paquets d’ondes initiaux ¢, (q) et v, (q), et d’aprés I'équation (5.24) avec les conditions
initiales précisées dans le texte.

intéressant de noter qu’en raison des conditions initiales choisies pour ¢ et ¢, les cas
présentés ici décrivent le processus d’effet tunnel car la position initiale g, correspond a
une énergie potentielle inférieure a la barriére de potentiel.

Comme chacun sait, un développement semi-classique de I' & ’ordre le plus bas, soit
I'approximation I' = S, qui correspond & V,.¢; = Vy,, aurait été incapable de décrire cet
effet. Nous allons montrer explicitement dans la suite que ce constat reste vrai a I'ordre

suivant, & savoir dans le cas du potentiel & une boucle.

Au vu des résultats présentés, il apparait clair que la trajectoire du paquet d’ondes
gaussien dévie de plus en plus du résultat correct pour des valeurs décroissantes de A, ce
qui correspond & des effets quantiques plus importants en raison de 1’effet tunnel.

C’est pourquoi cette forme gaussienne peut étre employée en lieu et place du paquet
d’ondes correct uniquement pour une gamme restreinte de couplage \. C’est par exemple
ce qui a été fait en [76], ou les résultats obtenus avec un paquet d’ondes gaussien sont
encore corrects (de la méme maniére que dans le cas A = 1.1 considéré dans notre étude).

Il y a la un signal clair que ’approximation semi-classique de 1’équation (5.1) n’est pas
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F1G. 5.8 — Diagramme position-impulsion ¢ — p pour les trois cas considérés dans la figure
5.7b (A = 0.07).

pertinente puisque pour des valeurs perturbativement petites de A, elle donnerait lieu & un
mouvement périodique d’un paquet d’ondes a peu pres gaussien autour d’un des minima
classiques.

La figure 5.8 appelle un autre commentaire. En effet, pour cette faible valeur de A,
le diagramme position-impulsion obtenu avec le paquet d’ondes initial "correct", bien
que qualitativement bien reproduit par le I’équation quantique de mouvement (5.24),
témoigne d’une certaine déviation par rapport a ce dernier. Une raison de cet écart a déja
été avancée dans |76] et concernerait ’approximation faite pour I', la LPA. De fait, il a été
montré dans cet article que I’inclusion du terme suivant dans le développement en dérivée
de l'action effective, en 'occurrence la renormalisation de la fonction d’onde Z, améliore
les résultats provenant de la LPA. Cependant, comme annoncé, nous ne nous attardons

pas sur ce point, car il n'y a pas encore de consensus a ce propos.

Avant de terminer cette étude, nous allons développer un peu la comparaison entre les
deux approximations du potentiel effectif que sont le potentiel issu du RG et le one-loop
notés respectivement, Vze et V' qui sont tous deux représentés sur la figure 5.9a. Comme
cela est bien connu, le potentiel & une boucle ne respecte pas la propriété de convexité du

potentiel effectif exact et ceci reste vrai a tous les ordres du développement en boucles.
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F1G. 5.9 — Comparaison entre le développement perturbatif et la méthode wilsonienne.
(a) Potentiels effectifs one-loop (non convexe) et du RG (convexe).

(b) Diagrammes position-impulsion obtenus & partir de 1’équation (5.24) avec Vs
approximé par V! et Vize pour un mouvement avec q(0) = 0.5 correspondant & une
énergie inférieure a la barriére de potentiel (avec A = 0.15).

Contrairement & Vze, V' échoue totalement a décrire effet tunnel.

De plus, dans la région interne entre les deux points d’inflexion du potentiel classique,
V1 comporte une partie imaginaire. Selon I'interprétation habituelle [61], ce phénoméne
signale I'instabilité des configurations dans cette région. Sur la figure 5.9a, seule la partie
réelle du potentiel est montrée puisque c’est elle seule qui est prise en compte dans les
problémes dynamiques.

Une maniére possible pour calculer V! analytiquement est de remplacer U,;/ par Uy
(rappelons que Uy = V) dans le membre de droite de I’équation (5.23) et d’effectuer
Iintégration élémentaire de k = A 4 k = 0. C’est une méthode que nous avons déja utilisée
et qui revient & résoudre I’équation de flot du RG dans 'approximation oil les modes sont
indépendants. On obtient alors V' = Vj,, + 6V . On développe ensuite en % et on néglige
les termes ne dépendant pas de ¢ pour aboutir a ’expression suivante (cf. Annexe B pour

les détails) de la correction one-loop :

SV =L /vi arctan \/‘\/T +O0(%) pour |z| > —\/112—)\
dw

| (5.26)
VI = e O + 5 Vi pour [r] < 71z
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F1G. 5.10 — Diagrammes position-impulsion obtenus & partir de I’équation (5.24) avec
V.;¢ approximé par V! et Vpe pour un mouvement avec ¢(0) = 0.7 correspondant a une
énergie supérieure a la barriére de potentiel (avec A = 0.25).

Méme si maintenant V! explore tout I’espace g, de nouveau le mouvement est trés bien
reproduit par Vie et non par V.

Les équations précéentes indiquent que dans la région |z| < ﬁ, la partie réelle de 61"

est nulle & la limite A — oo. La comparaison entre les figures 5.9a et 5.2 confirme éga-
lement que, dans la région intérieure, V' est pratiquement égal & Vj,,. C’est un nouvel
exemple qui rappelle, comme chacun sait, que le développement en boucles ne peut pas
changer la concavité de V.

Il est clair que pour le type de probléme considéré ici, a savoir le processus d’effet tunnel,
le potentiel effectif one-loop est aussi inadéquat que le potentiel classique Vj, pour ap-
proximer V,s; dans ’équation (5.24). La figure 5.9b en est l'illustration, ou il est montré
que, pour une position initiale correspondant a une énergie inférieure & la barriére de
potentiel, le mouvement est évidemment confiné dans un seul puits. La connaissance des
résultats du développement semi-classique, permet d’affirmer que ce type de phénoméne
ne peut, a aucun ordre fini du développement, étre décrit par I’équation (5.24) avec un
potentiel effectif semi-classique. En revanche, Vig, la solution de 1’équation (5.23), qui
constitue I'ordre le plus bas de ’approximation du développement en gradient, offre une

trés bonne représentation de l'effet tunnel en mécanique quantique ordinaire.
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Afin d’approfondir la comparaison, nous avons également considéré un mouvement
pour lequel les conditions initiales donnent a la particule une énergie supérieure a la
barriére de potentiel. Bien entendu, dans ce cas, en utilisant V! dans 1’équation (5.24),
nous obtenons une solution qui explore toute la région de ’espace de la méme fagon que
pour Vgg. Cependant, la figure 5.10 confirme une nouvelle fois et sans conteste que la
description correcte du mouvement est donnée par Vze et non par V1.

De plus, on peut remarquer sur la figure 5.10 que la seule zone ou ’approximation & une
boucle décrit correctement le mouvement est celle ou les valeurs de la position sont les
plus extrémes (associées aux valeurs minimales de 'impulsion), c’est-a-dire pour la région
qui correspond a la partie la plus externe du potentiel. Cette observation concorde avec ce
que nous avons déja vérifié auparavant, a savoir que le développement en boucles constitue

une bonne approximation uniquement dans la région située au-dela des minima.

5.6 Conclusions et perspectives

Ce travail nous a permis de montrer qu'une utilisation idoine de 1’équation quantique
du mouvement g—g = 0 implique d’étre attentif & un certain nombre de questions.

En premier lieu, nous avons di nous assurer que nous étions dans des conditions telles
que argument de I', le champ classique ¢(Z,t), constituait bien la valeur moyenne de
Iopérateur quantique (i)(f) dans un état donné |¢, ), ce qui n’est pas automatique.

Une fois ces conditions établies, nous avons montré que les états asymptotiques |in)
et |out) qui entrent dans la définition variationnelle de ’action effective doivent étre pris
en compte de maniére appropriée lors de la détermination de la fonctionnelle d’onde
initiale W[p(Z,ty)] associée au mouvement de ¢(Z,t). Plus précisément, en utilisant un
développement en dérivée pour I' nous avons prouvé qu’il est possible de déterminer un
état initial unique W[¢ (7, to)] & partir des conditions aux limites pour le mouvement de
¢(Z,t) en choisissant une variété ¢t = t, (temps initial) en concordance avec les conditions
asymptotiques relatives aux états |in) et |out).

Pour des conditions initiales particuliérement importantes dans les applications, en
I’occurrence le cas d’un champ inital ¢ constant et aux dérivées nulles & t = t;, nous avons
été & méme de montrer qu’en vertu du théoréme de Gell-Mann et Low, le paquet d’ondes
(fonctionnel) initial est donné par I’équation de Schrédinger indépendante du temps avec
une source constante Jy. La valeur J; est celle que prend la source & la fin de son allumage

adiabatique. La relation (5.11) obtenue, qui est 1'un des résultats fondamentaux de notre
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travail, correspond par ailleurs a ’équation définissant le potentiel effectif & travers le
principe variationnel statique.

Pour finir, nous avons aussi montré que dans le cadre de la LPA, ou I’équation
quantique du mouvement prend la forme de I’équation classique du mouvement dans
laquelle le potentiel classique est remplacé par le potentiel effectif, une approximation
fiable de ce dernier est obtenue par la résolution des équations wilsoniennes du RG cor-
respondantes. A D'inverse, ’emploi d’un potentiel one-loop, et plus généralement d’une
approximation & un ordre fini du développement en boucles pour Vs, est inapproprié
pour décrire correctement la dynamique de ¢(Z, ).

Tous ces points ont été illustrés par des exemples de mécanique quantique. Le cas
simple de l'oscillateur harmonique a confirmé analytiquement le bien-fondé de notre
approche, laquelle a été ensuite appliquée au probléme non-trivial du double puits (par
un traitement numeérique cette fois-ci) et s’est révélée en trés bon accord avec les résultats
exacts. En effet, I'intérét de considérer des exemples de mécanique quantique est d’avoir
I'opportunité de calculer I’évolution dynamique des paquets d’ondes via 1’équation de
Schrodinger dépendante du temps et d’obtenir ainsi les solutions exactes (numeériques).
Le bon accord entre ces derniéres et nos résultats nous a ainsi permis de valider nos
conjectures.

Un aspect a été volontairement occulté dans ce travail, & savoir ’extension possible de
I’étude de la dynamique aux ordres suivants du développement en gradient de I'. Ce serait
certainement intéressant d’explorer I'impact de I’inclusion de termes non-locaux dans I'.
Cependant, en raison des interrogations soulevées par cette extension lors des calculs des
niveaux énergétiques au chapitre 3, cette piste d’investigation demeure délicate.

En revanche, I'utilisation de ces enseignements en QFT, ot il est impossible de résoudre
exactement les équations du mouvement (Heisenberg ou Schrodinger), offre un vaste
champ d’applications dans lesquelles nous espérons nous plonger dans le futur. Entre
autres, notre analyse pourrait se révéler étre un bon outil de travail pour I’étude de la

dynamique quantique de I'inflaton dans le cadre des modéles inflationnaires en cosmologie.

Avant de conclure cette thése, nous allons esquisser les thématiques de recherche sur
lesquels nous travaillons actuellement ou qui sont prévus dans un avenir proche. Nous
explorons deux pistes en particulier : I’étude non-perturbative du mécanisme de la brisure
de symétrie induite par corrections radiatives proposé par Coleman et Weinberg [13] et

'utilisation d’une nouvelle équation du RG invariante par reparamétrisation [14].






« On ne fait jamais attention & ce qui a été fait;

on ne voit que ce qui reste 4 faire. »

Marie Curie

Perspectives de recherche

Fort des succés précédents, nous envisageons actuellement deux autres axes principaux
de recherche. Tout d’abord, la mise en évidence de I’extrapolation illégitime dans le régime
UV du potentiel effectif de Higgs du SM nous a logiquement conduit & nous intéresser
au mécanisme de brisure dynamique de symétrie proposé par Coleman et Weinberg [13].
En effet, ce processus de création d’un potentiel a symétrie brisée & partir des corrections
radiatives nous pose encore question, notamment au niveau du fonctionnement de ce
mécanisme dans la région IR en regard de la convexité du potentiel effectif.

D’autre part, comme nous ’avons déja évoqué au chapitre 2, nous aimerions explorer
les propriétés d’une nouvelle formulation des équations du RG [14], qui est invariante
par reparamétrisation. Les applications potentielles d’'une telle équation non-perturbative

sont considérables car cette derniére s’applique aux théories de jauge.

6.1 Modéle de Coleman et Weinberg

La compréhension de la cause de l'instabilité du vide électrofaible dans le secteur de
Higgs, en 'occurrence 'extrapolation des équations du RG au-dela de leur domaine de
validité, a mis en évidence que la propriété de convexité du potentiel effectif ne saurait

étre prise en défaut et que, partant de 1a, son non-respect peut constituer 'indication
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d’une certaine pathologie. C’est dans cette optique que nous nous sommes tournés vers
la question du mécanisme de Coleman et Weinberg [13]. Leur célébre modéle montre
comment les corrections radiatives diies au champ électromagnétique peuvent induire une
brisure de symétrie sur un potentiel scalaire classique quartique. Les auteurs montrent
ainsi que lorsque la contribution radiative du photon est du méme ordre de grandeur
que la constante de couplage quartique (X ~ e?), il se crée un potentiel renormalisé avec

symétrie brisée de la forme suivante :

Ve (6) o ¢ ln? ) (6.1)
1

On se rend aisément compte que pour des valeurs de ¢ inférieures a p, le potentiel devient
négatif. Ce comportement, dii au logarithme, se trouve contre-balancé par le terme ¢* en
facteur qui domine pour les faibles valeurs de ¢, ce qui impose V,,(0) = 0. Ce type de
potentiel n’est pas trés éloigné qualitativement du potentiel double puits déja considéré.
Néanmoins, la concavité (partielle) de V., aprés renormalisation est de nouveau en
contradiction avec la propriété de convexité du potentiel effectif. Notre intuition initiale
est donc de voir si, a I'instar du potentiel de Higgs, cette entorse a la convexité peut étre
causée par une extrapolation des calculs perturbatifs hors de leur domaine de validité,

mais cette fois-ci dans la région infrarouge.
De la méme fagon que pour le probléme de l'instabilité, il n’est pas nécessaire de
prendre en compte toute la structure de jauge du photon et il est possible d’étudier le

phénomeéne a 'aide de deux champs scalaires [36].

6.1.1 Modéle de deux champs scalaires non-massifs

Appelons ¢ le champ scalaire dont on veut calculer le potentiel effectif et B le champ
scalaire de notre modéle qui remplace le champ électromagnétique de ’étude originale de

Coleman et Weinberg. Le lagrangien d’un tel systéme s’écrit :
1 1 1
Sl6) = [ d'z (5 (V67 + 5 (VB' + 38 @ B+ V(@) +héV(6)) . (62

ou 39%¢? B? représente le terme d’interaction et hdoV (¢) = héV? (@) + héVE(¢) les
contre-termes respectifs pour ¢ et B.

Le potentiel classique V' (¢) est quartique :

A

V(e) = 6" (6.3)
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L’amplitude de persistance du vide s’écrit pour ce systéme :

2(7) = N [ Dg exp {—%/ d'e (% (Vo) +V(6) - T+ h(SV(¢))}
/ DB exp {—%/ d'z (% (VB)® + %gQ & B2>} . (6.4)

L’intégrale sur le champ B étant quadratique, elle peut étre calculée exactement et est
égale & det(V2 + ¢2¢%) 2. En développant ¢(z) autour d’un unique point de selle ¢y, soit
O = ¢o+ h%n, et en se limitant aux termes d’ordre O(h) au maximum, I’expression de Z

devient :
Z(J) = N o= R(V(00)=T bothdV (60)+ 4 Trin(k2+9° 60°)) /Dne 3 [ (VP +V ot @) (6.5)

Alors, si ’on suit la stratégie perturbative habituelle, les corrections radiatives issues du
champ B ainsi que les contre-termes sont formellement d’ordre & et ne contribuent pas (a
cet ordre) a l'intégrale sur 7. La quantité V" (¢g) qui apparait ci-dessus est égale a %(}502,
donc l'intégrale gaussienne peut étre effectuée et les contre-termes sont bien définis par la

procédure de renormalisation. Z(.J) s’écrit finalement :

—%(V(¢0)—J¢o+%f (;l ;“4111(192—1—92 ¢0?)+hoVE(¢0)+5 [ (5 f41n<k2+V”(¢o))+h6V¢(¢o))

Z(J)=N e . (6.6)

Connaissant la relation entre le champ classique ¢, et le point de selle ¢g, a savoir [16]
¢e = ¢o + O(h), la définition (2.31) de I’action effective donne directement ’expression
du potentiel effectif :

d4k 2 2 2 B
T (K + > 6”) + h oV ()

Vaslod =Vie) + 4 [
d:; In (K2 +V"(¢0)) +h V(o) + O . (6.7)

+g/<2

L’application des conditions de renormalisation habituelles (cf. [13]) donne le potentiel

one-loop renormalisé suivant :
hg* ? 25 h\? ? 25
% In{—|-= In{—|—-=|. 6.8
(9) = (b e l (;ﬂ) 6] o6 |M2) T (6.8)

Si la combinaison @9—2 est de ’ordre de A\, alors les corrections radiatives diies aux champ

scalaire B sont capables d’induire une brisure de symétrie. Dans ce cas, on peut naturel-

lement négliger la correction radiative relative au champ ¢. Le potentiel (6.8) correspond

au résultat de Coleman et Weinberg.
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6.1.2 Remarques et pistes d’investigations

La question qui se pose immédiatement & la lecture du raisonnement précédent est
comment est-il possible d’obtenir un potentiel effectif non-convexe. Les réponses proposées
[36,89] ont montré que I'intégration (6.5) ne peut pas étre réalisée pour ’ensemble de tous
les modes puisque, dans I'IR, ’approximation d’un point de selle unique n’est plus valable.
Cette observation permet de justifier ensuite la construction de Maxwell pour le potentiel

one-loop non-convexe.

Nous nous sommes alors demandé s’il était possible de retrouver ce résultat a partir
de ’équation du RG valable dans la phase brisée [26]. Les premiers résultats tendent &
montrer que I’équation (4.3) est en effet capable de reproduire la construction de Max-
well en dépit de la forme non polynomiale du potentiel. Cependant, c’est une observation
au niveau de l'arbre et la prise en compte des corrections & ’ordre suivant pose encore
question.

Concernant le raisonnement de [36], nous avons remarqué que les corrections radiatives
relatives au champ B ne sont pas prises en compte dans l'intégrale de chemin pour le
champ ¢ étant données que ces derniéres sont formellement d’ordre A. Cependant, la
condition de base du mécanisme de Coleman et Weinberg est que la constante de cou-

hgt
6472

plage A soit du méme ordre de grandeur que la correction radiative . Il semble donc
délicat de négliger cette derniére devant A dans l'intégrale (6.4). Lorsque 1’on essaie de
prendre en compte cette contribution, on rencontre un certain nombre de difficultés en
raison de la non-analycité du potentiel effectif en ¢ = 0. Cette question est activement

étudié et nous espérons pouvoir clarifier ce point dans un futur proche.

Nous allons encore mentionner deux observations. La premiére, qui peut apparaitre
un peu évidente, a tout de méme son importance. En effet, on se rend facilement compte
que le mécanisme de Coleman et Weinberg ne peut fonctionner que si les divergences
quadratiques des champs scalaires sont supprimées. Dans le cas contraire, les équations
du RG générent une masse positive énorme qui empéche catégoriquement ’apparition
d’une brisure de symétrie. Cette remarque relance la question de la justification de la
compensation des divergences quadratiques (qui n’est nullement garantie puisqu’aucun
champ scalaire n’a encore jamais été observé). Si le scénario habituel fonctionne, il sem-
blerait que, moyennant un "fine tunning" ad hoc, on soit en mesure de rendre compte du

mécanisme de Coleman et Weinberg par 'approche non-perturbative wilsonienne.
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Par ailleurs, ’observation des fonctions béta révéle que la constante de couplage A
prend des valeurs négatives lorsque I’échelle de renormalisation est de ’ordre du minimum
du potentiel effectif. Cette remarque souligne qu’a la différence du phénoméne de brisure
spontanée de symétrie ou le coefficient de ¢? est négatif et celui de ¢* positif, dans le
mécanisme de Coleman et Weinberg, il est nécessaire que le coefficient de ¢* soit négatif
et celui de ¢° positif. Cette particularité constitue également une piste de réflexion.

Pour terminer, afin de s’affranchir des éventuelles pathologies des théories des champs
sans masse (divergences IR notamment), il peut étre intéressant d’introduire dans ce mo-
déle des termes de masse, petits par rapport aux autres grandeurs du probléme, afin
d’avoir une liberté plus grande dans le choix des conditions de renormalisation. Cette

approche est aussi en cours de développement.

Au stade actuel, notre travail ne permet pas encore de conclure sur la validité du
mécanisme de Coleman et Weinberg, nous pensons cependant que notre analyse pourra

apporter trés prochainement un éclairage sur cette question.

6.2 Equations du groupe de renormalisation invariante
de jauge

Dans un récent travail [14] une équation exacte du groupe de renormalisation inva-
riante de jauge a été mise en place. Cette derniére est obtenue en combinant la stratégie
wilsonienne habituelle avec ’approche géométrique de Vilkovisky-De Witt qui permet de
définir une action effective invariante par reparamétrisation [90,91].

Nous envisageons ici une premiére application simple de cette nouvelle équation du RG
au modéle linéaire O(2). Dans I'annexe E, nous introduirons le formalisme développé
dans |14]. Ensuite, en choisissant les coordonnées polaires pour le modeéle O(2) (o les
connexions sont naturellement non-nulles), nous vérifierons que 'on peut retrouver les
équations du RG attendues pour le potentiel (au niveau de la LPA).

Un de nos objectifs actuels est d’appliquer cette équation du RG invariante par repara-
métrisation dans le cas non-trivial du modéle sigma non-linéaire, pour lequel nous avons
déja entrepris des travaux préliminaires et obtenu quelques résultats intéressants.

A plus long terme, il s’agira de considérer I’équation du RG invariante de jauge (cf. [14])

dans I’espoir d’aboutir a une description non-perturbative des théories de jauge.
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Cette thése avait pour dessein d’évaluer I’apport de 'utilisation de méthodes non-
perturbatives a des problématiques de théorie des champs d’intérét phénoménologique.
En particulier, les équations exactes du groupe de renormalisation wilsonien [4,22-25, 75|

ont constitué notre outil de départ pour investiguer cette physique.

Ainsi, une premiére étape a été franchie en appliquant la méthode wilsonienne a la
détermination de l’écart énergétique entre le niveau fondamental et le premier niveau
excité dans un potentiel double puits. L’objectif était lui-méme double.

D’une part, cette étude a permis de vérifier quantitativement les prédictions du RG
wilsonien puisque ’on dispose, pour cette "QFT élémentaire", de la solution exacte du
probléme donnée par ’équation de Schrodinger. Nous avons ainsi montré que la précision
des équations du RG a 'ordre le plus bas (LPA) est supérieure & 0.2% pour les niveaux
d’énergie dans un potentiel anharmonique, et elle est d’environ 1% dans le cas du double
puits pour des barriéres de potentiel modérées. Lorsque le double puits est trés marqué,
Ieffet tunnel devient trés faible et notre méthode présente une certaine déviation par
rapport aux résultats attendus. Néanmoins, le comportement qualitatif est bien reproduit
puisque I’écart énergétique tend bien vers zéro pour des valeurs de constantes de couplage
s’annulant.

D’autre part, ce travail a confirmé qu’en vertu de leurs propriétés non-perturbatives, les
équations du RG respectent la propriété de convexité du potentiel effectif dans les théories
a symétries brisées. Cette méthode témoigne ainsi de son efficacité par rapport a I’analyse
perturbative habituelle dans laquelle cette propriété est perdue. L’approche wilsonienne
présente donc certains atouts quant a son application aux théories qui présentent une

brisure spontanée de symétrie.
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C’est dans cet esprit que nous avons étendu notre travail & une problématique trés
importante & I'heure actuelle : la détermination de limites théoriques sur la masse du
boson de Higgs dans le contexte du Modéle Standard.

En effet, il est couramment admis que le couplage de Yukawa entre le quark top et le
boson de Higgs engendre un flot particulier pour la constante de couplage quartique
qui peut devenir négative, ce qui semblerait indiquer que le potentiel effectif serait non
limité inférieurement ("unbouded from below") et qu’en conséquence le vide électrofaible
deviendrait instable. L'imposition de la contrainte phénoménologique de stabilité (voire
de métastabilité) du vide EW permet alors, selon la démarche usuelle, de dériver des
bornes inférieures sur la masse du Higgs [48-57].

En remarquant que cette observation est en contradiction flagrante avec la propriété de
convexité du potentiel effectif, nous avons identifié 'origine de ce phénoméne en met-
tant en évidence [11] que U'instabilité du vide EW est en réalité un artefact produit par
I’extrapolation des résultats perturbatifs hors de leur domaine de validité.

En premier lieu, nous avons écarté certains arguments populaires [51,65] qui sont
souvent avancés comme la réponse au probléme de 'instabilité du vide EW. Notre analyse
a été fondée sur un modéle simple constitué d’un champ scalaire (correspondant au Higgs)
possédant un couplage de Yukawa avec un fermion (représentant le top). A cette occasion,
nous avons montré qu’il n’y a aucune incompatibilité entre la convexité du potentiel effectif
et I’existence de fonctions de vertex dans la phase brisée. A cette fin, nous avons combiné
I’approche de Bogolubov sur la brisure de symétrie, a savoir I'instabilité dynamique des
minima classiques [69, 70|, avec les équations wilsoniennes du RG. Cette approche permet
de générer la construction de Maxwell au cours du flot de renormalisation et d’aller au-
deld du niveau de I'arbre. Ce travail liminaire a permis de confirmer que les équations
wilsoniennes habituelles, associées a celle valable dans la phase brisée (ou les contributions
conjointes de deux points de selle non-triviaux sont considérées) [26], constituent un outil
de premier choix pour décrire le mécanisme de brisure de symétrie.

Ensuite, le résultat fondamental de cette étude a été de déceler que la cause de ’'insta-
bilité du potentiel repose sur ’extrapolation illégale du potentiel effectif renormalisé dans
une région de ¢ ou les résultats de la théorie des perturbations renormalisée ne sont plus
valables. Autrement dit, I'instabilité n’existe pas. Au reste, en accord avec les théorémes
généraux [9, 10], nous avons vérifié que le potentiel effectif avec cutoff de notre modéle

simplifié est bien convexe dans toute la région ot il est défini.
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Notre analyse a montré qu’il était nécessaire de bien comprendre la délicate connexion
entre les secteurs UV et IR de la théorie pour découvrir l'origine de cette apparente insta-
bilité. C’est pourquoi I'application naive de la régularisation dimensionnelle, qui donne
accés directement aux résultats de la théorie des perturbations renormalisée, ne permet
pas de recouvrer 'erreur faite dans le raisonnement habituel : le lien entre la théorie nue
et celle renormalisée est perdu.

Ainsi, pour établir nos conclusions, nous avons montré que lorsque I'on considére le SM
comme une théorie effective valable jusqu’a I’échelle de la nouvelle physique A (démarche
a la base de la détermination des bornes inférieures sur la masse du Higgs), les conditions
habituelles d’applicabilité de la théorie des perturbations sont en réalité insuffisantes.
Dans notre cas de figure, la contrainte de consistance de la théorie (¢ < A) associée a
I'équation (4.33), implique que la combinaison %Z + Té% ln:;—z, ot v est I’échelle de renor-
malisation IR, ne peut pas étre négative. Or, si ’on s’intéresse uniquement aux résultats
de la théorie des perturbations, cette information n’apparait pas. En effet, les équations
(4.28) et (4.29), qui requiérent la petitesse des constantes de couplages et des corrections
radiatives, sont généralement considérées comme les seules conditions de validité de la
théorie des perturbations renormalisée. Toutefois, notre travail révéle que c’est précisé-
ment en oubliant la contrainte indépendante supplémentaire précédente que le potentiel
effectif apparait comme instable.

Par la suite, nous avons généralisé nos résultats dans un contexte non-perturbatif en
conduisant 'analyse a ’aide des équations wilsoniennes du RG et en aboutissant aux

mémes conclusions.

D’un point de vue plus phénoménologique, nous avons montré que ’absence d’insta-
bilité du potentiel effectif n’est pas un obstacle a la détermination de bornes inférieures
sur la masse du Higgs. En effet, la consistance de la théorie indique que V.ss doit étre
convexe, donc la recherche du point d’inflexion de V.;; dans la région externe (|¢| > v)
fournit un critére sensé pour trouver le cutoff physique associé & une valeur donnée de .
Si I’échelle de la nouvelle physique A se trouve dans la région du TeV, nous observons une
différence significative puisque nos bornes donnent une valeur de M, plus élevée d’une

dizaine de GeV en comparaison des déterminations habituelles.

Au-dela de ces répercussions sur le SM, notre analyse implique aussi une profonde
différence conceptuelle par rapport au raisonnement standard : la stabilité du potentiel,

de méme que les bornes sur M, ne sont qu'une manifestation de la consistance interne

H)
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de la théorie, en 'occurrence le respect de la propriété de convexité du potentiel effectif
et du domaine de validité de la théorie effective (¢ < A). En revanche, dans la démarche
usuelle, 'instabilité est considérée comme une possibilité théorique légitime. En d’autres
termes, la stabilité du vide EW y apparait comme une requéte additionnelle dictée par des
contraintes phénoménologiques. C’est la raison pour laquelle le scénario de métastabilité,
basé sur les conséquences de la présence d’un vide plus bas que celui électrofaible, a pu
étre envisagé. Une conséquence notable de nos travaux est que ce type de scénario est

définitivement exclu.

Afin d’explorer d’autres potentialités de la renormalisation non-perturbative, nous
nous sommes penchés sur la pertinence de 1'usage de 'action effective I' pour décrire la
dynamique d’un champ quantique. Notre étude détaillée [12] a permis de montrer qu'une
utilisation rigoureuse de 1’équation g—g = 0 comme "équation quantique du mouvement"
nécessite d’étre attentif & un certain nombre de points souvent ignorés.

Tout d’abord, il convient de vérifier que I'argument de I', le champ classique ¢(7,t),
correspond bien & la valeur moyenne de 'opérateur quantique é(f) dans un état donné
|1, t). En effet, la définition variationnelle de I’action effective montre que ¢(Z,t¢) n’est
pas nécessairement un élément de matrice diagonal. Concernant ce point, nous avons
fourni un argument indiquant que la classe des mouvements périodiques respecte bien

cette condition.

Le second point, qui constitue la partie centrale de notre étude, consiste a respecter
les conditions asymptotiques pour les états |in) et |out) qui entrent dans la définition
de I'action effective, ce qui implique de déterminer de fagon appropriée la fonctionnelle
d’onde initiale W[p (7, ty)] associée au mouvement de ¢(Z,t). En particulier, en se basant
sur un développement en dérivée pour I', il est possible de déterminer un état initial
unique V[p(Z,to)] & partir des conditions aux limites pour le mouvement de ¢(Z,t). 1l
suffit pour cela de choisir une variété ¢t = t, (instant initial) en accord avec les conditions
asymptotiques pour les états |in) et |out).

Dans le cas d’'un champ inital ¢ constant et dont les dérivées sont nulles a ¢t = ¢, ce
qui correspond a des conditions fréquemment utilisées dans les applications, le théoréme
de Gell-Mann et Low [88] nous a permis de démontrer que le paquet d’ondes (fonctionnel)
initial est donné par ’équation de Schrédinger indépendante du temps avec une source
constante. Ce résultat est trés important car il permet de déterminer précisément quelle

dynamique est décrite par I’équation quantique du mouvement, & savoir I’évolution de la
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valeur moyenne d’un champ dont le paquet d’ondes initial obéit a la relation (5.11). Cette
derniére équation se trouve d’ailleurs étre celle-la méme qui est utilisée pour définir le
potentiel effectif & partir du principe variationnel statique.

Une troisiéme considération est encore nécessaire. En effet, nous avons également mon-
tré que dans le cadre de la LPA pour I', ou ’équation quantique du mouvement prend
la forme de I’équation classique du mouvement dans laquelle le potentiel classique est
remplacé par le potentiel effectif, seule une approximation non-perturbative fournit un
résultat fiable. La comparaison entre 'utilisation des équations wilsoniennes du RG et
celle d’un développement en boucles & un ordre fini (one-loop dans notre exemple) pour
calculer V. ¢, a permis de souligner I'importance d’'une approximation appropriée pour une
description correcte de la dynamique de ¢(Z,t).

Tous ces raisonnements ont été illustrés par des exemples de mécanique quantique,
de fagon analytique pour le cas simple de 'oscillateur harmonique, puis numériquement
pour le probléme non-trivial du double puits. Un trés bon accord avec les résultats exacts
(fournis par ’équation de Schrodinger dépendante du temps) est obtenu si 1’on respecte
les critéres que nous avons mis en avant. Cette observation constitue une solide confirma-
tion de nos conjectures.

Cette analyse pourrait étre un bon point de départ pour aborder des problématiques
lies & la cosmologie, ol nous sommes souvent amenés a étudier I’évolution dynamique
de champs scalaires, comme par exemple celle de 'inflaton dans le cadre des modéles

inflationnaires.

Concernant la poursuite de nos recherches, deux études sont actuellement engagées.
La premiére envisage une exploration active du modéle de Coleman et Weinberg [13|
d’un point de vue non-perturbatif. Parallélement, I'application d’une équation du RG
invariante par reparamétrisation [14] au modéle sigma non-linéaire est en cours. Nous

avons bon espoir d’aboutir a des résultats intéressants pour chacun de ces problémes.






“13h26, restate my assumptions :

1, mathematics is the langage of nature

2, everything around us can be represented and understood
through numbers

3, if you grab the numbers of any system, add on them each.

Therefore, there are add-ons everywhere in nature.”

« 13h26, je reformule mes hypothéses :

1, les mathématiques sont le langage de la nature

2, tout ce qui nous entoure peut étre mis en équation
3, tous les chiffres d’un systéme donnent des séquences.

Résultat, il y a des séquences partout dans la nature. »

Darren Aronofsky
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Schéma M S

Notre objectif est ici de rappeler comment le potentiel & une boucle renormalisé est
obtenu suivant la régularisation dimensionnelle. Nous pouvons par exemple utiliser comme

point de départ 1’équation du RG (2.17) correctement normalisée, soit :

Up—si(¢) = 2/ ddp Zn <p +Zk(¢)>, (A1)

p

dans laquelle on considére désormais que la dimension est formellement égale & d = 4 — 2e.
Il suffit alors de prendre des bornes d’intégration infinies au lieu de celles de la shell et
d’approximer U, par U, dans le membre de droite de I'équation (A.1). Ainsi, I'expression
du potentiel one-loop renormalisé s’écrit :

Vat L / ddk; <k2+;;{(¢)>7 (A.2)

o VI =Uy, Vi, = U, et V() =m? + %‘bQ'

Afin d’étre plus général, considérons l'intégrale :

dk k? + M?
I = / In
(2m)d k2

_ /OMQda V%ﬁ] (A.3)
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L’intégrale entre crochet est un cas particulier d’intégrale de boucles habituelle dont le

résultat est bien connu (cf. [21] par exemple) :

ik 1 1 T(n—49) .,
/(27T)d (k:2+a)"_(47r)% T'(n) o (A-4)

On obtient alors :

ol ’on a utilisé la relation :

dans la derniére ligne.

Nous pouvons maintenant écrire explicitement la dimension comme d = 4 — 2¢ :

M2\ [/4mN\e T
;- (M (i) e | (A.7)
A M?) (2—¢)(1l—¢)
En développant la fonction I'(1 + €) autour de la valeur 1 et a I’aide de ’équation (A.6),
on trouve ['(e) = L —v+O(e), ott v = —I"(1) est la constante d’Euler. Avec cette relation

et en réalisant le développement limité en ¢ du dénominateur de I’équation (A.7), cette

derniére devient :

N o N A S IR

En considérant x = e il est clair que :

€

1
lim > =Inz + - . (A.9)
e—0 € €

L’équation (A.9) s’écrit alors :

1%22[<14—M1 ) (1+29)
2 \ar T 2°
1
2

I = — <T—;>2 E—’y+ln(47r)—ln(M2)+g]. (A.10)

I = —
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Le schéma M S stipule alors que les contre-termes doivent compenser les trois premiers
termes apparaissant dans 1’expression entre crochets. De plus, il faut également introduire
la quantité arbitraire p pour respecter la dimensionnalité dans ce schéma de régularisation.

Au final, cela revient a 'opération formelle [21] :
1
= — v+ In(4n) — In(p?) . (A.11)
€

On obtiendrait rigoureusement le méme résultat en définissant individuellement chacun
des contre-termes pour la masse, la constante de couplage et le champ.

Le résultat final de I'application du schéma M S est donc :

Ak k% + M2 1/M2\* [ M?2 3
] — - (=) (Im— —2). .
[t () =2 (a) (vl —3) (r12

On peut alors déterminer le potentiel one-loop & partir de ’équation (A.2) :

(A.13)

2
g e (e )
2 )

Vll — T )\ T
ey AT T G 12 2

dans laquelle les paramétres sont définis a 1’échelle renormalisée .






Régularisation par cutoft

B.1 Calcul en 4 dimensions

Il s’agit ici de calculer le potentiel & un boucle renormalisé pour une théorie avec un
champ scalaire massif en utilisant la régularisation par cutoff. A partir de I’équation du
RG (2.20) en 4 dimensions :

OU(9) K K + Uy (¢)
k =— 1 B.1
ok 1672 2 ’ (B-1)

on peut procéder a I'intégration analytique entre 0 et A en une seule étape en remplacant

U, par U, dans le membre de droite de I'équation (B.1). Dans le schéma de régularisation
par cutoff, on calcule le potentiel effectif en fonction du cutoff fini A, ce sont ensuite les
conditions de renormalisation qui permettent d’obtenir le potentiel renormalisé & 1’échelle
IR p. Gardant a Uesprit que Uy =V et Uy = VE}I , l'expression du potentiel one-loop nu

s’écrit : 2 U”((b)
+
T;‘) ) (B.2)

Etant donné que U, = m?* + 3¢?, avec m? < 0, il faut distinguer les deux cas de figures
Uy >0et Uy <O0.

Dans le premier cas, on doit calculer 'intégrale :

A 2
I = /0 dk k*In(k* + a) avec a = Uy >0 pour [¢| > /=22 (B.3)

1 A
1 3
v =y - 1
5 — cl—|—162/0 dk k 1’1(
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134 Chapitre B. Régularisation par cutoff
1 A2
= - dK KIn(K +a) avec K = k. (B.4)
0
En intégrant ensuite [ par partie avec dU = KdK et V = In(K 4+ a), on a U = KTQ et
dK o
dV = Kta’ soit :
1 [[K? Moy R
I = =S |—In(K - =
2{[2 n( Mﬂo 2 Jo K+a}
1 2 A? A? (12
_ Z{[K 1n(K+a)}0 ~ | K <K+ ik
1 K? n 22 1
= “{|K’In(K ——+aK| —-a* | dK
4{[ n(K +a) 5 ta L a | K+a}
1 ke A
I = 1 [k‘l In(k? +a) — a®In(k? + a) — 0 + akﬂ (B.5)
0
De la méme facon, on calcule I'intégrale .J lorsque U, < 0 :
A
1" —2m?2
J = /0 dk KIn(k? —b) avec b=—U; >0 pour |¢| < /=2 (B.6)
A Vo
_ / dk K (k? — b) +/ dk K <m +In(b — k:2)> . (B.7)
Vb 0
Nous avons prolongé ici le logarithme dans 1’espace complexe (a I’aide de '™ = —1) lorsque

son argument devient négatif (pour v/b < k). Cette ap

parition d’une partie complexe dans

le potentiel a une boucle témoigne, selon Iinterprétation habituelle [61], de I'instabilité

des configurations dans cette région.

Cette spécifité mise a part, 'intégration se fait comme précédemment, et on trouve :

1- 4 2 2 2 k4 2 . 4 \/I;
J o= 1 |Fnb k) = Vb - k) - T~ bk + ik
L 0
10 k4 A
+ = k:4ln(k:2—b)—b21n(k:2—b)———ka]
1| 2 7
1] k4 A b2
= 3 k:4ln|k:2—b|—621n|k2—b|—?—bk2] +im (B.8)
L 0

On peut alors combiner les expressions (B.5) et (B.8) pour obtenir le résultat compact

sulvant :

//2

A 1 1 "
/0 dk K In(k? + UY) = 7 |k nfk? + Uy = U}

In|k? + Uy| —

"2

k4 1
— + Uy K

A+.U
2 17T

TA .
(B.9)
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Pour obtenir le potentiel one-loop nu, il faut encore retrancher a 1’équation (B.9) la

quantité :
A 1 K4
/ dk FPIn(k?) = - [1& In(k?) — —] . (B.10)
0 4 21,
On peut maintenant écrire V;l :

1 17 17 17 " A 17
yu = Vcl+@[k4ln|k2+UA\—k4ln(k;2)—UA21n|k2+UA|+UAk2]O +inUy
1 |A2+U//| "2 |U”|
vit = v, Aln—A 7 Inp——A
7 ' { ! o Il|A2+UA|

6472 A2
On retrouve bien ainsi la partie bosonique du potentiel nu & une boucle (4.13) avant

FULA? + me} . (B.11)

implémentation des conditions de renormalisation. Ces derniéres sont généralement choisie

comme :

d4vll
=m? et —_— =\
4
p=p ) d¢ p=p

Toutefois, les conditions de renormalisation reste largement arbitraires (en ce qui concerne

d2vll

R

les contre-termes finis), donc un autre choix est également envisageable comme nous

pourrons en voir un exemple dans ’annexe suivante.

B.2 Calcul en une dimension

Déterminons maintenant le potentiel effectif one-loop en mécanique quantique, autre-
ment dit pour une théorie des champs a une seule dimension temporelle et zéro dimension

spatiale. L’équation du RG (2.20) s’écrit alors :
k/: k:2 1"
k@Uk(x) — In <L’€<x)> _ (B.13)

ok orm k2

L’approximation & une boucle revient a remplacer U, (x) par Uy (z) = mTi:L’Q + A, z* dans
le membre de droite de ’équation (B.13) et a effectuer I'intégration entre 0 et A.
Le potentiel one-loop est donc donné par :
VI = Uy 4 /A dkIn <M> . (B.14)
27 Jo k2
Comme précédemment, il convient de distinguer deux situations, selon que U, soit positif
ou négatif.

Dans le premier cas, on considére 'intégrale I, définie comme :

A 2
I = /0 dkIn(k* + a*) avec a = /Uy >0 pour |z > /% . (B.15)
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En intégrant par partie avec dU = dk et V = In(k*+a?),ona U = k et dV = % dkg, soit :

_ T 2, 2\1A A K
_[ = _k‘ln(k +a ):|O —2/0 dkm
o ) o 1A A 5 (A dE
= _k‘ln(k +a ):|O —2/0 dk+2a /0 m
- 2 A
= |kln(k* 4 a®) — 2k + 2a arctan (—)1 . (B.16)
a
L 0

De la méme facon, on calcule I'intégrale .J lorsque U, < 0 :

A 2
b

= / dk (mr + In(b ) / dk In(k ) (B.17)
0

On note ici encore la présence d’'une composante complexe qui refléte 'instabilité des
configurations dans la région interne [61] et I'inadéquation de 1’approximation en boucles
dans cette zone.

Cela étant, l'intégration se fait de maniére analogue et on trouve :

dk A A dk
2 2 2 2 2
J = [kln(b k)—2k+mk} +2b / T [kln(k —b)—Qk}b—Qb /b yERT

0
b

k
= l/{; In(b? — k?) — 2k + 2barctanh (3”
0

A
_ lk:ln|k:2—62| ~ 2%+ bln “b] +inb.

k—0l],
Pour obtenir le potentiel & une boucle, il faut aussi retrancher aux équations (B.16) et
(B.18) la quantité :

/OA dkn(k?) = [kn(k?) — 2] . (B.19)

On peut maintenant écrire V! :

AU 1 2,/Uy arctan<\/%) pour |z| > /1
v UA+—A1 A+ {

A2 2r | /—U7 In }“\/—”‘ + im\/—Uy pour |z| < \/;

En développant en puissances de A, on vérifie bien (cf. équation (5.26)) que la contribution
de la partie interne est d’ordre O(A™!), ce qui signifie que le potentiel one-loop n’est
pratiquement pas modifié dans cette région. Cela implique naturellement que la propriété
de convexité n’est pas satisfaite au travers de cette approximation.

Par ailleurs, on peut remarquer qu’aucune divergence n’apparait en une dimension, ce qui

illustre I'inanité de la renormalisation en mécanique quantique.

k
+irb+ [k In(k* — b*) — 2k + 2barccotanh (EN

A

b

(B.18)

(B.20)



Autres conditions de renormalisation

Il s’agit ici de calculer le potentiel renormalisé de I’équation (4.24), dans lequel les
conditions de renormalisation permettent de fixer la position du minimum et la courbure
en ce point de facon a ce qu’elles correspondent aux valeurs classiques. Ces conditions

s’écrivent donc naturellement :

v
=0 C.1
. (<BY
d2vll )\UQ )

avec v = /=% A partir de 1'équation (4.17) on obtient :

dvll ) ) 2 by 92
£ — 2 | A2
dé ¢ <m Fomt AT ONT T e T
A m2 + A¢2 g4¢2 92(252
93 <m2 + §¢2> In A22 ~ In ek (C.3)

La condition (C.1) devient alors :
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En dérivant V! par rapport & ¢ une seconde fois, on trouve :

v 2 oo A g A 3 m? + 3¢7
av A Y A ( 2, 9 2) T
dgr = mhomE <327r2 47r2> HETAEI D R e
¢2 A 3g4 92¢2 2
29 = .
o 672 ar2\ " Az ' 3)) ()

et la condition (C.2) s’écrit :

2 2 2, A2
B 9 v A g 9 A 5 3. 9\, m°+3v
0 = om” 49\ 5} + <327r2 — —47r2> A+ 39,2 <m +§)\v >lr17A22

v? [ N2 3g* [ g*v?® 2
v _ 29 (1 f 2. .
3 (167r2 27T2<HA2 T3 (C.6)

En combinant les équations (C.4) et (C.6), on arrive aux expressions finales des contre-

termes :
3g* [, g*v? 3\ m? 4 202
A = 53 (1 Vi 1) 32,7 In A22 +1 (C.7)
Am? m? + 202 g*v?
2 A2 _ 2 B
om® = ( 327T2> 3972 (ln e +3> o (C.8)

En insérant ces résultats (C.7) et (C.8) dans V!, donné par 1'équation (4.17), on obtient

le potentiel renormalisé suivant :

2, Aa2\2
Vi — lm2¢2+i¢4+(m+§¢) 1m2+%¢2_§
2 6472 m2+%1)2 2
4,4 2 2 2 4
g [, 07 3\ v o3 g
1672 <l F_§>+§¢ 3272 4n?)’ (C9)

Sil’on néglige la contribution bosonique, on vérifie que I’équation (C.9) est bien le potentiel

one-loop renormalisé (4.24) que l'on a tracé sur la figure 4.5.



Potentiel RGI du Modéle Standard

Nous allons ici donner des précisions relatives au calcul du potentiel one-loop RGI
du SM utilisé lors du chapitre 4. Suivant [56|, les "conditions de matching", c’est-a-dire
les relations entre les constantes de couplage et les masses physiques des particules, sont,

pour le boson de Higgs et le quark top :
()

MA(t) = m? (1) 20 + Re (T(p* = M2) = TI(p* = 0)) (D.1)
93<Mt)2
M, = my(M,) <1+ 3t ) (D.2)

ou IT est la self-énergie du Higgs (I’expression explicite compléte se trouve dans ’appendice
A de [56]). De plus, bien que le potentiel effectif exact soit indépendant d’échelle (équation

de Callan-Symanzik), ce n’est vrai qu’approximativement pour V1 et V, La valeur t*

RGI*
du paramétre ¢ qui apparait dans I’équation (D.1) est choisie de fagon a minimiser la
dépendance de V., par rapport au choix de 'échelle courante p(t) = M, e'. La valeur de
p(t*) correspondante est dans notre cas : pu(t*) ~ 130 GeV. En omettant les contributions

(négligeables) du Higgs et du boson de Goldstone, la valeur de m? (¢*) est donnée par [56] :

wi ) = e (24 Dot 10g SO

3 64n? 412(7) 3
Tp o, o 12 2(t%) + g2(t")] E2(t* ) 2
b3l 4 ghe)] g MO ELELO L 2]
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140 Chapitre D. Potentiel RGI du Modéle Standard

L 92 (t*)§2 (t*)’l}2
_ 8g(t)logT(t*)}>, (D.3)

ou ’on reconnait la relation au niveau de ’arbre pour mi dans le premier terme du
membre de droite de 1’équation, tandis que les contributions suivantes proviennent des
corrections de boucle.

Les valeurs aux limites des constantes de couplage sont similaires a celles de [56] :

g(M) = 0650 ;  g(M) = 0.9635
(M) = 0355 : gJ(M,) = 1218 , (D.4)
v(M,) =0 ;. T(M,) =0

ce qui correspond & M, = 80 GeV, M, = 91.2 GeV, M, = 175 GeV et ay(M,) = 0.118.

Les conditions de matching sont données par les relations suivantes :

M, 2(M,) = Lg2(0,) 0 - (M) = S gA(M,) (M) 02

v 4 2
1 3 9s(M,,)
MA(M,) = 4 (M) + g5 (M) " 0?1 au(M,) == %

(D.5)

La constante de couplage A\(M,) est gardée comme parameétre libre.

Comme expliqué dans le chapitre 4, en choisissant différentes valeurs de A(M,), on
détermine des cutoffs physiques distincts. Ainsi, il en découle des bornes inférieures sur
la masse du Higgs en fonction de 1’échelle de la nouvelle physique.

Il faut également noter que, pour maintenir la position des minima & ses valeurs phéno-
ménologiques, la masse m? doit étre fixée par la condition : SO)> ) = 246.22 GeV, ce

£(t)
qui revient a [56] :

m(t*) = —SQ(t*)v2<A(t*)+ k {lgi‘(t*)[log—g%(t*)§2(t*)v2—1}

6 ' 64n2\2 4 p2(t) s
L 5 o 20012 Ht) + gy ()] ()’ 1
+ 4ot + g3 1o _— 4%@3; = -3
. 4g4<t*>[1og%—l]}>' oo

Toutes les conditions aux limites étant établies, on peut alors résoudre numériquement
le systéme d’équations du RG pour les constantes de couplage courantes. Il en résulte
I'équation (4.40) du chapitre 4 pour l'expression du potentiel V, ., ().

Nous terminons cette annexe en donnant les valeurs aux limites des constantes de couplage
correspondant aux données expérimentales récentes de M,, M, o, et M, considérées
dans le chapitre 4 : g;(M,) = 0.653, g2(M,) = 0.349, gs(M,) = 1.223 et g(M;) = 0.980.



Modéle O(2)

Cette annexe s’attaque a un premier test de I’applicabilité de I’équation non-perturbative
du RG invariante par reparamétrisation issue des travaux de [14].
Le point de départ cette démarche consiste a se servir de la transformée de Legendre

partielle pour le champ classique ¢ dont les modes appartiennent au régime UV :

o _ - — OWip_,J
Pk[¢<7 ¢>] = Wk[¢<7 ‘]>] - ‘]> ¢> avec ¢> = % ) (El)
>
les composantes UV et IR étant notées par les indices respectifs > et <.
On écrit alors I'action effective comme :
I6] = /D¢> e 516005 14(9" 6"k [d)a (E.2)

ol la lettre a représente de maniére condensée toutes les indices relatifs aux modes UV du
champ et la virgule la dérivation par rapport a ¢-. Ensuite, le raisonnement habituel de
Wegner et Houghton [4] permet d’aboutir a une équation du RG sous la forme familiére :

1 det Fk AB
I s =T —In | —=—— E.3
k—ok k+2n<detFk,ab>’ (E.3)

dans laquelle les indices A, B et a, b décrivent respectivement les modes contenus dans les
intervalles [k — 0k, A] et [k, A], ce qui indique clairement que I'on calcule le déterminant
dans la shell [k — 0k, k].
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142 Chapitre E. Modéle O(2)

Le travail de [14] consiste & tenir compte de la structure géométrique non-banale de la
théorie, comme par exemple celle du modéle sigma non-linéaire ou des théories de jauge.

L’équation (E.3) devient alors :

o — 1. (detTy, , B
Dazon[@s: @] = Talos, @] + 2111 (det T b) : (E.4)

Les quantités I';; sont obtenues a partir des dérivées covariantes de ’action effective et

des relations de changement de coordonnées :

Dij=Tuj =0y, (D) T, (E.5)

77/]
ou le point-virgule symbolise la dérivation covariante. Les expressions de o et D et la

signification de ¢, sont données explicitement dans [14].

Considérons maintenant un systéme de deux champs, ¢'(z) et ¢?(x) en coordonnées

cartésiennes, dont 1'action effective I';[¢!, ¢?] est approximée comme suit :
2
1 . . . . 1
Do ) = Y [ dvdyguenson {505 6@ 260 + Ui (6@ )" )} (E0)
ij=1

Il s’agit donc ici du modéle général sigma, qui peut étre linéaire ou non-linéaire par rapport
a l'espace de coordonnées internes (i,7) ou/et par rapport a ’espace-temps (x,y). Le
modeéle linéaire, qui n’est autre que O(2), est caractérisé par une métrique linéaire pour

les indices internes et externes, qui prend alors la forme triviale :

10
Goliw) plaw) = ( 0 ) o(x —y). (E.7)

Dans le cas d’un choix de coordonnées polaires, la métrique devient (artificiellement) non
triviale et les connexions sont alors différentes de zéro. Néanmoins, les valeurs de o sont
toutes nulles, donc pour obtenir l’expression de Ty, 7 il suffit de contracter la dérivée
seconde covariante I',;; avec la métrique gk,

Notre objectif est maintenant de déterminer ’équation du RG pour Uy a partir des rela-
tions (E.4) et (E.6).

E.1 Cas simple : coordonnées cartésiennes

Dans cette partie, nous allons utiliser les coordonnées cartésiennes, ce qui signifie que
I'équation générale (E.4) se raméne a I’équation habituelle :
1

, 52T
Li—si[o] — Tk[o] = §T1" In (W) ; (E.8)
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ou la notation Tt’ signifie que I’on considére la trace dans la shell [k — 0k, k] pour les
indices externes ainsi que la trace dans I'espace interne. Cette simplification permet de
résoudre facilement le probléme afin de pouvoir par la suite comparer ce résultat avec
celui découlant de 'utilisation de ’équation (E.4). En effet, dans la partie suivante, nous
ferons le calcul avec les coordonnées polaires dans I’espace des impulsions, ce qui améne

des complications géométriques puisque les connexions sont alors non-nulles.

A partir des équations (E.6) et (E.7), on voit immédiatement que I'y[¢1, ¢o] prend la
forme :

2 1 1
=3 [ {@d@5d@ U ((Fe0a) )] ©9
Dans toute la suite de cette étude, la sommation sur I’espace interne sera implicite. Main-
tenant, nous devons calculer L avant d’en déterminer la trace. Avec l'indice s

3 ()56 (y)
permettant de rappeler que nous procédons aux dérivées dans la shell, on trouve :

5Fk

st =3 [ ax{ors @06 -0+ it (@eee) )

=1

En introduisant p(z) = (qbl(z)(bl(z))g , on obtient :

oy o i U, 0p(z)
o =] { AGARA S A e 6¢z<x>} (10
Il est facile de montrer que :
op(z) i
Si(a) — o(m) P02
On obtient ainsi, en abandonnant 'indice s dans le membre de droite :
ol 1 ou, .
A = -0, 0,¢' — “(x) . E.11
o) OO L Sty O (1
En dérivant cette équation (E.11) par rapport a ¢/(y), on trouve :
6T, y 1 1. oU, .
—— = 00" (6(x —y)dY) — I ()0 (z — i
soioaty) OO0 = Gy hy W 0 By )
1 82U, 1 , 1 U,
J 5 _ 2 _ - _ 5”
0@ d@ont) o) WISty O Y
5°Ty, 1 U, . , 1 52U, ,
- @@ = 51] T _ (] J i Vi
s~ T 5 i 0P 0+ 0 g ¢ O
1 U,
p ) E.12
b0 ) dle ). (E12)
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Considérons maintenant I’approximation LPA qui consiste & choisir un champ constant tel
que (gbl(x), ¢2(x)) = (po, 0) = ¢o. De cette maniére, 'expression (E.11) lorsque ¢*(z) = ¢

s’écrit :

I = _5Z]|:|JJ__U/ 7 ]+_Ul/ 7 j+5”—U’ 5 .

0 ()00 (W) |yt 01— i Uk(po) 6400+ = 5 Ui (po) 6 ¢ + 07— Uilpo) | 0w — )
2 —O= U// O

'5#]' _ + Ui (po) . 5 — ). (B13)

0pL(w)ds(y) i (z)=do 0 L kP—O

Puisque 'on a des champs constants ((bl(:c), <;52(:c)) = (po,0), le terme de quadrivolume

Q) se factorise dans I’expression de 'action effective :

Lr—se[d0] — Tkloo] = Q (Ur—sk(po) — Ur(po)) - (E.14)

En combinant ce résultat avec notre équation du RG (E.8), on trouve :

2
Uk,(;k(po) - Uk<p0) = LTI‘, In <5¢é(5¢>

20 )0dh(y) $i(x)=o
o (GRS O B et | R ] R LSE

ou tr’ est la trace dans l’espace externe seulement (et toujours dans la shell).

Calculons explicitement la trace dans I’espace des implusions :

Uecsln) ~ Um) = 55 [a'e [ 220 < i [(— 0+ ()]

(2m)*
+ In <—D + Ukp@o)> lx >< z|p >
0

| quq i I 2 " 2 U];(p(])
- = 1 1

2/ 5t d@/o do [In(g® + UL (po)) +1n (¢* + .
_ 1 3 2 " 2 Ullc<p0)
— 167r2k ok [ln(k + Uy, (po)) + In (]{Z + T .

On obtient finalement :
0 ks 2 " 2 U/Ic(po)

C’est ’équation du RG désirée pour potentiel Uy, pour le modéle O(2), obtenue suivant
la LPA, ¢'(x) = ¢o. Il s’agit de vérifier si 'équation générale (E.4) est & méme de retrou-
ver ce résultat pour une géométrie non-triviale, en 'occurrence en raisonnant avec des

coordonnées polaires.
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E.2 Expression en coordonnées polaires

On note les coordonnées polaires sous la forme : a('®) = p(z) et a®>¥) = f(x). On
peut alors déterminer la métrique en utilisant la formule standard de changement de
coordonnées :

8¢(l ,2) a(b(m ,t)
ga(l z) a(] y) — / dZ (171.) ( ) g¢(l,z) ¢(m,t) . (E17)

Etant donné que :

on déduit facilement les relations :

Op(1:%)
% = cosf(z)0(x — 2)

9p(1:2)

Sazar = —p(2)sinb(2)d(x — 2)
(2,2) .

o = sinf(2)6(x — 2)
(2,2)

—gi@,x) = p(z) cosO(z)d(x — 2)

Calculons maintenant les quatres composantes de la métrique en coordonnées polaires :

012 9t 922 HGp(2:t)
Jo(1,2) o(ly) = /dzdt{ ¢ ¢ + ¢ ¢ }5(2—75)

Oalz) oLy) Oalz) oLy)
- / dz dt{ cos 0(2)8(z — =) cos B(t)8(y — ) +sin6(z)3(x — 2)sin 6(1)3(y — ) }6(= — t)
— / dz{cos? 0(2)8(x — 2)8(y — 2) + sin” (=) (x — 2)8(y — =)}
= cos”0(x)d(y — ) +sin® 0(z)d(y — x)
— Sx—y).

912 9t 9p(22) G20
Jolte) ol = / dZdt{aauw o  gatta qaw [0

= /dz dt{ — cos0(2)d(z — 2)p(t) sin O(t)o(y — t)

+ sinf(z)0(x — 2)p(t) cosO(t)6(y — t)}o(z — t)

/dz{ — p(z) cos(z)sinb(2)d(x — 2)0(y — z) + p(z) cos O(z) sin 0(z)0(z — 2)d(y — 2)}
0.

De la méme fagon, on trouve g, ,av = 0.

L2 9Lt §h(2:2) Hp(2:t)
Ja2m) o2y) = /dzdt{ ¢ a + ¢ i }5(2—1;)

Oa(27) (29) Oa2z) 2y)
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= /dz dt [—p(2)sin0(2)d(z — 2)][—p(t) sin O(t)d(y — t)] (E.18)
+ p(z)cosB(2)0(z — 2z)p(t) cos O(t)d(y — t) } d(z—1t)
= /dz 2)sin®0(2)6(x — 2)0(y — 2) + p*(2) cos® 0(2)d(x — 2)d(y — z)}

= p*() (sm 0(2)8(y — x) + cos® O(z)d(y — :c))
= p(2)*(z —y).

Finalement on obtient :

1 0
Golix) qGy) = ( 0 p2<x‘) ) 5(.1’ - y)
Galim) ) = Gij (Q@)) d(r—y). (E.19)

E.3 Transformation de Fourier

On décompose maintenant les coordonnées polaires en séries de Fourier :
_ T _ W
x)—pre , H(x)—zepe
p p

De maniere plus générale, les relations ci-dessus s’écrivent comme :
alt®) = 3" o) grae (E.20)
q

La métrique s’écrit alors dans I’espace conjugé comme :

0alb®) 9o my)
ga(ivp) a(jv‘Z) = /d'r yaa ’l p O{(] q) ga(lvz) a(m,y)

= / dz dy {Z 5p,q,5§elq'm] {Z 5q,q~5§”elq"y] gim(a(2))é(z — y)
q/

-
— [ dwsier 57 g (ale))

= /d$ g (al(w)) e @t

1 0
= dx elPta)z E.21
/ ( 0 p*(x) ) (F:21)

Les deux termes diagonaux sont donc :
/dazez(p*q)”‘“ = 0(p+q) et

/ dz p?(z) e®HOT = / dz YY" pyy pp, € THIPIIP

p1 p2

= N PpPp 6D+ g+ 1)

p1,p2



E.3 Transformation de Fourier 147

On obtient alors I’expression compacte :
5(p+q) 0
ga(ivp) a(jyfﬁ - ( . (E22)
0 thpQ Pp1Ppa 5(]9 +q+p+ p2)
Si 'on considére le développement :
p(x) = po+ D ppe™, (E.23)
p#0

alors dans ’approximation du potentiel local, a savoir p(z) ~ py, on obtient I'expression

suivante pour la métrique :
1 0
9alip) alia) ) é(p+q). (E.24)
0 po

Dans le but de calculer les connexions I'j; nous avons besoin de connaitre le tenseur

() (LK) .
a? P o™ On peut ainsi montrer qu’en postulant que :

. 1 0
gau,q) a(l-k) :/dy (0 1 )eZ(quk)y’ (E.25)
P*(y)

métrique inverse g

nous retrouvons bien :

a(jaQ) a(lak)
> Galin) atin 9 =7.

J»q

En effet, le calcul explicite donne :

Z j 1 0
ald:0) (k)
ga(iJ)) a(j,Q)g ! o = g /dx/dy 9
q 0 p*(x

J:q

10 epta)r o —ug+k)y
0 ——
P*(y)
0

)
= /dl‘d Ze“](l’—y) 1 T e—zky
y - 0 2@
= /daz Lo e p=k)e
01

10
= (0 1)5(p—k):I.

. , . . (ip) P
On est maintenant en mesure de déterminer les connexions I'?(;;) ), définies par :

Lotaamm = 59 — (E.26)

olip) 1 jamgma) | 09utagma)  OGuumaima) Ot ok
O (k) Oaia) Oc(mai) !
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qui nous permettrons de calculer la dérivée covariante de I'action effective.

. . , . PN , ., Og
La simple observation de 1’équation (E.22) révéle que seule la dérivée —e2aC9 ogt nop-
P q q 5o (TF)

nulle. On obtient alors :

0G20) 020) )
(0% (0% — 5
Do 1k) Dpn p§2 Pp1 Pp:0 (D + @ + p1 + p2)
= D PnOkpad(P+q+P1+Dp2) + D PpaOkp (P +q+pr+p2)
p1,p2 p1,P2
= 2) ppdlptatk+p). (E.27)

p1

Grace a ce résultat on peut désormais calculer les différentes connexions I' & partir de
I’équation (E.26). Pour ¢ = 1, on remarque que seule la valeur m = 1 donne naissance & des
valeurs non-nulles de la métrique covariante impliquée dans la définition de la connexion.
De plus, seule la combinaison 7 = [ = 2 va donner lieu & des dérivées non-nulles de la

métrique covariante. Finalement, pour ¢ = 1, la seule contribution non-triviale est :

(1p) _ lzgaup)a(lql) {aga@q)auql) N 00,20 q0a1) 020 o(2k) }

L'Cea atem Dor2k) 9020 gala)

1
= 52 o(p+q1) <O+0_2 pr15(Q+k+Q1 +p1)>
q1 pP1

= =Y pdlgtk—p+p). (E.28)

p1

Pour i = 2, c’est la méme chose, seul le cas m = 2 contribue et cette fois-ci on distingue
deux combinaisons qui donnent des résultats non-nuls, a savoir j =2, =1etl =2, =1,

qui sont égales :

pa _ et 1 (2p)a<2q1> 0 094/20) 5 201) 0
ol ey — L o0 — 3 +W_

il
_ prl/dy/dx

e \V]

e~ Upta))y g—u(k+ai+g+pr)z

q1,P1
= me /dy /d:L’ 5 o Uty g—wy —ulk+q+pi)z
p1 p
1
= —u(k+q+p1—p)z
-5 / TP : (E.29
; " p*(x) )

Toutes les autres connexions différentes de (E.28) et (E.29) sont nulles.

En se placant de nouveau dans le cadre de la LPA avec p(x) = pg et 0(z) = 6y, les
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connexions s’écrivent :

o (1p) 0 0
L0 Gy o k) B = dg+k—p)
a(z)=ag 0 — Po
0 1
a(?ﬂ) ] — Lo _
QD) | oo ( PR ) o(g+k—p). (E.30)
PO

E.4 Calcul de la dérivée covariante

Nous disposons de l’approximation (E.9) pour l'action effective T', qui s’écrit en

coordonnées polaires et dans I’espace de Fourier :
0= [ dt { 955 (a(2)) 9,0 () 9,00 (2) + Uk(a)} , (E.31)

ou gi; (Q(a:)) n’évolue pas avec I’échelle k dans 'approximation du potentiel local. Suivant

I'équation (E.19), nous avons alors :

Tulp 0] = [ die {500() 0up(e) + 502(2)0,0(2) 0,0(2) + Ui(p(a) }

1
/d4 { Zp1>(Zp2>pp1pp262(p1+p2)x 4 5 Z pqlquGz(q1+q2)x

p1,p270 q1,92

5 (0) (12200, Oy PP+ U(0) + Ukl o) 30) + 5 UL o) (0) )

p1,p27#0

1
= Uk(pO)/d4x+§{ Z ppopplpr/d4:Ee P1tp2)e Z Z pqlpq2p1p29 101)2

p1,p27#0 41,92 p1,p27#0

/d4er(QI+q2+p1+p2)J} U” (o) Z pplpp2/d4xel(pl+p2)$}

p1,p27#0

= Ulpo) Q+ 2{ ;ppp »(P* + Ui (o)

Z Z Pa1 Pqz Hmepz P1P2 5((]1 + @+ 1 +p2)} .

41,92 p1,p27#0

Passons maintenant au calcul de % pour p # 0 :

or
o = p(PP U)X X pa byl pip2 O + D+ py + p2)
Pp q1 p1,p27#0
or
87k = = > > PaPar Op 2101 + G2+ 1+ D) (E.33)
p q1,92 p1#0

Pour p = 0 nous obtenons :

0Ty Uilpo) ©2
. () -



150 Chapitre E. Modéle O(2)

oy

Cela peut sembler étrange de calculer 5=£;

a p = 0 alors que nous savons que notre objectif

est d’évaluer la dérivée seconde de I'y dans la shell, c’est-a-dire pour k — 0k < p < k, ce

or,
50{6

I'k.i; car les connexions présentes dans la définition de la dérivée covariante possédent des

qui exclut bien str le cas p = 0. En fait, nous verrons que sera utile dans le calcul de

indice libres, et non restreint a la shell, comme nous pouvons ’observer ci-dessous :

62T [

S a(lq)) Y1k
Fk;z.] - 5ag@p)5o{gjq) % a(’ip)a(j‘Z) 5a(lq1) :

(E.35)

Il est clair que seul les indices p et ¢ doivent appartenir & la shell, il n’y a pas de contraintes
sur les indices ¢;. On peut alors déterminer la dérivée seconde dans la shell & partir de
I'équation (E.33) :

0T
0 8k - (p2 + Ulg(p(]))é(p_'_ Q) - Z 91719172 P1p2 5<q +p+p +p2)
PrOPq p1,p27#0
0%y,
= -2 PaOpy P19 6(q1 +p1+q+p
8,%69(1 qz;pg,o q1Yp1 1 ( 1 1 )
0T
90 8k - _22 Z ParOp, P10 6(q1 +p1 +q+ D)
rCPaq q1 p1#0
9%Ty,
= - 0 : E.36
aepaeq q%Q Paq1Pq2 4P (91 +q+q+ p) ( )

Suivant la LPA, soit :

poF#0et p,=0Yp#0 , y#0et0,=0Vp#0 ,
nous avons :

62Ty,
5@(@)50[(]@) o

N ( p*+ Ui(po) 0
(z)=a0 0 p2p0

On peut finalement calculer I'y,;; suivant la LPA :

) ) dp+aq). (E.37)

il _ ﬂ_zlﬂa(?r) Ol
ki la(x)=aq SaliPan o= el 5 i)
) a(x)=ap
2 "
"+ Ui(po) 0 ) a(1r) ol a(2r) ol
= 0P+ q) — U inato i — Latmato Tz
( 0 P20 Palt §or) Palt §o(2r) a(@)=c0

ce qui donne, a 'aide des relations (E.30) et (E.34) :

_ (p U (po) g 2)5(p+q)_(0 0)5@“]) Ui
0 D" po 0 —po

_ ( p* + U (po)
0 p*pg + poUj(po)

) dp+aq). (E.38)
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La toute derniére étape consiste a déterminer la quantité f{ , qui est (dans notre cas) la

contraction de la dérivée covariante avec le tenseur métrique :

o = Tatnawn g% "
2 "
+U 0 1
= ¥ p k(P0)2 ) / dp+r) d(r+q)
~\ 0 p*po” + po U (po) 0 -
2 "
P+ Uf(po) 0 )
= , dp+q). (E.39)
2 | Ui(po)
(0 P

Ce résultat est le méme (en représentation de Fourier) que celui qui avait été obtenu en
coordonnées cartésiennes (cf. équation (E.13)). Nous avons donc vérifié que I'expression
covariante de I' permet de retrouver les résultats attendus.

En fait, 'expression compléte de f’ij est donnée par I’équation (E.5). Nous laissons au
lecteur le soin de vérifier que la contribution provenant des termes en o est effectivement

nulle.






“There is a theory which states that if ever anybody discovers

exactly what the Universe is for and why it is here, it will R . .
instantly disappear and be replaced by something even more Blbllographle

bizarre and inexplicable. There is another theory which states

that this has already happened.”

« Il y a une théorie qui dit que si un jour on découvre & quoi
sert I'univers et pourquoi il est 13, il disparaitra immédiatement
pour étre remplacé par quelque chose d’encore plus bizarre et

inexplicable. Une autre théorie dit que cela s’est déja passé. »

Douglas Adams
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