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✶✶✳✶ ❈❤❡♠✐♥s ❞❛♥s ❞❡s s♦♠♠❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺
✶✶✳✷ ▲✬❛❧❣è❜r❡ ∂L⋆ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸
✶✶✳✸ P♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺
✶✶✳✹ ❯♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ∂L⋆ ✿ dL ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷
✶✶✳✺ ●r❛♣❤❡s ❞❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✸✾

■♥❞❡① ✶✹✵

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✶✹✸



❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts





■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ●é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬■♥t❡r❛❝t✐♦♥

▲❛ rétr♦❛❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥

▲❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ rétr♦❛❝t✐♦♥✱ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ ❡st ♣rés❡♥t ❞❛♥s q✉❛s✐♠❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s
❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s q✉✐ ❞é❝r✐✈❡♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ✿ ♣❤②s✐q✉❡✱ ❜✐♦❧♦❣✐❡✱ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱
✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✱ ✳ ✳ ✳ ❙❝❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈✉
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❜♦✐t❡ ♥♦✐r❡ ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥tré❡s ❡t ❞❡ s♦rt✐❡s ✿

f ✳✳✳
✳✳✳

❡t ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡r ❞❡s s♦rt✐❡s s✉r ❞❡s ❡♥tré❡s✱ ❝ré❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s ❞✐t❡s ❞❡ rétr♦❛❝t✐♦♥ ✿

f

❖♥ ❞é✜♥✐t ❛✐♥s✐ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦ssé❞❛♥t ♠♦✐♥s ❞✬❡♥tré❡s ❡t ♠♦✐♥s
❞❡ s♦rt✐❡s✳ ❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❝❡ss✉s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❛
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞✐♠✐♥✉é✳ ▲❛ rétr♦❛❝t✐♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣❛r r❡♣❧✐ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ s✉r
❧✉✐✲♠ê♠❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✱ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ♠❛♥✐♣✉❧❡ s♦♥t
❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s✳ ▲✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❡st ❛❧♦rs ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❡①t❡r♥❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞✬❛❜♦✉t✐r à ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❡s s♦rt✐❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❡♥tré❡s✳ ▲❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ❧✐és à
❝❡tt❡ ❡①t❡r♥❛❧✐s❛t✐♦♥ s♦♥t ❝❧❛✐rs ✿ t♦✉t ❡st ❧✐é à ✉♥ é❧é♠❡♥t ❡①tér✐❡✉r✱ ❧❛ s②♥t❛①❡ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s
♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❧✐❡♥ ✐♥t❡r♥❡ ❛✈❡❝ s❡s ♣r♦♣r✐étés ❞②♥❛♠✐q✉❡s✳ ❈✬❡st ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❝❡ ❝♦♥st❛t q✉❡
❏❡❛♥✲❨✈❡s ●✐r❛r❞ é♥♦♥❝❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬●✐r✽✾❜❪ s♦♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ●é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬■♥t❡r❛❝t✐♦♥
✈✐s❛♥t à ❞é✜♥✐r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ rétr♦❛❝t✐♦♥✳ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❢✉t
❡①♣r✐♠❛❜❧❡ ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♣r❡✉✈❡s✳
▲❛ ré✉ss✐t❡ ❞✬✉♥ t❡❧ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛ ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s②♥t❛①❡ ❥✉st✐✜é❡
♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬❡❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t s❛ ♣r♦♣r❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳

▲♦❣✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t rés❡❛✉① ❞❡ ♣r❡✉✈❡s

▲❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✬✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t s②♥t❛①✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡
❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❝♦❤ér❡♥ts ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡



✽ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

A → B s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ !A ⊸ B ♦ù !A ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ré♣ét✐t✐♦♥ ❞❡ A ❡t ⊸ ❡st ✉♥❡ s♦rt❡
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s②♥t❛①❡ ❝❡❧❛ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✉♥❡ ❞✐❝❤♦t♦♠✐❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✿ ❞✬✉♥
❝♦té ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s ❡t ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❝❡rt❛✐♥❡s q✉❡ ❧✬♦♥
♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ ❢♦✐s✳ ▲❛ ♠♦❞❛❧✐té ! ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❛ss❡r ❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❛✉①
s❡❝♦♥❞❡s✳

▲❡s ♦❜❥❡ts q✉❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♠❛✐s ❧❡s ♦❝✲
❝✉rr❡♥❝❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ❛ss♦❝✐❡r à ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ✉♥❡ s♦rt❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ s✉r ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❧❛
r❡♣rés❡♥t❛♥t✳ ❆✐♥s✐ à ❧❛ ♣r❡✉✈❡

⊢ A⊥, A
❛①

⊢ A⊥ `A
`
⊢ A,A⊥

❛①
⊢ A,A⊥

❛①

⊢ A⊗A⊥, A,A⊥
⊗

⊢ A,A⊥
❝✉t

♦♥ ❛ss♦❝✐❡r❛ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ R

❛①

❛① ❛①

A⊥ A A A⊥

` ⊗ A A⊥

A⊥ `A A⊗A⊥

❝✉t

q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ rés❡❛✉ ❞❡ ♣r❡✉✈❡✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ♣❡✉t êtr❡ ré❞✉✐t ♣❛r é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣✉r❡s ❡t
❞♦♥♥❡ ❧❡ rés❡❛✉ ♥♦r♠❛❧ R0

❛①

A A⊥

q✉✐ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ✜♥❛❧ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ à tr❛✈❡rs ❧❛ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞✳

❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ ●é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭●❞■ ✮ ❡st ❞✬❛ss♦❝✐❡r ❛✉ rés❡❛✉
R ♣ré❝é❞❡♥t ✉♥ ♦❜❥❡t ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡

R•
A

A⊥ `A

A⊥

A⊗A⊥

t❡❧ q✉❡

R•
A A⊥

= R•
0A A⊥

♦ù ❧✬♦♥ ❛ ❡✛❡❝t✉é ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ rétr♦❛❝t✐♦♥✳



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✾

▼✐s❡s ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ❧❛ ●é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬■♥t❡r❛❝t✐♦♥

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ●✐r❛r❞ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✬✉♥❡ sér✐❡ ❞✬❛rt✐❝❧❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱
❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬●✐r✽✼❪ ✐❧ ❛ ♦❜s❡r✈é q✉❡ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♣♦✉✈❛✐t
êtr❡ ✐♥t❡r♣rété❡ ♣❛r ❞❡✉① ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✿ ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡s
❛①✐♦♠❡s ❡t ✉♥❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡s ❝♦✉♣✉r❡s✳ ❊♥ s❡ ♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❧✐❜r❡ s✉r ❧❡s
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦♥ ♣❡✉t ❛ss♦❝✐❡r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s à ❝❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s✱ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs
♣♦✉r ♣❛ss❡r à ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✿

Ex(Π, σ) = (1− σ2)(Π + ΠσΠ + · · ·+ (Πσ)nΠ + . . . )(1− σ2)

♦ù Π ❡st ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉① ❛①✐♦♠❡s ❡t σ ❛✉① ❝♦✉♣✉r❡s✳ ❉❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬●✐r✽✾❛❪ ❧✬❛✉t❡✉r
ét❡♥❞ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✉ s②stè♠❡ ❋✱ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s s♦♥t ✐♥t❡r♣rété❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt
sé♣❛r❛❜❧❡ H ❡t ✐❧ ② ❡st ❞é♠♦♥tré q✉❡✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉✬✉♥
♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ t❡r♠❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ♥✐❧♣♦t❡♥❝❡✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❡❧❧❡ ❡♥❝♦❞❡ ❡✛❡❝✲
t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r❡✉✈❡s✳ ▲✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❡st ❛❧♦rs ❞é✜♥✐ ❡♥
t❡r♠❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❜♦r♥és ❡t ❞♦♥❝ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ st❡❧❧❛✐r❡✳

▲❡ ❝❛s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♣✉r ❡st tr❛✐té ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬●✐r✾✵❪ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♥✐❧♣♦t❡♥❝❡
❢❛✐❜❧❡✳

▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ à ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ t♦✉t❡ ❡♥t✐èr❡✱ ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛✉① ❛❞❞✐t✐❢s✱ ❡st
❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬●✐r✾✺❪✳ ▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❛❣✐ss❡♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t s✉r ✉♥ ♣r♦❞✉✐t H ⊗H ❡t s♦♥t
❝♦♥s✐❞érés ♠♦❞✉❧♦ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ s✉r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡✱ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡
❞✐❛❧❡❝t❡s ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥ts✳

❉❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬●✐r✵✻❪ ❏❡❛♥✲❨✈❡s ●✐r❛r❞ ♣♦s❡ ❡t rés♦✉t ❡♥ t❡r♠❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞❡ rétr♦❛❝t✐♦♥✱ ❞♦♥♥❛♥t ❛✐♥s✐ ❧✬ét❡♥❞✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❞❡ ♣r❡✉✈❡✳
❈❡tt❡ ♦✉✈❡rt✉r❡ ❡st ♣♦✉rs✉✐✈✐❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬●✐r✵✽❪ ♦ù ❧❡ ❝❛❞r❡ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r
❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥✳ ❈❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs ❛rt✐❝❧❡s s❡ ❞é♠❛rq✉❡♥t ❞❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ❞❛♥s
❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s q✉✐ ② s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❧❡ ❝❛❞r❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞✬✉♥
r❡♥♦✉✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ s②♥t❛①❡✱ ❝❡t ♦❜❥❡❝t✐❢ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❛❝❤❡✈é à ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✳

▲❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❡t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡

P❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t à ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ●é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬■♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ▲❛♠♣✐♥❣ ❛ ♣rés❡♥té ❞❛♥s
❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬▲❛♠✾✵❪ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ▲é✈② ❞❡s λ✲t❡r♠❡s✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧❡ ♣❧✉s ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ r❡❞❡①✳ ❙♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ② ❡st ♣rés❡♥té
❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s✱ ❛♣♣❡❧és ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ♣❛rt❛❣❡✳ ▲❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ♣r♦❝❤❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❧❛ ●❞■ ❛♣♣❡❧é❡
sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡✳

▲❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❡t ❧❛ ●❞■ ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❡①♣❧✐❝✐té ❞❛♥s ❧✬❛r✲
t✐❝❧❡ ❬❆●▲✾✷❛❪ ♣❛r ❆❜❛❞✐✱ ●♦♥t❤✐❡r ❡t ▲é✈②✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❆●▲✾✷❜❪ ❧❡s
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ▲❛♠♣✐♥❣ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♣r❡✉✈❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s
❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❡t ❛✐♥s✐ s❛♥s ❧❡s ❜♦ît❡s✳

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ♦♥t été ❛❧♦rs ❞é✈❡❧♦♣♣és ❛✉t♦✉r ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❡t ❞❡ ❧❛
sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡✳ ❈✐t♦♥s ❧❡ ❧✐✈r❡ ❬❆●✾✽❪ q✉✐ ♣rés❡♥t❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ très ❝♦♠♣❧èt❡ ❝❡tt❡
❛♣♣r♦❝❤❡✳



✶✵ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈❛té❣♦r✐❡s ♠♦♥♦ï❞❛❧❡s à tr❛❝❡

▲❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ●❞■ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥✱ ❡❧❧❡ ♥❡ r❡♥tr❡ ♣❛s
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞é♥♦t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❛té❣♦✲
r✐❡s✳ ▲✬❛rt✐❝❧❡ ❬❆❏✾✷❪ ❞✬❆❜r❛♠❜s❦② ❡t ❏❛❣❛❞❡❡s❛♥ ❛ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ r❛♣♣r♦❝❤é ❧❛ ●❞■ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s✱ ♣rés❡♥t❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡s ❧✐❡♥s ❝♦♥❝r❡ts ❛✈❡❝ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ✢♦ts ❡t ❧❛ rétr♦❛❝t✐♦♥✳ ❈❡
♥✬❡st q✉✬❛♣rès ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❏❙❱✾✻❪ ❞❡ ❏♦②❛❧✱ ❙tr❡❡t ❡t ❱❡r✐t② q✉❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝❛té❣♦r✐q✉❡ s♦✉s✲
❥❛❝❡♥t❡ à ❧✬❛rt✐❝❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♣✉ êtr❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❡①♣❧✐❝✐té❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡
❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ tr❛❝❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♣rés❡♥t❡ ❡♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❝♦♥s✐st❡
à ❞é❞✉✐r❡ ❧✬ét❛t ❞✬✉♥ s②stè♠❡ A à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ s✉r✲ét❛t ❞✬✉♥ s②stè♠❡ A+B ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡
❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ tr❛❝❡ s✉r ❧❡ ❜❧♦❝ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à B✳ ❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❝❛té❣♦r✐q✉❡ ❝❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞

❛❧♦rs à ❛✈♦✐r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐♥❛t✉r❡❧❧❡ TrA,A⊥

B,B⊥
: C(A⊗B,A⊥ ⊗B⊥) 7→ C(A,A⊥)✳

❈❡❧❛ ❛ ♣❡r♠✐s à ❆❜r❛♠s❦② ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ r❡❧❡❝t✉r❡ ❞❡ s♦♥ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❛♥s
❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❆❜r✾✼❪ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ●❞■✱ ❝❛❞r❡ ❝❛té❣♦r✐q✉❡ ❜❛sé s✉r ❧❛ tr❛❝❡ ♣♦✉r
✐♥t❡r♣rét❡r ❧❛ ●❞■ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳

❯♥❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❝❡ ❝❛❞r❡ ❛ été ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❙❝♦tt ❡t ❍❛❣❤✈❡r❞✐ ❞❛♥s ❧✬❛r✲
t✐❝❧❡ ❬❍❙✵✻❪ ♦ù ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❢♦♥❞❛t❡✉r ❬●✐r✽✾❛❪ ♦♥t ❡♥t✐èr❡♠❡♥t été
ét❛❜❧✐s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❝❛té❣♦r✐q✉❡✱ ♦✉✈r❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ✈♦✐❡ à ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞é♣❛ss❛♥t ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡
❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs✳

P♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉①

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ à ✉♥ rés❡❛✉✳
❊♥ ❢❛✐t✱ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ s♦✉s✲♦♣ér❛t❡✉rs s✐♠♣❧❡s ❛ss♦❝✐és à ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❛♥s ❧❡
rés❡❛✉✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ été ✐♥✐t✐é❡ ♣❛r ❉❛♥♦s ❡t ❘❡❣♥✐❡r ❞❛♥s ❧❡✉rs t❤ès❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❬❉❛♥✾✵✱
❘❡❣✾✷❪ ❡t ❝♦♥t✐♥✉é❡ à tr❛✈❡rs ✉♥❡ sér✐❡ ❞✬❛rt✐❝❧❡s ❬❉❘✾✸✱ ❉❘✾✺❪✳

▲❡s ❝❤❡♠✐♥s ré❣✉❧✐❡rs✱ ❝❡✉① ♣♦♥❞érés ♣❛r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♥♦♥ ♥✉❧✱ s♦♥t ❛❧♦rs ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞✬✐♥térêt
❞❡ ❧❛ ●❞■✳ ▲❛ ✈❛❧✐❞✐té q✉✐ s✬❡①♣r✐♠❛✐t ❛❧♦rs ♣❛r ✉♥❡ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ s❡
tr❛❞✉✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣❛r ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ❡t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rs✐st❛♥❝❡✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ♥♦♥ ❞❡str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥ ✈❡rs ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✳ ▲✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❡♥tr❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ré❣✉❧✐❡rs ❡t ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ✐ss✉s ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❡st ❡①♣❧✐❝✐té❡ ❞❛♥s
❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❆❉▲❘✾✹❪✳

❖♥ ♣❡✉t tr❛♥s❢♦r♠❡r ✉♥ rés❡❛✉ ❡♥ ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ❜✐✲❞ét❡r♠✐♥✐st❡ t❡❧ q✉❡ ❧❡s ❡①é❝✉t✐♦♥s
♣♦ss✐❜❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉ ❝❤❡♠✐♥s ré❣✉❧✐❡rs✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡
à ❥❡t♦♥s✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ très ❜❛s ♥✐✈❡❛✉ ❡♥ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ▼❛❝❦✐❡ ✭❬▼❛❝✾✺❪✮ ♣♦✉r ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡
t②♣❡ P❈❋✱ ♦ù ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✐♠♣❧é♠❡♥t❛❜❧❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s ❛ss❡♠❜❧❡✉rs✳
❉❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬▲❛✉✵✶❪ ▲❛✉r❡♥t ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ à ❥❡t♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♠♣❧èt❡
❜❛sé❡ s✉r ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬●✐r✾✺❪✳

❉❡ ❧❛ ●❞■ ❝♦♠♠❡ ❛♥❛❧②s❡ st❛t✐q✉❡ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s

▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝✐té❡ ❛ ❡♥ ❢❛✐t ❞❡s ❧✐❡♥s ♣r♦❢♦♥❞s ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ✉♥
♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞♦♥♥é ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❞✬❛❝❝ès ❧✐❛♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❛✉ ❧✐❡✉r q✉✐ ❧✬❛ ❞é✜♥✐❡✳ ❆♣rès ré❞✉❝t✐♦♥✱ ❧♦rsq✉✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ✉♥ t❡r♠❡✱ ❞❡
♥♦✉✈❡❛✉① ❝❤❡♠✐♥s ❞✬❛❝❝ès s♦♥t ❞é✜♥✐s✳ ■❧ ❡st très ❞é❧✐❝❛t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s
❝❤❡♠✐♥s ❞✬❛❝❝ès✳ ▲❛ ●é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦✛r❡ ✉♥ ❝❛❞r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❝❡tt❡



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶✶

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ●❞■ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r s❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞✬❛❝❝ès ❡t ❞✬❡①tr❛✐r❡
❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ s❛♥s ❧✬❡①é❝✉t❡r✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❢❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ st❛t✐q✉❡✳

❘és❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s

❉❛♥s ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬❛rt✐❝❧❡ ❚❤♦♠❛s ❊❤r❤❛r❞ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡s sé♠❛♥t✐q✉❡s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡s ❞❛♥s
❧❡sq✉❡❧❧❡s ❛♣♣❛r❛ît ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❬❊❤r✵✷✱ ❊❤r✵✺❪✳
Pr♦❝é❞❛♥t à ✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t s②♥t❛①✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s ♥♦t✐♦♥s✱ à ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♥é❛r✐té ❞♦♥t ❧❡
r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞♦♥♥❛ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❊❤r❤❛r❞ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ❛✈❡❝ ❘❡❣♥✐❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ λ✲❝❛❧❝✉❧
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❊❘✵✸❪✳

❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❧❛ ❧✐♥é❛r✐té ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡ ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ✉♥❡ s❡✉❧❡
❢♦✐s✱ ❞♦♥❝ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ✉♥ ❞❡ s❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞♦✐t ❧✬✉t✐❧✐s❡r ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦✐s✳
Pr❡♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ ❢♦✐s s♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t✳ P♦✉r
s✐♠♣❧✐✜❡r ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ t❡r♠❡ t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ λx.C[x, . . . , x] ♦ù C[] ❡st ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t
✉♥ tr♦✉ ♣❛r ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ x ❧✐é❡ ❛✉ λ✱ ❡t ❧✐♥é❛✐r❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s✳ ▲❛
❞ér✐✈é❡ ❞❡ t ♣❛r r❛♣♣♦rt à x ♣r✐s❡ ❡♥ u ❡st ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ t ♣r✐s❡ ❡♥ u✳
▲❛ s❡✉❧❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ s✉❜st✐t✉❡r ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t u à x ❡st ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥ ❝❤♦✐① ♣❛r♠✐ ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡
x✱ ❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ à ♣r❡♥❞r❡ C[x, . . . , u, . . . , x] ♦ù ❧❛ i✲è♠❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ x ❛ été s✉❜st✐t✉é❡✳
❖r✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡ ❝❤♦✐① ❡st ❛r❜✐tr❛✐r❡ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ s②♥t❛①✐q✉❡ ❞❡ s♦♠♠❡ ❞❡ t❡r♠❡s
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ s♦♠♠❡r s✉r i✳ ❖♥ ♣♦s❡ ❞♦♥❝

(λx.C[x1, . . . , xn])′(u) = λx.
∑

i

C[x1, . . . , xi−1, u, xi1 , . . . , xn]

❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ❧❡ λx ❛ été ♣rés❡r✈é❡ ❝❛r ❧❡ t❡r♠❡ rés✉❧t❛♥t ❞é♣❡♥❞ t♦✉❥♦✉rs ❞❡ x✳ ❊♥ ♦r✐❡♥t❛♥t
❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡ ♦♥ ré❝✉♣èr❡ ✉♥ ❡♥r✐❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥✳

❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡
❧✐♥é❛✐r❡ ✿ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❊❘✵✺❪ ❊❤r❤❛r❞ ❡t ❘❡❣♥✐❡r ♦♥t
✐♥tr♦❞✉✐t✱ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✳ ❆ ❧❛ str✉❝t✉r❡ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡
❞❡ ❝♦✲♠♦♥❛❞❡ ✐ss✉❡s ❞❡s rè❣❧❡s str✉❝t✉r❡❧❧❡s✱ ❡❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛❥♦✉t❡r ❞❡s rè❣❧❡s ❝♦✲str✉❝t✉r❡❧❧❡s
❡t✱ ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♠♦♥❛❞❡✳ ▲❡ t♦✉t ❢♦r♠❡ ❞és♦r♠❛✐s ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❜✐❣è❜r❡✳ ▲❡
❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s séq✉❡♥ts
♦✉ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❞✉❡ à ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❜✐❣è❜r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥

?

!

7→
! !

? ?

♥❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ♣❛s ❛✉ss✐ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s✳
▲❛ s♦♠♠❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ✉♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♥✲

❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡✳ ❈❡ ❧✐❡♥ ❡st ❝♦♥❝rét✐sé ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❊▲✵✼❪ ♦ù ❊❤r❤❛r❞ ❡t ▲❛✉r❡♥t ♣rés❡♥t❡♥t
✉♥❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❢r❛❣♠❡♥t ✜♥✐t❛✐r❡ ❞✉ π✲❝❛❧❝✉❧ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s✳

❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡

▲❡ ❜✉t ❞❡ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❛ ●é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✉① rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s✱ ❛♣♣♦rt❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s ♣ré♠✐ss❡s ❞✬✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s



✶✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡ ❞❡ ❧❛ ●❞■✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡

❛❧❣è❜r❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❡t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❛té❣♦r✐❡ à tr❛❝❡ r❡♣♦s❡♥t s✉r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❡t ✉♥❡
♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡✉✈❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ●✐r❛r❞ ❞❛♥s s❡s ❛rt✐❝❧❡s s✬❡✛❡❝t✉❡♥t
à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts s✉r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ rè❣❧❡✳ ❖r✱ ✐❝✐✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❡t ❧❡ t②♣❛❣❡ ❛♣♣❛r❛ît ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❢r❡✐♥ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡s tr❛❞✉❝t✐♦♥s ❡①♦t✐q✉❡s
❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ s❡♠❜❧❡ ❞✐✣❝✐❧❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❝❛r ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛❞❛♣té❡ ♣♦✉✈❛♥t ❧❛ ❣✉✐❞❡r✳

❘❡st❡ ❞♦♥❝ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s✳ P♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡
❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ❛❞❛♣té ♣♦✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ✉♥❡
♥♦t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s✳ P✉✐s✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥
❛❞éq✉❛t❡✳

P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❞é✜♥✐r r✐❣♦✉r❡✉s❡♠❡♥t ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
été ❛♠❡♥é à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧✐sé❡ ❞❡ ❝❡✉①✲❝✐ r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ét❡♥❞✉❡ ❛✉① ❜♦ît❡s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸
❡t ♠✐s❡ ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♣r❡✉✈❡s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡
❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡st ❛❧♦rs ét✉❞✐é❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✳

❆✉① ❝❤❛♣✐tr❡s ✽ ❡t ✾ ♥♦✉s r❡✈❡♥♦♥s s✉r ❧❛ ●❞■ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ét✉❞✐❛♥t ❞❡s t❡r♠❡s ♣♦✉r
❧❡sq✉❡❧s ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣rés❡r✈é❡ ♣❛r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥✳

❊♥s✉✐t❡✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s rés❡❛✉① ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❞❛♥s ❧❡✉r ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡ ❛✉
❝❤❛♣✐tr❡ ✶✵✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♥♦tr❡ ●é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✶✳
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Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡s ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
◆♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① q✉✐ ♥♦✉s s❡r✈✐r♦♥t à ét❛❜❧✐r
✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s ♠ê♠❡s rés❡❛✉① ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳

✶✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s r❡♣r❡♥♥❡♥t ♣♦✉r ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ♦r✐❣✐♥❡❧ ❞✬❨✈❡s ▲❛✲
❢♦♥t ❬▲❛❢✾✵❪✳

❯♥ rés❡❛✉ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣♦rts ❧✐❜r❡s✱ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐
❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❡t ✉♥❡ s✉✐t❡ ✜♥✐❡ ❞❡ ♣♦rts✱ ❡t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ♣♦rts ❡♥
❝♦✉♣❧❡s ❛♣♣❡❧és ✜❧s✳ ▲❡s ❝❡❧❧✉❧❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ ❧❡✉rs ♣♦rts✱
❛♣♣❡❧é ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ ét❛♥t ❞✐s♣♦sés s✉r ❧✬✉♥ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❡t ❧❡s ♣♦rts s✉✐✈❛♥ts✱ ❛♣♣❡❧és ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s✱
s❡❧♦♥ ❧❡ ❝ôté ♦♣♣♦sé✳

❆

❯♥ rés❡❛✉ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥t❡♥✐r ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬✉♥ ✜❧ ❜r❛♥❝❤é s✉r ❧✉✐✲♠ê♠❡ q✉❡ ❧✬♦♥
♥♦♠♠❡ ❜♦✉❝❧❡✳

❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ rés❡❛✉ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✳

❆ ❆

❇ ❇

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❯♥ rés❡❛✉ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

▲❡s rés❡❛✉① r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ st❛t✐q✉❡ ❞✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡✱ ✐❧s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ré❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥té✲
r❡ss❛♥t ❞ès ❧♦rs q✉✬♦♥ ❧❡✉r ❛❞❥♦✐♥t ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ■❧s ❡♠♣r✉♥t❡♥t ❝❡❧❧❡✲❝✐ à ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡
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❣r❛♣❤❡ ✿ à ✉♥ s♦✉s✲rés❡❛✉ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦♥ ✈❛ s✉❜st✐t✉❡r ✉♥ ❛✉tr❡ s♦✉s✲rés❡❛✉ ♣❛rt❛❣❡❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡
✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ♣❛✐r❡ s❡r❛ ❛♣♣❡❧é ✉♥❡ rè❣❧❡✱ s♦♥ ♠❡♠❜r❡ ❣❛✉❝❤❡ ✉♥ r❡❞❡① ❡t s♦♥ ♠❡♠❜r❡
❞r♦✐t ✉♥ ♠♦t✐❢✳ ❙❛♥s ❛✉tr❡s ♣ré❝✐s✐♦♥s✱ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❛r❛♣❤r❛s❡ ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s✳
▲✬✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡st ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s r❡❞❡① ♣r♦✈❡♥❛♥t
❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✳ ▲❡s s❡✉❧s r❡❞❡① ❛✉t♦r✐sés ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❡♥t à ❞❡✉① ❝❡❧❧✉❧❡s ❝♦♥♥❡❝té❡s ♣❛r ❧❡✉rs ♣♦rts ♣r✐♥❝✐♣❛✉①✱ ❧❡ ✜❧ ❧❡s r❡❧✐❛♥t ét❛♥t ❛♣♣❡❧é ✜❧
❛❝t✐❢✳

❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ rè❣❧❡ R ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ✿

❆ ❇ ✱ R(A,B)

q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❛✐♥s✐ ✿

❆ ❇
→R

R(A,B)

❯♥❡ ♣r♦♣r✐été ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡st ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❢♦rt❡ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥✳

Pr♦♣r✐été ✶✳✶ ❙♦✐❡♥t R ✉♥ rés❡❛✉ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ R1 ❡t R2 ❞❡s rè❣❧❡s s✬❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❞❛♥s R s✉r
❞❡s r❡❞❡① ❞✐st✐♥❝ts t❡❧❧❡s q✉❡

R

R1 R2

R1 R2

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ rés❡❛✉ R′ t❡❧ q✉❡

R

R1 R2

R′

R1 R2

R2 R1

Pr❡✉✈❡ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞é❝♦✉❧❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❞❡✉① r❡❞❡① ❞✐st✐♥❝ts
s♦♥t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞é❝♦♥♥❡❝tés ✿ ✐❧s s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ❞❡✉① ✜❧s ❛❝t✐❢s ❞✐✛ér❡♥ts✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é
q✉❡ ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t à ❧✬❡♥❞r♦✐t ❞✉ r❡❞❡①✱ ✐❧ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t
❛♣♣❧✐q✉❡r R1 ❡t R2 ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦❞✉✐t ❧❡ rés❡❛✉ R′ ✈♦✉❧✉✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✷ ❈✬❡st ✐❝✐ q✉❡ ❧❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣r❡♥❞ t♦✉t
s♦♥ s❡♥s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡s ❤❛❜✐t✉❡❧s✱ ❧❡s r❡❞❡① ♣❡✉✈❡♥t s❡ s✉♣❡r♣♦s❡r✱
❞♦♥♥❛♥t ❧✐❡✉ à ❞❡s ♣❛✐r❡s ❝r✐t✐q✉❡s✱ ♦✉ ✐♥✢✉❡r ❧❡s ✉♥s s✉r ❧❡s ❛✉tr❡s✱ ♦❜❧✐❣❡❛♥t à r❛✐s♦♥♥❡r s✉r
❞❡s r❡❞❡① rés✐❞✉❡❧s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✳

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s✱ t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ rè❣❧❡ ♣❛r ♣❛✐r❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s✱
✉♥❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ →B ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ B✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ✶✳✶
❡①♣r✐♠❡ ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❢♦rt❡ ❞❡ →B✳



✶✳✷ P❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❡t ✐♥❥❡❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ✶✾

✶✳✷ P❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❡t ✐♥❥❡❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s

▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s q✉✐ ✈♦♥t s✉✐✈r❡ s♦♥t ✉s✉❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♣❡t✐ts ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡
❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❬❉❘✾✺❪ ♦✉ ♣♦✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ♠♦♥♦ï❞❛❧❡ tr❛❝é❡ PInj ❬❍❙✵✻❪✳

✶✳✷✳✶ P❡r♠✉t❛t✐♦♥s

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ✐❝✐ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ E t♦✉t❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ E ❞❛♥s
❧✉✐✲♠ê♠❡✱ ❡t ❧✬♦♥ ♥♦t❡ SE ❧❡✉r ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é σ ∈ SE ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♦r❞r❡ ❞❡ σ ❧❡ ♣❧✉s
♣❡t✐t ❡♥t✐❡r n > 0 t❡❧ q✉❡ σn = idE ✳ ❙♦✐t x ∈ E ♦♥ ♥♦t❡ ❖r❜σ(x) = {σi(x) | i ∈ N} ❡t ♦♥
❧✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬♦r❜✐t❡ ❞❡ x✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❖r❜s(σ) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦r❜✐t❡s ❞❡ σ✳ ❙✐ o ❡st ✉♥❡ ♦r❜✐t❡ ♦♥
♥♦t❡ |o| s❛ t❛✐❧❧❡✳

❖♥ ♥♦t❡ (c1, . . . , cn) ❧❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❡♥✈♦②❛♥t ci s✉r ci+1✱ ♣♦✉r i < n✱ cn s✉r c1 ❡t ét❛♥t
❧✬✐❞❡♥t✐té ♣❛rt♦✉t ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ❧✬❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n✱ ♥♦♠❜r❡ q✉✐ ❡st ❛✉ss✐ s♦♥ ♦r❞r❡✳
❚♦✉t❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝②❝❧❡s ❞✐s❥♦✐♥ts✳

❙♦✐t σ ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ E ❡t L ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ σ ❡st ét✐q✉❡té❡ ♣❛r L s✐ ♦♥ ❛
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ lσ : ❖r❜s(σ)→ L✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ σ ❡st à ♦r❜✐t❡s ♣♦✐♥té❡s s✐ ❡❧❧❡ ❡st ét✐q✉❡té❡ ♣❛r E
❡t q✉❡ ∀o ∈ ❖r❜s(σ) ♦♥ ❛ lσ(o) ∈ o✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉✬✉♥❡ ♦r❜✐t❡ ❡st ✉♥ s♦✉s✲❝②❝❧❡ ❡t ❛✐♥s✐✱ êtr❡
à ♦r❜✐t❡s ♣♦✐♥té❡s s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❝❤♦✐s✐ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s s♦✉s✲❝②❝❧❡s✳

✶✳✷✳✷ ■♥❥❡❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡s

❯♥❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ✭❞✬❡♥t✐❡rs✮ f ❡st ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ N✱ ❛♣♣❡❧é s♦♥
❞♦♠❛✐♥❡ ❡t ♥♦té dom(f)✱ s✉r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ N✱ ❛♣♣❡❧é s♦♥ ❝♦✲❞♦♠❛✐♥❡ ❡t ♥♦té codom(f)✳
❖♥ ♥♦t❡ f : A ։ B ♣♦✉r ❞✐r❡ q✉❡ f ❡st ✉♥❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ A ❡t ❞❡ ❝♦✲❞♦♠❛✐♥❡
B✳ ❖♥ ♥♦t❡ f⋆ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ f ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ B ❞❛♥s A✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ✉♥❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ f t❡❧❧❡ q✉❡ dom(f) = codom(f)✳

✶✳✷✳✸ ❊①é❝✉t✐♦♥

❙♦✐t f ✉♥❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❡t E′, F ′ ⊆ N✳ ❖♥ ♥♦t❡ f ↾E′

F ′ ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡
{x ∈ E′ ∩ domf | f(x) ∈ F ′} ❡t t❡❧❧❡ q✉❡ f ↾E′

F ′(x) = f(x) ❧♦rsq✉❡ ❝❡❧❛ ❡st ❞é✜♥✐✳ ❖♥ ❛

f ↾E′

F ′ : f−1(F ′) ∩ E′ ։ f(E′) ∩ F ′

❙✐ E′ = F ′ ♦♥ ♥♦t❡ f↾E′ = f ↾E′

E′ ✳
▲♦rsq✉❡ dom(f) ∩ dom(g) = ∅ ❡t codom(f) ∩ codom(g) = ∅✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ f ❡t g s♦♥t

❞✐s❥♦✐♥t❡s ❡t ♦♥ ❞é✜♥✐ ❧❛ s♦♠♠❡ f + g✱ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❡t à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s
❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡s ❝♦✲❞♦♠❛✐♥❡s✳ ❖♥ ❛ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥ ♦r❞r❡ ❛ss♦❝✐é à ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s♦♠♠❡ ✿
f ≤ g ⇐⇒ ∃h, f + h = g✳

Pr♦♣r✐été ✶✳✸ ❙♦✐❡♥t f : A ⊎ B ։ C ⊎ D ❡t g : D ։ B✱ s✐t✉❛t✐♦♥ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❡

❞✐❛❣r❛♠♠❡ A ⊎B C ⊎D
f

g

✳

✐✮ P♦✉r t♦✉t n ∈ N✱ ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ A ❞❛♥s C

Exn(f, g) = f ↾A
C + (fgf)↾

A
C + · · ·+ (f(gf)n)↾

A
C

❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✳



✷✵ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

✐✐✮ (Exn(f, g))n∈N ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞✬✐♥❥❡❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s✱ ❞♦♥t ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❡st ♥♦té❡
Ex(f, g)✱ ♦♥ ❧✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ f s❡❧♦♥ g✳

✐✐✐✮ ❙✐ dom(f) ❡st ✜♥✐ ❧❛ s✉✐t❡ (Exn(f, g))n ❡st st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡t

Ex(f, g) : A ։ C

▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥✳

A B

C D

f f gf fg f g

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ Ex(f, g) ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✶✳✸

Pr❡✉✈❡ ✐✮ P♦✉r ❛✣r♠❡r q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ∀i 6= j ∈ N ✿

(f(gf)i)(A) ∩ (f(gf)j)(A) ∩ C = ∅

(f(gf)i)−1(C) ∩ (f(gf)j)−1(C) ∩A = ∅

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ x ∈ (f(gf)i)(A)∩ (f(gf)j)(A)∩C✱ ❡t s♦✐❡♥t y ❡t z ∈ A t❡❧s q✉❡
x = f(gf)i(y) = f(gf)j(z)✳ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r ❞❡ s✉r❝r♦ît q✉❡ i < j✱ ❡t ❧✬♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs
q✉❡ y = (gf)j−i(z) ∈ B✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù y ∈ A ❡t A ∩B = ∅✳

▲✬❛✉tr❡ é❣❛❧✐té s❡ ♠♦♥tr❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✳
✐✐✮ ❙♦✐❡♥t n ≤ m ∈ N ❡t x ∈ dom(Exn(f, g))✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥

✉♥✐q✉❡ k t❡❧ q✉❡ Exn(f, g)(x) = (f(gf)k)(x)✳ ▼❛✐s ❛❧♦rs x ∈ dom(Exm(f, g)) ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ k
❡♥tr❛î♥❡ q✉❡ Exm(f, g)(x) = (f(gf)k)(x)✳ ❆✐♥s✐✱ Exm(f, g) ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ Exn(f, g)✳

✐✐✐✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ x ∈ A− dom(Ex(f, g))✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❞❡✈r❛✐t ❛✈♦✐r✱ ♣♦✉r t♦✉t k✱
(f(gf)k)(x) ∈ D ♦✉ s✐♥♦♥ Ex(f, g)(x) s❡r❛✐t ❞é✜♥✐✳ ▼❛✐s D ét❛♥t ✜♥✐✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
❞❡✉① ❡♥t✐❡rs n ≤ m t❡❧s q✉❡ (f(gf)n)(x) = (f(gf)m)(x) ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t x = (gf)m−n(x) ∈ B
❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✳ ❯♥ ❛r❣✉♠❡♥t é✈✐❞❡♥t ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞✬❛✣r♠❡r q✉❡
codom(Ex(f, g)) = C✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✹ ✭❆ss♦❝✐❛t✐✈✐té ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥✮

❙♦✐❡♥t A ⊎B ⊎ C D ⊎ E ⊎ F
f

g

h

tr♦✐s ✐♥❥❡❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s✳ ❖♥ ❛ ∀n ∈ N

Exn(Exn(f, g), h) = Exn(f, g + h) = Exn(Exn(f, h), g)

❡t ❛✐♥s✐
Ex(Ex(f, g), h) = Ex(f, g + h) = Ex(Ex(f, h), g)



✶✳✷ P❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❡t ✐♥❥❡❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ✷✶

Pr❡✉✈❡ ❙♦✐t p ∈ dom(Exn(f, g + h))✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ m ≤ n ∈ N t❡❧ q✉❡

Exn(f, g + h)(p) = f((g + h)f)m(p)

= (f(gf)i1)h . . . h(f(gf)ik)(p) ❛✈❡❝ i1 + · · ·+ ik + k − 1 = m

= (Exn(f, g)hExn(f, g) . . . hExn(f, g))(p)

= (Exn(f, g)(hExn(f, g))k−1)(p)

= Exn(Exn(f, g), h)(p)

❊♥ ✈❡rt✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ❞❡ + ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬❛✉tr❡ é❣❛❧✐té✳ ❈❡s é❣❛❧✐tés s❡ tr❛♥s♠❡tt❡♥t
♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t à Ex✳

❈❡ t❤é♦rè♠❡ ❛ ✉♥❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ très ❢♦rt❡ ✿ ❝✬❡st ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧✐sé❡ ❞❡ ❧❛
♣r♦♣r✐été ❞❡ ❈❤✉r❝❤✲❘♦ss❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ✈❡rr❛ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ q✉❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡
❢♦rt❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞é❞✉✐ts ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡✳

▲❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ♥♦✉s s❡r❛ ✉t✐❧❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳

Pr♦♣r✐été ✶✳✺ ❙♦✐❡♥t f, g ❡t h ❞❡s ✐♥❥❡❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s t❡❧❧❡s q✉❡ A ⊎B C ⊎D
f

g

❡t dom(h) ∩ dom(f) = codom(h) ∩ dom(g) = ∅✳
❖♥ ❛ h+ Ex(f, g) = Ex(f + h, g)✳

Pr❡✉✈❡ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✐ss✉❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ (f + h)g(f + h) = fgf ✳

✶✳✷✳✹ w✲♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❡t Ex✲❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✻ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ w✲♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ✐♥✈♦❧✉t✐✈❡ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡
✜♥✐✳

❯♥❡ w✲♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝②❝❧❡s ❞✐s❥♦✐♥ts ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉rs ❛✉ ♣❧✉s 2✳
❙♦✐t σ ❡t τ ❞❡s w✲♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❞✐s❥♦✐♥t❡s ❡t s♦✐t f ✉♥❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❛✈❡❝ dom(f) ⊆

dom(σ) ❡t codom(f) ⊆ dom(τ)✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ Ex0✲❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ σ ❡t τ s❡❧♦♥ f ❧❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥
♣❛rt✐❡❧❧❡

σ
f

!0 τ = Ex(σ + τ, f + f⋆)

▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✸ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳

Pr♦♣r✐été ✶✳✼ σ
f

!0 τ ❡st ✉♥❡ w✲♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✳

Pr❡✉✈❡ ❙♦✐t x ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ dom(σ
f

!0 τ)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ n t❡❧ q✉❡

(σ
f

!0 τ)(x) = (σ + τ)[(f + f⋆)(σ + τ)]n(x)

◆♦t♦♥s q✉❡ (σ+ τ)⋆ = σ+ τ ❡t (f +f⋆)⋆ = f +f⋆✱ ❡t ❛✐♥s✐ ♦♥ ❛ ((σ+ τ)[(f +f⋆)(σ+ τ)]n)⋆ =

[(σ + τ)(f + f⋆)]n(σ + τ) = (σ + τ)[(f + f⋆)(σ + τ)]n✳ ❉♦♥❝ (σ
f

!0 τ)
2(x) = x✳



✷✷ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

❖♥ ❛ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t dom(σ
f

!0 τ) = (dom(σ)−dom(f))⊎ (dom(τ)−codom(f))✳ ❖♥ ♣❡✉t
s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r ❝❡ q✉✐ s❡ ♣❛ss❡ ♣♦✉r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ (dom(σ) ∩ dom(f)) ⊎ (dom(τ) ∩ codom(f))
♣❛r ❧❡sq✉❡❧s ♥❡ ♣❛ss❡ ❛✉❝✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ Ex✳ P♦✉r ✉♥ t❡❧ é❧é♠❡♥t ❞❛♥s dom(σ) ∩ dom(f)✱ ✐❧
❡①✐st❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ n t❡❧ q✉❡ (f⋆τfσ)n(x) = x✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ s♦rt❡ ❞✬♦r❜✐t❡
Ox = {(f⋆τfσ)i(x) , i ∈ N}✳ ❆ ❝❡tt❡ ♦r❜✐t❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛ss♦❝✐❡r ✉♥❡ ♦r❜✐t❡ ❞✉❛❧❡ ♣♦✉r τ ♣❛r
O′

x = {(fσf⋆τ)i((fσ)(x)) , i ∈ N}✳ ❖♥ ♣❛ss❡ ❞❡ Ox à O′
x ❜✐❥❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡

fσ✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♦r❜✐t❡ ❞♦✉❜❧❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❢♦r♠é ♣❛r Ox ∪ O
′
x✳ ❖♥ ♥♦t❡ O(σ

f
!0 τ) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

❞❡ ❝❡s ❞♦✉❜❧❡s ♦r❜✐t❡s✳ ❙♦✐t R = {minx∈O∪O′ x , (O,O′) ∈ O(σ
f

!0 τ)}✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ Ex✲

❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ♥♦té σ
f

! τ ✱ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ dom(σ
f

!0 τ)⊎R ❡t t❡❧❧❡ q✉❡ ∀r ∈ R, (σ
f

! τ)(r) = r✳

τ

τ

f + f⋆

σσ

(σ
f

!0 τ)(i)

i

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ Ex0✲❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ σ
f

!0 τ

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞é❞✉✐t❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✹✱ é♥♦♥ç❛♥t ✉♥❡ s♦rt❡
❞✬❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té ♣♦✉r ❧❛ Ex✲❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳

Pr♦♣r✐été ✶✳✽ ❙♦✐❡♥t σ, τ, ρ ❞❡s w✲♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❞✐s❥♦✐♥t❡s ❞❡✉① à ❞❡✉① ❡t

dom(σ) = A ⊎ B ⊎ C

dom(τ) = D ⊎ E ⊎ F

dom(ρ) = G ⊎ H ⊎ I

f

g

h

❖♥ ❛ σ
f+g
! (τ

h
! ρ) = (σ

f
! τ)

g+h
! ρ = (σ

g
! ρ)

f+h⋆

! τ ✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ h = 0 ♦♥ ❛

σ
f+g
! (τ + ρ) = (σ

f
! τ)

g
! ρ = (σ

g
! ρ)

f
! τ ✳

Pr❡✉✈❡ ■❧ s✬❛❣✐t ❡♥ ❢❛✐t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❛ ♣r♦♣r✐été ♣♦✉r ❧❛ Ex0✲❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡t
❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ✉♥ rés✉❧t❛t s✉r ❧❡s ♦r❜✐t❡s ❞♦✉❜❧❡s✳

❖♥ ❛ σ
f+g
!0 (τ

h
!0 ρ) = Ex(σ+ Ex(τ + ρ, h+ h⋆), f + f⋆ + g+ g⋆) = Ex(Ex(σ+ τ + ρ, h+

h⋆), f + f⋆ + g+ g⋆) ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✶✳✺ ♣✉✐s = Ex(σ+ τ + ρ, f + f⋆ + g+ g⋆ + h+ h⋆) ♣❛r ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ✶✳✹✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❛❜♦✉t✐ss❡♥t à ❝❡tt❡
❡①♣r❡ss✐♦♥✳

❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♦r❜✐t❡s ❞♦✉❜❧❡s✱ ♣♦s♦♥s

O3 = O(σ
f+g
!0 (τ

h
!0 ρ))−O(τ

h
!0 ρ)−O(σ

f
!0 τ)−O(τ

h
!0 ρ)



✶✳✷ P❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❡t ✐♥❥❡❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ✷✸

P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ✐❧ ♥♦✉s s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ♦r❜✐t❡s ❞♦✉❜❧❡s ❞❡ O3 ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡
❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❖r✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ♦r❜✐t❡ ❡st ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ✉♥ é❧é♠❡♥t x t❡❧
q✉❡

x = ((f⋆ + g⋆)(τ
h

!0 ρ)(f + g)σ)n(x)

= (

n∏

i=1

(f⋆ + g⋆)(τ + ρ)((h+ h⋆)(τ + ρ))ki(f + g)σ)(x)

= (

n∏

i=1

Fi)(x)

♦ù ❧❡s Fi s♦♥t ❞❡s q✉❛tr❡ ❢♦r♠❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

g⋆ρhτ(h⋆ρhτ)kifσ, f⋆τ(h⋆ρhτ)kifσ, g⋆ρ(hτh⋆ρ)kigσ, ❡t f⋆τh⋆ρ(hτh⋆ρ)kigσ

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧♦rsq✉❡ ki = 0 ♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❧❛ ❢♦r♠❡ g⋆ρgσ ❡t f⋆τfσ✳ ❈❡❧❛ s✉✣t à ♣♦✉✈♦✐r

r❡❣r♦✉♣❡r σ
g

!0 ρ ❡t σ
f

!0 τ ✱ ❡t ❞♦♥❝ à r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ ❞♦✉❜❧❡s ♦r❜✐t❡s ♣♦✉r
❞✬❛✉tr❡s ♦r❞r❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳





❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❘és❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡s

❯♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❝♦✉rt❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❬❞❋✵✾❪✳

✷✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s

▲❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢✉r❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r ▲❛❢♦♥t ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬▲❛❢✾✵❪ ❝♦♠♠❡ ✉♥
♠♦②❡♥ ❞✬❡①tr❛✐r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✳
■❧s ♦♥t ❞❡♣✉✐s été ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ❝♦♠♠❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡
str❛té❣✐❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✱ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ ❝❛❞r❡ ✐♥t✉✐t✐❢ ❡t ✈✐s✉❡❧ ♣♦✉r
❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❬▼❛❝✾✽✱ ▼P✾✽✱ ▲✐♣✵✸❪✳

▼ê♠❡ s✐ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t s✉✣t ❛♠♣❧❡✲
♠❡♥t ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❧❡s ✉t✐❧✐s❡r✱ ❡❧❧❡ ❡st t♦✉t❡❢♦✐s tr♦♣ ❧✐♠✐té❡ ♣♦✉r r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❝❡✉①✲❝✐✳ ❯♥ ❞❡s
♦❜st❛❝❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡✉r ♥❛t✉r❡ ❡st ✐♠♣ré❝✐s❡✳ ❈❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st s✐♠✐✲
❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ✿ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ❧❡s ét✉❞✐❡r ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
❞❡s ❞❡ss✐♥s✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ♦♥ ❡st ❛♠❡♥é à ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❡♥ t❛♥t q✉❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ♦✉ ❡♥ t❛♥t q✉❡ ✭♠✉❧t✐✮❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛rêt❡s✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♦❜st❛❝❧❡ à ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥✳ ❆ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱
❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ rè❣❧❡

s2s1 → s2s1

P❡✉t✲♦♥ ❧✬❛♣♣❧✐q✉❡r s✉r ❧❡ rés❡❛✉ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s2s1 ❄ ❙✐ ♥♦✉s s♦♠♠❡s r✐❣♦✉r❡✉①✱ ❧❛

♣❛rt✐❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù

♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ✳ P❡✉t✲êtr❡ ❞❡✈♦♥s ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ✜❧ ❝♦♠♠❡ ❝♦♠♣♦sé
❞❡ tr♦✐s ✜❧s ♣❧✉s ♣❡t✐ts r❡♣♦s❛♥t s✉r ❞❡✉① ♣♦rts t❡♠♣♦r❛✐r❡s ✿ ✱ ❡t ❧❡ rés❡❛✉ ❝♦♠♣❧❡t

❛♣rès ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥❞r❛✐t s2s1 ✳ ▼❛✐s à ❝❡ ♠♦♠❡♥t ❧à✱ ♣♦✉r r❡✈❡♥✐r à ✉♥ ✈r❛✐

rés❡❛✉ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❝♦♥❝❛té♥❡r t♦✉s ❝❡s ✜❧s ❡t ❡✛❛❝❡r ❧❡s ♣♦rts t❡♠♣♦r❛✐r❡s✱ ❝❡ q✉✐

❞♦♥♥❡r❛✐t ❧❡ rés❡❛✉ ✳ ❖♥ ❢❡r❛ ré❢ér❡♥❝❡ ✐❝✐ à ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞❡s ✜❧s s♦✉s
❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ♣♦rts✳

■❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ❞♦♥♥❛♥t ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡t ♣❡r♠❡t✲
t❛♥t ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ r✐❣♦✉r❡✉s❡ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧s ♦♥t t♦✉s ✉♥ ♣♦✐♥t ❝♦♠♠✉♥ ✿ ✐❧s
tr❛✐t❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ♦✉ ❡①t❡r♥❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ♣♦rts✳ ❉❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❢♦♥❞❛t❡✉r ❬▲❛❢✾✵❪✱
♦♥ tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ t❡r♠❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❛✉ ♣❧✉s ❞❡✉①



✷✻ ❘és❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡s

♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ ✜❧✳ ❈❡tt❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st
r❛✣♥é ❡t ét❡♥❞✉ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❋▼✾✾❪✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❝✬❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s✉r ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ♣♦rts✳ ❉❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬P✐♥✵✵❪✱ ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s
rés❡❛✉① ❡st ❞♦♥♥é❡✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ② ❛❧♦rs ♣rés❡♥t s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ sér✐❡
❞✬ét❛♣❡s✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ r✐❣♦✉r❡✉s❡ ♣❛rt❛❣❡❛♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♦✉t✐❧s ❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦tr❡ ❡st ❞♦♥♥é❡
❞❛♥s ❬❱❛✉✵✼❪✱ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ♣♦rts ② ❡st ❢❛✐t❡ à tr❛✈❡rs ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡①t❡r♥❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ s✉r
❧❡s ♣♦rts✳

❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❡st ❛♠❡♥é à ❝❡ ♣♦s❡r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♣♦✉✈♦♥s✲♥♦✉s ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞♦♥t ♦♥ ♣✉✐ss❡ ❡①tr❛✐r❡ ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❡t r✐❣♦✉r❡✉s❡ ❞❡ ❧❛
ré❞✉❝t✐♦♥✱ ② ❝♦♠♣r✐s ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ♣♦rts✱ t♦✉t ❡♥ ét❛♥t ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s
rés✉❧t❛ts st❛♥❞❛r❞s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❢♦rt❡ ❄ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡tt❡
q✉❡st✐♦♥✳

◆♦tr❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ◗✉❛♥❞ ♦♥ ❜r❛♥❝❤❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡
❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❛♥s ✉♥ rés❡❛✉✱ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ✜❧s s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❛❧❧❡r✲r❡t♦✉r ❡♥tr❡
❧❡ rés❡❛✉ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❡t ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡✳ ❈❡ ❣❡♥r❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s♦♥t ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❛
●é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦✉ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡s ❥❡✉① ❬❆❏▼✾✹✱ ❍❖✵✵❪✳ ▲✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❛❣❡
❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ●❞■ ✉♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛❞r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡①♣r✐♠❡r✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥
♣❡✉t ❡①♣r✐♠❡r ✉♥ rés❡❛✉ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❡t ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢s
❛ été ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ●✐r❛r❞ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬●✐r✽✼❪✳ ❙✐ ❧✬♦♥ r❛✐s♦♥♥❡ s✉r ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ❞♦♥t ♦♥ ❛
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❜❡s♦✐♥ ♣♦✉r tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧✬♦♥
♣❡✉t ❞✐st✐♥❣✉❡r ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❡s ✜❧s ❝♦♥s✐st❛♥t à ❛❧❧❡r ❞✬✉♥ ♣♦rt à ✉♥ ❛✉tr❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ✜❧❡✱
❡t ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❝♦♥s✐st❛♥t à ❛❧❧❡r ❞✬✉♥ ♣♦rt ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡ à ✉♥ ❛✉tr❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥❡
❝❡❧❧✉❧❡✳ ❈❡s ❞❡✉① ❛❝t✐♦♥s ❛♠è♥❡♥t à ❞é❝r✐r❡ ✉♥ rés❡❛✉ ♣❛r ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s✳
❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ✜❞è❧❡♠❡♥t ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ❡♥ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❡st ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❛♣♣❡❧❡r ✉♥❡ ●é♦♠étr✐❡ ❞❡
❧✬■♥t❡r❛❝t✐♦♥✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ♣♦rts ♥✬❡st ♣❛s ✐♥❤ér❡♥t ❛✉① rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡t ♦♥ ❧❡
r❡tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♥t❡①t❡s✳ ▲❛ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❬▲❛❢✵✸❪ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡
s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ r❡❞r❡ss❡♠❡♥t ❞❡s ✜❧s✳ ▼❛✐s ❝❡❧❛ ❛ ✉♥ ❝♦ût ✿ ❧❛
♣rés❡♥t❛t✐♦♥ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥ t②♣❛❣❡ ❡t ❡st ♦r✐❡♥té❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡♠❡♥t✱ ♣❡r❞❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ❢❛❝✐❧✐té ❞❡
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s✳ ❯♥ ❛✉tr❡ tr❛✈❛✐❧ r❡❧✐é à ❝❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢s ♣❛r ❍✉❣❤❡s ❞❛♥s ❬❍✉❣✵✺❪ ♦ù ❧✬❛✉t❡✉r
♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés❡❛✉① ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠✉♥✐❡s ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❝❛té❣♦r✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉① ❝❛té❣♦r✐❡s ♠♦♥♦ï❞❛❧❡s tr❛❝é❡s ❬❏❙❱✾✻❪ q✉✐ ❛ été ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡r
❧❛ ●❞■ ❬❆❏✾✷✱ ❍❙✵✻❪✳ ❯♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❝❛❞r❡ ♣❡✉t✱ ❡♥ ❢❛✐t✱ êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❛❞r❡
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❡s ♠ê♠❡s ♦✉t✐❧s
q✉❡ ❞❛♥s ❝❡s sé♠❛♥t✐q✉❡s✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♥♦tr❡ s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ à ❞❡s ✐♥❥❡❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞✬❡♥t✐❡rs
♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r s✉r ❧❛ s②♥t❛①❡ ❡t ❞❡ r❡st❡r ❞❛♥s ✉♥ ♠♦♥❞❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♥♦♥ t②♣é✳

✷✳✷ ❙t❛t✐q✉❡

❋✐①♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ S✱ ❞♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❛♣♣❡❧és s②♠❜♦❧❡s ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
α : S → N✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❛r✐té✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s rés❡❛✉① ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ N ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r
s❡r❛ ❛♣♣❡❧é ✉♥ ♣♦rt✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶ ❯♥ rés❡❛✉ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ R = (σw, σc) ♦ù



✷✳✷ ❙t❛t✐q✉❡ ✷✼

✕ σw ❡st ✉♥❡ w✲♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♥♦t❡ Pl(R) s❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s ❡t P (R) ❧❡s ❛✉tr❡s é❧é♠❡♥ts
❞❡ s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✳

✕ σc ❡st ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ P (R) à ♦r❜✐t❡s ♣♦✐♥té❡s ❡t ét✐q✉❡té❡s ♣❛r S ❡♥ s♦rt❡
q✉❡ ∀o ∈ ❖r❜s(σc), |o| = α(l(o)) + 1 ♦ù l ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬ét✐q✉❡t❛❣❡✳

▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ Pl(R) s♦♥t ❛♣♣❡❧és ❜♦✉❝❧❡s ❡t ❧❡s ♦r❜✐t❡s r❡st❛♥t❡s ❞❡ σw✱ q✉✐ s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐✲
r❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ 2✱ s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ✜❧s✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ σw ❡st ❛♣♣❡❧é s✉♣♣♦rt ❞✉ rés❡❛✉✳ ❖♥ ♥♦t❡
Pc(R) = dom(σc)✱ ❞♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❛♣♣❡❧és ♣♦rts ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s✱ ❡t Pf (R) = P (R)−Pc(R)✱
❞♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❛♣♣❡❧és ♣♦rts ❧✐❜r❡s✳

❯♥❡ ♦r❜✐t❡ ❞❡ σc ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ ♣❛❧ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥t❛❣❡ ❞❡ σw✳ ❙♦✐t
c ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡✱ ♣❛❧(c) ❡st s♦♥ ♣♦rt ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡t ♣♦✉r t♦✉t 0 < i < |c| ❧✬é❧é♠❡♥t (σi

c ◦ ♣❛❧)(c) ❡st
s♦♥ iè♠❡ ♣♦rt ❛✉①✐❧✐❛✐r❡✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉✬✉♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st q✉✬✉♥ ♣♦rt ❡st ♣rés❡♥t ❞❛♥s
❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥ ✜❧ ❡t ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡✳

✷✳✷✳✶ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥

▲❡s rés❡❛✉① ❛❞♠❡tt❡♥t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ très ♥❛t✉r❡❧❧❡✳ ❖♥ ❞❡ss✐♥❡ ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡

❞❡ s②♠❜♦❧❡ A ❝♦♠♠❡ ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ ❆ ♦ù ❧❡ ♣♦rt ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ❧❡ ♣♦✐♥t ❛✉ s♦♠♠❡t ❡t ❧❡s ♣♦rts
❛✉①✐❧✐❛✐r❡s s♦♥t ❛❧✐❣♥és ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ❝ôté ♦♣♣♦sé✳ ❖♥ ❞❡ss✐♥❡ ❧❡s ♣♦rts ❧✐❜r❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts✳
P♦✉r ✜♥✐r ❧❡ ❞❡ss✐♥ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❞❡s ❧✐❣♥❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣♦rts r❡❧✐és ♣❛r ✉♥ ✜❧✱ ❡t ❞❡ss✐♥❡ ❞❡s ❝❡r❝❧❡s
♣♦✉r ❧❡s ❜♦✉❝❧❡s✳

❆ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ rés❡❛✉ R = (σw, σc) ♦ù

σw = (1)(2 3)(4 5)(6 7)(8 9) ❡t σc = (
•
4 3)A(

•
5 6 7)B

❧❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ét❛♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡✉r ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❝②❝❧❡s ❡t (
•
c1 c2 . . . cn)S r❡♣rés❡♥t❡

✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥t c1 ❡t ❞❡ s②♠❜♦❧❡ S✳ ❈❡ rés❡❛✉ ❛✉r❛ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

1 ❆ ❇
2 3 4 5 7

6

8

9

✷✳✷✳✷ ▼♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ rés❡❛✉① ❡t r❡♥♦♠♠❛❣❡

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷ ❙♦✐❡♥t R = (σw, σc) ❡t S = (τw, τc) ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
f : dom(σw) 7→ dom(τw) ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ R ❞❛♥s S s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

f ◦ σw = τw ◦ f, f(Pc(R)) ⊆ Pc(R
′),

∀p ∈ Pc(R), (f ◦ σc)(p) = (τc ◦ f)(p),

❡t ∀o ∈ ❖r❜s(σc) ♦♥ ❛ (f ◦ ♣❛❧)(o) = (♣❛❧ ◦ f)(o) ❡t l(o) = (l ◦ f)(o)✳
▲♦rsq✉❡ f ❡st ❧✬✐❞❡♥t✐té s✉r Pf (R) ♦♥ ❞✐t q✉❡ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡st ✐♥t❡r♥❡✳

❆ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ rés❡❛✉ ✿

R = ((1 2)(3 4)(5 6)(7 8)(9 10)(11 12)(13 14), (
•
2 3 5)A(

•
8 9 11)A)

❛②❛♥t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✿



✷✽ ❘és❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡s

14

13

❆ ❆
3 5

2

1

4 6

9 11

8

7

10 12

❡t ❧❡ rés❡❛✉ ✿
S = ((1 2)(3 4)(5 6)(7 8), (

•
2 3 5)A(

•
8)B)

❛②❛♥t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✿

❆ ❇
3 5

2

1

4 6

8

7

❙♦✐t f ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐t ♣❛r f(1) = f(7) = f(13) = 1✱ f(2) = f(8) = f(14) = 2✱
f(3) = f(9) = 3✱ f(5) = f(11) = 5✱ f(4) = f(10) = 4 ❡t f(6) = f(12) = 6✳ ❈✬❡st ✉♥
♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ R ❞❛♥s S✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧✬é❣❛❧✐té f ◦σw = τw ◦f ❡st ❛♣♣❛r❡♠♠❡♥t très ❢♦rt❡✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❞✉✐t❡
❞✬✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❛✉ s❡♥s ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ f ◦σw ⊆ τw ◦f ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✐t (p, p′)
❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ τw ◦ f ✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r (f ◦ σw)(p) q✉✐ ♣❛r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❞✬❛✉tr❡ ❝❤♦✐①
q✉❡ ❞✬êtr❡ é❣❛❧ à p′✳

❉ét❛✐❧❧♦♥s ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ s✐ σ ❡t τ s♦♥t ❞❡✉① ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❡t f ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞❛♥s ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✱ ❛❧♦rs ❧✬éq✉❛t✐♦♥ f ◦ σ = τ ◦ f ❛
♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ q✉❡ t♦✉t❡ ♦r❜✐t❡ o ∈ ❖r❜s(σ) ❡st ❡♥✈♦②é s✉r ✉♥❡ ♦r❜✐t❡ f(o) ∈ ❖r❜s(τ) t❡❧❧❡
q✉❡ |f(o)| s♦✐t ✉♥ ❞✐✈✐s❡✉r ❞❡ |o|✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣rés❡♥t✱ ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❡st ❡♥✈♦②é s✉r ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡✱ ✉♥ ✜❧ s♦✐t s✉r ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ s♦✐t
s✉r ✉♥ ✜❧✱ ❡t ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ s✉r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❝❡❧❧✉❧❡✳ ▲❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐èr❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❛ss✉r❡♥t q✉❡ ❧❡ ♣♦rt ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❡st ❡♥✈♦②é s✉r ❧❡ ♣♦rt ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ✐♠❛❣❡✱
❡t q✉❡ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❡st ❧❡ ♠ê♠❡✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r ❧✬❛r✐té ❛ss✉r❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♣♦rt ❡st ❡♥✈♦②é
s✉r ✉♥ ♣♦rt ❞❡ ♠ê♠❡ ♥❛t✉r❡ ✭♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ ♦✉ iè♠❡ ♣♦rt ❛✉①✐❧✐❛✐r❡✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s❡✉❧ ✉♥ ✜❧ ❧✐❛♥t ❞❡s
♣♦rts ❧✐❜r❡s ♣❡✉t êtr❡ ❡♥✈♦②é s✉r ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉ ✉♥ ✜❧ r❡❧✐❛♥t ❞❡s ♣♦rts q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❞ès q✉✬✉♥ ✜❧ r❡❧✐❡ ✉♥ ♣♦rt ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❢♦r❝❡ à ❧✬❡♥✈♦②❡r
s✉r ✉♥ ✜❧ r❡❧✐❛♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♣♦rt ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡✳

❆✈❡❝ ❝❡s r❡♠❛rq✉❡s ❡♥ têt❡✱ ✐❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ❞✬❛♣♣❡❧❡r r❡♥♦♠♠❛❣❡ ✭r❡s♣✳ r❡♥♦♠♠❛❣❡ ✐♥t❡r♥❡✮
✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✭r❡s♣✳ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥t❡r♥❡✮✳ ❯♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝❛♣t✉r❡ ❧❡s ré✲
s❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❡❧s q✉✬✐❧s s❡r❛✐❡♥t ❞❡ss✐♥és s✉r ✉♥ ♣❛♣✐❡r ♠❛❣✐q✉❡ ♦ù ❧❡s ♣♦rts ♣❡✉✈❡♥t
❜♦✉❣❡r ❧✐❜r❡♠❡♥t✳ ❯♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥t❡r♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✱ q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱ ❛✉① rés❡❛✉①
❛✐♥s✐ ❞❡ss✐♥és ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ♦♥ ❛ ❞❡ s✉r❝r♦ît ❞♦♥♥é ❞❡s ♥♦♠s ❞✐st✐♥❝ts ❛✉① ♣♦rt ❧✐❜r❡s✱ ❥✉st✐✲

✜❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡ ♥♦♠ ❞✬✐♥t❡r♥❡✳ ❈❡❝✐ ❡st ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❝❛r ❧❡ ❞❡ss✐♥ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à

✳ ❆❧♦rs q✉❡ ❧❡ ❞❡ss✐♥✱ ❛✈❡❝ ♣♦rts ❧✐❜r❡s ét✐q✉❡tés ❛ ❜

❝ ❞
❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞❡

❝

❜❛
❞
✳

❊♥ ❢❛✐t✱ ❞ès q✉✬♦♥ ✈♦✉❞r❛ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s rés❡❛✉① ❝♦♠♠❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s s♦rt❡s ❞❡ t❡r♠❡s✱ ✐❧
s❡r❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♥❡ ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉✬à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥t❡r♥❡ ♣rès✳ ▲❡s ♣♦rts ❧✐❜r❡s r❡♣ré✲
s❡♥t❡♥t ❛❧♦rs ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ♣♦rts ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s
❧✐é❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ λ✲t❡r♠❡ λx.(x)y ❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t é❣❛❧ à λz.(z)y ♠❛✐s ♣❛s à λx.(x)z✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✸ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡s rés❡❛✉① s♦♥t à s✉♣♣♦rt ✜♥✐✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s t♦✉❥♦✉rs ❝♦♥s✐✲
❞ér❡r q✉❡ ❞❡✉① rés❡❛✉① s♦♥t à s✉♣♣♦rts ❞✐s❥♦✐♥ts ♠♦❞✉❧♦ ✉♥ r❡♥♦♠♠❛❣❡✳



✷✳✸ ❖♣ér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✷✾

❉é✜♥✐t✐♦♥✲Pr♦♣r✐été ✷✳✹ ❙♦✐t f : R → S ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t
❞é✜♥✐r ❧❡ rés❡❛✉ ✐♠❛❣❡ ❞❡ R ♣❛r f ✱ ♥♦té f(R)✱ ❞♦♥t ❧❡ s✉♣♣♦rt ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡
S✱ ❡t t❡❧ q✉❡ ❧❛ ❝♦✲r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ f à ❝❡❧✉✐✲❝✐ s♦✐t ✉♥ r❡♥♦♠♠❛❣❡✳

Pr❡✉✈❡ ◆♦t♦♥s R = (σw, σc)✱ S = (τw, τc) ❡t E = codom(f)✳ P♦s♦♥s τ ′w = τw↾E ✱ τ ′c = τc↾E ✱
❡t f(R) = (τ ′w, τ

′
c)✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡❧❛ s♦✐t ✉♥ rés❡❛✉ ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✐ss✉ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥

♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ❡ss❡♥t✐❡❧ ❡st q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡ ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞❡ τw ✭r❡s♣✳
τc✮ à τ ′w ✭r❡s♣✳ τ ′c✮ ♦♥ ♥✬❛ ❞✐✈✐sé ❛✉❝✉♥❡ ♦r❜✐t❡✳

✷✳✸ ❖♣ér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

❖♥ ❞♦♥♥❡ ✐❝✐ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♦✉t✐❧s ❡t ♦♣ér❛t✐♦♥s q✉✐ ✈♦♥t êtr❡ ❝r✉❝✐❛✉① ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥✳

✷✳✸✳✶ ❘❡❝♦❧❧❡♠❡♥t ❡t ❞é❝♦✉♣❛❣❡

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺ ❙♦✐❡♥t R = (σw, σc) ❡t S = (τw, τc) ❞❡✉① rés❡❛✉① à s✉♣♣♦rts ❞✐s❥♦✐♥ts ✶ ❡t f
✉♥❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s Pf (R) ❡t ❞❡ ❝♦✲❞♦♠❛✐♥❡ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s Pf (S)✳ ❖♥

❛♣♣❡❧❧❡ r❡❝♦❧❧❡♠❡♥t ❞❡ R ❡t S ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ f ❧❡ rés❡❛✉ R
f

! S = (σw
f

! τw, σc + τc)✳

❉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❢❛✐ts s✉✐✈❛♥ts ✿

P (R
f

! S) = (P (R)− dom(f)) ⊎ (P (S)− codom(f))

Pc(R
f

! S) = Pc(R) ⊎ Pc(S)

Pf (R
f

! S) = (Pf (R)− dom(f)) ⊎ (Pf (S)− codom(f))

R
f

! S = S
f⋆

! R

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ r❡❝♦❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ f = 0 ♦♥ ❛ R
0

! S = (σw + τw, σc + τc)✱ ♦♥ ♥♦t❡ ❝❡
r❡❝♦❧❧❡♠❡♥t R+ S✱ ❝❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ r❡❝♦❧❧❡♠❡♥t✳

Pr♦♣r✐été ✷✳✻ ❙✐ R = R
f

! S ❛❧♦rs f = 0 ❡t S = 0 = (0, 0)✳ ❙✐ 0 = R
f

! S ❛❧♦rs f = 0 ❡t
R = S = 0✳

Pr❡✉✈❡ ▲❡s ❞❡✉① ❛✣r♠❛t✐♦♥s ét❛♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s✱ ♦♥ ♥❡ ✈❛ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐
❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡s ❢❛✐ts ♣ré❝é❞❡♥ts ✿ S ❞❡✈r❛✐t ❛✈♦✐r ♥✐ ❝❡❧❧✉❧❡s✱ ♥✐ ♣♦rts ❧✐❜r❡s ❡t
♥✐ ❜♦✉❝❧❡s✳ ▲❡ s❡✉❧ rés❡❛✉ ❛②❛♥t ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐❡té ❡st ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ❧❡ rés❡❛✉ ✈✐❞❡ 0✳

❖♥ ❛ ✉♥❡ s♦rt❡ ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té ♣♦✉r ❧❡ r❡❝♦❧❧❡♠❡♥t ✿

Pr♦♣r✐été ✷✳✼ ❙♦✐❡♥t R = (σw, σc)✱ S = (τw, τc) ❡t T = (ρw, ρc) ❞❡s rés❡❛✉① à s✉♣♣♦rts
❞✐s❥♦✐♥ts ❞❡✉① à ❞❡✉① ❡t

✶❈❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té ❡♥ ✈❡rt✉ ❞❡ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✷✳✸✳



✸✵ ❘és❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡s

dom(σw) = A ⊎ B ⊎ C

dom(τw) = D ⊎ E ⊎ F

dom(ρw) = G ⊎ H ⊎ I

f

g

h

❖♥ ❛ R
f+g
! (S

h
! T ) = (R

f
! S)

g+h
! T = (R

g
! T )

f+h
! S✳

Pr❡✉✈❡ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ✜❧s ❡st ✉♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✽ ❡t
❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❡st ✐ss✉❡ ❞❡ ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té ❞❡ +✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝✬❡st ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✽ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ R0 = R
f

! (S
g

! T ) ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ fS

❡t fT t❡❧❧❡s q✉❡ R0 = (R
fS
! S)

g+fT
! T ✳

R R′

f
−→

R
f

! R′

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ r❡❝♦❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❞❡✉① rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳

f

R1

R2

✭❛✮

f

R1

R2

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❞é❝♦✉♣❛❣❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ✿ ✭❛✮ ✉♥ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❞✬✉♥ s✐♠♣❧❡
✜❧ ❡t ✭❜✮ ✉♥ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡

❖♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✉❛❧❡ ❞✉ r❡❝♦❧❧❡♠❡♥t ✿ ❧❡ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❝♦♥s✐st❛♥t à ❡①tr❛✐r❡ ✉♥
s♦✉s✲rés❡❛✉ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✾ ❙♦✐t R ✉♥ rés❡❛✉✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡ R ✉♥ tr✐♣❧❡t (R1, f, R2) ♦ù R =

R1
f

! R2✳ ❯♥ rés❡❛✉ R′ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡ R ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥ s♦✉s✲rés❡❛✉ ❞❡
R✱ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ R′ ⊆ R✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷ ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❛❣❡✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ❞é❝♦✉♣❡r
♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ✉♥ ✜❧ ♦✉ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ❞✐✈✐s❡r ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❡♥ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ ✜❧s s♦♥t
❛✉t❛♥t ❞✬✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✐♥❤ér❡♥t❡ à ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s♦✉s✲rés❡❛✉

Pr♦♣r✐été ✷✳✶✵ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ⊆ ❡st ✉♥ ♦r❞r❡ s✉r ❧❡s rés❡❛✉①✳



✷✳✸ ❖♣ér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✸✶

Pr❡✉✈❡ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ⊆ ❡st ré✢❡①✐✈❡ ✿ R = R
0

! 0 ❡t ❛✐♥s✐✱ R ⊆ R✳
❊❧❧❡ ❡st ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡ ✿ s♦✐❡♥t R1 ❡t R2 ❞❡s rés❡❛✉① t❡❧s q✉❡ R1 ⊆ R2 ❡t R2 ⊆ R1✳ ❖♥

❛ R1 = R2
f

! R′
2 ❡t R2 = R1

g
! R′

1✳

❆✐♥s✐ R2 = (R2
f

! R′
2)

g
! R′

1✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✽ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t R2 = R2
f1
!

(R′
2

g+f2
! R′

1) ❡t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✷✳✻✱ ❞❡✉① ❢♦✐s ❞❡ s✉✐t❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t R′
2 = R′

1 = 0✳
❖♥ ❛ ❞♦♥❝ R1 = R2✳

P♦✉r ✜♥✐r✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st tr❛♥s✐t✐✈❡ ✿ s♦✐❡♥t R ⊆ S ⊆ T ✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ S = R
f

! R′

❡t T = S
g

! S′✱ ❛✐♥s✐ T = (R
f

! R′)
g

! S′✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✽ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

T = R
f1
! (R′ g+f2

! S′)✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ R ⊆ T ✳

✷✳✸✳✷ ■♥t❡r❢❛❝❡s ❡t ❝♦♥t❡①t❡s

P♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉s✲rés❡❛✉✱ ✐❧ s❡r❛✐t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ q✉❡
❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ré❢ér❡r ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡ r❡❝♦❧❧❡♠❡♥t✳ ❊♥
❣✉✐s❡ ❞✬✐♥t✉✐t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s ❞❡ t❡r♠❡s ❛②❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ tr♦✉s✱
♣♦✉r s✉❜st✐t✉❡r ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ✉♥ t❡❧ ❝♦♥t❡①t❡ ♦♥ ♣❡✉t s❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s tr♦✉s ❞❛♥s
❧❡s t❡r♠❡s ❡t ❧❡s r❡♠♣❧✐r ❛✐♥s✐✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧❧❡ s❡r❛✐t ❞✬❛ttr✐❜✉❡r ✉♥
♥✉♠ér♦ à ❝❤❛q✉❡ tr♦✉✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s♦♥ ♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣❛r❡♥❝❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡✱ ❡t ♣✉✐s ❞❡ s❡
❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ t❡r♠❡s✳ ▲❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ r❡✈✐❡♥❞r❛✐t ❛❧♦rs à r❡♠♣❧✐r ❧❡ iè♠❡ tr♦✉ ♣❛r ❧❡ iè♠❡
t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ q✉✐ ✈❛ s✉✐✈r❡ ❡st ✉♥❡ tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ✐♥t✉✐t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡
❝❛❞r❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✶ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ R ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ Pf (R) ♦r❞♦♥♥é
❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ét❛♥t ❛♣♣❡❧é❡ t❛✐❧❧❡✳ ❖♥ ❞✐t✱ ❛❧♦rs✱ q✉❡ R ❝♦♥t✐❡♥t ❧✬✐♥✲
t❡r❢❛❝❡ I✱ ♥♦té I ⊂ R✳ ❯♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡st ❝❛♥♦♥✐q✉❡ s✐ ❡❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉s ❧❡s ♣♦rts ❧✐❜r❡s ❞✬✉♥
rés❡❛✉✳

❙♦✐t I ❡t I ′ ❞❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❞✐s❥♦✐♥t❡s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ rés❡❛✉✱ ♦♥ ♥♦t❡ II ′ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ ❝❡s s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡s ♦r❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s ❞✬♦r❞r❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ✿ x ≤II′

y ⇐⇒ x ≤I y ♦✉ x ≤I′ y ♦✉ x ∈ I ∧ y ∈ I ′✳
❙♦✐❡♥t I ❡t I ′ ❞❡✉① ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❞❡ ♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ I ❞❛♥s

I ′ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❡s ♦r❞r❡s ❛ss♦❝✐és✱ ♦♥ ❧❛ ♥♦t❡ ρ(I, I ′) ❡t ♦♥ ❧✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ r❛❝❝♦r❞ ❡♥tr❡ I ❡t I ′✳
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (R, I) ♦ù I ❡st ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉ R✱ ♦♥

❧❡ ♥♦t❡ RI ✳
❙♦✐❡♥t RI ❡t R′I′ ❞❡✉① ❝♦♥t❡①t❡s ❛✉① ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❞❡ ♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡✱ ♦♥ ♥♦t❡

RI ! R′I′ = R
ρ(I,I′)
! R′

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ é❝r✐r❛ RI ! R′I′ ♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t q✉❡ I ❡t I ′ s♦♥t
❞❡ ♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡✳

❖♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t é♥♦♥❝❡r ❧✐ttér❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ❞✉ r❡❝♦❧❧❡♠❡♥t ✭❧❛ ♣r❡✉✈❡
ét❛♥t tr✐✈✐❛❧❡✮ ✿

Pr♦♣r✐été ✷✳✶✷ RI ! R′I′ = R′I′ ! RI

▲❡ ❢❛✐t tr✐✈✐❛❧ s✉✐✈❛♥t ❛ss✉r❡ q✉❡ t♦✉t r❡❝♦❧❧❡♠❡♥t ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ r❡❝♦❧❧❡♠❡♥t ❞❡
❝♦♥t❡①t❡s✳



✸✷ ❘és❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡s

❋❛✐t ✷✳✶✸ ❙♦✐t R
f

! R′ ✉♥ r❡❝♦❧❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s I ⊂ R ❡t I ′ ⊂ R′ t❡❧❧❡s q✉❡

R
f

! R′ = RI ! R′I′✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✶✹ R1 ⊆ R ⇐⇒ ∃I1, R2, I2 t❡❧s q✉❡ R = R1
I1 ! R2

I2

❖♥ ♣❡✉t é♥♦♥❝❡r à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✽ ❛✈❡❝ ❞❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✶✺ P♦✉r t♦✉s rés❡❛✉① R,S, T ❡t ✐♥t❡r❢❛❝❡s I, J,K,L✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s
I ′, J ′,K ′, L′ t❡❧❧❡s q✉❡

RI ! (SJ ! TK)
L

= (RI′ ! SJ ′

)
L′

! TK′

✷✳✹ ❉②♥❛♠✐q✉❡

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✻ ❙♦✐❡♥t s1 ❡t s2 ❞❡s s②♠❜♦❧❡s✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ rè❣❧❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✉r (s1, s2) ✉♥
❝♦✉♣❧❡ (Rr

Ir , Rp
Ip) ♦ù

Rr =

(
(b c)(a1 b1) . . . (an bn)(c1 d1) . . . (cm dm),

(
•
b b1 . . . bn)s1

(
•
c c1 . . . cm)s2

)

❡t Ir, Ip s♦♥t ❝❛♥♦♥✐q✉❡s ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡✳

❙♦✐t R = (Rr
Ir , Rp

Ip) ✉♥❡ rè❣❧❡✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣❛r R ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡
R
−→ s✉r

❧❡s rés❡❛✉① t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s r❡♥♦♠♠❛❣❡s α ❡t β✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t rés❡❛✉ S t❡❧ q✉❡

S = RI ! α(Rr)
α(Ir) ♦♥ ❛✐❡ S

R
−→ S′ ♦ù S′ = RI ! β(Rp)

β(Ip)✳

▲❡ rés❡❛✉ Rr ❛ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s2s1 ✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡

❞ès q✉❡ ❧❡ rés❡❛✉ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ r❡♥♦♠♠é ❞✉ r❡❞❡① Rr✳ ❈❡tt❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧✬✐❧❧✉s✐♦♥ ❞✬êtr❡
♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ♠❛✐s ✐❧ ♥❡ s✬❛❣✐t q✉❡ ❞❡ ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ♣♦✉r t❡♥✐r
❝♦♠♣t❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s r❡♥♦♠♠❛❣❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳

Pr♦♣r✐été ✷✳✶✼ ❙♦✐❡♥t R ✉♥ rés❡❛✉ ❡t R1✱ R2 ❞❡✉① rè❣❧❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ s✉r R s✉r

❞❡s r❡❞❡① ❞✐st✐♥❝ts t❡❧s q✉❡ R1
R1←−− R

R2−−→ R2 ❡t q✉❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞✉ s✉♣♣♦rt ❞❡ R1 ❡t ❞✉
s✉♣♣♦rt ❞❡ R2 s♦✐t ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ R✳

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ rés❡❛✉ R′ t❡❧ q✉❡ R1
R2−−→ R′ R1←−− R2✳

Pr❡✉✈❡ P♦✉r i = 1, 2✱ ♦♥ ♣♦s❡Ri = (Rr,i
Ir,i , Rp,i

Ip,i)✳ ▲❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s r❡❞❡①s ♣❡r♠❡t ❞✬❛✣r♠❡r
q✉❡ s✬✐❧s s♦♥t ❞✐st✐♥❝ts ❛❧♦rs ✐❧s s♦♥t ❞✐s❥♦✐♥ts✳ ❈♦♠♠❡ R ❝♦♥t✐❡♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡ r❡❞❡① α1(Rr,1) ❡t
❧❡ r❡❞❡① α2(Rr,2)✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ α1(Rr,1) + α2(Rr,2) ⊆ R✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ❛

R = (α1(Rr,1) + α2(Rr,2))
α1(Ir,1)α2(Ir,2)

! R0
I

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝
R1 = (β1(Rp,1) + α2(Rr,2))

β1(Ip,1)α2(Ir,2)
! R0

I

♣♦✉r ✉♥ r❡♥♦♠♠❛❣❡ β1✱ ❡t ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣♦✉r R2✳ ■❧ ❡st ❞✐r❡❝t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡
❧❡ rés❡❛✉

R′ = (β1(Rp,1) + β2(Rp,2))
β1(Ip,1)β2(Ip,2)

! R0
I

s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✷✳✼✳ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ rés❡❛✉ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥
❞❡s βi(Rp,i) q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ à ♣r♦♣♦s ❞❡s ♣♦rts ❝♦♥t❡♥✉s à ❧❛ ❢♦✐s ❞❛♥s
R1 ❡t R2✳



✷✳✺ ▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s rés❡❛✉① ✸✸

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✶✽ ❙♦✐t B ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉
♣❧✉s ✉♥❡ rè❣❧❡ s✉r ❝❡✉①✲❝✐ ❞❛♥s B✳ ❯♥ t❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ s❡r❛ ❛♣♣❡❧é ✉♥❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡✳ ▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥
L
−→=

⋃
R∈L

R
−→ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥✢✉❡♥t❡ à ✉♥ r❡♥♦♠♠❛❣❡ ♣rès✳

▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ à ✉♥ r❡♥♦♠♠❛❣❡ ♣rès s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r à ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ r❡♥♦♠♠❛❣❡
❞✬✉♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❛✈❛♥t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❧❡s r❡❥♦✐♥❞r❡✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞û à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❞❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✷✳✶✼✳

✷✳✺ ▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s rés❡❛✉①

❙♦✐t R ✉♥ rés❡❛✉ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝❧❛ss❡r ❧❡s ✜❧s ❞❡ R ❡♥ q✉❛tr❡ ❝❛té❣♦r✐❡s ✿

✶✳ ❧❡s ✜❧s ❛❝t✐❢s r❡❧✐❛♥t ❞❡✉① ♣♦rts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ✿ ❝❡s ✜❧s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s r❡❞❡① ❡t ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞❡ ❞❡✉① r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❞♦♥t ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡st ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥✳

✷✳ ❧❡s ✜❧s ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ r❡❧✐❛♥t ✉♥ ♣♦rt ♣r✐♥❝✐♣❛❧ à ✉♥ ♣♦rt ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ✿ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❛✐♥s✐ ❧✐é❡
♣❛r s♦♥ ♣♦rt ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ✐♥❤✐❜é❡✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ré❛❣✐r ❛✈❛♥t q✉❡ ❧✬❛✉tr❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ♥❡ s❡
ré❞✉✐s❡✳ ❈❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❜✐❡♥ à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣♦ss❡ss✐♦♥ ♦✉ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥✳

✸✳ ❧❡s ✜❧s ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ r❡❧✐❛♥t ❞❡✉① ♣♦rts ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s✳

✹✳ ❧❡s ✜❧s ❧✐❜r❡s r❡❧✐❛♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♣♦rt ❧✐❜r❡✳

▲❛ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

T1 Tn Tn+1 Tn+k

✜❧s ❞❡ ♣❛rt❛❣❡

✜❧s ❛❝t✐❢s

. . .

. . .. . .

. . .

▲❡s Ti r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s r❡❧✐é❡s ♣❛r ❞❡s ✜❧s ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥✳
◆♦t♦♥s q✉❡ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✱ ✉♥ rés❡❛✉ s❛♥s ✜❧ ❛❝t✐❢ ❡st ❡♥ ❢♦r♠❡

♥♦r♠❛❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✾ ❙♦✐t R ✉♥ rés❡❛✉ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ s✐ R ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ✜❧s ❛❝t✐❢s ♦♥ ❞✐t q✉❡ R ❡st
❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❛❜s♦❧✉❡✳

✷✳✻ ▲❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s♦♥t ❧❡ Ex✲❡✛♦♥❞r❡♠❡♥t ❞❡s ré✲
s❡❛✉① ❆①✐♦♠❡✴❈♦✉♣✉r❡

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ rés❡❛✉① s❡ s✐t✉❛♥t ❡♥tr❡ ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❡t ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✳

▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❡❝t❡ ❞❡✉① rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ♣❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦rts ❧✐❜r❡s✱ ✐❧ s❡
♣r♦❞✉✐t ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ✜❧s✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ✈♦✐r ❛✈❡❝
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ Ex✲❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♣♦✉r ❝♦♥♥❡❝t❡r ❞❡✉① rés❡❛✉① ❞❡ ♣r❡✉✈❡✱ ✐❧ ♥✬❡st



✸✹ ❘és❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡s

♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♦♣ér❡r ❝❡tt❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✐❝✐ ❡♥tr❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✱ ❡t ❧✬♦♥ ❡st ♦❜❧✐❣é
❞❡ r❛❥♦✉t❡r ✉♥ ❧✐❡✉r ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✿ ✉♥❡ ❝♦✉♣✉r❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣
♣❧✉s s✐♠♣❧❡✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ❢❛✐t q✉❡ r❛❥♦✉t❡r ❞✉ ❝♦♥t❡♥✉✳ ❯♥❡ ét❛♣❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st ♣❛r
❝♦♥tr❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r é❧✐♠✐♥❡r ❝❡s ❝♦✉♣✉r❡s✳

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ rés❡❛✉① q✉❡ ❧✬♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✐❝✐ ✈❛ ❞♦♥❝ ❢❛✐r❡ ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s ✜❧s ❞❡ ❞❡✉① s♦rt❡s ✿
❧❡s ❛①✐♦♠❡s ❡t ❧❡s ❝♦✉♣✉r❡s✳ ▲❡ ❜✉t ✜♥❛❧ ét❛♥t ❞✬❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧❡ s❧♦❣❛♥

▲❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s♦♥t ✉♥ q✉♦t✐❡♥t ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢

❢❛✐s❛♥t ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❢♦❧❦❧♦r❡✳

✷✳✻✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ❥✉①t❛♣♦s✐t✐♦♥

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✵ ❯♥ rés❡❛✉① ❆①✐♦♠❡✴❈♦✉♣✉r❡✱ rés❡❛✉ ❆❈ ❡♥ ❛❜ré❣é✱ ❡st ✉♥ tr✐♣❧❡t R =
(σA, σC , σc) ♦ù ✿

✕ σA ❡t σC s♦♥t ❞❡s w✲♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t dom(σC) ⊆ dom(σA)✱ σC s❛♥s ♣♦✐♥t ✜①❡
❡t ✿

❜♦r❞ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉♣✉r❡ s✐ (a b) ❡st ✉♥❡ ♦r❜✐t❡ ❞❡ σC ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ c 6= a ❡t d 6= b t❡❧s
q✉❡ (c a) ❡t (b d) s♦✐❡♥t ❞❡s ♦r❜✐t❡s ❞❡ σA

❖♥ ♥♦t❡ Pl(R) ❧❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s ❞❡ σA ❡t P (R) = dom(σA)− dom(σC)− Pl(R)✳
✕ σc ❡st ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ P (R) à ♦r❜✐t❡s ♣♦✐♥té❡s ❡t ét✐q✉❡té❡s ♣❛r S ❡♥ s♦rt❡

q✉❡ ∀o ∈ ❖r❜s(σc), |o| = α(l(o)) ♦ù l ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬ét✐q✉❡t❛❣❡✳

❖♥ ❛❞❛♣t❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✉① rés❡❛✉① ❆❈ ❡♥
❛✣❝❤❛♥t ♦r❜✐t❡s ❞❡ σC ♣❛r ❞❡s tr❛✐ts ❞♦✉❜❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ rés❡❛✉ ❆❈ R = (σA, σC , σc) ♦ù

σA = (1 2)(3 4)(5 6), σC = (2 3), σc = (
•
4 5)S

s❡r❛ r❡♣rés❡♥té ♣❛r

S
5 4

6 3 2 1

❖♥ ♣❡✉t ❛❞❛♣t❡r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s à ❝❡s rés❡❛✉①✱ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t
❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ♣♦rts ❧✐❜r❡s✱ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❡t ❝♦♥t❡①t❡s✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❆❈ ❡st q✉✬✐❧s
❛❞♠❡tt❡♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡①trê♠❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✶ ❙♦✐❡♥t RI = (σA, σC , σc) ❡t R′I′ = (τA, τC , τc) ❞❡✉① ❝♦♥t❡①t❡s s✉r ❞❡s rés❡❛✉①
❆❈ à s✉♣♣♦rts ❞✐s❥♦✐♥ts✱ ♦ù I = i1 > · · · > in ❡t I ′ = i′1 > · · · > i′n✳

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❥✉①t❛♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ RI ❡t R′I′ ❧❡ rés❡❛✉ ❆❈

RI ↔ R′I′ = (σA + τA, σC + τC + ρ(I, I ′) + ρ(I, I ′)⋆, σc + τc)

❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❧❛ ❥✉①t❛♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❝♦✉♣✉r❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡✱ ❡♥ ❡✛❡t✱ s♦♥ ✐♥t❡r✲
♣rét❛t✐♦♥ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡①❛❝t❡♠❡♥t à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉♣✉r❡ q✉❡
❧✬♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❬●✐r✽✼❪✳



✷✳✻ ▲❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s♦♥t ❧❡ Ex✲❡✛♦♥❞r❡♠❡♥t ❞❡s rés❡❛✉① ❆①✐♦♠❡✴❈♦✉♣✉r❡ ✸✺

✷✳✻✳✷ Ex✲❡✛♦♥❞r❡♠❡♥t

❖♥ ❞♦♥♥❡ ✐❝✐ ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ r❡str❡✐♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣✉r❡s ❞❡ ❧❛
❧♦❣✐q✉❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥✲Pr♦♣r✐été ✷✳✷✷ ❙♦✐t R = (σA, σC , σc) ✉♥ rés❡❛✉ ❆❈ ❡t f ✉♥❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡
t❡❧❧❡ q✉❡ dom(σC) = dom(f) ❡t codom(f) ∩ dom(σA) = ∅✳

▲❡ ❝♦✉♣❧❡ (σA
f

! f ◦ σC ◦ f
⋆, σc)✱ ❡st ✉♥ rés❡❛✉ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳

▲❡ rés✉❧t❛t ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ f ❡t ♦♥ ❧✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ Ex✲❡✛♦♥❞r❡♠❡♥t ❞❡ R✱ ♥♦té Ex(R)✳

P♦✉r q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s♦✐t ❝♦rr❡❝t❡✱ ♦♥ ❛ ❞û ❞é❧♦❝❛❧✐s❡r σC ✈❡rs ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✐s❥♦✐♥t
❞❡ dom(σA)✳ ▲❡ Ex✲❡✛♦♥❞r❡♠❡♥t ♣r♦❝è❞❡ ❞♦♥❝ ❛✐♥s✐ ✿ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❤❛î♥❡ ♠❛①✐♠❛❧❡
a1

σA−−→ b1
σC−−→ a2 . . . bn−1

σA−−→ an ♣❛r ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡

a1
σA−−→ b1

f
−→ f(b1)

f◦σC◦f⋆

−−−−−→ f(a2)
f⋆

−→ . . . bn−1
σA−−→ an

❡t ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ Ex✲❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r a1
σA

f
!σC−−−−−→ an✳

Pr❡✉✈❡ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♣♦✉r q✉❡ ❝❡❧❛ s♦✐t ✉♥ rés❡❛✉ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❧❛ s❡✉❧❡ ♣r♦♣r✐été q✉✐

♥✬❡st ♣❛s ✐ss✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❆❈ ❡st ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ σA
f

! f ◦ σC ◦ f
⋆ ❡st ✉♥❡

✇✲♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✱ ♠❛✐s ♦♥ ❧❡ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✶✳✼✳
▲❛ r❡♠❛rq✉❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❛ss✉r❡ q✉❡ f ♥✬❛ q✉✬✉♥ rô❧❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱

à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡ f ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ Ex✲❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡❧❧❡ ❡st s✉✐✈✐❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡
s♦♥ ✐♥✈❡rs❡✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❞❡s ✐♥❥❡❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s σ1, τ1, . . . , σn, τn✱ ♦♥ ❛ σn ◦ τn ◦
· · ·◦σ1◦τ1 = σn◦f

⋆
n ◦fn◦τn◦g

⋆
n◦gn◦· · ·◦g

⋆
1 ◦g1◦σ1◦f

⋆
1 ◦f1◦τ1 ♣♦✉r t♦✉t❡s ✐♥❥❡❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s

f1, g1, . . . , fn, gn ❞ès q✉❡ dom(fi) ⊆ codom(τi)∩dom(σi) ❡t dom(gi) ⊆ codom(σi)∩dom(τi)
✷✳

Pr♦♣r✐été ✷✳✷✸ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ rés❡❛✉ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ R✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ rés❡❛✉ ❆❈ R′ ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ (σA, 0, σc) t❡❧ q✉❡ Ex(R′) = R✳

R′ ❡st ❞✐t s❛♥s ❝♦✉♣✉r❡s✳

Pr❡✉✈❡ ❙✐ R = (τw, τc) ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣♦s❡r R′ = (τw, 0, τc)✳ ▲✬✉♥✐❝✐té ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡

σ
0

! 0 = σ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✹ ❙♦✐❡♥t R ❡t R′ ❞❡✉① rés❡❛✉① ❆❈✱ ♦♥ ❞✐t q✉✬✐❧s s♦♥t Ex✲éq✉✐✈❛❧❡♥t✱ ♥♦té R
!
∼

R′✱ ❧♦rsq✉❡ Ex(R) = Ex(R′)✳

❖♥ ❛ ✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❥✉①t❛♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❧❡ r❡❝♦❧❧❡♠❡♥t ✿

Pr♦♣r✐été ✷✳✷✺ Ex(RI ↔ R′I′) = Ex(R)I
! Ex(R′)I′

Pr❡✉✈❡ ◆♦t♦♥s R = (σA, σC , σc)✱ R′ = (τA, τC , τc)✳
❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ f ✭r❡s♣✳ g✮ ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ Ex(R) ✭r❡s♣✳ Ex(R′)✮✱

❛❧♦rs ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ h t❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡
✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ Ex(RI ↔ R′I′) s♦✐t f + g+ h✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❝♦♠♣♦s❡r
h = i+ i′ ❛✜♥ q✉❡ h(ρ(I, I ′) + ρ(I, I ′)⋆)h⋆ = iρ(I, I ′)i⋆ + i′ρ(I, I ′)⋆i′⋆✳

✷ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❧à ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ✉♥ ❛♠❛❧❣❛♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s
∗AGi ❝♦♠♠❡ q✉♦t✐❡♥t ❞✬✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❡ An ✭❝❢✳ ❬❙❡r✼✼❪✮✳



✸✻ ❘és❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡s

▲✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été r❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ à ♣r♦✉✈❡r q✉❡

(σA + τA)
f+g+i+i′

! (fσCf
⋆ + gτCg

⋆ + iρ(I, I ′)i⋆ + i′ρ(I, I ′)⋆i′⋆) =

(σA
f

! fσCf
⋆)

ρ(I,I′)
! (τA

g
! gτCg

⋆)

❈❡tt❡ é❣❛❧✐té s❡ ❞é❞✉✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✶✳✽✱ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s ✐♥❥❡❝t✐♦♥s
♣❛rt✐❡❧❧❡s f, g, i ❡t i′ ♥❡ r❛❥♦✉t❛♥t q✉✬✉♥❡ ❞✐✣❝✉❧té ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡✳

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛✣r♠❡r ✉♥ s❧♦❣❛♥ ♣ré❝✐s ✿

▲❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s♦♥t ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡s rés❡❛✉① ❆❈ ♣❛r
!
∼

✷✳✼ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ IN ❡t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❉P❖

✷✳✼✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❉P❖

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❉P❖✱ ♣♦✉r ❞♦✉❜❧❡ ♣✉s❤✲♦✉t✱ ❡st ✉♥❡ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ réé❝r✐t✉r❡
❞❡ ❣r❛♣❤❡s✳ ▲❛ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ét❛♥t très ❞é❧✐❝❛t❡ à ♠❛♥✐♣✉❧❡r r✐❣♦✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st
❡ss❡♥t✐❡❧ ❞✬❛✈♦✐r ❞❡ ❜♦♥s ♦✉t✐❧s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❛ ❞é❝r✐r❡✳

◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❡t ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❝♦♠♠❡ rè❣❧❡ ✉♥
❞✐❛❣r❛♠♠❡ R ← I → S ❞❛♥s Graph✱ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ I ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡
s♦rt❡ ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦♠♠✉♥❡ ❡♥tr❡ R ❡t S✳ ❉ès q✉✬♦♥ ❛ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ R→ G ❛②❛♥t ❞❡ ❜♦♥♥❡s
♣r♦♣r✐étés✱ ♦♥ ❞✐t ❛❧♦rs q✉❡ G ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❛♥s Graph

✉♥ ❣r❛♣❤❡ G′ t❡❧ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❛♠❛❧❣❛♠é❡ ✭❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✳ ♣✉s❤♦✉t✮

R I

s✳❛✳

G G′

✳

◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❞❡s s♦♠♠❡s ❛♠❛❧❣❛♠é❡s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡
❣r❛♣❤❡ G′ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛❧♦rs ❛✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t ❞❡ R ❞❛♥s G ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ I✳ ❖♥ ♣❡✉t
❡♥❝♦r❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♣✉s❤♦✉t ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡ s❡♥s✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ❝❛rré ✿

R I S

s✳❛✳ s✳❛✳

G G′ Gr

▲❡ ❣r❛♣❤❡ Gr ❡st ❛❧♦rs ❛♣♣❡❧é ré❞✉✐t ❞❡ G ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡✳ ■❧ ❛ été ❝♦♥str✉✐t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡
❝♦♠♣❧é♠❡♥t G′ ❡t ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❝❡ q✉✐ ét❛✐t ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ R ♣❛r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ S✱ ♣✉✐s ❡♥
❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❧❧❛❣❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ I✳

▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st q✉❡✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ s♦✐t très ❝❛té❣♦r✐q✉❡✱ ❡❧❧❡
❡st ♥é❛♥♠♦✐♥s très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ été ✐♥✐t✐é❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❊P❙✼✸❪✳
❊❧❧❡ ❛ ❞❡♣✉✐s été très ét✉❞✐é❡✱ ❡t ét❡♥❞✉❡ à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✉tr❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s✳

▲✬✐♥t✉✐t✐♦♥ ❞❡rr✐èr❡ ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t tr❛♥s♣♦s❛❜❧❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡
rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡s ♥♦t✐♦♥s ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡s ❞❡ ❝♦❧❧❛❣❡ ❡t ❞❡ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ s♦♥t ❞❛♥s
♥♦tr❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ❛ss❡③ ♥❛t✉r❡❧ ❞✬❡ss❛②❡r ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❛
réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ rés❡❛✉① ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❉P❖✱ ❝✬❡st ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✳



✷✳✼ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ IN ❡t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❉P❖ ✸✼

◆♦t♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❬❇❛♥✾✺❪✱ ❡❧❧❡ r❡♣♦s❡ ❛❧♦rs s✉r ✉♥
♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡s rés❡❛✉① ❞❛♥s ❧❡s ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡s✱ s✉✐✈✐ ❞✬✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡❝✐ ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s
❜✐♣❛rt✐t❡s✳ ▲❡s ♥♦t✐♦♥s ② s♦♥t ❛✐♥s✐ ♠♦✐♥s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s q✉❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ré❝✉♣ér❡r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡ ❞❡s
rés❡❛✉①✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s s♦✐❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s✳

✷✳✼✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥

❙♦✐t IN ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞♦♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡t ❞♦♥t ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s
s♦♥t ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ rés❡❛✉①✳

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♦♥ ♥♦t❡ R
f
−֒→ S ♣♦✉r ❞✐r❡ q✉❡ f ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ R ❞❛♥s S✱ ✐♥❥❡❝t✐❢

❡♥ t❛♥t q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♣♦rts✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ♦♥ ♥♦t❡ R
f
−→
∼
S ❧♦rsq✉❡ f ❡st ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥✳

P♦✉r t♦✉t ♠♦r♣❤✐s♠❡ R
f
−֒→ S ♦♥ ♥♦t❡ f̃ ❧❛ ❝♦✲r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ f à f(R)✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ R

ef
−→
∼
f(R)✳

f̃ ❡st ❛❧♦rs ✉♥ r❡♥♦♠♠❛❣❡✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✻ ❙✐ R
f
−֒→ S✱ ❛❧♦rs f̃(R) ⊆ S✳

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✐ α(R) ⊆ S ♣♦✉r ✉♥ r❡♥♦♠♠❛❣❡ α✱ ❛❧♦rs R
bα
−֒→ S ♦ù α̂ ❡st ❧❛ ❝♦✲❡①t❡♥s✐♦♥

❞❡ α ❛✉ s✉♣♣♦rt ❞❡ S✳

❊♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡s✱ ❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ❞✐r❡ q✉❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❛ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ R
f
−֒→ S ❛❧♦rs

♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥ ✐s♦ f ′ ❡t ✉♥ rés❡❛✉ S′ ⊆ S t❡❧ q✉❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡
S′

R S
f

f ′

∼

⊆ ❝♦♠♠✉t❡✳

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ ❞ès q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❧❡ ❤❛✉t ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ f
t❡❧ q✉❡ ❧❡ tr✐❛♥❣❧❡ s♦✐t ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✳

Pr❡✉✈❡ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ✐ss✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ✐♠❛❣❡ f(R)✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡
✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st tr✐✈❛❧❡✳

✷✳✼✳✸ ❙♦♠♠❡s ❛♠❛❧❣❛♠é❡s ❞❛♥s Set

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s s♦♠♠❡s ❛♠❛❧❣❛♠é❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✼ ❙♦✐t C ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡✳ ❯♥ ❝❛rré ❝♦♠♠✉t❛t✐❢

R

S S′

T

f f ′

g g′

❡st ❛♣♣❡❧é s♦♠♠❡

❛♠❛❧❣❛♠é❡ ✭❡♥ ❛♥❣❧❛✐s ♣✉s❤✲♦✉t✮ s✐ ♣♦✉r t♦✉t ❛✉tr❡ ❝❛rré

R

S S′

T ′

f f ′

h h′

✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡

T
u
−→ T ′ t❡❧ q✉❡ ug = h ❡t ug′ = h′✳



✸✽ ❘és❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡s

❖♥ ♥♦t❡ q✉✬✉♥ ❝❛rré ❡st ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❛♠❛❧❣❛♠é❡ ❡♥ ♠❛rq✉❛♥t s✳❛✳ ❡♥ s♦♥ ❝❡♥tr❡✳

❙✐ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♠♣❧ét❡r t♦✉t ❞✐❛❣r❛♠♠❡
R

S S′

f f ′
❡♥ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❛♠❛❧❣❛♠é❡✱ ♦♥ ❞✐t

q✉❡ C ❛ t♦✉t❡s ❧❡s s♦♠♠❡s ❛♠❛❧❣❛♠é❡s✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ rés✉❧t❛t ❝❧❛ss✐q✉❡✳

❋❛✐t ✷✳✷✽ Set ❛ t♦✉t❡s ❧❡s s♦♠♠❡s ❛♠❛❧❣❛♠é❡s✳

Pr❡✉✈❡ ❙♦✐t F
f
←− E

f ′

−→ F ′✳ P♦s♦♥s G = F ⊎ F ′✱ π1 ❡t π2 ❧❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❞❡ F ❡t F ′ ❞❛♥s
G✱ ❡t s♦✐t ∼ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r G ❡t t❡❧❧❡ q✉❡

∀z ∈ E, π1f(z) ∼ π2f
′(z)

❖♥ ♥♦t❡ g ❧❛ s✉r❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ∼✳

▲❡ ❝❛rré

E

F F ′

G/ ∼

f f ′

gπ1 gπ2

❡st✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ∼✱ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t

❞✬✉♥❡ s♦♠♠❡ ❛♠❛❧❣❛♠é❡✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥♥é ✉♥ ❛✉tr❡ ❝❛rré ❝♦♠♠✉t❛t✐❢

E

F F ′

H

f f ′

h h′

✳ ▲❛ s♦♠♠❡ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ét❛♥t

✉♥ ❝♦♣r♦❞✉✐t ❞❛♥s Set✱ ♦♥ ❛ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ G
u
−→ H t❡❧ q✉❡ uπ1 = h ❡t uπ2 = h′✳ ❖r✱

s♦✐❡♥t x, y ∈ G t❡❧ q✉❡ x ∼ y✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♦♥ ❛ x = π1f(z) ❡t y = π2f
′(z) ♣♦✉r ✉♥ z ∈ E✳

❉♦♥❝ u(x) = uπ1f(z) = hf(z) ❡t u(y) = uπ2f
′(z) = h′f ′(z)✱ ❡t ♣❛r ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ❞✉ ❝❛rré

♦♥ ❛ u(x) = u(y)✳ ❉♦♥❝✱ u s❡ ❢❛❝t♦r✐s❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡ ❡♥ G
g
−→ G/ ∼

ū
−→ H✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✷✾ ❉❛♥s Set ❧♦rsq✉✬♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ F
f
←−֓ E

f ′

−֒→ F ′ ❡♥ ✉♥❡ s♦♠♠❡
❛♠❛❧❣❛♠é❡✱ ❛❧♦rs ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❢❡r♠❛♥t ❧❡ ❝❛rré s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥❥❡❝t✐♦♥s✳

Pr❡✉✈❡ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♣ré❝❡❞❡♥t❡✱ s✐ f ❡t f ′ s♦♥t ❞❡s ✐♥❥❡❝t✐♦♥s✱ ❛❧♦rs ❝✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡
❝❛s ❞❡ gπ1 ❡t gπ2✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ gπ1(p) = gπ1(p

′) ❝❡❧❛ s✐❣♥✜❡ q✉❡ π1(p) ∼ π1(p
′)✳

P♦✉r ❛✈♦✐r ❝❡tt❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ s♦✐t ♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé ❧❛ r❡✢❡①✐✈✐té ❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ p = p′ ❝❛r π1 ❡st
✐♥❥❡❝t✐❢✱ s♦✐t ♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé ❧❛ tr❛♥s✐t✐✈✐té ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ z, z′ ∈ E t❡❧ q✉❡ f ′(z) = f ′(z′)✱ f(z) = p ❡t
f(z′) = p′✳ P❛r ✐♥❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ f ′ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ z = z′ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ p = p′✳

✷✳✼✳✹ ❙♦♠♠❡s ❛♠❛❧❣❛♠é❡s ❞❛♥s IN

✷✳✼✳✹✳❛ ❈♦♥❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ IN

❙♦✐t IN
U
−→ Set ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❞✬♦✉❜❧✐ q✉✐ ❛ ✉♥ rés❡❛✉ ❛ss♦❝✐❡ s♦♥ s✉♣♣♦rt✳ ❈✬❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t

✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ✜❞è❧❡ ❝❛r ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ f ❞❡ rés❡❛✉① ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡
U(f) ✸✳ ❖♥ ✈❛ ❞♦♥❝ ♣♦✉✈♦✐r s❡ s❡r✈✐r ❞❡s s♦♠♠❡s ❛♠❛❧❣❛♠é❡s ❞❛♥s Set ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥str✉✐r❡

✸P❛r ❝♦♥tr❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣❧❡✐♥ ❝❛r ❝❡ ♥❡ s♦♥t q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ s✉♣♣♦rts q✉✐ s♦♥t ❞❡s ♠♦r✲
♣❤✐s♠❡s✳



✷✳✼ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ IN ❡t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❉P❖ ✸✾

❞❛♥s IN✳

✷✳✼✳✹✳❜ ❖❜st❛❝❧❡s

❖❜s❡r✈♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡✉① ♦❜st❛❝❧❡s à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ s♦♠♠❡s ❛♠❛❧❣❛♠é❡s✱ t♦✉s
❞❡✉① ❧✐és à ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✳ ■❧ ❡st r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ q✉✬✐❧ ♥♦✉s ❢❛✐❧❧❡ ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♣♦✉r
tr♦✉✈❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❝❛r ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❛ t♦✉t❡s ❧❡s s♦♠♠❡s ❛♠❛❧❣❛♠é❡s ❡t ❧❡s
rés❡❛✉① s❛♥s ❝❡❧❧✉❧❡s s♦♥t ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✳

❙♦✐❡♥t R = ((1 2)(3 4), 0)✱ S = ((5 6), 0) ❡t S′ = ((7 8), 0)✱ f : R → S ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
f(1) = f(3) = 5, f(2) = f(4) = 6 ❡t f ′ : R→ S′ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r f(1) = f(4) = 7, f(2) = f(3) = 9✳
❙✐ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❧❛ s♦♠♠❡ ❛♠❛❧❣❛♠é❡ ❞❛♥s Set ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
5 ∼ 6 ∼ 7 ∼ 8✳ ▲✬✉♥✐q✉❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝❡t é❧é♠❡♥t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ✜❧ ❡st
❞♦♥❝ ❧✉✐ ♠ê♠❡ ✿ ♦♥ ❛ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡✳ ❈❡❧❛ ♣♦s❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞ès q✉✬✉♥ ❞❡s ♣♦rts ❞❡
R ❡st ❝♦♥♥❡❝té à ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ✿ ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❛♥s
❧✬❛♠❛❧❣❛♠❡✳

❖♥ ✈❛ ♣♦✉✈♦✐r é✈✐t❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t ❧✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♠ê♠❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧❛ ♦♥
♣❡✉t q✉❛♥❞ ♠ê♠❡ ❛✈♦✐r ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡✳

❙♦✐t R = ((1 2), 0)✱ S = ((3 4), (
•
3)A)✱ S′ = ((5 6)(7 8), (

•
9 7)B)✱ f : R → S ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

f(1) = 3, f(2) = 4 ❡t f ′ : R→ S′ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r f(1) = 5, f(2) = 6✳ ❉❛♥s ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡s s✉♣♣♦rts
♦♥ ❛ q✉❛tr❡ ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✿ 3 ∼ 5✱ 4 ∼ 6✱ 7 ❡t 8✳ ▲❡ s❡✉❧ ❝❛♥❞✐❞❛t ♣♦✉r ❧❛ ✇✲♣❡r♠✉t❛t✐♦♥
❞❡s ✜❧s ❡st ❛❧♦rs (3 ∼ 5 4 ∼ 6)(7 8) ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈❡rr❛ ♣❧✉s t❛r❞✳ ■❧ ♥✬❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ✈❡rs ❧✬❛♠❛❧❣❛♠❡✱ ❝❛r 3 ∼ 5 ❞❡✈r❛✐t à ❧❛ ❢♦✐s êtr❡ ✉♥ ♣♦rt ♣r✐♥❝✐♣❛❧
❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡ A ❡t ✉♥ ♣♦rt ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡ B✳

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❡t ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈❡rr❛ s✉✣s❛♥t❡✱ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✵ ❙♦✐t S
f
←−֓ R

f ′

−֒→ S′ ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❛♥s IN✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ f ❡t f ′ s♦♥t ❝♦♥❝✐✲
❧✐❛❜❧❡s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♣♦✉r t♦✉t p ∈ P (R)− Pc(R) t❡❧ q✉❡ f(p) ∈ Pc(S) ❡t f ′(p) ∈ Pc(S

′)✱
❛❧♦rs f(p) ❡t f ′(p) ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❞❡s ❝❡❧✉❧❧❡s ❛②❛♥t ♠ê♠❡ s②♠❜♦❧❡ ❡t ✐❧s ♦♥t ♠ê♠❡ ♥❛t✉r❡✱
✐✳❡✳ ❝❡ s♦♥t t♦✉s ❧❡s ❞❡✉① ❞❡s ♣♦rts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♦✉ ❞❡s iè♠❡ ♣♦rts ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s✳

❉❛♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♣❧✉s ❢♦rt❡✱ s❡r❛ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❛ss✉ré❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✶ ❙♦✐t S
f
←−֓ R

f ′

−֒→ S′ ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❛♥s IN✳
❖♥ ❞✐t q✉❡ f ❡t f ′ s♦♥t s✉♣❡r♣♦s❛❜❧❡s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♣♦✉r t♦✉t p ∈ P (R)−Pc(R) ♦♥ ❛

f(p) ∈ Pc(S) ⇐⇒ f ′(p) 6∈ Pc(S
′)

❖♥ ❞✐t q✉❡ f ❡t f ′ s♦♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ s✉♣❡r♣♦s❛❜❧❡s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♣♦✉r t♦✉t p ∈
P (R)− Pc(R) ♦♥ ❛

f(p) ∈ Pc(S) ⇐⇒ f ′(p) ∈ Pc(S
′)

✷✳✼✳✹✳❝ ❙♦♠♠❡s ❛♠❛❧❣❛♠é❡s ❞❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❝♦♥❝✐❧✐❛❜❧❡s

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✷ ❙♦✐t S
f
←−֓ R

f ′

−֒→ S′ ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❛♥s IN ♦ù f ❡t f ′ s♦♥t ❝♦♥❝✐❧✐❛❜❧❡s✱ ❛❧♦rs

♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ❝♦♠♣❧ét❡r ❡♥

R

S s✳❛✳ S′

T

f

g

f ′

g′

✳



✹✵ ❘és❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡s

Pr❡✉✈❡ ❙♦✐t S
f
←−֓ R

f ′

−֒→ S′ ❛✈❡❝ R = (σw, σc), S = (τw, τc) ❡t S′ = (τ ′w, τ
′
c)✳ ❉❛♥s t♦✉t❡

❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡✱ ♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ rés❡❛✉ f à U(f)✳ ❈❡❧❛ ❡st ❥✉st✐✜é ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡
U s♦✐t ✜❞è❧❡✳

α) ❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❢❛✐t ✷✳✷✽ ❡t ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✷✾✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❛♠❛❧❣❛♠é❡
❞❛♥s Set ✿

U(R)

U(S) s✳❛✳ U(S′)

G/ ∼

f

gπ1

f ′

gπ2

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ G/ ∼ ét❛♥t ✜♥✐✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧✬✐❞❡♥t✐✜❡r à ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ N✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ ✉♥
s✉♣♣♦rt ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r ✉♥ rés❡❛✉ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳

β) ❙♦✐t p ∈ G/ ∼✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ s♦✐t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ p = gπ1(p1) ♦♥ ♣♦s❡ ρw(p) = gπ1τw(p1)✳
❖♥ ❢❛✐t ❞❡ ♠ê♠❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ S′✳ ❙✐ ♦♥ ❛ ✉♥ p q✉✐ s✬é❝r✐t ❞❡ ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s p = gπ1(p1) =
gπ2(p2)✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ p0 ∈ U(R) t❡❧ q✉❡ p1 = f(p0) ❡t p2 = f ′(p0)✳ ❈♦♠♠❡ f ❡t f ′ s♦♥t
❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s✱ ♦♥ ❛ fσw(p0) = τw(p1) ❡t f ′σw(p0) = τ ′w(p2) ❡t ♣❛r ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ❞✉ ❝❛rré
♣ré❝é❞❡♥t ♦♥ ❛ gπ1τw(p1) = gπ2τ

′
w(p2)✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ρw(p) ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✳

γ) ❙✐ p = gπ1(p1) ♦♥ ❛ ρw(p) = gπ1τw(p1) ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦r♠❡ ❡t ρ2
w(p) = gπ1τ

2
w(p1) =

gπ1(p1) = p✳ ❆✐♥s✐✱ ρw ❡st ✉♥❡ ✇✲♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✳
δ) ❖♥ ♣❡✉t r❡♣r❡♥❞r❡ ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ρc✳ ❙✐ p =

gπ1(p1) ❛✈❡❝ p1 ∈ Pc(S)✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣♦s❡ ρc(p) = gπ1τc(p1)✳ ❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r S′✳ ❙✐
❥❛♠❛✐s p s✬é❝r✐t ❞❡ ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s p = gπ1(p1) = gπ2(p2) ❛✈❡❝ p1 ∈ Pc(S) ❡t p2 ∈ Pc(S

′)✱ ❛❧♦rs
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ p0 ∈ U(R) t❡❧ q✉❡ f(p0) = p1 ❡t f ′(p0) = p2✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥❝✐❧✐❛❜✐❧✐té ❞❡ f ❡t
f ′ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❡t ♦♥ ❞é❞✉✐t ❞✬✉♥ ❝♦✉♣ t♦✉t❡ ❧✬♦r❜✐t❡ ❞❡ p✳ ❖♥ ❧✉✐ ❛ss♦❝✐❡ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❝♦♠♠✉♥ à
t♦✉t❡s ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❛♥té❝❡❞❡♥ts✳ ▲❡ ♣♦rt ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ❛❧♦rs ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧✬❛r✐té✳

ǫ) ❖♥ ♣♦s❡ T = (ρw, ρc) ❡t ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ U(T ) = G/ ∼✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♥ ❛ ✉♥ ❝❛rré

❝♦♠♠✉t❛t✐❢

R

S S′

T

f

gπ1

f ′

gπ2

✱ ❝❛r T ❛ été ❝♦♥str✉✐t ❛✉t♦✉r ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❢❛✐s❛♥t ❞❡ gπ1 ❡t gπ2

❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s✳ ■❧ ♥♦✉s r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡s ❛♠❛❧✲

❣❛♠é❡s✳ ❙✐ ♦♥ ❛ ✉♥ ❛✉tr❡ ❝❛rré ❝♦♠♠✉t❛t✐❢

R

S S′

T ′

f

h

f ′

h′

❛✈❡❝ T = (ρ′w, ρ
′
c)✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t

U ❛✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ♦♥ s❛✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ G/ ∼
u
−→ U(T ′) t❡❧❧❡ q✉❡ h = ugπ1

❡t h′ = ugπ2✳ P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ u ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ rés❡❛✉✳
❙♦✐t p ∈ Pc(T )✱ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♥ ❛✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ p = gπ1(p1) ❛✈❡❝ p1 ∈ Pc(S)✳ ❖♥ ❛

❞♦♥❝ h(p) ∈ Pc(T
′) ❡t ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ u(Pc(T )) ⊆ Pc(T

′)

❙♦✐t p ∈ U(T )✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ p = gπ1(p1)✱ ♦♥ ❛ ρw(p) = gπ1τw(p1) ❡t ❞♦♥❝ uρw(p) =
hτw(p1) = ρ′wh(p1) = ρ′wugπ1(p1) = ρwu(p)✳ ▲à ❡♥❝♦r❡✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ✉t✐❧✐sé ❞❡ ♣r♦♣r✐étés



✷✳✼ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ IN ❡t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❉P❖ ✹✶

♣r♦♣r❡s ❛✉① ✜❧s✱ ❡t ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ t♦✉t❡s ❧❡s é❣❛❧✐tés ♥é❝❡ss❛✐r❡s
♣♦✉r êtr❡ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡✳

✷✳✼✳✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ rés❡❛✉①

▲❡♠♠❡ ✷✳✸✸ ✭❈♦♥t❡①t❡✮ ❙✐ ♦♥ ❛

R

S

T

f

g

❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ S′ ❡t ✉♥❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ R
f ′

←−֓ S′

t❡❧s q✉❡

R

S s✳❛✳ S′

T

f

g

f ′

⊆
✳

Pr❡✉✈❡ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ s❡ r❛♠è♥❡ à ❞❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❞❡✉① ❢♦✐s ❧❡
❧❡♠♠❡ ✷✳✷✻ ♦♥ ❛ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ s✉✐✈❛♥t ✿

f̃(R) g̃f(R)

R S g̃(S)

T

f

g

f̃

∼

g̃

∼

g̃

∼

⊆⊆

⊆

❙✐ ♦♥ ❛rr✐✈❡ ❡♥ ❧❡ ❝♦♠♣❧ét❡r ❛✈❡❝ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❛♠❛❧❣❛♠é❡ à ❞r♦✐t❡ ✿

f̃(R) g̃f(R)

R S g̃(S) s✳❛✳ S′

T

f

g

f̃

∼

g̃

∼

g̃

∼

⊆⊆

⊆

⊆

⊆

♦♥ ❛✉r❛ ♦❜t❡♥✉ ❧❛ s♦♠♠❡ ❛♠❛❧❣❛♠é❡ ✈♦✉❧✉❡✳

P❧❛❝♦♥s ♥♦✉s ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù R ⊆ S ⊆ T ✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ S = R
f

! ❘ ❡t

T = S
g

! ❙✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ T = (R
f

! ❘)
g

! ❙✳ ❊♥ ✈❡rt✉ ❞✉ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✽✱ ✐❧ ❡①✐st❡ f1 ❡t f2

t❡❧❧❡s q✉❡ T = R
f1
! (❘

f2+g
! ❙)✳ P♦s♦♥s S′ = ❘

f2+g
! ❙✳

P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ✐❧ ♥♦✉s s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ S′ ❞❛♥s ❧❛
s♦♠♠❡ ❛♠❛❧❣❛♠é❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t ✷✳✷✽ ❞❛♥s Set✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ S′ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❛ s♦♠♠❡
❛♠❛❧❣❛♠é❡ ❛✉ s❡♥s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡ ❡t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❞❛♥s Set ❡st ♣❧✉s ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡ ✭✐❧
②✬❛ ♣❧✉s ❞❡ ❝❛rrés✮ q✉❡ ❞❛♥s IN✳

❖r✱ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡st ✐❝✐ tr✐✈✐❛❧ ❝❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ q✉✐ ❞é✜♥✐t ❧❛ s♦♠♠❡ ❛♠❛❧❣❛♠é❡
❡st ❡♥ ❢❛✐t ❧✬é❣❛❧✐té ✹✳

✹❈❡ q✉✐ ♥❡ ✈❡✉t ♣❛s ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ❡st tr✐✈✐❛❧✱ ❝❛r ❝✬❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✐s❥♦✐♥t❡ q✉❡ ❧✬♦♥ q✉♦t✐❡♥t❡✳



✹✷ ❘és❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✹ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ s✉♣❡r✲rè❣❧❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ Rr
fr
←−֓ Ri

fp

−֒→ Rp ♦ù Ri

♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ❡t fr, fp s♦♥t s✉♣❡r♣♦s❛❜❧❡s✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✺ ❙✐ Rr
fr
←−֓ Ri

fp

−֒→ Sp ❡st ✉♥❡ s✉♣❡r✲rè❣❧❡ ❡t q✉✬♦♥ ❛ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ Rr
g
−֒→ R

❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t❡

Rr Ri Rp

s✳❛✳ s✳❛✳

R S T

fr fp

g

T ❡st ❛❧♦rs ❛♣♣❡❧é ré❞✉✐t ❞❡ R ♣❛r ❧❛ s✉♣❡r✲rè❣❧❡✳

Pr❡✉✈❡ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✸✸ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ s♦♠♠❡ ❛♠❛❧❣❛♠é❡

❞❡ ❣❛✉❝❤❡✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ fr ❡t Ri
g
−֒→ S s♦♥t s✉♣❡r♣♦s❛❜❧❡s✳ ❈♦♠♠❡ fr ❡t fp s♦♥t ❢♦rt❡♠❡♥t

♥♦♥ s✉♣❡r♣♦s❛❜❧❡s✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ fp ❡t g s♦♥t s✉♣❡r♣♦s❛❜❧❡s✱ ❛ ❢♦rt✐♦r✐ ❝♦♥❝✐❧✐❛❜❧❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t
❛❧♦rs ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✷ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❛♠❛❧❣❛♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✳

▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❧♦rsq✉❡Rr ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s2s1 ✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❇♦ît❡s

▲❡s ❜♦ît❡s s♦♥t ❛♥tér✐❡✉r❡s ❛✉① rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❡❧❧❡s ❢✉r❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣♦✉r r❡♥❞r❡
❝♦♠♣t❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ✐♠♣♦ss✐❜❧❡s à ❞éséq✉❡♥t✐❛❧✐s❡r ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♣r❡✉✈❡✳

■❧ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❡✉r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛✉ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱
❡t ❧❡✉r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ② ❡st ❛✉ss✐ très ♥❛t✉r❡❧❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐♠❛❣✐♥♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❢❛✐r❡ ♣❛ss❡r à
tr❛✈❡rs t♦✉t❡ ✉♥❡ ❝❤❛✐♥❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✉♥ rés❡❛✉ ❝♦♠♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ✐❧ s❡r❛✐t ♣r❛t✐q✉❡ ❞✬❡♠❜❛❧❧❡r
❝❡ rés❡❛✉ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡✱ ❛✐sé♠❡♥t ♣❛ss❛❜❧❡ ❡♥ ❛r❣✉♠❡♥t ♦✉ ❞✉♣❧✐❝❛❜❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ sûr❡té ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù
❛✉❝✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♥❡ s❡r❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❛✈❛♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❜❛❧❧❛❣❡✳

◆♦t♦♥s q✉✬✉♥❡ tr❛❞✐t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❡①✐st❡ ❞❛♥s ❧❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ✉s✉❡❧s ✿ ❧❡s
t②♣❡s ❡♠❜❛❧❧és ✭❡♥ ❛♥❣❧❛✐s ❜♦①❡❞ t②♣❡s✮✳ ▲❡ ❜✉t ❡st ❛❧♦rs ❧❡ ♠ê♠❡ ✿ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♦♣❛q✉❡✳

✸✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥

◆♦✉s ♥♦t♦♥s R0 ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é✜♥✐r ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ à ❜♦ît❡s✱ ♥♦té R✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞✬✉♥❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

❙♦✐t E ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭à ❜♦ît❡s✮✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ rés❡❛✉ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ à
❜♦ît❡s ❞❛♥s E ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (R, β) ♦ù R ❡st ✉♥ rés❡❛✉ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡t β ❡st ✉♥ ét✐q✉❡t❛❣❡ ♣❛rt✐❡❧
❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✱ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r c ∈ dom(β)✱ β(c) = (r, i) ♦ù r ∈ E ❡t i ❡st ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ Pf (r) ❞❛♥s
c✳ ▲❛ ❝❡❧❧✉❧❡ c ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✉♥❡ ❜♦ît❡✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛r✐té ❢♦r❝❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❜♦ît❡s ❞✬✉♥ s②♠❜♦❧❡
❞♦♥♥é à ♥❡ ❝♦♥t❡♥✐r q✉❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❛②❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦rts ❧✐❜r❡s ✜①é✳ ❈❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❡st
❛✐sé♠❡♥t ❝♦♥t♦✉r♥é❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s (si)i∈N ❝♦♠♠❡ ✈ér✐t❛❜❧❡ s②♠❜♦❧❡
❞❡ ❧❛ ❜♦ît❡✳ P❛r ❛❜✉s ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡✱ ♥♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s ❥✉st❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ré❢ér❡♥❝❡ à ❝❡tt❡
❢❛♠✐❧❧❡✳

◆♦t♦♥s f ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛ss❛♥t ❞❡ E à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s rés❡❛✉① à ❜♦ît❡s ❞❛♥s E✳ ❖♥ ♣♦s❡
R =

⊎
iRi ♦ù ❧❡s Ri s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts à ♣❛rt✐r ❞❡ R0 ❡t Ri+1 = f(Ri)✳

❖♥ ♣♦✉rr❛ r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ ❜♦ît❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❞❡ss✐♥❡ ❧❡ rés❡❛✉
ét✐q✉❡tt❡ ❡t ♦ù ❧❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ i ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡ ✿



✹✹ ❇♦ît❡s

s❈

❇

❆

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s très ❧✐s✐❜❧❡ ❡t ♦♥ ❧✉✐ ♣ré❢èr❡r❛ ❧❡ t②♣❡ s✉✐✈❛♥t✱
♦ù ❧✬♦♥ ❡♥❝❛❞r❡ ❧❡ rés❡❛✉ ❝♦♥t❡♥✉ ♣❛r ✉♥❡ ❜♦ît❡✳ ❯♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❛❧♦rs ❧❡ ♣♦rt ♣r✐♥❝✐♣❛❧
❡t ❧❡s ♣♦rts ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s s♦♥t ♦r❞♦♥♥és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦r❞r❡
s❡r❛ ✐♠♣♦rt❛♥t ♦♥ ét✐q✉❡tt❡r❛ ❝❡s ♣♦rts ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s✱ ❧❡✈❛♥t ❛✐♥s✐ ❧✬❛♠❜✐❣ü✐té✳

❆ ❇ ❈s

▲❡ ♣♦rt ❧✐❜r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♣♦rt ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✭r❡s♣✳ à ✉♥❡ ♣♦rt ❛✉①✐❧✐❛✐r❡✮ ❞❡ ❧❛ ❜♦ît❡ s❡r❛
❛♣♣❡❧é ♣♦rt❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ✭r❡s♣✳ ♣♦rt❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡✮✳

✸✳✷ ❖♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡s ❜♦ît❡s

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❜♦ît❡✱ ♥♦té s✱ ❡t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é✜♥✐r
❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s s✉r ❧❡s ❜♦ît❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳

✸✳✷✳✶ ❉é❜❛❧❧❛❣❡

▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❡ss❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❞❡s ❜♦ît❡s ❝♦♥s✐st❡ à ❞é❜❛❧❧❡r ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ❜♦ît❡
❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉ q✉✐ ❧❛ ❝♦♥t✐❡♥t✳ ❖♥ ♥♦t❡ ds ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❞é❜❛❧❧❛❣❡✱ ❛✈❡❝ α(ds) = 1✳
▲❛ rè❣❧❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❛ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡✳

r

s

ds

→ r

◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡❧❛ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛✉ s❡♥s ✉s✉❡❧✳ ▲❡ ♠♦t✐❢ à ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛
rè❣❧❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❥✉st❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (s, ds) ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ❜♦ît❡✳

✸✳✷✳✷ ❉✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❡✛❛❝❡♠❡♥t

❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é✜♥✐r ❞❡✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s✱ ❧❛ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♥♦té❡ δ✱ ❡t ❧✬❡✛❛❝❡♠❡♥t✱ ♥♦té
ǫ✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❣é♥ér✐q✉❡s ✿ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥
❝♦♥tr❡ t♦✉t❡ ❛✉tr❡ ❝❡❧❧✉❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡r❛✐t ❡♥ ❡✛❛ç❛♥t ✉♥❡ ❜♦ît❡✱ ❡✛❛❝❡r é❣❛❧❡♠❡♥t
t♦✉t ❝❡ q✉✐ ② ❡st ❝♦♥♥❡❝té✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❧❡s ❞❡✉① ré❞✉❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳



✸✳✷ ❖♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡s ❜♦ît❡s ✹✺

r

s

δ

→

δ δ

r r

s s

r

s

ǫ

→ ǫ ǫ

✸✳✷✳✸ ❊♥❢♦✉✐ss❡♠❡♥t

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❡♥❢♦✉✐ss❡♠❡♥t ✭❞❡ ❧✬❛♥❣❧❛✐s ❞✐❣❣✐♥❣✮ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

r

r′

s

s

→

r

r′

s

s

▲✬✐♥térêt ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ rè❣❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ✐♠♠é❞✐❛t✱ ❡t ♥❡ s❡r❛ ❥✉st✐✜é q✉❡ ♣❧✉s t❛r❞ ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s
♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s à ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s✱ ❞✬♦r❡s ❡t ❞é❥à r❡♠❛rq✉❡r
q✉❡ ❝❡tt❡ rè❣❧❡ s♦rt ❞✉ ❝❛❞r❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❛ ❧✬❛✐r ❜é♥✐❣♥❡ ✿ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡ ❞✉ ♠♦t✐❢ ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ ❥✉st❡ r❡♠♣❧❛❝é ✉♥ ✜❧
♣♦rt ♣r✐♥❝✐♣❛❧ s✉r ♣♦rt ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣❛r ✉♥ ✜❧ ♣♦rt ♣r✐♥❝✐♣❛❧ s✉r ♣♦rt ❛✉①✐❧✐❛✐r❡✳ P♦✉rt❛♥t✱ ❝❡❧❛
s✉✣t à ♥❡ ♣❧✉s ❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❢♦rt❡✳

■❧ ❡st t♦✉t❡❢♦✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ✸✳✶ ❡t ✸✳✷ ♣ré✲
s❡♥t❡♥t ❞❡✉① ❞❡s ♣❛✐r❡s ❝r✐t✐q✉❡s✱ ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s ét❛♥t ❛✉ss✐ rés♦❧✉❜❧❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡✳

✸✳✷✳✹ ❆❣ré❣❛t✐♦♥

▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❞é❜❛❧❧❛❣❡ ❡t ❞✬❡♥❢♦✉✐ss❡♠❡♥t ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ très ❝♦♠✲
♣❧❡①❡ à ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❜♦ît❡s✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❡st ❞❡ ❢✉s✐♦♥♥❡r ❝❡s ❞❡✉① ♦♣é✲
r❛t✐♦♥s ✿ ✉♥❡ ❜♦ît❡ ♥❡ s✬❡♥❢♦✉✐t ♣❧✉s ❞❛♥s ✉♥❡ ❛✉tr❡✱ à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❧❡s ❞❡✉① ❜♦ît❡s ♠❡tt❡♥t ❡♥



✹✻ ❇♦ît❡s

r

r′

ds

s

s

r

r′

s

r

r′

ds

s

s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛✐r❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞é❜❛❧❧❛❣❡✴❡♥❢♦✉✐ss❡♠❡♥t

r

r′

r′′

s

s

s

r

r′

r′′

s

s

s

r

r′

r′′

s

s

s

r

r′

r′′

s

s

s

r

r′

r′′

s

s

s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛✐r❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❡♥❢♦✉✐ss❡♠❡♥t✴❡♥❢♦✉✐ss❡♠❡♥t



✸✳✸ ❇♦ît❡s ❛❞❞✐t✐✈❡s ✹✼

❝♦♠♠✉♥ ❧❡✉r ❝♦♥t❡♥✉✳

r

r′

s

s

→

r

r′

s

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✶ ❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❧✉s ❛ss✉ré❡ ❞✬êtr❡ ❢♦rt❡✲
♠❡♥t ❝♦♥✢✉❡♥t❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧❛ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❞❡
❧✬❡✛❛❝❡♠❡♥t✳

✸✳✸ ❇♦ît❡s ❛❞❞✐t✐✈❡s

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ❜♦ît❡s q✉✐ ✈❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✐r ❧❛
s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① rés❡❛✉①✳ ❖♥ s❡ ✜①❡ ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❜✐♥❛✐r❡ C q✉✐ ✈❛ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛❝t❡r
❧❡s ♣♦rts ❞❡s ❞❡✉① rés❡❛✉①✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ❜♦ît❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ✉♥❡ ❜♦ît❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

r1 r2

C C C

+

▲❡s ❜♦ît❡s ❛❞❞✐t✐✈❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈✉❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ r❡str✐❝t✐♦♥ s✉r ❧❡✉r ❝♦♥t❡♥✉ ❡♥ t❛♥t
q✉❡ ❜♦ît❡✳ ❈❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬é♥♦♥❝❡r ❞❡s rè❣❧❡s ♥❡ ❞é❜❛❧❧❛♥t q✉✬✉♥ ❞❡s ❞❡✉① rés❡❛✉① ✿

r1 r2

C C C

+

di
+

→ ri





❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❘és❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡t ❧♦❣✐q✉❡

❧✐♥é❛✐r❡

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ❢r❛❣♠❡♥ts ❞❡
❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s
♥✬❛✉r♦♥s ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ♠❛✐s ❧❡✉r Ex✲❡✛♦♥❞r❡♠❡♥t ✭❝❢✳ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✻✮✳

✹✳✶ ❇✐❜❧✐♦t❤èq✉❡s ❝❧♦s❡s

❙♦✐t S ′ ⊆ S ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s✱ ♥♦t♦♥s R(S ′) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞♦♥t ❧❡s
❝❡❧❧✉❧❡s ♦♥t ❧❡✉r s②♠❜♦❧❡s ❞❛♥s S ′✳

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬✉♥❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♥❡ ❝♦♠♣♦rt❛♥t
q✉✬❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ rè❣❧❡ ♣❛r ♣❛✐r❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s ✭❝❢✳ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✶✽✮✱ r❛♣♣❡❧♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛
ré❞✉❝t✐♦♥ ② ❡st ❛❧♦rs ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥✢✉❡♥t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶ ❙♦✐t S ′ ⊆ S ❡t B ✉♥❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡✳
B ❡st ❞✐t❡ ❝❧♦s❡ ♣♦✉r S ′ ❧♦rsq✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ rè❣❧❡ R = (Rr

Ir , Rp
Ip) ∈ B ♦♥ ❛ Rr, Rp ∈ R(S ′)✳

❋❛✐t ✹✳✷ ❙✐ B ❡st ✉♥❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❝❧♦s❡ ♣♦✉r S ′✱ ❛❧♦rs →B ❡st ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s✉r R(S ′)✳

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❝❧♦s❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❝❛♣t✉r❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢r❛❣♠❡♥t ❧♦❣✐q✉❡
♦✉ ❞❡ s♦✉s✲♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

✹✳✶✳✶ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❜♦ît❡s

❙♦✐t S ′,Sb ⊆ S✱ ♥♦t♦♥s R(S ′,Sb) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞♦♥t ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s s♦♥t ét✐q✉❡té❡s
♣❛r S ′ ❡t ❧❡s ❜♦ît❡s ♣❛r Sb✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡r❛ t♦✉❥♦✉rs S ′ ∩ Sb = ∅✳

❖♥ ❛❞❛♣t❡ à ❧✬✐❞❡♥t✐q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡♥ s✉❜st✐t✉❛♥t R(S ′,Sb) à R(S ′)✱ ❝❡ q✉✐
♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❝❧♦s❡ ♣♦✉r ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛✈❡❝
❜♦ît❡s✳

✹✳✷ ❚②♣❛❣❡ ❞❡ rés❡❛✉①

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛❥♦✉t❡r ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✉① rés❡❛✉① ❡♥ t②♣❛♥t ❧❡s ♣♦rts ♣❛r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s
❧♦❣✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞♦♥❝ ✐❝✐ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡ F q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❝❧♦s ♣❛r ✉♥❡



✺✵ ❘és❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡t ❧♦❣✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡

✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ �⊥✳
❯♥ ✜❧ A B ❡st ❞✐t ❜✐❡♥ t②♣é ❧♦rsq✉❡ B = A⊥✳ ▲❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡s ❞❡✉① t②♣❡s ét❛♥t ❛❧♦rs

r❡❞♦♥❞❛♥t❡ ♦♥ ♥♦t❡r❛ ❥✉st❡ A < ♦ù ❧❛ ✢è❝❤❡ ♣♦✐♥t❡ ✈❡rs ❧❡ ♣♦rt ❞✉ t②♣❡ ✐♥❞✐q✉é✳

❖♥ t②♣❡ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❛✈❡❝ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

>
< <

♣

A♣B

A B

❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡ s❡♥s ❞❡ t❡❧❧❡s rè❣❧❡s s♦✐t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ s❛♥s ❛♠❜✐❣✉ïté✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥
♣❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é S ′ ⊆ S✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s②♠❜♦❧❡ s ∈ S ′ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (l, f) ♦ù l ❡st ✉♥
α(s)✲✉♣❧❡t (F1, . . . ,Fα(s)) ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ F ✱ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s t②♣❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡s ♣♦rts
❛✉①✐❧✐❛✐r❡s ❛ss♦❝✐és✱ ❡t f : l→ F ❞♦♥♥❡ ❧❡ t②♣❡ ❞✉ ♣♦rt ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❞❡s ♣♦rts
❛✉①✐❧✐❛✐r❡s✳

❖♥ ❞✐r❛ q✉✬✉♥ rés❡❛✉ ❡st ❜✐❡♥ t②♣é ✈✐s✲à✲✈✐s ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ❧♦rsq✉❡
t♦✉t❡s ❝❡s ❝❡❧❧✉❧❡s r❡s♣❡❝t❡♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ❡t q✉❡ t♦✉s ❧❡s ✜❧s s♦♥t ❜✐❡♥ t②♣és✳

❙♦✐t B ✉♥❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❝❧♦s❡ ♣♦✉r S ′✳ ▲❡ t②♣❛❣❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ❢♦r♠❡s
♥♦r♠❛❧❡s ❞❡ →B s♦✉s rés❡r✈❡ ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸ ❯♥❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ B ❝❧♦s❡ ♣♦✉r S ′ ❡st ❞✐t❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞✉ t②♣❛❣❡ s✐ t♦✉t
✜❧ ❛❝t✐❢ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ R(S ′) ❜✐❡♥ t②♣é ♣❡✉t êtr❡ ré❞✉✐t ♣❛r B✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✐r❡❝t s✉✐✈❛♥t ✿

Pr♦♣r✐été ✹✳✹ ❙♦✐t B ❝♦♠♣❧èt❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞✉ t②♣❛❣❡✱ s✐ R ∈ R(S ′) ❜✐❡♥ t②♣é ❡st ❡♥ ❢♦r♠❡
♥♦r♠❛❧❡ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❛❜s♦❧✉❡✳

❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧❡ t②♣❛❣❡ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❜❧♦❝❛❣❡s✱ ❞❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦s✳

✹✳✸ ▼▲▲

▲❡ ❢r❛❣♠❡♥t ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✱ ♦✉
▼▲▲✳

▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ▼▲▲ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡

F := VP |V
⊥
P |F ` F|F ⊗ F

♦ù VP ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❖♥ ét❡♥❞ s②♥t❛①✐q✉❡♠❡♥t
❧✬✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ .⊥ à t♦✉t F ♣❛r (A`B)⊥ = A⊥ ⊗B⊥✳

❈❡ ❢r❛❣♠❡♥t ❛ ♣♦✉r ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs ` ❡t ⊗✱ ❛✈❡❝ α(`) = α(⊗) = 2 ❡t

>

< <

`

A`B

A B

>

< <

⊗

A⊗B

B A

❊t ♦♥ ❛ ❧✬✉♥✐q✉❡ rè❣❧❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿



✹✳✹ ▼❊▲▲ ✺✶

` ⊗ → ` ⊗

P❛r♠✐ ❝❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜✐❡♥ t②♣é ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t
❞é✜♥✐s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ♣❛r ✿

✕ A < ❡st ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♣r❡✉✈❡

✕ >

<

< < <<

>

R1 R2

⊗

C1 . . . Cn D1 . . . Dm

A⊗B

A B
❡st ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ s✐ R1 ❡t R2 s♦♥t ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♣r❡✉✈❡✳

✕

> >
>

> >

`

R

A B

A`B

C1 Cn

. . .

❡st ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ s✐ R ❡st ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♣r❡✉✈❡✳

■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡
▼▲▲ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡✳ ❙♦✐t R = (σw, σc) ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ▼▲▲✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ t♦✉t
❣r❛♣❤❡ ♥♦♥ ♦r✐❡♥té (V,E) t❡❧ q✉❡

✕ V = P (R)
✕ ∀p ∈ P (R), {p, σw(p)} ∈ E
✕ s✐ c ❡st ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡ ⊗✱ ∀i ∈ {1, 2}, {♣❛❧(c), ♣❛①i(c)} ∈ E
✕ s✐ c ❡st ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡ `✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t i ∈ {1, 2} ❡t {♣❛❧(c), ♣❛①i(c)} ∈ E

❙✐ ❧❡ rés❡❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡ n ❝❡❧❧✉❧❡s ` ✐❧ ❛❞♠❡t ❞♦♥❝ 2n s✇✐t❝❤✐♥❣s ❞✐✛ér❡♥ts✳
❖♥ ❛ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❞✉ à ❉❛♥♦s ❡t ❘❡❣♥✐❡r✱ ❞♦♥t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♣♦✉rr❛ êtr❡ tr♦✉✈é ❞❛♥s

❬❉❘✽✾❪✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✺ ✭❈r✐tèr❡ ❞❡ ❉❛♥♦s✲❘❡❣♥✐❡r✮ ❙♦✐t R ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ▼▲▲✳ R ❡st ✉♥ rés❡❛✉
❞❡ ♣r❡✉✈❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ t♦✉s s❡s s✇✐t❝❤✐♥❣s s♦♥t ❛❝②❝❧✐q✉❡s ❝♦♥♥❡①❡s✳

✹✳✹ ▼❊▲▲

▼▲▲ ❡st ❛ss❡③ ❧✐♠✐té ✿ t♦✉t❡s ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♠❛♥✐♣✉❧é❡s s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ▲❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ▼❊▲▲✱ ❝♦♥s✐st❡ à ❛❥♦✉t❡r à ▼▲▲ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❜♦ît❡s ✿ ❧❡s !✲
❜♦ît❡s✱ ❡♥❝♦r❡ ❛♣♣❡❧é❡s ♣r♦♠♦t✐♦♥✱ ❛✉①q✉❡❧s ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❞é❝r✐t❡s ❛✉ ♣❛✲
r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✷✳

▲❛ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❡r❛ ❛♣♣❡❧é❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✱ ❧❡ ❞é❜❛❧❧❛❣❡ ✿ ❞éré❧✐❝t✐♦♥ ❡t ❧✬❡✛❛❝❡♠❡♥t ✿ ❛✛❛✐❜❧✐s✲
s❡♠❡♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s ♦♥ ♥♦t❡ ❛❜✉s✐✈❡♠❡♥t ? ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❝❡s tr♦✐s ♦♣ér❛t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù
❡❧❧❡s s♦♥t ❞✬❛r✐té ❞✐st✐♥❝t❡s ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧♦rsq✉❡ ♦♥ ✈♦✉❞r❛
❢❛✐r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ré❢ér❡♥❝❡ à ❧✬✉♥ ❞❡ ❝❡s s②♠❜♦❧❡s✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ ?0 ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞✬❛✛❛✐❜❧✐ss❡♠❡♥t✱
?1 ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❞éré❧✐❝t✐♦♥ ❡t ?2 ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✳

❉✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬❡♥❢♦✉✐ss❡♠❡♥t✱ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ▼❊▲▲ ❡st ❝♦♥✢✉❡♥t❡
♠❛✐s ♣❛s ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥✢✉❡♥t❡✳



✺✷ ❘és❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡t ❧♦❣✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡

▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ▼❊▲▲ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ét❡♥❞❛♥t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡
▼▲▲ ✿

F := VP |V
⊥
P |F ` F|F ⊗ F|!F|?F

♦ù VP ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❖♥ ét❡♥❞ s②♥t❛①✐q✉❡♠❡♥t
❧✬✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ .⊥ à t♦✉t F ♣❛r (A`B)⊥ = A⊥ ⊗B⊥ ❡t (!A)⊥ = ?A⊥✳

❆✉① rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞❡ ▼▲▲✱ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ✿

> >

<

>
<<

>
> >
>

>
>

? ? ? r

?A ?A ?A

?A ?AA

!
A

!A

?B1

?B1

?Bn

?Bn

✹✳✹✳✶ ❊▲▲

▲❡ ❢r❛❣♠❡♥t ❊▲▲✱ ♣♦✉r ❊❧❡♠❡♥t❛r② ▲✐♥❡❛r ▲♦❣✐❝✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ▼❊▲▲ ♦ù ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬❡♥✲
❢♦✉✐ss❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❞é❜❛❧❧❛❣❡ s❡ s♦♥t ✈✉❡s r❡♠♣❧❛❝é❡s ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ♥♦✉s
♥❡ ♣ré♦❝❝✉♣♦♥s ♣❛s ✐❝✐ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ♥♦t♦♥s q✉❡ ❊▲▲ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ❛✜♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r
❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✿ t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s
é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡ ♣❛r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❊▲▲ ❞♦♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ s✬❡✛❡❝t✉❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛
ré❞✉❝t✐♦♥✱ ❡t ❞❡ ♣❧✉s ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❛✉ ♣❧✉s é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳

▲❛ rè❣❧❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♠♦t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ❝❤❛♥❣é❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ t②♣❛❣❡ r❡st❡ ♣rés❡r✈é ♣❛r
ré❞✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❧❛ r❡♠♣❧❛❝❡ ♣❛r ✿

>
> >
>

>
>

r

!
A

!A

B1

?B1

Bn

?Bn

✹✳✹✳✷ ❈♦♥♥❡❝t❡✉rs s②♥t❤ét✐q✉❡s

❯♥❡ s②♥t❛①❡ ♣❧✉s s②♥t❤ét✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ▼❊▲▲ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ▲❛✉r❡♥t
❘❡❣♥✐❡r ❬❘❡❣✾✷❪✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ♣❛rt ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ♣❛ss❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s ❡♥
❞❡❤♦rs ❞❡s ❜♦ît❡s ❡t ❡❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❡♠♣❧❛❝❡r ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s ❞♦♥t ❧❡s n ❢❡✉✐❧❧❡s s♦♥t
❞❡s ❞éré❧✐❝t✐♦♥s ♦✉ ❞❡s ❛✛❛✐❜❧✐ss❡♠❡♥ts ♣❛r ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ n✲❛✐r❡✳ ❉❡✉① t❡❧s ❛r❜r❡s ❛②❛♥t
✉♥ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❡✉✐❧❧❡s s♦♥t r❡♠♣❧❛❝és ♣❛r ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❡❧❧✉❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡tt❡ s②♥t❛①❡ ❡st ✉♥
q✉♦t✐❡♥t ❞❡ ❧❛ s②♥t❛①❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ rés❡❛✉① ❞❡ ❙▼❊▲▲ ✭❙②♥t❤❡t✐❝ ▼❊▲▲✮ ❞❡ t❡❧s
rés❡❛✉①✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s ❞éré❧✐❝t✐♦♥s s♦♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t s✉♣❡r✢✉❡s ❡t ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦♥♥❡❝t❡✉r n✲❛✐r❡✱
❛♣♣❡❧é ❛r❜r❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧✱ ❛ ❧❡ t②♣❛❣❡



✹✳✹ ▼❊▲▲ ✺✸

>

?A

<

A

<

A

?

. . .

❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❞❡♠❛♥❞❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❡s ♣♦rt❡s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s ❞❡ ❜♦ît❡s s♦✐❡♥t r❡❧✐é❡s à ❞❡s ♣♦rts ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s
❞✬❛r❜r❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s✳

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❤❛✉t❡✉r ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜♦ît❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❤❛✉t❡✉r
❞✬✉♥ ♣♦rt ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜♦ît❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ ✜❧ ❛tt❡✐♥t ❞❡♣✉✐s
❝❡ ♣♦rt s♦✐t ❡♥ ♣r♦❣r❡ss❛♥t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s ✜❧s s♦✐t ❡♥ r❡♥tr❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ❜♦ît❡s✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♣♦rt❛♥❝❡
❞✬✉♥ ♣♦rt ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ s❛ ❤❛✉t❡✉r ❡t ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡ ❧❛
❝❡❧❧✉❧❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✻ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬✉♥ ♣♦rt ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ s❡♠❜❧❡ ✐♥✉t✐❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧✐✲
q✉é❡✱ ❡♥ ❢❛✐t ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st t❡❧❧❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❧✐❡♥s ❛①✐♦♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❡s
rés❡❛✉① ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬✉♥ ♣♦rt ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ❡st ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✉ ❧✐❡♥
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❞❡♣✉✐s ❝❡ ♣♦rt✳

▲❛ rè❣❧❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s ❛r❜r❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡
❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❧❡ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ♣❛r ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s ❞♦♥t ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s s♦♥t r❡❧✐é❡s à ❞❡s
❞éré❧✐❝t✐♦♥s ♣❧❛❝é❡s à ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❜♦ît❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ✿

?

? ! R

?

7→

R

?

R

?





❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

●é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬■♥t❡r❛❝t✐♦♥





❈❤❛♣✐tr❡ ✺

❙❡♠✐❣r♦✉♣❡s ✐♥✈❡rs✐❢s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ s✉✐✈r❛ ❧❛ tr❛❞✐t✐♦♥ ❛♥❣❧♦♣❤♦♥❡✱ ✉t✐❧✐s❛♥t s❡♠✐❣r♦✉♣❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t
❛♥❣❧❛✐s ❞❡ s❡♠✐❣r♦✉♣ ❡t ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❢r❛♥ç❛✐s ❞❡ ❞❡♠✐✲❣r♦✉♣❡✳ ◆♦tr❡ r❛✐s♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡♥ ❡st q✉❡
❧❡s ❧♦❣✐❝✐❡♥s ♦♥t ❧✬❤❛❜✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❡s ❞é♥♦♠♠❡r ❛✐♥s✐ ♣♦✉r ♣❛r❧❡r ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ❢❡r♦♥s ❥❛♠❛✐s ré❢ér❡♥❝❡ à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❢r❛♥ç❛✐s❡ ❞❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ ✶

✐❧ ♥✬② ❛✉r❛ ♣❛s ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté ♣♦ss✐❜❧❡✳
▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ✐❝✐ s♦♥t ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ♦♥ ❡♥ tr♦✉✈❡r❛ ✉♥❡ ❡①♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♠✲

♣❧èt❡ ❞❛♥s ✉♥ ❧✐✈r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❝♦♠♠❡ ❬❍♦✇✾✺❪✳
▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞♦✉❜❧❡✳ ❉✬✉♥ ❝♦té ♦♥ ❞♦♥♥❡ t♦✉s ❧❡s ♦✉t✐❧s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ❢✉t✉r❡

❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ●é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡t à s♦♥ ét✉❞❡ ✿ t❤é♦r✐❡ éq✉❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♠♦❞è❧❡✱ ✳ ✳ ✳✱
❡t ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝♦té ♦♥ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ❧✐❡♥ très ❢♦rt ❡♥tr❡ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡
❞❡ ●✐r❛r❞ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ st❡❧❧❛✐r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡
❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ s❡♠✐❣r♦✉♣❡ ✐♥✈❡rs✐❢ ❡st r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡ ❡♥ t❛♥t q✉✬❛❧❣è❜r❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs s✉r ✉♥
❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✱ ❡t q✉❡ ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ●✐r❛r❞✳ ❈❡❧❛
❥✉st✐✜❡ ❞♦♥❝ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♥♦tr❡ ❢♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s s❡♠✐❣r♦✉♣❡s ✐♥✈❡rs✐❢s ✿ ✐❧s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡
♥♦②❛✉ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ●❞■✳

✺✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s

✺✳✶✳✶ ❆①✐♦♠❛t✐q✉❡

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ s❡♠✐❣r♦✉♣❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ D ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ◦ ❛s✲
s♦❝✐❛t✐✈❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ t❡❧❧❡ q✉❡

a ◦ (b ◦ c) = (a ◦ b) ◦ c ∀a, b, c ∈ D

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♦♥ ♥♦t❡r❛ ◦ ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷ ❙♦✐t D ✉♥ s❡♠✐❣r♦✉♣❡✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡
✕ ♥❡✉tr❡ à ❞r♦✐t❡✱ ♦✉ ✉♥✐té à ❞r♦✐t❡✱ ✉♥ é❧é♠❡♥t e ∈ D t❡❧ q✉❡ xe = x✱ ∀x ∈ D

✕ ③ér♦ à ❞r♦✐t❡✱ ✉♥ é❧é♠❡♥t z ∈ D✱ t❡❧ q✉❡ xz = z✱ ∀x ∈ D

✕ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t✱ ✉♥ é❧é♠❡♥t i ∈ D✱ t❡❧ q✉❡ i2 = i
✕ ✐♥✈❡rs❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t x ∈ D✱ ✉♥ é❧é♠❡♥t a ∈ D t❡❧ q✉❡ a = axa ❡t x = xax

✶♠♦♥♦ï❞❡ ré❣✉❧✐❡r



✺✽ ❙❡♠✐❣r♦✉♣❡s ✐♥✈❡rs✐❢s

❖♥ ❞é✜♥✐t ❞✉❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♥♦t✐♦♥s à ❣❛✉❝❤❡✳ ❯♥ ♥❡✉tr❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❡t à ❞r♦✐t❡✱ s❡r❛ ❛♣♣❡❧é s✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t ♥❡✉tr❡✱ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ♣r♦♣r✐étés✳

❖♥ ♥♦t❡ E(D) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐❞❡♠♣♦t❡♥ts ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s D✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✸ ❯♥ s❡♠✐❣r♦✉♣❡ ❡st ❛♣♣❡❧é ♠♦♥♦ï❞❡ q✉❛♥❞ ✐❧ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ✉♥✐té✳ ❖♥ ❧❛ ♥♦t❡
✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t 1✳

❯♥ s❡♠✐❣r♦✉♣❡ ❡st ❞✐t ✐♥✈❡rs✐❢ q✉❛♥❞ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ s❡s é❧é♠❡♥ts ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ✐♥✈❡rs❡✱
q✉✬♦♥ ♥♦t❡ a⋆ ♣♦✉r a✳

❯♥ ♠♦♥♦ï❞❡ ét❛♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥✈❡rs✐❢ ❡♥ t❛♥t q✉❡ s❡♠✐❣r♦✉♣❡ ❡st ❛♣♣❡❧é ♠♦♥♦ï❞❡ ✐♥✈❡rs✐❢✳
❯♥ ♠♦♥♦ï❞❡ ✐♥✈❡rs✐❢ ♦ù ❧✬✐♥✈❡rs❡ s❛t✐s❢❛✐t ❞❡ ♣❧✉s aa⋆ = a⋆a = 1✱ ♣♦✉r t♦✉t a✱ ❡st ❛♣♣❡❧é

❣r♦✉♣❡✳

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ✐❝✐ ❞❡ s❡♠✐❣r♦✉♣❡ ✐♥✈❡rs✐❢ ♣❛r ❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ♥✬❡st
♣❛s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❡♥ tr♦✉✈❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥
♠❛❣♠❛ ❛ss♦❝✐❛t✐❢ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ .⋆ t❡❧❧❡ q✉❡

(a⋆)⋆ = a (ab)⋆ = b⋆a⋆ aa⋆bb⋆ = bb⋆aa⋆ a⋆aa⋆ = a

❖♥ ✈❛ ✈♦✐r q✉❡ ♥♦tr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❝❡s r❡❧❛t✐♦♥s✱ ❡♥ ❢❛✐t✱ ♦♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡✳

❋❛✐t ✺✳✹ ▲❡s ✐❞❡♠♣♦t❡♥ts ❞✬✉♥ s❡♠✐❣r♦✉♣❡ ✐♥✈❡rs✐❢ ❝♦♠♠✉t❡♥t✳

Pr❡✉✈❡ ❙♦✐❡♥t u ❡t v ❞❡✉① ✐❞❡♠♣♦t❡♥ts ❞❡ D ✉♥ s❡♠✐❣r♦✉♣❡ ✐♥✈❡rs✐❢✱ ♦♥ ♣♦s❡ x = (uv)⋆✱
♦♥ ❛

(uv)(vxu)(uv) = uv (vxu)(uv)(vxu) = vxu

❉♦♥❝✱ vxu ❡st ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ uv✱ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ét❛♥t ✉♥✐q✉❡ ♦♥ ❛ x = vxu ❡t ❞♦♥❝ x ❡st ✐❞❡♠♣♦t❡♥t
❝❛r (vxu)2 = vxuvxu = vxu✳ ■❧ ❞♦♥❝ s♦♥ ♣r♦♣r❡ ✐♥✈❡rs❡ ❡t ♦♥ ❛ x = (uv)⋆ = uv ♣❛r ✉♥✐❝✐té✳
❯♥ ❛r❣✉♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡ ❞♦♥♥❡ vu = (vu)⋆✳ ❊♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡

(uv)(vu)(uv) = (uv)2 = uv ❡t (vu)(uv)(vu) = (vu)2 = vu

♦♥ ❛ ❞♦♥❝ uv = (uv)⋆ = vu ♣❛r ✉♥✐❝✐té✳

▲❡♠♠❡ ✺✳✺ ❙♦✐t D ✉♥ s❡♠✐❣r♦✉♣❡ ✐♥✈❡rs✐❢✱ ♣♦✉r t♦✉t a ∈ D✱ ❛ aa⋆ ❡t a⋆a s♦♥t ✐❞❡♠♣♦t❡♥ts✳

Pr❡✉✈❡ ❙♦✐t a ∈ D✱ ♦♥ ❛ a(a⋆aa⋆) = aa⋆ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❡t ❞♦♥❝ aa⋆ ❡st
✐❞❡♠♣♦t❡♥t✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ❛ (a⋆aa⋆)a = a⋆a✳

❋❛✐t ✺✳✻ ❙♦✐t D ✉♥ s❡♠✐❣r♦✉♣❡ ✐♥✈❡rs✐❢✱ ♦♥ ❛

✐✮ ∀a ∈ D, (a⋆)⋆ = a

✐✐✮ ∀a, b ∈ D, (ab)⋆ = b⋆a⋆

Pr❡✉✈❡

✐✮ ❙♦✐t a ∈ D✱ ♦♥ ❛ a⋆aa⋆ = a ❡t aa⋆a = a⋆✱ ❞♦♥❝ a ❡st ✉♥ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ a⋆✳ P❛r ✉♥✐❝✐té ❞❡
❧✬✐♥✈❡rs❡ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t (a⋆)⋆ = a✳



✺✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ✺✾

✐✐✮ ❙♦✐❡♥t a, b ∈ D✱ ♦♥ ❛
(ab)(b⋆a⋆)(ab) = a(bb⋆)(a⋆a)b

♠❛✐s bb⋆ ❡t a⋆a ét❛♥t ✐❞❡♠♣♦t❡♥ts ✭❧❡♠♠❡ ✺✳✺✮✱ ✐❧s ❝♦♠♠✉t❡♥t✱ ❡t

(ab)(b⋆a⋆)(ab) = aa⋆abb⋆b = ab

(b⋆a⋆)(ab)(b⋆a⋆) = b⋆(a⋆a)(bb⋆)a⋆ = b⋆bb⋆a⋆aa⋆ = b⋆a⋆

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ (ab)⋆ = b⋆a⋆ ♣❛r ✉♥✐❝✐té✳

✺✳✶✳✷ ❊①❡♠♣❧❡s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♦♥ ✜①❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ X ❡t ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s
❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ X ❞❛♥s ❧✉✐✲♠ê♠❡✳

❖♥ ♣♦s❡ ✿
✕ TX ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦t❛❧❡s ❞❡ X ❞❛♥s X✱
✕ PX ⊃ TX ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡ X ❞❛♥s X✱ ♦♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r f ❞❛♥s
PX ✱ dom(f) ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ f ❡t codom(f) s♦♥ ✐♠❛❣❡✱

✕ IPX ⊂ PX ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥❥❡❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡ X ❞❛♥s X✱
✕ SX ⊂ TX ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❜✐❥❡❝t✐✈❡s ❞❡ X ❞❛♥s X✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ t♦✉s ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s s❡♠✐❣r♦✉♣❡ ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ◦✳

❋❛✐t ✺✳✼ ✕ PX ❡st ✉♥ s❡♠✐❣r♦✉♣❡
✕ TX ❡st ✉♥ s♦✉s✲s❡♠✐❣r♦✉♣❡ ❞❡ PX

✕ SX ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡
✕ IPX ❡st ✉♥ ♠♦♥♦ï❞❡ ✐♥✈❡rs✐❢

✺✳✶✳✸ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❣é♥ér❛t❡✉rs ❡t r❡❧❛t✐♦♥s

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✐❝✐ ❝♦♥♥✉❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❡♠✐❣r♦✉♣❡ ♣❛r ❣é♥ér❛t❡✉rs ❡t r❡❧❛t✐♦♥s✳
◆♦t♦♥s [g1, . . . , gn | r1, . . . , rm] ❧❡ s❡♠✐❣r♦✉♣❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s gi ❡t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s rj ✳ P♦✉r
❞é✜♥✐r ✉♥ s❡♠✐❣r♦✉♣❡ ✐♥✈❡rs✐❢ ❛✐♥s✐ ♦♥ ♣❡✉t s❡ r❛♠❡♥❡r à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❡♠✐❣r♦✉♣❡ ♣♦✉r
❛✉t❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ r❛❥♦✉t❡ ❞❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ❣é♥ér❛t❡✉rs ét♦✐❧és ❡t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❛❞éq✉❛ts✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s
q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♣❛r ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ t❛♥t q✉❡
♠♦♥♦ï❞❡✳

❆✐♥s✐ ♦♥ ♣♦s❡ ✿

〈g1, . . . , gn | r1, . . . , rm〉 = [g1, g
⋆
1, . . . , gn, g

⋆
n | r1, . . . , rm, r

′
1, r

′′
1 , r

′′′
1 , . . . , r

′
n, r

′′
n, r

′′′
n ]

♦ù r′i ::= gi = gig
⋆
i gi✱ r′′i ::= g⋆

i = g⋆
i gig

⋆
i ❡t r′′′i ::= (g⋆

i )
⋆ = gi✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✽ ❙♦✐t D = 〈ḡ | r̄〉 ✉♥ s❡♠✐❣r♦✉♣❡ ✐♥✈❡rs✐❢ ✭❛✈❡❝ ③ér♦✮ ♣rés❡♥té ♣❛r ❣é♥ér❛t❡✉rs
❡t r❡❧❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ s❡♠✐❣r♦✉♣❡ ♣♦s✐t✐❢ ❞❡ D ❧❡ s❡♠✐❣r♦✉♣❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s gi ✭6= 0✮✱ ♦♥ ❧❡
♥♦t❡ D+✳

❯♥ é❧é♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ é❧é♠❡♥t q✉✐ ❛❞♠❡t ✉♥❡ é❝r✐t✉r❡ s❛♥s ⋆✳
❖♥ ♥♦t❡ 〈ḡ | r̄〉0 = 〈ḡ, 0 | r̄, g10 = 0, 0g1 = 0, . . . , gn0 = 0, 0gn = 0〉✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐✲

♠❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ s❡♠✐❣r♦✉♣❡ ✐♥✈❡rs✐❢ ❛✈❡❝ ③ér♦✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ♥♦t❡ 〈ḡ | r̄〉10
❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦♥♦ï❞❡ ✐♥✈❡rs✐❢ ❛✈❡❝ ③ér♦✳



✻✵ ❙❡♠✐❣r♦✉♣❡s ✐♥✈❡rs✐❢s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✾ ❙♦✐t D = 〈ḡ | r̄〉0✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ D ❡st ♥♦r♠❛❧ s✐ ∀a, b ∈ D+ ab⋆ 6= 0

▲❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧é❡ ♣r♦♣r✐été ab⋆ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✵ ❙♦✐t D = 〈ḡ | r̄〉 ✉♥ s❡♠✐❣r♦✉♣❡ ✐♥✈❡rs✐❢ ♥♦r♠❛❧✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ D ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été
ab⋆ s✐

∀x ∈ D, x 6= 0⇒ ∃a, b ∈ D+ x = ab⋆

❖♥ s✉❜st✐t✉❡r❛ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ♣❧✉s ❢♦rt❡ à ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐té ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✶ ❙♦✐t M = 〈ḡ | r̄〉10 ✉♥ ♠♦♥♦ï❞❡ ✐♥✈❡rs✐❢ ❛✈❡❝ ③ér♦✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ M ❡st s✐♠♣❧✐✲
✜❛❜❧❡ ❧♦rsq✉❡ ∀a ∈ M+, a⋆a = 1✳

❋❛✐t ✺✳✶✷ ❙♦✐t M = 〈ḡ | r̄〉10 ✉♥ ♠♦♥♦ï❞❡ ✐♥✈❡rs✐❢ ❛✈❡❝ ③ér♦ ♦ù 0 6= 1✱ ❛❧♦rs M s✐♠♣❧✐✜❛❜❧❡
❡♥tr❛î♥❡ M ♥♦r♠❛❧✳

Pr❡✉✈❡ ❙♦✐❡♥t a, b ∈ M+✱ s✉♣♣♦s♦♥s ab∗ = 0✱ ❛❧♦rs a⋆ab⋆b = 0 ♠❛✐s M ét❛♥t s✐♠♣❧✐✜❛❜❧❡
♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t 1 = 0✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✳

✺✳✶✳✸✳❛ ❆✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s

■❧ ♣❡✉t êtr❡ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❡♥ ♣❧✉s ❞❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ♥♦t❡r

〈x | f | 〉

❧❡ s❡♠✐❣r♦✉♣❡ ❧✐❜r❡♠❡♥t ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r x ❡t st❛❜❧❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ f ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✸ ❖♥ ♥♦t❡ D =
〈
ḡ
∣∣ f̄

∣∣ r̄
〉
❧❡ s❡♠✐❣r♦✉♣❡

⋃
iEi / R ♦ù E0 = 〈ḡ〉 ❡t

Ei+1 =
⋃

k

{fk(x) | x ∈ Ei}

♠✉♥✐ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t fi(x)fi(y) = fi(xy) ❞é❞✉✐t ❞✉ ♣r♦❞✉✐t s✉r E0✱ ❡t ♦ù R ❡st ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥❣❡♥❞ré❡
♣❛r ❧❡s r̄✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t ❢❛✐r❡ ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s✱
❝✬❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs s♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥térêt✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s❡♠✐❣r♦✉♣❡ ✐♥✈❡rs✐❢✱ ♦♥ ♥♦t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t D+ ❧❡ s❡♠✐❣r♦✉♣❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts
♣♦s✐t✐❢s ❞❡ D✱ ❡t ♦♥ r❛❥♦✉t❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ fi(x

⋆) = fi(x)
⋆✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧♦rsq✉✬✐❧s s♦♥t ❞é✜♥✐s ♦♥

♣♦s❡ fi(0) = 0 ❡t fi(1) = 1✳

✺✳✶✳✸✳❜ ▼♦❞è❧❡s

■❧ ❡st s♦✉✈❡♥t ♣❧✉s ✐♥t✉✐t✐❢ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❣é♥ér❛t❡✉rs ❡t r❡❧❛t✐♦♥s
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ éq✉❛t✐♦♥❡❧❧❡ ❞♦♥t ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s✳ ▲❡ s❡♠✐❣r♦✉♣❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❝❡tt❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ét❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡
éq✉❛t✐♦♥❡❧❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ✐❝✐ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❤é♦r✐❡ éq✉❛t✐♦♥❡❧❧❡✱
❝❡♣❡♥❞❛♥t ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ré❝✉♣ér❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✳



✺✳✷ Pr♦♣r✐étés ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ✻✶

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✹ ❙♦✐t M = 〈ḡ | r̄〉10✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ M ✉♥ ♠♦♥♦ï❞❡ ✐♥✈❡rs✐❢ ❛✈❡❝ ③ér♦ M′

♠✉♥✐ ❞✬✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♠♦♥♦ï❞❡ ❛✈❡❝ ③ér♦ φ : M→ M′✳ ❖♥ ♥♦t❡ M′ |= M ❡t s✐ φ(x) = φ(y)
♦♥ ♥♦t❡ M′ |= x = y✳

❯♥ ♠♦❞è❧❡ M′ ❞❡ M ❡st ❞✐t
✕ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❧♦rsq✉❡ M′ 6|= 0 = 1
✕ ✜❞è❧❡ ❧♦rsq✉❡ M′ |= x = 0 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ x = 0

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥térêt ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡s ❞❡✉① ❢❛✐ts s✉✐✈❛♥ts ✿

❋❛✐t ✺✳✶✺ ❙✐ M = 〈ḡ | r̄〉10 ❛❞♠❡t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❛❧♦rs 0 6= 1 ❞❛♥s M✳

Pr❡✉✈❡ ❚r✐✈✐❛❧❡♠❡♥t✱ s✐ ♦♥ ❛✈❛✐t 0 = 1 ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ♠♦❞è❧❡ M′ ♦♥ ❛✉r❛✐t M′ |= 0 = 1✳

❋❛✐t ✺✳✶✻ ❙✐ M = 〈ḡ | r̄〉10 ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ab⋆ ❡t q✉✬✐❧ ❡st s✐♠♣❧✐✜❛❜❧❡ ❛❧♦rs t♦✉t ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥✲
tr✐✈✐❛❧ ❡st ✜❞è❧❡✳

Pr❡✉✈❡ ❙♦✐❡♥t M′ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❞❡ M ❡t x ∈ M t❡❧ q✉❡ M′ |= x = 0✳ ❙✐ x 6= 0 ❛❧♦rs
x = ab⋆ ❡t 1 = a⋆ab⋆b✱ q✉✐ ❞♦♥♥❡ M′ |= 1 = a⋆xb = 0 ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ x = 0✳

✺✳✷ Pr♦♣r✐étés ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s

✺✳✷✳✶ ❖r❞r❡

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ s❡♠✐❣r♦✉♣❡ ✐♥✈❡rs✐❢ D ♦♥ ♣❡✉t ② ❞é✜♥✐r ✉♥ ♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧ ≤ ♣❛r

a ≤ b ⇐⇒ ∃e ∈ E(D), a = eb

❋❛✐t ✺✳✶✼ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ≤ ❡st ✉♥ ♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧ s✉r D✳

Pr❡✉✈❡

✐✮ ❙♦✐t a ∈ D✱ a = aa⋆a ❡t aa⋆ ∈ E(D) ❞♦♥❝ a ≤ a

✐✐✮ ❙♦✐❡♥t a, b ∈ D t❡❧s q✉❡ a ≤ b ❡t b ≤ a✱ ✐✳❡✳ a = eb ❡t b = fa ❛✈❡❝ e, f ∈ E(D)✳ ❖♥ ❛

a = eb = efa = fea = feeb = feb = fa = b

✐✐✐✮ ❙♦✐❡♥t a, b, c ∈ D t❡❧s q✉❡ a ≤ b ❡t b ≤ c✱ ✐✳❡✳ a = eb ❡t b = fc ❛✈❡❝ e, f ∈ E(D)✳ ❖♥ ❛
❞♦♥❝ a = (ef)c ♠❛✐s ef ∈ E(D)✱ ❞♦♥❝ a ≤ c✳

✺✳✷✳✷ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡s ✐❞❡♠♣♦t❡♥ts

▲❡s ✐❞❡♠♣♦t❡♥ts ❞✬✉♥ s❡♠✐❣r♦✉♣❡ ✐♥✈❡rs✐❢ D ♦♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛
ét✉❞✐❡r ✐❝✐✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❛♥s ❧❛ ❢✉t✉r❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ Pr❡st♦♥✲❲❛❣♥❡r✱
♣rés❡♥t❡ q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s à ❞r♦✐t❡ ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ❞❡s ✐❞❡♠♣♦t❡♥ts✳

▲❡♠♠❡ ✺✳✶✽ ❙♦✐t D ✉♥ s❡♠✐❣r♦✉♣❡ ✐♥✈❡rs✐❢ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ✉♥ s❡♠✐❣r♦✉♣❡ S✳

✐✮ ❙♦✐❡♥t e, f ∈ E(D)✱ Se = Sf ⇒ e = f ✳

✐✐✮ ❙♦✐❡♥t e, f ∈ E(D)✱ Se ∩ Sf = Sef ✳



✻✷ ❙❡♠✐❣r♦✉♣❡s ✐♥✈❡rs✐❢s

✐✐✐✮ ❙♦✐❡♥t x ∈ D✱ Sx⋆x = Sx✳

▲❡s ♣r♦♣r✐étés s②♠étr✐q✉❡s ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❣❛✉❝❤❡ s♦♥t ❛✉ss✐ ✈r❛✐❡s✱ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s
ét❛♥t s②♠étr✐q✉❡s✳

Pr❡✉✈❡ ✭✐✮ e, f ∈ D ⊆ S ❞♦♥❝ e = ee = xf ❛✈❡❝ x ∈ S✳ ef = xff = xf = e✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥
❛ fe = f ✱ ♠❛✐s ef = fe ♣❛r ✺✳✹✱ ❡t ❞♦♥❝ e = f ✳

✭✐✐✮ ▲✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ Sef ⊆ Se ∩ Sf ❞é❝♦✉❧❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ✺✳✹✳ ❙♦✐❡♥t✱ xe = yf ∈ Se ∩ Sf ✱ ♦♥
❛ xeef = xef = yff = yf = xe✱ ❞♦♥❝ xe ∈ Sef ❡t ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t ❧✬é❣❛❧✐té✳

✭✐✐✐✮ ❖♥ ❛ Sx⋆x ⊆ Sx = Sxx⋆x ⊆ Sx⋆x✳

❋❛✐t ✺✳✶✾ E(D) ❢♦r♠❡ ✉♥ ❞❡♠✐✲tr❡✐❧❧✐s ✐♥❢ér✐❡✉r✳

P❛r ❞❡♠✐✲tr❡✐❧❧✐s ✐♥❢ér✐❡✉r✱ ♦♥ ❡♥t❡♥❞ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❛✐r (e, f) ∈ E(D)2✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t
e ∧ f ∈ E(D)✱ ❛♣♣❡❧é ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✱ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t

∀g ∈ E(D), g ≤ e ❡t g ≤ f ⇒ g ≤ e ∧ f

Pr❡✉✈❡ ❙♦✐❡♥t e, f ∈ E(D)✱ ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ e∧f = ef ❝♦♥✈✐❡♥t✳ ◆♦t♦♥s ❞é❥à q✉❡ e∧f = f∧e✳
❙♦✐t z ∈ E(D) t❡❧ q✉❡ z ≤ e ❡t z ≤ f ✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ z = e′e = f ′f ✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝

z = e′e = e′ee = ze = eff ′ ❡t z ≤ e ∧ f ✳

✺✳✷✳✸ ❚❤é♦rè♠❡s ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞♦♥♥é❡✱ ✉♥ t❤é♦rè♠❡ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t
✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ✈❡rs ✉♥❡ s♦✉s✲str✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳
▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♣❧✉s ❝♦♥♥✉ ❞✬✉♥ t❡❧ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❈❛②❧❡②✱ ♣❧♦♥❣❡❛♥t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❛♥s ❧❡
❣r♦✉♣❡ ❞❡ s❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥ t❡❧ t❤é♦rè♠❡ s♦✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞é♠♦♥tr❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞❡s s❡♠✐❣r♦✉♣❡s r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❞❡s ✐♥térêts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♣♦✉r ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s é♥♦♥❝❡r ❡t ❞é♠♦♥tr❡r ❝❡s ❞❡✉① t❤é♦rè♠❡s✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ♣❛r ❧❡
♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛②❧❡② s❡r❛ ❛♣♣❡❧é ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❛②❧❡②✱ ❞❡ ♠ê♠❡
♦♥ ❞é✜♥✐r❛ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ Pr❡st♦♥✲❲❛❣♥❡r✳

❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✵ ✭❈❛②❧❡②✮ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ G

❞❛♥s SG✳

Pr❡✉✈❡ ❙♦✐t g ∈ G✱ ♦♥ ♥♦t❡ ρg ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐ ♣❛r

ρg(g
′) = gg′

❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ρg ❡st ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥✱ ❡t ❞♦♥❝ ρg ∈ SG✳ P✉✐s ♣♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡✱ q✉❡ ρ ❡st ✉♥
♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥❥❡❝t✐❢✳

✐✮ ▲✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ ρg ❡st ❞✐r❡❝t❡ ✿

gg′ = gg′′ ⇒ (g−1g)g′ = (g−1g)g′′ ⇒ g′ = g′′

❙♦✐t g′ ∈ G✱ ♦♥ ❛ g′ = g(g−1g′) = ρg(g
−1g′)✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ρg ∈ SG✳

✐✐✮ ❙♦✐❡♥t g, g′, g′′ ∈ G✱ ♦♥ ❛ (ρg ◦ ρg′)(g
′′) = gg′g′′ = ρgg′(g

′′) ❡t ρ1(g
′′) = 1g′′ = g′′✳ ρ ❡st ✉♥

♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡✳
❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ρg = ρg′ ♣♦✉r g, g′ ∈ G✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ρg(1) =
ρg′(1)✱ ✐✳❡✳ g = g′′✳ ρ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥❥❡❝t✐❢✳✷

✷❯♥❡ ❛✉tr❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❧❡ ✈♦✐r ❡st ❞❡ ❞✐r❡ q✉✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ ρ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ ♥❡✉tr❡✱ ❡t ♣❛r
✉♥✐❝✐té ❝❡ ♥♦②❛✉ ❡st tr✐✈✐❛❧✳



✺✳✷ Pr♦♣r✐étés ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ✻✸

❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✶ ✭Pr❡st♦♥✲❲❛❣♥❡r✮ ❙♦✐t D ✉♥ s❡♠✐❣r♦✉♣❡ ✐♥✈❡rs✐❢✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡
✐♥❥❡❝t✐❢ ❞❡ s❡♠✐❣r♦✉♣❡ ❞❡ D ❞❛♥s IPD✳

Pr❡✉✈❡ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛②❧❡②✱ ♠✐s à
♣❛rt ✉♥❡ ❞✐✣❝✉❧té ❛❝❝r✉❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♣❧✉s ❧â❝❤❡ ❞❡ s❡♠✐❣r♦✉♣❡ ✐♥✈❡rs✐❢ ❡t ❞✬✐♥❥❡❝t✐♦♥
♣❛rt✐❡❧❧❡✳

❙♦✐t x ∈ D✱ ♦♥ ♥♦t❡ ϕx ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ x⋆D = {x⋆y | y ∈ D} ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
ϕx(y) = xy✳ ❖♥ ❛ codom(ϕx) = xx⋆D ❡t dom(ϕx) = x⋆D = x⋆xD ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✺✳✶✽✳

✐✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ y, z ∈ x⋆D t❡❧s q✉❡ ϕx(y) = ϕx(z)✳ ❖♥ ❛ xy = xz✱ s♦✐t xx⋆y′ =
xx⋆z′ ❡♥ ♣♦s❛♥t y = x⋆y′ ❡t z = x⋆z′✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝

y = x⋆y′ = x⋆xx⋆y′ = x⋆xx⋆z′ = x⋆z′ = z

❡t ❛✐♥s✐ ϕx ∈ IPD✳

✐✐✮ ❆✈❛♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ϕ ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ♦♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ϕ−1
x = ϕx⋆

✸✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱
♦♥ ❛

dom(ϕ−1
x ) = codom(ϕx) = xx⋆D = xD = (x⋆)⋆D = dom(ϕx⋆)

❡t
codom(ϕ−1

x ) = dom(ϕx) = x⋆D = x⋆xD = codom(ϕx⋆)

❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r a ∈ dom(ϕ−1
x )✱ ✐✳❡✳ a = xx⋆a′✱ ♦♥ ❛ ϕ−1

x (a) = x⋆a′ = x⋆xx⋆a′ = x⋆a =
ϕx⋆(a)✳

✐✐✐✮ ❙♦✐❡♥t x, x′ ∈ D✱

dom(ϕx′ ◦ ϕx) = ϕ−1
x (codom(ϕx) ∩ dom(ϕx′))

= ϕ−1
x (xx⋆D ∩ x′⋆x′D)

= ϕ−1
x (x′⋆x′xx⋆D)

= x⋆x′⋆x′(xx⋆D) = x⋆x′⋆x′(xD)

= (x′x)⋆(x′x)D = (x′x)⋆D

= dom(ϕx′x)

❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ❛
codom(ϕx ◦ ϕx′) = codom(ϕxx′)

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s♦✐t a ∈ dom(ϕxx′)✱ ϕxx′(a) = xx′a = x(x′a) == (ϕx ◦ ϕx′)(a)✳

❖♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ϕ ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ s❡♠✐❣r♦✉♣❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ s❡♠✐❣r♦✉♣❡
✐♥✈❡rs✐❢✳

✐✈✮ ▼♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ϕ ❡st ✐♥❥❡❝t✐❢✳ ❙♦✐❡♥t x, x′ ∈ D t❡❧s q✉❡ ϕx = ϕx′ ✱ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡
♥♦t❛♠♠❡♥t dom(ϕx) = dom(ϕx′)✱ s♦✐t x⋆xD = x′⋆x′D✱ ❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛✐♥❡ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✺✳✶✽
x⋆x = x′⋆x′✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝

x = xx⋆x = ϕx(x⋆x) = ϕx′(x⋆x) = ϕx′(x′⋆x′) = x′x′⋆x′ = x′

✸❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ♣♦✉rt❛♥t ✐♠♣❧✐q✉é❡ ♣❛r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ♠❛✐s ✐❝✐ ❝✬❡st ❡❧❧❡ q✉✐ ❡st ♣r✐♠✐t✐✈❡✳



✻✹ ❙❡♠✐❣r♦✉♣❡s ✐♥✈❡rs✐❢s

✺✳✷✳✹ ❆❧❣è❜r❡ ❞❡ s❡♠✐❣r♦✉♣❡s ✐♥✈❡rs✐❢ ❡t ❛❧❣è❜r❡s st❡❧❧❛✐r❡s

❉❛♥s t♦✉t❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♦♥ ✜①❡ D ✉♥ s❡♠✐❣r♦✉♣❡ ✐♥✈❡rs✐❢✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷✷ ❙♦✐t K ✉♥ ❝♦r♣s✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞✉ s❡♠✐❣r♦✉♣❡ D ❧❛ K✲❛❧❣è❜r❡ K[D] ❞❡s
❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ✜♥✐❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ D à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s K✱ ✐✳❡✳ ❧❡s

∑

x∈D

αxx

♦ù ❧❡s αx ∈ K s♦♥t ♣r❡sq✉❡ t♦✉s ♥✉❧s✱ ♠✉♥✐❡ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s

a(
∑

x∈D

αxx) + b(
∑

y∈D

βyy) =
∑

x∈D

(aαx + bβx)x

(
∑

x∈D

αxx)(
∑

y∈D

βyy) =
∑

x,y∈D

(αxβy)xy

❘❛♣♣❡❧♦♥s très ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ❡t ❞✬❛❧❣è❜r❡ st❡❧❧❛✐r❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷✸ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ✉♥ C✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡
❤❡r♠✐t✐❡♥ ❡t ❝♦♠♣❧❡t ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ q✉✬✐❧ ✐♥❞✉✐t✳

❙✐ H ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♦♣ér❛t❡✉rs ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ L(H) ❡t ♦♥ ❧❡s ♠✉♥✐t
❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡

||f || = sup
x∈H−{0}

||f(x)||

||x||

❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❡st ❜♦r♥é s✐ ||f || < ∞✱ ❡t ♦♥ ♥♦t❡ B(H) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs
❜♦r♥és✳

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❛❞❥♦✐♥t ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r f ❧✬✉♥✐q✉❡ ♦♣ér❛t❡✉r f⋆ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t

∀x, y 〈f(x)|y〉 = 〈x|f⋆(y)〉

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❞✬✉♥✐❝✐té ❡st ❧❛✐ssé à ❧❛ ❞✐s❝rét✐♦♥ ❞✉ ❧❡❝t❡✉r✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t
❝❧❛ss✐q✉❡ ||f⋆f || = ||f ||2✳

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛❧❣è❜r❡ st❡❧❧❛✐r❡ ❛❜str❛✐t ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛❞❥♦✐♥t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷✹ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❛❧❣è❜r❡ st❡❧❧❛✐r❡ ✉♥❡ C✲❛❧❣è❜r❡ ♠✉♥✐❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ .⋆ ❡t ❞✬✉♥❡
♥♦r♠❡ t❡❧❧❡ q✉❡

✕ ❧✬❛❧❣è❜r❡ s♦✐t ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✱ ✐✳❡✳ ❡❧❧❡ ❡st ♥♦r♠é❡ ❡t ❝♦♠♣❧èt❡
✕ ∀x é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ||x⋆x|| = ||x||2

❉✐r❡❝t❡♠❡♥t✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ B(H) ❢♦r♠❡ ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ st❡❧❧❛✐r❡✱ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ s♦✉s✲
❛❧❣è❜r❡ ❢❡r♠é❡ ❡t ❝❧♦s❡ ♣❛r ❛❞❥♦♥❝t✐♦♥✳ ▲❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❡st ❛✉ss✐ ✈r❛✐❡ ✿ t♦✉t❡ ❛❧❣è❜r❡ st❡❧❧❛✐r❡
s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❞❛♥s ✉♥ B(H)✱ ❝❡ rés✉❧t❛t✱ ❛♣♣❡❧é ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ●◆❙ ✹✱ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥s ❞✐r❡❝t❡
❡t ♥é❝❡ss✐t❡r❛✐t ✭❛✉ ♠♦✐♥s✮ ✉♥ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡♥t✐❡r à ❧✉✐ t♦✉t s❡✉❧✳

▲❡ ❢❛✐t ❞✬❛✈♦✐r ♥♦té ⋆ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s s❡♠✐❣r♦✉♣❡s ♥✬❡st ♣❛s ✐♥♥♦❝❡♥t✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ q✉✐ ✈❛ s✉✐✈r❡ ✈❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ✈♦✐r ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞✬✉♥ s❡♠✐❣r♦✉♣❡ ✐♥✈❡rs✐❢
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ st❡❧❧❛✐r❡ ❡♥ s✉♣❡r♣♦s❛♥t ❧✬❛❞❥♦♥❝t✐♦♥ ❡t ❧✬✐♥✈❡rs❡✳

✹❞❡s ♥♦♠s ❞❡ s❡s ❛✉t❡✉rs ✿ ●❡❧❢❛♥❞✱ ◆❛✐♠❛r❦ ❡t ❙❡❣❛❧✳



✺✳✷ Pr♦♣r✐étés ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ✻✺

▲✬❡s♣❛❝❡ ℓ2(D) = {f : D→ C,
∑

x∈D
|f(x)|2 <∞} ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ❧♦rsq✉✬♦♥ ❧❡

♠✉♥✐ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡
〈a|b〉 =

∑

x∈D

a(x)b(x)

■❧ ❛❞♠❡t ❝♦♠♠❡ ❜❛s❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

ex(y) =

{
1 s✐ x = y

0 s✐♥♦♥

➱t❛♥t ❞♦♥♥é f ∈ IPD ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♥♦té Of ❞❡ ℓ2(D) ❡♥ ♣♦s❛♥t

Of (ex) = ef(x)

❙♦✐t ϕ ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✐ss✉ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ Pr❡st♦♥✲❲❛❣♥❡r✳ ❆ t♦✉t x ∈ D ♦♥ ❛ss♦❝✐❡
❧✬♦♣ér❛t❡✉r Φ(x) s✉r ℓ2(D) ❞é✜♥✐ ♣❛r Φx = Oϕx ✳ ◆♦t♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ Φxx′ = Φx ◦Φ′

x ❝❛r
ϕxx′ = ϕx ◦ ϕx′ ✳

▲❡♠♠❡ ✺✳✷✺ Φx ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❜♦r♥é✳

Pr❡✉✈❡ ❙♦✐t f ∈ ℓ2(D) t❡❧❧❡ q✉❡ ||f || = 1✱ ♦♥ ❛

||Φx(f)|| =
∑

y∈D

|f(ϕx(y))|2 ≤
∑

z∈codom(ϕx)

|f(z)|2 ≤
∑

z∈D

|f(z)|2 = ||f || = 1

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ||Φx|| ≤ 1✳

▲❡♠♠❡ ✺✳✷✻ Φ⋆
x = Φx⋆

Pr❡✉✈❡ ❖♥ ❛

〈Φx(f)|g〉 =
∑

y∈D

Φx(f)(y)g(y)

=
∑

y∈dom(ϕx)

f(ϕy)g(y)

=
∑

z∈codom(ϕx)

f(z)g(ϕx⋆(z))

= 〈f |Φx⋆(g)〉

❖♥ ét❡♥❞ Φ à C[D] ❡♥ ♣♦s❛♥t ΦP

x αxx =
∑

x αxΦx✳
❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ΦP

x αxx(ey) =
∑

x αxeϕx(y)

Φ ré❛❧✐s❡ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ st❡❧❧❛✐r❡✱ ✐✳❡✳ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❡t ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ⋆✳
▲✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ ϕ ❛ss✉r❡ q✉❡ Φx 6= Φy ♣♦✉r x 6= y ∈ D✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ✐♥❥❡❝t✐✈✐té ♥❡ s✬ét❡♥❞
♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t à C[D]✳

▲❡♠♠❡ ✺✳✷✼ ❙✐ D ❡st ré❣✉❧✐❡r à ❣❛✉❝❤❡ ❛❧♦rs Φ ❛♣♣❧✐q✉é à C[D] ❡st ✐♥❥❡❝t✐❢

Pr❡✉✈❡ ❙♦✐t x̄ =
∑

x αxx ∈ C[D] t❡❧ q✉❡ Φx̄ = 0✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝✱ ∀y,
∑

x αxeϕx(y) =
∑

x αxexy =
0✱ ❧❡s ez ét❛♥t ❧✐❜r❡s✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✿ ∀y, z ∈ D,

∑
x∈D,xy=z αx = 0✳

❖r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ q✉❡ ❝❡tt❡ s♦♠♠❡ ♥❡ ❝♦♠♣♦rt❡ q✉✬✉♥ s❡✉❧ t❡r♠❡✱ ❡t ❞♦♥❝ αx = 0✳



✻✻ ❙❡♠✐❣r♦✉♣❡s ✐♥✈❡rs✐❢s

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✽ C[D] ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ♣ré✲st❡❧❧❛✐r❡✳

P❛r ♣ré✲st❡❧❧❛✐r❡ ♦♥ ❡♥t❡♥❞ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❛①✐♦♠❡s ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s st❡❧❧❛✐r❡s s♦♥t ✈❛❧✐❞és ❡①❝❡♣té
❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡✳

Pr❡✉✈❡ ❖♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ Φ ét❛✐t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ✐♥✈♦❧✉t✐✈❡ ❞❡ C[D] ❞❛♥s
B(ℓ2(D))✳ ❖♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ r❡♠♦♥t❡r ❧❛ ♥♦r♠❡ ♣♦✉r ♠✉♥✐r C[D] ❞✬✉♥❡ ♥♦r♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡✳ ◆♦t♦♥s
q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ C[D] ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❢❡r♠é❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❞❡
❇❛♥❛❝❤✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✷✾ ◆♦tr❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❧♦rsq✉❡ ♥♦tr❡ s❡♠✐❣r♦✉♣❡ ❞❡
❞é♣❛rt ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ ♠♦♥♦ï❞❡ ✐♥✈❡rs✐❢ ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥ ③ér♦✳ ❙✐ ♦♥ ♣r♦❝è❞❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❡st
❛♠❡♥é à ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ é❧é♠❡♥t e0 ❞❛♥s ℓ2(D)✱ ❡t ❞❡ ❢❛✐t✱ Φ0 = proje0

6= 0✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ℓ2(D) =
Vect(e0) ⊥ H ❡t Φ0↾H = 0✳ ❖♥ ♥♦t❡ C[D]0 ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ D ❛ss♦❝✐é❡ à H✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝❡❧❧❡ ♦ù
❧✬♦♥ ❛ s✉♣❡r♣♦sé ❧❡ 0 ❞❡ D à ❝❡❧✉✐ ❞❡ C✳

✺✳✷✳✺ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▼▲▲

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♦♥ ✜①❡ ✉♥ ♠♦♥♦ï❞❡ ✐♥✈❡rs✐❢ ❛✈❡❝ ③ér♦ ❣é♥éré ♣❛r ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts p ❡t q✱
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t

p⋆p = q⋆q = 1 p⋆q = q⋆p = 0

❊♥ ♦r✐❡♥t❛♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❣❛✉❝❤❡ ✈❡rs ❧❛ ❞r♦✐t❡✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ t♦✉t ❞❡ s✉✐t❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡
é❧é♠❡♥t ❞❡ D− {0} ♣❡✉t✲êtr❡ ♠✐s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ab⋆✱ ♦ù a, b ∈ {p, q}⋆✳

ϕp ❡st ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❧❡✐♥✱ ❝❛r dom(ϕ) = p⋆D = p⋆pD = D✱ ❡t ♦♥ ❛ ϕp(ab
⋆) = pab⋆✳

dom(ϕp⋆) = pD ❡t ϕp⋆(pab⋆) = ab⋆✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞✐r❡❝t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ n ❞❡ {p, q}⋆ ❞❛♥s N ✿

n(pw) = 2n(w) n(qw) = 2n(w) + 1 n(1) = 0

n ♣❡✉t êtr❡ ♣r♦❧♦♥❣é❡ ❞❡ D−{0} ✈❡rs Z ❡♥ ♣♦s❛♥t n(ab⋆) = n(a)−n(b)✱ ♠❛✐s ❜✐❡♥ s✉r ✐❧ ❝❡ss❡
❞✬êtr❡ ✐♥❥❡❝t✐❢✳

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ t♦✉t ❞❡ s✉✐t❡ q✉❡ ℓ2({p, q}⋆) ≃ ℓ2(N)✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t ew ≃ en(w)✱ ❡t ❡♥ r❡str❡✐❣♥❛♥t
♥♦tr❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ à ❝❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

Φp(ek) = e2k Φq(ek) = e2k+1

❈❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡❞♦♥♥❡ ❞♦♥❝ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡♥ t❡r♠❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs t❡❧❧❡
q✉✬❡❧❧❡ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❬●✐r✽✾❛❪✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✻

❈❤❡♠✐♥s ❡t ré❞✉❝t✐♦♥

✻✳✶ ●r❛♣❤❡s ❞❡ rés❡❛✉①

❙♦✐t r = (σw, σc) ✉♥ rés❡❛✉ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❞❡✉① ❣r❛♣❤❡s s✉r ❧❡s ♣♦rts ❞❡ r ✿
✕ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥ ♦r✐❡♥té ❞❡s ✜❧s Gw(r) = (P (r), Ew) ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ s②♠é✲

tr✐q✉❡ ✿ pEwp
′ ⇐⇒ p = σw(p′)

✕ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s Gc(r) = (P (r), Ec) ♦ù

Ec = {(♣❛①i(c), ♣❛❧(c)), (♣❛❧(c), ♣❛①i(c)) | c ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ r, 1 ≤ i < |c|}

▲✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡Gc(r) ♣❡✉t s❡♠❜❧❡r s✉♣❡r✢✉❡✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ❞❡✉① ❛rêt❡s (♣❛①i(c), ♣❛❧(c))
❡t (♣❛❧(c), ♣❛①i(c)) ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞èr❡r♦♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳ ❆✜♥ ❞✬❛❝❝❡♥✲
t✉❡r ❝❡ ❝❤♦✐①✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s ci ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛rêt❡ ❡t ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s Gc(r) ❝♦♠♠❡ ❡♥❣❡♥❞ré
♣❛r ❧❡s ci ❡t ❝❧♦s ♣❛r ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♥♦t❡ cri ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ci✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶ ❞♦♥♥❡ ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✈✐s✉❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡s ❣r❛♣❤❡s✳

❆ ❇ ❈

✭❛✮

❆ ❇ ❈

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❛✮ ✉♥ rés❡❛✉ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r ❡t ❜✮ s❡s ❣r❛♣❤❡s ❛ss♦❝✐és ✿ Gw(r) ❡st r❡♣rés❡♥té ❡♥
tr❛✐ts ❞♦✉❜❧❡s ❡t ❧❡s ❛rêt❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✱ ❧❡s ci✱ ❞❡ Gc(r) ❡♥ tr❛✐ts ♣❧❡✐♥s

❋❛✐t ✻✳✶ ❙♦✐t r ✉♥ rés❡❛✉ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ▲❡s ❣r❛♣❤❡s Gw(r) ❡t Gc(r) s♦♥t s✐♠♣❧❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
q✉✬✐❧s ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ♥✐ ❜♦✉❝❧❡s ♥✐ ❛rêt❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s✳

✻✳✷ ❈❤❡♠✐♥s

✻✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✷ ❙♦✐t r ✉♥ rés❡❛✉ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s r ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ✜♥✐❡

p1, e1, p2, . . . , en, pn+1

t❡❧❧❡ q✉❡



✻✽ ❈❤❡♠✐♥s ❡t ré❞✉❝t✐♦♥

✕ pi ∈ P (r)
✕ s♦✐t ❧❡s e2i s♦♥t ❞❡s ❛rêt❡s ❞❡ Gw(r) ❡t ❧❡s e2i+1 ❛rêt❡s ❞❡ Gc(r)✱ s♦✐t ❧✬✐♥✈❡rs❡
✕ ei r❡❧✐❡ ❧❡ ♣♦rt pi ❛✉ ♣♦rt pi+1

p1 ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❡t pn+1 s♦♥ ❜✉t✳ ❖♥ ♥♦t❡ idp ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ✈✐❞❡ ❞❡ s♦✉r❝❡ ❡t
❜✉t p✳

✻✳✷✳✷ ❈❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s

▲❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❛♥s ✉♥ rés❡❛✉ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ✿ ✐❧s
❛❧t❡r♥❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ Gw(r) ❡t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ Gc(r)✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s ❞♦♥t ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞❡
❧✬✉♥ ❡st ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✱ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛s ♣❛r❧❡r
❞❡ ♣❡t✐t❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❛♥s ✉♥ rés❡❛✉ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ♦♥ ♣❡✉t ② r❡♠é❞✐❡r
❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡s s♦♠♠❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s✱ ♦♥ ♥♦t❡ 0 ❧❛ s♦♠♠❡ ✈✐❞❡ ❡t ♦♥ ♣♦s❡✱ ♣♦✉r ϕ
❝❤❡♠✐♥ ❞❡ p′ à p′′ ❡t ψ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ p à p′✱

ϕψ =

{
ϕψ s✐ ❝✬❡st ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ✈❛❧✐❞❡

0 s✐♥♦♥

q✉✐ ❡st ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ p à p′′✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é✜♥✐r ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Pathr ❞♦♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts
s♦♥t ❧❡s ♣♦rts ❞❡ r ❡t ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❧❡s s♦♠♠❡ ❢♦r♠❡❧❧❡s ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳

✻✳✷✳✸ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡

▲❛ r❡str✐❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❛rêt❡s ♣❡r♠❡t ❞✬♦♠❡ttr❡ ❧❡s ♣♦rts ✐♥t❡r♥❡s ❞❛♥s ❧❛
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥✱ ❞❡ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❝♦♠♣t❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞❡ Gc(r) ❛❧♦rs
s❛ s♦✉r❝❡ ❡t s♦♥ ❜✉t s♦♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ ❥✉st❡ e1 . . . en ❧❡ ❝❤❡♠✐♥
p1, e1, . . . , pn+1✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t
q✉✬ét❛♥t ❞♦♥♥é ❞❡✉① ❛rêt❡s ❞❡ Gc(r) ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛✉ ♣❧✉s q✉✬✉♥❡ ❛rêt❡ ❞❡ Gw(r) ❧✐❛♥t ❧❡ ❜✉t
❞❡ ❧✬✉♥❡ à ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s❡ ♣❛ss❡r ❞✬✐♥❞✐q✉❡r ❧❡s ✜❧s ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ ❞❡✉①
❛rêt❡s ❞❡ Gc(r) ❞❛♥s ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥✳

❖♥ ♥♦t❡ P(r) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ r✱ ❡t ∀p, p′ ∈ P (r)✱ ♦♥ ♥♦t❡ Pp→p′(r) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ s♦✉r❝❡ p ❡t ❞❡ ❜✉t p′ ❡t ♦♥ ♥♦t❡ Pf (r) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s r❡❧✐❛♥t ❞❡✉①
♣♦rts ❧✐❜r❡s ❞❡ r✳ ❖♥ ♥♦t❡ P(r)+ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❞❛♥s r✱ ❧❡s ❛✉tr❡s
❡♥s❡♠❜❧❡s ét❛♥t ♥♦tés ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✳ ❖♥ ❛ ♥♦t❛♠♠❡♥t

Pp→p′(r)
+ = Pathr(p, p

′)

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ P(r) ♣❡✉t êtr❡ ✐♥✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❡♥ té♠♦✐❣♥❡ ❧❡ rés❡❛✉ s✉✐✈❛♥t ✿

❆

❖♥ ét❡♥❞ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ♣♦s❛♥t

(e1 . . . en)r = ern . . . e
r
1 ❡t wr = w ∀w ∈ Ew(r)

❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ré❛❧✐s❡ ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ Pp→p′(r) ❞❛♥s Pp′→p(r)✳



✻✳✸ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ✻✾

✻✳✷✳✹ ❈❤❡♠✐♥s ❞❛♥s ❞❡s ❜♦ît❡s

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❡t ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❛♥s
✉♥ rés❡❛✉ à ❜♦ît❡s✱ ❡♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ ❜♦ît❡ ❡st ❛✈❛♥t t♦✉t ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡r❛✐t
♣♦✉✈♦✐r ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❡♥ ❛❧❧❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ❜♦ît❡s ❝♦♥t✐♥✉❡r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥✳

Pr❡♥♦♥s ✉♥ rés❡❛✉ R ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❜♦ît❡ ♥♦♠♠é❡ c✱ ❡❧❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ rés❡❛✉ s❛♥s
❜♦ît❡s r✳ ▲❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❛♥s r s♦♥t ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❙♦✐❡♥t p, p′ ❞❡✉① ♣♦rts
❞❡ c✱ ❞♦♥t ♦♥ ♥♦t❡ pr, p

′
r ❧❡s ♣♦rts ❛ss♦❝✐és ❞❛♥s Pf (r)✱ ♦♥ ❝♦♥♥❛✐t ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ pr à p′r✱ à

❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❝❤❡♠✐♥s ♦♥ ♣❡✉t ❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡ ❛ss♦❝✐❡r ✉♥❡ tr❛✈❡rsé❡ ❞❡ c ❛❧❧❛♥t ❞❡ p à p′✳
❆✐♥s✐✱ à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ Gc(R) ❝♦♠♠❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ❛rêt❡s ci✱ ♦♥ ✈❛

r❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❛rêt❡s ♥♦té c(ϕ) ♣♦✉r ϕ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ r✱ r❡❧✐❛♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣♦rts ❛ss♦❝✐és✳ ❇✐❡♥
q✉❡Gc(R) r❡st❡ s②♠étr✐q✉❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞❡ ❧✬❡♥❣❡♥❞r❡r ♣❛r s②♠étr✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❛❧❧❛♥t ❞✬✉♥ ♣♦rt
à ❧✉✐✲♠ê♠❡ ♥✬❛ ♣❛s ✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣r✐✈✐❧é❣✐é❡✳

❈❡tt❡ r❡❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ Gc(R) ♣❡✉t êtr❡ ♣r♦❧♦♥❣é❡ ❛✉① rés❡❛✉① à ❜♦ît❡s s❛♥s r❡str✐❝t✐♦♥ s✉r
❧❡✉r ❝♦♥t❡♥✉✳ ◆♦t♦♥s t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❡ ❢❛✐t ✻✳✶ ♥✬❡st ♣❧✉s ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❞❡✉①
❛rêt❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ c(ϕ) ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ♠ê♠❡ s♦✉r❝❡ ❡t ♠ê♠❡ ❜✉t✳

✻✳✸ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s

✻✳✸✳✶ Ps❡✉❞♦✲❝❤❡♠✐♥s

P♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s✱ ♦♥ ✈❛ ❞❡✈♦✐r ♣❛ss❡r ♣❛r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✸ ❙♦✐❡♥t R1✱ R2 ❞❡✉① rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s à s✉♣♣♦rts ❞✐s❥♦✐♥ts ❡t f ✉♥❡ ✐♥✲

❥❡❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ Pf (R1) ❞❛♥s Pf (R2)✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♣s❡✉❞♦✲❝❤❡♠✐♥ ❞❡ R1
f

! R2 ✉♥❡ s✉✐t❡
(ϕ1, . . . , ϕn) ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❛❧t❡r♥❛♥t ❡♥tr❡ R1 ❡t R2 ❡t t❡❧❧❡ q✉❡✱ s✐ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ pi ✭r❡s♣✳ p′i✮ ❧❛
s♦✉r❝❡ ✭r❡s♣✳ ❧❡ ❜✉t✮ ❞❡ ϕi✱

✕ p1, p
′
n 6∈ dom(f) ∪ codom(f)

✕ ♣♦✉r t♦✉t i < n✱ s✐ ϕi ❡st ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ R1 ✭r❡s♣✳ ❞❡ R2✮ ❛❧♦rs pi+1 = f(p′i) ✭r❡s♣✳
pi+1 = f−1(p′i)✮✳

❯♥ ♣s❡✉❞♦✲❝❤❡♠✐♥ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ R1
f

! R2 ❛❧❧❛♥t ❞✉ ♣♦rt p1 ❛✉ ♣♦rt p′n✱ ❛✉ r❡❝♦❧❧❡✲
♠❡♥t ♣rès ❞❡ s❡s ✜❧s s✉❝❝❡ss✐❢s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✐t w1 . . . wm ✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ ✜❧s ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ✉♥
♣s❡✉❞♦✲❝❤❡♠✐♥ ϕ✱ ❡t ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♣s❡✉❞♦✲❝❤❡♠✐♥
♥♦✉s ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞❡ w1 ♥♦té p✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❜✉t ❞❡ wm ♥♦té p′✱ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ❛✉

dom(σw
f

! τw)✱ ♣♦✉r R1 = (σw, σc) ❡t R2 = (τw, τc)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥♦✉s

❛ss✉r❡ q✉❡ (σw
f

! τw)(p) = p′✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✹ ❉❛♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✸✱ s♦✐t ϕ ✉♥ ♣s❡✉❞♦✲❝❤❡♠✐♥✱ ♦♥ ♥♦t❡
χ(ϕ) ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ s✉❜st✐t✉❛♥t à t♦✉t❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ ✜❧s ❞❛♥s ϕ✱ ♠❛①✐♠❛❧❡

♣♦✉r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧❡ ✜❧ (p, p′) ❞❡ R1
f

! R2✱ ♦ù p ✭r❡s♣✳ p′✮ ❡st ❧❛ s♦✉r❝❡ ✭r❡s♣✳ ❧❡ ❜✉t✮ ❞❡ ❧❛
s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ ✜❧s✳

❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❝♦rr❡❝t❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❡t ❧✬♦♥ ❛ ❞❡ ♣❧✉s ✿



✼✵ ❈❤❡♠✐♥s ❡t ré❞✉❝t✐♦♥

❋❛✐t ✻✳✺ ❉❛♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱

χ(ϕ) ∈ P(R1
f

! R2)

Pr❡✉✈❡ ❙❡✉❧❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛❧t❡r♥❛♥❝❡ ❡st à ✈ér✐✜❡r✳ ❖r✱ ✉♥ ♣s❡✉❞♦✲❝❤❡♠✐♥ ❛❧t❡r♥❡ ❡♥tr❡
s✉❝❝❡ss✐♦♥s ❞❡ ✜❧s ♠❛①✐♠❛❧❡s ❡t ❛rêt❡s ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s✱ ❡t χ ré❞✉✐s❛♥t ❧❡s s✉❝❝❡ss✐♦♥s ❞❡ ✜❧s ♠❛①✐✲
♠❛❧❡s ✈❡rs ❞❡ s✐♠♣❧❡s ✜❧s✱ ♦♥ ❡st ❛ss✉ré q✉❡ χ(ϕ) s♦✐t ✉♥ ❝❤❡♠✐♥✳

✻✳✸✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥

❙♦✐t R = (Rr
Ir , Rp

Ip) ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✉r (s1, s2)✳ ❊t s♦✐t R0 = RI ! α(Rr)
α(Ir)

✉♥ rés❡❛✉ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s✉r ❧❡q✉❡❧ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ c1 ✭r❡s♣✳ c2✮ ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❛r α ❞❡ ❧❛
❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡ s1 ✭r❡s♣✳ s2✮ ❞❛♥s Rr✳ ❖♥ ✜①❡ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ R0 →R RI ! β(Rp)

α(Ip) = R1✳
❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❡st ❛ss❡③ ❧♦♥❣ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❝❡tt❡ ré❞✉❝t✐♦♥✱ ❧♦rsq✉❡ ♥✐ s❛ s♦✉r❝❡ ♥✐

s♦♥ ❜✉t ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t à c1 ♦✉ c2✳ ❖♥ ♥♦t❡ PR,c1,c2(R0)✱ ♦✉ ❥✉st❡ PR(R0)✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s
❝❤❡♠✐♥s✳ ❯♥ ❝❤❡♠✐♥ ❛ss❡③ ❧♦♥❣ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ q✉✐ tr❛✈❡rs❡ t♦✉❥♦✉rs ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ✉♥
r❡❞❡①✳

▲❡s tr❛✈❡rsé❡s ❞❡ r❡❞❡① ♣❛r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❛ss❡③ ❧♦♥❣ ♦♥t ❧❛ ❢♦r♠❡

wca,i1c
r
b,j1 . . . ca,i2nc

r
b,j2n

w′

♦✉
wca,i1c

r
b,j1 . . . cb,i2n+1

cra,j2n+1
w′

♣♦✉r a 6= b ∈ {1, 2} ❡t 1 ≤ ik < |ca|✱ 1 ≤ jk < |cb|✳ ❯♥ s♦✉s✲❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ca,ic
r
bj
✱ ❛✈❡❝

a 6= b ∈ {1, 2}✱ ❡st ❛♣♣❡❧é tr❛✈❡rsé❡ ❞❡ r❡❞❡① s✐♠♣❧❡✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✷ ♣rés❡♥t❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s tr❛✈❡rsé❡s ❞❡ r❡❞❡①✳

❇❆

✭❛✮

❇❆

✭❜✮

❇❆

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❚r❛✈❡rsé❡s ❞❡ r❡❞❡① ✿ ❛✮ s✐♠♣❧❡✱ ❜✮ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡❜♦♥❞ ♣❛✐r✱ ❝✮ ✐♠♣❛✐r

❖♥ ✈❛ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ δR : PR(R0)
+ → P(R1)

+ ❛ss♦❝✐❛♥t à ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❧❛
s♦♠♠❡ ❞❡ s❡s ré❞✉✐ts✳

■❧ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t q✉✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♥❡ tr❛✈❡rs❛♥t ♣❛s ❧❡ r❡❞❡① ❡st ♣rés❡r✈é ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥ ❡t
✐❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡s tr❛✈❡rsé❡s ❞❡ r❡❞❡①✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝❡s tr❛✈❡rsé❡s
❞é♣❡♥❞ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞✉ ♠♦t✐❢ ❡t ❞❡s é✈❡♥t✉❡❧s ✜❧s r❡❜♦♥❞s ❧✐❛♥t ❞❡✉① ♣♦rt❡s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s ❞✬✉♥❡
❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✳ P♦✉r ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs✱ r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ c1,ic

r
2,j ❡st✱ s✐ ❧✬♦♥

♣♦s❡ p1,i = f−1(1, i) ❡t p2,j = f−1(2, j)✱

Pp1,i→p2,j
(r) =





∅

{(p1,i, p2,j)} ∈ Gw(r)

{ϕ1, . . . , ϕn} ♦ù ∀i, ϕi ∩Gc(r) 6= ∅

✭✻✳✶✮

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à p1,i ❡t p2,j ❞é❝♦♥♥❡❝tés✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞ à ❛✈♦✐r ❝❡s ❞❡✉① ♣♦rts ❝♦♥♥❡❝tés
♣❛r ✉♥ ✜❧ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s r❡st❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s✱ t♦✉t❡s ♣❛ss❛♥t à tr❛✈❡rs
❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡✳



✻✳✸ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ✼✶

❖♥ ♣♦s❡ Φ(1, i 7→ 2, j) =
∑

φ∈Pp1,i→p2,j
(r) φ✳ ❙♦✐t ϕ = w(

∏
k c1,ikc

r
2,jk

)w ✉♥❡ tr❛✈❡rsé❡ ❞❡

r❡❞❡①✱ ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s s❡ r❛♠❡♥❛♥t tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t à ❝❡❧✉✐✲❧à✱ ♦♥ ❛✐♠❡r❛✐t ♣♦✉✈♦✐r ♣♦s❡r δR(ϕ) =
w(
∏

k Φ(1, ik 7→ 2, jk))w
′✱ ♦r ❝✬❡st ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ♣s❡✉❞♦✲❝❤❡♠✐♥s✱ ♦♥ s❡ r❛♠è♥❡ à ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s

à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ χ✱ q✉✬♦♥ ❛ tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ét❡♥❞✉❡ ❛✉① s♦♠♠❡s✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ré❡❧❧❡ ❞❡ δ ❡st

δR(ϕ) = χ(w(
∏

k

Φ(1, ik 7→ 2, jk))w
′)

▲❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r ❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ✜❧s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ❞❡ ❧❛
♣r♦♣r✐été ✷✳✼ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✻ ✭❈♦♥✢✉❡♥❝❡ ❢♦rt❡ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s✮ ❙♦✐❡♥t R1 ❡t R2 ❞❡✉①
rè❣❧❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡t δR1

, δR2
❧❡s ❞❡✉① ré❞✉❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❞❡ ❝❡s rè❣❧❡s s✉r ✉♥ rés❡❛✉ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ R✳ ❖♥ ❛

δR1
◦ δR2

= δR2
◦ δR1

❘❡♠❛rq✉❡ ✻✳✼ ❉❛♥s ❧✬é♥♦♥❝é ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝è❞❡♥t✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣❧✐❝✐t❡✱ ♣♦✉r q✉❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❢❛ss❡
s❡♥s✱ q✉✬❡❧❧❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ s✉r ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❛ss❡③ ❧♦♥❣ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s ❞❡✉① ✐♥st❛♥❝❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s✳ ❯♥
♠♦②❡♥ s✐♠♣❧❡ ❞❡ s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡ ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡t ❞❡ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ ♣♦rt
❧✐❜r❡ à ♣♦rt ❧✐❜r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❡ t❡❧❧❡s ❝❤❡♠✐♥s✱ ♠❛①✐♠❛✉① ♣♦✉r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✱ s♦♥t ❣❛r❛♥t✐s ❞✬êtr❡
❛ss❡③ ❧♦♥❣ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉✬❡❧❧❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳

◆♦t♦♥s ❧❡ ❢❛✐t s✉✐✈❛♥t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❡❧❡✈❡r ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ♣♦rt ❧✐❜r❡ à ♣♦rt ❧✐❜r❡✳

❋❛✐t ✻✳✽ ❙♦✐t R→R R′ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳ ❖♥ ❛

∀ϕ′ ∈ Pf (R′),∃!ϕ ∈ Pf (R) , δR(ϕ) = ϕ′ +
∑

i

ϕi

Pr❡✉✈❡ ❈✬❡st ✉♥❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉✬à ❝❤❛q✉❡ tr❛✈❡rsé❡ ♣❛r ϕ′ ❞✉ rés❡❛✉ q✉✐ ❛
r❡♠♣❧❛❝é ❧❡ r❡❞❡① ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ tr❛✈❡rsé❡ s✐♠♣❧❡ ❞✉ r❡❞❡①✳

✻✳✸✳✸ P♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡

❆✉ ✈✉ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❡t ❞❡ ❧❡✉r ré❞✉❝t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ❛ été ❢❛✐t ✐❝✐ ♣❡✉t s❡♠❜❧❡r
❛♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧✐q✉é✳ ❖♥ ✈❛ ❞♦♥♥❡r ✐❝✐ ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡s à ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣❧✉s
s✐♠♣❧❡s✳

✻✳✸✳✸✳❛ ❈❤❡♠✐♥s s❛♥s ✜❧s

❯♥❡ ❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s r❡♠❛rq✉❡s ❢❛✐t❡s ❛♣rès ❛✈♦✐r ❞é✜♥✐ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❛♥s t♦✉t❡ ❧❡✉r ❣é♥ér❛❧✐té
❛ été ❞❡ ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s ✜❧s s♦♥t ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t s✉♣❡r✢✉s✳ ❊♥ ❡✛❡t ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❛rêt❡s ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s✱
✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛✉ ♣❧✉s q✉✬✉♥ ✜❧ ❧❡s ❧✐❛♥t✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❛❧♦rs êtr❡ t❡♥té ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡
♠♦♥♦ï❞❡ ❛✈❡❝ ③ér♦ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r Ec ❡t t❡❧ q✉❡ ee′ = 0 ♣♦✉r e, e′ ∈ Ec s✐ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ✜❧
❧✐❛♥t ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞❡ e′ ❛✉ ❜✉t ❞❡ e✳ ▲❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ str✉❝t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s♦♥t é✈✐❞❡♥ts✳
▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♥❡ ♣❛ss❛♥t q✉❡ ♣❛r ✉♥ ✜❧✱ ❡t ❞❡
t❡❧s ❝❤❡♠✐♥s s♦♥t ❝r✉❝✐❛✉① ❧♦rsq✉✬✐❧s ❧✐❡♥t ❞❡✉① ♣♦rts ❧✐❜r❡s✳



✼✷ ❈❤❡♠✐♥s ❡t ré❞✉❝t✐♦♥

✻✳✸✳✸✳❜ ❚r❛✈❡rsé❡s ❞❡ r❡❞❡① s✐♠♣❧❡s

▲❡s tr❛✈❡rsé❡s ❞❡ r❡❞❡① ❝♦♠♠❡ ❡❧❧❡s ♦♥t été ❡①♣♦sé❡s s♦♥t ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❡t ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ♦❜❧✐❣❡ à
❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ δR✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ♣♦✉r ♣❛❧❧✐❡r ❝❡❧❛ ❞é✜♥✐r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❝♦♠♠❡
❛ss❡③ ❧♦♥❣ ❞ès q✉✬✐❧ ♥✬❛ ♣❛s ❝♦♠♠❡ s♦✉r❝❡ ♦✉ ❜✉t ✉♥❡ ❞❡s ❡①tré♠✐té ❞✉ ✜❧ ❛❝t✐❢ ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s
♣♦rts ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s ét❛♥t r❡❝♦❧❧és s✉r ❧❡s ♣♦rts ❧✐❜r❡s ❞✉ ♠♦t✐❢✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s✬② r❡tr♦✉✈❡r✳ ▲à
❡♥❝♦r❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❢❛✉ss❡ ❜♦♥♥❡ ✐❞é❡✱ ❡t ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ rés❡❛✉ s✉✐✈❛♥t

` ⊗

s❡ ré❞✉✐s❛♥t ❡♥

` ⊗

♦ù ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ss✐♥é ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ré❞✉✐t ✿ ✐❧ ❞❡✈✐❡♥t ✉♥ ❜♦✉t ❞❡ ✜❧✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ♦♥
❝♦♠♣r❡♥❞ ❛❧♦rs ♣♦✉rq✉♦✐ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❛ss❡③ ❧♦♥❣✳

✻✳✸✳✹ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❡t ❜♦ît❡s

▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❜♦ît❡s ❡st s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ♣❧✉s
❝♦♠♣❧❡①❡ q✉❡ ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜♦ît❡ ♥❡ ♣❛ss❡ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
♣❛r s❛ ♣♦rt❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✱ ✐❧ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ✉♥❡ rè❣❧❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛✉t♦✉r
❞❡s tr❛✈❡rsé❡s ❞✉ ✜❧ ❛❝t✐❢ ét❛♥t ré❞✉✐t✳

❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ♥♦✉s ♥✬❛❧❧♦♥s ♣❛s ❞♦♥♥❡r ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s ♣♦✉r t♦✉t❡ rè❣❧❡ ❢❛✐s❛♥t ✐♥✲
t❡r✈❡♥✐r ❞❡s ❜♦ît❡s✳ ❆ ❧❛ ♣❧❛❝❡✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❞❛♥s ❧❡
❝❛❞r❡ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✷✳

P♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s✱ ✐❧ ♥♦✉s s✉✣t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥
❞✬✉♥❡ tr❛✈❡rsé❡ ❞✉ r❡❞❡①✳ ❊♥ ✈❡rt✉ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ r❛♠❡♥❡r à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡
tr❛✈❡rsé❡s s✐♠♣❧❡s✱ ♣♦✉r✈✉ q✉❡ ❧✬♦♥ ré❞✉✐s❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ χ✳ ▲❡s tr❛✈❡rsé❡s ❞❡ r❡❞❡①
s♦♥t ❞❡ tr♦✐s ♥❛t✉r❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✐❝✐✱ s❡❧♦♥ ❝♦♠♠❡♥t s✬❡✛❡❝t✉❡ ❧❛ tr❛✈❡rsé❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦ît❡ ré❞✉✐t❡ ✿

✕ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ♣❛❧✴♣❛❧ ❡✛❡❝t✉❛♥t ✉♥ r❡❜♦♥❞ ❞❡ ❧❛ ♣♦rt❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ✈❡rs ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ à ❧✬✐♥té✲
r✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜♦ît❡ ❀

✕ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ♣❛❧✴♣❛① tr❛✈❡rs❛♥t ❧❛ ❜♦ît❡ ❞❡♣✉✐s ❧❛ ♣♦rt❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ✈❡rs ✉♥❡ ♣♦rt❡ ❛✉①✐✲
❧✐❛✐r❡✱ ❝❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛s ✉s✉❡❧ ❞❡s rés❡❛✉① s❛♥s ❜♦ît❡s ❀

✕ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ♣❛①✴♣❛① tr❛✈❡rs❛♥t ❧❛ ❜♦ît❡ ❞✬✉♥❡ ♣♦rt❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ✈❡rs ✉♥❡ ❛✉tr❡✳

✻✳✸✳✹✳❛ ❉é❜❛❧❧❛❣❡

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ r❡❞❡① ♣♦✉r ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❜❛❧❧❛❣❡✱ s♦✐❡♥t c ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡ ds ❡t c′ ❧❛
s✲❜♦✐t❡✳ ❙✐ ϕ ❡st ✉♥ ❝❤❡♠✐♥

♣❛❧✴♣❛① ♦♥ ♣♦s❡ δ(c1c′(ϕ)) = ϕ

♣❛❧✴♣❛❧ ♦♥ ♣♦s❡ δ(c1c′(ϕ)cr1) = ϕ

♣❛①✴♣❛① ♦♥ ♣♦s❡ δ(c′(ϕ)) = ϕ



✻✳✸ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ✼✸

✻✳✸✳✹✳❜ ❉✉♣❧✐❝❛t✐♦♥

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ r❡❞❡① ♣♦✉r ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥
❡st ♥♦té❡ c✱ ❧❛ ❜♦ît❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ b ❡t s❡s ❞❡✉① ré❞✉✐ts b1 ❡t b2✳ ❖♥ ♥♦t❡ ci ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥
r❡❧✐❛♥t ❧❡s i✲è♠❡s ♣♦rts ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s ❞❡ b1 ❡t b2✳ ❙✐ ϕ ❡st ✉♥ ❝❤❡♠✐♥

♣❛❧✴♣❛① ♦♥ ♣♦s❡ δ(cib(ϕ)) = bi(ϕ)cki , ∀i ∈ {1, 2} ❡t ♦ù k ❡st ❧❛ ♣♦rt❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ❜✉t ❞❡ ϕ

♣❛❧✴♣❛❧ ♦♥ ♣♦s❡ δ(cib(ϕ)cj) =

{
0 s✐ i 6= j

bi(ϕ) s✐♥♦♥

♣❛①✴♣❛① ♦♥ ♣♦s❡✱ s✐ ϕ ✈❛ ❞❡ ❧❛ ♣♦rt❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ i à ❧❛ ♣♦rt❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ j✱

δ(b(ϕ)) =
∑

k∈{1,2}

cik
r
bk(ϕ)cjk

✻✳✸✳✹✳❝ ❊✛❛❝❡♠❡♥t

▲❡s s❡✉❧s ❝❤❡♠✐♥s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ré❞✉✐t ❞❛♥s ✉♥ r❡❞❡① ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬❡✛❛❝❡♠❡♥t s♦♥t ❧❡s
❝❤❡♠✐♥s ♣❛①✴♣❛①✱ ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦♥ ❛ δ(b(ϕ)) = 0✳

✻✳✸✳✹✳❞ ❊♥❢♦✉✐ss❡♠❡♥t

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ❜♦ît❡ b′ s✬❡♥❢♦✉✐ss❛♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❜♦ît❡ b✱ ❞❡✈❡♥❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❜♦ît❡ br✳ ❖♥
❛ δ(b(ϕ)b′(ϕ′)) = br(ϕb

′(ϕ′)) ❡t s✐ ϕ ❡st ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♣❛①✴♣❛① ❞❡ b′ ♦♥ ❛ δ(b′(ϕ)) = br(b
′(ϕ))✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✻✳✾ ▲❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❞é❜❛❧❧❛❣❡✱ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❡✛❛❝❡♠❡♥t ♣rés❡r✈❡♥t ❧❛ ♥❛t✉r❡
❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❛♥s ✉♥❡ ❜♦ît❡✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ ré❞✉✐t ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♣❛①✴♣❛① ❡st t♦✉❥♦✉rs ✉♥
❝❤❡♠✐♥ ♣❛①✴♣❛①✱ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s✳ ❈❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥
❞✬❡♥❢♦✉✐ss❡♠❡♥t ✿ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ b(ϕ)b′(ϕ′)b(ϕ′′)✱ ♦ù✱ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ ❢❛ss❡ s❡♥s✱ ϕ ❡st ♣❛❧✴♣❛①✱ ϕ′ ❡st ♣❛❧✴♣❛❧ ❡t ϕ′′ ❡st ♣❛①✴♣❛❧✱ s❡r❛ ré❞✉✐t s✉r br(ϕb′(ϕ′)ϕ′′)
♦ù ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s br ❡st ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♣❛❧✴♣❛❧✳

✻✳✸✳✹✳❡ ❈♦♥✢✉❡♥❝❡

❖♥ ♣❡✉① ❞é♠♦♥tr❡r✱ ✈♦✐r ❬❘❡❣✾✷❪✱ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✶✵ ▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❜♦ît❡s✱ ♠✉♥✐s
❞✉ ❞é❜❛❧❧❛❣❡✱ ❞❡ ❧❛ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❞❡ ❧✬❡✛❛❝❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❧✬❡♥❢♦✉✐ss❡♠❡♥t✱ ❡st ❝♦♥✢✉❡♥t❡✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✻✳✶✶ ▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ ▼❊▲▲ ❡st ❝♦♥✢✉❡♥t❡✳





❈❤❛♣✐tr❡ ✼

●é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬■♥t❡r❛❝t✐♦♥

✼✳✶ P❡rs✐st❛♥❝❡ ❡t ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥s ✜❞è❧❡s

✼✳✶✳✶ ❉❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

✼✳✶✳✶✳❛ P❡rs✐st❛♥❝❡

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✻✳✻ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞♦♥♥❡r s❛♥s ❛♠❜✐❣ü✐té ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✶ ❙♦✐❡♥t B ✉♥❡ ❜✐❜❧✐♦t❤éq✉❡ ❡t R ✉♥ rés❡❛✉ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
❝❤❛î♥❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s

R→R1
R1 · · · →Rn Rn

♦ù ❧❡s Ri ∈ B ❡t Rn ❡st ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✱ ✐✳❡✳ R ❡st ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✱ ♦♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥
ϕ ∈ Pf (R) ❡st ♣❡rs✐st❛♥t ♣♦✉r B ⇐⇒

δRn ◦ · · · ◦ δR1
(ϕ) 6= 0

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ♥❡ ♣❛r❧❡r q✉❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❞❛♥s Pf (R) ❡st ✐ss✉ ❞❡ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✻✳✼✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❡ t❡❧s ❝❤❡♠✐♥s s♦♥t ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡ q✉❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ s♦✐t
❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✼✳✷ ▲❛ ♣❡rs✐st❛♥❝❡ ♥✬❛ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❢♦rt❡ ♣♦✉r êtr❡ ❞é✜♥✐❡✱ s❡✉❧❡
❧✬é❣❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✈❡rs ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡
s✉✣t✳ ❖r✱ ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ❡st ❡♥tr❛î♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ s❡✉❧❡✳

✼✳✶✳✶✳❜ P♦♥❞ér❛t✐♦♥

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✸ ❙♦✐t R ✉♥ rés❡❛✉ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝✲♣♦♥❞ér❛t✐♦♥✱ ♦✉ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣♦♥✲
❞ér❛t✐♦♥✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

w : Ec(R)→ D

♦ù D ❡st ✉♥ s❡♠✐❣r♦✉♣❡ ✐♥✈❡rs✐❢✱ ❡t t❡❧❧❡ q✉❡ w(er) = w(e)⋆ ♣♦✉r t♦✉t e ∈ Ec(R)✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✹ ❯♥❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ w ❡st ❞✐t❡ ❣é♥ér✐q✉❡ s✐ w(ci) ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ i ❡t ❞✉ s②♠❜♦❧❡
❞❡ c✳



✼✻ ●é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬■♥t❡r❛❝t✐♦♥

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✺ ❙♦✐t S ′ ⊆ S✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❞♦♥♥❡r w(s, i) ♣♦✉r s ∈ S ′ ❡t 1 ≤ i < α(s) ♣♦✉r
♣♦✉✈♦✐r ❞é✜♥✐r w ✉♥❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❣é♥ér✐q✉❡ ❞❡ t♦✉t rés❡❛✉ ❞❡ R(S ′)✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ w ❡st ❞✐t❡ S ′✲❣é♥ér✐q✉❡✳

❚♦✉t❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ w ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉❡ à P(R) ❡♥ ♣♦s❛♥t w(w) = 1 ♣♦✉r w ∈ Ew(R)✱
w(idp) = 1 ❡t w(eϕ) = w(ϕ)w(e)✳ ❉❡ ♣❧✉s s✐ D ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ③ér♦✱ ♦♥ ♣❡✉t ét❡♥❞r❡ w ❞❡ P(R)+

❞❛♥s C[D]0
✶ ❡♥ ♣♦s❛♥t w(0) = 0 ❡t w(

∑
ϕi) =

∑
w(ϕi)✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✻ ❙♦✐t R ✉♥ rés❡❛✉ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡t w ✉♥❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ✈❡rs ✉♥ s❡♠✐❣r♦✉♣❡ ❛✈❡❝
③ér♦✱ ♦♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ϕ ❞❡ R ❡st ré❣✉❧✐❡r ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ w s✐ w(ϕ) 6= 0✳

w ❡st ❞✐t❡ ✜❞è❧❡ ♣♦✉r B✱ ✉♥❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡✱ s✐ ✭ϕ ♣❡rs✐st❛♥t ♣♦✉r B ⇐⇒ ϕ ré❣✉❧✐❡r ✈✐s✲à✲✈✐s
❞❡ w✮✳

❖♥ ♣♦s❡ Prf (R,w) = {φ ∈ Pf (R) | φ ré❣✉❧✐❡r ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ w}✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ ❥✉st❡ Prf (R)
❧♦rsq✉✬✐❧ ♥✬② ❛✉r❛ ♣❛s ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté s✉r ❧❛ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✼ ❙♦✐t B ✉♥❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❝❧♦s❡ ♣♦✉r S ′✱ R ⊆ R(S ′) ❡t w ✉♥❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ S ′✲
❣é♥ér✐q✉❡ à ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s D✳

❙✐ D = 〈ḡ | r̄〉 ❡t ∀s ∈ S ′, 1 ≤ i < α(s),∃k , w(s, i) = gk ✭6= 0 s✐ D ❡♥ ❛ ✉♥✮ ❛❧♦rs w ❡st
❞✐t❡ s✐♠♣❧❡ ✷✳

w ❡st ❞✐t❡ st❛♥❞❛r❞ ♣♦✉r B ❡t R s✐ ♣♦✉r t♦✉t rés❡❛✉ R ∈ R✱ ♥♦r♠❛❧ ♣♦✉r →B✱ ❡t t♦✉t
❝❤❡♠✐♥ ϕ ∈ P(R) ♦♥ ❛ w(ϕ) 6= 0

w ❡st ❞✐t❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ✜❞è❧❡ ♣♦✉r B ❡t R s✐ ❡❧❧❡ ❡st st❛♥❞❛r❞ ❡t q✉❡✱ ❞❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t R ∈ R

t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ R ∈ B ❛✈❡❝ R→R R′✱ ♦♥ ❛

∀ϕ ∈ Pf (R) w(ϕ) = w(δR(ϕ))

Pr♦♣r✐été ✼✳✽ ❙♦✐t B ✉♥❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❝❧♦s❡ ♣♦✉r S ′ R ⊆ R(S ′) ❡t w ✉♥❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ S ′✲
❣é♥ér✐q✉❡✳

✶✳ w ❢♦rt❡♠❡♥t ✜❞è❧❡ ♣♦✉r B ❡♥tr❛î♥❡ w ✜❞è❧❡ ♣♦✉r B✳

✷✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥♥é ✉♥ t②♣❛❣❡ ❛ss♦❝✐é à S ′ t❡❧ q✉❡ B s♦✐t ❝♦♠♣❧èt❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✱ ♦♥
♥♦t❡ R(S ′)t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❜✐❡♥ t②♣és✳ ❆❧♦rs D ♥♦r♠❛❧ ❡t w s✐♠♣❧❡ ❡♥tr❛î♥❡ w

st❛♥❞❛r❞ ♣♦✉r B ❡t R(S ′)t✳

✸✳ ❙✐ ❞❡ ♣❧✉s→B ♥♦r♠❛❧✐s❡ s✉r R(S ′)t ❡t w ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ✜❞è❧❡✱ ❛❧♦rs ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s
ré❣✉❧✐❡rs ❞❡ R(S ′)t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠✐s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

∑
i aib

⋆
i ✳

Pr❡✉✈❡ ✶✮ ❙♦✐t R ∈ R t❡❧ q✉❡

R→R1
R1 · · · →Rn Rn

♦ù Rn ❡st ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✳
❙♦✐t ϕ ∈ P(R)✱ ♦♥ ♣♦s❡

δRn ◦ · · · ◦ δR1
(ϕ) = ψ

❊♥ ✈❡rt✉ ❞❡ ❧❛ ✜❞é❧✐té ❢♦rt❡ ❞❡ w ♦♥ ❛ w(ϕ) = w(ψ)✳
❖r w st❛♥❞❛r❞ ❡♥tr❛î♥❡ w(ψ) = 0 ⇐⇒ ψ = 0 ❡t ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ϕ ♣❡rs✐st❛♥t ss✐ ✐❧ ❡st ré❣✉❧✐❡r✳

✶❝❢✳ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✺✳✷✾
✷❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ r❡❣❛r❞❡r♦♥s ❥❛♠❛✐s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❞❡✉①

♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ s❡♠✐❣r♦✉♣❡✳



✼✳✶ P❡rs✐st❛♥❝❡ ❡t ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥s ✜❞è❧❡s ✼✼

✷✮ ❈✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✹✳✹✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s ✉♥ rés❡❛✉ ❡♥
❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❛❜s♦❧✉❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

∏
i c

′
i,li

r
∏

j cj,kj
❡t s♦♥ ✐♠❛❣❡ ♣❛r w s✐♠♣❧❡ ❡st ❞❡ ❧❛

❢♦r♠❡
∏

j gj(
∏

i gi)
⋆ q✉✐ ❡st 6= 0 ❝❛r D ❡st ♥♦r♠❛❧✳

✸✮ ❙✐ →B ♥♦r♠❛❧✐s❡✱ s♦✐t R rés❡❛✉ ❜✐❡♥ t②♣é✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ R0 ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ R✳
▲✬❛r❣✉♠❡♥t ♣ré❝é❞❡♥t s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❞❛♥s R0 ❡t ♠♦♥tr❡ q✉❡ t♦✉t ❝❤❡♠✐♥ ② ❛ ✉♥ ♣♦✐❞s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
ab⋆✳ ❖r✱ s✐ ϕ ∈ P(R)✱ ♦♥ ❛ w(ϕ) = w(δ(ϕ)) =

∑
i w(ϕi) ❛✈❡❝ ϕi ∈ P(R0)✱ ❡t ❞♦♥❝ ❛②❛♥t ✉♥

♣♦✐❞s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ab⋆✳

❉❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❧❛ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✜❧ ✈❛✉t t♦✉❥♦✉rs 1✱ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉✬✉♥ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥
❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ✜❞è❧❡ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡r ♣♦✉r t♦✉t❡ rè❣❧❡ R ♣♦✉r (s1, s2) ❞❛♥s B✱ s✉r ❞❡s
❝❤❡♠✐♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ c1,ic

r
2,j ❛✈❡❝ ci ❞❡ s②♠❜♦❧❡ si✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❣❛r❞❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✻✳✶✱

✐❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞✬❛✈♦✐r

w(c1,ic
r
2,j) =





0 s✐ p1,i ❡t p2,j s♦♥t ❞❡❝♦♥♥❡❝tés

1 s✐ p1,i ❡t p2,j s♦♥t ❝♦♥♥❡❝tés ♣❛r ✉♥ ✜❧∑
i w(ϕi) s✐♥♦♥

✭✼✳✶✮

♣♦✉r ❛✣r♠❡r q✉❡ w ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ✜❞è❧❡✳

✼✳✶✳✷ ❉❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❜♦ît❡s

❊♥ ✈❡rt✉ ❞❡ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✼✳✷ ❡t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✻✳✶✵✱ ♦♥ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡rs✐st❛♥❝❡✳
P♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦♣r✐é❡✱ ✐❧ ❡st ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛
♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❣é♥ér✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ q✉❡ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♣❛ss❛♥t à
tr❛✈❡rs ✉♥❡ ❜♦ît❡ ❞é♣❡♥❞❡ ❞✉ ♣♦✐❞s ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s ❧❛ ❜♦ît❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✾ ❙♦✐t R(S ′,Sb) ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s s♦♥t
ét✐q✉❡té❡s ♣❛r S ′ ❡t ❧❡s ❜♦✐t❡s ♣❛r Sb✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ (S ′,Sb)✲❣é♥ér✐q✉❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥
s❡♠✐❣r♦✉♣❡ D✱

✕ ❞✬é❧é♠❡♥ts w(s, i) ♣♦✉r s ∈ S ′ ❡t 1 ≤ i < α(s)✱
✕ ❡t ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s !sll, !

s
lx ❡t !sxx ❞❡ D ❞❛♥s D ♣♦✉r t♦✉t s②♠❜♦❧❡ s ❞❡ ❜♦ît❡s✳

P♦✉r t♦✉t❡ w ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ (S ′,Sb)✲❣é♥ér✐q✉❡ ❡t R ∈ R(S ′,Sb)✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ w

s✉r R ♣❛r
✕ w(ci) = w(s, i) s✐ s ❡st ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ c
✕

w(c(ϕ)) =





!sll(w(ϕ)) s✐ ϕ ❡st ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♣❛❧✴♣❛❧

!slx(w(ϕ)) s✐ ϕ ❡st ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♣❛❧✴♣❛①

!slx(w(ϕ)⋆)⋆ s✐ ϕ ❡st ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♣❛①✴♣❛❧

!sxx(w(ϕ)) s✐ ϕ ❡st ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♣❛①✴♣❛①

♦ù c ❡st ✉♥❡ s✲❜♦ît❡✳

❖♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❞❡ ♠ê♠❡ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ✜❞é❧✐té ❡t ❞❡ ✜❞é❧✐té ❢♦rt❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ✐❧ ♥❡ s✉✣t
♣❧✉s ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✼✳✶ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ✜❞é❧✐té ❢♦rt❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❢❛✉t t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡
❛✉ ❝❛s ♣❛r ❝❛s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡s s✉r ❧❡s ❜♦ît❡s✳

❖♥ ✈❛ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s s✲❜♦ît❡s ❡t ♦♥ ♥♦t❡r❛ ❥✉st❡ !ll(x) = !sll(x)✱ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r !lx(x) ❡t
!xx(x)✳

❞é❜❛❧❧❛❣❡ ❙♦✐t c ✉♥❡ s✲❜♦ît❡ ré❞✉✐t❡ ♣❛r ❞é❜❛❧❧❛❣❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ c′ ❞❡ s②♠❜♦❧❡ d✱ ❡t s♦✐t ϕ
✉♥ ❝❤❡♠✐♥



✼✽ ●é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬■♥t❡r❛❝t✐♦♥

♣❛❧✴♣❛❧
w(d, 1)⋆!ll(w(ϕ))w(d, 1) = w(ϕ) ✭✼✳✷✮

♣❛❧✴♣❛①
!lx(w(ϕ))w(d, 1) = w(ϕ) ✭✼✳✸✮

♣❛①✴♣❛①
!xx(w(ϕ)) = w(ϕ) ✭✼✳✹✮

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✼✳✹ ❡st ✉♥ sér✐❡✉① ❢r❡✐♥ à ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❢♦rt❡♠❡♥t ♣❡rs✐st❛♥t❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❡❧❧❡ ❢♦r❝❡ !xx(x) = x ♣♦✉r t♦✉t x✳ ❈❡ q✉✐ ❛ ♣♦✉r ❡✛❡t ❞✬❛♥♥✉❧❡r ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s
♣❡rs✐st❛♥ts✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ r❡♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉ s✉✐✈❛♥t ✿

A

s

B

♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞étr✉✐s❛♥t ❝❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦ît❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡

A B → A B

❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ s✲❜♦ît❡ c ❞✉♣❧✐q✉é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ c′ ❞❡ s②♠❜♦❧❡
δ✱ ❡t s♦✐t ϕ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥

♣❛①✴♣❛① ♦♥ ❞♦✐t ❛✈♦✐r

!xx(w(ϕ)) =
w(δ, 1)!xx(w(ϕ))w(δ, 1)⋆

+ w(δ, 2)!xx(w(ϕ))w(δ, 2)⋆ ✭✼✳✺✮

♣❛❧✴♣❛❧

w(δ, i)⋆!ll(w(ϕ))w(δ, j) =

{
0 s✐ i 6= j

!ll(w(ϕ)) s✐♥♦♥
✭✼✳✻✮

♣❛❧✴♣❛①
!lx(w(ϕ))w(δ, i) = w(δ, i)!lx(w(ϕ)) ✭✼✳✼✮

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✼✳✼ ❡①♣r✐♠❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ !lx() ❡t ❧❡s w(δ, i)✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❛
é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ t❡❧❧❡s ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ !ll(✮ ❡t !xx(✮✱ ❛❧♦rs ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✼✳✻ ❞❡✈✐❡♥t

w(δ, i)⋆w(δ, j) =

{
0 s✐ i 6= j

1 s✐♥♦♥

❞ès q✉❡ !ll(1) = 1✱ ❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✼✳✺ s❡ ❞é❞✉✐t ❞❡

w(δ, 1)w(δ, 1)⋆ + w(δ, 2)w(δ, 2)⋆ = 1



✼✳✷ ●é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✼✾

❡✛❛❝❡♠❡♥t ❙♦✐❡♥t c ✉♥❡ s✲❜♦ît❡ ré❞✉✐t❡ s✉r ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞✬❡✛❛❝❡♠❡♥t✱ ❡t ϕ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♣❛①✴♣❛①
❞❛♥s c✳ ❖♥ ❞❡✈r❛✐t ❛✈♦✐r !xx(w(ϕ)) = 0✳ ❖r✱ ❧❡ ♠ê♠❡ ❝❤❡♠✐♥ ♣rés❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❛✉tr❡ s✲
❜♦ît❡ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ❡✛❛❝é❡ ❞❡✈r❛✐t ✈ér✐✜❡r !xx(w(ϕ)) 6= 0 ❝❛r ❝✬❡st ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ rés❡❛✉
♥♦r♠❛❧✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬❡✛❛❝❡♠❡♥t ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥
❢♦rt❡♠❡♥t ✜❞è❧❡ ♦✉ ♠ê♠❡ t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✜❞è❧❡✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❛ ♣❧✉s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ s❡r❛✐t
❞❡ ♥❡ ♣❛s ❛♥♥✉❧❡r ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ t❡❧s ❝❤❡♠✐♥s✱ q✉✐tt❡ à ♣r♦❝é❞❡r à ✉♥❡ ét❛♣❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡
❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❛✜♥ ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ♣♦✐❞s ❡♥ tr♦♣✳

❡♥❢♦✉✐ss❡♠❡♥t ❙♦✐❡♥t b ❡t b′ ❞❡✉① s✲❜♦ît❡s✱ ♦ù b′ s✬❡♥❢♦✉✐t ❞❛♥s b✱ ♦♥ ❞♦✐t ❛✈♦✐r

!lx(w(ϕ))⋆!ll(w(ϕ′))!lx(w(ϕ′′)) = !ll(w(ϕ)⋆!ll(w(ϕ′))w(ϕ′′)) ✭✼✳✽✮

!lx(w(ϕ))!lx(w(ϕ′)) = !lx(!lx(w(ϕ))w(ϕ′)) ✭✼✳✾✮

!xx(w(ϕ)) = !xx(!xx(w(ϕ))) ✭✼✳✶✵✮

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✼✳✶✵ ❡st ❡①♣r✐♠é❡ ♣♦✉r ϕ ❝❤❡♠✐♥ ♣❛①✴♣❛① ❞❛♥s b′✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✼✳✾ ❡st ❝♦♥sé✲
q✉❡♥❝❡ ❞❡

!lx(x) = !lx(!lx(x))

❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❙♦✐❡♥t b ❡t b′ ❞❡✉① s✲❜♦ît❡s✱ ❛✈❡❝ b′ s✬❛❣ré❣❡❛♥t ❞❛♥s b✳ ❖♥ ❞♦✐t ❛✈♦✐r

!lx(w(ϕ))⋆!ll(w(ϕ′))!lx(w(ϕ′′)) = !ll(w(ϕ)⋆w(ϕ′)w(ϕ′′)) ✭✼✳✶✶✮

!lx(w(ϕ))!lx(w(ϕ′)) = !lx(w(ϕ)w(ϕ′)) ✭✼✳✶✷✮

!xx(w(ϕ)) = !xx(w(ϕ)) ✭✼✳✶✸✮

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✼✳✶✸ ❡st ✉♥❡ t❛✉t♦❧♦❣✐❡✱ ❡t q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✼✳✶✷ ❡st ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉
❢❛✐t q✉❡ !lx() s♦✐t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ❙❡✉❧❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✼✳✶✶ ❡st à ✈ér✐✜❡r✳ ❯♥❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠♣❧❡
❞❡ ❧✬♦❜t❡♥✐r ❡st ❞❡ ♣♦s❡r !lx(x) = !ll(x)✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✼✳✶✵ ▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❢r❡✐♥s à ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❢♦rt❡♠❡♥t ✜❞è❧❡ s♦♥t
t♦✉s ❧✐és ❛✉① ❝❤❡♠✐♥s ♣❛①✴♣❛① ♦✉ ♣❛❧✴♣❛①✳

✼✳✷ ●é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬■♥t❡r❛❝t✐♦♥

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✶✶ ❙♦✐t B ✉♥❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❝❧♦s❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ●é♦♠étr✐❡
❞❡ ❧✬■♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ●❞■ ❡♥ ❛❜ré❣é✱ ❞❡ B ✉♥❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❢♦rt❡♠❡♥t ✜❞è❧❡ ♣♦✉r B✳

❱♦✐❧❛ ❧❡s ❣r❛♥❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ●❞■ ✿

✶✳ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❣é♥ér❛t❡✉rs ❡t r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ ♠♦♥♦ï❞❡ D✳

✷✳ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ D ❡st ♥♦r♠❛❧✳ ❖♥ s❡ r❛♠è♥❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ D ❛ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥✲
tr✐✈✐❛❧ ❡t à ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❧❡s ❝❛s ✉s✉❡❧s ♦♥ s✬❛rr❛♥❣❡
♣♦✉r q✉❡ D s♦✐t ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ ♠♦♥♦ï❞❡ s✐♠♣❧✐✜❛❜❧❡✳

✸✳ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❣é♥ér✐q✉❡ ❡t s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r B à ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s D✳

✹✳ ✈ér✐✜❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✼✳✶ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ rè❣❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥✲Pr♦♣r✐été ✼✳✶✷ ❙♦✐❡♥t w ✉♥❡ ●❞■ ❞✬✉♥❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ B ❝♦♠♣❧èt❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞✬✉♥
t②♣❛❣❡✱ ❡t R ∈ R(S ′)t ✉♥ rés❡❛✉ ❜✐❡♥ t②♣é ❛ss♦❝✐é✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ w ❡st à ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s C[M]✳



✽✵ ●é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬■♥t❡r❛❝t✐♦♥

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ●❞■ ❞❡ R✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ R✱ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥
→B

Ex(R) =
∑

ϕ∈Pf (R)

w(ϕ) =
∑

ϕ∈Prf (R)

w(ϕ) ∈ C[M]

Pr❡✉✈❡ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ R →R R′✱ ♦♥ ❛ Ex(R) =
∑

ϕ∈Pf (R) w(ϕ) =
∑

ϕ∈Pf (R) w(δR(ϕ))

❝❛r w ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ✜❞è❧❡✳ ❖r✱ ❡♥ ✈❡rt✉ ❞✉ ❢❛✐t ✻✳✽ ♦♥ ❛ ❛✐♥s✐ t♦✉s ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ Pf (R′) ❡t
Ex(R) = Ex(R′)✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ R0 s♦✐t ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ R✳ ❖♥ ❛ Ex(R) = Ex(R0)✳ ▼❛✐s
Pf (R0) ét❛♥t ✜♥✐ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ Ex(R) ♥❡ ❝♦♠♣t❡ q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ t❡r♠❡s ❞❛♥s M✱ ❡t
❛♣♣❛rt✐❡♥t ❞♦♥❝ à ❧✬❛❧❣è❜r❡ C[M]✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✼✳✶✸ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ s✐ ϕ ∈ Pf (R) ❛❧♦rs ϕr ∈ Pf (R)✱ ❡t ❛✐♥s✐ Ex(R)⋆ = Ex(R)✳
❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r Ex 1

2

(R) =
∑

ϕ∈P w(ϕ) ♦ù P ⊂ Pf (R) ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉✬✉♥

s❡✉❧ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s à ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣rès✳ ❖♥ ré❝✉♣èr❡ Ex(R) ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ Ex(R) = Ex 1

2

(R)+Ex 1

2

(R)⋆✳

✼✳✸ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ●❞■

✼✳✸✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s s②♥t❤ét✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡s

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

p ⊥ q ⇐⇒ p⋆q = q⋆p = 0

p⊥q ⇐⇒ p ⊥ q, p⋆p = q⋆q = 1

p⊥
+
q ⇐⇒ p⋆p = q⋆q = 1, pp⋆ + qq⋆ = 1

u↔ v ⇐⇒ uv = vu
E ↔ F ⇐⇒ ∀u ∈ E,∀v ∈ F, u↔ v

u
⋆
↔ v ⇐⇒ {u} ↔ {v, v⋆}

E
⋆
↔ F ⇐⇒ ∀u ∈ E,∀v ∈ F, u

⋆
↔ v

❙✐ p ⊥ q ✭r❡s♣✳ p⊥q✮ ♦♥ ❞✐r❛ q✉❡ p ❡t q s♦♥t ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① ✭r❡s♣✳ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ♦rt❤♦❣♦♥❛✉①✮✳
▲❡s ♣r♦♣r✐étés ↔ ❡t

⋆
↔ s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥✳

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ p⊥
+
q ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ q✉♦t✐❡♥t❛♥t ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞✉ ♠♦♥♦ï❞❡ ❝♦♥str✉✐t✳ ◆♦t♦♥s

q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ q✉♦t✐❡♥t p⊥
+
q ⇒ p⊥q✳

✼✳✸✳✷ ●❞■ ❞❡ ▼▲▲

▲❛ ●❞■ ❞❡ ▼▲▲✱ ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✹✳✸✱ ❡st ✉♥❡ ❞❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡s q✉✐ s♦✐t ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡✳
❙♦✐t

M =
〈
p, q

∣∣ p⊥q
〉1
0

✐❧ ❡st ♥♦r♠❛❧ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ab⋆✳ ❖♥ ♣♦s❡

w(`, 1) = p w(`, 2) = q

w(⊗, 1) = q w(⊗, 2) = p

❘❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✿



✼✳✸ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ●❞■ ✽✶

` ⊗ → ` ⊗

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s q✉❡ ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r w ♣♦✉r êtr❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ✜❞è❧❡ s♦♥t ❞♦♥❝

w(c1,1c
r
2,2) = p⋆p = 1 w(c1,2c

r
2,1) = q⋆q = 1

w(c1,1c
r
2,1) = q⋆p = 0 ❡t w(c1,2c

r
2,2) = q⋆p = 0

❖r✱ ❝❡ s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s q✉✐ ♦♥t s❡r✈✐ à ❝♦♥str✉✐r❡ M✳

✼✳✸✳✸ ●❞■ ❞❡ ❊▲▲

❙♦✐t

M =

〈
p, q, r, s

∣∣∣∣ !

∣∣∣∣
p⊥q, r⊥

+
s

!(x)↔ {r, s}

〉1

0

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ rr⋆ + ss⋆ = 1 ♥✬❡st ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦♥♦ï❞❡✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t q✉♦t✐❡♥t❡r s❡❧♦♥ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ q✉❡ ❞ès ❧♦rs q✉✬♦♥ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ s♦♠♠❡ ❡♥
♣r❡♥❛♥t ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞✉ ♠♦♥♦ï❞❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❛î♥❛♥t r⋆s = 0 ✐❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ❞❡
❧❛ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❛♥s ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ M✳

M ❡st ✉♥ ♠♦♥♦ï❞❡ ♥♦r♠❛❧ ❡t ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ab⋆✳
❖♥ ♣♦s❡

w(`, 1) = p w(`, 2) = q

w(⊗, 1) = q w(⊗, 2) = p

!ll(x) = !(x) !lx(x) = !(x) !xx(x) = !(x)

w(?2, 1) = r w(?2, 2) = s

❖♥ ✈ér✐✜❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❛✐♥s✐ ❝♦♥str✉✐t❡ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ✜❞è❧❡✳

✼✳✸✳✹ ●❞■ ❞❡ ▼❊▲▲

M =

〈
p, q, r, s, d, t

∣∣∣∣∣∣∣∣
!

∣∣∣∣∣∣∣∣

p⊥q, r⊥s
d⋆d = t⋆t = 1,
!(x)↔ {r, s},

!(x)t = t!(!(x)), !(x)d = dx

〉1

0

❖♥ ♣♦s❡
w(`, 1) = p w(`, 2) = q

w(⊗, 1) = q w(⊗, 2) = p

!ll(x) = !(x) !lx(x) = t!(x) !xx(x) = t!(x)t⋆

w(?2, 1) = r w(?2, 2) = s w(?1, 1) = d

w ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦rt❡♠❡♥t ✜❞è❧❡ ❡♥ ✈❡rt✉ ❞❡ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✼✳✶✵✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t
s✉♣♣r✐♠❡r t♦✉s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐és ❛✉① ❜♦ît❡s s✐ ❧✬♦♥ ♥❡ ré❞✉✐t q✉❡ ❞❡s ❜♦ît❡s s❛♥s ♣♦rt❡s
❛✉①✐❧✐❛✐r❡s✳



✽✷ ●é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬■♥t❡r❛❝t✐♦♥

❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✶✹ ❙♦✐t R\? ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ▼❊▲▲ ❞♦♥t ❧❡ t②♣❡ ♥❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ ♣❛s ❞❡
?✳

▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ▼❊▲▲ ❡st ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s✉r R\?✳
❙✐ r ∈ R\? ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ✜❧ ❛❝t✐❢ ❝♦♥♥❡❝té ❛✉ ♣♦rt ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✬✉♥❡ !✲❜♦✐t❡✱ ✉♥❡

♣r♦♠♦t✐♦♥✱ ❛❧♦rs r ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ✜❧ ❛❝t✐❢ ❝♦♥♥❡❝té ❛✉ ♣♦rt ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✬✉♥❡ ♣r♦♠♦t✐♦♥ ♥✬❛②❛♥t ♣❛s
❞❡ ♣♦rt❡s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s✳

w ❡st ✉♥❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❢♦rt❡♠❡♥t ✜❞è❧❡ s✉r R\?✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❢♦♥❞❛t❡✉r ❬●✐r✽✾❛❪ ❞❡ ❏❡❛♥✲❨✈❡s ●✐r❛r❞✳

✼✳✸✳✺ ●❞■ ❞❡ ▼❊▲▲ ❛✈❡❝ ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs s②♥t❤ét✐q✉❡s

❆✜♥ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❛❞r❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛❜❛♥❞♦♥♥❡r ♣❡♥❞❛♥t
✉♥ t❡♠♣s ❧❛ ❣é♥ér✐❝✐té✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ ❧❛
♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ s❡s ♣♦rts ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ?✳ ◆♦t♦♥s h(c) ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡
c✱ ❡t li(c) ❧❛ ♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ s♦♥ i✲è♠❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ s✐ c ❡st ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ?✳

❙♦✐t R ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ❙▼❊▲▲✱ s✐ ♦♥ ♥✉♠ér♦t❡ e1, . . . , en s❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ?✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs ((βi,j)j∈{1,...,α(ei)})i∈{1,...,n}✱ ❛♣♣❡❧é ♣❛q✉❡t ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡s✱
♦ù α(ei) ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ♣♦rts ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s ❞❡ ei✳ ❖♥ ♥♦t❡ c(βi,j) = lj(ei) q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❤❛r❣❡
❞❡ βi,j ✳

❙♦✐t

MR =

〈
p, q, βi,j

∣∣∣∣∣∣
!

∣∣∣∣∣∣

p⊥q,
∀j 6= k, βi,j⊥βi,k,

!(x)βi,j = βi,j !
c(βi,j)(x)

〉1

0

❈❡ ♠♦♥♦ï❞❡ ❡st s✐♠♣❧✐✜❛❜❧❡ ❡t ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ab⋆✳
❖♥ ♣♦s❡ w(ei,j) = βi,j ❛✐♥s✐ q✉❡ !ll(x) = !lx(x) = !xx(x) = !(x)✳
❙✐ R → R′ ♣❛r ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥✱ ❘❡❣♥✐❡r ❡t ❉❛♥♦s ♦♥t ♠♦♥tré ❞❛♥s ❬❉❘✾✺❪ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥

♠♦❞è❧❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ M ❞❡ MR ❡t MR′ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ M |= w(ϕ) = w(δ(ϕ))✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ rés✉❧t❛t
❞❡ ♣❡rs✐st❛♥❝❡ ❢♦rt❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ M ✳ ❖r M ét❛♥t ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❢❛✐t ✺✳✶✻✱ ❡t
❡♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ M ❡st ✜❞è❧❡✳ ❉♦♥❝✱ ❝❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ♣❡rs✐st❛♥❝❡ ❢♦rt❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡✈✐❡♥t ✉♥ rés✉❧t❛t
❣é♥ér❛❧ ❞❡ ♣❡rs✐st❛♥❝❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✼✳✶✺ ■❧ ❡st ❧é❣✐t✐♠❡ ❞❡ ✈♦✉❧♦✐r ❝♦♠♣❛r❡r ❝❡s ❞❡✉① ●❞■ ❞❡ ▼❊▲▲✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡
♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❞✬❛♣♣❛r❡♥❝❡ r❡str❡✐♥t✱ ❞❡ rés❡❛✉① ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ♦♥ ❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥
❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞✉ ♣♦✐❞s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s
♣❡rs✐st❛♥ts ♣❛rt♦✉t✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✽

λ✲❝❛❧❝✉❧
✳
✳
✳
✳

((λx.xx), {})
⋆(x, {x 7→ (x, {x 7→ (x, {x 7→ (x, {x 7→ ((λx.xx), {}), }}), }}), }}), }}) • ǫ

(x, {x 7→ ((λx.xx), {}), }})
⋆(x, {x 7→ (x, {x 7→ (x, {x 7→ (x, {x 7→ ((λx.xx), {}), }}), }}), }}), }}) • ǫ

❏✉♠♣

(x, {x 7→ (x, {x 7→ ((λx.xx), {}), }}), }})
⋆(x, {x 7→ (x, {x 7→ (x, {x 7→ (x, {x 7→ ((λx.xx), {}), }}), }}), }}), }}) • ǫ

❏✉♠♣

(x, {x 7→ (x, {x 7→ (x, {x 7→ ((λx.xx), {}), }}), }}), }})
⋆(x, {x 7→ (x, {x 7→ (x, {x 7→ (x, {x 7→ ((λx.xx), {}), }}), }}), }}), }}) • ǫ

❏✉♠♣

(x, {x 7→ (x, {x 7→ (x, {x 7→ (x, {x 7→ ((λx.xx), {}), }}), }}), }}), }})
⋆(x, {x 7→ (x, {x 7→ (x, {x 7→ (x, {x 7→ ((λx.xx), {}), }}), }}), }}), }}) • ǫ

❏✉♠♣

(xx, {x 7→ (x, {x 7→ (x, {x 7→ (x, {x 7→ ((λx.xx), {}), }}), }}), }}), }})
⋆ǫ

P✉s❤

((λx.xx), {})
⋆(x, {x 7→ (x, {x 7→ (x, {x 7→ ((λx.xx), {}), }}), }}), }}) • ǫ

P♦♣

(x, {x 7→ ((λx.xx), {}), }})
⋆(x, {x 7→ (x, {x 7→ (x, {x 7→ ((λx.xx), {}), }}), }}), }}) • ǫ

❏✉♠♣

(x, {x 7→ (x, {x 7→ ((λx.xx), {}), }}), }})
⋆(x, {x 7→ (x, {x 7→ (x, {x 7→ ((λx.xx), {}), }}), }}), }}) • ǫ

❏✉♠♣

(x, {x 7→ (x, {x 7→ (x, {x 7→ ((λx.xx), {}), }}), }}), }})
⋆(x, {x 7→ (x, {x 7→ (x, {x 7→ ((λx.xx), {}), }}), }}), }}) • ǫ

❏✉♠♣

(xx, {x 7→ (x, {x 7→ (x, {x 7→ ((λx.xx), {}), }}), }}), }})
⋆ǫ

P✉s❤

((λx.xx), {})
⋆(x, {x 7→ (x, {x 7→ ((λx.xx), {}), }}), }}) • ǫ

P♦♣

(x, {x 7→ ((λx.xx), {}), }})
⋆(x, {x 7→ (x, {x 7→ ((λx.xx), {}), }}), }}) • ǫ

❏✉♠♣

(x, {x 7→ (x, {x 7→ ((λx.xx), {}), }}), }})
⋆(x, {x 7→ (x, {x 7→ ((λx.xx), {}), }}), }}) • ǫ

❏✉♠♣

(xx, {x 7→ (x, {x 7→ ((λx.xx), {}), }}), }})
⋆ǫ

P✉s❤

((λx.xx), {})
⋆(x, {x 7→ ((λx.xx), {}), }}) • ǫ

P♦♣

(x, {x 7→ ((λx.xx), {}), }})
⋆(x, {x 7→ ((λx.xx), {}), }}) • ǫ

❏✉♠♣

(xx, {x 7→ ((λx.xx), {}), }})
⋆ǫ

P✉s❤

((λx.xx), {})
⋆((λx.xx), {}) • ǫ

P♦♣

((λx.xx)(λx.xx), {})
⋆ǫ

P✉s❤



✽✹ λ✲❝❛❧❝✉❧

▲❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞✬❛ss❡♠❜❧❡✉r ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡ ✿ ✐♥✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ♣♦✉r é❝r✐r❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ♠❛✐s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣♦✉r ❧❡✉r ét✉❞❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ t♦✉s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡s s✬❡♥❝♦❞❛♥t ❞❛♥s ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ s❛✈♦✐r é✈❛❧✉❡r
❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r s❛✈♦✐r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t é✈❛❧✉❡r✳

✽✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s

❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s x, y, . . . ✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡
λ✲t❡r♠❡s ❧❡s t❡r♠❡s ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡

u, v ::= uv | λx.u | x

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s λ✲t❡r♠❡s ❡st ♥♦té Λ✳
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝♦♥t❡①t❡s ❧❡s t❡r♠❡s ❞é✜♥✐s ♣❛r

u, v ::= uv | λx.u | x | 〈〉

❡t ❝♦♥t❡♥❛♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞✉ s②♠❜♦❧❡ 〈〉✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s ❡st ♥♦té
Λ〈〉✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ C✱ ♦♥ ♥♦t❡ C〈t〉 ❧❡ λ✲t❡r♠❡ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t 〈〉 ♣❛r t✳ ❯♥❡
r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ R s✉r Λ ❡st ❞✐t❡ ♣❛ss❛♥t ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❧♦rsq✉❡

∀C ∈ Λ〈〉,∀u, v ∈ Λ, u R v ⇒ C〈u〉 R C〈v〉

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ β✲ré❞✉❝t✐♦♥✱ ❡t ❧✬♦♥ ♥♦t❡ →β ✱ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♣❛ss❛♥t ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ t❡❧❧❡
q✉❡

(λx.t)u→β t[u/x] ✭✽✳✶✮

♦ù x 6∈ u ❡t •[•/•] s✐❣♥✐✜❡
(uv)[M/x] = u[M/x]v[M/x]

(λy.t)[M/x] =

{
λy.t s✐ x = y

λy.t[M/x] s✐♥♦♥
y[M/x] =

{
M s✐ x = y

y s✐♥♦♥

▲❡ ♠♦t✐❢ à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ✭✽✳✶✮ ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥ r❡❞❡①✳ ❯♥ t❡r♠❡ s❛♥s r❡❞❡① ❡st ❞✐t ❡♥ ❢♦r♠❡
♥♦r♠❛❧❡✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ t❡r♠❡ ♣♦ssé❞❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs r❡❞❡①s✱ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ♠❛✲
♥✐èr❡ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❧❡q✉❡❧ ré❞✉✐r❡ ❡st ❛♣♣❡❧é str❛té❣✐❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳ ▲❛ str❛té❣✐❡ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡
❝♦♥s✐st❡ à ré❞✉✐r❡ ❧❡ r❡❞❡① ❧❡ ♣❧✉s à ❣❛✉❝❤❡✱ ♣❛r♠✐ ❧❡s ✐♥♥♦♠❜r❛❜❧❡s ❛✉tr❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ str❛té✲
❣✐❡s ❝✐t♦♥s ❧✬❛♣♣❡❧✲♣❛r✲♥♦♠ ❡t ❧✬❛♣♣❡❧✲♣❛r✲✈❛❧❡✉r✱ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ❢❛✐t q✉✬à ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡
str❛té❣✐❡ ♣❡✉t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ ✉♥ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ❝♦♠♣❧❡t✳

✽✳✷ ❊①❡♠♣❧❡s

❖♥ ❞♦♥♥❡ ✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ λ✲t❡r♠❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉r ré❞✉❝t✐♦♥s✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ λx1 . . . xn.t
❧❡ t❡r♠❡ λx1. . . . .λxn.t✳

▲❡ λ✲t❡r♠❡ ✐❞❡♥t✐té λx.x ❞♦♥t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❥✉st✐✜❡ ❧✬❛♣♣❡❧❧❛t✐♦♥ ✿

(λx.x)t→β t

❖♥ ♣♦s❡ δ = λx.xx ❡t Ω = δδ✳ ❖♥ ❛ Ω→β Ω✳



✽✳✸ ▲❛ ❑❆▼ ✽✺

P♦✉r t♦✉t n ∈ N✱ ♦♥ ♣♦s❡ n = λfx.fnx ♦ù f0x = x ❡t fn+1x = f(fnx)✱ ❝❡s t❡r♠❡s s♦♥t
❛♣♣❡❧és ❡♥t✐❡rs ❞❡ ❈❤✉r❝❤✳ ❖♥ ❛✱ ❛✈❡❝ m,n 6= 0 ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ré❞✉❝t✐♦♥✱

n m→∗
β m

n, (λnmfx.nf(mfx))n m→∗
β n+m, (λnmfx.n(mf)x)n m→∗

β nm

✽✳✸ ▲❛ ❑❆▼

❯♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥❝rèt❡ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s t❡r♠❡s ✿ ✐❧ ❡st
t♦✉❥♦✉rs ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ r❡❝♦✉r✐r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①tér✐❡✉r❡ à ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ❖♥
❛♣♣❡❧❧❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✉♥ ♣r♦❝é❞é ré❛❧✐s❛♥t ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳ ▲❛
♠❛❝❤✐♥❡ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❡st s❛♥s ❞♦✉t❡ ❧❛ ❑❆▼✱ ♣♦✉r ❑r✐✈✐♥❡ ❆❜str❛❝t ▼❛❝❤✐♥❡✱ s❡r✈❛♥t ❞❡
❜❛s❡ ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❑r✐✈✐♥❡ s✉r ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❝❧❛ss✐q✉❡✳

▲❛ ❑❆▼ ♥✬é✈❛❧✉❡ ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡s t❡r♠❡s ♠❛✐s ❞❡s ❝❧ôt✉r❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s ♣❛✐r❡s
(t, E) ♦ù t ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❡t E ❡st ✉♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜♥✐ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡s
❝❧ôt✉r❡s✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❯♥ ét❛t ❞❡ ❧❛ ❑❆▼ ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ c ⋆ π ♦ù ❝ ❡st ✉♥❡ ❝❧ôt✉r❡
❡t π ✉♥❡ ♣✐❧❡ ❞❡ ❝❧ôt✉r❡s✱ ❡t ✉♥ ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡ t❡r♠❡ t ❡st (t, E) ⋆ ǫ✱ ♦ù E ❛ ♣♦✉r
❞♦♠❛✐♥❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡s ❞❡ t ❡t ǫ ❡st ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❢♦♥❞ ❞❡ ♣✐❧❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ • ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡
❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✐❧❡✳

▲✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❑❆▼ s✬❡✛❡❝t✉❡ s❡❧♦♥ ❧❡s rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ♦r✐❡♥té❡s ❞✉ ❜❛s ✈❡rs ❧❡ ❤❛✉t ✿

(t, E ∪ {x 7→ c}) ⋆ π

(λx.t, E) ⋆ c • π
P♦♣ ✭x ♥♦♥ ❧✐❜r❡ ❞❛♥s E✮

(u,E) ⋆ (v,E) • π

(u v,E) ⋆ π
P✉s❤

(t, E′) ⋆ π

(x,E ∪ {x 7→ (t, E′)}) ⋆ π
❏✉♠♣

❈❡s tr♦✐s rè❣❧❡s s♦♥t s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❛✐s ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ✈r❛✐♠❡♥t ❝❛❧✲
❝✉❧❡r ❞❡s ré❞✉✐ts ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ q✉❡❧q✉❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✳

▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❛ rè❣❧❡ P♦♣ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ x ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧✐❜r❡ ❞❛♥s ✉♥ t❡r♠❡
❞✬✉♥❡ ❝❧ôt✉r❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ E✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st q✉❡❧q✉❡❢♦✐s ❛♣♣❡❧é❡ ❢r❛î❝❤❡✉r✳ ❊❧❧❡ s❡ ❝♦♥t♦✉r♥❡
❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❡♥ r❛❥♦✉t❛♥t ✉♥❡ ét❛♣❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞✬α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✿

(λy.t[y/x], E) ⋆ π

(λx.t, E) ⋆ π
α✲❝♦♥✈ ✭x ❧✐❜r❡ ❞❛♥s E✱ y ♥♦♥ ❧✐❜r❡ ❞❛♥s E ❡t t✮

P♦✉r s✬❛♣♣❧✐q✉❡r✱ ❧❛ rè❣❧❡ P♦♣ ♥é❝❡ss✐t❡ q✉❡ ❧❛ ♣✐❧❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❝❧ôt✉r❡✳ ❈❡tt❡
r❡str✐❝t✐♦♥ r❡✈✐❡♥t à ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❞❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ✈❡rs ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s✳ ❯♥❡ ♣✐❧❡ ✈✐❞❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞♦♥❝ à ✉♥ λ ❡♥ têt❡✱ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥t✐♥✉❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥❡ rè❣❧❡ ✿

(t, E) ⋆ ǫ

(λx.t, E) ⋆ ǫ
❍❡❛❞ λx

❈❧♦r❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ♣❡r♠❡t ❞✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❏✉♠♣ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ t♦✉❥♦✉rs✱
❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥❡ s✬❛rrêt❡ ❥❛♠❛✐s✳ ❋✐♥✐r s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t
♣❛s ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ r❡t♦✉r q✉✬♦♥ r❡❧✐t ❡♥ ❛❝❝✉♠✉❧❛♥t
❧❡s λ ♣r♦❞✉✐t ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡t ❡♥ é✈❛❧✉❛♥t ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ♣✐❧❡✳ ❉❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞✬é✈❛❧✉❡r
❝❡s t❡r♠❡s r❡st❛♥ts ❞é♣❡♥❞ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ♦❜t❡♥✐r✳ ❊ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t✱
❞❡✉① ❝❤♦✐① s❡ ♣rés❡♥t❡♥t ✿ s♦✐t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧❡s é✈❛❧✉❡r à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛



✽✻ λ✲❝❛❧❝✉❧

❑❆▼✱ s♦✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐és ♣❛r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s
❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ♦♥ ♦❜t✐❡♥❞r❛ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❡t ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡
têt❡✳

P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡ ✐❧ s✉✣t ❞✬❛❥♦✉t❡r ❧❛ rè❣❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

λx1 . . . λxn.x u1[e1] . . . um[em]

(x, {}) ⋆ (u1, e1) • . . . • (um, em) • ǫ
❍❡❛❞ ❘❡t✉r♥

✳✳✳
✳✳✳

❍❡❛❞ λxn

✳✳✳
❍❡❛❞ λx1

♦ù ❧✬♦♥ ♥❡ ❢❛✐t q✉✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❛♥s ❧❡s ui✳
P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ✐❧ ❢❛✉t à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❡✛❡❝t✉❡r ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s

ui✳ ▲❛ rè❣❧❡ à ❛❥♦✉t❡r ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❡st ❛❧♦rs ✿

λx1 . . . λxn.x u1 . . . um

(x, {})
❘❡t✉r♥

⋆

u1✳✳✳✳ ❘❡t✉r♥
c1 • . . . •

um✳✳✳✳ ❘❡t✉r♥
cm •ǫ

✳✳✳
❙✉❜❝❛❧❧

✳✳✳
❍❡❛❞ λxn

✳✳✳
❍❡❛❞ λx1

♦ù ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ui ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ✜♥❛❧✱ ♣❛r ✉♥❡ rè❣❧❡ ❘❡t✉r♥ ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ci✳
▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ t[e] s✐❣♥✐✜❡ t[t′1/x1] . . . [t

′
n/xn] ♣♦✉r dom(e) = {x1, . . . , xn}✱ e(xi) = (ti, ei) ❡t

t′i = ti[ei]✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s✱
❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ rè❣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❛r❣✉♠❡♥t s♦✐t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡ à
❣❛✉❝❤❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❧❡ t❡r♠❡ xΩ✱ ♦ù Ω = (λx.xx)(λx.xx)✱ ❘❡t✉r♥ ❡ss❛②❡✱ s❛♥s s✉❝❝ès ✶✱ ❞✬é✈❛✲
❧✉❡r Ω✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❡st r❡♥✈♦②é ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣❛r ❍❡❛❞ ❘❡t✉r♥✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ❋✐❣✳ ✽✳✶ ❡t
❋✐❣✳ ✽✳✷ ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❞✉ t❡r♠❡ 2 2 ♣❛r ❧❛ ❑❆▼ ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❘❡t✉r♥ ❡t ❞❡ ❧❛
rè❣❧❡ ❍❡❛❞ ❘❡t✉r♥✳

✽✳✹ ❚r❛❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❞❛♥s ❙▼❊▲▲

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐ ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❙▼❊▲▲✱ ✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✷✱
❝♦♠♠❡ ❡❧❧❡ ❛♣♣❛r❛✐t ❞❛♥s ❧❛ t❤ès❡ ❬❘❡❣✾✷❪ ❞❡ ▲❛✉r❡♥t ❘❡❣♥✐❡r✳

❖♥ ♥♦t❡ FV(t) ❧❡♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ t✳ ❖♥ ♥♦t❡
occx(t) ❧❡ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ x ❞❛♥s t✱ ❡♥ s♦rt❡ q✉❡ FV(t) =

∑
x occx(t)✳

▲❡s rés❡❛✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r tr❛❞✉❝t✐♦♥ s❡r♦♥t ♠✉♥✐s ❞✬✉♥ ét✐q✉❡t❛❣❡ ❞❡ ❧❡✉r ♣♦rts ❧✐❜r❡s ♣❛r
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦✉ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ o✳

❙♦✐t t ✉♥ λ✲t❡r♠❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐ ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ t• ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✿

✈❛r✐❛❜❧❡ s✐ t = x ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♦♥ ♣♦s❡

x• =
x o

✶❝❢✳ ❧❛ ♣❛❣❡ ❞❡ ❣❛r❞❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡✳



✽✳✹ ❚r❛❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❞❛♥s ❙▼❊▲▲ ✽✼

λxx0.x
4x0

(x, {})
❘❡t✉r♥

x3x0

(x, {})
❘❡t✉r♥

x2x0

(x, {})
❘❡t✉r♥

xx0

(x, {})
❘❡t✉r♥

x0

(x0, {})
❘❡t✉r♥

(x0, {x0 7→ (x0, {}), }})
⋆ǫ

❏✉♠♣

(x, {})
⋆(x0, {x0 7→ (x0, {}), }}) • ǫ

❙✉❜❝❛❧❧

(f, {f 7→ (x, {}), }})
⋆(x0, {x0 7→ (x0, {}), }}) • ǫ

❏✉♠♣

(fx0, {x0 7→ (x0, {}), f 7→ (x, {}), }}})
⋆ǫ

P✉s❤

(x, {})
⋆(fx0, {x0 7→ (x0, {}), f 7→ (x, {}), }}}) • ǫ

❙✉❜❝❛❧❧

(f, {f 7→ (x, {}), }})
⋆(fx0, {x0 7→ (x0, {}), f 7→ (x, {}), }}}) • ǫ

❏✉♠♣

(f2x0, {x0 7→ (x0, {}), f 7→ (x, {}), }}})
⋆ǫ

P✉s❤

(λx0.f
2x0, {f 7→ (x, {}), }})
⋆(x0, {}) • ǫ

P♦♣

(λx.f2x, {f 7→ (x, {}), }})
⋆(x0, {}) • ǫ

α✲❝♦♥✈ x→ x0

(λfx.f2x, {})
⋆(x, {}) • (x0, {}) • ǫ

P♦♣

(f, {f 7→ (λfx.f2x, {}), }})
⋆(x, {}) • (x0, {}) • ǫ

❏✉♠♣

(fx, {f 7→ (λfx.f2x, {}), }})
⋆(x0, {}) • ǫ

P✉s❤

(f, {f 7→ (fx, {f 7→ (λfx.f2x, {}), }}), }})
⋆(x0, {}) • ǫ

❏✉♠♣

(fx0, {f 7→ (fx, {f 7→ (λfx.f2x, {}), }}), }})
⋆ǫ

P✉s❤

(x0, {x0 7→ (fx0, {f 7→ (fx, {f 7→ (λfx.f2x, {}), }}), }}), }})
⋆ǫ

❏✉♠♣

(x, {})
⋆(x0, {x0 7→ (fx0, {f 7→ (fx, {f 7→ (λfx.f2x, {}), }}), }}), }}) • ǫ

❙✉❜❝❛❧❧

(f, {f 7→ (x, {}), }})
⋆(x0, {x0 7→ (fx0, {f 7→ (fx, {f 7→ (λfx.f2x, {}), }}), }}), }}) • ǫ

❏✉♠♣

(fx0, {x0 7→ (fx0, {f 7→ (fx, {f 7→ (λfx.f2x, {}), }}), }}), f 7→ (x, {}), }}})
⋆ǫ

P✉s❤

(x, {})
⋆(fx0, {x0 7→ (fx0, {f 7→ (fx, {f 7→ (λfx.f2x, {}), }}), }}), f 7→ (x, {}), }}}) • ǫ

❙✉❜❝❛❧❧

(f, {f 7→ (x, {}), }})
⋆(fx0, {x0 7→ (fx0, {f 7→ (fx, {f 7→ (λfx.f2x, {}), }}), }}), f 7→ (x, {}), }}}) • ǫ

❏✉♠♣

(f2x0, {x0 7→ (fx0, {f 7→ (fx, {f 7→ (λfx.f2x, {}), }}), }}), f 7→ (x, {}), }}})
⋆ǫ

P✉s❤

(λx0.f
2x0, {f 7→ (x, {}), }})

⋆(fx0, {f 7→ (fx, {f 7→ (λfx.f2x, {}), }}), }}) • ǫ

P♦♣

(λx.f2x, {f 7→ (x, {}), }})
⋆(fx0, {f 7→ (fx, {f 7→ (λfx.f2x, {}), }}), }}) • ǫ

α✲❝♦♥✈ x→ x0

(λfx.f2x, {})
⋆(x, {}) • (fx0, {f 7→ (fx, {f 7→ (λfx.f2x, {}), }}), }}) • ǫ

P♦♣

(f, {f 7→ (λfx.f2x, {}), }})
⋆(x, {}) • (fx0, {f 7→ (fx, {f 7→ (λfx.f2x, {}), }}), }}) • ǫ

❏✉♠♣

(fx, {f 7→ (λfx.f2x, {}), }})
⋆(fx0, {f 7→ (fx, {f 7→ (λfx.f2x, {}), }}), }}) • ǫ

P✉s❤

(f, {f 7→ (fx, {f 7→ (λfx.f2x, {}), }}), }})
⋆(fx0, {f 7→ (fx, {f 7→ (λfx.f2x, {}), }}), }}) • ǫ

❏✉♠♣

(f2x0, {f 7→ (fx, {f 7→ (λfx.f2x, {}), }}), }})
⋆ǫ

P✉s❤

(λx0.f
2x0, {f 7→ (fx, {f 7→ (λfx.f2x, {}), }}), }})

⋆ǫ

❍❡❛❞ λx0

(λx.f2x, {f 7→ (fx, {f 7→ (λfx.f2x, {}), }}), }})
⋆ǫ

α✲❝♦♥✈ x→ x0

(λfx.f2x, {})
⋆(fx, {f 7→ (λfx.f2x, {}), }}) • ǫ

P♦♣

(f, {f 7→ (λfx.f2x, {}), }})
⋆(fx, {f 7→ (λfx.f2x, {}), }}) • ǫ

❏✉♠♣

(f2x, {f 7→ (λfx.f2x, {}), }})
⋆ǫ

P✉s❤

(λx.f2x, {f 7→ (λfx.f2x, {}), }})
⋆ǫ

❍❡❛❞ λx

(λfx.f2x, {})
⋆(λfx.f2x, {}) • ǫ

P♦♣

((λfx.f2x)(λfx.f2x), {})
⋆ǫ

P✉s❤

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✿ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ (λfx.f2x)(λfx.f2x) ♣❛r ❧❛ ❑❆▼ + ❘❡t✉r♥



✽✽ λ✲❝❛❧❝✉❧

λxx0.x
2(((λfx.f2x)x)x0)

(x, {})
⋆(fx0, {x0 7→ (fx0, {f 7→ (fx, {f 7→ (λfx.f2x, {}), }}), }}), f 7→ (x, {}), }}}) • ǫ

❍❡❛❞❘❡t✉r♥

(f, {f 7→ (x, {}), }})
⋆(fx0, {x0 7→ (fx0, {f 7→ (fx, {f 7→ (λfx.f2x, {}), }}), }}), f 7→ (x, {}), }}}) • ǫ

❏✉♠♣

(f2x0, {x0 7→ (fx0, {f 7→ (fx, {f 7→ (λfx.f2x, {}), }}), }}), f 7→ (x, {}), }}})
⋆ǫ

P✉s❤

(λx0.f
2x0, {f 7→ (x, {}), }})

⋆(fx0, {f 7→ (fx, {f 7→ (λfx.f2x, {}), }}), }}) • ǫ

P♦♣

(λx.f2x, {f 7→ (x, {}), }})
⋆(fx0, {f 7→ (fx, {f 7→ (λfx.f2x, {}), }}), }}) • ǫ

α✲❝♦♥✈ x→ x0

(λfx.f2x, {})
⋆(x, {}) • (fx0, {f 7→ (fx, {f 7→ (λfx.f2x, {}), }}), }}) • ǫ

P♦♣

(f, {f 7→ (λfx.f2x, {}), }})
⋆(x, {}) • (fx0, {f 7→ (fx, {f 7→ (λfx.f2x, {}), }}), }}) • ǫ

❏✉♠♣

(fx, {f 7→ (λfx.f2x, {}), }})
⋆(fx0, {f 7→ (fx, {f 7→ (λfx.f2x, {}), }}), }}) • ǫ

P✉s❤

(f, {f 7→ (fx, {f 7→ (λfx.f2x, {}), }}), }})
⋆(fx0, {f 7→ (fx, {f 7→ (λfx.f2x, {}), }}), }}) • ǫ

❏✉♠♣

(f2x0, {f 7→ (fx, {f 7→ (λfx.f2x, {}), }}), }})
⋆ǫ

P✉s❤

(λx0.f
2x0, {f 7→ (fx, {f 7→ (λfx.f2x, {}), }}), }})

⋆ǫ

❍❡❛❞ λx0

(λx.f2x, {f 7→ (fx, {f 7→ (λfx.f2x, {}), }}), }})
⋆ǫ

α✲❝♦♥✈ x→ x0

(λfx.f2x, {})
⋆(fx, {f 7→ (λfx.f2x, {}), }}) • ǫ

P♦♣

(f, {f 7→ (λfx.f2x, {}), }})
⋆(fx, {f 7→ (λfx.f2x, {}), }}) • ǫ

❏✉♠♣

(f2x, {f 7→ (λfx.f2x, {}), }})
⋆ǫ

P✉s❤

(λx.f2x, {f 7→ (λfx.f2x, {}), }})
⋆ǫ

❍❡❛❞ λx

(λfx.f2x, {})
⋆(λfx.f2x, {}) • ǫ

P♦♣

((λfx.f2x)(λfx.f2x), {})
⋆ǫ

P✉s❤

❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✿ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ (λfx.f2x)(λfx.f2x) ♣❛r ❧❛ ❑❆▼ + ❍❡❛❞ ❘❡t✉r♥



✽✳✹ ❚r❛❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❞❛♥s ❙▼❊▲▲ ✽✾

❛❜str❛❝t✐♦♥ s✐ t = λx.u✱ ♦♥ ♣♦s❡

(λx.u)• =
o

u•

x x. . .. . .

FV(u) − occx(u)

?

`

o

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✐ t = (u)v✱ ♦♥ ♣♦s❡

[(u)v]• =

v•

u•

!

⊗

. . .

FV(v)
. . .

FV(u)

❙✐ t →β t
′ ♦♥ ❛ t• →2 t′•✱ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ✈r❛✐ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♥✬❡st

♣❧✉s ❛t♦♠✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉①✳ ❖♥ ❛✉r❛✐t ♣✉ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛rt✐r ❞❡ t• ❡t ré❞✉✐r❡ ❞❡✉① r❡❞❡①
`/⊗ ♦❜t❡♥❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ rés❡❛✉ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ λ✲t❡r♠❡✳

✽✳✹✳✶ ❚②♣❛❣❡ ♣✉r

▲❡s tr❛❞✉❝t✐♦♥s ❞❡ t❡r♠❡s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♣✉r ♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉s t②♣❛❜❧❡s ❛✉ s❡♥s ✉s✉❡❧✳ ❖♥
✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ s✉r ❞❡✉① ❛t♦♠❡s O ❡t I ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ O =
?I `O✳ ▲❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❡st ❛❧♦rs ❜✐❡♥ t②♣é✱ ❧❡ ♣♦rt ❧✐❜r❡ ❞✬ét✐q✉❡tt❡ o ❛ ❧❡ t②♣❡ O
❡t ❝❤❛q✉❡ ♣♦rt ét✐q✉❡té ♣❛r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛ ❧❡ t②♣❡ I✳

✽✳✹✳✷ ●❞■

◆♦t♦♥s q✉✬❛✈❡❝ ❧❡ t②♣❛❣❡ ♣✉r ✐❧ ♥✬❡st ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ré❝✉♣ér❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
♣ré❝✐s❡ ❞❡ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ●❞■ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✼✳✶✹✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ s✐ t ❛ ♣♦✉r
❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs Ex(t•) ❡st ✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t✳

✽✳✹✳✸ ❊①❡♠♣❧❡s

❖♥ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ✐❝✐ q✉❡ ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡s ❡①é❝✉t✐♦♥s ❡♥ ✈❡rt✉ ❞❡ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✼✳✶✸✳

(λx.x)• = `

?

❡t Ex 1

2

((λx.x)•) = pα⋆q⋆ ♦ù α ❡st ❞❡ ❝❤❛r❣❡ 0✳

δ• = `

? !⊗

❡t Ex 1

2

(δ•) = pz0qq
⋆ + pz1p

⋆z⋆
0p

⋆ ♦ù zi ❡st ❞❡ ❝❤❛r❣❡ i✳



✾✵ λ✲❝❛❧❝✉❧

Ω• = `

? !⊗`

? !⊗

!

⊗

❞♦♥t ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ●❞■ ❝❛r ✐❧ ♥✬❡st

♣❛s ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✳

0
•

= `

`?

?

✱ 1
•

= `

`?

?⊗

!

✱ 2
•

= `

`?

?⊗

⊗

!

!

✱ ✳ ✳ ✳ ❖♥ ✈♦✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ✉♥❡ ré❝✉r✲

r❡♥❝❡ é✈✐❞❡♥t❡ ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❝❡s rés❡❛✉① ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r n•✳ ❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡
❞❡ ❧❛ ●❞■✱ s✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥♥é ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡s (fi)i∈N ❡t (xi)i∈N

t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ fi ❡t xi s♦✐t i✳ ❖♥ ❛

Ex 1

2

(n•) = pf0qq
⋆q⋆ +

n−1∑

k=1

pfk!
k−1(!(q)p⋆)f⋆

k−1p
⋆ + qpxn!n−1(p⋆)f⋆

n−1p
⋆

❯♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t s❡r❛ ❝♦♥s❛❝ré à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ●❞■ ❞❡ ❝❡s t❡r♠❡s✱ ❡t ♣❧✉s
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞❡ ❧❡✉rs s❡♥s✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✾

❈♦♥❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ●❞■ ❞❡s λ✲t❡r♠❡s

❉❛♥s t♦✉t ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥ ét✉❞✐❡ ❙▼❊▲▲ ❡st ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡s tr❛❞✉❝t✐♦♥s ❞❡ λ✲
t❡r♠❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs

−→
φ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐st✐♥❣✉❡r

❞❡s ♣♦✐❞s✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛
←−
φ =

−→
φ r✳

✾✳✶ ❈♦♥❝✐s✐♦♥

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾✳✶ ❙♦✐t R ✉♥ rés❡❛✉ ❞♦♥t ❧❛ ●❞■ ❡st
∑n

i=1wi ❛✈❡❝ ❧❡s wi ∈ M✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝♦♥❝✐✲
s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ●❞■ ❞❡ R ❧✬❡♥t✐❡r |R| = n

2 ✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❝❛r n ❡st ♣❛✐r ❡♥ ✈❡rt✉ ❞❡ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✼✳✶✸✳ P♦✉r ✉♥
λ✲t❡r♠❡ t ♦♥ ♥♦t❡ ❛❜✉s✐✈❡♠❡♥t |t| = |t•|✳

❙✐ t →⋆
β t′ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t Ex(t•) = Ex(t′•)✳ ❈❡ q✉✐ ❡st ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s

ét♦♥♥❛♥t ❡st q✉❡ |t| ♥✬❡st ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t é❣❛❧ à |t′|✳ ❈❡❧❛ ❡st s✉r♣r❡♥❛♥t ❝❛r✱
s✬✐❧ ❡①✐st❡ u1, . . . , un t❡❧ q✉❡ tu1 . . . un →

⋆
β x ♦ù x ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs Ex((tu1 . . . un)•) =

Ex((t′u1 . . . un)•)✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ❞❛♥s ❧❛ ●❞■ ❞❡ t ❛✉t❛♥t ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ●❞■
❞❡ t′✳ ❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ ♣♦✉rq✉♦✐ |t| ❛ été ❛♣♣❡❧é ❝♦♥❝✐s✐♦♥ ✿ ♣❧✉s ❝❡ ♥♦♠❜r❡ ❡st ♣❡t✐t ♣❧✉s ❧❛ ●❞■
❛ ❝♦♠♣r❡ssé ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ s❡ ♣♦s❡ ❛❧♦rs ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❙♦✐t t0 ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✱ ♣❡✉t ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡r inft→⋆
β
t0 |t| ❄

❈❡tt❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡st✲❡❧❧❡ ❛tt❡✐♥t❡ ❄

❈❡s q✉❡st✐♦♥s s♦♥t très ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t s❛♥s s♦❧✉t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥ ✈❛
❡ss❛②❡r ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉r ✉♥ ❝❛s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ✿ ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ ❈❤✉r❝❤✳
▲❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❝❡ ❝❤♦✐① s♦♥t ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❛ ●❞■ ❞❡ ❝❡s t❡r♠❡s ❛ ✉♥❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥
♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ très ❝❧❛✐r❡ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥t✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♦♥ ♣❡✉t ② ❡①♣r✐♠❡r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧
s✐♠♣❧❡ q✉✐ ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ s♣❡❝t❛❝✉❧❛✐r❡ ✿ ❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❛t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❢♦r♠❛♥t
✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝✐s✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ |n| = n + 1✱ ✐❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s✱ ♣r❡♠✐❡r ❛♥❣❧❡ ❞✬❛tt❛q✉❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳

✾✳✷ ❯♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ |δn|

❆✈❛♥t ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ❛❞♠❡tt♦♥s q✉✬❛✉❝✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♥✬❡st ❞û à ❧✬✉t✐❧✐s❛✲
t✐♦♥ ❞❡ δ✱ ❡t ♦♥ ❛ |δn| = |n n|✳



✾✷ ❈♦♥❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ●❞■ ❞❡s λ✲t❡r♠❡s

▲❛ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ δ ❡st q✉✬✐❧ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♥✬✉t✐❧✐s❡r q✉✬✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ♣♦✐❞s ♣♦✉r
❧❡s ❞❡✉① n ❡t ❝❡❧❛ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦ût ♠✐♥✐♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❧❛ ●❞■ ❞❡ δ ❡st très s✐♠♣❧❡✳

❖♥ ✈❛ ❞❡ ♣❧✉s ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❛✈❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ●❞■✳ ❆✐♥s✐✱
❧❡ rés❡❛✉ ❞♦♥t ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡r❛ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♣♦✉r δ2 s❡r❛

`

`?

?⊗

⊗

!

!

!

?

⊗
!

✾✳✷✳✶ ❈❤❡♠✐♥s ❡t ♣♦✐❞s ❞❛♥s n

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ Ex(n) ❛ été ❡✛❡❝t✉é à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s

✐❝✐ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❝❡tt❡ ●❞■✳ ❖♥ ♥♦t❡
−→
f0 , . . . ,

−−→
fn−1,

−→xn ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ Pf (R)✱ ♦ù R ❡st ❧❡ rés❡❛✉
❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ !✲❜♦✐t❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ n•✱ t❡❧s q✉❡

w(
−→
f0) = !(pf0qq

⋆q⋆)

w(
−→
fk) = !(pfk!

k−1(!(q)p⋆)f⋆
k−1p

⋆) ♣♦✉r n > k > 0

w(−→xn) = !(qpxn!n−1(p⋆)f⋆
n−1p

⋆)

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ s❡✉❧ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ −→xn ❞é♣❡♥❞ ❞❡ n✳

✾✳✷✳✷ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐❞s ❝♦♠♠❡ ♦♣ér❛t✐♦♥s ❡♥ ❜❛s❡ n

❖♥ ♥♦t❡ ✐❝✐ a1 . . . am
n =

∑
i ain

i✱ ♣♦✉r 0 ≤ ai < n✱ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❡♥ ❜❛s❡ n ❡t a1 . . . am
n →

b1 . . . bp
n
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐❛♥t à t♦✉t ❡♥t✐❡r s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❛♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ c1 . . . cqa1 . . . am

n

❧✬❡♥t✐❡r c1 . . . cqb1 . . . bp
n
✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❡♥ ❜❛s❡ n✳

❙♦✐t α = ab⋆ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s δn✳ ➱❝r✐✈♦♥s✱ ❡♥ ♦✉❜❧✐❛♥t ❧❡s !✱ a = a1fi1a2 . . . akfikak+1

❡t b = b1fj1b2 . . . blfjl
bl+1 ❛✈❡❝ ❛✉❝✉♥ ❞❡s fi ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ♣♦✐❞s a1, b1, . . . ✳

❖♥ ❛ss♦❝✐❡ à α ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ j1...jl
n
→ i1...ik

n
✳



✾✳✷ ❯♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ |δn| ✾✸

❆ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ❛✉ ♣♦✐❞s ❞❡ ❝❤❡♠✐♥

px3!(f1x3!
2(!(f0q)p

⋆)f⋆
2 f

⋆
0 )x⋆

3p
⋆

❞❡ δ3 s❡r❛ ❛ss♦❝✐é ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ 02
3
→ 10

3✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈❡rr❛ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s
❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❛♥s δn s❡r♦♥t✱ ❛✉ ❞✉❛❧ ♣rès✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

✕ → 0...0
n✱ ❝♦♠♣♦rt❛♥t n ③ér♦s✱ ❞♦♥t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❛ss♦❝✐é s❡r❛ ❛♣♣❡❧é ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❞é♣❛rt

✕ (n− 1)...(n− 1)
n
→✱ ❝♦♠♣♦rt❛♥t n ❢♦✐s ❧❡ ❝❤✐✛r❡ n − 1✱ ❞♦♥t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❛ss♦❝✐é s❡r❛

❛♣♣❡❧é ❝❤❡♠✐♥ ✜♥❛❧ ✭◆♦t♦♥s q✉❡ (n− 1) . . . (n− 1)
n

= nn − 1✳✮
✕ k2 . . . 2

n
→ (k + 1)0 . . . 0

n
❝♦♠♣♦rt❛♥t l ❝❤✐✛r❡s 2 ❡t l ③ér♦s✱ ♣♦✉r 0 ≤ k < n − 1 ❡t

0 ≤ l < n✱ ❞♦♥t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❛ss♦❝✐é s❡r❛ ❛♣♣❡❧é k✲è♠❡ ✐♥❝ré♠❡♥t❡✉r ❞❡ r❛♥❣ l✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s δ3✱ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s♦♥t → 000

3✱ 0
3
→ 1

3✱ 1
3
→ 2

3✱ 02
3
→ 10

3✱ 12
3
→ 20

3✱
022

3
→ 100

3✱ 122
3
→ 200

3✱ 222
3
→✳

✾✳✷✳✸ ◗✉❡❧q✉❡s r❡♠❛rq✉❡s ♣♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧

❉❛♥s δ✱ ♦✉ ♣❧✉tôt ❞❛♥s ❝❡ q✉✬✐❧ r❡st❡ ❞❡ δ ✉♥❡ ❢♦✐s s♦♥ ` ❞❡ têt❡ ré❞✉✐t✱ ♦♥ ❛ ❧❡s ❞❡✉①
❝❤❡♠✐♥s −→z0 ❡t −→z1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ♣♦✐❞s z0q ❡t z1p⋆z⋆

0 ✳
❯♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s δn ❝♦♠♠❡♥❝❡ t♦✉❥♦✉rs ♣❛r −→z0 ❡t ✜♥✐ t♦✉❥♦✉rs ♣❛r←−z0 ✳ ❆✉ ♠✐❧✐❡✉✱ ✐❧ ❛❧t❡r♥❡

❡♥tr❡ −→z1 ❡t ←−z1 ✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ s♦✐t

−→z0�−→z1�←−z1�...�−→z1�←−z1�←−z0

♦ù ❧❡s � ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ s✉❜st✐t✉é❡s ♣❛r ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❛♥s n✳
❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ fi ❡t xi s♦♥t ❞❡ ❝❤❛r❣❡ i ❡t q✉❡ ! ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♠♦♥♦ï❞❡s✳

✾✳✷✳✹ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❝❤❡♠✐♥s ♣❡rs✐st❛♥ts

❖♥ ♣♦s❡ β(φ) = xn!n−1(φ)f⋆
n−1✳ ❖♥ ❛ ✿

▲❡♠♠❡ ✾✳✷ !(φ)β(ψ) = β(!(φ)ψ)

Pr❡✉✈❡
!(φ)β(ψ) =!(φ)xn!n−1(ψ)f⋆

n−1 = xn!n−1(!(φ)ψ)f⋆
n−1

❝❛r xn ❡st ❞❡ ❝❤❛r❣❡ n ❡t ! ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡✳

❖♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ✐téré❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ✿

!(φ)βl(ψ) = βl(!(φ)ψ)

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s (−→πk) ♣❛r ✿
✕ −−→π−1 = −→z0

←−xn
−→z1

✕ ∀0 ≤ k ≤ n− 2✱ −→πk = −−→πk−1
−→xn
←−z1
←−−−−
fn−1−k

−→z1
✕ −−→πn−1 = −−→πn−2

−→xn
←−z1
←−
f0
←−z0

▲❡♠♠❡ ✾✳✸ ❖♥ ❛ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

w(−−→π−1) = z1fn−1!
n−1(p)x⋆

np
⋆

w(−→πk) = z1fn−2−k!
n−2−k(p!(pβk+1(p⋆)))x⋆

np
⋆

w(−−→πn−1) = qpβn(p⋆)x⋆
np

⋆
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Pr❡✉✈❡ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐r❡❝t✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ s✐ b ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡
❞❡ ❝❤❛r❣❡ c✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡s ❞❡✉① réé❝r✐t✉r❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❛✜♥ ❞✬❛❜♦✉t✐r à ❧❛ ❢♦r♠❡ ab⋆ ✿

!(x)b→ b!c(x) ❡t b⋆!(x)→!c(x)b⋆

❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ −−→π−1✳

w(−−→π−1) = z1p
⋆z⋆

0 !(pfn−1!
n−1(p)x⋆

np
⋆q⋆)z0q = z1fn−1!

n−1(p)x⋆
np

⋆

❖♥ ♣r♦✉✈❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❛✉tr❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉r πk ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r l✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ ❛

w(π0) = z1p
⋆z⋆

0 !(pfn−2!
n−2(p!(q⋆))f⋆

n−1p
⋆)z0pz

⋆
1

!(qpxn!n−1(p⋆)f⋆
n−1p

⋆)z1fn−1!
n−1(p)x⋆

np
⋆

= z1fn−2!
n−2(p!(pxn!n−1(p⋆)f⋆

n−1))x
⋆
np

⋆

= z1fn−2!
n−2(p!(pβ(p⋆)))x⋆

np
⋆

❙✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ✿
w(πk) = z1fn−2−k!

n−2−k(p!(pβk+1(p⋆)))x⋆
np

⋆

❛❧♦rs ❡♥ ♣♦s❛♥t ✿

τ = w(
←−−−−
fn−2−k

−→z1) = z1p
⋆z⋆

0 !(pfn−3−k!
n−3−k(p!(q⋆))f⋆

n−2−kp
⋆)

♦♥ ❛ ✿

w(πk+1) = τz0pz
⋆
1 !(qpxn!n−1(p⋆)f⋆

n−1p
⋆)z1fn−2−k!

n−2−k(p!(pβk+1(p⋆)))x⋆
np

⋆

= τz0pfn−2−k!
n−2−k(qpxn!n−1(p⋆)f⋆

n−1!(pβ
k+1(p⋆)))x⋆

np
⋆

= τz0pfn−2−k!
n−2−k(qpxn!n−1(βk+1(p⋆))f⋆

n−1)x
⋆
np

⋆

= τz0pfn−2−k!
n−2−k(qpβk+2(p⋆))x⋆

np
⋆

= z1fn−3−k!
n−3−k(p!(q⋆))!n−2−k(qpβk+2(p⋆))x⋆

np
⋆

= z1fn−3−k!
n−3−k(p!(pβk+2(p⋆)))x⋆

np
⋆

P♦✉r ✜♥✐r✱ ✐❧ ♥♦✉s r❡st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r −−→πn−1 ✿

w(−−→πn−1) = q⋆z⋆
0 !(qqq

⋆f⋆
0 p

⋆)z0pz
⋆
1 !(qpxn!n−1(p⋆)f⋆

n−1p
⋆)z1f0p!(pβ

n−1(p⋆))x⋆
np

⋆

= qpxn!n−1(p⋆)f⋆
n−1!(pβ

n−1(p⋆))x⋆
np

⋆

= qpxn!n−1(βn−1(p⋆))f⋆
n−1x

⋆
np

⋆

= qpβn(p⋆)x⋆
np

⋆

❙♦✐t
ν = w(−→z1

−→
f0
←−z1) = z0pz

⋆
1 !(pf0qq

⋆q⋆)z1p
⋆z⋆

0 = z0p!(pf0qq
⋆q⋆)p⋆z⋆

0

❖♥ ♣♦s❡

µk,l = w(

n−l+k∏

i=n−l

−→
fi
−→z1
−→
f0
←−z1) =

n−l+k∏

i=n−l

νw(
−→
fi )

❖♥ ❛ µk+1,l = νw(
−−−−−−→
fn−l+k+1)µk,l ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳
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▲❡♠♠❡ ✾✳✹ µk,l = z0pfn−l+k!
n−l(fk

0 pf0qq
⋆)τl ♦ù

τl =

{
!n−l−1(p⋆)f⋆

n−l−1p
⋆z⋆

0 s✐ l < n

q⋆q⋆z⋆
0 s✐♥♦♥

Pr❡✉✈❡ ❖♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r k✳ P♦✉r k = 0✱ ♦♥ ❛✱ s✐ l < n ✿

µ0,l = νw(
−−→
fn−l)

= z0p!(pf0qq
⋆q⋆)p⋆z⋆

0 !(pfn−l!
n−l−1(!(q)p⋆)f⋆

n−l−1p
⋆)

= z0p!(pf0qq
⋆q⋆)fn−l!

n−l−1(!(q)p⋆)f⋆
n−l−1p

⋆z⋆
0

= z0pfn−l!
n−l−1(!(pf0qq

⋆)p⋆)f⋆
n−l−1p

⋆z⋆
0

= z0pfn−l!
n−l(pf0qq

⋆)τl

❡t s✐ l = n ✿

µ0,n = νw(
−→
f0)

= z0p!(pf0qq
⋆q⋆)p⋆z⋆

0 !(pf0qq
⋆q⋆)

= z0p!(pf0qq
⋆q⋆)f0qq

⋆q⋆z⋆
0

= z0pf0pf0qq
⋆q⋆q⋆z⋆

0

= z0pf0pf0qq
⋆τn

❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ♦❜t❡♥✉ ❧❛ ❢♦r♠❡ s♦✉❤❛✐té❡ ♣♦✉r µk,l✱ ❛❧♦rs

µk+1,l = νw(
−−−−−−→
fn−l+k+1)µk,l

= z0p!(pf0qq
⋆q⋆)p⋆z⋆

0 !(pfn−l+k+1!
n−l+k(!(q)p⋆)f⋆

n−l+kp
⋆)

z0pfn−l+k!
n−l(fk

0 pf0qq
⋆)τl

= z0p!(pf0qq
⋆q⋆)fn−l+k+1!

n−l+k(!(q)p⋆)!n−l(fk
0 pf0qq

⋆)τl

= z0pfn−l+k+1!
n−l+k(!(pf0qq

⋆)p⋆)!n−l(fk
0 pf0qq

⋆)τl

= z0pfn−l+k+1!
n−l(!k(!(pf0qq

⋆)p⋆)fk
0 pf0qq

⋆)τl

= z0pfn−l+k+1!
n−l(fk

0 !(pf0qq
⋆)f0qq

⋆)τl

= z0pfn−l+k+1!
n−l(fk+1

0 pf0qq
⋆)τl

❚❤é♦rè♠❡ ✾✳✺ ■❧ ② ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s 4 + 2n(n− 1) ❝❤❡♠✐♥s ❞❛♥s δn✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ |δn ≥
2 + n(n− 1)|✳

◆♦♠♠é♠❡♥t ♦♥ ❛
✕ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❞é♣❛rt

−→
Sn = −→z0(

n−1∏

i=0

−→
fi
−→z1
−→
f0
←−z1)←−z0

❞❡ ♣♦✐❞s σn = pxnf
n
0 qq

⋆q⋆

✕ ❧❡ k✲è♠❡ ✐♥❝ré♠❡♥t❡✉r ❞❡ r❛♥❣ l✱ ♣♦✉r k < n− 1✱ l ≤ n− 1✱

−−−−→
In(k, l) = −−→πl−1

−−→
fk+1
←−z1(

n−1∏

i=n−l

−→
fi
−→z1
−→
f0
←−z1)−→xn

←−z0
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❞❡ ♣♦✐❞s

ιn(k, l) = pxn!n−l−1(fk+1!
k(βl(!(f l

0q)p
⋆))f⋆

k )x⋆
np

⋆

✕ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ✜♥❛❧
−→
En = −−→πn−1 ❞❡ ♣♦✐❞s ǫn = qpβn(p⋆)x⋆

np
⋆

❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉rs ✐♥✈❡rs✐♦♥s ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳

Pr❡✉✈❡
✕ ❆✈❡❝ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❞❡ µk,l✱ ♦♥ ❛

w(
−→
Sn) = σn = w(−→xn

←−z0)µn−1,nw(−→z0)

= q⋆z⋆
0 !(qpxn!n−1(p⋆)f⋆

n−1p
⋆)z0pfn−1f

n−1
0 pf0qq

⋆q⋆q⋆z⋆
0z0q

= pxn!n−1(p⋆)fn−1
0 pf0qq

⋆q⋆

= pxnf
n
0 qq

⋆q⋆

✕ P♦✉r In✱ ♦♥ ❛ ✿

w(
−−−−→
In(k, l)) = ιn(k, l) = w(−→xn

←−z0)µl−1,lw(−−→πl−1
−−→
fk+1
←−z1)

= w(−→xn
←−z0)µl−1,lz0pz

⋆
1 !(pfk+1!

k(!(q)p⋆)f⋆
kp

⋆)

z1fn−l−1!
n−l−1(p!(pβl(p⋆)))x⋆

np
⋆

= w(−→xn
←−z0)µl−1,lz0pfn−l−1!

n−l−1(pfk+1!
k(!(q)p⋆)f⋆

k !(pβl(p⋆)))x⋆
np

⋆

= w(−→xn
←−z0)µl−1,lz0pfn−l−1!

n−l−1(pfk+1!
k(!(q)βl(p⋆))f⋆

k )x⋆
np

⋆

= w(−→xn
←−z0)z0pfn−1!

n−l−1(!(f l−1
0 pf0qq

⋆)fk+1!
k(!(q)βl(p⋆))f⋆

k )x⋆
np

⋆

= w(−→xn
←−z0)z0pfn−1!

n−l−1(fk+1!
k(!(f l−1

0 pf0q)β
l(p⋆))f⋆

k )x⋆
np

⋆

= w(−→xn
←−z0)z0pfn−1!

n−l−1(fk+1!
k(βl(!(f l−1

0 pf0q)p
⋆))f⋆

k )x⋆
np

⋆

= pxn!n−1(p⋆)!n−l−1(fk+1!
k(βl(!(f l−1

0 pf0q)p
⋆))f⋆

k )x⋆
np

⋆

= pxn!n−l−1(fk+1!
k(!l(p⋆)βl(!(f l−1

0 pf0q)p
⋆)f⋆

k )x⋆
np

⋆

= pxn!n−l−1(fk+1!
k(βl(!(!l−1(p⋆)f l−1

0 pf0q)p
⋆)f⋆

k )x⋆
np

⋆

= pxn!n−l−1(fk+1!
k(βl(!(f l

0q)p
⋆)f⋆

k )x⋆
np

⋆

✕ ❉❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù
−→
En = −−→πn−1✱ ♦♥ ❛ ❞é❥à ❧❡ ♣♦✐❞s q✉✐ ❧✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✳

❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r s✉r ❧❡s ♣♦✐❞s q✉❡ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s s♦♥t ❜✐❡♥ ❝❡❧❧❡s ❞é✜♥✐❡s ❛✉
♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✾✳✷✳✷✳

✾✳✷✳✺ ❈♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s

▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉✬♦♥ ❛ ❞❡ ❜♦♥s ❝❛♥❞✐❞❛ts ♣♦✉r ❧❛ ●❞■✱ ♥♦✉s ❛✐♠❡r✐♦♥s ♥♦✉s ❛ss✉r❡r q✉❡ ❝❡
s♦♥t ❧❡s s❡✉❧s ❝❤❡♠✐♥s✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❞✉❡ à ❉❛♥♦s ❡t ❘❡❣♥✐❡r ✿

▲❡♠♠❡ ✾✳✻ ❙♦✐t R ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ❙▼❊▲▲✱ ∀φ, φ′ ∈ Prf (R), φ 6= φ′ ⇐⇒ w(φ)w(φ′)⋆ = 0
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❙✐ {φ1, . . . , φk} ⊆ Prf (R)✱ ❝❤❛q✉❡ φi ❛ ✉♥ ♣♦✐❞s q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ♠✐s s♦✉s ❢♦r♠❡ ab⋆✱ ♦♥ ♣♦s❡
❞♦♥❝ w(φi) = aib

⋆
i ✱ ❡t ♦♥ ❛ ❞♦♥❝

(
∑

i

w(φi) + w(φi)
⋆)(
∑

i

w(φi) + w(φi)
⋆)⋆ =

∑

i

w(φi)w(φi)
⋆ +

∑

i

w(φi)
⋆w(φi)

=
∑

i

aia
⋆
i + bib

⋆
i

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬❛✣r♠❡r q✉✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s
❡st ❝♦♠♣❧❡t✳

▲❡♠♠❡ ✾✳✼ ❙♦✐❡♥t R ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ❙▼❊▲▲✱ M ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❞❡ MR t❡❧ q✉❡ ❡t X ⊆
Prf (R) t❡❧ q✉❡

✕ X ❡st ❝❧♦s ♣❛r ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
✕ ❡t M |= ExXEx⋆

X = 1 ♦ù ExX =
∑

φ∈X w(φ)✳
❆❧♦rs ♦♥ ❛ X = Prf (R)✳

✾✳✷✳✻ ❇r❛♥❝❤❡♠❡♥ts ❞✬❛r❜r❡s ❝♦♠♣❧❡ts

◆♦t♦♥s Xn ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✾✳✺ ❛♣♣❧✐q✉é à δn✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡
♣❛rt✐❡ ♦♥ ✈❛ ❡①❛♠✐♥❡r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r q✉❡Xn s❛t✐s❢❛ss❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ❧❡♠♠❡
♣ré❝é❞❡♥t✳

✾✳✷✳✻✳❛ ▲❡ ❝❛s n = 3

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✾✳✺ ♦♥ ❛✱ ♣♦✉r n = 3✱ ❛✉ ♠♦✐♥s ❤✉✐t ❝❤❡♠✐♥s✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡ ❞❛♥s
❧❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t ❧❡✉r ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❢♦r♠❡ ab⋆ ♣rés❡♥té ❡♥ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ à ❞r♦✐t❡ ✶

a b

S3 p!(q)x3!
2(f0)!(f0)f0 qq

I3(0, 0) p!(q)x3!
2(f1) p!(p)x3!

2(f0)

I3(1, 0) p!(q)x3!
2(f2) p!(p)x3!

2(f1)

I3(0, 1) p!(q)x3!
2(f0)!(f1)!(x3) p!(p)x3!

2(f2)!(f0)

I3(1, 1) p!(q)x3!
2(f0)!(f2)!

2(x3) p!(p)!x3!
2(f2)!(f1)

I3(0, 2) p!(q)x3!
2(f0)!(f0)f1x3!

2(x3) p!(p)x3!
2(f2)!(f2)f0

I3(1, 2) p!(q)x3!
2(f0)!(f0)f2!(x3!

2(x3)) p!(p)x3!(!(f2)f2)f1

E3 qpx3!
2(x3!

2(x3)) p!(p)x3!(!(f2)f2)f2

▲❛ ✜❣✉r❡ ✾✳✶ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣♦✐❞s ❡♥ ♣rés❡♥t❛♥t ❧✬❛r❜r❡ ❞❡s ♣ré✜①❡s✳ P♦✉r
❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ExX3

Ex⋆
X3

✐❧ s✉✣t ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡r ✉♥ ❛r❜r❡ ❞✉❛❧ ❡♥ ❢❛❝❡ ♦ù t♦✉s ❧❡s ♣♦✐❞s ♦♥t
été ét♦✐❧és✱ ♣✉✐s ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r à ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞✉
s❡❝♦♥❞✳ ◆♦t♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ s❛✐t q✉❡

qq⋆ + px3!
2(x3!

2(x3x
⋆
3)x

⋆
3)x

⋆
3p

⋆ = 1

♦♥ ♣❡✉t s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ré❝✉♣ér❛♥t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ♦ù ❧✬♦♥ ❛ r❡♠♣❧❛❝é

✶❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ♣♦✉ss❡r ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡s s✉r ❧❛ ❞r♦✐t❡✳
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p

!(p)x3

!2(f0) = b(ι3(0, 0))

!2(f1) = b(ι3(1, 0))

!2(f2)

!(f0) = b(ι3(0, 1))

!(f1) = b(ι3(1, 1))

!(f2)

f0 = b(ι3(0, 2))

f1 = b(ι3(1, 2))

f1 = b(ǫ3)

!(q)x3

!2(f0)

!(f0)

f0 = a(σ3)

f1x3!
2(x3) = a(ι3(0, 2))

f2!(x3!
2(x3)) = a(ι3(1, 2)

!(f1)!(x3) = a(ι3(0, 1))

!(f2)!
2(x3) = a(ι3(1, 1))

!2(f1) = a(ι3(0, 0))

!2(f2) = a(ι3(1, 0))

q

px3!
2(x3!

2(x3)) = a(ǫ3)

q = b(σ3)

❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✿ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❞❛♥s X3



✾✳✷ ❯♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ |δn| ✾✾

px3!
2(x3!

2(x3)) !2(!2(x⋆
3)x

⋆
3)x

⋆
3p

⋆

q q⋆

q q⋆

♣❛r q q⋆ ✳

✾✳✷✳✻✳❜ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ❝♦♠♣❧❡ts

❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡ss❛②❡r ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡
❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛✐ss❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ M ❛②❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥ rés❡❛✉ R✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ♣❛q✉❡t ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡s (βi)i ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s R ♦♥
❛✐

!h(
∑

i

βiβ
⋆
i ) = 1

▲❡♠♠❡ ✾✳✽ ❙♦✐t (πn)n ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ Prf (R) t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ♣❛q✉❡t
❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡s (βi)i ✭♦✉ ♣♦✉r {p, q}✮ s✐ ∃α, i0 ❛✈❡❝ α!h(βi0) ♣ré✜①❡ ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s
✉♥ ❞❡s πn✱ ❛❧♦rs α!h(βi) ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♣ré✜①❡ ♣♦✉r t♦✉t i✳

❖♥ ❛ M |=
∑

n πnπ
⋆
n = 1✳

▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡s πn ❡st ❛♣♣❡❧é ❛✈♦✐r ✉♥❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
q✉❡ X3 ❛ ✉♥❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡✳

✾✳✷✳✻✳❝ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❛②❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t

❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ✐♥❥❡❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡ N ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t
♣♦✉r δn✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ p ❡t q s♦♥t ♠♦❞é❧✐sés ♣❛r p(n) = 2n ❡t q(n) = 2n + 1✳ ❋✐①♦♥s ✉♥❡
❜✐❥❡❝t✐♦♥ p., .q : N× N→ N✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t (u⊗ v)(px, yq) = pu(x), v(y)q✳ P♦s♦♥s !(u) = 1⊗ u✳ ❙✐
τ : N

n → N ❡st ✉♥❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡✱ ♦♥ ❧❛ ♣r♦❥❡tt❡ s✉r ❧❡s ✐♥❥❡❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ N ♣❛r

uτ (px1, . . . , xn+1q) = pτ(x1, . . . , xn), xn+1q

❆❧♦rs✱ s✐ τ ❡st ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❧❡✐♥✱ ♦♥ ❛ u⋆
τuτ = 1✱ s✐ τ ❡st à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❧❡✐♥ ❡t ❞✬✐♠❛❣❡

♣❧❡✐♥❡ ♦♥ ❛ uτuτ⋆ = 1 ❡t s✐ τ ❡t τ ′ s♦♥t ❞✐s❥♦✐♥t❡s u⋆
τuτ ′ = 0✳ ❉❡ ♣❧✉s uτ s❛t✐s❢❛✐t ❧✬éq✉❛t✐♦♥

!(v)uτ = uτ !
n(v)

■❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❛❧♦rs tr♦✉✈❡r ❞❡s τ ❛♣♣r♦♣r✐és ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❛♥s δn✳ P♦✉r
♠♦❞é❧✐s❡r xn ❞❡ ❝❤❛r❣❡ n ♦♥ ♣♦s❡ xn = uξn ❛✈❡❝ ξn(x1, . . . , xn) = px1, . . . , xnq✱ ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡
xn = 1✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t φk : N

k → N ♣❛r φ0 = 0✱ φn−1(x1, . . . , xn−1) = 2n−1px1, . . . , xn−1q

❡t

φk(x1, . . . , xk) = 2k−1(2px1, . . . , xkq + 1)

❊t ♦♥ ♣♦s❡ fk = uφk
✱ ✐❧ ❡st ❛❧♦rs ❝❧❛✐r q✉❡

∑
k fkf

⋆
k = 1✳

❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❛ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛♣♣r♦♣r✐é ❛✈❡❝ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♣♦✉r δn✳
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✾✳✷✳✻✳❞ ❯♥❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ Xn

❈❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡s ❢♦r♠❡s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s à ❞r♦✐t❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✾✳✺✳ ❖♥ ✈❛ ❥✉st❡
❞ét❛✐❧❧❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r a(σn)✳ ❖♥ ❛

a(σn) = pxnf
n
0 q

= pxn!n(q)fn
0

= p!(q)xnf
n−1
0 f0

= p!(q)xn!n−1(f0)f
n−1
0

= p!(q)xn!n−1(f0)!
n−2(f0) . . . f0

P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♦♥ tr♦✉✈❡ ✿

a(σn) = p!(q)xn

n−1∏

i=0

!n−1−i(f0) b(σn) = qq

a(ǫn) = qp
n−1∏

i=0

!i(n−1)(xn) b(ǫn) = p!(p)xn

n−1∏

i=0

!n−1−i(fn−1)

a(ιn(k, l)) = pxn!n−l−1(fk+1!
k(

l−1∏

i=0

!i(n−1)(xn)!l(n−1)+1(f l
0q)))

= pxn!n−l−1(fk+1!
k+1(f l

0q)!
k(

l−1∏

i=0

!i(n−1)(xn)))

= pxn!n−l−1(!(f l
0q)fk+1!

k(

l−1∏

i=0

!i(n−1)(xn)))

= pxn!n(q)(

l−1∏

i=0

!n−i−1(f0))!
n−l−1(fk+1!

k(

l−1∏

i=0

!i(n−1)(xn)))

= p!(q)xn(
l−1∏

i=0

!n−i−1(f0))!
n−l−1(fk+1!

k(
l−1∏

i=0

!i(n−1)(xn)))

b(ιn(k, l)) = pxn!n−l−1(fk(!
k(

l−1∏

i=0

!i(n−1)(fn−1)!
l(n−1)(p))))

= pxn!n−l−1(!(

l−1∏

i=0

!i(n−1)(fn−1)!
l(n−1)(p))fk)

= pxn!n−l−1(!l+1(p)
l−1∏

i=0

!i(n−1)+1(fn−1)fk)

= p!(p)xn!n−l−1(
l−1∏

i=0

!i(n−1)+1(fn−1)fk)

= p!(p)xn

l−1∏

i=0

!n−i−1(fn−1)!
n−l−1(fk)



✾✳✸ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡s ✶✵✶

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❝❛s n = 3✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❝♦♠♣❧èt❡✳

✾✳✷✳✻✳❡ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✜♥❛❧

❊♥ ♠❡tt❛♥t ❜♦✉t à ❜♦✉t ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❛✉① ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✾✳✾ |δn| = 2 + n(n− 1)

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ |nn| = 1 + nn✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥ ❣❛✐♥ s♣❡❝t❛❝✉❧❛✐r❡✳

✾✳✸ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡s

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣ré❝é❞❡♥t r❡♣♦s❡ ♣r❡sq✉❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♦♣é✲
r❛t✐♦♥s ❡♥ ❜❛s❡ n ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❝❤❡♠✐♥s✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐✱ s❛♥s ❧❡s ♣r♦✉✈❡r✱ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s
❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❝❤❡♠✐♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❞✬❛✉tr❡s ❝❛❧❝✉❧s s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ ❈❤✉r❝❤✳

P♦✉r t = n ♦♥ ❛ |t| = n+ 1 ❡t ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s♦♥t

→ 0
n

0
n
→ 1

n

✳✳✳

n− 2
n
→ n− 1

n

n− 1
n
→

P♦✉r t = + n m ♦♥ ❛ |t| = 1 + n+m ❡t ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s♦♥t

→ 0
n

0
n
→ 1

n

✳✳✳

n− 2
n
→ n− 1

n

n− 1
n
→ 0

m

0
m
→ 1

m

✳✳✳

m− 2
m
→ m− 1

m

m− 1
m
→



✶✵✷ ❈♦♥❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ●❞■ ❞❡s λ✲t❡r♠❡s

P♦✉r t = × n m ♦♥ ❛ |t| = 1 + n+m ❡t ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s♦♥t

→ 0
m

0
n

0
n
→ 1

n

✳✳✳

n− 2
n
→ n− 1

n

0
m
n− 1

n
→ 1

m
0

n

1
m
n− 1

n
→ 2

m
0

n

✳✳✳

m− 2
m
n− 1

n
→ m− 1

m
0

n

m− 1
m
n− 1

n
→

♦ù amb
n

= b+ na✳
P♦✉r t = m n ♦♥ ❛ |t| = 2 +m(n− 1) ❡t ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s♦♥t

m
−→ 0 . . . 0

n

0
n 1
−→
1

1
n

✳✳✳

n− 2
n 2
−→
1

0(n− 1)
n

0(n− 1)
n 2
−→
2

1(n− 1)
n

✳✳✳

(n− 2)(n− 1)
n 3
−→
2

0(n− 1)(n− 1)
n

✳✳✳

0(n− 1) . . . (n− 1)
n m
−→
m

1(n− 1) . . . (n− 1)
n

✳✳✳

(n− 2)(n− 1) . . . (n− 1)
n m
−→
m

(n− 1)(n− 1) . . . (n− 1)
n

(n− 1) . . . (n− 1)
n
−→
m

♦ù ❧✬♦♥ ❛ ✐♥❞✐q✉é ♣❛r
b
−→
a

q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ♣r❡♥❛✐t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ à a ❝❤✐✛r❡s ❡t r❡♥✈♦②é ✉♥ ♥♦♠❜r❡

à b ❝❤✐✛r❡s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ |2025| = 2026 ♠❛✐s 2025 = 3452 ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ |t| = 1 + (2 +

4 ∗ (3− 1)) + (2 + 2 ∗ (5− 1)) = 21 ❛✈❡❝ t→β 2025✳



❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

▲❡s ❘és❡❛✉① ❞✬■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❉✐✛ér❡♥t✐❡❧s

❡t ❧❡✉r ●é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬■♥t❡r❛❝t✐♦♥





❈❤❛♣✐tr❡ ✶✵

❘és❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s

` ⊗

? ? ? ! ! !

A`B

A B

A⊗B

B A

?A ?A ?A

?A ?AA

!A !A !A

!A !AA

❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✶✿ ▲❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❡t ❧❡✉r t②♣❛❣❡

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ r❡♣r❡♥❞ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❢♦♥❞❛t❡✉r ❞❡
❊❤r❤❛r❞ ❡t ❘❡❣♥✐❡r ❬❊❘✵✺❪✳

✶✵✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s

✶✵✳✶✳✶ ❘és❡❛✉① s✐♠♣❧❡s

▲❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡t ❧❡✉r t②♣❛❣❡ s♦♥t ♣rés❡♥tés s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✵✳✶✳ ▲❡s
❝❡❧❧✉❧❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡ s②♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❊▲▲ s❛♥s ❧❛ ♣r♦♠♦t✐♦♥✳ ❈❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s s♦♥t
♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧é❡s ❝♦✲❞éré❧✐❝✐t♦♥✱ ❝♦✲❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❡t ❝♦✲❛✛❛✐❜❧✐ss❡♠❡♥t✳

❯♥ rés❡❛✉ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✐♥s✐ ❝♦♥str✉✐t s❡r❛ ❛♣♣❡❧é rés❡❛✉ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ s✐♠♣❧❡✱
♦✉ ❥✉st❡ rés❡❛✉ s✐♠♣❧❡✳

❖♥ ♥♦t❡ R0
∂ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s rés❡❛✉① s✐♠♣❧❡s✳

✶✵✳✶✳✷ ❘és❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s

❙♦✐t P ⊆ N✱ ♦♥ ♥♦t❡ R〈P 〉 = {R ∈ R0
∂ | Pf (R) = P}✳

❖♥ ♣♦s❡ R∂ =
⋃

P⊆N
N[R〈P 〉]✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞❡ N✲♠♦❞✉❧❡s ❧✐❜r❡s✳

❯♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ R∂ ❡st ❛♣♣❡❧é rés❡❛✉ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧✱ ✐❧ ❡st ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡

∑
i λiRi ♦ù ❧❡s λi ∈ N ❡t ❧❡s Ri s♦♥t ❞❡s rés❡❛✉① s✐♠♣❧❡s ❛②❛♥t t♦✉s ❧❡s ♠ê♠❡s ♣♦rts

❧✐❜r❡s P ✱ ♣❛r ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦♥ ❞✐r❛ q✉❡ ❧❡ rés❡❛✉ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❛ ♣♦✉r ♣♦rt ❧✐❜r❡s P ✳



✶✵✻ ❘és❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s

`

⊗

7→
`

⊗

?

!

7→
?

!

?

!

7→
! !

? ?

?

!

7→

?

!

7→ ? ? + ? ?

?

!

7→ ? ?

!

?

7→ ! ! + ! !

!

?

7→ ! !

?

!

7→ 0
!

?

7→ 0

❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✷✿ ▲❡s ré❣❧❡s ❞❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s



✶✵✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ✶✵✼

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✵✳✶ ▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡st s✉♣❡r✢✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs r❡♠♣❧❛✲
❝❡r λR ♣❛r ❧❛ s♦♠♠❡ R+ · · ·+R ❝♦♠♣♦rt❛♥t λ t❡r♠❡s✳ ❈❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ ♥✬❛ ♣❛s ❣r❛♥❞ ✐♥t❡rêt
❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞✬❛❧❧é❣❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ❡t
❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛t♦♠✐q✉❡✳

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ P ⊆ N ♦♥ ♥♦t❡ 0P ❧❡ ③ér♦ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ N[R〈P 〉]✳
P❛r ❛❜✉s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ s♦✉✈❡♥t 0 ❡♥ r❡♥❞❛♥t ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❧❡ t②♣❡✱ ❞❡ ♠ê♠❡ ♦♥ ❛✉r❛

t❡♥❞❛♥❝❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❝♦♠♠❡ ❧❡ N✲♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré
♣❛r ❧❡s rés❡❛✉① s✐♠♣❧❡s✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥st✐t✉❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣r♦ss✐èr❡✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡❧❛
s❡r❛ ✈ér✐✜é ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ R+R′ s✐❣♥✐✜❡r❛ ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t q✉❡ R ❡t R′ ♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣♦rts
❧✐❜r❡s✳

✶✵✳✶✳✸ ■♥t❡r❢❛❝❡s

❙♦✐❡♥t R +
∑

iRi ✉♥ rés❡❛✉ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❡t I ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s R✱
❛❧♦rs ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s Ri ❝♦♥t✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t I✳ ❊t ✐❧ s❡♠❜❧❡ ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡
❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❝❡tt❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✵✳✷ ❙♦✐t R =
∑

iRi ✉♥ rés❡❛✉ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ R ❝♦♥t✐❡♥t
❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ I ⊆ N s✐ ✉♥ ❞❡s Ri ❧❛ ❝♦♥t✐❡♥t✳

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ét❡♥❞r❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛✉① s♦♠♠❡s✱ ♦♥ ♣♦s❡∑
iRi

I
! R′I′ =

∑
i(Ri

I ! R′I′)✳

✶✵✳✶✳✹ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ N✲♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡

❙♦✐t R ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t → ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ R× N[R]✳ ❖♥ ét❡♥❞ → à N[R]× N[R] ♣❛r
∑

i

ri →+

∑

i6=i0

ri +
∑

k

r′k ⇐⇒ ∃i0, ri0 →
∑

k

r′k

✳
P❛r ❛❜✉s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❥✉st❡ → ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ré❢ér❡♥❝❡ à →+ ❧♦rsq✉✬✐❧ ♥✬② ❛✉r❛ ♣❛s

❞✬❛♠❜✐❣ü✐té✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✵✳✸ ❯♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ → ❞❡ R× N[R] ❡st ❞✐t❡ n✲❧❛r❣❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

∀r ∈ R,
m∑

i=1

ri ∈ N[R], r →
m∑

i=1

ri ⇒ m ≤ n

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st ❞✐t❡ ❢♦rt❡♠❡♥t n✲❧❛r❣❡ s✐ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té m ≤ n ❡st ✉♥❡ é❣❛❧✐té ♣♦✉r ❛✉ ♠♦✐♥s
✉♥ ❝♦✉♣❧❡✳

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st ❞✐t❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥✢✉❡♥t❡ t❡r♠❡ à t❡r♠❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
✕ ♣♦✉r t♦✉t r ∈ R t❡❧ q✉❡ r →

∑n
i=1 ri ❡t r →

∑m
j=1 r

′
j✱ ♦♥ ❛ n = m ❡t ♣♦✉r t♦✉t i, j✱ ✐❧

❡①✐st❡ r′ t❡❧ q✉❡ ri → r′ ❡t r′j → r′✱
✕ ♣♦✉r t♦✉t r ∈ R t❡❧ q✉❡ r →

∑
i ri ❡t r → 0✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t i ♦♥ ❛ ri → 0

❋❛✐t ✶✵✳✹ ❙✐→ ❡st n✲❧❛r❣❡ ❡t ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥✢✉❡♥t❡ t❡r♠❡ à t❡r♠❡✱ ❛❧♦rs→+ ❡st n✲❝♦♥✢✉❡♥t❡✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t r ∈ N[R] t❡❧ q✉❡ r →+ r1 ❡t r →+ r2✱ ❛✈❡❝ r1 6= r2✱ ✐❧ ❡①✐st❡ r′ ∈ N[R]
t❡❧ q✉❡ ∀i ∈ {1, 2}, ri →m

+ r′ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ m ≤ n✳



✶✵✽ ❘és❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s

Pr❡✉✈❡ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ r1 =
∑m

i=1 r1,i ❡t q✉❡ r2 = 0✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ ♦♥ ❛ ∀i, r1,i → 0 ❡t
❞♦♥❝

m∑

i=1

r1,i →+ 0 +

m∑

i=2

r1,i →+ · · · →+ 0

s♦✐t✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥❝✐s❡
∑

i r1,i →
m
+ 0✳ ❖r✱ 0→0

+ 0✳
❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ r1 =

∑m
i=1 r1,i ❡t r2 =

∑m
i=1 r2,i✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ ♣♦✉r t♦✉t i✱ ✐❧

❡①✐st❡ r′i t❡❧ q✉❡ r1,i → r′i ❡t r2,i → r′i✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r k ∈ {1, 2} ✿

m∑

i=1

rk,i →+ r′1 +

m∑

i=2

rk,i →+ · · · →+

∑

i

r′i

❊t ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t ❡♥ ♣♦s❛♥t r′ =
∑

i r
′
i✳

✶✵✳✶✳✺ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s

❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s (→P )P⊆N✱ t❡❧❧❡ q✉❡ →P⊆ R〈P 〉 × N[R〈P 〉] s♦✐t ❡♥✲
❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡s rè❣❧❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✵✳✷✳

❉❡✉① rè❣❧❡s ✭❡t ❧❡✉rs ❞✉❛❧❡s✮✱ ❝❡❧❧❡s ❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ à ❞r♦✐t❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ N✲♠♦❞✉❧❡✱
♥é❝❡ss✐t❡♥t ❞✬êtr❡ ❡①♣❧✐❝✐té❡s ✿

s✐ R ❡st ✉♥ rés❡❛✉ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ r❡❞❡① !1/?2✱ ❛❧♦rs R ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ R′ ⊥f r ♦ù r ❡st ❧❡
r❡❞❡① ❡t f ✉♥ r❛❝❝♦r❞ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡ r✳ ▲❛ rè❣❧❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ r → r1 + r2✱ ❡t ♦♥ ❞é✜♥✐t
R → R′ ⊥f r1 + R′ ⊥f r2✳ ❈❡ ré❞✉✐t ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐ ❝❛r ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡st ♣rés❡r✈é❡ ♣❛r
ré❞✉❝t✐♦♥✳

s✐ R ❡st ✉♥ rés❡❛✉ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ r❡❞❡① !0/?1✱ ♦♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t R ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ R′ ⊥f r ♦ù r ❡st
❧❡ r❡❞❡①✳ ▲❛ rè❣❧❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ r → 0Tr ♦ù Tr ❡st ❧❡ t②♣❡ ❞❡ r✱ ❡t ♦♥ ❞é✜♥✐t R → 0T ♦ù
T ❡st ❧❡ t②♣❡ ❞❡ R✳

❈❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ❢♦rt❡♠❡♥t ❣❧♦❜❛❧❡s ✿ ❡❧❧❡s ♥❡ ♣r♦❝è❞❡♥t ♣❛s ❞✬✉♥❡ réé❝r✐t✉r❡ ❧♦❝❛❧❡
❞❡ rés❡❛✉ ❡t ❞❡ s♦♥ ♣❛ss❛❣❡ ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ✐❧ ② ❛ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞❡ ♣❛rt ❡t ❞✬❛✉tr❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❛✉t♦✉r ❞✉ r❡❞❡①✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❝❡❧❛ ♥✬❡st
q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❛✈❡❝ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✬✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s ❧❡
rés❡❛✉ ❛✉t♦✉r ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞étr✉✐t ♣❛r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥✳

▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t 2✲❧❛r❣❡ ❡t ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥✢✉❡♥t❡ t❡r♠❡ à t❡r♠❡✱
♣✉✐sq✉❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s t❡r♠❡s t♦✉t s❡ ♣❛ss❡ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ❛ ❧❡ ❢❛✐t
s✉✐✈❛♥t ✿

❋❛✐t ✶✵✳✺ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❡st 2✲❝♦♥✢✉❡♥t❡✳

✶✵✳✶✳✻ ❘és❡❛✉① ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❜✐❡♥ t②♣és

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✵✳✻ ❖♥ ❞✐t q✉❡ R =
∑

i λiRi ∈ R〈P 〉 ❡st ❜✐❡♥ t②♣é s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
✕ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s Ri ❡st ❜✐❡♥ t②♣é✱
✕ ❡t q✉❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ p ∈ P ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s Ri✳

❖♥ ♣❛r❧❡r❛ ❛❧♦rs ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ t②♣é❡ ❡t ❞❡ t②♣❡s ♣♦✉r R✳



✶✵✳✷ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✶✵✾

✶✵✳✷ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥♥❡r ✐❝✐ ❞✐✛ér❡♥t❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❡t rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s
rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s✳ ❈❡ s♦♥t ❞❡s ✐♥t✉✐t✐♦♥s ❡t ♥♦♥ ♣❛s ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ré❡❧❧❡s
q✉✐ ✈♦♥t êtr❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t s❡ tr❛♥s❝r✐r❡ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s ❡♥ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s
r✐❣♦✉r❡✉s❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡
❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❝♦✲❞éré❧✐❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✱ ❡t ♣♦✉r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ✐❧
❡①✐st❡✱ ♦♥ ❧❡ ✈❡rr❛ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉①
❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s✳

✶✵✳✷✳✶ ❉ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s

❈❡tt❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡ ❞❡ ❊❤r❤❛r❞ ❡t ❘❡❣♥✐❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t
tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❊❘✵✺❪✳

❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞és♦r♠❛✐s ❞❛♥s ✉♥ C
n✳

✶✵✳✷✳✶✳❛ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉①

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ✐❝✐ ✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❞❡s rés❡❛✉①✳ ❯♥ rés❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

· · ·

r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ C
n 7→ C✱ ❡♥✈♦②❛♥t (0, . . . , 0) s✉r 0✱ ❛❧♦rs q✉✬✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦✉rr❛ ❜r❛♥❝❤❡r s✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳
❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✉ t②♣❛❣❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ s❡✉❧ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♠♦❞❛❧✐té ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳

▲❡s t②♣❡s ❞❡ ❜❛s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❛♥s C
n✳ ❯♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t②♣é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡

A s❛♥s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ s✐❣♥✐✜❡r❛ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t
✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t②♣é❡ ?A s✐❣♥✐✜❡r❛ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❡♥ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ P❛r ❞✉❛❧✐té✱
✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ A ❞❡✈r❛ êtr❡ ✉t✐❧✐sé ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ❛❧♦rs q✉✬✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ t②♣❡
!A s❡r❛ ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ ❢♦✐s✳

✶✵✳✷✳✶✳❜ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡

▲❛ s♦♠♠❡ ❡st ✐❝✐ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥t❡r♣rété❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ✉s✉❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧
❝♦♥s✐❞éré✳

✶✵✳✷✳✶✳❝ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s

▲❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ✈♦♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t êtr❡ sé♣❛ré❡s ❡♥ ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ✿ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡t ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts✳

P❛ss❛❣❡ ❞✬❛r❣✉♠❡♥ts ❡♥ ❝♦✉♣❧❡ ❙✐ f(x, y, · · · ) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à n ❛r❣✉♠❡♥ts✱❧❡ rés❡❛✉



✶✶✵ ❘és❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s

f

`

r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à n − 1 ❛r❣✉♠❡♥ts g((x, y), · · · ) = f(x, y, · · · )✳ ❈❡s ❝♦✉♣❧❡s ♥❡
✈✐✈❡♥t ♣❧✉s ❞❛♥s C ❡t ❝❡❧❛ s♦rt ❞❡ ♥♦tr❡ ❝❛❞r❡✱ ♠❛✐s ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ❡♥ ❢❡r❛✱
❝❡❧❛ ♥✬❡st ♣❛s s✐ ❡♠❜êt❛♥t✳

❋♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❙✐ f(x, · · · ) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à n ❛r❣✉♠❡♥ts ❧✐✲
♥é❛✐r❡ ❡♥ x✱ ❧❡ rés❡❛✉

f

?

r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❡♥ x✳

P❛ss❛❣❡ ❞✬❛r❣✉♠❡♥ts s✐♠✐❧❛✐r❡s ❙✐ f(x, y, · · · ) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à n ❛r❣✉♠❡♥ts ❛♥❛❧②t✐q✉❡
❡♥ x ❡t y✱ ❧❡ rés❡❛✉

f

?

r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à n − 1 ❛r❣✉♠❡♥ts g(x, · · · ) = f(x, x, · · · ) é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♥❛❧②t✐q✉❡
❡♥ x✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❥✉st❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♥❡ ♣rés❡r✈❡ ♣❛s ❧❛ ❧✐♥é❛r✐té✳

❈♦✉♣❧❡s ❞✬❛r❣✉♠❡♥ts ▲❡ rés❡❛✉

u v

⊗

r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❝♦✉♣❧❡ (u, v)✳

❋♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ❙✐ f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à n ❛r❣✉♠❡♥ts✱ ❧❡ rés❡❛✉

f
?

r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à n + 1 ❛r❣✉♠❡♥ts g(x, y1, · · · , yn) = f(y1, · · · , yn)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t x✳
▲♦rsq✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❛✉tr❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉❧❧❡✳

❉ér✐✈❛t✐♦♥ ❡♥ 0 ❯♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

t

!



✶✵✳✷ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✶✶✶

❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t t ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s ❞❡✈❛♥t êtr❡ ♣❛ssé à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❛♥❛❧②t✐q✉❡✳ ❙✐ ♦♥ ❜r❛♥❝❤❡ ❝❡tt❡ ❛r❣✉♠❡♥t s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(x, y, . . . )
❝❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞♦♥❝ à é✈❛❧✉❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ f s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❡♥ t✳
❊♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té à ❧✬♦r❞r❡ 1✱ ♦♥ ❛ ✿

f(x0 + t, y, . . . ) = f(x0, y, . . . ) + t×
∂f

∂x
(x0, y, . . . ) + o(t)

q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t s✐♠♣❧✐✜❡r ❛✈❡❝ x0 = 0 ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s ❡♥

f(t, y, . . . ) = t×
∂f

∂x
(0, y, . . . ) + o(t)

▲❛ ❝♦✲❞éré❧✐❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛❧♦rs à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ (t, y, . . . ) 7→ t× ∂f
∂x (0, y, . . . )✳

❆r❣✉♠❡♥t ③ér♦ ▲❡ rés❡❛✉

!

❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ❡♥ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ ❢♦✐s ✿ 0✳

❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬❛r❣✉♠❡♥ts ▲❡ rés❡❛✉

u v

!

r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts u ❡t v✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t u+ v✳

✶✵✳✷✳✶✳❞ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s

`/⊗ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r g((u, v), . . . ) = f(u, v, . . . ) ❡t ❞♦♥❝ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ❥✉st❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✳

?0/!0 ❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡♥ 0✱ t♦✉t s❡ ♣❛ss❡ ❝♦♠♠❡ s✐ ♦♥ ré❞✉✐s❛✐t ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

?0/!1 ❖♥ ❞ér✐✈❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à n ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st
❝♦♥st❛♥t❡✱ ❝❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉❧❧❡ à n− 1 ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

?0/!2 ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ f(u+v, . . . ) ♣♦✉r f ❝♦♥st❛♥t❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ s♦♥ ♣r❡♠✐❡r ❛r❣✉♠❡♥t✱ ❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t
❛✉ ♠ê♠❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r g(u, v, . . . ) ❝♦♥st❛♥t❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ s❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ❛r❣✉♠❡♥ts
❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡ à f ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s✳

?1/!0 ❖♥ ♣❛ss❡ 0 à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❝❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉❧❧❡✳

?1/!1 ❖♥ ❞ér✐✈❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ q✉✐ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ f(x, . . . ) = λxg(. . . )✳
❖♥ ❛ ❞♦♥❝ t× ∂f

∂x (0, . . . ) = t× λ× g(. . . ) = f(t, . . . )✳

?1/!2 ❖♥ ❛ f(x, . . . ) ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ x✱ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✱ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ♣❛ss❡ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t u+v✱
♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞♦♥❝ f(u + v, . . . ) = f(u, . . . ) + f(v, . . . )✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❡st ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r ❧✬❛r❣✉♠❡♥t v ❡t ❞❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ s✉r ❧✬❛r❣✉♠❡♥t u✱ ❝❡ q✉✐ ❡st r❡♣rés❡♥té
♣❛r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ?0✳

?2/!0 ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ g(0, ..) = f(0, 0, . . . )✳



✶✶✷ ❘és❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s

?2/!1 ❖♥ ❛ g(x, . . . ) = f(x, x, . . . ) ❡t ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ✿

t×
∂g

∂x
(0, . . . ) = t×

∂f

∂x1
(0, 0, . . . ) + t×

∂f

∂x2
(0, 0, . . . )

♦ù x1 ❡t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ f ❡t x2 ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✳

?2/!2 ❖♥ ❛ g(u+ v, . . . ) = f(u+ v, u+ v, . . . ) q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❡♥ ❞✉♣❧✐q✉❛♥t ❞✬❛❜♦r❞ u ❡t
v ❡t ❡♥ ❢♦r♠❛♥t ❛♣rès ❞❡✉① ❛r❣✉♠❡♥ts u+ v✳

✶✵✳✷✳✷ ❚r❛♥s❢❡rt ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ♣❛q✉❡ts

✶✵✳✷✳✷✳❛ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉①

❯♥ rés❡❛✉ ✈❛ êtr❡ ✐♥t❡r♣rété ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦✉♣❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛♥ts✳ ❯♥ ❧✐❡♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡
s❡r❛ ❢❛✐t ✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉①✳

▲❡s ❞❡✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❛✈❡❝ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ s♦♥t ✿
✕ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡s rés❡❛✉①✱
✕ ❡t ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡s✱ ✉♥ ✜❧ A − A⊥ ♦ù A ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱

r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡✱ ❛❧♦rs q✉✬✉♥ ✜❧ !A − ?A⊥ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✈✐s❛♥t à ét❛❜❧✐r ✉♥❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ A−A⊥ ♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♣❤②s✐q✉❡✳

▲❛ ♠♦❞❛❧✐té ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ✈❛ ❞♦♥❝ ♥♦✉s s❡r✈✐r à ♣❛ss❡r ❞✉ ♠♦♥❞❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❛✉ ♠♦♥❞❡ ❞❡s
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ q✉✐ ❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r♦✉té❡s✱ t❡r♠✐♥é❡s✱ ❡t❝✳ ✳ ✳

✶✵✳✷✳✷✳❜ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡

▲❛ s♦♠♠❡ ❡st ✐❝✐ ✐♥t❡r♣rété❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡ ❞❡s
❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ rés❡❛✉ R+R′ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❞✉
rés❡❛✉ R ❡t ❞✉ rés❡❛✉ R′✳

✶✵✳✷✳✷✳❝ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s

▲❡s ❝❡❧❧✉❧❡s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t sé♣❛rés ♣❛r ❞✉❛❧✐té ✿ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♥é❣❛t✐✈❡s `, ?0, ?1, ?2 ✈♦♥t
❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❧✐é❡ à ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ✈♦♥t
❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ❧✬é♠✐ss✐♦♥✳

▼✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ ▲❡ ` ❡t ❧❡ ⊗ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❣r♦✉♣❡r ❞❡s ❝❛♥❛✉①✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬♦♣é✲
r❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡✳
❈❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬❛ss✉r❡r ✉♥❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♠♠✉♥✐✲
❝❛t✐♦♥s✳

❘❡q✉êt❡ ❡t ♣❛q✉❡t ▲❛ ❞éré❧✐❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ r❡q✉êt❡ s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛
❝♦✲❞éré❧✐❝t✐♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❛q✉❡t

❘♦✉t❛❣❡ ❡t ❈♦✲r♦✉t❛❣❡ ▲❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ré❛❧✐s❡ ❧❡ r♦✉t❛❣❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛q✉❡ts ✈❡rs ❧❡s
r❡q✉êt❡s✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❝♦✲❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❡ ❝♦✲r♦✉t❛❣❡ ❞❡s r❡q✉êt❡s✳

P❛q✉❡t ❡t r❡q✉êt❡ ❢❛❝t✐❝❡s ▲❡ ❝♦✲❛✛❛✐❜❧✐ss❡♠❡♥t ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥ ♣❛q✉❡t ❢❛❝t✐❝❡✱ s❛♥s
❝♦♥t❡♥✉ ré❡❧✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡ ✉♥ ♦❜❥❡t ✈✐✈❛♥t ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳
P❛r ❞✉❛❧✐té✱ ❧✬❛✛❛✐❜❧✐ss❡♠❡♥t ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❢❛❝t✐❝❡✳

▲❡✈é❡ ❡t r❛ttr❛♣❛❣❡ ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ▲✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡
❝❡❧❛ ✿ ❧❡ ❝♦✲❛✛❛✐❜❧✐ss❡♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞✬é♠✐ss✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ❧❡✈é❡ ❞✬✉♥❡
❡①❝❡♣t✐♦♥✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬❛✛❛✐❜❧✐ss❡♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ r❛ttr❛♣❛❣❡ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥✳



✶✵✳✸ ❘❡♠❛rq✉❡s s✉r ❧❛ ♥❛t✉r❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ✶✶✸

✶✵✳✷✳✷✳❞ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s

`/⊗ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♠✉❧t✐✲
♣❧❡①❛❣❡ ❡t ❞❡ ❞❡✲♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡✳

?0/!0 ❯♥❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❡st ❧❡✈é❡ ♣✉✐s r❛ttr❛♣é❡✳

?0/!1 ❯♥ ♣❛q✉❡t ❡st tr❛♥s♠✐s à ✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❢❛❝t✐❝❡✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳

?0/!2 ❖♥ ♣r♦♣❛❣❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ ❢❛❝t✐❝❡✱ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❞✉♣❧✐q✉é❡ ❝❛r ✈✐✈❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❞❡s
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳

?2/!0 ✐❞❡♠✱ ♦♥ ♣r♦♣❛❣❡ ❧❡ ♣❛q✉❡t ❢❛❝t✐❝❡✳

?1/!0 ❯♥ ♣❛q✉❡t ❢❛❝t✐❝❡ ❡st r❡ç✉✱ ♣r♦✈♦q✉❛♥t ✉♥❡ ❡rr❡✉r✳

?1/!1 ❖♥ ♠❡t ❡♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✉♥ ♣❛q✉❡t ❡t ✉♥❡ r❡q✉êt❡✱ t♦✉t s❡ ♣❛ss❡ ❜✐❡♥ ❡t ❧❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥
♣❤②s✐q✉❡✱ ♦✉ t♦✉t ❞✉ ♠♦✐♥s ❞✬♦r❞r❡ ✐♥❢ér✐❡✉r✱ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❧✐❡✉✳

?1/!2 ❖♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❡ ❝♦✲r♦✉t❛❣❡ ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡✱ ♦r ❧❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡rr✐èr❡ ❧❛
r❡q✉êt❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞✉♣❧✐q✉é✳ ■❧ ② ❛ ❞❡✉① ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✱ tr❛♥s♠❡ttr❡ ✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❢❛❝t✐❝❡
❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❡t ❧❛ r❡q✉êt❡ ❛✉ s❡❝♦♥❞✱ ♦✉ ❧✬✐♥✈❡rs❡✳

?2/!1 ✐❞❡♠✱ ♦♥ ❛ r❡❝♦✉rs à ✉♥ ♣❛q✉❡t ❢❛❝t✐❝❡ ♣♦✉r ❝♦♠❜❧❡r ❧❡s ♠❛♥q✉❡s✳

?2/!2 ❈❡tt❡ rè❣❧❡ ❡①♣r✐♠❡ ✐❝✐ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✱ ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♠♠✉t❛✲
t✐♦♥✱ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ r♦✉t❛❣❡ ❡t ❞❡ ❝♦✲r♦✉t❛❣❡✳

✶✵✳✸ ❘❡♠❛rq✉❡s s✉r ❧❛ ♥❛t✉r❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡

❙✐ ♦♥ ❛♥❛❧②s❡ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❢❛✐t ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ♦♥
✈♦✐t q✉❡ ❝❡tt❡ s♦♠♠❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♣❧✉s q✉✬à ❧❛ s②♥t❛①❡✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝❡❧❛ ❡st é✈✐❞❡♥t✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ét❛♥t ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡
✈❡❝t♦r✐❡❧ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✱ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❝✬❡st ♣❧✉s ❞é❧✐❝❛t✳ ▲♦rsq✉❡
❧✬♦♥ ♣❛r❧❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♠♣♦rt❛♥t ❞❡s s♦♠♠❡s✱ ♦♥ ❡st ❡♥ tr❛✐♥ ❞❡ s♣é❝✐✜❡r t♦✉s ❧❡s ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ s❡ ♣❛ss❡r❛ ❞❛♥s ✉♥ t❡r♠❡ s✐♠♣❧❡
❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡✳ ❉❡ s♦rt❡✱ q✉✬❡♥ ❡①♣r✐♠❛♥t ❝❡tt❡ s♦♠♠❡✱ ♦♥ ❡st ❞é❥à ❡♥ tr❛✐♥ ❞❡ ♣❛r❧❡r ❞❡ ❧❛
sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡✱ ❤✐st♦r✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s s♦♥t ❛♣♣❛r✉s ❝♦♠♠❡
✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ✈❡rs ❧❛ s②♥t❛①❡✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ ❧❛ s♦♠♠❡ ❛ été s✉❢✲
✜s❛♠♠❡♥t ❛❜str❛✐t❡ ❞❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❡①✐st❡✲t✲✐❧ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡
s♦♠♠❡ s②♥t❛①✐q✉❡ ❞♦♥t ❧❡ q✉♦t✐❡♥t✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡✱ s❡r❛✐t ❧❛ s♦♠♠❡ ✉s✉❡❧❧❡ ❄ P♦sé
❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛✱ ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ s❡♠❜❧❡ ✐♥s♦❧✉❜❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛✲
♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s♦♠♠❡ ❛♣♣❛r❛✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞ès q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t r❡❣❛r❞❡r
❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♦♠étr✐q✉❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s✱ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s✳





❈❤❛♣✐tr❡ ✶✶

●é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉①

❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s

▲✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ✐❝✐ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❬❞❋✵✽❪✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡r❛ ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r✲

❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ t♦✉t❡s ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s ❤♦r♠✐s ❧❡s rè❣❧❡s ♣♦✉✈❛♥t ❢❛✐r❡
❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❡ rés❡❛✉ ♥✉❧ ✿ ?0/!1 ❡t ?1/!0✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♦✉❜❧✐❡r♦♥s ♠ê♠❡ ❞❡ ♣❛r❧❡r ❞✉ rés❡❛✉ ♥✉❧
❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❧❡s rés❡❛✉① ♥♦♥ ♥✉❧s s♦♥t st❛❜❧❡s ♣❛r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣❡rt✐♥❡♥t❡✳

✶✶✳✶ ❈❤❡♠✐♥s ❞❛♥s ❞❡s s♦♠♠❡s

✶✶✳✶✳✶ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s②♥t❛①✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡

P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ♣❛r❧❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s✱ ✐❧ ✈❛ ♥♦✉s ❢❛❧❧♦✐r ❞✐st✐♥❣✉❡r
✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ϕ ∈ P(R) ❞✉ ♠ê♠❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s ✉♥❡ s♦♠♠❡ R +R′✱ ✈♦✐r ♠ê♠❡ ❞❛♥s ✉♥❡ s♦♠♠❡
R′+R✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♥❡ ♣❧✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ s♦♠♠❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥
❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♠❛✐s ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ s②♥t❛①✐q✉❡✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡
❛❜❛♥❞♦♥♥❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s ❧❡s s♦♠♠❡s✳

▲✬❡ss❛✐ ❛♣♣❛r❡♠♠❡♥t ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ s❡r❛✐t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s rés❡❛✉① ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❛✐♥s✐ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✳✶ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ R∂ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞♦♥t ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s s♦♥t
ét✐q✉❡té❡s ♣❛r R〈P 〉 ♣♦✉r ✉♥ P ⊆ N✳

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ R∂ =
⋃

P⊆N
RP ♦ù RP ❡st ❧❡ ♠❛❣♠❛ ❧✐❜r❡♠❡♥t ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r R〈P 〉 ❞♦♥t

♦♥ ♥♦t❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ⊞✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❛✐♥s✐✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st tr♦♣ ❧✐❜r❡✱ ♦♥ ♣❡r❞ ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❢♦rt❡✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ rés❡❛✉ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡✉① r❡❞❡① ?1/!2 ✿

? !

? !

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞❡✉① ❝❤♦✐① ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① rés✉❧t❛ts ✿



✶✶✻ ●é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s

?

?

? !

?

?

? !

⊞

? !

?

?

? !

?

?

⊞

■❧ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ r❡❞❡① r❡st❛♥t✱ ❞♦♥♥❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s
❞❡✉① rés❡❛✉① s✉✐✈❛♥ts ✿

?

?

?

?

?

?

?

?

⊞

?

?

?

?

?

?

?

?

⊞

⊞

?

?

?

?

?

?

?

?

⊞

?

?

?

?

?

?

?

?

⊞

⊞

❉✬✉♥❡ ♣❛rt ♥♦✉s ❞❡✈r✐♦♥s ❛✈♦✐r ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❢♦rt❡ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥✱ s✬❡①♣r✐♠❛♥t ✐❝✐ ♣❛r
❧✬é❣❛❧✐té ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① rés❡❛✉①✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❝❡s ❞❡✉① rés❡❛✉① s♦♥t ❞✐st✐♥❝ts ❞❛♥s R∂ ✳ ❖♥
❛✐♠❡r❛✐t ♣♦✉✈♦✐r q✉♦t✐❡♥t❡r R∂ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ R⊞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ✿

(R1 ⊞R2) ⊞ (R3 ⊞R4)R⊞ (R1 ⊞R3) ⊞ (R2 ⊞R4)

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❝❡❧❛ ♦♥ r❡❧â❝❤❡ tr♦♣ ❧❛ str✉❝t✉r❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ rés❡❛✉

?

! ?

?



✶✶✳✶ ❈❤❡♠✐♥s ❞❛♥s ❞❡s s♦♠♠❡s ✶✶✼

s❡ ré❞✉✐t s✉r ❧❛ s♦♠♠❡



!

!

!

!

⊞

!

!

!

!




⊞




!

!

!

!

⊞

!

!

!

!




▲❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤♦✐① ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✲
❞éré❧✐❝t✐♦♥✱ ❡t ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❞✐❝❤♦t♦♠✐❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤♦✐①✳
❖r ✐❝✐✱ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ♥♦✉s ❢❡r❛✐t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♣❡r❞r❡ ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ é❣❛❧❛♥t ❝❡ rés❡❛✉ ❛✈❡❝
❧❡ rés❡❛✉ s✉✐✈❛♥t ✿ 



!

!

!

!

⊞

!

!

!

!




⊞




!

!

!

!

⊞

!

!

!

!




❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ q✉✬✐❧ ✈❛ ❢❛❧❧♦✐r r❡str❡✐♥❞r❡ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ❛✉① ❝❛s ♣♦s❛♥t ♣r♦❜❧è♠❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧❛
❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❢♦rt❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❛ ♣❡rt❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳

✶✶✳✶✳✷ ❙♦♠♠❡s ♥♦♠♠é❡s

❆✜♥ ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣ré❝è❞❡♥t✱ r❡✈❡♥♦♥s ❛✉ s❡♥s ♣r❡♠✐❡r ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡✳
❊♥ s✉✐✈❛♥t ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✵✳✷✳✷✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ✐ss✉❡ ❞❡ ❧❛

ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ r❡❞❡① ?1/!2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❝❤♦✐① ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞éré❧✐❝t✐♦♥✱ ❡♥ q✉❡❧q✉❡
s♦rt❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❡st ✐♥❞✐❝é❡ ♣❛r ❧❡s ❞éré❧✐❝t✐♦♥s ❡t ❧❡s ❝♦✲❞éré❧✐❝t✐♦♥s ♣rés❡♥t❡s ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✳ ▲❛
r❡❧❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ré❝✉♣ér❡r ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❢♦rt❡ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡
❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝❤♦✐① ♣♦rt❛♥t s✉r ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞✐st✐♥❝t❡s✳ ▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ❞♦♥♥❡r
♠❛✐♥t❡♥❛♥t t✐r❡♥t ♣❛rt✐ ❞❡ ❝❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❥✉st❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡✳

❙♦✐t N ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ ❞♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❛♣♣❡❧és ♥♦♠s✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥✲
t❡♥❛♥t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ rés❡❛✉ s✐♠♣❧❡ ❡st ♠✉♥✐ ❞✬✉♥ ét✐q✉❡t❛❣❡ ✐♥❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❞éré❧✐❝t✐♦♥
❡t ❝♦✲❞éré❧✐❝t✐♦♥ ♣❛r N ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✳✷ ❖♥ ♥♦t❡ R∂ =
⋃

P⊆N
RP / R⊞ ♦ù

✕ RP ❡st ❧✐❜r❡♠❡♥t ❡♥❣❡♥❞ré à ♣❛rt✐r ❞❡ R〈P 〉 ♣❛r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s
α
⊞ ♣♦✉r α ∈ N ✱

✕ ❡t✱ ♣♦✉r α 6= β ∈ N ✱ (R1

β

⊞ R2)
α
⊞ (R3

β

⊞ R4)R⊞ (R1

α
⊞ R3)

β

⊞ (R2

α
⊞ R4)



✶✶✽ ●é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✶✳✸ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ R⊞ ❡st ♣❧✉s ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❧♦✐ ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❛♥s ❧❡s n✲

❝❛té❣♦r✐❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ A B C

⇓

⇓

⇓

⇓

f

g

h

i

✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡✉①

❝❛❧❝✉❧s ✿

✕ ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡ A B C⇓ ⇓
fg hi s✉✐✈✐❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ A C⇓

(fg)||(hi)

✕ ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ A B C

⇓

⇓

f ||h

g||i

s✉✐✈✐❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡ A C⇓
(f ||h)(g||i) ✳

❯♥ ❞❡s ❛①✐♦♠❡s ❞❡s n✲❝❛té❣♦r✐❡s r❡✈✐❡♥t à ❞✐r❡ q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① rés✉❧t❛ts s♦♥t é❣❛✉①✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝

(fg)||(hi) = (f ||h)(g||i)

q✉✐ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ r❡❧❛t✐♦♥ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞é✜♥✐ss❛♥t R⊞ ✳

❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣♦✉✈♦✐r ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡s s♦♠♠❡s✳ ❖♥

♥♦t❡
α

⊞
−→ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ R

α

⊞
−→ R

α
⊞ R ♣♦✉r t♦✉t rés❡❛✉ s✐♠♣❧❡ R✳

❙♦✐❡♥t R1 ❡t R2 ❞❡✉① rè❣❧❡s ❞❡ rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♥♦t❡
R1

α

⊞R2−−−−−→ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡

♣❛r R
R1

α

⊞R2−−−−−→ R1

α
⊞ R2 ❧♦rsq✉❡ R

Ri−−→ Ri ♣♦✉r i ∈ {1, 2}✳
❙♦✐❡♥t R ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❧❧❛♥t ❞❡ R0

∂ ❞❛♥s R∂ ✱ ❡t R ∈ R∂ ❝♦♠♣♦rt❛♥t ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡
s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ R s✬❛♣♣❧✐q✉❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ ❞❡ R ✉♥ rés❡❛✉ R′ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t R s✉r

❝❡tt❡ ❢❡✉✐❧❧❡✳ ❙♦✐t b ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ♠❡♥❛♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❡✉✐❧❧❡ à ❧❛ r❛❝✐♥❡✱ ❞♦♥❝ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬❛rêt❡s
α
⊞g

♦✉
α
⊞d✱ ♦♥ ♥♦t❡

R
−→
b

❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐❡✱ s✬❛♣♣❧✐q✉❛♥t s✉r t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ R∂ ❛②❛♥t

✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ b ❞✬✉♥❡ ❞❡ ❧❡✉rs ❢❡✉✐❧❡s à ❧❡✉r r❛❝✐♥❡✳ ❖♥ ♣♦s❡
R
−→

⊞

= ∪b
R
−→
b
✱ ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ♦♥ ♣♦s❡

→⊞= ∪R
R
−→

⊞

✳
❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❝✉♣ér❡r ❧❛ 2✲❝♦♥✢✉❡♥❝❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛

❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❢♦rt❡ ❢❡✉✐❧❧❡ à ❢❡✉✐❧❧❡✳

▲❡♠♠❡ ✶✶✳✹ ❙♦✐❡♥t Ri,j ♣♦✉r i, j ∈ {1, 2} ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ t❡❧❧❡s q✉❡ Ri,j

❡t Ri′,j′ ❝♦♥✢✉❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ❞ès q✉❡ i 6= i′✳

❙✐ R
R1,1

α

⊞R1,2
−−−−−−−→ R1,1

α
⊞ R1,2 ❡t R

R2,1

β

⊞R2,2
−−−−−−−→ R2,1

β

⊞ R2,2✱ ❛✈❡❝ α 6= β✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ R′ t❡❧
q✉❡

R1,1

α
⊞ R1,2

R2,1

β

⊞R2,2
−−−−−−−→

α

⊞g

R2,1

β

⊞R2,2
−−−−−−−→

α

⊞d

R′

❡t

R2,1

β

⊞ R2,2
R1,1

α

⊞R1,2
−−−−−−−→

β

⊞g

R1,1

α

⊞R1,2
−−−−−−−→

β

⊞d

R′
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Pr❡✉✈❡ ❖♥ ❛

R

R1,1

α
⊞ R1,2 R2,1

β

⊞ R2,2

R1,1

α
⊞ R1,2 R2,1

β

⊞ R2,2

❡t ❞♦♥❝ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ R
Ri,j
−−→ Ri,j ✱ ❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ R′

j,j′ t❡❧s q✉❡✱ ♣♦✉r j, j′ ∈
{1, 2}✱

R1,j

R2,j′

−−−→ R′
j,j′

❡t

R2,j′
R1,j
−−−→ R′

j,j′

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ r❡❢❡r♠❡r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❛✐♥s✐ ✿

R

R1,1

α
⊞ R1,2 R2,1

β

⊞ R2,2

(R′
1,1

β

⊞ R′
1,2)

α
⊞ R1,2 (R′

1,1

α
⊞ R′

2,1)
β

⊞ R2,2

(R′
1,1

β

⊞ R′
1,2)

α
⊞ (R′

2,1

β

⊞ R′
2,2) (R′

1,1

α
⊞ R′

2,1)
β

⊞ (R′
1,2

α
⊞ R′

2,2)

R1,1

α
⊞ R1,2 R2,1

β

⊞ R2,2

R2,1

β

⊞ R2,2

α
⊞g R1,1

α
⊞ R1,2

β

⊞g

R2,1

β

⊞ R2,2

α
⊞d R1,1

α
⊞ R1,2

β

⊞d

≡R⊞

▲❡♠♠❡ ✶✶✳✺ ❙♦✐❡♥t R,R1 ❡t R2 ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❡❧❧❡s q✉❡ R ❝♦♥✢✉❡
❢♦rt❡♠❡♥t ❛✈❡❝ R1 ❡t ❛✈❡❝ R2✳

❙✐ R
R
−→ R0 ❡t R

R1

α

⊞R2−−−−−→ R1

α
⊞ R2✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ R′ t❡❧ q✉❡ R0

R1

α

⊞R2−−−−−→

2

R′ ❡t R1

α
⊞

R2(
R
−→

⊞

)2R′✳

Pr❡✉✈❡ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❢♦rt❡✱ ♦♥ s❛✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ R′
1 ❡t R′

2 t❡❧s q✉❡

R0
Ri−−→ R′

i ❡t Ri
R
−→ R′

i✱ ♣♦✉r i ∈ {1, 2}✳

❖♥ ✈ér✐✜❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ rés❡❛✉ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ R′ = R′
1

α
⊞ R′

2 ❝♦♥✈✐❡♥t✳

❖♥ ♥♦t❡ ?1(α)/g!
2 ✭r❡s♣✳ ?1(α)/d!

2✮ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

?

!

7→ ? ?
α

α



✶✷✵ ●é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s

✭r❡s♣✳ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

?

!

7→ ? ?
α

α

✮✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ?1(α)/!2 = ?1(α)/g!
2

α
⊞ ?1(α)/d!

2✳ ❈♦♥❝rét❡♠❡♥t
♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

?

!

?1(α)/!2

−−−−→ ? ?
α

⊞ ? ?
α

αα

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ s②♠étr✐q✉❡ ♦♥ ❞é✜♥✐t !1(α)/?2✳ ❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ♦♥ ♣❡✉t
❞é❞✉✐r❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✶✳✻ ▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s✉r R∂ ❡st 2✲❝♦♥✢✉❡♥t❡✳

✶✶✳✶✳✸ ❈❤❡♠✐♥s

❖♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞♦♥♥❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s ✉♥❡ s♦♠♠❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✳✼ ❙♦✐t R ∈ R∂✱ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s R ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (b, φ) ♦ù φ ❡st ✉♥ ❝❤❡♠✐♥
❞❛♥s ✉♥ ❞❡s rés❡❛✉① s✐♠♣❧❡s R0 ♣rés❡♥t ❞❛♥s R ❡t b ❡st ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ R ♠❡♥❛♥t ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡
à ❧❛ ❢❡✉✐❧❧❡ R0✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ b ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♠♦❞✉❧♦ R⊞✳
❖♥ ♥♦t❡ t♦✉❥♦✉rs P(R) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ R✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♠ê♠❡s

❞é✜♥✐t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❝❤❡♠✐♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ♥♦✉s é❝r✐r♦♥s ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ (b, φ) ❝♦♠♠❡ ✉♥❡

s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞✬❛rêt❡s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✉s✉❡❧✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t
α
⊞g ✭r❡s♣✳

α
⊞d✮ ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❣❛✉❝❤❡ ✭r❡s♣✳

❞r♦✐t❡✮ ❞✬✉♥
α
⊞ ♣r✐s❡ ❞✉ ❤❛✉t ✈❡rs ❧❡ ❜❛s✳ ❆✐♥s✐ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ (b, φ) s❡r❛ ♥♦té b′rφb′ ♦ù b′ s❡ ❞é❞✉✐t

❞❡ b ❡♥ ❝♦♥❝❛té♥❛♥t ❧❡s ❛rêt❡s
α
⊞i ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢❡✉✐❧❧❡✳

❚♦✉t s❡ ♣❛ss❡ ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡ s✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞ér❛✐t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❝♦♠♣♦sé ❛✐♥s✐ ✿

R0

♦ù R0 ❡st ❧❡ rés❡❛✉ s✐♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ s❡ s✐t✉❡ ❧❡ ✈r❛✐ ❝❤❡♠✐♥✳
❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ♣♦✉r ❞❡✉① ♥÷✉❞s ♥♦♠♠és α ❡t β ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ q✉♦t✐❡♥t s✬❛♣♣❧✐q✉❡✱ ♦♥ ❛ ❧❛

r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
α
⊞i

β

⊞j=
β

⊞j

α
⊞i ∀α 6= β ∈ N ∀i, j ∈ {g, d} ✭✶✶✳✶✮
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❯♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ré❛❧✐s❡r ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té✱ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r❡♥❞r❡ ✉♥
é❧é♠❡♥t ❞❡ P(R)+ ♣❛ss❛♥t ♣❛r t♦✉t❡s ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♦♥ ❛✱ t♦✉❥♦✉rs✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

α
⊞

r

g

β

⊞

r

g ϕgg

β

⊞g

α
⊞g +

α
⊞

r

d

β

⊞

r

g ϕdg

β

⊞g

α
⊞d +

α
⊞

r

g

β

⊞

r

d ϕgd

β

⊞d

α
⊞g ✭✶✶✳✷✮

+
α
⊞

r

d

β

⊞

r

d ϕdd

β

⊞d

α
⊞d

=
β

⊞

r

g

α
⊞

r

g ϕgg

α
⊞g

β

⊞g +
β

⊞

r

d

α
⊞

r

g ϕgd

α
⊞g

β

⊞d +
β

⊞

r

g

α
⊞

r

d ϕdg

α
⊞d

β

⊞g

+
β

⊞

r

d

α
⊞

r

d ϕdd

α
⊞d

β

⊞d

✶✶✳✶✳✹ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s

❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞é✜♥✐r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥✱ ✐❧ ✈❛ ♥♦✉s ❢❛❧❧♦✐r ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ❞é✜♥✐r ♣♦✉r
❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❛♥s ❞❡s s♦♠♠❡s✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞é✜♥✐r ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦♠♠❡ ♣❛r
❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥✳

❙♦✐t ϕ ∈ P(R)✱ ♦ù R ❡st ✉♥ rés❡❛✉ s✐♠♣❧❡ t❡❧ q✉❡ R
R1

α

⊞R2−−−−−→ R1

α
⊞ R2 ♦♥ ♣♦s❡

δ
R1

α

⊞R2

(ϕ) =
α
⊞

r

g δR1
(ϕ)

α
⊞g +

α
⊞

r

d δR2
(ϕ)

α
⊞d

◆♦t♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ❞é✜♥✐❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t ❝❤❡♠✐♥
tr❛✈❡rs❛♥t ❧❡ r❡❞❡① ♦♥ ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❞❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s q✉✐ ❡st ♥✉❧✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ rés❡❛✉ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ R
R
−→
b

R′✱ ♦♥ ✈❛ ❞é✜♥✐r ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡✱ ♥♦té❡ δR,b✳ ❙♦✐t ϕ ∈ P(R)✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ϕ = b′rϕ′b′ ❛✈❡❝ ϕ′

❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s ✉♥❡ ❞❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡ R✳ ❙✐ b 6= b′✱ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ♥✬❡st ♣❛s ❛✛❡❝té ♣❛r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥✱ ❡t
♦♥ ♣♦s❡ δR,b(ϕ) = ϕ✳ ❙✐♥♦♥✱ b = b′ ❡t ♦♥ ♣♦s❡ δR,b(ϕ) = brδR(ϕ′)b✳

❙♦✐❡♥t Rg

α
⊞ Rd ∈ R∂ ❡t R ✉♥❡ rè❣❧❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s s✉r Rg ❡t s✉r Rd✳ ❙♦✐t ϕ ✉♥

❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❝❡ rés❡❛✉✱ ♦♥ ❛ s♦✐t ϕ =
α
⊞

r

g ϕg

α
⊞g ❛✈❡❝ ϕg ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s Rg✱ s♦✐t ❧✬✐♥✈❡rs❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s

q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✐t ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs δ
R,

α

⊞d

(ϕ) = ϕ ❡t ❛✐♥s✐ (δ
R,

α

⊞g

◦δ
R,

α

⊞d

)(ϕ) = δ
R,

α

⊞g

(ϕ)✳

▲❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡ ❝❛s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛

❞♦✉❜❧❡ ré❞✉❝t✐♦♥ Rg

α
⊞ Rd

R
−−→
α

⊞g

R
−−→
α

⊞d

R′✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ δ
R,

α

⊞g+
α

⊞d

❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ ❛❞♠❡t ✉♥❡

❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ✿

δ
R,

α

⊞g+
α

⊞d

(ϕ) =





α
⊞

r

g δR(ϕ′)
α
⊞g s✐ ϕ =

α
⊞

r

g ϕ
′

α
⊞g

α
⊞

r

d δR(ϕ′)
α
⊞d s✐ ϕ =

α
⊞

r

d ϕ
′

α
⊞d

✶✶✳✶✳✺ ❈♦♥✢✉❡♥❝❡ ❢♦rt❡ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s

❖♥ ✈❛ é♥♦♥❝❡r ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣❡♥❞❛♥t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✻✳✻✱ ♥♦t♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✉♥ ♣❡✉ tr✐❝❤é
❣râ❝❡ à ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ r❡♠❛rq✉❡ ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❧✬♦♥ ❝♦♠♣❡♥s❡ ❧❡
❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s♦✐t s❡✉❧❡♠❡♥t 2✲❝♦♥✢✉❡♥t❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s s❡
s✉♣❡r♣♦s❡♥t✳



✶✷✷ ●é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s

❚❤é♦rè♠❡ ✶✶✳✽ ❙♦✐❡♥t R ✉♥ rés❡❛✉ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❞❡✉①

ré❞✉❝t✐♦♥s ✿ R1
R1←−−
b1

R
R2−−→
b2

R2 ❛✈❡❝ R1 6= R2✳

❙✐ ❧❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s s♦♥t à ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s R0
∂ ♦✉ s✐ ❧✬♦♥ ❛ b1 6= b2✱ ♦♥ ❛

δR1,b1 ◦ δR2,b2 = δR2,b2 ◦ δR1,b1

❙✐ b1 = b2 = b✱ ❡t q✉❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s rè❣❧❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ R1✱ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Rg

α
⊞ Rd✱ ❧✬❛✉tr❡ ét❛♥t

à ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s R0
∂✱ ♦♥ ❛

δ
Rg

α

⊞Rd,b
◦ δR2,b = δ

R2,b
α

⊞g+b
α

⊞d

◦ δ
Rg

α

⊞Rd,b

❙✐ b1 = b2 = b ❡t q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Ri,g

αi

⊞ Ri,d✱ ♦♥ ❛

δ
R1,g

α1

⊞R1,d,b
α2

⊞g+b
α2

⊞d

◦ δ
R2,g

α2

⊞R2,d,b
= δ

R2,g

α2

⊞R2,d,b
α1

⊞g+b
α1

⊞d

◦ δ
R1,g

α1

⊞R1,d,b

Pr❡✉✈❡ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ é♥♦♥❝❡ ❡♥ ❢❛✐t tr♦✐s ♣r♦♣r✐étés ❞✐st✐♥❝t❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ♣r♦✉✈❡r à ♣❛rt✳

✶✳ ❙✐ b1 6= b2 ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t ❝❤❡♠✐♥ ϕ ❞❛♥s R✱ s♦✐t δR1,b1(ϕ) = ϕ✱ s♦✐t δR2,b2(ϕ) = ϕ✱ s♦✐t
❧❡s ❞❡✉①✳ ❙✐ b1 = b2 ❡t q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s s♦♥t à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s R0

∂ ✱ ♦♥ ❡st r❛♠❡♥é ❛✉
t❤é♦rè♠❡ ✻✳✻✳

✷✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ b1 = b2 = b✱ R1 = Rg

α
⊞ Rd ❡t q✉❡ R2 ❡st à ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s R0

∂ ✳
❙♦✐t ϕ ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s R✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st é✈✐❞❡♥t s✐ ϕ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ b✱ ♣♦s♦♥s ❛✐♥s✐
ϕ = brϕ′b✳ ❖♥ ❛

(δ
Rg

α

⊞Rd,b
◦ δR2,b)(ϕ)

= br(
α
⊞

r

g (δRg ◦ δR2
)(ϕ′)

α
⊞g +

α
⊞

r

d (δRd
◦ δR2

)(ϕ′)
α
⊞d)b

❡t

(δ
R2,b

α

⊞g+b
α

⊞d

◦ δ
Rg

α

⊞Rd,b
)(ϕ)

= δ
R2,b

α

⊞g+b
α

⊞d

(br(
α
⊞

r

g δRg(ϕ
′)

α
⊞g +

α
⊞

r

d δRd
(ϕ′)

α
⊞d)b)

= br(
α
⊞

r

g (δR2
◦ δRg)(ϕ

′)
α
⊞g +

α
⊞

r

d (δR2
◦ δRd

)(ϕ′)
α
⊞d)b

❊t ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✻✳✻✳

✸✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ b1 = b2 = b ❡t q✉❡ Ri = Ri,g

αi

⊞ Ri,d✱ ♣♦✉r i ∈ {1, 2}✳ ❙♦✐t ϕ ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s
R✱ ✐❧ s✉✣t ❧à ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ♥❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡r q✉❡ ❧❡ ❝❛s ♦ù ϕ = brϕ′b✳ ❖♥ ❛

(δ
R1,g

α1

⊞R1,d,b
α2

⊞g+b
α2

⊞d

◦ δ
R2,g

α2

⊞R2,d,b
)(ϕ)

= br
∑

k,l∈{g,d}

(
α2

⊞
r

k

α1

⊞
r

l (δR1,l
◦ δR2,k

)(ϕ′)
α1

⊞l

α2

⊞k)b



✶✶✳✷ ▲✬❛❧❣è❜r❡ ∂L⋆
✶✷✸

❡t

(δ
R2,g

α2

⊞R2,d,b
α1

⊞g+b
α1

⊞d

◦ δ
R1,g

α1

⊞R1,d,b
)(ϕ)

= br
∑

k,l∈{g,d}

(
α1

⊞
r

l

α2

⊞
r

k (δR2,k
◦ δR1,l

)(ϕ′)
α2

⊞k

α1

⊞l)b

❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✻✳✻ ♣✉✐s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✳✷✮✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✶✳✾ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rs✐st❛♥❝❡ ❢❛✐t s❡♥s ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❛♥s ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥✲
t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s✳

✶✶✳✷ ▲✬❛❧❣è❜r❡ ∂L⋆

✶✶✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥

❙♦✐t
∂L⋆ = 〈p, q, r!, s!, r?, s?, d?,α, d!,α, uα, vα, eα, . . . | r〉

1
0

♦ù ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ♥♦♠ ♣r✐s ❞❛♥s
N ✱ ❡t r r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✭❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✼✳✸✳✶✮ ✿

p ⊥ q ✭✶✶✳✸✮

rt ⊥ st ✭✶✶✳✹✮

uα ⊥
+

vα ✭✶✶✳✺✮

eαeα = eα ✭✶✶✳✻✮

{r!, s!} ↔ {r?
⋆, s?

⋆} ✭✶✶✳✼✮

{uα, vα, eα}
⋆
↔ {p, q, r?, s?, r!, s!}∪⋃

β∈N−{α}{dβ,?, dβ,!, uβ , vβ, eβ}
✭✶✶✳✽✮

dα,t
⋆rt′ = uαdα,t

⋆uα
⋆ ❛✈❡❝ t 6= t′ ∈ {!, ?} ✭✶✶✳✾✮

dα,t
⋆st′ = vαdα,t

⋆vα
⋆ ❛✈❡❝ t 6= t′ ∈ {!, ?} ✭✶✶✳✶✵✮

dα,!
⋆dβ,? = eαeβ ✭✶✶✳✶✶✮

▲❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ét❛♥t ❝❡❧❧❡s ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✼✳✸✳✶✳ ∂L⋆ ❡st ♥♦r♠❛❧✱ ♠❛✐s ✐❧ ♥❡ ✈ér✐✜❡ ♣❛s ❧❛ ♣r♦♣r✐été
ab⋆✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❝♦♠♠❡ p⋆r? ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞✬é❝r✐t✉r❡ s♦✉s ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✳

❖♥ ✈❛ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡✉① s♦✉s✲♠♦♥♦ï❞❡s ❞❡ ∂L⋆ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr♦♥t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛
❢♦r♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ❛ss♦❝✐❡r ❛✉① ❝❤❡♠✐♥s ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ∂L⋆+

me

❧❡ ♠♦♥♦ï❞❡ ❣é♥éré ♣❛r
p, q, r?, s?, r!, s!, dα,?, dα,!, . . .

❡t ∂L⋆+
a ❧❡ ♠♦♥♦ï❞❡ ❣é♥éré ♣❛r

uα, vα, eα, . . .



✶✷✹ ●é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s

✶✶✳✷✳✷ ❋❛❝t❡✉r ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✳✶✵ ❙♦✐t R ✉♥ rés❡❛✉ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧✱ ♦♥ ♥♦t❡ N (R) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦♠s ♣rés❡♥ts
❞❛♥s R✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ♥♦t❡ N (ϕ) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦♠s ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ♦✉ ❞❡ ♥÷✉❞ tr❛✈❡rsés ♣❛r ❧❡
❝❤❡♠✐♥ ϕ✳ ❙♦✐t w ∈ ∂L⋆✱ ♦♥ ♥♦t❡ N (w) ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r t♦✉t❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ w ❡♥ t❡r♠❡s
❞❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❛♥s ∂L⋆ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦♠s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❡♥ ét✐q✉❡tt❡ ❞❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs
❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✶✳✶✶ ▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♥♦♠s ♥❡ s♦♥t ♠♦❞✐✜és ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ q✉❡ ♣❛r
❧❡s rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ?1(α)/!1(β) ✿ ❧❡s ♥♦♠s α ❡t β ❞✐s♣❛r❛✐ss❡♥t
✕ ?1(α)/!2 ✿ α ❞❡✈✐❡♥t ✉♥ ♥♦♠ ❛ss♦❝✐é à t♦✉s ❧❡s ré❞✉✐ts ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❡

rés❡❛✉ s✐♠♣❧❡ ♦ù s❡ s✐t✉❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧s ❞♦✐✈❡♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣❛ss❡r ♣❛r ✉♥❡

❜r❛♥❝❤❡
α
⊞�✳

✕ !1(α)/?2 ✿ ✐❞❡♠

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✳✶✷ ❙♦✐❡♥t ϕ ❡t ϕ′ ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s ❞❛♥s ❞❡s rés❡❛✉① ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t
❞✐st✐♥❝ts✱ ♦♥ ♥♦t❡

nϕ′(ϕ) =
∏

α∈N (ϕ′)−N (ϕ)

eα

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❡t é❧é♠❡♥t ❞❡ ∂L⋆ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ϕ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ϕ′✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t
❞❡ ♠ê♠❡ nx(y) ❞ès q✉❡ x ❡t y ♦♥t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♥♦♠s ❛ss♦❝✐és ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳

▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡s ❢❛❝t❡✉rs ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉✬✐❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s
❧♦rsq✉✬✐❧s ♥✬✉t✐❧✐s❡♥t ♣❛s ❧❡s ♠ê♠❡s ♥♦♠s✳ ❖♥ ❛ é✈✐❞❡♠♠❡♥tN (w(ϕ)nϕ′(ϕ)) = N (w(ϕ′)nϕ(ϕ′))✳

▲❡s ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s s✉✐✈❛♥ts ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❧❡
❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s✳

▲❡♠♠❡ ✶✶✳✶✸ ❙♦✐❡♥t R ∈ R∂ t❡❧ q✉❡ R
R
−→ R′ ❡t ϕ ∈ P(R)✱ ❛✈❡❝ δR(ϕ) = ϕ′✱ ♦♥ ❛

✶✳ N (ϕ′) ⊆ N (ϕ)

✷✳ nR(ϕ′) = nR(ϕ)nϕ(ϕ′)

✸✳ s✐ R = ?1(α)/!1(β) ❡t ϕ tr❛✈❡rs❡ ❧❡ r❡❞❡①✱ ♦♥ ❛ nϕ(ϕ′) = eαeβ✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s✱
♦♥ ❛ nϕ(ϕ′) = 1✳

Pr❡✉✈❡ ❊♥ ✈❡rt✉ ❞❡ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✶✶✳✶✶✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ tr♦✐s rè❣❧❡s✱ ❞♦♥t
❞❡✉① s♦♥t ❞✉❛❧❡s ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ▲✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st tr✐✈✐❛❧❡✱ ❧❡ s❡✉❧ ❝❛s ♦ù ❞❡s ♥♦♠s ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ❛❥♦✉tés ét❛♥t ❡①❝❧✉ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ϕ s❡ ré❞✉✐t ❡♥ ✉♥ s❡✉❧ ❝❤❡♠✐♥ ϕ′✳ ▲✬é❣❛❧✐té ❡st ❛❧♦rs
❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥✳ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣r♦♣r✐été ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡
❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳

▲❡♠♠❡ ✶✶✳✶✹ ❙♦✐❡♥t R ✉♥ rés❡❛✉ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❡t brϕb ∈ P(R)✱ t❡❧s q✉❡ α 6∈
N (b)✱

R
?1(α)/!2

−−−−−→
b

R′

❡t

δ?1(α)/!2,b(b
rϕb) = br

α
⊞

r

g ϕ
α
⊞g b+ br

α
⊞

r

d ϕ
α
⊞d b = φ1 + φ2

❖♥ ❛ ❛❧♦rs nφi
(brϕb) = eα ❡t nbrϕb(φi) = 1 ♣♦✉r i ∈ {1, 2}✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✉❛❧❡✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ♠ê♠❡

♣r♦♣r✐été ♣♦✉r !1(α)/?2✳



✶✶✳✸ P♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ✶✷✺

Pr❡✉✈❡ ▲à ❡♥❝♦r❡✱ ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t à ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✶✶✳✶✶✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬✉♥✐q✉❡ ❝❛s ♦ù ❧✬♦♥
r❛❥♦✉t❡ ✉♥ ♥♦♠✳ ❖♥ ❡st ❛ss✉ré q✉❡ α ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s ϕ ❝❛r s✐♥♦♥ ✐❧ tr❛✈❡rs❡r❛✐t ❧❡ r❡❞❡①
❡t ♥❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ré❞✉✐t s✉r ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s✳ ❖r✱ α ❛♣♣❛r❛✐t tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s φi ♣❛r

❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡s ❛rêt❡s
α
⊞�✳

✶✶✳✷✳✸ ❈♦♠♠✉t❛♥ts

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✳✶✺ ❙♦✐t w ∈ ∂L⋆✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝♦♠♠✉t❛♥t ❞❡ w ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ wc ∈ ∂L⋆ ❞é✜♥✐ ♣❛r
wc = {w′ ∈ ∂L⋆ | ww′ = w′w}✳

❋❛✐t ✶✶✳✶✻ ❙♦✐t x ∈ {eα, uα, vα, dα,?, dα,!}✱ ♦♥ ❛ xc = {x} ∪ {w ∈ ∂L⋆ | α 6∈ N (w)}✳

Pr❡✉✈❡ ❈✬❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✶✶✳✽✳

✶✶✳✸ P♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s

✶✶✳✸✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥

❖♥ ✈❛ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① s✐♠♣❧❡s à ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s ∂L⋆✳ ❉❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù
❝❡rt❛✐♥❡s ❝❡❧❧✉❧❡s s♦♥t ♥♦♠♠é❡s✱ ✐❧ ♥❡ ✈❛ ♣❛s êtr❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❣é♥ér✐q✉❡
❛✉ s❡♥s ♣ré❝è❞❡♥t✳ ❖♥ é❝r✐t w(tα, i) ♣♦✉r ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❧❛ i✲è♠❡ ❛rêt❡ ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡ t
❡t ❞❡ ♥♦♠ α✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣♦s❡

w(`, 1) = p w(`, 2) = q w(⊗, 1) = q w(⊗, 2) = p

w(?2, 1) = r? w(?2, 2) = s? w(!2, 1) = r! w(!2, 2) = s!

w(?1
α, 1) = dα,? w(!1α, 1) = dα,!

❖♥ ét❡♥❞ ❧❛ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❛✉① rés❡❛✉① ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❡♥ ♣♦s❛♥t

w(
α
⊞g) = uα w(

α
⊞d) = vα

❊t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ t♦✉t ❝❤❡♠✐♥ ϕ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ brϕ0b ♦ù b ❡st ✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡
❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡✱ ♦♥ ♥♦t❡ w⊞(ϕ) = w(b) ❡t ws(ϕ) = w(ϕ0)✳ ❉❡ s♦rt❡ q✉❡✱ w(ϕ) =
w⊞(b)ws(ϕ0)w⊞(b)⋆✳

✶✶✳✸✳✷ ❋✐❞é❧✐té

▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ❝❡❧✉✐ s✉r ❧❡q✉❡❧ ✈♦♥t r❡♣♦s❡r t♦✉s ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❝❡tt❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥✳

▲❡♠♠❡ ✶✶✳✶✼ ✭▲❡♠♠❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✮ ❙♦✐t R ✉♥ rés❡❛✉ s✐♠♣❧❡ t❡❧ q✉❡ R
R
−→ R′✱ ❡t ϕ ∈

Pf (R) t❡❧ q✉❡ ϕ tr❛✈❡rs❡ ❧❡ r❡❞❡① ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❛
✕ s♦✐t δR(ϕ) = ϕ′ ❡t w(ϕ) = nϕ(ϕ′)w(ϕ′)
✕ s♦✐t δR(ϕ) = 0 ❡t w(ϕ) = 0✳

Pr❡✉✈❡ ❙❡✉❧s ❞❡✉① ❝❛s s♦♥t ✐♠♣♦rt❛♥ts✱ ❧❡s ❛✉tr❡s r❡❧❡✈❛♥t ❞✬✉♥❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡s
éq✉❛t✐♦♥ ✼✳✶✳

◆♦t♦♥s c1 ❡t c2 ❧❡s ❞❡✉① ❝❡❧❧✉❧❡s ré❞✉✐t❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❝♦♠♣♦s❡r ϕ s❡❧♦♥ s❡s ♣❛ss❛❣❡s à tr❛✈❡rs
❧❡ r❡❞❡①✳ P♦s♦♥s ϕ = ϕ0(

∏
i ρiϕi) ❛✈❡❝ ϕj ♥❡ tr❛✈❡rs❛♥t ♣❛s ❧❡ r❡❞❡① ❡t ρi ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ c1,jc

r
2,k

♦✉ c2,kc
r
1,j ✳



✶✷✻ ●é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ R = ?1(α)/!1(β)✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs

w(ϕ) = (
∏

i

w(ϕi)wi)w(ϕ0)

❛✈❡❝ wi = dα,?
⋆dβ,! ♦✉ dβ,!

⋆dα,?✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s wi = eαeβ ✳ ❖r✱ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
α, β 6∈ N (ϕi)✱ ❡t ❧❡ ❢❛✐t ✶✶✳✶✻ s✬❛♣♣❧✐q✉❡✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ w(ϕ) = (

∏
i w(ϕi)w(ϕ0))(

∏
i eα)(

∏
i eβ) =

w(ϕ′)eαeβ = w(ϕ′)nϕ(ϕ′)✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ R = ?1(α)/!2✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs

w(ϕ) = (
∏

i

w(ϕi)wi)w(ϕ0)

❛✈❡❝ wi ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ dα,?
⋆r!✱ dα,?

⋆s!✱r!⋆dα,? ♦✉ r?⋆dα,?✳ ❆♣rès s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ wi ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ uαd

�
α,?uα

⋆ ♦✉ vαd
�
α,?vα

⋆✱ ❛✈❡❝ � é❣❛❧ à r✐❡♥ ♦✉ ⋆✳
❖♥ ✈❛ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r ❞❡ ❞❡✉① ♣❛ss❛❣❡s s✉❝❝❡ss✐❢s ❞❡ ϕ à tr❛✈❡rs ❧❡ r❡❞❡①✱ t♦✉t❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té

rés✐❞❛♥t ✐❝✐✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs w(ϕ) = w(ϕ2)w2w(ϕ1)w1w(ϕ0)✳ P♦✉r ❝♦♥t✐♥✉❡r✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s r❡❣❛r❞❡r
❞❡✉① ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡s✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ϕ ♣❛ss❡ t♦✉❥♦✉rs ❞✉ ♠ê♠❡ ❝ôté ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡
❞❡ ❝♦✲❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦rt ❛✉①✐❧✐❛✐r❡✳ P❛r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛ ❞♦♥❝ δ(ϕ) = ϕ′

❛✈❡❝ ϕ′ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r
α
⊞

r

g ❡t ✜♥✐ss❛♥t ♣❛r
α
⊞g✳ ❖♥ ❛ ❛✐♥s✐ wi = uαd

ti
α,?uα

⋆ ❛✈❡❝ ti ét❛♥t r✐❡♥ ♦✉

⋆✳ ❉♦♥❝✱ w(ϕ) = w(ϕ2)uαd
t2
α,?uα

⋆w(ϕ1)uαd
t1
α,?uα

⋆w(ϕ0) = uαw(ϕ2)d
t2
α,?w(ϕ1)d

t1
α,?w(ϕ0)uα

⋆ =
w(ϕ′)✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✶✶✳✺ ❡t ❧❡ ❢❛✐t ✶✶✳✶✻✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉❡r
❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥s ❝❛r α ♥✬❛♣♣❛r❛✐t ♣❛s ❞❛♥s ❧❡s ϕi✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù
❧✬♦♥ ❡st ❞❛♥s ✉♥ rés❡❛✉ s✐♠♣❧❡✱ ❧✬ét✐q✉❡t❛❣❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❡st ✐♥❥❡❝t✐❢ ❡t ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛✈♦✐r ❞❡
❝❡❧❧✉❧❡ ♥♦♠♠é❡ α ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ r❡❞❡①✳

▲❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ϕ ♣❛ss❛♥t ❞❡s ❞❡✉① ❝ôtés ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❝♦✲❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ w1 = uαd

t1
α,?uα

⋆ ❡t w2 = vαd
t2
α,?vα

⋆✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs w(ϕ) = w(ϕ2)uαd
t2
α,?uα

⋆w(ϕ1)vαd
t1
α,?vα

⋆w(ϕ0) =
wuα

⋆vαw
′ = 0✳ ❖r✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✲❧à ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t δ(ϕ) = 0✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✶✳✶ ♣rés❡♥t❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t ❝❡s ❞❡✉① ❝❛s✳

?

!

?1(α)/!2

−−−−→ ? ?
α

⊞ ? ?
α

αα

✭❛✮ P❡rs✐st❛♥t

?

!

?1(α)/!2

−−−−→ ? ?
α

⊞ ? ?
α

αα

✭❜✮ ◆♦♥ ♣❡rs✐st❛♥t

❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✶✿ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❝❛s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✶✳✶✼ ♣♦✉r
R = ?1(α)/!2



✶✶✳✸ P♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ✶✷✼

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✶✳✶✽ ❈❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ très ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧❛ s♣é❝✐✜❝✐té ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡
❞❡s rés❡❛✉① ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s✳ ❆❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♣rés❡♥té❡s ❥✉sq✉✬✐❝✐ ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥é❡ ❞❡ ❞❡✉①
❝❤❡♠✐♥s ♣❡rs✐st❛♥ts ❛ss❡③ ❧♦♥❣s ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣❡rs✐st❛♥t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐❝✐ ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✬✐♥✲
t❡r❢ér❡♥❝❡ ❧✐é ❛✉ ♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥é❡ ❞❡ ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s s❡ s✐t✉❛♥t ❛♣rès
ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❞❡s t❡r♠❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❞✬✉♥❡ s♦♠♠❡ ❡st ♥♦♥ ♣❡rs✐st❛♥t❡✳ ❈✬❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❧❛ r❛✐s♦♥
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ q✉✐ ❡♠♣ê❝❤❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❛r s✐♠♣❧❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✼✳✶✳

■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉✬✉♥ ❝❛s ❛♣♣❛r❡♠♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛ît ♣♦✉r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♣❛❧✴♣❛❧ ❞✉♣❧✐q✉é ❡t
♣❛ss❛♥t ❞❡ ❞❡✉① ❝ôtés ❞✐st✐♥❝ts ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♦✉ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ s❡ ré❞✉✐s❛♥t ✈❡rs ✉♥
❝❤❡♠✐♥ ♣❛❧✴♣❛❧✱ ♣❧✉s ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ❛♣♣❡❧é ✉♥ !✲❝②❝❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❡ t❡❧s ❝❤❡♠✐♥s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ❞✐✈✐sés ❡♥ s♦✉s✲❝❤❡♠✐♥s ❛ss❡③ ❧♦♥❣✱ ❝❡ q✉✐ ♥❡ ❝♦♥tr❡❞✐t ❞♦♥❝ ♣❛s ❧✬❛✣r♠❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳

▲❡ t❡r♠❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥♥♦❝❡♥t✱ ❡♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ ❝❤❡✲
♠✐♥ ❛ss❡③ ❧♦♥❣ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ r❛②♦♥ ❞❡ ❧✉♠✐èr❡✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧
✐❧ s❡ s✐t✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❛✐t ❛❧♦rs à ✉♥❡ s♦rt❡ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧✳ ❖♥ ✈♦✐t ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛
s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① s✐❣♥❛✉① ❞❡ ♣♦❧❛r✐tés ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s s✬❛♥♥✉❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❛♣♣❡❧é ❡♥ ♦♣t✐q✉❡
♦♥❞✉❧❛t♦✐r❡ ✿ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡✳ ❈❡tt❡ ❛♥❛❧♦❣✐❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ♣r♦❢♦♥❞❡ q✉❡ ♥♦s ♣♦✐❞s
s♦♥t ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✳

■❧ r❡st❡ ✉♥ s❡✉❧ ❝❛s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ♥♦♥ ❝♦✉✈❡rt ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡✱ ✐❧ ❡st rés♦❧✉ ♣❛r ❧❡
❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✶✶✳✶✾ ❙♦✐❡♥t R ✉♥ rés❡❛✉ s✐♠♣❧❡ t❡❧ q✉❡ R
?1(α)/!2

−−−−−→ R1

α
⊞ R2✱ ❡t ϕ ∈ P(R) t❡❧ q✉❡

α 6∈ N (ϕ)✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs δ(ϕ) =
α
⊞

r

g ϕ
α
⊞g +

α
⊞

r

d ϕ
α
⊞d ❡t w(ϕ) = w(δ(ϕ))✳

Pr❡✉✈❡ ❘❡♠❛rq✉♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ δ(ϕ) ❡st ❞♦♥♥é s♦✉s ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ♣❛r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s
❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝

w(
α
⊞

r

g ϕ
α
⊞g +

α
⊞

r

d ϕ
α
⊞d) = uαw(ϕ)uα

⋆ + vαw(ϕ)vα
⋆

= (uαuα
⋆ + vαvα

⋆)w(ϕ) = w(ϕ)

❖♥ ♣❡✉① rés✉♠❡r ❧❡s ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✶✳✷✵ ❙♦✐t R ✉♥ rés❡❛✉ s✐♠♣❧❡ ❡t R→ R′ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❛

∀ϕ ∈ Pf (R),w(ϕ) = nw(ϕ)(w(δ(ϕ)))w(δ(ϕ))

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ w ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ✜❞è❧❡ à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣rès✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r nw(ϕ)(w(δ(ϕ))) à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r nϕ(δ(ϕ)) ❡st
❞û❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ✶✶✳✶✾✳

❖♥ ❞é❞✉✐t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ✉♥ rés✉❧t❛t ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s rés❡❛✉① ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ✿ ✐❧ s✉✣t
❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❡r ❛♣rès êtr❡ ♣❛ssé à tr❛✈❡rs ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ♠❡♥❛♥t ❛✉ rés❡❛✉ s✐♠♣❧❡ ré❞✉✐t✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✶✳✷✶ ❙♦✐t R
R
−→
b
R′ ❡t ϕ = brϕ′b ∈ Pf (R)✱ ♦♥ ❛

w(δR,b(ϕ
′)) = w(b)nw(ϕ′)w(b)⋆ = w(b)nw(ϕ′)n⋆w(b)⋆

♦ù

n = nw(ϕ′)(w[δR(ϕ′)]) =

{
eαeβ s✐ R = ?1(α)/!1(β) ❡t α, β ∈ N (ϕ′)

1 s✐♥♦♥



✶✷✽ ●é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s

✶✶✳✸✳✸ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡s ♣♦✐❞s

❖♥ ♣❡✉t ❛❞❛♣t❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✽ ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞s ❛✉ ❝❛s
❞❡s rés❡❛✉① ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✬✉♥ rés❡❛✉
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ♥♦r♠❛❧✳

▲❡♠♠❡ ✶✶✳✷✷ ❙♦✐t R ✉♥ rés❡❛✉ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❜✐❡♥ t②♣é✳ ❙✐ R ❡st ♥♦r♠❛❧ ❛❧♦rs R ❡st ✉♥ ❛r❜r❡
❞❡ s♦♠♠❡ ❞♦♥t ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s s♦♥t ❞❡s rés❡❛✉① s✐♠♣❧❡s ♦ù ❧❡s ✜❧s ❛❝t✐❢s ❧✐❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡
❞✬❛✛❛✐❜❧✐ss❡♠❡♥t ♦✉ ❞❡ ❝♦✲❛✛❛✐❜❧✐ss❡♠❡♥t✳

Pr❡✉✈❡ Pr❡✉✈❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ à ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡s rés❡❛✉①
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✶✳✷✸ ▲❡s ♣♦✐❞s ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❞❛♥s ✉♥ rés❡❛✉ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❜✐❡♥ t②♣é ❡t ♥♦r♠❛❧ s♦♥t
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ αab⋆α⋆ ❛✈❡❝ α ∈ ∂L⋆+

a ❡t a, b ∈ ∂L⋆+
me✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✶✳✷✹ ✭❋♦r♠❡ cab⋆c⋆✮ ❙♦✐❡♥t R ✉♥ rés❡❛✉ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❜✐❡♥ t②♣é ❡t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✱
❡t ϕ ∈ Pf (R)✳ ❖♥ ❛ w(ϕ) = 0 ♦✉ w(ϕ) = cab⋆c⋆✱ ❛✈❡❝ c ∈ ∂L⋆+

a ❡t a, b ∈ ∂L⋆+
me✳

❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs tϕ = c ❡t ♦♥ ❧✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ tr❛♥❝❤❡ ❞❡ ϕ✳ ❖♥ ❛ tϕ = cα1
. . . cαn ❛✈❡❝ cα =

d1 . . . dme✱ ♦ù di = uα ♦✉ vα ❡t e = 1 ♦✉ eα✳ ❖♥ ♥♦t❡ T = {tϕ | R rés❡❛✉ ❡t ϕ ∈ Pf (R)}✳

Pr❡✉✈❡ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❞❛♥s ✉♥ rés❡❛✉ ♥♦r♠❛❧ ♦♥t
❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ R → R′ ❡t q✉❡ ❧❡s ♣♦✐❞s ♥♦♥ ♥✉❧s ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ R′ s♦♥t ❞❡
❧❛ ❢♦r♠❡ ❞és✐ré✳ ❙♦✐t ϕ ∈ Pf (R) t❡❧ q✉❡ w(ϕ) 6= 0✳ ❊♥ ✈❡rt✉ ❞✉ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✶✳✷✶ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝
w(ϕ) = c′ncab⋆c⋆n⋆c′⋆ ♦ù n ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ 1 ♦✉ eαeβ ❡t c′ ∈ ∂L⋆+

a ✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣♦s❡r
c′′ = c′nc ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t w(ϕ) = c′′ab⋆c′′⋆✳

✶✶✳✸✳✹ P♦♥❞ér❛t✐♦♥ s❛t✉ré❡

❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s❛t✉r❡r ❧❡s ♣♦✐❞s ❡♥ r❛❥♦✉t❛♥t t♦✉s ❧❡s
❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ré❝✉♣èr❡ ✉♥❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❢♦rt❡♠❡♥t ✜❞è❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥✲Pr♦♣r✐été ✶✶✳✷✺ ❙♦✐t R ✉♥ rés❡❛✉ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❡t ϕ ∈ Pf (R) ré❣✉❧✐❡r ❛✈❡❝ w(ϕ) =
cab⋆c⋆ ✱ ♦♥ ♣♦s❡ w(ϕ) = cnab⋆n⋆c⋆ ♦ù n =

∏
α∈N (c)−N (ab⋆) eα✳

w ❡st ✉♥❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❢♦rt❡♠❡♥t ✜❞è❧❡✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✶✳✷✻ ▲❛ q✉❛♥t✐té NEx(R) =
∑

ϕ∈Pf (R) w(ϕ) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥✳

✶✶✳✸✳✺ eα

❙✐ ✐❧ ❡st ❛ss❡③ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐r ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❡t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡
∂L⋆ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ✜❞è❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡✉①✲❝✐ ❡st ❛ss❡③ étr❛♥❣❡✳ P♦✉rq✉♦✐ ♥❡
♣❛s ❛✈♦✐r r❡♠♣❧❛❝❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✳✶✶✮ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡

dα,?
⋆dβ,! = 1 ✭✶✶✳✶✷✮

❡t✱ ❛✐♥s✐ s✉♣♣r✐♠❡r t♦✉t❡s ré❢ér❡♥❝❡s ❛✉① ❣é♥ér❛t❡✉rs eα ❄ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧s ♥✬♦♥t ♣❛s ❞✬❡①✐st❡♥❝❡
ré❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥✱ ❡t ✐❧s ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t q✉❡ ♣♦✉r ❝♦♠❜❧❡r ✉♥ ♠❛♥q✉❡
❛rt✐✜❝✐❡❧✳



✶✶✳✸ P♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ✶✷✾

❊♥ ❢❛✐t ♦♥ ✈❛ ✈♦✐r q✉✬✐❧s s♦♥t ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t q✉❡ t♦✉t❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ s✬é❝r♦✉❧❡ s✐ ♦♥
❧❡s s✉♣♣r✐♠❡✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡ ♠♦♥♦ï❞❡ ✐♥✈❡rs✐❢ ❛✈❡❝ ③ér♦ 6 ∂L⋆ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ s✉❜st✐t✉❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✳✶✶✮
♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✳✶✷✮ ❡t ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs eα✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❞❛♥s
∂L⋆ ♥❡ ❢❛✐s❛♥t ♣❛s ré❢ér❡♥❝❡ ❛✉① eα ❡❧❧❡ s✬❛❞❛♣t❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ w

à ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s 6 ∂L⋆✳
▲✬✐♥✈❡rs❡ ét❛♥t ✉♥✐q✉❡ ♦♥ ❛ dα,?

⋆ = dβ,!
⋆ ❡t ❝❡ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐❡♥t α ❡t β✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝

∀α, β q✉❡ dα,? = dβ,! = d✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✳✾✮ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ♣♦✉r α 6= β

uαduα
⋆ = uβduβ

⋆

❡t ❞♦♥❝ ❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ♣❛r vα à ❞r♦✐t❡ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

0 = uβdvαuβ
⋆

❡t ❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ♣❛r vα
⋆d⋆uβ

⋆ à ❣❛✉❝❤❡ ❡t ♣❛r uβ à ❞r♦✐t❡ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t 0 = 1✳
❆✐♥s✐ 6 ∂L⋆ = 0✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✶✳✷✼ ❊♥ ❢❛✐t ❞❡rr✐èr❡ ❧❡ ♣r♦❝ès ❞❡s eα s❡ ❝❛❝❤❛✐t ❧❡ ♣r♦❝ès ❞❡s ♥♦♠s✳ ❈❡✉①✲
❝✐ ♦♥t été ❥✉st✐✜és ♣♦✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ r✐❡♥ ♥✬❛ss✉r❛✐t q✉✬✐❧s s♦✐❡♥t
✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡s✳ ❖♥ ❛ ✐❝✐ ❧❛ ❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s q✉❡ ❧❡s ♥♦♠s
s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳

✶✶✳✸✳✻ ❊①❡♠♣❧❡

❙♦✐t R ❧❡ rés❡❛✉ s✐♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t

? !

? !

? !

βpβ

αpα

γ pγ

δ pδ

❖♥ ❛ Pf (R) = {ϕαγ , ϕ
r
αγ , ϕαδ, ϕ

r
αδ, ϕβγ , ϕ

r
βγ , ϕβδ, ϕ

r
βδ} ♦ù ϕnm ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ ❝❤❡♠✐♥ ❛❧❧❛♥t ❞❡

pn à pm✳ ❈❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡s ♣♦✐❞s ❛ss♦❝✐és à ❝❡s ❝❤❡♠✐♥s ✿

w(ϕαγ) = dγ,!
⋆r!

⋆r?dα,? = dγ,!
⋆r?r!

⋆dα,? = uγdγ,!
⋆uγ

⋆uαdα,?uα
⋆

= uγuαdγ,!
⋆dα,?uγ

⋆uα
⋆ = uαeαuα

⋆uγeγuγ
⋆ = w(ϕαγ)

w(ϕαδ) = vαeαvα
⋆uδeδuδ

⋆ = w(ϕαδ)

w(ϕβγ) = uβeβuβ
⋆vγeγvγ

⋆ = w(ϕβγ)

w(ϕβδ) = vβeβvβ
⋆vδeδvδ

⋆ = w(ϕβδ)

❆♣rès ré❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés❡❛✉ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❞♦♥♥é à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✶✳✷ ♦ù ❧✬♦♥ ❛ ✈♦❧♦♥t❛✐r❡✲
♠❡♥t ❧❛✐ssé ❧❡s r❡❞❡① ?1/!1 ♣♦✉r ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❧❡s ♥♦♠s✳ ▲❡s ❞❡✉① rés❡❛✉① s✐♠♣❧❡s ❡♥❝❛❞rés s♦♥t ❧❡s
❞❡✉① s❡✉❧s q✉✐ ♥❡ s❡ ré❞✉✐s❡♥t ♣❛s ❡♥ 0 ❛♣rès ré❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡✳ ❖♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥té
❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ♣ré❝é❞❡♥ts✳ ❈❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ré❞✉✐ts ✿

w(δ(ϕαγ)) = uαuγuγ
⋆uα

⋆



✶✸✵ ●é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s

β α

γ δ

β α

γ δ

β α

γ δ

β α

γ δ

β α

γ δ

β α

γ δ

β α

γ δ

β α

γ δ

β α

γ δ

β α

γ δ

β α

γ δ

β α

γ δ

β α

γ δ

β α

γ δ

β α

γ δ

β α

γ δ

δ
⊞

δ
⊞

δ
⊞

δ
⊞

δ
⊞

δ
⊞

δ
⊞

δ
⊞

γ

⊞

γ

⊞

γ

⊞

γ

⊞

β

⊞

β

⊞

α
⊞

δ∗(ϕβδ)

δ∗(ϕβγ)

δ∗(ϕαγ)

δ∗(ϕαδ)

❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✷✿ ❘é❞✉✐t ❞✉ rés❡❛✉ ❞♦♥♥é ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✶✳✸✳✻



✶✶✳✸ P♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ✶✸✶

w(δ(ϕαδ)) = vαuδuδ
⋆vα

⋆

w(δ(ϕβγ)) = uβvγvγ
⋆uβ

⋆

w(δ(ϕβδ)) = vβvδvδ
⋆vβ

⋆

q✉✐ ❛♣rès s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞♦♥♥❡♥t ✿

w(δ(ϕαγ)) = uαuγeαeγuγ
⋆uα

⋆

w(δ(ϕαδ)) = vαuδeαeδuδ
⋆vα

⋆

w(δ(ϕβγ)) = uβvγeβeγvγ
⋆uβ

⋆

w(δ(ϕβδ)) = vβvδeβeδvδ
⋆vβ

⋆

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① rés❡❛✉① s✐♠♣❧❡s ✜♥❛✉① s♦♥t ❧❡s s❡✉❧s q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❡✉① ❝❤❡✲
♠✐♥s ❛♣rès ré❞✉❝t✐♦♥✳ ❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ δ∗(ϕαγ) ✐❧ ❛ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❞❛♥s ❞❡s
rés❡❛✉① s✐♠♣❧❡s ❢♦r♠❛♥t ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ✿

α
⊞

β

⊞

γ

⊞

δ
⊞

δ
⊞

γ

⊞

δ
⊞

δ
⊞

β

⊞

γ

⊞

δ
⊞

δ
⊞

γ

⊞

δ
⊞

δ
⊞

q✉✐ ❡st é❣❛❧ à ❧✬❛r❜r❡ s✉✐✈❛♥t ❞❛♥s ♥♦tr❡ q✉♦t✐❡♥t ✿

α
⊞

γ

⊞

β

⊞

δ
⊞

δ
⊞

β

⊞

δ
⊞

δ
⊞

γ

⊞

β

⊞

δ
⊞

δ
⊞

β

⊞

δ
⊞

δ
⊞

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❞♦♥❝ q✉❡ t♦✉t ❝❤❡♠✐♥ ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s rés❡❛✉① s✐♠♣❧❡s ❛ ❧❛ ❢♦r♠❡

α
⊞

r

g

γ

⊞
r

g (
β

⊞

r

g

δ
⊞

r

g ϕ
δ
⊞g

β

⊞g +
β

⊞

r

g

δ
⊞

r

d ϕ
δ
⊞d

β

⊞g +
β

⊞

r

d

δ
⊞

r

g ϕ
δ
⊞g

β

⊞d +
β

⊞

r

d

δ
⊞

r

d ϕ
δ
⊞d

β

⊞d)
γ

⊞g

α
⊞g

❡t ❛ ❞♦♥❝ ❧❡ ♣♦✐❞s uαuγw(ϕ)uγ
⋆uα

⋆✳ ❈♦♠♠❡✱ ❞❡ ♣❧✉s✱ α ❡t γ ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❧❡s
rés❡❛✉① s✐♠♣❧❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ ♣♦✐❞s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ uαeαuα

⋆uγeγuγ
⋆w(ϕ) ❛♣rès

♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ ❡①❡♠♣❧❡ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❛ tr❛♥❝❤❡ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡

❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡ t♦✉t ré❞✉✐t ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ♣❛ss❡ ♣❛r ❝❡tt❡ ❜r❛♥❝❤❡✳ ❉❡
♣❧✉s✱ s✐ ✉♥ ♥♦♠ ❛♣♣❛r❛✐t ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ♠❛✐s ♣❛s ❞❛♥s ❧❛ tr❛♥❝❤❡ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡st
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♣rés❡♥t ❞❡ ♣❛rt ❡t ❞✬❛✉tr❡ ❞❡s ♥÷✉❞s ❛ss♦❝✐é à ❝❡ ♥♦♠✳



✶✸✷ ●é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s

✶✶✳✹ ❯♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ∂L⋆ ✿ dL

✶✶✳✹✳✶ ❏❡t♦♥s

❙♦✐t Σ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐✱ ♦♥ ♥♦t❡ Σ∗ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦ts s✉r Σ ❡t ǫ ❧❡ ♠♦t ✈✐❞❡✳ ▲✬♦♣ér❛t✐♦♥
❞❡ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♠♦ts ❡st ♥♦té u • v✳

❊♥ s❡ r❡str❡✐❣♥❛♥t s✉r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ s✉r ❧❡s ♠♦ts✱ ♦♥ ♠❛♥✐♣✉❧❡ ❡♥ ❢❛✐t ❞❡s
♣✐❧❡s✳ ▲❡ ♠♦t s1 • · · · • sn✱ ♦ù s1, . . . , sn ∈ Σ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣✐❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t s1, . . . , sn✱ ❧✬❛❥♦✉t
❞✬✉♥❡ ❧❡ttr❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡♠♣✐❧❡♠❡♥t ❡t ❧✬❡✛❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧❡ttr❡ ❧❛ ♣❧✉s à ❣❛✉❝❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❞é♣✐❧❡♠❡♥t✳

❖♥ ♥♦t❡ F (A,B∗) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ A ❞❛♥s B∗ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s x t❡❧s
q✉❡ f(x) ∈ ǫ s♦✐t ✜♥✐✳ ❙♦✐❡♥t f ∈ F (A,B∗)✱ a ∈ A ❡t b ∈ B∗✱ ♦♥ ♥♦t❡ f [a 7→ b] ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡
IPfin(A,B) ❞é✜♥✐ ♣❛r

f [a 7→ b](a′) =

{
b s✐ a = a′

f(a′) s✐♥♦♥

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✳✷✽ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❥❡t♦♥ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡

T = {0, 1}∗ × ({0, 1}∗)∗ × ({0, 1}∗)∗ × F (N , {0, 1}∗)

P♦✉r t = (M,E?, E!, f) ∈ T ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ M ❧❛ ♣✐❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✱ E? ❧❛ ♣✐❧❡ ?✲❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ E!

❧❛ ♣✐❧❡ !✲❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡t f ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❞❡①❛t✐♦♥

✶✶✳✹✳✷ ❖♣ér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❥❡t♦♥s

❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s✉r ❧❡s ❥❡t♦♥s ✿

(M,E?, E!, f)
p
−→ (0 •M,E?, E!, f)

(M,E?, E!, f)
q
−→ (1 •M,E?, E!, f)

(M,σ • E?, E!, f)
r?−→ (M, (0 • σ) • E?, E!, f)

(M,σ • E?, E!, f)
s?−→ (M, (1 • σ) • E?, E!, f)

(M,E?, E!, f)
dα,?
−−→ (M, ǫ • E?, σ • E!, f) ♦ù f(α) = σ

(M,E?, E!, f)
uα−→ (M,E?, E!, f [α 7→ 0 • σ]) ♦ù f(α) = σ

(M,E?, E!, f)
vα−→ (M,E?, E!, f [α 7→ 1 • σ]) ♦ù f(α) = σ

(M,E?, E!, f) ❛✈❡❝ f(α) = ǫ
eα−→ (M,E?, E!, f)

❚♦✉t❡s ❝❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s♦♥t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡s✱ ❡t ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ❞♦♥❝ à IPT✳
❊t❛♥t ❞♦♥♥é g ∈ IPT ♦♥ ♣❡✉t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s❡r s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ g = (gm, g?, g!, gf ) ♦ù ❝❤❛q✉❡

s♦✉s✲♦♣ér❛t✐♦♥s ❛❣✐t s✉r ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞✉ ❥❡t♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❞é✜♥✐r ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✉❛❧❡
∆(g) = (gm, g!, g?, gf )✳ ❖♥ ♣♦s❡ ❛❧♦rs r! = ∆(r?)✱ s! = ∆(s?) ❡t dα,! = ∆(dα,?)✳

✶✶✳✹✳✸ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ dL

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✳✷✾ dL ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s ♣ré❝é❞❡♠✲
♠❡♥t ❡t st❛❜❧❡ ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ❖♥ ♥♦t❡ 1 ❧✬✐❞❡♥t✐té ❡t 0 ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ♥✉❧❧❡ ♣❛rt
❞é✜♥✐❡✳



✶✶✳✹ ❯♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ∂L⋆ ✿ dL ✶✸✸

❋❛✐t ✶✶✳✸✵ dL ❛ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♠♦♥♦ï❞❡ ✐♥✈❡rs✐❢ ❛✈❡❝ ③ér♦✳ 0 6= 1 ❞❛♥s dL✳

Pr❡✉✈❡ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ dL✳ ▲❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❡♥tr❡
0 ❡t 1 ❡st ❞✉❡ ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ T 6= ∅✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✶✳✸✶ dL |= ∂L⋆

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✶✳✸✷ 0 6= 1 ❞❛♥s ∂L⋆

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✶✳✸✸ eα = eβ ❞❛♥s ∂L⋆ ⇐⇒ α = β

Pr❡✉✈❡ P♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✶✶✳✸✮ ✱ ✭✶✶✳✹✮ ❡t ✭✶✶✳✺✮✱ ❧✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té ❡st ❞é❞✉✐t❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡
0 6= 1 ❡t✱ ♣♦✉r ✭✶✶✳✸✮ ❡t ✭✶✶✳✺✮✱ ❧✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té ♣❧❡✐♥❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ p, q, uα ❡t vα ♦♥t T ♣♦✉r
❞♦♠❛✐♥❡✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✳✻✮ ❡st tr✐✈✐❛❧❡✳

▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ✭✶✶✳✼✮ s♦♥t ✐ss✉❡s ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ rt ❡t st ❛❣✐ss❡♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
s✉r ❧❛ ♣✐❧❡ Et ❀ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✶✶✳✽✮ ❞❡ ❧❛ ❢♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ uα ❡t vα s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ f ❡♥ α✳

■❧ ❡st ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ✭✶✶✳✾✮✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✳✶✵✮ s✬❡♥ ❞é❞✉✐s❛♥t ♣❛r s②♠é✲
tr✐❡✳ ❖♥ ✈❛ ❡♥ ❢❛✐t ♣r♦✉✈❡r ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥✱ q✉✐ ② ❡st ❜✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ✿

r?
⋆dα,! = uαdα,!uα

⋆

▲❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s r?
⋆dα,! ❡t uαdα,!uα

⋆ s♦♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡s s✉r ❞❡s ❥❡t♦♥s ♦ù f(α) = 0 • σ ❡t
♣♦✉r ❝❡❝✐ ♦♥ ❛ ✿

r?
⋆dα,!(M,E?, E!, f)

= r?
⋆(M, (0 • σ) • E?, ǫ • E!, f)

= (M,σ • E?, ǫ • E!, f)

uαdα,!uα
⋆(M,E?, E!, f)

= uαdα,!(M,E?, E!, f [α 7→ σ])
= uα(M,σ • E?, ǫ • E!, f [α 7→ σ])
= (M,σ • E?, ǫ • E!, f)

▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ à ✈ér✐✜❡r ❡st ✭✶✶✳✶✶✮✳ ❖♥ ❛

dα,!
⋆dβ,?(M,E?, E!, f)

= dα,!
⋆(M, ǫ • E?, f(β) • E!, f)

= (M,E?, E!, f)

♣♦✉r ❧❡s ❥❡t♦♥s ♦ù f(α) = f(β) = ǫ ❀ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ eαeβ ❡st ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❥❡t♦♥s
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

✶✶✳✹✳✹ ❯♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡s ❥❡t♦♥s

▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❥❡t♦♥ ♣❡✉t s❡♠❜❧❡r étr❛♥❣❡✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✬✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ♥✬❡st r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ q✉❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♠♦❞❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ♣✐❧❡s ✐♥❞❡①é❡s
♣❛r N ✳ ❊♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞✬✉♥ ❥❡t♦♥ ❛✉r❛✐t été ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t
❞❡

T′ = {0, 1}∗ × ({0, 1}∗)∗ × ({0, 1}∗)∗ ×α∈N {0, 1}
∗

❞♦♥t ❧❡s ♣✐❧❡s s♦♥t ♣r❡sq✉❡ t♦✉t❡s ✈✐❞❡s✳



✶✸✹ ●é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s

✶✶✳✺ ●r❛♣❤❡s ❞❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥

❈❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❡♥ ❝♦✉rs✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❧❡ ♣rés❡♥t❡r
❝❛r ✐❧ ♣❡r♠❡t ❡♥ ❧✬ét❛t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❡t q✉✬✐❧ ♦✉✈r❡
❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳

❖♥ ✈❛ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✐❝✐ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① rés❡❛✉① q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❣r❛♣❤❡s ❞❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥✱ ❡♥
ré❢ér❡♥❝❡ ❛✉① ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ♣❛rt❛❣❡✳ ❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❡✉r st❛t✐q✉❡✱ ✐❧ s♦♥t ❝♦♥str✉✐t ❝♦♠♠❡ ❞❡s
rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛✉t♦✉r ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t
❞é✜♥✐❡s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ♥♦♠♠é❡s ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❞éré❧✐❝t✐♦♥ ❡t ❝♦✲❞éré❧✐❝t✐♦♥✱ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♥♦♠♠é❡ α ❛♣♣❡❧é❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ③ér♦✲

❛✐r❡ ❛♣♣❡❧é❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥✳

❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ?1(α)/!2 ♣❛r

?

!

?1(α)/!2

−−−−→ ? ? ? ?
α

α

α α

α α

❡t ♦♥ ♣r♦❝è❞❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❛ rè❣❧❡ ❞✉❛❧❡✳ P♦✉r t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s✱
♦♥ r❛❥♦✉t❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞♦♥♥é❡s à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✶✳✸✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ rè❣❧❡ ♣rés❡♥té❡ r❡♥❞ ❧❡ s②stè♠❡ ♥♦♥
♥♦r♠❛❧✐s❛♥t✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥ ❡✛❡t ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡✱ ♠❛✐s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ s♦✐t ✐♥✈♦❧✉t✐✈❡
♠♦♥tr❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❞✐✈❡r❣❡♥t❡✳ ❖♥ ❢❡r❛ ré❢ér❡♥❝❡ à ❝❡tt❡ rè❣❧❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ rè❣❧❡
❞✬é❝❤❛♥❣❡✳

❯♥ rés❡❛✉ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ s❡ tr❛❞✉✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✕ ♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ ❝ôt❡ à ❝ôt❡ t♦✉s ❧❡s rés❡❛✉① s✐♠♣❧❡s ♣rés❡♥ts
✕ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡
✕ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❧✐st❡ ❞❡ ♣♦rt ❧✐❜r❡ ❛ss♦❝✐és ✭r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ♣♦✉r s♦♠♠❡r ❞❡s rés❡❛✉① s✐♠♣❧❡s ✐❧
❢❛✉t ♠❡ttr❡ ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❧❡✉rs ♣♦rts ❧✐❜r❡s✮ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥
❡♥ r❡❧✐❛♥t ❧❡ ♣♦rt ❧✐❜r❡ ❞✉ rés❡❛✉ s✐♠♣❧❡ ❛✉ ♣♦rt ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ❛❞❛♣té

P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ rés❡❛✉ s✐♠♣❧❡
α
⊞

s❡r❛ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥

α α

❈❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✬✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡
s♦♠♠❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs s❡ r❛♠❡♥❡r ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ à ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣❛r ré✲
❞✉❝t✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡✳

✶✶✳✺✳✶ ❊①❡♠♣❧❡s

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ r❡♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✶✳✸✳✻✳ ❆♣rès ré❞✉❝t✐♦♥ ♦♥
♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés❡❛✉ ♥♦r♠❛❧ s✉✐✈❛♥t ✿



✶✶✳✺ ●r❛♣❤❡s ❞❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ✶✸✺

αα

ββ

7→α 6=β

ββ ββ

αα αα

αα

αα

7→
α

α

s

αα

7→s∈{?,!,`,⊗}

αα αα

s s

s

αα

7→s∈{?,!}

αα

s s

s

αα

7→s=?,! s s
s

s′

7→s6=s′∈{?,!}α

αα 7→ s 7→s∈{?,!,`,⊗}

s 7→s∈{?,!} s 7→s∈{?,!}

7→s∈{?,!}

αα

ββ ββ

7→α 6=β

ββ

αα αα

❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✸✿ ▲❡s ré❣❧❡s ❞❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ s♣é❝✐✜q✉❡s ❛✉① ❣r❛♣❤❡s ❞❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥



✶✸✻ ●é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s

γ α

δ β

γ α

δ β

α γ

β δ

❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❝❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ rés❡❛✉ ré❞✉✐t ♣rés❡♥té à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✶✳✷ ♦♥
♥❡ ♣❡✉t q✉✬êtr❡ ét♦♥♥é ❞❡ s❛ ❝♦♥❝✐s✐♦♥✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❝❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st ✉♥❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✜❞è❧❡ ❞❡ ❧❛
●❞■ ❞✉ rés❡❛✉✳ ❈❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ●❞■ ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s
❞❡ ♣❛rt❛❣❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ q✉✐ ❧❡✉r
❝♦rr❡s♣♦♥❞✳ ❆ ❝❡t ❡✛❡t✱ ré❞✉✐s♦♥s ❧❡ rés❡❛✉ s✉✐✈❛♥t

?

!

α

♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥

? ? ? ?

α

α α

α α

❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ rés❡❛✉ ré❞✉✐t ❡st

? ?
α

⊞ ? ?
α α

❞♦♥t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❡st

? ? ? ?

α

α α

α α

α

α

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉♣❧✐q✉❡ ❜êt❡♠❡♥t ❧❡ ✜❧✱ ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ♥✬❛ r✐❡♥ à ✈♦✐r ❛✈❡❝
❧❡ r❡❞❡①✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝❡❧✉✐ ♦ù ❧❛ s♦♠♠❡ ❡①♣r✐♠❡



✶✶✳✺ ●r❛♣❤❡s ❞❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ✶✸✼

✉♥ ❝❤♦✐①✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ✜❧ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ ❝❤♦✐① α✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s t♦✉s
❧❡s ré❞✉✐ts ♦♥ ♣❡✉t t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t s✉♣❡r♣♦s❡r ❧❡s s♦✉s✲rés❡❛✉① é❣❛✉①✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ♣♦✉r q✉❡ ❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ s♦✐t ✜♥❡ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ r❡str❡✐♥❞r❡ ❝❡rt❛✐♥❡s rè❣❧❡s✱
❝❡❧❧❡s ❧✐é❡s à ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❛✐♥s✐ à ❧❛ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r
✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♣❛r❡ss❡✉s❡ ✈✐s❛♥t à ❞✉♣❧✐q✉❡r ❧❡ ♠♦✐♥s ♣♦ss✐❜❧❡✳





P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❉❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❡s ❛①❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❞é✲
♣❡♥❞❛♥ts✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❛①❡s✳

❘és❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡

❙✉✐t❡ à ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❜♦ît❡s ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ s❡ ❞é❣❛❣❡r ✉♥❡
str✉❝t✉r❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ rés❡❛✉① ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡st ✉s✉❡❧ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s
❡♥❝♦❞❛❣❡s ❞❡ t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❞❡s s♦✉s✲rés❡❛✉① ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ❡♥t✐❡rs
✉♥❛✐r❡s s♦♥t ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥ ❡♠♣✐❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ✉♥❛✐r❡ S ✭s✉❝❝❡ss❡✉r✮ ❢❡r♠é ♣❛r ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡
③ér♦✲❛✐r❡ Z ✭③ér♦✮✳ P♦✉r ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ s✉r ❝❡s ❡♥t✐❡rs✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥
q✉✐ ♣rés❡r✈❡♥t ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡ r❡♣♦s❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t
s✉r ✉♥❡ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt ❞❡ ❝❡❧✉✐ q✉✐ ❞é✜♥✐t ❧❡s rè❣❧❡s✳ ■❧ s❡r❛✐t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧
❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ♣❛r❛♠étré ♣❛r ✉♥ ❡♥t✐❡r✱ q✉✐ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❞é❜❛❧❧é❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ❡♥
❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ rè❣❧❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡
❝❛r❛❝tér✐s❡r ❝❡❧❧❡s ♣rés❡r✈❛♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳

❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♠❡tt❡✉s❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ rés❡❛✉ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ✈✉ à ♣❧✉✲
s✐❡✉rs é❝❤❡❧❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❆ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❧❛ ♣❧✉s ❛t♦♠✐q✉❡ ♥♦✉s ✈♦②♦♥s ✉♥ rés❡❛✉ st❛♥❞❛r❞✱ ♣✉✐s à
♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣r❡♥❞ ❞✉ r❡❝✉❧ ♦♥ r❡❣r♦✉♣❡ ❞❡s ♣❛q✉❡ts ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s✱ ❢❛✐s❛♥t ❛✐♥s✐ ❛♣♣❛r❛îtr❡
❞❡s s♦✉s✲rés❡❛✉① ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✳ ▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❛✉ss✐ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❡t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ♣❧✉s ✜♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s rés❡❛✉①✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡✱ ❛ été ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ✐♠✲
♣❧é♠❡♥té❡ ❡t ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ♥♦s s♦✐♥s✳ ■❧ ♠❛♥q✉❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ✜♥❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r
❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡t ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡s rés❡❛✉①✱ q✉✐ ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t ❡st ❛ss❡③ ❧❛❜♦r✐❡✉s❡✳

❈♦♥❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ●❞■ ❞❡s λ✲t❡r♠❡s

▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥❥❡❝t✉r❡s s✉r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ●❞■ ❞❡s λ✲t❡r♠❡s ♣❛r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥✱ s❡♠❜❧❡♥t
❝♦♥✈❡r❣❡r ✈❡rs ✉♥❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ♣♦rt❛♥t s✉r t♦✉t t❡r♠❡ s❡ ré❞✉✐s❛♥t ✈❡rs ✉♥ ❡♥t✐❡r✳
P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❝❡tt❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡✳
◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s à ❝❡ ♣r♦♣♦s q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❞é♣❛ss❡r ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✱ ❡t
q✉✬✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♣❧✉s ♣♦✉ssé❡ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✳

●❞■ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❡t ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡

❊❤r❤❛r❞ ❡t ▲❛✉r❡♥t ♦♥t ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❊▲✵✼❪ ✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ rés❡❛✉① ❞✬✐♥✲
t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❡t t❡r♠❡s ❞✬✉♥ π✲❝❛❧❝✉❧ ✜♥✐t❛✐r❡✱ ♣ré❛❧❛❜❧❡ à ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐s♦♠♦r✲



✶✹✵ ●é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s

♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞ à ❧❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡✳ ▼❡tt❛♥t ❜♦✉t à ❜♦✉t ❝❡tt❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡t ❧❡s
t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ●❞■ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s✱ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ❞❡
❝❤❡♠✐♥s ❞❛♥s ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❝♦♥❝✉rr❡♥ts ❛♣♣❛r❛ît ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
très ❢♦rt❡ ❞❡ ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡✱ ♣❡r❞✉s ♣❛r ❧❛ ●❞■✱ ♣♦✉r
ét❛❜❧✐r ❝❡tt❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ♦❜❧✐❣❡ à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ♣♦✉r ❝♦♠♣❡♥s❡r
❝❡❧❛✳

▲❛ str✉❝t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s✱ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s✱
❢❛✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ✉♥❡ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❧✐é❡ ❛✉① ❝❤♦✐① ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✱
♣❡r♠❡tt❛♥t✱ ♣❛r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s ❛✉① ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❇♦♦❧❡✱ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧✬✉♥✐♦♥ ❡t
❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❝❤♦✐①✳ ❈❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s s❡♠❜❧❡♥t ❞♦♥❝ ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥
❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡s rés❡❛✉①✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❞❡s ♣r♦✲
❣r❛♠♠❡s ❝♦♥❝✉rr❡♥ts✳

P❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ▲é✈②✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ s❡ ❞é❣❛❣❡r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬ét✐✲
q✉❡tt❡s ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❝♦♥❝✉rr❡♥ts✱ ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡✉r é✈♦❧✉t✐♦♥ ♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐st❡
❢✉t✉r❡✳ ❯♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉rr❛✐t ❛❧♦rs ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡r✱ ❡t ♣❡r♠❡ttr❡
✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡✳

❯♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❛ss❡r ❞❡ ❧❛ ●❞■ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ à ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡s ❥❡✉①
❆❏▼✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❆❏▼ s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ●❞■✱ s❡✉❧
❧❡ ❝❛❞r❡ t②♣é ❛ ♣r✐♦r✐ ❝❤❛♥❣❡✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ♥❛t✉r❡❧ ❞✬❡ss❛②❡r ❞✬ét❡♥❞r❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r
❞♦♥♥❡r ✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡s ❥❡✉① ❆❏▼ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s✳
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ét❛♥t✱ ❧à ❡♥❝♦r❡✱ ❞✬❛✣♥❡r ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞②♥❛♠✐q✉❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♠♦❞❡r♥❡✳

▲❡s ❛♥❛❧②s❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❞❡ ❧❛ ●❞■ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❡t ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s
❝♦♥❝✉rr❡♥ts ❛ss♦❝✐és ❞❡✈r❛✐❡♥t ♣❡r♠❡ttr❡ ❧✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❜♦ît❡ à ♦✉t✐❧s ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛❧❣é✲
❜r✐q✉❡s ❞❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❯♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬❡♥ ❡①tr❛✐r❡ ✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s
❝♦♥❝✉rr❡♥ts✱ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❛✐♥s✐✱ ❡t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛ss❡③ ✐♥é❞✐t❡✱ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞✬❛♥❛✲
❧②s❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❞❡ t❡❧s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❡①✐st❡♥t✱ ✐❧s r❡♣♦s❡♥t s✉r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛❞ ❤♦❝✱ q✉✐ ❜✐❡♥ q✉❡
très ❡✣❝❛❝❡s✱ ♦♥t ❧✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞✬êtr❡ ❞✐r✐❣és ♣❛r ❧❛ s②♥t❛①❡✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✐ss✉❡ ❞❡ ❧❛ ●❞■✱ ❡t
ét❛♥t ❞♦♥❝ ❞✐r✐❣é❡ ♣❛r ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡✱ ♣♦✉rr❛✐t ❧❡s ❝♦♠♣❧ét❡r✳



■♥❞❡①

❛✛❛✐❜❧✐ss❡♠❡♥t✱ ✺✶
❛❣ré❣❛t✐♦♥✱ ✹✺
❛❧❣è❜r❡ ❞✬✉♥ s❡♠✐❣r♦✉♣❡ ✐♥✈❡rs✐❢✱ ✻✹
❛❧❣è❜r❡ st❡❧❧❛✐r❡✱ ✻✹
❛r❜r❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧✱ ✺✷

β✲ré❞✉❝t✐♦♥✱ ✽✹
❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡✱ ✸✷

❝❧♦s❡✱ ✹✾
❝♦♠♣❧èt❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞✉ t②♣❛❣❡✱ ✺✵

❜♦✉❝❧❡✱ ✷✼
❜♦ît❡✱ ✹✸

♣♦rt❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡✱ ✹✹
♣♦rt❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✱ ✹✹

❝❡❧❧✉❧❡✱ ✷✼
❝❤❛r❣❡✱ ✽✷
❝❤❡♠✐♥✱ ✻✼

❞❛♥s ❞❡s ❜♦ît❡s✱ ✻✾
♣❡rs✐st❛♥t✱ ✼✺
ré❣✉❧✐❡r✱ ✼✻

❝♦✲❛✛❛✐❜❧✐ss❡♠❡♥t✱ ✶✵✺
❝♦✲❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✱ ✶✵✺
❝♦✲❞éré❧✐❝t✐♦♥✱ ✶✵✺
❝♦♥❝✐s✐♦♥✱ ✾✶

❞❡ δn✱ ✾✶
❝♦♥t❡①t❡✱ ✸✵
❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✱ ✺✶
❝②❝❧❡✱ ✶✾

∂L⋆✱ ✶✷✸
❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✹✹
❞é❜❛❧❧❛❣❡✱ ✹✹
❞é❝♦✉♣❛❣❡✱ ✷✾
❞éré❧✐❝t✐♦♥✱ ✺✶

❡✛❛❝❡♠❡♥t✱ ✹✹
❊▲▲✱ ✺✷
❡♥❢♦✉✐ss❡♠❡♥t✱ ✹✺

❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✱ ✻✹
Ex✲❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ✷✷
Ex✲❡✛♦♥❞r❡♠❡♥t✱ ✸✹
Ex0✲❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ✷✶
❡①é❝✉t✐♦♥✱ ✶✾

✜❧✱ ✷✼
❛❝t✐❢✱ ✸✷
❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥✱ ✸✷
❞❡ ♣❛rt❛❣❡✱ ✸✷
❧✐❜r❡✱ ✸✷

❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❛❜s♦❧✉❡✱ ✸✸

❣r♦✉♣❡✱ ✺✽
●é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬■♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✼✾

❞❡s rés❡❛✉① ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s✱ ✶✶✺

❤❛✉t❡✉r✱ ✺✸

✐❞❡♠♣♦t❡♥t✱ ✺✼
IN✱ ✸✻
✐♥❥❡❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡✱ ✶✾

❝♦✲❞♦♠❛✐♥❡✱ ✶✾
❞✐s❥♦✐♥t❡s✱ ✶✾
❞♦♠❛✐♥❡✱ ✶✾

✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ✸✵
✐♥✈❡rs❡✱ ✺✼

❑r✐✈✐♥❡ ❆❜str❛❝t ▼❛❝❤✐♥❡✱ ✽✺

❧❛♠❜❞❛✲❝❛❧❝✉❧
tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❙▼❊▲▲✱ ✽✻

λ✲❝❛❧❝✉❧✱ ✽✹
λ✲t❡r♠❡✱ ✽✹

▼❊▲▲✱ ✺✶
▼▲▲✱ ✺✵
♠♦❞è❧❡ ❞✬✉♥ ♠♦♥♦ï❞❡ ✐♥✈❡rs✐❢ ❛✈❡❝ ③ér♦✱ ✻✵
♠♦♥♦ï❞❡✱ ✺✽

✐♥✈❡rs✐❢✱ ✺✽
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♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✷✼

♥❡✉tr❡✱ ✺✼

♦r❜✐t❡✱ ✶✾
♦r❞r❡✱ ✶✾

♣❛q✉❡t ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡s✱ ✽✷
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✱ ✶✾

à ♦r❜✐t❡s ♣♦✐♥té❡s✱ ✶✾
ét✐q✉❡té❡✱ ✶✾

♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡✱ ✶✾
♣♦♥❞ér❛t✐♦♥✱ ✼✺

✜❞è❧❡✱ ✼✻
❢♦rt❡♠❡♥t ✜❞è❧❡✱ ✼✻
❣é♥ér✐q✉❡✱ ✼✺
s✐♠♣❧❡✱ ✼✻
st❛♥❞❛r❞✱ ✼✻

♣♦rt✱ ✷✻
❛✉①✐❧✐❛✐r❡✱ ✷✼
❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡✱ ✷✼
❧✐❜r❡✱ ✷✼
♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ ✷✼

♣♦rt❛♥❝❡✱ ✺✸
♣r♦♠♦t✐♦♥✱ ✺✶
♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❣é♥ér❛t❡✉rs ❡t r❡❧❛t✐♦♥s✱

✺✾
♣s❡✉❞♦✲❝❤❡♠✐♥✱ ✻✾

r❡❝♦❧❧❡♠❡♥t✱ ✷✽
r❡♥♦♠♠❛❣❡✱ ✷✼
rè❣❧❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✸✶
ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s✱ ✼✵

❛✈❡❝ ❜♦ît❡s✱ ✼✷
rés❡❛✉ ❆①✐♦♠❡✴❈♦✉♣✉r❡✱ ✸✸
rés❡❛✉ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✷✻

s✉♣♣♦rt✱ ✷✼
à ❜♦ît❡s✱ ✹✸

rés❡❛✉ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧✱ ✶✵✺
rés❡❛✉ s✐♠♣❧❡✱ ✶✵✺

s❡♠✐❣r♦✉♣❡✱ ✺✼
❛②❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ab⋆✱ ✻✵
✐♥✈❡rs✐❢✱ ✺✽
♥♦r♠❛❧✱ ✺✾
♣♦s✐t✐❢✱ ✺✾
s✐♠♣❧✐✜❛❜❧❡✱ ✻✵

❙▼❊▲▲✱ ✺✷

s♦♠♠❡ ❛♠❛❧❣❛♠é❡✱ ✸✼
s♦♠♠❡s ♥♦♠♠é❡s ❞❡ rés❡❛✉① s✐♠♣❧❡s✱ ✶✶✼
s②♠❜♦❧❡s✱ ✷✻

t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛②❧❡②✱ ✻✷
t❤é♦rè♠❡ ❞❡ Pr❡st♦♥✲❲❛❣♥❡r✱ ✻✸
t②♣❛❣❡✱ ✹✾

♣✉r✱ ✽✾

w✲♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✱ ✷✶

③ér♦✱ ✺✼



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬❆❜r✾✼❪ ❙✳ ❆❜r❛♠s❦②✳ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❈♦♠❜✐♥❛t♦rs✱ ❛♥❞ ❈♦♠♣❧❡①✐t②✳ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s✱ ❙✐❡♥❛✱
■t❛❧②✱ ✶✾✾✼✳

❬❆❈▼✾✵❪ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❢♦r ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ▼❛❝❤✐♥❡r②✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✼th ❆♥♥✉❛❧ ❆❈▼ ❙②♠✲
♣♦s✐✉♠ ♦♥ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ▲❛♥❣✉❛❣❡s✱ ❙❛♥ ❋r❛♥❝✐s❝♦✱ ✶✾✾✵✳ ❆❈▼ Pr❡ss✳

❬❆❉▲❘✾✹❪ ❆♥❞r❡❛ ❆s♣❡rt✐✱ ❱✐♥❝❡♥t ❉❛♥♦s✱ ❈♦s✐♠♦ ▲❛♥❡✈❡✱ ❛♥❞ ▲❛✉r❡♥t ❘❡❣♥✐❡r✳ P❛t❤s ✐♥
t❤❡ ❧❛♠❜❞❛✲❝❛❧❝✉❧✉s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✾th ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ▲♦❣✐❝ ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r
❙❝✐❡♥❝❡✱ P❛r✐s✱ ✶✾✾✹✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r ❙♦❝✐❡t② Pr❡ss✳

❬❆●✾✽❪ ❆♥❞ré ❆s♣❡rt✐ ❛♥❞ ❙té❢❛♥♦ ●✉❡rr✐♥✐✳ ❚❤❡ ❖♣t✐♠❛❧ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧
Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ▲❛♥❣✉❛❣❡s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✹✺✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ✶✾✾✽✳

❬❆●▲✾✷❛❪ ▼❛rt✐♥ ❆❜❛❞✐✱ ●❡♦r❣❡s ●♦♥t❤✐❡r✱ ❛♥❞ ❏❡❛♥✲❏❛❝q✉❡s ▲é✈②✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ♦♣✲
t✐♠❛❧ ❧❛♠❜❞❛ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✾th ❆♥♥✉❛❧ ❆❈▼ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥
Pr✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ▲❛♥❣✉❛❣❡s✱ ♣❛❣❡s ✶✺✕✷✻✳ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❢♦r ❈♦♠♣✉t✐♥❣
▼❛❝❤✐♥❡r②✱ ❆❈▼ Pr❡ss✱ ✶✾✾✷✳

❬❆●▲✾✷❜❪ ▼❛rt✐♥ ❆❜❛❞✐✱ ●❡♦r❣❡s ●♦♥t❤✐❡r✱ ❛♥❞ ❏❡❛♥✲❏❛❝q✉❡s ▲é✈②✳ ▲✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤♦✉t
❜♦①❡s✳ ■♥ ▲■❈❙✬✾✷ ❬▲■❈✾✷❪✳

❬❆❏✾✷❪ ❙✳ ❆❜r❛♠s❦② ❛♥❞ ❘✳ ❏❛❣❛❞❡❡s❛♥✳ ◆❡✇ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
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❬❆❏▼✾✹❪ ❙❛♠s♦♥ ❆❜r❛♠s❦②✱ ❘❛❞❤❛ ❏❛❣❛❞❡❡s❛♥✱ ❛♥❞ P❛sq✉❛❧❡ ▼❛❧❛❝❛r✐❛✳ ❋✉❧❧ ❛❜str❛❝t✐♦♥
❢♦r P❈❋ ✭❡①t❡♥❞❡❞ ❛❜str❛❝t✮✳ ■♥ ▼❛s❛♠✐ ❍❛❣✐②❛ ❛♥❞ ❏♦❤♥ ❈✳ ▼✐t❝❤❡❧❧✱ ❡❞✐t♦rs✱
❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❆s♣❡❝ts ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❙♦❢t✇❛r❡✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ❚❆❈❙✬✾✹✱
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❬❇❛♥✾✺❪ ❘✳ ❇❛♥❛❝❤✳ ❚❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❤❡♦r② ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♥❡ts✳ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r
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Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✸th ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ▲♦❣✐❝ ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ P✐tts❜✉r❣❤✱
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t✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♥❡ts✳ ■♥ ▲✉✐s ❈❛✐r❡s ❛♥❞ ❱❛s❝♦ ❚✳ ❱❛s❝♦♥❝❡❧♦s✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝②
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