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Introduction

Le programme de Géométrie de l’Interaction

La rétroaction et la programmation

Le phénomeéne de rétroaction, en anglais feedback, est présent dans quasiment toutes les
disciplines scientifiques qui décrivent I’évolution de systémes : physique, biologie, automatique,
informatique, ... Schématiquement, il s’agit de considérer un processus de transformation vu
comme une boite noire possédant un certain nombre d’entrées et de sorties :

et de brancher des sorties sur des entrées, créant ainsi des boucles dites de rétroaction :

On définit ainsi un nouveau processus de transformation possédant moins d’entrées et moins
de sorties. Du point de vue de I’étude de ces processus, le nombre de degrés de liberté a
nécessairement diminué. La rétroaction effectue donc une réduction par repli d’un systéme sur
lui-méme.

Dans le cadre de 'informatique, les processus de transformation que ’on manipule sont
des programmes. L’exécution de ces programmes est alors un processus externe permettant
d’aboutir & une expression simple des sorties en fonction des entrées. Les inconvénients liés a
cette externalisation sont clairs : tout est lié & un élément extérieur, la syntaxe des programines
n’a pas de lien interne avec ses propriétés dynamiques. C’est en partant de ce constat que
Jean-Yves Girard énonce dans ’article [Gir89b| son programme de Géométrie de I’'Interaction
visant & définir I’exécution comme un processus de rétroaction. Bien entendu ce programme fut
exprimable grace & 'introduction de la logique linéaire et de la notion de réseaux de preuves.
La réussite d’un tel programme a pour conséquence d’introduire une notion de syntaxe justifiée
par le fait qu’elle contient sa propre réduction.

Logique linéaire et réseaux de preuves

Lalogique linéaire provient d’un relévement syntaxique d’une décomposition sémantique de
I'implication intuitionniste. Dans le modéle des espaces cohérents I'implication intuitionniste
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A — B se décompose en !A — B ou !A correspond & la répétition de A et —o est une sorte
de fonction linéaire. Dans la syntaxe cela se traduit par une dichotomie des formules : d’'un
coté des formules que 'on ne peut witiliser qu'une seule fois et de 'autre certaines que 'on
peut utiliser un nombre quelconque de fois. La modalité ! permet de passer des premiéres aux
secondes.

Les objets que manipule la logique linéaire ne sont donc plus les formules mais les oc-
currences. On peut ainsi associer & une preuve une sorte de graphe sur les occurrences la
représentant. Ainsi & la preuve

ax ax ax
AL A A AL A AL
FAL® A FA® AL A AL
HA AL

cut

on associera le graphe R

A+ A A At )

AAJ_

AL ® A A® At

\@/

que 'on appelle réseau de preuve. Celui-ci peut étre réduit par élimination des coupures et

donne le réseau normal Ry

A At

qui est le résultat final du programme représenté par la preuve précédente & travers la corres-
pondance de Curry-Howard.

Dans ce contexte, ’objectif de la Géomeétrie de I'Interaction (GdI) est d’associer au réseau
R précédent un objet mathématique

A At
R.
At A A® At
tel que
A At

oll 'on a effectué un calcul de la rétroaction.
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Mises en ceuvre de la Géométrie de I'Interaction

L’approche algébre d’opérateurs

L’approche initiale de Girard a été développée au cours d’une série d’articles. Tout d’abord,
dans larticle [Gir87] il a observé que les preuves de la logique linéaire multiplicative pouvait
étre interprétée par deux permutations sur les conclusions : une permutation induite par les
axiomes et une induite par les coupures. En se placant dans ’espace vectoriel libre sur les
conclusions on peut associer des applications linéaires & ces permutations, et on peut alors
pour passer a la forme normale utiliser la formule d’exécution :

Ex(Il,0) = (1 — ¢*)(M + Hol + - - - + (o))" T + ... )(1 — o?)

ou IT est I'application associée aux axiomes et o aux coupures. Dans article [Gir89al I'auteur
étend cette approche au systéme F, les preuves sont interprétées dans un espace de Hilbert
séparable H et il y est démontré que, d’une part la formule précédente ne contient qu’un
nombre fini de termes, c¢’est-a-dire un résultat de nilpotence, et d’autre part elle encode effec-
tivement la réduction pour certaines preuves. L’interprétation des preuves est alors défini en
terme d’opérateurs bornés et donc d’éléments d’une algebre stellaire.

Le cas du A-calcul pur est traité dans larticle [Gir90| par I'intermédiaire de la nilpotence
faible.

L’extension a la logique linéaire toute entiére, et plus particulierement aux additifs, est
donnée par article [Gir95]. Les opérateurs agissent maintenant sur un produit H @ H et sont
considérés modulo isomorphisme sur la seconde composante, introduisant ainsi les notions de
dialectes et de variants.

Dans article |Gir06] Jean-Yves Girard pose et résout en terme d’opérateurs [’équation
de rétroaction, donnant ainsi ’étendue mathématique possible des interprétations de preuve.
Cette ouverture est poursuivie dans article |Gir08] ou le cadre est maintenant un facteur
d’une algébre de von Neumann. Ces deux derniers articles se démarquent des précédents dans
la mesure ou les mathématiques qui y sont introduites deviennent le cadre potentiel d’un
renouveau de la syntaxe, cet objectif n’étant pas encore achevé 3 1’heure actuelle.

Les graphes de partage et la réduction optimale

Parallélement & I'introduction de la Géométrie de I'Interaction, Lamping a présenté dans
larticle [Lam90] un algorithme pour calculer la réduction optimale de Lévy des A-termes,
c’est-a-dire la réduction effectuant le plus de partage de redex. Son algorithme y est présenté
en terme de réécriture de graphes, appelés graphes de partage. La validation de son algorithme
repose sur une sémantique des chemins proche des opérateurs définis dans la GdI appelée
sémantique de contexte.

Le lien entre les graphes de partage et la GdI est complétement explicité dans 'ar-
ticle [AGL92a| par Abadi, Gonthier et Lévy. Les auteurs utilisent dans 'article [AGLI2D]| les
techniques de Lamping pour définir une réduction des réseaux de preuve a ’aide de graphes
de partage et ainsi sans les boites.

De nombreux travaux ont été alors développés autour des graphes de partage et de la
sémantique de contexte. Citons le livre [AGI8| qui présente de maniére trés complete cette
approche.
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Catégories monoidales & trace

La sémantique donnée par la GdI n’étant pas invariante par réduction, elle ne rentre pas
dans le cadre traditionnel de la sémantique dénotationnelle reposant sur la théorie des catégo-
ries. L'article [AJ92] d’Abrambsky et Jagadeesan a tout d’abord rapproché la GdlI de la théorie
des domaines, présentant ainsi des liens concrets avec les graphes de flots et la rétroaction. Ce
n’est qu’apres article [JSV96] de Joyal, Street et Verity que la construction catégorique sous-
jacente a 'article précédent pu étre complétement explicitée. Cette construction repose sur une
généralisation de la notion de trace partielle présente en mécanique quantique. Celle-ci consiste
a déduire I’état d’un systéme A a partir d’un sur-état d’un systéme A 4+ B par l'intermédiaire
d’un calcul de trace sur le bloc correspondant & B. Du point de vue catégorique cela correspond

alors & avoir une transformation dinaturelle Trg:’gi :C(A® B,At @ BY) — C(A, AY).

Cela a permis & Abramsky d’effectuer une relecture de son approche et d’introduire dans
larticle [Abr97] une notion de situation de GdI, cadre catégorique basé sur la trace pour
interpréter la GdlI de la logique linéaire multiplicative exponentielle.

Une justification compléte de ce cadre a été donnée par Scott et Haghverdi dans l’ar-
ticle [HS06] ou les définitions et résultats de l'article fondateur [Gir89a) ont entiérement été
établis dans un cadre catégorique, ouvrant ainsi la voie a des modéles dépassant le cadre de

I’algébre d’opérateurs.

Pondération de chemins dans les réseaux

L’approche initiale en terme d’algébre d’opérateurs associe un opérateur global & un réseau.
En fait, cet opérateur se décompose en sous-opérateurs simples associés & des chemins dans le
réseau. Cette approche a été initiée par Danos et Regnier dans leurs théses respectives [Dan90,
Reg92| et continuée a travers une série d’articles [DR93l [DR93).

Les chemins réguliers, ceux pondérés par un opérateur non nul, sont alors le centre d’intérét
de la GdlI. La validité qui s’exprimait alors par une préservation de la formule d’exécution se
traduit maintenant par une équivalence entre la notion de régularité et la notion de persistance,
c’est-a-dire de non destruction des chemins par réduction vers la forme normale. I.’équivalence
entre les chemins réguliers et les chemins issus des graphes de partage est explicitée dans
Particle [ADLRI4].

On peut transformer un réseau en un automate bi-déterministe tel que les exécutions
possibles correspondent au chemins réguliers. C’est ce que ’on appelle également une machine
a jetons. Une approche trés bas niveau en est donné par Mackie (|[Mac95]) pour un langage
type PCF, ou la machine est directement implémentable en termes d’instructions assembleurs.
Dans 'article [Lau0l] Laurent donne une machine & jetons pour la logique linéaire compléte
basée sur l'article [Gir95].

De la GdI comme analyse statique des programmes

La derniére approche citée a en fait des liens profonds avec la programmation. Dans un
programme donné il apparait une notion de chemins d’accés liant 1'utilisation d’une variable
au lieur qui 'a définie. Aprés réduction, lorsqu’une variable est remplacée par un terme, de
nouveaux chemins d’accés sont définis. Il est trés délicat de décrire cette transformation des
cheming d’accés. La Géométrie de I'Interaction offre un cadre algébrique pour effectuer cette
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description. Ainsi, 4 'aide de la GdI il est possible de calculer ses chemins d’accés et d’extraire
de l'information d’un programme sans 1’exécuter, c’est-a-dire faire de I'analyse statique.

Réseaux d’interaction différentiels

Dans une suite d’article Thomas Ehrhard a introduit des sémantiques quantitatives dans
lesquelles apparait naturellement une notion de différentiation des morphismes [Ehr02, [Ehr05].
Procédant & un relévement syntaxique de ces notions, & la maniére de la linéarité dont le
relévement donna la logique linéaire, Ehrhard a introduit avec Regnier la notion de A-calcul
différentiel dans l'article [ER03].

Du point de vue logique la linéarité correspond & la notion de ressource utilisable une seule
fois, donc un programme linéaire en un de ses arguments doit 'utiliser exactement une fois.
Prenons maintenant un programme utilisant un nombre quelconque de fois son argument. Pour
simplifier on considére un terme ¢ de la forme Az.C[z, ..., z] ot C[] est un contexte contenant
un trou par occurrence de x liée au A, et linéaire vis-a-vis de chacune de ces occurrences. La
dérivée de t par rapport a x prise en u est la meilleure approximation linéaire de t prise en u.
La seule maniére de substituer linéairement u & = est de faire un choix parmi les occurrences de
x, cela revient donc a prendre Clz, ..., u,...,x] ou la i-éme occurrence de x a été substituée.
Or, comme ce choix est arbitraire on introduit une notion syntaxique de somme de termes
permettant de sommer sur 4. On pose donc

\z.Clz1,. .., 2]) (u) = )\:U.ZC[:m, ey Ty Uy Ty« -+ 5 T

Bien entendu le Az a été préservée car le terme résultant dépend toujours de z. En orientant
cette égalité de gauche & droite on récupére un enrichissement de la G-réduction.

Cette approche peut étre vu comme une déduction naturelle d’'une extension de la logique
linéaire : la logique linéaire différentielle. En effet, dans U'article [ER05] Ehrhard et Regnier ont
introduit, sous forme de réseaux d’interaction, une telle extension. A la structure traditionnelle
de co-monade issues des régles structurelles, elle consiste & ajouter des régles co-structurelles
et, de ce fait, une structure de monade. Le tout forme désormais une structure de bigébre. Le
choix de la présentation en terme de réseaux d’interaction plutét que de calcul des séquents
ou de réseaux de preuve est due & cette structure de bigébre. En effet, la régle de réduction

VARREAYAN
ONAVAY,

ne s’exprime pas aussi naturellement dans les autres formalismes.

La somme utilisée pour le calcul de la dérivée fait apparaitre un possible lien avec le non-
déterminisme. Ce lien est concrétisé dans l'article [ELO7| ou Ehrhard et Laurent présentent
une traduction d’un fragment finitaire du 7-calcul dans les réseaux d’interaction différentiels.

Organisation de la thése

Le but de notre travail est d’étendre la Géométrie de I'Interaction aux réseaux d’interaction
différentiels, apportant ainsi les prémisses d’une notion objective de réduction pour les calculs
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de processus.

Dans un premier temps, il faut choisir la présentation adaptée de la Gdl. L’approche
algébre d’opérateurs et I’approche catégorie & trace reposent sur une notion de type et une
notion de preuve. Par exemple, les définitions et preuves de Girard dans ses articles s’effectuent
a ’aide de raisonnements sur la derniére régle. Or, ici, la notion de preuve n’est pas directement
accessible et le typage apparait comme un frein & ’étude de possibles traductions exotiques
dans les réseaux différentiels. L’approche graphes de partage semble difficile & mettre en place
directement car il n’existe pas de notion de réduction optimale adaptée pouvant la guider.

Reste donc I’'approche pondération de chemins. Pour mettre en place celle-ci il est nécessaire
d’introduire une notion de chemin adapté pour les réseaux d’interaction, d’en déduire une
notion pour les réseaux d’interaction différentiels. Puis, il s’agit de trouver la pondération
adéquate.

Pour pouvoir définir rigoureusement les chemins dans les réseaux d’interaction nous avons
été amené a développer une variante complétement localisée de ceux-ci reposant sur la notion
de permutations partielles. Elle est développée au chapitre 2, étendue aux boites au chapitre 3
et mise en relation avec les réseaux de preuves traditionnels au chapitre 4. La notion adaptée
de chemin est alors étudiée au chapitre 6 et celle de pondération au chapitre 7.

Aux chapitres 8 et 9 nous revenons sur la GdI du A-calcul en étudiant des termes pour
lesquels elle n’est pas préservée par la réduction.

Ensuite, aprés avoir introduit les réseaux différentiels dans leur présentation usuelle au
chapitre 10, nous présentons notre Géomeétrie de I'Interaction dans le chapitre 11.
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Premiére partie

Réseaux d’interaction et logique






Chapitre 1
Préliminaires

Nous allons présenter dans ce chapitre les définitions usuelles des réseaux d’interaction.
Nous donnerons ensuite les ingrédients mathématiques principaux qui nous serviront & établir
une présentation explicite des mémes réseaux au chapitre suivant.

1.1 Présentation traditionnelle des réseaux d’interaction

Les définitions présentées reprennent pour ’essentiel celles de 'article originel d’Yves La-
font [Lafo0].

Un réseau d’interaction est constitué d’un ensemble fini de ports libres, d’un ensemble fini
de cellules contenant un symbole et une suite finie de ports, et d’une partition des ports en
couples appelés fils. Les cellules sont représentées par des triangles, le premier de leurs ports,
appelé principal, étant disposés sur I’'un des sommets et les ports suivants, appelés auxiliaires,

v

Un réseau peut également contenir le cas particulier d™un fil branché sur lui-méme que 'on

nomme boucle.

Un exemple de réseau d’interaction est présenté dans la figure [1.1]

selon le coté opposé.

AN
Y

Figure 1.1: Un réseau d’interaction

Les réseaux représentent la partie statique du formalisme, ils deviennent réellement inté-
ressant dés lors qu’on leur adjoint une dynamique. Ils empruntent celle-ci & la réécriture de
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Préliminaires

graphe : & un sous-réseau particulier on va substituer un autre sous-réseau partageant la méme
interface. Une telle paire sera appelé une régle, son membre gauche un redex et son membre
droit un motif. Sans autres précisions, cette définition paraphrase la réécriture de graphes.
L’innovation des réseaux d’interactions est d’introduire une limitation sur les redex provenant
des réseaux de preuve de la logique linéaire multiplicative. Les seuls redex autorisés corres-
pondent & deux cellules connectées par leurs ports principaux, le fil les reliant étant appelé fil
actif.
Ainsi, une régle R est un couple :

T RAB) [

que ’on applique ainsi :

UMU 7 L R(A,B)

Une propriété essentielle des réseaux d’interactions est la confluence forte de la réduction.

|_|_/

Propriété 1.1 Soient R un réseau d’interaction, Ry et Ro des régles s’appliquant dans R sur
des redex distincts telles que

S

R1 R2

Il existe un réseau R tel que

RR&

Rl RQ

Ro R’ R1
Preuve La preuve de cette propriété découle directement du fait que deux redex distincts
sont complétement déconnectés : ils sont définis par deux fils actifs différents. Etant donné
que les réductions s’appliquent localement & ’endroit du redex, il est immédiat que 'on peut
appliquer R et Ry indépendamment, ce qui produit le réseau R’ voulu. <

Remarque 1.2 C’est ict que la simplification apportée par les réseaux d’interaction prend tout
son sens. En effet, dans les systémes de réécritures habituels, les redex peuvent se superposer,
donnant liev & des paires critiques, ou influer les uns sur les autres, obligeant & raisonner sur
des redex résiduels comme dans le A\-calcul.

On appelle un ensemble de régles, tel qu’il existe au plus une régle par paire de symboles,
une bibliothéque. On note —p la réduction associée a la bibliothéque B. La propriété [1.1
exprime la confluence forte de —p.
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1.2 Permutations et injections partielles

Les définitions qui vont suivre sont usuelles dans le cadre des petits modéles de la géométrie
de Uinteraction [DR95|] ou pour la définition de la catégorie monoidale tracée PInj [HS06].

1.2.1 Permutations

On rappelle ici qu’on appelle permutation d’un ensemble E toute bijection de E dans
lui-méme, et 'on note S leur ensemble. Etant donné o € S on appelle ordre de o le plus
petit entier n > 0 tel que 0" = idg. Soit * € E on note Orb,(z) = {o*(z) | i € N} et on
Pappelle lorbite de x. On note Orbs(o) I'ensemble des orbites de o. Si o est une orbite on
note |o| sa taille.

On note (cq,...,c¢,) la permutation envoyant ¢; sur ¢;+1, pour i < n, ¢, sur c; et étant
l'identité partout ailleurs, on 'appelle un cycle de longueur n, nombre qui est aussi son ordre.
Toute permutation est un produit de cycles disjoints.

Soit o une permutation de E et £ un ensemble, on dit que o est éliquetée par L si on a
une fonction [, : Orbs(o) — L. On dit que o est a orbites pointées si elle est étiquetée par E
et que Yo € Orbs(o) on a l,(0) € 0. On remarque qu’une orbite est un sous-cycle et ainsi, étre
& orbites pointées signifie que l'on a choisi un point de départ dans chacun de ces sous-cycles.

1.2.2 Injection partielles

Une injection partielle (d’entiers) f est une bijection d’un sous-ensemble de N, appelé son
domaine et noté dom(f), sur un sous-ensemble de N, appelé son co-domaine et noté codom(f).
On note f : A - B pour dire que f est une injection partielle de domaine A et de co-domaine
B. On note f* l'inverse de f vu comme une injection partielle de B dans A. On appelle
permutation partielle une injection partielle f telle que dom(f) = codom(f).

1.2.3 Exécution

Soit f une injection partielle et E/, F/ C N. On note f [g: I’injection partielle de domaine
{z € E'ndomf | f(x) € F'} et telle que f % (x) = f(x) lorsque cela est défini. On a

FIE Y FYNE - f(E)nF'

Si E' = F' on note flm = f 5.

Lorsque dom(f) N dom(g) = @ et codom(f) N codom(g) = B, on dit que f et g sont
disjointes et on défini la somme f + g, de domaine la réunion des domaines et & valeurs dans
la réunion des co-domaines. On a naturellement un ordre associé & cette notion de somme :
f<g < Jh,f+h=g.

Propriété 1.3 Soient f : AUB —» CWD et g: D — B, situalion représentée par le

diagramme AW B f CwyD

9

i) Pour tout n € N, linjection partielle de A dans C
Exu(f,9) = £ 18+ (Faf) e+ -+ (flaf)) G

est bien définie.
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i) (Exn(f,9))nen est une suile croissante d’injections partielles, dont la limite est notée
Ex(f, g), on Uappelle U'exécution de f selon g.

iii) Si dom(f) est fini la suite (Ex,(f,g))n est stationnaire et

Ex(f,9): A—C

La figure donne une représentation graphique de I'exécution.

C D

f N /9 91 IXS |9

A B

Figure 1.2: Représentation de Ex(f, g) avec les notations de la propriété

Preuve i) Pour affirmer que la somme est valide il suffit de montrer que Vi # j € N :

(fleHNA) N (flgfy)AnC = 0
(flaNH)HO)N(fgfy)HC)NA = 0

Supposons qu'il existe un z € (f(gf))(A) N (f(gf)?)(A)NC, et soient y et z € A tels que
x = f(gf)(y) = f(g9f) (). On peut supposer de surcroit que i < j, et 'on en déduit alors
que y = (gf)?~4(z) € B, ce qui est contradictoire dans la mesure oity € Aet ANB = ().

L’autre égalité se montre de maniére similaire.

ii) Soient n < m € N et z € dom(Ex,(f,g)), par définition de la somme il existe un
unique k tel que Ex,(f,g)(x) = (f(gf)F)(x). Mais alors 2 € dom(Ex,,(f,g)) et I'unicité de k
entraine que Ex,,,(f,9)(z) = (f(gf)*)(x). Ainsi, Ex,,(f, g) est une extension de Ex,(f,g).

iii) Supposons qu’il existe un x € A — dom(Ex(f,g)), alors on devrait avoir, pour tout k,
(f(gf)¥)(z) € D ou sinon Ex(f, g)(x) serait défini. Mais D étant fini, il existe nécessairement
deux entiers n < m tels que (f(gf)")(x) = (f(gf)™)(z) et on obtient = = (gf)™ "(z) € B
ce qui est contradictoire. Un argument évident de cardinalité permet alors d’affirmer que
codom(Ex(f,g)) = C. <

Théoréme 1.4 (Associativité de I’exécution)

h

Soient AW BWC DWEWF trois injections partielles. On a Vn € N

Exn (Exn(f, 9), h) = Exn(f, g + h) = Exn(Exn(f, h), g)

et ainst
Ex(Ex(f,9),h) = Ex(f,g + h) = Ex(Ex(f, h),9)
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Preuve  Soit p € dom(Ex,(f,g+ h)), il existe un m < n € N tel que
Exu(f,g+h)(p) = f(lg+h)f)"(p)
= (f(af)™)h...h(f(gf)")(p) avec iy + - +ix +k—1=m
= (Exn( )hEXn(fvg)~"hEXn(fag>)(p)
= (Bxa(f, 9)(hExa(£, )" 1)(p)
= BExu(Exn(f,9):h)(p)
En vertu de la commutativité de + on obtient 'autre égalité. Ces égalités se transmettent
naturellement & Ex. "<
Ce théoréme a une signification trés forte : c’est une version complétement localisée de la
propriété de Church-Rosser. En effet, on verra dans la suite que des résultats de confluence
forte peuvent étre directement déduits de ce théoréme.
La propriété suivante nous sera utile par la suite.
Propriété 1.5 Soient f, g et h des injections partielles telles que AW B CuwD

\_9/

et dom(h) N dom(f) = codom(h) N dom(g) = 0.
On a h+Ex(f,9) = Ex(f + h,g).

Preuve  Cette propriété est directement issue du fait que (f + h)g(f + h) = fgf. (S

1.2.4 w-permutations et Ex-composition
Définition 1.6 On appelle w-permutation une permutation partielle involutive de domaine

fins.

Une w-permutation est donc un produit de cycles disjoints de longueurs au plus 2.

Soit o et 7 des w-permutations disjointes et soit f une injection partielle avec dom(f) C
dom(o) et codom(f) C dom(7). On appelle Exg-composition de o et T selon f la permutation
partielle

o emoT=Ex(oc+T7,f+ fF)

La figure [I.3] donne une représentation de cette composition.

Propriété 1.7 o eva»g T est une w-permutation.

Preuve  Soit z un élément de dom(o efﬁo 7), il existe un n tel que

(0 o 7)(@) = (0 + D[] + [ o +7)]"(x)

Notons que (c+7)* =c+71et (f+f*) = f+f* etainsiona ((c+7)[(f+ f)(oc+7)]")" =
(0 +7)(f + £ +7) = (0 + 7)[(f + f*)(0 + )] Donc (o g 7)2(z) = . >
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On a naturellement dom(c «vaso 7) = (dom(o) —dom(f)) W (dom(7) — codom(f)). On peut
se demander ce qui se passe pour les éléments de (dom (o) Ndom(f)) W (dom(7) N codom(f))
par lesquels ne passe aucun calcul de Ex. Pour un tel élément dans dom(o) N dom(f), il
existe nécessairement un n tel que (f*7fo)"(z) = z. On obtient ainsi une sorte d’orbite
O, = {(f*rfo)i(z) , i € N}. A cette orbite, on peut associer une orbite duale pour 7 par
Ol = {(fof*r)'((fo)(x)) , i € N}. On passe de O, & O/, bijectivement par application de
fo. On appelle orbite double ’ensemble formé par O, U O. On note O(o «va»g 7) l'ensemble
de ces doubles orbites. Soit R = {min,couorz , (0,0") € O(o evaeo 7)}. On définit la Ex-

composition, noté o Lo 7, de domaine dom(o evaso T)WR et telle que Vr € R, (o Lo T)(r) =r.

Figure 1.3: Représentation de la Exg-composition o WfWo T

Nous donnons maintenant une propriété déduite du théoréme |1.4} énoncant une sorte
d’associativité pour la Ex-composition.

Propriété 1.8 Soient 0,7, p des w-permutations disjointes deux & deuz et

dom(c) =AW B W C
f

dom(r7)=D W E W F g

h
dom(p) =G W H W I

fh

{49 h «~ 1. Notamment lorsque h = 0 on a

Onaaw(Twp):(o‘«f»T)wp:(o'«&qu)
J]:vtg(7+p):(gevjf/»7)«/g\/»p:(ge\g/»p)efv->7_
Preuve Il s’agit en fait de montrer d’une part la propriété pour la Exg-composition et
d’autre part un résultat sur les orbites doubles.

Onao J:jvgg (1 g p) =Ex(c+Ex(t+p,h+h*), f+ f*+9+9°) =Ex(Ex(c +T7+p,h+
h*), f+ f*+ g+ g*) par la propriété puis =Ex(c+7+4+p, f+f*+g+g"+h+h*) parle
théoréme On montre de la méme maniére que les autres compositions aboutissent & cette
expression.

Au niveau des orbites doubles, posons

@3 = @(0' {'j\_/go (T é’\f\L/‘-)O p)) —@(T (-jAL/‘?O p) —@(O’ é«‘j\‘»-)o T) —@(7— e\ﬁ'/go p)
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Pour conclure il nous suffit de montrer que les orbites doubles de Q3 ne dépendent pas de ’ordre
dans lequel on effectue la composition. Or, une telle orbite est engendrée par un élément z tel
que

= ((f*+ g L p)(f + g)o)" (@)

= (LU + ) +p)((h+ 1) (T + p)) " (f + g)o) ()

i=1
= ([[F)@)
i=1

ou les F; sont des quatre formes suivantes :
g*phr(h*pht)¥ fo, f*(h*pht)¥ fo, g*p(hrh*p)*igo, et f*rh*p(hrh*p)Figo

En particulier lorsque k; = 0 on peut avoir la forme g*pgo et f*7fo. Cela suffit & pouvoir

g / X . .
regrouper o «~q p et o «wg 7, et donc a retrouver les expressions de doubles orbites pour
d’autres ordres de composition. >






Chapitre 2

Réseaux d’interaction explicites

Une version courte de ce chapitre a fait I’objet de la publication [dF09].

2.1 Motivations

Les réseaux d’interaction furent introduits par Lafont dans Iarticle [Laf90] comme un
moyen d’extraire un modéle de calcul des réseaux de preuve de la logique linéaire multiplicative.
Ils ont depuis été largement utilisés comme formalisme pour 1’étude de I'implémentation de
stratégies de réduction pour le A-calcul, fournissant ainsi un cadre intuitif et visuel pour
effectuer des substitutions explicites [Mac98, IMP9S§|, [Lip03].

Meéme si la définition des réseaux d’interaction donnée au chapitre précédent suffit ample-
ment pour pouvoir les utiliser, elle est toutefois trop limitée pour raisonner sur ceux-ci. Un des
obstacles principaux provient du fait que leur nature est imprécise. Cette situation est simi-
laire & celle des graphes : il est clair que nous ne pouvons les étudier en utilisant uniquement
des dessins. De ce fait, on est amené & donner une définition précise d’un graphe, par exemple
en tant que relation binaire ou en tant que (multi)ensemble d’arétes.

Le principal obstacle a une telle définition réside dans la réduction. A titre d’exemple,

considérons la régle
r
—
r
Peut-on 'appliquer sur le réseau d’interaction ‘b Q. 7 Si nous sommes rigoureux, la

. . , N *—e
partie gauche de la régle n’est pas exactement contenu dans le réseau dans la mesure ot .,

n’est pas contenu dans C Peut-étre devons nous considérer ce dernier fil comme composé
de trois fils plus petits reposant sur deux ports temporaires : (., et le réseau complet

aprés réduction deviendrait E Mais & ce moment la, pour revenir & un vrai

réseau d’interaction il faudrait concaténer tous ces fils et effacer les ports temporaires, ce qui

donnerait le réseau f On fera référence ici & ce processus de concaténation des fils sous
le terme de fusion de ports.

Il existe de nombreux travaux donnant des définitions des réseaux d’interaction et permet-
tant une description rigoureuse de la réduction. Cependant, ils ont tous un point commun : ils
traitent de maniére implicite ou externe la fusion de ports. Dans I'article fondateur [Laf90],
on trouve une définition des réseaux comme des ensembles de termes contenant au plus deux
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occurrences de chaque variable, une variable représentant ainsi un fil. Cette présentation est
raffiné et étendu dans 'article [FM99]. Dans ce cadre, c’est une relation d’équivalence sur les
variables qui effectue la fusion de ports. Dans l'article [Pin00], une machine d’évaluation des
réseaux est donnée, le calcul de la relation d’équivalence y alors présent sous forme d’une série
d’étapes. Une approche rigoureuse partageant de nombreux outils avec la notre est donnée
dans [Vau07|, la fusion de ports y est faite a travers un algorithme externe de réécriture sur
les ports.

Ainsi, on est amené a ce poser la question suivante : pouvons-nous donner une définition
des réseaux d’interaction dont on puisse extraire une description simple et rigoureuse de la
réduction, y compris du processus de fusion de ports, tout en étant capable de retrouver les
résultats standards, comme la confluence forte ? Le but de ce chapitre est de répondre & cette
question.

Notre proposition repose sur ’observation suivante. Quand on branche la partie droite
d’une régle dans un réseau, de nouveau fils sont définis par un processus d’aller-retour entre
le réseau original et cette partie droite. Ce genre d’interaction sont prépondérantes dans la
Geéométrie de PInteraction ou la sémantique des jeur [AJM94, [HOO00|. L’absence de typage
dans les réseaux d’interaction fait de la GdI un possible cadre pour les exprimer. Pour cela on
peut exprimer un réseau d’interaction par une permutation partielle et utiliser une composition
basée sur la formule d’ezécution. Une telle présentation des réseaux de preuves multiplicatifs
a été effectuée par Girard dans larticle [Gir87]. Si l'on raisonne sur les actions dont on a
fondamentalement besoin pour travailler avec des réseaux d’interaction, il est clair que 1’on
peut distinguer une action des fils consistant & aller d’un port & un autre le long d’un file,
et une action des cellules consistant & aller d’un port de cellule & un autre & l'intérieur d’une
cellule. Ces deux actions aménent & décrire un réseau par un couple de permutations partielles.
On peut alors se demander g’il est possible de combiner fidélement celles-ci en une unique
permutation, une solution & cette question est ce que 'on pourrait appeler une Géométrie de
UInteraction.

Le probléme de la fusion de ports n’est pas inhérent aux réseaux d’interaction et on le
retrouve dans d’autres contextes. La réécriture de diagrammes [Laf03] utilise une catégorie
sous-jacente permettant mathématiquement le redressement des fils. Mais cela a un coft : la
présentation repose sur un typage et est orientée verticalement, perdant ainsi la facilité de
définition des réseaux d’interaction pour décrire des programmes. Un autre travail relié & ce
probléme est la présentation des réseau multiplicatifs par Hughes dans [Hug05| ou l'auteur
présente les réseaux comme des fonctions munies d’une composition basée sur une construction
catégorique associée aux catégories monoidales tracées [JSVI6] qui a été utilisée pour analyser
la GdI [AJ92, [HS06]. Une grande partie de notre cadre peut, en fait, étre vu comme un cadre
particulier de cette méme construction générale. En effet, nous utiliserons les mémes outils
que dans ces sémantiques, cependant notre spécialisation & des injections partielles d’entiers
permet de travailler sur la syntaxe et de rester dans un monde complétement non typé.

2.2 Statique

Fixons un ensemble dénombrable S, dont les éléments sont appelés symboles et une fonction
a: S — N appelée arité. On définit les réseaux au-dessus de N et dans ce contexte un entier
sera appelé un port.

Définition 2.1 Un réseau d’interaction est un couple R = (o, 0.) 0t
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— oy est une w-permutation. On note P(R) ses poinls fizes el P(R) les autres éléments
de son domaine.

~ o est une permutation partielle de P(R) a orbites pointées et étiquetées par S en sorte
que Yo € Orbs(o.),|o| = a(l(0)) + 1 ot I est la fonction d’étiquetage.

Les éléments de Pj(R) sont appelés boucles et les orbites restantes de o, qui sont nécessai-
rement d’ordre 2, sont appelées fils. Le domaine de oy, est appelé support du réseau. On note
P.(R) = dom(o), dont les éléments sont appelés ports de cellules, et Ps(R) = P(R)— P.(R),
dont les éléments sont appelés ports libres.

Une orbite de o, est appelée une cellule. On note pal la fonction de pointage de og,,. Soit
c une cellule, pal(c) est son port principal et pour tout 0 < i < |c| I'élément (ol o pal)(c) est
son iéme port auxiliaire.

Remarquons quun conséquence directe de cette définition est qu’un port est présent dans
exactement un fil et au plus une cellule.

2.2.1 Représentation

Les réseaux admettent une représentation graphique trés naturelle. On dessine une cellule

de symbole A comme un triangle I} ol le port principal est le point au sommet et les ports
auxiliaires sont alignés le long du coté opposé. On dessine les ports libres comme des points.
Pour finir le dessin on ajoute des lignes entre deux ports reliés par un fil, et dessine des cercles
pour les boucles.

A titre d’exemple, considérons le réseau R = (o4, 0.) ol

0w = (1)(23)(45)(6 )8 9) et o0 = (1 3)a(5 6 7)p

. 4 4 4 s g 2
les permutations étant données par leur décomposition en cycles et (¢1 ca ... ¢,)g représente
une cellule de point ¢; et de symbole S. Ce réseau aura la représentation suivante :

@ 2 3.4 5‘

2.2.2 Morphismes de réseaux et renommage

oI~
O e—e (0

Définition 2.2 Soient R = (0w, 0.) et S = (Tw,7c) des réseaux d’interaction. La fonction
f :dom(oy,) — dom(7,) est un morphisme de R dans S si et seulement si

Joow=Tyof, f(PC(R))QPC(R/),

Vp € Pe(R), (f 0 ac)(p) = (e © f)(p),

et Yo € Orbs(o.) on a (f o pal)(o) = (palo f)(0) et l(o) = (I o f)(o).
Lorsque [ est lidentité sur Pr(R) on dit que le morphisme est interne.

A titre d’exemple considérons le réseau :

R=((12)(34)(56)(7 8)(9 10)(11 12)(13 14), (2 3 5)4(8 9 11)4)

ayant la représentation :
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10 12

W Y

13

et le réseau :
S =((12)(34)(56)(78),2 35)a(3)5)

ayant la représentation :

Soit f l’application définit par f(1) = =
f3) = f9) =3, f6) = f(11) =5, ()= fa
morphisme de R dans S.

Notons que I’égalité foo, = 70 f est apparemment trés forte, mais elle peut étre déduite
d’une simple inclusion, au sens des graphes d’applications, f oo, C 7,0 f. En effet, soit (p,p)
dans le graphe de 7, o f, on peut calculer (f o oy,)(p) qui par l'inclusion n’a pas d’autre choix
que d’étre égal a p'.

Détaillons cette définition. On rappelle que si o et 7 sont deux permutations et f une
fonction du domaine de la premiére dans celui de la seconde, alors I’équation foo =70 f a
pour conséquence que toute orbite o € Orbs(o) est envoyé sur une orbite f(o) € Orbs(7) telle
que |f(o0)| soit un diviseur de |o|.

Dans le cas présent, une boucle est envoyé sur une boucle, un fil soit sur une boucle soit
sur un fil, et une cellule sur une autre cellule. Les deux derniéres équations de la définition
assurent que le port principal d’une cellule est envoyé sur le port principal de la cellule image,
et que le symbole est le méme. La condition sur l'arité assure donc que chaque port est envoyé
sur un port de méme nature (principal, ou iéme port auxiliaire). De plus, seul un fil liant des
ports libres peut étre envoyé sur une boucle ou un fil reliant des ports quelconques. En effet,
dés qu’un fil relie un port de cellule la troisiéme condition sur le morphisme force & I'envoyer
sur un fil reliant également un port de cellule.

Avec ces remarques en téte, il est naturel d’appeler renommage (resp. renommage interne)
un isomorphisme (resp. un isomorphisme interne). Une classe d’isomorphisme capture les ré-
seaux d’interactions tels qu’ils seraient dessinés sur un papier magique ot les ports peuvent
bouger librement. Une classe d’isomorphisme interne correspond, quant & elle, aux réseaux
ainsi dessinés pour lesquels on a de surcroit donné des noms distincts aux port libres, justi-

*r——o

fiant ainsi le nom d’4nterne. Ceci est une notion importante car le dessin ., est identique &

¢ d C d
><. Alors que le dessin, avec ports libres étiquetés 4 L est différent de >< b -

En fait, dés qu’on voudra considérer les réseaux comme représentant des sortes de termes, il
sera nécessaire de ne les considérer qu’a isomorphisme interne prés. Les ports libres repré-
sentent alors les variables libres alors que les ports de cellules correspondent aux variables
lices. Par exemple, le A-terme Az.(z)y est évidemment égal & Az.(z)y mais pas & A\z.(x)z.

f(13) =1, f(2) = f8) = f(14) = 2,
0) =4 et f(6) = f(12) = 6. Cest un

Remarque 2.3 Etant donné que les réseaur sont a support fini, nous pouvons toujours consi-
dérer que deuzr réseaur sont 4 supports disjoints modulo un renommage.
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Définition-Propriété 2.4 Soit f : R — S un morphisme de réseaux d’interaction. On peut
définir le réseau image de R par f, noté f(R), dont le support est inclus dans le support de
S, et tel que la co-restriction de f & celui-ci soit un renommage.

Preuve Notons R = (0y,0.), S = (7w, Tc) et E = codom(f). Posons 7, = 7, [ g, 7. = 7| B,
et f(R) = (1),,7.). Le fait que cela soit un réseau est directement issu de la définition d’un
morphisme. Le point essentiel est que cette définition entraine que pour passer de 7, (resp.
7c) & 7}, (resp. 7.) on n’a divisé aucune orbite. <

2.3 Opérations sur les réseaux d’interaction

On donne ici les principaux outils et opérations qui vont étre cruciaux dans notre définition
de la réduction.

2.3.1 Recollement et découpage

Définition 2.5 Soient R = (0w, 0c) et S = (Tw, Te) deut réseauz a supports disjoints E] et f
une injection partielle de domaine inclus dans Py(R) et de co-domaine inclus dans Py(S). On

appelle recollement de R et S le long de f le réseau R L5 = (0w Lo Tw, Oc + T¢)-

De la définition on déduit directement les faits suivants :

) = (P(R) —dom(f)) ¥ (P(5) — codom(f))
) = PC(R)H—JPC(S)
) = (Pf(R) —dom(f)) ¥ (Pf(S) — codom(f))

*

RMS = Séw

i‘ﬁﬁ*%
NN U
:U\_/

Dans le cas d’un recollement le long de f =0 on a R s S = (0w + Tw,0c + Tc), On NoOte ce
recollement R + S, cela correspond & la notion usuelle de composition paralléle.
La figure donne une représentation du recollement.

Propriété 2.6 SiR=R s s alors f =0 et S=0=(0,0). Si0=Rs S alors f =0 et
R=S5=0.
Preuve Les deux affirmations étant similaires, on ne va prouver que la premiére. Celle-ci

est une conséquence directe des faits précédents : S devrait avoir ni cellules, ni ports libres et
ni boucles. Le seul réseau ayant cette proprieté est bien entendu le réseau vide 0. >

On a une sorte d’associativité pour le recollement :

Propriété 2.7 Soient R = (oy,0¢), S = (Tw,7c) et T = (pw,pc) des réseauz & supports
disjoints deuz a deux et

!Ce qui n’est pas une perte de généralité en vertu de la remarque
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dom(oy) =AW BWC
f

dom(r,) =D W E W F g

onaRE (s L)y =(RL ) = (R L 1) L g

Preuve La partie de cette égalité concernant les fils est une restriction du corollaire [I.§] et
la partie concernant les cellules est issue de 'associativité de +. <

En pratique, c’est plus souvent le corollaire suivant que ’on utilisera :

Corollaire 2.8 Supposons donnée une décomposition Ry = R s (S o T) alors il existe fs
et fr telles que Ry = (R L5 S) ity

(ool — f uir |

Figure 2.1: Représentation du recollement de deux réseaux d’interactions.

Rie N ™ M B M
* | .\ | .\ ¢ ! .‘ ! !
Ry Ry \ N~

Figure 2.2: Représentation de deux découpages particuliers : (a) un découpage d’un simple
fil et (b) un découpage d’une boucle

On peut définir une notion duale du recollement : le découpage consistant & extraire un
sous-réseau d’un réseau d’interaction.

Définition 2.9 Soit R un réseau, on appelle découpage de R un triplet (Ry, f, R2) ot R =
Ry o Ry. Un réseau R’ apparaissant dans un découpage de R esl appelé un sous-réseau de
R, ce que l'on note R’ C R.

La figure présentent des exemples de découpage. Le fait que l'on puisse découper
plusieurs fois un fil ou que ’on puisse diviser une boucle en un nombre quelconque de fils sont
autant d’indices de la complexité inhérente a cette notion de sous-réseau

Propriété 2.10 La relation C est un ordre sur les réseaus.
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Preuve La relation C est réflexive : R = R N 0 et ainsi, R C R.
Elle est antisymétrique : soient R; et Ry des réseaux tels que Ry C Ry et Ro C Ry. On

a Ry = Ry s R} et Ry = Ry < R
Ainsi Ry = (Ry s R}) «%» R}. En appliquant le corollaire on obtient Ry = Ro &

(R, AL R}) et en appliquant la propriété deux fois de suite, on obtient R, = R} =
On a donc Ry = Rs.

Pour finir, la relation est transitive : soient R C S C T, alors on a S = R «]:» R
et T =8 «s & ainsi T = (R o R') < §'. En appliquant le corollaire on obtient
T=nrd (R 9112 S"), ce qui implique que R C T. <

2.3.2 Interfaces et contextes

Pour définir la réduction & 'aide de la relation de sous-réseau, il serait plus simple que
I'on puisse référer implicitement & la fonction d’identification utilisée par le recollement. En
guise d’intuition, considérons des contextes de termes ayant un nombre quelconque de trous,
pour substituer complétement un tel contexte on peut se donner une fonction des trous dans
les termes et les remplir ainsi. Cependant, une définition plus naturelle serait d’attribuer un
numéro a chaque trou, par exemple son ordre d’apparence de gauche a droite, et puis de se
donner une liste de termes. La substitution reviendrait alors & remplir le ¢éme trou par le iéme
terme de la liste. La définition qui va suivre est une transposition de ces intuitions dans le
cadre des réseaux d’interaction.

Définition 2.11 On appelle interface d’un réseau R un sous-ensemble de Pr(R) ordonné
linéairement, la longueur de la chaine étant appelée taille. On dit, alors, que R contient l’in-
terface I, noté I C R. Une interface est canonique si elle contient tous les ports libres d’un
TESEqu.

Soit I et I' des interfaces disjointes d’un méme réseau, on note II' l'union de ces sous-
ensembles ordonnée par la concaténation des deuz chaines d’ordre. Plus précisément : x <pp
y < s<jyouzrx<pyouzrxclAhyel.

Soient I et I' deux interfaces de méme taille, il existe une et une seule bijection de I dans
I préservant les ordres associés, on la note p(I, 1) et on lappelle le raccord entre I et I'.

On appelle contexte un couple (R, 1) ot I est une interface contenue dans le réseau R, on
le note R!.

Soient R et R deus contextes auz interfaces de méme taille, on note

(£,1)

[’:RPW R/

RI s R/
Dans la suite, lorsque l'on écrira R! e R/ T on supposera implicitement que I et I’ sont
de méme taille.
On peut maintenant énoncer littéralement la commutativité du recollement (la preuve
étant triviale) :

Propriété 2.12 R «w R’ = R «ws R!

Le fait trivial suivant assure que tout recollement peut étre vu comme un recollement de
contextes.
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Fait 2.13 Soit R Lo R’ un recollement, il existe des interfaces I C R et I' C R’ telles que
R R =Rl s R

Corollaire 2.14 Ry C R <= 3I1, Ry, I tels que R = R «~ Ry

On peut énoncer a nouveau le corollaire [2.8] avec des interfaces :

Corollaire 2.15 Pour tous réseauz R,S,T et interfaces I,J, K, L, il existe des interfaces
I',J K' L telles que

L/

R s (S ns TK)L — (R ens SJ’) s TE'

2.4 Dynamique

Définition 2.16 Soient s1 et sy des symboles. On appelle régle d’interaction pour (s1, S2) un
couple (R, R,™) ou

R (b c)(ay by)...(an by)(c1 di) ... (cm dm),
’ (b by ... bn)s (¢ €1 ... Cm)sy
et I, I, sont canoniques et de méme taille.

Soit R = (R,‘I",Rplp) une régle, on appelle réduction par R la relation binaire R, sur
les réseaux telle que pour tous renommages « et (3, ainsi que pour tout réseau S tel que

S =R« a(RT)a(IT) on aie 8 5 8" ot §' = R s ﬂ(Rp)ﬁ(Ip)'

Le réseau R, a la représentation . Remarquons que la réduction est définie

dés que le réseau contient un renommé du redex R,.. Cette réduction donne I'illusion d’étre
non-déterministe mais il ne s’agit que de ’expansion d’une réduction déterministe pour tenir
compte de tous les renommages possibles.

Propriété 2.17 Soient R un réseau et R1, Ro deux régles d’interaction applicable sur R sur
des redex distincts tels que Ry L R, Ry et que lUintersection du support de Ry et du
support de Ro soit contenu dans le support de R.

Il existe un réseau R’ tel que Ry R g B Rs.
Preuve Pouri=1,2,0nposeR; = (RTVZ‘I"@, vailpvi). La forme des redexs permet d’affirmer
que s’ils sont distincts alors ils sont disjoints. Comme R contient & la fois le redex aq(R,1) et
le redex ag(Ry2), on peut en déduire que a1 (Ry1) + a2(Ry2) C R. Plus précisément, on a

R = (a1(Rp1) + 0n(Rp2)) r)o2ln2) s Ry!

On obtient donc
Ry = (bi(Rp1) + az(Rm))ﬂl(lp,l)ag(lw) s Ry!

pour un renommage 31, et on a une expression similaire pour Ro. Il est direct de vérifier que
le réseau

R' = (B1(Rp,1) + Ba(Rp2)) " Tr)P20n2) oy Ryl

satisfait la conclusion a l’aide la propriété[2.7] L’existence de ce réseau repose sur la disjonction
des B;(Ry,;) qui est une conséquence sur I’hypothése & propos des ports contenus a la fois dans
R1 et Rg. <
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Corollaire 2.18 Soit B un ensemble de régles tel que pour toute paire de symboles il existe au

plus une régle sur ceuz-ci dans B. Un tel ensemble sera appelé une bibliothéque. La réduction

L R N N
—= UReﬁ — est fortement confluente & un renommage pres.

L’expression 4 un renommage prés signifie que 'on peut avoir a effectuer un renommage
d’un des réseaux d’une paire critique avant de pouvoir les rejoindre. Ceci est di & la condition
de disjonction pour appliquer la propriété [2.17

2.5 Morphologie générale des réseaux

Soit R un réseau d’interaction. On peut classer les fils de R en quatre catégories :

1. les fils actifs reliant deux ports principaux : ces fils représentent les redex et la mise en
communication immédiate de deux ressources, dont l'interaction est la réduction.

2. les fils d’agrégation reliant un port principal & un port auxiliaire : la cellule ainsi liée
par son port principal est inhibée, elle ne peut pas réagir avant que l'autre cellule ne se
réduise. Cela correspond bien & la notion de possession ou d’agrégation.

3. les fils de partage reliant deux ports auxiliaires.
4. les fils libres reliant au moins un port libre.

La forme générale d’un réseau d’interaction est la suivante :

"TM' OO

Les T; représentent des arbres de cellules reliées par des fils d’agrégation.
Notons que quelque soit la bibliothéque considérée, un réseau sans fil actif est en forme
normale.

Définition 2.19 Soit R un réseau d’interaction, si R n’a pas de fils actifs on dit que R est
en forme normale absolue.

2.6 Les réseaux d’interaction sont le Ex-effondrement des ré-
seaux Axiome/Coupure

On introduit maintenant une notion de réseaux se situant entre les réseaux d’interaction
et les réseaux de preuve de logique linéaire multiplicative.

Lorsque I'on connecte deux réseaux d’interaction, par identification de ports libres, il se
produit un processus complexe de simplification des fils. C’est ce que nous avons pu voir avec
I'utilisation de la Ex-composition. En revanche, pour connecter deux réseaux de preuve, il n’est
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plus possible de directement opérer cette identification, ici entre conclusions, et 'on est obligé
de rajouter un lieur entre les deux conclusions : une coupure. Cette composition est beaucoup
plus simple, puisqu’elle ne fait que rajouter du contenu. Une étape supplémentaire est par
contre nécessaire pour éliminer ces coupures.

La notion de réseaux que l'on introduit ici va donc faire intervenir des fils de deux sortes :
les axiomes et les coupures. Le but final étant d’expliciter le slogan

Les réseaux d’interaction sont un quotient des réseaux de preuve multiplicatif

faisant partie du folklore.

2.6.1 Définition et juxtaposition

Définition 2.20 Un réseaux Axiome/Coupure, réseau AC en abrégé, est un triplet R =
(0a,00,0¢) 00 :
~ o4 et oc sont des w-permutations satisfaisant dom(oc) C dom(o4), oc sans point fize
et :

bord d’une coupure si (a b) est une orbite de o¢ alors il existe ¢ # a et d # b tels
que (c a) et (b d) soient des orbites de o
On note Pi(R) les points fizes de 04 et P(R) = dom(o4) — dom(oc) — Pi(R).
— 0. est une permutation partielle de P(R) a orbites pointées et étiquetées par S en sorte
que Yo € Orbs(o.), |o| = a(l(0)) ol est la fonction d’étiquetage.

On adapte directement la représentation des réseaux d’interaction aux réseaux AC en
affichant orbites de o¢ par des traits doubles. Par exemple le réseau AC R = (04,0¢,0.) ou

oa=(12)(34)(56),00=(23),00=(1 5)s

sera représenté par

On peut adapter la plupart des définitions précédentes a ces réseaux, plus particuliérement
les définitions de ports libres, interfaces et contextes. L’avantage des réseaux AC est qu’ils
admettent une composition extrémement simple :

Définition 2.21 Soient R! = (04,0¢,0.) et r! = (Ta, 70, Te) deux contextes sur des réseaus
AC a supports disjoints, ou I =iy > -+ >ip et I' =14, >--- > 1.
On appelle juxtaposition de R’ et R le réseau AC

RN R = (0a+ 74,00 + 70+ p(1, 1) + p(L, 1), 0+ 72)
Du point de vue logique la juxtaposition est une coupure généralisée, en effet, son inter-

prétation en termes de permutations correspond exactement & la définition de la coupure que
Pon peut trouver dans |[Gir87].
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2.6.2 Ex-effondrement

On donne ici une variante restreinte de la procédure d’élimination des coupures de la
logique.

Définition-Propriété 2.22 Soit R = (04,0¢,0.) un réseau AC et f une injection partielle
telle que dom(o¢) = dom(f) et codom(f) Ndom(ca) = 0.

Le couple (o4 Lo fooco f*0.), est un réseau d’interaction.
Le résultat ne dépend pas de f et on Uappelle le Ex-effondrement de R, noté Ex(R).

Pour que cette définition soit correcte, on a dii délocaliser o vers un domaine disjoint
de dom(o4). Le Ex-effondrement procéde donc ainsi : on remplace chaque chaine maximale
oA [ofel TA A
a1 — by = as...b,_1 = a, par une chaine

*

a1 25 by L pby) 22290 flag) Dby T,

. .- . UA«J:»JC
et on calcule ensuite la Ex-composition pour obtenir a; —= ay,.

Preuve Remarquons que pour que cela soit un réseau d’interaction, la seule propriété qui

n’est pas issue de la définition des réseaux AC est le fait que o4 s fooco f* est une
w-permutation, mais on le déduit de la propriété 1.7}
La remarque précédente assure que f n’a qu’un roéle artificiel dans la définition. En effet,
a chaque fois que f est appliquée lors de la Ex-composition elle est suivie d’une application de
son inverse. Plus généralement, pour des injections partielles o1, 71,...,0p, T, On & 0, 0 T, ©
--.0010T] = opo frofpoT,0gk0gn0---0giogiooyo fio fiom pour toutes injections partielles
f1,91, -+« s g dés que dom(f;) € codom(r;) Ndom(a;) et dom(g;) C codom(o;) Ndom(7;) P
<

Propriété 2.23 Pour chaque réseau d’interaction R, il existe un unique réseau AC R’ de la
forme (04,0,0.) tel que Ex(R') = R.

R’ est dit sans coupures.
Preuve Si R = (7, 7.) il suffit de poser R’ = (7,0, 7). L'unicité provient du fait que

0
ogew0=o0. <

Définition 2.24 Soient R et R' deuz réseaus AC, on dit qu’ils sont Ex-équivalent, noté R '~
R, lorsque Ex(R) = Ex(R').

On a une correspondance directe entre la juxtaposition et le recollement :

Propriété 2.25 Ex(R! — R'") = Ex(R)! «w Ex(R))"
Preuve Notons R = (04,00,0.), R = (74,7, Tc)-

Si on note f (resp. g) l'injection partielle utilisée dans le calcul de Ex(R) (resp. Ex(R')),
alors il est possible de trouver une injection partielle h telle que l'injection injection partielle

utilisée pour effectuer le calcul de Ex(R! « R/ I/) soit f + g + h. De plus, on peut décomposer
h =i+ afin que h(p(I,I") + p(I, I'))h* = ip(I,I")i* + ' p(I,I")*i"™.

2 Remarquons qu'il s’agit 1a de la méme technique que celle permettant d’exprimer un amalgame de groupes
*4G; comme quotient d’une action de A™ (cf. [Ser77]).
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L’essentiel de la propriété revient donc & prouver que
(0a+7a) BT (Foo f* + grogt +ip(I, 1) +1'p(1, I') i) =
f p(I,I")
(04 < foof*) "o’ (14 < greg?)
Cette égalité se déduit de maniére similaire a la propriété [I.8] la présence des injections
partielles f,g,7 et i’ ne rajoutant qu'une difficulté artificielle. >

On peut donc affirmer un slogan précis :

4 . . . L, sy
Les réseaux d’interaction sont le quotient des réseaux AC par ~

2.7 La catégorie IN et I’approche DPO

2.7.1 Motivations pour 1’approche DPO

L’approche DPO, pour double push-out, est une des approches algébriques de la réécriture
de graphes. La réécriture de graphes étant trés délicate & manipuler rigoureusement, il est
essentiel d’avoir de bons outils algébriques pour la décrire.

Nous décrivons briévement et grossiérement cette approche. On considére comme régle un
diagramme R «— I — S dans Graph, la catégorie des graphes. Le graphe I correspond & une
sorte d’interface commune entre R et S. Dés qu’on a un morphisme R — G ayant de bonnes
propriétés, on dit alors que G contient le motif de la régle, on peut construire dans Graph

R I
un graphe G’ tel que l'on ai une somme amalgamée (en anglais. pushout) { S.a. k
G G’

Nous verrons la définition précise des sommes amalgamées dans la suite, informellement le
graphe G’ correspond alors au complément de R dans G vis-a-vis de linterface I. On peut
encore construire un pushout dans ’autre sens, de maniére & obtenir le double carré :

R 1 S
{ . ‘ ca {
G G G

Le graphe G, est alors appelé réduit de G par la régle. Il a été construit en prenant le
complément G’ et en remplagant ce qui était ’emplacement de R par le graphe S, puis en
appliquant une opération de collage le long de l'interface I.

L’intérét de cette approche est que, bien que la définition précise soit trés catégorique, elle
est néanmoins trés proche de notre intuition. Cette approche a été initiée dans 'article [EPST3].
Elle a depuis été trés étudiée, et étendue & de nombreux autres formalismes.

L’intuition derriére la réécriture de graphe est directement transposable en termes de
réseaux d’interaction. De plus, ces notions informelles de collage et de découpage sont dans
notre formalisme des notions algébriques. Il est alors assez naturel d’essayer de présenter la
réécriture de réseaux par une approche DPO, c’est le but de cette partie.
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Notons qu’il existe une telle approche dans la littérature [Ban95|, elle repose alors sur un
plongement des réseaux dans les hypergraphes, suivi d’un plongement de ceci dans les graphes
bipartites. Les notions y sont ainsi moins directement accessibles que dans notre présentation.
Cependant, dans la mesure ot ’'on peut dans les deux cas récupérer la réduction originelle des
réseaux, il est possible que les deux approches soient les mémes.

2.7.2 Définition

Soit IN la catégorie dont les objets sont les réseaux d’interaction et dont les morphismes
sont les morphismes de réseaux.

Dans ce paragraphe on note R <i> S pour dire que f est un morphisme de R dans S, injectif

en tant que fonction sur les ports. De méme on note R 4, S lorsque f est une bijection.

Pour tout morphisme R J, S on note f la co-restriction de f a f(R), on a donc R EN f(R).

f est alors un renommage.

Lemme 2.26 Si R J, S, alors f(R) C S.

Réciproquement, si a(R) C S pour un renommage «, alors R < S ot @ est la co-extension
de o au support de S.

En terme de diagrammes, cela revient & dire que lorsqu’on a un morphisme R ;f> S alors
i S’

°
Re——S
f

Réciproquement, dés que 'on a le haut du diagramme, alors on peut trouver une injection f
tel que le triangle soit commutatif.

on peut trouver un iso f’ et un réseau S’ C S tel que le diagramme O commute.

Preuve La premiére implication est issue de la définition du réseau image f(R). La seconde
implication est trivale. >

2.7.3 Sommes amalgamées dans Set

On rappelle la définition des sommes amalgamées.

FR_f
s : o ) : 7N )
Définition 2.27 Soit C une catégorie. Un carré commutatif g g/ est appelé somme
7.y
T 9
LR Cf
: . 7N oo ,
amalgamée (en anglais push-out) si pour tout autre carré S g! i existe un unique
NS
h Tl /

T 5T tel que ug=h et ug’ =h'.
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On note qu’un carré est une somme amalgamée en marquant s.a. en son centre.

R ¢
f\f

St on peut compléter tout diagramme v
S S’

en une somme amalgamée, on dit

que C a toutes les sommes amalgamées.

Rappelons tout d’abord un résultat classique.

Fait 2.28 Set a toutes les sommes amalgamées.

Preuve Soit F <& E L. F/. Posons G = F u F', m et m les projections de F et F’ dans
G, et soit ~ la plus petite relation d’équivalence définie sur G et telle que

Vz € E,mf(2) ~ maf'(2)

On note g la surjection canonique associée & ~.

2N
Le carré p F'  est, par définition de ~, commutatif. Montrons qu’il s’agit
N S
T s
gm G/~ gm2
d’une somme amalgamée.
LE_f
, ) : SN o
Supposons donné un autre carré commutatif Ia F - La somme disjointe étant
NS
hpg W

un coproduit dans Set, on a un unique morphisme G — H tel que um; = h et umg = h’. Or,
solent x,y € G tel que = ~ y. Par définition on a x = 71 f(z) et y = maf'(2) pour un z € E.
Donc u(z) = umi f(2) = hf(2) et u(y) = umaf'(z) = K f'(2), et par commutativité du carré
on a u(z) = u(y). Donc, u se factorise de maniére unique en G % G/ ~- H. <

Corollaire 2.29 Dans Set lorsqu’on compléte un diagramme F <i’ E L F' en une somme

amalgamée, alors les morphismes fermant le carré sont également des injections.

Preuve Dans la preuve précedente, si f et f’ sont des injections, alors c’est é¢galement le
cas de gm et gme. En effet, si par exemple gmi(p) = gmi(p') cela signfie que m1(p) ~ m(p).
Pour avoir cette équivalence, soit on a utilisé la reflexivité ce qui entraine p = p’ car m est
injectif, soit on a utilisé la transitivité et il existe z, 2’ € F tel que f'(z) = f/'(2/), f(z) =p et
f(z") = p'. Par injectivité de f’ on a donc z = 2’ qui entraine p = p/. (S

2.7.4 Sommes amalgamées dans IN

2.7.4.a Concrétisation de IN

. U . ) :
Soit IN — Set le foncteur d’oubli qui a un réseau associe son support. C’est naturellement
un foncteur fidéle car la donnée d’un morphisme f de réseaux est exactement la donnée de
u(f) rﬂ On va donc pouvoir se servir des sommes amalgamées dans Set pour les construire

3Par contre, il n’est pas plein car ce ne sont que certaines applications entre supports qui sont des mor-
)
phismes.
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dans IN.

2.7.4.b Obstacles

Observons tout d’abord deux obstacles & la constructions de sommes amalgamées, tous
deux liés a la présence des cellules. Il est raisonnable qu’il nous faille utiliser des cellules pour
trouver des problémes, car la catégorie des graphes a toutes les sommes amalgamées et les
réseaux sans cellules sont des graphes particuliers.

Soient R = ((1 2)(3 4),0), S = ((5 6),0) et S" = ((7 8),0), f : R — S définie par
f(1)=7(3)=5,f(2)=f(4) =6et f': R— S deéfinie par f(1) = f(4) =7, f(2) = f(3) =09.
Si on construit la somme amalgamée dans Set on obtient une unique classe d’équivalence
5 ~ 6 ~ 7 ~ 8. L'unique candidat pour définir 'image de cet élément le long d’un fil est
donc lui méme : on a construit une boucle. Cela pose un probléme dés qu'un des ports de
R est connecté a une cellule : il n’y a aucun moyen de définir 'image de cette cellule dans
I’amalgame.

On va pouvoir éviter ce probléme en imposant 'injectivité. Cependant, méme avec cela on
peut quand méme avoir de mauvais cas de figure.

Soit R = ((12),0), S = ((34),3)4), S = ((56)(7 8),(9 T)p), f : R — S definie par
f(1)=3,f(2) =4et f': R— 5" définie par f(1) =5, f(2) = 6. Dans le quotient des supports
on a quatre classes d’équivalence : 3 ~ 5,4 ~ 6, 7 et 8. Le seul candidat pour la w-permutation
des fils est alors (3 ~ 54 ~ 6)(7 8) comme on le verra plus tard. Il n’est cependant pas possible
de définir des morphismes vers I’amalgame, car 3 ~ 5 devrait & la fois étre un port principal
d’une cellule de symbole A et un port auxiliaire d’une cellule de symbole B.

On en déduit la condition nécessaire, et comme on le verra suffisante, suivante :

Définition 2.30 Soit S i’ R <i> S un diagramme dans IN. On dit que f et f’ sont conci-
liables si et seulement si pour tout p € P(R) — P.(R) tel que f(p) € P.(S) et f'(p) € P.(5"),
alors f(p) et f'(p) appartiennent & des celulles ayant méme symbole et ils ont méme nature,
1.e. ce sont tous les deuxr des ports principaux ou des iéme ports auziliaires.

Dans les applications la condition suivante, plus forte, sera en général assurée :

Définition 2.31 Soit S A R L, S" un diagramme dans IN.
On dit que f et f’ sont superposables si et seulement si pour tout p € P(R) — P.(R) on a

fp) € Pe(S) <= f'(p) & Pe(S)
On dit que f et f' sont fortement non superposables si et seulement si pour tout p €
P(R) — P.(R) on a
fp) € Pe(S) <= f'(p) € Pu(S)

2.7.4.c Sommes amalgamées de morphismes conciliables

Théoréme 2.32 Soil S <i> R <L> S" un diagramme dans IN ou f et f' sont conciliables, alors

on peut le compléter en g~ . g
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Preuve  Soit § <> R <5 § avec R = (Ow,0c), S = (Tw,Te) et S" = (7,,,7.). Dans toute
cette preuve, on identifie un morphisme de réseau f a U(f). Cela est justifié par le fait que
U soit fidéle.

a) En reprenant la preuve du fait et le corollaire on a une somme amalgamée
dans Set :

Tout d’abord, G/ ~ étant fini, nous pouvons 'identifier & une partie de N. C’est donc un
support valide pour un réseau d’interaction.

B) Soit p € G/ ~, supposons qu’il soit de la forme p = gm1(p1) on pose py(p) = gm17w(P1)-
On fait de méme vis-a-vis de S’. Si on a un p qui s’écrit de deux manieéres p = gm(p1) =
gma(p2), alors il existe un pg € U(R) tel que p1 = f(po) et p2 = f'(py). Comme f et f’ sont
des morphismes, on a fo,(po) = 7w (p1) et f'ow(po) = 7),(p2) et par commutativité du carré
précédent on a gm 7y, (p1) = gmatl,(p2). La définition de p,(p) est donc compatible.

7) Si p = gmi(p1) on a pu(p) = gmiTw(p1) de la méme forme et p2 (p) = gm7i(p1) =
g7m1(p1) = p. Ainsi, p,, est une w-permutation.

d) On peut reprendre 'essentiel de la construction précédente pour définir p.. Si p =
gm1(p1) avec p1 € Pe(S), alors on pose pq(p) = gmi7.(p1). On proceéde de méme pour S’. Si
jamais p s’écrit de deux maniéres p = gm1(p1) = gma(p2) avec p1 € P.(S) et py € P.(S"), alors
il existe un py € U(R) tel que f(po) = p1 et f'(po) = p2. La propriété de conciliabilité de f et
f! s’applique et on déduit d’'un coup toute l'orbite de p. On lui associe le symbole commun a
toutes les cellules antécedents. Le port principal est alors uniquement déterminée par I’arité.

€) On pose T = (puw,pc) et on a bien U(T) = G/ ~. Par construction on a un carré

FoR
: SN " : : :
commutatif g g » car T a été construit autour des relations faisant de gm et gmo

971'1\ T /972

des morphismes. Il nous reste & montrer qu’il vérifie la propriété universelle des sommes amal-
foR_f
. L 7N .y ‘
gamées. Si on a un autre carré commutatif g g avec T'= (py,, pr.), en appliquant
NS

h T/ h,
U au diagramme on sait qu’il existe une unique application G/ ~-% U(T") telle que h = ugm
et h' = ugmy. Pour conclure il nous faut montrer que u est un morphisme de réseau.

Soit p € P.(T), par construction on a, par exemple, p = gmi(p1) avec p1 € P.(S). On a
donc h(p) € P.(T") et on en déduit que u(P.(T)) C P.(T")

Soit p € U(T), supposons que p = gmi(p1), on a py(p) = gmiTw(p1) et donc upy,(p) =

htw(p1) = pl,h(p1) = plyugmi(pr) = pwu(p). La encore, nous n’avons pas utilisé de propriétés
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propres aux fils, et le méme raisonnement permet de déduire toutes les égalités nécessaires
pour étre un morphisme. >

2.7.5 Application a la réduction de réseaux

fR
Lemme 2.33 (Contexte) Siona g alors il existe un S’ et une injection R L

Ty

LR
VAN
tels que g o, &
97
T

Preuve Tout d’abord, on se raméne & des inclusions. En effet, en appliquant deux fois le
lemme [2.20] on a le diagramme commutatif suivant :

on aura obtenu la somme amalgamée voulue.

Placons nous donc dans le cas ot R C S C T. Par définition, on a S = R «va» R et
T =288 OnadoncT = (R Lo R) s S. En vertu du corollaire , il existe f1 et fo
telles que T = R EiN (R fatg S). Posons S’ =R 21y S

Pour conclure il nous suffit de montrer qu’il existe un unique morphisme de S’ dans la
somme amalgamée donnée par le fait dans Set. En effet, S’ devient alors la somme
amalgamée au sens ensembliste et la propriété universelle dans Set est plus contraignante (il
y’a plus de carrés) que dans IN.

Or, le morphisme est ici trivial car la relation d’équivalence qui définit la somme amalgamée

est en fait Pegalité [ <

4Ce qui ne veut pas dire que le quotient est trivial, car c’est la somme disjointe que I’on quotiente.
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e ‘ - b
Définition 2.34 On appelle super-régle la donnée d’un diagramme R, L’ R; <& R, ou R;
n’a pas de cellules et f,, f, sont superposables.

v £, .
Théoréme 2.35 Si R, L R; < Sy est une super-regle et qu’on a un morphisme R, <R

alors on peut faire la complétion de diagramme suivante

r f,
R, o Ry —2 R,
9} S.a. W S.a. 1
R R T

T est alors appelé réduit de R par la super-régle.

Preuve Tout d’abord, on peut appliquer le lemme pour obtenir la somme amalgamée
de gauche. Par construction, f, et R; <, S sont superposables. Comme f; et f, sont fortement
non superposables, on en déduit que f, et g sont superposables, a fortiori conciliables. On peut
alors appliquer le théoréme qui nous donne la somme amalgame de droite. (S

La réduction ainsi définie coincide avec la précédente lorsque R, est de la forme .



Chapitre 3

Boites

Les boites sont antérieures aux réseaux d’interaction, elles furent introduites pour rendre
compte de points impossibles & déséquentialiser dans les réseaux de preuve.

Il est immeédiat d’adapter leur définition au cadre plus général des réseaux d’interaction,
et leur utilisation y est aussi trés naturelle. En effet, imaginons que nous voulons faire passer a
travers toute une chaine de réduction un réseau comme argument, il serait pratique d’emballer
ce réseau dans une cellule, aisément passable en argument ou duplicable. De plus, une telle
construction permettrait de garantir une certaine stireté de la réduction dans la mesure oi
aucune interaction ne serait possible avant ’application d’une opération de déballage.

Notons qu’une tradition similaire existe dans les langages de programmation usuels : les
types emballés (en anglais bozed types). Le but est alors le méme : considérer des données de
maniére complétement opaque.

3.1 Définition

Nous notons Rg ’ensemble des réseaux d’interaction. Nous allons définir maintenant I’en-
semble des réseaux d’interaction & boites, noté R, comme le plus petit point fixe d’une
construction.

Soit E' un ensemble de réseaux d’interaction (& boites), on appelle réseau d’interaction a
boites dans F un couple (R, 3) ou R est un réseau d’interaction et (3 est un étiquetage partiel
des cellules, tel que pour ¢ € dom(53), B(c) = (r,i) o r € E et i est une bijection de Py(r) dans
c. La cellule ¢ est appelée une boite. La condition d’arité force toutes les boites d’un symbole
donné a ne contenir que des réseaux ayant un nombre de ports libres fixé. Cette restriction est
aisément contournée en considérant une famille de symboles (s;);en comme véritable symbole
de la boite. Par abus de langage, nous parlerons juste de symbole pour faire référence & cette
famille.

Notons f I'application passant de E & ’ensemble des réseaux a boites dans F. On pose
R =4, R; ot les R; sont construits a partir de Rg et Rip1 = f(Ry).

On pourra représenter une boite comme une cellule dans laquelle on dessine le réseau
étiquette et ol la bijection ¢ est directement visible :
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Cependant, ce type de représentation n’est pas trés lisible et on lui préférera le type suivant,
ol l'on encadre le réseau contenu par une boite. Une cellule représentent alors le port principal
et les ports auxiliaires sont ordonnés de maniére quelconque. Dans la pratique, lorsque 'ordre
sera important on étiquettera ces ports auxiliaires, levant ainsi 'ambigiiité.

~<AB>—r

Le port libre correspondant au port principal (resp. a une port auxiliaire) de la boite sera
appelé porte principale (resp. porte auziliaire).

3.2 Opérations de base sur les boites

Dans ce paragraphe, nous considérons un symbole de boite, noté s, et nous allons définir
des opérations naturelles sur les boites correspondantes.

3.2.1 Déballage

L’opération essentiel pour manipuler des boites consiste & déballer le contenu de la boite
dans le réseau qui la contient. On note ds le symbole de la cellule de déballage, avec a(ds) = 1.
La régle de réduction correspondante a la forme suivante.

Notons que cela n’est pas une régle de réduction au sens usuel. Le motif & droite de la
régle ne dépend pas juste du couple (s, ds) mais également du contenu de la boite.

3.2.2 Duplication et effacement

On va maintenant définir deux opérations, la duplication, notée ¢, et I'effacement, noté
€, que I'on va considérer intuitivement comme génériques : c’est-a-dire définie par réduction
contre toute autre cellule. En effet, on souhaiterait en effagant une boite, effacer également
tout ce qui y est connecté. On a donc les deux réductions suivantes.
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3.2.3 Enfouissement

On appelle enfouissement (de Panglais digging) la réduction suivante.

’
,

S

I I
-

,r/

7,,/

v

Y

L’intérét d’une telle régle n’est pas immédiat, et ne sera justifié que plus tard lorsque nous
nous intéresserons a la logique linéaire. Cependant, nous pouvons, d’ores et déja remarquer
que cette régle sort du cadre des régles d’interaction. Cette modification a I'air bénigne : par
rapport & la définition usuelle du motif d'une régle d’interaction, on a juste remplacé un fil
port principal sur port principal par un fil port principal sur port auziliaire. Pourtant, cela
suffit & ne plus assurer la confluence forte.

Il est toutefois possible de montrer la confluence de la réduction. Les figures [3.1] et [3.2) pré-
sentent deux des paires critiques, les deux autres étant aussi résolubles de maniére immédiate.

3.2.4 Agrégation

La présence des opérations de déballage et d’enfouissement donne une structure trés com-
plexe a la manipulation des boites. Une approche plus simple est de fusionner ces deux opé-
rations : une boite ne s’enfouit plus dans une autre, a la place les deux boites mettent en
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Figure 3.1: Résolution de la paire critique déballage/enfouissement

Figure 3.2: Résolution de la paire critique enfouissement/enfouissement
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commun leur contenu.

! I
| |
7 v

Remarque 3.1 Avec cette opération également, la réduction n’est plus assurée d’étre forte-

ment confluente. Cependant, on peut prouver la confluence vis-a-vis de la duplication et de
Ueffacement.

3.3 Boites additives

On introduit maintenant un raffinement sur les boites qui va nous permettre de contenir la
superposition de deux réseaux. On se fixe un symbole binaire C qui va permettre de contracter
les ports des deux réseaux. On appellera boite additive une boite de la forme

o
T g
N

Les boites additives peuvent étre vues comme une simple restriction sur leur contenu en tant
que boite. Cette restriction permet d’énoncer des régles ne déballant qu’un des deux réseaux :

< —>

N

%
[






Chapitre 4

Réseaux d’interaction et logique
linéaire

Dans ce chapitre nous allons présenter des réseaux de preuve pour différents fragments de
la logique linéaire. Comme notre étude se place dans le cadre des réseaux d’interaction, nous
n’aurons pas exactement des réseaux de preuve mais leur Ex-effondrement (cf. paragraphe[2.6]).

4.1 Bibliothéques closes

Soit &’ C § un sous-ensemble de symboles, notons R(S’) 'ensemble des réseaux dont les
cellules ont leur symboles dans S'.

On rappelle qu’une bibliothéque est un ensemble de régles d’interaction ne comportant
qu’au plus une régle par paire de symboles (cf. corollaire , rappelons également que la
réduction y est alors fortement confluente.

Définition 4.1 Soit S’ C S et B une bibliothéque.
B est dite close pour S’ lorsque pour toute régle R = (R,'r, R,”») € B on a R,, R, € R(S").

Fait 4.2 Si B est une bibliothéque close pour S', alors —p est une réduction sur R(S’).

La notion de bibliothéque close nous permet donc de capturer la notion de fragment logique
ou de sous-modele de calcul.

4.1.1 Dans le cadre des réseaux d’interactions avec boites

Soit &', S, C S, notons R(S', Sp) ensemble des réseaux dont les cellules sont étiquetées
par 8’ et les boites par S,. On supposera toujours S’ NSy, = (.

On adapte a I'identique la définition précédente en substituant R(S’,Sp) & R(S’), ce qui
nous permet de définir la notion de bibliothéque close pour des réseaux d’interactions avec
boites.

4.2 Typage de réseaux

Nous allons ajouter de l'information aux réseaux en typant les ports par des formules
logiques. Nous considérons donc ici un ensemble de formule F que I'on considére clos par une
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involution OO+
Unfil 4 __ p estdit bien typé lorsque B = At La donnée des deux types étant alors

redondante on notera juste 4 _« ou la fleche pointe vers le port du type indiqué.

On type les cellules avec des régles de typage de la forme

A B

¥

AdB

Bien que le sens de telles régles soit en général sans ambiguité, on peut donner une définition
plus formelle.

Etant donné S’ C S, pour chaque symbole s € S’ on se donne un couple (I, f) ou [ est un
a(s)-uplet (Fi,...,Fq(s)) de sous-ensembles de F, représentant les types possibles des ports
auxiliaires associés, et f : [ — F donne le type du port principal en fonction du type des ports
auxiliaires.

On dira qu’un réseau est bien typé vis-a-vis d'un ensemble de régles de typage lorsque
toutes ces cellules respectent les régles de typage et que tous les fils sont bien typés.

Soit B une bibliothéque close pour &’. Le typage nous permet de caractériser les formes
normales de —g sous réserve d’une certaine complétude.

Définition 4.3 Une bibliothéque B close pour S’ est dite compléte vis-a-vis du typage si tout
fil actif d’un réseau de R(S') bien typé peut étre réduit par B.

En effet, on a le résultat direct suivant :

Propriété 4.4 Soit B complete vis-a-vis du typage, si R € R(S') bien typé est en forme
normale alors il est en forme normale absolue.

En d’autres termes, le typage nous assure que la réduction n’a pas de blocages, de deadlocks.

4.3 MLL

Le fragment le plus simple de la logique linéaire est la logique linéaire multiplicative, ou
MLL.
Les formules de MLL sont données par la grammaire suivante

F=VplVp|FRF|IF&F

ou Vp est un ensemble dénombrable de variables propositionnelles. On étend syntaxiquement
Iinvolution .+ & tout F par (A% B)t = At @ B+,
Ce fragment a pour connecteurs % et ®, avec a(%) = a(®) = 2 et

Et on a I'unique régle de réduction suivante :
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Parmi ces réseaux d’interaction bien typé on distingue les réseaux de preuve comme étant
définis de maniére inductive par :
— A —< est un réseau de preuve

Ry Ry
\\/ est un réseau de preuve si R et Rp sont des réseaux de preuve.

C,...C, ¥ Dy...D,,

A® B
R
- est un réseau de preuve si R est un réseau de preuve.
+ . +A .
Cl Cn
AR B

Il est possible de caractériser les réseaux de preuve parmi les réseaux d’interaction de
MLL de maniére géométrique. Soit R = (0y,, 0.) un réseau de MLL, on appelle switching tout
graphe non orienté (V, E) tel que

- V=P(R)

- Vpe P(R),{p,ow(p)} € E

— si ¢ est une cellule de symbole ®, Vi € {1, 2}, {pal(c), pax;(c)} € £

— si ¢ est une cellule de symbole %, on choisit ¢ € {1,2} et {pal(c), pax;(c)} € F
Si le réseau comporte n cellules % il admet donc 2" switchings différents.

On a le théoréme suivant du & Danos et Regnier, dont une preuve pourra étre trouvé dans
[DR89].

Théoréme 4.5 (Critére de Danos-Regnier) Soit R un réseau de MLL. R est un réseau
de preuve si et seulement si tous ses switchings sont acycliques connezxes.

4.4 MELL

MLL est assez limité : toutes les ressources manipulées sont linéaires. La logique linéaire
multiplicative exponentielle, MELL, consiste a ajouter & MLL un systéme de boites : les |-
boites, encore appelées promotion, auxquels on ajoute les opérations de base décrites au pa-
ragraphe [3.2]

La duplication sera appelée contraction, le déballage : déréliction et U'effacement : affaiblis-
sement. De plus on note abusivement 7 le symbole de ces trois opérations. Dans la mesure ou
elles sont d’arité distinctes il n’y a pas de confusion possible. Cependant, lorsque on voudra
faire explicitement référence a I'un de ces symboles, on notera ?° le symbole d’affaiblissement,
?1 celui de la déréliction et ?? celui de la contraction.

Du fait de la présence de la régle d’enfouissement, la réduction de MELL est confluente
mais pas fortement confluente.
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Les formules de MELL sont données par la grammaire suivante, étendant les formules de
MLL :

F = Vp|Vp|F B F|F @ F|\F|?F

ou Vp est un ensemble dénombrable de variables propositionnelles. On étend syntaxiquement
Iinvolution .+ & tout F par (A% B)t = At @ B+ et (14A)+ =74+,
Aux régles de typage de MLL, on ajoute :

A 7A 7A
v v Yl
7A 7A 7A

AV V2B, V7B,

AV B 7B,

4.4.1 ELL

Le fragment ELL, pour Elementary Linear Logic, correspond & MELL ol les régles d’en-
fouissement et de déballage se sont vues remplacées par la régle d’agrégation. Bien que nous
ne préoccupons pas ici de complexité, notons que ELL a été introduit afin de caractériser
la classe des fonctions calculable en temps élémentaires : toute fonction calculable en temps
élémentaire est représentable par une preuve de ELL dont le calcul s’effectue au cours de la
réduction, et de plus la longueur d’une telle réduction est au plus élémentaire.

La reégle de typage de la promotion doit étre changée pour que le typage reste préservé par
réduction, on la remplace par :

4.4.2 Connecteurs synthétiques

Une syntaxe plus synthétique pour les réseaux de MELL est définie dans la thése de Laurent
Regnier [Reg92|. Celle-ci part du principe que 'on peut faire passer toutes les contractions en
dehors des boites et elle consiste & remplacer un arbre de contractions dont les n feuilles sont
des dérélictions ou des affaiblissements par une unique cellule n-aire. Deux tels arbres ayant
un méme nombre de feuilles sont remplacés par la méme cellule. Ainsi, cette syntaxe est un
quotient de la syntaxe d’origine. On appellera réseaux de SMELL (Synthetic MELL) de tels
réseaux.

Notons que les dérélictions sont maintenant superflues et le nouveau connecteur n-aire,
appelé arbre exponentiel, a le typage
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De plus, on demande & ce que les portes auxiliaires de boites soient reliées a des ports auxiliaires
d’arbres exponentiels.

On appelle hauteur d’une cellule le nombre de boites contenant celle-ci. On appelle hauteur
d’un port auxiliaire d’un arbre exponentiel le nombre de boites contenant un fil atteint depuis
ce port soit en progressant le long des fils soit en rentrant dans les boites. On appelle portance
d’un port auxiliaire d’un arbre exponentiel la différence entre sa hauteur et la hauteur de la
cellule.

Remarque 4.6 La définition de la hauteur d’un port auziliaire semble inutilement compli-
quée, en fait la situation est telle du fait de l'absence de liens axiome. En effet, dans les
réseauz de preuve il suffit de dire que la hauteur d’un port auziliaire est la hauteur du lien
directement accesstble depuis ce port.

La régle de réduction portant sur les arbres exponentiels est naturellement définie comme
celle obtenue en le remplacant par un arbre de contractions dont les feuilles sont reliées & des
dérélictions placées & la profondeur de boite associé a la hauteur :

p—i

‘%

/
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Chapitre 5

Semigroupes inversifs

Dans ce chapitre, on suivra la tradition anglophone, utilisant semigroupe pour le concept
anglais de semigroup et le concept francais de demi-groupe. Notre raison principal en est que
les logiciens ont I’habitude de les dénommer ainsi pour parler de géométrie de 'interaction. De
plus, étant donné que nous ne ferons jamais référence a la notion francaise de semi-groupe E]
il n’y aura pas d’ambiguité possible.

La plupart des résultats présentés ici sont classiques, on en trouvera une exposition com-
pléte dans un livre de référence comme [How95|.

Le but de ce chapitre est double. D’un coté on donne tous les outils nécessaires a la future
définition de la Géométrie de 'Interaction et & son étude : théorie équationnelle, modéle, .. .,
et d'un autre coté on montre un lien trés fort entre ces approches et 'approche originelle
de Girard a l'aide d’algébre stellaire. En effet, & la fin du chapitre on prouve que I'algébre
associée & un semigroupe inversif est représentable en tant qu’algébre d’opérateurs sur un
espace de Hilbert, et que cette représentation coincide avec celle donnée par Girard. Cela
justifie donc complétement notre focalisation sur les semigroupes inversifs : ils représentent le
noyau mathématique de la Gdl.

5.1 Définitions

5.1.1 Axiomatique

Définition 5.1 On appelle semigroupe un ensemble D muni d’une loi de composition o as-
sociative, c’est-a-dire telle que

ao(boc)=(aob)oc Va,b,ceD
Dans la suite on notera o implicitement.

Définition 5.2 Soit D un semigroupe, on appelle
— neutre & droite, ou unité a droite, un élément e € D tel que xe = x, Vx € D
— zéro A droite, un élément z € D, tel que xz =z, Vx € D
— idempotent, un élément i € D, tel que i> =1
— inverse d'un élément = € D, un élément a € D tel que a = axa et © = xzax

'monoide régulier
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On définit dualement les notions & gauche. Un neutre & gauche et & droite, sera appelé sim-
plement neutre, de méme pour les autres propriétés.

On note &(D) 'ensemble des idempotents contenus dans D.

Définition 5.3 Un semigroupe est appelé monoide quand il posséde une unité. On la note
usuellement 1.

Un semigroupe est dit inversif quand chacun de ses éléments posséde une unique inverse,
qu’on note a* pour a.

Un monoide étant également inversif en tant que semigroupe est appelé monoide inversif.

Un monoide inversif ot linverse satisfait de plus aa* = a*a = 1, pour tout a, est appelé
groupe.

La définition donnée ici de semigroupe inversif par existence et unicité de 'inverse n’est
pas la définition standard que I'on peut en trouver. En effet, la définition usuelle est celle d’un
magma associatif muni d’une application .* telle que

(@*)*=a (ab)* =b"a* aa*bb* = bb*aa* a*aa* =a
On va voir que notre définition implique ces relations, en fait, on a également la réciproque.

Fait 5.4 Les idempotents d’un semigroupe inversif commutent.
Preuve Soient u et v deux idempotents de D un semigroupe inversif, on pose = = (uv)*,
on a

(uv)(vzu)(uwv) = wv  (veu)(uwv)(veu) = veu

Donc, vxu est inverse de uw, I'inverse étant unique on a x = vxu et donc x est idempotent

2

car (vru)® = vrxuvru = vau. Il donc son propre inverse et on a z = (uv)* = uv par unicité.

Un argument similaire donne vu = (vu)*. En remarquant que

2 2

(uv)(vu)(uwv) = (uv)” = wv et (vu)(uwv)(vu) = (vu)” = vu

on a donc uv = (uv)* = vu par unicité. <

Lemme 5.5 Soit D un semigroupe inversif, pour tout a € D, a aa™ et a*a sont idempotents.

Preuve Soit a € D, on a a(a*aa*) = aa* par définition de l'inverse, et donc aa* est
idempotent. De méme, on a (a*aa*)a = a*a. <

Fait 5.6 Soit D un semigroupe inversif, on a
i) Ya € D,(a*)* =a
i1) Ya,b € D, (ab)* = b*a*

Preuve

i) Soit @ € D, on a a*aa* = a et aa*a = a*, donc a est un inverse de a*. Par unicité de
I'inverse on en déduit (a*)* = a.
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ii) Soient a,b € D, on a
(ab)(b*a*)(ab) = a(bb*)(a*a)b

mais bb* et a*a étant idempotents (lemme , ils commutent, et
(ab)(b*a*)(ab) = aa*abb*b = ab
(b*a*)(ab)(b*a*) = b*(a*a)(bb*)a™ = b*bb*a*aa™ = b*a*

On a donc (ab)* = b*a* par unicité.

5.1.2 Exemples canoniques

Dans ce paragraphe on fixe un ensemble X et on s’intéresse & la structure de certains
ensembles d’applications de X dans lui-méme.

On pose :

— Tx l'ensemble des applications totales de X dans X,

— Px D 7x ensemble des applications partielles de X dans X, on note alors, pour f dans

Px, dom(f) le domaine de f et codom(f) son image,

— IPx C Px l'ensemble des injections partielles de X dans X,

— Gx C Tx l'ensemble des applications bijectives de X dans X.
On considére tous ces ensembles comme des semigroupe muni de la loi associative o.

Fait 5.7 - Px est un semigroupe
- Tx est un sous-semigroupe de Px
- G&x est un groupe
- IPx est un monoide inversif

5.1.3 Présentation par générateurs et relations

On considére ici connue la construction d’un semigroupe par générateurs et relations.
Notons [g1,...,9n | 71,...,7m] le semigroupe engendré par les g; et les relations r;. Pour
définir un semigroupe inversif ainsi on peut se ramener a la construction d’un semigroupe pour
autant que ’on rajoute des nouveaux générateurs étoilés et les relations adéquats. Remarquons
qu’il s’agit de la méme technique utilisée pour définir un groupe par présentation en tant que
monoide.

Ainsi on pose :

* * / " n / " n
<glv"'7gn ‘ Tla"'vrm> = [917917"'7gn7gn ‘ Tlv"'vrmﬂnla?al?Tl 7"'7rnarn7rn]

ou rl =g = gigrgi, vl v=gf = grgig; et v’ = (g)* = g;.

Définition 5.8 Soit D = (g | ) un semigroupe inversif (avec zéro) présenté par générateurs
et relations, on appelle semigroupe positif de D le semigroupe engendré par les g; (# 0), on le
note DT.

Un élément positif est donc un élément qui admet une écriture sans x.

On note (g | )y = (3,0 | 7,10 = 0,091 =0, ..., 9,0 = 0,0g,, = 0), ce qui permet d’expri-
mer directement la présentation de semigroupe inversif avec zéro. De méme, on note (g | 7)
la présentation d’un monoide inversif avec zéro.
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Définition 5.9 Soit D = (g | 7),, on dit que D est normal si Va,b € DT ab* # 0

La réciproque de cette propriété est traditionnellement appelée propriété ab* :

Définition 5.10 Soit D = (g | 7) un semigroupe inversif normal, on dit que D a la propriété
ab* si
VreD,xr#0= Ja,be D" x=ab

On substituera dans la plupart des cas une notion plus forte & la normalité :

Définition 5.11 Soit M = (g | F}é un monoide inversif avec zéro, on dit que M est simpli-
fiable lorsque Va € MT,a*a = 1.

Fait 5.12 Soit M = (g | f)é un monoide inversif avec zéro ot 0 # 1, alors M simplifiable
entraine M normal.

Preuve Soient a,b € MT, supposons ab* = 0, alors a*ab*b = 0 mais M étant simplifiable
on en déduit 1 = 0, ce qui est contradictoire. <

5.1.3.a Automorphismes

Il peut étre pratique de considérer en plus des générateurs un certain nombre d’automor-
phismes dans une présentation. Par exemple on pourra noter

@ | f1)

le semigroupe librement engendré par = et stable par 'application de f.
Définition 5.13 On note D= (g | f | 7) le semigroupe | J; E; /| R ot Ey = (g) et

Eip = J{fe(@) | 2 € B}
K

muni du produit f;(z) fi(y) = fi(xy) déduit du produit sur Ey, et ou R est la relation engendrée
par les 7.

Notons que dans cette définition les relations peuvent faire intervenir les automorphismes,
c’est d’ailleurs son principal intérét.

Dans le cas d’'un semigroupe inversif, on note également DT le semigroupe des éléments
positifs de D, et on rajoute la relation f;(x*) = f;(x)*. De méme, lorsqu’ils sont définis on

pose fi(0) =0et fi(1) = 1.

5.1.3.b Modéles

Il est souvent plus intuitif de considérer une présentation par générateurs et relations
comme une théorie équationelle dont on cherche des modéles. Le semigroupe effectivement
engendré par cette présentation étant le modéle le plus général possible satisfaisant la théorie
équationelle. Nous avons choisi ici de ne pas partir de cette notion de théorie équationelle,
cependant il est possible de récupérer la notion de modéle.
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Définition 5.14 Soit M = (g | F)[l), on appelle modéle de M un monoide inversif avec zéro M’
muni d’un morphisme de monoide avec zéro ¢ : M — M’. On note M’ =M et si ¢(x) = P(y)
on note M Ex =y.

Un modeéle M" de M est dit

~ non-trivial lorsque M" £ 0 =1

- fidele lorsque M’ |= x = 0 si et seulement si x = 0

Le principal intérét des modeéles provient des deux faits suivants :

Fait 5.15 SiM = (g | F>(1) admet un modéle non-trivial alors 0 # 1 dans M.

Preuve Trivialement, si on avait 0 = 1 alors pour tout modele M’ on aurait M’ =0 = 1.»<

Fait 5.16 Si M = (g | f}é a la propriété ab* et qu’il est simplifiable alors tout modéle non-
trivial est fidéle.

Preuve Soient M’ un modeéle non-trivial de M et x € M tel que M’ |= 2 = 0. Si z # 0 alors
x = ab* et 1 = a*ab*b, qui donne M’ =1 = a*xb = 0 contradictoire. On a donc z = 0. >

5.2 Propriétés essentielles

5.2.1 Ordre

Etant donné un semigroupe inversif D on peut y définir un ordre partiel < par
a<b <= Jec€D),a=eb

Fait 5.17 La relation < est un ordre partiel sur D.
Preuve
i) Soit a € D, a = aa*a et aa* € D) donc a < a
ii) Soient a,b € D telsquea <betb<a,ie.a=ebetb= faavece,fe€ ED).Ona

a=eb=cfa= fea = feeb= feb= fa=1

iii) Soient a,b,c € D tels que a < bet b < c¢,ie.a=-¢ebet b= fcavece, f e &D). On a
donc a = (ef)c mais ef € (D), donc a < c.

5.2.2 Structure des idempotents

Les idempotents d’un semigroupe inversif D ont une structure remarquable que l'on va
étudier ici.

Le lemme suivant, essentiel dans la future démonstration du théoréme de Preston-Wagner,
présente quelques résultats sur la structure des classes & droite induites par des idempotents.

Lemme 5.18 Soit D un semigroupe inversif contenu dans un semigroupe S.
i) Soient e, f € €D), Se=Sf=¢e=f.
ii) Soient e, f € €(D), SenSf = Sef.
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i11) Soient x € D, Sx*x = Sx.

Les propriétés symétriques définies par multiplication & gauche sont aussi vraies, les preuves
étant symétriques.
Preuve (i)e,feDC Sdonce=cece=zafavecz e S.ef =zff=axf=e. Demeéme, on
a fe=f, mais ef = fe par[p.4] et donc e = f.

(ii) L'inclusion Sef C Sen S f découle directement de Soient, xe =yf € SeN Sf, on
axeef =xef =yff=yf =wxe, donc ze € Sef et on conclut I'égaliteé.

(iii) On a Sz*x C Sz = Sxa*x C Sr*x. <

Fait 5.19 &(D) forme un demi-treillis inférieur.

Par demi-treillis inférieur, on entend que pour toute pair (e, f) € €(D)?, il existe un élément
e\ f € €(D), appelé borne inférieure, satisfaisant

Vge €D),g<eetg<f=g<eAf
Preuve Soient e, f € (D), montrons que eA f = ef convient. Notons déja que eA f = fAe.
Soit z € €(D) tel que z < e et z < f, cela signifie que z = €'e = f/'f, on a donc
z=ce=cee=ze=ceff et z<eAN[f. <

5.2.3 Théorémes de plongement

On appelle théoréme de plongement pour une structure donnée, un théoréme qui fournit
un plongement d’'un objet de cette structure vers une sous-structure d’un objet canonique.
L’exemple le plus connu d’un tel théoréme est celui de Cayley, plongeant un groupe dans le
groupe de ses permutations. Le fait qu’un tel théoréme soit également démontrable dans le
cas des semigroupes représente un des intéréts principaux pour cette structure.

Dans cette section nous allons énoncer et démontrer ces deux théorémes. L’image par le
plongement du théoréme de Cayley sera appelé par la suite représentation de Cayley, de méme
on définira la représentation de Preston-Wagner.

Théoréme 5.20 (Cayley) Soit G un groupe, il existe un morphisme injectif de groupe de G
dans Gg.

Preuve Soit g € G, on note py 'application défini par

pe(9') = g9’
On va montrer que p, est une bijection, et donc p, € Gg. Puis pour conclure, que p est un
morphisme injectif.

i) L’injectivité de py est directe :
99' = 99" = (97'9) =(¢'9)d" = ¢ =4"
Soit ¢’ € G, on a ¢’ = g(97'¢') = py(97'¢’). On a donc p, € Sg.

ii) Soient g,g',g" € G, on a (pg 0 py)(9") = 99'9" = pgg (9") et p1(g") = 19" = g". p est un
morphisme de groupe.
Supposons maintenant que p; = py pour g,g9' € G. Cela signifie en particulier py(1) =
pg(1),ie. g=g". p est donc un morphisme injectifEI

2Une autre maniére de le voir est de dire qu’un élément du noyau de p est nécessairement un neutre, et par
unicité ce noyau est trivial.
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Théoréme 5.21 (Preston-Wagner) Soit D un semigroupe inversif, il existe un morphisme
mjectif de semigroupe de D dans TPp.

Preuve La preuve de ce théoréme est trés proche de celle du théoréme de Cayley, mis a
part une difficulté accrue du fait de la structure plus lache de semigroupe inversif et d’injection
partielle.

Soit « € D, on note ¢, 'application partielle de domaine 2*D = {a*y | y € D} définie par

©z(y) = zy. On a codom(p,) = z2*D et dom(p,) = 2*D = x*xD par le lemme

i)

ii)

iii)

iv)

Supposons qu'il existe y,z € x*D tels que v, (y) = p(2). On a zy = zz, soit zaz*y’ =
xx*Z en posant y = z*y’ et z = 2*2’. On a donc

/ / / /
y=a%y =x*xx*y =a*xx =2 =2

et ainsi @, € ITPp.
Avant de montrer que ¢ est un morphisme, on va montrer que ¢, ! = @, ﬂ Par définition,
on a
dom(p; ') = codom(p,) = 22*D = 2D = (2*)*D = dom(ip,+)
et
codom(p, ') = dom(p,) = z*D = 2*zD = codom ()

De plus, pour a € dom(p; 1), i.e. @ = xz*d’, on a p,(a) = 2*d’ = v*za*d = r*a =
Pa+(a).
Soient x, 2’ € D,

dom((pm/ © pr) = @;1(C0d0m(90x) N dom(()@z’))

= ¢, (zz*D N a2™*2'D)

e Gl )

= z*2™*2'(z2*D) = 2*22'(2D)
= (2'2)*(2'2)D = (2'2)*D

= dom(pary)

De méme, on a
codom(p, 0 ) = codom(p,,r)

Maintenant, soit a € dom(@,y), Yz (a) = x2'a = x(2'a) == (¢4 0 @) (a).

On vient de montrer que ¢ est un morphisme de semigroupe, et donc de semigroupe
inversif.

Montrons maintenant que ¢ est injectif. Soient x, 2" € D tels que ¢, = ., cela implique
notamment dom(p,) = dom(p, ), soit z*xD = 2*2'D, ce qui entraine par le lemme
x*r = 2™*2'. On a donc

T =221 = @ (2¥7) = o (7)) = o (2*2") = 2’22 = 2

3Cette propriété est pourtant impliquée par la notion de morphisme, mais ici c’est elle qui est primitive.



—~ 64 o—

Semigroupes inversifs

5.2.4 Algébre de semigroupes inversif et algébres stellaires

Dans toute cette section on fixe D un semigroupe inversif.

Définition 5.22 Soit K un corps, on appelle algébre du semigroupe D la K-algébre K[D] des
combinaisons linéaires finies d’éléments de D a coefficients dans K, i.e. les

g QT

zeD

ot les ay € K sont presque tous nuls, munie des opérations

a(d " aww) + 50> Byy) =Y (aag + bB)z

zeD yeD zeD
(Z Ole‘)(z ﬁyy) = Z (O‘xﬁy)x?/
zeD yeD z,yeD

Rappelons trés briévement la définition d’espace de Hilbert et d’algébre stellaire.

Définition 5.23 On appelle espace de Hilbert un C-espace vectoriel muni d’un produit scalaire
hermitien et complet vis-a-vis de la norme qu’il indusit.

Si H est un espace de Hilbert, on appelle opérateurs les éléments de L(H) et on les munit

de la norme @)
T

[fll=sup
veH—{0} |lZll

On dit qu'un opérateur est borné si ||f|| < oo, et on note B(H) l'ensemble des opérateurs
bornés.
On appelle adjoint d'un opérateur f 'unique opérateur f* satisfaisant

Vo,y  (f(2)ly) = (] (v))

La preuve d’existence et d’unicité est laissé a la discrétion du lecteur, de méme que le résultat

classique || f*f|| = [| f|]*.
La notion d’algéebre stellaire abstrait cette notion d’adjoint.

* et d’une

Définition 5.24 On appelle algébre stellaire une C-algébre munie d’une involution .
norme telle que
— lalgébre soit de Banach, i.e. elle est normée et compléte

~ Va élément de Ualgébre ||z*z|| = ||z||?

Directement, on voit que B(H) forme une algébre stellaire, de méme pour toute sous-
algébre fermée et close par adjonction. La réciproque est aussi vraie : toute algébre stellaire
se plonge dans un B(H), ce résultat, appelé construction GNS EI, est beaucoup moins directe
et nécessiterait (au moins) un chapitre entier a lui tout seul.

Le fait d’avoir noté x 'opération d’inversion dans les semigroupes n’est pas innocent. En
effet, la construction qui va suivre va nous permettre de voir I’algébre d’un semigroupe inversif
comme une algeébre stellaire en superposant l’adjonction et l'inverse.

“des noms de ses auteurs : Gelfand, Naimark et Segal.
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L’espace 2(D) = {f:D - C, > .pl|f(2)]* < oo} est un espace de Hilbert lorsqu’on le

muni du produit scalaire
(alp) = a(x)b()
xeD
Il admet comme base les fonctions

ex(y)z{l siz =y

0 sinon
Etant donné f € ZPp on peut construire un opérateur noté Oy de ¢2(D) en posant

Of(em) = 6f(x)
Soit ¢ le plongement issu du théoréme de Preston-Wagner. A tout x € D on associe
lopérateur ®(z) sur ¢2(D) défini par &, = O, . Notons tout d’abord que ®,,» = &, o !, car
Pra’ = Pz © Pa’-

Lemme 5.25 &, est un opérateur borné.
Preuve Soit f € (2(D) telle que ||f|| =1, on a

19N =D IF P < D P IFEP=IIfll=1

yeb z€codom (pz) zeD

On en déduit ||P,]| < 1. <

Lemme 5.26 @} = .«

Preuve Ona

(@:(Nlg) = D u(Hw)gy)

yeD

= Z f(%oy)@

yedom(pg)

= > f(2)g(ea(2))

z€codom(pz)

= ([P (9))

On étend @ a C[D] en posant @x~ 4, = >, @z Py

On a donc Dy~ 4, .(ey) =D, ey, (y)

® réalise un morphisme d’algébre stellaire, i.e. morphisme d’algébre et préservation de *.
L’injectivité de ¢ assure que ®, # @, pour x # y € D, cependant cette injectivité ne s’étend
pas nécessairement a C[D].

Lemme 5.27 Si D est régulier a gauche alors ® appliqué a C[D] est injectif
Preuve Soitz =) a,z € C[D]tel que 7 = 0. Onadonc, Yy, Y, azey,, () = D, Valay =
0, les e, étant libres, on en déduit : Vy, z € D, erD"ry:Z a; = 0.

Or ’hypothese nous assure que cette somme ne comporte qu’un seul terme, et donc a,, = 0.

=
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On a donc le théoréme suivant :

Théoréme 5.28 C[D] est une algébre pré-stellaire.

Par pré-stellaire on entend que tous les axiomes des algébres stellaires sont validés excepté
la complétude vis-a-vis de la norme.

Preuve On vient de montrer que ® était un morphisme d’algebre involutive de C[D] dans
B(¢%(D)). On peut faire remonter la norme pour munir C[D] d’une norme d’algébre. Notons
que I'image de C[D] n’est pas nécessairement fermée, et donc l’algébre n’est pas forcément de
Banach. "

Remarque 5.29 Noire construction n’est pas la plus naturelle lorsque notre semigroupe de
départ est en fait un monoide inversif possédant un zéro. Si on procéde directement, on est
amené a considérer un élément eq dans £?(D), et de fait, ®g = proj., # 0. Cependant, ?(D) =
Vect(eg) L H et olg = 0. On note C[D]y lalgébre de D associée o H, c¢’est-a-dire celle on
lon a superposé le 0 de D a celui de C.

5.2.5 Construction explicite de ’algéebre de MLL

Dans cette section on fixe un monoide inversif avec zéro généré par deux éléments p et q,

satisfaisant
pPp=qq=1 pq=gp=0

En orientant les relations de la gauche vers la droite, on constate tout de suite que chaque
élément de D — {0} peut-étre mis sous la forme ab*, ou a,b € {p, ¢}*.

¢p est de domaine plein, car dom(yp) = p*D = p*pD = D, et on a ¢,(ab*) = pab*.
dom(¢pp+) = pD et ppx (pab*) = ab*.

En utilisant un codage binaire direct, on peut définir une bijection n de {p,¢}* dans N :

n(pw) = 2n(w) n(qw) = 2n(w) + 1 n(l) =0
n peut étre prolongée de D — {0} vers Z en posant n(ab*) = n(a) —n(b), mais bien sur il cesse
d’étre injectif.
On remarque tout de suite que £2({p, ¢}*) ~ £2(N), en posant e, ~ En(w); €t en restreignant
notre construction précédente a ce sous-espace, on obtient :

O, (ex) = eap O, (er) = eapt1

Cette construction redonne donc exactement la définition en terme d’opérateurs telle
qu’elle est introduite dans [Gir89al.



Chapitre 6

Chemins et réduction

6.1 Graphes de réseaux

Soit r = (0, 0c) un réseau d’interaction, on construit deux graphes sur les ports de r :

— le graphe non orienté des fils G,,(r) = (P(r), Ey) défini par la relation binaire symé-
trique : pEyp <= p=0u(p)

— le graphe orienté des cellules G.(r) = (P(r), E;) ou

E. = {(pax;(c),pal(c)), (pal(c), pax;(c)) | ¢ cellule de r,1 < i < ||}

L’orientation du graphe G.(r) peut sembler superflue, cependant des deux arétes (pax;(c), pal(c))
et (pal(c), pax;(c)) nous considérerons la premiére comme l'orientation naturelle. Afin d’accen-
tuer ce choix, nous notons ¢; cette premiére aréte et nous considérons G.(r) comme engendré
par les ¢; et clos par inversion de l'orientation. On note ¢} 'inversion de ¢;.

La figure donne un représentation visuelle de ces graphes.

O
(@)

(b)

Figure 6.1: a) un réseau d’interaction r et b) ses graphes associés : Gy, (7) est représenté en
traits doubles et les arétes principales, les ¢;, de G¢(r) en traits pleins

Fait 6.1 Soit r un réseau d’interaction. Les graphes Gy, (r) et G.(r) sont simples, c’est-a-dire
qu’ils ne contiennent ni boucles ni arétes paralléles.

6.2 Chemins

6.2.1 Définition

Définition 6.2 Soit r un réseau d’interaction, un chemin dans r est une suite finie

P1,€1,P25---5En, Pn+1

telle que
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- Dpi € P(T)

— soit les eg; sont des arétes de Gy (1) et les egir1 arétes de Ge(r), soit l'inverse

— e; relie le port p; au port pi41
p1 est appelé la source du chemin et p,41 son but. On note id, le chemin vide de source et
but p.

6.2.2 Catégorie des chemins

Les chemins dans un réseau ne sont pas directement des chemins dans un graphe : ils
alternent entre le graphe G, (r) et le graphe G.(r). De ce fait, deux chemins dont la source de
I'un est le but de ’autre, ne sont pas nécessairement composables. On ne peut donc pas parler
de petite catégorie des chemins dans un réseau d’interaction. Cependant on peut y remédier
en considérant des sommes formelles de chemins, on note 0 la somme vide et on pose, pour ¢
chemin de p’ & p” et ¢ chemin de p a p/,

@Y sic’est un chemin valide
ey =

0 sinon

qui est un chemin de p & p”. On peut maintenant définir la catégorie Path, dont les objets
sont les ports de r et les morphismes les somme formelles de chemins muni de la nouvelle
composition.

6.2.3 Représentation usuelle

La restriction sur la composition des arétes permet d’omettre les ports internes dans la
description d’un chemin, de méme si le chemin compte au moins une aréte de G(r) alors
sa source et son but sont uniquement déterminé. Ainsi, on notera juste ej...e, le chemin
P1,€1,--.,Pnt1. On peut encore plus simplifier la représentation d’un chemin en remarquant
qu’étant donné deux arétes de G.(r) il n’existe au plus qu'une aréte de Gy, (r) liant le but
de I'une a la source de 'autre. On peut donc se passer d’indiquer les fils compris entre deux
arétes de G.(r) dans la description d’un chemin.

On note P(r) ensemble des chemins de r, et Vp,p’ € P(r), on note P, .,y (r) I'ensemble
des chemins de source p et de but p’ et on note P(r) 'ensemble des chemins reliant deux
ports libres de 7. On note ()" 'ensemble des sommes formelles de chemins dans r, les autres
ensembles étant notés de maniére similaire. On a notamment

g”pp—>p’(7")+ = Path,(p,p’)

Remarquons que B(r) peut étre infini comme en témoigne le réseau suivant :

@

On étend I'opération d’inversion d’orientation en posant

(e1...en) =€ ...€] et W =w Vw € Ey(r)

Cette opération réalise une bijection de P,y (r) dans P, (r).
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6.2.4 Chemins dans des boites

La définition précédente s’applique directement et nous permet de définir les chemins dans
un réseau a boites, en effet, une boite est avant tout une cellule. Cependant, on souhaiterait
pouvoir effectuer un chemin en profondeur en allant dans les boites continuer le chemin.

Prenons un réseau R contenant une boite nommeée ¢, elle méme contenant un réseau sans
boites r. Les chemins dans r sont donné par la définition précédente. Soient p,p’ deux ports
de ¢, dont on note py, p,. les ports associés dans Py(r), on connait les chemins de p, & p)., &
chacun de ces chemins on peut en quelque sorte associer une traversée de c allant de p a p'.

Ainsi, a la place de considérer, dans ce cas, G.(R) comme engendré par les arétes ¢;, on va
rajouter des arétes noté c(y) pour ¢ chemin de r, reliant naturellement les ports associés. Bien
que G.(R) reste symétrique, il n’est pas possible de définir une orientation naturelle permettant
de 'engendrer par symétrisation comme précédemment. En effet, un chemin allant d’un port
a lui-méme n’a pas une orientation privilégiée.

Cette redéfinition de G.(R) peut étre prolongée aux réseaux a boites sans restriction sur
leur contenu. Notons tout de méme que le fait n’est plus valide dans la mesure ou deux
arétes de la forme c¢(p) peuvent avoir méme source et méme but.

6.3 Réduction de chemins

6.3.1 Pseudo-chemins

Pour définir la réduction des chemins, on va devoir passer par une notion intermédiaire.

Définition 6.3 Soient Ry, Ry deux réseaux d’interactions a supports disjoints et f une in-

jection partielle de Py(R1) dans Pr(R2). On appelle pseudo-chemin de Ry s Rs une suite
(P1,-..,¢n) de chemins alternant entre Ry et Ry et telle que, si l'on note p; (resp. p;) la
source (resp. le but) de @,
- p1,p), & dom(f) U codom(f)
— pour tout i < n, si @; est un chemin de Ry (resp. de Rs) alors piy1 = f(p}) (resp.
pit1 = fH(0})).

Un pseudo-chemin est donc un chemin de R; s Ry allant du port p; au port pl,, au recolle-
ment prés de ses fils successifs. En effet, soit wi ... w,, une succession de fils présente dans un
pseudo-chemin ¢, et maximale pour l'inclusion. La premiére condition sur le pseudo-chemin
nous assure que la source de w; noté p, ainsi que le but de w,, noté p’, appartiennent au
dom (o, Lo Tw), pour Ry = (0w,0.) et Ro = (7w, 7¢). De plus, la seconde condition nous

assure que (o, s Tw)(p) = P'.

Définition 6.4 Dans les conditions de la définition soit @ un pseudo-chemin, on note
X(p) la suite de chemins obtenue en substituant & toute succession de fils dans ¢, mazimale

pour linclusion, le fil (p,p’) de Ry L Ro, ot p (resp. p') est la source (resp. le but) de la
succession de fils.

Cette définition est correcte du fait de la remarque précédente, et ’on a de plus :
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Fait 6.5 Dans les conditions de la définition précédente,

X(¢) € B(Ry < Ry)

Preuve Seule la condition d’alternance est a vérifier. Or, un pseudo-chemin alterne entre
successions de fils maximales et arétes de cellules, et y réduisant les successions de fils maxi-
males vers de simples fils, on est assuré que x(¢) soit un chemin. >

6.3.2 Construction de la réduction

Soit R = (R,", R,*) une régle d’interaction pour (sy, s2). Et soit Ry = R e a(R,)*U)
un réseau d’interaction sur lequel s’applique la régle. On note ¢; (resp. c¢2) 'image par « de la
cellule de symbole s; (resp. s2) dans R,.. On fixe une réduction Ry —x R! e ﬁ(Rp)a(I”) = R;.

On dit qu’un chemin est assez long vis-a-vis de cette réduction, lorsque ni sa source ni
son but n’appartient a ¢; ou ca. On note Pr ¢, ., (Ro), ou juste Pr(Rp), 'ensemble de ces
chemins. Un chemin assez long est donc un chemin qui traverse toujours complétement un
redex.

Les traversées de redex par un chemin assez long ont la forme

T T /
WCaq,iy Cp jy - - - Cayion Cb,jo, W

ou

PN . T !
wcavzlcb,jl e Cb722n+1ca7j2'rL+1w

pour a # b € {1,2} et 1 < i, < |ca|, 1 < jk < |cp|- Un sous-chemin de la forme ca,icgj, avec
a # b e {1,2}, est appelé traversée de redex simple.
La figure [6.2] présente différentes traversées de redex.

> <sF B =
7 SF B9
(a) (b) (©)

Figure 6.2: Traversées de redex : a) simple, b) avec un nombre de rebond pair, ¢) impair

On va construire une application 6z : Pr(Ro)™ — P(R1)" associant a un chemin la
somme de ses réduits.

Il est immeédiat qu'un chemin ne traversant pas le redex est préservé par réduction et
il suffit donc de définir I'image des traversées de redex. De plus, 'image de ces traversées
dépend des chemins du motif et des éventuels fils rebonds liant deux portes auxiliaires d’une
des cellules. Pour les premiers, remarquons que [“mage par réduction de Cl,z’CS,j est, si I'on

pose pr; = f1(1,4) et paj = fH(2,4),

0
mpl,z‘—’PQ,j (T) = {(pl,iaPZ,j)} € Gw(r) (6~1)
{Q1,. .. on} O Vi, 0 NGe(r) £ 0

Le premier cas correspond & p1; et po ;i déconnectés, le second & avoir ces deux ports connectés
3 5J ?

par un fil et dans le cas restant plusieurs possibilités de connections, toutes passant & travers

au moins une cellule.
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On pose ®(1,i — 2,j) = Z¢€‘/I3p1,ﬁp2,j (r) @- Soit ¢ = w([] c1,,¢5 5, )w une traversée de
redex, les autres cas se ramenant trivialement & celui-la, on aimerait pouvoir poser dr(¢) =
w([ I, ©(1,4k — 2, jx))w’, or c’est une somme de pseudo-chemins, on se raméne a des chemins
a l'aide de y, qu’on a trivialement étendue aux sommes. Ainsi la définition réelle de § est

Sr () = x(w([ [ ir = 2,5x))w’)
k

Le méme raisonnement sur la composition par exécution des fils permet de déduire de la
propriété 2.7 le théoréme suivant :

Théoréme 6.6 (Confluence forte de la réduction de chemins) Soient Ry et Ro deux
régles d’interactions et ér,, R, les deux réductions de chemins correspondant & Uapplication
de ces régles sur un réseau d’interaction R. On a

dR, 0 6R, = OR, O OR,

Remarque 6.7 Dans ’énoncé du théoréme précédent, il est implicite, pour que I’égalité fasse
sens, qu’elle s’applique sur des chemins assez long vis-a-vis des deux instances considérées. Un
moyen simple de s’affranchir de ces conditions et de ne considérer que des chemins de port
libre o port libre. En effet, de telles chemins, mazimauz pour linclusion, sont garantis d’étre
assez long vis-a-vis de n’importe qu’elle réduction.

Notons le fait suivant permettant de relever des chemins port libre & port libre.
Fait 6.8 Soit R —r R’ une réduction. On a
Vo' € Br(R), e € B(R) , dr(p) =¥+ i
i

Preuve (C’est une implication directe du fait qu’a chaque traversée par ¢’ du réseau qui a
remplacé le redex correspond une unique traversée simple du redex. <

6.3.3 Possibilité d’une définition alternative plus simple

Au vu de la définition des chemins et de leur réduction, ce qui a été fait ici peut sembler
anormalement compliqué. On va donner ici différents contre-exemples & des définitions plus
simples.

6.3.3.a Chemins sans fils

Une des premiéres remarques faites aprés avoir défini les chemins dans toute leur généralité
a été de dire que les fils sont le plus souvent superflus. En effet entre deux arétes de cellules,
il n’existe au plus qu’un fil les liant. On pourrait alors étre tenté de définir une structure de
monoide avec zéro engendré par E. et tel que e/ = 0 pour e, ¢’ € E. si il n’existe pas de fil
liant la source de ¢’ au but de e. Les avantages d’une telle structure algébrique sont évidents.
Malheureusement, il n’est pas possible de définir un chemin ne passant que par un fil, et de
tels chemins sont cruciaux lorsqu’ils lient deux ports libres.
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6.3.3.b Traversées de redex simples

Les traversées de redex comme elles ont été exposées sont complexes, et de ce fait, oblige a
effectuer une difficile définition de dz. On pourrait pour pallier cela définir un chemin comme
assez long dés qu’il n’a pas comme source ou but une des extrémité du fil actif : en effet, les
ports auxiliaires étant recollés sur les ports libres du motif, il est possible de s’y retrouver. La
encore, il s’agit d’une fausse bonne idée, et il suffit de considérer le réseau suivant

(—

se réduisant en

(e

<

ou le chemin dessiné ne peut pas étre réduit : il devient un bout de fil. Intuitivement, on
comprend alors pourquoi il n’est pas assez long.

6.3.4 Reéduction de chemins et boites

La réduction de chemins dans les réseaux d’interaction avec boites est sensiblement plus
complexe que le cas précédent. En effet, un chemin dans une boite ne passe pas nécessairement
par sa porte principale, il devient alors difficile d’exprimer une régle locale de réduction autour
des traversées du fil actif étant réduit.

De ce fait, nous n’allons pas donner de définitions générales pour toute régle faisant in-
tervenir des boites. A la place, nous donnons la définition de la réduction de chemins dans le
cadre des opérations définies au paragraphe [3.2]

Pour décrire complétement la réduction de chemins, il nous suffit de décrire la réduction
d’une traversée du redex. En vertu des définitions précédentes, on peut se ramener & I’étude de
traversées simples, pourvu que ['on réduise les chemins a 'aide de . Les traversées de redex
sont de trois natures différentes ici, selon comment s’effectue la traversée de la boite réduite :

— les chemins pal/pal effectuant un rebond de la porte principale vers elle-méme a l'inté-

rieur de la boite ;

— les chemins pal/pax traversant la boite depuis la porte principale vers une porte auxi-

liaire, cela correspond au cas usuel des réseaux sans boites;

— les chemins paz/pax traversant la boite d’une porte auxiliaire vers une autre.

6.3.4.a Déballage

On considére un redex pour la régle de déballage, soient c la cellule de symbole dg et ¢’ la
s-boite. Si ¢ est un chemin

pal/pax on pose d(c1(p)) = ¢
pal/pal on pose é(c1d(p)ch) = ¢
pax/pax on pose §(c'(p)) = ¢
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6.3.4.b Duplication

On considére maintenant un redex pour la régle de duplication, la cellule de duplication
est notée c, la boite initiale b et ses deux réduits b' et b2. On note ¢’ la cellule de duplication
reliant les i-émes ports auxiliaires de b et b2. Si ¢ est un chemin

pal/pax on pose 6(c;b(¢)) = bi(p)ck, Vi€ {1,2} et ol k est la porte auxiliaire but de ¢

0 o
pal/pal on pose d(c;b(¢)cj) =3 . S? i
b'(p) sinon

pax/pax on pose, si ¢ va de la porte auxiliaire 7 & la porte auxiliaire 7,

. ,
3(b(p)) = > & b (p)e
ke{1,2}

6.3.4.c Effacement

Les seuls chemins pouvant étre réduit dans un redex de la régle d’effacement sont les
chemins pax/pax, et dans ce cas on a J(b(y)) = 0.
6.3.4.d Enfouissement

On considére une boite b’ s’enfouissant dans une boite b, devenant ainsi une boite b,. On

a 0(b(p)b'(¢) = br(b' (¢')) et si p est un chemin pax/pax de b’ on a §(b/'(¢)) = b.(b'(¢)).

Remarque 6.9 Les opérations de déballage, duplication et effacement préservent la nature
des chemins dans une boite. C’est-a-dire que le réduit d’un chemin paz/paz est toujours un
chemin paz/paz, de méme pour les autres types de chemins. Ce n'est pas le cas de 'opération
d’enfouissement : un chemin de la forme b(o)b'(¢")b(¢"), ou, nécessairement pour que la com-
position fasse sens, ¢ est pal/pazx, ¢ est pal/pal et @" est paz/pal, sera réduit sur b, (ot ("))
ot le chemin dans b, est un chemin pal/pal.

6.3.4.e Confluence

On peux démontrer, voir [Reg92], le résultat suivant :

Théoréme 6.10 La réduction de chemins dans les réseaux d’interactions avec boites, munis
du déballage, de la duplication, de l’effacement et de l'enfouissement, est confluente.

Corollaire 6.11 La réduction de chemins de MELL est confluente.






Chapitre 7

Géométrie de 'Interaction

7.1 Persistance et pondérations fidéles

7.1.1 Dans les réseaux d’interaction
7.1.1.a Persistance

Le théoréme [6.6] nous permet de donner sans ambigiiité la définition suivante :

Définition 7.1 Soient B une bibliothéque et R un réseau d’interaction tel qu’il existe une
chaine de réductions
R_>'Rl Ry —gr, Ry

n

ot les Ry € B et Ry, est en forme normale, i.e. R est normalisable, on dit qu’un chemin
© € P¢(R) est persistant pour B <=

67271,0..'05731((70) #O

Notons que le choix de ne parler que de chemins dans Pf(R) est issu de la remarque .
En effet, de tels chemins sont la garantie que la réduction le long d’une chaine quelconque soit
bien définie.

Remarque 7.2 La persistance n’a pas besoin de la confluence forte pour étre définie, seule
Uégalité de la réduction de chemins le long de deuz chaines de réduction vers la forme normale
suffit. Or, cette égalité est entrainée par lo confluence seule.

7.1.1.b Pondération

Définition 7.3 Soit R un réseau d’interaction, on appelle c-pondération, ou simplement pon-
dération, une fonction

w: E,(R)—D

ot D est un semigroupe inversif, et telle que w(e”) = w(e)* pour tout e € E.(R).

Définition 7.4 Une pondération w est dite géneérique si w(c;) ne dépend que de i et du symbole
de c.
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Définition 7.5 Soit 8" C S, il suffit de donner w(s,i) pour s € 8" et 1 < i < a(s) pour
pouwvoir définir w une pondération générique de tout réseau de R(S').
Dans ce cas, w est dite S'-générique.

Toute pondération w peut étre étendue & P(R) en posant w(w) = 1 pour w € E,(R),
w(id,) = 1 et w(ep) = w(p)w(e). De plus si D posséde un zéro, on peut étendre w de P(R) "
dans C[D]y D en posant w(0) =0 et w(d_ i) = > w(p;).

Définition 7.6 Soit R un réseau d’interaction et w une pondération vers un semigroupe avec
zéro, on dit qu’un chemin ¢ de R est régulier vis-a-vis de w si w(p) # 0.

w est dite fidele pour B, une bibliothéque, si (v persistant pour B <= ¢ réqulier vis-a-vis
de w).

On pose Pr(R,w) = {¢ € Py(R) | ¢ régulier vis-a-vis de w}, on notera juste Pry(R)
lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité sur la pondération considérée.

Définition 7.7 Soit B une bibliothéque close pour §', R C R(S’) et w une pondération S'-
générique a valeur dans D.

SiD=(g|7) etVse S 1<i<als),Ik, w(s,i)=gr (#0 siD en aun) alors w est
dite simple ]

w est dite standard pour B et R si pour tout réseau R € R, normal pour —p, et tout
chemin ¢ € P(R) on a w(p) # 0

w est dite fortement fidele pour B et R si elle est standard et que, de plus, pour tout R € R
tel qu’il existe R € B avec R —r R/, on a

Vo € Br(R) w(p) =w(0r(p))

Propriété 7.8 Soit B une bibliothéeque close pour 8" R C R(S’) et w une pondération S’-
générique.
1. w fortement fidéle pour B entraine w fidéle pour B.
2. On suppose donné un typage associé a S’ tel que B soit compléte vis-a-vis de celui-ci, on
note R(S')! l'ensemble des réseaux bien typés. Alors D mormal et w simple entraine w
standard pour B et R(S').

3. Si de plus —p normalise sur R(S')! et w est fortement fidéle, alors les poids des chemins
réguliers de R(S')" peuvent étre mis sous la forme Y, a;b}.

Preuve [l Soit R € R tel que

R—gr, Ri- —g, R,

n

ol R, est en forme normale.
Soit ¢ € P(R), on pose
R, O+ 00R,(p) =¥

En vertu de la fidélité forte de w on a w(y) = w(1)).
Or w standard entraine w(¢)) = 0 <= 1 = 0 et on a donc ¢ persistant ssi il est régulier.

l¢f. la remarque
2Cette definition dépend de la présentation, en pratique nous ne regarderons jamais simultanément deux
présentations d’un méme semigroupe.
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2] C’est une conséquence de la propriété En effet, un chemin dans un réseau en
forme normale absolue est de la forme [, c;,lir Hj Cjk; et son image par w simple est de la
forme [, g;(I]; 9:)* qui est # 0 car D est normal.

Si —p normalise, soit R réseau bien typé, alors il existe Ry forme normale de R.
L’argument précédent s’applique dans Ry et montre que tout chemin y a un poids de la forme
ab*. Or, si ¢ € P(R), on a w(p) = w(d(p)) = >, w(p;) avec @; € P(Ry), et donc ayant un
poids de la forme ab*. >

Dans la mesure ou la pondération d’un fil vaut toujours 1, pour montrer qu’un pondération
est fortement fidele il suffit de le montrer pour toute régle R pour (s1,s2) dans B, sur des
chemins de la forme clﬂ‘cg’ j avec ¢ de symbole s;. Si 'on garde les notations de I’équation
il suffit donc d’avoir

0 si p1,; et po j sont deconnectés
w(crich ;) =141 sl p1,; et pa; sont connectés par un fil (7.1)

> ;w(p;) sinon

pour affirmer que w est fortement fidéle.

7.1.2 Dans les réseaux d’interaction avec boites

En vertu de la remarque[7.2 et du théoreme[6.10] on conserve la définition de la persistance.
Pour définir la notion de pondération appropriée, il est plus simple de définir directement la
notion de pondération générique. En effet, il est naturel que le poids d’'un chemin passant a
travers une boite dépende du poids du chemin dans la boite.

Définition 7.9 Soit R(S',Sp) un ensemble de réseaux d’interaction dont les cellules sont
étiquetées par S’ et les boites par Sp. On appelle pondération (S', Sp)-générique la donnée d’un
semigroupe D,

— d’éléments w(s,i) pour s € S et 1 <i < afs),

— et d’applications 7,7, et !5, de D dans D pour tout symbole s de boites.
Pour toute w pondération (S',Sp)-générique et R € R(S',Sp), on définit une pondération w
sur R par

- w(e;) =w(s,i) si s estle symbole de c

(w(e)) st @ est un chemin pal/pal
w(c(e)) = 1. (w(p)) st @ est un chemin pal/pax
P (w(@)*)*  sip est un chemin paz/pal
15 (w(p)) st @ est un chemin paz/pax

0l ¢ est une s-boite.

On peut définir de méme les notions de fidélité et de fidélité forte. Cependant il ne suffit
plus de vérifier les équations pour prouver la fidélité forte. En effet, il faut tenir compte
au cas par cas des différentes opérations pouvant étre effectuées sur les boites.

On va considérer des s-boites et on notera juste !;(z) = !j)(z), de méme pour !, (z) et
lpa ().
déballage Soit ¢ une s-boite réduite par déballage par une cellule ¢’ de symbole d, et soit ¢

un chemin
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pal/pal
w(d, 1)™lu(w(p))w(d, 1) = w(p) (7.2)
pal/pax
iz (w(p))w(d, 1) = w(p) (7.3)
pax/pax
L (W()) = w(p) (7.4)

L’équation [7.4]est un sérieux frein a obtention d’une pondération fortement persistante.
En effet, elle force !,,(x) = x pour tout z. Ce qui a pour effet d’annuler des chemins
persistants, comme le chemin représenté dans le réseau suivant :

%

A

muni d'une réduction détruisant ce chemin en ’absence de la boite, comme par exemple

o—3 - 22—

duplication Considérons une s-boite ¢ dupliquée par une cellule de duplication ¢ de symbole

d, et soit ¢ un chemin

pax/pax on doit avoir

':M(W(QD)) = + W((5, 2)!xm(w (p))W((5, 2)* (7~5)

pal/pal
w(B. 1) lu(w(g)w(s. ) = {Sl o) (76)

pal/pax
Lz (W ()W (0,7) = w(9, 1)l (w(e)) (7.7)

L’équation exprime la commutation entre 'image de !;() et les w(d,7). Si l'on a
également de telles commutations avec () et !, (), alors 'équation devient

0 sii#j
1 sinon

w(d,)"w(d, j) = {

dés que (1) = 1, et I’équation se déduit de

w(0, Dw(d, 1)* 4+ w(d,2)w(d,2)* =1
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effacement Soient ¢ une s-boite réduite sur une cellule d’effacement, et ¢ un chemin pax/pax
dans c¢. On devrait avoir !;z(w(¢)) = 0. Or, le méme chemin présent dans une autre s-
boite n’étant pas effacée devrait vérifier !, (w(p)) # 0 car c’est un chemin du réseau
normal. On ne peut donc pas tenir compte de 'effacement pour obtenir une pondération
fortement fidéle ou méme tout simplement fidele. L’approche la plus raisonnable serait
de ne pas annuler le poids de tels chemins, quitte & procéder a une étape supplémentaire
a posteriori afin d’éliminer les poids en trop.

enfouissement Soient b et &’ deux s-boites, ou b’ s’enfouit dans b, on doit avoir

i (W)t (w ()i (w(")) = ( w(e) tu(w(e"))w(¥")) (7.8)
i (W () iz (W($")) e (w(0))w () (7.9)
L (W(p)) = m( =(W())) (7.10)

L’équation est exprimée pour ¢ chemin pax/pax dans b'. L’équation est consé-
quence de

'lac(x) = 'l:v('lz(x))

agrégation Soient b et V' deux s-boites, avec b’ s’agrégeant dans b. On doit avoir

e (W()) (W)l (w(e")) = lu(w(e)w(e )w(e")) (7.11)
e (W(@) (W) = la(w(p)w(y') (7.12)
e (W(p)) = laa(w(e)) (7.13)

Notons que I’équation est une tautologie, et que I’équation est conséquence du
fait que !;;() soit un morphisme. Seule I’équation est a veérifier. Une maniére simple
de I'obtenir est de poser lj.(z) = Ij(z).

Remarque 7.10 Les principauz freins a l'obtention d’une pondération fortement fidéle sont
tous liés aux chemins paz/paz ou pal/paz.

7.2 Géométrie de I'Interaction

Définition 7.11 Soit B une bibliothéque close de réseaux d’interaction, on appelle Géométrie
de 'Interaction, GdI en abrégé, de B une pondération fortement fidéle pour B.

Voila les grandes étapes de la réalisation d’une GdlI :

1. donner une présentation par générateurs et relations d’un monoide D.

2. prouver que D est normal. On se raméne en général & montrer que D a un modéle non-
trivial et & déduire la normalité de la forme des relations. Dans les cas usuels on s’arrange
pour que D soit en fait un monoide simplifiable.

3. définir une pondération générique et simple pour B & valeur dans D.

4. vérifier I’équation pour chaque régle.

Définition-Propriété 7.12 Soient w une GdlI d’une bibliothéque B compléte vis-d-vis d’un
typage, et R € R(S') un réseau bien typé associé. On suppose que w est ¢ valeur dans C[M)].
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On appelle GdI de R, ou encore résultat de Uexécution de R, Uinvariant de la réduction

—B
Ex(R)= ) wip)= > wlp)eCM|
PEPr(R) PEPrs(R)

Preuve  Supposons que R —x R/, on a Ex(R) = cheqsf(R)W(SO) = EVJE%(R)W((SRQ@))
car w est fortement fidéle. Or, en vertu du fait on a ainsi tous les chemins de Pf(R') et
Ex(R) = Ex(R').

Maintenant supposons que Ry soit la forme normale de R. On a Ex(R) = Ex(Rp). Mais

PB¢(Ro) étant fini on en déduit que Ex(R) ne compte qu'un nombre fini de termes dans M, et
appartient donc a I'algeébre C[M]. <

Remarque 7.13 Remarquons que si ¢ € P¢(R) alors ¢" € Py(R), et ainsi Ex(R)* = Ex(R).
On peut donc se contenter de calculer Exi(R) =3 cpw(p) ot P C Py(R) ne contient qu’un
2
seul des chemins a inversion prés. On récupére Ex(R) par le calcul Ex(R) = Exi (R)+Ex1 (R)*.
2 2

7.3 Exemples de GdI

7.3.1 Notations synthétiques pour les relations usuelles

Dans la suite nous utiliserons les notations suivantes :

plg = pa=q¢p=0

plg <<= plgpp=g¢giq=1

plg = pp=qq=1pp" +q¢" =1
U <—v < uv = vu
FeoF <— YueEYveFu—wv
uSv = {u} — {v,0*}
ELF — YueEYveFudw

Si p L q (vesp. pLq) on dira que p et ¢ sont orthogonaux (resp. pleinement orthogonaux).
Les propriétés < et < sont appelées propriétés de commutation.

La relation pL " g est donc une relation quotientant I’algébre du monoide construit. Notons
que dans ce quotient pI+q = plg.

7.3.2 GdI de MLL

La GdI de MLL, définie en {.3] est une des plus simples possibles qui soit non triviale.
Soit
— \1
M= (p,q | pLlq),

il est normal et on peut montrer qu’il vérifie la propriété ab*. On pose

w(®,1)=p w(%,2) =q

Rappelons la régle de réduction :
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Les équations que doit vérifier w pour étre fortement fidéle sont donc
w(crichs) =pp=1 w(ciach) =q"q=1

W(cmcg,l) =¢gp=0cet W(cLchg) =q¢p=0

Or, ce sont exactement les relations qui ont servi a construire M.

7.3.3 GdI de ELL

Soit
- 1

| ‘ plg,rLl s >

() = A{r,s} /,
Notons que la relation rr* + ss* = 1 n’est pas directement une relation de monoide. En
effet, on ne peut quotienter selon cette relation que dés lors qu’on a introduit la somme en
prenant l'algébre du monoide. Cependant, cette relation entrainant r*s = 0 il est naturel de
la considérer dans la présentation de M.

M est un monoide normal et vérifiant la propriété ab*.

M—<p,qms

On pose
q 2

w(®,1) =
() = 12) (@) = 1(5) eale) = ()
w(?? 1) =r w(?2,2) =s

On vérifie rapidement que la pondération ainsi construite est fortement fidéle.

7.3.4 GdI de MELL

pIq, TIS !

d*d = t*t = 1,
M = <p,q,r,3,d,t ! (&) < {r, s}, >
2)t = t1({(x)), (2)d =dz
On pose
w@ 1)=p w2 =g¢q
q

() =z) () =t (z) lw(z) =tH(a)tr
w(?%1) =r w(?%,2) = s w(?h 1) =d

w ainsi défini n’est pas fortement fidéle en vertu de la remarque [7.10] Cependant, on peut
supprimer tous les problémes liés aux boites si ’on ne réduit que des boites sans portes
auxiliaires.
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Théoréme 7.14 Soit Ry l'ensemble des réseaur de MELL donl le lype ne comprend pas de
o

La réduction de MELL est une réduction sur Ry.

Sir € Ry contient au moins un fil actif connecté au port principal d'une !-boite, une
promotion, alors r contient un fil actif connecté au port principal d’une promotion n’ayant pas
de portes auziliaires.

w est une pondération fortement fidéle sur Ry.

La preuve de ce fait se trouve dans 'article fondateur [Gir89al de Jean-Yves Girard.

7.3.5 GdI de MELL avec connecteurs synthétiques

Afin de donner une pondération dans ce nouveau cadre, nous allons abandonner pendant
un temps la généricité. En effet, la pondération d’une cellule va maintenant dépendre de la
portance de ses ports auxiliaires dans le cas des cellules 7. Notons h(c) la hauteur de la cellule
¢, et l;(c) la portance de son i-éme auxiliaire si ¢ est une cellule ?.

Soit R un réseau de SMELL, si on numérote ey, ..., e, ses cellules 7, on considére un en-
semble de générateurs ((5;;)jef1,....a(e:)})ie{l,...,n}> aDPelé paquet de constantes exponentielles,
ol a(e;) est le nombre des ports auxiliaires de e;. On note ¢(3; ;) = l;(e;) qu'on appelle charge
de 6i,j-

Soit

plq,
Mp = <p, q,Bij | Vi # k. Bij LBk, >
W(2)Bi,j = Bi Vi) (x)
Ce monoide est simplifiable et a la propriété ab*.

On pose w(e; ;) = B;; ainsi que lj(z) = Yz(z) =l (z) = ().

Si R — R’ par une réduction, Regnier et Danos ont montré dans [DR95] qu’il existe un
modeéle non trivial M de Mg et My dans lequel M = w(p) = w(d(¢)). C’est-a-dire un résultat
de persistance forte vis-a-vis de M. Or M étant non trivial on peut appliquer le fait et
en déduire que M est fidele. Donc, ce résultat de persistance forte relative devient un résultat
général de persistance.

Remarque 7.15 Il est légitime de vouloir comparer ces deur GdI de MELL. La premiére
nous donne un ensemble, d’apparence restreint, de réseauzr pour lesquels on a préservation
algébrique du poids lors de la réduction. La seconde nous permet de caractériser les chemins
persistants partout.
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(e @ (z = (o), () 1))
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(@ (x> (@ (2 ({2 (0 o o (Owem) (03D 131D
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(2, (2 ({2 (00 {2 o (2 {2 > (), (00100 10 3D)
*€E
(Oae), () rop
o (o (oo = (oo = (Oram) (DD e
(@ {r — (e, 00 1))
o (o (oo (oo = (O, (DD D e
(e — (@ (2 = (O, 0D 1)1
o (o= oo = (o (), (DD DD e

(@, {z = (z,{z — (z,{z — (Az.zz),{}),}}), }}), }})
*z {z = (2, {z — (z,{z — (Az.22),{}), }}),}}),}}) e €

(zz, {z — (z,{z = (z,{z — ((Qz.zz),{}),}}),}}), }})

*€

Push

(Oaz), () Fop

*z, {z = (z,{z — ((Az.az),{}), }}),}}) o €

Jump
(z,{z — ((Ar.zz),{}), }})
*(@, {z— (2, {z — (Az.22),{}),}}), }}) 0 € Jump
(z {z— (z,{z— (Azzz),{}),}}),}})
*(@,{z — (z,{z — (Az.z2),{}),}}),}}) 0 € Push
(zz,{z — (z,{z — ((Az.zz),{}),}}), }}) !
*€ Pop

((Az.z2),{})
*(z,{z — (Az.z2),{}),}}) @€

(z, {z = ((Az.z2),{}), }})
*(z,{z — (Az.z2),{}),}}) @€

(o {z o (), (D))
P
(w.z2), 1) o
(aaz), () oc
Push

((Az.zz)(Az.zz), {})

*€
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Le A-calcul peut étre vu comme un langage d’assembleur pour la programmation fonction-
nelle : inutilisable pour écrire directement des programmes mais fondamental pour leur étude.
En effet, tous les fonctions calculables s’encodant dans le A-calcul, il suffit de savoir évaluer
correctement le A-calcul pour savoir presque tout évaluer.

8.1 Définitions

On se donne dans ce chapitre un ensemble dénombrable de variables x,y,.... On appelle
A-termes les termes définis par la grammaire

u, v n=uv | Az |z

L’ensemble des A-termes est noté A.
On appelle contextes les termes définis par

u,vi=uv | Az | x| ()

et contenant exactement une occurrence du symbole (). L’ensemble des contextes est noté
A{). Etant donné un contexte C, on note C(t) le A-terme obtenu en remplagant () par t. Une
relation binaire R sur A est dite passant au contexte lorsque

VC € A(),Yu,v € A,u R v= C(u) R C(v)

On appelle B-réduction, et I'on note —g, la plus petite relation passant au contexte telle
que
(Az.t)u —p tlu/z] (8.1)
ol x ¢ u et o[e/e] signifie
(u0)[M /] = u[M/x]o[M/x]

Ay.t siz=y
Ay.t[M/x] sinon

M siz=y

Y sinon

(Ay.t)[M/z] = { y[M/x] = {

Le motif & gauche de est appelé un redex. Un terme sans redex est dit en forme
normale.

Etant donné un terme possédant plusieurs redexs, une procédure déterminant de ma-
niére systématique lequel réduire est appelé stratégie de réduction. La stratégie la plus simple
consiste a réduire le redex le plus & gauche, parmi les innombrables autres familles de straté-
gies citons 'appel-par-nom et 'appel-par-valeur, caractéristiques du fait qu’a une famille de
stratégie peut correspondre un paradigme complet.

8.2 Exemples

On donne ici quelques exemples de A-termes ainsi que leur réductions. On notera Axy ... zy,.t
le terme Axq..... AXp.t.
Le A-terme identité Ax.z dont la réduction suivante justifie 'appellation :

(Az.2)t —pt

On pose 0 = Az.xx et 2 = 60. On a Q —4g ).
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Pour tout n € N, on pose m = Afz.f"x ot fOr = x et f" o = f(f"z), ces termes sont
appelés entiers de Church. On a, avec m,n # 0 dans la premiére réduction,

nm—gm®, (Anmfraf(mfz))nm—5n+m, (Anmfr.n(mf)r)nm—;nm

8.3 La KAM

Une stratégie de réduction ne donne pas de maniere concréte d’évaluer les termes : il est
toujours nécessaire de recourir de maniére extérieure & un mécanisme de substitution. On
appelle machine d’évaluation un procédé réalisant entiérement une stratégie de réduction. La
machine la plus simple est sans doute la KAM, pour Krivine Abstract Machine, servant de
base dans les travaux de Krivine sur la réalisabilité classique.

La KAM n’évalue pas directement des termes mais des clotures, c’est-d-dire des paires
(t, E) ou t est un terme et F est un fonction partielle de domaine fini des variables dans les
clotures, appelée environnement. Un état de la KAM est une paire cx 7 ol ¢ est une cloture
et m une pile de clotures, et un état initial pour évaluer le terme t est (¢, E') x €, ou E a pour
domaine les variable libres de ¢ et € est la constante de fond de pile. On note e I'opérateur de
concaténation de la pile.

L’exécution de la KAM s’effectue selon les régles suivantes, orientées du bas vers le haut :

(t,EU{z—c})*xm
(Azt,E)xcem

(u, E) % (v, E) o7
(uv,E)*m

Pop (z non libre dans FE) Push

(t,E')xm
(e, EU{x— (t,E")}) *7

Jump

Ces trois régles sont suffisantes pour étudier 1’évaluation mais pour pouvoir vraiment cal-
culer des réduits avec cette machine il est nécessaire de faire quelques modifications.

La contrainte sur la régle Pop signifie que = ne doit pas apparaitre libre dans un terme
d’une cloture image de F, cette condition est quelquefois appelée fraicheur. Elle se contourne
facilement en rajoutant une étape explicite d’a-conversion :

(A\y.tly/z], E) 7
(Az.t,E)xm

a-conv (z libre dans E, y non libre dans F et t)

Pour g’appliquer, la régle Pop nécessite que la pile contienne au moins une cloture. Cette
restriction revient & ne considérer que des réductions vers des variables libres. Une pile vide
correspond donc & un A en téte, et on peut continuer le calcul en introduisant une régle :

(t,E)xe

(Ax.t,E) %€ Head Az

Clore ’environnement de départ permet d’assurer que la régle Jump s’applique toujours,
cela signifie également que le calcul ne s’arréte jamais. Finir sur une variable x n’apparaissant
pas dans ’environnement correspond & produire une valeur de retour qu’on relit en accumulant
les A\ produit par la régle précédente et en évaluant le reste de la pile. De la maniére d’évaluer
ces termes restants dépend le type de forme normale que 'on va obtenir. Essentiellement,
deux choix se présentent : soit complétement les évaluer a I'aide de nouvelles instances de la
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KAM, soit simplement effectuer les substitutions des variables liés par I’environnement. Dans
le premier cas on obtiendra la forme normale compléte et dans 'autre la forme normale de
téte.

Pour calculer la forme normale de téte il suffit d’ajouter la régle suivante :

Az . Az ugfer] ... upfen]

(2, {}) * (u1,e1) ®...0 (Upm,em) @c

Head Return

——— Head ATy,
: Head Az

ol l'on ne fait qu’effectuer des substitutions de contexte dans les u;.
Pour obtenir la forme normale il faut & la place effectuer inductivement la réduction des
u;. La régle & ajouter pour le calcul de la forme normale est alors :

u Um
ALY AT T Uy . U Return : Return : Return
(x,{}) * C e...0 .

€
Subcall

——— Head ATy,
: Head Az

ou cela signifie que u; est le résultat final, par une régle Return de ’évaluation de ¢;.

La notation t[e] signifie t[t] /z1]...[t,/zy] pour dom(e) = {x1,..., 2.}, e(z;) = (t;,€;) et
t; = tile;]. Notons que cette opération de substitution est bien définie pour tous les termes,
contrairement & la régle précédente qui nécessite que chaque argument soit normalisable a
gauche. Ainsi, pour le terme z2, ou Q = (Az.zx)(Ax.zz), Return essaye, sans succés EI, d’éva-
luer Q, alors que le terme est renvoyé directement par Head Return. Les figures Fig. et
Fig. [8.2| présentent des évaluations du terme 2 2 par la KAM muni de la régle Return et de la
régle Head Return.

8.4 Traduction du M-calcul dans SMELL

Nous donnons ici la traduction des termes dans les réseaux SMELL, voir section [4.4.2]
comme elle apparait dans la thése [Reg92] de Laurent Regnier.

On note FV(t) le multi-ensemble des occurrences de variables libres dans le terme ¢. On note
occg(t) le multi-ensemble des occurrences libres de x dans ¢, en sorte que FV(t) = )" occ,(t).

Les réseaux obtenus par traduction seront munis d’'un étiquetage de leur ports libres par
des variables ou par la constante o.

Soit t un A-terme, on défini la traduction ¢* par induction :

variable si t = x variable, on pose

2=

x o

Lef. la page de garde du chapitre.



8.4 Traduction du M-calcul dans SMELL

—1 &7 >—

Zo
Return

» o (D)
(;Li{o}) Return  (zo, {zo — (z0,{}).}})

*€

Jump

Subcall

(@ {})
(f{f = (24D 1D
*(wo, {xo > (w0, {}),}}) e €

2 R (oo 0, 0) 7 @ 011

*€

Jump

Push

Subcall

(@, {})
*(fxo, {wo = (20, {}). f = (2. {}). }}}) e €
(FAf = (@41 1D
*(fzo, {xo = (x0,{}), [ = (2, {}), }}}) o€
(F2x0. {zo = (w0, {}). f = (&, {}), }}})
(Ao f2z0. {f = (. {}),}})
(. fPa {f = (2. {1, }})
(w0, {}) o€
(Afz.f?z,{})
(@, {}) @ (w0, {}) e €

a-conv T — xq

Pop

m Jump
*(x, {}) @ (w0, {}) o€ Push
(fo {f = Mo fa, {3}
*(wo,{}) o € Jump
AT = (o df = Oz (D 1) 1)
*(@o, {}) e € Push
Frolf = (e Af = OFa P ADINI)
(1577(})) Return (1(%{.’1‘0 — (f10~{f — (f:t,{f — (/\fl-fQ-’l'- {}),}})}}) }}) Jump
— Subcall
*wo, (o = (Fzo A7 = U AT = W f2e, (D AN W ee |
A= @ D),
JV— *(xo, {wo = (fo, {f — (fo, {f = A\ fef2,{}),}}),}}),}}) o€ Push
S Retwrn(Fro, (a0 = (Fro.(F = (FoAF = Oz P (DD = @ (DD
*€ Subcall

(@ {}
*(fzo. {zo = (fo, {f = (Fo S = (o D)3 F o (@ (D). ) e e

(FAf = @43
*(fzo, {zo = (fo, {f = (Fo S = (- fe, D)D), F = (@ (D). 1) e e

(F2xo,{wo = (fao. {f = (Fo. {f = (fa- e, DD F = (@ ) 1)

(Ao f2ao, {f — (z.{}):}})
*(fao, {f = (fe {f = e f2e, {}),}1), 1)) e e
O, = (o 1)
*(fxo {f = (fo, {f = ez, {}), 1D, 1) e e
(Afz.f2e,{}) )
*(z, {}) o (foo. {f = (fo {f = (\fa-fa, {}),}}). 1) e e
(o7~ o, (). ))
*(@, {}) o (foo, {f = (fo {f = (\fa. 22, {}), 1)), 1) e e
(fz {f = (\fa.f22, {}),}})
*(fao {f = (fo, {f = W e, {}).3)). 1)
AL = Fa{f = ()\/‘1/?1:{}% 1
*(fzo, {f = (o {f = (e fPa {}). )] 1)) e e
(FPxo {f = (fa, {f = (\fafPe {}). 1)) 1)

*€

a-conv T — Iy

Pop

Jump

Push

)ee

Head Az

(Ao f2ao, {f = (fo, {f = (M. f22, (1), 1), 3D

*€

(. f?a {f = (fo. {f = (o fPe D)., 1)

a-conv T — Ig

5 Pop
O 1)
Al = O ) e |
(fAS = M2 (1), 1)
*(fa, {f — (Mz.f2z,{}),}}) ee Puch
(P2 {f = (a2, {}),}}) )
O (f = (oo ) N
i Pop
Oz o)) !
O foafhee

((Afa.fPo)(Afa.f22), {})

*€

Figure 8.1: Evaluation de (\fz.f2z)(Afz.f?z) par la KAM + Return
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Auzo 2 (M- f22)2)z0) HeadReturn

(= {})
*(fxo, {wo = (fro, {f = (Fo. {f = (2 f2a, (1), 1) 1) f = (2, 03): 11} e e Jump

(S Af = (D)1
*(fx(]v {-TO = (fngv {f = (fT* {f = ()‘foQTv {})7 }}), }}) = (T {})* }}}) ec

us.

(f2z0, {wo = (fzo, {f = (fo. {f = (\fo.f22, {3, }}). 1), f = (2. {1, 1))

*€
Pop

(Azo.f2zo, {f — (z,{}),}})
Hzo {f = (foAf = Mz Lo DAY M ee |
O f2 {f = (2.{}).}})
w(fao, {f = (fa S = (a2, {}), 1)), 1)) e e
(M. f2z,{})
s e Yoo df = (Fadf = (Lo D3 Wee |

(f Af = Ofz.fPa, {11
*(*Tv {}) b (fxov {f = (fxv {f = ()\f.Lf2$ {})7 }})’ }}) ec

Pop

(ot = O (D)) Push
*(fm(h{f = (fT {f = (/\fova{})}})v}}) ®c Jump
Gt = o lf = O 2o D)D)
o0, (f = (frdf = O fa DI e
(fo(lv{f = (fl‘v {f = ()\f”ﬁf2T{})}}),}}) i
(vt P {F = (Fo U = O\ PP ) 1)) Ao

«-conv r — Io

Oz f2e {f = (fo AAf = M2, {3), 1), 1)

*€

Pop

M2 )

odf = O fia ) dhee |

Ut = O PP (000
(oS o O fa (D) ee
o lf = Ofe e 003 "

O (f o P, ), 1) oA

Oz ) ror
oo

(M. fPe) (M. f2e), {})

*€

Figure 8.2: Evaluation de (Afz.f?z)(\fxz.f%x) par la KAM + Head Return
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abstraction si ¢t = A\z.u, on pose

e - |

application si t = (u)v, on pose

Sit—pgt onat®—2¢t*° Iinverse n'étant pas vrai dans la mesure oil la réduction n’est
plus atomique dans les réseaux. On aurait pu par exemple partir de ¢* et réduire deux redex
% /® obtenant ainsi un réseau qui n’est pas la traduction d’un A-terme.

8.4.1 Typage pur

Les traductions de termes du A-calcul pur ne sont pas tous typables au sens usuel. On
introduit une nouvelle discipline de typage sur deux atomes O et [ ainsi que ’équation O =
717 O. La traduction d’'un A-terme est alors bien typé, le port libre d’étiquette o a le type O
et chaque port étiqueté par une variable a le type I.

8.4.2 GdI

Notons qu’avec le typage pur il n’est plus possible de récupérer directement une condition
précise de préservation de la GdI comme celle du théoréme Remarquons que si £ a pour
forme normale une variable, alors Ex(¢®) est un invariant.

8.4.3 Exemples

On ne donne ici que la moitié des exécutions en vertu de la remarque [7.13

J

(A\zx.x)® = v et Ex%(()\x.x)’) = pa*q* ou « est de charge 0.

Y

0® = v et Ex1(8°) = pzoqq™ + pz1p*z5p* ou z; est de charge i.
2
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Q° dont on ne peut calculer la GdI car il n’est

S
<

pas normalisable.

7
VAV
0" = v J1° =

rence évidente dans ’expression de ces réseaux nous permettant d’obtenir »*. Du point de vue
de la GdI, supposons donné deux ensembles de constantes exponentielles (f;)ien et (x;)ien
telles que la charge de f; et x; soit i. On a

, ... On voit apparaitre une récur-

n—1

(7*) = pfoag™a* + > pfe!* U@ fip” + qprn!™ (0 10"
k=1

Ex

1
2

Une grande partie du chapitre suivant sera consacré & I’étude de la GdI de ces termes, et plus
particuliérement de leurs sens.



Chapitre 9

Concision de la GdI des M-termes

Dans tout ce chapitre on étudie SMELL est plus particuliérement les traductions de M-
—>
termes. On notera les chemins avec la notion traditionnelle des vecteurs ¢ pour les distinguer
— —>
des poids. On notera ¢ = ¢".

9.1 Concision

Définition 9.1 Soit R un réseau dont la GdI est > | w; avec les w; € M. On appelle conci-
sion de la GdI de R lentier |R| = 5.

Notons que la définition est valide car n est pair en vertu de la remarque [7.13] Pour un
A-terme ¢ on note abusivement |t| = [¢°].

Si t —% t' nous n'avons pas nécessairement Ex(t*) = Ex(#'*). Ce qui est encore plus
étonnant est que |t| n’est pas non plus nécessairement égal & |t/|. Cela est surprenant car,
'l existe uq,...,u, tel que tug...uy —% x ou x est une variable, alors Ex((tuj ... uy)®) =
Ex((t'uy ... uy,)*). Cela signifie qu’il y a dans la GdI de ¢ autant d’information que dans la GdI
de t'. On voit donc pourquoi |t| a été appelé concision : plus ce nombre est petit plus la Gdl
a compressé I'information.

Le probléme qui se pose alors naturellement est le suivant :

Soit to un A-terme en forme normale, peut on calculer infy .+, |t|?
Cette borne inférieure est-elle atteinte 7

Ces questions sont trés complexes et pour l'instant sans solution. Dans ce chapitre on va
essayer de mesurer la difficulté du probléme sur un cas caractéristique : les entiers de Church.
Les raisons de ce choix sont multiples, d’une part la GdI de ces termes a une signification
opérationnelle trés claire comme nous le verront, et d’autre part on peut y exprimer un calcul
simple qui fait apparaitre une compression spectaculaire : I’exponentiation. De plus, formant
une famille de concision croissante, || = n + 1, ils permettent 'expression de propriétés
asymptotiques, premier angle d’attaque de notre probléme.

9.2 Un calcul de |67

Avant de commencer, admettons qu’aucun phénomeéne de compression n’est di & 'utilisa-
tion de 0, et on a |07| = |7 7|
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La raison de I'utilisation de § est qu’il nous permet de n’utiliser qu’un jeu de poids pour
les deux 7 et cela avec un cotlit minime dans la mesure ot la GdI de § est trés simple.

On va de plus faire une premiére réduction multiplicative avant de calculer la GdI. Ainsi,
le réseau dont on calculera la sémantique pour 42 sera

9.2.1 Chemins et poids dans n

Rappelons que le calcul de Ex(%) a été effectué a la fin du chapitre précédent. Nous allons

. ooq e 7 — - N P
ici décomposer cette GdL. On note fo,..., fu—1, 2, les chemins de Pf(R), ott R est le réseau
contenant une unique !-boite de contenu m°, tels que

w(fo) = (pfoga*a")

w(fr) = pfi* 1 ((@)p*) ff_1p*) pour n >k > 0
w(Zy) = aqpzn" " (p*) fr_10")

Remarquons que seul le poids de z, dépend de n.

9.2.2 Représentation des poids comme opérations en base n

P ; , .
On note ici @1 ... an" = >, a;n’, pour 0 < a; < n, 'écriture en base n et ai...am" —

b1 ...b, lafonction partielle associant & tout entier se décomposant sous la forme ¢1 .- ¢qa1 .. - G,
Pentier c1...c4b1 .. .bpn. On appelle cette fonction une opération en base n.

Soit o = ab* le poids d’un chemin dans é7. Ecrivons, en oubliant les !, a = aifiyaz ... apfi, 0pe1
et b= b1f;,02...bfj,bi41 avec aucun des f; n’apparaissant dans les poids aq, by, .. ..

On associe & a Vopération ji...j; — 1.0k .

n
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A titre d’exemple, au poids de chemin
pr3!(frzs®({(foa)p™) f5 1) 5p"

de 63 sera associé Iopération 02° — 10°. Comme on le verra dans la suite, les opérations
associées & des chemins dans dm seront, au dual prés, de la forme :
~ —0...0", comportant n zéros, dont le chemin associé sera appelé chemin de départ
~ (n—1)...(n—1)" —, comportant n fois le chiffre n — 1, dont le chemin associé sera
appelé chemin final (Notons que (n —1)...(n— 1) =n" —1.)
~ k22" = (k+ 1)0...0n comportant [ chiffres 2 et [ zéros, pour 0 < k < n —1 et
0 <1 < n, dont le chemin associé sera appelé k-éme incrémenteur de rang .
Par exemple, dans 63, les opérations sont — 000°, 0° — 1°, I° — 2°, 02° — 10°, 12° — 20°,
022° — 100°, 122° — 200°, 222° —.

9.2.3 Quelques remarques pour faciliter le calcul

Dans 6§, ou plutot dans ce qu’il reste de 0 une fois son % de téte réduit, on a les deux
. — — : H * oK
chemins zg et z1 correspondant respectivement aux poids zoq et z1p*zj.
Un chemin dans 677 commence toujours par zg et fini toujours par zg. Au milieu, il alterne
— «— P bl . :
entre z1 et z, de sorte que la forme générale d’un chemin soit

zo0z;0%0..0z/05 0%

ou les [ doivent étre substituées par des chemins dans 7.
On rappelle que f; et x; sont de charge i et que ! est un morphisme de monoides.

9.2.4 Calcul de certains chemins persistants
On pose B(¢) = 2, H(¢)f ;. On a :

Lemme 9.2 !(¢)3(¢)) = 8(1(¢)v)
Preuve

1(@)B() =UP)za!" " () fr_1 = 2" UD)¥) fr-1

car x,, est de charge n et ! est un morphisme. "

On utilisera dans la suite la version itérée du lemme précédent :
()8 (W) = 5 (o))

Definition 1 On définit une famille de chemins (7;,) par :
— ———

- M_1 = 20TnpZ21
— e =
-VO<k<n-—2 T =" 1Tn21 fn-1-k21
—
— Mp—1 = Tn—2Zn 21 f0 20
Lemme 9.3 On a les relations suivanies :

w(721) = 21fn1" " (p)app*

w(T}) = 21 fu—o k"2 R (I (BYT(0¥))) 2k p*
w(Th_1) = qpB" (p*) ;"
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Preuve La preuve est un calcul direct. On rappelle que si b est une constante exponentielle
de charge ¢, on peut effectuer les deux réécritures suivantes afin d’aboutir a la forme ab* :

l(x)b — bl(x) et b*I(x) —=!°(x)b"

Commencons par calculer le poids de 7_.

* kK

w(T=7) = 20 2 P far " (D)2hp*a*)20q = 21 fraa!" (D) 2D

On prouve maintenant les autres relations sur m; par récurrence sur [. Tout d’abord, on a

w(mg) = z21p 23 pfa2""2(PUq")) fr_1p*)20p2T
gpzn ™ (p*) fi_1p%) 21 froa " (D)2 p
21 fr2!" 2 (P (pzn ! (pY) fi21))zhp*

= 21fan2!"” 2( (pB(p ))) np”

Si on suppose :
w(my) = 21 faa k"2 (P (B (7)) p"
alors en posant :

<—

T =w(fooo-k21) = 210" 25 D Fa—s— k"> F (P1(q*)) fr g ip”)

on a :

wmrs) = 720021 (qpea" T (") fro i)z faa kTP (B (0Y)) 2"
= T20pfra- k" (g 0) i1 (BT (p7)))
T20pfr2—k!" "2  (qpan " l(ﬁkﬂ( N fr1)znp”

= T20pfu—2—k!"" > F(qpB* T (")) 2 hp*
= 21 fuos k"N P (g8 (7)) 3"

p!(
= 21 fas k" (PUPBE TR (pY))) 2 p*

P N —
Pour finir, il nous reste a calculer m,_1 :

w(Tn1) = ¢ 25 qqq” f§p*)20pzt (g™ () fr_1p") 21 fop! (pB™ (p¥)) ) p*

= qpz" T (P i (B ("))

= qpz" (B (M) fr 1@

= qpB"(p")app*

<
Soit -
v =w(zl fozr) = 20021 (pfoaq* ¢*) 21p* 25 = 200! (pfoaq” a)p* =5
On pose

n—Il+k N n—Il+k _
pea =w( [[ fizifoz) = [ vw(fi)
i=n—I i=n—I

% . . .
On a ppy1; = vw(fp—i+k+1) Mk, ainsi que le lemme suivant.
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Lemme 9.4 . = zopfn—i+1!" (fopfoqq )T ot

B !”_l_l(p*) b sil<n
L= * kK .
q7°q % sinon

Preuve  On effectue la preuve par récurrence sur k. Pour k =0,on a,sil <n :

Hog =

etsil=n:

v (fai)

20p (p.foaq™q*)p* 25 (p frut" T Ua)P?) Fr i 1pY)
20p (pfoaq" @) fo " QP Fioi 1072

200 St (P foad D) fr_1 1072

20pfn—t" " (pfoaq" )T

Honn = Vw(%)

z0p!(pfoaq™q*)p* 25 (p.foaa™q")
zop!(pfoaq™q )foqq q =
zopfopfoad* q* ¢ =5

= 20pfopfoqq

Supposons maintenant que ’on a obtenu la forme souhaitée pour py, alors

HE41,1

VW ( fr—t k1) e,

ZOP!(pfoqq* NP 2 Ptk NP kD)
20D 106! (D foaa™)m

200 (Df0aq* a*) fr—tsn """ E Q) (fEp foag )T
20D frtk1 " (Up foag® ) o)™ (FEpfoaa® )T

0P - z+k+1‘” l("“( (pfoaq®)p*) fopfoad™)m

20p fretake1" T (f51 (P Foaq™) foaad )T

20P ek " (8 P foag) T

Théoréme 9.5 Il y a au moins 4+ 2n(n — 1) chemins dans dn. En d’autres termes, |0n >

2+n(n—1).
Nommément on a

— le chemin de départ

— —>_)—><_
H i 21 fo=1)

de poids oy, = px, f§qq*q*
— le k-éme incrémenteur de rang [, pour k <n—1,1<n—1,

n—1
_ —

In(k,1) = m_q 1fk+121 H zz_f 021)Tn 20

i=n—I
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de poids
i (k1) = pr " (o BN fha)p)) £ 2 p*

; o g ; M (% ek ok
— le chemin final E,, = 7,—1 de poids €, = qpf"™(p*)x)p
ainst que leurs tnversions d’orientation.

Preuve
— Avec les définitions précédentes de p, on a

_
w(Sn) =0np = w(ﬂf—ﬁ%)/ﬁn 1nw(z—0>)
= g 25 apzn!" " (pY) fi_1p) z0p far £ D S0 0 ¢ 2 20q
n—1

= px " ") 3 'pfoad q*
= prafieq’q”

— Pour I,,, on a :

_ —
w(Iy(k, 1)) = tn(k, 1) = w(@Tnz0)p—1,w (71 frs121)
= w(Tn20)-1,20025 (01 (Uq)p*) fip®)

21 -1 - 1( (Pﬂl( )z p*
= w(Tn20)—1,200fn-1-1""" 1(Pfk+1 Ma)p") fr '(pﬂl( )))
= w(Tn20)—1,200 fr—1—1"" " o fer1 () B (pY)) fi
= w(@nz0)zopfn1" TS 1pfoqq )fk+1'k('(q X )fk)
= w(Tn20)20pfa1" " (Fer PO fo(J)ﬁl(p*))fk)
= w(@%0)apfna!"" 1(fk+1"“<ﬁl<< o 'pfoa))) fi),
= " )T e (B phoa)p)) £

P! e F (UM BT S  pfoa)p™) ) 2
= " T (Fep (B T ) £ pfoa)p™) £t
= pa,I" " l(fk—s—l'k( ((foq)P ) fr)znp”

— Dans la mesure ou F, = m,_1, on a déja le poids qui lui correspond.
<

On peut vérifier sur les poids que les opérations associées sont bien celles définies au

paragraphe

9.2.5 Complétude d’un ensemble de chemins

Maintenant qu’on a de bons candidats pour la GdI, nous aimerions nous assurer que ce
sont les seuls chemins.

Rappelons tout d’abord une propriété d’adéquation due & Danos et Regnier :

Lemme 9.6 Soit R un réseau de SMELL, V¢,¢" € Pry(R), ¢ # ¢' = w(d)w(¢')* =0
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Si{¢1,...,0r} C ‘Btf( ), chaque ¢; a un poids qui peut étre mis sous forme ab*, on pose
donc w(¢;) = a;b}, et on a donc

(D w(ge) +w(90)) D w(d) +w(d))" = Z w(ei)* +Z (i) w(¢ps)
= Zaza + b;b;

On en déduit le lemme suivant qui nous permettra d’affirmer qu’un ensemble de chemins
est complet.

Lemme 9.7 Soient R un réseau de SMELL, M un modéle non-trivial de Mg tel que et X C
Pry(R) tel que

— X est clos par inversion d’orientation

et M ExxExy =1 ot Exx =35 ¢ w(9).
Alors on a X = Prs(R).

9.2.6 Branchements d’arbres complets

Notons X, I’ensemble des chemins données par le théoréme appliqué a ém. Dans cette
partie on va examiner une condition nécessaire pour que X, satisfasse les hypothéses du lemme
précédent.

9.2.6.a Lecasn=3

En appliquant le théoréme on a, pour n = 3, au moins huit chemins. On donne dans
le tableau suivant leur décomposition en forme ab* présenté en forme canonique a droite E]

a b
S3 P! (q)z3!*(f )‘(fo) qq
13(0,0) p!(q ) z3!° (/1) pl(p)as'*(fo)
I3(1,0) pl(q)z3*(f2) pl(p)xs!(f1)
13(0,1) p'(é])ﬂ«"s'z(fo)'(fﬂ'( 3) pl(p)3*(f2)!(fo)
I3(1,1) pl(a)z3! (fo)!(f2)!* (x3) pl(p)las*(f2)!(f1)
15(0,2) '(Q)UCS'Z(fO) (fo)f1333'2(903) pl(p)=3*(f2)!(f2) fo
13(1,2) | pl(@)x3(fo)!(fo) fol (w3 (x3)) | pl(p)a3!(!(f2)f2) i
Es (JPOCS-( 3% (x3)) p(p)xs!({(f2) f2) f2

La figure donne une superposition de ces poids en présentant ’arbre des préfixes. Pour
calculer la valeur de Exx,ExY, il suffit de brancher un arbre dual en face oui tous les poids ont
été étoilés, puis de faire la somme de toutes les chemins de la racine du premier a la racine du
second. Notons par exemple que si ’on sait que

qaq* +px3!2(x3!2(x3m§)x§)x§p* =1

on peut simplifier le calcul en récupérant un nouveau branchement ou ’on a remplacé

!¢’est-a-dire la forme correspondant & pousser au maximum les constantes exponentielles sur la droite.
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12(fo) = b(23(0,0))

fo=alos)
(o) = Fral?(zs) = al15(0.2)

/ fol(3!?(23)) = a(u3(1,2)

(f1)!x3) = a(e3(0,1))

™
—~~
>
~—

q = b(o3)

Figure 9.1: Superposition des poids de chemins dans X3
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par g g -

9.2.6.b Reéduction d’arbres complets

On va maintenant essayer de généraliser le calcul précédent. Tout d’abord supposons que
I’on connaisse un modéle M ayant la propriété de partitionnement pour un réseau R, c’est-
a-dire tel que pour tout paquet de constantes exponentielles ((3;); apparaissant dans R on
ai

> iB) =1

Lemme 9.8 Soit (), un ensemble de poids de chemins de Pry(R) tel que pour tout paquet
de constantes erponentielles (3;); (ou pour {p,q}) si Ja, iy avec a(B:,) préfive d’au moins
un des m,, alors o!"(B;) est également un préfize pour tout i.

OnaMi), mm;=1.

La propriété des m, est appelé avoir une superposition compléte. On vérifie directement
que X3 a une superposition compléte.
9.2.6.c Un modéle ayant la propriété de partitionnement

On montre que le modéle des injections partielles de N a la propriété de partitionnement
pour 6n. On rappelle que p et ¢ sont modélisés par p(n) = 2n et ¢(n) = 2n + 1. Fixons une
bijection 7.,.7 : N x N — N on définit (u ® v)("z,y") = "u(z),v(y)". Posons l(u) =1 ® u. Si
7 : N” — N est une injection partielle, on la projette sur les injections partielle de N par

Ur("x1, .o X1 ) =" (21, o T), Tl |

Alors, si 7 est de domaine plein, on a uXu, =1, si 7 est a la fois de domaine plein et d’image
pleine on a u;u;« =1 et si 7 et 7’ sont disjointes ufu,» = 0. De plus u, satisfait 1’équation

H(v)u, = u!"(v)

Il nous faut alors trouver des 7 appropriés pour chaque constante exponentielle dans ém. Pour

modéliser x,, de charge n on pose x,, = ug, avec &,(21,...,2,) =" x1,...,2, ', cela nous donne
x, = 1. Ensuite, on définit ¢, : N¥ — N par ¢9 =0, ¢pn_1(x1,...,2p_1) =2 ay, ..., 2p 1
et

¢k(l’1, Ceey xk) = 2k_1(2|—.’171, - ,Ji'kj + 1)

Et on pose fi = ug,, il est alors clair que >, fpfr = 1.
Ainsi, on a construit un modéle approprié avec propriété de partitionnement pour d7.
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9.2.6.d Une superposition compléte de X,

Calculons les formes canoniques a droite des poids donnés par le théoréme[9.5] On va juste
détailler le calcul pour a(o,). On a
a(on) = pwnf(’fq
= prl@)ff
= p'( )Znnfo 1f()
— @ sy
= Pl @z (f)"2(fo) -+ fo

Plus généralement on trouve :

n—1
CL(O’n) = p!(Q)xn H!n_l_i(fo) b(o-n) = qq
=0

alen) = qpﬁ!i(”_l)(wn) b(en) = p!(p)wnﬁ!"_l_i(fn—l)
a(tn(k,1)) = pon!™ ' (frpa! H"" D)0 (fg))
i=0
= pxn!”_l_l(fk+1!kﬂ(féQ)!k(ﬁ!i("_l)(xn)))
i=0
= pxn!”l1(!(féQ)fk+1!k(ﬁ)!i("1)(%)))

— pxn'n H'n i— 1 |n -1 flc ! Hp(n 1) ))

=0

_ fl:n Hm i— 1 m - 1 fk—i—l H'zn 1) xn ))

-1
b(en(k, 1) = pe" T ATV o) (0)))

=0
_ mll H'znl |ln 1())fk)
= pz,!" -1 |l+l Hp(n 1) +1 fk)
_ p!(p>l_n!nflfl(H!i(nfl)+l (fn—l)fk)
=0

— anm i— 1 |n I— 1(fk)
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On a donc une superposition trés proche de celle du cas n = 3, on montre directement
qu’elle est compléte.

9.2.6.e Le théoréme final

En mettant bout & bout ce que nous avons montré aux paragraphes précédents, on obtient
le théoréme suivant :

Théoréme 9.9 |n| =2+ n(n —1)

Rappelons que |n”| = 1+ n", on a donc un gain spectaculaire.

9.3 Conjectures

Remarquons que le calcul précédent repose presque entiérement sur la définition des opé-
rations en base n associées aux chemins. Nous donnons ici, sans les prouver, les opérations
associées aux chemins correspondant & d’autres calculs sur les entiers de Church.

Pour t =m on a |[t| = n + 1 et les opérations sont

— 0"
" - 1"
n—2" — n—-1

3
\
!

Pour t =+ mmon a [t| =1+ n + m et les opérations sont

!
<

(@]
!

3
|
l
Tl B

D
!
ERE

.
!

m

s
.
!

s

|

3
|
!
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Pour t = X mm on a [t| = 1+ n + m et les opérations sont

— 00"
ﬁn N TTL
n—2" - n—-1
0"n—-1" — 10"
I"n—1" — 20"
m—2"n—1" — m—-1"10"
——m mn
m—1n—-1 —

ou @b" = b+ na.
Pour t =m non a |t| = 2+ m(n — 1) et les opérations sont

=, 0...0
1
n—2" % 0o(n—1)"
0(n—1)" % In—1)"

n 3 n

(n—2)(n—1) 5 O(n—1)(n—1)

on—1)...(n—1)" In—-1)...(n—-1"
(n—mm—n”(n—n“g%(n—nm—n”4n—n”
(n—n“4n—n”-z

. o b L . . . )
ol l'on a indiqué par — que 'opération prenait un nombre & a chiffres et renvoyé un nombre
a

a b chiffres.
Nous avons par exemple |2025
=2

= 2026 mais 2025 = 352 et on obtient un [t| = 1+ (2 +
4% (3-1))+(2+2x(5-1))

\
1 avec t —g 2025.
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Chapitre 10

Réseaux d’interaction différentiels

A B B A

vy

A% B A®B

1%7 7A 7A A<7 !A§!A
?A? 7A 7A 'Iy 1A 1A

Figure 10.1: Les cellules des réseaux d’interaction différentiels et leur typage

Ce chapitre reprend essentiellement les définitions et résultats de 1’article fondateur de
Ehrhard et Regnier [ER05].

10.1 Définitions

10.1.1 Réseaux simples

Les cellules des réseaux d’interactions et leur typage sont présentés sur la figure [10.1] Les
cellules sont donc une symétrisation de MELL sans la promotion. Ces nouvelles cellules sont
naturellement appelées co-déréliciton, co-contraction et co-affaiblissement.

Un réseau d’interaction ainsi construit sera appelé réseau d’interaction différentiel simple,
ou juste réseau simple.

On note D‘ig I’ensemble des réseaux simples.

10.1.2 Réseaux d’interaction différentiels

Soit P C N, on note R(P) = {R € RY | P¢(R) = P}.

On pose Ry = Upcy NR(P)], qui est une union disjointe de N-modules libres.

Un élément de Ry est appelé réseau d’interaction différentiel, il est par définition de la
forme ), \iR; ot les \; € N et les R; sont des réseaux simples ayant tous les mémes ports
libres P, par extension on dira que le réseau lui-méme a pour port libres P.
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1
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0
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Figure 10.2: Les régles de reduction des réseaux d’interaction différentiels
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Remarque 10.1 La présence des coefficients est superflue. En effet, on peut toujours rempla-
cer AR par la somme R+ ---+ R comportant \ termes. Cette remarque n’a pas grand interét
du point de vue des modules, mais elle nous permettra, d’une part d’alléger les notations, et
d’autre part de définir la réduction de maniére atomique.

Pour chaque ensemble P C N on note Op le zéro du module N[R(P)].

Par abus de notation on utilisera souvent 0 en rendant implicite le type, de méme on aura
tendance a considérer les réseaux d’interaction différentiels comme le N-module libre engendré
par les réseaux simples. Cela constitue a priori une approximation grossiére, cependant, cela
sera vérifié du point de vue de la sémantique.

Dans la suite, la notation R+ R’ signifiera implicitement que R et R’ ont les mémes ports
libres.

10.1.3 Interfaces

Soient R + ), R; un réseau d’interaction différentiels et I une interface contenu dans R,
alors chacun des R; contient également /. Et il semble naturel de considérer que la somme
elle-méme contient cette interface.

Définition 10.2 Soit R = ), R; un réseau d’interaction différentiel, on dit que R contient
Uinterface I C N si un des R; la contient.

On peut donc étendre la composition des réseaux d’interactions aux sommes, on pose

S Ri' e R = S0,(R,T s R'T).

10.1.4 Reéduction dans un N-module libre
Soit R un ensemble et — une relation de R x N[R]. On étend — & N[R] x N[R] par

Zri —4 ZrﬂrZT}g < Fio, i, HZT‘%
k

i i#io k

Par abus de notation on utilisera juste — pour faire référence & —, lorsqu’il n’y aura pas
d’ambigiiité.

Définition 10.3 Une relation — de R x N[R] est dite n-large si et seulement si

m m
Vr e R,Zm € N[R],r — Zri =m<n

i=1 i=1

La relation est dite fortement n-large si ['inégalité m < n est une égalité pour au moins
un couple.
La relation est dite fortement confluente terme & terme si et seulement si
— pour tout r € R tel que r — > (ri el T — ZT:l 'y
existe v’ tel que r; — 1’ et vl — 1,

— pour tout r € R tel que r — Y, 1; et v — 0, et pour tout i on ar; — 0

on ¢ n =m et pour tout i,7, il

Fait 10.4 Si — est n-large et fortement confluente terme & terme, alors — est n-confluente,
c’est-a-dire que pour tout r € N[R) tel que r —4 11 et r — ro, avec r1 # 19, il existe v’ € N[R]
tel que Vi € {1,2},r; =7 1" pour un certain m < n.
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Preuve  Supposons que r; = » ", r1,; et que ro = 0. Par hypothése, on a Vi,r1; — 0 et
donc

m m
E 7’17i—>+0+g T17i—>+"'—>+0
i=1 =2

. . . 0
soit, de maniére concise ), r1; —7 0. Or, 0 —3 0.

Supposons maintenant que 71 = Y ., 71, et ro = > v, ro ;. Par hypothese, pour tout i, il
existe r} tel que r1; — r} et ro; — .. On a alors, pour k € {1,2} :

m m

/ /
g Tki —+ T1 T E Thkg =4 " 74 E T
i=1 i=2 i

Et on conclut en posant ' =", .. <

10.1.5 Reéduction des réseaux d’interaction différentiels

On définit une famille de réductions (—p)pcn, telle que —pC R(P) x N[JR(P)] soit en-
gendrée par les régles présentées dans la figure [10.2

Deux régles (et leurs duales), celles faisant apparaitre a droite la structure de N-module,
nécessitent d’étre explicitées :

si R est un réseau contenant un redex !'/72, alors R est de la forme R’ Ly r ot r est le
redex et f un raccord de l'interface de r. La régle nous donne » — ry + ro, et on définit
R— R 1 Fri+ R Ly ro. Ce réduit est bien défini car I'interface est préservée par
réduction.

si R est un réseau contenant un redex /7!, on a également R de la forme R’ Ly 7 ot r est
le redex. La regle nous donne » — O, ou 7). est le type de r, et on définit R — Or ou
T est le type de R.

Ces deux régles sont donc fortement globales : elles ne procédent pas d’une réécriture locale
de réseau et de son passage au contexte. Dans le premier cas, il y a effectivement duplication
de part et d’autre de la somme du réseau autour du redex. Il semble cependant que cela n’est
que la compatibilité avec la somme d’une réduction locale. En revanche, dans le second cas le
réseau autour est complétement détruit par la réduction.

La réduction ainsi défini est fortement 2-large et fortement confluente terme & terme,
puisque vis-a-vis des termes tout se passe dans les réseaux d’interaction. Ainsi on a le fait
suivant :

Fait 10.5 la réduction des réseauz d’interaction différentiels est 2-confluente.

10.1.6 Réseaux différentiels bien typés

Définition 10.6 On dit que R =), \iR; € R(P) est bien typé si et seulement si
— chacun des R; est bien typé,
— et que le type de p € P est le méme dans tous les R;.

On parlera alors d’interface typée et de types pour R.
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10.2 Interprétations des régles de réduction

Nous allons donner ici différentes interprétations des cellules et régles de réduction des
réseaux d’interaction différentiels. Ce sont des intuitions et non pas des définitions réelles
qui vont étre données, cependant, elles peuvent se transcrire & chaque fois en des définitions
rigoureuses. En effet, pour la premiére interprétation, il existe effectivement une sémantique
dans laquelle la co-déréliction correspond & la dérivation, et pour la seconde interprétation il
existe, on le verra au chapitre suivant, un codage d’un calcul de processus dans les réseaux
d’interaction différentiels.

10.2.1 Dérivation de fonctions analytiques

Cette interprétation correspond a I’approche originelle de Ehrhard et Regnier que 'on peut
trouver dans 'article [ER05].
On se place désormais dans un C".

10.2.1.a Interprétation des réseaux

Nous allons considérer ici une orientation verticale des réseaux. Un réseau de la forme

représente une fonction C™ — C, envoyant (0, ...,0) sur 0, alors qu'un réseau de la forme

représente un argument que l'on pourra brancher sur une fonction.

Du point de vue du typage nous allons considérer un seul niveau de modalité exponentielle.
Les types de base correspondent & des domaines dans C". Une variable typée par une formule
A sans exponentielle signifiera que la fonction est linéaire en cette variable, réciproquement
une variable typée 7 A signifiera que la fonction est analytique en cette variable. Par dualité,
un argument de type A devra étre utilisé exactement une fois, alors qu'un argument de type
1A sera utilisable un nombre quelconque de fois.

10.2.1.b Interprétation de la somme

La somme est ici naturellement interprétée comme la somme usuelle de I'espace vectoriel
considéré.
10.2.1.c Interprétation des cellules

Les cellules vont maintenant étre séparées en deux groupes : les cellules permettant de
construire des fonctions et les cellules permettant de construire des arguments.

Passage d’arguments en couple Si f(z,y,---) est une fonction & n arguments,le réseau
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Y/

représente la fonction & n — 1 arguments g((x,y),---) = f(x,y,--+). Ces couples ne
vivent plus dans C et cela sort de notre cadre, mais pour l'utilisation que 'on en fera,
cela n’est pas si embétant.

Fonction linéaire vue comme analytique Si f(x,---) est une fonction & n arguments li-

néaire en x, le réseau

\/

représente la méme fonction considérée comme analytique en z.

Passage d’arguments similaires Si f(z,y,---) est une fonction & n arguments analytique
en x et y, le réseau

représente la fonction & n — 1 arguments g(z,---) = f(z,x,---) également analytique
en x. Notons que justement cette construction ne préserve pas la linéarité.

Couples d’arguments Le réseau

représente 'argument couple (u, v).

Fonction constante Si f est une fonction & n arguments, le réseau

7

représente la fonction a n + 1 arguments g(z,y1, -+ ,yn) = f(y1, - ,Yn), C’est-a-dire
une fonction analytique constante vis-a-vis de I'argument x.
Lorsqu’il n’y a pas d’autres arguments on obtient la fonction nulle.

(N

Dérivation en 0 Un argument de la forme
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correspond & un argument ¢ utilisable une seule fois devant étre passé & une fonction
analytique. Si on branche cette argument sur la variable z d’une fonction f(zx,y,...)
cela correspond donc a évaluer une approximation linéaire de f sur la variable z en t.
En effectuant un développement limité a ’ordre 1, on a :

f(:c0+t,y,...):f(xo,y,...)—i—txg“;(:co,y,...)—i-o(t)

que 'on peut simplifier avec o = 0 dans notre cas en
of
Pty ) =t S0,y +olt)

La co-déréliction correspond alors a la fonction (¢,y,...) — ¢ X %(O, Yyou )

/N

correspond au plus simple argument utilisable en un nombre quelconque de fois : 0.

Argument zéro Le réseau

Superposition d’arguments Le réseau

représente la superposition des arguments u et v, c’est-a-dire 'argument u + v.

10.2.1.d Interprétation des régles

X/ 1l s’agit de calculer g((u,v),...) = f(u,v,...) et donc le résultat est juste la fonction f.

?0/!o On applique une fonction constante en 0, tout se passe comme si on réduisait le nombre
de variables.

?0/!1 On dérive une fonction & n variables sur une variable pour laquelle la fonction est
constante, cela donne la fonction nulle & n — 1 variables.

?0/!2 On calcule f(u+w,...) pour f constante vis-a-vis de son premier argument, cela revient
au méme de considérer g(u,v,...) constante vis-a-vis de ses deux premiers arguments
et identique & f pour les autres.

?1/!o On passe 0 a une fonction linéaire, cela donne donc la fonction nulle.

71/ On dérive une fonction analytique qui est en fait linéaire, ¢’est-a-dire f(z,...) = Azg(...).

On a donc t x g—i(o,...):tx)\xg(...) = f(t,...).

71/l On a f(x,...) linéaire en x, vue comme analytique, a laquelle on passe 'argument u+v,
on calcule donc f(u+wv,...) = f(u,...)+ f(v,...), dans le premier terme la fonction
est constante sur 'argument v et dans le second sur 'argument u, ce qui est représenté
par les cellules 7.

?2/1o On calcule ¢(0,..) = f(0,0,...).
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79/!11 Onag(z,...)= f(z,z,...) et on calcule :

dg af

* ox dx1

ou x1 et la premiére variable de f et xo la seconde.

0,0, +tx 200,

t
0xa

0,...)=tx

79/la Onag(u+wv,...)= f(u+v,u+v,...) quon peut calculer en dupliquant d’abord u et
v et en formant aprés deux arguments u + v.

10.2.2 Transfert linéaire de paquets
10.2.2.a Interprétation des réseaux

Un réseau va étre interprété comme une soupe de processus communicants. Un lien explicite

sera fait ultérieurement avec une traduction d’un calcul de processus dans les réseaux.

Les deux différences avec 'interprétation précédente sont :

— T’absence d’orientation particuliére des réseaux,

— et la hiérarchie d’exponentielles, un fil A — A+ ot A est une variable propositionnelle,
représente une connection physique, alors qu’un fil 14 — ?AL représente un canal de
communication visant a établir une connection A — A+ non nécessairement physique.

La modalité exponentielle va donc nous servir & passer du monde physique au monde des

communications, qui elles peuvent étre routées, terminées, etc. ..

10.2.2.b Interprétation de la somme

La somme est ici interprétée comme le choix non-déterministe, construction usuelle des
algébres de processus. Ainsi le réseau R + R’ représente la superposition non-déterministe du
réseau R et du réseau R/.

10.2.2.c Interprétation des cellules

Les cellules sont également séparés par dualité : les cellules négatives 2,79 71,22 vont
correspondre & des comportements liée & la réception, alors que les cellules positives vont
correspondre & I’émission.

Multiplexage Le % et le ® permettent de grouper des canaux, le premier correspond a ’opé-
ration de démultiplexage alors que le second correspond & 'opération de multiplexage.
Ces opérations permettent également d’assurer une synchronisation dans les communi-
cations.

Requéte et paquet La déréliction permet d’effectuer une requéte sur un canal, alors que la
co-déréliction effectue I’émission d’un paquet

Routage et Co-routage La contraction réalise le routage des différents paquets vers les
requétes, alors que la co-contraction effectue le co-routage des requétes.

Paquet et requéte factices Le co-affaiblissement permet de réaliser un paquet factice, sans
contenu réel. C’est & dire un objet vivant exclusivement dans le type des communications.
Par dualité, Vaffaiblissement permet de réaliser une requéte factice.

Levée et rattrapage d’exception L’interprétation précédente peut aussi étre vu comme

cela : le co-affaiblissement correspond & une erreur d’émission, c¢’est-a-dire la levée d’une
exception, alors que l'affaiblissement correspond au rattrapage d’une telle exception.
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10.2.2.d Interprétation des régles

% /® il s’agit d’une synchronisation, ¢’est une propriété élémentaire des opérations de multi-
plexage et de de-multiplexage.

?0/!o Une exception est levée puis rattrapée.
70/l Un paquet est transmis & une requéte factice, on a une erreur de communication.

?0/!2 On propage la requéte factice, pouvant étre dupliquée car vivant dans le monde des
communications.

?9/lp idem, on propage le paquet factice.
?1/!o Un paquet factice est recu, provoquant une erreur.

71/l On met en communication un paquet et une requéte, tout se passe bien et la connection
physique, ou tout du moins d’ordre inférieur, peut avoir lieu.

71/!2 On effectue le co-routage d’une requéte, or la connection d’ordre inférieure derriére la
requéte ne peut étre dupliqué. Il y a deux possibilités, transmettre une requéte factice
au premier et la requéte au second, ou l'inverse.

?9/!1 idem, on a recours & un paquet factice pour combler les manques.

79/l Cette régle exprime ici I'indépendance, caractérisée algébriquement par une commuta-
tion, des opérations de routage et de co-routage.

10.3 Remarques sur la nature sémantique de la somme

Si on analyse le traitement de la somme fait par les deux interprétations précédentes, on
voit que cette somme appartient a la sémantique plus qu’a la syntaxe.

En effet, dans la premiére interprétation cela est évident, la somme étant celle d’un espace
vectoriel sous-jacent. Dans la seconde interprétation, en revanche, c’est plus délicat. Lorsque
I’on parle d’un processus comportant des sommes, on est en train de spécifier tous les com-
portements possibles du processus. Cependant, une exécution se passera dans un terme simple
de la somme. De sorte, qu’en exprimant cette somme, on est déja en train de parler de la
sémantique du processus.

Etant donné que, historiquement, les réseaux d’interaction différentiels sont apparus comme
un relévement de la sémantique vers la syntaxe, on peut se demander si la somme a été suf-
fisamment abstraite de la sémantique. Autrement dit, existe-t-il une notion intermédiaire de
somme syntaxique dont le quotient, et ainsi la sémantique, serait la somme usuelle? Posé
comme cela, cette question semble insoluble. Cependant, comme nous le verrons dans le cha-
pitre suivant, cette nouvelle notion de somme apparait naturellement dés que I’on veut regarder
les propriétés géomeétriques, c’est-a-dire les chemins, des réseaux d’interaction différentiels.






Chapitre 11

(GGéométrie de I'interaction des réseaux
d’interaction différentiels

L’essentiel des résultats présentés ici a fait 'objet de la publication [dF0§].

Dans ce chapitre on considérera exclusivement la réduction pertinente des réseaux d’inter-
action différentiels, c’est-a-dire toutes les régles de réductions hormis les régles pouvant faire
apparaitre le réseau nul : ?0/!* et ?1/19 Ainsi, nous oublierons méme de parler du réseau nul
dans la mesure ou les réseaux non nuls sont stables par la réduction pertinente.

11.1 Chemins dans des sommes

11.1.1 Une approche syntaxique de la somme

Pour pouvoir parler efficacement de la géométrie des chemins, il va nous falloir distinguer
un chemin ¢ € P(R) du méme chemin dans une somme R + R/, voir méme dans une somime
R'+ R. L’approche la plus simple consiste a ne plus considérer la somme comme une opération
algébrique mais comme une opération syntaxique. De ce fait nous allons dans ce chapitre
abandonner la notion de coefficients dans les sommes.

L’essai apparemment le plus simple serait de définir les réseaux différentiels ainsi :

Définition 11.1 On définit 'ensemble Ry comme Uensemble des arbres dont les feuilles sont
étiquetées par R(P) pour un P C N.

Plus précisément, Ry = Jpcy Rp 00 Rp est le magma librement engendré par R(P) dont
on note ['opération H. -

Cependant en faisant ainsi, la construction est trop libre, on perd la confluence forte. En
effet, considérons un réseau contenant deux redex ?1/12 :

Nous avons deux choix possibles de réduction, la figure suivante montre les deux résultats :



—~< 116 0— Géomeétrie de 'interaction des réseaux d’interaction différentiels

V| &9

V| & 9
&

|/

<

H H

Il est maintenant possible dans les deux cas de réduire le redex restant, donnant ainsi les
deux réseaux suivants :

~

J

s

J
N
J
N
N
J

s ™ e ™ s

B e
{2

5%
%
7
Y Y
7

7

Y Y& ¥
9 &
V)

/ &
Vv Y

¥ Y
%

'{>_
[>_
BH\BH

D’une part nous devrions avoir la confluence forte de la réduction, s’exprimant ici par
I’égalité de ces deux réseaux, et d’autre part ces deux réseaux sont distincts dans fRy. On
aimerait pouvoir quotienter Ry par la relation Rg correspondante :

(Ry B R,y) B (R3 B Ry) Reg (R1 B R3) B (R, B Ry)

Cependant, en faisant cela on relache trop la structure. Par exemple, le réseau

<
Dand
<
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se réduit sur la somme

A
A
A A

VYT Y

B (>

La racine de l'arbre de somme représente alors le premier choix de distribution de la co-
déréliction, et nous permet ainsi de faire une dichotomie des chemins en fonction de ce choix.
Or ici, le quotient nous ferait complétement perdre cette information en égalant ce réseau avec

B [
> 0~
B (>
B >

On voit donc qu’il va falloir restreindre le quotient aux cas posant probléme vis-a-vis de la
confluence forte, afin de limiter la perte d’informations.

VYTV
VY YY

11.1.2 Sommes nommées

Afin de répondre au probléme précédent, revenons au sens premier de la somme.

En suivant linterprétation des réductions du paragraphe [10.2.2] la somme issue de la
réduction d'un redex ?'/!? correspond & un choiz de distribution de la déréliction, en quelque
sorte la somme est indicée par les dérélictions et les co-dérélictions présentes initialement. La
relation nécessaire pour récupérer la confluence forte peut alors étre vue comme l'indépendance
entre deux choix portant sur des ressources distinctes. Les définitions que I'on va donner
maintenant tirent parti de cette remarque pour donner une définition juste de la somme.

Soit N un ensemble dénombrable dont les ¢léments sont appelés noms. On considére main-
tenant que chaque réseau simple est muni d’un étiquetage injectif de ces cellules de déréliction
et co-déréliction par V.

Définition 11.2 On note Ry = UPQN Rp / Ry ou
- Rp est librement engendré & partir de R(P) par les opérations % pour a € N,
B [0 B [e] I} «
—et, poura# BN, (R BRy) B (Rs B Ry) Rm (R B Rs) B (Re BB Ry)
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Remarque 11.3 La relation Rm est plus connu sous le nom de loi d’échange dans les n-

(FYRE

catégories. Par exemple, considérons le diagramme A . p ., ¢, on peul effectuer deuz
gl A\l

calculs :

(f9)l|(

— une composition verticale 4 ij B }If ¢ suwie d’une composition horizontale 4 U

NN
<Y

— une composition horizontale A —, g —, v swivie d’une composition verticale 4

Un des azxiomes des n-catégories revient a dire que ces deux résultats sont égauz, on a donc

(f9)ll(ha) = (flIh)(gll)

qui est exactement la méme relation que celle définissant R .

)

On va maintenant pouvoir décomposer les réductions faisant apparaitre des sommes. On

[e3 [e]3

[0
note H, la relation R LN R B R pour tout réseau simple R.
: : : it . :
Soient R et Ro deux régles de réseaux d’interaction, on note RSLN la réduction définie

RlﬁaRg a Ri .
par R —— R; B Ry lorsque R — R; pour i € {1,2}.
Soient R une régle de réduction allant de 9%% dans Ry, et R € Ry comportant une feuille
sur laquelle R s’applique. On peut déduire de R un réseau R’ obtenu en appliquant R sur

[e%
cette feuille. Soit b la branche menant de cette feuille & la racine, donc composée d’arétes Hy
[0}

ou Hy, on note > la réduction ainsi définie, s’appliquant sur tous les éléments de Ry ayant
, o . r B R .
une branche b d’une de leurs feuiles & leur racine. On pose — = Uy > et de méme on pose

H
—>Bﬂz Ur B)

On va montrer que ces définitions permet de récupérer la 2-confluence a partir de la
confluence forte feuille & feuille.

Lemme 11.4 Soient R; j pouri,j € {1,2} des régles de réseauzr d’interactions, telles que R; ;
et Ry j confluent fortement dés que i # i’

o 3
R BR o Ry 1 HBR g
Si R Rii B Rip et R SACLESACILN Ry 1 B Rao, avec a # 3, alors il existe R tel

que

B8 B
Ro,1HR22 Ro1HR2 2 R

Ri1 B Rip

a

g By

me

et

Ri11BR12 Ri1,1BR12

g
Ry1 EH Ry o R

B B
B, By

hi)

(fllhﬁ(g\li

)

(A
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Preuve Ona

a B
Ri1 B Ry R \732,1 H Ra,2
o B
Ri1 B R Ry H Rop

et donc par définition R —% R; j, ce qui entraine l'existence de R; j tels que, pour 7,5’ €

{1,2},

Ro o1
Ri; —5 R,
et ”
R2 i L]* R;,j’
On peut donc refermer le diagramme ainsi :
a R B
Ri1 5373/ % Ra2
a B
Ri1 B Ris Ry BH Roo
8 o o 8
Roq H Ry | H Rii B R | H,
/ ﬁ / - / e / IB
( 1,1 H R1,2) B R ( 1,1 t Rz,l) H Rap
8 @ @ B
'R,271 H R272 Bﬂd Rl,l H RI,Q EEld
/ ﬁ / e / ﬁ / J— / - / ﬁ / - /
( 11 H R1,2) H ( 9,1 H Rz,z) =Rg ( 1,1 H R2,1) B ( 1,2 H R2,2)

Lemme 11.5 Soient R, R et Ro des régles de réseauzr d’interactions telles que R conflue

fortement avec R1 et avec Ro.
2

(e} (e
R1EBR2 R1BR-
—_ —_

SiR % Ry et R Ry % Ry, alors il existe R’ tel que Ry R et Ry Elaﬂ
32(25)23'.
Preuve Etant donné 'hypothése de confluence forte, on sait qu'il existe R et R} tels que
Ry R, R! et R; R, R;, pour i € {1,2}.

On vérifie directement que le réseau différentiel R’ = R i R/, convient. <

On note ?*(a)/4!% (vesp. ?1(a)/4!?) la régle de réduction définie par

X4y
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(resp. définie par

X 7%

«
. On définit maintenant la régle de réduction 7 («) /! = 7" («) /4! () /qt*. Concrétement
On définit mai la régle de réduction ?!(a)/1? = ?1(a)/41? B 7} (a)/4!?. Coneré

e gy avy

De maniére symétrique on définit !*(«)/?2. A 'aide des deux lemmes précédents, on peut
déduire le théoréme suivant :

Théoréme 11.6 La réduction sur Ry est 2-confluente.

11.1.3 Chemins

On peut maintenant donner la définition précise d’un chemin dans une somime.

Définition 11.7 Soit R € Ry, un chemin dans R est un couple (b,p) ow ¢ est un chemin
dans un des réseauzr simples Ry présent dans R et b est la branche de R menant de la racine
a la feuille Ry.

Remarquons que la branche b est en fait une classe d’équivalence modulo Ra.
On note toujours P(R) 'ensemble des chemins de R. Afin de pouvoir utiliser les mémes
deéfinitions associées aux chemins dans ce cadre, nous écrirons un chemin (b, ¢) comme une

[} e}
succession d’arétes comme dans le cas usuel, en notant B, (resp. Hy) la branche gauche (resp.
8]
droite) d’un B prise du haut vers le bas. Ainsi un chemin (b, ¢) sera noté b @b’ ot b’ se déduit

[0}
de b en concaténant les arétes H; en partant de la feuille.
Tout se passe donc comme si on considérait le chemin composé ainsi :

2)

NI

ol Ry est le réseau simple dans lequel se situe le vrai chemin.
De plus, si pour deux nceuds nommeés « et G pour lesquels le quotient s’applique, on a la
relation suivante :

a B B «a
EZBH]:BH]EEZ Ya # (€ N Vi, j € {g,d} (111)
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Une maniére directe de s’assurer que 1’on puisse réaliser cette égalité, consiste & prendre un
élément de ‘}Z?(R)Jr passant par toutes les branches. Autrement dit, on a, toujours, la relation
suivante :

ar g” B

BB, pgd EﬂdEE (11.2)
ar B’

B8y dd EﬂdEE*d

B" ar

BBy vdg EEdEE

B"ar

B8y ©dd EEIdEEd

i)
=
2
s}
sy
+ o+ o+ o+

11.1.4 Réduction de chemins

Afin de pouvoir définir la réduction de chemin, il va nous falloir d’une part, la définir pour
des chemins dans des sommes, et d’autre part, définir 'effet de la création d’une somme par
la réduction.

Soit ¢ € P(R), ou R est un réseau simple tel que R ﬂ Ry EE Ry on pose

al [e] al @]

i, (P) =g Ory () B + By 0, () B
Notons que pour les deux régles de cette forme définies précédemment, pour tout chemin
traversant le redex on a au moins un des deux termes qui est nul.

Considérons maintenant un réseau d’interaction différentiel R — R’, on va définir la
b

fonction de réduction associée, notée dgp. Soit ¢ € P(R), on a donc ¢ = b 'V avec ¢
chemin dans une des feuilles de R. Si b # b, le chemin n’est pas affecté par la réduction, et
on pose drp(¢) = . Sinon, b =" et on pose dg (p) = b"or(¢')b.
(0%
Soient Ry, @ Ry € Ry et R une regle s’appliquant a la fois sur R, et sur Ry. Soit ¢ un

al a
. ) . . -
chemin de ce réseau, on a soit ¢ = H, ¢, By avec pg4 chemin dans Ry, soit I'inverse. Supposons

que l'on soit dans le premier cas, on a alors 5R,%d(¢) = et ainsi (5R7a005 %d)( p) = 572 g, ().

Le méme ralsonnement dans l’autre cas permet de définir la réduction de chemin le long de la
double réduction R, EEI Ry —>—> R’. On notera (5 o« o cette application qui admet une
EEngEEd
Bﬂg Bﬂd
expression exacte :

<

[e]

/ : ar /a
or(¢’) By sip=H ¢ B,

i
d a a (90): o N ) aT ,
By 0r(¢’) Ba si =0, ¢ By

Q. 3

11.1.5 Confluence forte de la réduction de chemins

On va énoncer maintenant le pendant du théoréme notons que 'on a un peu triché
2

grace & la derniére remarque du paragraphe précédent, dans la mesure ol 'on compense le
fait que la réduction soit seulement 2-confluente par le fait que les réductions de chemins se
superposent.
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Théoréme 11.8 Soient R un réseau d’interaction différentiel sur laquelle s’appliquent deux

. . R R
réductions : Ry # R b.2> Ry avec Ry # Rs.
1 2

Si les deuz régles sont a valeur dans 9‘{% ou si l’on a by # by, on a
OR1,b1 © ORz,bo = ORg by © ORy by

o
Si by = by = b, et que l'une des regles, par ezemple R1, est de la forme Ry B Ry, Uautre étant
G valeur dans iRg, on a

5 « 05R27b - 5

e a O (S «
RQBHRd,b Rg,bﬂag+b|ﬂd RQERd,b

@
Si by = by = b et que les deux régles sont de la forme R; g HR; 4, on a

5

ag ag o 5 = 6 o) 5
Ri,g HR1 4,bHg+b

a2 a2 al al a1
Rg’g Engd,b R2,g EBRde,bEEg—I—bEEd Rl,g ERLd,b

e,
Preuve Le théoréme énonce en fait trois propriétés distinctes que ’on va prouver a part.
1. Si by # by on a pour tout chemin ¢ dans R, soit dr, p, (©) = @, s0it dr, b, (@) = ¢, soit
les deux. Si by = by et que les deux régles sont a valeurs dans 9‘{%, on est ramené au
théoréme [6.61

o
2. Supposons maintenant que by = by = b, R1 = Ry H Ry et que Ry est a valeur dans iﬁg.
Soit ¢ chemin dans R, le résultat est évident si ¢ n’est pas le long de b, posons ainsi
e =b"¢'b. On a

(572 SR ° ORap) ()
g k)

aTl a

= b"(8, (Or, © 0r,)(¢") By + By (Or, © 6r,)(¢") Ha)b

et

(6

[e3 o 5 [e3
R, b, +bH, ° RgEHRd,b)w))

_ . al , « al , [}
- 5R27b%g+b%d (b (Bﬂg 5Rg (90) BEIQ + EEId 573(1(80 ) Ead)b)

aTl

= 0" (B, (0r, © 0r,)(¢") By + By (dr, 0 0r,)(¢") Ba)b
Et on conclut en appliquant le théoréme

o
3. Supposons que by = by = b et que R; = R; 4 B R; 4, pour i € {1,2}. Soit ¢ chemin dans
R, il suffit 1a encore de ne considerer que le cas ot ¢ = b"¢’'b. On a

0 0d
( Rl,g(%nl,dyboéﬁg“!‘boéﬁd RQ,gERQ,d,b)(w)

P asTag™ , a1 a2
=" Y (B8 (Or,, 0 6r, ) (¢) BB
k,le{g,d}
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et

aq a; O 5 aq

6
Ro,g HR2 4,bHg+bH,y Ri,g HRy 4,0

r a1 oo’ Q2 o
=0 Y (H 8 (Or,, o0r,,)(¢") BeH)b
k,lE{g,d}

On conclut en appliquant le théoréme puis ’équation (11.2).

Corollaire 11.9 La notion de persistance fait sens pour les chemins dans des réseaux d’in-
teraction différentiels.

11.2 L’algébre 0L*

11.2.1 Définition

Soit

* 1
aL = <p7Q7T!7S!ar?v5?7d7,a7d!,a7uayva76047- . | T>0

ol les points de suspension représentent les générateurs pour d’autre choix de nom pris dans
N, et r représente les relations suivantes (avec les notations du paragraphe (7.3.1)) :

p L ¢ (11.3)

re L s (11.4)

o L g (11.5)

€ata = €q (11.6)

{r,s1} < {T?*,S?*} (11.7)

{uavvavea} & {p7Q7T?7 87,11, 5!}U (11.8)
Usen—1ay{dsr dsy up, vs, e}

dat’ry = Uadat us” avec t #t' € {1,7} (11.9)

dat*sy = vadai ve™ avec t £t € {1,7} (11.10)

do"dgr = eqeg (11.11)

Les notations étant celles du paragraphe OL* est normal, mais il ne vérifie pas la propriété
ab*. En effet, un élément comme p*r. n’admet pas d’écriture sous cette forme.

On va distinguer deux sous-monoides de JL* qui nous permettront de caractériser la
forme des poids que 1’on va associer aux chemins d’'un réseau différentiel. On appelle OL*;,
le monoide généré par

Dy Q572,872,715 81, A2, Aoty - - -

et OL*} le monoide généré par
u()(?”()(? ea) R
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11.2.2 Facteur de normalisation

Définition 11.10 Soit R un réseau différentiel, on note N'(R) l’ensemble des noms présents
dans R. De méme, on note N'(p) l'ensemble des noms de cellules ou de neeud traversés par le
chemin ¢. Soit w € OL*, on note N (w) lintersection pour toute représentation de w en termes
des générateurs dans OL* de l’ensemble des noms apparaissant en éliquette des générateurs
contenu dans la représentation.

Remarque 11.11 Les ensembles de noms ne sont modifiés au cours de la réduction que par
les regles suivantes :
- () /1(B) : les noms o et B3 disparaissent
- M (@)/1? : a devient un nom associé & tous les réduits des chemins présents dans le
réseau simple ot se situe la réduction. En effet, ils doivent maintenant passer par une

branche %D-
- 1(a)/?7? :idem

Définition 11.12 Soient ¢ et @' deuz chemins dans des réseauz différentiels, éventuellement

distincts, on note
ne () = H €a
aeN(¢)=N(y)
On appelle cet élément de OL* le facteur de normalisation de ¢ par rapport a ¢'. On définit
de méme ny(y) dés que x et y ont des ensembles de noms associés par la définition précédente.

L’intérét de ces facteurs vient du fait qu’ils permettent de comparer des poids de chemins
lorsqu’ils n’utilisent pas les mémes noms. On a évidemment N (w(¢)ny () = N (w(@')ney(¢')).

Les deux lemmes suivants permettent d’analyser complétement 1’évolution des facteurs le
long de la réduction des chemins.

Lemme 11.13 Soient R € Ry tel que R R R et v € B(R), avec or(p) = ¢, on a
1. N(¢') SN ()

2. ng(¢') = nr(@)ne(¢’)
3. si R =" a)/1N(B) et ¢ traverse le redex, on a ny(¢') = eqes. Dans tous les autres cas,
on any(¢') =1.

Preuve En vertu de la remarque [I1.11] il suffit de ne considérer que trois régles, dont
deux sont duales I'une de 'autre. L’inclusion est triviale, le seul cas ot des noms peuvent
étre ajoutés étant exclu par le fait que ¢ se réduit en un seul chemin ¢’. L’égalité est alors
conséquence directe de cette inclusion. La troisiéme propriété découle de 'observation directe
des régles de réduction. >

Lemme 11.14 Soient R un réseau d’interaction différentiel et b"pb € P(R), tels que o &
N(®),
R/

R ?H(a)/??
b

et

621(a)12,p(0"pb) = 0" By @ By b+ 0" By ¢ By b= ¢1 + ¢
On a alors ng,(b"pb) = eq et nyrop(¢i) = 1 pour i € {1,2}. De maniére duale, on a la méme
propriété pour '(a) /7.
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Preuve LA encore, conformément & la remarque [11.11] il s’agit de I'unique cas ou l'on
rajoute un nom. On est assuré que « n’apparait pas dans ¢ car sinon il traverserait le redex
et ne pourrait étre réduit sur deux chemins. Or, « apparait trivialement dans les ¢; par

(0%
I'intermédiaire des arétes Hp. >

11.2.3 Commutants

Définition 11.15 Soit w € OL*, on appelle commutant de w l’ensemble w® € OL* défini par
we ={w' € OL* | ww' = w'w}.

Fait 11.16 Soit x € {eq, Uq, Va,da?7,day}, on a ¢ = {2z} U{w € IL* | « € N(w)}.

Preuve  C’est une application immédiate de la relation [I1.8] <

11.3 Pondération des réseaux d’interaction différentiels

11.3.1 Définition

On va définir une pondération des réseaux simples a valeur dans OL*. Dans la mesure ou
certaines cellules sont nommées, il ne va, pas étre possible de définir une pondération générique
au sens précédent. On écrit w(ty,7) pour le poids de la i-éme aréte d'une cellule de symbole ¢
et de nom «. Ainsi, on pose

w@ 1) =p w®2)=q¢ w®1l)=q¢ w®2)=p
w(?2,1) =r w(?2,2) = s7 w(1?,1) =n w(!?,2) = s
w(?L,1) =dy» w(ll 1) =dg,
On étend la pondération aux réseaux différentiels en posant
o

w(Hy) = uq W(E%d) = vy

Etant donné que tout chemin ¢ se décompose sous la forme b"ppb o1l b est une branche
de l'arbre de somme, on note wm(p) = w(b) et wys(p) = w(pp). De sorte que, w(p) =
wes (b)ws (so)wm(b)*.

11.3.2 Fidélité

Le lemme suivant est celui sur lequel vont reposer tous les résultats sur cette pondération.

Lemme 11.17 (Lemme fondamental) Soit R un réseau simple tel que R R, R, et p €
Br(R) tel que ¢ traverse le redex correspondant G la réduction, on a

= s0it 0r(p) = ¢ et w(p) = ny (P )w(y')

~ soit dr(p) =0 et w(p) = 0.
Preuve Seuls deux cas sont importants, les autres relevant d’une vérification directe des
équation [7.1]

Notons c; et co les deux cellules réduites, on peut décomposer ¢ selon ses passages a travers
le redex. Posons ¢ = po(]]; pii) avec ¢, ne traversant pas le redex et p; de la forme ¢y ;¢
ou 627kcq7j. 7
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Supposons que R = ?1(a)/!*(3), on a alors
= (H w (i) w; )w(po)

avec w; = do 2*dg) ou dg1*dq 7, c'est-a-dire dans tous les cas w; = eqeg. Or, par construction
a, B & N(p;), et le fait [11.16]s’applique. On a donc w(p) = (T, w(pi)w(eo))(I]; ea)(I1; €5) =
w(g)eaes = w(p')ny(¢').

Supposons que R = ?*(a)/!?, on a alors

= (H w(ps)ws)w( )

avec w; de la forme dy 2*r1, do 2*s1,71*dg,? Ou r2*dy 2. Aprés simplification, w; est donc de la
forme uadE?ua* ou vadE?va*, avec [ égal a rien ou *.

On va se contenter de deux passages successifs de ¢ & travers le redex, toute la difficulté
résidant ici. On a alors w(y) = w(pa)waw(p1)wiw(pp). Pour continuer, nous allons regarder
deux cas de figures. Premiérement, supposons que ¢ passe toujours du méme coté de la cellule
de co-contraction, par exemple par le premler port auxiliaire. Par la réduction a donc d(¢) = ¢’

avec ¢’ commencant par EE et finissant par EE On a ainsi w; = uadt ?ua avec t; étant rien ou
*. Donc, w(p) = w(gpg)uadg 7ua (4,01)uoéd/ﬁy U W(pg) = uaw(cpg)dt%w( )dt17w(g00)ua* =
w(¢'), en utilisant la relation et le fait|11.16} Notons que ’on peut effectivement appliquer
les relations de commutations car o n apparalt pas dans les ;. En effet, dans la mesure ou

I’on est dans un réseau simple, 'étiquetage des cellules est injectif et on ne peut pas avoir de
cellule nommeée a en dehors du redex.

Le second cas correspond & ¢ passant des deux co6tés de la cellule de co-contraction. Par
exemple, wy = uadg’?ua* et wy = vadii?va*. On a alors w(y) = W(gOQ)’U,adZi?ua*W((pl)’Uadtal’?’l)a*W(gOO) =
wue*vaw’ = 0. Or, dans ce cas-1a effectivement §(p) = 0.

La figure présente graphiquement ces deux cas.

% ?L(a)/1? ? % ? 4

) Persistant

(b) Non persistant

Figure 11.1: Représentation des deux cas apparaissant dans la preuve du lemme [11.17] pour
= 2o/
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Remarque 11.18 Cette preuve fait apparaitre trés clairement la spécificité de la géométrie
des réseaux différentiels. Alors que dans les logiques présentées jusqu’ici la concaténée de deux
chemins persistants assez longs est toujours persistante, nous avons ict un phénomeéne d’in-
terférence lié au non-déterminisme. En effet la concaténée de deux chemins se situant aprés
réduction dans des termes différents d’une somme est non persistante. C’est d’ailleurs la raison
principale qui empéche de donner une preuve par simple vérification des relations 7.1}

Il est a noter qu’un cas apparemment similaire apparail pour un chemin pal/pal dupliqué et
passant de deuz cétés distincts de la cellule de duplication, ou un chemin se réduisant vers un
chemin pal/pal, plus communément appelé un !-cycle. Cependant, de tels chemins ne peuvent
étre divisés en sous-chemins assez long, ce qui ne contredit donc pas Uaffirmation précédente.

Le terme d’interférence pour décrire ce phénomeéne n’est pas innocent, en effet, un che-
min assez long peut étre vu comme un rayon de lumiére, le terme de la somme dans lequel
il se situe correspondrait alors a une sorte de polarisation du signal. On wvoit alors que la
superposition de deux signaux de polarités orthogonales s’annule, ce qui est appelé en optique
ondulatoire : linterférence. Cette analogie physique est d’autant plus profonde que nos poids
sont des opérateurs sur un espace de Hilbert.

Il reste un seul cas de réduction de chemin non couvert par le lemme, il est résolu par le
lemme suivant.

7 ()1

(6%
Lemme 11.19 Soient R un réseau simple tel que R - Ry B Ry, et p € P(R) tel que
al (e

a g N(p). On a alors §(p) =B, p By + B, ¢ By et w(p) = w(0(p)).
Preuve Remarquons tout d’abord que §(p) est donné sous cette forme par les définitions

de la réduction de chemin. On a donc

al e al 6]

w(B, p By + By ¢ Ba) = uaw(p)ua™ + vaw(p)va
(Uozua* + Uoﬂ)a*)W(C,O) = W(@)

*

On peux résumer les deux lemmes précédents par le théoréme suivant.

Théoréme 11.20 Soit R un réseau simple et R — R’ une réduction, on a

Vi € Pr(R),w(p) = nw(p) (W(0(9)))w(d(¢))
Autrement dit, w est fortement fidéle a un facteur de normalisation pres.

Remarquons que I'utilisation du facteur ny,,)(w(d(¢))) & la place du facteur ny,(6(¢)) est
die au lemme [11.19]

On déduit du théoréme précédent un résultat concernant les réseaux différentiels : il suffit
de normaliser aprés étre passé a travers la branche menant au réseau simple réduit.

Corollaire 11.21 Soit R % R et o =0"¢'b e P¢(R), on a

w(drb(¢")) = w(b)nw(p )w(b)* = w(b)nw(p’)n*w(b)*
eas siR=7Ha)/'N(B) et a,B € N(¢)
1 sinon

n = () (WOR ()] = {
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11.3.3 Structure des poids

On peut adapter la proposition valide pour les réseaux d’interaction standards au cas
des réseaux différentiels. Tout d’abord le lemme suivant donne la forme générale d’un réseau
différentiel normal.

Lemme 11.22 Soit R un réseau différentiel bien typé. Si R est normal alors R est un arbre
de somme dont les feuilles sont des réseaux simples ot les fils actifs lient au moins une cellule
d’affaiblissement ou de co-affaiblissement.

Preuve Preuve immédiate compte tenu de la limitation & la réduction faible des réseaux
différentiels. "<

Corollaire 11.23 Les poids de chemins dans un réseau différentiel bien typé et normal sont
de la forme aab*a* avec o € OL*} et a,b € OL*},.

Théoréme 11.24 (Forme cab*c*) Soient R un réseau différentiel bien typé et normalisable,
et o € Br(R). On aw(p) =0 ou w(p) = cab*c*, avec c € OL*} et a,b € L Y.

On note alors t, = c et on Uappelle la tranche de ¢. On a t, = cq, ...Ca, avec cq =
di...dme, 0t di = Uuq 0u Vo et e =1 ou eq. On note T = {t, | R réseau et p € Pf(R)}.
Preuve Tout d’abord, remarquons que les poids de chemins dans un réseau normal ont
cette forme.

Supposons maintenant que R — R’ et que les poids non nuls de chemins de R’ sont de
la forme désiré. Soit ¢ € P¢(R) tel que w(p) # 0. En vertu du corollaire [11.21) on a donc

w(p) = ncab*c*n*c* ot n est de la forme 1 ou eqep et ¢ € OL*). On peut donc poser

" = d'nc et on obtient w(p) = ’ab*"™. <

11.3.4 Pondération saturée

A l’aide du théoréme précédent, il est possible de saturer les poids en rajoutant tous les
facteurs de normalisation possibles. Ainsi, on récupére une pondération fortement fidele.

Définition-Propriété 11.25 Soit R un réseau différentiel et ¢ € Pr(R) régulier avec w(yp) =
cab*c* , on pose W(p) = cnab*n*c* ot n =[] ep(e)-n(ab+) Ea-
w est une pondération fortement fidéle.

Corollaire 11.26 La quantité NEx(R) = Zcpemf(R) W(p) est invariante par réduction.

11.3.5 e,

Si il est assez raisonnable d’avoir introduit la plupart des générateurs et des relations de
OL* pour représenter fidélement le calcul, une partie de ceux-ci est assez étrange. Pourquoi ne
pas avoir remplacer ’équation (11.11)) par I’équation beaucoup plus simple

doo*dgy =1 (11.12)

et, ainsi supprimer toutes références aux générateurs e, 7 En effet, ils n’ont pas d’existence
réelle dans la définition de la pondération, et ils n’apparaissent que pour combler un manque
artificiel.
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En fait on va voir qu’ils sont absolument nécessaire et que toute la théorie s’écroule si on
les supprime.

Considérons donc le monoide inversif avec zéro OL* obtenu en substituant ’équation (|11.11])
par I’équation et en supprimant les générateurs e,. La définition de la pondération dans
OL* ne faisant pas référence aux e, elle s’adapte directement pour donner une pondération w
a valeur dans OL*.

L’inverse étant unique on a dy2* = dg,* et ce quel que soient « et §. On en déduit donc
Vo, B que do 2 = dgy = d. En utilisant 'équation (11.9) on en déduit que pour o # 3

uaduy™ = ugdug”
et donc en multipliant par v, & droite on obtient
0 = ugdvqug”®

et en multipliant par v,*d*ug* & gauche et par ug a droite on obtient 0 = 1.
Ainsi HL* = 0.

Remarque 11.27 En fait derriére le procés des eq se cachait le procés des noms. Ceux-
ct ont été justifiés pour la définition des chemins, cependant, rien n'assurait qu’ils soient
indispensables. On a ici la confirmation par la géométrie des réseauz différentiels que les noms
sont nécessaires.

11.3.6 Exemple

Soit R le réseau simple suivant

Pa Ds

On a ‘,Bf(R) = {gow,, (pgwcpa(g,gogé,cpg,y,gogw 4,055,@%6} oll Ypm est 'unique chemin allant de
Pn & ppy. Calculons les poids associés & ces chemins :
W(Qay) = dy "1 reda 2 = dy "o ¥ dar = Uydy MUy Uad 200
= Uy Uy Ao, 27Uy U™ = UaCala Uyeyty™ = W(Pay)
W(Pas) = VaCala Usestis™ = W(pas)
w(py) = ugegup™vye,vy” = W(ppy)
W(pps) = vpesvs™vsesvs” = W(pps)

Aprés réduction on obtient le réseau différentiel donné a la figure [I1.2] ot 'on a volontaire-
ment laissé les redex ?! /' pour visualiser les noms. Les deux réseaux simples encadrés sont les
deux seuls qui ne se réduisent pas en 0 aprés réduction compléte. On a également représenté
les différentes réductions des chemins précédents. Calculons les poids des réduits :

W(0(Pary)) = UaUyuy us*
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0*(vps) WW(;
B AN

[
oo !
o8
&
/
AN
=

5" (¢py) WXQV s

~
B 0" (pay) | NPV &
B@a N 5 /

z o

Figure 11.2: Réduit du réseau donné au paragraphe[11.3.6
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(0(pas)) = Vausus va*
(5(80,67)) = Uﬁvvvv*uﬁ*

w(d(pps)) = vgusvs vg®

3

qui aprés saturation donnent :

W(0(Pay)) = Ualiyeaeyty us™
W(0(Pas)) = Vallgealsts Vo™
W(6(psy)) = ugvyese vy ug”
W(0(pgs)) = vpvsesesvs™vg”
Remarquons que les deux réseaux simples finaux sont les seuls qui contiennent deux che-
mins aprés réduction. Si on considére le chemin §* () il a est composé de chemins dans des
réseaux simples formant 'arbre de somme partielle :

N/ N/
= 5
\ AN

v v
H H

\ ) /
Eﬂ \
qui est égal a ’arbre suivant dans notre quotient :

N SN/
I
N/

é\%
\

On remarque donc que tout chemin présent dans chacun des réseaux simples a la forme

)
) =

«a
H

«a
H

aryr BTsT 5 B grsT s grsT s grsT 4

8,8, (8,8, ¢ 8,8, + 8,8, ¢ EEdEEI + B8, ¢ B Eﬂd + B8, ¢ EEIdEEId) EEI EE
et a donc le poids uqu\w(p)u,*us*. Comme, de plus, o et v ne sont plus présent dans les
réseaux simples, on obtient nécessairement un poids de la forme uqequa*uyeyu,*w(p) apres
normalisation.

Dans cette exemple on remarque donc que la tranche d’un chemin correspond & une branche
de l'arbre de la forme normale telle que tout réduit du chemin passe par cette branche. De
plus, si un nom apparait dans ’arbre mais pas dans la tranche d’un chemin, celui-ci est
nécessairement présent de part et d’autre des nceuds associé & ce nom.
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11.4 Une réalisation de 0L* : 0.€

11.4.1 Jetons

Soit X un ensemble fini, on note >* I'ensemble des mots sur 3 et € le mot vide. L’opération
de concaténation sur les mots est noté u e v.

En se restreignant sur les opérations que I’on effectue sur les mots, on manipule en fait des
piles. Le mot sy ®---es,, oll s1,...,5, € % correspond & la pile contenant si,...,s,, l'ajout
d’une lettre & gauche correspond a 'empilement et Ueffacement de la lettre la plus a gauche
correspond au dépilement.

On note F(A, B*) ’ensemble des fonctions de A dans B* telles que l’ensemble des z tels
que f(z) € € soit fini. Soient f € F(A,B*), a € A et b € B*, on note fla — b] 'élément de
IPtin(A, B) défini par
b sia=d

meww:{

f(d') sinon
Définition 11.28 On appelle jeton un élément de
T={0,1}" x ({0,1})" x ({0,1}")" x F(N,{0,1}")

Pourt = (M, Ey, E), f) € T on appelle M la pile multiplicative, E; la pile ?-exponentielle, E
la pile l-exponentielle et f la fonction d’indexation

11.4.2 Opérations sur les jetons

On définit les opérations suivantes sur les jetons :

(M,E2, B, f) & (0 M, B, By f)

(M,Br, B, f) = (1o M,Er, B, f)
(M,ceEy,E\, f) - (M,(0ec)eEs B f)
(Moo Ey, By, f) =5 (M (1‘0)'E?7E!,f)

(M, En, By, f) 2% (M,co Er,oeE, f) ot f(a) =0

(M,Eq2, By f) 2% (M, Es Ey, fla— 0e0]) ou f(a) =

(M,Ey By, f) 2% (M,Ey, Ey, fla — 1eo]) o f(a) =

(M, Er, By, f) avec f(a) =€e = (M, Er, By, f)

Toutes ces opérations sont inversibles, et appartiennent donc a ZPx.

Etant donné g € ZPg on peut la décomposer sous la forme g = (gm, g2, g1, g7) ol chaque
sous-opérations agit sur une composante du jeton. On peut alors définir 'opération duale
A(g) = (gm, 91,92, 8f)- On pose alors 1 = A(rr), 51 = A(s7) et 04,1 = A(0q,2)-

11.4.3 Le modéle 2¢

Définition 11.29 0£ est le plus petit ensemble contenant les opérations définies précédem-
ment et stable par composition et inversion. On note 1 l'identité et 0 opération nulle part

définie.
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Fait 11.30 0£ a une structure de monoide inversif avec zéro. 0 # 1 dans 0.L.

Preuve La structure est directement conséquence de la définition de 0£. La difference entre
0 et 1 est due au fait que T # 0. <

Théoréme 11.31 2£ = 0L
Corollaire 11.32 0 # 1 dans OL*

Corollaire 11.33 e, = eg dans OL* <= a=[3
Preuve Pour les équations (11.3) , (11.4) et (11.5)), 'orthogonalité est déduite du fait que
0 # 1 et, pour et , I’orthogonalité pleine du fait que p, q,u, et v, ont T pour
domaine. I’équation est triviale.

Les relations de commutation sont issues du fait que t; et s; agissent uniquement
sur la pile Fy; les relations de la focalisation de u, et v, sur la valeur de f en a.

Il est uniquement nécessaire de vérifier , I’équation s’en déduisant par symé-

trie. On va en fait prouver inverse de I’équation, qui y est bien évidemment équivalente :

27 00,1 = UaDq iU

Les opérations t2* 04,1 €t Ua0q,1Us* sont uniquement définies sur des jetons ot f(a) =0e o et
pour ceci on a :
2 0,,1(M, Er, B, f)
= v (M,(0ec)eE; ceFE)f)
= (M,oeFE7coEy,f)

uocaa,!ua*(Mv E?7 E!a f)
= uy041(M, Er, By, fla — o))
uy(M,o e E7, e 0 Ey, fla— o))
= (M,oeFE7 ceEyf)

La derniére équation a vérifier est (11.11f). On a

04,17082(M, Er, E, f)
= oa,!*(Maé.E?vf(/g).E!af)
= (M,Ey, B\, f)

pour les jetons ou f(a) = f(B) = €; alors que I'opération eqeg est la projection sur les jetons
satisfaisant cette condition. >

11.4.4 Une présentation alternative des jetons

La présence d'une fonction dans un jeton peut sembler étrange, cependant, la fonction
d’indexation n’est rien d’autre que la représentation commode d’une infinité de piles indexées
par N. En fait une définition parfaitement équivalente d’un jeton aurait été celle d’un élément
de

T ={0,1}" x ({0, 1})" x ({0, 1})" Xqen {0, 1}"

dont les piles sont presque toutes vides.
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11.5 Graphes de superposition

Ce paragraphe présente un travail en cours. Nous avons cependant choisi de le présenter
car il permet en 1’état une meilleure compréhension des définitions précédentes et qu’il ouvre
beaucoup de perspectives.

On va considérer ici de nouveaux réseaux que 'on appelle graphes de superposition, en
référence aux graphes de partage. Du point de vue de leur statique, il sont construit comme des
réseaux d’interactions autour des cellules des réseaux d’interaction différentiels précédemment
définies, en utilisant les variantes nommeées des cellules de déréliction et co-déréliction, ainsi
que d’une cellule binaire nommée @ appelée cellule de superposition et d’une cellule zéro-

aire Tappelée cellule d’exception.

Du point de vue de la dynamique, on remplace la réduction ?!(a)/!? par

A

et on procéde de méme pour la régle duale. Pour tenir compte des nouvelles cellules introduites,
on rajoute les régles données a la figure[11.3]  La derniére régle présentée rend le systéme non
normalisant. On peut en effet prouver la confluence, mais le fait que la régle soit involutive
montre qu’elle est fortement divergente. On fera référence & cette régle sous le nom de régle
d’échange.
Un réseau différentiel se traduit naturellement en un graphe de superposition avec la
construction suivante :
— on représente cote & cote tous les réseaux simples présents
— on choisit un représentant de I’arbre de somme
— pour chaque liste de port libre associés (rappelons que pour sommer des réseaux simples il
faut mettre en relation leurs ports libres) on ajoute un arbre de cellules de superposition
en reliant le port libre du réseau simple au port auxiliaire adapté
Par exemple le réseau simple

&

sera représenté par le graphe de superposition
<o) (o>

Cette représentation n’est pas canonique car elle dépend d’un représentant de arbre de
somme. Cependant, on peut toujours se ramener d’une représentation & une autre par ré-
duction & ’aide la regle d’échange.

11.5.1 Exemples

Tout d’abord, reprenons ’exemple précédent du paragraphe [11.3.6] Aprés réduction on
obtient le réseau normal suivant :



11.5 Graphes de superposition

—~1 135 o—

[ I
P se{?7! 3,0}

= g=7.] ? ?

l “
P se{2,1} /\

: vy

|
E HS#S/G{?,!} ﬂ

é s {2,,3,} ° o
é |_>36{?,!}

Figure 11.3: Les régles de reduction spécifiques aux graphes de superposition
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Si ’on compare ce graphe de superposition avec le réseau réduit présenté a la figure [11.2] on
ne peut qu’étre étonné de sa concision. En fait, ce graphe est une representation fidele de la
GdI du réseau. Ce lien entre graphe de superposition et GdI est le méme que pour les graphes
de partage. On peut donc se demander si il existe une notion de réduction optimale qui leur
correspond. A cet effet, réduisons le réseau suivant

on obtient le graphe de superposition

alors que le réseau réduit est

On remarque ainsi que la réduction duplique bétement le fil, alors qu’il n’a rien & voir avec
le redex. En prenant le point de vue non-déterministe, c’est-a-dire celui ot la somme exprime
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un choix, il est clair que l'existence de ce fil est indépendante du choix «. Ainsi, dans tous
les réduits on peut tenir compte de cette information et superposer les sous-réseaux égaux.
Notons que pour que cette analyse soit fine il est nécessaire de restreindre certaines régles,
celles liées & la propagation des cellules de superposition et ainsi & la duplication, pour obtenir
une stratégie paresseuse visant a dupliquer le moins possible.






Perspectives

Dans chacune des parties nous avons développé des axes de recherche relativement indé-
pendants. Nous présentons ici quelques perspectives pour chacun de ces axes.

Réseaux d’interaction multi-échelle

Suite & l'introduction des boites dans les réseaux d’interaction, il semble se dégager une
structure plus générale de réseaux paramétriques. En effet, il est usuel de considérer des
encodages de types de données par des sous-réseaux particuliers. Par exemple, les entiers
unaires sont constitué d’un empilement de cellules unaire S (successeur) fermeé par une cellule
zéro-aire Z (zéro). Pour définir une opération sur ces entiers, on définit des régles de réduction
qui préservent cette structure. Le probléme dans cette approche est qu’elle repose entiérement
sur une discipline de la part de celui qui définit les régles. Il serait beaucoup plus naturel
de définir une cellule paramétré par un entier, qui pourrait étre déballée progressivement en
faisant apparaitre la structure précédente. La définition de régles généralisées permettrait de
caractériser celles préservant la structure particuliére.

Une approche prometteuse consiste a considérer un réseau comme pouvant étre vu a plu-
sieurs échelles possibles. A ’échelle la plus atomique nous voyons un réseau standard, puis a
mesure que l'on prend du recul on regroupe des paquets de cellules, faisant ainsi apparaitre
des sous-réseaux particuliers. La réduction pourrait aussi tenir compte de cette décomposition
et permettre de tenir compte plus finement de la nature des réseaux.

Notons que cette approche, les réseauzr d’interaction multi-échelle, a été partiellement im-
plémentée et définie par nos soins. Il manque cependant une théorie fine permettant de faciliter
la description et I’étude de ces réseaux, qui jusqu’a présent est assez laborieuse.

Concision de la GdI des \-termes

Les différentes conjectures sur I’évolution de la GdI des A-termes par la réduction, semblent
converger vers une conjecture plus générale portant sur tout terme se réduisant vers un entier.
Pour prouver cette conjecture, il est nécessaire de développer de nouvelles techniques de preuve.
Nous pensons & ce propos qu’il faut dépasser le cadre de la théorie de la démonstration, et
qu’une analyse algébrique plus poussée de la réduction est nécessaire.

GdlI différentielle et concurrence

Ehrhard et Laurent ont défini dans Particle [ELO7| une correspondance entre réseaux d’in-
teraction différentiels et termes d’un mw-calcul finitaire, préalable & une extension de I'isomor-
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phisme de Curry-Howard & la concurrence. Mettant bout & bout cette correspondance et les
techniques issues de la Gdl des réseaux d’interaction différentiels, une notion pertinente de
cheming dans des programmes concurrents apparait naturellement. Cependant, I'utilisation
trés forte de l’associativité et de la commutativité de la somme, perdus par la GdI, pour
établir cette correspondance oblige & développer des techniques algébriques pour compenser
cela.

La structure algébrique des poids de chemins, dans les réseaux d’interaction différentiels,
fait naturellement apparaitre une sous-algébre commutative liée aux choix non déterministes,
permettant, par des techniques similaires aux algébres de Boole, de caractériser 'union et
I'intersection de différents choix. Ces techniques semblent donc permettre une spécification
algébrique de comportement dynamiques complexes des réseaux, et par conséquent des pro-
grammes concurrents.

Par analogie avec la réduction optimale de Lévy, il semble se dégager une notion d’éti-
quettes pour les programmes concurrents, caractérisant ainsi leur évolution non-déterministe
future. Une notion de stratégie de réduction optimale pourrait alors en découler, et permettre
une meilleure compréhension des mécanismes de la concurrence.

Une construction standard permet de passer de la GdI du A-calcul a la sémantique des jeux
AJM. En effet, les ingrédients de la sémantique AJM sont les mémes que ceux de la GdlI, seul
le cadre typé a priori change. Il est alors naturel d’essayer d’étendre cette construction pour
donner une sémantique des jeux AJM dans le cadre des réseaux d’interaction différentiels.
L’objectif étant, 1a encore, d’affiner la compréhension de la concurrence par des méthodes
dynamiques issues de la théorie de la démonstration moderne.

Les analyses précédentes de la, GdI des réseaux d’interaction différentiels et des programmes
concurrents associés devraient permettre I’émergence d’une boite & outils de techniques algé-
briques de spécification. Un objectif est d’en extraire un logiciel d’étude des programmes
concurrents, fournissant ainsi, et de maniére assez inédite, des techniques algébriques d’ana-
lyse. En effet, si de tels logiciels existent, ils reposent sur des techniques ad hoc, qui bien que
tres efficaces, ont I'inconvénient d’étre dirigés par la syntaxe. L’approche issue de la GdlI, et
étant donc dirigée par la sémantique, pourrait les compléter.
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