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AVANT-PROPOS

Altesse, il m’a fallu des revers, des traverses,
De beaux soleils, coupés d’effroyables averses,
Etre pauvre, étre errant et triste, étre cocu,

Et recevoir beaucoup de coups de pieds au cul,
Avoir des trous l’hiver d mes gréques de toiles,
Grelotter, et pourtant regarder les étoiles,

Pour devenir, aprés tous mes beauzx jours enfuis,
Le philosophe illustre et profond que je suis.

[.]

VicTor HUGO, Fragments dramatiques, Maglia

Le travail présenté dans cette thése a débuté avec le cours de D.E.A. de Rutger Noot
durant 'année universitaire 2004/2005 a Strasbourg. Il s’agissait d’une introduction a la
géométrie algébrique et aux courbes elliptiques. Le mémoire Réduction semi-stable des
courbes algébriques, dirigé par R. Noot, a conclu cette année et engagé le travail de these
sur la question du plongement canonique des courbes et des généralisations possibles du
théoréme de Petri.

On aura compris toute l'influence qu’a pu exercer R. Noot sur mon travail. Pédagogue
attentif et patient, il a su tantét me laisser naviguer dans les mathématiques voisines
de mon sujet proprement dit, tantot m’inciter a me recentrer sur ce sujet; chercheur
curieux et brillant, il n’a jamais manqué d’idées, de pistes ou d’intuitions. Je sais tout
ce que je lui dois et tout ce que cette these lui doit. Qu’il soit assuré de ma profonde
reconnaissance.

J’exprime également toute ma gratitude envers MM. Jean-Frangois Boutot, Qing Liu et
Johannes Nagel qui ont accompli avec diligence la tache de rapporteur, dans des délais
serrés. Leurs remarques ont permis d’améliorer sensiblement la clarté de ce mémoire. La
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présence d’Olivier Debarre dans mon jury est un honneur ; sait-il combien sa compétence,
son attention et sa sympathie sont appréciées par ses étudiants et ses collégues ?

Mes recherches sur la vie du mathématicien allemand Karl Petri ont abouti grace au
concours de M™e Ulla Pfaffmann et Adelheid Radun et de M. Norbert Schappacher. Je

les en remercie trés chaleureusement.

Le quotidien a 'université est facilité par l'efficacité et la bonne humeur de M™ Clau-
dine Bonnin, Yvonne Borell, Sandrine Cerdan, Ferdaos Fassih, Josiane Moreau, Claudine
Orphanides, Myriam Pepino, Simone Thouvenin et de MM. Aimal Amini, Daniel Gros-
son, Serge Le Gurun et Philippe Sablon, sans oublier les employés chargés de 'entretien
des locaux. Le personnel de la bibliothéque (notamment M™es Christine Disdier, Chris-
tiane Molard et M. Grégory Thureau) a toujours répondu efficacement a mes questions.
Je remercie également M™¢ Véronique Bertrand et MM. Michael Essa, Pierre Navaro,
Alexis Palaticky et Alain Sartout de I’équipe informatique.

De nombreuses personnes m’ont accompagné et supporté, dans tous les sens du terme,
depuis le début de mon travail de thése. Je veux ici saluer Etienne et Céline A., Gilles et
Céline G., Manu R. et Lize, Nicolas et Perrine, Nermin, Manu B. et Géraldine, Marie-
Laure, Julien, Cécile, Franck, Frédéric, Patrick, Manu V., Anthony, Emile, Raphagl, . ..
et les assurer de toute mon amitié.

Mes parents Mireille et Pierre, mon frére Sylvain et Céline m’ont apporté un soutien
constant sans lequel il est certain que cette thése n’aurait méme jamais été entreprise.
J’al pu aussi compter sur les encouragements et la bienveillance de ma « seconde »
famille : Marie-Claude, Marc, Olivia, Noémie, Pierre et, bien sfir, ma chére Caroline.

A la mémoire de mes grands-parents

A la mémoire de Damien Charberet



CHAPITRE 1

INTRODUCTION

§1.1. Karl Petri

PHOTOGRAPHIE 1.1 — Karl Petri (début du XX¢ siécle)

La postérité a accordé au mathématicien allemand Karl Petri une place de choix: on
parle de théoréme de Petri ([SD73, Har77, Noo88, Sch91)), de schéma de Petri ([Lit98]),
de conjecture de Petri ([Gie82, EH83]), etc. Pourtant, Karl Petri n’eut jamais de poste
académique de chercheur: il pratiqua la recherche parallelement & son métier d’ensei-
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gnant. On comprend deés lors que les informations le concernant soient rares et tres
partielles. Il a publié, entre 1904 et 1935, cinq articles (dont sa thése).

On se propose ici de fournir de nouveaux éléments de la biographie de Karl Petri. Ceux-ci
ont pu étre obtenus de la facon suivante. Petri signe certains de ses articles ainsi:

« K. Petri in Wollmesheim (Pfalz) ».

Wollmesheim est un village allemand proche de Landau (Rhénanie-Palatinat, Rheinland-
Pfalz en allemand). La mairie de ce village a fait suivre notre demande de renseignements
a l'une de ses habitantes, M™¢ Ulla Pfaffmann, qui a su nous orienter vers M™¢ Adelheid
Radun, petite-fille de Karl Petri. La fille unique de Karl Petri a quitté I’Allemagne pour
s’établir en Suisse peu apres le décés de son pere.

La plupart des informations contenues dans ce qui suit nous ont été gracieusement trans-
mises par M™¢ Radun ; les documents (photographies, fac-similé, ...) produits dans ce §
proviennent de ses archives personnelles. L’expertise de Norbert Schappacher sur les
mathématiques et les mathématiciens allemands a été déterminante.

Nous avons également utilisé les archives de Zentralblatt MATH.

I1.1.1. BIOGRAPHIE

Karl Petri naquit le 13 septembre 1881 & Altleiningen (Rhénanie-Palatinat, Allemagne).
Fils de Jakob Petri (pasteur en Palatinat) et de Julie Petri (née Stepp), il eut deux fréres
et deux sceurs.

PHOTOGRAPHIE 1.2 — Karl Petri, & droite, et son frére Ludwig (début du XX¢ siécle)

Sa femme Charlotte Walther donna naissance en 1914 a leur fille unique également
prénommée Charlotte.

Petri effectua sa scolarité a Landau jusqu’a 'automne 1899, avant de rejoindre 'univer-
sité de Munich (Ludwig-Maximilians-Universitét) en section Mathématiques et Physique.
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PHOTOGRAPHIES 1.3 — Karl Petri et sa fille Charlotte (1924 et 1931)

I y soutint sa these le 10 mars 1903 sous la direction de Ferdinand von Lindemann (Fac-
similé 1.4 : on y apprend notamment qu’il obtint I'excellente mention summa cum laude).
Durant son séjour & Munich, il fréquenta également la Technischen Hochschule en tant
qu’auditeur libre (Hospitant).

On ignore lactivité qu’exerca Petri entre 1903 et la Premiére Guerre mondiale. En
revanche, on sait qu’il participa a celle-ci dans les environs de Metz et qu’il y fut blessé
par asphyxie.

A la rentrée scolaire 1920/1921, Petri occupa un poste de professeur de mathématiques
et physique & I’Oberrealschule de Landau, avant d’étre transféré au lycée de Landau
le 1°* mai 1921. C’est a cette époque qu’il reprit la recherche en mathématiques et la
publication d’articles. Le 1°* septembre 1934, il devint proviseur (Oberstudiendirektor)
de I'Oberrealschule. La notice nécrologique du journal local [D.55] mentionne son action
déterminée a la reconstruction de I’Oberrealschule apres la Seconde Guerre mondiale. Il
prit sa retraite a la rentrée 1949/1950.

Karl Petri mourut subitement le 17 mai 1955 & Landau.

L’alpinisme et la photographie furent, avec les mathématiques, les principaux centres
d’intérét de Petri.

I.1.2. ACTIVITES MATHEMATIQUES

Petri publia cing articles: sa theése [Pet04] puis [Pet23], [Pet25], [Pet33] et [Pet35];
tous concernent la géométrie algébrique. Il est avéré qu’il eut des contacts avec des
mathématiciens éminents, notamment Max et Emmy Noether (cf. les remerciements
formulés dans [Pet23]).

Les travaux dont il est question dans cette these font suite & [Pet23]. Cet article contient
le théoréeme que nous appelons désormais théoreme de Petri.
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SUB AUSPICIIS GLORIOSISSIMIS
AUGUSTISSIMI AC POTENTISSIMI DOMINI DOMINI

OTTONIS

BAVARIA REGIS

COMITIS PALATINI AD RHENUM BAVARIEZ FRANCONIE ET IN SUEVIA DUCIS CET.
IN INCLYTA UNIVERSITATE LUDOVICO-MAXIMILIANEA MONACENSI

RECTORE' MAGNIFICO
PLURIMUM REVERENDO AC DOCTISSIMO ET ILLUSTRISSIMO VIRO

FRANCISCO EQUITE DE WINCKEL

REG. CONSILIARIO INTIMO MEDICINAE DOCTORE ARTIS OBS1 _"RICIAE .T GYNAECOLOGIAE PROFESSORE PUBLICO ORDINARIO CLINICAE
GYNAECOLOGICAE PRAEFECTO ORDINIS MERIT. CORONAE BAVARICAE E1 S. MICHAELIS CL. I ORDINIS MERIT. CIVILIS REG. SAXONICI AC ORDINIS DOMESTICI
MEGALOPOLITANO-SUERINI VENEDORUM CORONAE EQUITE CRUCE FERREA CL. Il CUM FASCIA ALBA ORNATO ORD. AUSTRIACI IMPER. FRANCISCI-IOSEPHI
ATQUE ORD. MAGNI DUC. LUCILIBURGENSIS CORONAE QUERNEAE COMMENDATORE CET.

PROMOTOR LEGITIME CONSTITUTUS
EXPERIENTISSIMUS ET SPECTATISSIMUS VIR

CAROLUS ALFREDUS EQUES DE ZITTEL

REG. CONSILIARIUS INTIMUS PHILOSOPHIAE DOCTOR PALAEONTOLOGIAE ET GEOLOGIAE PROFESSOR PUBLICUS ORDINARIUS INSTITUTI PALAEONTOLOGICI PUBL.
CONSERVATOR REG. LITER. ACADEMIAE MONAC. SOCIUS ORD. ORDINUM MER. CORONAE BAVARICAE AC S. MICHAELIS COMMENDATOR ORDINIS LIT. ET ART. A REGE
MAXIMILIANO 11 INSTITUTI EQUES EIUSDEMQUE CAPITULI PRAESES ORDINUM IMP. RUSS. A S. STANISLAO CL.1I C.ST. IMPER. TURICI A SULTANO MEDSCHID
INSTITUTI AC CORONAE ITALICAE NECNON ORD. REG. HELLENICI A SS. SALVATORE COMMENDATOR CET.

FACULTATIS PHILOSOPHICAE SECT. Il P. T. DECANUS ET PROMOTOR LEGITIME CONSTITUTUS

PRAECLARO ET PERDOCTO VIRO AC DOMINO

CAROLO PETRI

ALTLEIM INGENENSI
EXAMINIBUS RIGOROSIS SU MA CUM LAUDE SUPERATIS
DISSERTATIONE INAUGURA  SCRIPTA TYPISQUE MANDATA
LUBER DIE IN DER THEORIE DER TERNAREM JBISCHEN FORMEN AUFTRETENDEN CONNEXE“

DOCTORIS PHILC SOPHIAE GRADUM
DIE IV MENSI: IULII MDCCCCIII
EX UNANIMI ORDINIS PHILOSOPHORUM SECT. 11 DECRETO CONTULIT

IN HUIUS REI TESTIMONIUM HOC PUBLICUM DIPLOMA SIGILLIS MAIORIBU!; REGIAE LITERARUM UNIVERSITATIS ET FACULTATIS PHILOSOPHICAE ADIECTIS
FACULTATIS EIUSDEM DECANUS ATQUE RECTO ~MAGNIFICUS UNIVERSITATIS IPSI SUBSCRIPSERUNT.

FAC-SIMILE 1.4 — Diplome de doctorat de Petri
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PHOTOGRAPHIE 1.5 — Karl Petri entouré de ses éléves (non daté)

§1.2. Théoréeme de Petri classique

On donne dans ce § une introduction au théoréme de Petri dans le cadre classique,
c’est-a-~dire celui des courbes lisses.

1.2.1. DEFINITIONS, ENONCES, HISTORIQUE

Datant de 1923 ([Pet23]), le théoréme de Petri a d’abord été formulé dans le langage de
la géométrie algébrique dite classique. On donne un énoncé dans le langage moderne.
Soit k un corps algébriquement clos '. On appelera courbe tout schéma de dimension 1,
réduit, connexe et propre sur k. Une courbe est dite lisse si elle est réguliére en tout
point. Soit € une courbe lisse sur k; on note 4/, (ou simplement Qg¢, voire (2) le
faisceau des différentielles régulieres sur € (cf. [Har77, § I1.8]) et g = dimy, (H® (%, Q¢))
le genre de €.

Dés que g > 2, le faisceau (¢ est sans point de base ([Har77, lemma IV.5.1 p. 341]). On
a donc un morphisme ¢ — Pi_l naturellement associé a €.

Une courbe ¥ est dite hyperelliptique s’il existe un morphisme fini f: ¢ — P,lc de degré 2.
Une telle courbe est alors munie d’une involution, dite involution hyperelliptique, qui
permute les points z,y € € tels que f(z) = f(y).

Si g = 2, le morphisme ¥ — P,lc déduit de 24 est un morphisme fini de degré 2, de sorte

1. Dans ce mémoire, on se placera toujours sur un corps algébriquement clos. En réalité, cette hy-
pothése n’est pas toujours nécessaire. Par exemple, les résultats de plongement et de surjectivité de
I’application de Noether sont valables sur tout corps de base. Les résultats de type « Petri » pour les
courbes lisses sont probablement valables en prenant un corps infini, mais pour les courbes stables, il
faut supposer que les points singuliers sont rationnels.
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que % est hyperelliptique. D’autre part, si ¥ n’est pas hyperelliptique, )¢ est trés ample
([Har77, prop. IV.5.2 p. 341]) ; on a alors un plongement ¢ — Pz_l appelé plongement
canonique de €. Celui-ci est entiérement déterminé par le choix d’une base de H (%, Qg ).
Sans un tel choix, le plongement canonique de € est défini & un automorphisme de PZ_I
pres. L’image de € dans Pi_l est une courbe de degré (2g — 2).

L’application naturelle
©: SymH’ (€,94) — P H'(¥¢,02")
neN
est appelée application de Noether. On dispose & son sujet du résultat suivant ([SD73,
th. 2.10 p. 164] ; 'article original est [Noe80]).

Théoréme (Max Noether) — Soit € une courbe lisse de genre g > 3. L’application
naturelle ®: SymH® (€,Q¢) — D.en H° (%, Q®”) est surjective dés que € n’est pas
hyperelliptique.

Le noyau de ® est 'idéal canonique de € ; on le note I. Cet idéal est gradué:

=PI,

neN
et, pour tout n € N, I, est un k-espace vectoriel de dimension finie.

On déduit du théoréeme de Noether et de la formule de Riemann-Roch une formule pour
la dimension des espaces I, :

dimk (In) = {

0 sin=0oun=1,
(g+"_1) —(2n—1)(g—1) sin>=2.

n

FEzemples. — Cette formule permet de décrire I'image du plongement canonique dans les

casg=3et g=4.

a) On sait que l'image canonique d’une courbe de genre 3 est une courbe de degré 4
dans Pz. Les formules ci-dessus donnent

dimy (Iz) = dimg (Is) =0 et dimg (I4) = 1.
L’image canonique de € n’est contenue dans aucune hypersurface quadrique.
b) Si g = 4, on a dimy (I3) = 1; soit Q C P% une quadrique contenant 'image de %.
Celle-ci est irréductible et comme dimy, (I3) = 5, il existe une cubique irréductible C'

contenant 'image de € et non contenue dans Q. Enfin, on sait que I'image de % est de
degré 6, donc c’est I'intersection complete de @ et C. Voir aussi [Har77, ex. IV.5.2.2].

Théoréme (Babbage-Chisini-Enriques).— On suppose que k = C. Soit € une
courbe lisse non hyperelliptique de genre g > 4. L’image de € via le plongement cano-
nique € — Pi_l est une intersection d’hypersurfaces quadriques et cubiques. Les seuls
cas pour lesquels cette image n’est pas une intersection de quadriques seulement sont les
sutvants :

a) € est une courbe plane de degré 5 (dans ce cas, g =6);

b) € est trigonale (i.e., il existe un morphisme fini € — PL de degré 3).
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Remarque. — On peut donner une formulation & 'aide de l'idéal canonique I de %.
Celui-ci est engendré par Iy et I3; si € n’est ni trigonale, ni plane de degré 5, I'idéal 1
est engendré par Is.

Ce théoréme trouve ses origines dans un article d’Enriques [Enr19]. Poursuivi par Chisini
et Enriques entre 1915 et 1934 ([EC85a, EC85b] : ces références sont des rééditions), lar-
gument est complété par Babbage [Bab39]. Petri a abordé la question d’un point de vue
purement algébrique, sans référence a la géométrie ; il se place sur un corps de caracté-
ristique nulle. La transcription de 'argument de Petri dans le langage moderne, obtenue
par Saint-Donat dans [SD73], a permis de supprimer ’hypothése sur la caractéristique
de k.

Le théoréme de Babbage-Chisini-Enriques est souvent cité sous le nom de théoréme
de Petri (p. ex. dans [Bea05] et [Har77]). Si Petri fournit en effet une preuve de ce
résultat, son principal apport réside dans la donnée de générateurs explicites pour 'idéal
canonique I: il exhibe des quadriques f;; et des cubiques Gy, (ces notations seront
précisées plus loin) qui engendrent I. Plus important encore, Petri fournit des relations
(syzygies) entre ces quadriques et ces cubiques. Ce point de vue préfigure les bases de
Grobner (voir p. ex. [Sch91, Lit98]).

Théoréme (Petri). — Soit € une courbe lisse non hyperelliptique de genre g > 4. Les
quadriques f; ; et les cubiques Gy, engendrent l’idéal canonique de €. Si € n’est ni une
courbe plane de degré 5, ni trigonale, les cubiques Gy, sont dans l’idéal engendré par
les quadriques f; ;.

Pour compléter les références concernant le théoréme de Petri, citons [ACGH85, AST78,
Mum?75, Sok71].

L’approche de Petri est une approche « par l'intérieur », au sens ou elle consiste a
exhiber des éléments de 'idéal canonique (le plus souvent en utilisant des méthodes
d’algebre linéaire fondées sur le théoréme de Noether) puis & montrer que ceux-ci sont
des générateurs. L’argument de Petri est souvent appelé analyse de Petri. On en donne
les grandes lignes dans la section suivante.

Il faut signaler qu'une approche « par 'extérieur » a été mise en ceuvre en faisant davan-
tage appel a ’algebre homologique. Dans ce contexte apparaissent les notions de nombres
de Betti, de syzygies, d’indice de Clifford, etc., préalables a I’énoncé de la conjecture de
Green ([Gre84a, Gre84b]). Un des premiers résultats dans cette voie est le théoréme
des syzygies de Hilbert ([Eis05, th.1.1 p. 3]). Les puissants outils d’algebre homologique
(et notamment la cohomologie de Koszul) permettent d’obtenir certains résultats trés
rapidement. Par exemple, le théoréme de Babbage-Chisini-Enriques (pour un corps algé-
briquement clos k quelconque) se traduit par ’annulation de certains nombres de Betti,
et se déduit de la dualité de Serre et de 'unicité de la résolution libre minimale de ’an-
neau canonique @, . H® (¢, 92") ([Sch91, cor. 1.3.c)]). On trouve une introduction a
cette approche, par exemple, dans [Eis05] et [Bea05].

Dans le présent travail, on utilise des techniques proches de celles de Petri et Saint-Donat.
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1.2.2. ANALYSE DE PETRI

Afin de mettre le lecteur dans I'ambiance des raisonnements utilisés dans les chapitres
suivants, on rappelle ici les étapes essentielles de ’analyse de Petri, telle qu’elle est
exposée dans [SD73] et [ACGHS5]. On se contente de donner les techniques permettant
de construire les quadriques f; ; et les cubiques Gy,, qui, in fine, engendrent I'idéal
canonique.

On se donne une courbe lisse non hyperelliptique % sur k de genre g > 4 et on note Q¢
le faisceau des différentielles réguliéres sur €.

On commence par fixer des points Ay,..., Ay sur €, en position générale; cela signifie
en particulier que chaque espace E; = H* (%, Q¢ (— Y i A;)) est de dimension 1. Pour
chaque entier i tel que 1 < ¢ < g, on choisit une forme w; € E; qui engendre E;. Alors
(w1, ..., w,) est une base de H® (%, Q).

Remarque. — Les points A1, ..., A, étant en position générale, on peut supposer que les
diviseurs (w;) consistent chacun en (2g — 2) points distincts et que leurs supports sont
deux a deux disjoints. Cette hypotheése technique permet de connaitre précisément les

ordres d’annulation des produits [T9_; A\, w¢.

Par ailleurs, soit D le diviseur effectif
D=As+ -+ A,

Une base de HY (¢, Q4 (—D)) est donnée par (w1, ws).

Quadriques

On construit une base de H° (%, Qg?z) adaptée a l'inclusion

HY(¢,92*(—D)) c H? (%, 9%?).
2g—1 39—3

(Les dimensions des espaces en jeu sont indiquées sur la seconde ligne.)

D’aprés un lemme de Castelnuovo ([SD73, (2.11)], [Mum?70]; [ACGHS85] donne un argu-
ment légérement différent basé sur un base point free pencil trick lemma), I'application

HO (Cga Q(g) ® HO (Cga Q(éj(_D)) - HO (%7 922(_D))
est surjective. On en déduit que les (2g — 1) éléments

w3wi, ..., WaW1,
W3wWs, . . ., WeWs, (1.1)

2 2
w1y, Wi1w2, Wy.

engendrent H° (%, Q%(—D)) ; ils en forment donc une base.
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Il manque (g — 2) élements pour obtenir une base de H® (%, QE?P). On prend

(Pour voir que ces éléments sont linéairement indépendants dans H (%, Qg?z) modulo
HO (¢, Q%%(—D)), il suffit d’évaluer aux points As, ..., A,.)

On dispose ainsi d’une base de H® (€, 9222) :

w3wi, ..., WaW1,

w3swsz, ..., WaW32,
) ) (1.2)

wy, W1wa, Wy,

2 2

wg, ... ,wg.

Soient maintenant ¢,;j des entiers tels que 3 < 7 # j < g. La 2-forme w;w; est un
élément de HY (%, QE?P(—D)) et elle s’annule en A et Ay, donc, d’apres la base (1.1) de
H? (¢, 9%%(—D)), on peut I'écrire sous la forme

g
Wiw; = E Qs4,jWs + bi7jw1w2, (1.3)
s=3

avec asﬂ-’j = )\s7i7jw1 + ,us,i,ng, As,i,jaﬂs,i,jy bi,' S k. Ainsi, I’élément 2
g
2 170
fi,j =W - Wj — E Qg5 Ws — bmwl -wy € Sym“ H ((5, ch)
s=3

est un élément de Is. On exhibe ainsi (g — 2)(g — 3) quadriques qui vérifient
fig = Fia-

Les (9;2) quadriques (f; j)3<i<j<g sont linéairement indépendantes dans Iy, qui est de
dimension (952) ; elles forment donc une base de Io.

Cubiques
On cherche & construire une base de H° (%, Qg??’) adaptée a l'inclusion

HY (¢,92°(—2D)) c H(¥,92°(—-D)) c H® (¥, 9%7%).
39—1 49—3 59—5

L’application

0 (¢,977) @ H' (¢, Q¢ (-D)) — H’(¢,92°(~D))

2. On note w; - w; le produit dans Sym H® (%, Q).
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est surjective (lemme de Castelnuovo). Compte-tenu de (1.2) et (1.1), on en déduit que
les éléments

wgwl, v ,wgwl,

'UJ%'LUQ, ce ,’wf]U)g,

wgw%,...,wgw%, (1.4)
Ww3wiwg, . .., WawW1wW2, ‘

wgw%,...,wgwg,

3 2 2 3
Wi, Wyw2, W1Wsy, Wy

engendrent H° (%, Qi?g(—D)). On montre que les (3g —2) éléments des quatre dernieres
lignes dans (1.4) sont linéairement indépendants sur k. Soit W le sous-espace qu'ils
engendrent. On a W C H° (%, Qg??’(—2D)), de sorte qu’il manque un élément seulement
pour avoir une base de H? (%, QE??’(—ZD)). Soit 7 un tel élément.

Lemme. — Soit i un entier tel que 3 < i < g. L’espace H° (€,Qq(—D — A;)) est de

dimension 1 et si o est un élément de cet espace, on a aw? € H° (%, QE??’(—2D)) mais
2

aw; ¢ W.

Démonstration.— Voir [SD73, lemma 3.8] ou [ACGHS85, p. 128-129]. O

Fixons un entier i tel que 3 < i < g. Il existe une unique forme a; € H (€, Qg (—D — 4;))
telle que
w? =n+6; (1.5)

avec 0; € W. Choisissons une forme g; € H° (%, Q4 (—D)) telle que (oy, 8;) constitue une
base de H? (€, Q¢ (—D)). Une base de H® (¢, Q%3(~D)) est alors donnée par

Baws, ..., Bywy,
g
wgw%,...,wgw%, (1.6)
wgwlwg,...,wgwlwg, ’
wng,...,waS,

3 ,,2 2 .3
w17w1w27w1w27w2,

les cing derniéres lignes formant une base de H% (¢, Q%*(—2D)). Pour compléter (1.6)

en une base de H® (€, QE??’), il suffit d’ajouter les éléments wg’, e ,wg.

Soient maintenant ¢, m des entiers tels que 3 < £ # m < g. D’apres (1.5), on a
_ 2 _ 2
N = oapwy; — 0y = apw,, — O,
de sorte que si ’on pose

Gg,m:ag-wg-wg—am-wm-wm—l—ﬁm—ﬁgESymgHo(%,Qg),
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on a Gy, € I3. Bien sir les cubiques ainsi construites ne sont pas linéairement indépen-
dantes. Elles vérifient les relations de cocycle

G&m + Gm,Z = 07
G&m + Gm,n = Gé,n-

Le sous-espace vectoriel de I3 engendré par les cubiques Gy, est de dimension (g — 3):
il est engendré par exemple par les éléments

G3,9:Gag,- -5 Gg-1,9-

Remarques. —

a) On peut montrer que le sous-espace de I3 engendré par I3 est de codimension (g — 3).
Il en découle immédiatement que les f; ; et les Gy, engendrent I3. Plus généralement,
on peut mettre en place un argument combinatoire montrant que les f; ; et les Gy p,
engendrent I; voir 'annexe A.1.

b) La construction de bases pour les espaces H? (%, Q%”) pour n > 4 se fait en suivant
la démarche initiée pour les cas n = 2 et n = 3. En fait, seul le cas n = 3 nécessite un
traitement séparé avec le recours au lemme donné plus haut. Pour n > 4, on obtient
itérativement une base de H° (%, Q?n) adaptée aux inclusions

HY(¢,92"((1 —n)D)) c H*(¥,92"((2 —n)D)) C -+
(2n—1)(g—1)—(1-n)(9—2) (2n—1)(g—1)—(2-n)(9—2)
- CHY(%,Q2"(—D)) c H" (¢, Q2").
(2n-1)(g—1)—(9-2) (2n-1)(g—1)

Syzygies

Pour terminer cette section, on donne la fameuse identité de Petri et les raisons pour
lesquelles celle-ci permet de conclure la démonstration du théoreme de Petri avec le
traitement des exceptions.

On conserve les notations introduites plus haut et on suppose que g > 5 (les cas g = 3
et ¢ = 4 sont déja connus). Soient i, 7j,¢ des entiers deux a deux distincts tels que
3<14,7, < g. Dapres (1.3), on a

g
ag’i’ng = wiwj — E as,i,jws — bi7jw1w2.
s=3
s#L
Dans le membre de droite, chaque terme s’annule a lordre > 2 en Ay; on en déduit
que ay; ; s’annule a 'ordre > 2 en A,. En d’autres termes,

agij € HO (%, ch(—D — Ag))

Or cet espace est de dimension 1, engendré par oy. Il existe donc un scalaire p; ;o € k
tel que

Qg5 = Pi,j Q-
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Proposition (Identité de Petri). — Soient i,j,¢ des entiers deur d deuz distincts
tels que 3 < 1,7, < g. Avec les conventions fj; = fro =0, on a

g

figowe— fig-w; = (asie- foj = asiz- for) + pijuGie
s=3

De plus, les scalaires p; ;o sont symétriques en i, j, L.

I suit de cette proposition que si p; ;¢ # 0, la cubique G, est dans l'idéal engendré
par les quadriques (f;j)s3<i#j<g- La fin de 'analyse de Petri consiste alors a étudier les
scalaires p; j¢: si 'un d’eux est non nul, I'idéal canonique est engendré par I ; sinon,
I'intersection des quadriques de Is a une unique composante irréductible F' contenant
I'image canonique de %. On a alors dimF = 2, deg F' = g — 2 et on en déduit (en
suivant des arguments de Enriques-Chisini-Babbage) que € est soit trigonale, soit plane
de degré 5.

§1.3. Principaux résultats

On peut chercher des généralisations du théoréme de Petri dans plusieurs directions.
La voie la plus empruntée est certainement celle qui méne a la conjecture de Green
(Green, Schreyer, Voisin, Hirschowitz, Ramanan, Teixidor I Bigas, Aprodu, etc.); les
auteurs se placent alors le plus souvent sur C, la conjecture de Green étant fausse en
caractéristique 2 ([Sch86, Sch91]) et, vraisemblablement, aussi en toute caractéristique
positive. Arbarello et Sernesi [AS78] s’intéressent au cas du plongement associé a un
diviseur spécial sans point de base.

Dans le présent travail sont explorées trois cas de courbes stables pour lesquelles on
cherche a généraliser le théoréme de Petri.

Le chapitre II est consacré aux courbes stables ayant un seul point double et dont la
normalisée est hyperelliptique. Soit ¢’ une courbe hyperelliptique de genre (g — 1) et
soit € la courbe stable de genre g obtenue a partir de ¢’ en identifiant en un point double
ordinaire deux points non conjugués sous l'involution hyperelliptique. Les sections du
faisceau canonique wy¢ donnent une immersion fermée de ¥ dans Pi_l. Des lors, on peut
mettre un ceuvre un raisonnement proche de ’analyse de Petri: on exhibe des bases pour
les espaces H° ((g,w?"), n > 1 et, a partir de celles-ci, on obtient des quadriques et des
cubiques dont on montre qu’elles engendrent 'idéal canonique (th. I11.13). Au passage,
ces constructions donnent des résultats de surjectivité, dont un analogue du théoréme de
Noether pour les courbes hyperelliptiques (th. I1.18, th. I1.19). Dans une derniére partie,
on examine un cas de dégénérescence.

Dans le chapitre III, on s’intéresse aux courbes stables sur un corps k. On introduit
d’abord le graphe G associé a une courbe stable %. Un lien naturel est explicité entre
H; (G, Z) et les formes différentielles sur €. Dans le cas ou le graphe est planaire, et sous
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des hypothéses peu restrictives, on obtient d’abord une liste de quadriques et cubiques
dans I'idéal canonique de ¢, puis on établit un théoréme de Petri (th. II1.11 et cor. I111.12).

On aborde dans le chapitre IV le cas d’une courbe stable relative : % est une courbe sur
un anneau de valuation discréte R dont la fibre générique est lisse et la fibre spéciale est
une courbe stable constituée de deux composantes irréductibles se coupant en un seul
point. La premieére difficulté est de prolonger ’application rationnelle p: ¢ --» P%_l en
une application ¢: & — P?{l, ol @ est léclaté de € le long d’un certain idéal .# dont
le support du sous-schéma, fermé correspondant est le point double de la fibre spéciale.
Dans le cas ou la surface ¥ est réguliere, ce prolongement est obtenu et I’'on parvient a
établir un théoreme de Petri pour 'image de ¢ (th. IV.8).

Les chapitres II, III et IV sont indépendants.






CHAPITRE 11

CAS D'UNE COURBE STABLE A NORMALISEE
HYPERELLIPTIQUE

“Since the hyperelliptic case is so simple we will
normally exclude it from consideration, [...]”
[Eis05, p. 181]

§II.1. Préliminaires

II.1.1. NOTATIONS ET HYPOTHESES

Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique quelconque et soit ¢’ une courbe
hyperelliptique lisse sur k£ de genre (g — 1), oit g > 3 est un entier. On note O le faisceau
structural sur ¢’ et Q celui des différentielles réguliéres. Le cas des courbes hyperellip-
tiques de genre > 2 est le seul pour lequel les sections globales de 2 ne fournissent pas
un plongement de ¢’ dans PZ_2 (cf. [Har77, prop. IV.5.2 p. 341]).

Dans toute la suite, un point x € ¢’ est fixé. L’involution hyperelliptique sur ¢’ est notée
y +— y'. Soit D le diviseur z + 2’ sur ¢”. On sait (cf. [Har77, prop. IV.5.3 p. 342]) que
Q ~ O((g — 2)D) ; on choisit une base (wy, . .., wy—2) de H (¢”,Q) adaptée a cet isomor-
phisme, c’est-a-dire que 'ordre d’annulation de w; (vue comme une forme différentielle)
en z est (g — 2 — j). Ainsi, wy—2 ne s’annule pas en .

I11.1.2. PLONGEMENT

Les sections globales de € ne suffisent pas pour distinguer les points conjugués de %”.
Dans les § I1.1, I1.2, I1.3, I1.4, un point y € ¢’ distinct de x et de 2’ est fixé. D’apres la
formule de Riemann-Roch sur ¢’, on a

W (Qx +y)) = h(O(=z —y)) + deg Az +y) +1- (9 1) =g =h"(Q) + L.

21
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Il existe donc une forme différentielle n ayant des pdles simples en = et y et aucun
autre pole. Autrement dit, en notant w le faisceau des 1-formes sur ¢’ ayant au plus
des poles simples en = et y, on a h%(w) = g, et une base de H (¢”’,w) est donnée par
(wo, ..., wg—2,7n). D’apreés la formule des résidus, on a automatiquement

Res;n + Resyn = 0.

Proposition II.1.— Le systéme linéaire donné par H° (w) fournit un plongement de
la courbe €' privée de {x,y} dans Pi_l.

Démonstration. — 11 suffit de reprendre la preuve de [Har77, prop. IV.5.2 p. 341] en
utilisant le fait que x et y ne sont pas conjugués. Voir aussi [Noo88, lemma 2.5]. O

Notation. — Les points z et y étant fixés, on note % la courbe algébrique obtenue a
partir de 4" en identifiant les points = et y en un point double ordinaire. Ainsi, ¢ est
la normalisée de % ; la courbe ¥ est stable de genre g et le faisceau canonique sur %
est fi(w) (voir [Noo88, § 1.2] et [DM69, § 1]), ot f: €' — € est le morphisme de
normalisation. Par abus de notation, on se permettra de noter w au lieu de fi(w).

Corollaire I1.2.— Le systéme linéaire donné par H° (€,w) fournit une immersion
fermée de € dans PZ_I

On s’attache désormais a I’étude de 1’idéal de I'image de € dans PZ_I.

Remarque. — Dans les § 11.1, I1.2, 11.3, I1.4, on travaille avec une courbe % fixée; on se
permettra donc de simplifier I’écriture en supprimant les références a €. Ainsi, H® (%, F)
sera noté HY (F) lorsque F est un faisceau sur ¢, etc.

§I1.2. Générateurs de 1’idéal de I’image et théoréme de Petri

11.2.1. APPLICATION DE NOETHER

Soient A = Sym®H’(Q) et B = Sym®H° (w). Les applications w; + X, (pour les
entiers j tels que 0 < j < g —2) et n+— Y fournissent des isomorphismes de k-algeébres

AZ/C[XQ,...,XQ_Q] et BZk[XQ,...,Xg_Q,Y].
Pour tout d € N, on note Aq = Sym? H® (Q) et By = Sym? H° (w).
On considere les applications naturelles ® et ¢ définies par

<I>:EB<I>d:A:@Ad—>@HO(Q®d),

deN deN deN

o= @ va B= @ Ba— P ()

deN deN deN
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Enfin, on pose, pour tout d € N,

Ip(d) = Ker @y,
I, (d) = Ker ¢g4.

Ce sont des k-espaces vectoriels de dimension finie.

L’application ®4 est-elle surjective pour tout d € N 7 Dans le cas d’une courbe lisse non
hyperelliptique, la réponse est positive (théoréme de Noether, [SD73, th. 2.10 p. 164]). Ici,
la réponse est négative dés que d > 2 (cor. I1.6). Cependant, on dispose d’un théoréme
de Noether pour lapplication ¢ (th. I1.18).

On se propose d’étudier les applications ® et ¢, notamment le noyau de . Il est clair
que Py, @g, P1 et p1 sont surjectives (et méme bijectives).

11.2.2. QUADRIQUES

On étudie ici les applications ®9 et po. Les dimensions des espaces en jeu sont les
suivantes :

dim(Sym?2 HO (Q)) = @, dim(H° (Q%2)) = 3¢ — 6,
dim(Sym? H (w)) = @, dim(H® (w®?)) = 3g — 3.

Commencons par déterminer le noyau de ®3. On appelera niveau d’un produit X;X;
(avec 0 < i@ < j < g —2) lentier ¢ + j. (Plus généralement, on considérera dans la suite
le niveau de monomes de degré quelconque: par définition, le niveau de X, --- X, est
entier Y, j;.) Par construction, on a les relations dans H° (Q2), dites de niveau,

WijW; = Wi W5k
pour tous les indices i, j, k tels que cette égalité ait un sens. On a donc
XZ'X]' — X,'_,_ka_k S I@(Q).

Ces quadriques ne sont pas linéairement indépendantes mais on peut les ranger par
niveau. Il n’y a aucune quadrique de niveau 0 car seul le monoéme Xg a ce niveau. De
méme, seul Xy X; est de niveau 1. Pour le niveau 2, il n’y a qu’une quadrique, a savoir

XoXo — X3

On indique dans la table II.1 une « base » pour chaque niveau. Notons par exemple que
pour le niveau 4, on a a priori les quadriques suivantes :

XoXy— X3, XoXy—X1X3, X3 X1X3,

mais il est clair que la troisiéme est combinaision linéaire des deux premiéres.
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Niveau Eléments de 1g(2)
0 0
1 0
2 XoXy — X?
3 XoX3 — X1 X5
4 XoX4— X1 X3 et XoX4 — X3
29 — 6 Xg2Xg 4 — X7 3
29 -5 0
29 — 4 0

TABLE II.1 — Base de I(2) rangée par niveaux

D’une fagon générale, on a choisi les quadriques dans la table I1.1 ainsi : les quadriques de
niveau N avec 0 < N < g — 2 sont de la forme Xo Xy — X; Xy_; avec 1 <i < N/2 et les
quadriques de niveau N avec g—1 < N < 2g—4 sont de la forme X, o Xny_g10—X; Xn_;
avec N —g+3 <1< N/2.

Proposition I1.3. — Les éléments donnés dans la table 1.1 forment une base de 15(2).

Démonstration. — Cette famille est libre car elle I'est dans A (chaque élément com-
porte un mondme qui n’apparait dans aucun autre élément). Elle est génératrice car
si P € I3(2), on peut réduire (modulo les éléments de la table II.1) tous ses mondmes
de niveau N en XoXny (si0 < N < g—2) ou Xy 9Xn_gy2 (sig—1< N <29 —4).
On obtient alors un polynoéme P’ qui ne comporte que ces monomes ; ceux-ci sont étagés
par le niveau et comme P’ € 13(2), on a P’ = 0. O

Il n’est pas difficile de dénombrer les éléments dans la table I1.1. La figure II.1 présente
une fagon de le faire : chaque point entier a I'intérieur du triangle correspond a I'une des
quadriques que l'on cherche a dénombrer; il y en a (g — 2)(g — 3)/2, de sorte que

(9-2)(g—3)

dim I<1>(2) = B

On en déduit que Coker @5 est de dimension (g — 3) et donc que Py n’est pas surjective
des que g > 3.

Il est clair que Ker @5 C Kerys. Il y a en fait égalité, ainsi que le montre le lemme
suivant ; quoiqu’élémentaire, ce lemme s’avére tres précieux dans la suite.

Lemme I1.4. — Soit P € Ker ¢ homogéne de degré d > 1 de la forme P = P+ PY o1
Py e Ay et Py € Ay (autrement dit, degy P =1). Alors P, € Ker ®, et P, € Ker 4.
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—X12

FI1GURE II.1 — Dénombrement des éléments dans la table II.1

Démonstration.— Notons p; = ®4(P1) et po = ®g_1(F2), de sorte que p; + pan = 0
dans H® (w®?). Le point central de la démonstration est le fait que p; et po ont la méme
valeur en x et 2/ (puisque P, P, € A).

Comme p; + pon n’a pas de pole en = et y, po s’annule en x et y. En particulier, ps
s’annule en 2’ et comme 7 n’a pas de pdle en 2’ (car on a choisi y # x,2’), le terme poy
est nul en 2’. Or p; + pen = 0, donc p; s’annule aussi en 2’ et donc en x. En utilisant
de nouveau le fait que p; + pan = 0, on en déduit que pon s’annule en x et donc que po
s’annule au moins & l'ordre 2 en z. En itérant ce raisonnement, on voit que po s’annule a
tout ordre en z et donc py = 0 dans H° (Q®(d_1)), i.e., P, € Ker ®;_1. Par suite, p; =0
dans H® (Q®%), donc P, € Ker ®,. O

Corollaire I1.5. — On a Ker @9 = Ker ps. De plus, Uapplication naturelle
pa2: Sym? H? (w) — H® (w®?)
est surjective.

Démonstration.— On sait déja que Ker @9 C Ker go. Soit P € Ker o ; alors P s’écrit
P =P +PY +PY%avec P, € Ay, P, € Ay et Py € Ay = k. Comme @3(P) = 0,
P; s’annule en z (et y) donc P3 = 0 puisque c’est une constante. Cela dit, le lemme
assure que P; € Ker @5 et P, € Ker ®;. Or @1 est bijective, donc P, = 0. Finalement,
P =P, € Ker ®,.

En particulier, on a

(9—2)(g—3)
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et donc Coker o = 0. Ainsi, p9 est surjective. O
Remarque. — Le calcul précédent est cohérent avec le fait que
W(Q(-z—y) =g-3,

car si 'on prend une base (ti,...,t;—3) de cet espace, les 2-formes t17),...,t;_3n sont
dans H° (2®2) et complétent la famille précédente en une base de HY (2%2). Une base
de H° (w®?) est obtenue en ajoutant les formes ton,t,—2m, 7% & la base de HY (Q®?)
précédente ; nous y reviendrons en détail plus loin (cf. § I1.3).

Corollaire I1.6.— Soit d un entier > 2. L’application naturelle
dy: Sym?HY (Q) — H? (Q®9)
n’est pas surjective.

Démonstration.— Comme d > 2, il existe un polynéme P € A;_; tel que la (d—1)-forme
®,; 1(P) est nulle en x et y mais n’est pas identiquement nulle sur . On a

©q(PY) € H? (Q%9).

Si @4 est surjective, il existe un polyndéme @ € Ay tel que pga(PY) = 94(Q), ie.,
@ — PY € Ker ¢. Le lemme I1.4 implique alors que P € Ker (®4_1): contradiction. [

Notation. — Soit N un entier tel que 0 < N < g — 2; on note, pour tout entier ¢ tel que
1<i< N/2,
Fyi=Xo Xy — XiXN_;.
De méme, si N est un entier tel que g — 1 < N < 2g — 4, on note, pour tout ¢ tel que
N—-g+3<i<N/2
Fni=Xg 2XN_gy2 — XiXN—i-

Enfin, on note I l'idéal de A engendré par les quadriques Fy ;.

Proposition I1.7.— On a Ker ® = Ip.

Démonstration.— 1l est clair que I C Ker ®. Montrons l'inclusion réciproque. Pour
ce faire, il faut montrer que Ig(d) C Ip pour tout entier d > 2. Le cas ou d = 2 est
une conséquence de la prop. I1.3. On procéde ensuite par récurrence sur d. Remarquons
que Ip(d) est engendré par les éléments de la forme

X Xja = Xy Xy @1
avec

O<nn < <ga<g—2,

0<f<---<jh<g—2

it ja=g 4+ iy
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On va montrer que 1’élément (2.1) est dans I'idéal engendré par les éléments
Xy Xy = Xop - Xy

avec

Notons N = j; + - -+ + jgq le niveau de I’élément (2.1). Sans perte de généralité, on peut
supposer que j; < jj. L’idée est de se ramener au cas ol

{jlv"'ajd} N {]17 a](li} 75 0.

pour lequel une factorisation immédiate est possible.
— Premier cas: jg < j/;. Montrons alors que

0< N —ji—ja<(d—2)(g—2). (2.2)
On a d’une part
d
Ja<iy <) ji=N-j,
i=2
et d’autre part
d—1
N—ja= 1 +Y i <ji+(d—-2)(g-2),
— ~~
< TE<e2

ce qui montre les inégalités (2.2).
— Second cas: j/; < jq. Montrons alors que

0< N —joa—js < (d—2)(g—2). (2.3)
On a
Gy <y <ja< Y ji=N—ja
i#£2
et

d’ou les inégalités (2.3).
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Revenons maintenant au premier cas (jq < j/;). D’aprés les inégalités (2.2), il existe des
entiers mq,...,mgy_o vérifiant

0< ma,..., Mgz < g—2

et tels que le monéme X, --- X soit de niveau N — j} — j4. Le monome

mg—2
Xy Xy Xy Xy,
est donc de niveau N. On a alors
Xy Xy = X Xy = (X, - Xy = Xy X5, Xy - Ximy )
+ (indeXm1 o Xmg o, — X -"Xj&)
= Xy (X, - Xy — X Xy - Xy )
+ X]-{(deXm1 o Xmg o, — Xy - "Xj&).

Ceci montre que ’élément (2.1) est dans I'idéal engendré par les éléments

Xo, Xog, — Xo - Xy

d—1"

On procede de méme pour traiter le second cas (), < jq), en utilisant les inégalités (2.3).
O

Remarque. — La démonstration précédente donne un algorithme qui dans certains cas
s’avere lourd, notamment si deés le départ on a

{1 day 0 gt dak # 0.
FEzemple. — Prenons g = 6 et décomposons le polyndéme
XoX2 X3 — XXy

selon les quadriques Fv; qui, dans ce cas, sont les suivantes :

Py = XoXo — X7, F31 = XoX3 — X1X,
Fy1 = XoXy — X1 X3, Fio=XoX4— X3,
F5o = X4X1 — X2 X3, Fyg= X4 X5 — X3.

En utilisant I’algorithme ci-dessus (précisément, on est dans le premier cas), on obtient
XoX3X35 — X3 Xy = X3(XoX2 — X?Xo) + X1 (X1 X0 X3 — X2X4).
On a ensuite immédiatement

XoX3X3— XXy = XoX3(XoXo — X2) 4+ X3P (X2 X35 — X1X4)
= X9 X3Fy 1 — XiF5..
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Ordre d’annulation en z | Ordre d’annulation en y
to g—2 0
t1 g—3 >1
to g—4 >1
tg_a 2 >1
ty3 1 >1
tg o 0 >1

TABLE I1.2 — Ordre d’annulation en x et y des formes ¢;

11.2.3. CUBIQUES
Construction d’une base de H® (w®3)
Commencons par construire une base de H° (Q) adaptée a I'inclusion
H (Q(—z —y)) c H*(Q).

Pour tout 0 < j < g — 2, la forme wj; est nulle en z a l'ordre (g — 2 — j).

Proposition I1.8.— La forme wq est non nulle en y.

Démonstration. — 1l est clair que I'une au moins parmi les formes w; est non nulle en y
puisque h°(Q(—y)) = h°(2) — 1. On a I'isomorphisme

Q= 0((g - 2)(x + ).

Vu comme élément de O((g — 2)(x + '), wp est une constante non nulle. Si la forme wy
est nulle en y, tout générateur local de €2 en y est nul en y, ce qui implique alors que
toutes les formes w; sont nulles en y : contradiction. Ainsi, wy n’est pas nulle en y.

[Autre démonstration] Pour voir que wy ne s’annule pas en y, on peut aussi procéder
comme suit. On a deg (Q) = 2g — 4 et wy s’annule en x et 2’ & ordre (g — 2); il en
résulte que wy n’a pas de zéro hors de x et 2/, et en particulier, pas en y. [l

Comme wy n’est pas nulle en y, il existe des scalaires Ai,...,Ag_2 tels que w; — A\jwo
soit nulle en y pour tout 1 < j < g — 2. On pose alors

to = wo et ti=w; —Awy (1<j<g—2).

La table II.2 indique I'ordre d’annulation en x et y des formes ¢;.

La famille (to, ..., t,_2) est une base de H (2) et une base de H® (Q(—x — y)) est donnée
par (ti,...,ts—3). Cette famille est bien adaptée pour construire des bases de HO (w®9)
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pour d > 2: on va le voir ci-dessous pour d = 3 puis dans le cas général plus loin

(cf. § I1.3).

Soit T; € Ay I'élément correspondant a t;, ie., Tj = (I>1_1(tj) ou encore Ty = X et
T; = X; — \jXo pour tout 1 <j <g—2.

Pour notre usage, nous avons besoin d’une base de H° (w®?3) adaptée aux inclusions

H° (0%3) ¢ H° (Q®3(z 4+ 3)) € HO (w®?).
5g—10 59—8 59—5

(Les dimensions des espaces en jeu sont indiquées sur la seconde ligne.)

Considérons d’abord la famille F3 constituée des cubiques suivantes ! :

to,totes - s totg—2, totg—aty, totg—ata, ... oty o, o ot1,ts ola,... . t5 4. (2.4)

(g — 1) éléments (g — 2) éléments (g — 2) éléments

En regardant ’ordre d’annulation en z de chacun des éléments de F3, on voit que cette
famille est libre dans H° (2%3); elle comporte (3g — 5) éléments. Pour compléter cette
famille en une base de H® (2®3), il nous manque (2g — 5) éléments.

La famille

5 = (ot 11, tata, ... tatg_3,tg_sba, tg_sts, ... T2 3, tg sty ), (2.5)

(9 — 2) éléments (g — 3) éléments

est libre dans HY (Q®2?(—x — %)), comme on le voit en regardant les ordres d’annulation
en z. On en déduit que la famille Gz composée des (29 — 5) éléments

t0t1777 t%’l’], t1t2777 cee atltg—3777 tg—3t2777 tg—3t3777 cee >t52]—3777 tg—3tg—277 (26)

(g — 2) éléments (g — 3) éléments

est libre dans H? (Q®3). D’aprés le lemme I1.4, la famille F3 UGs est libre dans H° (Q®3).
Ceci démontre la proposition suivante.

Proposition I1.9. — Les éléments des familles F3 et Gz forment une base de H° (Q%3).
Proposition I1.10. — La famille composée des éléments de F3, Gs et des éléments
t3n7 t§—27]7 t07727 tg—27727 773 (27)

forment une base de H® (w®3). Plus précisément, la figure IL.2 présente une base de
H° (w®3) adaptée auzx inclusions

H° (Q®3) ¢ HY (Q®3(z + ) € H? (Q®3(22 + 2y)) € HO (w®3).

1. Les notations « F3 », « F5 » et « G3 » sont choisies en cohérence avec la généralisation de cette
construction présentée au § I1.3.
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343t ..., 13ty o,
totg—at1, ..., tots_,,
2 gt1, .. te oty 3,13

t1t0777 t%na s 7t1tg—3777

tg—ston), ... t2 31, tg_3te_om, 1 HO (0®3)
{1 JH (@53 + )
ton?, tg—an?, 1 HO (0322 + 29))
. 1 HO (w®3)

FIGURE I1.2 — Une base de H? (w®3)

Démonstration.— On a
RO =59 —-10 et hO(w®3) =59 —5.

D’apreés la prop. I1.9, il suffit de montrer que les éléments (2.7) sont linéairement indé-
pendants modulo H? (2®3). Supposons que 1'on a

w+ atdn + Bto_on + yton® + dtg_on® + en® =0,

avec w € H? (Q%3) et a, 3,7,0,¢ € k. Le terme en?® est le seul ayant éventuellement un
pole triple en z (et y), donc € = 0. Ensuite, le terme 6tg_2772 est le seul ayant un pole
double en x, donc § = 0. De méme, on voit que v = 0, puis f = a = 0. O

Corollaire II.11.— L’application naturelle p3: Sym®HY (w) — HY (w®3) est surjec-
tive.

Démonstration. — C’est immédiat vu la base de H (w®3) obtenue ci-dessus. O

Equations cubiques

Soit j un entier tel que 1 < j < g — 3. Alors ;7% € H° (Q®3(z + y)). Compte tenu de
la base de H? (w®3) décrite plus haut (fig. I1.2), on en déduit qu’il existe des constantes

aj; Bjs 05,0 timy Ajms Mps &g telles que

g—2 g—3
tin® = agtin + Bits_on + Z Oj.tg—sten + Z Ljmtitmn
(=2 m=0

g—2

g—2 g—2
+ Z /\j7nt52;—2tn + Z Hjptotg—2tp + Z 5j,qt(2)tq-
n=1 p=1 q=0
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Notons
g—2 g—3
Gj = TjY2 — OéjT02Y + 5jTg2_2Y + Z Hj,ng_ngY + Z Lj,mTleY
(=2 m=0
g—2 g—2 9—2
+ Z )\j,nTg2_2Tn + Z /Lj7pT0Tg_2Tp + Z §j7qT02Tq ,
n=1 p=1 q=0

de sorte que
Gj €I¢(3)7 (1<ji<g-3).
Remarques. —

a) Les cubiques G; ci-dessus ne sont pas dans l'idéal de B engendré par les qua-
driques Fv ;. En effet, supposons que

Gj = Z QnNiFNi,

(NV,9)
ou Qn,; € By, ie., deg@Qn,; = 1. Le degré sur A du membre de droite est < 1 et celui
de G vaut 2: contradiction.

b) En fait, pour un entier j fixé, la cubique G; n’est pas dans l'idéal de B engendré
par les quadriques Fy; et les cubiques G/, ou j' # j. Pour le voir, munissons B de
lordre lexicographique gradué associé a l'ordre suivant entre les variables :

Y>T1>T2>"'>Tg_3>T0>Tg_2.

Le monoéme dominant de G est alors TjY2. Supposons que
Gi=> QniFni+ Y opGj,
(N,i) J'#7

ou Qn, € By et oy € k. D’aprés ce qu'on a vu ci-dessus, 1'un des scalaires o au
moins est non nul. Le mondme dominant du membre de droite est donc de la forme
O'j/Tj/Y2 avec j' # j et oy # 0, tandis que celui du membre de gauche est TjY2.

La 2-forme tot,—o est nulle en x et y, donc tyty_on € HY (Q®3). 11 existe donc des
constantes 0g_2 ¢, Lg—2.m, Ag—2.n, Hg—2ps {g—2,¢ telles que

g—2 g—3 g—2
totg—211 = Y Og—2etg—sten + ) tg—2mtitm] + ) Ag—2nty stn
(=2 m=0 n=1
g9—2 g9—2

+ Z Hg—2,ptotg—2ty + Z 59—24175(2)75[1-
p=1 q=0
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Notons
g—2 g—3
Gg_g = TQTg_QY — Z Qg_g’ng_ngY + Z Lg_27mT1TmY
(=2 m=0
g—2 g—2 g—2
+ Z )‘9—2,nng—2Tn + Z tg—2pToTy—2Tp + Z 59—27qT02Tq
n=1 p=1 q=0
On a
Gyon € 1,(3).

Remarque. — On a degy Gy—2 = 1 donc d’apres le lemme I1.4, cette cubique est dans
I'idéal de B engendré par les quadriques Fiv ;. Plus précisément, on a

g—2 g—3
T()Tg_2 — Z 99_275Tg_3Tg + Z Lg_27mT1Tm € lp (2)
(=2 m=0
et
g—2 g—2 g—2
Z )‘g—2ng2—2Tn + Z pg—2,pT0Ty—2Tp + Z 59—27qT02Tq €lg (3).
n=1 p=1 q=0

En regardant les ordres d’annulation en x, on voit que les coefficients 0,24, Ag_2.x,
fg—2,p €t g2 4 sont tous nuls.

11.2.4. THEOREME DE PETRI

Lemme I1.12. — Soit d un entier > 1 et soit P € Ay tel que la d-forme ®(P) soit

nulle en x et y. Alors il existe des polynomes homogenes Q1,...,Qq—3 € Ag_1 et des
constantes 1, ...,Tq_1 € k vérifiant
-3 d—1
P = ZQJT] + ZﬂzTgT;__;.
j=1 =1
Démonstration.— A priori, le polynéme P s’écrit

g—3 d
P=>"QiT;+ > mTiTs,
j=1 =0

avec Q1,...,Qq—3 € Ag_1 et mg,...,mq € k. L’annulation de ®(P) en x (respectivement
en y) implique que 7y = 0 (respectivement 7y = 0). O
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Théoréme I1.13. — Soit ¢’ une courbe hyperelliptique de genre (g —1) (ot g > 3) sur
un corps algébriquement clos k. Soient x,y deuz points de €' tels que y # x,x’ et soit w
le faisceau des 1-formes ayant au plus des poles simples en x ety (avec résidus opposés).
On note € la courbe obtenue aprés identification de x ety en un point double ordinaire
(de sorte que €' est la normalisée de € ).

Le faisceau w est le faisceau canonique de € et l'image de € par limmersion fermée
associée a w (cf. prop. I1.1) est une intersection de quadriques et de cubiques. Plus préci-
sément, avec les notations introduites précédemment, les quadriques Fy ; et les cubiques
G engendrent l'idéal de l’image de € dans Pi_l.

Démonstration. — Notons J 'idéal de B engendré par les quadriques Fy; et les cu-
biques G;.

Soit P € Ker¢ un polynéme homogene de degré d (sur k). Notons m = degy P. On
proceéde par récurrence sur m € N. Sim = 0, on a P € Ker ® et le résultat est vrai
d’apres la prop. I1.7. Si m = 1, on utilise le lemme I1.4 pour se ramener au cas ou m = 0.
Supposons maintenant que m > 2; dans ce cas, P s’écrit

P = PY™ + (termes de degré < m — 1 sur A) (2.8)

avec P € A. Notons d = degy, (P); comme P € Ker ¢, la forme ®(P) s’annule en z et y
donc d’apres le lemme I1.12, on peut écrire

g—3 d—1
P =% QT+ mTiTy,
j=1 (=1

avec Q; € Ag_1 (1<j<g—3)etm ek (1<¢<d—-1). Onadonc

g—3 d—1
PY™ =3 QiT)Y"™ + TyTy o¥™ (Z WT(f—lT;_—;—f> :
j=1 =1

En utilisant la cubique G4_2, on a

9—2 g—3
T()Tg_QYm = 299_275Tg_3TgY’” + Z Lg_27mT1TmYm
(=2 m=0

+ (termes de degré < m —1sur A) (mod J).
On en déduit qu’il existe des polynomes @7, ..., Q;_3 tels que
g—3

PY™ = Z QiT;Y™ + (termes de degré <m — 1 sur A) (mod J).
j=1
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Maintenant, les cubiques G, ..., Gy_3 permettent 2 de réduire modulo J les termes ym™
en des termes de degré < m — 1 sur A. On a donc

PY™ = (termes de degré < m — 1 sur A) (mod J),
et en revenant a (2.8), on en déduit que
P = (termes de degré < m — 1 sur A) (mod J),

ce qui achéve la récurrence. O

§I1.3. Questions de surjectivité

I1.3.1. Base pe H? (w®9)

On a déja construit des bases de H° (w®d) pour d = 1,2,3. On va maintenant construire
une base de H° (w®?) pour tout d > 2. Pour d = 2 et d = 3, on retrouvera les bases
déja obtenues. D’ailleurs, on se contente de généraliser la méthode employée pour d = 3
(cf. prop. I1.10).

Soit d un entier > 2. On a
RO(Q%) = (2d—1)(g—2) et hOwW®) = (2d —1)(g — 1).

Le lemme suivant, qui généralise ce qui a été vu dans la démonstration de la prop. I1.10,
donne une base du quotient HY (w®?)/HO (Q®?),

Lemme I1.14. — Soit d un entier > 2. Les (2d — 1) éléments
to Ty, tg PR %t g™ (2.9)

sont linéairement indépendants dans H® (w®?) modulo H° (Q®9).

Démonstration. — L’argument présenté dans la démonstration de la prop. I1.10 se gé-
néralise sans probléme. O
Proposition 11.15. — Soit d un entier > 1. La famille F4 composée des éléments

ty tte, (0<0<g-2)
tte e, (0<m<d-2, 1<n<g-2)
est libre dans HO (Q®9).
De plus, la famille Fy = Fy — {tg, tg_Q} est libre dans H® (Q%(—z —y)). On a
CardFyg=(9g—1)+(d—1)(g —2),
CardF,=(g—3)+(d—1)(g —2

2. 11 faut avoir m > 2 pour exploiter les cubiques G, ...,G4—3; c’est pourquoi il a été nécessaire de
traiter a part le cas ou m = 1.
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Démonstration. — La famille F; est libre car ses éléments ont des ordres d’annulation
en x deux a deux distincts. Les autres assertions sont immédiates. O

Notation. — Pour tout entier d > 2, notons G, la famille composée des éléments zn, ou
z€ Fy . Comme F; , C H*(Q®4(—z —y)), on a G4 C H° (Q®9).

Proposition I1.16.— Soit d un entier > 2. Les éléments des familles Fy et Gg consti-
tuent une base de H° (Q®9).

Démonstration. — Le nombre total d’éléments dans les familles Fy et G4 est
Card Fy+ CardGy=(g—1)+(d—1)(g—2)+ (g —3)+ (d—2)(g — 2)
=(2d—1)(g - 2)
=} (Q@d)

Il suffit donc de montrer que ces éléments sont linéairement indépendants. C’est une
conséquence du lemme I1.4 et de la prop. 11.15. O

Corollaire 11.17.— Soit d un entier > 2. Une base de H° (w®?) est donnée par les
éléments des familles Fy et Gy ainsi que par les éléments (2.9).

Démonstration. — Combiner le lemme I1.14 et la prop. 11.16. O

11.3.2. THEOREME DE NOETHER

Le théoréme de Noether classique ([SD73, th. 2.10 p. 164] ou [GH78, p. 253]) concerne
les courbes non hyperelliptiques. On se propose de donner un énoncé analogue pour les
courbes hyperelliptiques.

Théoréme I1.18. — Soit ¢’ une courbe hyperelliptique lisse de genre (g—1) (ou g > 3)
sur un corps algébriquement clos k. Soient x,y deux points de €' tels que y # x, 2’ et
soit w le faisceau des 1-formes ayant au plus des poles simples en x et y (avec résidus
opposés). On note € la courbe obtenue aprés identification de x et y en un point double
ordinaire (de sorte que €' est la normalisée de € ).

L’application naturelle graduée

©: Sym HO @ HO ®d)
deN
est surjective.
Démonstration. — 1l s’agit de montrer que ’application

pa: Sym? H (w) — HO (w®)

est surjective pour tout d € N. C’est clair pour d = 0 et d = 1 (¢ et 1 sont méme
bijectives). Supposons donc que d > 2; avec le cor. I11.17, on dispose d’'une base de
HO (w®d), a partir de laquelle il est clair que tout élément de H° (w®d) est I'image par g4
d’un élément de Sym? H? (w). O
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Remarque. — On a un résultat plus précis: tout élément de H° (w®?) s’écrit pq(P) avec
P c BjetdegyP=1.

11.3.3. THEOREME DE GOMEZ-MONT

Dans la méme veine que les résultats précédents, on peut donner une nouvelle démons-
tration d’un théoréme d’extension de sections, di & Gémez-Mont [GMT79, th. 1 p. 145].
On en donne un énoncé cohérent avec les notations employées plus haut.

Théoréme 11.19 (Gémez-Mont). — Soit k un corps algébriquement clos et soit €’
une courbe hyperelliptique lisse sur k de genre (g —1), avec g = 3. On note Q le faisceau
des différentielles régqulicres sur €'. Soit d un entier > 2. L’application de multiplication

HY (¢”,Q) @ H® (¢",Q%%) — HO (¢, QD) (2.10)
est surjective si (d,g) # (2,3). Si (d,g) = (2,3), son image est de codimension 1.

Démonstration.— Traitons d’abord le cas ou (d,g) = (2,3). On peut écrire des bases
explicites des espaces en jeu:

HO ((5/79): to,t1,

H (€, Q%%): 2 toty, 13,

HO (€,Q%3): 3, t3t1, tot3, 13, tot1n).
On constate que I'image de 'application (2.10) est engendrée par (t3,t3t1,tot3,t3), et
donc que I'image de (2.10) est de codimension 1 (il manque tot1n dans cette image).

Supposons maintenant que d = 2 et g > 3. On a alors les bases suivantes :

H? (¢",9Q): toy .- tg—2,
tots (0<l<g—2),

HC (¢7,0%?): tg—otn (1<n<g—2),
ten (1<l<g—3),
t3t O0<l<g-2),
to_otn  (1<n<g-—2),

HO (¢7,0%3): totg—otn (1<n<g—2),
toten (I1<l<g—2),
tg—otnn (1 <n<g—3).
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Sid>2et g>3,on ales bases suivantes:

H0 (%/,Q)Z to,...,tg_g,
a1, 0<l<g—2),
i, (0<Km<d—2, 1<n<g-2),
HO (¢,Q%%). td2tm (1<0<g-2),
e, 1<m<d—3, 1<n<g-2),
t05tnn) (1<n<g-3),
tdt, (0<l<g—2),
e, (0<m<d—1, 1<n<g-2),
HO (¢, Q®+D). e (I1<l<g—2),
M, (1<m<d—2, 1<n<g-2),
Lt tan (1<n<g-3).

On vérifie a partir de ces bases que (2.10) est surjective dés que (d,g) # (2,3) en
remarquant que chaque élément de la base de HO (%7, Q®(4+1) est le produit d’un élément
de la base de H° (¢”,Q) par un élément de la base de H? (%", Q®9). O

§ I1.4. Simplifications des équations

I1.4.1. COEFFICIENTS A;
Proposition I1.20. — Soit j un entier tel que 1 < j < g—2. On a \j = )\{.

Démonstration.— Il n’y a rien a montrer si 7 = 1; supposons donc que 2 < j < g — 2.
On a, identiquement sur %,

0= wowj — wle_l = (totj — tltj_l) — )\j_lt(]tl — /\1t0tj_1 + ()\j — /\1/\]'_1)1%.
On sait que 1, tj_1 et t; s’Tannulent en y et que ¢y ne s’y annule pas; donc A\; = A1 \j_1.
Le résultat en découle immédiatement. O
11.4.2. CUBIQUES

Les coefficients des équations cubiques G1,...,Gy—3 (cf. § I1.2.3) peuvent étre simplifiés.
A priori, leur nombre est un O(g?); on va montrer qu’en réalité, c’est un O(g) et que
les coefficients de G déterminent ceux de Go,...,Gy—3 (cf. prop. I11.21). Rappelons que
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pour tout 1 <3< g—3,0ona

g—2 g—3
Gi=T)Y? — |aT3Y + BTy oY + > 0;Ty sTeY + > tjmTiTnY
=2 m=0
g—2 g—2 g—2
+ Z /\j,nTg2—2Tn + Z pjploTy—2T)p + Z 5j,qT02Tq
n=1 p=1 q=0
ou Gj71 € Ay et Gj72 € Az sont définis par
g—2 g—3
Gia=aiTs + BTy + > 03Ty sTi+ Y tjmTiTom,
(=2 m=0
g—2 g—2 g—2
Gia=> NnTgoTu+ Y tipToTy2Ty+ Y & T3 Ty
n=1 p=1 q=0

Fixons un entier j tel que 2 < 57 < g — 3 et considérons la quartique
Qj =TGj — TG = (T;G11 — ThG)Y + (TjGra — ThGja).

Remarque. — On notera que cette quartique résulte de ’annulation des monémes domi-
nants de G1 et G; relativement a I’ordre monomial sur B muni de ’ordre lexicographique
gradué associé a 'ordre suivant entre les variables:

Y>T1>T2>--->Tg_3>T0>Tg_2.

Comme G1,Gj € Kerp, on a Q; € Kerg; de plus, degy @ = 1. D’apreés le lemme 11.4,
on en déduit que

Tle’l — T1Gj71 € Ker &3 et TjGLg — Tlng € Ker ®4.

On se reportera a I'annexe A.2 pour un exposé des calculs permettant de justifier la
proposition suivante.

Proposition I1.21.— Le nombre de coefficients nécessaires pour définir la cubique Gy
est < 3g. Ils déterminent ceuz des cubiques Ga,...,Gg4_3. La cubique G s’écrit

g—3
G = T1Y2 — OélTO2Y + 9172Tg_3T2Y + 91,3Tg_3T3Y + Z Ll,mTleY
m=0
g—2 g—2
+ )\171Tg2_2T1 + )\172Tg2_2T2 + Z p1pToTy—oT), + Z 617qT02Tq
p=1 q=0
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§I1.5. Dégénérescence

Dans les § précédents, nous avons travaillé avec une courbe 4’ munie de deux points x
et y tels que y # = et y # 2’ et nous avons montré certaines propriétés de la courbe ¢
(dépendant de x et y) obtenue apres I'identification de z et y en un point double ordinaire.
Dans ce §, nous considérons la famille de courbes obtenue en fixant z sur ¢” et en faisant
varier le point y sur ¢”\{z, 2’} et nous étudions la dégénérescence des équations en y = '

Le point x est fixé sur ¢’ une fois pour toutes.

Notations. — Soit y € €'\ {z,2'}; notons %, la courbe obtenue aprés l'identification
de x et y en un point double ordinaire. Les résultats obtenus plus haut sont applicables
a %,. On notera €,s la courbe obtenue aprés I'identification de x et 2.

Pour y # a/, l'idéal de 'image de %, dans Pi_l sera noté 1Y (idéal de la fibre générique).
Il faut noter que les formes w; telles que définies au § I1.1.1 dépendent de x mais pas de y.
Deés lors, ces formes sont constantes dans la famille (€,),. Pour tout j, nous noterons
w; la forme sur €,/ qui est la limite, lorsque y dégénére en 2/, de w;. On a encore les
relations de niveau

/! / /
WiWj = Wip Wik (2.11)

pour toutes les valeurs entieres de 4, j, k telles que 4, j, i+ k et j —k soient > 0 et < g—2.
La forme 7, quant a elle, dépend de x et y. Le point x étant fixé, nous la notons 7,.
Lorsque y dégénére en 7/, cette forme a poles dégénére vers une forme notée w;_l qui a
des poles simples en z et z’. La notation « w’g_1 » est justifiée d’une part par le fait que
cette forme compléete la famille (wy, . .. ,w;_z) en une base de H° (Cor,we, ), et d’autre
part parce qu’elle vérifie les relations de niveau (2.11) (quitte a la multiplier par une
constante bien choisie).

I1.5.1. IDEAL DE L'IMAGE DE %,s DANS Pg_l

Bien entendu, lorsque y = 2/, les résultats présentés plus haut ne sont pas valables. Par
exemple, la prop. IT.1 n’est plus vraie. De fait, le systéme linéaire donné par H° (€, wg )
fournit une application vers Pi_l qui est 2 : 1. On peut néanmoins se poser la question
de I'idéal définissant I'image de cette courbe dans PZ_I. Nous le noterons I* (idéal de
la fibre spéciale). Celui-ci est engendré par les quadriques de niveau correspondant aux
relations
WiW; = Wiy W5 g,

pour toutes les valeurs entieres de i, j, k telles que 7, j, i+ k et j—k soient > 0 et < g—1.
On peut exhiber une base de I’espace vectoriel de ces quadriques tout comme nous ’avons
fait au § 11.2.2. Ici, il y a (g — 2) quadriques supplémentaires correspondant aux relations
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de niveau faisant intervenir w’

g-1°
wéw;_l = w'lw/g_2 ~ X} ;_1 — X1 X, 2 €T,
wywy,_ = whwy_3 ~ XX, 1 —X5Xg 3€T,
(2.12)
Wy g Wy_1 = Wy_3Wy_o ~ Xy 4 X, 1 — X, 3Xg 0€T,
Wy_awy 1 = w/g2_2 ~ X, 3 X, 1 — X;2_2 el.

La question de la dégénérescence peut étre formulée de la facon suivante: parmi les
éléments de 'idéal I°, lesquels peuvent étre obtenus comme dégénérescence d’éléments
de 1Y 7 11 s’agit d’une question d’extension de sections: une section nulle sur la fibre
spéciale (i.e., pour y = 2’) peut-elle s’étendre en une section nulle sur un ouvert autour
de 2/ ?

Les quadriques de niveau Fiv; sur 6, dégénérent naturellement vers des quadriques F]’VZ
sur %,s. Ainsi, les quadriques de niveau ne faisant pas intervenir la forme w’g_l sont
toutes obtenues comme dégénérescence de quadriques génériques. Il reste donc a étudier
le cas des quadriques (2.12) listées ci-dessus.

Pour espérer obtenir I'une de ces quadriques comme dégénérescence d’équations géné-
riques, il est nécessaire de faire appel a des cubiques, car les quadriques génériques ne
mettent pas en jeu la forme 7,. Cela dit, il n’est pas commode d’utiliser les cubiques
G1,...,Gy—3 introduites plus haut : en effet, celles-ci sont écrites dans les coordonnées T}
et les formes t; ne dégénérent pas « proprement » (les coefficients \;, qui sont des fonc-
tions de y, présentent un pdle lorsque y dégénere en z’; en fait, les ¢; forment une
bonne base générique mais la dégénérescence de cette base est de dimension 1, en-
gendrée par wy(). Nous allons donc écrire d’autres cubiques génériques, écrites avec les
formes wo, . .., wy—2 (qui, elles, dégénerent proprement) et 7,. Bien entendu, ces cubiques
peuvent s’exprimer en fonction des cubiques G1,...,Gy_3.

I1.5.2. UNE BASE DE H° (6, w$®) AU VOISINAGE DE 2’

La forme wgy_3 ne s’annule qu’en un nombre fini de points (car deg (2) = 2g —4), dont x
et 2. 1l existe donc un ouvert U de €, contenant 2’ tel que wy_3 ne s’annule pas sur U,
sauf en x’.

Proposition I1.22.— Une base de H° (U, wﬁ?jU) (pour y # ') est donnée par les
éléments suivants :

3 2 2 2 2 3
Wy, WyW1, ..., WoW4e—2, WoWyg—2W1, - - - ,wowg_z, wg_2w1, )
2 2
Wy Ty, - -+, WoWg—2Ty, Wg—2W1T)y, . - . awg—277y7
2 2 3
wg—3ny7wg—2ny7ny'

[Voir aussi § 11.2.3.]
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Remarque. — La notation H (U, ng ‘U) est abusive: on considére en réalité une famille

¢ de courbes indexée par ”. On a donc une application p: € — %” telle que p~!(y) = Cy
pour tout y € ¢’. Quitte a restreindre U, on peut supposer que U est affine et que son
groupe de Picard est trivial (de sorte que tout Op-module projectif est libre). Dans la
notation ci-dessus, il faudrait alors remplacer U par p~*(U).

Démonstration. — La liste ci-dessus comporte (5g —5) éléments. 11 suffit donc de vérifier
que la famille qu’ils composent est libre. Supposons donc que 'on a une combinaison
linéaire nulle de ces termes. L’élément 775’ est le seul ayant un péle triple en x (et y),
donc son coefficient est nul. Ensuite, wg_gnz est le seul ayant un pdle double en x, donc
son coefficient est nul. Vu le choix de 'ouvert U sur lequel on se place, wg_gng est le
seul terme ayant un pole double en y: son coefficient est nul. Il suffit ensuite d’utiliser
le lemme II.4 et d’examiner les ordres d’annulation en x pour conclure que tous les
coeflicients restants sont nuls. ]

11.5.3. EXTENSION

Soit p un entier tel que 0 < p < g—4. Nous allons montrer qu’un multiple de la quadrique

de niveau wywy_1 — wj,,w;_5 sur la fibre spéciale peut étre étendu sur 'ouvert U.

Soit y € U ; la 3-forme (wpn, — wyy1wy—2)7, est un élément de HO (U, w(/ |U) on peut

le décomposer ® dans la base donnée par la prop. I11.22. 11 existe donc des scalaires

ay; (0<i<g—2),
Byi (1<j<g-—2),
Yy, k (1 <k < g — 2),
dye (0<0<g—2),
eym (I1<m<g-—2),
Ty, Oy, 0y,
tels que
g—2
(wpny - wp+1wg—2)77y = TynS + Gng_gnz + O'ng_g’l’]; + Z ay,iw%wi

g—2 g—2 =

+ Z By jwowg—ow; + Z Vy,kwg_gwk (2.13)
Jj=1 k=1
g—2 g—2

+ Z Oy ewWowyeny + Z €ymWg—2Wn Ty -
(=0 m=1

3. On doit exclure le cas ou p = g — 3 car la décomposition de (wg—3my — wﬁ,g)ny dans la base
considérée est triviale.
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Le membre de gauche n’a pas de pole triple en x, donc 7, = 0. Il n’a pas non plus de pole
double en z, donc o, = 0. En revanche, il a un pole double en y (di au terme wpnz);
le seul terme dans le membre de droite ayant un pdle double en ¥ est Hng_gnf/. On en
déduit que )
« 0y = anyQ — »,
wg—377y wg—3

donc 6, présente un zéro (d’ordre g — 3 — p > 0) lorsque y dégéneére en z’.

Examinons maintenant la dégénérescence en y = z’ des autres coefficients. On commence
par multiplier 'égalité ci-dessus par une fonction 7, s’annulant éventuellement en y = 2/,
afin de compenser les (éventuels) poles des coefficients avy i, By j, Vyks Oy.t> €ym- Soit M
lordre maximal des poles de ces coefficients lorsque y dégénére en x’.

Notons 7,y = 0si M > 0 et 7y = 1si M = 0. La limite de m,d,; (resp. de 7y By j, Ty Yy
TyOy.0, Ty€ym) Sera notée 0, (resp. ﬂ;-, Vs 055 Enn)-

L’équation , - (2.13) dégéneére vers la relation

9—2 9—2
/o ! / / _ o121 A /
T (WpWg 1 — Wy Wy_o)Wy_q = E oWy w; + E Biwpwg_ow;
i=0 j=1
g—2 g—2
/12 / () /o
+ E M Wg—2 Wy, + E SpwoWewy_y (2.14)
k=1 =0
g—2
/ / / /
+ €Wy oWy, Wo_q
m=1

Notons 7’ le membre de droite de (2.14). On sait que le membre de gauche de (2.14)
est nul (car wywy_; — wy,, Wy o = 0), donc 7" = 0. On en déduit déja que e;_» = 0 car
ce terme est le seul présentant un pole (simple) en /. On peut utiliser les relations de
niveaux

gWg—1 = Wg Wy 5 (1< q<g—3)

pour obtenir

g—2
+ (W + Oy wit gwh + > (Ve + € )W g
k=2

En regardant ’ordre d’annulation en 2/, on en déduit que

ol =0,
Bi=-0, (1<j<g-2),
/71 = _5;—27

Te=—1 (2<k<g—2).
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Des lors, on peut récrire (2.14) ainsi:

g—3
( L N / / _ 5
T (WyWg 1 — Wy Wy )Wy 1 = e(’wowewg 1 wow _yWiy1)
£=0
! /o ! 2 !
+ g_2(wOw9_2'UJg_l — 'UJg_2'UJ1) (215)
g—3
/ / / / 12
+ 6m(wg—2wmwg—1 - wg—2wm+1)
m=1
A ce stade, on peut dire que
g—3
/ / / / E / ! /
(=0

g—3
+ 0o (X Xy o Xg 1 — X5 X7) + Z em(Xg_o X Xg 1 — X;2—2X;n+1)>
m=1

est un élément de I® qui est une dégénérescence d’éléments de 1Y,
Notons
JP C k[X],..., ;_1]

I’idéal engendré par les quadriques de niveau ne faisant pas intervenir X ;_1. Les éléments
de J® sont des dégénérescences d’éléments de 1&Y.

On a

XpXoXg 2 X1 = X0Xp X1 Xg 5 (mod J%) (0<L<g-3),
X, X2, X1 = XX, 50X (mod J%),
X X2 o X =X, X2 50X, (mod J°) (1<m<g-—3),

d’ott 'on déduit que XI’,P est congru a

g—2 9—3
/ !/ / / !/ ! / / / !/ !/
(X)X, — X, 1 X)) (wx/Xng_l =D XX - Y eng_QXm)
/=0 m=1
modulo J*. L'un (au moins) des coefficients d, ..., 5, 5,€],...,€,_5 est non nul; on en

déduit qu'un multiple (non nul) de la quadrique

! /
pgl X Xg—2

est une dégénérescence d’éléments de 159,



CHAPITRE 111

CAS D'UNE COURBE STABLE DONT LE
GRAPHE EST PLANAIRE

Le théoréme de Petri classique concerne les courbes lisses et affirme que I’'image canonique
de telles courbes est une intersection de quadriques et de cubiques. On sait par ailleurs
que 'espace des modules des courbes lisses n’est pas propre et que son bord est constitué
des courbes stables. Il devient dés lors légitime de se poser la question du plongement
canonique des courbes stables et, si celui-ci est obtenu, des générateurs de I'idéal de
I'image canonique.

Cette question a été abordée sous deux angles différents par Noot [Noo88| (approche
combinatoire) et Schreyer [Sch91] (approche géométrique). On se propose ici de fournir
un résultat concernant les courbes stables dont le graphe associé est planaire. Un résultat
sans cette hypothése se trouve dans [Noo88] ; pour I’établir, il est nécessaire de considérer
une certaine relation d’équivalence sur les arétes du graphe associé et les équations
quadriques et cubiques intervenant dans la démonstration d’un théoréme de Petri pour
cette courbe dépendent de cette relation. Dans le cas particulier ot le graphe est planaire,
I’argument peut étre modifié de sorte que les équations ne dépendent pas de la relation
d’équivalence citée plus haut.

§III.1. Généralités sur les graphes

On appelera arc fermé tout espace topologique homéomorphe a l'intervalle [0, 1] C R ou
au cercle pointé (S!,p) C R2, p étant un point quelconque de S!. Les extrémités d’un
arc fermé homéomorphe a [0, 1] sont les points correspondant a 0 et 1. Un arc fermé
homéomorphe & (S, p) a pour seul extrémité le point p € S,

Un graphe est un espace topologique qui est une réunion d’un nombre fini d’arcs fer-
més (appelés arétes du graphe) telles que deux arcs fermés ne s’intersectent qu’en leurs
extrémités (appelées sommets du graphe).

45
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U1 €1 U2

€2 €4

.1)3

€5

Figure II1.1 — Un graphe

Un sous-graphe d’un graphe G est un graphe dont toutes les arétes et tous les sommets
appartiennent a G.

Une aréte dont les extrémités sont confondues est appelée une boucle.

On dit que deux sommets sont adjacents s’il existe une aréte dont ils sont les extrémités.
Un chemin dans un graphe est une suite vy, ...,v, de sommets (avec n > 1) telle que
les sommets v; et vj;q sont adjacents pour tout entier j tel que 1 < j < n — 1. Un tel
chemin est noté

Ul — = Up.

Un cycle dans un graphe est un chemin vy, ..., v, tel que vy = v,. Si de plus v; # vy
dés que 1 < j < j' < n, on dit que le cycle est simple.

Un graphe est dit conneze s’il est connexe au sens topologique.

Un homéomorphisme de graphe est un homéomorphisme entre graphes qui préserve les
extrémités des arétes. Un graphe est dit planaire s’il est homéomorphe a un graphe
contenu dans R?.

Remarque. — Nous ne considérons pas des graphes orientés, mais nous aurons besoin
de la notion d’orientation pour les cycles. Un cycle & n sommets est homémorphe (au
sens des graphes) & un cercle S! n-pointé; on peut donc y considérer deux orientations
naturelles (sens direct ou indirect).

Ezemples. —

a) La figure III.1 présente un graphe (planaire) a trois sommets vy, v9,v3 et cing arétes
e1,e2,€e3,¢e4,€5. Le cycle vg <> vg est simple, ainsi que le cycle v; <> ve <3 vg 3 1.
En revanche, le cycle v ht V3 it V3 Y v9 n’est pas simple.

b) Soit r un entier > 1. On appelle rose d r pétales' le graphe composé d'un unique
sommet et de r arétes; un tel graphe est planaire. Voir la figure II1.2. Tout graphe
connexe est homotopiquement équivalent & une rose a r pétales, pour un certain
entier r ([AB73, p. 52-53]) ; autrement dit, en contractant des arétes qui ne sont pas
des boucles, on peut transformer tout graphe en une rose a r pétales.

¢) On appelle K5 le graphe a 5 sommets dont chaque sommet est relié a tous les autres
par une seule aréte et K33 le graphe & 6 sommets vy, vg, v3, v}, v5, v5 dont les seules
arétes relient chaque sommet vq,v9,v3 & chaque sommet v}, v5, v (cf. figure IIL.3).
On peut montrer que K5 et K33 ne sont pas planaires. De plus, un théoreme de

1. Cette terminologie provient de [GH81].
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FIGURE II1.2 — Une rose a 4 pétales

m N N X

K5 K3,3

FIGURE II1.3 — Deux graphes non planaires

Kuratowski affirme que si un graphe n’est pas planaire, il contient un sous-graphe
qui est une ezpansion de K33 ou de K5. Une expansion d'un graphe est 'ajout de
sommets le long de certaines arétes. En ce sens, K3 3 et K5 sont les plus petits graphes
non planaires.

Soit G un graphe: on appelle connectivité de G le plus grand entier p pour lequel il existe
dans G des arétes distinctes eq, ..., e, telles que

G—{e1,....ep}

soit connexe. La connectivité de G est notée rg ou simplement r s’il n’y a pas d’ambiguité.
On peut donner des définitions alternatives pour la connectivité :
— en terme de la caractéristique d’Euler-Poincaré :

1 —rg = x (G) = (nombre de sommets de G) — (nombre d’arétes de G);

— si on contracte GG en une rose a r pétales, ’entier r est la connectivité de G ;
— si G est planaire, rg est le nombre de composantes connexes bornées du complémen-
taire de G dans R2.

Proposition III.1. — Soit G un graphe de connectivité r. Pour tout anneau de coeffi-
cients R, le premier groupe d’homologie Hy (G, R) est libre d r générateurs; autrement
dit, Hy (G,R) = R".

Démonstration. — Voir [GH81, p. 101-102]. O
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od

@

FIGURE II1.4 — Construction d’'une base de H; (G, Z)

Lemme II1.2. — Soit G un graphe planaire de connectivité r. Il existe une base
(Ky,...,K,)

du Z-module Hy (G, Z) constituée de cycles simples orientés et telle que toute aréte de G
appartient au plus a deux cycles parmi Kq,..., K,.

Démonstration. — Les arétes de G qui n’appartiennent a aucun cycle de GG ne contribuent
pas dans Hy (G, Z) ; on peut donc les omettre.

Le graphe GG étant planaire, on peut considérer les composantes connexes du complémen-
taire de G dans R?; il y en a (r + 1), dont une seule est non bornée. Les r composantes
connexes bornées ont un bord homémorphe & S'. On choisit pour chacune d’elles une
orientation (directe ou indirecte) et on les appelle K7, ..., K, (voir la figure I11.4). Par
construction, les cycles Ky sont simples et une aréte de G appartient au plus a deux
cycles parmi K7, ..., K,. Montrons qu’ils engendrent Hy (G, Z). Soit K un cycle orienté
dans G. On peut supposer que K est simple car tout cycle orienté dans G est la somme
(dans H; (G, Z)) de cycles simples. Le sous-ensemble de R? borné par K contient 1'inté-
rieur de certains des cycles K7, ..., K, : on les note Ky, , ..., K;,. Montrons par récurrence
sur p que

p
K= Z Ky,
j=1

(les signes + dépendent des orientations choisies pour les cycles Ky). Sip =1, il n’y a
rien & montrer. Si p > 1, soit e une aréte de K ; e est aussi une aréte de I'un des cycles

Ky, ..., Ky,, disons de Ky, . Si e apparait dans K et Ky avec la méme orientation, on
considére K’ = K — K, sinon on considére K’ = K + Ky, . Le cycle K’ est simple et il
contient les cycles Ky,,..., Ky, : on peut conclure par récurrence.

Enfin, les cycles K1,..., K, engendrent Hy (G,Z) qui est libre de rang r (prop. I11.1),
donc ils forment une base. O

Remarque. — MacLane a montré dans [Mac36] qu'un graphe G est planaire si et seule-
ment si H; (G,Z) admet une base Kj,..., K, telle que toute aréte de G appartient au
plus a deux cycles parmi Ky, ..., K,.
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F1GURE III.5 — Deux arétes avec orientations incompatibles

Lemme II1.3. — Soit G un graphe planaire de connectivité r et soit (Ky,...,K,) une
base de Hy (G,Z) fournie par le lemme II1.2. Pour toute paire (£,0') d’entiers tels que
1<l <l <r, les arétes communes de K, et Ky ont des orientations compatibles,
i.e., soit elles ont toutes la méme orientation dans Ky et Ky, soit elles ont toutes des
orientations opposées.

Démonstration. — Supposons qu’il existe deux cycles Ky et Ky et deux arétes e (de
sommets v, w) et e (de sommets v’, w’ ) tels que e apparaisse avec la méme orientation
dans K; et Ky et € avec des orientations opposées. Voir la figure IIL.5 (le cycle Ky est
en noir et Ky en gris).

Suivons le cycle Ky en partant de v. On atteint sucessivement w, v’ puis w’; le cycle K
correspond & une composante connexe du complémentaire de G dans R?, donc le chemin
w' — -+ — v qui clot le cycle Ky ne peut passer a intérieur de K,. De plus, Ky est
simple, donc ce chemin ne peut pas non plus passer par I'un des autres sommets de K.
On en déduit que ce chemin coupe le chemin w — --- — v’ en un point qui n’est pas un
sommet de Ky, ce qui contredit le fait que G est planaire. ]

§1I11.2. Cadre de travail et notations

Soit ¥ une courbe stable de genre g définie sur un corps algébriquement clos k. Cela
signifie que % est une courbe (i.e., un k-schéma de dimension 1 connexe, réduit et
propre sur k) dont les seules singularités sont des points doubles ordinaires et dont les
composantes rationnelles non singuliéres rencontrent les autres composantes en au moins
trois points.

On note ¢’ la normalisée de € et t: €' — % le morphisme de normalisation. Soient
1,..., €N\ les composantes irréductibles de €. Pour chaque entier i tel que 1 <i < N,
on note 6; = +(%), gi le genre de € et ; le faisceau des différentielles réguliéres sur la

courbe lisse €.

Les points doubles de ¢ sont notés zq,...,z;. Au-dessus de chacun d’entre eux se
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%3 654

G 61 6

C, G5
FiGURE II1.6 — Graphe associé a une courbe stable

trouvent dans ¢’ deux points:

zj = 1(x;) = t(yj) et xj # yYj

pour tout entier j tel que 1 < 7 < gq.

Le faisceau dualisant de € (cf. [DM69, § I]) est noté wy ; dans le cas présent ou 1'on
considére une courbe sur un corps k, wy est le faisceau des 1-formes w sur ¢’ réguliéres
en tout point sauf éventuellement x1, ..., %, y1,-- ., Yn en lesquels des pdles simples sont
possibles, avec la condition

Resg, (w) + Resy; (w) =0

pour tout entier j tel que 1 < j < gq.
Soit ¢ un entier tel que 1 < i < N. La description ci-dessus permet de voir H° (€, )
comme un sous-module de H (¢, w¢). On peut donc fixer des différentielles linéairement
indépendantes wj 1,...,w; g4 € HO (€, wy¢) telles que (Wi,1,...,w;g) est une base de
H° (%/7 QZ)

§ II1.3. Graphe associé a une courbe stable

A la courbe €, on associe un graphe G (%) défini comme suit : ses sommets sont les com-
posantes irréductibles de ¢ et deux sommets sont reliés par d aréte(s) si les composantes
correspondantes se coupent en d point(s) double(s). (Voir la figure I11.6.)

Remarques. —
a) Le graphe associé a une courbe stable 4" est connexe puisque % 1’est.

b) Il se peut que le graphe associé a une courbe stable ne soit pas planaire. Par exemple,
le graphe associé a la courbe présenté sur la figure II1.7 est K33 (cf. figure II1.3).

On note r la connectivité de G (%) ; cet entier est aussi le rang de Hy (G (%), Z).

A toute forme w € H® (¢, w¢) on associe un sous-graphe G (w) de G (¢) dont les som-
mets sont les composantes de % sur lesquelles w ne s’annule pas identiquement et dont
les arétes sont les points doubles en lesquels w a un pdle (y compris les points doubles
irréductibles, qui induisent une boucle dans G (w)).
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F1GURE II1.7 — Une courbe stable dont le graphe n’est pas planaire
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FI1GURE II1.8 — Démonstration du lemme I11.4: cas oun =4

Lemme II1.4.— Pour tout cycle simple orienté K dans G (%), il existe une forme
w € HY (€, wyg) telle que K = G (w).

Démonstration.— Le cycle K correspond a une chaine fermée de n composantes irré-
ductibles de % . Sans perte de généralité, on peut supposer que ce sont %71, ...,%, et que
les points doubles correspondant aux arétes de K sont z1, ..., z,. On utilise les notations
implicitement données par la figure II1.8.

La formule de Riemann-Roch sur 4] donne
dimy, H (7, Q1 (21 + yn)) = g1 + 1 = dimy, H? (47, 1) + 1,

donc il existe une forme w; définie sur €/ qui a des podles simples en z; et y,, et aucun
1
autre pdle. D’apres la formule des résidus sur %7, on a

Resz, (w1) + Resy, (w1) = 0.
Quitte a multiplier wq par une constante non nulle, on peut supposer que

Resy, (w1) =1 et Resy, (w1) = —1.
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Le méme argument assure qu’il existe une forme w’ sur €5 ayant des poles simples en
et y1, aucun autre pdle, et vérifiant

Res,, (w') + Res,, (w') = 0.
On choisit la valeur du résidu en y; de sorte qu’on puisse étendre wy sur € :
Resy, (w') = —Res,, (w1) = —1.
Ceci permet de définir wy sur 6] U 6, vérifiant
Res;, (w2) + Res,y, (w2) = 0.

On poursuit cette construction successivement sur chaque composante jusqu’a %,. No-
tons que le fait que K soit simple assure qu’il n’y a aucune ambiguité a chaque étape:
chaque composante ¢, (1 < i < n) contient exactement deux points en lesquels des poles
sont autorisés.

On obtient finalement une forme w,, définie sur €] U--- U €}, et qui vérifie
Resg, (wy) =1 et Resy, (wy) = —1

pour tout entier ¢ tel que 1 < ¢ < n. En étendant w, par 0 hors de K, on obtient la
forme w voulue. O

Remarque. — Dans la, démonstration ci-dessus, on effectue un choix lorsqu’on pose
Resg, (w1) = 1.

On fera systématiquement ce choiz. Deés lors, 'orientation de K détermine entiérement
la forme w. Si 'on inverse 'orientation de K, la forme w est changée en —w. Plus
généralement, si I'on a une relation entre cycles simples

n
> MK =0
t=1
dans H; (G (¥),Z), on a
n
Z )\twt =0
t=1
dans H° (%, wg), ot pour tout entier ¢ tel que 1 <t < n, w; est la forme correspondant
a K; via le lemme II1.4.
Lemme IIL5.— Soit w € H°(%,wy); toute aréte de G (w) appartient d un cycle
de G (w).

Démonstration.— Si G (w) n’a aucune aréte, il n’y a rien a montrer.

Les arétes de G (w) qui sont des boucles sont elles-mémes des cycles. On peut, sans perte
de généralité, supposer que G (w) ne contient aucune boucle.
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Remarquons ensuite que d’apres la formule des résidus, si w admet un pdéle sur une
composante de €, elle y admet au moins un autre poéle. Comme on suppose que G (w)
ne contient aucune boucle, on en déduit qu'un sommet de G (w) est soit 'extrémité
d’aucune aréte, soit I'extrémité d’au moins deux arétes.

Considérons maintenant une aréte e de G (w) et 'un de ses sommets v;. Ce dernier est
I'extrémité d’au moins une autre aréte dont on note vs le second sommet. En poursuivant
ce raisonnement, on construit une suite (v,) de sommets de G (w). Or il n’y a qu’un
nombre fini de sommets dans G (w), donc il existe nj,ny € N* tels que n1 < ng et
Up, = Un,. Autrement dit, v,, — --- — vy, est un cycle orienté que l'on peut supposer
simple en prenant ng minimal. Notons K ce cycle simple orienté.

Si e est une aréte de K, c’est fini. Sinon, soit n € H° (€¢,wg) une forme telle que
K = G(n) (lemme II1.4). Il existe un scalaire A tel que w’ = w — A\n n’a pas de pole en
les arétes de K. L’aréte e est une aréte du sous-graphe G (w') et ce dernier a strictement
moins d’arétes que G (w). On conclut par récurrence sur le nombre d’arétes de G (w). O

§ I11.4. Construction d’une base de H° (%, wy)

A partir de maintenant, on suppose que le graphe G (%) est planaire. Sous cette hypo-
thése, on va exhiber une base du k-espace vectoriel H (€', wy) et démontrer & Paide de
celle-ci un théoréme de Petri pour la courbe € (th. I11.11 et cor. I111.12).

Notations. — On fixe des cycles simples orientés K1, ..., K, obtenus en appliquant le
lemme III.2 au graphe planaire G (%’). On note 71, ...,n, les différentielles correspon-
dantes (lemme I111.4) i.e., Ky = G (1) pour tout entier ¢ tel que 1 < ¢ < r. Il faut garder
a esprit qu’un choix de signe est effectué une fois pour toutes concernant les résidus
des formes 1, ..., 7.

Proposition III.6.— Les éléments (w; ;)1<i<n,1<j<g; €t (Ne)1<e<r forment une base
du k-espace vectoriel H (€, wy).

Démonstration. — Soit w € H (€, wg). Siw n’a pas de pdle sur €, ¢’est une combinaison
linéaire des éléments (w; ;)i<i<N,i1<j<g;- S1 w a n poles, avec n > 0, alors G (w) a au
moins une aréte et celle-ci appartient (lemme II1.5) & un cycle K que 'on munit d’une
orientation. On décompose K dans la base Ki,..., K, de Hy (G(¥),Z):

K = Z MK,
=1

avec \¢ € Z pour tout ¢. Les poles de >_;_; A¢np sont exactement les arétes de K, donc
il existe un scalaire \ € k tel que

T
w =w—\ Z)\g?’]g
=1
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n’a pas de poles en ces points. Les autres poles de w’ sont des poles de w, donc w' a
strictement moins de poles que w. On conclut par récurrence sur le nombre de poles
de w que w est combinaison linéaire des éléments (w; ;)1<i<n,i<j<g; €t (Me)1<e<r- La
récurrence fonctionne car a chaque étape, on annule au moins un pole et on n’en introduit
pas d’autres.
212 e, . a1y 0 ,

Les éléments (w; ;)1<i<N,1<j<g; sont linéairement indépendants dans H” (¢, w¢) par dé-
finition. Pour conclure, il suffit donc de montrer que 71, . .., sont linéairement indépen-
dant dans H (%, wy) modulo @Y | H® (€7, ;). Si 'une des formes 7y, disons 7., est com-
binaison linéaire des autres modulo @, H® (%7,9;), il existe des scalaires ji1,. . ., fir_1
et une forme v sur % sans poles tels que

r—1

M= pne+v. (3.1)
=1

En conséquence, les poles de 7, sont parmi les poles des n, (1 < £ <r — 1) et les autres
poles des 7y se compensent dans (3.1). On en déduit que

r—1

K, = Z oKy
=1

dans H; (G (%), k). Cette combinaison linéaire non triviale sur k contredit le fait que
Ky, ..., K, forment une Z-base, donc une k-base 2. O

Corollaire IIL.7.— Onag=r+ YN g.

§II1.5. Générateurs de I’idéal canonique

I11.5.1. HYPOTHESES, NOTATIONS ET RESULTATS PRELIMINAIRES

Dans toute la suite, on suppose que la courbe stable € vérifie les conditions supplémen-
taires suivantes:

i < N, €] n’est pas hyperelliptique ;
(x3) toute aréte de G (%) appartient au moins a un cycle (que l'on peut supposer étre
I'un des cycles simples K1, ..., Kp).

(1) pour tout entier ¢ tel que 1

]

NN

<
(x2) pour tout entier i tel que 1 <

2. En effet, le choix de la Z-base Ki,..., K, induit une identification H; (G (¥),Z) ~ Z", 'image
de K, étant I’élément e, = (0,...,0,1,0,...,0) € Z", le « 1 » se situant en ¢-éme position. En tensorisant
par k au-dessus de Z, on obtient une identification

Hy (G (%), k) ~ H, (G (€),Z) @z k ~ k.

L’image de e, € Z" dans le produit tensoriel est e, € k". Ceci montre que les cycles orientés K, ..., K,
sont k-linéairement indépendants dans H; (G (%), k).
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Ces hypotheses sont justifiées en détail dans [Noo88, § 3.1] ; elles assurent que l’applica-
tion p: € — Pi_l induite par le systéme canonique H° (¢,w¢) est un plongement. Pour
résumer, les hypothéses (x1) et (x2) sont celles nécessaires a application du théoréme
de Max Noether aux composantes €/, 1 < i < N, et I'hypothése (x3) assure qu’il n’y
a pas de point de base dans le systéme linéaire associé a wg. On pourra aussi consul-
ter [CFHR99, Art04] (je dois ces références a J. Nagel).

On s’intéresse alors aux équations de ¢(%’) dans Pi_l.

Remarque. — Notons que les hypothéses nécessaires a ’application du théoréeme de Petri
classique sont plus restrictives que celles du théoréme de Noether (il faut écarter le cas ou
le genre vaut 3) ; on va établir (cor. II1.12) un théoréme de Petri pour les courbes stables
sous les seules hypothéses (x1), (x2) et (x3), en excluant bien sir le cas des courbes lisses
de genre 3.

Notations. — Pour chaque entier 7 tel que 1 < ¢ < N, soient
A= ]{T[Xi,l,... ’Xlﬁgi]’ A=A1Q® - QAN et B= A[Xl,...,XT].

Pour tout P € B, on note deg,, (P) son degré sur k et deg 4 (P) son degré sur A. Lorsqu’on
parle de degré sans plus de précision, il s’agit du degré sur k.

Les identifications X ; — w;; (pour 1 <i < N, 1< j<g)et Xpr—m (1 <L)
donnent des isomorphismes de k- algebres

A; = SymH (¢/,Q;) et B=SymH" (%, wy).

On pose

R=H (¢, wg")

n>0
et, pour tout entier 7 tel que 1 <7 < N,
R, = PH (7,99,
n=0

On a des homomorphismes naturels de k-algebres §: B — R et 6;: A; — R;. Notons

respectivement I et I; leurs noyaux: ce sont les idéaux canoniques, respectivement, de &
et €.

Rappelons I’énoncé du théoreme de Max Noether dans ce contexte.

Théoréme ITI1.8 (Max Noether).— Pour tout entier i tel que 1 < i < N, l'applica-
tion 0; est surjective.

Remarque. — Ce théoréme peut s’énoncer degré par degré : pour tout n € N, application
Sym" H (¢}, Q) — H (€], Q7")

est surjective. C’est évident pour n =0 et n = 1.
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Proposition II1.9.— Soit n € N* et soit s € H° (‘f,w(iﬁ”) une forme qui n’a que des
poles d’ordre < p, avec p < n. Alors il existe un polynome homogene Q € B tel que

deg, (Q) =n, degy (Q)<p et s=06(Q).

Démonstration.— On procede par récurrence sur p. Si p = 0, le résultat découle du
th. IIL.8. Supposons que p > 0; soit m le nombre de pdles de s d’ordre p sur €.
Considérons un pole «(x) de s d’ordre p et soit 6/ (1 < i < N) la composante de ¢’ qui
contient z. D’apres la condition (x3), on sait que Paréte de G (%) correspondant a ()
appartient a Ky, pour un certain entier £ tel que 1 < £ < r. Cela dit, le cycle K, est
simple, donc il existe un autre point y € €/, et un seul, tel que ¢(y) est une autre aréte
de K. Comme n—p > 0, et d’apres le th. I11.8, il existe un polynéme homogeéne P € A;
avec degy (P) = n — p tel que 0;(P) s’annule en y mais pas en z. La n-forme 6(PX})
s’annule sur toutes les composantes de ¢ sauf %;, a un pole d’ordre p en ¢(z) et un
pole d’ordre < p en (y). Il existe donc un scalaire A € k tel que s — Ad(PX]) a un pole
d’ordre < p en () et des poles d’ordre p exactement aux autres points en lesquels s a un
pole d’ordre p. Ainsi, s —AN(PX}) a (m—1) poles d’ordre p. Par récurrence descendante
sur m, on se ramene au cas ou s n’a que des poles d’ordre < p, ce qui achéve la récurrence
sur p. U

Notations. — Soit ¢ un entier tel que 1 < ¢ < N et soient z, y deux points distincts de €.
On sait que le k-espace vectoriel H° (¢7,€;) est de dimension g; et que (w; 1, ... s Wi g, )
en est une base. Par combinaison linéaire de ces formes, on peut construire une autre
base (Wi y1;-- - Wigyg) de HO (€},€;) vérifiant :

~ Wj gy, s'annule en y mais pas en x;

~ Wj gy, s'annule en x mais pas en y;

— pour tout entier v tel que 3 < v < g, W; 4y, s'annule en = et en y.

Le théoréme II1.8 assure qu’il existe des polynémes homogenes de degré 1

Ni,w,%l? ctt 7Ni7x7y7gi 6 AZ
tels que
O(Niwyy) = Wizy~

pour tout entier v tel que 1 < v < g;.

I11.5.2. UNE LISTE DE QUADRIQUES ET DE CUBIQUES DANS L'IDEAL CANONIQUE I

Nous sommes désormais préts a établir une liste d’éléments de B qui s’annulent identique-
ment sur 'image de ¥ dans PZ_I, i.e., des éléments de I. Ce seront tous des quadriques
ou des cubiques.

— Soit 7 un entier tel que 1 < i < N. Les formes w; ; (o 1 < j < g¢;) s’annulent hors
de %/. Ainsi, si 4,7 sont des entiers tels que 1 < i@ < ' < N, on a w; jwy v = 0
(1<j<gi,1<j <gy) Onen déduit que

Xi,in’J’ el. (Jl)
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— Soient 7, des entiers tels que 1 < i < N et 1 < £ < r. On suppose que %; n’est pas
un sommet de K. Alors 7, s’annule sur €/, et donc wj jne = 0 pour tout entier j tel
que 1 < j < g;. Ainsi,

XZ'J'X[ el. (Jg)

— Soient £,¢,¢" des entiers tels que 1 < £ < ¢/ < ¢ < r. Par construction, une aréte
de G (%) appartient au plus a deux cycles parmi K1, ..., K,, donc la 3-forme 1y
a des poles d’ordre au plus 2. On déduit de la prop. I11.9 qu’il existe un polynéme
homogene @ tel que deg;, (Q) = 3, degy (Q) < 2 et

Nenener = 0(Q).
L’élément Xy Xy Xy — @ est donc dans 1. On a donc
XXy Xy + (termes dont le degré sur A est < 2) € 1. (Js3)

— Soient £,¢ des entiers tels que 1 < £ < ¢ < r. Si Ky, et Ky n’ont pas d’arétes
communes, la 2-forme nyny n’a que des poles simples sur €. On déduit de la prop. I11.9
I'existence d’un élément

XXy + (termes dont le degré sur A est < 1) €1. (Ja)

— Soient £, ¢' des entiers tels que 1 < £ < ¢/ < r. Supposons que K, et K, ont une aréte
commune. Cela signifie que 7y et 1 ont un poéle commun. D’apres le lemme I11.3, les
autres poles communs de 7y et 1y apparaissent avec des résidus compatibles, i.e., soit
les formes 7y et 1y ont les mémes résidus en chaque poéle commun, soit elles y ont des
résidus opposées. Par conséquent, 'une des deux 3-formes

e — e, mEne + e

a des poles d’ordre < 2 en les poles communs de 1y et np. De plus, ces 3-formes
n’ont pas de podle d’ordre 3 en d’autres points. On peut donc déduire de la prop. I11.9
I'existence d’un élément

X?Xp 4+ X X2 + (termes dont le degré sur A est < 2) €1. (Js)

— Soit £ un entier tel que 1 < £ < r. Supposons que K, partage toutes ses arétes, i.e.,
toute aréte de K est aussi une aréte d'un cycle Ky avec £’ # £ ; dans ce cas, il existe un
unique tel ¢/ # £. Notons, comme dans 'item précédent, que si K; et Ky ont plusieurs
arétes communes, elles apparaissent avec des orientations compatibles (lemme II1.3).
Ceci dit, la 2-forme n? a un pole d’ordre 2 en chacune des arétes de Ky ; si une aréte
appartient aussi & Ky ou ¢/ # /£, la 2-forme 1y y a aussi un pole d’ordre 2. On en
déduit que 7]% + nene (le signe dépend des orientations de Ky et Ky) n’a pas de pole
d’ordre 2 en cette aréte, ni en les autres arétes communes de Ky et K. En faisant ce
raisonnement pour chacune des arétes de K, on voit qu’il existe, pour chaque ¢’ # ¢,
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des scalaires Ay (valant +1 si Ky et Ky partagent au moins une aréte et 0 sinon) tels

que
m—= Y Xemene
]

n’a que des poles d’ordre < 1. La prop. II1.9 assure alors 'existence d’un élément

X} - Z A Xy Xy + (termes dont le degré sur A est < 1) € I. (Jg)
=

Soient i,¢ des entiers tels que 1 < i < N et 1 < £ < r. On suppose que %; est un
sommet de Ky. On note p,q € %/ les poles correspondants de 7, sur €, ; en d’autres
termes, on a {u(p),t(q)} = {arétes de &; dans K,}. Alors p # ¢ et comme K, est
simple, ce sont les seuls poles de 7y sur ¢;. Par définition, w; 4~ s’annule en p et ¢
pour tout entier vy tel que 3 < v < g;, donc wjpq-Me n'a pas de poles sur €, ; elle
n’en a pas non plus hors de 4/ puisque la forme w;p 4 v est nulle. On obtient donc,
d’aprés la prop. I11.9,

Nipg~rXe+ (termes dans A) € I. (J71)

De plus, la 2-forme w; ;4 1W;p g2 S'annule aussi en p et g, ce qui permet d’obtenir
I’élément
Nip.g1Nip.q2Xe+ (termes dans A) € . (J7.2)

Soient 4,4, /" des entiers tels que 1 < i < Net 1</ < <r.On suppose que K
et Ky ont une seule aréte commune et que %; en est un sommet. Notons p € € le
point correspondant. La 2-forme 7nyny a un pdle d’ordre 2 en p et aucun autre pdle
d’ordre 2. Soit ¢ € €/ un point distinct de p et soit v un entier tel que 2 < v < g;. La
forme w; p 4~ s’annule en p et hors de 6. On en déduit que w;p 4 ~neme n'a que des
poles d’ordre < 1 sur & et donc (prop. II1.9) qu’il existe un élément

NipgyXeXp + (termes dont le degré sur A est < 1) € 1. (Js)

Soient i,/ des entiers tels que 1 < i < N et 1 < £ < r. On suppose que %; est un

sommet de K/ et on note p,q € €/ les poles correspondants de 7, sur €.

— Supposons que ¢(q) est une aréte d’un autre cycle Ky avec ¢/ # £ et que «(p) n’est
I'aréte d’aucun autre cycle parmi K7, ..., K,. La 2-forme w; p 4.27¢ a un unique pole,
en ¢; la 2-forme wj ¢ gomp (oU t est le second pole de 1y sur 6) a également pour
seul pole le point ¢. Il existe donc un scalaire A tel que wj p q2M0 — Aw; ¢ q.2M¢ N'a
aucun pole sur . On obtient donc (prop. I11.9) un élément

Nipq2Xe — AN; 42X + (termes dans A) € 1. (Jo1)

— Supposons maintenant que ¢(p) est une aréte de Ky et que ¢(q) est une aréte de Ky,
avec 0 # (et " # (. Notons s le second pole de ny sur 6/ et t le second pole de 7
sur ¢]. Pour la méme raison que ci-dessus, on voit que pour tout entier j tel que
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1 < j < gi, il existe des scalaires A, pu tels que w; jnp — A\w; 5 p 2Ny — pWw; ¢ g2 0'a
aucun pole sur %. La prop. I11.9 fournit alors un élément

X i X — AN s p2Xp — tN; 12X + (termes dans A) € 1. (Jo2)

Il se peut que ¢ = ¢”, auquel cas on a s = g et t = p.
— Soient £, ¢ des entiers tels que 1 < £ < ¢/ < r. Supposons que Ky et K, ont une aréte
commune et qu’il existe un entier i (1 < ¢ < N) tel que %; est un sommet commun
a Ky et Ky mais qu’aucune aréte de %; n’est commune a K, et K. Pour tout entier j
tel que 1 < j < gi, la 3-forme w; jnyme n'a que des poles simples sur €, et s’annule
ailleurs. D’apreés la prop. I11.9, il existe un élément

X;,j XXy + (termes dont le degré sur A est < 1) € 1. (J10)

Notations. — Soit £ un entier tel que 1 < £ < r. On note V; I’ensemble des entiers 1,
1 <i < N, tels que %; est un sommet du cycle K.

Par ailleurs, si £, ¢’ sont des entiers tels que 1 < £ < ¢/ < r, on écrira « KyNKy > aréte(s) »
pour stipuler que les cycles Ky et Ky ont une aréte commune. Dans ce cas, 'aréte en
question n’appartient a aucun des autres cycles Ky, £ # (0.

On écrira « Ky o aréte propre » pour stipuler que le cycle K, admet une aréte qui n’est
commune & aucun autre cycle Ky, ¢/ # /.

Un récapitulatif des équations obtenues ci-dessus est donné dans la table III.1 (on utilise
I’abréviation « t.d.i. » pour signifier « terme dont le degré sur A est strictement inférieur
au terme qui le précede »).

I11.5.3. ENONCE ET PREUVE D’UN THEOREME DE PETRI POUR LES COURBES STABLES

Lemme IT1.10. — Soit i un entier tel que 1 < i < N et soient x,y deux points distincts
de €. Soit aussi P € A; un polynome homogéne de degré d € N.

a) Si O(P) s’annule en x, il existe des polynomes homogénes Ps, ..., Py € A; de degré
(d—1) tels que

b) Si O(P) s’annule en x et y, il existe des polynomes homogénes P € A; (de degré
(d—2)) et Ps,..., Py, € A; (de degré (d— 1)) tels que

9i
/
P = P Ni,x,y,lNi,x,y,Z + : :PFYNivxvyv’Y'
=3

Démonstration. — 1l suffit d’appliquer le théoreme de Noether en utilisant les coordon-
nées N;zy1,--.,Nizy,g aulieu des coordonnées X;1,...,X; .. O
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Conditions Eléments de I Numéro Tllustration
1<i<i’'<N ] :
. . X i Xy J1 % ........... %I
1<j<gi, 1<) <o RO
1<i<N, 1<(< &
! . " Xi_jX( Jo o « Kg"
1¢Vp ' AR
/ " : ’__-K'_e-~~\‘
1 <€<£ </ <r XZX[/X@/ +tdl J3 \\\Kgl KZ”,,,
1<€<£’<7‘ I,-\\ /’—\\
X X +t.di. J Ky »-ommoeeee- <« Ky
Ky N Ky ¥ aréte(s) Ao+ ! 4 I‘\_{’ \_E,'I
tsf=tisr X2Xp £ X, X2 +tdi | J - -
KyN Ky > aréte(s) L Ay + Al ° i Ky _.*
1<6< \ X
arete propre 7 . ~ !
‘ prop t#L + t.d.i. .
I1<i<N, 1<£<r Ni’“q_’,ng + t.d.i. J771 L(p) -\‘\
ieVy, 3<y<yg i Kp o)
{t(p), (@)} = {arétes de G; dans K¢} | Nip,q1Nip,q2Xe+t.dif J7o U
1<i<N, 1<l<l<r .
Ko N Ky = {u(p)}
’ AY
¢; est un sommet de ¢(p) Nipgn XeXer + tod.i. Jg ! K, Ko\
2<y< g \ tp)
q # p quelconque sur %; Rtk b
1<i<N, 140 <r
ieVenVy Nipg2Xe = ANijpg2Xe | 5
’ ’ C
{u(p),(q)} = {arétes de €, dans K,} +t.di o1
{t(q),(t)} = {arétes de €; dans Ky}
1<i<N, 1<60.0"<r
e VenN Ve NV
. Xi i X — AN 5p2 Xy
{t(p),t(q)} = {arétes de €; dans K} ) Jo2
{t(p), (s)} = {arétes de €; dans Kp}| pi. g2 Xer +tdd.
{t(q),c(t)} = {arétes de &; dans Ky}
1<li<l0<r, i€V,NVy
KyN Ky rét .
N Ky D flle e(S) Xi,jXIfXE/ +t.di J1o
Ky N Ky F arétes de 6
1<j<yg

TABLE II1.1 — Elements de 'idéal canonique I
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Théoréme II1.11.— L’idéal canonique I de l"image de € dans Pi_l est engendré par
les idéauzr canoniques 1y, ..., Ix des courbes lisses €1,--- , 6\ et par les quadriques et
cubiques listées dans la table II1.1.

Démonstration.— Notons J I'idéal engendré par 1;,...,Iy et par les quadriques et cu-
biques listées dans la table II1.1. Il est clair que J C I; montrons I'inclusion réciproque.
Soit P € I un polynéme homogeéne ; on procéde par récurrence sur m = deg 4 (P).

Sim=0,onaP e A Grace & (J;), on a P = P' (mod J), o P/ = 2N Q; avec
Q; € A; pour tout 7. On a P’ € I donc, par restriction, @); € I; pour tout ¢. Ainsi, P € 1.

On traite séparément le cas m = 1. Dans ce cas, on a

T
P= Z Q¢ X’ + (termes dans A).
=1
Notons que deg;, (Q¢) > 1 pour tout ¢ car dans le cas contraire, on obtient une relation
linéaire entre les (1¢)1<e<r €t les (wij)i<i<n,1<j<g:» ce qui contredit la prop. II1.6. En
utilisant (Jq1), on a

T

P= Z Qi Xo + (termes dans A) (mod J),
=1 i=1

avec Qp; € A; pour tout i. Comme deg, (Q¢) > 1 pour tout ¢, on peut utiliser 1'équa-
tion (J2) pour obtenir

P= Z Z Qi X¢ + (termes dans A) (mod J).
=1V,

Pl

Pour commencer, on va réduire les mondémes contenant 'indéterminée X;. Soit ¢ € V3

et solent p,q € €/ les pdles correspondants de n; sur ¢.

— Supposons que p et ¢ ne sont les pdles d’aucune autre forme parmi 72, ..., 7n,.. Comme
P' €1, 1a forme 0(Q1;;) s’annule en p et g. Le lemme II1.10 (ii) et les équations (J7 1)
et (J72) permettent de réduire modulo J le terme Q1,;X; en un élément de A.

— Supposons que p n’est pas le pole d’une autre forme parmi 79, . .., 7, mais que ¢ est un
pole de n; et ny avec 2 < £/ < r. Alors la forme 0(Q1,;,) X1 s’annule en p et I'on déduit
du lemme II1.10 (i) et de I’équation (J7,1) que le terme Q1,,X; se réduit modulo J en
un terme divisible par N; , ,2X;. L’équation (Jg 1) permet de remplacer cet élément
(modulo J) par un élément divisible par Xy (au lieu de X7). Ainsi, X; disparait. Le
méme argument fonctionne si ’on échange p et q.

— Supposons enfin que p est un podle 7y et que g est un pole de ng avec £/, ¢” > 1. On
peut utiliser I’équation (Jg 2) pour remplacer les occurences de X; par des occurences
de Xy et Xpn.

Le raisonnement ci-dessus permet de supprimer les mondmes divisibles par X;. Conti-

nuons avec Xy : soit ¢ € V, et soient p, ¢ les poles de 7y sur €.
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— Sip et ¢ ne sont les poles que de 11 ou 1y alors, comme il n’y a plus de termes divisibles
par Xy, seule la forme 79 a des poles en p et ¢; on réduit alors (modulo J) comme
ci-dessus les termes divisibles par Xs.

— Supposons que p (resp. ) n’est pas le pole d’une autre forme que 7; ou 72, mais que ¢
(resp. p) est un pole de 1y et np avec £ > 2; on peut alors remplacer comme ci-dessus
les termes divisibles par Xs par des termes divisibles par X .

— Si p est un pole de ny et ¢ un pole de ny avec £/, £” > 2, on remplace les occurences
de X5 par des occurences de Xy et Xpn.

En poursuivant cette procédure, on peut réduire P’ en un polyndéme ne faisant pas

intervenir les indéterminées X1,...,X,, i.e., en un élément de A. Le cas m = 0 ayant

déja été traité, cela montre que P’, et donc P, est dans J.

Supposons maintenant que m > 2. Le polyndéme P s’écrit

P = Z Qey..en X1t - X7+  (termes dont le degré sur A est <m —1)
er+--+er=m

abrégé « t.d.i. » (terme de degré inférieur) dans la suite
ot Qe,...er € A. A Taide de (J3), on a
r
P= > Qeey X[ X" +) QX" +t.di. (mod J), (3.2)
<t (=1

eptep=m

avec Qe Qe € A.

- Supposons que degk (P) =m, i'e-a que les (Qeg,ee/)1<Z<€’<r,ee+ey:m et (Qﬁ)lgfgr sont

des constantes sur %. Notons que la valeur de chacune de ces constantes est la méme
sur chaque composante car elle doit se recoller aux points doubles ; on utilise ici le fait
qu’une courbe stable est connexe.
Comme m > 2, on peut utiliser I'équation (Jg) pour remplacer chaque terme X 52 pour
lequel K, partage toutes ses arétes par une combinaison linéaire de termes X, X
avec ¢/ # {; ceci peut modifier les termes Qe, ¢ , mais dans un souci de simplicité, on
conserve cette notation, en écrivant

P= > Qee, XX+ Y QX7 +tdi (modJ),

<t 1<e<r,
egte=m Ky>aréte propre

avec Qeye,, Qe € A. L'équation (J4) donne

e .
P = > Qepep X7 X + > QX" + t.di. (mod J).
o<t 1<e<r,
e¢te =m, Ky>aréte propre

K/NK,>aréte(s)

L’équation (J5) permet de remplacer (modulo J et des termes dont le degré sur A
est < m — 1) chaque terme X;*X, par X" Xp. On a donc

Yo QueXxPiXe+ Y QXU+ tdi (modJ).  (3.3)
o<t 1<e<r,
K/NK  r>aréte(s) Ky>aréte propre

P
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avec Q&gl,@g € A.
Prenons un entier ¢ tel que Ky a une aréte propre. Par définition, cette aréte n’appar-

tient a aucun autre cycle, donc X" est le seul terme dans (3.3) dont I'image par 6
a un pole d’ordre m en cette aréte. On en déduit que le coefficient @), s’y annule, et
comme c’est une constante, celle-ci est nulle. L’expression (3.3) devient

P= > Quo X" ' Xy +t.di. (mod J). (3.4)

<t
K/NK, >aréte(s)

Maintenant, soient ¢ < ¢’ des entiers tels que K, et K, partagent au moins une
aréte ; cette aréte correspond a un pole commun de 7y et 1. Le terme X?_IX o est
le seul dans (3.4) dont I'image par 6 présente un pole d’ordre m en cette aréte. Le
coefficient Qy o y est donc nul, et comme c’est une constante, on a Qg = 0.
Finalement, on a

P =t.di. (modJ),

et on peut conclure par récurrence sur m que P € J.
— On suppose désormais que les degy (Qe,.e,.) et degy, (Q¢) sont tous > 1. Revenons a la
relation (3.2):

T

P= > Qepep X[ X"+ QX" +t.di  (mod J),
=<, (=1
epteyy=m T
et notons P’ =Y ,_, QuX}".
D’apres les équations (J1) et (J2) (pour I'utilisation desquelles on a besoin de 1’hypo-
these degy, (Qr) = 1), on peut écrire

P = i: Z Qi X" +t.di.  (mod J),

{=11i€V,

avec QQr; € A; pour tout entier £ tel que 1 < £ < r et tout 7 € V. On a donc

T
P= > Qepep X[ X"+ > QuiXy +t.di. (mod J). (3.5)
o<, (=1ieV,
epteyp=m

Fixons des entiers £,i tels que 1 < ¢ < r et ¢ € Vp; on note p,q € 6, les poles

correspondants de 7y sur €.

— Sip et g nesont des poles d’aucune forme a part 7y, le terme X" est le seul dans (3.5)
dont I'image par # présente un pdle d’ordre m en p et ¢; ainsi qu’on I’a vu plus
haut, cela implique que 8(Qy,;) s’annule en p et ¢. On déduit du lemme III1.10 (ii) et
des équations (J7.1), (J72) que le terme Q,; X" se réduit modulo J en des termes
dont le degré sur A est < m — 1.
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— Supposons que p n’est un pdle d’aucune forme a part 7y mais que ¢ est un péle de 7,
et ny avec ¢’ # £. On peut utiliser le lemme II1.10 (i) et I'équation (J7,1) de sorte
que le terme @, X;" est remplacé par le terme N; ;42X ;". Comme ¢ est également
un pdle de np, 'équation (Jg ;) permet ensuite de remplacer N; 42X par

AN; g2 X" X + tdd,

ol A est un scalaire et r 'autre pdle de np sur /. Ainsi, dans I'expression (3.5),
le terme @y; X;" dans la seconde somme est soit remplacé par des termes dont le
degré sur A est < m — 1, soit transféré dans la premiére somme.

— Si p est un pole de 7 et ¢ un pole de ny avec £/ # £ et £” # £, on utilise I'équa-
tion (Jg2) pour transférer le terme (Q; X" de la seconde somme de (3.5) vers la
premiere.

Les réductions effectuées dans les trois précédents items peuvent modifier les termes

Qey e, dans (3.5) mais, par commodité, on conserve la notation. A ce stade, on a réduit

le polynéme P a la forme suivante :

P= Y Qe Xp'X;! +tdi (mod J).

=<t
egt+epp=m

On exploite successivement les équations (J1), (J2), (J4) et (J5) pour obtenir la sim-
plification suivante :

P= Z Z QZ,Z’;ngn_ng/ +t.di. (mod J),
=<t 1€VyNVy
KNK,>aréte(s)

avec Qi € Aj;.

Fixons des entiers ¢, ¢’ tels que K, et K, ont au moins une aréte commune et un entier

i € VyN V. Les formes 1, et ny ont 0, 1 ou 2 pdles communs sur .

— Dans le premier cas, on utilise (J19) pour réduire le terme Qg,gr;iX?L_ngr en des
termes de degré inférieur.

— Dans le deuxiéme cas, le terme X, X est le seul dont 'image par 6 présente un pole
d’ordre m en I'unique pole commun de 7 et 7. Le lemme I11.10 (i) et I’équation (Jg)
permettent de réduire Qg’g/;iX;n_ngl en des termes de degré inférieur.

— Dans le troisieme cas, on utilise le lemme III1.10 (ii) et les équations (J71) et (J7,2)
pour réduire Qg,gr;,-X?L_ng/.

Finalement, on a montré que

P = termes dont le degré sur A est <m—1 (mod J),

et on peut conclure le raisonnement par récurrence: P € J. O
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Corollaire II1.12. — 57 € n’est pas une courbe lisse de genre 3, l’idéal canonique de
son image dans Pi_l est engendré par des quadriques et des cubiques.

Démonstration.— Si € est lisse, elle est nécessairement de genre > 3 et le résultat n’est
autre que le théoreme de Petri classique.

Supposons maintenant que % n’est pas lisse. D’apres le th. I11.11, il suffit de montrer que
les idéaux Iy, ..., Inx sont engendrés par des quadriques et des cubiques. Soit ¢ un entier
tel que 1 <7 < N;sig; > 3, lidéal I; est engendré par des quadriques et des cubiques
(th. de Petri classique). Il reste donc a examiner les idéaux I; pour lesquels g; = 3. Dans
ce cas, on a I; = (S;) ou S; € A; est un polynéme homogene de degré 4. Comme % n’est
pas lisse, il existe un entier £ tel que 1 < £ < r et i € V,. Notons p, ¢ les poles de 1y
sur €. Les équations (J7.1), (J72), s’écrivent

NZ7P7Q73XZ + a 6 I7 (3'6)
NipqiNipg2Xe+a €1, (3.7)

avec a,a’ € A. On multiplie (3.6) par N; p 41Nipg2, (3.7) par N;, 43 et on les soustrait.
On obtient un élément 7" de degré 4 dans I :

/
T = vapquga - NivpqulNi7p7q72a S :[7/ °

Supposons que 7" = 0. Alors N; ;, 4 1N; p 20 est divisible par N; p43. Or N p o1, Nipg2
et N;p g3 sont des indéterminées de A;, donc a est divisible par N;, ,3: il existe a € A
tel que a = alN; p 4 3. En revenant a (3.6), on en déduit que

ne + 6(a) =0,

ce qui contredit la prop. II1.6.

Ainsi, T' # 0, donc il existe un scalaire A # 0 tel que T' = AS;. Par suite, S; est dans
'idéal engendré par la quadrique (J7,1) et la cubique (J72). O






CHAPITRE 1V

CAS D'UNE COURBE STABLE RELATIVE

Le but de ce chapitre est d’entreprendre ’étude du plongement canonique d’une courbe
stable relative. Le cas tres général ou l'on étudie la dégénérescence d’une courbe lisse
vers une courbe stable quelconque est actuellement hors de notre portée ; ¢’est pourquoi
on se contente d’étudier le cas particulier ou la courbe stable est la réunion de deux
courbes lisses s’intersectant en un unique point double. Méme dans ce cas, il nous faut
formuler des hypothéses supplémentaires (essentiellement sur la régularité du schéma
considéré) afin d’aboutir a un théoréme de Petri.

§IV.1. Hypotheéses de travail

Soit R un anneau de valuation discréte dont on note 7 le point générique, s le point
spécial et mg 'unique idéal maximal. On suppose que le corps résiduel k& = R/mg est
algébriquement clos de caractéristique quelconque et on note K le corps des fractions
de R. Enfin, on note ¢ une uniformisante de R (i.e., un générateur de my). Soit

f: ¥ — S =SpecR

une courbe stable de genre g > 3; cela signifie (cf. [Liu02, déf. 10.3.14 p. 510]) que le
morphisme f est propre et plat et que les fibres géométriques de f sont des courbes
stables de genre g. On suppose plus précisément que la fibre générique 4, est lisse sur K
et que la fibre spéciale €5 a deux composantes irréductibles €} et €2 qui se coupent en
un unique point double ordinaire P (voir la fig. IV.1).

Notons wg /g le faisceau dualisant relatif. Le choix ! d'une base de I’espace des sections
globales de ce dernier détermine une application rationnelle (dite application canonique)

@ %——»P%_l

1. Le choix d’une autre base de I’espace des sections globales de we /s fournit la méme application
rationnelle modulo un automorphisme de ngl.

67
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@ %, ,
(g 1
f
P
%2
S o
n S

FiGURE IV.1 — Fibres générique et spéciale de la courbe stable ¥

qui n’est pas définie au point P. On cherche a prolonger ¢ en P ; pour ce faire, la méthode
classique ([Har77, ex. I1.7.17.3 p. 168]) consiste a considérer ’éclatement de & le long
d’un faisceau d’idéaux .# dont le support du sous-schéma fermé correspondant est le
point P (pour une description précise de .#, cf. § IV.4). On souhaite donc, au final,

avoir un diagramme
\%{1 déterminer)

4 g—l
-==>P

S

ou 7 est I'éclatement de € le long de . et ou ¢ est un morphisme prolongeant ¢ a la
courbe exceptionnelle au-dessus de P. Notons que 'image de €’ dans P%_l n’est autre
que ladhérence de (% — {P}) dans Pg_l.

Dans un second temps, on étudie l'idéal de I'image de % dans P%_l. L’objectif est

Re——,

f

U ——

. , N . . -1 . , , .
d’obtenir un théoréme de Petri pour cette image dans P% , & savoir 1’énoncé suivant.

Théoréeme. — L’idéal de ’image de ¢ dans Pf’g_l est engendré par des quadriques et
des cubiques.

Lorsque la surface € est réguliére, on parvient a cette fin (th. IV.8).

§IV.2. Modéle canonique et singularité

Compte tenu des hypotheses ci-dessus, la surface ¢ — S est le modeéle canonique de %,.

Proposition IV.1.— Quitte a faire un changement de base étale de S, la singularité
en P se décrit localement de la fagon suivante :

@g,P ~ 63,5[[957 y]/(zy — c)

avec ¢ € mgOg s et ¢ # 0.
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Démonstration. — Voir [Liu02, cor. 10.3.22 p. 514]. O
Avec les notations ci-dessus, il existe un entier e > 1, appelé I’épaisseur de P dans € tel
que ¢ = ut® ou u est une unité de R.

Remarque. — Pour que le modele canonique 6 — S de 4, soit régulier, il faut et il suffit
que e = 1.

§IV.3. Choix d’une base de H’(%,w¢/s)

Rappelons d’abord certaines propriétés du faisceau wy,g. Notons ¢: ‘KNS — %5 la nor-
malisation de €, €L = 17H(€}), €2 = 17YE?) et soient P| € €L, P» € €2 tels que
P = L(Pl) = L(Pg).

Proposition IV.2.— Le faisceau wy /g vérifie :
a) pour tout morphisme g: T — S, le faisceau Wy xsT/T €St canoniquement isomorphe
a g*(w((o”/S) ;

b) we, ), est le faisceau des différentielles v sur € réguliéres en tout point sauf éven-
tuellement aux points Py et Py en lesquels des poles simples sont autorisés avec la
condition suivante sur les résidus :

Resp, (v) + Resp, (v) = 0. (4.1)
Démonstration.— Voir [DM69, § I| qui renvoie a [Har66]. O
D’apres a), et en notant g,: Spec(K) — S et gs: Spec(k) — S, on a
Wes/k = g5 (Weys) et we ik = gy (weys)-

Le diagramme suivant résume la situation :

~ @ (& déterminer)

% @ 2Py

| :

Nous allons commencer par choisir une base de H° (€5, we, /k) bien adapatée a notre
probléme, puis nous 1’étendrons en une base de H (%, wy /5)-
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Notation. — D’une fagon générale, si X est une courbe lisse sur k, nous notons {2x/ le
faisceau des différentielles réguliéres sur X.

D’apres la prop. IV.2 b), on a
HO (‘fs,w%/k) = {1/ cHO (‘é,Q%/k(Pl + Pg)) | Resp, (v) + Resp, (v) = 0} .
Or ‘KNS a deux composantes connexes, (5:, = ‘gsl U ‘gf, d’ou

H° ((gsyw%’s/k) =
{(Vl, ) € H (€1, Q@/k(Pl)) @ H° (€2, Q@/k(Pg)) | Resp, (11) + Resp, (12) = 0} .

Cela dit, la formule des résidus (ou celle de Riemann-Roch) sur (gslet ‘gf donne

HO (ﬁla Q%Zl/k(Pl)) = HO (%27 Q(él/k)a

et

HO (%827 chZZ/k(PQ)) = HO (%827 Q%?/k)’

si bien que B B
H® (€5 w, 1) = H' (€5, Qz1 ) @ HY (7,92 ). (4.2)
Soit g1 (resp. go) le genre de € (resp. de €2); d’aprés (4.2), on a
g=91+ 92 (4.3)
Pour une formule plus générale, cf. [Liu02, prop. 7.5.4 p. 304].

Lemme IV.3.— Supposons que g1 > 2 et go > 2. Il existe une base (ws1,...,Wsq)
de H® (Cs,we, i) vérifiant :

a) pour tout entier i tel que 1 < i< g1, on a w;

€2 — 0;

b) pour tout entier j tel que g1 +1 < j < g, on a ws w1 =0;

c) ws1 a un zéro d’ordre 1 en P ;

d) wsg,4+1 a un zéro d’ordre 1 en P.

Démonstration.— Les assertions a) et b) découlent de (4.2) en choisissant une base
adaptée a cette somme directe. Plus précisément, on choisit une base (ws 1, ..., Ws,4, ) de
HO (¢, Q%;;l/k) et une base (Ws g, 41, - ., Wsy) de H (€2, Q%;Sg/k) et on pose Wy = LW ¢

pour tout entier £ tel que 1 < £ < g.

Montrons que pour une telle base il existe un entier ig (1 < ip < ¢1) tel que wg;, a un
zéro d’ordre 1 en P. Quitte a réordonner la base, ceci montrera ’assertion c¢), ’argument
étant aussi valable pour l'assertion d).
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Le point P est un point double ordinaire dans %%, donc il existe deux parametres locaux
de € en P, disons x, et y,, qui définissent localement les composantes € et €. Soient
T, = 1*(zs) et gs = 1*(ys); au voisinage de P, € %, le faisceau Q1)) est engendré
par d7s et de méme, dy, est un générateur local au voisinage de P> de Qgz2/;. Cela dit,
d’apres (4.1), le faisceau wy, s, est engendré par dws/xs — dys/ys au voisinage de P.
Supposons que toutes les sections ws; avec 1 < ¢ < g; s’annulent en P a un ordre > 2;
alors on peut écrire, au voisinage de P,

Ts Ys

ws,i _ fl(xs) . xg . (dl’s dys

> pour tout entier ¢ tel que 1 < ¢ < g1,

ol f; est une fonction réguliére au voisinage de P. Notons que le facteur f;(zs) - 22 ne

dépend pas de y, car la forme w,; est identiquement nulle sur €2. On en déduit qu’au
voisinage de P; € €., on a
~ i~ ~92 d%s v~ ~ ~ . . .
We; = fi(Ts) - T5 - = = fi(Ts) - T5 - dTs pour tout entier i tel que 1 < i < gy,
S

avec ﬁ réguliére au voisinage de P;. Ainsi, P; est un point de base de Q%;l i ce qui
contredit 'hypothése g1 > 2 ([Har77, lemma IV.5.1 p. 341]). O

Remarque. — Plus généralement, la preuve ci-dessus montre que si une section de wg, /p,

s’annule en P a l'ordre p > 1, alors la section correspondante de {2 J Sur ¢} s’annule
S

en P; alordre (p —1).

Proposition IV.4.— Supposons que g1 > 2 et go > 2. Il existe une base (wy, ..., wy)
du R-module H° (¥, wg/s) (qui est libre de rang g) dont la spécialisation en s est la base
(We,15--.,wsq) donnée par le lemme IV.3.

Démonstration. — Le lemme de Nakayama ([Lan02, lemma X.4.3 p. 425]) permet de
relever la base (wsy1,...,ws ) du lemme IV.3 en une base de H° (€, weg/s)- O

Dans toute la suite, on suppose que g; > 2 et go > 2 et on fixe une base (wy, ..., wy) du
R-module H® (%, wy /s) comme ci-dessus.

L’application canonique ¢: € --» P‘é_l est définie de la facon suivante. Soit Q € €
et soit U un voisinage de ) dans ¢’ qui trivialise wg /g ; notons ¢y : akg/S|U — Oy un
isomorphisme. On a

0(Q) = [ (wilv) (@) : -+ : Yy (wylv)(Q)] € PL.

Cette application est définie en tout point excepté P et elle est indépendante de la
trivialisation v, ce qui permet d’alléger le texte en écrivant

0(Q) = w1 (Q) : -+ :wy(Q)] € PL.
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§IV.4. Description de I’idéal .

Nous suivons la procédure de prolongement indiquée dans [Har77, ex. 11.7.17.3 p. 168].
Celle-ci consiste a éclater € le long d’un certain idéal .# dont le support du sous-schéma
fermé correspondant est le point P.

Commencons par déterminer cet idéal. D’aprés la prop. IV.1, on a
Og,p ~ Og sz, y]/(zy — ¢) (4.4)

avec ¢ = ut®, u € R* et e > 1 (on rappelle que ¢ est une uniformisante de R). Soit U un
ouvert de ¢ qui trivialise wg /g et soit Yy : : wy/gly — Oy un isomorphisme. L’appli-
cation rationnelle ¢ s’écrit, sur U,

oly: U — Ag_l = Spec (R[X1,...,X4-1]).

On a alors
o =¢"(X1,..., Xg-1) = (Yu(w), ..., Yu(wyg)).

Notons que le support du sous-schéma fermé correspondant au faisceau d’idéaux .# est
le point P, puisque c’est le seul point en lequel toutes les formes wy s’annulent. Les
assertions ¢) et d) du lemme IV.3 assurent que

Yy(wr) =wiz (modt) et Yy(wg 1) =v1y (modt),
avec uq,v] € (5% p- Il existe donc des éléments

¥ =wux + tr(z,y), (4.5)
y' = vy +to(z,y) (4.6)

dans .#, ou T et ¢ sont des séries en x,y. On en déduit la proposition suivante.

Proposition IV.5.— L’idéal .7 est de la forme (z',y/,t¢) ot € est un entier > 1.

Soit 711 € — € l'éclatement de € le long de I'idéal .#. La procédure décrite dans [Har77,
ex. I1.7.17.3 p. 168] permet de prolonger I’application ¢ et d’obtenir le diagramme

S

-1
+ P

voulu. Mais nous avons besoin de précisions sur I'image de la courbe exceptionnelle
-1 . S ,
dans P " ; c’est pourquoi nous menons en détail le calcul de I'éclatement.

if
|
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Lemme IV.6.— Soit X — X = Spec (A) léclatement d’un schéma affine noetherien
intégre le long d’un idéal I engendré par f1,..., fn, avec f; # 0 pour tout i. Alors X est
recouvert par les sous-schémas ouverts affines Spec (A;) (avec 1 < i < n), ou A; est la
sous-A-algébre de Frac (A) engendrée par les éléments fjfi_1 avec 1 < j < n.

Démonstration.— Voir [Liu02, lemma 8.1.4 p. 320]. O

Remarque. — Les hypothéses de ce lemme n’imposent pas que le systeme de générateurs
fi,--+, fn soit minimal.

La question qui nous occupe (le calcul de I'image de la droite exceptionnelle) est locale
au voisinage de P et permet de travailler sur les complétés ; d’apres (4.4) et la prop. IV.5,
on peut supposer que 'on éclate le schéma

X = Spec(Rz,y]/(zy — ¢))

(qui a le méme complété que la courbe) le long de I'idéal engendré par 2,y ¢ avec
e > 1. Dés lors, le lemme IV.6 permet de calculer cet éclatement X dont on note
E = 7=Y(P) la courbe exceptionnelle.

§IV.5. Cas ot la surface % est réguliére

On suppose que la surface % est réguliere. Dans ce cas, les calculs sont grandement
simplifiés et peuvent étre menés a terme: on obtient une description de 1’éclatement
ainsi qu’un prolongement de I’application canonique ¢ a la courbe exceptionnelle F.
Enfin, on montre un théoréme de Petri dans ce contexte.

IV.5.1. ECLATEMENT ET PROLONGEMENT

Comme % est réguliére, on a e = 1 et donc xy = ut. L’élément ¢ est donc dans I'idéal
engendré par x et y. De plus, les relations (4.5) et (4.6) permettent de voir que t est
également dans 'idéal engendré par x’ et 3/. Ceci montre que la description de I'idéal .#
se simplifie :

I =('y) = (2,y).

Considérons les éléments suivants de K (X):
x1=z/y et y =y/x.
D’aprés le lemme IV.6, X est recouvert par les ouverts Spec (A1) et Spec (A3) o

Ay = Rlz,y,x1] = Ry, z1] avec y*z; = ut,
Ay = Rlz,y,y1] = R[z,y1] avec %y, = ut.
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FI1GURE IV.2 — Allure de la fibre spéciale lorsque % est réguliére

L’allure de la fibre spéciale est obtenue en faisant ¢ = 0. On a donc

@ N Spec (A;) = Spec (k[y, 21]/(y*x1)),
€. N Spec (Az) = Spec (k[z, y1]/(z%y1)).

Quant a la courbe exceptionnelle FE, elle intersecte les deux ouverts affines de la fagon
suivante :

E N Spec (A1) = Spec (k[z1]),
E N Spec (Ag) = Spec (k[y1]).

La courbe E est isomorphe a P,lg et apparait avec multiplicité 2 dans la fibre spéciale.
La figure IV.2 présente I'allure de la fibre spéciale dans I’éclaté.

On sait que 'application ¢: € --» Pg_l se prolonge en une application @: G — Pg_l.
Voyons explicitement comment ce prolongement apparait.

Pour tout entier £ tel que 1 < £ < g, on traduit le fait que wy € .Z, soit

wp = apr + Py + we(x,y),

2

avec ay, 3 € R et wy € # constitué de termes divisibles par 22 ou y2.

Examinons la fibre spéciale ; notons x, ys les spécialisations de x,y en s, a, ¢, Bs ¢ celles
de ay, B¢ et wgy celle de wy. D’aprés le lemme IV.3, on a

as; =0 pour tout 7 tel que 1 <7 < gy,
Bs,j =0 pour tout j tel que g1 +1 < j < g,
as7gl+1 # 07

ﬁs,l 7& 0.
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Soit @ = (z,y) un point de € au voisinage de P ; tant que @ est hors de P, application ¢
est bien définie en (), avec

P(Q) = [wi(Q) : -+ 1 wy(Q)]
= 1z + By + w1 (2, y) - agx + Byy + wy(z,y))].

Sur Spec (A1), on a x = x1y, donc

¢(Q) = [arz1y + bry + w21y, y) = -+ agrry + Bey + Wg(z1y, y)].
Dans cette expression, on peut simplifier chaque terme par y, d’ou

¢(Q) = [arz1 + B + w1y, y)/y -+ - agar + By + Wg(21y, y) /Y-

Des lors, on peut étendre cette égalité au cas y = 0 (en notant que les termes wy(z1y,y)/y
sont alors nuls). Ainsi, on prolonge I’application ¢ en une application ¢: ¢ — P%_l dont
la restriction & E N Spec (A1) est donnée par

@S(xl) = [as,lxl + 58,1 Dt Qg g1 F ﬂs,g]

= [/3371 e ﬁ's’gl : a3791+1$1 et as7gx1:|'
On montre de méme que le prolongement a Spec (Asz) est donné par
st(yl) = [ﬁs,lyl Ll ﬁs,glyl Qs g1t O‘S,g]'

Finalement, I'image ¢(F) de la courbe exceptionnelle dans Pi_l est la droite projective
paramétrée par

[U:V]I€PLr— [BsaV i i BogViasgpiU: - tag U € PO (47)

IV.5.2. THEOREME DE PETRI

On a montré ci-dessus que I'image canonique de la fibre spéciale % dans PZ_I est
constituée de trois branches, a savoir ¢(%7}), ¢(€?) et $(E); cette derniére est la droite
projective dont une paramétrisation est donnée par (4.7).

, -1
Les coordonnées dans Pi sont wy, ..., wy.

La droite projective ¢(E) est notée Z. Cette droite joint les points p; et py définis par
pr=[Bs1 i Bugy 0o : 0] € 9(F))

et
Pr=[0::0:Qsg11: " :asgl € p(E2).

Le sous-espace linéaire de Pi_l défini par

wy =+ =wg =0
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g—1
Pk

FI1GURE IV.3 — Image canonique de la fibre spéciale lorsque % est réguliére

est noté 5. De méme, on note &?; le sous-espace linéaire défini par

Wgy 41 = - = wy = 0.

Voir la figure IV.3.

Pour tout sous-ensemble & de Pz_l, on notera I (&) I'idéal homogéne associé, c’est-a-dire
(&) = <polyn6mes homogenes P tels que P(e) = 0 pour tout e € é">

On suppose désormais que g; et go sont > 4 et que €. et €2 ne sont pas hyperelliptiques.

Avec les notations ci-dessus, on a p(€}) C ) et p(€2) C P5. Le théoréme de Petri
classique assure que (%) est une intersection de quadriques et de cubiques; on a donc

1Vy
I(@((gs )) - <wg1+17 <oy Wg, fl,lv s afl,qul,lv cee aGl,C1>7 (48)
ou qi,c; sont des entiers > 0, fi1,..., f1,4, sont des quadriques et Gy 1,...,G1, sont
des cubiques, ces polynomes ne faisant intervenir que les coordonnées wy,...,wy,. En
particulier, ces quadriques et ces cubiques sont des éléments de I ().
De méme,
2
I((p((gs )) = <U)1, s awg17f2,17 e >f2,q27 G2,17 e 7G2,62>7 (49)
ou ¢o,cp sont des entiers > 0, fa1,..., f2,4, sont des quadriques et Ga1,...,G2,, sont
des cubiques, ces polynomes ne faisant intervenir que les coordonnées wgy, 11, ..., wy. Ces

quadriques et ces cubiques sont des éléments de I(%).

La droite & est une intersection de (¢ — 2) hyperplans dans Pi_l. On les choisit de la
facon suivante. Soient J# 1,..., 54 4,—1 des hyperplans dont l'intersection est le sous-
espace linéaire engendré par &, et p;; soient aussi J4 1, ..., 4,1 des hyperplans
dont I'intersection est le sous-espace linéaire engendré par &1 et ps. On a alors

9:%,1ﬂ"'ﬂ%7gl_1ﬁ%71ﬁ"'ﬂ%,g2_1.
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Si J7; j est 'un de ces hyperplans, on choisit une forme linéaire homogene h; ; telle que
1(J4 ;) = (hi ;). Par définition, les formes hq1,...,h1 4, -1 sont identiquement nulles
sur &5, donc ne font intervenir que les coordonnées wi,...,wy, . De méme, les formes
ha1,...,ha4,—1 ne font intervenir que les coordonnées wy, 4+1,...,wy. L’idéal de & est

donné par
I(.@) — <h1717 ey hl’g1_17 h2’1, e ?h2792_1>' (4.10)

Lemme IV.7.— Les quadriques f; ; et les cubiques G, ; sont des éléments de 1(2).

Démonstration.— Soit p = Ap1 + pp2 un point de 2, avec [\ : p] € P,lf. La quadrique fi 1
ne dépend que des coordonnées wy, ..., wy,, donc

f110) = fii(Apr + pp2) = fra(Ap1) = N fra(pr) = 0,

la derniére égalité étant due au fait que p; € ¢(%}). On montre de méme que les autres
quadriques et cubiques sont dans I(2). ]

Théoréme IV.8.— Si la surface € est régquliére, l’idéal de l’image canonique de €
dans Pi_l est engendré par des quadriques et des cubiques. Plus précisément, on a

L€ Up(€2)U D) = (wihas, (1<i<g, 1<s<g2—1)
w;ihy (+1<j<g, 1<r<gi—1)
fl,l)"'afl,qnGl,l)"'>G1,617f2,17-">f2,qgaG2,17-">G2,02>-

Démonstration. — Notons J I'idéal donné par le membre de droite ci-dessus. Les rela-
tions (4.8), (4.9), (4.10) et le lemme IV.7 assurent que J C I (p(€L) U (62) U 2).

Soit T € 1(p(€L)Up(€2)U P); alors T € 1(2), donc (d’aprés (4.10)) il existe des
polynémes homogenes Ay 1,...,A1 4 —1,A21,...,A2 4,1 tels que

g1—1 g2—1

T = Z Al,rhl,r + Z A2,sh2,s-
r=1 s=1

Pour chaque entier r tel que 1 < r < g1 —1 et pour chaque entier s tel que 1 < s < g2 —1,
on écrit
Al,T = /1,7" + All/,r et A27S = /2,3 + A/2/,s7

N

ou

— A’LT ne dépend que des variables wy, ..., wy, ;

— chaque mondéme de A, est divisible par 'une des variables wg, 41, ..., Wy ;
/2,5 ne dépend que des variables wg, 41,...,wy;

— chaque monéme de A | est divisible par 1'une des variables w, ..., wy,.

Avec ces notations, on a A .hi, € J et AY ho s € J, donc

g1—1 g2—1
T=> A,his+ Y Aphys (modJ). (4.11)
r=1 s=1

Ty Ty
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Enfin, 71 = Zf,l:_ll All,rhl,r est un polynome homogene ne dépendant que de wy, ..., wg,
et Ty = gzz_ll A’278h2,s est un polynome homogene ne dépendant que de wy, 41, ..., wy.
Or T s’annule identiquement sur ¢(%}') U o(%2), donc Ty € 1(p(€})) et To € 1(p(€2)).
Par conséquent,

Ty e{fit,- fra, G-, Gre) et T e (for,---s 2,40, G215- -1 Gocy)-

Ainsi, T1 + T, € J donc, compte tenu de (4.11), T' € J. ]

§IV.6. Considérations sur le cas général

Lorsque la courbe € n’est pas supposée réguliére, nous ne sommes pas parvenus a dégager
un exposé clair de la situation. De nombreux cas et sous-cas apparaissent, selon les valeurs
de e, € et des valuations (en t) des séries 7 et ¢ (cf. (4.5) et (4.6)). On peut cependant
formuler une conjecture concernant I’allure de la courbe exceptionnelle dans 1’éclaté.

Conjecture. — La courbe exceptionnelle E est une chaine de courbes isomorphes d P,l€
dans X.

Cette conjecture est étayée par le fait qu’elle est vraie lorsque la surface % est réguliére
(on I’a vu plus haut) ; de plus, lorsque les valuations des séries T et ¢ sont « grandes »
(typiquement > e), on peut se ramener au cas ou 'idéal .#, donné par la prop. IV.5, est
de la forme (z/,4/,t¢') avec x'y’ = u/t°, oil u est une unité. On peut alors mener tous les
calculs (a la maniére de ce qu’on a fait dans le cas régulier) en partant du lemme IV.6.
Si e > 2¢/, on obtient que la courbe exceptionnelle est une chaine de deux courbes
isomorphes a Pi. Par ailleurs, on peut montrer dans ce cas que l'image de chacune de
ces deux courbes dans Pz_l est une droite projective. L’établissement d’un théoreme de
Petri est alors abordable.



ANNEXES

§ A.1. Un argument combinatoire pour le théoréme de Petri classique

A.1.1. RAPPELS

On reprend les notations de l'introduction: % est une courbe lisse non hyperelliptique
de genre g > 4, ¢ est le faisceau des différentielles réguliéres sur €. L’analyse de Petri
classique exposée au § 1.2.2 permet d’exhiber des quadriques f; ; et des cubiques Gy,
dans l’idéal canonique I de %. On va montrer que celles-ci engendrent I.

Rappelons que si i, j sont des entiers tels que 3 <i < j < g, on a
g
fi,j = W; - W5 — Z Qg5 " Ws — bmwl - Wy € Sym2 H0 ((5, ch) (a.l)
s=3
avec Qg = NsijW1 + s jW2, Nsij,fsijsbij € k. De plus, si £ est un entier tel que
3< < g—1,on ales cubiques
Grg = ap-wyp-wy — g - wy - wy + 0, — 0 € Sym®> HY (€, Qyp), (a.2)

avec a; € HY (€, Q4 (=D — A;)) et 6; € W pour tout entier i tel que 3 < i < g. Notons
que «; s’écrit a; = rywy + vows avec v, vy € k, tous deux non nuls car «; s’annule a
lordre > 2 en A;.

Soit S = kfwi, ..., wy] ; on munit 'ensemble des mondmes de S de 'ordre lexicographique
gradué associé a ’ordre suivant des variables :

W3 > Wy > -+ > Wy > W1 > W2.
Avec cet ordre, on a

fij = w; - w; + (termes de degré inférieur), (3
3

N IN
IN
- &

Gy = w1 - wy - wy + (termes de degré inférieur), (

79
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A.1.2. FORMULAIRE

On rappelle les formules donnant la dimension des espaces I, :

0 sin=0oun=1,
(g+"_1) —(2n—1)(g—1) sin>=2.

n

dimk (In) = {

Le nombre de mondmes de degré d formés par g variables est égal a (g +3_1). On utilisera

par ailleurs la formule suivante, valable pour tous entiers m,p tels que 0 < p < m:
i <n> B <m + 1)
nep \P p+1

Lemme A.1.— Le nombre de monomes de degré d, da g variables, qui sont multiples
de l'une (au moins) parmi v variables fixées, est égal a

()

FEzemple. — Prenons d = 3, g = 3 et notons xzg, x1 et xo les variables. Le nombre de
monomes en xg, £1, 2 de degré 3 qui sont multiples de xo est

§-()-

2 2 2 2
TyT2, TOT1T2, TIT2, XoTy, T1x; et x5,

Précisément, ces mondmes sont

Lemme A.2.— Soit F une famille finie d’éléments de S. Si les monémes dominants
de F sont linéairement indépendants, il en va de méme pour les éléments de F.

Ce lemme permet de se contenter de faire les calculs de dimension avec les mondmes
dominants. Ainsi, on simplifie les notations en posant

fij = wi-wj, (

<9),
Grg = w1 -we-we, ( .

3<i<j
3<l<g-1)

Il est clair que les quadriques (f; ;)3<i<j<g sont linéairement indépendantes dans Io; or

(27) = ("3) o0~

donc elles forment une base de Is.
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A.1.3. QUADRIQUES ET CUBIQUES

Combien de cubiques linéairement indépendantes obtient-on a partir des f; ; 7 En mul-

tipliant les f; ; par les variables wy (mondémes de degré 1), on obtient une collection de

monomes de degré 3 et la question est de déterminer la dimension du sous-espace de I3

qu’ils engendrent. On calcule d’abord les multiples de f3; = w3 - w; avec 4 < j < g.

— Le monoéme ws-wy fournit g cubiques linéairement indépendantes, a savoir les ws-w4-wy
pour 1 < /< g;

— le mondéme ws - ws fournit (g — 1) nouvelles cubiques (il faut exclure ws - wy - w5 qui a
déja été obtenue) ;

— le monoéme ws - wg fournit (g — 2) nouvelles cubiques (il faut exclure ws - wy - wg
et ws - wy - we) ;

— le monoéme w3 - wy fournit 4 nouvelles cubiques (on mutiplie par wq, wa, w3 ou wy).

On obtient ainsi déja (g;rl) — 6 monomes cubiques (et ils sont tous divisibles par ws).

Passons aux multiples de f4,; = w4 - wj, avec 5 < j < g. On va multiplier par toutes les
variables w, sauf ws, de sorte qu’on est sir d’obtenir de nouvelles cubiques. On reprend
donc le méme calcul que ci-dessus, mais on ne dispose plus que de (g — 1) variables. On
obtient ainsi (‘2’) — 6 nouvelles cubiques.

En continuant ce procédé, on voit que pour tout entier 7 tel que 3 < i < g — 1, les
monoémes de la forme w; - w; (avec i + 1 < j < g) fournissent

g+4—1
()

nouvelles cubiques. Tous calculs faits, le nombre de cubiques indépendantes multiples de
I'une des quadriques f; ; est

<g§2>—6(9—3)—10.

Comme 0
. +
dim (1) = (75 %) =560 - ).

on voit qu’il manque (g —3) cubiques pour engendrer I3. Ce sont les Gy, (3 <€ < g—1)
qui comblent ce manque: il est en effet clair que ces monomes sont indépendants de ceux
déja introduits.

A.1.4. QUARTIQUES

Calculons maintenant le nombre de quartiques linéairement indépendantes que 1’on peut
obtenir a partir des f; ; et des Gy 4. On utilisera sans le préciser le lemme A.1.
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Multiples d’une quadrique parmi les f; ;

On proceéde comme dans le calcul des cubiques multiples de 1'une des (f; ;). A partir
de f3 4, on obtient (g;rl) quartiques linéairement indépendantes, ce qu’on note

fa,4~ (g—2kl>‘

1
fa5 ~ <g—;— > — |[{monoémes de degré 2, a g variables, multiples de w,}|

(30102 - 6]
- (%)

1
f3.6 ~ <g—;— > — [{monomes de degré 2, a g variables, multiples de wy ou ws}|

-(13)-1039)-C2)
:<9;1>.

On obtient ainsi successivement :

On a ensuite

Poursuivons :

f3,4 ~ <g—;— 1)
f35 ~ <g>
f3,6 ~ <g ; 1)

5
)
En notant oy le nombre de quartiques fournies par les f3;, 4 < j < g, on a
g .
- J+1\  [(g+2 5
71=2 < 2 > - < 3 3)
j=4
Pour calculer la contribution des f; j, on reprend le méme calcul, en remplagant g par g—1
(on ne fait plus apparaitre la variable ws). Le nombre o9 de quartiques ainsi obtenues

2= (3)-0)
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Avec des notations évidentes, on a de méme, pour tout entier i tel que 3 <i < g—1,

)

La contribution des f; ; est donc

g‘”: <913> - <Z> _(9_3)@) = <913> —10(g — 3) — 15.

On obtient ainsi tous les monomes de la forme
Wy - Wy - Wy * Win,

avec 3 <1< j<getl<lm<yg, ie., tous les mondmes divisibles par I'un des w; - w;.

Nouwvelles quartiques multiples d’un cubique parmi les Gy 4

Voyons maintenant ce qu’apportent les cubiques Gy g = w1 - wg-wy (3 < £ < g—1). Pour
chaque £, on obtient seulement 3 nouvelles quartiques, a savoir

Wo - W] - Wy - Wy, W-wWlcWp-wy et wi-wyp - wp - wy.

En tout, les Gy, apportent donc 3(g — 3) nouvelles quartiques (on vérifie facilement
qu’elles sont bien linéairement indépendantes de celles déja obtenues).

Ajout d’une derniére quartique

Jusqu’a présent, le nombre de quartiques obtenues est

<QI3>—10(9—3)—15+3(9—3)= (gz?’)—?(g—l)—l-

On voit qu’il en manque une pour engendrer I4. D’apres (a.1) et (a.2),
H = w - wg-wy - wy

est le mondéme dominant de la quartique? agws - f3,g —wy - G34 qui est dans 'idéal
engendré par les f; ; et les Gy 4. Comme H est linéairement indépendant des quartiques
déja trouvées, il compléte la famille de ces quartiques en une base de I4.

2. Il s’agit ici d’un calcul « a la Grobner » : on élimine les monémes dominants de f3 4 et Gsq4.
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A.1.5. EQUATIONS DE DEGRE > 5

On a traité a part les cas des cubiques et des quartiques car il fallait a chaque fois
introduire des mondmes manquants. A partir du degré 5, il n’y a plus de telles exceptions,
et nous pouvons traiter directement le cas général et montrer que pour tout entier n > 5,
'idéal I,, est engendré par les quadriques f; ;, les cubiques Gy 4 et la quartique H. La
stratégie est la méme que celle employée précédemment : on cherche d’abord les monoémes
obtenus comme multiples des f; j, puis ceux ajoutés par les Gy, et enfin la contribution
de H.
Fixons un entier n > 5. On utilise la notation « ~ » comme précédemment, c’est-a-dire
que

P~p
signifie que le monéme P ajoute p nouveaux monoémes a la liste déja construite. Plus
généralement, P peut étre une famille finie de mondmes. Au début du raisonnement,
cette liste est vide.

Contribution des quadriques f; ;

Il faut multiplier les f;; par tous les monémes de degré (n — 2) en g variables. Il y

a (g:ﬁg?’) tels mondémes. On a alors successivement

+n-—3
f3,4w<g >,
n—2

-3
fas ~ <g tn 5 ) — [{mondmes de degré n — 2, & g variables, multiples de wy}|
n pe—

_(9+tn-—3 g+n-—3 g+n—4
=515 ()
_(gt+n—4
-0

f36 ~ <gj;ﬁ;3>

— |[{mondémes de degré n — 2, & g variables, multiples de w4 ou ws}|

_(9tn—5
T\ n—-2 )

n—+1
fag~ <n—2>'

Ceci nous donne déja

0 _gz_zz Jtn—-1\ _(g+n—-1\ (n+1
l_j—2 n—2 N n—1 n—1
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monomes de degré n. Comme on I’a vu plus haut, la contribution des f4; s’obtient en
remplagant g par (g — 1), soit

_ g—|—n—2 n+1
(fridsgjeg=o2=\" 1 )=\, _1)

En poursuivant ce raisonnement, on voit que pour tout entier ¢ tel que 3 <1< g—1, la
contribution des f; ; est
g+n—1i1+42 n+1
o; = — .
n—1 n—1

La contribution totale des f; ; est donc

-1

S-S ()
_ <9+Z—1> B <n22> _(9—3)<Zi>. (a.3)

Contribution des cubiques Gy 4

Soit £ un entier tel que 3 < £ < g — 1; pour obtenir un nouveau monéme de degré n
a partir de Gy = wy - wy - wy, il faut multiplier Gy, par un monéme de degré (n — 3)
en les 3 variables wq, wo et wy. Il 'y a (Z:é) tels monomes, et les mondémes de degré n
ainsi construits sont linéairement indépendants des précédents. La contribution totale

des cubiques Gy 4 est donc

R (i [ (a.4)

Contribution de la quartique H

On a H = w1 - wg - wy - wy ; les nouveaux mondmes sont obtenus en multipliant H par
un monéme de degré (n —4) en les 3 variables w, wo et wy. Iy a (d;2) tels mondmes.

La contribution de H est donc 4o
H ~ ( ; ) (a.5)

Conclusion

Un calcul élémentaire montre que

(a.3) + (a.4) + (a.b) = <9 +n—1

. > —(2n —1)(g — 1) = dimy, (I,),

ce qui achéve de montrer que les quadriques (f; ;)3<i<j<g €t les cubiques (G 4)3<i<g—1
engendrent ’idéal canonique I.
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Remarque. — L’argument combinatoire présenté ici s’applique tel quel au cas plus géné-
ral des courbes canoniques au sens de Schreyer [Sch91].

§ A.2. Calculs relatifs au § I1.4

On indique dans cette annexe comment on obtient la prop. I11.21. Les notations sont
celles du § I1.4.

Rappelons que pour tout 1 < 7 < g—3,0n a

g—2 g—3
Gy =TY? — |oyT5Y + BiT2 oY + ) 0Ty sTY + > tmTiTY
=2 m=0
g—2 g—2 g—2
+ Z /\j,nng—zTn + Z tjpToTg—2T, + Z 5j,qT02Tq
n=1 p=1 q=0
2
=TY" = GjaY = Gy,
ou Gj,l € Ay et Gj’Q S A3 sont définis par
g—2 g—3
Gj71 = OéjT02 + ﬁjTg2_2 + Z 9j7ng_3Tg + Z Lj,mTle, (3.6)
=2 m=0
g—2 g—2 g—2
Gia=> NnTo-oTu+ Y 1ipToTy 2Ty + > &aTo Ty (a.7)
n=1 p=1 q=0

Soit j un entier tel que 2 < j < g — 3. 1l s’agit de voir pourquoi les relations
Tle,l - T1Gj71 € Ker &4 et TjGLQ — TlGjQ € Ker ®y

impliquent d’une part que certains des coefficients de GG; sont nuls, et d’autre part que
les coefficients de G; sont déterminés par ceux de G. Par souci de clarté, nous traitons
explicitement le cas ou g = 5; les calculs pour le cas général sont tout a fait semblables,
quoique plus touffus.

On a

T2G171 — T1G271 € Ker (I)g, .
TQGLQ — T1G272 € Ker ®4. (a.9)

Exploitons d’abord (a.8): a 1’aide des expressions développées (a.6), on trouve

(TETy + B1 1T + 01215 + 01 3T3Ts + 11.0ToTh T + 11 1 T2y + 1121 TS)
— (T + BoTi T3 4 09T Ty + O 3T1 ToTs + 12,0 To T2 + 121 T} + 129T2Ty) € Ker @3.
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Niveau Coeflicient
0 —011)\% - ﬁl)\éf - 91,2/\? — 9173){ + L1,0)\§’ — Ll,l)\% — L1,2)\? + ag Ay + ﬁQ/\I
+ 92,2/\‘? + 9273)\? — Lg,o)\% + L2,1)\§’ + L2,2)\%
1 —L170)\% + 2L1,1)\‘?{ + L172)\[1l — Qg — 52)\? — 9272)\11l
— 9273)\? + 2L270)\1 — 3L271)\% — 2L272)\%
2 a1+ ﬁy\? + 391,2/\411 + 291,3/\‘? — 11,0\
+ 201 223 — 202903 — 02307 — 12,0 + 321\
3 Qﬂl)\? + 91,3)\‘11 + 11,0 — 201,11 — 2L172)\%

— Qﬂg)\% + 29272)\% — 21 + 2L272)\1

4 —301203 — 01373 + 111 — L1221 + 20223 + Oa0A1 + 02307 — 199
5 —2B123 — 201 37} + 112 — 0 + 023\

6 —B1A} + 012+ Bodi — Oa3

7 01,3 — B2

8 B

TABLE A.1 — Coefficients de H; € Ker ®3 rangés par niveaux

Or on sait que Ty = Xg et T; = X; — X\;Xp pour j = 1,2,3; de plus, la prop. 11.20
assure que \; = )\{ pour 7 = 2,3. On peut donc récrire la relation précédente dans les
coordonnées X, ..., X3 puis utiliser des relations de niveau afin d’ordonner le résultat.
On obtient au final un élément H; € Ker ®3 dont les coeflicients sont donnés dans la
table A.1.

Comme H; € Ker ®3, chaque coefficient dans la table A.1 est nul. C’est ainsi qu’on
obtient I'annulation de (; et 'expression des coefficients de G en fonction de ceux
de Gl,l'

Le méme travail effectué a partir de la relation (a.9) aboutit a un élément Hy € Ker ®4

dont les coefficients permettent d’exprimer les coefficients de G2 2 en fonction de ceux
de G1 2.
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