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Résumé.

Etant donné une algeébre de fusion & un certain niveau et la fonction de partition invariante
modulaire pour une théorie de champs conformes correspondante, il existe une équation dite
“équation de scission modulaire” traduisant la compatibilité, au niveau de la fonction de
partition, entre l'action de l'algebre de fusion et celle des symétries quantiques (qui sont
a priori inconnues). Cette équation due a A. Ocneanu permet, en principe, de construire
I’algebre des symétries quantiques d’une théorie a partir des autres données évoquées plus
haut et il est certain que son auteur a utilisé une telle méthode pour obtenir celles associées
aux invariants modulaires de type SU2, SU3 et SU4. Cependant, aucun document présentant
une technique de résolution de cette équation n’était disponible, sous forme publiée ou non,

avant le travail présenté ici.

L’utilisation de la technique de résolution présentée permet, bien entendu, de retrouver
les résultats connus concernant les symétries quantiques des théories qui correspondent aux
fonctions de partition invariantes modulaire, et qu’on sait associer a des graphes simplement
lacés de la famille SU2 (les graphes ADE) ou a leurs généralisations. Elle permet également
de déterminer des algebres de symétries quantiques dans le cadre un peu plus général, dit
”non simplement lacé ; dans ce cas, les fonctions de partition ne sont invariantes que par un
certain sous groupe du groupe modulaire. Dans la famille SU2, nous avons examiné les cas
Fy, B3, By, et G5. Dans la famille SU3, nous avons examiné le graphe non simplement lacé
Fs5 qui est un Z3 quotient de 'exceptionnel simplement lacé & de méme niveau. Dans tous
les cas, ’espace vectoriel du graphe considéré est lui-méme est un module sur l'algebre de
fusion de méme niveau, qui est une algebre de type A (résultat connu, tout au moins pour
la série SU2, depuis [34] et [37]). Par contre, ce module, qui est un Z; - module, n’est pas
“rigide”, en ce sens que ses constantes de structure ne vérifient pas la propriété de symétrie
usuelle (Fy,)a = (F7)pa, la notation 7 désignant le “dual” (conjugué) de n dans l’algebre de
fusion (pour SU(2), on a m = n), ce qui est d’ailleurs bien évident puisque ces constantes
sont déterminées par la matrice d’adjacence du graphe lui-méme, qui, par hypothese, n’est

pas simplement lacé.

Dans les cas ordinaires (simplement lacés), on sait associer, a toute théorie conforme inva-
riante modulaire, deux algebres en dualité (plus précisément, un groupoide quantique) dont
les anneaux de caracteres s’identifient a l'algebre de fusion, d’'une part, et a ’algebre des
symétries quantiques, d’autre part. Pour tous les cas non - simplement lacés examinés, nous
avons déterminé la décomposition par blocs (il s’agit d’algebres de dimension finie semi -
simples) des deux algebres qui, pour une situation simplement lacée, devraient avoir la méme
dimension totale, les deux espaces vectoriels sous jacents étant en dualité. Nous ne nous
attendions pas, dans notre cas, a obtenir une structure aussi simple du fait des propriétés
inhabituelles des modules, mais il s’avere que I'introduction de facteur correctifs tres simples

(essentiellement justifiés par I'existence d’une action de groupe finie sur le graphe correspon-
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dant) permet d’identifier les dimensions obtenues. Ce travail suggere donc I'existence d’une
nouvelle structure algébrique, finalement assez “simple” lié au exemples non-simplement lacés.
Nous n’avons pas cherché a aller plus loin dans cette direction, réservant ce travail pour une

recherche ultérieure.

Le formalisme mathématique utilisé dans cette thése est volontairement assez élémentaire.
Notre travail pourrait néanmoins étre transcrit dans un cadre plus sophistiqué utilisant soit
le langage de la théorie des algebres d’opérateurs, soit encore, et plus facilement sans doute,
celui des catégories de fusion (voir [60], [49]). Au niveau physique, les techniques et résultats
présentés peuvent étre utilisés en théorie de champs conforme, plus particulierement dans

I’analyse des conditions de bord, et dans leurs applications.

Bref résumé.

Le premier objet de cette these est de présenter une méthode de résolution pour ’équation
de scission modulaire, équation qui permet de déterminer les symétries quantiques d’une
théorie de champs conforme. On peut 'utiliser dans le cadre des théories associées aux graphes
simplement lacés (les ADE de la famille SU2, ou leurs généralisations) et retrouver ainsi des
résultats connus, en particulier la structure des groupoides quantiques associés. Le second
objet de cette these est d’appliquer cette technique dans le cadre plus général des graphes
non simplement lacés afin de déterminer les algebres de symétries quantiques correspondantes,

et d’explorer leurs propriétés. Plusieurs exemples de ce type sont analysés.
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L’étude des symétries quantiques associées aux graphes de Dynkin et ses généralisations
trouve son origine dans leur participation a la classification des théories conformes a deux
dimensions proposé par A. Cappelli, C. Itzykson and J.B. Zuber en 1987 [16]. Dans cette
classification apparaisent deux séries infinies de graphes : A, et D,, et trois graphes excep-
tionnels Eg, E7 et Eg. Ces graphes constituent un sous-ensemble des graphes de Dynkin (tous
les graphes simplement lacés) qui, dans un autre contexte, conduisent a la classification des
algebres de Lie semi-simples. La classification définie par les graphes ADE est telle que chaque
fonction de partition d’une théorie de champs conformes avec algebre de caractéres su(2), au

niveau ¢ correspond a un graphe ADFE de nombre de Coxeter k = £ + 2.

Les travaux de F. Di Francesco et J. B. Zuber [34] ont permis d’élargir cette classification
aux théories de type su(3). Ils ont proposé une nouvelle liste de graphes généralisant les
graphes ADFE et qui jouent le méme role dans la classification. Ces graphes sont appelés les
graphes de Di Francesco-Zuber, il sont composés de quatre séries infinies : A, son conjugué
AC; plus le graphe orbifold D, = A,/Zs3 et son conjugué D}. Il y a aussi sept graphes
exceptionnels &, &/Zs, DY, D§, Ex, &, et E5/Zs, les deux derniers associés a la méme
fonction de partition.

Les travaux d’A. Ocneanu réalisés dans les années quatre-vingt dix [57], [59] ont changé
radicalement cette vision des relations existant entre les propriétés combinatoires des graphes
ADE et la classification des fonctions de partition. La structure algébrique qui a été
découverte a la base de cette classification est un sujet d’études tres intéressant en lui-méme,
et a donné lieu a des travaux étudiant des aspects qui vont des considérations mathématiques
les plus formelles, [28],[6, 7, 8], [11]; jusqu’a des applications dans differents domaines de la
physique théorique, comme les systémes intégrables et les théories de cordes [38], [29], [67]
[69].

La propriété qui se trouve a la base de toute la structure algébrique proposée (et que était
déja mentionné dans [62]) est que les vertex du diagramme A,, engendrent un espace vectoriel
sur lequel il est possible de construire une structure d’algebre finie, associative et commutative.
Ces algebres, appelées algebres de fusion, sont telles que sa table de multiplication peut-étre
construite a partir du graphe méme : en effet 'algebre A, posséde un élément neutre et

un générateur donnés par les deux premiers vertex a gauche, vy et vy. La multiplication
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d’un vertex v; par le générateur est déterminé par la somme des voisins de v;. Nous avons :
V1V; = Vg1 +vi—1 pouri <mn—1et vy v; =v;—1 sii =n—1. A partir de la multiplication par
le générateur il est alors possible d’écrire chaque vertex du graphe comme un polynome en vy
et vy, et un produit associatif peut étre construit. Le produit de 'algebre A,, a des constants
de structures toutes non négatives et entieres, c’est & dire que ’algebre de fusion se comporte
comme l’équivalent quantique d’un produit de spins (SU(2) classical recouplig theory) qui est
codé par le graphe A.

Cette structure d’algebre peut étre étendue a ’espace vectoriel engendré par les vertex de
certains graphes de la famille ADFE différents des graphes A,, notamment les graphes Doy,
Eg et Eg. Néanmoins la propriété générale (et fondamentale) que possedent tous les graphes
ADE (et qui s’étend & d’autres types de diagrammes) est que I’espace vectoriel du graphe est
toujours un module sur un graphe A,, avec la méme norme, noté A(G).

La construction d’Ocneanu associe a chaque graphe ADFE un type particulier de groupoide
quantique B qui est de dimension finie et peut étre construit a partir de 'action de A(G) sur
GG d’une maniere que nous allons expliquer en détail plus tard. B est une algebre semi-simple
et une cogebre cosemi-simple, I'existence d’un coproduit dans ’agebre B et son dual permet
de décomposer le produit tensoriel de représentations (ou coreprésentations) irréductibles et
les décomposer en somme de représentations (coreprésentations) irréductibles. Nous obtenons
de cette maniere deux algebres de caracteres différentes : la premiere, dénommée algebre de
fusion de G, coincide avec l'algebre de graphe A(G). La deuxiéme est une algebre associative
(mais pas nécessairement commutative) de dimension finie dénommé algébre de symétries
quantiques Oc(G). L’algebre de symétries quantiques est générée par deux éléments denotés
1 et 1/, elle est obtenue avec une base particuliere qui est telle que la multiplication de ses
éléments par les deux générateurs est codée par un graphe appelé graphe d’Ocneanu Oc(G).

Trois graphes participent a cette construction : G, A(G) et Oc(G). Ils sont liés par plu-
sieures proprietés intéressantes parmi lesquelles il est important de remarquer les différents
actions de module. Nous avons déja indiqué que la constructions du groupoide quantique B
peut se faire a partir de l'action de A(G) sur G. 1l existe aussi une double action d’A(G) sur
Oc(G) : A(G) x Oc(G) x A(G) — Oc(G), qu’est compatible avec la multiplication de Oc(G).
Cette famille de trois graphes, ou plutét des algebre et des modules qui leur correspondent,
constituent ce que nous appelerons symétries quantique de ’invariant modulaire.

La double action de A(G) sur Oc(G) est codée par une collection de matrices avec entrées
entieres et non négatives appelées matrices toriques W, ,. Il existe une matrice torique

pour chaque vertex du graphe d’Ocnanu (notés x,y, z), et I'action de bimodule s’écrit :

trj = Z (Wx,y)i,j Y

y€O0c(Q)

Les matrices toriques établissent le lien avec les théories conformes. Nous allons considérer

les théories de champs conformes & deux dimensions dont algebre de symétrie est une algebre
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de courants contenant 1’algebre de Virasoro, plus une algebre de Lie affine su(2),. Les condition
de bord sont choisies périodiques et paramétrées par 7 = wsg/wy ou wy et we déterminent
la périodicité dans les deux directions d’un tore [42], [31]. Du point de vue de la théorie des
champs, la fonction de partition code ’ensemble des champs contenus dans la théorie, et doit
satisfaire deux conditions fondamentales : a) le contenu en champs codé par la fonction de
partition est compatible avec une algebre de produit d’opérateurs (OPA) et b) la théorie
est invariante sous l'action du groupe modulaire. Au niveau ¢, la fonction de partition de la
théorie s’écrit en termes des caracteres de 'algebre affine, avec un contenu en champs codé

par une matrice a entrées entiéres et non négatives M, appelée ’invariant modulaire.

{41
Z(r) =Y x(r)iMi; X(7);.
i,j=1
L’invariance sous I'action du groupe modulaire peut-étre prouvée directement en vérifiant la
commutativité de M avec les matrices représentant les générateurs du groupe modulaire S
et T.

L’observation fondamentale est que I’invariant modulaire coincide avec la matrice
torique associée a I’élément neutre de l’algebre de symétries quantiques, c’est a
dire nous avons l'identification M = W g. Les matrices toriques W, , associées aux autres
vertex du graphe d’Ocneanu ne possedent pas la propriété d’invariance sous ’action du groupe
modulaire, et sont interprétées comme donnant des fonctions de partition pour des théories
conformes avec conditions de bord définies par le choix du graphe G et lignes de défauts
caractérisées par le couple (z,y) [24], [63].

La structure formelle que nous venons de décrire est bien établie pour les graphes ADFE et
est suffisamment générale pour permettre & priori une généralisation aux cas SU(N), mais la
realisation explicite de B est un probleme complexe qui n’a pas été résolu que pour certains
cas tres simples, d’autant plus que la liste de graphes de Coxeter-Dynkin généralisés n’est
connue que pour les systemes SU(3) et SU(4).

Nous connaissons explicitement la bigebre B pour les cas As, Az et Ay [19], [66], [20] et
nous savons désormais comment se présentera cette structure pour les cas A, en général. A
titre d’illustration nous allons présenter ’exemple de la bigébre associée au cas Ay du systéeme
SU(3), ceci permet de montrer quelques similitudes et différences par rapport aux cas SU(2),
mais la structure plus générale décrivant les cas Ay du systeme SU(3) devrait encore étre
explicitée.

La complexité de la solution formelle de ce probleme nous oblige a adopter un point
de vue différent permettant d’obtenir des informations sur les différents ingrédients de 1’en-
semble, sans pourtant étre obligés de construire explicitement le grupoide quantique 5. D’un
autre coté, 'existence de plusieurs algorithmes, la plupart dus aux travaux de T. Gannon
[43] permettent d’obtenir des candidats fournissant des invariants modulaires pour SU(N)

quelconque. Ceci suggere de prendre I'invariant modulaire comme point de départ et d’obtenir
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a partir de celui-ci des informations sur la structure de B. C’est d’ailleurs ce point de vue qui
avait été adopté par A. Ocneanu, et celui sur lequel repose également le travail principal de
cette these, a savoir, ’étude des méthodes permettant d’explorer les différents exemples et
leurs symétries quantiques.

Notre travail est centré sur le développement et ’aplication d’une méthode appelée
méthode de scission modulaire, permettant d’obtenir a partir d’un invariant modulaire
donnée, I'’ensemble des matrices toriques, le graphe d’Ocneanu et une réalisation matricielle de
I’algebre des symétries quantiques, sans avoir besoin de construire explicitement le groupoide
B.

Ces résultats permettent, dans la plupart des cas de déterminer explicitement ’algebre
Oc(Q) et le graphe de Coxeter G associé a un invariant modulaire. Dans cette approche le
graphe G n’est pas considéré comme une donnée de départ, mais fait partie des résultats
obtenus par I'aplication de la méthode.

La méthode de scission modulaire consiste & résoudre une équation traduisant la compa-
tibilité de la double action de A(G) sur Oc(G), elle contient les constantes de structure de
lalgebre A(G) dénotés par N;, invariant modulaire, et les matrices toriques (constantes de

structure du bimodule Oc¢(G) sur A(G)) combinés dans 'ensemble d’équations matricielles :

> (Woe)ij Wao = Ny MNIT .

z

Les matrices N; sont connues puisque elles peuvent étre calculés a partir du graphe A(G), nous
avons alors un systéeme d’équations avec des inconnues données par les entrées les matrices
toriques Wy . et W, o, ce systeme est soumis a des contraintes puisqu’on demande que les
entrées de W, , soient des entiers-non négatif. Ces contraintes réduisent suffisamment les
degrés de liberté du systéme pour qu’il soit possible de déterminer ’ensemble complet de
matrices toriques.

Un des aspects primordiaux de cette méthode réside dans le fait que elle permet d’explorer
le probleme des symétries quantiques des invariants modulaires de haut niveaux. Nous avons
étudié les cas EF, &g et E9/Zs du systeme SU (3). Les deux dernier graphes apparaissent comme
sous graphes du méme graphe d’Ocenanu. Le cas & est un exemple ot le graphe lui-méme
n’apparait pas explicitement dans Oc(G), mais il peut étre determiné de maniere relativement
simple en lui demandant de satisfaire & differentes relations de module.

Un deuxieme aspet est I’exploration d’un systemes de graphes qui n’a pas été étudié jusqu’a
présent. En effet il est possible sous certains conditions de construire une restriction d’un
invariant modulaire, telle que la compatibilité avec une OPA soit gardée mais ou 'invariance
modulaire est substituée par I'invariance sous ’action d’un sous-groupe du groupe modulaire
[74], [73]. Des exemples de telles restrictions sont obtenues & partir des théories connues
en utilisant un quotient par les groupes de symétrie (Zo ou Zsz dans les cas considérés). Ces

quotients donnent origine a des théories associées aux graphes non ADF, plus précisément les
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graphes non-simplement lacés B,,, C),, Fy et G2 pour le systeme SU(2) et ses généralisations
pour SU(3).

Partant une matrice modulaire (la fonction de partition) issue d’une telle restric-
tion, la méthode de scission modulaire permet d’explorer les propriétés algébriques qui,
éventuellement, amenent a des structures de type ”symétries quantiques”. L’objectif n’est pas
de proposer ou d’étudier une théorie physique de champs conformes associé, mais de regarder
comment se généralisent les propriétés et structures algébriques associées aux graphes ADE.
Les résultats sont en effet interessants, nous trouvons que des relations similaires aux symétries
quantiques des graphes ADFE relient les graphes qui aparaissent dans le probléme, ceci indique
qu’une structure semblable a la bigébre B doit exister ici aussi, mais une généralisation est
nécessaire pour pouvoir décrire la structure formellement. Il faut remarquer que dans I’étude
des matrices modulaires, les graphes de Dynkin non-simplement lacés apparaisent de maniere
directe ou indirecte comme resultat des calculs.

La structure de la these est la suivante : le premier chapitre est dedié a la description
de la théorie de groupoides quantiques associé aux graphes ADFE. Les premiéres sections
présentent un résumé des aspect les plus importants de la description de ’espace B et ses
propriétés algébriques. L’objectif etant uniquement de fournir un cadre pour le reste de la
theése. Des études completes de ses aspects peuvent étre trouvés dans diverses references [20],
[19], [28], [6, 7, 8]. Dans les deux derniéres sections nous présentons deux exemples illustrant
la construction de B pour des cas précis. Le premier, purement illustratif, traite le cas Ao
du systeme SU(2) déja décrit dans [19]. Nous contruisons pour cette exemple 'espace B a
partir de I’algebre de graphe As, le coproduit et les deux algebres de caracteres associes. Le
deuxieme exemple est plus interessant, il s’agit du calcul du cas A; du systeme SU(3). La
remarque est que le systéme de cellules n’est pas formellement connu pour les cas SU(3), et
le calcul se fait par analogie auvec le cas SU(2).

Le deuxieéme chapitre est constitué par I'article From modular invariant to graphs : the
modular splitting method [47] ou est présentée la méthode de scission modulaire. Le papier est
organisé comme suit. La premiere section est dédiée a I'introduction de I’équation de scission
modulaire et a une description générale et détaillée de la méthode de résolution. Les sections
suivantes sont consacrés a l'illustration de la technique en ’appliquant & trois exemples choisis,
en premier lieu nous traitons le cas Eg du systeme SU(2), ensuite nous considérons I’étude
de trois cas exceptionnels du systeme SU(3), d’abord le cas £ au niveau 5, et le cas module
conjugué &, et enfin 'exemple & au niveau 9.

Dans le troisieme chapitre sont présentés les résultats concernant l’explorations des
symétries quantiques des graphes non-simplement lacés. Le travail est basé sur les méthodes
et résultats de 'exemple F; qui est étudié dans [25]. Ce travail est a la fois le premier traite-
ment du cas non-simplement lacé du point de vue des symmetries quantiques, et le cas qui a
fourni les bases pour les généralisations.

La premiere section contient les considérations générales sur les méthodes et résultats
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concernant les graphes non-simplement lacés du systeme SU(2). Obtention des fonctions
de partition des graphes non-simplement lacés par restriction de celles des graphes ADFE,
description de la méthode de scission modulaire adaptée a ’étude des graphes SU(2) non-
simplement lacés, résultats généraux. La deuxieme section est dédiée a 1’étude explicite des
exemples du systeme SU(2), on considere explicitement les cas Fy, Bs, By, le cas général B,
et le graphe (9, dans chaque cas nous calculons 'ensemble des matrices toriques, I’algébre
de symétries quantiques et nous regardons de quelle facon la regle de somme quadratique est
modifiée, ce qui donne ainsi une idée sur la structure algébrique qu’il faudrait savoir associer
a ce type de graphes. La troisieme section contient I’étude d’un cas non-ADE du systeme
SU(3), ce cas est construit comme 'analogue de I'exemple Fy de SU(2), mais les résultats ne

constituent pas une généralisation directe du cas SU(2).



Chapitre 1

Symeétries quantiques de graphes
ADE.

1.1 Notions sur les graphes et graphes ADFE.

Nous commencons par donner la définition d’un graphe et certaines propriétés de base

que seront d’importance pour notre travail.

Définition 1 Nous définissons un graphe G par la donnée d’un triplet (V, A, ) tel que :
— V est un ensemble non-vide d’éléments v appelés verter,
— A est un ensemble non vide d’éléments & appelés arétes,
— 1) est une fonction qui associe & chaque arc de G une paire ordonnée de vertex (mon

nécessairement distincts) de G.

Un graphe est dit fini si les ensembles V et A sont finis, le nombre de vertex d’un graphe
est appelé l'ordre du graphe. Si € est un arc, i et j deux vertex tels que ¥(§) = ij, alors &
joint le vertex 7 au vertex j, et nous notons un tel arc §; ou z} Nous appelons s(&;;) = i la
source de §;; et 7(&;;) = j 'extrémité de &;;. Un arc ayant la méme source et extrémité est
appelé une boucle. Un graphe est dit simple s’il ne possede pas de boucle et si deux arcs
différents ne relient pas la méme paire de points; si le graphe posseéde des arétes multiples il
est appelle non-simplement lacé. Un graphe est dit bi-orienté si pour tout arc ;; reliant
i a j, il existe 'arc inverse &j; reliant j & ¢. Dans le cas contraire, le graphe est dit orienté.
L’arc &;; est représenté par une fleche reliant le vertex ¢ au vertex j. Dans le cas d'un graphe
bi-orienté, les deux arcs ;; et son inverse sont représentés plus simplement par une seule ligne
(non-fléchée) reliant i et j.

Un chemin élémentaire est une séquence ({1,&,...,&;) d’arcs telle que extrémité de
chaque arc coincide avec la source de 'arc suivant : 7(&) = s(§i4+1),1 < i < k—1. Un
graphe est dit fortement connexe si pour tout couple de vertex i et j, il existe un chemin

élémentaire reliant ces vertex.
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Définition 2 Soit G un graphe a dg vertex. La matrice d’adjacence de G est la matrice
dg % dg noté Ad(G) ayant comme entrée Ad(G);j = n s’il existe n arcs &;; reliant le vertex

i au vertex j, et Ad(G);; = 0 sinon.

Définition 3 Une matrice A carrée (n X n) a entrées dans les entiers non-négatifs est dite
irréductible si et seulement si, pour chaque i,j € {1,...,n}, il existe un entier positif k (qui
peut dépendre de i et j), tel que (Ak)ij > 0.

Nous avons vu plus haut la définition d’un chemin élémentaire. Il existe une maniere tres

simple de compter le nombre de tels chemins de longueur £ fixée.

Théoréeme 1 [1] Si Ad est la matrice d’adjacence d’un graphe a n vertez, alors le nombre

de chemins élémentaires distincts de longueur k reliant les vertex i et j est égal a (Adk)ij.

Puisque, par définition, dans un graphe fortement connecté il existe au moins un chemin

reliant tout vertex ¢ a un vertex j, sa matrice d’adjacence est donc irréductible.

Théoréme 2 (Perron-Frobenius) [45] Soit A une matrice carrée irréductible a entrées
dans les entiers non négatifs. Alors, il existe une valeur propre 8 de A telle que :

— [ est réelle, 3> 0;

— [ est la plus grande valeur propre de A ;

— le vecteur propre correspondant & 3 est positift, et est unique & une constante multipli-

cative pres.

Ce vecteur-propre est appelé vecteur de Perron-Frobenius, et sera noté P. Il satisfait donc a

I’équation suivante :

Ad(G)P = 3P (1.1)

Soit {v1,v2,...,v,} une base des vertex du graphe G : puisque la matrice d’adjacence de G
est irréductible a entrées dans N, le Théoréme 2 s’applique, et nous définissons I’application

1 donnant la composante de Perron-Frobenius des vertex :

p:V(@G) — RT
i — P(i)

Nous normalisons ce vecteur de telle maniére que pu(vy) = 1, out v est choisi comme étant le

vertex? ayant la plus petite composante P(7)

Toutes ses composantes ont le méme signe.
2Dans les cas considérés, il n’y aura pas d’ambiguité sur le choix de ce vertex.
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1.1.1 Graphes bi-orientés et leur classification

Dans le cas d’un graphe G bi-orienté, sa matrice d’adjacence est symétrique, et sa norme

est alors donnée par :
|G| = ||Ad(G)|| = max{|\|,on A est valeur propre de Ad(G)}

Il existe une classification reliant les valeurs possibles de cette norme et son graphe corres-
pondant [45] :

Théoréeme 3 Soit A une matrice carrée symétrique a entrée dans les entiers non-négatifs.
Alors :
~ ||A|| = 2 si et seulement si A est la matrice (¢ 4+ 1) x ({ + 1) d’adjacence de l'un des

graphes suivants :
AV@>92), pPw>1), EMNC=67,8)

— ||A]] < 2 si et seulement si A est la matrice (£ x £) d’adjacence de l'un des graphes

sutvants :

A0>2),  Dyt=4),  Ef(l=67,8)

De plus, ||Al| = 8 = 2cos(Z), ot K est par définition le nombre (dual) de Coxeter du
graphe. Les autres valeurs propres de A peuvent étre exprimés en termes de Kk comme
A = 2cos(™F) (possiblement avec multiplicité), ou les nombres m sont appelés exposants

de Cozeter.

Les graphes définis ci-dessus correspondent aux diagrammes de Dynkin des algebres de
Lie semi-simples simplement lacées (Ay, Dy, Ey) (voir [2],[42]), ou de leur extension affine
(Agl),Dél), Eél)) (voir [42]). Insistons sur le fait que nous n’utiliserons pas la notion d’algebre

de Lie ici (le nombre dual de Coxeter par exemple est défini & travers la norme du graphe).

Correspondance de Mc-Kay Les vertex des diagrammes affines (Aél), Dél), Eél)) sont en
correspondance bi-univoque avec les représentations irréductibles des sous-groupes du groupe
SU(2), et la composante de Perron-Frobenius de ces vertex est égale & la dimension des
représentations irréductibles (irreps) : c’est la correspondance de Mc-Kay classique [51]. De
méme, les vertex des diagrammes (Ay, Dy, Ey) peuvent étre mis en correspondance avec les
irreps de “sous-groupes” ou “modules” associés au groupe quantique Uy(sl(2)), avec ¢ ra-
cine de I'unité dépendant du niveau ¢, les composantes de Perron-Frobenius donnant, par
définition, les dimensions quantiques de ces irreps (ce ne sont plus des nombres entiers, mais

des g-nombres!). C’est ’analogie quantique de la correspondance de Mc-Kay.



4 1. Symétries quantiques de graphes ADE.

1.2 Produit de représentations irréductibles et graphes A

1.2.1 Cas classique

Considérons le groupe SU () et ses représentations irréductibles notés par sa dimension
i, j, k € Irr SU(N). Ce groupe possede N — 1 représentations fondamentales, en ce sens
que les autres représentations irréductibles peuvent étre obtenues par tensorialisation puis
réduction a partir des fondamentales. Chaque représentation fondamentale donne lieu a un
graphe infini, dont les vertex sont labellés par i € Irr SU(N) et dont les arcs correspondent
a la tensorialisation par la représentation fondamentale.

Par exemple le groupe SU(2) posséde une représentation fondamentale, de dimension
deux, notée 2, et la décomposition du produit tensoriel d’une irrep i € Irr SU(2) par la
fondamentale 2 est donnée par la formule suivante (correspondant au couplage d’une particule

de spin 1/2 avec une particule de spin J = (i — 1)/2) :
2®i=1—1®i+ 1. (1.2)

Le résultat de cette décomposition peut étre codé dans le graphe A, de SU(2) illustré Fig.1.1.

F1G. 1.1 — Graphe A de SU(2).

Les vertex de ce graphe sont labellés par les irreps 4, j, k € Irr SU(2), et 2®1 se décompose
en la somme directe des voisins de ¢ sur le graphe.

Le groupe SU(3) posséde deux représentations fondamentales, notées 3 et 3, chacune
donnant lieu & un graphe orienté infini A... Les représentations 3 et 3 étant conjuguées, le
graphe correspondant 3 la tensorialisation par 3 s’obtient en inversant la direction des arcs
du graphe correspondant a 3. Le graphe Ay, de SU(3) correspondant a la représentation 3
est illustré Fig. 1.2. Nous lisons sur le graphe, par exemple : 3 ® 3 = 3 @ 6, car il y a un arc

reliant 3 & 3 et un arc reliant 3 & 6.

1.2.2 Cas quantique

Les groupes de Lie possedent en général des déformations quantiques (groupes quan-
tiques), dont un exemple bien connu est fourni par le groupe quantique Uy(sl(N)). A ¢ ra-
cine de I'unité nous pouvons définir des quotients de Hopf non semi-simples, de dimension
finie — génériquement désignés par uy(sl(N)) — & partir du groupe quantique Uy(sl(N)) :

ces groupes quantiques possédent alors un nombre fini de représentations irréductibles (nous
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F1G. 1.2 — Graphe Ay de SU(3) pour la représentation 3.

nous intéressons en fait a celles qui sont de g-dimension non-nulle. Nous décidons de noter
SU(N)¢ = uy(sl(N)) pour q racine de I'unité? :

q2(Z+N) — q2I€ — 1’ (13)

ou £ est le niveau et k est le nombre de Coxeter généralisé, défini par la relation x = £ +
N. De maniere analogue au cas classique, nous pouvons associer a chaque représentation
fondamentale de SU(N), un graphe qui s’obtient par troncation (au niveau ¢) du graphe A

correspondant.

Ainsi, pour SU(2), et a la 2(¢ + 2)-ieme racine de 'unité, nous obtenons le graphe A, =
Apsq de SU(2),. Pour SU(3), et a la 2(¢ 4 3)-ieme racine de I'unité, nous obtenons le graphe
Ay de SU(3),.

Pour SU(2)2, nous avons Ay = As, ce graphe possede 3 vertex, avec la représentation
identité notée par 0 et la fondamentale notée par 1. Pour SU(3)4, le graphe A4 possede 15
vertex. De maniére générale, le graphe A, de SU(3), possede (¢ + 1)(¢ + 2)/2 vertex que
nous étiquetons par (A1, A2), avec A\, Ao > 0 et Ay + Ay < /. La représentation identité est
(0,0) et les deux représentations fondamentales (conjuguées) sont (1,0) et (0,1). Le graphe
code la tensorialisation par (1,0) est presenté plus bas, le graphe de tensorialisation par la
répresentation fondamentale pour Az de SU(2) et Ay de SU(3) sont représentés dans la
Fig. 1.3. Pour SU(3) le diagrame de multiplication par le générateur conjugé est obtenu en

inversant la direction des arcs.

1/2

3 Attention : I'index g de u, est quelquefois noté ¢'/? dans la littérature.
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(0,4)

(0,1)

(0,0)  (1,0) (4,0)
F1a. 1.3 — Les graphes Ay pour SU(2)s (3 vertex) et Ay SU(3)4 (15 vertex).

1.2.3 Algebre de graphe et matrices N;

A partir du graphe Ay il est possible de calculer une table de multiplication associative
et fermée pour toutes les irreps, rappelons que pour ¢ racine de I'unité le nombre d’irreps est

finie. La multiplication de deux irreps est donnée par I’équation suivante :

ig =Y Nk, (1.4)
k

ou /\/Z’; sont des nombres entiers non-négatifs (multiplicité de (k) dans (i).(j)). Nous appelons

cette algebre I’algeébre du graphe Ay, algebre de fusion, ou plus simplement I’algebre A4,.

Exemple du systéme SU(2), : cas A3 Nous allons considérer le graphes Az du systéme
montré dans la Figure 1.3. Nous savons multiplier par I'identité 0 (puisque c’est I'identité) et

par la fondamentale 1 (& l’aide du graphe) :
1-0=0-1=0, 1-1=0+2, 1-2=2-1=1. (1.5)

En imposant ’associativité, nous construisons la seule multiplication qui n’est pas donnée par

le graphe dans cette exemple Ag :
2:2=(1-1-0)-2=0+2-2=0. (1.6)

Nous obtenons ainsi I’algebre du graphe As, qui est 'algebre commutative et associative ayant

comme éléments de 1’espace vectoriel les combinaisons linéaires des vertex {0, 1, 2}, et comme
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multiplication :
0 1 2
0|0 1 2
(1.7)
110+2]|1
212 1 0

Nous associons a chaque vertex une matrice N, telle que (N;) 5 = /\/Z]; donne les constants
de structure de I'algebre. Ces matrices N; s’obtiennent directement par des formules (1.5) et
(1.6) que se généralisent a la formule de récurrence (1.8).

Pour les graphes A,, en général la formule de récurrence tronquée de SU(2) est :

No = Lxn
Ni.N; = N;j_1+ N;_o 1=2,...,n—2
Ni.N,—1 = Np_o

ou Ad(A;) est la matrice d’adjacence du graphe A,. Elles forment I’algébre matricielle du

graphe A, et fournissent une représentation fidele de I’algebre de graphe A, :

NiNj = NENg = D (Ni)jw Ny (1.9)
k k

Pour SU(3)y, nous pouvons suivre la méme démarche. Connaissant le graphe 4,, nous

obtenons les matrices d’adjacence Ny gy, N(o,1) et nous pouvons construire l'algebre du graphe

Ay, dont une représentation fidele est donnée par les matrices N; = N, ,. Ces matrices

s’obtiennent par la formule de récurrence tronquée de SU(3) :

Ny 0 siA<0oup<0

Nyxo = NioNx-10— N2 (1.10)
Nyy = NioNx—1y— Nacipy—1 — Na—opuyr sip#0

Non = N{g

ott NT' désigne la matrice transposée de N.

1.2.4 G comme module sur A(G) : matrices F; (ou E,)

Nous considerons maintenant tous les graphes ADE ou de Di Francesco-Zuber. Ils sont
notés en général par la lettre G et ses vertex étiquetés en général par les index a,b,c €
{0,1,2,...dg — 1}, bien que cette notation puisse varier en fonction de la configuration du
graphe, comme on le verra dans les exemples.

A chaque graphe G de type ADE ou de Di Francecsco-Zuber est associé un graphe de
type A, noté A(G), le graphe A(G) a le méme nombre de Coxeter que G (si k est le nombre
de Coxeter de G, alors A(G) = A,_n).
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Les vertex de A(G) forment un espace vectoriel et définissent ’algebre de graphe Ay, les
vertex du graphe G forment aussi un espace vectoriel qui est noté lui aussi G (la distinction
entre le graphe lui méme et I’espace vectoriel généré par ces vertex vient du contexte), nous

voulons définir une action de A(G) sur G,

Propriété 1 L’espace vectoriel G est un module sur l'algébre definie par le graphe A(G),

Uaction d’A(G) sur G est comme suit :

AG)xG — G
ia = Y Fhb (1.11)
b

ot les constants de structure .ﬁl’a sont des entiers non-négatifs.

Ainsi ff’a représente la multiplicité du vertex b dans ’action 7.a. Pour que cette action soit

un module bien défini, il faut imposer la compatibilité avec ’associativité :
(i-j)-a=i-(j-a). (1.12)

Utilisant (1.12), (1.9) et (1.11), et du fait que les vertex de G forment une base de cette espace

vectoriel, les coefficients .7-"213 doivent satisfaire les relations suivantes :
b k
ija sz:Z'/\[w fl?a (113)
b k

Il est naturel de poser 04-a = aet 14.a =), , b (la sommation se fait sur les voisins de a sur
le graphe G), alors nous avons Fy = 1, F} = Ad(G) et les autres matrices se obtienent & partir
des rélatios de recourrence (1.8) ou (1.10). L’action explicite de A(G) sur G est définie par
ces deux relations, en imposant la compatibilité avec la multiplication dans I'algebre A(G).
Dans certains cas il est possible définir un produit sur ’espace vectoriel G, qui soit com-

patible avec I’action de A(G), de maniére & obtenir une algebre commutative et associative :

ab=> G5, GS €N, (1.14)

ou les coefficients ggb sont les constantes de structure de l'algebre et ils sont vus comme
l’analogue de la multiplicité de ¢ dans la décomposition a - b (ce sont des entiers non-négatifs).
Quand cette structure multiplicative est bien définie nous disons que le graphe G a self-
fusion.

Le résultat suivant (concernant les cas ADFE) a été premiérement obtenu par Pasquier[62],

et les algebres obtenues sont quelquefois appelées algebres de Pasquier :

Propriété 2 Soit G un graphe de type ADE a dg vertex. Les graphes pour lesquels il est
possible de définir un produit satisfaisant les conditions (1.14) sont les graphes Ay, Day,, Eg
et Eg.
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Propriété 3 [23] Pour le systéme SU(3) la liste des graphes possedant self-fusion est la
suivante : les graphes principaux Ap, la série infinie de graphes D, pour n = 0 mod, 3, et les

trois graphes exceptionnelles &5, &y, Eo1.

Dans tous les cas (self-fusion o non) nous pouvons construire une table pour de l'action
du graphe principal A(G) sur G, de dimension d4 X dg. Cette action est codée par les dg
matrices F; de dimension (dg x dg) definies comme (F}),, = F2,. De la propriété de structure
de module (1.11) plus la compatibilité avec I'associativité (1.12), il est immédiat de trouver

que les matrices F; satisfont :

FiFy= Y NiFL, (115)
k

elles forment donc une représentation de ’algebre de fusion de dimension dg (les matrices V;
forment une représentation de dimension d4 de l’algebre de fusion). Les matrices F; satisfont
les relations les récurrence (1.8) ou (1.10)(cas SU(2) ou SU(3) respectivement) avec idedntité
Fo = 14,xd. et générateur F; = Ad(G).

1.3 La bigebre de Hopf faible B associé a un graphe ADFE

A tout graphe de Coxeter-Dymkin généralisé est associé un groupoide quantique (ou
algebre de Hopf faible) que nous appelons B. La structure générale de ce grupoide quan-
tique et les algebres correspondantes ont été obtenus pour tous les graphes des systemes
SU(2), SU(3) et méme SU(4) (travaux non publiés d’A. Ocneanu) mais cette structure n’a
été totalement explicitée (constants de structure, cellules, etc) que dans les cas SU(2) pour
les diagrammes de type A,, [28] [20]. Il a été prouve [57] que toutes ces structures algébriques
décrivent également les cas SU(N) (notamment les diagrammes de Di Francesco-Zuber), bien
que cette généralisation soit loin d’étre évidente. Le résumé que nous allons présenter ne s’ap-
plique, en principe, que au cas SU(2), cependant nous incluons des observations permettant
la généralisation & un exemple simple du systéme SU(3). Cette présentation ne prétend pas
étre une exposition de la fagon dont on peut associer un grupoide quantiques a un graphe
de Coxeter généralisé, nous effectuons un survol suffisamment cohérent pour permettre de
saisir le contexte dans lequel s’insérent les chapitres 2 et 3 qui représentent finalement le sujet

principal de notre travail.

1.3.1 L’espace vectoriel des triangles admissibles.
Cas A,, su systeme SU(2).

Considérons les représentations irréductibles de SU(2), qui sont étiquettées par les vertex
d’un graphe A,, du systeme SU(2). Un triplet {i,k,j} est dit admissible si la représentation
étiquetée par ¢ apparait dans la décomposition en somme de représentations irréductibles du

produit tensoriel j ® k. Cette définition est naturelle pur les représentations iredcutibles de
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SU(2) (étiquetées par les vertex du graphe A ), ou pour les représentation irréductibles du
graphe du groupe quantique SU(2)y, avec ¢ racine de la unité. Mais la définition de la regle
déterminant I’ensemble de triplets admissibles peut étre donnée sans connaitre la structure de

groupe (quantique) sous-jacent, en se servant de la régle booléenne d’admissibilité suivante :
(ti,k,j)mod2 =0Ni+k—j>0AN —i+k+5j>0ANi—k+jANi+k+j<2k—4.

Une maniére simple de déterminer les triplets admissibles associés & un graphe A,, peut se
faire au travers des matrices de fusion, qu’on peut obtenir facilement & partir de la matrices
d’adjacence du graphe, ou de sa table de multiplication. En effet chaque entrée de la table de
multiplication du graphe A,, détermine un ou plussieur triplets admissibles, le triplet {i, k, j}
sera admissible si I'irrep j apparalt dans le résultat du produit ¢ - k. Un triplet admissible
sera note par @kj ou par des vecteurs | LN J ), souvent on recourt & la notation représentant

ces vecteurs par des triangles ou des vertex a trois arétes comme suit :

1

o
o= (k) = |itsj) = ,VfV, = \K (1.16)
k
k

Nous appellerons triangles admissibles les triplets admissibles associés au graphe, c’est
a dire dans ce contexte on ne consideére pas équivalents deux triangles avec les étiquettes per-
mutées. Toutefois, nous remarquons que dans ce cas des graphes A,,, les permutations d’un
triangle admissible sont des triangles admissibles. La représentation irréductible de l'aréte
verticale (étiqueté par k) est appelé la longueur du triangle. Les triangles admissibles en-
gendrent un espace vectoriel
H = @f:_()l H; ,

gradué par la longueur des triangles et oll chaque sous espace H; = C% est engendré par les
triangles admissibles Sfj avec k fixe. La dimension dj de chaque sous-espace H, est égale a la
somme des entrées de la matrice IV;. Cette propriété peut étre vérifié facilement puisque les

matrices N; donnent les constantes de structure de I'algebre de graphe A,, (voir Propriété 4).

Exemple : cas Az systeme SU(2); A partir de la table de multiplication (1.7) nous
pouvons construire I’ espace Hy, de triangles admissibles de A3. La table de multiplication

nous donne par exemple :

2 1 2 0
2-1:1:>Y ou encore 2-2:0:>\'/.
1 2
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L’espace vectoriel H 4, est donné par I’ensemble de triangles suivant :
NN Y
(o] (o] (0]
NN NN
1 1 1 1
Y Y
2 2 2

H 4, est un espace vectoriel de dimension 10, avec trois sous-espaces Hy et Ho de dimension

(1.17)

3 et H; de dimension 4, Hy4, est la somme directe de ces trois sous-espaces.

Cas G du systéeme SU(2).

Il y a une généralisation de cette construction quand le diagramme A, est remplacé
par un diagramme ADFE quelconque G. Ces diagrammes ne possedent pas nécessairement
la propriété de self-fusion mais, comme nous avons vu le espace vectoriel engendré par les
vertex de G est un module sur le graphe associe A(G). Dans ce cas la table de multiplication
A(G) x A(G) — A(G) est substitué par I'action A(G) x G — G de A(G) sur G. A partir de
cette table nous allons définir des triangles admissibles généralises féb ou deux index (a

et b) sont des vertex du graphe G et la longueur 7 est un vertex du graphe principal A(G).

a b
o ) \/
i . % a \\
€, = f(a,i,b) = |a—b) = ./f . = &% (1.18)
i |
g
Dans ce cas généralisé il peut y avoir des multiplicité dans les triangles admissibles, ceci
correspond a de coefficients plus grands que un dans les entrées de la table de I'action de
A(G) sur G. Pour simplifier la notation nous omettrons ici 'index de multiplicité, mais il
faut le tenir en compte pour le traitement des cas particuliers. Nous remarquons aussi les
symétries de ces triangles généralisés, si (a,i,b) est un triangle admissible, alors le triangle
permuté (b,7,a) est aussi un triangle admissible, cependant, de égale maniere que pour le cas

A, les triangles avec les étiquettes permutées ne sont considérés égaux.

Observation pour le cas SU(3) Nous notons les triangles admissibles des graphes SU(3)
par le méme symbole (a,i,c). Dans ce cas la permitation des vertices (méme pour les cas
Ay) ne donne pas des triangles admissibles comme résultat. Dans ce cas la conjugation jue

un role, si (a,i,b) est un triangle admissible associé & un graphe SU(3), alors les tiagles
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(b,i,a) et (b,i,a) sont admissibles. Nous répresentons les triangles admissibles SU(3) par

des diagrammes de difusion orientés :

a b
(a,i,b) = \/

A

|

7
Définition 4 Nous définissons l’espace vectoriel H comme l’espace vectoriel des triangles
admissibles sur G. Hest fini-dimensionnel, gradué par la longueur des triangles i, et donne

par la somme :

H= P H., (1.19)
)

iEA(G

ou H; est I’sous-espace vectoriel engendré par les triangles admissibles de longueur .

L’ensemble de triangles admissibles {¢!,} constitue une base de H, il existe plusieurs
choix naturels pour définir un produit scalaire sur H, une des possibilités consiste a choisir
celui pour lequel la base est orthonormée :

(gtiz,bﬂ f(lz’,b’> = 5(1(1’ 6bb’ 6nn’ . (120)

Propriété 4 La dimension du sous-espace H; est d; = Z(Fi)a,b-
a,b

Démonstration : Les constantes de structure de l'action de A(G) sur G sont donnes par les

matrices Fj, chaque entrée non nulle de la table de multiplication de cette action est donnée

a b
par une entrée non nulle de la matrice (F;)qp, et définie un triangle admissible \1/ alors le
nombre total de triangles admissibles pour ¢ fixe est d; . i
L’espace dual H , est un espace vectoriel gradué par la longueur des vecteurs de la base

duale ffi (d AN c|}, le pairing entre ces deux espaces est par définition :

(decla—15b) = 6qcbpadij (1.21)

1.3.2 Bigebre faible B

Considérons I'espace vectoriel B = @, End(H;) des endomorphismes des triangles ad-
missibles. B est un espace gradué par la longueur ¢ de doubles triangles et s’écrit comme
B=6, Hi® ﬁ, B a une base ortonormée forme par de diagrammes de diffusion verticaux :
W

NS
N
c

= : (1.22)

ou (a,i,b) et (c,i,d) sont des triangles admissibles, et I est le multi-index formé par (&, 7,1).
Cette base permet de définir dans B un produit associatif (noté o), donne de maniére na-

turelle par la composition verticale des endomorphismes de la base {er} : eger (i) 0 ey (j) =
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dij O¢ry egry (i). Ce produit de composition est appelé produit vertical, et est représenté par

le diagramme suivant :

a b d d a b
! (1.23)

7 i ¥ = 6070, 5d7d/ 627] 7 i

2 AN 72

Le produit vertical fait de (B, o) une algebre semi-simple qui peut étre diagonalisée et qui est
isomorphe & une somme de blocs matriciels (labellés par i) et agissant sur I’espace vectoriel
gradué H.

Considérons maintenant ’espace vectoriel dual B engendré par la base duale & et

représenté par le diagramme :

el = 1 (1.24)
|

J

le pairing entre ces deux bases est par définition (e”, ej) = 5‘]] . Le produit o induit un

coproduit A dans B définit par ’action sur les éléments de la base duale comme

(Ae? er@er) = (67, eroex). (1.25)

Nous definissons aussi une deuxiéme base de 1'espace dual B noté E” et représentée par les

diagrammes horizontaux

NN
E7 = o r e = >----- , (1.26)
NN

avec le multi index J = («, 3, z). B est gradé par la longueur horizontale et s’écrit comme
somme de blocs des sous espace de longueur fixe E(G) =@, B,.
La composition des diagrammes horizontaux definit sur E(G) un produit associatif

EB ()3 EYP (y) = Ozy 0B E°%(z) appelé produit horizontal?, et est représenté par

“En se servant d’un produit scalaire sur B, par exemple celui associé au produit scalaire sur H définit
précédemment, on peut identifier les deux espaces et y faire correspondre au produit vertical sur B un produit

sur BB qu’on appelle produit de convolution.
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le diagramme suivant :

@ x b y € @ x ¢
—_— —— = (5 ’ (5 ’ 6:0 - . 127
c> <Z o > <f b Odd Oy C> <f (1.27)

Ce produit fait de (g, 0) une algebre semi-simple isomorphe & une somme de blocs matriciels
labellés par un index x et agissant sur I’espace vectoriel gradué V = @, V. Les matrices
élémentaires (unités matricielles) de chaque bloc z sont les élément de la base E7.

Le changement de base entre la base dual é! et la base des diagrammes horizontaux E

en Bi (@) est définie par un ensemble de coefficients Fy appelés Cellules d’Ocneanu :

Le pairing entre les deux bases est donne par définition par (&7, E J) = F2I ;- La definition
de la base E”, et donc de 1’algebre B est équivalente a la donée des coeflicients F5 qui sera
donne plus loin.

Le produit associatif o induit dans B un coproduit A coassociatif, faisant de (B, A) une
cogebre, les deux structures dans B sont compatibles, c¢’est-a-dire entre autre que A est un
homomorphisme (B,0) — (B® B,o) :

A(uowv) = A(u) o A(v), u,v € B. (1.28)

Cette compatibilité n’est pas ni évidente ni automatique, et résulte des propriétrés parti-
culiéres des coefficients F5 que nous allons ennoncer plus bas. Ces conditions de compatibilité
sont prises dans le sens “faible”, c’est a dire A(1) # 1® 1 mais A(1) = 1; ® 1 ou nous
sous entendons une sommation das le membre de droite. La definition d’un coproduit compa-
tible avec la multiplication dans B est en fait I'un des dificultés mayeures de la construction
explicite de la bigébre.

Le coproduit A dans B est codé par un ensemble de coefficients appelés F; :

at cjd
Al = > BREDRGE oo (1.29)

a b a € e b
N S
ke, f
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Le coproduit A dans B est codé par un ensemble de coefficients appelés Fj :

e VI W A TS GRS GINE
yvzvevf

La compatibilité avec les produits o et © impose sur ’ensemble de ces coefficients
{F}, F», F3} des conditions pour faire de B (et de son dual l§) une bigebre de Hopf faible.
Ces conditions sont décrites par un ensemble d’équations connu sous le nom de “The Big

Pentagon Equation”.

Equations pentagonales Utilisant la représentation diagrammatique des éléments de la
base de B et de B en termes de triangles duaux, nous pouvons illustrer les coefficients £}, F5

et I3 comme des tétrahedres :

P PR 4 > SRR 4 4
RN C TN RN

La condition de coassociativité du coproduit A est vérifiée s’il existe une fonction Fj, illustrée
par un tétrahedre sans vertex O telle que I’équation de type pentagonale suivante soit satis-

faite :
By = Ry (Pr)

Pour que Fj satisfasse (Pp) il est aussi nécessaire que Fj satisfasse une équation pentagonale
du type Fy Fy Fy = Fy Fy, notée (Pp). De maniere duale, ’associativité du coproduit dans B
impose l'existence d’une fonction Fj illustrée par un tétrahédre sans vertex @, telle qu’elle
satisfasse ’équation pentagonale du type Fy F3 F3 = F3 F3, notée (Py); de méme Fy doit
satisfaire une équation du type Fy Fy Fy = Fy Fy, notée (Ps). Les deux fontions Fy et Fy sont

e e
WA N

Enfin, la condition pour que le pairing transpose le coproduit de B en le produit de B est aussi

illustrées par :

Fo{ifn'} = Faltys } =

une équation pentagonale de type Fy Fy F| = Fy Fy (P»). De maniére duale, la transposition
du produit de B en le produit de B implique Fy F3 F5 = Fy Fy (P3).

Remarque 1 Dans ce contexte la nature des indices {i, j, k,---}; {a,b,c, -} ; {z,y,z,--- }.
correspond respectivement a trois types d‘arcs orientés :
1 a T
*——=0 o——=o0 Oo———-oO0
Insistons sur le fait qu’il n’y a pas d’arc reliant ® o O. Alors la notation { '} a elle seule suffit

sans qu’il soit nécessaire de préciser s’il s’agit de Fy, F1, Fo, F3 ou Fy.
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Pour les graphes du systeme SU(2) les différents coefficients F' apparaissent comme des
généralisations des symboles de Racah, [20],[28]. Pour le systeme SU(3) l'orientation des
arétes des graphes font que cette identification demande une généralisation.

La connaissance d’'un ensemble F' = (Fy, F1, Fy, F3, Fy) vérifiant “The Big Pentagon Equa-
tion” (P) = (Py, Py, P2, P3, Py, P5) permet alors de construire toutes les structures d’une
bigebre de Hopf faible [13]. Toutefois, la résolution explicite de toutes les équations et la
détermination des différents coefficients pose des problémes techniques extrémement com-

plexes.

1.3.3 Projecteurs minimaux centraux, unités et counités

Soit B I'espace vectoriel des doubles triangles associé au graphe G, et B son dual. (B, o) et
(g, o) sont des algebres semi-simples et isomorphes & une somme de blocs matricielles labellés
par ¢ et x respectivement. Dans B nous dénotons 7; le projecteur de dimension d; X d; du bloc
i, et dans B nous dénotons w, le projecteur de dimension d, X d, du blocs x. Les bases e
et E7 sont les matrices élémentaires des produits respectives, ceci nous amene & définir les

projecteurs suivantes :

a b
o= ZY ot wy = Yy : -i”-<: (1.31)
a,b

ou la sommation est effectuée sur tous les triangles admissibles (a,n,b) ou (a,z,b). Nous
pouvons vérifier que ces opérateurs sont bien des projecteurs minimaux centraux puisque a

partir des définitions des produits de vertical et horizontal (1.23) et (1.27) il est immédiat que
T o Mp=0ij  Wa 0wy = Oy

L’unité dans B peut-étre obtenue immédiatement & partir de cette construction puisque
B est explicitement isomorphe a une somme de blocs matricielles de dimension d; X d;, alors

nous avons :

1=>"m . (1.32)

A partir de cette définition, et en utilisant la équation (1.31) laction du coproduit A sur
a c c b

Iidentité est Al=3" t.®@s.= 1;® 15, avec t. =), , ;1 etsc =3, ;|
k] | ? 1

Les vecteurs {t.} et {s.} engendrent respectivement les sous espaces target B3, et source B,

son existence vient de la théorie générale des algebres de Hopf faibles [14], mais la réalisation
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que nous avons présentée est spécifique a exemples associés aux graphes ADE (c’est a dire
SU(2))[20]. Elle marche aussi pour I'exemple

De la méme maniére 'unité dans B est obtenue comme

1= @, (1.33)

puisque B est isomorphe a une somme de blocs matricielles de dimension d, X d.

La définition de l'unité en B nous permet de définir la counité ¢ dans B. Dans le cas
des algebres de Hopf la counite et le coproduit sont des homomorphismes, mais pour les
groupoides quantiques a cause de 'action du coproduit sur 'unité, la condition d’homomor-

phisme concernant la counité est affaiblie de la fagon suivante :

€(§og) = e(€l)e(¢'1s).

Explicitement 'action sur les éléments de la base est comme suit :

elefoey) = Z e(erote)e(esose) (1.34)
c

et est définie comme 'application € : B — C envoyant les doubles triangles de longueur ¢ = 0
a 1 et tous les autres a 0. De maniére analogue on peut définir une counité é sur B dans le
sens faible. C’est un’application lineaire & valeurs complexes égale a 1 si x = 0 et égale & 0 si

non.
11 existe aussi une antipode S dans B (et S dans g), faisant de B (et g) une algebre de Hopf
faible ou grupoide quantique. Mais nous n’allons pas approfondir cet aspect d’advantage,
le seul commentaire est que dans ce cas aussi les axiomes d’une algebre de Hopf usuelle sont

alors modifiés car ils contiennent les éléments apparaissant dans 1y et 1;.

1.3.4 Algebres de caractéres pour B et B

Les caracteres pour I’algebre semisimples (B, 0) sont les élements 7;; € B definies comme
(73, &n) = Tr(mio&n). (1.35)

Les caracteres 7; sont des élements de I'agebre (E, 0) et générent une sous algebre isomophe

a l'algebre A(G) du graphe associé & G. Le produit est alors donné par
oA k-
767 = Nij Tk

ou les constantes de structure Mkj sont celles de I’équation 1.4.
De la méme maniére, les caracteres de ’algebre semisimple (l§ ,0) sont les éléments to,; € B

définis comme
(En,@z) = Tr(€n 6 wy). (1.36)
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Les caracteres t, sont des éléments de 'algebre (B,0) et engendrent une sous algebre iso-
morphe a une algebre de graphe appelé algebre des symétries quantiques et dénotée
Oc(@). L’algebre de caracteres Oc(G) est en général non commutative et a en général deux
générateurs, le graphe Oc(G) est composé de deux graphes superposés ayant le méme en-
semble de vertex, chacun d’entre eux décrivant le graphe de Cayley de la multiplication par le

générateur correspondant. Le graphe A(G) est spécial en ce sens qu’'un seul générateur suffit.

1.3.5 Cellules d’Ocneanu

Les systemes de cellules ont été introduits par Ocneanu dans le contexte de paragroupes
et des inclusions de sous-facteurs [55][57] (voir aussi [20]). Ces cellules ont par la suite été
reliés & des modeles intégrables définis sur le réseau (analogie avec les poids de Boltzmann
[65]).

Considérons un graphe de Dynkin G, ses vertex notés {a,b,c,...} et soit u, la compo-
sante de Perron-Frobenius de a (dimension quantique). Soient & = (a,4,b),n = (d,i,¢),a =
(a,z,d),5 = (b,x,c) des triangles admisibles sur G. Une cellule d’Ocneanu est un carré
dont les arrétes horizontales sont labellées par des triangles £,7 de la méme longueur
1, et les arrétes verticales sont labellés par des triangles «,3 de longueur zx, tels que :
s(§) = s(a) = a;7r(&) = s(B) = byr(a) = s(n) = d;r(n) = r(B) = c. Ces cellules sont
répresentés par les diagrammes suivantes :

a ¢ b a 4 b
a B ou aussi, x (1.37)
d n c d c

Une celulle sera dite basique si les triangles qui la composent sont tous de longueur un. Une
connexion x est une application qui assigne a chaque cellule d’Ocneanu un nombre complexe,
et qui doit vérifier certaines conditions rappelées plus loin. Ce nombre complexe coincide avec
la fonction pentagonale F5 lorsque &,n sont des triangles de longueur i et «, 8 des triangles

verticaux de longueur horizontal z, et sera noté :

a ¢ b a 4§ b
B{Ey = ey = 1¢0m (1.38)
d g c d c

Pour A4,, SU(2) les coeficients Fy, Fy, Fy, Fy, F3, Fy sont egaux parce que tous les index
sont codés par le graphe A,, et sont equivalents a les simbols de Racah (voir [20]) . Dan ce

cas nous ecrivons simplement

lemiy = 1 Cym (1.39)
1 3
ol nous avons les triangles admissible (i, n, ), (k,n,l), (i,m,l) et (k,m,j). Nous remarquons

que cet identification implique que les cellules ont les symétries du quadrilatere, c’est a dire
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que nous avons les identifications :
i j kl kmj i l i J i ml kj knl
{Z:Ln‘]l = Zu]} = {Z::Ll]} = nm;cy} = {:Lnlkjl} = {2%} = {nmzl]} = {zfnl

ces propriétés de symétrie ne sont pas satisfaites dans le cas SU(3) comme nous le verrons.
Pour faciliter la lecture, nous n’allons pas écrire explicitement tous les indices. Elles doivent

satisfaire les conditions suivantes [20], [55] :

a b d ¢
_ [b][d] réflexion horizontale (A1)
[a]c]
d c a b
a b b @
_ [b][d] réflexion verticale (A2)
[a]c]
d c d ¢
a b a b
Z = Sqa unitarité (A3)
b d c d C

ott O est le complexe conjugué de O et [v;] est la g-dimension du vertex v;. Les conditions

précédentes impliquent aussi :

a b c d
= réflexion diagonale (Ay)
d c b a
a b a v’
Z = Opy unitarité (As)
d d c d c
a b a b
[b][d] —
= da,a’ unitarité (Ag)
ZC: [a][c]
d c d c
a b a b
[b][d] —
= de,e/ unitarité (A7)
2 )Ny all¢

Pour un systeme de cellules, les conditions d’unitarité et de réflexions fixent les valeurs
possibles des connexions, a une liberté de choix de jauge pres. Si X(a,b,c,d) est la valeur

d’une cellule — pour une connexion x donnée — satisfaisant les propriétés (A, As, As), alors

X'(a,b,¢,d) = Ul(a,d)*U(d,c)* X (a,b,c,d)U(a,b)U(b,c), (1.40)
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avec U(a,b)* = U(b,a), satisfait aussi ces propriétés [65]. A un choix de jauge pres, pour un
systeme de cellules basiques, il existe deux solutions complexes conjuguées I'une de l'autre.
Une formule générale pour ces cellules basiques est donnée dans [56] et [20] pour le cas A,.
Dans [20] 'identification des cellules de A,, avec les symbols de Racah est faite explicitement.

La valeur d’une connexion pour des cellules générales s’obtient a partir des valeurs des
cellules basiques. Il est plus instructif de présenter un exemple. Considérons une cellule ou les
chemins horizontaux sont de longueur 3 et les chemins verticaux de longueur 2. On montre
que la valeur de la connexion de cette cellule peut s’obtenir a partir de la somme sur toutes
les configurations permises pour les vertex intérieurs de la valeur de la connexion de la cellule
“remplie”, ou la valeur d’une connexion pour une cellule “remplie” est donnée par le produit

de toutes les cellules basiques qui la composent.

a b c d a b c d

: D S S L
t t

1 2

Uy Ug Uz Uy Uy U Uz Uy
Nous allons voir que cette proprieté des connexions nous permet d’obtenir ’ensemble
complet des cellules de 'exemple Ay SU(2) (mais aussi pour le ca 4; SU(3)) a partir de la

valeur ded la connectiondes cellules basiques.

1.4 Le graphe d’Ocneanu Oc¢(G)

1.4.1 Définition

La diagonalisation de B pour la loi 6 donne lieu a des projecteurs minimaux centraux
w, qui, au travers du pairing definie par ’équation (1.36), permet de définir les caractéres

irréductibles dont la multiplication par la loi o est codée par le graphe d’Ocneanu de G.

Algébre du graphe Oc¢(G)

Les vertex de ces graphes sont notés (z,y,z,...) et nous appelons dp le nombre de vertex
du graphe. Considérons 'espace vectoriel de dimension dp formé par les vertex du graphe
Oc(G). Les éléments 1 et 1’ sont appelés respectivement les générateurs chiraux gauche et
droit.

Le graphe d’Ocneanu est la superposition de deux graphes de Cayley de multiplication
par les générateurs. La multiplication par le générateur gauche 1 (resp. droit 1’) est donnée
par la somme des voisins reliés par une ligne bleue (resp. rouge). De plus, 'élément 0 est

considéré comme l'identité pour cette multiplication. Nous avons donc :

0O.z=z, Ll.z=Y y=> Oy Y.z=> y=> (Op)yy (142
Y- Y y-l y

=
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ot O1 et Oy sont les matrices d’adjacence correspondantes aux générateurs 1 et 1'. A partir
de ces données et en imposant ’associativité, il est possible d’étendre la multiplication a tous
les vertex de Oc(G). Nous obtenons alors 1'algebre de graphe Oc(G), qui sera aussi notée

Oc(@G) et dont la multiplication est donnée par :
z.y= Z(’)jyg (1.43)

ou OF, € {0,1,...} est vu comme la multiplicité de z dans z.y. Cette algebre est appelée
I’algébre des symétries quantiques de G. Contrairement aux algebres de graphes G, les
algebres Oc(G) ne sont pas forcément commutatives.

A chaque vertex z du graphe Oc(G) nous associons la matrice (dp x dp) Oy telle que
(O2)zy = O%,- Nous avons notamment Oy = lsxs l'identité de I'algebre et Oy , Oy les
deux générateurs. De la méme maniere que pour les matrices IV; et F;, la compatibilité avec
le produit (1.43) impose que les matrices O, donnent une représentation fidele de ’algebre
Oc¢(G) :

0, 0y =Y 02,0, = (04)40: . (1.44)
2

z

1.4.2 G comme module sur Oc¢(G) : matrices S,

Les graphes d’Ocneanu définissent une algebre de graphe Oc(G). Nous voulons définir une

action de Oc(G) sur l'espace vectoriel G :

0c(G)x G — G
za = Y Shb (1.45)
b

telle que les coefficients S8, soient des entiers non-négatifs (ainsi S8, représente la multiplicité

de b dans z.a). Pour que cette action soit bien définie, il faut imposer :

(z.y).a=2z.(y.a) (1.46)

Utilisant (1.43) et (1.45), et du fait que les vertex de G sont des éléments linéairement

indépendants de I'espace vectoriel, les coefficients Sga doivent satisfaire les relations suivantes :
b
ZSma gjb = Z O;ysga (147)
b z

Les indices (a,b,c,...) sont réservés pour les vertex de G (a,b,c = 0,1,...,dg — 1), et les
indices (z,y,z,...) sont réservés pour les s vertex de Oc(G). Du fait que 1 et 1’ sont les
générateurs de l'algebre Oc(G) (I'unité 0 peut aussi s’exprimer & l'aide de 1 et 1), tout

élément z de Oc(@G) s’exprime comme un polynoéme sur (0,1,1") :

z = Pol,(0,1,1')
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Il est donc suffisant de définir l'action de Oc(G) par ses générateurs. L’action explicite de
Oc(G) sur G est définie par :

(1.48)

A noter que méme pour les cas ou G ne possede pas self-fusion, Paction est bien définie :
la multiplication 1.a existe toujours (codée par le graphe G, c’est & dire par l'action du

générateurdu graphe A(G)). L’action d’un élément quelconque z de Oc(G) sur G s’écrit :

z.a = Pol,(0,1,1").a = Pol,(0,1,1).a (1.49)

Matrices S,

Introduisons do matrices (dg x dg) Sy telles que (Sg)qp = 8% Par la propriété de module

de (1.46), les matrices S, satisfont les relations suivantes :
SeSy =Y 0%, S, (1.50)

Par la définition explicite (1.48) de I’action de Oc(G) sur G , nous avons : Sy = 1, S; =
S17 = Adg. Les autres matrices S, peuvent étre obtenues & partir de la connaissance de la
réalisation de Oc(G).

1.5 Relations entre A(G) et Oc(Q)

1.5.1 Fonctions de partition

Considérons des théories conformes & deux dimensions avec algebre affine su(2). Les fonc-
tions de partition d’un systéme avec deux lignes de défauts x et y — appelées généralisées [63]

— définies sur le tore (de parametre modulaire 7) s’écrivent :
Zay(7) =D xi(m) Wi, X5(7) (1.51)
Z"j

ol les x;(7) sont les caractéres de l'algebre su(2), et les coefficients W;Jy sont des entiers
non-négatifs. Le cas sans ligne de défauts (z=y=0) permet d’obtenir I'invariant modulaire M
qui comute avec les générateurs S et T' du groupe modulaire (M;; = W), et la fonction de

partition invariante modulaire s’écrit :

Z(r)= Y M x (1.52)
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Définissant les matrices (do x do) ‘7,-]- telles que (‘Zj)xy = )7\)/%, des conditions de compatibilité

[63],[64] imposent que ces matrices doivent satisfaire 1’algébre carrée de fusion :

Vig Vir = > N N Vi (1.53)

1S

7 7.]

alors que les matrices ‘72-1 et ‘71]- forment une représentation de I’algebre de fusion :

Vo Vor = 3 N o, BTy =S N T ()
’i// j//

La matrice ‘711 est l'identité, tandis que les matrices ‘721 et ‘712 correspondent respectivement

aux deux matrices d’adjacence d’un graphe d’Ocneanu Oc¢(G) :
Vii = Lag xdo Vaor = Oy, Vig = Oy . (1.55)

Ainsi la donnée du graphe d’Ocneanu (des matrices O et Oy1/) permet d’obtenir les matrices
Va1 et ‘712, et en utilisant (1.54) puis (1.53) d’obtenir les matrices ‘N/Z-j, et donc les coefficients

Wi, qui définissent les fonctions de partition généralisées.

1.5.2 Oc¢(G) comme bi-module sur A(G) : matrices W;; et W,

Soit G un graphe de type ADE (ou généralisé) et A(G) l'algebre du graphe A,, de méme
nombre de Coxeter. On montre dans tous les cas qu'une action & gauche et a droite de A(G)

sur Oc(G) peut étre définie. Nous avons :

irg=> Wiy (1.56)

Y

ou les coeficients chjy sont des nombres entiers non-négatifs. Introduisons alors des matrices
do x do V;j telles que (V;;)zy = Wy La compatibilité avec le produit de I'algébre de fusion

A(G) est mise en application par la equation

iz g)f =002 (G5

qu’impose aux matrices V;; la relation suivante

Vij - Virjr = Z N /\/]Jj Vi ju (1.57)
i"j

Propriété 5 Les matrices V;; satisfont les relations suivantes :

=1
1. Via Vin = g N Vi
Z‘//

-1/
‘/1_] ‘/lj’ = E _/\/;7], ‘/lj”
4
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2. 0 Vij = Vi Op = Z(VZ):cy Oy
y

3. Vij = Z(Vij)Oy Oy

Y

Démonstration : La relation (1) est obtenue & partir de (1.57) pour i =i’ = 0 (j=j’=0). La

relation (2) est obtenue en multipliant a gauche et a droite 'équation (1.56) par z. Et enfin

(3) est une conséquence immédiate de (2). [

Conclusion 1 Les matrices Vi; définies a partir de la structure de bi-module de Oc(G) sur
A(G) coincident avec les matrices ‘7,-]- introduites précédemment. Les fonctions de partition

généralisées des modeéles su(2) s’écrivent donc :
Zay(T) = Z Xi(7) W;@Xj(T). (1.58)
2

ot les coefficients Wy sont calculés en explicitant Uaction (1.56) de A(G) sur Oc(G).

Définition 5 Nous définissons les matrices toriques généralisées comme les matrices
da X da données par la relation (Wayy )i j = Wiy
Pour y = 0 nous obtenons les matrices toriques W, = W,q. Il y a une matrice torique

pour chaque vertex du graphe Oc(G)

L’action est bien définie et permet d’obtenir des formules compactes pour les expressions
des fonctions de partition invariantes modulaires et généralisées. Nous retrouvons ainsi la
classification de Cappelli-Itzykson-Zuber et donnons des formules pour les expressions des

fonctions de partition & une et deux lignes de défauts de tous les modeles su(2).
1.5.3 Relations de compatibilité algébrique

La digébre B : régles de somme (quadratique et linéaire)

(B,o) et (g, 6) sont des algebres semi simples et nous pouvons donc les diagonaliser.

Matriciellement nous pouvons les écrire comme une somme de blocs diagonaux :
B~g L' ; Be X° (1.59)
1 xX
ou chaque bloc a la dimension du sous espace B; ou B, correspondant.
(B,o) : Les blocs L' sont indexés par la longueur i des triangles admissibles. Les projecteurs
minimaux centraux dans chaque bloc sont labellés par les vertex du graphe A(G). Rappelons

que I'élément (a,b) de la matrice F;, pour i € A(G), est égal au nombre de triangles admissibles

{aib}. La dimension de chaque bloc L est donnée par :

di= > (F)a (1.60)



1.5. Relations entre A(G) et Oc(G) 25

Comme B = @;L", la dimension de B est donnée par :

dim(B) = Y (1.61)

i€cA(G)

(g, 6) : Les blocs X* sont indexés par le label x. Les projecteurs minimaux centraux de
chaque bloc sont labellés par les vertex du graphe Oc(G). En analogie avec le cas précédent,

la dimension de chaque bloc X® est donnée par

d:c = Z (Sx)ab (162)

a,beG

ou les matrices S, déterminnent 'action de Oc(G) sur G (1.45). Comme B =~ @,X% la

dimension de B est donnée par :

dim(B)= > d (1.63)
2€0c¢(G)

Reégles de somme Les doubles triangles horizontaux (diagrammes de diffusion verticaux)
forment une base e; de I’espace B. La base dual correspondante é (représentés par des doubles
triangles horizontaux avec un tilde) est une base de l’espace dual B. Analoguement 1’espace
dual B est engendré par la base des doubles triangles verticaux E”, et la base dual Ej est

une base de I'espace B. Nous avons alors :

B= gen{es :Y} = gen{Ey; :Z>}—\<Z}

B= gen {E’ :>_f_<2} = gen{e Y}

Nous avons 'égalité suivante (régle de somme quadratique) :

dim(B) =dim(B) = > di= > d? (1.64)

i€A(G) 2€0c(G)

Une autre relation peut aussi étre vérifiée dans la plupart des cas®, la régle de somme

doodi= > da (1.65)

i€ AG) 2€0¢(G)

linéaire :

A priori, il n’existe pas de raison d’obtenir une telle relation pour une bigebre semi-simple.

5Dans les cas ol cette relation n’est pas satisfaite, on sait la corriger.
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Masses quantiques, garphes ADFE

Pour un graphe G du systheme SU(2), les composantes du vecteur normalisé de Peron-
Frobenius définissent les dimensions quantiques des vertex o de G : ce sont des nombres

quantiques [n], = gdim(o). Rappelons que le nombre quantique [n], est défini par :

¢"—q" iT o
[n]g = g = exp(—), ¢ =1. (1.66)
! q—q! K
Ces nombres s’écrivent explicitement :
n pair [n]q = q -+ q_l + q3 —+ q_3 + q5 + q—5 4+ ...+ qn—l + q—(n—l)

= 2cos (Z) +2cos (3) + 2cos (2 )+2COS<(n 1))

nimpair [n), = 1+¢+q¢2+¢' +q*+¢¥+q¢ S+ .. +g + g
— (n—1)m
= 1+2cos( )+2cos( )+2cos( )+2COS<T)
Définition 6 Pour un graphe G de type ADE a r vertex a, sa masse quantique m(G) est
définie par :

m(G) =Y (qdim(a))? (1.67)

aclG
Propriété 6 Soit un graphe G un graphe ADE ou de Di Francesco-Zuber, et A(G) et Oc(QG)

ses graphes associés. Alors les masses quantiques de A(G) et de Oc(G) sont égales :

1.6 Un exemple de symétries quantiques des graphes du
systeme SU(2), les graphe A,.
Considérons le graphe Ay du systeme SU(2), il possede deux vertex que nous allons noter

par 0 et 1, ce dernier étant le générateur. Le graphe et sa matrice d’adjacence sont présentés

dans la Figure 1.4.

o—0
0 1 g—01
27\ )

Fi1G. 1.4 — Le diagramme de Dynkin As et sq matrice d’adjacence

La table de multiplication 2 x 2 de I’algebre de graphe Ay peut étre construite a partir de la
multiplication par le générateur 1 plus et I’associativité du produit. La table de multiplication

de I’algebre est comme suit :

0 1
010 1
111 0.
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A partir de cette table de multiplication nous pouvons lire les élements de I’espace vectoriel

des triangles admissibles H, qui est engendré par les quatre triangles suivants :

0 O 1 1
L
0 0
= base de H . (1.68)
0 1 1 0
=Y
1 1
/)
Un élément général de la base de H est le vecteur |i LN Jjy = \'/ avec (i,k,j) un
k
triangle admissible du garphe As. L’espace dual H est engendré par les vecteurs de la base
k
dual (i *, Jjl= /K, ou (i,k,j) est un triangle admissible. La base dual de {0,1,r,1} est
g
noté {0,1, 7,1}, les triangles r = |0 RN el =1 RN 0) correspondent a des chemins

élémentaires (orientés a droite et a gauche respectivement) sur le graphe As .
Ces deux bases sont duales, et 'action de H sur H est donne par definition comme
(1 *, jl LN J') = 0;#0;0kkr. Ce qui correspond de maniere naturalle au collage suivante

des triangles de chaque espace :

kg K
= (i — jli" = j") = 6100 (1.69)

1.6.1 L’agebre (B,0)

Nous allons construire espace vectoriel de doubles triangles B = Fnd(H) =~ H @ H. 1l
est engendré par la collection de doubles triangles |i *, g *, j"|, représenté par des
diagramme collés par 'aréte donnant la longueur k. B est un espace vectoriel gradue par

I'index k et s’écrit comme somme des sous-espaces de longueur fixe

B = End(Hy) @ End(Hl) = By & By
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ou chaque sous espace est B, = H, ® ﬁp.

suivante :

La base de B a la représentation diagrammatique

0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 0 0
00 1 1 00 1 1
(1.70)
0 1 0 1 1 0 1 0
1 1 1 1
01 1 0 01 1 0

L’action de I'espace dual H muni 4 H d'un produit scalaire qui permet d’identifier H avec

H Alors B peut étre identifié avec 1'espace

B= (Hy® Hp) ® (Hl ® Hyp).

Nous alons noter chaque bloc de la base de B de maniere compacte comme By =
{00,01 , 10,11}, By = {rr, rl, Ir, U},

L’espace vectoriel B est muni de la structure d’algebre définie par le produit vertical

definie par I'équation (1.23). La table ded multiplication de cette algebre finie est comme

suit :

o/

00 01 10 11 »r 2l Ir U

00
01
10
11
rr
rl

lr
Il

00 01
00 01
10 11
10 11
rrorl
rrorl
Ir i . .
Ir 1l

I’élément neutre du produit de la table précédente est 1 =00+ 11 +rr + i

A partir de la table de multiplication nous pouvons définir les deux projecteurs

mp=004+11 and m =rr+1.

(1.71)

Ce sont des projecteurs minimaux centraux, ils sont ortogonaux et la somme 7 + 71 est egale

a l'unite. Nous allons définir les ideals moB = moBmg and mB = mBm, formant les deux
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blocs :

By =
B =

7T(]B
7T1l3

espace engendre par {00,01, 10,11}

espace engendre par {rr,rl,lr, 11}

Chaque bloc est de dimension quatre, 'algebre B est semi simple et chaque bloc peut étre
écrit comme matrices complexesde dimension 2 x 2. Nous allons identifier les éléments de la
base {00,01,10,11;7rr,7l,lr,ll} avec les unités matricielles correspondant aux blocs By et By
de la maniére suivante :

00 01

0 0 0 0 0 0 8 8 0 8 8 0
0 o o 0 o o o | 1o o |0
10 11 o o I o o u
? 8 0 8 1 0 0 0 0 0 0 0
o |00 o |00 N O

avec cette identification la multiplication matricielle reproduit bien le produit o.

1.6.2 La cogebre (B,A)

Nous allons définir sur B un coproduit compatible avec le produit vertical o. La de A
sur B est moins évidente que celle du produit o (rappelons nous que o est le produit naturel
associé aux diagrammes verticaux). Pour SU(2) la construction du coproduit A peut se faire
a partir de différents méthodes reposant sur la définition des cellules de Ocneanu, les valeurs
des cellules basiques et les propriétés de réflexion et unitarieté (voir equations A; a Ay ).
Ici nous sommes intéressés en montrer la structure générale de B et nous allons montrer le

coproduit explicitement. L’action de A sur la base de B est la suivante :

A00 00 00 + rr @l Arr = 00Qrr+rr@11
A0l = 0101 +ri®Ilr Arl = 01@®rl+rl®10 L72)
A0 = 10Q10+1rQrl Alr = 10QIr+1rQ 01
All = 11Q11+URrr All = 11Q@IU+1UEO00

Le coproduit est compatible avec la structure de 1'algebre (B, o), c’est a dire 'application
A est un homomorphisme entre ’espace B et sont carre tensoriel. Pour le verifier nous consi-
derons la multiplication naturelle dans le espace produit tensoriel, celle-ci est définie comme
(i®j)o(m®n)=(io m)® (jo n), la compatibilité du coproduit avec cette multiplication
s’écrit

A(ioj)=AioAj.
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Cette propriété est vérifié pour chacune des entrées de la table de multiplication (voir [19]).

A partir de la définition du coproduit nous pouvons calculer le coproduit de la identité
Al=(00+1)® (004 rr)+ (rr+11) ® (Il + 11)

Il est clais que A1 n’est pas égal & 1® 1, ceci veut dire que B ne peut pas étre une bigebre au

sens usuel. Néanmoins le résultat antérieur suggere d’écrire le coproduit de 'identité comme

Al=1;® 1, =ty ® sg + t1 ® s1,
ou chaque composante est définie de la maniere suivante

to = (00 + ll) So = (00 + T‘T‘)
t1 = (rr 4+ 11) s1 = (ll+11)

ces éléments constituent la base des sous algebres source By et target By que nous avons défini
dans la section 1.3.

La counité € doit étre telle que le diagramme commutatif usuel soit satisfait, ceci implique
que nous avons un systeme de 4 + 4 équations que doit étre résolu. Les premieéres quatre

équations sont

€(00)00 + e(rr)ll = 00  €(01)01 + e(rl)lr = 01
€(10)10 +€(lr)rl = 10 (1)1l +€(ll)rr = 11

avec pour solution

€(00) = €(01) = €(10) = ¢(11) =1
e(rr) =€(rl) = €(lr) =€(ll) =0

Nous pouvons vérifier, par un calcul direct, que ses solutions satisfont aussi les autres quatre
équations. Nous avons alors que (B,0,A, 1,¢) est une bigebre unitale et counitale dans le
sens faible. En effet la counité n’est pas un homomorphisme car ’aplcation est tordue par les
élements que apparaisent dans le menbre de droite de A 1. Dans le cas présent la condition

de compatibilité est modifié comme suit
e(€€ o my’) = e(6€' N)e(nn' 1)

ou &£ et ' sont deux elements quelconques de B. Finallement nous allons juste mention-
ner que ’espace B a aussi une antipode S définie par I'interchange simultanée des étiquettes
en haut et en bas, droite et gauche des diagrammes de diffusion de la base. La condition de

compatibilité est prise aussi dans le sens faible [14] [19].
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1.6.3 L’algébre dual (B, 5)

~ o~ A~~~

L’espace dual B est emgendre par la base duale { 0, (ﬁ, ﬁ), 11,77, vl Ir,1 }, représenté a

I’aide des diagrammes verticaux

—

\i\(}
k + (1.73)
m n
Le coproduit A, définit dans I’espace B, induit un produit 6 dans I’espace dual B. Une obser-
vation est que cette correspondance est canonique et ne demande pas le choix d’un produit
escalier. A partir de la table de comultiplication 1.72 de Delta nous trouvons la table de

multiplication suivante :

o)
o
o
(e}
—
=
_
[
3
5
o~
o~
=3
o~
o~

r. . . 10

~ ~

ua . . . 11

HTHHI DD
—
—

avec unité 1= 00 + 01 + 10 + 116.
Les projecteurs minimaux centraux sont aussi déterminés a partir de la table de multipi-

cation de (B,9), nous avons :

~ ~

wog=00+11 and wlz(ﬁ+ﬂ)

Ces projecteurs sont orthogonaux et sa sommation est égale a la unité A]l, les deux blocs de
dimension 4 sont des idéaux woB = {@, ﬂ,ﬁ,ﬁ} et B = {(ﬁ, 1A0,7“Al, l?“}

Nous appelons go = wog, dans ce sous espace les éléments 00 et 11 sont des projecteurs,
mais 7 et Il ne le sont pas. Nous définissons les deux projecteurs supplémentaires : go =
By300@® Byo 11 = {00,011} & {11, 7}. En termes de matrices le sous espace By correspond au
premier bloc (une sous matrice de dimension 2 x 2), By 500 est la premiere colonne du premier
bloc, et go’o\ﬁ est la deuxiéme colonne. Nous avons alors la structure matricielle suivante

pour les éléments de go

5La unite 1 pouvait aussi étre déterminé & partir de 'expression de la counité e que nous avons done dans

la sub secction précédente.
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05 By 00 = {00} | 005 By 11 = {77}
115By500 = {ll} | 188,611 = {11}
Nous appelons gl = wlg, dans ce sous espace les éléments 01 and 10 sont des pro-

jecteurs, mais le éléments Ir and 7l ne le sont pas. Nous définissons les deux projecteurs
supplémentaires : By = B; 501 & B, 310 = {(ﬁ,l;} @ {ﬁ),rAl} En termes de matrices le sous
espace l§0 est le deuxiéme bloc (une sous matrice de dimension 2 x 2), et Bis01 correspond
a la premiere colonne de ce bloc ([5’\181A0 correspond & la deuxiéme colonne de ce bloc. En

termes de matrices, nous avons la structure suivante pour By

0165501 = {01} | 015B,510 = {rl}
105B,5801 = {Ir} | 106B,510 = {10}

Nous identifions alors les éléments de la base {OAO,OAl, ﬁ), ﬂ,ﬁ“,;l,l?,ﬁ} de B avec les

unités matricielles des sous espaces By and B; de la maniére suivante :

00 7 _ ~

0 0 0o o0 0o o0
0 0 0 0
¢ 0 ¢ 0 0o o0 0o o0
0 0 0 0
0 0 1 0 0 1
0 0
0 0 0 0 (O] (O]
i i 0 o ir 0 o 10
0 o0 0 o0 0 0
0 0
1 0 0 1 0o 0 0o 0
0 0 0 0
oo oo o 0 o |
0 o0 0 o0

Ces calculs montrent que, pour As, le dual de la base des unités matricielles du produit o
dans B est aussi une base des unités matricielles pour la multiplication © dans g, mais cette
derniére ne apparait pas gradée de ma méme maniere. Cette situation est particuliere du cas
As (bien que nous allons voir que la situation est la méme pour le cas A; de SU(3)) et ne se
vérifie pour les cas de niveau plus haut. Cette propriété peut aussi étre interprété en termes

des cellules puisque ces derniéeres ont toutes valeur égal a 1.

La base des diagrammes horizontaux

Considérons ’espace vectoriel B, nous 'avons définit a partir de H comme ’espace en-
gendré par les endomorphismes de H. B est un espace gradué par la longueur End H° &
EndH!, et nous avons determiné les unités matricielles correpondant aux blocs semisimples.

Pour I'espace dual B la situation est similaire, mais nous avons commencé a partir d’une
base différente, la base dual. La table de multiplication est déterminé par dualité a partir du
coproduit dans B, et nous avons trouvé que l'algebre est composé de deux blocs simples. Alors
il est naturel d’écrire B comme B & End V& End V! pour un certain espace vectoriel (gradué)

Y = V0@ V!V est appelé l'espace vectoriel horizontal, et est engendré par les diagrammes
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de diffusion horizontaux (doubles triangles verticaux). Les unités matricielles que nous avons
construit pour B sont associés de maniere naturelle aux éléments de la base horizontale, et
les blocs sont définis par la longueur horizontale z = 0 ou 1. La base horizontale est donne
par les diagrammes duales suivants :

Diagrammes de difusion de longueur horizontale z = 0 (premier bloc) :

ety e B

Diagrammes de difusion de longueur horizontale z = 1 (deuxiéme bloc)

s

Une remarque est que les arétes externes de ses graphes sont exactement les mémes que

o>

celles de la base duale, la seule chose ayant change est la gradation qui maintenant est donne

par les arétes internes horizontales étiquetés par x.

Changement de base

Formellement il y a deux types de cellules intervenant dans ce probleme, les cellules qui
donnant le pairing des unités matricielles de © (dans g) avec les unités matricielles de o
(dans B), et celles donnant respectivement le pairing des deux bases avec ses bases duales. 1
s’agit des coefficients F5, Fy et Fy respectivement. Pour le cas As cette distinction n’est pas
nécessaire puisque les valeurs numériques et les types de vertex sont les mémes. Les cellules
obéissent les propriétés (A;) jusqu’ (A7) permettant de déterminer les valeurs des cellules
basiques, les autres sont construites par composition verticale ou horizontales. Pour As il est
aussi possible de déterminer les valeur des cellules a travers de formules générales [20].

Dans ’aproche que nous présentons ici, les constantes de structure du coproduit dans B,
sont considérés comme connues’

Dans le cas particulier ded As il y a seulement deux cellules basiques qui sont la réflexion

verticale 'une de l'autre (propriété As).

"En général la difficulté de ce probléme conciste précisement en la détermination des constants de structure
de A (ou de maniere équivalente 8), la seule méthode connue pour le faire consiste en calculer les cellules
basiques et les cellules générales (par composition), et utiliser ces valeur pour déterminer les unité matricielles
du produit 6 en termes de la base duale de B. Mais ici lintérét est de présenter la structure du grupoide

quantique de As.
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1.6.4 Algebre de fusion et algebre de symétries quantiques

Nous allons multiplier les projecteurs 7 avec le produit © et les projecteurs w avec le
produit o. A priori ces multiplications ne sont pas définies, pour les faire il nous faut écrire
les éléments de la base de B (ou g) qui apparaissent dans la expression de 7 (ou w) en termes
des éléments de la base duale, comme nous avons explique dans les sections précédentes. Mais

dans le cas de A, les bases sont identifiés, et nous pouvons oublier cette formalite.

Algebre de fusion A(As) Les opérateurs 7; constituent un systéme complet de projecteurs
minimaux et orthogonaux pour la multiplication o : wy o my = 7y, w1 0w, = 71, Wg 0 7 = O,
mo + m1 = 1. Ces opérateurs génerent le centre de (B,0), et nous pouvons vérifier que cet

espace est fermé pour le produit o :
YO My = My, TOM| = Ty, M OMy = T, M OM = M.

L’algebre associative engendré par les projecteurs m; est isomorphe a I'algebre de graphe As.

L’algébre de symmetries quantiques Oc(A;) Les opérateurs w constituent un systéme
complet de projecteurs minimaux et orthogonaux pour la multiplication © : @y 0wy = @y,
w1 0w, = wy, wgowy = 0, wy + w1 = 1. Ces opérateurs génerent le centre de (l§, 9), et

nous pouvons vérifier que cet espace est fermé pour le produit o :
W 0wy = Wy, WO Wl = Wi, W1 0Wy = Wi, W1 O°W = Wp.

L’algebre associative engendré par les projecteurs m; est isomorphe & I'algebre de graphe As.
En général, pour un graphe G du systeme ADFE 1'algebre obtenue a partir des projecteurs w
est différente de A(G) et correspond & l'algébre de symétries quantiques codé par le graphe

d’Ocneanu Oc(G). Ici ce graphe est le graphe Ay lui méme.

1.7 Un exemple de symétries quantiques des graphes du

systeme SU(3), les graphes A;.

Considérons le graphe 4; du systeme SU(3), il possede trois vertex que nous allons notés
par 0, 1 (le générateur) et son conjugué 1. Le graphe et sa matrice d’adjacence sont présentés
dans la Figure 1.5, les fleches étiquetés par les lettres r, u, dindiquent les chemins élémentaires
sur le graphe, on verra qu’il sont en correspondance avec les triangles admissibles de longueur
1.
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1 0 01
d u Ad(A3)=| 1 0 0
010
0 1
T

F1a. 1.5 — Le graphe A; de SU(3) et sa matrice d’adjacence.

La table de multiplication 3 x 3 de 'algebre de graphe A; peut étre construite a partir de

la multiplication par le générateur 1 et en utilisant I'associativité, la table est comme suit :

= o =i

1
1
1
0

== O
== O

La conjuguaison est définie par 0* = 0 et 1* = 1, la conjuguaison n’étant pas triviale nous
sommes obligés de garder l'orientations des arcs dans les diagrammes de difusion; I'espace

vectoriel des triangles admissibles H est engendré par les neuf triangles suivants :

RV
0= [ s 1= 1 3 1=

0 0 0
0 1 1 1 1 0
7‘:\‘(/; u:\{/; d:\{/ = base de H . (1.74)
1 1 1

T_\/ u_\/ N

=l -
=
= -

G
Un élément général de la base de H est le vecteur |i *, Jj)y = \r/ avec (i,k,j) un
|

~ k
triangle admissjble de I'algebre de garphe A;. L’espace dual H est engendré par les vecteurs
I

(i LR Jjl= /)\, ou (i,k,7) est un triangle admissible. Une observation est que si (i, k, j)
iJ
est un triangle admissibles, alors (i, k,j) est aussi un triangle admissible et nous pouvons

k k
' I

-~ A
choisir entre deux representations pour la base de H /)\ ou /'k\ Nous allons noter les
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éléments de la base de H

0 0 0
| | I
R A N A ES A
0: ; 1: ; 1:
00 11 11
1 1 1
| I |
o ) A . ~
P = D= s od= = basede H . (1.75)
01 11 10
1 1 1
| I |
A A A A 2 A
f: ) a: ) d:
10 11 01

Cette notation peut paraitre peu intuitive, mais elle faciliterai la lecture des doubles triangles
une fois definies. Pour l'identifier avec les chemins élémentaires r, v et d il suffit de lire les

diagrammes dans le sens inverse des fleches.

Ces deux bases étant duales nous avons ’action de H sur H donne par definition comme
(i — j|i" — j') = 6;#0j70kkr. Ce qui correspond de maniere naturalle au collage suivante

des triangles de chaque espace :

> —

) ok g K
7:, -/ = <Z —_— j| Z/ e j,> = 622’5j]’5kk’ (176)

L’agébre (B,0) Nous allons maintenant construire I’espace vectoriel de doubles triangles
B >~ H® H. 1l est engendré par la collection de doubles triangles | LN gy LN 7'l
représenté par des diagramme collés par I’aréte donnant la longueur k. B est un espace vectoriel

gradue par k, il peut étre écrit comme somme des sous-espaces de longueur fixe
B=By® B BI

ou chaque sous espace est composé des doubles triangles. La base de B 4 la représentation

diagrammatique suivante :
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PR NN

k=0 0A 01 ol ol OA :

/\/\/\ /\/\/\ /\/\/\

YR R N

k= 11 1A (1.77)

A\/fl\/fo\ 0/1\1/1\/50\ {%/fl\/fo\

nyyvvvwa/

/\/\/\ /\/\/\ /\/\/\

L’action de H que nous venons de défini plus haut, muni H d’un produit scalaire qui

_>_

permet d’identifier H avec son dual H. Alors B est identifi¢ avec I’espace
Hy® Hy® Hi® Hy & Hy® Hji.
La base de B peut alors étre noté de maniére compacte comme suit :

By = {00,01,01 , 10,11,11 , 10,11,11},

By = {rr,ru,rd , ur,uu,ud , dr,du,dd} ,

By = {dd,dr,du , 7d,7F,7u , ud,ur,uu} .

L’espace vectoriel B est muni de la structure d’algebre définie par un produit associatif que
nous appelerons produit vertical et qui est definie de la méme maniere que pour SU(2).
Nottons tout de méme que l'orientation des diagrammes, en particulier les diagrammes de
I’espace dual H a été choisié de maniere que il soit naturel le colage vertical de doubles

triangles.
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\i\/
|
Wy
| | |
kA O kA = 5m,m’5n,n’5k,k’ mn = 5m,m’5n,n’5k,k’ k’{

T %

e

A partir de cette définition de la multiplication il est évident que le produit des élément de la
base que n’ont pas la méme longueur est égale a zéro. En nous servant de cette propriété nous
avons choisi de présenter la table de multiplication de la base de B par blocs, en considérant

uniquement les blocs non-nuls :

ByoBy |00 01 01 10 11 11 10 11 11

00 01 01 . . .

01 00 01 o1 . .

01 . 00 01 01

10 0 11 11 . . g YA
: 10 11 11 . .

11 . 10 11 11

10 10 11 11 .

11 . 10 11 11 .

11 10 11 11
BioBy|rr ru rd ur wu ud dr du dd

rroru rd

U . . .oorr oru o ord

rd . . . . . .oorroruord

ur ur uu ud . . . Y
... ur uu ud

ud . . . . . .our uu ud

dr dr du dd . . .

du . . . dr du dd . . .
... . . . dr du dd
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d IF du
\dd| |dd dr du
rd Fd T Tu
7 ... .. . Fd FF Tu

laa| | . . . . . . ud uF uu

La table de multiplication de I’algebre (B,0) a alors la forme suivante

O BQ Bl BI
By | M,
N il , (1.78)
Bi| - | M
Bi| - - | My

Dans chaque bloc M, les éléments qu’on été dénotés par un cadre sont les composants de
I'identité. Comme pour les cas SU(2) I'identité ne forme par partie de la base de B et s’écrit
dans cas présent 1= 00+ 11 + 11 + rr + vu + dd + dd + 7F + .

La coalgebre (B,A) Nous allons définir sur B un coproduit compatible avec le produit
vertical o. Le coproduit A munit a lalgebre (B, 0) d’une structure de bigebre.

La définition du coproduit sur B est moins évidente que celle du produit o (rappelons nous
que o est le produit naturel associé aux diagrammes verticaux).Pour SU(2) la construction
du coproduit A peut se faire a partir de différents méthodes reposant sur la définition des
cellules de Ocneanu, les valeurs des cellules basiques et les propriétés de réflexion et unitarieté
(voir equations A; a A7 ). Mais pour les cas SU(3) les valeurs des cellules de base ne sont
pas calculables a l'aide de formules explicites comme pour SU(2), et nous ne savons pas a
priori quelles sont les propriétés (equivalents de la unitarieté el reflexion) que ces cellules
doivent satisfaire. Nous pouvons par contre emmetre une hypotheése pour apres verifier que
les cellules ainsi définies donnet lieu a un coproduit bien définit, c¢’est a dire qui soit bien un
homomorphisme. C’est pour ceci que nous décidons de présenter d’abord le coproduit et ses
propriétés explicitement. La valeur des cellules associés et ses propriétés sera donne plus loin.

L’action du coproduit A : B — B ® B sur la base 1.77 est & priori définie comme suit :
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A00
A01
A01
A10
All
A1l
A10
A1l
A1l

00® 00 + rr @ 77 + dd @ dd Arr = 00Qrr +rr @11+ dd Q i
01 ® 01 + ru @ 7 + dr @ dr Aru = 01@ru+ru@ 11+ dr Q ud
01 ® 01+ rd @ 7d + du @ du Ard = 01®rd+rd@ 10 + du @ ur
0R10+ur@ur+rd@rd  Aur = 10Qur +ur @11+ 7d @ du
N +uvu@uu+rr@rr Auvu = 11 Quu+uu@ 11+ 77 @ dd
MR+ ud@ud+ru@ru Aud = 11 Q@ ud + ud @ 10 + 7u @ dr
0RI0+dr@dr+ud@ud  Adr = 10Qdr + dr ® 01 + ud Q 7u
N +du@du+ur@ur  Adu = 11Q@ du+ du@ 01+ ar Q 7d
NI +dd@dd+ua@uu  Add = 11Q dd+ dd @ 00 + uu @ 77
(1.79)

Add = 00Qdd +rr Quu +dd@ 11

Adr = 01@dr +ru@ud + dr @ 10

Adu = 01@du+rd@ur+du@11

Ard = 10Q@ 7d + ur @ du + rd @ 01

ATF = 11 Q7T + uu Q) dd + 77 Q) 00

Ara = 11 Q7u+ ud @ dr + ru @ 01

Aud = 10Q ud + dr @ ru+ ud@ 11

Aur = 11Qur + du @ rd+ ur @ 10

Aua = 11Qutu+dd@rr+uu@11

Une observation est que tous les coefficients dans ce coproduit sont égaux a 1, et que
dans chaque cas le coproduit contient tous les termes qui pouvent a priori intervenir par
des raisons de concatenation. A est compatible avec la structure de I'algebre (B, 0), c’est a
dire 'application A est un homomorphisme entre ’espace B et sont carrée tensoriel. Pour le
verifier nous considerons la multiplication naturelle dans le espace produit tensoriel, celle-ci

est définie comme (i ® j) o (m®@n) = (iom) ® (j on), la compatibilité du coproduit A avec

cette multiplication implique que

Cette propriété est vérifié pour chaque une des entrées de la table de multiplication (1.78),
montrer ces calculs explicitement possede un intérét limité et occuperait une grade place

puisque la table es de dimension 27 x 27. Nous allons montrer seulement quelques exemples

A(ioj)=AioAj

a titre d’illustration :
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- 01010 = 00 =

A(01010) =00 00+ rr Q77 + dd €D dd

A0LoA10 = (01QO01+ru@7a+dr @dr) o (10Q® 10 + ur @ ur + 7d Q rd)
= 01010® 01010 + ruour @ 7 o ur + dr o *d @ dr o rd
=00 00 + rr @ 7 + dd P dd

—Truour = rr=

A(ruour) =00Qrr+rr@ 11+ dd @ ui

ArvoAur = (01@ru+ru@ 11+ dr @ ad) o (10 @ ur +ur @ 11 + 7d @ du)
=01010Qruour +ruocur @11 o011 + dr o 7d @ iid o du
=00Qrr +rr@ 11+ ddQ

~ T o ud = id=

A(Fuoud) =10Q7d+ ur @ du + 7d @ 01

AruoAud = (11Q7u+ud@dr + 7@ 01) o (10Q ud + dr @ ru + ud @ 11)
=11010@ 7o iid + ud o dr @ dr o ru + 7 o ud Q01 o 11
=10Q 7d + ur @ du + 7d ® 01,
Nous pouvons verifier ces calculs pour chaqu’élement de la base de 3, la conclusion est que

I’application A ainsi définit est un coproduit. Nous pouvons écrire explicitement le coproduit

de l'identité & partir de I’action sur les élements de la base :
A1 = (00+dd~+77) Q) (00+rr+dd)+(rr+11+aa) () (Fr+11+uu)+ (dd+uu+11) (K) (dd+au+11).

Il est clair que A1 # 1® 1 et pour cette raisons (B,0,A) ne peut pas étre une bigebre au

sens usuel. Néanmoins ’action du coproduit sur 'identité peut étre ecrit sous la forme :
Al=1; ® 1y =ty ® 59 + t1 ® 51 + t1 ® 57,
ou chaque composante est définie comme suit

to = (00 +dd +77)  so= (00 +rr+ dd)

t1 = (rr 4+ 11 + wa) s1 = (77 + 11 + uu)

t; = (dd +uwu+11)  s7 = (dd + aa + 11)
ces éléments constituent la base des sous algebres source By et target By que nous avons défini
dans la section 1.3. Une counité peut aussi étre définie dans le sens faible, c’est a dire, il ne
s’agit pas d’'un homomorphisme (contrairement au cas habituel) car I'application est tordue

par les élements qui apparaisent dans le membre de droite de A 1. On peut alors vérifier qu’on
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a bien a faire & une bigebre unitale faible. Par ailleurs, on peut aussi définir une antipode
(nous ne le ferons pas) et la structure finale est celle d’'une algebre de Hopf faible ou grupoide
quantique. il faut prendre en compte dans le diagramme commutatif que le coproduit de la

unité est le produit des unités des sous espaces target et itsurce. La définition de la counite

1 sief € By
e(er) = .
0sier € Byouby

est la suivante :

qui est d’ailleurs en accord avec le résultat obtenu dans les cas SU(2).

L’algébre dual (l§, 6) L’espace dual B est engendré par la base duale

}

B, = {ﬁ,m,rd, ¥, i, ud dr,du,dd},

~ -~ ~

1, 10,11,11, 10,

~ ~

By = {00,01,

=)
=
)

I

P P —
_/\A}

By = {JJ, dr,da , 7d,rr,7u , ad,ar, uu

cette base est représenté a ’aide des diagrammes verticaux

T
\J/ (1.80)

AN

m n
Le coproduit A défini dans 'espace B induit un produit & dans ’espace dual l§, la table de
multiplication est de dimension 27 x 27 et nous n’allons pas 1’écrire explicitement ici, d’autant
que, comme on le verra, il existe une base (la base horizontal) dans laquelle la définition de
ce produit est naturelle. Nous allons simplement montrer trois exemples, pour illustrer de ce
produit, mais surtout parce que le résultat va nous servir, plus loin, pour définir la valeur des

cellules basiques.
(dr © 70, Aud) = (dro7u, ud) = droru = ud

Fi®ud, AdF) = (fudud, dr) = Tudud = dr (1.81)

(ud ® dr , AFR) = (udddr,7a) = udddr = i
L’espace dual B est engendré par une base différente a la base duale formé de doubles tri-
angles verticaux (diagrammes horizontaux). Cette base horizontal est gradué par une étiquette
x donnant la ”longueur” horizontale. La représentation diagrammatique des éléments de cette

base est donne par des diagrammes de diffusion horizontaux

i z J
— .
m n
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ou (i,z,m) et (j,z,n) sont des triangles admissibles. B est gradué par lindex z, et se
décompose en trois sous-espaces B = Eo @ l§1 @ 31- L’ensemble des éléments de la base
horizontale est comme suit :

— Base du sous-espace By

DD D
U PR

— Base du sous-espace B3

0 1 1 10 1 1 1 1 01 1 11 1 1
— — B — B — B — o —
1 11 1 1 11 11 0

—_

_

— Base du sous-espace Bi

0 1 I 10 1 1 1 1 01 I 11 1 1
B —— —— B —— — B — —
1 01 1 0 10 00 1
01 I 11 1 1
1 11 01 1
(

Dans cette base le produit 6 (induit par le coproduit A) peut-étre exprimé de maniere

A~

naturelle comme la contraction horizontale des élements de la base horizontale.

i f] m ' n' i J
et st
m n ok ! ’ ke !

Cette multiplication fait de ’espace dual B une algebre associative.Pour obtenir la multipli-
cation de I’équation (1.81) nous avons bessoin de faire exprimer les élement de la base dual
en termes de la base horizontale, dans notre approximation la comparaison du produit de

I'équation (1.82) et celle de léquation (1.81) permettra de fixer la valeur des cellules de base.

Changement de base Nous appelons les coefficients donnant le changement de base
entre la base duale et la base horizontale F' {ﬁnkm%} La notation suit celle choisie pour le
cas SU(2) mais nous choisisons de supprimer le sous-indexde F' puisque notre étude SU(3)
se limite uniquement au cas A, et pour ces cas tous les coefficients F; sont les mémes. Le

changement de base dans ’espace dual B est donné par
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—

7
\\/ i ko
NG J ( J
i x T
o= F{;’igm} >—<— = c e >—<—<
| m, n m, n
/\ z€A2 x€A2 m o

m n
ou (i,k,j), (m,k,n), (i,z,m) et (j,x,n) sont des trianfles admissibles. Ce cas étant parti-

culierement simple, nous pouvons calculer les valeurs des cellules basiques a partir des priduits
(1.81) et (1.82). Les transformations entre éléments de la base de longueur i = z = 1, c’est a

dire, les cellules de SU(3) correspondant & des cellules basiques, est comme suit :

- - =
0 1 1 1 _
\\(/ 0 1 1 \\(/ 1 1 1
e ! 0 1 1 — i 1 1 1
ru= 14 = c 7l - _ ;oud= 14 = c yl_ -
1 1 1 [ 1 0
AN T Ja
11 10

dr

I
—
_»_
I
Q

1 1 0
1 —
0 1
0

01
En comparant les produits des diagrammes horizontaux contribuant aux transformations
de base précédentes, avec les produits des élément de la base duale illustré dans ’équation

1.81 on trouve :

c =1 c 11=1 c 1=1. (1.83)

1 1 0 1 1 0
Nous avons ainsi obtenu la valeur des cellules basiques pour le graphe A; de la famille

SU(3). En général pour le cas présent le changement de base a la forme suivante

r i o
nA e C T —q— s
A ’“ |

sans sommations dans l'index x. C’est a dire, dans cet exemple il y a un diagramme vertical

pour chaque diagramme horizontal (ce qui peut étre conclu aprés un’inspection des deux
bases), et les valeurs des cellules est toujours un, car les trois cellules basiques sont égales a
un.

La méthode choisie pour les déterminer est empirique car nous ne connaissons pas de

formule générale donnant la valeur de ces coefficients dans le cas SU(3), méme pour les
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graphes de type A. D’égale maniére nous ne connaissons pas a priori les équivalents des
propriétés d’unitarieté et de réflexion des cellules de SU(2), il est d’ailleurs probable qu’en
général les propriétés d’unitarieté et réflexion soient différentes dans le cas SU(3), car la prise
en compte de 'orientation des arétes implique que les symétries tétrahédriques (valables pour
le cas SU(2)) ne sont plus valables.

Les cellules que nous venons de définir ont garde une propriété utile, qu’on peut vérifier
explicitement dans ce cas, c’est la construction des cellules générales 4 partir du collage des
cellules basiques. Il est en effet possible de construire chaque cellule en termes de une (et dans
se cas simple, une seule) combinaison des trois cellules basiques de la équation (1.83), la con
struction est directe et ici nous nous contentons de montrer deux exemples pour illustrer le
calcul. Nous avons choisi trois cellules de longueur horizontale 0 et longueur verticale 1, et

trois cellules de longueur horizontale 1 et longueur verticale 1 :

Il
=

[
—
—
o
—
=
o

(1.84)

=i
Ju—
o
=i
[en]
=
=

1 0 1 1
I y a un total de 24 cellules que pouvent étre construites directement a partir du
changément de base entre la base horizontale et la base verticale, ou au travers du collage des

cellules que nous venons de illustrer.
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Chapitre 2

La méthode de scission modulaire.

Dans ce chapitre nous présentons la méthode de scission modulaire® qui permet d’ob-
tenir, a partir d'un invariant modulaire donnée, I’ensemble des matrices toriques, le graphe
d’Ocneanu et une réalisation matricielle de l'algébre des symétries quantiques, sans avoir
besoin de construire explicitement le groupoide B.

Ces résultats permettent, dans la plupart des cas de déterminer explicitement 1’algebre
Oc(G) et le graphe de Coxeter GG associé a un invariant modulaire. Dans cette approche le
graphe G n’est pas considéré comme une donnée de départ, mais fait partie des résultats
obtenus par 'application de la méthode.

La méthode permet d’explorer le probleme des symétries quantiques des invariants mo-
dulaires de haut niveaux, nous allons présenter dans la section 2.4 de ce chapitre la solution
explicite des cas £, & et & /Zs du systeme SU(3). Les deux dernier graphes apparaissent
comme sous graphes du méme graphe d’Ocenanu. Le cas & est un exemple oti le graphe
lui-méme n’apparait pas explicitement dans Oc(G), mais il peut étre déterminé de maniére
relativement simple en lui demandant de satisfaire a différentes relations de module.

Nous avons déja remarqué que la liste de graphes participant a la classification des théories
conformes de type su(2), su(3) et su(4) a été présentés par A. Ocneanu® en [59], mais le
grupoide quantique B n’a pas été calculé pour ses exemples a cause de la complexité du
probléme, c’est une méthode équivalente a la méthode de scission modulaire qu’a été utilisé
pour déterminer cette liste de graphes [54], mais cette méthode n’est pas disponible dans la

literature.

'Le contenu du chapitre est constitué par la publication [47]
2Les graphes du systéme SU(3), appelés de Di Francesco et Zuber on été proposés empiriquement dans

[32], mais la liste a été corrigé et un des graphes a été éliminé & partir des résultats de [59]
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2.1 Introduction

Following the works of [18], it was shown that to every modular invariant of a 2d CFT one
can associate a special kind of quantum groupoid B(G), constructed from the combinatorial
and modular data [13] of a graph G [23, 7, 25, 27, 10]. This quantum groupoid B(G) plays a
central role in the classification of 2d CFT, since it also encodes information on the theory
when considered in various environments (not only on the bulk but also with boundary
conditions and defect lines): the corresponding generalized partition functions are expressed
in terms of a set of non-negative integer coefficients that can be determined from associative
properties of structural maps of B(G) [28, 24, 25]. A series of papers [4, 23, 5, 6, 25] present
the computations allowing to obtain these coefficients from a general study of the graph G
and its quantum symmetries. In this approach, the set of graphs G is taken as an input.
For the su(2); model, the graphs G are the ADE Dynkin diagram, and for the su(3); the
Di Francesco-Zuber diagrams. A list of graphs has also been proposed in [20] for the su(4)g
model. For a general SU(N) system, the set of graphs G presents the following pattern.
There is always the infinite series of Ay graphs, which are the truncated Weyl alcoves at some
level k of SU(N) irreps. Other infinite series are obtained by orbifolding and conjugation
methods, but there are also some exceptional graphs (generalizing the Eg and Eg diagrams
of the SU(2) series), that can not be obtained in that way (to some extent, the FE; diagram
can be obtained from a careful study of the Dy case). One of the purposes of this article is

actually to present a method to obtain these graphs.

We start with a modular invariant of a 2d su(n); CFT as initial data. Classification of
modular invariants is only completed for n = 2 and 3, but there exist several algorithms,
mostly due to T. Gannon, that allow one to obtain modular invariants up to rather high
levels of any affine algebra. By solving the modular splitting equation (to be recalled later),
we obtain the coefficients of the generalized partition functions, as well as the quantum
symmetries of the graph G, encoded in the Ocneanu graph Oc(G). The graph G itself is then
obtained at this stage as a subgraph or a module graph of its own quantum symmetry graph:

it appears as a by-product of the computations.

Notice that the determination of the higher ADE graphs G by solving the modular
splitting equation seems to be the method followed by A. Ocneanu (see [19]) to obtain the
lists of SU(3) and SU(4) graphs presented in [20], but explicitation of his method was never
been made available in the literature. The method that we describe here (that incorporates
the solution of the modular splitting equation itself) was briefly presented in [8] for the study

of the non simply laced diagram F}, and is presented here in more general grounds.

The paper is organized as follows. In section 2 we review some results of CFT in order

to fix our notations, and present the basic steps of the method allowing to solve the modular
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splitting equation. Section 3 treats with more technical details of the resolution, making the
difference between commutativity or non commutativity of the quantum symmetry algebra.
In the last section we analyze some examples in order to illustrate the techniques. First we
treat the Eg modular invariant of the SU(2) family; then two exceptional SU(3) modular
invariants at level 5, labelled by the graphs £ and &5/3. The last example is the level 9
exceptional SU(3) modular invariant, which is a special case for two reasons. The first one
is that it leads to a non-commutative algebra of quantum symmetries. The second reason is
that in the first list of SU(3) graphs proposed in [11], three different graphs were associated
to this modular invariant. With the methods presented in this paper, we only find two graphs

associated to it, in accordance with the final list of Ocneanu published in [20].

2.2 CFT and graphs

Consider a 2d CFT defined on a torus, where the chiral algebra is an affine algebra su(n) at

level k. The modular invariant partition function reads
Z:ZXiMin_jv (2'1)
2¥]

where ; is the character of the element ¢ of the finite set of integrable representations
of su(n)g, and where the matrix M is called the modular invariant: it commutes with the
generators S and 7 of the modular group PSL(2,7Z). The introduction of boundary conditions
(labelled by a,b), defect lines (labelled by x,y) or the combination of both, result in the

following generalized partition functions (see [3, 1, 24]):

Zagy = D (FilaXi (2.2)

%

0,7
Zx\ab = Z(fz S:c)ab Xi (24)

7

All coefficients appearing in the above expressions express multiplicities of irreducible repre-
sentations in the Hilbert space of the corresponding theory and are therefore non-negative
integers. They are conveniently encoded in a set of matrices: the annular matrices F; with co-
efficients (F;)qp; the double annular matrices V; ; with coefficients (V; ;)4 and the dual annu-
lar matrices S, with coefficients (S;)q. The different set of indices run as 4, j =0,...,d; —1;
a,b=0,...,dg —1and z,y = 0,...,do — 1. The integer d; is the number of irreps at the
given level k; dg and dp are given in terms of the modular invariant M by dg = Tr(M) and
do = Tr(MMT) (see [21, 2, 12]).

Compatibilities conditions — in the same spirit than those defined by Cardy in [3] for

boundary conditions — impose relations on the above coefficients (see [22, 24]). Altogether
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they read:
FiFy = Y NjiFu (2.5)
Z’H
Vij Vi = ./\/’ZZ;,/ ijj’ Viﬂj// (2.6)
’i,, j//
SeSy = Y 07, S. (2.7)
z

N, ij are the fusion coefficients describing the tensor product decomposition ix j =, N ij k
of representations i and j of su(n)y. They can be encoded in matrices N; called fusion
matrices. O, are the quantum symmetry coefficients and can be encoded in matrices O,
called quantum symmetry matrices.

The matrices {F;, N;, Oy, Vi, Sz} have non negative integer coefficients: they can be seen
as the adjacency matrices of a set of graphs. Knowledge of these graphs helps therefore to the
complete determination of the different partition functions. All these coefficients also define
(or can be obtained by) structural maps of a special kind of quantum groupoid [18, 23, 25,
7, 10]. It is not the purpose of this paper to explore those correspondences, nor to study
the mathematical aspects of this quantum groupoid. What we will do here is to determine,
taking as initial data the knowledge of the modular invariant M, all the coefficients of the

above matrices.

2.2.1 Steps of the resolution

We start with the double fusion equations (2.6), which are matrix equations involving the
double annular matrices V;;, of size do x dp, with coefficients (V;;)sy. Notice that these
coefficients can also be encoded in matrices Wy, of size dj x dy, with coefficients (Wyy);; =
(Vij)ay- The Wy, are called double toric matrices. When no defect lines are present (x =
y = 0), we must recover the modular invariant of the theory, therefore Wyy = M. Using the
double toric matrices Wy, the set of equations (2.6) read:

> (Waz)ij Wey = N Way N (2.8)

2

The successive steps of resolution are the following:

Step 1: toric matrices Setting x =y = 0 in (2.8) and using the fact that Wy = M we
get:
> (Woe)ij Weo = Ni MNY (2.9)
z
This equation was first presented by A. Ocneanu in [20] and is called the modular splitting
equation. The r.h.s. of (2.9) involves only known quantities, namely the modular invariant
M and the fusion matrices N;. The Lh.s. involves the set of toric matrices W,o and Wy,

that we determine from this equation.
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Step 2: double fusion matrices Setting y =0 in (2.8) we get:

> (Wez)i;Wao = Ny Wag NY (2.10)
z
Once the toric matrices Wy have been determined from Step 1, the r.h.s. of (2.10) then
involves only known quantities. Resolution of these equations determine the double toric

matrices Wy, — and equivalently the double fusion matrices V;; — appearing in the Lh.s. of
(2.10).

Step 3: Ocneanu graph The double fusion matrices V;; are generated by a subset of
fundamental matrices Vyy and V¢, where f stands for the generators of the fusion algebra
(for SU(n) there are n—1 fundamental generators). These matrices are the adjacency matrices
of a graph called the Ocneanu graph. Its graph algebra is the quantum symmetry algebra,

encoded in the set of matrices O,.

Step 4: higher ADE graph G The higher ADE graph G corresponding to the initial
modular invariant M is recovered at this stage as a module graph of the Ocneanu graph. It
may be a subgraph of Oc(G) or an orbifold of one of its subgraphs. One also distinguishes
type I cases (also called subgroup or self-fusion cases) and type II cases (also called module

or non self-fusion cases).

2.3 From the modular invariant to graphs

We start with a modular invariant M at a given level k of a su(n) CFT, and the corresponding

fusion matrices IV;.

2.3.1 Determination of toric matrices W,

We compute the set of matrices K;; defined by:
Kij=N;MNY . (2.11)

The modular splitting equation (2.9) then reads:

do—1
Kij=> (Wo)i; Wao - (2.12)

2=0
This equation can be viewed as the linear expansion of the matrix K;; over the set of
toric matrices W9, where the coefficients of this expansion are the non-negative integers
(Woz)ij. The number dp is the dimension of the Ocneanu quantum symmetry algebra, it
is evaluated by do = Tr(MMT). The algebra of quantum symmetries comes with a basis

(call its elements z) which is special because structure constants of the algebra, in this
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basis, are non-negative integers. We introduce the linear map from the space of quantum
symmetries to the space of d; x dy matrices defined by z — W,o. This map is not necessarily
injective: although elements z of the quantum symmetries are linearly independent, it may
not be so for the toric matrices W,y (in particular two distinct elements of the quantum
symmetries can sometimes be associated with the same toric matrix). Let us call r the
number of linearly independent matrices Wo. Equation (2.12) tells us that each K;; (a
matrix), defined by (2.11), can be decomposed on the r dimensional vector space spanned by
the vectors (matrices) W,o. r can be obtained as follows. From (2.11) we build a matrix K
with elements of the form Ky, ;1 ¢y j1, which means that each line of K is a flattened® matrix
K ;. Then r is obtained as the (line) rank of the matrix K, since the rank gives precisely the
maximal number of independent lines of K, therefore the number r of linearly independent
matrices W,o. Two cases are therefore to be considered: depending if toric matrices are all

linearly independent (the map z — W, is injective and r = dp) or not (r < do).

We also introduce a scalar product in the vector space of quantum symmetries for which
the z basis is orthonormal. We consider the squared norm of the element ) (Wj.);;z and
denote it ||/ ;;||>. This is an abuse of notation, “justified” by equation (2.12), and in the
same way, we shall often talk, in what follows, of the “squared norm of the matrix K;;”,
therefore identifying z with W, although the linear map is not necessarily an isomorphism.

We have the following property:
Propriété 7 The squared norm of the matriz K;; is given by:
1Kl = (Kij)in g - (2.13)
Proof: We have:
IKIP = > 1(Wos)i sl
z
= > (Woa)ij (Weo) i
2
= (Kij)i v
From the first to the second line we used the following property:

(Woz)ij = (Weo) i = (2.14)

that can be derived from the relation V;» j» = (V;;)", where i* is the conjugated irrep of 4

(see [23]). From the second to the third line we use Eq. (2.12) in matrix components. [

3By flattened matrix we mean that if K;; = [ .. .. .. [, then the flattened matrix is (a..b......c..d).
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We now treat the two cases to be considered. Note: an explicit study of all cases seems to
indicate that the linear independence (or not) of the toric matrices reflects the commutativity

(or not) of the quantum symmetry algebra.

Non-degenerate case r = dp. This happens when all toric matrices W,q are linearly
independent. The set of K;; matrices are calculated from the initial data M and N; from
(2.11). The determination of the toric matrices W, are recursively obtained from a discussion
of the squared norm of matrices K ;, directly obtained from (2.13), which has to be a sum

of squared integers.

e Consider the set of linearly independent matrices K ;; of squared norm 1. From (2.12)

the solution is that each such matrix is equal to a toric matrix W,.

e Next we consider the set of linearly independent matrices K;; of squared norm 2. In
this case from (2.12) each such matrix is equal to the sum of two toric matrices. We
have three cases: (i) K;; is equal to the sum of two already determined toric matrices
(no new information); (ii) it is the sum of an already determined toric matrix and of a
new one; (iii) it is equal to the sum of two new toric matrices. To distinguish from cases
(ii) and (iii), we calculate the set of differences K;; — W; where W; runs into the set
of determined toric matrices, and check if the obtained matrix has non-negative integer

coefficients: in this case we determine a new toric matrix given by K;; — W;.

e Next we consider the set of linearly independent matrices K; ; of squared norm 3. From
(2.12) each such matrix is equal to the sum of three toric matrices. Either (i) K;; is
equal to the sum of three already determined toric matrices; (ii) it is equal to the sum
of a determined toric matrix and of two new ones; (iii) it is equal to the sum of two
already determined matrices and a new one; or (iv) it is equal to the sum of three new
toric matrices. We calculate the set of differences K;; — W; and K;; — W; — W; where
W;, W; runs into the set of determined toric matrices, and check whenever the obtained

matrix has non-negative integer coefficients.

e For the set of linearly independent matrices K;; of squared norm 4 there are two
possibilities. Either K;; is the sum of four toric matrices, either it is equal to twice a
toric matrix. In the last case, the matrix elements of K'; ; should be either 0 or a multiple
of 2, and the new toric matrix is obtained as K;;/2. If not, a similar discussion as the

one made for the previous items allows the determination of the new toric matrices.

e The next step is to generalize the previous discussions for higher values of the squared

norm, in a straightforward way.

Once the set of toric matrices W is determined, we can of course use equation (2.9) to
check the results.
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Degenerate case r < dp. The integer » may be strictly smaller than dp: this happens
when toric matrices W,¢ are not linearly independent. In order to better illustrate what has to
be done in this case, let us treat a “virtual” example. Suppose the dimension of the Ocneanu
algebra is dp = 3, and call 21, 20, z3 the basis elements. The corresponding toric matrices
are W, W,,,W.., and suppose they are not linearly independent. For example let us take
W, = W,, +W,,, in this case we have r = 2 < dp. We still use the same scalar product in the
algebra of quantum symmetries, and the norm of z3 is of course 1, but, because of the abuse
of langage and notation already made before, we shall say that the “squared norm” of W,
is equal to 1 (and not 2, of course!). The problem arising from the fact that toric matrices
may not be linearly independent, so that the linear expansion (2.12) of K;; over the family
of toric matrices may be not unique, can be solved by considering the squared norm of K ;.
Continuing with our virtual example, we could hesitate between writing K;; = W, +2W_, or
K;; =W, +W,,, since W,, = W,, + W,,. In the first case the corresponding squared norm
would be 5, and in the second case it would be 2. In all cases we have met, the knowledge
of the squared norm of K;; from equation (2.13) is sufficient to bypass the ambiguity and
obtain the correct linear expansion. The determination of the toric matrices can then be done
step by step, in the same way as we did in the non degenerate case, starting from squared
norm 1 to higher values. We refer to the su(3) case at level 9 treated in the next section for

more technical details.

2.3.2 Determination of double toric matrices W,

Once we have determined the toric matrices W, we calculate the following set of matrices:
K§;=N; Wy N (2.15)

Then equation (2.10) reads:
K7 =Y (Was)ijWeo - (2.16)

z
This equation can be viewed as the linear expansion of the matrix K7; over the set of toric
matrices W, where the coefficients of this expansion are the non-negative integers (W) ;,
that we want to determine. In the non degenerate case, toric matrices W,y are linearly
independent, the decomposition (2.16) is unique and the calculation is straightforward. In
the degenerate case, some care has to be taken since toric matrices W,y are not linearly
independent: the expansion (2.16) is therefore not unique. Some coefficients may remain free

and one needs further information to a complete determination (see next subsection).

The coefficients (W) ; j can also be encoded in the double fusion matrices V; ;, that satisfy

the double fusion equations (2.6). Setting j = j' =0, i = ¢/ =0 and ¢/ = j = 0 respectively
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in Eq. (2.6) gives:

VioVio = > NJyVing, (2.17)

VoiVoy = D NjVojr, (2.18)
j//

Vij’ = ViO‘/Oj’ :‘/Oj’ Vio . (219)

From Eqgs.(2.17) and (2.18), we see that the set of matrices Vo and Vp; satisfy the fusion
algebra. These matrices can therefore be determined using these equations from the subset
of matrices Vo and V¢, where f stands for the fundamental generators of the fusion algebra.
For su(2), there is one generator f = 1, while for su(3), there are two conjugated generators
(1,0) and (0,1). The determination of double fusion matrices is reduced, by the use of Egs.
(2.17-2.19), to the determination of the generators Vo and V. It is therefore sufficient to
solve Eq. (2.16) only for the pair of indices (ij) = (f0) and (ij) = (0f), and then use Egs.
(2.17-2.19), which simplifies a lot the computational task.

2.3.3 Determination of the Ocneanu algebra O,

The matrices Vyo and Vs are the adjacency matrices of the Ocneanu graph. We denote
Oy, = Vyo and Oy, = Vyr, where fr, and fr now stands for the left and right generators of
the Ocneanu quantum symmetry algebra. For SU(n), there are n — 1 generators f of the
fusion algebra, and therefore 2(n — 1) generators of the quantum symmetry algebra. The
Ocneanu graph is also the Cayley graph of multiplication by these generators. From the
multiplication by these generators, we can reconstruct the full table of multiplication of the

quantum symmetry algebra (with elements denoted x,y, z)
Ty = Z(chyz . (2.20)
z

This multiplication table is encoded in the “quantum symmetry matrices” O,, which are the
graph algebra matrices of the Ocneanu graph, with coefficients (O ). = O3, They satisfy the
following relations (take care with the order of indices since the quantum symmetry algebra

may be non commutative):

0: 0y = (0y)z2 O . (2.21)

z
Once the generators Oy, = Vyg and Oy, = Vi have been determined from the previous step,

all quantum symmetry matrices can be computed from (2.21).

In the degenerate case the determination of the double toric matrices W, from equation
(2.16) is not straightforward, some coefficients being still free. A solution to this problem
is provided by an analysis of the structure of the Ocneanu graph itself, since it must satisfy

some conjugation and chiral conjugation properties (we refer to the level 9 su(3) example
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treated in the next section for further details). Further compatibility conditions have also to
be satisfied and can be used to check the results, or to determine the remaining coefficients

(for degenerate cases). One of these conditions read [9]:

O, Vij=V;ijOp = Z(Vij)xz 0. . (2.22)

z

A special case of this equation, for z = 0, being:

Wyy' = Z(Oz)yy’ Wos - (2.23)

z

2.3.4 Determination of the higher ADE graph G

For any su(n) at level k, we can always consider the infinite series of A graphs, which are
the truncated Weyl alcoves at level k of SU(n) irreps. Other infinite series are obtained
by orbifolding (D = Aj/p) and conjugation (A},D;) methods, but there are also some
exceptional graphs that can not be obtained in that way. Even after using the fact that
graphs have to obey a list of requirements (such as conjugation, N-ality, spectral properties
and that G must be an A module) listed in [11], one needed to use some good “computer
aided flair” to find them. In this “historical approach”, the problem of determining the
algebra of quantum symmetries Oc(G) was not addressed and this algebra was even less
used as a tool to determine G itself. The procedure described here is different. Starting
from the modular invariant, one solves the modular splitting equations (as explained in
the previous section) and determines directly the algebra of quantum symmetries Oc(G),
without knowing what G itself can be. Then one uses the fact that G should be both an
Ay module and an Oc(G) module (see comments in [9]). Denoting ¢ an element of the
fusion algebra, the first module property reads ia = >, (F;)ay b, with coefficients encoded
by the annular matrices F;. The associativity property (ia)b = i(ab) imposes the annular
matrices to satisfy the fusion algebra (see Eq.(2.5)). Denoting x an element of the quantum
symmetry algebra, the second module property reads za = ) ,(S;)a b, with coefficients
encoded by the dual annular matrices S,. The associativity property (z a)b = x (ab) imposes
the dual annular matrices to satisfy the quantum symmetry algebra (see Eq.(2.7)). In
some simples cases, GG itself appears as a subgraph of the Ocneanu graph, in other cases
it appears as a module over the algebra of a particular subgraph. The methods we have
described allow for the determination of the graph G even when orbifold and conjugation
arguments from the Ay graphs do not apply (the exceptional cases). It can be used for a gen-

eral affine algebra ¢j, at any given level k, once the corresponding modular invariant is known.

In the next section, we present and illustrate this method by using several exceptional
examples. In the su(3) family, there are three exceptional graphs with self fusion. They

are called &,& and &;. In this paper we have chosen & (a kind of generalization of the
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Es case of su(2), also treated as a standard example) and &. The case of & (a kind of
generalization of the Eg case of su(2)) is actually very simple to discuss, even simpler than
&5 because it does not admit any non trivial module graph, and we could have described it
as well, along the same lines. Results concerning &1 and its quantum symmetries can be
found in [6, 25] (in those references, the graph itself is a priori given). The su(3) - analogue
of the E7 case of su(2), which is an exceptional twist of Dy, can also be analysed thank’s to
the modular splitting formula, of course, but the discussion is quite involved (see [16, 15]).
We refer to [26] for a description of an su(4) example. In [8], these methods were applied
to a non simply-laced example of the su(2) family, where the initial partition function is not
modular invariant (it is invariant under a particular congruence subgroup) and where there

is no associated quantum groupoid.

2.3.5 Comments

All module, associativity and compatibility conditions described here between the different set
of matrices follow from properties of the quantum groupoid B(G) constructed from the higher
ADE graph G [18, 23, 25]. General results have been published on this quantum groupoid
(see [18, 7, 10, 17, 21]). But we are not aware of any definite list of properties that the graphs
G should satisfy to obtain the right classification. The strategy adopted here is to take as
granted the existence of a quantum groupoid and its corresponding set of properties, and to
derive the graph G as a by-product of the calculations, starting from the only knowledge of
the modular invariant. Notice that this seems to be the method adopted by Ocneanu in order
to produce his list of SU(3) and SU(4) graphs presented in [20]. One crucial check for the

existence of the underlying quantum groupoid is the existence of dimensional rules:
dim(B(@)) =Y d5 =) d, (2.24)
7 T

where the dimensions d; and d, are calculated from the annular and dual annular matrices:

d; = E&b(Fi)aba dy = Za,b(sm)ab-

The method described in this article allows for the determination of the set of matrices
{F;,N;,0.,V;;, Sz} and the corresponding graphs. Once the ADE Coxeter graph G has
been obtained, and following the works of [4, 5, 25], we can also propose a realization of
its quantum symmetry algebra as a particular tensor product of graph algebras. With this

realization at hand, the matrices O, and S, can be expressed in a much more economic way.
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2.4 Examples

2.4.1 The FEj case of su(2)
We start with the su(2);p modular invariant partition function:
Z = [xo+ xsl* + [xz + x7l* + Ixa + xw0l (2.25)

where y;’s are the characters of su(2);p with 0 < ¢ < 10. The total number of irreps
is dg = 11. The modular invariant matrix M is read from Z when the later is written
Z =73 ,XiM;jx;. The fusion matrices are given by the truncated recurrence formulae of
SU(2) irreps at level k£ = 10:

N() = ]111 3 N1 = Ad(.Alo) N Ni+1 = NZ‘.Nl — Ni—l (2.26)

where Ad(Ajg) is the adjacency matrix of the graph A9 which is the truncated Weyl alcove
of SU(2) irreps at level k = 10 (usually called the Dynkin diagram Ajy).

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figure 2.1: The A9 = A1; graph.

Determination of toric matrices W,. Here we repeat the discussion given in [8]. We
have Tr(MMT) = 12 which gives the dimension of the algebra of quantum symmetries
do = 12. From the knowledge of M and the fusion matrices N; we determine all matrices
K;j=N;M N?". We calculate the rank of this family and find » = 12. Since r = dj, the
toric matrices W, are linearly independent and form a special basis of this vector space. For
each matrix K;; we look at their squared norm given by ||K;;||*> = (K;;)i; (conjugation is

trivial for SU(2) systems, i* = i).
e For squared norm 1 we have 11 linearly independent matrices K ;, for example
Koo Koi1 Koz Koo Koio Kio Kin Kip Kig Kiio Kap. (2.27)

Each of these matrices define a toric matrix W, = Wy, so we get 11 out of the 12 toric

matrices.
e For squared norm 2 we have 19 linearly independent matrices K ;, for example

Koz Kos Kos Kos Korv Kiz Kia Kis Kig Kir

(2.28)
Kzo K31 Kzg K310 Kio Ki1 Ki9 Kii0 Ksp

In this list there are four matrices which are not equal to the sum of two already

determined toric matrices, one of them being for instance Ky 3. They are therefore equal



2.4. Examples 59

to the sum of an already determined toric matrix and the last one to be determined.
We build the set of matrices Ky 3 — W, where W, runs in the list of determined toric
matrices, and search for those which have non-negative integer coefficients. There is

only one solution (namely W, = K 9), and we get the last toric matrix as Ko 3 — K 9.

e We have therefore determined the set of 12 toric matrices W, with 0 < x < 11 and we

can check our result by an explicit verification of the modular splitting equation (2.9).

Determination of V;; Having determined the set of toric matrices W, we compute the set
of matrices K¥ = N, W, N 37. For SU(2), all double fusion matrices V; ; are generated by the
two fundamental matrices Vg and Vj1. It is therefore sufficient to calculate the decomposition
of K{; and K§, on the set of toric matrices from Eq.(2.16) to determine Vi and Vj;. The
calculation is straightforward, and choosing a special ordering in the set of indices z the

resulting matrices are given by

Vio=1| - L Vor =

Figure 2.2: The Eg Ocneanu graph displayed in two alternative ways.

The Ocneanu graph of quantum symmetries The two matrices Vi and Vy; are the

adjacency matrices of the graph of quantum symmetries (Ocneanu graph) associated to the
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initial modular invariant. The graph is displayed in figure 2.2, where the ordering for the
labels? of the set of indices x is {0,1,2,5,4,3, 1/,11/,21/,51’,41’,31'}. O = Vyg is associated
to the vertex 1 and encodes the multiplication by this vertex; the corresponding lines are
displayed in blue. Oy = V{ is associated to the vertex 1’ and encodes the multiplication
by this vertex; the corresponding lines are displayed in red. Vertices 1 and 1’ are called left
and right chiral generators. The multiplication can be extended to the whole vector space
spanned by the vertices of the Ocneanu graph. We refer to [25] for explicit expressions for
the O, matrices. There is a chiral conjugation on the graph that permutes the two chiral
generators. The chiral operator C satisfies Oy = C~'0O; C. Another way of displaying
the Ocneanu graph is to draw only the graph of multiplication by one chiral generator, say
1, and to associate (for example using dashed lines) each vertex with its chiral conjugate.
Multiplication of a vertex x by 1’ is obtained as follows: we start with z, follow the dashed
lines to find its chiral conjugate y, then use the multiplication of y by 1, and pull-back using
the dashed lines to obtain the result. This alternative way of drawing the Ocneanu graph is
displayed at the r.h.s. of figure 2.2.

The Dynkin diagram Fg The Ocneanu graph of figure 2.2 is made of two copies of
the Dynkin diagram Fg. One copy, labelled by vertices {0,1,2,5,4,3}, is a subalgebra of
the quantum symmetry algebra, the other one, labelled by {1’,11’,21",51’,41’,31'} is only a
module. With the method of modular splitting, we see that we find the Dynkin diagram Fjg
as a subgraph of the Ocneanu graph. We refer to [4, 25] for expressions of the S, matrices.
Notice that there is a multiplication defined on the vector space spanned by vertices of the
FEg diagram: one says that it is of subgroup type and that Eg exists not only as a module
(over Aj1) but as a graph algebra. The algebra of quantum symmetries can be realized as
the tensor square of the Fg graph algebra, but the tensor product has to be taken over the
subalgebra J spanned by {0,3,4}: Oc(Es) = Eg ® 7 Eg (for more details see [4, 5, 25]).

2.4.2 The & case of su(3)

We start with the su(3); modular invariant partition function:

Z= = |X?0,0) + X?2,2)|2 + |X?o,2) + X?3,2)|2 + |X?2,0) + ><?2,3)|2 (2.29)
+ |X?2,1) + X?o,5)|2 + |X?3,o) + X?o,3)|2 + |X?1,2) + X?5,0)|2 ; (2.30)

where x3’s are the characters of 5u(3)s, labelled by i = (i, i2) with 0 < iy, 49 < 5, i1 +
i < 5. The modular invariant matrix M is read from Z when the later is written® Z =

> iXiMijx ;. The number of irreps i is d4 = 21. ¢ is also considered as a label taking

“We choose the same labelling for the vertices as in [4, 5, 25].
5Some authors write instead Z = > XiMijxXj, and therefore some care has to be taken in order to

compare results since conjugated cases (in particular figures 2.4 and 2.5) must then be interchanged. Here we

follow the convention made in [9].
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values on the integers ¢ € {0,1,2,...,20}, corresponding to the choice of a certain order
on the set of pairs (i1, i2). @ = 0 = (0,0) is the trivial representation and there are two
fundamental irreps (1,0) and (0,1) = (1,0)*, where (i, i2)* = (42, i1) is the conjugated
irrep. N(1 ) is the adjacency matrix of the oriented graph As, which is the truncated Weyl
alcove of SU(3) irreps at level & = 5 (see figure 2.3). The fusion matrix N(g ;) is the transposed
matrix of N1 ) and is the adjacency matrix of the same graph with reversed arrows. Once
N(1,0) is known, the other fusion matrices can be obtained from the truncated recursion

formulae of SU(3) irreps, applied for increasing level up to k:

Ny = Naoy Nii-1,5) — Nii-1,5-1) — N2, j+1) if j#0
Niioy = Ny Ni-1,0) — Nii-2,1) (2.31)
Nosy = N

where it is understood that N(; ;) =01if ¢ <0or j <O.

(0,5)

(0,1)

(0,0)  (1,0) (5,0)

Figure 2.3: The A5 diagram.

Determination of toric matrices W,y We have dp = Tr(MMT) = 24. The matrices
K;j=N;MN 3-’" span a vector space of dimension r = 24. This is therefore equal to dp, the
toric matrices W are linearly independent and form a special basis for this vector space.

For each matrix K;; we calculate the squared norm given by ||K;;|[* = (K; ;)i j=

e For squared norm 1 we have 21 linearly independent matrices K; j, each one being equal

to a toric matrix Wg.

e There are 45 linearly independent matrices K;; of squared norm 2. Some of them are
equal to the sum of two already determined toric matrices. For a matrix not satisfying
this property, say Kgp, we build the set of matrices Ky, — W, where W, runs into the

set of determined toric matrices, and look for those which have non-negative integer
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coefficients. This condition is strong enough and leads to only one solution (if Ky is
the sum of a determined matrix and a new one). We determine in that way the last

three toric matrices.

e We have therefore determined the set of 24 toric matrices W, with 0 < x < 23 and we

can check our result by an explicit verification of the modular splitting equation (2.9).

Determination of V;; Having determined the set of toric matrices W,o, we compute
the set of matrices K“fj = N; Wy N E—T’. For SU(3) cases, all double fusion matrices V;;
are generated by the two fundamental matrices V(1 ¢y 0,0y, V(0,0),(1,0) and their transposed
Vio,1),000) = V(tf;o),(o,o)? Vi0,0),001) = V(KO),(I,O)' In order to determine these matrices, it is
therefore sufficient to compute the decomposition of K (9”170)7(070) and K @,0),(1,0) on the set of
toric matrices W using Eq.(2.16). The calculation is straightforward. From the knowledge of
the fundamental matrices V{1 ) (0,0)» V(0,0),(1,0) and their transposed, all double fusion matrices

Vi ; are recursively calculated from Egs.(2.17-2.19).

The Ocneanu graph of quantum symmetries The four fundamental matrices explicitly
given below, in Eqs.(2.33), are the adjacency matrices of the graph of quantum symmetries
(Ocneanu graph) associated to the initial modular invariant. We display in figure 2.4 the graph
corresponding to the matrix V(y o) (0,0) associated to the vertex labelled by 21 ® 1o. V(g 0),(1,0)
is associated to the vertex 15 ® 2¢, and instead of displaying the corresponding arrows, we
display the action of the chiral conjugation C' in order to not clutter the figure (warning: see
the last footnote). The arrows corresponding to the matrix Vg 1 (0,0), associated to the vertex
22 ® 1p, are obtained by reversing the ones of figure 2.4; for the matrix V(g ¢y (0,1), associated

to the vertex 14 ® 29, we use the chiral conjugation and the reversed arrows.

The generalized Dynkin diagram &5 The graph of figure 2.4 is made of two copies of the
generalized Dynkin diagram &. The & graph has 12 vertices denoted by 1;,2;, 4 =0,1,...,5.
The unit is 1¢ and the generators are 2; and 25, the orientation of the graph corresponds to
multiplication by 2;. Conjugation corresponds to the symmetry with respect to the axis
passing through vertices 19 and 13: 1§ = 1g,1] = 15,15 = 14,15 = 13; 2§ = 23,2] = 22,2 =
25. The &5 graph determines in a unique way its graph algebra (it is a subgroup graph). The

commutative multiplication table is given by:

L1, = Ly
1,2, =2.1; = 2 i,j=0,1,....,5 mod6 (2.32)
2.2 = 245+ 2153+ Liyj-3

From this multiplication table we get the graph algebra matrices G, associated to the vertices
a € &. The one corresponding to the generator 21 is the adjacency matrix of the graph. The

vector space spanned by vertices of & is a module under the action of vertices of As, the
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11 ®10 |

Figure 2.4: Ocneanu graph Oc(&5). The two left chiral generators are 2; ® 1y and 29 ® 1o,
the two right chiral generators are 15 ® 2¢ and 14 ® 2.

action being encoded by the annular matrices F'; obtained form the recurrence relation (2.31)
with starting point Fg o) = lig, F(1,0) = Go2, and F{g ) = Ga,.

Choosing a special ordering in the set of indices z of the algebra of quantum symmetries,
and using the 12 x 12 graph algebra matrices G, of the graph &, the fundamental double

fusion matrices are given by

G2 . . Gl
‘/(170)7(070) = ( : G2 ) ‘/(070)7(170) = ( Gl Gl +5G1 )
: 1 2 2 5

G2 . . Gl
‘/(071)7(070) = ( : G2 ) ‘/(070)7(071) - ( Gl Gl +4G1 )
* 2 1 1 4

Realization of Oc(€5) The algebra of quantum symmetries Oc(E5) can be realized as

(2.33)

00(55) =& ®5E with a ® 7 b.c = a.b* Q¢ forbe J = {12} , (2.34)

where J is a subalgebra characterized by modular properties (see [6, 25]). The algebra Oc(E&)
has dimension 12 x 2 = 24, and a basis is given by elements a ®; 1o and a ®; 29. The
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identifications in Oc(&s) are given by:

Li®sl; = liy;=®s1o

2i®s1; = 2i15+®y1o (2.35)
1;®52;=1,®51;20 = 1ipj+ ®52
2;®52;=2;®51;.20 = 2i41+®s2

The chiral conjugation is defined by (a ® b)c = b®ja. The left chiral generator is 21 ®; 1
and the right chiral generator is 1o ® 721 = 15 ® s 29. Multiplication in Oc(&s) is defined from
the multiplication (2.32) of & together with the identifications (2.35), and is encoded by the

quantum symmetries matrices O,. We get:

o . G,
O:c:a = Ox:a - >3
®.7lo < es > ®720 ( Go.G1; Go(1+4Gyy) ) ( )

The vector space of & vertices is also a module under the action of vertices of Oc(&;) defined
by (a ®j 1p).b = a.b and (a ®; 20).b = a.29.b. The dual annular matrices S, are given by
Sr=aw,1 = Gq and Sy—u,2, = G2,.Gq. We check the dimensional rules dim(B(&s)) =
So.d2 =Y d% =29376.

2.4.3 The & case of su(3)

We start now with the following su(3)s modular invariant partition function:

Z = oo + XGal” + XG0 + Xoa)” + (X2 +X02)- (o) + X(a3) + e
+(X?271) + X?O,E,))'(X?Lz) + X?5,0)) +hel, (2.37)

and compute the modular matrix® M. The fusion matrices N; are the same as in the previous

case.

Determination of toric matrices and double fusion matrices We have dp =
Tr(MMT) = 24. The matrices K;; = Ni./\/lN? span a vector space of dimension

r = dop = 24. The discussion is the same as in the previous case.

e For squared norm 1 we have 21 linearly independent matrices K;; defining 21 toric

matrices Wg.

e There are 45 linearly independent matrices K;; of squared norm 2 and the last three

toric matrices W,y can be obtained.

6Same remark as in the last footnote.
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Once the toric matrices have been determined, the double fusion matrices are obtained

straightforwardly. For the fundamental ones we get:

Go . . Gy
‘/(170)7(070) = ( - G2 ) ‘/(070)7(170) - ( Gl Gl +1G1 )
* 1 4 1 4

G2 . . Gl
‘/(0,1)7(0,0) = < : G2 ) ‘/(070)7(071) = < Gl Gl +2G1 >
* 2 5 2 5

The Ocneanu graph of quantum symmetries We display in figure 2.5 the graph cor-

(2.38)

responding to the matrix V(q o) (0,0) associated with the vertex labelled by 21 & 1o. V(g 0),(1,0)

is associated with the vertex 11 ® 2¢. The algebra of quantum symmetries can be realized as
Oc(&)=E® &5 witha®ybc=ab®yc forbe J={1;}. (2.39)

The algebra Oc(£f) has also dimension 12 x 2 = 24 and a basis is given by elements a ®; 1o
and a ®7 2p. The identifications in Oc(EZF) are given by (different from those of Oc(Es))

Liwsl; = lit;®s1o
2;®51; = 2;4;®51p (2.40)
1, ®52;=1,®;1;20 = 1;4;®52

2, ®52; =2;®51;.2 245 ®7 20

The left chiral generator is 21 ® y 19 and the right chiral generator is 10 ® ;21 = 11 ® 7 29. The
algebra Oc(&Z) is isomorphic to Oc(&5), the quantum symmetry matrices O, are still given

by (2.36). The difference is in the chiral conjugacy.

The generalized Dynkin diagram &£ = & /3 The graph associated to the initial modular
invariant (2.37) is a module graph for the Ocneanu graph displayed on figure 2.5. It must
therefore be a module graph of the & graph itself: it is obtained as the Z3-orbifold graph of
s (see [14]). We write this module property ab = zé(Fag)l;& ¢ for a € & and b,¢ € &/3,
encoded by the 12 matrices F£. From the associative property (a.b).¢ = a.(b.¢), these matrices
must satisfy the same commutation relations (2.32) as the graph algebra of &5, and can be
recursively calculated from F251, which is the adjacency matrix of the £5/3 graph displayed
on figure 2.6. The &;/3 graph is also a module over the algebra of quantum symmetries, the
action being defined by (a ® s 10).5 = a.b and (a®y20).b= a.20.5. The dual annular matrices
Sy are therefore given by Sy—ug 1, = Fag and Sy—qe,2, = FzgoFf We check the dimensional
rules dim(B(€2)) =, d> =Y, d% = 3264.

So both graphs G = &5 and &;/3 have the same (isomorphic) algebra Oc(G) of quantum
symmetries, but its realization in terms of tensor square of &5 is different in the two cases, as

well as the chiral conjugation, and, of course, its module action on & or on &5/3.
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Figure 2.5: Ocneanu graph Oc(&5)*. The two left chiral generators are 2; ® 1y and 22 ® 1,
the two right chiral generators are 17 ® 2¢ and 15 ® 2.

2.4.4 The & case of su(3)

We start with the following su(3)9 modular invariant partition function:

Z=x00+X00+ X0+ X1a+ X101+ X4l + 2032+ X35 + X327 (2.41)

where x7)’s are the characters of su(3)g, labelled by i = (i1, 42) with 0 < 41, i <9, i1+ 1z < 9.
The modular invariant matrix is recovered from Z =), x;M; ;X ;- The number of irreps is
dg = 55. The fusion matrix N ¢ is the adjacency matrix of the Ag graph, the truncated
Weyl alcove of SU(3) irreps at level 9. The other fusion matrices are determined by the

recurrence relation (2.32).

Determination of toric matrices W,; We have dp = TT(MMT) = 72 and therefore
an Ocneanu algebra with 72 generators z and also 72 toric matrices W,o. However these
toric matrices span a vector space of dimension r = 45 < 72, i.e. they are not all linearly

independent. For each matrix K;; = N;MN E-" we consider its “squared norm” defined by
1K 5|17 = (K ij) g

e There are 27 matrices K;; with squared norm 1, each one defines a toric matrix W.y.
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Figure 2.6: The &F = &;/3 generalized Dynkin diagram.

e There are 12 linearly independent matrices K;; with squared norm 2, but each one
is equal to the sum of two already determined matrices. We don’t find any new toric

matrix in this family.

e There are 21 linearly independent matrices K;; of squared norm 3, none of them being
equal to the sum of three already obtained matrices. Twelve amoung these 21 are equal
to the sum of one determined matrix and a matrix having coefficients multiple of 2. A
solution leading to squared norm 3 is to define a new toric matrix by dividing by 2 the
matrix with coeflicients multiple of 2, and adding them to the list with a multiplicity
two. From these twelve we obtain actually only eight different toric matrices (because
some are obtained more than once), each one coming with multiplicity two. Nine of the
21 matrices have coefficients which are multiple of 3. We define nine new toric matrices
by dividing these matrices by 3, each toric matrix obtained in that way appearing with
multiplicity 3. At that stage, we have determined 27 + (2 x 8) + (3 x 9) = 70 toric

matrices.

e There are 24 linearly independent matrices K;; with squared norm 4, but each one is
equal to the sum of four already obtained matrices. We don’t recover any new toric

matrix. This is also the case for squared norm 5.

e There are 10 linearly independent matrices K ;; with squared norm 6. We discard those
that can be written as a linear combination of already determined toric matrices, and
pick up one of the others, for example K,,. We build the list of matrices K, — W, for
W, running into the set of already obtained toric matrices, searching for matrices with
non-negative coefficients. With our choice, it is so that K, is the sum of two times a
toric matrix plus a new one which has matrix elements multiple of 2. Dividing the later

by 2 and adding it to the list, with multiplicity 2, we get the last toric matrices.

We have indeed therefore determined the 72 toric matrices, 45 (=27+9+8+1) of them being
linearly independent, but appearing with multiplicities (27 of multiplicity one, 9 (=8+1) of
multiplicity two and 9 of multiplicity three). We can check the result by a direct substitution

in the 55 x 55 = 3025 matrix equations over non-negative integers (2.12).
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Determination of V(y ) 00 and V(o) 1,00 We compute the set of matrices K7, =
NiWxoNY¥ for {ij} ={(1,0),(0,0)} and {(0,0),(1,0)}, and decompose them on the family
(not a base) of toric matrices W,y using (2.12). Since the W, are not linearly independent,
the decomposition is not unique, and we introduce some undetermined coefficients. Imposing
that they should be non-negative integers allows to fix some of them or to obtain relations be-
tween them. More constraints come from the fact that we have Vg 9) (1,00 = C-V(0,0),(1,0)-C -1
where C' is the chiral operator. Notice that C itself is deduced from the previous relation
even if V(g ) (1,00 and V(g0),(1,0) still contain free parameters, by using the fact that it is a
permutation matrix. Choosing an appropriate order on the set of indices z, we obtain the

following structure for V(; ¢y (0,0):

Ad(E)
Ad(Ey)

Ad(&) .
1% - 2.42
(1,0),(0,0) Ad(My) (2.42)

Ad(M)

Ad(M)

where Ad(&y) and Ad(My) are 12 x 12 matrices (still containing some unknown coefficients).

The generalized Dynkin diagram & The Ad(&y) matrix is the adjacency matrix of the
graph &g displayed on the Lh.s. of figure 2.7. It possesses a Zs-symmetry corresponding to
the permutation of the three “wings” formed by vertices 0;, 1; and 2;. The undetermined
coefficients of the adjacency matrix reflect this symmetry; they are simply fixed once an
ordering has been chosen for the vertices (something similar happens for the Dy, series of
the su(2) family).

The vector space of the & graph is a module over the left-right action of the graph algebra
of the Ag graph, encoded by the annular matrices Ff

Agx € —E: ira=a-i=» (F )gb icAy, abe&. (2.43)
b

The F f matrices give a representation of dimension 12 of the fusion algebra and are deter-
mined from the recursion relation (2.32) with F(EO,O) = liox12, F(i,o) = Ad(&). We notice
that fundamental matrices (for instance Fl1,0)) contain, in this case, elements bigger than 1,
however, the “rigidity” condition” (F;)a = (Fy+)se holds, so that this example is indeed an
higher analogue of the ADE graphs, not an higher analogue of the non simply laced cases.
Triality and conjugation compatible with the action of Ag can be defined on the & graph.
Triality is denoted by the index i € {0,1,2} in the set of vertices 0;,1;,2;. The conjugation
corresponds to the vertical axis going through vertices Oy and 3¢: 0f = 0o, 15 = 20, 37 = 3o,

"We call it that way because of its relation with the theory of rigid categories, see for instance [21]).
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T = 02,17 = 29,15 = 24,3] = 32. The Zs-symmetry action on vertices of & is denoted
p3. The axis formed by vertices 3; is invariant under p3 and the symmetry permutes the
three wings p3(0o) = 1o, p3(lo) = 20, p3(20) = Oo; p3(01) = 11, p3(11) = 21, p3(21) = O1;
p3(02) = 1a, p3(1l2) = 22, p3(22) = 02. Once we have fixed the origin of the graph (the vertex
0o), the graph still possesses a Zo-symmetry corresponding to the permutation of the two
remaining wings, formed by vertices 1; and 2;. We denote po this operation: ps(1;) = 2; and
ps =1

The &y graph has also self-fusion: the vector space spanned by its vertices has an asso-
ciative algebra structure, with non-negative structure constants, compatible with the action
of Ag. 0p is the unity and the two conjugated generators are 0; and 0y. The graph it-
self is also the Cayley graph of multiplication by 0;. Due to the symmetry of the wings
of the graph, the knowledge of the multiplication by generators 0; and 09 is not sufficient
to reconstruct the whole multiplication table; we have to impose structure coefficients to
be non-negative integers in order to determine a unique solution (see [6, 25]). The whole
multiplication table is encoded in the graph algebra matrices G, for a € &. We give be-
low the expression for the matrices G, and Gy, the other matrices are defined by Go, = 1,
Go, = Gt’; = Ad(&), G3, = Go, Go,—Go,, G3, = Ggﬁ = Go, Go, —Go,, G1, = Gé’; = Gy, G1,,
G, = GZ = G, G1,- In the ordered basis (0g, 1o, 20, 30; 01, 11, 21, 31; 02, 12, 22, 32), G1, and
G, are given by

Gi, =G} = (2.44)

Notice that multiplication by 1o corresponds to the Zs operation: 1g.a = ps(a). The matrix
G, is the permutation matrix representing the action of the Z3 operator p3: (G1g)ab = b p3(a)-
We have (G1,)? = 1 and (G1,)? = Ga,, so Ga, represents the operator (p3)?.

Other aspects and properties of the & graph and of its algebra of quantum symmetries
(semi-simple structure of the associated quantum groupoid, semi-simple structure of Oc(&y)

itself, quantum dimensions and quantum mass) are presented in [6, 25, 9].
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32 31
<, i
32 3/1

Figure 2.7: The graphs & and My

The generalized Dynkin diagram Mgy The matrix Ad(My) is a 12x 12 matrix with some
unknown coefficients to be determined. Imposing this matrix to be the adjacency matrix of a
graph such that the vector space spanned by its vertices is a module over the graph algebras
of Ag and of & leads to a unique solution. The graph is displayed on the r.h.s. of figure 2.7
and corresponds to the Zs-orbifold graph of £, denoted Mg = &g/3.

The vector space spanned by vertices of the Mg graph is a module over the left-right
action of the graph algebra of Ag encoded by the annular matrices F' ZM

Agx Mg — Mg : i-a=a-i=» (FM);b ieAy, abeMy. (245)

The F' {Vl matrices give a representation of dimension 12 of the fusion algebra and can be
determined from the recursion relation (2.32) with F (/6”‘0) = liox1o, F (/I/,to) = Ad(My). Triality
and conjugation compatible with the action of Ag can be defined on the Mg graph. Triality is
denoted by the index i € {0, 1,2} in the set of vertices a; € Mg. The conjugation corresponds
to the vertical axis going through vertex 0g: 0 = 09, 05 = 0q, 3% = 30, 3p* = 34, 30* = 34,34 =
5,307 = 3,307 = 3.

The vector space spanned by vertices of My is also a module under the action of the graph
algebra of &. Here we will distinguish between left and right action. The left action of &g is

encoded by a set of 12 x 12 matrices denoted Pf

E9g X Mg — My : a'B:Z(Pf)I;éE a€ly, B,EEMQ. (2.46)

¢
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The right action of & is defined via the Zs operator po:
b-a=poya)-b (2.47)

and is encoded by a set of 12 x 12 matrices denoted P’: b-a = > :(Py)je € with Py = P[i(a).
The module property (a-b)-é = a- (b- &) imposes P’ matrices to form a representation of
the graph algebra of &o; they satisfy P! P! = > .(Ga)peP’. Similar relations exist for P
matrices. We can compute the set of matrices Pf using the multiplicative structure of &.
We give below the expression for Pfo and Pfo, the other matrices being defined by P(fo =1,
Bl = (PG = Ad(My), P, — BB, — By, P, = (PL)" = B, B, — Pl Pl, = (PL)" =
P(fl Pfo, Pﬂ = (Pfl)“" = P(f2 Pfo. In the ordered basis (0g, 30, 34, 3; 01, 31, 37, 37; 02, 32, 35, 34),
Pfo and PQZO are given by

PfOZ(PQZO)tT: e Lo (2.48)

1
There is also an operator pj acting on vertices of the My graph, inherited from the Zg

symmetry of the & graph through the orbifold procedure. It satisfies the following property:
pa(a)b = a p}(B) (2.49)

We have 1ga = p3(a), so py(a) = lga. It is defined by p5(0;) = 0;, p5(3;) = 3, p4(3}) = 37,
ph(3") = 3;, for i = 0,1,2. The matrix Pfo is therefore the permutation matrix representing
the action of the Z3 operator ps. We have (P{)* = 1and (P{))? = Py, so Pj represents the
operator (p})?2.

The vector space & ® Mg We define the vector space H = &y ® My, and we want to

define (this will be used later) an associative product on H with the following structure:

V| & My
E | & My
My | Mg &
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We define the following multiplications:

EgxE—E : ab=) (Galhec

(“:9 XM9—>M9 : aB:Z(Pf)I;Eé
& (2.50)
Mg X 59 — Mg ;o ba=

MgXM9—>59 : CNLZ):

The associativity property on H reads a (bc) = (ab)c ; a(bé) = (ab)é ; a(be) = (ab)c ;
a(be)=(ab)c;a(bé) = (ab)é;a(bé)=(ab)é;a(be) = (ab)c;a(bé) = (ab)é, and induce
a set of relations between matrices G, P, PI and H,. In order to satisfy them, the unique

solution for coefficients of the H, matrices is given by:
(He)ap = (Pryo)ass = (PD)gej - (2.51)

The Ocneanu algebra of quantum symmetries and a realization The matrix
V(1,0),0,0) 1 the adjacency matrix of the left chiral part of the Ocneanu graph. The graph is
composed of six subgraphs, three copies of the & graph and three copies of the Mg graph,
as showed on figure 2.8. We label the vertices as follows: z = a ® 0; with a,0; € & and
i =0, 1, 2 for vertices of &-type subgraphs and z = & ® 3; with @,3; € Mg and i = 0, 1, 2
for vertices of Mo-type subgraphs. The matrix V(y ¢y 0,0) corresponds to the multiplication
by the left chiral generator 01 ® 0p. The matrix V(g g) (1,0) is the adjacency matrix of the right
chiral part of the Ocneanu graph Oc¢(&g), and corresponds to the multiplication by the right
chiral generator 0y ® 0;. The dashed lines in the graph corresponds to the chiral operator C.
We have V(o,0),(1,00 = CW170)7(070)C_1. The multiplication by 0y ® 0; is obtained as follows.
We start with z, apply C, multiply the result by 0; ® 0y, and apply C~! = C. From ma-
trices V(1,0),(0,0) and V(o,0),(1,0) all others V;; (hence also the double toric matrices W, ) are
calculated straightforwardly using equations (2.17-2.19).

From the multiplication by chiral left and right generators 0; ® 0gp and 0y ® 07 (and their
conjugate) we reconstruct the multiplication table of Oc(&). As for the graph matrices of
&y, the calculation is not straightforward, but imposing non-negative integer coeflicients leads
to a unique solution. The result is encoded in the 72 quantum symmetry matrices O, of

dimension 72 x 72.

Realization of the quantum symmetry algebra In order to have a compact (readable)
description of these matrices and the multiplicative structures of the algebra of quantum

symmetries, we propose the following realization of the algebra of quantum symmetries:

Oc = “E9 @z, E" = (€9 ®p E9) © (Mg ®,y M) , (2.52)
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Figure 2.8: The Ocneanu graph Oc(&y) = Oc(Myg). The two left chiral generators are 0; ® Oy
and 02 ® Og, the two right chiral generators are Oy ® 0; and 0y ® 03. The tensor product a ® b

is denoted with the shorthand notation ab.
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where the notation ®, means that the tensor product is quotiented using the Zg symmetry
of graphs & and My in the following way. A basis of the quantum symmetry algebra is given
by elements {a ® 0;, @ ® 3;} for i = 0,1,2. The other elements of £ ® & and My ® My are
identified with basis elements {a ® 0;, @ ® 3;} using the Zz symmetry operators ps3 and A
of graphs & and My and the induction-restruction rules between the two graph algebras, as

follows:

) a®l;, = a®ly-0; = 1p-a®0; = p3(a) ®0; (2.53)
o a®2 = a®2-0; =2-a®0; = (p3)%(a) ®0; (2.54)
e a®3 = > (B lad®3 (2.55)
e a®3 = a®ly-3i=1p-a®3; =p5a) @3 (2.56)
o a®3 = a®2-3i=2-a®3; = (p5)3(a) ® 3 (2.57)
o 20 = Y (Ef)iaa®0; (2.58)

Here the matrix Ej encodes the branching rules & — My (obtained from matrices P*
implementing the & (left) action on My as follows: (Ej)qez = (PY);). Explicitely, we have:

T . ... 0p < 0o
T . ... 1o — 0o
11 1 . . 30 — 30+3,+3)
1 01 — 01
Ej, = ! o= 0 (2.59)
1. 2; — 0
111 . . .. 31— 31 +3,+3
1 ... 02 — 0o
1 . . . 12 “— 62
) 25 = 02
11 1 32 — 33+3,+3Y

The multiplication of the basis generators {a ® 0;, @ ® 3;} is then naturally defined using
the multiplication rules (2.50) and the projections (2.53-2.58). We introduce the matrices
R" defined from the right action of & on My: ba = 3 ;(Fy):¢ = > z(Rj)acC. It can be
seen that the algebra Oc(&g) is non commutative and isomorphic with the direct sum of 9
copies of 2 x 2 matrices and 36 copies of the complex numbers. With our parametrisation,
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the quantum symmetry matrices read:

Ga .
Ga .
Oa®00 = Ca Pf ]
. Pt
. P!
Ga . . . )
. Ga . . Ga EO
N _ Ga . . G Eo .
@0 = PLEY . : PL(1+ Pf)
PLEY : : Pl
Py (14 Py)
: . Ga .
Ga . . Ga Ey
o _ Ga ) Go Eo )
a®02 = Pf Eér . Pf (]l 4 Pleo)
. . Pi(1+Pf) .
Pt EET . . P!
(2.60)
: . R: .
Ry B§ : : Rg(L+ Pf) .
o . - . . RLES . RL(1+ Pf)
a®30 Hy ) ) 2(Hg Ep) )
H;(1+ G1,) . . HgFEo .
Hz(1+ Gyy) . . H;Eo
: . R: .
RL Bt : . R
o . - ) R(14 P§) .
aws Ha(1+ Ga,) . H; Eo .
) : H; . H; Eo
H; ) ) H; Eo .
. R
. RL(14 P§) .
. Rr Bt . . R: .
awss : . Hi(14 Ga,) . . H; Ey
H; . . H; Eo .
H; . . H; Eo

Triality ¢ is well defined on this algebra: t(a; ® 0;) = t(a; ® 3;) = i + j (mod3). The left
chiral subalgebra (by definition the algebra generated by the left chiral generator 0; ® 0g) is
L ={a®0p}. The right chiral subalgebra (generated by 0y ® 01) is R = {0y ® a}. With the
projections (2.53-2.58), R correspondonds to the set of elements {0y ® 0g, 19 ® 0p, 29 ® O, 0p ®
30,00® 01,190 ® 01,20 ® 01,00 ® 31,00 @02, 19 ® 02, 20 ® 02,00 ® 32}. The ambichiral subalgebra
(by definition the intersection of L and R) is A = {0y ® 0p, 1o ® 09,20 ® 0g}. The chiral
operation C' on the basis elements is defined by C(u ® v) = (v @ u), for u,v € H = E & My
(and using the projections (2.53-2.58)). The self-dual elements obey C(u) = u, they are the
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ones in figure 2.8 which are connected to themselves by the dashed line. A-elements are, in

particular, self-dual.

One modular invariant and two graphs Starting from the modular invariant (2.41),
we obtain the set of toric matrices W, double fusion matrices V;; and quantum symmetry
matrices O, together with the corresponding Ocneanu graph. By an analysis of the later,
it clearly appears that there are two graphs that are modules under the quantum symmetry
algebra, the & and Mg graphs. Using the realization of the quantum symmetry algebra
described above, the action is defined by:

)b = a.0;. S¢_uzo, = Go,Ga
Oc x £ — & {WW @.0:.b { faso, = Go.Ga )
(a®3,~).b = a.3;.b S:c:d@ﬁi = Réinl
(a®0;).b = a.0;.b SM 0, = PL P!
Oc x My — M S i : : 2.62
P {(a®3,-).b — a.3i.b sM = mym, 0%

We have therefore two quantum groupoids associated with the initial modular invariant,
constructed from the graphs £ and My. Setting d§ = Za’b(Ff)ab, dé = Za’b(Sg)ab, dM =
Zmb(FZM)ab, dM = Za’b(Sg/CVl)ab, we check the dimensional rules:

dim(B(&) = Y (d5)* =) (d5)* =518976 . (2.63)
dim(B(Mg) = > (dy)? = (ay)? = 754272 . (2.64)

The rejected diagram In the first list of SU(3)-type graphs presented by Di Francesco
and Zuber in [11], there were three graphs associated with the modular invariant (2.41): &y,
My and another one, displayed on figure 2.9. This graph was later rejected by Ocneanu in
[20], because some required cohomological property (written in terms of values for triangular
cells) was not fullfilled. In other words, this graph gives rise to a module over the ring of Ay,
with the right properties, but the underlying category does not exist. Using our methods,
this graph does not appear either. The reason is that it should be a module over the quantum
symmetry algebra, but this is not the case: we can try to define such an action on this graph,
but there is no solution when we impose the coefficients to be non-negative integers. In other
words, imposing that a graph should define both a module over A and a module over Oc,
with the expected non-negativity properties, amounts to impose, at least for the members of
the su(3) family, that both the module condition over A (only), together with the self - cell
condition, should be satisfied. The methods described here provide therefore also powerful
checks for graphs that are candidates to be described by quantum groupoids associated with

modular invariants.
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Figure 2.9: The rejected Di Francesco-Zuber graph.

Final Comment The Ocneanu graphs displayed in this paper (Oc(Es), Oc(Es), Oc(&y))
have been first obtained by Ocneanu himself. For instance those associated with members of
the su(3) family were displayed on posters during the Bariloche conference (2000) but the full
list never appeared in print. Several techniques [6, 25] allow one to recover some of them from
the knowledge of the Di Francesco - Zuber diagrams. The present paper actually emerged
from our wish to obtain the Ocneanu graphs Oc(G) (and the graphs G themselves, of course)

from the only data provided by the modular invariant.
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Chapitre 3

Symétries quantiques et graphes

non-simplement lacés.

Il est possible dans certains cas de construire des restrictions sur le contenu des champs
d’une théorie telles que la compatibilité avec une OPA soit maintenuee, mais ou l'invariance
modulaire de la fonction de partition est rremplacée par 'invariance sous ’action d’un sous-
groupe du groupe modulaire [74][72][73]. Des exemples de ses restrictions sont furnies par
les théories pour lequels le graphe correspondant est issu d’un quotient par les groupes de
symeétrie Zo ou Zs. Ces quotients donnent naissance a des théories associées aux graphes non
ADE, plus précisément aux graphes non-simplement lacés B,,, Cy,, Fy et G2 pour les théories
su(2) et leurs généralisations pour les théories su(3).

Partant d’un candidat pour une fonction de partition, écrite en termes des éléments de
l’algebre de caracteres de su(n), au niveau ¢, la méthode de scission modulaire décrite dans
la section préédente permet d’explorer les propriétés algébriques qui, éventuellement, ccon-
duissent a des structures de type ”symétries quantiques”. On sait déja, pour des raissons
trés générales, qu’il ne sera pas possible d’associer, aux exemples non simplement lacés, des
grupoides quantiques, comme ceux que nous avons succintement décrits antérieurement. Mais
on peut néanmoins étudier explicitement ce type de modeles, determiner la structure de ce
qui devrait étre leur algebre de syméetris quantiques, et analyser ce qui change par rapport
a la situation simplement lacée. Outre l'interét mathématique de ces activités exploratoires,
il fauit signaler que les modeles considérés peuvent apparaitre dans plusieurs domaines de
la physique, comme les théories des super cordes, les théories des branes ou les systéemes
intégrables.

Dans ce chapitre, sont présentés les résultats de cette explorations des symétries quantiques
pour les graphes non-simplement lacés. Le travail est basé sur les méthodes et les résultats de
lexemple Fy qui est étudié dans [25], cette dernieer référence est a la fois le premier traitement
d’un cas non-simplement lacé, et le cas grace auquel 'auteur a pu généralisation de la méthode

de scission modulaire aux graphes du systeme SU(3).
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La premiere section contient des considérations générales sur les méthodes et résultats
concernant les graphes non-simplement lacés du systeme SU(2). Nous décrivons la métode
d’obtention des fonctions de partition des graphes non-simplement lacés par restriction de
celles des graphes ADE, la méthode de scission modulaire adaptée a 1’étude des graphes SU(2)
non-simplement lacés et finalemnt les résultats généraux. La deuxiéme section est dédiée a
I’étude explicite des exemples du systéeme SU(2); on considére explicitement les cas Fy, Bs,
By, le cas général B,, et le graphe GGo. Dans chaque cas nous calculons ’ensemble des matrices
toriques, l'algebre de symétries quantiques et on explore de quelle fagon la regle de somme
quadratique doit étre modifiée. La troisieme section contient I’étude d’un cas non-simplement
lacé du systeme SU(3) ce cas est construit comme l’analogue de 'exemple Fy de SU(2), mais
les résultats ne constituent pas une généralisation directe du cas SU(2), principalement a
cause du caractere orienté des graphes de SU(3) et du fait que les multiples liens sont déja

présents dans les graphes de Di Francesco Zuber.

3.1 Considérations générales.

3.1.1 Pliage des graphes ADFE, fonctions de partition et propriétés modu-
laires des graphes non-simplement lacés.

La donnée de départ est I'invariant modulaire d’un graphe ADFE. Dans notre approche, la
fonction de partition d’un graphe non-simplement lacé (G) est obtenue comme la restriction
(en contenu de caractéres) de la fonction de partition d'un graphes ADE de méme norme
que G. La restriction étant telle que les caracteres gardés sont étiquetés par les exposants du
graphe non-simplement lacé en question. Ce nouveau pseudo-invariant modulaire est alors
pris comme candidat que on doit pouvoir associér aux symétries quantiques d’un graphe non

simplement lacé.

Pour comprendre cette restriction, on va considerer le mécanisme de construction des
graphes non simplement lacés & partir du pliage des graphes ADE. La Figure 3.1 illustre
Paction des groupes finis Zy et Zsz sur des différents graphes ADE de SU(2). Le quotient
d’un graphe ADE (noté G) par le groupe fini approoprié donne origine & un graphe non-
simplement lacé G. Ainsi le graphe F; de nombre de Coxeter 12 provient du quotient par Zs
du graphe exceptionnel Eg, le graphe G est le quotient par Zg du graphe Dy, la série B,, de
nombre de Coxeter 2n est associée au quotient par Zy des graphes As,_1, et les graphes C,,

sont construits a partir de quotients par Zs des graphes D, ;1.
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Eg : E6/Zg : Fy:
3 3
0 1 2 5 4 , 0.<—> (0,4) f:\Z—v (2) _
v ST ’ v 1—(1,5) 3— (3)
Lo e¢ -
1 2
1 .1 ) Exp = {175787 11}
0 4 1
A5 A5/Z2 : Bg
2
0 1 2 3 4 0 (0.4) /éﬁi\3~@
o o o o —*" 1 3 —» °®
Yo T T 1 (1,3)
........... L o
( .2 ) Ezxzp={1,3,5}
.1 .
D4 D4/Zg : G2

(é 1) . Eap = {1,5)

F1c. 3.1 — Pliages Zy et Zs des graphes ADE de SU(2).

Chaque vertex du graphe plié est étiqueté par les vertex du graphe G identifiés par 'action
du groupe (label a gauche), il est aussi étiqueté par le nouveau label correspondant a 'ordre
des vertex dans la matrice d’adjacence (label & droite).

Les fleches en lignes pointillées indiquent ’action du groupe sur les vertex du graphe G,
les points sans fleches sont les vertex invariants. Le lien entre la série des graphes présentés
dans la Figure 3.1 et les graphes de Dynkin-Coxeter est fournie par la matrice de Cartan [45]
[2]. En terme de matrices d’adjacence, les matrices de Cartan des graphes de la Figure 3.1

sont données par la relation

C =21 Ad(G).
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Si G est un graphe no simplement lacé, construit comme un cocient du graphe ADE G,

alors les entrées le la matrice d’adjacence de G est donne par la equation suivante

nombre d’arétes de GG liant i a j

Ad(G)ij =

nombre vertex de G identifiées au vertex j '

(nous faisons référence aux vertex du graphe G identifiés par l'action de A)

Notons que les matrices obtenues ne sont pas symetriques, et c’est d’ailleurs la que réside
la différence fondamentale avec le cas simplement lacé (pour le cas du systeme Su(2)). Les
caracteres du graphe G forment un sous-ensemble de I’ensemble des caracteres du graphe
ADE, la fonction de partition associée au graphe non-simplement lacé est alors la restriction
de la fonction de partition du graphe G aux caracteéres étiquetés par les exposants du graphe
non-simplement lacé. Ces exposants sont aussi listés dans la Figure 3.1. Notons que dans
la procedure conduisant & 'obtention des graphes non-simplement lacés (par exemple Bs a
partir de As), nous n’avons pas dupliqué le point fixe de la transformation (le vertex 2 de
As). Le dédoublement du vertex fixe nous ramene aux cas orbifolds simplement lacés (par
example Dy & partir de As a la place de Bs). Cette rémarque peut également étre généralisé

au cas des graaphes de type SU(3).

Propriétés modulaires. La fonction de partition d’un graphe non-simplement lacé
construit par un quotient d’un graphe ADFE est invariante uniquement sous 'action d’un
sous-groupe de congruence de type I'g(2) ou I'g(3) du groupe modulaire. Le sous-groupe
I'o(V) est le groupe de matrices 2 x 2 suivant

a b

F(N)DFO(N):{< . d>'7~{a7l),c,d}€Z7 ¢ =0mod(N) etad—bczl}

ou I'(N) est le sous groupe de congruence principal du groupe SL(2,Z). T'g(N) a deux
générateurs, le générateur de groupe modulaire T' et 'opérateur (S~'7~VS) qui agit sur le
parametre complexe 7 comme suit (rappelons que S : 7 — —%, et T:7—71+1)

T

—lp=Ngy. _
(s §)ir = 1+NT

L’action de T et ST~V S sur les caracteres x ;(7) peut-étre calculée & travers la dépendance
dans le parametre 7, ou de maniere matricielle en utilisant la représentation de Hurwitz-
Verlinde de la dimention adécuate des générateurs S et T

Comme pour les graphes ADFE, la fonction de partition de G s’écrit

Z= Y Xilr)Mixi(r) (3.1)

ij€ exp(G)
La matrice M est appelée la matrice modulaire (et non plus l'invariant modulaire). L’inva-
riance de la fonction de partition par I'g(/V) peut-étre vérifiée simplement par les relations de

commutation
(M, T]=0 , [M, (S_IT_NS)] =0
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3.1.2 La méthode de scission modulaire et les symétries quantiques des
graphes non-simplement lacés.

L’analyse de I’équation de scission modulaire appliquée a une matrice modulaire associée
a un graphe non-simplement lacé exige des modifications de ’analyse de la décomposition des
matrices K; ; en termes des matrices toriques Wy et Wo ;.

Une premicre observation est que la correspondance entre Tr(MM?') et la dimension de
I’algebre de symétries quantiques n’est plus satisfaite. Nous ne connaissons pas a priori, com-
bien de noeuds a le graphe de symétries quantiques, et par conséquent comment décomposer
les matrices toriques quand il y a multiplicité.

Cette premiere observation n’est pas déconnectée de la deuxieéme puisque cette derniere
concerne 'interprétation de la multiplicité des matrices toriques. On considere I’équation de
scission modulaire (2.9) pour un cas ADE avec multiplicité (une matrice torique est associée
a plus d’un point du graphe Oc¢(G)). L’index £ désigne ces matrices toriques différentes, tandis
que l'index z étiquette les vertex du graphe de symétries quantiques. Du a la multiplicité des
matrices toriques nous avons la relation Z < z et I’équation de scission modulaire peut s’écrire

comme suit

Kij=%:mn:Wosz)ijWso

ol nz est la multiplicité de la matrice W3 (. Il faut souligner que la somme ici est faite sur
les matrices toriques et non sur les noeuds du graphe de symétries quantiques comme dans
I'équation (2.9).

Toujours pour les cas ADFE il a été montré [57] que 'entrée (W), ; d’une matrice torique
donne le nombre de chemins essentiels entre l'origine du graphe Oc(G) et le vertex z (le pair
d’index (7, j) indique le nombre de pas effectués dans chaque partie chiral du graphe). Puisque
le graphe est simplement lacé, le nombre de chemins en sens retour doit étre égal au nombre
en sens aller, d’ou la relation W, o = Wy .

Pour un graphe non-simplement lacé cette méme interprétation des matrices toriques
amene a considérer les coefficients n, d’une manieére différente. Un graphe non-simplement
lacé peut-étre associé a un graphe de symétries quantiques non-simplement lacé, dans ce cas
le nombre des chemins essentiels allant de I'origine a un point z ne est pas forcément le méme
que le nombre de chemins essentiels dans le sens opposé. Dans ce cas, en admettant que les
matrices toriques donnent un comptage des chemins essentiels sur Oc(G), la relation suivante

est consistante avec notre interprétation :
(Wo2)ij = nz(Wso) i j. (3.2)
L’équation (2.13) permettant de calculer la norme de K;; s’écrit maintenant :

(Kij)ivj» = Zn |(Woz)i I (3.3)
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L’analyse de la décomposition des matrices K;; en fonction de sa norme reste inchangée,
sauf pour les matrices K;; divisibles par une constante n; > 2. Ces matrices ne seront
plus considérés comme la somme de n, matrices égales (multiplicité) mais comme une seule
matrice torique satisfaisant la relation (3.2). Avec cet interprétation la dimension de l’algebre
de symétries quantiques est égale au nombre de matrices toriques différents, 1’équation de

scission modulaire redevient simplement

Kij = Z (WO,z)isz,O'
z€0¢(G)

Comme la dimension de l’algebre de symétries quantiques n’est pas connue a priori, il
ne nous est pas possible de déterminer laquelle parmi ces deux interprétations donne une
solution compatible avec une généralisation des structures de Hopf faibles apparaissant dans
les cas ADE. En conséquence, pour les graphes non-simplement lacés qui conduisent & une
solution de I’équation de scission modulaire incluant des coefficients n, plus grands que un,
deux possibilités seront étudiées :

— La solution incluant des multiplicités de matrices toriques (comment dans le cas ADE)
est associée a un graphe d’Ocneanu simplement lacé. Le graphe non-simplement lacé G
associé a la matrice modulaire est dans ce cas un module sur le graphe Oc(G). Oc(G)
est toujours 'union de deux graphes chiraux sur le méme ensemble de vertex, avec deux
matrices d’adjacence (une pour chaque partie chiral) notées Vi et Vo 1. S’il y a des
coefficients n, > 2, les matrice d’adjacence V7 g et V1 ne sont pas totalement fixées par
’équation de scission modulaire généralisée!. Le choix des coefficients libres correspond
a un choix d’ordre des vertex non-discernables de Oc¢(G).

— La solution considérant valable la relation 3.2 résulte dans certains cas des graphes de
symétrie quantiques non-simplement lacés (c’est le cas des exemples Fy et G3). Dans
ce cas les matrices d’adjacence Vi et V1 n'ont pas de coefficients indéterminés. Si
le graphe de symétries quantiques est effectivement non-simplement lacé, un graphe de
Coxeter-Dynkin non-simplement lacé de méme norme que G (pas forcement G lui méme)
apparait comme sous graphe module de Oc¢(G).

Le graphe Oc(G) est le graphe de Cayley de la multiplication par les générateurs, et

ces vertex forment algebre des symétries quantiques Oc(G). Les matrices a coefficients O,,
définies par les constantes de structure de ’algebre, forment une représentation de I'algebre

de symétries quantiques.

Actions de module et régle de somme quadratique. Dans le systeme ADFE la bigébre

B est la structure formelle qui donne origine a toutes les proprietés algébriques (notamment

'En général la solution de Péquation de scission modulaire n’est pas unique, mais une seule de ses solutions
est compatible avec un graphe de symétries quantiques fournissant une algebre de graphe et un module sur le

graphe G. Notre discution dans ce paragraphe se limite a ce type dde solutions.
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les propriétés de module et algebre de graphe) liant les trois graphes : G, A(G) et Oc(G). On a
vu dans le premier cchapitre que cette théorie est bien établie (bien qu’elle n’ait été explicitée
que pour quelques exemples ADE tres simples) [19],[20][28], mais pour les graphes non-
simplement lacés elle n’existe pas. Cependant dans chaque exemple non-simplement lacé nous
avons observé les propriétés fondamentales qui suggerent de I’existence de B, qui constituerait
une généralisation de la structure de grupoide quantique généralement associé aux graphes
simplement lacés.

— Tout d’abord Oc¢(G) "existe”, en ce sens que nous pouvons le détermineer n résolvant
les équations de scission mmodulaire.

— G est un module sur A(G), l'action de A(G) sur G est codée par les matrices & entrées
entiers-positif F';. Ces matrices forment une représentation dg x dg de I'algebre com-
mutative A(G) de type A usuelle.

— G est un module sur Oc¢(G), laction de Oc(G) est codée par les matrices d’entrées entiers-
positif S;. Ces matrices forment une représentation de dimension dg de I’algebre Oc(G).

— Oc(G) est un bimodule sur A(G) dont les constantes de structure sont les matrices
toriques a entrées entieres non négatives, et la condition de compatibilité est I’équation
de scission modulaire.

Par conntre la régles de somme quadratique, qui résulte de l'existence des deux structures
d’algebres sur deux espaces vectoriels isomorphes, doit étre corrigée par des facteurs entiers
tres simples. Il est en effet intéressant d’explorer les régles de somme vérifiées par les familles
de graphes G, A(G) et Oc(G). Ceci permet de suggérer certaines propriétés pour la structure
formelle qu’on devvrait pouvoir associer aux graphes non-simplement lacés. Les dimensions

de type A(G) et Oc(G) sont calculées par les relations usuelles

di= > (Fa » de= Y (S:)ap

a,beg a,beg

Les relations entre les sommes des carrés des dimensions de type A(G) et de type Oc(G)
dépendent de l'interprétation donné au coefficient n.
— Si n, correspond a la multiplicité des matrices toriques, et si notre graphe de symétries
quantiques est (exclusivement) simplement lacé, alors
Yo E=Nx > (3.4)
z€0c(G) i€ A(G)

— Si n, correspond au coefficient dans 1’équation (3.2), et si notre graphe de symétries

quantiques admets des sous graphes non-simplement lacé, alors
> —d2 Nx Y d (3.5)
2e0c(@) i€ A(G)

ot le facteur N est le nombre d’éléments du groupe fini Z s qui intervient dans la construc-
tion de G a partir du graphe ADFE G.
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En conclusion la regle de somme quadratique usuelle marche presque. Les candidats pour
les deux algebres de caracteres associés aux deux structures multiplicatives semi-simples sur
les deux algebres qui doivennt remplacer B, sont respectivement 'algebre Oc(G) et la somme
directe de deux copies de I'algebre de graphe A(G). Le facteur % qui apparailt dans I’équation
(3.5) est naturel, du fait de la présence, dans la base de l'algebre de symétries quantiques,
d’éléments z avec deux longueurs, correspondant aux racines longues et courtes du graphe

non-simplement lacé.

Commentaires sur les exemples SU(3). Pour la construction des exemples non-
simplement lacés du systéme SU(3) on ne peut pas utilisr I'information apportée par les
exposants de Dynkin des graphes en question, puisque les graphes eux-mémes ne sont pas a
priori connus (certains candidats sont proposés [72][73]). Pour cette raison I’étude du pliage
des graphes SU(2) est utilisée pour fournir des constructions analogues dans le systeme SU (3).
Par exemple, on observe est que dans la restriction de la fonction de partition de Fg qui méne
a la fonction de partition de Fj, on a gardé uniquement les caractéres associés a des vertex
de Eg qui sont envoyés au vertex ”0” du nouveau graphe, lorsqu’on prend le quotient par Zo.

Pour obtenir une matrice modulaire qui nous serve de point de départ , et qui puisse étre
associé a un graphe non simplement lacé de SU(3) nous procéderons en ne gardant que les
caracteres relies a 'identité lorqu’on effectue le quotient par le groupe discret approprié : le
graphe & de la famille SU(3) est un analogue du graphe FEg, nous noterons ainsi le graphe

quotient par Fs5.

3.2 Etude explicite des graphes non-simplement lacés de
SU(2).

Pour les cas SU(2), les graphes non-simplement lacés cherchés sont connues : Fy, Ga, By,
et C,, . Ceci signifie qu’on connait les propriétés du graphe de Coxeter G que sera associé a

une fonction de partition restreinte.

3.2.1 Le cas Fj.

Le cas F4 a été le premier a étre traité parmi les cas non-simplement lacés, le graphe et
sa matrice d’adjacence sont montrés dans la Figure 3.1, la norme du graphe est 3 = cos(%)
avec nombre de Coxeter k = 12, F; a donc méme nombre de Coxeter que les graphes A1y Dy
et Eg. Les exposants du graphe sont {1,5,7,11}, ils forment un sous-ensemble des exposants
du graphe Eg qui sont les suivantes {1,4,5,7,8,11}. Le graphe Fj est obtenu par le pliage Zo
du graphe Ejg, comme est illustré dans la Figure 3.1. L’action du groupe sur les vertex de Fjg

est définie par ’automorphisme Zs comme suit
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A0)=4 ; AM@)=0 ; A1)=5 ; A(B)=1 (3.6)

Considérons la fonction de partition invariante modulaire du graphe exceptionnel Fg,
ZEs = X0 + X6!2 + |x3 + X7!2 + x4 + X10‘27 la restriction de cette fonction de partition aux

caracteres étiquetés par les exposants de F) est la suivante :

Zr, = Ix0 + x6* + Ixa + x0l*- (3.7)

Nous prenons cette nouvelle fonction de partition comme point de départ pour I'étude des
symeétries quantiques du graphe non simplement lacé correspondant.

Pour étudier ses propriétés modulaires, les fonctions de partition Zg, et Zp, sont écrites
en termes des trois caracteres généralisés Ay = X0 + X6, A2 = X3 + X7 et A3 = x4 + X10-
L’action de 'opérateur S, dans la représentation de Hurwitz-Verlinde, de dimension 11, peut
s’obtenir & partir des matrices de fusion, ou & partir de la table des caracteres (quantiques)
1

associés au graphe Ap;. Cetteaction, qui correspond & la transformation 7 — —=

s’écrit :
A1 —>%(>\1+ Z’3)—|—\%Z’2
Ay — % (A3 — A1) (3.8)

A3 — 5 (A + Z'3)—%&

L’action de l'opérateur 1" est diagonale et bien connue. L’invariance de Zf, sous l'action du
groupe modulaire est immédiate a partir des transformations précedantess pour S et 7. On
peut vérifier que la fonction de partition Zf, est invariante sous l’action des transformations
T:7—71+1letS™'T285:7 —
modulaire T'y(2).

TTH qui génerent le sous-groupe de congruence du groupe

En écrivant la fonction de partition Zpg, sous la forme (3.1) nous obtenons la matrice

modulaire de de dimension 11 :

T |

L’invariance sous 'action de I'g(2) peut aussi étre vérifié en constatant que la matrice (3.9)
commute avec les matrices de la représentation de dimension 11 des générateurs de I'g(2)
STIT=2S et T.
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Scission Modulaire Le membre gauche de I'équation (3.1.2) définit une famille de 121
matrices K ;; de dimension 11 x 11, I’espace vectoriel engendré par ces matrices a dimension
r = 20. La décomposition des matrices K;; sur une base de matrices a entrées entieres
positives et avec des coefficients entiers positif est la suivante :

— Norme 1 : Les matrices K07(), K()71, K072, K()79, KQJQ, KL(), K171, K172, K179, K1710,
K, K21 sont de norme carrée égale a 1. Elles définissent 12 matrices toriques comme
suit : Wo,0 = Koo, W10 = Ko,1, Wao = Ko2, Wao = Koo, W50 = Ko,10, We0 = Ki0,
Wro= K11, Wso = K12, Wio,o = K1,9, W10 = K1,10, Wi2,0 = Ko,0, Wiz0 = K21.
Observation : L’ordre choisie est arbitraire, dans le cas présent il correspond a une
présentation des matrices d’adjacence du graphe de symétries quantiques diagonales
par blocks. Cette ordre n’est pas connue d’avance.

— Norme 2 : Il y a cinq matrices de norme deux : Ky3, K13, K22, K30, K31. Quatre
de ces cinq matrices se décomposent comme la somme de deux matrices toriques dont
une matrice est déja connue, et 'autre est une nouvelle matrice torique. Ces nouvelles

matrices toriques sont données par les équations suivantes :
Wso=Koz—Wso ; Woo=Ki3—Wip

Wieo = Kzo— Wi ;3 Wiro= K31 — Wiop

La cinquieme matrice, K2, se décompose en une matrice torique qui apparait avec
coefficient deux dans ’équation de scission modulaire W1470 = %Kgg.

— Norme 3 : Il y a deux matrices de norme carrée égale a trois, ces matrices se
décomposent en somme de deux matrices toriques dont une est déja connue et ’autre est
une nouvelle matrice qui apparait avec coeflicient deux. Ces nouvelles matrices toriques

sont donnés par les équations suivantes :

N 1 A 1
Wiso = 3 (Ka3—Wisg) ;3 Wigo= 3 (K32 —Wsgyp).

— Norme 5 : Il y a finalement une matrice de norme carrée égale a cinq K3 3, elle définit

une matrice torique qui apparait avec coefficient deux dans la décomposition :
- 1
Wigo = 3 (K33 —Wqo—Wyo—Wizg).

En établissant de cette maniere I’ensemble des 20 matrices toriques, dont 4 matrices de

multiplicité deux identifiées par la notation vao, nous obtenons leurs expressions formelles :
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1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
Wreo=| . 1 . 1 . 2 . 1 . 1 . Wioo=] . 1 . 1 . 2
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 . 1 1 .
. 1
. . 1 . 1 . 1 . 1 . .
Wi, = S Wig,0 =
1 1 . 1 1 .
. 1
1 1 . 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
Wi 0= Wa 0=
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
W3 0= Wy 0=
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
Wgo=| . . 2 . 2 . 2 . 2 . . Woo=| . . . 2
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 . 1
1 . 1
Wiso=| . . . . . . . . . . |,
1 . 1
1 . 1

plus les identifications suivantes
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Weo=Wi0)T; Wiso= Wao)l; Wiso=Ws0)T; Wirg= Wio)T
Wiso = (Wso)T Wiro= Woo)T Wiso= Wisp)".

La notation W, identifie les matrices toriques apparaissant avec coefficient 2 dans ’expan-
sion des K; ;. Les matrices Wy o, W5 0, W70, Wi0,0, Wi4,0, Wig,0 sont symétriques (auto-duale),
parmi elles il y a deux matrices, Wy et Ws, correspondant aux vertex ambichiraux de

I’algebre de symétries quantiques.

Le graphe d’Ocneanu et 1’algébre de symétries quantiques.

Le fait qu’il y ait quatre matrices toriques avec un coefficient n, égal a deux implique que
il y a deux candidats pour ’algebre de symétries quantiques, comme on ’a déja expliqué dans

les section 3.1.

S1. Premiére solution? : Nous postulons la relation Wo,. = n,W. o, on peut alors oublier la

distinction W et écrire I'ensemble complet des matrices toriques :

n, =1 pour z ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,16, 17}

W, o =n,Wy, avec
Z,O z 072 { n, = 2 pour a— {14’ 15, 19, 18}

La dimension de l'algebre de symétries quantiques est dp = 20, la solution de I’équation
(2.10) pour la paire d’index (i, j) fixes a (1,0) et (0,1) donne les deux générateurs chiraux
Vio et Vo1, qui, dans l'ordre que nous avons choisi pour les matrices toriques, ont la forme
suivante :

Vio =

2Cette solution est décrite en détail dans 'article publié : [25]
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Vo1 =

Ces deux matrices sont les matrices d’adjacence du graphe Oc(Fy), & partir de la structure
de la matrice V39 nous identifions facilement quatre blocs, deux blocs correspondants a des
sous-graphes de type Eg, et deux blocs correspondants a des sous-graphes de type Fj.

Le graphe de symétries quantiques est illustré Figure3.2, il est formé par 'union de deux
graphes chiraux (un en bleu et un en rouge) ayant le méme ensemble de vertex. Chaque
graphe chiral est composé par I'union de quatre sous-graphes disjoints : deux graphes de type
Eg (notés F et e), et deux graphes de type Fy (notés F et f), chaque graphe chiral est obtenu
a partir de l'autre en effectuant une symétrie autour de l’axe vertical formé par les vertex

ambi-chiraux.
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Les vertex du graphe d’Ocneanu sont les élément de la base de I'algebre de symétries
quantiques, cette algebre est générée par deux générateurs dénotés par 1 et 1’. La partie
chirale gauche (en bleue) est le graphe de Cayley de la multiplication des éléments de Oc(Fy)
par le générateur 1 (correspondant & la matrice Vjp). La partie chirale droite (en rouge) est le
graphe de Cayley de la multiplication par le générateur 1’ (correspondant & la matrice Vo).
Pour chaque graphe chiral le premier sous graphe (de type Eg) est une sous-algebre de graphe

appelé la sous algebre chirale. La sous algebre chirale gauche est engendrée par les vertex

chirale gauche E. Les troisieme et quatrieme sous graphes, notés F' et f, sont engendrés par
les ensembles de vertex {32,22',12',2'} et {33,23',13' 3/} respectivement, ces sous-graphes

sont aussi des modules de type Fjy sur la sous algebre chirale gauche.

Grace a la symétrie présente entre la partie chirale gauche et droite, nous savons que la

structure est identique pour le graphe chiral droit.

L’algebre de symétries quantiques est donnée par Oc(Fy) = Eg ®; Eg, ou ®; est le
produit tensoriel pris sur la sous-algebre J = gen{0,4}. Les vertex du graphe d’Ocneanu sont
étiquettés comme z = ab/ = a ®; b. Le produit tensoriel ®; comprend les identifications
suivantes a*u® b = a®ju*b pour tout u € J. Alors les vingt éléments de la base de Oc(Fy)

sont :

1®;0=5®s,4=1 Q1=4®,5=1
20;0=2Q@,4=2 0R/2=4®,2=2
3®;0=3®,4=3 0®s;3=4®;3=3
5®;0=1®,4=5 0®s;5=4®;1=5
40,0=0®,4=4
1®;,1=5®,5=11"
5@;71=1®,5=15
2®s1=2®,;5=21 1®s/2=5®,2=12
2®52=22
3®s;1=3®;5=31 1®s3=5®;3=13
3®s2=232 2053=23
3®s3 =33

ou la représentation graphique de la table précédante permet d’identifier les vertex gauches,

droites et ambichiraux.

Le produit obtenu dans Oc(Fy) peut s'écrire comme (a ®;b)(c®7b) = ac®;bd ol ab est
le produit de lalgebre de graphe Eg (voir table 3.3), la table de multiplication par blocs de
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I’algebre de symétries quantiques est illustrée ci-dessous :

Lxllel e | F [/]
E||E e F f
elle|E+F|e+f |F
Fl|Fle+f |E+F|e
flf F e E

ou chaque bloc E, e, F' ou f permet d’indiquer la table de multiplication de ’action de Ejg

sur chaque sous graphe.

L«Jol 38 4 1 2 5|
3 offo] 3 Ja 1 2 5
l 3[3lo+4(3| 2 1+5 2
0 1 2 5 4 < [4]l4] 3 o 5 2 1
i[1] 2 5] o+2 | 1+3+5 | 2+4
202|145 2| 1+3+5|0+2+2+4|1+3+5
55 2 1| 2+4 | 1+345 | 0+2

Fic. 3.3 — Table de multiplication de FEg

Une représentation matricielle de dimension 20x 20 de I'algebre de symétries quantiques est
donnée par les matrices O,. Ces matrices sont les constantes de structure de I’algebre (voir
[25]) et elles peuvent étre calculées & partir des relations de récurrence du graphe Oc(Fy)
comme suit :

Op =111 Ov =V

01 = Vio O =010y | Oy =02 — 0y Oy = 0y.0y — Oy — Oy
Og = Oi - OQ Oﬂ/ = Og . Ol/ OQ’ = Og/ N Ol OE/ == O;’ . Ol

Oé = Oi - 40i + 209 Oﬂ/ = O; * Ol/ 02/ = OQ’ : Ol - Og/ OE/ == OE/ N Ol - O;/
0s=0,-04 Oy = O3 - Oy | Osy = Oz - O1 — 2019 | Oz = Ony - Oy — 2013
O3 = 0.0, — 05— Oy | Oy = 03 - Oy

Le graphe de Coxeter généralisé, modules et dimensions. Le graphe non-
simplement lacé F); apparait explicitement comme sous graphe du graphe de symétries quan-
tiques que nous venons de présenter. Nous avons en effet deux graphes de type Fy qui appa-
raissent formulés comme sous-graphes du graphe d’Ocneanu, ils sont des modules sous ’action
du graphe principal Aq; et ils sont des modules sous 'action de Eg comme nous pouvons le

voir dans la table de multiplication.
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L’action de Aj; sur Fy est donnée par les matrices F;, définies par les relations de
récurrence du graphe Aj; avec générateur F; = Ad(Fy) et unité Fy = Iy. Nous obtenons

ainsi ’ensemble de 11 matrices suivantes

1 . . . . 1 . . . . 2 .

. 1 . . 1 . 2 . . 2 . 2
Fo=1 1 . Fo=1 1 =1y 9 .

. . . 1 . . 1 . . 1 . .

. 1 . 2 1 . 2 . . 2 . .

1 . 4 . . . 2 2 . 4 .
B=1 5 4 Fa=1 4 . 5 . Fs=1 5 . o |

1 . 1 . . 1 . 1 . . 2 .

plus les identifications F; = Fjg_; pour i =6,...,10.

o

(3.10)

w

Fy est aussi un module sur le graphe Oc(Fy), l'action sur Fj est codée par les ma-
trices S;. Ce sont des matrices de dimension 4 x 4 formant une représentation de dimen-
sion 4 de l'algebre de symétries quantiques. Les matrices S, peuvent étre calculées par
deux méthodes différentes : une premiere méthode considere le fait que les matrices S,
forment une représentation de l'algébre de symétries quantiques, elles pouvent alors étre
calculées en utilisant les relations de récurrence des matrices O,, avec les générateurs chiraux
Sy = Sy = Ad(Fy).

La deuxieme méthode considere la réalisation de Oc(Fy) comme produit de algebres Eg,

plus le fait que le sous graphe f est un module sur la sous-algebre Fg. L’action de E sur le
sous graphe f est codée par les six matrices :

T o1 L2 S 2
R T 1. 2 . o2 L2 2.
s§ = T of = 1 L1 sf = 1. 2 . of = A T
Y A T R S T

avec les identifications sf: = s{ , sg = sg . L’action d’'un élément x = a ® 5 b sur un élément

du graphe f est codé par les matrices S, = s48p o £ = a ® y b. La liste de matrices donnant

Paction de Oc(F}y) sur F; se présente comme suit :

(3.11)
2 1. 2. 2 2
S( ]S(sjs( 6)
2= 1 e - 21’ = 3 2
1 o1 L1 1 2
plus les identifications :

_lg , _ : _
Si5 = 5529 = Sur/ i Sy = Sau.
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Regle de somme quadratique. La liste de dimensions des blocs simples des algebres
A1 et Oc(Fy) est :

d; = {4,7,10,13,14,14,14,13,10,7,4},

dy = {4,7,10,6,7,4,7,14, 20, 10, 14, 7,10, 20, 28, 14, 6, 10, 14, 8}.

La somme des dimensions des blocs de type A;; donne comme résultat Zie An d% = 1256.
Cette somme vaut la moitié des dimension du méme type pour le graphe Fg, ce qui est attendue
puisque F» est un pliage Zo du graphe Eg. La relation entre la somme des dimensions carrées
s’écrit donc :

> nid?c:m > &5 =2512

x€0c(Fy)  © i€An

ou le facteur est n, = 2 pour x = {22/,32',23',33'}, et n, = 1 pour tous les autres points
de Oc(Fy). Le facteur global 2 est die au fait que Fj est un Zy pliage du graphe Ejg, en

correspondance avec ’étude générale des cas SU(2) présentée dans lintroduction.

Plus de détails sur les méthodes de calculs, et les différentes structures de cette solution
des symétries quantiques peuvent étre regardées dans ’article original de la solution du cas
Fy [25].

S2. Deuxieme solution : Nous admettons la relation W.o, = Wy, avec multiplicités.

Considérons maintenant une solution a I’équation de scission modulaire pour laquelle les
matrices toriques satisfont la relation (2.14), mais ces matrices apparaissent avec multiplicité
deux pour certains vertex. La conjugaison dans SU(2) est triviale du au fait que la relation
(2.14) est simplement W, g = Wy . pour z =€ Oc(F}). Les matrices toriques différentes sont
les mémes que nous avons déja calculée, elles définissent un ensemble de 20 matrices toriques
auquelles nous rajoutons aussi les identifications determinées par la valeur de la multiplicité

T4, ainsi :

Wiaeo = Wigo = Wiso Wiseo = Wiso = Wis,

Wigeo = Wigo = Wigo Wigeo = Wigo = Wigpo.

La dimension de I'algebre de symétries quantiques est dp = 24, les générateurs chiraux
Vio et Vo1 (en choisissant un ordre approprié pour les vertex z) ont la forme explicite, écrite

ci-dessous :
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i . 1 . . . . . . .
1 1 1 . . . . . .
1 . 1 . . . . . .
. 1 . . . . .
i . 1 . . . . .
1 . 1 1 . . . .
1 . 1 . . . .
.1 . . . .
Vie = 1 . 1 . . .
i . 1 . . .
1 i . 1 . .
1 . 1 . .
.1 . .
1 . . .
. 1 .
i . 1 .
1 . 1 1
.
.01
1 .
s
.1
.1 .0
.. 1 ..
1 1
1 .
1 F . 1
1 O
1 1
Vor = ! ST, .
1 . . 1
1 | 1
i . . 1
o1 1
1 1 1
. .
.. .1 .
.. 1.
.1
|

1

Les deux matrices que nous venons de présenter sont les matrices d’adjacence des parties
chirales gauche et droite du graphe Oc(Fy), la structure de Vjg montre clairement quatre
blocs correspondants a des matrices d’adjacence des sous-graphes Fg. Le graphe de symétries
quantiques est un graphe bipartite avec deux générateurs chiraux 1 et 1’ associés aux matrices
Vio et Vop respectivement. Chaque partie chirale est formée par quatre graphes Fg, le premier
étant une sous algebre de graphe Fjg et les trois autres étant des modules sous 'action de la
sous-algebre Fg. Nous notons chacun de ces sous-graphes comme suit : E pour le graphe sous-
algebre, et e!, €2 et e pour chacun des graphes modules. Le graphe de symétries quantiques
est illustré Figure 3.4, avec le graphe chiral gauche indiqué par les lignes bleues, et le graphe
chiral droite indiqué par les lignes rouges. La notation correspond a la méme notation utilisée
pour la solution non-simplement lacée z = a ®b= ab’ avec z un index du graphe d’Ocneanu
courant entre 1 et 20, et a et b des vertex du graphe Fg. A ces vingt vertex nous rajoutons

les quatre vertex dégénérés :
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13¢=0®2=2¢c , lde=1®2=12¢
18¢=0®3=3¢c , 19¢=1®3e=13"e

La partie chirale gauche est le graphe de Cayley de la multiplication des éléments de
Oc(Fy) par le générateur 1 (correspondant a la matrice Vig). Les quatre sous graphes sont
donnés par les ensembles des vertex : £ = {0,1,2,3,5,4}, ¢! = {1/,11/,21/,31/,51',41'},

Les deux graphes modules e? et e? sont spéciaux pour deux raisons. D’abord les deux
branches (identiques par Zsy) sont non-distinguables puisqu’elles sont étiquetés par les vertex
dégénérés : 22", 22'¢, 32/, 32'¢, 23", 23'¢ et 33/, 33'¢ (voir Fig.3.4). Cette caractéristique implique
la nécessité de fixer un troisieme générateur (22 par exemple) pour pouvoir séparer les deux
branches, et résoudre les relations de récurence de l'algebre de symétries quantiques. La
deuxiéme observation importante est que les deux graphes modules e? et e® sont inversés par
rapport aux graphes E et e!, cette inversion est implémenté par la transformaation P que

I’on défini dans les equations 3.13 et la Figure 3.5.

F1G. 3.4 — Graphe d’Ocneanu de Fy (solution simplement lacé)

La partie chirale droite (en rouge) est le graphe de Cayley de la multiplication par le
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générateur 1’ (correspondant a la matrice Vj;). Le graphe est symétrique par rapport a 'axe
vertical définit par les huit vertex ambichiraux : {0,4,11',51’, 22 /22¢',33',33¢'}. D a cette
symétrie, les propriétés du coté chiral droit sont équivalentes a celles que nous vennons de

décrire pour le c6té gauche.

Les générateurs Vip et Vp1, et les équations (2.17), (2.18), (2.19) permettant de calcu-
ler automatiquement 1’ensemble de matrices de double fusion V;;. Les matrices toriques it

twistées Wy, sont données par la relation (V;;)zy = (Way)ij-

La table de multiplication de ’algébre de symétries quantiques a la structure suivante :

2] e | e | e |
E|FE e1 €2 €3
e1 el E+ P(eg) es + P(el) A(eg)
€9 e | es + P(el) E+ P(eg) A(el)
€3] es Ale2) Aler) E

ou chaque bloc E ou e; est une table de multiplication 6 x 6 de type Eg (voir table (3.3))
sur les vertex du graphe module correspondant. L’application A est 'automorphisme Zs du
graphe Eg dans le sous-graphe correspondant, qui agit comme nous le signalons dans la Figure

3.1 et dans les equations 3.2.1.

L’application P est la transformation qui renverse le graphe Eg autour d’un axe horizontal
comme nous l'illustrons Figure 3.5. Cette transformattion a comme conséquence l'inversion

des sous-graphes es et eg par rapport aux sous graphes E et e; que nous avons déja remarqué.

Fic. 3.5 — Action de la transformation P sur le graphe Eg.
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Explicitement 'action de P sur les vertex des sous-graphes modules est donnée par :

P@B)=1+5 P(2') = 32 + 32¢ P(3) = 33 + 33¢

P(21') =21’ + 51 P(12)) = 22/ + 22¢ P(13') = 23/ + 23¢'.

Une représentation matricielle de dimension 24 x 24 de ’algebre de symétries quantiques
est donnée par les matrices O,. Ces matrices sont calculées a partir des relations de récurrence
fournies par le graphe Oc(Fy), en se servant des générateurs Op = Vi et Oi = V1. La non-
discernabilité des vertex dégénérés des graphes es et e3 demande 'introduction d’un troisieme
générateur qui sépare les deux branches du graphe, ce générateur Ogy est calculé a partir de

la relation (4), Proprieté 5 (Chapitre I) qui donne le systéeme d’équations :

Wagy = Z (OQ’)Z’sz,g for y € Oc(Fy).
ZGOC(F4)

Ce systeme de 24 équations (et 24 inconnues) doit obéir aux conditions suivantes :
a)positivité et intégralité des entrées des matrices, b) I'invariance sous I’action de I'opérateur
chiral C' qui envoie le graphe chiral droit sur le graphe chiral gauche (V1oC - Vo - C~! avec

C? = 1), sont suffisantes pour déterminer le nouveau générateur

1

. .. 1r . 1 . . .
. .. . 1r . 1 . 1
. .. . . 1 . 1
. .
. .. .. 1 .
. 1 1
. 1 i . 1 . . 1 1
. 1 2 B 1 1 1
. 1 i . 1 . . . 1 1
. 1 . 1
Ogyr = : o S '
1 . 1 . .1 1 1

1 1 1 . i . 2 1

1 1 . .1 1 1

1 . .1
1 . 1 1
1 .
1 . 1
1 1 1
i . 1 .
1

Les relations de récurrence permettant de déterminer les constants de structure de 'algebre
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Oc(Fy) sont définies dans les expressions suivantes :

Op =111 Or =Vn O3z = 02:.01/ — Oy — Oy
0, =V 011 =01-01 | Oy = Oi, — Og O13 = O12/ - O — O1v/
0y = 03 — 0y Oz = 03-0y | 01y = Oy - 0, Oy = Osy - Oy — Oy
Oi = Oi — 40i + 209 Oﬂ/ = O; . Ol/ O&/ = OQ/ . Ol — 02/ — 02/ O&/ = O&/ . Ol — 02/
Os =01 - 04 O15r = Os5 - O1/ | O3 = Og9/ - O1 — O1 O3z = O3z - Oy — O3y
O3 =020, —05 —01 | Oy =05 - 01 | O33¢ = Og3¢ - O1 — O O33c = O3 - O — Osv/

oll nous avons marqué en noir les équations ou participe le générateur Ogyr.

Le graphe de Coxeter généralisé, modules et dimensions. Dans cette réalisation
des symétries quantiques associées a la fonction de partition Zp, le graphe non-simplement
lacé Fy n’apparait pas explicitement comme sous graphe du graphe des symétries quantiques.
Le graphe de Dynkin est associé a la famille de graphes de norme 2cos(f;5) parce qu'il est un
module sur les graphes A;;, Eg et le graphe de symétries quantiques Oc(Fy) de la Figure 3.4.

L’action de Aj; sur Fy est implémentée par les matrices F;. Ce sont des matrices de
dimension 3 définies par les relations de récurrence du graphe Aq; avec générateur F; =
Ad(Fy) et unité Fy = I;. On obtient 'ensemble de 11 matrices présentés dans I’équation 3.10.

L’action de Oc(Fy) sur Fy est codée par les matrices Sy, ce sont des matrices de dimension
4 x 4 formant une représentation de dimension 4 de ’algebre de symétries quantiques. Elles
peuvent étre calculés en utilisant les relation de récurrence des matrices O, avec les générateur
chiraux donnés les matrices S; = Sy = Ad(F}) plus le générateur extra pour départager les

branches non-discernables des graphes es et e3 qui est donné par la matrice

0 0

2

Soyr = .
22 0

O = O =
S W O N

3
0
1 1

La matrice S14 est calculée en se servant de la relation (qu’on peut trouver a partir du graphe)

ll2 2/2 _ l/zl _ l/2 _ 22/ = 0.

La liste de matrices donnant I’action de Oc(F}y) sur Fy est la méme que celle qui a été montré
pour la réalisation non-simplement lacé de ’algebre de symétries quantiques equation 3.11.

Dans le cas présent la multiplicité prends en compte les facteurs %, et les identifications

devienent :
S&/:SEIZSA:SQ N S&/:SE/:S&/:SQIZS§/:S§:SLIZSL7
SQ’ = Sg/ = SE/ = Sg N S&’ = SQ,

Sisr = Sgyr =S = S 5 Sy = Sars
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ou les matrices qui apparaisent a cause de la multiplicité sont marquées en noir.

Reégle de somme quadratique. La liste de dimensions des blocs simples des algebres

A1 et Oc(Fy) sont las suivantes
d; = {4,7,10,13,14, 14, 14,13, 10,7, 4},
dy = {4,7,10,7,4,6,7,14,20, 14,7, 10,7, 14,20, 14, 7, 10,4, 7, 10,7, 4,6}.
ieay, 43 = 1256.

On observe que cette valeur est la moitié de la dimension du méme type pour le graphe Fg,

La somme des dimensions des blocs de type A1 donne comme résultat

ce qui est attendu, puisque F5 est un pliage Zo du graphe Eg. La relation entre la somme des
dimensions carrés n’a plus les facteurs % qui apparaisaient, pour la premiere solution analysée
dans les termes correspondant des vertex dégénérés
doodi=2x > di=2512
2€0c(Fy) €A
On note que la valeur de la somme est la méme que dans la réalisation non simplement lacée,

le facteur global 2 est toujours du au fait que Fy est un Zs pliage du graphe Fg.

3.2.2 Le cas Bs.

Le cas Bs est le plus petit des graphes non-simplement lacés du systéme SU(2). La norme
du graphe est = 2cos(T) avec k = 6, B3 est associé aux graphes As et Dy4. Les exposants
du graphe sont {1,3,5}, ils sont un sous-ensemble des exposants du graphe As qui sont les
suivantes : {1,2,3,4,5}. Le graphe Bj est obtenu par un pliage Zs de As comme illustré dans

la Figure 3.1. L’action de Zs sur les vertex de As est
A0)=4 ; A(1)=3 ; A2 =2
Considerons la fonction de partition invariante modulaire associée au graphe As.
Zas = xol* + al® + xal® + [xal” + Ixal*. (3.14)

La restriction de cette fonction de partition aux caracteres étiquetés par les exposants de Bg
est
g 2 2 2
Bs = |Xol” + [xol” + [xal”. (3.15)
Cette nouvelle fonction de partition est le point de départ pour I'etude des symétries quan-
tiques d’un nouveau cas non-ADE. La nouvelle fonction de partition Zp, peut s’écrire comme

dans ’équation 3.1 en se servant de la matrice modulaire :

1

Mg,=| . . 1. .. (3.16)
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Les proprietés modulaires de la nouvelle fonction de partition pouvent étre déterminées faci-
lement en utilisant la représentation 5 x 5 des générateurs du groupe modulaire S et T'

i 3 5 3 i e 0 0 0 0
i 3z 0 -1 -1 0 ez 0 0 0
S = % o1 —O% (1) ‘/%1 T= 8 8 (i) 6_0% 8 (3.17)
2 2 2 2 -
v i B e 0 0 0 0 e¥

A partir de ces expressions, on vérifie les relations de commutation
[STIT28,M] =0 et [T,M]=0,

qui implique que Zp, est invariante sous ’action du sous-groupe de congruence I'g(2).

Scission Modulaire. Le membre gauche de 1'’équation (3.1.2) donne une famille de 25
matrices K;; de dimension 5 x 5, 'espace vectoriel engendré par ces matrices a dimension
r = 9. La décomposition des matrices K j; sur une base de matrices toriques satisfaisant
I’équation de scission modulaire est comme suit :

— Norme 1 : Les matrices Koo, Ko,1,Ko,1,K0,3, Ko,4, K1,0, K14 sont de norme carré 1,
elles déffinisent les 7 matrices toriques : Wy o = Koo, W10 = Ko,1, Wa0 = Ko 1, W30 =
Ko3,Wao = Koua, Ws o= K10, Ws0=FK14

— Norme 2 : Il y a quatre matrices de norme carre égal a deux : Ky 1, K12, K13 et Ko,
elles se décomposent chacune en une somme de deux matrices toriques. Les matrices
K12 et Ky9 ne sont pas Li. et se décomposent comme la somme de deux matrices déja

connues

Ki9=Wso+Wso Koo=Wig+Wsp. (3.18)

Les deux matrices K71 et K;3 ce décomposent chacune en somme de deux nouvelles
matrices dont une est déja connue, cela définie alors 3 nouvelles matrices toriques, Ws o,
W770 et Wg70.

Kip=Wro+Woo ; Kiz=Wro+ Wsp. (3.19)

La forme explicite de ces trois nouvelles matrices est donnée dans la liste de matrices

toriques présenté plus bas.
— Norme 3 : Il y a une matrice de norme carré égale a trois K 3, cette matrice est la

somme de trois matrices toriques déja connues
Koz =Woo+ Wapo+ Wi (3.20)

La décomposition 3.19 parait peut naturelle parce qu’on a déterminé auparavant que la
dimension de l'espace généré par les matrices K ;i est 9. La relation de dépendance entre

les matrices est W7o = W50 + Wy . Du point de vue de la base de l'espace des K, la
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matrice W7 o est superflue, mais la definition des matrices toriques dépend aussi de I'équation
de scission modulaire qui fixe, a travers de la norme, le nombre de matrices qui interviennent
dans la décomposition de chaque matrice K ;. La décomposition 3.19 est la décomposition
minimale qui répond a la condition de norme carrés égale a deux.

On a ainsi trouvé I'ensemble des matrices toriques Wy o, les matrices Wy , sont définies
par Wy, = Wy 0. Avec ces deux ensembles de matrices ’équation de scission modulaire est

vérifiée. La forme explicite de ces matrices est la suivante

Woo =M
1 1
Wio=Wgh=1] .1 . 1. Weo=1]1 .1 . 1
1 1
1 1
Wso=Wgho=1] .1 . 1. Wio=1| . . 1
1 1
11 1
W770= e e e Ws,():
1 1 1
1

Le graphe d’Ocneanu et ’algébre des symétries quantiques.

La dimension de l'algebre de symétries quantiques est dp = 10, la solution de I’équation
(2.10) pour les paires d’indices (i, j) égales a (0,1) et (1,0) donne les deux générateurs
chiraux Vig et V1 respectivement. Dans 'ordre que 'on a choisi pour les matrices toriques

ces générateurs ont la forme suivante :

[ AdAs) | ~ | Ad(4s)
Vw_( . \Ad(A5)) %1_<Ad(A5)\ - ) (8:21)
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ou Ad(As) est la matrice d’adjacence du graphe As. Ces deux matrices sont les matrices
d’adjacence des parties chirales gauches et droites du graphe d’Ocneanu qui est présenté
Figure 3.6.

1+ &
(W1o)

2 1_
(Wso)

3+ &
(W30)

2 3—
(Weo)

FiG. 3.6 — Graphe d’Ocneanu de Bg

Chaque graphe chiral est composé par I'union de deux sous-graphes disjoints de type As,
chaque graphe chiral est obtenu & partir de l'autre en effectuant une symétrie autour de
I’axe vertical formé par les vertex ambi-chiraux. Les vertex du graphe de Ocneanu sont les
élément de la base de l'algebre de symétries quantiques, cette algebre est générée par deux
générateurs dénotés par 14 et 1—. La partie chirale gauche (en bleue) est le graphe de Cayley
de la multiplication des éléments de Oc(Fy) par le générateur 1+ (correspondant & la matrice
Vi0). La partie chirale droite (en rouge) est le graphe de Cayley de la multiplication par le
générateur 1— (correspondant a la matrice Vp;). Pour chaque graphe chiral le premier sous
graphe (de type As) est une sous-algebre de graphe appelé la sous algebre chirale. La sous
algebre chirale gauche est engendrée par les vertex {0+, 1+, 24, 3+, 4+} et est générée par 1+.
La sous algebre chirale droite est engendrée par les vertex {0+, 1—,2+4,3—,4+} et est générée
par 1—. Le deuxiéme sous graphe de type As est engendré par les vertex {0—,1—,2—,3—,4—},
il constitue un module sur la sous algébre chirale gauche.

Grace a la symétrie présente entre la partie chirale gauche et droite, nous savons que la
structure est identique pour le graphe chiral droite.

L’algebre de symétries quantiques est réalisée comme Oc(Bs) = As X Zg, les labels de la
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Figure 3.6 correspondent a la notation des éléments de la base i4 ou i dénote les vertex du
graphe As. L’identification entre les notations est la suivante z € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} —
{0+, 14,24+, 3+,44+,4—,3—,2—,1—,0—} . Le produit dans Oc(Bs3) est défini comme

(Z>+)O(j7+):(zj7+) (’i,+)0(j,—):(’ij,—)
(3.22)
(i,—)O(j7+):(i(j),—) (i,—)O(j,—):(i(j),+)

Une représentation 10 x 10 de ’algebre de symétries quantiques est donnée en par les matrices

O, qui sont calculées a partir des deux générateurs O1 = Vg et Og = Vp1, 'unité O 4, et

le génerateur extra 0(0,_) _ ( ]1. Is )

Cette derniere est calculée en se servant de la relation Wy _, =
ZyGOC( BS)(Ol,—)xyWy7(07+)7 la multiplication par les générateurs est codée par le graphe et
permet de calculer les matrices O, comment suis :

Oe4) = 00,500+ =~ Op,4)
O@,+) = O(1,£)0(1,£)0(1,+) — 2001, ) (3.23)

Owu,+) = O01,4)001,4+)001,+)01,+) = Or,) + Oo,4)

Les matrices O, pouvent étre exprimées de maniere compacte a partir des matrices de

Ni| - - | Ny
O(i,+):< _ N-> O(i’_):<N- ) > (3.24)

ces matrices fournissent les constantes de structure de ’algebre de symétries quantiques, et

fusion de As.

satisfont la relation 1.44.

Chaque partie chirale est composée par l'union de deux graphes disjoints de type
As ¢ {0+,14,24,3+,4+} U {0—,1+,2—,34,4—} pour le sous graphe chiral gauche
et {0+,1—,24,3—,44} U {0—,1—,2—,3—,4—}. Les sous-graphes {0+, 1+4,2+,34,4+} et
{0+,1—,24,3—,4+} sont sous-algebres de graphe de type Aj notes. Les sous-graphes
{0—,1—,2—,3—,4—} et {0—,1—,2—,3—,4—} sont un sous-graphe module sur le respective
(gauche ou droit) algebre de graphe As. La table de multiplication peut étre construite a
partir de la table de multiplication de As, et la réalisation de ’algebre Oc¢(Bs).

X A5 as
A5 A5 as

as || as A5
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Le graphe de Coxeter généralisé, modules et dimensions.

Contrairement au cas précédant, le graphe B3 n’apparait pas explicitement parmi les
sous-graphes qui composent le graphe de symétries quantiques, mais on sait que le graphe
non simplement lacé B3 est le troisieme de la série de cinq graphes de nombre de Coxeter
six dans la série SU(2). Les quatre autres graphes sont le graphe As lui méme, le graphe
orbifold Dy et les graphes non simplement lacé Gy. Le graphe Bs et sa matrice d’adjacence

sont montrés Figure 3.7

° & o Ad(Bs) = 1 . 1

F1G. 3.7 — Le graphe de Coxeter B3 et sa matrice d’adjacence Ad(B3)

Bs est un module a droite et & gauche sur As, 'action de A5 sur B3 est codée par les constantes
de structure (F;)q ot a et b sont des vertex de Bs. Les matrices F; sont des matrices de
dimension 3 x 3 obtenues a partir des relations de récurrence codées par le graphe As, avec
générateur I} = Ad(Bs) et unité Fy = [3.

Fo=F =13 Fi=F=AdBs); RF:F-F=| . 2 . (3.25)

Bs est un module sur le graphe Oc(Bs), 'action de Oc(Bs) sur Bz est codée par les
constantes de structure (S;)qp. Les matrices S, sont des matrices de dimension 3 X 3, et sont
calculées a partir des relations de récurrence codées par le graphe Oc(B3) (deux copies des
relations de récurrence du graphe As) avec générateurs chiraux S = S1— = Ad(Bs) et unités
So+ = So— = I3. Mais les matrices S, peuvent étre aussi obtenues a partir de la réalisation
de I'algébre des symétries quantiques. En effet I'action a gauche (i, £)a = > ;g (Sit)nab est

obtenue de maniere naturelle

(Z',—I—)a:z'a:Z(Fi)bab:>5i+:Fi (3.26)
bEB3
(i,—)a=ia= Y (Fiub= S =F; (3.27)

beB3
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Reégle de somme quadratique. De maniére similaire que pour le cas Fy nous appellons
d; et d; les analogues des dimensions des blocs simples associés au graphe Bs. La liste des

dimensions des blocs de type i et x est respectivement
d; ={3,5,6,5,3}

d, = {3.5,6,5,3,3,5,6,5,3}

La somme des dimensions carrées donne comme résultat » o(Bs) 2=2xY As d% = 208

Contrairement au cas Fjy, et en accord avec le fait qu’il n’y a pas de double liens dans
le graphe d’Ocneanu, il n’est pas nécessaire d’introduire des valeurs % dans certains des
dimensions des blocs de type x. On verra par la suite comment ces facteurs apparaissent des
que les graphes non simplement lacés apparaissent explicitement dans le graphe des symétries

quantiques.

Regle de somme linéaire. FEncore en analogie au cas ADFE et au cas non simplement
lacé Fy, on étudie la somme linéaire des dimensions d; et d;. On trouve que ero o(Bs) d; =
2 % ZieAE)d,- =44,

Résultat qui est & nouveau consistent avec ceux obtenus préalablement.

Autres actions de modules associés. Comme on ’a remarqué dans les paragraphes
précédents, la famille des graphes de nombre de Coxeter 6 est particulierement riche parce
qu’elle comporte cing graphes As, D4, B3, C3 et G5 dont trois sont des graphes non simplement
lacés. L’identification de la fonction de partition Zp, avec le graphe non simplement lacé B3 a
été établie grace aux relations de module avec le graphe principal A5 et le graphe de symétries
quantiques Oc(Bs) qui a été construit & partir de Zp,. Mais il s’avere que ce cas est spécial
aussi parce que les autres deux graphes liés D4 et G2 sont aussi des modules sur A5 et Oc(Bs).

L’action de As sur ces deux graphes est donnée de maniere naturelle par les matrices
F'; qu’on sait bien définies puisque le nombre de Coxeter est le méme. Les matrices F; sont
des matrices de dimension 4 x 4 ou 2 x 2 et 'on peut les calculer de la maniéere standard a
partir des relations de récurrence du graphe As. Les générateurs sont alors FlD 4 = Ad(Dy) et
FIG 2 = Ad(Gs). La forme explicite de ces matrices est déja bien connue [66],[26], et est pour
le cas Gy présentée dans la prochaine section de ce chapitre. Les dimensions et la regle de

somme quadratique sont les suivantes

a7t ={4,6,8,6,4} = ) (d7)* = 168
i€As5

d7? = {2,4,4,4,2} = ) (d;)* =56
i€As5
L’action de Oc¢(Bs3) sur Dy et Go est codée par les matrices SP* et SG2. Ce sont des

matrices de dimension 4 x 4 et 2 x 2 respectivement, et elles sont calculées a partir des
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relations de récurrence codées par le graphe Oc(Bs) de la méme maniére que pour le cas Bs
mais avec générateurs chiraux SlDf = Sf)_“ = Ad(Dy) et Sf 2= Sff = Ad(G2) respectivement.

La forme explicite de ces matrices pour le cas Dy est

SPt = §P1 = Pt = P — 1, P = g1 = g1 = gDt — Ad(Dy);

(3.28)
5217;1 = §Ps

1 .1

La forme explicite de ces matrices pour le cas Gy est

S5 =557 =872 =5=1L; S =52=55 =S8 =Ad(G);

) (3.29)
5§z = 552 = ( ; >

Les dimensions et la regle de somme quadratique sont les suivantes

A7 ={4,6,8,6,4,4,6,8,6,4} = » (d7*)> =336
1€As
d9? ={2,4,4,4,2,2,4,4,4,2} = Y (d;)* = 112
1€A5
On voit dans chacun de ces cas larelation Y (d;)? = 2x Y ,(d;)?, on pourrait alors étre amené
a considérer les symétries quantiques associées a la fonction de partition Zp, comme celles
liées & n’importe quel graphe de la famille de graphes de SU(2) avec k = 6, particuliéerement
si on considere les résultats obtenus dans la section suivante, ou on trouve que le graphe Bg

apparailt explicitement dans le graphe d’Ocneanu associé au graphe Gs.

3.2.3 Le cas B,

On consideére la fonction de partition invariante modulaire associée au graphe principal
Az.
= Ixol® + b + Ixal* + [xsl* + xal® + Ixs[” + [xe|” (3.30)

Le nombre de Coxeter de A7 est kK = 8 et son niveau est [ = 6. La représentation 7 x 7 des
générateurs du groupe modulaire S et T' a la forme suivante :

¢ 5 e 1 9 5 &
L 1 1 _1 -1 -1
73 vz 7z 7z
e 5 € -1 =& S5
s=3| 1 .- 1 |
¢ —5 € 1 & -5 ¢
L -1 1 1 1 =1
V3 vz 73 33
1 —1
v A S S N A
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—3i 51 31 —1134 1314 N
etT:diag(eT”7 1, e16™ 2™ 716 ”717eﬁ") ou & = %\/2—\/§etcp = %\/24-\/5.
L’action du générateur .S sur les combinaisons appropriées des entrées du vecteur de caracteres

de l'algebre fusion y est comme suit

1
XO+X2+X4+X6_’E< 2—\/§(X2+X4)+\/2+\/§(X0+X6)>

X1+Xx3+ x5 — % <(1 +v2)(x0o — x6) — (1 = V2)(x2 + X4))

Les exposants modulaires du graphe A7 sont montrés Figure (3.1), avec l'identification Zo qui
donne origine de maniére empirique au By4. Les exposant qui sont bien définis sur le graphe
orbifold sont les correspondants aux vertex 0, 2 4 et 6. Cela permet de proposer une fonction
de partition

Zpy = Ixol” + Ixal” + [xal® + [xol? (3.31)

qu’on notera avec le sous-index B, puisque les entrées diagonales de I'invariant modulaire

1

Mp,=| . . . . . .. (3.32)

1

correspondent aux exposants du graphe By. La fonction de partition Zp, est invariante sous

laction du méme sous-groupe de congruence I'g(2) que pour le cas Bs.

Scission Modulaire. Le membre de gauche de ’équation (3.1.2) donne une famille de 49
matrices K, de dimension 7 x 7. L’espace vectoriel engendré par cet ensemble de matrices est
de dimension r = 13. On s’attend a avoir une algebre de symétries quantiques de dimension
plus grande que 13 puisque By est un graphe non simplement lacé. Le calcule des matrices
toriques a partir de la norme des matrices K;, se fait comme suit

— Norme 1 : Les matrices K()70, K()71, K()72, K()73, K()74, K()75, K076, KL(), K176, , K372 sont de
norme 1 et donnent 10 matrices toriques W, o comme suit Wy = Koo, Wi,0 = Ko 1,
Wao = Kog, W30 = Koz, Wao = Kou, Wso = Ko, Weo = Ko, Wizo = K1
Wgo= K16, Wio,o = K32.

— Norme 2 : Il y a sept matrices de norme deux Ki 1, K12, K13, K14, K15, K22 et ,
Ko . Ce sont de matrices de norme 2 elles se décomposent donc chacune en une somme
de deux matrices toriques.

Les matrices K1 o, K14, K22 et Ko 6 ne sont pas Li. et se décomposent comme la somme

de deux matrices déja connues

K19 =Wioo+Wizo Ki4=Wigo+ Wspo (3.33)
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Koo =Wig+Ws3o Kog=Ws50+Wspg (3.34)

Les trois matrices K7 1, K13 et K1 5 se décomposent chacune en une combinaison linéaire

de 4 nouvelles matrices toriques.
Kii=Wizo+Wio Kizg=Wio+Wyo Kis=Wro+Wypo (3.35)

La forme explicite de ces trois nouvelles matrices est donnée dans la liste de matrices
toriques présentée dans la table suivante.
— Norme 3 : Il y a quatre matrices de norme carré égale a trois Ks 3, Ko 4, Ko5 et K34

elles sont la somme de trois matrices toriques déja connues
Koz =Wyo+Woo+Wso Kog=Wig+Wszo+Wsp (3.36)

Kos=Wao+Wao+ Wso Kzu=Wsgo+ Wigo+ Wiag (3.37)

— Norme 4 : Il y a une matrice de norme carré égale a quatre, K35, cette matrice est la

somme de trois matrices toriques déja connues
K35 =Wrzo+ Wyo+ Wiro+ Wizp (3.38)

On a de cette facon définie 14 matrices toriques, les matrices Wy , sont égales aux matrices
W 0, et cet ensemble de matrices toriques satisfait 1’équation de scission modulaire. La forme

explicite de ces matrices est la suivante

W(),o =M
1 1
B R 1 1 1
WI,O = ng’o = e e e Wg,o =
1 1 1 1 1
1 1
1 1
101 1. 1 1 1
W3,0 = W%,O = e e e e W47() =
1 1 1 1 1 1
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1 . 1
A T 1
Wso=Wéo=1|. . . . . . . We,o =
1 1 1
1 1
1 1 1
Wro = 1 Wo o = 1 1 1
1 1 1
1 1 1
Wito L1 Wis.o 1
1 1 1

Le graphe d’Ocneanu et ’agébre des symétries quantiques.

Le graphe d’Ocneanu a dimension dp = 14. A partir de la solution de 1’équation (2.10)
pour les pairs d’indexes (14, p) égal a (0,1) et (1,0) on obtient les deux générateurs chiraux

Vio et Vo1 respectivement qui, dans ’ordre qu’on a choisi pour les matrices toriques, ont la

[ AdA | ~ - | Ad(4r)
V10—< ' ‘Ad(A7)> VOI_(Ad(Aﬂ‘ . ) (3.39)

forme suivante

ou

AdAny=| . . 1 . 1

est la matrice d’adjacence du graphe A7. Ces deux matrices sont les matrices d’adjacence
des parties chirales gauches et droites du graphe d’Ocneanu qui est présentée Figure 3.8.

A partir des matrices Voo = I, Vig et Vo1, les équations (2.17), (2.18) et (2.19) permettent
de récupérer de maniere automatique les matrices de double fusion V;;, et ces dernieres

donnent les matrices toriques twistées Wp,,.
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0+

2 1_
(W120)

2 3—
(W100)

2 5_
(Wso)

Fic. 3.8 — Graphe d’Ocneanu de By

L’algebre des symétries quantiques est réalisée comme Oc(By) = A7 % Za, les étiquettes de
la Figure 3.8 correspondent & la notation de la base (7,4) ol ¢ est un vertex du graphe Az,
I'identification entre la notation des matrices toriques et celle correspondante a la réalisations

est naturellement
x€40,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13} — {0+, 1+, 2+, 3+, 4+,5+,6+,6—,5—,4—,3—,2—,1—,0—}

Le produit dans Oc(By) est défini comme pour Bs par les équations (3.22), avec ¢ qui
parcourt maintenant les vertex de A7. Une représentation 7 x 7 de l'algebre de symétries
quantiques est donnée en termes des matrices O, qui peuvent étre calculés de fagon similaire
au cas Bs a partir des deux générateurs O = Vig et O11 = V1, de P'unité Oy = [14 et la
multiplication par les générateurs codés par le graphe. Elles sont exprimées a partir de des

matrices de fusion de A7,

Ni| - - | Ny

Ces matrices fournissent les constantes de structure de l'algebre des symétries quantiques, et
satisfont la relation 1.44.

Chaque partie chirale est composée par I'union de deux graphes disjoints de type A7. Le
premier ALY = {0+, 14,2+, 3+,4+} ou AF = {0+,1—,2+,3—,4+} est une sous-algebre de
graphe de type A7. Le deuxiétme al = {0—,1—,2—,3—,4—} ou a¥ = {0—,1+,2—,3+,4-}
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est un sous-graphe module sur le graphe respectif A7, ou les super indices L et R dénotent la
sous algebre chirale gauche et droite respectivement. La table de multiplication est exprimée

en termes de la table de multiplication de A7.

[ x [ A ar |
A7 || A7 ay
ar || ar Az

Le graphe de Coxeter généralisé, modules et dimensions.

Le graphe B4 n’apparait pas explicitement parmi les sous-graphes qui composent le graphe
de symétries quantiques, mais on sait que le graphe non simplement lacé B4 est un module a
droite et a gauche sur A7 et un module sur Oc(By). Le graphe By et sa matrice d’adjacence

sont montrés dans la Figure 3.9.

F1G. 3.9 — Le graphe de Coxeter By et sa matrice d’adjacence Ad(By)

L’action de A7 sur By est codée par des constantes de structure (F;)q ou a et b sont des
vertex de By. Les matrices F; sont des matrices de dimension 4 X 4 obtenues a partir des

relations de récurrence codées par le graphe Ay
Fi = Fl'Fi—l —Fi_g pour 2 § Z§ 6

avec générateur Fy = Ad(B4) et unité Fy = ;. La forme explicite de ces matrices est la

suivante
Fo = Fs =1y; Fy = F5 = Ad(By)
1 . 1
3.41
B, 1 1 Jo 2 ( )
SR TR L U T |
2 1 2 2

L’action de Oc(By) sur By est codée par les constantes de structure (S;)qp, ce sont des
matrices de dimension 4 x 4, calculées a partir des relations de récurrence codées par le graphe

Oc(By) avec générateurs chiraux S14 = S1— = Ad(B4) et unités Spy = So— = I4. Comme
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pour le cas Bj ces matrices .S, peuvent étre aussi obtenues a partir de la réalisation de I’algébre
de symétries quantiques. L’action & gauche (i,+)a = ), p (Si+)pab est définie de maniere

naturelle par les relations

(i, +)a=ia= Y (Fiub= Siy =F; (3.42)
beBy

(i,—)a=ia=Y (Fiwub=Si =F; (3.43)
beBy

Regle de somme quadratique. De maniére similaire aux cas Fy et B3 nous appellons
d; et d, les analogues des dimensions des blocs simples associés au graphe By. La liste des

dimensions des blocs de type i et x est respectivement
d; =1{4,7,9,10,9,7,4}

dy = {4,7,9,10,9,7,4,4,7,9,10,9,7,4}

La somme des dimensions carrés donne

Y di=2x ) di=784
2€0c¢(Bs) 1€A5

grace au fait qu’il n’y a pas de double liens dans le graphe d’Ocneanu, il n’est pas nécessaire

d’introduire des facteurs % dans certaines des dimensions des blocs de type x.

Reégle de somme linéaire. Encore en analogie avec les cas ADFE, on étudie la somme

linéaire des dimensions d; et d,. On trouve

Z dy =2 Zd,-:loo

x€0c(B3) i€As

résultat qui est a nouveau consistent avec ceux obtenus préalablement.

Autres actions des modules associés. De la méme facon que dans ’exemple précédant
I'identification de la fonction de partition Zp, avec le graphe non simplement lacé By est
établie grace aux relations de module a droite et & gauche sur le graphe principal A7 et le
graphe de symétries quantiques Oc(By) qui a été construit a partir de Zp,. Mais de maniére
similaire au cas Bs, il s’avere que le graphe de la famille de nombre de Coxeter huit, Ds, est
aussi un module sur Ay et Oc(By).

L’action de A7 sur Dy est donnée de la maniere naturelle par les matrices F; qu’on sait
bien définies puisque le nombre de Coxeter est le méme. Dans ce cas, les matrices F; ont
dimension 5 X 5 et sont calculés & partir des relations de récurrence du graphe A; avec
générateur F’® = Ad(Ds). La forme explicite de ces matrices est déja bien connue [66],[26].

La regle de somme quadratique est comme suit
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d7® ={5,8,11,12,11,8,5} = » (d?*)> =564
1€A5

L’action de Oc(By) sur Ds est codée par les matrices S25. Ce sont des matrices de dimen-
sion 5 x 5 calculées & partir des relations de récurrence du graphe Oc(By4) avec générateurs

chiraux Sf)f = SlDf = Ad(Ds). La forme explicite de ces matrices est

Sgr =857 =15 Siye =S =8 =57 = Ad(Ds);

11 1
2L o1
Sp=80r= .2 .11 Sep=8r=. .1
1.1 .. |
1.1 .. A (3.44)
1
111
S =8P =5P=5=|1 . 2
1 1
1.1

Les dimensions et la regle de somme quadratique est la suivante

dP* = {5,8,11,12,11,8,5,5,8,11,12,11,8,5} = > (d}*)* =1128
i€As
On voit que la relation > _(d,)? = 2x Y ,(d;)? est satisfaite. On pourrait alors étre amené
a considérer les symétries quantiques associées a la fonction de partition Zp, comme celles
liées & n’importe quel graphe de la famille de graphes de SU(2) avec k = 8. La notation By
reste le meilleur choix parce que D5 a déja été associée a un groupoide quantique, et parce

que les exposants de B4 coincident avec les entrées diagonales non zéro de la matrice Mp,.

3.2.4 Le cas général B,

3 On considere la fonction de partition invariante modulaire associée au graphe principal
An-1)- 2 2 2 2
Z Ay = Ix0l” + xal® +Ix2l” + - + [xam-1)| (3.45)

La nombre de Coxeter est £ = 2n et le niveau est [ = 2(n —1). L’action du générateur S sur le

vecteur caractere de ’algebre de fusion sur la combinaison des caracteres xo+ x2+- - -+ x4 est

3Les résultats consignes ici se basent sur un étude de plusieurs cas particuliers. Nous n’avons pas effectué

la démonstration formelle des propriétés énonces pour le cas générique B,
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envoyé dans une combinaison linéaire de ces mémes exposants, on propose une sous-function
de partition que I’on notera avec le sous-index B,, puisque les entrées diagonales de 'invariant

modulaire correspondent aux exposants du graphe B,.

10000 0
00000 0
00100 0

Zs, = Ixol* + >+ + oo Mp,=| 0 0000 0 (3.46)
00001 0
00000 - 1

La fonction de partition Zp, est invariante sous ’action du sous-groupe de congruence du

groupe modulaire I'g(2) généré par les deux matrices T et S~1T28.

Matrices Toriques. Le membre de gauche de I’équation (3.1.2) donne une famille de (2n —
1)2 matices K ; j de dimension (2n—1) x (2n—1). L’espace vectoriel engendré par cet ensemble
de matrices est de dimension 7 = 2 x (2n — 1) — 1, et la dimension de l'algebre de symétries

quantiques est dimOc(B,) =2 x (2n — 1)

Wo,0 = MW, , = Equacionesacorregir!!

Le graphe d’Ocneanu et P’algébre de symétries quantiques.

Les deux générateurs chiraux du graphe de Ocneanu Vig et Vj; toriques on la forme

suivante

[ Ad(A2,-1) ‘ . B . ‘ Ad(Az,—1)
Vio = ( ' ‘ Ad(Agy 1) ) Vor = < Ad(Agy 1) ‘ ' ) (3.47)

ou Ad(Ag,—1) est la matrice d’adjacence du graphe Asg,_1. Ces deux matrices sont les matrices

d’adjacence du graphe d’Ocneanu, qui est présenté Figure 3.10.

L’algebre de symétries quantiques est realisée comme Oc(By,) = Ag,—1 X Zo, les labels de
la Figure 3.10 correspondent a la notation des éléments de la base i+, ou ¢ dénote les vertex
du graphe Ay,_;. Le produit dans Oc(B,,) est défini comme

(i) o (4 +)=(ig,+)  (i+)o(4—)=(ij,—)
(3.48)
(i,=) o (4, +) = (i(4), =) (5,+)o(4,—) = (i(J),+)
Les matrices O, que donnent les constants de structure de Oc(B;,) sont exprimées en termes

des matrices de fusion de Ag,_1.

N;| - - | Ny
(i4) ( NZ-) (i:-) (NZ- ) (3.49)
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(2n —2,-)

Fic. 3.10 — Graphe d’Ocneanu de B,

Le graphe de symétries quantiques est le graphe de Cayley de la multiplication par le
générateur gauche et droit, chaque partie chirale est composée par I'union de deux graphes dis-
joints de type Ag,_1. Le premier Ag, 1 est une sous-algébre du graphe Oc(B,,). Le deuxiéme
asn—_1 est un sous-graphe module sur As,_1. La table de multiplication est construite & partir

de la table de multiplication de Ag,_1.

X Agp1 agp—1

AQn—l A2n—1 aon—1

aA2n—1 aA2n—1 A2n—1

Le graphe de Coxeter généralisé, modules et dimensions.

Le graphe B, n’apparal t pas explicitement parmi les sous- graphes qui composent le
graphe de symétries quantiques, mais B, est un module & droite et a gauche sur Ay, 1 et

Oc(B,,). Le graphe B,, et sa matrice d’adjacence sont motnrées la Figure 3.11
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Fi1G. 3.11 — Le graphe de Coxeter B,,.

L’action de Ag,_1 sur B, est codée par les matrices F; obtenues & partir des relations de

récurrence du graphe Ay, _1, avec générateur F} = Ad(B,,) et unité Fy = I,.
FO = Hn; F1 = fld(Bn)7 Fn = Fan_l - Fn_g n Z 2 (350)

L’action de Oc¢(B,,) sur B,, est codée par les matrices S, calculées & partir des relations de
récurrence du graphe Oc¢(B,,) (deux copies des relation de récurence du graphe As,_1) avec
générateurs chiraux S1y = S1— = Ad(Bs) et unités Sp; = Sp— = I3. Ou a partir de la

réalisation de l'algebre des symétries quantiques :

(i7+)a5ia:Z(Fi)babjsi—i-:Fi (3.51)
beBs3

(i,—)a=ia=Y (Fi)wub=Si =F; (3.52)
beBs3

Reégle de somme quadratique et linéaire. Les listes des dimensions des blocs de type

1 et x sont
di={n nt(n—1), - n+ (=1 + (=2 +1, -+t (n—1) n}

dm:{nvn+(n_1)v"'7n+(n_1)7 n,n,n+(n—1),--- 7n+(n_1)7 n}

A partir de ces listes, il est évident que les régles de somme quadratique et linéaire satisfont

Yoo d&=2x> d

z€0c(B3) 1€As
> a2 Yl
IGOC(B:;) 1€ A5

sans avoir besoin d’introduire les coefficients %

3.2.5 Le cas G,.

On considere maintenant la fonction de partition invariante modulaire associée au graphe
de nombre de Coxeter six,
2 2
Zp,y = Ixo + xal” +2[x2] (3.53)
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Cette fonction de partition est définie par I'invariant modulaire diagonale par bocs Mp,.
On considére une restriction de cet invariant modulaire qui est invariant sous l’action du

sous-groupe de congruence du groupe modulaire I'°(3).

Mg, =| . . . . . (3.54)

L’invariance de la sous-fonction de partition générée par cette matrice modulaire sous 'ac-
tion du I'Y(3) est vérifié par la commutation de Mg, avec la représentation de dimension 5
de ces deux générateurs T et S~'T73S. Le sous-index Gy est choisie parce que les entrées
diagonales de la matrice modulaire coincident avec les exposants du du graphe de Dynking

non-simplement lacé Gs.

Scission Modulaire. Le membre gauche de 1'’équation (3.1.2) donne une famille de 25
matrices K;; de dimension 5 x 5. L’espace vectoriel engendré par cet ensemble de matrices
est de dimension r = 9. G5 est un graphe non-simplement lacé et pour cela on s’attend a ce

que la dimension de l'algébre des symétries quantiques soit plus grande que r.

— Norme 1 : Les matrices Koo, Ko 1, K10, K711 sont de norme 1 et donnent 4 matrices
torique W, o comment suit Wo o = Koo, Wi,0 = Ko,1, W39 = K10, W0 = K11

— Norme 2 : Il y a quatre matrices de norme deux : Ko, K12, Ko et Ka 1. Ce sont
des matrices avec des entrées multiples de deux. Cela veut dire que chaque matrice se
décompose en somme de deux fois la méme matrice torique que 1’on note Wx,o- Ainsi
ona Woo = $Ko.2, Wso = 3K 2, We,0 = $Ko et Wro = $K70

— Norme 4 : Il y a une matrice de norme quatre Kjo. Cette matrice a des entrées
multiples de quatre, elle se décompose donc en quatre fois la méme matrice torique

A

1
W&(] - ZK272'

On définit de cette maniere neuf matrices toriques différentes que ’on présente explicite-

ment
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Woo =M
1 1 1

Wig=Wiy=1|. . . . . Wao = Wl =
1 1 1
1 1. 1

Woo=1| . . . . . Wso = Wi =
1 1 1

Wao = 1

La notation VAVI,O identifie les matrices qui apparaisent avec multiplicité plus grande que
1 dans la décomposition d’une matrice K;;. Comme pour le cas Fj, 'équation de Scission
Modulaire est satisfaite en rajoutant a droite, la multiplicité qui correspond a chaque matrice

torique, on a ainsi pour le cas Go

(NTMN;) = Y (Wa)ijWeo+ Y 2(Wa0)ijWao+4(Wso)i;Wso  (3.55)
z€{0,3,4} z€{2,5,6,7}

Les coeflicients deux et quatre sont interprétés de deux manieres différentes :

— La premiére interprétation consiste a définir Wy, = 2 x Wy pour =z € {2,5,6,7},
Wos =4 x Wgg et Wy, = Wy pour z € {1,2,4}. Dans ce cas on a une algebre de
symeétries quantiques de dimension dimQOc = 9, et le graphe d’Ocneanu est composé par
des graphes non simplement lacées.

— La deuxieme interprétation consiste a considérer que les matrices Wy, sont égales aux
matrices W, o pour tous les vertex, et les coefficients sont dies a la multiplicité des
matrices W:v,O- On a alors une algebre de symétries quantiques de dimension dimOc = 16
avec les matrices toriques W270, W570, %707 W7,0 associées chacune a deux vertex du

graphe d’Ocneanu et la matrice W&o associée a quatre vertex de ce graphe.
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Le graphe d’Ocneanu et ’agébre des symétries quantiques.

S1. Premiere solution : WQZ = 2WZ70. On considere d’abord le cas ou I'algébre des symétries
quantiques est de dimOc = 9, le graphe d’Ocneanu a donc neuf points, les solutions de (2.10)
pour les paires (14, j) égal a (0,1) et & (1,0) donnent les deux générateurs chiraux Vi et Vi
respectivement qui, dans I'ordre choisi pour les matrices toriques, ont la forme suivante :

Vio = .oo. .12 00 Vo1 = . (3.56)

Ces deux matrices sont les matrices d’adjacence des parties chirales gauche et droite du

graphe d’Ocneanu. Ce dernier est montré Figure (3.12). A partir des matices Voo = I, Vg et

0®0

1®0 0®1
(W10) (Ws0)
2®0 0®2
(W2o) (Weo)
2®1 1®2
(Ws0) (Wro)

2®2

(Wgo)

FiG. 3.12 — Graphe d’Ocneanu de Gs, & neuf points.

Vo1, les équations (2.17), (2.18) et (2.19) permettent de récupérer de maniére automatique les
matrices de double fusion V;;, et & partir des matrices toriques twistées Wy, .

L’algébre de symétries quantiques est réalisée comme Oc(Gy) = B3 ® Bs. Les étiquettes
de la Figure 3.12 correspondent a la notation des éléments de la base a ® b, ou a et

b dénotent les vertex du graphe Bjs. L’identification entre les notations est la suivante
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x€{0,1,2,3,4,5,6,7,8} - {0®0,1®0,2®0,021,1®1,2®1,002,1 ®2,2® 2} .
Le produit dans Oc(G2) est défini par (a ®@b) (c®d) =ac®@bd = (Gq)ec(Gp) ra(e @ f) onr

les matrices G, sont les constantes de structure du graphe Bs.

Une représentation 9 x 9 de 'algebre des symétries quantiques est donnée par les matrices
O, qui sont calculées a partir des relations de récurence du graphe Oc(G2) et en termes des
deux générateurs O1g0 = Vig et Ogg1 = Vo1 comme suit

O2g0 = (O180)* — Oogo

O201 = (01®0)2 Oog1 — Oog1
O1g2 = (00®1)2 O180 — O1c0

O191 = O1800001
Ooz2 = (Oog1)? — Oogo
O202 = (0180)? (Oog1)” — (Oow1)?

(3.57)

Elles peuvent étre exprimées de maniére compacte a partir des matrices de fusion de As.

Ga

Ogo) =

Ga

Ga

Ower) =

Ga

Ga

2G,

Ga

Og2) =

2G,

2Ga

Ga

Ga

(3.58)

Ces matrices fournissent les constantes de structure de I'algébre de symétries quantiques.
Chaque partie chirale est composée par 'union de trois copies disjointes du graphe Bs.
La premiere B! = {0® 0,1 ®0,2® 0}, ou B" = {0®0,0® 1,0 ® 2,1 ® 2}, est une sous-
¥, ={0®1,1®1,2® 1}, ou
¥ ={1®0,1®1,1®2},etbh ={0®2,1®2,2®2},o0ud] = {2®0,2® 1,2 ® 2} sont

des sous-modules sur la sous-algebre Bj3 respective. Les super indices [ et r dénotent la sous

algébre de graphe Bs. La deuxieme et la troisieme copie :

algebre chirale gauche et droite respectivement. La table de multiplication peut étre construite

a partir de la table de multiplication de Bs.

X | B by by
B|B by by
by | by B+ by by
by | bo by B + by

Le graphe de Coxeter généralisé, modules et dimensions. Le graphe G5 n’apparait
pas explicitement parmi les sous-graphes qui composent le graphe de symétries quantiques,
mais G2 est un module & droite et a gauche sur As et sur 'agebre de symétries queantiques

Oc(G3). Le graphe G et sa matrice de adjacence sont montrés Figure 3.13

L’action de As sur G9 est codée par les matrices F; obtenues & partir des relations de

récurrence codées par le graphe As, avec générateur F; = Ad(G2) et unité Fy = 3.

F0:F4:HQ; F1 :F3:Ad(G2), FQZQXHQ (359)

L’action de Oc(G3) sur G est codée par les matrices S,. Ce sont des matrices 2 x 2

donnant une représentation de l'algébre des symétries quantiques. Les matrices .S, pouvent
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0 1
A s~ (5 ")

F1G. 3.13 — Le graphe de Coxeter Bs et sa matrice d’adjacence Ad(Bs3)

étre calculées par deux méthodes différentes : une premiere méthode considére le fait que les
matrices S, forment une représentation de l'algébre des symétries quantiques. Elles peuvent
étre calculées en utilisant les relation de récurrence des matrices O,, a partir des générateurs
chiraux Sig0 = Sog1 = Ad(G2), ou Ad(G2) est la matrice d’adjacence de Go. On utilisera
alors les relations (3.57) pour calculer les matrices S,.

La deuxieme méthode utilise la réalisation de Oc(Gz). L’action de Oc(Gse) sur le graphe

G5 est donnée normalement par

rp=(a®b)p=a(bp)

ou a et b indiquent les vertex du graphe B3 et p les vertex du graphe G5. On se sert de
I’action du graphe Bg sur le graphe (GGo. Cette derniere est bien définie et est codée par les

trois matrices :

Les matrices S, sont définies alors comme S, = SgS‘Z ou r = a®yb. La liste des matrices
donnant I'action de Oc(G3) sur Ga est la suivante

1 . .1 2 .
Sogo = S1g0 = Sow1 = Sago = Sog2 =
0®0 < ! > 180 0®1 < 3 > 200 0®2 < g >
3 . .2 4 .
Sie1 = Sog1 = S1g2 = Soga =
191 < 3 > 201 192 < 6 . > 202 < 2 )

Regle de somme quadratique. La liste des dimensions des blocs simples des algebres As

et Oc(G3) sont les suivantes
di = {27 47 47 47 2}

de = {27 47 47 47 67 87 47 87 8}

La somme des dimensions des blocs de type A5 donne comme résultat ) ;. Auy d% = 56. On
observe que cette valeur est le tiers de la dimension du méme type pour le graphe Dy, ce

qui est attendue puisque G est le pliage Z3 du graphe Dy4. La relation entre la somme des
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dimensions carrés est la suivante

> nidiz?,x > di=168

2€0c(Ga) ¢ i€As
ou le facteur n, est égal & 2 pour z = {2®0,0®2,2®1,1® 2}, naga = 4 et est égal a 1 pour

tous les autres. C’est a dire que 'on introduit un facteur égal au coefficient du vertex z. Le

facteur global 3 correspond au fait que G2 est un Zs pliage du graphe Dy.

S2. Deuxieme solution : W, o = Wy, plus multiplicités.

On considére maintenant une solution a I'’équation de scission modulaire dans laquelle les
matrices toriques satisfont la relation (2.14), mais ces matrices apparaissent avec multiplicité.
La conjugaison dans SU(2) est triviale, et donc la relation (2.14) est simplement W, o = W .
Les matrices toriques sont les mémes huit matrices que 'on a déja calculé pour Gs, mais elles

apparaissent avec repetitions.

Wao=Waeo=Wao Wso=Ws0=Wsp

Weo=Weeo =Wso Wro=Wreo=MWrp

Wg0 = Wsge,o0 = Wgee,0 = Waeee,0 = W30

La dimension de 'algébre des symétries quantiques est dp = 16, les générateurs chiraux Vig

et Vo1 (en choisissant un ordre approprié pour les vertex z) ont la forme explicite suivante :

Vio =
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Ces deux matrices sont les matrices d’adjacence des parties chirales gauche et droite du
nuveau graphe Oc(G2). La structure de Vjp montre clairement quatre blocs correspondant
a des matrices d’adjacence des sous-graphes D,4. Le graphe de symétries quantiques est un
graphe bipartite avec deux générateurs chiraux que I’on note 1®0 et 0®1. Ils sont associés aux
matrices Vig et Vy1 respectivement. Chaque partie chirale est formée par quatre sous-graphes
Dy, le premier est une sous-algebre de graphe Dy et les trois autres sont des modules sous
I’action du premier. On notera chacun de ces sous-graphes comme suit : D pour le graphe
sous-algebre, et di, da et ds pour chacun des sous-graphes module. Le graphe de symétries
quantiques est montré Figure 3.14, avec le graphe chiral gauche indiqué par les lignes bleues,
et le graphe chiral droit indiqué par les lignes rouges.

La réalisation de l'algébre de symétries quantiques est donnée Oc(G2) = Dy ®
Dy. La notation du graphe correspond a cette réalisation od chaque vertex est noté
> = a ® b avec z un index du graphe d’Ocneanu courant dans 1’ensemble
{0,1,2,2¢,3,4,5,5¢,6,7, 8, 8, 6¢, Te, 9ee, Ieee}, et a et b des vertex du graphe Dy {0, 1, 2, 2}
(voir Figure 3.1).

Les quatre sous-graphes du graphe chiral gauche sont donnés par les ensembles de vertex

suivants :
D={0®0,1®0,220,2 20} d={0©1,1®1,2®1,2 @1}

d={0®2,1®22®22 22} d={02,192,202,2 22}

La partie chirale droite (en rouge) est le graphe de Cayley de la multiplication par le
générateur 1’ (correspondant & la matrice Vo).

Les générateurs Vip et Vo1 et les équations (2.17), (2.18), (2.19) permettent de calculer
automatiquement ’ensemble des matrices de double fusion V; ;. Les matrices toriques twistées
Wy sont données par la réalisation (Vij)ey = (Way)ij-

Chaque sous graphe Dy a deux vertex non discernables (symétriques par Zs du graphe Dy).

Cette caractéristique implique que pour résoudre les relations de récurrence de l’algébre de
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0®0

FiG. 3.14 — Graphe d’Ocneanu de G2, a seize points.

symétries quantiques, on a besoin de trois générateurs suplementaires, 2 ® 0,2 ® 2 et 2’ ® 2/,
pour pouvoir séparer les deux branches de chaque graphe D4. Une représentation 16 x 16 de
I’algebre de symétries quantiques est donnée par les matrices O, qui sont calculées a partir
des relations de récurence du graphe Oc(G3). Pour effectuer ce calcul, nous avons bessoin
des deux générateurs O1g9 = Vig et Ogw1 = Vo1, 'identité Oggo, et les trois matrices Os g0,
O352 , Oy g9 . Ces derniers sont calcules a partir de equations suivantes. La Proprieté 5

(Chapitre 1) indique que chaque matrice doit satisfaire I’équation

Wmvy = Z (OI)Z,y WO,Z .

z

A partir du graphe, nous pouvons lire que les matrices Oz g0, O252 , O &2 doivent satisfaire
les équations

02®0 : Ol®0 = Ol®0 02®2 ‘ OO®1 = 02®1 02’®2’ : OO®1 = 02’®1

2
O21g0 = (O180)” — O200 — Oogo | Ozg2r = Oog1 - O2g1 — O202 — O20 | O2g2 = Oog1 - O2g1 — O2rger — Oz
O2g0 - O190 = O150 Oszg2 - Oog1 = O2g1 Ozrg2 - Oogr = Oxrg1

(3.60)
Ce systemes d’équations plus la contraite d’avoir des matrices avec des entrées entieres et
positives, est sufisante pour déterminer les trois générateus supplementaires. Nottons que
la solution de ces équations implique automatiquement que nous avons aussi les matrices
Ovg0, O2go et Oy gor. Les autres matrices s’obtiennent directement a partir des rélations de

récourence du graphe.
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Le produit dans Oc(G>) est défini par (a ® b) (c®@d) = ac® bd = (Ga)ec(Gp) ra(e @ f)
ou les matrices G, sont les constants de structure du graphe Dj4. Ceci permet d’écrire les
matrices O, de maniere compacte

G. | - ) ) - a.
Ga | - . Go| - | Ga | Ga
Otaso) = Oy =
(a20) o (a®1) o
Ga Ga
(3.61)
Ga Ga
Ga Gq
Oag2) = : G O(ag2) = e
G.l - 1T 1 Ta.

La table de multiplication peut étre construite a partir de la table de multiplication de Bs.

x | D d, dy dy
D | D dy dy dy
dy | dy D+dy+dy dy dy
dy | d d, , D
dy | dy dy D dy

ou chaque bloc a la forme d’une table de multiplication de D4 mais avec les vertex corres-

pondant au bloc.

x| 0 1 2 2
010 1 2 2
111 04+2+2° 1 1
2|2 1 20
22 1 0 2

Le graphe de Coxeter généralisé, modules et dimensions. Le graphe G5 n’apparait
pas explicitement parmi les sous-graphes qui composent le graphe de symétries quantiques,
mais G2 est un module & droite et a gauche sur As et sur 'agebre de symétries queantiques
Oc(G3). Le graphe G5 et sa matrice de adjacence sont montrées Figure 3.13 L’action de As
sur Gy est codée par les matrices F; obtenues a partir des relations de récurrence codée par

le graphe As, avec générateur F)} = Ad(G2) et unité Fy = Is.
F0:F4:HQ; F1 :F3:Ad(G2), F2:2><H2 (362)

L’action de Oc(G2) sur G est codée par les matrices S,. Ce sont des matrices de dimension
2 x 2 calculées en utilisant les relation de récurrence des matrices O,., a partir des générateurs
chiraux Sig0 = Sog1 = Ad(G2), ou Ad(G2) est la matrice d’adjacence de Go. On utilisera

alors les equation (3.60) pour calculer les matrices S,. On trouve
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1 . .1 3 .
Sogo = Sieo = Sie1 =
0®0 < 1) 180 (3 ) 11 ( 3)

Sogo = S2g0 = S2g0 = Sogz = Sogz = Sagy = Svg? .

et nous avons

S1e0 = Sog1 = S2w1 = Svg1 = Sigy = Sig2 -

S191 = Sag2 = Svgr -

Reégle de somme quadratique. Les dimensions des blocs simples des algebres As et
Oc(G2) sont les suivantes
di = {274747472}

dy = {2,4,2,2,4,6,4,4,2,4,2,2,2,4,2,2}

La somme des dimensions des blocs de type As donne d% = 56. On observe que cette

€A1
valeur est le tiers de la dimension du méme type pour le graphe Dy, ce qui est attendu puisque

G- est le pliage Z3 du graphe D,. La relation entre la somme des dimensions carrés est

> di=3x ) di=168 .

x€0c(G2) i€ As

3.3 Un exemple non-simplement lacé du systéme SU(3).

Dans le systeme de graphes SU(3) on retrouve des graphes non simplement lacés parmi
les graphes ADFE, on peut considérer par exemple le graphe & étudie dan le Chapitre 1I .
Ces graphes sont associes aux fonctions de partiton invariant modulaire de type SU(3) qu’on
connais déja. On s’intéresse a un groupe de fonctions de partiton données par une restriction
d’un invariant modulaire de type SU(3), qui ameénerait, par analogie avec les cas SU(2) qu’on
vient de présenter, & une fonction de partiton invariante sous I'action d’un sous-groupe de
congruence de SL(2,7Z).

On considére le graphe exceptionnel &, ce graphe a plusieurs symétries, notament 1’'inva-
riance sous l'action de Z3 et Zg qui correspond a des rotations de 2% et § autour du centre du
graphe. L’étude des "pliages” des graphes de type SU(3) simplement lacés par une symétrie a
été traité dans ([72]). Ici on considerée I'étude d’une restriction de I'invariant modulaire & du
pont de vue des symétries quantiques. On considére un graphe non-simplement lacé (obtenu
par pliage) qu’on notera Fg,.

Ce graphe est défini par le pliage du graphe & par "automorphisme suivante ;

o(1i) = 1i+3 mods
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3« (11, 14)

1< (20,23) 5 (25,25)

0(—’(10,13) 2(—’(21,24) 4(—’(12,15)

F1G. 3.15 — The Fg, diagramme.

0(22) = 2i+3 mod6

Restriction de l’invariant modulaire. On considere les restrictions de la fonction de
partition Zg, qui sont invariants sous l’action d’un sous-groupe de congruence de type I'g(n).

On trouve deux restrictions possibles

Z = [Ixo0 + x2211* + [Ixt30 + xo3?
invariante sous l’action du groupe de congruence I'y(3), par analogie avec le processus suivi
pour définir les symétries quantiques du graphe F; dans le systeme SU(2). L’invariance de Zp
sous 'action du sous-groupe I'y(3) peut étre vérifié explicitement en regardant que la matrice
modulaire associe

M=l (3.63)

commuté avec les générateurs T2 et ST1T7385, ou S et T sont des représentations de dimension

11 x 11 des générateurs du groupe modulaire. données par les équations
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Scission Modulaire Dans SU(3) les vertex du graphe principal A5 sont étiqueés par des
pair ordonnés (i1, i2) avec 0 < 4190 < 5 et iy + o < 5. Pour simplifier la notation on va a
introduire un index de position 4, j,--- € {0,1,...,20} donnant la position d’un pair (; is)
comme

1= 1 +6i pour

Le membre gauche de la équation (3.1.2) définit une famille de 441 matrices K;; de
dimension 21 x 21, 'espace vectoriel engendré ces matrices a dimension r = 72.

On considere la décomposition des matrices K'; j sur une base de matrices a entrées entieres
non négatives avec de coefficients entiers également non négatif. La décomposition des 421

matrices définies par la matrice modulaire de Fg, est la suivante
— Norme 1 Il y a 63 matrices K; ; de norme carré égale a 1. La liste présentée a conti-
nuation donne la valeur des indexes des matrices de norme 1 :

(4,0), (i,1),(4,2), (i,10), (4, 14), (4,15), (4, 16), (4,19), (4,20)  pour i = {0,1,2, 15,16, 20}
o(i,0), (4,15), (4,20) pour i = {10, 14, 19}

Ces matrices de norme 1 définissent 63 matrices toriques comme suit
Weijo=Kij

avec z;; = pos(i, j) ou pos indique la position du pair d’index (i, j) dans la liste des
72 paires d’indices.

— Norme 2 Il y a 9 matrices de norme deux : Ko 3, Ko 5, Kog, K30, K315, K320, K50,
Ks 15, K520. Ces neuf matrices se décomposent comme la somme de deux matrices
toriques dont une matrice est déja connue et une nouvelle matrice torique. Ceci definit

les matrices toriques suivantes :

Wso0=Koz—Ko1a ; Wio=Kos—Koio ; Wso=Kos—Woi9
Ws00=K3z0— K140 ; Wszi0=K315 —Kia15 ; Wsoo= K320 — K420

Wszo=Ks0— K100 ; Wao=Ks515— K015 ; Wss0= K520 — K020

On obtient de cette maniére un ensemble de 72 matrices toriques. L’ensemble des paires
d’indices détreminant des matrices toriques est :

(4,0), (i,1), (4,2), (i,10), (4,14), (i,15), (4,16), (,19), (i,20)  pour i = {0,1,2,15, 16,20}
o(4,0), (i,15), (i,20) pour i = {3,5,10, 14, 19}
(0, 3), (0,5),(0,6)

Les indices apparaissa dans ’ordre correspondant au graphe des symétries quantiques Figure

3.3 est l'ordre des paires (7, j) définit par les relations :

(i,7) < (i, 5)sti j<j et (i, )< (i j)siii<i
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Contrairement au cas Fy (considéré comme l'analogue de SU(2)), il n’y a pas de matrices
apparaissant plus d’une fois dans la décomposition d’une matrice K;;. C’est a dire qu’il
n'y a pas de matices avec multiplicité, ou satisfaisant la relation (3.2). Les matrices Wy .
sont reliées aux matrices W, o par la relation habituel (Wy.);; = (W,,0)s+ j«. L’ensemble
complet des matrices toriques est trop grand pour étre montré ici, mais tous les détails pour
les calculer directement a partir de la matrice modulaire de Fg, sont expliques dans les
paragraphes précédents. Certaines propriété méritent d’étre remarquées : Les matrices Wy,
W50, Wis0, Wis0, Was o, Was 0, Wai0, Was 0, Waro, Ws7,0, Wss 0, Wr1,0 sont symétriques,
elles correspondent a des vertex réels ou auto-conjugés du graphe d’Ocneanu de Fg,. D’autre

part les relations suivantes déterminent les vertex reliés par 'opérateur chiral C.

_ Tt .
WLO—ng,o )

Wro= Wi
Wiao = Wi,
Waoo = Wi o
Wiz,0 = Wi

— 3
W48’0 — W5g70

— t .
W270 — W2:7L1,0 3

Wso=Wi,
Wigo = Wi
Waso = Wil
Wiro = Wik,

— t
W497(] — W6{,0

_ Tt .
W3,0—W36,0 )

Wo,0 = Wil
Wiz = Wik,
Wazo = Wi,
Wiso = Wi

— t

Wi = Wi,
Wio0 = Wit o
Wiso = Wi,
Waso = Wik
Wioo = Wik

— t

We0 = Wi o
Wito = Wi
Wigo = Wi
Wag o = Wek o
Wiaro = Wi g

— t
We2,0 = Wi o

L’opérateur C' est définie par la matrice Cp y = 1si W, o = W?ZO et zéro sinon. C est I'opérateur
envoyant un vertex de l’algébre chirale droite (gauche) dans son conjugué par rapport a la

chiralité de I’agebre chirale gauche (droite).

Le graphe d’Ocneanu et 1’algébre de symétries quantiques.

La dimension de ’algebre des symétries quantiques est dp = 72. La solution de I’équation
(2.10) pour la paire d’index (i, j) fixés & (1,0) ou (0,1) * donne les deux matrices d’adjacence
(droite et gauche) du graphe d’Ocneanu Vig et Vp;. En choisissant un ordre adéquat des

matrices W o, la forme explicite de la matrice Vi est

4En utilisant 1’étiquettage habituel pour les graphes SU (3) ceci correspond a :
(ij) = (1,0) = (i1, i2) = (1,0) (41, j2) = (0,0) et (ij) = (0,1) — (i1, i2) = (0,0), (41, j2) = (1,0)
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Ad(Es)
Ad(Es)
B . L AdE) . .
Yio = . . L AdE) . : (3.64)
Ad(Es)

Ad(Es)

ou la matrice Ad(&s) est la matrice d’adjacence du graphe &

Ad(&s) =
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24

26/

12

28

33

.27 {16 — 2 ) 15

.34 S0 2L " 29

30

23

18\ 19

....;-".....19.7.3.0

F1a. 3.16 — Le graphe d’Ocneanu associé au graphe non-simplement lacé Oc(FE5).
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Le générateur chiral droite peut s’écrire
Vor = C™'V40C

Dans la Figure 3.3 est présenté la partie chirale gauche du graphe des symétries quantiques,
les lignes pointillés représentent I'action de l'opérateur chiral C' sur les vertex du graphe.
Dans l'ordre choisi, les matrices d’adjacence Vi et V1 correspondent aux générateurs droite

et gauche de l'algébre des symétries quantique
Oy = Vi pour le générateur chiral gauche et

094 = V,1 pou le générateur chiral droite .

Les deux générateurs conjugués® sont : Oy =V{I et O =V

Dans la Figure 3.3 on reconnait six sous-graphes de type &. Le premier (0 < z < 11) est
une sous-algebre de graphe de type &. Les autres cing sous graphes sont des modules de la
sous algebre &. La partie chirale droite est le graphe de Cayley de la multiplication par le
générateur Oqq, Paction de ce générateurs sur les vertex du graphes (donc le graphe chiral

droite) peut étre determinée & travers l'action de 'opérateur chiral C' comme
O -0y = C7'0,C

A T’aide de ce graphe d’Ocneanu, des générateurs Vg et V1 et des équations (2.17), (2.18),
(2.19) on peut obtenir automatiquement ’ensemble des matrices V; j, ou de fagon équivalente

les matrices toriques twistées Wy, qui sont données par la relation (V;;)gy = (Way)ij-

SRappelons que la conjugaison dans les graphes SU(3) est donnée par (i1i2)* = (i2,i1), et que les

générateurs conjugués sont les matrices d’adjacence du graphe avec les fleches renversées.



Conclusion

Le travail présenté dans cette thése est centre sur le développement d’une technique de
résolution de I’équation de scission modulaire. La solution de cette équation nous permet de
calculer de maniere relativement simple les symetries quantiques d’un invariant modulaire,
c’est a dire : 'ensemble des matrices toriques, le graphe d’Ocneanu et une réalisation ma-
tricielle de l’algebre des symétries quantiques Oc(G). Dans la plupart des cas nous pouvons
aussi determiner 'algebre Oc(G) et le graphe de Coxeter G associé. La méthode est telle que
nous ne avons pas besoin de construire explicitement le groupoide quantique B, les résultats
de cette recherche permetent d’obtenir, de maniere indirecte, des informations utiles sur cette

structure du grupiode quantique B.

Dans ce travail nous avons présenté la de manieére détaille de la méthode de scission
modulaire, en remarquant particulierement les différences existantes entre le cas commuta-
tive et le cas non commutative, ainsi que les particulaites des cas du systeme SU(2) et du
systeme SU(3). Nous avons montré explicitement la solution du problemme pour une serie
d’exemples, parmi ces exemples nous trouvons, bien sur, certains cas déja connues que on
servi principalement pour illustrer la technique, mais nous avons aussi traite explicitement
des cas dont la resolution n’était pas disponible dans la literature jusqu’a maintenant (méme
si les résultats finals étaient connus). Parmi ces derniérs exemples nous remarquons en par-
ticulier les problemes &, £5/3 et & du sytéme SU(3), pour ce dernier cas nous avons motré
de une part que il est associé a une algébre de symétries quantiques non commutative, ce
qui mene a la solution la plus complexe du probleme de scission modulaire, et en deuxieme
lieu que cet invariant modulaire est associé a deux graphes & et /3. Avec la méthode de
scission modulaire nous n’avons pas retrouve le troisieme graphe qui avait été éliminé par
d’A. Ocneanu. Ceci est une évidence de que les résultats sont en accord avec la structure de

groupoide quantique que nous avons decrit briefment dans le premier chapitre.

Nous avons aussi exploré le cadre plus général des graphes non simplement lacé. Dans ce
cas la méthode de scission modulaire nous a permis d’examiné les cas Fy, B3, By, et G5 du
systéme SU(2). Dans la famille SU3, nous avons examiné le graphe non simplement lacé Fj

qui est un Z3 quotient de I'exceptionnel simplement lacé &5 de méme niveau. Dans tous les
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cas, l'espace vectoriel du graphe considéré est lui-méme un module sur I'algébre de fusion de
méme niveau, qui est une algeébre de type A (résultat connu, tout au moins pour la série SU2).
Par contre, ce module, qui est un Z-module, n’est pas “rigide”, en ce sens que ses constantes
de structure ne vérifient pas la propriété de symétrie usuelle (F},)ap = (Fi7)pa, la notation 7
désignant le “dual” (conjugué) de n dans 'algebre de fusion (pour SU(2), on a7 = n), ce qui
est d’ailleurs bien évident puisque ces constantes sont déterminées par la matrice d’adjacence
du graphe lui-méme, qui, par hypothese, n’est pas simplement lacé.

Dans les cas ordinaires (simplement lacés), on sait associer, a toute théorie conforme
invariante modulaire, deux algebres en dualité (plus précisément, un groupoide quantique)
dont les algebres de caractéres s’identifient a I’algebre de fusion, d’une part, et a 'algebre
des symétries quantiques, d’autre part. Pour tous les cas non - simplement lacés examinés,
nous avons déterminé la décomposition par blocs (il s’agit d’algebres de dimension finie semi
- simples) des deux algebres qui, pour une situation simplement lacée, devraient avoir la
méme dimension totale, les deux espaces vectoriels sous jacents étant en dualité. Dans le
cas non simplement lacé nous n’avons pas obtenu une structure aussi simple du fait des
propriétés inhabituelles des modules, mais il s’avere que l'introduction de facteur correctifs
tres simples (essentiellement justifiés par I'existence d’'une action de groupe finie sur le graphe
correspondant) permet d’identifier les dimensions obtenues. Ce travail suggere donc I'existence
d’une nouvelle structure algébrique, finalement assez “simple” lié au exemples non-simplement
lacés.

L’exploration de cette structure formelle associé aux graphes non-simplement lacés consti-
tue une direction de travail a développer dans le futur. L’étude de la structure algebrique (type
gruoide quantique) associé aux cas non simplement lacés de plus bas niveau, (Bs, B4 ou G3),
parait étre un probléeme que nous pourrions aborder de manieére empirique comme on l'a
fait pour le cas A; de SU(3). Dans ce dernier, comme pour les ecemples non simplement
lacés, nous ne comptions pas avec une definition bien étalie des cellules de diferent types.
Une definition ”a la main” pourrait étre proposé pour introduir un coproduit compatible
avec la multiplication de ’espace des doubles triangles pour, ensuite, étudier les propriétés
algébriques del objet résultalt par dualité.

Autre direction de travail consiste en explorer, avec notre point de vue, les differents
applications a la physique théorique que ce formalisme poirrait avoir. Des travaux faisant
mention & structure de grupoide quantique associé aux graphes ADE est déja apparue dans
plusieurs travaux (en particulier [67], [29], [69]). Mais nous n’avons pas cherché a aller plus

loin dans cette direction, réservant ce travail pour une recherche ultérieure.
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