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Notations

Angle d’incidence

Angle de dérapage

Angle de gite aérodynamique
Vitesse de rotation terrestre

Portée longitudinale

Portée latérale

Altitude

Latitude

Longitude

Rayon-vecteur

Vitesse relative

Nombre de Mach

Energie totale

Pente sur la trajectoire

Cap

Accélération gravitationnelle
Densité atmosphérique

Densité atmosphérique au niveau moyen de la mer
Masse du véhicule

Surface aérodynamique de référence
Facteur d’échelle du modele de densité atmosphérique exponentiel
Pression dynamique

Flux thermique au point d’arrét
Facteur de charge

Constante de gravitation terrestre
Rayon terrestre moyen

Envergure

Longueur de la corde moyenne du profil de I'aile
Temps normalisé

Vitesse moyenne du son

Force de portance

Force latérale

Force de trainée
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Moment d’inertie sur I'axe x

Moment d’inertie sur l'axe y

Moment d’inertie sur l'axe z

Produit d’inertie sur les axes x et y

Produit d’inertie sur les axes x et z

Produit d’inertie sur les axes y et z

Position du centre instantané de rotation sur 'axe x

Position du centre instantané de rotation sur 'axe y

Position du centre instantané de rotation sur 'axe z

Position du centre de gravité sur 'axe x

Position du centre de gravité sur I'axe y

Position du centre de gravité sur 'axe z

Coefficient de portance en configuration lisse

Coefficient de trainée en configuration lisse

Coefficient de force latérale en configuration lisse
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Coefficient de moment de tangage en configuration lisse

Coefficient de moment de lacet en configuration lisse
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Contribution des élevons . sur le coeflicient de trainée

Contribution des élevons d, sur le coeflicient de force latérale
Contribution des élevons d, sur le coefficient de moment de roulis
Contribution des élevons 6, sur le coefficient de moment de tangage
Contribution des élevons J, sur le coefficient de moment de lacet
Contribution des ailerons ¢, sur le coefficient de force latérale
Contribution des ailerons d, sur le coefficient de moment de roulis
Contribution des ailerons ¢, sur le coefficient de moment de lacet
Contribution de I'aérofrein d,, sur le coefficient de portance
Contribution de I'aérofrein dg, sur le coefficient de trainée
Contribution de 'aérofrein d4, sur le coefficient de force latérale
Contribution de 'aérofrein d4, sur le coefficient de moment de roulis
Contribution de I'aérofrein d4, sur le coefficient de moment de tangage
Contribution de I'aérofrein g, sur le coefficient de moment de lacet
Contribution de la gouverne de direction 9, sur le coeff. de force latérale
Contribution de la gouverne de direction ¢, sur le coeff. de moment de roulis
Contribution de la gouverne de direction 9, sur le coeff. de moment de lacet
Contribution du body flap d;¢ sur le coefficient de portance

Contribution du body flap d¢ sur le coefficient de trainée
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Effet de la vitesse de lacet r sur le coefficient de moment de roulis

Effet de la vitesse de tangage ¢ sur le coefficient de moment de tangage
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Effet de la vitesse de roulis p sur le coefficient de moment de lacet
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Coeflicient d’efficacité de I'aérofrein dg, sur le coeff. de moment de tangage
Coeflicient d’efficacité des élevons J, sur le coefficient de moment de lacet
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Introduction générale

“Il faut toujours viser la lune, car méme en cas d’échec,

on atterrit au milieu des étoiles.”
Oscar Wilde

Contexte de I’étude

a rentrée atmosphérique et I’exploration planétaire constituent un des axes scien-

tifiques et pluridisciplinaires majeurs a maitriser pour l'acces a l'espace. Les

Etats-Unis d’Amérique et 1'Union Soviétique ont été les premicres nations &
S5 investir massivement pour parvenir a maitriser ce probleme complexe, et ont
développé et expérimenté de nombreuses techniques pour la rentrée atmosphérique. En
Europe, un effort important a été déployé depuis une vingtaine d’années. Cet effort a été
couronné de succes par la rentrée hypersonique de la capsule ARD (Atmospheric Reentry
Demonstrator) dans I'atmosphere terrestre en 1998, et par la sonde Huygens qui s’est
posée sur Titan en janvier 20053,

Depuis les premiers balbutiements de I'astronautique, le concept d’un lanceur réutilisable
revient de facon récurrente. L'une des principales difficultés liées a la réutilisation réside
dans la dissipation de I’énergie lors du retour d’orbite. En effet, les sous-systemes requis
sont tres complexes, chers, et grevent fortement la fiabilité de la mission, voire la sécurité
dans le cas d’une mission habitée. Par ailleurs, les éléments liés a la récupération des
étages propulsifs, ailes, surfaces mobiles et trains d’atterrissage, sont lourds et complexes
et conditionnent fortement la performance des systemes réutilisables?.

3apres une croisiere spatiale de plus de sept ans.

4apres pres de trente ans de service, la navette spatiale américaine, seul systeme partiellement réuti-
lisable volant actuellement, effectuera son dernier vol dans l’espace le 31 mai 2010, avant sa mise a la
retraite et apres avoir été 1'élément-clé de la construction de la Station Spatiale Internationale (ISS).
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Les nouveaux concepts de véhicules, capables d’atteindre une orbite basse avec un seul
étage propulsif, permettraient de diminuer considérablement les cotts d’acces a 1'espace,
tout en augmentant leur fréquence. Le développement de ces lanceurs réutilisables de nou-
velle génération s’accompagne de la maitrise de ’autonomie a bord en dépit d’'un nombre
réduit de systemes embarqués. Depuis une dizaine d’années, un effort de recherche im-
portant a été mené afin de remplacer, autant que possible, la flexibilité de I'archétype du
régulateur autonome, c’est a dire le pilote humain. En effet, afin de garantir une meilleure
fiabilité des vols, il est important de pouvoir réduire la charge de travail du pilote du-
rant les phases critiques d’une mission de rentrée atmosphérique, exigeant d’effectuer des
taches complexes en un temps réduit.

De maniere générale, 'autonomie d’un véhicule spatial peut étre définie par son apti-
tude a réagir a des modifications de contexte pouvant affecter les objectifs de la mission,
et a prendre des décisions correctives appropriées, sans intervention extérieure. Assurer un
certain niveau d’autonomie de base, dans le sens d’une automatisation a bord de certaines
taches (exécution de procédures pré-programmées, surveillance d’évenements internes, ...)
a été un objectif majeur depuis la naissance des premiers véhicules spatiaux. Dans le cadre
des travaux menés dans cette these, il s’agit de contribuer a ’amélioration de I’autonomie
opérationnelle de I'engin, ou le systeme spatial gere ses activités en fonction des spécifi-
cations de haut niveau, en termes de surveillance de son intégrité physique, planification
de manoeuvres, ...

L’étude de stratégies de guidage et de pilotage avancées (G&C) pour les véhicules réuti-
lisables de nouvelle génération a conduit a un grand nombre de percées scientifiques et
technologiques dans ce domaine. Le développement de nouvelles solutions G&C fait le plus
souvent appel aux techniques robustes de I’Automatique moderne, afin de tenir compte
des contraintes opérationnelles, de plus en plus exigeantes, auxquels seront soumis les
lanceurs de nouvelle génération.

La premiere partie de ce mémoire a été consacrée a la présentation des outils théoriques
qui seront utilisés dans la seconde partie pour concevoir et mettre en place des stratégies
innovantes de guidage autonome pour les véhicules de rentrée atmosphérique. Ces outils,
introduits par 1’école Frangaise au début des années quatre-vingt-dix (voir I'article fonda-
teur [1]), offrent un cadre méthodologique général pour 'analyse d’une classe de systeémes
non linéaires, communément appelés systemes (différentiellement) plats. 11 s’agit d’une
approche originale permettant d’identifier et de caractériser les systemes “pseudo” non
linéaires, c’est a dire ceux qui sont équivalents, sous certaines hypotheses, a des systemes
linéaires par transformation et bouclage. Cette théorie a connu un essor important ces
derniéres années et a donné lieu a de nombreux travaux portant sur la commande [2, 3],
la planification de trajectoires [4, 5] ou l'identification [6], ...
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Organisation de la these

Cette these est divisée en deux parties, composées chacune de trois chapitres.

La premiere partie, comprenant les chapitres 1, 2 et 3, est consacrée a la caractéri-
sation formelle de sorties plates pour les systémes non linéaires possédant la propriété
d’étre différentiellement plats.

Dans le premier chapitre de cette partie, apres un tour d’horizon rapide sur le
concept de platitude, nous illustrerons l'intérét de ces outils sur quelques exemples
académiques. Ce tour d’horizon n’est certes pas complet et le bon niveau de détails
n’est pas facile a trouver ; nous inviterons souvent le lecteur intéressé a se référer aux
références bibliographiques dans lesquelles il pourra trouver de plus amples détails.
Nous nous efforcerons de présenter, de facon la plus synthétique possible, les princi-
paux outils et de mettre en évidence leur intérét pour les développements ultérieurs
dans ce mémoire.

Dans le deuxieme chapitre, nous étendrons les conditions nécessaires et suffi-
santes de platitude établies dans [7] a la classe des systemes linéaires différentiels a
retards. A cette fin, nous proposerons un algorithme constructif, basé sur des outils
classiques de l'algebre linéaire polynomiale, permettant de vérifier si un systeme
linéaire a retards est d-plat et, le cas échéant, de calculer des sorties d-plates candi-
dates.

Le troisieme chapitre est consacré a 'application des conditions nécessaires et
suffisantes de platitude a un modele a trois degrés de liberté d’'un véhicule de ren-
trée atmosphérique. Nous verrons alors, en utilisant un algorithme de calcul formel,
qu'une sortie plate candidate est constituée de la position du centre de gravité du
véhicule dans un repere local 1ié a la piste.

La seconde partie de ce mémoire est consacrée au développement d’une loi de guidage
autonome a base de modeles pour les lanceurs réutilisables de nouvelle génération lors de
certaines phases critiques d’une mission de rentrée atmosphérique.

Le premier chapitre est consacré a la présentation des principales techniques d’op-
timisation et de planification de trajectoires de rentrée atmosphérique existant dans
la littérature.

Dans le deuxieme chapitre, nous proposerons une méthodologie originale a base
de modeles pour le développement d’une loi de guidage autonome, permettant un
traitement des données a bord et possédant la capacité d’étre tolérante a certains
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types de défauts actionneurs. Dans un premier temps, nous nous attacherons a
présenter l'architecture retenue pour la loi de guidage autonome. Dans un second
temps, nous utiliserons la propriété de platitude différentielle dans le cadre de la
planification de trajectoires a bord. Nous verrons notamment que l'intérét majeur
de cette technique réside dans la réduction importante du nombre de variables d’op-
timisation intervenant dans le probleme de commande optimal, mais ceci, le plus
souvent, au prix d'une perte de la convexité du probleme initial. Nous proposerons
alors une méthode d’annexation superellipsoidale, basée sur 'optimisation de formes
géométriques déformables par un algorithme génétique, afin d’obtenir un probleme
de commande optimale convexe. Nous intégrerons des contraintes liées a 1'équili-
brage statique du véhicule dans le probleme de commande optimal afin de garantir,
en présence d'une situation défaillante, 'appartenance de la trajectoire replanifiée,
si elle existe, a ’enveloppe de vol réduite du véhicule. Finalement, nous décrirons la
méthode utilisée pour transformer le probleme de commande optimale en un pro-
bleme de programmation non linéaire (NLP), lequel pourra ensuite étre résolu en
temps réduit grace a un solveur adapté.

Dans le troisieme chapitre, nous nous attacherons a appliquer étape par étape, et
de maniere détaillée, 'ensemble de la méthodologie de guidage autonome et de pla-
nification de trajectoires proposée. Nous focaliserons cette application sur les phases
de dissipation d’énergie en zone terminale (TAEM), et d’approche et d’atterrissage
automatique (A&L). Nous utiliserons a cette fin un simulateur a six degrés de li-
berté de la navette spatiale américaine STS-1, développé dans le cadre de cette
étude. Nous commencerons par présenter la problématique associée a une mission
de rentrée atmosphérique en terme de guidage et de pilotage, avant d’appliquer la
méthodologie proposée dans le chapitre 2. Nous montrerons en outre comment tenir
compte de perturbations aérologiques, plus précisément de champs de cisaillement
de vent, dans I'algorithme de planification de trajectoires.

Consells de lecture

Pour la rédaction de ce mémoire de these, nous avons opté pour une présentation dé-
taillée et complete, tout en gardant, bien entendu, une cohérence d’ensemble et en mettant
en évidence nos contributions propres. Ce choix a été motivé par la volonté de rendre le
manuscrit autonome, étant donné le large spectre des themes abordés. De ce fait, certains
passages pourraient paraitre, de prime abord, un peu fastidieux a lire, si le theme est
en dehors du champ de compétences du lecteur. C’est pourquoi, nous terminons cette
introduction en conseillant un guide de lecture simple.

Le lecteur intéressé uniquement par les développements théoriques liés a la platitude
des systemes peut se contenter de la premiere partie de ce manuscrit. De plus, le lecteur
familier avec les concepts associés a la platitude différentielle peut directement aborder le
second chapitre de la premiere partie. En revanche, le lecteur étant uniquement intéressé
par I'application des techniques de platitude au développement d'une loi de guidage au-
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tonome peut directement aborder la seconde partie de ce mémoire. En outre, le lecteur
familier avec les méthodes d’optimisation non linéaires et les techniques d’optimisation
de trajectoires peut commencer par le chapitre 2 de la deuxiéme partie. Enfin, le lecteur
intéressé par la chaine complete devra, bien entendu, lire I’ensemble des chapitres des
deux parties.
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Premiere partie

Caractérisation formelle de sorties
plates pour les systemes non linéaires
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Position du probleme

Bien que, de par leur nature, de nombreux processus industriels présentent des non
linéarités statiques et dynamiques plus ou moins fortes, les méthodes de controle® pro-
venant de la théorie de la commande linéaire sont souvent appliquées avec succes sur la
base de modeles linéaires approchés du comportement réel du systeme. Il est maintenant
largement reconnu dans la communauté automaticienne que 1'utilisation de la commande
non linéaire peut améliorer de maniere significative les niveaux de performance ou de
robustesse des systémes commandés®, ou méme parfois résoudre des cas pathologiques.
La théorie de la commande non linéaire étant construite dans un cadre mathématique
moins conventionnel, un effort de recherche important se poursuit depuis une vingtaine
d’années avec pour ambition de développer des outils de calcul formel génériques, ef-
ficaces et pratiques en vue d’applications industrielles. Dans cette direction, plusieurs
techniques de linéarisation par retour d’état et bouclage ont été introduites dans la lit-
térature [2, 8, 9, 3, 10]. L’objectif visé était alors d’étendre, aux systémes non linéaires,
les techniques de commandes matures et éprouvées, développées dans un contexte linéaire.

De maniere générale, les systemes non linéaires peuvent étre séparés en deux classes :
— Les “vrais” systemes non linéaires, pour lesquels des outils spécifiques d’analyse et
de calcul sont nécessaires
b
— Les “pseudo” systemes non linéaires qui sont équivalents, sous certaines hypotheses,
a des systemes linéaires par transformation et bouclage.

Le concept de platitude différentielle, introduit dans [1] au milieu des années 90, a pour
objectif de caractériser cette seconde classe de systemes. Depuis, ce concept a inspiré une
littérature abondante, et a été appliqué a un grand nombre de problemes :

— Commande robuste [2, 8, 9, 3, 10],

— Commande tolérante aux défauts [11],

— Planification de trajectoires [4, 5, 12, 13],

— Diagnostic de pannes [14, 15],

— Estimation non linéaire de parameétres [6].

Conceptuellement, un systeme non linéaire régi par des équations différentielles ordinaires
est différentiellement plat (ou simplement plat) si son comportement dynamique peut étre
décrit au moyen d’un ensemble de fonctions non linéaires lisses et différentiellement in-

Sau sens large, incluant les taches de pilotage (boucles internes) et/ou guidage (boucles externes).

Sdans la suite, nous appelons systeme commandé un systeme qui n’est pas autonome.
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Position du probleme

dépendantes, appelées sorties plates. Ces sorties dépendent des états du systeme et d'un
nombre fini de dérivées temporelles des entrées. Ainsi, toute trajectoire d’un systeme
non linéaire dans I'espace d’état peut étre déterminée uniquement a partir de la connais-
sance de cet ensemble de fonctions, sans avoir recours a une intégration explicite de la
dynamique du systeme. L’'intérét majeur de la platitude est lié a la détermination d’un
ensemble de sorties plates assurant qu’une inversion dynamique non linéaire (NDI) du sys-
teme n’engendre pas de dynamique des zéros non observable. En effet, lorsque des sorties
arbitraires sont choisies de maniere a réaliser une linéarisation entrées-états, une question
essentielle demeure sur I'instabilité potentielle de la dynamique rendue non observable [2].

Les conditions nécessaires et suffisantes de platitude pour les systemes linéaires et non
linéaires multidimensionnels, régis par des équations différentielles ordinaires, sont bien
établies [7, 16]. La contribution principale de cette partie est le développement d’un algo-
rithme constructif permettant calculer des sorties d-plates candidates pour les systemes
linéaires a retards. Cet algorithme peut étre vu comme une extension, pour les systemes
linéaires a retards, des conditions nécessaires et suffisantes de platitude obtenues dans [7].
Dans le troisieme chapitre, nous montrerons la propriété de platitude du modele a trois
degrés de liberté d’un véhicule de rentrée atmosphérique, et nous calculerons de maniere
formelle la sortie plate associée. Ceci permettra d’établir le lien avec la seconde partie de
ce mémoire, dédiée au développement d’'une loi de guidage autonome par platitude pour
les véhicules de rentrée atmosphérique.
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Chapitre 1

Platitude différentielle

“La musique est une mathématique sonore, la
mathématique une musique silencieuse.”
Edouard Herriot

Résumé :

L objectif de chapitre est de présenter les conditions
nécessaires et suffisantes de platitude établies dans un
contexte algébrique différentiel.

Dans un premier temps, nous nous attacherons a rappe-
ler le concept de platitude différentielle pour les systemes
non linéaires 1égis par des équations différentielles ordi-
naires, ainsi que pour les systemes linéaires a retards.
Dans un second temps, nous présenterons les principauz
algorithmes de calcul formel permettant de caractériser
des sorties plates candidates pour les systemes non li-
néaires régis par des équations différentielles ordinaires.
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Chapitre 1. Platitude différentielle

1.1 Introduction

La théorie de la platitude consiste a déterminer si un systeme sous-déterminé d’équa-
tions peut étre paramétré, de maniere injective, au moyen de fonctions arbitraires. Histo-
riquement, les premiers travaux sur la platitude ont été réalisés dans [3], en vue de traiter
des applications aéronautiques. Le développement de la théorie s’est poursuivi dans le
cadre des travaux de these de P. Martin [17], qui ont permis d’aboutir au concept de
platitude formalisé dans [1]. D’autre part, la propriété de platitude des systémes non li-
néaires a retards a d’abord été établie dans les travaux de these de H. Mounier [18], puis
dans [19] et [20]. D’autres approches ont été développées dans [21, 22, 8, 23, 24, 25].

La platitude de différentes classes de systemes (systemes d’équations différentielles or-
dinaires, a retards, de dimension infinie,...) peut étre décrite en utilisant différents forma-
lismes mathématiques, reposant sur des notions d’algebre différentielle ou de géométrie
différentielle.

1.2 Rappels sur le concept de platitude

Nous commencons ici par rappeler la définition usuelle d’un systeme plat, telle qu’in-
troduite par Fliess et al. dans [1] pour les systémes non linéaires régis par des équations
différentielles ordinaires (ODE). Conceptuellement, un systéme non linéaire est plat s'il
existe un ensemble de variables différentiellement indépendantes, dont le nombre est égal
au nombre de commandes, tel que 'état et les commandes du systéeme puissent s’exprimer
exclusivement en fonction de ces sorties et d'un nombre fini de leur dérivées. De ce fait,
aucune intégration d’équations différentielles n’est rendue nécessaire : les trajectoires des
états et des entrées du systeme peuvent étre immédiatement obtenues a partir des tra-
jectoires des sorties plates. Cette propriété fondamentale des systemes plats est a la base
d’applications importantes, notamment en termes de planification [4, 5] et de poursuite
de trajectoires [2, 9, 3].

Plus précisément, considérons un systeme non linéaire déterministe défini sur une variété
différentiable X, s’écrivant sous la forme suivante :

= f(z,u), (1.1)

ou x est le vecteur d’état de dimension n et u le vecteur de commandes de dimension
m. De plus, f(.) et h(.) représentent des applications non linéaires lisses” sur X. On
suppose en outre que m < n, c’est a dire que le systeme d’équations différentielles (1.1)
est sous-déterminé.

Définition 1.1 (Platitude différentielle [1]). Le systéme non linéaire (1.1) est différentiel-
lement plat (ou, plus bricvement, plat) si et seulement s’il existe un vecteur z de dimension
m, dont les éléments sont des fonctions différentiellement indépendantes, de la forme :

z:gb(x,u,u,...,u(“)),

Test A dire suffisamment différentiables sur X.
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1.2. Rappels sur le concept de platitude

tel que

=1y (2,%,...,27D)

u=1y,(z%,...,29)
ou ), et P, représentent des applications lisses sur la variété X, zi(k) correspond a la
dérivée d’ordre k de la i°™ composante de z, et a = (ay, ..., ) , 3= (B1,...,0m) sont

des m-uplets finis d’entiers.

Le vecteur z € R™ est appelé sortie plate® (ou sortie linéarisante).

Exemple 1.1. Afin d’illustrer le concept de platitude pour les systemes implicites, consi-
dérons I'exemple d’un véhicule non holonome roulant sans glisser sur un plan [26]. Dans le

Y A

X

F1G. 1.1 — véhicule roulant sans glisser sur un plan.

plan (O, z,y), notons par (z,y) les coordonnées du point P, milieu de I’essieu arriere, par
—
7

et 'axe Oz, et par ¢ l'angle de braquage des roues (voir figure 1.1). Les conditions de
—

@ le point situé au milieu de I'essieu avant, = [, par 0 I'angle entre I’axe du véhicule

—
reste colinéaire a P(Q) et que

roulement sans glissement correspondent au fait que

— dt — —
dO . dOP| PQ , .
reste colinéaire aux roues avant. De plus, notons v = ||——|| .—=7 . Les équations
dt dt H PQH
de la cinématique s’écrivent alors :
T =wucost
Yy = usinf (1.2)
7]
0 = 7 tan ¢

La mise sous forme implicite de ce systeme conduit a

Zsinf —gycosh = 0.

8du fait que la sortie z ainsi que ses dérivées successives vivent dans un espace vectoriel de dimension
finie, sans contraintes, donc sans courbure au sens de la géométrie différentielle.
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Chapitre 1. Platitude différentielle

Montrons que ce systeme est plat et admet la position cartésienne (z,y) du véhicule
comme sortie plate. En combinant les deux premieres équations de (1.2), on obtient

tan = 2, u? = i + q°.
T

En dérivant expression de tan 6, il vient 6(1 + tan?6) = %, d’ot 'on extrait
x
0 = yziy
2 + 9?2
et, en utilisant la troisitme équation de (1.2), on peut alors exprimer la commande ¢ en
fonction de la sortie plate et d’'un nombre fini de ses dérivées :

10 (7 — y#)
p =arctan | — | = arctan | —— | .
u (@ + )}

Ainsi, tous les états et les commandes du systeme (1.2) s’expriment en fonction de
x, T, T,Y,Y, Y, ce qui prouve que ce dernier est plat.

Exemple 1.2. Considérons maintenant un systeme linéaire de type masses-ressorts,
constitué de deux solides de masses respectives m; et ms, accrochés a deux ressorts de
raideurs respectives ki et ko, pouvant se déplacer le long d'un axe horizontal (voir figure
1.2). Les abscisses respectives des centres de gravité G et Gy des deux solides sont notées

Y A
kq mi ko ma
Gy Gy u
' —
O l ' >
« - - - — - » | X
ll + T |
- - - — - — - — - — - - - - »
ly + x9

Fia. 1.2 — systeme masses-ressorts.

l1+x1 et ls+x9, o [ et [y représentent les positions, au repos, de G; et de GG3. On suppose
que les deux masses sont soumises a des frottements visqueux de coefficients respectifs r;
et ro. Enfin, le systeme global est controlé en exercant une force v sur (G;. Un modele de
ce dernier est donné par :

{ ma@y + kixy + i@y = ko(xe — ) (1.3)

MoZiy + ko(2y — 1) + Tody = u
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1.2. Rappels sur le concept de platitude

La forme implicite correspondante est obtenue en éliminant la derniere équation du modele
(1.3), soit
mljfl + klﬂfl —+ lefl — kg(.ﬁlfg — 1’1) = 0.

Montrons que 'on peut exprimer z, et u en fonction de xz;. A partir de la premiere
équation de (1.3), on tire

my .. 1 .
To = —ll‘l + — ((k?l + k?g)l‘l + 7"1[L‘1) . (14)
ko ko

En dérivant (1.4), on obtient

m
fy = T

1 . ..
= kg -+ k_g ((kl + /{72)371 + 7“1:1:1) .

En utilisant la seconde équation de (1.3) et les équations de x5 et @5 précédentes, on peut
extraire la commande u telle que

mym Mory + mqr moky + 117 .
- 1 2x§4)+ 2T 1 2x§3)+ 2R 1 2—|—m2+m1 7
rok )
+ <%+T1+T2>$1—k32$1-
2

Ainsi, x5 et u s’expriment en fonction de z; et d’'un nombre fini de ses dérivées. Le systeme
(1.3) est donc plat, avec x; comme sortie plate.

Rappelons maintenant le concept de platitude pour les systemes linéaires a retards.
Considérons un systeme linéaire a retards régi par un ensemble d’équations différentielles
retardées, tel que

. . d - d ,
Z; :Zam(%,(s)l’j+Zbi,j(£,5)uw 1= 1,...,n, (15)
J=1 J=1
ou x € R" est I'état, u € R™ le vecteur de commandes, et 6 = (d1,0s,...,0,) € R" un
ensemble non vide d’opérateurs de retard vérifiant la loi ¢; : f(t) — f(t—7;), 7 € RT, i =
1,...,r. Les termes a; (2, 6) et b;;(<£,8) sont définis sur 'anneau &<, 8] des polynomes

en % et 0, et a coefficients dans le champ K des fonctions méromorphes du temps, de
R™ x R™ dans R. La loi de multiplication sur I'anneau &]-%, ] est définie telle que 1’on a,

dt’
pour tout a(t) € &,

d d . :
aa(t) = a(t)a +a(t), &a(t)=alt—m7)0, i=1,...,r

En notant par M, (<, 6) le module des matrices de taille p x ¢ & éléments dans I'anneau
commutatif ﬁ[%, d], le systeme (1.5) peut étre réécrit de maniere plus compacte sous la
forme

= Ax + Bu, (1.6)
0{1 A c Mn,n(%75) et B € Mn,m(%7 )

45



Chapitre 1. Platitude différentielle

Définition 1.2 (o-platitude [20]). Le systéme linéaire a retards (1.5) est dit différentiel-
lement d-plat (ou §-libre) s’il existe un polynéme non nul © = 6;*...6," € R[], s; € N,

j=1,...,p, et une collection z de m wvariables indépendantes §-différentiellement indé-
pendantes®, de la forme
2= Py(6)z 4+ Pi(0)u + Po(8)i+ ... + Po(0)ul®, (1.7)

ou Py(9) € (R[0])™*™, Py(0) € (R[0])™ ™, i=1,...,a, et = (a1,...,04) est un m-uplet
fini d’entiers, telle que

Qo(6, 7 N2+ Q6,7 i+ ... +Q, (6,7 12", (1.8)

= Ry(0,m 2+ Ri(6,m V24 ...+ Rypr (6,7 1)z, (1.9)

ou Q;(6, 771 € ( [0, 7 )™ i =0,...,v, Rj(0,7 ) € (R[o, 7 ])™ ™ et j=0,...,v+

1. En outre, z( désigne la dérivée temporelle d’ordre k de la @

v=_(r,..., um) représente un m-uplet fini d’entiers.
De plus, si une telle collection z existe, elle est appelée sortie d-plate du systéme.

°me composante de z, et

En d’autres termes, la définition 1.2 établit que la sortie d-plate z peut étre obtenue
comme une combinaison 8] dt,5]—linéaire des variables du systeme, et que l'état et les
commandes du systeme peuvent étre calculés a partir de z en utilisant des différentiations,
des retards et des avances (provenant de 'inversion du m-polynome).

Exemple 1.3. Le systeme @(t) = u(t — 1) peut étre naturellement considéré comme
d-plat avec x pour sortie d-plate car l'entrée u(t) = @(t + 1) s’exprime en fonction de
x et plus précisément de sa dérivée premiere avancée de 1. Par contre, si 'on interdit
I'utilisation de 'opérateur d’avance, ce systeme ne peut plus étre considéré comme -plat,
alors que 'utilisation de l'opérateur d’avance n’a aucune incidence sur la planification de
trajectoires notamment.

Remarque 1.1. Pour I'exemple 1.3, le module correspondant n’est pas libre au sens de
[24]. En revanche, 1'équation u(t) = (¢ + 1) montre qu’il est J-libre.

Remarque 1.2. La définition 1.2 constitue un cas particulier du concept plus général de
w-liberté, ol ™ peut étre un polynome arbitraire de £[0]. De plus, si 7 = (), on dit alors
que le systeme (1.6) est simplement plat et, dans ce cas, que z est une sortie plate de

(1.6).

Un systeme a retards est d-plat s’il est ﬁ[di d]-commandable libre. Un critére simple

i
peut étre utilisé afin de vérifier si le systeme (1.6) est £[2 & 0]-commandable libre.

Proposition 1.1 ([18]). Soit P = (£1,— A, —B) € My, (%,6) la matrice de présenta-
tion associée au systeme a retards (] 6), a éléments dans l'anneau commutatzf ﬁ[dt, d], et
supposons qu’elle soit de plein rang ligne (i.e. n+m). Alors, (1.6) est &%, 6]-commandable
libre si et seulement st

dt’

V(s,21,...,2)€ER rangg P(s, z1,...,2,) =n+m,

ot le corps R désigne la cloture algébrique de K.

9plus précisément, il n’existe aucune relation J-différentielle entre les composantes de z, i.e., So(d)z +
S1(0)% + ...+ S,(8)z™ = 0 implique que S;(5) = 0, ot S;(§) € (R[S]))F™)>*™ i =0,...,u
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1.2. Rappels sur le concept de platitude

Le critere de ﬁ[%, d]-commandabilité libre défini par la proposition 1.1 est équivalent

. —=r+1 . ’ .
au fait que dans & , il n’y a pas de zéros communs des mineurs de P d’ordre n + m.

Exemple 1.4. Considérons a présent un systeme linéaire “hybride” constitué d’une corde
au milieu de laquelle est attachée une masse M [27] (cf figure 1.3). Ce systeme peut
étre modélisé par une équation d’onde mono-dimensionnelle pour chaque intervalle entre
le bord et la masse, couplée a une équation différentielle ordinaire linéaire décrivant le
mouvement de la masse. Les équations d’ondes s’écrivent

platQp = 7-185277 T e [_L170]7 te R+7 (11())
pOiq = milq, we(0, L), teRT, (1.11)

ou p(x,t) et q(x,t) représentent la déformation a I’abscisse x et au temps ¢ pour chaque
segment [—L;,0] et [0, L] de la corde, supposés étre homogenes. Les parametres p; et po
représentent la densité de chaque segment, et 7 et 75 leurs tensions respectives. En outre,
I’équation différentielle régissant la position z(¢) de la masse M, attachée a la corde pour
x = 0, est définie par

2(t) = p(0,t) = q(0,t), teR*, (1.12)
M?z(t) + 110.p(0,1) — 720,q(0,t) =0, t€RT. (1.13)

Les commandes de position u(t) et v(t) sont appliquées au bords (voir figure 1.3) et
conduisent a des conditions de bord de type Dirichlet :

p(—Li,t) = u(t), teR, (1.14)
¢(Lat) = o(t), teRF. (1.15)

Les conditions initiales sont définies par

p(x,0) =p°(x), Op(x,0) =p'(x), =€ [~Ly,0], (1.16)
q(r,0) = ¢°(z), diq(x,0) =¢'(x), €0, L], (1.17)
2(0) = 2% = p°(0) = ¢°(0), (1.18)
0;2(0) = 2! = p'(0) = ¢*(0) (1.19)

En utilisant le calcul opérationnel de Mikusinski (voir par exemple [28]), on peut alors

transformer le systeme de dimension infinie (1.10)-(1.19) en un systeme différentiel a
retards. La solution générale des équations (1.10)-(1.19) est donnée dans 'anneau de
convolution D'(R) des distributions par

Pz, 1) = (Opax 01)(8) + (0 pa * 1)(1), (1.20)
4(@,1) = (Ouye ¥ P2) (1) + (0—pna % ¢2)(1), (1.21)

avec @1, o, 11,109 € D'(R), et ou J, désigne la distribution de Dirac concentrée en h. De

plus,
P1 P2
Hi =" Mo =3[ —-
T1 T2
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Chapitre 1. Platitude différentielle

Q(227t)
M
p(zlat)
| | -
—Ly 0 Lo
F1G. 1.3 — corde vibrante avec une masse.
Les conditions de bord (1.12), (1.14) et (1.15) s’écrivent alors

G1(t) + 1 (t) — da(t) — Pa(t) = 0, (1.22)
M(8" 5 (pr + 1)) + Tupn (0" % (d1 — 1) (1) — Tapa(d * (do — 4h)(t)) = 0(1.23)
(O—pary * 1) (8) + (pyry * 901)(t) = u(?), (1.24)
(s * 2)(t) + (0_pyr, * Va)(t) = v(2), (1.25)

ot &' et 0" représentent les dérivées de la distribution de Dirac concentrées en 0. Comme
O1(t) = d1(t) + a(t) et ¥, (t) = U1 (t) — a(t) engendrent la méme solution pour tout a(t),
on peut alors choisir

M(6" * (¢r + 1) (1)) + Tapa (d1 — 1) (t) — Topia(da — 1) (L) = 0. (1.26)
Maintenant, en posant
_ Tifh _ Tol2
= M 2 = BV
et les opérateurs de retard o; et g9 de durées respectives Ly et puslo, les équations
précédentes deviennent

1/11( ) + ¢1(t) — a(t) — d2(t) = 0,
PYi(t)) + G1(t) + m(d1(t) — ¥1(t)) — ma(@a(t) — ¥a(t)) = 0, (1.27)
O1(t — 1) + it + o1) = u(t),
G2(t + 02) + Pa(t — 02) = v(t).

En choisissant la sortie d-plate candidate z = (g, ¢o), I’état du systeme (1.27) peut étre
réécrit en fonction de cette sortie et des opérateurs de retard et d’avance, tel que

1 ( (=21(t) = 22(t) + (m — m2)21(t) + (m + m2)22(t)),

¢1(t) = 5 (Z1(t) + 22(t) + (m +n2)21(t) + (m — m2)22(t)),
Pa(t) = 21(1),

P2(t) = 22(1).

De la méme maniere, les commandes du systeme sont alors définies par
u(t) g1t = L) = 200t + L) + Zo(t — puLa) — Zo(t + pn L)

(m +m2)(21(t — paln) + 2zo(t + pa L)) + (= m2) (22 (¢ + pa L) + 22(t — p La))],
’U(t) Zl(t — }LQLQ) + Zg(t + MQLQ).

t) =5
T

2m
1

=+
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1.3. Conditions nécessaires et suffisantes de platitude

1.3 Conditions nécessaires et suffisantes de platitude

Dans cette these, nous allons appliquer les techniques de calcul de sorties plates in-
troduites dans [16, 7]. Une autre méthode, basée sur la théorie des modules, peut étre
trouvée dans [29]. Nous rappelons dans cette section les conditions nécessaires et suffi-
santes de platitude établies par J. Lévine [16] pour les systémes non linéaires décrits par
des équations différentielles ordinaires.

Soit X la variété différentiable de dimension n, T, X son espace tangent en un point
arbitraire » € X et TX = |J,.y 7:X son fibré tangent. Considérons un systeme non
linéaire sous forme implicite défini par

F(x, &) =0, (1.28)

avec rang %—5 = n—m dans un voisinage donné de TX. Soit X & X xR?, = X xR"xR"x. ..
la variété de jets d’ordre infini, définie par le produit de X avec un nombre infini mais
dénombrable de répliques de R™, et T = (x1,...,Tpn, &1, .., Tp, - - - ,xgk), . ,x,(f), ...) ses
coordonnées généralisées. Le formalisme des jets d’ordre infini permet de décrire le systeme

implicite (1.28) sous la forme suivante [16].

Définition 1.3 (Systeme implicite [16]). Un systeme implicite est la donnée d’un triplet

(X, 7, F) avec X = X xR, 72 =Y .0 > ;L:l x§i+1)aa(i) le champ de Cartan trivial associé
= T\
J

a X, et F e C®(TX;R""™) vérifiant rang %—5 = n —m dans un voisinage approprié de
TX.

Considérons maintenant deux systemes implicites commandés (X, 7y, F'), avec X =
X xR, dim X = n, 7x le champ de Cartan trivial associé a X, rangg—i =n—m,
et (,79,G), avec Y =Y x RZ, dimY = p, 79 le champ de Cartan trivial associé et
rang % = p — ¢. De plus, considérons les ensembles X, = {T € X|L% F(T) = 0,Vk > 0}

et Yo = {y € Y|}, G(y) = 0,Vk > 0}.

Définition 1.4 (Equivalence de Lie-Bécklund [16]). On dit que les deus systémes im-
plicites (X,7x, F) et (2,19, G) sont Lie-Bécklund équivalents (ou L-B équivalents) en
(To,Yy) € Xo X Yo si et seulement si :

1. il existe des wvoisinages Xy et Yo de Top € X et y, € Yo respectivement, et une
application ® = (@o, p1,...) € C%(Yo; Xo) telle que ®(Yy) = To et Py = 7x,

2. il existe une application ¥ = (g, 11,...) € C®(Xy;Yo) telle que V(Ty) = 7, et
\I/*Tx =T9-

Les applications ® et U sont appelées isomorphismes de Lie-Backlund mutuellement in-
verses en (T, Yp)-

En outre, les deux systéemes (X,7x, F') et (), 1y, G) sont dit localement L-B équivalents
s’ils sont L-B équivalents en chaque paire (Z,V(Z)) = (P(y),y) d’un ouvert dense Z de
X0 X o, ou P et U sont des isomorphismes de Lie-Backlund mutuellement inverses sur

Z.
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Chapitre 1. Platitude différentielle

La platitude du systeme implicite (X, 7, F') correspond alors au fait qu'’il soit Lie-
Bécklund équivalent au systeme trivial (RZ, 7,,,, 0).

Définition 1.5 (Platitude, formulation externe [16]). Le systéme implicite (X, 1x, F) est
plat en (To,7y) € Xo X RZ si et seulement s’il est L-B équivalent, en (To,T,) € Xo x RZ,
au systéme implicite trivial (RZ, 7,,,0). Dans ce cas, les isomorphismes de Lie-Bdicklund
® et W sont appelés trivialisations inverses (ou uniformisations, en référence au 22°m*
probléme de Hilbert).

L’extension de la définition 1.5 a la platitude locale est donnée ci-dessous.

Théoréme 1.1 (Platitude locale [16]). Le systeme implicite (X, mx, F') est plat en (Zg,7,)
avec Tp € Xy et y, € R st et seulement s’il existe une application locale inversible lisse
O de R? dans Xo, possédant une inverse lisse, satisfaisant ®(y,) = To, et telle que

O*dF = 0. (1.29)
En définissant les matrices polynomiales

_OF OFd dpo d'

P(F)= — 4 —— P = — 1.30
on obtient la relation
O*dF = P(F)P(p)dy = 0. (1.31)

En utilisant des outils classiques provenant de ’algebre linéaire polynomiale, permettant
de transformer une matrice en sa forme normale de Smith (voir annexe A), le systeme
variationnel P(F') peut étre décomposé sous la forme

VP(F)U = (In—ym; On_yom) - (1.32)

Notons par R le corps des fonctions méromorphes de X dans R, et par ﬁ[%] I’anneau idéal
principal des polynomes en % et a coefficients dans K. De plus, MM(%) désigne le module
des matrices de dimension p X ¢ sur ﬁ[%], et UUp l'ensemble des matrices unimodulaires,
c’est & dire des matrices de M, (<) dont linverse appartient encore & M, ,(4). En
utilisant ces notations, I'ensemble des matrices P(¢g)M,, () vérifiant I'équation (1.31)

dt
peut étre completement caractérisé, en commencant par résoudre 1’équation matricielle

P(F)Ody = 0. (1.33)

Lemme 1.1 ([16]). L’ensemble des matrices hyper-régulicres © € M, ,,(<%) satisfaisant
(1.33) est non vide et est donné par

0—U < Onzmim ) W, (1.34)

ou U € D-Smith(P(F)) et W € Uy, (L) est une matrice unimodulaire arbitraire.
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1.3. Conditions nécessaires et suffisantes de platitude

Posons pour la suite

U=U ( O”}m’m ) . (1.35)

Lemme 1.2 ([16)). Pour toute matrice Q € G-Smith(U), il existe une matrice Z € U ()
telle que

QO — ( . Im )Z. (1.36)
De plus, pour tout Q) € G-Smith(U), la sous-matrice Q = (On—mms In—m) @ est équivalente
a P(F), i.e., il existe une matrice unimodulaire L € U,_p,, (%) vérifiant P(F) = LQ).

Une sortie plate du systeme variationnel P(F’) est alors donnée par

w1 (f)
w(T) = : = (> Omn—m) Q(T)dl”x

o (T) i

= @daz,x . (1.37)

0

Si dw = 0, alors une sortie plate du systeme non linéaire implicite (1.28) peut étre obtenue
en intégrant 1’équation dy = w. Dans le cas contraire, il est nécessaire d’obtenir, lorsqu’elle
existe, une base intégrable, c’est a dire un facteur intégrant M € Uy, (&) vérifiant d(Mw) =

0.

Définition 1.6 (Forte fermeture [16]). Le &[4]-idéal Q, finiment généré par les 1-formes

Wi, ...,wy, est dit fortement fermé si et seulement s’il existe une matrice M € L{m(%)
telle que d(Mw) = 0.

Le calcul de la matrice M peut étre réalisé comme suit.

Théoréme 1.2 ([16]). Le R[£]-idéal U, finiment généré par les 1-formes wi, ..., wy,, dé-
finies par (1.37), est fortement fermé dans Xo (ou, de maniére équivalente, le systeme
(X,7x, F) est plat) si et seulement s’il existe un opérateur p € L1 ((A(X))™), et une
matrice M € Uy, (%) tels que

dw=pw,  o(p)=p*  (M)=—-Mpy, (1.38)

ot w désigne le vecteur de 1-formes (w1, ...,wn)", L1 ((A(X))™) est lespace des opéra-
teurs linéaires qui envoient des p-formes vectorielles de dimension m sur X en (p + 1)-
formes vectorielles de dimension m sur X, et 0 représente l’extension de la différentiation
extérieure d pour les formes dont les coefficients sont a valeur dans ﬁ[%].

En outre, si la relation (1.38) est satisfaite, une sortie plate y est obtenue en intégrant le
systeme d’équations dy = Mw.

On déduit des développements précédents ’algorithme formel 1, permettant de vérifier
si un systeme est plat et, le cas échéant, de calculer une sortie plate.
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Chapitre 1. Platitude différentielle

Algorithme 1 : Calcul formel d’une sortie plate.
Entrées : Un systeme non linéaire sous forme implicite F(z, &) = 0.
Sorties : Si elle existe, une sortie plate y du systeme non linéaire implicite
F(z,z)=0.
Algorithme :

1 Calculer le systeme variationnel P(F') associé au systeme implicite F'(x,3) = 0 tel
que

_oF ord

“ o T orar

2 Calculer ensuite une décomposition de Smith de P(F), puis de U, selon les lemmes
1.1 et 1.2. Si P(F) n’est pas hyper-réguliere, alors le systéme n’est pas plat. Dans
le cas contraire, on calcule le vecteur de 1-formes w défini par (1.37).

3 Calculer 'opérateur u tel que dw = pw par identification terme a terme.

4 Sinon, parmi les opérateurs p candidats, seuls ceux vérifiant 0 (1) = p? sont
conserveés.

5 Déterminer ensuite, par identification terme a terme, une matrice M telle que
0(M)=—-Mup.

6 Conserver uniquement les matrices M candidates étant unimodulaires. Si une telle
matrice M n’existe pas, alors le systeme n’est pas plat. Dans le cas contraire, une
sortie plate est obtenue par intégration du systeme d’équations dy = Mw.

P(F)

Exemple 1.5 ([30]). Reprenons I'exemple du véhicule non holonome en dimension 2 défini
dans la section 1.2. Puisque n = 3 et m = 2, on a donc n —m = 1 et le modele (1.2) est
équivalent a I’équation implicite scalaire obtenue en éliminant les entrées de commande u
et p:

F(z,y,0,%,y,0) = &sinf — ycosf = 0. (1.39)

Appliquons I'algorithme 1 étape par étape.

Etape 1 : Le systéme variationnel P(F) associé & (1.39) est défini par

P(F) — a_F+8_Fi a_F+a_Fi a_F+a_Fi
-\ Oz  oxdt’ Oy Oydt’ 08  Hg dt (1.40)
. d d . . '
= sm@a, —COS@E, tcosf +ysind | .

Etape 2 : Commencons par déterminer, en utilisant les lemmes 1.1 et 1.2, une sortie plate
du systeme variationnel P(F'). Posons E = & cos 0+ sin 6, et appliquons la décomposition
de Smith (voir annexe A, algorithme 13). On obtient alors une matrice de transformation
unimodulaire U € D-Smith(P(F)) telle que

e}

U:

B o —

>
B

Ccos

w
=

@S O

&
&l
&
&l



1.3. Conditions nécessaires et suffisantes de platitude

Donc
) 0 0 1
U= U< 1,2 ) = 1 0 ,
I cos0d _singd
E dt E dt

ol I, représente la matrice identité de R2. De méme, le calcul de Q € G-Smith(U) conduit

0 1 0
Q= 1 0 0
sinf d _ cosf d 1

E dt E dt

Multiplions la matrice Q par le vecteur (dx dy df)T. La derniere ligne s’écrit alors
r . . . . . L, .. .
z (sin@di — cos O0dy + (& cos + ysin)dl) = Ed(w sinf — g cos )

qui, avec (1.39), est identiquement nulle sur Xj.
La partie restante du systeme, i.e.,

( 010 ) Z - ( wi )
1 00 d0 W2
est trivialement fortement fermée avec M = I, ce qui donne finalement la sortie plate

Y, = (y,x). On retrouve ainsi, a une permutation pres, la sortie plate obtenue dans la
section 1.2.

Etape 2 : (variante) Afin d’illustrer de maniere plus pertinente 1’algorithme de forte
fermeture du ﬁ[%]-idéal Q, nous considérons une décomposition de P(F) alternative'?,
telle que le vecteur de 1-formes w correspondant ne soit pas directement intégrable. Le
but est de montrer comment les équations de structure généralisées du repere mobile de
Cartan (1.38) peuvent étre utilisées afin d’obtenir une nouvelle base Mw intégrable. Il
suffit pour cela de reprendre la décomposition de Smith du systeme variationnel P(F'), en
multipliant ce dernier a droite par

cos 0 0O
sinf 1 0 |,
0 01
et en utilisant la formule sin 64 (cos §) — cos 6L (sin ) = —f. La décomposition de Smith
de P(F') a droite est alors donnée par
cos 0 —%cos2 g4 %(icos@+ysin0) cos 0
U= sinf 1—%sin90059% %(:’ccos@—i—g)sin@)sin@ :
0 0 1

Otoutes les décompositions étant équivalentes dans le sens oil une décomposition peut étre déduite
d’une autre par multiplication par une matrice unimodulaire.

93



Chapitre 1. Platitude différentielle

et la matrice U est définie par

A —%(3052 04 %(x’cos@ + ysin @) cos
U= 1—%sin00080% %(icos@+y’sin0)sin9
0 1

La décomposition de Smith & gauche de U conduit alors & Q € G-Smith(U) avec

—tand 1 0
0= 0 0 1
—gsinfcosfd  —tcos’0f —3 (&cosf + ysinb) cosd

Le vecteur de 1-formes w est alors donné par
w = (w1, wy)" = Q(dx, dy,dd)” = (—tanOdx + dy, do)".

On a

dw = (dwy, dwy)’ = (— do A dx,0)T,

cos? 0
ce qui prouve que w n’est pas fermée.

Etape 3 : On introduit Uopérateur i le plus simple tel que

(0 N
=0 ).

Etape 4 : On vérifie facilement que
0 Mlgo/\ 0 ,u120/\
2 _ _
He= ( 0 0 ) ( 0 0 =0

0 d(==dr+ x,y,0)do) A
D(M):< (Cosg M1230( Yy ) ) )’

D’autre part, on a

0 0

ol f11230(, ¥, 0) est une fonction méromorphe arbitraire. La condition d (u) = p? se traduit
alors par le systeme d’EDP

QQ//&ZSO(:L‘) Y, 0) = z§;§37
3—M1230($,y,9) = 0, )

%M1230($7?J,9) = 07

qui a pour solution

2sin Oz
M1230(ZL‘, Y, 0) = cos3 6 + Cl (0)
Donc, )
= (0 (et G o) ) )
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1.3. Conditions nécessaires et suffisantes de platitude

Etapes 5 /6 : La matrice unimodulaire M la plus simple est donnée par

1 leO(xa Y, 0)
0 1 '

Calculons 9 (M) = —Mp. On obtient

1 dm120 _
O 0 - ,U,

auquel correspond le systeme d’EDP

aim120($7y70) - _@7
a_m120<x7y79) = 07 .
%mHO(xv Y, 0) - = (% + Cl(e)) )

dont la solution est donnée par

T

Mo = =5 + C(0),
ot la fontion Cy(6) dans (1.41) est égale & Cy(0) = —-£C5(6). 1l en résulte que
1 ——=- 4+ Cy(0)
— cos? 6
)

On en déduit alors que la sortie plate y, doit vérifier

dy, = Muw = ( — tan Odz + dy +d(9—m + Co(0))do ) .

Cette 1-forme est bien fermée, et la sortie plate y, est donnée par
yp = (y — ztand + Cy(0),0)".

Bien str, la méthode décrite précédemment pour les systemes non linéaires est appli-
cable aux systemes linéaires régis par des équations différentielles ordinaires [7]. Illustrons
I’algorithme 1 dans le cas d'un systeme linéaire.

Exemple 1.6. Considérons a nouveau le systéme masses-ressort (1.3) défini dans la sec-
tion 1.2. En définissant I’anneau idéal principal ﬁ[%] des polynomes en % et a coeflicients
dans le corps des fonctions méromorphes R, alors (1.3) peut se réécrire sous la forme

A(4) = B(4)u, avec

d

e ( mids L+ ki 4 ke —ky ) e Mas( ),

d? d
—/{72 mgﬁ—i"f’ga—'—kg

et



Chapitre 1. Platitude différentielle

Afin d’éliminer la commande u, on détermine une matrice M orthogonale a B, telle que
M = (1,0). Le systeme implicite équivalent a (1.3) est donc donné par

Ty o\ _ 2 d U
MA({EQ)_(m1W+T1$+k1+k2 _k2>(l‘2)_0

On cherche alors une matrice polynomiale © € M, ,,(4) = (©; ©)7, solution de

©
MA@:(TIM%—'—?H%—FIQ—'—]@ —/{72><@;):0,

soit

d
mlﬁ@l -+ Tla@l -+ (/{71 -+ /{72)@1 = /{Zg@g.

Comme les polynomes m1% + Tlﬁ + k1 + ko et —ky sont premiers entre eux, il vient
1 d? d
©,=1, ©y=— — — + ki +k
1 2= 5 (mldt2+r1dt+ 1+ 2)

et, grace au terme constant et égal a 1 de Oy, le vecteur © est clairement de rang 1 et
donc surjectif.
Les états x et xp s’expriment donc en fonction des sorties plates sous la forme

Ty )
—oy=(, » . , 1.42
(fw) ! (k—;%yn—;%w—’“i%) )
et la force u est définie par
mym mary + mar moky + 117 .
w=" 2y<4>+%y<3>+(%+m2+ml)y
2k: 2 2
r
+ <%+T1+T2>y'—k?2y-
2

Finalement, en inversant ’équation (1.42), on obtient trivialement la sortie plate y = x;.

1.4 Conclusion

Dans ce premier chapitre, nous avons rappelé le concept de platitude pour les sys-
temes non linéaires régis par des équations différentielles ordinaires, ainsi que pour les
systemes linéaires a retards. Nous avons également présenté brievement les conditions né-
cessaires et suffisantes de platitude pour les systemes d’équations différentielles ordinaires.

Dans le chapitre suivant, nous abordons quelques considérations pratiques concernant
les algorithmes de calcul des sorties plates. Notamment, nous proposons une extension,
pour la classe des systemes linéaires a retards, des conditions nécessaires et suffisantes de
platitude établies dans [7]. Finalement, nous montrerons la propriété de platitude du mo-
dele a trois degrés de liberté d’un véhicule de rentrée atmosphérique, et nous calculerons
les sorties plates associées par calcul formel.
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Chapitre 2

Considérations pratiques sur
quelques algorithmes de calcul des
sorties plates

“Déstructurer pour reconstruire impose de ne rien
accepter comme immuable.”
Thierry Marx

Résumé :

Ce chapitre est consacré aux aspects pratiques li€és a
l'utilisation des algorithmes de calcul des sorties plates.
Nous proposons une extension des conditions nécessaires
et suffisantes de platitude établies dans [7] au cas des
systemes linéaires multidimensionnels a retards. Un al-
gorithme constructif, basé sur les outils classiques de
l’algébre linéaire polynomiale, est proposé afin de véri-
fier si un systéme linéaire a retards est d-plat et, le cas
échéant, de calculer des sorties d-plates candidates.
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Chapitre 2. Considérations pratiques sur quelques algorithmes de calcul des sorties plates

2.1 Introduction

La caractérisation formelle de sorties plates est fortement motivée par un besoin d’éta-
blir des lignes de conduite systématiques pouvant étre utilisées lors du développement de
lois de commande pour les systéemes non linéaires ayant la propriété d’étre plats. Bien
que des conditions nécessaires et suffisantes de platitude existent, le calcul systématique
et efficace de sorties plates reste encore un probleme ouvert.

Dans ce chapitre, nous nous attacherons a étendre la méthodologie de calcul de sor-
ties plates par décompositions de Smith, développée dans [7], & la classe des systeémes
linéaires différentiels a retards. Nous proposerons un algorithme constructif, basé sur les
outils classiques de I’algebre linéaire polynomiale, afin de vérifier si un systeéme linéaire a
retards est d-plat et, le cas échéant, de calculer une sortie d-plate candidate.

2.2 Calcul de sorties plates pour les systemes linéaires
a retards

Dans cette section, un algorithme constructif simple, dédié au calcul formel de sor-
ties d-plates candidates pour les systemes linéaires a retards, est proposé. Des approches
différentes peuvent étre trouvées dans [24, 25]. L’approche retenue ici est basée sur des
résultats classiques provenant de l'algebre polynomiale linéaire et, par conséquent, peut
étre vue comme une extension des résultats obtenus dans [7] pour les systémes linéaires
régis par des équations différentielles ordinaires. Des exemples sont fournis afin d’illustrer
la méthodologie proposée. Ce travail a été réalisé en collaboration avec le professeur Jean
Lévine du Centre Automatique et Systémes (CAS) de I'Ecole Nationale Supérieure des
Mines de Paris.

Considérons un systéme linéaire a retards simple défini par [18]

{ i1 (t) — 2 (t —7) + 221(t) + 229(t) = 2u(t — 7), (2.1)

#1(t) + da(t) = a(t — 1) + u(t).

En notant § 'opérateur de retard de durée 7, le systeme (2.1) peut étre représenté au
moyen de matrices & éléments dans I'anneau polynomial &<, 4] (voir section 1.2) des
opérateurs linéaires en % et a coefficients dans le corps £(4), tel que

Az = Bu, (2.2)
ot # = (w1, 22)7 désigne I'état du systéme, u la commande, et ol les matrices A €
Mos(4,5) et B € Msi(4,6) sont définies respectivement par

4—_6+2 2 26
A:(dt d d)7 B:(d ) (2.3)

Il a été montré dans [18] que le systeme (2.1) est d-plat, avec z = x; comme sortie J-plate.
Ainsi, I'état et la commande du systeme peuvent étre réécrits en fonction de z, de ses
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dérivées et d’un nombre fini de retards sous la forme

z1(t) = =z(t),

To(t) = —%2(75 —7)+ %z(t —27) — %z’(t) + %z(t —7) — 2(t),

et

u(t) = —5 5(t) + 52(t — 7). (2.4)
Un calcul systématique de sorties d-plates candidates pour les systemes linéaires a retards
peut se révéler étre une problématique intéressante dans le cadre de la théorie de la pla-
titude. Ainsi, I'objectif de cette section est de fournir un algorithme constructif simple
permettant de vérifier si un systeme a retards est d-libre et, le cas échéant, de calculer une
sortie d-plate candidate, ainsi que les expressions des variables du systeme en fonction de
cette sortie d-plate, en utilisant un nombre fini de différentiations, de retards et d’avances.

Afin de caractériser les sorties d-plates pour les systemes linéaires a retards, nous al-
lons utiliser un outil important provenant de l’algebre polynomiale linéaire, permettant
de transformer une matrice en sa forme normale de Smith (voir annexe A). Cependant,
la forme de Smith existant seulement pour les matrices définies sur un anneau principal
(PID), leurs éléments polynomiaux peuvent étre redéfinis sur Ianneau £(6)[4] des poly-
nomes en % a coefficients dans le corps J-différentiel R(¢), au lieu de 'anneau ﬁ[%, ] qui
n’est pas euclidien. Dans la suite, MM(%, J) désigne le module des matrices de taille p x g
définies sur I'anneau £(6)[£], i.e., les matrices polynomiales en 4 & coefficients rationnels
en ¢ et méromorphiques en t.

2.2.1 Résultat principal

Dans cette section, nous proposons un algorithme constructif simple permettant de
calculer des sorties d-plates pour les systemes linéaires a retards. Le systeme (1.6) est
considéré sous forme implicite de maniére a tenir compte de sa propriété naturelle d’inva-
riance par bouclage dynamique endogene [31]. Par conséquent, la sortie -plate (1.7) est
recherchée sous la forme d’une combinaison linéaire de 1’état du systeme, de ses dérivées
et d'un nombre fini de retards, i.e., z = Px avec P € Mmm(%, ). En outre, les expres-
sions de l'état et des commandes définies respectivement par (1.8) et (1.9) peuvent étre
réécrites sous la forme de matrices polynomiales telles que = = Qz, Q € Mn,m(%, J), et

u= Rz, R € Mmm(%, J). Les matrices P, @) et R sont appelées opérateurs de définition

de la sortie d-plate z.

Le théoreme suivant fournit un résultat constructif permettant de calculer les opérateurs
de définition P, () et R sous des environnements de calcul formel standards.

Théoréme 2.1. Considérons le systeme linéaire a retards défini par Ax = Bu, ou A €

Mo n(4,6) et B € My n(,0). Le systéme a retards est §-plat si et seulement s'il existe
un ensemble d’opérateurs de définition P, @), et R satisfaisant z = Px, x = Qz et u = Rz,
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tels que
Q = QOp_mIn)", 0t Q € D-Smith((Op_mms Lnm)MA), et M € G-Smith(B),
R = ([rmom,nfm)MAQa
P = (In,Omnm)P, ot P € G-Smith(Q).

Dans la perspective de 'implémentation du Théoreme 2.1 sous un environnement de
calcul formel, sa formulation algorithmique est donnée ci-apres (voir 'algorithme 2).

Algorithme 2 : Caractérisation algébrique d’'un systeme linéaire d-plat.
Entrées : Deux matrices A € M, ,(£,0) et B € M, (4, 6).
Sorties : Un indicateur de défaut de platitude d et un ensemble d’opérateurs de

définition P € Mmm(%ﬁ), Qe Mmm(%ﬁ) et R e Mmm(%,é),
vérifiant z = Px, x = Qz et u = Rz.

Initialisation : d = 0.

Algorithme :

1 Calculer une décomposition de Smith de B telle que M BN = (I,,,,0,,_pm.m)", et
poser ' = (0p—m.m, Ln—m)MA.
2 Calculer une décomposition de Smith de la matrice F' telle que

VF@ = (In—m, 0p—mm). Si une telle décomposition n’existe pas, le systéme n’est
pas o-plat et d est mis a 1. B
3 Sinon, calculer la matrice () en utilisant la relation ¢ = Q(05,—m, L)t
4 Calculer la matrice R en utilisant la relation R = (1,,, 05— ) M AQ.
5 Calculer une décomposition de Smith de la matrice ) telle que
PQU = (I, 0 )™
6 Sinon, calculer la matrice P en utilisant la relation P = (1, 0., 5—m) P-

2.2.2 Exemples
Exemple introductif

Considérons de nouveau le systeme a retards simple avec une commande et deux états
défini par (2.1) et sa forme matricielle polynomiale donnée par (2.2), ou les matrices A et
B de la forme explicite sont définies par (2.3).

Afin de mettre le systéeme (2.2) sous forme implicite, commengons par calculer une dé-
composition de Smith a gauche de la matrice B. En la multipliant a gauche par la matrice

M = MsMyM;, M € L{g(%, 9), dont les éléments sont donnés par

10 0 1 10
w=(g 1) m=(00) (1)

—1ld 1 20 1
_ 2 d _
MB_(%HH —25)(%5“)_(0)’ (2.5)
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2.2. Calcul de sorties plates pour les systémes linéaires a retards

Ensuite, en posant M = (0 1)M, et en utilisant la décomposition de Smith (2.5), la
forme implicite associée a (2.2) est donnée par

MA= (25424 d 519 2),

dt?

a laquelle correspond 'équation différentielle implicite

A présent, calculons une décomposition de Smith a droite de la matrice M A. Nous obte-
nons les matrices de transformation unimodulaires définies par

G- (1) @-(p i ramoe ),

La matrice de transformation unimodulaire résultante @ € Z/[Q(%, 9) est alors donnée par
~ o~ =~ 0 1
Q== ( L HLs-452+ 4 -65+2) )

telle que MAQ = (1 0). Il est alors possible d’obtenir la matrice reliant les entrées de
commande a la sortie d-plate candidate!! z telle que

R=(1 0OMAQ=(-1& 1ds5),

dt

ot @ = Q(0 1)T. Par conséquent, I'expression de l'entrée de commande en fonction de
z, de ses dérivées et du retard 7, est donnée par

u(t) = —5 5(t) + 52(t 7).

De plus, I'état du systeme (2.1) peut étre déterminé en utilisant la relation z = @z, telle
que

(iigg) ) (‘%(%5—%5;+%—5+2) )Z(t)

( =(t) )
—5E(t = 1) 4+ 52t = 27) = §E() + 52(t —7) = 2(1) )

Afin de caractériser la sortie d-plate, une inverse a gauche de la matrice @) doit étre

calculée. Ceci peut étre réalisé en calculant une décomposition de Smith a gauche PQU =
(1,0)7 de @, telle que

1 0 1 !
(é(%a—%m%-am 1)(—é(%d—%é?+%—6+2>>_(0>’

avec U = 1. Finalement, la sortie d-plate est donnée par z = Px = (1 0) Pz, c’est A dire
zZ = T.

HYexpression de la sortie d-plate n’est pas encore connue & ce niveau du processus.
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Un exemple plus général

Considérons le systeme linéaire a retard suivant, comprenant un opérateur de retard
0 de durée 7, dont la forme explicite est donnée par

(

() + 22 (t) — 200t — 1) + 2P () + 20t — 1) — 2P @) + 2P (1) — 2P (1)
£) + 2 (1) = un (1) + i (t) + ua(t),

) =20 (6 = 7) + (1) + 2l (0 — 1) — ) (0) + 27 (1) — 2 (1)
—iy(t) + xg (8) = wi(t) + )+U2(t)>
dq(t) + @ (t— 1) —dn(t —27) + 2P () + x§2(t—r)+:c§)(t—27')—:c§3)(t—7')
20 () + do(t — 7) — 22 () — 230 (1) + a5(t) + 20 (8 — 7) — 24(t) — 24(t — 7)
(1) =t — 1) +inlt — 7).
—:cl(t—QT)—|—:1:1(t—3r)—|—:1:§)(t—27')—xg(t—T)—i—@(t—?r)—l—xg)(t—r)
—x3(t — 1) + d3(t — 27) + Z4(t — 7) = Wy (t — 27) + ua(t — 27),
fl(t—T)Jer( ) +d3(t) = (t) + us.

i () + it —7)—dr(t—27) + 2P O + 2Pt =)+ 2Pt —2r) = 2Pt = 1)
+25(t) + da(t — 7) — 25 (£) — 28" (8) + () + 257 (¢ — 7) — 2a(t) — 24t — 7)
— () = uP (t = 7) + ta(t — 7),

—a(t—21) +ay(t—37) + 2Pt = 27) — wa(t — 7) + dn(t — 27) + 2t — 1)
—x3(t — 7) + @3(t — 27) + T4(t — 7) = Uy (t — 27) + us(t — 27),

(2.6)
En posant x = (x1, 2o, 13, 24)7 Détat, u = (uy,uz)” le vecteur de commandes, et & I'opé-
rateur de retard de durée 7, le systeme (2. 6) peut étre réécrit sous la forme Ar = Bu, ou
les matrices A € Muyq(4, 5) et B € Myo(2,8) sont définies respectivement par

dt’
E_'_;;_'_gﬁ 2;5225_'_;45 th33 ;:5
d 2 2 d
A= t2+dt+dt(5+dt2 t(s dt35+dt25 2__ t2+ 5_W
207 = 0+ 5o 5+dt35+d52
d
dt dt
Y '}
dt;Q dt dt3d2
E+dt25 _1_5_P
d 52 d
0+ 4 45
dt 0
et
441 1
d? d
p-| #p @
=50 )
4 1

Afin de mettre le systeme (2.6) sous forme implicite, calculons une décomposition de Smith
a gauche de B. En multipliant la matrice B a gauche par la matrice de transformation
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2.2. Calcul de sorties plates pour les systémes linéaires a retards

unimodulaire M = MyMsMsM,, M € L{4(%, 9), dont les éléments sont donnés par

100 —1 1 000
010 0 —&5 10 0
= — dt?
My 001 o | ~4620 10 |’
d
000 1 —4 001
1000 1 0 00
0001 0 1 00
M3_0100’M4_0—%,510’
0010 0 —02 0 1
on obtient la décomposition de Smith
1 00 -1 441 1 10
d d d2 d
—4 00 441 5 4s 0 1
— dt dt dg? dt =
MB 0 10 —4%0 %52 62 00 [
0 01 =02 d 1 00

dt

a partir de laquelle, en posant M = (022 I2)M, on déduit la forme implicite
d2 d d d? ds2_ d d d? d d d?

VA — < iz tatadt 0 = G0t — s 25 — g T 0 — ga g2

A & 62— 52 —5+ 456

dt? dat?

d >
T ) ,
-0 =0
a laquelle correspond le systeme d’équations différentielles retardées
() +an(t —7) —dr(t —27) + 2P ) + 2Pt — 1) — 2Pt = 7) + 20 () + i (t — 7)
(1) = a3 (t — ) — 257 (0) + da(t) = wa(t) — walt = 7) — 2§ (1) = 0,
—ay(t—27) + 2 (t— 27) — ot — 7) + 2 (t — 7) — 23t — 7) + @4t — 7) = 0,
Maintenant, calculons une décomposition de Smith a droite de MA. Les matrices de
transformation unimodulaires associées sont définies par

0 0 0 1
~ 0O 010
led 9

41 00

1 0 0 0
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1 0 0 0

s 0 =5t —1+ L L5

@s = 0 0 1 0
0 0 0 1

La matrice de transformation unimodulaire a droite @ € Z/{4(%, J) est alors calculée par

0 0 0 1
o~~~ 0 0 1 0
== (1454 —5*1(1+5)’1(1+5+dt2) H-1 SH+4-
—1 _
—(149) —6 (140) T G - & G+1-9)4F

telle que

~ = 1 000

g (1000 .

Remarque 2.1. De par 'utilisation de 'opérateur 6! dans la décomposition de Smith,
le module associé n’est pas libre.

Nous déduisons que la matrice reliant les entrées de commande du systeme (2.6) a la
sortie d-plate est définie par

- fogo
R=1(I, 0,,)MAO = dt dt ~_dt dt 7
( ’ 2,2) “ (% + 1) % _% _'_ _'_2 dti + dt3

ou ) = @(02,2 I5)T. Ainsi, I'expression des commandes en fonction de la sortie d-plate
et de ses dérivées est donnée par

3 4 3
( ui (t) ) _ —iF G ( 41 (1) )
us(t) (£+1)4;, L +4 425+ dta 29(t)
_ —a (1) + 2a(t) — 257 (1) — 257 (1) |
20(t) + zi‘” () — 252 () + 250 (t) + 2250 (1) + 2 (1)

En outre, 'état du systéme (2.6) peut étre obtenu grace a la relation z = Qz, telle que

xo(t) B 1 0 21(t)
U N N k. ( 2(t) )
24(t) 1-5g (G+1-0)%

2 (1)

z1(t)

() + 22 ) = mt — 1)+ 22 + 2P ()
a(t) — 27 (t) + 2a(t) — 2t — ) + 28 (1)
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2.2. Calcul de sorties plates pour les systémes linéaires a retards

Finalement, calculons une inverse a gauche P de la matrice () afin d’obtenir la matrice
reliant la sortie -plate a I’état du systeme. Ceci peut étre réalisé en calculant une décom-
position de Smith & gauche de Q, telle que PQU = (I 035)”. Les matrices élémentaires
de transformation a gauche sont alors définies par

0100 1 0 00
= 1000 = 0 1 00
B=loo1o] 27 -2 —%—Z—%M 1o | U=k
0001 ~(=9 4 -E9F 0

On en déduit que la matrice de transformation unimodulaire résultante Pe L{4(%, J) est
définie par

0 1 0 0

— Il — d3 d? d2
et TEre
@@ @t 01

Finalement, la sortie d-plate est calculée en utilisant la relation z = Px = (I 022) ﬁx,
telle que 21 = x9 et 2o = 7.

Corde vibrante avec une masse

Considérons a nouveau le modele de corde vibrante avec une masse (1.27) décrit dans
la section 1.2. En notant x = (11, ¢1, 19, )T 1'état, (u,v) le vecteur des commandes, et
o1, 09 les opérateurs de retard de durées respectives juy Ly et ps Lo, le systeme (1.27) peut
étre réécrit sous la forme Axr = Bu, avec

1 1 -1 -1
d d
—t+m T —m N2 —1p d
_ dt dt -
A ot o1 0 0 , A€ M4’4(dt’5)’
0 0 09 02_1
et
0 0
0 0 d
B = 10 , Be M472(%,5).
0 1

La forme implicite associée est alors obtenue en définissant la matrice

d
) MGZ/{4(%75)7

<

Il
oo o
—ooo
co o
cor~o

telle que

1 1 -1 -1
a + a _ — ’
at T T T2 "2
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ol M est définie par M = (022 12)M.

Ensuite, une décomposition de Smith a droite de la matrice M A est donnée par

~ =~ (1000
WWMQ:<0100)’

oil les matrices de transformation unimodulaires W € Us(2 5:0) et Q € Uy dt,5) sont
définies respectivement par

1 0
(gt 1)
1 -1 11
~ 0 1 00
©@=10 0 10|
0 0 01
et
1 0 0 0
1 1.d + 1 d _
Q2 = 0 —~%n Zwa * o Zwa
0 0 1 0 '
0 O 0 1
telles que
1 1 _ 1 d m—n2 __ 1 d n14n2
21y T gt 2
O0=00,=| " "o wwat o wmat
0 1 0
0 O 0 1

La matrice reliant les entrées de commande u et v a la sortie d-plate candidate (z1, 23) et
aux opérateurs de retard (o1, 09) et d’avance (o', 0, "), est donnée par

d 1 d —1 n1+n2 m—n2 —1 T
01 — 577 —+ —|— g 09
_ _ 2m dt 2n1 dt 2 1
R= (I %mmm_<"1 ii 2 n 2,
2n d

71 +
_'_ 771 7720. _'_ m 7720.1 0.2

avec Q = (022 I)T. Par conséquent, les commandes du systéme peuvent s’exprimer

en fonction de la sortie d-plate, de ses dérivées temporelles, et d'un nombre fini de retards
et d’avances, telles que

u(t) = i[i‘l(t—le)—»’31(t+M1L1)+22(t—M1L1)—?32(t+M1L1)

(m +m2)(21(t — paLn) + 2zo(t + pa L)) + (0 — m2) (22 (¢ + pa L) + 22(t — pLa))],
21(t — poLo) + zo(t + poLs).

I+

66
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De plus, I'état du systeme peut étre déduit de la relation x = @)z, telle que

Q/’1(75) o d _+12—;17L _27171c(l1t+2—m[

o(t) | _ e el ( 210 )

Ya(t) 1 0 2(t)

Pa(t) 0 1

s (—21(t) = 22(t) + (m — 1) 21(8) + (1 + 1) 22(2))
_ %( 1(1) 4 22(8) + (m +m2)z1(8) + (m — 1m2)22(t))

1 (t)
Zg(t)

Ensuite, une inverse a gauche de la matrice () peut étre obtenue en calculant de nouveau
une décomposition de Smith a gauche de @ telle que PQU = (I, 035)". Les matrices de
transformation unimodulaires associées sont définies par

0010 1 000

1 d +
B — 0100 B —gra 5 100
1000 | =4 -2 ) 1 0 |

m dt 2m
0001 0 00 1
1000 1 0 0 0
~ 0001 ~ 0 1 0 0
P3_00107P4_0i%7712‘;1772 107
0100 0 Ld_m—p (g ]

T o dt 2m

avec U = Iy, ce qui conduit a la matrice de transformation unimodulaire résultante

Pe Uy(L,6) définie par
0 0 1 0
~ o~~~ o~ 0 0 0 1
P=PRPsPHBP =1 ¢ 1d_mm _1d_ minp
2m1 dt 2m 2m1 dt 2m
0 1 —Ld_min _ 1 d_m-n
2m dt 2m 2m dt 2m

Finalement, une sortie J-plate candidate z = Pz = (I 032) Pz est donnée par z; = s
et zo = ¢s.

Remarque 2.2. Dans [27], une solution plus compliquée & été obtenue : z; = 0101 — u
et zo = g1+ Y1.

Remarque 2.3. Pour cet exemple, le module correspondant n’est pas libre au sens de
[24] (voir aussi la remarque 1.1).

2.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons discuté d’un certain nombre de considérations pratiques
sur quelques algorithmes de calcul formel des sorties plates. Notamment, les conditions
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nécessaires et suffisantes de platitude établies dans [7] ont été étendues a la classe des
systemes linéaires différentiels a retards. La démarche proposée, simple et systématique,
est basée sur le calcul de formes normales de Smith. De plus, I'algorithme proposé permet
de détecter la non-commandabilité ou la non-liberté lorsque le systeme considéré n’est
pas o-plat.

Dans la section suivante, nous allons appliquer 'algorithme de calcul formel développé

dans [16] a la détermination de sorties plates d'un modele a trois degrés de liberté d’un
véhicule de rentrée atmosphérique.
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Chapitre 3

Application a un véhicule de rentrée
atmosphérique

“Rien ne produit autant d’effet qu’une bonne platitude.
Cela donne a tout le monde un sentiment de parenté.”
Oscar Wilde

Résumé :

Dans ce chapitre, nous allons appliquer ['algorithme de
calcul formel de sorties plates au modéle a trois degrés
de liberté d’un véhicule de rentrée atmosphérique.

Deuzx types de modélisations sont considérées :

La premaere est établie sous 'hypothese Terre plate, qui
est valable pour des phases de vol de durée relativement
courte, telle que la phase de dissipation d’énergie en
zone terminale (TAEM) ou d’atterrissage automatique
(AEIL). Dans ce cas, nous montrerons que la position
du centre de gravité du véhicule dans un repere local lié
a la piste constitue une sortie plate du modeéle.

La seconde modélisation considérée tient compte du
mouvement de rotation terrestre et de [’aplatissement
des poles. Le modele obtenu, en coordonnées géogra-
phiques, est surtout utilisé lors de la phase de rentrée
dite hypersonique. Dans ce cas, la position du centre de
gravité du véhicule constitue également une sortie plate
du modele.
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Chapitre 3. Application a un véhicule de rentrée atmosphérique

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous proposons d’appliquer les conditions nécessaires et suffi-
santes de platitude établies dans [16] & un modele a trois degrés de liberté d’un véhicule
de rentrée atmosphérique. Nous allons utiliser I’approche par décompositions de Smith
afin de calculer des sorties plates du modele. La propriété de platitude sera utilisée dans le
cadre du développement d'une loi de guidage autonome dans la seconde partie du manus-
crit, et plus particulierement pour 'optimisation de trajectoires de rentrée atmosphérique.
Nous verrons notamment que l'utilisation de la propriété de platitude permet de réduire
de maniere conséquente le nombre de variables de décision intervenant dans le probleme
de commande optimal associé, ce dernier pouvant alors étre résolu en ligne.

Dans un premier temps, nous allons caractériser la propriété de platitude d'un véhicule de
rentrée atmosphérique dans le cadre d’'une modélisation dite “Terre plate”!?, hypothese
particulierement justifiée lors des phases finales d’une mission de rentrée atmosphérique,
lorsque les segments de trajectoire sont relativement courts, notamment durant les phases
de dissipation d’énergie en zone terminale (TAEM) et d’approche et d’atterrissage auto-
matique (A&L).

Dans un second temps, nous montrerons que la propriété de platitude est conservée lors-
quun modele plus général du mouvement du véhicule est considéré, tenant compte de
'excentricité, ainsi que des termes de Coriolis en QV et des efforts centrifuges en Q?R,
provenant du mouvement de rotation terrestre. Ce modele est généralement utilisé dans le
cadre du développement de lois de guidage en phase hypersonique, ou le dimensionnement
de la trajectoire ne permet pas de négliger ces termes.

3.2 Platitude du modele “Terre plate”

Le modele “Terre plate” a trois degrés de liberté est largement utilisé dans la commu-
nauté astronautique pour définir le comportement d’un véhicule de rentrée atmosphérique
lors des phases finales d’une mission de rentrée atmosphérique, c’est a dire durant les
phases de dissipation d’énergie en zone terminale (TAEM) et d’approche & d’atterrissage
automatique (A&L). Pour ces segments de trajectoire, relativement courts, le mouvement
de rotation terrestre peut alors étre négligé et, par conséquent, les effets de la force de
Coriolis et de la force centrifuge sur la dynamique du véhicule. Ce dernier peut alors étre
positionné par rapport a un repere cartésien local 1ié au sol, souvent attaché a l'axe de
piste, et associé a la projection conique conforme de Lambert. Les coordonnées relatives
du véhicule par rapport a ce repere sont alors communément appelées coordonnées “Terre
plate”, faisant référence au systeme de projection utilisé. Nous en reparlerons plus en
détails dans la seconde partie de ce mémoire.

Sous ces hypotheses, les équations régissant la dynamique du centre de gravité du véhi-

2n0us verrons dans la seconde partie que cette hypothese revient & considérer le rayon terrestre comme

constant, i.e. & négliger 'aplatissement des poles (excentricité nulle).
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cule de rentrée par rapport au repere sol local sont alors données par [32] (voir également
I'annexe C)

x = V cosycos, (3.1)
y = Vsinycos~y, (3.2)
h Vsin~y, (3.3)
. D(a, M

vV = _M — gsin -y, (3.4)

m
1
§ = (L(a, M) cos p = Y (8, M) sin ) = 7 cos, (35)
1

v = —— (L(a, M) si Y (6, M :
X mVCOsz ( <&7 )SIHM+ <ﬁ’ )COS,U), <3 6)

ou (z,y, h,V,v, x) est I'état, comprenant respectivement la portée longitudinale, la portée
latérale, I’altitude, la vitesse, la pente sur la trajectoire, et le cap. Les entrées de commande
du systeme sont 'incidence «, le dérapage (3 et 'angle de gite pu. La force de portance L, de
trainée D et la force latérale Y dépendent des coefficients aérodynamiques en configuration
lisse, tels que

L(a, M) = gSCr,(a, M),
D(a, M) qSCp,(a, M).
Y(ﬁaM) = qSCY0<ﬁ7M)7

ougq= %pV2 est la pression dynamique.

On suppose de plus que 'accélération gravitationnelle g est constante, et qu'un modele
exponentiel défini par

p = poexp (—h/Hy), (3.10)
est suffisant'® pour décrire la variation de la densité atmosphérique en fonction de I’alti-

tude, dans lequel p, représente la densité de I’air au niveau moyen de la mer, et Hy est un
facteur d’échelle atmosphérique constant ajusté pour les basses couches de 'atmosphere.

Sous ces hypotheses, et avec les notations précédentes, nous obtenons la proposition sui-
vante.

Proposition 3.1. Le modele non linéaire a trois degrés de liberté d’un véhicule de rentrée
atmosphérique, défini par

. D(a, M
x = V cosycosy, ; m
y = Vsinycos~, ¥ = — (L(a,M)cosp —Y (B, M)sinpu) — J COS 7,
h = Vsin~y, mVl v

X = mV cosy (L(a, M) sinp+ Y (8, M) cos ) ,

est plat, et la sortie plate est constituée des coordonnées (z,y) de la projection conique
conforme de Lambert et de [’altitude h.

13cest souvent le cas en pratique.
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Remarque 3.1. A premiere vue, il semble évident que la position du centre de masse
du véhicule constitue une sortie plate du modele a trois degrés de liberté, des lors que
I’on maitrise de fagon indépendante les trois efforts appliqués dans les trois directions du
véhicule (gouvernabilité). Cependant, nous montrons ici ce résultat de maniere formelle
en utilisant 'algorithme de calcul de sorties plates présenté dans la section 1.3.

Preuve. Afin de démontrer cette proposition, nous allons appliquer les conditions néces-
saires et suffisantes de platitude au modele (3.1)-(3.6).
Commencons par construire le modele implicite correspondant. En notant que ’équation
(3.4) possede une seule entrée de commande, et en utilisant les équations (3.8) et (3.10),
on obtient

2m(V + gsiny)
poexp (—h/Ho) SV

Sous I’hypothese que le coefficient de trainée soit a variables séparables, nous pouvons le
réécrire sous la forme Cp,(a, M) = I'c;, (a)Ac,, (M). Nous verrons que c’est souvent le
cas en pratique pour les fonctions suffisamment lisses, et nous modéliserons les coefficients
aérodynamiques dans la section 3.3 en utilisant une approche découplante efficace, basée
sur la décomposition en valeurs singulieres de leurs matrices de définition.

CDo(aa M) ==

De plus, si la fonction I'c, ~est bijective sur une plage de valeurs d’incidences appro-
priée, alors TE}D (.) existe, et nous pouvons écrire la solution @ sous la forme
0

2m(V + gsin) ) | (3.11)

a=TIg |- >
Do poexp (—h/Hy) SV ACDO(M)
qui ne présente pas de singularités car V' > 0 et Ac,, (M) > 0.

Remarque 3.2. De méme que pour le coefficient de trainée, le calcul de 'angle de dé-
rapage [ en fonction de la sortie plate nécessite que le coefficient de force latérale Cy,
soit & variables séparables, i.e., Cy, (8, M) = I'cy (3)Acy, (M) et que la fonction I, soit
bijective.

Maintenant, en injectant I’expression de 1’angle d’incidence @ dans (3.5) et (3.6), on
peut éliminer I’équation (3.4). En mettant pour le moment de c6té les équations (3.1)-
(3.3), on obtient le nouveau systeme

1
yo= —(L(a,M)COSM—Y(ﬁ,M)SiHM)—gCOS”y,
mvy 14 . (3.12)
= ——— (L(a, M) si Y (68, M
X mV cos~y (L@, M) sin pu+Y(8, M) cos i),

En éliminant la force latérale Y (3, M) dans (3.12), on obtient finalement 1’équation

. L(a, M) _ . g
4 = ————=(cos pt + tan pusin p) — x tan pcosy — = cos 7,
mV V
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3.2. Platitude du modele “Terre plate”

qui dépend uniquement de 'angle de gite p. Par conséquent, le systeme implicite F'(z, 1)
équivalent a (3.1)-(3.6) est donné par les trois premieres équations uniquement, i.e.,

& — V cos x cosy
F(x,#) = | §—Vsinycosy [ =0. (3.13)
h —V sinvy

En calculant la dérivée de Cartan du modele (3.13), on obtient le systeme variationnel

% 0 0O —cosycosy Vecosysiny Vsinycos~y
P(F)y=1{ 0 % 0 —sinycosy Vsinysiny —V cosy cosy
0 0 % —sin~y —V cosy 0

D’apres 'algorithme de platitude 1, nous commencons par calculer une forme de Smith
de P(F) telle que VP(F)U = (I3,033), o U € D-Smith(P(F)). En définissant successi-

vement les matrices de transformation unimodulaires

1 1 d
000100 R 0 0 cony oo df Vtany V tany
01 0O0O0O0 0 1 0 0 0 0
001 00O 0 01 0 0 0
D=1 100000 | %7 0 0 0 1 0 0 ’
0 00O0T1FO0 0 0 0 0 1 0
0 00O0O0T1 0 0 0 0 0 1
10 00 0O 1 0 0 0 0 0
sin cos sin d cos d
000001 Vco?ﬁ/ Vcogcﬁ/ 0 _Vco;('ya 0 Vcogcfya
U — 0010060 U, — 0 0 1 0 0 0
*“looo1oo0 | 0 0 0 1 0 0 ’
00 0O0T1FO0 0 0 0 0 1 0
01 00O0O0 0 0 0 0 0 1
1 0 00 00
01 00O0O0
00 0O0T1FPO
=loo0o0100]|
001 0O0O0
00 0O0O01
et
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
sinycosx sinysiny  cosy  sinycosx d cosyd  sinysiny d
U6: \% \% \% \% dt Vodt \4 dt
0 0 0 1 0 0 ’
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
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on obtient alors la matrice de transformation globale U = U,U,UsU,UsUg définie par

0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0
U= . . d . d . d ,
— COSYCOS7y —SInm)ycosy —sin7y COSXCOS’}/E S ’)/E S111 Y COS ’)/E
sin vy cos x sin x siny __cosy __sinycosx d cosy d __sinysiny d
% \%4 \%4 Vv dt vV odt \% dt
sin x ___cosx 0 _ _sinx d 0 cosx d
V cosy V cosy V cosy dt V cosy dt

telle que P(F)U = (I3,033). La matrice U est ensuite donnée par

1 0 0
0 0 1
oo ( Oss 0 1 0
= ’ = d i~ d d
]3 COS.X COS ’)/E S1n ’}/E S11 X CQS ’}/E
__sinycosx d cosy d __sinysiny d
% dt V. odt \% dt
__sinx d 0 cosx d
V cosy dt V cosy dt

Afin de déterminer une base de l'idéal de formes différentielles €2, on calcule ensuite une
décomposition de Smith de U telle que QUR = (I3,033)". On obtient alors une matrice
de transformation unimodulaire & droite R (optionnelle) telle que

100
R=|00 1],
010
et les matrices de transformation a gauche définies par
1 000O0O 1 0 0000
0 1 00 0O 0 1 0000
B 0 01 000 10 0 100 0
@ =1 _cosxcosrd 00100 [0 P[0 —sinycosyl 0100 |
sinycosx d sin xsiny d
S?Txxﬁ 00010 0 ﬁ% 0010
Voo di 00001 0 ~VeosT di 0001
et
10 0 000
01 0 000
0 0 0 1 000
3= : d )
SO ot TR
00 -+ 010
0 0 0 0 01

telles que la matrice de transformation unimodulaire globale ) € G-Smith(U ), définie par
1 0 0 0 00
0 1 0 0 00
0 0 1 0 00
Q = @Q3Q20h = —COSXCOS’}/% —SinXCOS’}/% —siny% 1 0 0
sinycosx d sinysiny d __cosy d 01 0
si‘r{X ddt c‘gsx %lt vt
Vcosy% _VCOS'\/E 0 001
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3.8. Platitude du modeéle “Terre tournante”

QUR:( I3 )
03,3

Une base w de I'idéal de formes différentielles €2 est donc donnée par le vecteur de 1-formes

vérifie

dx
100000 Z}UL dz
w={010000|Qf 0 [=]{d
001000 dh

dy

dx

La base w est trivialement fortement fermée avec M = I3, ce qui donne finalement la
sortie plate y; = x, yo» = y et y3 = h, i.e. la position cartésienne du véhicule dans un
repere local lié au sol. [ |

Remarque 3.3. (a) Le calcul de la matrice R associée a la seconde décomposition de
Smith est optionnel ici, dans le sens ou il entraine uniquement une permutation des
composantes de la sortie plate.

(b) A partir de la connaissance de la sortie plate (z,y,h), on peut bien str calculer
les expressions des commandes «, ( et u grace aux relations (3.11) et (3.12), qui
dépendent alors de la sortie plate et de ses dérivées jusqu’a I'ordre deux.

Dans la pratique, 'angle de dérapage [ est choisi nul lors de l'optimisation d’une
trajectoire de rentrée atmosphérique de référence. Plus précisément, on impose souvent
dans le cas nominal une contrainte de vol symétrique, le degré de liberté associé a I'angle
de dérapage permettant ensuite au pilote de compenser certaines perturbations exogenes,
comme des rafales de vent par exemple, ou des variations d’efficacité de gouvernes.

Si 'on impose = 0 dans les équations (3.4)-(3.6), alors un observable autonome associé
a l'une de ces équations va apparaitre. En reprenant le systeme (3.12) avec la contrainte
# = 0, alors I’élément de torsion provient de l'incapacité a satisfaire simultanément les
deux équations'®. Dans ce cas, le systeme n’est pas plat. Il est cependant possible de
paramétrer ’observable autonome en fonction de la sortie plate correspondant a la partie
sans torsion du systeme, et de vérifier que I’équation égalitaire associée est satisfaite dans
I’espace de la sortie plate. Nous utiliserons cette démarche pour optimiser des trajectoires
de rentrée atmosphérique dans la seconde partie de ce mémoire.

3.3 Platitude du modele “Terre tournante”

Nous considérons a présent le modele complet, a trois degrés de liberté, d'un véhicule
de rentrée atmosphérique, surtout utilisé lors de la phase hypersonique, entre le point

HMgi on enleve 1'une des deux équations, alors le systéme est plat, mais il perd son sens physique.
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d’injection (apres désorbitation) et le début de la phase de dissipation d’énergie en zone
terminale. La principale différence avec le modele utilisé dans la section précédente est
I’apparition des forces de Coriolis (en QV') et des forces centrifuges (en Q*R), provenant
du mouvement de rotation de la Terre, ainsi que la description du modele en fonction de
coordonnées géographiques.

La non platitude du modele en Terre non tournante, ayant pour commandes ’angle d’in-
cidence « et I'angle de gite aérodynamique u, a été montrée dans [33], o les auteurs ont
formalisé ce résultat et donné une paramétrisation de la partie sans torsion du systeme.
Nous allons utiliser I’approche algébrique décrite dans la section 1.3, et 'algorithme 1, afin
de déterminer, par moyen de calcul formel, une sortie plate du modele completement ac-
tionné, c’est a dire ayant pour commandes «, 3 et u. Sous 'hypothese “Terre tournante”,
le modele trois axes complet du véhicule est défini par [32, 34] (voir annexe C)

. Vcosycosx’ (3.14)
R
V cos~ysin x
= 2 3.15
Rcosp ' (3.15)
R = Vsiny, (3.16)
. D(a, M
vV = _Dla, M) — gsiny 4+ Q? R cos p(siny cos ¢ — cos x cosysin ¢), (3.17)
m
y = L(L(Oz M)cospu—Y (B, M)sinpu) + V_3 cosy + 22 sin y cos
Y = my ) w ) 2 RV Y X 2
O’R L
+ 7 cos ¢(cos y sin vy sin ¢ + cosy cos @), (3.18)
1 1%
X = W(L(Q,M)sinquY(ﬁ,M)cosu)+Ecosvsinxtang0
Q2R . .
+ 2Q(sinp — cos x tany cos ) + B Sk ik & (3.19)

V cos 7y

ot g = &% représente I'accélération gravitationnelle et pr la constante gravitationnelle
terrestre. La position est exprimée en coordonnées géographiques (latitude ¢, longitude A,
rayon-vecteur R = h+ Rr) et la vitesse relative est exprimée dans un repere géocentrique
local (module V, pente v, cap x). Le rayon terrestre Rp et la masse du véhicule m
sont supposés étre constants. Les entrées de commande sont l'incidence «, le dérapage (3,
supposé étre non nul pour le moment, et la gite u. Les forces de portance L, de trainée
D et la force latérale Y sont typiquement définies par

L(e, M) = GSCpy(a, M), (3.20)
D(a, M) = gSCp,(a, M). (3.21)
Y(8,M) = gSCy (8, M), (3.22)

ouq= % pV? est la pression dynamique. Finalement, la densité atmosphérique p est une
fonction décroissante de l'altitude.
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3.8. Platitude du modeéle “Terre tournante”

Sous ces hypotheses, et avec les notations précédentes, nous obtenons la proposition sui-
vante.

Proposition 3.2. Le modéle non linéaire a trois degrés de liberté d’un véhicule de ren-
trée atmosphérique défini par (3.14)-(3.19) est plat, et la sortie plate est constituée des
coordonnées géographiques (p,\,R).

Preuve. Afin de démontrer cette proposition, nous allons appliquer a nouveau les condi-
tions nécessaires et suffisantes de platitude au modele formé par les équations (3.14)-(3.19).

Nous utilisons la méme démarche que dans la section 3.2 afin de mettre le systeme (3.14)-
(3.19) sous forme implicite avant d’appliquer l'algorithme 1. Commencons par calculer
I'expression de I'angle d’incidence « a partir des équations (3.17) et (3.21). Il vient :

Cpy(a, M) = V + gsiny — Q%R cos p(siny cos ¢ — cos x cos 7 sin <p)> :

2m <
pSV?2
Sous I’hypothese que le coefficient de trainée soit a variables séparables, nous pouvons le

rééerire sous la forme Cp,(a, M) = T'c,, (a)Acy, (M). De plus, si ¢, est une fonction
bijective, alors FE; (.) existe, et nous pouvons écrire la solution @ sous la forme
0

2 .
a = F(};O <_,OSV2AT(Z)O(M) (V + gsiny — Q*R cos (sin 7y cos p — cos x cosy sin cp)) ,

(3.23)
qui ne présente pas de singularités car V' > 0 et ACDO (M) > 0. En utilisant 'expression
@, alors le systeme équivalent a (3.17)-(3.19) est donné par

( 1
= — (L(a, M) cospp — Y (B, M)sinp) + <% - %) cosy + 282sin x cos ¢

O’R

cos (cos x sin 7y sin ¢ + cos 7y cos @),

1 1%
X = mV cos (L(@, M)sinpu+ Y (8, M) cos ) + Ecosysinxtango
Q2R sin y sin ¢ cos ¢

+ 2Q(sin ¢ — cos x tany cos @) +
L V cos 7y

(3.24)
Finalement, en éliminant la force latérale Y (3, M) dans (3.24), on obtient
L(@, M)

¥ = — o (cos it tan psin p) — X tan pcosy — %COSV (3.25)

V .
+ R cosy(1 + cosy tan psin x tan @)

20 (sin x cos p — cosy tan p(sin ¢ — cos x tany cos ¢))
O’R

cos p(cos y siny sin ¢ + cosy cos ¢ — tan g sin y sin @),
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qui dépend uniquement de I'angle de gite p. Le systeme implicite F'(x, &) équivalent a
(3.14)-(3.19) est alors donné par

. Vcosvycosy

R .

Fla,i)=| ;_ Yeosysinx | —y (3.26)
~ Rcosyp
R — Vsinvy

Le systeme variationnel P(F) associé est alors donné par

% 0 0 —siny —Vcosvy 0
o V cos x cosy d __cosycosx Vsinycosx V cos ysin x
P(F)=| —p — a0 =775 R R
Vecosysiny  Vcosysinysing d _ sinxcosy Vsinysiny  Vcosycosy
R2 cos Rcos? ¢ dt Rcos g Rcos g Rcos

Commengons par calculer une matrice de transformation unimodulaire U € D-Smith(P(F'))
telle que VP(F)U = (13,05 3). En utilisant I’algorithme 13, on définit successivement les
matrices élémentaires suivantes :

—_

00 0O0T10P0 _VCOSVOO_ta% Vci)s’y%()
010000 0 10 0 0 0
~oo1o000 B 0 01 0 0 0
U=looo0100]| U~ 0 00 1 0 0|’
100000 0 00 0 1 0
00000 1 0 00 0 0 1
100000
000100
001000
U=1010000|
000010
000001
1 0 0 0 0 0
siny —EE 0 SERE siny o+ SEE Veos' ytan
U, — 0 0 1 0 0 0
4 — )
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
100000
010000
00000 1
U5_000100’
000010
001000
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et
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
Rsin R cos p cos Rsiny d : Rcosxcosy d
U6 — 0 Vcosz<y - Vcisw/ * _VCOS§E —smxcosxtangp 0 VC)éS’y w%
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

On obtient alors la matrice de transformation globale U = U,UyU3U,UsUg définie par

0 0 0
0 0 0
0 0 0
U= . .
—siny —Rcosycosxy —Rcosysiny cosp
_cosy Rsinycos x Rsin~ysin x cos ¢
4 v v
0 Rsin x _ Rcosxcosgp
V cos~y V cosy
0 1 0
1 0 0
0 0 1
d 2 2 : d V cos? v : d )
R}gqs*ycos;c(l% — Vcos® ytan (1 — 0052x) smfyd% + % Rc%syslnxcos flﬁ
_ SIN7YCOSX a : _ Cosy a _ COS 7y sin 7y _ SI7ySINXYCoSY d
R +5lnvcosytan p(1—cos?x) S35 = Vot
__Rsinx d _ ; Cos xcos ¢ d
V cos~y dt S X COS X tan ¥ 0 Vecosy dt
vérifiant P(F)U = (I3,033). La matrice U est ensuite donnée par
0 1 0
1 0 0
0 0 0 1
— . 2 .
R cos~y cos X% — Vecos?ytan (1 — cos? ) sin 7% + % R cos~ysin x cos gp%
__ Rsinycosx d : o 2 cosy d _ cosysiny __ Rsinysinxcosy d
v +dsmycosytan (1 —cos®x) SA4 — A
__Rsinx d  _: Cos X cos @ d
V cosy dt smxcosxtangp Vcosy dt

On calcule ensuite une matrice de transformation () € G—Smith(U ) telle que QUR =
(I3,033)". On obtient alors une matrice de transformation unimodulaire & droite R (op-
tionnelle) telle que

010
R = 1 00 |,
0 0 1
et les matrices de transformation a gauche )1, ()2 et Q3 définies par
1 00 0O00O0
0 1 00 00
Q) = 0 01000
P —sinnd Yt 9910 0 |
cosy d COS 7y sin
— V73+ “}% 0 0 010
0 000001
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1 0 0 000
0 1 0 000
0 0 1 000
Q= —Rcosycos x4 + V cos? ytan (1 — cos? x) 0 100 |
0 M%—sinycosvtangp(l—coﬁx) 0 010
0 0 —736325;3”% 001
et
10 0 000
0 1 0 000
00 1 000
Q=19 o —Rcosysinycosp< 1 0 0 |°
Rsinvysinxcos¢ d
8 8 _Rco‘s/xcosgoidt 8 é (1)
Vecosy dt
telles que la matrice de transformation unimodulaire globale ) € G-Smith(U ), définie par
1 0
0 1
0 0
@ = Qs = —sin 7% — V%f% — R cos 7y cos X% + V cos? vy tan (1 — cos® )
_C(%i,y% + cosz%siny Rsin&cosxd% _ sinycos*ytan (p(l _ C082 X)
0 %%Jrsinxcosxtamp
0 000
0 000
1 000
— R cos y sin x cos gp% 10 0 |
Rsinysinycosg d 01 0
% dt
_ Rcosxcosp d 01 0

Vecosy dt

fournit la décomposition de Smith de U, telle que

QURz( I3 )
03,3

Une base w de 'idéal de formes différentielles Q associé a P(F') est donc donnée par le
vecteur de 1-formes

dip
100000 3;\% dy
w=1010000|@Q aw | = d\
001000 dR
dy
dx
La base w est trivialement fortement fermée avec M = I3, ce qui donne finalement la
sortie plate y1 = ¢, y2 = A et y3 = R, i.e. la position géographique du véhicule. |
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Remarque 3.4. Le modele du véhicule en “Terre plate” et le modele a trois degrés de
liberté en terre tournante sont équivalents dans le sens ou il existe une transformation
ponctuelle qui associe a toute trajectoire de la sortie plate (x,y, h) une trajectoire de la
sortie plate (¢, A, R), telle que

& = R,
y = RAcos o,
h = R.

Cette transformation ne remet bien str pas en cause la propriété de platitude du modele
a trois degrés de liberté obtenue dans la section 3.2.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré que le modele a trois degrés de liberté dun
véhicule de rentrée atmosphérique est plat. De plus, nous avons déterminé une sortie plate
candidate associée en utilisant un algorithme de calcul formel. Deux modélisations ont
été considérées, I'une étant définie sous 'hypothese “Terre plate”, 'autre tenant compte
du mouvement de rotation terrestre. Les deux formulations ont conduit a la propriété de
platitude du modele, dont une sortie plate est donnée par la position du centre de gravité
du véhicule dans un repere local lié a la piste. La propriété de platitude du modele a
trois degrés de liberté du véhicule va nous permettre d’établir, dans la seconde partie
de ce mémoire, une méthodologie complete pour le développement d’une loi de guidage
autonome. Dans un second temps, cette loi de guidage autonome sera appliquée aux phases

TAEM et A&L d’une mission de rentrée atmosphérique de la navette spatiale américaine
STS-1.

81



Chapitre 3. Application a un véhicule de rentrée atmosphérique

82



Deuxieme partie

Planification autonome de
trajectoires de rentrée
atmosphérique
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Position du probleme

L’un des objectifs majeurs pour la conception des véhicules de rentrée atmosphérique
de nouvelle génération réside dans l'amélioration de la streté de fonctionnement et la
réduction des coflits associés. En conditions nominales, les technologies de guidage et de
pilotage (G&C) actuelles sont suffisamment matures pour garantir la mise en orbite d'un
véhicule et son retour sur Terre, avec un atterrissage fiable sur une piste d’atterrissage. Ce
type de technologie a été éprouvé a maintes reprises lors du programme américain Shuttle.
Cependant, c’est en conditions défaillantes que l'on est souvent amené a considérer des
stratégies différentes, communément appelées solutions de guidage et de pilotage avan-
cées (AG&C). En permettant aux véhicules de rentrée défaillants de regagner la Terre de
maniere sure lorsque cela est physiquement possible, les solutions AG&C sont essentielles
pour 'amélioration de la fiabilité et des cotts des véhicules de nouvelle génération. De
plus, un autre objectif de ces techniques est de limiter la quantité d’analyses effectuées
au sol pour chaque scénario défaillant considéré.

Communément, un systeme de guidage, navigation et pilotage (GNC) autonome com-
porte trois parties principales :

1. un module de détection et localisation de défauts (FDI),

2. des mécanismes d’adaptation des boucles de régulation interne (pilotage) et externe
(guidage),

3. un module de replanification de trajectoires,

Les technologies AG&C actuelles sont capables de reconfigurer en ligne la loi de pilotage,
et d’adapter la boucle de régulation du guidage. Dans la plupart des cas, les surfaces
de controle aérodynamique disponibles sont allouées afin de compenser un ou plusieurs
défauts, et de retrouver autant que possible le niveau de robustesse/performance nominal
de la boucle de régulation. Ce type d’approche est souvent appelé reconfiguration de la
boucle interne. Lorsque la boucle de pilotage reconfigurée ne parvient pas a regagner le
niveau de robustesse/performance nominal, la loi de guidage doit étre adaptée afin que la
boucle interne ne conduise pas a l'instabilité du systeme.

Cependant, dans certaines situations, la reconfiguration de la loi de pilotage et 'adapta-
tion de la boucle de guidage ne sont pas suffisantes, notamment lors de ’apparition de
défaillances de forte amplitude ou de défauts multiples, qui peuvent réduire de maniere
importante ’énergie disponible pour le controle des forces aérodynamiques, conduisant a

85



Position du probleme

une dégradation sévere des performances et a une réduction de I’enveloppe de vol. Ainsi,
certaines défaillances peuvent entrainer une modification importante des forces et des
moments aérodynamiques agissant sur le véhicule en configuration nominale. Il est alors
nécessaire de replanifier la trajectoire de vol courante afin de générer de nouvelles consignes
de référence de la boucle de guidage, se trouvant a l'intérieur de I’enveloppe de vol réduite.

Afin d’améliorer la tolérance aux défauts, plusieurs travaux de recherche se sont foca-
lisés sur la replanification de trajectoires a bord, ainsi que l'adaptation de la boucle de
guidage [35, 36, 37, 38]. La replanification de trajectoires de rentrée atmosphérique doit
répondre aux contraintes suivantes :

(a) la planification/replanification de trajectoires a bord nécessite que les algorithmes
associés soient certifiables pour le vol,

(b) Teffet des défaillances sur la dynamique du véhicule doit étre prédit sur une large
plage de conditions de vol.

A T’heure actuelle, la replanification de trajectoires nécessite une quantité importante
d’analyses au sol. La planification de trajectoires en conditions défaillantes nécessite la
génération d’une importante base de données de trajectoires admissibles pour un sous-
ensemble de défaillances potentielles. Ainsi, la durée séparant le développement de 1’al-
gorithme de planification et le lancement de la mission peut s’étendre jusqu’a plusieurs
mois, engendrant ainsi des délais d’exploitation importants. La réduction de ces délais et
des cotits associés représente donc un probleme important qui est abordé dans ce mémoire.

La contribution principale de cette partie est le développement dune loi de guidage au-
tonome permettant la replanification de trajectoires a bord en présence de situations
défaillantes. L’architecture de la loi de guidage proposée comprend un planificateur de
trajectoires tolérant aux défauts ainsi quun régulateur de poursuite de trajectoires de
type linéaire a parametres variants (LPV). L’algorithme de replanification de trajectoires
est basé sur les techniques de transcription directes et la résolution d’un probleme de pro-
grammation non linéaire (NLP), tenant compte de la propriété de platitude du modele a
trois degrés de liberté du véhicule. En outre, des contraintes de trajectoire additionnelles,
résultant des défaillances simples ou multiples de gouvernes, sont incluses dans le probléeme
de commande optimale afin que le véhicule dégradé puisse étre équilibré statiquement le
long de la trajectoire replanifiée. En outre, une méthodologie originale d’annexation super-
ellipsoidale est proposée afin de transformer le probleme de commande optimale, formulé
dans 'espace de la sortie plate, en un probleme convexe. L’ensemble de la méthodologie
de guidage autonome est ensuite appliqué a une mission de rentrée atmosphérique dans
le chapitre 3, constituée des phases de dissipation d’énergie en zone terminale (TAEM),
et d’approche et d’atterrissage automatique (A&L), pour la navette spatiale américaine
STS-1.
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Chapitre 1

Etat de Dart

“Jamais les mots ne manquent aux idées; ce sont les
idées qui manquent aux mots.”
Joseph Joubert

Résumé :

Ce chapitre est consacré a la présentation des principales
techniques de programmation non linéaire (NLP) et de
planification de trajectoires.

Apres avoir décrit la méthode classique de Newton, nous
présenterons le cadre de programmation quadratique sé-
quentielle (SQP), principalement dédié a la résolution
des problemes de type NLP.

Dans un second temps, nous analyserons les principales
techniques d’optimisation de trajectoires, telles que les
méthodes de tirs simples/multiples, ainsi que les mé-
thodes basées sur une transcription directe ou indirecte
du probleme de commande optimale. Chaque technique
abordée sera resituée dans le contexte de [’optimisation
de trajectoires de rentrée atmosphérique.
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1.1 Introduction

Dans ce premier chapitre, nous proposons de faire un tour d’horizon des principales
techniques d’optimisation de trajectoires rencontrées dans la littérature, et dans le pay-
sage industriel mondial. Devant I’abondance des techniques d’optimisation de trajectoires
qui ont été développées depuis une cinquantaine d’années, souvent en marge des grands
programmes d’exploration spatiaux, il ne serait pas raisonnable ici de prétendre pouvoir
présenter ces méthodes de maniere exhaustive. Ainsi, nous décrirons deux grands cou-
rants qui ont émergé de la communauté de 'optimisation, et qui ont donné naissance a
des méthodes d’optimisation complémentaires, mais au but final identique :

— les méthodes indirectes, reposant sur une résolution le plus souvent explicite des

équations associées au principe du maximum de Pontryagin,

— les méthodes directes, utilisant les variables du systeme dynamique comme variables

de décision du probleme d’optimisation.

Nous nous sommes largement inspirés de 'ouvrage de J. T. Betts [34] afin de mener cette
étude bibliographique.

La suite de ce chapitre s’articule de la facon suivante. Nous décrirons dans un premier
temps les algorithmes numériques d’optimisation, tels que les techniques de Programma-
tion Quadratique (QP) et de Programmation Non Linéaire (NLP), permettant de résoudre
un probleme d’optimisation de dimension finie. Dans un second temps, nous nous atta-
cherons & montrer comment un probleme d’optimisation de trajectoires peut étre mis sous
la forme d’un probleme NLP, en utilisant des techniques de tirs simples ou multiples, ou
des méthodes de transcription directe ou indirecte du probléme de commande optimale

(OCP).

1.2 Programmation non linéaire

1.2.1 Méthode de Newton

La méthode de Newton [39], introduite il y a plus de 300 ans, est sans doute la tech-
nique itérative la plus répandue pour résoudre des problemes d’optimisation. Nous verrons
que sa généralisation est au coeur d'un des algorithmes de programmation non linéaire les
plus utilisés, c’est a dire la méthode de programmation quadratique séquentielle (SQP) [34].

Commencons par décrire la méthode de Newton a plusieurs variables. Considérons pour

cela un vecteur z de dimension n, tel que z = (z1,...,2,)7, et cherchons a vérifier un
ensemble d’équations algébriques non linéaires défini par

c(x) = : = 0. (1.1)
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En développant I'expression (1.1) en série de Taylor au premier ordre, on obtient
(@) = c(x) + G(T — x), (1.2)

ou la matrice jacobienne G est définie par

9ci 9 ., Oa
ox1 Oxo Oxn
ax . .
dem  Oem .. Ocm
o1 0x2 Ozn

Clairement, comme nous cherchons a obtenir ¢(Z) = 0, I’équation (1.2) se réécrit sous
forme matricielle
Gp = —c. (1.4)

Si 'on suppose que la matrice jacobienne G est non singuliere, la résolution du systeme
d’équations linéaires (1.4) fournit alors la direction de recherche p, qui conduit a une
itération de la forme

T=x+Dp.

1.2.2 Probleme d’optimisation sans contraintes

Considérons a présent un probleme d’optimisation multidimensionnel sans contraintes.
Nous souhaitons trouver un vecteur de variables z = (zy,...,z,)’ de dimension n, per-
mettant de minimiser la fonction F'(z) = F(z1,...,x,). A 'instar de la section précédente,
calculons une approximation au second ordre de F'(z) autour du point z, telle que

F(7)=F(z) +¢"(2)(T - 2) + %(T — o) H(2)(@ - z), (1.5)

ou g(z) représente le vecteur de gradients de dimension n défini par
or
oz
OF
OTn

et H(x) est la matrice hessienne de taille n x n telle que

9°F 9°F . 9°F
8@‘% Ox10x2 0x10xn
9°F 9°F . 9°F
_ 2 o Oxro0x1 Bx% Ox20xn,
9°F 9*F . 9°F
0xn0x1  Oxpdzo 02

En notant p = T — z la direction de recherche, I'expression (1.5) peut se réécrire

F@)=F(x)+g¢"p+ %pTHp. (1.7)
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Le terme scalaire ¢g”p est communément appelé dérivée directionnelle le long de p, et le
scalaire p” Hp est appelé courbure ou dérivée directionnelle du deuziéme ordre dans la
direction p.

Supposons maintenant que la série (1.7) a été développée autour du point minimal z*. Si
x* est un minimum local, alors la fonction objectif doit étre supérieure pour tout point
dans son voisinage, i.e., F(T) > F(z*). Cela se traduit par le fait que les gradients dans
toutes les directions doivent étre nuls, i.e., (¢*)Tp = 0, ou encore

g1 ()

De plus, si la fonction s’incurve dans toutes les directions, alors x* est un minimum local
fort, et le troisieme terme du développement (1.7) doit étre positif ou nul, i.e.,

p  H*p > 0. (1.8)

Par conséquent, H est une matrice (semi) définie positive, ce qui fournit les conditions
locales d’optimalité suivantes :

Conditions nécessaires Conditions suffisantes
g(z*) = 0, glx®) =0,
p'H*p > 0. p'H*p > 0.

Considérons maintenant le développement quadratique (1.7) autour d’un point x ar-
bitraire. Nous souhaitons obtenir un nouveau point x tel que le gradient soit nul. Son
approximation linéaire est alors simplement donnée par

g=0=g+ Hp. (1.9)
La résolution du systeme linéaire (1.9) fournit alors la direction de recherche p telle que
p=—H"g, (1.10)

et l'itération de Newton est alors donnée par T = x + p. De plus, afin de garantir la
convergence de cette itération vers un minimum (local ou global), il est nécessaire de
rajouter une contrainte permettant d’assurer la “descente” du gradient, telle que

9'p<0. (1.11)

Remarque 1.1. (a) En utilisant la direction de recherche (1.10), la contrainte (1.11)
sur le gradient s’écrit
g'p=—¢"H g <0,

qui est vérifiée si seulement si la matrice hessienne est définie positive, i.e, (1.8) est
satisfaite.
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1.2.  Programmation non linéaire

(b) La question de 'inversibilité de la matrice hessienne H ne se pose pas ici pour la
résolution du systeme (1.10) car toute matrice (semi) définie positive est inversible,
et son inverse est également une matrice (semi) définie positive.

Comme nous ’avons vu précédemment, la méthode d’optimisation de Newton nécessite
le calcul d’informations dérivées, telles que la matrice jacobienne (1.3) ou la matrice
hessienne (1.6). Ces calculs sont particulierement cotteux, et peuvent étre approximés
de maniere itérative en utilisant les méthodes de type quasi-Newton. Ainsi, 'idée de
base est de construire un nouvel estimé des matrices jacobienne et hessienne a partir des
informations contenues dans les itérations précédentes, tel que

B = B+ R(Ac, Ax), (1.12)
ot le nouvel estimé B est calculé a partir de lestimé B précédent, et

Ac = & -1
Ar = zF—2"1
Parmi les méthodes les plus courantes, permettant de rafraichir la matrice B sous la forme
(1.12), on peut distinguer :
— la mise a jour de Broyden ou sécante, de rang 1, telle que

(Ac — BAz)(Az)T

B=B+ —0ran

— la mise a jour symétrique de rang 1 (SR1), définie par

(Ag — BAz)(Ag — BAx)T
(Ag — BAx)T Az ’

B=DB+

o Ag = g¥ — gF L.
— la mise a jour BFGS, sécante définie positive de rang 2, telle que
— Ag(Ag)"  BAz(Az)'B
5 g DaBg)T  BAA)E
(Ag)TAz  (Ax)TBAzx

— la mise a jour DFP, sécante définie positive inverse, définie par

— (Ag — BAz)(Ag)T + Ag(Ag — BAx)T  (Ag — BAz)T Az T
nor BT T (@graep A

1.2.3 optimisation sous contraintes égalitaires

Dans les sections précédentes, nous avons vu comment satisfaire des contraintes éga-
litaires du type ¢(z) = 0, et comment trouver le minimum d’une fonction F'(z) a partir
de la méthode de Newton. Nous cherchons a présent a réaliser les deux optimisations

ensemble, c’est a dire déterminer un ensemble de variables z = (xy,...,x,) minimisant
la fonction F(x), sous les m contraintes égalitaires
c(x) =0,
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avec m < n.
L’approche classique pour résoudre ce type de probleme consiste a introduire le lagrangien

Lz, \) = F(z) = ATe(z) = F(2) — Z Nici(z), (1.13)

ou A représente un vecteur de multiplicateurs de Lagrange, de dimension m. Les conditions
d’optimalité, exprimées pour la fonction lagrangienne (1.13), nécessitent a la fois que les
dérivées de cette derniére par rapport a x et A soient nulles, i.e., (z*, A*) est un optimum
si

V.L(z*, X)) = 0, (1.14)
VaL(z*,\) = 0. (1.15)
(1.16)

Le gradient de L par rapport a x s’écrit
Vol =g-G'A\=Vp-> \Va, (1.17)
i=1
et le gradient de L par rapport a A est défini par
VL = —c(z). (1.18)

Comme pour 'optimisation sans contraintes, il est nécessaire d’imposer une contrainte
supplémentaire liée a la direction de descente du gradient du lagrangien afin d’assurer la
convergence vers un minimum local ou global. Pour cela, on définit le hessien du lagrangien
sous la forme

m
Hy,=V2,L=V2F-Y \NVic.
i=1
Il s’en suit qu’une condition suffisante de descente est donnée par
vI'Hiv >0,
pour tout vecteur v dans 'espace tangent des contraintes.

Nous sommes maintenant en mesure d’appliquer la méthode de Newton au probleme
d’optimisation sous contraintes égalitaires, de maniere a déterminer les valeurs de (z, \)
telles que les conditions (1.14)-(1.15) soient satisfaites. Commencons par calculer, de ma-
niere analogue a (1.2), un développement en série de Taylor des équations (1.17) et (1.18)
au premier ordre :

0 = g—G'N+H(T—2)-G'A-N), (1.19)
0 = —c—G[T—x). (1.20)
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1.2.  Programmation non linéaire

Apres simplification de ces équations, on obtient un systeme linéaire similaire a (1.4),
appelé systeme de Kuhn-Tucker (KT) ou de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) [40], défini par

(% 5)(3)-(1) -

ou p représente la direction de recherche pour une itération T = x + p, et ) est le vecteur
des multiplicateurs de Lagrange au nouveau point (T, \).

I est possible de montrer que le systeme (1.21) représente les conditions d’optimalité
d’un sous-probleme d’optimisation quadratique linéaire, défini par

1
g'p+5p Hp, (1.22)
sous les contraintes
Gp = —c. (1.23)

1.2.4 Optimisation sous contraintes inégalitaires

Nous cherchons a présent a déterminer un vecteur z = (xy,...,x,) permettant de
minimiser

F(z),

sous les m contraintes inégalitaires
c(x) >0, (1.24)

ou m > n. Un point satisfaisant les contraintes (1.24) est dit admissible, et 'ensemble de
tous les points admissibles s’appelle la région admissible. Les problemes d’optimisation
sous contraintes inégalitaires sont caractérisés par un concept fondamental, celui d’en-
semble actif de contraintes. Ainsi, a la solution optimale z*,

— certaines contraintes vont étre satisfaites en tant que contraintes égalitaires, i.e.,

ci(xz*) =0, Vi € A,

ou A est appelé I’ensemble actif,
— d’autres contraintes seront satisfaites de maniere stricte, i.e.,

ci(z*) >0, Vie A

ou A’ est appelé 'ensemble inactif.
Les contraintes sont donc séparées en deux sous-catégories distinctes : les contraintes
actives et les contraintes inactives. Clairement, les premieéres (contraintes égalitaires)
peuvent étre traitées par la méthode de Newton décrite dans la section précédente. Les
secondes nécessitent un mécanisme permettant de classifier les différentes contraintes,
appelé stratégie d’ensemble actif et décrit dans la section suivante.
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1.2.5 Programmation non linéaire
Programmation quadratique

Le probleme d’optimisation quadratique (1.22) fait partie intégrante d’une classe plus
générale de problemes d’optimisation, connus sous le nom de problemes de programmation
quadratique (QP) [34]. Un probléme d’optimisation QP est caractérisé par une fonction
objectif quadratique, du type

1
F(z)=g"x+ §$TH$,

et des contraintes linéaires définies par

Az = a, (1.25)
Bz

v
=
—
—_
[\
D

ou H est la matrice hessienne définie positive.

Les grandes lignes de la méthode permettant de résoudre le probleme d’optimisation QP
précédent sous la forme d’une stratégie d’ensemble actif sont décrites dans ’algorithme 3.

Les stratégies de globalisation permettent de détecter, puis de corriger certaines déficiences
associées a la méthode de Newton. Si tout se passe bien, c’est a dire si 'algorithme d’op-
timisation ne rencontre pas de difficulté particuliere, alors les stratégies de globalisation
doivent devenir transparentes au niveau global. Il existe principalement quatre techniques
de globalisation largement répandues :

1. L’utilisation de fonctions de mérite, permettant de quantifier la progression de la
convergence de l'algorithme de Newton. En effet, chaque itération de 1’algorithme
est de la forme T = x 4 p, ou la direction de recherche est, rappelons-le, obtenue

en résolvant le systeme linéaire Gp = —c. La fonction de mérite permet alors de
sassurer que la séquence d’itérés {x*)} converge bien vers la solution z*, en vérifiant
que

M(z*+D) < M (z®).

Lorsque la méthode de Newton est utilisée dans le cadre de l'optimisation sans
contraintes d’une seule fonction, alors on peut simplement prendre M (x) = F(z).
Dans le cas de fonctions multiples, une seule valeur scalaire n’est pas suffisante pour
quantifier la progression de I’algorithme. La fonction de mérite la plus utilisée pour
les équations non linéaires est alors définie par

1
M(x) = =c'(z)c(x), (1.27)
mais les normes 1, 2 et oo du vecteur de contraintes c(x) peuvent également étre
utilisées de maniere équivalente afin de quantifier la progression de la séquence
d’itérés.
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Algorithme 3 : Algorithme de programmation quadratique (QP).

Entrées : Un estimé de I'ensemble actif initial A° et un point initial admissible z°.
Sorties : La solution optimale (z*, \*, n*) du probleme QP.
Algorithme :

1 Calculer le minimum de la fonction objectif quadratique, sujette aux contraintes de
I'estimé de l'ensemble actif A (contraintes égalitaires), i.e., résoudre le systeme de
KKT

H AT BT —p g
A 0 O n =l a ],
B 0 0 A b

ol le vecteur b représente le sous-ensemble du vecteur b correspondant aux
contraintes inégalitaires actives, et B représente la matrice jacobienne
correspondante pour les contraintes de A. Les multiplicateurs de Lagrange
correspondant aux contraintes égalitaires sont notés 7.

2 Choisir le pas®® le plus grand possible dans la direction p ne violant aucune
contrainte inégalitaire inactive, i.e.,

T =+ ap,

ol la longueur du pas 0 < a < 1 est choisie de maniere a maintenir la faisabilité
par rapport aux contraintes inégalitaires inactives.

3 si le pas est réduit, i.e., a < 1 alors

4 Ajouter I'inégalité limitante a I’ensemble actif A, et retourner a I'étape 1.

5 sinon

6 prendre le pas plein, i.e., o = 1, et vérifier le signe des multiplicateurs de
Lagrange.

7 si toutes les inégalités possédent des multiplicateurs \ positifs alors

8 retourner (z*, \*, n*).
sinon

10 Enlever de 'ensemble actif A la contrainte inégalitaire possédant le

multiplicateur X le plus négatif et retourner a 1’étape 1.
11 fin
12 fin

Le choix de fonctions de mérite dans le cadre de l'optimisation sous contraintes
est plus difficile, car il est nécessaire d’équilibrer les objectifs souvent conflictuels
associés a la minimisation de la fonction de cotut, et au respect des contraintes
égalitaires/inégalitaires. On utilise alors des méthodes basées sur les fonctions de
pénalité. Par exemple, une fonction de pénalité quadratique candidate est donnée

par
Plx,p) = F(a) + £ (2)e(w),

5]a notion de pas intervient dans les méthodes de recherche linéaire, nous en parlons plus bas.
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ol p représente le parametre de pénalité ou la pondération de pénalité. Malheureu-
sement, ce type de fonction de pénalité est mal conditionné, car ’accroissement du
parametre p engendre des problemes d’optimisation sans contraintes toujours plus
difficiles a résoudre. Une alternative consiste alors a utiliser une fonction lagran-
gienne augmentée, constituée du lagrangien (1.13) et d'un terme de pénalité sous la
forme (1.27), telle que

Pz, )\, p) = Lz, \) + gCT(:p)c(x) — F(z) = \e(z) + gcT(:p)c(x).
2. Les méthodes de recherche linéaire, permettant de modifier la longueur du pas d'une
itération par I'introduction d'un parametre a tel que

T =1+ ap. (1.28)

En utilisant 'expression (1.28), la nouvelle fonction de mérite associée peut s’écrire
exclusivement en fonction du parametre «, telle que

M(Z) = M(x + ap) = M(«).

La plupart des algorithmes d’optimisation commencent avec le plein pas de Newton,
ie., a® = 1. Les itérés suivants sont alors calculés jusqu’a ce quune longueur de
pas a®) satisfasse une condition de décroissance suffisante donnée par la formule de
Goldstein-Armijo [41]

0 < —ma®M'(0) < M(0) — M(a®) < —ra® M'(0),

ott M'(0) = (VM(0))Tp représente la dérivée directionnelle pour o = 0, et ol les
constantes k; et ko vérifient 0 < k1 < Ky < 1.

3. Les méthodes a régions de confiance, permettant d’ajuster a la fois la direction de
recherche p et la longueur du pas de Newton a pour définir une itération du type
T = x+ap. Supposons que x soit fixé, et que nous cherchons a déterminer les valeurs
des variables p permettant de minimiser

1
Flx+p) ~F(z)+g"p+ QpTHp,

sous les contraintes 1
T 2
- < 6°.
2p P>
Nous considérons que I'on peut se fier a la prédiction F'(x + p) si les points obtenus
appartiennent a la région définie par le rayon de confiance §. Le lagrangien associé

a ce probleme est défini par
1 1
Lr(p,7) = F(x) +¢'p+5p Hp—7 (52 - 5;0Tp) :

ou 7T représente le multiplicateur de Lagrange associé aux contraintes inégalitaires
de la région de confiance. Par conséquent, la condition nécessaire d’optimalité s’écrit

VoLr(p,7)=9g+Hp+1p=9+ (H+71I)p=0.
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Il y a deux solutions possibles a ce probleme : soit la contrainte associée au rayon de
confiance est inactive, et alors 7 = 0 et la direction de recherche p est la direction
de Newton classique; soit la contrainte du rayon de confiance est active, et alors
lp|| = d et 7 > 0. Le rayon de confiance ¢ et le multiplicateur 7 sont liés : lorsque §
est grand, alors 7 est petit, et vice versa.

4. Les techniques de filtrage, permettant d’éviter le réglage souvent délicat d’un pa-
rametre de pénalité dans une fonction de mérite. L’approche par filtrage permet
d’accepter une nouvelle itération de Newton s’il existe un point x minimisant soit
la fonction de cout F'(x), soit la violation des contraintes v(c(x)), ou la violation est
mesurée par une norme appropriée. L’idée est alors de comparer les informations
contenues dans l'itération courante, a celles contenues dans les itérations précé-
dentes, afin de “filtrer” les mauvais itérés. Considérons que les valeurs de la fonction
de coiit et de la violation de contraintes au point ) soient données par

{F®, 00} = {F (), v(c=®))}.

Lorsque I'on compare les informations en deux points différents z*) et 2U), on
dit qu'une paire {F® v®} domine une autre paire {FU) v0)} si et seulement si
F®) < FO) et p®) < 90, Avec cette définition, il est alors possible de construire un
filtre comme une liste de paires

FO_ )
F@ L@

)

tel qu’aucune paire ne domine les autres. On dit alors qu'un nouveau point { £, v(®}
est acceptable pour étre inclu dans le filtre s’il n’est dominé par aucun autre point
du filtre.

Programmation non linéaire

Le probléeme de programmation non linéaire (NLP) [34] consiste a déterminer un vec-

teur x = (z1,...,x,), permettant de minimiser la fonction objectif scalaire
F(x),
sujette aux m contraintes
cp < c(z) < ey, (1.29)
et aux bornes simples
w, <x < ay. (1.30)

Des contraintes égalitaires peuvent alors étre imposées en posant ¢, = cy.

Les conditions KKT nécessaires pour que le point X* soit une solution optimale du pro-
bleme NLP requierent que
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— X* soit une solution admissible, i.e., (1.29) et (1.30) soient satisfaites,
— Les multiplicateurs de Lagrange A associés a (1.29) et v associés a (1.30) satisfassent

g=G"\+v,
— les multiplicateurs de Lagrange associés aux contraintes inégalitaires soient

non positifs pour les frontieres supérieures actives,
nuls pour les contraintes identiquement satisfaites,
non négatifs pour les frontieres inférieures actives.

— La matrice jacobienne G correspondant aux contraintes actives soit de plein rang
ligne.

Les algorithmes de programmation quadratique séquentielle (SQP) font sans nul doute
partie des méthodes les plus répandues pour résoudre les problemes de type NLP. L’idée
principale de la méthode d’optimisation sous contraintes égalitaires, décrite dans la section
1.2.3, était d’approximer le lagrangien sous forme quadratique et les contraintes de maniere
linéaire (cf équations (1.22) et (1.23)). Dans le cadre de l'optimisation non linéaire NLP
par approche SQP décrite ici, I'idée est de résoudre de maniere itérative un sous-probleme
QP. Supposons que litération débute au point (x, \,v). Le sous-probleme QP revient
alors déterminer la direction de recherche p permettant de minimiser 1’approximation

quadratique du lagrangien
1
g'p+ 50" Hp,

sujet aux approximations linéaires des contraintes

G
mg<f)§m

ou les bornes inférieure et supérieure sont définies par

o Cr, —C . Cy —C
bL_(a:L—x)’ bU_(a:U—x)'

La solution de ce probleme QP ne définit pas seulement la direction de recherche p, mais
I’algorithme d’optimisation quadratique détermine également un estimé de I'ensemble
actif des contraintes, ainsi qu’'un estimé des multiplicateurs de Lagrange \ et  associés.
Ainsi, il est possible de définir des directions de recherche pour les multiplicateurs sous la
forme

AN =\ — ),
Av=1v—v.

Finalement, la solution du sous-probleme QP peut étre utilisée afin de construire I'infor-

mation nécessaire au calcul d'une fonction de mérite. Une prédiction linéaire de la valeur

des contraintes est donnée par
s=Gp+ec
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En supposant que 'on débute l'itération en ayant un estimé des variables de relazation
s, alors il vient

As=35—s=Gp+ (c—s). (1.31)

Le terme (¢ — s) dans I’équation (1.31) permet de mesurer la “déviation de la linéarité”
dans les contraintes c. Par exemple, si les contraintes ¢(x) sont des fonctions linéaires des
variables z, alors (¢ — s) = 0. Maintenant, la direction de recherche augmentée, formée en
regroupant les expressions précédentes, s’écrit

p
AN

Av |’
As

+ «

wl > 8
»n T > 8

ou « représente la longueur du pas. Lorsqu’un pas de Newton plein est utilisé (o = 1),
alors les nouveaux multiplicateurs de Lagrange du probleme NLP deviennent ceux du
probleme QP, i.e., A = \ et 7 = .

Comme pour les autres algorithmes d’optimisation basés sur la méthode de Newton, il
est nécessaire de définir une stratégie de globalisation pour le probleme NLP. Une forme
modifiée de la fonction de mérite lagrangienne augmentée peut alors étre choisie, telle que

M(z, )\, s)=F —\'(c—s)+ %(c —5)70(c — s),

ol O est une matrice diagonale de parametres de pénalité vérifiant

oM 1

—(0) < —=p"Hp.
5 (0) < —op Hp

Quelques solveurs NLP classiques

Devant le nombre tres important de solveurs de programmation non linéaire existant,
nous ne cherchons pas ici a les décrire tous de maniere exhaustive, mais seulement a
présenter brievement quelques outils logiciels classiques, largement utilisés dans la com-

munauté de I'optimisation'®.

Fmincon [42] : Ce solveur fait partie intégrante de la boite a outils “Optimisation” de
I’environnement de calcul Matlab. 11 utilise un algorithme de type SQP. La formule BFGS
est utilisée afin de maintenir une approximation de la matrice hessienne. Une fonction de
mérite de type Han est utilisée afin de déterminer la longueur du pas d’optimisation. Cet
algorithme d’optimisation nécessite beaucoup d’itérations avant de converger, et a été dé-
passé depuis quelques années par d’autres solveurs comme NPSOL ou SNOPT, utilisant
des méthodes de calcul plus abouties.

SNOPT [43] : Développé et maintenu par des chercheurs de 1'Université de Californie,

16i] existe néanmoins de nombreux autres solveurs tels que CONOPT, LANCELOT, OPTIMA, SOCS,
LOQO, ...
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San Diego et de I’Université de Stanford (Stanford Systems Optimization Laboratory :
SOL), SNOPT est un solveur dédié aux problemes d’optimisation sous contraintes (LP,
QP et NLP). Dans le cas des problemes NLP, SNOPT utilise une méthode de type SQP
“creuse”, basée sur des approximations de type quasi-Newton du hessien de la fonction
lagrangienne (rafraichissement du type BFGS). La fonction de mérite utilisée est une
fonction augmentée, comme c’est aussi le cas pour le solveur SQP “dense” NPSOL (voir
ci-dessous). De maniere générale, SNOPT requiert moins de calculs matriciels que NP-
SOL pour aboutir a une solution, et moins d’évaluations de fonctions que l’algorithme
non-linéaire MINOS (voir plus bas). SNOPT exploite les propriétés des matrices creuses
et est, par conséquent, bien adapté pour traiter les problemes de grande dimension com-
prenant plusieurs centaines de variables et de contraintes.

NPSOL [44] : Comme SNOPT, NPSOL est un solveur développé et maintenu par des
chercheurs de 1"Université de Californie, San Diego et de I’Université de Stanford. Les
algorithmes développés pour les deux solveurs sont sensiblement les mémes. NPSOL est
un algorithme SQP de type “dense” (matrices pleines) et, par conséquent, bien adapté
aux problemes de petite et moyenne taille, bien qu’il n’existe pas, a proprement parler, de
limite sur le nombre de variables/contraintes pouvant intervenir dans le probleme. NP-
SOL inclut également le solveur de problemes d’optimisation quadratiques LLSOL.

MINOS [45] : Solveur également développé par des chercheurs de I’Université de Ca-
lifornie, San Diego et de I’Université de Stanford, MINOS est un solveur dédié aux pro-
blemes de type LP, QP et NLP de grandes dimensions. L’algorithme d’optimisation SQP
“creux” développé pour MINOS est quelque peu différent de celui utilisé par les solveurs
SNOPT et NPSOL, la principale différence se situant au niveau de la fonction lagran-
gienne, quadratique pour SNOPT et NPSOL, non linéaire pour MINOS. Ce solveur est
surtout recommandé si les contraintes ou la fonction objectif sont relativement faciles a
évaluer. Si les contraintes sont faiblement non linéaires, il y a de bonnes chances pour
qu'une solution soit obtenue, mais sans garantie pour autant. Si certaines contraintes
sont fortement non linéaires et/ou leurs gradients difficiles & évaluer, il vaut mieux alors
se tourner vers des solveurs comme SNOPT ou NPSOL.

filterSQP [46] : C’est un algorithme de type SQP, développé par I'Université de Dun-
dee (UK) et basé sur les méthodes d’optimisation par régions de confiance. Il comprend
de plus un mécanisme de “filtrage” afin de promouvoir la convergence globale du pro-
bleme. Le rayon de la région de confiance est adapté par le solveur durant la résolution
du probleme. filterSQP fonctionne autant pour les problemes de type “dense” que “creux”.

KNITRO [47] : Cette librairie logicielle récente fournit trois solveurs permettant de
résoudre des problemes NLP : un algorithme direct du point intérieur qui applique les
techniques de barrieres et factorise directement la matrice KK'T du systeme non singulier,
un algorithme du point intérieur qui applique les techniques de barrieres en utilisant la
méthode du gradient conjugué afin de résoudre les sous-problemes KK'T, et un algorithme
basé sur le concept d’ensembles actifs. KNITRO est dédié aux problemes de type LP, QP,
NLP de grandes dimensions, convexes ou non convexes. KNITRO est apprécié pour sa
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robustesse et son efficacité.

1.3 Commande optimale

Fondamentalement, un probleme d’optimisation de trajectoires peut étre formulé comme
un probleme de commande optimale. Cette section se focalise sur la résolution de tels pro-
blemes. Considérons un systeme commandé explicite, régi par des équations différentielles
ordinaires, tel que

w(t) = f(x(t), u(t), p, 1), (1.32)
ou t représente la variable temporelle, x I’état du systeme, u les entrées de commande, et
p un vecteur de parametres.

Définition 1.1 (Probleme de commande optimale). Le probleme de commande opti-
male (OCP), consiste a déterminer les profils des entrées de commande u(t) (et/ou des
paramétres p) minimisant la fonctionnelle de cott

o ((to), ulto)) + /t f Gi (w(L), u(t)) dt + ¢y (x(ty), ulty)), (1.33)

et permettant
1. de vérifier la dynamique du systéme (1.32),

2. de satisfaire a un ensemble de contraintes :
— anitiales, a linstant tg, telles que

Yo < P(x(to), u(to), p, to) < You, (1.34)
ot Yo(x(to), u(to), p, to) = 0.

finales, a l'instant ty, définies par
Pri < @('r(tf%u(tf%putf) < P fus (135>

ot Spf(x(tf)v U(tf)ap, tf) = py.
— de trajectoire, pour tout to <t < ty, telles que

g < g(z(t),u(t),p,t) < gu. (1.36)

— sur [’état, telles que
< x(t) <z,

sur les commandes, telles que
w < ut) < .

Remarque 1.2. La fonction objectif (1.33) est écrite ici sous la forme dite de Bolza.
Si le terme intégral est nul, c’est a dire si la fonctionnelle de cotit ne comprend que des
quantités évaluées aux instants ¢y et ¢5, alors on dit qu’elle est sous la forme de Mayer. Si
la fonctionnelle comprend uniquement un terme intégral, alors on dit qu’elle est sous la
forme de Lagrange. Notons que la forme de Mayer peut étre obtenue soit a partir de la
forme de Bolza ou de Lagrange, en introduisant une variable d’état supplémentaire.
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Contrairement aux problemes de type NLP, qui comportent un ensemble fini de va-
riables x et de contraintes ¢, les problemes de commande optimale contiennent souvent
des variables continues, telles que x(t) et u(t), que nous cherchons a optimiser. De ce fait,
un probleme de commande optimale peut étre vu comme une extension en dimension
infinie d’un probleme de programmation non linéaire.

1.3.1 Contraintes dynamiques

Supposons que 'on souhaite optimiser les entrées de commande u(t) minimisant le
critere
J = o(x(ty) ty),
sujet a la dynamique
i(t) = fz(t), u(t)) (1.37)
et aux contraintes de bord
U(a(ty),ulty),ty) =0, (1.38)
ou les conditions initiales z(ty) = x¢ sont définies a I'instant initial ¢ fixé, et ou 'instant
final ¢4 est libre. Ce probleme introductif simple, appelé forme autonome, comporte deux
types de contraintes égalitaires — des contraintes “continues” (1.37), qui doivent étre
satisfaites pour tout ty < ¢t < ¢y, et des contraintes “discretes”, devant étre vérifiées a

I'instant ¢y uniquement. De la méme facon que nous avons défini un lagrangien (1.13),
nous introduisons ici un indice de performance augmenté sous la forme

. ty
J=lo+vm il — [N~ fale) u(e))dr (139
to

L’expression (1.39) contient des multiplicateurs de Lagrange v associés aux contraintes
discretes, mais également des multiplicateurs A(t), appelés états adjoints ou co-états,
associés aux contraintes continues engendrées par les équations dynamiques (1.37) du
systeme. En dimension finie, les conditions nécessaires d’optimalité (1.14) et (1.15) avaient
été obtenues dans la section 1.2 en annulant les dérivées premieres du lagrangien. Dans
le cas continu, l'opération analogue consiste a annuler la variation premiere 6J =0.On
définit pour cela 'hamiltonien

H = \'(t) f(x(t), u(t), (1.40)

et la fonction auxiliaire

d=¢+v.

Les conditions nécessaires d’optimalité, appelées équations d’Fuler-Lagrange, sont alors
données par :

les équations adjointes '
AN=—-HT

x )

(1.41)

les équations de commande
0=H,

u

(1.42)
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et les conditions de transversalité

Aty) = q)ﬂtztf’ (1.43)
0 = (¢ + H>‘t:tf’ (1.44)
0 = Alt). (1.45)

Dans ces expressions, les dérivées partielles H,, H, et ®, sont des vecteurs lignes, i.e.,
H, = (2L 20 1eséquations de commande (1.41) représentent une version simplifiée
oz’ ) Oxp

du principe du mazimum de Pontryagin'™, dont la forme générale s’écrit

u = argmin H, (1.46)

ueld

ou U représente le domaine admissible des commandes. Le principe du maximum affirme
que les variables de commande doivent étre choisies de maniere a optimiser, a tout ins-
tant, I’hamiltonien, sujet a des limitations sur la commande imposées par les contraintes
de trajectoire sur I’état et sur la commande. L’ensemble complet des conditions nécessaires
d’optimalité constitue un systeme d’équations algébriques différentielles (DAE) formé par
les équations (1.37), (1.41), (1.42), et avec les conditions de bord (1.43), (1.44), (1.45) et
(1.38) aux instants ¢, et ty. Cette formulation est communément appelée probléme auzx
deuz bouts.

La résolution des conditions d’optimalité issues du principe du maximum est donc un
ingrédient nécessaire a la résolution d'un probleme aux deux bouts non contraint. Dans
la section suivante, nous montrons comment tenir compte de contraintes égalitaires et
inégalitaires dans le probleme aux deux bouts.

1.3.2 Contraintes égalitaires algébriques

Nous généralisons le probleme d’optimisation de la section précédente, en introduisant
des contraintes de trajectoire algébriques du type

0= g(x(t),u(t),t), (1.47)

qui viennent s’ajouter aux contraintes dynamiques (1.37) et aux contraintes de bord (1.38).
Le traitement des contraintes de trajectoire 1.47 dépend de la matrice jacobienne

991 g1 .. 991
ou1 Ousg ou
9 g2 ... Oda»
_ ou1 Ousg Oun
Ju = .
990 Ogn .. 9Ogn
ouq Oua Oum

"hien que Pontryagin I’ait historiquement défini comme un probléme de maximisation [48], il est aussi
d’usage courant de I'appeler le principe du minimum de Pontryagin, car 'hamiltonien utilisé dans la
littérature est souvent négligé par rapport a ’hamiltonien de Pontryagin.
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Dans ce cas, deux situations peuvent se présenter. Si la matrice g, est de plein rang,
alors le systeme d’équations différentielles et algébriques défini par (1.37) et (1.47) est un
systeme DAE d’ordre 1, et la fonction hamiltonienne (1.40) peut étre remplacée par

H=X\f+u"y, (1.48)

qui va modifier a son tour les équations adjointes (1.41) et les équations de commande
(1.42).

Si la matrice g, présente une chute de rang, alors on peut différencier I’équation (1.47)
par rapport au temps, ce qui donne

9o f (@(t), u(l)) + gult + gt
= g'(z(t), u(t),t).

Nous obtenons ainsi une nouvelle contrainte de trajectoire ¢" algébriquement équivalente
a la contrainte initiale. Pour cette nouvelle contrainte de trajectoire, il faut vérifier a
nouveau le rang de la matrice ¢,. Si la matrice est de plein rang, alors on dit que le
systeme DAE initial est d’ordre 2. Dans le cas contraire, s’il y a une chute de rang, il
faut alors redéfinir la fonction hamiltonienne (1.48) en remplagant g par ¢', et réitérer le
processus. Cette approche est connue sous le nom de de réduction d’ordre dans le cadre
des équations algébro-différentielles [49].

Remarque 1.3. Nous avons considéré ici un systeme DAE apparaissant lorsque des
contraintes de trajectoires sont imposées dans le probleme de commande optimale, telles
que

o(t) = [f(zt),ult).t),
0 = g(z(t),ul(t),t).

Cependant, dans le cas d’une absence de contraintes de trajectoire, les conditions néces-
saires d’optimalité (1.37), (1.41) et (1.42) conduisent & un systeme DAE sous la forme

#(t) = flx@),ul®)), (1.49)
\Nt) = —HI, (1.50)
0 = HI, (1.51)

ou les variables différentielles sont (z, A) et les variables algébriques sont données par u.
Lorsque la matrice H,, n’est pas singuliere!®, la commande u est obtenue via la condition
d’optimalité 0 = HI. Dans le cas contraire, la commande n’est pas définie de maniere
unique par la condition d’optimalité 1.51. Cette situation est communément appelée un
arc singulier, et son analyse repose sur des techniques assez similaires a celles introduites
précédemment pour la prise en compte de contraintes de trajectoire.

oOH

18]a matrice Hy, est définie par Hy,, = T , ou m représente le nombre de commandes du
u; Ouj

systeme, i.e., m = dim u.
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1.3.3 Contraintes inégalitaires algébriques

Considérons maintenant des contraintes inégalitaires de trajectoire sous la forme

0 < g(2(t), u(t), ).

Contrairement aux contraintes égalitaires, qui doivent étre vérifiées pour tout to <t <y,
les contraintes inégalitaires peuvent étre soit actives (0 = ¢) ou inactives (0 < g) a chaque
instant, i.e., le domaine temporel est partitionné en arcs contraints et non contraints.
Durant les arcs non contraints, les conditions nécessaires d’optimalité sont données par
(1.37), (1.41) et (1.42), alors que les conditions d’optimalité avec I'hamiltonien modifié
(1.48) sont applicables pour les arcs contraints.

Ainsi, la prise en compte de contraintes inégalitaires engendre trois complications ma-
jeures :

1. le nombre d’arcs contraints présent dans la solution optimale n’est pas connu a
PTLOT,

2. la position des points de jonction entre les arcs contraints et les arcs non contraints
n’est pas connue,

3. aux points de jonction, il est possible que les variables de commande u et les états
adjoints \ soient tous deux discontinus. Dans ce cas, des conditions de saut'® addi-
tionnelles doivent étre satisfaites [34].

1.4 Propagation de trajectoires

Les techniques de propagation de trajectoires, également appelées problemes aux va-
leurs initiales (IVP) ou méthodes d’intégration numérique, sont essentielles pour un bon
nombre d’algorithmes d’optimisation de trajectoires, comme par exemple les méthodes
de tirs simples ou multiples. Les algorithmes numériques permettant de résoudre les pro-
blemes de type IVP sont relativement matures en comparaison avec d’autres champs
applicatifs de la commande optimale. La solution du probleme aux valeurs initiales per-
met d’intégrer numériquement un ensemble d’équations différentielles ordinaires (ODE).
Ainsi, le probleme IVP consiste a déterminer la valeur de z(f;) & un instant t, < ¢y,
vérifiant la dynamique

o(t) = f(z(1),1), (1.52)

en partant de la condition initiale x(ty) = .
la plupart des méthodes de propagation de trajectoires peuvent étre regroupées en deux
grandes catégories :

— les méthodes a pas unique,

— les méthodes multipas.

9qui sont des conditions de bord imposées aux points de jonction.
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Commencons par traiter le cas de la propagation d’ODE en un seul pas, par exemple entre
t; et t;11. En notant z(t;) = x;, 'intégration formelle de la dynamique (1.52) donne

tit1 tit1
ti t;
Afin d’approximer l'intégrale par une somme discrete, divisons le pas d’intégration en k
sous-intervalles
7j = ti + hipj, (1.54)

avec 0 < p; < py < ... < pp < 1, pour tout 1 < 5 < k, ou h; représente le pas
d’intégration. Sur ce domaine partitionné, il est alors possible d’approximer I'intégrale de
(1.53) par la loi de quadrature

tiy1

k
fla(t), t)dt ~ b > B fi,

t;

ou f; = f(7;,%;). Les valeurs des variables x aux points intermédiaires 7;, telles que
z(7;) = &, sont alors construites en utilisant 1'expression

Tj k
/ Fla(t),t)dt ~ hy Y aufi,
ti =1

pour 1 <5 <k.
En regroupant ces résultats, on retrouve un ensemble de techniques classiques de propa-
gation a pas unique, appelées méthodes de Runge-Kutta a k étages®, telles que

k
Tig1 = T; + hy Zﬁjfijv
j=1

ou

Jij =1 , 1< <k

k
<$z‘ + h; Z ajlfil) . (ti + hipj)
-1

Dans ces expressions, {p;, 3;, @} représente des constantes connues, avec 0 < p; < py <
... < 1. Une maniere commode de définir ces coefficients est de les représenter sous la
forme de tableaux de Butcher

p1| 1 ... Qg
Pk | Qg1 oo Qg
B B

Les schémas d’intégration numérique d’ODE sont dits explicites si a;; = 0 pour [ > j et
implicites autrement. Les quatre méthodes de Runge-Kutta a k étages les plus répandues

20k est couramment appelé 1’ “étage”.
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sont illustrées ci-dessous. Dans chaque cas, nous donnons le tableau de Butcher corres-

pondant, ainsi que la représentation discrete associée.
Méthode d’Euler (explicite, k = 1)
Tableau de Butcher :

Représentation discréete :
Tig1 =T + hi fi.

Méthode classique de Runge-Kutta (RK4) (explicite, k = 4)

Tableaw de Butcher :

0o]lo o0 o0
1/211/2 0 0
/2] 0 1/2 0

0
0
0
1 0 0 1 0
1/6 1/3 1/3 1/6
Représentation discréte :

kl = hzfza

1 h;
ky = hif <$i+§k1,ti+§),

1 h;
ks = hif <$z + §k27ti + 5) )

ks = hif(zi+ ks, tig1),

1
Tiy1 = Xy —+ 6(/{?1 -+ 2]€2 —+ 2]{Z3 -+ ]{Z4)

Méthode trapézoidale (implicite, k = 2)

Tableaw de Butcher :

1]1/2 1/2

172 1/2

Représentation discrete :
h;
Tit1 = T; + E(fz + fit1)

Méthode de Hermite-Simpson (implicite, k = 3)

Tableaw de Butcher :
0 0 0 0

1/25/24 1/3 —1/24
1 |1/6 2/3 1/6
| 1/6 2/3 1/6
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Représentation discréte :

_ 1 hi
T = 5(901 +241) + g(fz — fi+1),

I = (f,tﬁr%),

T = Tt Sk AT fu), (158)

La méthode de Runge-Kutta est une méthode dite de collocation. En effet, supposons que
'on désire approximer la dynamique (1.52) sous la forme d’une fonction polynomiale z(t)
de degré k sur chaque intervalle ¢; <t < t;,4, telle que

T(t) = ag+ar(t —t;) + ... +ap(t —t;)F, (1.59)

ou les coefficients ag, ay, ..., a, sont choisis de maniere a ce que 'approximation “colle”
aux données au début du pas t;, i.e.,

et dont les dérivées premieres vérifient les conditions de collocation aux points (1.54), i.e.,

dz(7;)
dt

= f(z(7;), 7).

Remarque 1.4. (a) Nous avons choisi ici de représenter la solution de la méthode
d’intégration numérique de Runge-Kutta sous la forme d’un polynéme par morceaux
(1.59). Dans le cas général, nous utiliserons des polynémes continus par morceaux
appelés B-splines, possédant de meilleures propriétés numériques (voir annexe B).

(b) De nombreuses autres stratégies de collocation existent. Par exemple, la méthode
trapézoidale et de Hermite-Simpson sont appelées méthodes de Lobatto : la pre-
miere est basée sur un polynome d’interpolation quadratique, et la seconde sur un
interpolant cubique.

(c) La principale caractéristique des techniques explicites est que le calcul de chaque
pas d’intégration peut étre réalisé sans itération, voir par exemple (1.55) et (1.56). A
I'inverse, les méthodes implicites nécessitent de résoudre une équation non linéaire
du type

0= Tiy1 — Ly — % (f(.l’lurl, tiJrl) + f(l’l,tz)) = CZ (160)

Plus précisément, I'objectif est d’annuler le résidu (; en utilisant des étapes de
correction et de prédiction.

La deuxieme catégorie de méthodes d’intégration, appelées méthodes multipas, ont la
forme générale suivante :

k-1 :
Tik = i +h Y Bifig, (1.61)
i=0 =0
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ou «a; et 3; sont des constantes connues. Si 3; = 0, alors la méthode est explicite; au-
trement, elle est implicite. Ainsi, les stratégies de Adams, basées sur une approximation
des fonctions f par des polynomes d’interpolation, font partie des méthodes d’intégra-
tion multipas. Ces méthodes engendrent quelques nouvelles difficultés, absentes avec les
méthodes d’intégration a pas unique :

1. En observant I’équation (1.61), les méthodes d’intégration multipas utilisent les in-
formations disponibles aux k£ — 1 points précédents afin de générer un nouvel itéré.
Ceci implique l'utilisation d’une technique appropriée afin d’initialiser le proces-
sus itératif. Par exemple, les premieres itérations peuvent étre effectuées par une
méthode a pas unique.

2. Si le pas d’intégration h ou l'ordre k sont autorisés a varier dans 'expression (1.61),
alors il faut veiller a ce que le calcul des coefficients soit efficace, et bien conditionné
numériquement.

Le lecteur est renvoyé a l'ouvrage [34] pour obtenir plus de détails sur les algorithmes
d’intégration multipas.

1.5 Meéthodes classiques d’optimisation de trajectoires

La plupart des méthodes d’optimisation de trajectoires reposent sur une application
de la méthode d’optimisation de Newton. Chacune d’entre-elles possede son propre méca-
nisme de traitement de la fonction de cout et des contraintes du probleme de commande
optimale. Les méthodes d’optimisation de trajectoire les plus courantes comprennent les
techniques de tirs, directes ou indirectes, ainsi que les techniques de transcription, directes
ou indirectes.

Les techniques de tir consistent a propager la dynamique du systeme en partant de condi-
tions initiales données. L’optimisation consiste alors a déterminer les valeurs initiales d'un
probleme aux deux bouts.

Les techniques de transcription consistent a convertir le probleme d’optimisation de di-
mension infinie en un probleme de dimension finie. Les contraintes sont alors satisfaites
en un nombre fini de points, appelés points de collocation.

Les méthodes directes transforment le probleme de commande optimale en un probléeme
d’optimisation paramétrique, dans lequel 1’état et les commandes du systeme sont décrits
a l'aide de courbes paramétrées. Les variables du probleme d’optimisation sont alors les
parametres de dimensionnement de ces courbes, qui doivent vérifier les contraintes ini-
tiales, finales, ainsi que les contraintes de trajectoire. Les conditions d’optimalité sont
alors imposées par 'algorithme de résolution NLP utilisé.

Les méthodes indirectes s’efforcent de résoudre de maniere explicite les conditions d’op-
timalité issues du principe du maximum de Pontryagin. La résolution du probleme de
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commande optimale consiste alors a résoudre un probleme aux deux bouts, pour lequel
les variables d’optimisation deviennent les états adjoints, évalués a l'instant initial. Le
comportement des commandes étant contraint par les conditions d’optimalité, I'objectif
est alors de déterminer les conditions initiales de ces variables de décision permettant de
rallier des conditions finales données.

1.5.1 Méthodes directes de tirs
Description de la méthode

Les techniques de tirs font partie des méthodes d’optimisation de trajectoire les plus
courantes, et par la méme les plus simples pour résoudre un probleme aux deux bouts.
Conceptuellement, la méthode de tir correspond a armer de facon correcte un “canon”,
de maniere a ce qu'un boulet viennent frapper une cible donnée, d’oti son nom. Dans
notre cas, la trajectoire du boulet de canon revient a propager la dynamique du systeme
de maniere explicite (intégration numérique) entre deux instants ¢, et ¢y, 'armement du
canon consiste a ajuster les conditions initiales du probleme, et la cible correspond a un
jeu de contraintes de bord a satisfaire a I'instant ¢;. Un probléme de programmation non
linéaire est alors utilisé afin de déterminer la valeur initiale de la trajectoire. On considere
que la trajectoire peut étre décomposée en un ensemble fini de N segments de longueur
variable, appelés phases*'. Pour chaque phase, on définit alors les variables

XW® = L2(to), p to, x(ts), ts},  k=1,...,N.
L’ensemble des variables du probleme NLP est alors défini par
rc{xXW x®  x®™1

De plus, les variables de commande doivent étre définies par un ensemble fini de para-
metres, par exemple sous la forme d’une fonction explicite telle que

u = p1 + pat,
ou d'une représentation implicite de la forme
0 = pru(t) + sin(pau(t)).

Lorsque les commandes sont définies par une relation explicite, la propagation de la tra-
jectoire peut étre réalisée par la résolution d’'un probleme aux valeurs initiales IVP. En
revanche, si les variables de commandes sont décrites de maniere implicite, il faut alors
utiliser une méthode d’intégration de type DAE, telle que décrite dans la section 1.3.1.

2IPar exemple, dans le cas d’une mission de rentrée atmosphérique, on pourra considérer que la tra-
jectoire globale peut étre partitionnée en trois phases : la phase hypersonique, la phase de dissipation
d’énergie en zone terminale (TAEM), et la phase d’atterrissage automatique (A&L).
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La fonction de cout et les contraintes du probleme de commande optimale, définies res-
pectivement par (1.34) et (1.35), sont évaluées aux bords d'une ou plusieurs phases, i.e.,

I I
c(x) = : . (1.62)

OO, p00, 1) = PN @D ), pO, )

@ (@ (t57), p@ 1) — W (@O (), pm 1))

En conclusion, la méthode directe de tirs peut étre décrite par I’algorithme 4. La méthode

Algorithme 4 : Méthode directe de tirs.
Entrées : Variables de décision x.
Sorties : Fonction de cout F'(z), contraintes ¢(x) définies par (1.62).
Algorithme :

1 tant que c(z) # 0 faire

2 pour k=1,..., N faire
3 Initialiser la phase k : {x(k)(ték)),p(k),ték)}.
4 Résoudre le probléme aux valeurs initiales : calculer x(*) (tgfk)) en propageant
la dynamique @ = f(z(t),t) de t(()k) a tgck).
5 Evaluer 'erreur sur la condition de bord
() = 0 @@ (1”), p, 157) — D @D (), pE ).
6 fin

7 Ajuster les conditions initiales {x(*) (t((]k)),p(k), t(()k)}, k=1,...,N, alaide d'une
méthode d’optimisation de type NLP, de maniere que c(z*)) =0, k=1,..., N.

8 fin

9 Calculer la fonction de cout F'(x).

10 retourner (F(z),c(x)).

directe de tirs est largement utilisée de par le faible nombre de variables nécessaires pour
décrire le probleme d’optimisation. Cependant, si le profil des commandes ne peut étre
décrit par un petit nombre de variables, les performances associées a la méthode de tirs
directs se dégradent de maniere significative. Par exemple, si ’on choisit de décrire les
variables de commande sous la forme

u(t) =Y pBi(t),  M>1, (1.63)

ou Bg(t) représente un ensemble de fonctions de support, par exemple des B-splines, alors
le calcul de 'information de gradient, nécessaire a I'application d’une méthode de résolu-
tion de type NLP, peut devenir tres sensible aux conditions initiales. En effet, une petite
variation de ces conditions peut entrainer des variations tres importantes des conditions
finales, du fait de la propagation des équations différentielles ordinaires, et du comporte-
ment hautement non linéaire des contraintes ¢(x) par rapport aux variables d’optimisation.
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Nous verrons dans la section 1.5.3 que les méthodes de tirs multiples permettent notam-
ment de corriger ce phénomene. De plus, le nombre important de parametres utilisés dans
I'expression (1.63) pour décrire les profils des commandes entraine une charge importante
de calculs nécessaires a la détermination de I'information de gradient.

Applications a optimisation de trajectoires de rentrée atmosphérique

Les méthodes directes de tirs ont été largement utilisées pour 'optimisation de trajec-
toires de rentrée atmosphérique [50, 51, 52, 53] (voir le tableau 1.3 pour plus de références).
Nous décrivons ici une méthode, proposée dans [54], pour optimiser des trajectoires d’at-
terrissage automatique pour le véhicule expérimental X-34.

Sous I'hypothese “Terre plate”, les équations dynamiques longitudinales régissant le mou-
vement du centre de gravité du véhicule par rapport a un repere cartésien local lié a la
piste, sont données par [32]

t = Vcosy, (1.64)
h = Vsiny, (1.65)
. D(a, M
V = D M) gsin -y, (1.66)
m
L(a, M
o= 7(:1"/ ) — %cos v, (1.67)

ol x représente la portée longitudinale, h 'altitude, V' la vitesse relative du véhicule, v sa
pente. Les termes L et D sont respectivement la force de portance et la force de trainée,
telles que

L(o, M) = gSCy(a, M), (1.68)
D(e, M) = gSCp(a, M), (1.69)

ouq= % pV?% est la pression dynamique, S la surface aérodynamique de référence, et C7,
et Cp les coefficients de portance et de trainée tabulés en configuration lisse.

Le profil de la trajectoire d’atterrissage, représenté sur la figure 1.1, est similaire a ce-
lui obtenu pour la navette spatiale américaine. La phase d’atterrissage débute au point
d’entrée ALI (voir figure 1.1), lorsque le nombre de Mach est égal a 0.5 (a environ bkm
d’altitude), et se termine lorsque le véhicule s’arréte sur la piste. La trajectoire comprend
principalement trois segments :

1. une phase de descente parcourue avec une pente forte constante v, permettant
d’annuler les dispersions sur les conditions cinématiques initiales,

2. un arrondi circulaire de rayon R constant, permettant de réduire la pente de descente
absolue de maniere linéaire,

3. une phase de descente parcourue avec une pente faible constante 7, (et avec une
vitesse verticale relativement faible), jusqu’a ce que I'arrondi final soit déclenché un
peu avant le toucher des roues.
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(J"Ka hK)
ALI
pente forte R
hcloop
. h
arrondi
circulaire
hdecay dé .
écroissance
. x
¢ exponentielle

pente faible

m (V V2

Texp

T aimpt

Fi1c. 1.1 — illustration de la phase d’atterrissage automatique.

Remarque 1.5. Si le véhicule passait directement de la phase d’arrondi circulaire a la
phase de descente a pente faible, une discontinuité d’accélération pourrait apparaitre. Par
conséquent, une phase de décroissance exponentielle est utilisée afin de créer une transition
douce entre ces deux segments (voir figure 1.1).

L’ensemble des parametres permettant de décrire completement la géométrie de la tra-
jectoire d’atterrissage est regroupé dans le tableau 1.1. La description mathématique de

No. Symbole Parametre

(1) m pente forte

(2) 7 pente faible

() Zaimpt intersection du segment de trajectoire a pente faible avec le sol
(4)  hdecay altitude au début de la phase d’arrondi exponentiel

(5) R rayon de courbure de ’arrondi circulaire

(6) xo intersection du segment de trajectoire a pente forte avec le sol
(7) =k portée longitudinale du centre de 'arc de cercle de I'arrondi
(8) hg altitude du centre de I'arc de cercle de 'arrondi circulaire

(9)  ewp portée longitudinale au début de ’arrondi exponentiel

(10)  heioop altitude au début de l'arrondi circulaire

(11) o taux de décroissance de l'arrondi exponentiel

TAB. 1.1 — parametres de dimensionnement de la trajectoire d’atterrissage.
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la géométrie de la trajectoire est donnée par

hsteep = (SL’ - 370) tan vy, sih > hcloop7
heire = hy — \/}%2 - (fL' - xK)Q six > Teap,
hewp = (:L’ - xaimpt) tan ys + h’decay exp (@) si h >0,

ol Ngteep, Peire €6 hegp Teprésentent l'altitude du véhicule durant chacune des phases de

vol, pour une portée longitudinale donnée?? z.

Le probleme de planification de trajectoires d’atterrissage consiste alors a déterminer
les valeurs des parametres de dimensionnement de la trajectoire, de telle sorte que le vé-
hicule se pose avec une pression dynamique donnée?, et que les équations dynamiques
(1.64)-(1.67) soient vérifiées.

Les parametres géométriques définis dans le tableau 1.1 peuvent étre séparés en trois
catégories distinctes :
— les parametres 1 a 5 sont calculés une fois pour toutes, et ne requierent aucune
optimisation.
— Le parametre 6, xg, est utilisé de maniere a satisfaire la contrainte sur la pression
dynamique lors du toucher des roues de I'appareil sur la piste,
— Les parametres 7 a 11 dépendent de zg, et sont calculés de maniere analytique.

Le diagramme 1.2 représente le processus global d’optimisation de trajectoires d’atterris-
sage proposé. Dans ce processus, certaines variables sont calculées ou fixées une fois pour
toutes. Les valeurs des variables 1, 2, Zaimpt; Rdecay €t 12 sont obtenues a partir de considé-
rations sur la robustesse de la trajectoire aux incertitudes, le facteur de charge, et le taux
de descente vertical au niveau du point de toucher. Ces variables n’étant pas directement
liées a la contrainte sur la pression dynamique finale, elles ne nécessitent pas d’étre itérées.

Ensuite, une valeur initiale de zq est choisie (voir figure 1.2). Cette variable est le principal
parametre de controle du probleme d’optimisation, et elle est utilisée afin de satisfaire la
contrainte de pression dynamique au point de toucher. Les variables (2, b, Tezp, Petoop, O)
sont alors obtenues en imposant des contraintes de continuité sur la trajectoire. Elles dé-
pendent toutes du parametre xg, et doivent étre recalculées a chaque fois que zq est
modifié.

Maintenant, il est nécessaire de déterminer la valeur de la pression dynamique finale
pour une géométrie donnée, et pour une condition initiale de pression dynamique (ou de
vitesse relative) donnée. La détermination d’une solution analytique a ce probleme n’est
pas souhaitable, du fait du caractere fortement non linéaire du modele aérodynamique du
véhicule. Une propagation numérique du modele (1.64)-(1.67), contraint a une géométrie
de trajectoire donnée, est alors réalisée afin de déterminer la valeur finale de la contrainte
de pression dynamique.

22par convention, la portée longitudinale = est choisie nulle au niveau du seuil de piste.
230u, de maniere équivalente, avec une vitesse relative donnée.
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calculer 1,
choisir V2, Laimpt,
hdecayv R

\ 4

[ Initialiser zg

V

[ Résoudre z g, hi, ]
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aux 2 bouts

v
ropager la trajectoire

pour obtenir zg
7y

contrainte
géométriquement
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= pression dyn.
désirée 7
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Fia. 1.2 — processus de planification de trajectoires d’atterrissage.

La valeur de xg est alors modifiée jusqu’a ce que la pression dynamique finale soit dans un
voisinage acceptable de la valeur désirée. Cela constitue un probleme au deux bouts, pour
lequel les valeurs initiale et finale de la pression dynamique sont connues. Ce probleme est
alors résolu par une méthode directe de tirs : pour chaque estimé de x(, une trajectoire est
propagée, fournissant ainsi la pression dynamique et le profil de la commande « le long
de la trajectoire candidate liée a zy. Une technique de recherche par dichotomie donne
alors la valeur optimale de x( assurant le respect de la contrainte de pression dynamique
au point de toucher.

La variation de zy modifie essentiellement 1’abscisse curviligne parcourue sur la trajectoire
durant I'atterrissage automatique. La diminution de xzy diminue la longueur de la trajec-
toire, tel qu’illustré sur la figure 1.3. Ceci conduit a une réduction de ’énergie dissipée,
associée a un temps de vol plus court, de telle sorte que le véhicule se pose avec une
pression dynamique plus forte.
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valeurs de xq décroissantes
N\ N\ AN

>

Fi1G. 1.3 — effet de la variation de xg sur la trajectoire d’atterrissage.

1.5.2 Méthodes indirectes de tirs
Description de la méthode

Considérons un probleme de commande optimale simple, comportant une seule phase,
et ne possédant pas de contraintes de trajectoire. Dans le cadre des méthodes indirectes
de tirs, les variables d’optimisation sont choisies comme étant un sous-ensemble des va-
riables intervenant dans les conditions d’optimalité issues du principe du maximum de
Pontryagin. Dans le cas présent, on choisit les variables du probleme NLP associé sous la
forme

z={Allo), ty},

les contraintes du probleme NLP étant alors définies par

U(x(t), p, 1)
c(z) = A(t) — ®F : (1.70)
(®¢+ H(x)) ) li=

ou Y (x(t), p,t) désigne les contraintes de bord (1.34) et (1.35) du probleme de commande
optimale. La principale différence entre les méthodes de tirs directs et indirects vient de
la paramétrisation des variables de commande wu(t). Dans le premier cas, celles-ci sont
décrites de maniere implicite ou explicite par le biais d’'un nombre fini de parametres p.
Dans le cas des méthodes indirectes de tirs, la commande est déterminée en chaque point
par les équations (1.46) ou (1.42) associées au principe du maximum de Pontryagin. Les
variables d’optimisation du probleme NLP sont alors les états adjoints A(tg), évalués a
I'instant initial. Lorsque I’application directe du principe du maximum permet d’obtenir
une expression explicite suffisamment simple des commandes, alors la propagation de la
trajectoire (c’est a dire des ODE), peut étre réalisée en utilisant une méthode aux valeurs
initiales. Dans le cas contraire, lorsque les commandes sont obtenues sous forme implicite,
il est nécessaire d’utiliser une méthode aux valeurs initiales pour intégrer numériquement
les équations algébro-différentielles. Notons enfin que des contraintes inégalitaires de tra-
jectoire (1.36) peuvent étre prises en compte en les traitant comme une séquence d’arcs
contraints et d’arcs non contraints (voir section 1.3.3).

En résumé, la méthode indirecte de tirs peut étre résumée par I'algorithme 5. Comme
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Algorithme 5 : Méthode indirecte de tirs.
Entrées : Variables de décision .
Sorties : Contraintes ¢(x) définies par (1.70).
Algorithme :

1 tant que c(z) # 0 faire

2 pour k=1,..., N faire
3 Initialiser la phase k : {x(*) (t((]k)), AF) (t( )) p*), t(k)}.
4 Résoudre le probleme aux valeurs initiales : calculer (z*) (tgck)), AR) (tgck)) en
propageant la dynamique & = f(x(¢),t) de ték) a tgck).
5 Evaluer les contraintes de bord
(U1, p®, 1))
k
c(k)(x;k)) — )\(tgc )) <I>T|x 20 (409)
((bt|t=t;k) + H( )|1~:x(k¢)(t‘(fk))
6 fin

7 Ajuster les conditions initiales {x(*) (t((]k)), M) (t( )) pk) t } k=1,...,N,a
I’aide d'une méthode d’optimisation de type NLP, de maniere que c(k) (x;k)) =0,
k=1,...,N.

8 fin

9 retourner c(z).

la méthode directe de tirs, la méthode indirecte est particulierement sensible a de faibles
variations des conditions de bord. De ce fait, I’estimation initiale des parametres d’opti-
misation doit étre suffisamment proche de la solution optimale pour que l'algorithme 5
converge vers une solution admissible. Encore une fois, les techniques de tirs multiples,
décrites dans la section suivante, permettrons de réduire cette sensibilité numérique.

Applications a ’optimisation de trajectoires de rentrée atmosphérique

Les techniques de tirs indirects ont donné lieu a un faible nombre de travaux dans
le domaine de la rentrée atmosphérique. A titre d’illustration, nous décrivons ici une
méthode de replanification de trajectoires a bord pour le véhicule expérimental X-37,
sujet a des défauts actionneurs (blocage de 'aérofrein et/ou du body flap) lors des phases
de dissipation d’énergie en zone terminale (TAEM), et d’atterrissage automatique (A&L)
[36]. Sous I'hypothese “Terre plate”, la dynamique du centre de masse du véhicule peut
étre décrite par les équations suivantes, dans lesquelles la variable temporelle est remplacée
par I’énergie totale définie par F = %mV2+mgh. On réalise donc le changement de variable
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ou la dérivée de I'énergie totale est donnée par

% = mVV 4+ mgh = —DV.
On obtient alors :
¥ = —%cos*ycosx, (1.71)
y = —% cos 7y sin , (1.72)
h' = —% sin 7y, (1.73)
Vo= # + DLV sin 7, (1.74)
v = _fnc;‘s/;; + DE‘I/Z coS 7, (1.75)
X = —%, (1.76)

ou ', y, ', V', ~" et x’ représentent respectivement la portée longitudinale, la portée
latérale, I'altitude, la vitesse relative, la pente et le cap, exprimés en fonction de 1’énergie
totale.

Les forces de portance L et de trainée D sont typiquement données par

L = ¢qSCy, (1.77)
D = ¢SCp, (1.78)
ouq= % pV? est la pression dynamique, et C;, Cp représentent respectivement les coef-
ficients de portance et de trainée tels que
CL(CY, M, >\CL) = CLaa + CL(OC,M)(IM + CLMM -+ (1 - AC’L)QQ (179)
+ Aerbers
Cpla, M, \cp) = CDyo0® + CDya + CDanyaM + CDy M (1.80)
+ (1= Aep)bep + Aepbep-

Les parametres supplémentaires Aoz et A\op permettent alors de choisir un modele aéro-
dynamique valide en fonction du défaut actionneur rencontré, tel que

0<Acr < 1, (1.81)
0<Xep < 1, (1.82)
IAcL — Aep| <A (1.83)

oll A\, est choisi de telle sorte que le modele aérodynamique soit atteignable?*. Les pa-
rametres Ocr, 0z7, Ocp et 05 permettent de représenter les domaines de conditions

Zpar exemple, pour éviter d’utiliser le modele associé a la portance maximale avec le modele associé
a la trainée minimale.
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d’équilibre atteignables en fonctionnement défaillant. En situation nominale, on a

0@ - C1'[/0min7 007 - CLOmax )

bop = CDo.. 005 = CDo... (1.84)

La phase de dissipation d’énergie en zone terminale (TAEM) débute lorsque le véhicule
atteint Mach 2, a environ 25 km d’altitude, et se termine a Mach 0.5, a environ 5 km
d’altitude (voir figure 1.4(a)). L’objectif de la loi de guidage durant cette phase est double :

1. dissiper I’énergie du véhicule afin d’assurer un atterrissage fiable,
2. aligner le véhicule avec ’axe de piste.

La phase d’atterrissage automatique (A&L) consiste alors a satisfaire les contraintes de
vitesse verticale et de pression dynamique au niveau du point de toucher des roues sur la
piste (voir figure 1.4(b)). Afin de développer I’algorithme de planification de trajectoires

point d’entrée

TA]CEM pente forte
cone /
N d’alignement pente faible
L phase d’approche el décroissance
E et d’atterrissage Tl exponentielle
// arrondi final
(a) Trajectoire de référence TAEM. (b) Trajectoire de référence A&L.

F1c. 1.4 — description géométrique des trajectoires TAEM et A&L de référence.

TAEM/A&L, les trajectoires sont décrites en fonction de quatre parametres géométriques
qui peuvent étre modifiés par l'algorithme de replanification de trajectoires a bord :

— deux parametres géométriques longitudinaux, qui permettent de modifier les profils
d’altitude, de vitesse et de pente sur la trajectoire : 'altitude iy a laquelle débute
la manoeuvre d’arrondi final, et la pression dynamique g, au niveau du toucher
des roues de 'appareil sur la piste,

— deux parametres géométriques latéraux, permettant de modifier la trace au sol®® :
le cap initial yg au point d’entrée TAEM, et 'altitude hyac a laquelle débute I'en-
roulement autour du cone d’alignement (HAC).

En rappelant que I'enveloppe aérodynamique du véhicule a ’équilibre est déterminée en
ajustant les termes A\¢y, et Acp dans les expressions (1.79)-(1.80), le vecteur de parametres

250n appelle typiquement trace au sol la projection de la trajectoire de vol sur un plan horizontal lié

au sol.
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permettant de décrire completement la trajectoire TAEM/A&L est donné par

X0
hiac
d= | T
drp
AcL
Acp

Une fois que ces parametres sont fixés, une architecture de commande basée sur 'inver-
sion dynamique de modele est utilisée afin de générer les consignes de guidage, c’est a
dire 'incidence « et la gite aérodynamique pu, permettant de suivre les trajectoires de
référence des états (z,y, h, V,7, x) associées a la géométrie spécifiée.

La génération a bord des trajectoires TAEM/A&L consiste alors a déterminer le vec-
teur de parametres d permettant d’annuler les erreurs finales

fo(d) = x(Erp) — 2rp, (1.85)
fy(d) = y(Erp) — yrp, (1.86)
fu(d) = h(Erp) — hrp, (1.87)
fild) = h(BErp) = hrp, (1.88)

(1.89)

ou l'indice T'D correspond a la valeur de I'état obtenue au point de toucher, tout en
vérifiant la dynamique du véhicule décrite par les équations (1.71)-(1.76).

Remarque 1.6. Comme les équations (1.71)-(1.76) sont intégrées par rapport a 1’éner-
gie, il n’est pas nécessaire de rajouter une contrainte de vitesse finale Vp : lorsque f,
est vérifiée, alors I’équation F = %mV2 -+ mgh permet de déterminer la vitesse relative
Vrp correspondante. De la méme maniere, aucune contrainte n’est imposée sur la pente
finale de la trajectoire A&L : lorsque la vitesse finale Vpp est connue et I'équation fj
satisfaite, alors I’équation dynamique h = V' siny fournira automatiquement une pente
yrp acceptable.

A chaque itération ¢ de l'algorithme de replanification de trajectoires, le vecteur de
parametres d est déplacé dans une direction ¢ permettant de réduire les erreurs définies
par les équations (1.85)-(1.88), telle que

d(i+ 1) =d(i) + K{(3),

ou K représente le gain de correction des parametres dans la direction (. Le vecteur de
directions, recalculé a chaque itération, est alors solution du probléeme d’optimisation

. L r
?Elgé J = 5{’ W, (1.90)
a) AC=F,

b b B <y,
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La premiere contrainte du probleme (1.90) permet de garantir que le vecteur ¢ annule
de maniere locale les erreurs finales (1.85)-(1.88). La matrice A contient alors des déri-
vées partielles des fonctions (1.85)-(1.88) par rapport aux parametres de la trajectoire,
et le vecteur F' contient les valeurs réelles de ces erreurs finales calculées a partir des
fonctions non linéaires (1.85)-(1.88). la seconde contrainte de (1.90) permet de satisfaire
les inégalités (1.81)-(1.83) portant sur la sélection d'un modele aérodynamique valide en
fonctionnement défaillant. Finalement, la matrice de pondération diagonale W dans la
fonction de cout quadratique, permet de pénaliser le mouvement du véhicule dans la di-
rection Yo, afin de minimiser 'amplitude des manoeuvres latérales.

Afin de résoudre le probleme d’optimisation (1.90), les contraintes inégalitaires sont igno-
rées dans un premier temps. La solution du probleme réduit, de type “pseudo-inverse
pondérée”, est alors donnée par

C=WAT (AW AT F,

Les contraintes inégalitaires sont alors vérifiées et, si I'une d’entre elle est violée, on forme
alors la matrice augmentée B comprenant uniquement les lignes de B correspondant aux
contraintes non respectées. Le vecteur g est formé de la méme maniere a partir de g. La
solution du nouveau probléme est alors donnée par

=Wt AT (AWTIAT) T P (BT = AT (AW AT) T AW BT )
ou le multiplicateur de Lagrange n est donné par
n=|BW BT — BW AT (AW AT) T AW BT | B (9 Bw'aT (aw A7) F).

Les éléments de la matrice F' sont construits en ligne, en propageant la trajectoire afin
de prédire la valeur des commandes de référence au point de toucher. De plus, afin d’ap-
proximer les dérivées partielles dans la matrice A, chaque parametre de trajectoire contenu
dans le vecteur d doit étre perturbé, et son impact sur I’état final prédit en intégrant nu-
mériquement la trajectoire entre Ey et Epp (probleme de perturbations singulieres).

1.5.3 Meéthodes de tirs multiples
Description de la méthode

Comme nous 'avons indiqué dans les deux sections précédentes, les méthodes de tirs
simples sont relativement sensibles aux conditions initiales, ce qui entraine souvent des
écarts tres importants a 'autre bout de la trajectoire. Afin de réduire cette sensibilité, les
méthodes de tirs multiples consistent a réduire la portée des tirs, en partitionnant ’espace
temps en une série d’'intervalles plus courts. Ces techniques ont été introduites dans [55]
pour pallier a certains inconvénients associés a certains problemes aux deux bouts.

Sous sa forme la plus simple, le probleme de tirs multiples consiste a déterminer la valeur
initiale v(ty) = v telle que la condition de bord

0=o(v(tyr), tr), (1.91)
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soit satisfaite pour une valeur t, < ty vérifiant
v=f(v(t),t). (1.92)
Commencons par créer une partition du domaine temporel en M segments tels que
to <ty <...<ty=tg.

Notons par z;, j = 0,...,M — 1, la valeur initiale des variables v au début de chaque
segment, et par T; l'intégration de la dynamique (1.92) le long du segment j, entre les
instants ¢; et ¢j41.

Pour I'ensemble des segments, on obtient alors I’ensemble v des variables du probleme
NLP, tel que

x=A{vo,V1,...,Vn-1}- (1.93)
Il est également nécessaire d’introduire un ensemble de contraintes supplémentaires, ap-

pelées contraintes de résidus, permettant d’assurer que les différents segments se joignent
a leurs extrémités :

1/1—30
= U (1.94)
¢(VM7tf)

Ces contraintes de résidus engendrent une augmentation de la taille du probleme NLP
qui devra étre résolu. Le nombre de variables et de contraintes pour la méthode de tirs
multiples est n = n, M, ou n, représente le nombre de variables dynamiques v du sys-
teme (1.92), et M le nombre de segments. Cependant, la matrice jacobienne G associée
a la direction de recherche de Newton (1.4) posseéde la propriété d’étre creuse (seuls Mn?
éléments sont non nuls), et des algorithmes d’optimisation efficaces, tenant compte de
maniere explicite de cette propriété®®, peuvent alors étre utilisés [43].

Bien que la technique de tirs multiples permet d’améliorer de maniere significative la
robustesse des méthodes directes et indirectes de tirs simples, le nombre de variables NLP
additionnelles et de contraintes de résidus associées rendent son implémentation algorith-
mique délicate. La prise en compte du caractere creux de la matrice est alors nécessaire
afin de résoudre de maniere efficace les équations de Newton associées au probleme NLP.

Les principales étapes de la démarche associée a la méthode de tirs multiples sont dé-
crites dans ’algorithme 6.

Remarque 1.7. La méthode de tirs multiples peut étre formulée de maniere directe ou
indirecte, selon la définition de l’ensemble v des variables d’optimisation. Si v = (x,u)
est choisi comme étant I'état et les commandes du systeme (1.92), alors la méthode sera
directe. En revanche, si v comprend en plus les états adjoints, i.e., v = (z,u,\), alors
I’algorithme de tirs multiples sera de type indirect.

26communément appelée propriété de sparsité de la matrice.
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Algorithme 6 : Méthode de tirs multiples.
Entrées : Variables de décision .
Sorties : Contraintes ¢(x) définies par (1.94).
Algorithme :

1 tant que c(z) # 0 faire

2 pour k=1,..., N faire

3 Initialiser la phase & :

4 pour j =0,..., M — 1 faire

5 Initialiser le segment j + 1 : {l/(k , Jk)}

(k)

6 Résoudre le probleme aux Valeurs initiales : calculer 7, en propageant

la dynamique @ = f(x(t),t) de t a t;li)l
—(k)

7 Evaluer les contraintes de bord uj +1 -

8 fin

9 Calculer la contrainte qb(uj(w), t(k))

10 fin

11 Ajuster les conditions initiales () = {1/0 ,yfk), ce 1/](\];)71}, k=1,...,N,a

I'aide d’une méthode d’optimisation de type NLP, de maniere que c¢(x*)) = 0,
k=1,...,N.

12 fin

13 retourner c(z).

Applications a 'optimisation de trajectoires de rentrée atmosphérique

L’application des techniques de tirs multiples dans le cadre de la rentrée atmosphérique
a engendré un nombre important de travaux de recherche dans le domaine [56, 57, 58, 59
(voir le tableau 1.3 pour plus de références). A titre d’illustration, nous avons choisi de
décrire une technique d’optimisation de trajectoires de dissipation d’énergie en zone termi-
nale (TAEM) pour le véhicule expérimental X-33, développée dans [60]. Sous I'hypothese
“Terre plate”, les équations a trois degrés de liberté du véhicule de rentrée atmosphérique
sont données par [32]

t = Vcosvycosy, (1.95)
y = Vcosysiny, (1.96)
h V siny, (1.97)
V = —— —gsinvy, (1.98)
m
Lcosp g
- _ 9 1
Lsin p
= —— 1.100
X mV cosy’ ( )

oil les forces de portance et de trainée L et D dont définies par (1.77) et (1.78), avec
2
= va
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Afin de permettre la génération de trajectoires a bord, les coefficients aérodynamiques
Cp(a, M) et Cp(a, M) sont approximés par des fonctions simples. Notamment, une équa-
tion polaire standard est utilisée pour approximer le coefficient de trainée, telle que

Cpla, M) = Cp, + KCY, (1.101)

ou les scalaires K, N, et le coeflicient de trainée a portance nulle Cp,, sont obtenus pour
différents nombres de Mach en effectuant une simple approximation aux moindres carrés.

La trajectoire TAEM de référence est paramétrée par un petit nombre de segments géo-
métriques, représentés sur la figure 1.5. Ce sont essentiellement les mémes segments de
vol que ceux utilisés pour le guidage de la navette spatiale américaine :

— une phase d’acquisition du cone d’alignement (HAC), ou le véhicule effectue un
virage a rayon constant a partir du point d’entrée TAEM, afin de s’aligner avec un
point tangent sur le HAC,

— une droite de ralliement parcourue a ailes horizontales jusqu’au point de tangence
avec le cone d’alignement,

— une phase d’enroulement spiral autour du HAC, permettant d’aligner le véhicule
avec l’axe de piste,

— une phase d’approche finale, ou le véhicule vole a ailes droites jusqu’a atteindre
'interface avec la phase d’atterrissage automatique A&L (point ALI).

Point d’entrée Vo
TAEM

Virage d’acquisition
du HAC

1°" segment
quadratique

2tme geoment Approche Piste
quadratique finale . A&L 0 gEp— _I
! T
ALI
\ Yy
. Point de tangence
Virage HAC au HAC

Fic. 1.5 — segmentation de la trajectoire de référence TAEM.

Une partie essentielle de la méthode de génération de trajectoires TAEM proposée dans
[60] consiste & prédire de maniere précise la longueur restante de la trace au sol jusqu’au
point ALI. Cette distance, appelée classiquement “range-to-go” (sig) au début de la
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phase TAEM, comprend la contribution de chaque segment de vol et est donnée par

Stogo = SAT T SHAC + SpPF,

ol Sar, Sgac et spp correspondent aux longueurs restantes prédites de la trace au sol
pour les phases d’acquisition, d’enroulement spiral autour du HAC, ainsi que pour la
phase d’approche finale. Une expression analytique de la longueur au sol pour la phase
d’acquisition du HAC est donnée par

sar = Rar|Axar|, (1.102)

ou Ax ar représente 'erreur initiale de cap au niveau du virage d’acquisition (voir figure
1.5), et Rar représente le rayon approché du virage d’acquisition tel que

Rap = —1 (1.103)

ou piar est un angle de gite nominal (constant) prédit. Le rayon de virage du HAC est
une fonction quadratique de I’angle de virage Ay gac (voir figure 1.5), telle que

Ruac = Ry + RaAx a0 (1.104)

ou Ry désigne le rayon de virage initial et R le rayon de virage final. L’intégration de
(1.104) par rapport a I'angle de virage du HAC Axpyac fournit alors la longueur de la
trace au sol pour la phase d’enroulement spiral autour du HAC, tel que

1
smac = RyAxnac + §R2AX?}{AC- (1.105)

Finalement, la longueur au sol associée a la phase d’approche finale est simplement donnée
par
Spp = TALI — THAC- (1.106)

En résumé, la longueur de la trace au sol pour la phase de dissipation d’énergie en zone
terminale peut étre calculée grace aux équations (1.102)-(1.106), en fonction des para-
metres géométriques piar, Ry, R, xarr et Tpac.

Le profil d’altitude le long de la phase TAEM est défini par deux polynomes quadra-
tiques de la forme
Pyey = ag + a15 + a5, (1.107)

ou s représente l’abscisse curviligne au sol. Le premier polynome quadratique débute
au point d’entrée TAEM et se termine au point de tangence avec le HAC, et le second
polynome quadratique commence au niveau du virage HAC et se termine au point de
sortie ALI (voir figure 1.5). Une partie des coefficients de ces polynomes est directement
calculée a partir de considérations géométriques sur la trajectoire TAEM. Le tableau 1.2
regroupe les parametres de dimensionnement associés au profil d’altitude considéré.
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1°* polynéme 2¢me polynéme
ap = h'O ag = hHAC
a; = tanyy ay; = tanygac
tanygac — tan-yp tanyarr — tanygac
a2 — (],2 =
25 a7 2(sgac + spr)

TAB. 1.2 — parametres de dimensionnement des polynomes quadratiques de référence.

Remarque 1.8. Pour la majorité de la phase TAEM, l'algorithme de planification de
trajectoires de la navette spatiale américaine utilise un polynome cubique afin de para-
métrer 'altitude de référence. De plus, une trajectoire de descente de référence a pente
constante, relativement courte, est utilisée au début de la phase TAEM si le véhicule se
trouve au-dela d’'une valeur de trace au sol prédéfinie.

Une fois que la géométrie de la trajectoire TAEM est completement spécifiée, les ex-
pressions analytiques précédentes peuvent étre manipulées et inversées, afin de déterminer
les commandes de guidage de référence, i.e., 'angle de gite aérodynamique p et le facteur
de charge normal n,.

Le processus de planification de trajectoires TAEM comporte quatre étapes, décrites dans
I’algorithme 7. Les trajectoires TAEM admissibles sont déterminées en itérant sur un pe-

Algorithme 7 : Planification de trajectoires TAEM.
Entrées : Parametres de dimensionnement géométrique de la trajectoire.
Sorties : Trajectoire TAEM optimale.
Algorithme :

1 Prédiction de la longueur de la trace au sol.

2 Propagation de la trajectoire du point d’entrée TAEM jusqu’au point de tangence
au HAC.

3 Propagation de la trajectoire pour les phases d’enroulement spiral autour du HAC
et d’approche finale jusqu’au point ALI.

4 Sélection de la trajectoire de référence optimale parmi I’ensemble de trajectoires
admissibles obtenues.

tit nombre de parametres géométriques (R; ,Ry et zyac, les autres étant ensuite déduits
des précédents de maniere analytique), et en imposant des contraintes appropriées sur la
dynamique (1.95)-(1.100) durant la propagation des trajectoires. Un classement de 1’en-
semble fini de trajectoires admissibles obtenues en fonction d'un critere de performance
donné fournit alors la trajectoire de référence optimale.

Remarque 1.9. La trajectoire TAEM étant ici propagée sur plusieurs segments, la mé-
thode d’optimisation utilisée correspond bien a une méthode de tirs multiples.

La propagation de la trajectoire TAEM jusqu’au point de tangence avec le cone d’ali-
f el « 4 : ” 2 .
gnement est réalisée en propageant la “hauteur d’énergie?” E = g—g + h, en fonction de

2Texprimée en unité de distance.
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I’abscisse curviligne au sol s, telle que

dE D

ds  mgcos Yref

Un schéma d’intégration simple, de type Euler, est alors utilisé pour propager la hauteur

d’énergie a partir de Ej :
dE
Eyy1 = B + —| As,
ds lk

ou As = s,./N, et N représente le nombre total de pas d’intégration. Les profils de réfé-
rence des états x, y, h, V', v et x sont alors obtenus de maniere analytique le long de la
trajectoire de référence.

La seconde propagation de trajectoire, réalisée a partir du virage spiral jusqu’a la fin
du segment rectiligne d’approche finale, est réalisée de maniere similaire a la premiere
propagation. La principale différence est que la variable indépendante d’intégration consi-
dérée est 1’énergie, de telle maniere que la propagation se termine a un niveau d’énergie
donné au point ALI. Par conséquent, ’équation de propagation avec le schéma simple
d’intégration de type Euler, est donnée par

ds
= —| AF, 1.108
Sk41 = Sk + N ( )
ou AE = (Earr — Engac)/N, et N désigne le nombre total de pas d’intégration. La
faisabilité de la trajectoire TAEM obtenue peut alors étre testée en calculant l'erreur
d’altitude

|harr — Pena| < €,

ol henq représente l'altitude finale de la trajectoire propagée, obtenue a partir de 'expres-
sion (1.107) et de la valeur finale de la distance au sol définie par (1.108), et € est une
tolérance donnée.

Une fois qu’une trajectoire TAEM admissible est obtenue, les parametres géométriques
de dimensionnement sont mémorisés, et 1'algorithme de propagation est relancé en choi-
sissant un autre jeu de parametres xyac, Ry et Ry. Lorsque toutes les itérations sont
réalisées, les trajectoires admissibles sont triées en fonction d’un indice de performance
donné, et la meilleure configuration géométrique est alors conservée.

1.5.4 Meéthodes de transcription indirecte
Description de la méthode

Comme nous ’avons indiqué en préambule de la section 1.3, le probleme de commande
optimale peut étre considéré comme un probleme de dimension infinie, les variables a
optimiser étant le plus souvent de nature continue. Il est alors nécessaire de transcrire ou
de convertir le probleme de dimension infinie en un probleme de dimension finie : c’est
le principe des techniques de transcription, aussi appelées méthodes de collocation, que
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nous allons détailler dans cette section. Ces méthodes ont été initialement développées
pour résoudre les problemes aux deux bouts. Une méthode de transcription comprend
principalement trois étapes :

1. convertir le systeme dynamique en un probléeme comprenant un nombre fini de
variables,

2. résoudre le probleme de dimension finie grace a une méthode d’optimisation para-
métrique, par exemple de type NLP,

3. analyser la qualité de la solution obtenue et, si nécessaire, répéter les étapes de
transcription et d’optimisation.

La premiere étape revient a partitionner 1’espace-temps en un nombre fini de segments,
c’est a dire
t0<t1<...<tM:tf.

Supposons que nous ayons a résoudre le probleme aux deux bouts simple décrit par (1.91)
et (1.92). Considérons une seule phase (k = 1) et analysons la méthode de tirs multiples,
résumée dans 'algorithme 6. Pour le segment 7, il est nécessaire de satisfaire la contrainte
de résidu

Vjt1 — Uj. (1.109)

Supposons que l'estimé v; soit obtenu par la méthode d’intégration d’Euler explicite
(1.55). Nous obtenons alors

vigr = (v + hif5),
ou tj41 = t; + h; pour chaque segment j = 1,..., M — 1. Bien sur, 'utilisation d'une
méthode d’intégration de type Runge-Kutta ou trapézoidale est également possible. Un

choix tres répandu dans le cadre des méthodes de collocation est celui de I'intégration de
type Hermite-Simpson. L’expression (1.109) devient alors

h. _
0=vj—v— ]T—H(fj-i-l +Af i+ ) =G (1.110)

Le terme (; est alors appelé résidu de Simpson, et I'interpolant de Hermite est alors défini
par

_ 1 hji1
Viy1 + 5(’/3‘ + Vjp1) + j8+ (f; = fit1),

pour les variables situées au milieu de l'intervalle.

La méthode de transcription indirecte est donc similaire a celle de tirs multiples, la prin-
cipale différence étant que la premiere utilise un schéma d’intégration implicite, alors que
la seconde se focalise sur la résolution d’'un probleme aux valeurs initiales, c¢’est a dire de
propagation de trajectoires. Dans le cas de la méthode de collocation indirecte, ’optimi-
sation porte sur les variables du systeéme ainsi que sur les états adjoints, i.e., v = (z,u, \).
Ceci impose donc que le calcul des équations adjointes (1.41) soit rendu possible. La so-
lution du probleme de collocation est un polyndéme continu par morceaux, vérifiant la
dynamique du systeme et les contraintes en un ensemble fini de points, appelés points de
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collocation, dans l'intervalle t; <t < t;41.

L’algorithme 8 regroupe les principales étapes de la démarche.

Algorithme 8 : Méthode de transcription indirecte.

Entrées : Variables de décision x définies par (1.93).

Sorties : Contraintes de résidus c(z).

Algorithme :
1 tant que ¢ # 0 faire
2 pour k=1,..., N faire
3 Initialiser la phase & :
4 pour j =0,..., M — 1 faire
5 Evaluer la contrainte de résidu ¢ ](k), par exemple avec

b _
k k k +1
Cj( ) = Vj(‘+)1 - V](‘ ) — J6 (fim +4fj+1 + fj)
6 fin
7 Calculer la contrainte qb(uj(\lj), t;k)) dans (1.94).
8 fin
9 Ajuster les variables d’optimisation z(*) = {yék), yfk), ce 1/](\];)71}, k=1,...,N,a
I'aide d'une méthode d’optimisation de type NLP, de maniere que (%) =0,
k=1,...,N.

10 fin
11 retourner (.

Remarque 1.10. Les contraintes inégalitaires de trajectoire du type (1.36) peuvent étre
prises en compte dans l'algorithme d’optimisation 8, en les traitant comme une séquence
d’arcs contraints et d’arcs non contraints (voir section 1.3.3).

Applications a 'optimisation de trajectoires de rentrée atmosphérique

A Theure actuelle, peu de travaux ont été effectués dans le cadre de I'optimisation de
trajectoires de rentrée atmosphérique par collocation indirecte. On peut toutefois citer
l'article [61], dans lequel un algorithme d’optimisation hybride est proposé afin d’opti-
miser des trajectoires de secours (trajectoires “abort”) pour le X-33, générées a bord du
véhicule lors de 'apparition d’une situation défaillante pouvant compromettre la mission.
Les conditions d’optimalité du probleme d’optimisation sont alors déterminées de ma-
niere explicite, et le vecteur de variables de collocation est choisi de fagcon a contenir les
variables du systeme et les états adjoints.
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1.5.5 Meéthodes de transcription directe
Description de la méthode

La méthode de transcription directe, ou de collocation directe, est sans nul doute la
technique d’optimisation de trajectoires la plus répandue dans la communauté aéronau-
tique et spatiale. Cette méthode présente deux avantages considérables :

— comme pour les autres méthodes d’optimisation de type direct, elle ne repose pas
explicitement sur les conditions d’optimalité du principe du maximum de Pontrya-
gin,

— contrairement aux autres techniques, elle ne nécessite pas d’établir un séquencement
des arcs contraints des arcs non contraints lorsque des contraintes inégalitaires de
trajectoire sont imposées.

De ce fait, la méthode de transcription directe permet de considérer des applications re-
lativement complexes en assurant un niveau de versatilité et de robustesse important, en
comparaison avec les méthodes d’optimisation de type indirect ou les techniques de tirs
simples/multiples.

Comme pour la méthode de collocation indirecte, la premiere étape consiste a partitionner
le domaine temporel en M segments entre les instants #, et ¢y, tel que

t0<t1<...<tM:tf.

Les variables d’optimisation du probleme NLP sont alors choisies comme étant les valeurs
de I’état et des commandes aux points de segmentation t;, 7 =0,..., M, i.e.,

x = {xo, up, T1, U1, ..., Tpr, Ups} (1.111)

L’élément fondamental associé aux méthodes de collocation directes consiste a remplacer
la dynamique globale du systeme & = f(z(t),u(t), p,t) par un ensemble de contraintes de
résidus (; = 0, devant étre satisfaites en chaque point de collocation. Le probleme NLP
résultant comporte donc ’ensemble de contraintes

Yo
g(zo, ug, p, to)
Co
g(z1,ur,p,ty)

o(x) = C:I : (1.112)

9(Tar—1, upr—1,D, tar—1)
Crm—1

(@, unr, pstar)

Yy

oll Yy et 1y représentent respectivement les contraintes de bord initiales (1.34) et finales
(1.35), g(z,u,p,t) les contraintes inégalitaires de trajectoire (1.36), et ¢;, i =1,..., M —

130



1.5. Meéthodes classiques d’optimisation de trajectoires

1 les contraintes de résidus entre les segments de trajectoire, définies par exemple par
(1.110). Le probleme de commande optimale initial (cf définition 1.1) est donc remplacé
par un probleme de programmation non linéaire de type NLP. De plus, les contraintes
(1.34)-(1.36) du probleme de commande optimale initial sont remplacées par ’ensemble
de contraintes (1.112), vérifiant

cp <c(x) <cp.

Comme nous I’avons indiqué pour les méthodes de transcription indirectes, les résidus (;
peuvent étre évalués a ’aide des différentes techniques d’intégration implicites de Runge-
Kutta décrites dans la section 1.4. Dans un souci d’exhaustivité, nous donnons ci-dessous,
dans le cadre de la méthode de collocation directe, I’expression des variables d’optimisa-
tion et des résidus pour chacun de ces schémas d’intégration numérique.

Méthode d’Euler

Variables d’optimisation :
xr = (.Tl, Upy ... ,.I‘M,UM).

Résidus :
Gk = Trr1 — Tk — P fie- (1.113)

Méthode classique de Runge-Kutta (RK4)

Variables d’optimisation :

x = (21, U1, Ug, ..., Upr, Tag, Upg)-
Résidus : .
Cp = Tpy1 — Tp — 6(k1+2k2+2k3+k4), (1.114)
avec
ki = hefr,
ko = hif (ﬁk + %kbﬂml,tk + %) ;

1 h
ks = hif <56k + §k27ﬂk+17tk + ?k) ;
ky = hif(xgp + ks, Ui, ther)-

Méthode trapézoidale

Variables d’optimisation :
xr = (.Tl, Upy ... ,.I‘M,UM).
Résidus : )
Ck:$k+1_$k_?k(fk‘|‘fk+1), (1.115)
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Méthode de Hermite-Simpson

Variables d’optimisation :

r = (:L‘laulaEQM")ﬂM)xMauM)-

Résidus - )

Gk = Tpy1 — T — Fk(f + 4 i+ fr), (1.116)
avec

1 h

Tpi1 = 5(3% + Tpg1) + gk(fk — fet1),

_ _ _ hk

Jerr = f | g, Upgr, te + 2 )

Clairement, le probleme de collocation directe comprend un nombre important de va-
riables d’optimisation, ce nombre étant approximativement égal a n ~ (n, + n,)M N, ou
n, est la dimension de I'état, n, la dimension du vecteur de commandes, M le nombre de
segments de la discrétisation temporelle, et N le nombre de phases du probleme d’optimi-
sation. Heureusement, la propriété de sparsité des matrices jacobienne G et hessienne H
est largement exploitée par certains solveurs NLP afin de réduire de maniere importante
la charge de calcul et le stockage des données.

Bien que la méthode de transcription directe permet de contourner la plupart des pro-
blemes rencontrés dans le cadre de l'optimisation de trajectoires, elle présente tout de
méme certaines limitations. Ces dernieres sont inhérentes aux algorithmes d’optimisation
NLP de type “creux”, notamment en ce qui concerne le calcul des matrices jacobienne
et hessienne. Pour les problemes d’optimisation non convexes, notons que les algorithmes
NLP fournissent dans certains cas une solution sous-optimale, c’est a dire représentant
seulement un minimum local du probleme posé. Finalement, notons que la convergence
des solveurs NLP reste relativement sensible au choix de 'estimé de la trajectoire initiale,
a partir duquel une solution optimale est recherchée.

La méthode de collocation directe est résumée par l'algorithme 9.

Applications a ’optimisation de trajectoires de rentrée atmosphérique

L’approche par collocation directe pour 'optimisation de trajectoires de rentrée at-
mosphérique a donné lieu & un grand nombre de travaux dans le domaine [62, 53, 63, 33|
(voir le tableau 1.3 pour trouver d’autres références). Reprenons I’exemple d’optimisation
de trajectoires TAEM [60], dont une premiere approche par tirs multiples a été discutée
dans la section 1.5.3. Une approche par inversion dynamique est utilisée ici afin d’amélio-
rer la propriété de convergence du probleme d’optimisation. Les équations dynamiques du
véhicules sont réécrites en fonction de la variable indépendante s, qui représente 1'abscisse
curviligne le long de trace au sol. Le nouveau modele est alors obtenu en divisant les
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Algorithme 9 : Méthode de transcription directe.
Entrées : Variables de décision .
Sorties : Contraintes ¢(z) définies par (1.112).
Algorithme :

1 tant que les contraintes (1.112) ne sont pas satisfaites faire

2 pour k=1,..., N faire

3 Initialiser la phase k : calculer ¢ avec (1.34).

4 fin

5 pour j =0,...,M — 1 faire

6 Evaluer la contrainte de trajectoire g( 5 ), ;k),p(k) tg.k)) avec (1.36), et la
contrainte de résidu C](k) en utilisant par exemple (1.113), (1.114), (1.115) ou
(1.116).

7 Calculer la contrainte de trajectoire g(:pgw), ug\]ff),p( ) g\]f[)) avec (1.36), et la
contrainte de bord vy avec (1.35).

8 fin

9 Ajuster les variables d’optimisation #(*) = {xo ,uo . xM ,uM)}

k=1,...,N, al’aide d'une méthode d’ optlmlsatlon de type NLP, de maniere
que les contraintes (1.112) soient satisfaites.

10 fin

11 retourner (c(x), F'(z)).

équations (1.95)-(1.100) par ds/dt = V cos~, tel que

dx

o = osX (1.117)
% = siny, (1.118)
% = tanv, (1.119)
av D tan

ds " mVcosy . 1% 7’ (1.120)
% - mg/(;ocsozy a %’ (1.121)
i% - % (1.122)

Les profils de pente ~y(s) et de cap x(s) sont paramétrés par des segments de droite
régulierement espacés en fonction de la longueur de la trace au sol s. Ce paramétrage
permet de satisfaire les contraintes aux bords pour les deux angles en fixant la position
des noeuds extrémes aux valeurs désirées. Ensuite, si les dérivées sont approximées par
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de simples différences finies

dy Y= (1.123)
ds Si41 — Si .
dx X+t —Xi (1.124)
ds Sit+1 — Si ’ .

alors les composantes horizontale et verticale de portance (L cos p et L sin p1), nécessaires
au suivi de la pente de la trajectoire, peuvent étre déterminées a partir des équations
(1.121) et (1.122). Une fois que la force de portance est connue, la trainée correspondante
peut étre directement calculée au moyen de la polaire (1.101), et I"équation de vitesse
(1.120) peut étre intégrée numériquement afin d’obtenir la longueur de la trace au sol a
I'instant final s¢. Les profils des coordonnées de position z, y et h sont alors obtenus en
intégrant les équations (1.117)-(1.119), qui dépendent uniquement de la pente 7 et du cap
x. La séquence de points de collocation associée aux angles v et x, ainsi que la longueur de
la trace au sol a I'instant final s¢, sont les variables d’optimisation du probléme, choisies
de maniere a minimiser l'indice de performance

J = (it =) + (i — xa0)?] (1.125)

i=1

ou N représente le nombre de points de collocation, sujet aux contraintes dynamiques de
trajectoire (1.117)-(1.120),aux contraintes terminales

V(sg) = Varr, h(sy) =harr, x(sf =zarr, y(sf) =0,

et a la contrainte inégalitaire
qrr <9(s) < quy, (1.126)

permettant de contraindre la pression dynamique le long de la trajectoire TAEM.

La fonction de cott (1.125) signifie que I'on cherche a minimiser les taux angulaires dans
le plan horizontal et dans le plan vertical, car les points de collocation sur les profils de
pente et de cap sont régulierement espacés le long de la trace au sol. Par conséquent,
ces taux angulaires minimaux correspondent essentiellement a des commandes minimales
dans le plan horizontal et dans le plan vertical, i.e., a des profils minimaux de gite et de
portance.

Une approche a deux niveaux est utilisée afin de résoudre ce probleme d’optimisation
et d’en améliorer la convergence. Un premier sous-probleme, correspondant a la minimi-
sation de la fonction de cott J, est d’abord résolu en ignorant les contraintes de vitesse
finale (1.120) et de pression dynamique (1.126). Ce probleme correspond donc simplement
a la satisfaction des contraintes de position (1.117)-(1.119) pour la valeur de la trace au sol
a l'instant final sy, et ne requiert ni la connaissance des commandes, ni méme d'un modele
du véhicule. L'intégration des équations (1.117)-(1.119) est réalisée grace a une méthode
d’intégration trapézoidale. Ce sous-probleme converge rapidement pour un estimé initial
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simple des profils des variables d’optimisation (profils linéaires pour v(s) et x(s)), et une
solution est facilement obtenue en utilisant un algorithme de programmation quadratique
séquentielle (SQP) standard.

Ensuite, la solution du sous-probleme simplifié précédent est utilisée comme estimation
initiale de la solution du probléeme d’optimisation complet. Pour cette seconde optimisa-
tion, on cherche a vérifier les contraintes de vitesse finale et de pression dynamique aux
points de collocation. Les équations (1.117)-(1.119) et (1.120) sont intégrées numérique-
ment en utilisant une méthode d’Euler au deuxieme ordre.

La limitation de cette approche pour une utilisation embarquée vient principalement du
nombre de variables d’optimisation comprises dans le probleme de commande optimale.
En premiere approximation, plus le nombre de variables d’optimisation tend a étre grand,
plus le temps CPU nécessaire pour résoudre le probleme de commande optimale sera im-
portant [64]. Dans le chapitre 2, nous verrons que 'utilisation de la propriété de platitude
du modele dans le cadre de 'optimisation de trajectoires de rentrée permet de minimi-
ser le nombre de variables d’optimisation, réduisant alors le temps de calcul associé de
maniere significative.

1.5.6 Quelques autres méthodes

De nombreuses autres méthodes d’optimisation de trajectoires permettent de résoudre
les problemes de commande optimale, comme les méthodes “intelligentes”, c’est a dire
les réseaux de neurones, les algorithmes évolutionnistes ou les moteurs d’inférence. Ces
techniques sont souvent jugées comme étant moins compétitives que les méthodes d’opti-
misation classiques décrites dans les sections 1.5.1 a 1.5.5, car beaucoup d’entre elles n’ex-
ploitent pas l'information de gradient. Cependant, les méthodes intelligentes présentent
I’avantage de ne nécessiter que d’une connaissance partielle du probleme d’optimisation
a traiter.

Réseaux de neurones

Les réseaux de neurones non bouclés a apprentissage supervisé sont bien connus pour
étre des approximateurs universels parcimonieux [65]. Ils constituent un outil efficace pour
la modélisation, ’estimation et la commande de processus. Le lecteur trouva plus de dé-
tails sur les techniques de modélisation et de commande par réseaux de neurones dans
I'ouvrage [66].

La propriété de parcimonie des réseaux de neurones peut étre utilisée de maniere avan-
tageuse afin de modéliser de maniere statique un ensemble de trajectoires admissibles,
préalablement planifiées vis-a-vis d’'un ensemble de scénarios prédéfinis. Le faisceau de
trajectoires est alors modélisé par une application non linéaire continue. Le réseau de neu-
rones associé peut alors étre interrogé en ligne, afin d’interpoler dans la base de données
ainsi créée, la trajectoire de référence associée a des conditions opérationnelles données.
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Cette approche “boite noire” a notamment été utilisée dans le cadre de 1'optimisation
de trajectoires de rentrée atmosphérique pour la phase d’atterrissage automatique du vé-
hicule X-34. Dans [67], la méthodologie de planification de trajectoires en ligne proposée
comprend principalement trois étapes :

1. La génération “hors ligne” d’une base de trajectoires optimales, valides pour un
ensemble de conditions opérationnelles données. Les conditions d’optimalité asso-
ciées au principe du maximum de Pontryagin sont alors utilisées pour formuler un
probleme d’optimisation de type indirect,

2. L’apprentissage des trajectoires planifiées au cours de 'étape 1, chacune d’entre
elle étant completement caractérisée par la donnée d’une paire d’états/co-états. Des
réseaux de neurones polynomiaux sont alors utilisés pour apprendre les relations
existant entre les observables du véhicule (par ex. les états, les capacités opération-
nelles) et les co-états définis en différents points de 1’enveloppe de vol,

3. La derniere étape est effectuée a bord du véhicule : les trajectoires sont replanifiées
en vol en fonction de la dynamique du véhicule. L’état courant du véhicule est alors
estimé afin de déterminer les co-états associés, par interpolation dans le réseau de
neurones construit a 1’étape 2. Avec ces valeurs d’états et de co-états, la trajectoire
de vol courante est alors générée en propageant la dynamique du véhicule et les
équations adjointes sur un intervalle de temps prédéfini.

Algorithmes évolutionnistes

Les méthodes évolutionnistes, telles que les algorithmes génétiques, les techniques de
recuit simulé, d’essaims particulaires ou encore les méthodes de type Monte Carlo, sont
des méthodes de recherche globales, qui consistent a faire évoluer les valeurs des variables
d’optimisation (inconnues) de maniére probabiliste?®. Le lecteur intéressé est renvoyé a
I'ouvrage [68] pour obtenir davantage de détails sur le sujet. Un indice de cott est alors
associé a chaque solution (trajectoire) candidate. Apres un nombre donné d’itérations pro-
babilistes sur les variables d’optimisation, la solution candidate possédant le meilleur cott
est alors choisie comme solution optimale. Le nombre de calculs nécessaires a I'obtention
d’une trajectoire optimale?” est souvent prohibitif pour quun algorithme évolutionniste
puisse étre utilisé a bord d'un véhicule.

Les algorithmes génétiques ont été proposés comme solution globale au probleme d’opti-
misation de trajectoires de rentrée atmosphérique dans [69]. L’approche consiste d’abord
a discrétiser les commandes du modele dynamique du véhicule (angles d’incidence et de
gite) sur un intervalle de temps donné, puis a déterminer les valeurs optimales de ces
commandes en un nombre fini de points de collocation. Un individu est alors constitué de
I’ensemble des variables d’optimisation permettant de décrire les profils des commandes

28de nombreuse heuristiques peuvent étre incluses lors du choix successif des variables, afin de “guider”
plus ou moins efficacement la recherche vers la solution optimale.

29dans la plupart des cas, les algorithmes évolutionnistes fournissent seulement une solution sous-
optimale au probleme d’optimisation, car le critere d’arrét est souvent choisi de maniére heuristique, par
exemple par rapport au nombre de générations de solutions candidates produites.
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et est associé a chaque trajectoire candidate. Le probleme de planification de trajectoires
est ensuite résolu “hors ligne”, sur un nombre de générations donné, par croisements et
mutations successives entre les différents individus (boucle génétique).

Dans ce mémoire, nous utiliserons un algorithme génétique dans le cadre dune stra-
tégie de convexification du probleme de commande optimale par des formes géométriques
déformables, appelées superquadriques (voir section 2.4).

Moteurs d’inférence

Les systemes de commande floue ont émergé au milieu des années 60, peu apres le
développement de la théorie des ensembles flous par L. Zadeh [70]. Le lecteur intéressé
pourra trouver une introduction tres complete aux techniques de commande floue dans
[71]. Un systeme classique de commande floue comporte principalement quatre éléments :

— un mécanisme de fuzzyfication, permettant de quantifier les variables linguistiques
par des fonctions d’appartenance de type floues,

— une base de connaissance, représentée par un ensemble de regles linguistiques du
type “Si-Alors”, qui permet de modéliser la connaissance d’un expert humain sur le
bon fonctionnement d’'un systeme en boucle fermée,

— un moteur d’inférence qui détermine les regles actives de la base connaissance pour
un état donné du systeme,

— un mécanisme de défuzzyfication, qui convertit les regles actives en commandes phy-
siques a appliquer au systeme.

Les techniques de commande floue ont été appliquées au probleme de planification en
ligne de trajectoires TAEM dans [72]. Connaissant 1’état du véhicule, i.e., son niveau
d’énergie et I’état de ses surfaces de commande aérodynamiques, des moteurs d’inférence
permettent alors de déterminer les positions optimales des points géométriques décrivant
la trajectoire TAEM (par exemple, le rayon du virage d’enroulement autour du HAC et
la position longitudinale du HAC par rapport au seuil de piste).

1.6 Conclusion

Pour conclure ce chapitre, rappelons brievement les différentes méthodes numériques
permettant de résoudre un probleme de programmation non linéaire (NLP), ainsi que les
techniques d’optimisation de trajectoires permettant de transcrire un probleme de com-
mande optimale (OCP) en un probleme NLP de dimension finie.

La plupart des approches permettant de résoudre un probleme de programmation non
linéaire sont basées sur la méthode d’optimisation de Newton. A I’heure actuelle, les mé-
thodes les plus répandues dans la communauté scientifique reposent sur des algorithmes
de programmation quadratique séquentielle (SQP), visant a résoudre de maniere itérative
un sous-probleme de programmation quadratique (QP).
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Les deux grandes approches utilisées pour transformer un probleme d’optimisation de
trajectoires en un probleme de programmation non linéaires sont :

— Les méthodes de tirs, consistant a résoudre un probleme aux deux bouts, c’est a dire
a déterminer les conditions initiales de la trajectoire, de telle sorte que la propagation
numérique de cette derniere satisfasse un ensemble de contraintes de bord a I'instant
final,

— Les méthodes de transcription, basées sur la conversion du probleme de commande
optimale en un probleme de dimension finie, dans lequel les contraintes sont vérifiées
en un certain nombre de points, appelés points de collocation.

Les méthodes indirectes reposent sur une application directe du principe du maximum de
Pontryagin, alors que les méthodes directes utilisent les variables de dimensionnement de
la trajectoire comme variables d’optimisation du probleme NLP.

Le tableau 1.3 présente un certain nombre d’applications de ces techniques dans le cadre
de 'optimisation de trajectoires pour les véhicules de rentrée atmosphérique.

Méthode Références

Tirs simples directs 73], (501, [74,[75],[511,[76],[521, B3, [771.[73],[79]
[54],[80],[81],[82],[83],[84],[37],[85],[86]

Tirs simples indirects [36],[38]

Tirs multiples [56],[60],[58],[87],[88],[59],[89],[57],[90],[91],[92]
[93],[94],95],[96],[97]

Transcription indirecte [61]

Transcription directe [62],198],[53],[77],[99],[63],[33],[100],[101],[102],
[12],[103],[104],[105],[106],]60]

Réseaux de neurones (indirects) [72],[107],[108],[35],[109],[110],[111]

Algorithmes génétiques (GA) [112],[69],[113],[114],[115]

Logique floue (FL) [116],[67],[117],[118]

Approches hybrides (GA/FL) [119],67]

Méthode du point intérieur [120]

TAB. 1.3 — classification des principales techniques d’optimisation de trajectoires de ren-
trée atmosphérique.

Comme nous l'avons souligné, les techniques de planification de trajectoires de rentrée
atmosphérique par tirs simples ou multiples nécessitent le plus souvent un partitionne-
ment géométrique de la trajectoire de vol en un certain nombre de segments sur lesquels la
dynamique du véhicule est approximée. Les différentes phases de vol (par exemple virage
a inclinaison constante, trajectoire de descente rectiligne a pente constante, ...) sont en-
suite mises bout a bout, et les parametres géométriques de dimensionnement sont obtenus
par itérations successives, en propageant la trajectoire de I'instant initial a I'instant final.
L’artifice de segmentation utilisé est a l'origine de 'efficacité numérique de la méthode.
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En effet, le nombre réduit de parametres nécessaires pour décrire completement la trajec-
toire de vol engendre un temps de calcul relativement faible. Cependant, ce méme artifice
est également a l'origine d’erreurs de modeles propagées le long de la trajectoire, car la
dynamique du modele a trois degrés de liberté du véhicule n’est pas vérifiée de maniere
exacte.

Les techniques de transcription directe et indirecte utilisent une paramétrisation des états
(ou des co-états) et des commandes du systeme par des courbes candidates, par exemple
des polynomes par morceaux ou des courbes de Bézier. Dans le cadre de la planification
de trajectoires de rentrée atmosphérique, la dynamique du véhicule et les contraintes de
trajectoire sont alors vérifiées sur une séquence de points de collocation. Dans ce cas, si la
séquence des points de collocation est suffisamment dense, la trajectoire optimale obtenue
vérifie exactement la dynamique du systeme, mais au prix d’un temps de calcul plus élevé
que pour les techniques de tirs.

Ce tour d’horizon des différentes techniques de génération de trajectoires permet de po-
sitionner nos travaux et de justifier les orientations suivies par la suite. Dans le chapitre
suivant, nous développerons pas a pas une loi de guidage autonome, incluant la repla-
nification de trajectoires a bord, pour les véhicules de rentrée atmosphérique sujets a
des défaillances de surfaces de controle aérodynamique. L’utilisation de la propriété de
platitude du modele, couplée a une méthode de collocation directe, nous permettra d’ob-
tenir des trajectoires de rentrée vérifiant de maniere exacte la dynamique du véhicule.
En outre, les trajectoires pourront étre générées en quelques dizaines de millisecondes,
la dynamique du systeme n’apparaissant plus de maniere explicite dans le probleme de
commande optimale.
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Chapitre 2

Méthodologie proposée

“Il est doux a tout age de se laisser guider par la
fantaisie.”
Marcel Proust

Résumé :

Dans ce chapitre, nous proposons une méthodologie ori-
ginale pour le développement d’une loi de guidage auto-
nome.

Dans un premier temps, nous présentons l’architecture
de la lov de guidage autonome retenue dans le cadre de
cette étude.

Ensuite, la propriété de platitude du modéle du véhicule
est utilisée afin de générer des trajectoires en un temps
réduit.

Une méthodologie d’annexation superellipsoidale est éga-
lement développée afin de rendre le probléeme de com-
mande optimale, formulé dans ’espace de la sortie plate,
convexe. En outre, nous proposons un certain nombre de
résultats nouveaux portant sur ces formes géométriques
en dimension n.

Une méthode originale, permettant de replanifier des
trajectoires en présence de défauts actionneurs, est en-
suite présentée.

La derniere section est dédiée a la transformation du
probleme de commande optimale en un probléme de pro-
grammation non linéaire.
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous développons étape par étape une loi de guidage autonome pour
les véhicules de rentrée atmosphérique. Cette loi de guidage comprend un planificateur
de trajectoires en ligne tolérant aux défauts (FTOPP), un bloc d’inversion dynamique
(NDI) ainsi qu'un correcteur de suivi de trajectoires de type linéaire a parametres variants
(LPV). La stratégie proposée tient compte de l'effet que peuvent avoir les défaillances des
surfaces de controle aérodynamique sur le modele du véhicule a trois degrés de liberté.
Nous supposons que des sorties fiables d’'un module de détection et de localisation de
défaillances (FDI) sont disponibles au planificateur de trajectoires. Sous cette hypothese,
une nouvelle trajectoire admissible, appartenant a I’enveloppe de vol réduite du véhicule,
est alors calculée en ligne afin de tenir compte d'une situation défaillante, sans avoir
recours a une banque de trajectoires avoisinantes pré-déterminées. Un bénéfice direct est
que le segment sol est exempté d’un grand nombre de taches opérationnelles “bas niveau”,
pouvant alors mieux assurer son role de coordination globale.

Remarque 2.1. Sous sa forme actuelle, 'algorithme de replanification de trajectoires
proposé est en mesure de traiter des situations défaillantes de type blocages, départs en
butée, et perte d’efficacité de gouvernes. De plus, d’apres les phases de vol considérées
(dissipation d’énergie en zone terminale, et atterrissage automatique), nous ne considérons
pas dans cette étude les défaillances des tuyeres du systeme de controle d’attitude (RCS).
Nous ne traitons pas non plus les pannes de type oscillatoires.

L’algorithme de replanification de trajectoires est basé sur les techniques de trans-
cription directe et la résolution d’'un probleme de programmation non linéaire (NLP),
tenant compte de la propriété de platitude du modele a 3 ddl du véhicule. En outre, des
contraintes de trajectoire additionnelles, résultant de défaillances simples ou multiples
de gouvernes, sont incluses dans le probleme de commande optimale (OCP) afin que le
véhicule dégradé puisse étre équilibré®® statiquement le long de la trajectoire replanifiée.

L’avantage principal de cette approche par rapport aux techniques existantes est que
le probleme de commande optimal initial est transcrit dans un cadre géométrique par
I'utilisation de la propriété de platitude du modele. Ceci conduit a un nouveau probléme
de commande optimale dépourvu de contraintes dynamiques et pouvant étre résolu plus
rapidement que dans 'espace d’état. Dans ce cadre, les coefficients aérodynamiques sont
représentés sous la forme de fonctions analytiques différentiables, gouvernées par un petit
nombre de parametres. De plus, afin d’améliorer la convergence du processus d’optimi-
sation, les contraintes de trajectoire associées au probleme de guidage sont convexifiées
par des formes géométriques déformables, appelées superquadriques. Dans le chapitre 3,
nous verrons également qu’il est possible de tenir compte de certaines perturbations aérolo-
giques dans ’algorithme de planification de trajectoires a bord. La méthodologie proposée
a été appliquée avec succes a un nombre prédéfini de scénarii défaillants pouvant survenir
lors des phases de vol critiques d’un véhicule de rentrée atmosphérique, en utilisant un

30on parle d’équilibre statique lorsque le pilote n’a pas d’action & effectuer tant que I’engin est sur la

trajectoire. Nous utiliserons indifféremment les termes d’“équilibrage” et de “trimmabilité” dans la suite
du manuscrit, le dernier terme étant largement utilisé dans le domaine aéronautique et spatial.
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simulateur3! haute fidélité, développé dans le cadre de cette étude pour la navette spatiale
américaine STS-1.

Les trajectoires étant générées a bord du véhicule, il est primordial que le régulateur
de poursuite de trajectoires puisse également s’adapter afin que le systeme conserve un
certain niveau de robustesse et de performances. Nous avons choisi pour cela un régulateur
linéaire a parametres variants, piloté par la trajectoire de vol courante. Le régulateur est
synthétisé dans le formalisme des transformations linéaires fractionnaires (LFT).

Nous nous sommes efforcés de décrire la démarche proposée dans un contexte suffisam-
ment général pour qu’elle soit facilement transposable a d’autres types de missions et/ou
d’autres types de véhicules (par exemple, missions de surveillance par des drones, ma-
noeuvres d’attitude de satellites sur orbite, trajectoires guidées de missiles, ...). L’appli-
cation de cette démarche a une mission de rentrée atmosphérique sera traitée en détails
dans le chapitre 3.

2.2 Architecture générale de la loi de guidage auto-
nome

L’architecture générale de la loi de guidage autonome proposée est illustrée sur la
figure 2.1. Ce diagramme fonctionnel peut étre séparé en deux parties distinctes : une
couche de supervision, permettant de détecter, localiser et d’identifier des défaillances, et
une chaine de guidage, pilotage et navigation (GNC).

Le premier sous-ensemble représente une architecture GNC reconfigurable incluant des
fonctions de guidage, pilotage et de navigation. Le module de guidage autonome com-
prend un planificateur de trajectoires en ligne tolérant aux défauts (FTOPP), permettant
de calculer des trajectoires de rentrée admissibles a bord du véhicule en présence d’une
situation défaillante, un bloc d’inversion dynamique (NDI) fournissant les consignes de
guidage nominales en fonction de la sortie du planificateur de trajectoires, et un régu-
lateur de poursuite de trajectoires, permettant d’offrir un niveau de robustesse et de
performances donné a la chaine GNC.

Le planificateur de trajectoires est alimenté par les données de mission (voir figure 2.1),
telles que la localisation du point de transition avec la phase d’atterrissage automatique
(point ALI) et la cinématique désirée en ce point, mais également les sites d’atterrissage de
secours en cas d’anomalie a bord et abandon de mission (cas des phases “abort”). De plus,
les contraintes de mission constituent également une entrée du planificateur. Par exemple,
les contraintes mécaniques (facteur de charge, pression dynamique et flux thermique pour
la phase hypersonique) liés a la conception du véhicule, ou encore les contraintes de trajec-
toire associées a l'interdiction de survol de certaines régions habitées, entrent dans cette

3lce simulateur, développé par Dauteur, est disponible sur simple demande & l’adresse

vincent.morio@ims-bordeaux.fr, franck.cazaurang@ims-bordeaux.fr ou ali.zolghadri@ims-bordeaux.fr.
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2.2.  Architecture générale de la loi de guidage autonome

catégorie. La derniere entrée du planificateur comprend les contraintes auxiliaires, telles
que les contraintes d’équilibrage statique du véhicule en situation défaillante, ainsi que
les contraintes liées a la sécurité du vol (taux de virage maximum, marges de décrochage,
limitations, etc.).

Du fait de la prise en compte de la platitude du modele lors de la planification de trajec-
toires, le bloc d’inversion dynamique non linéaire (NDI) du module de guidage autonome,
représenté sur la figure 2.1, comprend uniquement des expressions analytiques afin de
déterminer les consignes de guidage nominales correspondant aux profils de référence des
sorties plates générées par le planificateur.

Enfin, le régulateur de suivi de trajectoires doit étre capable de s’adapter a toute tra-
jectoire admissible générée a bord du véhicule, afin de garantir un niveau de robustesse et
de performances donné. Un choix naturel consiste alors a synthétiser ce régulateur sous
la forme d’un correcteur linéaire a parametres variants, les parametres variant étant alors
choisis comme étant représentatifs de la trajectoire de rentrée courante. La synthese est
réalisée dans le formalisme des transformations linéaires fractionnaires (LFT), en utilisant
la démarche proposée dans [121]. Des premiers résultats ont été obtenus dans [122] pour la
phase de rentrée hypersonique de la capsule européenne ARD (Atmospheric Reentry De-
monstrator). La synthese du correcteur reposant sur des outils LPV classiques [121, 123],
nous avons choisi de ne pas la détailler dans ce mémoire et de focaliser notre attention
sur les sous-fonctions de planification de trajectoires a bord et d’inversion dynamique.
Finalement, la synthese d'un régulateur non linéaire de poursuite de trajectoires, basé sur
la théorie des systémes plats, a notamment été proposée dans [124, 125, 126, 127] pour
la phase de rentrée hypersonique du véhicule européen IXV (Intermediate eXperimental
Vehicle) ainsi que pour la phase de dissipation d’énergie en zone terminale du véhicule
planant européen ARES (Atmospheric Reentry Experimental Spaceplane).

L’objectif de la loi de pilotage est de déterminer les couples a appliquer au véhicule, en
fonction des consignes corrigées provenant du module de guidage autonome, et a les al-
louer aux ressources de commande disponibles (gouvernes aérodynamiques et/ou systeme
RCS). Une architecture non linéaire de pilotage a “deux échelles de temps” a été déve-
loppée dans le cadre de ces travaux (voir figure 2.2) pour la navette spatiale américaine
STS-1. Les couples nominaux sont alors déterminés par inversion dynamique non linéaire
des modeles de boucle interne (vitesses p, ¢ et 1) et de boucle externe (couples L, M et
N), résultant de 'hypothese de découplage des dynamiques lente®? et rapide [128, 129].
Les correcteurs associés a la boucle interne et a la boucle externe sont synthétisés par pla-
cement de structure propre a partir des modeles aux petites variations, de type linéaires a
temps variant (LTV), associés a chaque triplet d’équations dynamiques de pilotage [130].
Finalement, I'allocation de gouvernes®® est réalisée en ligne par la résolution d’un pro-

32]a, dynamique associée aux angles «, 3 et u est qualifiée de dynamique “lente” car l'effet des com-
mandes (gouvernes et/ou systeme RCS) sur ces équations est plus faible que sur les équations régissant
I’évolution des vitesses p, q et r.

33du fait des trajectoires de rentrée considérées dans cette étude (TAEM et A&L), nous n'utiliserons
pas les degrés de liberté supplémentaires associés au systeme RCS.
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bleme de programmation non linéaire, les coefficients de moments aérodynamiques étant
approximés sous la forme de fonctions non linéaires différentiables grace a des réseaux de
neurones analytiques (perceptrons multi-couches). Les braquages de gouvernes calculés
par le module d’allocation sont alors appliqués a un modele a six degrés de liberté “haute
fidélité” du véhicule de rentrée atmosphérique considéré (voir figure 2.1).

Finalement, le module de navigation (cf figure 2.1) permet d’estimer la position et l'atti-
tude du véhicule a chaque instant. Dans le cadre de cette étude, le module de navigation
contient uniquement des modeles de performance associés au systéme inertiel/GPS, ’ob-
jectif étant bien sur d’analyser les performances et la robustesse de la loi de guidage
autonome vis-a-vis de situations défaillantes potentielles.

L’ensemble de la chaine GNC est supervisée par un module de détection, localisation
et reconfiguration (FDIR), qui agit sur la chaine GNC durant la mission de rentrée afin
d’assigner un niveau d’autonomie opérationnelle et/ou décisionnelle au véhicule. Un tel
niveau d’autonomie peut étre atteint en effectuant une surveillance continue de 1’état de
santé du véhicule (par exemple en utilisant une fonction FDI), puis par une reconfigura-
tion d’une partie ou de I’ensemble de la chaine GNC. Dans le cadre de notre étude, nous
traitons uniquement les aspects replanification de trajectoires a bord et adaptation de la
boucle de guidage, la loi de pilotage comportant déja un module d’allocation tolérant aux
défauts (cf figure 2.2).

Remarque 2.2. En plus de la fonction de détection et de localisation de défaillances, né-
cessaire pour indiquer qu'un évenement imprévu s’est produit ainsi que les canaux d’action
impliqués, la capacité d’identifier/quantifier les défauts représente une démarche impor-
tante dans le cadre de la replanification de trajectoires tolérante. La fonction d’identifica-
tion de défauts permet alors d’indiquer, par exemple, la position d’une gouverne bloquée
qui constituera une entrée du planificateur de trajectoires (voir figure 2.1).

L’ensemble du processus associé au développement du planificateur de trajectoires
tolérant aux défauts est représenté sur l'organigramme 2.3. Conceptuellement, la métho-
dologie de planification de trajectoires proposée comprend les étapes suivantes :

1. La dynamique non linéaire du systeme est transcrite dans un espace de dimension
plus faible afin de réduire le nombre de variables d’optimisation. Ceci est réalisé en
s’appuyant sur la propriété de platitude différentielle du systeme.

2. Les contraintes d’équilibrage statique associées au modele a six degrés de liberté
du véhicule sont ensuite introduites dans les équations a trois degrés de liberté de
facon a ce que les trajectoires générées lors de I'apparition d'une ou plusieurs pannes
actionneurs restent a l'intérieur de '’enveloppe de vol réduite.

3. Une fois transcrites dans 'espace des sorties plates, les contraintes de trajectoire
présentes dans le probleme de commande optimale (OCP) peuvent devenir non
convexes [64]. Nous allons alors chercher a approximer ces contraintes par des formes
convexes déformables lisses, en utilisant un outil logiciel développé a cette fin par
I'auteur sous I'environnement Matlab, appelé OCEANS (Optimal Convexification by
Evolutionary Algorithms aNd Superquadrics). Nous obtiendrons alors un probleme
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Fia. 2.3 — organigramme illustrant la méthodologie de planification de trajectoires pro-

posée.

de commande optimale qui sera plus conservateur, mais qui aura la propriété forte

d’étre convexe. Ainsi, nous pourrons

garantir la convergence du solveur lorsque

la trajectoire de vol recherchée se situe a l'intérieur des formes superquadriques

convexes.

L’OCP est ensuite transformé en un probléeme de programmation non linéaire (NLP)

en utilisant une technique de transcription directe, apres que les variables d’optimi-
sation du probleme aient été paramétrées par des B-splines, formes particulieres de

polynomes par morceaux.

de programmation non linéaire adapté

Le probleme NLP est finalement résolu a bord du véhicule en utilisant un solveur
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Remarque 2.3. Une fois que les profils optimaux des sorties plates sont connus, la géné-
ration des consignes de guidage le long de la trajectoire est réalisée par le bloc d’inversion
dynamique non linéaire (NDI) représenté sur la figure 2.1. Ce bloc contient principalement
les isomorphismes reliant 1’état et les commandes du systeme aux sorties plates et a leurs
dérivées successives.

Dans les sections suivantes, nous allons détailler pas a pas chacune des étapes associées au
développement du planificateur de trajectoires tolérant aux défauts. Ainsi, nous commen-
cerons par rappeler comment la propriété de platitude d’un systéeme peut étre utilisée dans
le cadre de la planification de trajectoires a bord, afin de réduire le nombre de variables
d’optimisation intervenant dans le probleme considéré. Ensuite, nous présenterons une mé-
thode d’annexation superellipsoidale, permettant de convexifier le probleme de commande
optimale obtenu a I’étape précédente. La prise en compte des contraintes d’équilibrage
statique, permettant de rendre le planificateur tolérant aux défauts, sera étudiée dans la
section 2.5. Finalement, nous verrons comment transformer le probleme de commande
optimale, décrit dans l’espace de la sortie plate, en un probleme de programmation non
linéaire, en utilisant une méthode de transcription directe.

2.3 Planification de trajectoires par platitude

Dans cette section, nous abordons le probleme de planification de trajectoires par pla-
titude. Nous commencerons par décrire de maniere générale les problemes de commande
optimale considérés dans le cadre de cette étude. Ensuite, nous rappellerons quelques
définitions usuelles concernant les systemes plats, afin d’améliorer la lisibilité de la dé-
marche. Finalement, nous utiliserons la propriété de platitude du modele afin de transcrire
le probleme de commande optimale initial dans ’espace de la sortie plate.

2.3.1 Classe de problemes de commande optimale considérée

Considérons un systeme non linéaire déterministe défini sur une variété différentiable
X, et s’écrivant sous la forme

{ j(t) =£(x(t),u(t)), (2.1)

ou t représente la variable temporelle, x : [tg, 7] — R™ est le vecteur d’état de dimension
n, u : [to,tf] — R™ est le vecteur de commandes de dimension m, et y : [to,t¢] — RP
représente le vecteur des sorties mesurées/estimées de dimension p. De plus, f(.) et h(.)
représentent des applications non linéaires suffisamment lisses sur X.

Nous supposons que I'ensemble des objectifs associés au planificateur de trajectoires, défi-
nis soit au niveau “mission” ou au niveau “véhicule”, s’integre de maniere naturelle dans
un probléme de commande optimale (OCP) défini dans I'espace d’état. Nous cherchons
ainsi & déterminer une trajectoire du systeme (2.1) dans [to, t7], permettant de minimiser
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la fonctionnelle de cout®* J : R™ x RT — R, telle que

J2¢, (:c(to),u(to),to)+/tf6t (2(), u(t), 1) dt + Cp (w(ts), ult)ty),  (2.2)

sujette a un ensemble de contraintes linéaires (Ny contraintes initiales, Ny contraintes
finales et N; contraintes de trajectoire) et non linéaires (N/ contraintes initiales, N
contraintes finales et N/ contraintes de trajectoire), telles que

lo < Agx(ty) + Boulty) < wpy, Age RNoxn By e RNoxm

L < Aw®)+Bult) < u, A RV Be RN e[ty t],

lf < Afl‘(tf) + Bfu(tf) < uy, Af S Rfon, By e Rfom, (2 3>
Loy < co(x(to), ulto)) < U, '
Ly < cr (z(t), u(t)) < U, tE€ [t ty],

Ly < (( phulty)) < Uy

On suppose en outre que les fonctions ¢y : R” x R™ — RN, cp : R* x R™ — RV
et ¢ : R" x R™ — RN sont au moins de classe C? sur des ouverts denses convenable-
ment choisis. De plus, la durée totale de la trajectoire ¢ peut soit étre fixée, soit étre libre.

En résumé, nous cherchons a résoudre le probleme de commande optimale suivant :

min  Co (z(to), u(to), to) + / ' Co(x(t),u(t), t)dt +Cyr(x(ty),ulty), ty) (2.4)

2(0)u() o
t.q.
#(t) = f (2(t),u(t)) t € [to, ty),

lo < Apx(ty) + Bou(ty) < wuo,
I, < Awux(t)+ Beu(t < wuy, € [to, g,
ly < Apx(ty) + Brulty) < uy,
Ly < colz(lo),ulte)) < U,
Ly < ¢t ((t), u(t)) < Ui te bty
Ly < ( (tr) ulty)) < Uy

2.3.2 Rappels sur le concept de platitude différentielle

Avant d’utiliser le concept de platitude dans le cadre de la planification de trajec-
toires, nous rappelons ici quelques définitions de base concernant les systemes plats. Ces
définitions sont nécessaires pour camper le décor et permettre au lecteur de suivre les
développements méthodologiques de ce chapitre, sans avoir systématiquement recours a
la premiere partie du manuscrit. Le lecteur intéressé pourra consulter la premiere partie
de ce mémoire, qui fournit un état de l'art plus complet sur la platitude différentielle, et
également sur la détermination de sorties plates par des outils de calcul formel.

Comme nous 'avons souligné dans la premiere partie, l'intérét principal du concept de

3]e contexte n’étant pas ambigu ici, nous désignerons indifféremment la fonctionnelle de cofit par
fonction objectif, ou encore indice de performance.
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platitude réside dans la possibilité de trouver une relation d’équivalence entre la dyna-
mique non linéaire d’un systeme et une chaine d’intégrateurs purs, c¢’est a dire un systeme
trivial. Dans ce cas, les trajectoires du systeme dans I’espace d’état peuvent étre directe-
ment obtenues grace a des relations analytiques, sans intégration, a partir des trajectoires
des sorties plates. Un systeme non linéaire est plat s’il existe un ensemble de variables
différentiellement indépendantes (dépendant de ’état, des commandes et d'un nombre fini
de leurs dérivées), telles que 'état et les commandes peuvent s’exprimer exclusivement en
fonction de ces sorties et d'un nombre fini de leurs dérivées.

Considérons a nouveau le systeme non linéaire (2.1). On suppose en outre que m < n, ce
qui signifie que le systeme d’équations (2.1) est sous-déterminé.

Définition 2.1 (Platitude différentielle [1]). Le systéme non linéaire (2.1) est différentiel-
lement plat (ou, plus bricvement, plat) si et seulement s’il existe un vecteur z de dimension
m, dont les éléments sont des fonctions différentiellement indépendantes, de la forme

zzqﬁ(a:,u,u,...,u(a)),

tel que

x:¢$ Zaz,-..,z(ﬁfl) ,
{ u =1y Ez 5.0, 20) ,) (2.5)
(k)

ot Y, et 1, représentent des applications lisses sur la variété X, z;~ correspond a la
dérivée d’ordre k de la i™ composante de z, et a = (aq,...,an), 3= (Bi,...,Bm) sont
des m-uplets finis d’entiers.

Le vecteur z € R™ est appelé sortie plate (ou sortie linéarisante).

2.3.3 Probleme de commande optimale dans I’espace des sorties
plates

L’utilisation de la platitude dans le cadre de I'optimisation de trajectoires consiste alors
a transcrire le probleme de commande optimale (2.4) dans I'espace des sorties plates, et a
optimiser non plus les profils des états et des commandes, mais uniquement les profils des
sorties plates. Cette approche a initialement été développée dans [131], et a été appliquée
avec succes a un certain nombre de problemes : vol en formation de micro-satellites [132],
évitement d’obstacles [133], planification de trajectoires pour un missile [134], commande
prédictive [135] et a horizon fuyant [5], génération de trajectoires pour satellites agiles
[136], ...

la figure 2.4 illustre 'approche utilisée. La planification d’une trajectoire permettant
d’amener le systeme (2.1) d'un état (z(to),u(tp)) a un état (x(ty), u(ts)) revient a dé-
terminer une trajectoire suffisamment lisse dans l'espace des sorties plates, satisfaisant
2B (tg) et 2¥)(t;), k =1,..., 3, et un ensemble de contraintes de trajectoires s’exprimant
également en fonction des sorties plates et d’un nombre fini de leurs dérivées. Si le sys-
teme est différentiellement plat, il n’est alors pas nécessaire de résoudre un probleme aux
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Espace d’état
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Espace des

sorties plates

F1G. 2.4 — équivalence entre les trajectoires du systeme initial et celles du systeme trivial.

deux bouts. De plus, lorsque les trajectoires des sorties plates sont connues, les relations
(2.5) permettent directement de calculer sous forme analytique les profils de 'état et
des commandes du systeéme (2.1). Cette propriété constitue un point fort de la stratégie
proposée, et sera notamment exploitée dans le cadre du guidage de véhicules de rentrée
atmosphérique dans le chapitre 3.

Les trajectoires générées dans l'espace des sorties plates peuvent alors étre converties
en trajectoires dans l'espace d’état par la relation (2.5) et sans qu’aucune intégration
numérique ne soit nécessaire (voir figure 2.4). Une fois la contrainte dynamique (2.1) in-
tervenant dans le probleme de commande optimale (2.4) enlevée grace a la propriété de
platitude du systeme, et en réécrivant la fonctionnelle de cout (2.2) et les contraintes (2.3)
en fonction des sorties plates et de leurs dérivées, on obtient un probleme de commande
optimale équivalent qui s’écrit, dans I'espace des sorties plates, sous la forme

min - Co (¥ ((t0)), Pu(z(t0)), to) + /t ¢ (V= (2(1)), Yu(Z(1)), 1) dt (2.6)
+ Cr (Wa(Z(t5), YulZ(ty)), tr)

t.q.
ly < AoZ(to) < uyp,
i < Az (t) < wy, tE [t ty],
ly < Ayz(ty) < oy,
Lo < co(a(Z(to)), Yu(Z(to)) < U,
Lt S Ct(wx(z(t))awu(g(t))) S Uta tE[toatf],
Ly < cp (a(Z(tr)), vu(z(ty))) < Uy



2.3. Planification de trajectoires par platitude

Les variables de décision du probleme de commande optimale sont alors définies par le
vecteur des sorties plates et de leurs dérivées, noté z = (21,...,2m, 21, - -, Zm, . . .) dans
I'espace des jets d’ordre infini®®, et de dimension ns.

Remarque 2.4. Si le systeme (2.1) n’est pas plat, il est toujours possible d’exprimer
les observables autonomes en fonction des variables associées a la paramétrisation de la
partie libre®® du systéme. Dans ce cas, on obtient une ou plusieurs contraintes de trajec-
toire supplémentaires de la forme 1;(v(t)) = 0, pour ¢, < ¢t < ¢y, qu’il faut intégrer au
probléme de commande optimale (2.6). On obtient ainsi un probleme de commande opti-
male s’exprimant en fonction un nombre réduit de variables d’optimisation. En revanche,
si le systeme (2.1) est (completement) plat, alors le probleme (2.6) comporte un nombre
minimal de variables d’optimisation.

Nous verrons dans la section 2.6 comment transformer cet OCP de dimension infinie
en un probleme de programmation non linéaire de dimension finie, en paramétrant les
variables d’optimisation, i.e., les sorties plates, par des fonctions candidates (par exemple
des B-splines), en approximant la fonctionnelle de cout (2.6) par une loi de quadrature,
et en discrétisant le probleme de commande optimale sur une échelle de temps donnée.

Mais avant cela, nous allons chercher a répondre a un probleme important pouvant sur-
venir lorsque l'on transcrit le probleme de commande optimale dans 1’espace des sorties
plates : il s’agit de la perte de convexité potentielle du probleme de commande optimale.
En reprenant I'un des points clés du papier de I. M. Ross portant sur le sujet [64], nous
pouvons donc soulever le probleme suivant : a quot cela sert-il de réduire au mazimum le
nombre de variables d’optimisation si cela conduit a la perte de convexité du probleme de
commande optimale ?

Afin de répondre a cette question encore ouverte, nous proposons dans la section sui-
vante une méthodologie originale permettant d’approximer les contraintes de trajectoire
du probléeme de commande optimale par des formes géométriques convexes, appelées su-
perquadriques. Les parametres de dimensionnement de ces formes sont optimisés par un
algorithme génétique, et ces dernieres sont ensuite intégrées a ’'OCP afin de remplacer
les contraintes initiales non convexes. En réalisant une approximation similaire pour la
fonctionnelle de cout, on obtient alors un probleme de commande optimale convexe. La
résolution de ce nouveau probleme ne fournit pas seulement une garantie de convergence
du solveur utilisé, mais également un gain de temps CPU lors de la planification de tra-
jectoires, le probleme de commande optimale n’admettant plus de minimums locaux.

35remarquons a nouveau qu’il existe une infinité dénombrable de coordonnées Z des sorties plates et de

leurs dérivées successives dans 'espace des jets d’ordre infini.
36¢’est a dire sans torsion.
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2.4 Convexification du probleme de commande opti-
male

Le probléeme de commande optimale (2.6) obtenu dans la section précédente peut étre
directement utilisé afin de calculer une trajectoire optimale. Cependant, 1'utilisation de la
platitude différentielle ne préserve pas en général la convexité®” du probléme de commande
optimale initial. Par conséquent, la plupart des contraintes de trajectoire de 'OCP, une
fois transcrites dans l'espace des sorties plates, peuvent devenir hautement non linéaires
et potentiellement non convexes.

Une publication récente de 1. M. Ross [64], traitant de certains problémes rencontrés
lors de la résolution de problemes de commande optimale, a conclu qu’'une diminution
successive du nombre de variables d’optimisation, tout en maintenant la convexité du
probléme, permettrait de gagner en performances (temps CPU) ainsi qu’en robustesse®.
L’espace des variables d’optimisation résultant de la paramétrisation “plate” du probleme
de commande optimale étant le plus compact parmi les formulations alternatives étudiées
dans [64] (par exemple, les techniques d’inclusion différentielle ou d’inclusion sous forme
normale), il semble étre tres intéressant de pouvoir conserver la formulation plate du
probleme de maniere a obtenir un nombre minimal de variables d’optimisation, tout en

assurant que I’OCP reste convexe dans ’espace des sorties plates.

Afin de répondre a ce probleme, une premiere technique d’annexation polyédrique a été
proposée dans [12], consistant a élargir un polytope en annexant de plus en plus de portions
d’un espace admissible non convexe associé a un ensemble de contraintes non linéaires de
trajectoire. Ce probléme est posé comme un probleme d’optimisation de type semi-infini,
dans lequel les variables de décision sont les sommets du polytope, et ou la fonctionnelle
de cotit est donnée par le volume du polytope. Cependant, bien que les polytopes offrent
une certaine flexibilité par un large choix de formes géométriques atteignables, ces der-
niers deviennent particulierement difficile & manipuler dans les espaces de sorties plates
de grande dimension, i.e., au-dela de 3. De plus, I’évaluation de leur volume constitue un
probleme NP-hard [137]. Récemment, un certain nombre de résultats ont été proposés
dans [136], portant sur la convexification de contraintes par des formes superquadriques
de dimension n. Ces travaux constituent le point de départ de notre étude.

Dans cette section, nous proposons une méthodologie originale et efficace permettant
de réaliser une approximation intérieure d’'un domaine non convexe par une forme géo-
métrique convexe, et différentiable. La procédure consiste a créer une primitive S; a
I'intérieur de la région non convexe admissible Sz, et ensuite a la faire grossir jusqu’a
ce qu’elle atteigne un volume maximal pour lequel &; se trouve toujours a 'intérieur de

3Tnous tenons & faire remarquer ici que les problemes de commande optimale dans 'espace d’état

peuvent aussi bien étre convexes que non convexes.

38en effet, comme nous ’avons indiqué dans la section 1, les solveurs permettant de résoudre les pro-
blemes de type NLP sont pour la plupart relativement sensibles a I’estimé initial de la trajectoire recher-
chée.
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Sz. La méthodologie repose sur l'optimisation de formes géométriques déformables, ap-
pelées superquadriques, par un algorithme génétique de maniere a trouver un minimum
global de la fonctionnelle de cotit associée au probleme d’annexation superellipsoidale. En
outre, nous présentons dans cette section un certain nombre de résultats mathématiques
nouveaux portant sur les formes géométriques superquadriques de dimension n. De plus,
I'utilisation d’un ensemble de transformations géométriques n-D agissant sur les formes
superquadriques, et préservant leur convexité, constitue une amélioration importante par
rapport aux autres travaux sur le sujet. Les contraintes de trajectoire et la fonctionnelle
de cout du probleme de commande optimale initial peuvent alors étre remplacées par
les formes superquadriques optimales correspondantes. Le nouvel OCP est alors résolu
dans un sous-espace convexe inclu dans I'espace initial des contraintes. Malgré un certain
degré de conservatisme inhérent a I'approche utilisée, la nouvelle formulation convexe du
probleme de commande optimale engendre a la fois une amélioration de la robustesse du
solveur NLP utilisé, et également un gain de temps CPU non négligeable lors du calcul
de trajectoires.

L’ensemble de la méthodologie a été implémentée dans une librairie, appelée OCEANS
(Optimal Convexification by Evolutionary Algorithms aNd Superquadrics) sous ’environ-
nement Matlab.

2.4.1 Formes superquadriques généralisées

Dans les dernieres décennies, de nouvelles collections d’objets paramétriques lisses ont
été développées dans le cadre de la conception assistée par ordinateur (CAD) et des mé-
thodes numériques pour la création tri-dimensionnelle (3D). D’abord, les superellipses ont
été proposées afin d’étendre ’ensemble des primitives géométriques traditionnelles, telles
que les surfaces quadriques et les nappes paramétriques. Quelques années plus tard, les
superquadriques ont été introduites dans [138] comme une généralisation en trois dimen-
sions des superellipses, et ont été appliquées a un certain nombre de problemes. Peut-étre
la classe la plus générale de primitives géométriques est celle des hyperquadriques, obte-
nues en considérant la somme d’un nombre arbitraires de puissances de termes linéaires
[139], et qui comprend les formes quadriques et superquadriques en tant que cas parti-
culiers. Les hyperquadriques sont des formes génératrices dont les polytopes englobants
possedent un nombre arbitraire de facettes. Cependant, méme si le nombre de formes can-
didates atteignables est théoriquement illimité3, les hyperquadriques ne possedent pas de
paramétrisation explicite, cette derniere étant obtenue grace a des méthodes numériques
d’optimisation.

Remarque 2.5. De nombreux autres types de primitives géométriques existent, telles
que les superformes [140], qui sont des formes superquadriques comportant un nombre
arbitraire de symétries, les ratioquadriques [141], les cylindres généralisés [142] et les
géons [143], etc.

Afin de réaliser un compromis entre la complexité de la représentation de la forme géo-
métrique, i.e., le nombre de formes atteignables, et I'efficacité numérique dans les espaces

39comme dans le cas des polytopes possédant un nombre arbitraire de sommets ou de facettes.
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de sorties plates d’ordre élevé, nous avons choisi de travailler avec des primitives superqua-
driques afin de réaliser I’approximation intérieure d’un ensemble atteignable non convexe
Sz. La classe des formes superquadriques comprend les superellipsoides, que nous considé-
rons dans la suite, ainsi que les superhyperboloides et les supertorroides [138]. L’avantage
principal est le nombre réduit de parametres nécessaires pour décrire la forme globale (pro-
priété de compacité de la représentation), et également l'existence d’'une paramétrisation
explicite de la surface. Cependant, comparé aux primitives hyperquadriques, le nombre
de formes candidates est limité et, dans certains cas, des transformations géométriques
préservant la convexité peuvent eétre nécessaires, de maniere a réduire le conservatisme de
I’approximation.

Remarque 2.6. La quantification du conservatisme inhérent a I’approximation superel-
lipsoidale réalisée représente une donnée importante du probleme de commande optimale
convexe. En effet, la recherche d’une trajectoire optimale, ou méme d’'une trajectoire
admissible d'un systeme en fonctionnement défaillant peut conduire a des trajectoires
situées sur les frontieres des contraintes considérées. En d’autres termes, il se peut que
le probleme d’optimisation convexe n’admette pas de solution, alors que le probleme non
convexe initial en admet une. Le degré de conservatisme peut étre mesuré par exemple
en comparant le volume du domaine admissible initial a celui de la forme géométrique
déformable défini dans la proposition 2.7.

Malgré tout, les surfaces superquadriques offrent un degré de flexibilité plus impor-
tant que les ellipsoides par la modification des parametres de forme dans chaque direction.
Plus précisément, les degrés de liberté correspondent aux parametres de dimensionnement,
superquadriques, c’est a dire aux demi-grand axes (directions et amplitudes) et aux pa-
rametres de forme. Ainsi, nous allons chercher a étendre en dimension n, dans le cadre de
la méthodologie proposée, un certain nombre de résultats et de transformations obtenus
uniquement pour les applications tri-dimensionnelles. Nous proposons ainsi un certain
nombre de résultats nouveaux concernant la paramétrisation des formes superquadriques
de dimension n.

Par définition, une superellipse en deux dimensions est une courbe fermée du plan (O, z, y),

décrite par I’équation implicite
2 2
<£) + <ﬁ) —1, (2.7)
ai az

ol a; et ay représentent les demi-grand azes, et ¢ € R™* le paramétre de forme de la
superquadrique [138].

Remarque 2.7. Afin d’évaluer numériquement 1’équation (2.7), notons qu’il est néces-
saire que les termes == et £ soient d’abord élevés au carré avant d’appliquer la puissance
non entiere en 1/¢, et ce afin d’assurer que le résultat du calcul soit bien un nombre réel
et non un complexe pour z < 0 ou y < 0.

En fonction des valeurs des parametres aq, as et €, il est possible de modifier la forme
de la superellipse. Ainsi, pour a; = as et € = 1, on obtient le cercle centré en 0 de rayon
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ay. Lorsque € tend vers 0, la superellipse devient un carré dont les cotés sont paralleles
aux axes du repere et de longueur unité, et lorsque ¢ devient grand, la superellipse se
transforme progressivement en une étoile a quatre branches.

En coordonnées cartésiennes, la paramétrisation explicite associée a I’équation (2.7) s’écrit :

x '\ ([ ajcos®0

Y ascostd )
L’angle 0, avec —m < 0 < m, est alors appelé I’anomalie. Par convention, les puissances des
fonctions trigonométriques considérées sont évaluées comme des fonctions de puissances
signées, telles que

{ cos® 0 = sign (cos ) [cos 6],

sin® f = sign (sin 6) |sin 0|° .

Les superellipsoides d’ordres plus élevés s’obtiennent alors en calculant le produit sphé-
rique entre deux superellipses élémentaires de dimension inférieure. Par exemple, un su-
perellipsoide en dimension 3 est défini par

T
B ay 1 cos™t 0y ® a1 COS™2 Oy
:Z 1.2 sin®! 91 a2 9 sin®? 92

aq cos®2 By cost! 0,
= a9 cos*2 Oy 8in“t 01 |,
az Sin®? 0,

avec @y = @11021, G2 = (11022, A3 = G192, €t ou les anomalies 0, et 0, varient sur les
plages —m < 0; < met —7m/2 < 6y < 7/2.

Dans le repere (O, xz,vy, 2), le vecteur 7 = (z,y,2)? décrivant la surface du superellip-
soide 3D en fonction des parametres ay, as, as, €1 et €9 est représenté sur la figure 2.5.
Nous pouvons remarquer sur la figure 2.5 que le parametre 9 modifie la forme du super-
ellipsoide sur les plans paralleles a (O, x, y) et £1 sur les plans perpendiculaires a (O, x, y).

Avec les définition précédentes, il est alors possible de décrire un superellipsoide de di-
mension n en calculant le produit sphérique entre n — 1 superellipses élémentaires définies
par

([ a;ycosT0; o . ‘ [—7, 7] si i=1
Eilen0) = < a2 sin” 0; ) Gtz a €RT 6 € { [~7/2,7/2] si i=2n—1"
Dans la suite, on désignera par 6 = [0y,...,60, 1] le vecteur des anomalies, et par ¢ =
€1, En_1] le vecteur des parameétres de forme. Les coordonnées x = [y, ..., x,])7 d’un point

de la surface du superellipsoide sont alors obtenues en calculant le produit sphérique
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Z A

3

B2

<Y

01

Fi1G. 2.5 —illustration géométrique des parametres de dimensionnement d’un superellisoide
3D.

n—1

pet Enk = En 1 @ By 2 ® ... @ Ey, tel que

( n—1
alncose’“ O, 1=1,
k=1
T = n—1
a; sin® ' 0;_4 H cos™ O, i=2,...,n—1,
k=i
[ apsin 10,4, 1=mn,

ol chaque demi-grand axe a; est obtenu comme une fonction® des demi-grand axes é1é-
mentaires ey 1, €19, ...,€,-11,€n—12. Nous noterons alors a = [ay,...,a,] le vecteur des
demi-grand axes. En résumé, 2n — 1 parametres sont donc nécessaires pour décrire une
superquadrique de dimension n.

Nous pouvons a présent définir formellement la paramétrisation trigonométrique expli-
cite d’un ellipsoide superquadrique, en coordonnées cartésiennes.

Proposition 2.1 (paramétrisation trigonométrique n-D). Soit S un ellipsoide superqua-
drique de dimension n, défini par le vecteur de demi-grand axes a € R"™, le vecteur de
paramétres de forme e € R"! et paramétré par le vecteur d’anomalies 0 € R*~L. Alors, la
paramétrisation trigonométrique associée, de coordonnées cartésiennes x;, i = 1,...,n,

4Onous ne chercherons pas & déterminer analytiquement ces fonctions, cela ne présentant pas d’intérét

pratique pour la suite du développement.
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est définie par

( n—1

alncosa’“ 0., 1=1,
k=1
€Tr; = n—l (28)
a; sin® =1 0;_4 H cos™ O, i=2,...,n—1,
k=i
A, SIN“"1 0,1, 1=n,
ou le vecteur d’anomalies 0 vérifie
0; €[-m, 7, i=1,
m™ T ;o

92‘ E[—g,g], 1—2,...,n—1.

Comme nous I’avons mentionné précédemment, les parametres de forme ¢ permettent
de définir la convexité de la forme superquadrique. Notamment, Barr [138] a montré qu'un
superellipsoide 3D est convexe si €1,c9 < 2. Par extension, nous pouvons affirmer qu'un
ellipsoide superquadrique de dimension n est convexe si, Vi = 1,...,n, &; €]0,2]. Quelques
illustrations de superellipsoides en dimension 3 sont données sur la figure 2.6.

e1=0.1 e1=1.0 e1=2.0 €1 =2.5

FiG. 2.6 — exemples de formes superquadriques 3D.

La définition suivante introduit la notion de fonction d’appartenance a un superellipsoide
de dimension n.
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Proposition 2.2 (fonction d’appartenance n-D). Soit S un superellipsoide de dimension
n, défini par le vecteur de demi-grand axes a € R", le vecteur de paramétres de forme
e € R™ 1 et paramétré par le vecteur d’anomalies @ € R"!. La fonction d’appartenance
au superellipsoide n-D, associée a la représentation explicite (2.8), est donnée par F,(x) =
Apn(x), ot Ay, () vérifie la relation analytique récursive

ate = (2) "+ (2)".

2

fk—2 €T €p_1
An,k(x) = (An,k‘fl@’))%_l + (_k) ’

Qg

ou x représente le vecteur de coordonnées cartésiennes de dimension n.

Preuve. D’apres la paramétrisation trigonométrique explicite (2.8), pour un superellip-
soide de dimension n, les deux premieres coordonnées s’écrivent

n—1
T = ay H cos™ 0;, (2.10)
i=1
et
n—1
Ty = ay Sin®' 04 H cos™' 0;. (2.11)

1=2

En utilisant les expressions (2.10) et (2.11), alors A, »(x) peut se réécrire

n—1 % n—1 %
Apo(x) = (H cos® 9i> + (sin81 0, H cos® ‘9¢> (2.12)
i=2

n—1 n—1
2¢; 2¢e;
= cos’ 0, H cos 1 f; +sin® 0, H cos<1 0; (2.13)
i=2 i=2
n—1 2e.
= H cos <1 0;. (2.14)
i=2

Par extension a la dimension n, supposons que A, () s’écrive

n—1 2.
Ay () = H cos k-1 0;. (2.15)
i=k
Alors, comme la coordonnée x| s’écrit
n—1
Tpy1 = Qpyq SinF Oy H cos™' 0,
i=k+1
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on obtient
Ck—1 2
1 2 n—1 2. ck n—1 e
(Aal@) o + (22} = =y in 6 g,
nk(T)) o+ = coS i + | sin®* 6, cos™' 0;
a
k+1 i—k i=k+1
2¢; 251
= Hcosfk 0; + sin® 0, H cos <k 0;

i=k+1

252
= cos? 0, H COSEk 0; + sin® 0, H cos k6,
i=k+1 i=k+1

251

= H cos <k 6,

i=k+1

= An,kﬂ(ﬂf)-

La relation de récurrence (2.15) est donc vérifiée. En particulier, pour £ = n, on a

Rn(®) = (Apoa(@)) s + (l”)_

En posant x,, = a, sin®~' 6, _q, il vient

fn—2

2ep—1 En—1 _2
An,n(x) = (COS ez 6)n—l) + (Sin€n71 en—l) et
= 1,

ce qui termine la preuve car, pour un point P situé a la surface du superellipsoide, on a

Folz) = Apn(z) = 1.

La fonction d’appartenance F,, () jouit des propriétés suivantes :

o F.(z) < 1 : le point se trouve a l'intérieur du superellipsoide,

o F,(z)=1":le point est a la surface du superellipsoide,

e F.(x) >1:le point se trouve a l'extérieur du superellipsoide.
Les points obtenus en utilisant la paramétrisation trigonométrique explicite (2.8) ne sont
pas régulierement espacés a la surface du superellipsoide (voir la figure 2.7). Comme notre
objectif sera a terme de développer une primitive a 'intérieur d’'un domaine admissible
supposé étre non convexe, un quadrillage plus uniforme de la surface de la forme géomé-
trique est préférable afin de faciliter le processus d’optimisation.

Dans ce sens, un algorithme de quadrillage paramétrique optimal a été proposé dans
[144] pour les superquadriques de petites dimensions, dans lequel un modele différentiel
est utilisé afin de controler les propriétés de courbure locale des formes. Cependant, 1’algo-
rithme devient cotteux en calcul pour des formes géométriques de dimension plus élevée.
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(b) variation du nombre de points

(a) paramétrisation trigonométrique.
d’anomalies.

F1G. 2.7 — paramétrisation trigonométrique explicite d'un superellipsoide 3D.

Dans ce cas, une technique de quadrillage paramétrique sous-optimale peut étre utilisée.
Alinsi, nous considérons ici I’extension en n dimensions de la représentation “angle-centre”

décrite dans [145].

Proposition 2.3 (paramétrisation angle-centre n-D). Soit S un superellipsoide de di-
mension n, défini par le vecteur de demi-grand axes a € R", le vecteur de parameétres de
forme € € R, et paramétré par le vecteur d’anomalies @ € R 1. Alors, la paramé-

trisation angle-centre associée, de coordonnées cartésiennes x;, © = 1,...,n, est définie
par
( n—1
T(@)Hcosek, i=1,
k=1
T = nol (2.16)
r(0) sin ;4 Hcosek., i=2,...,n—1,
k=i
r(0)sinb,,_q, i=mn,

1 :
ou le rayon r(0) = —— est calculé au moyen de la récursion suivante :

Xn,n
( - 2 2 5?1
n—1 €1 . n—1 1
B [ 15—, cos by N sin 6 [ [—, cos 6y, o
XH,Q - 9 ] -
ay a2
: 7—1 (217)
. -1 - 2
2 sinf;_4 HZ:j cos B \ it A
R E4__ _
Xnjg = |(Xng-1)%t + a; y J=3.m,
j
\ L
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avec

Preuve. Cherchons a déterminer le lien existant entre les coordonnées (2.16) de la para-
métrisation angle-centre, et les coordonnées (2.8) de la paramétrisation trigonométrique.
En identifiant ces deux expressions terme a terme, il vient

( n—1 n—1
r(0) H cos Oy = a; H cos™ O, i=1,
k=1 k=1
n—1 n—1
r(0)sin6;_, H cos O, = a; sin“' 0,_; H cos™ 0, i=2....,n—1,
k=i k=i
[ 7(0)sinb,_; = a,sin®"6,_,, 1 =n.

Pour i = 1, a partir de la relation

n—1 n—1
r(0) H cos Oy = a; H cos™ O,
k=1 k=1
on obtient
1 = 1 =
n— €1 n— £k €1
[T%=; cos by _ h_q COS“k B,
aq r(0)
n—1
cos? 6, 2¢
= - cos ¢t 0.
r(0)= —s

Ensuite, pour ¢ = 2, on obtient, a partir de

n—1 n—1
: _ 1 A€ g
r(0) sin 6, H cos 0, = ay sin®! 6, H cos®k Oy,
k=2 k=2

I’expression suivante :

2

2
. —1 1 . -1 B
sinb [[,—5 cosby \ ™ sin®t 0y [[,—, cos 0, \
az

r(0)

. n—1
sin? 6, 25
= 5 Hcos =1 0.

T(@)akaQ
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En regroupant les expressions précédentes, on obtient

)
=

2

B 2 2
Xn2= = [T5; cosfy \ ™ N sin 0y [[1—; cos | *
n,2 ay as

_ 5
2 -2 n—1 - 2
= o8 921 + - 921 | | COS251]€ 0
\r(0)= r() ) i

vl

n—1
1 €
= W H cosk ;..
,
k=2
Par extension a la dimension n, supposons que X, ;1 puisse s’écrire
15
Xn,j—1 = H cosk Oy,
k =j—1

et que

2
. n—1 P n—1
S 9]',1 Hk:j COS Hk J-1 sm 0
= | | COSsi— 5 0.

a; T _

De plus, supposons que la relation de récurrence

. ~1 2 2
2 <s1n ;-1 szj coS 9k> ci-1

Xnj = | (Xnj-1)9" +

soit vraie.

Alors, en combinant (2.18), (2.19) et (2.20), x,; peut se réécrire sous la forme

r 2 2
n—1 £, . n—1 £
1 . -1 sin@;_1 [[,—; cosf | 7!
ng 0 4
Xn,j <7’(«9) ” COS k) + < o

gj—1
2

k=j—1

gj—1

1 i T 2
— 7H00s119k+sm J1HCOSJ19k>
r(0)%-1 k=j1 r(0)5=1 k
sim1
2. n—1 2ey, Q — ’
— LE Hcosfj—l Oy + s HCOS ! 0k>
r(0)5 k= o

n—1

1
= —— || cos® b,
il

ce qui prouve que (2.18) et (2.19) sont vraies, et donc (2.20) également.
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En particulier, pour 7 =n, on a

En—1

i iné 2 2
2 S1n _ En—1
Xn’n — (Xn’n_l)fn—l + (7n1>
Qn,
fn—1
[ 2 . 9 2
_ cos1 0, n—1  sin Qng_1
\7(0) ()1
B cos?6, ; sin?6, 1\ °
= 2 2
’,”(0) En—1 ’,”(0) En—1
1
r(0)’
o 1 : :
d’ou () = —, ce qui termine la preuve. [

n,n

Comme illustré sur la figure 2.8, on obtient une meilleure distribution des points a la
surface du superellipsoide. Ainsi, en choisissant une densité de points appropriée, c’est
a dire un nombre suffisant de points d’anomalies, le quadrillage sous-optimal engendré
permettra d’éviter que des points du domaine non convexe admissible que 1’on cherche a
approximer entrent accidentellement a l'intérieur de la forme convexe lors de son expan-
sion.

(a) paramétrisation angle-centre. (b) variation du nombre de points
d’anomalies.

F1G. 2.8 — paramétrisation angle-centre explicite d’un superellipsoide 3D.

Un autre aspect important lié a 'utilisation de formes superquadriques concerne le nombre
de formes atteignables, qui est limité du fait de leur faible nombre de degrés de liberté.
Dans la suite, des transformations géométriques permettant de préserver la convexité de la
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forme sont introduites afin que 1’on puisse approximer un plus grand nombre de contraintes
non linéaires non convexes. Ainsi, nous allons considérer la rotation, la translation, et le
pincement linéaire le long d'un axe en dimension n.

Définition 2.2 (rotation n-D [146]). Soient [x], = (z1,x9,...,2,) les coordonnées car-
tésiennes d’un superellipsoide S de dimension n, exprimées dans un repére local cen-
tré Ry. Sous l'action d’une rotation n-D, les nouvelles coordonnées superellipsoidales
[z], = (2}, 2h,...,2)), exprimées dans un systéme de coordonnées globales R,,, sont don-
nées par [x], = Rlx]y, ot la matrice de rotation n-D R est définie de maniére récursive
par

R:HQk<Pk7q)k) :ZQk(Pk,q)k) - (m— 1)[n7
k=1 k=1

ot Qy représente une matrice de rotation élémentaire définie par
Qr (P, @) = I + (cos ®y, — 1) PP + P, J Pl sin @y,

ou Py est une matrice de permutation orthogonale, et J est une matrice de taille 2 X 2,
appelée matrice symplectique, telle que

01
J= ( ol ) |
En outre, pour un superellipsoide de dimension n, le nombre de rotations élémentaires
n(n—1)
5

La figure 2.9 illustre 'action d’une rotation de 45° sur l'axe z, et de —45° sur les axes
y et z, sur une superquadrique tri-dimensionnelle.

admissibles m est fini et vaut m =

Une autre transformation géométrique courante, peut étre la plus simple, est la trans-
lation en n dimensions, rappelée dans la définition suivante.

Définition 2.3 (translation n-D [147]). Soient [x], = (x1,9,...,2,) les coordonnées
cartésiennes d’un superellipsoide S de dimension n, exprimées dans un repere local centré
Ry. Alors, un point de coordonnées [xly, translaté d’une distance d = (dy,da, ..., d,),
admet pour nouvelles coordonnées |x], = (), xh, ..., x]), qui peuvent étre obtenues par
[x], = T[x]y, ou, sous forme matricielle étendue et en coordonnées homogénes :

0 --- 0 d
“ (RTTTTE R I
Ty T2
=1 o 0 |- (2.21)
B A A
0 v o 0 1

Finalement, la derniere transformation géométrique préservant la convexité de la forme
géométrique, que nous considérons dans cette étude, est le pincement linéaire le long d'une
direction donnée. Ce type de transformation peut étre utilisé, par exemple, pour générer
des objets non symétriques possédant une forme conique ou prismatique [148].
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05 1

(a) superellipsoide initial. (b) action d’une rotation de 45° sur
l'axe x, et de —45° sur les axes y et
z.

Fi1G. 2.9 — effet d’une rotation sur une forme superquadrique 3D.

Définition 2.4 (pincement linéaire n-D [148]). Soient [x], = (1,9, ..., x,) les coordon-
nées cartésiennes d’un superellipsoide S de dimensionn. Alors, l’action d’un pincement li-
néaire, le long d’une direction de pincement p, engendre une dilatation ou une contraction
linéaire des (n—1) axes restant, selon l’amplitude du vecteur des coefficients de pincement
v = (v1,V2,...,0,-1). Les coordonnées du superellipsoide résultant |x], = (2}, xh, ..., x))
peuvent étre calculées en utilisant la relation [x], = Plzly, ou, sous forme matricielle,

) 4410 0 Ty

x . x

'2 0 Z—i+1 : .2
R R .| e
: : . . 0

x{n 0 0 Z_Z+1 T,

L’effet d’un pincement linéaire le long de I'axe vertical d’un superellipsoide en trois
dimensions est illustré sur la figure 2.10. En considérant les trois transformations géo-
métriques précédentes, le vecteur ¥, contenant ’ensemble des parametres de dimension-
nement permettant d’obtenir un superellipsoide positionné, orienté et pincé, est défini
par

\I/:{al,...,a@ 7617---7€n717(1)17---7(1)71(714—1)/27 d17---7dn , VUiy...,Up—1 }
— ~ - - _ —_—— —_———
demi-grand axes par. de forme par. de rotation par. de translation  par. de pincement
(2.23)

Les paramétrisations trigonométriques et angle-centre doivent étre modifiées afin de tenir
compte de ces transformations.
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(a) superellipsoide initial.

de l'axe z.

(b) effet d’un pincement linéaire le long

Fia. 2.10 — effet d'un pincement linéaire sur une forme superquadrique 3D.

Proposition 2.4 (paramétrisation trigonométrique d'un superellipsoide n-D déformé).
Soit S un ellipsoide superquadrique de dimension n, décrit par le vecteur VU défini par
(2.23). Alors, la paramétrisation trigonométrique associée, de coordonnées cartésiennes

x;, it =1,...,n, est définie par
( n—1 n—1
ay (vy sin®~! 0,1 H cos® 6; + 1) H cos’ 0y,
Jj=p k=1
n—1 n—1
a;(v;sin* 10, H cos™ §; 4+ 1) sin® ' 6,4 H cosk 0y,
_ Jj=p k=i
Ti = n—1
s Ep1 €
a, sin°*=' 0,_, H cos™ 0},
J=p
n—1
(v, sin 10, 4 H cos §; + 1) sin“' 6,1,
\ Jj=p

1 =1,
1=2,.
L =D,
1=n,

(2.24)

ou p est la direction de pincement (v, = 0). De plus, le vecteur d’anomalies 6 vérifie

0, €[-

T, T
0, €[-%,7), i=2..,n—1

Preuve. La paramétrisation (2.24) s’obtient immédiatement en appliquant la matrice de
pincement (2.22) aux coordonnées trigonométriques initiales définies par (2.8). |
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De la méme maniére, la paramétrisation angle-centre explicite (2.16) peut étre réécrite
afin de tenir compte des transformations géométriques précédentes.

Proposition 2.5 (paramétrisation angle-centre d’'un superellipsoide n-D déformé). Soit
S un ellipsoide superquadrique de dimension n, décrit par le vecteur W défini par (2.23).
Alors, la paramétrisation angle-centre associée, de coordonnées cartésiennesx;, i =1,...,n,
est définie par :

( n—1 n—1
r(6) (%7’(9) sinf,_, H cosb; + 1) H cos Oy, i=1,
P k=1

Jj=p

n—1 n—1
r(6) (ﬂfr(ﬁ) sinf,_, H cost; + 1) sin ;4 H cosbp, 1=2,....n—1,i#0p,

ap

Ti = n—1 = =
r(0)sind,_, H cos §;, i=p,
J=p
v n—1
r(0) (—nr(ﬁ) sind,_, H cost; + 1) sinf,_1, i=n,
\ p Jj=p
(2.25)
ou p est la direction de pincement (v, = 0). Le rayon r(0) = est calculé au moyen
Xn,n
de la récursion suivante :
( - . 2 ) 295
rcosO | sin@; -, cosO; \ ™ ,
Xn,2 — (llﬁ:L_____> + ( IIk—2 v J ::27
ay az
- H . 2 j;l
2 sinf;_y [[o_; costy \ 1 .
Xn,j — (Xn,j—l)sj_l«F ( ! y ] ::3w"7n7
a;
\ L
avec
0; €[-m, 7, i=1,
0; €[-5,%], i=2,...,n—1

Preuve. En appliquant la matrice de pincement (2.22) aux coordonnées angle-centre dé-
finies par (2.16), on obtient immédiatement la paramétrisation (2.25). |

Finalement, la fonction d’appartenance au superquadrique, définie par (2.9), a été modi-
fiée afin de tenir compte des transformations géométriques précédentes.

Proposition 2.6 (fonction d’appartenance a un superellipsoide n-D déformé). Soit un
superellipsoide S de dimension n, décrit par le vecteur VU défini par (2.23). Alors, la
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fonction d’appartenance (implicite) F, (V,x) = A, ,, (¥, x), est définie par lexpression
récursive suivante :

( o B
51 51
x T
An,2 (‘I’, .I‘) = —1 + 2 ’
w(an)) Gt
' : (2.26)
€k—1
Ekp—2 ZUk
A (U, 2) = (Mg (W, )50 4 [ ——2 |
\ ak; (2_23717 + ].)

ot v, = 0 dans la direction de pincement p.

Preuve. D’apres la paramétrisation trigonométrique explicite (2.24) associée a une su-
perquadrique déformée, les deux premieres coordonnées x; et xo s’écrivent

n—1
T = (ﬂxp + 1) H cos™ 0;, (2.27)
Ap i=1

et
n—1
Ty = Qy <%:pp + 1) sin®! 0, H cos™ 0;. (2.28)
p i=2

Maintenant, en utilisant (2.27) et (2.28), A, 2 (¥, z) peut se réécrire

2 2
n—1 = n—1 =
Ao (U,z) = <H cos®’ 9i> + (sin61 0, H cos® 9,~>

i=1 =2
2 2
n—1 €1 n—1 €1
= | cos® b, H cos® b; + | sin®! 6, H cos® 6;
=2 i=2
n—1
ﬁ
= H cos 1 6;.
i=2

Par extension, pour les superellipsoides de dimension n, supposons que A,, (U, z) s’écrive

2¢;

A (O, ) H sek-1 6;. (2.29)
Alors, comme la coordonnée x| s’écrit
n—1
,Uk 1> [or)
Tyl = Apy1 xp + 1) sin®* 6, H cos® 0;,
a,
i=k+1
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il vient :
2
ek
fk—1 Tha1
(A (T, 2)) == +
k+1
Q11 ( a: Tp + 1)
fk—1 2
n—1 2. R n—1 )
= Hcosgk—l 0; + | sin* 0y, H cos® 0;
i=k i=k+1
, n—1 2¢; , n—1 2¢;
= cos” Oy, H cos <k f; + sin” 0, H cos °x 0;
i=k-+1 i=k-+1
n—1 2,
= H cos <k 0,
i=k+1
- An7k+1 (\117 ZE) °

la relation de récurrence (2.29) est donc vérifiée. En particulier, pour & =n, on a

fn—2 5n2—1
Ao (8,2) = (s (W) 71 4 (22)77

Qn

Finalement, en posant

on obtient

En—2

2en—1 2

Ao (W, 2) = (cos n—2 ) o + (sin®"=1 0,_1) 1

= cos?0, 1 +sin%6,_,
= 1.

Or, par définition de la fonction d’appartenance, un point P situé a la surface du super-

ellipsoide vérifie
Fo(U,z) =Ny (U, 2) =1,

ce qui termine la preuve. |
De plus, le volume d’un superellipsoide de dimension n peut étre obtenu a partir des
paramétrisations trigonométriques ou angle-centre, définies respectivement par (2.24) et

(2.25). Ce volume sera utilisé plus tard dans la fonction de cout du processus d’optimisa-
tion associé au probleme d’annexation superellipsoidale.

Proposition 2.7 (volume d'un superellipsoide n-D déformé). Soit S un superellipsoide
déformé de dimension n, décrit par le vecteur U défini par (2.23). Le volume V,, (V) de S
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est donné par

n—1
i 1 —1
Vo (¥) = 2a, H a;e; B ( z— + 1) | ap_1Ep—1 Z v*B <|a|2+ 5p,1,pT5p,1 + 1) ,
2#; 1 |a|=0
(2.30)
ot le multi-entier o = (o, ..., p_1,0,Qpy1, .. ., Q) VETifie

Hv, \a|:iozj, a; € {0,1}, i=1,...,n,
j=1

De plus, la fonction Beta B(x,y) est liée a la fonction Gamma par

I'(z)I(y)
[z +y)

)

w/2
B(x,y) = 2/ sin?® 1 ¢ cos® ! pdp =
0
la fonction Gamma étant typiquement définie par
I(z) = / exp 't dt,
0

ou, de maniere équivalente, par la somme discréte

2

nn
[(z) = li .
@)=t T @t

Preuve. Nous allons commencer par démontrer Iexpression (2.30) en dimension 3, puis
nous étendrons ensuite la démarche a la dimension n.

Démonstration en dimension 3

Considérons une superellipse, dont la représentation trigonométrique explicite est don-
née par

, —m <t <m. (2.31)

T = acos! 0
y = bsin®! 0,

L’aire de la superellipse décrite par (2.31) se calcule par la formule de Green [149]

A= %gl(xdy — ydx), (2.32)

le long du contour €’ représenté sur la figure 2.11. Du fait de la propriété de symétrie
de la superellipse dans le plan (Ozxy), on peut simplifier I'intégrale (2.32) en considérant
uniquement le contour fermé €', divisé en trois segments C, Cy et C5 (voir figure 2.11).
On obtient alors

A = 27{(:Edy—yd:p)
4

= 2/ (xdy — ydx) + 2/ (xdy — ydx) + 2/ (xdy — ydx).
Cl CQ

Cs
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YA
Iy
/ ‘\CQ
o /
—a 0 61 a ;
o J
4 —b

F1G. 2.11 — contours d’intégration considérés pour déterminer l'aire une superellipse.

L’intégrale le long de ' est nulle car y = 0 et dy = 0. De méme, I'intégrale le long de C;
est nulle. On obtient donc :

A = 2/ (xdy — ydz)
Ca
w/2
= 2/ (xy — yx)dby
0
w/2
= 2 / (sin® ! ) cos™ 1 0 4 sin“ T ) cosT 1 6))db,
0
2 2
— abe, |B 2’51+ LB €1+ 72
2 2 2 2
€1 €1+ 2)

— 2abe,B 2
4= (2’2

(2.33)

ou la fonction Beta B(x,y) est définie par
e 221 2y—1 I'(z)C(y)
B(x,y) =2 sin ¢ cos™Y gbdgbzri,
0

et la fonction Gamma par
[ee]
I(z) = / exp "t dt,
0
ou encore, par la somme discrete

nln?
[(z) = Ii .
(@) =0 oD et

Considérons a présent un superellipsoide de dimension 3, déformé sous I’action d’un pin-
cement linéaire le long de l'axe z, dont la paramétrisation trigonométrique explicite (cf
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définition 2.4) est donnée par

y = as(vgsin® Oy + 1) sin®! 64 cos®? Oy,

x = aq(vy Sin®? Oy + 1) cos®™ 0y cos™ O,
zZ = agsin® 5.

Ce superellipsoide 3D peut étre vu comme un empilement de superellipses d’épaisseur
infinitésimale dz (voir figure 2.12). D’apres 1'équation (2.33), Iaire de la section du super-
ellipsoide située a I’élévation z est alors donnée par

€1 €1+2
27 2 ’

A(92> = 2&(92)[)(92)613 (

avec

a(fs) = ajcos™Oy(1+ vy sin®?6,),
b(02) = ascos™ Oy(1+ vy sin 6s).

Le volume infinitésimal dV est donné par

N
\'/Vg‘\\\
///A“?'!if

F1G. 2.12 — interprétation d'un superellipsoide 3D comme un empilement de superellipses
d’épaisseurs infinitésimales dz.

AV = A(2)dz = A(6)2(0)d0s,
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avec
2(0;) = (agsin 0y) = azeysin® ' 0, cos by,

et

2
A(0>) = 2a1a2e1 c05™*2 O5(1 + vy 8in® 6) (1 + vo 8in* 62) B (8_21’ - ;F ) .

On obtient donc

2
dV = 2&1&2&381828 <€2—1, o1 ;_

) sin® ! 0 cos®2 T 0y (1 + vy sin® 6y) (1 + vy sin®2 6y)dbs.

Le volume V est alors obtenu en intégrant dV' le long de 'anomalie 0y € [—7/2,7/2], tel
que

V= /W/2 A(62)2(65)dbs,

—7/2

soit

€1 &1+ 2 2 se2—1 2e2+1 i€ i E
V = 2a,a5a3¢1698 5 SIn“27" 0y cos™2 ™ Oy (14-vy sin2 Oy) (14-vy sin2 Oy) dbs.
—7/2

En remarquant que

w/2
/ sin2 ™! 0, cos®2 T 0y (1 + vy sin ;) (1 + vy sin®2 6,)dfy = B (82—2, g9+ 1)
—7/2
382
+(v1 +v2) B (2,62 + 1) + v102B (7,52 + 1) ;

il vient :

2
V = 2&1&2(1381823 (%’ 81;_ ) [B (%, €q + 1) + ('Ul —+ UQ)B (82,82 —+ 1) (234)

3
+ Ul’UQB (%,824‘ 1):| .

Finalement, en introduisant la notation par multi-entiers, 'expression (2.34) peut se ré-
écrire de maniere plus compacte sous la forme

2
2 1
V = 2&3&1513 (%, 81;_ ) a2€2| EO'UaB <‘Oé|2+ €92,€2 + 1) .

ou le multi-entier a = (ay, as, 0) vérifie

3 3
va:Hv,(:’“, |a|:2aj, a; €{0,1}, i=1,...,3.
k=1 j=1
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Démonstration en dimension n

Supposons que le volume V,, d’un superellipsoide non déformé de dimension n, s’écrit

n—1

E; .&;
Vo =20, [JaeiB (505 +1).
aHae 222+

i=1

et cherchons a exprimer le volume V,,.; d'un superellipsoide déformé de dimension n + 1.

Comme pour le calcul du volume en trois dimensions, nous considérons que les demi-
grand axes de V,, dépendent de la nouvelle anomalie 6, associée au volume V.1, et des

coefficients de pincement linéaire v = (vy, vo, ..., v,). Soit :
/ o / € .&
Vo(0,) = 2a;, E a;e; B (5,25 + 1) ,
avec
a; = a; cos™ 0, (1 + v;sin" 0,,), i=1,...,n—1.

Le volume infinitésimal dV,, | s’écrit sous la forme
AVipi1 = Vu(0,)Z01(0,)d0,, (2.35)

ou T, sécrit
Tpi1(0n) = apyq Sin 60, (2.36)

d’aprés la paramétrisation trigonométrique explicite (2.24).

Remarque 2.8. Afin de simplifier la démonstration, nous considérons que le pincement
linéaire est appliqué sur 'axe x,.1, mais la démarche reste valable pour une direction
arbitraire. Notamment, nous donnerons ’expression finale du volume du superellipsoide
pour une direction de pincement quelconque.

La dérivée de I'expression (2.36) s’écrit
Tri1(0n) = Enpyr sin®™ 10, cos b,
et (2.35) peut donc se réécrire

dVig1 = 2an410p8,sin° 10, cos™ 0, (1 + v, sin" 6),)

n—1
X H a;e; cos™ 0, (1 + v;sin*" 0,,) B (%, i% + 1) ) (2.37)
i=1

Le volume V,,;; s’obtient alors en intégrant (2.37) le long de la nouvelle anomalie 60,, €
[—7/2,7/2], tel que

w/2
Vn+1 = / Vn(en)xn—i—l(en)den

w/2
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On obtient alors

n—1 ' /2 n—1
Vi = 2ap41 H a;e;B ( 515 + 1) / [ansn cosT 1, sin°" 14, H cos™ 0,
i=1 —m/2 i=1

X ﬁ( 1+ v;sin°" 6,,) ]

i=1

w/2
Varr = 20p41 H a;e; B (—’ iy 1) : anen/ cos™n 1 sins 1,
i=1 272 —7/2
x - [J(+visin® Hn)dH"] (2.38)
=1

En utilisant la notation par multi-entiers, I'expression (2.38) peut alors se réécrire

8.
Vi1 = 2ap41 [H a;e; B (2 25 + 1)

ou le multi-entier o = (v, g, . .., a,, 0) vérifie

Nanen E / sin{lelFDen=1 g cognentlg q6, | |
w/2

|af=0

n+1 n+1

= Hvk Clad=Ya; ae{01), i=1...n+l
j=1
Or, par définition de la fonction Beta, on a

w/2
/ sin(elHlen=1g cosnentl g dp, = B <‘a| 1 En, e En + 1)
w/2 2 2

D’ou :

n—1
Vior = 2am11 [H ;e B (% z% + 1)
=1

En remarquant que la direction de pincement choisie est p = n + 1, on peut réécrire
I'expression (2.39) sous la forme

8.
Vir1 = 20,41 [H a;e; B (2 25 + 1)

- 1
tnen Y 0B (M; ng en + 1) . (2.39)

|a|=0

- leY ‘Oé| +1 p— 1
cAp—1€p—1 lZOU B ( 5 Ep—1, T{fp_l +1
(2.40)
Finalement, en choisissant une direction de pincement p arbitraire, 2 < p < n + 1, le
volume (2.40) s’écrit

€ € - o lo] + 1 p—1
Vi1 = 20,11 HaleB<2 5—1—1) -ap,lgp,lzv B( 5 Ep—1, 5 Ep—1+ 11,

=1 |a‘:0
z;ép 1

(2.41)
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ot le multi-entier v = (ay, ..., p_1,0, apy1, ..., ypq) vérifie

n+1 n+1

va:Hv,‘:’“, |a\:Zaj, a; €{0,1}, i=1,...,n+ 1.
k=1 j=1

La relation de récurrence (2.41) étant vraie pour n + 1, elle est donc vraie pour tout n,
ce qui termine la preuve. |

De plus, afin d’éviter des problemes numériques lors de la résolution du probleme d’opti-
misation, un volume normalisé V,, est utilisé de maniere préférentielle, tel que

Vo () = Vi (9), (2.42)
ou n est I'ordre de la forme superquadrique.

Corollaire 2.1. Le volume d’un superellipsoide non déformé de dimension n, défini par
le vecteur de demi-grand azes a € R™ et par le vecteur de paramétres de forme e € R"1,
est donné par

n—1
V., = 2a, H a;e; B (%,i% + 1) .
i=1

Finalement, la distance radiale euclidienne en dimension n peut étre utile afin de dé-
terminer la plus courte distance entre un point arbitraire et sa projection sur la surface
du superellipsoide. Plus précisément, cette distance sera utilisée dans le probleme d’op-
timisation de trajectoires de rentrée atmosphérique, afin de vérifier que les conditions de
bords du probléme de commande optimale sont bien situées a I'intérieur (ou a la surface)
de la forme convexe.

Proposition 2.8 (distance radiale euclidienne n-D). La distance radiale euclidienne
d (¥, xzg) est définie comme étant la distance entre un point () de coordonnées xq, et un
point P de coordonnées x, correspondant a la projection de @ sur la surface du superel-
lipsoide le long de la direction formée par le point Q) et le centre de la forme géométrique.
Pour un superellipsoide quelconque, décrit par le vecteur ¥ défini par (2.23), l'expression
de la distance radiale euclidienne d (U, xy) = |xg — x| est donnée par

d (W, 20) = |xo| - |1 = (Ful(W,20)) " 2 |, (2.43)
ot la fonction d’appartenance F,(V, xq) est définie par (2.26).

Preuve. Soit xy = (x19, T20, - - - , Tno) les coordonnées d’un point @, situé a l'intérieur ou
a l'extérieur du superellipsoide, et soit

fn(llla xO) - An,n(\yaxO)

la fonction d’appartenance du point () au superellipsoide déformé, dont 'expression gé-
nérale est donnée par (2.26).
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Soit xy = fry un point P situé a la surface du superellipsoide.

D’apres (2.26), pour Uitération k = 2, on a

2
An,2 (\I’,ﬁxo) _ B0 + Bxa

aq (Z—Ll’lp + 1)

- ﬁ% T10 T20
V1 v2
ay (Lay, + 1 a (2 +1>
l(ap 1p ) 2(ap 1p

= ﬁaAn,Q (‘I’,%) .

Ensuite, pour l'itération k, supposons que A, ;1 (U, fz¢) s’écrive

2
A1 (U, Brg) = B2 Ay, 1 (W, 20) (2.44)

et cherchons a déterminer I'expression de A, x (U, Bxg). Alors, d’apres (2.26), on a

2

Sh—1
ko .
A (U, Bz0) = (App_1 (¥, Bag)) o1 + BTro
ag (Z_kxlp + ].)
P
2 k-2 ) gkil
2 - Ly .
= (ﬁsk_QAn,k—l (q,’x(])) k—1 —|—ﬁ5k—1 %0
ag (Z_I;:L‘lp + ].)
2
ck—1
2 ) Tro

= [ (Ap g1 (U, 20)) =01 +
ag (2—23:11, + 1)
- ﬁﬁAn,k (\Il7 .To) .

La relation de récurrence (2.44) étant vraie pour l'itération k, elle est donc vraie pour
tout k. En particulier, pour k£ = n, on obtient

Fo(¥, Bxg) = Npn(W, Bxo)
= Bt A (U, 1),
Or, par définition de la fonction d’appartenance,
Fo(¥, Brg) =1,
d’ou
Fo(¥,20) = Appn(¥,20)

2

= /Bifn—l .
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Finalement, la distance radiale euclidienne s’écrit

d(V,xg) = |zg— x4
= |$0—59€0|
= |zo| - [1 — 0

En—1

= |zo| - |1 = (Fu(W,20)) = |,

ce qui termine la preuve. |

Corollaire 2.2. La distance radiale euclidienne d (xy) entre un point QQ de coordonnées
o et sa projection P a la surface d’un superellipsoide non déformé de dimension n, le
long d’une droite passant par le point Q) et le centre de la superquadrique, est définie par

fn—1

d(wo) = |zo| - |1 — (Fulzo)) 2 |,

ot la fonction d’appartenance F,(xo) est définie par (2.9).

2.4.2 Probleme d’annexation superellipsoidale

Nous sommes maintenant en mesure de poser le probleme d’approximation intérieure
convexe d'un domaine atteignable non convexe par un ellipsoide superquadrique. Ce n’est
pas un probleme d’approximation classique dans le sens ou le domaine non convexe que
I’on cherche a approximer est décrit par un ensemble d’équations implicites, i.e., il n’ad-
met pas de représentation explicite dans le cas général.

Sans perte de généralité, nous supposons que le domaine non convexe peut étre décrit
au moyen d’'une ou plusieurs relations analytiques implicites du type

fmin S fnc(x) S fmaaﬂ~

ou x est un ensemble de variables de dimension n. Le probleme d’annexation superellip-
soidale est alors défini comme suit.

Probléme 2.1 (probleme d’annexation superellipsoidale). Soit S un superellipsoide de
dimension n, décrit par le vecteur U défini par (2.23). Le probleme d’annexation super-
ellipsoidale consiste alors a déterminer les paramétres optimaur V* associés au superel-
lipsoide de plus grand volume Sop contenu dans le domaine atteignable (supposé étre non
conveze) décrit par la relation analytique f,., tel que

max V, (V) (2.45)
Fn (W 2) <1,

tq fmin S fnc(x) S fm(mm
xi <z <z 1=1...,n
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ot le volume du superellipsoide v, (V) est défini par (2.42), et la fonction d’appartenance
Fn (Y, x) par (2.26). Les variables x représentent les coordonnées cartésiennes associées
a un nombre donné de points** quadrillant la surface du superellipsoide.

Dans la section suivante, nous détaillons le processus d’optimisation utilisé afin de
déterminer I'ensemble des parametres de dimensionnement ¥* de la superquadrique dé-
formée. A cet effet, nous avons choisi de considérer une classe d’algorithmes évolution-
nistes, appelés algorithmes génétiques, bien connu pour leur propriété de convergence
stochastique vers une solution globale.

2.4.3 Résolution par algorithme génétique
Rappels sur les algorithmes génétiques

Depuis quelques années, un intérét grandissant de la part de la communauté scien-
tifique s’est manifesté afin d’appliquer les algorithmes génétiques (GA) aux problemes
d’optimisation issus du monde industriel. Comparé aux techniques traditionnelles de re-
cherche et d’optimisation, telles que les méthodes a base de gradients et les stratégies
énumératives, les algorithmes génétiques sont robustes et convergent le plus souvent vers
une solution globale de maniere asymptotique. De plus, ils sont tres facilement applicables
aux situations ou tres peu de connaissances sont disponibles concernant le probleme a op-
timiser. Enfin, pour certains types d’algorithmes génétiques classiques, des conditions
nécessaires et suffisantes d’optimalité et de convergence asymptotique globale ont été
obtenues dans [150, 151]. Les algorithmes génétiques s’inspirent du processus régissant
I’évolution naturelle des organismes biologiques : sur plusieurs générations, les popula-
tions naturelles évoluent selon les principes de la sélection naturelle et de la “survie du
plus fort” [152]. Contrairement aux méthodes d’optimisation fondées sur I'utilisation de
gradients, les GA n’utilisent pas de calculs de Jacobiens, ou méme un estimé initial formel
de I'espace solution. En outre, de part la nature stochastique du mécanisme de recherche,
les algorithmes génétiques sont capables de parcourir I’ensemble de 1’espace solution, avec
plus de chances d’approcher 'optimum global. Finalement, méme si les algorithmes gé-
nétiques ne sont pas capables de fournir une valeur exacte de la solution optimale, la
meilleure solution obtenue peut étre affinée en utilisant une méthode d’optimisation lo-
cale (algorithme de type Newton par exemple).

Typiquement, un algorithme génétique peut étre caractérisé par les cinq éléments sui-
vants :

1. un mécanisme d’encodage de chaque individu dans la population*? de type binaire,
a valeurs réelles, etc.

2. un processus permettant de générer la population initiale, soit de maniere arbitraire,
ou basé sur une connaissance a priori du probleme.

3. une fonction a optimiser, appelée aptitude, ou fonction d’évaluation des individus,

4Ice nombre est fixé en fonction du partitionnement du vecteur d’anomalies 6.

42rappelons, dans le formalisme des algorithmes génétiques, qu'une population est constituée d’indivi-
dus, eux-mémes formés de génes, qui correspondent alors aux variables d’optimisation du probleme.
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4. des opérateurs génétiques : principalement croisement, mutation, migration, sélec-
tion.

5. des paramétres de dimensionnement : nombre d’individus dans la population, nombre
de générations, taux d’application des opérateurs génétiques, etc.

La figure 2.13 illustre la structure classique d’un algorithme génétique. Au début du pro-
cessus d’optimisation, la population initiale est créée. Un certain nombre d’individus sont
alors sélectionnés dans ’espace de recherche, puis leurs aptitudes évaluées. Ensuite, tant
que le critere d’arrét*® de I'algorithme n’est pas satisfait, de nouvelles générations de des-
cendants sont produites. A cette fin, des individus sont sélectionnés dans la population
précédente, par exemple en fonction de leur aptitude, afin de produire des descendants.
Cette derniere opération est réalisée grace a des opérateurs génétiques de croisement et
de mutation. Ensuite, 'aptitude de ces descendants est évaluée, et ils sont réinsérés dans
la population, souvent remplacant les parents possédant les aptitudes les plus faibles.

Les algorithmes génétiques basés sur des populations uniques sont souvent puissant,
et se comporte de maniere satisfaisante pour la plupart des problemes d’optimisation
rencontrés. Dans le cas des algorithmes génétiques a populations multiples (ot multi-
populations), chaque sous-population évolue séparément sur une échelle de temps donnée,
c’est a dire sur un nombre de générations donné, avant qu’'un ou plusieurs individus ne
soient échangés entre les différentes sous-populations selon une topologie de migration
prédéfinie. Les GA multi-populations permettent notamment de balayer de maniere plus
efficace I'espace de recherche afin de converger plus rapidement vers la solution globale. Le
lecteur est renvoyé, par exemple, aux ouvrages [153, 154] pour obtenir plus de précisions
concernant les algorithmes génétiques.

Résolution du probleme d’annexation superellipsoidale

Dans le cadre de la résolution du probleme d’annexation superellipsoidale 2.1, I'idée
retenue est alors d’utiliser un algorithme génétique hors ligne afin de construire une ap-
proximation intérieure convexe d’un domaine atteignable non convexe. Dans ce cas, la
population initiale de 'algorithme génétique est construite de facon a ce que des formes
convexes élémentaires satisfaisant les contraintes (2.45) soient générées de maniere aléa-
toire sur tout l'espace de recherche (voir figure 2.14). Tant que le critere d’arrét n’est
pas satisfait, une nouvelle génération est créée. Un certain nombre d’individus de chaque
sous-population est alors choisi grace a une méthode de sélection par tournois, puis ces
individus sont croisés et mutés en utilisant des opérateurs génétiques adaptés. Les descen-
dants sont alors évalués, puis réinsérés dans ’ensemble de la population. Des stratégies
de migration peuvent alors étre mises en place entre les différentes sous-populations.

Remarque 2.9. Généralement, le choix de la population initiale affecte fortement la
convergence des algorithmes génétiques. Si I'emplacement du minimum global a 'inté-
rieur de l'espace de recherche est completement inconnu, il semble alors étre naturel de
générer des individus aléatoirement pour couvrir ’ensemble du domaine de recherche.

43par exemple, le critere d’arrét peut étre choisi comme étant un nombre prédéfini de générations a
atteindre, ou une stagnation de I'aptitude moyenne de la population sur un nombre fini de générations.
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début fin
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Fia. 2.13 — organigramme d’un algorithme génétique classique.

Au contraire, si une connaissance a priori du minimiseur est disponible, il semble alors
évident de générer la population initiale uniquement dans un sous-espace du domaine de
recherche de maniere a accélérer la convergence du processus.

La méthode de satisfaction de contraintes retenue pour ’algorithme génétique n’est
pas fondée sur des fonctions de pénalité classiques, couramment utilisées dans les algo-
rithmes d’optimisation ordinaires. En fait, le principal inconvénient associé a 'utilisation
de parametres de pénalité est que leur choix dépend fortement de ’application considérée
[155]. Nous avons alors choisi d’utiliser un opérateur de sélection par tournois [156], ou

chaque individu est évalué par son aptitude F;, ¢ = 1,..., n,q, définie par
fi(z) st ®;(z) <0, Vji=1,...,n,
F) =3 fuora + 3 (@(2)),  sinon, (2.46)
j=1

ou n, représente le nombre de contraintes normalisées ®;, n;,4 est le nombre d’individus,
et ou laptitude f; est égale a I'inverse du volume du superellipsoide (2.42), i.e.,

fi:,vi, izl,...,nmd.
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F1G. 2.14 — résolution du probleme d’annexation superellipsoidale par algorithme géné-
tique.

Par exemple, si le domaine non convexe que 1’on cherche a approximer est défini par une
relation implicite du type fiin < fue(®) < fimaz, on peut alors choisir @1 (x) = frin— fue(T)
et Po(2) = frnar — foe(z). En outre, la valeur f,o-5, correspondant a la pire solution
admissible dans la population, est définie par

.fworst:m,ax ~ > i:1a~~~7nind~
Ensuite, deux solutions, c¢’est-a-dire deux individus, sont comparés entre eux et les criteres
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suivant sont alors systématiquement appliqués.
— toute solution faisable est préférée a toute solution infaisable,
— parmi deux solutions faisables, celle ayant la meilleure aptitude est conservée,
— parmi deux solutions infaisables, celle possédant la plus petite violation des contraintes
est conservée.

L’aptitude d’une solution infaisable ne dépend pas seulement de son niveau de violation
de contraintes, mais aussi des autres individus de la population courante, cette formu-
lation ne nécessitant pas l'utilisation de parametres de pénalité explicites. De plus, une
stratégie simple de niche est implémentée dans 'opérateur de sélection par tournois, afin
de maintenir la diversité dans la population. Lorsque deux solutions admissibles 7 et j sont
comparées, une distance euclidienne normalisée d;; est calculée entre les deux individus.
Si cette distance est plus petite qu'une distance critique d,.;;, les individus sont comparés
en fonction de leurs aptitudes. Sinon, ils ne sont pas comparés et une autre solution j est
testée. De plus, si un nombre prédéfini n; de solutions admissibles est testé, et qu’aucune
d’entre elles n’est qualifiée en-dessous de la distance critique, alors le i®¢ individu est
déclaré comme gagnant. La distance euclidienne normalisée est définie par

1 — :c,(;) — :U,(f)

@
k=1 \ Tk — Tg

Ainsi, les différents individus sont évalués de la maniere suivante (voir figure 2.14) : les
surfaces des superellipsoides sont quadrillées de maniere sous-optimale en utilisant la
paramétrisation angle-centre n-D donnée dans la définition 2.5, puis I'aptitude de chaque
individu F; peut alors étre calculée en utilisant 1’équation (2.46).

Remarque 2.10. De nombreux autres opérateurs de sélection sont codés dans la librairie
OCEANS, comme la sélection classique par tournois, I’échantillonnage universel stochas-
tique, la sélection géométrique normalisée, la sélection par roulette et la sélection par reste
stochastique sans remplacement.

Dans le domaine de I'optimisation par algorithmes génétiques, un nombre tres impor-
tant d’opérateurs de croisement et de mutation ont été développés. Certains d’entre eux
sont adaptés a la plupart des problémes rencontrés (par exemple le croisement simple/double
point, le croisement en ligne intermédiaire/étendu), d’autres servent des problemes spé-
cifiques. L’opérateur génétique de croisement que nous avons retenu dans le cadre du
probleme d’annexation superellipsoidale est le croisement binaire simulé (SBX) [157]. Ce
dernier est particulierement adapté a notre probleme, car la dispersion des descendants
autour des individus parents peut étre controlée au moyen d’un indice de distribution.
En utilisant cet opérateur, toute région contigué arbitraire peut étre explorée, a condition
qu’un niveau suffisant de diversité soit maintenu parmi les solutions admissibles parents.
Plus précisément, la procédure permettant de calculer deux solutions enfants y!) et y(®,
a partir de deux solutions parents z(!) et (%), est résumée par I’algorithme 10.

En outre, nous avons retenu dans le cadre de cette étude un opérateur de mutation pa-
ramétrique, défini dans [158]. Comme pour l'opérateur de croisement SBX, une loi de
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Algorithme 10 : Croisement binaire simulé (SBX).

Entrées : Deux solutions parents ) et 2(?, et un indice de distribution 7, > 0.
Sorties : Deux solutions enfants y™) et y(2).
Algorithme :

1 Tirer d’un nombre aléatoire u entre 0 et 1.
2 Calculer le parametre (3, en utilisant une loi de probabilité polynomiale, telle que

1 1
(Oéu)”Cl“ siu < =

1
1 ne+1 .
sinon,
2 —au

ot a = 2 — et et 3 est défini par

isy
I

2
- i : 1) @) _ gl 1) @
ﬁ_1+|x(2)_x(1)|m1n[mm(x 2 — 2! 2" — max (z1, 2®))] .
Le parametre 7, représente l'indice de distribution pouvant prendre toute valeur
non négative. Une petite valeur de 7. permet de créer des descendants éloignés des
individus parents, et une grande valeur des descendants proches des parents.
3 Déterminer les solutions enfants y™") et y® par

g = 05[(z® +2®) — Flz® — 0],
y® = 05[(2® +2®) + BFlz® — zO|] .

probabilité polynomiale est utilisée afin de créer un descendant y dans un voisinage d’un
individu parent x. Le processus de mutation est résumé par ’algorithme 11

Enfin, une stratégie de migration peut étre adoptée afin d’obtenir un algorithme génétique
multi-populations : plusieurs sous-populations évoluent alors en parallele et échangent du
matériel génétique a intervalles réguliers. Les topologies courantes de migration implé-
mentées dans 'outil OCEANS sont le réseau complet, en anneau, ou par voisinage.

2.4.4 Probleme de commande optimale convexe

Lorsqu’une ou plusieurs formes superellipsoidales ont été déterminées comme solutions
du probleme d’annexation 2.1, le probleme de commande optimale (2.6), paramétré dans
I’espace des sorties plates, peut étre réécrit de maniere que les contraintes non linéaires
non convexes de trajectoire, ainsi que la fonctionnelle de cott, soient approximés par
des formes géométriques convexes. Alors, en utilisant la fonction d’appartenance a un
superellipsoide n-D déformé, définie par (2.6), I'objectif est de calculer des trajectoires
optimales situées a l'intérieur des formes convexes. Le probleme de commande optimale
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Algorithme 11 : Mutation paramétrique.
Entrées : Un individu parent z, et un indice de distribution n. > 0.
Sorties : Une solution enfant y.
Algorithme :

1 Tirer d’'un nombre aléatoire uw entre 0 et 1.
2 Calculer le parametre § tel que

5_{ [2u+ (1 — 2u) (1 — §)™ ] — 1 siu < 0.5,

1—[2(1—u)+2(u—0.5)(1—8)""] ™ sinon.

5 =min [(z — '), (2" —2)] / (+ — a') ,

et m,, représente l'indice de distribution.
3 Calculer la solution enfant y par

y=x+ SAma)m

oll Apax = 2% — 2! représente la perturbation maximale admissible, choisie de telle
sorte qu’aucun descendant ne soit créé en dehors de I'intervalle [:pl, :E“]

conveze s’écrit alors :

T{lin CO (wx(z(tO))v ¢u(z(t0))7 tO) + / ' Ct (wx(z(t))a wu(g(t))v t) dt (247)

Z(t) to

+ Cyp ($a(Z(ty)), Pulz(ty)) L)

t.q.
ly < AoZ(to) < uyp,
I, < Az(t) < wuy, tE [to,ty],
Iy < Apz(ty < uy,
Ly < co(a(z(t0)), u(Z(t0)) < U,
0 < R < L telttl
Ly < ep(n(Ety)nl3ty) < U
ot F¢ (¥* %Z(t)), ¢ = 1,...,n,, représentent les fonctions d’appartenance associées aux

formes convexes utilisées. En effet, du fait du nombre limité de forme géométriques attei-
gnables, il n’est pas toujours possible d’approximer ’ensemble des contraintes de trajec-
toire d’un probléeme de commande optimale par une seule forme convexe. Dans ce cas, la
propriété de convexité de 'OCP (2.47) est toujours vérifiée, car I'intersection d’enveloppes
convexes est encore une enveloppe convexe [159].

Il est également nécessaire que les contraintes de bord soient satisfaites, c¢’est a dire que

Fn (U, Z(tg) < 1et F, (U, Z(ty)) < 1.1l est alors possible de vérifier que les points ex-
tremes de la trajectoires se situent bien a l'intérieur des enveloppes convexes associées aux
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contraintes de trajectoire, en calculant les distances radiales euclidiennes en dimension n
correspondantes via (2.43).

Remarque 2.11. Pour chaque fonction d’appartenance, i.e., chaque forme superellipsoi-
dale, le probleme d’optimisation (2.47) ne fait intervenir que n; parametres d’optimisation,
au lieu de nz X ¢, pour Papproche polytopique décrite dans [12], ot ¢, désigne le nombre
de sommets du polytope.

Dans la section suivante, nous donnons quelques résultats préliminaires d’annexation
superellipsoidale pour des domaines admissibles non convexes de dimension 3, obtenus
grace a l'outil OCEANS. Une application plus complete est proposée dans le chapitre
suivant (section 3.5), dans le cadre de I'optimisation de trajectoires de rentrée atmosphé-
rique.

2.4.5 Résultats préliminaires

La méthode d’annexation superellipsoidale décrite dans la section précédente a été ap-
pliquée avec succes a des problemes de dimensions variées. Dans les exemples suivants, des
formes géométriques superquadriques tri-dimensionnelles ont été choisies afin approximer
quelques domaines non convexes prédéfinis. La surface des superellipsoides est paramé-
trée de maniere sous-optimale via la représentation angle-centre (2.25). Les anomalies 6;
et 6y sont discrétisées en 17 points régulierement espacés dans les intervalles [—m; [ et
[—7/2, /2] respectivement. Les parametres de forme (g1, £2) sont autorisés a varier dans
intervalle* ]0.1,2]. Les parameétres de réglage de I'algorithme génétique retenus sont
décrits ci-dessous.

e 60 individus répartis en 3 sous-populations

e topologie de migration par réseau complet,

e nombre maximum de générations : 100,

e opérateur de sélection par tournois avec domination (2.46) et classification linéaire

des individus selon leurs aptitudes,

e opérateur de mutation paramétrique (cf algorithme 11), taux de mutation de 5%,

et indice de distribution 7. = 1,
e opérateur de croisement binaire simulé SBX (cf algorithme 10), taux de croisement
de 70%, et indice de distribution 7, = 1,

e Conflit de générations de 90% (nombre de nouveaux individus créés a chaque géné-

ration),

e Taux de réinsertion de 70% (nombre de descendants insérés dans la génération sui-

vante),

En outre, les individus constituant la population initiale ont été choisis comme étant des
superllipsoides élémentaires, avec des demi-grand axes factices, afin qu’ils se trouvent tous

4 de trop petites valeurs des parameétres de forme (par exemple en-dessous de 0.1), peuvent engendrer
des problemes numériques lors du calcul de la fonction d’appartenance.
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a I'intérieur de la forme non convexe initiale.

Quelques résultats sont présentés sur la figure 2.15 : (a) le plus grand superellipsoide
contenu dans un domaine non convexe de type cacahuete, décrit par ’équation implicite

Dy ={z|lz e R?, ((z1 — 0.9) + 23 + 235 — 1) (1 +0.9)* + 23 + 23 — 1) — 0.3 < 0},

(b) la plus grande superquadrique contenue dans un domaine non convexe, en forme de
croissant, décrit par

Dy = {z]z € R 4x] (27 + a3 + x5 + x3) + 23 (23 + 25 — 1) <0},

(c) la plus grande forme convexe contenue a l'intérieur d’'une forme géométrique de type
toupie, décrite par I’équation implicite

3
D3 = {z|r € R?, (\/x%er%—?)) + 23— 1 <0},

(d) le plus grand superellipsoide contenu dans le domaine non convexe défini par
Dy = {z|lz € R® 23 + 23 — 0.5cosx; coszy — 1 < 0}

Le dernier exemple (d) peut étre comparé avec I'approximation intérieure obtenue dans
[12], en considérant un polytope possédant 8 sommets et 12 facettes. Dans notre cas,
seulement 3 parametres d’optimisation interviennent dans le probleme au lieu de 36 pour
I’approche polytopique.

La méthode d’annexation superellipsoidale par algorithmes génétiques proposée a éga-
lement été appliquée avec succes a des espaces de plus grandes dimensions (jusqu’a 10).

2.5 Planification de trajectoires tolérante aux défauts

Comme nous 'avons mentionné en introduction de ce chapitre, la replanification au-

tonome de trajectoires de rentrée atmosphérique peut devenir un élément essentiel d’une
chaine de guidage, pilotage et de navigation tolérante aux défauts, lorsque les ressources
énergiques disponibles pour stabiliser le véhicule en attitude deviennent insuffisantes. En
d’autres termes, lorsque ni la reconfiguration de la loi de pilotage, ni 'adaptation du
correcteur de poursuite de trajectoires ne parviennent a garantir un certain niveau de
robustesse en stabilité et en performances de la chaine GNC lors de 'apparition d’une
défaillance. La replanification de trajectoires en ligne peut alors permettre d’améliorer la
robustesse de I’ensemble du systeme aux défaillances. On peut alors se poser les questions
suivantes :
Quelles trajectoires de rentrée sont admissibles vis-a-vis de la manoeuvrabilité réduite du
véhicule, et vont permettre au minimum de ramener le véhicule sur Terre en toute sécu-
rité, et au mieuxr de minimiser la déviation par rapport a la trajectoire de référence ? En
d’autres termes, quelle est alors la trajectoire optimal de vol ?
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Fia. 2.15 — illustration du processus d’annexation superellipsoidale.

Nous allons tenter d’y répondre en effectuant une analyse des capacités d’équilibrage
statique en rotation du véhicule en situation défaillante. Les cartes de trimmabilité per-
mettent de caractériser ’enveloppe de vol atteignable du véhicule en tenant compte d’un
certain nombre de ressources de commande disponibles (gouvernes et/ou systeme RCS).
En fait, I'une des difficultés liées a la replanification de trajectoires a bord est qu’il est
nécessaire de prédire l'effet des défauts sur la dynamique du systeme pour ’ensemble des
conditions de vol futures. En outre, les coefficients aérodynamiques du véhicule peuvent
changer de maniere significative lors de 'apparition d'un défaut, et ce d’autant plus que
la surface des gouvernes est grande par rapport a la surface alaire. Il est alors nécessaire
d’inclure la nouvelle configuration aérodynamique du véhicule dans l'algorithme de re-
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planification de trajectoires. Nous proposons deux solutions alternatives au probleme de
replanification de trajectoires a bord :

1. la premiére solution fait intervenir de maniere explicite les contraintes liées a 1’équi-
librage statique du véhicule dans le probleme de commande optimale, formulé dans
I’espace des sorties plates. Nous obtenons alors un nouvel OCP d’ordre plus élevé,
dans lequel les nouvelles variables d’optimisation sont les sorties plates et les bra-
quages des surface de controle aérodynamique. Cette formulation, permettant de
traiter un nombre important de situations défaillantes (défauts simples et multiples
de gouvernes), vise a réduire l'effort de modélisation et d’analyse réalisé au sol.

2. la seconde solution consiste a “piloter” le probleme de commande optimale, trans-
crit dans 'espace des sorties plates, par un indicateur exogene lié a la trimmabilité
statique du véhicule en rotation. Nous obtenons donc un nouveau probleme de com-
mande optimale ou les variables d’optimisation sont toujours les sorties plates du
modele, mais dans lequel les caractéristiques aérodynamiques, ainsi que le corri-
dor Mach-a 1ié a ’équilibrage statique du véhicule, sont modifiés en fonction d'un
vecteur de parametres exogene. Ce vecteur est constitué de la configuration des sur-
faces de controle aérodynamique en présence d'un ou plusieurs défauts actionneurs.
L’effort de modélisation hors ligne est certes plus important qu’avec la premiere so-
lution, mais I’OCP obtenu ne requiert pas plus de ressources CPU afin d’étre résolu.

Dans le champ couvert par les travaux liés a la commande tolérante aux fautes, un certain
nombre de travaux récents se sont focalisés sur la replanification de trajectoires de rentrée
atmosphérique a bord. Dans [37], des cartes de trimmabilité statique sont modélisées au
sol pour un ensemble de situations défaillantes prédéfinies, et sont ensuite intégrées dans
I’algorithme de planification de trajectoires. Le probleme de commande optimale obtenu
est résolu en utilisant une méthode pseudo-spectrale [160]. Dans [36], les coefficients aéro-
dynamiques sont modélisés de facon a varier dans un corridor dont la géométrie dépend
du type de défaut rencontré. La trajectoire TAEM est ensuite paramétrée par un petit
nombre de parametres de dimensionnement qui sont optimisés en ligne par une technique
indirecte de tirs simples. La méthode proposée est brievement décrite dans la section
1.5.2. Un algorithme de replanification de trajectoires basé sur les réseaux de neurones
a été développé dans [35] pour la phase d’approche finale et d’atterrissage automatique
du X-40. Une importante base de données de trajectoires est d’abord générée hors ligne,
en tenant compte de conditions cinématiques initiales variées a I'interface A&L et d'un
certain nombre de configurations de gouvernes en situations défaillantes. Les parametres
critiques de dimensionnement des trajectoires sont ensuite encodés au sol par des réseaux
de neurones, qui sont ensuite interpolés a bord du véhicule afin de trouver la trajectoire
la plus adaptée a la situation défaillante rencontrée. Les coefficients de dimensionnement
de la trajectoire interpolée sont alors légerement modifiés en ligne afin d’éliminer les er-
reurs sur les conditions de bord. Finalement, A. Trent et al. [38] a proposé une méthode
de replanification de trajectoires a bord, basée sur une utilisation conjointe de cartes de
trimmabilité statique et d’'une méthode de tirs indirects modifiée.
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2.5.1 Cartes de trimmabilité statique

Nous rappelons dans cette section I'algorithme permettant de générer, hors ligne, des
cartes d’équilibrage statique, ainsi que les profils des coefficients de portance et de trainée
en situation défaillante. La méthode associée a été initialement développée dans [161], puis
utilisée pour des applications de replanification de trajectoires dans [37, 38]. Nous décri-
vons ici les grandes lignes de la démarche ; son application a une mission de rentrée dans
I’atmosphere de la navette spatiale américaine sera présentée en détails dans le chapitre 3.

Supposons que l'on se place dans des conditions de vol symétriques, c’est a dire a dé-
rapage nul (8 = 0). Cette hypothese est en adéquation avec les spécifications associées
a la planification de trajectoires de rentrée atmosphérique, car on cherche autant que
possible a générer des trajectoires équilibrées, offrant ainsi a loi de pilotage un degré de
liberté supplémentaire sur la dynamique latérale pour contrer, par exemple, des pertur-
bations aérologiques telles que des rafales de vent, ou des défauts d’équilibrage inhérents
a la configuration inertielle de I'appareil. Par conséquent, les moments de roulis L et de
dérapage N seront considérés comme étant identiquement nuls, ’équilibrage en rotation
du véhicule étant réalisé uniquement dans un plan vertical.

Nous considérons que 1'on dispose d’une base aérodynamique complete du véhicule de
rentrée atmosphérique, c’est a dire comprenant I’ensemble des coefficients de forces et
de moments de 'appareil. Nous noterons C,, ; le coefficient de moment de tangage en
configuration lisse, évalué a 'incidence «; et au nombre de Mach M;, tel que

Cm% = Cm% (0, M;).
De plus, comme seul le mouvement longitudinal du véhicule est considéré, nous supposons
que les coefficients de moment de roulis et de lacet en configuration lisse sont nuls, i.e.,

Clo, (alaM]) - 07

4

Cnoij (O‘i’ Mj) = 0,

Une fois les coefficients de moments en configuration lisse connus, un algorithme d’allo-
cation est utilisé afin de fournir les valeurs des braquages de gouvernes ¢, ; € RP, ou p
représente le nombre de surfaces de controle aérodynamique, permettant d’équilibrer le
véhicule statiquement en rotation. Ainsi, pour chaque point de ’enveloppe Mach-«a, nous
cherchons a déterminer un vecteur d; ; tel que

Cléi’j (a, M;, 5z‘,j) 0
Cms, [ (i, Mj, 0i5) | = | —Cing, (0, M)
Cns, (i, Mj, 05 5) 0

ou Cp; (g, Mj,0;4), Cry (i, M, 0 5) et Cy, (0w, M;, 0, ;) représentent respectivement
3y 2y ¥
les coefficients de roulis, de tangage et de lacet produits par les braquages des gouvernes.

Les débattements des gouvernes sont limités, tels que

0 <0;; <,
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oi1 § et § sont des vecteurs contenant respectivement les valeurs minimales et maximales
des braquages. Un défaut de type blocage ou départ en butée sur la gouverne d; pourra
alors étre modélisé de maniere simple, en posant d, = 0k, et un défaut engendrant une
perte totale d’efficacité de 1’élément mobile (gouverne flottante) sera alors caractérisé par
une incapacité a produire un moment, i.e., Clék = Cmék = Cnék = 0.

On peut alors poser le probleme d’équilibrage statique suivant.

Probleme 2.2 (probleme d’équilibrage statique). Soit § le vecteur de braquages de gou-
vernes associé aux coefficients de moment de roulis, de tangage et de lacet définis res-
pectivement par Ciy(a, M, 6), Cpy(c, M, 6) et Cpy(c, M,5). Le coefficient de moment de
tangage en configuration lisse est noté Cy,,(a, M). Le probleme d’équilibrage statique est
alors défini par le probleme de faisabilité :

Cis, (i, Mj, 0. 5)
méin Jp = méin Cméi’j (Oé@', Mj, 5@',]’) - _Cmom (aia Mj) (2-48)
0

Cn5¢,j (aiu M]7 5@,]) 1

t.q.
§ <6<,

en chaque point (a;, M;) de la base aérodynamique.

Le probleme (2.48) peut étre résolu en utilisant différentes techniques d’allocation re-
posant sur la résolution de problémes de programmation linéaire (LP) [162], quadratique
(QP) [163], linéaire entier mixte (MILP) [164] ou encore de programmation semi-définie
positive (SDP) [165]. Le lecteur intéressé par cette thématique trouvera un état de 'art
assez complet des techniques d’allocation existantes dans I'article [162]. Bien que les mé-
thodes de collocation fondées sur la résolution de problemes de programmation linéaire
soient de loin les plus efficaces d’un point de vue numérique, leur utilisation nécessite
que les coefficients de moments aérodynamiques soient approximés linéairement autour
de positions de gouvernes préférentielles (correspondant souvent a la configuration lisse
de l'appareil). Or, les coefficients de moments possedent pour la plupart des non linéarités
plus ou moins fortes associées a des valeurs de braquage importantes des gouvernes. Ce
point ne peut étre ignoré dans le cadre de la replanification de trajectoires a bord*, ot
les ressources énergétiques limitées engendrent souvent de forts braquages des gouvernes
disponibles apres 'apparition d'un défaut. Pour palier a ce probleme, les coefficients de
moment peuvent alors étre modélisés au moyen de polynomes par morceaux, et intégrés
dans un probleme d’optimisation de type MILP [164].

Dans notre cas, nous avons choisi de modéliser les coefficients de moment de maniere pré-
cise sous forme analytique grace a des réseaux de neurones (perceptrons multi-couches), et
de poser le probleme d’équilibrage 2.2 comme un probleme de programmation non linéaire
(NLP). Ce choix est en adéquation avec l'utilisation qui en sera faite dans les sections
2.5.2 et 2.5.3. En effet, nous chercherons dans la section 2.5.2) & inclure explicitement les

4Set de la reconfiguration de lois de pilotage.
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contraintes de trimmabilité statique du véhicule dans le probleme de commande optimale
associé a la replanification de trajectoires a bord. Dans un second temps, nous modélise-
rons les cartes de trimmabilité statique hors ligne, puis nous “piloterons” ensuite I’'OCP
grace a un ensemble de parametres exogenes issus de cette analyse. L’étude étant menée
cette fois-ci au sol, il n’existe aucune restriction quant a la stratégie retenue.

Maintenant, considérons que le processus d’allocation renvoie une valeur de braquage
07 ; associée a I'équation (2.48), pour un couple de points (ay, M;). Si 6;; est nul, alors
des ressources suffisantes sont disponibles afin d’équilibrer longitudinalement le véhicule.
Dans le cas contraire, si ’équation (2.48) n’est pas satisfaite, alors le scalaire Jp(0%) est
appelé déficience de trimmabilité statique, ou déficience d’équilibrage. En réalisant ce test
en chaque point Mach-a d'une grille de valeurs prédéfinie, il est alors possible de construire
une carte de trimmabilité statique, également appelée carte d’équilibrage statique. Cette
carte indique les zones dans lesquelles le véhicule est équilibrable statiquement dans un
plan vertical.

On peut alors déterminer, pour '’ensemble des valeurs du nombre de Mach, le domaine
d’incidences permettant d’équilibrer longitudinalement le véhicule. Ce domaine d’inci-
dences peut varier de maniere significative en fonction du type et de 'amplitude du
défaut considéré. La plage de valeurs d’incidences atteignable constitue alors une nouvelle
contrainte du probleme de planification de trajectoires. Plus précisément, on cherche alors
a déterminer une nouvelle trajectoire permettant au véhicule de poursuivre sa mission,
tout en assurant que les incidences de vol sont compatibles avec les capacités d’équilibrage
longitudinal du véhicule en situation défaillante.

La figure 2.16 présente un exemple de carte d’équilibrage statique tri-dimensionnelle et
sa projection dans le plan Mach-a. Le bandeau latéral représente alors les valeurs des
déficiences associées. Cette carte a été obtenue a partir de la base aérodynamique de la
navette spatiale américaine STS-1 [166], en considérant une panne simple (élevon intérieur
droit bloqué en position a 20°). Un autre exemple de cartes de trimmabilité est présenté
sur la figure 2.17, en considérant un défaut multiple de gouvernes (élevon intérieur droit
bloqué a 20°, élevon extérieur droit bloqué a —20°, et aérofrein bloqué en position nulle).
Des résultats plus précis concernant la détermination des cartes d’équilibrage statique
seront donnés dans le chapitre 3.

Remarque 2.12. La carte de trimmabilité statique obtenue peut étre vue comme la
projection dans I'espace Mach-a d’un polytope appelé AMS (Attainable Moment Sub-
set) [167, 168, 169], contenant I’ensemble des moments atteignables en fonction d'une
configuration aérodynamique donnée § < d;; < 4.

Remarque 2.13. Dans le cadre de la replanification autonome de trajectoires, nous
cherchons seulement a résoudre le probleme de faisabilité défini par 2.2. Si le véhicule est
équilibrable longitudinalement, c’est a dire qu’il existe un vecteur de braquages de gou-
vernes vérifiant I’équation (2.48), tout exces d’énergie peut étre utilisé afin de manoeuvrer
le véhicule. Alors, les techniques d’allocation développées pour les lois de pilotage com-
prennent généralement un second probleme d’optimisation visant a minimiser 1’écart par
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F1G. 2.16 — exemple de carte d’équilibrage statique.

rapport a un vecteur de positions préférées d,,, défini par

méin Jg = méin W (0 —d,)ll;

t.q.
§<6<6
et
Clé (CY, M, 5)
Cms(a, M, 6) | = | —Cpyla, M) |,
Chs(a, M, 0) 0
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F1G. 2.17 — autre exemple de carte d’équilibrage statique.

ou W est une matrice de pondération permettant d’indiquer 'importance avec laquelle
un actionneur doit regagner une position préférentielle.

Remarque 2.14. En situation nominale, toute les cartes d’équilibrage statique sont nor-
malement entierement atteignables, c’est a dire, en utilisant le code de couleurs précédent,
que les cartes représentées sur les figures 2.16 et 2.17 sont completement bleues.

De la méme fagon qu’il est possible de générer une carte de trimmabilité statique, il est
possible de modéliser les coefficients de forces aérodynamiques résultant d’une situation
défaillante en chaque point de ’enveloppe de vol atteignable. Ceci peut étre réalisé en sub-
stituant la solution ¢;; du probleme d’équilibrage 2.2 dans les expression des coefficients
de moment et de trainée du véhicule. Les coefficients totaux de portance et de trainée,
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en un point (a;, M;) du plan Mach-a et pour un vecteur §7;, sont exprimés comme la
somme des coefficients en configuration lisse et des coefficients dépendant des surfaces de

controle aérodynamique, tel que

CL(OZZ‘,MJ‘) = CLo(aian) +CL6;j (Ozi,M» 5*)’

79 Y,y
Cp(ai, M;) = Cp,(ai, Mj) + Cp,. (i, Mj, 67 ;),

ou Cp(oy, M) et Cp(oy, M;) désignent les coeflicients totaux de portance et de trainée,

Cro(ci, M;) et Cpy(a;, M;) représentent respectivement les coefficients de portance et de

trainée en configuration lisse, et C'r,. (as, Mj,0; ;) et Cp,. (as, My, 07 ;) sont les coefficients
i, iy

de portance et de trainée produits ﬁar les surfaces de controle aérodynamique.

La figure 2.18 illustre la variation du coefficient de portance de la navette spatiale améri-
caine STS-1, due a une défaillance multiple de gouvernes (élevon intérieur droit bloqué a
20°, élevons extérieurs droit et gauche bloqués a 20°). La figure 2.19 montre 'effet d'une

en présence de défaut

configuration lisse

Fia. 2.18 — illustration du coefficient de portance en situation nominale et défaillante.

défaillance multiple de gouvernes sur le coefficient de trainée (élevon intérieur droit blo-
qué a 20°, élevons extérieurs droit et gauche bloqués a 20°). Les nouveaux coefficients de
portance et de trainée résultant d’une situation défaillante peuvent ensuite étre introduits
dans le probleme de planification de trajectoires afin d’améliorer la précision du modele
dégradé du véhicule en présence de défauts.

Finalement, la démarche présentée dans cette section est résumée de maniere plus com-

pacte dans l'algorithme 12. Il est ainsi possible de définir plusieurs niveaux de reconfigu-
ration, résumés dans le tableau 2.1.
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en présence de défaut

configuration lisse

Fia. 2.19 — illustration du coeflicient de trainée en situation nominale et défaillante.

Algorithme 12 : Génération d’une carte d’équilibrage statique.

Entrées : Vecteur d’incidences de dimension n, vecteur de nombres de Mach de
dimension m.

Sorties : Déficiences d’équilibrage statique def(i, j) couvrant '’espace Mach-a.

Algorithme :

1 Définir une grille de nombres de Mach et de valeurs d’incidences, incluant les
bornes inférieure, supérieure, et le pas.
2 pour ¢ = 1 a n faire

3 pour j =1 a m faire
4 Calculer le coefficient de moment Cmoij (e, M;) en configuration lisse.
5 Résoudre le probleme d’équilibrage statique 2.2 pour déterminer le vecteur
de braquages de gouvernes ;.

6 Calculer la valeur de déficience d’équilibrage statique définie par

Cl(gi’j (ay, M;, 5z‘,j) 0

def(z’, ]) = Cmaiyj (aiv Mj’ 51'7]') - _Cmom- (aiv Mj)
Cnéi’j (aia ij 5i7j) 0 9

Si def(7, j) = 0, alors le véhicule peut étre équilibré longitudinalement au
point (a;, M;).

7 Calculer les coefficients de portance et de trainée au point (o, M;) en
substituant le vecteur 4;; dans la base aérodynamique.

8 fin

9 fin
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Niveaux de Méthode utilisée
criticité
1 Sur la trajectoire de vol courante (qui vérifie la dynamique du

véhicule et les contraintes de trajectoire), il suffit de vérifier les
contraintes d’équilibrage précédentes en plusieurs points de la tra-
jectoire. Si le véhicule est équilibrable, on peut alors poursuivre la
mission en mode nominal. Dans ce cas, un systeme d’allocation
de gouvernes tolérant est utilisé pour reconfigurer la loi de pilotage,
et il n’est pas nécessaire de replanifier une nouvelle trajectoire de
vol.

2 En situation défaillante, les contraintes de trimmabilité statique ne
sont pas vérifiées sur la trajectoire courante, qui n’est donc plus
réalisable. En revanche, il existe une autre trajectoire admissible
dans l'enveloppe de vol réduite. On poursuit alors la mission en
mode dégradé, en replanifiant une nouvelle trajectoire de vol.

3 Il n’existe pas de nouvelle trajectoire permettant de poursuivre la
mission mais on peut trouver une trajectoire admissible en modi-
fiant les objectifs de mission, notamment le point visé. On passe
alors en mode d’abandon de mission, et la trajectoire replanifiée
est une trajectoire de secours permettant uniquement au véhicule
de se poser sur une piste de maniere stre.

4 Il n’existe plus de solution envisageable. Nous sommes donc en si-
tuation de perte totale du véhicule.

TAB. 2.1 — niveaux de criticité associés a la replanification de trajectoires a bord.

2.5.2 Premiere solution : prise en compte directe des contraintes
d’équilibrage dans le probleme de commande optimale

Dans cette section, nous présentons la premiere solution retenue dans le cadre de la re-
planification de trajectoires de rentrée atmosphérique a bord. L’idée consiste a intégrer les
contraintes d’équilibrage statique (2.48) dans le probleme de commande optimale défini
par (2.6) dans I'espace des sorties plates. Les contraintes d’équilibrage sont alors unique-
ment évaluées aux points de collocation définis dans le probleme de commande optimale
initial. En effet, le but n’est pas ici de développer un module d’allocation, pour lequel des
vecteurs de braquages de gouvernes sont généralement calculés a la méme fréquence que
la loi de pilotage®, mais plutot de vérifier que 'on reste & I'intérieur d'un corridor attei-
gnable dans 'espace Mach-a le long de la trajectoire générée, défini par des déficiences
d’équilibrage statique nulles.

En fait, le nouveau probleme de commande optimale fait intervenir p variables d’op-

46de maniere approximative, on peut considérer que la boucle de pilotage est rafraichie & une fréquence
au moins dix fois plus grande que celle de la boucle de guidage afin d’assurer un découplage fréquentiel
des deux boucles.
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timisation supplémentaires, correspondant aux positions des gouvernes. En effet, nous
verrons dans le chapitre 3 que, de par la propriété de platitude du modele a trois degrés
de liberté du véhicule, I’angle d’incidence « et le nombre de Mach M peuvent s’exprimer
exclusivement en fonction des sorties plates et de leurs dérivées, notées Z dans 'espace
des jets d’ordre infini. En d’autre termes, il est possible de réécrire les contraintes de
trimmabilité statique (2.48) en fonction de Z et ¢ sous la forme

Ci; (Va (), Yus(2),0) 0
Cm;s (Va(2),¥1(2),0) | = | —Cmo(¥a(2), ¥u(z)) |, (2.49)
Cné (% (_)v @Z)M (2)7 5) 0

ot Cpy (Vo (Z),¥a(Z)) représente le coefficient de moment de tangage en configuration

lisse, et ot Ci (Vo (Z), Yar(Z), 6), Cons (Ve (Z), ¥ar(Z),0) et Cry (V0 (Z), ¥ (Z), 0) représentent

respectivement les coefficients de roulis, de tangage et de lacet produits par les gouvernes.

De méme que pour les coefficients de forces, les coefficients de moments aérodynamiques
doivent etre approximés sous la forme de fonctions analytiques différentiables afin de
pouvoir utiliser le concept de platitude différentielle. Nous verrons dans la section 3.3 du
chapitre 3 qu’il est possible d’approximer ces coefficients en utilisant soit une analyse en
composantes principales, soit des réseaux de neurones statiques, ou encore une combi-
naison des deux solutions précédentes, le but étant bien str d’obtenir des modeles non
linéaires précis et dépendant d’un nombre réduit de parametres.

De plus, les coefficients totaux de portance et de trainée, définis en fonction du vec-
teur Z, sont intégrés dans 'OCP (2.6) a la place des coefficients en configuration lisse, tels
que

CLa(2),¥u(z)) = Cr(¥a(z),¥m(z)) + Crs(¥a(2), ¥ (2),9), (2.50)
Co(a(2),¥u(Z)) = Cpy(¥a(2),¥m(2)) + Cp;(¥a(2), ¥ar(2), ), (2.51)

ot CL(¢Ya(Z), ¥ (Z)) et Cp(¥a(Z), ¥ar(Z)) représentent les coefficients totaux de portance
et de trainée, Cr, (Vo (Z), ¥ (Z)) et Cp, (Ve (Z), ¥ (Z)) les coefficients de portance et de
trainée en configuration lisse, et Cp, (¢ (2), ¥ (Z),0) et Cp, (¥ (Z),¥r(Z),0) les coefhi-
cients de portance et de trainée produits par les surfaces de controle aérodynamique 9.
Nous décrirons également dans le chapitre 3 la technique retenue pour modéliser les coef-
ficients de forces sous forme analytique.

Maintenant, en introduisant les nouvelles contraintes de trajectoire (2.49), (2.50) et (2.51)
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2.5. Planification de trajectoires tolérante aux défauts

dans le probleme de commande optimale (2.6), on obtient alors un nouvel OCP qui s’écrit

min CO (wx(z(tO))v ¢u(z(t0)7 5(t0))7 tO) + / ' Ct (’QZ)J; (E(t)), ,lvz)u (i(t), 5(t))7 t) dt

=(1),6(1) o

+ Cr (Vu(Z(t5)), Yu(Z(ts), 6(t)), ) (2.52)
t.q.
ly < ApZ(to) <y,
I, < AZ(t) < wuy, tE [to,ty],
ly < Apz(ty) < uy,
Lo < co(¥(Z(t0)), Yu(Z(t0),0(t0))) < U,
Lo < a(G®), ¢uz(t),8() < U, teltots],
Ly < ¢y (0a(Z(ty)), Yu(Z(ty), 0(ty))) < Uy,
et

I <6(t) <6, tE to,ty]

En utilisant la méthodologie décrite dans la section 2.4, permettant de convexifier un
probleme de commande optimale en optimisant des formes superquadriques déformables,
il est possible de réaliser la méme opération pour I'OCP (2.52). On obtient alors un
probleme de commande optimale convexe qui s’écrit

min CO (wx(z(tO))v ¢u(z(t0)7 5(t0))7 tO) + / ' Ct (’QZ)J; (E(t))v ,lvz)u (i(t), 5(t))7 t) dt

=().(1) o
+ Cr (Wa(Z(ty)), Yu(Z(tr), 6(Er)), Ty) (2.53)
t.q.
ly < AoZ(to) < 1y,
I, < Az(t) < wuy, tE [to,ty],
ly < Asz(ty) < uy,
Ly < ¢ (¥:(z(to)), Yu(z(to), 0(t0))) < U,
0 < FL(U*, Z(¢),6(t)) < 1, te€to,ty],
Ly < cp (0a(Z(tr)), vu(z(ty), 0(ty))) < Uy,
et
J<6(t) <6, tE€E lto,tf],
olt Fi (U*,Z(t),0), i = 1,...,ns, représentent les fonctions d’appartenance associées aux

formes convexes utilisées, de dimension (nz + p), ot nz représente le nombre d’éléments
du vecteur z, et p désigne le nombre de gouvernes dont 'appareil est équipé.

Décrivons maintenant l'intéraction du module de replanification de trajectoires a bord
avec le reste de du systeme (voir figure 2.1). Supposons qu’a linstant ¢y, le véhicule
amorce par exemple la phase de dissipation d’énergie en zone terminale (TAEM) en si-
tuation nominale. Le véhicule étant équilibrable longitudinalement sur toute I’enveloppe
de vol, une trajectoire de rentrée optimale peut alors étre générée entre les instants ¢, et
ts, en résolvant indifféremment le probleme de commande optimale (2.6), (2.52) ou (2.53).
Supposons maintenant qu'une panne apparait a un instant ¢,. Cette panne est d’abord
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détectée, puis isolée par le module de diagnostic (FDI) dans la couche de supervision (cf
figure 2.1). Ce module de détection et de localisation de défaut peut par exemple étre
réalisé a partir d'un banc de filtres de diagnostic synthétisés au sol [170]. De plus, on
suppose qu’'un algorithme d’identification de défauts permet de quantifier 'amplitude de
la défaillance, c’est a dire la position des gouvernes bloquées en position. Récemment,
une stratégie, basée sur les techniques de filtrage non linéaires, a été proposée dans [171]
pour réaliser cette tache. Une fois les positions des gouvernes défaillantes connues, cette
information est directement introduite dans le probleme de commande optimale (2.52) ou
(2.53), en modifiant les bornes § et & sur les braquages de gouvernes, puis cet OCP est
résolu a bord afin de déterminer une trajectoire admissible de ¢, a t¢. Les contraintes de
trimmabilité statique dans I'espace Mach-a permettent alors de garantir que la nouvelle
trajectoire planifiée se trouve a l'intérieur de I'enveloppe de vol réduite du véhicule.

Pour clore cette section, donnons les principaux avantages et inconvénients de la mé-
thode de replanification de trajectoires autonome proposée.

Avantages : clairement, le faible nombre d’hypotheéses posées concernant la nature®”
et amplitude des défaillances rencontrées conferent a l’algorithme de replanification de
trajectoires un niveau d’autonomie assez important.

Inconvénients : Le nombre p de variables d’optimisation supplémentaires, correspon-
dant aux nombre de surfaces de controle aérodynamiques, fait passer le nombre total de
variables d’optimisation du probléme de commande optimale (2.52) de nz a nz + p, ce qui
se traduit bien sur en terme de charge de calcul CPU lors de la résolution du probleme.
Nous verrons dans le chapitre 3.6 qu’il sera possible de diminuer cette charge de calculs
supplémentaire en paramétrant les variables d’optimisation associées aux gouvernes par
des B-splines d’ordre 0, c’est a dire que les valeurs des gouvernes serons considérées comme
constantes entre les points de collocation de I’'OCP.

2.5.3 Seconde solution : replanification “pilotée” de trajectoires

La seconde solution retenue dans le cadre de la replanification de trajectoires tolé-
rante aux défauts nécessite un effort de modélisation plus important au niveau sol, mais a
pour conséquence de ne pas introduire de variables d’optimisation supplémentaires dans
le probleme de commande optimale associé. Cette approche a également été utilisée dans
[37, 38] afin de planifier des trajectoires de rentrée tolérantes aux défauts.

La démarche proposée consiste alors a calculer un nombre important de cartes d’équi-
librage statiques, obtenues grace a ’algorithme 12 pour un sous-ensemble de défauts pré-
définis A £ {64,,05,,...,0s, } de dimension K, et & modéliser dans chaque cas les corridors
Mach-a admissibles obtenus (a(M, dy,), (M, dy,), ..., a(M, 6, )). Ces corridors sont en-
suite introduits dans le probleme de replanification de trajectoires a bord.

47rappelons ici que 'on considére uniquement des défauts simples ou multiples de type blocage ou

départ en butée, ainsi qu'une perte totale d’efficacité des surface de controle aérodynamique.
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2.5. Planification de trajectoires tolérante aux défauts

On obtient alors un ensemble de contraintes de trajectoires portant sur l'incidence, telles
que

(M, 6,) < a(t) < ay(M,o,), te€ltty, d;€A, (2.54)
ot oy (M, é,) et v, (M, 6,) représentent respectivement les bornes inférieures et supérieures
du corridor atteignable dans le plan Mach-c, et ot §, désigne une configuration défaillante
de gouvernes appartenant & un ensemble prédéfini A £ {§ F120fsy ooy Opp b

De plus, en utilisant la propriété de platitude du modele, 'expression (2.54) peut se
réécrire sous la forme

a(Par(2),05) < Ya(2)(t) < au(ur(2),0g), L€ [to, 5], Jg € A, (2.55)

qui dépend alors des sorties plates, de leurs dérivées, et du vecteur de parametres exo-
gene 0, permettant de recaler le corridor admissible o(M) en présence d'une situation
défaillante.

De meéme, il est possible de créer une base de données contenant ’ensemble des coef-
ficients de portance et de trainée totaux pour le sous-ensemble de situations défaillantes
représenté par A. On obtient alors des expressions de la forme

CL<()(,M,(59) = CLO(CY,M)+CL6g(CY,M,5g),
CD<()(,M,(59) = CDO(CY,M)+CD6g(CY,M,5g),

ou Cp(a, M, d,) et Cp(a, M, d,) désignent les coefficients totaux de portance et de trainée
en fonction du défaut o, € A, Cp (o, M) et Cp,(c, M) représentent les coefficients de
portance et de trainée en configuration lisse, et C'r, (a, M, 04) et Cbp,, (a, M, 0,) sont les
coefficients de portance et de trainée produits par les positions des surfaces de controle
aérodynamique associées a la situation défaillante 4.

En utilisant la propriété de platitude du modele, les coefficients Cp et C'p peuvent se
réécrire sous la forme

CL(¥a(2),¥n(2),0g) = Cro(¥a(2),¥u(2)) + CLy, (Va(2), ¥u(z),dy),  (2.56)
CD<wa (§>7 wM (z)v 59) = C(Do <wa<z)7 wM<z)) =+ CD(gg <wa (§>7 wM (§>7 59) (257>

On obtient ainsi des modeles des coefficients de portance et de trainée, paramétrés par
I'indicateur ¢, € A, qu’il est alors possible d’intégrer sous cette forme dans le probleme
de replanification de trajectoires.

En introduisant les nouvelles contraintes de trajectoire (2.55), (2.56) et (2.57) dans le
probléme de commande optimale défini par (2.6), on obtient un nouvel OCP, dépendant
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du vecteur de parametres exogenes 4,4, tel que

I?(gl CO (wx(z(tO))a wu(g(t0)7 59)7 tO) + /t ' Ct (wx(z(t))a wu(g(t% 59)7 t) dt (258)

+ Cr (92 (Z(tr)), YulZ(ty), 0g) )

t.q.
ly < Aoz (to) < o,
I, < Az(t < wuy, tE€ [to,ty],
Iy < Agz(ty) <y,
Lo < o (a(Z(to) u(3(t0),6,)) < U,
L < oG eE0).6,) < U teltt)
Ly < cp (ValZ(ty)), Yulz(ty),6)) < Uy,
ou 6, € A = {0f,,0,,...,07, } représente un indicateur exogene associé a la situation

défaillante et permettant de “piloter” le probleme de commande optimale (2.58).

Remarque 2.15. Comme nous 'avons indiqué précédemment, les variables d’optimi-
sation intervenant dans le probleme de commande optimale (2.58) sont uniquement les
sorties plates et leurs dérivées Z. Le probleme (2.58) ne comporte pas de variables supplé-
mentaires liées aux profils de braquage des surfaces de controle aérodynamique.

Remarque 2.16. Notons en outre que les contraintes de trajectoire § < d(t) < 9, lides
aux actionneurs, n’apparaissent plus dans le probleme (2.58), ces dernieres étant prises
en compte lors de la détermination des cartes d’équilibrage statique.

En utilisant a nouveau la démarche d’annexation superellipsoidale décrite dans la
section 2.4, il est possible de convexifier le probleme de commande optimale (2.58). On
obtient alors un nouvel OCP, défini par

IIliIl CO (wx (g(tO))a wu(g(t()% 59)7 tO) + / ' Ct (wx(z(t))a wu(g(t)v 59)7 t) dt (259)

Z(t) to

+ Cr (W (Z(t5)), YulZ(ty), 0g), )

t.q.

Iy < Aog(to) < g,

I, < Az (t < wuy, tE€ [to,ty],

Iy < Ayz(ty) <y,

Ly < co(@a(2(t0)), vu(z(to), 0g)) < U,

0 < Fy (W, Z(1), 4, < 1, te [t tyl,

Ly < e (0a(Z(t)), vu(Z(ty). 05) < Uy,
ou o, € A = {dp,0p,,...,07} est un indicateur exogene associé a la situation dé-
faillante et permettant de “piloter” le probleme de commande optimale (2.59). De plus,
Fi(0*,z(t),0,), i =1,...,ns 0, € A, représentent les fonctions d’appartenance associées

aux formes convexes utilisées, de dimension (n;), ou n; représente le nombre de sorties
plates et leurs dérivées.
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Décrivons a présent un scénario typique de replanification de trajectoires a bord en pré-
sence d’'une situation défaillante. Supposons qu’a l'instant ¢y, le véhicule soit équilibrable
longitudinalement sur toute I’enveloppe de vol. Une trajectoire de rentrée optimale peut
alors étre planifiée entre les instants ty et ¢y, en résolvant indifféremment le probleme de
commande optimale (2.6), (2.58) ou (2.59). Supposons maintenant qu'une défaillance ap-
paraisse a un instant ¢,. Comme précédemment, on suppose que la situation défaillante est
détectée, isolée, puis quantifiée grace a une stratégie de diagnostic couplée a un algorithme
d’identification de défauts. On obtient ainsi 'indicateur d,, qui va permettre, grace aux
bases de données de corridors Mach-« et de coefficients de portance et de trainée générées
au sol, de “piloter” le probleme de commande optimale (2.58) ou (2.59) en fonction de
la situation défaillante rencontrée. Une trajectoire de rentrée est ensuite générée entre les
instants ¢, et ¢ty a partir de ce nouveau modele.

Afin de clore cette section, résumons les principaux avantages et inconvénients associés a
cette seconde méthode de replanification de trajectoires autonome.

Avantages : comme il n’y a pas de variables d’optimisation additionnelles dans le pro-
bleme de commande optimale (2.58) (ou (2.59)), les ressources CPU nécessaires pour
résoudre le probleme de replanification de trajectoires tolérant aux défauts seront du
méme ordre de grandeur que celles nécessaires pour résoudre le probleme initial (2.6).
Les sorties plates sont alors les seules variables d’optimisation du probleme de commande
optimale tolérant aux défauts.

Inconvénients : la détermination au sol d’une banque de corridors Mach-a admissibles
et de coefficients de forces aérodynamiques en présence de défauts nécessite de définir un
sous-ensemble de scénarios défaillants représentatifs du probleme considéré. Il n’est évi-
demment pas imaginable de considérer I’ensemble des combinaisons possibles de pannes
simples/multiples de gouvernes bloquées ou flottantes pouvant potentiellement survenir
en situation défaillante. Ainsi, le probleme de commande optimale défini par (2.58) per-
met de traiter un ensemble de défauts plus réduit qu’en utilisant la formulation générale
développée dans la section 2.5.2, donnant lieu au probléeme de commande optimale (2.52).

2.6 Transformation en un probleme de programma-
tion non linéaire

La derniere étape du processus de planification de trajectoires consiste a paramétrer
les variables d’optimisation par des courbes différentiables, et a discrétiser le probleme de
commande optimale (2.53) (ou (2.59)) afin de le rendre fini. Cette méthode est connue
sous le nom de transcription (ou collocation) directe (voir le chapitre 1 pour plus de
détails). La transcription du probleme de commande optimale (2.53) (ou (2.59)) en un
probleme de programmation non linéaire dans l'espace des sorties plates est accomplie
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en paramétrant les variables d’optimisation (sorties plates et, le cas échéant®®, braquages
des gouvernes) par des fonctions polynomiales par morceaux, suivie d'une discrétisation
équilibrée en fonction du temps.

Un grand nombre de courbes candidates peuvent étre utilisées afin de représenter les
variables d’optimisation du probleme de commande optimale, telles que les polynomes
simples, les séries de Fourier, les segments rationnels, etc. En plus d’étre capable de
représenter de maniere précise une base des solutions du probleme de planification de tra-
jectoires considéré avec un nombre de variables de décision raisonnable, il est également
nécessaire que les courbes soient de classe C*, sans qu’elles n’engendrent de contraintes
additionnelles dans le probleme d’optimisation. La spécification d'un niveau de continuité
est nécessaire, car I’état et les commandes du systeme sont des fonctions des sorties plates
et d'un nombre fini de leurs dérivées. La propriété de support local est également souhai-
tée pour la base de fonctions. Cela signifie que les parametres de controle de la courbe
agissent uniquement dans un voisinage du point considéré, le reste de la courbe demeu-
rant inchangé. La propriété de support local permet d’améliorer la stabilité numérique lors
de la résolution du probleme d’optimisation. Par exemple, un polynome simple d’ordre
relativement élevé serait nécessaire afin de satisfaire des contraintes complexes, et la dé-
termination des coefficients de ce polynome résulterait en un probleme mal conditionné
numériquement, donc inefficace.

Une solution permettant de répondre a la plupart des conditions précédentes consiste
a paramétrer les variables d’optimisation par des polynomes de Bézier continus par mor-
ceaux, communément appelés B-splines. Quelques notions fondamentales concernant les
B-splines sont rappelées en annexe B.

En particulier, les sorties plates {z;}7%; peuvent étre paramétrées, pour t, < t < iy,
par des courbes B-splines définies par

@

z(t,pl) = Z p}Bf?k)l (t) pour la séquence nodale ny,
Zq:20

2(t,p?) = Z p?BZ(?k)Q (t) pour la séquence nodale ns,
i=0

1y

am
Zm(t,p") = ZpTB(Ok)m(t) pour la séquence nodale 7,,,
=0

ol BZ.(?k)j (t) est la dérivée d’ordre 0 de la i fonction de la base de B-splines de degré k;,

construite sur la séquence nodale 7);, et p? est le vecteur de points de controle associé [172]
(voir également ’annexe B).

Remarque 2.17. Les autres variables d’optimisation intervenant dans I'OCP (2.53),

48lorsque les contraintes de trimmabilité statique sont prises en compte dans le probleme de commande
optimale.
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telles que la position des gouvernes, ou le parametre permettant de spécifier la durée libre
de la trajectoire, peuvent également étre paramétrés par des courbes B-splines.

La derniére étape consiste a discrétiser le probleme de commande optimale (2.53) ou
(2.59), dans lesquels les variables d’optimisation sont paramétrées par des B-splines. A
cette fin, considérons une distribution uniforme de l'espace temps [to, t¢], telle que

t0:T1<TQ<TN:tf,

ou N désigne un nombre prédéfini de points de collocation. Rappelons que les points de
collocation représentent les points de Uintervalle [to,t] o les contraintes du probleme
de commande optimal sont satisfaites (voir figure 2.20). Sans perte de généralité, nous
avons supposé qu'une séquence unique de points de collocation est utilisée pour vérifier
I’ensemble des contraintes de trajectoire du probleme.

5 T T T T T T T T T
— — — polygone de controle ] : : :
O  points de controle
B-spline

4N o noeudsde segmentation :
contrainte de trajectoire| - ?,
A points de collocation s

y(t)

!
I 1 1 ] .
0 041 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Temps (s)

) 1 1 I I

F1a. 2.20 — B-spline comportant 6 intervalles (I = 6), d’ordre 4 (k = 4), et de multiplicité 3
(s = 3). Les contraintes sont satisfaites en 21 points de collocation régulierement espacés.
Les neuf points de controle représentent alors les variables de décision du probleme.

Remarque 2.18. Bien entendu, il est également possible de distribuer les points de
collocation de maniere non uniforme, pas exemple en utilisant une répartition des points
de type Gauss-Lobatto, ou Legendre-Gauss-Lobatto, exploitée notamment dans le cadre
des techniques pseudo-spectrales d’optimisation de trajectoires [160].

Afin d’illustrer la démarche, considérons le probleme de commande optimale (2.6). En
paramétrant les variables d’optimisation (les sorties plates) par des B-splines et en les
évaluant aux N, points de collocation (71, 7s,...,7n,, la sous-matrice de collocation G;,
associée a la i*™¢ variable d’optimisation sera alors creuse [133], de la forme (2.61), ot1

1

Zi(t) S (ZZ(O)(TO), 21(1)(7'0), e zfﬁi)(To), e Z(O)(TN), 22(1)(7']\7), e zfﬁi)(TN> € R(ﬁi“)XN,
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désigne une sortie z; et ses dérivées successives, évaluées sur la séquence de points de
collocation. Soit

ZZ<TZ) é (ZI(TZ')7 ZQ(TZ'), ooy Zm(Tl))
I’ensemble des variables d’optimisation évaluées en un point de collocation 7;. De plus, U;
dénote I’ensemble des points de controle de la ™ B-spline tel que

A (i i Ui (ki—s;)+s;
u; = (¢, c, ... 7Cli(kifsz~)+s¢) c Rlilki—si)ts:
L’ensemble des points de controle de toutes les B-splines est alors donné par
A
U= (Upy ey Uy -
Ces derniers vont correspondre aux variables de décision du probleme de programmation

non linéaire obtenu apres discrétisation. Dans perte de généralité, nous avons supposé
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2.6. Transformation en un probléme de programmation non linéaire

que les points de collocation et les points de discrétisation du probleme de commande
optimale sont identiques. Nous les noterons simplement ¢y < t; < --- < ty dans la suite.

L’intégrale apparaissant dans la fonctionnelle de cotit de 'OCP (2.6), définie par
J(u) = Co(=(Z(t0)), Yu(Z(t0)), to) + Cr (Vu(Z(t5)), Yu(Z(tr)), 1)
/ Ct 1/}:1: wu< ( ))7t> dt,

est approximée sous la forme d'une somme discrete en utilisant une loi de quadrature,
telle que

J(u) ~ Co(¥a(Z(t)), Yu(Z(to)), to) + Cr (a(Z(tr)), Yu(Z(ty)), tr)
T Z Zukctk ¢x( (tk-l—])) @Z)u( (tk+j)) tk—l—])

ol les poids uy et les points P sont imposés par la loi de quadrature retenue. De méme, les
contraintes linéaires et non linéaires de trajectoire associées au probleme de commande
optimale (2.6) s’écrivent

N(u) = Az(ty), j=1,...,N,
Ayw) = a@(Zt), vu(z(t)),  j=1,...,N,

Les contraintes initiales et finales de 'OCP restent inchangées, et sont évaluées sous la
forme

Ay(u) = Agz(to),
Nig(u) = Apz(ty),
Anii(u) = co (Ve (Z(t0)), Yu(Z(t0))) ,
Nup(u) = e (Pu(Z(tr)), Yu(z(ty)))

Notons A(u) P'ensemble des contraintes discretes précédentes, tel que

A(u) = (Agi(u), i), Agy(w), - AR (), M), Ay (), Agg(w), Mg (u) -

La discrétisation précédente résulte en un probleme de programmation non linéaire ou
les inconnues sont les points de controle u de 'ensemble des B-splines [133]. La structure
générale du probleme NLP est donnée par

uréllé% J(u) (2.62)
t. q. Lb < A( ) < Ub,
ou M = Zl )+ Si.

Finalement, le probleme (2.62) peut étre résolu en utilisant un solveur NLP efficace, tel

que NPSOL [44], SNOPT [43], ou KNITRO [47].
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Chapitre 2. Méthodologie proposée

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons décrit étape par étape une méthodologie originale per-
mettant de planifier des trajectoires de rentrée atmosphérique en situation nominale, puis
en présence d'un certain nombre de défauts actionneurs. La méthodologie proposée repose
sur le concept de systeme plat et des techniques de transcription directe du probleme de
commande optimale.

Dans un premier temps, nous avons décrit I'architecture générale de la loi de guidage au-
tonome proposée. Nous nous sommes ensuite focalisés sur I'utilisation de la propriété de
platitude pour résoudre le probleme de planification de trajectoires de rentrée atmosphé-
rique en situation nominale. En partant d’un probléme de commande optimale classique,
défini dans 'espace d’état, nous avons vu qu’il était possible de réécrire ce dernier en
fonction d’un nombre minimal de variables d’optimisation, qui sont alors constituées des
sorties linéarisantes associées au systeme plat.

Dans un second temps, nous avons présenté une méthodologie générale permettant de
convexifier le probleme de commande optimale formulé dans I'espace des sorties plates.
Le processus de convexification repose sur la résolution d’'un probleme d’annexation su-
perellipsoidale, dans lequel nous cherchons a approximer les contraintes de trajectoire et
la fonctionnelle de cotit du probleme de commande optimale (supposées étre non convexe)
par des formes géométriques déformables, appelées superquadriques. Le probleme d’op-
timisation associé est ensuite résolu grace a un algorithme génétique afin d’obtenir une
solution globale. Finalement, le probleme de commande optimale décrit dans ’espace des
sorties plates est reformulé de maniere convexe, en utilisant les formes superquadriques
obtenues.

Nous nous sommes ensuite attachés a développer une méthodologie permettant de prendre
en compte 'effet d’'un ou plusieurs défauts actionneurs dans le probleme de commande op-
timale afin que la replanification de trajectoires soit tolérante aux pannes. L’idée consiste
alors a intégrer dans le probleme de commande optimale des contraintes liées a 1’équili-
brage statique du véhicule ainsi qu’aux coefficients de forces aérodynamiques en situation
défaillante. Deux solutions différentes sont proposées : la premiere tient compte de ces
contraintes de maniere explicite dans le probleme de commande optimale formulé dans
I’espace des sorties plates; la seconde consiste a venir “piloter” le probleme d’optimisation
de trajectoires par un vecteur de parametres exogene afin de replanifier des trajectoires a
bord en présence d’une situation défaillante.

Enfin, la derniere section présente la technique de transcription directe du probleme de
commande optimal, formulé dans I'espace des sorties plates, en un probléme de program-
mation non linéaire. Les variables d’optimisation sont alors paramétrées par une base
particuliere de polynoémes continus par morceaux appelés B-splines. La derniere étape de
la conversion repose alors sur une discrétisation du probleme de commande optimale, afin
d’obtenir un probléeme de programmation non linéaire qui sera résolu a bord du véhicule
en utilisant un solveur adapté.
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2.7. Conclusion

Dans le chapitre suivant, nous allons appliquer étape par étape I'ensemble de la démarche
proposée a une mission de rentrée atmosphérique. Plus précisément, nous allons focaliser
notre étude sur les phases de dissipation d’énergie en zone terminale et d’atterrissage
automatique de la navette spatiale américaine STS-1.
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Chapitre 3

Application a une mission de rentrée
atmosphérique

“L’expérience ne se trompe jamais, ce sont nos
jugements qui se trompent.”
Léonard de Vinci

Résumé :

Dans ce chapitre, nous appliquons étape par étape la
méthodologie de guidage autonome décrite dans le cha-
pitre 2 a une mission de rentrée atmosphérique, consti-
tuée des phases de dissipation d’énergie en zone termi-
nale (TAEM), et d’approche et d’atterrissage automa-
tique (AEL).

Le véhicule de rentrée considéré est la navette spatiale
américaine STS-1, dont un simulateur complet a été dé-
veloppé dans le cadre de cette étude.

Apres avoir décrit les objectifs et contraintes associés au
guidage durant les phases TAEM et AEL, nous plani-
fierons des trajectoires par platitude en considérant plu-
sieurs formulations du probléeme de commande optimale.
Nous décrirons également la méthode utilisée pour tenir
compte de perturbations aérologiques, puis nous verrons
comment convexifier le probleme de commande optimale.
Finalement, nous étudierons la replanification de tra-
jectoires TAEM en présence d’une situation défaillante,
permettant d’assurer que la trajectoire générée appar-
tienne a [’enveloppe de vol réduite.
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Chapitre 3. Application a une mission de rentrée atmosphérique

3.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a I’application de la méthodologie de guidage autonome pro-
posée dans le chapitre précédent a une mission de rentrée atmosphérique constituée des
phases de dissipation d’énergie en zone terminale (TAEM) et d’approche et atterrissage
automatique (A&L).

Dans un premier temps, nous allons présenter la mission et le véhicule de rentrée at-
mosphérique considérés. Notamment, nous décrirons la géométrie des trajectoires TAEM
et A&L, ainsi que les principaux objectifs et les différentes contraintes associés a la loi de
guidage.

Nous utiliserons ensuite le concept de platitude différentielle afin de générer des trajec-
toires de rentrée a bord. Nous décrirons notamment la technique utilisée pour modéliser
les coefficients de forces et de moments aérodynamiques, basée sur 'utilisation de décom-
positions en valeurs singulieres et/ou de réseaux de neurones statiques.

Nous utiliserons ensuite la démarche d’annexation superellipsoidale présentée dans le cha-
pitre précédent afin de transformer le probleme de commande optimale, formulé dans I’es-
pace des sorties plates, en un probleme d’optimisation convexe, dans lequel les contraintes
de trajectoire ainsi que la fonctionnelle de cott sont approximés par des formes géomé-
triques déformables appelées superquadriques.

Nous verrons ensuite qu’il est possible de tenir compte de certaines perturbations aérolo-
giques stationnaires dans le probleme de commande optimale associé a la planification de
trajectoires a bord, en modélisant puis en intégrant des champs de cisaillement de vent
tri-dimensionnels dans le probleme de commande optimale.

Enfin, nous rendrons l'algorithme de replanification de trajectoires tolérant a certains
types de défauts de gouvernes, en tenant compte de contraintes d’équilibrage statique dans
le probleme de commande optimale. Dans ce cadre, nous donnerons un certain nombre
de résultats concernant la prise en compte explicite des contraintes d’équilibrage statique
dans le probleme de commande optimale, en présence d'une situation défaillante.

3.2 Problématique associée au guidage pour les phases
TAEM et A&L

Nous débuterons cette section en rappelant les principales caractéristiques du véhicule
de rentrée atmosphérique que nous allons considérer dans la suite de cette étude. Nous
poserons ensuite la problématique associée a une mission de rentrée atmosphérique, plus
précisément pour les phases de dissipation d’énergie en zone terminale, et d’approche fi-
nale et d’atterrissage automatique. De plus, nous donnerons pour chacune de ces phases
la définition des modeles a trois degrés de liberté et des problemes de commande opti-
male qui seront utilisés dans la section suivante pour planifier des trajectoires de rentrée
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3.2. Problématique associée au guidage pour les phases TAEM et AL

atmosphérique par platitude.

3.2.1 Navette spatiale américaine

L’US Space Shuttle, appelée officiellement Space Transportation System (STS), est
le systeme de lancement spatial utilisé par le gouvernement américain pour effectuer des
missions de vols habités. Au moment du lancement, le véhicule est constitué d'un ré-
servoir principal externe (appelé external tank ou ET), de deux propulseurs d’appoint a
poudre (appelés solid rocket boosters ou SRB) et de l'orbiteur (la navette), seul élément
du lanceur a réellement aller dans l’espace (voir figure 3.1). Le programme Shuttle fut
lancé peu apres la fin du programme Apollo au début des années 70, a une époque ou les
restrictions budgétaires pour la NASA se faisaient déja sentir. Cela conduisit a chercher
les moyens les plus économiques pour accéder a ’espace et pour y maintenir une présence
humaine. Chaque navette a été congue pour effectuer une centaine de lancements. L'un
des principaux objectifs du programme STS était alors de construire et de desservir une
station spatiale orbitale, ce qui est en train de se réaliser avec ’assemblage final de la
Station spatiale Internationale (ISS), et comme ce fut le cas a 1’époque avec la station
MIR.

Lors du décollage, la navette est propulsée par les deux propulseurs d’appoint a poudre
SRB qui sont placés de part et d’autre du réservoir externe. La navette possede égale-
ment trois types de moteurs différents : les moteurs principaux SSME (Space Shuttle
Main Engines), les propulseurs OMS (Orbital Maneuvering System), et le systeme de
controle d’attitude RCS (Reaction Control System). Les SSME, au nombre de trois (voir
figure 3.2), constituent les propulseurs principaux du lanceur apres que les SRB aient
consommé tout le combustible solide dont ils sont composés, et qu’il aient été largués®® a
une altitude d’environ 45 km. Les moteurs principaux SSME consomment le contenu de
I'External Tank (ET) en huit minutes environ. Lorsque la navette a brilé tout le contenu
du réservoir externe, elle le largue a environ 113 km. Ce dernier rentre alors dans 'at-
mosphere et se désintegre. Pendant ce temps, le systeme de manoeuvres orbitales OMS
(Orbital Manoeuvring System) fournit a la navette la derniere poussée qui lui permet
d’atteindre sa vitesse de satellisation. Les tuyeres du systeme OMS sont situées de part
et d’autre du stabilisateur vertical. Elles sont allumées une derniere fois avant la rentrée
dans I'atmosphere, lors de la phase de désorbitation de la navette. Cette derniere effectue
alors une manoeuvre de retournement afin de se positionner dans le sens inverse du vol,
et les OMS sont mis a feu de maniere a la freiner. Le systeme de controle d’attitude, dit
RCS (Reaction control System), est alors utilisé afin de retourner la navette pour qu’elle
présente une attitude correcte au point d’injection®, puis entame son retour sur Terre.
Les tuyeres du systeme RCS, placées a 'arriere mais aussi a 'avant et sur les cotés du
véhicule (voir figure 3.2), permettent de petits allumages brefs et a faible puissance.

Au début de la rentrée, dans les hautes couches de I'atmosphere, le systeme de controle

49les SRB sont alors récupérés dans 'océan a des fins d’expertise.
S0roulis et lacet nuls, et incidence prédéfinie.

215



Chapitre 3. Application a une mission de rentrée atmosphérique
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Fia. 3.1 — illutration du systeme de lancement Shuttle (STS).

d’attitude RCS est principalement utilisé pour manoeuvrer la navette, puis les gouvernes
prennent ensuite le relais lorsque la pression dynamique devient supérieure a 480 Pa.
Les différentes gouvernes équipant le véhicule sont les élevons situés sur chaque aile, la
gouverne de direction qui joue également le role d’aérofrein en s’ouvrant de maniere sy-
métrique, et le body flap situé en dessous des propulseurs principaux de la navette. Le
body flap permet d’assurer ’équilibrage longitudinal de ’orbiteur lors de la rentrée atmo-
sphérique. Les quatre élevons permettent de controler a la fois le roulis et le tangage de
I’appareil en fonction de leur braquage symétrique ou différentiel. Le tableau 3.1, extrait
de la base de données aérodynamique de la navette STS-1 [166], présente les limites et
vitesses de braquage associés a chaque surface de controle aérodynamique. Selon leurs va-
leurs de braquage, les quatre élevons peuvent jouer le role de gouverne de profondeur ou
d’ailerons. En particulier, la valeur moyenne des braquages des élevons fournit le braquage
0. agissant sur la profondeur, tel que

56 = %(561 _'_ 560) - %(561 _'_ 567)7 (31)
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F1G. 3.2 — description de l'orbiteur.

avec

e, = 5(0e;, +0e,),
Oe, 5( eol+5eo)
8, 2(8e,, + Oc,) = 0c + ba,
b, = 3(0c, +0c, ) = 0c— ba:
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gouverne symbole  limites de braquage vitesses de
Min (deg) Max (deg) braquage (deg/s)
élevons
profondeur e -35 20 20
ailerons Oa -35 20 20
gouverne de direction Oy -22.8 22.8 10
aérofrein Osh 0 87.2 5
body flap Op -11.7 22.55 1.3

TAB. 3.1 — limites et vitesses de braquage des gouvernes.

De plus, les braquages différentiels des élevons fournissent un braquage d,, agissant sur le
gauchissement de I'appareil, tel que

b0 = 3(0c, — 0c,) = 3(0a; + 0a,), (3.2)
ou les termes ¢, et d,, sont définis respectivement par

(5% - 5€ir)7
(5eol - 5eor)’

-
5o, =

N[ D=

Remarque 3.1. La gouverne de direction est constituée de deux parties mobiles indé-
pendantes qui jouent a la fois le role de gouverne de direction et d’aérofrein.

La NASA a construit en tout sept navettes, et 126 vols®! de celles-ci ont été effectués
au 11 mai 2009.

(1976) Enterprise, navette expérimentale, qui n’a jamais été mise en orbite.

(1977) Pathfinder, maquette congue pour effectuer des essais au sol.
(1981) Columbia, désintégrée lors de son retour dans I’atmosphere le 1¢ février 2003.
(1982) Challenger, détruite lors du décollage le 28 janvier 1986.
(1983) Discovery.

(1985) Atlantis.

(1991) Endeavour, construite afin de remplacer Challenger.

Nous avons considéré dans le cadre de cette étude la navette spatiale américaine STS-1,
qui effectua le tout premier vol spatial du programme Shuttle. L’orbiteur en question est
Columbia ou OV-102 (Orbital Vehicle 102), qui décolla le 12 avril 1981 du centre spatial
Kennedy en Floride.

Le tableau suivant regroupe les caractéristiques principale de 'orbiteur STS-1. Le pro-
gramme US Space Shuttle a été entaché de deux accidents qui ont entrainé la perte des
équipages :

51133 vols sont prévus en tout jusqu’a la mise & la retraite des navettes en 2010.
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caractéristiques symboles valeurs
surface de référence [m? S 249.9
masse totale au point d’injection [kg] m 89930
envergure des ailes [m] b 23.8
corde de référence [m] C 12
finesse maximale (pour M < 3) (L/D)max ~ 4
. 1213866
moments d’inertie [kg/m?] I, 9378654
I, 9759518
I, 228209
produits d’inertie [kg/m?] I, 6136
I, 2972
Tore 17
centre de référence des moments [m] Ymre 0
Zimre -1.2
Teg 27.3
centre de gravité [m] Yeg 0
Zeg 9.5

TAB. 3.2 — caractéristiques principales de la navette spatiale américaine STS-1.

— la destruction au décollage de la navette Challenger, le 28 janvier 1986, suite a la
rupture d’un joint sur un propulseur d’appoint SRB.
— la désintégration dans I’atmosphere de la navette Columbia le ler février 2003, suite
a la détérioration de son bouclier thermique lors du décollage.
Ces deux accidents ont globalement mis en cause la mauvaise gestion du programme
Shuttle par la NASA, notamment le fait qu’elle ne prenait pas assez en considération
la sécurité des vols alors que la navette spatiale demeure, encore aujourd’hui, un engin
expérimental. L’annonce en 2004 par le Président des Etats-Unis George W. Bush de
relancer ’exploration habitée de la Lune et de préparer le voyage interplanétaire vers Mars
marque la fin du programme Shuttle, ce dernier ne pouvant y jouer aucun role majeur. Les
trois orbiteurs restants seront donc mis a la retraite avant d’étre probablement exposés
dans un musée a l'instar du démonstrateur Enterprise d’ici 2015.

3.2.2 Phases de dissipation d’énergie en zone terminale et d’at-
terrissage automatique

Une mission typique de rentrée atmosphérique, pour un véhicule dit “planant®?”, est
divisée en trois phases distinctes car les objectifs et contraintes associés a chacune de ces
phases leur sont propres. La figure 3.3 illustre une mission typique de rentrée atmosphé-
rique, depuis le point d’injection® sur la trajectoire hypersonique jusqu’au toucher des

52¢lassiquement, un véhicule est dit ”planant“ si sa finesse est supérieure ou égale a 2 environ.
53apres avoir effectué une manoeuvre de désorbitation.

219



Chapitre 3. Application a une mission de rentrée atmosphérique

roues sur la piste. Les trois phases représentées sur la figure 3.3 sont donc :

1. la phase hypersonique, qui débute au point d’injection a environ 120 km d’altitude,
et se termine au passage de Mach 2. L’objectif principal de cette phase est de limiter
le flux agissant sur le bouclier thermique de I’engin, tout en dissipant son énergie
en effectuant des manoeuvres de renverses de roulis®. Le facteur de charge et la
pression dynamique sont également controlés afin de ne pas dépasser des valeurs
prédéfinies, liées a la conception du véhicule.

2. la phase de dissipation d’énergie en zone terminale (TAEM) qui, comme son nom
I'indique, est principalement dédiée a dissiper I’énergie du véhicule. Ce segment de
vol débute au point d’entrée TAEM (TEP) et se termine a U'interface avec la phase
d’atterrissage automatique (ALI), définie lorsque le véhicule est aligné avec 'axe de
la piste et satisfait des conditions cinématiques données. Le flux thermique agissant
de maniere tres faible sur le véhicule lors de cette phase, les seules contraintes
mécaniques considérées sont le facteur de charge total et la pression dynamique.

3. la phase d’approche finale et d’atterrissage automatique (A&L), qui débute au point
ALI et se termine a l'arrét des roues sur la piste. Cette phase est effectuée a la
maniere d'un avion de transport civil, a la différence pres que la pente initiale sur la
trajectoire de descente est relativement forte, due a I’absence de moyens propulsifs
et a la finesse relativement faible du véhicule.

La phase TAEM est souvent décrite par un ensemble de segments géométriques adjacents.
La géométrie de nous avons choisi de décrire ci-apres est basée sur la stratégie adoptée
pour la navette spatiale Russe Buran [173]. La principale différence avec I’approche utili-
sée pour la navette spatiale américaine, décrite en détails par T. E. Moore dans [85], est
quun cylindre d’alignement (fictif), appelé HAC, est utilisé au lieu d’un cone d’aligne-
ment (également appelé HAC), afin d’aligner le véhicule avec I'axe de piste. De plus, les
segments géométriques décrivant la phase TAEM sont réalisés dans un ordre différent de
celui utilisé pour 'approche américaine (cf [85]). La figure 3.4 illustre la stratégie utilisée
pour le guidage de la navette Buran.

Typiquement, le calculateur de bord effectue les fonctions de guidage du véhicule dans
I’ordre suivant :

1. wvirages de dissipation en S : si le véhicule possede un niveau d’énergie trop impor-
tant, ces virages préliminaires permettent de dissiper I'excédent d’énergie en écartant
le véhicule du HAC jusqu’a ce qu’une valeur d’énergie prédéfinie soit atteinte.

2. phase d’acquisition du HAC : cette phase est constituée d'un virage permettant
d’orienter le nez du véhicule vers un point tangent au HAC.

3. phase d’interception du HAC' : le véhicule vole alors a ailes droites jusqu’a ce que le
point tangent au HAC soit atteint.

4. phase d’alignement de cap : le véhicule est asservi en position autour du HAC,
depuis le point de tangence jusqu’au point ALI, au niveau duquel le nez du véhicule
est aligné avec I'axe de piste.
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Fic. 3.3 — illustration d’une mission de rentrée atmosphérique.

Remarque 3.2. La stratégie de guidage TAEM utilisée pour la navette spatiale améri-
caine comprend une phase de vol supplémentaire, appelée pré-finale, débutant lorsque le
véhicule est aligné avec I'axe de piste, et se terminant au point ALI, apres que le véhicule
est effectué une portion de trajectoire de descente équilibrée a ailes horizontales.

Remarque 3.3. La stratégie de guidage proposée n’étant pas fondée sur un partitionne-
ment de la trajectoire de vol en plusieurs segments, mais utilisant plutot une formulation
optimale du probleme de planification de trajectoires, la description géométrique précé-
dente permet uniquement au lecteur de mieux appréhender le probleme traité dans ce
chapitre.

Les objectifs associés au développement d’une loi de guidage pour la phase TAEM concernent
surtout la planification de trajectoires, le régulateur de poursuite de trajectoire agissant
uniquement de maniere locale autour de la trajectoire de vol courante. Ces objectifs sont
doubles :

543 la maniere d’un skieur alpin qui descend une piste en effectuant des virages en forme de S.
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dissipation
interception

acquisition du HAC

du HAC

alignement

du cap

F1G. 3.4 — phase de dissipation d’énergie en zone terminale (TAEM).

— Premierement, une protection doit étre mise en place vis-a-vis des contraintes mé-
caniques excessives susceptibles d’agir sur le véhicule (facteur de charge total et
pression dynamique, la vitesse de I’engin étant trop faible pour prendre en considé-
ration le flux thermique).

— Deuxiemement, les contraintes de trajectoires liées au conditions cinématiques fi-
nales au point ALI (vitesse relative, pente sur la trajectoire, alignement avec ’axe
de piste) doivent étre satisfaites afin de permettre un atterrissage fiable de 'engin®.
L’ensemble des objectifs de mission et des contraintes mécaniques sont résumés dans
le tableau 3.3 dans le cas de la navette spatiale américaine.

De plus, des contraintes additionnelles, liées au ressources énergétiques du véhicule en
situation nominale, sont associées aux angles d’incidence et de gite, ainsi que sur leurs
vitesses angulaires, tel qu’indiqué dans le tableau 3.4. Ces contraintes sont implicitement
liées a celles associées aux surfaces de controle aérodynamique définies dans le tableau 3.1.

L’objectif principal de la loi de guidage est alors de générer les consignes de guidage en
boucle fermée de telle maniere que le véhicule puisse atteindre des conditions cinématiques
prédéfinies au point ALI, tout en s’assurant que les différentes contraintes de trajectoire
soient respectées, et en tenant compte de conditions énergétiques variées au point TEP.
Les dispersions cinématiques initiales au point TEP proviennent des incertitudes et impré-
cisions finales engendrées par la loi de guidage associée a la phase de rentrée hypersonique.

3parfois, le survol d’une région habitée doit également étre évité pour des raisons évidentes de sécurité.
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objectifs
Contraintes mécaniques de trajectoire
facteur de charge maximal I'y,ax [g] <25
pression dynamique maximale g, [kPal < 16
Contraintes cinématiques au point ALI
nombre de Mach 0.5
altitude [km] 5
portée longitudinale [km] 10
portée latérale [km] 0
cap final [deg] vent de face
pente sur la trajectoire [deg] —27

TAB. 3.3 — contraintes de guidage associées a la phase TAEM.

S
valeur minimale [deg] 0 -8 -3
valeur maximale [deg] 25 80 3
vitesse angulaire maximale [deg/s] 2 5 2

TAB. 3.4 — contraintes associées aux consignes de guidage.

Nous sommes maintenant en mesure de décrire le modele a trois degrés de liberté ré-
gissant le mouvement du centre de gravité du véhicule dans un repere cartésien local
(Xowy, Yrwy Zrwy) attaché au centre de la piste (voir figure 3.4). Sous I'hypothese d'une
Terre non tournante, qui est compatible avec le dimensionnement de la trajectoire TAEM
(durée totale relativement faible), le véhicule peut étre positionné par rapport a un repere
cartésien local lié au sol, souvent attaché a ’axe de piste, et associé a la projection conique
conforme de Lambert. De ce fait, les effets de la force de Coriolis et de la force centrifuge
sur la dynamique du véhicule ne sont pas pris en compte. Les coordonnées relatives du
véhicule par rapport a ce repere sont alors communément appelées coordonnées “Terre
plate  faisant référence au systeme de projection utilisé.

Sous les hypotheses précédentes, les équations régissant la dynamique du centre de gravité
du véhicule de rentrée par rapport au repere sol local (X, vy, Yrwy, Zrwy) sont alors définies
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par [32] (voir également 1'annexe C)

# = V cosycos?y, (3.3)
y = Vsinyxcos, (3-4)
h = Vsin v, (35)
. D(a, M

V — _M — gsin 77 (36)

m
1

Vo= 7 (Lla, M)cosp —Y(5, M)sinp) — %cos*y, (3.7)
‘ 1 .

= reosy (Mo M)sin 4 Y (8, M) cos ), (3:8)

ou (z,y,h,V,7v,x) est I'état, comprenant respectivement la portée longitudinale z, la
portée latérale y, 'altitude h, la vitesse V', la pente sur la trajectoire v, et le cap x. Les
entrées de commande du systeme sont l'incidence «, le dérapage 3 et 'angle de gite pu.
La force de portance L, de trainée D et la force latérale Y dépendent des coefficients
aérodynamiques en configuration lisse, telles que

L(a, M) =q¢SCp,(a, M), (3.9
D(a, M) =3SCp,(a, M). (3.10

ol 1
7=5pV" (3.12)

est la pression dynamique, et Cp,(c, M), Cp,(a, M) et Cy, (03, M) représentent respecti-
vement les coefficients de portance, de trainée et de force latérale en configuration lisse.
Nous verrons dans la section (3.3) la technique utilisée pour modéliser les coefficients
de forces et de moments aérodynamiques par des relations analytiques dépendant d’un
nombre réduit de parametres.

Nous supposons en outre que la masse m du véhicule est constante durant toute la phase
TAEM (rentrée non propulsée), et que I'accélération gravitationnelle g est constante. De
plus, un modele exponentiel défini par

p = poexp (—h/Hy), (3.13)

est utilisé afin de décrire le profil de la densité atmosphérique en fonction de 'altitude,
dans lequel pg représente la densité de I'air au niveau moyen de la mer et Hj est un facteur
d’échelle atmosphérique constant ajusté aux couches basses de 'atmosphere.

Remarque 3.4. Notons qu’il est nécessaire de définir un modele analytique différentiable
de la densité atmosphérique afin de pouvoir exploiter la propriété de platitude du modele
(3.3)-(3.8). Nous aurions pu également modéliser la variation de la densité atmosphé-
rique en fonction de l'altitude par une relation polynomiale, ajustée grace a une table

d’atmosphere standard du type US 1969, US 1976, ou encore CIRA 88.
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3.2. Problématique associée au guidage pour les phases TAEM et AL

La contrainte mécanique associée au facteur de facteur de charge total peut s’écrire
sous la forme

_ VI (a, Mr)n?; D?(a, M). (3.14)

Remarque 3.5. La contrainte de flux thermique au point d’arrét, qui constitue l'une
des contraintes les plus importantes du guidage hypersonique (et qui n’est pas considérée
pour les phases TAEM et A&L), est typiquement définie par

O = C,\/pV?,

ou C, est une constante de flux qui dépend des caractéristiques aérothermodynamiques
du véhicule de rentrée considéré.

Finalement, ’ensemble des objectifs et des contraintes associés a la phase TAEM donne
naissance au probleme de commande optimale suivant :

tf
min Gy (2(to), u(to)) + / C: (w(t), u(t)) dt + Cp (alty),ulty)  (3.15)

(1) () o

t.q.

&(t) = [ (x(t),u(t)), t € [to, ty],

x(to) = o,

u(to) = wo,
0 < T (z(t),u(t)) < Thax, t € [to,ty],
0 < q(z(1)) < e T E [to, Tyl
Upin < u(t) < Umax, T € [to, Ly,

x(ty) =y,

u(ty) = uy,

ou l'état x est défini par (x,y, h,V,~, x) et le vecteur de commandes par u = (a, 3, i1). La
fonctionnelle de cout utilisée dépend des objectifs de mission considérés.

Remarque 3.6. Les contraintes finales sur les commandes u(t;) = uy introduites dans
le probleme de commande optimale (3.15) peuvent étre omises dans certains cas. En
revanche, il peut étre intéressant de spécifier par exemple un vol a ailes droites lors du
passage au point ALIL i.e., avec ;= 0, ou encore a dérapage nul § = 0, afin d’amorcer la
phase d’atterrissage automatique avec de "bonnes“ conditions initiales.

Intéressons-nous maintenant de plus pres a la phase d’atterrissage automatique (A&L)
de la navette spatiale américaine, qui est en plusieurs points similaires a celle du X-34
décrite dans la section 1.5.1. La phase d’atterrissage automatique est une phase de vol
située dans un plan vertical qui ne fait intervenir que la dynamique longitudinale du
véhicule. Elle débute au point d’entrée ALI (voir figure 3.5), lorsque le nombre de Mach
est égal a 0.5 (voir les conditions TAEM finales dans le tableau 3.3), et se termine lorsque le
véhicule s’arréte sur la piste. De méme que pour la trajectoire d’atterrissage automatique
du X-34, la trajectoire comprend trois principaux segments :

1. une phase de descente équilibrée parcourue avec une pente forte constante v, per-
mettant d’annuler les dispersions sur les conditions cinématiques initiales,
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Chapitre 3. Application a une mission de rentrée atmosphérique

2. un arrondi circulaire réalisé a facteur de charge g constant, permettant de faire
croitre la pente de descente,

3. une phase de descente équilibrée parcourue avec une pente faible constante v, (et
avec une vitesse verticale relativement faible), jusqu’a ce que l'arrondi final soit
déclenché peu avant le toucher des roues.

ALI descente a pente forte v,

A
v

trajectoire
parabolique

interception de la phase
de descente a pente faible  point visé

Début de la point de
phase d’arrondi toucher

” “

a ”g“ constant

phase d’arrondi descente a arrondi
_a”g“ constant | pente faible o final

o

seuil de /
piste
/

plan de la piste

Fia. 3.5 — phase d’atterrissage automatique (A&L).

Remarque 3.7. Dans le cas présent, il n’y a pas de phase de décroissance exponentielle
permettant de supprimer la discontinuité d’accélération existant entre ’arrondi effectué
a facteur de charge constant et la phase de descente a pente faible.

Remarque 3.8. Le probleme de planification de trajectoires d’atterrissage automatique
étant formulé comme un probléme de commande optimale, nous ne considérerons pas dans
la suite le partitionnement géométrique décrit précédemment.

Les contraintes mécaniques associées a la phase A&L sont similaires a celles rencontrées
lors de la phase TAEM (facteur de charge et pression dynamique). De méme, les bornes
inférieures et supérieures associées aux angles d’incidence, de gite, de dérapage, ainsi
que leurs vitesses angulaires maximales, demeurent ici inchangés (voir tableau 3.4). Les
contraintes cinématiques associées a la phase d’atterrissage automatique sont imposés
au point de toucher des roues sur la piste. Notamment, il est impératif que la pente
finale sur la trajectoire (ou, de maniére équivalente, la vitesse de descente verticale) ainsi
que la vitesse relative (ou, de maniere équivalente, la pression dynamique) n’excedent
pas des valeurs prédéfinies afin que le véhicule ne subisse pas de dommages matériels.
Les contraintes de trajectoire ainsi que les contraintes cinématiques finales associées a la
phase A&L sont résumées dans le tableau 3.5 dans le cas de la navette spatiale américaine.
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3.2. Problématique associée au guidage pour les phases TAEM et AL

objectifs
Contraintes mécaniques de trajectoire
facteur de charge maximal T'yax [g] <25
pression dynamique maximale g, [kPd < 16
Contraintes cinématiques au point de toucher
vitesse relative [m/s] 90
altitude [km] altitude de la piste
portée longitudinale [km)] 0
pente sur la trajectoire [deg] -3

TAB. 3.5 — contraintes de guidage associées a la phase A&L.

Le modele a trois degrés de liberté associé a la phase d’atterrissage automatique peut
également etre décrit en utilisant ’hypothese “Terre plate”. Les équations dynamiques
longitudinales régissant le mouvement du centre de gravité du véhicule par rapport au
repere cartésien local (X, Yiwy, Zrwy) i€ & la piste, sont données par [32]

&t = Vecosy, (3.16)
h = Vsiny, (3.17)
. D(a, M
V = —7(&’ ) — gsin~y, (3.18)
m
Lo, M
o 7(:1"/ ) — %COS v, (3.19)

ou z représente la portée longitudinale, h 'altitude, V' la vitesse relative du véhicule, ~
sa pente. L'unique commande présente est ’angle d’incidence «. De plus, les forces de
portance L et de trainée D sont définies respectivement par (3.9) et (3.10).

Remarque 3.9. Clairement, les équations (3.16)-(3.19) constituent un cas particulier des
équations (3.3)-(3.8) correspondant a la phase de dissipation d’énergie en zone terminale,
obtenues en conservant uniquement les expressions associées au mouvement longitudinal
du véhicule.

Les contraintes mécaniques de facteur de charge et de pression dynamique sont calcu-
lées grace aux équations (3.14) et (3.12) respectivement.

Comme pour la phase TAEM, 'ensemble des contraintes associées au probleme de plani-
fication de trajectoires A&L peut étre intégré dans un probleme de commande optimale,
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Chapitre 3. Application a une mission de rentrée atmosphérique

qui s’écrit de maniere similaire sous la forme

tf
m(l;tl)l,iur%t) Co (:c(to),U(to))Jr/tO Co (x(t), u(t)) dt + Cs (x(ty), ulty))  (3.20)

t.q.
o(t) = f(x(t), u(t)), t € [to, tyl,
x(ty) = zo,
u(to) = wo,
0 < [ (z(t),u(t)) < Thax, € [to, by,
0 < q(z(t)) < et E Lo, 1],
Upin < u(t) < Upax, T € [to, Ly,

ou l'état x est défini par (x,h,V,7) et la commande est I'angle d’incidence u = «. La
fonctionnelle de cout apparaissant dans le probleme (3.20) dépend des objectifs de mis-
sion considérés pour la phase d’atterrissage automatique.

Dans la section suivante, nous allons résoudre les problemes de commande optimale (3.15)
et (3.20), associés aux phases TAEM et A&L, en utilisant la propriété de platitude res-
pective des modeles (3.3)-(3.8) et (3.16)-(3.16).

3.3 Planification de trajectoires de rentrée atmosphé-
rique par platitude

Nous avons montré dans la proposition 3.1 du dernier chapitre de la premiere partie de
ce mémoire que le modele a trois degrés de liberté d’un véhicule de rentrée atmosphérique
(3.3)-(3.8) est plat, et que la sortie plate est constituée de la position cartésienne du
véhicule dans le repere local (X, uy, Yiwy, Zrwy) 1ié au sol. Nous allons dans cette section
utiliser cette propriété de platitude afin de transcrire dans ’espace des sorties plates
les problemes de commande optimale (3.15) et (3.20) associés aux phases de dissipation
d’énergie en zone terminale (TAEM), et d’approche et d’atterrissage automatique (A&L).
Mais avant cela, il est nécessaire de modéliser les coefficients de forces et de moments
aérodynamiques par des expressions analytiques différentiables. C’est l'objet de la section
suivante.

3.3.1 Modélisation des coefficients aérodynamiques

Comme indiqué par J. T. Betts dans son ouvrage sur I'optimisation de trajectoires
[34], 'approximation de tables de données discretes par des fonctions analytiques diffé-
rentiables revét une importance capitale, car les algorithmes numériques de résolution sont
souvent basés sur une hypothese de différentiabilité des fonctions considérées, notamment
pour le calcul du Jacobien ou du Hessien. De nombreuses méthodes peuvent étre utilisées
a cette fin. Pour certaines applications, des fonctions polynomiales suffiront, alors que
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3.3. Planification de trajectoires de rentrée atmosphérique par platitude

pour d’autres, une modélisation plus fine sera nécessaire, comme par exemple en utilisant
des B-splines ou des réseaux de neurones.

Dans notre cas, il s’agit bien sur d’approximer les coefficients de forces et de moments
aérodynamiques sous la forme de fonctions analytiques différentiables. Nous avons obtenu
ces tables de coefficients a partir de la base aérodynamique de 'orbiteur STS-1, contenue
dans un manuel de plus de 1600 pages [166]. Nous avons alors envisagé trois techniques
permettant d’approximer ces coefficients :

— La premiere solution consiste a effectuer une analyse en composantes principales en
dimension n grace a un ensemble de décompositions en valeurs singulieres, puis a
approximer les vecteurs propres a gauche et a droite par des polynomes de degrés
réduits,

— La seconde solution utilise la propriété de parcimonie des réseauzr de neurones sta-
tiques afin d’approximer les coefficients sous la forme de fonctions non linéaires
multivariées suffisamment lisses,

— La troisieme solution consiste en une hybridation des deux techniques précédentes.

Cette derniere solution est décrite en détails dans la suite.

Le principe de la méthode d’approximation basée sur I’analyse en composantes princi-
pales est relativement simple, et a été introduit dans [174] afin de modéliser des tables
de données bi-dimensionnelles. L’avantage de cette méthode est qu’elle permet de réaliser
une séparation des variables, qui présentera un intérét majeur lors de 'écriture de 1’état
et des commandes du modele du véhicule en fonction des sorties plates et de leurs dérivées
(voir section 3.3.2).

Plus précisément, toute matrice de taille m x n a valeurs réelles peut se réécrire sous
la forme d’une combinaison linéaire

A= Z opuRv; (3.21)
k=1

ol les oy sont les valeurs singulieres de A et r désigne le rang de la matrice. De plus, uy
et v représentent respectivement les vecteur singuliers a gauche et a droite.

Remarque 3.10. En pratique, on choisit lorsque cela est possible un ordre de troncature
approprié p < r de la décomposition en valeurs singuliéres (3.21) en analysant le niveau
d’énergie de chaque composante, de maniere a simplifier la forme analytique finale tout
en perdant le moins d’informations possible.

Alors, si on considere que 'on possede au départ un ensemble de points discrets
(@i, y, Aij),i=1,...,m, j=1,...,n, le processus suivant est utilisé :
1. Calculer la décomposition en valeurs singulieres de la matrice A,

2. Approximer les r ensembles de points (x;, (ug);), 1 < i < m (associés aux vecteurs
singuliers a gauche wuy) par des fonctions différentiables ug(z),
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3. Approximer les r ensembles de points (y;, (vg);), 1 < j < n (associés aux vecteurs
singuliers a droite vg) par des fonctions différentiables v (y),

La fonction analytique ( résultant de ce processus constitue une approximation diffé-
rentiable parcimonieuse de I'ensemble de points initial (z;,y;, A;;). Cette derniere s’écrit
alors

C(r,y) = opug(@)ve(y). (3.22)

T
En d’autres termes, ((z;,y;) = Z orug(x;)vg(y;) approxime la valeur désirée
k=1

T
Az’j = E OkUikVjk-
k=1

[lustrons la méthodologie précédente avec le coefficient de trainée de I'orbiteur STS-1 en
configuration lisse, décrit dans la base aérodynamique [166] par une matrice Aq, de di-
mension 11 x 17, paramétrée en fonction de 'angle d’incidence «, variant dans I'intervalle
[0°,25°], et du nombre de Mach variant entre 0 et 3 (dans le cas des phases TAEM et
A&L). Ce coefficient est représenté sur la figure 3.6(a). En effectuant une décomposition
en valeurs singulieres de la matrice As,, on obtient les valeurs singulieres représentées
sous forme décroissante sur 'histogramme 3.6(b). Clairement, la premiere valeur singu-

4.5

25r-

valeurs des o,

—_—

L L L .
4 5. 6 7 8 9 10 11
incidence (deg) nombre de Mach indices des G

(a) Coeflicient de trainée tabulé en configuration (b) Valeurs singulieéres associées au coefficient de
lisse. trainée en configuration lisse.

liere d’amplitude 4.3 sur la figure 3.6(b) est au moins 13 fois plus grande que les valeurs
singulieres d’ordres plus élevés. Par conséquent, il est possible ici de tronquer la décom-
position SVD précédente a l'ordre 1, ¢’est a dire en que 'on pose r = 1 dans I'expression
(3.22). Dans ce cas, les vecteurs singuliers a gauche et a droite associés a la plus grande
valeur singuliere sont représentés sur la figure 3.6 en fonction des variables indépendantes
(angle d’incidence et nombre de Mach). Lorsque les vecteurs singuliers a gauche et a droite
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rentrée atmosphérique par platitude

uy(@
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reseau de neurones
vecteur singulier a droitg
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nombre de Mach
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3

(¢) Vecteur singulier a gauche. (d) Vecteur singulier & droite.

F1G. 3.6 — vecteurs singuliers a gauche et a droite associés a la plus grande valeur singuliere
de ACD .

sont suffisamment lisses, il est possible d’utiliser des techniques d’interpolation élémen-
taires. Par exemple, le vecteur singulier a gauche peut étre facilement approximé par un
polynome d’ordre 2 (voir figure 3.6(c)) en fonction de 1’angle d’incidence, tel que

—0.7.107%a* 4+ 0.15.10 % — 0.11. (3.23)

uy(a) =
En revanche, I'utilisation de méthodes plus complexes peut devenir nécessaire afin d’évi-
ter toute perte d’information. C’est notamment le cas du vecteur singulier a droite v,
représenté sur la figure 3.6(d).

I1 est alors possible d’utiliser des réseaux de neurones artificiels (ANN) statiques, tels
que les perceptrons multi-couches (MLP). Ces réseaux sont constitués d’un ensemble de
neurones distribués dans un certain nombre de couches, communément une couche d’en-
trée, une série de couches cachées, et une couche de sortie. De maniere générale, les réseaux
de neurones sont capables d’approximer des relations non linéaires tres complexes entre
des variables d’entrée et des variables de sortie. En outre, les réseaux de neurones non
bouclés a apprentissage supervisé sont bien connus pour étre des approximateurs univer-
sels parcimonieux [65, 66].

Dans le cadre de cette étude, nous considérons que les fonctions d’activation des neu-
rones du réseau MLP sont définies par une fonction de transfert de type log-sigmoide?,
et que les neurones de sortie sont activés par une fonction de transfert linéaire. le nombre
de neurones cachés est choisi de maniere heuristique afin de réaliser un compromis entre
la qualité de I'apprentissage réalisé et la capacité de généralisation du réseau, tout en
évitant d’obtenir des modeles sous-ajustés ou sur-ajustés.

1

5 _ '
l1+e*

Sune fonction de transfert de type log-sigmoide est de la forme f(x)
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Chapitre 3. Application a une mission de rentrée atmosphérique

Afin de construire la relation non linéaire entrées-sorties, le processus d’obtention du
réseau commence par une phase d’apprentissage, dont I'objectif est de déterminer l'en-
semble des parametres optimaux du réseau 6 (poids et biais) qui minimisent une fonction
de cotit prédéfinie Jy, (0, ZN), représentative des erreurs entre les sorties initiales mesu-
rées y(k) et les sorties y, prédites par le réseau. Par exemple, un critere classique aux
moindres carrés, défini par

N
1 . ~ ~
Ina(0,2%) = S (k) — 50 /0) u(k) — k/0)]
¢ k=1
peut étre utilisé, ou ZN = {[u(k),y(k)|jk=1,. n,} représente un ensemble de données

d’apprentissage, constitué de N, entrées u(k) et des sorties correspondantes y(k). Finale-
ment, en utilisant un algorithme itératif de descente de gradient (Levenberg-Marquardt
(175, 176], rétro-propagation, moindres carrés généralisés itératifs, etc.), les parametres
optimaux du réseau sont calculés sous la forme

f = argmin Jy, (6, Z)

Une fois la phase d’apprentissage du réseau terminée, une phase de validation (également
appelée phase de généralisation) est nécessaire afin de vérifier si, en fonction de la qualité
de l'apprentissage réalisé et de sa configuration actuelle (nombre de neurones, durée de
I'apprentissage), le réseau est capable de traiter des données inconnues. Ainsi, I'objectif
principal est de trouver le modele le plus parcimonieux [66] fournissant un compromis
entre les deux indicateurs de performance suivants :

(a) lerreur quadratique moyenne d’apprentissage (LMSE), définie par

LMSE = | — x Z 7(k/0)]2.

(b) T'erreur quadratique moyenne sur ’ensemble de test (TMSE), telle que

TMSE = , | — X Z 7(k/0)2.

ou N, et N, représentent respectivement le nombre de données d’apprentissage du réseau
et le nombre d’échantillons dédiés a I’étape de validation.

Reprenons maintenant I'exemple associé a 'approximation du coefficient de trainée Cp,.
Nous avons choisi d’utiliser un réseau de neurones MLP comprenant un neurone d’entrée,
une couche cachée comportant cing neurones, et un neurone de sortie. L’optimisation du
réseau se termine apres 165 époques, et les indicateurs LMSE et TMSE sont tous les deux
égaux a 6.87%, ce qui indique que le réseau possede une trés bonne capacité de généralisa-
tion. L’expression de 'approximation du vecteur propre a droite v; en fonction du nombre
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de Mach est alors donnée par

0.08 0.04 0.05
u(M) = 1+ exp22M+56 1 T expp6M=99 " 1 | expT-TMH103 (3.24)
0.097 0.05 _ 092

1+ eXp29.6M—27.9 1+ eXp—11.4M+6.5

La courbe correspondante est représentée sur la figure 3.6(d). Finalement, en notant que
la premiere valeur singuliere vaut o; = 4.26, 'expression analytique de Cp, est donnée
par

Cpo(a, M) = oyuy () vy (M), (3.25)

ot uy(«) et vy (M) sont définis par (3.23) et (3.24) respectivement.
Finalement, la figure 3.7 montre l'erreur d’approximation entre les données originales et
I’approximation du coefficient de trainée donnée par I'expression (3.25). La méthode pré-

incidence (deg)

nombre de Mach

F1G. 3.7 — erreur d’approximation du coefficient de trainée en configuration lisse.

cédente peut également étre utilisée pour approximer des données discretes de dimension
supérieure a 2, tout en préservant la propriété de découplage des variables indépendantes.
Dans, ce cas, il est nécessaire d’effectuer des décompositions en valeurs singulieres de ma-
niere itérative. Par exemple, supposons que nous cherchons a modéliser un ensemble de
valeurs discretes définies par (z;, y;, 25, Aiji), i =1,...,m,j=1,...,n,k=1,..., 0. Pour
chaque valeur de £ fixée, nous pouvons alors décomposer la matrice A;j; de dimension
m X n en valeurs singulieres sous la forme

«

iy 2n) = Y optip(i, 2)vp (Y, 2)- (3.26)

p=1

Ensuite, en renouvelant la méme opération pour les vecteurs propres a gauche et a droite,
on obtient

B
up(xi, 24) = > oun (2:)0h, (21) (3.27)
q=1
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et
yjuzk Z Opr pr (’Zk) (328>

En réinjectant les expressions (3.27) et (3.28) dans (3.26), il vient

a B v

g Liy Yjs Zk Z Z Z Upapqurupq ) pr(y]) (Zk) (Zk)

p=1 ¢q=1 r=1

Finalement, en approximant les données discretes w, (x;), ;) (y;), v, (21) et v, (z) par
des fonctions continues, on obtient une expression analytique différentiable, telle que

a p

ol
.T y7 Z apapqaprupq )ugr(y)vgr<z)vjlaq(z)'
p=1 ¢q=1 r=1

La démarche précédente se généralise facilement en dimension n.

Lorsque la propriété de séparation des variables n’est pas recherchée, il peut étre in-
téressant d’approximer certains coefficients aérodynamiques sous forme analytique diffé-
rentiable en utilisant uniquement des réseaux de neurones statiques. En effet, de part leur
propriété de parcimonie, les relations non linéaires obtenues comporteront alors un faible
nombre de termes. Par exemple, la figure 3.8 illustre I'approximation du coefficient de rou-
lis de I'orbiteur STS-1 du a la gouverne de direction, réalisée en utilisant un perceptron
multi-couches uniquement.

-
|
[

| — ]
|V
M =098
—/
 I—

| —
[
.
| |

M
M
M =1.20|
M
M

aerofrein (deg)

F1c. 3.8 — contribution de la gouverne de direction sur le coefficient de moment de lacet.

3.3.2 Planification de trajectoires TAEM par platitude

Dans cette section, nous allons utiliser la propriété de platitude du modele a trois
degrés de liberté du véhicule (3.3)-(3.8) afin de transcrire le probleme de commande opti-
male (3.15) associé a la phase TAEM dans I'espace des sorties plates. En ce qui concerne
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la planification de trajectoires TAEM, nous proposons deux formulations du probleme,
basées sur un changement de variable indépendante dans les équations (3.3)-(3.8). En
effet, le temps ne représente pas une variable pertinente pour le probleme de planification
de trajectoires de rentrée atmosphérique, car nous ne cherchons pas a atteindre le point
ALI en un temps prédéfini. La premiere formulation proposée utilise un facteur d’échelle
A qui va venir moduler la durée totale de la trajectoire TAEM. La seconde formulation,
plus classique dans le cadre des problemes de planification de trajectoires de rentrée atmo-
sphérique, utilise 1’énergie totale du véhicule comme variable indépendante du probleme.
En effet, ce choix semble étre le plus naturel car le but de la phase TAEM consiste a
dissiper un niveau d’énergie donné entre le point TEP et I'interface avec la phase A&L.

Premiere formulation : trajectoire TAEM de durée libre

Nous allons a présent utiliser la sortie plate, déterminée par calcul formel dans la
proposition 3.1, afin d’inverser le modele 3 ddl du véhicule de maniere analytique, et de
réécrire ’état et les commandes du systeme en fonction de cette sortie plate et de ses déri-
vées. Dans le cadre du guidage pour les véhicules de rentrée atmosphérique, I'inversion par
platitude du modele couplé ne nécessite pas de poser I’hypothese classique de découplage
du mode longitudinal et du mode latéral, comme cela est souvent fait en pratique dans
les stratégies de guidage linéaires. Cette propriété constitue ainsi un résultat important,
permettant de réduire un certain degré de conservatisme inhérent aux méthodes classiques.

En choisissant (z,y,h) comme sortie plate candidate (voir la proposition 3.1), 1'état
(x,y,h,V,7,x) et les commandes (a, 3, ) du modele (3.3)-(3.8) peuvent étre réécrits
exclusivement en fonction de cette sortie plate et d’'un nombre fini de ses dérivées. Cepen-
dant, il est important de pouvoir générer des trajectoires équilibrées afin que le degré de
liberté associé a l'angle de dérapage puisse étre utilisé par le régulateur de poursuite de
trajectoire, ainsi que par la loi de pilotage, afin de contrer certaines perturbations aérolo-
giques et certains défauts d’équilibrage du véhicule. Ainsi, nous supposons que ’angle de
dérapage (3 est nul, et que des conditions de vol symétrique existent. Par conséquent, la
force latérale Y est nulle. Finalement, nous remplagons la variable temporelle du modele
(3.3)-(3.8) par une durée normalisée, ajustée par un scalaire \.

t
X,avecOSTgl,

En introduisant la contrainte 3 = 0 et la durée normalisée 7 =

alors on peut écrire

, d() . d()
(')_E_)\E’
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et les équations du modele 3 ddl (3.3)-(3.8) deviennent

/

¥ = AV cosxcosy (3.29)
" = AVsinycosy (3.30)
h' = AVsiny (3.31)
D
V= A <—— — gsin fy) (3.32)
m
Lcosp g
/ — - =
vo= A < — 1 o8 7) (3.33)
Lsinp
= A———— 34
X mV cos~y (3:34)

Le nouveau modele (3.29)-(3.34) peut toujours s’écrire en fonction de la sortie plate z,
constituée des variables de position du centre de gravité du véhicule dans le repere piste
(Xrwys Yrwys Zrwy)s 1-€., la portée longitudinale x = 21, la portée latérale y = 2, et 'altitude
h = z3. Les nouvelles consignes de guidage sont alors 'angle de gite aérodynamique pu et
I’angle d’incidence a. En fait, I’ensemble de 1'état et des commandes du modele non
linéaire (3.29)-(3.34) peuvent se réécrire en fonction de z, de ses dérivées, ainsi que de
la durée totale de la trajectoire TAEM représentée par le scalaire . Les expressions des
états sont alors données par

v N (3.35)

—_ S ’

_ %
v = arctan (W) ; (3.36)
z/
X = arctan (—3) : (3.37)

21
La consigne de guidage p est ensuite calculée a partir des équations (3.33) et (3.34) telle
que

/
[ = arctan % , (3.38)
v+ v A
on 282 — 252
/
= (3.39)
1 2
et
;2 + 27) — 25(212) + 252)
= (3.40)

(27 + 28 + )Vt + 2
Afin d’inverser 'équation (3.34) pour obtenir I'expression analytique associée a l’angle
d’incidence «, nous commencons par modéliser le coefficient de portance en configuration

lisse C'p, (e, M) en utilisant 'approche par séparation de variables présentée dans la section
3.3.1, sous la forme oyu; (a)vi (M), telle que

Crola, M) = (ap + a10) fo, (M), (3.41)
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ou fc, (M) est un réseau de neurones statique semblable a (3.24).

Finalement, en réinjectant 'expression (3.41) dans I’équation (3.33), et en notant que
L =qSCp,(a, M), on obtient

o =

2m (fy’ gcos*y) ao

Y 3.42
a1 fo,, (M)pSV cos i a1’ (3.42)

A V

qui ne présente pas de singularité car —80° < p < 80° le long du segment de vol TAEM.

Remarque 3.11. L’expression (3.41) fait clairement apparaitre I’expression linéaire ag +
a1« typiquement utilisée pour définir le coefficient de portance en configuration lisse, ainsi
qu'un terme dépendant de M, obtenu grace a un réseau de neurones, qui va influencer
le profil du coefficient de portance principalement pour les nombre de Mach proches du
transsonique (voir figure 3.9).

S S——
A=
SO

-02,l

incidence (deg)

nombre de Mach

F1G. 3.9 — coefficient de portance tabulé en configuration lisse.

Cependant, le modele (3.29)-(3.34) n’est plus plat pour § = 0, et présente un obser-
vable autonome. Ainsi, il est nécessaire que 'équation (3.32) soit strictement vérifiée, c’est
a dire :

V! 1 pSV2Cp,(a, M)

A (z,u) = ~t gsiny + 3 - =0, (3.43)

ou chacune des variables (V,V’,7,V,...) intervenant dans la contrainte égalitaire (3.43)
peuvent s’écrire exclusivement en fonction de la sortie plate, de ses dérivées, ainsi que de
la durée totale de la trajectoire A\. En particulier, V' s’écrit dans I'espace des sorties plates
et de leurs dérivées sous la forme

! ! !
212 + 292y + 2323

M/ 22+ 28 + 28
Remarque 3.12. Le principe de séparation des variables n’étant pas nécessaire pour

écrire I’équation (3.43), le coefficient de trainée en configuration lisse C'p, est modélisé en
utilisant uniquement un réseau de neurones statique.

=
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Remarque 3.13. Dans les équations (3.42) et (3.43), la densité atmosphérique s’écrit
simplement en fonction de z3 sous la forme

p = poexp (—z3/Ho) .

Finalement, les contraintes mécaniques de trajectoires, c’est-a-dire la pression dyna-
mique g définie par (3.12) et la contrainte de facteur de charge (3.14) peuvent également
s’écrire en fonction des sorties plates, de leurs dérivées, ainsi que de la durée totale de la
trajectoire définie par le scalaire .

En utilisant les relations d’équivalence (2.5), c’est-a-~dire les expressions des états et des
commandes définies respectivement par (3.35)-(3.37) et (3.38)-(3.42), nous sommes main-
tenant en mesure de réécrire le probleme de commande optimale (3.15), associé a la
planification de trajectoires TAEM, dans 'espace des sorties plates. On obtient alors le
probleme de faisabilité

trouver (Z(t), \) (3.44)
t.q.
V:(2(10), A) = o,
Yu(Z(70), A) = o,
A7<wm(z<7—)7 %(5(7)7 )‘) = 07 TC [7-07 Tf]a
0 < TW,Z(1),AN),¥u(Z(7),A) < Thax, T E [70,7¢],
0 < a(¢$(§(7)7 )‘) < Gmax> T € [7—07 Tf]a
Upin < Vu(Z(7),N) < Umax, T € [T0, 7Ty,
Vo (Z(74), A) = g,
Uu(Z(74), A) = uy,

ou le vecteur Z est défini par Z = (21, 29, 23, 21, 22, 23, 21, 29, 23) dans l'espace des jets d’ordre
infini, et ou le temps normalisé 7 vérifie 1) = 0 et 74 = 1. De plus, la contrainte égalitaire
de trajectoire A, est définie par I’équation autonome (3.43).

Afin de résoudre le probleme de commande optimale (3.44), il est nécessaire de le trans-
former en un probleme de programmation non linéaire. Comme indiqué dans la section
2.6, nous paramétrons alors les sorties plates 21 (t), z2(t) et z3(t) par des courbes B-splines,
puis nous discrétisons le probleme afin de faire apparaitre les parametres de controle des
B-splines qui deviennent alors les variables de décision du probleme NLP.

Nous avons paramétré les sorties plates z1(t), z2(t) et z3(t) par des B-splines d’ordre
6, de multiplicité 4 et comportant 6 intervalles, afin d’obtenir des dérivées temporelles
d’ordre 1 et d’ordre 2 continues. Le scalaire A associé a la durée totale de la trajectoire
est paramétré par une B-spline d’ordre 1, de multiplicité 0 et comportant 1 intervalle. De
plus, A est autorisé a varier entre 50 et 500 s, ce qui est largement suffisant pour pouvoir
décrire I'ensemble des trajectoires TAEM potentielles solutions du probleme (3.44). Les
contraintes de trajectoire sont vérifiées en 24 points de collocation, uniformément répartis
entre 7y et 7y.
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Remarque 3.14. Comme nous nous sommes focalisés ici sur la détermination de tra-
jectoires TAEM admissibles en fonction d’un certain nombre d’incertitudes cinématiques
initiales, nous n’avons pas considéré de fonctionnelle de cott particuliere dans le probléeme
de commande optimale (3.44). Bien str, nous aurions pu chercher & planifier des trajec-
toires de rentrée a consommation de gite minimale, ou encore réduisant au maximum le
déport latéral du véhicule le long de la trajectoire.

Nous avons effectué une campagne de simulations Monte Carlo en considérant un
ensemble de dispersions initiales au point d’entrée TEP (portée longitudinale, portée la-
térale, altitude, pente et cap) dues aux incertitudes et imperfections associées a la loi de
guidage hypersonique. Seule la vitesse relative du véhicule n’est pas dispersée, la transi-
tion entre la phase hypersonique et la phase TAEM, et donc le “basculement” de la loi de
guidage dans le calculateur de vol, étant typiquement effectuée sur un critere de nombre
de Mach. Les conditions cinématiques nominales, ainsi que les dispersions considérées,
sont reportées dans le tableau 3.6. En outre, les conditions finales considérées au point
ALI sont indiquées dans le tableau 3.3. De plus, la figure 3.10 illustre le plan d’expérience

parametre symbole valeur nominale o
Position

portée longitudinale initiale [km)] xo -20 +7
portée latérale initiale [km] Yo -30 +7
altitude initiale [km] ho 25 +3
Vitesse

nombre de Mach initial®” M, 2 N.A.
pente initiale [deg] Yo -5 +2
cap initial [deg] X0 -30 +10

TAB. 3.6 — conditions initiales considérées pour I'optimisation de trajectoires TAEM.

utilisé pour partitionner le domaine de positions initiales du centre de gravité du véhicule
au point TEP. Une démarche similaire est utilisée pour quadriller tout 1’espace de dimen-
sion 5 défini par les parametres (o, Yo, ho, 0, Xo). En choisissant huit valeurs discretes de
positions initiales du centre de masse du véhicule sur chaque axe, ainsi que trois valeurs
discretes de pentes et de caps initiaux, on obtient alors un total de 523 cas de simulations
Monte Carlo. Finalement, les parametres du modele exponentiel de densité atmosphérique
p = poexp (—h/Hy) sont choisis tels que py = 1.293 kg/m? et Hy = 7100 m. L’ensemble
des optimisations de trajectoires a été réalisé sous I'environnement Matlab a I’aide d'un
ordinateur personnel équipé d’un processeur Intel Core 2 Duo cadencé a 2 GHz. Le solveur
de problemes de programmation non linéaire qui a été utilisé pour cette étude est NPSOL
[44].

La figure 3.11 illustre les trajectoires TAEM obtenues dans un repere cartésien local

°Tle nombre de Mach étant simplement 1ié & la vitesse relative du véhicule par la relation M = V/Vj, ot
la vitesse moyenne du son V; aux altitudes considérées est choisie telle que Vi = 305.8 m/s, la condition
initiale My est donc équivalente la définition d’une vitesse relative initiale Vj.
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a0
Yo (km) 80 %, (km)

Fia. 3.10 — discrétisation des conditions cinématiques initiales de position.

attaché au centre de la piste. Toutes les optimisations effectuées lors de cette simulation
Monte Carlo ont convergé vers une solution optimale. Un estimé initial de la trajectoire
TAEM, correspondant au cas nominal, a été utilisée afin d’initialiser le solveur NPSOL.
Bien siir, les solveurs de type NLP étant relativement sensibles au choix de ’estimé ini-
tial, une augmentation trop importante du domaine de dispersions cinématiques initiales
résulterait en une diminution de la robustesse du solveur, c’est a dire en une perte po-
tentielle de convergence du probleme d’optimisation pour des conditions cinématiques
initiales trop éloignées de I'estimation initiale.

altitude (km)
@

portee longitudinale (km)

10 o -10 -20 -30 -40 -50

10 - P
portee laterale (km) 30 portee longitudinale (km) portee laterale (km)

F1G. 3.11 — trajectoires TAEM en présence de dispersions cinématiques initiales.

Remarque 3.15. Les cylindres d’alignement HAC sont représentés uniquement a titre
indicatif sur la figure 3.11. IIs n’interviennent absolument pas dans le probleme de com-
mande optimale (3.44). Contrairement aux techniques d’optimisation basées sur un par-
titionnement de la trajectoire TAEM en un petit nombre de segments géométriques, la

240



3.3. Planification de trajectoires de rentrée atmosphérique par platitude

méthode proposée a 'avantage de ne pas nécessiter 'utilisation de parametres de réglage
exogenes. Par exemple, pour un segment de trajectoire circulaire traduisant I’enroulement
du véhicule de rentrée autour du cylindre d’alignement de cap, il serait alors également
nécessaire d’optimiser les parametres de dimensionnement de ce cylindre, c’est a dire sa
position et son rayon.

De plus la fonction de densité de probabilité associée a la durée totale de trajectoire
(parametre \) est représentée sur la figure 3.12. Clairement, les bornes 50 s < A < 500 s
introduites dans le probleme de commande optimale ne sont jamais dépassées.

45

40

35

N @
& S
T

N
3
T

frequence relative

151

0
200 250 300 350
duree totale de trajectoire (s)

F1G. 3.12 — densité de probabilité associée a la durée des trajectoires TAEM obtenues.

En utilisant la propriété de platitude du modele, on obtient ainsi des trajectoires TAEM
sur lesquelles la dynamique du modele 3 dll du véhicule est vérifiée de maniere exacte. Une
fois que les trajectoires optimales des sorties plates sont obtenues, les courbes B-splines
sont dérivées de maniere analytique, puis les relations d’équivalence (2.5) sont alors utili-
sées pour déterminer formellement les profils des consignes de guidage. Dans notre cas, les
trajectoires de 1'état du systéme peuvent étre calculées grace aux relations (3.35), (3.36)
et (3.37), les profils de portée longitudinale, de portée latérale et d’altitude étant triviale-
ment obtenus via les sorties plates. Ces derniers sont représentés sur la figure 3.13. Dans
chaque cas, les profils nominaux associés a la trajectoire non dispersée®®, sont représentés
en rouge sur les figures suivantes.

Remarque 3.16. Nous avons ajouté une contrainte supplémentaire de pente négative
dans le probleme de commande optimale. Cette contrainte est assez bien vérifiée (voir
figure 3.13(e)), excepté quelques dépassements mineurs entre certains points de collocation
liés a la méthode de transcription directe de I’OCP.

Ensuite, les consignes de guidage « et u associées a ces différentes trajectoires TAEM
peuvent étre calculées grace aux relations (3.38) et (3.38). nous obtenons alors les pro-
fils d’incidence et de gite représentés sur les figures (3.14(a)) et (3.14(b)). En dehors de

58qui joue également le role d’estimé initial pour le probleme NLP
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portee laterale (km)

portee longitudinale (km)

I 1
0 50 100 150 200 250 300 350 0 50 100 150 200 250 300 350
temps (s) termnps (s)

(a) Profils de portées longitudinales. (b) Profils de portées latérales.

altitude (km)
vitesse relative (m/s)

| | | . .
) 50 100 150 200 250 300 350 0 50 100 150 200 250 300 350
temps (s) temps (s)

(c) Profils d’altitudes. (d) Profils de vitesses relatives.

pente (deg)

\ I . . I
50 100 150 200 250 300 350
temps (s)

(e) Profils de pentes.
F1G. 3.13 — profils des états de référence.

quelques dépassements de faible amplitude en dehors des points de collocation (ou les
contraintes sont vérifiées), les bornes sur les ordres de guidage définies dans le tableau 3.4
sont globalement bien respectées.

En outre, les contraintes mécaniques de trajectoire (pression dynamique et facteur de
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incidence (deg)
angle de gite (deg)

L . 1 . I I
150 200 250 300 350 0 50 100 150 200 250 300 350
temps (s) temps (s)

(a) profils d’incidences. (b) profils de gites.

F1G. 3.14 — profils des consignes de guidage de référence.

charge), calculées en fonction des sorties plates grace aux expressions (3.12) et (3.14),
sont représentées sur les figures 3.15(a) et 3.15(b).

pression dynamique (kPa)
tacteur de charge (g)

. I I \ . h .
200 250 300 350 0 50 100 150 200 250 300 350
temps (s) temps (s)

L L
0 50 100 150

(a) profils de pressions dynamiques. (b) profils de facteurs de charge.

Fia. 3.15 — profils des contraintes mécaniques le long de la trajectoire de référence.

Le systeme (3.29)-(3.34) n’étant pas plat lorsque 3 = 0, I'’équation égalitaire (3.43) doit
étre vérifiée le long de chaque trajectoire TAEM calculée. La figure 3.16(a) illustre la
satisfaction de cette contrainte pour I’ensemble des trajectoires générées.

Remarque 3.17. L’espacement et le nombre de points de collocation doivent étre choi-
sis afin de minimiser les dépassements de la contrainte égalitaire (voir figure 3.16(a)). La
satisfaction de la contrainte de dérapage nul peut ensuite étre vérifiée a posteriori en réin-
tégrant la dynamique non linéaire du véhicule a partir des profils optimaux des consignes
de guidage.

Finalement, la figure 3.16(b) illustre le temps CPU nécessaire pour résoudre le pro-
bleme de planification de trajectoires TAEM, qui est inférieur a la seconde dans tous les
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cas, et inférieur ou égal a 50 ms pour 298 d’entre eux. Cependant, un certain nombre de

contrainte NL

0.25 03 0.35 04

02
temps CPU (s)

(b)

F1G. 3.16 — (a) contrainte liée & 'équation autonome du systeme (m/s*) (b) temps CPU
nécessaire pour effectuer les différentes optimisations.

difficultés sont liées a la méthode de transcription directe utilisée pour résoudre le pro-
bleme de commande optimale. par exemple, 1'utilisation d’un ensemble de points discrets
ou sont vérifiées les contraintes de trajectoire du probléeme peut entrainer dans certains
cas des violations de contraintes entre les points de collocation. C’est notamment le cas
des petits dépassements observés sur plusieurs des figures précédentes (par exemple sur
les figures 3.14(a), 3.14(b) ou 3.12). On pourrait alors quantifier le phénomene et décider
d’une marge supplémentaire a appliquer sur les bornes des contraintes.

De plus, comme nous 'avons indiqué précédemment, les solveurs NLP sont relativement
sensibles aux variations des conditions initiales. Aussi, de maniere a agrandir le domaine
de conditions cinématiques initiales couvert par l'algorithme de planification, une banque
de trajectoires pourrait étre générée afin de jouer le role d’estimé initial pour le solveur
NLP. par exemple, un réseau de neurones statique pourrait apprendre les parametres de
controle des splines définissant cet ensemble discret de trajectoires. Le réseau serait en-
suite interrogé a bord du véhicule et, en fonction des conditions initiales mesurées par le
module de navigation, il pourrait alors fournir au solveur NLP la trajectoire connue la
plus proche afin d’initialiser un processus d’optimisation local.

Pour conclure cette section, nous avons comparé les performances en temps de calcul
CPU entre I'approche proposée et un certain nombre de méthodes de planification de
trajectoires classiques implémentées dans l'outil logiciel ASTOS (AeroSpace Trajectory
Optimization Software). Cet outil, utilisé & maintes reprises par I’Agence Spatiale Euro-
péenne (ESA/ESTEC) dans le cadre des programmes X-38 [177], Ariane [178], ATV [179]
et, plus récemment, pour le lanceur Vega [180], est réputé pour la qualité des algorithmes
d’optimisation implémentés. ASTOS utilise une méthode de collocation ou de tirs directs
multiples pour résoudre les problemes de planification de trajectoires. Nous avons alors
cherché a résoudre le probleme d’optimisation de trajectoires TAEM défini par (3.15),
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pour des conditions initiales non dispersées, en utilisant une technique de collocation ba-
sée sur des polynomes de Hermite. Le probleme est ensuite résolu par le solveur SNOPT
[43]. Le modele aérodynamique du véhicule (orbiteur STS-1), les modeles atmosphériques
(densité atmosphérique de type exponentielle et champ de gravitation constant), le modele
terrestre (Terre sphérique non tournante), les conditions initiales et finales de trajectoire,
ainsi que le nombre de contraintes de trajectoire utilisées sont rigoureusement les mémes
que précédemment. Comme précédemment, nous n’avons pas imposé d’indice de perfor-
mance a minimiser le long de la trajectoire. La trajectoire TAEM optimale obtenue est
représentée sur la figure 3.17, ou le bandeau de couleur sur la partie droite représente le
facteur de charge total le long de la trajectoire. Les profils des angles d’incidence et de

Total Load Factor [107 -]

Altitude [km]

Fic. 3.17 — trajectoire TAEM obtenue sous ’environnement ASTOS.

gite correspondant sont représentés sur les figures 3.18(a) et 3.18(b). De plus, les figures

J
A /
AR =i

2000 3000 00 1000 2000 3000
Fhight Time [s] Flight Time [s]

of Attack [*]

Airpath Bark: Angle [*]

Angle

(a) profil d’incidence. (b) profil de gite.

F1c. 3.18 — profils des commandes de référence obtenus sous I'environnement ASTOS.

3.19(a) et 3.19(b) illustrent les profils de pression dynamique et de facteur de charge obte-
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nus le long de la trajectoire, associés aux contraintes mécaniques agissant sur le véhicule.
L’optimisation de cette trajectoire TAEM en utilisant 'outil ASTOS a été effectuée en

120000 T /\

1
110000 ! 1 / \
12

FA

Rero. load factor [-]

Dynamic pressure [Pa)

)
80000 + + /
09

2000
Flight Time [s] Flght Time [s]

(a) profil de pression dynamique. (b) profil de facteur de charge.

FiG. 3.19 — contraintes mécaniques obtenues sous I’environnement ASTOS.

36.3 s (temps CPU & comparer aux 0.37 s dans le pire cas pour la méthode proposée).
La solution optimale est obtenue apres 25 itérations du solveur SNOPT, en utilisant le
méme ordinateur personnel que précédemment. Comparé au temps CPU indiqués sur la
figure 3.16(b), cela montre clairement que l'utilisation de la platitude pour résoudre ce
type de probleme peut apporter un gain de performances non négligeable, qui peut alors
étre mis a profit pour optimiser des trajectoires a bord. Cela présentera un intérét évident
lorsque nous traiterons de la replanification de trajectoires a bord en présence de défauts
actionneurs dans la section 3.6.

Seconde formulation : paramétrisation en fonction de I’énergie totale

La seconde formulation que nous avons retenu dans le cadre de cette étude est peut
étre plus en adéquation avec la problématique de planification de trajectoires TAEM. En
effet, comme nous cherchons a dissiper 1’énergie du véhicule de maniere continue le long de
la trajectoire, la paramétrisation directe du probleme de commande optimale en fonction
de I'énergie totale semble étre une démarche plus naturelle, et peut étre mieux adaptée.
Nous allons alors montrer qu’il est possible, moyennant, comme dans la section précé-
dente, la satisfaction d’une contrainte égalitaire de trajectoire additionnelle, de transcrire
le probleme de commande optimale (3.15) dans I’espace des sorties plates.

Nous allons commencer par réécrire les équations dynamiques (3.3)-(3.8) régissant le mou-
vement du centre de gravité du véhicule en fonction de I’énergie totale, en considérant que
cing des variables d’état peuvent s’exprimer comme des fonctions d’une sixieme variable
étant strictement monotone le long de la trajectoire considérée. Un choix naturel consiste
alors a retenir I'énergie totale F, strictement décroissante, comme variable indépendante.
Cette derniere est définie par I’équation classique

1
E = am\/2 + mgh. (3.45)
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Maintenant, en associant a ’énergie totale la variable®® normalisée croissante F,, telle que

E=FEy+ (Ef — Ey) E,, 0<FE, <1, (3.46)
il vient
d(.) _ Ey—FEod(.)
/!
ot la dérivée de I’énergie est donnée par £ = —DV.

Maintenant, en utilisant le changement de variables (3.47), et en introduisant la contrainte
de vol symétrique = 0 dans les équations (3.3)-(3.8), ces dernieres se réécrivent

! EO_Ef

¥’ = ——cosxcosy, (3.48)
Ey—F

y = OTf sin y cos 7y, (3.49)
Ey—F

n = OTf sin 7, (3.50)
Ey—FEf (Lcosp g

N = ODV ! < v Vcosy) ) (3.51)
Ey— Ey Lsinp

i .52
X DV mV cosvy’ (3:52)

ot les bornes Ey = §mVy +mghg et Ef = 3mV7 4+mghy sont déterminées en fonction des
conditions initiales et finales de trajectoire considérées. De plus, comme la vitesse relative
V' peut étre déterminée a partir de h et de F, seulement cinq équations sont nécessaires.

En choisissant a nouveau le triplet (x,y,h) comme sortie plate du modele (3.48)-(3.52)
(cf proposition 3.1), on peut alors réécrire I'état (z,y, h, 7, x) et les commandes (a, ) du
systeme (3.48)-(3.52), ainsi que la vitesse relative V| en fonction de ’énergie totale nor-
malisée F,,, de la portée longitudinale x = 2, de la portée latérale y = 25 et de 'altitude
h = z3, et de leurs dérivées. Les états du modele se réécrivent alors sous la forme

Vo= /2 <§ - 923), (3.53)

- I
v = arctan ( 7 252> ) (3.54)
z/
X = arctan (—2) : (3.55)

%

ou E est définie par 'expression (3.46), qui dépend bien de I’énergie totale normalisée F,,.

%on appellera dans la suite cette grandeur énergie totale normalisée par abus de langage.
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Maintenant, en utilisant les équations (3.48), (3.49) et (3.50), la force de trainée D peut
s’écrire

Ey — E;

2 2 2’
V2Tt 2y + 23

L’expression de ’angle de gite aérodynamique est alors déterminée a partir des expressions
(3.51), (3.52), et en utilisant (3.56), telle que

V2 !
[ = arctan my X COSIZ — | , (3.57)
mV?2y 4+ mg cosy\/ 27 + 25 + 2

D= (3.56)

ou X' et 7 sont respectivement définis par (3.39) et (3.40), sauf que l'opération de dé-
rivation (.) est effectuée par rapport a I’énergie totale normalisée F, au lieu du temps
normalisé 7.

En remarquant que le nombre de Mach M est lié a la vitesse relative par la relation
simple M = v en supposant que V est une vitesse du son moyenne constante aux alti-

tudes de vol Co%sidérées, le coefficient de portance en configuration lisse C7,, est approximé
en séparant les variables a et M, puis en substituant dans I’expression de M la vitesse V'
définie par (3.53). On obtient donc C7, sous la forme

Cro(a, E, 23) = (a0 + ma) fe, (E, 23). (3.58)

Maintenant, en élevant au carré les équations (3.51) et (3.52) pour faire apparaitre res-
pectivement les termes L? cos? i et L?sin? y1, la force de portance peut s’écrire

2 2
V2+/ V 2~/
L= < Y X CosT ) + < my +mgcosv> : (3.59)

2 2 2 2 2 12
V2Tt zs + 23 V2Tt zs + 23

Finalement, en remplagant Cp,(«, E, z3) par 'expression (3.58) dans I’équation (3.59), ou
L =4qSCp,(a, E, z3), 'expression de I'angle d’incidence est donnée par

L Qo

E oy
alchO (E, Zg)pS (a — gz3) 1

(3.60)

o =

Cependant, le systeme (3.48)-(3.52) n’étant pas plat, il existe & nouveau une équation
autonome. En effet, la force de trainée D peut étre calculée soit a partir de I'équation
(3.56), soit en utilisant I'expression D = pSV2Cp,(a, M). Ainsi, la contrainte égalitaire
de trajectoire additionnelle, définie par

E
Ag, (x,u) =D — pS <— - gz;»,) Cp, (a, FE, z3) =0, (3.61)

m

doit étre satisfaite le long de la trajectoire TAEM, ou la force de trainée D est définie par
(3.56). De plus, le coefficient de trainée en configuration lisse Cp, (o, M') est approximé
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par un réseau de neurones statique, puis 'expression (3.53) est substituée dans M = V/V;
pour obtenir une expression du type Cp, (o, E, z3). Notons enfin que la contrainte (3.61)
peut s’exprimer en fonction des sorties plates zq, zo, z3 et de leurs dérivées, ainsi qu’en
fonction de I’énergie totale normalisée F,,.

Finalement, les contraintes mécaniques de trajectoires, c’est-a-dire la pression dynamique
q définie par (3.12) et la contrainte de facteur de charge (3.14) peuvent également s’écrire
en fonction des sorties plates, de leurs dérivées, ainsi que de I’énergie totale normalisée FE,,.

Grace aux relations d’équivalence (2.5), fournissant les expressions des états et des com-
mandes en fonction des sorties plates, c’est a dire les équations (3.53)-(3.55) et (3.57)-
(3.60), nous pouvons a présent transcrire le probleme de commande optimale (3.15) dans
I’espace des sorties plates. Ce dernier est alors défini par le probleme de faisabilité

trouver  Z(t) (3.62)
t.q.

0 < T (W(Z(E), Bn), vu(Z(En), En)) < Twax, En € [Eng, Byl
0 S q<wI<E<En)7 En) S qmax? En S [Enm Enf]’
Umin S wu(g(En)a En) S Umax En S [EnmEnf]a
wr<§(Enf)7 En) =Ty,
T/JU(Z(Enf), En) = ur,
ou le vecteur z est défini par z = (21, 29, 23, 21, 22, 23, 21, 22, Z3) dans l'espace des jets

d’ordre infini, et ou ’énergie totale normalisée E, vérifie F,,, = 0 et E), ; = 1. En outre,
la contrainte de trajectoire Ag, est définie par I’équation autonome (3.61).

Afin d’illustrer la démarche de planification de trajectoires proposée, nous reprenons
I’exemple illustratif décrit dans la section précédente. Nous supposons que nous sommes
en présence de conditions initiales non dispersées, définies dans la troisieme colonne du
tableau 3.3. De plus, les conditions finales de trajectoire au point ALI correspondent a
nouveau a celles indiquées dans le tableau 3.3, ainsi que les bornes sur les consignes de
guidage apparaissant dans le tableau 3.4.

Afin de résoudre le probleme de commande optimale (3.62), il est nécessaire de le trans-
former en un probleme de programmation non linéaire. Nous avons alors paramétré les
sorties plates z1(t), 2z2(t) et z3(t) par des B-splines d’ordre 6, de multiplicité 4 et com-
portant 6 intervalles. La variable monotonement croissante FE, associée a 1’énergie totale
normalisée est paramétrée par une B-spline d’ordre 2, de multiplicité 1 et comportant 1
intervalle. En outre, 'OCP (3.62) est discrétisé en 24 points de collocation, uniformément
répartis entre E,, et E, , ou les contraintes de trajectoires sont satisfaites. Nous avons
également utilisé de nouveau le solveur NPSOL [44].

Remarque 3.18. Comme ce fut le cas pour la variable temporelle dans la section pré-
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cédente, les sorties plates fonction de l'énergie totale sont normalisées sous la forme
2 = Zig + (21, — 2iy) 21, avec 0 < 25, <1 pouri=1,...,3, afin d’améliorer le conditionne-
ment numérique du probleme, en particulier le conditionnement des matrices jacobiennes
et hessiennes calculées par le solveur NLP.

La figure 3.20 illustre la trajectoire TAEM obtenue en 0.19 s sous I'environnement
Matlab. Le bandeau de couleurs sur la partie droite représente le niveau du facteur de
charge le long de la trajectoire TAEM.

Remarque 3.19. A la vue de la figure 3.20, le véhicule semble s’enrouler autour du HAC,
bien qu’il ne soit pas pris en compte dans notre approche. Aussi, comparé a d’autres
techniques [93], la méthode proposée ne requiert pas de stratégie de dimensionnement du
HAC, ce dernier étant représenté sur la figure 3.20 (ainsi que dans la suite du manuscrit)
uniquement a titre illustratif.

altitude (km)
portes laterale (km)

30

L]
portee longitudinale (km)

F1a. 3.20 — trajectoire TAEM nominale.

Les consignes de guidage « et p associées sont représentées sur les figures 3.21(a) et
3.21(b) en fonction de I’énergie totale.

De plus, la contrainte non linéaire de trajectoire (3.61) est bien vérifiée pour 'ensemble
des points de collocation, comme indiqué sur la figure 3.22.

Finalement, les contraintes de pression dynamique et de facteur de charge le long de
la trajectoire TAEM sont représentées sur les figures 3.23(a) et 3.23(b) respectivement.

3.3.3 Planification de trajectoires A&L par platitude

Dans cette section, nous allons utiliser la propriété de platitude du modele longitudi-
nal du véhicule (3.16)-(3.19) afin de transcrire le probleme de commande optimale (3.20)
associé a la phase A&L dans 'espace des sorties plates.
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25 T T o T ™ . 80
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4ot
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o
T

angle de gite (deg)
o

angle d'incidence (deg)
=
T

I I I I L L I L L L L
4 35 3 25 2 1.5 1 0.5 4 35 3 25 2 15 1 05
energie totale (MJ) x 10" energie totale (MJ) x10*

(a) profil d’incidence nominal. (b) profil de gite nominal.

Fia. 3.21 — profils des consignes de guidage de référence.

x10”

contrainte NL
n

I L L
4 35 3 25 2 15 1 05
energie totale (MJ) x10*

F1a. 3.22 — contrainte égalitaire de trajectoire (V).

En ce qui concerne la phase d’atterrissage automatique qui, rappelons-le, considere uni-
quement le mouvement longitudinal du véhicule, nous allons commencer par paramétrer
les équations (3.16)-(3.19) en fonction de la portée longitudinale restante par rapport au
point de toucher des roues sur la piste. En posant x = x¢ + (zy — z9)x,, ol x,, désigne la
portée longitudinale normalisée, on peut alors définir le changement de variable suivant :

, d(.)  xp—wed()
() =5 = T (3.63)

ou & est définie par I’équation (3.16).

Les équations longitudinales (3.16)-(3.19), régissant la dynamique du véhicule lors de
la phase A&L, peuvent alors se réécrire sous la forme d’un systéeme de trois équations
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241

221

pression dynamique (kPa)
facteur de charge (g)

L I I I L I L L I I L L
4 3.5 3 25 2 15 1 0.5 4 35 3 25 2 15 1 0.5
energie totale (MJ) x10* energie totale (MJ) x10*

(a) contrainte de pression dynamique. (b) contrainte de facteur de charge

F1G. 3.23 — contraintes mécaniques le long de la trajectoire TAEM de référence.

différentielles, tel que

' = (xy— o) tan~, (3.64)

Tp—T D
Vo= L2 (2 g 3.65
VCOSV( - gsmv), (3.65)

/ Ty — To L g

B 9 66
v V cos~y (mV VCOS/Y)’ (3.66)
(3.67)

ou les valeurs de z et de zy sont déterminées en fonction des conditions initiales et finales
de trajectoire considérées.

Le modele (3.64)-(3.66) comporte trois états et une seule commande, 'angle d’incidence
a. Il n’est donc pas plat. Cependant, 1’état et la consigne d’incidence peuvent se réécrire
en fonction de 'altitude h et de la vitesse relative V', ainsi que de leurs dérivées, moyen-
nant la satisfaction d’une équation autonome le long de la trajectoire A&L. En posant
z1 = h et zo =V, la pente de trajectoire v peut alors s’écrire sous la forme

Z/
v = arctan (73) . (3.68)

Ty — To

Maintenant, la consigne d’incidence peut étre déterminée a partir de I’équation (3.66),

telle que
1.2
2m cosy <& + g)
Ty — Xo Qo
o= - —, 3.69
ap chO (22)pSz3 ay ( )
ol

p = poexp (—z1/Hp), (3.70)
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et
/ (xf — LL’O)ZY
= . 3.71
[ ETEr A &7
De plus, en notant que zo = MV, nous avons modélisé le coefficient de portance en
configuration lisse Cr,(a, M) sous la forme oyu;(a)vy (M), tel que
CYLO (Oé, 22) = (a’O + ala)fCLO (Z2)7 (372>

en utilisant ’approche par séparation de variables et réseaux de neurones décrite dans la
section 3.3.1.

Remarque 3.20. Pour les nombres de Mach considérés (inférieurs a 0.5), on peut fa-
cilement vérifier que l'effet du nombre de Mach sur le coefficient de portance C, est
négligeable. Ainsi, en fixant une valeur de M moyenne, il est possible d’approximer Cfp,
en fonction de I'incidence uniquement, et ainsi de poser fo, (22) = 1 dans I'expression
(3.72). C’est précisément ce que nous avons choisi de faire dans la suite.

Comme le systeme (3.64)-(3.66) est sous-actionné, et donc non plat, il est alors néces-
saire de satisfaire une contrainte égalitaire de trajectoire supplémentaire, associée a 1’ob-
servable autonome du systeme. Ainsi, I’équation autonome est définie par (3.65), qu’on
peut alors réécrire sous la forme

o Ty X _pSVQCDO(a,M)_ ,
Ap, (z,u) =V Vcosy< S gsiny |, (3.73)

ou le coefficient de trainée en configuration lisse Cp, (v, M) est approximé par une fonc-
tion analytique dépendant uniquement de ’angle d’incidence pour un nombre de Mach
moyen prédéfini. Notons que A,, peut s’exprimer exclusivement en fonction de 2y, 29, et
de leurs dérivées successives.

Finalement, la contrainte de pression dynamique g définie par (3.12) et la contrainte
de facteur de charge donnée par (3.14) peuvent également s’écrire en fonction de z; et 2y,
de leurs dérivées, ainsi que de la portée longitudinale normalisée z,,.

Nous sommes maintenant en mesure de rééerire le probleme de commande optimale (3.20)
dans l'espace des sorties plates, en utilisant les relations d’équivalence (2.5), fournissant
les expressions des états et des commandes en fonction des sorties plates. Ainsi, en uti-
lisant les expressions (3.68) et (3.69), le probleme de commande optimale (3.20) peut se
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réécrire sous la forme

trouver  Z(¢) (3.74)
t.q.
Ve (Z(2ny ), Tn) = o,
Va(Z(Tn, ), Tn) = o,
Aﬂﬁn(wﬂc(g xn)7wu(§(:pn)7$n) - 07 T, € [$n0,$’nf],
0 < T(WeZ(@n), 20), Yu(Z(n), 7n)) < Thax, T € [Tings Tnyl,
0 < (Ve (Z(20), 20) S Tmaxv Tn € [l‘n()’xnf:l?
Omin S wa(z(l‘n ,ZL‘n) S Omax, Ty € [$n0,$’nf],

ou le vecteur Z est défini par Z = (21, 21, 21, 22, 22) dans l'espace des jets d’ordre infini. De
plus, par définition, la portée longitudinale normalisée ,, vérifie z,,, = 0 et par z,, = 1.

Remarque 3.21. Nous n’avons pas pris en compte une fonctionnelle de cott particuliere
dans le probleme de planification de trajectoires A&L défini par (3.74). De ce fait, nous
nous limitons a un probleme de faisabilité dans le cadre de cette étude.

Afin d’illustrer la démarche de planification de trajectoires A&L, nous avons considéré
que les conditions initiales au point ALI correspondent aux conditions finales de la trajec-
toire TAEM, définies dans le tableau 3.3. Les conditions cinématiques au point de toucher
des roues sur la piste sont données dans le tableau 3.5. De plus, les contraintes associées
a I'angle d’incidence sont définies dans le tableau 3.4. Finalement, les valeurs maximales
des contraintes de facteur de charge et de pression dynamique sont fixées respectivement
a 2.5 g et 16 kPa, comme pour la phase TAEM.

Le probleme de commande optimale (3.74) est ensuite transformé en un probleme NLP, en
paramétrant les variables d’optimisation par des B-splines, puis en discrétisant les équa-
tions en un certain nombre de points équidistants. Ainsi, nous avons choisi des B-splines
d’ordre 6, de multiplicité 3 et comportant 8 intervalles afin de paramétrer les sorties plates
z1 et z9. De plus, la portée longitudinale normalisée x,, est décrite par une B-spline d’ordre
2, de multiplicité 1 et comportant 1 seul segment. En outre, les contraintes de trajectoire
sont vérifiées en 32 points de collocation uniformément répartis entre x,, et z,,. Le pro-
bleme de programmation non linéaire résultant a ensuite été résolu via le solveur NPSOL,
en 20 ms environ (temps CPU) sur un ordinateur personnel équipé d’un processeur Intel
Core 2 Duo cadencé a 2 GHz.

Meéme s’il existe une solution admissible au probleme précédent, le résultat de cette
premiere optimisation engendre un profil d’incidence relativement proche de la valeur
d’incidence maximale admissible ay,., = 25° (voir figure 3.24).

Afin de relacher les contraintes associées au probleme de planification de trajectoires

A&L, nous avons décider d’augmenter la longueur de la trajectoire devant étre parcourue
jusqu’au point de toucher, en modifiant simplement la portée longitudinale initiale pour
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201

angle d'incidence (deg)

0 L I I I I | I I
16 14 12 10 8 6 4 2 0 -2
portee longitudinale (km)

Fi1G. 3.24 — profil nominal d’incidence pour la condition initiale x¢=-10 km.

xo=-20 km. La figure 3.25 illustre la trajectoire d’atterrissage automatique obtenue en 20
ms via le solveur NPSOL. Le bandeau de couleurs sur la partie droite représente le niveau
du facteur de charge le long de la trajectoire TAEM.
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Fic. 3.25 — trajectoire A&L nominale.

Les profils des états du systeme correspondant a cette trajectoire A&L sont représentés
sur les figures 3.26(a), 3.26(b) et 3.26(c) en fonction de la portée longitudinale restante.

La consigne d’incidence peut ensuite étre calculée le long de la trajectoire A&L nomi-
nale en utilisant I'expression (3.69). Le profil correspondant est représenté sur la figure
3.27(a). Contrairement au profil obtenu en considérant la condition initiale xp=-10 km
(cf figure 3.24), les valeurs d’incidence obtenues ici sont mieux centrées dans le corridor
admissible 0° < o < 25°.

De plus, la contrainte égalitaire de trajectoire (3.73) est bien vérifiée pour 'ensemble
des points de collocation, comme indiqué sur la figure 3.27(b).
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Chapitre 3. Application a une mission de rentrée atmosphérique

altitude (km)
N
vitesse relative (m/s)
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(a) profil d’altitude. (b) profil de vitesse.

_30 I I L L
20 15 10 5 0 -5
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(c) profil de pente.

F1a. 3.26 — états de référence sur la trajectoire A&L.

Finalement, les contraintes de pression dynamique et de facteur de charge le long de
la trajectoire d’atterrissage sont représentées sur les figures 3.28(a) et 3.28(b).

3.4 Planification de trajectoires de rentrée en pré-
sence de perturbations aérologiques

L’objectif de cette section est la prise en compte de perturbations aérologiques dans
I’algorithme de planification de trajectoires. Comme nous allons le voir, 'effet de ces per-
turbations atmosphériques peut impacter de maniere non négligeable le profil des trajec-
toires générées. Il est alors important de tenir compte des effets du vent sur la dynamique
du véhicule, ou 'atmosphere possede un mouvement non uniforme et non stationnaire.
Ce type de perturbation a été étudié par [181, 182] dans le cadre de la planification de
trajectoires d’atterrissage automatique en vol. L’effet du vent est alors considéré comme
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Planification de trajectoires de rentrée en présence de perturbations aérologiques

angle d'incidence (deg)

Fia. 3.27 — (a) profil nominal d’incidence pour la condition initiale xy=-20 km
contrainte égalitaire de trajectoire (m/s). Les points de collocation sont représentés
des croix rouges.
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F1G. 3.28 — contraintes mécaniques le long de la trajectoire A&L de référence.
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une perturbation sur le modele du véhicule qu’un correcteur adaptatif permet alors d’éli-
miner. Plutot que de d’éliminer l'effet du vent en robustifiant le régulateur de suivi de
trajectoires, il peut étre intéressant de l'incorporer directement dans le processus de pla-
nification de trajectoires, afin de limiter I’action du régulateur de poursuite de trajectoire.
Une stratégie de ce type a été proposée dans I'article [183] pour la phase d’atterrissage
d’un avion de transport civil, ou I'auteur propose de déterminer des trajectoires optimales
et sous-optimales dans un plan vertical en présence de cisaillements de vent.

Nous supposons dans la suite que, pour la durée de la trajectoire considérée, la distri-
bution spatiale moyenne des vitesses aérologiques est stationnaire et peut étre estimée
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Chapitre 3. Application a une mission de rentrée atmosphérique

par le segment sol.

3.4.1 Champs de cisaillement de vent considérés

Lors d'une variation locale du vecteur vent, il se produit un phénomene de cisaillement.
Les variations aérologiques en vitesse et en direction sont estimées dans les directions ho-
rizontales et verticales. Un cisaillement de vent horizontal implique une variation du vent
le long de la portée longitudinale et de la portée latérale de la trajectoire. Dans le cas d'un
cisaillement de vent vertical, la vitesse et la direction du vent varient principalement en
fonction de I'altitude. Les cisaillements de vent sont créés par le mouvement des masses
d’air entre elles ou par rapport a la surface terrestre®’. Les orages, les systeémes frontaux, et
la couche limite terrestre produisent chacun des cisaillements de vent qui, parfois, peuvent
se révéler etre dangereux pour les avions volant a basse altitude. Afin d’analyser I'influence
des cisaillements de vent sur le comportement dynamique du véhicule, les caractéristiques
de ces cisaillements de vent doivent étre connues. Il n’existe pas de formulation mathé-
matique simple qui permette de caractériser les cisaillements de vents produits par les
orages et les systemes frontaux. En revanche, les effets du cisaillement de vent produit
par les couches limites de 'atmosphere peuvent étre analysés mathématiquement. Ainsi,
ces effets peuvent étre modélisés en considérant un champ de vitesse réparti sur les trois
axes du repere cartésien local attaché a la piste. Le vecteur vent peut alors avoir une com-
posante longitudinale, latérale, et verticale. Nous considérons pour cela un champ général
de cisaillement de vent (7, 7,,7,), défini par

To(1,y, h) = K, 2%y hM + K,
7, (z,y, h) = K, 272y h*? + K, (3.75)
7_h(l‘) Y, h) = I(h1"L‘Jayl/ahA3 + KhQ'

ot les coefficients (K, K,, K3, ) représentent les variations de la norme du module de la
vitesse vent, (K,,, K,,, Kp,) sont des biais constants, et ou (o;, 4, \;), ¢ = 1,...,3, sont
des puissances non négatives. Plus précisément, le modele mathématique (3.75) représente
une extension en trois dimensions du modele de cisaillement de vent vertical proposé dans

[184].

3.4.2 Intégration des perturbations aérologiques dans le proces-
sus de planification de trajectoires

Nous allons maintenant chercher a intégrer le modele de vent défini par (3.75) dans
lalgorithme de planification de trajectoires TAEM a bord. pour cela, nous considérons
a nouveau le modele du véhicule a trois degrés de liberté (3.48)-(3.52), paramétré en
fonction de I’énergie totale normalisée, que nous avons introduit dans la section 3.3.2, et
dans lequel les contributions du champ de cisaillement de vent sur les trois axes ont été

60ce phénomene est bien connu en treés basse altitude lors de I'atterrissage
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3.4. Planification de trajectoires de rentrée en présence de perturbations aérologiques

prises en compte. On obtient alors

Ey—F
¥ = OTf cos x cosy + 7 (x,y, h)