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Introduction

Aujourd’hui, la conception de structures complexes telles que celles rencontrées
dans l’aéronautique ou le spatial, nécessite encore des campagnes d’essais lourdes
et coûteuses, allant des essais de base jusqu’à la rupture d’une ou plusieurs struc-
tures complètes, en passant par différents niveaux d’éprouvettes technologiques. C’est
pourquoi, les acteurs du monde industriel mettent en avant les simulations numé-
riques dans le processus de conception afin de guider, compléter ou remplacer une
partie de l’approche expérimentale.

Dans ce contexte, on constate un intérêt grandissant pour les méthodes de calcul
multiéchelles, capables de prédire le comportement de structures dans lesquelles au
moins deux échelles vraiment différentes peuvent être identifiées, tant au niveau spa-
tial que temporel. Un exemple typique est celui d’une grande structure dans laquelle
apparaissent des phénomènes locaux tels que le flambage local ou la micro fissuration.
Un autre exemple emblématique est celui des matériaux à hautes performances, dont
les composants élémentaires peuvent avoir des propriétés mécaniques très différentes.
C’est le cas notamment des matériaux composites dont la microstructure fortement
hétérogène est décrite à une échelle très petite. La difficulté pour simuler de tels pro-
blèmes réside dans le fait que les phénomènes complexes à l’échelle microscopique
peuvent avoir une influence sur le comportement mécanique global de ces dernières ;
ces phénomènes pouvant également suivre des évolutions rapides par rapport à une
évolution globalement lente de la structure. La volonté de prendre en compte précisé-
ment ces phénomènes a conduit à l’élaboration de modèles de plus en plus sophisti-
qués. Ceux-ci fournissent une description du matériau à une échelle fine par rapport
à celle de la structure et permettent de prendre en compte des phénomènes à courte
longueur de variation en temps. Le recours à ces modèles implique donc l’utilisation
de discrétisations fines en espace et en temps, et leur mise en place à l’échelle d’une
structure complète conduit à des problèmes à très grand nombre d’inconnues dont la
résolution est hors de portée des moyens de calculs disponibles aujourd’hui.

La résolution de ces problèmes nécessite donc le développement de stratégies de
calcul mettant en œuvre une véritable interaction entre les différentes échelles spa-
tiales et temporelles. Ce challenge scientifique a conduit à la mise en place de parte-
nariats privilégiés entre certains acteurs des milieux industriels et universitaires, sous
la forme de grands programmes de recherche nationaux ou européens (MAAXIMUS,
MAIA...) ou de mécénats scientifiques. Les travaux de cette thèse s’inscrivent ainsi dans
le cadre de la chaire Advanced Computational Structural Mechanics de la Fondation
EADS dont est titulaire Pierre Ladevèze.



2 Introduction

Une des premières approches proposées pour tenter de répondre à cette probléma-
tique est la théorie de l’homogénéisation des milieux périodiques initiée par Sanchez-
Palencia [Sanchez-Palencia, 1974, 1980]. Il s’agit d’une véritable méthode multiéchelle
puisqu’elle conduit à la résolution d’un problème grossier homogénéisé dont le mo-
dèle inconnu a priori est associé au comportement d’un volume élémentaire repré-
sentatif. Les propriétés locales, quant à elles, peuvent être déduites des quantités ho-
mogénéisées. Cette théorie est à la base de nombreuses stratégies [Devries et al., 1989;
Fish et al., 1997; Oden et al., 1999; Feyel, 2003]. Outre la périodicité, cette approche
repose sur l’hypothèse forte que le rapport de l’échelle rapide sur l’échelle lente soit
petit. De plus, les bords de la structure, qui ne peuvent être homogénéisés, nécessitent
un traitement particulier [Auriel et al., 1982; Devries et al., 1989]. Enfin, ces démarches
ne sont pas directement adaptées aux problèmes non linéaires d’évolution. D’autres
démarches en marge de l’homogénéisation ont été proposées. Parmi ces dernières,
nous pouvons distinguer une première famille de méthodes basée sur une description
grossière enrichie par l’échelle locale. L’échelle micro est décrite soit plus finement
[Ibrahimbegović et Melnyk, 2007], soit avec un modèle différent [Ben Dhia, 1998], soit
analytiquement [Hughes et al., 1998]. Ce type de méthodes peut également consister à
augmenter l’espace de recherche, tirant parti de la connaissance que l’on peut avoir a
priori de la solution dans certaines régions de l’espace [Melenk et Babuška, 1996; Moës
et al., 1999; Strouboulis et al., 2001]. Une seconde famille d’algorithmes itératifs prend
comme point de départ le problème à l’échelle fine, et utilise l’échelle grossière pour
accélérer la convergence. C’est le cas notamment des méthodes de décomposition de
domaine [Mandel, 1993; Farhat et Roux, 1991; Ladevèze et Dureisseix, 2000], mais aussi
les méthodes multigrilles [Briggs, 1987; Fish et Belsky, 1995]. Cependant toutes ces mé-
thodes n’introduisent une séparation d’échelles qu’au niveau spatial.

Les aspects multiéchelles en temps ont fait l’objet de beaucoup moins de travaux.
Nous trouvons principalement des méthodes multi-pas-de-temps [Gravouil et Com-
bescure, 2001; Combescure et Gravouil, 2002; Gravouil et Combescure, 2003; Faucher
et Combescure, 2003] ou des intégrateurs parallèles [Farhat et Chandesris, 2003; Be-
lytschko et al., 1985; Bottasso, 2002] qui permettent d’avoir des représentations adap-
tées dans les différentes régions de l’espace, chacune traitée de manière monoéchelle.
D’autres approches [Lions et al., 2001; Maday et Turinici, 2002] fournissent une véri-
table description à deux échelles de la solution. Cependant, aucune de ces méthodes
ne met réellement en œuvre une procédure d’homogénéisation en temps. Il semble
que ce type d’homogénéisation soit restreint au cas particulier des chargements cy-
cliques [Guennouni, 1988; Cognard et Ladevèze, 1993; Ladevèze, 1999].

Dans ce contexte, une stratégie itérative basée sur la méthode LATIN1 et sur l’in-
troduction d’une échelle micro et macro en espace a été développée pour tenter de ré-
pondre à cette problématique [Ladevèze et al., 2001]. Dans un second temps, cette stra-

1acronyme de Large Time INcrement method, voir [Ladevèze, 1999]
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tégie a été étendue au domaine temporel [Ladevèze et Nouy, 2003] en tirant parti du
fait que la méthode LATIN permet de travailler sur l’espace-temps complet à chaque
itération. Cette approche multiéchelle avec homogénéisation a l’avantage de ne pré-
senter aucune des limitations de la théorie de l’homogénéisation classique. Au cours
de ces travaux, des premiers résultats encourageants ont été obtenus sur des exemples
démonstrateurs 2D à faible nombre de degrés de libertés. Cependant, certaines amé-
liorations étaient nécessaires afin de pouvoir étendre véritablement cette stratégie aux
problèmes 3D complexes.

Le travail de thèse présenté ici étend cette stratégie aux problèmes tridimension-
nels complexes, incluant de nombreuses surfaces de contact avec ou sans frottement,
et s’attache plus précisément au développement de nouvelles techniques de calcul
performantes adaptées aux problèmes dépendants du temps pour réduire le coût de
calcul de cette stratégie tout en lui assurant une plus grande robustesse.

Le premier point de cette stratégie consiste à partitionner le domaine espace-temps
étudié. Au niveau spatial, la structure est décomposée en sous-structures et en inter-
faces, chacune ayant leurs propres variables et équations. Ces sous-structures et inter-
faces sont à leur tour discrétisées par éléments finis [Hugues, 1987]. D’un point de vue
purement spatial, la stratégie peut-être considérée comme une stratégie de décom-
position de domaine mixte. Au niveau temporel, l’intervalle d’étude est découpé en
sous-intervalles, eux-mêmes discrétisés par un schéma d’intégration de type Galerkin
discontinu [Eriksson et al., 1985]. La distinction des échelles se fait uniquement sur les
quantités d’interface qui sont vues comme la somme d’une contribution « macro » et
de son complément « micro ». Un choix classique consiste à définir la partie « macro »
comme une moyenne en temps et en espace.

Le deuxième point de cette méthode est d’utiliser, pour résoudre le problème ainsi
posé, la méthode LATIN [Ladevèze, 1985c, 1999] qui est un solveur itératif initialement
dédié aux problèmes non linéaires d’évolution, et qui a pour originalité d’être non-
incrémental i.e. qui, à chaque itération, génère une approximation de la solution sur
l’intervalle de temps entier. Dans notre cas, cet algorithme nous conduit à la résolution
d’un ensemble de problèmes d’évolution linéaires indépendants par sous-structures et
sous-intervalles temporels, ainsi qu’à la résolution d’un problème macroscopique ho-
mogénéisé en espace et en temps, qui permet de propager une partie des efforts (leur
partie macro) à toute la structure et sur tout l’intervalle d’étude. Le choix de l’espace
des quantités macro n’a pas d’influence sur la solution à convergence, mais a un rôle
essentiel dans l’efficacité de la méthode.

La première partie de ce travail a donc consisté à étendre et mettre en œuvre cette
stratégie dans le cas des problèmes tridimentionnels. Parmi les travaux liés à sa mise
en œuvre, une attention particulière a été vouée à la maîtrise de la convergence. S’agis-
sant d’une stratégie itérative, il est nécessaire de définir un indicateur de convergence
fiable. L’indicateur classiquement utilisé [Ladevèze et al., 2001] ne semble pas adapté
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à nos problèmes pour les raisons suivantes : le niveau d’erreur dépend de certains pa-
ramètres de l’algorithme ; les erreurs commises localement sont mal évaluées lorsque
le nombre de sous-structures augmente. Nous avons donc proposé un nouvel indica-
teur de convergence basé sur le concept d’erreur en relation de comportement qui ne
présente pas ces inconvénients.

La base spatiale classiquement utilisée [Ladevèze et Dureisseix, 2000] permet d’ex-
traire la partie linéaire des efforts et déplacements d’interface qui comprend les ré-
sultantes et moments d’interface. Lorsque les échelles macro et micro en temps sont
confondues, la stratégie consiste à assurer la continuité des efforts macro par la résolu-
tion d’un problème homogénéisé en espace à chaque instant. Le principe de Saint Ve-
nant, qui garantit au complément micro de n’avoir qu’un effet local, assure donc l’ex-
tensibilité de la méthode. Le fait de séparer les échelles temporelles permet de réduire
considérablement le nombre de problèmes homogénéisés à résoudre. Cependant, le
choix de la base macroscopique temporelle est complexe et a fait l’objet d’une étude
particulière dans cette thèse. Le choix actuel [Ladevèze et Nouy, 2003], qui consiste
à définir les efforts macro comme la partie polynomiale en temps des résultantes et
moments d’interface, conduit à des problèmes macro qui ne sont cohérents qu’en
moyenne avec le principe de Saint Venant, ce qui peut, dans certains cas, entraîner
une perte partielle d’extensibilité. Dans ce travail, plusieurs méthodes sont proposées
pour pallier ce problème [Passieux et al., 2007, 2008]. Parmi elles, une technique de
détection des phénomènes temporels dont la partie macro spatiale est non-nulle est
présentée. Nous montrons comment extraire parmi eux des fonctions temporelles per-
tinentes susceptibles d’être ajoutées à la base macro temporelle.

Une part importante de ce travail de thèse fut consacrée à l’étude de techniques
innovantes de résolution de problèmes linéaires d’évolution, telles que l’« approxima-
tion radiale ». Ce point capital fait partie intégrante de la méthode LATIN [Ladevèze,
1999] et lui assure des performances remarquables. Initialement, il s’agit d’une exten-
sion du concept de fonctions radiales qui s’est avérée très efficace pour la résolution
de problèmes de (visco)plasticité [Ladevèze, 1985b]. Tout comme la POD (pour Pro-
per Orthogonal Decomposition, voir [Chatterjee, 2000]), son principe est de trouver la
meilleure approximation d’ordre n d’une fonction de deux variables (ici le temps et
l’espace) sous la forme d’une somme de n produits de deux fonctions découplées. Les
méthodes diffèrent néanmoins, en ce sens que la POD se limite à la décomposition
d’une fonction connue explicitement. L’approximation radiale, quant-à-elle, est une
véritable méthode de résolution qui permet de calculer directement l’approximation
de l’inconnue d’un problème d’évolution. Pour ce faire, une technique de résolution
itérative, basée sur un problème de minimisation [Nouy et Ladevèze, 2004], consiste
alors à rechercher alternativement la fonction spatiale et la fonction temporelle mini-
misant une norme. Des techniques similaires ont également été employées dans le cas
de plusieurs variables spatiales [Ammar et al., 2006, 2007] ou dans le domaine stochas-
tique [Nouy, 2007].

Dans cette thèse, nous proposons une nouvelle technique robuste et efficace pour
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le calcul de l’approximation d’un problème micro de la stratégie multiéchelle dans le
cas des modèles de matériaux à variables internes. Cette nouvelle technique conduit à
une remarquable réduction du nombre de fonctions générées [Ladevèze et al., 2007b,
2008b,a; Passieux et al., 2008] par rapport à celle utilisée dans [Nouy et Ladevèze, 2004].
Nous montrons qu’elle permet de transformer la résolution d’un problème d’évolution
en la résolution d’un nombre réduit de problèmes spatiaux classiques indépendants
du temps et d’équations différentielles scalaires temporelles.

Enfin, il peut être intéressant de mettre à jour l’ensemble des fonctions temporelles
associées aux fonctions spatiales déjà construites. Ceci conduit à la résolution d’un sys-
tème d’équations différentielles possédant notamment des conditions finales et dont
la résolution est non triviale. L’étude a également consisté à mettre en évidence les
faiblesses des méthodes incrémentales classiques, puis à proposer une technique al-
ternative par projection, plus robuste et moins coûteuse qu’une résolution globale sur
le temps.

À chaque itération de l’algorithme, une série de problèmes linéaires d’évolution
doit être résolue, ces derniers pouvant être relativement similaires d’une itération à
l’autre. La dernière partie de ce travail a donc concerné l’étude des méthodes de cal-
cul sachant tirer parti de la connaissance des résolutions précédentes. Dans ce cadre
les méthodes de Krylov [Rey et Léné, 1998; Saad, 2000; Risler et Rey, 2000] permettent
d’accélérer la résolution d’un nouveau système en mettant à profit la connaissance
des sous-espaces de Krylov des systèmes précédents à l’initialisation, dans le précon-
ditionneur ou dans l’espace d’augmentation du nouveau système. D’autre part, les mé-
thodes de réduction de modèles associées à la POD sont souvent utilisées dans ce type
de problématique [Białecki et al., 2005; Krysl et al., 2001; Ryckelynck, 2005; Niroomandi
et al., 2008; Chinesta et al., 2008]. Elles nécessitent, dans un premier temps, la résolu-
tion partielle ou approchée du problème de référence avec des méthodes standards,
puis dans un second temps, le calcul de la POD tronquée des solutions générées. Enfin,
dans un dernier temps, elles consistent à projeter les nouveaux problèmes sur l’une ou
l’autre des deux bases réduites de fonctions. Cependant, on ne peut connaître a priori
ni la quantité minimale d’informations, ni l’ordre minimal de réduction, nécessaires à
la construction d’un modèle à la fois réduit et pertinent pour les futures résolutions.

Nous proposons une méthode d’approximation adaptative au sein de la straté-
gie multiéchelle, basée sur l’approximation radiale des problèmes micro de l’étape li-
néaire. Pour ce faire, une partie des fonctions construites au cours des itérations de
l’algorithme est stockée pour former une base réduite. Nous montrons qu’il est per-
tinent de réutiliser cette base sous la forme d’un modèle réduit dans une phase dite
« préliminaire » pour calculer, à moindre coût, une approximation qui fournit une so-
lution de qualité souvent suffisante. Afin de maîtriser cette approximation, nous avons
développé une stratégie qui nous permet de mener uniquement les calculs nécessaires
à la convergence de l’algorithme. Cette stratégie est une véritable approche adaptative,
dans la mesure où, à l’aide d’estimateurs d’erreur basés sur l’erreur en relation de com-
portement, elle nous permet de localiser les endroits de la structure où l’approxima-
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tion n’est pas satisfaisante, et le cas échéant, d’enrichir l’espace d’approximation, en
enrichissant la base réduite. Nous montrons que cette stratégie est particulièrement
bien adaptée au cas des matériaux composites, pour lesquels de nombreuses sous-
structures semblables peuvent partager une base réduite commune, mais également à
la multirésolution et aux études paramétriques qui nécessitent des résolutions succes-
sives similaires.

Ce travail a également donné lieu à l’élaboration d’un logiciel robuste, baptisé Multi-
ST, intégrant beaucoup des « ingrédients » récents de la méthode LATIN multiéchelle
en temps et en espace avec approximation radiale. Ce logiciel 2D-3D, écrit en C++ et en
Python, s’intègre à la plate-forme logicielle du LMT et va, de ce fait, servir de base pour
plusieurs thèses qui vont débuter. Tous les exemples de ce document en sont issus, et
tous les développements y ont été implantés.

Ce document est composé de deux parties. Une première partie concerne les stra-
tégies de calcul multiéchelles adaptées aux problèmes non-linéaires d’évolution. Elle
est elle-même composée de trois chapitres :

• Dans le premier, nous menons une étude bibliographique des principales mé-
thodes de calcul multiéchelles en espace puis en temps.

• Dans le deuxième, la stratégie de calcul multiéchelle avec homogénéisation est
présentée dans le cas général de la (visco)plasticité.

• Dans le troisième, nous présentons la mise en œuvre que nous avons fait de la
méthode. L’ensemble des problèmes à résoudre à chaque étape sont introduits
dans le cadre d’un problème de viscoélasticité en 3D.

• Dans le quatrième, nous présentons un outil de contrôle de la convergence. Puis
nous mettons en évidence les limites du choix actuel des espaces macrosco-
piques temporels et proposons différentes approches pour pallier le problème.

La deuxième partie traite de l’approximation radiale pour les problèmes d’évolution.
Cette partie se compose également de trois chapitres :

• Dans le premier, un étude bibliographique comparative sur la POD et l’approxi-
mation radiale est proposée. Une nouvelle technique pour la résolution des pro-
blèmes micro de la stratégie multiéchelle est présentée.

• Dans le deuxième, nous présentons en détail la mise en œuvre de cette approxi-
mation et nous montrons ces performances sur des exemples 3D.

• Dans le troisième et dernier chapitre, après avoir rappelé le principe de quelques
méthodes de réutilisation, nous présentons une façon de tirer partie de l’ap-
proximation radiale pour faire une stratégie multiéchelle avec réduction de mo-
dèle adaptative.
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CHAPITRE

1 État de l’art sur les
stratégies de calcul
multiéchelles

Dans ce chapitre nous dressons un état de l’art non exhaustif des stratégies de calcul
multiéchelles tant spatiales que temporelles. Pour chaque méthode, nous présentons,
autant que possible, la séparation d’échelle et les problèmes à résoudre aux différentes
échelles. La première partie concerne les méthodes spatiales. La seconde concerne les
méthodes multiéchelles en temps.
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1 Stratégies multiéchelles en espace

1.1 Méthodes d’homogénéisation

La plupart des méthodes multiéchelles sont basées sur le principe d’homogénéisa-
tion, dans lequel l’échelle macroscopique est associée à une moyenne sur un certain
volume de l’échelle microscopique. La théorie de l’homogénéisation des milieux pério-
diques [Sanchez-Palencia, 1974, 1980], basée sur l’analyse asymptotique de la solution,
propose une véritable approche multiéchelle mettant en jeu un problème macro posé
sur des quantités homogénéisées et un problème micro permettant de remonter aux
propriétés locales. Dans cette partie, nous décrivons les principaux résultats de cette
théorie, ainsi que quelques méthodes qui lui sont associées.

1.1.1 Théorie de l’homogénéisation des milieux périodiques

Cette théorie s’applique dans le cas où le matériau est constitué de la répétition
régulière d’un même motif, la cellule élémentaire. Cette cellule élémentaire est agran-
die par une homothétie de rapport ǫ et notée Θ. ǫ est un petit paramètre qui carac-
térise le rapport des échelles micro et macro. La variable x ∈ Ω est associée aux va-
riations lentes (échelle macro), tandis que y ∈ Θ est la variable locale de Θ associée
aux variations rapides (échelle micro) (1.1). Ainsi toute variable du problème s’écrit

Cellule élémentaire Θ

Ω

Y1

Y2rapp. d'homothétie
 ε

x_ _y

FIG. 1.1: Volume élémentaire représentatif et changement d’échelle.

s(M) = s(x, y) et est Y -périodique par rapport à y . En particulier, l’opérateur de Hooke
étant constant d’une cellule à l’autre, il est tel que K(x, y) = K(y). La différentielle d’une
variable s(M) = s(x, y) par rapport à M s’écrit :

∂

∂M
s(M) =

∂

∂x
s(x, y)+

1

ǫ

∂

∂y
s(x, y)

Considérant que le rapport d’échelles ǫ est infiniment petit, cette technique consiste
en un développement asymptotique en ǫ des variables u,ε et σ :

s(M) =
∞∑

i=0
ǫi s(i )(x, y)

Il s’agit alors de développer les équations d’équilibre et de comportement :
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Ordre (-1) : Le champ de déplacement u(0)(x) est indépendant de y , c’est la solu-
tion macroscopique à variation lente.

Ordre (0) : Le problème local consiste à trouver u ∈U
Θ espace des champs pério-

diques sur ∂Θ, tel que ∀v ∈U
Θ :

∫

Θ

εy (v) : Kεy (u(1))d y +

∫

Θ

εy (v) : Kεx (u(0))d y

Le problème étant linéaire, on peut construire un opérateur H tel que :

εy (u(1)) = Hεx (u(0))

On peut donc en déduire les champs de déformation et de contrainte micro :

ε
(0)

= (1+H)εx(u(0)) et σ
(0)

= (K+KH)εx (u(0))

Ordre (1) : En notant 〈·〉Θ =
∫
Θ
· d y la moyenne sur Θ, le problème s’écrit :

divx (〈σ(0)
〉Θ)+〈 fd〉Θ = 0

avec 〈σ
(0)
〉Θ = 〈K+KH〉Θ〈ε

(0)
〉Θ

et 〈ε
(0)
〉Θ = εx(u(0))

� Bilan
Ainsi, le problème à l’ordre (1) définit un véritable problème macroscopique sur les quan-
tités moyennes σ

M = 〈σ(0)〉Θ, ε
M = 〈ε(0)〉Θ et uM = u(0), avec un opérateur de compor-

tement homogénéisé 〈K+KH〉Θ issu de calculs sur la microstructure. Ce problème est
un problème d’élasticité classique. Une fois sa solution calculée, on peut retourner aux
quantités locales par le problème à l’ordre (0). Cependant, outre le fait que cette théorie
repose sur des hypothèses fortes de périodicité, linéarité et rapport d’échelle très petit, le
matériau ne peut pas être homogénéisé au niveau des bords de Ω, et nécessite donc un
traitement particulier [Auriel et al., 1982; Devries et al., 1989] .

1.1.2 Méthodes basées sur la théorie de l’homogénéisation

Dans le cadre non linéaire, des travaux inspirés de cette théorie [Devries et al., 1989;
Lefik et Schrefler, 1992; Schrefler et al., 1997; Fish et al., 1997; Temizer et Wriggers, 2007]
ont consisté à écrire le développement asymptotique de toutes les variables du pro-
blème (déformation anélastique, endommagement...). D’autres approches consistent
à ne pas se donner a priori d’hypothèse sur le modèle macro non linéaire, mais plu-
tôt à mener une analyse micro-macro itérative, dans laquelle un problème macro est
résolu par une technique éléments finis avec un comportement issu de calculs sur la
microstructure. Les calculs à l’échelle micro peuvent être par éléments finis également
[Feyel et Chaboche, 2000; Feyel, 2003], ou par d’autres techniques telles que la « Voro-
noï cell finite element method » [Ghosh et al., 1995, 2001]. Dans la suite, nous étudions
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l’exemple de la méthode des éléments finis à deux niveaux.

� Méthode FE2

La méthode des éléments finis à deux niveaux (FE2) consiste à discrétiser la structure
par une méthode élément finis et associer à chaque point d’intégration de chaque élé-
ment un volume élémentaire représentatif Θ du matériau périodique, lui-même muni
d’un maillage éléments finis fin. Les variables s sont décomposées en une partie ma-
cro sM et une partie micro sm à qui on impose des conditions de périodicité sur les
bords ∂Θ. Les quantités macro sM sont constantes sur la cellule Θ, et correspondent à
la valeur de cette variable s au point de Gauss du maillage grossier.

échelle
macro

échelle
micro V

E
R

opérateur tangent

problèmes éléments
finis micro

homogénéisation

localisation

FIG. 1.2: Une itération de la méthode FE2.

La stratégie itérative de résolution est très simple. Le problème macroscopique est
résolu par un algorithme de type Newton-Raphson. Une itération est composée de (cf.
Figure 1.2) :

1. Localisation : La déformation ε
M est calculée aux points de Gauss du maillage

grossier. Elle définit le chargement du problème micro.

2. Problèmes micro : Un nouvel algorithme de type Newton est utilisé pour ré-
soudre chacun des problèmes micro non linéaires à déformation imposée et
conditions de périodicité sur le bord.

3. Homogénéisation : Le problème micro donne accès à σ
M = 〈σ〉, ainsi qu’à l’opé-

rateur tangent micro. Une série de problèmes micro est résolue pour calculer
l’opérateur tangent homogénéisé KM .

4. Problème grossier : l’opérateur tangent homogénéisé KM est assemblé et le pro-
blème macro peut-être résolu, ce qui démarre une nouvelle itération du schéma
de Newton global.
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� Bilan
Cette stratégie originale est une façon assez générale d’étendre la théorie de l’homogé-
néisation aux problèmes non linéaires. Tous ces problèmes micro étant indépendants, la
méthode se prête très bien au calcul parallèle. En revanche, ces approches possèdent les
mêmes limitations que la théorie de l’homogénéisation périodique.

1.2 Méthodes d’enrichissement

Nous entendons par méthodes d’enrichissement une famille de méthodes dont le
problème de référence est écrit à l’échelle macro. Constatant que le modèle macro
peine à capter les phénomènes à l’échelle de la microstructure, ces méthodes consistent
à aller chercher de l’information à l’échelle micro pour enrichir le modèle macro là ou
il manque de pertinence. Cet enrichissement peut être analytique, numérique, ou ex-
périmental. Nous distinguons trois classes de méthodes. La première rassemble des
méthodes qui assurent l’égalité des quantités micro et macro sur le bord des cellules
macro. La deuxième rassemble les méthodes de superposition de modèles, et la troi-
sième, celles basées sur la partition de l’unité.

1.2.1 Méthodes dans lequel l’enrichissement est confiné dans les cellules macro

� Méthode de Projection de Dirichlet Hiérarchique
La méthode de projection de Dirichlet hiérarchique (HDPM) a été initialement pro-
posée [Zohdi et al., 1996; Oden et al., 1999] pour l’étude de structures fortement hé-
térogènes dans le cadre de l’élasticité linéaire. Cette méthode repose sur une vision à
deux échelles de la structure. Une première échelle dite macroscopique liée à un mo-
dèle homogénéisé du matériau et à un maillage éléments finis relativement grossier.
La second échelle, dite microscopique, est obtenue en décomposant le domaine Ω en
sous-domaine Ωi suivant une grille régulière (cf. Figure 1.3). Chaque cellule peut, au
besoin, être elle-même maillée par éléments finis suffisamment finement pour pou-
voir décrire la microstructure du matériau.

Ωi Ω

u=u0

FIG. 1.3: Les deux échelles de la méthode de projection de Dirichlet hiérarchique

Pour coupler les deux échelles, la méthode propose de corriger le champ de dépla-
cement issu d’un calcul à l’échelle grossière u0, par des calculs locaux indépendants
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par cellule, menés à l’échelle fine. Comme son nom l’indique, la méthode consiste à
imposer, comme conditions aux limites, le déplacement macro u0 sur la frontière de
Ωi . Si, éventuellement, la frontière de Ωi correspond à celle de Ω, les conditions aux
limites du problème initial, lui sont appliquées. Il en résulte un champ de déplacement
u1

i satisfaisant l’équilibre local.
En combinant l’ensemble des solutions calculées, on peut définir un champ de

déplacement u a priori plus précis et cinématiquement admissible. Afin d’assurer à
la méthode un caractère plus systématique et d’avantage de robustesse, une stratégie
adaptative basée sur un estimateur a posteriori [Oden et al., 2006] lui est associé. Elle
est constituée de trois niveaux d’amélioration successifs :

1. Le premier niveau correspond à la procédure décrite précédemment. La qualité
de la solution u est mesurée par un estimateur d’erreur a posteriori. Si sa qualité
n’est pas suffisante, on passe au niveau 2.

2. Le deuxième niveau consiste à recaler l’opérateur homogénéisé (par exemple le
module d’Young et le coefficient de poisson) au sens d’un potentiel fonction de
u et u0. Une fois l’opérateur amélioré, l’étape 1 peut être reconduite.

Si après plusieurs itérations des deux précédentes étapes, la nouvelle solution
n’est toujours pas d’une qualité suffisante, alors on passe au niveau 3.

3. L’idée du troisième niveau consiste à déraffiner la grille de décomposition du
domaine. Les précédentes étapes sont alors réitérées. De cette façon, la taille des
problèmes micro est agrandie, et la précision de la solution u s’améliore. Dans
le cas extrême, s’il ne reste plus qu’une seule sous-structure, alors le problème
complet est résolu sur la micro structure, ce qui assure la convergence de la mé-
thode.

� Bilan
Il s’agit là d’une stratégie multiéchelle impliquant des résolutions à l’échelle macro ho-
mogénéisée, et à l’échelle micro associée à la microstructure. L’originalité de cette mé-
thode est que, contrairement aux méthodes d’adaptativité qui consistent le plus généra-
lement à raffiner le maillage dans les zones erronées, c’est le modèle, voire même l’échelle
de modélisation, qui est adaptée au problème à résoudre. Cependant, cette approche est
limitée au cas linéaire.

� Méthode aux échelles fortement couplées
La méthode aux échelles fortement couplées (Strong Coupling Method), est une mé-
thode initialement introduite par [Ibrahimbegović et Markovič, 2003; Markovič et Ibra-
himbegović, 2004], pour traiter des problèmes non linéaires fortement hétérogènes.
Cette stratégie met en œuvre une discrétisation éléments finis à la fois pour l’échelle
macro et l’échelle micro. Elle présente l’avantage de ne pas nécessiter de rapport d’échelles
infini. L’idée de base est de considérer un maillage éléments finis grossier, dans le-
quel chaque élément fini macro représente une fenêtre à l’échelle micro contenant
une description fine de la micro-structure, à son tour discrétisée par éléments finis. Le
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noeuds macro

noeuds micro

multiplicateurs
de Lagrange

FIG. 1.4: Maillage grossier, maillages fins imbriqués, et multiplicateurs de Lagrange

couplage s’effectue grâce à une technique de multiplicateurs de Lagrange localisés. La
continuité entre les inconnues de chaque nœud de bord du maillage fin et celles des
nœuds de l’élément macro associé est assurée par l’introduction d’un multiplicateur
de Lagrange (cf. Figure 1.4). Une stratégie itérative transforme le problème couplé en la
résolution, à chaque itération, d’un problème global sur la grille grossière, ainsi qu’un
ensemble de problèmes micro indépendants par éléments macro, fait d’un problème
élément fini standard.

� Bilan
Cette méthode de calcul multiéchelle et parallèle à l’avantage de ne mettre en œuvre que
des problèmes éléments finis standards. Cependant la méthode impose une cinématique
macro a priori, qui peut s’avérer pénalisante dans certains cas de fortes discontinuités à
l’échelle micro. Elle prend néanmoins tout son sens lorsque les phénomènes micro sont
diffus à l’échelle micro, ou confinés dans les éléments macro.

� Méthode variationnelle multiéchelle
La VMS method (pour Variational MultiScale Method [Hughes, 1995]) offre un cadre
général pour le calcul de la solution de problèmes multiéchelles. Par problème multié-
chelle, les auteurs entendent des problèmes dans lesquelles plusieurs échelles inter-
viennent, et dont au moins une n’est pas accessible par une approche numérique glo-
bale du problème. L’idée de base est donc de décomposer la solution u en une contri-
bution grossière uM traitée numériquement et une fine um traitée analytiquement,
telles que :

u = uM
+um

La première étape consiste à résoudre les équations de l’échelle fine associées au ré-
sidu de l’échelle grossière. L’effet des petites échelles est ensuite condensé au niveau
grossier, ce qui permet de construire une problème grossier « quasi-exact », et qui prend
en compte les échelle fines.

La méthode dépend donc beaucoup du choix que l’on peut faire pour approximer
l’échelle micro um . Les travaux initiaux sont principalement basés sur une résolution
analytique des problèmes micro. Dans les premiers travaux [Hughes, 1995], la méthode
est présentée dans le cadre des méthodes spectrales ou de Fourier, pour lesquelles la
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résolution des problèmes micro est basée sur des fonctions de Green du problème. Les
éléments finis standards, pour lesquels les gradients sont discontinus d’un élément à
l’autre, nécessitent un traitement particulier [Hughes et al., 1998].

fonction bulles

h-raffinement

p-raffinement

ddl grossiers
ddl micro

FIG. 1.5: Maillage éléments finis grossier. VMS avec fonctions bulles, h et p raffine-
ments

� fonctions bulles
Les auteurs proposent, dans un premier temps, des enrichissements propres à chaque
élément fini qui s’annulent sur leur frontière (fonction bulle, figure 1.5). Le problème
micro consiste donc en la résolution de problèmes découplés sur chaque élément. Bien
que facile à mettre en œuvre, cette approximation est relativement pauvre.
� p-raffinement hiérarchique
Une idée plus performante consiste à utiliser des fonctions micro définies sur un en-
semble d’éléments finis, grâce par exemple à l’utilisation des fonctions éléments fi-
nis d’ordre p (figure1.5), complémentaires des fonctions linéaires classiques. Les pro-
blèmes micro sont donc des problèmes éléments finis standards portant sur un petit
nombre d’éléments. La qualité du problème macro dépend donc du degré p de raffi-
nement.
� h-raffinement hiérarchique
Dans [Larson et Målqvist, 2007], l’idée consiste à séparer le problème micro en un en-
semble de contributions locales en utilisant une partition de l’unité. Le problème mi-
cro consiste donc en la résolution d’un ensemble des problèmes indépendants sur des
patchs raffinés (figure 1.5). La précision du problème grossier dépend donc du raffine-
ment h et de la taille des patchs.

� Bilan
Cette méthode permet d’enrichir les méthodes éléments finis basés sur un maillage gros-
sier par une technique de régularisation. Cependant, l’enrichissement reste localisé, et
les différents sous-problèmes micro n’ont pas d’effet les uns sur les autres.

1.2.2 Méthode Arlequin

La méthode Arlequin initialement introduite par [Ben Dhia, 1998; Ben Dhia et Ra-
teau, 2005] est une méthode générale de décomposition de modèle avec recouvre-
ment. Dans le cadre de l’analyse multiéchelle, cette méthode permet de superposer



Stratégies multiéchelles en espace 17

à un problème grossier, un modèle plus fin, tant au niveau de la discrétisation que
des équations du modèle elles-mêmes, dans les zones d’intérêt. Le raccord entre les
modèles est écrit de manière faible, via un multiplicateur de Lagrange, sur une zone de
recouvrement. C’est ce qui fait l’originalité de la méthode. La concurrence des modèles

ΩM
Ωm

ΩC

FIG. 1.6: Domaine grossier ΩM , zone d’intérêt Ωm et zone de collage Ω
C .

est gérée par l’introduction de fonctions de pondération α pour chaque modèle réali-
sant une partition de l’unité sur le domaine d’étude Ω : ∀x ∈ Ω, αm(x)+αM (x) = 1.
Cette fonction est introduite dans la formulation variationnelle du problème. Dans
le cadre du problème d’élasticité linaire décrit figure 1.6, le problème s’écrit : trouver
(u = (uM , um),λ) tels que ∀(u⋆ = (uM⋆, um⋆),λ⋆),

aα(u, u⋆)+b(λ, u⋆) = lα(u⋆)

b(λ⋆, u) = 0

avec

aα(u, v) =
∑

k=M et m

∫

Ωk
αk (x)ε(uk )Kε(vk )dΩ

b(λ, u) = 〈λ, uM
−um

〉

lα(v) =
∑

k=M et m

∫

Ωk
αk (x) fd ·vdΩ+

∫

∂2Ω

Fd ·vdΓ

Le choix du paramètre α, ainsi que le choix du produit scalaire 〈·〉 sont des paramètres
de la méthode. Le choix de l’espace médiateur (l’espace du multiplicateurλ), et donc le
choix du produit scalaire, a une influence sur la nature de l’approche. Classiquement,
le raccord se fait au sens d’un produit scalaire de H1(ΩC ) pondéré. Des travaux récents
ont permis de coupler le problème ainsi posé à un solveur itératif, ce qui en fait une
méthode de décomposition de domaine et de modèle avec recouvrement [Elkhodja
et al., 2008; Pebrel et al., 2008a].

� Bilan
La méthode Arlequin est une méthode générale et originale de décomposition de modèle
avec recouvrement. Ses paramètres lui permettent de balayer une large gamme de mé-
thodes. Cette approche est particulièrement intéressante pour les structures industrielles
complexes, que l’on peut ainsi raffiner, tant au niveau du modèle qu’au niveau de la
discrétisation, sans nécessiter une phase de remaillage excessivement coûteuse.
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1.2.3 Méthodes basées sur la partition de l’unité

� PUM
Un espace d’approximation composé de fonctions polynomiales, telles que le sont les
fonctions de forme éléments finis peut s’avérer inapte à représenter des phénomènes
non réguliers (pointes de fissures, discontinuité des variables...). Pour ce type de so-
lutions singulières, les méthodes qui consistent à raffiner le maillage (que ce soit la
version h ou p) sont mises en échec. Cependant, une connaissance analytique, numé-
rique ou expérimentale de ces phénomènes peut permettre de construire des espaces
d’approximation plus riches. C’est dans ce contexte qu’a été développée la méthode de
la partition de l’unité (PUM) [Melenk et Babuška, 1996]. Cette méthode peut être vue
comme une généralisation de la méthode des éléments finis. L’approximation PUM
sur le domaine Ω s’écrit :

uh(x) =
∑

i∈I
ϕi (x)

(
∑

j∈Ji

ai
jψ

i
j
(x)

)

avec I l’ensemble des nœuds, et Ji l’ensemble des fonctions additionnelles connues.
Les coefficient ai

j sont les inconnues, ou degrés de libertés (ddl). Les fonctions ϕi (x)
sont les fonctions de forme éléments finis, elle forment une partition de l’unité :

∑

i∈I
ϕi (x) = 1 ∀x ∈Ω

Cette approximation est donc capable de reproduire exactement n’importe quelle fonc-
tion connue v, en définissant simplement ψi = v.

uh =
∑

i∈I
ϕi (x)v = v

Notons enfin que si J = {x, y , z} ou x, y et z sont les vecteurs orthonormés de R
3, alors

l’approximation correspond à l’approximation éléments finis standards.

La méthode des éléments finis généralisés (G-FEM) [Strouboulis et al., 2001] et la
méthode des éléments finis étendus (X-FEM) [Moës et al., 1999] sont toutes deux des
méthodes qui combinent une approche éléments finis standards avec la PUM. Les
fonctions éléments finis standards sont enrichies avec des fonctions spéciales venant
de la connaissance partielle que l’on peut avoir de la solution du problème que l’on
traite. La solution est cherchée sous la forme suivant :

uh(x) =
∑

i∈I
ϕi (x)ai

+
∑

i∈I
ϕi (x)

(
∑

j∈Ji

bi
jψ

i
j
(x)

)

ou les ai sont les degrés de libertés classiques et les bi les degrés liés à l’enrichissement.
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� X-FEM
La méthode X-FEM utilise la partition de l’unité pour introduire diverses discontinui-
tés dans le modèle éléments finis, sans avoir à utiliser un maillage conforme à la dis-
continuité. La description géométrique de ces surfaces de discontinuité est réalisée
par la technique des level-sets, qui consiste à représenter la surface par l’iso-zéro de la
fonction de distance signée ξΓ. Dans le cas des fissures, deux types d’enrichissement

noeuds enrichis par JP

noeuds enrichis par JF

noeuds enrichis par JD

Γ1 Γ2

FIG. 1.7: Nœuds enrichis à proximité d’une fissure Γ1 ou d’une interface entre maté-
riaux Γ2

sont proposés. En pointe de fissure, on ajoute les fonctions analytiques d’une fissure en
milieu infini JP . Sur tous les éléments coupés par la fissure, on enrichit par la fonction
de Heaviside construite à partir du level set qui permet de rendre compte de la discon-
tinuité JF . Dans le cas d’une interface entre matériaux différents, les dérivées normales
du déplacement étant discontinues, on enrichit tous les éléments coupés par la fonc-
tion distance JD (cf. Figure 1.7).

Cette méthode est aujourd’hui l’une des méthode les plus répandues pour le suivi
de fissures. Elle a été plus récemment associée à des méthodes de décomposition de
domaine pour simuler la propagation de fissure en 2D [Guidault et al., 2008] ou avec
des méthodes multigrilles en espace pour la propagation non plane 3D [Rannou et al.,
2008].

� G-FEM
L’idée de la méthode des éléments finis généralisés est d’utiliser la PUM pour enrichir
le comportement local du modèle éléments finis, en choisissant des fonctions spé-
ciales sous la forme de développements asymptotiques, de modes, ou encore de so-
lutions éléments finis de problèmes locaux appelés des handbooks. Cette technique
permet de modéliser des structures présentant un grand nombre d’inclusions ou de
trous. Pour ce faire, les trous intersectant un élément de la grille grossière, sont isolés
dans un problème à part contenant uniquement ces trous, soumis à des chargements
simples, type Dirichlet ou Neumann (cf. Figure1.8).

1.3 Méthodes microscopiques directes

Les méthodes regroupées dans cette partie ont comme point de départ, la résolu-
tion du problème à l’échelle fine. Ce choix conduit à des discrétisations fines sur le do-
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Ω

FIG. 1.8: Définition des handbooks résolus sur un élément du maillage grossier conte-
nant trois trous

maine complet Ω, et rend donc ces approches hors de portée des solveurs directs tels
que LU, QR, Cholesky, LDL. Des méthodes itératives sont alors utilisées. Il peut s’agir
de solveurs itératifs globaux tels que Jacobi, Gauss-Seidel, Relaxation. Le domaine peut
également être décomposé et le problème résolu soit par des méthodes alternées telles
que Uzawa, Schwarz, soit en condensant le problème sur l’interface et en le résolvant
avec un algorithme approprié tel que Gradient Conjugué ou GMRes. Le dénominateur
commun de ces méthodes est qu’elles peinent à capter rapidement les composantes à
grande longueur de variation de la solution. L’idée est donc d’introduire une (parfois
plus) échelle grossière supplémentaire, dont le but est d’accélérer la convergence de
l’algorithme itératif de départ. Le choix de cette seconde échelle n’a pas d’influence
sur la solution, mais seulement sur le taux de convergence. Nous présentons donc
d’abord les méthodes multigrilles, puis enfin les méthodes de décomposition de do-
maine multi-niveaux.

1.3.1 Méthodes multigrilles

Les méthodes multigrilles [Briggs, 1987] partent donc du constat précédent que les
algorithmes itératifs traitent efficacement les composantes à faible longueur d’onde du
résidu, mais peinent à prendre en compte les grandes longueurs de variations. L’idée
consiste donc à réaliser des résolutions incomplètes sur une hiérarchie de grilles plus
grossières que la première. L’idée étant de construire des algorithmes permettant de
résoudre un problème en un nombre d’itérations indépendant du nombre de degrés
de liberté du problème micro initial. Le transport d’une grille à l’autre se fait par des
opérateurs de restriction R et de prolongement P qui correspondent classiquement à
des interpolations linéaires. En outre, les itérations du calcul s’organisent suivant des
cycles (en V, en W ...) qui alternent le passage entre les grilles fines et grossières.

À titre d’exemple, nous étudions un cycle en « V » appliqué au problème non li-
néaire discrétisé L(U) = F . Nous noterons �f et �g les quantités associées respective-
ment à la grille fine et à la grille grossière. L’itération k de l’algorithme est la suivante :

(1) Lissage On réalise αk itérations de l’algorithme sur la grille la plus fine avec
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h

2h4h

(1)

(2)

(3)

FIG. 1.9: Exemples de cycles « V » et « W » sur une hiérarchie de 2 ou 3 grilles

l’initialisation U k
f ,0. Cette étape a pour but de capter les hautes fréquences de la

solution. Le résidu du problème non linéaire est le suivant :

Rk
f = F −L f (U k

f )

Ensuite la solution et le résidu sont projetés sur la grille grossière par :

Rk
g = RF Rk

f et U k
g = RUU k

f

(2) Correction sur la grille grossière On résoud le problème non linéaire suivant
sur la grille grossière. Cette étape a pour but de capter les basses fréquences de
la solution :

Lg (U k
g +E k

g ) = Rk
g +Lg (U k

g )

Ce problème est généralement de même nature que le problème initial. Enfin, la
correction est projetée sur la grille fine :

E k
f = PU E k

g

(3) Mise à jour de la solution la solution à l’échelle fine est corrigée par le calcul à
l’échelle grossière et sert d’initialisation pour l’étape (1) de l’itération k +1 :

U k+1
f ,0 =U k

f +E k
f

Dans le cas de milieux fortement hétérogènes, les auteurs de [Fish et Belsky, 1995]
ont montré que les restrictions classiques étaient insuffisantes pour assurer l’exten-
sibilité de la méthode. Ils ont donc proposé de calculer des opérateurs par une ap-
proche basée sur l’homogénéisation. Le problème grossier est alors un problème ho-
mogénéisé, et la solution grossière capte plus efficacement les phénomènes à grande
longueur de variation à chaque itération.

1.3.2 Méthodes de décomposition de domaine

Le développement des calculateurs à architecture parallèle a entraîné un fort at-
trait pour les méthodes de décomposition de domaine1 dans les années 90 qui fait

1En s’en tenant au sens strict des mots, on devrait considérer comme méthode de décomposition
de domaine, tout algorithme incluant une sous-structuration. Ce n’est pas le cas. Le terme DDM (pour
Domain Decomposition Method) désigne une communauté de méthodes plus restreinte que cela. Seules
des méthodes y appartenant sont regroupées dans cette partie.
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qu’elles sont aujourd’hui probablement les méthodes les plus utilisées pour résoudre
des problèmes de grande taille. D’une part, même s’il s’agit de méthodes basées sur des

ΩE'ΩE

ΩE"

Γ

FIG. 1.10: Décomposition de domaine

considérations physiques, elles bénéficient d’une écriture algébrique (au moins dans
le cadre linéaire) relativement aisée à appréhender et qui permet une étude mathéma-
tique rigoureuse et donc une bonne compréhension de leur comportement ; d’autre
part elles bénéficient de solveurs performants et robustes. Souvent présentées du point
de vue discret et linéaire (pour un état de l’art [Gosselet et Rey, 2006]), elles peuvent
aussi être écrites dans un cadre variationnel (cf. [Magoulès et Roux, 2006]) et être éten-
dues au cas non linéaire. Dans le cas linéaire, du point de vue discret, le problème dé-
composé est constitué d’un ensemble d’équations d’équilibres locaux ainsi que d’une
condition de continuité des champs de déplacement et d’équilibre des efforts :

KEUE
= tE ,TλE

+F E (1.1)∑

ΩE

AEλE
= 0 (1.2)

∑

ΩE

BE tEUE
= 0 (1.3)

où λE est le vecteur des réactions nodales. BE et AE sont des opérateurs de prolonge-
ment (signés ou non) et tE un opérateur de trace sur l’interface du sous-domaine.

Nous ne nous intéresserons, dans cette partie, qu’aux méthodes présentant un ca-
ractère multiéchelle. Leur grande majorité consiste à transformer préalablement ce
problème en un problème posé sur une variable d’interface (lors d’une étape dite de
condensation), avant de résoudre ce problème par un algorithme adapté aux proprié-
tés du problème d’interface tel que Gradient Conjugué ou GMRes (voir l’ouvrage de
référence [Saad, 2000]). La variable de condensation est la caractéristique première de
chaque approche et c’est en toute logique selon ce critère qu’on a l’habitude de les
classer. Après avoir brièvement expliqué l’étape de condensation, qui est commune
à beaucoup d’approches, on tentera de résumer les spécificités de chacune des ap-
proches les plus populaires.

� Condensation
Le principe de la condensation est simple : il s’agit de transformer le problème dé-
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composé en un problème posé sur une variable d’interface. On commence donc par
supposer qu’une des équations (1.2) ou (1.3) est vérifiée.

– Dans le cas où l’équation de continuité des déplacements (1.3) est vérifiée, on
peut supposer l’existence d’un champ de déplacement d’interface W qui est la
trace des déplacements de chaque sous-domaine.

– Si les efforts sont supposés équilibrés (1.2) alors on peut introduire un effort d’in-
terface λ.

On récrit alors l’équation d’interface non vérifiée (portant sur la quantité duale de
celle introduite précédemment) en fonction de la variable introduite. On écrira donc
UE = DE (BET

λ)+ dE ou λE = SE (AET
W )+ bE . Les vecteurs bE et dE représentant les

efforts condensés d’interface, ils sont définis par la résolution de problèmes locaux en
imposant la quantité (effort ou déplacement) nulle sur l’interface et les conditions aux
limites du problème initial. Les opérateurs DE et SE sont des compléments de Schur,
ils sont définis à conditions aux limites extérieures nulles :

– DE est le complément de Schur dual : il est défini par la résolution du problème
local en imposant sur l’interface l’effort BET

λ, c’est un problème qui peut ne pas
avoir une solution unique. Il se peut même ne pas avoir de solutions du tout si
l’effort λ n’est pas choisi correctement, le traitement de cette contrainte sur λ

joue un rôle prépondérant dans toutes les méthodes.
– SE est le complément de Schur primal : il est défini par la résolution du problème

local à déplacement imposé AET
W sur l’interface, il a donc une solution unique.

Le problème d’interface à résoudre est un simple « assemblage » (au sens des AE

ou des BE ) des opérateurs locaux, on note alors D et S les opérateurs assemblés cor-
respondants. Ce problème est résolu par un algorithme de type Krylov. Ces approches
ayant l’avantage de ne nécessiter que des produits matrices vecteurs, il n’est donc pas
nécessaire d’assembler D ou S. Le produit d’un vecteur par un complément de Schur
revient donc à une résolution de problème sur chaque sous-domaine et à un assem-
blage, opération très fortement parallèle.

À noter que DE et SE sont inverses l’un de l’autre. En conséquence on peut construire
facilement un bon préconditionneur de D à partir de l’assemblage des contributions
locales de S et vice-versa et ce à un faible coût puisqu’ils correspondent à des pro-
blèmes de même nature. On n’a donc pas de factorisation supplémentaire d’opérateurs
à effectuer. Ce préconditionneur est dit optimal, même si, bien entendu, le meilleur
préconditionneur est l’inverse de l’opérateur. L’utilisation d’un bon préconditionneur
rend les méthodes de Krylov très performantes, le fait d’avoir accès à un bon précon-
ditionneur à un coût faible est donc un gros avantage.

� Approche primale La méthode BDD (pour Balancing Domain Decomposition me-
thod [Mandel, 1993]) est une méthode de type primale. Le problème d’interface est ré-
solu par un gradient conjugué préconditionné projeté. C’est l’utilisation d’un précon-
ditionneur – lié à la résolution de problèmes locaux à efforts imposés – qui conduit à la
résolution d’un problème grossier. En effet, à chaque itération du gradient conjugué,
le résidu d’équilibre en effort qui est utilisé pour piloter les problèmes locaux du pré-
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conditionneur doit vérifier le même type de conditions que dans une approche duale.

� Approche duale La méthode FETI (pour Finite Element Tearing and Interconnec-
ting [Farhat et Roux, 1991]) est une méthode de type duale. Le problème d’interface
construit est également résolu par un gradient conjugué préconditionné projeté. Le
préconditionneur est utilisé pour accélérer la convergence du gradient conjugué. L’uti-
lisation du projecteur est liée à la condition d’inversion des problèmes locaux, c’est le
traitement de cette condition globale qui permet à chaque itération une propagation
globale de l’information.

Dans [Gosselet et Rey, 2002], les auteurs proposent des stratégies d’accélération de
la convergence dans le cadre de la résolution de plusieurs problèmes linéaires, donc en
particulier de la résolution d’un problème non linéaire par une approche par exemple
de type Newton. Les auteurs proposent la construction de préconditionneurs et/ou de
problèmes grossiers définis grâce à la réutilisation des informations issues de la réso-
lution des problèmes précédents, information représentée par les espaces de Krylov.
Il s’agit donc d’un premier pas pour améliorer les performances des méthodes de dé-
composition de domaine dans le cadre non linéaire.

Les méthodes présentées jusqu’à maintenant sont toutes dédiées aux problèmes li-
néaires. Dans le cadre non linéaire elles sont simplement utilisées comme solveur de la
prédiction linéaire d’un Newton-Raphson. Il n’est donc absolument pas tenu compte
de la décomposition de domaine pour traiter la non-linéarité. Autrement dit, il n’est
jamais résolu de problèmes non linéaires sur les sous-structures. Dans [Pebrel et al.,
2008b] les auteurs proposent une extension de la méthode FETI au cas non linéaire :
la condensation se fait sur le problème non linéaire, le problème d’interface non li-
néaire est résolu par un algorithme de Newton-Raphson et la stratégie est équivalente
à une approche de type FETI avec une étape de résolution de problèmes non linéaires
sur chaque sous-structure.

� Approche non linéaire mixte : La méthode de décomposition de domaine basée
sur la LATIN (pour LArge Time INcrement method [Ladevèze, 1999]) présente l’origina-
lité de définir des champs d’efforts et de déplacement de chaque côté de l’interface.
Cependant, contrairement aux méthodes précédemment citées, celle-ci n’est pas ba-
sée sur une condensation du problème sur l’interface, ni l’utilisation d’un Gradient
Conjugué. Ici, l’interface a un sens plus physique et permet de prendre en compte des
comportements surfaciques complexes. Pour un problème de statique linéaire et pour
certaines valeurs des paramètres de la LATIN — interfaces parfaites ; directions de re-
cherches scalaires constantes ; relaxation égale à 1 — cette méthode est équivalente
(voir cf. [Dureisseix et Champaney, 2000]) à l’algorithme ALG3 d’Uzawa et ainsi à la
méthode de Schwarz modifié (mixte) sans-recouvrement [Fortin et Glowinski, 1982;
Ladevèze, 1985a; Glowinski et Le Tallec, 1989; Lions, 1990].

Dans [Ladevèze et Dureisseix, 2000], les auteurs introduisent une condition de conti-
nuité supplémentaire, la continuité de la partie linéaire des efforts d’interfaces est for-
cée à chaque itération de la méthode. Ceci conduit à la résolution d’un problème gros-
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sier défini sur l’ensemble de la structure, associé au calcul d’opérateur de comporte-
ment homogénéisé. Cette méthode faisant l’objet de cette thèse est plus particulière-
ment détaillée dans le chapitre suivant (Chapitre 2). Cette stratégie de calcul multié-
chelle a été appliquée avec succès à une grande variété de problèmes, parmi lesquels :
analyse de structures hétérogènes en statique [Ladevèze et Dureisseix, 2000; Ladevèze
et al., 2001], systèmes multi-contact [Ladevèze et al., 2002], problèmes multiéchelles en
temps et en espace [Ladevèze et Nouy, 2003; Ladevèze et al., 2008b], suivis de fissure
[Guidault et al., 2008], délaminage des composites [Kerfriden et al., 2009], aux milieux
non réguliers discrets [Nineb et al., 2007; Alart et Dureisseix, 2008], ainsi que l’interac-
tion fluide-structure [Vergnault et al., 2009].
� Approche hybride La méthode HDD (pour Hybrid Domain Decomposition method
[Gosselet et Rey, 2006]) est un cadre qui unifie les méthodes primales et duales. L’idée
est de traiter certains degrés de liberté par une approche primale, et les autres par une
approche duale. Cette méthode est notamment utilisée dans le cadre des problèmes
multiphysiques traités de façon monolithiques, dans lesquels il n’est pas forcément ju-
dicieux de traiter les différentes physiques avec la même approche. Le système résul-
tant est non symétrique et semi-défini, il est résolu par un algorithme de type GMRes.

� Approches à 2 niveaux de condensation : FETI-DP et BBDC
FETI-DP (pour dual-primal FETI [Farhat et al., 2001]) est un FETI à deux niveaux, qui
propose de recondenser le problème d’interface sur les déplacements de certains de-
grés de liberté, par exemple en 2D, sur les nœuds de coin. Ceci a pour effet d’assu-
rer la continuité du déplacement (et rotations) aux coins de chaque sous-structures, à
chaque itération du gradient conjugué. Le problème grossier est donc beaucoup plus
riche. Un autre avantage réside dans le fait que les matrices de problèmes locaux ne
sont plus singulières, et les modes de corps rigides n’ont plus besoin d’être calculés.

Il existe également une version à deux niveaux de l’approche primale, appelée BDDC
(pour BDD by constraints [Dohrmann, 2003]). Il a été démontré que le problème d’in-
terface possédait le même conditionnement que celui de la méthode FETI-DP. Résolu
par un gradient conjugué, les méthodes ont donc les mêmes performances.
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2 Stratégies multiéchelles en temps

2.1 Méthodes multi-pas en temps

Dans certains cas, le fait d’utiliser une description unique pour tous les phéno-
mènes temporels en jeu, peut s’avérer inutile voire, parfois, pénalisant, en particu-
lier dans le cas des problèmes multiphysiques, pour lesquels les différentes physiques
ne nécessitent pas la même description [Dureisseix et al., 2003; Néron et Dureisseix,
2008a], ou dans le cas ou une zone de l’espace limitée nécessite une solution tempo-
relle fine [Combescure et Gravouil, 2002].

Pour répondre à cette problématique, des premières approches ont été proposées
pour permettre de prendre en compte des discrétisations temporelles différentes dans
des régions séparées de la structure. Des méthodes mixtes initiées par [Hughes et Liu,
1978] permettent de coupler des schémas d’intégrations différents, par exemple implicite-
explicite. Les méthodes permettant de prendre en compte des discrétisations tempo-
relles différentes sont introduites, ce sont les méthodes de sous-cyclage ou multi-pas
en temps [Belytschko et al., 1979]. Puis des méthodes mixtes avec sous-cyclage, com-
binant les deux approches précédentes on été proposées [Belytschko et al., 1985; Gra-
vouil et Combescure, 2001; Combescure et Gravouil, 2001]. Ces méthodes permettent
alors d’adapter la finesse dans certaines zones, afin de modéliser des phénomènes
complexes, sans que cela devienne pénalisant pour le reste de la structure. Ces mé-
thodes ont été particulièrement bien adaptées à la simulation de l’impact en dyna-
mique transitoire [Combescure et Gravouil, 2002; Faucher et Combescure, 2003]. Dans
[Gravouil et Combescure, 2003] l’approche est couplée à des méthodes multiéchelle
spatiales .

Γ

Ω1

Ω2

tj tj+1

Ij

Ii
ti ti+1M
M M

FIG. 1.11: Définitions des domaines Ω1 et Ω2 et de leur schéma temporel associé

L’idée est de partitionner le domaine en sous-domaines et d’associer à chacun un
schéma d’intégration et une discrétisation temporelle. Nous considérons une struc-
ture décomposée en deux sous-structures Ω1 et Ω2 séparées par l’interface Γ (cf. Fi-
gure 1.11). Ensuite, les problèmes de dynamiques sont posés sur chacun des sous-
domaines, la continuité des inconnues est assurée par un multiplicateur de Lagrange
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Λ. L’équation traduisant l’équilibre de chaque sous-domaine s’écrit ainsi :

MÜ+KU = Fext
+Fli nk avec Fli nk

=C
T
Λ∑

s
CW = 0

M et K sont les matrices de masse et de rigidité. C est la matrice de contrainte, et W
peut être le déplacement, la vitesse ou l’accélération suivant celle de ces trois variables
dont on cherche à imposer la continuité à l’interface Γ. L’idée est de remarquer que
cette écriture, dans le cas linéaire, peut être séparée entre deux problèmes. D’une part
un problème qui ne dépend que des quantités liées à la sous-structure courante libre
( f ree), et d’autre part, un problème lié à la solution des problèmes adjacents, noté lié
(l i nk) :

MÜ f ree +KU f ree = Fext (1.4)

MÜli nk +KUli nk = Fli nk (1.5)

U = U f ree +Uli nk (1.6)∑
s
CW = 0 (1.7)

Ce problème est alors résolu par l’algorithme de Schur dual suivant, à chaque pas de
temps :

1. Résoudre les problèmes libres (1.4)

2. Résoudre le problème condensé d’interface (1.7)

3. Résoudre les problèmes liés (1.5)

4. En déduire la solution sur chaque sous-domaine (1.6)

Dans le cas de discrétisations différentes, toutes les variables d’interface (Λ et W) sont
définies sur la grille grossière. Un opérateur de prolongement qui peut être basé sur
une interpolation linéaire est utilisé pour transférer les champs sur la grille fine.

2.2 Méthodes d’enrichissement micro

Ces méthodes étendent au domaine temporel certaines des techniques d’enrichis-
sement présentées au premier chapitre. Dans [Bottasso, 2002], l’auteur met en œuvre
la méthode variationnelle multiéchelle (VMS method, cf. § 1.2.1) sur un problème hy-
perbolique. Un schéma de Galerkin discontinu est employé pour la solution grossière,
et la solution micro est recherchée comme combinaison linéaire de polynômes ortho-
gonaux à ceux de l’espace macro.

2.3 Méthodes dédiées aux chargements cycliques

2.3.1 Homogénéisation périodique

La méthode proposée dans [Guennouni, 1988] étend, en quelque sorte, l’homo-
généisation périodique au domaine temporel. Elle repose sur une description à deux
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échelles du domaine temporel. D’une part, un temps long t M ∈ [0,T ] qui décrit les
variations lentes et d’autre part, un temps court t m qui décrit les variations rapides
sur une période ∆T . À l’instar de la méthode spatiale, on introduit un petit paramètre
ǫ=∆T /T . On a ainsi :

ǫt m
= t M

Ainsi la différentielle d’une variable s(t ) = s(t M , t m ) par rapport au temps se note :

ṡ(t ) =
∂

∂t M
s(t M , t m)+

1

ǫ

∂

∂t m
s(t M , t m)

On se place dans le cas d’un problème de viscosité de type Maxwell :

ε̇ = ε̇p+ ε̇e

= B(σ)+K−1
σ̇

avec K et B constants. On considère également, pour simplifier, que le chargement est
constitué d’un effort donné découplé en temps et en espace F d (x, t ) = λ(t M , t m)F s

d (x)
et que ud = 0. Les variables u,σ et εp sont cherchées sous la forme d’un développe-
ment asymptotique :

s(t )=
∞∑

i=0
ǫi s(i )(t M , t m)

les s(i ) étant ∆T -périodiques par rapport à t m .
Enfin, on note 〈.〉 l’opérateur moyenne suivant :

〈s(t M , t m)〉 =
∫

∆T

0
s(t M , t m) dt m

Les variables s(t M , t m) sont vues comme la somme d’une partie macro sM(t M ) et de
son complément micro sm(t M , t m) :

sM(t M ) = 〈s(t M , t m)〉 et sm(t M , t m) = s(t M , t m )−〈s(t M , t m)〉

En introduisant le développement asymptotique dans l’équation du problème, on ob-
tient deux types de problèmes (les exposants �

(0) sont omis) :

1. Un problème micro élastique ; trouver sm(t M , t m) vérifiant :

divσm = 0 et σm ·n = F d −〈F d〉

Kε(um) =σm et um = 0

Le chargement étant radial, ce problème peut être résolu par un problème de
statique linéaire avec comme chargement F s

d qui permet de trouver ss = (us ,σs ).
On en déduit sm = (um ,σm ) par :

sm(x, t M , t m) = (λ(t M , t m)−〈λ(t M , t m)〉)ss(x)
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2. Un problème macro non linéaire ; trouver sM (t M ) vérifiant :

sM (x,0)= s0(x)− sm (x,0,0)

divσM = 0 et σM ·n = 〈F d〉

Kε(uM ) =σM et uM = 0

∂

∂t
εp = 〈B(σM +σm )〉 = 〈B(σM +λm (t M , t m)σs )〉

Dans le cas général, le chargement est décomposé sous forme radiale (cf. chapitre 5).
Ainsi le problème revient donc à calculer un ensemble de problèmes élastiques liés
aux fonctions spatiales du chargement, ce qui nous donne la solution micro. La solu-
tion macro construite à partir de la solution micro et du chargement peut ensuite être
résolue sur l’intervalle d’étude t M ∈ [0,T ].

� Bilan
Il s’agit donc d’une véritable méthode à deux échelles pour les problèmes non linéaires
d’évolution sous chargements cycliques. Tout comme l’approche spatiale, cette méthode
nécessite un rapport d’échelle ǫ très petit.

2.3.2 Méthode LATIN

La méthode développée dans [Cognard et Ladevèze, 1993; Ladevèze, 1999] et basée
sur la LATIN propose une représentation particulière des variables sur deux échelles
de temps. Il s’agit d’une vision éléments finis temporels ou les valeurs nodales sont
des fonctions du temps périodiques. Tout comme la méthode précédente, deux temps
caractéristiques sont distingués : un temps court t m et un temps long t M . Les variables
sont également ∆T -périodiques par rapport au temps court. L’intervalle d’étude est
muni d’une partition grossière de N intervalles IG

i . Chaque intervalle de cette partition
peut contenir plusieurs centaines de cycles ∆t . Le premier cycle de l’intervalle IG

i est
noté cycle nodal de l’intervalle IG

i . Des fonctions de formes éléments finis linéaires {φi }
sont définies pour chaque intervalle IG

i . Ainsi une variable f (t ) sera interpolée sous la
forme :

s(t )≈= f̃ (t M , t m) =
N∑

i=0
fi (t m)φi (t M ) (1.8)

où fi (t m) est la fonction nodale de l’intervalle IG
i ∆t -périodique.

Le problème est ensuite résolu par la méthode LATIN [Ladevèze, 1999] (la méthode
est présentée au chapitre 2) qui consiste en la succession des deux étapes suivantes :

L’étape locale à l’itération n consiste à construire, pour chaque pas de temps IG
i une

solution nodale ŝ(t m
i ) par la résolution d’équations différentielles non linéaires locales

sur les points d’intégration en espace. Connaissant cette solution nodale, l’équation
différentielle peut être résolue sur l’intervalle complet conduisant à ŝi (t m). Pour le cal-
cul de cette intégrale, des approximation réduites peuvent être utilisées pour réduire
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fi+1(t)

fi(t)

f(t)

T0 ti ti+Δt ti+1+Δtti+1

Ii
G

FIG. 1.12: Elements finis temporel linéaire

le coût de l’étape.

L’étape linéaire à l’itération n L’étape linéaire consiste à construire la solution s d’un
problème linéaire par une technique d’approximation dédiée : l’approximation radiale
(cette méthode fait l’objet du chapitre 5). Cette technique conduit à la résolution d’un
faible nombre de problèmes temporels et spatiaux. Les problèmes spatiaux sont stan-
dards, mais nécessitent des intégrations temporelles qui peuvent être menées avec
les techniques d’intégrations approchées de l’étape précédente. Les problèmes tem-
porels sont constitués de deux types de problèmes, un problème sur le cycle nodal
donnant accès aux fonctions micro et un problème en variables macro qui permet, à
partir d’une interpolation linéaire sur les intervalles IG

i de connaître la valeur nodale
suivante.

Cette stratégie propose donc une vision à deux échelles sur problème. Elle ne né-
cessite que le calcul de la solution sur un nombre restreint de cycles au prix de tech-
niques de résolutions sophistiquées. Dans ces conditions le coût de calcul peut être
considérablement réduit comparativement à une méthode incrémentale classique.

Remarque 2.1 Cette méthode multiéchelle permet de déterminer de manière itérative
la solution en chaque pas de temps d’un problème non-linéaire d’évolution sous char-
gement cyclique. Si l’on souhaite seulement déterminer le cycle stabilisé à partir duquel
la durée de vie de la structure en fatigue peut être estimée, des techniques de calcul di-
rectes (non-incrémentales ou à grands incréments de temps) ont été introduites dans
[Ladevèze et Rougée, 1985; Comte et al., 2006; Maitournam et al., 2002].

2.4 Méthodes de décomposition de domaine en temps

L’intégration d’un système d’équations différentielles à une échelle fine (avec un
grand nombre d’intervalles de temps) peut conduire à des temps de calculs déraison-
nables pour l’ingénieur. La méthode « Pararéel » [Lions et al., 2001; Maday et Turinici,
2002] et la méthode PITA [Farhat et Chandesris, 2003] sont des méthodes d’intégra-
tions parallèles sur l’intervalle d’étude qui ont été développées pour tirer parti des cal-
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culateurs à architecture parallèle. Elles se basent sur une décomposition du domaine
temporel en intervalles grossiers (Figure 1.13), et proposent un algorithme itératif pour
rendre la solution continue aux « interfaces temporelles ». Cet algorithme se compose
de deux étapes. Dans un premier temps, on résout avec la précision souhaitée l’équa-
tion (étape de prédiction) sur chaque sous-intervalle grossier indépendamment, donc
en parallèle. Puis, ensuite, on calcule une correction grossière dans le but de corriger
les discontinuités aux interfaces temporelles (étape de correction).

On considère l’équation aux dérivées partielles discrétisée en espace suivante :

u̇(t )+A(t )u(t ) = f (t ), ∀t ∈ [0,T ] (1.9)

avec les conditions initiales u(t = 0) = u0. Par exemple, la discrétisation éléments fi-
nis d’un problème linéaire ou non, faisant éventuellement intervenir des dérivées se-

condes en temps peut être écrite sous cette forme. Soit T
G =

{
IG

i = [tG
i , tG

i+1]
}NG−1

i=0
une

partition grossière de l’intervalle d’étude [0,T ] et l’ensemble des Ti =
{

I j = [t j , t j+1]
}N−1

j=0

partitions fines des intervalles IG
i (cf. Figure 1.13).

0 Tti
G tj tj+1ti

G

Ii
G

ti+1
G ti+1

G

FIG. 1.13: Décomposition de l’intervalle d’étude en sous-intervalles grossiers

Nous pouvons alors réécrire le problème sous-structuré, indépendamment sur chaque
intervalle grossier IG

i , en notant ui (t ) la solution et U i sa condition initiale sur l’inter-
valle IG

i , on a :

u̇i (t )+A(t )ui (t ) = f (t ) et ui (tG
i ) =U i ∀t ∈ IG

i (1.10)

avec les conditions de continuité aux interfaces temporelles :

U0 = u0 et U i = ui−1(tG
i ) (1.11)

Les problèmes d’intégrations sur les intervalles grossiers (1.10) sont couplés par
les conditions de continuité (1.11). L’idée est de se donner un algorithme itératif entre
ces deux classes d’équations. À l’itération k, on se fixe d’abord les conditions initiales
{Uk

i }NG−1
i=0 , et l’on cherche à résoudre les problèmes indépendants sur chaque sous-

intervalle grossier en parallèle. La solution obtenue {uk
i (t )}NG−1

i=0 est discontinue aux

temps tG
i . L’idée de la deuxième étape est de calculer une correction {ck

i (t )}NG−1
i=0 , dis-

continue aux interfaces telle que la somme {uk
i + ck

i }NG−1
i=0 soit une bonne approxima-

tion du problème initial. La correction doit donc vérifier l’équation aux dérivées par-
tielles homogène associée :

ċk
i (t )+A(t )c k

i (t ) = 0 (1.12)
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FIG. 1.14: Les deux étapes de l’algorithme

avec les conditions de continuité aux interfaces temporelles :

ck
i (tG

i ) = ck
i−1(tG

i )+uk
i−1(tG

i )−U k
i (1.13)

Si l’on cherche la correction discrétisée sur la partition fine, alors l’algorithme converge
en une seule itération. Cependant, son calcul est aussi coûteux que le calcul de la so-
lution du problème initial. L’intérêt est justement de trouver une solution grossière de
ce problème de correction. Il ne reste plus qu’a mettre à jour les conditions initiales de
la manière suivante :

U k+1
i (tG

i ) = uk
i−1(tG

i )+ ck
i−1(tG

i ) (1.14)

Plus récemment, une technique adaptative basée sur un raffinement croissant au
cours des itérations de l’algorithme a été proposée dans [Chiaruttini et Rey, 2005] pour
des problèmes non linéaires à variables internes et permet d’accroître notablement le
gain de la méthode.

� Bilan
Ces méthodes sont de véritables méthodes de décomposition de domaine temporel, adap-
tées au calcul parallèle. Elles deviennent intéressantes, en temps de calcul, si le nombre
d’itérations à convergence est très inférieur au nombre d’intervalles grossiers. Un calcul
sur une échelle grossière est mené, son coût est faible, et il permet d’améliorer les condi-
tions de raccord aux interfaces. Il s’agit donc d’une méthode multiéchelle. Cependant, le
problème grossier n’est autre qu’une étape de correction aux interfaces, et ne met pas en
œuvre un véritable comportement mécanique homogénéisé.

Bilan

Dans ce chapitre nous avons présenté des stratégies mettant en œuvre un aspect
multiéchelle en espace ou en temps. Les deux grandes familles de méthodes en es-
paces sont donc les méthodes de décomposition de domaine qui ont l’avantage de ré-
soudre exactement le problème de référence à l’échelle micro ; et les méthodes basées
sur l’homogénéisation qui fournissent un comportement macroscopique plus riche,
mais limité aux grands rapports d’échelles. Du côté temporel, assez peu de méthodes
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présentent une réelle procédure d’homogénéisation en temps ; les seules existantes
étant limitées aux chargements cycliques.

Dans ce cadre, a été développée [Ladevèze et Nouy, 2003] une méthode de décom-
position de domaine mixte qui inclut automatiquement une phase d’homogénéisation
ne présentant pas les limitations des méthodes d’homogénéisation standards. Cette
phase conduit à la résolution d’un problème homogénéisé en temps et en espace. Les
couplages des échelles pris en compte par un algorithme itératif : la LATIN. Cette mé-
thode, qui est le point de départ de ce travail de thèse est décrite en détail dans le
chapitre suivant.





CHAPITRE

2 Une stratégie de calcul
multiéchelle avec
homogénéisation en
temps et en espace

Dans ce chapitre, nous présentons la stratégie de calcul multiéchelle avec
homogénéisation en temps en espace basée sur la LATIN qui est à la base de ce travail de
thèse. La stratégie est présentée dans le cadre de la (visco)plasticité. La méthode a fait
l’objet des publications suivantes [Ladevèze et Nouy, 2003; Ladevèze et al., 2007a,
2008b]
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1 Problème de référence à l’échelle micro

Sous l’hypothèse des petites perturbations, nous considérons l’évolution quasi-
statique et isotherme d’une structure Ω sur l’intervalle d’étude [0,T ]. Cette structure
est soumise à des efforts extérieurs volumiques f

d
et surfaciques F d sur la partie ∂2Ω

de son bord. Sur la partie complémentaire ∂1Ω, le déplacement ud est imposé (Fi-
gure 2.1).

fd

Ω
ud / ∂1Ω

Fd / ∂2Ω

FIG. 2.1: Problème de référence à l’échelle micro

L’état de la structure est entièrement défini par la donnée des champs (ε̇p, Ẋ,σ,Y)
avec :

– εp désigne la partie anélastique de la déformation ε. En effet, la déformation ε,
associée au déplacement u, est découplée en une partie élastique εe et une partie
anélastique εp = ε−εe. X désigne le reste des variables internes.

– σ désigne le champ de contraintes de Cauchy et Y l’ensemble des variables conju-
guées de X.

Toutes les quantités doivent vérifier des conditions initiales à t = 0.
En utilisant les notations suivantes pour les champs primaux :

ep =

[
εp

−X

]
, e =

[
ε

0

]
et ee =

[
εe

X

]
tel que ep = e−ee (2.1)

et pour leurs champs duaux :

f =

[
σ

Y

]
(2.2)

le taux de dissipation s’écrit :
∫

Ω

(ε̇p : σ− Ẋ ·Y)dΩ=

∫

Ω

(ėp ◦ f)dΩ (2.3)

où · désigne le produit scalaire adapté à la nature tensorielle de X et Y, et ◦ désigne
l’opérateur associé. On introduit également la forme bilinéaire « dissipation » :

〈s,s′〉 =
∫

[0,T ]×Ω
(1−

t

T
)(ėp ◦ f′+ ė′

p ◦ f)dΩdt (2.4)
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avec E et F, les espaces associés aux champs ėp et f qui sont compatibles avec (2.4).
Ces espaces nous permettent donc de définir S = E×F, l’espace dans lequel l’état de la
structure s = (ėp, f) est recherché.

� Loi d’état

En suivant [Ladevèze, 1999], et si ρ désigne la masse volumique, de l’énergie libre
ρψ(εe,X) on obtient, sous l’hypothèse usuelle de découplage, une formulation dite
« normale » des équations d’état :

σ = ρ
∂ψ

∂εe
= Kεe

Y = ρ
∂ψ

∂X
=ΛX

(2.5)

où K est le tenseur de Hooke etΛun tenseur constant symétrique défini positif qui sont
des caractéristiques du matériau. Ces équations peuvent être réécrites sous la forme
suivante :

f = Aee avec A =

[
K 0
0 Λ

]
(2.6)

La loi est dite « normale » en ce sens que A est un opérateur linéaire symétrique défini
positif. Ce formalisme, permet de prendre en compte un grand nombre de modèles de
matériaux [Ladevèze, 1999].

La relation de comportement est obtenue par l’opérateur différentiel positif B, qui
dérive du pseudo-potentiel de dissipation φ∗(σ,Y) :

ėp =

[
∂σφ

∗

∂Yφ
∗

]
= B(f) avec ep|t=0 = 0 (2.7)

2 Problème de référence sous-structuré en temps et en
espace

L’idée de base consiste à décrire la structure comme l’assemblage de composants
simples, des sous-structures et des interfaces, chacune ayant ses propres variables et
équations (admissibilité et comportement) [Ladevèze, 1999] (cf. Figure 2.3). L’inter-
valle de temps est également décomposé en sous-intervalles grossiers (Figure 2.2).

0 Tti
G tj tj+1ti
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G
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G

FIG. 2.2: Décomposition de l’intervalle d’étude [0,T ] en sous-intervalles IG
i
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FIG. 2.3: Décomposition du domaine en sous-domaine et interfaces

Chaque sous-structure d’espace-temps ΩE × IG
i de Ω× [0,T ] est définie par la don-

née des variables (ėpE , fE ) et est soumise sur son bord ∂ΩE à l’action de son environ-
nement (l’extérieur ou les autres sous-structures) au travers d’un déplacement W E et
d’un effort F E (Figure 2.3). On notera �E la restriction des variables et opérateurs au
sous-domaine ΩE et EE , WE , FE et FE , les espaces correspondants aux champs ėpE ,
Ẇ E , fE et F E . Ces espaces nous permettent de définir SE = EE ×WE ×FE ×FE , l’espace
dans lequel sE = (ėpE ,Ẇ E , fE ,F E ) est recherché.

2.1 Conditions d’admissibilité sur ΩE × IG
i

La solution du problème sous-structuré doit vérifier les conditions suivantes :
� Le champ de déplacement uE doit être égal au déplacement d’interface W E sur

le bord ∂ΩE , il doit également vérifier les conditions initiales uE0 à t = tG
i :

uE |∂ΩE
= W E et uE |t=tG

i
= uE0 (2.8)

L’espace des champs (uE ,W E ) correspondant est noté UE . Dans le cas particulier
où tG

i = 0, alors uE0 est la condition initiale du problème de référence. Dans le cas
général, cette condition initiale traduit la condition de continuité aux interfaces
temporelles.

� Le champ de contraintes σE doit être symétrique et doit équilibrer les efforts
d’interface F E sur ∂ΩE ainsi que les efforts volumiques f

d
surΩE . La formulation

variationnelle correspondante s’écrit :

∀(u⋆

E ,W⋆

E ) ∈U
⋆

E , −

∫

IG
i ×ΩE

σE : ε(u̇⋆

E )dΩdt

+

∫

IG
i ×ΩE

f
d
· u̇⋆

E dΩdt +
∫

IG
i ×∂ΩE

F E ·Ẇ⋆

E dΓdt = 0 (2.9)
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le sous-espace de FE ×FE dont les éléments (fE ,F E ) vérifient cette condition, est
noté FF E .

� Le taux de déformation ε̇E doit être le gradient symétrique d’un champ de vi-
tesse de l’espace UE . La formulation variationnelle traduisant cette condition
s’écrit :

∀(f⋆E ,F⋆

E ) ∈FF
⋆

E , −

∫

IG
i ×ΩE

σ
⋆

E : ε̇E dΩdt +
∫

IG
i ×∂ΩE

F⋆

E ·Ẇ E dΓdt = 0 (2.10)

Le sous-espace de EE ×WE dont les éléments (eE ,Ẇ E ) vérifient cette condition
est noté EEE E .

� En résumé, l’ensemble des variables sE = (ėpE ,Ẇ E , fE ,F E ) doit vérifier :

((A−1 ḟE + ėpE ),Ẇ E ) ∈ EEE E et (fE ,F E ) ∈FF E (2.11)

ce qui définit AdE , le sous-espace de SE dont les éléments sE vérifient cette condi-
tion (ces champs sont alors dits « E-admissibles »), mais également la relation de
comportement :

ėpE = B(fE ) et epE |t=0 = 0 (2.12)

2.2 Comportement d’interface

Une interface ΓEE ′ entre deux sous-structures ΩE et ΩE ′ , est caractérisée par la res-
triction notée (W EE ′ ,W E ′E ) (resp. (F EE ′ ,F E ′E )) des déplacements (W E ,W E ′) (resp. ef-
forts (F E ,F E ′)) des sous-structures avoisinantes. La relation de comportement de l’in-
terface ΓEE ′ s’écrit, dans le cas général :

bEE ′

(
F EE ′|t ,F E ′E |t ,Ẇ EE ′|τ,Ẇ E ′E |τ,τÉ t

)
= 0 (2.13)

dans lequel bEE ′ dépend du type de comportement d’interface choisi. Par exemple
pour une interface parfaite, on a :

W EE ′ = W E ′E (2.14)

F EE ′ = −F E ′E (2.15)

Remarque 2.1 Les conditions aux limites sur ∂Ω sont prises en compte comme les
types de comportement particuliers suivants :

– pour un déplacement imposé sur ΓE1 = ∂ΩE ∩∂1Ω : W E = ud
– pour un effort imposé sur ΓE2 = ∂ΩE ∩∂2Ω : F E = F d

On pourrait néanmoins envisager des techniques standards pour imposer ces conditions
aux limites (pénalisation, multiplicateurs de Lagrange).
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Remarque 2.2 Dans le cas d’une non-linéarité de surface (contact [Ladevèze et al.,
2002], interfaces cohésives [Ladevèze et al., 2006; Kerfriden et al., 2009]...), il sera judi-
cieux de la faire coïncider avec les interfaces de la décomposition de domaine [Ladevèze,
1999]. Par exemple, lorsque l’on étudie des assemblages de structures, un choix naturel
consiste à faire se confondre les sous-structures avec les composants [Boucard et Cham-
paney, 2003]. Chaque composant peut à son tour être décomposé avec des interfaces par-
faites entre les sous-domaines.

2.3 Reformulation du problème de référence

Nous pouvons donc revenir au problème de référence (2.1). Il consiste à trouver
l’ensemble des s = (sE )ΩE⊂Ω de l’espace S =

⊗
ΩE⊂Ω SE . Soient E, W , F et F les exten-

sions respectives des espaces précédents EE , WE , FE et FE au problème complet. Afin
d’alléger les notations, (ėp,Ẇ , f,F ) ∈ E ×W ×F×F désignera (ėpE ,Ẇ E , fE ,F E )ΩE⊂Ω ∈

EE ×WE ×FE ×FE .
Le problème global de référence, défini sur le domaine spatio-temporel complet

[0,T ]×Ω, s’écrit sous la forme :

� Problème 2.1 Trouver sexacte = (sE )ΩE⊂Ω qui vérifie, ∀ΩE ⊂Ω,

• la condition d’E-admissibilité sE ∈ AdE

• La relation de comportement ėpE = B(fE ) avec epE |t=0 = 0
• Le comportement d’interface ∀ΩE ′ ∈ΩE ,

bEE ′

(
F EE ′|t ,F E ′E |t ,Ẇ EE ′|τ,Ẇ E ′E |τ,τÉ t

)
= 0

3 Description multiéchelle sur l’espace-temps

3.1 Une description des inconnues à deux échelles

L’approche multiéchelle, ou micro/macro consiste à introduire une description à
deux échelles des quantités d’interfaces uniquement. Ces échelles sont appelées « mi-
cro » et « macro » et concernent tant le temps que l’espace. Nous le verrons plus loin,
l’idée consiste à imposer, à chaque itération de la LATIN, la continuité de la partie ma-
cro des efforts d’interfaces, d’où l’intérêt de trouver une base représentative, mais de
taille réduite. L’idée est due à [Ladevèze et Dureisseix, 1998, 2000] pour les problèmes
multiéchelles en espace. Par la suite, elle a été étendue aux problèmes multiéchelles en
temps et en espace dans [Ladevèze et Nouy, 2003].

Pour les interfaces de bord de ΩE , les inconnues (Ẇ E ,F E ) ∈WE ×FE sont séparées
en :

Ẇ E = Ẇ
M
E +Ẇ

m
E et F E = F M

E +W m
E (2.16)



Description multiéchelle sur l’espace-temps 41

dans lequel les exposants �
M et �

m désignent respectivement la partie macro et le
complément micro du champ �. Les espaces correspondants aux parties macro sont
notés W

M
E et F

M
E ; les espaces correspondants aux parties micro sont W

m
E et F

m
E . On

notera naturellement W
M , F M , W m et F

m leur extension à l’ensemble des interfaces.
Les espaces W

M
E et F

M
E peuvent être choisis arbitrairement, leur choix n’ayant d’in-

fluence que sur le taux de convergence. Une fois ces espaces choisis, la partie macro

Ẇ
M
E du champ Ẇ E ∈ WE est définie par la meilleure approximation de Ẇ E au sens de

la forme bilinéaire suivante :

∀F⋆
∈F

M
E ,

∫

IG
i ×∂ΩE

(Ẇ
M
E −Ẇ E ) ·F⋆ dΓdt = 0 (2.17)

et la partie macro F M
E du champ F E ∈FE par :

∀W⋆
∈W

M
E ,

∫

IG
i ×∂ΩE

(F M
E −F E ) ·Ẇ

⋆
dΓdt = 0 (2.18)

Les compléments micro sont ensuite définis par Ẇ
m
E = Ẇ E −Ẇ

M
E et F m

E = F E −F M
E .

Les équations (2.17) et (2.18) sont équivalentes à :

∫

IG
i ×∂ΩE

Ẇ E ·F E dΓdt =
∫

IG
i ×∂ΩE

(Ẇ
M
E ·F M

E +Ẇ
m
E ·F m

E ) dΓdt (2.19)

Les parties macro sont donc des moyennes en temps et en espace des efforts et dé-
placement d’interfaces. Concernant le domaine spatial, l’échelle macro est associée
à la longueur caractéristique LM des interfaces, a priori grande devant celle Lm de la
discrétisation. Aucune condition sur le rapport d’échelles n’est cependant nécessaire.
En pratique, une condition nécessaire pour assurer à la méthode l’extensibilité en es-
pace, est que W

M
E contienne les mouvements de corps rigides des interfaces et que

F
M contienne les résultantes et moments des efforts d’interfaces.

Concernant le domaine temporel, l’échelle macro est associée au temps caractéris-
tique ∆tG

i = tG
i+1 − tG

i de l’intervalle grossier IG
i , a priori grand devant celui de la parti-

tion fine qui munit chacun des intervalles grossiers.
Un champ �

M
E s’écrit donc en chaque point (x, t ) deΓEE ′×IM

k sous la forme
∑

i , j αi j eM
j (x) f M

i (t ).

3.2 Admissibilité des quantités macro

Nous l’avons dit, le point fondamental, qui confère à la méthode l’extensibilité,
consiste à imposer partiellement, à chaque itération, la continuité des efforts d’in-
terfaces. Plus précisément, seule la partie macro des efforts doit vérifier l’équilibre de
chaque interface, ainsi que les conditions aux limites :

F M
EE ′ +F M

E ′E = 0 sur ΓEE ′

F M
E2 +F M

d = 0 sur ΓE2
(2.20)
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Le sous-espace de F
M correspondant est noté F

M
ad . Nous introduisons également

l’espace W
M

ad dont les éléments appartiennent à W
M , sont continus à chaque interface

et vérifient les conditions de Dirichlet sur ∂1Ω. Enfin, les sous-espaces de W et F dont
les éléments ont leur partie macro dans W

M
ad et F

M
ad sont notés Wad et Fad.

Remarque 3.1 Seule la continuité de la partie macro des efforts d’interface est assu-
rée, c’est en effet la seule équation qui s’écrit toujours en variables macro quelque soit le
comportement d’interface choisi. En revanche, les conditions de transmission aux inter-
faces des déplacements ou vitesses ne s’écrivent pas nécessairement en variables macro
dans le cas d’un comportement d’interface quelconque.

4 La stratégie de calcul multiéchelle

4.1 La méthode LATIN

Le problème décomposé de référence, défini sur le domaine d’espace-temps Ω×

[0,T ], s’écrit donc sous la forme :

� Problème 2.2 Trouver sexacte = (sE )ΩE⊂Ω qui vérifie, ∀ΩE ⊂Ω,

(a) la condition d’E-admissibilité sE ∈ AdE

(b) l’admissibilité des efforts macro F ∈Fad

(c) la relation de comportement ėpE = B(fE ) avec epE |t=0 = 0
(d) le comportement d’interface ∀ΩE ′ ∈ΩE ,

bEE ′

(
F EE ′|t ,F E ′E |t ,Ẇ EE ′|τ,Ẇ E ′E |τ,τÉ t

)
= 0

La méthode LATIN [Ladevèze, 1999], qui est le pilier de la méthode présentée ici, est
un solveur itératif général pour des problèmes non linéaires d’évolution, qui travaille
à chaque itération sur le domaine spatio-temporel d’étude complet. Elle a été appli-
quée avec succès à une grande variété de problèmes, parmis lesquels : analyse statique,
quasi-statique et dynamique, analyse post-flambage, plasticité sous chargement cy-
clique, systèmes fortement hétérogènes, délaminage des composites, systèmes multi-
contact, suivis de fissure, problèmes multi-physiques, ainsi que l’interaction fluide-
structure. [Cognard et Ladevèze, 1993], [Champaney et al., 1999], [Ladevèze et Dureis-
seix, 2000], [Ladevèze et al., 2001], [Ladevèze et Nouy, 2002], [Boucard et Champaney,
2003], [Dureisseix et al., 2003],[Néron et Dureisseix, 2008b],[Guidault et al., 2008], [Ker-
friden et al., 2009], [Vergnault et al., 2009], [Ladevèze et al., 2008b].

Le premier principe de la méthode consiste à séparer les équations en deux groupes
auxquels deux espaces de solutions sont associés : l’espace Ad des solutions des équa-
tions linéaires éventuellement globales (2.2a) et (2.2b), ainsi que Γ des solutions des
équations locales éventuellement non linéaires (2.2c) et (2.2d).
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Le second principe de cette méthode consiste à utiliser un schéma itératif à deux
étapes pour accéder à la solution sexacte vérifiant naturellement sexacte = Ad ∩Γ. Une
itération de la LATIN est constituée de deux étapes, appelées « locale » et « linéaire ».
Telles que présentées sur la figure 2.4, ces étapes consistent à construire des solutions
de Γ et Ad alternativement.

· · · −→ sn ∈ Ad
étape locale
−−−−−−−−→ ŝn+1/2 ∈Γ

étape linéaire
−−−−−−−−−→ sn+1 ∈ Ad︸ ︷︷ ︸

Itération n +1

−→ ··· −→ sexacte

FIG. 2.4: Etapes locales et linéaires à l’itération n +1

La figure 2.5 tente de donner une interprétation géométrique de la méthode dans
le repère (ėp,Ẇ ) – (f,F ). On comprend sur cette figure, que, afin de fermer le problème,
doivent être introduites, ce que nous appelons « les directions de recherche » E+ et E−,
qui permettent de passer d’un espace à l’autre.

+

−

^
sn+1/2

sn+1

sn

sexacte

Γ

Ad

E

E

(epE, WE)

(fE, FE)

.

FIG. 2.5: Une itération de la méthode LATIN

4.2 Étape locale à l’itération n +1

Cette étape consiste à calculer ŝn+1/2 = (ŝE )ΩE⊂Ω ∈ Γ connaissant sn = (sE )ΩE⊂Ω ∈ Ad

et en suivant la direction de recherche E+ :

(ŝn+1/2 −sn) ∈ E+
⇐⇒ ∀ΩE ⊂Ω,

{
H+(̂fE − fE )+ (˙̂epE − ėpE ) = 0

h+(F̂ E −F E )− ( ˙̂W E −Ẇ E ) = 0
(2.21)

H+ et h+ sont des opérateurs symétriques définis positifs qui sont des paramètres
de la méthode. H+ peut être interprété comme un opérateur linéarisé de B et h+ comme
une viscosité de l’interface.
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Résoudre cette étape consiste donc à injecter les relations de comportement d’in-
terfaces bEE ′ ainsi que la relation de comportement des sous-structures B dans la di-
rection(2.21). Les variables ne vérifiant pas l’admissibilité, cette étape consiste en la
résolution d’un ensemble de problèmes locaux (en chaque point d’interpolation), si b
et B le sont également. Dans le chapitre suivant, on pourra trouver le détail des pro-
blèmes à résoudre à l’étape locale, pour des comportements d’interface particuliers.

4.3 Étape linéaire à l’itération n +1

À cette étape, le problème consiste à trouver sn+1 = (sE )ΩE⊂Ω ∈ Ad conaissant ŝn+1/2 =

(ŝE )ΩE⊂Ω ∈Γ et en suivant la direction de recherche E− :

sn+1 − ŝn+1/2 ∈ E−
⇐⇒ ∀ΩE ⊂Ω,

{
H−(fE − f̂E )− (ėpE − ˙̂epE ) = 0

h−(F E − F̂ E )+ (Ẇ E −
˙̂W E ) = 0

(2.22)

Cette direction de recherche peut être écrite sous forme faible, pour le terme de
sous-structure :

∀f⋆ ∈ F,
∑

ΩE⊂Ω

∫

IG
i ×ΩE

(
H−(fE − f̂E )− (ėpE − ˙̂epE )

)
◦ f⋆ dΩdt = 0 (2.23)

et pour le terme de bord :

∀F⋆
∈Fad,

∑

ΩE⊂Ω

∫

IG
i ×∂ΩE

(
h−(F E − F̂ E )+ (Ẇ E −

˙̂W E )
)
·F⋆ dΓdt = 0 (2.24)

On peut remarquer que la fonction test F⋆ appartient à Fad et non pas F , ce qui
couple cette équation pour toutes les interfaces. Pour rendre ces équations locales par
sous-domaine, on assure cette condition par l’introduction d’un multiplicateur de La-

grange ˙̃W
M

( ˙̃W
M

= ( ˙̃W
M

E )ΩE⊂Ω ∈ W
M⋆

ad ), où W
M⋆

ad est le sous-espace de W
M

ad dont les
éléments sont nuls sur ∂1Ω. Ainsi la direction de recherche peut être ré-écrite :

∀F⋆
∈F ,

∑

ΩE⊂Ω

{∫

IG
i ×∂ΩE

(
h−(F E − F̂ E )+ (Ẇ E −

˙̂W E )
)
·F⋆ dΓdt

−

∫

IG
i ×∂ΩE

˙̃W
M

E ·F⋆ dΓdt

}
= 0 (2.25)

avec l’admissibilité des efforts macro au sens faible :

∀
˙̃W

M⋆

= ( ˙̃W
M

E )ΩE⊂Ω ∈W
M⋆

ad ,

∑

ΩE⊂Ω

{∫

IG
i ×∂ΩE

˙̃W
M⋆

E ·F E dΓdt −
∫

IG
i ×ΓE2

˙̃W
M⋆

E ·F d dΓdt

}
= 0 (2.26)
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4.3.1 Problème micro

Le problème micro est un problème linéaire qui consiste en un ensemble de pro-
blèmes indépendants par sous-structure. La solution sE vérifie l’E-admissibilité, ainsi
que la direction de recherche E−. D’une part, l’admissibilité cinématique et les équa-
tions d’état conduisent à la relation suivante : ∀f⋆ ∈ F et ∀F⋆ ∈F

∫

IG
i ×ΩE

(
A−1ḟE + ėpE

)
◦ f⋆ dΩdt =

∫

IG
i ×∂ΩE

Ẇ E ·F⋆ dΓdt (2.27)

D’autre part, en injectant les directions de recherche (2.23) et (2.25) dans l’équation
d’admissibilité (2.27) précédente, on obtient l’expression du problème micro :

� Problème 2.3 Trouver (fE ,F E ) ∈FF E qui vérifient ∀(f⋆,F⋆) ∈FF
⋆

E ,∫

IG
i ×ΩE

(
A−1ḟE +H−fE

)
◦ f⋆ dΩdt +

∫

IG
i ×∂ΩE

h−F E ·F⋆ dΓdt =

∫

IG
i ×ΩE

(
H−f̂E − ˙̂epE

)
◦ f⋆ dΩdt +

∫

IG
i ×∂ΩE

(
h−F̂ E +

˙̂W E +
˙̃W

M

E

)
·F⋆ dΓdt

La solution de ce problème ne dépend que de ŝE et de la valeur de W̃
M
E sur le bord

∂ΩE , qui est inconnue mais considérée, à ce stade comme une donnée pour le pro-
blème micro.

Remarque 4.1 Les problèmes micro sont définis sur ΩE ×IG
i et indépendants par sous-

structure. Une technique de résolution classique sera détaillée dans le chapitre suivant
(Chapitre 3), dans le cas de la viscoélasticité. Elle consiste à résoudre le problème de ma-
nière incrémentale sur la partition fine dont est muni IG

i . Pour ce faire, le problème doit
être dualisé pour se ramener à un problème éléments finis classique en déplacement.
Une technique alternative sera présentée dans le chapitre 5.

Le problème étant linéaire, sa solution peut être vue comme la somme d’un terme
que l’on peut calculer explicitement ̂̂sE ne dépendant que de ŝE et d’un terme qui dé-

pend de la donnée du multiplicateur de Lagrange W̃
M
E :

sE |IG
i
= LE |IG

i
( ˙̃W

M

E |IG
i

)+̂̂sE |IG
i

ou Ls
E |IG

i

est un opérateur linéaire. En particulier, on peut écrire la même relation sur

les efforts macro :

F M
E |IG

i
= LM

E |IG
i

( ˙̃W
M

E |IG
i

)+ ̂̂F
M

E |IG
i

LM
E |IG

i

est un opérateur linéaire de W
M

E dans F
M

E . Il peut être interprété comme un opé-

rateur de comportement homogénéisé sur le sous-domaine d’espace-temps ΩE × IG
i .
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Le calcul de cet opérateur est fait explicitement, mais il reste raisonnable, puisqu’il va
d’un espace macro de dimension finie très réduite à un autre espace macro de même
dimension. En pratique il est calculé en résolvant un ensemble de problèmes micro

(3.2) en prenant ŝE ,n+1/2 ≡ 0, des conditions initiales homogènes, et ˙̃W
M

E parcourant
l’ensemble des vecteurs de base de W

M
E , qui ne sont autres que les vecteurs de base

macroscopiques.

Remarque 4.2 Cet opérateur ne dépend que des directions de recherche et de la base
macro. Il peut donc être conservé d’une itération à l’autre, si les directions de recherche
ainsi que la base macro, n’ont pas été modifiées. De plus, la construction de l’opéra-
teur LM

E |IG
i

étant indépendante d’une sous-structure à l’autre et d’un intervalle grossier

à l’autre, son calcul peut être aisément mené en parallèle en espace mais également en
temps.

4.3.2 Problème macro

Le problème macro s’écrit donc simplement en injectant l’opérateur homogénéisé
de chaque sous-structure (4.3.1) dans la relation d’admissibilité des efforts macro (2.26) :

� Problème 2.4 Trouver ˙̃W
M
∈W

M
ad qui vérifie ∀ ˙̃W

M⋆

∈W
M⋆

ad ,
∑

ΩE⊂Ω

∫

IG
i ×∂ΩE

˙̃W
M⋆

E ·

(
LM

E |IG
i

( ˙̃W
M

E )+ ̂̂F
M

E |IG
i

)
dΓdt =

∑

ΩE⊂Ω

∫

IG
i ×ΓE2

˙̃W
M⋆

E ·F d dΓdt

Ce problème est donc construit par assemblage des opérateurs homogénéisés lo-
caux. Il s’agit d’un problème spatio-temporel non symétrique et global sur Ω× IG

i . Si le
nombre d’interfaces augmente, ou si le nombre de fonctions de base macro augmente,
sa résolution peut devenir prohibitive. Pour réduire le coût de sa résolution, il est pos-
sible d’envisager une résolution approchée, notamment par une technique itérative
que l’on peut interpréter comme une troisième échelle[Ladevèze et al., 2001; Ladevèze
et Nouy, 2003; Ladevèze et al., 2006; Kerfriden et al., 2009]. En pratique, on remarque
qu’une approximation même grossière du problème macro n’a pas d’influence sur la
convergence globale de la méthode.

Remarque 4.3 LM
E |IG

i

n’est pas véritablement un opérateur homogénéisé standard, puis-

qu’il relie un résidu d’équilibre macro sur les interfaces à un multiplicateur de Lagrange
dont la norme tend vers 0 au fur et à mesure des itérations. Cet opérateur traduit un effet
de couplage entre les échelles. On aurait pu envisager le recours à un véritable opéra-
teur de comportement homogénéisé, une sorte de complément de Schur macro spatio-
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temporel reliant les efforts macro aux vitesses macro d’interfaces :

F M
E |IG

i
=S

M
p|IG

i
Ẇ

M
E |IG

i
−S

M
p|IG

i

˙̂W
M

E |IG
i
+ F̂

M
E |IG

i

En condensant ces opérateurs sur les degrés de libertés macro d’interface, on aurait ainsi
eu accès à un problème macro plus conventionnel. Résolu de manière exacte, ce pro-
blème permettrait d’assurer la continuité des efforts et les conditions de transmissions
des vitesses macro aux interfaces à chaque itération. Si dans le cas d’interfaces parfaites
(ou élastiques) ce choix semble judicieux, c’est parce que le comportement d’interface
peut facilement être restreint aux variables macro. Dans le cas d’une interface quel-
conque, le comportement ne s’écrit pas en variables macroscopiques. C’est la raison pour
laquelle seule la continuité des efforts macro d’interfaces est imposée dans le cas général.

4.3.3 Résolution de l’étape linéaire

L’étape linéaire est résolue de manière incrémentale sur la grille grossière. Pour
chaque nouvel intervalle grossier IG

i , trois types de problèmes sont résolus. Une pre-

mière série de problèmes micro en prenant le multiplicateur de Lagrange ˙̃W
M

E nul. Ces

problèmes permettent, via le calcul de ̂̂F
M

E |IG
i

, de construire le second membre macro.

Un unique problème macro, dont la résolution donne accès au multiplicateur de La-

grange ˙̃W
M

sur toutes les interfaces et tout l’intervalle de temps IG
i . Ceci permet donc

de construire le second membre du problème micro complet. Enfin une deuxième sé-
rie de problèmes micro qui permettent de calculer la solution complète du problème
micro. Une fois ces trois étapes résolues pour l’intervalle grossier IG

i , on peut passer à
l’intervalle grossier suivant.

Remarque 4.4 La continuité à l’interface temporelle entre IG
i et IG

i+1 est assurée par la
prise en compte de la condition initiale du problème micro 1 sur l’intervalle IG

i+1 qui est
définie par la solution à l’instant final sur l’intervalle IG

i . Les problèmes macro et micro
2 ont des conditions initiales nulles.

5 Précisions sur l’algorithme

� Initialisation
Pour initialiser l’algorithme, nous choisissons de construire artificiellement une solu-
tion s0 de l’espace Ad. Une solution facile à calculer est la solution nulle s0≡ 0 à laquelle
on rajoute la condition initiale.

� Convergence de la stratégie
La convergence de la stratégie monoéchelle a été démontrée dans [Ladevèze, 1999]
sous certaines conditions. En effet, si l’opérateur B est monotone, et si de plus les
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interfaces représentent des conditions aux limites, des liaisons parfaites ou des sur-
faces de contact sans frottement, alors il a été montré que le processus moyen (sn+1 +

sn)/2 converge si les directions de recherche sont conjuguées, c’est-à-dire (H+,h+) =
(H−,h−) = (H,h) et si H et h sont positifs.

Pour se placer dans le cadre de la preuve de convergence, et pour assurer la conver-
gence de la méthode sur un classe plus large de comportements et de types d’inter-
faces, il est classiquement introduit une étape de relaxation. En notant s̃n+1 la quantité
issue du calcul de l’étape linéaire (précédemment appelée sn+1), l’étape de relaxation
revient à :

sn+1 =µs̃n+1 + (1−µ)sn (2.28)

ou µ ∈ [0,1] est le paramètre de relaxation, généralement pris égal à 0.8.

Une mesure de la distance entre deux solutions consécutives appartenant à chacun
des deux espace permet de définir un indicateur de convergence :

ν2
=

‖s− ŝ‖2

‖s+ ŝ‖2 (2.29)

le choix de cet indicateur ainsi que les choix classiques de ‖·‖ sont discutés au chapitre
4
� Algorithme
L’algorithme 1 rappelle les différentes étapes de la stratégie de calcul multiéchelle pré-
sentée dans ce chapitre :
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Algorithme 1 : Stratégie de calcul multiéchelle en temps et en espace

Initialisation : s0 ∈ Ad

pour n = 1, . . . , nmax faire
Etape locale : calcul de ŝn+1/2 ∈Γ

• Problèmes sur les sous-structures locaux en temps et en espace
→ mise à jour éventuelle de H+

→ calcul de f̂E et ˙̂epE

• Problèmes sur les interfaces locaux en temps et en espace
→ mise à jour éventuelle de h+

→ calcul de F̂ et Ŵ
Etape linéaire : calcul de sn+1 ∈ Ad

pour i = 1, . . . ,NG faire
• Problèmes micro 1 définis sur ΩE × IG

i
→ calcul de sE ,n+1|IG

i
associée à ŝE ,n+1/2|IG

i

→ construction du second membre du problème macro
→ mise à jour éventuelle des opérateurs homogénéisés

• Problème macro spatio-temporel défini sur ΩE × IG
i

→ calcul de ˙̃W
M

n+1|IG
i

• Problèmes micro 2 définis sur ΩE × IG
i

→ calcul de sE ,n+1|IG
i

Critère d’arrêt basé sur ‖sn+1 − ŝn+1/2‖





CHAPITRE

3 Mise en œuvre de la
stratégie pour des
matériaux viscoélastiques

Ce chapitre apporte quelques précisions quant à la stratégie précédemment
présentée. Les choix des discrétisations spatiales et temporelles utilisées dans cette thèse
y sont présentées. Les problèmes à chaque étape de la méthode y sont présentés dans le
cadre d’un matériau viscoélastique, en utilisant cette discrétisation. Le choix des
directions de recherche y est discuté. Enfin un exemple 3D non linéaire traité par le code
développé pendant cette thèse est proposé.
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1 Choix des espaces d’approximation

1.1 Discrétisation spatiale

Le champ de déplacement uE et la contrainte σE sur une sous-structure ΩE ap-
partiennent respectivement aux espaces U

h
E et FF

h
E . Les déformations appartiennent

à EEE
h
E . Pour ces espaces d’approximations, nous utiliserons une discrétisation éléments

finis. Cependant, dans le cadre d’une méthode de décomposition de domaine mixte,
une attention particulière doit être portée à la discrétisation des quantités d’interface
[Ladevèze et Nouy, 2003].

Sur une interface ΓEE ′ , les déplacements W et efforts F appartiennent respective-
ment aux espaces W

h
EE ′ et F

h
EE ′ . Le choix de ces espaces doit être fait avec soin. En

particulier F appartient à H−1/2(ΓEE ′), et n’est donc pas nécessairement continu. Un
choix classique consiste donc à interpoler les efforts de manière compatible avec la
trace des contraintes sur le bord. Par exemple, pour un triangle (en 2D) et un tétraèdre
(en 3D) linéaire, la contrainte étant constante par élément, les quantités d’interfaces
sont choisies constantes par élément d’interface (la valeur étant définie au centre de
gravité de l’élément d’interface).

En pratique, cette discrétisation génère des modes oscillants d’interface dont l’éner-
gie est très mal évaluée. Ces modes sont particulièrement visibles dans les zones à forts
gradient ou à fortes discontinuités. Par exemple, la solution d’un problème simple (cf.
Figure 3.1) obtenue sans traitement particulier présente des oscillations sur la contrainte
ainsi que sur l’inter-effort normal, le long d’une interface verticale.

sans surdiscrétisation avec surdiscrétisation
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FIG. 3.1: Oscillations sur la contrainte et sur l’effort normal le long d’une interface

Ce phénomène est décrit précisément dans [Ladevèze et Nouy, 2003] et les solu-
tions suivantes y sont proposées. L’idée adoptée consiste à décrire les bords des sous-
structures plus finement que les interfaces. On parle alors de sous-discrétisation des
interfaces ou surdiscrétisation des sous-structures. Deux méthodes peuvent être envi-
sagées. La méthode-p consiste à augmenter le degré d’interpolation des éléments de
bord, en ajoutant, par exemple, des nœuds sur les arêtes de ces éléments. La méthode-
h, quant à elle, nécessite le découpage des éléments de bord en sous-éléments, de ma-
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nière à mettre en vis-a-vis un élément d’interface, avec plusieurs éléments de sous-
structures. En 2D, la méthode-h est décrite pour les triangles et quadrangles dans [La-
devèze et Nouy, 2002]. Sur la figure 3.2, nous pouvons constater que la convergence est
pénalisée en l’absence de surdiscrétisation.
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FIG. 3.2: Critère de convergence en fonctions des itérations, avec et sans surdiscrétisa-
tion

En 3D, la technique que nous utilisons est celle développée dans le code de D. Vio-
leau. Dans les exemples qui suivent, nous utilisons des éléments tétraédriques aux-
quels nous appliquons une méthode-h. Pour ce faire, nous ajoutons des nœuds sur les
faces de bord (1 face, 2 faces, ou 3 faces cf. Figure 3.3) et reconstruisons de nouveaux

élément initial 1 face 2 faces 3 faces

3 éléments 5 éléments 7 éléments

FIG. 3.3: Méthode-h pour les tétraèdres

tétraèdres sur ces bases. Dans le cas général, pour utiliser, par exemple, des prismes
ou des hexaèdres, pour qui le découpage nécessite l’utilisation d’éléments pyrami-
daux, la méthode-p peut être utilisée. Elle requiert, cependant, la construction a priori
d’un grand nombre d’éléments (suivant les configurations). Une technique alterna-
tive simple consiste à utiliser la méthode-h appliquée à tous les éléments de la sous-
structure, pour ne pas avoir à différencier les configurations des éléments. Dans les
exemples, nous utiliserons une surdiscrétisation de type h. Les efforts et déplacement
d’interface seront p0 sur les éléments d’interface et les déplacements de sous-structure
seront p1 sur des éléments surdiscrétisés. Un exemple de maillage est donnée Figure
3.4.
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FIG. 3.4: Interface p0 et bords de sous-structures p1 surdiscrétisées

1.2 Discrétisation temporelle

Au niveau temporel, nous utiliserons une technique de Galerkin Discontinu. Elle

se base sur une partition τh =

{
I f

j = [t j , t j+1]
}N

j=0
de chaque intervalle grossier IG

i . Cette

technique permet de rechercher les solutions dans un espace de fonctions éventuel-
lement discontinues aux pas de temps t j (cf. Figure 3.5). Nous noterons Z[0,T ]

r l’espace
des fonctions polynomiales de degrés r sur les intervalles de τh et éventuellement dis-
continues aux instant t j . L’intégrale de la dérivée d’une fonction de Z[0,T ]

r nécessite
d’être redéfinie au sens des distributions.

tj tj+1

a(tj+)

a(tj-)

t0 tN

a(t)

ti+1
Mti

M

FIG. 3.5: Fonction a ∈ Z[0,T ]
r sur la partition τh

Soit a et b ∈ Z[0,T ]
r , au sens de Galerkin Discontinu [Eriksson et al., 1985], on peut

définir, par exemple :

∫

IG
i

aḃ dt =
N∑

j=1

∫

]t j ,t j+1[
aḃ dt +a(t+j )(b(t+j )−b(t−j )) (3.1)

ou bt−0
désigne la condition initiale, prise au sens faible.

Remarque 1.1 Dans le cas particulier de Galerkin Discontinu d’ordre 0, les fonctions
sont constantes par morceau, donc l’intégrale d’une fonction a ∈ Z[0,T ]

0 et de la dérivée de
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b ∈ Z[0,T ]
0 s’écrit :

∫

IG
i

aḃ dt =
N∑

i=1
a(t+j )(b(t+j )−b(t−j )) (3.2)

Dans ce cas, le schéma est similaire à Euler implicite, pour lequel la dérivée d’une fonc-
tion b(t ) en t j se note (b j −b j−1)/δt j avec δt j = t j − t j−1. Les calculs sont similaires mais
l’interprétation sensiblement différente, puisqu’il s’agit de comparer une méthode de col-
location à une méthode d’interpolation. Pour pouvoir faire véritablement un parallèle, il
faudrait extrapoler la solution b(t ) obtenue par Euler implicite entre deux pas de temps
consécutifs ]t j−1, t j ] par la constante b j .

2 Étape linéaire pour un matériau viscoélastique

Dans cette partie, nous étudions la résolution par une méthode incrémentale clas-
sique des problèmes de l’étape linéaire, dans le cas particulier de matériaux viscoélas-
tiques de type Maxwell. Pour ces matériaux, le tenseur de déformation se décompose
en une partie élastique et une partie anélastique :

ε̇ = ε̇e + ε̇p (3.3)

= K−1
σ̇+B(ε̇p) (3.4)

B peut être éventuellement non linéaire. Pour un matériau de ce type, le problème à
résoudre à l’étape linéaire (cf. problème 3.2 chapitre 2) s’écrit (l’indice E omis) :

� Problème 3.1 Trouver (σ,F ) ∈FF qui vérifient ∀(σ⋆,F⋆) ∈FF ,

∫

IG
i ×ΩE

(
K−1

σ̇+H−
σ

)
: σ⋆ dΩdt +

∫

IG
i ×∂ΩE

h−F ·F⋆ dΓdt =

∫

IG
i ×ΩE

(
H−

σ̂− ˙̂εp
)

: σ⋆ dΩdt +
∫

IG
i ×∂ΩE

(
h−F̂ +

˙̂W +
˙̃W

M
)
·F⋆ dΓdt

Ce problème est résolu en deux parties (cf. Chapitre 2), une associée aux quanti-
tés issues de l’étape locale ŝ (problème micro 1), permettant de construire le second

membre du problème macro et une associée au multiplicateur de Lagrange ˙̃W
M

(pro-
blème micro 2). Ces deux problèmes s’écrivent sous une écriture unique :

� Problème 3.2 Trouver (σ,F ) ∈FF qui vérifient ∀(σ⋆,F⋆) ∈FF ,

∫

IG
i ×ΩE

(
K−1

σ̇+H−
σ

)
: σ⋆ dΩdt +

∫

IG
i ×∂ΩE

h−F ·F⋆ dΓdt =

∫

IG
i ×ΩE

(
H−

σ− ε̇p
)

: σ⋆ dΩdt +
∫

IG
i ×∂ΩE

(
h−F +Ẇ

)
·F⋆ dΓdt
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avec s=
(
ε̇p,Ẇ ,σ,F

)
désignant les données du problème, différentes suivant qu’il s’agisse

du problème micro 1 :

s = ŝ =
(

˙̂εp , ˙̂W ,σ̂, F̂
)

(3.5)

ou du problème micro 2 :

s =

(
0, ˙̃W

M
,0,0

)
(3.6)

Pour être résolu avec une technique incrémentale classique, ce problème formulé
en contrainte, doit être dualisé, pour se ramener à un problème éléments finis en dé-
placement classique. Pour ce faire, nous récrivons la condition d’admissibilité du champ
test (σ⋆,F⋆) par l’introduction d’un multiplicateur de Lagrange (ε̇,Ẇ ). Ainsi le pro-
blème micro s’écrit :

� Problème 3.3 Trouver (σ,F ) ∈FF et (ε̇,Ẇ ) ∈ EEE qui vérifient ∀(σ⋆,F⋆) ∈FF
⋆,∫

IG
i ×ΩE

(
K−1

σ̇+H−
σ

)
: σ⋆ dΩdt +

∫

IG
i ×∂ΩE

h−F ·F⋆ dΓdt =

∫

IG
i ×ΩE

(
H−

σ− ε̇p
)

: σ⋆ dΩdt +
∫

IG
i ×∂ΩE

(
h−F +Ẇ

)
·F⋆ dΓdt

+

∫

IG
i ×ΩE

ε̇ : σ⋆ dΩdt −
∫

IG
i ×∂ΩE

Ẇ ·F⋆ dΓdt

et ∀(ε̇⋆,Ẇ
⋆

) ∈ EEE
⋆

∫

IG
i ×ΩE

ε̇
⋆ : σ dΩdt −

∫

IG
i ×∂ΩE

Ẇ⋆
·F dΓdt = 0

Remarquons que le champ test (σ⋆,F⋆), ne vérifie pas de contrainte d’admissibilité,
donc le problème (3.3) s’écrit en tout point de l’espace et du temps. Plus précisément,
dans ce cadre, la première relation du problème (3.3) s’écrit sous la forme de deux types
de problèmes, un problème en chaque point d’interpolation du sous-domaine et un
problème en chaque point d’interpolation de sa frontière. L’écriture du problème dua-
lisé dépend donc du schéma incrémental choisi. Dans la suite, nous utiliserons, par
exemple, le schéma de Galerkin discontinu d’ordre 0. Chaque variable appartiendra

donc à Z[0,T ]
0 . On notera I f

j l’intervalle de temps courant, et δt j sa longueur, de telle
sorte que :

K−1 σ j −σ j−1

δt j
+H−

σ j −H−
σ j +

εp j −εp j−1

δt j
−

ε j −ε j−1

δt j
= 0 (3.7)

h−F j −h−F j −
W j −W j−1

δt j
+

W j −W j−1

δt j
= 0 (3.8)

Les équations locales (3.7) et (3.8) sont ensuite injectées dans l’équation d’admissibi-
lité des contraintes (deuxième relation du problème (3.3)). On notera pour simplifier
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K = (K−1/δt j +H−)−1. La résolution d’un problème micro consistera donc à résoudre

pour chaque intervalle de temps I f
j , le problème spatial suivant, les données à l’inter-

valle de temps précédent étant connues :

� Problème 3.4 Trouver (ε(u j ),W j ) ∈ EEE E qui vérifient ∀(ε̇⋆,Ẇ⋆) ∈ EEE
⋆

E ,
∫

ΩE

K

δt j
ε(u j ) : ε⋆ dΩ+

∫

∂ΩE

h−1

δt j
W j ·W

⋆ dΓ=

−

∫

ΩE

K

(
H−

σ j −
εp j −εp j−1

δt j
+

K−1
σ j−1 −ε(u j−1)

δt j

)
: ε⋆ dΩ

+

∫

∂ΩE

(
F j +h−1

W j −W j−1

δt j
+h−1

W j−1

δt j

)
·W⋆ dΓ

Dans une étape de post-traitement, les inconnues statiques sont recalculées par les
équations locales (3.7) et (3.8) en chaque point du temps et de l’espace.

3 Étape locale pour quelques types d’interfaces

Un des avantages les plus significatifs qu’apportent les méthodes de décomposi-
tion de domaine mixtes, et plus particulièrement la LATIN, est de pouvoir prendre en
compte très facilement des comportement d’interface complexes éventuellement non
linéaires tels que les interfaces à épaisseur variable, le contact frottant, les interfaces
cohésives... Si l’on fait coïncider ces interfaces particulières avec les interfaces de la
décomposition de domaine, alors leur comportement (donc la non-linéarité) est pris
en compte uniquement à l’étape locale, donc point d’interpolation par point d’inter-
polation, ceci avec un coût très faible.

Nous détaillons dans cette partie le calcul à mener à l’étape locale pour un certain
nombre d’interfaces particulières qu’il nous a été nécessaire de d’implanter pour trai-
ter les différents problèmes de ce manuscrit. Nous rappelons qu’à cette étape, connais-
sant s, nous cherchons ŝ en suivant la direction de recherche sur chaque interfaceΓEE ′ :

h(F̂ EE ′ −F EE ′)− ( ˙̂W EE ′ −Ẇ EE ′) = 0 (3.9)

Dans la suite l’indice �EE ′ sera omis, W ′ désignera W E ′E .

� Interface parfaite

Le comportement parfait d’une interface se traduit par la nullité du saut de dé-
placement Ŵ = Ŵ

′
, et l’equilibre de l’interface F̂ + F̂

′
= 0. Il suffit alors d’injecter ce

comportement dans la direction de recherche (3.9)
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En pratique, nous allons faire l’addition des expressions des deux directions de re-
cherche de part et d’autre de l’interface ΓEE ′ : ∀t ∈ [0,T ]

(F +F ′)+h−1 ˙̂W +h′−1 ˙̂W
′

= (F̂ + F̂
′
)+h′−1Ẇ

′
+h−1Ẇ

puis ne faire intervenir le comportement qu’après :

˙̂W =
(
h−1

+h′−1)−1
{

h′−1Ẇ
′
+h−1Ẇ − (F +F ′)

}
(3.10)

Soit après discrétisation :

Ŵ j = Ŵ j−1 +
(
h−1

+h′−1)−1
{

h′−1
(
W ′

j −W ′
j−1

)
+h−1

(
W j −W j−1

)
−δt j

(
F j +F ′

j

)}

puis, connaissant ˙̂W , on revient aux efforts d’interface grâce aux directions de recherche
de part et d’autre de l’interface :

F̂ = F +h−1
(

˙̂W −Ẇ
)

� Interface de prise en compte des conditions aux limites

Nous rappelons que les conditions aux limites peuvent être considérées comme
des comportements d’interface particuliers. Le comportement des interfaces étant vé-
rifié à l’étape locale, dans le cas d’un déplacement (resp. un effort) imposé, Ŵ (resp. F̂ )
est pris égal à Ud (resp. F d ), et le champs dual F̂ (resp. Ŵ ) est calculé via la direction
de recherche.

Déplacement imposé : Effort imposé :

Ŵ =Ud

∣∣
Γ∩∂uΩ

˙̂W = Ẇ +h(F d −F )

F̂ = F +h−1(U̇ d

∣∣
Γ∩∂uΩ −Ẇ ) F̂ = F d

∣∣∣Γ∩∂ f Ω

� Interface de déplacement normal

L’interface de déplacement normal permet d’imposer un déplacement Wn aux quan-
tités normales Ŵ ·n =U n ainsi qu’une condition de bord libre sur les quantités tangen-
tielles. Dans le cas où l’interface est droite (2D) ou plane (3D) et lorsque U n = 0, elle est
aussi appelée interface de symétrie. En réalité, il s’agit d’une interface de conditions
aux limites de type effort sur les quantités tangentielles, et type déplacement sur les
quantités normales. Notons n le vecteur unitaire normal à ΓEE ′ dont le sens va de E
vers E ′ en tout point de l’interface, et Πt , l’opérateur de projection dans le plan tan-
gent.

Partie normale : Partie tangentielle :
Ŵ ·n =U n Πt F̂ = 0

F̂ ·n = F ·n +h−1(U̇n −Ẇ ·n) Πt
˙̂W =Πt Ẇ −hΠt F
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� Interface de contact avec frottement

Pour prendre en compte le contact avec ou sans frottement [Alart et Curnier, 1991;
Dostal et al., 1998; Barboteu et al., 2001; Dureisseix et Farhat, 2001; Ladevèze et al.,
2002; Boucard et Champaney, 2003; Avery et al., 2004], il n’est pas nécessaire d’utiliser
une approche par multiplicateurs de Lagrange, pénalisation ou Lagrangien augmenté,
il suffit de faire coïncider la surface de contact avec une interface de la décomposi-
tion de domaine, et le calcul non linéaire suivant doit être mené à l’étape locale. La
difficulté, dans ce cas, est qu’a l’étape locale, on doit trouver des efforts et déplace-
ments vérifiant un comportement inconnu a priori. Une méthode classique consiste-
rait à supposer un comportement (ouverture ou contact, adhérence ou glissement),
de faire un calcul prédictif sous ces hypothèses, et de vérifier si l’hypothèse n’est pas
absurde, ou de corriger, le cas échéant, l’hypothèse de départ. L’originalité de la dé-
marche présentée ici (introduite dans [Duvaut et Lions, 1976]) est qu’il s’agit d’une
méthode directe de calcul du problème non linéaire de contact. Pour ce faire, le pro-
blème est séparé en deux étapes : un problème de contact, puis en cas de contact, un
problème de frottement.

Problème de contact Les deux cas de figures suivants sont distingués :

– décollement : si n · (Ŵ
′
−Ŵ ) > 0 alors F̂ = F̂

′
= 0

– contact : si n · (Ŵ
′
−Ŵ ) = 0 alors n · F̂ +n · F̂

′
= 0

Ce comportement peux être réécrit en notant :
– décollement : si Cn > 0
– contact : si Cn É 0

Cn =
n · (Ŵ

′
−Ŵ )

δt (h′
n +hn)

−
n · (h′

n F̂
′
−hn F̂ )

(h′
n +hn)

(3.11)

Problème de frottement de Coulomb S’il y a contact, il peut y avoir :

– adhérence : si ‖Πt F̂‖ <µ|n · F̂ | alors Πt ( ˙̂W
′

−
˙̂W ) = 0

– glissement : si ‖Πt F̂‖ =µ|n · F̂ | alors ∃λ> 0 tel que Πt ( ˙̂W
′

−
˙̂W ) =−λΠt F̂

Ce comportement peux être récrit de la manière suivante :
– adhérence : ‖Gt‖ <µF̂ ·n
– glissement : ‖Gt‖ÊµF̂ ·n

Gt =
Πt ( ˙̂W

′

−
˙̂W )

h′
t +ht

−
Πt (h′

t F̂
′
−ht F̂ )

h′
t +ht

(3.12)

Ces problèmes doivent donc être résolus en chaque point de chaque interface, et
à chaque instant. Nous injectons les directions de recherche (3.9) dans les expressions
de Cn (3.11) et Gt (3.12), afin de pouvoir les calculer. Gt peut être calculé directement

Gt =
Πt (Ẇ

′
−Ẇ )

h′
t +ht

−
Πt (h′

t F ′−ht F )

h′
t +ht

(3.13)
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tandis que le calcul de Cn fait intervenir le schéma temporel

Cn =
n · (Ŵ

′

j −Ŵ j )

δt j (h′
n +hn)

−
n · (h′

n F̂
′

j −hn F̂ j )

(h′
n +hn)

=
n · ( ˙̂W

′

j −
˙̂W j )

(h′
n +hn)

−
n · (h′

n F̂
′

j −hn F̂ j )

(h′
n +hn)

+
n · (Ŵ

′

j−1 −Ŵ j−1)

δt j (h′
n +hn)

=
n · (Ẇ

′

j −Ẇ j )

(h′
n +hn)

−
n · (h′

nF ′
j −hnF j )

(h′
n +hn)

+
n · (Ŵ

′

j−1 −Ŵ j−1)

δt j (h′
n +hn)

Une fois ces critères calculés, on étudie en chaque point x, pour chaque instant t j

s’il y a contact ou décollement :

F̂ = F̂
′
= 0

si Cn > 0 décollement ˙̂W = Ẇ −hF
˙̂W
′

= Ẇ
′
−hF ′

F̂ ·n =−F̂
′
·n =Cn

si Cn É 0 contact ˙̂W ·n = Ẇ ·n +hn(F̂ −F ) ·n
˙̂W
′

·n =
˙̂W ·n

Si il y a contact, on détermine s’il y a glissement ou adhérence.

Πt F̂ =−Πt F̂
′
=Gt

si ‖Gt‖ <µF̂ ·n adhérence Πt
˙̂W =Πt Ẇ +htΠt (F̂ −F )

Πt
˙̂W
′

=Πt
˙̂W

Πt F̂ =−Πt F̂
′
=µ(F̂ ·n)

Gt

‖Gt‖

si ‖Gt‖ ÊµF̂ ·n glissement Πt
˙̂W =Πt Ẇ +htΠt (F̂ −F )

Πt
˙̂W
′

=Πt Ẇ
′
+htΠt (F̂ ′−F ′)

4 Choix des directions de recherche

4.1 Directions de recherche dans les sous-structures

L’opérateur H− optimal pour les directions de recherche est l’opérateur tangent
de B. Dans ce cas la méthode s’apparente à un algorithme de Newton-Raphson sur
l’espace-temps. En réalité mettre à jour cet opérateur à chaque itération de la LATIN
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peut être coûteux, puisque les problèmes micro et les opérateurs homogénéisés en
dépendent. On peut alors choisir de ne le mettre à jour que sur un nombre réduit d’ité-
rations. Dans ce cas l’algorithme s’apparente à un algorithme de quasi-Newton. Ainsi
tous les opérateurs sont constants d’une itération à l’autre et peuvent être conservés.
De même, si la méthode préconise d’utiliser des directions de recherche conjuguées,
en pratique, la direction H+ est prise verticale (̂f = f), afin de simplifier grandement
l’étape locale. Pous plus de précisions on pourra se référer à [Ladevèze, 1999].

Remarque 4.1 Dans le cas d’un comportement linéaire, on pourra évidemment prendre
H = H− = H+ = B. Le comportement sera donc vérifié également à l’étape linéaire.

4.2 Directions de recherche dans les interfaces

Le choix des directions de recherche, ou plus généralement le paramètre d’aug-
mentation dans une méthode de décomposition de domaine mixte reste, dans le cas
général, un problème relativement ouvert. Récemment, des travaux [Ladevèze et al.,
2006] ont été menés sur l’interprétation et l’optimisation des directions de recherche
dans le cas de l’élastostatique, et pour la première itération, lorsque les quantités �̂ de
l’étape locale sont nulles. Dans ce cas, la direction de recherche h−

E optimale reliant F E
à W E sur le bord ∂ΩE est l’inverse de la rigidité du complémentaire de ΩE condensé sur
∂ΩE (appelé complément de Schur dans le cas discret). Le calcul de cet opérateur n’est
évidemment pas envisageable, puisqu’il nécessite plusieurs résolutions du problème
de référence et dépend des conditions aux limites. Dans le cas multiéchelle, les résul-
tantes et moments d’interface sont propagés grâce au problème macro. En vertu du
principe de Saint Venant, les directions de recherche n’ont un effet que sur les quanti-
tés locales. On peut montrer qu’il est possible de ne calculer l’opérateur h−

E que sur une
zone réduite autour deΩE. Il montre également qu’une approximation même grossière
de cet opérateur est souvent suffisante.

Dans le cadre des problèmes non linéaires, et plus particulièrement dans le cas
de non-linéarités d’interfaces, ce choix n’est pas aussi efficace. Dans [Ladevèze et al.,
2001], la direction de recherche se sépare en une partie micro et macro. De sorte que
la partie macro hM

E peut être choisie comme le comportement de l’interface (hM
E =∞

pour une interface parfaite, hM
E = k−1 dans le cas élastique...) ce qui permet d’impo-

ser à l’étape macro le comportement d’interface. La partie micro hm
E , étant associée

à la microstructure, peut faire l’objet du même choix que précédemment. Ceci pose
cependant plusieurs problèmes pour notre cas, puisque le fait de séparer les direc-
tions de recherche micro/macro nécessite l’introduction de projecteurs micro/macro
spatio-temporels qui compliquent les calculs. De plus il est impossible de trouver un
opérateur hM

E capable d’assurer l’ensemble du comportement, qui ne s’écrit pas tou-
jours en variables macro (cf. Remarque 4.3 Chapitre 2). C’est le cas par exemple pour
des interfaces complexes telles que le contact frottant.

Cependant, pour nous, l’introduction du multiéchelle peut être vue comme une
façon intelligente de s’affranchir d’un choix complexe des directions de recherche. En
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effet, ce choix crucial en monoéchelle a beaucoup moins d’influence en multiéchelle.
Ici, h−

E est homogène à l’inverse d’une rigidité sur un temps. Par extension, nous choi-
sirons donc le même opérateur qu’en statique divisé par un temps caractéristique tel
que le temps d’étude, la longueur d’un intervalle macro, ou un temps caractéristique
matériau. Enfin pour rester dans le cadre théorique de la convergence de la LATIN,
nous choisirons h+ = h− = h.

5 Un code éléments finis

� Caractéristiques du code
Ce travail de thèse a donné lieu à l’élaboration du code de recherche éléments

finis 2D/3D Multi-ST basé sur une bibliothèque éléments finis développée au LMT-
Cachan par H. Leclerc et un code développé par D. Violeau dédié aux problèmes élasto-
statiques. Ce code en C++ / Python permet de traiter des problèmes élastiques, visco-
élastiques d’évolution ou élasto-statiques. La structure est décomposée en sous-domaines
de matériaux éventuellement différents (d’une sous-structure à l’autre ou à l’intérieur
d’une même sous-structure). Les bords des sous-structures sont surdiscrétisés auto-
matiquement si on le souhaite. Les algorithmes de résolution sont la LATIN mono-
échelle, multiéchelle en espace ou multiéchelle en temps et en espace, et les problèmes
micro peuvent être résolus par une méthode incrémentale classique ou par approxi-
mation radiale (qui fera l’objet du chapitre 5). Le comportement d’interface peut être
parfait ; conditions aux limites effort ou déplacement ; contact avec ou sans frottement,
avec ou sans jeu ; symétrie. D’une manière générale, toutes les particularités dévelop-
pées dans cette thèse y ont été implantées, et les exemples qui y sont présentés en sont
exclusivement issus.

Le code développé dans un langage moderne permet de traiter des problèmes non
linéaires d’évolution de plus de 3 105 degrés de libertés sur 60 intervalles de temps en
séquentiel. Ce logiciel robuste rassemble la plupart des « ingrédients » de la méthode
LATIN multiéchelle avec approximation radiale ; il a été développé dans le cadre d’une
plate-forme logicielle commune du laboratoire et servira de base à d’autres thèses.

� Illustration : une structure fissurée hétérogène
Nous étudions le problème d’évolution d’une structure 3D hétérogène contenant

des fissures (cf. Figure 3.6(a)). La structure est encastrée à sa base et soumise aux ef-
forts extérieurs F 1, F 2 et F 3 (cf. Figure 3.6(b)). Les dimensions extérieures de la struc-
ture sont de 120×120×20 mm, et l’intervalle d’étude est de T = 10 s. Les fissures sont
modélisées par un contact unilatéral avec frottement de Coulomb de coefficient de
frottement µ= 0.3.

La structure est composée de deux types de cellules. Les cellules de type-I sont ho-
mogènes et constituées du matériau de type-1 ; Les cellules de type-II sont constituées
d’une inclusion cylindrique de matériau de type-2 dans une matrice de matériau de
type-1. Les matériaux de type-1 et type-2 sont viscoélastiques linéaires et leur carac-



Un code éléments finis 63

F1

F2

F3

(a) décomposition de domaine

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

Temps /s

E
v
o
lu

ti
ti

o
n
 d

u
 c

h
ar

g
em

en
t 

/M
P

a

F1

F2

F3

(b) solution de référence

FIG. 3.6: Description du problème

téristiques sont données dans le tableau 3.1. Leur relation de comportement s’écrit
ε̇p = Bi σ =

1
ηi

K−1
i σ.

Matériau type-1 type-2
Module d’Young E1 = 50 GPa E2 = 250 GPa
Coefficient de Poisson ν1 = 0.3 ν2 = 0.2
Paramètre de viscosité η1 = 10 s η2 = 1000 s

TAB. 3.1: Propriétés matériaux de la structure hétérogène

Le domaine est décomposé en 351 sous-structures et 1296 interfaces (cf. figure 3.7).
Chaque sous-structure correspond à une cellule. Au niveau microscopique, les sous-

Interface sous-structure

de type-I

sous-structure

de type-II

FIG. 3.7: Décomposition de la structure en sous-structures et en interfaces
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structures de type-I, de type-II et les interfaces sont maillées avec respectivement 847,
717 et 144 degrés de libertés (ddls). Le niveau macroscopique spatial est associé à la
taille des interfaces, et consiste en 9 degrés de libertés macro par interface correspon-
dant à la partie linéaire des déplacements et efforts d’interface. Au niveau temporel,
l’échelle micro est décrite par une partition fine de l’intervalle d’étude de 60 intervalles
fins, en utilisant un schéma de Galerkin discontinu d’ordre 0. L’échelle macro tempo-
relle est associée à une grille grossière de l’intervalle d’étude, composé de 3 intervalles
macro, avec une schéma de type Galerkin discontinu du second ordre.

Puisque la relation de comportement est linéaire, la direction de recherche est prise
de telle sorte que H = B. La longueur caractéristique des interfaces étant LE = 4 mm,
nous prenons le paramètre de direction de recherche scalaire constant suivant h = hI,
avec h =

LE
E1ν1

.
La figure 3.8 montre l’évolution au cours des itérations de l’indicateur de conver-

gence ν(s). Nous pouvons observer que l’algorithme converge rapidement vers une
solution de qualité.
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FIG. 3.8: Convergence de la méthode

Afin de corroborer ce résultat, la figure 3.9 présente les approximations du champ
de contrainte moyenne sur la structure (avec un zoom près des non-linéarités de contact)
à l’instant final T = 10 s aux itérations 1,5 et 20, ainsi qu’à convergence (la solution de
référence). L’algorithme travaillant sur tout le domaine temporel à chaque itération,
l’évolution sur tout le domaine temporel du champ de déplacement W au point P2 est
également représenté aux mêmes itérations. On peut observer que grace à la résolu-
tion du problème macro, la méthode nous conduit, même à la première itération, à
une approximation de relativement bonne qualité, à la fois au niveau spatial et tempo-
rel. Après quelques itérations, la solution devient de plus en plus précise, de telle sorte
que la différence avec la référence ne se voit plus à l’œil nu.

Un exemple de la description micro-macro de la solution est donné Figure 3.10.
Les figures 3.10(a) et 3.10(b) montrent l’évolution de l’effort F et sa partie macro F M

à l’instant t = 2/3T le long de la ligne horizontale L1, dans la partie hétérogène de la
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structure, ainsi que l’évolution temporelle au point P1 de cette ligne. Les figures 3.10(c)
et 3.10(d) présentent les mêmes évolutions pour le déplacement W et sa partie macro
W M .

On peut observer que la partie macro des quantités considérées constitue une bonne
approximation en moyenne de la solution, et ceci grâce à un nombre très restreint de
fonctions de base (27 ddls par interface et par intervalle macro). L’espace macrosco-
pique choisi nous conduit à la résolution d’un problème macro très efficace, avec assez
peu d’inconnues (dans cet exemple, 35 000ddls comparé aux 270 000ddls du problème
de référence assemblé).

28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48
0

50

100

150

200

250

300

Espace /mm

E
ff

o
rt

 /
M

P
a

FM

F

(a) F et F M et t = 2/3T sur la ligne L1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-500

-450

-400

-350

-300

-250

-200

-150

-100

-50

0

Temps /s

E
ff

o
rt

 /
M

P
a

F

FM

(b) Evolution temporelle de F et F M au point P1

28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48

-0.55

-0.60

-0.50

-0.45

-0.40

-0.35

-0.30

-0.25

Espace /mm

D
ép

la
ce

m
en

t 
/M

P
a

W
WM

(c) W et W M à t = 2/3T sur la ligne L1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

-0.25

-0.30

-0.20

-0.15

-0.10

-0.05

0

Temps /s

D
ép

la
ce

m
en

t 
/m

m

W

WM

(d) Evolution temporelle de W et W M au point P1

FIG. 3.10: Description micro/macro de la solution



CHAPITRE

4 Maîtrise de la
convergence

Dans ce chapitre, nous proposons quelques contributions à la stratégie pour la
maîtrise de la convergence de la méthode. Une première partie concerne l’indicateur de
convergence, qui est un outil essentiel à son contrôle. Une deuxième partie concerne le
choix de la base macro temporelle avec pour objectif d’aller vers une stratégie
multiéchelle en temps et en espace extensible.

Sommaire
1 Contrôle de la convergence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

1.1 Indicateur d’erreur classique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

1.2 Définition d’un nouvel indicateur d’erreur . . . . . . . . . . . . . . . 69

1.3 Comparaison sur un exemple de contact . . . . . . . . . . . . . . . . 71

1.4 Limitations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

2 Base macro et extensibilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

2.1 Base macro spatiale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

2.2 Base macro temporelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

2.3 Techniques de raffinement classiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

2.4 Une technique d’enrichissement automatique . . . . . . . . . . . . 81



68 Maîtrise de la convergence

1 Contrôle de la convergence

S’agissant d’une stratégie itérative, il est nécessaire de définir un indicateur de conver-
gence fiable, qui, passé en dessous d’un critère donné ǫ, arrête l’algorithme sur une
solution dont la qualité est en accord avec le critère fixé a priori ǫ. L’indicateur clas-
siquement utilisé, facile à mettre en œuvre, présente un certain nombre de défauts
parmi lesquels :

– le niveau d’erreur atteint dépend fortement des directions de recherche.
– les erreurs locales sont mal prises en compte lorsque le nombre de sous-structures

augmente.
Ceci a pour effet de rendre difficile son interprétation. En d’autres termes, il ne consti-
tue donc pas un outil fiable pour le contrôle des itérations. Dans ce paragraphe, un
nouvel indicateur basé sur l’erreur en relation de comportement est proposé. Il ne pré-
sente pas les inconvénients de l’indicateur classique.

1.1 Indicateur d’erreur classique

La solution exacte étant à l’intersection des espaces Γ et Ad, tandis que les ap-
proximations fournies à chaque itération n’appartiennent qu’à l’un ou l’autre de ces
espaces. L’indicateur d’erreur classique est basé sur une mesure de la distance entre
les solutions consécutives d’une même itération (sn+1 et ŝn+1/2) (cf. Figure 4.1) :

^
sn+1/2

sn+1

sn

Γ

Ad
νclassique

sexacte

FIG. 4.1: interprétation graphique de l’indicateur classique

ν2
classi que =

‖s− ŝ‖2

‖s+ ŝ‖2 (4.1)

Suivant le choix de la norme, différents indicateurs peuvent se décliner. Nous cite-
rons les deux principaux : l’erreur en énergie et l’erreur selon la direction de recherche :

‖s‖2
ener =

∑

E∈E

∫

ΩE×[0,T ]
σ : ε̇p dΩdt +

∑

Γ∈∂ΩE

∫

∂ΩE×[0,T ]
F ·Ẇ dΓdt (4.2)

‖s‖2
ddr =

∑

E∈E

∫

ΩE×[0,T ]

(
H−1

σ : σ+Hε̇
p : ε̇p)

dΩE dt+
∑

Γ∈∂ΩE

∫

∂ΩE×[0,T ]

(
h−1F 2

+hẆ 2
)

dΓdt

(4.3)
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En pratique on remarque que lorsque l’on mène des calculs différents avec cet indi-
cateur et un critère d’arrêt constant, on obtient des solutions de qualité vraiment diffé-
rentes. Par exemple, sur la figure 4.1, on comprend aisément que la mesure de l’erreur
dépend fortement de la direction de recherche. En particulier, si l’on choisit une pente
plus forte ou plus faible pour la direction de recherche, on imagine facilement que la
valeur de l’erreur sera différente, pour une qualité donnée de la solution.

1.2 Définition d’un nouvel indicateur d’erreur

Afin de pallier ces problèmes, et dans le but d’avoir une meilleure maîtrise des ité-
rations, il nous a semblé nécessaire de développer un indicateur plus fiable. L’idée ici
est de quantifier la distance entre un espace et la solution appartenant à l’autre es-
pace. Si l’on choisit de mesurer la distance entre Ad et une solution ŝ de Γ, la seule
façon de procéder conduit à la définition classique. Nous choisissons donc de mesu-
rer la distance entre Γ et une solution s de Ad (Figure 4.2). Il faut donc quantifier la

^
sn+1/2

sn+1

sn

sexacte

Γ

Ad

νRdC

FIG. 4.2: interprétation graphique du nouvel indicateur

façon dont la solution s ne vérifie pas la relation de comportement. Pour ce faire, nous
utilisons une erreur en relation de comportement dont l’expression va dépendre du
type de comportement caractérisant la sous-structure et l’interface sur laquelle on se
trouve.

En pratique, l’indicateur se compose d’une partie provenant des quantités sur les
sous-structures associée à la non-vérification de B et une partie sur les interfaces asso-
ciée à la non-vérification de b :

ν2
RdC (s) = ν2

Ω,RdC (s)+ν2
Γ,RdC (s) (4.4)

� Terme de sous-structure
Pour le terme lié aux sous-structures ν2

Ω,RdC (s), on propose d’utiliser naturellement
l’erreur en relation de comportement associée à B, que l’on norme :

ν2
Ω,RdC (s) =

∑

E∈E
e2

RdC (s)

∑

E∈E
‖s‖2

sst

(4.5)
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avec, dans notre cas, l’erreur en dissipation suivante et la norme associée :

e2
RdC (s) =

∫

ΩE×[0,T ]
B−1 (

B(fE )− ėpE
)2 dΩdt (4.6)

‖s‖2
sst =

∫

ΩE×[0,T ]
B−1 (

B(fE )+ ėpE
)2 dΩdt (4.7)

� Terme d’interface
Pour le terme d’interface, il s’agit de quantifier la non-vérification de la relation de
comportement de chaque interface bEE ′

(
F EE ′ ,F E ′E ,Ẇ EE ′ ,Ẇ E ′E

)
. On considère que l’on

a Nb types de relations de comportement d’interfaces différents bi = 0, on note Γi l’en-
semble des interfaces étant défini par ce même comportement bi = 0. On peut remar-
quer que chaque relation bi = 0 est composée de p équations vectorielles bi j = 0 repré-
sentant q équations scalaires. Par exemple, pour une interface parfaite en 3D, on doit
vérifier p = 2 équations vectorielles (W EE ′ = W E ′E et F EE ′+F ′

E ′E = 0) représentant q = 3
équations scalaires (en projection sur chaque direction de l’espace). En 3D p×q = 6 (4
en 2D) pour une interface intérieure et p ×q = 3 (2 en 2D) pour une interface de prise
en compte des conditions aux limites. On propose d’utiliser le critère global νΓ,RdC sui-
vant pour évaluer la non-vérification des relations de comportement locales de toute
la structure :

ν2
Γ,RdC (s) =

Nb∑

j=1

p∑

i=1
ν2

i j avec ν2
i j =

∑

Γ∈Γi

∫

Γ×[0,T ]
bT

i j bi j dΓdt

∑

Γ∈Γi

∫

Γ×[0,T ]
b̃T

i j b̃i j dΓdt
(4.8)

Pour alléger les notations, W (resp. W ′) désignera W EE ′ (resp. W E ′E ).
interface parfaite i = 1, p = 2 et q = 3, ∀ΓEE ′ ∈ Γ1,

b11 = W −W ′ b̃11 = W +W ′

b12 = F +F ′ b̃12 = F −F ′

interface à déplacement imposé i = 2, p = 1 et q = 3, ∀ΓEE ′ ∈Γ2,

b21 = W −U d b̃21 = W +U d

interface à effort imposé i = 3, p = 1 et q = 3, ∀ΓEE ′ ∈Γ3,

b31 = F −F d b̃31 = F +F d

contact frottant i = 4, il faut calculer les indicateurs de contact Cn et Gt à partir
des quantités F et W de l’étape linéaire.

ouverture (Cn > 0),

b41 = F b̃41 = F

b41 = F ′ b̃41 = F ′
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adhérence (Cn É 0 et ‖Gt‖ <µF ·nEE ′),

b41 = F +F ′ b̃41 = F −F ′

b42 = W ·nEE ′ −W ′ ·nEE ′ b̃42 = W ·nEE ′ +W ′
·nEE ′

b43 =Πt Ẇ −Πt Ẇ
′

b̃43 =Πt Ẇ +Πt Ẇ
′

glissement (Cn É 0 et ‖Gt‖ ÊµF ·nEE ′),

b41 = F +F ′ b̃41 = F −F ′

b42 = W ·nEE ′ −W ′ ·nEE ′ b̃42 = W ·nEE ′ +W ′
·nEE ′

b43 =Πt (Ẇ −Ẇ
′
)∧Πt F b̃43 =Πt (Ẇ −Ẇ

′
)∧Πt F

b44 = ‖Πt F‖−µF ·nEE ′ b̃44 = ‖Πt F‖+µF ·nEE ′

1.3 Comparaison sur un exemple de contact

parfaite contact frottant

P

F

FIG. 4.3: Problème, conditions aux limites et décomposition du domaine

Nous étudions un exemple de contact frottant simple pour comparer les indica-
teurs d’erreur précédents. On considère une structure 3D possédant une surface de
contact sur quatre cinquièmes de sa longueur. Cette structure encastrée sur toute sa
longueur est soumise à une précharge P , et à un effort de traction F (cf. Figure 4.3).
Sur la figure 4.4, la solution de référence de ce problème est présentée, elle fait appa-
raître sur la surface de contact, les trois scénarios possibles que sont l’adhérence, le
glissement et le décollement.
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interface

parfaite adhérence
glissement

décollement

FIG. 4.4: Solution du problème de contact

Nous allons étudier la capacité de notre indicateur à évaluer la qualité d’une so-
lution non convergée. On prend l’exemple de l’influence de la direction de recherche
sur la valeur de l’indicateur d’erreur. La difficulté est que la convergence dépend évi-
dement fortement de la direction de recherche. Nous souhaitons isoler l’influence de
la direction de recherche sur l’indicateur de celle qu’elle a sur la convergence. Pour
ce faire, un premier calcul est mené jusqu’à un nombre arbitraire de 12 itérations (en
veillant à ce que l’algorithme n’ait pas convergé) avec la valeur standard de la direc-
tion de recherche kopt . Nous notons ǫddr et ǫrdc les valeurs des indicateurs obtenus
au bout de 12 itérations. À présent, des calculs sont lancés pour différentes valeurs des
directions de recherche, en se donnant les critères d’arrêts ǫddr et ǫrdc . Etant donné
que la direction de recherche a une influence sur la convergence, on s’attend à ne pas
atteindre ce critère en 12 itérations. Un bon indicateur devrait cependant fournir une
solution de qualité comparable, quel que soit le nombre d’itérations nécessaire. Les
résultats sont présentés Figure 4.5

On remarque que pour un critère d’arrêt donné ǫddr , les solutions fournies pour
différentes valeurs des directions de recherche sont vraiment différentes. En revanche,
avec l’indicateur basé sur l’erreur en relation de comportement, les qualités des solu-
tions produites sont comparables. L’indicateur proposé fournit donc une information
fiable quant à la qualité d’une solution non convergée, et permet donc une meilleure
maîtrise de la convergence de l’algorithme.

1.4 Limitations

Il faut cependant prendre certaines précautions pour utiliser cet indicateur. Par
exemple, les dénominateurs des termes νi j peuvent être nuls. C’est le cas notamment,
lorsque les déplacements imposés sont nuls, lorsque l’effort imposé est nul, ou lorsque
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solution à εddr = 4 e-4 solution à εrdc = 3 e-2

10 kopt

kopt

0.2 kopt

0.1 kopt

12 12

81

11

19

68

25

45

parfaite adhérence glissement décollement

nb

iter

nb

iter

FIG. 4.5: Comparaison des solutions à un critère d’erreur fixé

toutes les interfaces de contact sont ouvertes. En pratique, deux corrections sont en-
visageables. La première consiste à négliger le terme νi j correspondant. La seconde
consiste à opérer des regroupements de termes νi j de même nature. Par exemple, la
vérification des déplacements imposés et la continuité des déplacements d’une inter-
face parfaite peuvent être regroupées. Ainsi, le déplacement imposé à zéro sera normé
par la valeur des déplacement d’interface. En pratique ces difficultés disparaissent
lorsque la complexité du cas test augmente.

Par ailleurs, ce critère ne règle pas le problème de la dépendance du niveau d’er-
reur à la sous-structuration. En particulier lorsqu’une erreur localisée est plus impor-
tante que le reste de la structure, le dénominateur sera composé de la somme de la
valeur moyenne des variables d’interface, et le numérateur sera la somme d’un grand
nombre de termes presque tous nuls sauf le terme lié à l’erreur locale. On comprend
dans ce cas que l’erreur va dépendre du nombre d’interfaces, pour une solution de
qualité fixée. Afin de pouvoir mieux interpréter le niveau d’erreur, nous pouvons envi-
sager une version locale νloc

Γ,RdC (s) de l’indicateur νRdC (s).

νloc 2
Γ,RdC (s) =

Nb∑

j=1

p∑

i=1
ν2

i j avec ν2
i j =

sup
Γ∈Γi

∫

Γ×[0,T ]
bT

i j bi j dΓdt

sup
Γ∈Γi

∑

Γ∈Γi

∫

Γ×[0,T ]
b̃T

i j b̃i j dΓdt
(4.9)

Cet indicateur s’interprète donc comme le niveau d’erreur maximum sur une quan-
tité divisé par le niveau moyen des ces quantités à l’échelle de la structure.
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2 Base macro et extensibilité

Les méthodes de décomposition de domaine ont été initialement développées pour
tirer parti des calculateurs à architecture parallèle. L’idée est simple, si la mémoire d’un
ordinateur lui permet de résoudre au maximum un problème de taille N , avec une mé-
thode adaptée, on peut espérer résoudre, avec n processeurs, un problème de taille
n×N .

On appelle l’accélération s(n) (en anglais speedup), le rapport du temps d’exécu-
tion en séquentiel sur celui en parallèle. On appelle efficacité e(n), le rapport de l’ac-
célération sur le nombre de processeurs :

e(n)=
s(n)

n

Un algorithme est efficace lorsque e(n) se rapproche de 1. Si un algorithme est tel que
son efficacité est stable lorsque n augmente, il est alors dit numériquement extensible.
L’extensibilité caractérise la robustesse de l’approche lorsque le nombre de proces-
seurs, donc de sous-structures augmente. Pour traiter des problèmes de grande taille,
il est donc absolument nécessaire que la méthode soit extensible. Pour une méthode
de décomposition de domaine, l’extensibilité se traduit par la dépendance de la vi-
tesse de convergence à la sous-structuration. Cette partie traite de l’influence du choix
des bases macro spatiales et temporelles sur l’extensibilité. Un premier exemple 3D est
proposé, il permet de montrer que l’extensibilité est vérifiée dans le cas où les échelles
temporelles micro et macro sont confondues. En revanche, lorsque la base macro clas-
sique est utilisée en temps, l’extensibilité n’est pas toujours garantie en totalité. Une
étude est proposée pour montrer que des méthodes de raffinement classiques (h ou p)
de la base macro temporelle ne permettent pas de résoudre le problème. Nous propo-
sons enfin une technique générale d’enrichissement de l’espace macro temporel, qui
confère d’avantage de robustesse à la méthode.

2.1 Base macro spatiale

Tel qu’il est précisé dans le chapitre 2, aucune condition n’est requise a priori sur
la base macro spatiale. Cependant, pour assurer l’extensibilité de la méthode, la par-
tie macro des efforts (resp. des déplacements) doit contenir les résultantes et moments
(resp. les mouvements de corps rigides) d’interface [Ladevèze et Dureisseix, 1998, 2000].
En effet, selon le principe de Saint Venant, les compléments micro n’ont qu’un effet lo-
cal. On peut donc construire une base macro capable de découpler les quantités ayant
un effet local et de celles ayant un effet global. À chaque itération, on impose à la partie
à effet global des efforts d’être continue via la résolution du problème macro.

On peut alors choisir d’enrichir la base macro par des moyennes d’ordre supérieur,
ce qui revient à considérer l’interface comme un milieu déformable. En pratique, on
pourra choisir d’utiliser la partie linéaire des efforts et déplacements d’interface. Dans
le cas d’une interface de forme quelconque en 3D, cela revient à considérer une base
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de dimension 12 (3 translations, 3 rotations, 3 cisaillements, 3 extensions ; pour plus
de détails sur leur construction [Ladevèze et al., 2006]). Dans le cas particulier d’une
interface plane, les 3 modes hors plan sont naturellement retirés (cf. Figure 4.6).
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FIG. 4.6: Base macro spatiale

Afin de mettre en évidence le caractère extensible de la méthode, examinons un
exemple tridimensionnel simple. Considérons l’évolution de la structure hétérogène
de forme cubique donnée Figure 4.7. La structure est encastrée à sa base et soumise à
un effort à son sommet dont l’évolution est décrite sur la figure 4.7. La structure est suc-

ud=00 10

0

||F||max

temps /s

Fd

FIG. 4.7: Définition du problème

cessivement décomposée en 8, 27 et 216 sous-structures (cf. Figure 4.8). Afin d’étudier
l’effet de la base macro spatiale seulement, nous faisons coïncider les descriptions mi-
cro et macro en temps. Pour ce faire, l’intervalle [0,T ] est muni de 20 intervalles gros-
siers chacun muni d’un seul intervalle fin. La base macro temporelle ne possède que la
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fonction constante sur IG
i = I f

j . Cette approche multiéchelle en espace et monoéchelle
en temps sera notée MuS.

8 sous-domaines 27 sous-domaines 216 sous-domaines

FIG. 4.8: Différentes décompositions du domaine

Sur la figure 4.9 est représentée la valeur de l’indicateur de convergence νRdC (s) au
cours des itérations de MuS pour les trois sous-structurations différentes. Le principe
de Saint Venant assurant l’extensibilité, il n’est pas étonnant de voir les trois courbes
se superposer.
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FIG. 4.9: Convergence de MuS pour différentes décompositions du domaine

Le choix de la base macro spatiale possède un fort contenu mécanique. Le principe
de Saint-Venant assure un découplage optimal des quantités micro et macro, et ceci
avec une base de dimension très réduite.

Remarque 2.1 Lorsque le nombre de sous-structures augmente (resp. 8,27 et 216), la
taille des problèmes par sous-structure diminue (resp. 11937,3855 et 615 ddls), mais la
taille du problème macro augmente (resp. 324,972 et 6804 ddls). L’extensibilité est altérée
par la résolution du problème macro, lorsque celle-ci devient prohibitive. Dans ce cas,
des techniques de résolution approchées peuvent être envisagées, afin de réduire son coût
et de ne pas nuire à la robustesse de la méthode [Ladevèze et al., 2001; Ladevèze et Nouy,
2003; Ladevèze et al., 2006; Kerfriden et al., 2009].
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2.2 Base macro temporelle

Lorsque la stratégie n’est multiéchelle qu’en espace (MuS), comme c’était le cas
dans le paragraphe précédent, un problème macro doit être résolu à chaque intervalle
de temps de la partition fine. Le problème macro pouvant être de grande taille, cette
étape peut devenir prohibitive dans le cadre de problèmes d’évolution. L’idée de l’ap-
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FIG. 4.10: Choix actuel de la base macro temporelle

proche multiéchelle en temps et en espace (notée MuST) est d’approximer l’évolution
des quantités macro spatiales. Ainsi le problème macro, n’est plus résolu en chaque
point d’intégration temporel de la grille fine, mais de manière approchée en projection
sur la base macro temporelle une fois par intervalle grossier. On utilise classiquement
[Ladevèze et Nouy, 2003] une base macro temporelle constituée de fonctions polyno-
miales. Afin que la taille du problème grossier n’augmente pas trop, on se limite sou-
vent à une base quadratique (cf. Figure 4.10). En pratique, cette base n’est pas utilisée
telle quelle, mais orthonormalisée au sens du produit scalaire temporel suivant :

〈a(t ), b(t )〉IG
i
=

∫

IG
i

a(t )b(t )dt

La partie des efforts qui, en vertu du principe de Saint Venant se propage dans la
structure est associée aux résultantes et moments des efforts à chaque instant. En pre-
nant une moyenne en temps de ces quantités, une approximation est faite. Cette der-
nière entraîne que la partie micro n’est plus à résultantes et moments nuls à chaque
instant. Cette partie micro n’est cependant pas prise en compte par le problème macro,
et subit un traitement monoéchelle. Dans la majorité des cas néanmoins, l’extensibi-
lité de la méthode est conservée. En effet, si l’on reprend l’exemple précédent, en utili-
sant l’approche MuST avec la base macro quadratique et un seul intervalle grossier, on
peut constater (Figure 4.11) que les courbes de convergence sont quasiment superpo-
sées. L’extensibilité est donc conservée dans les exemples simples. On peut également
remarquer qu’elles se confondent avec les courbes de l’approche MuS. On a aussi rem-
placé la résolution, à chaque itération, de 20 problèmes macro spatiaux, par un seul
problème macro spatio-temporel, sans dégrader la convergence de la méthode.

Cependant, dans certains cas plus complexes, l’extensibilité peut être partielle-
ment perdue. Afin de mettre en évidence le problème, examinons le cas artificiel d’un
problème dont l’évolution temporelle du chargement n’est pas représentée exacte-
ment par la base macro temporelle de MuST. Nous considérons l’évolution sur [0,T ]
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FIG. 4.11: Convergence de MuST pour différentes décompositions du domaine

de la structure hétérogène présentée Figure 4.12(a). Elle est encastrée à sa base et sou-
mise à un effort à son sommet dont l’évolution temporelle est donnée Figure 4.12(b).
On utilise la méthode MuST avec une base quadratique sur un seul intervalle grossier.

L’intervalle [0,T ] est muni de 60 intervalles fins I f
j . On peut remarquer que le charge-

ment possède une partie micro non nulle.
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FIG. 4.12: Problème simple. Base macro non compatible avec le chargement

Sur la figure 4.13 sont représentées les courbes de convergence pour les méthodes
MuS, MuST et également pour la méthode monoéchelle (notée Mo).

Étant donné que la méthode MuST approxime la méthode MuS, cette dernière re-
présente donc la référence vers laquelle il faut tendre pour obtenir l’extensibilité. On
constate une différence notable entre la courbe de convergence de la MuST et MuS. La
courbe de la MuST apporte néanmoins un gain considérable par rapport à la version
monoéchelle Mo. En réalité, les oscillations qui ne sont pas à résultantes et moments
nuls, sont sensées, en vertu du principe de Saint Venant, se propager dans toute la
structure. Elles ne sont cependant pas transmises au reste de la structure par le pro-
blème macro. Ces oscillations sont donc traitées en monoéchelle, et la méthode perd
partiellement son extensibilité.
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FIG. 4.13: Courbes de convergence pour les méthodes MuS, MuST et Mo

Le reste de ce chapitre, tente de proposer des techniques permettant d’obtenir mal-
gré tout l’extensibilité de la méthode MuST.

2.3 Techniques de raffinement classiques

La première idée naturelle consiste à enrichir l’espace macroscopique temporel.
Deux possibilités sont envisageables, une vision p-raffinement qui consiste à augmen-
ter le degré des fonctions de base macro temporelles, et une vision h-raffinement qui
consiste à diminuer la taille du support des fonctions de base macro.

2.3.1 p-raffinement

La première consiste à renforcer l’approximation macro en augmentant le nombre
de fonctions de base. Par exemple, cela peut consister à augmenter le degré des poly-
nômes sur chaque intervalle de temps grossiers. On pourrait également envisager des
familles de fonctions plus complexes telles que des séries de Fourrier, des ondelettes...
Examinons le cas d’une base polynomiale. Nous résolvons le problème de la figure 4.12
avec la méthode MuST pour différents degrés p de polynômes. Nous commençons par
la base quadratique précédente p = 2 puis nous augmentons progressivement le degré
des polynômes de la base p = 3,5,7,9,11 et 13, jusqu’à se rapprocher de la convergence
de la méthode MuS. Nous superposons sur la figure 4.14(a) les courbes de convergence
correspondantes sur les courbes de la figure 4.13.

Sur cette figure, on peut remarquer qu’il faut utiliser au moins une base de poly-
nômes de degré p = 10 voire 13, pour se rapprocher de la convergence de la méthode
MuS qui sert de référence. L’utilisation d’une telle technique en 3D conduirait à une
base de dimension 12×14 = 168, ce qui reviendrait à construire des opérateurs homo-
généisés de taille 168× 6 = 1008 dans le cas d’une sous-structure de forme cubique.
Sans compter que pour des exemples plus complexes, le degré 13 ne serait sans doute
pas suffisant, cette technique est totalement inappropriée.
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FIG. 4.14: Raffinement de l’approximation temporelle macroscopique

2.3.2 h-raffinement

La deuxième idée consiste à raffiner la grille grossière à laquelle est associée l’es-
pace macro temporel. En conservant cette fois-ci un degré constant égal à p = 2, on
s’intéresse à l’effet du raffinement de la grille grossière T

G . Nous partons de l’exemple
précédent pour lequel l’intervalle d’étude [0,T ] était muni de nh = 1 intervalle grossier,
puis nous augmentons le nombre d’intervalles grossiers nh = 2,3,6 et 12 progressive-
ment jusqu’à se rapprocher de la courbe de référence. Le nombre total d’intervalles
de temps fins reste constant. Sur la figure 4.14(b), nous superposons les courbes de
convergence correspondante saux courbes tracées sur la figure 4.13.

On constate ici qu’il faut attendre un nombre d’intervalles grossiers tel nh = 12,
que le coût de calcul se rapproche de la méthode MuS. En effet, dans le cas nh = 12,
une quantité est définie constante par morceaux sur 5 intervalles fins pour chacun des
12 intervalles grossiers. Sa partie macro sera alors définie par les 3 paramètres d’une
interpolation quadratique sur chaque intervalle grossier. Il faut donc attendre de faire
quasiment coïncider la description micro avec la description macro, pour se rappro-
cher de la convergence de référence.

Remarque 2.2 Contrairement à l’approche précédente, cette technique a au moins le
mérite d’être convergente, puisqu’elle conduit, dans le pire des cas, à résoudre le pro-
blème avec la méthode MuS.

Ainsi, les méthodes de raffinement classiques analysées dans cette partie sont te-
nues en échec. En particulier, pour obtenir l’extensibilité dans un cas simple tel que
celui étudié, elles nécessitent des degrés d’enrichissement tels qu’elles entraînent des
coûts de calculs prohibitifs.
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2.4 Une technique d’enrichissement automatique

Nous proposons, dans cette partie, une technique consistant à enrichir automa-
tiquement la base macro afin de la rendre compatible « au mieux » avec les parties
linéaires des efforts et vitesses d’interface de chaque sous-structure. L’idée que nous
proposons consiste à extraire sur chaque interface ΓEE ′ à la fin de l’étape linéaire de
chaque itération, les parties macro spatiales (projection sur la base spatiale unique-
ment) des compléments micro. Ces fonctions sont le reflet de phénomènes micro tem-
porels, dont les résultantes et moments (ou modes de corps rigides) ne sont pas nuls.
Ces quantités ont, selon le principe de Saint Venant, un effet global, mais elles ne sont
pas prises en compte par le problème macro. En 3D, la partie linéaire spatiale Rm

F,EE ′(t )
(resp. Rm

W,EE ′(t )) des efforts F m
EE (x, t ) (resp. des déplacements W m

E (x, t )) micro sur ΓEE ′

est :

Rm
F,EE ′(t ) tel que Rm

F,EE ′,k (t ) =
∫

ΓEE ′

eM
k (x) ·F m

EE ′(x, t )dΓ

Rm
W,EE ′ (t ) tel que Rm

W,EE ′,k (t ) =
∫

ΓEE ′

eM
k (x) ·W m

EE ′(x, t )dΓ

où les eM
i sont les nM

esp fonctions de bases macro en espace. Rm
F,EE ′ et Rm

W,EE ′ repré-

sentent donc 2nM
esp fonctions par interface décrivant les évolutions temporelles de phé-

nomènes ayant un effet sur la structure complète, mais n’étant pas propagées par la
résolution du problème macro. Elles sont donc toutes susceptibles d’être ajoutées à la
base macro temporelle et il nous faut un critère pour les trier. En notant les évolutions
temporelles des parties macro RM

F,EE ′ et RM
W,EE ′ :

RM
F,EE ′(t ) tel que RM

F,EE ′,k (t ) =
∫

ΓEE ′

eM
k (x) ·F M

EE ′(x, t )dΓ

RM
W,EE ′ (t ) tel que RM

W,EE ′,k (t ) =
∫

ΓEE ′

eM
k (x) ·W M

EE ′(x, t )dΓ

pour une interface ΓEE ′ , on peut définir l’indicateur suivant pour chaque composante
k de Rm

F,EE ′ et de Rm
W,EE ′ , pour chaque intervalle grossier IG

i :

ξ2
F,EE ′,i ,k =

∫

IG
i

Rm
F,EE ′,k (t )2dt

∫

IG
i

(
RM

F,EE ′(t )
)T

·RM
F,EE ′(t )dt

Cet indicateur permet de trier l’ensemble de ces fonctions. On pourra alors ajouter,
dans la base macro temporelle, les fonctions ayant le plus grand indicateur ξ. Si la base
macro est enrichie par trop de fonctions, la taille du problème macro augmente, et
sa résolution devient prohibitive. On limitera donc l’enrichissement à quelques fonc-
tions. Ces fonctions d’enrichissement pourront être mise à jour au bout de quelques
itérations, le temps que l’information les concernant ait eu le temps de se propager. On
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définit également un critère ξ0 en dessous duquel les fonctions ne seront pas ajoutée à
la base macro temporelle.

Un point important consiste à enrichir la base macro de manière cohérente avec
la nature du modèle de matériau considéré. En effet, si une fonction de Rm

F,EE ′ (donc
captée à partir de quantités de type effort) est susceptible d’enrichir la base macro pour
améliorer la représentation de l’évolution des résultantes et de moments en jeu dans la
structure, elle n’est pas forcément apte à représenter les phénomènes correspondants
en déplacements. Par exemple :

– pour un matériau élastique linéaire, le modèle est tel que les efforts et les dépla-
cements sont reliés par une relation de proportionnalité :

σ= Kε

Ainsi, l’ajout d’une fonction de Rm
F,EE ′ sera suffisante pour améliorer la représen-

tation des évolutions des efforts et déplacement à effet global ;
– pour un matériau viscoélastique, comme celui utilisé ici, le modèle est basé sur

une dualité entre les vitesse et une combinaison linéaire de la contrainte et du
taux de contrainte :

ε̇= K−1σ̇+B(σ)

C’est pourquoi lorsqu’une fonction temporelle susceptible d’enrichir la base ma-
cro sera extraite des efforts, sa dérivée sera également ajoutée à la base macro,
et inversement. D’une manière générale, la base macro temporelle devra, dans
la mesure du possible, être compatible avec les dérivée de chacune des fonctions
de base. Une base polynomiale est donc bien adaptée.

Cette technique d’enrichissement automatique (on notera aMuST) est appliquée
au problème précèdent 4.12. On fixe à 2 le nombre maximal de fonctions que l’on
peut ajouter à la base macro temporelle. Pour cet exemple, le critère de rejet est fixé
à ξ0 = 0.3 et on laisse 10 itérations entre deux appels à la procédure de détection.
La courbe de convergence correspondante est donnée Figure 4.15. On constate qu’en
ajoutant seulement 2 fonctions adaptées au problème et leurs dérivées, la convergence
peut être fortement accélérée. Les fonctions qui enrichissent la base macro sont issues
du calcul, et permettent de se rapprocher de la courbe de convergence de la méthode
MuS.

� Un exemple plus compliqué : L’exemple précédent, qui permet de mettre en évi-
dence le problème est évidement artificiel. En pratique, on veillera toujours à ce que le
choix de l’espace macro temporel (constitué de la base macro ainsi que de la partition
grossière), soit tel qu’il inclut totalement au niveau macro les résultantes et moments
du chargement. Dans ce cas, l’espace macro sera dit compatible avec les données.
Dans notre cas, ceci aurait donc simplement consisté à introduire des fonctions sinu-
soïdales de même fréquence que celle de la perturbation du chargement de la figure
4.12. Il se pourrait cependant que des résultantes et/ou des moments des efforts sur les
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FIG. 4.15: Courbes de convergence pour la méthode aMuST

interfaces suivent des évolutions très différentes de celle du chargement. C’est le cas,
par exemple, dans le cadre de problèmes non linéaires.

Pour se placer dans ce cas, examinons, à présent, le problème (cf. Figure 4.16(a)) de

Fd

(a) structure et conditions aux
limites

0 10
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F (t)d
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n
n

é 
/ 

M
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(b) évolution temporelle du chargement

FIG. 4.16: Problème avec contact. Base macro compatible avec le chargement

la même structure soumise, cette fois, à un effort latéral (à gauche) la poussant contre
un massif indéformable (à droite). Le massif est modélisé par une interface particulière
de contact avec jeu. L’évolution du chargement est simple (cf. Figure 4.16(b)), de sorte
qu’une base quadratique en temps soit compatible avec les données. Sur la figure 4.17,
sont présentées les courbes de convergence des méthodes MuS, MuST, Mo et aMuST
pour laquelle le critère de rejet vaut ξ0 = 0.3, une seule fonction est ajoutée à la base
avec sa dérivée et elle est mise à jour toutes les 20 itérations.

Cette fois encore, alors que l’espace macro est compatible avec les données, il est
cependant trop pauvre pour pouvoir prendre en compte les phénomènes temporels
autour du contact. Ces derniers sont traités de manière monéchelle, et la convergence
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globale de la méthode est pénalisée. Dans cet exemple, avec une seule fonction supplé-
mentaire mise à jour de temps en temps, la méthode aMuST converge très vite. Même
si elle nécessite 2 fois plus d’itérations que la courbe de référence, plus de 7 fois moins
d’itérations que la méthode MuST standard sont nécessaires pour attendre une erreur
de νRdC = 10−3.

Remarque 2.3 Les fonctions de la base macro spatio-temporelle eM
i (x)× f M

j (t ) sont

définies par le produit des fonctions de base temporelles f M
j (t ) par les fonctions de base

spatiales eM
i (x). À chaque fois qu’une nouvelle fonction temporelle est ajoutée à la base,

la dimension de l’espace macro est augmentée de nM
esp . Or la fonction temporelle est

adaptée au mode macro Rm
F,EE ′ duquel elle est issue. On pourrait envisager d’enrichir

la base macro par des fonctions spatio-temporelles g M (x, t ) permettant ainsi de réduire
la taille de la base totale, avec uniquement des fonctions vraiment adaptées au problème
à résoudre. Cette technique n’a cependant pas encore été testée.

Bilan

Dans ce chapitre, nous avons proposé, dans une première partie, un outil permet-
tant de contrôler la convergence de la LATIN multiéchelle. Il s’agit d’un indicateur basé
sur le concept d’erreur en relation de comportement. Il permet d’avoir accès à une in-
dication fiable sur la qualité de la solution à une itération donnée. Il ne présente pas
les inconvénients des indicateurs d’erreur classiquement utilisés. Dans une deuxième
partie, nous avons montré que la stratégie multiéchelle en temps et en espace pou-
vait dans certains cas perdre partiellement son extensibilité, et ceci même lorsque
l’espace macro est compatible avec les données. Quelques techniques du type p et h-
raffinement ont été explorées, et se sont montrées inefficaces, ou trop coûteuses. Une
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technique automatique d’enrichissement a été proposée, elle permet de pallier les li-
mitations de l’approche classique, et améliore considérablement l’extensibilité de la
méthode.
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Deuxième partie

Approximation radiale et stratégie de
calcul adaptative





CHAPITRE

5 L’approximation radiale
sur l’espace-temps

Ce chapitre est composé d’une partie bibliographique sur la POD, ainsi que sur
l’approximation radiale. S’en suit une partie dans laquelle nous proposons une
nouvelle façon d’adapter l’approximation radiale dans le cadre de la LATIN, pour les
modèles de matériaux à variables internes.
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À l’étape linéaire, nous devons résoudre une série de problèmes linéaires dépen-
dants du temps. Les techniques usuelles permettant de résoudre ce genre de problèmes
d’évolution sont des techniques dites « incrémentales » qui utilisent des schémas d’in-
tégration classiques. Parmi elles, on distingue les méthodes explicites (conditionnelle-
ment stables), qui imposent une discrétisation temporelle très fine et qui sont princi-
palement utilisées en dynamique transitoire. Les méthodes implicites, plus fiables car
stables, nécessitent cependant l’inversion d’un système à chaque intervalle de temps,
et conduisent ainsi à des coûts de calculs prohibitifs dans le cadre d’une méthode ité-
rative. Pour résoudre ce type de problèmes, les méthodes incrémentales classiques
peuvent conduire à des coûts de calculs prohibitifs.

Dans ce contexte, une méthode de résolution alternative basée sur le concept de
fonctions radiales a été introduite : l’approximation radiale sur l’espace-temps [Lade-
vèze, 1999]. Initialement, il s’agit d’une extension du concept de fonctions radiales qui
s’est avéré très efficace pour la résolution de problèmes de (visco)plasticité [Ladevèze,
1985b]. Cette méthode propose de construire la solution d’un problème d’évolution
sous la forme d’une somme de produits d’une fonction temporelle par une fonction
spatiale.

f (x, t ) ≈
m∑

i=1
λi (t )Λi (x) (5.1)

Cette écriture générale possède des similarités avec la POD (pour Proper Orthogonal
Decomposition) qui consiste, connaissant une fonction du temps et de l’espace f (x, t )
à calculer sa meilleure décomposition de rang m. L’approximation radiale permet,
quant-à-elle, de calculer l’approximation d’un problème d’évolution en calculant di-
rectement sa meilleure décomposition d’ordre m, sans qu’aucune solution ou base de
fonctions ne soit connue au préalable. En cela, la méthode d’approximation radiale sur
l’espace-temps peut-être vue comme une méthode qui généralise la POD.

Ce type d’approximation présente l’avantage de réduire le volume d’informations,
puisqu’il conduit à une représentation réduite de la solution. De plus, nous le verrons,
la construction de l’approximation radiale conduit à la résolution d’un petit nombre de
problèmes spatiaux et de problèmes temporels au lieu d’un problème spatio-temporel
complet, ce qui a pour effet de réduire considérablement le coût de calcul. Outre ces
avantages, l’intérêt majeur de ces méthodes est qu’elles servent de base à la construc-
tion de méthodes de réductions de modèles. Ces méthodes feront l’objet du dernier
chapitre (Chapitre 7).

Ce chapitre est composé d’une première partie bibliographique comparative sur la
POD et l’approximation radiale. Nous présentons, dans une deuxième partie, une nou-
velle approche performante et robuste pour construire l’approximation d’un problème
micro de l’étape linéaire de la stratégie de calcul multiéchelle, dans le cas des modèles
de matériaux à variables internes.
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1 La POD

Dans cette partie, nous rappelons le principe de la POD, dont les premiers travaux
datent de plus d’un siècle [Pearson, 1901]. Originellement inventée pour réduire des
collections de données multidimensionnelles en dimension réduite à des fins d’ana-
lyse et de statistique, elle est aujourd’hui à la base de nombreuses stratégies de réduc-
tion de modèles qui font l’objet du chapitre suivant (Chapitre 6).

1.1 Le principe

Supposons que l’on souhaite représenter une fonction f (x, t ),∀(x, t ) ∈ Ω× [0,T ]
sous la forme de la somme du produit découplé d’une fonction du temps λi (t ) par une
fonction de l’espace Λi (x) :

f (x, t ) ≈ f̌m(x, t ) =
m∑

i=1
λi (t )Λi (x) (5.2)

La représentation (5.2) n’est évidemment pas unique. Par exemple pour les {Λi (x)}m ,
on peut utiliser les séries de Fourier ou des familles de polynômes orthogonaux... Dans
ce cas, et s’il s’agit d’une base orthonormée, connaissant une famille de fonctions {Λi(x)}m ,
il ne reste plus qu’à déduire les fonctions {λi (t )}m par :

λi (t ) =
∫

Ω

f (x, t )Λi (x) dΩ (5.3)

Cependant, le problème est que le nombre m de fonctions nécessaires pour obtenir
une bonne approximation peut être grand. Ce genre de décomposition ne correspond
clairement pas aux approches de réductions de données. Nous cherchons donc à trou-
ver une base de fonctions qui soit telle que l’approximation de rang k avec cette base
soit la meilleure approximation de rang k au sens d’une norme donnée. Si l’on choisit
une telle base, alors l’expression (5.2) s’appelle la POD de f tronquée à l’ordre m.

Nous présentons, dans le paragraphe suivant, les façons classiques de construire
cette approximation.

1.2 Constructions classiques de la POD

L’article [Liang et al., 2002] montre l’équivalence, dans le cas discret, des trois fa-
çons de construire la POD : la décomposition de Karhunen-Loeve (KLD), l’analyse en
composantes principales (PCA), et la décomposition en valeurs singulières (SVD). Cette
technique est encore connue sous d’autres noms : la transformation d’Hotteling, les
modes quasi-harmoniques ou encore les fonctions orthogonales empiriques. Les fonc-
tions de base issues de cette décomposition s’appellent fonctions propres empiriques,
fonctions de base empirique, fonctions orthogonales empiriques ou encore modes
propres orthogonaux. Cette terminologie hétérogène vient du fait que la POD a été
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« réinventée » plusieurs fois et utilisée dans un nombre surprenant de domaines scien-
tifiques et technologiques. Parmi ceux-ci, on trouve l’analyse statistiques de données
expérimentales ou numériques [Hotelling, 1933; Karhunen, 1943; Loeve, 1955; Aubry
et al., 1991], l’acoustique, le traitement d’image, l’ingénierie biomédicale [Nenadic et al.,
2002; Niroomandi et al., 2008], etc...

Pour simplifier, plaçons-nous dans le cas discret. Considérons que nous avons ac-
cès à n variables d’état telles que des mesures expérimentales (jauges de déformations,
accéléromètres, pixels pour la corrélation d’images...) ou des inconnues d’un modèle
numérique (degrés de liberté, inconnues nodales, aux points de gauss...). Nous suppo-
sons maintenant que nous disposons des informations concernant ces n variables à
p instants du temps, ou pour p valeurs des paramètres aléatoires. Les méthodes clas-
siques de POD consistent à ranger ces données dans une matrice A de taille p ×n.

� KLD et PCA
Dans le cas discret, la décomposition de Karhunen-Loeve (KLD) [Karhunen, 1943; Loeve,
1955] et l’analyse en composantes principales (PCA) [Pearson, 1901; Hotelling, 1933]
sont relativement similaires. Pour construire les bases de vecteurs spatiaux et tem-
porels, les méthodes KLD et PCA consistent à trouver les valeurs propres et vecteurs
propres de la matrice de covariance C :

C vi = si vi avec C = AAT ou C ui = si ui avec C = AT A (5.4)

suivant que l’on cherche à calculer une base de fonctions spatiales ou temporelles. En
pratique, on choisit généralement de calculer celle (par exemple (ui )m) qui correspond
au plus grand nombre d’inconnues r = sup(n, p).
La famille de fonctions complémentaires (par exemple (vi )m) est calculée par l’expres-
sion (5.3).

� SVD
Une technique alternative consiste à calculer la décomposition en valeurs singulières
(SVD) de A, qui est un outil de factorisation des matrices rectangulaires réelles ou com-
plexes initialement introduite par Beltrami et Jordan dans les années 1870 et étendue
aux matrices complexes rectangulaires par Ekardt et Young en 1939. Cette décompo-
sition peut-être vue comme une généralisation du concept de valeurs propres à des
matrices arbitraires, qui ne sont pas nécessairement carrées :

A = VΣUT (5.5)

Dans laquelle V est la matrice n×n des fonctions spatiales orthonormées,U la matrice
p×p des fonctions temporelles orthonormées et Σ la matrice n×p égale à zéro partout
sauf sur les inf(n, p) éléments de la diagonale qui sont les valeurs singulières. Pour faire
le rapprochement avec les méthodes précédentes, les carrés des inf(n, p) premières
valeurs propres si de la matrice de covariance C sont égaux aux valeurs singulières de
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A. Ensuite, en notant L = VΣ, et en notant li la ième ligne de L et on a :

A = LUT
=

n∑

i=1
li uT

i (5.6)

L’équation (5.6) est la version discrète de (5.2) (ainsi U est une famille de fonctions
normée, V non). Cependant, cette décomposition est souvent obtenue grâce au calcul
des valeurs propres et vecteurs propres de la matrice de covariance de A. Les valeurs
singulières sont la norme des fonctions complémentaires.

1.3 Exemple

Afin d’illustrer la pertinence de cette méthode, nous reprenons l’exemple présenté
dans [Chatterjee, 2000]. Nous considérons une fonction f définie sur [0 T ]× [0 L]. L’in-
tervalle est partitionné en p = 50 pas de temps, et le domaine spatial en n = 25 points.
Nous rangeons les valeurs de la fonction f dans une matrice A de taille 25×50. Nous
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FIG. 5.1: Exemple de POD tronquée aux ordres 1,2 et 3

calculons la SVD de A. Puis nous reconstruisons la solution tronquée à la première
valeur singulière, puis aux deux premières, puis aux trois premières. Sur la figure 5.1,
nous représentons ces trois solutions ainsi que la fonction de départ f . On remarque
que les différences entre la solution de rang 3 et la fonction f ne sont plus visibles
à l’oeil nu. La figure 5.2 présente les valeurs singulières, qui traduisent la précision de
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FIG. 5.2: Valeurs singulières de A

l’approximation d’ordre m. On aperçoit que les valeurs singulières décroissent très vite.
Les fonctions associées aux valeurs singulières les plus faibles ont un effet négligeable
sur la qualité de la solution. Ceci permet de comprendre l’intérêt de ce type de re-
présentation. Ici, il suffit de 3n +3p données pour avoir une solution de qualité alors
qu’il en faut np pour stocker la fonction f . La POD est assez générale, on peut l’ap-
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FIG. 5.3: POD tronquées d’une image de 300×200 pixels

pliquer à n’importe quelle fonctions à deux variables, du temps, de l’espace ou d’un
paramètre stochastique... Par exemple, en remplaçant la variable temporelle par une
autre variable spatiale, la POD peut également être utilisée pour le traitement d’image.
La figure 5.3 montre que même lorsque les fonctions sont très chahutées, l’approxi-
mation converge rapidement. Il s’agit donc d’une méthode performante de réduction
de données. Elle présente de fortes similarités avec l’approximation radiale dont nous
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allons énoncer le principe dans le paragraphe suivant.

2 L’approximation radiale sur l’espace-temps

L’approximation radiale, introduite initialement en 1985 [Ladevèze, 1985b] comme
partie intégrante de la LATIN, est une méthode qui permet de calculer l’approximation
de la solution d’un problème par sa meilleure décomposition d’ordre k souhaité. Elle
ne nécessite la connaissance d’aucune solution a priori , ni la connaissance de l’une
ou l’autre des deux bases de fonctions. Toutes les fonctions λi (t ) et Λi (x) sont incon-
nues a priori et sont issues d’un calcul automatique, chaque paire λiΛi après l’autre.
Un indicateur de la qualité de la solution obtenue peut-être calculé a posteriori. Si
l’approximation est trop grossière, il est possible d’obtenir une approximation d’ordre
plus élevé en calculant uniquement le terme supplémentaire. Fort de ce constat, l’ap-
proximation radiale peut être vue comme une méthode de POD plus générale que les
techniques classiques KLD,SVD et PCA. Cette méthode a été utilisée dans un certain
nombre de domaines tels que l’identification [Allix et Vidal, 2002], la plasticité, simula-
tion de mise en forme de matériaux, ou plus récemment dans le domaine stochastique
[Nouy, 2007]. Des développements similaires ont été également utilisés dans le cas de
problèmes multi-variables [Ammar et al., 2006, 2007; Chinesta et al., 2008], sous le nom
de la méthode de séparation de variables.

On considère ici la résolution d’un problème parabolique classique. On se place
dans le cas discret tant au niveau spatial que temporel. Ainsi, une fonction u(x, t ) dé-
finie sur l’espace-temps sera représentée par une fonction u(t ) définie sur [0,T ] et à
valeurs dans R

n , n étant le nombre d’inconnues spatiales. Chacune des composantes
étant une fonction scalaire du temps. Dans le cas d’une discrétisation de type Galerkin
discontinu d’ordre r , on notera l’espace (Z[0,T ]

r )n . Le problème d’évolution s’écrit alors,
trouver u ∈ (Z[0,T ]

r )n , tel que
∫

[0,T ]
L (u)T u⋆dt =

∫

[0,T ]
fT u⋆dt ∀u⋆

∈ (Z[0,T ]
r )n (5.7)

où L est un opérateur linéaire. L’approximation radiale consiste à rechercher une ap-
proximation de la solution de ce problème sous la forme :

u(t ) ≈ ǔm(t ) =
m∑

i=1
λi (t )Ui (λi ,Ui ) ∈ Z[0,T ]

r ×R
n (5.8)

2.1 Définition classique

L’approximation radiale classique consiste à injecter dans la formulation variation-
nelle (5.7), l’écriture de u(t ) (5.8) ainsi que le champ test suivant :

u⋆(t ) =
m∑

i=1
λ⋆

i (t )Ui +λi (t )U⋆

i (5.9)
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Remarque 2.1 En remplaçant la variable temporelle par une variable spatiale, cette
technique coïncide avec la méthode de séparation de variables proposée par [Ammar
et al., 2006, 2007] pour la simulation de fluides complexes ou par [Chinesta et al., 2008]
pour des problèmes de transfert thermiques.

Pour illustrer la démarche, considérons le cas où m = 1. Le problème consiste donc
à trouver (λ,U) ∈ Z[0,T ]

r ×R
n , tels que, (λ⋆,U⋆) ∈ Z[0,T ]

r ×R
n ,

∫

[0,T ]
L (λU)T λU⋆dt =

∫

[0,T ]
fT λU⋆dt (5.10)

∫

[0,T ]
L (λU)T λ⋆Udt =

∫

[0,T ]
fT λ⋆Udt (5.11)

L’équation (5.10) est un problème « spatial » indépendant du temps, mais dont la construc-
tion des opérateurs nécessitent des calculs d’intégrales temporelles de la fonction λ(t ).
L’équation (5.11) est un problème « temporel », qui n’est autre qu’une simple équation
différentielle scalaire, mais dont les coefficients nécessitent le calcul d’intégrales spa-
tiales de U (ici des produits scalaires l’espace étant discrétisé).

La technique classique de résolution de ce problème couplé [Ladevèze, 1999] est
itérative et consiste à calculer alternativement la fonction spatiale puis temporelle, par
l’algorithme suivant :

Algorithme 2 : Résolution itérative de l’approximation classique d’ordre 1

- initialisationλ0(t )
pour k = 1, . . . , kmax faire

- λk−1(t ) étant fixé, on cherche Uk solution du problème (5.10)
- Uk étant fixé, on cherche λk (t ) solution du problème (5.11)
- normalisation de Uk (ou λk , au choix)

Pour construire une approximation à plusieurs paires de fonctions, c’est-à-dire mÊ

2, on peut utiliser plusieurs méthodes. Pour rester dans le cadre de la meilleure dé-
composition, il faudrait introduire la forme générale (5.9) et utiliser une démarche si-
milaire à celle de l’algorithme 2, mais en cherchant les m fonctions spatiales puis tem-
porelles en même temps. Cette approche est à proscrire puisqu’elle conduit à inverser
des systèmes de taille m fois plus grande qui deviennent rapidement hors de portée
de calcul lorsque le nombre de fonctions augmente. D’autres méthodes basées sur des
techniques d’Arnoldi permettent, via la construction d’un sous-espace de Krylov, de
générer une base réduite de taille souhaitée. Cependant ce type d’approche ne rentre
pas véritablement dans le cadre de l’approximation radiale dont le but est de trouver
la meilleure décomposition d’ordre m. L’idée utilisée ici est de construire les fonctions
λi ,Ui une par une par l’algorithme 3.

Il arrive parfois, en particulier lorsque cette approximation est utilisée dans le cadre
de la stratégie multiéchelle, que l’algorithme classique de résolution du problème cou-
plé (5.10), (5.11) ne converge pas [Nouy et Ladevèze, 2004]. En fait, ce problème peut
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Algorithme 3 : Résolution approchée de l’approximation d’ordre m

- initialisation f̃ = f
pour m = 1, . . . , mmax faire

- les paires connues (λi Ui )1ÉiÉm−1 étant fixées,
on applique l’algorithme 2 au problème L (λm Um) = f̃

- mise à jour du second membre : f̃ = f−
m∑

i=1
L (λi Ui )

être interprété par un problème aux valeurs propres généralisé sur un opérateur construit
sur L . Il peut arriver que L soit tel que cet opérateur ait des valeurs propres com-
plexes. L’algorithme itératif de résolution, qui peut-être vu comme une méthode des
puissances généralisée (cf. Remarque 2.4), ne converge donc pas dans le cas général.
Ce constat à donc conduit au développement d’une technique générale plus robuste
sous la forme d’un problème de minimisation [Nouy et Ladevèze, 2004].

2.2 Définition sous forme d’un problème de minimisation

Pour remédier au problème de l’approche classique, une technique alternative consiste
à définir l’approximation par un problème de minimisation du résidu (L (λU) − f).
La meilleure approximation d’ordre 1 consistera donc à trouver (λ,U) minimisant sur
Z[0,T ]

r ×R
n :

‖L (λU)− f‖ (5.12)

L’approximation dépend donc du choix de la norme ‖ · ‖. Le choix d’une norme doit
être adaptée au problème à résoudre. Dans le cas où L n’est pas symétrique, l’idée
consiste à construire une norme basée sur la symétrisation de L . Dans [Ladevèze et
Nouy, 2003], le choix de cette norme est proposé pour différentes classes de problèmes
d’évolution paraboliques.

La technique itérative de construction de l’approximation d’ordre 1 reste cepen-
dant inchangée :

Algorithme 4 : Résolution itérative de l’approximation d’ordre 1

- initialisationλ0(t )
pour k = 1, . . . , kmax faire

- λk−1(t ) étant fixé, on cherche Uk qui minimise ‖L (λU)− f‖
- Uk étant fixé, on cherche λk (t ) qui minimise ‖L (λU)− f‖
- normalisation de Uk (ou λk , au choix)
- critère d’arrêt basé sur la stagnation de ‖L (λU)− f‖.

En pratique, nous le verrons dans les exemples du chapitre suivant (Chapitre 6),
l’algorithme 4 converge très vite. Un autre point fort d’une cette formulation est que
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nous avons accès à un indicateur de qualité de l’approximation d’ordre m, basé sur la
stagnation de la norme du résidu associé. L’approximation d’ordre m Ê 2 est construite
par un algorithme similaire à l’algorithme 3.

Remarque 2.2 Dans le cas général, l’utilisation de cette approximation ne conduit pas
à la meilleure décomposition d’ordre m. La différentiation de ‖.‖ par rapport à λ et par
rapport à ‖U‖ donne respectivement :

U = f (λ) λ= g (U)‖U‖
−1

Par composition de f et g , la fonction temporelle est solution de :

λ= g ◦ f (λ)‖U‖
−1

= T (λ)

Ce qui peut être réécrit sous la forme d’un problème aux valeurs propres généralisé :

T̃ (λ) =ωλ

Ce problème aux valeurs propres généralisé dépend de L et de f et ne possède pas l’en-
semble des propriétés d’un problème aux valeurs propres classique. La méthode de construc-
tion précédente pouvant être vue comme une méthode des puissances appliquée à T̃ ,
elle ne conduit donc pas nécessairement au spectre de T̃ , c’est d’ailleurs le cas dans nos
exemples. Pour un certain nombre de problèmes de physique, cette technique conduit
à un ensemble de fonctions différentes des vecteurs propres de T̃ mais suffisamment
proche pour qu’elle reste très efficace.

Remarque 2.3 Si L est un opérateur symétrique ne dépendant pas du temps, alors
cette approche est équivalente à l’approche classique présentée dans le paragraphe pré-
cédent.

2.3 Approximation d’une fonction connue : comparaison avec la POD

On s’intéresse ici à l’approximation d’une fonction connue u(x, t ) définie sur Ω×

[0,T ]. On montre dans ce paragraphe, que dans ce cas, l’approximation radiale coïn-
cide exactement avec la POD. Dans cette partie, on s’appuie sur quelques résultats
théoriques de l’approximation radiale, démontrés dans [Ladevèze, 1999] auquel on
pourra se reporter pour plus de détails.

2.3.1 Cas continu

Dans un premier temps examinons l’approximation d’ordre 1, ǔ1(x, t ) = λ(t )U(x),
elle minimise la norme suivante du résidu :

e(u −λU) = ‖u−λU‖ (5.13)
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où la norme est définie par ‖�2‖ =
∫
Ω×[0,T ] �

2dΩdt . λ et U sont solutions du problème
variationnel suivant associé à la minimisation de (5.13) :

∫

Ω×[0,T ]
(u −λU)λ⋆U dΩdt = 0 ∀λ⋆

∫

Ω×[0,T ]
(u −λU)λU⋆ dΩdt = 0 ∀U⋆

Si λ et U sont solutions de ce problème, alors ils vérifient :

λ =

∫

Ω

uU dΩ
∫

Ω

UU dΩ
(5.14)

U =

∫

[0,T ]
uλ dt

∫

[0,T ]
λλ dt

(5.15)

λ et U étant définis à un facteur multiplicatif près, on pourra normer l’une ou l’autre
de ces deux fonctions. On prendra par exemple

∫
[0,T ]λλdt = 1.

En injectant (5.15) dans (5.14), on obtient

λ=

∫

Ω

u
∫

[0,T ]
uλ dt dΩ

∫

Ω

UU dΩ
= T(λ) (5.16)

Si l’on note T̃ l’opérateur suivant :

T̃ : λ 7→ T̃(λ) =
∫

Ω

u
∫

[0,T ]
uλ dt dΩ (5.17)

alors trouver l’approximation de u nous conduit à la résolution du problème suivant
aux valeurs propres sur l’opérateur T̃. Trouver (ω,λ) tels que :

T̃(λ) =ωλ ω ∈R
+⋆ (5.18)

Dans [Ladevèze, 1999], un certain nombre de résultats concernant cette approxi-
mation sont démontrés, parmi eux on peut citer :

Pour l’approximation d’ordre 1 :
– le problème aux valeurs propres associé à T̃ admet une suite dénombrable de va-

leurs propres et fonctions propres. Les valeurs propres sont positives et les fonctions
propres sont orthogonales.

– λ est la première fonction propre du problème aux valeurs propres.
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– U peut être calculé à partir de λ par (5.15)
Pour l’approximation d’ordre m :

– la meilleure décomposition d’ordre m s’écrit ǔm =

m∑

i=1
λiUi .

– lesλi sont les premières fonctions propres du problème aux valeurs propres associé
à T̃.

– les fonctions complémentaires sont déduites par Ui =

∫

[0,T ]
uλi dt .

2.3.2 Cas discret – comparaison avec la POD

À présent, notons U ∈ R
n le vecteur correspondant à la discrétisation de U , λ ∈ R

p

celui lié àλ et A ∈R
n+p la matrice liée à u. Alors l’approximation Ǎ1 =λUT de A vérifie :

λ =
AU

UT U
(5.19)

U =
AT λ

λT λ
(5.20)

Et donc le problème aux valeurs propres porte sur l’opérateur T̃ suivant :

T̃ : λ 7→ T̃(λ) = AAT λ (5.21)

L’approximation radiale revient donc, dans ce cas, à rechercher les valeurs propres de
la matrice AAT , qui n’est autre que la matrice de covariance des méthodes de construc-
tion de la POD. Ce qui prouve que dans ce cas, les méthodes conduisent à la même dé-
composition. L’approximation est cependant une méthode plus générale puisqu’elle
permet de déterminer directement l’inconnue d’un problème d’évolution.

Remarque 2.4 L’algorithme 3, consiste donc dans ce cas, à calculer λ par l’équation
(5.19) puis à calculer U par l’équation (5.20). On comprend donc pourquoi cet algo-
rithme peut-être vu comme une méthode des puissances généralisée.

Remarque 2.5 Lorsque l’on utilise la technique itérative approchée pour résoudre ce
problème, on s’écarte de ce cadre théorique. Cependant, en pratique, on observe assez
peu de différence entre la solution calculée par l’algorithme 4, et celle issue du calcul
des valeurs propres de l’opérateur T̃, même avec un nombre très faible d’itérations. Par
exemple, on a calculé, à l’aide de l’algorithme 4, l’approximation de la surface de A.
Chatterjee Figure 5.1, en fixant kmax = 2. Sur la figure 5.4, on superpose les valeurs singu-
lières issues de la SVD de la surface (en grisé) avec (en trait plein) les valeurs des normes
des Ui qui sont sensées être comparables. La résolution approchée par l’agorithme 4
est très efficace, et entraîne assez peu d’erreur, même pour un nombre d’itérations kmax

faible.



Application à la résolution d’un problème micro 101

0 5 10 15 20 25
ordre m

105

100

10-5

10-10

10-15

10-20

FIG. 5.4: Convergence de l’approximation radiale et valeurs singulières de A

3 Application à la résolution d’un problème micro

Nous rappelons, dans cette partie, la méthode proposée par [Nouy et Ladevèze,
2004] qui permet d’appliquer cette résolution approchée dans le cas d’un problème
micro de l’étape linéaire de la stratégie multiéchelle présentée dans le chapitre 2. Puis
nous proposons une méthode alternative plus performante, dédiée aux matériaux à
variables internes.

3.1 Réécriture de la direction de recherche

Nous rappelons qu’à l’itération n de la stratégie multiéchelle, l’étape linéaire consiste
à trouver sn+1 ∈ Ad connaissant ŝn+1/2 ∈Γ, en suivant la direction de recherche E−.

H
(
fn+1

− f̂n+1/2)
−

(
ėn+1

p − ˙̂e
n+1/2
p

)
= 0

h
(
F n+1

− F̂
n+1/2

)
+

(
Ẇ n+1

−
˙̂W

n+1/2
)
−

˙̃W
M
= 0 (5.22)

On choisit de réécrire l’étape linéaire sur la correction de solution∆s= sn+1−sn , qui
doit donc appartenir à A⋆

d , l’espace homogène associé à Ad. Nous noterons la direction
de recherche sous la forme suivante :

H
(
∆fn+1

− f
)
−

(
∆ėn+1

p − ėp

)
= 0

h
(
∆F n+1

−F
)
+

(
∆Ẇ

n+1
−Ẇ

)
= 0 (5.23)

avec s les données connues à cette étape,

s =

((
˙̂e

n+1/2
p − ėn

p

)
,

(
˙̂W

n+1/2
−Ẇ

n
+

˙̃W
M

)
,
(̂
fn+1/2

− fn)
,
(
F̂

n+1/2
−F n

))

= ŝn+1/2 −sn +

(
0, ˙̃W

M
,0,0

)
(5.24)
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Rappelons qu’à l’étape linéaire, nous avons deux types de problèmes micro à résoudre.
Le premier est associé à la direction de recherche pour laquelle le second membre vaut

s = ŝn+1/2 − sn . Puis une fois le problème macro résolu, connaissant ˙̃W
M

, on devra ré-
soudre un deuxième problème cette fois-ci associé à la direction de recherche pour

laquelle s = (0, ˙̃W
M

,0,0). Cette écriture unique couvre les deux types de problèmes à
résoudre à l’étape linéaire. Toute la suite est donc applicable à l’un ou l’autre de ces
deux types de problèmes.

3.2 Reformulation des problèmes micro

Afin d’appliquer la méthode décrite dans la partie précédente, le problème précé-
dent est, à présent, formulé comme un problème de minimisation du résidu associé à
la vérification de la direction de recherche (5.23). Si l’on fait l’analogie entre la direction
de recherche et une relation de comportement, alors la norme sur le résidu peut être
vue comme une erreur en relation de comportement. Le problème micro s’écrit alors
(indice n omis) :

� Problème 5.1 Trouver ∆s minimisant sur A⋆

d l’erreur en relation de comporte-
ment eRdC (∆s−s) associée à la direction de recherche, définie par :

e2
RdC (∆s−s) =

∥∥∥H
(
∆f− f

)
−

(
∆ėp − ėp

)∥∥∥
2

Ω
+

∥∥∥h
(
∆F −F

)
+

(
∆Ẇ −Ẇ

)∥∥∥
2

Γ
avec

‖�‖
2
Ω
=

∫

ΩE×IG
i

� ·M(t )�dΩdt et ‖�‖
2
Γ
=

∫

∂ΩE×IG
i

� ·m(t )�dΓdt

où M et m sont des opérateurs symétriques définis positifs.

Remarque 3.1 L’erreur en relation de comportement ainsi construite s’écrit comme
la somme de deux normes. Une norme sur les quantités du sous-domaine ‖ · ‖Ω et une
norme sur celles des interfaces ‖·‖Γ. Une condition sur le choix des opérateurs M et m est
que les deux termes de l’erreur soient du même ordre de grandeur afin de ne pas donner
de poids prépondérant à l’un ou l’autre. En pratique, pour l’erreur en relation de com-
portement, on pourra prendre un opérateur composé de la partie symétrique de H, ainsi
que d’une fonction poids temporelle classique cf.[Chamoin et Ladevèze, 2007] :

M(t ) = (1−
t

T
)H−1

s ym

m(t ) = (1−
t

T
)h−1

s ym

3.3 Nouvelle approche pour l’approximation d’un problème micro

Le problème micro est écrit sous la forme d’un problème de minimisation. Il doit
désormais être ré-écrit dans le cadre de l’approximation radiale. Pour ce faire, il est
nécessaire de préciser sur quelles inconnues porte l’approximation et comment on la
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construit. Dans [Nouy et Ladevèze, 2004], les auteurs présentent une stratégie de dé-
composition de domaine dont l’état est décrit par la donnée des variables s= (e,W , f,F ).
L’espace d’admissibilité A⋆

d , est alors associé à ce choix et conduit naturellement à une
approximation radiale ∆š des variables ∆s compatible avec cette définition de A⋆

d . Le
choix qui est fait est donc le suivant :

(∆σ̌,∆F̌ )(x, t ) =
m∑

i=1
ci (t )(Ci ,G i )(x) (5.25)

∆Y̌(x, t ) =
m′∑

i=1
di (t )Ψi (x) (5.26)

(∆ε̌,∆W̌ )(x, t ) =
m"∑

i=1
ei (t )(Ei ,Z i )(x) (5.27)

La déformation anélastique est alors déduite de l’équation d’état par :

∆ε̌p =

m′∑

i=1
ei (t )Ei (x)−

m∑

i=1
ci (t )K−1Ci (x) (5.28)

∆X̌(x, t ) =
m′∑

i=1
di (t )Λ−1

Ψi (x) (5.29)

L’approche qui suit est présentée comme une amélioration de la technique décrite pré-
cédemment. Pour nous, l’état de la structure est décrit par la donnée des variables sui-
vantes s = (ėp,Ẇ , f,F ). Le choix de la décomposition des variables par l’approximation
radiale doit être compatible avec lui. Tentons d’abord de caractériser les inconnues
minimales de la résolution complète d’un problème micro.

3.3.1 Propriété préliminaire

L’idée est de remarquer que tout est piloté par le taux de déformation anélastique
∆ε̇p, les autres variables internes ∆X et le champ de vitesse d’interface ∆Ẇ . Une fois
ces quantités connues, les autres inconnues du problème se déduisent d’elles. En effet,
à cette étape, la loi d’état est vérifiée, donc ∀t ∈ IG

i et ∀x ∈Ω

∆e = A−1
∆f+∆ep

Donc connaissant ∆ε̇p et ∆Ẇ , on est capable d’écrire ∀t ∈ IG
i un nouveau problème

pour trouver ∆u ∈ U
2 = {∆u rég. tel que ∆u|Γ = ∆W } et ∆σ ∈ S

2 = {∆σ rég. tel que
div(∆σ) = 0} tels que ∀u⋆ ∈U

2
0

∫

ΩE×IG
i

ε(u⋆) : K∆ε dt dΩ=

∫

ΩE×IG
i

ε(u⋆) : ∆σ dt dΩ+

∫

ΩE×IG
i

ε(u⋆) : K∆εp dt dΩ (5.30)

où ∆ε= ε(∆u). Cependant, ∀u⋆ ∈U
2
0 ,

∫

ΩE×IG
i

ε(u⋆) : ∆σ dt dΩ=

∫

∂ΩE×IG
i

u⋆
∆F dt dΓ= 0 car u⋆

|∂ΩE = 0
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Ainsi connaissant ∆ε̇p et ∆Ẇ , on a accès à ∆ε et ∆u, par la résolution du problème
linéaire annexe suivant ∀u⋆ ∈U

2
0 ,

∫

ΩE×IG
i

ε(u⋆) : K∆ε dt dΩ=

∫

ΩE×IG
i

ε(u⋆) : K∆εp dt dΩ ∆u|∂ΩE =∆W (5.31)

et par suite, on retourne aux quantités statiques par ∀t ∈ IG
i et ∀x ∈ΩE

∆σ = K(∆ε−∆εp) et ∆F =∆σ ·n|∂ΩE (5.32)

Concernant les variables internes, connaissant ∆X, on peut directement connaître sa
variable duale par :

∆Y =Λ∆X (5.33)

On remarque donc que les inconnues minimales du problème sont le taux de défor-
mation anélastique ∆ε̇p, les variables internes additionnelles ∆X, ainsi que la trace du
déplacement sur le bord de chaque sous-structure ∆W .

3.3.2 Décomposition des variables du problème

Nous allons donc tirer parti de cette remarque dans la construction de l’approxima-
tion radiale de ce problème. Le point de départ consiste à approximer les corrections
en déformation anélastique et en variables internes par :

∆ε̌p,m(x, t ) =

m∑

i=1
α

p
i (t )Ep

i (x) (5.34)

∆X̌m(x, t ) =

m∑

i=1
βi (t )Ξi (x) (5.35)

et faire de même avec la trace du déplacement sur le bord ∆W :

∆W̌ m(x, t ) =
m∑

i=1
αW

i (t )Z i (x) (5.36)
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� Proposition 1 : Dans les écritures (5.34) et (5.36), les fonctions temporelles
peuvent être choisies identiques :

α
p
i (t ) =αW

i (t ) =αu
i (t ) =αi (t )

Une fois les quantités Ep
i ,Ξi ,Z i et αi calculées, toutes les autres se déduisent des

premières de la manière suivante :
– La déformation élastique et le déplacement sont égaux à :

(∆ε̌(u),∆ǔ)(x, t ) =
m∑

i=1
αi (t )(Ei ,U i )(x) (5.37)

avec (Ei ,U i ) qui se déduit de Ep
i et Z i par la résolution du problème annexe sui-

vant : ∫

ΩE

ε(U⋆) : KEi dΩ=

∫

ΩE

ε(U⋆) : KEp
i dΩ avec U i |∂ΩE = Z i (5.38)

– La contrainte et les efforts sur le bord sont égaux à :

(∆σ̌,∆F̌ )(x) =
m∑

i=1
αi (t )

(
KEi −Ep

i ,K(Ei −Ep
i ).n|Γ

)
(x) (5.39)

– Les variables internes duales sont égales à :

∆Y̌(x, t ) =
m∑

i=1
βi (t )Λ−1

Ξi (x) (5.40)

� Preuve : (dans le cas ou m=1, en omettant l’indice i )
Nous représentons le déplacement et la déformation sous la forme quelconque sui-
vante :

(∆ε̌(u),∆ǔ)(x, t ) =αu(t )(E,U)(x) (5.41)

Pour les calculer à partir des quantités connues, elles sont injectées dans le problème
(5.31). On peut ainsi écrire, ∀U⋆ ∈U

2
0 tel que U⋆|Γ = 0 :

∫

IG
i

αuαu dt
∫

ΩE

ε(U⋆) : KE dΩ=

∫

IG
i

αuαp dt
∫

ΩE

ε(U⋆) : KEp dΩ (5.42)

sous la contrainte αuU|Γ =αW Z , et ∀αu(t )
∫

IG
i

αu⋆αu dt
∫

ΩE

E : KE dΩ=

∫

IG
i

αu⋆αp dt
∫

ΩE

E : KEp dΩ (5.43)

Cette dernière relation (5.43), prouve que les fonctions αp(t ) et αu(t ) sont proportion-
nelles. Cependant, dans la décomposition (5.41), les fonctions (E,U) et αu(t ) sont dé-
finies à une constante multiplicative près. Fixer l’une revient à fixer l’autre. En parti-
culier, nous pouvons donc choisir de prendre αu(t ) = αp(t ). Par ailleurs, concernant
les fonctions temporelles du déplacement u, de sa trace sur le bord W , ainsi que de
son gradient symétrique ε(u), un choix naturel consiste à les prendre égales puisque
ces quantités sont liées les unes aux autres par des opérateurs spatiaux linéaires et
constants, ainsi :

αp(t ) =αW (t ) =αu(t ) =α(t )
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Dans ces conditions, l’expression du problème annexe (5.42) qui permet de calculer
(E,U) à partir de Ep ,Z ne porte que sur les fonctions spatiales et s’écrit :

∫

ΩE

ε(U⋆) : KE dΩ=

∫

ΩE

ε(U⋆) : KEp dΩ avec U |Γ = Z (5.44)

Enfin, la relation (5.32) entraîne que la fonction des contraintes et des efforts soit égale
à α(t ). Le retour aux variables internes duales ne pose pas de difficulté particulière.

�

Remarque 3.2 La décomposition ainsi réalisée n’est pas unique. Afin de la rendre unique,
on norme les fonctions spatiales de la manière suivante :

Ep
i ←

Ep
i√

‖Ep
i ‖

2
Ω
+‖Z i‖

2
Γ

et Z i ←
Z i√

‖Ep
i ‖

2
Ω
+‖Z i‖

2
Γ

(5.45)

ainsi que pour les variables internes :

Ξi ←
Ξi

‖Ξi‖Ω
(5.46)

Cette normalisation assure l’unicité de l’ensemble des paires de fonctions.

3.3.3 Approximation d’ordre 1

La meilleure approximation d’ordre 1 (m= 1) sera donc simplement définie comme
solution du problème de minimisation de l’erreur en relation de comportement eRdC(∆š−
s) suivant :

• Problème Trouver l’approximation ∆š définie par (α,β) et (Ep ,Ξ,Z ) minimi-
sant sur A⋆

d l’erreur en relation de comportement eRdC (∆š − s) associée aux direc-
tions de recherche, définie par :

e2
RdC (∆š − s) = ‖H∆f̌−∆˙̌ep −∆‖

2
Ω
+‖h∆F̌ +∆

˙̌W −δ‖2
Γ

= e
(
α(t ),β(t ),Ep(x),Ξ(x),Z (x),∆,δ

)2

Avec les notations suivantes des quantités connues à cette étape :

∆ = Hf− ėp

δ = Ẇ +hF



Application à la résolution d’un problème micro 107

On peut montrer, en suivant une technique analogue à [Ladevèze, 1999], que si (α,β,Ep,Ξ,Z )
est solution du problème de minimisation précédent, alors il existe un quotient de Ray-
leigh R(α,β) que les fonctions α et β rendent stationnaire.

R(α,β) =
∫

∂Ω×IG
i

(
αhG + α̇Z

)
mδ dΓdt+

∫

Ω×IG
i

(
H

[
αC

βΛ−1
Ξ

]
−

[
α̇Ep

−βΞ

])
◦∆ dΩdt (5.47)

et de plus,

e2
RdC (∆š − s) = e2

RdC (s)−R(α,β) = ‖∆‖
2
Ω
+‖δ‖2

Γ
−R(α,β) (5.48)

Ce résultat permet donc de définir un estimateur de l’erreur pour le calcul d’une nou-
velle paire de fonctions.

3.3.4 Technique de construction de l’approximation radiale

On propose ici une technique itérative pour construire cette approximation. Elle
est basée sur une minimisation alternative sur les fonctions temporelles et les fonc-
tions spatiales.

Algorithme 5 : Recherche de l’approximation radiale d’un problème micro

- Initialisation de α0(t ),β0(t ) par une fonction simple a0 ou a0t
pour k = 1, . . . , kmax faire

- Problème spatial :
Les fonctions temporelles αk−1(t ),βk−1(t ) fixées.
On cherche Ep,k (x),Ξk (x) et Z k (x) qui minimisent e2

RdC (∆š−s).

- Normalisation des fonctions spatiales Ep,k (x),Ξk (x) et Z k (x).
- Problème temporel :

Les fonctions spatiales Ep,k (x),Ξk (x) et Z k (x) sont fixées.
On cherche αk (t ),βk (t ) qui minimisent e2

RdC (∆š−s).

Remarque 3.3 En pratique l’algorithme 5 converge rapidement. On verra dans les
exemples que kmax peut être pris très petit.

3.3.5 Approximation d’ordre m

La technique proposée est similaire à l’algorithme 3 et consiste à construire les
paires de fonctions les unes après les autres. Pour calculer la paire m+1, il suffit d’ajou-
ter au second membre ∆ et δ les m triplets connus (αi ,Ep

i ,W i )i=1..m . On pourra juger
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de la qualité de l’approximation d’ordre m avec un indicateur naturellement basé sur
l’erreur en relation de comportement e2

RdC (∆š−s).

ξ2
RdC (∆š) =

e2
RdC (∆š−s)

e2
RdC (s)

(5.49)

Bilan

Dans ce chapitre, nous avons étudié la décomposition orthogonale aux valeurs
propres, ainsi que l’approximation radiale sur l’espace-temps. Seules les méthodes de
construction de la décomposition ont été présentées, les méthodes de réduction de
modèle qui leur sont associées faisant l’objet du chapitre 7. Nous avons montré que
dans le cas de l’approximation d’une fonction connue discrète, ces méthodes sont si-
milaires. Nous avons ensuite rappelé comment les auteurs de [Nouy et Ladevèze, 2004]
utilisaient cette approximation pour la résolution des problèmes micro de la stratégie
multiéchelle. Enfin nous avons proposé une nouvelle approche, plus physique, dédiée
aux modèles de matériaux à variables internes. Dans le chapitre suivant, nous allons
présenter les différents problèmes à résoudre pour la mettre en œuvre. Nous pourrons
également constater qu’elle conduit à une réduction du nombre de fonctions néces-
saires pour obtenir une qualité donnée de l’approximation.



CHAPITRE

6 Mise en œuvre de la
nouvelle technique
d’approximation radiale

Dans ce chapitre, nous présentons les aspects techniques liés à la mise en œuvre de
la nouvelle formulation de l’approximation radiale sur l’espace-temps. Les
performances de la méthode seront illustrées sur un exemple tridimensionnel simple.
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Dans le chapitre précédent (Chapitre 5), nous avons présenté une nouvelle façon
d’utiliser l’approximation radiale pour les problèmes micro de la stratégie, dans le cas
des modèles de matériaux à variables internes. Dans ce chapitre, les aspects tech-
niques et numériques liés à la mise en œuvre de cette nouvelle approximation sont
développés. L’exposé sera restreint au cas de la viscoélasticité, sans variable interne
additionnelle. Les propriétés de la méthode seront illustrées sur un même cas test de
référence proposé au début du chapitre.

Après la présentation de l’exemple, le chapitre se compose de trois parties. La pre-
mière détaille les problèmes à résoudre pour le calcul d’une approximation d’ordre 1.
La deuxième partie présente la technique de construction d’une approximation d’ordre
supérieur. Enfin, la dernière partie propose quelques exemples de réutilisation d’une
approximation calculée pour un premier problème, à la résolution d’autres problèmes
similaires.

1 Exemple de référence

Tout au long de ce chapitre les propriétés et les performances de la méthode propo-
sée seront illustrées sur un problème test. Considérons le quart de cylindre hétérogène
présenté sur la figure 6.1, représentant une sous-structure ΩE . Il est constitué d’une
couche intérieure de matériau de type-I et de deux couches extérieures de matériau
de type-II. Ces matériaux sont viscoélastiques linéaires, de module d’Young (E1;E2) =
(50GPa;250GPa), coefficient de poisson (ν1;ν2) = (0,3;0,2), et viscosité (η1;η2) = (1s;10s).
On étude la résolution, sur cette structure, d’un problème micro avec comme seul

chargement, le multiplicateur de Lagrange W̃
M

décrit sur la figure 6.1. La structure est

x y

z

WM=0
~
_

WM.n
~

__

1

0
0 3,3 6,6 10

WM.y
~

__

1

0
0 5 10

temps /s temps /s

FIG. 6.1: Problème test de référence pour le chapitre

maillée avec 4144 tétraèdres à 4 noeuds, soit 3135 degrés de liberté. On choisit H =
1
ηK

et h =
LM
η2E2

. Pour simplifier les notations, nous ne considérons qu’un seul intervalle ma-

cro égal à l’intervalle d’étude IG
i = [t M

i , t M
i+1] = [0,T ] = [0,10s] discrétisé en 60 intervalles

de temps micro. Le problème micro étudié est donc défini sur ΩE ×[0,T ]. Ce problème
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est linéaire mais la solution dépendant de l’histoire du chargement. Une solution de
référence est calculée avec un schéma incrémental classique (cf. Chapitre3), ce qui né-
cessite la résolution de 60 systèmes linéaires associés à chacun des pas de temps.

2 Approximation d’ordre 1

Dans cette partie, une façon simple de mettre en œuvre cette technique d’approxi-
mation est proposée ; elle tient compte du fait qu’elle s’intègre dans une méthode de
décomposition de domaine. Les fonctions étant calculées les unes après les autres, on
présente donc, dans le cas d’une approximation d’ordre m = 1, les différentes étapes
de l’algorithme 5 du chapitre 5. Pour mémoire cet algorithme consiste à minimiser
l’erreur e2

RdC (∆š− s) alternativement par rapport aux fonctions spatiales, d’une part,
les fonctions temporelles étant fixées (problème spatial), et par rapport aux fonctions
temporelles, d’autre part, les fonctions spatiales étant fixées (problème temporel).

2.1 Problème spatial

À cette étape, α(t ) est fixé et on recherche Ep(x) et Z (x) qui minimisent e2
RdC (∆š−

s). Pour être tout à fait en accord avec la description des inconnues précédemment
introduite, il faudrait construire dans l’ordre les fonctions suivantes :

∆ε̌p(x, t ) =α(t )Ep(x) (6.1)

(∆ε̌(u),∆W̌ )(x, t ) =α(t )(E,Z )(x) (6.2)

dont on déduit :

(∆σ̌,∆F̌ )(x) =α(t )
(
KE−Ep ,K(E−Ep) ·n|Γ

)
(x) (6.3)

Cependant, la construction de la solution dans cet ordre conduit à un problème élé-
ments finis complexe de taille deux fois plus grande qu’un problème éléments finis
standard. Une solution plus naturelle consiste à calculer les inconnues dans un ordre
différent. Pour ce faire, on introduit des inconnues intermédiaires cinématiques :

∆ε̌(u)(x, t ) =α(t )E(x) , ∆W̌ (x, t ) =α(t )Z (x) (6.4)

et statiques

∆σ̌(x, t ) =α(t )C , ∆F̌ (x, t ) =α(t )G(x) (6.5)

Ensuite, par post-traitement, on en déduit la déformation anélastique :

∆ε̌p(x, t ) =α(t )Ep(x) avec Ep
= E−K−1C (6.6)

Il faut ensuite normer les fonctions spatiales (Ep,Z ) et éventuellement(E,C,G) en les

divisant par
√

‖Ep‖2
Ω
+‖Z‖2

Γ
. En effet, Ep et Z sont les fonctions minimales desquelles
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toutes les autres peuvent être déduites, les inconnues intermédiaires (E,Z ) et (C,G)
pouvant ne pas être conservées.

� Problème 6.1 Le problème spatial consiste donc, connaissant α, à trouver
((E,Z ), (C,G)) qui minimisent sur EEE

⋆

E ×FF
⋆

E l’e2
RdC suivante :

e2
RdC (∆š − s) = ‖K−1α̇C+HαC− α̇E−∆‖

2
Ω
+‖αhG + α̇Z −δ‖2

Γ

Remarque 2.1 Par abus de notation, dans ce chapitre EEE E et FF E définiront la restric-
tion des mêmes espaces (définis dans le chapitre 2) aux fonctions ne dépendant plus du
temps. EEE

⋆

E et FF
⋆

E étant leurs espaces homogènes associés.

2.1.1 Stationnarité de l’erreur par rapport aux fonctions spatiales

La stationnarité de l’erreur par rapport aux fonctions spatiales (E,Z ) et (C,G) s’écrit
de la manière suivante :

� Problème 6.2 Trouver (E,Z ) ∈ EEE
⋆

E et (C,G) ∈ FF
⋆

E tels que, ∀(E⋆,Z⋆) ∈ EEE
⋆

E et
∀(C⋆,G⋆) ∈FF

⋆

E ,



∫

ΩE

C⋆ :
(
ACC C−ACE E+∆C

)
dΩ+

∫

∂ΩE

G⋆

(
aGGG +aGZ Z −δG

)
dΓ = 0

∫

ΩE

E⋆ :
(
AEE E−AEC C−∆E

)
dΩ+

∫

∂ΩE

Z⋆

(
aZ Z Z +aZGG −δZ

)
dΓ = 0

avec les notations suivantes :
ACC =

(
K−1MK−1α̇, α̇

)
[0,T ] +

(
K−1MHα̇,α

)
[0,T ] +

(
HMK−1α̇,α

)
[0,T ] + (HMHα,α)[0,T ]

ACE =
(
K−1Mα̇, α̇

)
[0,T ] + (HMα̇,α)[0,T ]

AEC =
(
MK−1α̇, α̇

)
[0,T ] + (MHα, α̇)[0,T ]

AEE = (Mα̇, α̇)[0,T ]

aGG = (hmhα,α)[0,T ] ∆C = −

(
HM∆,α

)
[0,T ]

−

(
K−1M∆, α̇

)
[0,T ]

aGZ = (hmα̇,α)[0,T ] ∆E = −

(
M∆, α̇

)
[0,T ]

aZG = (mhα, α̇)[0,T ] δG =
(
hmδ,α

)
[0,T ]

aZ Z = (mα̇, α̇)[0,T ] δZ =
(
mδ, α̇

)
[0,T ]

où

l’on note (a, b)[0,T ] =

∫

[0,T ]
ab dt .

Le problème ainsi obtenu peut-être vu comme l’association de deux problèmes
couplés : un problème en contraintes (problème statique) et un problème en déplace-
ments (cinématique). Une première façon de résoudre ce problème consiste à assem-
bler le problème global et à le résoudre de manière directe. Cette résolution conduira
à l’inversion d’un système deux fois plus grand que celui d’un problème éléments finis
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standard ce qui n’est pas envisageable dans le contexte d’une stratégie de décomposi-
tion de domaine.

Pour réduire le coût de cette étape, nous proposons une approche itérative pour
résoudre ce problème couplé par la technique de type point fixe suivante :

Algorithme 6 : Algorithme itératif de résolution du problème spatial

- Initialisation de (E,Z ) (0 par exemple)
pour p = 1, . . . , pmax faire

- Problème statique :
(E,Z ) étant fixé, on cherche (C,G) minimisant e2

RdC
- Problème cinématique :
(C,G) étant fixé, on cherche (E,Z ) minimisant e2

RdC

Remarque 2.2 Rappelons qu’a cette étape, la fonction temporelle est fixée. Comme on
pourra le voir par la suite, l’algorithme 6 conduit à la résolution d’un nombre limité de
problèmes éléments finis en déplacement classiques.

2.1.2 Problème statique

Le problème formulé en contraintes doit d’abord être dualisé afin que l’on puisse
le résoudre par une méthode éléments finis standard.

� Dualisation du problème en contraintes : Pour ce faire, la contrainte d’admissi-
bilité (C⋆,G⋆) ∈ FF

⋆

E est assurée par l’introduction d’un multiplicateur de Lagrange
(Ẽ, Z̃ ) ∈ EEE

⋆

E , le problème peut donc être reformulé de la manière suivante : trouver
(C,G) ∈FF

⋆

E et (Ẽ, Z̃ ) ∈ EEE
⋆

E tels que ∀(C⋆,G⋆) :

∫

ΩE

C∗ :
(
ACC C−ACE E+∆C

)
+

∫

∂ΩE

G∗
(
aGGG +aGZ Z −δG

)

−

∫

ΩE

C∗ : Ẽ+

∫

∂ΩE

G∗Z̃ = 0 (6.7)

et

∀(Ẽ⋆, Z̃
⋆

) ∈ EEE
⋆

E

∫

ΩE

C : Ẽ⋆dΩ=

∫

∂ΩE

G Z̃
⋆

dΓ (6.8)

Or, (C⋆,G⋆) étant désormais quelconques, on peut écrire la relation (6.7) en tout point :

C = A−1
CC

(
ACE E−∆C + Ẽ

)
(6.9)

G = a−1
GG

(
δG −aGZ Z − Z̃

)
(6.10)
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Ces relations sont injectées dans l’équation d’admissibilité (6.8)du multiplicateur (Ẽ, Z̃ ) :
∀(Ẽ⋆, Z̃⋆) ∈ EEE

⋆

E ,

∫

ΩE

Ẽ⋆ : A−1
CC

(
ACE E−∆C + Ẽ

)
dΩ=

∫

∂ΩE

Z̃
⋆

a−1
GG

(
δG −aGZ Z − Z̃

)
dΓ (6.11)

Après résolution, (C,G) sont déduits des équations locales (6.9) et (6.10).

� Exemple d’un matériau viscoélastique linéaire.
Dans le cas viscoélastique linéaire, la relation de comportement est telle que B =

1
ηK−1.

On choisit donc le paramètre de direction de recherche suivant H = B puisque B est
linéaire. Pour le choix de la norme, on choisit naturellement M = (1− t

T )H−1 et m =

(1−
t
T )h−1. Avec un tel choix de M et m, certains termes de couplage traduisant l’ad-

missibilité de (E,Z ) s’annulent dans l’équation (6.11). On obtient ainsi :

� Problème 6.3 Trouver (Ẽ, Z̃ ) ∈ EEE
⋆

E tel que ∀(Ẽ⋆, Z̃⋆) ∈ EEE
⋆

E ,∫

ΩE

Ẽ⋆ : KẼαCC dΩ+

∫

∂ΩE

Z̃
⋆

h−1Z̃αGG dΓ=

∫

ΩE

Ẽ⋆ : K
(
∆C −EαCE

)
dΩ+

∫

∂ΩE

Z̃
⋆

h−1δG dΓ (6.12)

avec αCC = η

∫

[0,T ]
(1−

t

T
)α̇ α̇ dt +2

∫

[0,T ]
(1−

t

T
)α̇ α dt +

1

η

∫

[0,T ]
(1−

t

T
)αα dt

αCE = η

∫

[0,T ]
(1−

t

T
)α̇ α̇ dt αGG =

∫

[0,T ]
(1−

t

T
)αα dt

∆C = −η

∫

[0,T ]
(1−

t

T
)∆ α̇ dt −

∫

[0,T ]
(1−

t

T
)∆α dt

δG =

∫

[0,T ]
(1−

t

T
)δα dt

Ce problème éléments finis en déplacement classique ne dépend plus du temps. Il a
la même forme qu’un problème de statique avec des conditions aux limites de type
Robin et une distribution d’effort volumique.

2.1.3 Problème cinématique

Ce problème étant déjà un problème en déplacement, sa résolution ne pose pas de
difficulté particulière.
� Exemple d’un matériau viscoélastique linéaire.
Avec le même choix pour les opérateurs M,H,m et h que dans le paragraphe précédent,
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et en remarquant également que certains termes de couplage traduisant l’admissibi-
lité cette fois-ci de (C,G) s’annulent dans la deuxième équation du problème 6.2. Le
problème cinématique est le suivant :

� Problème 6.4 Trouver (E,Z ) ∈ EEE
⋆

E tel que ∀(E⋆,Z⋆) ∈ EEE
⋆

E ,∫

ΩE

E⋆ : KEαEE dΩ+

∫

∂ΩE

Z⋆h−1ZαZ Z dΓ=

∫

ΩE

E⋆ :
(
∆E −CαEC

)
dΩ+

∫

∂ΩE

Z⋆δZ dΓ (6.13)

avec αEE = η

∫

[0,T ]
(1−

t

T
)α̇ α̇ dt ∆E = −η

∫

[0,T ]
(1−

t

T
)∆ α̇ dt

αEC = η

∫

[0,T ]
(1−

t

T
)α̇ α̇ dt δZ =

∫

[0,T ]
(1−

t

T
)δ α̇ dt

αZ Z =

∫

[0,T ]
(1−

t

T
)αα dt

2.1.4 Exemple

On étudie la convergence de la résolution itérative du problème spatial couplé lié
à la construction de la première fonction spatiale du problème test. Pour juger de la
convergence de l’algorithme, on se base sur la résolution globale du système couplé
prise comme référence, pour se donner une mesure exacte de l’erreur.

eexact =
‖Ep

n −Ep
ex‖

‖Ep
ex‖

(6.14)

La figure 6.2 montre que le point fixe converge très vite. En effet, avec seulement 4
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FIG. 6.2: Convergence de l’algorithme

itérations, l’erreur commise avec l’algorithme itératif est inférieure à 0.1% par rapport
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à la solution de référence. En terme de coût de calcul, si nddl désigne le nombre d’in-
connues d’un problème classique (3 fois le nombre de noeuds en 3D), il faut comparer
l’inversion d’un système non symétrique de taille 2nddl , pour la résolution couplée, à
celui de plusieurs systèmes symétriques de taille nddl pour la résolution itérative. Le
tableau 6.1 présente le coût d’inversion de chacun de ces systèmes dans le cas de notre
problème test :

Résolution d’un problème découplé (taille nddl ) 0,3084s
Résolution du problème global (taille 2nddl ) 2,527s
Ratio 8.19

TAB. 6.1: temps d’inversion des systèmes liés à la résolution du problème spatial

Sur cet exemple, le coût de l’inversion du système global couplé est plus de 8 fois
plus important que le coût de l’inversion de l’un des systèmes découplés de la résolu-
tion itérative. Ce qui fait que l’on peut faire 4 itérations de point fixe pour être équi-
valent à la résolution assemblée.

Remarque 2.3 Il faut noter que cette technique devient de plus en plus intéressante
lorsque le nombre de degrés de liberté augmente. De plus, dans ce travail de thèse, l’ap-
proximation radiale sur l’espace-temps est employée au sein d’une méthode de décom-
position de domaine. En effet, un objectif raisonnable est de résoudre éventuellement
plusieurs problèmes par sous-structure, mais dont la taille est au plus celle d’un pro-
blème éléments finis en déplacement classique. La résolution globale couplée n’est donc
pas du tout adaptée puisqu’elle augmente la taille des problèmes par sous-structure. La
méthode itérative proposée ne présente pas ce problème et prend tout son sens dans ce
cadre.

2.2 Problème temporel

Le problème temporel est issu de la minimisation de l’erreur par rapport à la fonc-
tion temporelle α :

� Problème 6.5 Connaissant (Ep,Z ), le problème temporel consiste à trouver α qui

minimise sur Z[0,T ]
r l’e2

RdC suivante :

e2
RdC (∆š − s) = ‖HαC− α̇Ep −∆‖

2
Ω
+‖αhG + α̇Z −δ‖2

Γ

Remarque 2.4 Dans la suite, les expressions des problèmes à résoudre dépendront
également des quantités intermédiaires C et G. On aurait pu souhaiter les écrire uni-
quement en fonction des variables minimales que sont Ep et Z, mais ceci alourdirait in-
utilement les expressions. Rappelons simplement que les variables intermédiaires C et G
sont déduites des variables minimales Ep et Z par la résolution d’un problème annexe.
En pratique, on pourra les conserver tant que les opérateurs H et h restent les mêmes.
C’est ce qui est fait dans le code.
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2.2.1 Stationnarité de l’erreur par rapport à la fonction temporelle

La stationnarité de l’erreur en relation de comportement par rapport à la fonction
temporelle α s’écrit :

� Problème 6.6 Trouver α ∈ Z[0,T ]
r tels que, ∀α⋆ ∈ Z[0,T ]

r ,

∫

[0,T ]
α̇⋆(1−

t

T
)
(
a11α̇+a10α−d1

)
dt +

∫

[0,T ]
α⋆(1−

t

T
)
(
a01α̇+a00α−d0

)
dt = 0 (6.15)

avec les coefficients suivants :

a11 =

∫

ΩE

Ep : MEp dΩ+

∫

∂ΩE

Z mZ dΓ

a10 = −

∫

ΩE

Ep : MHC dΩ+

∫

∂ΩE

Z mhG dΓ

a01 = −

∫

ΩE

C : HMEp dΩ+

∫

∂ΩE

GhmZ dΓ

a00 =

∫

ΩE

C : HMHC dΩ+

∫

∂ΩE

GhmhG dΓ

d1 = −

∫

ΩE

Ep : M∆ dΩ+

∫

∂ΩE

Z mδ dΓ

d0 =

∫

ΩE

C : HM∆ dΩ+

∫

∂ΩE

Ghmδ dΓ

Ce problème de minimisation fait apparaître des produits de dérivées, ce qui couple
tous les intervalles de temps et en fait un problème global sur l’intervalle d’étude.

2.2.2 Méthode globale de résolution

On présente ici une façon de résoudre ce problème global sur l’intervalle d’étude.
Pour cela, il est nécessaire de définir l’intégrale du produit de dérivées au sens de Ga-
lerkin discontinu. En effet, on cherche à calculer une intégrale du type :

∫

[0,T ]
ȧ ḃ dt (6.16)

On choisit de représenter la dérivée ȧ d’une fonction a de Z[0,T ]
r par une fonction ǎ

appartenant elle aussi à Z[0,T ]
r . Elle est définie comme suit :

∫

[0,T ]
ȧ v dt =

∫

[0,T ]
ǎ v dt , ∀v ∈ Z[0,T ]

r (6.17)
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Il est alors possible de définir un produit de dérivées par l’intégrale suivante :
∫

[0,T ]
ȧ ḃ dt =

∫

[0,T ]
ǎ b̌ dt (6.18)

La résolution dépend donc du schéma temporel. Par exemple, pour Galerkin Discon-
tinu d’ordre 0, les fonctions sont constantes par morceau, donc l’intégrale de la dérivée
d’une fonction a ∈ Z[0,T ]

0 s’écrit :
∫

[0,T ]
ȧv dt =

N∑

i=1
v(t+i )(a(t+i )−a(t−i )) ∀v ∈ Z[0,T ]

0 (6.19)

Il faut trouver une fonction ǎ qui soit telle que ∀v ∈ Z[0,T ]
0 :

∫

[0,T ]
ȧv dt =

∫

[0,T ]
ǎv dt (6.20)

N∑

i=1
v(t+i )(a(t+i )−a(t−i )) =

N∑

i=1
∆ti v(t+i )ǎ(t+i ) (6.21)

avec ∆ti = ti − ti−1. Cela donne donc :

ǎ(t+i ) =
a(t+i )−a(t−i )

∆ti
(6.22)

Comme la fonction ǎ appartient à Z[0,T ]
r , sur chaque intervalle ]ti−1, ti [, la valeur de

ǎ est constante et vaut ǎ(t+i ). Cette écriture permet de donner un sens à la notation
(6.16). Dans le paragraphe suivant, le système à résoudre pour déterminer une solu-
tion au problème temporel est présenté dans ce cas particulier.

� Exemple de résolution du problème temporel avec un schéma de type Galerkin
discontinu d’ordre 0.
Sur chaque intervalle de temps i , le système s’écrit donc :

q⋆T
i Ti qi = q⋆T

i bi (6.23)

avec qT
i = [αi−1 αi ] , bT

i =

[
−

d1

dt

(
d1

dt
+d0

)]
et la matrice élémentaire (où

d’intervalle) d’intégration :

Ti = (1−
ti

T
)




a11

dt 2

(
−

a10

dt
−

a11

dt 2

)

(
−

a01

dt
−

a11

dt 2

) ( a11

dt 2
+

a10

dt
+

a01

dt
+a00

)




Enfin en assemblant les matrices liées à chaque intervalle de temps, on obtient un sys-
tème global T q = b de taille le nombre de pas de temps N . Ce système est symétrique
(si H l’est aussi) et tridiagonal par bloc. Chaque bloc correspond à l’ensemble des in-
connues d’un intervalle (1 pour Galerkin Discontinu d’ordre 0) sa résolution n’est donc
pas trop coûteuse dans ce cas.
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2.3 Exemple

On étudie la construction par l’algorithme itératif de l’approximation d’ordre 1 du
problème test. La convergence de cet l’algorithme est illustrée par l’évolution de l’in-
dicateur de convergence suivant, il est basé sur la stagnation du quotient de Rayleigh :

ξR =
|R(αk+1)−R(αk )|

|R(αk+1)|

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

102,5 103

103 103

104 103

1 103

0,5 103

||Δ||   + ||δ||
2

Ω

2

Γ

103,5 103

R(α)

e
RdC
2

itérations

(a) Quotient de Rayleigh, Erreur en relation de
comportement et norme du second membre en

fonction des itérations de l’algorithme

itérations
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

10-10

10-8

10-6

10-4
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10 0

(b) indicateur de convergence ξR en
fonction du nombre d’itérations de

l’algorithme

FIG. 6.3: Convergence de l’algorithme 6

Sur la figure 6.3(a), on trace l’évolution au cours des itérations du quotient de Ray-
leigh R(αk ), l’évolution de l’erreur en relation de comportement liée à la direction de
recherche eRdC , ainsi que la valeur constante de la norme du second membre ‖∆‖2

Ω
+

‖δ‖2
Γ

. On peut vérifier que la solution maximise le quotient de Rayleigh, et minimise
l’erreur eRdC (š− s). On peut également constater que le quotient de Rayleigh devient
stationnaire très vite. Sur la figure 6.3(b) l’évolution de l’indicateur de convergence ξR

est tracée au cours des itérations. Dans notre exemple, il est inférieur à 1% après seule-
ment 2 itérations. En pratique, on pourra se contenter de deux ou trois itérations.

3 Approximation d’ordre m

On cherche maintenant à construire une approximation d’ordre m du problème
test. On construit les paires de fonctions les unes après les autres par l’algorithme 5
du chapitre précédent (Chapitre 5). Deux techniques d’approximation sont utilisées
pour résoudre ce problème. D’une part la technique classique présentée dans [Nouy
et Ladevèze, 2004] et d’autre part la nouvelle approche proposée dans cette thèse. La
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FIG. 6.4: Erreur ξRdC (š−s) en fonction du nombre de fonctions m.

qualité de l’approximation est évaluée par la valeur de l’indicateur ξRdC (š−s) (cf. (5.49),
chapitre 5) :

On peut observer sur la figure 6.4 une convergence rapide des deux algorithmes.
En effet, une solution de qualité peut être obtenue avec relativement peu de paires de
fonctions. Cependant, on peut remarquer que la nouvelle approche génère pratique-
ment deux fois moins de fonctions temporelles à qualité d’approximation équivalente.
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FIG. 6.5: Evolution temporelle de la contrainte de von Mises en un point de la structure
pour différents ordres m d’approximation.

Afin de juger de la qualité de l’approximation sur une quantité locale, on trace sur
la figure 6.5 l’évolution de la contrainte de von Mises en un point de la structure pour
différents ordres m d’approximation. L’approximation d’ordre m est comparée à la so-
lution dite de référence obtenue par une résolution incrémentale standard (cf. Chapitre
3). On peut donc remarquer que même avec une approximation pauvre (ordre très
faible), on obtient une approximation correcte de la solution.
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Enfin, la figure 6.6 présente les 6 premières fonctions spatiales et temporelles cor-
respondant à la résolution du problème test. Toutes ces fonctions sont calculées auto-
matiquement par l’algorithme 5 du chapitre 5. Les fonctions spatiales sont orthonor-
mées. Pour pouvoir comparer leurs allures, sur la figure, les fonctions temporelles ont
été normées (leur amplitude est de l’ordre de grandeur de l’ξRdC Figure 6.4).

−1

0

1

0 5 10 0 5 10 0 5 10 0 5 10 0 5 10 0 5 10

α1(t) U1(x) α2(t) U2(x) α3(t) U3(x) α4(t) U4(x) α5(t) U5(x) α6(t) U6(x)

temps /s temps /s temps /s temps /s temps /s temps /s

FIG. 6.6: 6 premières fonctions radiales du temps et de l’espace

Remarque 3.1 Contrairement aux approches spectrales, on peut remarquer que les
fonctions spatiales générées par l’algorithme sont adaptées au problème à résoudre. En
particulier, on peut noter que la forme des fonctions spatiales dépend fortement du char-
gement. C’est ce qui explique que si peu de fonctions suffisent pour obtenir une approxi-
mation correcte. Cependant, on va le voir dans le paragraphe suivant, si le chargement
est modifié raisonnablement, et que l’on se contente de mettre à jour les fonctions tem-
porelles uniquement, on peut générer une approximation de qualité voisine.

4 Mise à jour des fonctions temporelles

Il peut arriver que l’on souhaite mettre à jour l’ensemble des fonctions tempo-
relles associées aux fonctions spatiales déjà construites. Considérons que nous avons
construit une approximation d’ordre m. Cette étape consiste alors à réactualiser l’en-
semble des fonctions temporelles αi (t ), les fonctions spatiales étant fixées. On pourra
en particulier appliquer cette technique à chaque fois qu’une nouvelle paire sera géné-
rée dans l’algorithme 5 du chapitre 5. Par exemple, on applique cette technique après
la construction de chaque nouvelle fonction dans l’exemple test. La figure 6.7 présente
la courbe de convergence de l’approximation avec et sans cette étape de mise à jour.
Ce premier exemple montre l’intérêt que peut présenter une telle étape. Dans la partie
qui suit, on présente le problème à résoudre et les difficultés numériques liées à cette
mise à jour.
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FIG. 6.7: Erreur ξRdC (š−s) en fonction de m avec et sans mise à jour de fonctions tem-
porelles à chaque itération.

Remarque 4.1 Pour cet exemple, on est donc dans le cas où l’algorithme ne conduit
pas à la meilleure décomposition, puisque l’étape de mise à jour des fonctions tempo-
relles améliore l’approximation. Cette méthode des puissances améliorée permet donc
de se rapprocher de la meilleure décomposition (sans pour autant s’y ramener) et donc
minimiser l’effet de la résolution approchée de l’algorithme 5 du chapitre 5.

Remarque 4.2 Si jusqu’ici l’orthogonalisation des fonctions spatiales n’était pas né-
cessaire, elle est maintenant requise afin que le problème de mise à jour des fonctions
temporelles soit bien défini. Des qu’une nouvelle paire de fonctions sera générée, elle sera
orthogonalisée par rapport à l’ensemble des fonctions déjà construites, au sens du pro-
duit scalaire suivant :

〈(E1
p,W 1), (E2

p,W 2)〉 =
∫

Ω

E1
p : H̃E1

pdΩ+

∫

Γ

h̃W 1W 2dΓ (6.24)

Dans lequels H̃ et h̃ sont des moyennes en temps des opérateurs H et h.

4.1 Problème temporel sur toutes les fonctions

Dans cette partie, nous présentons le problème à résoudre pour mettre à jour les
fonctions temporelles. Afin d’alléger l’écriture, on notera dans la suite (Ep,Z) = (Ep,i ,Z i )
le vecteur des m fonctions spatiales de la base et α = αi le vecteur de leurs fonctions
temporelles associés, de telle sorte que :

∆ε̌p =

m∑

i=1
Ep,iαi = E

T
pα

Cette étape de mise à jour consiste à trouver le jeu des m fonctions temporelles α qui
minimisent l’erreur en relation de comportement eRdC (∆s − s), les fonctions spatiales
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(Ep,Z) étant fixées. La stationnarité de l’erreur par rapport à l’ensemble des fonctions
temporelles conduit à la résolution du système d’équations différentielles couplées
suivantes :

� Problème 6.7 Trouver α ∈ Z[0,T ]
r

m
tels que, ∀α⋆ ∈ Z[0,T ]

r
m

,

∫

[0,T ]
α̇⋆(1−

t

T
)
(
A11α̇+A10α−D1

)
dt +

∫

[0,T ]
α⋆(1−

t

T
)
(
A01α̇+A00α−D0

)
dt = 0 (6.25)

avec les matrices suivantes :

A11 =

∫

ΩE

Ep : ME
T
p dΩ+

∫

∂ΩE

ZmZ
T dΓ

A10 = −

∫

ΩE

Ep : MHC
T dΩ+

∫

∂ΩE

ZmhGT dΓ

A01 = −

∫

ΩE

C : HME
T
p dΩ+

∫

∂ΩE

GhmZ
T dΓ

A00 =

∫

ΩE

C : HMHC
T dΩ+

∫

∂ΩE

GhmhGT dΓ

D1 = −

∫

ΩE

Ep : M∆ dΩ+

∫

∂ΩE

Zmδ dΓ

D0 =

∫

ΩE

C : HM∆ dΩ+

∫

∂ΩE

Ghmδ dΓ

En utilisant la technique de résolution globale sur l’intervalle de temps, décrite
dans le paragraphe précédent pour les problèmes temporels, on obtient un système
global Tp qp = bp de taille N×m×p (ou m est le nombre de fonctions, N le nombre d’in-

tervalles fins I f
j et p le nombre d’inconnues par intervalle fin). Ce système est encore

symétrique (si H l’est aussi) et tridiagonal par bloc, chaque bloc étant de taille m ×p.
La taille de ce système peut devenir très grande. En effet, avec par exemple N = 120
pas de temps et m = 100 fonctions, la taille du système peut dépasser 104. Ce système
devant être re-assemblé et re-factorisé pour chaque nouvelle fonction, le coût de cette
étape peut devenir non négligeable. Cette technique basique de résolution est limitée
à un faible nombre de fonctions.
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4.2 Une technique alternative de résolution des problèmes tempo-
rels

Afin de limiter le coût de calcul de cette réactualisation, nous présentons dans ce
paragraphe une technique adaptée à la résolution d’un tel système d’équations dif-
férentielles. Le premier point consiste à transformer le système d’équations différen-
tielles du premier ordre faisant apparaître des produits de dérivées en un système
d’équations différentielles du second ordre classique, par intégration par parties.

Trouver α ∈ Z[0,T ]
r

m
tels que, ∀α⋆ ∈ Z[0,T ]

r
m

,

[
α⋆

(
A11α̇+A10α−D1

)]T

0
−

∫

[0,T ]
α⋆

(
A11α̈+A10α̇− Ḋ1

)
dt +

∫

[0,T ]
α⋆

(
A01α̇+A00α−D0

)
dt = 0 (6.26)

En remarquant queα⋆ ∈ Z[0,T ]
r

⋆

doncα⋆(0) = 0. On en déduit le système de m équa-
tions différentielles du second ordre avec m conditions finales suivant :





A11α̈(t )+ (A10 −A01)α̇(t )−A00α(t ) = Ḋ1(t )−D0(t )
α(0) = α0

A11α̇(T )+A10α(T ) = D1(T )

(6.27)

Le système différentiel est de taille m mais possède des conditions initiales et fi-
nales et sa résolution est non triviale. Dans le paragraphe suivant, une méthode est
proposée pour résoudre un tel système.

4.3 Résolution d’un système d’équations différentielles du second ordre
avec conditions finales

Tout système de taille m et d’ordre k peut être ramené à la résolution d’un système
du premier ordre de taille k ×m de la forme suivante :





Mq̇+Kq = d(t )
A0q(0) = q0

AT q(T ) = qT

(6.28)

Dans le cas de l’étape de mise à jour des fonctions temporelles, k = 2, donc le sys-
tème d’équations différentielles (6.28) est de taille de 2m avec le vecteur inconnu sui-
vant :

q =

[
α

α̇

]
(6.29)

et les matrices suivantes :

M=

[
1d 0
0 A11

]
K=

[
0 −1d

−A00 A10 −A01

]
d(t ) =

[
0

Ḋ1(t )−D0(t )

]
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A0 =
[

1d 0
]

AT =
[

A10 A11
]

q0 = 0 qT = D1(T )

Ce système est équivalent à celui du problème de mise à jour des fonctions tempo-
relles (6.27).

4.3.1 Méthode de tirs

Les méthodes de tirs consistent à remplacer les conditions finales par des condi-
tions initiales afin de se ramener à un problème de Cauchy. Le problème consiste
alors à trouver les conditions initiales manquantes qui soient telles que la solution
construite à partir d’elles vérifie les conditions finales. Dans notre cas, la fonction qui,
à un jeu de conditions initiales, associe les conditions finales est affine. Le schéma de
résolution est le suivant :

– On calcule une solution particulière qp(t ) du problème avec, par exemple, une
condition initiale nulle q(0) = 0 par une méthode incrémentale classique.

– On calcule la valeur de la condition finale associée.
– On choisit un jeu de m conditions initiales (qh

i ,0)1ÉiÉm linéairement indépen-
dantes mais vérifiant les conditions initiales connues.

– On calcule alors les m solutions du problème homogène qh
i (t ) avec les condi-

tions initiales précédentes.
– On calcule les m valeurs des conditions finales qh

i ,T =AT qh
2 (T ) des solutions ho-

mogènes et celle de la solution particulière qp
T .

– On cherche la combinaison linéaire (ci ) des conditions finales obtenues qui égale
les conditions finales souhaitées.

Les coefficients de la combinaison doivent vérifier :

qp
T +

m∑

i=1
ci qh

i ,T = qT (6.30)

Ce qui revient donc à inverser le système de taille m2 suivant :




 qh

1,T





 qh

2,T


 . . .


 qh

m,T






·


 c


=


 qT −qp

T


 (6.31)

Remarque 4.3 Cette méthode est également connue sous le nom de « méthode de la
matrice de transition » qui tient son nom de ce dernier système reliant les conditions
initiales aux conditions finales.

En pratique, il arrive que la matriceK ne soit ni définie ni positive. Donc certaines solu-
tions font apparaître des exponentielles positives qui conduisent les solutions homo-
gènes et particulières générées à suivre des branches d’hyperboles. Comme on pourra
le voir dans les exemples, le système (6.31) peut être très mal conditionné et la solution
qui en résulte très erronée.
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Remarque 4.4 L’instabilité de cette méthode a également été remarquée pour la réso-
lution de problèmes quadratiques linéaires dans le cadre de l’identification [Allix et al.,
2005; Feissel et Allix, 2007]. Dans leur cas, un système composé du couplage d’une équa-
tion directe et d’une équation rétrograde en temps met en échec les méthodes classiques.
Une méthode basée sur l’équation de Riccati est proposée, elle permet de découpler ces
deux problèmes et de résoudre chacun d’eux par un schéma incrémental classique.

4.3.2 Une nouvelle méthode avec projection

Nous nous proposons d’utiliser une technique par projection pour résoudre ce
genre de difficulté numérique. L’idée est de produire des solutions homogènes ortho-
gonalisées par rapport aux solutions suivant les branches d’hyperboles déjà produites
pour ne pas exciter plusieurs fois la même solution à exponentielle positive. On s’inté-
resse dans un premier temps aux m résolutions du système d’équations différentielles
homogènes associées. Il s’agit d’un système du premier ordre, donc quel que soit le
schéma d’intégration choisi, il est possible d’écrire une relation de récurrence (ou d’in-
tégration) pour chaque pas de temps n, du type :

qn =Z
n
n−1qn−1 (6.32)

Par exemple pour le schéma de Galerkin discontinu d’ordre 0, on a :

Z
n
n−1 =

(
M

∆t
+K

)−1
M

∆t

Cet opérateur définit le processus d’intégration à partir de la condition initiale q0. Plus
généralement, on définit l’opérateur :

qn =Z
n
mqm avec n Ê m

Supposons que l’on a déjà produit k solutions homogènes {qi}1ÉiÉk , dont certaines
ont « explosé » quand t → T . On construit une nouvelle solution q. Un critère d’am-
plitude maximum ξmax , permettant de détecter les solutions hyperboliques est fixé de
telle sorte que si, à un instant n, la norme de qn dépasse ξmax , elle soit considérée
comme suivant une branche d’hyperbole. Si tel est le cas, on peut écrire la projection
de qn sur les solutions déjà créées {qi

n}1ÉiÉk :

Πqn =

k∑

i=1
〈qn ,qi

n〉nqi
n

La projection peut-être effectuée avec n’importe quel produit scalaire, on utilisera par
exemple 〈pn ,qn〉n = pT

n (Zn
n−1)s ym qn (si naturellement cet opérateur définit un produit

scalaire). On modifie donc q à l’instant n de la manière suivante :

q∗
n = (1−Π)qn
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On peut également modifier son « histoire » (i < n) jusqu’à sa condition initiale :

q∗
i = qi −Z

k
i Πqn et q∗

0 = q0 −Z
k
0Πqn

Ensuite, le processus normal d’intégration peut être poursuivi jusqu’à ce que la so-
lution dépasse à nouveau le critère. Dans ce cas, la procédure de projection est appli-
quée à nouveau. Ainsi, pour la résolution de l’équation homogène, à chaque fois que
l’on construit une nouvelle solution, on regarde, à chaque intervalle de temps, si elle
explose. Si c’est le cas, on l’orthogonalise par rapport aux solutions qui ont explosé, à
l’aide de la procédure de projection présentée plus haut. Si la solution explose quand
même, on l’ajoute à l’ensemble des solutions qui explosent.

Enfin, on obtient un ensemble de solutions homogènes que l’on norme. On cherche
la combinaison linéaire qui permet à la somme xp(t )+xh(t ) de vérifier les conditions
aux limites. Pour ce faire on opère de la même manière que (6.31) avec un petit sys-
tème, qui cette fois est bien conditionné.

Remarque 4.5 Pour ajouter de la souplesse à la méthode, on peut également chercher
l’ensemble des solutions homogènes, même celles qui ne vérifient pas les conditions ini-
tiales connues. Une fois ces solutions déterminées, il faut trouver la combinaison linéaire
de ces fonctions qui soit telle que les conditions initiales et finales soient vérifiées. Le sys-
tème est alors de taille 2m au lieu de m.

Remarque 4.6 Dans notre cas, on pourrait également injecter directement la solution

α(t ) =αp(t )+
m∑

i=1
aiα

i
h(t ) dans l’erreur en relation de comportement initiale, et minimi-

ser par rapport aux coefficients de la combinaison linéaire (ai )1ÉiÉm . Ceci conduirait à
une méthode complexe, mais sans doute plus robuste.

Remarque 4.7 Dans le cas où M et K ne dépendent pas du temps et si l’on utilise une
partition régulière de l’intervalle d’étude, alors Z1

0 =Z
n+1
n =Z, ∀n. Dans ce cas, ZT

0 =Z
N

avec N le nombre de pas de temps. Si Z a des valeurs propres supérieures à 1, et si N
est suffisamment grand, on risque de trouver une solution proportionnelle au vecteur
propre associé, et donc de diverger. On peut faire l’analogie avec la méthode des puis-
sances. Pour cette méthode, il est bien connu qu’il faut ré-orthogonaliser à chaque ité-
ration la solution par rapport aux vecteurs propres déjà trouvés parce qu’en pratique
l’orthogonalité se perd au fil des itérations et l’on risque de « re-brancher » sur une va-
leur propre supérieure déjà trouvée. Dans notre cas, le même phénomène se produit. La
méthode proposée ici permet de s’assurer que les solutions trouvées ne « branchent » pas
toutes vers le même mode.

4.3.3 Exemple

Étudions l’exemple de la résolution d’un système de 3 équations différentielles du
second ordre avec conditions initiales et finales issues de la mise à jour des fonctions
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Méthode de tir 1,79.1016

Méthode par projection 6,63.103

TAB. 6.2: Conditionnement du système permettant d’imposer les conditions finales

temporelles du cas test dans le cas où l’on a généré m = 3 paires de fonctions. La ré-
solution de ce système d’équations différentielles est menée avec les deux méthodes
incrémentales présentées, la méthode de tir classique puis la méthode par projection.
Sur les figures 6.8(a) et 6.8(b), les solutions obtenues sont comparées avec la solution
issue de la méthode globale sur l’intervalle de temps présentée dans le paragraphe
2.2.2 prise ici comme référence.
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(b) Méthode par projection

FIG. 6.8: Comparaison des méthodes de résolution d’équations différentielles avec
conditions finales

On peut remarquer que la méthode de tir standard est totalement inapte à résoudre
ce problème, tandis que la méthode avec projection donne une solution de très bonne
qualité.

A la fin de chacune de ces deux méthodes, on cherche la combinaison linéaire des
solutions homogènes obtenues qui permet à la somme de la solution particulière avec
cette combinaison de solutions homogènes de vérifier les conditions aux limites. Dans
le tableau 6.2, est donné le conditionnement des systèmes (6.31) correspondants. On
peut constater que le conditionnement du système dans le cas de la méthode de tir est
très mauvais. Ceci est dû au fait que les solutions homogènes aux instants finaux sont
très proches. En revanche, dans le cas de la méthode par projection, le conditionne-
ment de la matrice est raisonnable.
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4.4 Application à la réutilisation des fonctions spatiales

Dans ce paragraphe, on réutilise la base de fonctions spatiales générées pour un
premier problème, afin d’approximer la solution associée à d’autres problèmes simi-
laires.

4.4.1 Différents cas de chargement

On réutilise les fonctions spatiales pour différents cas de chargement, de la ma-
nière suivante : pour le cas de chargement du problème de référence, on construit un
ensemble de jeux de fonctions radiales afin d’obtenir une qualité telle que ξRdC = 10−3.
Avec la méthode classique il faut 13 paires de fonctions, et il en faut 6 pour la nouvelle
approche. L’évolution temporelle du chargement sur la partie cylindrique (cf. fonction
de droite sur la figure 6.1) est ensuite modifiée, elle prend successivement les allures
décrites sur la figure 6.9. Pour la résolution des autres cas de chargement, on réutilise
les fonctions spatiales du premier cas de chargement et on se contente donc de mettre
à jour les fonctions temporelles correspondantes. Une simple mise à jour des fonc-
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FIG. 6.9: Réutilisation des fonctions spatiales pour différents cas de chargement.

tions temporelles permet donc de générer une approximation de qualité voisine, pour
différents cas de chargement. On peut également remarquer que la nouvelle méthode
semble aussi efficace que la méthode classique dans le cadre de la multirésolution. Et
ceci malgré le fait qu’elle nécessite plus de deux fois moins de fonctions temporelles ;
l’étape de mise-à-jour travaillant sur des systèmes de taille deux fois plus petite.

Remarque 4.8 Cette propriété est utilisée avantageusement pour la construction des
opérateurs homogénéisés, qui nécessite la résolution d’un ensemble de problèmes micro
définis sur ΩE ×IG

i . En particulier, à une fonction de base macro spatiale donnée, on doit
résoudre un ensemble de problèmes micro associés aux différentes fonctions de base ma-
cro temporelles. En pratique, on remarque que pour chaque nouvelle fonction de base
macro spatiale, la construction d’un ou plusieurs jeux de fonctions radiales est néces-
saire pour approximer correctement le problème micro associé à la première fonction de
base macro temporelle. Pour les autres, une simple mise à jour des fonctions spatiales
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suffit dans la plus grande majorité des cas. On pourra donc envisager de prendre des
bases macro temporelles assez riches, sans pour autant augmenter le coût de construc-
tion des opérateurs homogénéisés.

4.4.2 Différentes données matériaux

On procède de la même manière que précédemment, mais cette fois-ci, on s’inté-
resse à la résolution du problème test pour différents paramètres matériaux. Les mo-
dules d’Young des deux matériaux varient de ±10%. On résout le problème initial par
l’approximation radiale, avec la même précision. On conserve les fonctions spatiales,
puis on réactualise simplement les fonctions temporelles pour les nouveaux jeux de
matériaux. Sur la figure 6.10, on relève la valeur de l’indicateur ξRdC obtenu après une
mise à jour des fonctions temporelles pour différentes valeurs des modules d’Young.
On peut remarquer que l’erreur ne dépasse pas 4%, même lorsque le module d’Young
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FIG. 6.10: Réutilisation des fonctions spatiales pour différents paramètres matériaux.

du matériau de type-I est perturbé de +10% et celui de type-II de −10%. La méthode
semble donc robuste face à la variation raisonnable des paramètres matériaux. Là en-
core, la capacité de ces méthodes à la multirésolution est comparable, malgré le fait
que la taille des systèmes à inverser pendant la mise à jour des fonctions temporelles
de la nouvelle méthode soit deux fois plus petit que celui de l’ancienne.

Remarque 4.9 On pourra noter que dans ce cas précis, la nouvelle méthode oblige
à recalculer les quantités intermédiaires même si elles avaient été conservées, puisque
l’opérateur de comportement a changé.

Bilan

Dans ce chapitre, nous avons présenté la mise en œuvre de la nouvelle méthode
d’approximation radiale sur l’espace-temps, ainsi que l’ensemble des problèmes à ré-
soudre, avec un exemple pour les matériaux viscoélastiques linéaires. Parmi les contri-
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butions proposées, on peut noter l’introduction d’une nouvelle façon de résoudre le
problème spatial. Cette méthode permet de ne pas augmenter la taille minimale des
problèmes à résoudre comparativement à une méthode incrémentale standard, ce qui,
dans le cadre d’une méthode de décomposition de domaine est indispensable. Les
faiblesses des méthodes d’intégration standards pour résoudre l’étape de mise à jour
des fonctions temporelles ont été étudiées. Une nouvelle méthode robuste de résolu-
tion d’équations différentielles avec conditions finales a été proposée. Enfin, on a pu
constater que la nouvelle méthode d’approximation conduisait à un nombre réduit
de fonctions temporelles, pour une qualité donnée d’approximation. La méthode est
aussi efficace et nécessite moins de calculs, elle est donc plus robuste. Dans la der-
nière partie, la capacité de la méthode à réutiliser une base de fonctions générées pour
un ancien problème a été mise en évidence. L’objectif du chapitre suivant (Chapitre
7), est donc de proposer une méthode adaptative qui permette de tirer parti de cette
propriété.





CHAPITRE

7 Une stratégie de calcul
adaptative

Dans le chapitre précédent (Chapitre 6), nous avons montré comment il était
possible de résoudre un problème micro donné avec précision en utilisant
l’approximation radiale. Dans ce septième et dernier chapitre, nous allons montrer
comment on peut utiliser cette méthode de résolution réduite pour construire une
stratégie de résolution adaptative au sein d’une méthode LATIN multiéchelle.
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Au cours des itérations de la stratégie de calcul multiéchelle, l’étape linéaire re-
quiert la résolution d’une série de problèmes linéaires d’évolution. Ces problèmes peu-
vent être similaires les uns aux autres, mais également d’une itération à l’autre, car les
opérateurs et seconds membres varient peu. Les méthodes de calcul incrémentales
sont assez peu performantes dans ce cadre car elles ne savent pas tirer parti de l’infor-
mation générée par les résolutions précédentes. C’est pourquoi des méthodes alterna-
tives ont été proposées.

Pour débuter ce chapitre, on étudie donc quelques méthodes dites de multirésolu-
tion qui réutilisent les résolutions précédentes pour accélérer, simplifier ou initialiser
de manière plus pertinente les résolutions suivantes. Un intérêt particulier est voué
aux méthodes de réduction de modèles associées à la POD qui permettent de tirer l’in-
formation à la fois la plus réduite et la plus pertinente des solutions des problèmes
précédents. Les nouveaux problèmes sont résolus en projection sur les fonctions is-
sues de calculs précédents et ont donc un coût très réduit. Cependant, on ne peut pas
connaître a priori la quantité minimale d’informations à retenir pour obtenir un mo-
dèle pertinent pour les résolutions futures et il n’est généralement pas possible d’enri-
chir simplement le modèle réduit ainsi construit.

Nous présentons donc une stratégie adaptative de résolution des problèmes micro
de la stratégie de calcul multiéchelle basée sur l’approximation radiale. Une base de
fonctions spatiales est construite au fur et à mesure des itérations. Dans une phase pré-
liminaire, une approximation de la solution est générée à moindre coût en réutilisant
cette base de fonctions. Un indicateur basé sur l’erreur en relation de comportement
est mis en place pour quantifier la qualité de cette approximation. Si la qualité n’est
pas suffisante, la base de fonctions est alors enrichie. Cet indicateur permet à la straté-
gie de générer le minimum de calculs pour assurer la convergence de la méthode. Des
exemples sont proposés pour illustrer la démarche.

1 Les méthodes de multirésolution

Dans cette partie, on s’attarde sur trois types de techniques de multirésolution : la
première basée sur l’utilisation de la solution précédente comme initialisation pour
un solveur LATIN ; la deuxième basée sur la réutilisation des sous-espaces de Krylov et
la dernière sur la réutilisation de la décomposition POD des solutions précédemment
calculées.

1.1 Méthode LATIN pour la multirésolution

Une première méthode dédiée aux problématiques de multirésolution et d’analyse
paramétrique a été proposée dans [Boucard et Ladevèze, 1999; Boucard et Champaney,
2003]. Cette technique repose sur l’idée simple que la solution d’un premier problème
obtenu pour une certaine valeur des paramètres (propriétés matériaux, coefficient de
frottement... ) peut servir de très bonne initialisation pour le calcul d’une solution as-
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sociée à un jeu de paramètres proches. Ceci est rendu possible dans la méthode LA-
TIN, puisqu’il est possible d’initialiser l’algorithme avec une solution admissible, mais
ne vérifiant pas nécessairement les relations de comportement et les conditions de
contact frottant. Cette méthode aussi simple soit-elle a permis d’obtenir des gains non-
négligeables en temps de calcul. Cependant, seule la solution du calcul précédent est
réutilisée, l’information concernant les problèmes antérieurs n’est pas mise à profit.

1.2 Méthodes d’accélérations Krylov

Une famille de méthodes sachant tirer parti de l’ensemble des résolutions anté-
rieures est celle des solveurs à mémoire (ou learning methods) basés sur la réutilisa-
tion des sous-espaces de Krylov. Ces méthodes reposent sur des algorithmes de Krylov
(cf. [Saad, 2000]) tels que le Gradient Conjugué (CG) ou GMRES (pour Global Mini-
mal Residual). La résolution d’un système linéaire Ax = b par ces algorithmes repose
sur la génération d’une certaine base d’un sous-espace de Krylov associé à A. Lorsque
l’on dispose d’une succession de systèmes linéaires (Ai , bi )1Ém proches les uns des
autres à résoudre, l’idée consiste à réutiliser les sous-espaces de Krylov des systèmes
précédents pour accélérer la convergence du nouveau système. Les méthodes d’ac-
célération [Rey et Léné, 1998; Saad, 2000; Risler et Rey, 2000; Gosselet et Rey, 2002]
mettent l’information liée aux espaces de Krylov des systèmes précédents au profit
de l’initialisation, du préconditionneur, et de l’espace d’augmentation, qui sont les
trois paramètres connus pour piloter la vitesse de convergence des solveurs de Krylov.
En particulier, l’approche SRKS (pour Selective Reuse of Krylov Subspaces) consiste à
injecter un ensemble de vecteurs de Ritz liés aux systèmes précédents dans la matrice
d’augmentation d’un Gradient Conjugué projeté [Chapman et Saad, 1997]. Cette mé-
thode comprend, à la fin de la résolution de chaque système, une étape de sélection
des seuls vecteurs de Ritz qui ont convergé vers les vecteurs propres de l’opérateur. En
conséquence, seule l’information la plus représentative du comportement spectral de
ce système est conservé pour accélérer les systèmes suivants.

Remarque 1.1 Ces techniques de réutilisation très performantes, dédiées aux problèmes
indépendants du temps, ne répondent pas directement à notre problématique qui est de
trouver la meilleure base réduite. Cependant ces méthodes pourraient être étendues aux
problèmes d’évolution et on pourrait s’inspirer de la phase de sélection de SRKS, pour
mettre au point une technique de « nettoyage » de la base de fonctions générée au cours
des itérations par la technique décrite dans la section suivante.

1.3 Réduction de modèle basée sur la POD

Les méthodes de réduction de modèle basée sur la POD sont utilisées dans les do-
maines de la simulation numérique et notamment en dynamique, en thermique tran-
sitoire, dans le domaine stochastique. Dans le cadre de la multirésolution, le principe
est de construire la POD tronquée de la solution calculée sur l’ensemble des premiers
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systèmes, de fixer l’une ou l’autre des familles de fonctions et de résoudre des pro-
blèmes similaires en projection sur cette base de fonctions.

Dans ce cadre, on distingue deux classes de méthodes : celles a posteriori qui néces-
sitent un ou plusieurs calculs complets du problème de référence avec des techniques
standards. Cette phase peut être vue comme un apprentissage. Puis celles dites a priori
dont le modèle réduit est calculé au cours de la résolution du problème, mais qui né-
cessitent néanmoins un calcul partiel ou approché du problème de référence avec des
techniques standards.

1.3.1 Réduction de modèle a posteriori

Le principe de ces méthodes est simple, il s’agit de mener un ou plusieurs calculs
du problème de référence avec des paramètres différents (paramètres aléatoires pour
le stochastique, ou des chargements temporels différents pour les problèmes d’évolu-
tion) sur une plage de variation pré-établie. Il suffit alors de collecter l’ensemble des
quantités d’intérêt (généralement tous les degrés de liberté) dans les colonnes d’une
matrice A. Le calcul de la POD de A (cf. Chapitre 5) permet de construire un modèle
réduit a posteriori en ce sens qu’il ne peut-être construit qu’après des résolutions com-
plètes du problème. Ces techniques sont très largement utilisées dans le cadre de la
multirésolution, des études paramétriques ou lorsque l’on souhaite déterminer des
surfaces de réponses [Matthies et Keese, 2005], [Ghanem et Spanos, 1991]. Dans ce
cas, l’information liée aux résolutions précédentes est réutilisée via la décomposition
POD tronquée des solutions précédentes. Les nouvelles résolutions en projection sur
cette base sont très peu coûteuses.

Remarque 1.2 Ces méthodes sont notamment utilisées dans le cadre du calcul en temps
réel (par exemple dans l’ingénierie bio-médicale [Picinbono et al., 2003; Niroomandi
et al., 2008]) pour lequel les méthodes éléments finis sont à proscrire à cause de leur coût
prohibitif. Ces méthodes ont recours à une phase entraînement qui consiste à construire
le modèle réduit, via la résolution complète du problème pour des valeurs de paramètres
balayant une plage de variation. Les problèmes peuvent alors être résolus en temps réel
avec le modèle réduit uniquement.

1.3.2 Réduction de modèle a priori

En toute rigueur, pour être sur que le modèle soit pertinent sur toute la plage de
variation des paramètres (ou sur tout le domaine temporel) et que les méthodes a pos-
teriori soient robustes, il est nécessaire que l’ensemble des valeurs possibles soit par-
couru pendant la phase d’entraînement. Fort de ce constat, des méthodes alternatives
ont été proposées.

Calcul partiel Une première idée consiste à résoudre le problème en deux temps.
La première phase (pendant les premières variations des paramètres ou les premiers
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pas de temps), appelée le cliché (ou snapshot, cf. Figure 7.1(a)), consiste à résoudre

0 ts T

snapshot modèle réduit

(a) Calcul partiel

0 T

snapshot

modèle réduit

τG

τF

(b) Calcul approché

FIG. 7.1: Définition des snapshot

le problème avec une méthode classique, et à stocker les solutions correspondantes.
La deuxième phase consiste alors à résoudre le problème grâce à un modèle réduit
construit à partir de la POD du snapshot. De telles techniques ont été appliquées avec
succès à la dynamique [Krysl et al., 2001], ou à la thermique transitoire [Białecki et al.,
2005].

Calcul approché Une alternative consiste à résoudre entièrement le problème de
référence, mais de manière approchée. Par exemple, pour un problème d’évolution, le
problème de référence est résolu sur une grille grossière en temps τG (Figure 7.1(b)).
Ensuite, le modèle réduit est construit à partir de la POD du problème grossier. Le pro-
blème sur la grille fine τF peut alors être résolu avec un modèle réduit pertinent et
adapté au problème à résoudre. Cette approche originale peut-être considérée comme
une approche multiéchelle en temps non exacte.

Construction itérative D’autres stratégies [Ryckelynck, 2002; Chinesta et al., 2008]
permettent de déterminer le modèle réduit au cours des itérations d’un algorithme ité-
ratif. La LATIN, qui permet de mener des résolutions sur tout l’espace-temps à chaque
itération, est souvent utilisée. Pendant les premières itérations, les solutions sont cal-
culées avec une méthode classique et stockées. Un espace de solution est généré, à
partir duquel un modèle réduit est construit par POD. Chaque itération commence
donc par une phase d’initialisation au cours de laquelle la solution est calculée avec le
modèle réduit. Si la solution n’est pas satisfaisante, la solution est recalculée avec une
méthode classique et permet d’enrichir le modèle réduit. L’APHR (pour A Priori Hy-
perReduction Method [Ryckelynck, 2005]) propose, de plus, de construire le modèle
réduit sur une sélection des variables décrivant l’état de la structure, afin de réduire
d’avantage le temps de calcul.

Bilan

L’avantage de ces méthodes est qu’ayant déjà calculé un jeu de solutions, elle per-
mettent de calculer de manière approchée, mais avec précision, une nouvelle solution
avec un nombre d’inconnues très réduit. Elles permettent donc de tirer l’information
la plus pertinente des solutions déjà connues, et de la réutiliser pour les nouveaux
calculs. Elles conduisent à des diminutions colossales des coûts de calculs. Outre le
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fait que ces méthodes a posteriori nécessitent une partie au moins du calcul global
qu’on souhaite éviter en ayant recours à un modèle réduit, ces approches présentent
quelques limites :

on ne connaît pas la longueur optimale du snapshot, ou la quantité minimale
d’informations nécessaire à la construction du modèle réduit et pertinent (le plus
réduit possible permettant d’avoir une qualité suffisante) ;
on ne connaît pas a priori le nombre minimale de fonctions que l’on doit garder
dans la base, ou l’ordre de troncature minimal nécessaire à sa construction ;
hormis éventuellement le cas des méthodes de construction itérative, on ne dis-
pose pas d’une façon simple d’enrichir le modèle si les paramètres changent trop
ou si les effets temporels ont de grosses variations, et que le modèle réduit perd
de la pertinence.

Ces méthodes très performantes sont des méthodes spectrales dans lesquelles, on uti-
lise la POD pour construire de manière intelligente l’une ou l’autre des bases de fonc-
tions {λi (t )}m ou {Λi (x)}m que l’on fixe pour les calculs suivants.

2 Une méthode de calcul adaptative

Dans le chapitre précédent (Chapitre 6), on a pu remarquer que lors de la construc-
tion de l’approximation radiale, le calcul des fonctions temporelles conduisait à la ré-
solution d’une simple équation différentielle scalaire, tandis que le calcul d’une fonc-
tion spatiale nécessitait le calcul de quelques problèmes éléments finis indépendants
du temps. Il est clair que, dans l’élaboration d’une nouvelle paire de fonctions, l’étape
qui est de loin la plus coûteuse correspond au calcul de la fonction spatiale. C’est pour-
quoi, de manière classique [Ladevèze, 1999], les fonctions spatiales seront stockées et
réutilisées.

La résolution d’un problème micro commencera donc systématiquement par une
phase d’initialisation appelée étape préliminaire, consistant à rechercher un jeu de
fonctions temporelles associé à la base de fonctions spatiales déjà construites. On réa-
lise donc cette étape dont le rôle est trouver l’ensemble des fonctions temporelles qui
minimisent l’erreur en relation de comportement, les fonctions spatiales étant fixées
(pour plus de détails sur cette étape voir le chapitre 6).

En général, les opérateurs et les seconds membres varient peu d’une itération à
l’autre. Cette phase d’initialisation est donc généralement suffisante pour obtenir
une bonne approximation de la solution du problème micro. Néanmoins, si cette ap-
proximation s’avère ne pas être suffisante, dans un deuxième temps, on pourra enri-
chir la base en construisant une ou plusieurs nouvelles paires de fonctions. L’espace
d’approximation réduit s’enrichit donc automatiquement au cours de itérations de
la méthode LATIN. En ceci, la méthode peut être qualifiée d’adaptative.
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2.1 Quelques remarques

Nous rappelons que la construction de l’approximation radiale est faite en mini-
misant une erreur en relation de comportement lié aux directions de recherche. Re-
placé dans le contexte de la stratégie multiéchelle, ce choix s’avère pertinent, puisque
la seule équation qui est vérifiée de manière approchée est la direction de recherche. Or
la direction de recherche n’est qu’un paramètre de la méthode, et elle n’a d’influence
que sur le taux de convergence. La figure 7.2 tente de donner une interprétation géo-
métrique de l’approximation faite par l’approximation radiale : l’approximation š de s
appartient à Ad, mais š− ŝ ne vérifie pas la direction de recherche. La définition de l’ap-
proximation est donc bien adaptée à la stratégie multiéchelle car aucune des équations
de Ad n’est approximée à l’étape linéaire.

^
sn+1/2

sn+1

sn

sexact

Γ

Ad
E-

sn+1

^

eRdC

FIG. 7.2: Non vérification de la direction de recherche par l’approximation radiale

2.1.1 Cas des structures à motifs répétés

Dans le cas des structures composites, ou plus généralement des structures à mo-
tifs répétés, la base de fonctions peut-être commune à un grand nombre de sous-
structures. La phase d’initialisation d’un problème micro sur une sous-structure pourra
donc utiliser des fonctions spatiales construites pour les autres sous-structures au cours
des itérations précédentes et même de l’itération courante. Les solutions des problèmes
micro sur des sous-structures identiques seront généralement similaires pour les ef-
forts, les contraintes, les déformations et éventuellement les variables internes. En re-
vanche, les déplacements seront comparables, mais à un mode de corps rigide près.
Il est donc indispensable d’ajouter à la base commune, les fonctions spatiales corres-
pondantes aux modes de corps rigides des sous-structures :

(Ep ,Z ) = (0, r i ) , i ∈ {1, . . . , nr } (7.1)

ou {r i }nr
i=1 sont la trace sur ∂ΩE des vecteurs d’une base de l’espace R

W
h,E des modes de

corps rigides de ΩE . Le nombre de fonctions rajoutées à chaque base est donc nr = 6
en 3D et nr = 3 en 2D.
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Remarque 2.1 Cependant, dans le cadre des calculateurs parallèles à architecture de
type cluster (dans lequel chaque processeur a une mémoire séparée), la création d’une
base commune conduit à des échanges superflus entre processeurs qui ralentissent l’exé-
cution du code. Dans ce cas là, la base commune sera alors partagée par les différentes
sous-structures d’un même processeur. Pour les architectures à mémoire partagée, ce
choix ne pose aucun problème. Comme on pourra le voir dans les exemples, peu de
fonctions sont nécessaires à la résolution des problèmes micro d’un grand nombre de
sous-structures.

2.1.2 Cas des chargements cycliques

L’étape linéaire est résolue de manière incrémentale sur la grille grossière. Les pro-
blèmes micro sont donc définis sur ΩE × IG

i . L’approximation radiale consiste donc à
trouver un jeu de fonctions spatiales et temporelles pour chaque intervalle grossier.
Tous les intervalles grossiers partageront naturellement la même base de fonctions
spatiales. Dans le cas des chargements cycliques, ce choix pourra devenir très avan-
tageux si un cycle est attribué à un ou à un nombre entier d’intervalles grossiers.

Remarque 2.2 Cette technique sera particulièrement bien adaptée au calcul des opé-
rateurs LM

E |IG
i

calculés pour chaque sous-domaine spatio-temporel ΩE × IG
i .

2.2 Adaptativité et gestion de la base réduite

Afin de rendre l’approche robuste et systématique, il est nécessaire de définir une
stratégie automatique de gestion de la base au cours des itérations, l’objectif étant de
construire le minimum de fonctions spatiales à chaque itération, en veillant à ce que
cette technique d’approximation ne pénalise pas la convergence globale de la méthode
LATIN multiéchelle. Dans ce cadre, un certain nombre de choix s’offre à nous : Quel est
le nombre minimal de nouveaux jeux de fonctions que l’on doit rajouter à la base ré-
duite à chaque itération pour assurer la convergence de la LATIN ? Quel critère choisir
pour éliminer des fonctions inintéressantes ? Existe-t-il un indicateur fiable permet-
tant de savoir si, sur une sous-structure et à une itération donnée, l’étape préliminaire
est suffisante ou si, au contraire, la base doit être enrichie. Dans ce paragraphe, nous
proposons une technique d’approximation adaptative pour résoudre les problèmes
micro de la méthode LATIN multiéchelle sans altérer la convergence de cette dernière.
La méthode sera testée sur un exemple simple.
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L’approche générale d’approximation adaptative pour résoudre les problèmes mi-
cro de la stratégie multiéchelle est le suivant :

Algorithme 7 : Approximation adaptative de résolution des problèmes micro

- Prédiction : réalisation d’une étape préliminaire (mise à jour de l’ensemble
des fonctions temporelles associées aux fonctions spatiales déjà construites).
- Calcul d’un indicateur de qualité de l’approximation ξ

si ξ> ξ0 alors
pour m = 1, . . . , mmax faire

- Amélioration de la base : Les premières fonctions étant fixées,
réalisation d’une approximation d’ordre 1.
- Orthogonalisation de la fonction trouvée par rapport à la base de
fonctions existantes. Calcul du résidu après orthogonalisation r⊥
si r⊥ < r 0 alors

le nouvelle fonction n’est pas conservée

L’algorithme 7 est paramétré par le choix de l’indicateur ξ de la qualité de la so-
lution, ainsi que le critère ξ0 qui lui est associé. En d’autres termes, ces paramètres
permettent de piloter la qualité de l’approximation au cours des itérations de la LA-
TIN. Afin d’illustrer la méthode, nous étudions l’évolution sur [0,T ] d’une structure

ud=0

Fd

L1

0 T

Fd

FIG. 7.3: Problème démonstrateur simple

viscoélastique linéaire fissurée (ligne L1) de module d’Young E = 100GPa, coefficient
de poisson ν= 0.3 et viscosité η= 10s soumise à un effort F d et encastrée (Figure 7.3).
La structure est décomposée en 25 sous-structures et l’intervalle [0,T ] en 60 intervalles
de temps.

2.2.1 Approximation de la solution sn

Dans le chapitre 5, nous avons choisi de reformuler l’étape linéaire sur la correc-
tion de solution ∆sn+1 = (sn+1 − sn). Afin de comprendre ce choix, étudions le cas de
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l’approximation de la solution complète. Nous cherchons donc directement l’approxi-
mation de la solution sn+1 à l’itération n + 1. Dans ce cas, s = ŝn+1/2 pour le premier
problème micro et il est inchangé pour le problème micro 2. Un choix naturel pour
l’indicateur de qualité de l’approximation, consiste à le définir à partir de l’erreur en
relation de comportement. Nous pouvons par exemple choisir :

ξ= ξRdC (š−s) =
eRdC (š−s)

‖s‖
(7.2)

avec
‖s‖2

= ‖Hσ‖
2
Ω
+‖ε̇p‖

2
Ω
+‖hF‖

2
Γ
+‖Ẇ‖

2
Γ

(7.3)

Remarque 2.3 L’objectif est de proposer une méthode systématique permettant d’as-
surer la convergence de la méthode. Dans la mesure du possible, nous préférerons donc
générer une base de fonctions très différentes, les unes des autres, avec peu de nouvelles
fonctions par itérations. Pour l’exemple de la figure 7.3, on prendra mmax = 1 et r 0 =

30%.

Nous testons l’algorithme 7 pour l’approximation des problèmes micro de la stra-
tégie multiéchelle appliquée à l’exemple de la figure 7.3 avec cette hypothèse et en
prenant, par exemple un critère ξ0 = 0.1.
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FIG. 7.4: Indicateur d’erreur LATIN νRdC (s) et nombre de fonctions générées à chaque
itérations pour l’approximation radiale de sn+1

La figure 7.4 présente, dans l’ordre :
– 7.4(a) l’indicateur de convergence νRdC (s) de la LATIN en fonction du nombre

d’itérations avec approximation radiale (trait continu), et celui, de référence, avec
un schéma incrémental classique (pointillé).

– 7.4(b) l’indicateur de convergence νRdC (s) de la LATIN en fonction du nombre
total de fonctions dans la base spatiale.

– 7.4(c) le nombre de nouvelles fonctions ajoutées à la base à chaque itération de
la LATIN

– 7.4(d) les fonctions calculées mais qui ne sont pas stockées dans la base, car ne
vérifiant pas le critère r⊥ > r 0. Ces calculs sont donc considérés comme inutiles.

En regardant la figure 7.4(b), on constate que le critère ξ> ξ0 est toujours vérifié, ce
qui empêche la construction de nouvelles fonctions. Et ainsi le fait d’utiliser un critère
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ξ0 constant bloque la convergence de la méthode à un niveau lié à l’ordre de gran-
deur du critère ξ0. Ce résultat paraît naturel, dans la mesure où le dénominateur de
l’indicateur ξRdC est de niveau constant au cours des itérations de la LATIN, un cri-
tère constant ξ0 fait donc stagner la méthode. On comprend donc l’intérêt de formuler
l’étape linéaire sur la correction de solution.

Remarque 2.4 On aurait pu envisager un critère ξ0 variable au cours des itérations,
éventuellement indexé sur le niveau de l’indicateur de convergence global de la méthode,
mais cette approche est moins systématique et moins naturelle que de travailler sur la
correction.

2.2.2 Approximation de la correction ∆sn+1 = (sn+1 −sn)

On se replace donc dans le cadre de la définition de l’approximation radiale pré-
sentée dans le chapitre 5, l’indicateur naturellement associé est le suivant :

ξ= ξRdC (∆š−s) =
eRdC (∆š−s)

‖s‖
(7.4)

avec
‖s‖2

= ‖Hσ‖
2
Ω
+‖ε̇p‖

2
Ω
+‖hF‖

2
Γ
+‖Ẇ‖

2
Γ

(7.5)

Cette fois-ci, le critère ξ0 fixe la qualité de l’approximation d’une correction. La mé-
thode étant convergente, le niveau de la correction diminue à chaque itération, et le
critère ξ0 est de plus en plus exigeant.

Remarque 2.5 En pratique, le choix de ξ0 n’a pas un grand effet sur le comportement
de la méthode. On le verra dans les exemples, un critère ξ0 très grossier, par exemple 0.5
suffit à faire converger la méthode. En réalité, ce critère assure la convergence, dans la
mesure ou il assure d’améliorer la solution d’au moins 50% par rapport à une solution
incrémentale, à chaque itération. S’il valait 30% ou 70%, la méthode serait assurée de
converger quand-même.

Ré-examinons la résolution du problème 7.3 avec la méthode multiéchelle et la
méthode de calcul de l’approximation radiale ainsi construite :

Le résultat est présenté sur la figure 7.5. On remarque que la convergence est assu-
rée, l’algorithme n’est pas bloqué comme précédemment. Cependant, on peut distin-
guer deux points faibles :

1. Au cours des premières itérations de l’algorithme, le niveau de l’indicateur d’er-
reur LATIN est beaucoup plus élevé que dans le cas de référence sans approxi-
mation radiale. On peut cependant remarquer que ce phénomène s’atténue au
cours des itérations.

2. Assez rapidement, un nombre de fonctions relativement grand (en particulier
largement plus grand que le nombre de fonctions nécessaires à la convergence)
est généré pour être rejetées car ne vérifiant pas le critère d’orthogonalité. Ce
sont des calculs inutiles.
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FIG. 7.5: Indicateur d’erreur LATIN νRdC et nombre de fonctions générées à chaque
itération pour l’indicateur local ξRdC

Ces problèmes sont découplés, ils sont donc traités séparément :

� Premier point faible
Au début de l’algorithme, la convergence de l’algorithme est pilotée principale-

ment par le problème macro. Si l’algorithme n’est pas superposé à la solution de ré-
férence sur les premières itérations, c’est que le problème macro, donc les problèmes
micro 2, sont trop grossièrement approximés. Corriger ce défaut ne pose donc pas de
difficulté majeure.

Rappelons que les problèmes micro de type 2 sont linéaires et ont pour unique

chargement la donnée du multiplicateur de Lagrange W̃
M

sur le bord dΩE . Notons,

de plus, que W̃
M

appartient à un espace de dimension finie, de petite taille. Ainsi un
nombre fini de fonctions est nécessaire et suffisant pour résoudre précisément l’en-
semble de ces problèmes sur toutes les itérations. Tant que ces fonctions ne sont pas
générées, le problème macro est mal approximé. L’algorithme construit ces fonctions
au cours de sa convergence, donc les problèmes micro 2 sont de mieux en mieux calcu-
lés. Le problème macro devient donc de plus en plus pertinent et la méthode récupère
la convergence de référence progressivement.

Une technique simple peut consister à construire les opérateurs homogénéisés
avec l’approximation radiale, et à conserver les fonctions générées pour le calcul ité-
ratif. Dans ce cas les problèmes micro de type 2 ne nécessiteront la construction d’au-
cune nouvelle fonction. En 2D, le calcul d’un opérateur homogénéisé requiert la réso-
lution de 4×4×3 = 48 problèmes micro différents (pour une sous-structure carrée à 4
interfaces, 4 fonctions de bases macro en espace et 3 en temps), on peut donc espérer
ne pas nécessiter la construction d’une trop grande base de fonctions, étant donné, de
plus, la remarque 4.8 du chapitre 6. En revanche en 3D, cette technique est clairement
inenvisageable, puisque le calcul d’un opérateur homogénéisé requiert la résolution
de 6×9×3 = 162 problème micro (et ceci sans prendre en compte que les problèmes
3D sont plus complexes, et nécessitent plus de fonctions radiales pour être résolus).

Remarque 2.6 L’opérateur homogénéisé pourra, néanmoins, être calculé avec l’ap-
proximation radiale, mais les fonctions générées ne seront pas conservées pour le reste
du calcul itératif.



Une méthode de calcul adaptative 145

Une autre solution consiste à résoudre les problèmes micro 2 avec précision, dès
les premières itérations. Dès lors, les problèmes macro seront bien calculés, sans pour
autant que le nombre de fonctions final soit nécessairement plus grand. A la différence
de la méthode précédente, seules les fonctions nécessaires aux modes macro activés
par le problème seront calculés. Nous adopterons ce choix pour la résolution des pro-
blèmes micro 2.

� Deuxième point faible
Comme on vient de le voir, assez rapidement, les problèmes micro 2 ne requièrent

plus la construction de nouvelles fonctions. Ce problème est donc uniquement lié au
problèmes micro 1. Il vient du fait que le critère d’orthogonalité n’est pas très naturel.
L’objectif serait d’être capable de prédire, avant de faire un calcul, s’il va conduire à
une fonction utile ou pas. Ceci se traduit donc par le fait que l’indicateur ξRdC est mal
adapté aux problèmes de l’étape linéaire. En clair il est trop exigeant.

Dans une méthode de décomposition de domaine, il est bien connu que tous les
sous-domaines ne convergent pas à la même vitesse. Par exemple, dans une zone où
les gradients sont faibles, au bout de quelques itérations, la solution est quasiment
convergée. Le problème posé sur la correction est donc dérisoire par rapport à d’autres
sous-structures dans lesquelles la solution est très erronée. Dans ces zones là, pour les-
quelles on pourrait largement se contenter d’une simple étape préliminaire, le déno-
minateur ‖s‖ est très faible, donc le critère ξRdC < ξ0 n’est quasiment jamais vérifié. Le
critère conduit donc au calcul d’une nouvelle fonction qui s’avère a posteriori inutile.

L’objectif est donc de modifier l’indicateur d’erreur ξRdC , afin que l’effort soit concen-
tré sur les sous-structures les plus mal approximées par l’étape préliminaire.

2.2.3 Une stratégie améliorée

Nous proposons donc une stratégie adaptative basée sur un indicateur d’erreur
basé sur une erreur en relation de comportement différente suivant le type de pro-
blème à résoudre. La stratégie adoptée est donc la suivante : pour les problèmes micro
2, on utilise l’algorithme 7 avec les paramètres suivants :

– l’indicateur de qualité normé classique :

ξ= ξRdC (∆š−s) =
eRdC (∆š−s)

‖s‖

– Un critère ξ0 relativement exigeant pour assurer une résolution des problèmes
micro 2 de qualité, pour ne pas perturber la convergence macro.

– Le critère d’orthogonalité r 0, n’a pas tellement d’importance dans ce cas.
– Le nombre maximum de fonctions mmax peut être éventuellement pris supé-

rieur à 1 afin, une fois encore, de résoudre précisément ces problèmes.
Concernant les problèmes micro 1, on utilise également l’algorithme 7 mais avec

les paramètres suivants :
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– Un indicateur de qualité normé modifié :

ξ= ξRdC (∆š−s) =
eRdC (∆š−s)

supE ‖s‖

– Un critère ξ0 assez grossier pour ne pas générer trop de fonctions au début de l’al-
gorithme, phase dans laquelle les problèmes micro sont très loin de la solution à
convergence. Ce critère deviendra automatiquement plus exigeant au cours des
itérations.

– Le critère d’orthogonalité r 0, a une influence limitée puisque l’indicateur ci-dessus
est sensé prédire si le calcul d’une fonction est nécessaire ou pas. Ce critère a pos-
teriori ne devrait pas être trop utilisé.

– Le nombre maximum de fonctions mmax , est pris égal à 1, pour ne pas générer
trop de fonctions au début des itérations.

Remarque 2.7 Pour que le critère reste pertinent, la partie mode de corps rigide pourra
être retirée à W dans le calcul de ‖W‖Γ du critère ξRdC du problème micro 1. Elle pourra
être éventuellement conservée pour le calcul de l’indicateur des problèmes micro 2, puisque
les mouvements de corps rigides font partie de la solution.

On reprend donc l’exemple 7.3 avec la stratégie précédemment citée, avec pour les pro-
blèmes micro 2, la paramètres ξ0 = 0.001, r 0 = 0.3 et mmax = 3, et pour les problèmes
micro 1, ξ0 = 0.5, r 0 = 0.3 et mmax = 1. Le résultat est donné figure 7.6 :
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FIG. 7.6: Indicateur d’erreur LATIN νRdC et nombre de fonctions générées à chaque

itérations pour l’indicateur local ξ̃RdC

On peut remarquer sur la figure 7.6(a) que la convergence globale de la méthode
n’est pas altérée par l’approximation. Même au début de l’algorithme, les courbes sont
très proches, donc les problèmes macro sont bien calculés. On peut voir, notamment
sur la figure 7.6(c), qu’à la première itération, un nombre plus conséquent de fonc-
tions est généré, elles correspondent aux fonctions calculés par les problèmes micro
2. Sur la figure 7.6(d), on remarque que très peu de fonctions sont rejetées. Notre in-
dicateur ξRdC modifié apparaît donc comme un critère a priori de nécessité du calcul
d’une nouvelle fonction, très pertinent. Étant basé sur un dénominateur commun, cet
indicateur permet à toutes les sous-structures de converger ensemble. Les approxima-
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itération 4 itération 8 itération 11 itération 15

10Nombre de nouveaux couples de fonctions radiales

FIG. 7.7: Nombre de nouvelles paires de fonctions radiales pour chaque sous-structure
et chaque itération

tions des solutions de chacune des sous-structures sont comparables, et l’effort n’est
fait que sur les sous-structures étant les plus mal approchées par l’étape préliminaire.
Cette constatation est corroborée par la figure 7.7, sur lequel on peut voir les sous-
structures pour lesquelles il a fallu construire une nouvelle fonction. Elle sont souvent
situées autour de la pointe de fissure, ou près des conditions aux limites.

Enfin on peut remarquer des caractéristiques particulières de la méthode d’ap-
proximation adaptative. D’une part le nombre de nouvelles fonctions requises décroît
avec les itérations 7.6(c), ce qui traduit que la base, donc le modèle, est de plus en plus
riche. D’autre part, il arrive que certaines itérations de la LATIN ne nécessitent pas le
calcul de nouvelles fonctions 7.6(c). Dans ces moments, l’approximation radiale fait
converger l’algorithme pour un coût dérisoire.

3 Exemples 3D

� Composite C/C 4D

On considère l’évolution sur [0,10s] d’une structure hétérogène 3D constituée de
fibres (E1 = 250GPa,ν= 0.2 et η= 1000s) et d’une matrice (E1 = 50GPa,ν= 0.3 et η= 10s)
(cf. Figure 7.8). La structure est soumise à un chargement de torsion et est encas-
trée à sa base. Des fissures traversant les fibres sont modélisées par des surfaces de
contactµ= 0.3. La structure est décomposée en 64 cellules élémentaires de deux types.
8 groupes de 8 sous-structures partagent une base commune de fonctions. Les pro-
blèmes de l’étape linéaire sont résolus avec la technique adaptative liée à l’approxi-
mation radiale présentée précédemment avec les paramètres ξ0 = 0.003, r 0 = 0.3 et
mmax = 3 pour les problèmes micro 2 et ξ0 = 0.5, r 0 = 0.3 et mmax = 1 pour les pro-
blèmes micro 1.

La convergence de la stratégie est présentée sur la figure 7.9. La courbe de conver-
gence de la méthode avec approximation est proche de celle de référence. Le nombre
de fonctions créé par itération est à peu près stable.
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FIG. 7.8: Problème hétérogène avec contacts frottants (matrice non représentée)
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� Portique hétérogène On considère à présent la structure 3D hétérogène et fissu-
rée étudiée au chapitre 3. L’intervalle d’étude [0,T ] = [0,3.3s] est muni d’un seul inter-
valle grossier de 20 intervalles fins. La structure est décomposée en 351 sous-structures
réparties en 13 groupes de 27 sous-structures. Chaque groupe de sous-structures est
associé à une base de fonctions communes. Cette fois-ci, les problèmes de l’étape li-
néaire sont résolus avec la technique adaptative d’approximation présentée dans le
paragraphe précédent. Chaque problème micro est résolu avec l’algorithme 7. Nous
choisissons les paramètres ξ0 = 0.003, r 0 = 0.3 et mmax = 1 pour les problèmes micro
2, ainsi que ξ0 = 0.5, r 0 = 0.3 et mmax = 1 pour les problèmes micro 1.

Le comportement de la stratégie est présenté sur la figure 7.10.
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FIG. 7.10: Indicateur d’erreur LATIN νRdC et nombre de fonctions générées en
moyenne par base commune

On remarque une bonne convergence de la méthode. Le nombre de fonctions in-
utilement générées reste faible et stable. Sur la figure 7.11, on représente uniquement
les cellules nécessitant le calcul d’une nouvelle fonction.

On peut remarquer que dans un cas non linéaire 3D de grande taille, le nombre
de fonctions peut devenir important. En particulier, le coût de l’étape linéaire étant
directement relié à la taille de la base réduire, le temps de calcul d’une étape linéaire
augmente au cours des itérations. Dans ce cas, il faudrait sans doute procéder à une
étape de tri. En effet, il faudrait envisager de sélectionner les meilleures fonctions déjà
construites et détruire les autres, afin de stabiliser le coût d’une itération. Une façon
de le faire serait de mesurer la contribution de chacune des fonctions sur plusieurs
itérations, et si les contributions sont inférieures à un critère, la fonction pourrait être
rejetée. Une étude plus approfondie reste cependant à mener.

Bilan

Après avoir brièvement rappelé le principe des méthodes de réduction de modèle
basées sur la POD, nous avons présenté, dans ce chapitre, une technique d’approxi-
mation adaptative basée sur l’approximation radiale sur l’espace-temps. Nous avons
proposé une technique de réutilisation systématique des fonctions générées pendant
les itérations précédentes. Nous avons proposé un schéma adaptatif naturel pour pi-
loter l’adaptativité de l’approximation, et l’enrichir de manière automatique, si besoin
est, au cours des itérations. Ce schéma est basé sur un estimateur d’erreur en relation
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itération 4 itération 9

itération 14 itération 19

FIG. 7.11: Cellules nécessitant l’enrichissement de la base par une paire de fonctions
par itération

de comportement lié à la non-vérification de la direction de recherche par la correction
de solution. L’étude de ses faiblesses nous a conduit à l’adapter plus spécifiquement à
la stratégie de décomposition de domaine dans lequel il prend place. Nous avons donc
défini un indicateur plus adapté à la méthode, qui semble être un bon indicateur a
priori de la nécessité de calculer une nouvelle fonction. La stratégie permet donc de
faire converger l’ensemble des sous-structures à la même vitesse, évitant ainsi des cal-
culs inutiles.

Cette technique d’approximation permet donc un gain considérable en terme de
calcul, ainsi qu’en mémoire, sans pour autant que la robustesse et l’efficacité de la stra-
tégie ne soient pénalisées. Enfin en permettant la construction d’une base réduite pour
plusieurs sous-structures, la méthode permet d’envisager des gains colossaux pour
l’analyse fine de structures à motifs répétés tels que les composites.



Conclusion

Ce travail s’est appuyé sur la méthode LATIN multiéchelle avec homogénéisation
en temps et en espace. Le premier point a consisté à étendre cette méthode aux pro-
blèmes tridimensionnels complexes, incluant des surfaces de contact avec ou sans
frottement. Ce travail a donné lieu à l’élaboration d’un outil logiciel développé dans
un langage moderne, permettant la simulation de problèmes bi- et tri-dimensionnels
non linéaires d’évolution. Ce code, baptisé Multi-ST, est relativement robuste et dis-
pose de beaucoup des « ingrédients » les plus avancés de la méthode LATIN multié-
chelle. Il s’intègre dans la plate-forme logicielle du laboratoire et servira donc d’outil
de base à plusieurs thèses. Des exemples ont été présentés dans le cadre de la visco-
élasticité ; ils ont mis en évidence la pertinence du choix de la séparation des échelles
ainsi que les performances générales de l’approche dans le cas d’une non-linéarité de
type contact frottant.

Une seconde partie du travail a consisté au développement d’un indicateur per-
mettant un contrôle plus fiable de la convergence de la méthode. Cet indicateur est
basé sur le concept d’erreur en relation de comportement. Un exemple a été proposé
pour illustrer le fait qu’il ne présente pas les inconvénients des indicateurs de conver-
gence classiquement utilisés dans la méthode LATIN. C’est un outil qui donne accès
à une indication fiable sur la qualité d’une solution non convergée et permet ainsi
d’avoir un meilleur contrôle des itérations.

Une stratégie d’automatisation du choix de l’espace macroscopique au niveau tem-
porel a également été proposée. Elle assure à la méthode une plus grande robustesse
dans le cas de problèmes de grande taille. Une procédure de détection des phéno-
mènes temporels mal pris en compte par le problème macro a été développée. Asso-
ciée à une phase de tri, elle permet d’enrichir l’espace macroscopique temporel de fa-
çon à le rendre compatible au mieux avec les quantités d’interfaces en jeu dans le pro-
blème à résoudre. Il s’agit donc d’une méthode de séparation adaptative des échelles
temporelles qui améliore la qualité de la démarche d’homogénéisation et augmente
les performances de la méthode.

Une dernière partie de cette thèse a été consacrée à l’étude et à l’amélioration de
stratégies de calcul performantes dédiées aux problèmes à plusieurs variables et plus
particulièrement aux problèmes d’évolution. Une étude parallèle de l’approximation
radiale et de la POD a été menée. Elle a conduit à la conclusion que l’approximation
radiale était une méthode générale de détermination de la POD. Une nouvelle façon
de mettre en œuvre cette approximation dans le cadre de la stratégie de calcul multié-
chelle a été proposée. Elle conduit à une technique de résolution robuste qui permet
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de réduire considérablement le nombre et la taille des systèmes à résoudre par rapport
à l’approche classiquement utilisée dans la LATIN.

Enfin, une méthode de calcul adaptative a été développée. Elle consiste à mettre en
synergie la méthode LATIN multiéchelle en temps et en espace et la POD. L’approche
est basée sur une réutilisation des fonctions spatiales générées par l’approximation ra-
diale au cours des itérations précédentes. Un indicateur basé sur l’erreur en relation
de comportement a été mis en place pour piloter la stratégie adaptative et enrichir,
quand il le faut, l’espace d’approximation des problèmes micro de la stratégie. Cette
technique conduit à une forte réduction du nombre de calculs car elle permet de ne
faire que les calculs minimaux nécessaires à la convergence.

Cependant, un certain nombre de points, qui n’ont pas été abordés dans cette thèse,
reste encore à traiter. Dans un premier temps, le code doit être parallélisé pour pou-
voir tirer le meilleur parti de la méthode. Ceci nécessitera donc le recours à une tech-
nique approchée de résolution du problème macro qui est actuellement résolu par un
solveur direct. Ensuite, l’implantation de la stratégie dans le cadre de non-linéarités
matériaux telles que la plasticité ou l’endommagement reste à mener. Outre la simple
difficulté liée au code, la question de la fréquence de mise à jour des directions de re-
cherche sera centrale, puisque le coût d’assemblage des opérateurs homogénéisés et
de celui du problème macro ne sont pas négligeables.

Concernant l’approximation radiale, les perspectives sont nombreuses. Dans un
premier temps, on pourra tenter d’appliquer la stratégie avec POD aux problématiques
de multirésolution ; la base de fonctions pouvant être conservée et triée pour les réso-
lutions ultérieures. Une problématique soulevée par cette thèse est la question de la
taille de la base réduite. En effet, dans les exemples présentés, on peut remarquer que
la taille de la base peut augmenter. Au fur et à mesure des itérations, les assemblages
des problèmes spatiaux et temporels de l’approximation radiale peuvent devenir assez
coûteux, puisqu’ils nécessitent le calcul d’intégrales en espace et en temps de toutes les
fonctions de la base. Une phase de tri et de sélection pourrait être ajoutée à la méthode
pour stabiliser le temps de calcul d’une étape linéaire. Enfin, il pourrait être souhai-
table de décomposer également les solutions de l’étape locale, ainsi que les opérateurs
de direction de recherche, afin de découpler les intégrales sur l’espace-temps en pro-
duits d’intégrales en temps et d’intégrales en espace.
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