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Notations

cumq(X) = cum(x1; x2; : : : ; xq) : auto-cumulant d'ordre q de X.

�(px; py) est la divergence de Kullback-Leibner entre les densit�es de probabilit�es

p(x) et p(y).
EX = esp�erance math�ematique de X.

G(t) = matrice s�eparante.

H = espace de Hilbert.

HD = espace dual.

H(n) = matrice du �ltre de m�elange en temps discret.

H(t) = matrice du �ltre de m�elange en temps continu.

hi(n) = i�eme ligne de H(n).

I = matrice Identit�e.

In = matrice Identit�e n � n.
i(px; py) = information mutuelle entre les variables al�eatoires x et y.

J(y) = fonction de contraste.

K(p(x)) = kurtosis de p(x).

KS(x) = signe de Kurtosis de p(x).

Mom(u1; u2; : : : ; uq) = moment d'ordre q de u.
Nc = nombre de capteurs.

Ns = nombre de sources.

P = matrice de permutation.

p(x) = densit�e de probabilit�e.

px(u) = densit�e de probabilit�e de la variable al�eatoire x appliqu�e �a la valeur u.

Ry = matrice transpos�ee hermitienne de R.

S1 = tenseur covariant 2 H.
S1 = tenseur contravariant 2 HD.

ST = vecteur transpos�e de S.
S(t) = vecteur des sources.

si(t) = i�eme source.

X(t) = sources estim�es.

Y (t) = vecteur d'observation (signaux m�elang�es et �ltr�es).

yi(t) = i�eme signal m�elang�e.
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8 Notations

� = matrice diagonale.

�np
mo

= symbole de kronecker g�en�eralis�e.

�u(v) = premi�ere fonction caract�eristique.

	u(v) = deuxi�eme fonction caract�eristique.

� = produit de contraction.


 = produit tensoriel entre tenseurs.N
= produit de Kronecker entre deux matrices.



Abr�eviations

ACI : Analyse en Composantes Ind�ependantes.

iid : ind�ependant, identiquement distribu�e.

ddp : densit�e de probabilit�e.

ODE : Ordinary Di�erential Equation.
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Chapitre 1

Introduction

Le traitement du signal est une science r�ecente qui a permis le d�eveloppement

d'application telle que le radar. Le principe du radar (Radio Detection And Ran-

ging) a �et�e imagin�e d�es 1911 par l'am�ericain Hugo Gernsback. Des exp�eriences

de d�etection �electromagn�etique d'avions furent men�ees avec succ�es par Pierre

David en 1934, et, en 1935, Maurice Ponte et Henri Gutton installaient un d�e-

tecteur d'obstacles �a bord du paquebot Normandie. Toutefois, ce fut seulement

au cours de la seconde guerre mondiale que les techniciens anglais, dirig�es par

Watson Watt, d�evelopp�erent, en installant de nombreuses stations pour la d�etec-

tion d'avions ennemis, la technique du radar. Et avec les radars, a commenc�e le

traitement du signal dans sa forme actuelle.

Le traitement du signal est aussi utile pour traiter le signal biologique mesur�e �a

l'aide d'�electrode. Le cerveau lui aussi traite les signaux provenant de ses mul-

tiples capteurs : visuel, auditif, ... et ce depuis plusieurs centaines de millions

d'ann�ees. La mod�elisation de la transmission des informations (positions, vitesses)

concernant le mouvement d'une articulation a donn�e naissance au probl�eme de

s�eparation de sources, il y a une dizaine d'ann�ees. Depuis ce probl�eme a �et�e �etudie

de fa�con approfondi du traitement du signal pour son int�erêt th�eorique (utilisation

du concept d'ind�ependance et de statistique d'ordre sup�erieur) et ses applications

nombreuses : traitement d'antenne, traitement de signal biom�edical, rehausse-

ment de parole, etc.

Dans le sujet de cette th�ese, nous �etudions di��erents aspects de la s�eparation

aveugle de sources :

� Dans le 2�eme chapitre "S�eparation de sources", on exposera le probl�eme

d'une fa�con g�en�erale, tout en �etudiant, expliquant et citant les principales

id�ees utilis�ees dans ce domaine. Ce chapitre contient notement un �etat de

l'art sur la s�eparation aveugle de sources.

11



12 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

� Le 3�eme chapitre "Approche directe" est divis�e en deux parties :

{ La premi�ere partie pr�esente une approche directe de s�eparation, dans

laquelle la s�eparation est obtenue en r�esolvant un syst�eme d'�equations

non lin�eaires.

{ La deuxi�eme partie est focalis�ee sur l'�etude de quelque points th�eo-

riques concernant un algorithme g�eom�etrique de s�eparation.

� En basculant sur des crit�eres adaptatifs, au 4�eme chapitre, on pr�esente un

crit�ere simple pour les m�elanges instantan�es et convolutifs bas�e sur les cu-

mulants crois�ees du 4�eme ordre des signaux estim�es, dont la validit�e suppose

des sources de même signe de kurtosis.

� Les crit�eres de s�eparation de sources supposent souvent des hypoth�eses sur

les kurtosis des sources ou la somme des kurtosis des sources. G�en�eralement,

la pertinence de cette hypoth�ese est �etudi�ee. Nous proposons dans le 5�eme

chapitre une �etude th�eorique sur ce point, que nous illustrons par quelques

exemples.

� Le chapitre 6 "M�ethodes de type sous-espace" est consacr�e �a l'�etude de m�e-

thodes dites sous-espace qui exploitent presque uniquement les statistiques

du second ordre pour s�eparer les sources �a partir des m�elanges convolutifs.

� Ce m�emoire se termine par la conclusion g�en�erale et les perspectives.



Chapitre 2

S�eparation de sources

2.1 Bref Historique

La s�eparation de sources est un probl�eme relativement r�ecent en traitement du si-

gnal, qui a �et�e formul�e pour la premi�ere fois en 84 par H�erault et Ans [60] et [61].

Malgr�e son importance en traitement de signal et ses nombreuses applications

dans plusieurs domaines (notamment en traitement d'antenne et en t�el�ecommu-

nications), son origine est li�ee �a la mod�elisation d'un ph�enom�ene biologique ([4]

et [60]). Bar-Ness [5] a aussi propos�e une solution semblable �a celle de H�erault et

al. [61], dans le cadre du traitement d'antenne, mais de pr�esentation confuse et

sans avoir vu la port�ee de cette approche.

C'est maintenant, un probl�eme tr�es g�en�eral qui se manifeste dans plusieurs do-

maines et dans plusieurs applications. On rencontre ce probl�eme dans de nom-

breuses situations en radio-communication, (par exemple dans les syst�emes radio-

mobiles 1), en acoustique [95], en sismique [118]. R�ecemment, on a aussi utilis�e

des algorithmes de s�eparation des sources pour contrôler la d�egradation de l'�ecran

thermique d'un r�eacteur nucl�eaire [45] ou le tra�c a�erien d'un a�eroport [23].

2.2 Mod�eles et probl�eme

Le probl�eme de la s�eparation de sources consiste �a concevoir des m�ethodes

capables de retrouver les Ns sources inconnues observ�ees au travers de Nc m�e-

langes inconnus des Ns sources. Ces Nc m�elanges sont obtenus par un r�eseau de

Nc capteurs.

1techniques de type SDMA (Spatial Division Multiple Access); syst�eme de t�el�ephone �a main-

libre.

13



14 CHAPITRE 2. S�EPARATION DE SOURCES

2.2.1 Mod�elisation du probl�eme

Les Ns sources sont not�ees si(t), avec 1 � i � Ns et elles sont regroup�ees en un

vecteur S(t). Soit Y (t) le vecteur d'observation dont les composantes sont yi(t),

1 � i � Nc. Compte tenu de la transmission des signaux dans le canal et des

caract�eristiques des capteurs, chaque observation yi(t) est une fonction inconnue

des sources :

Y (t) = H[S(t); : : : ; S(t�M)]; (2.1)

o�u H est une fonction inconnue qui d�epend uniquement du canal et des capteurs,

M est l'ordre du canal. La structure g�en�erale de ce mod�ele est pr�esent�e dans la

�gure 2.1.

La s�eparation consiste �a estimer un syst�eme G, telle que les composantes de

H(t) G(t)
S(t) Y(t) X(t)

Mélange Séparation

Figure 2.1: Structure g�en�erale.

X(t) = G[H(S)] soient les sources inconnues. La s�eparation est dite aveugle si on

est capable de s�eparer les sources sans aucune hypoth�ese. Mais pratiquement on

ne sait pas encore r�esoudre le probl�eme relatif au mod�ele (2.1) sans connaissances

a priori sur le canal (c'est-�a-dire sur H), et on choisi un mod�ele de m�elange moins

g�en�eral, le plus souvent lin�eaire.

2.2.2 Mod�ele de m�elanges lin�eaires

Dans le cas le plus g�en�eral la fonction H dans l'�equation (2.1) est une fonction

vectorielle2 non lin�eaire qui d�epend aussi des instants pass�es de S(t). Ce probl�eme

de m�elanges non lin�eaires a �et�e jusqu'ici peu abord�e, �a part l'�etude de Krob [71]

sur des mod�eles lin�eaires quadratiques, et les travaux r�ecents de Pajunen et al.

[100], Taleb et Jutten [115].

Si l'on suppose que le canal est un �ltre lin�eaire et les capteurs aussi sont des

�ltres lin�eaires, on a alors :

yj(t) =
NsX
i=1

hji(t) � si(t); 1 � j � Nc (2.2)

2C'est �a dire, a des vecteurs pour entr�ees et plusieurs sorties.
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o�u � est le produit de convolution et hji(t) est un �ltre lin�eaire qui caract�erise la

sensibilit�e de la sortie du j�eme capteur vis �a vis de la source i. Un tel m�elange

est dit convolutif et il est caract�eristique d'un canal avec m�emoire. Dans le cas

de signaux �echantillonn�es, la relation (2.2), en notation vectorielle, sera not�ee :

Y (n) = [H(z)]S(n) =
X
l

H(l)S(n� l); (2.3)

o�u n repr�esente le temps discret. La repr�esentation en z est associ�ee naturellement

aux fr�equences discr�etes z et l'�equation (2.3) apr�es transformation devient :

Y (z) = H(z)S(z); (2.4)

dans laquelle le produit de convolution est remplac�e par un produit matriciel.

Dans le cas le plus simple, H(z) est une matrice de scalaires et la relation

(2.4) devient :

Y (n) = HS(n): (2.5)

On dit alors que le m�elange est lin�eaire instantan�e.

2.2.3 Ind�etermination

On remarque facilement que la relation entr�ee-sortie est une application sur-

jective, pour un m�elange convolutif (2.3) ou instantan�e (2.5). Le même vecteur

d'observation Y (t) peut donc être g�en�er�e �a l'aide d'une in�nit�e de vecteurs S(t).

En e�et, l'ordre de signaux est arbitraire car toute permutation appliqu�ee sur les

sources et sur les lignes de H correspondantes donnent naissance au même vec-

teur Y (t). Les sources ne peuvent être d�etermin�ees qu'�a une permutation pr�es.

Il existe aussi une ind�etermination d'�echelle. En e�et, posons hi(n) (respecti-

vement hi(z)) les lignes de H(n) (respectivement H(z)), il est �evident que les

observations i de deux �equations (2.4) et (2.5) peuvent être �ecrites :

yi(z) = hi(z)S(z) =
hi(z)

�i(z)
(�i(z)S(z)) (2.6)

yi(n) = hi(n)S(n) =
hi(n)

�i
(�iS(n)): (2.7)

Donc �nalement, les sources sont d�etermin�ees �a une permutation pr�es et �a un

facteur �echelle pr�es pour les m�elanges instantan�es, et �a une permutation pr�es et

�a un �ltre pr�es dans le cas d'un m�elange convolutif.

Ces ind�eterminations entrâ�nent deux cons�equences importantes dans le cas de

m�elanges instantan�es :
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� Ns param�etres �etant ind�etermin�es sur la matrice de m�elange, on a N2
s
�Ns

param�etres libres (bien sûr dans le cas o�u Ns = Nc). Et on peut imposer

hii = 1, 1 � i � Ns.

� La matrice s�eparatrice G poss�ede aussi N2
s
� Ns param�etres libres. Cette

matrice peut être aussi contraint�ee (par exemple avec gii = 1; 1 � i �
Ns). Quoique les contraintes sur la matrice s�eparatrice ne sont pas sans

cons�equence sur les performances [20].

2.2.4 Hypoth�eses

A priori les hypoth�eses sur le m�elange et sur les sources sont faibles.

� Hypoth�ese 1 : Les sources sont mutuellement ind�ependantes. Cette hypo-

th�ese fondamentale est commune �a toutes les m�ethodes.

� Hypoth�ese 2 : La deuxi�eme hypoth�ese concerne le m�elange. La plupart

des auteurs discutent les cas de m�elanges lin�eaires (donc instantan�es ou

convolutifs).

Dans la suite, on consid�erera que Ns = Nc sauf pour les m�ethodes sous-

espaces o�u Nc > Ns, (voir chapitre 6). La matrice H est suppos�ee de rang

plein et inversible.

� Hypoth�ese 3 : Les sources sont non gaussiennes sauf au plus une. On verra
plus loin la n�ecessit�e de cette hypoth�ese.

2.3 Ind�ependance statistique

L'hypoth�ese 1 d'ind�ependance est essentielle pour l'estimation de la matrice s�e-

paratrice G. Par d�e�nition, deux variables al�eatoires continues, ui et uj, sont

ind�ependantes si leurs densit�es de probabilit�e v�eri�ent (voir [104] et [105]) :

p(ui; uj) = p(ui)p(uj): (2.8)

Pour les variables discr�etes la relation (2.8) sera remplac�ee par une relation entre

les probabilit�es.

Pour exploiter la notion d'ind�ependance, d�ecrite dans l'�equation (2.8), on peut

proposer deux approches :

� Une exploitation directe fond�ee sur la divergence de Kullback-Leibner

([36], [101]).
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Soient deux variables al�eatoires, ui et uj de densit�es de probabilit�es pui(v)

et puj (v), la divergence de Kullback-Leibner est la quantit�e :

�(pui ; puj )
def

=

Z
pui(v) log

pui (v)

puj (v)
dv: (2.9)

La divergence de Kullback-Leibner est toujours positive, ou nulle si pui(v) =

puj (v).
Il faut noter aussi, que certains auteurs pr�ef�erent utiliser la d�e�nition d'in-

formation mutuelle [62] :

i(pU) =
Z
pU (V ) log

pU(V )

�N

i=1pui(vi)
dV (2.10)

o�u U est un vecteur al�eatoire et les ui sont ces composantes. Si les ui sont
mutuellement ind�ependantes, alors i(pU ) = 0.

� Moments et cumulants. La plupart des algorithmes exploitent indirecte-

ment l'ind�ependance statistique, en utilisant des relations entre les moments

ou les cumulants, cette ind�ependance est bas�ee sur les propri�et�es de deux

fonctions caract�eristiques.

Par d�e�nition, on appelle premi�ere fonction caract�eristique ([70], [114], [104],

[105]) d'une variable al�eatoire continue de dimension p :

UT = (u1; u2; : : : ; up)
T ; (2.11)

l'esp�erance math�ematique de la fonction h(U) = exp(jV TU). Il s'agit donc d'une
fonction �U (V ) d�e�nie par :

�U (V )
�
= E exp(jV TU) =

Z
exp(jV TU)dF (U); (2.12)

o�u F (U) est la fonction de r�epartition de U .
La seconde fonction caract�eristique 	U (V ) est simplement :

	U(V ) = lnf�(V )g: (2.13)

Un des principaux int�erêts de ces deux fonctions est qu'elles expriment de mani�ere

tr�es simple les moments (avec la premi�ere fonction (2.12)) et les cumulants (avec

la deuxi�eme (2.13)) de la variable al�eatoire U . En e�et ([70], [104], [105], [98]), le

moment d'ordre q d'une variable al�eatoire U est donn�e par :

Momq(u1; u2; : : : ; uq)
�
= E(u1u2 : : : uq)

= (�j)q @
q�U (V )

@v1 @v2::: @vq

���
V=0

: (2.14)
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Pour les cumulants, on trouve que le cumulants3 d'ordre q de U est donn�e par :

Cumq(U) = Cum(u1; u2; : : : ; uq)

= (�j)q @
q	U (V )

@v1 @v2::: @vq

���
V=0

: (2.15)

D'apr�es la relation (2.15), on montre que les cumulants du U sont tous nuls,

s'il y a au moins une composante de U ind�ependante des autres composantes

(voir [90], [98]). En e�et, supposons que parmi les q composantes de U , les r
premi�eres composantes soient ind�ependantes des autres, alors la premi�ere fonction

caract�eristique s'�ecrit :

�U (V ) = E exp(jV TU) = E exp(j
rX

i=1

viui)E exp(j
qX

i=r+1

viui); (2.16)

et la seconde fonction devient :

	U (V ) = lnE exp(jV TU) (2.17)

= ln(E exp(j
rX

i=1

viui)E exp(j
qX

i=r+1

viui)) (2.18)

= ln(E exp(j
rX

i=1

viui)) + ln(E exp(j
qX

i=r+1

viui)): (2.19)

En�n, en ce qui concerne les cumulants, on trouve que :

Cumq(U) = (�j)q @
q ln(E exp(j

P
r

i=1
viui))

@v1 @v2::: @vq

����
V=0

+ (�j)q @
q ln(E exp(j

P
q

i=r+1
viui))

@v1 @v2::: @vq

����
V=0

= 0 (2.20)

Il est clair que la premi�ere (respectivement la deuxi�eme) partie de (2.20) d�epend

uniquement de vi o�u 1 � i � r < q (respectivement r � i � q), donc sa d�eriv�ee

par rapport au vecteur V est nulle.

Donc l'ind�ependance statistique revient �a annuler les cumulants de

tous les ordres. Remarquons que ce crit�ere n'est pas manipulable en pratique

car on a une in�nit�e de cumulants.

3Les cumulants peuvent aussi être d�e�nis par la relation suivante :

Cumq(U ) = Cum(u1; u2; : : : ; uq)

�
= Momq(u1; u2; : : : ; uq) �Momq(g1; g2; : : : ; gq);

o�u G est une variable gaussienne qui a la même esp�erance et la même variance que U . Cette

relation met en �evidence la rôle des cumulants comme une mesure d'�ecart �a la gaussianit�e.
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2.3.1 Exploitation de l'ind�ependance

On trouve beaucoup de crit�eres bas�es sur les cumulants ou les moments. Mais, la

construction d'un crit�ere e�cace par s�election de quelques cumulants n'est pas

ais�e. Une approche propos�ee initialement par Comon est de d�e�nir une fonction

de contraste [30] et [33].

D�e�nition une fonction de contraste J (voir [30], [31] et [93]) est une application

dans IR d'un espace de vecteurs al�eatoires X 2 IRn, d�ependant seulement de la

loi de probabilit�e de x et telle que :

� J(X) est sym�etrique par rapport aux composantes xi de X. C.�a.d. pour

toute matrice de permutation P , on a J(X) = J(PX).

� J(X) est invariant par un changement d'�echelle. Soit la matrice diagonale

�, on trouve J(�X) = J(X).

� Un m�elange lin�eaire de composantes ind�ependantes ne peut que d�egrader

le contraste : soit X un vecteur dont les composantes sont ind�ependantes

entre elles, et une matrice quelconque H, on a J(HX) � J(X).

� Seuls les permutations et les changements d'�echelle conservent le contraste

de sources ind�ependantes : 8X un vecteur dont les composantes sont ind�e-

pendantes entre elles, et si pour une matrice H on a J(HX) = J(X) alors

forc�ement H = �P .

Pour être r�eellement utile, un contraste doit �egalement être "discriminant". Un

contraste �(X) est dit discriminant si 8x, on a �(AX) = �(X) alors A = �P o�u

P est une permutation et � est une matrice diagonale [36].

A titre d'exemple, dans [92], Moreau a montr�e que la fonction :

J(X) =
nX
i=1

jCum(x4
i
)j (2.21)

est une fonction de contraste pour les n variables al�eatoires xi, �a condition que

ces variables soit blanches : une �etape de blanchiment spatiale est une transfor-

mation d'axes pour rendre les signaux spatialement ind�ependants.

2.3.2 Ordre de statistiques et limitations sur les signaux

La manipulation de statistiques de tous ordres �etant impossible, on cherche alors,

l'ordre su�sant pour obtenir la s�eparation. Par hypoth�ese, supposons que les

sources sont centr�ees et commen�cons par les statistiques du second ordre.
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Statistique du second ordre. S'il n'y a pas d'hypoth�eses suppl�ementaires

(autres que les hypoth�eses 1, 2 et 3 de la section 2.2.4), ces statistiques sont

insu�santes pour achever la s�eparation. En e�et, chaque matrice carr�ee H est

d�ecomposable sous la forme

H = U�1=2V; (2.22)

o�u � est une matrice diagonale, U et V sont deux matrices unitaires4. En sup-

posant que les sources sont �a puissances unitaires, alors la matrice de covariance

du vecteur observation, pour un m�elange instantan�e, devient :

� = E(Y Y h) = E(U�1=2V SShV h(�1=2)hUh) (2.23)

= U�1=2V E(SSh)V h�1=2Uh (2.24)

= U�1=2V V h�1=2Uh (2.25)

= U�Uh (2.26)

Il est clair qu'on a perdu dans � les informations concernant la matrice V . Par
cons�equent, on ne peut pas trouver une inverse �a gauche de la matrice H et la

s�eparation devient impossible, sans hypoth�ese suppl�ementaire.

Statistique du troisi�eme ordre. Ces statistiques sont non nulles seulement

pour des signaux de densit�e de probabilit�e non sym�etrique. Cette restriction est

s�ev�ere dans le cas g�en�eral, et on exclut les statistiques d'ordre trois.

Statistique du quatri�eme ordre. Ces statistiques sont su�santes pour s�e-

parer les sources ([112], [113], [17],[28] [86], : : : ). Nous verrons en particulier dans
le chapitre 3 "Approche directe", que l'on peut montrer alg�ebriquement l'insu�-

sance de l'ordre 2 et la su�sance de l'ordre 4, pour des m�elanges de deux sources.

L'utilisation de statistiques d'ordre sup�erieur �a deux laisse apparâ�tre un probl�eme

li�e aux signaux gaussiens. En e�et, les cumulants d'ordres sup�erieurs �a deux d'un

signal gaussien sont tous nuls. Donc la s�eparation des sources gaussiennes, sans

hypoth�ese suppl�ementaire, est impossible, sauf dans le cas o�u on a une et une

seule source gaussienne.

Le fait que les cumulants d'ordre �elev�e des signaux gaussiens soient nuls, nous

permet de s�eparer des sources en pr�esence de bruit gaussien additif. On pourra

r�ecup�erer les sources mais bruit�ees par un bruit gaussien.

Les statistiques d'ordre quatre sont utilis�ees dans plusieurs algorithmes. On donne

dans les trois �equations suivantes, les relations entre les moments et les cumulants

crois�es du quatri�eme ordre pour des signaux suppos�es centr�es [89] :

Cum13(ui; uj) = Euiu
3
j
� 3Eu2

i
Euiuj (2.27)

4Une matrice unitaire est analogue �a une matrice orthogonale, �a coe�cients complexes. Si

U est une matrice unitaire, alors Uh = U�1 o�u Uh est la transpos�ee hermitienne de U .
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Cum22(ui; uj) = Eu2
i
u2
j
� Eu2

i
Eu2

j
� 2(Euiuj)

2 (2.28)

Cum31(ui; uj) = Eu3
i
uj � 3Eu2

j
Euiuj: (2.29)

2.4 �Etat de l'art

2.4.1 Introduction

Le probl�eme de s�eparation de sources a �et�e formul�e initialement par Ans, H�erault

[60] et Jutten [61], dans le cas de m�elange instantan�e. Beaucoup d'autres algo-

rithmes sont apparus par la suite, principalement pour des m�elanges instantan�es �a

coe�cients r�eels ou complexes ([12], [18],[29], [33], [92], etc). L'int�erêt de m�elange

�a coe�cients complexes tient du fait que les m�elanges convolutifs de signaux �a

bande �etroite (courants en traitement d'antennes) peuvent être trait�es comme des

m�elanges instantan�es �a coe�cients complexes. Ce n'est qu'�a partir des ann�ees 90

que quelques auteurs se sont pench�es sur le cas de m�elanges convolutifs [2], [96],

[85], [87]) de signaux �a large bande.

Dans un cadre g�en�eral, pour chaque type de m�elanges (instantan�e ou convo-

lutif) on peut diviser les di��erentes m�ethodes en deux, les m�ethodes bas�ees sur

les statistiques d'ordre �elev�e [92], et celles bas�ees sur les statistiques d'ordre deux

[46].

Dans des contextes particuliers, notamment avec des hypoth�eses sur les signaux

sources, on peut �elaborer des algorithmes sp�eci�ques.

A titre d'exemple, Moreau [91], propose une fonction de contraste pour la s�epara-

tion des signaux discrets (binaires). Malouche et Macchi [83] font la s�eparation de

sources binaires �a l'aide d'un r�eseau de neurones non lin�eaire boucl�e. Capdevielle

et al. [13] et [14] s�eparent des signaux p�eriodiques de fr�equences tr�es proches.

2.4.2 M�elange instantan�e

La classi�cation des algorithmes, suivant di��erentes rubriques, est tr�es di�cile.

Donc j'ai essay�e de classer chaque algorithme par son aspect le plus remarquable.

Malgr�e les e�orts faits, le classement donn�e reste un classement subjectif.

Crit�eres bas�es sur les moments o�u les cumulants

Pour une architecture r�ecursive, Jutten et al. dans [66], [64] et [63] sugg�erent que
la diagonale principale de la matrice C (notons que G = (I + C)�1) est nulle, et
ils ajustent par it�eration stochastique les autres coe�cients suivant la r�egle :

cij(t+ 1) = cij(t) + �f [x̂i(t)]g[x̂j(t)]; (2.30)
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o�u f et g sont deux fonctions impaires si les sources sont �a densit�e de probabilit�e

sym�etrique, de sorte que les moments d'ordre impair sont nuls [35].

Pour surmonter la limitation sur la densit�e de probabilit�e des sources, Jutten et

al. [68] ont sugg�er�e d'ajuster les coe�cients de C par annulation de cumulants

crois�es Cum31(xi; xj).

Jutten et H�erault [66] ont discut�e le cas o�u on a plus de deux sources et ont

pr�esent�e des r�esultats exp�erimentaux pour le cas de 3 sources et 3 capteurs.

La simplicit�e de l'algorithme de Jutten et H�erault a attir�e l'attention de nom-

breux chercheurs qui ont �etudi�e sa stabilit�e et ses performances ([81], [91], [47],

[111], ...).

Par exemple Fort [47], a montr�e que si tous les signaux sont sous-gaussiens, la

convergence est atteinte. Pour Sorouchyari [111], le choix de points de d�epart,

ainsi que celui du pas d'adaptation �, ont beaucoup d'inuence sur la conver-

gence de l'algorithme. L'algorithme �etait aussi am�elior�e par une �etude faite par

Moreau [91] sur le choix du coe�cient �.
En utilisant les cumulants, Lacoume et Ruiz [73] ont factoris�e la matrice de m�e-

lange H (comme toute autre matrice) qui est d�ecomposable en :

H = U�
1
2V; (2.31)

o�u U et V sont deux matrices unitaires et � est une matrice diagonale. Les

auteurs montrent la possibilit�e de trouver U et � par une simple d�ecomposition

en valeurs singuli�eres de la matrice de covariance de signaux m�elang�es. Par une

m�ethode "heuristique", Lacoume et Ruiz ont estim�e la valeur de V , en maximisant

l'inverse de la somme de cumulants crois�es de quatri�eme ordre :

F (�;X) =
1

(Cum13(X))2 + (Cum31(X))2 + (Cum22(X))2
(2.32)

o�u � est l'angle de rotation, si on remplace la matrice V par une rotation de

Givens.

Approches Alg�ebriques

Approche de Comon. Sachant que toute matrice carr�ee se factorise d'une mani�ere

unique sous la forme :

H = LQ�; (2.33)

o�u L est triangulaire inf�erieure avec des �el�ements diagonaux positifs, Q est une

matrice de rotation, et � est une matrice signature5, Comon [27] [29] propose

5C'est une matrice diagonale dont les coe�cients de la diagonale principale, sont �egaux �a

�1



2.4. �ETAT DE L'ART 23

une fa�con directe pour s�eparer le m�elange de deux sources. En e�et, pour s�eparer

les sources �a une permutation P et une matrice diagonale � pr�es, on cherche une

matrice F telle que :

FH = �P: (2.34)

Une solution �evidente pour F est F = QhL�1. Comon a montr�e qu'une simple

factorisation de Cholesky appliqu�ee �a la matrice de covariance du m�elange, nous

donne une estimation de L. La d�etermination de Q peut être faite par sa d�ecom-

position sous la forme d'un produit de N2
s
rotations planes (rotations de Givens).

Le calcul des di��erents angles de Givens se fait en r�esolvant des �equations polynô-

miales du second degr�e, dont les coe�cients sont calcul�es en fonction de cumulants

d'ordre quatre. En�n, dans [28] Comon a appliqu�e son id�ee pour trois sources.

De même, Cardoso et Comon [19] proposent des solutions alg�ebriques bas�ees sur

un formalisme tensoriel.

Approche de Garat. Sur le même principe, Garat [52] propose une m�ethode al-

g�ebrique qui consiste �a r�esoudre un syst�eme d'�equations bas�e sur les cumulants

de signaux m�elang�es. Il prouve que les colonnes de la matrice de m�elange, sont

d�etermin�ees �a un coe�cient et une permutation pr�es et elles sont les solutions

non nulles d'une �equation quadratique et homog�ene, dont les coe�cients sont des

expressions de cumulants d'ordre quatre. Dans son algorithme actuel, il se limite

�a trois sources. Pour un nombre de sources quelconque, il propose une version

adaptative (un algorithme "ad-hoc"), de son algorithme, appliqu�ee sur chaque

paire de signaux.

Notre approche limit�ee [86] au cas de deux m�elanges de deux sources, pour des

raisons de complexit�e, sera d�etaill�ee au chapitre 3.

Fonctions de contraste

La notion de fonction de contraste a �et�e introduit�e par Comon dans [30] et [33].

La premi�ere fonction de contraste propos�ee par Comon �etait la somme au carr�e

des auto-cumulants d'ordre quatre des signaux estim�es :

J(x) =
X
i

jCum4(xi)j2: (2.35)

Cette fonction de contraste est exactement la même fonction propos�ee ind�epen-

damment et par une approche de maximum de vraisemblance par Gaeta [49].

Moreau et Macchi dans [92] sugg�ere que la minimisation de la fonction de contraste

propos�ee par Comon, par rapport �a la matrice de s�eparation, est di�cile. Pour

cette raison, les auteurs proposent une autre fonction qui est la somme en valeur

absolue de cumulant de quatri�eme ordre :

J(x) =
X
i

jCum4(xi)j: (2.36)
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Cette fonction de contraste est valable pour des sources qui ont le même signe de

kurtosis6. En�n, cette fonction n�ecessite une �etape de blanchiment.

Dans [82] et [91], Macchi et Moreau proposent une fonction de contraste qui ne

n�ecessite pas une �etape de blanchiment, en introduisant le pr�e-blanchiment dans

leur fonction de contraste.

J(X) =
NsX
i

jCum4(xi)j
(Ex2i )

2
� �

NsX
i<j=1

jCum(x2
i
x2
j
)j

Ex2iEx
2
j

� 
NsX

i6=j=1

jCum(yiy
3
j
)q

Ey2
i
(Ey2

j
)3

(2.37)

Ils montrent que la fonction (2.37) [93] est un contraste pour tout vecteur X, si

� � 1;  � 0.

Dans leur approche de d�eation, Loubaton et Delfosse [41] utilisent aussi un

crit�ere de contraste (voir le sous-paragraphe suivant).

D�eation

Pour les signaux de même signe de kurtosis, Delfosse et Loubaton [40] proposent

une m�ethode de d�eation (en fait, ils restituent un signal �a chaque �etape). Leur

m�ethode s'inspire de l'approche d�evelopp�ee par Shalvi et Weinstein [110].

Apr�es une �etape de blanchiment spatiale sur les signaux m�elang�es ils minimisent

une fonction de contraste, par rapport �a un vecteur s�eparateur g :

K(g) =
E(gy(n))4

4
;

si g(n) correspond au minimum de K d�etermin�e par un gradient stochastique,

alors le signal x(n) = g(n)y(n) est un estimateur de l'une des sources. Et ainsi,

on s�epare une source �a chaque �etape et on diminue le nombre des sources d'une

unit�e �a la fois. Pour avoir la s�eparation totale, il faut appliquer leur algorithme

Ns � 1 fois.

Il faut noter que c'est la seule m�ethode pour laquelle on a pu montrer (dans le cas

g�en�eral de Ns > 2 sources) qu'il n'y a pas de solutions parasites (D'apr�es [41], les

minima locaux de K sur la sph�ere unit�e de IRp sont les vecteurs correspondants

�a l'inverse �a gauche de H).

Leur approche peut être �etendue au cas o�u les signes de kurtosis sont quelconques,

voir [41].

En utilisant l'ODE (Ordinary Di�erential Equation, voir [10]), et dans le cas d'un

6Le kurtosis est l'auto-cumulant d'ordre quatre normalis�e par le carr�e de puissance du signal,

voir chapitre 5
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pr�e-blanchiment exact, ils montrent [38] que la variance asymptotique de l'erreur

au premier �etage est �egale :

� = � E(x6
i
)

2Cum4(xi)
I;

o�u I est la matrice identit�e et Cum4(x) est l'auto cumulant d'ordre 4 de x.

S�eparation avec un estimateur de Maximum d'Informations Mutuelles

Comon et Lacoume ont montr�e [36] que l'information mutuelle est une fonction de

contraste. L'information mutuelle est d�e�ni �a partir de la divergence de Kullback-

Leibner, voir la relation (2.9) :

i(px) =
Z
px(u) log

px(u)

�N

i=1pxi(ui)
du

on trouve un algorithme semblable dans [62].

Finalement, Pham [101] propose un algorithme d'ACI bas�e sur la distance de

Kullback. Il a pr�esent�e dans le même article les performances de son algorithme,

sa robustesse et l'absence de solutions parasites.

M�ethodes en deux �etapes: Blanchiment et Rotation

Plusieurs auteurs ([74], [73], [29], ...) ont propos�e des algorithmes de s�eparation

en deux �etapes : un blanchiment, qui exploitent les statistiques d'ordre deux,

suivi d'une rotation qui est d�etermin�ee en g�en�erale �a l'aide de statistiques du

quatri�eme ordre.

Parmi ces divers algorithmes, on remarque celui propos�e par Cardoso et Laheld

parcequ'il �etait le sujet de plusieurs papiers et ces auteurs ont propos�e plusieurs

versions en �etudiant �a chaque fois les performances de leurs algorithmes.

Pour les signaux qui ont le même signe de kurtosis Laheld et al. dans [75], [74] et
[20] proposent deux versions d'algorithmes le PFS "Parameter Free Separation"

(d�enomm�e EASI "Equivariant Adaptive Separation via Independence" dans [20])

et le SPFS (Stabilized PFS7). Dans [20], et [74] on trouve quelques simulations

et une �etude de performances pour ces deux versions.

Leur id�ee principale est bas�ee sur la d�ecomposition de la matrice de s�eparation

G en un produit de deux matrices G = WU . W est une matrice de d�ecorrela-

tion spatiale (blanchiment) et U est une matrice unitaire telle que la somme des

kurtosis de ses sorties z = GY soit extremum pour les sources de même signe de

7On trouve un algorithme IBSS (Iterative Blind Source Separation) semblable �a ces derniers

algorithmes, dans [6]
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kurtosis.

Cardoso et al. [18] proposent une version bloc NPFS (Newton PFS) qui est une

approximation de la m�ethode de Newton. Finalement, la matrice s�eparatrice est

ajust�ee par :

G(t + 1) = (I + �J(T (t)S(t)))G(t); (2.38)

o�u J(T (t)S(t)) est le crit�ere d'ajustement de la matrice s�eparatrice G. Il est li�e

aux sources et �a la matrice globale T (t).

La forme (2.38) permet d'obtenir des performances invariantes[74]. En e�et, la

matrice globale est ajust�ee de fa�con multiplicative sous la forme :

T (t+ 1) = fI � �J(T (t)S(t))gT (t) (2.39)

Le r�esultat (2.39) est simple mais remarquable, parce qu'il implique que la loi

d'�evolution du syst�eme global est ind�ependante de la matrice de m�elange H.

S�eparation avec un estimateur de Maximum de Vraisemblance

Parmi les principes de s�eparation de sources d�ej�a utilis�e, il y a une approche

tr�es importante bas�ee sur le maximum de vraisemblance. L'estimateur de vrai-

semblance est un estimateur asymptotiquement non biais�e et e�cace d'o�u son

importance.

L'approche d�evelopp�ee par Gaeta et Lacoume [51] et [50] est divisible en deux

id�ees essentielles. La premi�ere est la mod�elisation de la densit�e de probabilit�e des

sources par un d�eveloppement de Gram-Charlier �a l'ordre quatre. La deuxi�eme

est l'utilisation de maximum de vraisemblance pour estimer les di��erents para-

m�etres. Gaeta, dans [49], utilise les notations tensorielles ([11], [89]) pour montrer

la validation de son approche.

Dans ([58], [59], et [72]) Harroy et Lacoume font une �etude de performances sur

l'algorithme de Gaeta-Lacoume et aboutissent aux bornes de Cramer - Rao, dans

le cas des signaux complexes.

Ind�ependamment Pham et al. [103] proposent eux aussi une approche fond�ee sur

le maximumde vraisemblance. En supposant que les sources sont iid avec des den-

sit�es de probabilit�es connues, ils d�erivent une proc�edure pour choisir le meilleur

estimateur �a partir des observations lorsque ces fonctions non-lin�eaires sont choi-

sies dans un certain espace vectoriel. Garat [52] donne deux algorithmes relevant

de cette approche : le premier est QMV-I (Quasi-Maximum de Vraisemblance)

pour les signaux iid; le second est QMV-II d�edi�es aux signaux temporellement

corr�el�ees et bas�e uniquement sur les statistiques de second ordre.
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Dans le cas de communications num�eriques les distributions des sources �etant

connues, Belouchrani ([6], [9]) propose un algorithme du maximum de vraisem-

blance pour les signaux ind�ependants et identiquement distribu�es (iid), dont les

m�elanges sont pollu�es avec un bruit additif b(t) gaussien de moyenne nulle. Pour

maximiser sa fonction de vraisemblance il se sert de l'algorithme EM ([43], [80]),

pour lequel il donne deux algorithmes : MLS (Maximum Likelihood S�eparation)

et une version stochastique SMLS (Stochastic Maximum Likelihood Separation).

Statistique du second ordre

Dans de nombreux cas, les signaux ont des �echantillons temporellement corr�el�es on

peut construire des algorithmes simpli��es qui exploitent cette information et qui

sont bas�es sur les statistiques de second ordre. L'id�ee principale de ces derniers

algorithmes est bas�ee sur l'utilisation de matrices de covariance, de signaux �a

di��erents instants. Toutes ces m�ethodes n�ecessitent que les densit�es spectrales

de sources sont distinctes[102].

Pour des sources mutuellement ind�ependantes mais temporellement corr�el�ees, il

existe � 6= 0, tel que :

ES(t)ST (t� � ) = C(� ); (2.40)

o�u E est l'esp�erance math�ematique, (ST est le vecteur transpos�e de S), et la

matrice C(� ) est une matrice diagonale non nulle.

F�ety [46] propose de diagonaliser plusieurs matrices de covariance des signaux

observ�es :

�(� ) = HC(� )HT ; (2.41)

jusqu' �a la s�eparation souhaitable.

Cette id�ee a �et�e am�elior�ee par des travaux faits par Tong [119] puis par Comon

[32]. L'algorithme de Comon (qui ressemble �a l'algorithme AMUSE propos�e par

Tong) est d�etaill�e dans [36], [34]. Comon sugg�ere de construire avec un jeu de

param�etres �� et �� deux matrices :

�1 =
X
�

���(� ) (2.42)

�2 =
X
�

���(� ): (2.43)

Une fois qu'on a construit ces deuxmatrices, on d�etermine �a l'aide d'un algorithme

quelconque de factorisation deux matrices R et U telles que :

�1 = RRhR�1�2R
�h = U�2Uh (2.44)

U est la matrice de vecteurs propres et � est une matrice diagonale de valeurs

propres.
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Le choix des param�etres �� et �� est libre �a condition que les vecteurs propres

de � sont distanc�es le maximum possible. Notons que le choix des �� et ��
n'�etait pas d�e�ni clairement, cette raison limite en fait l'application de ce

type de m�ethodes. En�n, la matrice m�elange H est estim�ee par H = RU �a une

permutation et une matrice diagonale pr�es.

Belouchrani ([7], [6] et [8]) a propos�e un autre d�eveloppement bas�e sur le principe

de la diagonalisation conjointe (voir [113], [112]). La diagonalisation conjointe

approch�ee d'une famille de K matrices Ml; o�u l = 1; : : : ;K, est la matrice V qui

minimise le crit�ere :

C(V ) = �
X
l;i

jvh
i
Mlvij2; (2.45)

o�u vi est l'i�eme colonne de V .
Finalement, Pham et Garat [102] et [52] montrent, en utilisant le principe de

maximum de vraisemblance, l'existence de �ltres optimaux pour faire la s�epa-

ration. Leur fonctionnelle de vraisemblance L� est �etablie grâce �a la propri�et�e

de convergence asymptotique des Transform�ees de Fourier Discr�etes dS(n) des

sources ind�ependantes vers des variables gaussiennes. En e�et, asymptotique-

ment les dS(n) (n = 0; :::; �=2) sont des vecteurs ind�ependants, centr�es, gaussiens

et de matrice de covariance diagonale Dg(n=� ) d'�el�ements diagonaux g1(n=� ),
..., gNs

(n=� ). Ensuite, la fonctionnelle de vraisemblance L� est d�etermin�ee par le

logarithme de la densit�e de probabilit�e conjointe des dY (n)j�=2n=0 :

L� = �
1

2

NsX
i=1

�=2X
n=0

jeT
i
H�1dS(n)j2
gi(n=� )

� T lnjdetHj

o�u eT
i
d�esigne la i�eme ligne de la matrice identit�e et dY (n) est la transform�ee de

Fourier discr�ete du vecteur Y (t).

dY (n) =
1p
�

X
t=0

� � 1e�j2�nt=�Y (t): (2.46)

Signaux non stationnaires

Matsuoka et al. [88] proposent un algorithme pour s�eparer les signaux non-

stationnaires. En e�et, ils supposent que le rapport de puissances Es2
i
(t)=Es2

j
(t)

n'est pas contant en fonction du temps. Cette hypoth�ese est n�ecessaire, lors-

qu'on veut s�eparer les sources en n'utilisant que l'information de la matrice de

covariance. En e�et, on sait que la repr�esentation (2.5) n'est pas unique, puisqu'on

peut produire les signaux par des s�eries de sources di��erentes et Y = HS = �H �S.

Avec l'hypoth�ese de puissance les auteurs montrent que la matrice de covariance

de �S est d�eduite de celle de S �a une permutation pr�es.

Pour des signaux centr�es, ils montrent l'�equivalence entre :
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� Trouver une matrice de s�eparation �a une permutation et un coe�cient

d'�echelle pr�es.

� Les corr�elations de tous les signaux estim�es sont nulles :

Exi(t)xj(t) = 0:

� Leur crit�ere est :

Q(G;R(t)) =
1

2
f
NX
i=1

log(Ex2
i
(t)� log jEX(t)XT (t)jg = 0

O�u R(t) est une matrice diagonale dont la diagonale principale est �egale

aux puissances de signaux estim�es.

La matrice s�eparatrice G est obtenue par annulation de la fonction Q(G;R(t))
par un algorithme de gradient.

Approche G�eom�etrique

Dans [107], [108] les auteurs proposent une id�ee originale de s�eparation bas�ee

sur la repr�esentation g�eom�etrique des m�elanges. Dans [109], on a pr�esent�e un

algorithme de ce type, tr�es simple, mais restreint au cas de deux sources, et on a

discut�e quelques points th�eoriques (voir chapitre 3).

2.4.3 M�elange convolutif

Dans le domaine de t�el�ecommunications (radio-mobiles, GSM), on ne peut pas

approximer le m�elange convolutif par un m�elange instantan�e, sauf pour des si-

gnaux �a bande �etroite pour lesquels le m�elange convolutif se r�eduit �a un m�elange

instantan�e �a coe�cients complexes. Les premi�eres �etudes avec des signaux �a large

bande ont �et�e pr�esent�ees dans les ann�ees 90.

Statistique d'ordre �elev�ee

Parmis Les premiers algorithmes, on trouve un algorithme propos�e par Jutten et

al. [67] dans le cas de deux sources et deux capteurs, pour un m�elange convolutif

mod�elis�e par deux �ltres �a r�eponse impulsionnelle �nie (RIF). La structure de

s�eparation est une matrice de �ltres dont les coe�cients sont estim�es par une

g�en�eralisation du crit�ere [64] qui �etait utilis�e pour un m�elange instantan�e. En

e�et, la s�eparation est assur�ee en annulant des moments crois�es d'ordre impair

des sources estim�es prises �a di��erents instants.

E(f(xi(n)g(sj(nk))) = 0 (2.47)
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Cet algorithme peut être am�elior�e en minimisant la somme des trois cumulants

crois�es d'ordre quatre des signaux estim�es [96], [95]), ou en cherchant des fonctions

f et g quasi-optimales [21].

Approches fr�equentielles

Il est facile de remarquer qu'un m�elange convolutif ressemble au m�elange ins-

tantan�e, apr�es transform�ee de Fourier. En e�et, la transform�ee de Fourier, de la

relation (2.3), donne :

Y (z) = H(z)X(z); (2.48)

expression analogue �a (2.5). Apparemment, le probl�eme semble tr�es simple :

il su�t de faire une transformation de Fourier et d'e�ectuer la s�eparation dans

chaque bande, et de reconstruire chaque source.

Malheureusement, ce n'est pas le cas. En fait, la s�eparation est faisable �a une per-

mutation et un facteur d'�echelle pr�es dans chaque bande. Si la permutation n'est

pas trop gênante dans le cas instantan�e (puisque on r�ecup�ere toutes les sources

�a la sortie sans savoir leur ordre), elle est catastrophique dans le cas de signaux

large-bande car la reconstruction devient d�elicate; la simple somme des canaux

de même indice n'est pas valable. Il faut donc compl�eter ces traitements en bande

�etroite par une op�eration de reconstruction des sources �a partir des composantes

estim�ees �a chaque canal de fr�equence [14].

Pour cela, Capdevielle (dans [14] et [15]) cherche par �ltrage des composantes

fr�equentielles estim�ees sur des tranches glissantes de signal, �a retrouver une fonc-

tion des sources temporelles a�n d'obtenir une corr�elation signi�cative des �ltres

issus d'une même source.

Parall�element, Thirion et al. dans ([118], et [117]) proposent une m�ethode ap-

pliqu�ee �a la s�eparation de signaux sismiques. En faisant une transform�ee de Fou-

rier des signaux m�elanges, ils rencontrent le probl�eme de s�eparation de m�elang�es

instantan�es de signaux "multi-bande �etroite". Les traitements sur chaque bande

de fr�equence sont faits de fa�con ind�ependante, en faisant un pr�e-traitement qui

consiste en un d�eroulement de phase, et en utilisant une m�ethode de maximum

de vraisemblance [58]. Et en�n pour s�eparer le m�elange convolutif, les auteurs

proposent un algorithme qui reclasse les vecteurs d'ondes estim�es en minimisant

leurs uctuations fr�equentielles de phase.

En�n Charkani et H�erault [22], en utilisant un crit�ere bas�e sur des fonctions

semblables aux cumulants d'ordre quatre mais dans le domaine de fr�equence, ont

montr�e la possibilit�e de s�eparer les sources dans un m�elange convolutif.
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Statistique du second ordre

Pour l'instant, Les algorithmes apparus pour le m�elange convolutif, g�en�eralement8,

sont des m�ethodes de sous-espaces. Pour toutes les m�ethodes de sous-espaces, on

pose une hypoth�ese commune et tr�es importante, le nombre de capteurs est

plus grand que celui de sources Ns > Nc.

On trouve principalement deux approches :

� la 1�ere approche, est d�evelopp�ee �a partir de l'id�ee de Moulines et al. [94] en

�egalisation multivariable, on la discutera en d�etail dans le chapitre 6.

� Toujours, avec une m�ethode de type sous-espace et pour un m�elange convo-

lutif, Delfosse et Loubaton de [42] montrent la possibilit�e de faire une pr�edic-

tion lin�eaire (au second ordre) suivi d'une s�eparation de m�elange instantan�e

(au quatri�eme ordre), sous l'hypoth�ese que :

{ le �ltre de m�elange H(z) est causal et rationnel, et de rang plein, 8z.

En montrant que les innovations de sources sont les innovations normalis�ees

des signaux m�elang�es, ils prouvent la possibilit�e d'extraire ces innovations

�a une matrice orthogonale U pr�es, �a l'ordre deux seulement. Pour identi�er

U , on utilise les statistiques d'ordre quatre. L'algorithme de Delfosse et

Loubaton [38] est bas�e sur une structure de �ltre de synth�ese (en treillis)

stable pour tout jeu des param�etres.

2.4.4 Application

Le probl�eme de s�eparation de sources attire l'attention d'un grand nombre de

chercheurs, notamment en raison de ses applications diverses :

1. Dans [37], il s'agit d'ACI, pour s�eparer dans des �electrocardiogrammes, le

signal correspond au battement de coeur d'un foetus de celui de sa m�ere.

2. Dans [97], la s�eparation de sources sert au rehaussement de parole.

3. Desodt et al. [44] l'utilisent pour s�eparer les signaux de radar provenant de

plusieurs aires pour contrôler le tra�c a�erien d'un a�eroport.

4. On trouve la s�eparation dans le domaine de radio-communication, notam-

ment dans les syst�emes radio-mobiles, techniques de type SDMA (Spatial

Division Multiple Access), ou syst�eme d'un t�el�ephone a main-libre [21].

8Pour les �ltres RIF strictement causaux, Vangerven et Compernolle [120] ont propos�e un

algorithme bas�e sur les statistiques de second ordre, aussi bien on trouve un algorithme d'Al-

Kindi et Dunlop [3].
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5. En sismique, pour �etudier les signaux sismiques Thirion [118] a fait de la

s�eparation de sources.

6. Capdevielle [14], s�epare les vibrations des machines tournantes, pour contrô-

ler la fonctionnement de chaque machine.

7. R�ecemment, D'Urso et Cai dans [45] ont appliqu�e divers algorithmes de

s�eparation de sources pour la s�eparation des signaux d'un r�eacteur nucl�eaire,

a�n de contrôler la d�egradation de l'�ecran thermique du r�eacteur.

8. De plus, ces applications peuvent être facilement implant�ees avec des cir-

cuits discrets[65], [26] ou VLSI [121], etc

2.5 Conclusion

Nous avons vu, dans ce passage rapide sur les principes et les applications des

algorithmes de s�eparation l'importance et la richesse de la litt�erature �a ce sujet.

Selon le cas on choisit entre tel ou tel algorithme.

Pour pouvoir s�eparer et r�ecup�erer les sources, les auteurs a priori supposent deux

hypoth�eses essentielles. La premi�ere est que les sources sont statistiquement in-

d�ependantes et la deuxi�eme consiste �a poser certains mod�eles de m�elanges (struc-

tures du canal).

On remarque que l'inconv�enient majeur commun, pour les m�ethodes bas�ees sur

les statistiques d'ordre sup�erieurs, est l'estimation de ces statistiques.

Par ailleurs en g�en�eral, les algorithmes bloc sont plus rapides que les algorithmes

adaptatifs, mais ils sont moins robustes au bruit additif ou �a l'erreur d'estimation.

Le probl�eme de m�elange convolutif parâ�t plus complique que celui de m�elange

instantan�e. Et dans plusieurs cas on le ram�ene, par une approximation ou par

l'utilisation de statistiques de second ordre, �a un m�elange instantan�e. Ces algo-

rithmes en g�en�eral sont lourds de point de vu calcul et ont des faibles vitesses de

convergence.

Malgr�e la richesse des algorithmes et des cas particuliers, on va pr�esenter dans

les chapitres qui suivent, quelques id�ees th�eoriques et quelques simulations pour

divers cas et hypoth�eses.



Chapitre 3

Approches directes

3.1 Introduction

La plupart des m�ethodes de s�eparation de sources sont des m�ethodes bas�ees sur

l'estimation d'une matrice s�eparatrice G,

X(t) = GY (t); (3.1)

telle que le produit GH = �P est le produit d'une matrice de permutation et

d'une matrice diagonale. Les algorithmes (adaptatifs ou bloc) exploitent l'ind�e-

pendance statistique des sources pour estimer G. Certaines m�ethodes minimisent

des fonctions de coût comme [28], [16], [84] et [73]. D'autres minimisent des fonc-

tions de contrastes ([33], [92]) ou reposent sur l'annulation de multiples crit�eres

([66], [103]).

Dans ce chapitre, on pr�esente deux approches de s�eparation directe, c'est-�a-dire

qui estiment la matrice de m�elange H par des mesures sur le vecteur m�elang�e

Y (t). Ces approches sont valides dans le cas de m�elanges instantan�es de deux

sources :

� La premi�ere m�ethode repose sur la r�esolution alg�ebrique d'un syst�eme non

lin�eaire d'�equations dont les coe�cients sont les statistiques des signaux

m�elang�es.

� La seconde approche propose une identi�cation de H �a partir de consi-

d�erations g�eom�etriques. Elle suppose que les sources ont des densit�es de

probabilit�es �a support born�e.

33
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3.2 M�ethode alg�ebrique

3.2.1 Mod�ele d'�equations

Nous limitons notre �etude au cas de deux sources ind�ependantes suppos�ees cen-

tr�ees, non toutes les deux gaussiennes, et deux capteurs dans le contexte d'un

m�elange instantan�e. La matrice de m�elange (voir �g 2.1) H est donc une matrice

r�eelle 2�2, et l'on supposera que hii = 1. Dans la suite, on utilisera les notations

suivantes :

� Les cumulants de signaux m�elanges seront not�es par

Cumkl(y1; y2) = Cum(yk1(t)y
l

2(t)) = Ckl; (3.2)

� Les statistiques d'ordre deux et quatre des sources suppos�ees centr�ees seront

not�ees par :

pi = Es2
i
(t); (3.3)

i = Es4
i
(t); (3.4)

�i = Cum(s4
i
) = i � 3pi: (3.5)

3.2.2 Estimation de la matrice de m�elange

En �ecrivant les statistiques des m�elanges jusqu'�a l'ordre deux, on obtient un sys-

t�eme de 3 �equations �a quatre inconnues : h12, h21, p1 et p2. La r�esolution est

donc impossible.

Les statistiques �a l'ordre trois s'annulent pour des sources centr�ees �a densit�e de

probabilit�e paire, on propose d'utiliser directement les statistiques jusqu'�a l'ordre

quatre.

Les relations fond�ees sur les moments d'ordre deux et quatre, donnent huit �equa-

tions non lin�eaires tr�es complexes mal adapt�ees �a une r�esolution alg�ebrique (voir

annexe A.1). En revanche, le calcul des divers cumulants d'ordre deux et d'ordre

quatre conduit �a un syst�eme de huit �equations non lin�eaires �a six inconnues

h12; h21; p1; p2; �1 et �2 :

C11 = Cum11(y1; y2) = h21p1 + h12p2; (3.6)

C20 = Cum20(y1; y2) = p1 + h212p2; (3.7)

C02 = Cum02(y1; y2) = h221p1 + p2; (3.8)

C31 = Cum31(y1; y2) = h21�1 + h312�2; (3.9)

C13 = Cum13(y1; y2) = h321�1 + h12�2; (3.10)
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C22 = Cum22(y1; y2) = h221�1 + h212�2; (3.11)

C40 = Cum40(y1; y2) = �1 + h412�2; (3.12)

C04 = Cum04(y1; y2) = h421�1 + �2; (3.13)

Malgr�e l'apparence compliqu�ee de ce syst�eme d'�equations non lin�eaires, on peut

le r�esoudre assez simplement et discuter les solutions en traitant tous les cas

possibles. Dans le cas particulier o�u on a un signal gaussien, on a montr�e que

la s�eparation est possible. Dans le cas o�u les deux signaux sont gaussiens, la s�e-

paration est impossible. Ces r�esultats sont bien connus dans le domaine de la

s�eparation de sources, ont �et�e expliqu�es de fa�con directe et �evidente dans [86].

3.2.3 Sources gaussiennes

Si les deux sources sont gaussiennes, alors leurs cumulants d'ordre sup�erieurs �a

deux sont nuls, les �equations ((3.9), : : : (3.13)) disparaissent. Et donc on n'a pas

su�samment d'�equations pour identi�er les inconnues.

Si l'une des sources est gaussienne, par exemple la premi�ere source (�1 = 0), la

s�eparation devient possible. En e�et, les �equations (3.6) �a (3.13) deviennent :

C11 = h21p1 + h12p2 (3.14)

C20 = p1 + h212p2 (3.15)

C02 = h221p1 + p2 (3.16)

C31 = h312�2 (3.17)

C13 = h12�2 (3.18)

C22 = h212�2 (3.19)

C40 = h412�2 (3.20)

C04 = �2: (3.21)

Les cinq derni�eres �equations (3.17) jusqu'�a (3.21) contiennent trois variables. Il

est facile de montrer que :

�2 = C04 6= 0 (3.22)

h12 =
C13

C04

: (3.23)

Les trois relations (3.17), (3.19) et (3.20) donnent :

C4
31

C4
04

=
C6
22

C6
04

=
C3
40

C3
04

: (3.24)
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cette relation entre les cumulants, permet de v�eri�er si l'une des deux sources est

gaussienne. On peut trouver les autres variables �a partir des relations (3.14), : : : ,

(3.16) :

h21 =
C11 � C02h12
C20 � C11h12

; (3.25)

p2 =
C02 � h221C20

1 � h212h
2
21

; (3.26)

p1 = C20 � h212p2: (3.27)

L'identi�cation est donc compl�ete.

3.2.4 Sources Non gaussiennes

Solutions exploitant les cumulants du quatri�eme ordre

Dans cette section, on consid�ere seulement les relations bas�ees sur les cumulants

du quatri�eme ordre (3.9), : : : , (3.13). Des deux derni�eres relations (3.12) et (3.13),

nous tirons �i :

�1 =
C40 � C04h

4
12

1 � h421h
4
12

; (3.28)

�2 =
C04 � C40h

4
21

1 � h421h
4
12

: (3.29)

Il est clair que les deux derni�eres relations sont valables si 1� h421h
4
12 6= 0, c'est �a

dire si :

1 � h221h
2
12 6= 0: (3.30)

Cette derni�ere �equation se divise en deux autres conditions :

� 1 � h21h12 6= 0, ce qui est �equivalent �a dire que la matrice m�elange H est

une matrice inversible. Cette condition est satisfaite par hypoth�ese.

� 1 + h21h12 6= 0 est un cas particulier de calcul que l'on discutera dans la

section suivante.

En rempla�cant �i par leurs valeurs (3.28) et (3.29) dans les autres �equations, on
trouve :

C31(1 + h221h
2
12)(1 + h21h12) = C40h21(1 + h21h12 + h221h

2
12)

+C04h
3
12 (3.31)

C13(1 + h221h
2
12)(1 + h21h12) = C40h

3
21

+C04h12(1 + h21h12 + h221h
2
12) (3.32)

C22(1 + h221h
2
12) = C40h

2
21 + C04h

2
12: (3.33)
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Les relations (3.32) et (3.33) nous permettent de calculer le coe�cient h12 :

h12 =
C13 � C22h21

C04 � C13h21
: (3.34)

Il est facile de v�eri�er que :

C04 � C13h21 = �2(1 � h12h21): (3.35)

Le d�enominateur de (3.34) C04 � C13h21 est di��erent de z�ero si la matrice H est

inversible.

Finalement, en utilisant (3.34) dans (3.33), nous d�eduisons :

(C40C
2
13 � C3

22)h
4
21 + 2C13(C

2
22 � C40C04)h

3
21

+(C40C
2
04 + C04C

2
22 � 2C22C

2
13)h

2
21 + C04(C

2
13 �C22C04) = 0: (3.36)

Cette derni�ere �equation est une �equation alg�ebrique du quatri�eme degr�e en h21.
La r�esolution d'une telle �equation est faisable par l'interm�ediaire de plusieurs

changements de variables. Les racines de cette �equation ont une forme analytique

complexe �a �ecrire, mais qui ne pose pas de probl�emes num�eriques, son int�egration

dans notre algorithme est facile �a faire.

Cas particulier

Nous �etudions ici le cas particulier 1 + h21h12 = 0. Il correspond �a une matrice

de m�elange particuli�ere :

H =

 
1 � 1

h21

h21 1

!
: (3.37)

Ce cas peut être d�etect�e par les relations suivantes :

C20

C02

=
C31

C13

=
C40

C22

=
C22

C04

: (3.38)

En tenant compte de la forme particuli�ere de la matrice de m�elange, on peut

calculer l'inconnu h21 :

h21 = �
s
C02

C20

: (3.39)
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Solutions plus simples

L'utilisation des cumulants de second ordre simpli�e la r�esolution du syst�eme

(3.6), ..., (3.13). En utilisant les trois cumulants de second ordre, on montre que

le lieu des solutions possibles est une hyperbole :

h12 =
C11 �C20h21
C02 �C11h21

: (3.40)

La satisfaction de deux relations (3.40) et (3.34), nous permet de d�eduire que :

(C13C20 � C22C11)h
2
21 + (C02C22 � C04C20)h21 + C11C04 � C13C02 = 0: (3.41)

Finalement, on obtient une �equation du second degr�e. Cette solution est semblable

�a celle trouv�ee par Comon [29] en utilisant une parametrisation de la matrice m�e-

lange. Pour identi�er les coe�cients de la matrice de m�elange, Comon a propos�e

un algorithme bas�e sur deux �etapes. La premi�ere �etape est un blanchiment spatial

fait par une d�ecomposition de Cholesky de la matrice de covariance de signaux

m�elang�es. La seconde �etape il cherche �a trouver, par des �equations alg�ebriques

l'angle d'une rotation de Givens.

3.2.5 Performances et limitations

Rappelons la d�e�nition de la diaphonie r�esiduelle sur une sortie donn�ee, c'est le

rapport de puissance d'erreur d'estimation de cette sortie sur la puissance de la

source elle même :

Diaphonie =
E(ŝi � si)

2

Es2i
: (3.42)

Dans le cas des signaux stationnaires, et en estimant les statistiques sur 500

�echantillons, on s�epare les sources avec une diaphonie r�esiduelle de l'ordre de �24
dB. En appliquant l'algorithme sur des signaux non stationnaires comme des si-

gnaux de paroles, on trouve une diaphonie r�esiduelle de l'ordre de �20 dB, voir

la �gure 3.1.

Même si les performances de cette m�ethode ne sont pas excellentes, son impor-

tance se manifeste sur tout par :

� le fait, qu'on peut l'utiliser comme une m�ethode simple pour expliquer le

probl�eme de la s�eparation et la limitation vis �a vis de la nature des signaux

(gaussiens ou pas).

� elle montre d'une fa�con simple l'insu�sance des statistiques de second ordre

pour faire la s�eparation dans le contexte o�u on n'a pas d'hypoth�eses sup-

pl�ementaires.
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� elle peut fournir une bonne initialisation pour un algorithme adaptatif.

En �n, on remarque bien qu'il y a deux grandes limitations de cet algorithme.

En e�et, le nombre de sources est �egal �a deux, et d'autre part les performances

de cette m�ethode d�ependent beaucoup de la pr�ecision faite sur l'estimation de

di��erents cumulants utilis�es.
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Figure 3.1: Performances de la m�ethode directe.
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3.3 Approches g�eom�etriques

Dans cette section, nous proposons une m�ethode g�eom�etrique simple pour la

s�eparation aveugle de sources, d�evelopp�ee en coop�eration avec C. Puntonet ([106],

[108] et [107]), dans le cadre d'une action int�egr�ee.

3.3.1 Repr�esentation g�eom�etrique des solutions

Pour Nc observations, les signaux m�elang�es yj(t) (1 � j � Nc) sont li�es aux

sources si(t) (1 � i � Ns) par :

yj(t) =
NsX
i=1

hijsj(t): (3.43)

Pour simpli�er la repr�esentation g�eom�etrique de la m�ethode, on discutera seule-

ment le cas o�u Ns = Nc = 2. La relation 3.43 devient :

(
y1(t) = s1(t) + as2(t)

y2(t) = bs1(t) + s2(t):
(3.44)

Si les sources sont statistiquement ind�ependantes et born�ees, les points (y1(t); y2(t))
sont inscrits dans un parall�elogramme dans le plan (y1; y2) (voir 3.2). En utilisant

la relation (3.44), on remarque :

� Pour s1(t) = s1 = cte, on a y2(t) =
1
a
y1(t) + (b� 1

a
)cte.

� Pour s2(t) = s2 = cte, on a y2(t) = by1(t) + (1 � ab)cte.

On en d�eduit que les pentes du parall�elogramme sont �egales �a b et 1=a. L'esti-

mation de ces pentes nous permet d'estimer directement la matrice de m�elange.

s y

y

s

1

2 2

1

Pente

Pente
1/a

b

Figure 3.2: Les espaces des sources et du m�elange, pour des sources born�ees.
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Il est facile de voir que si les sources sont simplement "semi-born�ees" (par

exemple si(t) 2 [0;1[), la s�eparation par la m�ethode g�eom�etrique est encore pos-

sible. Le m�elange de sources, au lieu d'être inscrit dans un parall�elogramme, est

repr�esent�e dans un secteur angulaire (voir Fig. 3.3).

A titre d'exemple, on a trac�e les distributions correspondant �a divers signaux m�e-

s

s

y

y

1

2
2

1

b y

1

1

y /a

Figure 3.3: L'espace source et celui de m�elange, pour des sources positives.

lang�es (y1(t); y2(t)) (1 � t � 5000) dans le plan (y1; y2). La �gure 3.4 correspond

�a un m�elange de deux sources de deux densit�es de probabilit�es (ddp) uniformes.

RND - RND
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Figure 3.4: Distributions de deux sources uniformes.
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Gaussian, Rnd
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Figure 3.5: Distributions des m�elanges d'une source uniforme et d'une source

gaussienne.

Dans la �gure 3.5, les deux sources ont des ddp uniforme et gaussienne.

La m�ethode g�eom�etrique peut aussi être appliqu�ee pour des sources d�eter-

ministes, la �gure 3.6 montre les distributions pour les deux sources s1(t) =

sin(2�f0t) et s2(t) = sin(2�f1t+ �)).
A la �gure 3.7, on a trac�e les distributions des m�elanges de deux sources gaus-

-1 1
y1

-1.5

-1

1

1.5
y2

Figure 3.6: Distributions des m�elanges de deux sources sinuso��dales.

siennes blanches. Ce m�elange ne peut pas être r�esolu ni par la m�ethode g�eom�e-

trique, ni par des m�ethodes statistiques.

Gaussien, Gaussien

0.5 1 1.5 2
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0.5

1

1.5

2

y2

Figure 3.7: Distributions des m�elanges de deux sources gaussiennes.



44 CHAPITRE 3. APPROCHES DIRECTES

3.3.2 Algorithme

D'apr�es la �gure 3.2, il est �evident qu'on peut calculer les deux pentes par une

simple recherche du minimum et du maximum du rapport r(t) =
y2(t)

y1(t)
. Dans

le cas de signaux born�es si(t) 2 [0;Mi], on peut calculer les coe�cients de la

matrice m�elange soit par rmin = b̂ et rmax = 1=â, soit par rmin = 1=â et rmax =

b̂. Le choix arbitraire entre la premi�ere ou la deuxi�eme solution correspond �a

l'ind�etermination de permutation. En e�et, les deux solutions correspondent �a :

Ĥ1 =

 
1 â

b̂ 1

!
; (3.45)

ou

Ĥ2 =

 
1 1=b̂
1=â 1

!
: (3.46)

On obtient donc deux solutions pour la matrice globale, Ti = Ĥ�1
i
H :

T1 =
1

1� âb̂

 
1 � âb a� â

b� b̂ 1 � ab̂

!
; (3.47)

ou

T2 =
1

1� âb̂

 
â(b� b̂) â(1� ab̂)

b̂(1� âb) b̂(a� â)

!
: (3.48)

Il est clair que si â! a et b̂! b, les deux solutions sont les solutions s�eparatrices
�a un facteur d'�echelle et �a une permutation pr�es.

On propose un algorithme d�ecomposable en deux �etapes :

� une �etape de translation pour placer l'origine sur un sommet.

Tr

Tr

(a) (b)

y
1

2
y2

y

y
1

Figure 3.8: Translation d'un sommet.

� La deuxi�eme �etape consiste �a chercher le minimum(respectivement le maxi-

mum) de r(t) (voir [109]).
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L'algorithme en code MATLAB est

Algorithme 1 Algorithme g�eom�etrique

for t = 1 : N
Tr(t) = (y(1; t))2 + (y(2; t))2;

end;

[T; to] = max(Tr);

e = zeros(2; N);

for t = 1 : N;

y(:; t) = y(:; t)� y(:; to);

end
for t = 1 : N;

if ((y(1; t) == 0)j(y(2; t) == 0)) == 1;
else

rm(t) = y(2; t)=y(1; t);
end;
end;
rmin =min(rm);

rmax =max(rm);

b = rmin;
a =inv(rmax);

M1 = [1 a; b 1];

3.3.3 Performances th�eoriques de la m�ethode

Supposons qu'on ait une erreur d'estimation �, le param�etre estim�e est alors :

b̂ = b + �. Donc au lieu de mesurer la vraie pente (correspond �a y2 = by1), on
mesure celle de droite D, qui est d�e�nie par y2 = (b + �)y1. Soit � le secteur de

con�ance angulaire, associ�e �a cette erreur (voir �gure 3.9).

La droite D est la transformation de la droite � dans le plan de sources, par le

m�elange lin�eaire. D'apr�es la relation : 
s2
s1

!
=

1

1� ab

 
1 �a
�b 1

! 
y1
y2

!
;

=
1

1� ab

 
1 �a
�b 1

! 
y1

(b+ �)y1

!
;

on d�eduit que la droite D est la transform�e de la droite � d'�equation :

s2 =
�

1� ab� a�
s1 (3.49)
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s1

s2

∆
β

α y2
= by1

y1

y2

(D):y 2
= (b + ε)y1

Figure 3.9: Secteur de con�ance.

Supposons maintenant que nos sources aient des ddp uniformes et que s1 2 [0;M1]

et s2 2 [0;M2], alors la probabilit�e P� d'avoir un point dans le secteur de con�ance

est donn�ee par :

P� =

Z
M1

0

� R �s1
1�ab�a�

0
1

M1M2
ds2

�
ds1

=
�M1

2M2(1� ab� �a)
: (3.50)

Pour un nombre total d'�echantillons �egale �a N , le nombre d'�echantillons dans le

secteur de con�ance Ns, est asymptotiquement tel que :

Ns

N
= P�;

pour N su�samment grand. Pour obtenir une mesure avec une pr�ecision � et

une probabilit�e P�, il faut mesurer au moins un point dans la zone de con�ance,

c'est �a dire Ns � 1, d'o�u N � 1=P�. En�n le nombre N doit v�eri�er l'in�egalit�e

suivante :

N >>
2M2(1 � ab� a�)

�M1

: (3.51)

En supposant que les sources ont la même puissance et si on suppose que les deux

param�etres de la matrice m�elange sont estim�es par â = a+ �a et b̂ = b+ �b, alors

la diaphonie r�esiduelle est �egale �a :

Ci =
�i

1� ab� a�b � b�a
; avec i 2 fa; bg: (3.52)

Pour une diaphonie r�esiduelle Ca = Cb donn�ee, on en d�eduit, �a et �b puis P�a et

P�b, ce qui impose un nombre minimum de point :

N > max
�

1
P�a

; 1
P�

b

�
(3.53)

Ainsi, on peut calculer N en fonction de la diaphonie r�esiduelle d�esir�ee. Les per-

formances exp�erimentales, ont �et�e �etudi�ees dans voir [109] et [108].
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3.3.4 Estimateur Maximum de vraisemblance

Dans cette sous-section, on montre que la m�ethode g�eom�etrique correspond en

fait �a un estimateur du maximum de vraisemblance. Pour simpli�er les �equations

et la compr�ehension, on suppose que les deux sources (s1; s2) sont statistiquement

ind�ependantes et de ddp uniformes :

p(si) = �[0;�] =

(
1 si 0 < si < �
0 ailleurs

(3.54)

La ddp du vecteur (s1; s2) est donn�ee par :

p�(s1; s2) = (
1

�
�[0;�](s1))(

1

�
�[0;�](s2)) (3.55)

D'apr�es cette �equation, on d�eduit que :

p�(s1; s2) =
1

�2
si

8><
>:

0 < s1 < s2 < �

ou

0 < s2 < s1 < �
(3.56)

p�(s1; s2) = 0 ailleurs; (3.57)

autrement, on peut �ecrire les relations (3.56) et (3.57) par :

p�(s1; s2) =
1

�2
si

8><
>:

0 < min(s1; s2) < max(s1; s2)

et

min(s1; s2) < max(s1; s2) < �
(3.58)

p�(s1; s2) = 0 ailleurs (3.59)

En notant par �[a;b](t) la fonction d�e�nie par :

�[a;b](t) =

(
1 si a � t � b

0 ailleurs
(3.60)

Cette derni�ere �equation nous permet d'�ecrire que :

p�(s1; s2) =
1

�2
�[0;max(s1;s2)](min(s1; s2)�[min(s1;s2);�](max(s1; s2)) (3.61)

Regardons les choses d'un autre point de vue : si on a mesur�e un couple (s1; s2),

alors la valeur de � qui maximise la ddp p�(s1; s2), et qui est d�eduite du principe

du maximum de vraisemblance, est donn�ee par :

p�(s1; s2) =
1

�2
�[min(s1;s2);�](max(s1; s2)) (3.62)

=
1

�2
�[max(s1;s2);1](�) (3.63)
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max(S  , S ) θ
1 2

1 2f (S  , S )θ

Figure 3.10: La fonction de vraisemblance

En regardant la fonction de vraisemblance trac�ee dans la �gure 3.10, on peut voir

que cette fonction est nulle pour toute valeur de � < max(s1; s2). Pour une valeur
de � > max(s1; s2), la fonction de vraisemblance prend la valeur 1

�2
. Par cons�e-

quent, le maximumde cette fonction est atteint pour le valeur de � = max(s1; s2),
et cette valeur nous permet de d�eterminer les bornes exactes de ddp de sources.

D'une autre fa�con, en maximisant la fonction de vraisemblance, on pourra esti-

mer par un rectangle de param�etres variables (longueur, largeur) la distribution

de deux sources, ce qui revient �a estimer aussi le parall�elogramme correspondant

dans le plan de m�elange.

Cette d�emonstration rapide montre qu'on peut consid�erer la m�ethode g�eom�e-

trique, en quelque sorte, comme l'estimateur de maximum de vraisemblance.

3.3.5 Performances et limitations

On r�esume l'algorithme g�eom�etrique par :

� C'est un algorithme simple et qui tend vers les solutions exactes si les sources

sont �a ddp de supports born�ees

� Convergence rapide : on a une convergence avec 1000 ou 1500 �echantillons.

� Par contre il est sensible au bruit, surtout un bruit gaussien additif. En

e�et, on remarque d'apr�es la �gure 3.11 que les bornes du parall�elogramme

ne sont plus nettes avec un bruit gaussien additif.

Par contre, si les sources sont bruit�ees par un bruit uniforme alors la s�e-

paration est faisable. Puisque Cela revient �a translater les bornes de notre

parall�elogramme.

Dans le cas o�u le rapport signal sur bruit est su�sant alors on arrive �a

estimer les coe�cients de la matrice m�elange.
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Y2 en fct de Y1

1 1.5
y1

-0.5

0.5

1

1.5

y2

Figure 3.11: Sources pollu�ees par un bruit gaussien.

� Pour deux sources de ddp born�es, on a mesur�e une diaphonie r�esiduelle de

-20 dB, en appliquant l'algorithme sur des signaux de 500 �echantillons.

� La m�ethode est g�en�eralisable �a plus de deux sources, mais l'algorithme

dans son cas actuel n'est pas bien adapt�e �a toutes les situations possibles

(matrice de m�elange et nature de signaux). On travaille actuellement sur

un algorithme qui sera valable pour un nombre n > 2 de sources.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons propos�e deux approches directes, l'une alg�ebrique,

l'autre g�eom�etrique. Les m�ethodes restent simples dans le cas de deux m�elanges

de deux sources, mais leur g�en�eralisation �a un nombre quelconque de sources est

d�elicate.

Pour l'approche alg�ebrique, les calculs deviennent trop complexes; Pour l'ap-

proche g�eom�etrique, l'algorithme, tr�es simple pour deux sources, devient aussi

tr�es complexe [116] et il semble que les m�ethodes statistiques restent plus simples,

au moins par leur caract�ere g�en�eral.
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Chapitre 4

Un crit�ere simple pour les

m�elanges instantan�es et

convolutifs

4.1 Introduction

La plupart des algorithmes de s�eparation de sources sont bas�es sur des statistiques

d'ordre �elev�e de signaux estim�es, g�en�eralement d'ordre quatre, sauf si on a plus

d'hypoth�eses comme on l'a vu dans le chapitre 2. Par exemple, dans [73], les

auteurs estiment les param�etres de m�elange par la maximisation de :

d =
1

Cum2
13(xi; xj) + Cum2

22(xi; xj) + Cum2
31(xi; xj)

; (4.1)

et dans [16], Cardoso a propos�e deux m�ethodes, l'une bas�ee sur les moments

d'ordre quatre et l'autre sur les cumulants d'ordre quatre. En�n Comon, dans

[28], trouve la s�eparation par une r�esolution d'un syst�eme d'�equations utilisant

les cumulants des sources estim�ees.

Pour des m�elanges instantan�e et convolutif, Nguyen Thi et al. [97] proposent

une solution qui annule la somme quadratique des cumulants crois�es Cum13 et

Cum31. Cependant exp�erimentalement, Oliva [99] a montr�e que cet algorithme

pr�esente, pour certains types des signaux, des solutions parasites, qui peuvent

être �elimin�ees par l'annulation d'un cumulant crois�e suppl�ementaire Cum22.

Ces r�esultats nous ont pouss�es �a chercher le coût le plus simple possible, et �a

nous interroger en particulier sur les solutions g�en�er�ees par l'annulation du seul

cumulant Cum22.

Initialement, nous avons consid�er�e le cas de deux m�elanges instantan�es de deux

sources vues par deux capteurs (les r�esultats ont �et�e publi�es dans l'annexe [84]).
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Par la suite, nous avons pu g�en�eraliser ce crit�ere dans le cas de Ns sources et de

Nc capteurs pour des m�elanges instantan�es et convolutifs [85]. Dans ce chapitre

nous nous focalisons sur ces derniers r�esultats plus g�en�eraux.

4.2 M�elange instantan�e de Ns sources

Le cas o�u le nombre de sources est di��erent du nombre de capteurs est discut�e

dans [63], et de la même mani�ere que [49] on peut consid�erer que le nombre de

sources et de capteurs sont identiques.

Pour des m�elanges instantan�es, la matrice de m�elange H est alors une matrice

carr�ee Ns�Ns �a coe�cients r�eels, et la matrice s�eparante G est aussi une matrice

carr�ee Ns �Ns �a coe�cients r�eels (voir �g 2.1).

La matrice globale correspondante �a l'application entre s(t) et x(t) est not�ee :

T = HG; (4.2)

on a donc :

X(t) = TS(t): (4.3)

4.2.1 Cumulant crois�e d'ordre 4

Pour des m�elanges non bruit�es, en se basant sur les propri�et�es de multilin�earit�e

des cumulants [98] et la relation entre les sources et les sorties, on peut montrer

que, pour m 2 [1; Ns] et n 2 [1; Ns] :

Cum22(xm; xn) = Cum(xm; xm; xn; xn)

= Cum(
NsX
a=1

tmasa;
NsX
b=1

tmbsb;
NsX
c=1

tncsc;
NsX
d=1

tndsd)

=
NsX
a=1

NsX
b=1

NsX
c=1

NsX
d=1

Cum(tmasa; tmbsb; tncsc; tndsd)

=
X
a;b;c;d

tmatmbtnctndCum(sa; sb; sc; sd): (4.4)

Les sources �etant suppos�ees mutuellement ind�ependantes, les cumulants d'ordre

quatre de la forme Cum(sa; sb; sc; sd) sont nuls si deux sources au moins sont

ind�ependantes, et l'on peut �ecrire :

Cum(sa; sb; sc; sd) = Cum(sa; sa; sa; sa)�
c;d

a;b

= �a�
c;d

a;b
; (4.5)
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o�u �a = Cum(sa; sa; sa; sa) et �
c;d

a;b
est la g�en�eralisation du symbole de Kronecker :

�
c;d

a;b
=

(
1 si a = b = c = d
0 sinon

(4.6)

L'�equation (4.4) devient :

Cum22(xm; xn) =
NsX
a=1

t2
ma
t2
na
�a: (4.7)

Si les sources ont le même signe de kurtosis, on peut facilement montrer [84]

que :

Cum22(xm; xn) = 0() tmatna = 0 8a; et m 6= n: (4.8)

A partir de ces derni�eres relations, on peut d�eduire que chaque colonne de la

matrice globale T contient au maximum un coe�cient non nul.

4.2.2 M�elange non bruit�e

De la relation (4.8), on a d�eduit la propri�et�e :

Propri�et�e 1 : les colonnes de la matrice globale ont au maximum un

coe�cient non nul.

Cette propri�et�e implique que les signaux de sorties xi(t) sont nuls ou bien spatia-

lement ind�ependants.

En e�et, si le coe�cient tma 6= 0, alors la relation (4.8) montre que tna = 0;
8n 6= m. Une �etude plus d�etaill�ee sur le nombre et la nature des solutions, est

donn�ee dans l'annexe B.5.

Si le nombre de capteurs est �egal1 �a celui des sources, Ns = Nc, alors les sorties

sont les sources �a une permutation et un facteur d'�echelle pr�es.

Les solutions correspondantes �a des sorties nulles peuvent être �elimin�ees d'une

mani�ere simple, en �xant les coe�cients de la diagonale principale de la matrice

poids (G) �a un :

gii = 1: (4.9)

En e�et, notons par Hj les colonnes de la matrice m�elange et Gi la ligne i de la

matrice s�eparante. La condition (4.9) implique que Gi 6= 0. Dans ce cas, toutes

les lignes de la matrice globale sont non nulles. Car en supposant que la ligne i
de cette matrice est nulle :

tij = GiHj = 0; 8j; (4.10)

1Si on a plus de capteurs que de sources, on peut se ramener au cas d'�egalit�e voir [79].
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le vecteur Gi sera orthogonal �a tous les vecteurs Hj . Or cette proposition est

impossible puisque : la matrice H �etant une matrice r�eguli�ere, ses lignes sont

lin�eairement ind�ependantes; et les vecteurs Gi 6= 0. Il est donc impossible de trou-

ver un vecteur non nul Gi 6= 0, dans l'espace IRNs, qui soit perpendiculaire �a Ns

vecteurs lin�eairement ind�ependants. Il existe donc j tel que tij 6= 0. La contrainte

(4.9) entrâ�ne la seconde propri�et�e :

Propri�et�e 2 : les lignes de la matrice globale ont au moins un coef-

�cient di��erent de z�ero.

Les deux propri�et�es, Propri�et�e 1 et Propri�et�e 2, prouvent que la matrice globale

est le produit d'une matrice diagonale et d'une matrice de permutation.

L'annulation des cumulants 22 nous permet de faire la s�eparation �a une matrice

diagonale et une matrice de permutation pr�es. Donc l'annulation de notre crit�ere

est �equivalent �a :

G = �PH�1; (4.11)

o�u � est une matrice diagonale et P est une matrice permutation. Si on suppose

que les sources sont pollu�es par un bruit gaussien2, alors les sorties estim�ees sont

alors :

X = GY = �PH�1HS + �PH�1N

= �PS + �PH�1N: (4.12)

L'estimation de G n'est pas inuenc�ee par le bruit gaussien additif. Cependant,

les sources estim�ees sont pollu�es par un bruit r�esiduel correspondant au terme

�PH�1N de (4.12). En�n on a ramen�e le probl�eme �a un probl�eme de d�etection

d'un signal bruit�e par un bruit gaussien.

4.2.3 Notations tensorielles

Dans la suite de ce chapitre, on utilisera les notations tensorielles pour all�eger

l'�ecriture des relations et des �equations. Pour cela, on va rappeler dans cette sous-

section les notations tensorielles qui seront utilis�ees dans la suite.

Rappelons les d�e�nitions utiles dans la notation tensorielle. Soit H l'espace d'Hil-

bert et HD l'espace dual. Notons par S1 2 H un tenseur covariant, et dans ce

cas S1 = S1T 2 HD est un tenseur contravariant et il est le tenseur dual de S1.

Dans les deux cas, le nombre 1 ne r�epresente pas un indice ni une puissance. il

correspond �a la variance d'un tenseur.

Par d�e�nition, la nature et les dimensions du tenseur sont caract�eris�ees par sa

2Les relations d�evelopp�ees dans cette section restent invariant si on ajoute aux signaux

m�elang�es un bruit gaussien, voir apr�es.
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variance. Par exemple S2
3 est un tenseur 2 fois covariant et 3 fois contravariant,

le nombre de composantes de ce tenseur est 2 + 3 fois la dimension de l'espace

H, �nalement son terme g�en�eral sera not�e par s
ij

klm
avec i; j; k; l et m prenent

des valeurs entre 1 et la dimension de l'espace H.
Dans la suite on notera par :

1. � est le produit de contraction : le produit de contraction tensoriel est

l'�equivalent de produit matriciel. Pour un tenseur A1 = B1
1 � C1, le terme

g�en�eral est calcul�e par ai =
P

j b
i

j
cj. Il nous reste �a remarquer que B1

1 est

un tenseur une fois contravariant et une fois covariant.

2. 
 est le produit tensoriel : le produit tensoriel de deux tenseurs B1
1 et

C1
2 est un tenseur A2

3 = B1
1 
 C1

2 de terme g�en�eral alm
ijk

= bl
i
cm
jk
. Il est clair

que le tenseur A contient (Nc)
5 coe�cients di��erents3, et que la notation

tensorielle nous permet de l'�ecrire de la fa�con la plus compacte possible.

3. En�n, l'addition et la soustraction entre tenseurs ressemblent �a celles utili-

s�ees dans le cas matriciel, par consequent elles s'appliquent sur les tenseurs

de même variance.

Lorsque l'on pr�esisera les composantes des tenseurs, la notation d'Einstein sera

adopt�ee (voir [11]). Un exemple sur la notation d'Einstein :

Soit la somme al =
P

Nc

i=1

P
Nc

j=1 blicijdj , selon la notation d'Einstein cette �equation

s'�ecrit sous la forme al = blicijdj :

4.2.4 Cas des m�elanges bruit�es

Si les observations sont pollu�ees par un bruit additif N(t) on aura la structure

donn�ee par la �gure 4.1.

On suppose que les composantes du vecteur N(t) sont ind�ependantes des sources

H G
S(n) Y(n) X(n)

Mélange Séparation

+

N(n)

Figure 4.1: Structure g�en�erale avec bruit.

si(t), avec (i = 1; : : : ; Ns) et non corr�el�ees entre elles. En plus, ses composantes

3En supposant que la dimension de l'espace H est �egale au nombre des sources.
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sont suppos�ees gaussiennes. Cette hypoth�ese est forte mais elle est justi�able �a

partir du moment o�u on sait que, physiquement, on a du bruit gaussien.

Dans la suite, les notations utilis�ees sont les notations tensorielles :

1. S1 le tenseur source.

2. N1 le tenseur bruit.

3. T 1
1 le tenseur global.

4. H1
1 le tenseur de m�elange.

5. G1
1 le tenseur s�eparant.

La relation entre les signaux m�elang�es et les sorties est :

X1 = G1
1 � Y 1

= G1
1 � (H1

1 � S1 +N1)

= T 1
1 � S1 +G1

1 �N1 (4.13)

Dans le cas g�en�eral, le cumulant Cum22 est un tenseur deux fois contravariant et

deux fois covariant (voir [89] et [49]), il sera donc not�e par Cum2
2. Les moments

d'ordre N seront not�es par :

MomN�p
p

= ES1

(N�p) 
 S



p

1 ; (4.14)

o�u A
p = A
 : : :
A| {z }
p

.

La valeur du tenseur Cum2
2 peut-être exprim�ee, selon (voir [11] et [50]) pour des

signaux centr�es :

Cum2
2 = Mom2

2 � 2Mom1
1 
Mom1

1 �Mom0
2 
Mom2

0 (4.15)

En utilisant les propri�et�es de multilin�earit�es des cumulants, l'ind�ependance

spatiale entre les sources, l'ind�ependance entre le bruit et les sources, et en no-

tant en plus que les bruits sont des signaux ind�ependants gaussiens, on montre

facilement que :

CumX
2
2 = T 1

1 
 T 1
1

T 
 T 1
1 
 T 1

1

T � CumS
2
2

+G1
1 
G1

1

T 
G1
1 
G1

1

T � CumN

2
2; (4.16)
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sachant que CumX

2
2 = Cum(X1;X1;X

1;X1) est le cumulant d'ordre 2 � 2. Le

cumulant d'ordre quatre d'un bruit gaussien est nul, et la relation (4.16) devient :

CumX

2
2 = T 1

1 
 T 1
1

T 
 T 1
1 
 T 1

1

T � CumS

2
2 (4.17)

Si on note le terme g�en�eral de S1 par si , alors le terme ijkl du tenseur

cumulant [89] est :

CumS
2
2

ik

jl
= Esisjsksl �EsisjEsksl

�EsislEsjsk � EsiskEsjsl; (4.18)

Avec les propri�et�es du bruit, la relation est identique �a celle obtenue dans le cas

non bruit�e. En tenant compte de l'ind�ependance des sources, on pourra montrer

que :

CumX

2
2

ik

jl
= T i

m
T n

j

TT k

o
T p

l

T
CS

2
2

mm

mm
�np
mo

= T i

m
T j

m
T k

m
T l

m
CS

2
2

mm

mm
(4.19)

Et on d�eduit que :

CumX

2
2

ik

ik
= (T i

m
)2(T k

m
)2�m (4.20)

Pour avoir la relation (4.19), on a d�evelopp�e le calcul dans l'annexe B.4. Il faut

�nalement noter que la relation (4.20), en notations tensorielles, est identique �a

la relation (4.7).

4.3 G�en�eralisation au m�elange convolutif

Nous allons montrer dans cette section que la s�eparation est obtenue �a une per-

mutation P et une matrice polynômiale diagonale � pr�es, en utilisant un crit�ere

bas�e sur les cumulants 22.

Si le m�elange est convolutif alors la matrice H est une matrice de �ltres (ses

coe�cients sont de �ltres). Dans le domaine de fr�equence z, cette matrice devient

une matrice polynômiale en z. La relation entre les sources et les sources estim�es

est :

X(n) =
X
p

T (p)S(n� p); (4.21)

que l'on notera :

X(z) = T (z)S(z): (4.22)
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Avec la notation tensorielle [89], on peut �ecrire :

X1(n) =
X
p

T 1
1 (p) � S1(n� p); (4.23)

ou encore :

X1(z) = T 1
1 (z) � S1(z); (4.24)

Par abus de la notation d'Einstein (o�u comme g�en�eralisation de cette notation),

on �ecrit la relation (4.23) comme �etant :

X1(n) = T 1
1 (p) � S1(n� p); (4.25)

o�u la sommation sur les retards p est implicite. Si on consid�ere les tenseurs de

sorties �a di��erents instants X1(n�pi), en utilisant la relation (4.17), on obtient :

Cum(X1(n� p1);X1(n � p2);X
1(n� p3);X1(n� p4)) =

T 1
1 (q1)
 T 1T

1 (q2)
 T 1
1 (q3)
 T 1T

1 (q4)

�Cum(S1(n� p1 � q1); S1(n� p2 � q2); S
1(n � p3 � q3); S1(n � p4 � q4)):

dont le terme g�en�eral est :

CumX

jl

ik
(p1; p2; p3; p4) = ta

i
(q1)t

jT

b
(q2)t

c

k
(q3)t

lT

d
(q4)

Cum(sa(n� p1 � q1); sb(n� p2 � q2);

sc(n� p3 � q3); sd(n � p4 � q4)): (4.26)

Les ta
i
(q1) (respectivement taT

i
(q1)) correspondent aux coe�cients tai(q1) (respec-

tivement tia(q1)) de la matrice T (q1).
L'ind�ependance des sources nous permet d'�ecrire que :

Cum(sa(n� p1 � q1); sb(n� p2 � q2); sc(n� p3 � q3); sd(n� p4 � q4)) =

�cd
ab
Cum(sa(n� p1 � q1); sa(n� p2 � q2); sa(n� p3 � q3); sa(n� p4 � q4));

et de simpli�er la relation (4.26), qui devient :

CumX

jl

ik
(p1; p1; p3; p4) = T a

i
(q1)T

jT

a
(q2)T

a

k
(q3)T

lT

a
(q4)

Cumsa(n � q1 � p1; n� q2 � p2; n� q3 � p3; n� q4 � p4): (4.27)

En�n, la stationarit�e des sources et l'utilisation de T a

i
(q1) = tia(q1) et la

stationarit�e des signaux, nous permet de r�e�ecrire la relation (4.27) :

CumX

jl

ik
(p1; p2; p3; p4) = tia(q1)tja(q2)tka(q3)tla(q4)

Cumsa(p1 + q1; p2 + q2; p3 + q3; p4 + q4): (4.28)
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Si de plus, on suppose que les signaux sa sont des signaux temporellement iid,

alors :

Cumsa
(p1 � q1; p2 � q2; p3 � q3; p4 � q4) = �

(q3+p3)(q4+p4)

(q1+p1)(q2+p2)
Cumsa

(p; p; p; p); (4.29)

o�u p = p1 + q1, pour all�eger l'�ecriture, on note Cumsa(p; p; p; p) par �a.

Si les sources ont des kurtosis (�a) de même signe, on peut d�eduire de la relation

(4.28) que :

CumX

ij

ij
(p1; p2; p3; p4) = 0()

tia(q1)tia(q1 + p1 � p2)tja(q1 + p1 � p3)tja(q1 + p1 � p4)�a = 0: (4.30)

En supposant que les �ltres tia(z) sont des �ltres �a r�eponse impulsionnelle �nie,

causaux d'ordre M , on a :

tia(p) = 0; (4.31)

pour p < 0 et p > M . Donc le param�etre q1 est limit�e par :

max(0; p2 � p1; p3 � p1; p4 � p1) � q1
et

q1 � min(M;M + p2 � p1;M + p3 � p1;M + p4 � p1):

En�n, en choisissant p1 = p2 = 0 et p3 = p4 = q1� q2 6= 0, alors que q1 et q2 sont
deux nombres entiers, l'�equivalence (4.30) devient :

CumX

jl

ik
(0; 0; q1 � q2; q1 � q2) = 0() t2

ia
(q1)t

2
ja
(q2)�a = 0: (4.32)

Comme nous l'avons d�ej�a dit, cette condition n�ecessite que les sources aient le

même signe de kurtosis. La derni�ere relation montre que :

tia(q1)tja(q2) = 0; (4.33)

8a; q1; q2, et i 6= j. Ce qui revient �a �ecrire que :

q1 = q2) T (q1) = PD; (4.34)

o�u P est une matrice de permutation, D est une matrice diagonale quelconque

[84].

Ces r�esultats sont g�en�eralisables pour q1 6= q2, et on a :

T (q2) = PD0: (4.35)

Il est clair que D0 est en g�en�eral di��erente de D, ce qui conduit �a la matrice

globale T donn�ee par :

T (z) = P
X
i

D(i)z�i: (4.36)

La s�eparation est donc obtenue �a une permutation et un �ltre pr�es.
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4.4 Conclusion et r�esultats exp�erimentaux

Dans ce chapitre, on a pr�esent�e un nouveau crit�ere de s�eparation de sources bas�e

sur le cumulant (2x2) de signaux estim�es. Et on a montr�e que :

� L'annulation du Cum22 est su�sant pour faire la s�eparation dans le cas

d'un m�elange instantan�e. Ce r�esultat est valable même si le m�elange est

bruit�e par un bruit gaussien.

� Si les sources sont iid, ce crit�ere peut être g�en�eralis�e pour la s�eparation de

sources dans des m�elanges convolutifs. Dans ce cas le crit�ere devient :

J(n) =
X
i;j;p

Cum2(xi(n); xi(n); xj(n� p); xj(n� p)): (4.37)

Pour les r�esultats exp�erimentaux, on a r�eussi �a s�eparer un r�eseau de deux sources

et deux capteurs, par notre algorithme, avec une diaphonie r�esiduelle de �21dB.
On a test�e l'inuence du nombre d'�echantillons utilis�es dans l'estimation du cu-

mulant, sur les performances, on a trouv�e qu'�a partir de 50 �echantillons, les per-

formances sont acceptables.

Les �gures 4.4 (a), (b), (c) et (d) montrent les di��erents signaux et l'erreur d'es-

timation. Les deux derni�eres �gures 4.4 (e) et (f) montrent la convergence et la

diaphonie en fonction de nombre d'it�erations (voir [84]).
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Chapitre 5

Kurtosis

5.1 Introduction

L'importance du kurtosis (cumulant normalis�e) apparâ�t clairement dans la ma-

nipulation de signaux non-gaussiens. Il intervient aussi explicitement dans plu-

sieurs algorithmes de s�eparation, dont la validit�e impose certaines contraintes sur

le kurtosis de sources ([92], [84], [76] et [96]). G�en�eralement, ces conditions por-

tent sur le signe des kurtosis ou le signe de la somme des kurtosis, et les auteurs

consid�erent que les hypoth�eses sont v�eri��ees pourvu que le signal soit simplement

sur-gaussien (si le kurtosis est suppos�e positif) ou sous-gaussien (si le kurtosis est

suppos�e n�egatif).

Dans le chapitre 4, nous avons nous aussi propos�e un crit�ere (Cum22, [84]) qui

suppose que les sources ont le même signe du kurtosis. Nous nous sommes pen-

ch�es sur les propri�et�es des signaux satisfaisant cette contrainte, et ces r�esultats

originaux, que nous avons obtenus et qui vont �a l'encontre d'id�ees re�cues, sont

expos�es dans ce chapitre.

5.2 D�e�nition et propri�et�es des kurtosis

5.2.1 D�e�nition

Pour un signal al�eatoire centr�e x(t) de densit�e de probabilit�e (ddp) p(x), on d�e�nit

le kurtosis K[p(x)] comme �etant son auto-cumulant d'ordre quatre normalis�e par

le carr�e de sa puissance :

K[p(x)] =
Cum4(x)

(Ex2)2
=

Ex4 � 3(Ex2)2

(Ex2)2
=

Ex4

(Ex2)2
� 3: (5.1)

Si x(t) n'est pas centr�e, cette derni�ere relation devient plus compliqu�ee [89] :

63



64 Kurtosis

K[p(x)] =
Cum4(x)

(Ex2)2

=
Ex4 � ExEx3 � 3(Ex2)2 + 12(Ex)2Ex2 � 6(Ex)4

(Ex2)2
: (5.2)

5.2.2 Propri�et�es et exemples

Dans la plupart des cas, les contraintes portent sur le signe du kurtosis mais pas

sur sa valeur. Dans ce chapitre, nous nous int�eressons, donc au signe du kurtosis

not�e ks(x), qui est le même que celui de l'auto-cumulant d'ordre quatre. On peut

d�eduire imm�ediatement quelques propri�et�es de ks(x) :

1. ks(x) est invariant par une transformation lin�eaire. On peut remarquer

d'apr�es la relation (5.2) que :

Cum4(ax+ b) = a4Cum4(x); (5.3)

donc ks(ax+b) = ks(x). Dans la suite, on supposera sans aucune restriction

que les signaux sont centr�es et de variance unit�e.

2. Comme n'importe quelle fonction, la ddp p(x) est d�ecomposable en une

somme de deux fonctions, l'une paire pp(x) et l'autre impaire pi(x) :

p(x) = pp(x) + pi(x): (5.4)

Alors, on constate que :

� ks(x) d�epend seulement de pp(x), parce que (5.1) ne d�epend que des

moments d'ordre pair de x(t).

� La partie paire pp(x) a les propri�et�es d'une ddp :

(a) pp(x) � 0

(b) 8x et
R
IR p(x)dx =

R
IR pp(x)dx = 1.

Dans ce qui suit, on suppose donc que la ddp p(x) en question est

paire.

3. Le kurtosis d'un signal gaussien est nul.

4. Notons aussi que le signe de kurtosis ne change pas si le signal est

pollu�e par un bruit gaussien additif : en e�et, (voir chapitre 4), les

cumulants d'un signal bruit�e, par un bruit additif ind�ependant du signal,
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sont �egaux aux cumulants du signal plus ceux du bruit (4.16). Donc un bruit

additif gaussien ne change pas les cumulants d'ordre sup�erieur �a deux du

signal, puisque les cumulants d'ordre sup�erieur �a deux de signaux gaussiens

sont nuls.

G�en�eralement de fa�con hâtive, un signal dont le signe du kurtosis est positif (resp.

n�egatif) est dit sur-gaussien (resp. sous-gaussien) ([47] et [10]).

Par d�e�nition, une variable est sur-gaussienne si on a :

9A 2 IR=8x � A; p(x) > g(x); (5.5)

o�u g(x) = 1p
2�

exp(�1
2
x2) est la ddp d'une variable gaussienne centr�ee r�eduite.

Dans le cas o�u l'in�egalit�e (5.5) est invers�e, la variable al�eatoire x est dite sous-

gaussienne. Il est �evident que pour les ddp de la forme exponentielle :

p�(x) ' c1exp(�c2jxj�); (5.6)

o�u ci sont deux constantes de normalisation, la nature sur-gaussienne ou sous-

gaussienne d�epend directement de la valeur de �. On v�eri�e �egalement que le

signe du kurtosis d�epend �egalement de � :

� pour � = 2, la variable est gaussienne et ks(x) = 0.

� sinon, on a :

ks(x) = signe(2� �): (5.7)

Ce r�esultat sera d�eduit directement du lemme de la section 5.3.1.

A titre d'exemple, on illustre dans le tableau suivant les signes de kurtosis ks(x),

pour certaines ddp bien connues :
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Signal Cum4(x) ks(x) ddp �gure

Uniforme �2a4+2b47a3b+7b3a+12a2b2

15
- p(x) =

8><
>:

1
2(b�a) a < jxj < b

0 ailleurs

(5.1, a)

Peigne �N(N+1)(2N2+2N+1)

15
- p(x) =

8><
>:

1
N

si x 2 f�N; : : : ;Ng

0 ailleurs

(5.1, b)

Gamma 26
3
, si � = 1 + p(x) =

4p
3

2
p

2��jxj exp(
�
p
3jxj
2�

) (5.2, c)

Cosinus 192
�4
� 2� 2�4 - p(x) =

8><
>:

�

8
cos(�

2
(t� �)) si jx� �j < 1

0 ailleurs

(5.2, d)

-b -a a b

x

p(x)

0.5/(b-a)

p(x)

x
......

1 2 N-1-2-N

(a) Uniforme bimodale. (b) Peigne.

Figure 5.1: Di��erentes ddp.

A premi�ere vue, il semble que ks(x) sont positive pour une variable sur-
gaussienne et n�egative pour une sous-gaussienne (donc en particulier pour

des variables al�eatoires �a support born�e).
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x

p(x)

1-1

0.1 x

p(x)

α−1 α+1−1−α 1−α

π/8

(c) Loi Gamma (d) Loi bimodale en Cosinus

Figure 5.2: Di��erentes ddp.

5.3 R�esultats th�eoriques

Dans cette section, nous allons �etudier les relations entre le signe de kurtosis et

la nature (sur- ou sous-gaussienne) des signaux.

5.3.1 Lemme

Soient p(x) une ddp continue centr�ee paire, de variance unit�e et g(x) celle d'une
variable gaussienne r�eduite centr�ee. Si p(x) et g(x) ont deux points d'intersection,
alors ks(x) est positif (respectivement n�egatif) si p(x) est sur-gaussienne (respec-

tivement sous-gaussienne).

D�emonstration

Compte tenu de la parit�e de p(x) et g(x), on restreint l'�etude �a IR+. Supposons

que p(x) et g(x) ont un seul point d'intersection dans IR+, � > 0. Le cumulant

d'ordre quatre d'une variable gaussienne �etant nul, on a :Z
IR
x4g(x)dx = 3(

Z
IR
x2g(x)dx)2 = 3; (5.8)

puisque g(x) est suppos�ee r�eduite. La variance de p(x) �etant �egale �a 1, la d�e�nition
(5.1) avec (5.8) permettent s'�ecrire :

K[p(x)] =
Z
IR
x4(p(x) � g(x))dx: (5.9)

La fonction p(x) �etant paire, on a :

K[p(x)] = 2
Z 1

0
x4(p(x)� g(x))dx

= 2
Z

�

0
x4(p(x) � g(x))dx+ 2

Z 1

�

x4(p(x)� g(x))dx: (5.10)
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Si on consid�ere que p(x) est sur-gaussienne (p(x) > g(x), quand x!1), alors le

signe de p(x)� g(x) est constant sur les deux l'intervalles [0,�] et [�,1]. D'apr�es

le th�eor�eme de la moyenne g�en�eralis�e1, on a :

K[p(x)] = 2[�4
Z

�

0
(p(x)� g(x))dx+ �4

Z 1

�

(p(x)� g(x))dx]

= 2[�4
Z 1

�

(p(x)� g(x))dx� �4
Z

�

0
(g(x)� p(x))dx]; (5.13)

avec :

0 < � < � < �: (5.14)

Il ne faut pas oublier que p(x) et g(x) sont deux ddp donc :

Z 1

0
(p(x) � g(x))dx =

Z
�

0
(p(x) � g(x))dx+

Z 1

�

(p(x)� g(x))dx = 0: (5.15)

D'apr�es la relation (5.15), et le fait que p(x) est sur-gaussienne, on d�eduit que :

Z 1

�

(p(x)� g(x))dx =
Z

�

0
(g(x)� p(x))dx > 0: (5.16)

En�n de (5.16), (5.13) et (5.14), on peut remarquer que :

K[p(x)] = 2(�4 � �4)
Z 1

�

(p(x)� g(x))dx > 0: (5.17)

Si p(x) est sur-gaussienne, (et s'il y a un seul point d'intersection positif entre

p(x) et g(x)), alors le kurtosis est positif.
De la même fa�con, on d�emontre que le signe du kurtosis d'une ddp sous-gaussienne

est n�egatif.

Ce lemme con�rme la proposition connue et adopt�ee dans la litt�erature. Une

question se pose : est-ce que cette proposition tient toujours debout dans le cas

g�en�eral, o�u p(x) et g(x) ont plus d'un point d'intersection ?

1Si f(x) et g(x) sont continues sur [a; b] et si g(x) est une fonction positive d�ecroissante,

alors il existe un point � 2 [a; b] tel que :

Z
b

a

f(x)g(x)dx = g(a)

Z
�

a

f(x)dx (5.11)

Or si g(x) est une fonction positive croissante, alors il existe un point � 2 [a; b] tel que :

Z
b

a

f(x)g(x)dx = g(b)

Z
b

�

f(x)dx (5.12)
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5.3.2 Cas g�en�eral

S'il y a plus de deux points d'intersections dans l'intervalle IR+, entre p(x) et

g(x), on peut montrer avec des exemples qu'il n'y a pas de r�egle g�en�erale : un

signal sur-gaussien, selon la d�e�nition (5.5), peut avoir indi��eremment un kurtosis

positif ou n�egatif.

Consid�erons par exemple la ddp p(x), somme de deux exponentielles :

p(x) =
b

4
(exp(�bjx� aj) + exp(�bjx+ aj)) (5.18)

On illustre p(x) dans la �gure 5.3 pour x > 0.

Dans les deux �gures 5.4(a) et 5.4(b), on donne deux cas particulier pour a = 5,

a x

p(x)

b/4

Figure 5.3: Exemple d'une densit�e, somme de deux fonctions exponentielles

b = 1 (�gure 5.4(a)) o�u le kurtosis est positif et pour a = 2, b = 0:5 (�gure

5.4(a)), le kurtosis devient n�egatif :

(a,b)=(5,1), ks>0

1 2 3 4 5 6
x

0.2

0.4

0.6

0.8

1 (a,b)=(2,0.5), ks<0

1 2 3 4 5 6
x

0.2

0.4

0.6

0.8

1

(a) (b)

Figure 5.4: L'intersection de p(x) avec g(x) pour deux valeurs de param�etres

di��erentes.
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Les moments d'ordre 4 et 2 de p(x) sont faciles �a calculer, et on trouve :

Ex4 = a4 +
12

b2
a2 +

24

b4
; (5.19)

Ex2 = a2 +
2

b2
= �2 (5.20)

Alors, son kurtosis est :

K[p(x)] =
12� 2a4b4

b4�4
: (5.21)

Suivant les valeurs de a et b, le kurtosis de ce signal change son signe. En e�et,

K[p(x)] � 0 si 0 < ab � 4
p
6. Suivant la d�e�nition (5.5), p(x) est un signal

sur-gaussien, mais son signe ks(x) change suivant les valeurs du couple (a; b).

5.3.3 Ddp born�ees

En pratique, on peut consid�erer que les signaux arti�ciels physiquement r�eali-

sables sont born�es. Et on peut objecter que le signal continu (5.18) est un exemple

purement math�ematique. Consid�erons donc ici le cas de quelques signaux born�es

(�gure 5.5).

Le cumulant d'ordre quatre d'un signal quaternaire (�gure 5.5,(a)) est alors :

x

(1-p)/2
p/2

a b-a-b

p/2

(1-p)/2

p(x)
1

a b c-a-b-c
x

α/2α/2

β/2 β/2
p(x)

2

x
a b c d-a-b-c-d

α/2 α/2
β/2β/2

p(x)
3

(a) (b) (c)

Figure 5.5: Trois exemples sur des ddp born�ees

Cum4(x) = a4p(1 � 3p) � 6a2b2p(1 � p)� b4(1 � p)(2 � 3p): (5.22)

Il est �evident que le signe de (5.22) change avec les valeurs des param�etres a; b et
p. Par exemple, si a = 0 alors Cum4(x) a le même signe que p� 2=3.

Passons �a des choses plus pratiques et plus raisonnables, on sait que la plupart

des signaux dans le domaine de la t�el�ecommunication sont de types M-aire ou

uniformes. Pour cela on a propos�e deux ddp qui sont des m�elanges de ddp Prenons

les deux ddp dans les �gures 5.5 (b et c). Le kurtosis du premier signal est :

K(p1(x)) =
�

5
(b5 � a5) + (1� �(b� a))c5 � �2

3
(b3 � a3)

2

�3(1� �(b� a))2c
6 � 2�(1 � �(b� a))c3(b3 � a3): (5.23)
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Cette �equation est �egale �a z�ero pour a = 2; b = 9; c = 1, et � = 0:06345, et

c'est clair que le signe (5.23) passe du n�egatif (pour b = 0 , � > 0 et a �!1) au

positif (pour a = 0 , � > 0 et b �!1). Donc le kurtosis peut changer de signe.

Le kurtosis du deuxi�eme signal (�gure 5.5. c) est :

K(p2(x)) =
�

5
(b5 � a5) +

�

5
(d5 � c5)� �2

3
(b3 � a3)2

��
2

3
(d3 � c3)2 + j2��

3
(b3 � a3)(d3 � c3); (5.24)

avec la condition :

�(b� a) + �(d� c) = 1; (5.25)

a�n que p(x) soit une ddp Pour bien illustrer le changement de signe de ce kurtosis,

on trace la fonction :

K?(p(x)) =
1

2
[K(p(x))+ j K(p(x)) j]: (5.26)

Dans ce cas, si K(p(x)) > 0, alors K?(p(x)) = K(p(x)). Sinon K?(p(x)) = 0. On

voit bien le changement de signe du kurtosis illustr�e dans la �gure 5.6.
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Figure 5.6: La repr�esentation de K?(p(x)) en fonction de c et �

5.4 R�esultats exp�erimentaux

Dans le cas des signaux r�eels, l'estimation du kurtosis est faite dans une fenêtre

(glissante ou non). Si le signal est stationnaire, les estimations seront d'autant

plus pr�ecises que la fenêtre d'estimations large. Dans le cas o�u le signal est non

stationnaire, comme dans le cas des signaux de paroles, la largeur de la fenêtre

doit être su�samment petite, a�n d'être adapt�ee �a la dur�ee de quasi-stationarit�e

du signal.
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Par exemple, un signal de parole est caract�eris�e par des p�eriodes vois�ees et

non vois�ees interrompus par des zones de silence. Si on consid�ere le silence comme

une partie du signal, la ddp pr�esente un pic autour du z�ero et le signal lui-même

est mieux repr�esent�e par une ddp de type Gamma, voir tableau 5.2.2.

Exp�erimentalement, on remarque que le signe du kurtosis d�epend de la position et

de la largeur de fenêtre d'estimation. La �gure 5.7 montre la variation du kurtosis

en fonction de la position de la fenêtre. On a estim�e le kurtosis avec des fenêtres

de 500 �echantillons d�ecal�es chaque fois de 50 �echantillons. On remarque claire-

ment le changement de signe du kurtosis (qui �etait n�egatif dans la zone de silence).

Camp3

700 1100 1500 2000

-0.2
-0.15
-0.1
-0.05

0.05
0.1
0.15
0.2

700 950 1200 1450

10

20

30

40

50

(a) Le signal (b) kurtosis estim�e sur des fenêtres courtes

Figure 5.7: R�esultats exp�erimentaux

Le signal lui-même est donn�ee par la �gure (�gure 5.8).

Camp3

12000

-1

-0.75

-0.5
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0.5

0.75

1

Figure 5.8: Camp3
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Figure 5.9: L'histogramme estim�e avec 100 portions
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Figure 5.10: L'histogramme estim�e avec 1500 portions

Son histogramme est repr�esent�e dans les �gures 5.9 et 5.10, ce qui donne une

estimation de sa ddp.

5.5 Conclusions

Les r�esultats de ce chapitre nous permettent de conclure que le signe du kurtosis

est invariant par une transformation lin�eaire. En plus si la ddp a seulement deux

points d'intersections avec une ddp gaussienne alors on peut d�eduire le signe du

kurtosis �a partir de la nature (sur- ou sous-gaussienne) du signal.

Dans le cas g�en�eral, ni la forme de la ddp et ni la nature de signal ne

peuvent nous informer sur le signe du kurtosis.

Finalement, pour des signaux non stationnaires, l'estimation du kurtosis (ou

d'autres statistiques du signal) doit être e�ectu�ee sur des fenêtres �etroites d'es-

timation. On observe alors des changements de signe du kurtosis, que l'on peut

�eliminer en excluant les p�eriodes de silence (voir �gures 5.11).
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Camp3 sans silence

7000

-0.75

-0.25

0.25

0.75

1
Ddp Camp3 sans silence

-0.75 -0.25 0.25 0.75 1
camp3

50

100

150

200

250
 

(a) Le signal Camp3, en �eliminant le zone de silence (b) L'histogramme estim�e avec 100 portions

Figure 5.11: R�esultats exp�erimentaux

En estimant son kurtosis avec une fenêtre de 500 �echantillons d�ecal�es chaque

fois de 50 �echantillons, on remarque que le signe de son kurtosis reste n�egatif

(�gure 5.12), ce qui n'�etait pas le cas �a la �gure 5.7 sur le signal complet.

Cette derni�ere remarque donne une explication th�eorique sur la n�ecessit�e de

Kurtosis

2 4 6 8 10 12

-2.5

-1.5

-1

-0.5

Figure 5.12: Kurtosis de Camp3 priv�e de ces zones de silence

l'adaptation utilis�ee dans [96] pour s�eparer des sources non-stationnaires.



Chapitre 6

M�ethodes de type sous-espace

6.1 Introduction

La plupart des algorithmes de s�eparation mettent en oeuvre des statistiques

d'ordres sup�erieur �a deux (sauf en pr�esence d'hypoth�eses suppl�ementaires sur

les sources, voir Belouchrani [7], Pham [102]), et traitent le probl�eme dans le cas

d'un m�elange lin�eaire instantan�e [64], [16], [30], [50], [75], [92], [84], [41], etc.

Le probl�eme du m�elange convolutif est tr�es important pour l'application en t�e-

l�ecommunications. Les premi�eres solutions propos�ees ont �et�e bas�ees sur les sta-

tistiques d'ordre sup�erieur �a deux, [95], [85] et [123]. Cependant, dans le cas de

m�elanges strictement causaux, les techniques d'ordre deux sont su�santes [53].

L'utilisation des m�ethodes de type sous espace est r�ecemment apparue, en

particulier pour le probl�eme d'identi�cation aveugle [94], [1]. Dans ce chapitre,

nous proposons d'�etudier des solutions pour le probl�eme de s�eparation de sources

fond�ees sur cette approche de type de sous-espace, qui ne n�ecessite pratiquement

que les statistiques d'ordre deux.

Ce chapitre commence par un expos�e sur le mod�ele de m�elange et sur les hypo-

th�eses de base. Les deux parties suivantes �etudient, d'un point de vue th�eorique

et algorithmique, des m�ethodes associ�ees �a deux param�etrisations di��erentes. La

derni�ere partie fournit les r�esultats exp�erimentaux obtenus en utilisant la premi�ere

param�etrisation.

75
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6.2 Mod�ele et crit�ere

6.2.1 Mod�ele

Soient S(n) le vecteur source �a Ns composantes et Y (n) le vecteur des signaux
m�elang�es �a Nc composantes qui sont les sorties des capteurs. Notons H(z) la

matrice polynômiale de dimensions Nc�Ns qui repr�esente le �ltre de m�elange :

Y (n) = [H(z)]S(n) (6.1)

Nous avons vu dans l'introduction qu'une in�nit�e de couple, (H(z); S(n)) peuvent
produire la même observation y(n), ce qui induit une ind�etermination �a un �ltre

pr�es sur la s�eparation de sources. Pour rendre sa repr�esentation unique, on peut

imposer une hypoth�ese suppl�ementaires.

� les signaux S(n) sont ind�ependants et identiquement distribu�es (iid). Cette

hypoth�ese est inacceptable dans la s�eparation aveugle de sources, puis-

qu'elle modi�erait profond�ement les sources. Par contre, C'est une hypo-

th�ese usuelle dans le probl�eme d'identi�cation aveugle.

� le �ltre H(z) est un �ltre �a r�eponse impulsionnelle �nie (RIF).

Dans la suite, on retiendra la seconde hypoth�ese. Le �ltre H(z) est un �ltre RIF,

causal et d'ordre M , c'est-�a-dire que le maximum degr�e de polynômes hij(z) est
M , o�u hij(z) est le coe�cient d'indice ij de H(z), 1 � i � Nc, et 1 � j � Ns.

6.2.2 Param�etrisation par matrice de Sylvester

Par concat�enation des vecteurs de m�elanges Y (n); : : : ; Y (n�N) aux (N+1) ins-

tants d'observation fn; : : : ; n�Ng, on construit un grand vecteur YN (n) de dimen-

sionNc(N+1). De même,par concat�enation des vecteurs sources S(n); S ( n� 1 );: : : ; S(n�
M �N); on construit un grand vecteur S(M+N)(n) de dimension Ns(N +M +1).

La relation (6.1) peut être alors :

YN (n) =

0
B@

Y (n)

: : :
Y (n�N)

1
CA (6.2)

= TN(H)SN+M (n) = TN (H)

0
B@

S(n)
: : :

S(n�N �M)

1
CA ; (6.3)

o�u TN (H) est une matrice de Sylvester associ�ee au �ltre H(z) =
P

M

i=0H(i)z�i,de
dimensions Nc(N+1)� (M +N +1)Ns, et N est le nombre d'observations. Cette
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matrice a la forme particuli�ere suivante :

TN(H) =

2
66664
H(0) H(1) H(2) : : : H(M) 0 0 : : : 0

0 H(0) H(1) : : : H(M � 1) H(M) 0 : : : 0
...

...

0 : : : : : : 0 H(0) H(1) : : : H(M)

3
77775 ;

et s'appelle matrice de Sylvester.

Pour s�eparer les sources, l'id�ee de base est de trouver une matrice G qui soit

l'inverse �a gauche de TN (H). Pour que l'inverse �a gauche de TN (H) existe, cette

matrice doit avoir plus de lignes que de colonnes, c'est-�a-dire :

Nc(N + 1) � Ns(M +N + 1): (6.4)

Pour v�eri�er cette derni�ere condition, on suppose que le nombre des capteurs est

plus grand que celui des sources (voir hypoth�ese H4 dans la section suivante). Si

Nc > Ns, on aura :

N >
NsM

Nc �Ns

� 1 (6.5)

Pour satisfaire (6.5), il su�t donc de prendre su�samment d'instants d'observa-

tions : N � NsM , pour assurer que le TN(H) soit rectangulaire dans la bonne

dimension.

6.3 Hypoth�eses

R�ecapitulons et justi�ons les di��erentes hypoth�eses sur le �ltre et les signaux :

� H1 : les signaux sources sont ind�ependants et non gaussiens.

Comme nous l'avons vu, l'hypoth�ese d'ind�ependance est li�ee au probl�eme

de s�eparation de sources, en g�en�eral. En revanche, l'hypoth�ese de signaux

non-gaussiens est li�ee �a l'utilisation des statistiques d'ordre sup�erieur, en

particulier.

Or, sous certaines conditions, la s�eparation peut être obtenue en utilisant

les statistiques du second ordre. Dans ce cas, on pourra s�eparer même les

signaux gaussiens (voir dans la suite).

� H2 : le �ltre H(z) est un �ltre RIF.

Cette hypoth�ese H2 est n�ecessaire pour d�e�nir le �ltre d'une fa�con unique,

et nous permet ensuite de s�eparer les sources �a des coe�cients et �a une
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permutation pr�es, c'est-�a-dire avec les mêmes ind�eterminations que pour

des m�elanges lin�eaires instantan�ees.

Si le �ltre est un �ltre �a r�eponse impulsionnelle in�nie (RII)1, on peut

montrer ([39], [38]) que la s�eparation ne peut être obtenue qu'�a un �ltre

pr�es.

� H3 : H(z) est un �ltre causal de dimension Nc �Ns et d'ordre M .

Les solutions d�evelopp�ees dans la suite supposent en e�et une connaissance

exacte de l'ordre M . Cette connaissance pouvant être inexacte. Dans la

premi�ere partie, on suppose que l'estimation de M est correcte [1], on s'in-

terrogera sur la robustesse de la m�ethode dans la partie exp�erimentale.

� H4 : le nombre des capteurs est suppos�e strictement sup�erieur au nombre

des sources2 : Nc > Ns.

Cette hypoth�ese est fondamentale et tr�es importante pour satisfaire l'hypo-

th�ese suivante.

� H5 : H(z) est de rang plein (ou irr�eductible) et �a colonnes r�eduites.

{ Si H(z) est de rang plein, alors Rang(H(z)) = Ns :

H(z) 6= 0; 8z: (6.6)

Cette condition implique que les composantes hij(z) n'aient pas de z�ero

commun. En g�en�eral, cette hypoth�ese n'est satisfaite que si Nc > Ns.

En pratique, cette hypoth�ese est satisfaite lorsque les canaux de trans-

mission entre les sources et les divers capteurs seront su�samment

di��erents.

D'apr�es cette hypoth�ese, H(z) devient un �ltre �a phase minimale, ad-

mettant un �ltre inverse �a gauche causal G(z).

{ Si H(z) est �a colonnes r�eduites, alors les colonnes de H(z) forment

une base polynômiale minimale de l'espace engendr�e par l'image de la

matrice de TN (H), (voir [69]). Donc, TN(H) caract�erise compl�etement

1Si H(z) est un �ltre RII, on peut le mettre sous la forme d'un produit de deux �ltres :

H(z) = A(z)B(z)�1, o�u A(z) et B(z) sont deux �ltres RIF. Le probl�eme revient �a traiter la

partie correspondant �a A(z) et �a l'e�et de B(z). Dans ce document, on suppose que le �ltre est

de type RIF.
2C'est une hypoth�ese courante dans toutes les m�ethodes de type sous-espace.
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H(z). Ces r�esultats s'�enoncent avec le lemme suivant :

Lemme Soit H 0(z) = (H 0
1(z); : : : ;H

0
q
(z)) un Nc�Ns �ltre. Supposons

que deg(H 0
i
(z)) �Mi; 8i, alors :

Image(TN(H
0)) � Image(TN(H)); (6.7)

ssi H 0(z) = H(z)R(z), o�u R(z) est une ns �Ns matrice de rang plein,

et dans ce cas on a une �egalit�e dans (6.7). Si deg(H 0(z)) = Mi; 8i,
alors R devient une matrice scalaire.

Pour la d�emonstration de ce lemme voir [1].

� H6 : les colonnes de H(z) doivent avoir même degr�e, i.e. Mi = M .

Pour que TN(H) soit inversible, son nombre de lignes doit être �egal �a son

rang :

Rang(TN(H)) = (M +N + 1)Ns:

Or, on peut montrer [69] que le rang de la matrice de Sylvester est �egale �a

Ns(N + 1) +
P

Ns

i=1Mi (voir appendice C.1). Pour TN(H) soit inversible, il

faut que Mi = M .

Nous verrons plus loin que cette hypoth�ese est li�ee �a la param�etrisation du

m�elange et qu'elle peut être relâch�ee en adaptant une autre param�etrisation.

Si les degr�es des colonnes de H(z) sont di��erents, tout en supposant que ces

degr�es sont parfaitement connus, on montre dans la suite que la s�eparation

est faisable en utilisant seulement les statistiques du second ordre.

6.4 Cas d'un �ltre dont les colonnes ont le même

degr�e

Soit G l'inverse �a gauche de TN(H). On peut �ecrire que : G:TN(H) = I(M+N+1)Ns
,

o�u I(M+N+1)Ns
est la matrice identit�e de dimension (M+N+1)Ns�(M+N+1)Ns.

Il est facile de remarquer, d'apr�es (6.3), que les (M + N)Ns premi�eres lignes de

G:YN (n) co��ncident avec les (M +N)Ns derni�eres lignes de G:YN (n+ 1).

Pour estimer G, on peut proposer comme [54] de minimiser l'erreur quadratique,

par rapport �a G :

C1(G) = Ek[I(M+N)Ns
0Ns

]GYN (n) � [0Ns
I(M+N)Ns

]GYN (n+ 1)k2; (6.8)

o�u E est l'esp�erance math�ematique et 0Ns
est la matrice rectangulaire nulle de

dimension (M +N)Ns �Ns.
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La solution triviale de la minimisation de ce crit�ere est la matrice G = 0. Pour

cette raison, la minimisation sans contrainte n'est pas su�sante pour chercher

une inverse �a gauche de TN(H). On discutera des contraintes possibles dans la

section suivante.

Dans le cas g�en�eral, on peut montrer que la minimisation de (6.8) est une matrice

Gmin qui v�eri�e GminTN(H) = A, o�u A est une matrice diagonale par bloc de

dimension (M +N + 1)Ns � (M +N + 1)Ns. Donc on a :

GminTN(H) = A =

0
BBBB@

A 0 0 : : :

0 A 0 : : :
... 0

. . .
...

0 0 : : : A

1
CCCCA = diag(A;A; : : : ; A); (6.9)

et A est une matrice quelconque de dimension Ns �Ns (voir l'appendice C.2).

Il est clair que la minimisation de C(G) n'est pas su�sante pour achever la s�epa-

ration de sources puisque les signaux de sorties Z(n) sont les signaux sources �a

une matrice et �a un coe�cient scalaire pr�es correspondant �a un m�elange instan-

tan�e. En e�et, en notant Z(M+N)(n) = (Z(n)T ; Z(n � 1)T ; :::; Z(n�M � N)T ),

on a :

Z(M+N)(n) = GYN (n)

= AS(M+N)(n):

On peut donc d�eduire que :

Z(n) = AS(n): (6.10)

En particulier, on a :

A = G11H(0);

o�u G11 est le premier �el�ement-bloc de G, de dimension Ns � Nc, et H(0) est le

premier coe�cient du �ltre H(z). On peut donc conclure que l'ordre deux est

su�sant pour transformer le m�elange convolutif en un m�elange instantan�e.

Finalement, pour pouvoir s�eparer le m�elange instantan�e, en absence d'hypoth�eses

sur les sources, on doit se servir des statistiques d'ordre sup�erieur. De plus, la

matrice A doit être inversible, donc la minimisation doit être r�ealis�ee avec une

contrainte qui assure l'inversibilit�e de la matrice A.

6.4.1 Minimisation adaptative ou bloc ?

Contrainte pour une minimisation adaptative

Deux id�ees simples ont �et�e rejet�ees rapidement :
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� la premi�ere consisterait �a imposer le produit A = G11H(0) inversible.

Cependant, en raison de la nature rectangulaire de G11 et de H(0), il est

impossible de trouver une contrainte g�en�erale sur G11 qui garantisse l'inver-

sibilit�e de A.

� la seconde consisterait �a minimiser le crit�ere avec G11 = H(0)�1.
Or H(0) est inconnue et nous n'avons pas trouv�e de m�ethode pour l'estimer

compl�etement �a l'ordre deux (nous avons vu que c'�etait possible �a l'ordre

4, au chapitre 4).

� la troisi�eme id�ee est fond�ee sur le fait qu'apr�es convergence de l'algorithme,

on doit avoir :

G0YN (n) = AS(n);

o�u G0 est la premi�ere ligne bloc de G de dimension Ns � Nc(N + 1). De

plus, on doit avoir :

E[(G0YN (n))(G0YN(n))
T ] = G0RYN

(0)GT

0 = E[AS(n)(AS(n))T ] = ARsA
T :

On sait que la matrice de covariance des sources RS est diagonale et de rang

plein �a cause de l'ind�ependance des sources, et pour all�eger les notation on

notera la matrice de covariance du vecteur YN (n) par RYN
. En imposant :

G0RYN
(0)GT

0 = INs
; (6.11)

on peut donc assurer l'inversibilit�e de A.
Il faut noter que l'inverse �a gauche de TN(H) est d�e�nie �a une matrice

appartenant au noyau de TN(H) pr�es, c'est-�a-dire si on a

X 2 N (TN(H))) XTN(H) = 0:

Si G est une inverse �a gauche de TN(H) alors G+ X l'est aussi. Dans tous

les cas, on trouvera la même matrice A,

(G+ X )TN(H) = diag(A;A; : : : ; A): (6.12)

Minimisation par Bloc

La minimisation peut être obtenue par une m�ethode de Lagrange g�en�eralis�ee.

Cependant, cette approche est une approche par bloc, alors que nous avons choisi

de nous restreindre �a des m�ethodes adaptatives.

Cette m�ethode n'a donc pas �et�e poursuivie au-del�a d'un d�eveloppement du

crit�ere sous forme de relations matricielles. La d�emonstration est bas�ee sur une

g�en�eralisation d'une minimisation de Lagrange sous contrainte (voir appendice

C.4).
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6.4.2 Minimisation adaptative : algorithme LMS

Le probl�eme revient �a minimiser la fonction (6.8) : C1(G) = Ek[I(M+N)Ns
0Ns

]GYN (n)�
[0Ns

I(M+N)Ns
]GYN (n+ 1)k2, sous la contrainte (6.11) : G0RYN

(0)GT

0 = INs
.

Dans la litt�erature, on trouve des m�ethodes pour r�esoudre des probl�emes ana-

logues, par exemple :

Minimiser hTSh avec la Contrainte khk = 1; (6.13)

Minimiser hTSh avec la Contrainte hTRh = 1; (6.14)

o�u h est un vecteur, etR et S sont des matrices. Le passage du syst�eme (6.14) vers

celui (6.13) est presque imm�ediat : il su�t de d�ecomposer la matrice R = R
1
2R

1
2

et de poser gT = hTR
1
2 .

Les deux principales di��erences, entre les deux approches (6.13) et (6.14), et notre

probl�eme, sont les suivantes :

� Dans notre cas, G est une matrice de dimension (M+N+1)Ns�Nc(N+1),

et non pas un simple vecteur;

� La contrainte (6.11) concerne seulement la premi�ere ligne bloc de la matrice

G, et non pas la matrice toute enti�ere.

Donc, on ne peut pas appliquer directement les approches utilis�ees dans la lit-

t�erature. En utilisant des strat�egies semblables3 �a celles utilis�ees par les deux

approches pr�ec�edentes, on a essay�e de r�esoudre notre probl�eme.

Pour minimiser la fonction coût sans contrainte, on a choisi un simple algo-

rithme de type LMS dont les d�etails de calcul sont d�evelopp�es dans l'appendice

C.3.

Pour satisfaire la contrainte, on d�ecompose �a chaque it�eration, avec une d�e-

composition de Cholesky [55], la matrice G0RYN
(0)GT

0 = KKT , o�u la matrice K

est une matrice sym�etrique d�e�nie positive. A chaque it�eration, on normalise la

matrice G0 par l'inverse de K.

G0  K�1G0: (6.15)

Les performances obtenues par cette m�ethode seront bonnes si les signaux sont

stationnaires, mais elles seront tr�es m�ediocres si les sources sont des signaux de

paroles (non-stationnaires), voir paragraphe 6.6. Cette raison nous a amen�e �a

am�eliorer la vitesse de convergence par un algorithme de gradient conjugu�e.

3Normalement les auteurs cherchent �a minimiser le crit�ere du 6.13 ou celui 6.14 en faisant

une projection sur la contrainte �a chaque �etape de l'algorithme



6.4. CAS D'UN FILTRE DONT LES COLONNES ONT LE MÊME DEGR�E83

6.4.3 Algorithme du Gradient conjugu�e

Dans cette partie, on utilise l'algorithme du gradient conjugu�e g�en�eralis�e, qui

di��ere de l'algorithme du Gradient Conjugu�e "classique" (Annexe C.5).

En e�et, l'algorithme du Gradient conjugu�e g�en�eralis�e ( voir [24], [48] et [122])

cherche �a minimiser le rapport g�en�eralis�e de Rayleigh (voir [55]) :

f(X) =
XhAX

XhBX
; (6.16)

o�u X est un vecteur complexe, et Xh est son vecteur transpos�e conjugu�e. A et

B sont deux matrices sym�etriques d�e�nies positives (le d�eveloppement de l'algo-

rithme gradient conjugu�e g�en�eralis�e est mis en annexe C.6).

Pour minimiser une fonction de coût, sous une contrainte donn�ee, par un al-

gorithme de Gradient Conjugu�e, les auteurs ([24], [48], etc) cherchent �a �ecrire

la fonction de coût sous la forme de la nominateur de l'�equation (6.16) et la

contrainte sous la forme de d�eneminateur de (6.16). Finalement la contrainte sera

satisfait par une projection �a chaque it�eration (voir annexe C.6).

Pour appliquer l'algorithme, il faut d'abord r�e�ecrire la fonction coût (6.8) sous

la forme (6.16).

Notons � = Col(G), de dimension (M + N + 1)NsNc(N + 1) le vecteur obtenu

par concat�enation des colonnes de G. En utilisant le produit de Kronecker not�eN
, la relation (6.8) devient :

C1(�) = �TfRYN
(0)

O0
B@

INs
0 0

0 2I(M+N�1)Ns
0

0 0 INs

1
CA

�RYN
(1)

O 
0 I(M+N)Ns

0 0

!

�RT

YN
(1)

O 
0 0

I(M+N)Ns
0

!
g�; (6.17)

o�u RYN
(0) =E[YN (n)YN (n)

T ] et RYN
(1) =E[YN (n)YN (n + 1)T ]. Les termes 0 de

l'�equation (6.17) correspondent �a des matrices rectangulaires (ou carr�es) nulles,

dont les dimensions sont d�eduites directement �a partir de la position de cette

matrice dans l'�equation. Le d�etail de la d�emonstration est donn�e dans l'annexe

C.7, est utilis�e l'annexe C.8 (produit de Kronecker et ses propri�et�es)

Le crit�ere de d�epart (6.8) a �et�e transf�er�e dans l'�equation (6.17) sous une forme

quadratique de �.
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Pour appliquer l'algorithme du gradient conjugu�e correspondant �a la minimisation

de (6.16), il nous reste �a voir s'il est possible d'�ecrire la contrainte (6.11) sous la

forme :

�TB� = 1: (6.18)

La contrainte (6.11) peut être �ecrite sous di��erentes formes :

EG0YN (n)Y
T

N
(n)GT

0 = G0RYN
(0)GT

0 = INs
(6.19)

(INs
0)GRYN

(0)GT

 
INs

;
0

!
= INs

: (6.20)

Une autre forme de la contrainte est obtenue �a partir de :

G0YN (n) = [INs
0]GYN (n)

= fY T

N

O
[INs

0]g�; (6.21)

ce qui permet d'�ecrire la contrainte :

INs
= EfY T

N
(n)

O
[INs

0]g��TfYN(n)
O 

INs

0

!
g: (6.22)

ou bien de fa�con �equivalente :

kG0RYN
(0)GT

0 � INs
k2 = 0: (6.23)

Les trois formes de contraintes ((6.19), : : : , (6.23)) ne correspondant pas �a la

forme souhaitable (6.16) : �TB�, on abordera le probl�eme autrement.

Soit K1 la racine carr�ee de RYN
(0) (obtenue par une d�ecomposition de Cho-

lesky de RYN
(0)) :

RYN
(0) = K1K1T : (6.24)

En introduisant une matrice C, on peut �ecrire la contrainte (6.11) sous la forme

C:CT = INs
(6.25)

En e�et, �a partir de (6.24), on a :

G0K1 = [INs
0Ns

]GK1; (6.26)

et en notant col(C), l'operateur colonne sr la matrice C, on peut v�eri�er que :

Col(C) = fK1T
O

[INs
0]g�: (6.27)
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Cependant, la relation (6.25) correspond �a N2
s
contraintes simultan�eesque l'on ne

peut pas mettre sous la forme de (6.18). En remarquant que la matrice C est une

matrice orthogonale, on montre que :

kCk2 = Ns: (6.28)

on peut d�eduire une contraint�e n�ecessaire (de la forme (6.18)) mais non su�-

sante :

Col(
1p
Ns

C)T Col(
1p
Ns

C) = 1: (6.29)

Le facteur Ns ne change rien �a la solution puisqu'on minimise une fonction coût

(le produit de la fonction coût par un nombre constant ne modi�e pas la valeur

atteinte au minimum de cette fonction coût).

On peut donc appliquer l'algorithme du gradient conjugu�e avec une condition

suppl�ementaire, la normalisation �a chaque it�eration de la matrice G0, de fa�con

similaire �a ce qui a �et�e propos�e dans la section 6.4.2.

En pratique, On a remarqu�e sur des exemples simpli��es que l'algorithme du

gradient conjugu�e est plus e�cace que celui du gradient simple.Malheureusement,

il met en jeu des matrices de grandes dimensions : Par exemple, la matrice obtenue

dans (6.17) par le produit de Kroneker est de tr�es grande dimension : pour deux

sources, un �ltre d'ordre un, on arrive �a une matrice carr�ee de 240 � 240.

Ce point qui nous a pouss�e �a �etudier et �a proposer un autre crit�ere.

6.4.4 Un second crit�ere

Principe et algorithme

A cause de sa faible vitesse de convergence4, l'algorithme LMS pr�ec�edent est

peu e�cace pour les signaux fortement non stationnaires (comme les signaux de

paroles par exemple). Ces raisons nous ont pouss�es �a chercher un autre crit�ere C2.

Partons toujours de l'id�ee que l'on cherche une matrice G telle que

TN(H) = diagfA;A; : : : ; Ag. On peut �ecrire :

GYN (n) =

0
BBBB@

AS(n)

AS(n� 1)
...

AS(n�M �N)

1
CCCCA ; (6.30)

4On a remarqu�e qu'en pratique le crit�ere C1 converge tr�es lentement, voir la section de

performance 6.6.
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et :

GYN (n+ 1) =

0
BBBB@

AS(n+ 1)

AS(n)
...

AS(n�M �N + 1)

1
CCCCA : (6.31)

Notons par Gi (0 � i �M +N ) la i�eme ligne bloc de dimension Ns �Nc(N +1)

de la matrice G. En utilisant les relations (6.30 et 6.31), on a alors :

GiYN (n) = AS(n� i); (6.32)

et :

GiYN (n+ 1) = AS(n+ 1� i): (6.33)

On en d�eduit que :

GiYN (n) = G(i+1)YN (n+ 1); (6.34)

avec (0 � i �M +N ). En notant par G la matrice de dimension Ns � Nc(N +

1)(M + N + 1) telle que : G = (G0; G1; : : : ; G(M+N)) et par Y la matrice de

dimension Nc(N + 1)(M +N + 1) � (N +M) :

Y =

0
BBBBBBBBBB@

YN (n) 0 : : : 0

�YN (n+ 1) YN (n) 0 : : :

0 �YN(n+ 1) : : :
...

... : : : : : :
...

0 : : : �YN (n+ 1) YN(n)

0 : : : 0 �YN (n+ 1)

1
CCCCCCCCCCA
; (6.35)

on trouve :

GY = (G0; G1; : : : ; G(M+N))

0
BBBBBBBBBB@

YN (n) 0 : : : 0

�YN (n+ 1) YN (n) 0 : : :

0 �YN(n + 1) : : :
...

... : : : : : :
...

0 : : : �YN (n+ 1) YN (n)
0 : : : 0 �YN (n+ 1)

1
CCCCCCCCCCA

= 0:

On peut trouver les coe�cients de la matrice Y directement �a partir des signaux

des capteurs. En e�et, en notant yi(j) le signal sur l'i�eme capteur �a l'instant j,
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0 � i � Nc(N +1)� 1; 0 � j < N +M , on peut montrer facilement �a partir des

d�e�nitions de YN (n) et Y que :

8><
>:
Y(i+jNc(N+1))j = yi[Nc](n � ent( i

Nc

))

et

Y(i+(j+1)Nc(N+1))j = �yi[Nc](n+ 1� ent( i

Nc

))

o�u ent( i

Nc

) est le quotient entier de i par Nc, et i[Nc] est i modulo Nc. Notre

crit�ere devient La minimisation de GYYTGT sous la même contrainte que pr�ec�e-

demment : G0RYN
GT

0 = I.

Cas de deux sources

Pour �xer les id�ees, on pr�esente le d�eveloppement de ce crit�ere pour deux sources,

la g�en�eralisation est �evidente. En notant G0i la i�eme ligne de G0,

1 � i � Ns = 2, la contrainte devient :

 
G01

G02

!
RYN

(GT

01G
T

02) =

 
1 0

0 1

!
: (6.36)

Notons par Gi , 1 � i � 2, la i�eme ligne de G, le crit�ere sera donc appliqu�e en Ns

�etapes (Ns = 2) , donc ici succesivement sur G1 et G2 :

� 1�ere �etape

Minimiser G1
X
n

Y(n)YT (n)GT1 : (6.37)

Le fait de minimiser la somme sur n de Y(n)YT (n) donne une plus grande
robustesse �a la minimisation. Le crit�ere doit être minimis�e sous la contrainte

G01RYN
GT

01 = 1: (6.38)

En rempla�cant G01 par sa valeur en fonction de G1, on trouve facilement

que :

G1
 
RYN

0

0 0

!
GT1 = 1: (6.39)

� 2�eme �etape :

Minimiser G2
X
n

Y(n)YT (n)GT2 ; (6.40)

avec :

G02RYN
GT

02 = 1: (6.41)
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On peut �ecrire cette derni�ere �equation sous la forme :

G2
 
RYN

0

0 0

!
GT2 = 1: (6.42)

Il faut remarquer que pour satisfaire exactement la contrainte (6.36), on

doit ajouter �a la deuxi�eme �etape la contrainte suppl�ementaire :

G01RYN
GT

02 = 0; (6.43)

que l'on peut encore �ecrire :

G1
 
RYN

0

0 0

!
GT2 = 0: (6.44)

Finalement, en associant une des deux contraintes �a la fonction �a minimiser, on

peut r�e�ecrire la 2�eme �etape sous la forme suivante :

Minimiser G2
X
n

Y(n)YT (n)GT2 + (G1
 
RYN

0

0 0

!
GT2 )2; (6.45)

sous la contrainte de normalisation :

G2
 
RYN

0

0 0

!
GT2 = 1: (6.46)

Le deuxi�eme terme dans (6.45) est le carr�e d'un scalaire. On peut donc le rem-

placer par son produit avec son transpos�e, ce qui donne �nalement le crit�ere :

Minimiser G2[
X
YYT +

 
RYN

0

0 0

!
GT1 G1

 
RYN

0

0 0

!
]GT2 (6.47)

sous la contrainte :

G2
 
RYN

0

0 0

!
GT2 = 1: (6.48)

L'id�ee, d'extraire un signal et un seul �a chaque �etape, est une id�ee de d�eation

[41].

Validit�e de ce crit�ere : cas de deux sources

En observant ce crit�ere, on remarque que sa premi�ere �etape est toujours faisable :

en e�et, c'est la minimisation d'un crit�ere quadratique avec une certaine norma-

lisation. La deuxi�eme �etape (Ns = 2) est plus complexe (le terme �a minimiser est
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la somme de deux termes quadratiques, et l'on peut se demander s'il y a toujours

une solution.

Par exemple, supposons que l'on ait calcul�e G1 tel que G1Y(n) = 0 et qui

v�eri�e G10RYN
GT10 = 1 (o�u Gi0 est la i�eme ligne de la matrice G0).

Il reste �a trouver G2 qui v�eri�e :

G2Y(n) = 0; (6.49)

et < G20R1=2

YN
;G10R1=2

YN
>= 0; (6.50)

o�u < G20R1=2

YN
;G10R1=2

YN
> est le produit scalaire de ces deux vecteurs, et R

1=2

YN
est

la racine carr�ee de la matrice RYN
(0).

Soit u la di��erence entre le vecteur G20R1=2
YN

et sa projection sur G10R1=2
YN

. Alors u

est perpendiculaire �a G10R1=2

YN
. En notant par A=B la projection du vecteur A sur

B, on trouve :

u = G20R1=2

YN
� (G20R1=2

YN
)=(G10R1=2

YN
) (6.51)

= G20R1=2

YN
�
< G20R1=2

YN
;G10R1=2

YN
>

G10RYN
GT10

G10R1=2

YN
(6.52)

= (G20� < G20R1=2

YN
;G10R1=2

YN
> G10)R1=2

YN
(6.53)

En posant � =< G20R1=2

YN
;G10R1=2

YN
> et �G2 = G2 � �G1, il est facile de v�eri�er

que :

� �G2Y(n) = 0 puisque G2Y(n) = 0 par hypoth�ese et G1Y(n) = 0 r�esultat de

la premi�ere �etape.

� < �G20R
1=2

YN
;G10R1=2

YN
>= 0 par la construction du vecteur.

En�n, il reste �a satisfaire la condition de normalisation (6.41). Pour cela, on

normalise �a chaque �etape le vecteur :

�G2  
�G2q

�G20RYN
�GT

20

; (6.54)

o�u �G20 est la p�emiere partie du vecteur �G2 correspondante �a 2�eme ligne de G.

6.5 Cas o�u les degr�es des colonnes sont di��e-

rents

Dans cette section, on discute le cas o�u les colonnes de H(z) sont de degr�es di��e-
rents. La suite du calcul restera dans le domaine temporel. Mais les r�esultats et les
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d�emonstrations d�evelopp�es dans cette section peuvent être aussi pr�esent�es avec

un autre formalisme fr�equentiel. Le d�eveloppement dans le domaine fr�equentiel

n'apportant pas de r�esultats di��erents, sera d�evelopp�e dans l'annexe C.9.

Cas de deux sources

Pour simpli�er les notations, on supposera au d�ebut que Ns = 2 et l'ordre de

deux colonnes de H(z) satisfait M2 > M1. Cette hypoth�ese n'alt�ere en rien la

g�en�eralit�e de la m�ethode. Le r�esultat pour Ns > 2 peut être d�eduit facilement.

Le rang de TN(H) n'est pas plein puisque les degr�es deH(z) sont di��erents. On
propose alors de construire une matrice de tailleNc(N+1)�[PNs

i=1Mi+Ns(N+1)],

not�ee UN (H), dont laquelle TN(H1) et TN(H2) sont les matrices de Sylvester

appliqu�ees sur H1 et sur H2 respectivement :

UN (H) = (TN (H1); TN(H2)) (6.55)

Le vecteur d'observation est alors :

YN (n) = UN (H)(ST

1;M1+N
(n); ST

2;M2+N
(n))T : (6.56)

o�u Si;Mi+N (n) = (si(n); si(n � 1); : : : ; si(n �Mi � N)) et si(n � j) est la i�eme

source �a l'instant (n� j).
Notons par G une inverse �a gauche de UN (H). G est une matrice de dimensionP2

i=1Mi +Ns(N + 1) �Nc(N + 1) que l'on �ecrit sous la forme :

G =

 
G1

G2

!
; (6.57)

o�u Gi est de dimension Mi +Ns(N + 1) �Nc(N + 1). On doit avoir :

GYN (n) =

 
G1

G2

!
YN (n) (6.58)

=

 
S1;M1+N (n)
S2;M2+N (n)

!
: (6.59)

On remarque que les premi�eres (Mi +N) lignes de GiYN (n) sont identiques aux

(Mi +N) derni�eres lignes de GiYN (n+ 1). On peut �ecrire :

(IMi+N 0)GiYN (n) = (0 IMi+N )GiYN (n+ 1); (6.60)
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avec i = 1; 2. Posons GUN (H) = B :

GUN (H) =

 
G1

G2

!
(TN(H1); TN(H2))

=

 
B11 B12

B21 B22

!
(6.61)

o�u les Bij sont des matrices de (Mi+N +1)� (Mj+N +1) (i = 1; 2 et j = 1; 2).
On peut r�ecrire (6.60) en tenant compte de la relation (6.61) :

(IMi+N 0)(Bi1 Bi2)

 
S1;M1+N (n)

S2;M2+N (n)

!
= (0 IMi+N )(Bi1 Bi2)

 
S1;M1+N (n+ 1)

S2;M2+N (n+ 1)

!
:

Donc on r�esume ces derni�eres relations par :

2X
j=1

((I(Mi+N) 0)(0 Bij)� (0 I(Mi+N))(Bij 0))Sj;Mj+N+1(n) = 0 (6.62)

Si les Sj;Mj+N+1(n) sont su�samment excit�es (une hypoth�ese classique en automa-

tique qui correspond �a des signaux de bande su�samment large) et ind�ependants

(l'hypoth�ese habituelle dans le probl�eme de s�eparation de sources), alors :

(I(Mi+N) 0)(0 Bij) = (0 I(Mi+N))(Bij 0) (6.63)

LesBij , solutions de cette �equation, sont des matrices tr�es particuli�eres et v�eri�ent

le lemme suivant :

Lemma 6.5.1 Soit A une matrice p � q qui v�eri�e la condition suivante :

(I(p�1) 0)(0 A) = (0 I(p�1))(A 0); (6.64)

� si p = q alors A = aIp, o�u a est un scalaire quelconque.

� si p > q alors A = 0.

� si q > p alors

A =

0
BBBB@

a0 a1 : : : aq�p 0 : : : 0

0 a0 : : : : : : aq�p 0 : : :
... : : :

... : : : : : : 0 0

0 0 : : : 0 a0 : : : aq�p

1
CCCCA : (6.65)
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Ce lemme est montr�e dans l'annexe C.2. En l'appliquant �a la matrice B, on

trouve :

B11 = a1IM1+N+1; (6.66)

B22 = a2IM2+N+1; (6.67)

B21 = 0; (6.68)

B12 =

0
BBBB@

b0 b1 : : : bM2�M1
0 : : : 0

0 b0 : : : 0 bM2�M1
0 : : :

...

0 : : : 0 b0 b1 : : : bM2�M1

1
CCCCA : (6.69)

En notant par b le vecteur b = (b0; b1; : : : ; bM2�M1
)T , on trouve :

G2YN(n) = a2S2;M2+N (n) (6.70)

G1YN(n) = a1S1;M1+N (n) +

0
BBB@

bTS2;M2�M1
(n)

bTS2;M2�M1
(n� 1)

: : :

bTS2;M2�M1
(n�M1 �N)

1
CCCA : (6.71)

L'�equation (6.70) montre bien qu'on a extrait la deuxi�eme source �a un coe�cient

pr�es. Pour avoir la premi�ere source, on doit appliquer un algorithme d'extraction

classique sur l'�equation (6.71), en utilisant le signal de r�ef�erence donn�e par (6.70).

Ceci peut être obtenu par d�ecorr�elation, �a partir de statistiques au second ordre.

Cas de plus de deux sources

Dans le cas o�u on a plus de deux sources NS > 2, on peut rencontrer deux

situations di��erentes : soit les degr�es des colonnes du �ltreH(z) sont strictement

d�ecroissants, soit certaines des colonnes ont des degr�es identiques.

1. Si les degr�es des colonnes de H(z) sont toutes di��erents, c'est-�a-dire M1 <
M2 < : : : < MNs

, alors la g�en�eralisation est presque �evidente. En e�et, selon

la même param�etrisation que dans la section pr�ec�edente, on �ecrit :

G:UN (H) = B (6.72)

o�u B est une matrice de taille (Ns(N + 1) +
P

Ns

i=1Mi) � (Ns(N + 1) +PNs

i=1Mi) form�ee par Ns � Ns blocs Bij , chaque bloc Bij est de dimension

(Mi + Ns(N + 1)) � (Mj + Ns(N + 1)). D'apr�es le lemme de la section

pr�ec�edente, on trouve que :

BNsj =

(
0 si j < Ns

aI si j = Ns

(6.73)
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La relation (6.73) montre la possibilit�e d'extraire la derni�ere source. De

cette fa�con, on peut retrouver les sources l'une apr�es l'autre.

2. Si MNs
est strictement sup�erieur aux autres degr�es, alors la s�eparation de

la source Ns est possible. Supposons qu'il existe un entier p tel que MNs
=

M(Ns�1) = : : : = M(Ns�p) > M(Ns�p�1) : : :. Alors, d'apr�es le même lemme,

on montre que :

Bij =

(
0 si j < Ns � p < i

aijI si i et j 2 fNs � p; : : : ; Nsg
(6.74)

D'o�u �nalement, dans le cas g�en�eral, on trouve que B est une matrice trian-

gulaire par bloc suivant :

B =

0
BBBBBBBBBBBBBBBBB@

a1I B12 : : : : : : B1Ns

0 a2I B22 : : : B2Ns

0 : : :
... : : : BiNs

0 : : : A1
... BjNs

0 : : :
... : : : BkNs

0
... : : : A2 BjNs

0 : : :
... : : : BlNs

0 : : : 0 : : : a{I

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCA

;

o�u A1 et A2 sont des blocs carr�es tel que leurs matrices coe�cients sont de la

forme atI. Si les degr�es sont tous di��erents, alors on a la s�eparation compl�ete au

second ordre. Mais si on a p degr�es qui sont identiques, alors on doit ensuite faire

une s�eparation instantan�e. Pour mieux comprendre prenons un exemple.

Exemple : On suppose que l'on dispose de quatre sources Ns = 4 et que

M4 =M3 > M2 > M1, alors B a la forme suivante :

B =

0
BBB@

B11 B12 B13 B14

B21 B22 B23 B24

B31 B32 B33 B34

B41 B42 B43 B44

1
CCCA : (6.75)

Dans ce cas, et d'apr�es la relation (6.74), on trouve que les blocs B21 = B31 =

B41 = B32 = B42 = 0, tandis que les blocs B11; B22; B33; B34; B43; etB44 sont des
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matrices identit�es �a un scalaire pr�es. La matrice B devient :

B =

0
BBB@

a1I B12 B13 B14

0 a2I B23 B24

0 0 a3I a4I

0 0 a5I a6I

1
CCCA : (6.76)

Avec la param�etrisation choisie, le produit de G par YN (n) nous donne :

GYN (n) = GUN (H)

0
BBB@

S1;M1+N (n)

S2;M2+N (n)

S3;M3+N (n)
S4;M3+N (n)

1
CCCA : (6.77)

Or GUN (H) = B, et d'apr�es la relation (6.76), on a :

GYN (n) =

0
BBB@

a1I B12 B13 B14

0 a2I B23 B24

0 0 a3I a4I
0 0 a5I a6I

1
CCCA
0
BBB@

S1;M1+N (n)
S2;M2+N (n)

S3;M3+N (n)
S4;M3+N (n)

1
CCCA =

0
BBB@

a1S1;M1+N (n) +B12S2;M2+N (n) +B13S3;M3+N (n) +B14S4;M3+N (n)

a2S2;M2+N (n) +B23S3;M3+N (n) +B24S4;M3+N (n)

a3S3;M3+N (n) + a4S4;M3+N (n)
a5S3;M3+N (n) + a6S4;M3+N (n)

1
CCCA

Il est clair que les deux derni�eres lignes nous permettent de faire une s�eparation

instantan�ee pour s�eparer les deux derni�eres sources. Une fois qu'on a s�epar�e les

sources s3(n) et s4(n) , on extrait les deux autres sources en appliquant un algo-

rithme d'extraction deux fois de suite pour avoir s2(n) puis s1(n).

Notons bien que cette param�etrisation est plus g�en�erale que celle utilis�ee dans

la section 6.4.1. En e�et, si les colonnes du �ltre H(z) ont le même degr�e, on

aboutira �a une matrice de s�eparation B carr�e par bloc et tel que chaque coe�cient

bloc est une matrice aijI, ce qui nous oblige �a terminer par une �etape de s�eparation

instantan�ee. On retrouve ainsi le r�esultat de la section pr�ec�edente.

Ces r�esultats sont �equivalents �a ceux obtenus par Gorokhov [57], [56].
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6.6 R�esultats exp�erimentaux

Les exp�eriences sont faites sur l'algorithme de type LMS de minimisation du pre-

mier crit�ere C1 correspondant �a la premier param�etrisation. D'un point de vue

th�eorique, cette m�ethode suppose que l'ordre du �ltre M est connu. Cette hypo-

th�ese est assez forte, car M est g�en�eralement inconnu et son estimation, possible

par de nombreuses m�ethodes, risque d'être erron�ee. La robustesse de l'algorithme

�a cette hypoth�ese nous a conduit �a e�ectuer deux autres ensembles d'exp�erience

correspondant �a la surestimation de l'ordreM ou �a la sous-estimation de cet ordre.

6.6.1 Signaux, m�elanges

On a pris un m�elange de 2 sources (Ns = 2), observ�es par 3 ou 4 capteurs (Nc = 3

ou 4). Le �ltre H(z) est compos�ee de �ltres hij(z) d'ordre 0 �a 5, passe -bas, passe-
haut ou passe-bande. Dans la suite, l'ordre et la nature des �ltres seront pr�ecis�es.

La minimisation de la fonction coût est tr�es lente. En g�en�eral, l'algorithme converge

au bout de 7000 �a 10000 it�erations. Exp�erimentalement, on a remarqu�e de bons

r�esultats dans le cas des signaux stationnaires, et de tr�es mauvais r�esultats pour

les signaux non stationnaires, comme pour des signaux de parole par exemple.

Pour faire la s�eparation instantan�ee, on a utilis�e une version modi��ee et am�elior�ee

de l'algorithme de Jutten (voir [66], [64]), propos�e par Moreau [91].

Il faut noter que en premier temps, on a utilis�e un �ltre RIF d'ordre 3, qui a le

même degr�e sur toutes ses colonnes.

Signaux stationnaires

Les signaux stationnaires, utilis�es pour faire ces manipulations, sont des signaux

ind�ependants et identiquement distribu�es (iid), avec des densit�es de probabilit�e

uniformes.

Si on trace la matrice produit G:TN(H), on remarque que cette matrice est

presque une matrice diagonale par bloc, voir les �gure 6.1. Ce r�esultat est pr�evu

par les �etudes th�eoriques : la s�eparation �a l'ordre 2, laisse une ind�etermination

�a une matrice r�eelle A pr�es.
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Figure 6.1: GTN(H)

Apr�es la s�eparation instantan�ee �a l'ordre 4, on mesure une diaphonie r�esiduelle

de l'ordre de -21 dB. Les �gures 6.2 et 6.3 qui correspondent aux di��erences

entre la premi�ere source et le premier signal de m�elange, la premi�ere source et la

premi�ere sortie, respectivement, donnent une id�ee de la qualit�e de la s�eparation.

s1 - y1

2000 4000 6000 8000 10000
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Figure 6.2: Di��erence entre la source s1 et le m�elange y1, avec 10000 �echantillons
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X1 - Z1
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Figure 6.3: Di��erence entre la source s1 et la source estim�ee x1

Signaux de Paroles

Dans le cas des signaux de parole, on a eu de mauvais r�esultats. En e�et, au bout

de 10000 it�erations l'algorithme donne encore une matrice G, tel que, le produit
de cette matrice avec la matrice de Sylvester n'est pas une matrice diagonale par

bloc, voir �gure 6.4.

Donc le m�elange est toujours convolutif, ce qui explique les mauvais r�esultats

Gmin . TN(h)
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Figure 6.4: Performance.

lors de la s�eparation instantan�ee. Le �gure 6.5 montre que la s�eparation n'est pas

r�ealis�ee.
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Seconde source, avec 10000 �echantillons

Y2
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M�elange 2, avec 10000 �echantillons.

Z2

2000 4000 6000 8000 10000

-4

-2

2

4

6

Sortie 2, avec 10000 �echantillons

Figure 6.5: Di��erents signaux
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M�elange de parole et de bruit

En m�elangeant un signal de parole avec un bruit blanc, on a utilis�e les mêmes

conditions d'exp�erience des deux derni�eres sections (même nombre d'�echantillons

et même �ltre) pour faire la s�eparation. Le r�esultat global �etait mauvais. En e�et,

on a trouv�e que :

G0TN(H) =

 
�4:05914 0:8059
�2:88508 �0:0635

!
(6.78)

Il est clair d'apr�es cette derni�ere relation, que les deux sorties sont presque pro-

portionnelles �a la premi�ere source (le signal de parole). D'o�u, la premi�ere source

a �et�e trouv�e sur les voies de sorties.

La �gure 6.6 montre que la s�eparation des m�elanges convolutifs n'est toujours

Performances
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Figure 6.6: Performances pour un signal de parole avec un iid.

pas r�ealis�ee.
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1ere source
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Figure 6.7: La premi�ere source.

Les di��erents signaux sont donn�es par les �gures 6.7, : : : , 6.10.

melange1
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Figure 6.8: Le premier signal m�elange.
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Figure 6.9: La premi�ere sortie.
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2eme sorties

2000 4000 6000 8000 10000
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Figure 6.10: La deuxi�eme sortie.

On se demande : est ce qu'on peut am�eliorer les performances en ne choisissant

que des �ltres passe-bas? Dans ce cas, est ce qu'on est capable de s�eparer des

signaux de parole avec le même algorithme?

Performances de C1 : avec des �ltres passe bas

Pour un �ltre RIF H(z) du 3�eme ordre, dont les composantes sont toutes de

type passe-bas, on a remarqu�e de meilleures performances par rapport �a celles

trouv�es dans les sections pr�ec�edentes, utilisant toujours les mêmes param�etres de

manipulation, voir �gure 6.11.
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Figure 6.11: GTN(H)
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Figure 6.12: GTN(H) avec d'autres �ltres passe bas

D'apr�es les �gures 6.11 et 6.12, on remarque bien l'am�elioration de la diapho-

nie r�esiduelle par rapport �a celle trouv�ee dans la �gure 6.1.

Malheureusement, pour les signaux de paroles, �ca n'a pas modi��e grande chose

(�gure 6.13). On sait que l'estimation des matrices de covariance a une inuence
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Figure 6.13: GTN (H)

directe sur les performances de l'algorithme, pour cela on a essay�e deux types

d'estimateurs.

Estimation de la matrice de covariance

La matrice de covariance RYN
= EYN (n)YN (n)

T a une inuence directe sur la

convergence du crit�ere C1. Pour diminuer l'inuence d'estimation de cette ma-

trice, on a fait quelques essais pour bien choisir l'estimateur et surtout pour bien

choisir les param�etres d'estimation.
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Pour estimer la matrice RYN
, on a choisi les deux estimateurs suivants :

� l'estimateur classique :

R̂N (k) =
(k � 1)R̂N (k � 1) + YN (k)YN (k)

T

k
: (6.79)

� l'estimateur par �ltrage passe bas :

R̂N (k) = (1� �)R̂N (k � 1) + �YN (k)YN (k)
T ; (6.80)

avec k le num�ero d'it�eration. Les signaux utilis�es sont des bruits blancs �ltr�es avec

des �ltres RIF de di��erents ordres. Les courbes suivantes illustrent kRYN
� R̂Nk,

dans plusieurs manipulations :

� Estimateur classique :

erreur d’estimation

1000 3000 5000 7000
N

-10

-8

-6

-4

-2

2

4erreur

Figure 6.14: Estimateur classique

� Estimateur par un �ltre passe-bas :
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Figure 6.15: Estimateur par un �ltre passe-bas
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Exp�erimentalement, on trouve clairement que l'estimateur classique est plus

biais�e que celui d'un �ltre passe-bas. Par contre la variance de l'erreur d'estima-

tion de ce dernier est beaucoup plus grande.

Finalement, la valeur de � a une grande inuence sur notre deuxi�eme estimateur.

Si � augmente, l'estimation devient plus rapide, mais la variance d'erreur d'esti-

mation augmente aussi.

Donc, si on a su�samment d'�echantillons, il est pr�ef�erable d'estimer RYN
par

un estimateur classique ou �a l'aide d'un �ltre passe-bas avec une � petite. Si

on n'a pas su�samment d'�echantillons, ou bien si le signal est non stationnaire

(signal de parole par exemple), il vaut mieux estimerRYN
avec un �ltre passe-bas.

6.6.2 Mauvaise estimation du degr�e M du �ltre

Du point de vue th�eorique, l'utilisation de C1 comme crit�ere de s�eparation n�eces-

site (l'hypoth�ese H65, section 6.3) l'�egalit�e entre les degr�es des di��erentes colonnes

de H(z). Nous nous sommes interrog�es sur la tol�erance de l'algorithme �a cette

hypoth�ese.

Or, exp�erimentalement , on a observ�e qu'une mauvaise estimation (une sous

ou sur estimation) de M nous permet dans certains cas de faire la s�eparation.

A titre d'exemple, pour le même �ltre d�ecrit dans la section pr�ec�edente, et sous-

estimant la valeur de M = 3 �a M = 2, on a trouv�e de bonnes performances, voir

�gure 6.16.
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Figure 6.16: GTN (H) avec une sous estimation de M

5L'hypoth�ese H6 assure l'existence �a gauche d'une inverse de la matrice de Sylvester TN (H).
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Figure 6.17: GTN (H) une sous-estimation

Par contre, une sous-estimation d'un �ltre typique d'ordre cinq par un �ltre

de degr�e deux ne nous permet pas de faire la s�eparation, voir �g 6.20.

En e�et, ce r�esultat �etait pr�evu puisque notre �ltre �etait un �ltre poss�edant

plusieurs r�esonances, donc c'est un �ltre typique d'ordre cinq, dont on illustre le

module dans la �gure 6.18 et la phase dans la �gure 6.19.

Module du filtre
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Figure 6.18: Le module du �ltre d'ordre cinq.
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Phase du filtre
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Figure 6.19: La phase du �ltre d'ordre cinq.

Une sous-estimation de M revient �a faire une troncature du �ltre. Si les coef-

�cients des termes de degr�es �elev�es sont petits, alors la s�eparation par le crit�ere

C1 reste possible.

Une surestimation deM est toujours inadmissible. Th�eoriquement, l'image de

TN(H) , dans le cas d'une surestimation de M , nous permet d'identi�er le �ltre

H(z) �a un �ltre scalaire pr�es, de degr�e �egale �a la di��erence entre M et la valeur

surestim�e de M [1]. D'o�u l'explication des mauvaises performances obtenues. On

illustre dans la �gure 6.20, la matrice GTN (H) d'une manipulation o�u l'on sures-

time le degr�e M = 3 �a M = 4.

Il faut noter, qu'on a toujours utilis�e les mêmes param�etres pour faire les di��e-
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Figure 6.20: GTN (H) avec une surestimation

rentes manipulation de cette section.
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Notons aussi une augmentation remarquable, au del�a de la valeur n�ecessaire (voir

d�ebut de ce chapitre), du champ d'observation N . Cela va introduire deux pro-

bl�emes : le premier se r�esume par une augmentation du temps de calcul et de

l'espace m�emoire utilis�e, tandis que le deuxi�eme probl�eme est un probl�eme d'er-

reurs num�eriques qui va d�egrader plus ou moins les r�esultats.

Finalement, un �ltre qui n'a pas les mêmes degr�es sur ces colonnes, conduit

la convergence de C1 vers des r�esultats mauvais. On a pr�ef�er�e de ne pas illustre

les r�esultats pour ne pas alourdir ce chapitre et en tout cas les courbes ne portent

pas trop d'int�erêt dans ce cas.

6.7 Conclusion

Les m�ethodes de type sous-espace sont des m�ethodes tr�es �el�egantes en th�eorie.

En pratique, on doit manipuler des grandes matrices, et les algorithmes sont tr�es

lourds en temps de calcul.

Ces m�ethodes montrent n�eanmoins que l'on peut s�eparer les sources presque

enti�erement avec des crit�eres de second ordre statistiques, sous la condition d'avoir

plus de capteurs que de sources et de connâ�tre (au moins savoir estimer) les de-

gr�es des colonnes de H(z).

Ce r�esultat, est �a rapprocher des travaux de Van Gerven [53] qui montre que

les r�esolutions des �equations de corr�elation entre les �echantillons des signaux �a

di��erents instants, conduit �a une solution unique dans le cas de deux sources dans

un m�elange convolutif, r�ealis�e avec des �ltres RIF strictement causaux.



Chapitre 7

Conclusion g�en�erale

La richesse de la litt�erature de s�eparation de sources est remarquable pour un

probl�eme relativement r�ecent, apparu en 1984 [60].

Dans cette th�ese, nous avons d�evelopp�e et explor�e plusieurs aspects de ce pro-

bl�eme.

Comme on l'a vu dans l'�etat de l'art, la plupart des algorithmes ont �et�e con�cus

pour des m�elanges lin�eaires instantan�es. D�es l'ann�ee 90, sont apparus quelques

algorithmes de s�eparation pour les m�elanges convolutifs [68], [95]. Tout ces algo-

rithmes reposant sur deux hypoth�eses fondamentales :

� L'ind�ependance statistique de sources.

� La nature du mod�ele utilis�e.

L'exploitation de la premi�ere hypoth�ese est tr�es vari�ee selon les divers algorithmes

(maximum de vraisemblance, fonction de contraste, cumulants, etc).

Actuellement, la plupart des auteurs ont traite majoritairement le cas de m�e-

langes lin�eaires instantan�es, quelques uns ont abord�e les m�elanges convolutifs.

En utilisant le mod�ele d'un m�elange instantan�e, on a d�evelopp�e deux ap-

proches directes (chapitre III), l'une est bas�e sur la r�esolution d'un syst�eme

d'�equations, l'autre approche bas�ee sur la structure g�eom�etrique de la distribution

de signaux m�elang�es. Les deux approches sont simples et convergent rapidement,

mais en pratique ne permettent que de traiter des m�elanges de deux sources et

deux capteurs. Leurs performances sont aussi moins bonnes qu'un algorithme

adaptatif. Ces deux approches peuvent cependant constituer une bonne initiali-

sation pour acc�el�erer un algorithme adaptatif.
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Le chapitre IV est focalis�e sur une approche adaptative qui utilise des cu-

mulants d'ordre quatre, et qui est valable pour les m�elanges instantan�es comme

convolutifs. Le crit�ere propos�e dans ce chapitre est tr�es simple. Les algorithmes

d�eriv�ees de ce crit�ere convergent assez rapidement, 500 - 1000 it�erations.

Mais les performances d�ependent de la nature de sources. Exp�erimentalement, on

a ainsi trouv�e de performances de l'ordre de -25 dB de diaphonie r�esiduelle pour

les sources stationnaires et -20 dB pour les signaux de parole. Le probl�eme de

ce crit�ere se manifeste surtout dans l'allure des cumulants qui sont trop plats au

voisinage des solutions. Les algorithmes de minimisation des crit�eres sont aussi

peu pr�ecis.

L'hypoth�ese sur le signe de kurtosis de sources est utilis�e tr�es souvent dans

les algorithmes de s�eparation. Au chapitre V, nous avons montr�e que dans le cas

g�en�eral de sources de ddp multimodales, ni la forme de la ddp et ni la nature

asymptotique des sources (sous ou sur-gaussiennes) nous permettent de conclure

sur le signe de kurtosis.

Finalement, dans le dernier chapitre VI, on a abord�e le probl�eme de m�e-

lange convolutif, selon une approche sous-espace. Ces algorithmes n�ecessitent un

nombre de capteurs plus grand que celui de sources. On a montr�e que ces m�e-

thodes sous-espace permettent de s�eparer des sources, ou de ramener le m�elange

convolutif en un m�elange instantan�e, en utilisant seulement les statistiques du

second ordre.

Dans ce chapitre, on a propos�e trois crit�eres di��erents. Le premier crit�ere est une

adaptation d'un algorithme d'identi�cation aveugle [54], et le deuxi�eme crit�ere

est une approche de d�eation. Ces deux crit�eres exploitent une param�etrisation

bas�ee sur la matrice de Sylvester. Cette param�etrisation n�ecessite une hypoth�ese

assez forte, concernant les degr�es de colonnes de la matrice de m�elange. En�n, �a

l'aide d'une autre param�etrisation, on a propos�e le troisi�eme crit�ere.

Malheureusement, ces m�ethodes sou�rent, en pratique, d'une faible vitesse de

convergence et mettent en jeu de tr�es grandes matrices.
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Appendix A

M�ethode directe

A.1 Moments de signaux m�elang�es

A partir du mod�ele de s�eparation, on peut calculer les moments crois�ees des

signaux m�elang�es y1(t) et y2(t) en fonction des coe�cients de la matrice m�elange

hij et des moments de sources s1(t) et s2(t). Tous calculs faits, on trouve un

syst�eme de huit �equations nonlin�eaires fonction de huit variables hij ; pi; i; (i; j 2
[1; 2]):

Mom11(y1; y2) = h11h21p1 + h12h22p2; (A.1)

Mom20(y1; y2) = h211p1 + h212p2; (A.2)

Mom02(y1; y2) = h221p1 + h222p2; (A.3)

Mom31(y1; y2) = 3h11h12(h11h22 + h21h12)p1p2

+h311h211 + h312h222; (A.4)

Mom13(y1; y2) = 3h21h22(h11h22 + h21h12)p1p2

+h11h
3
211 + h12h

3
222; (A.5)

Mom22(y1; y2) = (h211h
2
22 + 4h11h21h12h22 + h212h

2
21)p1p2

+h211h
2
211 + h212h

2
222; (A.6)

Mom40(y1; y2) = h4111 + 6h211h
2
12p1p2 + h4122; (A.7)

Mom04(y1; y2) = h4211 + 6h221h
2
22p1p2 + h4222: (A.8)

Ce syst�eme est de forme tr�es complexe par rapport �a celui correspondant aux

cumulants (voir paragraphe 3.2.2); les cumulants ont d�ej�a un int�erêt purement

formel par rapport aux moments.
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Appendix B

M�ethodes adaptatives

B.1 Annulation ou minimisation

On montre dans cette section que l'annulation de Cum22(X) est �equivalent �a sa

minimisation. La structure d'un m�elange instantan�e, pour deux capteurs et deux

sources (voir �g 2.1), et la relation (4.4) nous permettent de calculer la d�eriv�ee

de Cum22 par rapport aux coe�cients de la matrice s�eparatrice G :

@Cum22(g12; g21)

@g12
� 0:

En d�eveloppant cette relation et en notant �i le kurtosis de la source i, on trouve :

t11�1t
2
21h21 + t222�2t12h22 � 0:

Et ce sera facile de prouve que :

(�1t
2
21h

2
21 + t222�2h

2
22)g12 � �(�1t221h21h11 + t222�2h22h12):

Si on suppose que les signaux ont de kurtosis positifs, alors le coe�cient g12min

correspondant au minimum de crit�ere est :

g12min � �
�1t

2
21h21h11 + �2t

2
22h12h22

�1t221h
2
12 + �2t222h

2
22

: (B.1)

Cette relation nous permet de calculer les valeurs correspondant aux coe�cients

de la matrice totale T = G:H :

t11 =
t222�2h22(h11h22 � h21h12)

�1t221h
2
21 + �2t222h

2
22

(B.2)

t12 =
t221�1h21(h12h21 � h22h11)

�1t
2
21h

2
21 + �2t

2
22h

2
22

: (B.3)
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Aussi bien, la valeur de fonction de coût pour cette valeur minimum :

Cum22(g12min; g21) =
�1�2(h11h22 � h12h21)

2t222t
2
21

�1t
2
21h

2
21 + �2t

2
22h

2
22

: (B.4)

Les extremums sont donn�ees par la relation :

@Cum22(g12min; g21)

@g21
=

�1�2t21t22(h11h22 � h12h21)
2(�1t

3
21h12h

2
21 + �2t

3
22h11h

3
22)

(�1t221h
2
21 + �2t222h

2
22)

2
= 0: (B.5)

Finalement, on trouve :

t22 = 0 (B.6)

t21 = 0 (B.7)

t21 = �t22 3

vuut�2h11h222
�1h12h221

(B.8)

Les solutions (B.6) et (B.7 ) correspondent aux solutions th�eoriques : g21 =

�h22=h12 et g12 = �h11=h21, g21 = �h21=h11 et g12 = �h12=h22 respectivement. La

solution (B.8) est un maximum.La minimisation de ce crit�ere est �equivalent

�a son annulation.

B.2 Existence des solutions parasites

Par un simple calcul, on peut montrer que ce crit�ere n'admet pas des solutions

parasites. En e�et, le syst�eme :

@Cum22(g12; g21)

@g12
= 0

@Cum22(g12; g21)

@g21
= 0 (B.9)

est �equivalent �a

(
t11�1t

2
21h21 + t222�2h22t12 = 0

t21�1t
2
11h11 + t22�2h12t

2
12 = 0;

(B.10)
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Les solutions sont donc :

t11 = t12 = 0

t21 = t22 = 0 (B.11)

t11 = t22 = 0

t12 = t21 = 0 (B.12)

t21 = �t22 3

vuut�2h11h222
�1h12h221

(B.13)

Les solutions ( B.11) et (B.12 ) sont exactement les mêmes dans le cas d'annula-

tion.

B.3 D�eriv�ee des coûts par rapport aux statis-

tiques de signaux

En supposant que les �el�ements de la diagonale de la matrice G sont �egaux �a un,

les relations entre les sources estim�ees et les signaux m�elanges sont :

xi = yi + gijyj (B.14)

yi =
xi � gijxj

1 � gijgji
: (B.15)

C'est qui nous donne sans aucune di�cult�es :

@xi

@gij
= yj =

xj �wjixi

1 � gijgji
@xi

@gji
= 0: (B.16)

En�n, la d�eriv�ee est :

@Cum22(xi; xj)

@gij
=

2

1 � gijgji
[Exix

3
j
� gjiEx

2
i
x2
j
� 3Ex2

j
Exixj

+gjiEx
2
i
Ex2

j
+ 2gji(Exixj)

2]: (B.17)

Cette valeur sera utilis�ee la valeur pour ajuster les coe�cient a chaque �etape par

une m�ethode de gradient.
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B.4 Calcul direct du coût

Le Cum22(xm; xn) des deux signaux centr�es est [89].

Cum22(xm; xn) = Ex2
m
x2
n
� Ex2

m
Ex2

n
� 2(Exmxn)

2: (B.18)

Il est facile d'exprimer chaque terme dans l'�equation (B.18) en fonction des si-

gnaux sources. Pour cela, d�eveloppons le moment Ex2
m
x2
n

:

Ex2
m
x2
n

= E(
X
i

tmisi)
2(
X
i

tnisi)
2

= E
X
a;b;c;d

tmatmbtnctndsasbscsd

=
X
a;b;c;d

tmatmbtnctndEsasbscsd: (B.19)

En consid�erant que les sources sont spatialement ind�ependantes et centr�ees, on

trouve :

Esasbscsd =

8>>>>>><
>>>>>>:

papc

(
si a = b 6= c = d

et a = d 6= b = c

papb si a = c 6= b = d
a si a = b = c = d
0 sinon,

(B.20)

o�u pa = Es2
a
, et a = Es4

a
. Les relations (B.19) et (B.20) nous donnent :

Ex2
m
x2
n
=
X
a

t2
ma
t2
na
a +

X
a6=b

papbtmatnb(tmatnb + 2tnatmb): (B.21)

Par un calcul similaire, on d�eveloppe la puissance des signaux de sorties :

Ex2
m

= (
X
i

tmisi)
2

= E
X
a;b

tmatmbsasb

=
X
a;b

tmatmbEsasb

=
X
a

t2
ma
pa (B.22)

De la même fa�con, on montre que :

Exmxn =
X
a

tmatnapa (B.23)
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En utilisant les relations (B.21), (B.22) et (B.23) on d�eduit :

Cum22(xm; xn) =
X
a

t2
ma
t2
na
(a � 3P 2

a
)

=
X
a

t2
ma
t2
na
�a: (B.24)

O�u �a = Cum(sa; sa; sa; sa).

B.5 Les solutions possibles

On a choisi une d�emonstration bas�ee sur les propositions logiques. Pour �ca, on

note l'�equivalence entre la condition tma = 0 et la proposition logique pa
m

(si

pa
m
= 1 donc pa

m
est vraie, alors tma = 0).

On peut re�ecrire la relation 4.8 par :

pa
m
+ pa

n
8a; et m 6= n: (B.25)

Pour une valeur quelconque de a, on trouve l'�equation logique suivante :

(pa1 + pa2)(p
a

1 + pa3) � � � (pa1 + pa
Nc
):

(pa2 + pa3) : : : (p
a

2 + pa
Nc
):

...

(pa(N�1) + pa
Nc
) (B.26)

Le syst�eme (B.26) contient la multiplication de Nc(Nc�1)
2

terms (pa
i
+ pa

j
). En

utilisant les tables de Karnaugh et l'algebre de boole, on peut montre que le

syst�eme B.26 est �equivalent �a :

(pa1 + pa2p
a

3 � � � paNc
):

(pa2 + pa3p
a

4 � � � paNc
):

...

(pa(Nc�1) + pa
Nc
) (B.27)

On peut demontre par r�ecurrence que ce dernier syst�eme est �equivalent �a une

�equation compos�ee par la somme de Nc termes, et chaque terme est le produit de

Nc � 1 propositions logiques pa
i
:

pa1p
a

2 � � � pa(Nc�1) + � � �+ pa1p
a

i
� � � pa

Nc| {z }
(Nc�1) coef

+ � � � + pa2p
a

3 � � � paNc

| {z }
Nc terms

(B.28)
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Pour simpli�er la notation, on note le produit des (Nc � 1) coe�cients de pa
i
par

qa
i
. Et tout calcul fait la relation (B.28) devient :

(
NcX
i=1

q1
i
)(

NcX
i=1

q2
i
) � � � (

NcX
i=1

qNc

i
) =

NcX
i=1

NcX
j=1

� � �
NcX
k=1

q1
i
q2
j
� � � qNc

k
(B.29)

Il est facile de d�emontrer ces trois r�esultats :

1. Il y a NNc

c
solutions au total.

2. Parmis ces solutions, NNc

c
�Nc! sont des solutions parasites correspondant

�a une de sorties au moins est nulle.

3. Pour chaque sortie yi, il y a au total (Nc � 1)Nc solutions parasites.

B.6 S�eparation dans le domaine z

Dans cette section on d�eveloppe une approche int�eressante pour �etudier un cri-

t�ere de s�eparation de sources. Si cette approche n'a aucun sens du point de vue

signal, elle restera un moyen puissant pour simpli�er le calcul. D'apr�es le para-

graphe pr�ec�edent, le calcul d'un crit�ere bas�e sur les cumulants et pour un m�elange

convolutif est relativement compliqu�e, et il n�ecessite l'utilisation de la notation

tensorielle. Pour cette raison on a essay�e de d�evelopper un moyen de faire le calcul

dans le domaine de z.

B.6.1 Fonction de coût

Cette approche consiste �a appliquer les d�e�nitions de moments et de cumulants

directement sur les signaux d�ecrits dans le domaine de z (bien sûr sans l'utili-

sation habituelle de ployspectre). On d�e�nit normalement la relation entre les

di��erents signaux (sources, signaux m�elang�es et sources estim�es), dans les do-

maines temporel et fr�equentiel par :

Y (n) =
NX
i=0

H(i)S(n� i);

Y (z) = H(z)S(z): (B.30)

X(n) =
NX
i=0

G(i)Y (n � i);

X(z) = G(z)Y (z): (B.31)
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La matrice globale T (z) (de terme g�en�eral tij(z)), s'�ecrit :

T (z) = G(z)H(z) =
MX
0

T (i)z�i; (B.32)

o�u M est l'ordre du �ltre, alors :

X(n) =
NX
i=0

T (i)S(n� i); (B.33)

X(z) = T (z)S(z): (B.34)

Avec les notations tensorielles [11], les relations (B.33) et (B.34) deviennent :

X1(n) =
X
�

T 1
1 (�) � S1(n� �); (B.35)

X1(z) = T 1
1 (z) � S1(z): (B.36)

La transformation en z d'un signal al�eatoire n'a aucun sens, du moment que

le polynôme obtenu est un polynôme �a coe�cients al�eatoires. Donc on ne peut

pas l'utiliser, mais si on applique l'esp�erance math�ematique sur ce polynôme,

on obtiendra un polynôme avec des coe�cients r�eels et �x�es, pour un signal

stationnaire r�eel.

En appliquant la d�e�nition de cumulant ([89] et [49]) sur le tenseur X1(z), on

obtient :

Cum(X1(z);X1(z);X
1(z);X1(z)) = T 1

1 (z)
 T 1T
1 (z)


T 1
1 (z)
 T 1T

1 (z) � Cum(S1(z); S1(z); S
1(z); S1(z)); (B.37)

On a vu dans le domaine temporel que l'ind�ependance de sources impose

Cum(S1(z); S1(z); S
1(z); S1(z)) �a être diagonale. En rappelant que �cd

ab
le symbole

de Kronecker et par �a(z) l'auto-cumulant d'ordre quatre de la source sa, le terme

ijkl de (B.37) s'�ecrit :

Cumjl

ik
(X)(z) = ha

i
(z)hjT

b
(z)hc

k
(z)hlT

d
(z)Cum(sa(z); sb(z); sc(z); sd(z))�

cd

ab

= tia(z)tja(z)tka(z)tla(z)�a(z) (B.38)

L'annulation des cumulants de la forme de (B.38) nous donne :

Cumij

ij
X(z) = 0() t2

ia
(z)t2

ja
(z)�a(z) = 0 (B.39)

La relation (B.39) est semblable �a la relation obtenue dans le domaine temporel

(voir [84] et [85]).
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Pour un m�elange instantan�e, on a aussi trouv�e que l'annulation des cumulants 22

su�t pour obtenir la s�eparation de sources [84], avec la seule condition que les

sources ont le même signe de kurtosis.

Cependant, dans le domaine z, cette hypoth�ese sur le signe de kurtosis n'est pas
r�ealiste. En e�et, les sources ont le même signe de kurtosis en z, ce qui revient �a

dire que leur cumulant d'ordre quatre dans le domaine z a le même signe et pour

tout z. Donc leurs transform�ees en z sont des polynômes r�eels,8z. Autrement

dit, ces polynômes sont des constantes, ce qui donne que les sources sont des

impulsions de Dirac.

B.6.2 Le cumulant d'ordre quatre d'un signal iid

Une premi�ere hypoth�ese simple [96] est de supposer que les sources sont des

signaux iid.

La transformation en z d'un signal s(t) est S(z) =
P

i s(i)z
�i, o�u s(i) est un

�echantillon de s(t) �a l'instant t. Par g�en�eralisation de la d�e�nition, le cumulant

d'ordre quatre de S(z) est :

Cum4(S(z)) = ES4(z)� 3(ES2(z))2: (B.40)

Il est facile de montrer que :

ES4(z) =
X
i;j;k;l

Es(i)s(j)s(k)s(l)z�(i+j+k+l) (B.41)

Les signaux �etant centr�es et iid, il reste :

ES4(z) =
X
i

Es(i)4z�4i + 6
X
i>j

Es(i)2Es(j)2z�2(i+j) (B.42)

De plus en utilisant l'hypoth�ese de la stationarit�e des signaux sources, on montre

que :

ES4(z) = Es4
X
i

z�4i + 6(Es2)2
X
i>j

z�2(i+j) (B.43)

De même on a :

ES2(z) =
X
i;j

Es(i)s(j)z�i�j = Es2
X
i

z�2i (B.44)

Notons par Ps = Es2 la puissance du signal s, et par Cum4(s) = Es4 � 3P 2
s
le

cumulant d'ordre quatre de ce signal. Il est �evident de voir que (B.40) devient en

utilisant (B.43) et (B.44) :

Cum4(S(z)) = Es4
X
i

z�4i + 6(Es2)2
X
i>j

z�2(i+j) � 3P 2
s

X
i;j

z�2(i+j)

= Cum4(s)
X
i

z�4i (B.45)
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En reportant (B.45) dans la relation (B.39), que 8i; j :X
a;k

t2
ia
(z)t2

ja
(z)Cum4(sa)z

�4k = 0 (B.46)

Pour all�eger l'�ecriture, on note Ra(z) = t2
ia
(z)t2

ja
(z), et le degr�e de Ra(z) par dRa

.

Le coe�cient de Ra(z) du terme z�q est :

ra(q) =
X

k;l;m;n

tia(k)tia(l)tja(m)tja(n); (B.47)

avec k + l +m+ n = q, tia(k) est le coe�cient de z�k dans tia(z).
Notons Cum4(sa) = �a. Alors (B.46) s'�ecrit :X

a;k;q

ra(q)�az
�4k�q = 0; (B.48)

o�u 1 � a � Ns; 0 � q � dRa
, et k � 0.

Si on suppose dans la relation (B.48) que k est un nombre �ni, c'est �a dire que le

d�eveloppement en z du signal est tronqu�e : 0 � k � N .

Alors la relation (B.48) devient :X
a

ra(dRa
)�az

�4N�dRa +
X

a;k<N

ra(dRa
)�az

�4k�dRa

+
X

a;q<dRa

ra(q)�az
�4N�q +

X
a;k<N;q<dRa

ra(q)�az
�4k�q = 0 (B.49)

Dans (B.49), le coe�cient de chaque terme z�p doit être nul. Pour z�4N�dRa , on
a alors : X

a

ra(dRa
)�a = 0; (B.50)

o�u ra(dRa
) est le coe�cient de plus haut degr�e de Ra(z), c'est �a dire :

ra(dRa
) = t2

ia
(maxi)t

2
ja
(maxj); (B.51)

et tia(maxi) est le coe�cient de plus haut degr�e de tia(z). Finalement �a partir de

(B.51), tout les coe�cients de ra(dRa
) sont positifs. En supposant que toutes les

sources ont le même signe de kurtosis alors tous les �a ont le même signe.

Maintenant, la relation (B.50) nous assure que :X
a

ra(dRa
)�a = 0() t2

ia
(maxi)t

2
ja
(maxj) = 0 8a: (B.52)

Cette derni�ere �equation nous aide �a simpli�er la relation (B.49) qui devient :X
a;k;q<dRa

ra(q)�az
�4k�q = 0: (B.53)
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Cette relation est identique �a la relation (B.48) avec la seule di��erence que q <

dRa
. Donc par r�ecurrence on montre que Ra(z) = 0 et :

t2
ia
(z)t2

ja
(z) = 0 (B.54)

Et cette derni�ere relation montre que :

tia(z)tja(z) = 0: (B.55)

En�n, la s�eparation �a un �ltre pr�es est assur�e par l'�equation (B.55), [85]. Si on

ne prend pas des hypoth�eses suppl�ementaires sur la matrice �ltre alors on peut

avoir des solutions parasites correspondant �a des sorties nulles.

B.6.3 Hypoth�eses sur les �ltres

La relation (B.55) est �equivalent �a T (z) est le produit d'une matrice diagonale et

une matrice de permutation pr�es (voir la sous-section pr�ec�edente et [85]). Mais

il faut s'assurer que toutes les lignes de T (z) ne sont pas nulles (dans le cas

contraire, on aura des sorties nulles).

Le �ltre global T (z) est calcul�e comme �etant le produit de T (z) = G(z)H(z).
Notons Ti(z) (respectivement Gi(z)) la i�eme ligne de T (z) (respectivement de

G(z)). Alors :

Ti(z) = Gi(z)H(z): (B.56)

On suppose que H(z) est �a colonne r�eduite. Selon [69], une matrice est dite �a

colonne r�eduite si et seulement si le degr�e du d�eterminant de cette matrice est �egal

�a la somme des degr�es de ses colonnes. Or par d�e�nition, le degr�e d'une colonne

est le degr�e le plus �elev�e des coe�cients (polynômes en z) de cette colonne.

Pour une matrice �a colonne r�eduite, il est connu d'apr�es [69] que le degr�e du

vecteur Gi(z)H(z) est �egal �a la somme de degr�es de Gi(z) et de H(z). On d�e�nit

le degr�e d'une matrice polynômiale comme �etant le degr�e le plus �elev�e de ses

coe�cients (qui sont des polynômes).

Donc si Gi(z) n'est pas un vecteur nul alors Ti(z) n'est pas un vecteur nul. Et la

s�eparation est achev�ee �a une permutation et une matrice diagonale polynômiale

pr�es. Pour que Gi(z) soit di��erente de z�ero, il su�t de poser gii(z) = 1.

B.6.4 S�eparation temporelle

On peut d�eduire du crit�ere pr�ec�edent, dans le domaine fr�equentiel, un crit�ere

temporel. En e�et, le cumulant fr�equentiel utilis�e dans le paragraphe pr�ec�edent
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est �equivalent �a :

Cum2
2(X(z)) = Cum(xm(z); xm(z); xn(z); xn(z))

= Cum(
X
i

xm(i)z
�i;
X
j

xm(j)z
�j;

X
k

xn(k)z
�k;

X
l

xn(l)z
�l)

=
X
i;j;k;l

z�(i+j+k+l)Cum(y1(i); y1(j); y2(k); y2(l)); (B.57)

8m< n. Donc l'annulation de (B.57) est �equivalent �a :

Cum2
2(X(z)) = 0()

X
i+j+k+l=c

Cum(xm(i); xm(j); xn(k); xn(l)) = 0; (B.58)

8m < n, 0 � c � 4N + 1 et N est la borne du d�eveloppement du signal dans le

domaine de z, voir l'�equation (B.49).

La s�eparation est �nie une fois qu'on a estim�e une matrice polynômiale G(z) de

tailleNs�Ns. Si le degr�e de cette matrice est dG, alors on a (dG+1)N2
s
coe�cients

�a d�eterminer. La s�eparation n�ecessite que le degr�e de G(z) soit plus grand que

celui de H(z), car le degr�e de libert�e du mod�ele d�epend directement du degr�e de

G(z), tandis que le nombre des param�etres inconnues est li�e au degr�e de H(z).
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Appendix C

M�ethodes sous-espace

C.1 Rang de la matrice de Sylvester

Soit TN(H) une matrice de Sylvester correspondant �a une fonction de transfert

RIF H(z) Nc � Ns, et dont les colonnes constituent une base minimale polyno-

miale de l'espace rationnel de l'espace qu'elles engendrent (i.e. le rang de H(z)
est �egal �a Ns pour tout z et H(z) est �a colonnes r�eduites).

La matrice TN(H) a pour dimensions Nc(N + 1) � (M +N + 1)Ns o�u M est le

plus haut degr�e dans H(z). Pour calculer son rang, on �evalue la dimension de

son noyau �a gauche, i.e. l'ensemble des vecteurs lignes g de dimension Nc(N +1)

pour lesquels gTN(H) = 0. En passant aux transform�ees en z, ceci �equivaut �a
g(z)H(z) = 0. On se ram�ene donc au calcul de la dimension de l'ensemble des

polynômes 1 �Nc de degr�e au plus N pour lesquels g(z)H(z) = 0.

Pour faire ce calcul, on introduit une base minimale polynomiale G(z) de

l'orthogonal de l'espace engendr�e par les colonnes de H(z). G(z) est donc une

matrice polynomiale (Nc � Ns) � Nc qui est de rang Nc � Ns en tout point

du plan complexe, et qui est �a ligne r�eduite (propri�et�e duale d'être �a colonnes

r�eduites). Un vecteur g(z) est tel que g(z)H(z) = 0 ssi g(z) = r(z)G(z) pour

un certain polynôme 1 � (Nc � Ns) r(z). Il est alors clair que la dimension de

l'espace des g(z) de degr�es inf�erieurs �a N et qui v�eri�ent g(z)H(z) = 0 est �egale

�a celle des r(z) pour lesquels le degr�e de r(z)G(z) est au plus N . Pour �evaluer

la dimension de cet espace, on se sert d'une propri�et�e importante des matrices

polynomiale �a lignes r�eduites. Cette propri�et�e nous permet d'a�rmer que si les

ri(z) sont les composantes de r(z) et si les Gi(z) sont les lignes de G(z), alors

le degr�e de r(z)G(z) co��ncide avec le max des degr�es des ri(z)Gi(z) (si l'un des

ri(z) est nul, on compte le degr�e de ri(z)Gi(z) �a 0. Notons (M?
i
)i=1;Nc�Ns

les

degr�es des lignes de G(z). Alors, le degr�e de r(z)G(z) est inf�erieur �a N ssi les

127
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degr�es des ri(z)Gi(z) sont inf�erieurs �a N pour tout i. Mais, le degr�e de ri(z)Gi(z)

est �egal �a deg(ri) + deg(Gi) = deg(ri) +M?
i
. De ceci, on d�eduit imm�ediatement

la dimension de l'espace des r(z) tels que degr�e de r(z)G(z) est inf�erieur �a N .

Faisons le calcul dans le cas o�u N est sup�erieur ou �egal au sup des M?
i
. Dans ce

cas, aucun des ri ne doit être nul, pour chaque i, degr�e de ri(z)Gi(z) inf�erieur �a

N �equivaut �a

deg(ri) � (N �M?
i
)

L'espace des polynômes correspondant est de dimension (N �M?
i
+ 1), et en

faisant la somme sur i, on trouve que le noyau �a gauche de TN(H) a pour dimen-

sion :
Nc�NsX
i=1

(N �M?
i
+ 1) = (Nc �Ns)(N + 1)�

Nc�NsX
i=1

M?
i

Mais, si on d�esigne par (Mi)i=1;Ns
les degr�es des colonnes de H(z), on sait que

Nc�NsX
i=1

M?
i
=

NsX
i=1

Mi

Puisque le rang de TN (H) est �egal (N + 1)Nc { (dimension du noyau �a gauche),

on en d�eduit que si N est plus grand que le sup des M?
i
, alors,

Rang(TN(H)) = p(N + 1) +
NsX
i=1

Mi

De cette formule, on peut trouver un crit�ere d'existence d'une inverse �a gauche

de TN (H). En e�et, la matrice sera inversible �a gauche ssi son rang est �egal �a son

nombre de colonnes. Puisque le nombre de colonnes vaut Ns(M +N +1), on voit

qu'une condition n�ecessaire et su�sante d'existence d'une inverse �a gauche est

que NsM =
P

Ns

i=1Mi. Mais, par d�e�nition, M est �egal au sup des Mi. Donc, la

condition �equivaut �aMi = M pour tout i = 1; Ns. Pour que TN(H) soit inversible

�a gauche pour N sup�erieur au sup des M?
i
, il faut et il su�t que les degr�es des

colonnes de H(z) soient tous �egaux.

C.2 Type de la solution

En posant A = GTN (H), on aura GYN (n) = AS(M+N)(n). La fonction coût est

un crit�ere quadratique et son minimum est z�ero. Donc la matrice G, qui minimise

la fonction coût, �a la propri�et�e suivante, (voir 6.8) :

[I(M+N)Ns
0Ns

]AS(M+N)(n) = [0Ns
I(M+N)Ns

]AS(M+N)(n+ 1) (C.1)

() [0Ns
(I(M+N)Ns

0Ns
)A]S(M+N+1)(n+ 1) = [(0Ns

I(M+N)Ns
)A 0Ns

]S(M+N+1)(n+ 1):
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Et ceci est vrai pour tout n. Si le vecteur S(M+N+1)(n + 1) a ses composantes

lin�eairement ind�ependantes, alors :

[0Ns
(I(M+N)Ns

0Ns
)A] = [(0Ns

I(M+N))A 0Ns
]:

Supposons que :

A = (Aij) =

"
a

b

#
=

"
c

d

#
:

o�u Aij est une matrice de dimension Ns�Ns, a et d sont de dimension Ns� (M+

N + 1)Ns, et b et c sont de dimension (M + N)Ns � (M + N + 1)Ns. D'apr�es

l'�equation C.1, on peut d�eduire que :

[b 0Ns
] = [0Ns

c]: (C.2)

Cette derni�ere �equation nous montre que :

� La premi�ere colonne bloc (c.�a.d les p premi�eres colonnes) de b est �egale �a
z�ero. Donc on trouve :

Ai1 = 0; 8 1 < i �M +N + 1: (C.3)

� La derni�ere colonne bloc de c est �egale �a z�ero.

Ai(M+N+1) = 0; 8 1 � i < m+N + 1: (C.4)

� Aij = A(i�1)(j�1)

Donc la matrice A est une matrice diagonale par bloc.

C.3 D�erivation du crit�ere

Le crit�ere cherche �a minimiser la fonction coût :

Min C(G) = Ek[I(M+N)Ns
0Ns

]GYN (n)� [0Ns
I(M+N)Ns

]GYN (n+ 1)k2 (C.5)

En d�eveloppant cette fonction, on trouve :

C(G) = E Tracef[(I(M+N)Ns
0Ns

)GYN (n)� (0Ns
I(M+N)Ns

)GYN (n+ 1)]

[(I(M+N)Ns
0)GYN (n)� (0Ns

I(M+N)Ns
)GYN (n+ 1)]Tg

= Tracef(I(M+N)Ns
0Ns

)GEYN (n)Y
T

N
(n)GT

 
I(M+N)Ns

0T
Ns

!
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� (I(M+N)Ns
0Ns

)GEYN (n)Y
T

N
(n+ 1)GT

 
0T
Ns

I(M+N)Ns

!

� (0Ns
I(M+N)Ns

)GEYN (n+ 1)Y T

N
(n)GT

 
I(M+N)Ns

0T
Ns

!

+ (0Ns
I(M+N)Ns

)GEYN (n+ 1)Y T

N
(n+ 1)GT

 
0T
Ns

I(M+N)Ns

!
g (C.6)

Notons par RYN
(0) la matrice de covariance de YN (n), tel queRYN

(0) = EYN (n)Y
T

N
(n),

et RYN
(1) = EYN (n)Y

T

N
(n+ 1). Tout en supposant que les signaux sont station-

naires, on d�emontre que :

C(G) = Tracef(I(M+N)Ns
0Ns

)GRYN
(0)GT

 
I(M+N)Ns

0T
Ns

!
g

� 2 Tracef(I(M+N)Ns
0Ns

)GRYN
(1)GT

 
0T
Ns

I(M+N)Ns

!
g

+ (0Ns
I(M+N)Ns

)GEYN (n+ 1)Y T

N
(n+ 1)GT

 
0T
Ns

I(M+N)Ns

!
g (C.7)

On peut montrer que si f(G) =Trace AGBGTC, alors la d�eriv�e 1 de cette fonction

par rapport �a G est df(G)

dG
= ATCTGBT+CAGB. En e�et, en utilisant la notation

d'Einstein :

@Trace(AGBGTAT )

@G
=

@(ailglmbmng
T

nr
aT
ri
)

@G

=
@(ailglmbmngrnair)

@G
(C.8)

Le coe�cient g�en�eral de cette matrice est �egale :

@Trace

@gpq
= aipbqngrnair + ailglmbmqaip (C.9)

En�n, df(G)

dG
= ATCTGBT + CAGB.

D' o�u la d�eriv�e de C(G) par rapport �a G est :

1

2

@C(G)

@G
=

 
I(M+N)Ns

0

0 0

!
GRYN

(0)�
 
0 I(M+N)Ns

0 0

!
GRT

YN
(n+ 1)

�
 

0 0

I(M+N)Ns
0

!
GRYN

(1) +

 
0 0

0 I(M+N)Ns

!
GRYN

(0)

1La d�eriv�e d'une fonction f(A) par rapport �a la matrice A est une matrice D de même

dimensions que A. Ses coe�cients sont calcul�es par : D = (dij) = (
@f(A)

aij
).
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=

0
B@

INs
0

0 2I(M+N�1)p 0

0 0 INs

1
CAGRYN

(0)

�
 
0 I(M+N)Ns

0 0

!
GRT

YN
(n + 1)�

 
0 0

I(M+N)Ns
0

!
GRYN

(1)

Finalement, on pourra minimiser la fonction coût par une simple r�egle d'adaptation :

G(k + 1) = G(k)� �
dC(G)

dG
(C.10)

C.4 Minimisation par une m�ethode de Lagrange

g�en�eralis�ee

Le syst�eme qu'on cherche �a r�esoudre est :(
Min C(G) = Ek[I(M+N)Ns

0Ns
]GYN (n)� [0Ns

I(M+N)Ns
]GYN (n+ 1)k2

avec G0RYN
(0)GT

0 = INs

(C.11)

La contrainte a une forme matricielle sym�etrique (car RYN
(0) est sym�etrique).

Donc, on a Ns(Ns + 1)=2 contraintes di��erentes. On a adopt�e une m�ethode sem-

blable �a celle de Lagrange (pour la minimisation avec contrainte). Le principe de

cette m�ethode est de classer les contraintes dans un vecteur Cont de N2
s
coef-

�cients. Soit � = (�I) le vecteur ligne de coe�cient de Lagrange de dimension

N2
s
� 1 dont on fait correspondre la matrice � = (�ij). Le crit�ere g�en�eralis�e de

Lagrange devient alors la minimisation de la fonction :

f(G) = C(G)��Cont (C.12)

La minimisation sous contrainte, revient �a minimiser la fonction f(G). La mini-

misation de f(G) par rapport �a � assure la contrainte en question, ce qui n'est

pas le cas de la minimisation par rapport �a G. En e�et, la d�eriv�e de f(G) par

rapport �a G est �egale �a :

@f(G)

@G
=
@C(G)

@G
� @(�Cont)

@G
(C.13)

La premi�ere partie, de cette �egalit�e a d�ej�a �et�e calcul�e. Il nous reste �a calculer la

deuxi�eme partie. Alors, on montre que la relation s'�ecrit, en utilisant toujours la

notation d'Einstein, que :

�Cont = �IContI = �i+Ns(j�1)Conti+Ns(j�1) (C.14)

= �i+Ns(j�1)(gilRlkgjk � �ij
2) (C.15)
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La contrainte d�epend uniquement de G0, alors :

@�Cont

@G0

= (�pjgjkRkq + �ipgilRlq) (C.16)

Car la contrainte �etant sym�etrique par d�e�nition, la matrice � l'est aussi. On

trouve �nalement, que :

@�Cont

@G
=

0
BBBB@

2�G0R
0Ns

...

0Ns

1
CCCCA : (C.17)

Le syst�eme �nal revient �a r�esoudre, (voir l'�equation (C.3)) :

0
BBBBBBB@

G0

2G1

...

2G(M+N�1)
G(M+N)

1
CCCCCCCA
RYN

(0) =

0
BBBBBBB@

G1

G1

...

G(M+N)

0Ns

1
CCCCCCCA
RT

YN
(1)

+

0
BBBBBBB@

0Ns

G0

...

G(M+N�2)
G(M+N�1)

1
CCCCCCCA
RYN

(1) +

0
BBBBBBB@

�G0RYN
(0)

0Ns

...

0Ns

0Ns

1
CCCCCCCA

Notons RYN
(0) = R et RYN

(1) = Q, alors le syst�eme devient :

G0R = G1Q
T + �G0R

2GiR = G(i+1)Q
T +G(i�1)Q

G(M+N)R = G(M+N�1)Q (C.18)

Si les deux matrices R et Q sont inversibles alors le syst�eme admet une solution

�evidente.

Dans notre cas, ces deux matrices ne sont pas inversibles, car le nombre de cap-

teurs est plus grand que celui des sources. Cette approche est une approche par

bloc. Notre but est d'appliquer la m�ethode des sous-espaces avec des algorithmes

adaptatifs, on s'arrête ici.

2�ij est le symbole de kronecker, donc il est �egale �a un si seulement si i = j, sinon il est nul
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C.5 Principe et l'algorithme du Gradient Conju-

gu�e

C.5.1 M�ethode de descente

A chaque it�eration d'une m�ethode de descente ([25], [77], [78], : : : ), on d�etermine

un vecteur pk et un scalaire �k, ce qui permet de calculer le vecteur xk+1, qu'on

cherche �a estimer :

xk+1 = xk + �kpk: (C.19)

Soit A une matrice sym�etrique. Alors, on trouve une �equivalence entre la solution

de Ax = b et :

min
x

J(x) = (Axjx)� 2(bjx); (C.20)

o�u (Axjb) est le produit scalaire bTAx, et J(x) est une fonctionnelle quadratique
d�e�nie positive.

Posons e(x) l'erreur d'estimation e(x) = x� �x. Il est encore �equivalent de mini-

miser J(x) ou de minimiser E(x), avec :

E(x) = (A(x� �x)j(x� �x) = (Ae(x)je(x)): (C.21)

En notant par r(x) le r�esidu, on aura :

r(x) = �1
2
~rJ(x)

= A�x�Ax = Ae(x);

o�u ~rJ(x) est le vecteur gradient de J(x). On peut exprimer la relation (C.21)

par :

E(x) = (r(x)jA�1r(x)): (C.22)

Une fois qu'on a d�e�ni notre fonctionnelle (C.22), on cherche �a minimiser cette

fonctionnelle pour bien d�eterminer �k et pk (voir la relation (C.19)).

C.5.2 Choix de �k

Tout d'abord, on choisit �k telle que :

E(xk + �kpk) = min
�2IR

E(xk + �pk) (C.23)

Tout calcul fait, on trouve :

�k =
(rkjpk)
(Apkjpk)

; (C.24)
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8pk 6= 0 et pour �k optimal, on a les deux relations suivantes, 8k � 0 :

r(k+1) = rk � �kApk (C.25)

(pkjr(k+1)) = 0: (C.26)

Une fois, on a choisi notre �k optimal, il nous reste �a choisir la valeur de pk (voir
le relation (C.19)).

C.5.3 Choix de pk

Pour choisir la valeur de pk, il faut remarquer que la relation (C.22) peut s'�ecrire

sous la forme :

E(xk+1) = E(xk)(1� k) (C.27)

avec :

k =
(rkjpk)2

(Apkjpk)(A�1rkjrk)

� 1

K(A)
(
rk

krkk
j pkkpkk

)2; (C.28)

o�u K(A) = �1

�N
avec �1 (respectivement �N ) est la plus grande (respectivement

la plus petite) valeur propre de A.
Pour bien converger, il faut choisir pk de fa�con que k � � > 0, avec � une valeur

qui ne d�epend pas de k.

C.5.4 Gradient conjugu�e

Dans une m�ethode de gradient conjugu�e [25], on va chercher pk dans le plan form�e

par les deux directions orthogonales rk et p(k�1) (voir la relation (C.26)). Pour

cela, on suppose que :

pk = rk + �kp(k�1) (C.29)

�k est choisi telle que k (voir la relation (C.28) soit maximale :

max
�k

! �k = �
(Ap(k+1)jrk)

(Ap(k�1)jp(k�1))
: (C.30)

Alors, on montre que, 8k � 0 :

(r(k+1)jrk) = 0 (C.31)

�k =
krkk2
kr(k�1)k2

(C.32)
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C.5.5 L'algorithme du gradient conjugu�e

En choisissant les deux valeurs initiales x0 et p0 = r0 = b�Ax0 (voir la relation

(C.20), on peut r�esumer l'algorithme [78] par :

8>>>>>>><
>>>>>>>:

�k = krkk2
(Apkjpk)

xk+1 = xk + �kpk
r(k+1) = rk � �kApk

�(k+1) =
kr(k+1)k2
krkk2

p(k+1) = r(k+1) + �(k+1)pk

Cette m�ethode est alors l'une des mieux adapt�ees �a la relation des syst�emes

lin�eaires dont la matrice est sym�etrique d�e�nie positive.

C.6 Gradient conjugu�e g�en�eralis�e

C.6.1 Description

Cet algorithme est une version modi��e de celui du gradient conjugu�e classique.

Les points majeurs de di��erence entre cet algorithme et la version classique sont :

� on cherche �a minimiser le quotient de Rayleigh g�en�eralis�e

f(X) =
(AXjX)

(BXjX)
=

XTAX

XTBX
; (C.33)

au lieu de f(X) = (AXjX)� 2(bjX) dans la version classique.

� le vecteur Xk sera ajust�e par

X(k+1) = Xk + �kDk; (C.34)

et le vecteur Dk est donn�e par :

{ Si k est un multiple de la dimension du vecteur X, Dk = Rk comme

un algorithme de gradient classique.

{ Sinon D(k+1) = R(k+1) + �kDk et �k = �
(ADk jR(k+1))

(ADkjDk)
= �DT

k
AR(k+1)

DT

k
ADk

� Puisque la minimisation est faite avec une contrainte XTBX = 1, alors on

normalise, �a chaque it�eration Xk par :

X(k+1) =
X(k+1)q

XT

(k+1)BX(k+1)

(C.35)



136 Annexe C

C.6.2 Calcul du pas optimal

Pour �eviter de refaire le calcul dans le cadre d'une fonction d�eduite du quotient

de Rayleigh (C.33) et qui sera utile dans notre application, on propose de faire le

calcul de � optimal pour la fonction suivante :

f(X) =
(AXjX) � 2(CjX)

(BXjX)
(C.36)

Le vecteur gradient de cette fonction est :

~rf(X) =
2(AX � C � f(X)BX)

(BXjX)
(C.37)

La valeur de �, voir (C.34) est calcul�ee par :

f(X(k+1)) = f(Xk + �kDk) = min
�2IR

f(Xk + �Dk) (C.38)

Dans la suite et pour all�eger l'�ecriture, on notera Xk par X et Dk par D. D'apr�es
(C.36), on trouve que :

f(X + �D) =
(AXjX) � 2(CjX) + 2�[(AXjD) � (CjD)] + �2(ADjD)

(BXjX) + 2(CjX) + 2�(BXjD) + �2(BDjD) (C.39)

En annulant la d�eriv�ee premi�ere par rapport �a � dans (C.39) , on trouve :

[(AxjD)� (CjD) + �(ADjD)][(BXjX) + 2�(BXjD) + �2(BDjD)]
�[(BXjD) + �(BDjD)][(AXjX) � 2(CjX) + 2�[(AXjD)� (CjD)] + �2(ADjD)] = 0

En�n, on trouve que la derni�ere �equation revient �a :

�2f(ADjD)(BXjD) � (BDjD)[(AXjD) � (CjD)]g
+�f(ADjD)(BXjX) � (BDjD)[(AXjX) � 2(CjX)]g
+(AXjD)(BXjX)� (CjD)(BXjX)� (BXjD)[(AXjX) � 2(CjX)] = 0

En posant m1 = (ADjD); m2 = (BXjD); m3 = (BDjD); m4 = (AXjD)�(CjD)
et en supposant que (BXjX) = 1 (normalisation du vecteur X), alors on trouve

que :

�2(m1m2 �m3m4) + �(m1 �m3f(X)) +m4 �m2f(X) = 0 (C.40)

Finalement, on note a = m1m2 �m3m4; b = m1 �m3f(X), c = m4 �m2f(X)

et l la valeur optimale de �, alors :

� =
�b+

p
b2 � 4ac

2a
(C.41)



C.7. TRANSFORMATION DE LA FONCTION COÛT 137

C.6.3 Algorithme

L'algorithme du gradient conjugu�e, donn�e par [24], est :

1. Initialisation

� X(0) = X0, une valeur initiale du vecteur X de dimension d� 1.

� X(0) = X(0)p
X(0)+BX(0)

, normalisation

� D(0) = f(X(0))BX(0) �AX(0), le r�esiduel ou le n�egatif du gradient

2. La partie recursive t > 0

� f(X(t)) = X(t)+AX(t)

� m1 = D(t)+AD(t)

� m2 = X(t)+BD(t)

� m3 = D(t)+BD(t)

� m4 = X(t)+AD(t)

� a = m1m2 �m3m4

� b = m1 � f(X(t))m3 � 2jImagfm4m
�
2g

� c = m�
4 � f(X(t))m�

2

� �(t) = �b+
p
b2�4ac
2a

� X(t+ 1) = X(t) + �(t)D(t)

� X(t+ 1) = X(t+1)p
X(t+1)+BX(t+1)

� �(t) = �D(t)+AR(t+1)

D(t)+AD(t)

� R(t) = �AX(t+ 1) +BX(t+ 1)f(X(t + 1))

(
si t � 0(mod d) D(t + 1) = R(t)

sinon D(t + 1) = R(t) + �(t)D(t)

C.7 Transformation de la fonction coût

D'apr�es la relation (C.53) et l'annexe C.8 (propri�et�es du produit de Kronecker),

la fonction C(G), voir (6.8), devient :

C(G) = Ek[Y T

N
(n)

O
(I(M+N)Ns

0Ns
)� Y T

N
(n+ 1)

O
(0Ns

I(M+N)Ns
)] Col(G)k2

(C.42)
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Notons Col(G) = �, on aura :

C(�) = �TE[Y T

N
(n)

O
(I(M+N)Ns

0Ns
)� Y T

N
(n+ 1)

O
(0Ns

I(M+N)Ns
)]T

[Y T

N
(n)

O
(I(M+N)Ns

0Ns
)� Y T

N
(n+ 1)

O
(0Ns

I(M+N)Ns
)]�: (C.43)

D'apr�es les propri�et�es (C.50) et (C.48), on d�eduit :

C(�) = �TE[YN(n)
O 

I(M+N)Ns

0T
Ns

!
� YN (n+ 1)

O 
0T
Ns

I(M+N)Ns

!
]

[Y T

N
(n)

O
(I(M+N)Ns

0Ns
)� Y T

N
(n + 1)

O
(0Ns

I(M+N)Ns
)]�:

C(�) = �TE[YN(n)Y
T

N
(n)

O 
I(M+N)Ns

0T
Ns

!
(I(M+N)Ns

0Ns
)

�YN (n)Y T

N
(n+ 1)

O 
I(M+N)Ns

0T
Ns

!
(0Ns

I(M+N)Ns
)

�YN (n+ 1)Y T

N
(n)

O 
0T
Ns

I(M+N)Ns

!
(I(M+N)Ns

0Ns
)

+YN (n+ 1)Y T

N
(n+ 1)

O 
0T
Ns

I(M+N)Ns

!
(0Ns

I(M+N)Ns
)]� (C.44)

En utilisant les notations de RYN
(0) et RYN

(1), tout en supposant que les signaux

soient stationnaires, on trouve que :

C(�) = �TfRYN
(0)

O 
I(M+N)Ns

0

0T
Ns

0

!
�RYN

(1)
O 

0 I(M+N)Ns

0 0

!

� RT

YN
(1)

O 
0 0

I(M+N)Ns
0

!
+RYN

(0)
O 

0 0

0 I(M+N)Ns

!
g�

C(�) = �TfRYN
(0)

O0
B@

INs
0 0

0 2I(M+N�1)Ns
0

0 0 INs

1
CA�RYN

(1)
O 

0 I(M+N)Ns

0 0

!

�RT

YN
(1)

O 
0 0

I(M+N)Ns
0

!
g� (C.45)

C.8 Produit de Kronecker

Le produit de Kronecker de deuxmatricesA de dimensionm�n etB de dimension

p� q est une matrice C de dimension mp�nq, noter ANB. C est form�e par mn

matrices Cij de dimension Ns �Nc, tel que :

Cij = aijB 8 1 � i � m ; 1 � j � n (C.46)
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le produit de Kronecker a certaines propri�et�es :

(A+B)
O

(C +D) = A
O

C +A
O

D +B
O

C +B
O

D (C.47)

(A
O

b)(C
O

D) = AC
O

BD (C.48)

(A
O

B)C = A
O

(b
O

C) = A
O

B
O

C (C.49)

(A
O

B)T = AT
O

BT (C.50)

(A
O

B)�1 = A�1OB�1 si A�1 etB�1existes (C.51)

rang(A
O

B) = rang (A): rang (B): (C.52)

En�n, il a aussi une propri�et�e tr�es importante :

AVB = C () (BT
O

A) Col(V ) = Col(C): (C.53)

o�u Col(V ) est un grand vecteur form�e par les colonnes de V , mis bout �a bout. Si

V est de dimension n� p alors Col(V ) est de dimension np � 1.

C.9 Crit�ere dans le domaine fr�equentiel

Pour une simpli�cation de notation, on d�eveloppe ce calcul dans le cas de deux

sources Ns = 2. La g�en�eralisation pour Ns > 2 est �evidente.

Si H(z) a de di��erents d�egr�ees de colonnes, alors :

H(z) = (H1(z);H2(z)); (C.54)

avec degH1(z) =M1 et degH2(z) = M2. On sait que le vecteur d'observation est

not�e par :

YN (n) = UN (H)(ST

1;M1+N
(n); sT2;M2+N

(n))T : (C.55)

Notons par G une inverse �a gauche de UN (H), G est une matrice de dimensionPp

i=1Mi + p(N + 1) �Nc(N + 1), tel que :

G =

 
G1

G2

!
: (C.56)

o�u Gi est la matrice qui correspond �a l'inverse de TN(Hi) (voir section 6.5). Notons

par Gi;k la ki�eme ligne de Gi.

Comme dans C1, les (Mi +N) premi�eres lignes de GiYN (n) sont identiques aux
(Mi +N) derni�eres lignes de GiYN (n+ 1). Donc on a :

Gi;kYN (n) = Gi;k+1YN (n+ 1): (C.57)
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Dans la section C.1, on montre l'existence d'un �ltreG(z), �egal �a l'inverse �a gauche

de H(z) (bien sûr H(z) satisfait les hypoth�eses n�ecessaires), avec degG(z) � N .

Posons Gi;k(z) le polynôme correspondant �a la matrice Gi;k. D'apr�es la relation

(C.57), on trouve que :

[Gi;k(z)]Y (n) = [Gi;k+1(z)]Y (n+ 1) (C.58)

Gi;k+1(z)Y (z) = z�1Gi;k(z)Y (z) (C.59)

Gi;k+1(z)H(z)S(z) = z�1Gi;k(z)H(z)S(z) (C.60)

Pour les mêmes raisons, d�ej�a utilis�ees dans la section 6.5 sur les sources, on montre

que la derni�ere relation revient �a :

Gi;k+1(z)H(z) = z�1Gi;k(z)H(z) (C.61)

donc la derni�ere ligne est :

Gi;Mi+N (z)H(z) = z�Mi�NGi;0(z)H(z) (C.62)

D'apr�es la relation (C.54), on trouve que :

Gi;Mi+N (z)Hj(z) = z�Mi�NGi;0(z)Hj(z) (C.63)

Dans cette derni�ere �equation, le degr�e du premier terme est :

deg(Gi;Mi+N (z)Hj(z)) � N +Mj (C.64)

deg(z�Mi�NGi;0(z)Hj(z)) �Mi +N (C.65)

Les trois relations (C.63), (C.64) et (C.65) nous montrent que :

� si Mj = Mi alors Gi;0(z)Hj(z) est une constante �ij.

� si Mj < Mi alors Gi;0(z)Hj(z) est un polynôme identiquement nul.

� si Mj > Mi alors Gi;0(z)Hj(z) est un polynôme rij(z) de degr�e Mj �Mi.

Finallement, on trouve que le �ltre resultant du produit de G(z) par H(z) et

relatif aux sources sera : 
G1;0(z)H1(z) G1;0(z)H2(z)

G2;0(z)H1(z) G2;0(z)H2(z)

!
=

 
�11 r12(z)

0 �22

!
(C.66)

Cette �equation montre bien que la s�eparation sur la deuxi�eme voie est imm�ediate,

tandis que sur la premi�ere voie on a un r�esidu de la deuxi�eme source �ltr�e par

r12(z). La g�en�eralisation est imm�ediate �a partir des relations (C.63), (C.64) et

(C.65).
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