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Notations

cumy(X) = cum(ay, 22,...,2,) : auto-cumulant d’ordre ¢ de X.
6(ps, py) est la divergence de Kullback-Leibner entre les densités de probabilités
p(x) et p(y).

EX = espérance mathématique de X.

((t) = matrice séparante.

'H = espace de Hilbert.

HP = espace dual.

H(n) = matrice du filtre de mélange en temps discret.

H(t) = matrice du filtre de mélange en temps continu.

hi(n) = ieme ligne de H(n).

I = matrice Identité.

I, = matrice Identité n x n.

i(pz, py) = information mutuelle entre les variables aléatoires x et y.
J(y) = fonction de contraste.

K(p(x)) = kurtosis de p(x).

Ks(x) = signe de Kurtosis de p(z).

Mom(uy,us, ... ,u;) = moment d’ordre ¢ de u.

Nc¢ = nombre de capteurs.

Ns = nombre de sources.

P = matrice de permutation.

p(x) = densité de probabilité.

pe(u) = densité de probabilité de la variable aléatoire x appliqué a la valeur w.
R' = matrice transposée hermitienne de R.

S = tenseur covariant € H.

S] = tenseur contravariant € HP.

ST = vecteur transposé de S.

S(t) = vecteur des sources.

si(t) = ieme source.

X (1) = sources estimés.

Y (t) = vecteur d’observation (signaux mélangés et filtrés).

= ieme signal mélangé.



A = matrice diagonale.

0P = symbole de kronecker généralisé.
éu(v) = premiere fonction caractéristique.
U, (v) = deuxieme fonction caractéristique.
e = produit de contraction.

@ = produit tensoriel entre tenseurs.

® = produit de Kronecker entre deux matrices.

Notations



Abréviations

ACI : Analyse en Composantes Indépendantes.
iid : indépendant, identiquement distribué.
ddp : densité de probabilité.

ODE : Ordinary Differential Equation.
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Chapitre 1

Introduction

Le traitement du signal est une science récente qui a permis le développement
d’application telle que le radar. Le principe du radar (Radio Detection And Ran-
ging) a été imaginé des 1911 par 'américain Hugo Gernsback. Des expériences
de détection électromagnétique d’avions furent menées avec succes par Pierre
David en 1934, et, en 1935, Maurice Ponte et Henri Gutton installaient un dé-
tecteur d’obstacles a bord du paquebot Normandie. Toutefois, ce fut seulement
au cours de la seconde guerre mondiale que les techniciens anglais, dirigés par
Watson Watt, développerent, en installant de nombreuses stations pour la détec-
tion d’avions ennemis, la technique du radar. Et avec les radars, a commencé le
traitement du signal dans sa forme actuelle.

Le traitement du signal est aussi utile pour traiter le signal biologique mesuré a
I’aide d’électrode. Le cerveau lui aussi traite les signaux provenant de ses mul-
tiples capteurs : visuel, auditif, ... et ce depuis plusieurs centaines de millions
d’années. La modélisation de la transmission des informations (positions, vitesses)
concernant le mouvement d’une articulation a donné naissance au probleme de
séparation de sources, il y a une dizaine d’années. Depuis ce probleme a été étudie
de fagon approfondi du traitement du signal pour son intérét théorique (utilisation
du concept d’indépendance et de statistique d’ordre supérieur) et ses applications
nombreuses : traitement d’antenne, traitement de signal biomédical, rehausse-
ment de parole, etc.

Dans le sujet de cette these, nous étudions différents aspects de la séparation
aveugle de sources

e Dans le 2eme chapitre ”Séparation de sources”, on exposera le probleme
d’une facon générale, tout en étudiant, expliquant et citant les principales
idées utilisées dans ce domaine. Ce chapitre contient notement un état de
I’art sur la séparation aveugle de sources.

11
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Le 3eme chapitre ” Approche directe” est divisé en deux parties :

— La premiere partie présente une approche directe de séparation, dans
laquelle la séparation est obtenue en résolvant un systeme d’équations
non linéaires.

— La deuxieme partie est focalisée sur I’étude de quelque points théo-
riques concernant un algorithme géométrique de séparation.

En basculant sur des criteres adaptatifs, au 4eme chapitre, on présente un
critere simple pour les mélanges instantanés et convolutifs basé sur les cu-
mulants croisées du 4eme ordre des signaux estimés, dont la validité suppose
des sources de méme signe de kurtosis.

Les criteres de séparation de sources supposent souvent des hypotheses sur
les kurtosis des sources ou la somme des kurtosis des sources. Généralement,
la pertinence de cette hypothese est étudiée. Nous proposons dans le 5eme
chapitre une étude théorique sur ce point, que nous illustrons par quelques
exemples.

Le chapitre 6 ”Méthodes de type sous-espace” est consacré a ’étude de mé-
thodes dites sous-espace qui exploitent presque uniquement les statistiques
du second ordre pour séparer les sources a partir des mélanges convolutifs.

Ce mémoire se termine par la conclusion générale et les perspectives.



Chapitre 2

Séparation de sources

2.1 Bref Historique

La séparation de sources est un probleme relativement récent en traitement du si-
gnal, qui a été formulé pour la premiere fois en 84 par Hérault et Ans [60] et [61].
Malgré son importance en traitement de signal et ses nombreuses applications
dans plusieurs domaines (notamment en traitement d’antenne et en télécommu-
nications), son origine est liée a la modélisation d’un phénomene biologique ([4]
et [60]). Bar-Ness [5] a aussi proposé une solution semblable & celle de Hérault et
al. [61], dans le cadre du traitement d’antenne, mais de présentation confuse et
sans avoir vu la portée de cette approche.

(C’est maintenant, un probleme tres général qui se manifeste dans plusieurs do-
maines et dans plusieurs applications. On rencontre ce probleme dans de nom-
breuses situations en radio-communication, (par exemple dans les systemes radio-
mobiles 1), en acoustique [95], en sismique [118]. Récemment, on a aussi utilisé
des algorithmes de séparation des sources pour contréler la dégradation de ’écran
thermique d’un réacteur nucléaire [45] ou le trafic aérien d’un aéroport [23].

2.2 Modeles et probleme

Le probleme de la séparation de sources consiste a concevoir des méthodes
capables de retrouver les N, sources inconnues observées au travers de N, mé-
langes inconnus des N sources. Ces N. mélanges sont obtenus par un réseau de
N, capteurs.

ltechniques de type SDMA (Spatial Division Multiple Access); systeme de téléphone & main-
libre.

13



14 CHAPITRE 2. SEPARATION DE SOURCES

2.2.1 Modélisation du probleme

Les N sources sont notées s;(t), avec 1 < ¢ < N; et elles sont regroupées en un
vecteur S(t). Soit Y (?) le vecteur d’observation dont les composantes sont (1),
1 <12 < N.. Compte tenu de la transmission des signaux dans le canal et des
caractéristiques des capteurs, chaque observation y;() est une fonction inconnue
des sources

Y(t) = H[S(1),...,S(t — M), (2.1)

ou H est une fonction inconnue qui dépend uniquement du canal et des capteurs,
M est 'ordre du canal. La structure générale de ce modele est présenté dans la
figure 2.1.

La séparation consiste a estimer un systeme G, telle que les composantes de

_ | H G I
S(t) ® Y(t) © X(t)

Mélange Séparation

Figure 2.1: Structure générale.

X(t) = G[H(9)] soient les sources inconnues. La séparation est dite aveugle si on
est capable de séparer les sources sans aucune hypothese. Mais pratiquement on
ne sait pas encore résoudre le probleme relatif au modele (2.1) sans connaissances
a priori sur le canal (c’est-a-dire sur H), et on choisi un modele de mélange moins
général, le plus souvent linéaire.

2.2.2 Modele de mélanges linéaires

Dans le cas le plus général la fonction H dans 1’équation (2.1) est une fonction
vectorielle? non linéaire qui dépend aussi des instants passés de S(¢). Ce probleme
de mélanges non linéaires a été jusqu’ici peu abordé, a part 1’étude de Krob [71]
sur des modeles linéaires quadratiques, et les travaux récents de Pajunen et al.
[100], Taleb et Jutten [115].

Si l'on suppose que le canal est un filtre linéaire et les capteurs aussi sont des
filtres linéaires, on a alors

yi(t) =D hji(t)+sit),  1<j<N. (2.2)

2(’est & dire, a des vecteurs pour entrées et plusieurs sorties.
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ou * est le produit de convolution et h;;(t) est un filtre linéaire qui caractérise la
sensibilité de la sortie du jeme capteur vis a vis de la source :. Un tel mélange
est dit convolutif et il est caractéristique d’un canal avec mémoire. Dans le cas
de signaux échantillonnés, la relation (2.2), en notation vectorielle, sera notée :

Vin) = [H)S0n) = S HOS(n =), (2.3)

ou n représente le temps discret. La représentation en z est associée naturellement
aux fréquences discretes z et I’équation (2.3) apres transformation devient :

Y(z) = H(z)S(2), 2.4)
dans laquelle le produit de convolution est remplacé par un produit matriciel.

Dans le cas le plus simple, H(z) est une matrice de scalaires et la relation
(2.4) devient :
Y(n) = HS(n). (2.5)

On dit alors que le mélange est linéaire instantané.

2.2.3 Indétermination

On remarque facilement que la relation entrée-sortie est une application sur-
jective, pour un mélange convolutif (2.3) ou instantané (2.5). Le méme vecteur
d’observation Y () peut donc étre généré a l’aide d’une infinité de vecteurs S(#).
En effet, I'ordre de signaux est arbitraire car toute permutation appliquée sur les
sources et sur les lignes de H correspondantes donnent naissance au meéme vec-
teur Y'(¢). Les sources ne peuvent étre déterminées qu’a une permutation pres.
Il existe aussi une indétermination d’échelle. En effet, posons h;(n) (respecti-
vement h;(z)) les lignes de H(n) (respectivement H(z)), il est évident que les
observations i de deux équations (2.4) et (2.5) peuvent étre écrites :

yi(2) = hi(2)5(2) = ——=(ai(2)5(z)) (2.6)

yi(n) = hi(m)S(n) = U 0,5 ). (2.7)

Donc finalement, les sources sont déterminées a une permutation pres et a un
facteur échelle pres pour les mélanges instantanés, et a une permutation pres et
a un filtre pres dans le cas d’un mélange convolutif.

Ces indéterminations entrainent deux conséquences importantes dans le cas de
mélanges instantanés
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e N, parameétres étant indéterminés sur la matrice de mélange, on a N2 — N,
parametres libres (bien sir dans le cas ou N, = N.). Et on peut imposer
hiy=1,1<17< N,

e La matrice séparatrice ¢ possede aussi N? — N, parametres libres. Cette
matrice peut étre aussi contraintée (par exemple avec g; = 1, 1 < @ <
Ns). Quoique les contraintes sur la matrice séparatrice ne sont pas sans
conséquence sur les performances [20].

2.2.4 Hypotheses

A priori les hypotheses sur le mélange et sur les sources sont faibles.

e Hypothese 1 : Les sources sont mutuellement indépendantes. Cette hypo-
these fondamentale est commune a toutes les méthodes.

e Hypothese 2 : La deuxieme hypothese concerne le mélange. La plupart
des auteurs discutent les cas de mélanges linéaires (donc instantanés ou
convolutifs).

Dans la suite, on considérera que Ny, = N. sauf pour les méthodes sous-
espaces ou N. > N, (voir chapitre 6). La matrice H est supposée de rang
plein et inversible.

e Hypothese 3 : Les sources sont non gaussiennes sauf au plus une. On verra
plus loin la nécessité de cette hypothese.

2.3 Indépendance statistique

L’hypothese 1 d’indépendance est essentielle pour 'estimation de la matrice sé-
paratrice (. Par définition, deux variables aléatoires continues, u; et u;, sont
indépendantes si leurs densités de probabilité vérifient (voir [104] et [105])

plui,u;) = plui)p(u;). (2.8)

Pour les variables discretes la relation (2.8) sera remplacée par une relation entre
les probabilités.

Pour exploiter la notion d’indépendance, décrite dans I’équation (2.8), on peut
proposer deux approches

e Une exploitation directe fondée sur la divergence de Kullback-Leibner

([36], [101]).
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Soient deux variables aléatoires, u; et u; de densités de probabilités p,,(v)
et py,(v), la divergence de Kullback-Leibner est la quantité :

§(pusrpu,) 2 /pui(v)log %dv. (2.9)

La divergence de Kullback-Leibner est toujours positive, ou nulle si p,, (v) =
Py, (V).

Il faut noter aussi, que certains auteurs préferent utiliser la définition d’in-
formation mutuelle [62]

L og —PvV)
i(pr) = /pU(V)l g N pu(07)

dV (2.10)
ou U est un vecteur aléatoire et les u; sont ces composantes. Si les u; sont
mutuellement indépendantes, alors ¢(py) = 0.

e Moments et cumulants. La plupart des algorithmes exploitent indirecte-
ment I'indépendance statistique, en utilisant des relations entre les moments
ou les cumulants, cette indépendance est basée sur les propriétés de deux
fonctions caractéristiques.

Par définition, on appelle premiere fonction caractéristique ([70], [114], [104],
[105]) d’une variable aléatoire continue de dimension p :

U = (uy,ug, ... u,)t, (2.11)

’espérance mathématique de la fonction 2(U) = exp(3VIU). 1l s’agit donc dune
fonction (V') définie par :

Ou(V) 2 Eexp(jVTU) = /exp(jVTU)dF(U), (2.12)

ou F(U) est la fonction de répartition de U.
La seconde fonction caractéristique Wy (V) est simplement :

Uy (V) = In{®(V)}. (2.13)

Un des principaux intéréts de ces deux fonctions est qu’elles expriment de maniere
tres simple les moments (avec la premiere fonction (2.12)) et les cumulants (avec

la deuxieme (2.13)) de la variable aléatoire U. En effet ([70], [104], [105], [98]), le

moment d’ordre ¢ d’une variable aléatoire U est donné par :
A
Momg(uy,ug,y ... uy) = FEluguy...uy)

: B9y (V
= (_J)qaul auz... Sug

. (2.14)
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Pour les cumulants, on trouve que le cumulants® d’ordre ¢ de U est donné par :

Cumy(U) = Cum(uy,ug, ..., uy)

= (=) 8y (V)
dvr dva... dug

. (2.15)
D’apres la relation (2.15), on montre que les cumulants du U sont tous nuls,
s’il y a au moins une composante de U indépendante des autres composantes
(voir [90], [98]). En effet, supposons que parmi les ¢ composantes de U, les r
premieres composantes soient indépendantes des autres, alors la premiere fonction
caractéristique s’écrit :
r q
Oy (V) = Eexp(jVTU) = Fexp(y ZvZuZ)E exp(y Z Vi), (2.16)

=1 i=r+1

et la seconde fonction devient :

Uy (V) = InEexp(jVIU) (2.17)
= In(FE exp(jiviui)E exp(y _Zq: V) (2.18)
= In(Fexp(y Zi: viug)) + In(E exp(y _Zq: ViU )). (2.19)

Enfin, en ce qui concerne les cumulants, on trouve que :

Cumq(U) = (_])q aqln(EeXp(j 2221 Uzuz))

dvr dva... dug

V=0

4 (_ ,)qaqln(Eexp(j ;er-l-l viug))
dvr dva... dug

—0 (2.20)
V=0

Il est clair que la premiere (respectivement la deuxieme) partie de (2.20) dépend
uniquement de v; ou 1 < ¢ < r < ¢ (respectivement r < ¢ < ¢), donc sa dérivée
par rapport au vecteur V est nulle.
Donc l’'indépendance statistique revient a annuler les cumulants de
tous les ordres. Remarquons que ce critere n’est pas manipulable en pratique
car on a une infinité de cumulants.

3Les cumulants peuvent aussi étre définis par la relation suivante :

Cumg(U)

Cum(ui, ua, ..., ug)

(-

Momg(uq,us, ..., ug) — Momg(g1,92,- .., 9q),

ou (G est une variable gaussienne qui a la méme espérance et la méme variance que U. Cette
relation met en évidence la role des cumulants comme une mesure d’écart a la gaussianité.
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2.3.1 Exploitation de I'indépendance

On trouve beaucoup de criteres basés sur les cumulants ou les moments. Mais, la
construction d’un critere efficace par sélection de quelques cumulants n’est pas
aisé. Une approche proposée initialement par Comon est de définir une fonction
de contraste [30] et [33].

Définition une fonction de contraste .J (voir [30], [31] et [93]) est une application
dans IR d’un espace de vecteurs aléatoires X € IR", dépendant seulement de la
loi de probabilité de x et telle que :

o J(X) est symétrique par rapport aux composantes x; de X. C.a.d. pour
toute matrice de permutation P, on a J(X) = J(PX).

e J(X) est invariant par un changement d’échelle. Soit la matrice diagonale

A, on trouve J(AX) = J(X).

e Un mélange linéaire de composantes indépendantes ne peut que dégrader
le contraste : soit X un vecteur dont les composantes sont indépendantes
entre elles, et une matrice quelconque H, on a J(HX) < J(X).

o Seuls les permutations et les changements d’échelle conservent le contraste
de sources indépendantes : VX un vecteur dont les composantes sont indé-
pendantes entre elles, et si pour une matrice H on a J(HX) = J(X) alors
forcément H = AP.

Pour étre réellement utile, un contraste doit également étre ”discriminant”. Un
contraste ['(X) est dit discriminant si Va, on a I'(AX) = I'(X) alors A = AP ou
P est une permutation et A est une matrice diagonale [36].

A titre d’exemple, dans [92], Moreau a montré que la fonction :

J(X) = Z: |Clum(23)| (2.21)

est une fonction de contraste pour les n variables aléatoires x;, a condition que
ces variables soit blanches : une étape de blanchiment spatiale est une transfor-
mation d’axes pour rendre les signaux spatialement indépendants.

2.3.2 Ordre de statistiques et limitations sur les signaux

La manipulation de statistiques de tous ordres étant impossible, on cherche alors,
I'ordre suffisant pour obtenir la séparation. Par hypothese, supposons que les
sources sont centrées et commencons par les statistiques du second ordre.
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Statistique du second ordre. S’il n’y a pas d’hypotheses supplémentaires
(autres que les hypotheses 1, 2 et 3 de la section 2.2.4), ces statistiques sont
insuffisantes pour achever la séparation. En effet, chaque matrice carrée H est
décomposable sous la forme

H =UAY?Y, (2.22)

ot A est une matrice diagonale, U et V sont deux matrices unitaires*. En sup-
posant que les sources sont a puissances unitaires, alors la matrice de covariance
du vecteur observation, pour un mélange instantané, devient :

I'=EYY") = BUAY*VSSIVHAY2H) (2.23)
= UAYVRVE(SSMVEAY2! (2.24)
= UAYVRYVEAY2E (2.25)
= UAU" (2.26)

Il est clair qu'on a perdu dans I' les informations concernant la matrice V. Par
conséquent, on ne peut pas trouver une inverse a gauche de la matrice H et la
séparation devient impossible, sans hypothese supplémentaire.

Statistique du troisieme ordre. Ces statistiques sont non nulles seulement
pour des signaux de densité de probabilité non symétrique. Cette restriction est
sévere dans le cas général, et on exclut les statistiques d’ordre trois.

Statistique du quatrieme ordre. Ces statistiques sont suffisantes pour sé-
parer les sources ([112], [113], [17],[28] [86], ...). Nous verrons en particulier dans
le chapitre 3 7 Approche directe”, que I'on peut montrer algébriquement 1'insuffi-
sance de 'ordre 2 et la suffisance de 'ordre 4, pour des mélanges de deux sources.
L’utilisation de statistiques d’ordre supérieur a deux laisse apparaitre un probleme
lié aux signaux gaussiens. FEn effet, les cumulants d’ordres supérieurs a deux d’un
signal gaussien sont tous nuls. Donc la séparation des sources gaussiennes, sans
hypothese supplémentaire, est impossible, sauf dans le cas ou on a une et une
seule source gaussienne.

Le fait que les cumulants d’ordre élevé des signaux gaussiens soient nuls, nous
permet de séparer des sources en présence de bruit gaussien additif. On pourra
récupérer les sources mais bruitées par un bruit gaussien.

Les statistiques d’ordre quatre sont utilisées dans plusieurs algorithmes. On donne
dans les trois équations suivantes, les relations entre les moments et les cumulants
croisés du quatrieme ordre pour des signaux supposés centrés [89]

Cumas(u;,uj) = Euiu?—i%Eu?Euiuj (2.27)

4Une matrice unitaire est analogue & une matrice orthogonale, & coefficients complexes. Si
U est une matrice unitaire, alors U? = U~! ott U” est la transposée hermitienne de U.
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Cumags(u;,uj) = Eufuf — EufEu? — 2(Fu;u,)? (2.28)
Cumsi(ug,u;) = Buju; — 3Eu§Euiuj. (2.29)

2.4 Etat de l’art

2.4.1 Introduction

Le probleme de séparation de sources a été formulé initialement par Ans, Hérault
[60] et Jutten [61], dans le cas de mélange instantané. Beaucoup d’autres algo-
rithmes sont apparus par la suite, principalement pour des mélanges instantanés a
coefficients réels ou complexes ([12], [18],[29], [33], [92], etc). L’intérét de mélange
a coefficients complexes tient du fait que les mélanges convolutifs de signaux a
bande étroite (courants en traitement d’antennes) peuvent étre traités comme des
mélanges instantanés a coefficients complexes. Ce n’est qu’a partir des années 90
que quelques auteurs se sont penchés sur le cas de mélanges convolutifs [2], [96],

[85], [87]) de signaux a large bande.

Dans un cadre général, pour chaque type de mélanges (instantané ou convo-
lutif) on peut diviser les différentes méthodes en deux, les méthodes basées sur
les statistiques d’ordre élevé [92], et celles basées sur les statistiques d’ordre deux
[46].

Dans des contextes particuliers, notamment avec des hypotheses sur les signaux
sources, on peut élaborer des algorithmes spécifiques.

A titre d’exemple, Moreau [91], propose une fonction de contraste pour la sépara-
tion des signaux discrets (binaires). Malouche et Macchi [83] font la séparation de
sources binaires a 1’aide d’un réseau de neurones non linéaire bouclé. Capdevielle
et al. [13] et [14] séparent des signaux périodiques de fréquences tres proches.

2.4.2 Meélange instantané

La classification des algorithmes, suivant différentes rubriques, est tres difficile.
Donc j’ai essayé de classer chaque algorithme par son aspect le plus remarquable.
Malgré les efforts faits, le classement donné reste un classement subjectif.

Criteres basés sur les moments ou les cumulants

Pour une architecture récursive, Jutten et al. dans [66], [64] et [63] suggerent que
la diagonale principale de la matrice C' (notons que G = (I + C)™!) est nulle, et
ils ajustent par itération stochastique les autres coefficients suivant la regle :

cij(t +1) = c;j(t) + af[:(t)]g[2;(1)], (2.30)
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ou f et g sont deux fonctions impaires si les sources sont a densité de probabilité
symétrique, de sorte que les moments d’ordre impair sont nuls [35].

Pour surmonter la limitation sur la densité de probabilité des sources, Jutten et
al. [68] ont suggéré d’ajuster les coefficients de C' par annulation de cumulants
croisés C'umsy(x;, ;).

Jutten et Hérault [66] ont discuté le cas ou on a plus de deux sources et ont
présenté des résultats expérimentaux pour le cas de 3 sources et 3 capteurs.

La simplicité de 'algorithme de Jutten et Hérault a attiré I'attention de nom-
breux chercheurs qui ont étudié sa stabilité et ses performances ([81], [91], [47],
[111], ...).

Par exemple Fort [47], a montré que si tous les signaux sont sous-gaussiens, la
convergence est atteinte. Pour Sorouchyari [111], le choix de points de départ,
ainsi que celui du pas d’adaptation «, ont beaucoup d’influence sur la conver-
gence de 1’algorithme. L’algorithme était aussi amélioré par une étude faite par
Moreau [91] sur le choix du coefficient .

En utilisant les cumulants, Lacoume et Ruiz [73] ont factorisé la matrice de mé-
lange H (comme toute autre matrice) qui est décomposable en :

H=UA?V, (2.31)

ou U et V sont deux matrices unitaires et A est une matrice diagonale. Les
auteurs montrent la possibilité de trouver U et A par une simple décomposition
en valeurs singulieres de la matrice de covariance de signaux mélangés. Par une
méthode "heuristique”, Lacoume et Ruiz ont estimé la valeur de V', en maximisant
I'inverse de la somme de cumulants croisés de quatrieme ordre :

1

(0, X) = (Cumqs(X))? + (Cumsi(X))? 4+ (Cumaa(X))?

(2.32)

ou # est 'angle de rotation, si on remplace la matrice V par une rotation de
Givens.

Approches Algébriques

Approche de Comon. Sachant que toute matrice carrée se factorise d’une maniere
unique sous la forme :

H = LQA, (2.33)

ou L est triangulaire inférieure avec des éléments diagonaux positifs, () est une
matrice de rotation, et A est une matrice signature®, Comon [27] [29] propose

5(C’est une matrice diagonale dont les coefficients de la diagonale principale, sont égaux a

+1
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une facon directe pour séparer le mélange de deux sources. En effet, pour séparer
les sources a une permutation P et une matrice diagonale A pres, on cherche une
matrice F' telle que :

FH = AP (2.34)

Une solution évidente pour F est I/ = Q"L~'. Comon a montré quune simple
factorisation de Cholesky appliquée a la matrice de covariance du mélange, nous
donne une estimation de L. La détermination de () peut étre faite par sa décom-
position sous la forme d’un produit de N? rotations planes (rotations de Givens).
Le calcul des différents angles de Givens se fait en résolvant des équations polyno-
miales du second degré, dont les coefficients sont calculés en fonction de cumulants
d’ordre quatre. Enfin, dans [28] Comon a appliqué son idée pour trois sources.
De méme, Cardoso et Comon [19] proposent des solutions algébriques basées sur
un formalisme tensoriel.

Approche de Garat. Sur le méme principe, Garat [52] propose une méthode al-
gébrique qui consiste a résoudre un systeme d’équations basé sur les cumulants
de signaux mélangés. Il prouve que les colonnes de la matrice de mélange, sont
déterminées a un coefficient et une permutation pres et elles sont les solutions
non nulles d’une équation quadratique et homogene, dont les coefficients sont des
expressions de cumulants d’ordre quatre. Dans son algorithme actuel, il se limite
a trois sources. Pour un nombre de sources quelconque, il propose une version
adaptative (un algorithme ”ad-hoc”), de son algorithme, appliquée sur chaque
paire de signaux.

Notre approche limitée [86] au cas de deux mélanges de deux sources, pour des
raisons de complexité, sera détaillée au chapitre 3.

Fonctions de contraste

La notion de fonction de contraste a été introduité par Comon dans [30] et [33].
La premiere fonction de contraste proposée par Comon était la somme au carré
des auto-cumulants d’ordre quatre des signaux estimés :

J(x) = Z |Crumy(;))?. (2.35)

Cette fonction de contraste est exactement la méme fonction proposée indépen-
damment et par une approche de maximum de vraisemblance par Gaeta [49].
Moreau et Macchi dans [92] suggere que la minimisation de la fonction de contraste
proposée par Comon, par rapport a la matrice de séparation, est difficile. Pour
cette raison, les auteurs proposent une autre fonction qui est la somme en valeur
absolue de cumulant de quatrieme ordre :

J(x) = Z |Cuma(x;)]. (2.36)
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Cette fonction de contraste est valable pour des sources qui ont le méme signe de
kurtosis®. Enfin, cette fonction nécessite une étape de blanchiment.

Dans [82] et [91], Macchi et Moreau proposent une fonction de contraste qui ne
nécessite pas une étape de blanchiment, en introduisant le pré-blanchiment dans
leur fonction de contraste.

|Cum4 |Cum( : 2)|

<j=1
N,

B Z |Cum(yiy§’)

~ (2.37)
izi=1 /By (Ey?)?

IIs montrent que la fonction (2.37) [93] est un contraste pour tout vecteur X, si
p>1,~20.

Dans leur approche de déflation, Loubaton et Delfosse [41] utilisent aussi un
critere de contraste (voir le sous-paragraphe suivant).

Déflation

Pour les signaux de méme signe de kurtosis, Delfosse et Loubaton [40] proposent
une méthode de déflation (en fait, ils restituent un signal & chaque étape). Leur
méthode s’inspire de 'approche développée par Shalvi et Weinstein [110].

Apres une étape de blanchiment spatiale sur les signaux mélangés ils minimisent
une fonction de contraste, par rapport a un vecteur séparateur ¢

4
K(g) = E(gy4(n)) 7

si g(n) correspond au minimum de K déterminé par un gradient stochastique,
alors le signal x(n) = g(n)y(n) est un estimateur de I'une des sources. Et ainsi,
on sépare une source a chaque étape et on diminue le nombre des sources d’une
unité a la fois. Pour avoir la séparation totale, il faut appliquer leur algorithme
N, — 1 fois.

Il faut noter que c’est la seule méthode pour laquelle on a pu montrer (dans le cas
général de N, > 2 sources) qu’il n’y a pas de solutions parasites (D’apres [41], les
minima locaux de K sur la sphere unité de IR? sont les vecteurs correspondants
a I'inverse a gauche de H).

Leur approche peut étre étendue au cas ou les signes de kurtosis sont quelconques,
voir [41].

En utilisant ’ODE (Ordinary Differential Equation, voir [10]), et dans le cas d’un

Le kurtosis est I’auto-cumulant d’ordre quatre normalisé par le carré de puissance du signal,
voir chapitre 5
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pré-blanchiment exact, ils montrent [38] que la variance asymptotique de I'erreur
au premier étage est égale :

E(zf)

K3

B 2Cumy(x;)

[1]

ou [ est la matrice identité et Cumy(a) est 'auto cumulant d’ordre 4 de x.

Séparation avec un estimateur de Maximum d’Informations Mutuelles

Comon et Lacoume ont montré [36] que I'information mutuelle est une fonction de
contraste. L'information mutuelle est défini a partir de la divergence de Kullback-
Leibner, voir la relation (2.9)

Z(px) = /px(u) 10g %du

on trouve un algorithme semblable dans [62].

Finalement, Pham [101] propose un algorithme d’ACI basé sur la distance de
Kullback. 11 a présenté dans le méme article les performances de son algorithme,
sa robustesse et ’absence de solutions parasites.

Méthodes en deux étapes: Blanchiment et Rotation

Plusieurs auteurs ([74], [73], [29], ...) ont proposé des algorithmes de séparation
en deux étapes : un blanchiment, qui exploitent les statistiques d’ordre deux,
suivi d’une rotation qui est déterminée en générale a 1’aide de statistiques du
quatrieme ordre.

Parmi ces divers algorithmes, on remarque celui proposé par Cardoso et Laheld
parcequ’il était le sujet de plusieurs papiers et ces auteurs ont proposé plusieurs
versions en étudiant a chaque fois les performances de leurs algorithmes.

Pour les signaux qui ont le méme signe de kurtosis Laheld et al. dans [75], [74] et
[20] proposent deux versions d’algorithmes le PF'S ”Parameter Free Separation”
(dénommé EASI ”Equivariant Adaptive Separation via Independence” dans [20])
et le SPFS (Stabilized PFST). Dans [20], et [74] on trouve quelques simulations
et une étude de performances pour ces deux versions.

Leur idée principale est basée sur la décomposition de la matrice de séparation
(G en un produit de deux matrices GG = WU. W est une matrice de décorrela-
tion spatiale (blanchiment) et U est une matrice unitaire telle que la somme des
kurtosis de ses sorties z = GY soit extremum pour les sources de méme signe de

“On trouve un algorithme IBSS (Iterative Blind Source Separation) semblable & ces derniers
algorithmes, dans [6]
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kurtosis.

Cardoso et al. [18] proposent une version bloc NPFS (Newton PFS) qui est une
approximation de la méthode de Newton. Finalement, la matrice séparatrice est
ajustée par :

G(t+1) = (I + pJ(TH)SH))G(1), (2.38)

ou J(T(t)S(t)) est le critere d’ajustement de la matrice séparatrice GG. Il est lié
aux sources et a la matrice globale T'(#).

La forme (2.38) permet d’obtenir des performances invariantes|[74]. En effet, la
matrice globale est ajustée de facon multiplicative sous la forme :

T(t+1) = {I — pJ(T(H)SE)IT() (2.39)

Le résultat (2.39) est simple mais remarquable, parce qu’il implique que la loi
d’évolution du systeme global est indépendante de la matrice de mélange H.

Séparation avec un estimateur de Maximum de Vraisemblance

Parmi les principes de séparation de sources déja utilisé, il y a une approche
tres importante basée sur le maximum de vraisemblance. L’estimateur de vrai-
semblance est un estimateur asymptotiquement non biaisé et efficace d’ou son
importance.

L’approche développée par Gaeta et Lacoume [51] et [50] est divisible en deux
idées essentielles. La premiere est la modélisation de la densité de probabilité des
sources par un développement de Gram-Charlier a l'ordre quatre. La deuxieme
est 'utilisation de maximum de vraisemblance pour estimer les différents para-
metres. Gaeta, dans [49], utilise les notations tensorielles ([11], [89]) pour montrer
la validation de son approche.

Dans ([58], [59], et [72]) Harroy et Lacoume font une étude de performances sur
I’algorithme de Gaeta-Lacoume et aboutissent aux bornes de Cramer - Rao, dans
le cas des signaux complexes.

Indépendamment Pham et al. [103] proposent eux aussi une approche fondée sur
le maximum de vraisemblance. En supposant que les sources sont iid avec des den-
sités de probabilités connues, ils dérivent une procédure pour choisir le meilleur
estimateur a partir des observations lorsque ces fonctions non-linéaires sont choi-
sies dans un certain espace vectoriel. Garat [52] donne deux algorithmes relevant
de cette approche : le premier est QMV-I (Quasi-Maximum de Vraisemblance)
pour les signaux iid; le second est QMV-II dédiés aux signaux temporellement
corrélées et basé uniquement sur les statistiques de second ordre.
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Dans le cas de communications numériques les distributions des sources étant
connues, Belouchrani ([6], [9]) propose un algorithme du maximum de vraisem-
blance pour les signaux indépendants et identiquement distribués (iid), dont les
mélanges sont pollués avec un bruit additif b(t) gaussien de moyenne nulle. Pour
maximiser sa fonction de vraisemblance il se sert de I’algorithme EM ([43], [80]),
pour lequel il donne deux algorithmes : MLS (Maximum Likelihood Séparation)
et une version stochastique SMLS (Stochastic Maximum Likelihood Separation).

Statistique du second ordre

Dans de nombreux cas, les signaux ont des échantillons temporellement corrélés on
peut construire des algorithmes simplifiés qui exploitent cette information et qui
sont basés sur les statistiques de second ordre. L’idée principale de ces derniers
algorithmes est basée sur l'utilisation de matrices de covariance, de signaux a
différents instants. Toutes ces méthodes nécessitent que les densités spectrales
de sources sont distinctes[102].
Pour des sources mutuellement indépendantes mais temporellement corrélées, il
existe 7 # 0, tel que :

ESH)ST(t—71)=C(7), (2.40)
o I est 'espérance mathématique, (ST est le vecteur transposé de S), et la
matrice C'(7) est une matrice diagonale non nulle.

Féty [46] propose de diagonaliser plusieurs matrices de covariance des signaux
observés :

I(r) = HCO(T)HT, (2.41)

jusqu’ a la séparation souhaitable.

Cette idée a été améliorée par des travaux faits par Tong [119] puis par Comon
[32]. L’algorithme de Comon (qui ressemble a I'algorithme AMUSE proposé par
Tong) est détaillé dans [36], [34]. Comon suggere de construire avec un jeu de
parametres «, et 3, deux matrices :

r, = ZaTF(T) (2.42)
r, = ZﬁTF(T). (2.43)

Une fois qu’on a construit ces deux matrices, on détermine a I’aide d’un algorithme
quelconque de factorisation deux matrices R et U telles que :

I'y = RRFRT'T,R™ = UNU" (2.44)

U est la matrice de vecteurs propres et A est une matrice diagonale de valeurs
propres.
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Le choix des parametres «, et 3, est libre a condition que les vecteurs propres
de A sont distancés le maximum possible. Notons que le choix des o, et 3,
n’était pas défini clairement, cette raison limite en fait I'application de ce
type de méthodes. Enfin, la matrice mélange H est estimée par H = RU a une
permutation et une matrice diagonale pres.
Belouchrani ([7], [6] et [8]) a proposé un autre développement basé sur le principe
de la diagonalisation conjointe (voir [113], [112]). La diagonalisation conjointe
approchée d’'une famille de K matrices M;, ou [ =1,..., K, est la matrice V qui
minimise le critere :

C(V) == [l Mp;|?, (2.45)

Li

ou v; est I'teme colonne de V.
Finalement, Pham et Garat [102] et [52] montrent, en utilisant le principe de
maximum de vraisemblance, 'existence de filtres optimaux pour faire la sépa-
ration. Leur fonctionnelle de vraisemblance [, est établie grace a la propriété
de convergence asymptotique des Transformées de Fourier Discretes dg(n) des
sources indépendantes vers des variables gaussiennes. En effet, asymptotique-
ment les dg(n) (n =0, ...,7/2) sont des vecteurs indépendants, centrés, gaussiens
et de matrice de covariance diagonale Dy(n/7) d’éléments diagonaux g¢i(n/7),
weey gn.(n/7). Ensuite, la fonctionnelle de vraisemblance L, est déterminée par le

logarithme de la densité de probabilité conjointe des dy (n) ;/:20

1 Y L e H ds(n)?

L=y Y

zan gi n/T)

— T'ln|det H|

ou ¢! désigne la ieme ligne de la matrice identité et dy (n) est la transformée de
Fourier discrete du vecteur Y'(¢).

dy(n) = —=>_ 7 — Le72™7Y (1). (2.46)

1
\/F t=0
Signaux non stationnaires

Matsuoka et al. [88] proposent un algorithme pour séparer les signaux non-
stationnaires. En effet, ils supposent que le rapport de puissances Es}(t)/Es3(1)
n’est pas contant en fonction du temps. Cette hypothese est nécessaire, lors-
qu’on veut séparer les sources en n’utilisant que I'information de la matrice de
covariance. En effet, on sait que la représentation (2.5) n’est pas unique, puisqu’on
peut produire les signaux par des séries de sources différentes et Y = HS = HS.
Avec I’hypothese de puissance les auteurs montrent que la matrice de covariance
de S est déduite de celle de S & une permutation pres.

Pour des signaux centrés, ils montrent 1’équivalence entre :
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e Trouver une matrice de séparation a une permutation et un coefficient
d’échelle pres.

o Les corrélations de tous les signaux estimés sont nulles :

Ex(t)xj(t) = 0.
o leur critere est
QUG R(1)) = X log(Ba(t) ~ log [EX(0)XT(1)]} = 0

Ou R(t) est une matrice diagonale dont la diagonale principale est égale
aux puissances de signaux estimés.

La matrice séparatrice ¢ est obtenue par annulation de la fonction Q(G, R(t))
par un algorithme de gradient.

Approche Géométrique

Dans [107], [108] les auteurs proposent une idée originale de séparation basée
sur la représentation géométrique des mélanges. Dans [109], on a présenté un
algorithme de ce type, tres simple, mais restreint au cas de deux sources, et on a
discuté quelques points théoriques (voir chapitre 3).

2.4.3 Meélange convolutif

Dans le domaine de télécommunications (radio-mobiles, GSM), on ne peut pas
approximer le mélange convolutif par un mélange instantané, sauf pour des si-
gnaux a bande étroite pour lesquels le mélange convolutif se réduit a un mélange
instantané a coefficients complexes. Les premieres études avec des signaux a large
bande ont été présentées dans les années 90.

Statistique d’ordre élevée

Parmis Les premiers algorithmes, on trouve un algorithme proposé par Jutten et
al. [67] dans le cas de deux sources et deux capteurs, pour un mélange convolutif
modélisé par deux filtres a réponse impulsionnelle finie (RIF). La structure de
séparation est une matrice de filtres dont les coefficients sont estimés par une
généralisation du critere [64] qui était utilisé pour un mélange instantané. En
effet, la séparation est assurée en annulant des moments croisés d’ordre impair
des sources estimés prises a différents instants.

E(f(zi(n)g(si(nx))) =0 (2.47)
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Cet algorithme peut étre amélioré en minimisant la somme des trois cumulants
croisés d’ordre quatre des signaux estimés [96], [95]), ou en cherchant des fonctions
| et g quasi-optimales [21].

Approches fréquentielles

Il est facile de remarquer qu’un mélange convolutif ressemble au mélange ins-
tantané, apres transformée de Fourier. En effet, la transformée de Fourier, de la
relation (2.3), donne :

Y(z) = H(2)X(2), (2.48)

expression analogue a (2.5). Apparemment, le probleme semble tres simple

il suffit de faire une transformation de Fourier et d’effectuer la séparation dans
chaque bande, et de reconstruire chaque source.

Malheureusement, ce n’est pas le cas. En fait, la séparation est faisable a une per-
mutation et un facteur d’échelle pres dans chaque bande. Si la permutation n’est
pas trop génante dans le cas instantané (puisque on récupere toutes les sources
a la sortie sans savoir leur ordre), elle est catastrophique dans le cas de signaux
large-bande car la reconstruction devient délicate; la simple somme des canaux
de méme indice n’est pas valable. Il faut donc compléter ces traitements en bande
étroite par une opération de reconstruction des sources a partir des composantes
estimées a chaque canal de fréquence [14].

Pour cela, Capdevielle (dans [14] et [15]) cherche par filtrage des composantes
fréquentielles estimées sur des tranches glissantes de signal, a retrouver une fonc-
tion des sources temporelles afin d’obtenir une corrélation significative des filtres
issus d’une méme source.

Parallelement, Thirion et al. dans ([118], et [117]) proposent une méthode ap-
pliquée a la séparation de signaux sismiques. En faisant une transformée de Fou-
rier des signaux mélanges, ils rencontrent le probleme de séparation de mélangés
instantanés de signaux "multi-bande étroite”. Les traitements sur chaque bande
de fréquence sont faits de facon indépendante, en faisant un pré-traitement qui
consiste en un déroulement de phase, et en utilisant une méthode de maximum
de vraisemblance [58]. Et enfin pour séparer le mélange convolutif, les auteurs
proposent un algorithme qui reclasse les vecteurs d’ondes estimés en minimisant
leurs fluctuations fréquentielles de phase.

Enfin Charkani et Hérault [22], en utilisant un critere basé sur des fonctions
semblables aux cumulants d’ordre quatre mais dans le domaine de fréquence, ont
montré la possibilité de séparer les sources dans un mélange convolutif.
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Statistique du second ordre

Pour I'instant, Les algorithmes apparus pour le mélange convolutif, généralement?®,
sont des méthodes de sous-espaces. Pour toutes les méthodes de sous-espaces, on
pose une hypothese commune et tres importante, le nombre de capteurs est
plus grand que celui de sources N, > N..

On trouve principalement deux approches

e la lere approche, est développée a partir de 1'idée de Moulines et al. [94] en
égalisation multivariable, on la discutera en détail dans le chapitre 6.

e Toujours, avec une méthode de type sous-espace et pour un mélange convo-
lutif, Delfosse et Loubaton de [42] montrent la possibilité de faire une prédic-
tion linéaire (au second ordre) suivi d’une séparation de mélange instantané
(au quatrieme ordre), sous I’hypothese que :

— le filtre de mélange H(z) est causal et rationnel, et de rang plein, Vz.

En montrant que les innovations de sources sont les innovations normalisées
des signaux mélangés, ils prouvent la possibilité d’extraire ces innovations
a une matrice orthogonale U pres, a 'ordre deux seulement. Pour identifier
U, on utilise les statistiques d’ordre quatre. L’algorithme de Delfosse et
Loubaton [38] est basé sur une structure de filtre de synthese (en treillis)
stable pour tout jeu des parametres.

2.4.4 Application

Le probleme de séparation de sources attire 'attention d’un grand nombre de
chercheurs, notamment en raison de ses applications diverses

1. Dans [37], il s’agit d’ACI, pour séparer dans des électrocardiogrammes, le
signal correspond au battement de coeur d’un foetus de celui de sa mere.

2. Dans [97], la séparation de sources sert au rehaussement de parole.

3. Desodt et al. [44] 'utilisent pour séparer les signaux de radar provenant de
plusieurs aires pour controler le trafic aérien d’un aéroport.

4. On trouve la séparation dans le domaine de radio-communication, notam-
ment dans les systemes radio-mobiles, techniques de type SDMA (Spatial
Division Multiple Access), ou systeme d’un téléphone a main-libre [21].

8Pour les filtres RIF strictement causaux, Vangerven et Compernolle [120] ont proposé un
algorithme basé sur les statistiques de second ordre, aussi bien on trouve un algorithme d’Al-
Kindi et Dunlop [3].
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5. En sismique, pour étudier les signaux sismiques Thirion [118] a fait de la
séparation de sources.

6. Capdevielle [14], sépare les vibrations des machines tournantes, pour contro-
ler la fonctionnement de chaque machine.

7. Récemment, D’Urso et Cai dans [45] ont appliqué divers algorithmes de
séparation de sources pour la séparation des signaux d’un réacteur nucléaire,
afin de controler la dégradation de ’écran thermique du réacteur.

8. De plus, ces applications peuvent étre facilement implantées avec des cir-

cuits discrets[65], [26] ou VLSI [121], etc

2.5 Conclusion

Nous avons vu, dans ce passage rapide sur les principes et les applications des
algorithmes de séparation 'importance et la richesse de la littérature a ce sujet.
Selon le cas on choisit entre tel ou tel algorithme.

Pour pouvoir séparer et récupérer les sources, les auteurs a priori supposent deux
hypotheses essentielles. La premiere est que les sources sont statistiquement in-
dépendantes et la deuxieme consiste a poser certains modeles de mélanges (struc-
tures du canal).

On remarque que 'inconvénient majeur commun, pour les méthodes basées sur
les statistiques d’ordre supérieurs, est ’estimation de ces statistiques.

Par ailleurs en général, les algorithmes bloc sont plus rapides que les algorithmes
adaptatifs, mais ils sont moins robustes au bruit additif ou a I’erreur d’estimation.
Le probleme de mélange convolutif parait plus complique que celui de mélange
instantané. Et dans plusieurs cas on le ramene, par une approximation ou par
I"utilisation de statistiques de second ordre, a un mélange instantané. Ces algo-
rithmes en général sont lourds de point de vu calcul et ont des faibles vitesses de
convergence.

Malgré la richesse des algorithmes et des cas particuliers, on va présenter dans
les chapitres qui suivent, quelques idées théoriques et quelques simulations pour
divers cas et hypotheses.



Chapitre 3

Approches directes

3.1 Introduction

La plupart des méthodes de séparation de sources sont des méthodes basées sur
I’estimation d’une matrice séparatrice G,

X(t) = GY (1), (3.1)

telle que le produit GH = AP est le produit d’'une matrice de permutation et
d’une matrice diagonale. Les algorithmes (adaptatifs ou bloc) exploitent 1'indé-
pendance statistique des sources pour estimer (&. Certaines méthodes minimisent
des fonctions de cott comme [28], [16], [84] et [73]. D’autres minimisent des fonc-
tions de contrastes ([33], [92]) ou reposent sur I'annulation de multiples criteres
(166], [103]).

Dans ce chapitre, on présente deux approches de séparation directe, c’est-a-dire
qui estiment la matrice de mélange H par des mesures sur le vecteur mélangé
Y (). Ces approches sont valides dans le cas de mélanges instantanés de deux
sources

o La premiere méthode repose sur la résolution algébrique d’un systeme non
linéaire d’équations dont les coefficients sont les statistiques des signaux
mélangés.

e La seconde approche propose une identification de H a partir de consi-
dérations géométriques. Elle suppose que les sources ont des densités de
probabilités a support borné.

33
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3.2 Meéthode algébrique

3.2.1 Modele d’équations

Nous limitons notre étude au cas de deux sources indépendantes supposées cen-
trées, non toutes les deux gaussiennes, et deux capteurs dans le contexte d’un
mélange instantané. La matrice de mélange (voir fig 2.1) H est donc une matrice
réelle 2 x 2, et "on supposera que h; = 1. Dans la suite, on utilisera les notations
suivantes :

o Les cumulants de signaux mélanges seront notés par
Cumya(y, y2) = Cum(yi(t)ya(t)) = O, (3.2)

o Les statistiques d’ordre deux et quatre des sources supposées centrées seront
notées par :

pi = Esi(t), (3.3)
B = Cum(s}) =~ —3p. (3.5)

3.2.2 Estimation de la matrice de mélange

En écrivant les statistiques des mélanges jusqu’a 'ordre deux, on obtient un sys-
teme de 3 équations a quatre inconnues : hqs, hoy, p1 et py. La résolution est
donc impossible.

Les statistiques a 'ordre trois s’annulent pour des sources centrées a densité de
probabilité paire, on propose d’utiliser directement les statistiques jusqu’a 'ordre
quatre.

Les relations fondées sur les moments d’ordre deux et quatre, donnent huit équa-
tions non linéaires tres complexes mal adaptées a une résolution algébrique (voir
annexe A.1). En revanche, le calcul des divers cumulants d’ordre deux et d’ordre
quatre conduit a un systeme de huit équations non linéaires a six inconnues

h127 h?lvplvp%ﬂl et ﬂQ

Ci1 = Cuman(y1, y2) haip1 + hizpa, (3.6)
Caoo = Cumao(y1.y2) = p1+ hiapa, (3.7)
Coz = Cumoa(y1.y2) = h3p1 + pa, (3.8)
Coy = Cumsy(y1,y2) = hafi + h?zﬂ?v (3.9)
Cis = Cumas(y1,y2) = h3, 01+ hizfa, (3.10)
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022 = Cung(yl, yg) = h%lﬂl —|— h%262, (311)
040 = Cum40(y1, yg) = 61 —|— h;l262, (312)
004 = Cum04(y1, yg) = h3151 —|— 62, (313)

Malgré I"apparence compliquée de ce systeme d’équations non linéaires, on peut
le résoudre assez simplement et discuter les solutions en traitant tous les cas
possibles. Dans le cas particulier ou on a un signal gaussien, on a montré que
la séparation est possible. Dans le cas ou les deux signaux sont gaussiens, la sé-
paration est impossible. Ces résultats sont bien connus dans le domaine de la
séparation de sources, ont été expliqués de facon directe et évidente dans [86].

3.2.3 Sources gaussiennes

Si les deux sources sont gaussiennes, alors leurs cumulants d’ordre supérieurs a
deux sont nuls, les équations ((3.9), ...(3.13)) disparaissent. Et donc on n’a pas
suffisamment d’équations pour identifier les inconnues.

Si 'une des sources est gaussienne, par exemple la premiere source (5 = 0), la
séparation devient possible. En effet, les équations (3.6) a (3.13) deviennent :

Cii = haupt + hiape (3.14)
Cyp = p1+h%2p2 (3.15)
Coa = hipi+ps (3.16)
Car = h}yps (3.17)
Cis = hiafs (3.18)
Caa = hiyfBs (3.19)
Cao = hiyfe (3.20)
Cos = Pa. (3.21)

Les cinq dernieres équations (3.17) jusqu’a (3.21) contiennent trois variables. Il
est facile de montrer que :

By = Coa #0 (3.22)
Cis
his = —. 2
12 Con (3.23)

Les trois relations (3.17), (3.19) et (3.20) donnent :

4 6 3
'3 _ C'3y _ Cio

— = . 3.24
G ) (3.24)
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cette relation entre les cumulants, permet de vérifier si 'une des deux sources est
gaussienne. On peut trouver les autres variables a partir des relations (3.14), ...,

(3.16) :

Cll - CY02h12
hyy = AT o2iiz 3.25
T O — Cuha (3:25)
Coz — hglczo
= ST T 2
P2 1 — h%ﬂl%l 9 (3 6)
P = 020 — h%ng. (327)

L’identification est donc complete.

3.2.4 Sources Non gaussiennes
Solutions exploitant les cumulants du quatriéme ordre

Dans cette section, on considere seulement les relations basées sur les cumulants
du quatrieme ordre (3.9), ..., (3.13). Des deux dernieres relations (3.12) et (3.13),
nous tirons (3; :

Cao — Co4h112

/3 , 3.28
Y EN 3:2%)
Coy — Cohiyy
_— . 3.29
* 1 — hiihi 3:29)

Il est clair que les deux derniéres relations sont valables si 1 — A3, A7, # 0, c’est a
dire si :

1 — h3,h%, # 0. (3.30)
Cette derniere équation se divise en deux autres conditions :

o 1 — horhis # 0, ce qui est équivalent a dire que la matrice mélange H est
une matrice inversible. Cette condition est satisfaite par hypothese.

o 1 + harhya # 0 est un cas particulier de calcul que 'on discutera dans la
section suivante.

En remplagant 3; par leurs valeurs (3.28) et (3.29) dans les autres équations, on
trouve :

Ca (1 + hglhfg)(l + horhi2) = Caohor(1 + horhia + hglhfg)
-I-Co4h:f2 (3.31)
Cis(L+ 3y hig) (1 + harhis) = Caohiy
+Cosh12(1 4 harhia + A3 h7,)  (3.32)
Caa(1 + h§1h%2) = 040]131 + Co4h%2- (3.33)
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Les relations (3.32) et (3.33) nous permettent de calculer le coefficient hqy :

Ciz — Coahoy
hig = —————. 3.34
¥ Cog = Cisha (334
Il est facile de vérifier que :
Cos — Cizhar = Bo(1 — haghar). (3.35)

Le dénominateur de (3.34) Coy — Cy3hay est différent de zéro si la matrice H est
inversible.
Finalement, en utilisant (3.34) dans (3.33), nous déduisons :

(CaoCls — Cgp) iy + 2C15(C5, — CaoCoa) b,
—|—(C40034 —|— 0040222 - 20220123)h§1 —|— 004(0123 - 022004) — 0 (336)

Cette derniere équation est une équation algébrique du quatrieme degré en ho;.
La résolution d’une telle équation est faisable par 'intermédiaire de plusieurs
changements de variables. Les racines de cette équation ont une forme analytique
complexe a écrire, mais qui ne pose pas de problemes numériques, son intégration
dans notre algorithme est facile a faire.

Cas particulier

Nous étudions ici le cas particulier 1 4+ hy1h1o = 0. Il correspond a une matrice
de mélange particuliere :

1 -1
H = har ) 3.37
() (3.7
Ce cas peut étre détecté par les relations suivantes :

020 - 031 . 040 . 022

Z20 st 24 e 3.38
Cos Ciz Co Coa ( )

En tenant compte de la forme particuliere de la matrice de mélange, on peut

[Coz
hoy = —. .
e o (3.39)

calculer 'inconnu fyq
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Solutions plus simples

L’utilisation des cumulants de second ordre simplifie la résolution du systeme
(3.6), ..., (3.13). En utilisant les trois cumulants de second ordre, on montre que
le lieu des solutions possibles est une hyperbole :

C1 — Coohay

h = — - = 3.40
2 Coz — Chrhay (340)

La satisfaction de deux relations (3.40) et (3.34), nous permet de déduire que :
(C13C50 — 022011)h§1 + (Co2C2 — CoaC) a1 + C11Cos — C13C02 = 0. (3.41)

Finalement, on obtient une équation du second degré. Cette solution est semblable
a celle trouvée par Comon [29] en utilisant une parametrisation de la matrice mé-
lange. Pour identifier les coefficients de la matrice de mélange, Comon a proposé
un algorithme basé sur deux étapes. La premiere étape est un blanchiment spatial
fait par une décomposition de Cholesky de la matrice de covariance de signaux
mélangés. La seconde étape il cherche a trouver, par des équations algébriques
I’angle d’une rotation de Givens.

3.2.5 Performances et limitations

Rappelons la définition de la diaphonie résiduelle sur une sortie donnée, c’est le
rapport de puissance d’erreur d’estimation de cette sortie sur la puissance de la

E(§Z — Si)z

Es?

source elle méme :

Diaphonie = (3.42)

Dans le cas des signaux stationnaires, et en estimant les statistiques sur 500
échantillons, on sépare les sources avec une diaphonie résiduelle de "ordre de —24
dB. En appliquant I"algorithme sur des signaux non stationnaires comme des si-
gnaux de paroles, on trouve une diaphonie résiduelle de 'ordre de —20 dB, voir
la figure 3.1.

Méme si les performances de cette méthode ne sont pas excellentes, son impor-
tance se manifeste sur tout par :

e le fait, qu’on peut l'utiliser comme une méthode simple pour expliquer le
probleme de la séparation et la limitation vis a vis de la nature des signaux
(gaussiens ou pas).

e clle montre d’une facon simple I'insuffisance des statistiques de second ordre
pour faire la séparation dans le contexte ou on n’a pas d’hypotheses sup-
plémentaires.
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o elle peut fournir une bonne initialisation pour un algorithme adaptatif.

En fin, on remarque bien qu’il y a deux grandes limitations de cet algorithme.
En effet, le nombre de sources est égal a deux, et d’autre part les performances
de cette méthode dépendent beaucoup de la précision faite sur I'estimation de
différents cumulants utilisés.
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500
(c) Le signal mélange Y7. (d) La source estimée Xj.
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(e) Erreur d’estimation. (f) La valeur absolue de la diaphonie

en fonction de nombre d’échantillons
utilisés, chaque point est la moyenne
de dix manipulations.

Figure 3.1: Performances de la méthode directe.
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3.3 Approches géométriques

Dans cette section, nous proposons une méthode géométrique simple pour la
séparation aveugle de sources, développée en coopération avec C. Puntonet ([106],
[108] et [107]), dans le cadre d’une action intégrée.

3.3.1 Représentation géométrique des solutions

Pour N, observations, les signaux mélangés y;(¢) (I < j < N.) sont liés aux
sources s,(1) (1 < < Ny) par

1) = 3 husy(0). (3.43)

Pour simplifier la représentation géométrique de la méthode, on discutera seule-
ment le cas ou Ny, = N, = 2. La relation 3.43 devient

yi(1) = s1(t) + ass(1)
{ y2(t) = bsi(t) + s2(1). (3.44)

Si les sources sont statistiquement indépendantes et bornées, les points (y1(), y2(1))
sont inscrits dans un parallélogramme dans le plan (y1,y2) (voir 3.2). En utilisant
la relation (3.44), on remarque :

e Pour si(t) = s; = cte, on a yz(t) = %yl(t) +(b— %)cte.
e Pour s3(t) = s2 = cte, on a yo(t) = by1(t) + (1 — ab)cte.

On en déduit que les pentes du parallélogramme sont égales a b et 1/a. L’esti-
mation de ces pentes nous permet d’estimer directement la matrice de mélange.

Pente
S 1/a

Pente Y.

Figure 3.2: Les espaces des sources et du mélange, pour des sources bornées.
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Il est facile de voir que si les sources sont simplement ”semi-bornées” (par
exemple s,(1) € [0, 00[), la séparation par la méthode géométrique est encore pos-
sible. Le mélange de sources, au lieu d’étre inscrit dans un parallélogramme, est
représenté dans un secteur angulaire (voir Fig. 3.3).

A titre d’exemple, on a tracé les distributions correspondant a divers signaux mé-

<] .. . .
2| - s s s s
A Y, Y./a
s 7/ s s’ ,
v’ e s s s
7 7/ 7 e
Z s s s 4
7 7 7 7/ 7
7 7 7 7
7 7 s 7 7
7 7 7 7 7
7 7 7 7 7z
7 7 7 7 Ve
7 7 7 7 7 b yl
s, Y

Figure 3.3: L’espace source et celui de mélange, pour des sources positives.

langés (y1(1),y2(t)) (1 <t < 5000) dans le plan (y1,y2). La figure 3.4 correspond
a un mélange de deux sources de deux densités de probabilités (ddp) uniformes.

X2 RND - RND

Figure 3.4: Distributions de deux sources uniformes.



3.3. APPROCHES GEOMETRIQUES 43

2 Gaussian, Rnd

Figure 3.5: Distributions des mélanges d’une source uniforme et d’une source

gaussienne.

Dans la figure 3.5, les deux sources ont des ddp uniforme et gaussienne.
La méthode géométrique peut aussi étre appliquée pour des sources déter-
ministes, la figure 3.6 montre les distributions pour les deux sources s1(1) =
sin(2m fot) et s9(t) = sin(27 fit + ¢)).

A la figure 3.7, on a tracé les distributions des mélanges de deux sources gaus-

. e

Figure 3.6: Distributions des mélanges de deux sources sinusoidales.

siennes blanches. Ce mélange ne peut pas étre résolu ni par la méthode géomé-
trique, ni par des méthodes statistiques.

Y2 Gaussien, Gaussien

Figure 3.7: Distributions des mélanges de deux sources gaussiennes.
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3.3.2 Algorithme

D’apres la figure 3.2, il est évident qu’on peut calculer les deux pentes par une
simple recherche du minimum et du maximum du rapport r(t) = zj—g; Dans
le cas de signaux bornés s;(t) € [0, M;], on peut calculer les coefficients de la
matrice mélange soit par 7, = betr,,, = 1/a, soit par rp;, = 1/a et rpue =
b. Le choix arbitraire entre la premiere ou la deuxieme solution correspond a
I'indétermination de permutation. En effet, les deux solutions correspondent a :

H = ( ‘1‘) (3.45)

) o9

On obtient donc deux solutions pour la matrice globale, T; = [:]Z»_IH :

oo =

1 [(1—db a—a
h = ﬁ( b—b 1_az;)v (3.47)
ou
1 a(b—1b) a(l — ab)
T, = . ! . 3.48
? 1_&5(5(1—%) b(a — &) (348)

Il est clair que si @ — a et b — b, les deux solutions sont les solutions séparatrices
a un facteur d’échelle et a une permutation pres.
On propose un algorithme décomposable en deux étapes :

e une étape de translation pour placer 'origine sur un sommet.

Y, v

2

(a) (b)

Figure 3.8: Translation d’un sommet.

e La deuxieme étape consiste a chercher le minimum (respectivement le maxi-

mum) de r(t) (voir [109]).
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L’algorithme en code MATLAB est

Algorithme 1 Algorithme géométrique

fort=1:N
Trg) = (y(L,0)* + (y(2,1))%

[T, to] = max(Tr);

e = zeros(2, N);
fort=1:N,

y(5, 1) =y, 1) — y(: to);
end

fort=1:N,

i (0(0.1) == O)|(y(2.1) == 0)) == 1,
else

rm(t) = y(2,1)/y(1,1);
end;

end;

rmin =min(rm);

rmaxr =mazx(rm);

b= rman;

a =inv(rmax);

M1 =11 a;b 1];

3.3.3 Performances théoriques de la méthode

Supposons qu’on ait une erreur d’estimation €, le parametre estimé est alors

b = b+ e. Donc au lieu de mesurer la vraie pente (correspond a y» = by ), on
mesure celle de droite D, qui est définie par yy = (b + €)y;. Soit « le secteur de
confiance angulaire, associé a cette erreur (voir figure 3.9).

La droite D est la transformation de la droite A dans le plan de sources, par le
mélange linéaire. D’apres la relation :

(5) =l ) ()
=l ) (o)

on déduit que la droite D est la transformé de la droite A d’équation :

R (3.49)

52 = 1 —ab—ae
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Y2

S Vi

Figure 3.9: Secteur de confiance.

Supposons maintenant que nos sources aient des ddp uniformes et que s; € [0, Mj]
et s € [0, M,], alors la probabilité P, d’avoir un point dans le secteur de confiance

est donnée par :
M1 €sq
P — l—ab—ae 1 dS
€ 0 0 MM, d82 1

6M1
© 2My(1 —ab — ea)’ (3.50)

Pour un nombre total d’échantillons égale a N, le nombre d’échantillons dans le

secteur de confiance N, est asymptotiquement tel que

N
_ 7 — P57
N

pour N suffisamment grand. Pour obtenir une mesure avec une précision € et
une probabilité P., il faut mesurer au moins un point dans la zone de confiance,
c'est a dire Ny > 1, d’ou N > 1/P.. Enfin le nombre N doit vérifier I'inégalité
suivante :

2My(1 — ab — ae)
> ry .
En supposant que les sources ont la méme puissance et si on suppose que les deux
parametres de la matrice mélange sont estimés par @ = a + ¢, et b=b+ €, alors
la diaphonie résiduelle est égale a :

N >

(3.51)

€

C; =

' b}. .52
l—ab—aeb—bea’aVGCZE {a, b} (3.52)

Pour une diaphonie résiduelle ', = C} donnée, on en déduit, ¢, et € puis P, et

P,

ey, CE qui impose un nombre minimum de point

N >max( 7o 7 ) (3.53)

Ainsi, on peut calculer N en fonction de la diaphonie résiduelle désirée. Les per-
formances expérimentales, ont été étudiées dans voir [109] et [108].



3.3. APPROCHES GEOMETRIQUES A7

3.3.4 Estimateur Maximum de vraisemblance

Dans cette sous-section, on montre que la méthode géométrique correspond en
fait a un estimateur du maximum de vraisemblance. Pour simplifier les équations
et la compréhension, on suppose que les deux sources (s, s3) sont statistiquement
indépendantes et de ddp uniformes :

I si 0<s;<0
p(si) = o9 = { 0 ailleurs (3.54)
La ddp du vecteur (sq, s3) est donnée par :
1 1
po(s1,52) = (FHpa(s1))(5Moa(s2)) (3.55)
D’apres cette équation, on déduit que :
1 0<s<sy<0
po(s1,82) = ) si ou (3.56)
0<sy <5<
po(s1,82) = 0 ailleurs, (3.57)
autrement, on peut écrire les relations (3.56) et (3.57) par :
1 0 < min(sq, $2) < max(sy, s3)
po(s1,82) = T ‘ et (3.58)
min(sy, $2) < max(sy, sy) < 0
po(s1,82) = 0 ailleurs (3.59)
En notant par IIj, 5(2) la fonction définie par :
1 si a<t<b
H[a,b](t) = { 0 ailleurs (360)
Cette derniere équation nous permet d’écrire que
1 !
p@(slv 52) = G_QH[O,maX(sl,SQ)](mln(Slv SQ)H[min(sl752)79](max(317 32)) (361)

Regardons les choses d’un autre point de vue : si on a mesuré un couple (s1, $2),
alors la valeur de # qui maximise la ddp pg(s1, $2), et qui est déduite du principe
du maximum de vraisemblance, est donnée par :

1
pols1,52) = o llmingsy o)1 (max(s1, 52)) (3.62)

1
= gz llmax(srs).001(0) (3.63)
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Figure 3.10: La fonction de vraisemblance

En regardant la fonction de vraisemblance tracée dans la figure 3.10, on peut voir
que cette fonction est nulle pour toute valeur de § < max(sy, s2). Pour une valeur
de § > max(s1, s2), la fonction de vraisemblance prend la valeur 0%' Par consé-
quent, le maximum de cette fonction est atteint pour le valeur de § = max(sy, s2),
et cette valeur nous permet de déterminer les bornes exactes de ddp de sources.
D’une autre facon, en maximisant la fonction de vraisemblance, on pourra esti-
mer par un rectangle de parametres variables (longueur, largeur) la distribution
de deux sources, ce qui revient a estimer aussi le parallélogramme correspondant
dans le plan de mélange.

Cette démonstration rapide montre qu’on peut considérer la méthode géomé-
trique, en quelque sorte, comme 'estimateur de maximum de vraisemblance.

3.3.5 Performances et limitations

On résume 'algorithme géométrique par :

o (’est un algorithme simple et qui tend vers les solutions exactes si les sources
sont a ddp de supports bornées

e Convergence rapide : on a une convergence avec 1000 ou 1500 échantillons.

e Par contre il est sensible au bruit, surtout un bruit gaussien additif. En
effet, on remarque d’apres la figure 3.11 que les bornes du parallélogramme
ne sont plus nettes avec un bruit gaussien additif.

Par contre, si les sources sont bruitées par un bruit uniforme alors la sé-
paration est faisable. Puisque Cela revient a translater les bornes de notre
parallélogramme.

Dans le cas ou le rapport signal sur bruit est suffisant alors on arrive a
estimer les coefficients de la matrice mélange.
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Y2 Y2 en fct de Y1
1.5

Figure 3.11: Sources polluées par un bruit gaussien.

e Pour deux sources de ddp bornés, on a mesuré une diaphonie résiduelle de
-20 dB, en appliquant 1’algorithme sur des signaux de 500 échantillons.

o La méthode est généralisable a plus de deux sources, mais l'algorithme
dans son cas actuel n’est pas bien adapté a toutes les situations possibles
(matrice de mélange et nature de signaux). On travaille actuellement sur
un algorithme qui sera valable pour un nombre n > 2 de sources.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé deux approches directes, I'une algébrique,
I"autre géométrique. Les méthodes restent simples dans le cas de deux mélanges
de deux sources, mais leur généralisation a un nombre quelconque de sources est
délicate.

Pour I'approche algébrique, les calculs deviennent trop complexes; Pour 'ap-
proche géométrique, l'algorithme, tres simple pour deux sources, devient aussi
tres complexe [116] et il semble que les méthodes statistiques restent plus simples,
au moins par leur caractere général.
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Chapitre 4

Un critere simple pour les
meélanges instantanés et
convolutifs

4.1 Introduction

La plupart des algorithmes de séparation de sources sont basés sur des statistiques
d’ordre élevé de signaux estimés, généralement d’ordre quatre, sauf si on a plus
d’hypotheses comme on 'a vu dans le chapitre 2. Par exemple, dans [73], les
auteurs estiment les parametres de mélange par la maximisation de :

1

~ Cumy(ws, ;) + Cumy(ws, ;) + Cum?, (25, 2;)

d

(4.1)

et dans [16], Cardoso a proposé deux méthodes, I'une basée sur les moments
d’ordre quatre et ’autre sur les cumulants d’ordre quatre. Enfin Comon, dans
[28], trouve la séparation par une résolution d’un systeme d’équations utilisant
les cumulants des sources estimées.

Pour des mélanges instantané et convolutif, Nguyen Thi et al. [97] proposent
une solution qui annule la somme quadratique des cumulants croisés C'umys et
Cumg;. Cependant expérimentalement, Oliva [99] a montré que cet algorithme
présente, pour certains types des signaux, des solutions parasites, qui peuvent
étre éliminées par 'annulation d’un cumulant croisé supplémentaire C'umys.

Ces résultats nous ont poussés a chercher le coit le plus simple possible, et a
nous interroger en particulier sur les solutions générées par I’annulation du seul
cumulant C'umgys.

Initialement, nous avons considéré le cas de deux mélanges instantanés de deux
sources vues par deux capteurs (les résultats ont été publiés dans I'annexe [84]).

51
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Par la suite, nous avons pu généraliser ce critere dans le cas de Ny sources et de
N. capteurs pour des mélanges instantanés et convolutifs [85]. Dans ce chapitre
nous nous focalisons sur ces derniers résultats plus généraux.

4.2 Meélange instantané de N, sources

Le cas ou le nombre de sources est différent du nombre de capteurs est discuté
dans [63], et de la méme maniere que [49] on peut considérer que le nombre de
sources et de capteurs sont identiques.

Pour des mélanges instantanés, la matrice de mélange H est alors une matrice
carrée Ny x Ny a coefficients réels, et la matrice séparante (G est aussi une matrice
carrée N; X Ny a coefficients réels (voir fig 2.1).

La matrice globale correspondante a I’application entre s(t) et (?) est notée :

T=HG, (4.2)

on a donc :

X(t) = TS(t). (4.3)

4.2.1 Cumulant croisé d’ordre 4

Pour des mélanges non bruités, en se basant sur les propriétés de multilinéarité
des cumulants [98] et la relation entre les sources et les sorties, on peut montrer
que, pour m € [1, Ng] et n € [1, N]

Cumaz(tm,xn) = Cum(@m,, Tm, Ty, Ty)
N

Ne Ne Ns
— Cum(ztmasaaZtmbsbaztncsca Ztndsd)
c=1 d=1
N. N
= Z Z Z Z Cum ma3a7 tmbSb, tncSc, tnde)

=1b=1c=1d=
= tmatmbtnctndCum(sa, Sby Scy Sd)- (4.4)

=]

Les sources étant supposées mutuellement indépendantes, les cumulants d’ordre
quatre de la forme Cum(s,, Sp, Sc,84) sont nuls si deux sources au moins sont
indépendantes, et I’on peut écrire :

Cum(Sa, $p, Sc, $a) = Cum(Sq, Sas Sa, Sa)5;:2[

= Bad55, (4.5)
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ou f, = Cum($q, Sa, Sa, Sa) €t 5;:2 est la généralisation du symbole de Kronecker :

ed J 1 si a=b=c=d
dulp = { 0 sinon (4.6)
L’équation (4.4) devient :
Cumaz(@m, ) Z 2 12 8, (4.7)

Si les sources ont le méme signe de kurtosis, on peut facilement montrer [84]
que :
Cumaz(tm, tn) =0 <= t4lne =0 Ya,et m # n. (4.8)

A partir de ces dernieres relations, on peut déduire que chaque colonne de la
matrice globale T' contient au maximum un coefficient non nul.

4.2.2 Meélange non bruité

De la relation (4.8), on a déduit la propriété :

Propriété 1 : les colonnes de la matrice globale ont au maximum un
coefficient non nul.

Cette propriété implique que les signaux de sorties x;(¢) sont nuls ou bien spatia-
lement indépendants.

En effet, si le coefficient t,,, # 0, alors la relation (4.8) montre que ¢,, = 0,
V¥n # m. Une étude plus détaillée sur le nombre et la nature des solutions, est
donnée dans 'annexe B.5.

Si le nombre de capteurs est égal' & celui des sources, N, = N,, alors les sorties
sont les sources a une permutation et un facteur d’échelle pres.

Les solutions correspondantes a des sorties nulles peuvent étre éliminées d’une
maniere simple, en fixant les coefficients de la diagonale principale de la matrice
poids (G) a un :

En effet, notons par H; les colonnes de la matrice mélange et (; la ligne ¢ de la
matrice séparante. La condition (4.9) implique que G; # 0. Dans ce cas, toutes

les lignes de la matrice globale sont non nulles. Car en supposant que la ligne ¢
de cette matrice est nulle :

ti; = GZ'H]‘ =0, vy, (4.10)

1Si on a plus de capteurs que de sources, on peut se ramener au cas d’égalité voir [79].
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le vecteur G; sera orthogonal a tous les vecteurs H;. Or cette proposition est
impossible puisque : la matrice H étant une matrice réguliere, ses lignes sont
linéairement indépendantes; et les vecteurs (; # 0. Il est donc impossible de trou-
ver un vecteur non nul G; # 0, dans Uespace IR, qui soit perpendiculaire a N,
vecteurs linéairement indépendants. Il existe donc j tel que ¢;; # 0. La contrainte
(4.9) entraine la seconde propriété :

Propriété 2 : les lignes de la matrice globale ont au moins un coef-
ficient différent de zéro.
Les deux propriétés, Propriété 1 et Propriété 2, prouvent que la matrice globale
est le produit d’une matrice diagonale et d’une matrice de permutation.
L’annulation des cumulants 22 nous permet de faire la séparation a une matrice
diagonale et une matrice de permutation pres. Donc "annulation de notre critere
est équivalent a :

G=APH™', (4.11)

ou A est une matrice diagonale et P est une matrice permutation. Si on suppose
que les sources sont pollués par un bruit gaussien?, alors les sorties estimées sont
alors :

X = GY =APH'HS+APH™'N
= APS+APH™'N. (4.12)

L’estimation de G n’est pas influencée par le bruit gaussien additif. Cependant,
les sources estimées sont pollués par un bruit résiduel correspondant au terme
APH™'N de (4.12). Enfin on a ramené le probléeme a un probleme de détection
d’un signal bruité par un bruit gaussien.

4.2.3 Notations tensorielles

Dans la suite de ce chapitre, on utilisera les notations tensorielles pour alléger
I’écriture des relations et des équations. Pour cela, on va rappeler dans cette sous-
section les notations tensorielles qui seront utilisées dans la suite.

Rappelons les définitions utiles dans la notation tensorielle. Soit H 'espace d’Hil-
bert et HY I'espace dual. Notons par S' € H un tenseur covariant, et dans ce
cas 57 = ST HP est un tenseur contravariant et il est le tenseur dual de S.
Dans les deux cas, le nombre 1 ne répresente pas un indice ni une puissance. il
correspond a la variance d’un tenseur.

Par définition, la nature et les dimensions du tenseur sont caractérisées par sa

?Les relations développées dans cette section restent invariant si on ajoute aux signaux
mélangés un bruit gaussien, voir apres.
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variance. Par exemple S7 est un tenseur 2 fois covariant et 3 fois contravariant,
le nombre de composantes de ce tenseur est 2 + 3 fois la dimension de I'espace
H, finalement son terme général sera noté par s;), = avec ¢, j, k, [ et m prenent
des valeurs entre 1 et la dimension de 'espace H.

Dans la suite on notera par :

1. o est le produit de contraction : le produit de contraction tensoriel est
I’équivalent de produit matriciel. Pour un tenseur A' = B o C'!, le terme
général est calculé par a' = >, bécj. Il nous reste a remarquer que Bj est
un tenseur une fois contravariant et une fois covariant.

2. ® est le produit tensoriel : le produit tensoriel de deux tenseurs Bj et
C5 est un tenseur A3 = B} @ CJ de terme général a”k = bl - Il est clair
que le tenseur A contient (Nc) coefficients différents®, et que la notation
tensorielle nous permet de I’écrire de la facon la plus compacte possible.

3. Enfin, ’addition et la soustraction entre tenseurs ressemblent a celles utili-
sées dans le cas matriciel, par consequent elles s’appliquent sur les tenseurs
de méme variance.

Lorsque 'on présisera les composantes des tenseurs, la notation d’Einstein sera
adoptée (voir [11]). Un exemple sur la notation d’Einstein :

Soit la somme aq; = ZZ 1 Z 1 biicijd;, selon la notation d’Einstein cette équation
s’écrit sous la forme a; = bhcwd

4.2.4 Cas des mélanges bruités

Si les observations sont polluées par un bruit additif N(¢) on aura la structure
donnée par la figure 4.1.
On suppose que les composantes du vecteur N(¢) sont indépendantes des sources

N(n)

| H G -
S(n) Y(n) X(n)

Mélange Séparation

Figure 4.1: Structure générale avec bruit.

si(t), avec (¢ = 1,..., N,) et non corrélées entre elles. En plus, ses composantes

3En supposant que la dimension de I’espace H est égale au nombre des sources.
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sont supposées gaussiennes. Cette hypothese est forte mais elle est justifiable a
partir du moment ou on sait que, physiquement, on a du bruit gaussien.
Dans la suite, les notations utilisées sont les notations tensorielles :

1. S! le tenseur source.
2. N'!le tenseur bruit.
3. T} le tenseur global.
4. H{ le tenseur de mélange.
5. (31 le tenseur séparant.
La relation entre les signaux mélangés et les sorties est

X' = (ley!
= Gle(H ¢S+ N
= TleS'4(GleN! (4.13)

Dans le cas général, le cumulant C'umyy est un tenseur deux fois contravariant et
deux fois covariant (voir [89] et [49]), il sera donc noté par C'um3. Les moments
d’ordre N seront notés par :

Mom? 7 = Eg?" N g g, (4.14)
ou A% = A®...Q A.
—_——

P
La valeur du tenseur C'umj peut-étre exprimée, selon (voir [11] et [50]) pour des

signaux centrés :

Cumi = Momj — 2Mom; @ Mom; — Mom$ @ Mom/ (4.15)

En utilisant les propriétés de multilinéarités des cumulants, 'indépendance
spatiale entre les sources, 'indépendance entre le bruit et les sources, et en no-
tant en plus que les bruits sont des signaux indépendants gaussiens, on montre
facilement que :

Cumx; = T'® TllT @ T} @ TllT o Cumg’
+G o 9 oG e Cumy?, (4.16)
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sachant que Cumy; = Cum(X*', X7, X1, X) est le cumulant d’ordre 2 x 2. Le
cumulant d’ordre quatre d’un bruit gaussien est nul, et la relation (4.16) devient :

Cumx2 =T} T @ T @ T} o Cums? (4.17)

Si on note le terme général de S' par s° , alors le terme 5kl du tenseur
cumulant [89] est :

ik
Cumggﬂ = Is;sjsps; — Esis;lsys

—ESZ'SIES]‘Sk — ESiSkES]‘Sl, (418)

Avec les propriétés du bruit, la relation est identique a celle obtenue dans le cas
non bruité. En tenant compte de I'indépendance des sources, on pourra montrer

que :
Cumxly = TR O30 60
= T, T.TxT. Csor (4.19)
Et on déduit que :
Cumx 2y = (T0)X(TF)2B,, (4.20)

Pour avoir la relation (4.19), on a développé le calcul dans ’annexe B.4. 1l faut
finalement noter que la relation (4.20), en notations tensorielles, est identique a
la relation (4.7).

4.3 Généralisation au mélange convolutif

Nous allons montrer dans cette section que la séparation est obtenue a une per-
mutation P et une matrice polynémiale diagonale A pres, en utilisant un critere
basé sur les cumulants 22.

Si le mélange est convolutif alors la matrice H est une matrice de filtres (ses
coefficients sont de filtres). Dans le domaine de fréquence z, cette matrice devient
une matrice polynomiale en z. La relation entre les sources et les sources estimés
est :

X(n)=>_T(p)S(n—p), (4.21)

que 'on notera :

X(2) = T(2)S(2). (4.22)
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Avec la notation tensorielle [89], on peut écrire :

ZT ¢ S'(n — p), (4.23)

ou encore !

X'(2) =T!(2) e S'(2), (4.24)
Par abus de la notation d’Einstein (ou comme généralisation de cette notation),
on écrit la relation (4.23) comme étant :

X'(n) =T} (p) e S*(n — p), (4.25)

ou la sommation sur les retards p est implicite. Si on considere les tenseurs de
sorties & différents instants X*(n—p;), en utilisant la relation (4.17), on obtient :

Cum(Xl(n —m), Xi(n —pz),Xl(n —p3), Xi(n —p4)) =
T11(91) ® T11T(92) ® T11(93) ® T11T(q4)
oCum(S'(n —p1 —q1), S1(n —p2 — q2), S*(n — p3 — q3), S1(n — p4 — q4)).

dont le terme général est :

Cuszllc(plvp%p&p‘l) = t?(ql)tiT(qQ)ti(q:g)tilT(q‘l)
Cum(sa(n —p1 — @), s0(n — p2 — q2),
se(n = ps — qs), sa(n — pa — q4)). (4.26)
Les t%(q1) (respectivement 147 (q;)) correspondent aux coefficients #,;(¢1) (respec-

tivement ;,(¢1)) de la matrice T'(¢1).
L’indépendance des sources nous permet d’écrire que :

Cum(sa(n = p1 = q1),s5(n = p2 = g2),5¢(n = ps = g3), sa(n — pa— q)) =
SerCum(sa(n —pi— 1), sa(n = p2 = 42)s 5a(n = p3 — @), 8a(1n = s — q4)),
et de simplifier la relation (4.26), qui devient :
Cuszllg(plvplvpiﬁvpﬁl) = Tia(ql)TgT(QQ)TI?(q?))TiT(q‘I)
Cumg,(n —q —p1,n—q2 —p2,n — gz — p3,n — s — ps).  (4.27)
tia(q1) et la

Enfin, la stationarité des sources et 'utilisation de T7(¢y
stationarité des signaux, nous permet de réécrire la relation (4

) =

27)

Cumxly(prs p2s P3s pa) = tia@1)tia(@2)tha(g3)t1a(ga)
Cum,(p1 + q1,p2 + G2, ps + 3, P4 + qa). (4.28)
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Si de plus, on suppose que les signaux s, sont des signaux temporellement iid,
alors

(g2+p3)(qa+pa)

Cumi, (pr — q1,P2 — @2, D3 — 43, P4 — q4) = 5(q1+p1)(q2+p2 Cums,(p, p, p,p), (4.29)

ol p = p1 + ¢, pour alléger I’écriture, on note Cums,(p, p, p, p) par f3,.
Si les sources ont des kurtosis (/,) de méme signe, on peut déduire de la relation

(4.28) que :

Cumx 2 (pr,p2, ps,pa) = 0 =
tia(q)tia(qr 4 p1 — p2)tja(qr + p1 — p3)tju(qn + p1 — pa) B = 0. (4.30)

En supposant que les filtres ¢;,(z) sont des filtres a réponse impulsionnelle finie,
causaux d’ordre M, on a :

ti(p) =0, (4.31)
pour p < 0 et p > M. Donc le parametre ¢; est limité par :

max(0, ps — p1,p3 — p1ypa — 1) < (1
et

¢ <min(M, M + ps —p1, M + ps — p1, M + ps — p1).

Enfin, en choisissant p; = p2 =0 et p3 = py = ¢1 — ¢2 # 0, alors que ¢; et ¢y sont
deux nombres entiers, I’équivalence (4.30) devient :

Cumx(0,0,q1 — 2,01 — q2) = 0 = 12,(q1)12,(¢2) B0 = 0. (4.32)

Comme nous 'avons déja dit, cette condition nécessite que les sources aient le
meéme signe de kurtosis. La derniere relation montre que :

tia(Ql)tja(qQ) = 07 (433)
Ya, qu, g9, et ¢ # 7. Ce qui revient a écrire que :
@ =q@="Tq)="PD, (4.34)

ou P est une matrice de permutation, D est une matrice diagonale quelconque
[34].

Ces résultats sont généralisables pour ¢; # ¢q, et on a :
T(q2) = PD". (4.35)

Il est clair que D’ est en général différente de D, ce qui conduit a la matrice
globale T" donnée par :

= PZD(@')Z—Z'. (4.36)

La séparation est donc obtenue a une permutation et un filtre pres.
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4.4 Conclusion et résultats expérimentaux

Dans ce chapitre, on a présenté un nouveau critere de séparation de sources basé
sur le cumulant (2x2) de signaux estimés. Et on a montré que :

o L’annulation du Cumsgy est suffisant pour faire la séparation dans le cas
d’un mélange instantané. Ce résultat est valable méme si le mélange est
bruité par un bruit gaussien.

e Si les sources sont iid, ce critere peut étre généralisé pour la séparation de
sources dans des mélanges convolutifs. Dans ce cas le critere devient :

J(n) = 32 Cum?(wi(n), a(n),@;(n — p),;(n — p). (4.37)

1,4,

Pour les résultats expérimentaux, on a réussi a séparer un réseau de deux sources
et deux capteurs, par notre algorithme, avec une diaphonie résiduelle de —21dB.
On a testé l'influence du nombre d’échantillons utilisés dans I’estimation du cu-
mulant, sur les performances, on a trouvé qu’a partir de 50 échantillons, les per-
formances sont acceptables.

Les figures 4.4 (a), (b), (¢) et (d) montrent les différents signaux et 'erreur d’es-
timation. Les deux dernieres figures 4.4 (e) et (f) montrent la convergence et la
diaphonie en fonction de nombre d’itérations (voir [84]).
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Chapitre 5

Kurtosis

5.1 Introduction

L’importance du kurtosis (cumulant normalisé) apparait clairement dans la ma-
nipulation de signaux non-gaussiens. Il intervient aussi explicitement dans plu-
sieurs algorithmes de séparation, dont la validité impose certaines contraintes sur
le kurtosis de sources ([92], [84], [76] et [96]). Généralement, ces conditions por-
tent sur le signe des kurtosis ou le signe de la somme des kurtosis, et les auteurs
considerent que les hypotheses sont vérifiées pourvu que le signal soit simplement
sur-gaussien (si le kurtosis est supposé positif) ou sous-gaussien (si le kurtosis est
supposé négatif).

Dans le chapitre 4, nous avons nous aussi proposé un critere (Cumsz, [84]) qui
suppose que les sources ont le méme signe du kurtosis. Nous nous sommes pen-
chés sur les propriétés des signaux satisfaisant cette contrainte, et ces résultats
originaux, que nous avons obtenus et qui vont a l’encontre d’idées recues, sont
exposés dans ce chapitre.

5.2 Définition et propriétés des kurtosis

5.2.1 Définition
Pour un signal aléatoire centré x(t) de densité de probabilité (ddp) p(x), on définit

le kurtosis K [p(x)] comme étant son auto-cumulant d’ordre quatre normalisé par
le carré de sa puissance :

Kp(z)] = Cumgy(x) B Ez* — 3(Fz?)? Bzt

3. (5.1)

(Ex?) — (B2?) (Ba?)?

Si (1) n’est pas centré, cette derniere relation devient plus compliquée [89]
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Cumgy(x)
(£z?)?
Ex* — ExFEx® — 3(Fx?)?* + 12(Ex)* Ex? — 6(Ex)?
(£z?)? '

(5.2)

5.2.2 Propriétés et exemples

Dans la plupart des cas, les contraintes portent sur le signe du kurtosis mais pas
sur sa valeur. Dans ce chapitre, nous nous intéressons, donc au signe du kurtosis
noté ks(x), qui est le méme que celui de auto-cumulant d’ordre quatre. On peut
déduire immédiatement quelques propriétés de ks(x)

1. ks(x) est invariant par une transformation linéaire. On peut remarquer
d’apres la relation (5.2) que :

Cumy(az + b) = a*Cumy(z), (5.3)

donc ks(ax+b) = ks(x). Dans la suite, on supposera sans aucune restriction
que les signaux sont centrés et de variance unité.

2. Comme n’importe quelle fonction, la ddp p(x) est décomposable en une
somme de deux fonctions, I'une paire p,(x) et "autre impaire p;(x)

p(x) = pp(@) + pi(2). (5.4)
Alors, on constate que :
o ks(x) dépend seulement de p,(x), parce que (5.1) ne dépend que des
moments d’ordre pair de x(?).
e La partie paire p,(z) a les propriétés d’une ddp

(a) pp() 20

(b) Vwet [gp(x)de = Jg py(e)de = 1.

Dans ce qui suit, on suppose donc que la ddp p(x) en question est
paire.

3. Le kurtosis d’un signal gaussien est nul.

4. Notons aussi que le signe de kurtosis ne change pas si le signal est
pollué par un bruit gaussien additif : en effet, (voir chapitre 4), les
cumulants d’un signal bruité, par un bruit additif indépendant du signal,
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sont égaux aux cumulants du signal plus ceux du bruit (4.16). Donc un bruit
additif gaussien ne change pas les cumulants d’ordre supérieur a deux du
signal, puisque les cumulants d’ordre supérieur a deux de signaux gaussiens
sont nuls.

Généralement de facon hative, un signal dont le signe du kurtosis est positif (resp.
négatif) est dit sur-gaussien (resp. sous-gaussien) ([47] et [10]).
Par définition, une variable est sur-gaussienne si on a :

JA e R/Ve > A, p(x) > g(a), (5.5)

ou g(x) = ﬁexp(—%xz) est la ddp d’une variable gaussienne centrée réduite.

Dans le cas ou I'inégalité (5.5) est inversé, la variable aléatoire x est dite sous-
gaussienne. Il est évident que pour les ddp de la forme exponentielle :

palt) > crexp(—ez|x|®), (5.6)

ou ¢; sont deux constantes de normalisation, la nature sur-gaussienne ou sous-
gaussienne dépend directement de la valeur de a. On vérifie également que le
signe du kurtosis dépend également de o :

e pour a = 2, la variable est gaussienne et ky(x) = 0.

e sinon, on a :

ks(x) = signe(2 — a). (5.7)

Ce résultat sera déduit directement du lemme de la section 5.3.1.
A titre d’exemple, on illustre dans le tableau suivant les signes de kurtosis ks(x),
pour certaines ddp bien connues :
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| Signal | Cumgy(x) | ks(x) | ddp | figure |
Q(bl_a) a<|z]<b
Uniforme _2a4+2647a361-|—5763a+12a2b2 B p(l’) _ (517 EL)
0 ailleurs
. ~ st x€{=N,....N}
Peigne _N(N+1)(125N +2N+1) - p(z) = (5.1, b)
0 ailleurs
Gamma 23—6, sioc=1 + plx) = 2\/;{?0'90' exp( _\fr'x') (5.2, ¢)
geos(Z(t—a)) silr£al <1
Cosinus 2 —2-2" - plx) = (5.2, d)
0 ailleurs
P (x) p(x)
0.5/(b-a)
b | o b N -2 1] 12 N
(a) Uniforme bimodale. (b) Peigne.

Figure 5.1: Différentes ddp.

A premiere vue, il semble que ks(x) sont positive pour une variable sur-
gaussienne et négative pour une sous-gaussienne (donc en particulier pour
des variables aléatoires a support borné).
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p() Yo (x)
/8
0.1
| T | x=
1 1 -0 lI-o | o~1 o+1
(¢) Loi Gamma (d) Loi bimodale en Cosinus

Figure 5.2: Différentes ddp.

5.3 Reésultats théoriques

Dans cette section, nous allons étudier les relations entre le signe de kurtosis et
la nature (sur- ou sous-gaussienne) des signaux.

5.3.1 Lemme

Soient p(x) une ddp continue centrée paire, de variance unité et g(x) celle d’une
variable gaussienne réduite centrée. Si p(x) et g(x) ont deux points d’intersection,
alors ks(x) est positif (respectivement négatif) si p(a) est sur-gaussienne (respec-
tivement sous-gaussienne).

Démonstration

Compte tenu de la parité de p(x) et g(x), on restreint 1'étude a IR*. Supposons
que p(x) et g(z) ont un seul point d’intersection dans IR*, p > 0. Le cumulant
d’ordre quatre d’une variable gaussienne étant nul, on a :

/]R:I;4g(:1;)d:1; = 3(/13 z?g(x)dr)® = 3, (5.8)

puisque g(x) est supposée réduite. La variance de p(x) étant égale a 1, la définition
(5.1) avec (5.8) permettent s’écrire :

Klp(e)] = [ *(ple) - g(x))da. (5.9)

La fonction p(x) étant paire, on a :
Kp(e)) = 2 [ ' (ple) = g(a)de
P

= 2 [ (ple) — gl@))de +2 [ 2 (ple) = gle))da. (5.10)
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Si on considere que p(x) est sur-gaussienne (p(x) > g(x), quand x — o0), alors le
signe de p(x) — g(x) est constant sur les deux I'intervalles [0,p] et [p, oo]. D’apres
le théoreme de la moyenne généralisé!, on a :

Klpte)] = 20" [ (p(x) = gle))da + X* [ (o) = gla)de]

= 2D [ (ple) — gle)de — € [ (ale) —ple))de). (5.13)

avec

0<E{<p<A (5.14)
Il ne faut pas oublier que p(x) et g(x) sont deux ddp donc :

o P o
|| o) = gte)dz = [“(plw) — g@)dr+ [ (ple) — gle)de =0, (5.15)
D’apres la relation (5.15), et le fait que p(x) est sur-gaussienne, on déduit que :

/OO 2))da = /Op(g(:zj) ~p(e))de > 0. (5.16)

Enfin de (5.16), (5.13) et (5.14), on peut remarquer que :
Klp(r)] =200 =€) [~ (o) — gla))dr > 0. (5.17)

Si p(x) est sur-gaussienne, (et s’il y a un seul point d’intersection positif entre
p(x) et g(x)), alors le kurtosis est positif.

De la méme facon, on démontre que le signe du kurtosis d’'une ddp sous-gaussienne
est négatif.

Ce lemme confirme la proposition connue et adoptée dans la littérature. Une
question se pose : est-ce que cette proposition tient toujours debout dans le cas
général, ou p(x) et g(x) ont plus d'un point d’intersection ?

1Si f(x) et g(x) sont continues sur [a,b] et si g(x) est une fonction positive décroissante,
alors il existe un point £ € [a, b] tel que :

b 13
/ F(@)g(x)de = g(a) / f()de (5.11)

Or si g(x) est une fonction positive croissante, alors il existe un point £ € [a, b] tel que :

/f x)dz = g(b /f (5.12)
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5.3.2 Cas général

S’il y a plus de deux points d’intersections dans l'intervalle IR, entre p(x) et
g(x), on peut montrer avec des exemples qu’il n’y a pas de regle générale : un
signal sur-gaussien, selon la définition (5.5), peut avoir indifféremment un kurtosis
positif ou négatif.

Considérons par exemple la ddp p(x), somme de deux exponentielles :

p(x) = 2(exp(—blr — a) + exp(~be + ) (5.13)

On illustre p(«) dans la figure 5.3 pour a > 0.
Dans les deux figures 5.4(a) et 5.4(b), on donne deux cas particulier pour ¢ = 5,

p (x)
b/4

a

Figure 5.3: Exemple d’une densité, somme de deux fonctions exponentielles

b =1 (figure 5.4(a)) ou le kurtosis est positif et pour a« = 2, b = 0.5 (figure
5.4(a)), le kurtosis devient négatif :

(a,b)=(5,1), ks>0 (a,b)=(2,0.5), ks<0

1

0.8 o8

0.6 0.6

0.4 0.4

0.2 0.2
i 3 3 1 5 6" 1 3 3 3 5 s

Figure 5.4: L’intersection de p(a) avec g(x) pour deux valeurs de parametres
différentes.



70 Kurtosis

Les moments d’ordre 4 et 2 de p(x) sont faciles a calculer, et on trouve :

12 24
Ext = o'+ b—2a2 + 7 (5.19)
2
Ex? = a*+ i o? (5.20)
Alors, son kurtosis est :
R 12 — 2a*b*

Suivant les valeurs de a et b, le kurtosis de ce signal change son signe. En effet,
Klp(z)] > 0si 0 < ab < /6. Suivant la définition (5.5), p(z) est un signal
sur-gaussien, mais son signe ks(x) change suivant les valeurs du couple (a, b).

5.3.3 Ddp bornées

En pratique, on peut considérer que les signaux artificiels physiquement réali-
sables sont bornés. Et on peut objecter que le signal continu (5.18) est un exemple
purement mathématique. Considérons donc ici le cas de quelques signaux bornés
(figure 5.5).

Le cumulant d’ordre quatre d’un signal quaternaire (figure 5.5,(a)) est alors :

p(x) p/(x) R(x)

/2 /2
(1-p)/2 b ;

o2 | b2 TW : o o

Figure 5.5: Trois exemples sur des ddp bornées

Cumy(x) = a*p(1 — 3p) — 6a*6*p(1 — p) — b*(1 — p)(2 — 3p). (5.22)

Il est évident que le signe de (5.22) change avec les valeurs des parametres a, b et
p. Par exemple, si a = 0 alors Cumy(z) a le méme signe que p — 2/3.

Passons a des choses plus pratiques et plus raisonnables, on sait que la plupart
des signaux dans le domaine de la télécommunication sont de types M-aire ou
uniformes. Pour cela on a proposé deux ddp qui sont des mélanges de ddp Prenons
les deux ddp dans les figures 5.5 (b et ¢). Le kurtosis du premier signal est :

Kip(e)) = 207 —a®) 4 (1 - a(b = a))e’ - (5 = )

—3(1 — a(b— a))2c® — 2a(1 — a(b—a)) (b’ — a®). (5.23)
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Cette équation est égale a zéro pour a = 2,6 = 9,¢ =1, et a = 0.06345, et
c’est clair que le signe (5.23) passe du négatif (pour b=0,a > 0et a — o0) au
positif (pour a =0, a > 0 et b — o0). Donc le kurtosis peut changer de signe.
Le kurtosis du deuxieme signal (figure 5.5. ¢) est :

g o’

K(pa(a)) = Z(0 —a®) 4 S(d" = ) = (0° —a”)
52 3 342 a5 3\ .13 3
—?(d — ) 4+ |2?(b —a’)(d® — ), (5.24)
avec la condition :
alb—a)+ p(d—c) =1, (5.25)

afin que p(x) soit une ddp Pour bien illustrer le changement de signe de ce kurtosis,
on trace la fonction :

KA(pl)) = 3K (pla)+ | K(p(e)) |} (5.26)

Dans ce cas, si K(p(x)) > 0, alors K*(p(x)) = K(p(x)). Sinon K*(p(x)) = 0. On

voit bien le changement de signe du kurtosis illustré dans la figure 5.6.

Figure 5.6: La représentation de K*(p(x)) en fonction de ¢ et «

5.4 Reésultats expérimentaux

Dans le cas des signaux réels, I'estimation du kurtosis est faite dans une fenétre
(glissante ou non). Si le signal est stationnaire, les estimations seront d’autant
plus précises que la fenétre d’estimations large. Dans le cas ou le signal est non
stationnaire, comme dans le cas des signaux de paroles, la largeur de la fenétre
doit étre suffisamment petite, afin d’étre adaptée a la durée de quasi-stationarité
du signal.
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Par exemple, un signal de parole est caractérisé par des périodes voisées et
non voisées interrompus par des zones de silence. Si on considere le silence comme
une partie du signal, la ddp présente un pic autour du zéro et le signal lui-méme
est mieux représenté par une ddp de type Gamma, voir tableau 5.2.2.
Expérimentalement, on remarque que le signe du kurtosis dépend de la position et
de la largeur de fenétre d’estimation. La figure 5.7 montre la variation du kurtosis
en fonction de la position de la fenétre. On a estimé le kurtosis avec des fenétres
de 500 échantillons décalés chaque fois de 50 échantillons. On remarque claire-
ment le changement de signe du kurtosis (qui était négatif dans la zone de silence).

0.2 Camp3 50
0.15 20
0.1
0.05 30
V 700 1100 1500 2000 20
-0.05
-0.1 10
-0.15 c.
-0.2 - 700 ° 7 950 ' 1200 1450
(a) Le signal (b) kurtosis estimé sur des fenétres courtes

Figure 5.7: Résultats expérimentaux

Le signal lui-méme est donnée par la figure (figure 5.8).

Camp3

Figure 5.8: Camp3
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ddp du Camp3
2000
1500
1000

-0.75 -0.25 0.25 0.75 1

ig

Figure 5.9: L’histogramme estimé avec 100 portions

ddp du camp3
500
400
300
200
b

-0.75 -0.25 0.25 0.75 1

Figure 5.10: L’histogramme estimé avec 1500 portions

Son histogramme est représenté dans les figures 5.9 et 5.10, ce qui donne une
estimation de sa ddp.

5.5 Conclusions

Les résultats de ce chapitre nous permettent de conclure que le signe du kurtosis
est invariant par une transformation linéaire. En plus si la ddp a seulement deux
points d’intersections avec une ddp gaussienne alors on peut déduire le signe du
kurtosis a partir de la nature (sur- ou sous-gaussienne) du signal.

Dans le cas général, ni la forme de la ddp et ni la nature de signal ne
peuvent nous informer sur le signe du kurtosis.

Finalement, pour des signaux non stationnaires, I'estimation du kurtosis (ou
d’autres statistiques du signal) doit étre effectuée sur des fenétres étroites d’es-
timation. On observe alors des changements de signe du kurtosis, que 1’on peut
éliminer en excluant les périodes de silence (voir figures 5.11).
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Camp3 sans silence Ddp Camp3 sans silence

i ||I||H|H |'|II ||

-0.25

-0.75

am]
20775 -0.25  0.25 075 1 oame3

(a) Le signal Camp3, en éliminant le zone de silence (b) L’histogramme estimé avec 100 portions

Figure 5.11: Résultats expérimentaux

En estimant son kurtosis avec une fenétre de 500 échantillons décalés chaque
fois de 50 échantillons, on remarque que le signe de son kurtosis reste négatif
(figure 5.12), ce qui n’était pas le cas a la figure 5.7 sur le signal complet.

Cette derniere remarque donne une explication théorique sur la nécessité de

Kurtosis
-0.5
-1
-1.5
2 \/4 6 8 10 12
\

Figure 5.12: Kurtosis de Camp3 privé de ces zones de silence

I’adaptation utilisée dans [96] pour séparer des sources non-stationnaires.



Chapitre 6

Méthodes de type sous-espace

6.1 Introduction

La plupart des algorithmes de séparation mettent en oeuvre des statistiques
d’ordres supérieur a deux (sauf en présence d’hypotheses supplémentaires sur
les sources, voir Belouchrani [7], Pham [102]), et traitent le probleme dans le cas
d’un mélange linéaire instantané [64], [16], [30], [50], [75], [92], [84], [41], etc.

Le probleme du mélange convolutif est tres important pour I'application en té-
lécommunications. Les premieres solutions proposées ont été basées sur les sta-
tistiques d’ordre supérieur a deux, [95], [85] et [123]. Cependant, dans le cas de
mélanges strictement causaux, les techniques d’ordre deux sont suffisantes [53].

L’utilisation des méthodes de type sous espace est récemment apparue, en

particulier pour le probleme d’identification aveugle [94], [1]. Dans ce chapitre,
nous proposons d’étudier des solutions pour le probleme de séparation de sources
fondées sur cette approche de type de sous-espace, qui ne nécessite pratiquement
que les statistiques d’ordre deux.
Ce chapitre commence par un exposé sur le modele de mélange et sur les hypo-
theses de base. Les deux parties suivantes étudient, d’un point de vue théorique
et algorithmique, des méthodes associées a deux paramétrisations différentes. La
derniere partie fournit les résultats expérimentaux obtenus en utilisant la premiere
paramétrisation.

75
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6.2 Modele et critere

6.2.1 Modele

Soient S(n) le vecteur source a N, composantes et Y (n) le vecteur des signaux
mélangés a N. composantes qui sont les sorties des capteurs. Notons H(z) la
matrice polynomiale de dimensions N, x N, qui représente le filtre de mélange :

Yi(n) = [H(2)]S(n) (6.1)

Nous avons vu dans I'introduction qu’une infinité de couple, (H(z), S(n)) peuvent
produire la méme observation y(n), ce qui induit une indétermination a un filtre
pres sur la séparation de sources. Pour rendre sa représentation unique, on peut
imposer une hypothese supplémentaires.

e les signaux S(n) sont indépendants et identiquement distribués (iid). Cette
hypothese est inacceptable dans la séparation aveugle de sources, puis-
qu’elle modifierait profondément les sources. Par contre, C’est une hypo-
these usuelle dans le probleme d’identification aveugle.

e le filtre H(z) est un filtre a réponse impulsionnelle finie (RIF).

Dans la suite, on retiendra la seconde hypothese. Le filtre H(z) est un filtre RIF,
causal et d’ordre M, c’est-a-dire que le maximum degré de polynomes h;;(z) est
M, ou h;;(z) est le coefficient d’indice tj de H(z), 1 <i < N, et 1 <7 < N;.

6.2.2 Paramétrisation par matrice de Sylvester

Par concaténation des vecteurs de mélanges Y'(n),...,Y(n — N) aux (N+1) ins-
tants d’observation {n,...,n—N}, on construit un grand vecteur Yx(n) de dimen-

sion N.(N+1). De méme, par concaténation des vecteurs sources S(n), S (n—1),...

M — N), on construit un grand vecteur S(M+N)(n) de dimension Ny(N + M +1).
La relation (6.1) peut étre alors :

Y(n)
Ya(n) = (6.2)
Y(n—N)
S(n)
= TN(H)SN+M(R) == TN(H) ce 5 (63)
Sin—N—-M)

ot T (H) est une matrice de Sylvester associée au filtre H(z) = M H(i)z"%,de
dimensions No(N +1) x (M + N +1)N;, et N est le nombre d’observations. Cette

, S(n—
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matrice a la forme particuliere suivante :

H(0) H(1) H(2) H(M) 0 0 0
i) — 0 H(0) H(1) H(M—1) HM) 0 o |
0 0 H(0) H(1) H(M)

et s’appelle matrice de Sylvester.

Pour séparer les sources, 1'idée de base est de trouver une matrice G qui soit
I'inverse a gauche de Tx(H ). Pour que I'inverse a gauche de Tx(H) existe, cette
matrice doit avoir plus de lignes que de colonnes, c’est-a-dire :

NN +1) > Ny(M + N +1). (6.4)

Pour vérifier cette derniere condition, on suppose que le nombre des capteurs est
plus grand que celui des sources (voir hypothese H4 dans la section suivante). Si
N. > N, on aura :

N>—_——"_ ] (6.5)

Pour satisfaire (6.5), il suffit donc de prendre suffisamment d’instants d’observa-
tions : N > N,M, pour assurer que le Ty(H) soit rectangulaire dans la bonne
dimension.

6.3 Hypotheses

Récapitulons et justifions les différentes hypotheses sur le filtre et les signaux :

e HI1 : les signaux sources sont indépendants et non gaussiens.

Comme nous ’avons vu, 'hypothese d’indépendance est liée au probleme
de séparation de sources, en général. En revanche, I’hypothese de signaux
non-gaussiens est liée a l'utilisation des statistiques d’ordre supérieur, en
particulier.

Or, sous certaines conditions, la séparation peut étre obtenue en utilisant
les statistiques du second ordre. Dans ce cas, on pourra séparer méme les
signaux gaussiens (voir dans la suite).

e H2 : le filtre H(z) est un filtre RIF.

Cette hypothese H2 est nécessaire pour définir le filtre d’une facon unique,
et nous permet ensuite de séparer les sources a des coefficients et a une
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permutation pres, c’est-a-dire avec les mémes indéterminations que pour
des mélanges linéaires instantanées.

Si le filtre est un filtre & réponse impulsionnelle infinie (RIT)!, on peut
montrer ([39], [38]) que la séparation ne peut étre obtenue qu’a un filtre
pres.

H3 : H(z) est un filtre causal de dimension N, x N, et d’ordre M.

Les solutions développées dans la suite supposent en effet une connaissance
exacte de 1'ordre M. Cette connaissance pouvant étre inexacte. Dans la
premiere partie, on suppose que U'estimation de M est correcte [1], on s’in-
terrogera sur la robustesse de la méthode dans la partie expérimentale.

H4 : le nombre des capteurs est supposé strictement supérieur au nombre

des sources? : N, > N;.

Cette hypothese est fondamentale et tres importante pour satisfaire I’hypo-
these suivante.

e H5: H(z) est de rang plein (ou irréductible) et a colonnes réduites.

— Si H(z) est de rang plein, alors Rang(H(z)) = N;
H(z) #0, Vz. (6.6)

Cette condition implique que les composantes h;;(z) n’aient pas de zéro
commun. En général, cette hypothese n’est satisfaite que si N, > N;.
En pratique, cette hypothese est satisfaite lorsque les canaux de trans-
mission entre les sources et les divers capteurs seront suffisamment
différents.

D’apres cette hypothese, H(z) devient un filtre & phase minimale, ad-
mettant un filtre inverse a gauche causal G(z).

— Si H(z) est a colonnes réduites, alors les colonnes de H(z) forment
une base polyndémiale minimale de I’espace engendré par I'image de la
matrice de Tx(H ), (voir [69]). Donc, Ty (H) caractérise completement

1Si H(z) est un filtre RIL, on peut le mettre sous la forme d’un produit de deux filtres :

H(z) = A(2)B(2)™1, ol A(z) et B(z) sont deux filtres RIF. Le probléme revient a traiter la

bl

partie correspondant & A(z) et a effet de B(z). Dans ce document, on suppose que le filtre est
de type RIF.

2(est une hypothese courante dans toutes les méthodes de type sous-espace.
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H(z). Ces résultats s’énoncent avec le lemme suivant :
Lemme Soit H'(z) = (H{(2),..., H}(z)) un N. x N, filtre. Supposons
que deg(H!(z)) > M;, Vi, alors

Image(Tn(H")) C Image(Tn(H)), (6.7)

ssi H'(z) = H(2)R(z), ou R(z) est une ny x Ny matrice de rang plein,
et dans ce cas on a une égalité dans (6.7). Si deg(H'(z)) = M;, Vi,
alors R devient une matrice scalaire.

Pour la démonstration de ce lemme voir [1].

e H6 : les colonnes de H(z) doivent avoir méme degré, i.e. M; = M.

Pour que Tn(H) soit inversible, son nombre de lignes doit étre égal a son
rang :

Rang(Ty(H)) = (M + N + 1)N;.

Or, on peut montrer [69] que le rang de la matrice de Sylvester est égale a
Ny(N +1) + XN, M; (voir appendice C.1). Pour Tix(H) soit inversible, il
faut que M; = M.

Nous verrons plus loin que cette hypothese est liée a la paramétrisation du
mélange et qu’elle peut étre relachée en adaptant une autre paramétrisation.
Si les degrés des colonnes de H(z) sont différents, tout en supposant que ces
degrés sont parfaitement connus, on montre dans la suite que la séparation
est faisable en utilisant seulement les statistiques du second ordre.

6.4 Cas d’un filtre dont les colonnes ont le méme
degré

Soit (¢ I'inverse a gauche de Ty(H ). On peut écrire que : G.IN(H) = Ippn41)n.,
ot I(ar4n+1)n, est la matrice identité de dimension (M4+N+1)Ngx(M+N+1)N;.
Il est facile de remarquer, d’apres (6.3), que les (M + N )N, premieres lignes de
G.Yn(n) coincident avec les (M 4+ N)N; dernieres lignes de G.Yn(n + 1).

Pour estimer G, on peut proposer comme [54] de minimiser 'erreur quadratique,
par rapport a GG :

Ci(G) = E||[Iisnyn, On]GYN(n) — [0n, Toarsnn JGYn(n + 1))1%,  (6.8)

ou F est I'espérance mathématique et Oy, est la matrice rectangulaire nulle de

dimension (M + N)N, x Nj.
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La solution triviale de la minimisation de ce critere est la matrice G = 0. Pour
cette raison, la minimisation sans contrainte n’est pas suffisante pour chercher
une inverse a gauche de Ty(H). On discutera des contraintes possibles dans la
section suivante.

Dans le cas général, on peut montrer que la minimisation de (6.8) est une matrice
Glin qui vérifie G Tn(H) = A, ou A est une matrice diagonale par bloc de
dimension (M + N + 1)Ny; x (M + N + 1)N,. Donc on a :

A 0 0
0 A 0 ...

Gony(H) = A= | | = ding(A A A),(69)
0 0 ... A

et A est une matrice quelconque de dimension N; x N, (voir 'appendice C.2).

Il est clair que la minimisation de C'(() n’est pas suffisante pour achever la sépa-
ration de sources puisque les signaux de sorties Z(n) sont les signaux sources a
une matrice et a un coefficient scalaire pres correspondant a un mélange instan-
tané. En effet, en notant Zyny(n) = (Z(n)', Z(n — 1)1, ..., Z(n — M — N)T),

on a

Zoarny(n) = GYn(n)

= ASauw(n).
On peut done déduire que
Z(n) = AS(n). (6.10)
En particulier, on a
A= Gy H(0),

ou Gy est le premier élément-bloc de G, de dimension Ny x N, et H(0) est le
premier coefficient du filtre H(z). On peut donc conclure que 'ordre deux est
suffisant pour transformer le mélange convolutif en un mélange instantané.
Finalement, pour pouvoir séparer le mélange instantané, en absence d’hypotheses
sur les sources, on doit se servir des statistiques d’ordre supérieur. De plus, la
matrice A doit étre inversible, donc la minimisation doit étre réalisée avec une
contrainte qui assure l'inversibilité de la matrice A.

6.4.1 Minimisation adaptative ou bloc ?
Contrainte pour une minimisation adaptative

Deux idées simples ont été rejetées rapidement
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e la premiere consisterait a imposer le produit A = G11H(0) inversible.
Cependant, en raison de la nature rectangulaire de (Gi11 et de H(0), il est
impossible de trouver une contrainte générale sur G4y qui garantisse l'inver-
sibilité de A.

e la seconde consisterait & minimiser le critere avec Gy = H(0)™%

Or H(0) est inconnue et nous n’avons pas trouvé de méthode pour I'estimer

completement a l’ordre deux (nous avons vu que c’était possible a 'ordre

4, au chapitre 4).

o la troisieme idée est fondée sur le fait qu’apres convergence de I'algorithme,
on doit avoir :

GoYn(n) = AS(n),
ou Gy est la premiere ligne bloc de ¢ de dimension N; x N.(N + 1). De
plus, on doit avoir :
E[(GoYn(n))(GoYn(n))'] = GoRy, (0)GT = E[AS(n)(AS(n))T] = AR,A”.

On sait que la matrice de covariance des sources Rg est diagonale et de rang
plein a cause de I'indépendance des sources, et pour alléger les notation on
notera la matrice de covariance du vecteur Yy(n) par Ry, . En imposant :

GoRy, (0)GT = Iy, (6.11)

on peut donc assurer I'inversibilité de A.
I faut noter que linverse a gauche de T (H) est définie a une matrice
appartenant au noyau de Tn(H) pres, c’est-a-dire si on a

Si GG est une inverse a gauche de Ty (H) alors G + X 'est aussi. Dans tous
les cas, on trouvera la méme matrice A,

(G+ X)In(H) = diag(A, A,... A). (6.12)
Minimisation par Bloc

La minimisation peut étre obtenue par une méthode de Lagrange généralisée.
Cependant, cette approche est une approche par bloc, alors que nous avons choisi
de nous restreindre a des méthodes adaptatives.

Cette méthode n’a donc pas été poursuivie au-dela d’un développement du
critere sous forme de relations matricielles. La démonstration est basée sur une
généralisation d’une minimisation de Lagrange sous contrainte (voir appendice

C.4).
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6.4.2 Minimisation adaptative : algorithme LMS

Le probleme revient a minimiser la fonction (6.8) : C1(G) = E||[Ivenyn. On.]GYn(n)—
0N, LvsnynJGYN(n + 1)]]%, sous la contrainte (6.11) : GoRy, (0)GE = Iy..

Dans la littérature, on trouve des méthodes pour résoudre des problemes ana-
logues, par exemple :

Minimiser k7 Sh avec la Contrainte ||A|| =1,

(6.13)
Minimiser AT Sh avec la Contrainte hTRh =1, (6.1

14)
ou h est un vecteur, et R et S sont des matrices. Le passage du systeme (6.14) vers
celui (6.13) est presque immédiat : il suffit de décomposer la matrice R = R R
et de poser ¢! = KT R

Les deux principales différences, entre les deux approches (6.13) et (6.14), et notre
probleme, sont les suivantes

e Dans notre cas, (G est une matrice de dimension (M + N+ 1)Ny x N.(N+1),

et non pas un simple vecteur;

e La contrainte (6.11) concerne seulement la premiere ligne bloc de la matrice
(7, et non pas la matrice toute entiere.

Donc, on ne peut pas appliquer directement les approches utilisées dans la lit-
térature. En utilisant des stratégies semblables® & celles utilisées par les deux
approches précédentes, on a essayé de résoudre notre probleme.

Pour minimiser la fonction cout sans contrainte, on a choisi un simple algo-

rithme de type LMS dont les détails de calcul sont développés dans I'appendice
C.3.

Pour satisfaire la contrainte, on décompose a chaque itération, avec une dé-
composition de Cholesky [55], la matrice Go Ry, (0)GL = KK7, ou la matrice K
est une matrice symétrique définie positive. A chaque itération, on normalise la
matrice Gy par 'inverse de K.

GO — [X’_IG(). (615)

Les performances obtenues par cette méthode seront bonnes si les signaux sont
stationnaires, mais elles seront tres médiocres si les sources sont des signaux de
paroles (non-stationnaires), voir paragraphe 6.6. Cette raison nous a amené a
améliorer la vitesse de convergence par un algorithme de gradient conjugué.

3Normalement les auteurs cherchent & minimiser le critére du 6.13 ou celui 6.14 en faisant
une projection sur la contrainte a chaque étape de I'algorithme
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6.4.3 Algorithme du Gradient conjugué

Dans cette partie, on utilise I'algorithme du gradient conjugué généralisé, qui
differe de I'algorithme du Gradient Conjugué ”classique” (Annexe C.5).

En effet, 'algorithme du Gradient conjugué généralisé ( voir [24], [48] et [122])
cherche a minimiser le rapport généralisé de Rayleigh (voir [55]) :

X"AX

X)=——= 6.16
oit X est un vecteur complexe, et X" est son vecteur transposé conjugué. A et
B sont deux matrices symétriques définies positives (le développement de 1’algo-

rithme gradient conjugué généralisé est mis en annexe C.6).

Pour minimiser une fonction de cout, sous une contrainte donnée, par un al-
gorithme de Gradient Conjugué, les auteurs ([24], [48], etc) cherchent a écrire
la fonction de cott sous la forme de la nominateur de I’équation (6.16) et la
contrainte sous la forme de déneminateur de (6.16). Finalement la contrainte sera
satisfait par une projection a chaque itération (voir annexe C.6).

Pour appliquer I'algorithme, il faut d’abord réécrire la fonction cott (6.8) sous
la forme (6.16).
Notons v = Col((), de dimension (M + N + 1)N;N.(N + 1) le vecteur obtenu
par concaténation des colonnes de (G. En utilisant le produit de Kronecker noté
), la relation (6.8) devient

In. 0 0
Ci(v) = v'{By,(00R| 0 2laryn_iyy, O
0 0 In.

— Ry, (DR ( 8 ]<M+ON>NS )
—RL (1) ( P )}y, (6.17)

(M+N)N. 0

ot Ry, (0) =E[Yx(n)Yn(n)T] et By, (1) =E[Yn(n)Yn(n + 1)T]. Les termes 0 de
I’équation (6.17) correspondent a des matrices rectangulaires (ou carrés) nulles,
dont les dimensions sont déduites directement a partir de la position de cette
matrice dans 1’équation. Le détail de la démonstration est donné dans I"annexe
C.7, est utilisé 'annexe C.8 (produit de Kronecker et ses propriétés)

Le critere de départ (6.8) a été transféré dans 1’équation (6.17) sous une forme
quadratique de v.
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Pour appliquer I’algorithme du gradient conjugué correspondant a la minimisation
de (6.16), il nous reste a voir s’il est possible d’écrire la contrainte (6.11) sous la
forme :

vIBy =1. (6.18)

La contrainte (6.11) peut étre écrite sous différentes formes :

EGoYn(n)Yn(n)GE = GoRy, (0)GT = Iy, (6.19)
(In. O)GRYN(O)GT(]JSS’) . (6.20)

Une autre forme de la contrainte est obtenue a partir de :

GOYN(n) = []Ns O]GYN(TL)
= {Y{ Rn. 0]}, (6.21)

ce qui permet d’écrire la contrainte :

I, = BT () @lIv. 0™ (Yx(n) @ ( 0 )}- (6.22)

ou bien de fagon équivalente :
IGo Ry, (0)G5 — In.|I* = 0. (6.23)

Les trois formes de contraintes ((6.19), ..., (6.23)) ne correspondant pas a la
forme souhaitable (6.16) : vT Br, on abordera le probleme autrement.

Soit K'1 la racine carrée de Ry, (0) (obtenue par une décomposition de Cho-
lesky de Ry, (0)) :
Ry, (0) = K1K1T. (6.24)

En introduisant une matrice C', on peut écrire la contrainte (6.11) sous la forme
C.CT = Iy, (6.25)
En effet, a partir de (6.24), on a :
GoK1=[Iy, On.]GKT, (6.26)
et en notant col(C'), 'operateur colonne sr la matrice C', on peut vérifier que :

Col(C) = {K1" RIn, 0]}v. (6.27)
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Cependant, la relation (6.25) correspond & N? contraintes simultanéesque 1’on ne
peut pas mettre sous la forme de (6.18). En remarquant que la matrice C' est une
matrice orthogonale, on montre que :

1C))* = N,. (6.28)

on peut déduire une contrainté nécessaire (de la forme (6.18)) mais non suffi-
sante :

1 I
5O Coll==C) = 1. (6.29)

Le facteur N; ne change rien a la solution puisqu’on minimise une fonction cott

Col(

(le produit de la fonction cotit par un nombre constant ne modifie pas la valeur
atteinte au minimum de cette fonction cott).

On peut donc appliquer 'algorithme du gradient conjugué avec une condition
supplémentaire, la normalisation a chaque itération de la matrice GGy, de facon
similaire a ce qui a été proposé dans la section 6.4.2.

En pratique, On a remarqué sur des exemples simplifiés que I"algorithme du
gradient conjugué est plus efficace que celui du gradient simple. Malheureusement,
il met en jeu des matrices de grandes dimensions : Par exemple, la matrice obtenue
dans (6.17) par le produit de Kroneker est de tres grande dimension : pour deux
sources, un filtre d’ordre un, on arrive a une matrice carrée de 240 x 240.

Ce point qui nous a poussé a étudier et a proposer un autre critere.

6.4.4 Un second critere
Principe et algorithme

A cause de sa faible vitesse de convergence?, I'algorithme LMS précédent est
peu efficace pour les signaux fortement non stationnaires (comme les signaux de
paroles par exemple). Ces raisons nous ont poussés a chercher un autre critere C2.

Partons toujours de I'idée que 1’on cherche une matrice GG telle que

Tn(H) = diag{A, A,..., A}. On peut écrire :

AS(n)

AS(n—1)

GYy(n) = : (6.30)

AS(n—:M—N)

*On a remarqué qu’en pratique le critére C1 converge trés lentement, voir la section de
performance 6.6.



86 Méthodes de type sous-espace

et :
AS(n+1)
AS(n)
GYn(n +1) = | (6.31)
AS(n— M =N +1)

Notons par G; (0 <17 < M + N) la ieme ligne bloc de dimension Ny x N.(N + 1)

de la matrice GG. En utilisant les relations (6.30 et 6.31), on a alors :

GiYn(n) = AS(n —1), (6.32)
et :
GiYn(n+1)=AS(n+1—1). (6.33)
On en déduit que :
GZYN(TL) = G(H_l)YN(n —|— 1), (634)

avec (0 <¢ < M+ N). En notant par G la matrice de dimension N, x N.(N +
(M + N 4+ 1) telle que : G = (Go,Gy,...,Gusny) et par Y la matrice de
dimension N.(N + 1)(M + N4+ 1) x (N+ M) :

—YN(TL + 1) YN(n) 0
0 o Y+ D) Ya(n)
on trouve :
Yn(n) 0 0
—YN(TL + 1) YN(n) 0

gy = (G07G17"'7G(M—I—N)) 0 _YN(n—I_l)
0 Yan+1)  Yu(n)
0 0 —YN(TL + 1)

= 0.

On peut trouver les coefficients de la matrice ) directement a partir des signaux
des capteurs. En effet, en notant y;(j) le signal sur I'ieme capteur a Iinstant j,
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0<i<NANH+1)—1, 0<j5 < N+ M, on peut montrer facilement a partir des
définitions de Yy(n) et YV que :

Virinvnsy; = yivg(n — ent(5-))

iGN w41y = —Yinvg(n + 1 — eﬂt(N%))

ol ent(NL) est le quotient entier de ¢ par N., et ¢[N.] est ¢ modulo N.. Notre

critere devient La minimisation de GYYTGT sous la méme contrainte que précé-
. T _

demment : GoRy,Gy = 1.

Cas de deux sources

Pour fixer les idées, on présente le développement de ce critere pour deux sources,
la généralisation est évidente. En notant Gy; la ieme ligne de Gy,
1 <t < N, =2, la contrainte devient :

Groy rry_ (10
( Gos )RYN(GmGoz) - ( 0 1 ) . (6-36)

Notons par G; , 1 <1 < 2, la ieme ligne de G, le critere sera donc appliqué en N
étapes (Ny = 2) , donc ici succesivement sur Gy et Gy :

e lere étape

Minimiser G; > Y(n)Y"(n)G{. (6.37)

Le fait de minimiser la somme sur n de Y(n)Y7T (n) donne une plus grande
robustesse a la minimisation. Le critere doit étre minimisé sous la contrainte

Goi Ry, G3, = 1. (6.38)
En remplacant Gg; par sa valeur en fonction de Gy, on trouve facilement
que :
Ry, 0
G ( 0 0 ) Gl = 1. (6.39)
e 2eme étape :
Minimiser G, Z y(n)yT(n)ng, (6.40)

avec

Goa Ry, Gy = 1. (6.41)



88 Méthodes de type sous-espace

On peut écrire cette derniere équation sous la forme :

Ry, 0
Qz( 0" O)QQT:L (6.42)

I faut remarquer que pour satisfaire exactement la contrainte (6.36), on
doit ajouter a la deuxieme étape la contrainte supplémentaire :

Goi Ry, GL, = 0, (6.43)
que 'on peut encore écrire :
R 0
G ( o ) gl =o. (6.44)

Finalement, en associant une des deux contraintes a la fonction a minimiser, on
peut réécrire la 2eme étape sous la forme suivante :

C. R 0
Minimiser G Zy(n)yT(n)QQT + (G1 ( S/N 0 ) QQT)Z, (6.45)
sous la contrainte de normalisation :
R 0
Qz( PR ) ¢l =1. (6.46)

Le deuxieme terme dans (6.45) est le carré d’un scalaire. On peut donc le rem-
placer par son produit avec son transposé, ce qui donne finalement le critere :

Ce R 0 R 0
Minimiser G2[>_ YY" + ( gN 0 ) 16 ( gN 0 )]QQT (6.47)
sous la contrainte :
G ( R(’)”N 8 ) ¢l =1. (6.48)

L’idée, d’extraire un signal et un seul a chaque étape, est une idée de déflation

[41].

Validité de ce critére : cas de deux sources

En observant ce critere, on remarque que sa premiere étape est toujours faisable :
en effet, c’est la minimisation d’un critere quadratique avec une certaine norma-
lisation. La deuxieme étape (N; = 2) est plus complexe (le terme & minimiser est
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la somme de deux termes quadratiques, et 'on peut se demander s’il y a toujours
une solution.

Par exemple, supposons que 'on ait calculé Gy tel que GiY(n) = 0 et qui
vérifie Gio Ry, GL, = 1 (ot G est la ieme ligne de la matrice Gy).
Il reste a trouver G, qui vérifie :

GaY(n) =0, (6.49)
et < GaRyZ, GioRy? >= 0, (6.50)

ou < QQOR%VQ, gloR%f > est le produit scalaire de ces deux vecteurs, et R%f est
la racine carrée de la matrice Ry, (0).

Soit u la différence entre le vecteur QQORY et sa projection sur glORY Alors u

est perpendiculaire a glORY En notant par A/B la projection du vecteur A sur
B, on trouve :

u = gzoRl/2 (gzoRl/z)/(gloRl/z) (6.51)
< gzoRl /2 g1oRl/2

_ R1/2 B Yy R1/2 6.52

G20 GroRy GT Gio ( )

= (G2— < gzoRyN ) QmRyN > g1o)Rl/2 (6.53)

En posant o =< QQORYN7Q10RYN > et 60Gy = Gy — aGy, il est facile de vérifier
que :

e 0GY(n) =0 puisque Gy Y(n) = 0 par hypothese et G1Y(n) = 0 résultat de
la premiere étape.
o 5G20RYN , g10R1/2 >= 0 par la construction du vecteur.

Enfin, il reste a satisfaire la condition de normalisation (6.41). Pour cela, on
normalise a chaque étape le vecteur

oG

J6GoRy, 6GT

ou 0Gy est la pémiere partie du vecteur 0G5 correspondante a 2eme ligne de (.

5G2 —

(6.54)

6.5 Cas ou les degrés des colonnes sont diffé-
rents

Dans cette section, on discute le cas ou les colonnes de H(z) sont de degrés diffé-
rents. La suite du calcul restera dans le domaine temporel. Mais les résultats et les
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démonstrations développés dans cette section peuvent étre aussi présentés avec
un autre formalisme fréquentiel. Le développement dans le domaine fréquentiel
n’apportant pas de résultats différents, sera développé dans I’annexe C.9.

Cas de deux sources

Pour simplifier les notations, on supposera au début que N, = 2 et 'ordre de
deux colonnes de H(z) satisfait My > M. Cette hypothese n’altere en rien la
généralité de la méthode. Le résultat pour N; > 2 peut étre déduit facilement.

Le rang de Ty (H) n’est pas plein puisque les degrés de H(z) sont différents. On
propose alors de construire une matrice de taille N.(N+1) x [vazl M;+Ns(N+1)],
notée Un(H), dont laquelle T(Hy) et Tn(Hz) sont les matrices de Sylvester
appliquées sur Hy et sur Hy respectivement

Un(H) = (Tn(Hy), Tn(Hs)) (6.55)
Le vecteur d’observation est alors
Yiv(n) = Un(H)(S{ v (1), S5 a4 (1)) (6.56)
ou Siaen(n) = (si(n),si(n —1),...,8(n — M; — N)) et s;(n — j) est la ieme
source a instant (n — j).

Notons par ¢ une inverse a gauche de Uy(H). (i est une matrice de dimension

S P M+ Ny(N +1) x No(N +1) que Pon écrit sous la forme :

G:(%), (6.57)

Gmw::(%)mw (6.58)
- (), o

On remarque que les premieres (M; + N) lignes de GG;Yy(n) sont identiques aux
(M; 4+ N) dernieres lignes de G;Yn(n + 1). On peut écrire :
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avec i = 1,2. Posons GUy(H) = B :

GUy(H) = (gl ) (Tw(Hy), T (Hy))

Bll B12
= 6.61
( By Ba ) (6.61)

ou les B;; sont des matrices de (M; + N+ 1) x (M;+ N+1) (i =1,2et j = 1,2).
On peut récrire (6.60) en tenant compte de la relation (6.61) :

S1an+n(n) Siapen(n+1)
I 0)(Bay B; ’1 = (0 Iy By B; ’1 .
(v 008 B (G20 ) 0t B [ 00t

Donc on résume ces dernieres relations par :
2
((Hazeny 0)(0 Bij) = (0 Tiariem))(Bij 0))Sjag4n4a(n) =0 (6.62)

1

J

Siles S;a,+n41(n) sont suffisamment excités (une hypothese classique en automa-
tique qui correspond a des signaux de bande suffisamment large) et indépendants
(’hypothese habituelle dans le probleme de séparation de sources), alors :

(Uogany 0)(0 Bij) = (0 Lanem))(Bij 0) (6.63)

Les B;;, solutions de cette équation, sont des matrices tres particulieres et vérifient
le lemme suivant :

Lemma 6.5.1 Soit A une matrice p x q qui vérifie la condition suivante :
(Lp—1y 0)(0 A)=(0 [-1))(A 0), (6.64)
o sip=gq alors A=al,, oua est un scalaire quelconque.
o sip>q alors A=0.

® siq > p alors

ac| o (6.65)
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Ce lemme est montré dans 'annexe C.2. En D'appliquant a la matrice B, on
trouve :

By = ailp4nvy1s (6.66)
By = axlpn4nvi1s (6.67)
B21 - 0, (668)
bo b1 ... ba,_m, 0 0
0 by ... 0 buyan 0 ...
By = | . " M . (6.69)
0 ... 0 bo by oo ban,_an
En notant par b le vecteur b = (bo, by, ..., bar,_ar, )1, on trouve :
GQYN(TL) = GQSQ7M2+N(TL) (670)

bTS?7M2—M1 (n)

bT527M2_M1 (n — 1)

G1YN(n) = G1517M1+N(n) —|— (671)

bTSQ7M2_M1 (n — M1 — N)

L’équation (6.70) montre bien qu’on a extrait la deuxieme source a un coefficient
pres. Pour avoir la premiere source, on doit appliquer un algorithme d’extraction
classique sur I’équation (6.71), en utilisant le signal de référence donné par (6.70).
Ceci peut étre obtenu par décorrélation, a partir de statistiques au second ordre.

Cas de plus de deux sources

Dans le cas ou on a plus de deux sources Ng > 2, on peut rencontrer deux
situations différentes : soit les degrés des colonnes du filtre H(z) sont strictement
décroissants, soit certaines des colonnes ont des degrés identiques.

1. Siles degrés des colonnes de H(z) sont toutes différents, c’est-a-dire M; <
M, < ... < My, alors la généralisation est presque évidente. En effet, selon
la méme paramétrisation que dans la section précédente, on écrit

G.Un(H) =B (6.72)

ou B est une matrice de taille (Ng(N + 1) + Zﬁl M;) x (Ns(N + 1) +
Zﬁl M;) formée par N, x N, blocs B;;, chaque bloc B;; est de dimension
(M; + Ng(N 4+ 1)) x (M; + Ng(N 4+ 1)). D’apres le lemme de la section

précédente, on trouve que :

[0 s oj<N,
Bst—{ al si j=N, (6.73)
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La relation (6.73) montre la possibilité d’extraire la derniere source. De
cette facon, on peut retrouver les sources 'une apres 1’autre.

2. 51 My, est strictement supérieur aux autres degrés, alors la séparation de

la source Ny est possible. Supposons qu’il existe un entier p tel que My, =
Muy,-1y = ... = Mn.—p) > Mn,—p—1) .. .. Alors, d’apres le méme lemme,

on montre que :

BZ»]:{ 0 sl

J< Nys—p<a
aijl si ietj €{N;—p,....,Ns}

(6.74)

D’ou finalement, dans le cas général, on trouve que B est une matrice trian-

gulaire par bloc suivant

Cl1] B12
0 Clz]
0
0

B =

0
0
0
0

B22

(A2 ] By,

Bin.
Ban.

B,
a,l

ou Al et A2 sont des blocs carrés tel que leurs matrices coefficients sont de la

forme a;I. Si les degrés sont tous différents, alors on a la séparation complete au

second ordre. Mais si on a p degrés qui sont identiques, alors on doit ensuite faire

une séparation instantané. Pour mieux comprendre prenons un exemple.

Exemple : On suppose que l'on dispose de quatre sources Ny = 4 et que
My = Ms > M, > My, alors B a la forme suivante :

(6.75)

Dans ce cas, et d’apres la relation (6.74), on trouve que les blocs By = Bsy =
B41 == B32 == B42 == 0, tandis que les blocs B117 BQQ, B337 B347 B437 6tB44 sont des
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matrices identités a un scalaire pres. La matrice B devient :

arl By Bz By
0 axl Bys By
0 0 asl a4l
0 0 asd aegl

B= (6.76)

Avec la paramétrisation choisie, le produit de GG par Yy (n) nous donne :

(n)
GYx(n) = GUx(H) 527M2+NE ; : (6.77)
(n)

a1l By Bis DBig 51,M1+N(n)
0 ayl By By So v (1)
0 0 Cl3] Cl4] 537M3+N(n)
0 0 Cl5] Cl6] 547M3+N(n)

a1S1 v +N(n) + B12S2 v +8 (0) + BisSsan+n(n) + BraSsan+n(n)
a252 M+ N (1) + BasSs v, 48 (1) + BaaSaan4n(n)
a3Ss ma+N (1) + a4 Sarn+n(n)
asSs ma+N (1) + aeSern+n(n)

GYN(n) =

Il est clair que les deux dernieres lignes nous permettent de faire une séparation
instantanée pour séparer les deux dernieres sources. Une fois qu’on a séparé les
sources s3(n) et s4(n) , on extrait les deux autres sources en appliquant un algo-
rithme d’extraction deux fois de suite pour avoir sy(n) puis si(n).

Notons bien que cette paramétrisation est plus générale que celle utilisée dans
la section 6.4.1. En effet, si les colonnes du filtre H(z) ont le méme degré, on
aboutira a une matrice de séparation B carré par bloc et tel que chaque coefficient
bloc est une matrice a;; 1, ce qui nous oblige a terminer par une étape de séparation
instantanée. On retrouve ainsi le résultat de la section précédente.

Ces résultats sont équivalents a ceux obtenus par Gorokhov [57], [56].
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6.6 Résultats expérimentaux

Les expériences sont faites sur I’algorithme de type LMS de minimisation du pre-
mier critere C1 correspondant a la premier paramétrisation. D’un point de vue
théorique, cette méthode suppose que l'ordre du filtre M est connu. Cette hypo-
these est assez forte, car M est généralement inconnu et son estimation, possible
par de nombreuses méthodes, risque d’étre erronée. La robustesse de ’algorithme
a cette hypothese nous a conduit a effectuer deux autres ensembles d’expérience
correspondant a la surestimation de ’ordre M ou a la sous-estimation de cet ordre.

6.6.1 Signaux, mélanges

On a pris un mélange de 2 sources (Ny = 2), observés par 3 ou 4 capteurs (N, = 3
ou 4). Le filtre H(z) est composée de filtres h;;(z) d’ordre 0 a 5, passe -bas, passe-
haut ou passe-bande. Dans la suite, I’ordre et la nature des filtres seront précisés.
La minimisation de la fonction cotit est tres lente. En général, ’algorithme converge
au bout de 7000 a 10000 itérations. Expérimentalement, on a remarqué de bons
résultats dans le cas des signaux stationnaires, et de tres mauvais résultats pour
les signaux non stationnaires, comme pour des signaux de parole par exemple.
Pour faire la séparation instantanée, on a utilisé une version modifiée et améliorée
de ’algorithme de Jutten (voir [66], [64]), proposé par Moreau [91].

Il faut noter que en premier temps, on a utilisé un filtre RIF d’ordre 3, qui a le
meéme degré sur toutes ses colonnes.

Signaux stationnaires

Les signaux stationnaires, utilisés pour faire ces manipulations, sont des signaux
indépendants et identiquement distribués (iid), avec des densités de probabilité
uniformes.

Si on trace la matrice produit G.Ty(H), on remarque que cette matrice est
presque une matrice diagonale par bloc, voir les figure 6.1. Ce résultat est prévu
par les études théoriques : la séparation a l'ordre 2, laisse une indétermination
a une matrice réelle A pres.
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Figure 6.1: GTn(H)

Apres la séparation instantanée a ’ordre 4, on mesure une diaphonie résiduelle
de l'ordre de -21 dB. Les figures 6.2 et 6.3 qui correspondent aux différences
entre la premiere source et le premier signal de mélange, la premiere source et la
premiere sortie, respectivement, donnent une idée de la qualité de la séparation.

sl - y1

10

7.5
5

2.5

p OO
-2.5

-5
-7.5
-10

Figure 6.2: Différence entre la source sy et le mélange ¥, avec 10000 échantillons
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X1 - Z1

Figure 6.3: Différence entre la source s; et la source estimée x4

Signaux de Paroles

Dans le cas des signaux de parole, on a eu de mauvais résultats. En effet, au bout
de 10000 itérations I'algorithme donne encore une matrice &, tel que, le produit
de cette matrice avec la matrice de Sylvester n’est pas une matrice diagonale par
bloc, voir figure 6.4.

Donc le mélange est toujours convolutif, ce qui explique les mauvais résultats

Gmin . TN(h)

Figure 6.4: Performance.

lors de la séparation instantanée. Le figure 6.5 montre que la séparation n’est pas
réalisée.
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Seconde source, avec 10000 échantillons

Y2

Mélange 2, avec 10000 échantillons.

Z2

-2

-4
Sortie 2, avec 10000 échantillons

Figure 6.5: Différents signaux
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Mélange de parole et de bruit

En mélangeant un signal de parole avec un bruit blanc, on a utilisé les mémes
conditions d’expérience des deux dernieres sections (méme nombre d’échantillons
et méme filtre) pour faire la séparation. Le résultat global était mauvais. En effet,
on a trouvé que :

—4.05914  0.8059 ) (6.78)

Gol'n(H) = ( —2.88508 —0.0635

Il est clair d’apres cette derniere relation, que les deux sorties sont presque pro-
portionnelles a la premiere source (le signal de parole). D’ou, la premiere source
a été trouvé sur les voies de sorties.

La figure 6.6 montre que la séparation des mélanges convolutifs n’est toujours

Performances

<o
LT
ST B D,
s BB
W e
2 NN AR /15
OAYARD AL
Sav

Figure 6.6: Performances pour un signal de parole avec un iid.

pas réalisée.
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lere source

Figure 6.7: La premiere source.

Les différents signaux sont donnés par les figures 6.7, ..., 6.10.

melangel

Figure 6.8: Le premier signal mélange.

Figure 6.9: La premiere sortie.
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2eme sorties

Figure 6.10: La deuxieme sortie.

On se demande : est ce qu’on peut améliorer les performances en ne choisissant
que des filtres passe-bas? Dans ce cas, est ce qu’on est capable de séparer des
signaux de parole avec le méme algorithme?

Performances de C1 : avec des filtres passe bas

Pour un filtre RIF H(z) du 3eme ordre, dont les composantes sont toutes de
type passe-bas, on a remarqué de meilleures performances par rapport a celles
trouvés dans les sections précédentes, utilisant toujours les mémes parametres de
manipulation, voir figure 6.11.

Figure 6.11: GTn(H)
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Figure 6.12: GT'v(H) avec d’autres filtres passe bas

D’apres les figures 6.11 et 6.12, on remarque bien "amélioration de la diapho-
nie résiduelle par rapport a celle trouvée dans la figure 6.1.

Malheureusement, pour les signaux de paroles, ca n’a pas modifié grande chose
(figure 6.13). On sait que I'estimation des matrices de covariance a une influence

Figure 6.13: GI'n(H)

directe sur les performances de 1’algorithme, pour cela on a essayé deux types
d’estimateurs.

Estimation de la matrice de covariance

La matrice de covariance Ry, = EYy(n)Yyx(n)? a une influence directe sur la
convergence du critere Cl. Pour diminuer I'influence d’estimation de cette ma-
trice, on a fait quelques essais pour bien choisir I'estimateur et surtout pour bien
choisir les parametres d’estimation.
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Pour estimer la matrice Ry, , on a choisi les deux estimateurs suivants :

e l'estimateur classique :

fon (k) = (k— 1) R (k — 1}2 + Y (k)Y (k)" (6.79)

o l'estimateur par filtrage passe bas :
Ry(k) = (1 —a)Ry(k —1) + oYy (k)Yn(k)T, (6.80)
avec k le numéro d’itération. Les signaux utilisés sont des bruits blancs filtrés avec

des filtres RIF de différents ordres. Les courbes suivantes illustrent || Ry, — ]%NH,

dans plusieurs manipulations :

e Estimateur classique :

eryeur erreur d’estimation

'l 1000 300 5000 7000

-8
Lol
Figure 6.14: Estimateur classique

e Estimateur par un filtre passe-bas :
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erreur erreur d’estimation

4071
2071
—_20¢+

-40

-60+

o = 0.005

erreur erreur d’estimation

-40

-45

-50

—_—/,2660 4000 6000 8000
a = 0.0001

Figure 6.15: Estimateur par un filtre passe-bas
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Expérimentalement, on trouve clairement que 'estimateur classique est plus
biaisé que celui d’un filtre passe-bas. Par contre la variance de 'erreur d’estima-
tion de ce dernier est beaucoup plus grande.

Finalement, la valeur de o a une grande influence sur notre deuxieme estimateur.
Si a0 augmente, ’estimation devient plus rapide, mais la variance d’erreur d’esti-
mation augmente aussi.

Donec, si on a suffisamment d’échantillons, il est préférable d’estimer Ry, par
un estimateur classique ou a 1’aide d’un filtre passe-bas avec une « petite. Si
on n’a pas suffisamment d’échantillons, ou bien si le signal est non stationnaire
(signal de parole par exemple), il vaut mieux estimer Ry,, avec un filtre passe-bas.

6.6.2 Mauvaise estimation du degré M du filtre

Du point de vue théorique, I'utilisation de C1 comme critere de séparation néces-
site (I’hypothese H6%, section 6.3) 1’égalité entre les degrés des différentes colonnes
de H(z). Nous nous sommes interrogés sur la tolérance de 1’algorithme a cette
hypothese.

Or, expérimentalement , on a observé qu'une mauvaise estimation (une sous
ou sur estimation) de M nous permet dans certains cas de faire la séparation.
A titre d’exemple, pour le méme filtre décrit dans la section précédente, et sous-
estimant la valeur de M =3 a M = 2, on a trouvé de bonnes performances, voir

figure 6.16.

Figure 6.16: G'I'v(H ) avec une sous estimation de M

SL’hypothése H6 assure I'existence & gauche d’une inverse de la matrice de Sylvester Ty (H ).
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Figure 6.17: G'I'v(H) une sous-estimation

Par contre, une sous-estimation d’un filtre typique d’ordre cinq par un filtre
de degré deux ne nous permet pas de faire la séparation, voir fig 6.20.

En effet, ce résultat était prévu puisque notre filtre était un filtre possédant
plusieurs résonances, donc c’est un filtre typique d’ordre cing, dont on illustre le
module dans la figure 6.18 et la phase dans la figure 6.19.

dB Module du f:l_ltre
_54
_104
_154
,204

Figure 6.18: Le module du filtre d’ordre cing.
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Phase du filtre

N NN

™~ ™~

Figure 6.19: La phase du filtre d’ordre cing.

Une sous-estimation de M revient a faire une troncature du filtre. Si les coef-
ficients des termes de degrés élevés sont petits, alors la séparation par le critere
C1 reste possible.

Une surestimation de M est toujours inadmissible. Théoriquement, I'image de
Tn(H) , dans le cas d’'une surestimation de M, nous permet d’identifier le filtre
H(z) a un filtre scalaire prés, de degré égale a la différence entre M et la valeur
surestimé de M [1]. D’ou 'explication des mauvaises performances obtenues. On
illustre dans la figure 6.20, la matrice GTxy(H) d'une manipulation ou 'on sures-
time le degré M =3 a M = 4.

Il faut noter, qu’on a toujours utilisé les mémes parametres pour faire les diffé-
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Figure 6.20: G'I'v(H) avec une surestimation

rentes manipulation de cette section.
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Notons aussi une augmentation remarquable, au dela de la valeur nécessaire (voir
début de ce chapitre), du champ d’observation N. Cela va introduire deux pro-
blemes : le premier se résume par une augmentation du temps de calcul et de
I’espace mémoire utilisé, tandis que le deuxieme probleme est un probleme d’er-
reurs numériques qui va dégrader plus ou moins les résultats.

Finalement, un filtre qui n’a pas les mémes degrés sur ces colonnes, conduit
la convergence de C1 vers des résultats mauvais. On a préféré de ne pas illustre
les résultats pour ne pas alourdir ce chapitre et en tout cas les courbes ne portent
pas trop d’intérét dans ce cas.

6.7 Conclusion

Les méthodes de type sous-espace sont des méthodes tres élégantes en théorie.
En pratique, on doit manipuler des grandes matrices, et les algorithmes sont tres
lourds en temps de calcul.

Ces méthodes montrent néanmoins que I'on peut séparer les sources presque
entierement avec des criteres de second ordre statistiques, sous la condition d’avoir
plus de capteurs que de sources et de connaitre (au moins savoir estimer) les de-
grés des colonnes de H(z).

Ce résultat, est a rapprocher des travaux de Van Gerven [53] qui montre que
les résolutions des équations de corrélation entre les échantillons des signaux a
différents instants, conduit a une solution unique dans le cas de deux sources dans
un mélange convolutif, réalisé avec des filtres RIF strictement causaux.



Chapitre 7

Conclusion générale

La richesse de la littérature de séparation de sources est remarquable pour un
probleme relativement récent, apparu en 1984 [60].

Dans cette these, nous avons développé et exploré plusieurs aspects de ce pro-
bleme.
Comme on 'a vu dans 1’état de lart, la plupart des algorithmes ont été congus
pour des mélanges linéaires instantanés. Des 1’année 90, sont apparus quelques
algorithmes de séparation pour les mélanges convolutifs [68], [95]. Tout ces algo-
rithmes reposant sur deux hypotheses fondamentales

e L’indépendance statistique de sources.
e La nature du modele utilisé.

L’exploitation de la premiere hypothese est tres variée selon les divers algorithmes
(maximum de vraisemblance, fonction de contraste, cumulants, etc).
Actuellement, la plupart des auteurs ont traite majoritairement le cas de mé-
langes linéaires instantanés, quelques uns ont abordé les mélanges convolutifs.

En utilisant le modele d’'un mélange instantané, on a développé deux ap-
proches directes (chapitre III), 1'une est basé sur la résolution d’un systeme
d’équations, 'autre approche basée sur la structure géométrique de la distribution
de signaux mélangés. Les deux approches sont simples et convergent rapidement,
mais en pratique ne permettent que de traiter des mélanges de deux sources et
deux capteurs. Leurs performances sont aussi moins bonnes qu’un algorithme
adaptatif. Ces deux approches peuvent cependant constituer une bonne initiali-
sation pour accélérer un algorithme adaptatif.

109
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Le chapitre IV est focalisé sur une approche adaptative qui utilise des cu-

mulants d’ordre quatre, et qui est valable pour les mélanges instantanés comme
convolutifs. Le critere proposé dans ce chapitre est tres simple. Les algorithmes
dérivées de ce critere convergent assez rapidement, 500 - 1000 itérations.
Mais les performances dépendent de la nature de sources. Expérimentalement, on
a ainsi trouvé de performances de l'ordre de -25 dB de diaphonie résiduelle pour
les sources stationnaires et -20 dB pour les signaux de parole. Le probleme de
ce critere se manifeste surtout dans ’allure des cumulants qui sont trop plats au
voisinage des solutions. Les algorithmes de minimisation des criteres sont aussi
peu précis.

L’hypothese sur le signe de kurtosis de sources est utilisé tres souvent dans
les algorithmes de séparation. Au chapitre V, nous avons montré que dans le cas
général de sources de ddp multimodales, ni la forme de la ddp et ni la nature
asymptotique des sources (sous ou sur-gaussiennes) nous permettent de conclure
sur le signe de kurtosis.

Finalement, dans le dernier chapitre VI, on a abordé le probleme de mé-
lange convolutif, selon une approche sous-espace. Ces algorithmes nécessitent un
nombre de capteurs plus grand que celui de sources. On a montré que ces mé-
thodes sous-espace permettent de séparer des sources, ou de ramener le mélange
convolutif en un mélange instantané, en utilisant seulement les statistiques du
second ordre.

Dans ce chapitre, on a proposé trois criteres différents. Le premier critere est une
adaptation d’un algorithme d’identification aveugle [54], et le deuxieme critere
est une approche de déflation. Ces deux criteres exploitent une paramétrisation
basée sur la matrice de Sylvester. Cette paramétrisation nécessite une hypothese
assez forte, concernant les degrés de colonnes de la matrice de mélange. Enfin, a
I’aide d’une autre paramétrisation, on a proposé le troisieme critere.
Malheureusement, ces méthodes souffrent, en pratique, d’une faible vitesse de
convergence et mettent en jeu de tres grandes matrices.
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Appendix A

Meéthode directe

A.1 Moments de signaux mélangés

A partir du modele de séparation, on peut calculer les moments croisées des
signaux mélangés y1(1) et y2(t) en fonction des coefficients de la matrice mélange
hi; et des moments de sources s1(f) et s9(f). Tous calculs faits, on trouve un
systeme de huit équations nonlinéaires fonction de huit variables h;;, p;, v, (7,] €

[1,2]):

MOmn(?Jl, ?Jz) = hirhapr + hizhaaps, (A-l)
Momao(yr,y2) = hiypr + hiype, (A.2)
Momoa(y1,y2) = hyyp + hiype, (A.3)
M0m31(y17 yz) = 3h11h12(h11h22 + h21h12)p1p2

‘|‘h:1))1h2171 + h?2h22727 (A.4)
M0m13(yh yz) = 3h21h22(h11h22 + h21h12)p1p2

+hithy v + hiahs,ye, (A.5)
Momaz(y1,y2) = (hiyhiy + Ahithaihizhas + hiyhs, )pips

‘|‘h%1h§1’7l + h%zhgz’ha (A.6)
Momao(y1,y2) = h411171 + 6h%1h§2p1p2 + h?z’V?v (A7)
Momos(y1,y2) = hyym 4 6h3, h3apaps + hayve. (A.8)

Ce systeme est de forme tres complexe par rapport a celui correspondant aux
cumulants (voir paragraphe 3.2.2); les cumulants ont déja un intérét purement
formel par rapport aux moments.
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Appendix B

Méthodes adaptatives

B.1 Annulation ou minimisation

On montre dans cette section que I"annulation de C'umayy(X) est équivalent a sa
minimisation. La structure d’un mélange instantané, pour deux capteurs et deux
sources (voir fig 2.1), et la relation (4.4) nous permettent de calculer la dérivée
de C'umgg par rapport aux coefficients de la matrice séparatrice GG :

acum22(9127 921)

> 0.
0912 -

En développant cette relation et en notant 3; le kurtosis de la source ¢, on trouve :
t1 Bt hor + 15, Bt 12has > 0.
Et ce sera facile de prouve que :
(Bit51hsy + t5,82h55)g12 > —(Bit3 harhiy + 15, 82ha2hns).

Si on suppose que les signaux ont de kurtosis positifs, alors le coefficient ¢19,.i
correspondant au minimum de critere est

Gramin > _51t§1h21h11 + 52t§2h12h22
B Bitsihty + Batdshd,
Cette relation nous permet de calculer les valeurs correspondant aux coefficients
de la matrice totale T'=G.H

. 13202h22(h11hay — hathia) (B.2)
U Bidihd + Batdhd, ‘
131 P1har(hizhar — haghan)

Bitih3y + Batsyhs,

(B.1)

(B.3)

t12 =
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Aussi bien, la valeur de fonction de cout pour cette valeur minimum :

- B1B2(hi1hay — h12h21)2t§2t§1

C mins = B.4
B R N XN T B
Les extremums sont données par la relation :
acum22(912mm7921) _
dgn
B1Batatar(hiihas — hishoy)*(Bit5 hishdy + Bati,harhi,) —0 (B.5)
(B1t31h3, + Bal3sh3,)?
Finalement, on trouve :
t22 — 6
lor =
o Bah11h3,
t = £z = =2 B.8
21 22 Brhioh2, (B.8)
Les solutions (B.6) et (B.7 ) correspondent aux solutions théoriques : ¢y =

—hgz/hlz et Ji12 = —hll/hgl, go1 = _h21/h11 et Ji12 = —hlz/hgz respectivement. LEL
solution (B.8) est un maximum. La minimisation de ce critere est équivalent
a son annulation.

B.2 Existence des solutions parasites

Par un simple calcul, on peut montrer que ce critere n’admet pas des solutions
parasites. En effet, le systeme :

acum22(9127 921)

=0
a912
acum22(9127 921)
0 B.9
dgn ( )

est équivalent a

(B.10)

ti1Bit5 har + 13,82kt = 0
to1 St han + taaBahiat?, = 0,



B.3. DERIVEE DES COUTS PAR RAPPORT AUX STATISTIQUES DE SIGNAUX117

Les solutions sont donc :

tll = t12 =
t21 - t22 - 0 (Bll)
tll = t22 =
t12 - t21 - 0 (B12)

o Bahi11h3,
ton = —ton| 55 B.13
21 22 Bihiah2, ( )

Les solutions ( B.11) et (B.12 ) sont exactement les mémes dans le cas d’annula-
tion.

B.3 Dérivée des coiits par rapport aux statis-
tiques de signaux

En supposant que les éléments de la diagonale de la matrice G sont égaux a un,
les relations entre les sources estimées et les signaux mélanges sont :

T = Yi + Gijy; (B.14)
yp = S0 (B.15)
L — 9595

(C’est qui nous donne sans aucune difficultés :

6:1% l’]‘ — w]‘il'i
0Gi; L —gijg;i
6:1%
= 0. (B.16)
dg;i
Enfin, la dérivée est :
OCumagg(xi,xy) 2

3 2.2 2
e e R
+gj Bl B’ + 2g;(Bvix;)?). (B.17)

Cette valeur sera utilisée la valeur pour ajuster les coefficient a chaque étape par
une méthode de gradient.
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B.4 Calcul direct du cout

Le Cumaa(2,, x,) des deux signaux centrés est [89].

Cumay(tp, x,) = Ex? a2 — Ea?, Ex? —2(Ex,2,)°. (B.18)

n m n

Il est facile d’exprimer chaque terme dans I’équation (B.18) en fonction des si-
gnaux sources. Pour cela, développons le moment Ex? 2?2 :

Bapay = B twisi) (D tuisi)*

= U Z tmalmplnel ndSaSpSc54
a,b,c,d

= Z tmatmbtnctndESaSbSch- (Blg)
a,b,c,d

En considérant que les sources sont spatialement indépendantes et centrées, on

trouve :
sioa=b # c=d
PaDe {et a=d # b=c
Es,8,8:84 =% paps si a=c#*b=d (B.20)
Ya si a=b=c=d
0 sinon,

ot p, = Es?, et v, = Esl. Les relations (B.19) et (B.20) nous donnent

B2 a2 = 12 12 70+ > paprtmatas (bmatus + 2natms). (B.21)
a aZb

Par un calcul similaire, on développe la puissance des signaux de sorties :
El'zn = (Z tmisi)z
= F Z talmbSasSh

a,b
= Z tmatmbESaSb

a,b
= > 1P (B.22)

De la méme facon, on montre que :

Exmxn - Ztmatnapa (B23)
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En utilisant les relations (B.21), (B.22) et (B.23) on déduit :
Cumaz(tm, t,) = thmtfw — 3P2)
= thnatia (B24)

Ou f, = Cum(sq, Sa, Sa» Sa)-

B.5 Les solutions possibles

On a choisi une démonstration basée sur les propositions logiques. Pour ¢a, on
note 1’équivalence entre la condition ¢,,, = 0 et la proposition logique pZ (si
ph =1 donc p? est vraie, alors t,,, = 0).

On peut reécrire la relation 4.8 par :

pe 4+ pr Ya, et m # n. (B.25)
Pour une valeur quelconque de a, on trouve I’équation logique suivante :

(ps + p5)(ps 4+ p5) - - (pF + Pk )-
(p3 +p3) - (P5 + PR,)-

(p((lN_l) + P, (B.26)

Le systeme (B.26) contient la multiplication de w terms (pf + p?). En

utilisant les tables de Karnaugh et 1’algebre de boole on peut montre que le
systeme B.26 est équivalent a :

(p$ + p5ps - - k. )-
(P + P5ps -+ PR.)-

(P{n.—1) + PN.) (B.27)

On peut demontre par récurrence que ce dernier systeme est équivalent a une
équation composée par la somme de N, termes, et chaque terme est le produit de
N. — 1 propositions logiques p¢

PPy Pine—ny o PP PN, e aps P, (B.28)
(Ne—1) cocf

N. terms
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Pour simplifier la notation, on note le produit des (N, — 1) coefficients de p¢ par
q¢. Et tout calcul fait la relation (B.28) devient :

SOTIWIRIPOUEED 9 SRS SR (1.29)

i=1 j=1
1l est facile de démontrer ces trois résultats
1. Ty a N™e solutions au total.

2. Parmis ces solutions, NV — N_! sont des solutions parasites correspondant
a une de sorties au moins est nulle.

3. Pour chaque sortie y;, il y a au total (N, — 1) solutions parasites.

B.6 Séparation dans le domaine z

Dans cette section on développe une approche intéressante pour étudier un cri-
tere de séparation de sources. Si cette approche n’a aucun sens du point de vue
signal, elle restera un moyen puissant pour simplifier le calcul. D’apres le para-
graphe précédent, le calcul d’un critere basé sur les cumulants et pour un mélange
convolutif est relativement compliqué, et il nécessite 'utilisation de la notation
tensorielle. Pour cette raison on a essayé de développer un moyen de faire le calcul
dans le domaine de z.

B.6.1 Fonction de cott

Cette approche consiste a appliquer les définitions de moments et de cumulants
directement sur les signaux décrits dans le domaine de z (bien sir sans 1'utili-
sation habituelle de ployspectre). On définit normalement la relation entre les
différents signaux (sources, signaux mélangés et sources estimés), dans les do-
maines temporel et fréquentiel par :

Y(z) = H(2)S(2). (B.30)

X() = GY(o). (B.31)
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La matrice globale T'(z) (de terme général t,;(z)), s’écrit :

T(z)=G(2)H(z) = XO:T(@')Z—Z', (B.32)

X(n) = LTS i), (B.33)
X(z) = T(2)S(2). (B.34)

Avec les notations tensorielles [11], les relations (B.33) et (B.34) deviennent :
X'(n) = > T'(a)eS'(n—a), (B.35)
X'(z) = T!(z)eS'(2). (B.36)

La transformation en z d’un signal aléatoire n’a aucun sens, du moment que
le polynéme obtenu est un polynéme a coefficients aléatoires. Donc on ne peut
pas l'utiliser, mais si on applique l'espérance mathématique sur ce polynéme,
on obtiendra un polynome avec des coefficients réels et fixés, pour un signal
stationnaire réel.

En appliquant la définition de cumulant ([89] et [49]) sur le tenseur X'(z), on
obtient :

Cum(X'(2), %,(2), X} (), X () = T (=) © T7(2)
QTHz2) @ T (2) @ Cum(S*(2), S1(2), S*(2), S1(2)), (B.37)

On a vu dans le domaine temporel que 'indépendance de sources impose
Cum(SY(2),S1(2), SY(2), S1(2)) a étre diagonale. En rappelant que 65¢ le symbole
de Kronecker et par 3,(z) 'auto-cumulant d’ordre quatre de la source s,, le terme
ijkl de (B.37) s’écrit :
Cumly(X)(z) = Wi ()} (2)hi(2)hf (2)Cum(sa(2), s5(2), s0(2), sa(2))855
= tia(2)lja(2)tka(2)t1a(2) Ba(2) (B.38)

[’annulation des cumulants de la forme de (B.38) nous donne :
CumZX(Z) =0 <= tfa(z)tia(z)ﬂa(z) =0 (B.39)

La relation (B.39) est semblable a la relation obtenue dans le domaine temporel

(voir [84] et [85]).
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Pour un mélange instantané, on a aussi trouvé que "annulation des cumulants 22
suffit pour obtenir la séparation de sources [84], avec la seule condition que les
sources ont le méme signe de kurtosis.

Cependant, dans le domaine z, cette hypothese sur le signe de kurtosis n’est pas
réaliste. En effet, les sources ont le méme signe de kurtosis en z, ce qui revient a
dire que leur cumulant d’ordre quatre dans le domaine z a le méme signe et pour
tout z. Donc leurs transformées en z sont des polynomes réels,Vz. Autrement
dit, ces polynomes sont des constantes, ce qui donne que les sources sont des
impulsions de Dirac.

B.6.2 Le cumulant d’ordre quatre d’un signal iid

Une premiere hypothese simple [96] est de supposer que les sources sont des
signaux iid.

La transformation en z d’un signal s(t) est S(z) = 3, s(7)z7% ou s(z) est un
échantillon de s(?) a I'instant ¢. Par généralisation de la définition, le cumulant
d’ordre quatre de S(z) est

Cumy(S(2)) = BES*(2) — 3(ES?*(2))*. (B.40)
Il est facile de montrer que
ESYz) = Y BEs(i)s(5)s(k)s(l)z~ 0+ (B.41)
2,7,k

Les signaux étant centrés et iid, il reste :
ESY(z Z Bs(i)'27" 4+ 6> Es(i)*Es(j)?z72(+) (B.42)
1>]

De plus en utilisant I’hypothese de la stationarité des signaux sources, on montre

que :
ES4( = Fs? Z PRRUnE 6( ES Z L 24) (B.43)
2>]
De mémeon a :
E52 ZES 27 = g2 Z z~ (B.44)

Notons par P, = Es? la puissance du signal s, et par Cumy(s) = Es* —3P? le
cumulant d’ordre quatre de ce signal. Il est évident de voir que (B.40) devient en

utilisant (B.43) et (B.44)
Cumy(S(2)) = Est 22_42 + 6( ES 22_2 +i) 3P52 Zz_w'"j)

i>7

= Cumy(s Z z~ (B.45)
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En reportant (B.45) dans la relation (B.39), que Vi, j :

Z];tfa(z)tia(z)Cum4(3a)z_4k =0 (B.46)

Pour alléger I'écriture, on note R,(z) = t7,(2)t3,(2), et le degré de R,(z) par dg,.
Le coefficient de R,(z) du terme z77 est :
ra(q) = Y tia(k)tia(Dtja(m)tja(n), (B.47)
k,l,m,n

avec k+ 1+ m+n = q, t;,(k) est le coefficient de 2% dans #,,(z).
Notons Cumy(s,) = ,. Alors (B.46) s’écrit :

> ral@)Baz 1 =0, (B.48)
a,k,q

oul <a< N, 0<q<dp,,etk>0.

Si on suppose dans la relation (B.48) que k est un nombre fini, c’est a dire que le

développement en z du signal est tronqué : 0 < k£ < N.
Alors la relation (B.48) devient :

Zra(dRa)ﬂaZ_4N_dRa —I_ Z ra(dRa)ﬂaZ_4k_dRa

a,k<N

+ > @BV Y ra(@)Br =0 (BAY)

a7q<dRa a7k<N7q<dRa

Dans (B.49), le coefficient de chaque terme z7? doit étre nul. Pour 2=*N=%ra_on
a alors :

> ra(dr,)B. =0, (B.50)

a

ou 7.(dg,) est le coefficient de plus haut degré de R,(z), c’est a dire :
ro(dr,) = tfa(maxi)tia(maxj), (B.51)

et t;,(max;) est le coefficient de plus haut degré de t;,(z). Finalement a partir de
(B.51), tout les coefficients de r,(dg,) sont positifs. En supposant que toutes les
sources ont le méme signe de kurtosis alors tous les 3, ont le méme signe.
Maintenant, la relation (B.50) nous assure que :

Zra(dga)ﬂa =0 < tfa(maxi)tia(maxj) =0 Va. (B.52)

a

Cette derniere équation nous aide a simplifier la relation (B.49) qui devient :

S raq)Bm T = 0. (B.53)

a7k7q<dRa
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Cette relation est identique a la relation (B.48) avec la seule différence que ¢ <
dp,. Donc par récurrence on montre que R,(z) =0 et

tfa(z)tfa(z) =0 (B.54)
Et cette derniere relation montre que :
tia(Z)t]‘a(Z) =0. (B55)

Enfin, la séparation a un filtre pres est assuré par ’équation (B.55), [85]. Si on
ne prend pas des hypotheses supplémentaires sur la matrice filtre alors on peut
avoir des solutions parasites correspondant a des sorties nulles.

B.6.3 Hypotheéses sur les filtres

La relation (B.55) est équivalent a T'(z) est le produit d’une matrice diagonale et
une matrice de permutation pres (voir la sous-section précédente et [85]). Mais
il faut s’assurer que toutes les lignes de T'(z) ne sont pas nulles (dans le cas
contraire, on aura des sorties nulles).

Le filtre global T'(z) est calculé comme étant le produit de T'(z) = G(z)H(z).
Notons T;(z) (respectivement (G;(z)) la ieme ligne de T(z) (respectivement de

G/(z)). Alors :
Ti(z) = Gi(2)H(2). (B.56)

On suppose que H(z) est a colonne réduite. Selon [69], une matrice est dite a
colonne réduite si et seulement si le degré du déterminant de cette matrice est égal
a la somme des degrés de ses colonnes. Or par définition, le degré d’une colonne
est le degré le plus élevé des coefficients (polynomes en z) de cette colonne.
Pour une matrice a colonne réduite, il est connu d’apres [69] que le degré du
vecteur G;(z)H(z) est égal a la somme de degrés de (;(z) et de H(z). On définit
le degré d’une matrice polynémiale comme étant le degré le plus élevé de ses
coefficients (qui sont des polynomes).

Donc si (G;(z) n’est pas un vecteur nul alors T;(z) n’est pas un vecteur nul. Et la
séparation est achevée a une permutation et une matrice diagonale polynomiale
pres. Pour que G;(z) soit différente de zéro, il suffit de poser ¢;;(z) = 1.

B.6.4 Séparation temporelle

On peut déduire du critere précédent, dans le domaine fréquentiel, un critere
temporel. En effet, le cumulant fréquentiel utilisé dans le paragraphe précédent
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est équivalent a :

Cumi(X(2)) = Cum(tm(2), 2m(2), 2a(2) 24(2))
= Cum(z:zjm(i)z_l,Zwm(j)z_],zk:xn(k)z_k,an(l)z_l)

= > U Cum(y (i), 51(), y2(k), y2(1)), (B.57)

.5,k
Ym < n. Donc I'annulation de (B.57) est équivalent a :

Cumi(X(2)) =0 <= | 4;1_ Cum(ay, (1), tm(7), vu(k), z,(1)) =0, (B.58)

Vm<n, 0 <c<4N +1 et N est la borne du développement du signal dans le
domaine de z, voir I’équation (B.49).

La séparation est finie une fois qu’on a estimé une matrice polynémiale G/(z) de
taille Ny x N;. Si le degré de cette matrice est dg, alors on a (dg+1)N? coefficients
a déterminer. La séparation nécessite que le degré de ((z) soit plus grand que
celui de H(z), car le degré de liberté du modele dépend directement du degré de
(/(z), tandis que le nombre des parametres inconnues est lié au degré de H(z).
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Appendix C

Méthodes sous-espace

C.1 Rang de la matrice de Sylvester

Soit Tx(H) une matrice de Sylvester correspondant a une fonction de transfert
RIF H(z) N. x Nj, et dont les colonnes constituent une base minimale polyno-
miale de I'espace rationnel de I'espace qu’elles engendrent (i.e. le rang de H(z)
est égal a N pour tout z et H(z) est a colonnes réduites).

La matrice Ty(H) a pour dimensions N.(N + 1) x (M + N + 1)N; ou M est le
plus haut degré dans H(z). Pour calculer son rang, on évalue la dimension de
son noyau a gauche, i.e. ’ensemble des vecteurs lignes ¢ de dimension N.(N + 1)
pour lesquels ¢Tn(H) = 0. En passant aux transformées en z, ceci équivaut a
g(z)H(z) = 0. On se ramene donc au calcul de la dimension de I'ensemble des
polynomes 1 x N, de degré au plus N pour lesquels ¢g(z)H(z) = 0.

Pour faire ce calcul, on introduit une base minimale polynomiale G(z) de
l'orthogonal de 'espace engendré par les colonnes de H(z). (G(z) est donc une
matrice polynomiale (N. — N,;) x N. qui est de rang N. — Ny en tout point
du plan complexe, et qui est a ligne réduite (propriété duale d’étre a colonnes
réduites). Un vecteur ¢g(z) est tel que g(z)H(z) = 0 ssi g(z) = r(z)G(z) pour
un certain polynoéme 1 x (N. — N;) r(z). Il est alors clair que la dimension de
I’espace des ¢(z) de degrés inférieurs a N et qui vérifient g(z)H(z) = 0 est égale
a celle des r(z) pour lesquels le degré de r(z)G(z) est au plus N. Pour évaluer
la dimension de cet espace, on se sert d’une propriété importante des matrices
polynomiale a lignes réduites. Cette propriété nous permet d’affirmer que si les
ri(z) sont les composantes de r(z) et si les (;(z) sont les lignes de G(z), alors
le degré de r(z)G(z) coincide avec le max des degrés des r;(z)G;(z) (si 'un des
r;(z) est nul, on compte le degré de r;(z)G;(2) a 0. Notons (M ),—y n._n. les

degrés des lignes de G/(z). Alors, le degré de r(z)G/(z) est inférieur a N ssi les
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degrés des r;(z)G;(z) sont inférieurs & N pour tout ¢. Mais, le degré de r;(2)G;(2)
est égal & deg(r;) + deg(G;) = deg(r;) + M:-. De ceci, on déduit immédiatement
la dimension de I'espace des r(z) tels que degré de r(z)G/(z) est inférieur a N.
Faisons le calcul dans le cas oit N est supérieur ou égal au sup des M. Dans ce
cas, aucun des r; ne doit étre nul, pour chaque ¢, degré de r;(z)G;(z) inférieur a
N équivaut a
deg(r;) < (N — M;")

L’espace des polynémes correspondant est de dimension (N — M+ + 1), et en
faisant la somme sur ¢, on trouve que le noyau a gauche de Tx(H) a pour dimen-
sion :

N:.—N; N¢—Ns
DN =MF 1) =(Ne= NN +1)— > M
=1 =1

Mais, si on désigne par (M;);=1 v, les degrés des colonnes de H(z), on sait que

N.—N; Ns
>, ME=3 M

Puisque le rang de Ty (H) est égal (N + 1)N, — (dimension du noyau a gauche),
on en déduit que si N est plus grand que le sup des M, alors,

N
Rang(Tw(H)) = p(N +1) + 3 M;

i=1
De cette formule, on peut trouver un critere d’existence d’une inverse a gauche
de Ty (H). En effet, la matrice sera inversible a gauche ssi son rang est égal a son
nombre de colonnes. Puisque le nombre de colonnes vaut Ny(M + N + 1), on voit
qu'une condition nécessaire et suffisante d’existence d’une inverse a gauche est
que N,M = Y-Ne M;. Mais, par définition, M est égal au sup des M;. Donc, la
condition équivaut a M; = M pour tout ¢ = 1, N,. Pour que Txy( H) soit inversible
a gauche pour N supérieur au sup des M, il faut et il suffit que les degrés des
colonnes de H(z) soient tous égaux.

C.2 Type de la solution

En posant A = GTx(H), on aura GYyn(n) = AS4n)(n). La fonction coit est
un critere quadratique et son minimum est zéro. Donc la matrice (G, qui minimise
la fonction coiit, a la propriété suivante, (voir 6.8)

Horenn. OnJASareny(n)
— [ONs (](M-I—N)NS ONS)A]S(M+N+1)(TL—|-1)

On. IrennJASareny(n + 1)
[(On. Lrenyn) A ON]Srs vty (n + 1).

(C.1)
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Et ceci est vrai pour tout n. Si le vecteur S(M_|_N_|_1)(n + 1) a ses composantes
linéairement indépendantes, alors :

0N, (arenyn, On)A]l =[O, Lariny)A On,].

Supposons que :

- [3]- 1]

ou A;; est une matrice de dimension N, x Ny, a et d sont de dimension Ny x (M +
N + 1)Ng, et b et ¢ sont de dimension (M + N)Ny x (M + N + 1)N,. D’apres

I’équation C.1, on peut déduire que :
[b On.] = [On. ¢]. (C.2)
Cette derniere équation nous montre que :

e La premiere colonne bloc (c.a.d les p premieres colonnes) de b est égale a
zéro. Donc on trouve :

Aqn =0, V1i<i<M+N+1. (C.3)
e La derniere colonne bloc de ¢ est égale a zéro.
Ai(M-l—N-I—l):Ov Vi<i<m+N+1. (04)

o Aij = Ai—ny-1)

Donc la matrice A est une matrice diagonale par bloc.

C.3 Dérivation du critere
Le critere cherche & minimiser la fonction cout :

Min C(G) = El|Ienyn. On]GYN(n) — [0n, ToarennJGYn(n + 1|12 (C.5)

En développant cette fonction, on trouve :

C(G) = E TI’ELCG{[(](M+N)NS ONS)GYN(TL) — (ONS ](M-l—N)NS)GYN(n —|— 1)]
[(Iunyn, 0)GYN(n) — (On, Targnyn)GYn(n + 1))}

= Trace{(Ipvinn, On,)GEYn(n )Yg(n)GT(]“{)gN)Ns)
Ns
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OT
— (Imenyn. On)GEYN(R)YN (n + 1)GT ( , N. )
(M+N)N,

I
— (On, Topenyn, ) GEYn(n + DY (n)GT ( (MO-ETVN)NS )
0%,

+ (ONS ](M+N)NS)GEYN(W‘|’ 1)Y]\j;(n‘|‘ 1)GT ( Ji
(M+N)N,

) b (C.6)
Notons par Ry, (0) la matrice de covariance de Yy (n), tel que Ry, (0) = EYx(n)YE(n),
et Ry, (1) = EYy(n)Y{ (n + 1). Tout en supposant que les signaux sont station-
naires, on démontre que :

I
C(G) = Trace{({(msnn. On, )GRYN(O)GT( (A%%N)Ns)}

OT
- 9 Trace{( (M+N)N, On. )GRYN( )GT ( I N )}
(M+N)N,

T
O,

+ (On. LN, )GEYN(n + DYE(n 4+ 1DHGT ( 7
(M+N)N,

Jre)

On peut montrer que si f(G) =Trace AGBGTC, alors la dérivé ! de cette fonction
par rapport a (& est % = ATCTGBT + CAGB. En effet, en utilisant la notation
d’Einstein :

aTrace(AGBGTAT) O(aigim bmnggaz;)

oG oG
a(ailglmbmngrnair)
= C.8
e (C.8)
Le coefficient général de cette matrice est égale :

JaT

ﬂ = aipbqngrnair + ailglmbmqaip (Cg)
D9pq

Enfin, L9 = ATCTGBT + C AGB.
D’ ou la dérivé de C'(() par rapport a G est :

180(G> - ](M-l—N)N 0 0 ](M-|—N)NS T
2 3G _( 0 G0 =1 g 0 Ghy, (n+1)

( 0 )GRYN()+(O 0 )GRYN(O)

](M-|—N)N 0 0 ](M-|—N)NS

'La dérivé d’une fonction f(A) par rapport a la matrice A est une matrice D de méme
dimensions que A. Ses coefficients sont calculés par : D = (d;;) = (M)

v
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In, 0
= | 0 2Uprenoyy 0 | GRy(0)
0 0 In.
0 Iarenyn, T 0 0
~ (0 A K ACE IR S U

Finalement, on pourra minimiser la fonction cotit par une simple regle d’adaptation :

dC(G)

Gk +1) = Gk) = ==

(C.10)

C.4 Minimisation par une méthode de Lagrange
généralisée
Le systeme qu’on cherche a résoudre est :

{ Min C(G) = E|[[[pnvyn. OnJGYN(n) = 08, Tarsnn]GYn(n + 1)
avec GORYN(O)GOT = Iy,

(C.11)
La contrainte a une forme matricielle symétrique (car Ry, (0) est symétrique).
Donc, on a Ns(Ns + 1)/2 contraintes différentes. On a adopté une méthode sem-
blable & celle de Lagrange (pour la minimisation avec contrainte). Le principe de
cette méthode est de classer les contraintes dans un vecteur Cont de N? coef-
ficients. Soit A = (Aj) le vecteur ligne de coefficient de Lagrange de dimension
N2 x 1 dont on fait correspondre la matrice I' = (T';;). Le critere généralisé de
Lagrange devient alors la minimisation de la fonction :

£(G) = C(G) — ACont (C.12)

La minimisation sous contrainte, revient a minimiser la fonction f((G). La mini-
misation de f((G) par rapport a A assure la contrainte en question, ce qui n’est
pas le cas de la minimisation par rapport a Gi. En effet, la dérivé de f(G) par
rapport a G est égale a :

af(G)  0C(G)  I(ACont)

oG~ oG oG (C.13)

La premiere partie, de cette égalité a déja été calculé. Il nous reste a calculer la

deuxieme partie. Alors, on montre que la relation s’écrit, en utilisant toujours la
notation d’Einstein, que :

ACont == AICOWI:Ai+Ns(]‘—1)00nti+Ns(]‘—1) (014)
= AunG-n(gaRiegix — 6i7) (C.15)
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La contrainte dépend uniquement de Gy, alors :

JACont

9Ga = (Fyjgi0Brq + LipguRiy) (C.16)

Car la contrainte étant symétrique par définition, la matrice I' 'est aussi. On
trouve finalement, que :

2GR
dANCont O,
— = ) C.17
e . (C.17)
On.
Le systeme final revient a résoudre, (voir ’équation (C.3)) :
Go Gl
2G1 Gl
: Ry, (0) = : Ry, (1)
2G (m4n-1) G v
Gtn) On,
O Gy, (0)
Go On,
+ : Ry, (1) + :
G(M+N-2) O,
Gmen-1) On,
Notons Ry, (0) = R et Ry, (1) = @, alors le systeme devient :
GOR = GIQT + ,UG()R
265R = GunQ" + Gun@
Gaurmft = Goren-ne (C.18)

Si les deux matrices R et () sont inversibles alors le systeme admet une solution
évidente.

Dans notre cas, ces deux matrices ne sont pas inversibles, car le nombre de cap-
teurs est plus grand que celui des sources. Cette approche est une approche par
bloc. Notre but est d’appliquer la méthode des sous-espaces avec des algorithmes
adaptatifs, on s’arréte ici.

26;; est le symbole de kronecker, donc il est égale & un si seulement si ¢ = j, sinon il est nul
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C.5 Principe et ’algorithme du Gradient Conju-
gué

C.5.1 Méthode de descente

A chaque itération d’'une méthode de descente ([25], [77], [78], ... ), on détermine
un vecteur p; et un scalaire ag, ce qui permet de calculer le vecteur xz11, qu’on
cherche a estimer :

Th41 = Tk + APk .- (019)

Soit A une matrice symétrique. Alors, on trouve une équivalence entre la solution
de Az =bet :
min J(x) = (Az|z) — 2(b|z), (C.20)

ou (Az|b) est le produit scalaire b Az, et J(z) est une fonctionnelle quadratique
définie positive.

Posons e(x) l'erreur d’estimation e(x) = x — z. Il est encore équivalent de mini-
miser J(x) ou de minimiser F(x), avec :

B(z) = (Al — D)l(x — ) = (Ac()le(x)). (C21)
En notant par r(x) le résidu, on aura :
r(z) = —%6](1‘)
= Azx — Az = Ae(a),

ou 6](:1;) est le vecteur gradient de J(x). On peut exprimer la relation (C.21)
par :

E(z) = (r(z)|A™'r(2)). (C.22)

Une fois qu’on a défini notre fonctionnelle (C.22), on cherche a minimiser cette
fonctionnelle pour bien déterminer oy, et py (voir la relation (C.19)).

C.5.2 Choix de oy

Tout d’abord, on choisit «y, telle que :
E(x, 4 arpr) = Héi}gE(:l;k + ap) (C.23)

Tout calcul fait, on trouve :

(rxlps)
ap = m, (024)
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Vpr # 0 et pour aj optimal, on a les deux relations suivantes, ¥k > 0 :

Pty = TR = apApg (C.25)
(Pelrxeny) = 0. (C.26)

Une fois, on a choisi notre «y optimal, il nous reste a choisir la valeur de py (voir

le relation (C.19)).

C.5.3 Choix de p;

Pour choisir la valeur de py, il faut remarquer que la relation (C.22) peut s’écrire
sous la forme :

E(rpi) = E(xe)(1 — ) (C.27)
avec :
w = (7 |pr)?
(Afk|pk)(A‘1rk|rk)
r
2 K@ ol Tl o)
ou K(A) = ;—le avec A\; (respectivement Ay ) est la plus grande (respectivement

la plus petite) valeur propre de A.
Pour bien converger, il faut choisir p; de facon que v, > p > 0, avec g une valeur
qui ne dépend pas de k.

C.5.4 Gradient conjugué

Dans une méthode de gradient conjugué [25], on va chercher p; dans le plan formé
par les deux directions orthogonales 7 et p_1y (voir la relation (C.26)). Pour
cela, on suppose que :

Pr =1k + Brpr-1) (C.29)

B, est choisi telle que v, (voir la relation (C.28) soit maximale :

A
max — 3 = — (Aps|re) : (C.30)
B (Apg—1)per-1))
Alors, on montre que, Yk > 0
(r(k+1)|rk) = 0 (C.31)
[I7&l”

B (C.32)

7 (k-1 |I?
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C.5.5 L’algorithme du gradient conjugué

En choisissant les deux valeurs initiales xg et pg = 1o = b — Axg (voir la relation
(C.20), on peut résumer 'algorithme [78] par :

_ Tk 2
k= (Aprlpw)
Tpy1 = Tp + appg
F(k+1) = re — apApy
s 2
6(k-|—1) = ! ||i:|1|2”
Pk+1) = T(ht1) T Brt1)Pr

Cette méthode est alors l'une des mieux adaptées a la relation des systemes
linéaires dont la matrice est symétrique définie positive.

C.6 Gradient conjugué généralisé

C.6.1 Description

Cet algorithme est une version modifié de celui du gradient conjugué classique.
Les points majeurs de différence entre cet algorithme et la version classique sont :

e on cherche & minimiser le quotient de Rayleigh généralisé

(AX]X)  XTAX

f(X):(BX|X)_XTBX’ (C.33)
au lieu de f(X) = (AX|X) — 2(b|X) dans la version classique.
o le vecteur X, sera ajusté par
X(op1) = Xi + ax Dy (C.34)

et le vecteur Dy, est donné par :

— Si k est un multiple de la dimension du vecteur X, D, = R, comme
un algorithme de gradient classique.

e B _ (ADy|Ruyy1y) _ DTARGq
Sinon D(k-|—1) = R(k-|—1) + BpDy et 8, = — by _7%514%

e Puisque la minimisation est faite avec une contrainte X7 BX = 1, alors on
normalise, a chaque itération X, par :

(C.35)

X (k1)
Xg41) =
\/X(Tk 1y BX ()
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C.6.2 Calcul du pas optimal

Pour éviter de refaire le calcul dans le cadre d’une fonction déduite du quotient
de Rayleigh (C.33) et qui sera utile dans notre application, on propose de faire le
calcul de @ optimal pour la fonction suivante :

(AX|X) = 2(C]X)

X) = C.36
Le vecteur gradient de cette fonction est :
- 204X — C — f(X)BX)
X)= :
La valeur de a, voir (C.34) est calculée par :
F( X)) = F(Xy + ap D) = min f(Xi + aDy) (C.38)

Dans la suite et pour alléger I’écriture, on notera Xj par X et Dy par D. D’apres
(C.36), on trouve que :

(AX]X) = 2(C1X) 4 20[(AX|D) = (CD)] + *(AD|D)

f(X +aD) = (BX|X) +2(C|X) 4+ 2a(BX|D) + o?(BD|D)

(C.39)

En annulant la dérivée premiere par rapport a a dans (C.39) , on trouve :

[(Az|D) — (C|D) + o(AD|D)|[(BX|X) + 2a(BX|D) + o*(BD|D)]
—[(BX|D) + a(BD|D)|[(AX|X) — 2(C|X) + 2a[(AX|D) — (C|D)] + a*(AD|D)] = 0

Enfin, on trouve que la derniere équation revient a :

o*{(AD|D)(BX|D) — (BD|D)[(AX|D) — (C|D)]}
+a{(AD[D)(BX|X) — (BD|D)[(AX]X) — 2(C]X)]}
+(AX|D)(BX|X) = (C|D)(BX|X) — (BX[D)[(AX]X) = 2(C]X)] =0
En posant my = (AD|D), my = (BX|D), ms = (BD|D), ms = (AX|D)—(C|D)
et en supposant que (BX|X) =1 (normalisation du vecteur X), alors on trouve
que :

a(myimy — mamy) + a(my — msf(X)) +my —mef(X) =0 (C.40)

Finalement, on note a = mymg — msmy, b = my — msf(X), ¢ = my — maf(X)
et 1 la valeur optimale de «, alors
—b+b? —4ac

a = » (C.41)
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C.6.3 Algorithme

L’algorithme du gradient conjugué, donné par [24], est :
1. Initialisation
e X(0) = X0, une valeur initiale du vecteur X de dimension d x 1.
e X(0)= — X0 yormalisation
X(0)TBX(0)
e D(0) = f(X(0)BX(0) — AX(0), le résiduel ou le négatif du gradient

2. La partie recursive t > 0

o J(X(1)) = X(1)TAX(1)

o myi = D(t)tAD(1)
o my= X(t)*BD(t)
o ms = D(t)*BD(t)
o my= X(t)*AD(t)

® 4 = 1MN1My — M3y
o b=my — f(X(?))ms — 25Imag{msm}}
o o= mi— f(X(t)m;

° Oé(t) — —b+\/21)(12—4ac
o X(t+1)=X(t)+ a(t)D(1)
_ X(+1)
e X(t+1)= VX ()P BX (D)
+
e s

e R(t)=—-AX(t+1)+BX(t+1)f(X(t+1))
{ si t = 0(mod d) D(t+1)=
sinon D(t+1)= R(t)+ p(t)D(1)
C.7 Transformation de la fonction cofit

D’apres la relation (C.53) et 'annexe C.8 (propriétés du produit de Kronecker),
la fonction C'(G), voir (6.8), devient :

C(G) = E|[[Yx (n) @Uin+nn. On.) = Yi(n +1) @Q(O0n. Lnrenn.)] Col(G)])?
(C.42)
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Notons Col(G) = v, on aura :

Clv) = vTE[Yy(n) @Uunn. On) =Yy (n+1) @ (0n, Tarpwyn)]’
Y3 (7)) @ULarrmyn. On.) = Yy (n+ 1) QOn. Loargnyn,)]v. (C.43)
D’apres les propriétés (C.50) et (C.48), on déduit :

) = IR () @ (% )

(M+N
Y3 () Q@UIenn, On.) — Ya (n + 1) Q(0n, Iinrenn,)]v-

I
Clv) = VTE[YN(n)Yg(n)@)( <MO+]TVN>N5)(J(M+N)NS On.)
I
—YN(n)Yg(nH)@( <MO+]TVN>NS ) (On. Trswv,)
0%,
(M+N)N;
0%,

(M+N)N.

—Yn(n+ Y3 (n)Q ( I ) Ur+myn, On,)

i D@ (4 7 ) 00 Tl (Ca0)

En utilisant les notations de Ry, (0) et Ry, (1), tout en supposant que les signaux
solent stationnaires, on trouve que :

= BB gy, 0 ) OB g )

(M4+N)N. U 0 Tren
I " ! 0 I
Clv) = v"{Byvy OR@| 0 2lsnv-yy. 0 | = Br(HR ( . (M—l(—)N)NS )
0 0 Iy,
T 0 0
—Iy, (1) ( Tasnow, 0 )}V (C.45)

C.8 Produit de Kronecker

Le produit de Kronecker de deux matrices A de dimension m xn et B de dimension
p X q est une matrice C' de dimension mp X ng, noter AQ B. (' est formé par mn
matrices Cy; de dimension Ny x N, tel que :
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le produit de Kronecker a certaines propriétés :

(A+B)QC+D) = ARQC+ARD+BRC+BRD (CAT)
(AR H(CXD) = ACKBD (C.48)
(AR B)C = AROBRC)=ARBKRC (C.49)
(AR B)" = ATQ BT (C.50)
(ARQB)™ = AR B™"' si A7' etB 'existes (C.51)
rang(AQ) B) = rang (A). rang (B). (C.52)
Enfin, il a aussi une propriété tres importante :
AVB = C <= (BT Q) A) Col(V) = Col(C). (C.53)

ot Col(V') est un grand vecteur formé par les colonnes de V', mis bout a bout. Si
V est de dimension n x p alors Col(V) est de dimension np x 1.

C.9 Critere dans le domaine fréquentiel

Pour une simplification de notation, on développe ce calcul dans le cas de deux
sources Ny = 2. La généralisation pour N; > 2 est évidente.
Si H(z) a de différents dégrées de colonnes, alors :

H(z) = (Hi(z), Hy(2)), (C.54)

avec degHy(z) = M et degHy(z) = Ms. On sait que le vecteur d’observation est
noté par :

Yo(n) = Un(H)(S{ ag, 4n (), $2.00,48(1))" (€.55)

Notons par ¢ une inverse a gauche de Uy(H), G est une matrice de dimension

Sha M+ p(N 4 1) x No(N + 1), tel que :

G = ( g; ) : (C.56)

ou (7; est la matrice qui correspond a l'inverse de Ty ( H;) (voir section 6.5). Notons
par (; i la kieme ligne de (.

Comme dans C'1, les (M; + N) premieres lignes de GG;Yy(n) sont identiques aux
(M; 4+ N) dernieres lignes de G;Yn(n + 1). Donc on a

GMYN(n) = GM_HYN(n —|— 1) (057)
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Dans la section C.1, on montre I’existence d’un filtre (G(z), égal a I'inverse a gauche
de H(z) (bien sir H(z) satisfait les hypotheses nécessaires), avec deg(G(z) < N.
Posons (; x(z) le polynéme correspondant a la matrice ;. D’apres la relation
(C.57), on trouve que :

[Gip(2)]Y (n) = [Gigpr(2)]Y (n+ 1) (C.58)
Girm(2)Y(2) = 27'Gip(2)Y(2) (C.59)
Girm(2)H(2)S(2) = 27 'Gip(2)H(2)S(2) (C.60)

Pour les mémes raisons, déja utilisées dans la section 6.5 sur les sources, on montre
que la derniere relation revient a

Girp1(2)H(2) = 27" G p(2)H(2) (C.61)
donc la derniere ligne est :
Ginan(2)H(2) = 27MNG o () H(2) (C.62)
D’apres la relation (C.54), on trouve que :
Ginan(2)H;(2) = 2 M7NGLo(2)H; (2) (C.63)
Dans cette derniere équation, le degré du premier terme est :
deg(Giman(2)Hi(2)) < N+ M; (C.64)
deg(z ™M™ NG; o(2)H;(2)) > M; + N (C.65)
Les trois relations (C.63), (C.64) et (C.65) nous montrent que :
o si M; = M, alors G, o(z)H;(z) est une constante «;.
o si M; < M; alors Gi;o(z)H;(z) est un polynéme identiquement nul.
e si M; > M, alors G, o(z)H;(z) est un polynéme r;;(z) de degré M; — M,.

Finallement, on trouve que le filtre resultant du produit de G/(z) par H(z) et
relatif aux sources sera :

(Cam) G ) -( ) e

Cette équation montre bien que la séparation sur la deuxieme voie est immédiate,
tandis que sur la premiere voie on a un résidu de la deuxieme source filtré par
r12(z). La généralisation est immédiate a partir des relations (C.63), (C.64) et

(C.65).
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