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Introduction

L’intérêt pour des problèmes couplant un fluide et une structure élastiques’est accru ces dernières
années par le nombre croissant d’applications dans les différents domaines de la physique. Nous pou-
vons citer comme exemples l’étude de l’écoulement d’un fluide autour d’une aile d’avion ou d’un bateau
et, dans le cadre qui nous intéresse dans cette thèse, la déformation d’une vésicule dans un écoulement
sanguin. Tous ces phénomènes sont couplés car le comportement du fluideinflue sur la structure et
réciproquement. Les progrès en temps de calcul et en capacité mémoire desordinateurs permettent ac-
tuellement de réaliser des simulations numériques associées à ce type de problème. Parallèlement à cette
puissance informatique il est important pour les physiciens, biologistes et mathématiciens de développer
en collaboration des modèles simples, robustes et réalistes constituant une approche complémentaire aux
expériencesin vivoou in vitro qui peuvent être difficiles et couteuses à réaliser.

La principale difficulté liée à l’interaction d’un fluide et d’une structure réside dans le couplage de
modèles décrits de manière différentes. En effet, le fluide est classiquement décrit en formulation eulé-
rienne et la structure élastique en formulation lagrangienne. Le couplage de ces différentes formulations
rend l’étude de ces systèmes très complexe, tant d’un point de vue numérique que mathématique. Une
première avancée a été réalisée par Donea [20] qui introduit la méthode ALE (Arbitrary Lagrangian
Eulerian) basée sur un compromis entre les descriptions lagrangienne et eulérienne. Une autre avancée
significative a été réalisée par Peskin [40] où le couplage avec la structure élastique est représenté par un
terme source dans les équations du fluide. Cette technique a été utilisée avec succès dans de nombreuses
applications, principalement en biomécanique.

Cependant, la formulation proposée demeure en partie lagrangienne et les interpolations nécessaires
pour calculer les forces élastiques sont à l’origine de pertes de volumes. De plus, ce modèle ne permet
pas de gérer simplement les grandes déformations qui sont fréquentes dans les applications en bioméca-
nique. Dans le cas particulier d’une membrane élastique immergée dans un fluide, une nouvelle méthode
a été proposée récemment par Cottet et Maitre [14, 15]. Elle consiste à représenter l’interface entre les
deux fluides par une fonction level set qui est est advectée par la vitesse du fluide. La nouveauté de la
méthode réside dans la prise en compte d’une partie de l’élasticité de la structure à l’aide de cette fonc-
tion level set. Le couplage fluide-structure est ainsi réduit à une formulationcomplètement eulérienne
qui permet une meilleure conservation du volume, des grandes déformations ainsi que la prise en compte
des éventuels changements de topologie.
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Problématiques

Dans ce contexte je me suis intéressé à trois problématiques distinctes : analyse mathématique, mo-
délisation et simulation numérique.

La première problématique est axée sur l’analyse mathématique de modèles de couplage fluide-
structure. La principale difficulté rencontrée dans ce type de problème est la formulation différente de
chaque constituant du couplage. Un résultat d’existence récent a été obtenu par Coutand et Shkoller
[9, 17] en formulant le problème de manière complètement lagrangienne. Le modèle proposé par Cottet
et Maitre [14, 15] ouvre de nouvelles perspectives en formulant le problème fluide-structure de manière
complètement eulérienne permettant de décrire le couplage fluide-structurecomme un fluide complexe.
Des résultats d’existence ont été obtenus récemment pour ce type de fluide[46] et ils seront le point de
départ de notre étude théorique.

La deuxième problématique concerne l’optimisation de formes géométriques qui consiste à trouver
une surface qui minimise une fonctionnelle dépendant de la géométrie de la surface. L’étude de cette mé-
thode est motivé par les applications en biomécanique où une partie de l’énergie liée à l’élasticité de la
membrane (effets de flexion) est une fonctionnelle qui dépend de la courbure de la surface. Cette énergie
permet, en ajoutant des contraintes de volume et d’aire, d’obtenir les formesd’équilibre des vésicules.
Dans le but de minimiser cette fonctionnelle, une méthode classique d’optimisation consiste à choisir le
gradient comme direction de descente. La principale difficulté liée au calcul dugradient réside dans le
fait que le paramètre d’optimisation est une surface. Ce calcul a été effectué dans le cas de la courbure
moyenne avec une méthode paramétrique [51] et une méthode level set [33] mais les résultats obtenus
sonta priori différents. Mon travail pour cette partie a consisté à comparer ces méthodes et à généraliser
les résultats dans le cas d’une fonctionnelle dépendant de la courbure deGauss.

La troisième problématique concerne la résolution numérique de problèmes de couplage fluide-
structure. La nouvelle méthode proposée dans [14, 15] permet la mise au point de méthodes numériques
efficaces pour simuler une membrane dans un fluide. En effet, la formulation eulérienne permet une dis-
crétisation avec de simples schémas aux différences finies du fluide et de la structure sur une grille fixe.
Du point de vue des applications en biomécanique, nous nous sommes intéressé aux formes d’équilibres
dans un écoulement stationnaire ainsi qu’au comportement dans un écoulement en cisaillement d’une
vésicule.
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Plan de la thèse

La thèse est articulée en trois parties.

La première partie, découpée en deux chapitres, est une introduction générale qui permettra d’aboutir
au modèle eulérien de couplage fluide-structure. Dans le premier chapitre,nous introduirons les formu-
lations lagrangiennes et eulériennes d’un milieu continu pour aboutir aux équations de Navier Stokes
ainsi que les équations régissant un milieu élastique. Nous terminerons ce chapitre par quelques rappels
sur le suivi d’interface avec une représentation paramétrique et la capture d’interface avec une repré-
sentation par une fonction level set. Le deuxième chapitre est consacré au couplage des deux modèles
précédents. Nous introduirons la méthode ALE qui offre un compromis intéressant entre les formula-
tions eulériennes et lagrangiennes. Nous continuerons en introduisant la méthode de frontière immergée
de Peskin, qui demeure en partie lagrangienne, basée sur une description du milieu continu par un unique
champ de vitesse continu. Nous finirons ce chapitre par détailler le modèle de membrane complètement
eulérien où la surface est capturée à l’aide d’une fonction level set.

La deuxième partie, décomposée en deux chapitres, concerne un théorème d’existence de solutions
pour le modèle de membrane introduit dans la première partie. Le premier chapitre est consacré à une
introduction générale de quelques méthodes classiques permettant de montrer l’existence de solutions à
une EDP ainsi que des lemmes spécifiques à notre étude. Le chapitre suivant est consacré au théorème
proprement dit, dont le point de départ repose sur l’écriture du modèle sous la forme d’un fluide com-
plexe. Nous procéderons à la résolution d’un problème approché construit avec une régularisation en
temps du terme non linéaire d’inertie. Des estimationsLp de l’équation de transport et de l’équation de
la quantité de mouvement permettront de passer à la limite dans le problème approché grâce aux outils
classiques de compacité.

La troisième partie est consacrée à l’étude des forces de courbure associées à l’énergie de flexion
de la membrane. Dans un premier chapitre, nous comparerons trois méthodes d’optimisation de formes
associées à des fonctionnelles géométriques dépendant de la normale et dela courbure. Les deux pre-
mières méthodes reposent sur la représentation par une une fonction level set de la surface. Une première
technique consiste à utiliser une approximation volumique tandis que la deuxième utilise une formule de
Reynolds surfacique. La dernière méthode proposée est basée sur une représentation paramétrique de la
surface. La contribution de cette partie est de montrer que les différentes approches proposées aboutissent
au même résultat. Le deuxième chapitre sera ensuite consacré à quelques applications numériques utili-
sant la force de courbure obtenue dans le chapitre précédent. Nous retrouverons les formes d’équilibre
classiques observées pour des globules rouges. Nous présenterons également quelques résultats prélimi-
naires sur le cisaillement de vésicules.

L’étude des courbes et des surfaces ayant une importance considérable dans cette thèse une annexe y
est consacrée dans le cas d’une représentation paramétrique.
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Notations

Notations vectorielles et matricielles

n : entier fixé valant 2 ou 3 (dimension du domaineΩ)

a · b : produit scalaire canonique dea et b ∈ R
n

|a| =
√
a · a : norme euclidienne dea ∈ R

n

a⊗ b : matrice de terme généralaibj

A b : produit de la matriceA ∈ R
n2

et du vecteurb ∈ R
n

Tr(A) =
∑

i

Aii : trace d’une matriceA ∈ R
n2

det(A) : determinant d’une matriceA ∈ R
n2

Cof(A) : matrice des cofacteurs d’une matriceA ∈ R
n2

A : B = Tr(ATB) =
∑

i,j

AijBij : produit scalaire des matricesA etB ∈ R
n2

|A| =
√
A : A : norme euclidienne de la matriceA ∈ R

n2

|T | =

√

∑

i,j,k

(Tijk)2 : norme euclidienne d’un tenseur d’ordre 3T ∈ R
n3

Les matrices seront quelques fois notées entre crochets pour plus de lisibilité.

Opérateurs différentiels

∂i = ∂
∂xi

= (·),i : dérivation par rapport au ième vecteur de la base canonique

∂t = (·)t = ∂
∂t : dérivation par rapport au temps

∂2
ij · = ∂i(∂j ·) : dérivation d’ordre2 par rapport au ième et au jème vecteur de la base canonique

∇ = (∂1, ··, ∂n) : opérateur gradient

[∇u] : gradient d’un champ de vecteursu de terme général∂jui

∆f =
∑

i

∂2
iif : laplacien d’une fonction scalairef

div(u) =
∑

i

∂iui : divergence d’un champ de vecteursu

[D2f ] : hessienne d’une fonction scalairef de terme général∂2
ijf



12



13

Plan de la première partie

Cette thèse traite de problèmes de couplage fluide-structure et ses applications en biomécanique.
D’une manière générale, l’interaction d’un fluide et d’une structure élastique réside dans le couplage
de deux modèles qui sont naturellement décrits de manières différentes : lagrangienne pour le solide
et eulérienne pour le fluide. Je propose dans un premier chapitre d’introduire de manière indépendante
les équations qui régissent les fluides et les solides élastiques. Dans un deuxième chapitre, je propose
d’étudier les méthodes classiques de couplage fluide structure pour aboutir à un modèle complètement
eulérien qui sera le point de départ des résultats de la thèse. Cette première partie ne contient pas de
résultats nouveaux mais permet une introduction pédagogique au couplage fluide-structure.

Nous commencerons dans un premier chapitre par introduire les équations simples de la physique
régissant le mouvement d’une unique particule soumise à des forces extérieures. Nous verrons comment
les principes fondamentaux de la dynamique peuvent se généraliser au cas d’un milieu continu en insis-
tant sur les formulations eulériennes et lagrangiennes des équations. Nousappliquerons ce formalisme
pour obtenir les équations eulériennes de Navier Stokes régissant un fluide puis les équations lagran-
giennes régissant un milieu élastique général. Nous introduirons ensuite un modèle de fluide complexe
comportant deux phases séparées par une interface diffuse, le modèlede Korteweg. L’interface délimi-
tant un fluide et une structure joue un rôle important dans les applications. Nous terminerons donc ce
chapitre en introduisant les principales méthodes existantes pour représenter une interface, en particulier
les méthodes level set qui seront à la base d’une formulation eulérienne ducouplage fluide-structure.

Nous aborderons dans un deuxième chapitre la modélisation du couplage fluide-structure propre-
ment dit par quelques généralités puis nous décrirons les méthodes ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian)
qui permettent un compromis entre formulation eulérienne et lagrangienne. Une section sera ensuite
consacrée à la méthode de frontière immergée introduite par Peskin qui permetde considérer l’ensemble
fluide/solide comme un unique milieu continu, des marqueurs lagrangiens étant introduits pour calculer
les forces élastiques. Nous terminerons ce chapitre en décrivant de manière détaillée le modèle de mem-
brane complètement eulérien développé dans [14, 15].
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Chapitre 1

Présentation des modèles fluides et
élastiques

1.1 Mécanique du point matériel

L’étude de la mécanique classique (en opposition avec la mécanique relativisteet quantique que nous
ne considérons pas ici) est née du calcul différentiel inventé par Isaac Newton au 17ème siècle. Dans cette
théorie, le corps à étudier est assimilé à une masse ponctuelle qui est soumiseà des forces extérieures.
Newton postula le principe fondamental de la dynamique en 1687 : la variation dela quantité de mouve-
ment est égale à la résultante des forces extérieures.

Notonsx(t) ∈ R
3 la position d’une particule de massem à l’instantt, x′(t) sa vitesse etx′′(t) son

accélération. En supposant que les forces extérieures notéesF dépendent uniquement du temps, de la
position et de la vitesse nous pouvons réécrire le principe de la dynamique sous la forme d’une équation
différentielle ordinaire

m x′′(t) = F (t, x(t), x′(t)) (1.1)

Pour que le problème soit bien posé, il faut ajouter des conditions initiales surla position et la vitesse
c’est-à-dire fixerx(0) et x′(0). La résolution de l’équation précédente ne peut pas se faire analytique-
ment, sauf dans des cas très particuliers. Cependant, des méthodes numériques élémentaires permettent
d’obtenir des solutions approchées.

La mécanique du point se généralise à des solides rigides de la manière suivante : le centre d’inertie
du solide est soumis au principe fondamental de la mécanique (comme pour la mécanique du point) et
une équation sur le moment d’inertie est ajoutée pour le reste du solide. Le principe fondamental de la
dynamique permet de calculer la vitesse de translation du centre de gravité du solide et l’équation sur le
moment d’inertie permet de calculer la rotation du solide et ainsi donner accès àla trajectoire de tous les
points du système étudié.

Le principe fondamental de la dynamique peut également s’appliquer dans lecas où plusieurs par-
ticules interagissent entre elles. La position de chaque particule est décrite par une équation similaire à
(1.1) en ajoutant des forces d’interaction entre les différentes particules dansF . Cette modélisation est
bien adaptée pour un petit nombre de particules. Le cadre qui nous intéresse est l’étude du mouvement
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16 CHAPITRE 1. PRÉSENTATION DES MODÈLES FLUIDES ET ÉLASTIQUES

d’un objet déformable dont la taille caractéristique est macroscopique. Unedescription avec plusieurs
particules représentant les atomes de l’objet est inadaptée dans notre contexte pour plusieurs raisons.
Tout d’abord nous aimerions étudier la variation de grandeurs physiquesgrâce au calcul différentiel, qui
ne peut se faire seulement si les quantités misent en jeu varient de manière régulière. Or à l’échelle mi-
croscopique les grandeurs physiques varient de manière discontinue à cause du chaos moléculaire. De
plus, le nombre de particules à considérer est beaucoup trop élevé et lesinteractions entre les particules
très complexes à modéliser. Une solution est apportée grâce à la notion de milieu continu que nous allons
définir maintenant.

1.2 Généralités sur les milieux continus

Considérons une échelle intermédiaire entre l’échelle macroscopique et microscopique appelée mé-
soscopique constituée de petits volumes appelés particules fluides qui sont typiquement de l’ordre du
(µm)3. Ce volume contient un grand nombre de particules permettant de définir desgrandeurs moyennes
(masse volumique, pression, position et vitesse) qui vont évoluer de manière régulière au cours du temps.

Un milieu continu est défini par un ensemble de particules fluides qui interagissent entre elles. Pour
connaître la déformation du milieu, il suffit de calculer les trajectoires de chaque particule fluide dont le
nombre est infini. Le nombre infini de degrés de liberté rend le problème de l’étude de milieux continus
complexe aussi bien numériquement que mathématiquement.

Un milieu continu peut être décrit en formulation eulérienne ou lagrangienne. Ces concepts sont fon-
damentaux car les fluides et les solides élastiques sont des milieux continus décritsà l’aide de ces deux
descriptions. Nous suivons en partie la présentation faite dans [36]. Un autre livre de référence [21] peut
également être consulté.

Dans la description qui va suivre, tous les domaines considérés seront des ouverts connexes réguliers
deR

3 ouR
2. Les dessins seront faits dansR

2 par commodité.

1.2.1 Description lagrangienne

Considérons un milieu continu occupant initialement un domaineΩ0 de référence et se déformant
sous l’effet d’une applicationΦ(·, t) en un nouveau domaineΩt = Φ(Ω0, t).

Ω0 −→ Ωt

Φ(·, t) : a 7→ Φ(a, t) = x

Le domaine de référence peut être choisi de manière quelconque mais il est d’usage de considérer le
domaine initial où le milieu est au repos. Sur la figure (FIG 1.1) nous avons représenté le déplacement
Φ − Id et non la déformation pour simplifier la présentation. Nous opérerons le même abus denotation
dans la suite.
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a

Ωt

Ω0

Φ(a, t) = x

Φ(·, t)

FIG. 1.1 – Déformation d’un domaine de référence avec l’applicationΦ

Il est imposé àΦ ainsi qu’à son inverse d’être régulières pour que les calculs qui vontsuivre aient
un sens. Le déterminant du jacobien deΦ est supposé positif pour garder une orientation positive. Cette
hypothèse permet en particulier d’enlever la valeur absolue du déterminant de la jacobienne dans les
changements de variables volumiques. Cette description est appelée lagrangienne, la connaissance deΦ
permet de calculer la trajectoire de chaque point du domaine initial et détermineainsi complètement la
déformation du milieu continu. La vitesseu et l’accélérationγ d’une particulea se trouvant à la position
x = Φ(a, t) à l’instantt sont définis naturellement par (FIG 1.2)

u(Φ(a, t), t) =
∂Φ

∂t
(a, t), γ(Φ(a, t), t) =

∂2Φ

∂t2
(a, t). (1.2)

a

∂Φ
∂t

(a, t) = u(Φ(a, t), t)
Φ(a, t)

FIG. 1.2 – Vecteur vitesse d’une particule à l’instantt

D’un point de vue numérique, le milieu continu est discrétisé avec des particules placées aux noeuds
d’un maillage dans le domaine de référence. Ces particules sont ensuite déplacées avec la fonctionΦ qui
déforme le domaine. L’avantage de cette description est de pouvoir suivrele mouvement des particules,
en particulier celles qui se situent au bord du domaine qui peut varier avecle temps. De plus, il est pos-
sible d’adopter une approche adaptative c’est-à-dire positionner plus de particules dans la configuration
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de référence aux endroits où l’on s’attend à de plus grandes variations des quantités mises en jeu. L’in-
convénient majeur réside dans le fait qu’après déformation, les particulespeuvent se concentrer ou se
disperser, ce qui demande généralement d’insérer ou d’ajouter des particules à chaque pas de temps (FIG
1.3).

Φ(·, t)

FIG. 1.3 – Déformation des noeuds d’un maillage lagrangien

1.2.2 Description eulérienne

Une autre description, dite eulérienne, est possible en donnant la vitesse du milieu continu pour tout
point de l’espace et à tout instant. Tout se passe comme si un observateur était fixé en un point et regardait
passer les particules avec une certaine vitesseu ( FIG 1.4)

Ωt

u(x, t)

x

FIG. 1.4 – Représentation eulérienne du milieu continu

Les descriptions eulérienne et lagrangienne sont équivalentes en vertude la relation

u(Φ(a, t), t) =
∂Φ

∂t
(a, t). (1.3)

Contrairement à la description lagrangienne où il est explicitement fait référence à un domaine initial, la
description eulérienne décrit le mouvement directement dans la configurationdéformée.
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Au niveau numérique, le milieu continu est discrétisé grâce à un maillage fixé dansle temps et les
vitesses en chaque point du maillage sont des inconnues. Dans le cas d’une grille rectangulaire (FIG 1.5)
des différences finies peuvent être utilisées pour calculer des dérivées de quantités définies aux points de
grille. L’avantage de cette méthode réside dans sa simplicité d’implémentation. Dansle cas d’un maillage
non structuré (FIG 1.5), les quantités sont définies aux noeuds ou au centre de chaque triangle (en deux
dimensions) et les équations décrivant le milieu peuvent être résolues par une méthode d’éléments finis
par exemple. L’avantage du maillage non structuré est de pouvoir raffinerle domaine de référence dans
les régions qui demandent une plus grande précision, en supposant que ces régions ne varient pas dans
le temps. Dans tous les cas, le maillage est fixé, ce qui permet de prendre encompte de grandes défor-
mations du milieu continu. Un inconvénient lié à cette représentation réside dans le besoin de remailler
si le domaine évolue au cours du temps, dans le cas de surfaces libres par exemple.

u(x, t)

x

x

u(x, t)

FIG. 1.5 – Maillages eulériens structurés et non structurés

Les formulations eulériennes et lagrangiennes utilisées pour caractériserun milieu continu étant
maintenant introduites, nous allons comparer la dérivation d’une quantité attachée à la particule dans
ces deux descriptions.

1.2.3 Dérivée particulaire

Considérons une fonctiong(a, t) décrite de manière lagrangienne eth(x, t) la même quantité décrite
de manière eulérienne. Ces deux fonctions sont liées par la relation

g(a, t) = h(Φ(a, t), t). (1.4)

En utilisant la formule de dérivation de composées et (1.3), on a

∂g

∂t
(a, t) =

∂h

∂t
(Φ(a, t), t) +

∂Φ

∂t
(a, t) · ∇xh(Φ(a, t), t) =

∂h

∂t
+ u · ∇xh :=

Dh

Dt
. (1.5)
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Cette dérivée est appelée particulaire car elle est attachée à une particule. Le terme de transport sup-
plémentaire provient du fait que la particule qui se trouvait enx à l’instantt se retrouve, à cause de la
déformation du milieu continu, enx + u dt à l’instantt + dt. La formule précédente peut être obtenue
d’une manière plus "physique" en écrivant

h(x+ u dt, t+ dt) − h(x, t)

dt
=
∂h

∂t
+ u · ∇xh+ o(dt).

La formule (1.5) se généralise facilement à des champs de vecteurs et permet d’écrire l’accélération en
formulation eulérienne

γ(x, t) =
∂u

∂t
+ (u · ∇x)u. (1.6)

Comparé à l’accélération écrite en formulation lagrangienne, il y a un terme supplémentaire non linéaire
qui correspond au phénomène de convection de la vitesse par elle même.

Nous nous intéressons à présent aux principes fondamentaux de la physique de conservation de la
masse et de la quantité de mouvement. Nous supposons dans cette thèse que lessystèmes considérés
sont isothermes et que l’entropie est constante pour pouvoir négliger les équations relatives aux deux
principes de la thermodynamique.

1.3 Conservation de la masse

Le premier principe qu’il parait naturel de considérer est celui de la conservation de la masse. Pour
établir l’équation correspondante, nous allons avoir besoin de la formule de Reynolds permettant de cal-
culer la dérivée d’une intégrale posée sur un domaine qui est transporté par la vitesse du milieu continu.

Formule de Reynolds volumique

Considérons une quantité décrite de manière eulériennef(x, t) qui évolue dans un milieu continu
décrit par une vitesse eulérienneu(x, t). Pour tout ouvertΩt inclus dans le milieu continu nous avons la
formule de Reynolds

d

dt

(∫

Ωt

f(x, t) dx

)

=

∫

Ωt

ft + div(fu) dx. (1.7)

Nous proposons ici de démontrer cette formule classique car les idées introduites seront utilisées dans
la suite. Considérons les caractéristiquesΦ associées au champ de vitesseu (1.3). Un changement de
variable dans les intégrales volumiques à l’aideΦ(·, t) permet de se ramener à un domaine fixeΩ0

(Ωt = Φ(Ω0, t))
∫

Ωt

f(x, t) dx =

∫

Ω0

f(Φ(a, t), t) det([∇aΦ](a, t)) da, (1.8)

où da est la mesure volumique surΩ0 et ∇a le gradient par rapport à la variablea. Le domaine d’in-
tégration étant fixé, il suffit de calculer la dérivée de l’intégrande par rapport àt. Le premier terme fait
intervenir la dérivée particulaireft + u · ∇f comme dans (1.5). Pour le second terme, il suffit d’utiliser
la dérivée du determinant d’une matrice[A(t)]
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(det([A(t)]))′ = det([A(t)]) Tr([A(t)]−1[A′(t)]).

Dans notre cas nous obtenons

(det([∇aΦ](a, t)))t = det([∇aΦ](a, t))Tr([∇aΦ]−1(a, t)[∇aΦ]t(a, t)).

En utilisant la définition des caractéristiques (1.3)

[∇aΦ]t(a, t) = ∇a

(

∂Φ

∂t
(a, t)

)

= ∇a(u(Φ(a, t), t)) = [∇xu](Φ(a, t), t))[∇aΦ](a, t),

où∇x désigne le gradient par rapport à la variablex. En utilisant la propriété de la trace nous obtenons

(det([∇aΦ](a, t)])t = det([∇aΦ](a, t)) divx(u)(Φ(a, t), t). (1.9)

Le résultat est donc démontré en réécrivant le deuxième terme de la dérivée particulaireu · ∇f plus
le termef div(u) apparaissant dans la dérivée du déterminant (1.9) sous la formediv(fu) puis en se
ramenant à la configuration déformée.

Nous ne précisons plus à présent la dépendance en la variable de dérivation pour les opérateurs dif-
férentiels gradient et divergence lorsque le contexte ne prête pas à confusion.

Conservation de la masse en description eulérienne

La massem(t) contenue dans un sous domaineΩt du milieu continu est donnée par définition par la
formule

m(t) =

∫

Ωt

ρ(x, t) dx,

oùρ(x, t) est la densité volumique du milieu écrite en variables eulérienne.

En utilisant la formule de Reynolds (1.7) pourf = ρ sous l’hypothèse que la masse est conservée pour
tout sous domaineΩt nous obtenons la formule de conservation locale de la masse écrite en formulation
eulérienne

ρt + div(ρu) = 0. (1.10)

En utilisant la formule de Reynolds (1.7) pourf = 1 sous l’hypothèse que le volume est conservé pour
tout sous domaineΩt, nous obtenons la contrainte de conservation locale du volume en formulation
eulérienne

div(u) = 0. (1.11)
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Remarque :
L’égalité (1.11) est en particulier vérifiée pour des fluides homogènes dont la densité est constante. Il
existe cependant des fluides non homogènes qui sont incompressibles comme les fluides de Korteweg
présentés dans la suite de ce chapitre. Dans ce cas, l’équation de conservation de la masse (1.10) est
réduite à une équation de transport de la densité par la vitesse du milieu continu.

Conservation de la masse en description lagrangienne

Il existe une version lagrangienne de la conservation de la masse. Il suffit d’effectuer le même chan-
gement de variable utilisé dans la formule de Reynolds pour se ramener à la configuration de référence

m(t) =

∫

Ωt

ρ(x, t) dx =

∫

Ω0

ρ(Φ(a, t), t) det([∇Φ](a, t)) da.

Sous l’hypothèse que la massem(t) est indépendante du temps, nous obtenons la formule de conserva-
tion locale de la masse écrite en formulation lagrangienne

ρ(Φ(a, t), t) det([∇Φ](a, t)) = ρ(a, 0). (1.12)

L’équation de conservation du volume se déduit facilement

det([∇Φ](a, t)) = 1. (1.13)

Remarque :
Dans la pratique, les solides élastiques incompressibles sont souvent considérés homogènes et la conser-
vation de masse s’exprime simplement avec (1.13).

Nous allons à présent dériver les équations fondamentales de conservationde la quantité de mouve-
ment en formulation eulérienne et lagrangienne.

1.4 Conservation de la quantité de mouvement

L’ingrédient essentiel de la mécanique des milieux continus est l’introduction d’un tenseur des
contraintes qui va représenter les efforts intérieurs agissant dans le milieu continu.

1.4.1 Tenseur des contraintes de Cauchy

Considérons une partition quelconque du milieu continuΩt = Ω′
t ∪ (Ωt\Ω′

t) dans la configuration
déformée qui est à l’équilibre mécanique et séparée par une interface∂Ω′

t (FIG 1.6)
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Ω′

t

Ωt/Ω
′

t

∂Ω′

t

FIG. 1.6 – Partition du milieu continuΩt

Le milieuΩ′
t est supposé en équilibre sous l’action de plusieurs forces : des forces volumiquesf (comme

la gravité par exemple) qui agissent sur tout le domaine et des forces surfaciquesT qui agissent sur∂Ω′
t.

Les forces surfaciques sont supposées ne dépendre que du pointconsidéré et de la normale (hypothèse
de Cauchy). Des considérations géométriques montrent queT est en fait une fonction linéaire den que
l’on écrit

T (x, t, n(x, t)) = σ(x, t)n(x, t). (1.14)

σ est appelé le tenseur des contraintes de Cauchy, il permet de modéliser lesforces de cohésion qui
agissent dans un matériau.

1.4.2 Formulation eulérienne de la conservation de la quantité de mouvement

Ayant décrit les forces volumiques et surfaciques agissant sur le système, nous pouvons utiliser le
principe fondamental de la dynamique sur le domaineΩ′

t qui stipule que la variation de la quantité de
mouvement est égale aux forces appliquées

d

dt

(

∫

Ω′

t

ρ(x, t)u(x, t) dx

)

=

∫

∂Ω′

t

σ(x, t) n(x, t) ds+

∫

Ω′

t

f(x, t) dx, (1.15)

oùds est la mesure de surface sur∂Ω′
t.

Remarque :
Pour être complet, il faut également écrire une équation sur l’équilibre du momentdes forces. Cette équa-
tion permet de montrer que le tenseurσ est une matrice symétrique. Pour plus de détails sur ce point, on
pourra consulter le livre [36] p.37.

Pour le premier terme, nous utilisons la formule de Reynolds (1.7) qui se généralise simplement à des
champs de vecteurs

d

dt

(

∫

Ω′

t

ρ(x, t)u(x, t) dx

)

=

∫

Ω′

t

(ρu)t + div(ρu⊗ u) dx.
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Le terme du membre de droite se réecrit avec la conservation de la masse (1.10)

(ρu)t + div(ρu⊗ u) = ρut + uρt + ρ(u · ∇)u+ u div(ρu) = ρ(ut + (u · ∇)u).

L’équation (1.15) se réécrit donc avec la formulation eulérienne de l’accélération (1.6)

∫

Ω′

t

ρ(x, t)γ(x, t) dx =

∫

∂Ω′

t

σ(x, t) n(x, t) ds+

∫

Ω′

t

f(x, t) dx. (1.16)

En utilisant la formule de la divergence

∫

∂Ω′

t

σ(x, t) n(x, t) ds =

∫

Ω′

t

div(σ(x, t)) dx.

En considérant que l’égalité (1.16) doit être valable pour tout sous domaineΩ′
t deΩt on obtient l’équation

locale de conservation de la quantité de mouvement écrite en formulation eulérienne

ρ(ut + (u · ∇)u) = div(σ) + f sur Ωt (1.17)

Les équations de la dynamique peuvent aussi être écrites en formulation lagrangienne.

1.4.3 Formulation lagrangienne de la conservation de la quantité de mouvement

La formulation lagrangienne s’obtient en écrivant les équations précédentes sur un domaine de réfé-
rence en exprimant toutes les quantités à l’aide de la variableΦ. Il suffit pour cela de faire un changement
de variable avecΦ(·, t) dans (1.16) pour revenir dans la configuration de référence. Pour lesintégrales
de volume, il suffit de faire un changement de variable volumique (Ω′

t = Φ(Ω′
0, t)). Après avoir posé

fa(a, t) = f(Φ(a, t), t) det([∇Φ](a, t)) ρa(a, t) = ρ(Φ(a, t), t) det([∇Φ](a, t))

et en utilisant l’expression lagrangienne de l’accélération (1.2) nous obtenons

∫

Ω′

t

f(x, t) dx =

∫

Ω′

0

fa(a, t) da, (1.18)

∫

Ω′

t

ρ(x, t)γ(x, t) dx =

∫

Ω′

0

ρa(a, t)
∂2Φ

∂t2
(a, t) da. (1.19)

Le point délicat réside dans le changement de variable pour ramener l’intégrale surfacique faisant interve-
nir σ dans la configuration de référence (Φ(∂Ω′

0, t) = ∂Ω′
t). Un terme lié à la variation d’aire dépendant

deCof(∇Φ) apparaît (tout comme un terme dépendant dedet(∇Φ) apparaît pour mesurer la variation
de volume). En notantn0(a) = n(a, 0) la normale dans la configuration de référence (FIG 1.7) nous
avons la formule

∫

∂Ω′

t

σ(x, t)n(x, t) ds =

∫

∂Ω′

0

σ(Φ(a, t), t)Cof([∇Φ](a, t)) n0(a) ds0, (1.20)
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où ds0 est la mesure de surface sur∂Ω′
0. Une démonstration de cette formule vectorielle pourra être

trouvée dans l’annexe du chapitre 7 (7.59).

Ω′
0

n(x, t)Φ(·, t)

Ω′
t

n0(a)

a

x = Φ(a, t)

∂Ω′

t

∂Ω′

0

FIG. 1.7 – Transformation des normales par l’applicationΦ

On introduit donc le premier tenseur de Piola Kirchoff (qui n’est plus symétrique)

T (a, t) = σ(Φ(a, t), t)Cof([∇Φ](a, t)). (1.21)

Il reste à utiliser le théorème de la divergence pour ce dernier terme

∫

∂Ω′

0

T (a, t)n0(a)ds0 =

∫

Ω′

0

div(T (a, t))da.

et écrire que l’égalité obtenue après les différents changements de variables doit être valable pour tous
les domainesΩ′

0 inclus dansΩ0. Les équations locales de conservation de la quantité de mouvement
obtenues en formulation lagrangienne sont données par

ρa
∂2Φ

∂t2
= div(T ) + fa sur Ω0 (1.22)

Les équations (1.17) et (1.22) sont générales et ne rendent pas compte des propriétés particulières
du milieu continu considéré. Tout d’abord, le nombre d’inconnues (trois pour la vitesse ou la défor-
mation, une pour la densité ainsi que les six composantes du tenseur de Cauchy) est plus grand que le
nombre d’équations (une pour la conservation de la masse et trois pour la conservation de la quantité de
mouvement). De plus, nous n’avons pas encore décrit de manière précise le milieu que l’on considère
(fluide, gaz ou solide élastique par exemple). Pour fermer le système, il faut donner une relation entre
les contraintes et les inconnues (σ et u en eulérien ouT et Φ en lagrangien). Les fluides et les solides
élastiques sont des milieux continus que l’on peut décrire avec l’une ou l’autre de ces formulations. Ce-
pendant, dans la pratique, les fluides seront décrits en formulation eulérienneet les solides élastiques en
formulation lagrangienne. Nous allons à présent introduire les modèles classiques utilisés en justifiant le
choix de la formulation utilisée.
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1.5 Equations des fluides

Un fluide est un objet très déformable qui n’a pas de forme propre. La modélisation des fluides a été
introduite par Euler au 17ème siècle puis complétée par Navier et Stokes au 18ème siècle, notamment
par la prise en compte de la viscosité. Les fluides que nous considérons dans la suite sont tous incom-
pressibles et n’ont pas de surface libre.

Choix de la description

La description eulérienne est généralement retenue pour modéliser un fluide. Tout d’abord, l’ab-
sence de surface libre permet de travailler dans la configuration déformée qui n’est pas une inconnue
du problème. De plus, comme nous allons le voir, le tenseur des contraintes s’exprime simplement en
fonction de la vitesse qui est une inconnue des équations en formulation eulérienne (1.17). Le choix de
la description lagrangienne conduirait à des équations très complexes car lesdérivées temporelles deΦ
apparaissent dans le terme d’accélération ainsi que dans le tenseur des contraintes (il faut exprimer la
relation non linéaire entre∇u et Φ avec (1.3)). Enfin, l’apparition de tourbillons conduirait à de très
grandes déformations et des fonctionsΦ très irrégulières.

1.5.1 Loi de comportement

Expérimentalement, une contrainte normale est exercée à la surface de toutvolume de fluide, c’est
la pression que l’on noterap. De plus, le frottement des différentes couches de fluides qui n’ont pasla
même vitesse créent une contrainte dépendant de la partie symétrique du gradient de vitesse. Pour mieux
comprendre pourquoi la partie symétrique du gradient de vitesse intervient, effectuons un développement
limité de la vitesse au voisinage d’un point.

u(x+ h) = u(x) + [∇u(x)]h+ o(h). (1.23)

Le gradient deu peut être décomposé en une partie symétrique, que l’on appelle le tenseur des vitesses
de déformation notéD(u), et une partie antisymétrique. Il est montré dans le livre [34] p.7 que la partie
antisymétrique correspond à une rotation du fluide (elle ne créé donc pas decontrainte) et la partie symé-
trique correspond à une déformation du fluide. Un autre argument pour le choix de la partie symétrique
provient du fait que le tenseur des contraintes doit être symétrique.

Le choix le plus simple consiste à postuler une loi de comportement linéaire entre lacontrainte et
le tenseur des vitesses de déformation. Ce type de fluide est appelé newtonien et suffit pour modéliser
de nombreux fluides simples tels que l’eau et l’huile. Le tenseur des contraintes de Cauchy s’écrit donc
dans la configuration déformée

σ = −pId + µ([∇u]T + [∇u]). (1.24)

Le paramètreµ est appelé la viscosité. Il mesure l’importance des frottements entre les différentes par-
ticules de fluides. Le choix fait pour le tenseur des contraintes permet de fermer le système et d’écrire
l’équation régissant les fluides.
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1.5.2 Equations de Navier-Stokes

Dans le cas d’un fluide homogène avec une viscosité constante nous obtenons, en remplaçant (1.24)
dans (1.17), les célèbres équations de Navier Stokes incompressibles

{

ρ(ut + (u · ∇)u) − µ∆u+ ∇p = f,
div(u) = 0.

(1.25)

Ces équations semblenta priori mal posées car il y a une inconnue supplémentaire liée à la pression. Il
n’en est rien car pour des fluides incompressibles, la pression joue un rôle particulier. Elle permet d’im-
poser la contraintediv(u) = 0. D’un point de vue numérique, une vitesse intermédiaire est calculée en
omettant la pression puis le résultat est projeté sur l’espace des fonctions àdivergence nulle grâce à la
pression. Dans le cas où le fluide considéré n’est pas homogène, il suffit d’ajouter l’équation de conser-
vation de la masse (1.10) qui est une équation de transport sur la densité dans le cas incompressible.

Faisons maintenant un petit détour sur la description lagrangienne pour comparer les deux formula-
tions. Nous avons besoin de trouver les contraintes fluides en fonction de la déformationΦ. En utilisant
l’équation des caractéristiques (1.3)

[∇aΦt](a, t) = ∇a(u(Φ(a, t), t)) = [∇xu](Φ(a, t), t)[∇aΦ](a, t).

Le tenseur des contraintes s’écrit donc dans la configuration de référence

σ(Φ(a, t), t) = −p(Φ(a, t), t)Id + µ{ [∇aΦt](a, t)[∇aΦ]−1(a, t) + ([∇aΦt](a, t)[∇aΦ]−1(a, t))T }.

D’après (1.22) et (1.13), les équations de Navier Stokes incompressibles écrites en formulation lagran-
gienne s’écrivent sous la forme (on omet la dépendance ena et t)

{

ρa
∂2Φ
∂t2

− div(σ(Φ)Cof([∇Φ])) = fa,
det([∇Φ]) = 1.

(1.26)

Remarquons à présent que les deux formulations donnent des équations nonlinéaires. Dans le cas de
la formulation eulérienne (1.25), le terme portant sur les contraintes est linéairemais c’est le terme d’ac-
célération qui est non linéaire. Dans le cas de la formulation lagrangienne (1.26), le terme d’accélération
est linéaire mais les contraintes sont fortement non linéaires et dépendent deΦ etΦt. Cette remarque est
une raison supplémentaire pour décrire les fluides avec une formulation eulérienne lorsqu’il n’y a pas de
surface libre.

Il existe également des fluides complexes dits non newtoniens décrits par une équation différentielle
sur la contrainte qui dépend de manière non linéaire du tenseur des vitessesde déformation. Ces équa-
tions modélisent des fluides plus complexes comme la mayonnaise, le sang ou le plastique fondu. L’étude
de ces fluides ne sera pas considérée dans cette thèse.

Equations d’Euler et de Stokes

Revenons un moment sur les termes apparaissant dans l’équation de Navier-Stokes (1.25). Le terme
dû à la viscosité fait apparaître un laplacien de la vitesse. C’est un terme diffusif qui régularise l’équation
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comme pour l’équation de la chaleur. Le terme non linéaire provient de la formulationeulérienne de l’ac-
célération et rend compte de la convection de la vitesse par elle même. Les équationsde Navier-Stokes
présentent les mêmes propriétés qualitatives pour différents paramètres de densité, viscosité, vitesse et
longueur de l’écoulement. Il suffit en effet de procéder à une adimensionalisation des équations pour
voir apparaître le nombre de Reynolds qui contrôle le rapport des effetsinertiels (le terme non linéaire
(u · ∇)u) sur les effets visqueux (le termeµ∆u). Pour de grands Reynolds c’est le terme inertiel qui
l’emporte et le fluide devient turbulent. Les équations obtenues à la limite en enlevant le terme visqueux
sont les équations d’Euler

{

ρ(ut + (u · ∇)u) + ∇p = f,
div(u) = 0.

Pour de petits Reynolds c’est le terme diffusif qui l’emporte et le fluide est très visqueux. Les équations
obtenues en enlevant le terme inertiel sont les équations de Stokes

{

ρut − µ∆u+ ∇p = f,
div(u) = 0.

Pour donner quelques exemples, le nombre de Reynolds est de l’ordre de 106 pour un écoulement
autour d’un nageur (très turbulent) et de10−2 pour l’écoulement autour d’un globule rouge (très vis-
queux). C’est à ce dernier régime de petits Reynolds que nous nous intéresserons pour les applications
en biomécanique.

Conditions initiales et conditions limites

Ces équations aux dérivées partielles doivent être complétées par une condition initiale (comme pour
une équation différentielle ordinaire) ainsi que des conditions aux limites sur lesbords du domaine. De
manière très simpliste, la vitesse est imposée nulle sur une paroi immobile pour desfluides visqueux
tandis que seule la composante normale de la vitesse est nulle pour un fluide décrit par les équations
d’Euler. De manière plus générale, il est également possible de considérer des conditions de Dirichlet
non homogènes ou de Neumann pour modéliser des parois qui se déplacent et des sorties libres.

1.5.3 Cas de fluides biphasiques

Dans beaucoup d’applications, un fluide homogène non miscible peut comporter plusieurs phases.
Chaque phase est décrite par les équations de Navier-Stokes avec des paramètres différents pour la densité
et la viscosité. Une interface au sens mathématique sépare alors les deux phases et des conditions à
l’interface sont ajoutées. Il est couramment admis que la vitesse est continue à la traversée de la surface.
Pour rendre compte de la tension de surface, qui donne la forme caractéristique des bulles de savon par
exemple, un saut de contrainte proportionnel à la courbure est ajouté (loide Laplace). Considérons une
partitionΩ1

⋃

Ω2 du domaineΩ séparé par une interfaceΣ. Notons avec un indicei les quantités écrites
dans le domaineΩi (FIG 1.8)
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Σ

Ω1

Ω2

µ2, ρ2

µ1, ρ1

FIG. 1.8 – Milieu constitué de deux fluides différents

Le modèle biphasique s’écrit alors pouri égal à 1 ou 2















ρi((ui)t + (ui · ∇)ui) − µi∆ui + ∇pi = f i dans Ωi

div(ui) = 0 dans Ωi

⌊u⌋ = 0 sur Σ
⌊σn⌋ = αHn sur Σ

oùH représente la courbure moyenne de la surfaceΣ et α le coefficient de tension de surface. Nous
avons également noté⌊ ⌋ le saut d’une quantité à l’interface.

1.5.4 Modèle de Korteweg

Dans l’approche précédente, l’interface n’a pas d’épaisseur et doitdonc être étalée dans un voisinage
qui ne correspond pas à la physique de l’interface. Pour remédier à ceproblème, des modèles d’interfaces
diffuses ont été introduits par Korteweg au début du 20ème siècle. Dans cette approche, un nouveau ten-
seur des contraintes contenant un terme non linéaire dépendant de la densité est considéré pour prendre
en compte l’interaction non locale des molécules à l’interface (effets capillaires). Les équations du mou-
vement sont alors données sur tout le domaine par







ρ(ut + (u · ∇)u) − µ∆u+ ∇p = −div(∇ρ⊗∇ρ) + f,
ρt + u · ∇ρ = 0,

div(u) = 0.
(1.27)

Ce modèle ne nous servira pas explicitement dans cette thèse mais le modèle de membrane développé à
la fin de la première partie peut être vu comme une généralisation du modèle de Korteweg. On pourra
consulter l’article [3] pour plus de détails sur les modèles d’interfaces diffuses.



30 CHAPITRE 1. PRÉSENTATION DES MODÈLES FLUIDES ET ÉLASTIQUES

Les équations des fluides ayant été introduites, intéressons-nous maintenant au deuxième constituant
du couplage fluide-structure : la formulation des équations relatives aux solides élastiques.

1.6 Equations de l’élasticité

Lorsque l’on déforme faiblement un matériau, il adopte un comportement élastique et revient dans
sa forme initiale (en général). Pour des déformations plus importantes, le matériau est endommagé et
il ne revient pas dans sa forme initiale. Ce comportement est appelé plastique et peut être atteint pour
de plus ou moins grandes déformations en fonction du matériau considéré. Parexemple, le comporte-
ment plastique est atteint pour de petites déformations dans le cas d’une barremétallique et pour de
grandes déformations pour du caoutchouc. Nous nous intéressons ici àdes matériaux seulement dans le
domaine élastique. Le comportement élastique du matériau peut être très complexe car la relation entre
la contrainte et la déformation est non linéaire en général.

Choix de la description

La description lagrangienne est généralement utilisée pour étudier des matériaux élastiques. Tout
d’abord, la formulation eulérienne n’est pas adaptée car le domaine déformé, qui esta priori différent du
domaine de référence, est une inconnue du problème. Enfin, pour un matériau élastique, le tenseur des
contraintes s’exprime de manière naturelle en fonction du gradient de la déformation qui est l’inconnue
dans la formulation lagrangienne (1.22).

1.6.1 Lien entre énergie et tenseur des contraintes

Deux points de vue différents sont possibles pour décrire un matériau élastique : donner une relation
entre le premier tenseur de Piola KirchoffT et la déformationΦ ou postuler directement une énergie
élastique dépendant de la déformation. Comme nous allons le voir, ces deux pointsde vue sont équi-
valents car l’énergie élastique est conservative. Pour alléger l’exposé, nous allons postuler directement
des lois de comportement par le biais de l’énergie en définissant des matériaux hyperélastiques. De plus,
c’est la description par l’énergie de l’élasticité qui sera retenue pour dériver les modèles fluide-structure
qui interviendront par la suite. Nous suivons le livre de Ciarlet [11] pour cette partie.

Considérons un matériau homogène occupant un domaineΩ0 dans sa configuration de référence et
Ωt après déformation par une fonctionΦ(·, t). Le gradient de la déformation[∇Φ] mesure au premier
ordre les variations de déformation, il est donc naturel de postuler l’énergie suivante, écrite dans la
configuration de référence

E(Φ) =

∫

Ω0

W ([∇Φ](a, t)) da. (1.28)

Considérons℘Φ une variation infinitésimale deΦ. La variation de l’énergie précédente s’écrit

℘E(Φ) =

∫

Ω0

W ′([∇Φ](a, t)) : [∇℘Φ](a, t) da,
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oùW ′ représente la matrice des dérivée deW par rapport à toutes ses variables. En intégrant par parties
et en supposant que℘Φ est nulle au bord

℘E(Φ) = −
∫

Ω0

div(W ′([∇Φ](a, t))) · ℘Φ(a, t) da.

La force élastique est conservative donc nous pouvons utiliser le principe des travaux virtuels pour écrire
la forceF associée à la variation de l’énergie℘E

℘E(Φ) = −
∫

Ω0

F (Φ(a, t)) · ℘Φ(a, t) da.

La forceF étant égale àdiv(T ) d’après (1.22) nous pouvons donc écrire la relation entre le premier
tenseur de Piola Kirchoff etW qui s’écrit

T ([∇Φ]) = W ′([∇Φ]).

et la force associée

F (Φ) = div(W ′([∇Φ])). (1.29)

Les propriétés précédentes montrent qu’il est équivalent de se donner une énergie élastique ou le
premier tenseur de Piola Kirchoff. Tout un travail est ensuite effectué pour déduire la forme générale de
l’énergie avec des principes physiques simples comme le principe d’indifférence matérielle et l’isotropie.
Nous ne détaillons pas ces aspects car nous n’en aurons pas besoin dans la suite.

1.6.2 Théorie des plaques minces

Dans certains cas (cellules biologiques par exemple), les objets élastiques sont minces c’est à dire que
l’une des dimensions de l’objet, l’épaisseur, est petite devant les autres.Dans ce cas, d’un point de vue
numérique, les équations de l’élasticité tridimensionnelle ne sont plus adaptées.On construit alors des
modèles bidimensionnels qui approximent les équations de l’élasticité tridimensionnelle. Une technique
classique consiste à construire ces modèles par des asymptotiques par rapport à un petit paramètreε qui
représente l’épaisseur du matériau. Pour des références plus complètes, on pourra consulter les livres de
Ciarlet [12] et [13]. Les équations trouvées sont écrites sur la surface moyenne de la configuration de
référence qui peut être plate (théorie des plaques) ou courbe (théorie des coques). La théorie des coques
est plus complexe car elle fait intervenir la géométrie de la surface moyenne (FIG 1.9).
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ε

ε

Plaque

Coque

FIG. 1.9 – Représentation d’une plaque et d’une coque

De manière générale, l’asymptotique fait sortir plusieurs termes à différents ordres. Un terme d’éti-
rement de la surface moyenne est obtenu au premier ordre. Il rend compte de l’énergie qui apparaît lors
d’une variation de la métrique. Lorsque la métrique ne varie plus, c’est le termeau second ordre de
flexion dépendant généralement de la courbure de la surface qui estprépondérant. Ce terme de flexion
permet de rendre compte de la forme d’une coque lors d’un flambement parexemple.

Cas du matériau de Saint-Venant Kirchoff

Partant d’un matériau volumique général, il est possible d’effectuer un développement limité de la loi
de comportement pour de petites déformations. Le matériau obtenu au premier ordre est appelé matériau
de Saint-Venant Kirchoff et il est non linéaire. Dans le livre [13] une asymptotique est effectuée dans un
cadre général pour des coques et l’énergie de flexion obtenue pourun matériau de Saint-Venant Kirchoff
prend la forme simple

Ec =

∫

∂Ω
α(H − c0)

2 + βG dσ, (1.30)

où ∂Ω représente la surface moyenne de la coque etdσ la mesure surfacique associée. De plus,H est
la courbure moyenne etG la courbure de Gauss de∂Ω. Le termec0 est appelé la courbure spontanée et
rend compte de la courbure de la coque dans sa configuration de repos.
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Les applications visées dans cette thèse concernent les membranes biologiques. Dans le cas de vé-
sicules, l’épaisseur de la membrane est faible par rapport aux autres dimensions et les variations de la
métrique sont faibles. Le modèle de flexion (1.30) sera donc utilisé. Dans la troisième partie de la thèse
nous nous intéresseront à différentes méthodes d’optimisation de forme permettant de calculer la force
associée à cette énergie.

1.7 Calcul d’interface

Dans les applications qui nous intéressent, une interface sépare deux milieux qui peuvent être consti-
tués de fluides ou de solides élastiques. Dans ce cas, il faut trouver des méthodes efficaces qui permettent
de représenter l’interface qui va évoluer au cours du temps. D’un point de vue mathématique, cette inter-
face peut être modélisée par une surface en dimension trois et une courbeparamétrée en dimension deux .

Il existe deux méthodes classiques pour représenter une surface : avec une paramétrisation explicite
ou avec une fonction implicite. Nous esquissons ici quelques propriétés générales de ces deux méthodes
en développant les avantages et inconvénients de chacune d’elle d’unpoint de vue numérique. La re-
présentation implicite par lignes de niveau jouant un rôle central dans la modélisation de membranes
élastiques immergées dans un fluide, elle sera développée plus en détail dans lechapitre suivant ainsi
que dans la troisième partie d’un point de vue théorique et numérique. La représentation paramétrique
sera quant à elle développée dans l’annexe du chapitre 7 d’un point devue théorique car elle sera utilisée
dans une méthode d’optimisation de formes développée dans la troisième partie.

1.7.1 Suivi d’interface

Plaçons nous dans le cas particulier des courbes paramétrées en dimension deux. Ces courbes sont
décrites de manière mathématique par une applicationt 7→ X(t) à valeurs dansR2. Après discrétisation
de l’ensemble de départ on obtient une collection de points de contrôle(Xi) ∈ R

2 qui vont être déplacés
à chaque pas de temps avec une vitesse dépendant du problème étudié (FIG 1.10)

FIG. 1.10 – Déplacement des points de contrôle d’une paramétrisation
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Le nombre de points servant à représenter l’interface reste le même au cours du temps. Lorsque l’in-
terface subit de grandes déformations, il peut donc y avoir une perte d’informations car les points de
contrôle se dispersent et se concentrent dans certaines régions. Sipar exemple nous avons à calculer la
courbure de la courbe et que les points sont de plus en plus éloignés, une perte de précision est constatée.
Par contre, si des régions requièrent un nombre de points plus élevés (des régions où la courbure est im-
portante par exemple), un nombre plus important de points de contrôle dans laconfiguration initiale peut
permettre un calcul plus précis. Dans l’étude de fluides séparés par uneinterface, il arrive fréquemment
qu’il y ait des changements de topologie. Avec le formalisme de la paramétrisation, il est peu commode
de gérer ces changements de topologie car un certain nombre de points devra être supprimé ou ajouté.

Les arguments précédents sont aussi valables si l’on considère une surface en dimension 3 mais
d’autres complications viennent s’ajouter. La surface est alors discrétisée par un nuage de points repré-
senté à l’aide d’une triangulation. Ajouter ou enlever des points de contrôle lors de grandes déformations
devient alors complexe, sans parler des changements de topologie. De plus une paramétrisation est sou-
vent donnée localement, la reconstruction complète de la surface peut être laborieuse.

La représentation d’une interface par une paramétrisation est à rapprocher de la description lagran-
gienne car chaque point de contrôle de l’interface est transporté. C’est pour cette raison que les inconvé-
nients mentionnés ci dessus sont les mêmes que ceux évoqués dans la description lagrangienne. Certains
des défauts de la méthode paramétrique peuvent être résolus avec l’introduction d’une fonction implicite.

1.7.2 Capture d’interface

Une courbe paramétrée ou une surface peuvent aussi être décrites de manière implicite comme la
ligne de niveau0 d’une fonction scalaire que l’on note traditionnellementφ. Pourn égal à 2 ou 3 la
surface ou la courbe paramétréeS est donc représentée par l’ensemble

S = {x ∈ R
n / φ(x) = 0}. (1.31)

Pour mieux comprendre le concept de fonction level set, nous proposons de traiter deux exemples où
la ligne de niveau0 d’une fonction level setφ est choisie pour représenter un cercle de rayon1.

Etude de deux cas particuliers

Considérons la fonction

R
2 −→ R

φ1 : (x, y) 7→
√

x2 + y2 − 1

Le graphe deφ1 est un cône dont les lignes de niveau{φ1 = ε} sont des cercles de rayon1 + ε (FIG
1.11)
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φ1(x, y)

{φ1 = 0}

{φ1 = 0}
x

y

{φ1 = ε}
{φ1 = −ε}

1 − ε

FIG. 1.11 – Représentation deφ1 ainsi que ses lignes de niveau

x

φ2(x, y)

{φ2 = 0}

{φ2 = 0}

y

{φ2 = −ε}{φ2 = ε}

√
1 − ε

FIG. 1.12 – Représentation deφ2 ainsi que ses lignes de niveau
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Considérons à présent la fonction

R
2 −→ R

φ2 : (x, y) 7→ x2 + y2 − 1

Dans ce cas, la représentation deφ2 est un paraboloïde de révolution dont les lignes de niveau{φ = ε}
sont des cercles de rayon

√
1 + ε (FIG 1.12).

Les lignes de niveau de la fonction choisie sont plus ou moins proches les unes des autres comme
l’illustre FIG 1.11 et FIG 1.12. Le gradient de la fonction level set, qui mesure l’espacement entre les
différentes lignes de niveau, est plus grand dans le cas de la fonctionφ2 que dans le cas de la fonctionφ1.
Ces remarques seront importantes pour la suite car nous verrons dans lechapitre suivant que le gradient
de la fonctionφ contient de l’information sur la variation d’aire de la surface si elle est advectée par
un champ de vitesses incompressible. De plus, le choix de la fonctionφ sera crucial lors d’un calcul
numérique. La fonctionφ1 est une fonction distance (|∇φ1| = 1 sur tout le domaine) et offre plus de
stabilité. Nous discuterons plus en détails dans la troisième partie de ces aspects numériques.

Remarques générales

Contrairement à une paramétrisation qui est souvent définie localement, la représentation implicite
permet une représentation globale de la courbe paramétrée, atout important lorsque la courbe est consti-
tuée de plusieurs morceaux. Seule la ligne de niveau0 représente la courbe mais il est nécessaire de stoker
la fonction sur tout le domaine, ce qui est plus coûteux en place mémoire que le cas d’une paramétrisa-
tion. De plus, le formalisme utilisé permet de traiter la dimension deux et les dimensionssupérieures sans
complexité théorique accrue (dans ce cas, la ligne de niveau0 représente une surface). Les changements
de topologie s’effectuent aussi très simplement puisqu’il n’y a pas de traitement spécifique à réaliser.

D’un point de vue numérique, la fonction level set est discrétisée sur unegrille rectangulaire fixe, ce
qui permet d’utiliser des schémas simples de différences finies pour discrétiser des quantités dépendant
deφ. Cette version implicite de la représentation d’une surface est donc à rapprocher de la description
eulérienne. Elle permet en particulier de traiter simplement de grandes déformations de l’interface. Par
contre, la précision de l’information que l’on a sur la surface est la même partout.

Informations géométriques contenues dans la fonctionφ

Une des raisons pour laquelle cette représentation est très utilisée en pratique provient du fait que
des informations géométriques telles que la normale ou la courbure s’exprimentsimplement à l’aide de
la fonction level set.

Considérons une surface représentée par la paramétrisation(u1, u2) 7→ X(u1, u2) à valeurs dansR3

ainsi que par la ligne de niveau0 d’une fonctionφ. Nous avons alors l’égalitéφ(X(u1, u2)) = 0 que
l’on peut dériver par rapport àu1 etu2 pour obtenir

X,1 · ∇φ(X(u1, u2)) = 0 X,2 · ∇φ(X(u1, u2)) = 0. (1.32)

Les vecteursX,1 et X,2 formant une base du plan tangent, le vecteur∇φ est donc dirigé suivant la
normale. On définit donc la normale en formulation level set par
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n(φ) =
∇φ
|∇φ| . (1.33)

Le raisonnement précédent reste valable si l’on choisit une ligne de niveau quelconque deφ. En consé-
quence, la définition précédente de la normale est valable pour toutes les lignesde niveau deφ. Avec
cette définition, la normale est de norme un sur tout le domaine. Ce prolongementunitaire sera toujours
utilisé pour la notationn dans le contexte des méthodes level set.

Les informations sur la variation de la normale donnent accès à la courbure dela surface (nous y
reviendrons en détail dans la troisième partie). En particulier, la courburemoyenne de la surface est
donnée par

H(φ) = div

( ∇φ
|∇φ|

)

. (1.34)

Nous avons obtenu dans ce premier chapitre les équations de la mécanique des fluides et des solides
élastiques dans leur description naturelle ainsi que les différentes manières de représenter une interface.
Nous avons désormais les outils pour étudier le couplage fluide-structure.
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Chapitre 2

Couplage fluide-structure

2.1 Genéralités

Le couplage entre un fluide et une structure élastique est la base de beaucoup de phénomènes phy-
siques. Nous pouvons citer par exemple les applications en aéronautique ou lastructure de l’avion se
déforme avec l’air ou en biomécanique où les cellules aux propriétés mécaniques élastiques interagissent
avec le fluide environnant. Tous ces phénomènes sont couplés car le fluide influe sur le mouvement de
la structure et réciproquement. Nous nous plaçons dans le cadre où unestructure interagit avec un fluide
dont une partie du bord est fixe. La seule surface libre considérée estdonc celle délimitée par le fluide
et la structure (FIG 2.1). De plus, la structure peut être de la même dimension que le fluide (un solide
volumique) ou de dimension inférieure (une membrane). Nous considéronsle cas volumique sauf dans
la dernière section dédiée au couplage d’une membrane dans un fluide.

Γ0Fluide

Solide elastique

Γt

FIG. 2.1 – Solide élastique immergé dans un fluide

Le mouvement de la structure est décrit de manière naturelle en formulation lagrangienne par sa
déformationΦ (par rapport à état de référence) qui est solution des équations de l’élasticité (1.22). Le
fluide est quant à lui décrit de manière eulérienne par la donnée de sa vitesseu solution des équations de

39
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Navier-Stokes (1.25). Ces deux modèles sont alors couplés à l’interface des deux milieux (notéΓt dans
la configuration déformée etΓ0 dans la configuration de référence) par des conditions de raccord.

Conditions de raccord à l’interface

Une condition naturelle est d’imposer une continuité de la vitesse à l’interface des deux modèles.
La continuité de la vitesse à l’interface implique qu’il n’y a pas d’échange de matière entre le fluide
et la structure (continuité dans la direction normale) ainsi qu’une absence defrottements entre le fluide
et la structure (continuité dans la direction tangentielle). Dans le cas de solides élastiques volumiques
(FIG 2.1), on impose queσn, qui représente les forces surfaciques, soit lui aussi continu à l’interface.
Ces deux conditions ne sont pas simples à imposer à cause de la différence de formulation de ces deux
milieux continus.

De plus, la formulation eulérienne étant classiquement utilisée pour décrire le fluide il est nécessaire
de traiter le problème de surface libre. Pour ce faire, une méthode consiste àramener les équations fluides
(ou au moins le fluide qui se trouve dans un voisinage de l’interface) sur ledomaine de référence. Cette
méthode utilise des interpolations et il est difficile d’imposer simplement les lois de conservation. Une
nouvelle méthode hybride a été introduite pour pallier à ces inconvénients.

2.2 Méthode ALE

La méthode ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian) a été introduite par Doneaen 1982 [20]. D’autres
références sur cette méthode peuvent être trouvés dans [23, 35]. Leproblème considéré consiste à ré-
soudre un problème de couplage entre un fluide et un solide élastique volumique. La méthode ALE est
une méthode hybride combinant les descriptions lagrangienne et eulériennepermettant de déformer le
maillage de manière adéquate et ainsi éviter les nombreuses interpolations intervenant dans d’autres mé-
thodes. Nous supposons l’existence d’un code qui permet de calculerla déformation de la structure pour
nous intéresser uniquement au calcul du fluide.

2.2.1 Introduction de la vitesse de maillage

L’idée principale de la méthode consiste à introduire une vitessew associée à la déformation du
maillage pour traiter la surface libre du fluide. Introduisons ici des caractéristiquesΨ(a, s; t) plus géné-
rales que dans le chapitre précédent associées au champ de vitessew de la manière suivante

∂Ψ

∂t
(a, s; t) = w(Ψ(a, s; t), t). (2.1)

Ψ(a, s; t) représente la position d’un point du maillage se déplaçant dans le champ de vitessesw à l’ins-
tantt qui se trouvait à la positiona à l’instants. Nous avons maintenant à calculer les termes intervenant
dans l’équation de conservation de la quantité de mouvement sachant que le maillage se déforme. Les
termes comportant des dérivées spatiales intervenant dans les équations ne posent pas de problème car
le maillage est fixé à chaque pas de temps. La difficulté réside dans le calcul de l’accélération qui fait
intervenir une dérivée temporelle de la vitesse.

2.2.2 Calcul de l’accélération en formulation ALE

La dérivée temporelle de la vitesse eulérienneu doit être calculée en un point fixé du maillage ce qui
demande des interpolations car il se déforme à chaque instant. Par contre la dérivée temporelle du champ
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de vitesse définie par

v(a, s, t) = u(Ψ(a, s; t), t), (2.2)

permet de prendre en compte la déformation du maillage et se calcule donc simplement. Notonsxn un
point du maillage à l’instanttn qui est déplacé par la vitessew en un pointxn+1 à l’instanttn+1 (FIG
2.2)

xn

xn+1

u(xn, tn)

u(xn+1, tn+1)

Maillage a l’instanttn+1

Maillage a l’instanttn

FIG. 2.2 – Déformation d’un maillage entre deux pas de temps

Le calcul de la dérivée temporelle dev au pointxn à l’instanttn se calcule à l’aide de la vitesseu (c’est
sur elle que nous avons une information) définie aux points de maillage de la manière suivante

∂v

∂t
(xn, tn, tn) ≈

v(xn, tn, tn+1) − v(xn, tn, tn)

∆t
≈ u(xn+1, tn+1) − u(xn, tn)

∆t
,

où nous avons utilisé les relationsΨ(xn, tn; tn+1) = xn+1 etΨ(xn, tn; tn) = xn.

Nous pouvons à présent calculer la dérivée temporelle de (2.2) à l’aide de (2.1) (même raisonnement
que pour les dérivées particulaires)

vt = ut + (w · ∇)u.

En remplaçant cette expression dans l’équation de la conservation de la quantité de mouvement du fluide
nous obtenons

ρ(vt + ((u− w) · ∇)u) − µ∆u+ ∇p = f.

Cette méthode est efficace car il n’est pas fait usage d’interpolation. Le point délicat de la méthode réside
dans le choix à chaque pas de temps de la vitessew du maillage. Pour donner les grandes lignes disons
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simplement que loin de la structure élastiquew est choisit nul (le maillage ne bouge pas) et lorsque l’on
est près de l’interface on choisit pourw un relèvement de la vitesse du solide élastique sur l’interface.

Les inconvénients de la méthode ALE sont les coûts de remaillage à chaque pas de temps et l’implé-
mentation en 3D qui peut s’avérer délicate pour de grandes déformations. Au lieu de traiter séparément
le fluide et la structure une méthode proposée par Peskin permet de considérer le milieu fluide-structure
comme un milieu continu unique.

2.3 Méthode de Peskin

La méthode de frontière immergée a été introduite par Peskin en 1977 pour simuler la circulation du
sang dans le coeur. L’idée générale est d’écrire les équations de l’élasticité dans une version eulérienne
afin qu’elles ressemblent le plus possible aux équations des fluides. Une fois la transformation effectuée
le couplage fluide-structure est écrit dans une forme plus simple à résoudre. On pourra se référer à l’ar-
ticle fondateur [40].

2.3.1 Formulation lagrangienne de l’élasticité

Considérons un matériau hyperélastique volumique incompressibledécrit par sa déformationΦ(·, t).
L’énergie associée est donnée par

E(Φ) =

∫

Ω0

W ([∇Φ](a, t)) da.

Comme nous l’avons vu dans la partie sur l’élasticité, le principe des travaux virtuels permet d’obtenir
une forceF qui dépend deW (1.29) et les équations du mouvement sont données par (1.22) sous forme
intégrale

∫

Ω0

(

ρ(a, t)
∂2Φ

∂t2
(a, t) − F (Φ(a, t))

)

· ℘Φ(a, t) da = 0, (2.3)

pour toute variation℘Φ incompressible de la déformation. Cette condition n’étant pas très simple à
imposer en formulation lagrangienne (1.13), nous allons donc transformer l’égalité précédente sur le
domaine eulérien.

2.3.2 Passage lagrangien eulérien avec les masses de Dirac

Pour ce faire nous introduisons les vitesses eulériennesu associée à la déformationΦ du milieu
élastique etv associée à la perturbation℘Φ

u(Φ(a, t), t) =
∂Φ

∂t
(a, t), v(Φ(a, t), t) = ℘Φ(a, t).

La condition d’incompressibilité pour ces champs de vitesse se traduit pardiv(u) = div(v) = 0. Les
variables eulériennes sont maintenant introduites via des masses de Dirac notéesδ qui permettent de
localiser l’information uniquement sur la structure élastique.
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℘Φ(a, t) = v(Φ(a, t), t) =

∫

R3

v(x, t)δ(x− Φ(a, t))dx.

Il va de soi que l’égalité précédente est pour le moment une notation car unemasse de Dirac n’est pas
une fonction. Cette formule prendra tout son sens lors de calculs numériques, la masse de Dirac étant
approchée par une suite de fonctions. Le passage de la formulation lagrangienne à l’eulérienne pour le
terme d’accélération a été démontré dans la section sur les milieux continus (1.2) et (1.6) et s’exprime
sous la forme

Du

Dt
(Φ(a, t), t) =

∂2Φ

∂t2
(a, t).

Nous pouvons à présent réécrire (2.3) sous la forme

∫

Ω0

∫

R3

(

ρ(a, t)
Du

Dt
(x, t) − F (Φ(a, t))

)

· v(x, t)δ(x− Φ(a, t)) dx da = 0. (2.4)

Cette dernière formule couple les variables lagrangiennesa et eulériennesx. Nous introduisons à présent
les définitions eulériennes suivantes de la force et de la densité

ρ(x, t) =

∫

R3

ρ(a, t)δ(x− Φ(a, t)) da, f(x, t) =

∫

R3

F (Φ(a, t))δ(x− Φ(a, t)) da.

L’équation (2.4) se réécrit sous la forme eulérienne

∫

R3

(

ρ(x, t)
Du

Dt
(x, t) − f(x, t)

)

· v(x, t) dx = 0.

2.3.3 Equations du milieu continu fluide-structure

L’égalité précédente doit être valable pour tous les champsv à divergence nulle. La décomposition de
Helmhotz permet de faire apparaître un gradient de pression. Les équations que l’on obtient ressemblent
fortement aux équations de Navier Stokes mis à part le terme visqueux. Nous ajoutons ce terme dans les
équations ce qui rajoute de la viscosité dans le solide. Nous pouvons à présent formuler les équations
régissant le mouvement d’un milieu fluide-structure







ρ(ut + (u · ∇)u) − µ∆u+ ∇p = f,
div(u) = 0,

∂Φ
∂t = u(Φ, t).

(2.5)

On peut montrer que la conservation de la masse peut se déduire des équationsprécédentes. La forcef
ayant comme support la structure élastique via les masses de Dirac nous retrouvons donc les équations
des fluides en dehors de la structure. Dans les régions où est localisée lastructure élastique des forces
sont ajoutées par un terme en second membre des équations. Cette méthode permet donc de décrire le
modèle fluide-structure comme un unique milieu continu décrit par une vitesse eulérienne continueu.
De plus, on peut montrer que le tenseur des contraintes est continu à l’interface des deux milieux.
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Le second membref et la densitéρ sont calculés de manière lagrangienne via des marqueurs qui
sont placés sur la structure et qui évoluent avec la vitesse du milieu continu donné par la troisième équa-
tion de (2.5). Ce modèle demeure donc en partie lagrangien et des interpolations sont nécessaires pour
calculer les forces élastiques sur le maillage eulérien du fluide. Il a été constaté que ces interpolations
peuvent causer des instabilités et des pertes de volume. De plus, il est nécessaire d’ajouter ou d’enlever
des marqueurs lors de grandes déformations et les changements de topologie sont complexes à gérer.

Cas de membranes élastiques

La formulation précédente est générale et s’adapte aussi bien à des solidesvolumiques qu’à des
membranes élastiques. Dans le cas de membranes élastiques, le second membre devient singulier et il est
porté par une masse de Dirac sur l’interface. La vitesse est alors toujours continue à l’interface mais le
tenseur des contraintes ne l’est plus. On peut montrer qu’un saut de contraintes proportionnel à la force
élastique apparaît. Une dérivation de ces sauts de contraintes peut être trouvé dans [52].

Nous introduisons maintenant une méthode complètement eulérienne du couplage fluide-structure
dans le cas de membranes élastiques. Le modèle développé sera le point de départ d’une partie des
résultats de la thèse des parties suivantes. Pour cette raison, cette partie sera détaillée.

2.4 Méthode Eulérienne de couplage-fluide structure

Une nouvelle méthode a été proposée récemment par Maitre et Cottet dans [14, 15] pour pallier les
inconvénients liés au traitement lagrangien de l’élasticité dans la méthode de Peskin. L’idée est de cap-
turer l’interface par une fonction level set qui contient des informations sur l’étirement de la membrane.
Toute l’étude qui suit est faite dansR

3 mais les résultats énoncés sont les mêmes dansR
2.

2.4.1 Représentation implicite de la surface

Considérons une surface définie dans un domaine volumiqueQ. L’interface est notéeΓ0 à l’instant
initial etΓt au tempst. On noteφ(·, 0) = φ0(·) la fonction level set initiale. L’idée générale de la méthode
est de considérer une fonction level setφ dont la ligne de niveau 0 représente l’interface au tempst.

Γt = {x ∈ R
3 / φ(x, t) = 0}.

On considère que la surface est plongée dans milieu continu décrit par unevitesse eulérienneu ou de
manière équivalente par la trajectoirea 7→ Φ(a, t) de chaque particule par rapport à une configuration
de référence. L’interface faisant partie intégrante du milieu continu, elle est elle aussi déformée par la
fonctionΦ. Toute particulea se trouvant surΓ0 à l’instant initial se retrouve enΦ(a, t) surΓt (FIG 2.3).
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Φ(a, t)

a

Γt

Γ0

FIG. 2.3 – Déplacement des points de l’interface avec la fonctionΦ

Equation de transport de la fonction level set

On obtient donc l’identitéφ(Φ(a, t), t) = 0 pour tous les pointsa deΓ0. En dérivant cette expression
par rapport àt puis en utilisant (1.3) nous obtenons

φt(Φ(a, t), t) + u(Φ(a, t), t) · ∇φ(Φ(a, t), t) = 0.

La fonctionφ est décrite de manière eulérienne c’est à dire quelle est définie sur l’espace entier. Nous
prolongeons donc l’égalité précédente sur l’espace entier.

φt + u · ∇φ = 0 sur Q. (2.6)

Cette équation de transport exprime que les lignes de niveau deφ sont transportées paru (FIG 2.4).
Cette équation est de plus l’équivalent eulérien de la troisième équation de (2.5)du modèle de Peskin.
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: Champ de vecteuru definit sur tout le domaine

Γt = {φ(·, t) = 0}

FIG. 2.4 – Transport des lignes de niveau deφ par le champ de vitesseu

Dans la méthode de Peskin, des marqueurs lagrangiens permettent de suivre le mouvement des par-
ticules et leur disposition permet de calculer les forces élastiques qui dépendent du gradient de la dé-
formation. Regardons à présent comment la variation locale d’aire peut être calculée dans le cas d’une
représentation par une méthode level set.

2.4.2 Information sur la variation de surface contenue dansla level set

Considérons une surface représentée par la ligne de niveau0 d’une fonction level setφ qui est trans-
portée dans un champ de vitesseu. Nous avons montré à la fin du chapitre précédent que la normale
(1.33) et la courbure moyenne (1.34) peuvent être calculés à l’aide de lafonctionφ. Une paramétrisation
permet d’avoir accès, grâce à la métrique, au calcul de l’aire locale d’une surface (voir (7.13) de l’an-
nexe du chapitre 7). Dans le cas d’une représentation implicite il n’est pas possible de faire un calcul
analytique mais nous pouvons approcher l’aire globale d’une surface. Pour cela nous commençons par
enoncer la formule de la coaire

∫

{|φ(x)|<ε}
f(x) dx =

∫ ε

−ε

∫

{φ(x)=r}
f(x)|∇φ(x)|−1 dσdr. (2.7)

Cette formule est assez naturelle car le volume (respectivement l’aire){|φ| < ε} est calculé en
intégrant l’aire (respectivement le perimètre) de{φ = ν} avec un facteur|∇φ|−1 qui correspond à
l’espacement local entre les lignes de niveau deφ (FIG 2.5).
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FIG. 2.5 – Lignes de niveau de(x, y) 7→
(

x
0.4

)2
+
( y

0.1

)2 − 1

Nous renvoyons à [22] p 118 pour une preuve rigoureuse de ce résultat. Considérons maintenant une
fonction cut-offζ continue, à support compact dans[−1, 1] et telle que

∫

R
ζ = 1. Sous ces hypothèses

nous avons pour toute fonction continueg : R −→ R

∫ ε

−ε

1

ε
ζ
(r

ε

)

g(r) dr −→
ε−→0

g(0) (2.8)

Cette propriété exprime une convergence faible vers la masse de Dirac en0. En appliquant la formule
d’approximation (2.8) à la fonction continueg(r) =

∫

{φ(x)=r} f(x) dσ et en utilisant la formule de la
coaire (2.7) nous obtenons

∫ ε

−ε

∫

{φ(x)=r}

1

ε
ζ

(

φ(x)

ε

)

f(x) |∇φ||∇φ|−1dσ dr =

∫

{|φ|<ε}
f(x)

1

ε
ζ

(

φ

ε

)

|∇φ| dx −→
ε−→0

∫

{φ=0}
f(x) dσ,

(2.9)
En notantQ un ouvert contenant la ligne de niveau0 deφ nous obtenons

∫

Q
f(x)|∇φ|1

ε
ζ

(

φ

ε

)

dx −→
ε−→0

∫

{φ=0}
f(x) dσ, (2.10)

Une question naturelle est de savoir si lors de la déformation d’une surfaceil est possible d’exprimer
la variation d’aire en fonction deφ. La formule (2.10) montre qu’un bon candidat est|∇φ|. Malheureu-
sement, dans le cadre d’une déformation quelconque de la surface,|∇φ| seul ne permet pas de mesurer
la variation d’aire comme le montre l’exemple suivant en dimension deux.
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Contre exemple

Considérons la fonctionφ(x, y) =
√

x2 + y2 − 1 et le champ de vitesseu(x, y) = 1√
x2+y2

(x, y)

indépendant du temps et de norme 1 (nous mettons la valeur(0, 0) de ce champ à l’origine). Comme
φ est solution de l’équation de transport (2.6), les lignes de niveau deφ(·, t) restent des cercles dont
l’espacement reste le même (FIG 2.6). En conséquence le périmètre a varié pendant la déformation mais
le gradient deφ est toujours égal à 1. Le champ que nous avons considéré n’est pas àdivergence nulle et
c’est la raison pour laquelle|∇φ| ne contient pas d’information sur la variation de périmètre.

{φ = 0} {φ = 0}
{φ = ε}

{φ = ε}
u

ε

ε

FIG. 2.6 – Transport des lignes de niveau deφ(x, y) =
√

x2 + y2 − 1 par le champ de vitesseu(x, y) =
1√
x2+y2

(x, y)

Donnons à présent une idée intuitive de la raison pour laquelle|∇φ| contient des informations sur
la variation d’aire lorsque la surface se déforme dans un champ incompressible. Sur la figure (FIG 2.7)
nous appliquons un champ de vitesse incompressible pour étirer la courbe dans la direction tangentielle.
La contrainte d’incompressibilité implique que champ de vitesse va rapprocher les lignes de niveau dans
un voisinage de l’interface. La norme du gradient deφ qui mesure l’espacement des lignes de niveau va
donc augmenter.
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{φ = 0}

{φ = −ε}

{φ = 0}

{φ = −ε}

{φ = ε}{φ = ε}

FIG. 2.7 – Le champ incompressibleu rapproche les lignes de niveau

Nous allons maintenant justifier rigoureusement cette approche intuitive. Pourobtenir le résultat nous
aurons besoin de la généralisation de la formule de Reynolds pour des surfaces.

Formule de Reynolds pour des surfaces

Considérons une surface fermée∂Ωt qui est la frontière d’un ouvertΩt immergé dans un milieu
continu décrit par la vitesse eulérienneu ainsi qu’une fonctionf décrite de manière eulérienne. Ayant
choisit un prolongement de la normale unitaire, on obtient la formule de Reynolds surfacique

d

dt

(∫

∂Ωt

f(x, t) dσ

)

=

∫

∂Ωt

ft + div(fu) − f([∇u] n) · n dσ. (2.11)

Cette formule un peu plus complexe que dans le cas volumique se démontre de la mêmefaçon en se
ramenant par changement de variable sur un domaine fixe puis en dérivant par rapport àt l’expression
obtenue. Une démonstration de ce résultat est obtenue dans l’annexe du chapitre 7 (7.60).

Remarque
Il sera beaucoup développé dans la suite les notions d’opérateurs surfaciques. Ils permettent de calculer
des dérivées de fonctions ou de champs de vecteurs définis sur une surface noté∂Ω en enlevant les
variations dans la direction normale. En particulier la divergence surfaciqued’un champ de vecteurs est
donnée par

div∂Ω(u) = div(u) − ([∇u] n) · n.

La formule précédente se réécrit

d

dt

(∫

∂Ωt

f(x, t)dσ

)

=

∫

∂Ωt

ft + u · ∇f + f div∂Ω(u) dσ. (2.12)
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Cette formule donne une généralisation naturelle de la formule de Reynolds volumique (1.7). En choi-
sissantf = 1 dans cette formule nous obtenons que l’incompressibilité locale de surface∂Ω se traduit
par l’identité écrite en variables eulériennes

div∂Ω(u) = 0. (2.13)

Formule de Reynolds dans le cadre level set

Nous allons maintenant adapter la formule (2.11) dans le cas ou la surface est décrite par une fonction
level set. Pour cela nous remarquons que le dernier terme de la formule (2.11) peut s’exprimer à l’aide
deφ etu. En effet, calculons la dérivée temporelle de|∇φ| sachant queφ vérifie l’équation de transport
(2.6)

(|∇φ|)t =
∇φ · ∇φt
|∇φ| =

∇φ · ∇(−u · ∇φ)

|∇φ| = − ∇φ
|∇φ| · ([∇u]

T ∇φ+ [D2φ] u).

En utilisant la relation∇|∇φ| = [D2φ] ∇φ
|∇φ| et la définition de la normale (1.33) nous obtenons

([∇u] n) · n = [∇u] : (n⊗ n) = − 1

|∇φ|((|∇φ|)t + u · ∇|∇φ|). (2.14)

En regroupant les termes apparaissant dans la formule de Reynolds surfacique

ft + div(fu) − f([∇u] n) · n = ft + u · ∇f + f div(u) +
f

|∇φ|((|∇φ|)t + u · ∇|∇φ|)

=
1

|∇φ|((f |∇φ|)t + u · ∇(f |∇φ|)) + f div(u).

La formule de Reynolds se réécrit donc

d

dt

(

∫

{φ(·,t)=0}
f(x, t) dσ

)

=

∫

{φ(·,t)=0}

1

|∇φ|( (f |∇φ|)t + u · ∇(f |∇φ|) ) + f div(u) dσ. (2.15)

Nous allons maintenant choisir une fonctionf adaptée qui va permettre d’annuler le second membre
dans le cas d’un écoulement incompressible.

Résultat sur la variation d’aire

Introduisons les caractéristiques généralesΦ(x, t; τ) associées à la vitesseu du milieu continu

∂Φ

∂τ
(x, t; τ) = u(Φ(x, t; τ), τ). (2.16)

Nous avons la relationΦ(Φ(x, τ ; t), t; τ) = x par définition des caractéristiques. La dérivation de cette
égalité par rapport àt donne

Φt + (u · ∇)Φ = 0.

L’égalité précédente est valable au point(Φ(x, τ ; t), t; τ) que nous notons(x, t; τ). Choisissons à présent
f(x, t) = g(Φ(x, t; 0))|∇φ|−1(x, t). Nous obtenons avec la propriété précédente
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(f |∇φ|)t + u · ∇(f |∇φ|) = (g(Φ(x, t; 0)))t + u · ∇x(g(Φ(x, t; 0)))

= Φt · ∇g + u · ([∇Φ]T ∇g)
= (Φt + (u · ∇)Φ) · ∇g = 0.

En faisant l’hypothèse que le champ de vitessesu est à divergence nulle nous obtenons finalement avec
(2.15)

d

dt

(

∫

{φ(·,t)=0}
g(Φ(x, t; 0))|∇φ|−1(x, t)dσ

)

= 0.

et donc

∫

{φ0=0}
g(a)|∇φ0|−1(a) dσ0 =

∫

{φ(·,t)=0}
g(Φ(x, t; 0))|∇φ|−1(x, t) dσ.

Pour obtenir le résultat nous allons maintenant revenir à une paramétrisation pour faire ressortir
les éléments d’aire. Nous choisissons les notations de l’annexe du chapitre 7. Considérons une para-
métrisationX(t) : (u1, u2) 7→ X(u1, u2, t) définie sur un ouvertU de R

2 qui représente la surface
{x ∈ R

3 / φ(x, t) = 0} = X(t)(U). L’égalité précédente se réécrit donc à l’aide de la paramétrisation

∫

U
g(X(u1, u2, 0))|∇φ0|−1(X(u1, u2, 0)) |(X(0)),1 ∧ (X(0)),2| du1du2

=

∫

U
g(Φ(X(u1, u2, t), t; 0))|∇φ|−1(X(u1, u2, t), t) |(X(t)),1 ∧ (X(t)),2| du1du2.

où on a noté(X(t)),1 et (X(t)),2 les dérivées de la paramétrisation par rapport àu1 etu2.

Par définition des caractéristiquesΦ(X(u1, u2, t), t; 0) = X(u1, u2, 0). L’égalité précédente étant va-
lable pour toute fonctiong nous obtenons donc

|(X(t)),1 ∧ (X(t)),2|
|(X(0)),1 ∧ (X(0)),2|

=
|∇φ|
|∇φ0|

. (2.17)

La variation locale d’aire est donc capturée par la quantité|∇φ|/|∇φ0|. En dimension deux|∇φ|
mesure la variation de longueur de la courbe et peut être identifiée à l’étirement.Cependant, en dimen-
sion trois, il existe des déformations qui peuvent être effectuées à aire constante comme un cisaillement
(FIG 2.8). Ces effets ne peuvent donc pas être pris en compte dans ce modèle. Ces effets sont impor-
tants dans le cas de globules rouges mais notre étude se limitera à un modèle simple decellule appelée
vésicule phospholipidiques où la membrane est considérée comme fluide. Le modèle de membrane est
parfaitement adapté à ce type de vésicule car aucune contrainte n’est créée lors d’un cisaillement.
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Position initiale

Position apres deformation

Etirement membranaire Etirement en cisaillement

FIG. 2.8 – Etirement membranaire et cisaillement

2.4.3 Energie élastique et force élastique

Une partie de l’élasticité de membrane étant définie à partir de la variation locale d’aire il semble
naturel de considérer une énergie élastique dépendant de|∇φ|. L’énergie n’est alors pas géométrique car
elle dépend du choix de la fonctionφ par l’intermédiaire de|∇φ|. Pour cette raison, l’énergie considérée
est localisée dans un voisinage de l’interface à l’aide d’une fonction cut-off ζ et d’un paramètreε et
s’écrit dans la configuration déformée

Ee(φ) =

∫

Q
E(|∇φ|)1

ε
ζ

(

φ

ε

)

dx. (2.18)

Q est un domaine volumique deR3 contenant la membrane élastique. En pratique on choisit la fonction
φ0 initiale de telle sorte que|∇φ0| corresponde à l’étirement initial. On postule ensuite une loi de com-
portementE qui dépend de|∇φ| ainsi que de|∇φ0|. Cette énergie va maintenant nous permettre d’en
déduire une force associée via le principe des travaux virtuels comme dansla méthode de Peskin. La
variation de l’énergie (2.18) peut être calculée en considérant une variation ℘ deφ mais commeφ est
transportée par le champ de vitesseu d’après l’équation de transport (2.6) nous choisissons de dériver
par rapport au temps

(Ee(φ))t =

∫

Q
E′(|∇φ|)(|∇φ|)t

1

ε
ζ

(

φ

ε

)

dx+

∫

Q
E(|∇φ|) 1

ε2
ζ ′
(

φ

ε

)

φt dx.

En utilisant la relation (2.14) et l’équation de transport (2.6)

(Ee(φ))t =

∫

Q
E′(|∇φ|)(−u·∇|∇φ|−|∇φ| [∇u] : (n⊗n))

1

ε
ζ

(

φ

ε

)

dx+

∫

Q
E(|∇φ|) 1

ε2
ζ ′
(

φ

ε

)

(−u·∇φ) dx.

En intégrant par parties le deuxième terme
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(Ee(φ))t = −
∫

Q
u·∇(E(|∇φ|))1

ε
ζ

(

φ

ε

)

−div

(

E′(|∇φ|)∇φ⊗∇φ
|∇φ|

1

ε
ζ

(

φ

ε

))

·u+E(|∇φ|) u·∇
(

1

ε
ζ

(

φ

ε

))

dx.

On obtient finalement en utilisant le principe des travaux virtuels

(Ee(φ))t = −
∫

Q
Fe(φ) · u dx, (2.19)

et en regroupant le premier et le dernier terme, la force élastique

Fe(φ) = ∇
(

E(|∇φ|)1
ε
ζ

(

φ

ε

))

− div

(

E′(|∇φ|)∇φ⊗∇φ
|∇φ|

1

ε
ζ

(

φ

ε

))

. (2.20)

Cette force sous cette forme sera utile pour le théorème d’existence que nous montrerons dans la
deuxième partie car la partie en gradient pourra être mise dans la pression et le second terme est sous
forme divergence ce qui nous permettra d’effectuer facilement des intégrations par parties. Cette expres-
sion sous forme divergence permet également d’en déduire le tenseur des contraintes associé à la force
élastique et faire le lien avec les fluides de Korteweg.

Lien avec les fluides de Korteweg

Le tenseur des contraintes associée à cette force élastique peut se mettre sous la forme (en omettant
le gradient)

σe = −E′(|∇φ|)∇φ⊗∇φ
|∇φ|

1

ε
ζ

(

φ

ε

)

.

Choisissons momentanémentε = 1 et introduisons une fonctionZ dont la dérivée est
√
ζ. En posant

ψ = Z(φ) nous obtenons

∇ψ ⊗∇ψ = ∇φ⊗∇φ ζ(φ).

De plus, la fonctionψ vérifie la même équation de transport queφ. En choisissantE′(r) = r nous
obtenons donc les mêmes équations définies dans le modèle de Korteweg (1.27)oùψ joue le rôle de la
densité. Le modèle de membrane peut donc s’interpréter comme un modèle de Korteweg généralisé.

Autre expression de la force élastique

Il est intéressant de mettre la force élastique (2.20) sous une autre forme pour en donner une inter-
prétation physique. Rappelons un instant la définition du gradient surfacique d’une fonctionf associé à
une surface∂Ω

∇∂Ωf = ∇f − (∇f · n) n.

Le gradient surfacique correspond donc à la projection du gradient def dans le plan tangent (ces opéra-
teurs seront développés en details dans la troisième partie). Dans le cas qui nous intéresse,∂Ω = {φ = 0}
et la normale est donnée par (1.33). Développons à présent le terme en divergence de la force élastique
que nous notonsA
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A = div

(

E′(|∇φ|)|∇φ|1
ε
ζ

(

φ

ε

)

n⊗ n

)

= E′(|∇φ|)|∇φ|1
ε
ζ

(

φ

ε

)

div(n⊗ n) + (n⊗ n)

(

∇
(

E′(|∇φ|)|∇φ|1
ε
ζ

(

φ

ε

)))

= E′(|∇φ|)|∇φ|1
ε
ζ

(

φ

ε

)

(Hn+ [∇n] n) −∇∂Ω

(

E′(|∇φ|)|∇φ|1
ε
ζ

(

φ

ε

))

+∇
(

E′(|∇φ|)|∇φ|1
ε
ζ

(

φ

ε

))

,

où l’on a utilisé la relationdiv(n⊗ n) = Hn+ [∇n] n (obtenue avec 1.34) et introduit artificiellement
un gradient surfacique. Développons ce gradient surfacique

∇∂Ω

(

E′(|∇φ|)|∇φ|1
ε
ζ

(

φ

ε

))

= ∇∂Ω(E′(|∇φ|))|∇φ|1
ε
ζ

(

φ

ε

)

+ E′(|∇φ|) ∇∂Ω(|∇φ|)1
ε
ζ

(

φ

ε

)

+E′(|∇φ|)|∇φ|∇∂Ω

(

1

ε
ζ

(

φ

ε

))

.

D’après la définition de la normale en level set nous avons∇∂Ωφ = 0, ainsi le dernier terme est nul. De
plus, il sera montré plus loin que[∇n] n = ∇∂Ω|∇φ|

|∇φ| (voir (5.13)) et donc deux termes se simplifient. Il
reste

A = ( E′(|∇φ|)Hn−∇∂Ω(E′(|∇φ|)) )|∇φ|1
ε
ζ

(

φ

ε

)

+ ∇
(

E′(|∇φ|)|∇φ|1
ε
ζ

(

φ

ε

))

.

Les termes en gradient ne contribuent pas à l’énergie car le champ de vitesse considéré est à divergence
nulle et nul aux bords. En effet, siq est un champ scalaire quelconque

∫

Q
∇q · u dx = −

∫

Q
q div(u) dx = 0.

Nous obtenons finalement, après avoir enlevé les termes en gradient

Fe(φ) = ( ∇∂Ω(E′(|∇φ|)) − E′(|∇φ|)Hn )|∇φ|1
ε
ζ

(

φ

ε

)

. (2.21)

Cette force est localisée à l’interface grâce à la fonction cut offζ. Sous cette forme la force est décompo-
sée en une partie dans le plan tangent et une autre dans la direction normale.Intéressons nous à présent
à quelques cas particuliers.

Quelques cas particuliers

Dans le cas particulierE(r) = α r on obtient avec (2.10)

Ee(φ) =

∫

Q
α|∇φ|1

ε
ζ

(

φ

ε

)

dx −→
ε−→0

α

∫

{φ=0}
dσ.
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et

Fe(φ) = −αHn|∇φ|1
ε
ζ

(

φ

ε

)

.

α correspond dans ce cas à une tension de surface et on retrouve la force usuelle proportionnelle à la
courbure moyenne et dirigée suivant la normale. Dans le cas où le coefficientα n’est pas constant il y a
une composante dans la direction de tangentielle.

Dans le cas d’une membrane élastique dont l’étirement initial est égal à 1 nouspouvons considérer
la loi E(r) = (r− 1)2. Dans ce cas, en plus d’une force normale proportionnelle à la courburemoyenne
il y a une force tangentielle qui tend à ramener la membrane dans sa configurationde référence où l’éti-
rement est constant. Le formalisme considéré permet de considérer des loisde comportement pourE
plus générales non linéaires qui sont souvent utilisées en grandes déformations. Le modèle développé est
complètement eulérien et permet de prendre en compte simplement ces grandesdéformations.

Nous avons maintenant tous les outils nécessaires à la formulation du modèle eulérien de membrane.

2.4.4 Equations du modèle complet

On considère les équations de Navier Stokes définies sur tout le domaine avec en second membre la
force élastique définie précédemment qui est localisée à l’interface. Cette équation est alors couplée avec
l’équation de transport pour donner le modèle







ρ(φ)(ut + (u · ∇)u) − div(µ(φ)D(u)) + ∇p = Fe(φ),
div(u) = 0,

φt + u · ∇φ = 0.
(2.22)

Les fluides de part et d’autre de la membrane ont des viscosités constantesqui peuvent être différentes.
Notonsµ1 la viscosité intérieure etµ2 la viscosité extérieure. La viscosité est lissée à l’interface grâce à

une fonction de Heaviside donnée parζ̃(r) =

∫ r

−∞
ζ (FIG 2.9)

r r

ζ(r)

−1 1

1

r
−1 1

1

ζ̃(r)

FIG. 2.9 – Fonction cut off et de Heavyside
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µ(φ) = µ1 + (µ2 − µ1)ζ̃

(

φ

ε

)

.

Les densités de chaque fluide peuvent aussi être différentes. Notonsρ1 la densité intérieure etρ2 la
densité extérieure qui sont supposées constantes. Il est naturel deconsidérer que la membrane a une
masse surfacique que nous notonsΛ. En utilisant la formule (2.17) nous obtenons

|∇φ|Λ = |∇φ0|Λ0 (2.23)

oùΛ0 est la masse surfacique dans la configuration de référence. La densité totale s’écrit donc de la
manière suivante

ρ(φ) = ρ1 + (ρ2 − ρ1)ζ̃

(

φ

ε

)

+ Λ0|∇φ0|
1

ε
ζ

(

φ

ε

)

.

Vitesse et contraintes a l’interface

L’équation de transport de la fonction level set par le champ de vitesseu implique que la vitesse est
continue à la traversée de l’interface. Il n’y a donc pas de transfert de masse entre les deux fluides à tra-
vers l’interface (continuité de la composante normale de la vitesse) ainsi qu’une absence de frottement
entre les deux fluides (continuité de la composante tangentielle de la vitesse). Contrairement à la mé-
thode de Peskin ou le second membre est singulier, toutes les quantités sont ici régularisées à l’interface.
Cependant les contraintes varient très rapidement à la traversée de l’interface.

2.4.5 Egalité d’énergie du système

Partant du modèle (2.22) il est possible d’obtenir une égalité d’énergie. Pour simplifier la présentation
nous considérons des conditions de Dirichlet homogènes pour la vitesse sur ∂Q. Multiplions l’équation
sur la vitesse paru et intégrons sur le domaineQ. Pour le terme d’inertie développons l’expression

div(ρ(φ)u|u|2) = ρ(φ)|u|2 div(u) + u · ∇(ρ(φ)) |u|2 + u · ∇(|u|2) ρ(φ).

En intégrant surQ l’égalité précédente, le membre de gauche est nul après intégration par parties. Le
premier terme du second membre est nul d’après la condition d’incompressibilité. Il reste en utilisant le
fait queρ(φ) vérifie la même équation de transport queφ

2

∫

Q
ρ(φ)((u · ∇)u) · u dx =

∫

Q
u · ∇(|u|2) ρ(φ) dx = −

∫

Q
u · ∇(ρ(φ)) |u|2 dx =

∫

Q
(ρ(φ))t |u|2 dx.

Nous avons donc

∫

Q
ρ(φ)(ut + (u · ∇)u) · u dx =

∫

Q

1

2
ρ(φ)(|u|2)t +

1

2
(ρ(φ))t |u|2 dx =

1

2

d

dt

(∫

Q
ρ(φ)|u|2 dx

)

.

Pour le terme de diffusion comme la vitesse est nulle aux bords, en intégrant par parties et en utilisant la
symétrie deD(u)
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∫

Q
div(µ(φ)D(u)) · u dx = −

∫

Q
µ(φ)D(u) : ∇u dx = −

∫

Q
µ(φ)D(u) : D(u) dx.

Pour le terme élastique il suffit d’utiliser la relation (2.19). On obtient finalement l’égalité d’énergie
suivante

d

dt

(

1

2

∫

Q
ρ(φ)|u|2 dx+

∫

Q
E(|∇φ|)1

ε
ζ

(

φ

ε

)

dx

)

= −
∫

Q
µ(φ)|D(u)|2 dx. (2.24)

La variation d’énergie cinétique plus élastique du système est égale à la dissipation visqueuse. Siρ n’est
pas constant le terme non linéaire(u ·∇)u est nécessaire pour obtenir cette égalité. Une égalité d’énergie
d’un système est toujours un gage de stabilité lors de l’implémentation numérique donc nous ne néglige-
rons pas le terme d’inertie.

Nous avons donc à travers les deux premiers chapitres introduit les outils de modélisation qui per-
mettent d’aboutir aux équations modélisant chaque constituant du couplage fluide-structure. Nous avons
ensuite pu introduire le modèle complètement eulérien de couplage fluide-structure dans le cas de mem-
branes élastiques et définir les principales propriétés de ce système. La prochaine partie est consacrée à
l’étude du système d’équations (2.22) d’un point de vue mathématique.
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Deuxième partie

Analyse mathématique du modèle

59
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Plan de la deuxième partie

Cette deuxième partie est consacrée à l’étude théorique du modèle eulérien de membrane élastique
introduit dans le chapitre précédent. Le théorème présenté dans cette partie est basé sur une formulation
d’un problème de couplage fluide-structure sous la forme d’un fluide complexe qui simplifie grandement
l’étude.

Dans le premier chapitre de cette partie, nous allons introduire quelques méthodes assez générales
utilisées pour démontrer l’existence de solutions. Nous commencerons par introduire la problématique
relative à l’existence pour des EDP en faisant le lien avec les EDO. Nous étudierons ensuite l’équation de
la chaleur qui va nous permettre d’introduire les différents types de solutions et les espaces de Sobolev.
Une section sera consacrée à l’introduction des outils de compacité qui est le point central de la démons-
tration d’existence pour des problèmes non linéaires. Pour préparer le chapitre suivant, nous passerons
en revue les différents espaces, lemmes et inégalités que nous allons utiliser pour la preuve du théorème
d’existence.

Dans le deuxième chapitre nous présenterons la démonstration de ce théorème. Nous allons d’abord
énoncer le théorème ainsi que les hypothèses utilisées. Avant de passerà la démonstration proprement
dite nous expliquerons le cheminement qui nous a permis d’obtenir le résultat. Le point de départ sera
l’existence d’un problème approché construit avec une régularisation entemps. Ensuite nous ferons les
estimationsa priori non hilbertiennes qui vont nous permettre d’obtenir la convergence fortesur les so-
lutions approchées et ainsi passer à la limite dans les termes non linéaires. Enfin, nous évoquerons les
possibles extensions de ce théorème.
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Chapitre 3

Préliminaires

3.1 Lien entre EDP et EDO

Trouver des solutions analytiques n’est en général pas envisageable pour une EDO à part dans des
cas très particuliers. Dans le cas d’EDP le problème est encore plus difficileet deux études peuvent être
alors considérées : l’étude qualitative de l’équation c’est à dire le comportement des solutions ainsi que
l’existence et l’unicité. Nous nous intéressons ici au cas de l’existence et l’unicité qui est très important
lorsque l’on étudie un modèle puisque dans le cas contraire le problème est mal posé physiquement.

Une équation aux dérivées partielles peut être interprétée comme une équation différentielle ordinaire
posée sur un espace de dimension infinie. En effet supposons que l’EDP dépende du temps et de l’espace.
Dans ce cas, àt fixé, nous devons chercher une fonctionu(t) solution de

u′(t) = F (u(t), t),

oùF est un opérateur posé sur un espace de dimension infinie agissant sur les dérivées spatiales deu. La
dimension infinie n’apparaît pas uniquement dans des problèmes en évolution mais dès que l’inconnue
du problème dépend de plusieurs variables. Il existe l’équivalent du théorème de Cauchy Lipschitz en
dimension infinie mais il est valable pour un second membre lipschitzien et donc continu. Malheureu-
sement, les opérateurs différentiels apparaissant au second membre sont le plus souvent non continus
lorsque l’on les considère sur un espace de Sobolev. L’existence de solutions pour un problème donné
est la plupart du temps effectué au cas par cas contrairement au cas desEDO en dimension finie.

Dans un but pédagogique, nous commençons par étudier l’équation de la chaleur qui permet d’intro-
duire quelques concepts généraux comme le type de solutions que l’on peut envisager et les espaces de
Sobolev qui sont les espaces fonctionnels dans lesquels il est naturel de chercher des solutions.

3.2 Equation de la chaleur

Considérons un domaineΩ régulier et borné deRn constitué d’un matériau qui conduit la chaleur.
La répartition de la températureu dans le matériau soumis à un terme sourcef avec des conditions de
Dirichlet homogènes obéit à l’équation linéaire aux dérivées partielles suivante

{

∆u = f sur Ω
u = 0 sur ∂Ω

63
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Il nous faut tout d’abord choisir un espace fonctionnel dans lequel nous recherchons une solution.
Comme le laplacien fait intervenir des dérivées d’ordre deux nous allonsa priori rechercher une so-
lution qui appartient à l’espaceC2(Ω). Ce type de solution est appelé solution classique.

Solutions faibles

Pour affaiblir la notion de solution il est utile de considérer une formulation variationnelle de cette
équation. Pour ce faire, il suffit de multiplier l’équation par une fonction testv, d’intégrer sur le domaine
Ω puis d’utiliser une intégration par parties. La fonctionv est choisie dans un espace qui vérifie les
mêmes conditions limites queu. Ceci permet d’annuler le terme de bord dans l’intégration par parties
pour donner

−
∫

Ω
∇u · ∇v dx =

∫

Ω
fv dx. (3.1)

L’intégration sur tout le domaineΩ permet de passer d’une formulation locale à une formulation globale
de l’équation. De plus, l’intégration par parties permet de baisser le degré del’équation car elle fait appa-
raître des dérivées d’ordre un. Il est donc possible de considérerdes solutions qui sont moins régulières
que les solutions classiques. La formulation étant globale, il est juste suffisant que les intégrales appa-
raissant dans (3.1) aient un sens. Pour satisfaire cette propriété il suffit (grâce à l’inégalité de Cauchy
Schwarz) que les fonctionsu et v ainsi que leurs gradients soient dans l’espace des fonctions de carré
intégrableL2(Ω). Introduisons donc l’espace de Sobolev

H1
0 (Ω) = {v ∈ L2(Ω) / ∇v ∈ L2(Ω) et v|∂Ω = 0}.

Une fonction de carré intégrable n’étant pas nécessairement dérivable,la définition ci-dessus est donc à
considérer au sens des distributions. La condition limite de Dirichlet homogène a bien un sens d’après
les théorèmes de trace. Les solutions cherchées dans cet espace sont appelées des solutions faibles. La
relation (3.1) s’interprète comme l’égalité d’une forme bilinéaire évaluée en l’inconnueu pour son pre-
mier argument et d’une forme linéaire posé sur l’espace de HilbertH1

0 (Ω). L’existence et unicité est
alors assurée sous des hypothèses de continuité et de coercivité par le théorème de Lax-Milgram.

La mise sous forme variationnelle n’est pas uniquement un outil mathématique pourformuler des
équations aux dérivées partielles de manière plus faible, elle est aussi à la base de la méthode des élé-
ments finis qui est utilisée pour des géométries complexes.

Solutions fortes

Il existe aussi une notion de solution forte intermédiaire entre solution faible et solution classique
qui est obtenue en interprétant les opérateurs différentiels dans les espaces de Sobolev. Dans ce cas,
l’équation de la chaleur (contenant un laplacien) a un sens dans l’espaceH2(Ω) constitué des fonctions
de carrés intégrables ainsi que toutes les dérivées jusqu’à l’ordre deux. Les différents types de solutions
cherchés pour l’équation de la chaleur peuvent être résumés par les inclusions suivantes.

C2(Ω) ⊂ H2(Ω) ⊂ H1(Ω).
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Classifications des EDP

L’équation de la chaleur stationnaire est un exemple simple d’EDP, elle est linéaireet elliptique. Sans
rentrer dans les détails, les EDP peuvent être classées en différents groupes dépendant du degré de déri-
vation des opérateurs mis en jeux ainsi que de leur signe. Les EDP sont alors reparties en trois groupes
principaux : elliptiques, hyperboliques et paraboliques. Les exemples classiques sont donnés par l’équa-
tion de la chaleur stationnaire pour le type elliptique, l’équation de transport et l’équation des ondes
pour le type hyperbolique et l’équation de la chaleur en évolution pour le type parabolique. Le théorème
de Lax Milgram ne s’applique que pour des équations elliptiques linéaires stationnaires. Chaque type
d’équation a des propriétés très différentes et des outils spécifiques ontété développés pour les étudier
tant d’un point de vue théorique que numérique.

De sérieuses difficultés apparaissent lorsque l’équation considérée estnon linéaire. L’étude est alors
réalisée en utilisant les outils de compacité que nous introduisons maintenant.

3.3 Equations non linéaires et compacité

Problématique

Ne sachant pas résoudre les équations non linéaires de manière générale,il faut trouver un moyen
d’approcher l’équation par une autre que l’on sait résoudre. Plusieurs stratégies peuvent être envisagées.
La première consiste à approcher l’équation sous forme variationnelle sur unespace de dimension finie
(méthode de Galerkin). Dans ce cas, l’EDP se réduit à une EDO non linéairedont on prouve l’existence
d’une solution grâce au théorème de Cauchy-Lipschitz en dimension finie. Ilest également possible de
régulariser les opérateurs différentiels pour qu’ils deviennent continuset ainsi utiliser le théorème de
Cauchy-Lipschitz, en dimension infinie cette fois. Une autre stratégie consiste à régulariser les termes
non linéaires pour obtenir une équation linéaire pour lesquelles des outils ont étédéveloppés pour en
montrer l’existence. Dans toutes ces méthodes, une suite de solutions d’un problème plus simple est
construite et il faut effectuer un passage à limite pour obtenir une solution del’équation non linéaire
de départ. Le problème délicat provient du fait que la suite de solutions approchées ne converge pas
forcément sans travail supplémentaire. Pour en extraire une sous suite qui converge il faut utiliser des
propriétés de compacité que nous allons brièvement décrire maintenant.

Compacité et convergence faible

Considérons un espace de BanachB (qui sera l’espace fonctionnel dans lequel on recherche une
solution). Une suitexn appartenant àB converge fortement versx (notéxn −→

n−→∞
x) si

|xn − x|B −→
n−→∞

0

Un sous ensembleE deB est dit compact si de toute suite deE on peut en extraire une sous suite qui
converge dansE. Considérons maintenant une suite bornée dans l’espaceB. L’espaceB étant supposé
de dimension infinie la boule unité n’est pas compacte pour la topologie forte (théorème de Riez), la
suite considérée peut donc ne pas avoir de sous suite qui converge fortement. Il est alors intéressant
d’introduire la notion de convergence faible d’une suitexn versx noté (xn ⇀

n−→∞
x) par la propriété

|L(xn) − L(x)|R −→
n−→∞

0
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pour toute forme linéaireL continue sur l’espaceB. Il est immédiat que la convergence forte implique
la convergence faible. L’intérêt de cette topologie faible réside dans le résultat suivant : si l’espace est
supposé réflexif (le bidual peut s’identifier à l’espace de départ) alorsla boule unité est compacte pour la
topologie faible. Il est donc possible d’extraire une sous suite qui converge faiblement dans l’espaceB.
Dans le cas où l’espace n’est pas réflexif il est utile d’introduire la convergence faible étoile. Une suite
Ln appartenant au dual topologique deB converge faible étoile versL (notéLn ⇀⋆

n−→∞
L ) si

|Ln(x) − L(x)|R −→
n−→∞

0

pour toutx appartenant àB. L’avantage de cette convergence est que la boule unité du dual d’un espace
de Banach est compacte pour la topologie faible étoile (théorème de Banach-Alaoglu).

Passage à la limite dans les termes non linéaires

Il est donc important d’obtenir une borne uniforme sur les suites qui interviennent dans les problèmes
approchés pour pouvoir extraire des sous-suites qui convergent faiblement. Ces bornes sont obtenues à
l’aide d’estimationsa priori sur l’équation approchée. Cependant, la convergence faible ne permetpas
de passer à limite dans les termes non linéaires. Pour comprendre ce phénomène nous donnons un contre
exemple. Considérons la suite de fonctions

xn = t 7→ sin(nt).

Il est simple de montrer que cette suite converge faiblement vers0 dansL2(]0, 1[) par densité et intégra-
tion par parties. Par les mêmes arguments on montre que(xn)

2 converge faiblement vers1/2 et non vers
0. Pour pouvoir passer à la limite dans les termes non linéaires il va donc falloir obtenir de la convergence
forte. Ne pouvant pas être obtenue directement dans l’espace de départ (théorème de Riez) il est naturel
de vouloir extraire d’une suite bornée deB une sous suite dans un espace plus gros contenantB.

Compacité et convergence forte

Il existe beaucoup de résultats de ce type dans les espaces de Sobolev.L’exemple le plus simple est
l’espaceH1(Ω) qui s’injecte de manière compacte dansL2(Ω) (notéH1(Ω) →֒→֒ L2(Ω)). De toute
suite bornée deH1(Ω) on peut extraire une sous suite qui converge fortement dansL2(Ω). Remarquons
que l’on doit obtenir des estimations dans un espace qui contient des dérivées d’ordre plus élevé que
l’espace où l’on veut extraire des sous suites qui convergent fortement ; ce fait est général.

Citons au passage une autre méthode pour montrer l’existence de solutions basée sur le théorème
du point fixe de Schauder. Elle consiste à linéariser l’équation non linéaire puisfaire un point fixe. Il
faut ensuite montrer que l’application est continue dans un certain espace etpour cela des estimationsa
priori sont requises. Dans tous les cas l’estimationa priori de solutions est donc l’ingrédient essentiel de
la preuve d’existence.

Remarques dans le cas non stationnaire

Tous les exemples cités jusqu’a présent appartiennent à la classe des problèmes stationnaires. Les
équations qui interviennent en physique font intervenir le temps et demandent d’introduire des espaces
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fonctionnels plus généraux. Les idées principales évoquées dans cette introduction restent néanmoins les
mêmes. Il est nécessaire d’ajouter une condition initiale pour ces équations. La solution de l’équation
va alors fortement dépendre de la régularité de la condition initiale. Pour une condition initiale peu ré-
gulière, nous obtiendrons des solutions faibles alors que des solutions fortes ou classiques peuvent être
obtenues avec plus de régularité. De plus, les solutions d’une équation de type évolution peuvent être
locales ou globales en temps.

Concernant les résultats d’existence pour les équations de Navier Stokesincompressibles on renvoie
le lecteur au livre [31].

Nous allons maintenant définir de manière plus précise les espaces fonctionnels, les inégalités ainsi
que les lemmes dont nous aurons besoin dans notre étude.

3.4 Espaces et inégalités utilisés

La plupart des résultats de cette partie peuvent être trouvés dans [8]. Les ouvertsΩ sont des domaines
deR

3 ouR
2 supposés réguliers et bornés pour que toutes les propositions qui suivent soient valables.

Espaces fonctionnels utilisés et normes associées

Les espaces fonctionnels introduits précédemment sont hilbertiens c’est à dire munis d’un produit
scalaire. Dans la pratique, il est nécessaire de considérer des espaces plus généraux qui permettent d’uti-
liser des inégalités plus fines. Définissons l’espace de BanachLp(Ω) comme l’ensemble des fonctions
dont la puissance pième est intégrable. Pour un domaine borné nous avons les inclusionsL1(Ω) →֒
Lp(Ω) →֒ L∞(Ω) qui montrent que l’espaceL∞(Ω) est le plus régulier etL1(Ω) le moins régulier. Les
espaces de Sobolev construits à partir de ces espaces sont définis par

Wm,p(Ω) = {f ∈ Lp(Ω) / Dαf ∈ Lp(Ω) pour |α| ≤ m}.

Dans cette définition, la dérivée est bien entendue prise au sens des distributions. Cet espace est muni
de la somme des normesLp de chaque dérivée. Rappelons que ces espaces sont inclus dans lesespaces
usuelsCk(Ω) pour desm assez grands dépendant dek et de la dimension de l’espace dans lequelΩ est
défini. Il est montré dans [49] p 316 qu’il existe une norme équivalente àla précédente en ne gardant que
la norme de la fonction ainsi que celle de la dérivée de plus haut degré. Dans le cas de l’espaceW 2,p(Ω),
il est également démontré que la norme suivante est équivalente à la norme usuelle

|f |W 2,p = |f |Lp + |∆f |Lp . (3.2)

Introduisons à présent un sous espace deW 1,p(Ω) pour lequel les fonctions sont nulles aux bords

W 1,p
0 (Ω) = {f ∈W 1,p(Ω) / f|∂Ω = 0}.

Cette définition a bien un sens d’après les théorèmes de trace. D’après le lemmede Poincaré, une norme
équivalente à la norme usuelle est obtenue en enlevant le terme d’ordre zéro, c’est à dire|f |

W 1,p
0

=
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|∇f |Lp . De la même manière, une norme équivalente à la norme usuelle sur l’espaceW 2,p(Ω)
⋂

W 1,p
0 (Ω)

est donnée par

|f |
W 2,p∩W 1,p

0

= |∆f |Lp . (3.3)

Nous choisirons toujours la norme (3.2) pour l’espaceW 2,p(Ω) et lorsque de plus la fonction sera nulle
aux bords (c’est à dire appartient àW 1,p

0 (Ω)) nous choisirons (3.3). Pour l’espaceW 1,p(Ω) avec des
fonctions nulles aux bords nous utiliserons la norme|f |

W 1,p
0

= |∇f |Lp . Ces normes seront utilisées pour
l’estimation de la vitesse qui vérifiera des conditions de Dirichlet homogènes.

Donnons maintenant quelques injections de Sobolev qui nous servirons pour faire des majorations.

Injections de Sobolev

Les injections continues permettent de majorer la norme sur un espace par une autre norme sur un
espace plus petit. L’injectionW 2,p(Ω) →֒W 1,p(Ω) est continue ce qui se traduit par l’inégalité

∃C > 0, ∀f ∈W 2,p(Ω) |f |W 1,p ≤ C|f |W 2,p . (3.4)

Nous avons également, dans le cas oùp > 3 (3 correspond en fait à la dimension de l’espace) , les
injections continuesW 2,p(Ω) →֒W 1,∞(Ω) etW 1,p(Ω) →֒ L∞(Ω) qui se traduisent par les inégalités

∃C > 0, ∀f ∈W 2,p(Ω) |f |W 1,∞ ≤ C|f |W 2,p , (3.5)

∃C > 0, ∀f ∈W 1,p(Ω) |f |L∞ ≤ C|f |W 1,p . (3.6)

Ces injections sont en fait plus que continues, elles sont compactes. Il serasouvent fait usage de ces
inégalités pour l’obtention des estimationsa priori dans le chapitre suivant. Nous rappellerons à chaque
fois l’injection que nous utiliserons.

Rappelons au passage que l’espace hilbertienH1(Ω) = W 1,2(Ω) ne s’injecte pas dansL∞(Ω) pour
des domaines de dimension strictement supérieure à un. Il est nécessairede considérer des dérivées
d’ordre supérieur avec l’espaceH2(Ω) pour obtenir cette injection dansL∞(Ω). La considération des
espaces non hilbertiens permet donc d’obtenir des majorations de la norme infinie plus fines faisant
intervenir uniquement des dérivées d’ordre un. La contrepartie est de perdre le caractère Hilbertien de
l’espace, ce qui complique l’étude.

Cas d’évolution

Pour des problèmes d’évolution, on est amené à considérer les espaces de Sobolev suivants

Lq(0, T ;Wm,p(Ω)) = {f / |f ′(t)|Wm,p ∈ Lq(]0, T [)}. (3.7)

Les fonctions appartenant à cet espace ont donc une régularitéLq en temps etWm,p en espace. Pour
l’obtention de résultats de compacité dans ces espaces il est nécessaire d’ajouter des hypothèses sur la
régularité de la dérivée temporelle des fonctions considérées. Enonçonsici le théorème de compacité qui
va nous servir dans le chapitre suivant et qui pourra être trouvé dans [42]

{

f ∈ Lα0(0, T ;W 2,p(Ω)) / f ′(t) ∈ Lα0(0, T ;Lp(Ω))
}

→֒→֒ Lα0(0, T ;W 1,∞(Ω)). (3.8)
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Ce théorème utilise les injectionsW 2,p(Ω) →֒→֒ W 1,∞(Ω) →֒ Lp(Ω) qui sont valables pour3 < p <
∞. Il sera utilisé dans les cas particuliersα0 = p pour la vitesse etα0 = ∞ pour la fonction level
set après avoir obtenu les estimationsa priori adéquates. Dans le casα0 = ∞ l’injection est compacte
dansC0(0, T ;W 1,∞(Ω)). Nous remarquons que pour pouvoir extraire des sous suites qui convergent
fortement dans un espace qui contient des dérivées en espace d’ordre un il est utile d’obtenir des bornes
uniformes de la suite dans un espace qui contient des dérivées spatialesd’ordre au moins deux.

Tous les résultats précédents se généralisent sans difficultés dans desespaces fonctionnels vectoriels
c’est à dire lorsque la fonction considérée possède plusieurs composantes. Pour plus de lisibilité nous
utiliserons les mêmes notations pour les espaces fonctionnels vectoriels et scalaires. Suivant le contexte,
la notation| · | correspondra à la valeur absolue, la norme euclidienne d’un vecteur ou d’une matrice,
voire même d’un tenseur d’ordre trois. De même pour| · |Lp , elle correspondra à la norme euclidienne
des normesLp de chaque composante dans les cas vectoriel ou matriciel.

Inégalités

Présentons à présent deux inégalités très utiles dans les estimations. Tout d’abord l’inégalité de Young
obtenue par la convexité de l’exponentielle

∀a, b > 0 ab ≤ ap

p
+
bq

q
avec

1

p
+

1

q
= 1, (3.9)

ainsi que l’inégalité de Hölder (f, g eth fonctions scalaires)

∀f, g, h
∣

∣

∣

∣

∫

Ω
f g h

∣

∣

∣

∣

≤ |f |Lp |g|Lq |h|Lr avec
1

p
+

1

q
+

1

r
= 1.

L’inégalité originale de Hölder peut être retrouvée en choisissanth = 1 et r = ∞. Cette inégalité
reste vraie pour des fonctions à valeurs vectorielles ou matricielles faisant intervenir des produits sca-
laires vectoriels ou matriciels. Il suffit pour cela de développer le terme de gauche sous forme de somme
de fonctions scalaires et d’appliquer l’inégalité précédente. Le terme obtenu se majore ensuite par les
normesLp vectorielles et matricielles voulues.

Intégration par parties

Lors de la mise sous forme variationnelle des équations, nous aurons besoin d’utiliser des intégrations
par parties. Nous rappelons juste celles qui nous servirons dans la suite. Soientu et v des champs de
vecteurs,A une matrice etΩ un ouvert borné

∫

Ω
u · ∆v dx = −

∫

Ω
∇u : ∇v dx+

∫

∂Ω
(∇v n) · u dx,

∫

Ω
div(A) · u dx = −

∫

Ω
A : ∇u dx+

∫

∂Ω
(A n) · u dx.

Dans notre étude, des conditions limites de type Dirichlet homogènes seront choisies pour la vitesse et
les intégrales de bord seront donc nulles.
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Nous avons donc dans ce chapitre défini quelques méthodes généralespour montrer l’existence de
solutions à une EDP et énoncé les lemmes et les notations que nous allons utiliser dans le chapitre suivant
consacré à la preuve d’existence du modèle de membrane.



Chapitre 4

Analyse mathématique du modèle de
membrane

Dans le cadre des équations modélisant l’interaction entre un fluide et une structure élastique, peu de
résultats sont pour le moment connus. La plus grande partie des résultats concernent les solides rigides
dans des fluides [26, 50]. Des preuves d’existences recentes ont aussi été effectuées dans le cas de solides
déformables par Coutand et Shkoller [9, 17] en utilisant une formulation lagrangienne du couplage.
La preuve d’existence que nous proposons ici dans le cas d’une membrane élastique plongée dans un
fluide ne suppose pas de restriction sur les petites déformations. Cette propriété est due à la formulation
eulérienne qui permet de considérer le couplage comme un fluide complexe.Par contre, nous montrerons
seulement l’existence locale avec un temps d’existence qui dépendra du paramètreε servant à localiser
la force élastique.

4.1 Enoncé des hypothèses et du théorème

Nous étudions l’existence de solutions régulières du modèle de membrane dansle cas d’un domaine
Ω ⊂ R

3 borné connexe régulier. Pour simplifier l’étude, nous choisissons le paramètre ε de régulari-
sation égal à un. Le temps d’existence final que nous obtiendrons dépendra donc du paramètreε. Nous
considérons également que la densité du fluide est la même partout égale àρ0 ≥ α > 0 (le théorème
s’adapte simplement dans le cas de densités différentes). Néanmoins, nous ne négligeons pas la masse
de la membrane dans la configuration de référenceΛ0. Pour simplifier l’étude nous supossons queΛ0 est
constante et que|∇φ0| = 1. La densité est donc donnée par (2.23)

ρ(φ) = ρ0 + Λ0ζ(φ),

avecζ une fonction cut-offC∞ positive de masse un. La viscosité est choisie uniforme égale àµ dans
les deux fluides. La prise en compte de viscosité non homogène ne rentre pasdans le cadre de l’étude
qui va suivre. Le modèle considéré est donc le suivant (2.22)

ρ(φ)(ut + (u · ∇)u) − µ∆u+ ∇π = −div (Σ(φ, |∇φ|)) , (4.1)

φt + u · ∇φ = 0, (4.2)

div(u) = 0. (4.3)

71
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Nous avons notéπ la pression car la lettrep va être réservée à l’indice de régularité dans les espaces
de Sobolev. Pour la force élastique, nous choisissons d’utiliser la formule (2.20) en mettant le terme en
gradient dans la pression. La force élastique est donc donnée par la formule

Σ(φ, |∇φ|) = F (φ, |∇φ|)∇φ⊗∇φ, F (φ, |∇φ|) =
E′(|∇φ|)
|∇φ| ζ(φ). (4.4)

Nous faisons l’hypothèse suivante sur la loi de comportement entre les contraintes et les déformations

r 7→ E′(r) ∈ C1([0,+∞[). (4.5)

Cette hypothèse est peu restrictive et permet de considérer des lois exponentielles qui sont souvent utili-
sées en élasticité.

Le système précédent est complété par des conditions initialesu(x, 0) = u0(x) etφ(x, 0) = φ0(x)
ainsi que des conditions de Dirichlet homogènes pour la vitesse sur le bord du domaine. D’après les
propriétés de l’équation de transport il n’est pas nécessaire d’ajouterdes conditions aux limites surφ car
le champ de vitesse est nul aux bords. Nous supposons également que|∇φ0| ≥ α > 0 dans un voisinage
de{φ0 = 0} pour que la force élastique soit bien définie.

Le résultat obtenu peut s’énoncer de la manière suivante

Théorème 1 Soit Ω un ouvert borné régulier deR3 et p > 3. Soit φ0 ∈ W 2,p(Ω) avec |∇φ0| ≥
α > 0 sur un voisinage de{φ0 = 0} et u0 ∈ W 2,p(Ω)

⋂

W 1,p
0 (Ω) avecdiv(u0) = 0. Alors il existe

T ∗ > 0 dépendant uniquement des conditions initiales tel que la solution de (4.1) (4.2) et (4.3) existe
sur [0, T ∗] avecφ ∈ L∞(0, T ∗;W 2,p(Ω)), u ∈ L∞(0, T ∗;W 1,p

0 (Ω))
⋂

Lp(0, T ∗;W 2,p(Ω)) et ∇π ∈
Lp(0, T ∗;Lp(Ω))

4.2 Remarques préliminaires

Avant de rentrer dans les détails techniques de la preuve j’aimerais faire quelques remarques sur le
cheminement utilisé pour parvenir à la démonstration du théorème. La première chose à considérer est de
définir quelles sont les types de solutions que nous cherchons. Les solutions faibles étant obtenues uni-
quement à l’aide de l’égalité d’énergie, regardons les estimations obtenues pour le modèle de membrane.
Pour simplifier l’étude choisissons une densité constante égale à un et une loide comportement de type
Korteweg c’est à direF = 1. Cette hypothèse n’est pas restrictive car l’important dans les estimations
réside dans le fait queΣ s’exprime avec les dérivées premières deφ. Nous allons retrouver dans ce cas
particulier l’égalité d’énergie que l’on peut obtenir directement avec (2.24).

4.2.1 Egalité d’énergie

Commençons par établir un lemme qui sera constamment utilisé. Siu est à divergence nulle vérifiant
des conditions de Dirichlet homogènes etq une fonction quelconque alors une intégration par parties
donne

∫

Ω
u · ∇q dx = 0. (4.6)

Par l’utilisation de ce lemme, le terme de pression et le terme d’inertie(((u · ∇)u) · u = u · ∇(|u|2))
disparaissent lorsque l’on multiplie l’équation de la vitesse paru et que l’on intègre sur le domaineΩ.
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Le terme visqueux est quant à lui intégré par parties avec le terme de bord qui est également nul avec les
conditions de Dirichlet. Il reste en développant la divergence (div(∇φ⊗∇φ) = ∇φ∆φ+ 1

2∇(|∇φ|2))
et en réutilisant le lemme

1

2

d

dt
|u|2L2 + µ|∇u|L2 +

∫

Ω
∆φ ∇φ · u dx = 0.

Prenons à présent le gradient de l’équation de transport (4.2) que l’onmultiplie par∇φ et que l’on intègre
par parties (le terme de bord étant de même nul)

∫

Ω
∇φt · ∇φ dx+

∫

Ω
∇(u · ∇φ) · ∇φ dx =

1

2

d

dt
|∇φ|2L2 −

∫

Ω
u · ∇φ∆φ dx = 0.

Nous obtenons donc l’égalité d’énergie suivante

1

2

d

dt
(|u|2L2 + |∇φ|2L2) + µ|∇u|2L2 = 0. (4.7)

Remarquons que considérer un milieu continu visqueux permet d’obtenir plusde régularité car nous
avons des estimations sur le gradient deu (sinon nous avons juste des estimations suru). Après construc-
tion d’un problème approché, cette égalité va permettre de construire des bornes uniformes sur la dérivée
première deφ en espace. Des résultats de compacité vont permettre de construire une sous suite qui va
converger en espace fortement dansL2(Ω) ou faiblement dansH1(Ω). Malheureusement ces conver-
gences vont être insuffisantes pour passer à la limite dans le terme non linéaire∇φ ⊗ ∇φ. Nous ne
pouvons donc pas espérer trouver des solutions faibles pour le modèle considéré. Il est donc nécessaire
d’obtenir des estimations d’ordre supérieur en espace pourφ pour pouvoir construire des sous-suites
dont le gradient converge fortement et ainsi passer à la limite dans ce termenon linéaire. Intéressons
nous donc aux estimations d’ordre deux que l’on peut obtenir avec l’équation de transport.

4.2.2 EstimationL2 de la dérivée seconde deφ

Le laplacien de l’équation de transport (4.2) donne

∆φt + ∆u · ∇φ+ 2[∇u] : [D2φ] + u · ∇∆φ = 0.

Pour obtenir des estimations d’ordre deux surφ on multiplie l’équation précédente par∆φ puis on in-
tègre surΩ. Le premier terme va donner12

d
dt |∆φ|2L2 . Le dernier va être nul par application du lemme

(4.6). Il faut ensuite estimer les deux autres termes en utilisant des majorations faisant apparaître des
normesL2 de la dérivée seconde deφ pour pouvoir utiliser le lemme de Gronwall. Les deux termes qui
restent se majorent de la même façon.

Nous ne pouvons pas utiliser l’inégalité de Hölder avecp = q = r = 2. Un premier choix consiste a
prendrep = q = 2 et r = ∞. Nous obtenons dans ce cas

∣

∣

∣

∣

∫

Ω
[∇u] : [D2φ]∆φ dx

∣

∣

∣

∣

≤ |∇u|L∞ |[D2φ]|L2 |∆φ|L2 .

Il est nécessaire d’utiliser des majorations pour faire apparaître des normesL2 donc nous devons utiliser
l’injection L∞(Ω) →֒ H2(Ω) qui va donner des dérivées d’ordre trois pour la vitesse. Ceci signifie qu’il
va falloir dériver plusieurs fois l’équation sur la vitesse pour faire des estimations.
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Une autre possibilité est de choisirp = 2 et q, r > 2. Sans perte de généralité nous pouvons choisir
q = r = 4. Dans ce cas,∆φ etD2φ jouant le même rôle nous majorons de la façon suivante

∣

∣

∣

∣

∫

Ω
[∇u] : [D2φ]∆φ dx

∣

∣

∣

∣

≤ |∇u|L4 |[D2φ]|L4 |∆φ|L2 .

Pour obtenir des estimationsL2 de [D2φ], commeH1 →֒ L4 →֒ L2, il va falloir utiliser une inégalité
de Sobolev ou d’interpolation qui fera apparaître des dérivées d’ordre trois deφ. Il est donc nécessaire
de dériver encore une fois l’équation de transport. De plus l’utilisation d’une injection de Sobolev pour
majorer le terme sur la vitesse va faire intervenir des dérivées d’ordre trois deu qui demandent également
de dériver l’équation sur la vitesse.

Ces calculs ont été faits dans l’article [30] qui traite un problème très proche du notre pour une
loi de comportement très simple (F = 1). Les calculs faits sont très lourds et font appel à des dériva-
tions multiples de l’équation de transport et l’équation sur la vitesse. De plus, les calculs ne semblent
pas se généraliser simplement dans le cas d’une loi de comportement générale utilisée dans notre modèle.

4.2.3 Justification du cadre non Hilbertien

Le problème de l’approche précédente est donc surtout lié au caractère L2(Ω) des estimations qui
nécessite l’introduction des normesH2(Ω) pour majorer les normes infinies. Comme mentionné dans
le chapitre précédent, il est possible de majorer des normes infinies avec des normes faisant intervenir
uniquement des dérivées d’ordre un. Pour ce faire il faut renoncer au cadre Hilbertien et considérer les
espacesW 1,p(Ω) pourp > 3 qui s’injectent dans l’espaceL∞(Ω).

L’utilisation de ce cadre non Hilbertien a été utilisé récemment dans l’article [46] pour l’existence
locale de solutions fortes pour un modèle de Korteweg. Notre modèle pouvantêtre vu comme une géné-
ralisation du modèle de Korteweg nous avons voulu adapter la démonstration dans notre cas. La méthode
proposée est basée sur un théorème de point fixe qui utilise l’unicité de la solution sous réserve d’exis-
tence. Dans le cas d’une loi de comportement générale nous n’avons pas réussi à montrer l’unicité donc
la méthode du point fixe ne pouvait pas être utilisée.

Tous les arguments précédents mettent en avant l’importance de considérerdes estimationsLp qui
permettent de ne dériver que deux fois l’équation de transport. De plus des estimationsLp pour le pro-
blème de Stokes existent et seront utilisées dans la suite. Avant de passeraux estimations nous allons
construire un problème approché pour lequel la preuve de l’existence de solutions sera aisée. Nous
construirons alors sur le problème approché des estimations qui permettrontde passer à la limite.

4.3 Problème régularisé

Justification de la régularisation en temps

Il est nécessaire de dériver deux fois l’équation de transport pour obtenir les estimations voulues.
Pour cette raison, nous n’allons pas utiliser une méthode de Galerkin basée sur une approche variation-
nelle des équations sur un espace de dimension finie. Nous allons donc utiliser une régularisation des
équations. Cette régularisation doit obéir à deux règles : l’existence du problème régularisé doit être
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simple et les termes régularisés doivent permettre de faire simplement les estimations.

Dans le livre [31] une méthode de régularisation est utilisée pour montrer l’existence du système
donné par les équations de Navier Stokes non homogènes. Les termes non linéaires de l’équation sur la
vitesse ainsi que la vitesse intervenant dans l’équation de transport sontrégularisés par une convolution
en espace pour obtenir un découplage ainsi qu’une équation plus simple sur la vitesse. Des estimations
sont ensuite démontrées pour passer à la limite. Pour faire ces estimations, despropriétés de stabilité c’est
à dire des inégalités entre les fonctions régularisées et non régularisées sont nécessaires. Il est montré
à la fin du livre comment faire pour construire des régularisations ayant des propriétés de stabilité dans
les espacesW 1,p

0 (Ω) à divergence nulle. En choisissant de régulariser en espace le terme devitesse dans
l’équation de transport pour découpler les équations nous allons avoir besoin de la stabilitéW 2,p(Ω) lors
des estimations d’ordre deux surφ. Pour éviter la construction de régularisation de fonctions à diver-
gence nulle avec une condition de stabilité dansW 2,p(Ω) qui semble difficile à obtenir nous proposons
d’utiliser une régularisation en temps que nous allons définir maintenant.

4.3.1 Régularisations en temps et en espace utilisées

Régularisation en temps

La régularisation en temps va être effectuée avec une fonction cut-offξ régulière à support compact
dans[1, 2] de masse un. Considérons un paramètre de régularisationη > 0 etv une fonction appartenant
àL∞(0, T ;W 2,p(Ω)

⋂

W 1,p
0 (Ω)). Cette fonction est prolongée par0 en dehors de l’intervalle[0, T ] nous

permettant de définir la convolution suivante

ṽη(·, t) =
1

η

∫

R

v(·, t− s)ξ

(

s

η

)

ds.

D’après la définition du support deξ l’expression précédente se réécrit

ṽη(·, t) =
1

η

∫ 2η

η
v(·, t− s)ξ

(

s

η

)

ds =
1

η

∫ t−η

t−2η
v(·, s)ξ

(

t− s

η

)

ds.

La convolution en temps permet donc de créer un effet de retard temporel. La valeur dẽvη(·, t) ne dépend
que des valeurs dev(·, t) entret−2η et t−η. Avec cette définition la régularisation temporelle est stable
dansL∞(0, T ;W 2,p(Ω)

⋂

W 1,p
0 (Ω)) c’est à dire

|ṽη|
L∞(0,T ;W 2,p

T

W 1,p
0

)
≤ C|v|

L∞(0,T ;W 2,p
T

W 1,p
0

)
. (4.8)

Cette propriété se montre simplement en utilisant la normeu 7→ |∆u|Lp sur l’espaceW 2,p(Ω)
⋂

W 1,p
0 (Ω).

De plus, siv est à divergence nulle et nul aux bords alorsṽη l’est aussi comme on peut le vérifier rapide-
ment.

Régularisation en espace

Intéressons nous maintenant à la régularisation en espace d’une fonctionψ appartenant à l’espace
W 2,p(Ω). Il est assez simple de construire un prolongement deψ notéA de classeC∞ en dehors deΩ
satisfaisant la condition de stabilité
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|A(ψ)|W 2,p ≤ C|ψ|W 2,p . (4.9)

Choisissons à présentθ une fonction cut-off régulière à support dans la boule (deR
3) centrée en0 et de

rayon1/2 et considérons la régularisation spatiale suivante

ψ
η
(x, ·) =

∫

R3

A(ψ(x− y, ·))θ
(

y

η

)

η−3dy.

Cette régularisation vérifie les mêmes conditions de stabilité que le prolongement deA c’est à dire

|ψη|W 2,p ≤ C|ψ|W 2,p , (4.10)

ainsi que

|ψη|L∞(0,T ;W 2,p) ≤ C|ψ|L∞(0,T ;W 2,p). (4.11)

Il est simple de voir que la stabilité est aussi vraie dansLp(0, T ;W 2,p). En utilisant les propriétés de la
convolution,ψ

η
est une fonction régulièreC∞.

Problème régularisé

Nous pouvons à présent considérer une version régularisée du système d’équations précédentes. La
première chose à faire est de découpler les équations en procédant à unerégularisation deφ dans l’équa-
tion sur la vitesse et une régularisation de la vitesse dans l’équation de transport. Comme nous l’avons
déjà évoqué précédemment, nous avons besoin de construire une régularisation d’un champ de vitesse
nul aux bords et à divergence nulle possédant la stabilitéW 2,p(Ω). C’est pourquoi nous utilisons une
régularisation en temps pour la vitesse dans l’équation de transport où cette condition de stabilité est
vérifiée (4.8). De plus, nous utilisons également une régularisation en temps pour le terme non linéaire
d’inertie pour linéariser le problème. Pour les termes dépendant deφ dans l’équation sur la vitesse nous
utilisons une régularisation en espace. Le système régularisé s’écrit donc











ρ(φ
η
)(ut + (ũη · ∇)ũη) − µ∆u+ ∇π = −div

(

Σ(φ
η
, |∇φη|)

)

,

φt + ũη · ∇φ = 0,
div(u) = 0.

La solution(u, φ, π) de ce système va dépendre deη. Nous notons donc cette solution avec des indices
inférieursuη, φη, πη. Les indices supérieurs dénotent des régularisations en temps et en espace qui sont
de plus accompagnées d’une barre ou d’un tilde pour qu’il n’y ait pas de confusion possible. Le système
précédent devient

ρ(φ
η
η)((uη)t + (ũηη · ∇)ũηη) − µ∆uη + ∇πη = −div

(

Σ(φ
η
η, |∇φ

η
η|)
)

, (4.12)

(φη)t + ũηη · ∇φη = 0, (4.13)

div(uη) = 0. (4.14)
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4.3.2 Existence globale de solutions pour le problème approché

Nous allons maintenant montrer l’existence globale de solutions pour le problème approché précé-
dent sur l’intervalle de temps[0, T ] avecT fixé. La preuve est basée sur une récurrence. La solution
va être construite pas à pas sur des intervalles de tailleη. Cette construction est rendue possible par les
régularisations en temps effectuées.

Initialisation

Pour l’amorce, on construit des fonctions constantes en temps sur l’intervalle [0, 2η] à partir des
conditions initiales (FIG 4.1)

uη(x, t) = u0(x) et φη(x, t) = φ0(x) pour t ∈ [0, 2η].

t
2η 3η 4η

(u0, φ0)

0

FIG. 4.1 – Initialisation de la récurrence

Commeφ0 a été choisie dansW 2,p(Ω) etu0 dansW 2,p(Ω)
⋂

W 1,p
0 (Ω) nous en déduisons

(uη, φη) ∈ Lp(0, 2η;W 2,p(Ω) ∩W 1,p
0 (Ω)) × L∞(0, 2η;W 2,p(Ω)).

L’initialisation est donc acquise. Supposons maintenant que pour un certaink > 0, uη et φη sont
construits sur un intervalle[0, kη] et appartiennent aux espaces

(uη, φη) ∈ Lp(0, kη;W 2,p(Ω) ∩W 1,p
0 (Ω)) × L∞(0, kη;W 2,p(Ω)). (4.15)

Nous allons maintenant construireuη etφη sur l’intervalle[kη, (k + 1)η].
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Résolution de l’équation de transport

Commençons par résoudre l’équation de transport. La fonctionuη est connue par hypothèse de récur-
rence sur[0, kη]. Nous pouvons donc calculerũηη sur[kη, (k+1)η] (il suffit même de connaître seulement
uη sur [(k − 2)η, kη] d’après les propriétés mentionnées pour la régularisation). Commet appartient à
l’intervalle [kη, (k + 1)η] et en utilisant l’hypothèse de récurrence (4.15)

|∆ũηη(t)|Lp =

∫ t−η

t−2η
|∆uη(s)|Lp

∣

∣

∣

∣

ξ

(

t− s

η

)∣

∣

∣

∣

ds ≤ C|∆uη|Lp(0,nη;Lp) ≤ C.

Nous avons donc l’estimation

ũηη ∈ L∞(kη, (k + 1)η;W 2,p(Ω)
⋂

W 1,p
0 (Ω)). (4.16)

Nous allons maintenant regarder quelle régularité ce champ de vitesse implique sur la fonctionφη. Pour
cela nous utilisons l’estimation obtenue pour l’équation de transport (4.21) (qui est indépendante de la
présente démonstration) avec l’estimation (4.16)

d

dt
|∆φη|pLp ≤ C(1 + |∆ũηη|pLp + |∆φη|

p2

p−1

Lp ) ≤ C(1 + |∆φη|
p2

p−1

Lp ).

Il suffit ensuite d’utiliser un argument de type Gronwall pour en déduire

φη ∈ L∞(kη, (k + 1)η;W 2,p(Ω))

Résolution de l’équation sur la vitesse

L’existence et la régularité deφη étant obtenue considérons l’équation sur la vitesse

ρ(φ
η
η)((uη)t + (ũηη · ∇)ũηη) − µ∆uη + ∇πη = −div

(

Σ(φ
η
η, |∇φ

η
η|)
)

,

div(uη) = 0.

Comme précédemment la régularisation en temps permet de connaître(ũηη ·∇)ũηη sur l’intervalle[kη, (k+
1)η] en fonction de la valeur deuη sur [(k − 2)η, kη] qui est une donnée du problème. Nous mettons
donc ce terme en second membre.

Le termeρ(φη)(ũ
η
η · ∇)ũηη appartient bien à l’espaceLp(kη, (k + 1)η;Lp(Ω)). En effet le terme

en ρ(φ
η
η) se majore en norme infinie carζ est borné. De plus d’après (4.16) et l’injection de Sobolev

W 1,p(Ω) →֒ L∞(Ω)

|(ũηη · ∇)ũηη|pLp ≤ |ũηη|pL∞ |∇ũηη|pLp ≤ |ũηη|2pW 1,p ≤ C|ũηη|2pL∞(kη,(k+1)η);W 2,p)
≤ C.

Le terme de la force élastique est également dans cet espace car la régularisation en espace donne des
fonctions très régulières que l’on majore en norme infinie.

On est donc en présence d’une équation de Stokes linéaire avec un second membre ainsi qu’une
condition initiale (donnée ent = kη par l’hypothèse de récurrence) dansLp(kη, (k + 1)η;Lp(Ω)). Le
résultat obtenu dans [44] par Solonnikov pour le problème de Stokes peut donc être utilisé. L’existence
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et unicité d’une solution dansLp(kη, (k + 1)η;W 2,p(Ω) ∩W 1,p
0 (Ω)) est donc acquise.

La récurrence est donc achevée et nous avons donc montré l’existence globale en temps car la dé-
monstration précédente est faite sur un intervalle[0, T ] fixé. Nous allons maintenant construire des esti-
mations sur le problème régularisé pour pouvoir passer à la limite.

4.4 Estimationsa priori

Il faut à présent construire des estimations suruη etφη indépendantes deη. Pour obtenir la conver-
gence forte nécessaire pour passer à la limite dans le terme non linéaire élastique il est nécessaire obtenir
des estimations sur|∆φ|Lp . De plus, il nous faudra aussi des estimations sur la vitesse pour passer à
la limite dans les termes intervenant dans l’équation sur la vitesse. Pour ce faire, nous allons combiner
des estimations obtenues en dérivant deux fois l’équation de transport, l’estimationLp du problème de
Stokes ainsi qu’une estimation indépendante de[∇u]Lp . Pour plus de lisibilité nous enlevons les indices
η apparaissant dans le problème approché. Nous notonsũ = ũηη etφ = φ

η
η.

4.4.1 Estimation sur l’équation de transport

Nous remarquons tout d’abord que l’équation de transport conserve lanormeLp. Pour cela nous
multiplions (4.2) par|φ|p−2φ , nous intégrons sur le domaineΩ et utilisons la propriété de la dérivée de

la valeur absolue|φ|t =
φ

|φ|φt

∫

Ω
φt|φ|p−2φ dx+

∫

Ω
ũ · ∇φ|φ|p−2φ dx =

1

p

d

dt
(|φ|pLp) +

∫

Ω
ũ · ∇(|φ|p) dx = 0.

Le dernier terme est nul par le lemme (4.6). Nous obtenons donc

|φ(t)|Lp = |φ0|Lp ≥ 0. (4.17)

La condition initiale étant fixée et connue, tous les termes faisant intervenir|φ(t)|Lp sont donc bornés.
Nous en déduisons donc l’inégalité suivante qui nous servira dans la suite

|[D2φ]|Lp ≤ |φ|W 2,p ≤ C(|φ|Lp + |∆φ|Lp) ≤ C(1 + |∆φ|Lp). (4.18)

Passons maintenant à la dérivation à l’ordre deux de l’équation de transport. Le laplacien de (4.2)
donne donc quatre termes (un pour la dérivée deφt et trois pour la dérivée seconde deũ · ∇φ)

∆φt + ∆ũ · ∇φ+ 2[∇ũ] : [D2φ] + ũ · ∇∆φ = 0. (4.19)

Multiplions cette équation par|∆φ|p−2∆φ et intégrons surΩ

∫

Ω
∆φt|∆φ|p−2∆φ dx +

∫

Ω
∆ũ · ∇φ|∆φ|p−2∆φ dx

+ 2

∫

Ω
[∇ũ] : [D2φ]|∆φ|p−2∆φ dx+

∫

Ω
ũ · ∇∆φ|∆φ|p−2∆φ dx = 0.
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Dénotons parI1, I2, I3 et I4 les quatre termes intervenant dans l’égalité précédente et estimons les. Le

premier terme s’écrit de la manière suivante en utilisant|∆φ|t =
∆φ

|∆φ|(∆φ)t

I1 =

∫

Ω
∆φ∆φt|∆φ|p−2 dx =

1

p

d

dt
(|∆φ|pLp).

Pour le deuxième terme utilisons une inégalité de Hölder

|I2| =

∣

∣

∣

∣

∫

Ω
∆ũ · ∇φ|∆φ|p−2∆φ dx

∣

∣

∣

∣

≤ |∇φ|L∞ |∆ũ|Lp ||∆φ|p−2∆φ|Lq .

Comme les exposants conjugués vérifientq(p− 1) = p nous obtenons

||∆φ|p−2∆φ|Lq =

(∫

Ω
|∆φ|(p−1)q dx

) 1

q

= |∆φ|p−1
Lp . (4.20)

En utilisant l’injection de SobolevW 2,p(Ω) →֒W 1,∞(Ω) ainsi que (4.18)

|I2| ≤ |∇φ|L∞ |∆ũ|Lp |∆φ|p−1
Lp ≤ C|∆ũ|Lp |∆φ|p−1

Lp (1 + |∆φ|Lp).

Pour le troisième terme utilisons également une inégalité de Hölder ainsi que l’égalité (4.20)

|I3| = 2

∣

∣

∣

∣

∫

Ω
[∇ũ] : [D2φ]|∆φ|p−2∆φ dx

∣

∣

∣

∣

≤ 2|[∇ũ]|L∞ |[D2φ]|Lp ||∆φ|p−2∆φ|Lq ≤ 2|[∇ũ]|L∞ |[D2φ]|Lp |∆φ|p−1
Lp .

En utilisant l’injection de SobolevW 2,p(Ω)
⋂

W 1,p
0 (Ω) →֒W 1,∞(Ω) ainsi que (4.18)

|I3| ≤ C|∆ũ|Lp |∆φ|p−1
Lp (1 + |∆φ|Lp).

Pour le dernier terme nous remarquons que

∇(|∆φ|p) = p∇(|∆φ|)|∆φ|p−1 = p
∆φ∇∆φ

|∆φ| |∆φ|p−1 = p∆φ∇∆φ|∆φ|p−2.

Ainsi, en utilisant le lemme (4.6) à̃u qui vérifie les mêmes propriétés queu nous obtenons

I4 =

∫

Ω
ũ · ∇∆φ|∆φ|p−2∆φ dx =

1

p

∫

Ω
ũ · ∇(|∆φ|p) dx = 0.
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En mettant bout à bout les résultats précédents nous obtenons l’inégalité

d

dt
(|∆φ|pLp) ≤ C|∆ũ|Lp(|∆φ|p−1

Lp + |∆φ|pLp),

qui se réécrit avec l’inégalité de Younga ≤ C(1 + a
p

p−1 )

d

dt
(|∆φ|pLp) ≤ C|∆ũ|Lp(1 + |∆φ|pLp).

Utilisons encore une fois une inégalité de Young

|∆ũ|Lp |∆φ|pLp ≤ 1

p
|∆ũ|pLp +

p

p− 1
|∆φ|

p2

p−1

Lp .

En réutilisanta ≤ C(1 + ap) nous obtenons l’inégalité finale

d

dt
(|∆φ|pLp) ≤ C(1 + |∆ũ|pLp + |∆φ|

p2

p−1

Lp ) . (4.21)

L’idée est ensuite d’utiliser un lemme de Gronwall. Pour se faire, des estimationsde |∆ũ|Lp seront
obtenues grâce à l’équation sur la vitesse. C’est l’objet de la section qui suit.

4.4.2 Estimation sur l’équation de conservation de la quantité de mouvement

L’estimation de l’équation sur la vitesse est simple à réaliser dansL2. Il suffit de multiplier l’équation
paru et d’intégrer sur le domaineΩ et appliquer des intégrations par parties. Si l’on essaye de faire la
même chose dansLp en multipliant paru|u|p−2 nous n’arrivons pas à mettre le terme en laplacien sous
la forme d’une normeLp. Cependant, le résultat peut être obtenu mais il fait appel à des outils d’analyse
harmonique très complexes. La démonstration de l’estimation dans les espacesLp pour le problème de
Stokes non homogène peut être trouvé dans [44]. Considérons le problème

{

ρut − µ∆u+ ∇π = f,
div(u) = 0.

Alors nous avons l’estimation de Solonnikov

∫ t

0
|ut|pLp ds+ µ

∫ t

0
|∆u|pLp ds+

∫ t

0
|∇π|pLp ds ≤ P (M∞(t))

(∫ t

0
|f |pLp ds+ |u0|W 2−2/p,p

)

.

oùP est un polynôme croissant etM∞(t) = |∇ρ|L∞([0,t]×Ω) + |ρt|L∞([0,t]×Ω). Appliquée à notre pro-
blème et en utilisant une inégalité de convexité pour le second membre nous obtenons l’estimation non
hilbertienne

∫ t

0
|ut|pLp ds + µ

∫ t

0
|∆u|pLp ds+

∫ t

0
|∇π|pLp ds

≤ P (M∞(t))

(∫ t

0
|(ũ · ∇)ũ|pLp ds+

∫ t

0
|div(Σ(φ, |∇φ|))|pLp ds+ |u0|W 2−2/p,p

)

.
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Nous avons ici majoré le termeρ(φ
η
η) en norme infinie. Dans ce cas

M∞(t) = |∇(ρ(φ))|L∞([0,t]×Ω) + |(ρ(φ))t|L∞([0,t]×Ω).

Remarquons ici que l’on aurait pu choisir une condition initiale dansW 2−2/p,p(Ω) ⊃W 2,p(Ω) pour plus
de généralité. Nous majorons à présent la condition initiale par une constante.Il nous faut maintenant
estimerM∞(t) ainsi que les termes apparaissant en second membre.

Estimation deM∞(t)

Commeζ ′ est une fonction bornée

M∞(t) ≤ C(|∇φ|L∞([0,t]×Ω) + |φt|L∞([0,t]×Ω)).

En utilisant la stabilité de la régularisation spatiale (4.11) et l’équation de transport (4.13)

M∞(t) ≤ C(1 + |ũ|L∞([0,t]×Ω))|∇φ|L∞([0,t]×Ω).

En utilisant les injections de SobolevW 1,p
0 (Ω) →֒ L∞(Ω) etW 2,p(Ω) →֒W 1,∞(Ω)

M∞(t) ≤ C(1 + |∇ũ|L∞(0,t;Lp(Ω))(1 + |∆φ|L∞(0,t;Lp)) ≤ G1(|∇ũ|L∞(0,t;Lp(Ω) + |∆φ|L∞(0,t;Lp)).
(4.22)

oùG1 est une fonction strictement croissante. Nous estimons ce terme avec les quantités∇ũ et ∆φ car
toutes les estimations doivent être faites avec ces deux termes.

Estimation du terme d’inertie

Majorons à présent le terme non linéaire d’inertie apparaissant au secondmembre de l’estimation non
hilbertienne. Pour cela, nous utilisons l’injection de SobolevW 1,p

0 (Ω) →֒ L∞(Ω)

|(ũ · ∇)ũ|pLp ≤ |∇ũ|pLp |ũ|pL∞ ≤ C|∇ũ|2pLp .

L’idée est maintenant de majorer le terme élastique à l’aide uniquement de la quantité |∆φ|Lp .

Estimation la force élastique

Pour arriver au résultat, nous commençons par développer le terme en divergence

div(F (φ, |∇φ|)∇φ⊗∇φ) = F (φ, |∇φ|) div(∇φ⊗∇φ) + (∇φ⊗∇φ)∇(F (φ, |∇φ|)).

Le premier terme peut encore se développer et s’écrire
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F (φ, |∇φ|) div(∇φ⊗∇φ) = E′(|∇φ|)ζ(φ)

(

∆φ
∇φ
|∇φ|

+ [D2φ]
∇φ
|∇φ|

)

.

Pour le deuxième terme nous devons développer le gradient

∇(F (φ, |∇φ|)) = ∇
(

E′(|∇φ|)
|∇φ|

ζ(φ)

)

= ∇
(

E′(|∇φ|)
|∇φ|

)

ζ(φ) +
E′(|∇φ|)
|∇φ|

∇φ ζ ′(φ).

En développant le premier terme avec la propriété∇|∇φ| = [D2φ] ∇φ
|∇φ|

∇
(

E′(|∇φ|)
|∇φ|

)

=
1

|∇φ|2

(

E′′(|∇φ|)[D2φ] ∇φ− E′(∇φ)[D2φ]
∇φ
|∇φ|

)

.

En réécrivant tous les termes nous obtenons

div(Σ(φ, |∇φ|)∇φ⊗∇φ) = E′(|∇φ|)ζ(φ)

(

∆φ
∇φ
|∇φ|

+ [D2φ]
∇φ
|∇φ|

)

+
∇φ
|∇φ|

⊗ ∇φ
|∇φ|

ζ(φ)

(

E′′(|∇φ|)[D2φ] ∇φ− E′(∇φ)[D2φ]
∇φ
|∇φ|

)

+ E′(|∇φ|)|∇φ|∇φ ζ ′(φ).

Les termes de l’égalité précédente sont notésJ1, J2 et J3. L’idée est maintenant assez simple. Nous

allons majorer tous les termes en utilisant la propriété
∣

∣

∣

∇φ
|∇φ|

∣

∣

∣
≤ 1. Nous obtenons donc pour le premier

terme (ζ est borné)

|J1| ≤ C|E′(|∇φ|)|(|[D2φ]| + |∆φ|).

Pour le deuxième terme nous obtenons

|J2| ≤ |[D2φ]|( |∇φ||E′′(|∇φ|)| + |E′(|∇φ|)| ).

Pour le troisième terme nous obtenons

|J3| ≤ |E′(|∇φ|)||∇φ|2.

Pour toute fonctionf continue il existe une fonctionG croissante tel que∀r > 0 f(r) ≤ G(r). Il suffit
en effet de choisir

G(r) = sup
s∈[0,r]

|f(s)|.

Les fonctionsr 7→ |E′(r)| et r 7→ r|E′′(r)| + |E′(r)| sont des fonctions continues d’après hypothèse
(4.5). Nous avons donc

|E′(r)| ≤ G(r) r|E′′(r)| + |E′(r)| ≤ G(r)
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où la fonctionG est différente dans chaque cas. PourJ3

|J3|Lp ≤ | |E′(|∇φ|)|L∞ |∇φ|2L∞ ≤ G(|∇φ|L∞)|∇φ|2L∞ .

Nous utilisons à présent l’injection de SobolevW 2,p(Ω) →֒W 1,∞(Ω) et la croissance deG ainsi que la
propriété de stabilité de régularisation en espace (4.10)

|J3|Lp ≤ G(|∆φ|Lp)|∆φ|2Lp ≤ G(|∆φ|pLp).

La même démonstration permet de majorer de la même façonJ1 et J2. En utilisant une inégalité de
convexité pour obtenir|J1 + J2 + J3|pLp ≤ C(|J1|pLp + |J2|pLp + |J3|pLp) nous avons finalement

|div(Σ(φ, |∇φ|))|pLp ≤ G(|∆φ|pLp). (4.23)

Estimation finale pour l’équation de Stokes

Mettant bout à bout les estimations pour chaque terme non linéaire nous obtenons l’estimation

∫ t

0

|ut|pLp ds+ µ

∫ t

0

|∆u|pLp ds+

∫ t

0

|∇π|pLp ds ≤ P (M∞(t))

(

1 +

∫ t

0

|∇ũ|2p
Lp ds+

∫ t

0

G(|∆φ|pLp) ds

)

.

(4.24)

Pour finir, nous allons estimer la normeLp du gradient deu.

4.4.3 Estimation de[∇u]
Cette estimation utilise seulement le fait queu est à divergence nulle et nul aux bords. Rappelons que
dans le cas de matrices la notation|A|2 = A : A. Nous avons donc2|∇u| |∇u|t = 2[∇u] : [∇ut]. Cette
relation combinée avec une intégration par parties donne

1

p

d

dt
(|[∇u]|pLp) =

∫

Ω
[∇ut] : [∇u] |[∇u]|p−2 dx =

∫

Ω
div([∇u] |[∇u]|p−2) · ut dx+

∫

∂Ω
|[∇u]|p−2([∇u] n) · ut dx

Le dernier terme est nul en dérivant par rapport au temps la condition de Dirichlet homogène sur la
vitesse. Développons à présent la divergence

1

p

d

dt
(|[∇u]|pLp) =

∫

Ω
|[∇u]|p−2∆u · ut dx+

∫

Ω
([∇u] ∇(|[∇u]|p−2)) · ut dx.

Les deux termes apparaissant dans l’expression précédente sont notés J1 et J2. Utilisons une inégalité
de Hölder pour le premier terme avecq = p et r = p

p−2

|J1| =

∣

∣

∣

∣

∫

Ω
|[∇u]|p−2∆u · ut dx

∣

∣

∣

∣

≤ |∆u|Lp |ut|Lp ||[∇u]|p−2|Lr .

Le dernier terme se réécrit
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||[∇u]|p−2|Lr =

(∫

Ω
|[∇u]|r(p−2)

) 1

r

= |[∇u]|p−2
Lp .

Utilisons à présent l’injection de SobolevW 2,p(Ω)
⋂

W 1,p
0 (Ω) →֒W 1,p(Ω)

|J1| ≤ |∆u|Lp |ut|Lp |[∇u]|p−2
Lp ≤ C|∆u|p−1

Lp |ut|Lp .

En utilisant une inégalité de Young nous obtenons finalement

|J1| ≤ C(|∆u|pLp + |ut|pLp).

Développons maintenant le terme apparaissant dansJ2

∇(|[∇u]|p−2) = (p− 2)∇(|[∇u]|) |[∇u]|p−3 = (p− 2)[D2u][∇u]|[∇u]|p−4,

où nous avons noté[D2u][∇u] l’expression1
2∇([∇u] : [∇u]). Utilisons maintenant une inégalité de

Hölder

|J2| = (p− 2)

∣

∣

∣

∣

∫

Ω
([∇u][D2u][∇u]|[∇u]|p−4) · ut dx

∣

∣

∣

∣

≤ |ut|Lp |[D2u]|Lp ||[∇u]|p−2|Lr .

Cette inégalité est obtenue en développant tous les termes et en utilisant une inégalité de Hölder scalaire.
En regroupant, les termes obtenus se majorent par les normesLp du membre de droite. Ce terme se
majore donc exactement commeJ1. Nous obtenons donc finalement l’estimation voulue

d

dt
(|∇u|pLp) ≤ C(|∆u|pLp + |ut|pLp) . (4.25)

Nous avons donc maintenant toutes les estimations nécessaires pour donnerl’estimation finale.

4.4.4 Estimation finale

Dans la suiteG désignera une fonction croissante positive qui ne sera pas la même dans chaque
inégalité. En additionnant l’estimation sur[∇u] (4.25) et celle sur l’équation de transport (4.21) nous
obtenons

d

dt
(|∇u|pLp + |∆φ|pLp) ≤ C(1 + |ut|pLp + |∆u|pLp + |∆ũ|pLp + |∆φ|

p2

p−1

Lp ).

Intégrant la relation précédente sur l’intervalle[0, t] nous obtenons

|∇u(t)|pLp + |∆φ(t)|pLp ≤ C0 + C

(

t+

∫ t

0
|∆u|pLp ds+

∫ t

0
|∆ũ|pLp ds+

∫ t

0
|ut|pLp ds+

∫ t

0
|∆φ|

p2

p−1

Lp ds

)

.
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D’après la stabilité de la régularisation en temps (4.8)

∫ t

0
|∆ũ|pLp ds ≤

∫ t

0
|∆u|pLp ds.

Nous utilisons à présent l’estimation sur la vitesse (4.24) pour majorer les normesLp deut et∆u

|∇u(t)|pLp + |∆φ(t)|pLp ≤ C0 + C

(

t+

∫ t

0
|∆φ|

p2

p−1

Lp ds+ 3P (M∞(t))

(

1 +

∫ t

0
|∇ũ|2pLp ds+

∫ t

0
G(|∆φ|pLp) ds

)

)

En notant encoreG une fonction croissante, l’expression précédente peut donc être majorée par

|∇u(t)|pLp + |∆φ(t)|pLp ≤ C(1 + P (M∞(t)))

∫ t

0
G(|∇ũ(t)|pLp + |∆φ(t)|pLp) ds.

Posons

y(t) = sup
s≤t

(|∇u(s)|pLp + |∆φ(s)|pLp).

Par croissance deG et la propriété de stabilité de la régularisation temporelle (4.8)

∫ t

0
G(|∇ũ(t)|pLp + |∆φ(t)|pLp) ds ≤ tG(sup

s≤t
(|∇ũ(s)|pLp + |∆φ(s)|pLp)) ≤ tG(y(t)).

En utilisant l’estimation surM∞(t) (4.22) et en remettant la dépendance enη

yη(t) ≤ C(1 +G1(yη(t)))tG(yη(t)),

que nous pouvons réécrire

yη(t) ≤ tG(yη(t)).

La fonctionyη dépendant uniquement des conditions initiales et du domaine. Un raisonnement de type
Gronwall donne l’existence d’un tempsT ⋆ sur lequelyη(t) ≤ C sur[0, T ⋆] avecC indépendant deη.

Estimations obtenues et utilisation de la compacité

Nous obtenons donc les estimations suivantes (|φ|Lp est borné d’après (4.17) )

uη est borné uniformément enη dans L∞(0, T ∗;W 1,p
0 (Ω), (4.26)

φη est borné uniformément enη dans L∞(0, T ∗;W 2,p(Ω)). (4.27)
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En utilisant (4.24) nous obtenons les estimations suivantes

(uη)t est borné uniformément enη dans Lp(0, T ∗;Lp(Ω)), (4.28)

uη est borné uniformément enη dans Lp(0, T ∗;W 2,p(Ω). (4.29)

Il nous manque une dernière estimation sur(φη)t pour pouvoir utiliser les résultats de compacité.
Pour l’obtenir, nous repartons de l’équation de transport (4.2) et nousutilisons l’inclusion de Sobolev
W 2,p(Ω) →֒W 1,∞(Ω)

|(φη)t|Lp ≤ |∇φη|L∞ |ũηη|Lp ≤ C|φη|W 2,p |ũηη|Lp ≤ C|φη|L∞(0,t;W 2,p))|ũηη|L∞(0,t;Lp).

En utilisant la condition de stabilité (4.8) ainsi que les estimations que nous venons d’obtenir (4.26) et
(4.27) nous obtenons

(φη)t est borné uniformément enη dans L∞(0, T ∗;Lp(Ω)). (4.30)

En utilisant les résultats de compacité (3.8) nous obtenons l’existence deφ etu qui vérifient (à une sous
suite près)

φη −→
η−→0

φ dans C0(0, T ∗;W 1,∞(Ω)) fortement, (4.31)

uη −→
η−→0

u dans Lp(0, T ∗;W 1,∞(Ω)) fortement. (4.32)

Convergence des suites régularisées

Dans le problème approchée il apparaît aussi les quantités régularisées. Il faut donc montrer que ces
quantités convergent aussi. Il est bien connu que la convergence dela convolution d’une fonctionf ap-
partenant àLp par un noyauθη converge versf en normeLp. Dans le cas qui nous intéresse la fonction
f dépend du paramètreη. Dans ce cas il est nécessaire d’avoir des informations sur les dérivéesde f
pour obtenir la convergence.

Dans le cas d’une régularisation en temps nous avons par construction deũηη

ũηη(·, t) − uη(·, t) =
1

η

∫ 2η

η
(uη(·, t− s) − uη(·, t))ξ

(

s

η

)

ds.

En utilisant un développement de Taylor Lagrange et (4.28)

|ũηη − uη|Lp(0,T ∗;Lp) ≤ Cη|(uη)t|Lp(0,T ∗;Lp) ≤ Cη.

On obtient donc avec (4.32)

ũηη −→
η−→0

u dans Lp(0, T ∗;Lp(Ω)). (4.33)
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Dans le cas de la régularisation spatiale, nous avons des estimations sur la dérivée seconde en espace
(4.27) donc en suivant le même raisonnement que précédemment nous obtenons

φ
η
η −→
η−→0

φ dans C0(0, T ∗;W 1,∞(Ω)). (4.34)

Toutes les convergences obtenues vont nous permettre de passer à la limitedans le problème régula-
risé. Comme la convergence obtenue pour la régularisée en tempsũηη (4.33) est beaucoup plus faible que
celle obtenue avecuη (4.32) nous allons réécrire le terme d’inertie sous forme divergence. Pourcela nous
utilisons queu est à divergence nulle ainsi que le fait queρ(φ) vérifie la même équation de transport que
φ (nous avons enlevé les indices provisoirement)

(ρ(φ)u)t + div(ρu⊗ u) = ρ(φ)(ut + (u · ∇)u) + u((ρ(φ))t + u · ∇(ρ(φ)) + ρ(φ) div(u))

= ρ(φ)(ut + (u · ∇)u).

4.5 Passage à la limite

Nous allons mettre l’équation régularisée sous forme variationnelle et passer à lalimite grâce à la
convergence forte obtenue pourφη, uη ainsi que leurs régularisées. Pour mettre le problème sous forme
variationnelle nous considérons des fonctions tests de la formev(x)ψ(t) pour simplifier la présentation.
La fonctionψ est prise dansD(]0, T ⋆[) (fonctionsC∞(]0, T ⋆[) à support compact) et la fonctionv dans
D(Ω) (fonctionsC∞(Ω) à support compact) avec la contrainte d’incompressibilitédiv(v) = 0. Pour
l’équation de transport, nous choisissons une fonction testw appartenant à l’espaceD(Ω). La fonction
v étant nulle aux bords et à divergence nulle, les termes de bords serontnuls dans les intégrations par
parties. La formulation variationnelle est donc la suivante

∫ T ⋆

0

∫

Ω
(ρ(φ

η
η)uη)t · v ψ dxdt−

∫ T ⋆

0

∫

Ω
ρ(φ

η
η)ũ

η
η ⊗ ũηη : ∇v ψ dxdt (4.35)

+ µ

∫ T ⋆

0

∫

Ω
∇uη : ∇v ψ dxdt =

∫ T ⋆

0

∫

Ω
Σ(φ

η
η, |∇φ

η
η|) : ∇v ψ dxdt. (4.36)

∫ T ⋆

0

∫

Ω
(φη)t w ψ dxdt+

∫ T ⋆

0

∫

Ω
ũηη · ∇φη w ψ dxdt = 0. (4.37)

Remarquons que lors de l’extraction de sous suites qui convergent grâce aux théorèmes de compacité,
(φη)t converge effectivement versφt et pas autre chose. Ce résultat est général et se montre grâce à
l’unicité de la limite au sens des distributions. La même remarque est valable pouruη. Les fonctions
tests étant régulières et à support compact nous les majorerons à chaque fois en norme infinie par une
constante. Pour plus de lisibilité, lesdx dt intervenant dans les intégrales ont été omis. Commençons
l’étude par le cas le plus simple de l’équation de transport.

4.5.1 Equation de transport

Terme de dérivée en temps surφ

Pour ce terme, la convergence faible va permettre de passer à la limite. Il estsimple de voir que la
forme linéairef 7→

∫ T ⋆

0

∫

Ω f w ψ est continue sur l’espaceL1(0, T ⋆;Lq(Ω)). Or d’après l’estimation
(4.30)
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(φη)t ⇀⋆

m−→∞
φt dans L∞(0, T ⋆;Lp(Ω)) = (L1(0, T ⋆;Lq(Ω)))′.

Nous obtenons donc facilement par convergence faible

∫ T ⋆

0

∫

Ω
(φη)t w ψ −→

η−→0

∫ T ⋆

0

∫

Ω
φt w ψ.

Terme de transport

Nous écrivons

ũηη · ∇φη − u · ∇φ = (ũηη − u) · ∇φη + u · (∇φη −∇φ).

Pour le premier terme on utilise (4.27) et (4.33) (W 2,p →֒W 1,∞)

∣

∣

∣

∣

∣

∫ T ⋆

0

∫

Ω
(ũηη − u) · ∇φη w ψ

∣

∣

∣

∣

∣

≤ C|φη|L∞(0,T ⋆;W 1,∞) |ũηη − u|Lp(0,T ⋆;Lp) ≤ C|ũηη − u|Lp(0,T ⋆;Lp) −→
η−→0

0.

Pour le deuxième terme on utilise (4.31) et (4.32)

∣

∣

∣

∣

∣

∫ T ⋆

0

∫

Ω
u · (∇φη −∇φ) w ψ

∣

∣

∣

∣

∣

≤ C|u|Lp(0,T ⋆,Lp) |φη − φ|L∞(0,T ⋆;W 1,∞) −→
η−→0

0.

Passons maintenant à la convergence des termes dans l’équation sur la vitesse.

4.5.2 Equation de conservation de la quantité de mouvement

Terme de la force élastique

Σ est continu pour la norme uniforme car produit de fonctions continues (on utilisel’hypothèse (4.5)
). D’après (4.34),φ

η
η converge uniformément doncΣ(φ

η
η, |∇φ

η
η|) converge également uniformément vers

Σ(φ, |∇φ|) qui est donc continu et borné. Nous pouvons donc appliquer le théorème de convergence
dominée pour obtenir

∫ T ⋆

0

∫

Ω
Σ(φ

η
η, |∇φ

η
η|) : ∇v ψ −→

η−→0

∫ T ∗

0

∫

Ω
Σ(φ, |∇φ|) : ∇v ψ. (4.38)

Terme de dérivée temporelle

On commence par utiliser une intégration par parties en temps (les termes de bordssont nuls carψ ∈
D(]0, T ⋆[) )

∫ T ⋆

0

∫

Ω
(ρ(φ

η
η)uη)t · v ψ = −

∫ T ⋆

0

∫

Ω
ρ(φ

η
η)uη · v ψt.
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Nous écrivons à présent

ρ(φ
η
η)uη − ρ(φ)u = (ρ(φ

η
η) − ρ(φ))uη + ρ(φ)(uη − u).

Pour le premier terme on utilise (4.32) et (4.34)

∣

∣

∣

∣

∣

∫ T ⋆

0

∫

Ω
(ρ(φ

η
η) − ρ(φ))uη · v ψt

∣

∣

∣

∣

∣

≤ C|ρ(φηη) − ρ(φ)|L∞(0,T ⋆,L∞)|uη|Lp(0,T ⋆;Lp) ≤ C|ρ(φηη) − ρ(φ)|L∞(0,T ⋆,L∞).

Le terme précédent tend vers0 avec un argument similaire à celui utilisé pour la force élastique (4.38).
Pour le deuxième terme on utilise (4.32) et (4.31)

∣

∣

∣

∣

∣

∫ T ∗

0

∫

Ω
ρ(φ)(uη − u) · v ψt

∣

∣

∣

∣

∣

≤ |ρ(φ)|L∞(0,T ⋆,L∞)|uη − u|Lp(0,T ⋆;Lp) −→
η−→0

0.

Terme d’inertie

Utilisons la décomposition suivante

ρ(φ
η
η)ũ

η
η ⊗ ũηη − ρ(φ)u⊗ u = ρ(φ

η
η)ũ

η
η ⊗ (ũηη − u) + ρ(φ

η
η)(ũ

η
η − u) ⊗ u+ (ρ(φ

η
η) − ρ(φ))u⊗ u.

Pour le premier terme on utilise (4.34), la stabilité (4.8) ainsi que (4.26) et (4.33)

∣

∣

∣

∣

∣

∫ T ∗

0

∫

Ω
ρ(φ

η
η)ũ

η
η ⊗ (ũηη − u) : ∇v ψ

∣

∣

∣

∣

∣

≤ |ρ(φηη)|L∞(0,T ⋆,L∞)|ũηη|L∞(0,T ⋆,L∞)|ũηη − u|Lp(0,T ⋆,Lp)

‘ ≤ C|ũηη − u|Lp(0,T ⋆,Lp) −→
η−→0

0.

Le deuxième terme se traite de manière analogue. Pour le troisième terme on utilise (4.32) et le même
argument que pour la force élastique

∣

∣

∣

∣

∣

∫ T ∗

0

∫

Ω
(ρ(φ

η
η) − ρ(φ))u⊗ u : ∇v ψ

∣

∣

∣

∣

∣

≤ |ρ(φηη) − ρ(φ)|L∞(0,T ⋆,L∞)|u|2L∞(0,T ⋆,L∞) −→
η−→0

0.

Terme de diffusion

Il suffit de faire une majoration qui permet d’utiliser la convergence (4.32)

∣

∣

∣

∣

∣

∫ T ∗

0

∫

Ω
(∇uη −∇u) : ∇v ψ

∣

∣

∣

∣

∣

≤ C|uη − u|Lp(0,T ⋆;W 1,∞) −→
η−→0

0.

Nous avons avons donc réussi à passer à la limite dans tous les termes de l’équation et nous obtenons
donc le résultat annoncé dans le théorème.
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Conditions initiales et pression

Pour retrouver la pression il suffit d’utiliser la formulation variationnelle et d’utiliser le théorème de
Rham. Pour ce qui est des conditions initiales, les résultats de compacité obtenus permettent de montrer
que les fonctionsφ et u sont en fait continues en temps. Les conditions initiales etu0 et φ0 ont donc
du sens et elles peuvent se retrouver en intégrant par parties les termesde dérivée en temps dans la
formulation variationnelle.

4.6 Conclusions et perspectives

La formulation eulérienne du couplage fluide-structure a permis d’écrire leséquations du modèle
comme un fluide complexe avec un tenseur des contraintes plus général quecelui obtenu pour les fluides
de Korteweg. Nous avons alors montré l’existence locale de solutions fortesà partir d’un problème ré-
gularisé et des estimations adéquates. Rappelons que nous avons choisiε = 1 dans la démonstration du
théorème. Il s’en suit que le temps d’existence dépend du paramètreε. Il ne semble pas envisageable
pour le moment de trouver un temps d’existence indépendant deε car la régularisation fait apparaître un
1/ε dans la force élastique.

Dans les applications, il arrive fréquemment que les viscosités intérieure etextérieure soient diffé-
rentes et donc queµ = µ(φ). Dans ce cas, le terme visqueux s’écritdiv(µ(φ)D(u)) que l’on peut dé-
velopper en deux parties. Le premier terme fait apparaître un laplacien quise traite comme dans l’étude
précédente. Le deuxième terme serait mis dans le second membre lors de l’estimation Lp pour le pro-
blème de Stokes. Des estimations de ce terme par des dérivées d’ordre deux de φ et d’ordre un pouru
semblent envisageables.

L’unicité semble difficile à obtenir à cause de la loi de comportement fortement non linéaire. Dans
le cas simple oùE′(r) = r (fluide de Korteweg) le terme élastique devient plus simple et il est possible
d’obtenir l’unicité comme dans l’article [46]. Les lois qui nous intéressent pour l’étude de forces élas-
tiques sont de la formeE′(r) = r − 1 ce qui complique fortement l’étude à cause du terme en|∇φ| au
dénominateur de la force élastique. Il sera également intéressant de regarder de plus près les estimations
obtenues pour montrer l’existence globale pour des données petites.

Ce travail a été publié dans [16].
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Troisième partie

Prise en compte de la courbure
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Introduction

Dans la première partie, nous avons introduit un modèle eulérien de couplage fluide-structure où l’in-
terface est capturée par une fonction level set. Dans le cas où la membraneest plongée dans un champ de
vitesse incompressible, la quantité|∇φ| permet d’avoir accès à la variation d’aire (en dimension 3). Cette
propriété permet alors de postuler une énergie élastique qui est localisée au voisinage de l’interface. Les
applications qui nous intéressent concernent la biomécanique où les membranes de cellules biologiques
possèdent des propriétés élastiques. Comme l’épaisseur de la la membrane est très faible devant les autres
dimensions il est naturel d’utiliser un modèle de plaque mince. Les termes obtenus au premier ordre sont
de deux types. Un premier appelé membranaire et liée à la variation locale d’aireet un deuxième lié
aux déformations en cisaillement. Un cas particulier important de cellules de part sa simplicité est celui
des vésicules phospholipidiques (4.2). Elles sont constituées de têtes hydrophiles et hydrophobes qui
s’organisent de telle sorte à former des couches lipidiques qui peuvent être considérées comme fluides.
Dans ce cas, il n’y a pas de contrainte créée lors d’un cisaillement et seulela variation d’aire engendre
une contrainte. Le modèle élastique développé dans la première partie est donc parfaitement adapté pour
modéliser ce type de vésicules.

Cependant, les forces de cohésions internes dans ces vésicules sontimportantes et donnent lieu à une
métrique qui ne varie quasiment pas. Dans ce cas, il est d’important de considérer un terme de flexion
obtenu à un ordre plus élevé dans les modèles de plaques minces élastiques. C’est cette énergie qui pilote
en particulier la forme de ces vésicules (4.3, (4.4).

FIG. 4.2 – Vésicule phospholipidique, image tirée d’un article du Max Plank institute

Comme les déformations sont faibles nous pouvons utiliser le modèle de flexion introduit dans la pre-
mière partie dans le cas d’un matériau de Saint-Venant Kirchoff (1.30). Notons∂Ω la surface moyenne
de la plaque mince etH etG les courbures moyenne et de Gauss de∂Ω. L’énergie de flexion est alors
donnée par

Ec =

∫

∂Ω
αH2 + βG dσ. (4.39)
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Pour intégrer cette énergie au modèle, il faut calculer la force associée avec le principe des travaux vir-
tuels. Pour ce faire, il est nécessaire de procéder à la différentiation de (4.39). Cette fonctionnelle dépend
de la surface∂Ω considérée, il est donc naturel de se demander quelle méthode d’optimisation de forme
nous allons utiliser.

Cette dernière partie va être découpée en deux chapitres. Un premier concernant la différentiation de
l’énergie (4.39) avec plusieurs méthodes d’optimisation de formes. La deuxième est consacré à quelques
applications numériques sur les formes d’équilibre de vésicules et le comportement dans un écoulement
en cisaillement.

FIG. 4.3 – Vue d’artiste de globules rouges dans le sang réalisée par Hélène Fournier

FIG. 4.4 – Vue d’artiste de globules rouges dans le sang réalisée par Hélène Fournier



Chapitre 5

Dérivation de fonctionnelles géométriques

5.1 Problématique

Dans la première partie nous avons introduit la fonctionnelle élastique

Ee(φ) =

∫

Q
E(|∇φ|)1

ε
ζ

(

φ

ε

)

dx.

Pour calculer la différentielle, nous avons introduit un champ de vitesseu qui transporte la fonctionφ.
Ceci permet de faire un calcul simple où la variation de l’énergie se calcule endérivant par rapport àt. Il
suffit ensuite d’utiliser l’équation de transport et une intégration par partiespour calculer l’expression de
la différentielle sous la forme

∫

Q F u ·n et ainsi en déduire la force associée avec le principe des travaux
virtuels (2.20). Ces calculs sont rendus relativement simples car le domained’intégration est un volume
Q qui est fixé.

Le but de ce chapitre est de calculer la différentielle d’une fonctionnelle dépendant de la courbure
dans le but de trouver la force associée à l’énergie (4.39). Pour se placer d’un point de vue plus général
nous nous intéressons à des fonctionnelles géométriques de la forme

J(Ω) =

∫

∂Ω
f(x,Ω) dσ,

oùf(x,Ω) dépend de quantités géométriques telles la normale et la courbure qui sont définies sur la sur-
face∂Ω. Dans ce cas, contrairement à l’énergie élastique, le domaine d’intégration (qui est une surface)
varie lorsque l’on fait varier la forme.

Pour faire varier la forme, une idée naturelle est d’introduire une fonctionlevel setφ dont la ligne
de niveau0 représente la surface∂Ω. Les quantités géométriques définies sur la surface pouvant être
calculées avec cette fonctionφ, la fonctionnelle précédente se réécrit alors (on omet la dépendance enx)

J(φ) =

∫

{φ=0}
f [φ] dσ.

La notationf [φ] désigne une fonctionf qui dépend deφ ainsi que les dérivées deφ (typiquement la
normale et la courbure).

97
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Le calcul de la différentielle de cette fonctionnelle consiste à faire varier la fonctionφ et conserver le
terme linéaire que l’on obtient au premier ordre. Le principal problème provient du fait que le domaine
d’intégration est une surface qui n’est pas fixe. Pour contourner ceproblème, une première méthode
consiste à approcher cette fonctionnelle avec une régularisation volumique à l’aide d’une fonction cut
off ζ et un paramètreε par la formule

Jε(φ) =

∫

Q
f [φ] |∇φ| 1

ε
ζ

(

φ

ε

)

dx.

Cette approximation a déjà été introduite dans la première partie (2.10) et se justifieavec la formule de
la coaire. L’avantage principal de cette approximation est de se ramener à un domaine fixeQ qui est
volumique. La formule précédente a bien un sens car les objets géométriquestels que la normale et la
courbure sont définis sur tout l’espace. Pour calculer la différentiellede cette fonctionnelle, nous procé-
dons comme pour l’énergie élastique. Nous introduisons un champ de vitesseu(x, t) transportantφ(·, t)
qui dépend maintenant du temps. Nous pouvons donc utiliser le calcul différentiel classique en dérivant
par rapport au paramètret. Il suffit ensuite de faire tendreε vers0 pour en déduire la dérivée recherchée
initialement.

Il est naturel de se demander si les résultats obtenus restent les mêmes sion ne procède pas à une ré-
gularisation volumique. Dans cette optique, nous allons utiliser une formule de Reynolds surfacique qui
permet de calculer la différentielle de la fonctionnelle en restant sur la surface. Ce calcul est nouveau et
constitue la contribution la plus importante de ce chapitre. Nous verrons que dans ce cas, des intégrations
par parties sur les surfaces doivent être utilisées et permettent d’introduire les opérateurs surfaciques.

Une fonctionφ arbitraire étant choisie pour faire les calculs précédents, le résultat vaa priori dé-
pendre de la fonctionφ choisie et ainsi d’un prolongement des quantités en dehors de la ligne de niveau
0. Pour avoir une vision plus géométrique, nous effectuerons les calculs enreprésentant la surface par
une paramétrisation(u1, u2) 7→ X(u1, u2). La fonctionnelle précédente s’écrit

J =

∫

U
f [X] |X,1 ∧X,2| du1du2. (5.1)

La notationf [X] désigne une fonctionf qui dépend de la paramétrisationX ainsi que des dérivées
deX.

Pour calculer la différentielle, il suffit de déformer la surface dans la direction de la normale et de
calculer la variation de chaque terme présent dans l’intégrale qui est écritsur un domaine fixe. C’est cette
méthode qui a été utilisée par Willmore [51] pour calculer la variation de la fonctionnelle

∫

∂ΩH(Ω)2 dσ.
Nous développerons ce point de vue dans la troisième méthode d’optimisation.

Plan du chapitre

Nous nous intéressons dans cette partie à la dérivation de fonctionnelles géométriques par plusieurs
méthodes. Le point central résidant dans la définition de la courbure nouscommencerons par définir cette
notion de manière surfacique puis nous regarderons les formules obtenues dans le cas de prolongement
unitaire de la normale. Nous introduirons ensuite la méthode de dérivation par level set basée sur une
régularisation volumique de la fonctionnelle surfacique à l’aide d’un paramètreε et d’une fonction cut
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off permettant de localiser la surface. Le principal avantage de cette méthoderéside dans sa simplicité
mais le résultat final dépendraa priori du prolongement deφ à l’extérieur de la surface. Pour ne pas
utiliser d’approximation volumique, nous considèrerons une formule de Reynolds surfacique qui per-
met de faire les calculs en restant sur la surface. Nous finirons ce chapitre en introduisant les outils de
géométrie différentielle qui permettent de faire les calculs sans faire appelà un prolongement en dehors
de la surface. Dans ce cas, le résultat dépend uniquement de la surface c’est à dire de la courbure et
d’opérateurs surfaciques. Nous comparerons alors les différents résultats obtenus en montrant l’équiva-
lence dans le cas de fonctionnelles dépendant de la normale ainsi que de la courbure moyenne. Nous
montrerons également l’équivalence de la première et la troisième méthode d’optimisation dans le cas
d’une fonctionnelle dépendant de la courbure de Gauss qui intervient naturellement dans (4.39) en nous
restreignant à une fonction distance.

5.2 Calcul de la courbure

Dans un grand nombre d’applications, le calcul de la normale et de la courbure est indispensable pour
pouvoir faire évoluer une interface représentée mathématiquement par une surface deR3. Ces quantités
peuvent se définir sur la surface à l’aide d’une paramétrisation (voir Annexe du chapitre 7) mais éga-
lement à l’aide de fonctions définies sur tout l’espace dans le cadre d’unereprésentation implicite. Les
quantités ayant un sens uniquement sur la surface il est donc nécessaire de construire des opérateurs qui
ne dépendent pas du prolongement choisi à l’extérieur de celle-ci.

Dans la suite,Ω désigne un ouvert connexe régulier deR
3 et on note∂Ω sa frontière qui est donc une

surface deR3 (FIG 5.1). La notation utilisée ici est différente de celle introduite dans les autres parties
où le domaineΩ désignait un ouvert contenant le fluide et la surface.

∂Ω

Ω

FIG. 5.1 – Representation d’une surface∂Ω

5.2.1 Opérateurs surfaciques

Nous allons construire des opérateurs différentiels associés à des fonctions ou des champs de vecteurs
définis sur tout l’espace comme la projection des opérateurs différentiels classiques sur le plan tangent.
Cette construction est rendue possible grâce à l’opérateur de projectionP défini par, pourw ∈ R

3
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P (w) = (I − n⊗ n)(w) = w − (w · n)n,

oùn désigne un prolongement quelconque de la normale sortanteà la surface. Les opérateurs surfaciques
que nous allons définir peuvent être trouvés dans [28] et [43].

Gradient surfacique

On définit le gradient surfacique d’une fonctionf : R
3 −→ R noté∇∂Ωf comme la composante

tangentielle du gradient def

∇∂Ωf = (I − n⊗ n)∇f = ∇f − (∇f · n)n.

Il est montré dans [28] que le gradient tangentiel est indépendant du prolongement choisi pourf à
l’extérieur de la surface. Une propriété importante et évidente de cet opérateur est

∇∂Ωf · n = 0. (5.2)

Définissons à présent le gradient surfacique d’un champ de vecteurv : R
3 −→ R

3 par la formule

[∇∂Ωv] = [∇v](I − n⊗ n). (5.3)

Cette définition correspond à choisir le gradient surfacique de chaque composantevi du vecteurv car
la ième ligne de[∇∂Ωv] est∇∂Ωvi. Cet opérateur ne dépend donc pas du choix du prolongement dev
choisi à l’extérieur de la surface. Nous avons de plus la propriété évidente[∇∂Ωv] n = 0.

Divergence surfacique

Définissons la divergence surfacique d’un champ de vecteursv : R
3 −→ R

3 notédiv∂Ω(v) par

div∂Ω(v) = Tr([∇∂Ωv]) = div(v) − ([∇v] n) · n. (5.4)

D’après les propriétés du gradient surfacique d’un champ de vecteurs nous en déduisons que cet opérateur
est également indépendant du prolongement choisi. On peut également définir la divergence surfacique
d’une matriceτ : R

3 −→M3(R) comme étant la divergence surfacique de chaque vecteur ligneτi de la
matriceτ

div∂Ω(τ) = div(τ) − (∇τ n) · n,

avec la convention[(∇τ n) · n]i = (∇τi n) · n. Cet opérateur ne dépend pas du prolongement choisi.

Laplacien surfacique

On définit le laplacien surfacique noté∆∂Ω d’une fonctionf : R
3 −→ R par

∆∂Ωf = div∂Ω(∇∂Ωf).

Comme précédemment cet opérateur ne dépendant pas du prolongement choisi. Nous allons maintenant
pouvoir définir l’opérateur surfacique associé à la courbure.
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5.2.2 Courbure d’une surface

Opérateur surfacique associé àn et courbure

Pour les surfaces, la courbure est calculée à partir de la variation du vecteur normal sortant dans le
plan tangent. Nous définissons donc l’opérateur surfacique de courbure en utilisant (5.3)

[∇∂Ωn] = [∇n](I − n⊗ n). (5.5)

Nous avons simplement que[∇∂Ωn] n = 0 doncn est vecteur propre associé à la valeur propre0. On se
place maintenant en un pointx de la surface et l’on considère la base(e1, e2, n) où (e1, e2) est la base
orthonormée du plan tangent qui diagonalisedn (voir Annexe du chapitre 7). Les courbures principales
κ1 etκ2 sont donc les deux valeurs propres de[∇∂Ωn] associées aux vecteurs proprese1 ete2.

Nous venons donc de montrer que les valeurs propres de l’opérateur[∇∂Ωn] en un point de la surface
sont0, κ1, κ2. Rappelons qu’une matrice de taille 3 a trois invariants qui sont les valeurs propres ou de
manière équivalente la trace, la trace des cofacteurs et le déterminant de lamatrice. La trace correspond
à la somme des valeurs propres, la trace des cofacteurs correspond à lasomme de leur produit deux à
deux et le déterminant à leur produit.

Courbure moyenne et courbure de Gauss "surfacique"

D’après l’annexe du chapitre 7 (7.24), la courbure moyenne se définiecomme la somme deκ1 etκ2 qui
est donc la trace de[∇∂Ωn]

H = Tr([∇∂Ωn]) = div∂Ω(n). (5.6)

Quant à la courbure de Gauss, elle se définie à l’aide du produit deκ1 etκ2. Il nous faut donc calculer le
produit des valeurs propres non nulles qui est donné par la trace descofacteurs

G = Tr(Cof([∇∂Ωn])). (5.7)

Les propriétés des opérateurs surfaciques montrent que les courbures ainsi définies ne dépendent pas du
prolongement choisi pourn.

Cas d’un prolongement de la normale de norme1

Dans le cas d’un prolongement de la normale vérifiant|n|2 = 1 nous obtenons en dérivant

[∇n]Tn = 0. (5.8)

On en déduit facilement la relation([∇n] n)·n = 0. La formule (5.8) va maintenant permettre d’apporter
des simplifications pour le calcul de la courbure. En utilisant la définition (5.6) et lapropriété (5.8) nous
obtenons

H = Tr([∇n]) = div(n). (5.9)
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Pour la courbure de Gauss utilisons la propriétéTr(Cof(A)) = 1
2(Tr(A)2 − Tr(A2)) et la définition

(5.7)

2G = (Tr([∇n](I − n⊗ n)))2 − Tr([∇n](I − n⊗ n)[∇n](I − n⊗ n)).

Pour le premier terme nous utilisons (5.8) pour obtenirTr([∇n](n ⊗ n)) = ([∇n] n) · n = 0. Pour le
deuxième terme nous utilisons la propriété (5.8) pour obtenir(n ⊗ n)[∇n] = n ⊗ ([∇n]T n) = 0 qui
implique

Tr([∇n]2(n⊗ n)) = Tr([∇n](n⊗ n)[∇n]) = 0.

Il reste donc

G = Tr(Cof([∇n])). (5.10)

Dans toute l’étude qui va suivre nous utiliserons des prolongements unitaires de la normale

Passons maintenant en revue quelques propriétés des fonctions level set qui seront utiles dans la suite.

5.2.3 Propriétés des fonctions level set

Une surface régulière∂Ω peut être représentée par la ligne de niveau0 d’une fonction régulièreφ

∂Ω = {x ∈ R
3/φ(x) = 0}.

La fonctionφ est définie sur l’espace entier mais seule la ligne de niveau0 contient des informations sur
la surface. En particulier, il faudra veiller à ce que les notions géométriques introduites par la suite ne
dépendent pas de la fonction level set choisie mais uniquement de sa ligne de niveau0.

Rappelons que∇φ est un vecteur orthogonal au plan tangent construit sur chaque ligne deniveau deφ.
Il est donc naturel de définir la normale par la formule

n(φ) =
∇φ
|∇φ| . (5.11)

Nous choisissons comme convention queφ est négative à l’intérieur de la surface et positive sinon. La
normale (5.11) est donc orientée vers l’extérieur de la surface. Le prolongement de la normale étant
unitaire d’après (5.11) nous pouvons calculer la courbure à l’aide de (5.9) et (5.10) qui sont les invariants
de[∇n]. En utilisant la propriété∇|∇φ| = [D2φ] ∇φ

|∇φ| nous obtenons

[∇n] = ∇
( ∇φ
|∇φ|

)

=
1

|∇φ| [D
2φ] −∇φ⊗ ∇|∇φ|

|∇φ|2 =
1

|∇φ|

(

I − ∇φ
|∇φ| ⊗

∇φ
|∇φ|

)

[D2φ]. (5.12)

En utilisant la définition du gradient surfacique on obtient facilement
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[∇n] n =
∇∂Ω|∇φ|
|∇φ| . (5.13)

Cette expression avec un gradient surfacique n’est pas spécifique àla représentation par une méthode
level set, elle est valable dès que l’on considère un prolongement de la normale de norme un. Les calculs
de courbure d’une surface peuvent être simplifiés dans le cas particulieroù la fonctionφ est une fonction
distance.

Remarque dans le cas d’une fonction distance

Une fonction distance est obtenue en choisissant pourφ(x) la distance signée entre le pointx et la surface
∂Ω

φ(x) =

{

dist(x, ∂Ω) pourx à l’extérieur de∂Ω
−dist(x, ∂Ω) pourx à l’intérieur de∂Ω

C’est un exemple assez simple de fonction level set mais il rarement possible de la construire explicite-
ment. Pour ce type de fonction, les lignes de niveau sont régulièrement espacées et en conséquence nous
avons|∇φ| = 1 aux endroits oùφ est régulière. Ce type de fonction apporte donc de grandes simplifi-
cations dans les calculs. En effet[∇n] est alors symétrique d’après la définition de la normale et (5.8)
devient

[∇n] n = 0. (5.14)

Cette propriété se retrouve aussi avec la relation (5.13). De manière générale, il faut se donner un pro-
longement de la normale sur tout l’espace. Dans le cas particulier où nous choisissons une représentation
level set, le prolongement de la normale est unitaire et il dépend deφ. Dans le cas d’une fonction distance
les calculs sont simplifiés, notamment dans le cas du calcul de la courbure (H = ∆φ). Nous donnons
maintenant quelques lemmes techniques qui vont être utiles dans ce chapitre.

5.3 Lemmes techniques

Dans toute la suite, le prolongement de la normale que l’on choisit est unitaire.

Soientf etg des fonctions scalaires deR3 dansR. Un petit calcul montre que

∇∂Ω(fg) = f∇∂Ωg + g∇∂Ωf.

Toutes les formules de dérivation du produit pour les opérateurs classiques se généralisent donc au cas des
opérateurs surfaciques. Nous donnons cependant les formules les plus importantes que nous utiliserons.
En utilisant (5.9) nous obtenons

div(n⊗ n) = [∇n] n+Hn. (5.15)

En utilisant les propriétés (5.2) et (5.6) nous obtenons

div∂Ω(fn) = f div∂Ω(n) + ∇∂Ωf · n = fH. (5.16)

Nous avons également les formules de symétrie suivantes qui se démontrent simplement avec la défini-
tion du gradient surfacique
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∇∂Ωf · ∇g = ∇f · ∇∂Ωg = ∇∂Ωf · ∇∂Ωg. (5.17)

Nous énonçons maintenant quelques lemmes importants.

Lemme 1
div([∇n] n) = ∇H · n+H2 − 2G.

Démonstration

En développant la divergence nous obtenons

div([∇n] n) = div([∇n]T ) · n+ [∇n]T : ∇n.

En utilisant (5.9) nous obtenons facilementdiv([∇n]T ) = ∇H. Le résultat est alors démontré en utili-
sant la propriété[∇n]T : [∇n] = Tr([∇n]2) = κ2

1 + κ2
2 = H2 − 2G qui est valable en dimension trois.

En dimension deux nous aurionsTr([∇n]2) = κ2.

Les deux lemmes suivants constituent le point clé pour mettre les fonctionnelles sous une forme géo-
métrique car ils permettent de transformer simplement la partie tangentielle des divergences surfaciques
(5.4) pour un champ de vecteurs qui s’exprime avec un gradient surfacique ou de[∇n] n.

Lemme 2
(∇ (∇∂Ωf)n) · n = −∇f · ([∇n] n).

Démonstration

Dérivons l’égalité (5.2) et multiplions scalairement le résultat obtenu parn

(∇(∇∂Ωf)Tn) · n+ ([∇n]T∇∂Ωf) · n = 0.

En utilisant le fait que[∇n] n est un gradient surfacique dans le cas d’un prolongement de norme un
(5.13) ainsi que la formule de symétrie (5.17)

(∇(∇∂Ωf)n) · n = −∇∂Ωf · ([∇n] n) = −∇f · ([∇n] n).

Lemme 3
(∇ ([∇n] n)n) · n = −([∇n] n) · ([∇n] n).
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Démonstration

Il suffit de dériver l’égalité([∇n] n) · n = 0 valable pour un prolongement unitaire de la normale

∇([∇n] n)Tn+ [∇n]T [∇n] n = 0.

Le lemme est démontré en en multipliant scalairement parn la relation précédente.

Nous avons donc dans cette première partie du chapitre introduit la notion de courbure d’une surface
à l’aide des opérateurs surfaciques et de la normale. Nous avons ensuitesimplifié les expressions dans le
cas d’un prolongement unitaire de la normale et énoncé quelques lemmes techniques.

Nous allons maintenant nous intéresser à la différentiation de fonctionnelles géométriques. Pour
dériver une fonction définie surRm, on fait varier la fonction dans chacune des directions (il y en am)
et on regarde le premier terme linéaire que l’on obtient dans le développement.Dans le cas qui nous
intéresse, le paramètre que l’on fait varier est une surface qui peut être vu comme un objet de dimension
infinie. Il faut donc faire de l’optimisation de formes en déformant la surfaceet regarder quels sont les
termes obtenus au premier ordre. Nous proposons de comparer les résultats obtenus par trois méthodes
différentes qui permettent en quelque sorte de contourner la difficulté ense ramenant sur un domaine fixe
d’intégration.

5.4 Différentiation utilisant une approximation volumique

Dans cette partie nous n’allons pas nous affranchir de la dimension infinie maisnous allons régula-
riser les fonctionnelles pour les ramener sur un domaine volumique, en faisant dépendre la forme d’une
fonction level set. Nous introduirons ensuite un champ de vitessesu(x, t) qui transportera la fonction le-
vel setφ(·, t) set permettant d’effectuer la différentiation de la fonctionnelle par rapportau temps. Nous
allons d’abord obtenir une formule générale puis nous l’appliquerons dansle cas d’une fonctionnelle
dépendant de la normale puis de la courbure.

5.4.1 Methode générale de dérivation de fonctionnelles avecles levels set

De manière générale on s’intéresse aux fonctionnelles du type

J(Ω) =

∫

∂Ω
f(x,Ω) dσ,

oùf est une fonction définie surR3 qui dépend du domaineΩ (la normale ou la courbure par exemple).
En représentant la surface∂Ω par la ligne de niveau0 d’une fonctionφ, la fonctionnelle précédente se
réécrit

J(φ) =

∫

{φ=0}
f [φ] dσ.

Nous verrons dans la prochaine section comment faire pour dériver directement cette fonctionnelle en
restant sur la surface en utilisant une formule de Reynolds surfacique.Nous proposons ici une autre
méthode basée sur une régularisation volumique.
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Méthode de régularisation volumique

Pour contourner le problème du calcul de la différentielle de la fonctionnelle sur un domaine qui
dépend de la forme, nous allons régulariser ces fonctionnelles via un paramètre ε et une fonction cut
off ζ qui va permettre de se ramener à un domaine volumique. Il suffit en effet d’utiliser le résultat déjà
énoncé dans la première partie

∫

Q
f [φ]|∇φ|1

ε
ζ

(

φ

ε

)

dx −→
ε−→0

∫

{φ=0}
f [φ] dσ. (5.18)

Nous n’avons plus le problème de dériver une fonctionnelle définie sur une surface qui évolue car nous
nous sommes ramenés à un domaineQ de R

3 qui est fixe, l’information sur la surface étant contenue

dans le terme|∇φ|1εζ
(

φ
ε

)

. Cette régularisation permet de simplifier l’étude car il suffit à présent de

transporter la fonctionφ(·, t) par un champ de vitesseu(·, t) et dériver l’expression obtenue par rapport
à t avec les outils de calcul différentiel classique. Nous utiliserons ensuite des intégrations par parties
volumiques puis de faire tendreε vers0 pour obtenir le résultat.

Remarque
Nous aurions pu également calculer la différentielle de la fonctionnelle en dérivant par rapport àφ l’ex-
pression précédente et nous aurions obtenu les mêmes résultats.

Intégration par parties sur un volume

On se donne un domaineQ deR
3 (ce sera typiquement une "boite" contenant la surface). Soient les

fonctionsf, g : R
3 −→ R , le champ de vecteurv : R

3 −→ R
3 et le champ matricielA : R

3 −→M3(R).
On suppose que les composantes de tous ces champs sont nulles sur∂Q.

En utilisant la formule de Stokes nous obtenons
∫

Q
v · ∇f dx = −

∫

Q
f div(v) dx. (5.19)

Nous en déduisons facilement la formule matricielle suivante
∫

Q
A : ∇v dx = −

∫

Q
v · div(A) dx. (5.20)

On peut également écrire une formule d’intégration par parties volumique pour des objets surfaciques
∫

Q
f div∂Ω(v) dx = −

∫

Q
∇∂Ωf · v dx+

∫

Q
div(n⊗ n) · v f dx. (5.21)

Pour le démontrer il suffit d’écrire

f div∂Ω(v) = f(div(v) − ([∇v] n) · n) = f div(v) − [∇v] : (f n⊗ n).

En utilisant l’intégration par parties (5.19) sur le premier terme ainsi que (5.20)sur le deuxième terme
nous obtenons

∫

Q
f div∂Ω(v) dx = −

∫

Q
∇f · v dx+

∫

Q
div(f n⊗ n) · v dx.
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Le résultat est alors prouvé en développant la divergence et en utilisant la définition du gradient surfa-
cique.

Commençons par établir un résultat général pour la dérivation de fonctionnelles géométriques régu-
larisées à l’aide d’un paramètreε et d’une fonction level set.

Dérivation d’une énergie surfacique

Rappelons la définition de la fonction cut off que nous utilisons.ζ est une fonctionC∞ dont le support
est l’intervalle[−1, 1] et tel que

∫

R
ζ = 1. Nous nous intéressons à la dérivation de la fonctionnelle

générale
∫

{φ=0} f(φ) dσ que l’on régularise avec (5.18)

Sε(φ) =

∫

Q
f [φ]|∇φ|1

ε
ζ

(

φ

ε

)

dx.

Introduisons maintenant un champ de vecteursu(x, t) qui transporte les lignes de niveau deφ qui dépend
maintenant du temps

φt + u · ∇φ = 0.

Ce champ de vecteurs permet maintenant d’effectuer la différentiation par rapport au paramètret

(Sε(φ))t =

∫

Q
(f [φ])t |∇φ|

1

ε
ζ

(

φ

ε

)

dx+

∫

Q
f [φ]

1

ε
ζ

(

φ

ε

) ∇φ
|∇φ| ·∇φt dx+

∫

Q
f [φ]|∇φ| 1

ε2
ζ ′
(

φ

ε

)

φt dx.

En intégrant par parties le deuxième terme et en développant la divergence

∫

Q
f [φ]

1

ε
ζ

(

φ

ε

) ∇φ
|∇φ| · ∇φt dx = −

∫

Q
div

(

f [φ]
1

ε
ζ

(

φ

ε

) ∇φ
|∇φ|

)

φt dx

= −
∫

Q
div

(

f [φ]
∇φ
|∇φ|

)

1

ε
ζ

(

φ

ε

)

φt dx+ f [φ]
∇φ
|∇φ| · ∇φ

1

ε2
ζ ′
(

φ

ε

)

φt dx.

Des termes se compensent. En utilisant l’équation de transport nous avonsφt = −u · n |∇φ| donc nous
obtenons

(Sε(φ))t =

∫

Q
( (f [φ])t + div (f [φ]n)u · n ) |∇φ|1

ε
ζ

(

φ

ε

)

dx. (5.22)

Nous allons maintenant appliquer le résultat (5.22) pour calculer la dérivée de fonctionnelles particu-
lières qui dépendent de la normale et de la courbure. La démarche adoptée sera toujours la même. Nous
dériverons la fonctionnelle considérée par rapport àt grâce à la formule (5.22) puis nous calculerons la
différentielle de la fonctionf intervenant dans l’intégrale. Nous utiliserons ensuite des intégrations par

parties pour pouvoir mettre le résultat sous la forme
∫

Q F (φ) u ·n |∇φ|1εζ
(

φ
ε

)

dx et ainsi faire ressortir

le gradient de la fonctionnelle.
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5.4.2 Dérivation d’une énergie surfacique dépendant de la normale

Les cas particuliers qui nous intéressent font intervenir des fonctionnelles dépendant de la normale
et de la courbure (qui se calcule en fonction des dérivées de la normale d’après (5.9)), nous avons donc
besoin de calculer dans un premier temps la différentielle de la normale.

Calcul de la dérivée de la normale

Considérons l’expression de la normale donnée par (5.11) et calculonsla dérivée par rapport au temps

(n(φ))t =
∇φt
|∇φ| + ∇φ

(

1

|∇φ|

)

t

=
∇φt
|∇φ| −

∇φ
|∇φ|2

∇φt · ∇φ
|∇φ| .

Donc en utilisant la définition du gradient surfacique

(n(φ))t =
∇∂Ωφt
|∇φ| . (5.23)

Remarquons que la dérivée de la normale dépend du choix fait pourφ par l’intermédiaire de|∇φ|.

Afin de définir une fonctionnelle dépendant de la normale nous introduisonsla fonction suivante

f : R
3 × R

3 −→ R

(a1, a2) 7→ f(a1, a2)

Notons∇1f le gradient def par rapport à la première variable et∇2f le gradient def par rapport à la
deuxième variable.

Fonctionnelle dépendant de la normale

On considère une fonctionnelle dépendant de la normale que l’on régularise avec (5.18)

Jε(φ) =

∫

Q
f (·, n(φ)) |∇φ|1

ε
ζ

(

φ

ε

)

dx.

Dans la suite∇2f désignera le gradient def par rapport à la deuxième variable au point(·, n).

En utilisant le résultat général (5.22) et la dérivée de la normale (5.23) nous obtenons

(Jε(φ))t =

∫

Q
div(f(·, n)n) u · n |∇φ|1

ε
ζ

(

φ

ε

)

dx+

∫

Q
∇2f · ∇∂Ωφt

|∇φ| |∇φ|1
ε
ζ

(

φ

ε

)

dx.

En utilisant la propriété de symétrie (5.17) puis une intégration par parties pourle deuxième terme et en
développant la divergence
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∫

Q
∇2f · ∇∂Ωφt

|∇φ| |∇φ|1
ε
ζ

(

φ

ε

)

dx =

∫

Q
∇2,∂Ωf · ∇φt|∇φ| |∇φ|

1

ε
ζ

(

φ

ε

)

dx

= −
∫

Q
div

(

∇2,∂Ωf
1

ε
ζ

(

φ

ε

))

φt dx

= −
∫

Q
∇2,∂Ωf · ∇φ 1

ε2
ζ ′
(

φ

ε

)

φtdx−
∫

Q
div(∇2,∂Ωf)

1

ε
ζ

(

φ

ε

)

φt dx.

Le premier terme est nul d’après (5.2). Il reste finalement en utilisantφt = −u · n |∇φ|

(Jε(φ))t =

∫

Q
div(f(·, n)n+ ∇2,∂Ωf) u · n |∇φ|1

ε
ζ

(

φ

ε

)

dx. (5.24)

Intéressons nous à présent au calcul de la dérivée d’une fonctionnelle dépendant de la courbure moyenne.

5.4.3 Dérivation d’une fonctionnelle dépendant de la courbure moyenne

Considérons une fonctionA : R −→ R et la fonctionnelle régularisée avec (5.18)

Jε(φ) =

∫

Q
A(H(φ))|∇φ|1

ε
ζ

(

φ

ε

)

dx.

où H(φ) = div(n(φ)) est la courbure moyenne écrite en formulation level set (5.9). En utilisant le
résultat général (5.22) et la dérivée de la normale (5.23) nous obtenons (nous enlevons la dépendance en
φ deH pour plus de lisibilité)

(Jε(φ))t =

∫

Q
div (A(H)n) u · n |∇φ|1

ε
ζ

(

φ

ε

)

dx+

∫

Q
A′(H) div

(∇∂Ωφt
|∇φ|

)

|∇φ|1
ε
ζ

(

φ

ε

)

dx.

(5.25)
En intégrant par parties le deuxième terme (noté(J2,ε(φ))t) nous obtenons

(J2,ε(φ))t = −
∫

Q

∇∂Ωφt
|∇φ| · ∇

(

A′(H)|∇φ|1
ε
ζ

(

φ

ε

))

dx.

Lorsque l’on développe le gradient nous avons le terme∇
(

1
εζ
(

φ
ε

))

= 1
ε2
ζ ′(φε )∇φ = αn qui multiplié

par un gradient surfacique donne0 d’après (5.2). Il reste donc

(J2,ε(φ))t = −
∫

Q

∇∂Ωφt
|∇φ| · ∇

(

A′(H)|∇φ|
) 1

ε
ζ

(

φ

ε

)

dx.

Ensuite on utilise la propriété de symétrie (5.17) et une intégration par parties

(J2,ε(φ))t = −
∫

Q
∇φt · ∇∂Ω

(

A′(H)|∇φ|
)

)
1

|∇φ|
1

ε
ζ

(

φ

ε

)

dx

=

∫

Q
div

(

1

|∇φ|∇∂Ω

(

A′(H)|∇φ|
)

)
1

ε
ζ

(

φ

ε

))

φt dx.
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En développant la divergence

(J2,ε(φ))t =

∫

Q
div

(

1

|∇φ|∇∂Ω

(

A′(H)|∇φ|
)

)

1

ε
ζ

(

φ

ε

)

φt dx

+

∫

Q

1

|∇φ|∇∂Ω

(

A′(H)|∇φ|
)

· 1

ε2
ζ ′
(

φ

ε

)

∇φ φt dx.

Le dernier terme est nul d’après la définition de la normale et la propriété (5.2). Il reste finalement en
utilisantφt = −u · n |∇φ|

(Jε(φ))t =

∫

Q

(

div(A(H)n) − div

(

1

|∇φ|∇∂Ω

(

A′(H)|∇φ|
)

))

u · n |∇φ|1
ε
ζ

(

φ

ε

)

dx. (5.26)

Même après avoir fait tendreε vers0, la différentielle de la fonctionnelle dépend du choix deφ par
l’intermédiaire de|∇φ|. Nous verrons plus loin comment faire pour mettre ce résultat sous une forme
géométrique.

5.4.4 Dérivation d’une énergie de courbure générale

Plaçons nous maintenant dans un cadre plus général où la fonctionnelle dépend de[∇n] (qui contient
les informations sur la courbure moyenne ainsi que la courbure de Gauss d’après (5.9) et (5.10)). Dans
ce but, introduisons une fonctiong définie de la manière suivante

g : M3(R) −→ R

w 7→ g(w)

Notons[∇wg] le gradient deg par rapport àw (c’est une matrice). Dans la suite des calculs, il ne faudra
pas oublier que le gradient deg doit être pris au point[∇n]. Nous aurions pu considérer une fonction-
nelle générale dépendant également de l’espace et den. Dans ce cas il suffit d’ajouter au résultat celui
que nous avons obtenu précédemment dans le casg(·, n).

Considérons la fonctionnelle dépendant de[∇n] régularisée avec (5.18)

Jε(φ) =

∫

Q
g (∇(n(φ))) |∇φ|1

ε
ζ

(

φ

ε

)

dx. (5.27)

En utilisant le résultat général (5.22) et la dérivée de la normale donnée par la formule (5.23)

(Jε(φ))t =

∫

Q
div(g([∇n])n) u · n |∇φ|1

ε
ζ

(

φ

ε

)

dx+

∫

Q
[∇wg] : ∇

(∇∂Ωφt
|∇φ|

)

|∇φ|1
ε
ζ

(

φ

ε

)

dx.

On intègre par parties le dernier terme

∫

Q
[∇wg] : ∇

(∇∂Ωφt
|∇φ|

)

|∇φ|1
ε
ζ

(

φ

ε

)

dx = −
∫

Q
div

(

[∇wg]|∇φ|
1

ε
ζ

(

φ

ε

))

· ∇∂Ωφt
|∇φ| dx.
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Nous utilisons à présent l’intégration par parties pour des opérateurs surfaciques donné par (5.21) pour
obtenir finalement avec la relationφt = −u · n |∇φ|

(Jε(φ))t =

∫

Q
div(gn) u · n |∇φ|1

ε
ζ

(

φ

ε

)

dx (5.28)

−
∫

Q
div∂Ω

(

1

|∇φ| div

(

[∇wg]|∇φ|
1

ε
ζ

(

φ

ε

)))

u · n |∇φ| dx (5.29)

+

∫

Q
div

(

[∇wg]|∇φ|
1

ε
ζ

(

φ

ε

))

· div(n⊗ n) u · n dx. (5.30)

Nous proposons maintenant de développer cette expression pour permettre des calculs ultérieurs.

Développement de l’expression

Commençons par développer la divergence qui intervient dans les deuxderniers termes

div

(

[∇wg]|∇φ|
1

ε
ζ

(

φ

ε

))

= div([∇wg])|∇φ|
1

ε
ζ

(

φ

ε

)

+ [∇wg] ∇|∇φ|1
ε
ζ

(

φ

ε

)

+ [∇wg] ∇φ |∇φ| 1

ε2
ζ ′
(

φ

ε

)

.

Lorsque nous allons prendre la divergence surfacique de l’expression précédente des simplifications
peuvent être faites en utilisant la propriété suivante valable pour tout vecteur v qui utilise l’égalité
∇∂Ω(φ) = 0

div∂Ω

(

1

ε
ζ

(

φ

ε

)

v

)

= div∂Ω(v)
1

ε
ζ

(

φ

ε

)

+ ∇∂Ω

(

1

ε
ζ

(

φ

ε

))

· v = div∂Ω(v)
1

ε
ζ

(

φ

ε

)

.

Nous pouvons donc réécrire le résultat de la dérivée de la fonctionnelle dépendant de[∇n] sous la forme

(Jε(φ))t =

∫

Q
div(g([∇n])n) u · n |∇φ|1

ε
ζ

(

φ

ε

)

dx (5.31)

−
∫

Q
div∂Ω(div([∇wg])) u · n |∇φ|1

ε
ζ

(

φ

ε

)

dx (5.32)

−
∫

Q
div∂Ω

(

[∇wg]
∇|∇φ|
|∇φ|

)

u · n |∇φ|1
ε
ζ

(

φ

ε

)

dx (5.33)

−
∫

Q
div∂Ω

(

[∇wg] ∇φ
1

ε2
ζ ′
(

φ

ε

))

u · n |∇φ| dx (5.34)

+

∫

Q
div([∇wg]) · div(n⊗ n) u · n |∇φ|1

ε
ζ

(

φ

ε

)

dx (5.35)

+

∫

Q

(

[∇wg]
∇|∇φ|
|∇φ|

)

· div(n⊗ n) u · n |∇φ|1
ε
ζ

(

φ

ε

)

dx (5.36)

+

∫

Q
([∇wg] ∇φ) · div(n⊗ n)

1

ε2
ζ ′
(

φ

ε

)

u · n |∇φ| dx. (5.37)

Nous verrons dans la section consacrée à la comparaison des résultats comment se simplifie cette expres-
sion lorsque la fonctionnelle dépendra uniquement des invariants de[∇n].
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Il n’est pas nécessaire d’utiliser une approximation volumique pour faire les calculs. Il est possible de
dériver les fonctionnelles directement sur la surface comme nous allons le voirmaintenant.

5.5 Différentiation utilisant une formule de Reynolds surfacique

La fonctionnelle que l’on cherche à optimiser s’écrit sous la forme

J(φ) =

∫

{φ=0}
f [φ] dσ.

Nous recherchons maintenant une méthode pour différentier cette fonctionnelle sans faire appel à une
approximation volumique. Pour ce faire, nous introduisons un champ de vitesseu(x, t) qui va transporter
les lignes de niveau deφ et ainsi déformer la surface

φt + u · ∇φ = 0. (5.38)

L’introduction de ce champ de vitesse permet de faire dépendre la fonctionnelledu temps que l’on réécrit

J(φ) =

∫

{φ(·,t)=0}
f [φ(·, t)] dσ.

La méthode d’optimisation proposée consiste donc à dériver cette énergie par rapport au temps. Pour ce
faire nous utilisons la formule de Reynolds surfacique déjà utilisée dans la première partie et démontrée
dans l’annexe du chapitre 7 (7.60). Nous obtenons

d

dt

(

∫

{φ=0}
f [φ] dσ

)

=

∫

{φ=0}
(f [φ])t + div(f [φ]u) − f [φ] ([∇u] n) · n dσ.

Pour mettre cette différentielle sous la forme d’un gradient (u · n en facteur) nous allons introduire la
divergence surfacique pour permettre de faire une intégration par parties sur les surfaces qui sera énoncée
plus loin (5.41).

d

dt

(

∫

{φ=0}
f [φ] dσ

)

=

∫

{φ=0}
(f [φ])t + u · ∇(f [φ]) + f [φ] div∂Ω(u)dσ

=

∫

{φ=0}
(f [φ])t + u · ∇(f [φ]) − u · ∇∂Ω(f [φ]) +Hf [φ]u · n dσ.

En arrangeant les termes nous obtenons

(J(φ))t =

∫

{φ=0}
(f [φ])t + div(f [φ]n)u · n dσ. (5.39)

C’est cette formule que nous allons utiliser pour faire les calculs de différentielle de fonctionnelles géo-
métriques.
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Remarque sur l’optimisation de formes

Au départ, la première idée avait été d’utiliser les outils de l’optimisation de forme géométrique
pour effectuer cette dérivation. Il est montré dans les livres [2, 28, 43]que si l’on choisit de déformer
le domaine avec une fonctionθ (qui joue le même rôle queu) alors la dérivée dans la directionθ de la
fonctionnelleJ(Ω) =

∫

∂Ω f(x,Ω) dσ est donnée par la formule

J ′(Ω)(θ) =

∫

∂Ω
f ′(Ω)(θ) + div(fn)θ · n dσ. (5.40)

Nous retrouvons donc exactement la même formule que celle donnée par la formule de Reynolds sur-
facique (5.39). Comme la thèse est basée en partie sur les méthodes level set nous avons choisi d’utiliser
la formule de Reynolds plutôt que les dérivées de forme. De plus, l’optimisation de forme est surtout uti-
lisée pour minimiser des fonctionnelles dont l’intégrande est solution d’une EDP. Pour nos calculs nous
avons juste besoin d’utiliser une méthode d’optimisation de forme géométrique quiutilise uniquement
la formule (5.40) donc nous préférons utiliser la formule de Reynolds surfacique.

Une propriété remarquable de la formule (5.39) est qu’elle ne dépend quede la composante normale
deu sur le bord du domaine. Cette propriété est très intuitive car la déformation des points intérieurs
au domaine ainsi que la composante tangentielle deu sur le bord n’ont pas d’influence sur la forme de
la surface. Dans la démonstration de la formule de Reynolds, il est supposéque le prolongement de la
normale est unitaire. Dans tous les calculs qui vont suivre, nous allons donc utiliser un prolongement de
la normale qui est de norme1, nous pourrons donc en particulier utiliser la propriété (5.8).

Nous allons à présent calculer la différentielle de fonctionnelles qui dépendent de la normale et de
la courbure. La différence fondamentale avec l’approche par approximation volumique utilisée précé-
demment réside dans les intégrations par parties. En effet, comme nous allons le voir, il est nécessaire
d’utiliser des opérateurs surfaciques pour pouvoir intégrer par parties. Il est donc important que les quan-
tités que l’on considère, en particulier la courbure, soient définies à l’aide d’opérateurs surfaciques.

Intégration par parties sur une surface

Le cadre général qui traite de l’intégration par parties est la formule de Stokes pour les formes dif-
férentielles ([24] p 182). Dans le cas de volumes on retrouve la formule deGreen bien connue. On peut
appliquer le théorème dans le cas de surfaces mais il est valable seulement pour des objets géométriques
c’est à dire des opérateurs surfaciques et des vecteurs tangents. Ornous aurons besoin dans la suite d’uti-
liser des intégrations par parties pour tout champ de vecteurs, tangent ou pas. La généralisation de cette
formule d’intégration par parties est donnée par la formule de Simon.

Considérons une surface fermée∂Ω (donc sans bord), une fonctionf : R
3 −→ R et un champ de

vecteursv : R
3 −→ R

3 alors (voir [43] p 184)

∫

∂Ω
(∇∂Ωf · v + f div∂Ω(v)) dσ =

∫

∂Ω
Hfv · n dσ. (5.41)

oùH est la courbure moyenne définie en (5.9) et les opérateurs surfaciques sont ceux définis précédem-
ment. Contrairement à ce qui se passe dans le cas d’intégration par parties sur un volume, il y a un terme
supplémentaire qui fait intervenir la courbure moyenne. Nous en déduisons simplement la formule avec
(5.2)
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∫

∂Ω
∆∂Ωf g dσ =

∫

∂Ω
f ∆∂Ωg dσ. (5.42)

Indication de démonstration

Pour comprendre d’où vient le terme supplémentaire faisant appel à la courbure moyenne dans (5.41)
donnons quelques idées qui ne constituent pas une démonstration.

La première consiste à utiliser l’approximation volumique avec une fonction level set donnée par la
formule (5.18). En utilisant l’intégration par parties avec des opérateurs surfaciques sur un volume (5.21)
et (5.15)

∫

Q
div∂Ω(v) |∇φ|1

ε
ζ

(

φ

ε

)

dx = −
∫

Q
∇∂Ω

(

|∇φ|1
ε
ζ

(

φ

ε

))

· v dx+

∫

Q
H v · n |∇φ|1

ε
ζ

(

φ

ε

)

dx

+

∫

Q
([∇n] n) · v |∇φ|1

ε
ζ

(

φ

ε

)

dx.

En développant le gradient surfacique

∇∂Ω

(

|∇φ|1
ε
ζ

(

φ

ε

))

= ∇∂Ω(|∇φ|)1
ε
ζ

(

φ

ε

)

+ |∇φ|∇∂Ω(φ)
1

ε2
ζ ′
(

φ

ε

)

.

Le dernier terme est nul car par définition∇∂Ωφ = 0. En utilisant (5.13) pour le premier terme, des
expressions se compensent et on obtient en faisant tendreε vers0

∫

∂Ω
div∂Ω(v) dσ =

∫

∂Ω
Hv · n dσ.

Il suffit ensuite de choisirv de la formefv pour obtenir le résultat précédent.

La deuxième idée repose sur le théorème de Stokes basé sur des formes différentielles ([24] p 184).
Dans le cas de surfaces fermées il s’écrit, pour tout vecteur tangentv

∫

∂Ω
div∂Ω(v) dσ = 0, (5.43)

où la divergence surfacique est celle obtenue à l’aide d’une paramétrisation (voir l’annexe du chapitre 7).

Choisissons à présent un vecteurw = wT + (w · n)n décomposé suivant une composante dans le plan
tangent notéwT et une composante suivant la normale notée(w · n)n. Dans ce cas, en supposant que
l’on peut utiliser la définition de la divergence surfacique définie par (5.4), la propriété (5.16) ainsi que
(5.43)

∫

∂Ω
div∂Ω(w) dσ =

∫

∂Ω
div∂Ω(wT ) dσ +

∫

∂Ω
div∂Ω((w · n)n) dσ =

∫

∂Ω
Hw · n dσ.

Nous allons maintenant calculer la dérivée de la normale pour ensuite calculerla dérivée de fonc-
tionnelles dépendant de la normale et de la courbure.
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5.5.1 Dérivation d’une fonctionnelle dépendant de la normale

Ce calcul a déjà été fait précédemment, on met ici le résultat sous une autre forme.

Dérivée de la normale

En utilisant la formule précédemment obtenue (5.23), l’identitéφt = −u · n |∇φ| ainsi que (5.13)

(n(φ))t =
∇∂Ω(φt)

|∇φ| = −∇∂Ω(u · n |∇φ|)
|∇φ| = −∇∂Ω(u · n) − ([∇n] n) u · n.

Remarquons que la dérivée de la normale dépend du prolongement choisipourn en dehors de la surface
à cause du terme[∇n] n.

Fonctionnelle dépendant de la normale

Dans tout ce qui suit on note∂Ω = {φ(·, t) = 0}.

On s’intéresse à la dérivation d’une fonctionnelle dépendant de la normale.

J(φ) =

∫

∂Ω
f(·, n(φ)) dσ.

En utilisant le résultat général (5.39) ainsi que la dérivée de la normale (5.5.1) nous obtenons

(J(φ))t =

∫

∂Ω
div(f(·, n)n) u · n+ ∇2f · (−∇∂Ω(u · n) − ([∇n] n) u · n) dσ.

En utilisant la relation de symétrie (5.17) et une intégration par parties

−
∫

∂Ω
∇2f · ∇∂Ω(u · n)dσ = −

∫

∂Ω
∇2,∂Ωf · ∇∂Ω(u · n)dσ

=

∫

∂Ω
( div∂Ω(∇2,∂Ωf) −H∇2,∂Ωf · n ) u · n dσ.

Le dernier terme est nul d’après (5.2). En développant la divergence et en utilisant (5.9)

div(f(·, n)n) = f(·, n) div(n) + ∇x(f(x, n(x))) · n = f(·, n)H + ∇1f · n+ ([∇n]T∇2f) · n.

des termes se compensent et il reste finalement

(J(φ))t =

∫

∂Ω
( f(·, n)H + ∇1f · n+ div∂Ω(∇2,∂Ωf) ) u · n dσ. (5.44)

Nous nous intéressons à présent au calcul de la différentielle d’une fonctionnelle dépendant de la
courbure moyenne.
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5.5.2 Dérivation de d’une fonctionnelle dépendant de la courbure moyenne

Considérons une fonctionA : R −→ R et la fonctionnelle définie par

J(φ) =

∫

∂Ω
A(H(φ)) dσ. (5.45)

Lorsque nous allons dériver cette fonctionnelle, nous aurons besoin de faire des intégrations par parties
sur une surface ce qui est possible uniquement avec des opérateurssurfaciques (5.41). Les expressions
(5.9) et (5.6) sont les mêmes dans le cas que nous considérons où le prolongement de la normale est uni-
taire. Le choix de (5.6) pour la courbure moyenne permet donc d’ajouterpar rapport à (5.9) un terme qui
est nul mais qui va nous permettre d’introduire des opérateurs surfaciques et ainsi effectuer les intégra-
tions par parties sur une surface. Commençons par trouver la dérivée deforme de la courbure moyenne
(5.6) dont nous rappelons l’expression

H(φ) = div∂Ω(n(φ)) = div(n(φ)) − ([∇(n(φ))] n(φ)) · n(φ). (5.46)

L’expression précédente ne dépend que de la normale donc nous pouvons utiliser (5.5.1) pour calculer la
dérivée temporelle de la courbure

(H(φ))t = div(−∇∂Ω(u · n) − ([∇n] n) u · n) − (∇(−∇∂Ω(u · n) − ([∇n] n) u · n) n) · n
− ([∇n] (−∇∂Ω(u · n) − ([∇n] n) u · n)) · n
− ([∇n] n) · (−∇∂Ω(u · n) − ([∇n] n) u · n).

En faisant passer les deux premiers termes dans la divergence surfacique et en utilisant (5.8) pour le
troisième terme nous obtenons

(H(φ))t = −div∂Ω(∇∂Ω(u · n) + ([∇n] n) u · n) + ([∇n] n) · ∇∂Ω(u · n) + ([∇n] n) · ([∇n] n) u · n.
(5.47)

En développant la divergence surfacique

−div∂Ω(([∇n] n)u · n) = −div∂Ω([∇n] n) u · n− ([∇n] n) · ∇∂Ω(u · n).

Nous avons deux termes qui se compensent et en utilisant la définition du laplacien surfacique

(H(φ))t = −∆∂Ω(u · n) − div∂Ω([∇n] n) u · n+ ([∇n] n) · ([∇n] n) u · n.

Nous pouvons maintenant utiliser le résultat général (5.39) et(A(H(φ)))t = A′(H) (H(φ))t pour
obtenir

(J(φ))t =

∫

∂Ω
div(A(H)n) u · n−A′(H)∆∂Ω(u · n) dσ

+

∫

∂Ω
−A′(H) div∂Ω([∇n] n) u · n+A′(H)([∇n] n) · ([∇n] n) u · n dσ.

Il nous faut maintenant utiliser une intégration par parties sur le laplacien surfacique (5.42) pour mettre
u · n en facteur
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−
∫

∂Ω
A′(H)∆∂Ω(u · n) dσ = −

∫

∂Ω
∆∂Ω(A′(H)) u · n dσ.

Nous obtenons finalement

(J(φ))t =

∫

∂Ω
div(A(H)n) u · n− ∆∂Ω(A′(H))u · n dσ (5.48)

+

∫

∂Ω
−A′(H) div∂Ω([∇n] n) u · n+A′(H)([∇n] n) · ([∇n] n) u · n dσ. (5.49)

Cette formule n’est pas écrite sous la même forme que dans la section précédente (5.26) mais elle
a le mérite de faire apparaître des opérateurs surfaciques. Cependant,la formule n’est pas encore sous
une forme géométrique à cause des terme et divergence et[∇n] n. Nous verrons dans la section sur la
comparaison des résultats comment simplifier cette expression.

Remarque

J’ai également effectué le calcul de la dérivation avec la formule de Reynolds dans le cas d’une fonc-
tionnelle générale dépendant de[∇∂Ωn] (pour prendre en compte la courbure de Gauss). Les calculs sont
dans ce cas très lourds et nous obtenons le même résultat que dans le cas d’une approximation volumique.

Nous allons à présent refaire les calculs de dérivation de fonctionnelles géométriques avec les outils
de géométrie différentielle.

5.6 Différentiation utilisant les outils de géométrie différentielle

Pour avoir une vision plus géométrique des résultats précédents, nous proposons d’utiliser les ou-
tils de géométrie différentielle pour calculer la dérivée de fonctionnelles géométriques. Cette approche
diffère des précédentes dans la mesure où il ne sera à aucun moment faitusage de prolongement d’opéra-
teurs en dehors de la surface. Nous utiliserons une paramétrisation et les objets qui interviendront tels les
intégrales et les opérateurs surfaciques seront géométriques. Les résultats obtenus seront alors exprimés
de manière complètement géométrique à l’aide d’opérateurs surfaciques, de la normale et de la courbure.

5.6.1 Notations et rappels

L’annexe du chapitre 7 est consacrée à l’étude des surfaces dans lecas d’une représentation para-
métrique. Nous y détaillons les notions de métrique, courbure, tenseur, dérivée covariante et opérateurs
surfaciques. Nous rappelons ici les différentes notions et notations introduites qui vont être utilisées dans
cette partie. Une partie de ces résultats peuvent être trouvés dans [19].

Une surface peut être décrite à l’aide d’une paramétrisation(u1, u2) 7→ X(u1, u2) définie sur un
ouvertU deR

2 et à valeurs dansR3. Les vecteurs tangents associés à la paramétrisation sont donnés par
la dérivée par rapport àu1 et u2 deX, nous les noteronsX,1 etX,2. Tous les indices intervenant dans
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la suite sont égaux à1 ou2. La métrique associée à la paramétrisation est donnée par la première forme
fondamentale

gij = X,i ·X,j ,

et nous notonsg = g(u1, u2) le déterminant de matrice associée. La normale est alors définie par

n =
X,1 ∧X,2

|X,1 ∧X,2|
, (5.50)

La normale ainsi définie est orienté de manière différente suivant la paramétrisation choisie. Nous choi-
sissons par convention (comme pour les fonctions level set) une paramétrisationtelle que la normale soit
dirigée vers l’extérieur de la surface.

La normale vérifien ·X,i = 0. De plus, en dérivant par rapport àu1 etu2 l’expression de la normale qui
est de norme un nous obtenons

n · n,i = 0.

Ces définitions permettent d’introduire la notion d’intégrale d’une fonctionf : R
3 −→ R sur la surface

X(U) notée∂Ω à l’aide de la paramétrisation

J =

∫

∂Ω
f(x)dσ =

∫

U
f(X(u1, u2))

√

g(u1, u2) du1du2.

La deuxième forme fondamentale contenant des informations d’ordre deux est alors définie par

hij = −X,i · n,j = X,ij · n.

Dans les calculs qui vont suivre nous utiliserons le fait que les matrices deux premières formes fonda-
mentales sont symétriques. Après avoir introduit la matrice de terme général

hji =
∑

k

gjkhki, (5.51)

la courbure moyenne et la courbure de Gauss sont données par les formules

H = −
∑

i

hii G = det(hji ). (5.52)

Nous utilisons ici la définition opposée à celle de [19] pour obtenir une courbure moyenne positive dans
le cas d’une sphère (avec la convention que la formule (5.50) donne une normale sortante).

La dérivée de la normale par rapport aux variables de la paramétrisation s’exprime également à l’aide de
la matrice(hji ) sous la forme (équations de Weingarten)

n,i = −
∑

k

hkiX,k. (5.53)
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Donnons à présent les équations de Gauss qui permettent de décomposerla dérivée seconde de la para-
métrisation à l’aide des symboles de Christoffel

X,ij =
∑

k

ΓkijX,k + hijn. (5.54)

Les dérivées partiellesψ,i d’une fonction scalaireψ peuvent être considérées comme les composantes
covariantes d’un champ de vecteur et on a la formule

(ψ,i);j = ψ,ij −
∑

k

Γkijψ,k. (5.55)

Les opérateurs surfaciques sont alors donnés par

∇∂Ωψ =
∑

i,j

gijψ,iX,j ∆∂Ωψ =
∑

i,j

gij(ψ,i);j . (5.56)

Après avoir noté̃hij = Gh−1
ij , les équations de Mainardi-Codazzi (7.53) s’écrivent (pouri = 1 ou2)

∑

j

(h̃ij);j = 0 (5.57)

Comme les coefficients̃hij sont symétriques on a également
∑

j

(h̃ji);j = 0. Nous rappelons que les dé-

rivées covariantes obéissent à la règle de Leibniz dans le cas d’un produit.

Nous aurons également besoin d’une propriété dite d’ascenseur d’indices

∑

i

gik ai = bk ⇒ ai =
∑

k

bk g
ki.

Il suffit pour le démontrer de multiplier les deux membres pargkj et de sommer surk puis d’utiliser
la propriété

∑

k

gikg
kj = δji .

5.6.2 Méthode de dérivation de fonctionnelles

Considérons une surface donnée par la paramétrisationX0 : (u1, u2) 7→ X0(u1, u2) définie sur
un ouvertU de R

2. Dans toute la suite, nous notons∂Ω la surface définie parX0(U). Considérons la
fonctionnelleJ qui s’écrit à l’aide de la paramétrisation

J =

∫

U
f [X0(u1, u2)]

√

g(u1, u2) du1du2. (5.58)

où la notationf [X] signifie quef dépend de la positionX ainsi que des dérivées deX. Pour calculer la
variation au premier ordre deJ lorsque la surface se déforme, considérons une nouvelle paramétrisation
obtenue en déformant la précédente dans la direction normale avec une fonctionψ de la manière suivante
(FIG 5.2)

X(t, u1, u2) = X0(u1, u2) + t ψ(u1, u2) n(u1, u2). (5.59)
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X0

X0 + tψn

FIG. 5.2 – Déformation de la surface à l’aide de la nouvelle paramétrisationX

Nous ne considérons que des variations dans la direction normale de la paramétrisation car comme nous
l’avons déjà évoqué, les variations dans le plan tangent n’ont pas d’influence sur la forme.

La fonctionnelle précédente s’écrit à l’aide de la nouvelle paramétrisation sous la forme

J(t) =

∫

U
f [X(t)]

√

g(t) dudv. (5.60)

Nous avons notég(t) = X(t),1 · X(t),2 et omis la dépendance en(u1, u2). Pour trouver la variation
au premier ordre de cette fonctionnelle il suffit de calculerJ ′(0). L’avantage de la représentation de la
surface par une paramétrisation est de se retrouver avec une fonctionnelle écrite sur un domaine fixeU ,
ce qui permet de dériver simplement l’intégrale. Notons

δ =
∂

∂t |t=0

l’opérateur qui permet de calculer la dérivée en0. Il vérifie en particulier les relations classiques de
dérivées de produits ou de composées. Dans toute la suite, nous allons considérer des quantités qui
dépendent du paramètret que nous allons dériver avec l’opérateurδ. Lorsque que l’on prendrat = 0 ce
sont donc les quantités définies sur la paramétrisation initiale qui apparaîtront.Par exemple, sia(t) et
b(t) sont deux quantités définies à l’aide de la paramétrisationX(t) alors

δ(a(t)b(t)) = a′(0)b(0) + a(0)b′(0) (5.61)

que nous noteronsδ(a b) = a′ b+ a b′. Pour ne pas alourdir les notations nous omettons les paramètres
(u, v) et t. La dérivée de la fonctionnelleJ est donc donnée par

δJ =

∫

U
δ(f [X])

√
g + f [X]δ(

√
g) du1du2.

Commençons par calculer la dérivée de la métriqueg. En dérivant l’expression (5.59) nous obtenons
facilement

δX,i = ψ,in+ ψn,i. (5.62)

Avec la relationX,i · n = 0 et la définition de la seconde forme fondamentale
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δgij = δ(X,i ·X,j) = δ(X,i) ·X,j + δ(X,j) ·X,i = ψ(n,i ·X,j + n,j ·X,i) = −2hij ψ. (5.63)

La dérivée du déterminant est donnée parδ(det(A)) = det(A)Tr(A−1δA). Nous obtenons avec (5.63)
et la définition (5.51)

δ(det(gij)) = 2
√
gδ(

√
g) = g

∑

i,j

gijδ(gij) = −2ψ g
∑

i,j

gijhij = −2 ψ g
∑

i

hii. (5.64)

En utilisant la définition de la courbure moyenne (5.52) il vient

δ(
√
g) = ψH

√
g. (5.65)

Réécrivons les résultats précédents avec l’intégrale sur∂Ω

δJ =

∫

∂Ω
δ(f [X]) + f [X]H ψ dσ. (5.66)

Remarque

Contrairement aux autres méthodes d’optimisationδf contient les variations def par rapport aux déri-
vées deX mais également celles de la positionX.

Comme dans le cas des parties précédentes nous aurons besoin d’utiliser des intégrations par parties sur
les surfaces.

Intégration par parties

L’intégration par parties sur les surfaces provient du résultat généralobtenu par Stokes sur les formes
différentielles. Sif est une fonction etv est un vecteur tangentalors ([24] p 184)

∫

∂Ω
div∂Ω(v)f dσ = −

∫

∂Ω
∇∂Ωf · v dσ. (5.67)

Si v = v1X,1 +v2X,2 est décomposée sur la base contravariante associée à la paramétrisation la formule
se réécrit

∫

∂Ω

∑

i

vi;i dσ = 0. (5.68)

Nous en déduisons facilement

∫

∂Ω
∆∂Ωf g dσ =

∫

∂Ω
∆∂Ωg f dσ. (5.69)

Nous nous intéressons maintenant aux cas particuliers où la fonctionnelle dépend de la normale et de la
courbure.
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5.6.3 Dérivée d’une énergie dépendant de la normale

Considérons la fonctionnellef dépendant de la position et de la normale écrite à l’aide de la para-
métrisation

J(t) =

∫

U
f(X(t), n(t))

√

g(t) du1du2. (5.70)

Notons∇1f le gradient def par rapport à la première variable et∇2f le gradient def par rapport à la
deuxième variable. Pour le calcul de la dérivée de cette fonctionnelle nous avons besoin dans un premier
temps de calculer la dérivée de la normale

Dérivée de la normale

Dans ce but commençons par dériver l’égalitén ·X,i = 0 et utilisonsn · n,i = 0

δn ·X,i = −n · δ(X,i) = −n · (ψ,in+ ψn,i) = −ψ,i.

En dérivantn · n = 1 avecδ nous obtenons queδn = a1X,1 + a2X,2 est dans le plan tangent. En
remplaçant dans l’expression précédente et en utilisant l’ascenseur d’indices

∑

j

ajgij = −ψ,i ⇒ aj = −
∑

i

ψ,ig
ij .

En utilisant la définition du gradient surfacique nous obtenons

δn = −
∑

i,j

gijψ,iX,j = −∇∂Ωψ. (5.71)

Dérivée de la fonctionnelle

En utilisantδX = ψn et (5.71)

δ(f(X,n)) = ∇1f · δX + ∇2f · δn = ∇1f · n ψ −∇2f · ∇∂Ωψ

Nous pouvons à présent utiliser la formule générale (5.66)

δJ =

∫

∂Ω
∇1f · n ψ −∇2f · ∇∂Ωψ + fHψ dσ.

La formule de symétrie (5.17) (qui est aussi valable dans le cas d’une paramétrisation) et une intégration
par parties sur les surfaces (5.67) donne

−
∫

∂Ω
∇2f · ∇∂Ωψdσ = −

∫

∂Ω
∇2,∂Ωf · ∇∂Ωψdσ =

∫

∂Ω
div∂Ω(∇2,∂Ωf)ψ dσ.

Il reste finalement

δJ =

∫

∂Ω
( f(·, n)H + ∇1f · n+ div∂Ω(∇2,∂Ωf) )ψ dσ. (5.72)

Considérons à présent une fonctionnelle dépendant de la courbure moyenne.
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5.6.4 Calcul de la dérivée de l’énergie de courbure moyenne

Dans cette section nous exposons plus en détails les calculs faits dans [51].Considérons une fonction
A : R −→ R et la fonctionnelle définie à l’aide de la paramétrisation par

J(t) =

∫

U
A(H(t))

√

g(t) du1du2. (5.73)

CommeH est donnée par−
∑

i,j

gijhij (5.52) nous avons à calculer la dérivée de l’inverse de la première

forme fondamentale ainsi que la dérivée de la deuxième forme fondamentale.

Dérivée de l’inverse de la première forme fondamentale

La dérivée de
∑

k

gikg
kj est nulle donc en utilisant (5.63) et la définition (5.51)

∑

k

δ(gkj)gik = −
∑

k

gkjδ(gik) = 2ψ
∑

k

gkjhik = 2ψ hji .

En utilisant l’ascenseur d’indices nous obtenons

δ(gij) = 2ψ
∑

k

gjkhik. (5.74)

Dérivée de la deuxième forme fondamentale

En dérivant la formulehij = n ·X,ij nous obtenons

δ(hij) = δ(X,ij) · n+X,ij · δn. (5.75)

Pour le deuxième terme il suffit d’utiliser (5.71), les équations de Gauss (5.54) ainsi queX,i · n = 0

δn ·X,ij = −
(

∑

p,q

gpqψ,qX,p

)

·
(

∑

k

ΓkijX,k + hijn

)

= −
∑

p,q,k

gpqψ,qgpkΓ
k
ij = −

∑

k

Γkijψ,k.

Pour la dernière ligne nous avons utilisé la relation
∑

p

gpqgpk = δkq où δkq est le symbole de Kronecker

et non l’opérateur de dérivation.

Pour le premier terme, il suffit de calculer la dérivée deX,ij que l’on obtient facilement avec (5.59)

δ(X,ij) = ψ,ijn+ ψ,in,j + ψ,jn,i + ψ n,ij .

En utilisantn · n,i = 0 nous obtenons
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δ(X,ij) · n = ψ,ij + n,ij · n ψ.

En dérivantn,i · n = 0 par rapport àj et d’après les équations de Weingarten (5.53)

n,ij · n = −n,i · n,j = −
(

−
∑

p

hpiX,p

)

·
(

−
∑

q

hqjX,q

)

= −
∑

p,q

hpih
q
jgpq

= −
∑

p,q,k

hpihkjg
qkgpq = −

∑

k

hkjh
k
i .

Nous avons utilisé
∑

q

gqkgpq = δkp pour la dernière ligne du calcul. En remplaçant les calculs précédents

dans (5.75) et en introduisant la dérivée covariante(ψ,i);j (5.55)

δhij = ψ,ij −
∑

k

Γkijψ,k − ψ
∑

k

hkjh
k
i = (ψ,i);j − ψ

∑

k

hkjh
k
i . (5.76)

Calcul de la dérivée deH

Utilisons à présent la définition deH à l’aide des deux formes fondamentales (5.52), (5.51) et utilisons
les résultats (5.74) et (5.76) ainsi que la définition du laplacien surfacique (5.56)

−δH = δ





∑

i,j

gijhij





=
∑

i,j

δ(gij)hij +
∑

i,j

gijδ(hij)

= 2ψ
∑

i,j,k

gjkhikhij +
∑

i,j

gij

(

(ψ,i);j − ψ
∑

k

hki hkj

)

= ψ
∑

i,k

hikh
k
i + ∆∂Ωψ.

où nous avons utilisé
∑

j

gjkhij = hki et
∑

j

gijhkj = hik. Leshji sont les coefficients de l’endomor-

phisme−dn dans la base(X,1, X,2). Comme les valeurs propres dedn sontκ1 etκ2

∑

i,k

hikh
k
i = Tr(dn2) = (κ1)

2 + (κ2)
2 = (κ1 + κ2)

2 − 2κ1κ2 = H2 − 2G.

Résultat final

La dérivée deA(H) est donc donnée par

δ(A(H)) = A′(H)δH = −A′(H)(∆∂Ωψ + (H2 − 2G)ψ). (5.77)
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Nous pouvons à présent utiliser le résultat général (5.66)

δJ =

∫

∂Ω
( −A′(H)∆∂Ωψ −A′(H)(H2 − 2G)ψ +HA(H) ) dσ.

Une intégration par parties du laplacien surfacique (5.69) donne finalement

δJ = −
∫

∂Ω
(∆∂Ω(A′(H)) +A′(H)(H2 − 2G) −HA(H)) ψ dσ. (5.78)

Ce résultat obtenu par Willmore [51] est complètement géométrique car il dépend uniquement de la cour-
bure et d’opérateurs surfaciques.

5.6.5 Energies plus générales

Pour cette section nous nous inspirons de [45]. Des fonctionnelles plus générales dépendant de la cour-
bure de Gauss peuvent être considérés avec des énergies du type

J(t) =

∫

U
F (H(t), G(t))

√

g(t) du1du2. (5.79)

Nous avons

δ(F (H,G)) = δ(H)FH + δ(G)FG (5.80)

où nous avons notéFH(H,G) la dérivée deF par rapport à sa première variable etFG(H,G) la dérivée
deF par rapport à sa deuxième variable. Pour plus de lisibilité nous omettons la dépendance enH etG
de ces dérivées.

Le calcul deδH vient d’être effectué, il nous faut à présent calculerδG. Pour ce faire partons de la

définition (5.52) que l’on peut réécrireG =
det(hij)

det(gij)
. Dans la suiteg désigneradet(gij). En appliquant

l’opérateurδ

δG = det(hij)δ

(

1

g

)

+
1

g
δ(det(hij)).

Pour le premier terme nous utilisons (5.64)

det(hij)δ

(

1

g

)

= −det(hij)
δg

g2
= −2HGψ.

Notonsh−1
ij l’inverse de la matricehij . En utilisant la dérivée du déterminant ainsi que (5.76)

1

g
δ(det(hij)) =

1

g
det(hij)

∑

i,j

h−1
ij δ(hij) = G

∑

i,j

h−1
ij

(

(ψ,i);j − ψ
∑

k

hki hkj

)

.
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En utilisant la définition de l’inverse dehij et la définition de la courbure moyenne (5.52) nous obtenons

∑

i,j,k

h−1
ij h

k
i hkj =

∑

i,k

hki δik =
∑

k

hkk = −H.

Donc finalement, après avoir notéh̃ij = Gh−1
ij

δG = −2GHψ +
∑

i,j

h̃ij(ψ,i);j +GHψ = −GHψ +
∑

i,j

h̃ij(ψ,i);j .

Nous avons

FGδG = −FG GHψ +
∑

i,j

FGh̃
ij(ψ,i);j .

En utilisant les propriétés de la dérivée covariante du produit et l’équation de Mainardi-Codazzi (5.57)

∑

i,j

FGh̃
ij(ψ,i);j =

∑

i,j

(FGh̃
ijψ,i);j −

∑

i,j

(FG);j h̃
ijψ,i −

∑

i,j

FG(h̃ij);jψ,i

=
∑

i,j

(FGh̃
ijψ,i);j −

∑

i,j

(FG);j h̃
ijψ,i.

Une fois intégré, le premier terme est nul d’après (5.68) car le produit contracté
∑

i

FGh̃
ijψ,i correspond

aux coordonnées contravariantes d’un champ de vecteurs. Commeψ,i = ψ;i et (FG);j = (FG),j nous
pouvons refaire le raisonnement précédent (en utilisant le fait queh̃ij est symétrique pour appliquer
(5.57))

∑

i,j

(FG);j h̃
ijψ,i =

∑

i,j

(FG),j h̃
ijψ;i =

∑

i,j

((FG),j h̃
ijψ);i −

∑

i,j

((FG),j);ih̃
ijψ −

∑

i,j

(FG),j(h̃
ij);iψ

=
∑

i,j

((FG),j h̃
ijψ);i −

∑

i,j

((FG),j);ih̃
ijψ.

Une fois intégré, le premier terme est nul d’après (5.68) car le produit contracté
∑

j

(FG),j h̃
ijψ corres-

pond aux coordonnées contravariantes d’un champ de vecteurs. Finalement

FGδG = −FG GHψ +
∑

i,j

((FG),i);j h̃
ijψ. (5.81)

modulo des termes dont l’intégrale est nulle. En utilisant le résultat général (5.66) avecf = F (H,G),
l’expression deδH (5.77),δG (5.81) et en effectuant une intégration par parties pour le laplacien surfa-
cique (5.69)

δJ =

∫

∂Ω



F (H,G)H − ∆∂Ω(FH) − FH(H2 − 2G) − FGGH +
∑

i,j

h̃ij((FG),i);j



ψ dσ.
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Utilisons à présent le théorème de Cayley Hamilton (A2 − Tr(A)A + det(A)I = 0) avec la matrice de
terme généralhji et les relations (5.52)

∑

k

hki h
j
k +Hhji +Gδji = 0.

Nous multiplions l’égalité précédente parh−1
ip puis nous faisons la somme suri. Pour chaque terme nous

utilisons à présent (5.51). Pour le premier terme

∑

k,i

hki h
j
kh

−1
ip =

∑

k,i,m

hjkg
kmhmih

−1
ip =

∑

k,m

hjkg
kmδpm =

∑

k

hjkg
kp.

Pour le deuxième terme

H
∑

i

hjih
−1
ip = H

∑

i,m

gjmhmih
−1
ip = H

∑

m

gjmδpm = Hgjp.

pour le troisième terme

G
∑

i

h−1
ip δ

j
i = Gh−1

jp = h̃jp.

Nous obtenons finalement

h̃ij = −Hgij −
∑

k

hikg
kj .

Avec la définition du laplacien surfacique (5.56)

∑

i,j

h̃ij((FG),i);j = −H
∑

i,j

gij((FG),i);j −
∑

i,j,k

hikg
kj((FG),i);j = −H∆∂Ω(FG) −

∑

i,j,k

hikg
kj((FG),i);j .

(FG),i sont les composantes covariantes du champ de vecteurs∇∂Ω(FG). Notons∇∂Ω(∇∂Ω(FG)) la
dérivée covariante de ce champ de vecteurs. Nous avons enfin avec (7.42)

dn : ∇∂Ω(∇∂Ω(FG)) = −
∑

i,j,k

hki g
kj((FG),i);j

La formule finale est donc la suivante

δJ =

∫

∂Ω

(

F (H,G)H − ∆∂Ω(FH) − FH(H2 − 2G) − FGGH −H∆∂Ω(FG) + dn : ∇∂Ω(∇∂Ω(FG))
)

ψ dσ.

(5.82)
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5.7 Comparaison des résultats

Nous avons utilisé précédemment différentes approches pour calculé la dérivée de fonctionnelles
géométriques. Nous commençons par comparer les méthodes d’optimisation utiliséespuis nous nous in-
téresserons à la comparaison des résultats obtenus dans le cas de fonctionnelles dépendant de la normale
ainsi que de la courbure.

5.7.1 Comparaison des méthodes d’optimisation

Dans chaque approche, nous avons déformé la surface et calculer les variations de la fonctionnelle
au premier ordre. Déformer un domaine dans la direction tangentielle n’a aucune influence sur la forme.
C’est pour cette raison que nous avons considéré uniquement des variations normales dans l’approche
avec les outils de géométrie différentielle. Ce résultat se retrouve égalementdans le théorème de Rey-
nolds où seule la composante normaleu · n sur le bord du domaine intervient. Dans chaque méthode,
l’idée principale est de se ramener à un domaine fixe pour pouvoir ensuite dériver les termes apparaissant
dans l’intégrale.

Une différence importante entre la première méthode de dérivation et les autres est qu’on approxime
une fonctionnelle surfacique par une fonctionnelle volumique. Pour comparerles résultats, il est donc
nécessaire de faire tendre le paramètreε vers 0. Dans ce cas, nous avons le résultat suivant pour la
fonctionnelle générale level set (5.22) en utilisant (5.18)

∫

Q
( (f [φ])t + div(f [φ]n)u · n ) |∇φ|1

ε
ζ

(

φ

ε

)

dx −→
ε−→0

∫

∂Ω
(f [φ])t + div(f [φ]n)u · n dσ.

Nous retrouvons donc le résultat (5.39). Dans le cas ou la fonctionnelle que l’on considère dépend de la
position, remarquons(f [φ])t contient uniquement les informations surφ et ses dérivées et pas celles sur
la position.

Si nous choisissons de développer le résultat précédent nous obtenons

∫

∂Ω
(f [φ])t + ∇(f [φ]) · n u · n+ f [φ]Hu · n dσ. (5.83)

Dans le cas de la méthode paramétrique,δ contient les informations sur la positionX et les dérivées de
X. Pour comparer les résultats, il suffit de remarquer avec (5.59)

δ(f [X]) = ∇(f [X]) · δX + δ̃(f [X]) = ∇(f [X]) · n ψ + δ̃(f [X])

où δ̃(f [X]) désigne la variation def [X] par rapport aux dérivées deX. Le résultat (5.66) se réécrit donc

δJ =

∫

∂Ω
δ̃(f [X]) + ∇(f [X]) · n ψ + f [X]Hψ dσ (5.84)

Nous pouvons donc identifier les résultats (5.83) et (5.84) en choisissant

u · n = ψ. (5.85)
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Comparaison de la dérivée de la normale

Tous les résultats sont basés sur la dérivée de la normale. Avec les méthodes level set nous avions
obtenu (5.5.1)

(n(φ))t = −∇∂Ω(u · n) − ([∇n] n) u · n.

Remarquons que dans le cas de l’optimisation par les outils de géométrie différentielle nous avions ob-
tenuδn = −∇∂Ωψ qui correspond au premier terme de l’expression précédente. Le fait detravailler
sans utiliser de prolongement permet de ne pas considérer le terme supplémentaire [∇n] n qui dépend
du prolongement choisi. Comme nous allons le voir, ce terme est à l’origine de résultats non surfaciques
dans les deux premières méthodes et il complique les calculs. Dans le cas d’une fonction distance ce
terme est nul (5.14) ce qui simplifie grandement les calculs.

Passons maintenant à la comparaison des résultats pour une fonctionnelle dépendant de la normale
et de la courbure moyenne.

5.7.2 Comparaison pour une fonctionnelle dépendant de la normale

Les résultats obtenus par les trois approches sonta priori différents. Cependant nous allons simplifier
les formules obtenues, notamment en utilisant les lemmes énoncés au début du chapitre. Nous repartons
du résultat obtenu avec la première méthode (5.24)

(Jε(φ))t =

∫

Q
div(f(·, n)n+ ∇2,∂Ωf) u · n |∇φ|1

ε
ζ

(

φ

ε

)

dx.

Mise sous forme géométrique du résultat avec l’approximation volumique

On peut écrire cette formule sous une autre forme. En effet en utilisant le lemme 2 p 104

div(∇2,∂Ωf) = div∂Ω(∇2,∂Ωf)) + (∇(∇2,∂Ωf) n) · n
= div∂Ω(∇2,∂Ωf)) −∇2f · ([∇n] n).

Nous avons également en développant la divergence

div(f(·, n)n) = f(·, n) div(n) + ∇x(f(x, n(x))) · n = f(·, n)H + ∇1f · n+ ([∇n]T∇2f) · n.

Deux termes se simplifient et le résultat peut donc s’écrire

(Jε(φ))t =

∫

Q
( f(·, n)H + ∇1f · n+ div∂Ω(∇2,∂Ωf) ) u · n |∇φ|1

ε
ζ

(

φ

ε

)

dx.

Nous faisons maintenant tendre le paramètreε vers 0 pour obtenir

(J(φ))t =

∫

∂Ω
( f(·, n)H + ∇1f · n+ div∂Ω(∇2,∂Ωf) ) u · n dσ. (5.86)

Nous pouvons donc identifier avec (5.85) les formules (5.44), (5.72) et (5.86). Si nous considérons une
fonctionnelle géométrique c’est à dire dépendant uniquement de la normale et pas de la position nous
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avons∇1f · n = 0. Dans ce cas (5.86) se met sous une forme complètement géométrique car le résultat
dépend uniquement de normale, la courbure et d’opérateurs surfaciques. Nous allons justifier à présent
le calcul fait en donnant le type d’applications dans lesquels cette énergie est utilisée.

Mouvement à courbure moyenne anisotrope

De nombreux mouvements d’interfaces sont décris par la minimisation d’une énergie. Dans le cas
de l’énergie

∫

∂Ω dσ nous obtenons d’après (5.39) que la dérivée est donnée par
∫

∂ΩHu · n dσ. Dans les
applications en cristallographie, des anisotropies apparaissent en fonction de la direction de la normale.
L’énergie considérée est alors

J(φ) =

∫

∂Ω
f(n) dσ.

Il est supposé que l’énergie est homogène de degré un c’est à diref(tn) = tf(n) car la fonction ne
dépend que de l’orientation den. En dérivant cette expression par rapport àt nous obtenons(∇f)(n)·n =
f(n). Nous avons donc en utilisant (5.16)

div∂Ω(∇∂Ωf) = div∂Ω(∇f) − div∂Ω((∇f · n) n) = div∂Ω(∇f) − (∇f · n) H = div∂Ω(∇f) − fH.

En repartant du résultat (5.24) nous obtenons

(J(φ))t =

∫

∂Ω
div∂Ω(∇f)u · n dσ. (5.87)

Il est d’usage de définir une normale anisotropenf et une courbure moyenne anisotropeHf par les
formules

nf = (∇f)(n) Hf = div∂Ω(nf ) (5.88)

Nous retrouvons donc les formules introduites par exemple dans [18] p 192 qui modélisent des mouve-
ments à courbure moyenne anisotrope.

5.7.3 Comparaison dans le cas d’une fonctionnelle dépendantde la courbure moyenne

Intéressons-nous maintenant au cas de la courbure moyenne. Nous repartons de la formule (5.26)

(Jε(φ))t =

∫

Q

(

div(A(H)n) − div

(

1

|∇φ|∇∂Ω

(

A′(H)|∇φ|
)

))

u · n |∇φ|1
ε
ζ

(

φ

ε

)

dx. (5.89)

Mise sous forme géométrique du résultat avec l’approximation volumique

Commençons par développer le premier terme de l’expression en utilisant (5.9)

div(A(H)n) = A(H)H +A′(H)∇H · n.

Développons à présent le deuxième terme en utilisant la propriété (5.13)
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div

(

1

|∇φ|∇∂Ω(A′(H)|∇φ|)
)

= div(A′(H)([∇n] n)) + div(∇∂Ω(A′(H))).

Pour le deuxième terme on introduit la divergence surfacique et on utilise le lemme 2 p 104

div(∇∂Ω(A′(H))) = div∂Ω(∇∂Ω(A′(H))) + (∇(∇∂Ω(A′(H))) n) · n
= ∆∂Ω(A′(H)) −∇(A′(H)) · ([∇n] n).

Pour le premier terme on développe la divergence et on utilise le lemme 1 p 104

div(A′(H)([∇n] n)) = A′(H) (∇H · n+ (H2 − 2G)) + ∇(A′(H)) · ([∇n] n).

En mettant les résultats bouts à bouts des termes se compensent et il reste finalement en faisant tendreε
vers0

(J(φ))t = −
∫

∂Ω

(

∆∂Ω(A′(H)) +A′(H)(H2 − 2G) −A(H)H
)

u · n dσ. (5.90)

Nous retrouvons donc bien la même expression que dans le cas de l’optimisation avec les outils de
géométrie différentielle (5.78)

Mise sous forme géométrique du résultat avec la formule de Reynolds surfacique

Nous repartons du résultat (5.49) obtenu avec la formule de Reynolds surfacique.

(J(φ))t =

∫

∂Ω
div(A(H)n) u · n− ∆∂Ω(A′(H))u · n dσ (5.91)

+

∫

∂Ω
−A′(H) div∂Ω([∇n] n) u · n+A′(H)([∇n] n) · ([∇n] n) u · n dσ. (5.92)

En utilisant le lemme 1 p 104 et le lemme 3 p 104

div∂Ω([∇n] n) = div([∇n] n) − (∇([∇n] n)n) · n = ∇H · n+H2 − 2G+ ([∇n] n) · ([∇n] n).

En développant la divergence et en utilisant (5.9)

div(A(H)n) = A(H) div(n) + ∇(A(H)) · n = A(H)H +A′(H)∇H · n.

En reportant les deux propriétés précédentes dans (5.92) des termes se compensent et il reste au final

(J(φ))t = −
∫

∂Ω
(∆∂Ω(A′(H)) +A′(H)(H2 − 2G) −A(H)H) u · n dσ. (5.93)

Nous retrouvons donc bien la même expression que dans le cas de l’optimisation avec les outils de géo-
métrie différentielle (5.78).
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Nous obtenons bien les mêmes résultats car nous avons montré dans l’annexe du chapitre 7 que
le laplacien surfacique était le même dans le cas d’une paramétrisation ainsi quedans sa formulation
avec une fonction implicite. Le résultat obtenu est géométrique car il ne dépend que de la courbure et
d’opérateurs surfaciques. L’étude de ces différentes méthodes a étémotivé par la compréhension des
résultatsa priori différents obtenus avec les outils de géométrie différentielle par Willmore et ceux
obtenus avec une approximation volumique. Le passage entre les deux a été facilité par l’introduction
de la formule de Reynolds qui permet d’introduire les opérateurs surfaciques. Dans le cas de la courbure
moyenne au carré les résultats peuvent s’écrire sous la forme du diagramme suivant

ε −→ 0

Jε(φ) =
∫

Q
H(φ)2 |∇φ|1

ε
ζ
(

φ
ε

)

dx

(Jε(φ))t

J(φ) =
∫

{φ=0}H(φ)2 dσ

Derivation par rapport at Derivation par rapport at

Regularisation volumique

(J(φ))t = −
∫

{φ=0}(2∆∂ΩH +H(H2 − 4G)) u · n dσ

FIG. 5.3 – Diagramme des résultats obtenus dans le cas de la courbure moyenne au carré

Quelques remarques dans le cas de la courbure moyenne au carré

Le cas particulier oùA(r) = r2 a été très étudié dans la littérature [51] et c’est cette énergie qui nous
intéresse dans les applications en biomécanique

J =

∫

∂Ω
H2 dσ.

On peut montrer que cette énergie est invariante par transformations conformes c’est à dire les transla-
tions, rotations, dilatation et inversion. Une application intéressante de la propriétéde dilatation est que
la valeur de cette fonctionnelle est la même à toutes les échelles, en particulier dans le cas de membranes
biologiques. Les points critiques de cette fonctionnelle sont donnés d’après(5.90) par les surfaces qui
vérifient

2∆∂ΩH +H(H2 − 4G) = 0. (5.94)
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Il est simple de voir que cette égalité est vérifiée pour une sphère (H2 = 4G = cte). Il a été démontré
que la sphère réalise le minimum de cette énergie parmi toutes les surfaces de topologie0. Il est possible
de montrer que l’égalité précédente est vérifiée pour un tore dont les rayons vérifientr = R

√
2. Par

contre, montrer que ce tore est le minimum de cette énergie parmi tous les objets de topologie1 est une
conjecture (de Willmore). Le cas qui nous intéresse est de trouver le minimum de cette énergie lorsque
l’aire et le volume sont fixé. Il n’existe pas à ma connaissance de résultatthéorique sur le sujet.

L’égalité précédente peut s’interpréter de la manière suivante : le termeH2 − 4G tend à ramener la
surface vers une sphère, tandis que le terme∆∂ΩH tend à moyenner localement la courbure moyenne.
En effet, une fonction harmonique (dont le laplacien est nul) a cette propriété d’être localement égale
à sa moyenne. C’est sûrement l’une des raisons pour laquelle les formesdes globules rouge obtenues
en minimisant (5.78) à aire et volume fixé ressemblent à un ellipsoïde concave plutôt qu’à une piste
d’athlétisme (FIG 4.3)

FIG. 5.4 – Piste d’athlétisme et forme d’un globule

Les résultats présentés sont valables pour une surface mais nous pouvons en déduire facilement la
formule pour les courbes paramétrées. Dans ce cas on noteκ la courbure de la courbe et les deux valeurs
propres de[∇n] sontκ et0, en conséquence

Tr([∇n]2) = κ2. (5.95)

En reprenant les calculs précédents nous obtenons la dérivée deJ(φ) =
∫

∂Ω κ
2 dσ (on note toujours∂Ω

la courbe)

(J(φ))t = −
∫

∂Ω
(2∆∂Ωκ+ κ3) u · n dσ. (5.96)

Remarquons que dans ce cas, la dérivée de l’énergie de courbure n’est pas nulle pour un cercle.
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Nous pouvons à présent calculer la forceFc associée à l’énergie de courbure. Le principe des travaux
virtuels stipule que

J(φ)t = −
∫

Q
Fc(φ) · u dx (5.97)

En réécrivant le résultat (5.90) avec l’approximation volumique (5.18) nous obtenons

Fc(φ) = ( 2∆∂ΩH +H(H2 − 4G) )n |∇φ|1
ε
ζ

(

φ

ε

)

(5.98)

Dans le cas bidimensionnel nous obtenons

Fc(φ) = ( 2∆∂Ωκ+ κ3 )n |∇φ|1
ε
ζ

(

φ

ε

)

(5.99)

5.7.4 Calcul pour une fonctionnelle générale

Nous nous intéressons maintenant à la mise sous forme géométrique d’une énergie dépendant de la
courbure moyenne et la courbure de Gauss. Nous avons considéré cette énergie générale dans le cas des
méthodes d’approximation volumique et paramétrique. Cependant, des calculsassez longs montrent que
le résultat reste le même avec la formule de Reynolds surfacique. Pour ne pas alourdir l’exposé nous
avons omis ces calculs. Nous allons donc simplifier l’expression générale (5.37) dans le cas ou la fonc-
tionnelle dépend des invariants de[∇n]. N’ayant pas réussi a mettre le résultat sous forme géométrique
j’utiliserais une fonction distance qui permet beaucoup de simplifications.

Calcul de [∇wg]

Pour simplifier le résultat (5.37) nous avons donc besoin dans un premier temps de calculer[∇wg] dans
le cas où

g(w) = F (Tr(w),Tr(Cof(w))). (5.100)

Dans cette section, la notationg désigne la fonction précédente et non la métrique de la surface. Nous
avonsg([∇n]) = F (H,G) d’après (5.9) et (5.10). En notantf1(w) = Tr(w) nous obtenons que

df1(w)(h) = Tr(h) = I : h. (5.101)

En notantf2(w) = Tr(Cof(w)) un développement limité donne

2f2(w + h) = (Tr(w + h))2 − Tr((w + h)2)

= Tr(w)2 + 2 Tr(w)Tr(h) + Tr(h2) − Tr(w2) − Tr(wh) − Tr(hw) − Tr(h2)

= 2f2(w) + 2 Tr((Tr(w)I − w)h) + o(|h|).

Nous obtenons donc

df2(w)(h) = (Tr(w)I − wT ) : h.
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Nous pouvons à présent calculer le gradient deg défini pardg(w)(h) = [∇wg](w) : h. Après avoir noté
FH la dérivée deF par rapport à la première variable etFG la dérivée deF par rapport à la deuxième
variable

[∇wg](w) = FHI + FG(Tr([w])I − [w]T ).

L’égalité précédente doit être appliquée au point[∇n] et nous obtenons

[∇wg]([∇n]) = (FH +HFG)I − FG[∇n]T . (5.102)

5.7.5 Simplifications de la formulation level set

Nous commençons par simplifier la formule (5.37) dans le cas oùg = F (H,G). Nous remplaçons
pour simplifier la présentation[∇wg] parαI + β[∇n]T oùα etβ sont des constantes.

Première simplification

Commençons par faire le calcul des deux termes contenant desζ ′ intervenant dans (5.37) que nous notons
Lε (nous omettons les intégrales)

Lε =

(

−div∂Ω

(

(αI + β[∇n]T )∇φ 1

ε2
ζ ′
(

φ

ε

))

+
(

(αI + β[∇n]T )∇φ
)

· div(n⊗ n)
1

ε2
ζ ′
(

φ

ε

))

u · n|∇φ|.

Pour le premier terme nous utilisons (5.8) et (5.16)

−div∂Ω

(

(αI + β[∇n]T )n|∇φ| 1

ε2
ζ ′
(

φ

ε

))

= −div∂Ω

(

α|∇φ| 1

ε2
ζ ′
(

φ

ε

)

n

)

= −αH|∇φ| 1

ε2
ζ ′
(

φ

ε

)

.

Nous obtenons avec (5.8) et (5.15)

(

(αI + β[∇n]T ) n|∇φ|
)

· div(n⊗ n)
1

ε2
ζ ′
(

φ

ε

)

= α(Hn+ [∇n] n) · n|∇φ| 1

ε2
ζ ′
(

φ

ε

)

= αH|∇φ| 1

ε2
ζ ′
(

φ

ε

)

.

Nous avons doncLε = 0 et donc les termes enζ ′, qui pouvaient sembler gênants, n’interviennent pas
dans la différentiation.

Intéressons-nous à présent aux autres termes intervenant dans l’expression (5.37) en notantJε la

fonctionnelle obtenue (nous omettons les intégrales ainsi queu · n|∇φ|1εζ
(

φ
ε

)

qui est en facteur)

Jε = div(g([∇n])n) − div∂Ω(div(αI + β[∇n]T )) − div∂Ω

(

(αI + β[∇n]T )
∇|∇φ|
|∇φ|

)

+ div((αI + β[∇n]T )) · div(n⊗ n) +

(

(αI + β[∇n]T )
∇|∇φ|
|∇φ|

)

· div(n⊗ n).

En utilisant (5.13)
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∇|∇φ|
|∇φ| = [∇n] n+

∇|∇φ| · n
|∇φ| n. (5.103)

En utilisant (5.8)

(αI + β[∇n]T )
∇|∇φ|
|∇φ| = (αI + β[∇n]T )[∇n] n+ α

∇|∇φ| · n
|∇φ| n. (5.104)

Nous obtenons donc pour le troisième terme deJε avec (5.16)

−div∂Ω

(

(αI + β[∇n]T )
∇|∇φ|
|∇φ|

)

= −div∂Ω

(

(αI + β[∇n]T )[∇n] n
)

− αH
∇|∇φ| · n

|∇φ| .

Utilisons à présent (5.8) et (5.104) pour le cinquième terme deJε

(

(αI + β[∇n]T )
∇|∇φ|
|∇φ|

)

· div(n⊗ n)

=

(

α[∇n] n+ α
∇|∇φ| · n

|∇φ| n+ β[∇n]T [∇n] n

)

· ([∇n] n+Hn)

= (α+ βH)([∇n] n) · ([∇n] n) + αH
∇|∇φ| · n

|∇φ| + β([∇n] [∇n] n) · ([∇n] n).

Des termes se compensent et il reste donc

Jε = div(g([∇n])n) − div∂Ω(div(αI + β[∇n]T )) − div∂Ω

(

(αI + β[∇n]T ) [∇n] n
)

(5.105)

+ div((αI + β[∇n]T )) · div(n⊗ n) + (α+ βH)([∇n] n) · ([∇n] n) (5.106)

+ β([∇n] [∇n] n) · ([∇n] n). (5.107)

Retrouvons maintenant le résultat que l’on a obtenu dans le cas de la courbure moyenne.

Cas de la courbure moyenne

Simplifions l’expression (5.107) dans le casβ = 0 en omettant le termediv(g([∇n])n) que nous notons
Rα. En utilisant (5.15)

Rα = −div∂Ω(∇α) − div∂Ω (α[∇n] n) + ∇α · (Hn+ [∇n] n) + α([∇n] n) · ([∇n] n).

En utilisant (5.16) nous obtenons

−div∂Ω(∇α) = −div∂Ω(∇∂Ωα) − div∂Ω((∇α · n)n) = −∆∂Ωα−H∇α · n.

En développant la divergence et en utilisant le lemme 3 p 104

−div∂Ω(α[∇n] n) = −α div∂Ω([∇n] n) −∇∂Ωα · ([∇n] n)

= −α div([∇n] n) − α([∇n] n) · ([∇n] n) −∇∂Ωα · ([∇n] n).
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En utilisant la relation de symétrie (5.17) ainsi que (5.13)

−∇∂Ωα · ([∇n] n) = ∇∂Ωα · ∇∂Ω|∇φ|
|∇φ| = −∇α · ∇∂Ω|∇φ|

|∇φ| = −∇α · ([∇n] n).

Des termes se simplifient et il reste finalement

Rα = −∆∂Ωα− α div([∇n] n). (5.108)

Pour obtenir le résultat dans le cas d’une fonctionnelle du type
∫

∂ΩA(H) dσ il suffit d’après (5.102)
de remplacer dans l’expression précédenteα parA′(H) et d’ajouter le termediv(A(H)n). Nous notons
JH le résultat obtenu.

En utilisant le lemme 1 p 104 et en développant la divergence nous obtenons

JH = A(H)H +A′(H)∇H · n− ∆∂Ω(A′(H)) −A′(H)(∇H · n+H2 − 2G). (5.109)

Il reste donc

JH = A(H)H − ∆∂Ω(A′(H)) −A′(H)(H2 − 2G). (5.110)

Nous retrouvons donc bien le résultat (5.93).

Après quelques essais infructueux je n’ai pas réussi à mettre sous forme géométrique le résultat dans
le cas d’unβ non nul. Je propose donc de faire une simplification en supposant queφ est une fonction
distance.

Cas de la courbure de Gauss pour une fonction distance

Dans ce cas, d’après (5.14) nous avons la relation[∇n] n = 0 ce qui va notablement simplifier les
calculs. NotonsRβd l’expression (5.107) dans le cas d’une fonction distance avecα = 0 dont nous ôtons
le terme endiv(g([∇n])n)

Rβd = −div∂Ω(div(β[∇n]T )) + div((β[∇n]T )) ·Hn. (5.111)

En développant la divergence ainsi que la propriétédiv([∇n]T ) = ∇H

div(β[∇n]T ) = β∇H + [∇n]T ∇β.

Nous avons donc en utilisant[∇n] n = 0

div(β[∇n]T ) ·Hn = βH∇H · n+H ([∇n]T ∇β) · n = βH∇H · n.

Nous avons également en utilisant (5.8)
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−div∂Ω(div(β[∇n]T )) = −div∂Ω(β∇H) − div∂Ω([∇n]T (∇∂Ωβ + (∇β · n)n))

= −div∂Ω(β∇H) − div∂Ω([∇n]T ∇∂Ωβ)

Pour le premier terme on développe la divergence surfacique et on utilise (5.16) ainsi que la propriété de
symétrie (5.17)

−div∂Ω(β∇H) = −β div∂Ω(∇H) −∇H · ∇∂Ωβ

= −β div∂Ω(∇∂ΩH + (∇H · n)n) −∇∂ΩH · ∇∂Ωβ

= −β∆∂ΩH − βH(∇H · n) −∇∂ΩH · ∇∂Ωβ.

Pour le deuxième terme on utilise la relationdiv∂Ω(Ab) = div∂Ω(AT ) · b+AT : ∇∂Ωb ainsi que le fait
que[∇n] est symétrique car on a choisi une fonction distance

−div∂Ω([∇n]T ∇∂Ωβ) = −div∂Ω([∇n] ∇∂Ωβ) = −div∂Ω([∇n]T ) · ∇∂Ωβ − [∇n] : ∇∂Ω(∇∂Ωβ).

En dérivant (5.8) et en multipliant parn nous obtenons dans le cas d’une fonction distance

(∇([∇n]T )n) · n = −[∇n]T [∇n] n = 0.

Nous avons donc avec la relationdiv([∇n]T ) = ∇H

−div∂Ω([∇n]T ) = −div([∇n]T ) + (∇([∇n]T )n) · n = −∇H.

En utilisant la relation de symétrie (5.17) nous obtenons

−div∂Ω([∇n]T∇∂Ωβ) = −∇H · ∇∂Ωβ − [∇n] : ∇∂Ω(∇∂Ωβ) = −∇∂ΩH · ∇∂Ωβ − [∇n] : ∇∂Ω(∇∂Ωβ).

Deux termes se compensent et il reste

Rβd = −β∆∂ΩH − 2∇∂ΩH · ∇∂Ωβ − [∇n] : ∇∂Ω(∇∂Ωβ). (5.112)

Cas général

Considérons à présent le cas général oùg([∇n]) = F (H,G). Dans ce cas, d’après (5.102), nous
avonsα = FH +HFG etβ = −FG. NotonsJd la somme deRα (5.108),Rβd (5.112) ainsi que le terme
div(F (H,G)n). Dans le cas d’une fonction distance nous avonsRα = −∆∂Ωα et nous obtenons

Jd = div(F (H,G)n) − ∆∂Ω(FH +HFG) + FG∆∂Ω(H) + 2∇∂ΩH · ∇∂Ω(FG) + [∇n] : ∇∂Ω(∇∂Ω(FG)).

En développant le laplacien surfacique

∆∂Ω(HFG) = H∆∂Ω(FG) + 2∇∂Ω(FG) · ∇∂ΩH + FG∆∂Ω(H).
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Donc

−∆∂Ω(HFG) + FG∆∂Ω(H) + 2∇∂ΩH · ∇∂Ω(FG) = −H∆∂Ω(FG).

En développant la divergence et en utilisant le lemme 1 p 104 avec une fonctiondistance

div(F (H,G)n) = F (H,G)H + ∇(F (H,G)) · n = F (H,G)H + FH ∇H · n+ FG ∇G · n
= F (H,G)H − FH (H2 − 2G) + FG ∇G · n.

Il reste donc

Jd = F (H,G)H −FH (H2 − 2G)−∆∂Ω(FH)+FG ∇G ·n−H∆∂Ω(FG)+ [∇n] : ∇∂Ω(∇∂Ω(FG)).
(5.113)

Supposons que la surface ne change pas de topologie. Alors d’aprèsle théorème de Gauss-Bonnet (7.26)

∫

∂Ω
G dσ = cte. (5.114)

Utilisons (5.113) avecF (H,G) = G. Nous avonsFH = 0 etFG = 1. On obtient donc (on remet les
intégrales)

∫

∂Ω
(GH + ∇G · n)u · n dσ = 0.

Cette formule étant valable pour tout champ de vitesseu nous avons

∇G · n = −GH (5.115)

La formule (5.113) se réécrit avec les intégrales et en faisant tendreε vers0

J ′(t) =

∫

∂Ω

(

F (H,G)H − FH (H2 − 2G) − ∆∂Ω(FH) − FG GH −H∆∂Ω(FG) + [∇n] : ∇∂Ω(∇∂Ω(FG))
)

u · n dσ .

(5.116)

Nous obtenons donc l’équivalent de la formule (5.82) obtenue avec la méthode paramétrique.

5.8 Bilan

5.8.1 Avantages et inconvénients de chaque méthode

Méthode approximation volumique

Cette méthode est la plus simple car on se ramène à un domaine volumique. Il est très simple de
démontrer les théorèmes généraux de dérivation. Les intégrations par parties s’effectuent sur un volume
ce qui simplifie les calculs. Le plus gros inconvénient réside dans le choix d’un prolongement des quan-
tités considérées à l’extérieur de la surface. Les résultats obtenus dépendent donca priori du choix de la
fonctionφ choisie. Remarquons que nous avons calculé la différentielle d’une fonctionnelle dépendant
de la courbure de manière générale par l’intermédiaire de[∇n].
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Méthode avec formule de Reynolds

La démonstration des théorèmes de dérivations est dans ce cas plus complexe. Il faut utiliser un
changement de variable dans les intégrales surfaciques et ensuite effectuer la dérivation. Comme les
calculs sont effectués sur la surface, il faut introduire des opérateurs surfaciques (notamment pour la
courbure) alors que le prolongement choisi est de norme1 ce qui alourdit les calculs. Les résultats
obtenus ne sont pas géométriquesa priori car il est encore fait usage de prolongement à l’extérieur de la
surface. Cependant, cette méthode a le mérite de donner un résultat avec des opérateurs surfaciques qui
est intermédiaire entre la première méthode et la suivante.

Méthode géométrie différentielle

Avec cette méthode, les théorèmes généraux ne sont pas très complexes à démontrer. L’avantage
majeur est de considérer une paramétrisation et de ne faire appel à aucunprolongement de quantités à
l’extérieur de la surface. Le résultat obtenu ne dépend pas de la paramétrisation choisie car il s’exprime
à l’aide d’opérateurs surfaciques et de la courbure. Un autre avantage réside dans le fait que les calculs
sont simples dans la mesure où les objets considérés sont de dimension2 (pourdn par exemple) contrai-
rement aux deux autres méthodes ou[∇n] est une matrice de taille3. La difficulté de cette méthode est
liée aux outils mathématiques introduits qui font appel à des notions géométriques très abstraites (dérivée
covariante de tenseurs par exemple).

Résumons à présent les principaux résultats obtenus dans ce chapitre. Nous supposons que la surface
et les fonctions considérées sont régulières afin que les calculs aient unsens. Nous reprenons les notations
utilisées dans la méthode avec la formule de Reynolds surfacique et nous notons∂Ω = {φ = 0}.

5.8.2 Cas de la normale

Considérons la fonctionnelle définie par

J(φ) =

∫

∂Ω
f(·, n) dσ

Les trois méthodes d’optimisation conduisent au même résultat qui se met sous la forme

(J(φ))t =

∫

∂Ω
( f(·, n)H + ∇1f · n+ div∂Ω(∇2,∂Ωf) ) u · ndσ

5.8.3 Cas de la courbure moyenne

Considérons la fonctionnelle définie par

J(φ) =

∫

∂Ω
A(H) dσ

Les trois méthodes d’optimisation conduisent au même résultat qui se met sous la forme

(J(φ))t = −
∫

∂Ω
( ∆∂Ω(A(H)) +A′(H)(H2 − 2G) −A(H)H )u · n dσ
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5.8.4 Cas de la courbure de Gauss

Considérons la fonctionnelle définie par

J(φ) =

∫

∂Ω
F (H,G) dσ

En faisant l’hypothèse simplificatrice d’une fonction distance pour la fonction level setφ, la méthode
paramétrique et la méthode d"approximation volumique donnent le même résultat qui s’écrit

(J(φ))t =

∫

∂Ω

(

F (H,G)H − FH (H2 − 2G) − ∆∂Ω(FH) − FG GH −H∆∂Ω(FG) + [∇n] : ∇∂Ω(∇∂Ω(FG))
)

u · n dσ

5.9 Conclusions et perspectives

Nous avons donc dans ce chapitre défini tout d’abord la courbure moyenne et de Gauss de manière
intrinsèque avec (5.6) et (5.7). Nous avons ensuite simplifié ces expressions dans le cas de prolongements
unitaires de la normale (5.9) (5.10). Trois approches pour calculer la dérivée de fonctionnelles géomé-
triques ont alors été développées. Nous avons montré que ces trois différentes approches donnaient le
même résultat dans le cas de fonctionnelles dépendant de la normale et de la courbure moyenne et elles
permettent de mettre le résultat sous une forme géométrique. Ce résultat serautilisé pour construire des
schémas numériques de différences finies pour la force de courbure plus adaptés que ceux qui serait utili-
sés pour la formule obtenue initialement avec la dérivation par approximation volumique. Dans le cas de
la courbure de Gauss nous avons identifié l’approche par approximation volumique ainsi que la méthode
paramétrique dans le cas d’une fonction distance.

Comme perspective, il serait intéressant d’achever ce travail en mettant lerésultat de la courbure de
Gauss sous une forme géométrique dans le cas général oùφ n’est pas une fonction distance. Une piste
serait de trouver l’équivalent des équations de Mainardi-Codazzi (ce sont ces équations qui ont permis
d’importantes simplifications dans la méthode paramétrique) dans le cas d’une représentation par une
fonction level set.
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Chapitre 6

Applications numériques

Plan du chapitre

Ce chapitre est consacré à la résolution numérique des équations du modèle demembrane intro-
duit dans la première partie. Dans un but pédagogique, nous commencerons par quelques généralités
sur les schémas aux différences finies pour l’équation de chaleur. Nousprésenterons ensuite les équa-
tions adimensionnées du modèle ainsi que les méthodes numériques utilisées pourrésoudre l’équation de
transport et les équations de Navier Stokes. Nous nous intéresserons ensuite aux erreurs commises lors du
calcul du volume et de l’aire ainsi que de la courbure. Nous retrouverons ensuite les formes d’équilibres
de vésicules en utilisant la force de courbure introduite dans la partie précédente. Nous présenterons en-
fin quelques résultats préliminaires concernant le cisaillement. Toutes les simulations numériques seront
effectuées en deux et trois dimensions d’espace.

Une manière simple de résoudre une EDP est d’utiliser des schémas aux différences finies qui re-
posent sur des développements limités. Nous proposons dans ce début de chapitre d’étudier brièvement
les schémas numériques de différences finies sur l’équation de la chaleur en mettant en avant les schémas
implicites et explicites. Pour une introduction plus détaillée de l’analyse numériqueon renvoie à [1].

6.1 Equation de la chaleur 1D

Considérons l’équation de la chaleur sur l’intervalle[0, 1] × [0, T ] avec des conditions de Dirichlet
homogènes







∂u
∂t = D ∂2u

∂x2 + f(u),
u(x, 0) = u0(x),
u(0, t) = u(1, t) = 0,

oùf est un terme source qui peut être non linéaire etD est le coefficient de diffusion.

6.1.1 Approximation de la solution

Nous allons discrétiser l’espace[0, 1] × [0, T ] pour réduire à un nombre fini le nombre d’inconnues
du problème. Pour ce faire, choisissons un pas d’espace∆x = 1/M et un pas de temps∆t = T/N .
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Notonsuni une approximation de la solution aux points de grille(xi = i∆x, tn = n∆t). Utilisons un
développement de Taylor Lagrange pour approximer la dérivée temporelle

un+1
i − uni

∆t
=
∂u

∂t
(xi, tn) +

∆t

2

∂2u

∂t2
(xi, τ),

où τ ∈ [tn, tn+1]. L’erreur commise en remplaçant la dérivée en temps par l’approximation du membre
de gauche est donc proportionnelle au pas de temps∆t ainsi qu’a la dérivée seconde en temps deu. Si la
dérivée seconde est bornée alors l’erreur commise tend vers0 comme∆t donc le schéma est consistant
à l’ordre 1 en temps. Pour le terme diffusif il est courant d’utiliser le schémacentré

Fni :=
uni+1 − 2uni + uni−1

(∆x)2
=
∂2u

∂x2
(xi, tn) +

(∆x)2

12

∂4u

∂x4
(ξ, tn).

oùξ ∈ [xi, xi+1]. Le schéma considéré est donc consistant à l’ordre 2 en espace. Nousavons maintenant
plusieurs choix possibles pour résoudre le problème approché.

6.1.2 Schéma explicite

Nous supposons dans un premier temps que le terme source en second membref est nul. Le schéma
explicite est donné par

un+1
i − uni

∆t
= D Fni . (6.1)

Ce schéma permet, connaissant la condition initiale, de déterminer explicitement lesvaleurs deuni pour
tout i et toutn. Si l’on choisit des pas d’espaces et temps quelconques, le schéma explicite (6.1) diverge.
Bien que nous ayons construit des approximations consistantes des dérivées, les erreurs que l’on commet
à chaque pas de temps peuvent s’accumuler et faire diverger la solution. Pour obtenir la convergence de
l’algorithme, nous avons besoin de la notion de stabilité d’un schéma.

Un moyen efficace de montrer la stabilité est d’effectuer un développementen série de Fourier de la
solution et de comparer le coefficient d’amplification au nombre1. Il est également possible d’utiliser
un principe du maximum discret (pour certaines équations comme celle de la chaleur) qui spécifie que
la solution reste comprise entre le minimum et le maximum de la condition initiale. Après avoirnoté
α = D ∆t

(∆x)2
l’équation (6.1) se met sous la forme

un+1
i = αuni+1 + (1 − 2α)uni + αuni−1.

Le principe du maximum discret se reformule de la manière suivante : la valeurdeun+1
i doit être une

combinaison convexe desuni . En conséquence nous avons la condition1 − 2α ≥ 0 que l’on réécrit

∆t ≤ 1

2D
(∆x)2. (6.2)

Le schéma explicite est donc très simple à implémenter numériquement mais la condition (6.2) est très
restrictive pour de petits pas d’espaces mais également pour de grands coefficients de diffusion. Pour
lever cette condition de stabilité on peut considérer des schémas implicites.
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6.1.3 Schéma implicite

Le schéma implicite est donné par

un+1
i − uni

∆t
= D Fn+1

i .

Pour calculeru au tempstn+1 en fonction deu au tempstn il est nécessaire de résoudre un système
linéaire (Fni dépend linéairement desuni ). La méthode implicite est plus coûteuse en temps de calcul que
la méthode explicite mais elle permet de lever la condition de stabilité (6.2).

Si l’on ajoute le terme sourcef (non linéaire en général), il faut linéariser une partie ou le traiter
entièrement en explicite. Dans ce dernier cas, le schéma devient

un+1
i − uni

∆t
= D Fn+1

i + f(uni ).

Le traitement explicite du terme non linéaire donne lieu à une autre condition de stabilitéque nous n’ex-
pliciterons pas ici.

Cette introduction très sommaire permet de saisir les principales idées de la méthodede différences
finies et se généralisent simplement en dimension supérieure. L’étude faitepermet en particulier de jus-
tifier le choix d’un schéma implicite dans le cas où les effets visqueux (le laplacien) sont prépondérants.
Nous allons maintenant présenter les schémas numériques utilisés pour le modèlede membrane.

6.2 Schémas numériques pour le modèle de membrane

Les équations du modèle membrane, où l’on a ajouté la force de courbure développée dans le chapitre
précédent, sont données par le système d’équations

ρ(φ)(ut + (u · ∇)u) − div(µ(φ)D(u)) + ∇p = λFe(φ) + αFc(φ),

φt + u · ∇φ = 0,

div(u) = 0.

avec les expressions suivantes de la densité et de la viscosité

ρ(φ) = ρ+ Λ0|∇φ0|
1

ε
ζ

(

φ

ε

)

, µ(φ) = µ1 + (µ2 − µ1)ζ̃

(

φ

ε

)

.

La force élastique est donnée par la formule (2.21)

Fe(φ) = ( ∇∂Ω(E′(|∇φ|)) − E′(|∇φ|)H(φ)n(φ) )|∇φ|1
ε
ζ

(

φ

ε

)

, (6.3)

La force de courbure est donnée par la formule (5.98)

Fc(φ) = ( 2∆∂Ω(H(φ)) +H(φ)(H(φ)2 − 4G(φ)) ) n(φ) |∇φ|1
ε
ζ

(

φ

ε

)

. (6.4)
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Dans le cas bidimensionnel (5.99)

Fc(φ) = ( 2∆∂Ω(κ(φ)) + κ(φ)3 ) n(φ) |∇φ|1
ε
ζ

(

φ

ε

)

. (6.5)

Les notations suivantes sont utilisées

– φ : fonction level set qui représente l’interface
– u : vitesse du fluide
– D(u) = ([∇u] + [∇u])/2 : tenseur des vitesses de déformations
– p : pression
– ζ : fonction cut-off
– ζ̃ : fonction de Heaviside régularisée
– ε : paramètre de régularisation
– ρ : densité du fluide (supposée la même dans les deux fluides)
– Λ0 : masse surfacique de la membrane
– µ1 : viscosité du fluide à l’intérieur de la membrane
– µ2 : viscosité du fluide à l’extérieur de la membrane
– λ : rigidité de la membrane
– α : coefficient de flexion
– H(φ) : courbure moyenne
– G(φ) : courbure de gauss
– κ(φ) : courbure en 2D
– n(φ) : normale

Lorsque l’on veut effectuer des simulations numériques il est utile de procéder à une adimensio-
nalisation des équations. Elle permet de faire ressortir des paramètres adimensionnés qui contrôlent le
comportement des solutions pour des paramètres physiques très différents.

6.2.1 Adimensionalisation

Introduisons des quantités caractéristiques de notre problème

x = Lx′, y = Ly′, z = Lz′,

u = Uu′, t =
L

U
t′, ρ = ρrefρ

′,

µ = µrefµ
′, p = ρrefU

2p′, φ = Lφ′, ε = Lε′.

Le choix fait dans l’adimensionnement ne change pas l’équation de transport ainsi que la condition
d’incompressibilité. Avec l’adimensionalisation, le membre de gauche de l’équationsur la vitesse est
proportionnel àρrefU2/L. La force élastique est proportionnelle àλ/L2 et la force de courbure àα/L4

d’après (6.3) et (6.4). L’équation se réécrit en omettant les primes







ρ(φ)(ut + (u · ∇)u) − 1
Re

div(µ(φ)D(u)) + ∇p = 1
We
Fe(φ) + 1

Wc
Fc(φ),

φt + u · ∇φ = 0,
div(u) = 0.

avec les nombres adimensionnés suivants
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Re =
LUρref
µref

, We =
ρrefLU

2

λ
, Wc =

ρrefU
2L3

α
,

ρ(φ) = 1 +
Λ0|∇φ0|
ερref

ζ

(

φ

ε

)

, µ(φ) = 1 +

(

µ2

µ1
− 1

)

ζ̃

(

φ

ε

)

.

Nous choisissons comme convention les paramètres de référence du fluide1 (µref = µ1). L’équation
adimensionnée fait donc apparaître trois paramètres qui contrôlent les caractéristiques du modèle. Le
nombre de ReynoldsRe mesure l’importance des termes inertiels comparés aux termes visqueux. Le
termeWe mesure l’importance de la force élastique etWc mesure l’importance de la force de courbure.

Les applications visées dans la thèse concernent la biomécanique et plus particulièrement l’étude
du comportement de vésicules dans de petits vaisseaux sanguins. Nous choisissons donc les paramètres
physiques suivants

ρref = 1000, µref = 10−3, L = 10−5, U = 10−3.

Ces paramètres donnent un nombre de ReynoldsRe de l’ordre de10−2. A l’échelle que l’on considère
l’écoulement est donc très visqueux. Le paramètreWe sera choisi de façon à imposer une faible varia-
tion de l’étirement de l’interface. Dans les simulations, nous allons négliger la densitésurfacique de la
membraneΛ0 (ρ(φ) = 1) par rapport à la densité du fluide.

Le système (6.2.1) est constitué d’une équation de transport sur la fonction level set ainsi que des
équations de Navier Stokes pour la vitesse. Ces équations sont couplées viala fonction level set qui inter-
vient en second membre de l’équation de Navier-Stokes ainsi que la vitesse qui intervient dans l’équation
de transport. Il suffit de découpler ces équations pour aborder une résolution numérique de ce problème.
Pour simplifier notre étude, nous choisissons de découpler explicitement les équations. Nous allons donc
dans un premier temps résoudre l’équation sur la vitesse puis nous utiliserons cette vitesse pour résoudre
l’équation de transport. Ce choix d’expliciter complètement le couplage va introduire une condition de
stabilité dont nous parlerons plus loin.

Les équations étant maintenant découplées, nous allons décrire les méthodesnumériques utilisées
pour résoudre l’équation sur la vitesse ainsi que l’équation de transport. Le modèle de membrane étant
écrit de manière complètement eulérienne le choix de schémas de différencesfinies s’est imposé pour sa
simplicité d’implémentation.

6.2.2 Schéma pour la vitesse

La difficulté de résolution de l’équation sur la vitesse provient de la contrainte d’incompressibilité
div(u) = 0 ainsi que du traitement du terme non linéaire(u · ∇)u. Une méthode devenue maintenant
classique pour imposer la contrainte d’incompressibilité a été introduite par Temam [47] et Chorin [10]
en 1968 et consiste à utiliser un splitting d’opérateurs. Dans un premier temps, une vitesse intermédiaire
u⋆ est calculée en omettant le terme de pression. Dans un deuxième temps la pression est calculée pour
imposer la contrainte d’incompressiblité puis une réactualisation de la vitesse esteffectuée. Nous allons
maintenant décrire ces différentes étapes de manière plus précise.
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Calcul de la vitesseu⋆

Les nombres de Reynolds considérés sont faibles donc le terme non linéaired’inertie est peu im-
portant et il va être traité en explicite. Le traitement explicite de ce terme va impliquerune condition
de stabilité CFL du même type que celle obtenue pour l’équation de transport quenous étudierons
par la suite. Les effets visqueux étant importants dans les applications visées(Re est faible), un trai-
tement implicite du laplacien de la vitesse permet de lever la condition de stabilité∆t ≤ CRe(∆x)

2

qui apparaîtrait avec un traitement explicite. Si l’on omet la pression, nousobtenons une équation
d’Helmholtz (∆u + βu = f) que l’on résout avec la librairie FISHPACK (disponible à l’adresse
http ://www.cisl.ucar.edu/css/software/fishpack/) qui est très performante pour ce genre d’équation.

Dans le cas où la viscosité n’est pas la même dans chaque fluide, le terme de viscosité est linéaire
mais ne se met pas sous la forme d’un laplacien. Afin d’utiliser la librairie FISHPACK, nous proposons
de décomposer le terme visqueux en deux termes. Le premier est un laplacienqui contient le terme
prépondérant (avec la plus grande viscosité) que l’on va traiter en implicite. Le deuxième est traité en
explicite mais il ne donnera pas lieu à une condition de stabilité (comme pour le schémade Crank Ni-
ckolson).

Le second membre notéF (φ) est traité par différences finies de manière explicite. Nous détaillerons
les schémas utilisés dans les sections qui suivent. Pour la dérivée temporellede la vitesse, nous utilisons
un schéma d’Euler d’ordre1. Ce choix est justifié par le fait que les forces élastiques vont donner lieu à
des restrictions importantes sur le pas de temps.

La première étape de l’algorithme consiste donc à chercheru⋆ qui vérifie

u⋆ − un

∆t
+ (un · ∇)un − 1

Re
∆u⋆ − 1

Re
div((µ(φ) − 1)D(un)) = F (φn).

Réécrivons cette expression sous la forme d’une équation d’Helmholtz

∆u⋆ − Re
∆t

u⋆ = −Re
∆t

un +Re((u
n · ∇)un − F (φn)) − div((µ(φ) − 1)D(un)).

Nous choisissons de fixer des conditions limites de type Dirichlet, les mêmes que celles choisies
pourun. Chaque composante de la vitesse est définie sur une grille décalée de typeMAC (FIG 6.1 en
2D). Pour ne pas effectuer d’interpolations, nous avons choisi de résoudre les équations de Helmhotz
directement sur la grille décalée pour chaque composante de la vitesse.

vi,j

ui,j

pi,j , φi,j

FIG. 6.1 – Grille MAC avec décalage des composantes de la vitesse
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Une fois la vitesse intermédiaireu⋆ calculée, nous allons résoudre l’équation sur la pression qui va per-
mettre d’imposer la contrainte d’incompressibilité.

Calcul de la pression

La vitesseu⋆ calculée précédemment n’a aucune raison d’être à divergence nulle à cause des condi-
tions limites et des termes non linéaires. Pour imposer cette condition, nous résolvons l’équation de
Poisson

∆pn =
div(u⋆)

∆t
. (6.6)

La pression est calculée aux noeuds de la grille (6.1). Le décentrage dela vitesse permet un calcul de
div(u⋆) plus précis aux noeuds de pression. Nous choisissons, comme dans la littérature, d’imposer des
conditions de Neumann homogènes pour la pression car la vitesse vérifie des conditions de Dirichlet. La
résolution de cette equation de Poisson est ensuite effectuée avec le solveurFISHPACK. La vitesse est
alors réactualisée avec

un+1 = u⋆ − ∆t∇pn.

ce qui permet d’obtenirdiv(un+1) = 0 d’après (6.6). Cette méthode peut également s’adapter au cas
d’une densité variable.

Le schéma de projection que nous venons d’introduire est d’ordre un entemps. Plusieurs modifi-
cations ont été apportées pour améliorer l’ordre de convergence de la méthode avec l’introduction de
termes artificiels dans le calcul de la pression. Une partie des résultats existants sur ces méthodes sont
documentés dans [27].

6.2.3 Schéma pour l’équation de transport

Les schémas utilisés pour l’équation de transport sont très différents de ceux utilisés pour la vitesse.
En effet, l’équation sur la vitesse peut être considérée comme parabolique tandis que l’équation de trans-
port est hyperbolique. Des schémas de différences finies d’ordre1 centrés et décentrés sont très diffusifs
et introduisent des oscillations. Des avancées majeures ont été apportéesdans les années 80 avec les
schémas ENO (Essentially Non Oscillatory) [38] et WENO (Weighthted Essentially Non Oscillatory)
[32]. Ces schémas reposent sur une combinaison optimale de plusieurs approximations de la solution par
différences finies prenant en compte la régularité locale de la solution. L’équation de transport est alors
traitée de manière explicite et la condition de stabilité CFL

∆t ≤ ∆x

|u|L∞

(6.7)

permet d’assurer la stabilité du schéma. Cette condition ne sera pas trop restrictive car les vitesses consi-
dérées seront faibles à cause du petit nombre de Reynolds.
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6.2.4 Conditions de stabilité dû au traitement explicite du couplage

Le traitement explicite du couplage des équations va induire des conditions de stabilité qui ne sont
pas très bien établies. Il existe néanmoins une condition de stabilité qui est valable dans le cas de deux
fluides parfaits séparés par une interface avec une tension de surface, la condition de Brackbill [7]

∆t ≤
√

We

2π
(∆x)

3

2 .

Cette condition est très contraignante pour des modules de rigidité de la force élastique importants (des
petitsWe) mais ne prend pas en compte la viscosité du fluide. D’autres études ont été réalisées pour
l’étude de la stabilité dans le cas de fluides visqueux [25]

∆t ≤ We

Re
∆x.

Cette condition permet de relaxer la condition de stabilité de Brackbill pour de petitsReynolds. On pourra
également consulter la thèse de Claire Bost [6] concernant les conditions de stabilité d’une membrane
élastique dans un fluide.

Pour la force de courbure qui fait intervenir des dérivées d’ordrequatre, il n’existe pas à ma connais-
sance de telle condition de stabilité. Nous choisirons dans les calculs des petits pas de temps ou un
paramètreWc pas trop élevé pour que le schéma reste stable.

6.2.5 Fonction level set

Les méthodes level set ont été introduites en 1988 par Osher et Sethian [39] et elles sont maintenant
largement utilisées dans de nombreuses applications. La fonction level set est discrétisée sur la grille fixe
aux noeuds de pression. Dans l’idéal, le choix d’une fonction distance à l’interface (|∇φ| = 1) permet
une localisation des forces à l’interface ainsi qu’une meilleure stabilité numérique. Le calcul de réinitia-
lisation nécessaire ne peut être effectué qu’initialement dans notre cas car|∇φ| capture l’information sur
l’étirement de la membrane. Nous avons cependant besoin de localiser les forces sur une taille constante
dans un voisinage de l’interface et cela quel que soit l’étirement de la membrane. Pour résoudre ce pro-

blème, G.-H Cottet a proposé le principe de renormalisation qui consiste à remarquer que
φ

|∇φ| est une

fonction distance au premier ordre dans un voisinage de l’interface. Nousremplacerons donc dans l’ex-

pression des forces (6.3) et (6.4)|∇φ|1
ε
ζ

(

φ

ε

)

par
1

ε
ζ

(

φ

|∇φ|ε

)

.

Le calcul analytique de l’expression d’une fonction distance n’est en général pas possible, plusieurs
méthodes numériques peuvent cependant être envisagées. La premièreest basée sur un calcul direct
où l’on calcule la distance entre chaque point de la grille et la surface. Cetteméthode est très simple
mais les temps de calculs deviennent rédhibitoires lorsque l’on travaille en 3D. La deuxième méthode
introduite dans [41] consiste à résoudre une équation de Hamilton-Jacobi dont la solution stationnaire
est une fonction distance. Cette équation s’écrit

φt + sign(φ0)(|∇φ| − 1) = 0, φt + sign(φ0)
∇φ
|∇φ| · ∇φ = sign(φ0).
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avec une condition initiale que l’on calcule de manière analytique. La deuxième expression peut être vue
comme une équation de transport que l’on peut résoudre avec les schémasWENO mentionnés précé-
demment. La solution stationnaire de cette équation vérifie|∇φ| = 1 au voisinage de l’interface après
quelques quelques itérations.

Nous avons également besoin de choisir les fonctionsζ et ζ̃ pour localiser et régulariser l’interface. Nous
choisissons

ζ(r) =

{

1
2(1 + cos(πr)) si |r| < 1

0 si |r| > 1

ζ̃(r) =











1
2

(

1 + r + sin(πr)
π

)

si |r| < 1

0 si r < −1
1 si r > 1

Le paramètreε sera fixé à1.5∆x dans les simulations. On revoie à [48] pour plus de détails sur les choix
possibles de la fonctionζ et du paramètreε. Ayant décrit les méthodes générales qui vont être utilisées
dans la suite nous intéressons maintenant aux résultats numériques obtenusen 2D et 3D.

6.3 Cas 2D

Cette section est consacrée à l’étude du modèle de membrane en 2D. Nous commencerons par étu-
dier l’erreur commise dans le calcul numérique du périmètre, de l’aire ainsi que la courbure. Ces résultats
seront comparés à des formules analytiques dans le cas d’ellipses. Nous nous intéresserons ensuite aux
formes d’équilibres des vésicules et au comportement d’une vésicule dansun écoulement en cisaillement.

Dans le cas de la représentation d’une courbe paramétrée par une fonctionlevel set, le calcul du
périmètre, de l’aire et de la courbure ne dépendent pas théoriquement de la fonctionφ choisie. Pourtant,
en pratique, les résultats obtenus avec des fonctions distances sont plus précis. Comme|∇φ| capture
l’étirement variable de la membrane il est nécessaire de trouver des méthodes efficaces pour calculer des
quantités dépendant deφ quel que soit l’étirement. Nous comparerons alors l’erreur commise en utilisant
des formules analytiques que nous présentons maintenant.

6.3.1 Calculs analytiques dans le cas d’une ellipse

Choisissons de représenter l’ellipse par la ligne de niveau0 de la fonction suivante

R
2 −→ R (6.8)

φ : (x, y) −→
(x

a

)2
+
(y

b

)2
− 1. (6.9)

Cette représentation nous permet de calculer l’aire de l’ellipse en utilisant une intégration par tranches

S = 2

∫ a

−a
b

√

1 − x2

a2
dx = πab. (6.10)
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Comme nous l’avons déjà mentionné, cette fonction implicite ne permet pas de calculerle périmètre.
Pour faire ce calcul il suffit de considérer une représentation paramétrique donnée par

X : θ 7→ (a cos(θ), b sin(θ)).

Nous calculons le périmètre avec la formule (7.1) de l’annexe du chapitre 7

P =

∫ 2π

0
|X ′(θ)|dθ =

∫ 2π

0

√

a2 sin2(θ) + b2 cos2(θ) dθ.

Cette intégrale est elliptique et ne se calcule pas analytiquement, nous effectuerons donc un calcul nu-
mérique. Introduisons le taux de remplissageτ

τ =
S

π
(

P
2π

)2 =
4πS

P 2
.

Cette quantité représente le rapport entre l’aire délimitée par la courbe et l’aire du cercle qui a le même
périmètre que la courbe paramétrée. D’après l’inégalité isopérimétrique, le taux de remplissage est tou-
jours inférieur à1. Diminuerτ revient à diminuer l’aire tout en gardant constant le périmètre.

La représentation implicite permet de calculer la normalen = ∇φ
|∇φ| et la courbureκ = div(n). Après

quelques calculs, nous obtenons

κ(x, y) =
a4b4

(a4y2 + b4x2)
3

2

. (6.11)

Nous discrétisons maintenant la fonction level setφ sur une grille (6.2). Pour faire les tests, nous choi-
sissons d’utiliser (6.9) comme fonction level set. Comme|∇φ| n’est pas constant sur la courbe nous
utilisons le terme étiré pour faire référence à cette fonction. Nous choisissons également deux ellipses
types qui n’ont pas les mêmes rayons pour étudier l’influence de la variation plus ou moins grande de
|∇φ| dans les calculs numériques. Dans tous les tests d’erreurs relatives nous utiliserons une résolution
de32, 64, 128 et256 points.

FIG. 6.2 – Représentation d’une ellipse sur une grille rectangulaire
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6.3.2 Calcul approché de l’aire et du périmètre

Nous nous intéressons à présent à l’erreur que l’on commet lorsque l’on calcule l’aire et le périmètre
d’une ellipse dans différentes situations.

Aire

Pour l’aire nous utilisons la formule renormalisée suivante

Sε =

∫

Q

(

1 − ζ̃

(

φ

|∇φ|ε

))

dx.

Nous avons choisi de renormaliser pour obtenir une approximation de la fonction distance à l’interface.
Il est simple de voir queSε converge bien vers l’aire délimitée par la courbe.

Nous avons choisi comme cas tests deux ellipses étirées de paramètresa = 0,4 et b = 0,3 ainsi que
a = 0,4 et b = 0,1. Pour éviter les effets de grille nous avons choisi de calculer une moyenne de l’erreur
relative|Sε − Sexact|/Sexact pour plusieurs ellipses que nous faisons tourner d’un d’angleθk = 2πk∆x
pourk = 0, ··, n− 1. Les résultats obtenus sont les suivants
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FIG. 6.3 – Erreur dans le calcul de l’aire d’une ellipse etiree

Comme on pouvait s’y attendre, le calcul de l’aire est moins précis dans le casd’une ellipse plus étirée.
Nous avons effectué les mêmes tests dans le cas d’une fonction distance et les résultats sont du même
ordre de grandeur. Ceci s’explique simplement par le fait que nous avons utilisé un calcul de l’aire
renormalisé.

Périmètre

Pour le calcul du périmètre nous utilisons par la formule d’approximation volumique (5.18)
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P̃ε =

∫

Q
|∇φ|1

ε
ζ

(

φ

ε

)

dx. (6.12)

Nous pouvons également utiliser la formule renormalisée

Pε =

∫

Q

1

ε
ζ

(

φ

|∇φ|ε

)

dx, (6.13)

qui permet d’approcher la fonction distance dans un voisinage de l’interface. Les effets de grille sont plus
importants que dans le calcul l’aire. Nous choisissons de faire un calcul de la moyenne de l’erreur relative
|Pε − Pexact|/Pexact pour différentes ellipses tournées d’un angleθk = 2πk∆x pourk = 0, ··, n − 1.
Nous choisissons les mêmes cas tests que pour le calcul de l’aire. Voici les résultats obtenus pour l’erreur
sur le périmètre avec la formule non renormalisée (6.12)
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FIG. 6.4 – Erreur dans le calcul du périmètre d’une ellipse sans renormalisation

Voici les résultats obtenus pour l’erreur sur le périmètre avec la formule renormalisée (6.13)
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FIG. 6.5 – Erreur dans le calcul du périmètre d’une ellipse avec renormalisation

Les conclusions que nous tirons de ces courbes est que le calcul du périmètre sans renormalisation n’est
pas utilisable dans la pratique pour des courbes étirées. De plus, les résultats sont beaucoup moins précis
lorsque l’un des axes de l’ellipse est faible devant l’autre. Ce résultat estintuitif car dans ce cas|∇φ|
varie beaucoup entre deux points de grille. Nous pouvons à présent donner une formule permettant de
calculer la moyenne d’une fonctionf sur la courbe par la formule

Moyε(f) =

∫

Q f(x) 1
εζ
(

φ(x)
|∇φ(x)|ε

)

dx

∫

Q
1
εζ
(

φ(x)
|∇φ(x)|ε

)

dx
. (6.14)

Nous allons maintenant nous servir de cette formule pour calculer la moyenne de l’erreur locale sur la
courbure.

6.3.3 Calcul approché de la courbure

Un calcul précis de la courbure ou plus généralement de dérivées secondes est important en pratique
car la force élastique fait intervenir ces quantités. La courbure est donnée par la formule

κ(φ) = div

( ∇φ
|∇φ|

)

(6.15)

Une idée naturelle consiste à calculer cette quantité avec des schémas centréspour la normale puis la
courbure. En développant l’expression deκ(φ)

κ(φ) =
1

|∇φ|

(

∆φ−
(

[D2φ]
∇φ
|∇φ|

)

· ∇φ
|∇φ|

)

. (6.16)

Nous utilisons alors des schémas centrés pour pour chaque terme. Nous allons maintenant comparer
l’erreur commise sur la courbure avec ces deux schémas. Les effets dela position de l’ellipse par rapport
à la grille sont encore importants donc nous calculons la moyenne de l’erreur relativeMoyε(|κ(φ) −
κexact|/κexact) sur une ellipse que l’on fait tourner. Nous utilisons (6.11) comme formule pourcalculer
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κexact. Voici les résultats obtenus dans le cas d’une ellipse de paramètresa = 0,4 et b = 0,3 avec la
formule développée (6.16) et non développée

 0.01

 0.02

 0.03

 0.04

 0.05

 0.06

 0.07

 0.08

 0.09

 0  0.005  0.01  0.015  0.02  0.025  0.03  0.035

er
re

ur
 r

el
at

iv
e

pas d’espace

formule non developpee
formule developpee

FIG. 6.6 – Erreur dans le calcul de la courbure d’une ellipse de paramètresa = 0,4 et b = 0,3

Nous observons que le calcul avec les deux méthodes donnent un résultat semblable. Ceci est dû au fait
que|∇φ| varie très peu entre deux points de grille. Dans le cas d’une ellipse de paramètresa = 0,4 et
b = 0,1 nous obtenons les résultats suivants
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FIG. 6.7 – Erreur dans le calcul de la courbure d’une ellipse de paramètresa = 0,4 b = 0,1

Nous remarquons que pour des grands pas d’espace la formule développée est plus précise que la for-
mule non développée. Ce résultat est intuitif, les variations de|∇φ| sont importantes entre deux points
de grille pour une petite résolution.
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Nous pouvons conclure de cette étude qu’il est préférable de développer les quantités dépendant de
φ pour obtenir une meilleure précision. C’est ce que nous ferons pour le calcul de la force élastique.

6.3.4 Formes d’équilibres

Les vésicules phospholipidiques peuvent être modélisées par une membraneélastique plongée dans
un fluide incompressible. Les forces de cohésion internes donnent lieu àde faibles variations de surface
(en 3D). Les formes d’équilibre sont alors pilotées par l’énergie de courbure et le taux de remplissageτ .
Les résultats du chapitre précédent permettent d’écrire la composante normale de la force de courbure
sous la forme2∆∂Ωκ + κ3. Le deuxième terme va être calculé avec la formule développée (6.16). Le
premier terme s’exprime à l’aide de dérivées d’ordre4 et nous le traitons avec des schémas centrés.

Nous choisissons comme forme initiale une ellipse redistanciée (pour obtenir un étirement égal à
1) de rayonsa = 0,4 et b = 0,1 dont le taux de remplissage vaut0,54. Pour l’énergie élastique nous
choisissons la loi de comportement linéaireE′(r) = (r − 1). A l’échelle considéré le fluide est très
visqueux donc nous choisissons un nombre de Reynolds égal à0,01. Pour imposer la contrainte de
surface avec notre modèle nous choisissonsWe = 0,01. Le paramètreWc est fixé30 pour que le schéma
reste stable. Enfin nous adoptons une résolution avec64 points (∆x = 0,015). Voici les résultats de cette
simulation

FIG. 6.8 – Résultats de la simulation àt = 0 et t = 1
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FIG. 6.9 – Résultats de la simulation àt = 2 et t = 3

FIG. 6.10 – Résultats de la simulation àt = 4 et t = 25

Nous avons affiché sur les figures précédentes la ligne de niveau0 deφ ainsi que la pression sur tout
le domaine. Nous sommes parti d’une forme initiale proche de la solution pour ne pas tomber sur des
minimums locaux. Le modèle permet donc de retrouver la forme caractéristique desglobules rouges.

Le code permet aussi d’obtenir la forme d’équilibre correspondant à untaux de remplissage plus
élevé. Choisissons une ellipse de paramètresa = 0,4 et b = 0,2 correspondant à un taux de remplissage
de0,84. Voici le résultat de la simulation avec les mêmes paramètres que précédemment
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FIG. 6.11 – Résultats de la simulation àt = 0 et t = 1

FIG. 6.12 – Résultats de la simulation àt = 2 et t = 3
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FIG. 6.13 – Résultats de la simulation àt = 4 et t = 25

6.3.5 Ecoulement en cisaillement

Les formes d’équilibre étant à présent obtenues, intéressons-nous aucomportement d’une membrane
dans une artère. Le profil de vitesse d’un écoulement visqueux est alors parabolique et porte le nom
d’écoulement de Poiseuille (FIG 6.14).

ux

y

FIG. 6.14 – Ecoulement de Poiseuille

Afin de limiter le domaine de calcul, nous nous plaçons dans le référentiel de lavésicule en retranchant
la vitesse moyenne de l’écoulement. Pour simplifier la présentation, nous choisissons un profil linéaire
de vitesse de cisaillement défini dans le domaine[0, 1]2

(

u(x, y)
v(x, y)

)

=

(

2y − 1
0

)

=

((

0 1
1 0

)

+

(

0 1
−1 0

))(

x
y

)

−
(

1
0

)

La vitesse de cisaillement peut donc être décomposée en une rotation et un champ d’élongation dans la
direction d’angleπ/4. Deux comportements sont alors observés en fonction du contraste de viscosité
entre les deux fluides. Si le contraste est faible, la vésicule s’oriente suivant un certain angle et sa mem-
brane se met à tourner (effettank treadingou chenille de char). Si le contraste de viscosité dépasse un
certain seuil, la vésicule se met en rotation (effet detumbling). Ces différents régimes ont été étudiés
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dans [5, 4, 37].

Contrairement au cas des formes d’équilibres, les déformations de la membranedans un écoulement
en cisaillement sont très importantes. Nous choisissons donc le nombre adimensionné élastiqueWe à
0,0001. PourWc nous avons choisi10 qui est du même ordre de grandeur qu’auparavant. Voici le résultat
de la simulation avec une ellipse de paramètresa = 0,3 et b = 0,2

FIG. 6.15 – Résultat de la simulation àt = 0 et t = 0.2

FIG. 6.16 – Résultat de la simulation àt = 0.4 et t = 0.6

Dans les figures précédentes la ligne de niveau0 de la fonction level set, la pression et la vitesse dans un
voisinage de l’interface. Nous remarquons que sur la dernière image, le champ de vitesse est tangent à



162 CHAPITRE 6. APPLICATIONS NUMÉRIQUES

la vésicule. Cette propriété exprime bien le fait que la membrane effectue un mouvement de chenille de
char. Nous nous intéressons maintenant aux résultats obtenus dans le cas tridimensionnel.

6.4 Cas 3D

Nous allons reprendre l’étude précédente dans le cas tridimensionnel. La formulation eulérienne du
couplage fluide-structure permet d’utiliser les mêmes schémas numériques queceux présentés dans la
section précédente. Nous commencerons par comparer les résultats numériques du calcul de l’aire et
du volume d’ellipsoïdes puis nous traiterons le cas de la courbure moyenne etde Gauss. Nous nous
intéresserons ensuite aux formes d’équilibres qui sont plus riches que dans le cas 2D. Nous finirons
par des résultats préliminaires sur le comportement d’une vésicule dans un écoulement en cisaillement.
Les schémas et les tests utilisés s’apparentent au cas 2D donc nous commenterons moins les résultats
obtenus.

6.4.1 Calculs analytiques dans le cas d’un ellipsoïde

Commençons par effectuer des calculs analytiques donnant l’aire et le volume d’un ellipsoïde. Choi-
sissons de représenter l’ellipsoïde par la ligne de niveau de la fonction level set suivante

R
3 −→ R (6.17)

φ : (x, y, z) 7→
(x

a

)2
+
(y

b

)2
+
(z

c

)2
− 1. (6.18)

Volume

A z fixé on obtient une ellipse de rayonsa
√

1 − z2

c2
et b
√

1 − z2

c2
. L’aire d’une ellipse d’axesa′ et b′

étant donné parπa′b′ nous obtenons la formule pour le volume en intégrant par tranches

V =

∫ c

−c
πab

(

1 − z2

c2

)

dz =
4

3
πabc.

Aire

Comme nous l’avons déjà mentionné, l’aire ne peut pas être calculée analytiquement à l’aide d’une
représentation implicite. Pour faire ce calcul, choisissons la paramétrisation

X : (θ, ψ) 7→ (a cos(θ) sin(ψ), b sin(θ) sin(ψ), c cos(ψ)).

Le calcul de la première forme fondamentale permet de trouver l’aire (voir (7.13) de l’annexe du chapitre
7)

S =

∫ π

θ=0

∫ 2π

ψ=0

√

b2c2 cos2(θ) sin4(ψ) + a2c2 sin2(θ) sin4(ψ) + a2b2 cos2(ψ) sin2(ψ) dψ dθ.



6.4. CAS 3D 163

Cette intégrale est elliptique et elle ne se calcule pas analytiquement. Le calcul restetoutefois possible si
l’on considère un ellipsoïde de révolution. Sia est égal àb le changement de variablet = cos(ψ) permet
d’obtenir

S = 4πac

∫ 1

0

√

1 +

(

a2

c2
− 1

)

t2dt.

Dans le casa > c le changement de variable
√

a2

c2
− 1t = sh(u) permet d’obtenir

S = 2πac









a

c
+

argsh

(

√

a2

c2
− 1

)

√

a2

c2
− 1









si a > c. (6.19)

Dans le casa < c le changement de variable
√

1 − a2

c2
t = sin(u) permet d’obtenir

S = 2πac





a

c
+

arcsin(
√

1 − a2

c2
)

√

1 − a2

c2



 si a < c. (6.20)

Le calcul de l’aire et du volume permet de définir le taux de remplissage

τ =
V

4
3π
(

S
4π

)
3

2

=
6
√
πV

S
3

2

.

Le taux de remplissage permet de mesurer de combien on a remplissage une sphère en gardant l’aire
constante.

Courbure

Le calcul de la courbure s’effectue avec (6.18) ainsi que des formules(5.9) et (5.10). Après quelques
calculs nous obtenons

H =
a2 + b2 + c2 − (x2 + y2 + z2)

a2b2c2(x
2

a4 + y2

b4
+ z2

c4
)

3

2

G =
1

a2b2c2(x
2

a4 + y2

b4
+ z2

c4
)2
.

Ces formules ont un sens géométrique uniquement sur la surface. Le choix d’une autre fonction implicite
donnerait un autre résultat qui coïnciderait avec le précédent sur la surface. Ces calculs analytiques vont
maintenant nous permettre d’étudier l’erreur commise lors d’un calcul numérique.

6.4.2 Calculs approchés du volume et de l’aire

Volume

Nous utilisons comme en 2D la formule renormalisée pour le volume
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Vε =

∫

Q

(

1 − ζ̃

(

φ

|∇φ|ε

))

dx.

Considérons deux ellipsoïdes de révolution étirés donnés par la formule 6.18 avec les paramètresa =
0,4, b = 0,3, c = 0,3 eta = 0,4, b = 0,1, c = 0,1. Nous calculons alors une moyenne de l’erreur relative
|Vε − Vexact|/Vexact pour plusieurs ellipsoïdes que l’on fait tourner suivant un des axes. Les résultats de
convergence sont les suivants
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FIG. 6.17 – Erreur dans le calcul du volume

Aire

Pour l’aire, on utilise également une formule renormalisée car nous avons remarqué dans le cas 2D
qu’elle donnait de meilleurs résultats que la formule d’approximation volumique classique.

Sε =

∫

Q

1

ε
ζ

(

φ

|∇φ|ε

)

dx.

Pour pouvoir tester les deux formules de l’aire (6.19) et (6.20), nous proposons de calculer la moyenne
de l’erreur relative|Sε − Sexact|/Sexact pour plusieurs ellipsoïdes que l’on fait tourner suivant un des
axes. Les résultats obtenus sont les suivants



6.4. CAS 3D 165

 0

 0.02

 0.04

 0.06

 0.08

 0.1

 0.12

 0.14

 0.16

 0  0.005  0.01  0.015  0.02  0.025  0.03  0.035

er
re

ur
 r

el
at

iv
e

pas d’espace

ellipse a=0.4 b=0.3 c=0.3
ellipse a=0.4 b=0.1 c=0.1

FIG. 6.18 – Erreur dans le calcul de l’aire dans le casb = c
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FIG. 6.19 – Erreur dans le calcul de l’aire dans le casa = b

Nous pouvons faire les mêmes remarques que dans le cas 2D à savoir que lesrésultats sont moins précis
dans le cas ou un des rayons est faible par rapport aux autres. Remarquons également que l’erreur est
plus faible lorsque l’on considère un ellipsoïde de révolution dans le casa = b.

6.4.3 Calculs approchés de la courbure

Pour la courbure on utilise des schémas aux différences finies centréeset l’analogue de la formule
développée car nous avons montré qu’elle était plus robuste numériquement.Nous utilisons cette fois un
ellipsoïde étiré avec ses trois rayons différents :a = 0,4, b = 0,3 et c = 0,2. En effectue ensuite une
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moyenne avec la formule (6.14) de|Hε −Hexact|/Hexact et |Gε − Gexact|/Gexact avec des ellipsoïdes
que l’on fait tourner suivant un axe. Les résultats obtenus sont les suivants

 0

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

 0.25

 0  0.005  0.01  0.015  0.02  0.025  0.03  0.035

er
re

ur
 r

el
at

iv
e

pas d’espace

Calcul de la courbure d’une ellipse a=0.4 b=0.3 c=0.2

courbure moyenne
courbure de Gauss

FIG. 6.20 – Calcul de la courbure pour un ellipsoïde de paramètresa = 0,4, b = 0,3 et c = 0,2

Nous observons que le calcul de la courbure de Gauss est plus précisque celui de la courbure moyenne.
Nous nous intéressons maintenant aux différentes formes d’équilibre obtenues.

6.4.4 Formes d’équilibre

Les formes d’équilibres sont plus riches en trois dimensions. Intuitivement, l’équivalent 3D de la
forme d’équilibre obtenue en 2D peut donner lieu à une "cacahouète" ou un d’ellipsoïde selon l’axe de
révolution que l’on utilise.

Les fonctions suivantes représentent deux sphères de rayonr placées à une distanceα du centre et un
cylindre de rayonw

φ1(x, y, z) =
√

x2 + y2 + (z + α)2) − r,

φ2(x, y, z) =
√

x2 + y2 + (z − α)2) − r,

φ3(x, y, z) = max(|z| − α,
√

x2 + y2 − w).

On pose alors

φ(x, y, z) = min(φ1(x, y, z), φ2(x, y, z), φ3(x, y, z)).

La ligne de niveau0 deφ représente une haltère qui est peu éloignée de la forme d’équilibre en "caca-
houète". Nous avons choisi les paramètresα = 0,22, w = 0,13 et r = 0,18, ce qui donne un taux de
remplissageτ = 0,77. Nous choisissons les paramètresRe = 0,01, We = 0,01 etWc = 30 avec une
résolution de64 points. Voici le résultat de la simulation
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FIG. 6.21 – Résultat de la simulation àt = 0

FIG. 6.22 – Résultat de la simulation àt = 0.05



168 CHAPITRE 6. APPLICATIONS NUMÉRIQUES

FIG. 6.23 – Résultat de la simulation àt = 0.1

FIG. 6.24 – Résultat de la simulation àt = 0.15
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FIG. 6.25 – Résultat de la simulation àt = 0.2

FIG. 6.26 – Résultat de la simulation àt = 2
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Pour obtenir une autre forme d’équilibre intéressante (observée pour des globules rouges) nous choi-
sissons comme forme initiale un ellipsoïde de paramètresa = 0,35, b = 0,35 et c = 0,1. Le taux de
remplissage obtenu est égal à0,6. Voici le résultat de la simulation

FIG. 6.27 – Résultat de la simulation àt = 0

FIG. 6.28 – Résultat de la simulation àt = 0.5
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FIG. 6.29 – Résultat de la simulation àt = 1

FIG. 6.30 – Résultat de la simulation àt = 1.5
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FIG. 6.31 – Résultat de la simulation àt = 2

FIG. 6.32 – Résultat de la simulation àt = 4.5

Nous avons représenté dans les figures la ligne de niveau 0 de la fonctionlevel set ainsi que les coupes
de pression au centre de la boite de calcul. Dans ces deux simulations, nous sommes partis d’une forme
initiale proche de la solution pour ne pas tomber sur des minimums locaux numériques. Nous nous inté-
ressons à présent au comportement d’une vésicule dans un écoulementen cisaillement.
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6.4.5 Cisaillement

La dynamique dans un écoulement en cisaillement est dictée par le contraste de viscosité entre les
deux fluides. Nous proposons ici de retrouver le mouvement detank treadingobtenu avec un contraste de
viscosité égal à1. Les déformations de la vésicule dans un écoulement en cisaillement sont importantes
donc nous avons choisi les paramètresRe = 0,01,We = 0,0001 etWc = 30. Pour la forme initiale nous
considérons un ellipsoïde de paramètresa = 0,4, b = 0,2 et c = 0,2. Voici les résultats de la simulation

FIG. 6.33 – Résultat de la simulation àt = 0

FIG. 6.34 – Résultat de la simulation àt = 0.2
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FIG. 6.35 – Résultat de la simulation àt = 0.4

FIG. 6.36 – Résultat de la simulation àt = 0.6

Comparé aux figures présentées pour les formes d’équilibre nous avons ajouté le champ de vitesse sur la
surface. Cette simulation montre bien que le champ de vitesse est tangent à la surface et donc que nous
obtenons bien un mouvement de chenille de char.
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Conclusions et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons mis en place des schéma numériques de différences finies pour résoudre
les équations du modèle de membrane. Nous avons tout d’abord effectué une étude de l’erreur commise
lors d’un calcul numérique de l’aire, du périmètre et de la courbure. Nousavons ensuite retrouvé les dif-
férentes formes d’équilibres de vésicules obtenues dans la littérature. Nous avons aussi présenté quelques
résultats préliminaires sur le cisaillement de vésicules. Nous avons enfin effectué les mêmes tests et si-
mulations dans le cas tridimensionnel.

Le modèle eulérien de couplage fluide-structure permet donc d’obtenir des résultats satisfaisants
concernant la modélisation des vésicules dans un fluide. Cependant, il serait désirable de mettre en place
des schémas plus précis (ou un raffinement du maillage près de l’interface) pour le calcul du laplacien
surfacique de la courbure intervenant dans la force de courbure. Concernant les formes d’équilibres, les
calculs faits dans le chapitre précédent permettent d’envisager une énergie dépendant de la courbure de
Gauss (qui peuvent intervenir dans le cas d’une membrane non homogènepar exemple). On peut aussi
imaginer imposer une contrainte de non changement de topologie (théorème deGauss Bonnet) avec cette
nouvelle force. Pour le comportement en cisaillement, il serait intéressant d’obtenir le comportement de
tumblingdans le cas d’un contraste de viscosité important. Dans le cas tridimensionnel,le cisaillement a
en fait lieu dans plusieurs directions et l’étude du comportement d’une vésicule dans un tel écoulement
reste à faire.
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Conclusions

Les contributions de cette thèse recouvrent trois aspects des mathématiques appliquées : analyse ma-
thématique, modélisation et simulation numérique.

Dans la première partie, nous avons effectué une introduction générale au couplage fluide-structure
et nous avons développé en détails le modèle eulérien de membrane. Dans la deuxième partie, l’analyse
mathématique du modèle de membrane a été effectuée. La formulation eulérienne du couplage fluide
structure a permis une avancée importante car le modèle peut être interprété comme un fluide complexe.
Nous avons alors construit un modèle approché en utilisant une régularisation en temps originale per-
mettant de découpler le terme non linéaire d’inertie. Des estimationsa priori adéquates dans les espaces
Lp ont ensuite permis de passer à la limite dans les termes non linéaires. Ce théorème d’existence ouvre
la voie à des recherches futures pour les modèles eulériens développésdans [16] couplant un fluide et
une structure élastique volumique.

La troisième partie consacrée à optimisation de formes contribue notablement à la compréhension
des forces de courbure. Nous avons proposé trois méthodes pour optimiser des fonctionnelles géomé-
triques dont une nouvelle basée sur la formule de Reynolds surfacique.Les calculs de différentiation
ont été effectués dans un cas très général comportant la normale, la courbure moyenne et la courbure
de Gauss. Dans le cas d’une fonctionnelle dépendant de la normale et de lacourbure moyenne, nous
avons montré que les différentes méthodes menaient au même résultat qui estgéométrique. Ce résultat
est satisfaisant et permet également la mise au point de schémas numériques performants pour le calcul
de la force de courbure. Dans le cas d’une fonctionnelle générale dépendant de la courbure de Gauss
nous avons pu identifier les résultats des différentes méthodes dans le cas particulier d’une fonction dis-
tance. Ce travail ouvre la voie à de nouvelles recherches concernantles formes d’équilibre associées à
une énergie dépendant de manière complexe de la courbure de Gauss etla courbure moyenne.

La fin de la troisième partie est consacrée à la mise en oeuvre numérique du modèle eulérien de
membrane. Nous avons au préalable proposé quelques tests numériques sur le calcul de l’aire et du vo-
lume ainsi que la courbure. La simplicité de la méthode eulérienne nous a ensuitepermis d’implémenter
des schémas numériques en deux et trois dimensions avec une méthode de différences finies. La force
de courbure dérivée à partir des méthodes d’optimisation de la partie précédente nous ont permis de re-
trouver en deux et trois dimensions les formes d’équilibre des vésicules. Nous avons également présenté
quelques résultats préliminaires d’une vésicule dans un écoulement en cisaillement. Le modèle eulérien
est donc très prometteur dans les applications en biomécaniques où les déformations sont importantes et
où les changements de topologie peuvent apparaitre.
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Perspectives

Sur le plan théorique, il serait intéressant d’étudier l’existence dans le cas où la viscosité n’est pas la
même dans chaque fluide. Dans cette direction, Lemoine a démontré un résultat d’existence de solutions
aux équations de Navier-Stokes lorsque la viscosité dépend de la densité [29]. Les estimationsa priori
obtenues pourraient nous permettre de généraliser notre résultat pourune viscosité dépendant deφ. Le
résultat d’existence est local en temps et dépend du paramètre de régularisationε qui est supposé tendre
vers0 dans les applications. Montrer que le temps d’existence peut être indépendant deε ne semble pas
envisageable pour l’instant car un terme en1/ε est en facteur dans les estimations. Par contre la perspec-
tive de l’existence globale pour de petites données semble envisageable.

Dans la partie concernant l’optimisation de formes nous avons utilisé une fonction distance dans la
méthode level set pour faire coïncider les résultats dans le cas de la courbure de Gauss. Le calcul dans le
cas paramétrique a été considérablement simplifié par l’utilisation des équations de Mainardi-Codazzi.
L’équivalent en level set de ces équations pourrait être une idée pourtraiter le cas général. D’un point de
vue modélisation, l’ajout de la courbure de Gauss ouvre la voie à de nouveaux résultats sur les formes
d’équilibres de vésicules.

D’un point de numérique, il reste de nombreux travaux à effectuer. Nousavons retrouvé les formes
d’équilibre pour différents taux de gonflement qui permettent de valider le code. La continuité de ce
travail est d’étudier la dynamique des vésicules, en particulier le comportement dans un écoulement
en cisaillement. Nous avons présenté quelques résultats préliminaires sur letank treadinget il serait
intéressant de retrouver également le phénomène detumblingobtenu lorsque les viscosités interne et
externe du fluide sont différentes.



Chapitre 7

Annexe sur les courbes et les surfaces

Dans les parties précédentes, l’accent a été mis sur l’étude des surfaces du point de vue implicite avec
une représentation à l’aide d’une fonction level set. Cette annexe est consacrée à l’étude des courbes
et des surfaces à l’aide d’une représentation paramétrique. Nous introduirons les notions de métrique,
courbure, opérateur surfacique, tenseur, dérivée covariante. Toutes ces notions seront très utiles pour les
calculs d’optimisation de formes du chapitre 6. Pour plus de clarté nous commencerons par définir une
partie de ces notions dans le cas d’une courbe paramétrée puis nous les généraliserons au cas d’une
surface. Nous démontrerons ensuite la formule de changement de variables pour une intégrale de surface
et nous en déduirons la formule de Reynolds surfacique qui est utilisée àplusieurs reprises dans la thèse.

7.1 Courbe plane paramétrée

On définit une courbe paramétrée à l’aide de la paramétrisation

X : [a, b] −→ R
2

θ 7→ X(θ).

La fonctionX est supposéeC∞ et vérifie |X ′(θ)| 6= 0. Il existe évidement plusieurs paramétrisations
possibles d’une même courbe, il est donc indispensable de vérifier que les notions géométriques intro-
duites dans la suite sont indépendantes de la paramétrisation choisie.

7.1.1 Métrique

Le vecteur vitessev et la métriqueg sont définis naturellement par

v(θ) = X ′(θ), g(θ) = |X ′(θ)|2.

Les différentes paramétrisations que l’on peut choisir correspondent de manière intuitive à un parcours
de la courbe avec des vitesses différentes. Une paramétrisation importante mais pas souvent exploitable
analytiquement est la paramétrisation par abscisse curviligne pour laquelle|X ′(θ)| = 1 pour toutθ. Dans
ce cas la courbe est parcourue à vitesse constante et les quantités géométriques se calculent de manière
plus simple. La norme de la vitesse permet de calculer la longueur de la courbepar la formule
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L =

∫ b

a
|X ′(θ)|dθ =

∫ b

a

√

g(θ) dθ. (7.1)

Grâce à un changement de variable dans l’intégrale il est simple de montrer que cette définition ne dépend
pas de la paramétrisation choisie. La normale est définie comme le vecteur unitaireorthogonal au vecteur
vitesse

n(θ) =
X ′(θ)⊥

|X ′(θ)| .

Nous choisissons comme convention que la normale est dirigée vers l’extérieur dans le cas d’une courbe
fermée. Une base orthogonale directe(v(θ), n(θ)) est donc attachée à chaque point de la courbe (FIG
7.1)

X(θ0)

X(θ1)

X(θ2)

n(θ0)

v(θ0)

n(θ1)

v(θ1)

n(θ2)

v(θ2)

FIG. 7.1 – Vecteurs vitesse et normal associés à une courbe paramétrée

7.1.2 Courbure

La courbure est un concept fondamental en géométrie. Elle permet de donner une mesure de la façon
dont une courbe se tord au voisinage d’un point. La figure (FIG 7.1) permet d’intuiter que la courbure
est fortement liée à la manière dont le vecteur normal varie. La courbure (absolue)κ est alors définie par
la norme de la dérivée den qui se simplifie en

κ(θ) = |n′(θ)| =
|X ′′(θ) ∧X ′(θ)|

|X ′(θ)|3 =
|X ′′(θ) ·X ′(θ)⊥|

|X ′(θ)|3 . (7.2)

Cette définition ne dépend pas de la paramétrisation choisie et dans le cas d’uneparamétrisation par
abscisse curviligne nous retrouvons le résultat bien connu que la courbure est égale à la norme de l’ac-
célération. La variation du vecteur normal donnant accès à la courbure nous nous intéressons maintenant
aux variations d’un vecteur tangent.

7.1.3 Dérivée covariante d’un champ de vecteurs

Considérons un champ de vecteurs tangentY associé à la paramétrisationθ 7→ X(θ)

Y (θ) = a(θ)X ′(θ).
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La variation de ce champ de vecteurs par rapport au paramètreθ de la paramétrisation s’obtient facile-
ment

Y ′(θ) = a′(θ)X ′(θ) + a(θ)X ′′(θ).

Le vecteurX ′′(θ) se décompose dans la base orthogonale(X ′(θ), n(θ)) de la manière suivante

X ′′(θ) = Γ(θ) X ′(θ) + h(θ) n(θ). (7.3)

avec

Γ(θ) =
X ′′(θ) ·X ′(θ)

|X ′(θ)|2 =
∂θ(
√

g(θ))
√

g(θ)
, h(θ) = X ′′(θ) · n(θ) = −X ′(θ) · n′(θ). (7.4)

L’identité surh(θ) étant obtenue en dérivant l’expressionX ′(θ) · n(θ) = 0. Notons au passage que
d’après la relation (7.2)

κ(θ) = |(g(θ))−1 h(θ)|.
Comme nous le verrons dans la section suivante sur les surfacesg est l’équivalent de la première forme
fondamentale,h l’équivalent de la deuxième forme fondamentale etΓ l’équivalent des symboles de
Christoffel. La relation précédente montre que la courbure se calcule à l’aidedes deux formes fonda-
mentales.

La dérivée du champ de vecteursY se réécrit dans la base(X ′(θ), n(θ))

Y ′(θ) = (a′(θ) + a(θ)Γ(θ))X ′(θ) + a(θ) h(θ) n(θ). (7.5)

Remarquons que la dérivée d’un champ de vecteurs tangent n’est pasun champ de vecteurs tangent.

En géométrie il est d’usage de considérer des objets indépendamment du plongement choisi. Dans ce
but il est nécessaire de définir des champs de vecteurs qui appartiennent uniquement au plan tangent. On
introduit alors une nouvelle dérivéeDY dite covariante définie comme la composante de la projection
deY ′(θ) surX ′(θ). Elle se réécrit avec (7.4) et (7.5) sous la forme

DY (θ) =
1

√

g(θ)
∂θ(
√

g(θ) a(θ)). (7.6)

L’introduction de cette dérivée covariante est très importante car elle permet d’introduire les opéra-
teurs différentiels sur une courbe paramétrée.

7.1.4 Opérateurs surfaciques

Donnons-nous une fonctionθ 7→ f(θ) définie à partir de la paramétrisationθ 7→ X(θ). La différen-
tielle def est une forme linéaire sur l’espace tangent et s’écritdf = f ′(θ)dθ oùdθ est la forme linéaire
"duale" associée au champ de vecteursX ′(θ) tel quedθ(X ′(θ)) = 1. Le gradient associé (que l’on note
∇∂Ωf ) est donné par

df(X ′(θ)) = ∇∂Ωf ·X ′(θ) = f ′(θ). (7.7)
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Donc en décomposant∇∂Ωf dans la baseX ′(θ)

∇∂Ωf = (g(θ))−1 f ′(θ) X ′(θ). (7.8)

Le gradient surfacique est donc simplement un vecteur appartenant auplan tangent proportionnel à la
dérivée def .

Les opérateurs différentiels sont définis classiquement surR
2 à l’aide des dérivées partielles de

chaque composante. Siv : R
2 −→ R

2 est un champ de vecteurs alors la divergence est définie par
div(v) = ∂xvx + ∂yvy. Dans le cas de champs de vecteurs définis sur une courbe il est nécessaire d’uti-
liser la dérivée covariante définie précédemment car la dérivée classiquen’appartient pas au plan tangent.

Si Y (θ) = a(θ)X ′(θ) est un champ de vecteurs, définissons la divergence surfacique notédiv∂Ω(Y )
comme la trace de la dérivée covariante (7.6)

div∂Ω(Y ) =
1

√

g(θ)
∂θ(
√

g(θ) a(θ)). (7.9)

Le laplacien d’une fonction scalairef noté∆∂Ωf est alors défini à l’aide des opérateurs précédents de
la manière suivante

∆∂Ωf = div∂Ω(∇∂Ωf) =
1

√

g(θ)
∂θ

(

√

g(θ) (g(θ))−1 f ′(θ)
)

. (7.10)

Nous allons maintenant à une généralisation de ces notions dans le cas des surfaces. Les quantités
scalaires comme la métrique et la courbure seront remplacées par les matricesde taille2 car les variations
peuvent être considérées dans plusieurs directions. Plus de détails sur l’étude des courbes paramétrées et
des surfaces peuvent être trouvés dans [19].
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7.2 Surface définie par une paramétrisation

Considérons un ouvertU deR
2 et une paramétrisationX de la surface (FIG 7.2)

X : U −→ R
3

(u1, u2) 7→ X(u1, u2).

U
y

x

z

X,1

X,2

X

u1

u2

FIG. 7.2 – Représentation d’une surface à l’aide d’une paramétrisation

Nous supposons que les trois composantes deX sontC∞. Toutes les quantités définies dans la suite
seront définies localement au point(u1, u2) considéré. Pour ne pas alourdir les notations nous omettons
cette dépendance. NotonsX,1 = ∂X

∂u1 etX,2 = ∂X
∂u2 les vecteurs vitesses associées aux courbes paramé-

tréesu1 7→ X(u1, u2) àu2 fixé etu2 7→ X(u1, u2) àu1 fixé.

Le plan tangent que nous notonsTX (a ne pas confondre avec une notation usuelle oùTX représente
la réunion de tous les plan tangents) est par définition l’espace engendré par les vecteursX,1 etX,2. En
supposant que|X,1 ∧X,2| 6= 0 nous définissons la normale par la formule

n =
X,1 ∧X,2

|X,1 ∧X,2|
. (7.11)

Remarque
Nous choisissons comme convention une paramétrisation de telle sorte que la normale (7.11) soit dirigée
vers l’extérieur dans le cas d’une surface fermée.

Une base(X,1, X,2, n) (pas forcément orthogonale) est donc attachée à chaque point de la surface.
Comme pour les courbes paramétrées il existe une métrique qui permet de calculer des longueurs et
des aires sur une surface.
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7.2.1 Metrique

La métrique est définie par la première forme fondamentale notéeI qui est une forme quadratique symé-
trique définie sur le plan tangent. Pourw = w1X,1 + w2X,2 ∈ TX

I(w) = w · w = wT Iw = g11(w
1)2 + 2g12w

1w2 + g22(w
2)2. (7.12)

avecgij = X,i · X,j les coefficients de la matriceI représentant la forme quadratiqueI dans la base
(X,1, X,2). Notonsgij les coefficients de la matrice inverseI−1 etg le déterminant deI.

Cette première forme fondamentale permet de répondre à des questions métriques sur la surface.
Intuitivement si on sait calculer les longueurs et l’aire d’un triangle infinitésimal (par l’intermédiaire du
produit scalaire sur chaque plan tangent) nous pourrons alors calculer les longueurs et les aires sur la
surface. Choisissons

α : [0, 1] −→ R
3

t 7→ X(x(t), y(t))

une courbe paramétrée dessinée sur la surface. La longueur de cette courbe est donnée, comme pour les
courbes paramétrées bidimensionelles, par l’intégrale du module de la vitesse

L =

∫ 1

0
|α′(t)|dt =

∫ 1

0

√

(x′(t))2g11(t) + 2x′(t)y′(t)g12(t) + (y′(t))2g22(t) dt.

où l’on a notégij(t) = X,i(x(t), y(t)) · X,j(x(t), y(t)). La première forme fondamentale permet donc
de calculer la longueur d’une courbe dessinée sur la surface.

Pour le calcul de l’aire nous partons de la constatation que

|X,1 ∧X,2| du1du2 =
√

|X,1|2|X,2|2 − (X,1 ·X,2)2 du
1du2 =

√
g du1du2.

représente l’aire du parallélogramme infinitésimal engendré parX,1 etX,2. On pose donc comme défi-
nition de l’aireA d’une surface

A =

∫

U

√
g du1du2. (7.13)

Nous allons maintenant définir la courbure d’une surface. Pour ce fairenous allons introduire la deuxième
forme fondamentale qui dépend des dérivées secondes de la paramétrisation.

7.2.2 Courbure

Comme pour les courbes paramétrées, la courbure est liée à la variation du vecteur normal. Comme
nous travaillons sur des surfaces, la variation de la normale peut être choisiedans plusieurs directions et
l’information sur la courbure va donc être contenue dans une matrice.
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La normalen est une application qui à chaque point de la surface associe un vecteur de la sphère unité
S2 deR

3 donné par la formule (7.11). Notonsn,1 = ∂n
∂u1 et n,2 = ∂n

∂u2 la variation de la normale dans
les deux directions données par la paramétrisation. En dérivant par rapport àu1 etu2 l’égalitén · n = 1
nous obtenons quen,1 etn,2 appartiennent àTX que l’on écrit

n,1 = aX,1 + bX,2 n,2 = cX,1 + dX,2.

La matrice de l’endomorphismedn : TX −→ TX notée[dn] s’écrit donc dans la base(X,1, X,2)
(dn(X,i) = n,i)

[dn] =

(

a c
b d

)

. (7.14)

dn contient les informations sur la courbure et on définit alors la courbure moyenneH et la courbure de
GaussG comme les invariants dedn

H = Tr(dn), G = det(dn). (7.15)

Remarque
Nous choisissons ici une convention différente de celle utilisée dans [19].En effet nous voulons que la
courbure d’une sphère soit positive si la normale est orientée vers l’exterieur de la surface (c’est le cas
dans le cas d’une représentation implicite par level set).

Une propriété remarquable de cet endomorphisme est qu’il est autoadjoint. En effet en dérivant les éga-
litésn ·X,1 = 0 par rapport àu2 etn ·X,2 = 0 par rapport àu1 on obtient (en utilisant le théorème de
Schwarz)

dn(X,2) ·X,1 = n,2 ·X,1 = −n ·X,12 = −n ·X,21 = n,1 ·X,2 = dn(X,1) ·X,2.

Deuxième forme fondamentale

L’endomorphismedn étant autoadjoint nous pouvons définir la deuxième forme fondamentale notée
II qui est une forme quadratique symétrique définie sur le plan tangent. Pourw = w1X,1+w

2X,2 ∈ TX

II(w) = −dn(w) · w = wT IIw = h11(w
1)2 + 2h12w

1w2 + h22(w
2)2. (7.16)

avechij = −n,i ·X,j les coefficients de la matriceII représentant la forme quadratiqueII dans la base
(X,1, X,2). Ces coefficients peuvent s’écrire autrement à l’aide de la paramétrisation en dérivant l’égalité
n ·X,i = 0 par rapport àj

hij = −n,i ·X,j = n ·X,ij . (7.17)

Nous allons à présent calculern,i en fonction des deux formes fondamentales. Pour se faire décomposons

n,i sur la base(X,1, X,2) c’est à diren,i =
∑

k

aikX,k. Nous obtenons avec (7.17)

hij = −
∑

k

aikgkj . (7.18)
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En utilisant la propriété dite d’ascenseur d’indice qui est basée sur la formule
∑

j

gkjg
jl = δlk nous

obtenons avec (7.20)

n,i = −
∑

k

hkiX,k. (7.19)

où nous avons noté

hji =
∑

k

gjkhki. (7.20)

La matrice[dn] associée àdn dans la base(X,1, X,2) se réecrit donc

[dn] = −
(

h1
1 h1

2

h2
1 h2

2

)

. (7.21)

En utilisant la définition (7.15) nous obtenons les formules pour la courbure en fonction de la paramétri-
sation

H = Tr(hij) = −
∑

i

hii. (7.22)

G = det(hij). (7.23)

Interprétation géométrique de la deuxième forme fondamentale

L’endomorphismedn est autoadjoint mais cela ne signifie pas que la matrice[dn] est symétrique (la
base(X,1, X,2) n’est pas nécessairement orthonormale). Par contre le théorème spectral stipule que l’on
peut le diagonaliser dans une base orthonormale que l’on note(e1, e2). Dans cette base

[dn] =

(

κ1 0
0 κ2

)

. (7.24)

D’après (7.15)

H = Tr(dn) = κ1 + κ2, G = det(dn) = κ1κ2. (7.25)

L’introduction deII est essentielle car elle contient des informations géométriques intéressantes.Il est
montré dans [19] que la deuxième forme fondamentale appliquée à un vecteurw est égale au signe près
à la courbure d’une courbe paramétrée définie comme l’intersection de la surface et le planvect(w, n)
appelé section normale. De plus siκ1 > κ2 la courbure de la courbe contenue dans le planvect(e1, n)
est maximale et la courbure de la courbe contenue dans le planvect(e2, n) est minimale parmi toutes les
courbes associées à une section normale.
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Formule de Gauss-Bonnet

Le théorème de Gauss-Bonnet qui relie la courbure de Gauss à la topologie de la surface. Si∂Ω est une
surface fermée alors

∫

∂Ω
G dσ = 4π(1 −N). (7.26)

oùN est un invariant topologique égal au "nombre de trous" de la surface.

La variation du vecteur normal donne accès à la courbure de la surface.Nous allons maintenant nous
intéresser à la variation d’un vecteur tangent.

7.2.3 Dérivée covariante d’un champ de vecteurs

Comme pour le cas de courbes paramétrées, la dérivée d’un vecteur tangent dans une direction ne va
pas rester dans le plan tangent. Il est donc naturel de définir une nouvelle dérivée en projetant le résultat
obtenu sur le plan tangent.

Décomposons dans la base(X,1, X,2, n) les dérivées secondes de la paramétrisation. Comme les vecteurs
de base varient lorsque l’on se déplace sur la surface il existe des coefficientsΓkij (appelés symboles de
Christoffel) ethij tels que

X,ij =
∑

k

ΓkijX,k + hijn. (7.27)

Ces équations sont nommées les équations de Gauss. Remarquons que leshij correspondent aux coeffi-
cients deII d’après (7.17) et queΓkij = Γkji carX,ij = X,ji. Pour trouver les relations entre les symboles
de Christoffel et la première forme fondamentale nous commençons par écrire (n ·X,i = 0)

(gip),j = (X,i ·X,p),j = X,ij ·X,p +X,i ·X,pj =
∑

k

Γkijgkp +
∑

k

Γkpjgki.

Un calcul rapide montre que

(gli),j + (glj),i − (gij),l = 2
∑

k

Γkijgkl. (7.28)

En utilisant l’ascenseur d’indices nous obtenons

Γkij =
∑

l

gkl

2
((gli),j + (glj),i − (gij),l). (7.29)

Nous pouvons à présent décomposer la dérivée du champ de vecteurY = Y 1X,1 + Y 2X,2 dans la base
(X,1, X,2, n) à l’aide de (7.27)

Y,j =
∑

i

((Y i),jX,i + Y iX,ij) =
∑

i

(Y i);jX,i +
∑

i

Y ihijn.

où la notation suivante est utilisée
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(Y i);j = (Y i),j +
∑

k

ΓijkY
k. (7.30)

Nous définissons à présent la dérivée covarianteDY comme la projection sur le plan tangent de la dérivée
du champ de vecteursY . La matriceDY est donc définie dans la base(X,1, X,2) par

DY =

(

(Y 1);1 (Y 1);2
(Y 2);1 (Y 2);2

)

. (7.31)

7.2.4 Opérateurs surfaciques

Nous allons maintenant introduire grace à la dérivée covariante la généralisation à une surface des
opérateurs différentiels classiques.

Gradient surfacique

Donnons nous une fonction scalaire(u1, u2) 7→ f(u1, u2) définie sur la surface à partir de la paramétri-
sation(u1, u2) 7→ X(u1, u2) et notonsf,i la dérivée def par rapport à la ième variable . La différentielle
def est une forme linéaire sur le plan tangent que l’on peut écrire

df = f,1du
1 + f,2du

2.

où (du1, du2) est la base duale associée à(X,1, X,2) c’est à diredui(X,j) = δji .

Lorsque que l’on travaille dansR2 ou R
3 muni du produit scalaire euclidien le gradient d’une fonction

f est défini pardf(h) = ∇f · h. Si f est définie sur une surface nous définissons le gradient surfacique
noté∇∂Ωf de manière naturelle avec le produit scalaire sur le plan tangent

df(X,i) = ∇∂Ωf ·X,i = f,i.

En utilisant la propriété d’ascenseur d’indices nous obtenons une formule analogue à (7.8)

∇∂Ωf =
∑

k

(

∑

l

gklf,l

)

X,k. (7.32)

Divergence surfacique et contraction des symboles de Christoffel

Définissons à présent la divergence surfacique d’un champ de vecteurs tangentsY = Y 1X,1 + Y 2X,2

notéediv∂Ω(v) par la trace de la matrice des dérivées covariantes et utilisons (7.30)

div∂Ω(Y ) =
∑

i

(Y i);i =
∑

i

(Y i),i +
∑

i





∑

j

Γjij



Y i. (7.33)

La formule précédente peut se simplifier à l’aide de la propriété de contractiondes symboles de Chris-
toffel. Utilisons la formule (7.29). En permutant les indices le premier et le dernier terme se compensent
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∑

j

Γjij =
∑

j,l

gjl

2
((gli),j + (glj),i − (gij),l) =

∑

j,l

gjl

2
(glj),i.

Il suffit ensuite d’utiliser la dérivée du déterminant pour obtenir

(det(gkl)),i = det(gkl)
∑

j,l

gjl(glj),i.

Donc

∑

j

Γjij = g,i
1

2g
=

1√
g
(
√
g),i.

Nous réécrivons donc la divergence surfacique sous la forme

div∂Ω(Y ) =
1√
g

2
∑

i=1

(
√
g Y i),i. (7.34)

Laplacien surfacique

L’opérateur laplacien noté∆∂Ωf est alors défini à l’aide des deux opérateurs (7.32), (7.35) par la formule

∆∂Ωf = div∂Ω(∇∂Ωf) =
1√
g

2
∑

i=1

2
∑

j=1

(
√
g gij f,j),i. (7.35)

Intéressons nous à présent aux relations reliant les deux formes fondamentales associées à une surface
qui ne sont en fait pas quelconques. Ces relations seront utilisées lors de la dérivation de forme associée
à une paramétrisation de la troisième partie.

7.2.5 Equations de Gauss-Mainardi-Codazzi

Commençons par dériverX,11 par rapport à la deuxième variable en repartant de (7.27)

(X,11),2 = (Γ1
11),2X,1 + Γ1

11X,12 + (Γ2
11),2X,2 + Γ2

11X,22 + (h11),2n+ h11n,2.

On réinjecte maintenant les expressions deX,12 etX,22 (7.27) dans l’expression précédente et on multi-
plie scalairement parn pour obtenir (X,i · n = 0 etn,i · n = 0)

(X,11),2 · n = Γ1
11h12 + Γ2

11h22 + (h11),2.

Le même type de calcul conduit à la relation

(X,12),1 · n = Γ1
12h11 + Γ2

12h21 + (h12),1.

CommeX est régulière on peut intervertir l’ordre de dérivation et nous obtenonsla relation

(h11),2 − (h12),1 = Γ1
12h11 + (Γ2

12 − Γ1
11)h21 − Γ2

11h22. (7.36)
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En appliquant le même raisonnement avec(X,22)1 · n = (X,21)2 · n nous obtenons

(h12),2 − (h22),1 = Γ1
22h11 + (Γ2

22 − Γ1
21)h21 − Γ2

12h22. (7.37)

En utilisant le même type de raisonnement il est possible de déterminer une troisième équation indépen-
dantes des deux précédentes qui exprime la courbure de Gauss à partirdes symboles de Christoffel (qui
dépendent uniquement de la première forme fondamentale d’après (7.29)). Cette relation est nommée
équation de Gauss et est à la base du théorème Egregium de Gauss : la courbure de Gauss est invariante
par isométrie (G dépend uniquement de la métrique). Nous ne développons pas plus ce point car nous
n’utiliserons pas cette équation.

Les relations (7.36) et (7.37) sont appelées équations de Mainardi-Codazzi. Elles permettent, avec l’équa-
tion de Gauss, de montrer l’existence et l’unicité à un déplacement deR

3 près d’une surface ayant deux
formes fondamentales que l’on s’est fixé. Nous écrirons ces équations dans la suite en terme de dérivée
covariante de tenseurs.

Nous avons rencontré jusqu’a présent plusieurs type d’objets mathématiques : vecteurs, formes li-
néaires, formes bilinéaires et applications linéaires. Tous ces objets ont des caractéristiques communes :
ils sont "linéaires" et sont invariants par changement de coordonnées.La théorie générale qui englobe ces
concepts est la notion générale de tenseur. Nous avons par ailleurs déjà défini le concept de dérivée cova-
riante de champ de vecteurs et nous aimerions généraliser cette notion aux tenseurs car nous l’utiliserons
dans la troisième partie concernant une méthode d’optimisation de formes paramétrique.

7.2.6 Notion de tenseur

Nous n’allons pas introduire les tenseurs de manière générale par simplicité etnous nous restrein-
drons aux tenseurs d’ordre inférieur ou égal à 2. De plus nous considèrerons que des tenseurs euclidiens
définis dans chaque plan tangentTX (le produit scalaire usuel deR3 restreint à chaque plan tangent).

Tenseur d’ordre 1

Considérons un champ de vecteurs tangentY décomposé sur la base(X,1, X,2) associé à la paramétri-
sation

Y = Y 1X,1 + Y 2X,2.

Considérons à présent la base duale notée(du1, du2) qui vérifiedui(X,j) = δji . Nous pouvons identifier
TX et son dual à l’aide du produit scalaire. Cette identification donne une base((X,1)

∗, (X,2)
∗) du plan

tangent telle que pour tout vecteur tangenth

dui(h) = (X,i)
∗ · h.

En utilisant la propriété de la base dualedui(X,j) = δji = (X,i)
∗ · X,j et l’ascenseur d’indices nous

obtenons

(X,i)
∗ =

∑

j

gijX,j . (7.38)



7.2. SURFACE DÉFINIE PAR UNE PARAMÉTRISATION 191

Nous avons donc

(X,i)
∗ · (X,j)

∗ =

(

∑

k

gikX,k

)

·
(

∑

l

gjlX,l

)

=
∑

k,l

gikgjlgkl = gij .

En utilisant(X,i)
∗ ·X,j = δji on montre avec un ascenseur d’indices que

X,i =
∑

j

gij(X,j)
∗. (7.39)

Les formules (7.39), (7.38) permettent donc, via le tenseur métrique et soninverse, de passer de la base
(X,1, X,2) à la base duale associée((X,1)

∗, (X,2)
∗). Le champ de vecteursY est indépendant de la base

et nous notonsY1 etY2 ses composantes dans la base duale

Y = Y 1X,1 + Y 2X,2 = Y1(X,1)
∗ + Y2(X,2)

∗.

D’après les propriétés de la base duale et les relations (7.39) et (7.38) lescomposantes(Y 1, Y 2) et
(Y1, Y2) sont liées par les relations

Yi = Y ·X,i =
∑

j

Y jgij Y i = Y · (X,i)
∗ =

∑

j

Yjg
ij . (7.40)

Ces formules permettent de passer des composantes d’un vecteur dans labase(X,1, X,2) à ses compo-
santes dans la base duale((X,1)

∗, (X,2)
∗).

Regardons à présent comment ces coordonnées se transforment lorsd’un changement de base. Pour
ce faire effectuons le changement de base donné parX̃,i =

∑

j

CijX,j . Nous avons alorsX,i =

∑

j

C−1
ij X̃,j et donc

Y =
∑

i

Y iX,i =
∑

j

(

∑

i

C−1
ij Y

i

)

X̃,j =
∑

j

Ỹ jX̃,j .

Alors que les éléments de la nouvelle base en fonction de l’ancienne s’expriment à l’aide deCij , les
composantes du vecteur dans la nouvelle base s’exprime à partir des composantes dans l’ancienne base
et deC−1

ij . C’est pour cette raison que les composantesY i sont appelées composantes contravariantes du
vecteur. En utilisant le même changement de base nous avons

Ỹi = Y · X̃,i =
∑

j

CijY ·X,j =
∑

j

CijYi.

Dans ce cas, les composantes du vecteur dans la nouvelle base s’expriment à l’aide des composantes
dans l’ancienne base et deCij . C’est pour cette raison que les composantesYi du vecteurY sont appe-
lées covariantes.

Un tenseur d’ordre un est un champ de vecteurs que l’on peut écrire avec ses composantes contrava-
riantes ou covariantes. Dans ce dernier cas on peut également identifier lechamp de vecteurs avec une
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forme linéaire sur le plan tangent à l’aide du produit scalaire. Illustrons ce propos avec l’exemple déjà
étudié de la différentielle d’une fonctionf définie à l’aide de la paramétrisationX. Le champ de vecteurs
associé àdf est noté∇∂Ωf et s’écrit en composantes covariantes

∇∂Ωf =
∑

i

f,i(X,i)
∗.

et en composantes contravariantes

∇∂Ωf =
∑

j

(

∑

i

f,ig
ij

)

X,j .

Cette différence dans la décomposition d’un vecteur est fondamentale et change en particulier les expres-
sions des dérivées covariantes comme nous le verrons.

Tenseur d’ordre deux

Un tenseurA d’ordre deux est une application bilinéaire surTX. Choisissons deux vecteurs du plan
tangentY etZ que l’on décompose sur la base contravariante naturelle associée à la paramétrisation

Y =
∑

i

Y iX,i Z =
∑

j

ZjX,j .

On a alors

A(Y, Z) =
∑

i,j

Y iZjA(X,i, X,j).

Introduisons à présent la notation tensorielle suivante (a, b, u etv sont des vecteurs)

(a⊗ b)(u, v) = (a · u) (b · v).

En notantAij = A(X,i, X,j) nous obtenons avec (7.40)

A =
∑

i,j

Aij(X,i)
∗ ⊗ (X,j)

∗.

En choisissant de décomposerY =
∑

i

Yi(X,i)
∗ sur la base covariante

A(Y, Z) =
∑

i,j

YiZ
jA((X,i)

∗, X,j) A =
∑

i,j

AijX,i ⊗ (X,j)
∗.

avecA((X,i)
∗, X,j) = Aij . Nous pourrions également décomposerY sur la base contravariante etZ sur

la base covariante pour obtenir une autre décomposition.
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Si l’on choisit également de décomposerZ =
∑

j

Zj(X,j)
∗ sur la base covariante

A(Y, Z) =
∑

i,j

YiZjA((X,i)
∗, (X,j)

∗) A =
∑

i,j

AijX,i ⊗X,j .

avecA((X,i)
∗, (X,j)

∗) = Aij . Les relations (7.39) et (7.38) permettent d’en déduire les relations entre
les composantes du tenseurA dans différentes bases

Aik =
∑

j

Aijgjk Akl =
∑

i,j

gkiA
ijgjl. (7.41)

Il est donc possible de décomposer un tenseur d’ordre deux de quatre manières équivalentes et les rela-
tions entre les composantes du tenseur sont données par (7.41).

Contraction de tenseurs

Il est possible à partir d’un ou plusieurs tenseurs d’en construire un autre d’ordre moins élevé avec
l’outil de contraction que nous introduisons maintenant. Il consiste à sommer lescomposantes d’un
tenseur avec un indice covariant et un autre contravariant. Considérons deux tenseursY etZ d’ordre un.
La contraction de ces deux tenseurs est appelé le produit scalaire et il est noté·

Y · Z =

(

∑

i

Yi(X,i)
∗
)

·
(

∑

k

ZjX,j

)

=
∑

i

YiZ
i.

En écrivant ces vecteurs dans d’autres bases nous obtenons avec(7.40)

Y · Z =
∑

i,j

gijYiZj =
∑

i,j

gijY iZj .

Intéressons-nous à la contraction d’un tenseur d’ordre 2A et un tenseur d’ordre 1Y . Nous avons

A =
∑

i,j

AijX,i ⊗X,j Y =
∑

k

Yk(X,k)
∗.

Le produit contractéZ deA etY (avec le deuxième indice contravariant deA) est défini par

Z =
∑

i,j

AijYj X,i.

Z un tenseur d’ordre un écrit en composantes contravariantes. Il est possible d’obtenir d’autres expres-
sions avec les formules (7.40) et (7.41).

Dans le cas où l’on considère deux tenseursA etB d’ordre deux

A =
∑

i,j

AijX,i ⊗X,j B =
∑

i,j

Bij(X,i)
∗ ⊗ (X,j)

∗.
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on peut définir une double contraction pour obtenir un tenseur d’ordre0 notéA : B

A : B =
∑

i,j

AijBij . (7.42)

Il est possible d’obtenir d’autres expressions avec des formules du type (7.41). Nous allons mainte-
nant étudier comment se généralise la dérivée covariante pour des tenseurs.

7.2.7 Dérivée covariante de tenseur

Commençons par le cas le plus simple d’une fonction scalaire qui est considérée comme un tenseur
d’ordre 0. La fonction n’est pas définie à l’aide d’une base qui varie avec la surface donc la dérivée
habituelle et la dérivée covariante sont les mêmes

f;i = f,i.

Dérivée covariante de tenseur d’ordre 1

Nous avons déjà décrit précédemment la dérivée covariante d’un champde vecteurs en coordonnées
contravariantes (7.30). Nous allons maintenant en déduire la dérivée covariante d’un champ de vecteurs
en coordonnées covariantes. Commençons par dériver l’égalitéX,i · (X,j)

∗ = δji

(X,i · (X,j)
∗),k = 0 = X,ik · (X,j)

∗ +X,i · ((X,j)
∗),k.

Rappelons à présent la décomposition deX,ik dans la base(X,1, X,2, n) (7.27)

X,ik =
∑

p

ΓpikX,p + hikn. (7.43)

Nous obtenons donc commeX,i · (X,j)
∗ = δji et (X,j)

∗ · n = 0

((X,j)
∗),k ·X,i = −Γjik.

En dérivant l’identité(X,j)
∗ · n = 0 puis en utilisant (7.19)

((X,j)
∗),k · n = −(X,j)

∗ · n,k =
∑

p

hpk(X,j)
∗ ·X,p = hjk.

Nous obtenons finalement

(X∗
,i),j = −

∑

p

Γipj(X,p)
∗ + hijn. (7.44)

Introduisons à présent un champ de vecteurY = Y1(X,1)
∗ + Y2(X,2)

∗ écrit à l’aide de ses composantes
covariantes. Nous avons

Y,j =
∑

i

((Yi),j(X,i)
∗ + Yi((X,i)

∗),j) =
∑

i

(Yi);j(X,i)
∗ +

∑

i

Yih
j
in.

où la notation suivante est utilisée
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(Yi);j = (Yi),j −
∑

k

ΓkijYk. (7.45)

Remarquons que la dérivée covariante exprimée en coordonnées covariantes (7.45) diffère d’un signe
moins avec la dérivée covariante exprimée en coordonnées contravariantes (7.30). De plus les indices ne
sont pas placés de la même façon.

Dérivée covariante de tenseur d’ordre 2

Nous avons maintenant tous les outils pour calculer la dérivée covariante d’un tenseur d’ordre 2.
Une propriété naturelle est que la dérivée covariante d’un produit obéit aux mêmes règles que la dérivée
classique (règle de Leibniz). Considérons un tenseur d’ordre 2A =

∑

i,j

AijX,i ⊗X,j écrit sur une base

covariante et dérivons par rapport àk

A,k =
∑

i,j

(Aij),kX,i ⊗X,j +
∑

i,j

AijX,ik ⊗X,j +
∑

i,j

AijX,i ⊗X,jk.

Il suffit à présent d’utiliser (7.43) pour obtenir en enlevant les partiessuivant la normale

A,k =
∑

i,j

(Aij);kX,i ⊗X,j .

avec

(Aij);k = (Aij),k +
∑

p

ΓipkA
pj +

∑

p

ΓjpkA
ip.

Si on décompose le tenseurA en coordonnées contravariantesA =
∑

i,j

Aij(X,i)
∗ ⊗ (X,j)

∗ alors la dé-

rivée par rapport àk donne

A,k =
∑

i,j

(Aij),k(X,i)
∗ ⊗ (X,j)

∗ +
∑

i,j

Aij((X,i)
∗),k ⊗ (X,j)

∗ +
∑

i,j

Aij(X,i)
∗ ⊗ ((X,j)

∗),k.

En utilisant (7.44)

A,k =
∑

i,j

(Aij);k(X,i)
∗ ⊗ (X,j)

∗.

avec

(Aij);k = (Aij),k −
∑

p

ΓpikApj −
∑

p

ΓpjkAip. (7.46)
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Applications

A titre d’exemple nous allons utiliser ces formules pour montrer que la dérivée covariante du tenseur
métrique est nulle. En utilisant les formules (7.46) et (7.28)

(gij);k = (gij),k−
∑

p

Γpikgpj−
∑

p

Γpjkgip = (gij),k−
1

2
((gij),k+(gjk),i−(gik),j+(gij),k+(gik),j−(gjk),i) = 0.

(7.47)
En utilisant le même genre de raisonnement et la règle de Leibniz nous pouvons dériver des produits
de tenseurs dont les composantes sont covariantes ou contravariantes. Par exemple avec des notations
évidentes

(fAijYk);l = f;lA
ijYk + f(Aij);lYk + fAij(Yk);l. (7.48)

et

(AijBkl);p = (Aij);pBkl +Aij(Bkl);p. (7.49)

Ce type de calcul donne des résultats similaires pour des produit tensorielscontractés. Appliquons ce
résultat en calculant la dérivée covariante de l’inverse de la première forme fondamentalegij

∑

k

(gik);lgkj = −
∑

k

gik(gkj);l = 0. (7.50)

Nous en déduisons avec l’ascenseur d’indices que(gij);k = 0. Nous allons maintenant pouvoir écrire
le laplacien surfacique sous une autre forme qui nous sera utile. D’après (7.32) les composantes contra-
variantes de∇∂Ωf sont égales à

∑

j

gijf,j qui peut être vu comme un produit contracté d’un tenseur

d’ordre un et d’un tenseur d’ordre deux. D’après (7.33), la divergence surfacique d’un champ de vec-
teurs est donné pardiv∂Ω(Y ) =

∑

i

(Y i);i oùY i représente les composantes contravariantes deY . Nous

obtenons en utilisant la relation(gij);k = 0

∆∂Ωf =
∑

i





∑

j

gijf,j





;i

=
∑

i,j

(gij);if,j +
∑

i,j

gij(f,j);i =
∑

i,j

gij(f,i);j .

Réécriture des équations de Mainardi-Codazzi

Réinterprétons maintenant les équations de Mainardi-Codazzi en termes de dérivée covariante. En utili-
sant la formule (7.46) l’équation (7.36) peut se réécrire

(h11);2 = (h12);1. (7.51)

De même (7.37) se réécrit avec (7.46) sous la forme

(h12);2 = (h22);1. (7.52)

Nous aimerions maintenant écrire ces équations sous la forme d’une divergence de tenseur qui est nulle.
Pour se faire, introduisons la matrice inverse deshij que l’on va noterh−1

ij (on rappelle quehij représente
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les composantes contravariantes de la deuxième forme fondamentale et non les composantes de l’inverse
dehij). Nous avons

(

h−1
11 h−1

12

h−1
12 h−1

22

)

=
1

det(hij)

(

h22 −h12

−h12 h11

)

.

Posons̃hij = Gh−1
ij . CommeG = det(hij)/det(gij) nous obtenons

h̃11 =
1

det(gij)
h22 h̃12 = − 1

det(gij)
h12 h̃22 =

1

det(gij)
h11.

Comme la dérivée de la métrique est nulle (7.47) nous avons

(det(gij));k = (g11g22 − g12g21);k = (g11);kg22 + g11(g22);k − (g12);kg21 − g12(g21);k = 0.

en conséquence(1/det(gij));k = 0 et les équations (7.51) (7.52) permettent d’obtenir

(h̃11);1+(h̃12);2 =
1

det(gij)
((h22);1−(h21);2) = 0 (h̃21);1+(h̃22);2 =

1

det(gij)
(−(h12);1+(h11);2) = 0.

ou de manière plus compacte pouri = 1 ou2

∑

j

(h̃ij);j = 0. (7.53)

Comme la matrice de terme généralh̃ij est symétrique nous obtenons également

∑

j

(h̃ji);j = 0. (7.54)

7.2.8 Lien avec les opérateurs surfaciques définis avec des fonctions level set

Nous avons démontré dans la troisième partie que la dérivée de fonctionnellesdépendant de la cour-
bure moyenne faisait référence au laplacien surfacique défini à l’aidede fonction level set. Pour comparer
notre résultat à celui obtenu par Willmore il est donc nécessaire de montrer que les opérateurs surfaciques
définis à l’aide d’une paramétrisation et de fonction level set sont les mêmes.

Dans ce but, considérons une fonction définie sur tout l’espacef̃ : R
3 −→ R et sa restrictionf(u1, u2) =

f̃(X(u1, u2)) à la surface. En utilisant les règles de dérivation des fonctions composées nous obtenons
f,i = X,i · ∇f̃ . Par définition, la projection orthogonalew = a1X,1 + a2X,2 de∇f̃ sur le plan tangent
vérifie

(∇f̃ − w) ·X,1 = 0 (∇f̃ − w) ·X,2 = 0.

Ce système linéaire de taille 2 permet de trouver les coefficientsai et le résultat est le suivant

w =
2
∑

k=1

(

2
∑

l=1

gklf,l

)

X,k.
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Le gradient surfacique défini en (7.32) est donc la projection orthogonale de∇f̃ sur le plan tangent. Ce
résultat est donc le même que celui obtenu avec la définition du gradient surfacique avec des fonctions
level set.

Nous ne pouvons pas comparer directement les opérateurs de divergence obtenus avec les deux mé-
thodes car celui obtenu par les fonctions level set est défini pour tout vecteur et celui obtenu à l’aide
d’une paramétrisation est défini uniquement pour les vecteurs tangents. Considérons un champ de vec-
teur défini sur tout l’espace dont la restriction à la surface appartient auplan tangent. Dériver ce champ
de vecteurs puis le projeter sur le plan tangent est la même chose dans les deux définitions. Le résultat
final ne faisant intervenir uniquement le laplacien défini comme la divergence surfacique d’un champ de
vecteurs tangents les définitions des laplaciens surfaciques sont donc lesmêmes.

7.2.9 Changement de variables dans une intégrale surfacique

Le changement de variables dans une intégrale de volume est bien connu et fait apparaître le détermi-
nant de la jacobienne de la transformation. Nous proposons ici de donnerla démonstration du théorème
de changement de variables dans le cas d’intégrales de surface. Cette formule est importante car nous
nous en servons dans la première partie pour écrire les équations lagrangiennes de la mécanique des
milieux continus. De plus nous en aurons besoin pour montrer la formule de Reynolds surfacique de la
section suivante.

Considérons une surface∂Ω0 et une déformationΦ : R
3 −→ R

3 tel queΦ(∂Ω0) = ∂Ω. Choisissons
maintenant une fonctionf : R

3 −→ R. La formule de changement de variable dans les intégrales de
surfaces s’écrit

∫

Φ(∂Ω0)
f(x) dσ =

∫

∂Ω0

f(Φ(a))|Cof([∇Φ](a))n0(a)| dσ0. (7.55)

où dσ est la mesure de surface sur∂Ω et dσ0 est la mesure de surface sur∂Ω0. Le changement de
variables fait donc apparaître un terme dépendant de la matrice des cofacteurs de la jacobienne de la
transformation.

Démonstration

Introduisons une paramétrisationX : (u1, u2) 7→ X(u1, u2) de la surface∂Ω0 et Y : (u1, u2) 7→
Φ(X(u1, u2)) la paramétrisation de∂Ω = Φ(∂Ω0) (FIG 7.3).
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Φ

Y
X

U

∂Ω = Φ(∂Ω0)∂Ω0

(u1, u2)

Y (u1, u2) = Φ(X(u1, u2))

X(u1, u2)

FIG. 7.3 – Déformation d’une surface avec l’applicationΦ

D’après (7.13), l’intégrale de surface sur∂Ω s’écrit à l’aide de sa paramétrisationY

∫

∂Ω
f(x) dσ =

∫

U
f(Y (u1, u2))|Y,1 ∧ Y,2| du1du2.

Nous allons maintenant calculer l’élément de surface|Y,1 ∧ Y,2| en fonction de la paramétrisationX. En
dérivantY (u1, u2) = Φ(X(u1, u2)) par rapport à chacune de ses variables on obtientY,i = [∇Φ] X,i

par application des règles de dérivation de la composée de fonctions. Nous multiplions à présentY,1∧Y,2
par [∇Φ] v où v est un vecteur quelconque. En utilisant la propriété du déterminantdet(w1, w2, w3) =
(w1 ∧ w2) · w3

(Y,1 ∧ Y,2) · ([∇Φ] v) = det([∇Φ] X,1, [∇Φ] X,2, [∇Φ] v) = det([∇Φ]) det(X,1, X,2, v).

Nous avons donc

([∇Φ]T (Y,1 ∧ Y,2)) · v = det([∇Φ])(X,1 ∧X,2) · v.

La relation étant valable pour toutv nous obtenons

Y,1 ∧ Y,2 = det([∇Φ])[∇Φ]−TX,1 ∧X,2.

Les vecteurs normauxn0 sur∂Ω0 ainsi quen sur∂Ω sont donnés par
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n0 =
X,1 ∧X,2

|X,1 ∧X,2|
n =

Y,1 ∧ Y,2
|Y,1 ∧ Y,2|

.

En remplaçant dans la relation précédente nous obtenons

|Y,1 ∧ Y,2|n = det([∇Φ])[∇Φ]−Tn0|X,1 ∧X,2|. (7.56)

En prenant la norme de l’égalité précedente et en utilisant la relationCof([∇Φ]) = det([∇Φ])[∇Φ]−T

nous obtenons

|Y,1 ∧ Y,2| = |Cof([∇Φ])n0||X,1 ∧X,2|. (7.57)

qui exprime la relation entre l’élément d’aire de∂Ω et∂Ω0. Nous avons donc

∫

∂Ω
f(x) dσ =

∫

U
f(Φ(X(u1, u2)))|Cof([∇Φ])n0||X,1 ∧X,2| du1du2 =

∫

∂Ω0

f(Φ(a))|Cof([∇Φ](a))n0(a)| dσ0.

Nous obtenons donc le théorème de changement de variables annoncé.

Regardons maintenant comment cette formule s’écrit dans le cas d’un champvectoriel dépendant du
tempsf(x, t)n(x, t) (nous en aurons besoin dans la première partie). En choisissant le changement de
variableΦ tel queΦ(∂Ω0, t) = ∂Ωt nous obtenons

∫

∂Ωt

f(x, t)n(x, t) dσ =

∫

∂Ω0

f(Φ(a, t), t)n(Φ(a, t), t)|Cof([∇Φ(a, t)])n0(a)| dσ0.

En divisant (7.56) par (7.57)

n(Φ(a, t), t) =
Cof([∇Φ(a, t)])n0(a)

|Cof([∇Φ(a, t)])n0(a)|
. (7.58)

Donc
∫

∂Ωt

f(x, t)n(x, t) dσ =

∫

∂Ω0

f(Φ(a, t), t)Cof([∇Φ(a, t)])n0(a) dσ0. (7.59)

La formule de Reynolds est un outil classique très utilisé et elle est démontrée dans la première partie à
l’aide d’un changement de variables dans les intégrales volumiques. Il existe un équivalent pour les sur-
faces qui se démontre naturellement à l’aide d’un changement de variablesdans les intégrales surfaciques
que nous venons de démontrer.

7.2.10 Formule de Reynolds surfacique

La formule de Reynolds est l’un des points clé de la thèse. En effet, elle permet de montrer dans la
première partie que|∇φ| contient des informations sur la variation d’aire dans le cas d’un écoulement
incompressible. De plus nous l’utilisons également dans la deuxième méthode d’optimisation de fonc-
tionnelles géométriques de la troisième partie.



7.2. SURFACE DÉFINIE PAR UNE PARAMÉTRISATION 201

Considérons une surface∂Ωt évoluant dans un champ de vitesseu(x, t) et f(x, t) une fonction. La
formule de Reynolds surfacique est la suivante

d

dt

(∫

∂Ωt

f(x, t) dσ

)

=

∫

∂Ωt

ft + div(fu) − f([∇u] n) · n dσ. (7.60)

Démonstration

L’idée de la preuve consiste (comme pour la preuve de la formule de Reynoldsvolumique) à se ramener
à un domaine fixe qui ne dépend plus du temps à l’aide d’un changement de variable dans les intégrales
de surfaces pour ensuite dériver chaque terme par rapport au temps.Introduisons les caractéristiquesΦ
associées au champ de vitesseu

∂Φ

∂t
(a, t) = u(Φ(a, t), t). (7.61)

Considérons une surface∂Ω0 qui se déforme sous l’action de l’applicationΦ en∂Ωt = Φ(∂Ω0, t). En
effectuant le changement de variablex = Φ(a, t) avec la formule (7.55)

∫

∂Ωt

f(x, t) dσ =

∫

∂Ω0

f(Φ(a, t), t) det([∇Φ(a, t)])|[∇Φ(a, t)]−Tn0(a)| dσ0.

Nous nous sommes maintenant ramenés à un domaine fixe. Nous pouvons doncdériver l’expression
précédente en dérivant par rapport àt chacun des termes dans l’intégrale. Pour le premier terme nous
obtenons facilement avec l’équation des caractéristiques (7.61)

(f(Φ(a, t), t))t = ft(Φ(a, t), t) + Φt(a, t) · ∇xf(Φ(a, t), t) = ft(Φ(a, t), t) + u(Φ(a, t), t) · ∇xf(Φ(a, t), t).

Pour le deuxième terme nous utilisons la dérivée du determinant(det(A(t)))′ = det(A(t))Tr([A(t)]−1A′(t))

(det(∇aΦ(a, t)))t = det(∇aΦ(a, t))Tr([∇aΦ(a, t)]−1[∇aΦ(a, t)]t).

En utilisant la définition des caractéristiques (7.61)

[∇aΦ(a, t)]t = ∇a

(

∂Φ

∂t
(a, t)

)

= ∇a(u(Φ(a, t), t)) = [∇xu](Φ(a, t), t))[∇aΦ(a, t)]. (7.62)

En utilisant la propriété de la trace nous obtenons

(det(∇Φ(a, t)))t = det(∇Φ(a, t)) div(u)(Φ(a, t), t). (7.63)

Il ne nous reste plus qu’a calculer la dérivée du troisième terme|[∇Φ(a, t)]−Tn0(a)|. En utilisant la
propriété|v|t = vt · v

|v| valable pour un vecteurv

|[∇Φ(a, t)]−Tn0(a)|t = (([∇Φ(a, t)]−T )tn0(a)) ·
[∇Φ(a, t)]−Tn0(a)

|[∇Φ(a, t)]−Tn0(a)|
.

En utilisant la dérivée de l’inverse d’une matrice(A−1)′(t) = −A−1(t)A′(t)A−1(t) et (7.62)
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([∇Φ(a, t)]−1)t = −[∇Φ(a, t)]−1[∇Φ(a, t)]t[∇Φ(a, t)]−1 = −[∇Φ(a, t)]−1[∇u](Φ(a, t), t).

Nous obtenons donc avec (7.58)

|[∇Φ(a, t)]−Tn0(a)|t = −
(

([∇u]T (Φ(a, t), t)
[∇Φ(a, t)]−Tn0(a)

|[∇Φ(a, t)]−Tn0(a)|

)

· [∇Φ(a, t)]−Tn0(a)

= − ([∇u](Φ(a, t), t) n(Φ(a, t))) · n(Φ(a, t)) |[∇Φ(a, t)]−Tn0(a)|.

Donc après avoir fait le changement de variablex = Φ(a, t) et utilisédiv(fu) = f div(u) + u · ∇f
nous obtenons la formule de Reynolds surfacique annoncée. Dans les parties concernées nous mettrons
ce résultat sous d’autres formes.
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