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❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts
❏❡ t✐❡♥s à ❡①♣r✐♠❡r t♦✉t❡ ♠❛ ❣r❛t✐t✉❞❡ ❡♥✈❡rs ❱❧❛❞✐♠✐r ❑❖❙❚❖❱ ♣♦✉r s♦♥ ❡♥❝❛❞r❡✲

♠❡♥t✱ s❡s q✉❛❧✐tés t❛♥t s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s q✉✬❤✉♠❛✐♥❡s✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❞♦✐t ❜❡❛✉❝♦✉♣ à s❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐✲
❧✐té ♣❡r♠❛♥❡♥t❡✱ s❛ r✐❣✉❡✉r s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❡t s❛ ♣❛t✐❡♥❝❡✳ ❏✬❛✐ ❛♣♣ré❝✐é ❝❤❡③ ♠♦♥s✐❡r ❑♦st♦✈
❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ ❝❤❡r❝❤❡✉r ♣❧❡✐♥ ❞✬♦♣t✐♠✐s♠❡✳

❏✬❛❞r❡ss❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ♠❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts à ♠♦♥s✐❡✉r ▼♦❤❛♠❡❞ ❊▲❑❆❉■ ♣♦✉r s❛ ❞✐s♣♦✲
♥✐❜✐❧✐té ❡t s❡s ❛✐❞❡s t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s✳
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❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❛✉ss✐ ❧❛ ❋❛❝✉❧té ❞❡s ❙❝✐❡♥❝❡s ✸ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ▲✐❜❛♥❛✐s❡ ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❥✬❛✐
♦❜t❡♥✉ ♠❛ ♠❛îtr✐s❡ ❡♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♣✉r❡s ❡♥ ✷✵✵✺✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡✱ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t✱ ♠❡s ❢rèr❡s ❡t ❛♠✐s ▼♦✉❤❛♠❛❞✱❖s♠❛♥ ✭✸✐❝❤♥❡ ♠❛✸ ❜❛✸❡❞
❜✐ ♥❛❢❡ss ❛❧ ♠❛♥③✐❧ ✸ s♥✐♥ ✇❛✺✐❧❛❧ ❤❛❧ ♠✐❞✐ ❦❡♥ ♦s♠❛♥ ❛❧ ❦❛✷✐❞ ✇❛ ❧✷❛✺ ✇❛ s❛❞✐❦ ✷✐❧✐ ❦❡♥
❞❡②✐r ❝❤♦✉✷♦✉♥ ❛❧ ♠❛♥③✐❧ ♠✐♥ t❛✷t❛✷ ❧❛ s❛❧❛♠♦✉ ❛❧❛②❦♦♠ ♠✐♥ ❞♦✉♥ ❛②❛ ♠✐♥✐②✐✱ ❤❛♥③♦✉❧
❦❡♥ ♥❡✷✐❜ ❛❧ ❦❛✷✐❞ ✰ ❛✺ ✰ s❛❞✐✷✱ ✇❛❧❡❦❡♥ ❦❡♥ ❞❡✷✐♠❛♥ ✷✐②✇❛❣❡✸ r❛ss ❛❧ ❝❤❛✸❡❜ ②❛❧✐ ❤♦✉✇✐
❤♦♥ ❛♥❡ ✭✸❛❧❛t♦✉❧ ✷♦✉♠ ❥❛❧✐ ②❛ ❤❛②ss❡♠✱ ❢❛❤♦♥ ♥✐✺t✐❧✐❢ ✸❛❧❛ ❛❧ ❥❛❧✐ ✱ ❜✐❤❛❧ ❤❛❧✐ ✷✐②❤✐❧ ❛❧
♠✐❝❤✐❦❧✐ ❛❧ ❦❛✷✐❞ ♦s♠❛♥ ✇❛②✐❣❧✐ ❛❧ ❥❛❧②❡t ♠❛✸ ❛❧ ✸✐❧✐♠ ❤♦✉②✐ ❦❡♥ t❛❜❡✺ ❛❧ t❛❜✺❛✱ ✇✐❧✇❛✷✐t
✷✐❧✐ ②r♦✉❤ ✜ ♦s♠❛♥ ❦❡♥ ❤❛♥③♦✉❧ ✷✐②✺❛❧✐♥❛ ❜❛❧❛ ✷✐❦✐❧✱ ❜❛ss❡ ✷✐❧❤❛♠❞♦❧✐❧❛❤ ❦❡♥ ✜ ♠❛t❛✸✐♠✮
❆❜♦✉ ❜❛❝❤✐r❂❙❛rr❛❣❡ ✭✷✐t✸❛r❛✜t ✸❧❡❤ ❜✐❧ ✷✐ss✐♠ ❛✇❛❧ ✇❛ ♠✐♥❤✐❞❡❦ ❛❧ ✇❛✷❡t ✇❛ ❛♥❛ ✇②❡❤
✸❛❧❛t♦✉❧✱ ♥✐❞r♦ss s❛✇❛✱ ✷✐♥❦❛③✐r s❛✇❛✱ s❛rr❛❣❡ ❤♦✉✇✐ ❜✐ ♥✐ss❜✐ ❧❛✷✐❧✐ ❛✺✐ ✇❛ ❛✸❛③✱ ✇✐♥❝❤❛❧❧❛
❛r✐❜❛♥ ❧❛❤ ♥✐❢r❛❤❧♦✉ ❜✐ ✇❛❧❛❞✱ ♠❛✸ t❛❦❞✐r✐ ✇❛ ❦❡♠✐❧ ✷✐❤t✐r❛♠✐ ❧✐✸❛✷✐❧❛t✐❤✐ ❛❧ ❦❛r✐♠✐✮ ❍❛♠❛❞
✭✷✐♥ss❡♥ ♠♦✉❦❡✜❤ ②❛st❛❤✐❦ ❦♦❧✷✐❤t✐r❛♠ ✇❛ t❛❦❞✐r✱ ❤❛♠❛❞ s❛❞✐✷ ②♦✉❢t❛✺❛r ❜✐ s❛❞♦✷t♦✉✮✱
❦❛❞❞♦✉r✭❝❤❡✺ ❛❧ ❝❤❛❜❡❜ ✇❛❧ ❛✇❡❞❡♠ ✇❛ s❛❞✐❦ ✸❛③✐③ ✸❛❧❛ ❛❧❡❜ ❛❧ ❝❤❛❜❡❜ ❦✐❧♦♥✱✇❛ ❤❛❜✐❜
❛❧❜♦✉ ✇❛ ♥♦✉r ✸❛②♥♦✉ t♦✉♥s✐②❡t✮✱ ▼❛❤❡r✭ ✷✐❜✐♥ ✺❛❧✐ ✇❛ s❛❞✐✷ ✸❛③✐③ ✇❛ ✺❛❧ ❛❧ ❧✐❜♥❡♥✐②✐ ❜✐
❢r❛♥❝❡ ❦✐❧♦♥✱✷✐❧✺❛❧ ❛❧❜♦✉ ❦❜✐r ❦t✐r✮ ▼❛③❡♥✭ ❛❧ ❤❛❦✐♠ ♠❛✸❛②❧❡✷✐ ✇❛✷✐t ②✐❞r♦ss ✜❤✱ ❧❛ ❞❛r❛❣✐
✸✐♠✐❧ ❞❛r❡❜ ♠r❛t❛❜ ❜✐ ❝❤❛❞✐ ❛❧ ♠✐r✮ ✱ ❙❛♠❡r✭❛❜♦✉ ③❛②❞✮ ❍♦✉ss❛♠ ❡❧ r✐❢❛✐✐✭♥♦tr❡ ✐♥❣❡♥✐❡✉r✱
②❛❧✐ ❤❛②❤❛♥❞✐s❧✐ ❜❛②t✐ ❜✐ ❜❛❧❡❝❤✮ ✱ ❘❛②❛♥✱❘❛♥❞✐ ❆❜♦✉ r❛♠✐ ✭❝❤❛❜❡❜ ✷❛❞❛②t ♠❛✸♦♥ ❛❤❧❛
✇❛✷✐t ✸✐♥❞ ♠✸❛❧✐♠♥❛ ❛❜♦✉ r❛♠✐✮✱ ❍♦✉ss❛♠ ❨❡❤②❛ ✭✷❛❞❛②t s✐♥✐ ♠❛✸♦✉ ✇❛ ♠❛✸ ❤❛♥③♦✉❧
❦❡♥✐t ♠✐♥ ❛❤❧❛ s♥✐♥✱ ❍♦✉ss❛♠ ❛❞❛ ✷✐②❡♠♦✉ ②✐❤s♦✉❜ ✷✐❞❡❝❤ ❜❛❞♦✉ ♠❛s❛r✐ ❧❛②✐t❣❛✇❡③✱ ✇❛✲
❜❛ss❡ ✷✐❣✐t ❛❧ r✐③✷❛ t♦r❡t ❛❧✐❤s❡❜❡t ❦✐❧❡ ♠✐♥ ❞♦✉♥ ♠❛②❦♦✉♥ ♠❛✸♦✉ ♠❛s❛r✐✮✱ ❇✐❧❛❧ ✭❝❤❡✺ ❛❧
❛✇❡❞✐♠ ②❛❧✐ ❢❛❞❧♦✉ ✸❧❛②♥❛ ❦❜✐r✱ ❛❞❞❛ ✹ s♥✐♥ ❜✐❧❡❧ ❦✐❧ s❛❜❡t ✇❛ ❛❤❛❞ ✷✐②❦❛③✐r♥❡✱ ❧❛❞❛r❛❣✐
♠❛❜❛✷ ✜❤ ♠❛❤❛❧ ♠❛♥❛ r❛②❤✐♥ ✸❧❡❤ ❜✐❧ ❝ôt❡ ❞✬❛③✉r✮✱ ❆❜♦✉ ❝❤❛r✐❢✭ ▼✐❢t✐ ◆✐❝❡ ✇❛ ❞❛✇❛❤✐❤❛
✸✐♥❞ ✺♦✉r♦✉❣✐ ♠✐♥ ❋r❛♥❝❡✱ ✇❛ ❛❜♦✉ ❝❤❛r✐❢ s❡✸❛❞♥❛ ❦t✐r ✺✐❧❛❧ ✷✐❦❛♠✐t♥❛ ❜✐ ♥✐❝❡✮✱ ❆❜♦✉ t❛✲
❤❡r✭❦♦♥s♦❧♥❛ ❜✐ ♠♦♥❛❝♦ ✇❛ ❤❛❜✐❜ ❛❧✐❜♥❛✮✱ ❝❤❛❞✐ ❛❧ ♠✐r ✭❛❤❧❛ ✸❛❧❛♠ ✮✱ ❛❧✐ ❛s❛♠❛❞✭❦❛✷✐❞♥❛
✇❛ ❤❛❜✐❜ ❛❧✐❜♥❛✮✱ ❚❛❧❡❜ ❉❜♦✉✷ ✭②❛❧✐ ❛❧ r✐②❛❞❛ ✸❛♠t✐❤r♦❜ ♠✐♥♦✉✱ ❜❡✸t✐♥♦ ❛❤❧♦✉ ✸❛ ❢r❛♥❝❡
❧❛②✐✸♠✐❧ r✐②❛❞❛ ✦✮ ▼♦❤❛♠❡❞ ③❛❦❛r✐❛ ✭s❛❞✐✷✐ ❜✐❧ ❞❛②✸❛ ✇ ❜✐❧ ♠❛❞r❛ss✐✱✷✐❞❛②♥❛ ✷✐②❡♠ ❤✐❧✇✐
♠❛✸ ❜❛✸✐❞♥❡ ✇❛ ✷❛r✐❜❛♥ ❤❛♥✐❢r❛❤ ❜✐ ✸✐rs♦✉ ✷✐♥❝❤❡✷❛❧❧❛❤✮✱ ❛❜♦✉ ③♦✉❤❡r✭❛✺ ✇❛ s❛❞✐❦ ❛❞❛②♥❛
✇❛✷✐t♥❛ ❜✐ ❧❡❜♥❡♥ s❛✇❛ ♠❛✸ s❛rr❛❣❡✱ ❛❜♦✉ ③♦✉❤❡r ♠❛❜r♦✉❦ ✇✐s❛♠❛ ③❛r✷❛✱ ✇❛ ❛❧❛ ②s❡✸❡❞
❛❜♦✉ ③❛❤❡r ✇❛ ✷✐♠ ③❛❤❡r ✸❧❡❦✮✱ ❛❜❞❡♥❛ss❡r✭❛❤❧❛ ❝❤❛❜ ❜✐❧ ✷✐r♥✐ ✇❛ ❛❦❦❛r✱ ✷✐❧②❛✇♠ ✷✐❧✐

✐✈



❜❝❤♦✉❢♦✉ ❜✐❦♦✉♥ ✸✐❞ ✸✐♥❞✐ ✭❛❧❧❛❤♦✉♠❛ ✷✐❣✸❛❧ ❦♦❧ ❛②❡♠✐♥❛ ❛✸②❡❞✱ ❛❧ ❛❜❡❞ ❛✸❛③ s❛❞✐✷ ✇❛
❛✺ ✸✐♥❞✐✮✱ ❥✐❤❛❞ ❡t s❛❧❡♠ ✭❛❜♦✉ ♦♠❛r ❛❧❧❛ ②s❡✸❡❞ ♦♠❛r✱ ❤❛❧❡✇❡t ❛❧ ❣✐❜✐♥ ✸✐♥❞ ❛❤❧❛ s❛❞✐✷ ❜✐
❞❛②✸❛✮✱ ▼♦st❛❢❛ r❛❣❡❜✭❛❤❧❛ ❝❤❛❜ ✇❛ s❛❞✐✷ ✇✐s❛♠❛ ③❛r✷❛✮ ▼❛❤♠♦✉❞ ♠✐❤②✐❞✐♥✭❘❛✷❡♠ ❛❧
❛✇❛❞❡♠ ❜②✐t❧❛✸ ✸❛❧❛ ❝❤❡❝❤✐ ❧❛ ✇❛❤❞♦✉✮✱ ❑❤❛❧❡❞ ✇❛❧♠♦✉❞✐r✭②❛❧❧✐ ✸❛❧❛♠ ❛❧ ❝❤❛❜❡❜ ❧✐❤❧❛✷❛✮✳
❤❛s❛♥ ❢❛❤s✭❛❤❧❛ ❞♦❝t❡✉r ❜✐ ♥✐❝❡✮ ❘❛❜✐✸ ●r❡❣ ✇❛ ♠♦✉❤❛♠❡❞ ❞❛r✇✐❝❤ ✭❛❤❧❛ ❝❤❛❜❡❜✮✱ ❆❜✲
❞❡❧❦❛❞❡r r❛❢❡✐ ❡t ❛❤♠❛❞ ③❛❦❛r✐❛ ✭❛❤❧❛ ❝❤❛❜❡❜ ❜✐ ❛❧ ❦♦r♥❡✮✱ ▼❛❤♠♦✉❞ ②♦✉ss❡❢ ❡t s❛ ❢❡♠♠❡
r❛♥❛ r❛❢❡✐✱ ❨❛❦③❛♥ ❡t s❛ ❢❡♠♠❡✳ ▼❡s ❛♠✐s s②r✐❡♥s ❙♦❧❡♠❛♥✭ ❝❤r✐❦✐ ✇❛ ❝❤❡✺ ❛❧ ❝❤❛❜❡❜
❛❜♦✉ ❤❛❧❛✮✱ ❆♥s❛r ✭❛❜♦✉ ❝❤❛♠ ✇❛ ♥✐✸♠❡ ❛❧ ❝❤❛❜❡❜ ✷✐✸♠✐❧❛ ♠❡♠♦✐r❡ s❛✇❡✮✱ ✭❛❜♦✉ ♦♠❛r
❙❛♠✐✱t❛❤②❛ ❢❛❧❛st✐♥❡✮✱ ❆❤❡❞ ✭②❛ ✸❛②♥✐ ♠❛❧❛ ✸❛❤❡❞ ❤❛❞✐ss ✇❛❧❛ ❤❛r❛❣✱❝❤r✐❦ ❝❤r✐❦✐✱ ❦❛rt❛✸
♠✐♥ ❛❧ ❜❛r✐❞ ❜✐ ❧②♦♥ ✷✐s✷❛❧♦✉ t❛❧❡❜ ❧❡❝❤✮✱♠♦✉❤❛♠❛❞ ✭❛❧❧❛ ②s❡✸❞♦✉ ✸❛❧❛ ✸❛❤❡❞✮ ❡t ❞✬❛✉tr❡s
♥❛t✐♦♥❛❧✐tés ❙✐❞✐ ❛♠✐♥✱ ❆♥✇❛r✱ ◆❛❞✐❛✭♦✉♠ ②♦✉ss❡❢✮✱ ❈❤r✐st✐♥❛✭♦✉♠ ❝❤♦✉ ②❛ ❤❛♠❛❞✮✱ ❇❛
❊❧✐♠❛♥❡✭t❛❤✐②❡t✐✮✱ ❥✉❧✐✭❛❧❧❛ ②s❡✸❞✐❦ ✸❛❧❛ r❛♥❞✐✮✱ ▼✐❝❤❡❧ ❘❛✐❜❛✉t✱ ❚❤❛♥❣✱ ❉❛♥❣✱P✐❡rr❡ ❆❜r✐✲
❣❛t✉✱ ❋r❡❞❡r✐❝♦✳✳✳✳ ♠❡s ❝❤❡rs ❛♠✐s✱ ❞és♦❧é s✐ ❥✬❛✐ ♦✉❜❧✐é ❞❡s ♥♦♠s ✦ ✈♦✉s êt❡s t♦✉s ❞❛♥s ♠♦♥
❝÷✉r✳

❏✬❛✐ sûr❡♠❡♥t ♦✉❜❧✐é ❞❡ ❝✐t❡r ❝❡rt❛✐♥s ❞✬❡♥tr❡ ✈♦✉s q✉✐ ♠✬♦♥t ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❛✐❞é ❛✉ ❝÷✉rs
❞❡ ♠❡s ❛♥♥é❡s ❞✬ét✉❞❡s✱ ♠❛✐s ❛✉ ❢♦♥❞ ❞❡ ♠♦♥ ❝♦❡✉r ❥❡ ✈♦✉s r❡♠❡r❝✐❡ ❝❤❛❧❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✳

❏❡ ❞é❞✐❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ à ♠❛ ❝❤èr❡ ♠èr❡✱ ♠♦♥ ♣❛r❛❞✐s ❡t ♠❛ ❥♦✐❡✱ ♠❛ r❛✐s♦♥ ❞❡ ✈✐✈r❡ ❡t
❧❛ s♦✉r❝❡ ❞❡ ♠❡s ✐♥s♣✐r❛t✐♦♥s ❀ à ♠♦♥ ♣èr❡✱ ♠❛ ✜❡rté✱ ♠❛ ❢♦r❝❡ ❡t ♠❛ ❣❧♦✐r❡ ❀ à ♠❡s s✐①
s÷✉rs✱ ♠♦♥ ❤♦♥♥❡✉r ❡t ♠❛ ❞✐❣♥✐té ❀ à ♠♦♥ ❣❡♥❞r❡ ❡t ♠♦♥ ♥❡✉✈❡✉ ▼♦✉❤❛♠❡❞ ❡t ♠❛ ❢✉t✉r❡
❢❡♠♠❡ ♦✉♠ ▼♦✉❤❛♠❡❞✳

✈



✈✐



❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶

✶✳✶ P♦❧②♥ô♠❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶

✶✳✷ P❧❛♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷

✷ ❙tr❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ✺

✷✳✶ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ r❛❝✐♥❡s ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ❡t ❞❡ ❧❡✉rs ❞ér✐✈é❡s ✳ ✺

✷✳✷ ▲❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♣♦✉r ♥ = 4✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✷✳✸ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✷✳✹ ▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ●❡❣❡♥❜❛✉❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

✷✳✺ ▲❡s str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣♦✉r ♥ = 4✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✷✳✻ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ♥ = 5 ❡t ♥ = 6 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✸ ❙tr❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛✐r❡s ❡t ❛♥❝✐❡♥♥❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✻ ✶✾

✸✳✶ ❋❛♠✐❧❧❡s ❞❡ str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✸✳✶✳✶ ▲❡s s✐① s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✸✳✶✳✷ ▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❆✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✸✳✶✳✸ ▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❇✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✸✳✶✳✹ ▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❈✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

✸✳✶✳✺ ▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❉✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✸✳✷ ❙tr❛t❡s ❛♥❝✐❡♥♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✹ ▼❛tr✐❝❡ ❞❡ ❙②❧✈❡st❡r ✹✶

✹✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❦è♠❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❙②❧✈❡st❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✹✳✷ ◆♦t❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✹✳✸ ❙tr❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ❞❡ ❞❡❣ré 5 ✭r❡s♣✳ 6✮ ❛✈❡❝ ❛✉ ♠♦✐♥s 4 ✭r❡s♣✳ ❛✉ ♠♦✐♥s

5✮ é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✺ ➱❣❛❧✐tés ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♦ù ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✻✼

✺✳✶ ◗✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥♥✉s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✺✳✷ ▲❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ é❣❛❧✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✺✳✸ ▲❡ ❝❛s ❞❡ ❞❡✉① é❣❛❧✐tés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✈✐✐



❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙

✺✳✹ ▲❡ ❝❛s n = 5 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✺✳✺ ▲❡ ❝❛s ❞❡ tr♦✐s é❣❛❧✐tés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✺✳✻ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r n = 5✱ ❡♥ ❝❛s ❞❡ tr♦✐s é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ r❛❝✐♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✺✳✼ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r n = 6✱ ❡♥ ❝❛s ❞❡ tr♦✐s é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ r❛❝✐♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✺✳✽ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r n = 6✱ ❡♥ ❝❛s ❞❡ q✉❛tr❡ é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ r❛❝✐♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✺✳✽✳✶ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛♣♣❧✐q✉é à t♦✉s ❧❡s ❝❛s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✺✳✽✳✷ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉① ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❇ ❛✈❡❝ ❞❡✉① é❣❛❧✐tés

❛✣♥❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✺✳✽✳✸ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉① ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❇ ❛✈❡❝ tr♦✐s é❣❛❧✐tés

❛✣♥❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✺✳✽✳✹ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉① ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❆ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✈✐✐✐



❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

✷✳✶ ▲❡ ❝❛s ♥ = 4 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✸✳✶ ▲❡s ✻ s♦✉s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ str❛t❡s ♣❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✐①



❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ❋■●❯❘❊❙

▲✐st❡ ❞❡s ❛❜ré✈✐❛t✐♦♥s

P❍ P♦❧②♥ô♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡

❋❚P❍ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡

❱▼ ❱❡❝t❡✉r ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té

❱❈ ❱❡❝t❡✉r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

①



❈❤❛♣✐tr❡ ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶✳✶ P♦❧②♥ô♠❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ré❡❧s ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s

✭r❡s♣✳ str✐❝t❡♠❡♥t ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s✮✱ ❝✳✲à✲❞✳ ❞♦♥t t♦✉t❡s ❧❡s r❛❝✐♥❡s s♦♥t ré❡❧❧❡s ✭r❡s♣✳ ré❡❧❧❡s

❡t ❞✐st✐♥❝t❡s✮✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❤②♣❡r❜♦❧✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s

P (x, a) = xn + a1x
n−1 + · · · + an, ai, x ∈ R,

❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {a ∈ R
n | P ❡st ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡}✳

❉❛♥s ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s ❬✸❪✱ ❬✼❪✱ ❬✶✷❪ ❡t ❬✷✹❪✕❬✷✻❪ ❧❡s ❛✉t❡✉rs s✬✐♥tér❡ss❡♥t à ❧❛ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡

♣❛r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❡ ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡t ♦♥ ♣r♦✉✈❡ ❞❛♥s ❬✶✷❪ q✉❡ s♦✉s ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s

❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡s✱ ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣♦ssè❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❲❤✐t♥❡② ✭❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡ ❞✬êtr❡

éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✮✳ ❉❛♥s ❝❡s ❛rt✐❝❧❡s ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ✭❱▼✮ ❞✬✉♥

♣♦❧②♥ô♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ✭P❍✮ ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s♦♥t ❧❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐tés

❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞✉ P❍ ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t ✭❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♦♥ ❛ ❝❤♦✐s✐ ❧✬♦r❞r❡

❝r♦✐ss❛♥t✮✳

❉❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❑♦st♦✈ ❬✶✷❪ ❡t ▼❡❣✉❡r❞✐t❝❤✐❛♥ ❬✷✻❪✱ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛❝t✐❜✐❧✐té ❞❡s

✜❜r❡s ♥♦♥✲✈✐❞❡s ❞❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s q✉✐ ❝♦♥s✐st❡♥t à ✐❣♥♦r❡r t♦✉✲

❥♦✉rs ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❉❛♥s s❡s tr❛✈❛✉① ❬✷✹❪✕❬✷✻❪ ▼❡❣✉❡r❞✐t❝❤✐❛♥ ♣r♦✉✈❡ ❧❛ ❝♦♥❝❛✈✐té

❧♦❝❛❧❡ ❞✉ ❜♦r❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❤②♣❡r❜♦❧✐❝✐té✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭♦✉ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✮ ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞✬✉♥

P❍ ❡t ❞❡ t♦✉t❡s s❡s ❞ér✐✈é❡s ♥♦♥✲❝♦♥st❛♥t❡s ✭✈♦✐r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✮✳ ❉❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷❪✱

❆♥❞❡rs♦♥ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ s✐ ❧❡ ❞❡❣ré ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❡st é❣❛❧ à 4✱ ❛❧♦rs t♦✉s ❧❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts

❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘♦❧❧❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ré❛❧✐s❛❜❧❡s ♣❛r ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡

❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❞❡ ❞❡❣ré 4 ❡t ❞❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s✱ ♠ê♠❡ ♣❛s t♦✉s ❧❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♥♦♥✲❞é❣é♥érés✱

❝✳✲à✲❞✳ s❛♥s é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❀ ♥♦✉s ❞✐s♦♥s ✏❡♥tr❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s✑ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ✏❡♥tr❡ ❧❡s

r❛❝✐♥❡s ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♦✉✴❡t ❞❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s✑✳

❉❛♥s ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s ❬✷✵❪✕❬✷✸❪ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞✬✉♥ P❍ ❞❡ ❞❡❣ré n

✭❞✐t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ✭❋❚P❍✮✱ ♦✉ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ à ❧✬♦r❞r❡ n✱ ✈♦✐r

✶



✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❬✶✶❪✮✱ ❝✳✲à✲❞✳ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐ss❡✱ ❛②❛♥t n ③ér♦s ré❡❧s ❝♦♠♣tés ❛✈❡❝ ❧❡✉r ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té✱ ❡t ❞♦♥t

❧❛ ♥✐è♠❡ ❞ér✐✈é❡ ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s✳ ❉❛♥s ❬✷✵❪ ♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♥♦♥✲

❞é❣é♥érés q✉✐ s♦♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘♦❧❧❡ ♠❛✐s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ré❛❧✐s❛❜❧❡s

♣❛r ❞❡s ❋❚P❍✳

❉❛♥s ❬✷✶❪✕❬✷✸❪ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ t♦✉s ❧❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♥♦♥✲❞é❣é♥érés ❞❡ ❞é❣ré 5✳ ❖♥ ② ❞♦♥♥❡

❛✉ss✐ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ q✉❡❧s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♥♦♥✲❞é❣é♥érés ❞❡ ❞❡❣ré 5 s♦♥t

ré❛❧✐s❛❜❧❡s ♣❛r ❞❡s ❋❚P❍✳ ❖♥ ② ♣ré❝✐s❡ q✉❡❧s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♥♦♥✲❞é❣é♥érés s♦♥t ré❛❧✐s❛❜❧❡s

♣❛r ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ♦✉ ♣❛r ❧❡✉rs ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳

❊♥ ❞❡❣ré 4✱ t♦✉s ❧❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ✭❞é❣é♥érés ♦✉ ♣❛s✮ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡

❘♦❧❧❡ s♦♥t ré❛❧✐s❛❜❧❡s ♣❛r ❞❡s ❋❚P❍ ✭✈♦✐r ❬✶✾❪✮✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ✷ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♥♦♥✲❞é❣é♥érés

s✉r ✶✷ ♥❡ s❡ ré❛❧✐s❡♥t ♣❛s ♣❛r ❞❡s P❍✳ ❈❡s 2 ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ♣❛r ❆♥❞❡rs♦♥

✭✈♦✐r ❬✷❪✮✳

❊♥ ❞❡❣ré 5✱ s❡✉❧❡♠❡♥t 236 s✉r 286 ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♥♦♥✲❞é❣é♥érés s♦♥t ré❛❧✐s❛❜❧❡s ♣❛r ❞❡s

❋❚P❍ ❡t ♣❛r♠✐ ❧❡s 236 ✐❧ ② ❛ 24 ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ré❛❧✐s❛❜❧❡s ♣❛r ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❞❡ P❍

❡t 116 ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♥♦♥✲❞é❣é♥érés ré❛❧✐s❛❜❧❡s ♣❛r ❞❡s P❍✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs s♦♥t ét✉❞✐és ❡♥

❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❬✶✻❪✳ ❙✉r ❧❡s 50 ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♥♦♥✲ré❛❧✐s❛❜❧❡s 46 s♦♥t ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷✵❪

❡t ❧❡s 4 r❡st❛♥ts ❞❛♥s ❬✷✶❪✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷✽❪ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿ P♦✉r ♥ = 3✱ ♣♦✉r q✉❡❧s ♥♦♠❜r❡s x1 < x2 <

x3✱ f1 < f2 ❡t s1✱ ❡①✐st❡✲t✲✐❧ ✉♥❡ ❋❚P❍ Q ✭❛♣♣❡❧é❡ ♣s❡✉❞♦♣♦❧②♥ô♠❡ ♣❛r ❧❡s ❛✉t❡✉rs✮ t❡❧❧❡

q✉❡ s❡s r❛❝✐♥❡s s♦♥t é❣❛❧❡s à x1, x2, x3✱ ❝❡❧❧❡s ❞❡ Q(1) ❡t Q(2) s♦♥t é❣❛❧❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à

f1✱ f2 ❡t s1 ❄ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡t s✉✣s❛♥t❡s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

❞✬✐♥é❣❛❧✐tés ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t q✉❛❞r❛t✐q✉❡s✳

❉❛♥s ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s ❬✽❪✕❬✶✵❪ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉❡❧❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t ♣r❡♥❞r❡ ❧❡s

r❛♣♣♦rts (fj − xj+1)/(xj − xj+1) ♦ù xj s♦♥t ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞✬✉♥ P❍ ❡t fj s♦♥t ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡

s❛ ❞ér✐✈é❡✳

❯♥❡ ❞❡s r❛✐s♦♥s ♣♦✉r ❧✬✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ré❛❧✐s❡r t♦✉s ❧❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♣❛r ❞❡s P❍ ❡st ❧❛

♣rés❡♥❝❡ ❞❡ str❛t❡s s✉r❞étér♠✐♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s à ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

❞❡ ❞❡❣ré 4 ♦✉ ♣❧✉s✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡s str❛t❡s s✉r❞étér♠✐♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s P❍ ❞❡

❞❡❣ré 4 ❡t 5 ❛ été ❝♦♠♠❡♥❝é❡ ♣❛r ❑♦st♦✈✱ ✈♦✐r ❬✶✻❪✳ ❉❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✽❪ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s

❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ t❡❧❧❡s str❛t❡s ❡♥ ❝❛s ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s str❛t❡s s✉r❞étér♠✐♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛❧❡

❞❡s P❍ ❞❡ ❞❡❣ré 6✱ ❡♥ ❛❝❤❡✈❛♥t ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡s str❛t❡s ❡♥ ❞❡❣ré 5✳

✶✳✷ P❧❛♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ✭❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✮ ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡s

P❍ ❞❡ ❞❡❣ré ✹ ❡t ❞❡ ❧❡✉rs ❞ér✐✈é❡s✳

❉❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✶ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ♥♦t❛t✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡s ❞✬❛rr❛♥✲

❣❡♠❡♥t ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞✬✉♥ P❍ ❡t ❞❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✷ ❧❡

✷



✶✳✷ P❧❛♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡

❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❤②♣❡r❜♦❧✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s P = x4 − x2 + ax + b, x, a, b ∈ R✳

▲❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ str❛t❡ s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡✱ str❛t❡ s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡ ✭♥♦♥✮✲tr✐✈✐❛❧❡✱ ♣❛✐r❡✱ ✐♠♣❛✐r❡

♦✉ ❛♥❝✐❡♥♥❡ s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✸✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ str❛t❡s s✉r✲

❞ét❡r♠✐♥é❡s ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧❡s ❡st ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ●❡❣❡♥❜❛✉❡r✱ ✈♦✐r ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡

✷✳✹✳ ▲❡s str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ❡♥ ❞❡❣ré ✹ s♦♥t ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✺✳ ❉❛♥s ❧❡

♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✻ ♥♦✉s ❢♦r♠✉❧♦♥s ❧❡s ♥♦✉✈❡❛✉① rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐✲

♥é❡s ❞❛♥s ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ P❍ ❞❡ ❞❡❣rés ✺ ❡t ✻✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❛✉ss✐ ✉♥ ♣❧❛♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡

❞❡ ❝❡s t❤é♦rè♠❡s✱ ✈♦✐r ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ✷✳✷ ❡t ✷✳✸ ✱ ❝✳✲à✲❞✳ ✉♥ ♣❧❛♥ ❞❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✹ ❡t ✺✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❧❡s str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛✐r❡s ❡t

❛♥❝✐❡♥♥❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✻✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❜❛sé s✉r ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✻❪✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✶ ♦♥

❝♦♥s✐❞èr❡ ✹ ❢❛♠✐❧❧❡s ✭❞♦♥t ❞❡✉① s✉❜❞✐✈✐sé❡s ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s✮ ❞❡ str❛t❡s ♣❛✐r❡s ❡t ♦♥

♣rés❡♥t❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡

✸✳✷ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ str❛t❡s ❛♥❝✐❡♥♥❡s à ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡✳ ❈❡s 4 + 2 = 6 ❢❛♠✐❧❧❡s

❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✻✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧✬♦✉t✐❧ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❝✳✲à✲❞✳ ❧❛ ♥♦t✐♦♥

❞❡ ❦è♠❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❙②❧✈❡st❡r ✭✈♦✐r ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✶✮✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡s str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s

❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✐❞é❛✉① ❡♥❣❡♥❞rés ♣❛r ❞❡s rés✉❧t❛♥ts ❡t s♦✉s✲rés✉❧t❛♥ts ✭❝✳✲à✲❞✳ ❞❡s

❞ét❡r♠✐♥❛♥ts ❞❡ ❦è♠❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❙②❧✈❡st❡r✮ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡

✭✷✳✶✳✶✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✸ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r t♦✉t❡s

❧❡s str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✺ ✭r❡s♣✳ ✻✮ ❛✈❡❝ ❛✉ ♠♦✐♥s ✹ ✭r❡s♣✳ ✺✮ é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ ❧❡s

r❛❝✐♥❡s ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❡t ❞❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ♥♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ❧✬✭✐♥✮❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ ❞❡✉①✱ tr♦✐s ♦✉ q✉❛tr❡

é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞✬✉♥ P❍ ❡t ❞❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s✳ P✉✐s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ▼❆P▲❊✱ ♥♦✉s

♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ ❧✐st❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡s str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧❡s ❞❡ ❞❡❣rés ✺ ❡t ✻✳

✸



✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❙tr❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s

✷✳✶ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ r❛❝✐♥❡s ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❤②♣❡r❜♦✲

❧✐q✉❡s ❡t ❞❡ ❧❡✉rs ❞ér✐✈é❡s

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s

P (x, a) = xn + a1x
n−1 + · · · + an, x, ai ∈ R.

❯♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡st ❛♣♣❡❧é ✭str✐❝t❡♠❡♥t✮ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ s✐ t♦✉t❡s s❡s r❛❝✐♥❡s

s♦♥t ré❡❧❧❡s ✭ré❡❧❧❡s ❡t ❞✐st✐♥❝t❡s✮✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ s✐ P ❡st ✭st✐❝t❡♠❡♥t✮ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✱ s❡s

❞ér✐✈é❡s P (1)✱. . .✱ P (n−1) ❧❡ s♦♥t ❛✉ss✐✳ ❉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ P❍ s♦♥t ❝❡✉① ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s

♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s ❝♦♥♥✉❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✱ ▲❛❣✉❡rr❡✱ ❍❡r♠✐t❡✱ ❚❝❤❡✲

❜②❝❤❡✈✮✳ ❙✐ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❛ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s r❛❝✐♥❡s ré❡❧❧❡s s♦♥

❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❤②♣❡r❜♦❧✐❝✐té ✭♥♦té Π∗✮✳ ▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t x 7→ x−a1/n ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧✬ét✉❞❡

❞❡ Π∗ ❛✉ ❝❛s a1 = 0✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✶ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s a1 = 0 ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ P ❡st ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ a2 ≤ 0✳ ❙✐

a1 = a2 = 0✱ ❛❧♦rs P ❡st ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r a2 = · · · = an = 0✳

❊♥ ❡✛❡t✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ❞❡ P ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r P (n−2) =

(n!/2) xn−2 + (n − 2)!a2✱ ❞♦♥❝ a2 ≤ 0✳ ❙♦✐t a1 = a2 = 0✳ ❈♦♠♠❡ P (n−3) = (n!/6) xn−3 +

(n − 3)!a3 ❞♦✐t êtr❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✱ ♦♥ ❛ a3 = 0 ❡t❝✳ ✷

❆♣rès ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t x =
√

a2x✱ ♦♥ r❛♠è♥❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ Π∗ ❛✉ ❝❛s a1 = 0, a2 =

−1✳ P♦s♦♥s Π = Π∗∩{a1 = 0, a2 = −1}✳ ❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r D(i, j) ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥ts
{

(a3, . . . , an) ∈ Π | Res(P (i), P (j)) = 0
}

✭♦ù Res(P (i), P (j)) ❞és✐❣♥❡ ❧❡ rés✉❧t❛♥t ❡♥tr❡ P (i)

❡t P (j)✮✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞és♦r♠❛✐s ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s

P (x, a) = xn − xn−2 + · · · + an, x, ai ∈ R ✭✷✳✶✳✶✮

✺



✷ ❙tr❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s

◆♦t❛t✐♦♥ ✷✳✶ ❉és✐❣♥♦♥s ♣❛r x1 ≤ · · · ≤ xn ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞✬✉♥ P❍ ❞❡ ❞❡❣ré ♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡

❢❛ç♦♥ ♣❛r fj, sj, tj, Fj ❡t lj ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ s❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ ❞❡✉①✐è♠❡✱ tr♦✐s✐è♠❡✱ q✉❛tr✐è♠❡ ❡t

❝✐♥q✉✐è♠❡ ❞ér✐✈é❡s✳ ◆♦s ❡①❡♠♣❧❡s ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré ≤ 6 ❡t ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥

lj ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ♣♦✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧❡ttr❡ ❞❡ ✧❧❛st✧ ✭❝✳✲à✲❞✳ ✧❞❡r♥✐èr❡✧ ❀f, s, t, F

s♦♥t ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❧❡ttr❡s ❞❡ ✧✜rst✧✱ ✧s❡❝♦♥❞✧✱ ✧t❤✐r❞✧✱ ✧ ❢♦✉rt❤✧✱ ❝❡tt❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛ été

✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✻❪✮✳ ❙✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❛✉ss✐ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ x
(i)
j ♣♦✉r ❧❛ ✐ ✲è♠❡

r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❥ ✲è♠❡ ❞ér✐✈é❡ ❞✬✉♥ P❍ ♦ù x
(j)
1 ≤ · · · ≤ x

(j)
n−j✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞✬✉♥ P❍ ❞♦♥♥é ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s

s♦♥t ❧❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐tés ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞✉ P❍ ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t✳ ▲✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✭♦✉

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✮ ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞✬✉♥ P❍ ❡t ❞❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s ❡st ❞é✜♥✐ q✉❛♥❞ t♦✉t❡s ❝❡s r❛❝✐♥❡s

s♦♥t é❝r✐t❡s ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❛✈❡❝ ❧❡ s✐❣♥❡ < ♦✉ = ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡s ❞❡✉① r❛❝✐♥❡s ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s✳ ❯♥

❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❡st ❞✐t ♥♦♥✲❞é❣é♥éré s✬✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡s ❞❡✉①

❞❡s r❛❝✐♥❡s✱ ❝✳✲à✲❞✳ ❛✉❝✉♥❡ é❣❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ x
(j)
i = x(r)

q ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧s ✐♥❞✐❝❡s

i, j, q, r✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❡st ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♥✜✲

❣✉r❛t✐♦♥ ✭❱❈✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✱ ❝✳✲à✲❞✳ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r s✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡s

P❍ ❡t ❞❡ s❛ ♣r❡♠✐èr❡✱. . .✱ ❝✐♥q✉✐è♠❡ ❞ér✐✈é❡s s♦♥t ✐♥❞✐q✉é❡s ♣❛r 0, f, s, t, F ❡t l ✭à ❝♦♠♣❛✲

r❡r ❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ✷✳✶✮ ❡t ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❝♦♥❢♦♥❞✉❡s s♦♥t ♠✐s❡s ❡♥tr❡ ❝r♦❝❤❡ts✳ ❙✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡

♥♦✉s ✐♥❞✐q✉♦♥s s♦✉s ❧❡ ❱❈ q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❝♦♥❢♦♥❞✉❡s ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t à ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥

✷✳✶✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✶ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ U := x3(x+1)2(x−2) = x6−3x4−2x3✳ ❙♦♥ ❱▼

❡st é❣❛❧ à ✭✷✱ ✸✱ ✶✮✳ ❯♥ ❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ t1 < −2
3

< f2 < − 1√
5

= F1 < s2 < t2 <

0 = l1✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ s❡s r❛❝✐♥❡s ❡t ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t

s✉✐✈❛♥t ✿ x1 = f1 = x2 < s1 < t1 < f2 < F1 < s2 < t2 < x3 = f3 = x4 = s3 = f4 = x5 =

l1 < F2 < t3 < s4 < f5 < x6✳ ▲❡ ❱❈ s❡ ♣rés❡♥t❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

✭[0f0] s t f F s t [0f0sf0l] F t s f 0✮

x1f1x2 s1 t1 f2 F1 s2 t2 x3f3x4s3f4x5l1 F2 t3 s4 f5 x6

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘♦❧❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ P ❡t ❞❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s ✈ér✐✜❡♥t

❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

∀i < j, x
(i)
k ≤ x

(j)
k ≤ x

(i)
k+j−i ✭✷✳✶✳✷✮

❖♥ ❛ ❛✉ss✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ é✈✐❞❡♥t❡ ✿

((x
(i)
k = x

(i+1)
k ) ou (x

(i)
k+1 = x

(i+1)
k )) ⇒ (x

(i)
k = x

(i+1)
k = x

(i)
k+1) ✭✷✳✶✳✸✮

❉❛♥s ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s ❬✶✺❪✕❬✶✼❪✱ ♦♥ ❛ tr❛✐té ❧❛ q✉❡st✐♦♥ q✉❡❧s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ n(n+1)/2 ♥♦♠❜r❡s

ré❡❧s x
(k)
j ✱ k = 0, . . . , n − k✱ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✷✳✶✳✷✮ ❡t ✭✷✳✶✳✸✮ ✭❛♣♣❡❧és ❛ ♣r✐♦r✐

✻



✷✳✷ ▲❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♣♦✉r ♥ = 4✳

❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✮ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ré❛❧✐sés ♣❛r ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ P❍ ❞❡ ❞❡❣ré ♥ ❡t ❞❡ ❧❡✉rs ❞ér✐✈é❡s✳

❖♥ ② ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ♣♦✉r n ≥ 4 ♣❛s t♦✉s ❧❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❛ ♣r✐♦r✐ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ✭❡t ♠ê♠❡

♣❛s t♦✉s ❧❡s ♥♦♥✲❞é❣é♥érés✮ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ré❛❧✐sés ♣❛r ❞❡s P❍✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✶ ❯♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❘✳▼✳ ❚❤r❛❧❧ ✭✈♦✐r ❬✷✼❪✮ ❞✐t q✉❡ ♣♦✉r n ∈ N
∗ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ✐❧ ②

❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t
(

n+1
2

)

! 1!2!···(n−1)!
1!3!···(2n−1)!

❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♥♦♥✲❞é❣é♥érés ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡s r❛❝✐♥❡s x
(i)
j q✉✐

s♦♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ✭✷✳✶✳✷✮✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✷ P♦✉r ♥ ❂ ✶✱ ✷ ♦✉ ✸ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✷✳✶✳✷✮ ❡t ✭✷✳✶✳✸✮ s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡t

s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬êtr❡ ré❛❧✐sé ♣❛r ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞✬✉♥ P❍ ❡t ❞❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s✳

P♦✉r ♥ = 2 ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❛ ♣r✐♦r✐ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ✿ (0, f, 0) ✭♥♦♥✲❞é❣é♥éré✮ ❡t

([0f0]) ✭❞é❣é♥éré✮✳

P♦✉r ♥ = 3 ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♥♦♥✲❞é❣é♥érés ❛ ♣r✐♦r✐ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ✿ (0, f, s, 0, f, 0)

❡t (0, f, 0, s, f, 0)✳

▲❡s q✉❛tr❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts s♦♥t ré❛❧✐s❛❜❧❡s ♣❛r ❞❡s P❍ ❞❡ ❞❡❣ré r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✷ ❡t ✸

✭❡t t♦✉t ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞é❣é♥éré ❛ ♣r✐♦r✐ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ♥ = 3 ❛✉ss✐✮✳

✷✳✷ ▲❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♣♦✉r ♥ = 4✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ♠♦♥✐q✉❡s P = x4 − x2 + ax + b, x, a, b ∈ R✳ ▲❡

❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❤②♣❡r❜♦❧✐❝✐té Π ❞❡ P ❡st ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ tr✐❛♥❣❧❡ ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡ DEA ❛✐♥s✐ q✉❡ s♦♥

❜♦r❞ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✮✳ ▲❡s ♣♦s✐t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ P ✱ P (1)✱ P (2) ❡t P (3)✱ s♦♥t

✐♥❞✐q✉é❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ♣❛r ❞❡s ❱❈✳

▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥ts s♦♥t ✿

D(0, 1) : 4b(4b − 1)2 + a2 − 27a4/4 − 36a2b = 0 D(0, 2) : ±a/
√

6 + b = 5/36

D(1, 2) : a = ±4/3
√

6 D(0, 3) : b = 0

D(1, 3) : a = 0 D(2, 3) = ∅
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ D(0, 1) ❛❞♠❡t ❞❡✉① ❜r❛♥❝❤❡s q✉✐ s✬✐♥t❡rs❡❝t❡♥t ❛✉ ♣♦✐♥t A ❡t ❞❡✉① ♣♦✐♥ts

❞❡ r❡❜r♦✉ss❡♠❡♥t D ❡t E q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à D(1, 2)✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ D(0, 2) ❛❞♠❡t

❧❡ ♣♦✐♥t B ❝♦♠♠❡ ♣♦✐♥t ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✱ ❧❡s ♣♦✐♥ts B ❡t A ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à D(1, 3)✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡

D(0, 3) ❡st ❧❛ t❛♥❣❡♥t❡ à D(0, 1) à C ♦ù {C, A} = D(0, 1) ∩ D(1, 3)✳

■❧ ② ❛ ✶✵ ❞♦♠❛✐♥❡s ♦✉✈❡rts ❞❛♥s Π ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧❡s ✶✵ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♥♦♥✲❞é❣é♥éré❡s

✐♥❞✐q✉é❡s à ❝ôté ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡✳ ▲✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s

(0, f, 0, s, t, f, 0, s, f, 0) ❡t (0, f, s, 0, f, t, s, 0, f, 0)

❡st ❧✐é❡ ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ D(1, 3) ♣❛ss❡ ♣❛r ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❧✐❣♥❡s ❢♦r♠❛♥t D(0, 2)✳

P♦✉r ♥ = 4 ✐❧ ② ❛ ✶✷ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❛ ♣r✐♦r✐ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ♥♦♥✲❞é❣é♥érés ✭✈♦✐r ❧❛ r❡♠❛rq✉❡

✷✳✶✮ ❞♦♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ✶✵ s♦♥t ré❛❧✐s❛❜❧❡s ♣❛r ❞❡s P❍✳ ■❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① 10 ❞♦♠❛✐♥❡s

✼



✷ ❙tr❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s

♦✉✈❡rts ❞❡ Π✱ ✈♦✐r ❬✷❪✱ ❬✶✻❪✱ ❬✶✼❪✱ ❬✶✺❪ ❀ ✈♦✐r ❛✉ss✐ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✳ ▲✬✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ré❛❧✐s❡r

❧❡s 2 ❛✉tr❡s ❡st étr♦✐t❡♠❡♥t ❧✐é❡ à ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s✳

❋✐❣✳ ✷✳✶ ✕ ▲❡ ❝❛s ♥ = 4

❱♦✐❝✐ ❧❡s ❱❈ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❛r❝s ♦✉✈❡rts ❞✉ ❜♦r❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❤②♣❡r❜♦❧✐❝✐té ✿

AM (0, f, 0, s, t, f, s, [0f0]) LA ([0f0], s, f, t, s, 0, f, 0)

MK (0, f, s, 0, t, f, s, [0f0]) FL ([0f0], s, f, t, 0, s, f, 0)

KE (0, f, s, t, 0, f, s, [0f0]) DF ([0f0], s, f, 0, t, s, f, 0)

EC (0, f, s, t, [0f0], s, f, 0]) CD (0, f, s, [0f0], t, s, f, 0)

✽



✷✳✸ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s

❱♦✐❝✐ ❧❡s ❱❈ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① s❡❣♠❡♥ts ♦✉✈❡rts ✿

LB (0, f, 0, s, f, t, [s0], f, 0) MB (0, f, [s0], t, f, s, 0, f, 0)

BH (0, f, s, 0, t, f, [s0], f, 0) BG (0, f, [s0], f, t, 0, s, f, 0)

HE (0, f, s, t, 0, f, [s0], f, 0) GD (0, f, [s0], f, 0, t, s, f, 0)

FG (0, f, 0, s, f, [0t], s, f, 0) CH (0, f, s, [0t], f, 0, s, f, 0)

GC (0, f, s, 0, f, [0t], s, f, 0) HK (0, f, s, [0t], f, s, 0, f, 0)

CB (0, f, s, 0, [tf ], 0, s, f, 0) BA (0, f, 0, s, [tf ], s, 0, f, 0)

❖♥ s❡ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r ♥ = 5 s❡✉❧❡♠❡♥t ✶✶✻ s✉r ✷✽✻ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♥♦♥✲❞é❣é♥érés ❛

♣r✐♦r✐ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s s♦♥t ré❛❧✐s❛❜❧❡s ♣❛r ❞❡s P❍✱ ✈♦✐r ❬✶✻❪✳ ■❧ ❡st ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ❝❧❛✐r q✉❡ ♣♦✉r

♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞♦✐t t♦♠❜❡r ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ♣❛r❝❡ q✉✬✉♥ P❍ ❛ s❡✉❧❡♠❡♥t ♥

❝♦❡✣❝✐❡♥ts t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❛❝✐♥❡s ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❡t ❞❡ t♦✉t❡s s❡s ❞ér✐✈é❡s ❡st é❣❛❧

à n(n + 1)/2✳ ❉♦♥❝ s✐ ♦♥ ✈❡✉t ré❛❧✐s❡r t♦✉t ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛ ♣r✐♦r✐ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✭♦✉ ❛✉ ♠♦✐♥s

❧❡s ♥♦♥✲❞é❣é♥érés✮ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❡ss❛②❡r ❞❡ ❧❡ ❢❛✐r❡ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧✐ss❡s

♣❧✉s ❧❛r❣❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s P❍✳

✷✳✸ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s

◆♦t❛t✐♦♥ ✷✳✷ ❉és✐❣♥♦♥s ♣❛r PolCn ✭r❡s♣✳ PolRn✮ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré

n à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♠♣❧❡①❡s ✭r❡s♣✳ ré❡❧s✮ ❡t à ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞♦♠✐♥❛♥t 1✳ ❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r PPC

n

✭r❡s♣✳ PPR

n ✮ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥ PolCn × · · · × PolC1 ✭r❡s♣✳ PolRn × · · · × PolR1 ✮✳ ❙❡s ♣♦✐♥ts

s♦♥t ❞❡s n✲✉♣❧❡ts ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s (Pn, Pn−1, . . . , P1) ❞❡ ❞❡❣rés ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✳ ◗✉❛♥❞ ❧❡s

rés✉❧t❛ts s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✉① ❝❛s ré❡❧ ❡t ❝♦♠♣❧❡①❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ s✉♣ér✐❡✉r R ♦✉ C s❡r❛

♦♠✐✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ré❡❧ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ s✉rt♦✉t à ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ✭❡t✱ ❞♦♥❝✱ s❡s

❞ér✐✈é❡s ♥♦♥✲❝♦♥st❛♥t❡s ❛✉ss✐✮ ❡st ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ✭❝✳ à ❞✳ à r❛❝✐♥❡s ré❡❧❧❡s✮✳

❖♥ ♣❡✉t str❛t✐✜❡r ❝❡t ❡s♣❛❝❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ♦✉ ♣❛s ❞❡ r❛❝✐♥❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❡t ❞❡ ❧❡✉rs

♠✉❧t✐♣❧✐❝✐tés✱ ❡t ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ❞❡ r❛❝✐♥❡s ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ❡♥tr❡ ❧❡s Pi✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐✲

❞ér❡r ❧❡s str❛t❡s ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s ❝♦❧♦r✐é❡s ❞❡s n(n + 1)/2 ♣♦✐♥ts ✭♣❛s

❢♦r❝é♠❡♥t ❞✐st✐♥❝ts✮ ❞❡ C ✭r❡s♣✳ ❞❡ R✮ q✉✐ s♦♥t ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ ❝❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ♣❛rt❛❣és ❡♥

❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡t ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐tés r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t n, n− 1, . . . , 1✳

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ♥❛t✉r❡❧ π : Poln →֒ PPn✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ♣❛r π ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ P

❞❡ ❞❡❣ré ♥ ❡st ❧❡ n✲✉♣❧❡t ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s (P, P (1)/n, P (2)/n(n − 1), . . . , P (n−1)/n!). ❙✐ λ ❡st

✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❝♦❧♦r✐é❡ ❞❡ n(n + 1)/2 ♣♦✐♥ts ❝♦❧♦r✐és✱ ♦♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r Stλ ⊂ PPn ❧❛ str❛t❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❡t ♣❛r π(Stλ) = Stλ ∩π(PolCn) s♦♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✭é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✈✐❞❡✮ ❛✈❡❝

❧✬❡s♣❛❝❡ ♣❧♦♥❣é ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s π(PolCn)✳ ❖♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r q✉❡ dim Stλ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡

♣❛rt✐❡s ❞❛♥s λ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸ ▲❛ str❛t❡ Stλ ❡st s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡ s✐ ❧❛ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ Stλ ❞❛♥s PPn ❡st

♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ π(Stλ) ❞❛♥s π(Poln)✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ✐❝✐ q✉❡ π(Stλ) 6= ∅✳
◆♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s ♣❛r ̺ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

✾



✷ ❙tr❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✷ ❙✐ P ❛ ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞♦✉❜❧❡ x1 = x2✱ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❛ str❛t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡

❞❛♥s PPn ❝❡❝✐ ❡①✐❣❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❡s é❣❛❧✐tés

x1 = x2 ❡t x1 = f1

t❛♥❞✐s q✉❡ ❞❛♥s π(Poln) ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ é❣❛❧✐té ❡st s✉✣s❛♥t❡✱ ❡❧❧❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡✳ ❉♦♥❝

❧❡s ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♠❡♥t✐♦♥♥és ❝✐✲❞❡ss✉s ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s♦♥t é❣❛❧❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ✷

❡t ✶✳ ❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐❡r❡ ❣é♥❡r❛❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ P ❛ ✉♥❡

r❛❝✐♥❡ ♠✉❧t✐♣❧❡✱ ❝❡❧❛ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ str❛t❡ s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡ Stλ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹ ❯♥❡ str❛t❡ s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡ ❡st ❛♥❝✐❡♥♥❡ s✐ ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t π : Poln−1 →֒
PPn−1 ❞é✜♥✐t ✉♥❡ str❛t❡ s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡ ❞❛♥s PPn−1✳ ✭ ✧❆♥❝✐❡♥♥❡✧ ❡st ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s

✧❞é❥à ❝♦♥♥✉❡✧✱ ❝✳✲à✲❞✳ ❞é❥à ❝♦♥♥✉❡ ♣♦✉r ♥−1✳✮ ❯♥❡ str❛t❡ s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡ ❡st ✐♠♣❛✐r❡ ✭r❡s♣✳

♣❛✐r❡✮ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ✐♠♣❛✐r ✭r❡s♣✳ ♣❛✐r✮✳ ❈❡ s♦♥t ❧❡s str❛t❡s ❞é✜♥✐❡s

♣❛r ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ●❡❣❡♥❜❛✉❡r✱ ✈♦✐r ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✹✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺ ❯♥❡ str❛t❡ s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡ ❡st ❞✐t❡ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧❡ s✐ ❧❛ q✉❛♥t✐té ̺ ♥✬❡st ♣❛s

s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ r❛❝✐♥❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❞❡ P ❡t ❞❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✸ ▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ (x − 1)3(x + 1)3 ❛ ❞❡s r❛❝✐♥❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ♠❛✐s ✐❧ ❞é✜♥✐t ✉♥❡

str❛t❡ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧❡ ❝❛r 0 ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❝♦♠♠✉♥❡ ❞❡ t♦✉t❡s s❡s ❞ér✐✈é❡s ❞✬♦r❞r❡s ✐♠♣❛✐r❡s✳

▲✬ét✉❞❡ ❞❡s str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ❞❛♥s ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré ❥✉sq✉✬à 5 ❛

été ❝♦♠♠❡♥❝é❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✻❪✳ ❚♦✉t❡s s❡s str❛t❡s s♦♥t ❧✐é❡s ♦✉ à ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ r❛❝✐♥❡s

♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ♦✉ ❡❧❧❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ♣❛✐rs ♦✉ ✐♠♣❛✐rs✱ ♦✉ ♦♥ ❧❡s ♦❜t✐❡♥t

❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✐♥❢ér✐❡✉r ✭❞❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ str❛t❡s

❛♥❝✐❡♥♥❡s✮✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✹ ([✶✼]) P♦✉r ♥ ♣❛✐r ✭r❡s♣✳ ♥ ✐♠♣❛✐r✮ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ Pe = (x2 − 2/n)n/2 ✭r❡s♣✳

Po = x(x2−2/(n−1))(n−1)/2)✮ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ str❛t❡ s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡ ✭❧❡s ✐♥❞✐❝❡s e ❡t o s✐❣♥✐✜❡♥t

✧❡✈❡♥✧ ❡t ✧♦❞❞✧✮✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛

P (2)
e = (n(n − 1)x2 − 2)(x2 − 2/n)n/2−2 , P (n−2)

e = (n!/2)(x2 − 2/n(n − 1)),

♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ P (n−2)
e ❞✐✈✐s❡ P (2)

e ✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ Pe ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞ét❡r✲

♠✐♥é ♣❛r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉❡ s♦♥ ❱▼ ❡st é❣❛❧ à [n/2, n/2] ❡t s❡s tr♦✐s ♣r❡♠✐❡rs ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

s♦♥t 1✱ 0 ❡t −1 ❀ ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥✬✐♠♣❧✐q✉❡♥t ♣❛s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t q✉❡ P (n−2)
e ❞✐✈✐s❡ P (2)

e ✳ ■❧

❡st ❛✉ss✐ ✈r❛✐ q✉❡ P (n−1)
e = n!x ❞✐✈✐s❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ❞❡ Pe ❞✬♦r❞r❡s ✐♠♣❛✐r❡s✳

P♦✉r Po✱ ♦♥ ❛

P (1)
o = (nx2 − 2/(n − 1))(x2 − 2/(n − 1))(n−3)/2 , P (n−2)

o = (n!/2)(x2 − 2/n(n − 1)),

✶✵



✷✳✹ ▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ●❡❣❡♥❜❛✉❡r

♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ P (n−2)
o ❞✐✈✐s❡ P (1)

o ✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ Po ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧❡s

❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉❡ s♦♥ ❱▼ ✈❛✉t [(n − 1)/2, (n − 1)/2]✱ q✉❡ Po ❡st ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♣❛r P (n−1)
o = n!x

❡t q✉❡ ❧❡s tr♦✐s ♣r❡♠✐❡rs ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ Po s♦♥t 1✱ 0 ❡t −1 ❀ ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥✬✐♠♣❧✐q✉❡♥t

♣❛s ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ P (n−2)
o ♦✉ P (1)

o ✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡✱ s✐ ♥ ❡st ✐♠♣❛✐r✱ ❛❧♦rs à ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣rès ❡t ♣❛r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t

❛✣♥❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x✱ ♦♥ ❛✉r❛ Pe =

∫ x

0

Po(t) dt✱ ♦ù Pe ❡st ❞é✜♥✐ ♣♦✉r n + 1✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✸ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ (n/2)n/2((n/2)!/n!)(Pe)
(n/2)(x

√

2/n) ❡st ❧❡

♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❞❡ ❞❡❣ré n/2✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶ ([✶✻]) P♦✉r t♦✉t n ♣❛✐r ❡t ♣♦✉r 0 < s < n/2 ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ P (n/2+s)
e ❞✐✈✐s❡

❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ P (n/2−s)
e ✳

Pr❡✉✈❡ ✿

▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ P (n/2)
e (x

√

2/n) ✭❞és✐❣♥é ♣❛r y✮ ✈ér✐✜❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡

(x2 − 1)y(2) + 2xy(1) − n(n + 1)y = 0 ✭✷✳✸✳✶✮

✭r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ (n/2)n/2((n/2)!/n!)y ❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✮✳ P♦✉r k = 1, . . . , n/2)✱

♦♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r y(−k) ❧❛ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡ y(−k+1) ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♣❛r (x2 − 1)k✳ ❉✬❛♣rès ❧✬❡q✉❛t✐♦♥

✭✷✳✸✳✶✮✱ ♦♥ ❛

((x2 − 1)y
′

)
′

= n(n + 1)y,

♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ (x2 − 1)y(1) = n(n + 1)y(−1) ❡t ♦♥ ❛ q✉❡ y(1) ❞✐✈✐s❡ y(−1)✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡

P (n/2+1)
e ❞✐✈✐s❡ P (n/2−1)

e ✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡✱ ♣♦✉r i ≤ s ♦♥ ❛ (x2 − 1)iy(i) = αiy
(−i)✱ αi ∈ R

∗✳ ❖♥ ❞ér✐✈❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

✭✷✳✸✳✶✮ s ❢♦✐s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧✬é❣❛❧✐té

(x2 − 1)y(s+2) + (2s + 2)y(s+1) − (n(n + 1) − s(s + 1))y(s) = 0,

❝✳✲à✲❞✳

((x2 − 1)s+1y(s+1))(1) = (x2 − 1)sβsy
(s)

♦ù βs = (n(n + 1) − s(s + 1))✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ((x2 − 1)s+1y(s+1))(1) = αsβsy
(−s)✳ ❊♥

✐♥té❣r❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ❝ôtés✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t (x2 − 1)s+1y(s+1) = αsβsy
(−s−1)✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡

P (n/2+s+1)
e ❞✐✈✐s❡ P (n/2−s−1)

e ✳ ✷

✷✳✹ ▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ●❡❣❡♥❜❛✉❡r

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✻ ▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ●❡❣❡♥❜❛✉❡r Gn ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧✬✉♥✐q✉❡ ♣♦❧②♥ô♠❡

xn − xn−2 + an−3x
n−3 + · · · + an ✭✷✳✹✳✶✮

✶✶



✷ ❙tr❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s

❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♣❛r s❛ ❞ér✐✈é❡ s❡❝♦♥❞❡ ✭♣♦✉r n ≥ 3✱ ✉♥ t❡❧ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❡①✐st❡ ❡t ✐❧ ❡st ✉♥✐q✉❡✮✳ ❖♥

♣❡✉t ♣r♦✉✈❡r q✉✬✐❧ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✱ ❡t q✉✬✐❧ ❡st ♣❛✐r ♦✉ ✐♠♣❛✐r s✉✐✈❛♥t n✳ ▲❛

❞é✜♥✐t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ●❡❣❡♥❜❛✉❡r Cλ
n(x) ❞é♣❡♥❞ ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ λ✳ ❉❛♥s

❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s λ = −1/2 ✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✹ ❬✶❪ ▲❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ●❡❣❡♥❜❛✉❡r ♦✉ ♣♦❧②♥ô♠❡s ✉❧tr❛s♣❤ér✐q✉❡s s♦♥t ✉♥❡

❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ♦rt❤♦❣♦♥❛✉①✳ ■❧s s♦♥t ♥♦♠♠és ❛✐♥s✐ ❡♥ ❧✬❤♦♥♥❡✉r ❞❡ ▲❡♦♣♦❧❞ ●❡❣❡♥✲

❜❛✉❡r (1849 − 1903)✳ ■❧s s♦♥t ♦❜t❡♥✉s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ❤②♣❡r❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s

♦ù ❧❛ sér✐❡ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✜♥✐❡ ✿

C(λ)
n (z) =

2λ(2λ − 1)(2λ − 2) . . . (2λ − n + 1)

n!
2F1(−n, 2λ + n; λ + 1/2; 1 − z/2)

▲❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ●❡❣❡♥❜❛✉❡r ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t q✉❛♥❞ ♦♥ rés♦✉❞ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡

❞❡ ●❡❣❡♥❜❛✉❡r ✿

(1 − x2)ÿ − (2x + 3)xẏ + αy = 0✳

■❧s s♦♥t ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ω(z) = (1 − z2)λ−1/2✳

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ●❡❣❡♥❜❛✉❡r G4 = x4 − x2 + 5
36

❛❞♠❡t ❞❡✉① r❛❝✐♥❡s ❡♥

❝♦♠♠✉♥ ❛✈❡❝ G
(2)
4 ✱ ❡❧❧❡s s♦♥t é❣❛❧❡s à ± 1√

6
✱ ❡t G

(1)
4 ❛❞♠❡t ✵ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❝♦♠♠✉♥❡

❛✈❡❝ G
(3)
4 ✳ ❈❡❝✐ ❞é✜♥✐t tr♦✐s é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ t♦✉t❡s ❧❡s 10 r❛❝✐♥❡s ❞❡ G4, G

(1)
4 , G

(2)
4 ❡t G

(3)
4 ✳

❉❡ ❝❡s é❣❛❧✐tés ❛✉❝✉♥❡ ♥✬❡st ✉♥ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❢♦r♠❡❧ ❞❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s✱ ♠❛✐s q✉❛♥❞

♦♥ ✐♠♣♦s❡ ❞❡✉① ❞❡ ❝❡s é❣❛❧✐tés ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐❧s ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ✉♥✐q✉❡

♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧ s❡ tr♦✉✈❡ q✉❡ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ é❣❛❧✐té t✐❡♥t ❛✉ss✐✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♣♦✉r ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♠♦♥✐q✉❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❞❡ ❞❡❣ré ✹ ♥♦♥ ré❞✉✐t à x4 ✐❧

❢❛✉❞r❛✐t s✬❛tt❡♥❞r❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ t❡❧❧❡s é❣❛❧✐tés ♥❡ s♦✐t ♣❛s s✉♣ér✐❡✉r à ✷✳ ❊♥

❡✛❡t✱ ✈✐❛ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛①❡ ❞❡s ❛❜s❝✐ss❡s ❡t ✉♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡

❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ③ér♦ ♦♥ s❡ r❛♠è♥❡ à ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ P = x4 − x2 + ax + b✱ ❝✳✲à✲❞✳

❞♦♥t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ x3 ❡st ♥✉❧✳ ▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ P ❡st ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❡t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ x2 ❡st

♥♦♥ ♥✉❧ ✭❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❉❡s❝❛rt❡s✮✱ ❛❧♦rs ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡

♣♦s✐t✐❢ ♣✉✐sq✉❡ P (2) ❞♦✐t êtr❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✳ ❯♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t x =
√

a2x ❛♠è♥❡ ❛✉

❝❛s ♦ù ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ x2 ❡st é❣❛❧ à (−1)✳ ❖♥ s✬❛tt❡♥❞ à ❝❡ q✉✬✐❧ s♦✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✈❛r✐❡r

❧❡s ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❛ ❡t ❜✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♦❜t❡♥✐r ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡✉① é❣❛❧✐tés ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t

✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❝♦♠♠❡ é❣❛❧✐tés ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ♣❛r♠✐ ❧❡s ✶✵ r❛❝✐♥❡s ❞❡ P, P
′

, P
′′

, P
′′′

✳ P❛r

❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s é❣❛❧✐tés✱ a = b✱ b = c ❡t c = d s♦♥t ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s t❛♥❞✐s q✉❡

a = b✱ b = c ❡t a = c ♥❡ ❧❡ s♦♥t ♣❛s✳

❯♥ ❛✉tr❡ t②♣❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❞✬é❣❛❧✐tés ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡st ♦❜t❡♥✉ q✉❛♥❞ ❧❡

♣♦❧②♥ô♠❡ P ❛ ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ♠✉❧t✐♣❧❡✳ P♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞♦✉❜❧❡✱ ❧✬é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡s

❞❡✉① r❛❝✐♥❡s ❞❡ P ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ P (1) ❡st ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s

tr♦✐s r❛❝✐♥❡s s♦♥t ❝♦♥❢♦♥❞✉❡s✳

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♣♦✉r ♥ ≥ 4 ✐❧ ② ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s n−2+ [(n−2)/2] é❣❛❧✐tés

❡♥tr❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ●❡❣❡♥❜❛✉❡r ❡t ❞❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s ✭n−2 é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s

✶✷



✷✳✺ ▲❡s str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣♦✉r ♥ = 4✳

❞❡ Gn ❡t G(2)
n ❀ 0 ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❝♦♠♠✉♥❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s [(n + 1)/2] ❞ér✐✈é❡s q✉✐ s♦♥t ❞❡s

♣♦❧②♥ô♠❡s ✐♠♣❛✐rs✮✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ✐❧ ② ❛ n − 2 ❝♦❡✣❝✐❡♥ts aj ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✷✳✹✳✶✮✱ ✭✈♦✐r

❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✻✮✱ q✉✐ ❥♦✉❡♥t ❧❡ rô❧❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❧✐❜r❡s✱ ❞♦♥❝ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥trô❧❡r n − 2

é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ Gn, . . . , G
(n−1)
n ✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ Gn ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❡s é❣❛❧✐tés

❡st ❞é♣❛ssé ♣❛r [(n − 2)/2]✳

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ♥♦✉s ❞✐s♦♥s q✉✬✉♥ P❍ ❛❞♠❡t k é❣❛❧✐tés s✐ k ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❡①❛❝t

❞✬é❣❛❧✐tés ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡♥tr❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞✉ P❍ ❡t ❞❡ t♦✉t❡s s❡s ❞ér✐✈é❡s

♥♦♥✲❝♦♥st❛♥t❡s✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✺ P♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♥ ≥ 4 ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ●❡❣❡♥❜❛✉❡r ❞é✜♥✐t ✉♥❡ str❛t❡

s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✵ ❞❛♥s ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ P |a1=0,a2=−1✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t

❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬êtr❡ ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♣❛r s❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❞ér✐✈é❡ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ q✉❡ P (n−1) = n!x ❞✐✈✐s❡ t♦✉t❡s s❡s ❞ér✐✈é❡s q✉✐ s♦♥t ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ✐♠♣❛✐rs✳

▲❛ q✉❛♥t✐té ̺ ❡st é❣❛❧❡ à [(n − 2)/2])✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✻ ❉és✐❣♥♦♥s ♣❛r Q ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ Pe ❞é✜♥✐ ♣♦✉r n ∈ 2N
∗✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶

✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ✈✐❛ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❡t ✉♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡

♥♦♥✲♥✉❧❧❡ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ●❡❣❡♥❜❛✉❡r ❞❡ ❞❡❣ré n/2 + 1 ❞❡✈✐❡♥t é❣❛❧ à Q(n/2−1) ♣✉✐sq✉❡

Q(n/2+1) = (Q(n/2−1))
′′

❞✐✈✐s❡ Q(n/2−1)✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✺ P♦✉r n = 3 ✭r❡s♣✳ n = 4, n = 5✮ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ●❡❣❡♥❜❛✉❡r ❡st é❣❛❧ à

x3−x ✭r❡s♣✳ x4−x2 +5/36 = (x2−1/6)(x2−5/6), x5−x3 +21x/100 = x(x2−3/10)(x2−
7/10))✳

✷✳✺ ▲❡s str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣♦✉r ♥ = 4✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶ ■❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ str❛t❡ s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧❡ ♣♦✉r n < 4✳ P♦✉r n = 4

❧❡s ♣♦✐♥ts A ❡t B ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✮ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❡s s❡✉❧❡s str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ♥♦♥✲

tr✐✈✐❛❧❡s✱ ❡t t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts ✭s❛✉❢ ❧❡ ♣♦✐♥t A✮ s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❤②♣❡r❜♦❧✐❝✐té ❛♣♣❛r✲

t✐❡♥♥❡♥t à ❞❡s str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s tr✐✈✐❛❧❡s✳

Pr❡✉✈❡ ✿

P♦✉r n < 4

P♦✉r n = 2✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥ s❡✉❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s✱

❝✬❡st ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t [0f0] q✉✐ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ str❛t❡ s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡ tr✐✈✐❛❧❡ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✳

P♦✉r n = 3✱ ✐❧ ② ❛ q✉❛tr❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❛✈❡❝ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡s r❛✲

❝✐♥❡s✱ ❝❡ s♦♥t ❧❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts (0, f, [0s], f, 0)✱ ([0f0], s, f, 0])✱ (0, f, s, [0f0])✱ ([0f0sf0])✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♥❡ ❞é✜♥✐t ♣❛s ✉♥❡ str❛t❡ s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡ ❝❛r codimPP3
Stλ =

codimπ(Pol3)π(Stλ) ❡t ❧❡s tr♦✐s ❞❡r♥✐èrs ❞é✜♥✐ss❡♥t ❞❡s str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s tr✐✈✐❛❧❡s ♣❛r

❞é✜♥✐t✐♦♥✳

✶✸



✷ ❙tr❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s

P♦✉r ♥ = 4

P♦✉r ❧❡ ♣♦✐♥t B ♦♥ ❛ codimPP4
Stλ = 3 > codimπ(Pol4)π(Stλ) = 2✱ ❞♦♥❝ ❧❡ ♣♦✐♥t B

❞é✜♥✐t ✉♥❡ str❛t❡ s✉r❞ét❡r♠✐é❡✳

P♦✉r ❧❡ ♣♦✐♥t A ♦♥ ❛ codimPP4
Stλ = 5 > codimπ(Pol4)π(Stλ) = 2✱ ❞♦♥❝ ❧❡ ♣♦✐♥t A

❞é✜♥✐t ✉♥❡ str❛t❡ s✉r❞ét❡r♠✐é❡✳

▲❛ str❛t❡ A ❡st ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧❡ ❝❛r ❧✬é❣❛❧✐té f2 = t1 ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡

❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡s ❞❡✉① é❣❛❧✐tés x1 = x2 ❡t x3 = x4✱ ❝✳✲à✲❞✳ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❞étr✉✐r❡ ❧✬é❣❛❧✐té

f2 = t1 s❛♥s ❞étr✉✐r❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❞❡✉① é❣❛❧✐tés x1 = x2 ♦✉ x3 = x4✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ s✐ ♣♦✉r

✉♥ P❍ ♦♥ ❛ x1 = x2 ❡t x3 = x4✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ❛✉ss✐ f2 = t1✳

▲❡ ♣♦✐♥t M ❞é✜♥✐t ✉♥❡ str❛t❡ s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡ tr✐✈✐❛❧❡ ❝❛r ♦♥ ♣❡✉t ❞étr✉✐r❡ ❧✬é❣❛❧✐té

x3 = x4 s❛♥s ❞étr✉✐r❡ ❧✬é❣❛❧✐té x2 = s1✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t P 7−→ P + ε(x − x2)✱

ε . 0✳ P❛r s②♠étr✐❡ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t L ❞é✜♥✐t ✉♥❡ str❛t❡ s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡ tr✐✈✐❛❧❡✳

▲❡ ♣♦✐♥t K ❞é✜♥✐t ✉♥❡ str❛t❡ s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡ tr✐✈✐❛❧❡ ❝❛r ♦♥ ♣❡✉t ❞étr✉✐r❡ ❧✬é❣❛❧✐té x2 = t1

s❛♥s ❞étr✉✐r❡ ❧✬é❣❛❧✐té x3 = x4✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t P 7−→ P + ε(x − x2)✱ ε . 0✳ P❛r

s②♠étr✐❡ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t F ❞é✜♥✐t ✉♥❡ str❛t❡ s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡ tr✐✈✐❛❧❡✳

▲❡ ♣♦✐♥t C ❞é✜♥✐t ✉♥❡ str❛t❡ s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡ tr✐✈✐❛❧❡ ❝❛r ♦♥ ♣❡✉t ❞étr✉✐r❡ ❧✬é❣❛❧✐té x2 =

x3 s❛♥s ❞étr✉✐r❡ ❧✬é❣❛❧✐té f2 = t1✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t P 7−→ P + ε✱ ε & 0✳

▲❡s ❛r❝s ♦✉✈❡rts AM, MK, KE, EC, CD, DF, FL, LA ❡t ❧❡s ♣♦✐♥ts E ❡t D ❞é✜♥✐ss❡♥t

❞❡s str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s tr✐✈✐❛❧❡s ❝❛r ❧❛ q✉❛♥t✐té ̺ ❡st ❞û❡ s❡✉❧❡♠❡♥t à ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡

r❛❝✐♥❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❞❡ P ❡t ❞❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s✳

■❧ r❡st❡ ✉♥ s❡✉❧ ❝❛s à tr❛✐t❡r✱ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ([0f0sf0f0])

q✉✐ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ str❛t❡ s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡ tr✐✈✐❛❧❡ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✳

✷✳✻ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ♥ = 5 ❡t ♥ = 6

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♥♦✉s r❡♣r♦✉✈♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ rés✉❧t❛t ♣♦✉r ♥❂✺ ✭♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡

❬✶✻❪✮ ❡♥ ② ❛♣♣♦rt❛♥t q✉❡❧q✉❡s ♣ré❝✐s✐♦♥s ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷ ■❧ ② ❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t tr♦✐s str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧❡s ❡♥ ❞❡❣ré ✺✳

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❡s ❱❈ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ❡t ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s q✉✐ ❧❡s ré❛❧✐s❡♥t ✿

Σ : ( 0 , f , s , [0t] , f , [0sF ] , f , [t0] , s , f , 0 ) x5 − x3 +
9

100
x

Φ : ( 0 , f , [0s] , t , f , [0sF ] , f , t , [s0] , f , 0 ) x5 − x3 +
21

100
x

F : ( [0f0] , s , [ft] , [0sF ] , [tf ] , s , [0f0] ) x5 − x3 +
1

4
x

✭❧❛ str❛t❡ Φ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ●❡❣❡♥❜❛✉❡r ❞❡ ❞❡❣ré 5✮✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s tr♦✐s str❛t❡s

s♦♥t ✐♠♣❛✐r❡s✳ ▲❛ str❛t❡ F ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ ❛♥❝✐❡♥♥❡ ❞❡s tr♦✐s✳

✶✹



✷✳✻ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ♥ = 5 ❡t ♥ = 6

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✼ ❉❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✻❪ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣ré❝✐sé q✉❡ ❧❡s str❛t❡s Σ✱ Φ✱ F s♦♥t ❧❡s

s❡✉❧❡s ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧❡s ♣❛r♠✐ ❧❡s str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸ ❚♦✉t❡s ❧❡s str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✻ s♦♥t ♣❛✐r❡s

♦✉ ❛♥❝✐❡♥♥❡s✳ ▲❡s str❛t❡s ♣❛✐r❡s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à q✉❛tr❡ ❢❛♠✐❧❧❡s à ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ✭❞♦♥t

❞❡✉① s♦♥t s✉❜❞✐✈✐sé❡s ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s✮✳ ❈❡s ❢❛♠✐❧❧❡s s♦♥t ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸

✭✈♦✐r ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✶✮✳ ▲❡s str❛t❡s ❛♥❝✐❡♥♥❡s s♦♥t ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✷✳ ❊❧❧❡s

❢♦r♠❡♥t ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s à ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡s ❞❡✉① t❤é♦rè♠❡s ❝✐✲❞❡ss✉s ❡t ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s

♦❝❝✉♣❡♥t ❧❡s tr♦✐s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ✉t✐❧✐s❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❡♥ ▼❆P▲❊✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ str❛t❡s ♣❛✐r❡s ❡t ❛♥❝✐❡♥♥❡s ♣♦✉r n = 6✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ ❝❡ s♦♥t ❧❡s s❡✉❧❡s str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧❡s ♣♦✉r n = 6 ❡st ❞♦♥♥é❡

❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✹ ❡t ✺✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ♥♦✉s ❡①♣r✐♠♦♥s ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡

à ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ❝❡❧❧❡s ❞❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s ❝♦♠♠❡ é❣❛❧✐tés à ③ér♦ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s rés✉❧t❛♥ts ♦✉

s♦✉s✲rés✉❧t❛♥ts ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ✭✈♦✐r ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✶✮✳

❯♥ P❍ ❞❡ ❞❡❣ré ✺ ✭r❡s♣✳ ❞❡ ❞❡❣ré ✻✮ ❛②❛♥t ✹ é❣❛❧✐tés ♦✉ ♣❧✉s ✭r❡s♣✳ ✺ é❣❛❧✐tés ♦✉ ♣❧✉s✮

❡♥tr❡ s❡s r❛❝✐♥❡s ❡t ❝❡❧❧❡s ❞❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s ❞é✜♥✐t ✉♥❡ str❛t❡ s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡ ✭✈♦✐r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥

✷✳✸✮✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✭❝✳✲à✲❞✳ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✷✳✶✳✶✮✮ ❡st ❞❡

❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✸ ✭r❡s♣✳ ✹✮✱ ❝✳✲à✲❞✳ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s✳ ❈❡tt❡

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ r❛✐s♦♥ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ✭s♦✉s✮✲rés✉❧t❛♥ts ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❧✐st❡

❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✺ ♦✉ ✻ ❛②❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t

♣❧✉s ❞❡ ✸ ♦✉ ❞❡ ✹ é❣❛❧✐tés✱ ✈♦✐r ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✸✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞❡❣ré ✺ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

❧❡s tr♦✐s str❛t❡s ✐♠♣❛✐r❡s ♠❡♥t✐♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞❡❣ré ✻ ♦♥

♦❜t✐❡♥t ✶✾ str❛t❡s ♣❛✐r❡s ♠❡♥t✐♦♥♥é❡s à ♣r♦♣♦s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✳ ✭❈❡tt❡ ✜❣✉r❡ r❡ss❡♠❜❧❡ à

✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❧✐❣♥❡s ❞❡ ♠étr♦ ❛✈❡❝ ❞❡s st❛t✐♦♥s✳ ▲❡s ✶✾ str❛t❡s s♦♥t t♦✉t❡s ❧❡s ✧st❛t✐♦♥s✧

s❛✉❢ ❧❛ ✧st❛t✐♦♥✧ U ✱ ✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡✮✳

P♦✉r ♥ = 6 ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❞❡s str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧❡s ❛✈❡❝

✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❣❛❧✐tés q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

✭✈♦✐r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✮✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡ t♦✉s ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✧st❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❡tr♦✧

s❛✉❢ s✉r ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❉✷✱ ✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ♣♦✉r n ≥ 8 ♣❛✐r ✐❧ ② ❛ ❞❡s str❛t❡s

♣❛✐r❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❣❛❧✐tés ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❀ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱

❞❡s str❛t❡s ❛✈❡❝ ❞❡✉① r❛❝✐♥❡s ♥♦♥✲♥✉❧❧❡s s②♠étr✐q✉❡s ❝♦♠♠✉♥❡s ♣♦✉r P ❡t P(2) ❡t ❛✈❡❝ 0

❝♦♠♠❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡ P(1)✱ P(3)✱ . . .✱ P(n−1)✱ ✈♦✐r ♣❛rt✐❡ 2) ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳

❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬é❣❛❧✐tés ✭❡♥tr❡ r❛❝✐♥❡s✮ ❛❧✲

❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✭✐♥✮❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ é❣❛❧✐té (A1) ❡♥tr❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s ✐♠♣❧✐q✉❡

✉♥❡ é❣❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ∆1 = 0 ♦ù ∆1 ❡st ✉♥ rés✉❧t❛♥t ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ ♣♦❧②✲

♥ô♠❡ ✭✈♦✐r ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✶✮✳ ▲✬é❣❛❧✐té ∆1 = 0 ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ré❡❧❧❡

✶✺



✷ ❙tr❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s

❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ é❣❛❧✐té (A2) ❡♥tr❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s

❡♥tr❛î♥❡ ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ é❣❛❧✐té ∆2 = 0 ♦ù ∆2 ❡st ✉♥ ✭s♦✉s✮✲rés✉❧t❛♥t✳ ■❧ rés✉❧t❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡

✺✳✼ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① é❣❛❧✐tés (A1) ❡t (A2) s♦♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❛✉ s❡♥s q✉❡

t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ∆1 = 0 ❡t ∆2 = 0 s♦♥t

❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ✭◆♦✉s é✈✐t♦♥s ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s ❞✬é❣❛❧✐tés ❞❡ ❧❛

❢♦r♠❡ x
(0)
i = x

(0)
i+1✱ x

(0)
i = x

(1)
i ✳✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✽ ▲❛ ✈❛r✐été ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ré❡❧❧❡ V ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s

∆1 = ∆2 = 0 ♣❡✉t êtr❡ ré❞✉❝t✐❜❧❡✳ P♦✉r n = 4✱ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ D(1, 3)∩D(0, 1)

q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts✱ A ❡t C✱ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❞❡✉① ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥ts ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡

✷✳✶ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✶✮✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ tr♦✐s✐è♠❡ é❣❛❧✐té (A3) ❡♥tr❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s✳ ❉❡✉① ❝❛s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ✿

✶✮ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ∆3 = 0 ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été

❛❧❣é❜r✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ❱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ∆1 = ∆2 = 0✱ ❡st ❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ≥ 1 ❞❛♥s ❧❛

❝♦♠♣♦s❛♥t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞❡ ❱✳

✷✮ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ∆3 = 0 ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❱ ✭❞és✐❣♥é❡ ♣❛r ζ✮✳

❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♦ù ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s s❡ ré❛❧✐s❡ ❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ✭✈♦✐r ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡

✹✳✶✱ ❡①❡♠♣❧❡ ✹✳✷✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ζ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à

✉♥❡ str❛t❡ s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ n = 5✳ ❙✐ ❧❡ ♣r❡♠✐èr ❝❛s ❛ ❧✐❡✉✱ ❧✬❛❧❣è❜r❡ O/J(∆1, ∆2, ∆3)

✭♦ù J(∆1, ∆2, ∆3) ❡st ❧✬✐❞é❛❧ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ∆1, ∆2, ∆3 ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s a, b, c✮

❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✳ ❙✐ ❝✬❡st ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s q✉✐ s❡ ♣rés❡♥t❡✱ ❝❡tt❡ ❛❧❣è❜r❡ ❡st ❞❡ ❞✐✲

♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ✭✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡s ❞é✜♥✐❡s s✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡

ζ✮✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❧❡q✉❡❧ ❞❡s ❞❡✉① ❝❛s s❡ ♣rés❡♥t❡ ✐❧ s✉✣t ❞❡

t♦✉✈❡r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ●rö❜♥❡r ❞❡ ❧✬✐❞é❛❧ J(∆1, ∆2, ∆3) ❡t ❞❡ ✈ér✐✜❡r s✐ ❝❡tt❡ ❜❛s❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♦✉

♣❛s tr♦✐s é❧é♠❡♥ts ❞♦♥t ❧❡s ♠♦♥ô♠❡s ❞❡ têt❡ s♦♥t s✉r ❧❡s tr♦✐s ❛①❡s a, b, c✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s

❛ ❧✐❡✉ ❡①❛❝t❡♠❡♥t s✐ ✉♥ t❡❧ tr✐♣❧❡t ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ●rö❜♥❡r ❡①✐st❡✳ ▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡

❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ●rö❜♥❡r s❡ ❢❛✐t à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡♥ ▼❆P▲❊✱ ✈♦✐r ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡

✺✳✻✳ ❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♦♥ ❞é❝r✐t ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ♣♦✉r n = 5 ❡t ♣♦✉r n = 6

✭✈♦✐r ❧❡s ❧✐❣♥❡s q✉✐ s✉✐✈❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s n = 6✮✳

▲❡ s❡✉❧ ❝❛s ♦ù ♣♦✉r n = 5 ♦♥ ♦❜t✐❡♥t tr♦✐s é❣❛❧✐tés ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡st ❝❡❧✉✐

♦ù P(4) ❞✐✈✐s❡ P(2) ❡t P(3) ❞✐✈✐s❡ P(1)✳ ▲❡ s❡✉❧ P❍ q✉✐ ❧✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡st x(x2 − 1/2)2✳

❙✐ n = 6✱ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ ❞✬❛❜♦r❞ q✉✬✐❧ ② ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ✈❛r✐été ❛❧❣é❜r✐q✉❡

ré❡❧❧❡ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s Oabcd ♣❛r tr♦✐s é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ r❛❝✐♥❡s✱ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ≤ 1✱ ✈♦✐r ❧❛

♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶ ❡t ❧❡s ❧❡♠♠❡s ✺✳✽✱ ✺✳✾✱ ✺✳✶✵ ❡t ✺✳✶✶ ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s s❛ ♣r❡✉✈❡✳ ▲❡ s❡✉❧ ❝❛s ❞❛♥s

❧❡q✉❡❧ ❝❡tt❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡st ≥ 2 ❡st ❧❡ ❝❛s ❞é❝r✐t ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ♣♦✉r n = 5✱ ♠❛✐s ❡♥ ❞é❝❛❧❛♥t

❞❡ ✶ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✱ ❝✳✲à✲❞✳ P(5) ❞✐✈✐s❡ P(3) ❡t P(4) ❞✐✈✐s❡ P(2)✳ ❈✬❡st ❧❡ s❡✉❧ ❝❛s

♦ù ❧❡s tr♦✐s é❣❛❧✐tés s♦♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ▲❡ s❡✉❧ P❍ q✉✐ ❧✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡st

(x2 − 1/3)3 q✉✐ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ str❛t❡ ♣❛✐r❡ ❞é❥à ♠❡♥t✐♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳

✶✻



✷✳✻ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ♥ = 5 ❡t ♥ = 6

❈♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❛tr❡ é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ r❛❝✐♥❡s ♣♦✉r n = 6✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❞é♣❡♥✲

❞❛♥t❡s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❞❡s str❛t❡s ♣❛✐r❡s ♦✉ ❛♥❝✐❡♥♥❡s✱ ✈♦✐r ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡

✺✳✽✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❡✛❡❝t✉é ❡♥ ▼❆P▲❊✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ♦♥ tr♦✉✈❡

✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ●rö❜♥❡r ❞❡ ❧✬✐❞é❛❧ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s q✉❛tr❡ rés✉❧t❛♥ts ♦✉ s♦✉s✲rés✉❧t❛♥ts q✉✐

❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❝❡s é❣❛❧✐tés✱ ♣✉✐s ♦♥ r❡❣❛r❞❡ s✐ s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❛①❡s a✱ b✱ c✱ d✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥

♠♦♥ô♠❡ ❞❡ têt❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡✳ ❙✬✐❧ ② ❡♥ ❛ ✉♥✱ ❛❧♦rs✱ ❧❡s q✉❛tr❡ é❣❛❧✐tés s♦♥t

❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ♥❡ ❞é✜♥✐ss❡♥t ♣❛s ✉♥❡ str❛t❡ s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡✳

❉❛♥s ❧❡s ❝❛s ♦ù ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♠♦♥ô♠❡s ❞❡ têt❡ s✉r t♦✉s ❧❡s q✉❛tr❡ ❛①❡s ♦♥ ❛♣♣✐❧q✉❡

✉♥ ❞❡s ❧❡♠♠❡s ✺✳✹ ♦✉ ✺✳✺ ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✺✳✶ ♦✉ ♦♥ ❞✐♠✐♥✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦✉r

♣r♦✉✈❡r q✉✬✐❧ ♥❡ s✬❛❣✐t ♣❛s ❞✬✉♥❡ str❛t❡ s✉r❞étér♠✐♥é❡✱ ✈♦✐r ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✺✳✽✳

✶✼



✷ ❙tr❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s

✶✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❙tr❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛✐r❡s ❡t

❛♥❝✐❡♥♥❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✻

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ❡t ♣♦✉r n = 6 ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s s♦✉✈❡♥t ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ✭✷✳✹✳✶✮ ✭✈♦✐r ❛✉ss✐

❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ✷✳✶✮ q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

P = x6 − x4 + ax3 + bx2 + cx + d ✭✸✳✵✳✶✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶ ✶✮ ❚♦✉t tr✐♣❧❡t ❞✬é❣❛❧✐tés f3 = t2✱ t2 = l1(= 0)✱ xj1
i1

= xj2
i2
✱ j1 < j2 ♦ù

❧❡s r❛❝✐♥❡s xj1
i1
✱ xj2

i2
♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣❛r♠✐ f3✱ t2✱ l1✱ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉✬✉♥ t❡❧ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à

✉♥❡ str❛t❡ s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ✭✸✳✵✳✶✮✳

✷✮ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré n ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ✭✷✳✹✳✶✮ ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s é❣❛❧✐tés

(0 =)xn−1
1 = xn−3

2 = · · · = x
n−1−2[(n−1)/2]
[(n−1)/2]+1 ✱ xj1

i1
= xj2

i2
✱ ♦ù ❧❡s r❛❝✐♥❡s xj1

i1
✱ xj2

i2
♥❡ s♦♥t ♣❛s

♣❛r♠✐ xn−1
1 ✱ xn−3

3 ✱ · · · ✱ x
n−1−2[(n−1)/2]
[(n−1)/2]+1 ✱ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ str❛t❡ s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛✐r❡ ♦✉ ✐♠♣❛✐r❡✳

✸✮ ❯♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ✭P❍✮ ❞❡ ❞❡❣ré n q✉✐ ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s n−1 é❣❛❧✐tés ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t

✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s xj1
i1

= xj2
i2

❞é✜♥✐t ✉♥❡ str❛t❡ s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡✳

Pr❡✉✈❡ ✿

▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝❡❞❡♥t❡ rés✉❧t❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐✲

t✐♦♥ ✷✳✸✳ P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r♦♣r✐été✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s é❣❛✲

❧✐tés ✐♠♣❧✐q✉❡♥t q✉❡ a = c = 0✳ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ é❣❛❧✐té ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ P (j1)(xj1
i1

) =

0 = P (j2)(xj2
i2

)✳ ❈♦♠♠❡ P ❡st ♣❛✐r✱ ❛❧♦rs ❝❡ s②stè♠❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à P (j1)(−xj1
i1

) = 0 =

P (j2)(−xj2
i2

)✱ ♦ù−xjk

ik
= xjk

n+1−jk−ik
✱ k = 1, 2✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡s tr♦✐s é❣❛❧✐tés ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ❧❛

q✉❛tr✐è♠❡ xj1
n+1−j1−i1

= xj2
n+1−j2−i2

✱ q✉✐ ❡st ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡s ❛✉tr❡s✳ ❉✬❛♣rès

❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✱ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ str❛t❡ s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣r♦♣r✐été s❡

❞é♠♦♥tr❡ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ✉♥ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t✳ ✷

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛✐r❡s ❡t ❛♥❝✐❡♥♥❡s ❞❡

❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ✭✸✳✵✳✶✮ ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❧❡s P❍s✳ P♦✉r ❧❡s ❞❡❣rés 4 ❡t 5 ✉♥❡ t❡❧❧❡ ét✉❞❡ ❛ été ❢❛✐t❡

❞❛♥s ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s ❬✶✻✱ ✶✼❪✳ ❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ♦♥ ♥❡ tr♦✉✈❡ ♣❛s ❞✬❛✉tr❡s s♦rt❡s ❞❡ str❛t❡s

✶✾



✸ ❙tr❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛✐r❡s ❡t ❛♥❝✐❡♥♥❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✻

s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❞❡s P❍ ❞❡ ❞❡❣ré 6✳ ❈❡ q✉✐ ♥♦✉s r❛♠è♥❡ à ét✉❞✐❡r ❝❡ ❝❛s

❡t à ❛❞♠❡ttr❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n ❡t ♣♦✉r ❧❡s P❍ q✉✐ ♥❡ ❞é✜♥✐ss❛♥t ♥✐ ❞❡s

str❛t❡s s✉r❞étér♠✐♥é❡s ❛♥❝✐❡♥♥❡s ♥✐ ❞❡s str❛t❡s s✉r❞étér♠✐♥é❡s tr✐✈✐❛❧❡s✱ s♦♥t t♦✉s ♣❛✐rs

♦✉ ✐♠♣❛✐rs✳ ❊♥ ❝❛s ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♥✬❡st ♣❛s ✈r❛✐❡✱ ✈♦✐r ❬✶✾❪✳

■❧ ② ❛ ❞❡✉① r❛✐s♦♥s ♣♦✉r s✬✐♥tér❡ss❡r à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛✐r❡s ❡t

❛♥❝✐❡♥♥❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s n = 6✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s str❛t❡s ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧❡s ❞é✜♥✐❡s

♣❛r ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❛②❛♥t 4 ✭❝✳✲à✲❞✳ ♠♦✐♥s ❞❡ n − 1 = 5✮ é❣❛❧✐tés✱ ✈♦✐r ♣❛rt✐❡ ✸ ❞❡ ❧❛

♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳ ❈❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s s♦♥t ❧✐és à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ■❧

♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s n = 4 ♦✉ 5 ❞✬✉♥❡ str❛t❡ s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡ ❛✈❡❝ ♠♦✐♥s ❞❡

n−1 é❣❛❧✐tés✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ r❛✐s♦♥ ❡st q✉✬♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ str❛t❡s ❛♥❝✐❡♥♥❡s

♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♥♦♠❜r❡s ❞✬é❣❛❧✐tés ♣♦✉r ❞❡s

❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥✳ ❈❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✈r❛✐ ♣♦✉r n = 4 ♦✉ 5 ✭❧❛ r❛✐s♦♥ ❞❡

♥❡ ♣❛s êtr❡ ✈r❛✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ♠❛✐s ✐❧ ② ❛ ❞❡s r❛✐s♦♥s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s✱

✈♦✐r ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✸✳✹✮✳

✸✳✶ ❋❛♠✐❧❧❡s ❞❡ str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛✐r❡s

✸✳✶✳✶ ▲❡s s✐① s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❛tr❡ ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛✐r❡s✳

■♥s♣✐ré ♣❛r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s str❛t❡s ♣❛✐r❡s

♣❛r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs j1 ❡t j2✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ 0 ≤ j1 ≤ j2 − 2✱ j2 ≤ 4✳ ◆♦✉s

♥✬ét✉❞✐♦♥s ♣❛s s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s str❛t❡s ❛♥❝✐❡♥♥❡s ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✭❡❧❧❡s s❡r♦♥t

tr❛✐té❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✷✮✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ j1 = 0✱ ❧❡s q✉❛tr❡ ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s

❞❡ j2 ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s P (5) ❞✐✈✐s❡ P (3) s♦♥t 4, 3, 2 ❡t 1✳ ◆♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ❛✉① tr♦✐s é❣❛❧✐tés

f3 = t2✱ t2 = l1(= 0)✱ xj1
i1

= xj2
i2

✭q✉✐ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡✮ ❧✬é❣❛❧✐té xj1
n+1−j1−i1

= xj2
n+1−j2−i2

♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✬❡❧❧❡s✱ ✈♦✐r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳ ◆♦✉s ❝❛r❛❝tér✐s♦♥s ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s

❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

❋❛♠✐❧❧❡ ❆✮ ✿ P (4) ❞✐✈✐s❡ P ❡t P (5) ❞✐✈✐s❡ P (3) ❀

❋❛♠✐❧❧❡ ❇✮ ✿ P (3)/x ❞✐✈✐s❡ P ❡t P (5) ❞✐✈✐s❡ P (3) ❀

❋❛♠✐❧❧❡ ❈✮ ✿ P (2) ❡t P ❛❞♠❡tt❡♥t ❞❡✉① ♦✉ q✉❛tr❡ r❛❝✐♥❡s ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ❡t P (5) ❞✐✈✐s❡ P (3)✳

❋❛♠✐❧❧❡ ❉✮ ✿ P ❛❞♠❡t ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ♠✉❧t✐♣❧❡✳

▲❡ ♣❛r❛♠étr❛❣❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡st ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧✬✉♥❡ ❞❡s q✉❛tr❡ s♦✉s✲♣❛r❛❣r❛♣❤❡s q✉✐

s✉✐✈❡♥t✳ ❉❡✉① ❞❡ ❝❡s ❢❛♠✐❧❧❡s✱ C) ❡t D)✱ s♦♥t ❞✐✈✐sé❡s ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s✳ ❉és♦r♠❛✐s

♥♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❞❡s s✐① s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s A)✱ B)✱ C1)✱ C2)✱ D1) ❡t D2)✳

■❧ ② ❛ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❞❡✉① ♦✉ tr♦✐s s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✳ P♦✉r ♠✐❡✉①

❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s ♥♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♣❛r ❧❛

✜❣✉r❡ ✸✳✶✳ ▲❡s s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s s♦♥t ✐♥❞✐q✉é❡s ♣❛r ❞❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ st②❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✭❝♦♠♠❡ ❧❡s

❧✐❣♥❡s ❞✉ ♠étr♦ s✉r s♦♥ s❝❤é♠❛✮✳ ▲❡s ✧st❛t✐♦♥s✧ s♦♥t ❧❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❛✈❡❝ ♣❧✉s ❞✬é❣❛❧✐tés

✷✵



✸✳✶ ❋❛♠✐❧❧❡s ❞❡ str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛✐r❡s

❡♥tr❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❡t✴♦✉ ❞❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❛✈♦✐s✐♥❛♥t❡s ❞❡s

♣❛r❛♠ètr❡s✳

▲❡s ✧st❛t✐♦♥s✧ s♦♥t ♥♦♠♠é❡s ♣❛r ❞❡s ❧❡ttr❡s ❀ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡

♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❡t ♥♦✉s ✐♥❞✐✲

q✉♦♥s ♣❛r ❧❡s ♠ê♠❡s ❧❡ttr❡s ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ✧st❛t✐♦♥✧✳ ❆✐♥s✐✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡

❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ A) ✭✐♥❞✐q✉é ♣❛r ❧❛ ❧❡ttr❡ Θ✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ✧st❛✲

t✐♦♥✧ ✐♥❞✐q✉é ♣❛r Θ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡✳ ▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ A) ❡st ♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ✧❞❛s❤✲❞♦t✲❞♦t✲❞♦tt❡❞

❧✐♥❡✧✱ ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡st ♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ ✧st❛t✐♦♥✧ ♥♦♠♠é❡ H✱

❧❡ s❡❝♦♥❞ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡st ✧❧❛ ❧✐❣♥❡ A) ❞✉ ♠étr♦ ❡♥tr❡ ❧❡s st❛t✐♦♥s Θ ❡t H ✧✱

❡t❝✳

❙✉r ❧❡s 20 ✧st❛t✐♦♥s✧✱ tr♦✐s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❧✐❣♥❡ ✭❝❡ s♦♥t ζ✱ ξ ❡t η ✐♥❞✐q✉é❡s

♣❛r ❞❡s ❝❡r❝❧❡s✮✱ 16 ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❞❡✉① ❧✐❣♥❡s ❡t ✉♥❡ ✭♥♦té❡ U✮ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à tr♦✐s ❧✐❣♥❡s

à ❧❛ ❢♦✐s✳ ◆♦t♦♥s q✉✬✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✭❝✳✲à✲❞✳ ✧✉♥❡ st❛t✐♦♥✧✮ q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❞❡✉① ✭♦✉

tr♦✐s✮ s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❛♥s

❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✭tr♦✐s✐è♠❡✮ s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡✳

❋✐❣✳ ✸✳✶ ✕ ▲❡s ✻ s♦✉s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ str❛t❡s ♣❛✐r❡s

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✶ ✶✮ ❉❛♥s ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❛✈❡❝ ❧✬❛rr❛♥❣❡✲

♠❡♥t ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡s str❛t❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ✧st❛t✐♦♥s✧ ❡t ❛✉ss✐ ❧❡s ❧❡ttr❡s ♣❛r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ✧st❛t✐♦♥s✧ s♦♥t ✐♥❞✐q✉é❡s

s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✳
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✸ ❙tr❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛✐r❡s ❡t ❛♥❝✐❡♥♥❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✻

✷✮ P♦✉r j1 = 1✱ j2 = 3 ❡t ♣♦✉r j1 = 1✱ j2 = 4✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡✉①

❧✐❣♥❡s ❞✉ ♠étr♦ ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣❛rt✐❡s D) ❡t E) ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✷✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ str❛t❡s

❛♥❝✐❡♥♥❡s✳ ❈❡s ❧✐❣♥❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣r❡s❡♥té❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞✬✐♠❛❣✐♥❡r

❝♦♠♠❡♥t ❡❧❧❡s ♣❛ss❡♥t ✭❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛r ❧❡s ✧st❛t✐♦♥s✧ V ✱ ζ ❡t Ξ✱ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛r G✱ ξ ❡t

η✮✳ P♦✉r j1 = 2✱ j3 = 4 ♦♥ ♦❜t✐❡♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ✧st❛t✐♦♥✧ ✭♥♦té❡✱ E✮✱ ♣❛s ✉♥❡ ❧✐❣♥❡✱ ✭✈♦✐r

♣❛rt✐❡s ❇✮ ❡t ❈✮ ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✷✮✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✷ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ Y := (x2 − 1)2k✱ k ∈ N✱ k ≥ 2✳ ❆❧♦rs Y (k+s)

❞✐✈✐s❡ Y (k−s) ♣♦✉r s❂1, 2, . . . , k − 1 ✭✈♦✐r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✮✳ ▲❛ str❛t❡ Ξ ✭✈♦✐r ❞❛♥s ❧❡

t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❆✮✮ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❥♦✉❛♥t ❧❡ rô❧❡

❞❡ Y (2) ♣♦✉r k = 4✳ ▲❛ str❛t❡ E ✭✈♦✐r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✮ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥ ❛✉tr❡ ♣♦❧②♥ô♠❡

❥♦✉❛♥t ❧❡ rô❧❡ ❞❡ Y ♣♦✉r k = 3✳ ❈❡s str❛t❡s ♦♥t ♣❧✉s ❞✬é❣❛❧✐tés q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ✧st❛t✐♦♥s✧✳

✸✳✶✳✷ ▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❆✮

❉❛♥s ❝❡ s♦✉s✲♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❆✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷ ▲♦rsq✉❡ P (4) ❞✐✈✐s❡ P ❡t P (5) ❞✐✈✐s❡ P (3)✱ ❛❧♦rs P (5) ❞✐✈✐s❡ P (1) ❛✉ss✐✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❞❡s str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s✳

Pr❡✉✈❡ ✿

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ♣rés❡♥tés s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✸✳✵✳✶✮✳ ▲❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ P (4) s♦♥t

é❣❛❧❡s à ±1/
√

15 ❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ P (4) ❞✐✈✐s❡ P ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❡s é❣❛❧✐tés 1/153 − 1/152 ±
a/15

√
15 + b/15 ± c/

√
15 + d = 0✳ ❊❧❧❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s à

1

153
− 1

152
+

b

15
+ d = 0 , a + 15c = 0 .

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ P (5) ❞✐✈✐s❡ P (3) ✐♠♣❧✐q✉❡ a = 0✱ ❡t ♣❛r s✉✐t❡✱ c = 0✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ é❣❛❧✐té

s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ 0 ❡st r❛❝✐♥❡ ❞❡ P (1) ❛✉ss✐✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉❡ P (4) ❞✐✈✐s❡ P ❡t q✉❡ P (5) ❞✐✈✐s❡

P (3) s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❛✉① tr♦✐s é❣❛❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ✿ xj = F1✱ x6−j = F2✱ l1 = t2✳ ▲✬é❣❛❧✐té

l1 = f3 ✭rés✉❧t❛♥t ❞❡ c = 0✮ ❡st ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡s ❛✉tr❡s✳ ❈❡tt❡ é❣❛❧✐té

❡st ✈ér✐❢é❡ ♣❛r ❝❤❛q✉❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡✱ ❡t ❞♦♥❝ t♦✉s ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡

❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❞❡s str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s✳

❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r b ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ré❡❧✱ ❞♦♥❝ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ♣rés❡♥té❡

s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

Pb : x6 − x4 + bx2 − b/15 + 14/3375 = (x2 − 1/15)(x4 − 14x2/15 + b − 14/225) ✷

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✸ ■❧ ♥❡ s❡r❛✐t ♣❛s ❝♦rr❡❝t ❞❡ ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞é✜♥✐ss❡♥t

s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ str❛t❡ s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛

✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ b✳ ❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❝❡t ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ b✳
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✸✳✶ ❋❛♠✐❧❧❡s ❞❡ str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛✐r❡s

▲❡♠♠❡ ✸✳✶ ▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ Pb ❡st ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ b ∈ [14/225, 7/25]✳

Pr❡✉✈❡ ✿

❉❡✉① ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ Pb s♦♥t ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ P
(4)
b ❛✉ss✐✳ ❈❡s s♦♥t ±1/

√
15✳ ▲❡s ❛✉tr❡s

q✉❛tr❡ r❛❝✐♥❡s s♦♥t ±
√

105 ± 45
√

7 − 25b/15✳ ❚♦✉t❡s ❝❡s r❛❝✐♥❡s s♦♥t ré❡❧s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t

s✐ ♦♥ ❛ 7 − 25b ≥ 0 ❡t 105 ≥ 45
√

7 − 25b✳ ❈❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ b ∈ [14/225, 7/25]✳ ✷

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶ ▲❡ ❱❈ ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ Pb ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ b ✿

♣♦✉r b =
14

225
= 0.062222 . . . ✱ Θ

( 0 , f , s , t , [0F ] , f , s , [0ftl0] , s , f , [0F ] , t , s , f , 0 )

x1 f1 s1 t1 x2 F1 f2 s2 x3 f3 t2 l1 x4 s3 f4 x5 F2 t3 s4 f5 x6

♣♦✉r b ∈
(

14

225
,

25

147
− 8

√
78

735

)

( 0 , f , s , t , [0F ] , f , s , 0 , [ftl] , 0 , s , f , [0F ] , t , s , f , 0 )

x1 f1 s1 t1 x2 F1 f2 s2 x3 f3 t2 l1 x4 s3 f4 x5 F2 t3 s4 f5 x6

♣♦✉r b =
25

147
− 8

√
78

735
= 0.073945 . . . ✱ H

( 0 , f , s , t , [0F ] , f , [s0] , [ftl] , [0s] , f , [0F ] , t , s , f , 0 )

x1 f1 s1 t1 x2 F1 f2 s2 x3 f3 t2 l1 x4 s3 f4 x5 F2 t3 s4 f5 x6

♣♦✉r b ∈
(

25

147
− 8

√
78

735
,

3

25

)

( 0 , f , s , t , [0F ] , f , 0 , s , [ftl] , s , 0 , f , [0F ] , t , s , f , 0 )

x1 f1 s1 t1 x2 F1 f2 x3 s2 f3 t2 l1 s3 x4 f4 x5 F2 t3 s4 f5 x6

♣♦✉r b =
3

25
= 0.12000 . . . ✱ G

( 0 , f , s , t , [0Ff0] , s , [ftl] , s , [0fF0] , t , s , f , 0 )

x1 f1 s1 t1 x2 F1 f2 x3 s2 f3 t2 l1 s3 x4 f4 x5 F2 t3 s4 f5 x6

♣♦✉r b ∈
(

3

25
,

47

225

)

( 0 , f , s , t , 0 , f , [0F ] , s , [ftl] , s , [0F ] , f , 0 , t , s , f , 0 )

x1 f1 s1 t1 x2 f2 x3 F1 s2 f3 t2 l1 s3 x4 F2 f4 x5 t3 s4 f5 x6

♣♦✉r b =
47

225
= 0.20889 . . . ✱ L

( 0 , f , s , [t0] , f , [0F ] , s , [ftl] , s , [0F ] , f , [0t] , s , f , 0 )

x1 f1 s1 t1 x2 f2 x3 F1 s2 f3 t2 l1 s3 x4 F2 f4 x5 t3 s4 f5 x6

✷✸



✸ ❙tr❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛✐r❡s ❡t ❛♥❝✐❡♥♥❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✻

♣♦✉r b ∈
(

47

225
,

25

147
+

8
√

78

735

)

( 0 , f , s , 0 , t , f , [0F ] , s , [ftl] , s , [0F ] , f , t , 0 , s , f , 0 )

x1 f1 s1 x2 t1 f2 x3 F1 s2 f3 t2 l1 s3 x4 F2 f4 t3 x5 s4 f5 x6

♣♦✉r b =
25

147
+

8
√

78

735
= 0.26620 . . . ✱ K

( 0 , f , [s0] , t , f , [0F ] , s , [ftl] , s , [0F ] , f , t , [0s] , f , 0 )

x1 f1 s1 x2 t1 f2 x3 F1 s2 f3 t2 l1 s3 x4 F2 f4 t3 x5 s4 f5 x6

♣♦✉r b ∈
(

25

147
+

8
√

78

735
,

7

25

)

( 0 , f , 0 , s , t , f , [0F ] , s , [ftl] , s , [0F ] , f , t , s , 0 , f , 0 )

x1 f1 x2 s1 t1 f2 x3 F1 s2 f3 t2 l1 s3 x4 F2 f4 t3 s4 x5 f5 x6

♣♦✉r b =
7

25
= 0.28000 . . . ✱ Ξ

( [0f0] , s , [tf ] , [0F ] , s , [ftl] , s , [0F ] , [ft] , s , [0f0] )

x1 f1 x2 s1 t1 f2 x3 F1 s2 f3 t2 l1 s3 x4 F2 f4 t3 s4 x5 f5 x6

Pr❡✉✈❡ ✿

❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t q✉❡ ❧♦rsq✉❡ b ∈ [14/225, 7/25] ❧❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ✈r❛✐ ✿

❆✮ ♣♦✉r ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r b = 14/225✱ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ Pb ❛❞♠❡t ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞♦✉❜❧❡

❡♥ 0 ❀

❇✮ ♣♦✉r ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r b = (25/147) ± (8
√

78/735) ♦♥ ❛ ❘❡s(Pb, P
(2)
b ) = 0 ❀

❈✮ ♣♦✉r ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs b = 3/25 ❡t b = 7/25 ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ Pb ❛❞♠❡t ✉♥❡

r❛❝✐♥❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ③ér♦ ❀

❉✮ ♣♦✉r ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r b = 47/225 ♦♥ ❛ ❘❡s(Pb, P
(3)
b ) = 0✳

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉❡ P (4) ❞✐✈✐s❡ P ❡t q✉❡ P (5) ❞✐✈✐s❡ P (3) ❡t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷ s♦♥t

✈ér✐✜é❡s ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ b ∈ [14/225, 7/25]✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡

b ≥ 14/225 ✉♥❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ Pb s❡ ♣r♦❞✉✐t à 0 ❡t ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t

❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡✳ P♦✉r b ∈ (14/225, (25/147) − (8
√

78/735)) ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡

✭♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡s✮ r❛❝✐♥❡s ♥✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❀ ❝❡❝✐ rés✉❧t❡ ❞❡ A) − D)✳

P♦✉r b = (25/147)− (8
√

78/735) ❧❛ s❡✉❧❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❡♥tr❡ s2 ❡t x3 ❡t

♣❛r ♣❛r✐té ❝❡❧❧❡ ❡♥tr❡ s3 ❡t x4✳

P♦✉r b = 3/25 ✐❧ ❢❛✉t ❛✈♦✐r x2 = x3 ❡t x4 = x5✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡

Pb ❡♥ 0 ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ♦✉ ❜✐❡♥ x1 = x2✱ x5 = x6 ♦✉ x2 = x3✱ x4 = x5 ♦✉ ❧❡s ❞❡✉①✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ♥✬❡st ♣❛s ré❛❧✐s❛❜❧❡ ♣❛r❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ✐♠♣❧✐q✉❡r❛✐t x1 = t1✱ ❝✳✲à✲❞✳ ❧❡

♣♦❧②♥ô♠❡ ♣❛✐r Pb ❞❡✈r❛✐t ❛✈♦✐r ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ③ér♦ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ≥ 4✳ ❈♦♠♠❡

✷✹



✸✳✶ ❋❛♠✐❧❧❡s ❞❡ str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛✐r❡s

✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ♣♦✉r b ∈ ((25/147) − (8
√

78/735), 3/25)✱ s✉r ❝❡t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✐❧

❢❛✉t ❛✈♦✐r x3 < s2 ❡t s3 < x4✳ ❈❡❧❛ ❥✉st✐✜❡ ❧❡ q✉❛tr✐è♠❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡✳

P♦✉r b ≥ 3/25✱ ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞♦✉❜❧❡s x2 = x3 ❡t x4 = x5 ♦♥t ❞♦♥♥é ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❝❤❛❝✉♥❡ à

❞❡✉① r❛❝✐♥❡s s✐♠♣❧❡s ❡t ♣♦✉r b = 47/225 ✐❧ ❢❛✉t ❛✈♦✐r ❧❡s é❣❛❧✐tés t1 = x2 ❡t t3 = x5✳ ❊♥

❡✛❡t✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐r t1 = x1 ❡t t3 = x6✱ ✈♦✐r ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❡t ❝♦♠♠❡ Pb ♥✬❛ ❛✉❝✉♥❡

r❛❝✐♥❡ ❡♥ 0✱ ❧❛ r❛❝✐♥❡ t2 ♥✬❡st é❣❛❧❡ à ❛✉❝✉♥❡ ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ Pb✳

P♦✉r b = (25/147)+(8
√

78/735) ♦♥ ❛ x2 = s1 ❡t x5 = s4✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡

❞✐r❡❝t❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ b ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s x3 = s2 = F1✱ x4 = s3 = F2✳

▲✬❛✈❛♥t ❞❡r♥✐❡r ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ❧✐st❡ rés✉❧t❡ ✭♣❛r r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té✮ ❞✉

❞❡r♥✐❡r ❡t ❞❡ ❧✬❛✈❛♥t ❛✈❛♥t ❞❡r♥✐❡r✳ ✷

✸✳✶✳✸ ▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❇✮

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉❡ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❇✮ s♦♥t ♣❛✐rs ❡t ♦♥t t1,3 = ±1/
√

5 ❝♦♠♠❡

r❛❝✐♥❡s ✐♠♣❧✐q✉❡♥t q✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ♣rés❡♥té❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Rb : x6 − x4 + bx2 − b

5
+

4

125
=

(

x2 − 1

5

)(

x4 − 4x2

5
+ b − 4

25

)

.

▲❡♠♠❡ ✸✳✷ ▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ Rb ❡st ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ b ∈ [4/25, 8/25]✳

Pr❡✉✈❡ ✿

▲❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ Rb q✉✐ s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ±1/
√

5 s♦♥t é❣❛❧❡s à ±
√

10 ± 5
√

8 − 25b/5✳

❊❧❧❡s s♦♥t t♦✉t❡s ré❡❧❧❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ✐♥é❣❛❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ✿ 8 − 25b ≥
0, 10 − 5

√
8 − 25b ≥ 0 ✷✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷ ▲❡ ❱❈ ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ Rb ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ b ✿

♣♦✉r b =
4

25
= 0.16000 . . . ✱ Γ

( 0 , f , s , [t0] , f , F , s , [0ftl0] , s , F , f , [0t] , s , f , 0 )

x1 f1 s1 t1 x2 f2 F1 s2 x3 f3 t2 l1 x4 s3 F2 f4 x5 t3 s4 f5 x6

♣♦✉r b ∈
(

4

25
,
123 − 3

√
113

490

)

( 0 , f , s , [t0] , f , F , s , 0 , [ftl] , 0 , s , F , f , [0t] , s , f , 0 )

x1 f1 s1 t1 x2 f2 F1 s2 x3 f3 t2 l1 x4 s3 F2 f4 x5 t3 s4 f5 x6

♣♦✉r b =
123 − 3

√
113

490
= 0.18594 . . . ✱ I

( 0 , f , s , [t0] , f , F , [s0] , [ftl] , [0s] , F , f , [0t] , s , f , 0 )

x1 f1 s1 t1 x2 f2 F1 s2 x3 f3 t2 l1 x4 s3 F2 f4 x5 t3 s4 f5 x6

✷✺
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♣♦✉r b ∈
(

123 − 3
√

113

490
,

47

225

)

( 0 , f , s , [t0] , f , F , 0 , s , [ftl] , s , 0 , F , f , [0t] , s , f , 0 )

x1 f1 s1 t1 x2 f2 F1 x3 s2 f3 t2 l1 s3 x4 F2 f4 x5 t3 s4 f5 x6

♣♦✉r b =
47

225
= 0.20889 . . . ✱ L

( 0 , f , s , [t0] , f , [F0] , s , [ftl] , s , [0F ] , f , [0t] , s , f , 0 )

x1 f1 s1 t1 x2 f2 F1 x3 s2 f3 t2 l1 s3 x4 F2 f4 x5 t3 s4 f5 x6

♣♦✉r b ∈
(

47

225
,

7

25

)

( 0 , f , s , [t0] , f , 0 , F , s , [ftl] , s , F , 0 , f , [0t] , s , f , 0 )

x1 f1 s1 t1 x2 f2 x3 F1 s2 f3 t2 l1 s3 F2 x4 f4 x5 t3 s4 f5 x6

♣♦✉r b =
7

25
= 0.28000 . . . ✱ V

( 0 , f , s , [0ft0] , F , s , [ftl] , s , F , [0ft0] , s , f , 0 )

x1 f1 s1 x2 f2 t1 x3 F1 s2 f3 t2 l1 s3 F2 x4 f4 t3 x5 s4 f5 x6

♣♦✉r b ∈
(

7

25
,
123 + 3

√
113

490

)

( 0 , f , s , 0 , f , [t0] , F , s , [ftl] , s , F , [0t] , f , 0 , s , f , 0 )

x1 f1 s1 x2 f2 t1 x3 F1 s2 f3 t2 l1 s3 F2 x4 t3 f4 x5 s4 f5 x6

♣♦✉r b =
123 + 3

√
113

490
= 0.31610 . . . ✱ M

( 0 , f , [s0] , f , [t0] , F , s , [ftl] , s , F , [0t] , f , [0s] , f , 0 )

x1 f1 s1 x2 f2 t1 x3 F1 s2 f3 t2 l1 s3 F2 x4 t3 f4 x5 s4 f5 x6

♣♦✉r b ∈
(

123 + 3
√

113

490
,

8

25

)

( 0 , f , 0 , s , f , [t0] , F , s , [ftl] , s , F , [0t] , f , s , 0 , f , 0 )

x1 f1 x2 s1 f2 t1 x3 F1 s2 f3 t2 l1 s3 F2 x4 t3 f4 s4 x5 f5 x6

♣♦✉r b =
8

25
= 0.32000 . . . ✱ W

( [0f0] , s , f , [t0] , F , s , [ftl] , s , F , [0t] , f , s , [0f0] )

x1 f1 x2 s1 f2 t1 x3 F1 s2 f3 t2 l1 s3 F2 x4 t3 f4 s4 x5 f5 x6

✷✻



✸✳✶ ❋❛♠✐❧❧❡s ❞❡ str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛✐r❡s

Pr❡✉✈❡ ✿

10✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s t1,3 = ±1/
√

5 ❞❡ R
(3)
b s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡s

r❛❝✐♥❡s ❞❡ R
(1)
b s✐ b = 7/25✳ P♦✉r b < 7/25 ♦♥ ❛ R

(1)
b (1/

√
5) = (1/

√
5)(−14/25 + 2b) < 0✱

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ t1 < f2 ❡t t3 > f4✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ♦♥ ❛ R
(1)
b (1/

√
5) > 0✱ t1 > f2 ❡t

t3 < f4 ♣♦✉r b > 7/25✳

20✳ ▲❡s r❛❝✐♥❡s F1,2 = ±1/
√

15 ❞❡ R
(4)
b s♦♥t ❛✉ss✐ ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ Rb s✐ b = 47/225✳ ❈✬❡st

❧❡ s❡✉❧ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s à ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ A) ❡t à ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ B)✳ P♦✉r

b > 47/225✮ ♦♥ ❛ Rb(1/
√

15) > 0 ✭r❡s♣✳ Rb(1/
√

15) < 0✮✳

30✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r R
(1)
b (±1/

√
15) = 0 s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r b = 3/25 6∈ [4/25, 8/25]✳ ❈✬❡st ❛✐♥s✐

q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ B) ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ R
(4)
b ♥❡ s♦♥t ❥❛♠❛✐s ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ R

(1)
b ✳

40✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r R
(2)
b (±1/

√
15) = 0 s✐ b = 1/3 > 8/25✳ ❈✬❡st ❛✐♥s✐ q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡

B) ♦♥ ❛ R
(2)
b (±1/

√
15) < 0 ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ b ✭✐❧ s✉✣t ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ♣♦✉r

b = 4/15✱ ❝❛r R
(2)
b (±1/

√
15) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✣♥❡ ❞❡ b✮✳

50✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t 30 ❡t 40✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ B) ♦♥ ❛ t♦✉❥♦✉rs f2 < F1 < s2

❡t s3 < F2 < f4✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ ❛ x2 < f2 < F1 ❡t F2 < f4 < x5✱ ❡t ❞♦♥❝ ♣♦✉r

b = 47/225 ✭✈♦✐r 20✮ ♦♥ ❛ F1 = x3 ❡t F2 = x4✳ P♦✉r b < 47/225 ✭r❡s♣✳ ♣♦✉r b > 47/225✮

♦♥ ❛ F1 < x3✱ F2 > x4 ✭r❡s♣✳ F1 > x3✱ F2 < x4✮✳

60✳ P♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ b s♦♥t ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❝♦♠♠✉♥❡s ❞❡ Rb ❡t R
(2)
b ✐❧

❢❛✉t rés♦✉❞r❡ ❧❡ s②stè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

x6 − x4 + bx2 − b

5
+

4

125
= 0 , 30x4 − 12x2 + 2b = 0

❞♦♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t x2 = 1/
√

5✱ b = 3/5 6∈ [4/25, 8/25] ❡t x2 = (13 ±
√

113)/70✱

b = b± = (123 ± 3
√

113)/490✳ P♦✉r b = b− ♦♥ ❛ R
(1)
b (

√

(13 −
√

113)/70) > 0✱ ❞✬♦ù ❧✬♦♥

❛ x3 = s2 ❡t x4 = s3✳ P♦✉r b = b+ ♦♥ ❛ R
(1)
b (

√

(13 +
√

113)/70) < 0✱ ❞✬♦ù x2 = s1 ❡t

x5 = s4✳

70✳ P♦✉r rés✉♠❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ♥♦✉s é❝r✐✈♦♥s ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉

♣❛r❛♠ètr❡ b ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❝❤❛♥❣❡ ❡t ❛✉✲❞❡ss♦✉s ♥♦✉s ✐♥❞✐q✉♦♥s

❧❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✭♦✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✮ ♦ù ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t

❡st ❞é❝r✐t ✿

4/25 b− 47/225 7/25 b+ 8/25

lemme 3.2 60 20 , 50 10 60 lemme 3.2
✷

✸✳✶✳✹ ▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❈✮

P♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ C) ♣❛r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉❡ P ❡t P (2) ♦♥t

✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❝♦♠♠✉♥❡✱ ♥♦té❡ τ ✿

τ 6 − τ 4 + bτ 2 + d = 0 , 30τ 4 − 12τ 2 + 2b = 0 ✭✸✳✶✳✶✮

✷✼



✸ ❙tr❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛✐r❡s ❡t ❛♥❝✐❡♥♥❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✻

P♦s♦♥s v := τ 2✳ ❉✬❛♣rès ❧❡s é❣❛❧✐tés ✭✸✳✶✳✶✮ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ b = 6v − 15v2✱ d =

−5v2 + 14v3✱ ❡t ❞♦♥❝ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ C) ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

Sv := x6−x4 +(6v−15v2)x2−5v2 +14v3 = (x2−v)(x4 +(v−1)x2 +5v−14v2) , v ≥ 0 .

▲❡♠♠❡ ✸✳✸ ▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ Sv ❡st ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ v ∈ J ♦ù J = [0, 1/19]∪
[1/3, 5/14]✳

Pr❡✉✈❡ ✿

▲❡s r❛❝✐♥❡s ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ x4+(v−1)x2+5v−14v2 s♦♥t±
√

(1 − v ±
√

57v2 − 22v + 1)/2✳

❚♦✉t❡s ❝❡s q✉❛tr❡ r❛❝✐♥❡s s♦♥t ré❡❧❧❡s ❧♦rsq✉❡✱ ♣♦✉r v ≥ 0✱ ❧❡s ❞❡✉① ✐♥é❣❛❧✐tés s✉✐✈❛♥ts s♦♥t

✈r❛✐❡s ✿

57v2 − 22v + 1 ≥ 0 , 1 − v −
√

57v2 − 22v + 1 ≥ 0 .

▲❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐èr❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❛✈❡❝ v ≥ 0 s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s à v ∈ [0, 1/19]∪ [1/3, 5/14]✳ ✷

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ♦♥ ♣❛r❧❡r❛ ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡ C1) ❡t ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡ C2) q✉✐ s✐❣♥✐✜❡♥t

❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ C)✱ ❞é✜♥✐❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r v ∈ [0, 1/19] ❡t v ∈ [1/3, 5/14]✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸ ▲❡ ❱❈ ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ Sv ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ v ✿

♣♦✉r v ∈
[

0,
1

19

]

✭s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡ ❈✶✮✮

♣♦✉r v = 0 ✱ U

( 0 , f , s , t , F , [0fst0fsl0f0] , F , t , s , f , 0 )

x1 f1 s1 t1 F1 x2 f2 s2 t2 x3 f3 s3 l1 x4 f4 x5 F2 t3 s4 f5 x6

♣♦✉r v ∈
(

0,
19

105
− 2

√
78

105

)

( 0 , f , s , t , F , 0 , f , [0s] , [ftl] , [s0] , f , 0 , F , t , s , f , 0 )

x1 f1 s1 t1 F1 x2 f2 x3 s2 f3 t2 l1 s3 x4 f4 x5 F2 t3 s4 f5 x6

♣♦✉r v =
19

105
− 2

√
78

105
= 0.01272 . . . ✱ H

( 0 , f , s , t , [F0] , f , [0s] , [ftl] , [s0] , f , [0F ] , t , s , f , 0 )

x1 f1 s1 t1 F1 x2 f2 x3 s2 f3 t2 l1 s3 x4 f4 x5 F2 t3 s4 f5 x6

♣♦✉r v ∈
(

19

105
− 2

√
78

105
,
1

5
− 2

√
5

25

)

( 0 , f , s , t , 0 , F , f , [0s] , [ftl] , [s0] , f , F , 0 , t , s , f , 0 )

x1 f1 s1 t1 x2 F1 f2 x3 s2 f3 t2 l1 s3 x4 f4 F2 x5 t3 s4 f5 x6

✷✽



✸✳✶ ❋❛♠✐❧❧❡s ❞❡ str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛✐r❡s

♣♦✉r v =
1

5
− 2

√
5

25
= 0.02111 . . . ✱ ξ

( 0 , f , s , t , 0 , [Ff ] , [0s] , [ftl] , [s0] , [fF ] , 0 , t , s , f , 0 )

x1 f1 s1 t1 x2 F1 f2 x3 s2 f3 t2 l1 s3 x4 f4 F2 x5 t3 s4 f5 x6

♣♦✉r v ∈
(

1

5
− 2

√
5

25
,
13

70
−

√
113

70

)

( 0 , f , s , t , 0 , f , F , [0s] , [ftl] , [s0] , F , f , 0 , t , s , f , 0 )

x1 f1 s1 t1 x2 f2 F1 x3 s2 f3 t2 l1 s3 x4 F2 f4 x5 t3 s4 f5 x6

♣♦✉r v =
13

70
−

√
113

70
= 0.03385 . . . ✱ I

( 0 , f , s , [t0] , f , F , [0s] , [ftl] , [s0] , F , f , [0t] , s , f , 0 )

x1 f1 s1 t1 x2 f2 F1 x3 s2 f3 t2 l1 s3 x4 F2 f4 x5 t3 s4 f5 x6

♣♦✉r v ∈
(

13

70
−

√
113

70
,
1

5
− 2

√
7

35

)

( 0 , f , s , 0 , t , f , F , [0s] , [ftl] , [s0] , F , f , t , 0 , s , f , 0 )

x1 f1 s1 x2 t1 f2 F1 x3 s2 f3 t2 l1 s3 x4 F2 f4 t3 x5 s4 f5 x6

♣♦✉r v =
1

5
− 2

√
7

35
= 0.04881 . . . ✱ J

( 0 , f , [s0] , t , f , F , [0s] , [ftl] , [s0] , F , f , t , [0s] , f , 0 )

x1 f1 s1 x2 t1 f2 F1 x3 s2 f3 t2 l1 s3 x4 F2 f4 t3 x5 s4 f5 x6

♣♦✉r v ∈
(

1

5
− 2

√
7

35
,

1

19

)

( 0 , f , 0 , s , t , f , F , [0s] , [ftl] , [s0] , F , f , t , s , 0 , f , 0 )

x1 f1 x2 s1 t1 f2 F1 x3 s2 f3 t2 l1 s3 x4 F2 f4 t3 s4 x5 f5 x6

♣♦✉r v =
1

19
= 0.052632 . . . ✱ ∆

( [0f0] , s , t , f , F , [0s] , [ftl] , [s0] , F , f , t , s , [0f0] )

x1 f1 x2 s1 t1 f2 F1 x3 s2 f3 t2 l1 s3 x4 F2 f4 t3 s4 x5 f5 x6

♣♦✉r v ∈
[

1

3
,

5

14

]

✭s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡ ❈✷✮✮

♣♦✉r v =
1

3
= 0.3333 . . . ✱ E

( [0fs0f0] , t , [Fs] , [ftl] , [sF ] , t , [0fs0f0] )

x1 f1 s1 x2 f2 x3 t1 F1 s2 f3 t2 l1 s3 F2 t3 x4 f4 s4 x5 f5 x6

✷✾



✸ ❙tr❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛✐r❡s ❡t ❛♥❝✐❡♥♥❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✻

♣♦✉r v ∈
(

1

3
,
13

70
+

√
113

70

)

( 0 , f , [0s] , f , 0 , t , F , s , [ftl] , s , F , t , 0 , f , [s0] , f , 0 )

x1 f1 x2 s1 f2 x3 t1 F1 s2 f3 t2 l1 s3 F2 t3 x4 f4 s4 x5 f5 x6

♣♦✉r v =
13

70
+

√
113

70
= 0.33757 . . . ✱ M

( 0 , f , [0s] , f , [0t] , F , s , [ftl] , s , F , [t0] , f , [s0] , f , 0 )

x1 f1 x2 s1 f2 x3 t1 F1 s2 f3 t2 l1 s3 F2 t3 x4 f4 s4 x5 f5 x6

♣♦✉r v ∈
(

13

70
+

√
113

70
,
1

5
+

2
√

30

75

)

( 0 , f , [0s] , f , t , 0 , F , s , [ftl] , s , F , 0 , t , f , [s0] , f , 0 )

x1 f1 x2 s1 f2 t1 x3 F1 s2 f3 t2 l1 s3 F2 x4 t3 f4 s4 x5 f5 x6

♣♦✉r v =
1

5
+

2
√

30

75
= 0.34606 . . . ✱ ζ

( 0 , f , [0s] , [ft] , 0 , F , s , [ftl] , s , F , 0 , [tf ] , [s0] , f , 0 )

x1 f1 x2 s1 f2 t1 x3 F1 s2 f3 t2 l1 s3 F2 x4 t3 f4 s4 x5 f5 x6

♣♦✉r v ∈
(

1

5
+

2
√

30

75
,

19

105
+

2
√

78

105

)

( 0 , f , [0s] , t , f , 0 , F , s , [ftl] , s , F , 0 , f , t , [s0] , f , 0 )

x1 f1 x2 s1 t1 f2 x3 F1 s2 f3 t2 l1 s3 F2 x4 f4 t3 s4 x5 f5 x6

♣♦✉r v =
19

105
+

2
√

78

105
= 0.34918 . . . ✱ K

( 0 , f , [0s] , t , f , [0F ] , s , [ftl] , s , [F0] , f , t , [s0] , f , 0 )

x1 f1 x2 s1 t1 f2 x3 F1 s2 f3 t2 l1 s3 F2 x4 f4 t3 s4 x5 f5 x6

♣♦✉r v ∈
(

19

105
+

2
√

78

105
,
1

5
+

2
√

7

35

)

( 0 , f , [0s] , t , f , F , 0 , s , [ftl] , s , 0 , F , f , t , [s0] , f , 0 )

x1 f1 x2 s1 t1 f2 F1 x3 s2 f3 t2 l1 s3 x4 F2 f4 t3 s4 x5 f5 x6

♣♦✉r v =
1

5
+

2
√

7

35
= 0.35119 . . . ✱ J = G6

( 0 , f , [0s] , t , f , F , [0s] , [ftl] , [s0] , F , f , t , [s0] , f , 0 )

x1 f1 x2 s1 t1 f2 F1 x3 s2 f3 t2 l1 s3 x4 F2 f4 t3 s4 x5 f5 x6

✸✵



✸✳✶ ❋❛♠✐❧❧❡s ❞❡ str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛✐r❡s

♣♦✉r v ∈
(

1

5
+

2
√

7

35
,

5

14

)

( 0 , f , [0s] , t , f , F , s , 0 , [ftl] , 0 , s , F , f , t , [s0] , f , 0 )

x1 f1 x2 s1 t1 f2 F1 s2 x3 f3 t2 l1 x4 s3 F2 f4 t3 s4 x5 f5 x6

♣♦✉r v =
5

14
= 0.35714 . . . ✱ Λ

( 0 , f , [0s] , t , f , F , s , [0ftl0] , s , F , f , t , [s0] , f , 0 )

x1 f1 x2 s1 t1 f2 F1 s2 x3 f3 t2 l1 x4 s3 F2 f4 t3 s4 x5 f5 x6

Pr❡✉✈❡ ✿

10✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❡st ❝♦♥st❛♥t s✉r ❝❡rt❛✐♥s ✐♥t❡r✲

✈❛❧❧❡s ♦✉✈❡rts ❡t ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts s❡ ♣r♦❞✉✐s❡♥t à ❧❡✉rs ❡①tré♠✐tés ✭❧❡ ♣r❡♠✐❡r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡

♦✉✈❡rt s❡r❛ (0, 19/105 − 2
√

78/105)✮✳

❖♥ ✈ér✐✜❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ✿

❛✮ ❧❡s r❛❝✐♥❡s t1,3 = ±1/
√

5 ❞❡ S(3)
v

❛✶✮ s♦♥t ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ Sv ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ v = 1/5 6∈ J ♦✉ ❧♦rsq✉❡ v = (13 +√
113)/70 ∈ (1/3, 5/14) ♦✉ v = (13 −

√
113)/70 ∈ (0, 1/19) ❀

❛✷✮ s♦♥t ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ S(1)
v ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ v = 1/5 − 2

√
30/75 6∈ J ♦✉ v =

1/5 + 2
√

30/75 ∈ (1/3, 5/14) ❀

❜✮ ❧❡s r❛❝✐♥❡s F1,2 = ±1/
√

15 ❞❡ S(4)
v

❜✶✮ s♦♥t ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ Sv ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ v = 1/15 6∈ J ♦✉ v = 19/105 +

2
√

78/105 ∈ (1/3, 5/14) ♦✉ v = 19/105 − 2
√

78/105 ∈ (0, 1/19) ❀

❜✷✮ s♦♥t ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ S(1)
v ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ v = 1/5 − 2

√
5/25 ∈ (0, 1/19) ♦✉

v = 1/5 + 2
√

5/25 > 5/14 ❀

❜✸✮ s♦♥t ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ S(2)
v ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ v = 1/3 ♦✉ v = 1/15 6∈ J ✳

▲❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡s r❛❝✐♥❡s ♣♦✉r v = 0✱ v = 1/19✱ v = 1/3 ❡t v = 5/14 s♦♥t ❝❡✉①

✐♥❞✐q✉és ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡✳ ✭P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r q✉❡ F1 = −1/
√

15 ❡st ❡♥tr❡ f2 ❡t

f3 ♣♦✉r v = 5/14 ✐❧ ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ S
(1)
5/14(F1) < 0✳✮

20✳ P♦✉r v > 0 ❡t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0 ❧❡s r❛❝✐♥❡s s1 ❡t s4 ❞❡ S(2)
v ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ é❣❛❧❡s

❛✉① r❛❝✐♥❡s ❞❡ Sv✳ ❉♦♥❝ ♦♥ ❛ s2 = x3 ❡t s3 = x4✳ ✭■❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐r s2 = x2

♣❛r❝❡ q✉❡ ❝❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡r❛✐t s2 = f2✳ ❉✬♦ù x2 = f2 = x3 = s2 = f3✱ ❡t ♣❛r s②♠étr✐❡✱

f3 = s3 = x4 = f4 = x5✱ q✉✐ ❡st ✈r❛✐ s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r v = 0✳✮

30✳ P♦✉r v = 0 ✭r❡s♣✳ v = 1/19✮ ♦♥ ❛ F1 < x2✱ F2 > x5 ✭r❡s♣✳ F1 > x2✱ F2 < x5✮✳ ■❧

② ❛ s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ v ∈ (0, 1/19) ♦ù F1 = x2 ❡t F2 = x5 ✭♥♦t❛♠♠❡♥t✱ v =

19/105 − 2
√

78/105✱ ✈♦✐r ❜✶✮✮✳ ❈✬❡st ❧❛ s❡✉❧❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ v ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, 1/19] ♣♦✉r

❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s F1,2 s♦♥t ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ Sv✳ ❈❡❝✐ ❥✉st✐✜❡ ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s ❞❡ F1,2

❡t ❞❡s r❛❝✐♥❡s xj ❞❡ Sv ♣♦✉r v ∈ [0, 1/19]✳ ✭◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡s

♣♦❧②♥ô♠❡s S(k)
v ✱ 0 ≤ k ≤ 4✱ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❝♦♥t✐♥✉♠❡♥t ❞❡ v✳✮

40✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ♦♥ ❥✉st✐✜❡ ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s ❞❡ F1,2 ❡t ❞❡s r❛❝✐♥❡s fi ❞❡ S(1)
v

✸✶



✸ ❙tr❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛✐r❡s ❡t ❛♥❝✐❡♥♥❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✻

✭✈♦✐r ❜✷✮✮ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ t1,3 ❡t xν ✭✈♦✐r ❛✶✮✮ ♣♦✉r v ∈ [0, 1/19]✳ ▲❡s ♣♦s✐t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s ❞❡

t1,3 ❡t xν ❡t ❝❡❧❧❡s ❞❡ t1,3 ❡t fi ♥❡ ❝❤❛♥❣❡♥t ♣❛s ♣♦✉r v ∈ [0, 1/19]✳ ❈❡❝✐ ❥✉st✐✜❡ ❧❡s s❡♣t

♣r❡♠✐❡rs ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡✳ ■❧ ❥✉st✐✜❡ ❛✉ss✐ ❧❡ ❤✉✐t✐è♠❡

❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♣♦✉r v ≥ (13 −
√

113)/70✱ ❡t ❧❡ ❞✐①✐è♠❡ ♣♦✉r v ≤ 1/19✳

50✳ P♦✉r v ∈ [0, 1/19]✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ v ✭à s❛✈♦✐r✱ 1/5 − 2
√

7/35✮ ♣♦✉r

❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❛ x2 = s1✱ x3 = s2✱ x4 = s3 ❡t x5 = s4✳ ❈❡❝✐ rés✉❧t❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡

●❡❣❡♥❜❛✉❡r ✭✈♦✐r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✻✮ ✕ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 6v−15v2 ❞❡ x2 ❞❛♥s Sv ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

♠♦♥♦t♦♥❡ ❞❡ v ∈ [0, 1/19]✱ ❞♦♥❝ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ Sv ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ●❡❣❡♥❜❛✉❡r ♣♦✉r

✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ v✳ ❈❡❝✐ ❥✉st✐✜❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♣♦✉r v ∈ [0, 1/19]✳

60✳ P♦✉r v ∈ [1/3, 5/14] ✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡ ❥✉st✐✜❡ t♦✉s ❧❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✳ ✷

✸✳✶✳✺ ▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❉✮

◗✉❛♥❞ P = x6−x4 + bx2 +d ❛❞♠❡t ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ w✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s P (w) =

P ′(w) = 0 ✐♠♣❧✐q✉❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ b = −3w4 + 2w2✱ d = 2w6 − w4 ♦✉ w = 0✱ d = 0✳ ❉❛♥s

❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ♦♥ ♣❛r❧❡r❛ ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡ ❉✶✮✱ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡

❉✷✮✳ P♦s♦♥s r := w2✱ r ≥ 0✳ ▲❛ s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡ ❉✶✮ ♣❡✉t êtr❡ ♣❛r❛♠étr✐sé❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

Tr = x6 − x4 + (−3r2 + 2r)x2 + 2r3 − r2 .

▲❡♠♠❡ ✸✳✹ P♦✉r r ≥ 0✱ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ Tr ❡st ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ r ∈ [0, 1/2]✳

Pr❡✉✈❡ ✿

❖♥ ❛ Tr = (x2−r)2(x2+2r−1) ❡t ❧❡ ❢❛❝t❡✉r x2+2r−1 ❡st ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t

s✐ r ∈ [0, 1/2]✳ ✷

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✹ ▲❡ ❱❈ ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ Tr ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡ ❉✶✮ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡

s✉✐✈❛♥t❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ r ✿

♣♦✉r r = 0 ✱ U

( 0 , f , s , t , F , [0fst0fsl0f0] , F , t , s , f , 0 )

x1 f1 s1 t1 F1 x2 f2 s2 t2 x3 f3 s3 l1 x4 f4 x5 F2 t3 s4 f5 x6

♣♦✉r r ∈
(

0,
1

15

)

( 0 , f , s , t , F , [0f0] , s , [ftl] , s , [0f0] , F , t , s , f , 0 )

x1 f1 s1 t1 F1 x2 f2 x3 s2 f3 t2 l1 s3 x4 f4 x5 F2 t3 s4 f5 x6

♣♦✉r r =
1

15
= 0, 06666 . . . ✱ G

✸✷



✸✳✶ ❋❛♠✐❧❧❡s ❞❡ str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛✐r❡s

( 0 , f , s , t , [0Ff0] , s , [ftl] , s , [0fF0] , t , s , f , 0 )

x1 f1 s1 t1 x2 F1 f2 x3 s2 f3 t2 l1 s3 x4 f4 F2 x5 t3 s4 f5 x6

♣♦✉r r ∈
(

1

15
,
1

5

)

( 0 , f , s , t , [0f0] , F , s , [ftl] , s , F , [0f0] , t , s , f , 0 )

x1 f1 s1 t1 x2 f2 x3 F1 s2 f3 t2 l1 s3 F2 x4 f4 x5 t3 s4 f5 x6

♣♦✉r r =
1

5
= 0, 20000 . . . ✱ V

( 0 , f , s , [0tf0] , F , s , [ftl] , s , F , [0ft0] , s , f , 0 )

x1 f1 s1 x2 t1 f2 x3 F1 s2 f3 t2 l1 s3 F2 x4 f4 t3 x5 s4 f5 x6

♣♦✉r r ∈
(

1

5
,
1

3

)

( 0 , f , s , [0f0] , t , F , s , [ftl] , s , F , t , [0f0] , s , f , 0 )

x1 f1 s1 x2 f2 x3 t1 F1 s2 f3 t2 l1 s3 F2 t3 x4 f4 x5 s4 f5 x6

♣♦✉r r =
1

3
= 0, 33333 . . . ✱ E

( [0f0sf0] , t , [Fs] , [ftl] , [sF ] , t , [0fs0f0] )

x1 f1 x2 s1 f2 x3 t1 F1 s2 f3 t2 l1 s3 F2 t3 x4 f4 s4 x5 f5 x6

♣♦✉r r =

(

1

3
,
2

5

)

( [0f0] , s , f , 0 , t , F , s , [ftl] , s , F , t , 0 , f , s , [0f0] )

x1 f1 x2 s1 f2 x3 t1 F1 s2 f3 t2 l1 s3 F2 t3 x4 f4 s4 x5 f5 x6

♣♦✉r r =
2

5
= 0, 40000 . . . ✱ W

( [0f0] , s , f , [0t] , F , s , [ftl] , s , F , [t0] , f , s , [0f0] )

x1 f1 x2 s1 f2 x3 t1 F1 s2 f3 t2 l1 s3 F2 t3 x4 f4 s4 x5 f5 x6

♣♦✉r r ∈
(

2

5
,

7

15

)

( [0f0] , s , f , t , 0 , F , s , [ftl] , s , F , 0 , t , f , s , [0f0] )

x1 f1 x2 s1 f2 t1 x3 F1 s2 f3 t2 l1 s3 F2 x4 t3 f4 s4 x5 f5 x6

♣♦✉r r =
7

15
= 0, 466666 . . . ✱ Ξ

( [0f0] , s , [ft] , [0F ] , s , [ftl] , s , [F0] , [tf ] , s , [0f0] )

x1 f1 x2 s1 f2 t1 x3 F1 s2 f3 t2 l1 s3 F2 x4 t3 f4 s4 x5 f5 x6

✸✸



✸ ❙tr❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛✐r❡s ❡t ❛♥❝✐❡♥♥❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✻

♣♦✉r r ∈
(

7

15
,

9

19

)

( [0f0] , s , t , f , F , 0 , s , [ftl] , s , 0 , F , f , t , s , [0f0] )

x1 f1 x2 s1 t1 f2 F1 x3 s2 f3 t2 l1 s3 x4 F2 f4 t3 s4 x5 f5 x6

♣♦✉r r =
9

19
= 0, 47368 . . . ✱ ∆

( [0f0] , s , t , f , F , [0s] , [ftl] , [s0] , F , f , t , s , [0f0] )

x1 f1 x2 s1 t1 f2 F1 x3 s2 f3 t2 l1 s3 x4 F2 f4 t3 s4 x5 f5 x6

♣♦✉r r ∈
(

9

19
,
1

2

)

( [0f0] , s , t , f , F , s , 0 , [ftl] , 0 , s , F , f , t , s , [0f0] )

x1 f1 x2 s1 t1 f2 F1 s2 x3 f3 t2 l1 x4 s3 F2 f4 t3 s4 x5 f5 x6

♣♦✉r r =
1

2
= 0, 50000 . . . ✱ Π

( [0f0] , s , t , f , F , s , [0ftl0] , s , F , f , t , s , [0f0] )

x1 f1 x2 s1 t1 f2 F1 s2 x3 f3 t2 l1 x4 s3 F2 f4 t3 s4 x5 f5 x6

Pr❡✉✈❡ ✿

10✳ ▲✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❡st é✈✐❞❡♥t ♣♦✉r r = 0✳ P♦✉r r = 1/3 ❡t r = 1/2 ✐❧ ❞♦✐t êtr❡ ✈é✲

r✐✜é ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✳ ✭P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r r = 1/2✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ T
(1)
1/2(F1) < 0 ❡t

T
(2)
1/2(F1) < 0✱ F1 = −1/

√
15✮✳

20✳ ▲❡s r❛❝✐♥❡s ±√
r ❞❡ Tr s♦♥t ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ T (4)

r ✱ T (3)
r ✱ T (2)

r r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r ❡t s❡✉❧❡✲

♠❡♥t ♣♦✉r r = 1/15✱ 1/5 ❡t 1/3✳ P♦✉r r ∈ [0, 1/3) ∪ (1/3, 1/2] ✭r❡s♣✳ ♣♦✉r r = 1/3✮ ♦♥ ❛

T (2)
r (F1) < 0 ✭r❡s♣✳ T (2)

r (F1) = 0✮✳ ❈❡❝✐ ❥✉st✐✜❡ t♦✉s ❧❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♣♦✉r r ∈ [0, 1/3]✳

30✳ ❙✐ r > 0✱ ❛❧♦rs ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ x2 + 2r − 1 s♦♥t ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ T (2)
r ✱ T (3)

r ❡t T (4)
r r❡s✲

♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r r = 1/3✱ 2/5 ❡t 7/15✳ ▲❡s r❛❝✐♥❡s t1,3 = ±1/
√

5 ❞❡

T (3)
r s♦♥t ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ T (1)

r s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r r = 1/5 ❡t r = 7/15✳ ❈✬❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r

r = 1/3 ❡t r = 9/19 q✉❡ x2 + 2r − 1 ❡t T (2)
r ♦♥t ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❡♥ ❝♦♠♠✉♥✳ ❈❡❝✐ ❥✉st✐✜❡ t♦✉s

❧❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♣♦✉r r ∈ [1/3, 1/4]✳ ✷

▲❛ s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡ ❉✷✮ ♣❡✉t êtr❡ ♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ Ub := x6 − x4 + bx2 ❛②❛♥t

✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞♦✉❜❧❡ ❡♥ 0✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸ ▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ Ub ❡st ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ b ∈ [0, 1/4]✳

Pr❡✉✈❡ ✿

▲❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ Ub/x
2 s♦♥t é❣❛❧❡s à ±

√

1 ±
√

1 − 4b ❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s r❛❝✐♥❡s

❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ré❡❧❧❡s ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❛✉① ❞❡✉① ✐♥é❣❛❧✐tés 1 − 4b ≥ 0 ❡t 1 −
√

1 − 4b ≥ 0✱

✸✹



✸✳✶ ❋❛♠✐❧❧❡s ❞❡ str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛✐r❡s

❝✳✲à✲❞✳ à b ∈ [0, 1/4]✳ ✷

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✺ ▲❡ ❱❈ ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ Ub ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡ ❉✷✮ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡

s✉✐✈❛♥t❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ b ✿

♣♦✉r b = 0 ✱ U

( 0 , f , s , t , F , [0fst0fsl0f0] , F , t , s , f , 0 )

x1 f1 s1 t1 F1 x2 f2 s2 t2 x3 f3 s3 l1 x4 f4 x5 F2 t3 s4 f5 x6

♣♦✉r b ∈
(

0,
14

225

)

( 0 , f , s , t , F , 0 , f , s , [0ftl0] , s , f , 0 , F , t , s , f , 0 )

x1 f1 s1 t1 F1 x2 f2 s2 x3 f3 t2 l1 x4 s3 f4 x5 F2 t3 s4 f5 x6

♣♦✉r b =
14

225
= 0, 062222 . . . ✱ Θ

( 0 , f , s , t , [F0] , f , s , [0ftl0] , s , f , [0F ] , t , s , f , 0 )

x1 f1 s1 t1 F1 x2 f2 s2 x3 f3 t2 l1 x4 s3 f4 x5 F2 t3 s4 f5 x6

♣♦✉r b ∈
(

14

225
,

3

25

)

( 0 , f , s , t , 0 , F , f , s , [0ftl0] , s , f , F , 0 , t , s , f , 0 )

x1 f1 s1 t1 x2 F1 f2 s2 x3 f3 t2 l1 x4 s3 f4 F2 x5 t3 s4 f5 x6

♣♦✉r b =
3

25
= 0, 12000 . . . ✱ η

( 0 , f , s , t , 0 , [Ff ] , s , [0ftl0] , s , [fF ] , 0 , t , s , f , 0 )

x1 f1 s1 t1 x2 F1 f2 s2 x3 f3 t2 l1 x4 s3 f4 F2 x5 t3 s4 f5 x6

♣♦✉r b ∈
(

3

25
,

4

25

)

( 0 , f , s , t , 0 , f , F , s , [0ftl0] , s , F , f , 0 , t , s , f , 0 )

x1 f1 s1 t1 x2 f2 F1 s2 x3 f3 t2 l1 x4 s3 F2 f4 x5 t3 s4 f5 x6

♣♦✉r b =
4

25
= 0, 16000 . . . ✱ Γ

( 0 , f , s , [t0] , f , F , s , [0ftl0] , s , F , f , [0t] , s , f , 0 )

x1 f1 s1 t1 x2 f2 F1 s2 x3 f3 t2 l1 x4 s3 F2 f4 x5 t3 s4 f5 x6

♣♦✉r b ∈
(

4

25
,

45

196

)

( 0 , f , s , 0 , t , f , F , s , [0ftl0] , s , F , f , t , 0 , s , f , 0 )

x1 f1 s1 x2 t1 f2 F1 s2 x3 f3 t2 l1 x4 s3 F2 f4 t3 x5 s4 f5 x6

✸✺



✸ ❙tr❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛✐r❡s ❡t ❛♥❝✐❡♥♥❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✻

♣♦✉r b =
45

196
= 0, 22958 . . . ✱ Λ

( 0 , f , [s0] , t , f , F , s , [0ftl0] , s , F , f , t , [0s] , f , 0 )

x1 f1 s1 x2 t1 f2 F1 s2 x3 f3 t2 l1 x4 s3 F2 f4 t3 x5 s4 f5 x6

♣♦✉r b ∈
(

45

196
,
1

4

)

( 0 , f , 0 , s , t , f , F , s , [0ftl0] , s , F , f , t , s , 0 , f , 0 )

x1 f1 x2 s1 t1 f2 F1 s2 x3 f3 t2 l1 x4 s3 F2 f4 t3 s4 x5 f5 x6

♣♦✉r b =
1

4
= 0, 25000 . . . ✱ Π

( [0f0] , s , t , f , F , s , [0ftl0] , s , F , f , t , s , [0f0] )

x1 f1 x2 s1 t1 f2 F1 s2 x3 f3 t2 l1 x4 s3 F2 f4 t3 s4 x5 f5 x6

Pr❡✉✈❡ ✿

10✳ ▲❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♣♦✉r b = 0 ❡t b = 1/4 s♦♥t ❝❡✉① ♣♦✉r r = 0 ❡t r = 1/2 ❞❡ ❧❛

s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡ ❉✶✮✳

20✳ ▲❡s r❛❝✐♥❡s t1,3 = ±1/
√

5 ❞❡ U ′′′
b ♥❡ s♦♥t ❥❛♠❛✐s ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ U ′

b✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❝♦♥tr❛✐r❡

✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ b = 7/25 6∈ [0, 1/4]✳ ▲❡s r❛❝✐♥❡s F1,2 = ±1/
√

15 ❞❡ U
(4)
b s♦♥t ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡

U ′
b s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r b = 3/25✳ P♦✉r b = 0 ✭❞✬♦ù✱ ♣♦✉r b ∈ [0, 3/25) ❛✉ss✐✮ ♦♥ ❛ F1 < f2 ❡t

F2 > f4✱ ♣♦✉r b = 1/4 ✭❞✬♦ù✱ ♣♦✉r b ∈ (3/25, 1/4] ❛✉ss✐✮ ♦♥ ❛ F1 > f2 ❡t F2 < f4✳

30✳ P♦✉r b ∈ [0, 1/4] ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r s✐♠♣❧❡ ❞❡ b ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s x2✱ x5 ❞❡

Ub s♦♥t ❛✉ss✐ ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ U ′′
b ✭r❡s♣✳ U ′′′

b ✱ r❡s♣✳ ❞❡ U
(4)
b ✮✱ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❡st 45/196 ✭r❡s♣✳

4/25✱ r❡s♣✳ 14/225✮✳ ❈❡❝✐ ❞♦✐t êtr❡ ✈ér✐✜é ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ s❡ ❞é❞✉✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t

à ♣❛rt✐r ❞❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♣♦✉r b = 0 ❡t b = 1/4 ❡t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s

0 < 14/225 < 3/25 < 4/25 < 45/196 < 1/4✳ ✷

✸✳✷ ❙tr❛t❡s ❛♥❝✐❡♥♥❡s

❖♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ❞❡s str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ P❍ ❞❡ ❞❡❣ré 6 ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t

✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ❞❡ ❞❡❣ré ♣❧✉s ❜❛s✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s

❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❞✐s♦♥s ✧✐♥té❣r❡r ✉♥❡ str❛t❡✧ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ✧✐♥té❣r❡r ✉♥ P❍ ❞é✜♥✐ss❛♥t

❝❡tt❡ str❛t❡✧✳

■❧ ② ❛ ❞❡✉① str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧❡s ❞❡ ❞❡❣ré 4✳ ◆♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s ❧✬❛rr❛♥❣❡✲

♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ♣❛r ✉♥❡ ❧❡ttr❡ ❡t ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ P❍ q✉✐ ré❛❧✐s❡♥t ❝❡s

✸✻



✸✳✷ ❙tr❛t❡s ❛♥❝✐❡♥♥❡s

str❛t❡s ✿

A : ( [0f0] , s , [ft] , s , [0f0] ) x4 − x2 +
1

4
=

(

x2 − 1

2

)2

B : ( 0 , f , [0s] , [ft] , [s0] , f , 0 ) x4 − x2 +
5

36

✭❧❛ str❛t❡ B ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ●❡❣❡♥❜❛✉❡r ❞❡ ❞❡❣ré 4✮✳

■❧ ② ❛ tr♦✐s str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧❡s ❞❡ ❞❡❣ré 5 ✿

Σ : ( 0 , f , s , [0t] , f , [0sF ] , f , [t0] , s , f , 0 ) x5 − x3 +
9

100
x

Φ : ( 0 , f , [0s] , t , f , [0sF ] , f , t , [s0] , f , 0 ) x5 − x3 +
21

100
x

F : ( [0f0] , s , [ft] , [0sF ] , [tf ] , s , [0f0] ) x5 − x3 +
1

4
x

✭❧❛ str❛t❡ Φ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ●❡❣❡♥❜❛✉❡r ❞❡ ❞❡❣ré 5✮✳

❆✮ ❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ✭✉♥❡ ❢♦✐s✱ ♣❛s ❞❡✉① ❢♦✐s✮ ❧❛ str❛t❡ A✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ♦❜t❡♥✐r ✉♥ P❍

♣❛r❝❡ q✉✬♦♥ ❛ (x2 − 1/2)2 ≥ 0 ❛✈❡❝ é❣❛❧✐té s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r x = ±1/
√

2✳

❇✮ ❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ✭✉♥❡ ❢♦✐s✮ ❧❛ str❛t❡ B✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ str❛t❡ F ✳ ❈❡❝✐ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡✲

♠❡♥t ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① str❛t❡s✳ ▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ F := x5 − x3 + x/4 ✭ré❛❧✐s❛♥t ❧❛ str❛t❡ F ✮

❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❛ ♠✉t❧✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ③ér♦ ❞✬✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞✉

♣♦❧②♥ô♠❡ (x2 − 1/2)2 ✭ré❛❧✐s❛♥t ❧❛ str❛t❡ B✮✳ ❚♦✉t❡ t❡❧❧❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ F + c✱

♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r c = 0 ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ P❍✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r c = 0 ♦♥ ❛ ✉♥ ③ér♦ ❞♦✉❜❧❡ ❡♥

−1/
√

2 ✭✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧✮ ❡t ❡♥ 1/
√

2 ✭✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧✮✱ ❞✬♦ù✱ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❞✬❛✉tr❡s

✈❛❧❡✉rs ❞❡ c✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✳

❈✮ ❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ❧❛ str❛t❡ F ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ str❛t❡ E✱ ✈♦✐r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡

D1) ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✶✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ S(M2) := (x2 − 1/3)3

❛②❛♥t ❞❡s r❛❝✐♥❡s tr✐♣❧❡s ♣♦✉r x = ±1/
√

3✳ ❚♦✉t❡ ❛✉tr❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ S(M2)+c✱

❡t s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r c = 0 ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ P❍✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ E ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ str❛t❡ ❛♥❝✐❡♥♥❡

❞❡ ❞❡❣ré 6 ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ❞❡✉① ❢♦✐s ❧❛ str❛t❡ B✳ ❈✬❡st ❛✉ss✐ ❧❛ s❡✉❧❡ str❛t❡ ❛♥❝✐❡♥♥❡

❞❡ ❞❡❣ré 6 ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❛ str❛t❡ F ✳

❉✮ ❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ❧❛ str❛t❡ Φ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✭s❡❧♦♥ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥✮ ✉♥❡ ❞❡s str❛t❡s

s✉✐✈❛♥t❡s ré❛❧✐s❛❜❧❡s ♣❛r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s x6 − x4 +
7

25
x2 + ν✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s

❧❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts s✉✐✈❛♥ts ✿

♣♦✉r ν = ν0 = −0.02400, V

( 0 , f , s , [0tf0] , F , s , [ftl] , s , F , [0ft0] , s , f , 0 )

x1 f1 s1 x2 t1 f2 x3 F1 s2 f3 t2 l1 s3 F2 x4 f4 t3 x5 s4 f5 x6

♣♦✉r ν ∈ (ν0, ν1)

✸✼



✸ ❙tr❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛✐r❡s ❡t ❛♥❝✐❡♥♥❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✻

( 0 , f , s , 0 , [ft] , 0 , F , s , [ftl] , s , F , 0 , [tf ] , 0 , s , f , 0 )

x1 f1 s1 x2 f2 t1 x3 F1 s2 f3 t2 l1 s3 F2 x4 f4 t3 x5 s4 f5 x6

♣♦✉r ν = ν1 = −0.018582, ζ

( 0 , f , [0s] , [ft] , 0 , F , s , [ftl] , s , F , 0 , [tf ] , [s0] , f , 0 )

x1 f1 x2 s1 f2 t1 x3 F1 s2 f3 t2 l1 s3 F2 x4 t3 f4 s4 x5 f5 x6

♣♦✉r ν ∈ (ν1, ν2)

( 0 , f , 0 , s , [ft] , 0 , F , s , [ftl] , s , F , 0 , [tf ] , s , 0 , f , 0 )

x1 f1 x2 s1 f2 t1 x3 F1 s2 f3 t2 l1 s3 F2 x4 t3 f4 s4 x5 f5 x6

♣♦✉r ν = ν2 = −0.014518, Ξ

( [0f0] , s , [ft] , [0F ] , s , [ftl] , s , [F0] , [tf ] , s , [0f0] )

x1 f1 x2 s1 f2 t1 x3 F1 s2 f3 t2 l1 s3 F2 x4 t3 f4 s4 x5 f5 x6

❊✮ ❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ❧❛ str❛t❡ Σ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✭s❡❧♦♥ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥✮ ✉♥❡ ❞❡s str❛t❡s

ré❛❧✐s❛❜❧❡s ♣❛r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s x6 − x4 +
3

25
x2 + λ✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ❛rr❛♥✲

❣❡♠❡♥ts s✉✐✈❛♥ts ✿

λ0 = − 13

3375
, λ1 = −(5 − 2

√
5)3

15625
+

(5 − 2
√

5)2

625
− 3

125
+

6
√

5

625
, λ2 = 0

♣♦✉r λ = λ0 = −0.003851, G

( 0 , f , s , t , [0fF0] , s , [ftl] , s , [0Ff0] , t , s , f , 0 )

x1 f1 s1 t1 x2 f2 F1 x3 s2 f3 t2 l1 s3 x4 F2 f4 x5 t3 s4 f5 x6

♣♦✉r λ ∈ (λ0, λ1)

( 0 , f , s , t , 0 , [fF ] , 0 , s , [ftl] , s , 0 , [Ff ] , 0 , t , s , f , 0 )

x1 f1 s1 t1 x2 f2 F1 x3 s2 f3 t2 l1 s3 x4 F2 f4 x5 t3 s4 f5 x6

♣♦✉r λ = λ1 = −0.002097, ξ

( 0 , f , s , t , 0 , [Ff ] , [0s] , [ftl] , [s0] , [fF ] , 0 , t , s , f , 0 )

x1 f1 s1 t1 x2 F1 f2 x3 s2 f3 t2 l1 s3 x4 f4 F2 x5 t3 s4 f5 x6

♣♦✉r λ ∈ (λ1, λ2)

( 0 , f , s , t , 0 , [fF ] , s , 0 , [ftl] , 0 , s , [Ff ] , 0 , t , s , f , 0 )

x1 f1 s1 t1 x2 f2 F1 s2 x3 f3 t2 l1 x4 s3 F2 f4 x5 t3 s4 f5 x6

♣♦✉r λ = λ2 = 0, η

( 0 , f , s , t , 0 , [Ff ] , s , [0ftl0] , s , [fF ] , 0 , t , s , f , 0 )

x1 f1 s1 t1 x2 F1 f2 s2 x3 f3 t2 l1 x4 s3 f4 F2 x5 t3 s4 f5 x6

❋✮ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ str❛t❡ ❛♥❝✐❡♥♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré ✻ ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ✉♥❡ str❛t❡ ❞❡

❞❡❣ré 5 ❛✈❡❝ ✉♥ ❱▼ (1, 2, 2)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞✬✉♥ P❍ ❡st

✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡✳ ❉♦♥❝ ❧❡ ❱▼ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡

❞❡❣ré ✻ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ (3, 3) q✉✐ ❛♣rès ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❱▼ (2, 1, 2)✱ ❡t ♣❛s (1, 2, 2)✳ ❯♥

r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t s❡♠❜❧❛❜❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①❝❧✉r❡ ❧❡s ❱▼s (2, 2, 1)✱ (2, 3) ❡t (3, 2)✳ ▲❡ ❱▼ (2, 1, 2)

❞♦♥♥❡ ♣❛r ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❧❡ ❱▼ (3, 3) q✉✐ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥ P❍ ♣❛✐r ✭✈✐❛ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❛✣♥❡
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✸✳✷ ❙tr❛t❡s ❛♥❝✐❡♥♥❡s

❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ s❛ ❞ér✐✈é❡ ❞♦✐t êtr❡ ✉♥ P❍ ✐♠♣❛✐r✱ ❝✳✲à✲❞✳ ✉♥ s❡✉❧ P❍

❞❡ ❞❡❣ré 5 ❞♦♥♥❡ ♣❛r ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ✉♥❡ str❛t❡ s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡ ❛♥❝✐❡♥♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré 6✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✹ ▲❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s str❛t❡s B ❡t F ✱ ✈♦✐r B)✱ s❡♠❜❧❡ êtr❡ ❝♦♥tr❛✐r❡ à

❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥ ✕ ♦♥ s✬❛tt❡♥❞r❛✐t à ❝❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❞✬✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡ G4

s♦✐❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡t q✉✬✐❧ ② ❛✐t ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣♦✉r

❧❡q✉❡❧ ❝❡tt❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❡st ✉♥ P❍✳ ✭❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ str❛t❡ Φ✱ ✈♦✐r ❉✮✱ ♦✉ ❞❡ Σ✱ ✈♦✐r

❊✮✮✳ ■❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❝❡tt❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❡st ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✳ P♦✉rt❛♥t✱

❧❡s str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s s✉r✈✐❡♥♥❡♥t ❞❛♥s ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s q✉❛♥❞ ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞✬✉♥ P❍ ❡t

❞❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s s❛t✐s❢♦♥t ❝❡rt❛✐♥❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✱ ❡t ❞♦♥❝ ✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ✐♥t✉✐t✐❢

❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ à ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❣é♥ér✐q✉❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ré❡❧s ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs

❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ✐❝✐✳ ❈✬❡st ❧❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ str❛t❡s ❛♥❝✐❡♥♥❡s ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡s

❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❉✮ ❡t ❊✮ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❡♥ ❞❡❣ré 6 ❡t ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣rés❡♥t❡s

❡♥ ❞❡❣ré 5✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✶ ▲❛ str❛t❡ U ✭✈♦✐r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❱❈ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✹✮ ❡st

❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s ♣❛✐r❡ ❡t ❛♥❝✐❡♥♥❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✉ P❍ ✐♠♣❛✐r x3(x2−1)

❞❡ ❞❡❣ré 5 s✉✐✈✐❡ ❞✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❡t ❞✬✉♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡

❝♦♥st❛♥t❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ③ér♦✳ ▲❛ q✉❛♥t✐té ̺ ♣♦✉r ❝❡tt❡ str❛t❡ ❡st é❣❛❧❡ à 6 ✕ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r

❧❡ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞❛♥s π(Stλ) ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s tr♦✐s é❣❛❧✐tés x2 = x3 =

x4 = x5 ❡t ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té l1 = x2✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞❡ PPR

n ✱

♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡s ❞✐① é❣❛❧✐tés x2 = f2 = s2 = t2 = x3 = f3 = s3 = l1 = x4 = f4 = x5✳

❈❡tt❡ str❛t❡ ❡st tr✐✈✐❛❧❡ ✕ t♦✉t❡s ❧❡s é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ ❞❡s r❛❝✐♥❡s rés✉❧t❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡

❞✬✉♥❡ r❛❝✐♥❡ q✉❛❞r✉♣❧❡ ❡♥ 0 ❡t ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té l1 = x2✳ ▲✬é❣❛❧✐té l1 = x2 ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡s

é❣❛❧✐tés x2 = x3 = x4 = x5✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧✬❡①é❞❡♥t ̺ ❞❡s é❣❛❧✐tés ❡st ❞û s❡✉❧❡♠❡♥t à ❧❛ r❛❝✐♥❡

♠✉❧t✐♣❧❡ ❡♥ 0✳
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✸ ❙tr❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛✐r❡s ❡t ❛♥❝✐❡♥♥❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✻
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❈❤❛♣✐tr❡ ✹

▼❛tr✐❝❡ ❞❡ ❙②❧✈❡st❡r

✹✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❦è♠❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❙②❧✈❡st❡r

❙♦✐❡♥t P ❡t Q ❞❡✉① ♣♦❧②♥ô♠❡s ♥♦♥ ♥✉❧s à ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❞❡ ❞❡❣rés r❡s♣❡❝t✐❢s p ❡t q✳ ❙♦✐t

P ✿❂
p
∑

j=0

ajx
j✱ Q ✿❂

q
∑

j=0

bjx
j✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❙②❧✈❡st❡r S1(P, Q) ❛ss♦❝✐é❡ à P ❡t Q ❡st ❧❛ ♠❛✲

tr✐❝❡ ❝❛rré❡ (p + q) × (p + q) ❞é✜♥✐❡ ❛✐♥s✐ ✿

✶✮ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❡st ❢♦r♠é❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ P ✱ s✉✐✈✐s ❞❡ ✵ ✿

(ap, ap−1, . . . , a0, 0, . . . , 0) ❀

✷✮ ▲❡s q ♣r❡♠✐èr❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ S1(P, Q) s♦♥t ❞✐t❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ P ✱ ❧❡s p ❞❡r♥✐èr❡s ❧✐❣♥❡s s♦♥t

❞✐t❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ Q✳

✸✮ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ P à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡

❡♥ ❧❛ ❞é♣❧❛ç❛♥t ♣❛r ❞❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❝✐r❝✉❧❛✐r❡s ✈❡rs ❧❛ ❞r♦✐t❡✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡

P ✈❛✉t ✿ (0, ap, ap−1, . . . , a0, 0, . . . , 0) ❀

✹✮ ❧❛ (q + 1)è♠❡ ❧✐❣♥❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ Q✮ ❡st ❢♦r♠é❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡

Q✱ s✉✐✈✐s ❞❡ ✵ ✿

(bq, bq−1, . . . , b0, 0, . . . , 0) ❀

✺✮ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ Q à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡

❡♥ ❧❛ ❞é♣❧❛ç❛♥t ♣❛r ❞❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❝✐r❝✉❧❛✐r❡s ✈❡rs ❧❛ ❞r♦✐t❡✳

✹✶



✹ ▼❛tr✐❝❡ ❞❡ ❙②❧✈❡st❡r

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✶ P♦✉r p = 4✱ q = 3 ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ S1(P, Q) ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ✿

S1(P, Q) =



























a4 a3 a2 a1 a0 0 0

0 a4 a3 a2 a1 a0 0

0 0 a4 a3 a2 a1 a0

b3 b2 b1 b0 0 0 0

0 b3 b2 b1 b0 0 0

0 0 b3 b2 b1 b0 0

0 0 0 b3 b2 b1 b0



























❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷ P♦✉r k = 2, . . . , min(p, q) ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❦è♠❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❙②❧✈❡st❡r Sk(P, Q)

❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❞❡ Sk−1(P, Q) ❡♥ ❡♥❧❡✈❛♥t ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ P ❡t ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❧✐❣♥❡

❞❡ Q ❡t ❧❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐èr❡s ❝♦❧♦♥♥❡s✳ ❙♦✐t ∆k(P, Q) = det(Sk(P, Q))✳ P♦✉r k = 1 ❝✬❡st ❧❡

rés✉❧t❛♥t ❞❡ P ❡t Q ✭❞és✐❣♥é ♣❛r Res(P, Q)✮✳

❆✐♥s✐ Sk(P, Q) ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡ (p + q + 2 − 2k) × (p + q + 2 − 2k)✳ P♦✉r p = 4✱ q = 3 ♦♥ ❛

S2(P, Q) =

















a4 a3 a2 a1 a0

0 a4 a3 a2 a1

b3 b2 b1 b0 0

0 b3 b2 b1 b0

0 0 b3 b2 b1

















, S3(P, Q) =







a4 a3 a2

b3 b2 b1

0 b3 b2






.

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶ ▲❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s P ❡t Q ♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t m r❛❝✐♥❡s ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ❝♦♠♣té❡s

❛✈❡❝ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ∆1(P, Q) = · · · = ∆m(P, Q) = 0 6= ∆m+1(P, Q)✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✹ ❞❛♥s ❬✹❪✳

▲✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ♠♦♥tr❡ ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛♥ts ❡t ❧❡s s♦✉s✲rés✉❧t❛♥ts ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t

❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✷ P♦✉r n = 5 ❧❡s ❞❡✉① é❣❛❧✐tés ∆1(P
(1), P (3)) = ∆2(P

(1), P (3)) = 0 (∗∗)
s✐❣♥✐✜❡♥t q✉✬✐❧ ② ❛ ❞❡✉① r❛❝✐♥❡s ❝♦♠♠✉♥❡s ♣♦✉r P (1) ❡t P (3)✳ ❈❡s ❞❡✉① é❣❛❧✐tés s♦♥t ❞❡ ❧❛

❢♦r♠❡

∆1(P
(1), P (3)) := 810000 − 6480000b − 5184000a2 + 12960000b2 = 0✱

∆2(P
(1), P (3)) := −432000a = 0

❡❧ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬é❣❛❧✐té ∆1(P
(2), P (4)) := −34560000a = 0✳ ❈❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❛

♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① r❛❝✐♥❡s ❝♦♠♠✉♥❡s ♣♦✉r P (1) ❡t P (3) ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ r❛❝✐♥❡

❝♦♠♠✉♥❡ ♣♦✉r P (2) ❡t P (4)✳ ▲❡s é❣❛❧✐tés

∆1(P
(1), P (3)) = ∆2(P

(1), P (3)) = ∆1(P
(2), P (4)) = 0

✹✷



✹✳✷ ◆♦t❛t✐♦♥

s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ♣♦✉r ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ x5 − x3 + x/4 ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❛ str❛t❡ s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡ ♥♦♥✲

tr✐✈✐❛❧❡ F ✱ ✈♦✐r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✷ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✻✳ ❖❜s❡r✈♦♥s q✉❡ ❝✬❡st ❧❡ s❡✉❧ P❍

♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡s é❣❛❧✐tés (∗∗) ♦♥t ❧✐❡✉ ✭t♦✉s ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s x5 − x3 + x/4 + c, c ∈ R
∗✱ ♣♦✉r

❧❡sq✉❡❧s ❧❡s é❣❛❧✐tés (∗∗) s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✱ s♦♥t ♥♦♥✲❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s✮✳

✹✳✷ ◆♦t❛t✐♦♥

❖♥ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✲

♠✐èr❡ ❡t ❞❛♥s ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡t ❧❛ q✉❛tr✐è♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ t❡①t❡✳

❆✐♥s✐ ❙✐❣♠❛❬✐❪ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ S1(P, P (i)) ✭i = 1, . . . , 5)✱ t❛♥❞✐s q✉❡ s✐❣♠❛❬✐❪ ❞és✐❣♥❡

∆1(P, P (i)) = det(S1(P, P (i))) ❡t❝. . .

▲❛ t❛❜❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ i ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❝❛s ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré

✻✳ ❊♥ ❝❛s ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✺ ✐❧ ❢❛✉t s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡s ❞❡r♥✐èr❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ i

❞❛♥s ❧❡s tr♦✐s ♣r❡♠✐èr❡s ❧✐❣♥❡s✱ ✭❝✳✲à✲❞✳ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✺✱ ✹ ❡t ✸✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❑❛♣♣❛❬✷❪✱ ❙✐❣♠❛✸❬✷❪✱

❙✐❣♠❛✷❬✸❪✱ ❙✐❣♠❛✶❬✹❪✱ ❉❡❧t❛✷❬✷❪✱ ❉❡❧t❛✶❬✸❪ ❡t ▲❛♠❜❞❛✶❬✷❪✳

❙✐❣♠❛❬✐❪ S1(P, P (i)) s✐❣♠❛❬✐❪ ∆1(P, P (i))

i = 1, . . . , 5

❉❡❧t❛❬✐❪ S1(P
(1), P (i+1)) ❞❡❧t❛❬✐❪ ∆1(P

(1), P (i+1))

i = 2, 3, 4

▲❛♠❜❞❛❬✐❪ S1(P
(2), P (i+2)) ❧❛♠❜❞❛❬✐❪ ∆1(P

(2), P (i+2))

i = 2, 3

❑❛♣♣❛❬✷❪ S1(P
(3), P (5)) ❦❛♣♣❛❬✐❪ ∆1(P

(3), P (5))

❙✐❣♠❛✶❬✶❪ S2(P, P (1)) s✐❣♠❛✶❬✶❪ ∆2(P, P (1))

❙✐❣♠❛✷❬✶❪ S3(P, P (1)) s✐❣♠❛✷❬✶❪ ∆3(P, P (1))

❙✐❣♠❛✶❬✷❪ S2(P, P (2)) s✐❣♠❛✶❬✷❪ ∆2(P, P (2))

❙✐❣♠❛✷❬✷❪ S3(P, P (2)) s✐❣♠❛✷❬✷❪ ∆3(P, P (2))

❙✐❣♠❛✸❬✷❪ S4(P, P (2)) s✐❣♠❛✸❬✷❪ ∆4(P, P (2))

❙✐❣♠❛✶❬✸❪ S2(P, P (3)) s✐❣♠❛✶❬✸❪ ∆2(P, P (3))

❙✐❣♠❛✷❬✸❪ S3(P, P (3)) s✐❣♠❛✷❬✸❪ ∆3(P, P (3))

❙✐❣♠❛✶❬✹❪ S2(P, P (4)) s✐❣♠❛✶❬✹❪ ∆2(P, P (4))

❉❡❧t❛✶❬✷❪ S2(P
(1), P (3)) ❞❡❧t❛✶❬✷❪ ∆2(P

(1), P (3))

❉❡❧t❛✷❬✷❪ S3(P
(1), P (3)) ❞❡❧t❛✷❬✷❪ ∆3(P

(1), P (3))

❉❡❧t❛✶❬✸❪ S2(P
(1), P (4)) ❞❡❧t❛✶❬✸❪ ∆2(P

(1), P (4))

▲❛♠❜❞❛✶❬✷❪ S2(P
(2), P (4)) ❧❛♠❜❞❛✶❬✷❪ ∆2(P

(2), P (4))

✹✸



✹ ▼❛tr✐❝❡ ❞❡ ❙②❧✈❡st❡r

✹✳✸ ❙tr❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ❞❡ ❞❡❣ré 5 ✭r❡s♣✳ 6✮ ❛✈❡❝ ❛✉

♠♦✐♥s 4 ✭r❡s♣✳ ❛✉ ♠♦✐♥s 5✮ é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s

❉❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ❞❡✉① t❤é♦rè♠❡s s✉✐✈❛♥ts✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷ ❚♦✉t ✐❞é❛❧ I 6= 0 ❛❞♠❡t ✭♣♦✉r ✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧ ❞❡s ♠♦♥ô♠❡s ❞♦♥♥é✮ ✉♥❡

✉♥✐q✉❡ ❜❛s❡ ❞❡ ●rö❜♥❡r ré❞✉✐t❡✳

P♦✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡✱ ✈♦✐r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ 6 ❞❛♥s ❬✺❪✳ ❈✬❡st ❝❡tt❡ ❜❛s❡ ❞❡ ●rö❜♥❡r

ré❞✉✐t❡ q✉✐ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❢♦r♠❡❧ ▼❛♣❧❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸ ❙♦✐t

(S)



















p1(x1, . . . , xn) = 0
✳✳✳

pq(x1, . . . , xn) = 0

✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ❡t s♦✐t I ❧✬✐❞é❛❧ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r p1, . . . , pq ❡t G ✉♥❡ ❜❛s❡

❞❡ ●rö❜♥❡r ❞❡ ❝❡t ✐❞é❛❧✳ ❆❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ (S) ❛ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✶ /∈ G✳

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧❡s ❝❛s ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✺ ❡t ✻✳

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s P❍ P ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ② ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s q✉❛tr❡ ✭r❡s♣✳ ❝✐♥q✮ é❣❛❧✐tés ✐♥❞é♣❡♥✲

❞❛♥t❡s ❡♥tr❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ P ✱ P (1)✱ . . .✱ P (4) ✭r❡s♣✳ P ✱ P (1)✱ . . .✱ P (5)✮✳ ◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ♥♦tr❡

♠ét❤♦❞❡ ♣❛r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣rés❡♥tés s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ à ❧❛

✜♥ ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ P ❞❡ ❞❡❣ré ✻ t❡❧ q✉❡ P ❡t P (2) ♦♥t ❛✉ ♠♦✐♥s

❞❡✉① r❛❝✐♥❡s ❝♦♠♠✉♥❡s ✭❝♦♠♣té❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té✮✱ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r P (1) ❡t P (3)✳ ❖♥

s✉♣♣♦s❡ ❛✉ss✐ q✉❡ P ❡t P (4) ♦♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❡♥ ❝♦♠♠✉♥✳ P❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✱

❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧❡s s✉✐✈❛♥t ❞♦✐t ❛✈♦✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡ ✭❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s

✐♥❝♦♥♥✉❡s s♦♥t ❧❡s q✉❛tr❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts aj ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✷✳✹✳✶✮✱ ✈♦✐r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✻✮ ✿

∆1(P, P (2)) = ∆2(P, P (2)) = ∆1(P
(1), P (3)) = ∆2(P

(1), P (3)) = ∆1(P, P (4)) = 0 ✭✹✳✸✳✶✮

❉és✐❣♥♦♥s ♣❛r I ❧✬✐❞é❛❧ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ∆1(P, P (2))✱ ∆2(P, P (2))✱ ∆1(P
(1), P (3))✱ ∆2(P

(1), P (3))

❡t ∆1(P, P (4)) ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡s q✉❛tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s a0✱ a1✱ a2✱ a3✱ q✉✬♦♥ ❞és✐❣♥❡

♣❛r d✱ c✱ b✱ a✳ ❝✳✲à✲❞✳ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ P := x6 − x4 + ax3 + bx2 + cx + d✳

❖♥ tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ●rö❜♥❡r ❞❡ I✳ ❙✐ ❧❡ ♠♦♥ô♠❡ 1 ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❝❡tt❡ ❜❛s❡✱ ❧❡ s②stè♠❡

✭✹✳✸✳✶✮ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✈♦✐r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✮✳ ❙✐♥♦♥✱ ♦♥ rés♦✉❞ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s

❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ●rö❜♥❡r✱ ❝✳✲à✲❞✳ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❧❡s q✉❛❞r✉♣❧❡ts (d, c, b, a)

q✉✐ s♦♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s P (j)✱ j = 0, . . . , 5 q✉✬✐❧s

❞é✜♥✐ss❡♥t✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ ❝❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡t ♦♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❣❛❧✐tés

❡♥tr❡ ❝❡s r❛❝✐♥❡s✳ ❙✐ ❝❡ ♥♦♠❜r❡ ❡st s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à ✺✱ ♦♥ à tr♦✉✈é ❛❧♦rs ✉♥❡ str❛t❡

s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡✳ ❉♦♥❝ ♦♥ ❞♦✐t ❝❤❡r❝❤❡r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré ✻ ❛②❛♥t ❛✉ ♠♦✐♥s

✹✹



✹✳✸ ❙tr❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ❞❡ ❞❡❣ré 5 ✭r❡s♣✳ 6✮ ❛✈❡❝ ❛✉ ♠♦✐♥s 4 ✭r❡s♣✳ ❛✉ ♠♦✐♥s 5✮
é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s

✺ é❣❛❧✐tés ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❢♦r♠é❡s ♣❛r ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ P (j)✱ j = 0, . . . , 5✳ P♦✉r ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s

❞❡ ❞❡❣ré ✺ ♦♥ ♣r♦❝è❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✳

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❛r A, B, . . . , J ✳ ❉❛♥s ❧❛

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ A5, B5, . . . , J5✱ r❡s♣✳ A6, B6, . . . , J6✱

♣♦✉r ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ❝❛s ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✺ ❡t ✻✳

❖♥ s❡ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ A6 ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ été ✐♥tr♦✲

❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✷✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❞♦♥♥❡r❛ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡s

♦ù ♦♥ ❛ ♣❧✉s ❞❡ ✺ é❣❛❧✐té❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ▲❡s ❝❛s s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✹✳✸✳✶✮✳ ▲❡ s❡✉❧

❝❛s q✉❛♥❞ ♦♥ ❞♦✐t s✬♦❝❝✉♣❡r ❞❡ S4(., .) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ●❡❣❡♥❜❛✉❡r G6 q✉✐ ❡st

♣❛✐r ❡t ♦♥ ♥❡ ❧❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣❛s ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❛r ♦♥ ❡♥ ❛ ♣❛r❧é ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✷✳

❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ B ♦♥ tr♦✉✈❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ●rö❜♥❡r ❞❡ ❧✬✐❞é❛❧ I✳ ❉és♦r♠❛✐s ❝✬❡st ❧❛ ❜❛s❡

q✉✐ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡ ❧✬✐❞é❛❧ I ❡t q✉✐ ❞é✜♥✐t ❧❡ s②stè♠❡ à rés♦✉❞r❡✳ ❙✐ ❧❛ ❜❛s❡

❞❡ ●rö❜♥❡r ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ ♠♦♥ô♠❡ ✶✱ ❝❡❝✐ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ✭✹✳✸✳✶✮ ♥✬❛

❛✉❝✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❞♦♥❝ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ♣❛s à ✉♥ t❡❧ ❝❛s✳ ❖♥ ❡①❝❧✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝❛s ♦ù

❧✬✐❞é❛❧ I ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts a ❡t c ❀ ❞❛♥s ❞❡s t❡❧❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré

✺ ❡st ✐♠♣❛✐r❡✱ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré ✻ ❡st ♣❛✐r ❡t ✐❧ ❢❛✉t ✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳

▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡●r♦❡❜♥❡r❬❙♦❧✈❡❪ ✭✈♦✐r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❈✮ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ❜❛s❡s ❞❡ ●rö❜♥❡r ré❞✉✐t❡s

♣♦✉r ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡✳ ❙✐ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜❛s❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❛ ❡t ❝✱ ❞♦♥❝

❞❡ t❡❧s ❝❛s s♦♥t à ❡①❝❧✉r❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❇✳

❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❉✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✑s♦❧✈❡✑ ❛✉① s②stè♠❡s ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧❡s ❜❛s❡s ❞❡

●rö❜♥❡r s✐♠♣❧✐✜é❡s q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❛s été ❡①❝❧✉s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❈✳ ❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱▼❛♣❧❡ ♥❡

❞♦♥♥❡ ♣❛s ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✱ ♠❛✐s ♣r♦❞✉✐t ♣❧✉tôt ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s

♣❧✉s s✐♠♣❧❡s ❞♦♥t ❧❡s r❛❝✐♥❡s s♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ a, b, c ✭r❡s♣✳ a, b, c, d✮✳ ❈❡s s②stè♠❡s s♦♥t

rés♦❧✉s ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡✈❛❧❢ ✭❛❧❧✈❛❧✉❡s ✭✳✮✮✳

❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❊ ♦♥ tr♦✉✈❡ sé♣❛ré♠❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s a, b, c ✭r❡s♣✳

a, b, c, d✮✳ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ♦♥ tr♦✉✈❡✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❖♥

♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❋ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs✱ ❡♥ ❡①❝❧✉❛♥t ❧❡s

tr✐♣❧❡ts ✭r❡s♣✳ ❧❡s q✉❛❞r✉♣❧❡ts✮ q✉✐ s❡ ré♣èt❡♥t✳

❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ● ♦♥ tr♦✉✈❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s P ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❧❡s tr✐♣❧❡ts ✭r❡s♣✳

❧❡s q✉❛❞r✉♣❧❡ts✮ r❡st❛♥ts✳ ❖♥ ❡①❝❧✉t ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❛②❛♥t ❞❡s ③ér♦s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❝✳✲à✲❞✳ ♦♥

❡①❝❧✉t ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ♥♦♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s✳

❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❍ ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ❞❡ ❝❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s r❡st❛♥t P s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s

r❛❝✐♥❡s ❞✉ q✉❛❞r✉♣❧❡t ✭r❡s♣✳ q✉✐♥t✉♣❧❡t✮ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s P (j)✱ j = 0, . . . , 5 s♦♥t tr♦✉✈é❡s✳

❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ■✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ ❝❡s r❛❝✐♥❡s ❡st tr♦✉✈é✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ♦♥ ❛ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❣❛❧✐tés ≥ 4 ✭r❡s♣✳ ≥ 5✮✱ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡

❞✬é❣❛❧✐tés s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❏✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✿

P♦✉r n = 5 ✐❧ ② ❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t 3 str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ❛✈❡❝ ❛✉ ♠♦✐♥s q✉❛tr❡ é❣❛❧✐tés

❡♥tr❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s✳ ❊❧❧❡s s♦♥t t♦✉t❡s ✐♠♣❛✐r❡s✱ ❛✉❝✉♥❡ ♥✬❡st tr✐✈✐❛❧❡ ❡t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❡st ❛♥❝✐❡♥♥❡✱

✹✺



✹ ▼❛tr✐❝❡ ❞❡ ❙②❧✈❡st❡r

♥♦t❛♠♠❡♥t✱ F ✱ ✈♦✐r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳

P♦✉r n = 6 ✐❧ ② ❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t 19 str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ❛✈❡❝ ❛✉ ♠♦✐♥s ❝✐♥q é❣❛❧✐tés

❡♥tr❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s✳ ❊❧❧❡s s♦♥t t♦✉t❡s ♣❛✐r❡s✱ ❛✉❝✉♥❡ ♥✬❡st tr✐✈✐❛❧❡ ❡t 7 ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s s♦♥t

❛♥❝✐❡♥♥❡s✳ ▲❡s 19 str❛t❡s s♦♥t ❞✬é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✶ ❡t ❧❡s 7 str❛t❡s ❛♥❝✐❡♥♥❡s

❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✷✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡s ✑st❛t✐♦♥s✑ ❞❡ ♠étr♦ ❛✉tr❡s q✉❡ U ✱ ✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✳

✹✻



✹✳✸ ❙tr❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ❞❡ ❞❡❣ré 5 ✭r❡s♣✳ 6✮ ❛✈❡❝ ❛✉ ♠♦✐♥s 4 ✭r❡s♣✳ ❛✉ ♠♦✐♥s 5✮
é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s

P❛rt✐❡ ❆✺

✞ ☎

✶ ✇✐t❤✭❧✐♥❛❧❣✮✿

✷ ✇✐t❤✭●r♦❡❜♥❡r✮✿

✸ ❢❬✵❪✿❂①❫✺✲①❫✸✰❛✯①❫✷✰❜✯①✰❝✿

✹ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✹ ❞♦ ❢❬✐❪✿❂❞✐❢❢✭❢❬✐✲✶❪✱①✮ ❡♥❞ ❞♦✿

✺ ❃ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✹ ❞♦ ❛❧♣❤❛❬✐✲✶❪✿❂s②❧✈❡st❡r✭❢❬✵❪✱❢❬✐❪✱①✮

❡♥❞ ❞♦✿

✻ ❃ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✹ t♦ ✺ ❞♦ ❛❧♣❤❛❬✐❪✿❂s②❧✈❡st❡r✭❢❬✶❪✱❢❬✐✲✶❪✱①✮

❡♥❞ ❞♦✿

✼ ❃ ❛❧♣❤❛❬✻❪✿❂s②❧✈❡st❡r✭❢❬✷❪✱❢❬✹❪✱①✮✿

✽ ❃ ❜❡t❛❬✵❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭❛❧♣❤❛❬✵❪✱❬✶✱✷✱✸✱✺✱✻✱✼✱✽❪✱✶✳✳✼✮✿

✾ ❃ ❜❡t❛❬✶❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭❛❧♣❤❛❬✶❪✱❬✶✱✷✱✹✱✺✱✻✱✼❪✱✶✳✳✻✮✿

✶✵ ❃ ●❛♠♠❛❬✵❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭❜❡t❛❬✵❪✱❬✶✱✷✱✹✱✺✱✻❪✱✶✳✳✺✮✿

✶✶ ❃ ●❛♠♠❛❬✶❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭❜❡t❛❬✶❪✱❬✶✱✸✱✹✱✺❪✱✶✳✳✹✮✿

✶✷ ❃ ❜❡t❛❬✷❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭❛❧♣❤❛❬✷❪✱❬✶✱✸✱✹✱✺✱✻❪✱✶✳✳✺✮✿

✶✸ ❃ ❜❡t❛❬✹❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭❛❧♣❤❛❬✹❪✱❬✶✱✸✱✹✱✺❪✱✶✳✳✹✮✿

✶✹ ❃ ❦❛♣♣❛❬✵❪✿❂❞❡t✭●❛♠♠❛❬✵❪✮✿

✶✺ ❃ ❦❛♣♣❛❬✶❪✿❂❞❡t✭●❛♠♠❛❬✶❪✮✿

✶✻ ❃ ❢♦r ❦ ❢r♦♠ ✵ t♦ ✻ ❞♦ s✐❣♠❛❬❦❪✿❂❞❡t✭❛❧♣❤❛❬❦❪✮✿♦❞✿

✶✼ ❃ ❢♦r ❦ ❢r♦♠ ✵ t♦ ✷ ❞♦ ❧❛♠❜❞❛❬❦❪✿❂❞❡t✭❜❡t❛❬❦❪✮✿♦❞✿

✶✽ ❃ ❧❛♠❜❞❛❬✹❪✿❂❞❡t✭❜❡t❛❬✹❪✮✿

✶✾ ❃ ❆❬✶❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱s✐❣♠❛✷❬✷❪✱❞❡❧t❛❬✷❪❪✿

✷✵ ❃ ❆❬✷❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱s✐❣♠❛✷❬✷❪✱❞❡❧t❛❬✸❪❪✿

✷✶ ❃ ❆❬✸❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱s✐❣♠❛✷❬✷❪✱❧❛♠❜❞❛❬✷❪❪✿

✷✷ ❃ ❆❬✹❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱❞❡❧t❛❬✷❪✱❞❡❧t❛✶❬✷❪❪✿

✷✸ ❃ ❆❬✺❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✸❪✱❞❡❧t❛❬✷❪❪✿

✷✹ ❃ ❆❬✻❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱❞❡❧t❛❬✷❪✱❞❡❧t❛❬✸❪❪✿

✷✺ ❃ ❆❬✼❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱❞❡❧t❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✸❪❪✿

✷✻ ❃ ❆❬✽❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❞❡❧t❛❬✷❪❪✿

✷✼ ❃ ❆❬✾❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱❧❛♠❜❞❛❬✷❪✱❞❡❧t❛❬✷❪❪✿

✷✽ ❃ ❆❬✶✵❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱❧❛♠❜❞❛❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✸❪❪✿

✷✾ ❃ ❆❬✶✶❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✸❪✱❧❛♠❜❞❛❬✷❪✱❞❡❧t❛❬✷❪❪✿

✸✵ ❃ ❆❬✶✷❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✸❪✱❧❛♠❜❞❛❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✸❪❪✿

✸✶ ❃ ❆❬✶✸❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱❞❡❧t❛❬✷❪✱❧❛♠❜❞❛❬✷❪✱❞❡❧t❛✶❬✷❪❪✿

✸✷ ❃ ❆❬✶✹❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✺❪✱s✐❣♠❛❬✸❪❪✿

✸✸ ❃ ❆❬✶✺❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✶❪✱s✐❣♠❛❬✷❪✱❞❡❧t❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✹❪❪✿

✸✹ ❃ ❆❬✶✻❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱❞❡❧t❛✶❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❞❡❧t❛❬✷❪❪✿

✸✺ ❃ ❆❬✶✼❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❞❡❧t❛❬✷❪❪✿

✸✻ ❃ ❆❬✶✽❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✶❪✱❞❡❧t❛❬✷❪❪✿

✸✼ ❃ ❆❬✶✾❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✶❪✱❞❡❧t❛❬✸❪❪✿

✸✽ ❃ ❆❬✷✵❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱❞❡❧t❛✶❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✶❪✱❞❡❧t❛❬✷❪❪✿
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✹ ▼❛tr✐❝❡ ❞❡ ❙②❧✈❡st❡r

✸✾ ❃ ❆❬✷✶❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✶❪✱❞❡❧t❛❬✷❪❪✿

✹✵ ❃ ❆❬✷✷❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱s✐❣♠❛❬✶❪✱❞❡❧t❛❬✷❪❪✿

✹✶ ❃ ❆❬✷✸❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱❞❡❧t❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✶❪✱❞❡❧t❛❬✷❪❪✿

✹✷ ❃ ❆❬✷✹❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱❞❡❧t❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✶❪✱s✐❣♠❛❬✸❪❪✿

✹✸ ❃ ❆❬✷✺❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱❧❛♠❜❞❛❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✶❪✱❞❡❧t❛❬✷❪❪✿

✹✹ ❃ ❆❬✷✻❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱❧❛♠❜❞❛❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✶❪✱s✐❣♠❛❬✸❪❪✿

✹✺ ❃ ❆❬✷✼❪✿❂❬❞❡❧t❛✶❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✶❪✱s✐❣♠❛❬✶❪✱❞❡❧t❛❬✷❪❪✿

✹✻ ❃ ❆❬✷✽❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛✶❬✶❪✱s✐❣♠❛❬✶❪✱❞❡❧t❛❬✸❪❪✿

✹✼ ❃ ❆❬✷✾❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛✶❬✶❪✱s✐❣♠❛❬✶❪✱❧❛♠❜❞❛❬✷❪❪✿
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✺✸ ❃ ♦❞✿

✺✹ ❃ ❱❡❝ts✐♠♣✿❂❱❡❝ts✐♠♣❬✷✳✳♥♦♣s✭❬❱❡❝ts✐♠♣❪✮❪✿

✺✺ ❃ ❱❡❝ts✐♠♣✶✿❂❡✈❛❧♠✭❝♦♥✈❡rt✭❬❱❡❝ts✐♠♣❪✱ ▼❛tr✐①✮✮✿

✺✻ ❃ ❱❡❝t✐♥❞✿❂❡✈❛❧♠✭▼❛tr✐①✭✶✱✶✺✮✮✿

✺✼ ❃ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ❝♦❧❞✐♠✭❱❡❝ts✐♠♣✶✮ ❞♦

✺✽ ❃ ❥✿❂✐✰✶❀ ❛rr❡t✿❂✵❀

✺✾ ❃ ✇❤✐❧❡ ✭❥❁❂❝♦❧❞✐♠✭❱❡❝ts✐♠♣✶✮✮ ❛♥❞ ✭❛rr❡t❂✵✮ ❞♦

✻✵ ❃ ✐❢ ✭❱❡❝ts✐♠♣✶❬✶✱✐❪❂❱❡❝ts✐♠♣✶❬✶✱❥❪✮ t❤❡♥

✻✶ ❃ ❱❡❝t✐♥❞❬✶✱✐❪✿❂✶❀

✻✷ ❃ ❛rr❡t✿❂✶❀

✻✸ ❃ ❢✐❀

✻✹ ❃ ❥✿❂❥✰✶❀

✻✺ ❃ ❡♥❞❀

✻✻ ❃ ♦❞✿

✻✼ ❃ ❊❣❛❧✐t❡✿❂✵✿

✻✽ ❃ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ❝♦❧❞✐♠✭❱❡❝ts✐♠♣✶✮ ❞♦

✻✾ ❃ ❊❣❛❧✐t❡✿❂❊❣❛❧✐t❡✰❱❡❝t✐♥❞❬✶✱ ✐❪❀

✺✹



✹✳✸ ❙tr❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ❞❡ ❞❡❣ré 5 ✭r❡s♣✳ 6✮ ❛✈❡❝ ❛✉ ♠♦✐♥s 4 ✭r❡s♣✳ ❛✉ ♠♦✐♥s 5✮
é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s

✼✵ ❃ ♦❞✿

✼✶ ❃ ❊❣❛❧✐t❡✿

✼✷ ❃ ▼❛tP❡❣❛❧❬❧✱✶❪✿❂▼❛t♣♦❧❬❧✱✶❪❀

✼✸ ❃ ▼❛tP❡❣❛❧❬❧✱✷❪✿❂❊❣❛❧✐t❡❀

✼✹ ❃ ♦❞✿

✼✺ ❃ ❡✈❛❧♠✭▼❛tP❡❣❛❧✮✿

✼✻ ❃ ■♥❞▼❛tP✿❂✵✿

✼✼ ❃ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ r♦✇❞✐♠✭▼❛t♣♦❧✮ ❞♦

✼✽ ❃ ✐❢ ▼❛tP❡❣❛❧❬✐✱✷❪❃❂✹ t❤❡♥

✼✾ ❃ ■♥❞▼❛tP✿❂■♥❞▼❛tP✱✐❀

✽✵ ❃ ❢✐❀

✽✶ ❃ ♦❞✿
✡✝ ✆

P❛rt✐❡ ❏✺
✞ ☎

✶ ■♥❞▼❛tP✿❂■♥❞▼❛tP❬✷✳✳♥♦♣s✭❬■♥❞▼❛tP❪✮❪✿▼❛tP❡❣❛❧✹✿❂▼❛tr✐①✭♥♦♣s

✭❬■♥❞▼❛tP❪✮✱✷✮✿

✷ ❃ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♥♦♣s✭❬■♥❞▼❛tP❪✮ ❞♦

✸ ❃ ▼❛tP❡❣❛❧✹❬✐✱✶❪✿❂▼❛tP❡❣❛❧❬■♥❞▼❛tP❬✐❪✱ ✶❪❀

✹ ❃ ▼❛tP❡❣❛❧✹❬✐✱✷❪✿❂▼❛tP❡❣❛❧❬■♥❞▼❛tP❬✐❪✱ ✷❪❀

✺ ❃ ♦❞✿

✻ ❃ ❙tr❛t❴❙✉r❞❡t❡r♠✐♥❡✿❂❡✈❛❧♠✭▼❛tP❡❣❛❧✹✮❀

✼ ❬ ①❫④✺⑥ ✲ ①❫④✸⑥ ✰✷✶✴✶✵✵① ✹❪

✽ ❙tr❛t❴❙✉r❞❡t❡r♠✐♥❡ ✿❂ ❬ ①❫④✺⑥ ✲ ①❫④✸⑥ ✰✾✴✶✵✵① ✹❪

✾ ❬ ①❫④✺⑥ ✲ ①❫④✸⑥ ✰✶✴✹① ✻❪
✡✝ ✆

P❛rt✐❡ ❆✻
✞ ☎

✶ ✇✐t❤✭❧✐♥❛❧❣✮✿

✷ ✇✐t❤✭●r♦❡❜♥❡r✮✿

✸

✹ ❃ ❢❬✵❪✿❂①❫✻✲①❫✹✰❛✯①❫✸✰❜✯①❫✷✰❝✯①✰❞✿

✺ ❃ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✺ ❞♦ ❢❬✐❪✿❂❞✐❢❢✭❢❬✐✲✶❪✱①✮ ❡♥❞ ❞♦✿

✻ ❃ ✇✐t❤✭❧✐♥❛❧❣✮✿

✼ ❃ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✺ ❞♦ ❙✐❣♠❛❬✐❪✿❂s②❧✈❡st❡r✭❢❬✵❪✱❢❬✐❪✱①✮ ❡♥❞

❞♦✿

✽ ❃ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✷ t♦ ✹ ❞♦ ❉❡❧t❛❬✐❪✿❂s②❧✈❡st❡r✭❢❬✶❪✱❢❬✐✰✶❪✱①✮

❡♥❞ ❞♦✿

✾ ❃ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✷ t♦ ✸ ❞♦ ▲❛♠❜❞❛❬✐❪✿❂s②❧✈❡st❡r✭❢❬✷❪✱❢❬✐✰✷❪✱①✮

❡♥❞ ❞♦✿

✶✵ ❃ ❑❛♣♣❛❬✷❪✿❂s②❧✈❡st❡r✭❢❬✸❪✱❢❬✺❪✱①✮✿

✶✶ ❃ ❙✐❣♠❛✶❬✶❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭❙✐❣♠❛❬✶❪✱❬✶✱✷✱✸✱✹✱✻✱✼✱✽✱✾✱✶✵❪✱✶✳✳✾✮✿

✶✷ ❃ ❙✐❣♠❛✷❬✶❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭❙✐❣♠❛✶❬✶❪✱❬✶✱✷✱✸✱✺✱✻✱✼✱✽❪✱✶✳✳✼✮✿

✶✸ ❃ ❙✐❣♠❛✶❬✷❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭❙✐❣♠❛❬✷❪✱❬✶✱✷✱✸✱✺✱✻✱✼✱✽✱✾❪✱✶✳✳✽✮✿

✺✺



✹ ▼❛tr✐❝❡ ❞❡ ❙②❧✈❡st❡r

✶✹ ❃ ❙✐❣♠❛✷❬✷❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭❙✐❣♠❛✶❬✷❪✱❬✶✱✷✱✹✱✺✱✻✱✼❪✱✶✳✳✻✮✿

✶✺ ❃ ❙✐❣♠❛✸❬✷❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭❙✐❣♠❛✷❬✷❪✱❬✶✱✸✱✹✱✺❪✱✶✳✳✹✮✿

✶✻ ❃ ❙✐❣♠❛✶❬✸❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭❙✐❣♠❛❬✸❪✱❬✶✱✷✱✹✱✺✱✻✱✼✱✽❪✱✶✳✳✼✮✿

✶✼ ❃ ❙✐❣♠❛✷❬✸❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭❙✐❣♠❛✶❬✸❪✱❬✶✱✸✱✹✱✺✱✻❪✱✶✳✳✺✮✿

✶✽ ❃ ❙✐❣♠❛✶❬✹❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭❙✐❣♠❛❬✹❪✱❬✶✱✸✱✹✱✺✱✻✱✼❪✱✶✳✳✻✮✿

✶✾ ❃ ❉❡❧t❛✶❬✷❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭❉❡❧t❛❬✷❪✱❬✶✱✷✱✹✱✺✱✻✱✼❪✱✶✳✳✻✮✿

✷✵ ❃ ❉❡❧t❛✷❬✷❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭❉❡❧t❛✶❬✷❪✱❬✶✱✸✱✹✱✺❪✱✶✳✳✹✮✿

✷✶ ❃ ❉❡❧t❛✶❬✸❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭❉❡❧t❛❬✸❪✱❬✶✱✸✱✹✱✺✱✻❪✱✶✳✳✺✮✿

✷✷ ❃ ▲❛♠❜❞❛✶❬✷❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭▲❛♠❜❞❛❬✷❪✱❬✶✱✸✱✹✱✺❪✱✶✳✳✹✮✿

✷✸ ❃ ❢♦r ❦ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✺ ❞♦ s✐❣♠❛❬❦❪✿❂❞❡t✭❙✐❣♠❛❬❦❪✮✿♦❞✿

✷✹ ❃ ❢♦r ❦ ❢r♦♠ ✷ t♦ ✹ ❞♦ ❞❡❧t❛❬❦❪✿❂❞❡t✭❉❡❧t❛❬❦❪✮✿♦❞✿

✷✺ ❃ ❢♦r ❦ ❢r♦♠ ✷ t♦ ✸ ❞♦ ❧❛♠❜❞❛❬❦❪✿❂❞❡t✭▲❛♠❜❞❛❬❦❪✮✿♦❞✿

✷✻ ❃ ❦❛♣♣❛❬✷❪✿❂❞❡t✭❑❛♣♣❛❬✷❪✮✿s✐❣♠❛✶❬✶❪✿❂❞❡t✭❙✐❣♠❛✶❬✶❪✮✿s✐❣♠❛✷

❬✶❪✿❂❞❡t✭❙✐❣♠❛✷❬✶❪✮✿

✷✼ ❃ s✐❣♠❛✶❬✷❪✿❂❞❡t✭❙✐❣♠❛✶❬✷❪✮✿s✐❣♠❛✷❬✷❪✿❂❞❡t✭❙✐❣♠❛✷❬✷❪✮✿s✐❣♠❛✸

❬✷❪✿❂❞❡t✭❙✐❣♠❛✸❬✷❪✮✿

✷✽ ❃ s✐❣♠❛✶❬✸❪✿❂❞❡t✭❙✐❣♠❛✶❬✸❪✮✿s✐❣♠❛✷❬✸❪✿❂❞❡t✭❙✐❣♠❛✷❬✸❪✮✿

✷✾ ❃ s✐❣♠❛✶❬✹❪✿❂❞❡t✭❙✐❣♠❛✶❬✹❪✮✿

✸✵ ❃ ❞❡❧t❛✶❬✷❪✿❂❞❡t✭❉❡❧t❛✶❬✷❪✮✿❞❡❧t❛✷❬✷❪✿❂❞❡t✭❉❡❧t❛✷❬✷❪✮✿❞❡❧t❛✶

❬✸❪✿❂❞❡t✭❉❡❧t❛✶❬✸❪✮✿❧❛♠❜❞❛✶❬✷❪✿❂❞❡t✭▲❛♠❜❞❛✶❬✷❪✮✿

✸✶ ❃ ❦❛♣♣❛❬✺❪✿❂❞❡t✭●❛♠♠❛❬✺❪✮✿

✸✷ ❆❬✶❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱ s✐❣♠❛✷❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❞❡❧t❛❬✹❪❪✿

✸✸ ❆❬✷❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❞❡❧t❛❬✹❪✱❧❛♠❜❞❛❬✷❪❪✿

✸✹ ❆❬✸❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❞❡❧t❛❬✷❪ ✱❞❡❧t❛❬✸❪✱❞❡❧t❛❬✹❪❪✿
✡✝ ✆

P❛rt✐❡ ❇✻
✞ ☎

✶ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✸✺✼ ❞♦

✷ ❇❬✐❪✿❂❇❛s✐s✭❆❬✐❪✱t❞❡❣✭❛✱❜✱❝✱❞✮✮

✸ ♦❞✿

✹ ❘❡s✉❧t❛t✿❂✵✿

✺ tr♦✉✈❛❂✵✿tr♦✉✈❝✿❂✵✿❊✈❡♥✿❂✵✿ ❯♥✿❂✵✿

✻ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✸✺✼ ❞♦

✼ ❢♦r ❥ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♥♦♣s✭❇❬✐❪✮ ❞♦

✽ ✐❢ ✭❇❬✐❪❬❥❪❂❛✮ t❤❡♥

✾ tr♦✉✈❛✿❂✶❀

✶✵ ❢✐❀

✶✶ ♦❞❀

✶✷ ❢♦r ❥ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♥♦♣s✭❇❬✐❪✮ ❞♦

✶✸ ✐❢ ✭❇❬✐❪❬❥❪❂❝✮ t❤❡♥

✶✹ tr♦✉✈❝✿❂✶❀

✶✺ ❢✐❀

✶✻ ♦❞❀

✺✻



✹✳✸ ❙tr❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ❞❡ ❞❡❣ré 5 ✭r❡s♣✳ 6✮ ❛✈❡❝ ❛✉ ♠♦✐♥s 4 ✭r❡s♣✳ ❛✉ ♠♦✐♥s 5✮
é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s

✶✼ ✐❢ ✭tr♦✉✈❛❂✶✮ ❛♥❞ ✭tr♦✉✈❝❂✶✮ t❤❡♥

✶✽ ❊✈❡♥✿❂✶❀

✶✾ ❢✐❀

✷✵ ✐❢ ✭♥♦♣s✭❇❬✐❪✮❂✶✮ t❤❡♥

✷✶ ✐❢ ✭❇❬✐❪❬✶❪❂✶✮ t❤❡♥

✷✷ ❯♥✿❂✶❀

✷✸ ❢✐❀

✷✹ ❢✐❀

✷✺ ✐❢ ✭❯♥❂✵✮ ❛♥❞ ✭❊✈❡♥❂✵✮ t❤❡♥

✷✻ ❘❡s✉❧t❛t✿❂❘❡s✉❧t❛t✱ ✐❀

✷✼ ❢✐❀

✷✽ tr♦✉✈❛✿❂✵✿ tr♦✉✈❝✿❂✵✿❯♥✿❂✵✿ ❊✈❡♥✿❂✵✿

✷✾ ♦❞✿

✸✵ ❘❡s✉❧t❛t✿❂❬❘❡s✉❧t❛t❪✿

✸✶ ❘❡s✉❧t❛t✿❂❘❡s✉❧t❛t❬✷✳✳♥♦♣s✭❘❡s✉❧t❛t✮❪✿
✡✝ ✆

P❛rt✐❡ ❈✻
✞ ☎

✶ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✸✺✼ ❞♦

✷ ❈❬✐❪✿❂●r♦❡❜♥❡r❬❙♦❧✈❡❪✭❇❬✐❪✱❬❛✱❜✱❝✱❞❪✮

✸ ♦❞✿

✹ ❈■✿❂❬s❡q✭✵✱ ✐❂✶✳✳♥♦♣s✭❘❡s✉❧t❛t✮✮❪✿

✺ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♥♦♣s✭❘❡s✉❧t❛t✮ ❞♦

✻ ❈■❬✐❪✿❂❈❬❘❡s✉❧t❛t❬✐❪❪

✼ ♦❞✿

✽ ❡✈❛❧♠✭❈■✮✿

✾ ❱❛❧❡✉r✿❂✵✿

✶✵ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♥♦♣s✭❘❡s✉❧t❛t✮ ❞♦

✶✶ ❢♦r ❥ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♥♦♣s✭❈■❬✐❪✮ ❞♦

✶✷ ❱❛❧❡✉r✿❂❱❛❧❡✉r✱❈■❬✐❪❬❥❪❬✶❪❀

✶✸ ♦❞✿

✶✹ ♦❞✿

✶✺ ❱❛❧❡✉r✿❂❬❱❛❧❡✉r❪✿

✶✻ ❱❛❧❡✉r✿❂❱❛❧❡✉r❬✷✳✳♥♦♣s✭❱❛❧❡✉r✮❪✿

✶✼ ♥♦♣s✭❱❛❧❡✉r✮✿

✶✽ ❘❡s✉❧t❛t❱❛❧✿❂✵✿

✶✾ tr♦✉✈❛❂✵✿tr♦✉✈❝✿❂✵✿❊✈❡♥✿❂✵✿

✷✵ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♥♦♣s✭❱❛❧❡✉r✮ ❞♦

✷✶ ❢♦r ❥ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♥♦♣s✭❱❛❧❡✉r❬✐❪✮ ❞♦

✷✷ ✐❢ ✭❱❛❧❡✉r❬✐❪❬❥❪❂❛✮ t❤❡♥

✷✸ tr♦✉✈❛✿❂✶❀

✷✹ ❢✐❀

✷✺ ♦❞❀

✺✼



✹ ▼❛tr✐❝❡ ❞❡ ❙②❧✈❡st❡r

✷✻ ❢♦r ❥ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♥♦♣s✭❱❛❧❡✉r❬✐❪✮ ❞♦

✷✼ ✐❢ ✭❱❛❧❡✉r❬✐❪❬❥❪❂❝✮ t❤❡♥

✷✽ tr♦✉✈❝✿❂✶❀

✷✾ ❢✐❀

✸✵ ♦❞❀

✸✶ ✐❢ ✭tr♦✉✈❛❂✶✮ ❛♥❞ ✭tr♦✉✈❝❂✶✮ t❤❡♥

✸✷ ❊✈❡♥✿❂✶❀

✸✸ ❢✐❀

✸✹ ✐❢ ✭❊✈❡♥❂✵✮ t❤❡♥

✸✺ ❘❡s✉❧t❛t❱❛❧✿❂❘❡s✉❧t❛t❱❛❧✱ ✐❀

✸✻ ❢✐❀

✸✼ tr♦✉✈❛✿❂✵✿ tr♦✉✈❝✿❂✵✿ ❊✈❡♥✿❂✵✿

✸✽ ♦❞✿

✸✾ ❘❡s✉❧t❛t❱❛❧✿❂❬❘❡s✉❧t❛t❱❛❧❪✿

✹✵ ❘❡s✉❧t❛t❱❛❧✿❂❘❡s✉❧t❛t❱❛❧❬✷✳✳♥♦♣s✭❘❡s✉❧t❛t❱❛❧✮❪✿

✹✶ ❱❛❧❡✉r❊✈❡♥✿❂❬s❡q✭✵✱ ✐❂✶✳✳♥♦♣s✭❘❡s✉❧t❛t❱❛❧✮✮❪✿

✹✷ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♥♦♣s✭❘❡s✉❧t❛t❱❛❧✮ ❞♦

✹✸ ❱❛❧❡✉r❊✈❡♥❬✐❪✿❂❱❛❧❡✉r❬❘❡s✉❧t❛t❱❛❧❬✐❪❪

✹✹ ♦❞✿
✡✝ ✆

P❛rt✐❡ ❉✻
✞ ☎

✶ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♥♦♣s✭❱❛❧❡✉r❊✈❡♥✮ ❞♦

✷ s♦❧✈❡✭❱❛❧❡✉r❊✈❡♥❬✐❪✱❬❛✱❜✱❝✱❞❪✮❀

✸ ♦❞✿

✹ ❱❛❧❡✉r✷✿❂✵✿

✺ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♥♦♣s✭❱❛❧❡✉r❊✈❡♥✮ ❞♦

✻ ❱❛❧❡✉r✷✿❂❱❛❧❡✉r✷✱s♦❧✈❡✭❱❛❧❡✉r❊✈❡♥❬✐❪✱❬❛✱❜✱❝✱❞❪✮❀

✼ ♦❞✿

✽ ❱❛❧❡✉r✷✿❂❬❱❛❧❡✉r✷❪✿

✾ ❱❛❧❡✉r✷✿❂❱❛❧❡✉r✷❬✷✳✳♥♦♣s✭❱❛❧❡✉r✷✮❪✿

✶✵ ❱❛❧❡✉r✸✿❂✵✿

✶✶ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♥♦♣s✭❱❛❧❡✉r✷✮ ❞♦

✶✷ ❢♦r ❥ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♥♦♣s✭❱❛❧❡✉r✷❬✐❪❬✶❪✮ ❞♦

✶✸ ❢♦r ❦ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✹ ❞♦

✶✹ ❱❛❧❡✉r✸✿❂❱❛❧❡✉r✸✱❬❡✈❛❧❢✭❛❧❧✈❛❧✉❡s✭❱❛❧❡✉r✷❬✐❪❬✶❪❬❦❪✮✮❪❀

✶✺ ♦❞❀

✶✻ ♦❞❀

✶✼ ♦❞❀

✶✽ ❱❛❧❡✉r✸✿❂❬❱❛❧❡✉r✸❪✿

✶✾ ❱❛❧❡✉r✸✿❂❱❛❧❡✉r✸❬✷✳✳♥♦♣s✭❱❛❧❡✉r✸✮❪✿
✡✝ ✆

✺✽



✹✳✸ ❙tr❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ❞❡ ❞❡❣ré 5 ✭r❡s♣✳ 6✮ ❛✈❡❝ ❛✉ ♠♦✐♥s 4 ✭r❡s♣✳ ❛✉ ♠♦✐♥s 5✮
é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s

P❛rt✐❡ ❊✻
✞ ☎

✶ ❱❛❧❡✉r✺✿❂✵✿

✷ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ ❜② ✹ t♦ ✭♥♦♣s✭❱❛❧❡✉r✸✮✲✸✮ ❞♦

✸ ❱❛✿❂❱❛❧❡✉r✸❬✐❪❀

✹ ❱❜✿❂❱❛❧❡✉r✸❬✐✰✶❪❀

✺ ❱❝✿❂❱❛❧❡✉r✸❬✐✰✷❪❀

✻ ❱❞✿❂❱❛❧❡✉r✸❬✐✰✸❪❀

✼ ❚❛✿❂♥♦♣s✭❱❛✮❀ ❚❜✿❂♥♦♣s✭❱❜✮❀❚❝✿❂♥♦♣s✭❱❝✮❀❚❞✿❂♥♦♣s✭❱❞✮❀

✽ ✐❢ ✭❚❛❃❚❝✮ t❤❡♥

✾ ♠❧✿❂❚❛✴❚❝❀

✶✵ ❱❝❞✉♣✿❂✵❀

✶✶ ❢♦r ❥ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♥♦♣s✭❱❝✮ ❞♦

✶✷ ❢♦r ❦ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♠❧ ❞♦

✶✸ ❱❝❞✉♣✿❂❱❝❞✉♣✱ ❱❝❬❥❪❀

✶✹ ♦❞❀

✶✺ ♦❞❀

✶✻ ❱❝❞✉♣✿❂❬❱❝❞✉♣❬✷✳✳♥♦♣s✭❬❱❝❞✉♣❪✮❪❪❀

✶✼ ❱❝✿❂❱❝❞✉♣❀

✶✽ ❢✐❀

✶✾ ✐❢ ✭❚❝❃❚❛✮ t❤❡♥

✷✵ ♠❧✿❂❚❝✴❚❛❀

✷✶ ❱❛❞✉♣✿❂✵❀

✷✷ ❢♦r ❥ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♥♦♣s✭❱❛✮ ❞♦

✷✸ ❢♦r ❦ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♠❧ ❞♦

✷✹ ❱❛❞✉♣✿❂❱❛❞✉♣✱ ❱❛❬❥❪❀

✷✺ ♦❞❀

✷✻ ♦❞❀

✷✼ ❱❛❞✉♣✿❂❬❱❛❞✉♣❬✷✳✳♥♦♣s✭❬❱❛❞✉♣❪✮❪❪❀

✷✽ ❱❛✿❂❱❛❞✉♣❀

✷✾ ❢✐❀
✡✝ ✆

P❛rt✐❡ ❊✻ ✭s✉✐t❡✮
✞ ☎

✶ ❚♠❛①✿❂♠❛①✭❚❛✱ ❚❝✮❀

✷ ♠❧❜✿❂❚♠❛①✴❚❜❀

✸ ❱❜❞✉♣✿❂✵❀

✹ ❢♦r ❥ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♥♦♣s✭❱❜✮ ❞♦

✺ ❢♦r ❦ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♠❧❜ ❞♦

✻ ❱❜❞✉♣✿❂❱❜❞✉♣✱ ❱❜❬❥❪❀

✼ ♦❞❀

✽ ♦❞❀

✾ ❱❜❞✉♣✿❂❬❱❜❞✉♣❬✷✳✳♥♦♣s✭❬❱❜❞✉♣❪✮❪❪❀

✺✾



✹ ▼❛tr✐❝❡ ❞❡ ❙②❧✈❡st❡r

✶✵ ❱❜✿❂❱❜❞✉♣❀

✶✶ ♠❧❞✿❂❚♠❛①✴❚❞❀

✶✷ ❱❞❞✉♣✿❂✵❀

✶✸ ❢♦r ❥ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♥♦♣s✭❱❞✮ ❞♦

✶✹ ❢♦r ❦ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♠❧❞ ❞♦

✶✺ ❱❞❞✉♣✿❂❱❞❞✉♣✱ ❱❞❬❥❪❀

✶✻ ♦❞❀

✶✼ ♦❞❀

✶✽ ❱❞❞✉♣✿❂❬❱❞❞✉♣❬✷✳✳♥♦♣s✭❬❱❞❞✉♣❪✮❪❪❀

✶✾ ❱❞✿❂❱❞❞✉♣❀

✷✵ ❢♦r ❥ ❢r♦♠ ✶ t♦ ❚♠❛① ❞♦

✷✶ ❱❛❧❡✉r✺✿❂❱❛❧❡✉r✺✱s♦❧✈❡✭❱❛❬❥❪✮❀

✷✷ ❱❛❧❡✉r✺✿❂❱❛❧❡✉r✺✱s♦❧✈❡✭❱❜❬❥❪✮❀

✷✸ ❱❛❧❡✉r✺✿❂❱❛❧❡✉r✺✱s♦❧✈❡✭❱❝❬❥❪✮❀

✷✹ ❱❛❧❡✉r✺✿❂❱❛❧❡✉r✺✱s♦❧✈❡✭❱❞❬❥❪✮❀

✷✺ ♦❞❀

✷✻ ♦❞✿

✷✼ ❱❛❧❡✉r✺✿❂❬❱❛❧❡✉r✺❬✷✳✳♥♦♣s✭❬❱❛❧❡✉r✺❪✮❪❪✿

✷✽ ▼❛t✿❂▼❛tr✐①✭♥♦♣s✭❱❛❧❡✉r✺✮✴✹✱ ✹✮✿

✷✾ ❦✿❂✶❀

✸✵ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♥♦♣s✭❱❛❧❡✉r✺✮✴✹ ❞♦

✸✶ ❢♦r ❥ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✹ ❞♦

✸✷ ▼❛t❬✐✱❥❪✿❂ ❱❛❧❡✉r✺❬❦❪❀

✸✸ ❦✿❂❦✰✶❀

✸✹ ♦❞❀

✸✺ ♦❞❀
✡✝ ✆

P❛rt✐❡ ❋✻
✞ ☎

✶ ◆♦♠❜r❡✿❂✵✿

✷ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♥♦♣s✭❱❛❧❡✉r✺✮✴✹ ❞♦

✸ ❦✿❂✵❀

✹ ❢♦r ❥ ❢r♦♠ ✐ t♦ ♥♦♣s✭❱❛❧❡✉r✺✮✴✹ ❞♦

✺ ❧✐✿❂❝♦♥✈❡rt✭r♦✇✭▼❛t✱✐✮✱ ❱❡❝t♦r✮❀ ❧❥✿❂❝♦♥✈❡rt✭r♦✇✭▼❛t✱❥✮

✱ ❱❡❝t♦r✮❀

✻ ✐❢ ❡q✉❛❧✭❧✐✱ ❧❥✮ t❤❡♥

✼ ❦✿❂❦✰✶❀

✽ ❢✐❀

✾ ♦❞❀

✶✵ ◆♦♠❜r❡✿❂◆♦♠❜r❡✱ ❦❀

✶✶ ♦❞✿

✶✷ ◆♦♠❜r❡✿❂❬◆♦♠❜r❡❬✷✳✳♥♦♣s✭❬◆♦♠❜r❡❪✮❪❪✿

✶✸ ❱❛❧❡✉r✼✿❂✵✿

✻✵



✹✳✸ ❙tr❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ❞❡ ❞❡❣ré 5 ✭r❡s♣✳ 6✮ ❛✈❡❝ ❛✉ ♠♦✐♥s 4 ✭r❡s♣✳ ❛✉ ♠♦✐♥s 5✮
é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s

✶✹ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♥♦♣s✭◆♦♠❜r❡✮ ❞♦

✶✺ ✐❢ ✭◆♦♠❜r❡❬✐❪❂✶✮ t❤❡♥

✶✻ ❱❛❧❡✉r✼✿❂❱❛❧❡✉r✼✰✶❀

✶✼ ❢✐

✶✽ ♦❞✿

✶✾ ▼❛ts✐♠♣✿❂▼❛tr✐①✭❱❛❧❡✉r✼✱✹✮✿

✷✵ ❦✿❂✶✿

✷✶ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♥♦♣s✭◆♦♠❜r❡✮ ❞♦

✷✷ ✐❢ ✭◆♦♠❜r❡❬✐❪❂✶✮ t❤❡♥

✷✸ ❢♦r ❥ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✹ ❞♦

✷✹ ▼❛ts✐♠♣❬❦✱❥❪✿❂▼❛t❬✐✱❥❪✿

✷✺ ♦❞❀

✷✻ ❦✿❂❦✰✶❀

✷✼ ❢✐❀

✷✽ ♦❞✿
✡✝ ✆

P❛rt✐❡ ●✻
✞ ☎

✶ ❢❬✵❪✿❂✭①✱ ❛✶✱ ❜✶✱ ❝✶✱ ❞✶✮✲❃①❫✻✲①❫✹✰❛✶✯①❫✸✰❜✶✯①❫✷✰❝✶✯①✰❞✶✿

✷ ♣♦❧✿❂▼❛tr✐①✭r♦✇❞✐♠✭▼❛ts✐♠♣✮✱✶✮✿

✸ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ r♦✇❞✐♠✭▼❛ts✐♠♣✮ ❞♦

✹ ❛✶✿❂▼❛ts✐♠♣❬✐✱✶❪✿

✺ ❜✶✿❂▼❛ts✐♠♣❬✐✱✷❪✿

✻ ❝✶✿❂▼❛ts✐♠♣❬✐✱✸❪✿

✼ ❞✶✿❂▼❛ts✐♠♣❬✐✱✹❪✿

✽ ♣♦❧❬✐✱✶❪✿❂❢❬✵❪✭①✱❛✶✱❜✶✱❝✶✱❞✶✮❀

✾ ♦❞✿

✶✵ ❱❛❧❡✉r✾✿❂✵✿

✶✶ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✭r♦✇❞✐♠✭♣♦❧✮✮ ❞♦

✶✷ ❱❛❧❡✉r✾✿❂❱❛❧❡✉r✾✱s♦❧✈❡✭♣♦❧❬✐✱✶❪✮❀

✶✸ ♦❞✿

✶✹ ❱❛❧❡✉r✾✿❂❬❱❛❧❡✉r✾❪✿

✶✺ ❱❛❧❡✉r✾✿❂❱❛❧❡✉r✾❬✷✳✳♥♦♣s✭❱❛❧❡✉r✾✮❪✿

✶✻ ▼❛t✶✿❂❡✈❛❧♠✭▼❛tr✐①✭✶✳✳♥♦♣s✭❱❛❧❡✉r✾✮✴✻✱✶✳✳✻✱s❤❛♣❡❂③❡r♦✮✮✿

✶✼ ❦✿❂✶✿

✶✽ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♥♦♣s✭❱❛❧❡✉r✾✮✴✻ ❞♦

✶✾ ❢♦r ❥ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✻ ❞♦

✷✵ ▼❛t✶❬✐✱❥❪✿❂ ❱❛❧❡✉r✾❬❦❪❀

✷✶ ❦✿❂❦✰✶❀

✷✷ ♦❞❀

✷✸ ♦❞✿

✷✹ ■♥❞▲✐❣♥❘❡❛❧✿❂✵✿

✷✺ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ r♦✇❞✐♠✭▼❛t✶✮ ❞♦

✻✶



✹ ▼❛tr✐❝❡ ❞❡ ❙②❧✈❡st❡r

✷✻ ❦✿❂✵❀ ❥✿❂✶❀

✷✼ ✇❤✐❧❡ ✭❥❁❂✻✮ ❛♥❞ ✭❦❂✵✮ ❞♦

✷✽ ✐❢ ✭■♠✭▼❛t✶❬✐✱❥❪✮❁❃✵✮ t❤❡♥

✷✾ ❦✿❂✶❀

✸✵ ❢✐❀

✸✶ ❥✿❂❥✰✶❀

✸✷ ❡♥❞✿

✸✸ ✐❢ ✭❦❂✵✮ t❤❡♥

✸✹ ■♥❞▲✐❣♥❘❡❛❧✿❂■♥❞▲✐❣♥❘❡❛❧✱✐❀

✸✺ ❢✐❀

✸✻ ♦❞✿

✸✼ ■♥❞▲✐❣♥❘❡❛❧✿❂❬■♥❞▲✐❣♥❘❡❛❧❬✷✳✳♥♦♣s✭❬■♥❞▲✐❣♥❘❡❛❧❪✮❪❪✿

✸✽ ▼❛t✷✿❂❡✈❛❧♠✭▼❛tr✐①✭✶✳✳♥♦♣s✭■♥❞▲✐❣♥❘❡❛❧✮✱✶✳✳✻✱s❤❛♣❡❂③❡r♦✮✮✿

✸✾ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ r♦✇❞✐♠✭▼❛t✷✮ ❞♦

✹✵ ❢♦r ❥ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✻ ❞♦

✹✶ ▼❛t✷❬✐✱❥❪✿❂▼❛t✶❬■♥❞▲✐❣♥❘❡❛❧❬✐❪✱❥❪❀

✹✷ ♦❞❀

✹✸ ♦❞✿
✡✝ ✆

P❛rt✐❡ ❍✻
✞ ☎

✶ ♣♦❧✵✿❂❡✈❛❧♠✭▼❛tr✐①✭✶✳✳♥♦♣s✭■♥❞▲✐❣♥❘❡❛❧✮✱✶✳✳✶✱s❤❛♣❡❂③❡r♦✮✮✿

✷ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ r♦✇❞✐♠✭♣♦❧✵✮ ❞♦

✸ ❢♦r ❥ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✶ ❞♦

✹ ♣♦❧✵❬✐✱❥❪✿❂♣♦❧❬■♥❞▲✐❣♥❘❡❛❧❬✐❪✱❥❪❀

✺ ♦❞❀

✻ ♦❞✿

✼ ❡✈❛❧♠✭♣♦❧✵✮✿

✽ r♦✇❞✐♠✭♣♦❧✵✮✿

✾ ♣♦❧✶✿❂❡✈❛❧♠✭▼❛tr✐①✭✶✳✳r♦✇❞✐♠✭♣♦❧✵✮✱✶✳✳✶✱s❤❛♣❡❂③❡r♦✮✮✿

✶✵ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ r♦✇❞✐♠✭♣♦❧✵✮ ❞♦

✶✶ ❢♦r ❥ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✶ ❞♦

✶✷ ♣♦❧✶❬✐✱❥❪✿❂❞✐❢❢✭♣♦❧✵❬✐✱❥❪✱①✮ ❀

✶✸ ♦❞❀

✶✹ ♦❞❀

✶✺ ❡✈❛❧♠✭♣♦❧✶✮✿

✶✻ ♣♦❧✷✿❂❡✈❛❧♠✭▼❛tr✐①✭✶✳✳r♦✇❞✐♠✭♣♦❧✶✮✱✶✳✳✶✱s❤❛♣❡❂③❡r♦✮✮✿

✶✼ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ r♦✇❞✐♠✭♣♦❧✶✮ ❞♦

✶✽ ❢♦r ❥ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✶ ❞♦

✶✾ ♣♦❧✷❬✐✱❥❪✿❂❞✐❢❢✭♣♦❧✶❬✐✱❥❪✱①✮ ❀

✷✵ ♦❞❀

✷✶ ♦❞❀

✷✷ ❡✈❛❧♠✭♣♦❧✷✮✿

✻✷



✹✳✸ ❙tr❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ❞❡ ❞❡❣ré 5 ✭r❡s♣✳ 6✮ ❛✈❡❝ ❛✉ ♠♦✐♥s 4 ✭r❡s♣✳ ❛✉ ♠♦✐♥s 5✮
é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s

✷✸ ♣♦❧✸✿❂❡✈❛❧♠✭▼❛tr✐①✭✶✳✳r♦✇❞✐♠✭♣♦❧✷✮✱✶✳✳✶✱s❤❛♣❡❂③❡r♦✮✮✿

✷✹ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ r♦✇❞✐♠✭♣♦❧✷✮ ❞♦

✷✺ ❢♦r ❥ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✶ ❞♦

✷✻ ♣♦❧✸❬✐✱❥❪✿❂❞✐❢❢✭♣♦❧✷❬✐✱❥❪✱①✮ ❀

✷✼ ♦❞❀

✷✽ ♦❞❀

✷✾ ❡✈❛❧♠✭♣♦❧✸✮✿

✸✵ ♣♦❧✹✿❂❡✈❛❧♠✭▼❛tr✐①✭✶✳✳r♦✇❞✐♠✭♣♦❧✸✮✱✶✳✳✶✱s❤❛♣❡❂③❡r♦✮✮✿

✸✶ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ r♦✇❞✐♠✭♣♦❧✸✮ ❞♦

✸✷ ❢♦r ❥ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✶ ❞♦

✸✸ ♣♦❧✹❬✐✱❥❪✿❂❞✐❢❢✭♣♦❧✸❬✐✱❥❪✱①✮ ❀

✸✹ ♦❞❀

✸✺ ♦❞❀

✸✻ ❡✈❛❧♠✭♣♦❧✹✮✿

✸✼ ♣♦❧✺✿❂❡✈❛❧♠✭▼❛tr✐①✭✶✳✳r♦✇❞✐♠✭♣♦❧✹✮✱✶✳✳✶✱s❤❛♣❡❂③❡r♦✮✮✿

✸✽ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ r♦✇❞✐♠✭♣♦❧✹✮ ❞♦

✸✾ ❢♦r ❥ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✶ ❞♦

✹✵ ♣♦❧✺❬✐✱❥❪✿❂❞✐❢❢✭♣♦❧✹❬✐✱❥❪✱①✮ ❀

✹✶ ♦❞❀

✹✷ ♦❞❀

✹✸ ❡✈❛❧♠✭♣♦❧✺✮✿

✹✹ ▼❛t♣♦❧✿❂❝♦♥❝❛t✭♣♦❧✵✱ ♣♦❧✶✱ ♣♦❧✷✱ ♣♦❧✸✱ ♣♦❧✹✱ ♣♦❧✺✮✿

✹✺ ❡✈❛❧♠✭▼❛t♣♦❧✮✿
✡✝ ✆

P❛rt✐❡ ■✻
✞ ☎

✶ ▼❛t✻✻✿❂▼❛tr✐①✭✻✱✻✱ s②♠❜♦❧❂❣✮✿▼❛tP❡❣❛❧✿❂▼❛tr✐①✭r♦✇❞✐♠✭▼❛t♣♦❧✮

✱✷✮✿

✷ ❢♦r ❧ ❢r♦♠ ✶ t♦ r♦✇❞✐♠✭▼❛t♣♦❧✮ ❞♦

✸ ❢♦r ❥ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✻ ❞♦

✹ ❚❡♠♣✿❂▼❛t♣♦❧❬❧✱❥❪❀

✺ s♦❧✉t✿❂❬s♦❧✈❡✭❚❡♠♣✮❪✿

✻ ❢♦r ❦ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♥♦♣s✭s♦❧✉t✮ ❞♦

✼ ▼❛t✻✻❬❥✱ ❦❪✿❂❡✈❛❧❢✭s♦❧✉t❬❦❪✱✷✮❀

✽ ♦❞✿

✾ ♦❞✿

✶✵ ❱❡❝t✻✻✿❂▼❛tr✐①✭✶✱✷✶✮✿

✶✶ ❦✿❂✶✿

✶✷ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✻ ❞♦

✶✸ ❢♦r ❥ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✭✻✲✐✰✶✮ ❞♦

✶✹ ❱❡❝t✻✻❬✶✱❦❪✿❂▼❛t✻✻❬✐✱❥❪❀

✶✺ ❦✿❂❦✰✶❀

✶✻ ♦❞❀

✻✸



✹ ▼❛tr✐❝❡ ❞❡ ❙②❧✈❡st❡r

✶✼ ♦❞✿

✶✽ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✻ ❞♦

✶✾ ❢♦r ❥ ❢r♦♠ ✐✰✶ t♦ ✻ ❞♦

✷✵ ✐❢ ✭❱❡❝t✻✻❬✶✱ ✐❪❂❱❡❝t✻✻❬✶✱ ❥❪✮ t❤❡♥

✷✶ ❱❡❝t✻✻❬✶✱❥❪✿❂❣❀

✷✷ ❢✐

✷✸ ♦❞

✷✹ ♦❞✿

✷✺ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✼ t♦ ✶✶ ❞♦

✷✻ ❢♦r ❥ ❢r♦♠ ✐✰✶ t♦ ✶✶ ❞♦

✷✼ ✐❢ ✭❱❡❝t✻✻❬✶✱ ✐❪❂❱❡❝t✻✻❬✶✱ ❥❪✮ t❤❡♥

✷✽ ❱❡❝t✻✻❬✶✱❥❪✿❂❣❀

✷✾ ❢✐❀

✸✵ ♦❞

✸✶ ♦❞✿

✸✷ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶✷ t♦ ✶✺ ❞♦

✸✸ ❢♦r ❥ ❢r♦♠ ✐✰✶ t♦ ✶✺ ❞♦

✸✹ ✐❢ ✭❱❡❝t✻✻❬✶✱ ✐❪❂❱❡❝t✻✻❬✶✱ ❥❪✮ t❤❡♥

✸✺ ❱❡❝t✻✻❬✶✱❥❪✿❂❣❀

✸✻ ❢✐

✸✼ ♦❞

✸✽ ♦❞✿

✸✾ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶✻ t♦ ✶✽ ❞♦

✹✵ ❢♦r ❥ ❢r♦♠ ✐✰✶ t♦ ✶✽ ❞♦

✹✶ ✐❢ ✭❱❡❝t✻✻❬✶✱ ✐❪❂❱❡❝t✻✻❬✶✱ ❥❪✮ t❤❡♥

✹✷ ❱❡❝t✻✻❬✶✱❥❪✿❂❣❀

✹✸ ❢✐

✹✹ ♦❞

✹✺ ♦❞✿

✹✻ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶✾ t♦ ✷✵ ❞♦

✹✼ ❢♦r ❥ ❢r♦♠ ✐✰✶ t♦ ✷✵ ❞♦

✹✽ ✐❢ ✭❱❡❝t✻✻❬✶✱ ✐❪❂❱❡❝t✻✻❬✶✱ ❥❪✮ t❤❡♥

✹✾ ❱❡❝t✻✻❬✶✱❥❪✿❂❣❀

✺✵ ❢✐

✺✶ ♦❞

✺✷ ♦❞✿

✺✸ ❱❡❝ts✐♠♣✿❂✵✿

✺✹ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✷✶ ❞♦

✺✺ ✐❢ ✭❱❡❝t✻✻❬✶✱✐❪❁❃❣✮ t❤❡♥

✺✻ ❱❡❝ts✐♠♣✿❂❱❡❝ts✐♠♣✱ ❱❡❝t✻✻❬✶✱✐❪❀

✺✼ ❢✐

✺✽ ♦❞✿

✻✹



✹✳✸ ❙tr❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ❞❡ ❞❡❣ré 5 ✭r❡s♣✳ 6✮ ❛✈❡❝ ❛✉ ♠♦✐♥s 4 ✭r❡s♣✳ ❛✉ ♠♦✐♥s 5✮
é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s

✺✾ ❱❡❝ts✐♠♣✿❂❱❡❝ts✐♠♣❬✷✳✳♥♦♣s✭❬❱❡❝ts✐♠♣❪✮❪✿

✻✵ ❱❡❝ts✐♠♣✶✿❂❡✈❛❧♠✭❝♦♥✈❡rt✭❬❱❡❝ts✐♠♣❪✱ ▼❛tr✐①✮✮✿

✻✶ ❱❡❝t✐♥❞✿❂❡✈❛❧♠✭▼❛tr✐①✭✶✱✷✶✮✮✿

✻✷ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ❝♦❧❞✐♠✭❱❡❝ts✐♠♣✶✮ ❞♦

✻✸ ❥✿❂✐✰✶❀ ❛rr❡t✿❂✵❀

✻✹ ✇❤✐❧❡ ✭❥❁❂❝♦❧❞✐♠✭❱❡❝ts✐♠♣✶✮✮ ❛♥❞ ✭❛rr❡t❂✵✮ ❞♦

✻✺ ✐❢ ✭❱❡❝ts✐♠♣✶❬✶✱✐❪❂❱❡❝ts✐♠♣✶❬✶✱❥❪✮ t❤❡♥

✻✻ ❱❡❝t✐♥❞❬✶✱✐❪✿❂✶❀

✻✼ ❛rr❡t✿❂✶❀

✻✽ ❢✐❀

✻✾ ❥✿❂❥✰✶❀

✼✵ ❡♥❞❀

✼✶ ♦❞✿

✼✷ ❊❣❛❧✐t❡✿❂✵✿

✼✸ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ❝♦❧❞✐♠✭❱❡❝ts✐♠♣✶✮ ❞♦

✼✹ ❊❣❛❧✐t❡✿❂❊❣❛❧✐t❡✰❱❡❝t✐♥❞❬✶✱ ✐❪❀

✼✺ ♦❞✿

✼✻ ❊❣❛❧✐t❡✿

✼✼ ▼❛tP❡❣❛❧❬❧✱✶❪✿❂▼❛t♣♦❧❬❧✱✶❪❀

✼✽ ▼❛tP❡❣❛❧❬❧✱✷❪✿❂❊❣❛❧✐t❡❀

✼✾ ♦❞✿

✽✵ ❡✈❛❧♠✭▼❛tP❡❣❛❧✮✿

✽✶ ■♥❞▼❛tP✿❂✵✿

✽✷ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ r♦✇❞✐♠✭▼❛t♣♦❧✮ ❞♦

✽✸ ✐❢ ▼❛tP❡❣❛❧❬✐✱✷❪❃❂✺ t❤❡♥

✽✹ ■♥❞▼❛tP✿❂■♥❞▼❛tP✱✐❀

✽✺ ❢✐❀ ♦❞✿
✡✝ ✆

P❛rt✐❡ ❏✻
✞ ☎

✶ ✐❢ ✭♥♦♣s✭❬■♥❞▼❛tP❪✮❂✶✮ t❤❡♥

✷ ♣r✐♥t✭✧◆♦ ❖✈❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❙tr❛t❛✧✮

✸ ❡❧s❡

✹ ■♥❞▼❛tP✿❂■♥❞▼❛tP❬✷✳✳♥♦♣s✭❬■♥❞▼❛tP❪✮❪❀

✺ ▼❛tP❡❣❛❧✺✿❂▼❛tr✐①✭♥♦♣s✭❬■♥❞▼❛tP❪✮✱✷✮✿

✻ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♥♦♣s✭❬■♥❞▼❛tP❪✮ ❞♦

✼ ▼❛tP❡❣❛❧✺❬✐✱✶❪✿❂▼❛tP❡❣❛❧❬■♥❞▼❛tP❬✐❪✱ ✶❪❀

✽ ▼❛tP❡❣❛❧✺❬✐✱✷❪✿❂▼❛tP❡❣❛❧❬■♥❞▼❛tP❬✐❪✱ ✷❪❀

✾ ♦❞✿

✶✵ ❙tr❛t❛❴❖✈❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞✿❂❡✈❛❧♠✭▼❛tP❡❣❛❧✺✮✿

✶✶ ❢✐❀
✡✝ ✆

✻✺



✹ ▼❛tr✐❝❡ ❞❡ ❙②❧✈❡st❡r

✻✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✺

➱❣❛❧✐tés ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s

♦ù ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s

✺✳✶ ◗✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥♥✉s

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♥♦✉s ❝✐t♦♥s q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✹❪ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s

❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ◆♦✉s ❧❡s ❝♦♠♣❧ét♦♥s ♣❛r ❧❡s ❧❡♠♠❡s ✺✳✹ ❡t ✺✳✺✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ Q ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ♠♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❞❡❣ré n ❞♦♥t ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞✐s✲

t✐♥❝t❡s s♦♥t y1 < · · · < ys✱ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐tés m1, . . . ,ms✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s r❛❝✐♥❡s xk
j ❞❡ Q(k)

❝♦♠♠❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ y1, . . . , ys✳ ✭▲❡s r❛❝✐♥❡s yi ♣❡✉✈❡♥t ✈❛r✐❡r✱ ♠❛✐s ❧❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐tés

♥❡ ❝❤❛♥❣❡♥t ♣❛s✳✮ ■❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ q✉❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t ❧✐ss❡s✳ ✭❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r

k < mi ✉♥❡ ❞❡ ❝❡s r❛❝✐♥❡s ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ yi✳✮

▲❡♠♠❡ ✺✳✶ P♦✉r i ✜①é ♦♥ ❛ 0 ≤ ∂(xk
j )

∂(yi)
≤ n − k

n
❡t

n−k
∑

j=1

∂(xk
j )

∂(yi)
=

n − k

n
✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✷ ❞❡ ❬✶✹❪✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡Q s♦♥t s✐♠♣❧❡s✳ ❖♥ ❧❡s ❞és✐❣♥❡

♣❛r x1, . . . , xn✳

▲❡♠♠❡ ✺✳✷ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ② ❛ s é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ r❛❝✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ x
kj

j = xi (∗) ♦ù

x
kj

j ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡ Q(kj) ❡t ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s i s♦♥t t♦✉s ❞✐✛ér❡♥ts✳ ❆❧♦rs✱ ❧❡s é❣❛❧✐tés (∗)
❞é✜♥✐ss❡♥t s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ Q ❞♦♥t ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥

❡st tr❛♥s✈❡rs❛❧❡✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ 11 ❞❡ ❬✶✹❪✳

▲❡♠♠❡ ✺✳✸ P♦✉r j ❡t k ✜①és ♦♥ ❛
s
∑

j=1

∂xk
j

∂yi

= 1✳

✻✼



✺ ➱❣❛❧✐tés ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♦ù ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s

❊♥ ❡✛❡t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s r❛❝✐♥❡s yi s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ t✳ P♦s♦♥s
dxk

j

dt
:= ẋk

j ✱
dyi

dt
:= ẏi✳ ❉♦♥❝ ẋ

kj

j =
s
∑

j=1

∂xk
j

∂yi

ẏi✳ ❙✐ ẏi = 1 ✭❝✳✲à✲❞✳ t♦✉t❡s ❧❡s r❛❝✐♥❡s yi s❡

❞é♣❧❛❝❡♥t ❛✈❡❝ ✈✐t❡ss❡ ✶ à ❞r♦✐t❡✮✱ ♦♥ ❛ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ẋ
kj

j = 1✳ ✷

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❛♥s Oa0 . . . an−1 ❧❛ s♦✉s✲✈❛r✐été ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ré❡❧❧❡ V ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡s ❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥s

x
kj

j = yiν , ν = 1, . . . , l, l ≤ s − 2 ✭✺✳✶✳✶✮

♦ù ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ν s♦♥t t♦✉s ❞✐✛ér❡♥ts✳ ✭❖♥ s✉♣♣♦s❡ ✐❝✐ q✉❡ ❧❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐tés ❞❡s r❛❝✐♥❡s ré❡❧❧❡s

❞✉ P❍ s♦♥t ✜①é❡s ❡t q✉❡ ❞❡ ♣❧✉s ❧❡s é❣❛❧✐tés ✭✺✳✶✳✶✮ ♦♥t ❧✐❡✉✳ P♦✉r ❞é✜♥✐r ❧✬❛❞❤ér❡♥❝❡

t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ V̄ ❞❡ V ✐❧ ❢❛✉t ❛❞♠❡ttr❡ ❞❡s é❣❛❧✐tés ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ yi = yi+1✳✮

▲❡♠♠❡ ✺✳✹ ❉❛♥s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❧❛ ✈❛r✐été V ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ❡t ❧✐ss❡✳ ❙♦♥ ❛❞❤ér❡♥❝❡ t♦♣♦✲

❧♦❣✐q✉❡ ❡st ❛✉ss✐ ❝♦♥♥❡①❡✳

Pr❡✉✈❡ ✿

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✶✳✶✮ ❛ ✉♥❡ ❞♦♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳ ❈❡❝✐

rés✉❧t❡ ❞❡s ❧❡♠♠❡s ✺✳✸ ❡t ✺✳✶ ❡t ❞✉ ❢❛✐t q✉✬❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ❞❡s r❛❝✐♥❡s yiν ✭❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡

❡t ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡✮ ♥❡ ♣❛rt✐❝✐♣❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✭✺✳✶✳✶✮✳ ❉♦♥❝✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r

❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ϕi ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ Oy1 . . . ys ♦ù ϕi :=

yi − x
kj

j s✐ ❧✬✐♥❞✐❝❡ i ❡st r❡♥❝♦♥tré ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✭✺✳✶✳✶✮ ❡t ϕi = yi s✐♥♦♥✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ✈❛r✐été

V ✭❡t V ❛✉ss✐✮ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ϕiν = 0, ν = 1, . . . , l✱ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❡♥ s✉✐t✳ ✷

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ✈❛r✐été ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ✭♣rés✉♠é❡ ♥♦♥✲✈✐❞❡✮ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s Oa0 . . . an−1

♣❛r tr♦✐s é❣❛❧✐tés ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

xk1

i1
= xk2

i2
✱ xk3

i3
= xk4

i4
✱ xk5

i5
= xk6

i6
✱ k1 < k2 ✱ k3 < k4 ✱ k5 < k6 ✱ k1 < k3 ≤ k5

❡t t♦✉t❡s ❧❡s r❛❝✐♥❡s s♦♥t s✐♠♣❧❡s✳

▲❡♠♠❡ ✺✳✺ ❈❡tt❡ ✈❛r✐été ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ❡t ❧✐ss❡✳ ❙♦♥ ❛❞❤ér❡♥❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡t ❛❧❣é❜r✐q✉❡

❡st ❝♦♥♥❡①❡ ❛✉ss✐✳

Pr❡✉✈❡ ✿

❉♦♥♥♦♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♣♦✉r k1 = 0✱ ♣♦✉r k1 > 0 ❡❧❧❡ ❡st ❛♥❛❧♦❣✉❡✳ ▲❛ ✈❛r✐été U ❞é✜♥✐❡

❞❛♥s Oa0 . . . an−1 ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐èr❡s é❣❛❧✐tés✱ ❡st ❧✐ss❡ ❡t ❝♦♥♥❡①❡ ❀ s♦♥ ❛❞❤ér❡♥❝❡ U
❡st ❝♦♥♥❡①❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s k3 = k5 ❝❡❝✐ rés✉❧t❡ ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❧❡♠♠❡ ✺✳✶ ❡t

❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺✳✹✳ ❙✐ k3 < k5✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❛♥s Oa0 . . . an−k3−1 ❧❛ ✈❛r✐été W ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛

❞❡r♥✐èr❡ é❣❛❧✐té✳ ❊❧❧❡ ❡st ❧✐ss❡ ❡t ❝♦♥♥❡①❡ ✭❝❡❝✐ rés✉❧t❡ ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺✳✶ ❡t ❞✉

t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ P(k6) ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ P(k5)✮✳ ❙♦♥ ❛❞❤ér❡♥❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡st ❝♦♥♥❡①❡✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ é❣❛❧✐té ♣❡r♠❡t

❞♦♥❝ ❞❡ ❞é✜♥✐r xk3

i3
❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐ss❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r W ✭♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❡♠♠❡

✺✳✶ ❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✮ ❡t q✉✐ s❡ ♣r♦❧♦♥❣❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r W ✳

❉♦♥❝ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ❧❛ r❛❝✐♥❡ xk1

i1
❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ é❣❛❧✐té ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❧✐ss❡ s✉r ❧❛ ✈❛r✐été U ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r U ✳ ✷

✻✽



✺✳✷ ▲❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ é❣❛❧✐té

✺✳✷ ▲❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ é❣❛❧✐té

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✺ ♦✉ ✻ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

P = x5 − x3 + ax2 + bx + c ♦✉ P = x6 − x4 + ax3 + bx2 + cx + d, a, b, c, d ∈ R .

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✭❝✳✲à✲❞✳ Oabc ♦✉ Oabcd✮ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s

♣♦✐♥ts ♦ù ✉♥❡ é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ P ,P(1),P(2),P(3),P(4),P(5) ❛ ❧✐❡✉✱ ❡st ✉♥❡ ❤②✲

♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ∆1 = 0 ♦ù ∆1 ❡st ✉♥ rés✉❧t❛♥t✱ ✈♦✐r ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✶✳ ✭▲❛ ❞ér✐✈é❡

P(5) ❡st ♣❡rt✐♥❡♥t❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✻✮✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ♥♦✉s

❞✐s♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬é❣❛❧✐té ❡♥ q✉❡st✐♦♥✳

▲❡♠♠❡ ✺✳✻ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ s♦✐t ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ P ❛ ✉♥❡ s❡✉❧❡ r❛❝✐♥❡ ❞♦✉❜❧❡ ✭❧❡s

❛✉tr❡s ét❛♥t s✐♠♣❧❡s✮✱ s♦✐t q✉✬✐❧ ❛ t♦✉t❡s s❡s r❛❝✐♥❡s s✐♠♣❧❡s ❡t q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ é❣❛❧✐té ❡♥tr❡

❧❡s r❛❝✐♥❡s✳ ❆❧♦rs✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ∆1 = 0 q✉✐ ❡①♣r✐♠❡ ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ✭∆1 ét❛♥t ✉♥ rés✉❧t❛♥t✮

❞é✜♥✐t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❧✐ss❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ Oabc ♦✉ Oabcd✳

Pr❡✉✈❡ ✿

❙✐ ❧✬é❣❛❧✐té ❡st ❡♥tr❡ ❞❡✉① r❛❝✐♥❡s ❞❡ P ✭❝✳✲à✲❞✳ P ❛ ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞♦✉❜❧❡✮✱ ❛❧♦rs✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥ ∆1 = 0 ❞é✜♥✐t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ str❛t❡ ❧✐ss❡ ❞✉ ❜♦r❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❤②♣❡r❜♦❧✐❝✐té ❞❡ ❧❛

❢❛♠✐❧❧❡ P ✱ ✈♦✐r ❬✷✹❪ ✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬é❣❛❧✐té s♦✐t ❝❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① r❛❝✐♥❡s s✐♠♣❧❡s ❞❡ P (α) ❡t P (β)✱ α < β✳

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞❡❣ré ✻ ❛✈❡❝ α = 0✱ ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s ❡❧❧❡ ❡st

❛♥❛❧♦❣✉❡✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ P(x0
i1
) = P(β)(xβ

i2
) = 0✳ ▲❛ r❛❝✐♥❡ x0

i1
❞é♣❡♥❞ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

d ❡t ♦♥ ❛
∂x0

i1

∂d
6= 0 t❛♥❞✐s q✉❡ x

(β)
i2

♥✬❡♥ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s✳ ❉♦♥❝✱ ❧✬é❣❛❧✐té x0
i1
− xβ

i2
= 0 ❞é✜♥✐t

❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❧✐ss❡ ❞❛♥s Oabcd ✭❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡

❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t d ❡st ❡①♣r✐♠é ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té x0
i1
− xβ

i2
= 0 ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐ss❡ ❞❡ a, b, c✮✳ ✷

✺✳✸ ▲❡ ❝❛s ❞❡ ❞❡✉① é❣❛❧✐tés

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s é❣❛❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ♦♥t ❧✐❡✉ xα
i1

= xβ
i2
, xγ

i3
= xδ

i4
✱ ❝✳✲à✲❞✳

P(α)(ζ) = P(β)(ζ) = 0 ✭✺✳✸✳✶✮

P(γ)(η) = P(δ)(η) = 0 ✭✺✳✸✳✷✮

♦ù ζ = xα
i1

= xβ
i2
, η = xγ

i3
= xδ

i4
✱ α 6 γ✱ α < β✱ γ < δ✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✶ ❉❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❆ ❞❡s ♣♦✐♥ts ♦ù ❧❡s ❞❡✉① é❣❛❧✐tés

xα
i1

= xβ
i2
❡t xγ

i3
= xδ

i4
♦♥t ❧✐❡✉ à ❧❛ ❢♦✐s✱ ❡st ❞é✜♥✐ s♦✐t ♣❛r ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ rés✉❧t❛♥ts s♦✐t ♣❛r

✉♥ rés✉❧t❛♥t ❡t ✉♥ s♦✉s✲rés✉❧t❛♥t✱ ✈♦✐r ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✶✳ ▼❛✐s ❝❡ ❝♦✉♣❧❡ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥❡

✈❛r✐été ❞♦♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❆ s♦✐t s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✱ ✈♦✐r ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✷✳✽✳

✻✾



✺ ➱❣❛❧✐tés ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♦ù ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s

❖♥ s❡ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬é❣❛❧✐tés ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✭✐♥✮❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡

❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✻ ❛✈❛♥t ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✷✳✽✳

▲❡♠♠❡ ✺✳✼ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ② ❛ ❞❡✉① é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s P ,P(1),P(2),

P(3),P(4),P(5)✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ s♦✐t P ❛ t♦✉t❡s s❡s r❛❝✐♥❡s s✐♠♣❧❡s✱ s♦✐t q✉✬✐❧ ❛ ✉♥❡ s❡✉❧❡

r❛❝✐♥❡ ❞♦✉❜❧❡ ✭❧❡s ❛✉tr❡s ét❛♥t s✐♠♣❧❡s✮ ❡t q✉❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① é❣❛❧✐tés ❡①♣r✐♠❡ s❛ ♣rés❡♥❝❡✱

s♦✐t q✉✬✐❧ ❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡✉① r❛❝✐♥❡s ❞♦✉❜❧❡s ♦✉ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ tr✐♣❧❡ ❡t q✉❡ ❧❡s

❞❡✉① é❣❛❧✐tés ❡①♣r✐♠❡♥t ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s r❛❝✐♥❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ❆❧♦rs✱ ❧❡s ❞❡✉① é❣❛❧✐tés s♦♥t

❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❉❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ s✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❞❡✉①

é❣❛❧✐tés ♦♥t ❧✐❡✉ ❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✷ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ♦♥ ❛ ε ∈ (R, 0) ❡t ✐❧ ❡st s♦✉s✲❡♥t❡♥❞✉ q✉❡ s✐ P ❛

✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞♦✉❜❧❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ s✐❣♥❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ε ❡st ❝❤♦✐s✐ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ P s♦✐t ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✳

Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺✳✼ ✿

✶❡r ❝❛s ✿ P ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ r❛❝✐♥❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✳

✶✳ ❙✐ α = γ✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ rés✉❧t❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺✳✷ ❞❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✺✳✶✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❧❡♠♠❡

✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① é❣❛❧✐tés ✭✺✳✸✳✶✮ ❡t ✭✺✳✸✳✷✮

s✬✐♥t❡rs❡❝t❡♥t tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♠❡♥t✳ ❈❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✺✳✼✳

✷✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ α < γ✳ ◆♦✉s tr❛✐t♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✻ ❛✈❡❝

α = 0✱ ❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❛♥❛❧♦❣✉❡✳ ▲❡s r❛❝✐♥❡s xβ
i2
✱ xγ

i3
❡t xδ

i4
s♦♥t ❞❡s

❢♦♥❝t✐♦♥s ❧✐ss❡s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡ a, b, c✳ ▲✬é❣❛❧✐té xγ
i3

= xδ
i4

❞é✜♥✐t ✉♥❡ ✈❛r✐été ❧✐ss❡ ❞❡

❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ Oabc ✭✈♦✐r ✺✳✻✮✳ ▲✬é❣❛❧✐té P(xβ
i2
) = 0 ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r

d ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐ss❡ s✉r ❝❡tt❡ ✈❛r✐été✳ ❉✬♦ù ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

❈❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❛✉ss✐ ❛✉ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù ❧❡s r❛❝✐♥❡s xβ
i2

❡t xγ
i3

s♦♥t

❝♦♥❢♦♥❞✉❡s ❡t ♦♥ ❛ xα
i1

= xβ
i2

= xδ
i4
✳ ❙✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✺✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s

♦♥ ❛ ❢♦r❝é♠❡♥t α = 0, β = 2, δ = 4✳ ❊♥ ❝❛s ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✻ ♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r

(α, β, δ) = (0, 2, 4), (0, 3, 5), (0, 2, 5) ♦✉ (1, 3, 5).

✷è♠❡ ❝❛s ✿ P ❛ ❞❡s r❛❝✐♥❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù P ❛ ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞♦✉❜❧❡ ❡t tr♦✐s r❛❝✐♥❡s s✐♠♣❧❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♦♥ ❛

α = β ❡t ❧❡s ❞❡✉① é❣❛❧✐tés s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ xα
i1

= xα
i2
❡t xγ

i3
= xδ

i4
✳ ❖♥ ❛ss✉♠❡ ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡

xα
i2
6= xγ

i3
✳

✶✳ ❙✐ 0 = α = γ✱ ♦♥ ❢❛✐t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t P 7−→ P+ε(x−xγ
i3
)✳ ■❧ ❞étr✉✐t s❡✉❧❡♠❡♥t ❧✬é❣❛✲

❧✐té xα
i1

= xα
i2
❝❛r δ ≥ 2✳ ❆✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts P 7−→ P + ε(x− x0

i1
)k,

k = 2 ♦✉ 3✱ ❞étr✉✐t s❡✉❧❡♠❡♥t ❧✬é❣❛❧✐té xγ
i3

= xδ
i4
✳ ❉♦♥❝✱ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ❤②✲

♣❡rs✉r❢❛❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❞❡✉① é❣❛❧✐tés xα
i1

= xβ
i2

❡t xγ
i3

= xδ
i4

s✬✐♥t❡rs❡❝t❡♥t

✼✵



✺✳✹ ▲❡ ❝❛s n = 5

tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♠❡♥t ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❡♥ rés✉❧t❡✳ ❚r❛♥s✈❡rs❛❧❡♠❡♥t ❝❛r ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s x−xδ
i3

❡t (x − x0
i1
)k s♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts✳

✷✳ ❙✐ 0 = α < γ✱ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ♣❛rt✐❡ ✷ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✳

✸✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉✬♦♥ ❛ 0 = α = β = γ < δ ❡t q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① é❣❛❧✐tés s♦♥t ❞❡

❧❛ ❢♦r♠❡ xα
i1

= xα
i2

= xδ
i4
✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s xβ

i2
❡t xγ

i3
s♦♥t ❝♦♥❢♦♥❞✉❡s✳ ❉❛♥s ❝❡

❝❛s ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t P 7−→ P + ε(x− xα
i2
) ❞étr✉✐t s❡✉❧❡♠❡♥t ❧✬é❣❛❧✐té xα

i1
= xα

i2
✱ t❛♥❞✐s

q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t P 7−→ P + ε(x − xα
i2
)δ ❞étr✉✐t s❡✉❧❡♠❡♥t ❧✬é❣❛❧✐té xα

i2
= xδ

i4
✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✸ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s 0 = α = β = γ < δ ✐❧ ② ❛ ❡♥ ré❛❧✐té tr♦✐s é❣❛❧✐tés ✿ x0
i1

= x0
i2

=

x1
i3

= xδ
i4
✳ ❙✐ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡s é❣❛❧✐tés x0

i1
= x0

i2
= xδ

i4
✭q✉✐ ❞é✜♥✐ss❡♥t

❧❡ ♠ê♠❡ ❢❛✐t✱ q✉❡ P ❛ ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞♦✉❜❧❡✮ ❧❡s é❣❛❧✐tés x0
i1

= x1
i3

= xδ
i4
✱ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t

P 7−→ P + ε ❞étr✉✐r❛ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t P 7−→ P + ε(x − xδ
i4
)δ

s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❞❡s é❣❛❧✐tés✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù P ❛❞♠❡t ❞❡✉① r❛❝✐♥❡s ❞♦✉❜❧❡s✱ ❝✳✲à✲❞✳ ♦♥ ❛ α = β✱ γ = δ ❡t ❧❡s

❞❡✉① é❣❛❧✐tés s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ xα
i1

= xα
i2
❡t xγ

i3
= xγ

i4
✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦♥ ❛ 0 = α = γ ❡t ♦♥ ❢❛✐t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t P 7−→ P + ε(x − xα
i1
)2✳ ■❧ ❞étr✉✐t

s❡✉❧❡♠❡♥t ❧✬é❣❛❧✐té xγ
i3

= xγ
i4
✳ ▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t P 7−→ P + ε(x − xγ

i3
) ❞étr✉✐t s❡✉❧❡♠❡♥t

❧✬é❣❛❧✐té xα
i1

= xα
i2
✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù P ❛ ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ tr✐♣❧❡ ❡t ❞❡✉① ♦✉ tr♦✐s r❛❝✐♥❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

♦♥ ❛ α = β = γ = 0✱ ❡t ❧❡s ❞❡✉① é❣❛❧✐tés s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ xα
i1

= xα
i2

= xα
i3
✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ P s♦✐t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ x5 − x3 + · · · ♦✉ x6 − x4 + · · · ♣❡r♠❡t

❞✬❡①♣r✐♠❡r s❡s r❛❝✐♥❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉♥ ♦✉ ❞❡ ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❈❡ q✉✐

✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡✳ ✷

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✹ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù P ❛ ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ tr✐♣❧❡ ✭s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❝❡❝✐ ❡st x0
1 = x0

2 = x0
3)

♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❝❡s tr♦✐s é❣❛❧✐tés x0
1 = x1

1 = x2
1 ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ❢❛✐t✱

♥♦t❛♠♠❡♥t✱ q✉❡ P ❛ ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ tr✐♣❧❡✳ ✭❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ r❛❝✐♥❡ tr✐♣❧❡ ✐❧ ② ❛ ❡♥ ré❛❧✐té

❝✐♥q é❣❛❧✐tés ❞♦♥t ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞❡✉① ✿ x0
1 = x1

1 = x0
2 = x1

2 = x2
1 = x0

3✮✳ ❙✐ ♦♥ é❝r✐t

x0
1 = x1

1 = x2
1✱ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❞❡ ❝❡s é❣❛❧✐tés ♣❡✉t êtr❡ ❞étr✉✐t❡ ♣❛r

❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t P 7−→ P + ε(x−x2
1)

2✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❞étr✉✐r❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❛♥s ❞étr✉✐r❡ ❧❛

❞❡✉①✐è♠❡ ♦✉ s❛♥s q✉❡ P ❝❡ss❡ ❞✬êtr❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✳ P♦✉r é✈✐t❡r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ❝❛s

❞❡ r❛❝✐♥❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s é❣❛❧✐tés s❡✉❧❡♠❡♥t ❡♥tr❡ r❛❝✐♥❡s ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡

✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ x0
1 = x0

2 = x0
3 ❡t ♣❛s x0

1 = x1
1 = x2

1✮✳

✺✳✹ ▲❡ ❝❛s n = 5

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♥♦✉s ré♣♦♥❞♦♥s à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ q✉❛♥❞ ♣♦✉r n = 5 tr♦✐s é❣❛❧✐tés

❡♥tr❡ r❛❝✐♥❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ▲❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ à ❧✬❛✐❞❡

✼✶



✺ ➱❣❛❧✐tés ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♦ù ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s

❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡♥ ▼❆P▲❊✱ ✈♦✐r ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✺✳✻✳ P♦✉r ✉♥ tr✐♣❧❡t ❞❡ rés✉❧t❛♥ts ♦✉✴❡t

❞❡ s♦✉s✲rés✉❧t❛♥ts ❞♦♥♥é (∆1, ∆2, ∆3) ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ●rö❜♥❡r ❞❡ ❧✬✐❞é❛❧

❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ∆1✱ ∆2✱ ∆3✳

❙✐ ❝❡tt❡ ❜❛s❡ ❝♦♥t✐❡♥t tr♦✐s é❧é♠❡♥ts ❞♦♥t ❧❡s ♠♦♥ô♠❡s ❞❡ têt❡ s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ak✱bl✱cm✱

k, l, m ∈ N
∗✱ ❛❧♦rs✱ ❧❛ ✈❛r✐été ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬é❣❛❧✐tés ∆1 = ∆2 = ∆3 =

0 ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 0 ❞❛♥s Oabc✱ ❝✳✲à✲❞✳ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣♦✐♥ts✳ ❉♦♥❝✱ ❧❡s

tr♦✐s é❣❛❧✐tés s♦♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ❡❧❧❡s ♥❡ ❞é✜♥✐ss❡♥t ♣❛s ✉♥❡ str❛t❡

s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧❡✳

■❧ ② ❛ s❡✉❧❡♠❡♥t tr♦✐s ❝❛s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ♦♥ ♥❡ tr♦✉✈❡ ♣❛s ✉♥ t❡❧ tr✐♣❧❡t ak✱bl✱ cm ❞❡

♠♦♥ô♠❡ ❞❡ têt❡ ✿

✶✮ ✭δ(2)✱ δ1(2)✱ λ(2)✮ ✭α = 1, β = 3, γ = 1, δ = 3, p = 2, q = 4)

✷✮ ✭σ(1)✱ σ1(1)✱ σ(2)✮ ✭α = 0, β = 1, γ = 0, δ = 1, p = 1, q = 2)

✸✮ ✭σ(1)✱ σ(3)✱ δ(2)✮ ✭α = 0, β = 1, γ = 0, δ = 3, p = 1, q = 3)

❈❡ s♦♥t ❧❡s ❝❛s ❬✷✹❪✱ ❬✷✻❪✱ ❬✹✵❪ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ✈♦✐r ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✺✳✻✳

❊♥ ❝❛s ✶✮ ❧❡ s❡✉❧ P❍ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ x(x2 − 1/2)2✳ ■❧ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ str❛t❡ s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡

♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧❡✱ ❧❛ str❛t❡ F ✱ ✈♦✐r ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✷✳

▲❡ ❝❛s ✷✮ ♥✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ s✐ ❧❡ P❍ ❛ ✉♥ ❱▼ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✸✱✷✮ ♦✉ ✭✷✱✸✮✱ ♦✉ s✬✐❧ ❡st

✐♠♣❛✐r ❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ x(x2 − 1/2)2 ✭q✉✐ ❞é✜♥✐t ❧❛ str❛t❡ F ✮✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉✬✐❧ ❛ ❞❡✉① r❛❝✐♥❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧❡ ♣rés❡♥t❡r ✭❛♣rès ✉♥

❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❛✣♥❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x✮ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ (x2 − 1/2)2(x + b)✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉✬✉♥❡

❞❡ s❡s r❛❝✐♥❡s ❡st r❛❝✐♥❡ ❞❡ s❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❞ér✐✈é❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ b = 0 ♦✉ b = −1✳ ❙✐ s♦♥

❱▼ ❡st ✭✸✱✷✮ ♦✉ ✭✷✱✸✮✱ ✐❧ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ str❛t❡ s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡ tr✐✈✐❛❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡

❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ H := x3(x − 1)2 = x5 − 2x4 + x3 ❡t ❞✬♦❜s❡r✈❡r q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡

é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ s❡s r❛❝✐♥❡s ❡t ❝❡❧❧❡s ❞❡ H(1)✱ H(2)✱ H(3)✱ H(4) ❤♦r♠✐s ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s r❛❝✐♥❡s

♠✉❧t✐♣❧❡s ✵ ❡t ✶✳

❊♥ ❝❛s ✸✮✱ s✐ x0
i1

6= x0
i3
✱ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t P 7−→ P + ε[(x − x1

i5
)2 − (x0

i3
− x1

i5
)2] ❞étr✉✐t

s❡✉❧❡♠❡♥t ❧✬é❣❛❧✐té x0
i1

= x1
i2
❡t ♣rés❡r✈❡ ❧❡s é❣❛❧✐tés x0

i3
= x3

i4
❡t x1

i5
= x3

i6
✳

❙✐ x0
i1

= x0
i3
✱ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t P 7−→ P + ε[(x−x0

i1
)2] ❞étr✉✐t s❡✉❧❡♠❡♥t ❧✬é❣❛❧✐té x1

i5
= x3

i6

❡♥ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s✳

✺✳✺ ▲❡ ❝❛s ❞❡ tr♦✐s é❣❛❧✐tés

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶ ✶✮ P♦✉r n = 6 ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ❞♦♥t ❧❡s ❱▼ s♦♥t (6), (5, 1)✱

(1, 5), (4, 2) ❡t (2, 4) ❞é✜♥✐ss❡♥t ❞❡s str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s tr✐✈✐❛❧❡s✳

✷✮ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s ❞❡ q✉❛tr❡ é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ r❛❝✐♥❡s ✭♦✉ ♣❧✉s✮ s❛✉❢ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❱▼

✭✸✱✸✮ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ♣❛r♠✐ ❝❡s é❣❛❧✐tés tr♦✐s q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ✉♥ ❞❡s ❝❛s ❞é❝r✐ts ❞❛♥s

✉♥ ❞❡s ❧❡♠♠❡s ✺✳✽✱ ✺✳✾✱ ✺✳✶✵✱ ✺✳✶✶ ❝✐✲❜❛s✳

✸✮ ▲❡ ❱▼ ✭✸✱✸✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ str❛t❡ ♣❛✐r❡ E✱ ✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶ ❞❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳

✼✷



✺✳✺ ▲❡ ❝❛s ❞❡ tr♦✐s é❣❛❧✐tés

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s❡ tr♦✉✈❡ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✳ ❊❧❧❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ❧❡♠♠❡s

✺✳✽✱ ✺✳✾✱ ✺✳✶✵✱ ✺✳✶✶✳ ❯♥ ❞❡ ❝❡s ❧❡♠♠❡s ✭❧❡♠♠❡ ✺✳✾✮ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛♣♣❧✐q✉é ❡♥

▼❆P▲❊ ❡t ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✺✳✼✳

◆♦t❛t✐♦♥ ✺✳✶ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ② ❛ tr♦✐s é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ r❛❝✐♥❡s ✿ xα
i1

= xβ
i2
✱ xγ

i3
=

xδ
i4
✱ xp

i5
= xq

i6
✳ ◆♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❝♦♥❢♦♥❞✉❡s xα

i1
✱ xβ

i2
✭r❡s♣✳ xγ

i3
✱ xδ

i4
✱ r❡s♣✳ xp

i5
✱

xq
i6
✮ ❛✉ss✐ ♣❛r ζ ✭r❡s♣✳ ♣❛r η✱ r❡s♣✳ ♣❛r θ✮✳ ❖♥ ♣rés✉♠❡ q✉❡ α < β✱ γ < δ✱ p < q✳

▲❡♠♠❡ ✺✳✽ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✻✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ② ❛ tr♦✐s é❣❛✲

❧✐tés ❡♥tr❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s P ,P(1),P(2), P(3),P(4),P(5)✳ ❆❧♦rs✱ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s s✉✐✲

✈❛♥ts ❝❡s tr♦✐s é❣❛❧✐tés s♦♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡

✈❛r✐été ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✸ ✭❝✳✲à✲❞✳ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶✮ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ Oabcd ✿

a) α = γ = p✱ ❧❡s r❛❝✐♥❡s ζ✱ η ❡t θ s♦♥t s✐♠♣❧❡s✳

b) α < γ ≤ p ❧❡s r❛❝✐♥❡s ζ✱ η ❡t θ s♦♥t s✐♠♣❧❡s✳

c) ▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ P ❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t tr♦✐s r❛❝✐♥❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ✭❞♦♥t ❧❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐tés à ♣❡r♠✉t❛✲

t✐♦♥ ♣rès ✈❛❧❡♥t ✭✷✱✷✱✷✮✱ ✭✸✱✷✱✶✮ ♦✉ ✭✹✱✶✱✶✮✮✳

d) 0 = α < γ ≤ p✱ ζ ❡st r❛❝✐♥❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞❡ P ✭❝✳✲à✲❞✳ β = 1✮✳

e) 0 = α = γ = p✱ ζ ❡t η s♦♥t r❛❝✐♥❡s ❞♦✉❜❧❡s ❞❡ P✳

f) 0 = α = γ = p✱ ζ = η ❡st r❛❝✐♥❡ tr✐♣❧❡ ❞❡ P✱ θ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥❢♦♥❞✉❡ ♦✉ ♣❛s ❛✈❡❝ ζ✳

g) 0 = α = γ = p✱ ζ ❡st r❛❝✐♥❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞❡ P✱ η ❡t θ s♦♥t r❛❝✐♥❡s s✐♠♣❧❡s✳

h) 0 = α = γ, p ≥ 2✱ ❧❛ r❛❝✐♥❡ θ ❡st s✐♠♣❧❡✱ ❡t s♦✐t ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s r❛❝✐♥❡s ζ ❡t η ❡st s✐♠♣❧❡

♦✉ ❞♦✉❜❧❡✱ s♦✐t ζ = η ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ tr✐♣❧❡✳

Pr❡✉✈❡ ✿

a) ■❧ rés✉❧t❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺✳✷ ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✺✳✶ q✉❡ ❧❡s tr♦✐s é❣❛❧✐tés ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t

tr♦✐s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ❞❛♥s Oabcd ❞♦♥t ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✭❞❛♥s ❧❡✉r ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡✉①

à ❞❡✉①✮ ❡st tr❛♥s✈❡rs❛❧❡✳ ❈❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

b) ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ α = 0 ✭♣♦✉r α > 0 ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❛♥❛❧♦❣✉❡✮✳ ▲❛ r❛❝✐♥❡ xα
i1

❞é♣❡♥❞

❞❡ d ❡t ♦♥ ❛
∂xα

i1

∂d
6= 0✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s xβ

i2
, xγ

i3
, xδ

i4
, xp

i5
❡t xq

i6
♥✬❡♥ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s✳

❉♦♥❝✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ xα
i1

= xβ
i2
❞é✜♥✐t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ d ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐ss❡ s✉r ❧❛ ✈❛r✐été

❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s Oabcd ♣❛r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s xγ
i3

= xδ
i4
❡t xp

i5
= xq

i6
✳ ✭❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✳✮ ❉✬♦ù ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

c) ▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ P ❡st ❞❡ ❞❡❣ré ✻✳ ▲♦❝❛❧❡♠❡♥t ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r s❡s r❛❝✐♥❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s

♣❛r❛♠ètr❡s✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ P s♦✐t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ x6−x4+ · · · ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s tr♦✐s r❛❝✐♥❡s

s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧✐ss❡s ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡✳ ✭❖♥ ❢❛✐t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t x 7−→ x−a/6 ♣♦✉r ❛✈♦✐r

✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ x6 +a2x
4 + · · · ✱ a2 < 0✱ ♣✉✐s ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t x 7−→

√

| a2 |x s✉✐✈✐

❞✬✉♥❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♣❛r | a2 |3✳✮ ❈❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

d) ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ P(xβ
i2
) = 0 ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ d ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐ss❡ ❞❡s

♣❛r❛♠ètr❡s a, b, c ❝❛r xβ
i2
❡♥ ❡st ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐ss❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s é❣❛❧✐tés xγ

i3
= xδ

i4

✼✸



✺ ➱❣❛❧✐tés ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♦ù ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s

❡t xp
i5

❂ xq
i6

❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ❧✐ss❡ ❞❛♥s Oabc✳ ❉♦♥❝✱ xβ
i2

❡st ✉♥❡

❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐ss❡ s✉r ❝❡tt❡ ✈❛r✐été✳ ❉✬♦ù ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

e) ❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✺✳✶✳ ▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ P ❛ ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞♦✉❜❧❡s x0
i1
❡t x0

i3
q✉✐ ❥♦✉❡♥t

❧❡s rô❧❡s ❞❡ yj1 ✱ yj2 ❞✉ ❧❡♠♠❡✱ ❧❡s ❞❡✉① r❛❝✐♥❡s s✐♠♣❧❡s ❥♦✉❡♥t ❧❡s rô❧❡s ❞❡ yj3 ✱ yj4 ♦ù

(j1, j2, j3, j4) ❡st ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s (1, 2, 3, 4)✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬é❣❛❧✐té x0
i5

= xq
i6
✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ xq
i6
❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐ss❡ ❞❡ y1, y2, y3, y4✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✺✳✶✱

♦♥ ❛
∂(xq

i6
)

∂(x0
i5
)

< 1✳ ❉♦♥❝✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❡t ❝♦♥❝❧✉r❡

q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❡①♣r✐♠❡r ❧❛ r❛❝✐♥❡ x0
i5
❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té x0

i5
= xq

i6
❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐ss❡ ❞❡s tr♦✐s ❛✉tr❡s

r❛❝✐♥❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡✳ ❆✐♥s✐ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ✉♥❡

✈❛r✐été ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ❧✐ss❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✸✳ ❊♥ ✐♠♣♦s❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡

s♦✐t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ x6 − x4 + · · · ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t

à ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ❧✐ss❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶ ✭✈♦✐r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❝❛s c)✮✳

f) ❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✺✳✶ ♦ù ❧❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐tés ❞❡s r❛❝✐♥❡s y1, y2, y3, y4 ✭à ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥

♣rès✮ ✈❛❧❡♥t (3, 1, 1, 1)✳ ▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❝❛s e) −
❧✬é❣❛❧✐té x0

i5
= xq

i6
❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡①♣r✐♠❡r x0

i5
❝♦♠♠❡

❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐ss❡ ❞❡s tr♦✐s ❛✉tr❡s r❛❝✐♥❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ❞❡ P ❡t❝✳

g) ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s x0
i3

= xν
i4
✱ x0

i5
= xq

i6
(A) ♦ù xν

i4
✱ xq

i6
s♦♥t

❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧✐ss❡s ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ❞❡ P ✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ✺✳✶ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧❛

♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❞❡ s②stè♠❡ (A) ✭❝✳✲à✲❞✳ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡





1 − ∂(xν
i4

)

∂(x0

i3
)

−∂(xν
i4

)

∂(x0

i5
)

−∂(xq
i6

)

∂(x0

i3
)

1 − ∂(xq
i6

)

∂(x0

i5
)



 ✮ ❛ ✉♥❡

❞♦♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳ ❉♦♥❝✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡①♣r✐♠❡r xν
i4
✱ xq

i6
❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧✐ss❡s ❞❡s ❛✉tr❡s

tr♦✐s r❛❝✐♥❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ❞❡ P ✳ ❊♥ ✐♠♣♦s❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ P s♦✐t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ x6−x4 + · · ·
♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ P ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ❧✐ss❡ ❞❡

❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶ ✭✈♦✐r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❝❛s c)✮✳

h) ▲❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s x0
i3

= xδ
i4
❡t x0

i5
= xq

i6
❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ré❡❧❧❡

❧✐ss❡ W ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ Oabcd✱ ✈♦✐r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✺✳✼✳ ❊♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

x0
i1

= xβ
i2
✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ s♦✉s✲✈❛r✐été W1 ⊂ W ❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶✳

❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧❡s r❛❝✐♥❡s ζ ❡t η s♦♥t s✐♠♣❧❡s✱ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ P 7−→ P+ε(x−x0
i3
)✱

ε ∈ (R, 0)✱ ε 6= 0✱ ❞étr✉✐t ❧✬é❣❛❧✐té x0
i1

= xβ
i2

❡t ♥❡ ❞étr✉✐t ♣❛s ❧❡s é❣❛❧✐tés x0
i3

= xδ
i4

❡t

xp
i5

= xq
i6
✳ ▲❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ ❡♥ ❝❛s ♦ù ζ ❡st r❛❝✐♥❡ ❞♦✉❜❧❡ ❡t η r❛❝✐♥❡

s✐♠♣❧❡✳ ▲❡s ❝❛s ζ✲s✐♠♣❧❡✱ η✲❞♦✉❜❧❡ ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❛♥❛❧♦❣✉❡✳

❙✐ ζ ❡t η s♦♥t ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞♦✉❜❧❡s ♦✉ s✐ ζ = η ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ tr✐♣❧❡✱ ❧❛ str❛t❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡

❞✬❤②♣❡r❜♦❧✐❝✐té ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡ ❱▼ ❛✈❡❝ ❞❡✉① r❛❝✐♥❡s ❞♦✉❜❧❡s ♦✉ ❛✈❡❝ ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ tr✐♣❧❡

❛❞♠❡t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ d = d(a, b), c = (a, b)✱ ✈♦✐r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✽ ❞❡ ❬✶✷❪✳ ▲❛

❝♦♥❞✐t✐♦♥ xp
i5

= xq
i6
❞é✜♥✐t ✉♥❡ s♦✉s✲✈❛r✐été ❧✐ss❡ ❞❡ Oab ❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶✱ ✈♦✐r ❧❡ ❧❡♠♠❡

✺✳✻✳ ❆✐♥s✐ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s (a, b), d(a, b) s♦♥t ❞é✜♥✐❡s s✉r ❝❡tt❡ ✈❛r✐été ❡t ❧❡s tr♦✐s é❣❛❧✐tés

❡♥tr❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ P , . . . ,P(5) ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶

❞❛♥s Oabcd✳ ✷

✼✹



✺✳✺ ▲❡ ❝❛s ❞❡ tr♦✐s é❣❛❧✐tés

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré 6 str✐❝t❡♠❡♥t ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s✳

▲❡♠♠❡ ✺✳✾ ✶✮ ▲❡s é❣❛❧✐tés x0
i1

= xβ
i2
✱ x0

i3
= xδ

i4
✱ x1

i5
= xq

i6
❛✈❡❝ β ≥ 2✱ δ ≥ 2 s♦♥t

❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ❞❛♥s Oabcd ❞❡

❞✐♠❡♥s✐♦♥ ≤ 1 s❛✉❢ ♣❡✉t✲êtr❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s β = 3✱ δ = 5✱ q = 3✳

✷✮ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s β = 1 ✭♦✉ δ = 1 q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❛♥❛❧♦❣✉❡✮ ❝❡s tr♦✐s é❣❛❧✐tés s♦♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t

✐♥❞❡♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ❞❛♥s Oabcd ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ≤ 1

s❛✉❢ ♣❡✉t✲êtr❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ✐✮✱ ✐✐✮✱ ✐✐✐✮ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺✳✶✶✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✺ ▲✬é♥♦♥❝é ❞❡ ♣❛rt✐❡ ✷✮ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❡st ✈r❛✐ ❛✉ss✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡

❛ ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ tr✐♣❧❡✳

Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺✳✾ ✿

■❧ ② ❛ ✷✸ ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ tr✐♣❧❡ts ❞✬é❣❛❧✐tés ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✶✮ ❞✉ ❧❡♠♠❡✳

❉❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝❛s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ●rö❜♥❡r ❞❡ ❧✬✐❞é❛❧ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ♣♦✲

❧②♥ô♠❡s ∆1(P
(0), P (β))✱ ∆1(P

(0), P (δ))✱ ∆1(P
(1), P (q)) ♦✉ ∆1(P

(0), P (β))✱ ∆2(P
(0), P (β))✱

∆1(P
(1), P (q)) s✐ ♥♦♥✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s s❛✉❢ ♣♦✉r β = 3✱ ∆ = 5✱ q = 3 ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡

●rö❜♥❡r ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❛✈❡❝ ❞❡s ♠♦♥ô♠❡s ❞❡ têt❡ s✉r tr♦✐s ❞❡s q✉❛tr❡ ❛①❡s a✱ b✱ c✱

d✳ ❈❡❝✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐été ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❝❡s tr♦✐s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❛♥s Oabcd ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

≤ 1✳

▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ●rö❜♥❡r ❡t ❧❡s ♠♦♥ô♠❡s ❞❡ têt❡ ❡st ❞é❝r✐t ❞❛♥s

❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✺✳✻✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♦♥ ❝♦♥s✐❞ér❡ ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s ❧❡ ❝❛s β ≥ 2✱ δ ≥ 2

❡t ❧❡ ❝❛s β = 1 ♦✉ δ = 1 ✭❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ❞✉ ❧❡♠♠❡✮✳ ❉❛♥s

❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s ✐❧ ② ❛ ✶✹ ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ tr✐♣❧❡ts ❞✬é❣❛❧✐tés ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✮ ❞✉

❧❡♠♠❡✳ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛✣❝❤❡ ❧❡s ♠♦♥ô♠❡s ❞❡ têt❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ●rö❜♥❡r✳

▲❡s ❝❛s ♦ù ♣❛r♠✐ ❝❡s ♠♦♥ô♠❡s ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ✉♥ tr✐♣❧❡t ❞❡ ♠♦♥ô♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (ak, bl, cm)✱

(ak, bl, dm)✱ (ak, cl, dm) ✱ (bk, cl, dm)✱ k, l, m ∈ N
∗✱ s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ❞❛♥s ❧❡s ❧❡♠♠❡s ✺✳✶✵ ❡t

✺✳✶✶✳ ❈❡ s♦♥t ❧❡s ❝❛s ✷✵✱ ✷✻✱ ✷✼✱ ✷✾✱ ✸✶✱ ✸✷✱ ✸✸✱ ✸✹ ✱ ✸✼ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞✉ ♣❛r❛r❛♣❤❡ ✺✳✻✳ ✷

▲❡♠♠❡ ✺✳✶✵ ▲❡s é❣❛❧✐tés x0
i1

= x3
i2
✱ x0

i3
= x5

i4
✱ x1

i5
= x3

i6
✭❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ✷✵ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡

❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✺✳✼✮ s♦♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞❡♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❊❧❧❡s ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❧❣é✲

❜r✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ❞❛♥s Oabcd ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶✳

Pr❡✉✈❡ ✿

▲❡s é❣❛❧✐tés x0
i3

= x5
i4
❡t x1

i5
= x3

i6
❞é✜♥✐ss❡♥t ❞❛♥s Oabcd ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ré❡❧❧❡

❧✐ss❡ U ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✱ ✈♦✐r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✺✳✼✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉✬❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❧✬é❣❛❧✐té x0
i1

= x3
i2
♦♥

♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ s♦✉s✲✈❛r✐été ❧✐ss❡ U1 ⊂ U ❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ❢❛✐s♦♥s ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t P 7−→ P + ε[(x − x1
i5
)2 − (x0

i3
− x1

i5
)2]✳ ❈❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t

❞étr✉✐t s❡✉❧❡♠❡♥t ❧✬é❣❛❧✐té x0
i1

= x3
i2

❝❛r ✐❧ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❧❡s r❛❝✐♥❡s x3
i2
✱ x0

i3
✱ x5

i4
✱ x1

i5

❡t x3
i6
✳ ✷

✼✺



✺ ➱❣❛❧✐tés ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♦ù ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s

▲❡♠♠❡ ✺✳✶✶ ❉❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝❛s ❛✈❡❝ α = γ = 0✱ β = p = 1

i) δ = 2✱ q = 5

ii) (δ, q) = (3, 3) ♦✉ (3, 5) ♦✉ (4, 3) ♦✉ (4, 5) ♦✉ (5, 3) ♦✉ (5, 4)

iii) δ = 1✱ q = 5

❧❡s tr♦✐s é❣❛❧✐tés s♦♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✻ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ❝❛s ✷✻ ✭♣❛rt✐❡ i)✮✱ ✷✼✱ ✷✾✱ ✸✶✱ ✸✷✱ ✸✸✱ ✸✹ ✭♣❛rt✐❡

ii) ❡t ✸✼ ✭♣❛rt✐❡ iii) ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✺✳✻✳

Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺✳✶✶ ✿

✐✮ ❙✐ x0
i1
6= x1

i5
✱ ❡✛❡❝t✉♦♥s ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t P 7−→ P + εQ ♦ù Q ❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré

✹ ❛②❛♥t ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞♦✉❜❧❡ ❡♥ x1
i5
❡t ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ s✐♠♣❧❡ ❡♥ x0

i3
❡t t❡❧ q✉❡ Q(2)(x0

i3
) = 0✳ ▲❡

❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞étr✉✐t s❡✉❧❡♠❡♥t ❧✬é❣❛❧✐té x0
i1

= x1
i2
❡t ♥❡ ❞étr✉✐t ♣❛s x0

i3
= x2

i4
❡t x1

i5
= x5

i6
✳

❯♥ t❡❧ ♣♦❧②♥ô♠❡ Q ❡①✐st❡ − ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ Q := x2(x − 1)(x − 2/3) ♦♥

❛ Q(2)(2/3) = 0✳

❙✐ x0
i1

= x1
i5
✱ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t P 7−→ P + ε[(x − x0

i1
)2(x − x0

i3
)] ❞étr✉✐t ❧✬é❣❛❧✐té x0

i3
= x2

i4

❡♥ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❡s é❣❛❧✐tés x0
i1

= x1
i2
❡t x1

i5
= x5

i6
✳

ii) ❙✐ x0
i1
6= x1

i5
✱ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t P 7−→ P + ε[(x − x1

i5
)2 − (x0

i3
− x1

i5
)2] ❞étr✉✐t ❧✬é❣❛❧✐té

x0
i1

= x1
i2
❡♥ ♣rés❡r✈❛♥t x0

i3
= xδ

i4
❡t x1

i5
= xq

i6
✳

❙✐ x0
i1

= x1
i5
✱ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t P 7−→ P + ε(x− x0

i1
)2 ❞étr✉✐t s❡✉❧❡♠❡♥t ❧✬é❣❛❧✐té x1

i5
= xq

i6

❡t ♣rés❡r✈❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s✳

iii) ❙✐ x0
i1

6= x1
i5

❡t x0
i3

6= x1
i5
✱ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t P 7−→ P + ε[(x − x0

i3
)2(x − b)] ❞étr✉✐t

s❡✉❧❡♠❡♥t ❧✬é❣❛❧✐té x0
i1

= x1
i2
s✐ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t b ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ (x − x0

i3
)2(x − b) ❛✐t

✉♥ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ ♣♦✉r x = x1
i5
✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ♣♦s❡r b = (3x1

i5
− x0

i5
/2)✳

❙✐ x0
i1

= x1
i5

✭❧❡ ❝❛s x0
i3

= x1
i5

❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❛♥❛❧♦❣✉❡✮ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t P 7−→ P +

ε[(x − x0
i3
)2(x − x0

i1
)] ❞étr✉✐t s❡✉❧❡♠❡♥t ❧✬é❣❛❧✐té x0

i1
= x1

i2
✳ ✷

Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶ ✿

✶✮ ▲❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❱▼ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✶✮ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♥✬♦♥t ♣❛s

❞✬❛✉tr❡s é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ r❛❝✐♥❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s q✉✐ ❞é❝♦✉❧❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ r❛❝✐♥❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✱

❞♦♥❝✱ ✐❧s ❞é✜♥✐ss❡♥t ❞❡s str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s tr✐✈✐❛❧❡s✳

P♦✉r s✬❡♥ ❛♣❡r❝❡✈♦✐r ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s x5(x − 1) ❡t x4(x − 1)2 ❡t ❞❡

❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡✉rs r❛❝✐♥❡s ❡t ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❡✉rs ❞ér✐✈é❡s✳

✷✮ ❙✐ ❧❡ ❱▼ ❡st à ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♣rès é❣❛❧ à (2, 2, 2)✱ (3, 2, 1) ♦✉ (4, 1, 1)✱ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥

rés✉❧t❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ c) ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺✳✽✳

❙✬✐❧ ❡st ✭à ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♣rès✮ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (3, 1, 1, 1)✱ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ rés✉❧t❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡s

f) ❡t h) ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺✳✽ ❡t ❞❡s ♣❛rt✐❡ ✷✮ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺✳✾✱ ✈♦✐r ❛✉ss✐ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✺✳✺✳

❙✬✐❧ ❡st ✭à ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♣rès✮ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (2, 2, 1, 1)✱ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ rés✉❧t❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡s

e) ❡t h) ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺✳✽ ❡t ❞❡s ♣❛rt✐❡ iii) ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺✳✶✶✳

❙✬✐❧ ❡st ✭à ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♣rès✮ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (2, 1, 1, 1, 1)✱ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s

d) ❡t g) ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺✳✽ ❡t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺✳✶✶✳

✼✻



✺✳✻ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r n = 5✱ ❡♥ ❝❛s ❞❡ tr♦✐s é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ r❛❝✐♥❡s

❙✬✐❧ ❡st ✭✶✱✶✱✶✱✶✱✶✱✶✮✱ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ✉♥ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡s a)✱ b) ❡t h) ❞✉ ❧❡♠♠❡

✺✳✽✱ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✶✮ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺✳✾ ❡t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺✳✶✵✳ ✷

✺✳✻ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r n = 5✱ ❡♥ ❝❛s ❞❡ tr♦✐s é❣❛❧✐tés

❡♥tr❡ r❛❝✐♥❡s

❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ A ♦♥ ❞é✜♥✐t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❙②❧✈❡st❡r✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t❡

❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✷✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ B ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ tr♦✐s

é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ r❛❝✐♥❡s ❡t ♦♥ tr♦✉✈❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❛s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ●rö❜♥❡r ❞❡ ❧✬✐❞é❛❧ ❡♥❣❡♥❞ré

♣❛r ❧❡s tr♦✐s ✭s♦✉s✮✲rés✉❧t❛♥ts✳

❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ C ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ♠♦♥ô♠❡s ❞❡ têt❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ●rö❜♥❡r✳ ❖♥

✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ▲❡❛❞✐♥❣▼♦♥♦♠✐❛❧ ❡t ♦♥ ❡①tr❛✐t t♦✉s ❧❡s ♠♦♥ô♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ak✱

bl ♦✉ cm✱ k, l, m ∈ N
∗✳ ❖♥ ❛✣❝❤❡ t♦✉s ❧❡s ❝❛s s❛✉❢ ❝❡✉① ♦ù ✐❧ ♠❛♥q✉❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s ♠♦♥ô♠❡s

❞❡ têt❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ●rö❜♥❡r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♠♦♥ô♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ak✱ bl✱ cm✳

P❛rt✐❡ ❆
✞ ☎

✶ ❃❢❬✵❪✿❂①❫✺✲①❫✸✰❛✯①❫✷✰❜✯①✰❝✿

✷ ❃❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✺ ❞♦ ❢❬✐❪✿❂❞✐❢❢✭❢❬✐✲✶❪✱①✮❡♥❞ ❞♦✿

✸ ❃✇✐t❤✭❧✐♥❛❧❣✮✿

✹ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✹ ❞♦ ❙✐❣♠❛❬✐❪✿❂s②❧✈❡st❡r✭❢❬✵❪✱❢❬✐❪✱①✮❡♥❞ ❞♦✿

✺ ❃❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✷ t♦ ✸ ❞♦ ❉❡❧t❛❬✐❪✿❂s②❧✈❡st❡r✭❢❬✶❪✱❢❬✐✰✶❪✱①✮ ❡♥❞

❞♦✿

✻ ❃ ▲❛♠❜❞❛❬✷❪✿❂s②❧✈❡st❡r✭❢❬✷❪✱❢❬✹❪✱①✮✿

✼ ❃ ❙✐❣♠❛✶❬✶❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭❙✐❣♠❛❬✶❪✱❬✶✱✷✱✸✱✺✱✻✱✼✱✽❪✱✶✳✳✼✮✿

✽ ❃ ❙✐❣♠❛✷❬✶❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭❙✐❣♠❛✶❬✶❪✱❬✶✱✷✱✹✱✺✱✻❪✱✶✳✳✺✮✿

✾ ❃ ❙✐❣♠❛✸❬✶❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭❙✐❣♠❛✷❬✶❪✱❬✶✱✸✱✹❪✱✶✳✳✸✮✿

✶✵ ❃ ❙✐❣♠❛✶❬✷❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭❙✐❣♠❛❬✷❪✱❬✶✱✷✱✹✱✺✱✻✱✼❪✱✶✳✳✻✮✿

✶✶ ❃ ❙✐❣♠❛✷❬✷❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭❙✐❣♠❛✶❬✷❪✱❬✶✱✸✱✹✱✺❪✱✶✳✳✹✮✿

✶✷ ❃ ❙✐❣♠❛✶❬✸❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭❙✐❣♠❛❬✸❪✱❬✶✱✸✱✹✱✺✱✻❪✱✶✳✳✺✮✿

✶✸ ❃ ❉❡❧t❛✶❬✷❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭❉❡❧t❛❬✷❪✱❬✶✱✸✱✹✱✺❪✱✶✳✳✹✮✿

✶✹ ❃ ❢♦r ❦ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✹ ❞♦ s✐❣♠❛❬❦❪✿❂❞❡t✭❙✐❣♠❛❬❦❪✮✿♦❞✿

✶✺ ❃ ❢♦r ❦ ❢r♦♠ ✷ t♦ ✸ ❞♦ ❞❡❧t❛❬❦❪✿❂❞❡t✭❉❡❧t❛❬❦❪✮✿♦❞✿

✶✻ ❃ ❧❛♠❜❞❛❬✷❪✿❂❞❡t✭▲❛♠❜❞❛❬✷❪✮✿

✶✼ ❃ s✐❣♠❛✶❬✶❪✿❂❞❡t✭❙✐❣♠❛✶❬✶❪✮✿

✶✽ ❃ s✐❣♠❛✷❬✶❪✿❂❞❡t✭❙✐❣♠❛✷❬✶❪✮✿

✶✾ ❃ s✐❣♠❛✸❬✶❪✿❂❞❡t✭❙✐❣♠❛✸❬✶❪✮✿

✷✵ ❃ s✐❣♠❛✶❬✷❪✿❂❞❡t✭❙✐❣♠❛✶❬✷❪✮✿

✷✶ ❃ s✐❣♠❛✷❬✷❪✿❂❞❡t✭❙✐❣♠❛✷❬✷❪✮✿

✷✷ ❃ s✐❣♠❛✶❬✸❪✿❂❞❡t✭❙✐❣♠❛✶❬✸❪✮✿

✷✸ ❃ ❞❡❧t❛✶❬✷❪✿❂❞❡t✭❉❡❧t❛✶❬✷❪✮✿
✡✝ ✆

✼✼



✺ ➱❣❛❧✐tés ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♦ù ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s

P❛rt✐❡ ❇

✞ ☎

✶ ❃ ✇✐t❤✭●r♦❡❜♥❡r✮✿

✷ ❃ ❆❬✶❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱s✐❣♠❛✷❬✷❪❪✿

✸ ❃ ❆❬✷❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✸❪❪✿

✹ ❃ ❆❬✸❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✹❪❪✿

✺ ❃ ❆❬✹❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱❞❡❧t❛❬✷❪❪✿

✻ ❃ ❆❬✺❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱❞❡❧t❛❬✸❪❪✿

✼ ❃ ❆❬✻❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱❧❛♠❜❞❛❬✷❪❪✿

✽ ❃ ❆❬✼❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛✶❬✸❪❪✿

✾ ❃ ❆❬✽❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✹❪❪✿

✶✵ ❃ ❆❬✾❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✸❪✱❞❡❧t❛❬✷❪❪✿

✶✶ ❃ ❆❬✶✵❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✸❪✱❞❡❧t❛❬✸❪❪✿

✶✷ ❃ ❆❬✶✶❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✸❪✱❧❛♠❜❞❛❬✷❪❪✿

✶✸ ❃ ❆❬✶✷❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❞❡❧t❛❬✷❪❪✿

✶✹ ❃ ❆❬✶✸❪✿❂❬s✐❣♠❛✶❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❧❛♠❜❞❛❬✷❪❪✿

✶✺ ❃ ❆❬✶✹❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱❞❡❧t❛❬✷❪✱❞❡❧t❛❬✸❪❪✿

✶✻ ❃ ❆❬✶✺❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱❞❡❧t❛❬✷❪✱❞❡❧t❛✶❬✷❪❪✿

✶✼ ❃ ❆❬✶✻❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱❞❡❧t❛❬✷❪✱❧❛♠❜❞❛❬✷❪❪✿

✶✽ ❃ ❆❬✶✼❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱❞❡❧t❛❬✸❪✱❧❛♠❜❞❛❬✷❪❪✿

✶✾ ❃ ❆❬✶✽❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❞❡❧t❛❬✷❪❪✿

✷✵ ❃ ❆❬✶✾❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❧❛♠❜❞❛❬✷❪❪✿

✷✶ ❃ ❆❬✷✵❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱❞❡❧t❛❬✷❪✱❞❡❧t❛❬✸❪❪✿
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✷✸ ❃ ❆❬✷✷❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✹❪✱❞❡❧t❛❬✷❪✱❧❛♠❜❞❛❬✷❪❪✿

✷✹ ❃ ❆❬✷✸❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✹❪✱❞❡❧t❛❬✷❪✱❞❡❧t❛✶❬✷❪❪✿
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✷✾ ❃ ❆❬✷✽❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✶❪✱s✐❣♠❛✶❬✶❪✱s✐❣♠❛❬✹❪❪✿

✸✵ ❃ ❆❬✷✾❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✶❪✱s✐❣♠❛✶❬✶❪✱❞❡❧t❛❬✷❪❪✿

✸✶ ❃ ❆❬✸✵❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✶❪✱s✐❣♠❛✶❬✶❪✱❞❡❧t❛❬✸❪❪✿

✸✷ ❃ ❆❬✸✶❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✶❪✱s✐❣♠❛✶❬✶❪✱❧❛♠❜❞❛❬✷❪❪✿

✸✸ ❃ ❆❬✸✷❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✶❪✱s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪❪✿

✸✹ ❃ ❆❬✸✸❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✶❪✱s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✸❪❪✿

✸✺ ❃ ❆❬✸✹❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✶❪✱s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✹❪❪✿

✸✻ ❃ ❆❬✸✺❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✶❪✱s✐❣♠❛❬✷❪✱❞❡❧t❛❬✷❪❪✿

✸✼ ❃ ❆❬✸✻❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✶❪✱s✐❣♠❛❬✷❪✱❞❡❧t❛❬✸❪❪✿

✸✽ ❃ ❆❬✸✼❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✶❪✱s✐❣♠❛❬✷❪✱❧❛♠❜❞❛❬✷❪❪✿

✸✾ ❃ ❆❬✸✽❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✶❪✱s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛✶❬✸❪❪✿

✹✵ ❃ ❆❬✸✾❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✶❪✱s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✹❪❪✿

✼✽



✺✳✻ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r n = 5✱ ❡♥ ❝❛s ❞❡ tr♦✐s é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ r❛❝✐♥❡s

✹✶ ❃ ❆❬✹✵❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✶❪✱s✐❣♠❛❬✸❪✱❞❡❧t❛❬✷❪❪✿

✹✷ ❃ ❆❬✹✶❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✶❪✱s✐❣♠❛❬✸❪✱❞❡❧t❛❬✸❪❪✿

✹✸ ❃ ❆❬✹✷❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✶❪✱s✐❣♠❛❬✸❪✱❧❛♠❜❞❛❬✷❪❪✿

✹✹ ❃ ❆❬✹✸❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✶❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❞❡❧t❛❬✷❪❪✿

✹✺ ❃ ❆❬✹✹❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✶❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❧❛♠❜❞❛❬✷❪❪✿

✹✻ ❃ ❆❬✹✺❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✶❪✱❞❡❧t❛❬✷❪✱❞❡❧t❛✶❬✷❪❪✿

✹✼ ❃ ❆❬✹✻❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✶❪✱❞❡❧t❛❬✷❪✱❞❡❧t❛❬✸❪❪✿

✹✽ ❃ ❆❬✹✼❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✶❪✱❞❡❧t❛❬✷❪✱❧❛♠❜❞❛❬✷❪❪✿

✹✾ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✹✼ ❞♦ ❇❬✐❪✿❂❇❛s✐s✭❆❬✐❪✱t❞❡❣✭❛✱❜✱❝✮✮✿❡♥❞ ❞♦✿
✡✝ ✆

P❛rt✐❡ ❈
✞ ☎

✶ ❃ ♠♦♥❭❫④♦⑥♠❡✿❂♣r♦❝✭❇✮

✷ ❃ ▲✿❂❬❪✿❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♥♦♣s✭❇✮ ❞♦ ▲✿❂❬♦♣✭▲✮✱▲❡❛❞✐♥❣▼♦♥♦♠✐❛❧

✭❇❬✐❪✱t❞❡❣✭❛✱❜✱❝✮✮❪ ♦❞❀ r❡t✉r♥ ▲❀

✸ ❃ ❡♥❞ ♣r♦❝❀

✹ ❃ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✹✼ ❞♦ ♠♦♥❭❫④♦⑥♠❡✭❇❬✐❪✮❀ ♦❞✿

✺ ❃ ♣✉r❡✿❂♣r♦❝✭❈✮

✻ ❃ ✐❢ ✭❞✐✈✐❞❡ ✭❈✱❛✮❂tr✉❡✮ ❛♥❞ ✭❞✐✈✐❞❡ ✭❈✱❜✮❂❢❛❧s❡✮ ❛♥❞ ✭

❞✐✈✐❞❡ ✭❈✱❝✮❂❢❛❧s❡✮ t❤❡♥ r❡t✉r♥ ❈ ❡❧s❡

✼ ❃ ✐❢ ✭❞✐✈✐❞❡ ✭❈✱❛✮❂❢❛❧s❡✮ ❛♥❞ ✭❞✐✈✐❞❡ ✭❈✱❜✮❂tr✉❡✮ ❛♥❞ ✭

❞✐✈✐❞❡ ✭❈✱❝✮❂❢❛❧s❡✮ t❤❡♥ r❡t✉r♥ ❈ ❡❧s❡

✽ ❃ ✐❢ ✭❞✐✈✐❞❡ ✭❈✱❛✮❂❢❛❧s❡✮ ❛♥❞✭❞✐✈✐❞❡ ✭❈✱❜✮❂❢❛❧s❡✮ ❛♥❞✭❞✐✈✐❞❡

✭❈✱❝✮❂tr✉❡✮ t❤❡♥ r❡t✉r♥ ❈ ❡❧s❡

✾ ❃ ✐❢ ✭❞✐✈✐❞❡ ✭❈✱❛✮❂❢❛❧s❡✮ ❛♥❞✭❞✐✈✐❞❡ ✭❈✱❜✮❂❢❛❧s❡✮ ❛♥❞✭❞✐✈✐❞❡

✭❈✱❝✮❂❢❛❧s❡✮ t❤❡♥ r❡t✉r♥ ❈ ❡❧s❡ ❢✐ ❢✐ ❢✐ ❢✐

✶✵ ❃ ❡♥❞ ♣r♦❝✿

✶✶ ❃ ❛❢❢✐❝❤❡✿❂♣r♦❝✭❇✮

✶✷ ❃ ▲✿❂❬❪✿❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♥♦♣s✭❇✮ ❞♦ ▲✿❂❬♦♣✭▲✮✱♣✉r❡ ✭❇❬✐❪✮❪ ♦❞

❀

✶✸ ❃ ❡♥❞ ♣r♦❝❀

✶✹ ❃ ✐✿❂✶✿ ✇❤✐❧❡ ✭✐❁✹✽✮ ❞♦ ✐❢ ✭♥♦♣s✭❛❢❢✐❝❤❡✭♠♦♥❭❫④♦⑥♠❡✭❇❬✐❪✮✮✮

❂✷✮ t❤❡♥ ❧❬✐❪✿❂❛❢❢✐❝❤❡✭♠♦♥❭❫④♦⑥♠❡✭❇❬✐❪✮✮❀ ✐✿❂✐✰✶❀ ❡❧s❡ ✐

✿❂✐✰✶ ❢✐❀ ♦❞❀

✶✺ ❃ ✐✿❂✶✿ ✇❤✐❧❡ ✭✐❁✹✽✮ ❞♦ ✐❢ ✭♥♦♣s✭❛❢❢✐❝❤❡✭♠♦♥❭❫④♦⑥♠❡✭❇❬✐❪✮✮✮

❂✶✮ t❤❡♥ ❧❬✐❪✿❂❛❢❢✐❝❤❡✭♠♦♥❭❫④♦⑥♠❡✭❇❬✐❪✮✮❀ ✐✿❂✐✰✶❀ ❡❧s❡ ✐

✿❂✐✰✶ ❢✐❀ ♦❞❀

✶✻ ❃ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✹✽ ❞♦ ✐❢✭t②♣❡✭❧❬✐❪✱❧✐st✮❂tr✉❡✮ t❤❡♥ ♣r✐♥t

✭❬✐✱❧❬✐❪❪✮ ❢✐ ♦❞❀

✶✼ ❬✷✹✱ ❬❛❫④✷⑥✱ ❜ ❪❪

✶✽ ❬✷✻✱ ❬❛❫④✹⑥✱ ❜❫④✺⑥❪❪

✶✾ ❬✹✵✱ ❬❜❫④✷⑥ ✱ ❛❫④✷⑥ ❪❪
✡✝ ✆

✼✾



✺ ➱❣❛❧✐tés ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♦ù ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s

✺✳✼ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r n = 6✱ ❡♥ ❝❛s ❞❡ tr♦✐s é❣❛❧✐tés

❡♥tr❡ r❛❝✐♥❡s

❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ A ♦♥ ❞é✜♥✐t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❙②❧✈❡st❡r✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t❡

❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✷✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ B ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ tr♦✐s

é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ r❛❝✐♥❡s ❡t ♦♥ tr♦✉✈❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❛s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ●rö❜♥❡r ❞❡ ❧✬✐❞é❛❧ ❡♥❣❡♥❞ré

♣❛r ❧❡s tr♦✐s ✭s♦✉s✮✲rés✉❧t❛♥ts✳

❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ C ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ♠♦♥ô♠❡s ❞❡ têt❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ●rö❜♥❡r✳

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ▲❡❛❞✐♥❣▼♦♥♦♠✐❛❧ ❡t ♦♥ ❡①tr❛✐t t♦✉s ❧❡s ♠♦♥ô♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

ak✱ bl✱ cm ♦✉ dq✱ k, l, m, q ∈ N
∗✳ ❖♥ ❛✣❝❤❡ t♦✉s ❧❡s ❝❛s s❛✉❢ ❝❡✉① ♦ù ✐❧ ♠❛♥q✉❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s

♠♦♥ô♠❡s ❞❡ têt❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ●rö❜♥❡r ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ♠♦♥ô♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

ak✱ bl✱ cm✱ dq ✳

P❛rt✐❡ ❆
✞ ☎

✶ ✇✐t❤✭❧✐♥❛❧❣✮✿

✷ ✇✐t❤✭●r♦❡❜♥❡r✮✿

✸ ❃ ❢❬✵❪✿❂①❫✻✲①❫✹✰❛✯①❫✸✰❜✯①❫✷✰❝✯①✰❞✿

✹ ❃ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✺ ❞♦ ❢❬✐❪✿❂❞✐❢❢✭❢❬✐✲✶❪✱①✮ ❡♥❞ ❞♦✿

✺ ❃ ✇✐t❤✭❧✐♥❛❧❣✮✿

✻ ❃ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✺ ❞♦ ❙✐❣♠❛❬✐❪✿❂s②❧✈❡st❡r✭❢❬✵❪✱❢❬✐❪✱①✮ ❡♥❞

❞♦✿

✼ ❃ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✷ t♦ ✹ ❞♦ ❉❡❧t❛❬✐❪✿❂s②❧✈❡st❡r✭❢❬✶❪✱❢❬✐✰✶❪✱①✮

❡♥❞ ❞♦✿

✽ ❃ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✷ t♦ ✸ ❞♦ ▲❛♠❜❞❛❬✐❪✿❂s②❧✈❡st❡r✭❢❬✷❪✱❢❬✐✰✷❪✱①✮

❡♥❞ ❞♦✿

✾ ❃ ❑❛♣♣❛❬✷❪✿❂s②❧✈❡st❡r✭❢❬✸❪✱❢❬✺❪✱①✮✿

✶✵ ❃ ❙✐❣♠❛✶❬✶❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭❙✐❣♠❛❬✶❪✱❬✶✱✷✱✸✱✹✱✻✱✼✱✽✱✾✱✶✵❪✱✶✳✳✾✮✿

✶✶ ❃ ❙✐❣♠❛✷❬✶❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭❙✐❣♠❛✶❬✶❪✱❬✶✱✷✱✸✱✺✱✻✱✼✱✽❪✱✶✳✳✼✮✿

✶✷ ❃ ❙✐❣♠❛✶❬✷❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭❙✐❣♠❛❬✷❪✱❬✶✱✷✱✸✱✺✱✻✱✼✱✽✱✾❪✱✶✳✳✽✮✿

✶✸ ❃ ❙✐❣♠❛✷❬✷❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭❙✐❣♠❛✶❬✷❪✱❬✶✱✷✱✹✱✺✱✻✱✼❪✱✶✳✳✻✮✿

✶✹ ❃ ❙✐❣♠❛✸❬✷❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭❙✐❣♠❛✷❬✷❪✱❬✶✱✸✱✹✱✺❪✱✶✳✳✹✮✿

✶✺ ❃ ❙✐❣♠❛✶❬✸❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭❙✐❣♠❛❬✸❪✱❬✶✱✷✱✹✱✺✱✻✱✼✱✽❪✱✶✳✳✼✮✿

✶✻ ❃ ❙✐❣♠❛✷❬✸❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭❙✐❣♠❛✶❬✸❪✱❬✶✱✸✱✹✱✺✱✻❪✱✶✳✳✺✮✿

✶✼ ❃ ❙✐❣♠❛✶❬✹❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭❙✐❣♠❛❬✹❪✱❬✶✱✸✱✹✱✺✱✻✱✼❪✱✶✳✳✻✮✿

✶✽ ❃ ❉❡❧t❛✶❬✷❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭❉❡❧t❛❬✷❪✱❬✶✱✷✱✹✱✺✱✻✱✼❪✱✶✳✳✻✮✿

✶✾ ❃ ❉❡❧t❛✷❬✷❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭❉❡❧t❛✶❬✷❪✱❬✶✱✸✱✹✱✺❪✱✶✳✳✹✮✿

✷✵ ❃ ❉❡❧t❛✶❬✸❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭❉❡❧t❛❬✸❪✱❬✶✱✸✱✹✱✺✱✻❪✱✶✳✳✺✮✿

✷✶ ❃ ▲❛♠❜❞❛✶❬✷❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭▲❛♠❜❞❛❬✷❪✱❬✶✱✸✱✹✱✺❪✱✶✳✳✹✮✿

✷✷ ❃ ❢♦r ❦ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✺ ❞♦ s✐❣♠❛❬❦❪✿❂❞❡t✭❙✐❣♠❛❬❦❪✮✿♦❞✿

✷✸ ❃ ❢♦r ❦ ❢r♦♠ ✷ t♦ ✹ ❞♦ ❞❡❧t❛❬❦❪✿❂❞❡t✭❉❡❧t❛❬❦❪✮✿♦❞✿

✷✹ ❃ ❢♦r ❦ ❢r♦♠ ✷ t♦ ✸ ❞♦ ❧❛♠❜❞❛❬❦❪✿❂❞❡t✭▲❛♠❜❞❛❬❦❪✮✿♦❞✿

✽✵



✺✳✼ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r n = 6✱ ❡♥ ❝❛s ❞❡ tr♦✐s é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ r❛❝✐♥❡s

✷✺ ❃ ❦❛♣♣❛❬✷❪✿❂❞❡t✭❑❛♣♣❛❬✷❪✮✿s✐❣♠❛✶❬✶❪✿❂❞❡t✭❙✐❣♠❛✶❬✶❪✮✿s✐❣♠❛✷

❬✶❪✿❂❞❡t✭❙✐❣♠❛✷❬✶❪✮✿

✷✻ ❃ s✐❣♠❛✶❬✷❪✿❂❞❡t✭❙✐❣♠❛✶❬✷❪✮✿s✐❣♠❛✷❬✷❪✿❂❞❡t✭❙✐❣♠❛✷❬✷❪✮✿s✐❣♠❛✸

❬✷❪✿❂❞❡t✭❙✐❣♠❛✸❬✷❪✮✿

✷✼ ❃ s✐❣♠❛✶❬✸❪✿❂❞❡t✭❙✐❣♠❛✶❬✸❪✮✿s✐❣♠❛✷❬✸❪✿❂❞❡t✭❙✐❣♠❛✷❬✸❪✮✿

✷✽ ❃ s✐❣♠❛✶❬✹❪✿❂❞❡t✭❙✐❣♠❛✶❬✹❪✮✿

✷✾ ❃ ❞❡❧t❛✶❬✷❪✿❂❞❡t✭❉❡❧t❛✶❬✷❪✮✿❞❡❧t❛✷❬✷❪✿❂❞❡t✭❉❡❧t❛✷❬✷❪✮✿❞❡❧t❛✶

❬✸❪✿❂❞❡t✭❉❡❧t❛✶❬✸❪✮✿❧❛♠❜❞❛✶❬✷❪✿❂❞❡t✭▲❛♠❜❞❛✶❬✷❪✮✿

✸✵ ❃
✡✝ ✆

P❛rt✐❡ ❇
✞ ☎

✶ ❃ ❆❬✶❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱❞❡❧t❛❬✷❪❪✿

✷ ❃ ❆❬✷❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱❞❡❧t❛❬✸❪❪✿

✸ ❃ ❆❬✸❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱❞❡❧t❛❬✹❪❪✿

✹ ❃ ❆❬✹❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛✶❬✸❪✱❞❡❧t❛❬✷❪❪✿

✺ ❃ ❆❬✺❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛✶❬✸❪✱❞❡❧t❛❬✸❪❪✿

✻ ❃ ❆❬✻❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛✶❬✸❪✱❞❡❧t❛❬✹❪❪✿

✼ ❃ ❆❬✼❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✹❪✱s✐❣♠❛✶❬✹❪✱❞❡❧t❛❬✷❪❪✿

✽ ❃ ❆❬✽❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✹❪✱s✐❣♠❛✶❬✹❪✱❞❡❧t❛❬✹❪❪✿

✾ ❃ ❆❬✾❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✸❪✱❞❡❧t❛❬✷❪❪✿

✶✵ ❃ ❆❬✶✵❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✸❪✱❞❡❧t❛❬✸❪❪✿

✶✶ ❃ ❆❬✶✶❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✸❪✱❞❡❧t❛❬✹❪❪✿

✶✷ ❃ ❆❬✶✷❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❞❡❧t❛❬✷❪❪✿

✶✸ ❃ ❆❬✶✸❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❞❡❧t❛❬✸❪❪✿

✶✹ ❃ ❆❬✶✹❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❞❡❧t❛❬✹❪❪✿

✶✺ ❃ ❆❬✶✺❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❞❡❧t❛❬✷❪❪✿

✶✻ ❃ ❆❬✶✻❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❞❡❧t❛❬✸❪❪✿

✶✼ ❃ ❆❬✶✼❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❞❡❧t❛❬✹❪❪✿

✶✽ ❃ ❆❬✶✽❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✺❪✱❞❡❧t❛❬✷❪❪✿

✶✾ ❃ ❆❬✶✾❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✺❪✱❞❡❧t❛❬✸❪❪✿

✷✵ ❃ ❆❬✷✵❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✺❪✱❞❡❧t❛❬✷❪❪✿

✷✶ ❃ ❆❬✷✶❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✺❪✱❞❡❧t❛❬✸❪❪✿

✷✷ ❃ ❆❬✷✷❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✹❪✱s✐❣♠❛❬✺❪✱❞❡❧t❛❬✷❪❪✿

✷✸ ❃ ❆❬✷✸❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✹❪✱s✐❣♠❛❬✺❪✱❞❡❧t❛❬✸❪❪✿

✷✹ ❃ ❆❬✷✹❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✶❪✱s✐❣♠❛❬✷❪✱❞❡❧t❛❬✷❪❪✿

✷✺ ❃ ❆❬✷✺❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✶❪✱s✐❣♠❛❬✷❪✱❞❡❧t❛❬✸❪❪✿

✷✻ ❃ ❆❬✷✻❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✶❪✱s✐❣♠❛❬✷❪✱❞❡❧t❛❬✹❪❪✿

✷✼ ❃ ❆❬✷✼❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✶❪✱s✐❣♠❛❬✸❪✱❞❡❧t❛❬✷❪❪✿

✷✽ ❃ ❆❬✷✽❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✶❪✱s✐❣♠❛❬✸❪✱❞❡❧t❛❬✸❪❪✿

✷✾ ❃ ❆❬✷✾❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✶❪✱s✐❣♠❛❬✸❪✱❞❡❧t❛❬✹❪❪✿

✸✵ ❃ ❆❬✸✵❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✶❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❞❡❧t❛❬✷❪❪✿

✸✶ ❃ ❆❬✸✶❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✶❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❞❡❧t❛❬✸❪❪✿

✽✶



✺ ➱❣❛❧✐tés ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♦ù ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s

✸✷ ❃ ❆❬✸✷❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✶❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❞❡❧t❛❬✹❪❪✿

✸✸ ❃ ❆❬✸✸❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✶❪✱s✐❣♠❛❬✺❪✱❞❡❧t❛❬✷❪❪✿

✸✹ ❃ ❆❬✸✹❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✶❪✱s✐❣♠❛❬✺❪✱❞❡❧t❛❬✸❪❪✿

✸✺ ❃ ❆❬✸✺❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✶❪✱s✐❣♠❛❬✺❪✱❞❡❧t❛❬✹❪❪✿

✸✻ ❃ ❆❬✸✻❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✶❪✱s✐❣♠❛✶❬✶❪✱❞❡❧t❛❬✷❪❪✿

✸✼ ❃ ❆❬✸✼❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✶❪✱s✐❣♠❛✶❬✶❪✱❞❡❧t❛❬✸❪❪✿

✸✽ ❃ ❆❬✸✽❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✶❪✱s✐❣♠❛✶❬✶❪✱❞❡❧t❛❬✹❪❪✿

✸✾ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✸✽ ❞♦❇❬✐❪✿❂❇❛s✐s✭❆❬✐❪✱t❞❡❣✭❛✱❜✱❝✱❞✮✮✿❡♥❞ ❞♦✿
✡✝ ✆

P❛rt✐❡ ❈
✞ ☎

✶ ❜♦✉❝❧❡✿❂♣r♦❝✭❇✮▲✿❂❬❪✿❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♥♦♣s✭❇✮ ❞♦ ▲✿❂❬♦♣✭▲✮✱

▲❡❛❞✐♥❣▼♦♥♦♠✐❛❧✭❇❬✐❪✱t❞❡❣✭❛✱❜✱❝✱❞✮✮❪ ♦❞✿

✷ ❃ r❡t✉r♥ ▲✿

✸ ❃ ❡♥❞ ♣r♦❝✿

✹ ❃ ♣✉r❡✿❂♣r♦❝✭❈✮

✺ ❃ ✐❢ ✭❞✐✈✐❞❡ ✭❈✱❛✮❂tr✉❡✮ ❛♥❞ ✭❞✐✈✐❞❡ ✭❈✱❜✮❂❢❛❧s❡✮ ❛♥❞ ✭

❞✐✈✐❞❡ ✭❈✱❝✮❂❢❛❧s❡✮ ❛♥❞ ✭❞✐✈✐❞❡ ✭❈✱❞✮❂❢❛❧s❡✮ t❤❡♥ r❡t✉r♥

❈ ❡❧s❡

✻ ❃ ✐❢ ✭❞✐✈✐❞❡ ✭❈✱❛✮❂❢❛❧s❡✮ ❛♥❞ ✭❞✐✈✐❞❡ ✭❈✱❜✮❂tr✉❡✮ ❛♥❞ ✭

❞✐✈✐❞❡ ✭❈✱❝✮❂❢❛❧s❡✮ ❛♥❞ ✭❞✐✈✐❞❡ ✭❈✱❞✮❂❢❛❧s❡✮ t❤❡♥ r❡t✉r♥

❈ ❡❧s❡

✼ ❃ ✐❢ ✭❞✐✈✐❞❡ ✭❈✱❛✮❂❢❛❧s❡✮ ❛♥❞✭❞✐✈✐❞❡ ✭❈✱❜✮❂❢❛❧s❡✮ ❛♥❞✭❞✐✈✐❞❡

✭❈✱❝✮❂tr✉❡✮ ❛♥❞ ✭❞✐✈✐❞❡ ✭❈✱❞✮❂❢❛❧s❡✮ t❤❡♥ r❡t✉r♥ ❈ ❡❧s❡

✽ ❃ ✐❢ ✭❞✐✈✐❞❡ ✭❈✱❛✮❂❢❛❧s❡✮ ❛♥❞✭❞✐✈✐❞❡ ✭❈✱❜✮❂❢❛❧s❡✮ ❛♥❞✭❞✐✈✐❞❡

✭❈✱❝✮❂❢❛❧s❡✮ ❛♥❞✭❞✐✈✐❞❡ ✭❈✱❞✮❂tr✉❡✮ t❤❡♥ r❡t✉r♥ ❈ ❡❧s❡

❢✐ ❢✐ ❢✐ ❢✐

✾ ❃ ❡♥❞ ♣r♦❝✿

✶✵ ❃ ❛❢❢✐❝❤❡✿❂♣r♦❝✭❇✮

✶✶ ❃ ▲✿❂❬❪✿❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♥♦♣s✭❇✮ ❞♦ ▲✿❂❬♦♣✭▲✮✱♣✉r❡ ✭❇❬✐❪✮❪♦❞✿

✶✷ ❃ ❡♥❞ ♣r♦❝✿

✶✸ ❃ ✐✿❂✶✿ ✇❤✐❧❡ ✭✐❁✸✾✮ ❞♦ ✐❢ ✭♥♦♣s✭❛❢❢✐❝❤❡✭♠♦♥♦♠❡✭❇❬✐❪✮✮✮❂✷✮

t❤❡♥ ❧❬✐❪✿❂❛❢❢✐❝❤❡✭♠♦♥♦♠❡✭❇❬✐❪✮✮❀ ✐✿❂✐✰✶❀ ❡❧s❡ ✐✿❂✐✰✶ ❢✐

❀ ♦❞❀

✶✹ ❃ ✐✿❂✶✿ ✇❤✐❧❡ ✭✐❁✸✾✮ ❞♦ ✐❢ ✭♥♦♣s✭❛❢❢✐❝❤❡✭♠♦♥♦♠❡✭❇❬✐❪✮✮✮❂✶✮

t❤❡♥ ❧❬✐❪✿❂❛❢❢✐❝❤❡✭♠♦♥♦♠❡✭❇❬✐❪✮✮❀ ✐✿❂✐✰✶❀ ❡❧s❡ ✐✿❂✐✰✶ ❢✐

❀ ♦❞❀

✶✺ ❃ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✸✽ ❞♦ ✐❢✭t②♣❡✭❧❬✐❪✱❧✐st✮❂tr✉❡✮ t❤❡♥ ♣r✐♥t

✭❬✐✱❧❬✐❪❪✮ ❢✐ ♦❞❀

✶✻ ❬✷✵✱ ❬❞✱ ❛❫④✺⑥❪❪✱ ❬✷✻✱ ❬❝❪❪✱ ❬✷✼✱ ❬❛❫④✺⑥❪❪✱❬✷✾✱ ❬❝✱ ❛❫④✻⑥❪❪

✶✼ ❬✸✶✱ ❬❜❫④✷⑥ ✱ ❛❫④✷⑥❪❪✱ ❬✸✷✱ ❬❝✱ ❛❫④✷⑥❪❪✱ ❬✸✸✱ ❬❞✱ ❛❫④✺⑥❪❪

✶✽ ❬✸✹✱ ❬❞✱ ❛❫④✷⑥❪❪✱❬✸✺✱ ❬❞✱ ❝❪❪✱❬✸✽✱ ❬❝❪❪
✡✝ ✆

✽✷



✺✳✽ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r n = 6✱ ❡♥ ❝❛s ❞❡ q✉❛tr❡ é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ r❛❝✐♥❡s

✺✳✽ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r n = 6✱ ❡♥ ❝❛s ❞❡ q✉❛tr❡ é❣❛❧✐tés

❡♥tr❡ r❛❝✐♥❡s

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬✐❞é❛❧ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r q✉❛tr❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s a, b, c, d q✉✐ s♦♥t

❞❡s rés✉❧t❛♥ts ❡t✴♦✉ ❞❡s s♦✉s✲rés✉❧t❛♥ts✳ ❙✐ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ●rö❜♥❡r ❞❡ ❝❡t ✐❞é❛❧ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❛tr❡

é❧é♠❡♥ts ❞♦♥t ❧❡s ♠♦♥ô♠❡s ❞❡ têt❡ s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ak✱ bl✱ cm✱ dq✱ k, l, m, q ∈ N
∗✱ ❛❧♦rs✱

❧❛ ✈❛r✐été ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧✐❡✉ ❞❡s ③ér♦s ❝♦♠♠✉♥s ❞❡s q✉❛tr❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

✵✱ ❝✳✲à✲❞✳ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣♦✐♥ts✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s q✉❛tr❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ✭q✉✐

❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à q✉❛tr❡ é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ r❛❝✐♥❡s✮ ♥❡ ❞é✜♥✐ss❡♥t ♣❛s ✉♥❡ str❛t❡ s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡✳

▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ♠♦♥ô♠❡s ❞❡ têt❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ●rö❜♥❡r s❡

tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✺✳✽✳✶✳

■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✭❞❛♥s ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s✮ s❡✉❧❡♠❡♥t

❧❡s ❝❛s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ✉♥ t❡❧ q✉❛❞r✉♣❧❡t ❞❡ ♠♦♥ô♠❡s ❞❡ têt❡ ♥✬é①✐st❡ ♣❛s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡

❝❡s ❝❛s ❡st ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡ tr♦✐s ❧✐st❡s ❞✐s❥♦✐♥t❡s ❞❡ ❝❛s✱ ❧✐st❡ ❆✱ ❧✐st❡ ❇ ❡t ❧✐st❡ ❈✳

■❧ ❢❛✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❡①❝❧✉r❡ ❧❡s ❝❛s ♦ù ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ str❛t❡ ♣❛✐r❡ ✭❝✳✲à✲❞✳ ❛✈❡❝ a = c = 0✮ ♦✉

❞✬✉♥❡ str❛t❡ ❛♥❝✐❡♥♥❡✳ ❈❡s str❛t❡s ♦♥t ❞é❥à été ❝♦♥s✐❞éré❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡

❧❡✉r ❧✐st❡ ✑❧✐st❡ ❈✑✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✼ ▲❡ ❢❛✐t ❞✬♦♣ér❡r ❛✈❡❝ ❞❡s ✭s♦✉s✮✲rés✉❧t❛♥ts ❡t ♣❛s ❛✈❡❝ ❧❡s é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡

r❛❝✐♥❡s ❛♣♣♦rt❡ ❧✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t s✉✐✈❛♥t − ❧❛ ✈❛r✐été ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r q✉❛tr❡

✭s♦✉s✮✲rés✉❧t❛♥ts ♣❡✉t ❝♦♥s✐st❡r ❡♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✶ P♦✉r n = 6 ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

∆1(P, P (2)) = 0 ✱ ∆2(P, P (2)) = 0 ✱ ∆1(P, P (3)) = 0 ✱ ∆1(P
(1), P (3)) = 0

❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ✈❛r✐été V0 q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉s ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❛②❛♥t ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ q✉❛❞r✉♣❧❡✳

❈❡tt❡ ✈❛r✐été ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶ ❞❛♥s Oabcd✳ ❊♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✱ ♦♥ s✬❛tt❡♥❞ à ❧❛ ♣rés❡♥❝❡

❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s str✐❝t❡♠❡♥t ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s q✉❛tr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞é✜♥✐ss❡♥t

❞❡s ♣♦✐♥ts ✐s♦❧és ❞❛♥s Oabcd✳ ❈✬❡st à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été V0 q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✶✹ ✭✈♦✐r

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺✳✽✮ ♦♥ ♥❡ tr♦✉✈❡ ♣❛s q✉❛tr❡ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t tr♦✐s ♠♦♥ô♠❡s ❞❡ têt❡ ❞❡ ❧❛

❢♦r♠❡ a5✱ b6✱ c7 ❝❤❡③ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ●rö❜♥❡r ❞❡ ❧✬✐❞é❛❧

J(∆1(P, P (2)), ∆2(P, P (2)) ∆1(P, P (3)) ∆1(P
(1), P (3)))✳

❉é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ❧✐st❡ ❇✳ ■❧ ② ❛ ❞❡s ❝❛s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❞❡✉① ♦✉ tr♦✐s ❞❡s r❛❝✐♥❡s s✉✐✈❛♥t❡s

♣❛rt✐❝✐♣❡♥t à ❞❡✉① ♦✉ tr♦✐s é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ r❛❝✐♥❡s ✿ ✵ ✭❧❛ s❡✉❧❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡ P(5)✮ ❡t ±1/
√

15

✭❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ P(3)✮✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡s ♥♦♠❜r❡s ❝♦♥♥✉s s♦♥t r❛❝✐♥❡s ❛✉ss✐ ❞❡ P ✱ P(1)✱ P(2)

♦✉ P(3) ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡✉① ♦✉ tr♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✣♥❡s s✉r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s a, b, c, d✳

❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✷ ❙✐ 1/
√

15 ❡st r❛❝✐♥❡ ❞❡ P ✱ ❝❡❝✐ ❞♦♥❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✣♥❡

1/153 − 1/152 + a/153/2 + b/15 + c/151/2 + d = 0✳

✽✸



✺ ➱❣❛❧✐tés ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♦ù ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s

❆ ❝❡s ❝❛s ✐❧ s✬❛❥♦✉t❡ ❝❡✉① ♦ù ✵ ❡st r❛❝✐♥❡ ❞❡ P(3) ✭♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s ❛✉tr❡s r❛❝✐♥❡s

❞❡ P(3) s♦♥t ±1/
√

5✱✮ ❡t ✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ P(3) ♣❛rt✐❝✐♣❡ à ✉♥❡ ❛✉tr❡ é❣❛❧✐té

❡♥tr❡ r❛❝✐♥❡s✳ ❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✣♥❡✳ ▲❡s ❞❡✉① ♦✉ tr♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✣♥❡s

♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❞❡✉① ♦✉ ❞❡ tr♦✐s ❡t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡✉① ♦✉

✉♥ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ q✉❛tr❡ ✭s♦✉s✮✲rés✉❧t❛♥ts✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s ❝♦♥❝❡r♥és ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ●rö❜♥❡r ❞❡

❧✬✐❞é❛❧ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❝❡s ❞❡✉① ✭s♦✉s✮✲rés✉❧t❛♥ts ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡✉① ✭♦✉ ✉♥✮ é❧é♠❡♥ts ❛✈❡❝ ❞❡s

♠♦♥ô♠❡s ❞❡ têt❡ s✉r ❧❡s ❞❡✉① ❛①❡s ✭♦✉ s✉r ❧✬❛①❡✮ q✉✐ r❡st❡✭♥t✮✳ ❈❡ s♦♥t ❧❡s ❝❛s ✭♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡

❧❡✉r ❧✐st❡ ✑❧✐st❡ ❇✑✮

25, 31, 38, 56, 62, 63, 83, 84, 89, 94, 97, 99, 100, 101, 106, 111, 116,

122, 124, 148, 160, 169, 189, 191, 222, 224, 230, 240, 258, 267, 273, 291,

296, 302, 303, 304, 305, 315, 348, 350, 356, 363, 366✳

P♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❇ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ▼❆P▲❊ tr♦✉✈❡ ❧❡s ♠♦♥ô♠❡s ❞❡

têt❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ●rö❜♥❡r✳ ❊♥ ❝❛s ✷✷✹ ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① é❣❛❧✐tés ❛✣♥❡s ❡♥tr❡ ❧❡s

❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡✱ ❡♥ ❝❛s ✶✵✵ ✐❧ ② ❡♥ ❛ tr♦✐s✳

▲❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡s ❞❡✉① ❝❛s s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❡s s♦✉s✲♣❛r❛❣r❛♣❤❡s

✺✳✽✳✷ ❡t ✺✳✽✳✸✳ ▲❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s s♦♥t ❢❛✐t ♣♦✉r tr❛✐t❡r ✉♥ s❡✉❧ ❝❛s✱ ♣❛s t♦✉s ❧❡s ❝❛s ❞❡ ❧❛

❧✐st❡ ❇✳

❉❛♥s ❧❡ r❡st❡ ❞❡s ❝❛s✱ ♦ù ♦♥ ♥❡ tr♦✉✈❡ ♣❛s q✉❛tr❡ ♠♦♥ô♠❡s ak✱ bl✱ cm✱ dq ❡t q✉✐ ♥❡

s♦♥t ♣❛s s✉r ❧❡s ❧✐st❡s ❈ ♦✉ ❇ ✭♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡✉r ❧✐st❡ ✑❧✐st❡ ❆✑✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r tr♦✐s é❣❛❧✐tés

s✉r q✉❛tr❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺✳✹ ♦✉ à ❝❡❧❧❡s ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺✳✺✳

◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✺✳✹ ✐❧ ❢❛✉t q✉✬✐❧ ② ❛✐t tr♦✐s é❣❛❧✐tés ✭♣❛r♠✐ ❧❡s q✉❛tr❡✮

❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

x0
i1

= xβ
i2
✱ x0

i3
= xδ

i4
✱ x0

i5
= xq

i6
✱ β > 0✱ δ > 0✱ q > 0✱

♣♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✺✳✺ ✐❧ ❢❛✉t q✉✬✐❧ ② ❛✐t tr♦✐s é❣❛❧✐tés

x0
i1

= xβ
i2
✱ xγ

i3
= xδ

i4
✱ xp

i5
= xq

i6
✱ β > 0✱ 0 < γ < δ✱ 0 < p < q✱ γ ≤ p✳

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐ ❧❛ ❧✐st❡ ❆ s✉❜❞✐✈✐sé❡ ❡♥ ❞❡✉① ❧✐st❡s✳ ▲❡s ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✭r❡s♣✳ ❞❡ ❧❛

❞❡✉①✐è♠❡✮ ❧✐st❡ s♦♥t ❝❡✉① ❛✉①q✉❡❧s ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✺✳✹✱ ✭r❡s♣✳ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✺✳✺✮✳

❈❡s ❞❡✉① ❧✐st❡s ❝♦♠♣r❡♥♥❡♥t t♦✉s ❧❡s ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❆✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ ✺✳✹ ❡st ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❛✉① ❝❛s s✉✐✈❛♥ts ✭❧✐st❡ ❆✶✮ ✿

14, 159, 203, 206, 214, 248, 250, 251, 257, 263, 326, 327, 328, 329,

330, 331, 332, 333, 334, 335, 339, 375, 376, 378✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ ✺✳✺ ❡st ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❛✉① ❝❛s s✉✐✈❛♥ts ✭❧✐st❡ ❆✷✮ ✿

35, 170, 171, 268, 269, 270, 271, 272, 360✳

P♦✉r ✉♥ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❆✶ ♦✉ ❆✷ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞✉ q✉❛tr✐è♠❡ ❞❡s

✭s♦✉s✮✲rés✉❧t❛♥ts ♣✳r✳ à ❧✬✐❞é❛❧ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s tr♦✐s ✭s♦✉s✮✲rés✉❧t❛♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉①

tr♦✐s é❣❛❧✐tés q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺✳✹ ♦✉ ✺✳✺✳ ❙✐ ❝❡tt❡

❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♥✉❧✱ ❧❡ q✉❛tr✐è♠❡ ✭s♦✉s✮✲rés✉❧t❛♥t ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❤②♣❡r✲

s✉r❢❛❝❡ ❞♦♥t ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❛❞❤ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été ✭❝♦♥♥❡①❡✱ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶✱ ❡t ❞♦♥t

✽✹



✺✳✽ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r n = 6✱ ❡♥ ❝❛s ❞❡ q✉❛tr❡ é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ r❛❝✐♥❡s

❧✬❛❞❤ér❡♥❝❡ ❡st ❝♦♥♥❡①❡✮ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡s tr♦✐s ❛✉tr❡s ✭s♦✉s✮✲rés✉❧t❛♥ts✱ ❡st ❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥

✶✱ ❝✳✲à✲❞✳ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ✐s♦❧és✳

▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ q✉✐ ♣♦✉r ❧❡ ✶✹ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❆✶ tr♦✉✈❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞✉ q✉❛✲

tr✐è♠❡ ✭s♦✉s✮✲rés✉❧t❛♥t ♣✳r✳ à ❧✬✐❞é❛❧ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s tr♦✐s ❛✉tr❡s s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲

♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✺✳✽✳✹✳ ▲❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s ❞❡s ❧✐st❡s ❆✶ ❡t ❆✷ ❧✉✐ s♦♥t

❛♥❛❧♦❣✉❡s✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✽ ❉❛♥s ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❝❛s ❞❡s ❧✐st❡s ❇✱ ❆✶ ❡t ❆✷ ♦♥ ❛ ♣ré❢éré é❝r✐r❡ ✉♥

♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❛s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝❛r ✐❧ ❢❛✉t ❝❤♦✐s✐r ♣❛r♠✐ ❧❡s q✉❛tr❡ é❣❛❧✐tés

❧❡s ❞❡✉① ♦✉ ✉♥❡ q✉✐ r❡st❡♥t ✭❡♥ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❇✮ ♦✉ ❧❡s tr♦✐s q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉①

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺✳✹ ✭❡♥ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❆✶✮ ♦✉ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺✳✺ ✭❡♥ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❆✷✮✳

✺✳✽✳✶ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛♣♣❧✐q✉é à t♦✉s ❧❡s ❝❛s

❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ A ♦♥ ❞é✜♥✐t ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❙②❧✈❡st❡r✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t❡

❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✷✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ B ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡

q✉❛tr❡ é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ r❛❝✐♥❡s ❡t ♦♥ tr♦✉✈❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❛s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ●rö❜♥❡r ❞❡ ❧✬✐❞é❛❧

❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s q✉❛tr❡ ✭s♦✉s✮✲rés✉❧t❛♥ts✳

❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ C ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ♠♦♥ô♠❡s ❞❡ têt❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ●rö❜♥❡r✳

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ▲❡❛❞✐♥❣▼♦♥♦♠✐❛❧ ❡t ♦♥ ❡①tr❛✐t t♦✉s ❧❡s ♠♦♥ô♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

ak✱ bl✱ cm ♦✉ dq✱ k, l, m, q ∈ N
∗✳ ❖♥ ❛✣❝❤❡ t♦✉s ❧❡s ❝❛s s❛✉❢ ❝❡✉① ♦ù ✐❧ ♠❛♥q✉❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s

♠♦♥ô♠❡s ❞❡ têt❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ●rö❜♥❡r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♠♦♥ô♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

ak✱ bl✱ cm✱ dq ✳

P❛rt✐❡ ❆
✞ ☎

✶ ❢❬✵❪✿❂①❫✻✲①❫✹✰❛✯①❫✸✰❜✯①❫✷✰❝✯①✰❞✿❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✺ ❞♦ ❢❬✐❪✿❂

❞✐❢❢✭❢❬✐✲✶❪✱①✮ ❡♥❞ ❞♦✿

✷ ❃ ✇✐t❤✭❧✐♥❛❧❣✮✿✇✐t❤✭●r♦❡❜♥❡r✮✿

✸ ❃ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✺ ❞♦ ❙✐❣♠❛❬✐❪✿❂s②❧✈❡st❡r✭❢❬✵❪✱❢❬✐❪✱①✮ ❡♥❞

❞♦✿

✹ ❃ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✷ t♦ ✹ ❞♦ ❉❡❧t❛❬✐❪✿❂s②❧✈❡st❡r✭❢❬✶❪✱❢❬✐✰✶❪✱①✮

❡♥❞ ❞♦✿

✺ ❃ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✷ t♦ ✸ ❞♦ ▲❛♠❜❞❛❬✐❪✿❂s②❧✈❡st❡r✭❢❬✷❪✱❢❬✐✰✷❪✱①✮

❡♥❞ ❞♦✿

✻ ❃ ❑❛♣♣❛❬✷❪✿❂s②❧✈❡st❡r✭❢❬✸❪✱❢❬✺❪✱①✮✿

✼ ❃ ❙✐❣♠❛✶❬✶❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭❙✐❣♠❛❬✶❪✱❬✶✱✷✱✸✱✹✱✻✱✼✱✽✱✾✱✶✵❪✱✶✳✳✾✮✿

✽ ❃ ❙✐❣♠❛✷❬✶❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭❙✐❣♠❛✶❬✶❪✱❬✶✱✷✱✸✱✺✱✻✱✼✱✽❪✱✶✳✳✼✮✿

✾ ❃ ❙✐❣♠❛✶❬✷❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭❙✐❣♠❛❬✷❪✱❬✶✱✷✱✸✱✺✱✻✱✼✱✽✱✾❪✱✶✳✳✽✮✿

✶✵ ❃ ❙✐❣♠❛✷❬✷❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭❙✐❣♠❛✶❬✷❪✱❬✶✱✷✱✹✱✺✱✻✱✼❪✱✶✳✳✻✮✿

✶✶ ❃ ❙✐❣♠❛✸❬✷❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭❙✐❣♠❛✷❬✷❪✱❬✶✱✸✱✹✱✺❪✱✶✳✳✹✮✿

✶✷ ❃ ❙✐❣♠❛✶❬✸❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭❙✐❣♠❛❬✸❪✱❬✶✱✷✱✹✱✺✱✻✱✼✱✽❪✱✶✳✳✼✮✿

✽✺



✺ ➱❣❛❧✐tés ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♦ù ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s

✶✸ ❃ ❙✐❣♠❛✷❬✸❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭❙✐❣♠❛✶❬✸❪✱❬✶✱✸✱✹✱✺✱✻❪✱✶✳✳✺✮✿

✶✹ ❃ ❙✐❣♠❛✶❬✹❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭❙✐❣♠❛❬✹❪✱❬✶✱✸✱✹✱✺✱✻✱✼❪✱✶✳✳✻✮✿

✶✺ ❃ ❉❡❧t❛✶❬✷❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭❉❡❧t❛❬✷❪✱❬✶✱✷✱✹✱✺✱✻✱✼❪✱✶✳✳✻✮✿

✶✻ ❃ ❉❡❧t❛✷❬✷❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭❉❡❧t❛✶❬✷❪✱❬✶✱✸✱✹✱✺❪✱✶✳✳✹✮✿

✶✼ ❃ ❉❡❧t❛✶❬✸❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭❉❡❧t❛❬✸❪✱❬✶✱✸✱✹✱✺✱✻❪✱✶✳✳✺✮✿

✶✽ ❃ ▲❛♠❜❞❛✶❬✷❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭▲❛♠❜❞❛❬✷❪✱❬✶✱✸✱✹✱✺❪✱✶✳✳✹✮✿

✶✾ ❃ ❢♦r ❦ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✺ ❞♦ s✐❣♠❛❬❦❪✿❂❞❡t✭❙✐❣♠❛❬❦❪✮✿♦❞✿

✷✵ ❃ ❢♦r ❦ ❢r♦♠ ✷ t♦ ✹ ❞♦ ❞❡❧t❛❬❦❪✿❂❞❡t✭❉❡❧t❛❬❦❪✮✿♦❞✿

✷✶ ❃ ❢♦r ❦ ❢r♦♠ ✷ t♦ ✸ ❞♦ ❧❛♠❜❞❛❬❦❪✿❂❞❡t✭▲❛♠❜❞❛❬❦❪✮✿♦❞✿

✷✷ ❃ ❦❛♣♣❛❬✷❪✿❂❞❡t✭❑❛♣♣❛❬✷❪✮✿s✐❣♠❛✶❬✶❪✿❂❞❡t✭❙✐❣♠❛✶❬✶❪✮✿s✐❣♠❛✷

❬✶❪✿❂❞❡t✭❙✐❣♠❛✷❬✶❪✮✿

✷✸ ❃ s✐❣♠❛✶❬✷❪✿❂❞❡t✭❙✐❣♠❛✶❬✷❪✮✿s✐❣♠❛✷❬✷❪✿❂❞❡t✭❙✐❣♠❛✷❬✷❪✮✿s✐❣♠❛✸

❬✷❪✿❂❞❡t✭❙✐❣♠❛✸❬✷❪✮✿

✷✹ ❃ s✐❣♠❛✶❬✸❪✿❂❞❡t✭❙✐❣♠❛✶❬✸❪✮✿s✐❣♠❛✷❬✸❪✿❂❞❡t✭❙✐❣♠❛✷❬✸❪✮✿

✷✺ ❃ s✐❣♠❛✶❬✹❪✿❂❞❡t✭❙✐❣♠❛✶❬✹❪✮✿

✷✻ ❃ ❞❡❧t❛✶❬✷❪✿❂❞❡t✭❉❡❧t❛✶❬✷❪✮✿❞❡❧t❛✷❬✷❪✿❂❞❡t✭❉❡❧t❛✷❬✷❪✮✿❞❡❧t❛✶

❬✸❪✿❂❞❡t✭❉❡❧t❛✶❬✸❪✮✿❧❛♠❜❞❛✶❬✷❪✿❂❞❡t✭▲❛♠❜❞❛✶❬✷❪✮✿
✡✝ ✆

P❛rt✐❡ ❇
✞ ☎

✶ ❃ ❆❬✶❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱s✐❣♠❛✷❬✷❪✱s✐❣♠❛✸❬✷❪❪✿

✷ ❃ ❆❬✷❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱s✐❣♠❛✷❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✸❪❪✿

✸ ❃ ❆❬✸❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱s✐❣♠❛✷❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✹❪❪✿

✹ ❃ ❆❬✹❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱s✐❣♠❛✷❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✺❪❪✿

✺ ❃ ❆❬✺❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱s✐❣♠❛✷❬✷❪✱❞❡❧t❛❬✷❪❪✿

✻ ❃ ❆❬✻❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱s✐❣♠❛✷❬✷❪✱❞❡❧t❛❬✸❪❪✿

✼ ❃ ❆❬✼❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱s✐❣♠❛✷❬✷❪✱❞❡❧t❛❬✹❪❪✿

✽ ❃ ❆❬✽❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱s✐❣♠❛✷❬✷❪✱❧❛♠❜❞❛❬✷❪❪✿

✾ ❃ ❆❬✾❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱s✐❣♠❛✷❬✷❪✱❧❛♠❜❞❛❬✸❪❪✿

✶✵ ❃ ❆❬✶✵❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱s✐❣♠❛✷❬✷❪✱❦❛♣♣❛❬✷❪❪✿

✶✶ ❃ ❆❬✶✶❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✹❪❪✿

✶✷ ❃ ❆❬✶✷❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛✶❬✸❪❪✿

✶✸ ❃ ❆❬✶✸❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✺❪❪✿

✶✹ ❃ ❆❬✶✹❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✸❪✱❞❡❧t❛❬✷❪❪✿

✶✺ ❃ ❆❬✶✺❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✸❪✱❞❡❧t❛❬✸❪❪✿

✶✻ ❃ ❆❬✶✻❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✸❪✱❞❡❧t❛❬✹❪❪✿

✶✼ ❃ ❆❬✶✼❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✸❪✱❧❛♠❜❞❛❬✷❪❪✿

✶✽ ❃ ❆❬✶✽❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✸❪✱❧❛♠❜❞❛❬✸❪❪✿

✶✾ ❃ ❆❬✶✾❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✸❪✱❦❛♣♣❛❬✷❪❪✿

✷✵ ❃ ❆❬✷✵❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱s✐❣♠❛❬✺❪❪✿

✷✶ ❃ ❆❬✷✶❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱s✐❣♠❛✶❬✹❪❪✿

✷✷ ❃ ❆❬✷✷❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❞❡❧t❛❬✷❪❪✿

✷✸ ❃ ❆❬✷✸❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❞❡❧t❛❬✸❪❪✿

✽✻



✺✳✽ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r n = 6✱ ❡♥ ❝❛s ❞❡ q✉❛tr❡ é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ r❛❝✐♥❡s

✷✹ ❃ ❆❬✷✹❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❞❡❧t❛❬✹❪❪✿

✷✺ ❃ ❆❬✷✺❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❧❛♠❜❞❛❬✷❪❪✿

✷✻ ❃ ❆❬✷✻❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❧❛♠❜❞❛❬✸❪❪✿

✷✼ ❃ ❆❬✷✼❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❦❛♣♣❛❬✷❪❪✿

✷✽ ❃ ❆❬✷✽❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✺❪✱❞❡❧t❛❬✷❪❪✿

✷✾ ❃ ❆❬✷✾❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✺❪✱❞❡❧t❛❬✸❪❪✿

✸✵ ❃ ❆❬✸✵❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✺❪✱❧❛♠❜❞❛❬✷❪❪✿

✸✶ ❃ ❆❬✸✶❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✺❪✱❧❛♠❜❞❛❬✸❪❪✿

✸✷ ❃ ❆❬✸✷❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✺❪✱❦❛♣♣❛❬✷❪❪✿

✸✸ ❃ ❆❬✸✸❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱❞❡❧t❛❬✷❪✱❞❡❧t❛✶❬✷❪❪✿

✸✹ ❃ ❆❬✸✹❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱❞❡❧t❛❬✷❪✱❞❡❧t❛❬✸❪❪✿

✸✺ ❃ ❆❬✸✺❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱❞❡❧t❛❬✷❪✱❞❡❧t❛❬✹❪❪✿

✸✻ ❃ ❆❬✸✻❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱❞❡❧t❛❬✷❪✱❧❛♠❜❞❛❬✷❪❪✿
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✶✹✽ ❃ ❆❬✶✶✾❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱s✐❣♠❛❬✺❪✱❞❡❧t❛❬✸❪❪✿

✶✹✾ ❃ ❆❬✶✷✵❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱s✐❣♠❛❬✺❪✱❧❛♠❜❞❛❬✷❪❪✿

✽✾



✺ ➱❣❛❧✐tés ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♦ù ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s

✶✺✵ ❃ ❆❬✶✷✶❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱s✐❣♠❛❬✺❪✱❧❛♠❜❞❛❬✸❪❪✿

✶✺✶ ❃ ❆❬✶✷✷❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱s✐❣♠❛❬✺❪✱❦❛♣♣❛❬✷❪❪✿

✶✺✷ ❃ ❆❬✶✷✸❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❞❡❧t❛❬✷❪✱❞❡❧t❛✶❬✷❪❪✿

✶✺✸ ❃ ❆❬✶✷✹❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❞❡❧t❛❬✷❪✱❞❡❧t❛❬✸❪❪✿

✶✺✹ ❃ ❆❬✶✷✺❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❞❡❧t❛❬✷❪✱❞❡❧t❛❬✹❪❪✿

✶✺✺ ❃ ❆❬✶✷✻❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❞❡❧t❛❬✷❪✱❧❛♠❜❞❛❬✷❪❪✿

✶✺✻ ❃ ❆❬✶✷✼❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❞❡❧t❛❬✷❪✱❧❛♠❜❞❛❬✸❪❪✿

✶✺✼ ❃ ❆❬✶✷✽❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❞❡❧t❛❬✷❪✱❦❛♣♣❛❬✷❪❪✿

✶✺✽ ❃ ❆❬✶✷✾❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❞❡❧t❛❬✸❪✱❞❡❧t❛✶❬✸❪❪✿

✶✺✾ ❃ ❆❬✶✸✵❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❞❡❧t❛❬✸❪✱❞❡❧t❛❬✹❪❪✿

✶✻✵ ❃ ❆❬✶✸✶❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❞❡❧t❛❬✸❪✱❧❛♠❜❞❛❬✷❪❪✿

✶✻✶ ❃ ❆❬✶✸✷❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❞❡❧t❛❬✸❪✱❧❛♠❜❞❛❬✸❪❪✿

✶✻✷ ❃ ❆❬✶✸✸❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❞❡❧t❛❬✸❪✱❦❛♣♣❛❬✷❪❪✿

✶✻✸ ❃ ❆❬✶✸✹❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❞❡❧t❛❬✹❪✱❧❛♠❜❞❛❬✷❪❪✿

✶✻✹ ❃ ❆❬✶✸✺❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❞❡❧t❛❬✹❪✱❦❛♣♣❛❬✷❪❪✿

✶✻✺ ❃ ❆❬✶✸✻❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❧❛♠❜❞❛❬✷❪✱❧❛♠❜❞❛✶❬✷❪❪✿

✶✻✻ ❃ ❆❬✶✸✼❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❧❛♠❜❞❛❬✷❪✱❧❛♠❜❞❛❬✸❪❪✿

✶✻✼ ❃ ❆❬✶✸✽❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❧❛♠❜❞❛❬✷❪✱❦❛♣♣❛❬✷❪❪✿

✶✻✽ ❃ ❆❬✶✸✾❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✺❪✱❞❡❧t❛❬✷❪✱❞❡❧t❛✶❬✷❪❪✿

✶✻✾ ❃ ❆❬✶✹✵❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✺❪✱❞❡❧t❛❬✷❪✱❞❡❧t❛❬✸❪❪✿

✶✼✵ ❃ ❆❬✶✹✶❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✺❪✱❞❡❧t❛❬✷❪✱❧❛♠❜❞❛❬✷❪❪✿

✶✼✶ ❃ ❆❬✶✹✷❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✺❪✱❞❡❧t❛❬✷❪✱❧❛♠❜❞❛❬✸❪❪✿

✶✼✷ ❃ ❆❬✶✹✸❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✺❪✱❞❡❧t❛❬✷❪✱❦❛♣♣❛❬✷❪❪✿

✶✼✸ ❃ ❆❬✶✹✹❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✺❪✱❞❡❧t❛❬✸❪✱❞❡❧t❛✶❬✸❪❪✿

✶✼✹ ❃ ❆❬✶✹✺❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✺❪✱❞❡❧t❛❬✸❪✱❧❛♠❜❞❛❬✷❪❪✿

✶✼✺ ❃ ❆❬✶✹✻❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✺❪✱❞❡❧t❛❬✸❪✱❧❛♠❜❞❛❬✸❪❪✿

✶✼✻ ❃ ❆❬✶✹✼❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✺❪✱❞❡❧t❛❬✸❪✱❦❛♣♣❛❬✷❪❪✿

✶✼✼ ❃ ❆❬✶✹✽❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✺❪✱❧❛♠❜❞❛❬✷❪✱❧❛♠❜❞❛✶❬✷❪❪✿

✶✼✽ ❃ ❆❬✶✹✾❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✺❪✱❧❛♠❜❞❛❬✷❪✱❧❛♠❜❞❛❬✸❪❪✿

✶✼✾ ❃ ❆❬✶✺✵❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✺❪✱❧❛♠❜❞❛❬✷❪✱❦❛♣♣❛❬✷❪❪✿

✶✽✵ ❃ ❆❬✶✺✶❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛✶❬✸❪✱s✐❣♠❛✷❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✹❪❪✿

✶✽✶ ❃ ❆❬✶✺✷❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛✶❬✸❪✱s✐❣♠❛✷❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✺❪❪✿

✶✽✷ ❃ ❆❬✶✺✸❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛✶❬✸❪✱s✐❣♠❛✷❬✸❪✱❞❡❧t❛❬✸❪❪✿

✶✽✸ ❃ ❆❬✶✺✹❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛✶❬✸❪✱s✐❣♠❛✷❬✸❪✱❞❡❧t❛❬✹❪❪✿

✶✽✹ ❃ ❆❬✶✺✺❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛✶❬✸❪✱s✐❣♠❛✷❬✸❪✱❧❛♠❜❞❛❬✷❪❪✿

✶✽✺ ❃ ❆❬✶✺✻❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛✶❬✸❪✱s✐❣♠❛✷❬✸❪✱❧❛♠❜❞❛❬✸❪❪✿

✶✽✻ ❃ ❆❬✶✺✼❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛✶❬✸❪✱s✐❣♠❛✷❬✸❪✱❦❛♣♣❛❬✷❪❪✿

✶✽✼ ❃ ❆❬✶✺✽❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛✶❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱s✐❣♠❛❬✺❪❪✿

✶✽✽ ❃ ❆❬✶✺✾❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛✶❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❞❡❧t❛❬✷❪❪✿

✶✽✾ ❃ ❆❬✶✻✵❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛✶❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❞❡❧t❛❬✸❪❪✿

✶✾✵ ❃ ❆❬✶✻✶❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛✶❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❞❡❧t❛❬✹❪❪✿

✶✾✶ ❃ ❆❬✶✻✷❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛✶❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❧❛♠❜❞❛❬✷❪❪✿

✾✵



✺✳✽ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r n = 6✱ ❡♥ ❝❛s ❞❡ q✉❛tr❡ é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ r❛❝✐♥❡s

✶✾✷ ❃ ❆❬✶✻✸❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛✶❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❧❛♠❜❞❛❬✸❪❪✿

✶✾✸ ❃ ❆❬✶✻✹❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛✶❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❦❛♣♣❛❬✷❪❪✿

✶✾✹ ❃ ❆❬✶✻✺❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛✶❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✺❪✱❞❡❧t❛❬✷❪❪✿

✶✾✺ ❃ ❆❬✶✻✻❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛✶❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✺❪✱❞❡❧t❛❬✸❪❪✿

✶✾✻ ❃ ❆❬✶✻✼❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛✶❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✺❪✱❧❛♠❜❞❛❬✷❪❪✿

✶✾✼ ❃ ❆❬✶✻✽❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛✶❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✺❪✱❧❛♠❜❞❛❬✸❪❪✿

✶✾✽ ❃ ❆❬✶✻✾❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛✶❬✸❪✱s✐❣♠❛❬✺❪✱❦❛♣♣❛❬✷❪❪✿

✶✾✾ ❃ ❆❬✶✼✵❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛✶❬✸❪✱❞❡❧t❛❬✷❪✱❞❡❧t❛❬✸❪❪✿

✷✵✵ ❃ ❆❬✶✼✶❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✸❪✱s✐❣♠❛✶❬✸❪✱❞❡❧t❛❬✷❪✱❞❡❧t❛❬✹❪❪✿
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✼ ❃ ✐❢ ✭❞✐✈✐❞❡ ✭❈✱❛✮❂❢❛❧s❡✮ ❛♥❞ ✭❞✐✈✐❞❡ ✭❈✱❜✮❂tr✉❡✮ ❛♥❞ ✭

❞✐✈✐❞❡ ✭❈✱❝✮❂❢❛❧s❡✮ ❛♥❞ ✭❞✐✈✐❞❡ ✭❈✱❞✮❂❢❛❧s❡✮ t❤❡♥ r❡t✉r♥

❈ ❡❧s❡

✽ ❃ ✐❢ ✭❞✐✈✐❞❡ ✭❈✱❛✮❂❢❛❧s❡✮ ❛♥❞✭❞✐✈✐❞❡ ✭❈✱❜✮❂❢❛❧s❡✮ ❛♥❞✭❞✐✈✐❞❡

✭❈✱❝✮❂tr✉❡✮ ❛♥❞ ✭❞✐✈✐❞❡ ✭❈✱❞✮❂❢❛❧s❡✮ t❤❡♥ r❡t✉r♥ ❈ ❡❧s❡

✾ ❃ ✐❢ ✭❞✐✈✐❞❡ ✭❈✱❛✮❂❢❛❧s❡✮ ❛♥❞✭❞✐✈✐❞❡ ✭❈✱❜✮❂❢❛❧s❡✮ ❛♥❞✭❞✐✈✐❞❡

✭❈✱❝✮❂❢❛❧s❡✮ ❛♥❞✭❞✐✈✐❞❡ ✭❈✱❞✮❂tr✉❡✮ t❤❡♥ r❡t✉r♥ ❈ ❡❧s❡

❢✐ ❢✐ ❢✐ ❢✐

✶✵ ❃ ❡♥❞ ♣r♦❝✿

✶✶ ❃ ❛❢❢✐❝❤❡✿❂♣r♦❝✭❇✮

✶✷ ❃ ▲✿❂❬❪✿❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ♥♦♣s✭❇✮ ❞♦ ▲✿❂❬♦♣✭▲✮✱♣✉r❡✭❇❬✐❪✮❪ ♦❞✿

✶✸ ❃ ❡♥❞ ♣r♦❝✿

✶✹ ✐✿❂✶✿ ✇❤✐❧❡ ✭✐❁✸✽✺✮ ❞♦ ✐❢ ✭♥♦♣s✭❛❢❢✐❝❤❡✭❜♦✉❝❧❡✭❇❬✐❪✮✮✮❂✸✮

✶✺ t❤❡♥ ❧❬✐❪✿❂❛❢❢✐❝❤❡✭❜♦✉❝❧❡✭❇❬✐❪✮✮❀ ✐✿❂✐✰✶❀ ❡❧s❡ ✐✿❂✐✰✶ ❢✐❀♦❞❀

✶✻ ❃ ✐✿❂✶✿ ✇❤✐❧❡ ✭✐❁✸✽✺✮ ❞♦ ✐❢ ✭♥♦♣s✭❛❢❢✐❝❤❡✭♠♦♥♦♠❡✭❇❬✐❪✮✮✮❂✷✮

t❤❡♥ ❧❬✐❪✿❂❛❢❢✐❝❤❡✭♠♦♥♦♠❡✭❇❬✐❪✮✮❀ ✐✿❂✐✰✶❀ ❡❧s❡ ✐✿❂✐✰✶ ❢✐

❀ ♦❞❀

✶✼ ❃ ✐✿❂✶✿ ✇❤✐❧❡ ✭✐❁✸✽✺✮ ❞♦ ✐❢ ✭♥♦♣s✭❛❢❢✐❝❤❡✭♠♦♥♦♠❡✭❇❬✐❪✮✮✮❂✶✮

t❤❡♥ ❧❬✐❪✿❂❛❢❢✐❝❤❡✭♠♦♥♦♠❡✭❇❬✐❪✮✮❀ ✐✿❂✐✰✶❀ ❡❧s❡ ✐✿❂✐✰✶ ❢✐

❀ ♦❞❀

✶✽ ❃ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✸✽✹ ❞♦ ✐❢✭t②♣❡✭❧❬✐❪✱❧✐st✮❂tr✉❡✮ t❤❡♥ ♣r✐♥t

✭❬✐✱❧❬✐❪❪✮ ❢✐ ♦❞❀
✡✝ ✆

✾✻



✺✳✽ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r n = 6✱ ❡♥ ❝❛s ❞❡ q✉❛tr❡ é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ r❛❝✐♥❡s

✺✳✽✳✷ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉① ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❇ ❛✈❡❝ ❞❡✉①

é❣❛❧✐tés ❛✣♥❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

❖♥ s❡ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❝❛s ✷✷✹ ❞✉ s♦✉s✲♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✺✳✽✳✶✳
✞ ☎

✶ ❃ ❢❬✵❪✿❂①❫✻✲①❫✹✰❛✯①❫✸✰✭✶✴✸✰✶✴✺✯❛✯✶✺❫✭✶✴✷✮✮✯①❫✷✰❝✯①

✲✻✶✴✸✸✼✺✲✹✴✷✷✺✯❛✯✶✺❫✭✶✴✷✮✲✶✴✶✺✯❝✯✶✺❫✭✶✴✷✮✿

✷ ❃ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✺ ❞♦ ❢❬✐❪✿❂❞✐❢❢✭❢❬✐✲✶❪✱①✮ ❡♥❞ ❞♦✿

✸ ❃ ✇✐t❤✭❧✐♥❛❧❣✮✿✇✐t❤✭●r♦❡❜♥❡r✮✿

✹ ❃ ❙✐❣♠❛❬✶❪✿❂s②❧✈❡st❡r✭❢❬✵❪✱❢❬✶❪✱①✮✿❙✐❣♠❛❬✷❪✿❂s②❧✈❡st❡r✭❢❬✵❪✱

❢❬✷❪✱①✮✿

✺ ❃ ❙✐❣♠❛❬✹❪✿❂s②❧✈❡st❡r✭❢❬✵❪✱❢❬✹❪✱①✮✿▲❛♠❜❞❛❬✷❪✿❂s②❧✈❡st❡r✭❢

❬✷❪✱❢❬✹❪✱①✮✿

✻ ❃ s✐❣♠❛❬✶❪✿❂❞❡t✭❙✐❣♠❛❬✶❪✮✿s✐❣♠❛❬✷❪✿❂❞❡t✭❙✐❣♠❛❬✷❪✮✿

✼ ❃ s✐❣♠❛❬✹❪✿❂❞❡t✭❙✐❣♠❛❬✹❪✮✿❧❛♠❜❞❛❬✷❪✿❂❞❡t✭▲❛♠❜❞❛❬✷❪✮✿

✽ ❃ ❆❬✷✷✹❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✶❪✱s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❧❛♠❜❞❛❬✷❪❪✿

✾ ❃ ❇❬✷✷✹❪✿❂❇❛s✐s✭❆❬✷✷✹❪✱t❞❡❣✭❛✱❝✮✮✿

✶✵ ❃ ▲❡❛❞✐♥❣▼♦♥♦♠✐❛❧✭❇❬✷✷✹❪✱t❞❡❣✭❛✱❝✮✮❀ ❬❛❫✼✱ ❝❫✷✯❛❫✻✱ ❝❫✻✯❛❫✸✱

❝❫✺✯❛❫✹✱ ❝❫✹✯❛❫✺✱ ❝❫✶✵✱ ❝❫✾✯❛✱ ❝❫✽✯❛❫✷❪
✡✝ ✆

✺✳✽✳✸ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉① ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❇ ❛✈❡❝ tr♦✐s

é❣❛❧✐tés ❛✣♥❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

❖♥ s❡ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❝❛s ✶✵✵ ❞✉ s♦✉s✲♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✺✳✽✳✶✳
✞ ☎

✶ ❃ ❢❬✵❪✿❂①❫✻✲①❫✹✰✶✴✾✯✶✺❫✭✶✴✷✮✯①❫✸✰❝✯①

✰✶✹✴✸✸✼✺✰✶✴✷✷✺✯✶✴✾✯✶✺❫✭✶✴✷✮✯✶✺❫✭✶✴✷✮✰✶✴✶✺✯❝✯✶✺❫✭✶✴✷✮✿

✷ ❃ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✺ ❞♦ ❢❬✐❪✿❂❞✐❢❢✭❢❬✐✲✶❪✱①✮ ❡♥❞ ❞♦✿

✸ ❃ ✇✐t❤✭❧✐♥❛❧❣✮✿✇✐t❤✭●r♦❡❜♥❡r✮✿

✹ ❃ ❙✐❣♠❛❬✷❪✿❂s②❧✈❡st❡r✭❢❬✵❪✱❢❬✷❪✱①✮✿❙✐❣♠❛❬✹❪✿❂s②❧✈❡st❡r✭❢❬✵❪✱

❢❬✹❪✱①✮✿

✺ ❃ ▲❛♠❜❞❛❬✷❪✿❂s②❧✈❡st❡r✭❢❬✷❪✱❢❬✹❪✱①✮✿▲❛♠❜❞❛❬✸❪✿❂s②❧✈❡st❡r✭❢

❬✷❪✱❢❬✺❪✱①✮✿

✻ ❃ s✐❣♠❛❬✷❪✿❂❞❡t✭❙✐❣♠❛❬✷❪✮✿s✐❣♠❛❬✹❪✿❂❞❡t✭❙✐❣♠❛❬✹❪✮✿

✼ ❃ ❧❛♠❜❞❛❬✷❪✿❂❞❡t✭▲❛♠❜❞❛❬✷❪✮✿ ❧❛♠❜❞❛❬✸❪✿❂❞❡t✭▲❛♠❜❞❛❬✸❪✮✿

✽ ❃ ❆❬✶✵✵❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✹❪✱❧❛♠❜❞❛❬✷❪✱❧❛♠❜❞❛❬✸❪❪✿

✾ ❃ ❇❬✶✵✵❪✿❂❇❛s✐s✭❆❬✶✵✵❪✱t❞❡❣✭❝✮✮✿

✶✵ ❃ ▲❡❛❞✐♥❣▼♦♥♦♠✐❛❧✭❇❬✶✵✵❪✱t❞❡❣✭❝✮✮❀ ❬❝❫✹❪
✡✝ ✆

✾✼



✺ ➱❣❛❧✐tés ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♦ù ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s

✺✳✽✳✹ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉① ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❆

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❝❛s ✶✹ ❞✉ s♦✉s✲♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✺✳✽✳✶✳
✞ ☎

✶ ❢❬✵❪✿❂①❫✻✲①❫✹✰❛✯①❫✸✰❜✯①❫✷✰❝✯①✰❞✿

✷ ❃ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✺ ❞♦ ❢❬✐❪✿❂❞✐❢❢✭❢❬✐✲✶❪✱①✮ ❡♥❞ ❞♦✿

✸ ❃ ✇✐t❤✭❧✐♥❛❧❣✮✿✇✐t❤✭●r♦❡❜♥❡r✮✿

✹ ❃ ❙✐❣♠❛❬✷❪✿❂s②❧✈❡st❡r✭❢❬✵❪✱❢❬✷❪✱①✮✿❙✐❣♠❛❬✸❪✿❂s②❧✈❡st❡r✭❢❬✵❪✱

❢❬✸❪✱①✮✿

✺ ❃ ❙✐❣♠❛✶❬✷❪✿❂s✉❜♠❛tr✐①✭❙✐❣♠❛❬✷❪✱❬✶✱✷✱✸✱✺✱✻✱✼✱✽✱✾❪✱✶✳✳✽✮✿

✻ ❃ ❉❡❧t❛❬✷❪✿❂s②❧✈❡st❡r✭❢❬✶❪✱❢❬✸❪✱①✮✿

✼ ❃ s✐❣♠❛❬✷❪✿❂❞❡t✭❙✐❣♠❛❬✷❪✮✿s✐❣♠❛✶❬✷❪✿❂❞❡t✭❙✐❣♠❛✶❬✷❪✮✿

✽ ❃ s✐❣♠❛❬✸❪✿❂❞❡t✭❙✐❣♠❛❬✸❪✮✿❞❡❧t❛❬✷❪✿❂❞❡t✭❉❡❧t❛❬✷❪✮✿

✾ ❃ ❆❬✶✹❪✿❂❬s✐❣♠❛❬✷❪✱s✐❣♠❛✶❬✷❪✱s✐❣♠❛❬✸❪❪✿

✶✵ ❃ ❇❬✶✹❪✿❂❇❛s✐s✭❆❬✶✹❪✱t❞❡❣✭❛✱❜✱❝✱❞✮✮✿

✶✶ ❃ ❈❬✶✹❪✿❂◆♦r♠❛❧❋♦r♠✭❞❡❧t❛❬✷❪✱❇❬✶✹❪✱t❞❡❣✭❛✱❜✱❝✱❞✮✮❀
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t❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t✱ ❯♥✐✈✳ ❞❡ ❘❡♥♥❡s ■✱ s♦✉t❡♥✉❡ ❧❡ ✷✹✳✵✶✳✶✾✾✶✳
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❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s❪ ❈✳ ❘✳ ❆❝❛❞✳ ❙❝✐✳ P❛r✐s ❙ér✳ ■ ▼❛t❤✳ ✸✶✷ ✶✶
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❙tr❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s

❞❛♥s ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s

à ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❞❡❣ré ✺ ❡t ✻

❍❛②ss❛♠ ❊❩❩❆▲❉■◆❊

❘és✉♠é ✿ ❖♥ ❢❛✐t ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❧✬ét✉❞❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡s str❛t❡s s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡s ❞❛♥s

❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s à ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❞❡❣ré ✺ ❡t ✻✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ s✉rt♦✉t ❛✉①

♣♦❧②♥ô♠❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s✱ ❝✳✲à✲❞✳ à ❞❡s r❛❝✐♥❡s ré❡❧❧❡s✳ ❉és✐❣♥♦♥s ♣❛r PolRn ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡

t♦✉s ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré n à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ré❡❧s ❡t à ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞♦♠✐♥❛♥t ✶✳ ❖♥ ❞és✐❣♥❡

♣❛r PPR

n ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥ PolRn × PolRn−1 × · · · × PolR1 ✳ ❯♥❡ str❛t❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❡t ♣❛r ❝❡❧❧❡s ❞❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s✳ ❖♥

❞✐t q✉✬✉♥❡ str❛t❡ Stλ ❡st s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡ s✐ codimPPn
Stλ > codimπ(Poln)π(Stλ) ♦ù

π : Poln →֒ PPn✱ π : P 7−→ (P, P (1)/n, P (2)/n(n − 1), . . . , P (n−1)/n!)✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ✐❝✐ q✉❡

π(Stλ) 6= ∅✳ ❉❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ✭rés✉❧t❛♥ts ❡t

s♦✉s✲rés✉❧t❛♥ts✱ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❙②❧✈❡st❡r✱ ❜❛s❡s ❞❡ ●rö❜♥❡r✮✳

❆❜str❛❝t ✿ ❚❤✐s t❤❡s✐s ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ st✉❞② ♦❢ ♦✈❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞ str❛t❛ ✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s

♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ✺ ❛♥❞ ✻✳ ❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛❧❧ ✐♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s

✭✐✳❡✳ ✇✐t❤ ❛❧❧ r♦♦ts r❡❛❧✮✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② PolRn ❢♦r t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛❧❧ ♠♦♥✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡

n ✇✐t❤ r❡❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❙❡t PPR

n := PolRn × PolRn−1 × · · · × PolR1 ✳ ❆ str❛t✉♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r♦♦ts ♦❢ ❛ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♥❞ ♦❢ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ❆ str❛t✉♠

Stλ ✐s ♦✈❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐❢ codimPPn
Stλ > codimπ(Poln)π(Stλ) ✇❤❡r❡

π : Poln →֒ PPn✱ π : P 7−→ (P, P (1)/n, P (2)/n(n − 1), . . . , P (n−1)/n!)✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t

π(Stλ) 6= ∅✳ ■♥ t❤❡ st✉❞② ✇❡ ✉s❡ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❛❧❣❡❜r❛ ✭r❡s✉❧t❛♥ts ❛♥❞ s✉❜r❡✲

s✉❧t❛♥ts✱ ❙②❧✈❡st❡r ♠❛tr✐❝❡s✱ ●rö❜♥❡r ❜❛s❡s✮✳

▼♦ts✲❝❧és ✿ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✱ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ●❡❣❡♥❜❛✉❡r✱ str❛t❡ s✉r❞ét❡r♠✐♥é❡

✭♣❛✐r❡✱ ✐♠♣❛✐r❡ ❡t ❛♥❝✐❡♥♥❡✮✳

❑❡② ✇♦r❞s ✿ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ●❡❣❡♥❜❛✉❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ♦✈❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞ str❛t✉♠

✭❡✈❡♥✱ ♦❞❞✱ ♦❧❞✮✳
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