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INTEGRATEURS GEOMETRIQUES :
APPLICATION A LA MECANIQUE DES FLUIDES.

Résumé

Une approche récente permettant d’étudier les équations issues de la Mécanique
des Fluides consiste a considérer les symétries de ces équations. Les succés des dé-
veloppements théoriques, notamment en turbulence, ont justifié la pertinence d’une
telle approche. Sur le plan numérique, les méthodes d’intégration construites sur des
arguments liés a la structure géométrique des équations s’appellent les intégrateurs
géomeétriques. Dans la premiére partie de la thése, on présente la classe d’intégrateurs
géomeétriques probablement la plus connue; ce sont les intégrateurs symplectiques
pour les systémes hamiltoniens. Dans une seconde partie, on introduit les intégra-
teurs variationnels, construits pour reproduire les lois de conservation des systémes
lagrangiens. Cependant, la plupart des équations de la Mécanique des Fluides ne
dérive pas d’'un Lagrangien. On expose alors dans la derniére partie une méthode
de construction de schémas numériques respectant les symétries d’une équation.
Cette méthode est basée sur une formulation moderne des repéres mobiles. On pré-
sente une contribution au développement de cette méthode; elle permet d’obtenir
un schéma invariant possédant un ordre de précision déterminé. Des exemples issus
des équations modéles de la Mécanique des Fluides sont traités.

Mots-clés : Intégrateur géométrique, Symplectique, Multisymplectique, Méthodes

variationnelles, Bilagrangien, Méthodes invariantes, Repéres mobiles, Equation de
transfert
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GEOMETRIC INTEGRATORS :
APPLICATION TO FLUID MECHANICS.

Abstract

A recent approach to study the equations from Fluid Mechanics consists in consi-
dering the symmetry group of equations. Succes of theoretical development, specially
in turbulence, has justified the relevance of this approach. On the numerical side,
the integrating methods based on arguments related to the geometrical structure
of equations are called geometric integrators. In the first part of this thesis, a class
of such integrators is introduced : symplectic integrators for hamiltonian systems,
which are probably the most well known geometric integrators. In the second part,
variational integrators are outlined, constructed in order to reproduce conservation
laws of lagrangian systems. However most of Fluid Mechanics equations cannot be
derived from a Lagrangian. In the last part of this thesis, a method of construction
of numerical schemes that preserves equations symmetry is exposed. This method
is based on a modern formulation of moving frames. A contribution to the develop-
ment of this method is proposed ; this allows to obtain an invariant numerical scheme
that owns an order of accuracy. Examples from Fluid Mechanics model equations
are detailled.

Key words : Geometric integrator, Symplectic, Multisymplectic, Variational me-
thods, Bilagrangian, Invariant methods, Moving frame, Transfer equation

v



Remerciements

Je tiens a remercier en tout premier lieu Aziz Hamdouni pour m’avoir encadré et
guidé tout au long de ces trois années de thése. La qualité de sa formation ainsi que
la sincérité de son jugement ont participé a forger de facon unique cette expérience.
Ce qu’il m’a transmis va bien au delad d’un enseignement scientifique.

Je tiens également a remercier Pierre Sagaut, pour sa disponibilité et le co-
encadrement de mes recherches.

J’exprime ma gratitude & Monsieur G. De Saxcé et Monsieur S. Gavrilyuk pour
avoir accepté d’évaluer mon travail. Je remercie également Messieurs D. Clamond,
M. Kirane, et D. Dutykh pour avoir accepté de composer le Jury de these.

J’adresse ma reconnaissance a 1’équipe du laboratoire, aux secrétaires et au per-
sonnel d’entretien. Je remercie également toutes celles et ceux que j’ai croisés, fré-
quentés et appréciés au sein du laboratoire et de I'Université. A ceux qui sont devenus
des amis.

Je n’oublie pas ceux qui ont ensoleillé mon quotidien rochelais : Laurence D.,
Karine Z., Sylvain C., Erwann P. & Audrey L. et tout Surdo’Rei, ceux qui 'ont
rendu merveilleux : Camille L., Marion D., Pierre P., et celles qui y ont apporté une
touche de féerie : Cécile L., Laura M..

Une pensée également & ceux qui ont toujours été présents depuis le début :
Benoit U., Jérémie J., Marine M..

Enfin, aux personnes a qui je dois tout : ma famille, qui s’agrandit avec bonheur.
Juliette B.S., Philippe B.S., pour tout ce que vous étes et représenterez pour toujours
dans mon cceur.






A ma Mere,
A mon Pére,
A Mizére, mon compagnon de toujours,






Table des matiéres

Liste des figures
Introduction

1 Intégrateurs symplectiques

1.1 Introduction . . . . . . . . . . .
1.2 Systémes hamiltoniens. . . . . . . .. ... L oL
1.2.1 Deéfinitions et propriétés . . . . . . .. ...
1.2.2 Notation différentielle . . . . . . . . . ... ... ... .....

1.3 Intégrateurs classiques des systémes hamiltoniens. . . . . . . . . . ..
1.3.1 Deéfinitions et exemples . . . . . . . .. ..o
1.3.2  Exemples numériques. . . . . . . . ...
1.3.2.1 L’oscillateur harmonique. . . . . . . ... ... ...

1.3.2.2 Le probléme de Kepler . . . . . ... ... ... ...

1.4 Les schémas symplectiques. . . . . . . ... ... ... ........
1.4.1 Définitions et propriétés. . . . . . . . . . ... .. ... ...
1.4.2  Quelques intégrateurs symplectiques . . . . . . ... .. ...
1.4.2.1 Euler symplectique. . . . . .. ... ... ... ...

1.4.2.2 Meéthode du point milieu. . . . .. ... ... ... ..

1.4.2.3 Meéthode de type Runge-Kutta. . . . . ... ... ..

1.4.3 Exemples numériques. . . . . . . . . ... ... ..
1.4.3.1 L’oscillateur harmonique . . . . . . . ... ... ...

1.4.3.2 Le probléme de Kepler . . . . . ... ... ... ...

1.5 Application & I’hydrodynamique bidimensionnelle . . . . . . . .. ..
1.5.1 Le modele des vortex ponctuels . . . . . ... ... ......
1.5.2 Dynamique qualitative d’un systéme de 4 vortex ponctuels . .
1.5.2.1 Problématique . . ... .. ... ... ... .....

1.5.2.2  Etude numeérique . . . . .. .. ... ... ... ...

1.5.3 Dynamique quantitative des systéemes de vortex . . . . .. ..
1.5.3.1 Problématique . . . .. ... ... ... .. ... ..

1.5.3.2 Etude numérique . . . . .. .. ... ... ... ...

1.6 Commentaires . . . . . . . . . . it e e

2 Intégrateurs variationnels

XVvi



2.1 Introduction . . . . . . . ... 43
2.2 Systémes lagrangiens . . . . . . ... 45
2.2.1 Les équations d'Euler-Lagrange . . . . . ... ... ... ... 45
2.2.2 Equations variationnelles. . . . . . ... ... ... ...... 46
2.2.2.1 Lois de conservation . . .. ... ... ........ 48

2.2.2.2  Symplecticité . . . . ... Lo 49

2.3 Intégrateurs variationnels pour les EDO . . ... .. ... ... ... 50
2.3.1 Intégrateurs variationnels . . . . . . ... ... ... ... .. 50
2.3.2 Propriétés et lois de conservation . . . .. ... ... ... .. 53
2.3.3 Formulation hamiltonienne . . . . . . . .. ... ... ... .. 95
2.3.4 L’oscillateur harmonique. . . . . . . . ... .. .. ... .... 56
2.3.4.1 Intégrateur variationnel . . . . . .. .. ... .. .. D7

2.3.4.2 Reésultat numérique. . . . . ... ... ... ... .. 58

2.4 EDP lagrangiennes . . . . . . .. ... Lo o 58
2.4.1 Equations variationnelles . . . . . . . ... ... .. ... ... 60
24.1.1 Lois de conservation . . . . .. ... ......... 63

2.4.1.2  Multisymplecticité. . . . . . .. ..o oL 63

2.5 Intégrateurs variationnels multisymplectiques. . . . . . .. .. .. .. 64
2.5.1 Intégrateurs variationnels . . . . . . ... ... ... ... .. 65
2.5.2 L’équationdesondes. . . . . . .. .. ... .. ... ... ... 70
2.5.2.1 Intégrateur variationnel . . . . . ... ... ... .. 71

2.6 EDP d’évolution . . . . ... ... 72
2.6.1 Bilagrangien . . . . . .. ..o L Lo 72
2.6.1.1 Bilagrangiens pour I’équation de la chaleur. . . . . . 74

2.6.1.2  Bilagrangiens pour I’équation Burgers. . . . . . . . . 74

2.6.2 Equations bi-variationnelles . . . . . . ... ... ... .... 75
2.6.2.1 Propriétés . . . . ... 76

2.7 Intégrateurs bi-variationnels . . . . . . ... ..o 76
2.7.1 Intégrateurs bi-variationnels . . . . . ... ... ... ... 77
2.7.2 L’équation de la chaleur . . . . ... ... ... ... ..... 79
2.7.2.1 Intégrateur bi-variationnel . . . . . . .. ... ... 80

2.8 Commentaires . . . . . . . . . .. e e e 81
Meéthodes invariantes 83
3.1 Introduction . . . . . . . ... 83
3.2 Cadre mathématique . . . . . . . . .. ... L 87
3.3 Schémas invariants utilisant les repéres mobiles . . . . . .. ... .. 92
3.3.1 Principe de construction . . . . . .. ... ... ... ... .. 92
3.3.2 L’équation de convection-diffusion 1D . . . . . .. ... .. .. 96
3.3.2.1 Invariantisation du schéma FTCS . . . . .. ... .. 97

3.3.2.2 Reésultats numériques . . . . . .. .. ... ... ... 98

3.3.2.3 Invariantisation du schéma décentré upwind . . . . . 98



3.4

3.5

3.6

3.3.2.4  Reésultats numériques . . . . . . ... ...
Construction des schémas invariants . . . . . . . .. ... .. .. ...
3.4.1 Principe de construction . . . . ... .. ... ... ...
3.4.2 L’équation de Burgers 1D . . . . ... ... .0
3.4.2.1 Transformation du maillage. . . . . . . .. ... ...
3.4.2.2 Invariantisation du schéma FTCS. . . ... ... ..
3.4.2.3 Reésultats numériques . . . . . . ... ...
3.4.3 L’équation de Burgers 2D . . . . ... ... ...
3.4.3.1 Transformation du maillage . . . . . .. .. ... ..
3.4.3.2 Invariantisation du schéma FTCS . . . . .. ... ..
3.4.3.3 Reésultats numériques . . . . . . ... ...
Consistance en symétrie des schémas . . . . . .. ... ... .. ...
3.5.1 Définition de la consistance en symétrie . . . . . . . .. .. ..
3.5.2 Consistance en symétrie pour des schémas classiques . . . . .
Commentaires . . . . . . . . . . . ..

Conclusion générale et Perspectives

Annexes

A Intégrateurs “multisymplectiques”

Al
A2

A3

A4

Introduction . . . . . . . ...
Structure multisymplectique . . . . . . ... ... L.
A.2.1 Définitions . . . . . . ...
A2.2 Exemples . . .. ..
Schémas multisymplectiques. . . . . . . ... . ... .. ...
A.3.1 Schémas multisymplectiques en boite . . . . . ... ... ...
A.3.1.1 Euler multisymplectique . . . . . . . ... ... ...
A.3.1.2 Schéma de la boite de Preissman. . . . . . ... ...
A.3.1.3 Méthode du point milieu explicite . . . . . . . . . ..
A.3.2 Runge-Kutta multisymplectique. . . . . . .. ... ... ...
Exemples numériques . . . . . . . .. ...
A.4.1 L’équation de Sine-Gordon . . . . . . .. ... ... ... ...
A.4.1.1 Les méthodes numériques . . . ... ... ... ...
A.4.1.2 Tests numériques . . . . . . ...

B Meéthodes utilisant ’invariance par symétrie

B.1
B.2

B.3

Introduction . . . . . . ...
Schémas semi-invariants par approximation différentielle . . . . . . .
B.2.1 Approximation différentielle d’ordre s. . . . . . . .. ... ..
B.2.2 Schéma semi-invariant pour ’équation de Burgers . . . . . . .
Invariance d’échelle et maillage adaptatif . . . . . .. ... ... ...
B.3.1 Principe d’équidistribution et invariance d’échelle. . . . . . . .

100
100
101
103
105
107
109
113
115
119
122
130
131
132
134

137

139

141
141
143
143
145
147
148
148
149
151
152
153
153
153
154



B.3.2 L’équation de la chaleur non linéaire . . . .
B.4 Méthodes utilisant les invariants en différences finies
B.4.1 Schémas invariants . . . . . . .. ... ...
B.4.2 Equation de la chaleur non linéaire . . . . .

Bibliographie



Liste des figures

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

Familles d’équations aux dérivées partielles (EDP) et leurs intégra-
teurs géométriques associés. . . . . . . . ... ..o 3

Oscillateur harmonique 1D. Conservation de I'aire dans I'espace des

phases pour loscillateur harmonique. L’aire initiale Ay (en "—") est

1
celle du disque {((p+1)? + ¢*)® < 0.2}. Le systéme est représenté a
chaque pas de temps At =7w/6. . . . .. ... 15

Oscillateur harmonique 1D. Evolution de lerreur relative en I’éner-
gie, en fonction du temps, pour les schémas d’Euler explicite (E) et
implcite (I). Le pas de temps At varie de 2.1072 a 107!, Temps d’in-
tégration T'=D5. . . . . ... 17
Probléeme de Kepler plan. Evolution par une méthode de type Runge-
Kutta d’ordre 2 de grandeurs conservées : I’énergie discréte H" et le
moment angulaire discret L™. Le pas de temps At varie de 1.10 a
5.102. Le temps d’intégration est de T' = 103. Echelle log-log. . . . . 19
Probléeme de Kepler plan. Evolution par une méthode de type Runge-
Kutta d’ordre 4 de grandeurs conservées : I’énergie discréte H" et le
moment angulaire discret L™. Le pas de temps At varie de 1.10? a
5.10%. Le temps d’intégration est de T = 103. Echelle log-log. . . . . 20

Oscillateur harmonique 1D. Conservation de I'aire dans I'espace des
phases par des méthodes symplectiques : (a) méthode d’Euler sym-
plectique, (b) : méthode du point milieu. L’aire initiale Ay (en "—")
est celui du disque {((p+ 1) +q2)% < 0.2}. Le systéme est représenté
a chaque pas de temps At =7/6. . . . . . ... 28
Oscillateur harmonique 1D. Conservation de I’énergie par des méthodes
symplectiques d’ordre faible. . . . . . . . ... ... ... ... ... 30

Probléme de Kepler. Erreur relative de deux invariants : (a) : le Hamiltonien
discret H", (b) : le moment angulaire discret L"™. Le pas de temps va-

rie At = 1.1072,2.1072, 4.1072 et 5.1072. Le temps d’intégration vaut

T = 103. Echelle log-log. . . . . . . . . . .. . 31
Modele de vortex ponctuels bidimensionnel. En (a) : configuration ini-

tiale de référence. En (b) : la trajectoire d’un vortex associé a une
configuration initiale carré. . . . . . . . .. ... . 34



1.9 Modéle de vortex ponctuels bidimensionnel. En (a) : la pertubation
d’angle « est symétrique; en (b), le mouvement pseudo-périodique
typique d’un vortex associé a la configuration de référence perturbée
symétriquement. En (c) : la pertubation d’angle « est asymétrique;
en (d), le mouvement chaotique typique d’un vortex associé a la confi-
guration de référence perturbée asymétriquement. . . . . . . . . ..

1.10 Modeéle de vortex ponctuels bidimensionnel. Solution numérique de la
trajectoire d’un vortex pour (a) : RK4, et (b) : RKS4. La configu-
ration initiale est la configuration de référence carré associée a un
mouvement périodique. 5.10° itérations. At =5.1073. . . . . ... ..

1.11 Modéle de vortex ponctuels bidimensionnel. Solution numérique de la
trajectoire d’un vortex pour (a) : RK4, et (b) : RKS4. La configuration
initiale correspond a une perturbation symétrique (o = %) associée a
un mouvement quasi-périodique. 5.10° itérations. At = 5.1073. . . . |

1.12 Modeéle d’hydrodynamique bidimensionnel. Conservation du Hamiltonien

pour les intégrateurs RK4 classique et RKS4 symplectique. Configuration

de N = 250 tourbillons ponctuels pour 200 itérations. At = 5.1072.

1.13 Modeéle d'hydrodynamique bidimensionnel. Conservation des intégrales

38

premieéres L, P,, p, et Z pour les intégrateurs RK4 et RKS4. Configuration

de N = 250 tourbillons ponctuels pour 200 itérations. At = 5.1072.

2.1 lllustration du principe de moindre action. La trajectoire physique est
celle qui est extrémale pour ’action lagrangienne. . . . . . . . .. ..

2.2 Diftérentes méthodes de quadrature. . . . . . . . . . . . ... ... ..

2.3 Oscillateur harmonique. Integrateur variationnel : (a) : trajectoire nu-
mérique comparée a la solution analytique, (b) : conservation de
I'énergie au cours du temps. Condition initale : (ty,q0) = (0,0) et
(tq) = (0.01,0.2). « oo

2.4 Différents motifs permettant d’approximer |'action lagrangienne discréte.

3.1 Equation de convection-diffusion 1D. Comportement des solutions nu-
mériques. T =2 sec. v =103, v =1, h=10"2 CFL=04. ... ..
3.2 Equation de convection-diffusion 1D. Comparaison des schémas upwind
et upwind invariant. T=6. v = 1.107%, v =1, CFL=1/2. . . ... ..
3.3 Equation de convection-diffusion 1D. Erreur L? des schémas upwind et
upwind invariant. T=6. v =1.10° v=1, CFL=1/2. . . . . . .. ..
3.4 Equation de Burgers 1D. Translation spatiale du maillage. . . . . . . .
3.5 Equation de Burgers 1D. Solution exacte, schéma classique implicite de
Crank-Nicolson, et schéma explicite invariant. Sur le domaine spatial
[—1; 1] pour un intervalle de temps égal a [1;2]. Az = At = 5.107% et
v="T5107 ..

39



3.6

3.7

3.8

3.9

3.10

3.11

3.12

3.13

3.14

Equation de Burgers 1D. Profils des solutions numériques et de la so-
lution exacte pour différentes vitesses d’entrainement A = 0, A = 1,
A=2et A =3 Az = 21072 v = 5.107%. CFL=1/2 référentiel
d'origine. . . . . . ... e e 112
Equation de Burgers 1D. Profils des solutions numériques et de la so-
lution exacte pour une solution réguliére de I'équation de Burgers.
Ax =5.1072, At = 4.1073 et v = 5.1072. Le temps d’intégration est
compris dans [0.1;5.2]. . . . ..o 114
Equation de Burgers 2D. Profils de la solution exacte pour une solution
réguliére de I'équation de Burgers : (a) la composante texact (,y), (b)
Vexact (T, ), au temps T = 1. La viscosité vaut v = 81074, . . . . . .. 124
Equation de Burgers 2D. Profils de la solution issue du schéma classique
FTCS : (a) la composante Uexact (T, Y), (b) Vexact (€, y), au temps T = 1.
La viscosité vaut v = 8.107*. Le pas de temps est de At = 5.1072.
Les pas d’espace sont de Ax = Ay =8.1072. . . . . . . ... .. ... 125

Equation de Burgers 2D. Profils de la solution issue du schéma inva-
riant : (a) la composante Uipyariant (€, Y), (D) Vinvariant (T, ), au temps
T = 1. La viscosité vaut v = 8.107%. Le pas de temps est de At =
5.1072. Les pas d’espace sont de Az = Ay =8.1072. . . . ... ... 126

Equation de Burgers 2D. Erreur relative de la solution issue du schéma
classique sur tout le domaine : (a) la composante ugrcs(z,y), (b)
vpres(7,y), au temps T = 1. La viscosité vaut v = 8.107*. Le pas
de temps est de At = 5.1072. Les pas d’espace sont de Ax = Ay =
81072, 127

Equation de Burgers 2D. Erreur relative de la solution issue du schéma
classique sur tout le domaine : (a) la composante Uiyariant(Z,Y), (b)
Vinvariant (T, ¥), au temps T = 1. La viscosité vaut v = 8.107%. Le pas
de temps est de At = 5.1072. Les pas d’espace sont de Ax = Ay =
8072, 128

Equation de Burgers 2D. Erreur relative sur chacune des composantes
le long de la diagonale du domaine {z =y | (z,y) € Q} en fonction
de la viscosité : (a) la composante uprcs(x,y), (b) Uinvariant (T, y). La
viscosité v varie de 8.10* 4 5.1073. Le temps d’intégration est T = 1.
Le pas de temps est de At = 5.1072. Les pas d’espace sont de Az =
Ay =81072 . . . 129

Equation de Burgers 2D. Erreur relative sur chacune des composantes
le long de la diagonale du domaine {z =y | (z,y) € Q} en fonction
de la viscosité : (a) la composante vprcs(x,y), (b) Vinvariant (T, y). La
viscosité v varie de 8.107* 4 5.1073. Le temps d’intégration est T = 1.
Le pas de temps est de At = 5.1072. Les pas d’espace sont de Az =
Ay =81072 . . . 130



3.15 Equation de Burgers 1D. Profils des solutions numériques et de la so-

Al

A2

A3

A4

B.1

B.2
B.3

lution exacte pour différentes vitesses d’entrainement A = 0, A = 0.5
et A\ = 1. Le pas d’espace vaut h = 2.1072, et la viscosité est de
v =5.1073. Le CFL est égal a 1/2 référentiel d’origine. . . . . . . . .

Sine Gordon. Solution numérique des solitons dans un domaine perio-
dique [—10; 10] pour un temps T = 500. Az = 5.107% et At = 5.1072.
Sine Gordon. Solution numérique des solitons dans un domaine perio-
dique [—10;10] pour un temps T = 30. Ax = 5.1072 et At = 5.1072,
Sine Gordon. Schéma multisymplectique a 9-points. Dans un domaine
periodique [—10;10]. Az =5.10"2 et At =1.10"1 . . . ... ... ..
Sine Gordon. En (a) : Variation de £(x) pour le schéma multisym-
plectique (MS) et le schéma conservant 'énergie (CE) pour la dis-
crétisation (A.3) de I’énergie Ey. En (b) : il en est de méme pour
une discrétisation (A.4) de I'énergie E correspondant a celle préser-
vée par le schéma CE. En (c) et (d) : répartition de £(x) au cours
du temps sur le domaine pour le schéma multisymplectique (MS).
Domaine spatial [—10;10] pour un temps T = 30. Az = 5.107% et
At=410720 .

Equation de Burgers. Temps d’intégration T = 5. Le pas d’espace
est de Ar = 6.1072 sur le domaine [0,20] (a) profil des solutions
numeériques en fonction du temps : schéma classique d’ordre 4 (-) et
du schéma semi-invariant d’ordre 2 (-). Le pas de temps est de 8.1073.
(b) Evolution de I'erreur relative de I’énergie, en fonction du pas de
temps. Le pas de temps At varie de 1.1073 a4 1.1072. . . . . . . . ..
Construction du maillage adaptatif. . . . . .. ... .. ... ... ...
Stencil pour I'équation de la chaleur non linéaire. . . . . . .. ... ..
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Introduction générale

L’utilisation des symétries afin de résoudre des équations était déja présente dans
les travaux d’Evariste Galois (1811-1832) concernant la résolution des équations al-
gébriques. Désirant étendre les résultats aux équations différentielles, Sophus Lie
(1842-1899) a établit la théorie des groupes de transformation. Peu apreés, les travaux
d’Emmy Ncether (1882-1935) permirent de formaliser le lien entre les lois de conser-
vation et les symétries variationnelles |114]. Dés lors, le concept de symétrie s’est
intégré dans la Physique moderne, d’abord comme outil pour décrire la mécanique
quantique au travers de la théorie des groupes; puis comme principe permettant
de décrire la Nature dans sa structure fondamentale : Wolfang Ernst Pauli (1900-
1958) postule 'existence des neutrinos (1930) pour satisfaire la loi de conservation
de Iénergie au cours d’une expérience de désintégration. A partir de considérations
de symeétrie, Murray Gell-Mann suppose 'existence des quarks (1964) comme 1'un
des constituants élémentaire de la matiére. En méme temps Robert Brout, Frangois
Englert et Peter Higgs inventent le bosons de Higgs (1964) pour permettre aux par-
ticules élémentaires de vérifier les symétries de jauge décrivant les interactions fon-
damentales. Ainsi I'intervention des symétries apparait naturellement au coeur des
structures des systémes physiques tels qu’on les congoit de nos jours. Cependant,
au sein des Sciences de I'Ingénieur, 'utilisation des symétries n’est apparue que ré-
cemment. En mécanique des fluides, les symétries des équations de Navier-Stokes
permettent de retrouver des résultats théoriques comme les lois de parois [119], les
lois d’échelle [117], ou les solutions autosimilaires qui respecteraient la cascade de
Kolmogorov [160]. Dans le domaine de la modélisation de la turbulence, ot le coit
des simulations numériques a trés grand nombre de Reynolds est élevé, il est néces-
saire de construire des modeéles performants. Les modéles de turbulence aux grandes
échelles (LES, Large-Eddy Simulation) représentent une approche largement recon-
nue. Mais la plupart des modéles de la LES ne prennent pas en compte le groupe
de symétrie des équations de Navier-Stokes. La premiére construction d’une famille
de modéles de sous-maille vérifant les symétries des équations de Navier-Stokes est
die a D. Razafindralandy et A. Hamdouni et al. [127| [126] [132]. Le développe-
ment a été étendu jusqu’a un modéle de convection thermique [129]. Les premiers
succes théoriques d’une approche géométrique dans ce domaine laissent entrevoir le
potentiel & exploiter. Sur le plan numérique, ’approche géométrique consiste a trans-



porter la structure des équations sur le plan discret. On parle alors d’intégrateurs
géométriques. La philosophie de telles méthodes repose sur I'idée que traduire les
propriétés géométriques d’une équation, comme ses lois de conservations, ses solu-
tions autosimilaires ou plus généralement conserver son groupe de symétrie, permet
de capturer naturellement la physique décrite par cette équation. La classe des inté-
grateurs géométriques la plus connue est probablement celle des intégrateurs sym-
plectiques pour les systémes différentiels hamiltoniens. Les systémes hamiltoniens
possédent une structure symplectique. La conservation de celle-ci par une méthode
d’intégration permet d’obtenir une meilleur stabilité sur de longs temps d’intégra-
tion et de traduire de facon plus précise la conservation de 1’énergie. On dit alors
que la méthode est symplectique. Il existe une extension aux équations aux dérivées
partielles (EDP) hamiltoniennes (Annexe A). Pour la famille plus large d’équations
différentielles ordinaires (EDO) dérivant d’un Lagrangien, il existe les intégrateurs
variationnels. Ceux-ci sont construits en suivant une version discréte d’un calcul de
variations sur l'action lagrangienne. On obtient alors les équations discretes d’Euler-
Lagrange, ainsi que la loi discrete d’évolution de ’énergie. Ils sont symplectiques,
traduisent des lois de conservations discrétes, et possédent un bon comportement
sur de long temps d’intégration. La encore, une extension aux EDP dérivants d'un
lagrangien existe. Ce sont les intégrateurs variationnels mutlisymplectiques. Il sont
construits en suivant une version discréte d’un calcul de variation, conduisant a la
fois aux équations d’Euler-Lagrange et aux lois de conservation. Leurs propriétés
sont analogues au cas des systémes différentiels lagrangiens. Cependant, la plupart
des équations de la Mécanique ne dérivent pas d’un lagrangien. Une approche plus
générale consiste donc a considérer directement le groupe de symétrie d’'une EDP.
En effet, on sait depuis les travaux de E. Noether que les lois de conservation des
systémes dérivant d’une forme lagrangienne sont liées aux symétries de 'intégrale
d’action. L’idée fondamentale des intégrateurs utilisant la théorie de Lie est d’ex-
ploiter les symétries des équations. Cela permet donc de construire des méthodes
qui peuvent s’appliquer a pratiquement tout systéme d’équations (Annexe B), et qui
se basent sur les propriétés intrinséques de I’ensemble des solutions de ’EDP.

La contribution de mes travaux, dirigés par A. Hamdouni et co-dirigés par P.
Sagaut, porte sur :

1. Une application d’un intégrateur symplectique a un modéle d’hydrodynamique
bidimensionnel. Ce modéle décrit la dynamique de vortex singuliers. Il posséde
une formulation de type hamiltonienne. On peut donc appliquer un intégrateur
symplectique au systéme. La premiére étude consiste en I’étude de la dyna-
mique qualitative d’un systéme formé de 4 vortex. La second étude s’inspire
des travaux de E. Bécu et al. [9] [10] qui s’intéresse & un systéme composé de
quelques centaines de vortex.

2. Les intégrateurs variationnels représentent une famille d’intégrateurs géomé-



)
|_
z
<
[i4
2g EDP Hamiltoniennes
= Z
EIJ) " (Euler, Sine-Euler...) ——~__
%) \\/
q ’ - -
EDP Variationnelles
-
w (Ondes, KdV, Schrodinger...)
Z - ~ < P 7’
o) . .-
|<TZ -— . _ -
X
o<
LLl . ..
b > EDP d’Evolution non variationelles
o L
0 .
E (Chaleur, Burgers, Navier-Stokes...)
zZ

F1G. 1 — Familles d’équations aux dérivées partielles (EDP) et leurs intégrateurs

géométriques assoCiés.

triques pour les systémes lagrangiens. Il n’est donc pas possible de les utiliser
pour les équations d’évolutions non variationnelles. A partir de extension du
formalisme lagrangien aux EDP d’évolution (appelée formalisme bi-lagrangien
[71] [126]), il est possibile d’étendre les propriétés des intégrateurs variation-
nels. On présente une méthode de construction d’intégrateurs bivariationnels,
et on construit un tel intégrateur pour 1’équation de la chaleur.

. Le développement de la méthode d’invariantisation d’un schéma numérique,

initiée par les travaux de M. Fels et P.J. Olver [42|, puis appliquée par P.
Kim [79] [80] : cette procédure d’intégration repose sur le concept de repére
mobile (E. Cartan - 1935). Les qualités des solutions numériques que I’on ob-
tient dépendent complétement du choix des repéres mobiles. Jusqu’a présent,
ce choix est déterminé par celui des sections transverses aux orbites d'un point
solution, grace a la procédure de normalisation de Cartan; le choix des sec-
tions transverses étant fait & partir de considérations purement géométriques.
On propose une application de cette procédure a I’équation de convection-
diffusion 1D. Malgré des résultats remarquables, cette procédure ne garantit
cependant pas systématiquement de bonnes propriétés numeériques. On pro-
pose alors une méthode nouvelle de détermination des repéres mobiles permet-
tant par construction d’obtenir certaines propriétés numériques. L’application



de ce développement porte sur I’équation de Burgers 1D et 2D.

4. Enfin, grace au cadre mathématique permettant de décrire les intégrateurs
invariants, on formalise une propriété nouvelle des schémas numériques liée a
leur capacité a respecter les symétries de I’équation continue. Cette propriété,
appelée consistance en symétrie, traduit I'intuition selon laquelle une partie des
erreurs numeériques Errg,, provient de la brisure de symétrie de la méthode
d’intégration. En rendant invariant un schéma, on élimine cette erreur, et donc
on réduit 'erreur globale. On montre que la partie d’erreur de consistance en
symétrie Errg, varie en fonction de la taille du maillage (et peut alors étre
réduite si on raffine celui-ci). Le gain numérique d’une procédure d’invariance
pour un schéma serait alors d’autant plus visible a partir d’une certaine taille
du maillage.

Ce mémoire se décompose comme suit :

— Dans un premier chapitre, on rappelle les propriétés de base des systémes ha-
miltoniens. On introduit aussi le formalisme différentiel permettant de décrire
de tels systémes. On introduit alors les intégrateurs symplectiques. Ceux-ci
sont comparés avec leur versant classique sur deux exemples élémentaires.
Enfin, on présente une application originale sur un modéle bidimensionel de
points-vortex. D’abord a 1’étude qualitative d’un systéme de 4 vortex pouvant
avoir une dynamique périodique, quasi-périodique ou chaotique; puis sur la
dynamique d’un systéme comptant une centaine de vortex s’agglomérant.

— Dans le second chapitre, on traite des systémes lagrangiens, dont les systémes
hamiltoniens font partie. On rappelle leurs propriétés avant d’introduire les
intégrateurs bivariationnels. Ceux-ci sont construit de sorte a vérifier des lois
de conservations discrétes, analogues au cas continues. On mentionne l'exten-
sion aux EDP lagrangiennes ainsi que leurs propriétés. Enfin, on introduit le
concept de bilagrangien permettant de construire des intégrateurs variation-
nels pour certaines EDP d’évolution.

— Le dernier chapitre constitue le coeur de la thése. On y présente la méthode
d’invariantisation des EDP. Cette méthode est basée sur le concept de repéres
mobiles. On a choisi de développer cette méthode car elle présente les avantages
suivants :

— elle rend complétement invariant par symétrie un schéma numérique,

— elle peut prendre en compte n'importe quelle symétrie,

— elle peut s’appliquer a n’importe quelle équation aux différences finies,

On décrit alors en premier le cadre mathématique permettant de définir les
objets utilisés et d’énoncer de fagon rigoureuse le théoréeme fondamental de
construction des schémas invariants utilisant les repéres mobiles (Théoréme
3.3.1). On illustre cette méthode sur I’équation de convection-diffusion 1D.
Ensuite, on expose la contribution de ce mémoire a la méthode d’invariantisa-
tion : on propose une nouvelle maniére de construire les repéres mobiles afin



d’obtenir un schéma invariant ayant par construction certaines propriétés nu-
mériques. Les performances de 'approche proposée sont testées sur I’équation
de Burgers 1D et 2D.

Enfin, on résume le travail présenté avant de conclure et de proposer des pers-
pectives concernant les méthodes d’intégration géométrique en général, et les
méthodes invariantes en particulier.

en Annexe, on présente dans une premiére partie ’extension aux EDP ha-
miltoniennes des intégrateurs symplectiques : les intégrateurs multisymplec-
tiques. Ceux-ci possédent de bonnes propriétés, mais nécessitent une formula-
tion particuliére qu’il est souvent difficile d’obtenir. Seule une poignée d’EDP
répondent a ce criteére.

Dans une second partie, on passe en revue briévement trois intégrateurs géomé-
triques construits sur des arguments liés aux symétries de I’équation continue.
La premiére méthode consiste en une méthode de semi-invariance. Elle a été
introduite par Y. Shokin [142]; les applications aux équations de la méca-
nique des fluides ont été développées par E. Hoarau et al. [58]. La seconde
méthode consiste a utiliser une technique de maillage adaptatif afin de rendre
le schéma numérique invariant par rapport a la transformation d’échelle. Elle
a été développée par C. J. Budd et al. [15] [17|. La derniére méthode d’in-
tégration géométrique est due aux travaux de Dorodnitsyn [35]. Elle propose
de construire un schéma complétement invariant en fonction des invariants
différentiels discrets de 1’équation différentielle.






Chapitre 1

Intégrateurs symplectiques

1.1 Introduction

Les systémes hamiltoniens interviennent dans la Physique en générale (physique
statistique, physique quantique, géophysique...). Mais plus particuliérement dans
les domaines de la Mécanique, pour lesquels les systémes conservatifs trouvent une
formulation hamiltonienne ; en dynamique stellaire, avec les orbites célestes, en mé-
canique du solide : le mouvement d'un solide rigide ayant un point fixe et subissant
la seule force de pesanteur; la toupie par exemple a été étudiée par Lagrange (fin
XVIIIe). 11 est aussi le premier exemple historique pour étudier la non-intégrabilité!
des systémes (Kowalewska, 1889); enfin, en Mécanique des fluides : les équations
d’Euler d’'un fluide parfait incompressible peuvent étre mises sous forme hamilto-
nienne. On obtient ainsi une approche des équations de Navier-Stokes, dans la limite
de faible viscosité loin des parois.

Il est rare que I'on connaisse une solution exacte a un systéme différentiel hamil-
tonien. Le recours a des approximations par des méthodes numériques constitue
pratiquement le seul moyen d’observer les solutions. Cependant, la physique mo-
délisée par les systémes hamiltoniens est contenue dans la structure géométrique
sous-jacente de ces équations. Cette structure s’inscrit dans le cadre de la géométrie
symplectique. Dés lors, une interrogation émerge naturellement : Quelles sont les
conséquences numériques de la (non-)préservation de la structure symplectique par
une méthode d’intégration ?

Dans un premier temps, on présente les systémes hamiltoniens et leurs propriétés
géomeétriques. Ensuite on montre quelles sont les limites des méthodes numériques
classiques pour simuler de tels systémes. On introduit alors les schémas symplec-

lun systéme de dimension 2n est intégrable lorsqu’il posséde n intégrales premiéres,

indépendantes, et en involution entre elles
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tiques, et on illustre leurs performances. Une littérature abondante existe déja sur
les intégrateurs symplectiques [139], [140], [56], [145].

On présente finalement deux applications d’un intégrateur symplectique (de type
Runge-Kutta d’ordre 4) dans le contexte d’'un modéle d’hydrodynamique bidimen-
sionnelle. La premiére application sert a appuyer I'importance de conserver la struc-
ture des équations dans le cadre d’un systéme de 4 vortex ponctuels; en effet, le
calcul des trajectoires par des méthodes non symplectiques d’ordre moyen (ordre 4)
peut conduire & une dynamique qualitativement fausse [123] [11]. Dans une seconde
application, en s’inspirant des travaux récents de E. Bécu et al. [9], [10], on montre
que 'utilisation d’un intégrateur symplectique constitue une méthode naturelle pour
traiter un systéme de N > 1 vortex ponctuels qui ne peuvent se confondre. Cette
méthode posséde 'avantage de traduire la dynamique tout en conservant les inté-
grales premiéres du systéme.

Notation du chapitre. Dans le présent chapitre, on utilise les notations sui-
vantes :
— Pour toute fonction dérivable ¢ : t — ¢(t), sa dérivée est notée :

i(t) = al?

— Le gradient d’une fonction différentiable f de m variables (x!,...,2™) est le
vecteur de dimension m noté :
of of 11
x ox
~ Lorsque la fonction f est & 2m variables (z',...,z™ y', ...,y™), son vecteur
de dimension m composé des dérivées partielles par rapport aux variables
(x',...,2™) est noté :
of of 11
V.S = gk L]

oxl’ 7 Oxm

— Le produit scalaire de deux vecteurs X = (z',...,2™) et Y = (y},...,y™) est

noté par un "-" :

XY= ixzyz
i=1

De plus, le chapitre traitant des systémes hamiltoniens on utilise les conventions
suivantes :
— La lettre ¢ symbolise la variable indépendante associée au temps. Elle est prise
positive réelle t € IR ..



— L’espace des phases est noté ; c’est un ouvert de IR? dimension paire d = 2m,
ou m est la dimension du systéme hamiltonien. Les éléments de €2 sont notés
y = (p,q)T, ot le vecteur ¢ = (¢, ...,q™)7 représente la position et le vecteur
p=(p',...,p™)T représente le moment conjugué associé. Ce sont des fonctions
du temps y : IR — Q.

— Le Hamiltonien d'un systéme est toujours représenté par la lettre H.

— La forme symplectique est notée par la lettre w.

1.2 Systémes hamiltoniens.

Dans cette section on présente les systémes hamiltoniens, ainsi que certaines de
leurs propriétés que ’on exploitera par la suite. On introduit ensuite le formalisme
différentiel permettant de décrire de tels systémes.

1.2.1 Définitions et propriétés

On considére un systéme de m particules dont les positions au temps ¢t > 0
s’écrivent par le vecteur ¢ = (¢'(t), ...,q™(t)). Les moments conjugués associés sont

notés p = (p'(t),...,p™(t)). On note un domaine ouvert dans l'espace des phases
Qe R*™.

Définition 1.2.1 (Systéme hamiltonien) Un systéme hamiltonien autonome de
dimension m est un systéme de 2m équations différentielles pouvant s’écrire sous la
forme canonique :

p=-V,H(p,q)
(1.1)
q¢=V,H(p,q)

ou H : Q — IR est une fonction suffisamment réguliére indépendante du temps,
appelée Hamiltonien du systeme.

On présente deux propriétés essentielles des systémes hamiltoniens : la conserva-
tion du Hamiltonien le long des trajectoires solutions du systéme hamiltonien, et la
symplecticité du flot hamiltonien.

Proposition 1.2.1 (Conservation du Hamiltonien) Pour un systéme hamilto-
nien autonome, le Hamiltonien H est constant le long des trajectoires (p, q) solutions
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de 1.1 :

dH
=0 1.2

Définition 1.2.2 (Flot hamiltonien) On appelle flot hamiltonien ¢p; = ¢v du
systeme hamiltonien (1.1) Uapplication :

Oy Q — Q
(P, q0) = (p(t), q(t)) = é¢(po, o)

qui associe & une condition initiale (po, qo) = (p(to), q(to)) du systéme (1.1) au temps
to la solution au temps t > t.

La symplecticité du flot hamiltonien signifie que le flot préserve une forme bilinéaire
antisymétrique non-dégénérée particuliére, appelée forme symplectique :

Soient § = (&7,€7) = (&, -, &0, &L &h) et o= (0P, m7) = (01, -, 1, il -y 1)
deux vecteurs de l'espace tangent 77,2 a un point (p,q) de l'espace des phases
Q € IR*™. La forme symplectique canonique est la forme bilinéaire antisymétrique
sur (T(p.$2)* = T2 X Tipg) Q2 :

W(p,q) - (T(p,q)Q>2 — R

Em) > (=)
=1

telle que dw = 0.

Proposition 1.2.2 (Symplecticité du flot hamiltonien) Le flot hamiltonien ¢,
associé au systéme (1.1) préserve la forme symplectique w. Pour toute solution

(p.q) € Qde (1.1) et (&,n) € (T, Q)

Wip,g)(§:M) = (¢t* w(p,q))(&n) (1.3)

L’image réciproque (application pullback) ¢;* w est définie par

(6" W) (€m) = Worpa) ([Dd] -, [D] - 1) (1.4)

oil [D¢y] est Papplication linéaire de IR*™ dans IR*"™ définie par la matrice jacobienne
de d)t.

En dimension 2m = 2, la forme symplectique fait correspondre a deux vecteurs
&= (£4,€%) et n = (n',n?) laire orientée du parallélogramme défini par

P?={s¢+tn|0< (s;t) <1}



On retrouve alors le théoréme de Liouville qui ennonce que le flot hamiltonien pré-
serve le volume dans ’espace des phases.

En dimension supérieure 2m, m > 2, la forme symplectique w(,n) représente la
somme des aires des projections de I'hyper-parallélogramme

m

P = {37 (si€ +tag) |0 < (si,ts) < 1,¥i = 1,...,m}

i=1
sur chacun des plans bidimensionnels P; = {(p,q) | p’ = ¢ =0, Vj # i}.

Définition 1.2.3 (Invariant) On note une solution au temps t pour le systéme
hamiltonien (1.1) dans l’espace des phases par (p(t),q(t)) € Q. La solution initiale
est notée (po,qo). Une quantité invariante, ou un invariant, pour un tel systéme
hamiltonien est une application I : Q) — Q qui vérifie a chaque instant le long des
trajectoires solutions du systéeme :

I(p(t),q(t)) = 1(po, o) (1.5)

Autrement dit, pour toute solution (p(t),q(t)), on a la loi de conservation

d
—I=0
dt

Un résultat fondamental concernant les invariants d’un systéme lagrangien, et donc
en particulier ceux d’un systéme hamiltonien, est donné par le théoréme de Noether?
(1918). 11 affirme qu’a chaque transformation laissant l'action lagrangienne (voir le
chapitre suivant) invariante, on peut associer une loi de conservation. Pour les sys-
témes hamiltoniens, ce théoréme permet notamment de relier la conservation du
Hamiltonien & l'invariance par translation temporelle; c’est justement le cas des
systémes hamiltoniens autonomes, auquels notre étude est restreinte. Une autre ap-
plication du théoréme de Noether est celui des systémes hamiltoniens invariants par
translation spatiale : la quantité de mouvement est la grandeur conservée associée.

1.2.2 Notation différentielle

On présente une notation permettant d’écrire les notions introduites jusqu’a pré-
sent. Cette notation est celle des formes différentielles. Elle s’inscrit dans le forma-
lisme de la géométrie symplectique, qui est le cadre naturel pour décrire les systémes
hamiltoniens. On ne présente cependant pas les démonstrations qui ne sont pas né-
cessaire par la suite.

2Emmy Neether, mathématicienne allemande (1882 - 1935)
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2-forme symplectique. On a introduit la forme symplectique w comme une
forme bilinéaire antisymétrique sur un espace vectoriel : wy, ) transforme les couples
de vecteurs (£,7n) appartenant au plan tangent au point (p,q) de I’espace des phases
de dimension 2m. Une telle transformation s’identifie aux 2-formes différentielles par
la notation suivante :

w = dpAdg (1.6)

= dei Adg; (§;n)

= Z dpi(§)dai(n) — dg:(§)dpi(n)

ou les 1-formes différentielles correspondent pour tout ¢ = 1,...,m aux projections
suivantes :

dpi(§) = &7, dg;(§) = &, dpi(n) = n;, dgi(n) = nf,

Symplecticité du flot. La symplecticité du flot ¢; : (p,q) — (p,q) = (p(p, q¢),4(p,q))
s’écrit :

dp Adg = ¢ (dp A dq)

Cette condition est équivalente & :
[De)" T D] = J7!

ou J est la matrice de structure antisymétrique :

I
J = ( (1)_ (’)” > ot I,,, est la matrice identité dans IR™ (1.7)

1.3 Intégrateurs classiques des systémes hamilto-

niens.

On vérifie dans cette section la non symplecticité de quelques intégrateurs clas-
siques. On illustre ensuite numériquement les conséquences. Les exemples choisis
sont des systémes hamiltoniens élémentaires mais suffisant pour mettre en avant
I'importance de la non conservation de la forme symplectique discréte w™, ainsi
que les conséquences sur la conservation des intégrales premiéres, notamment le
Hamiltonien discret.
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1.3.1 Définitions et exemples

On note y la variable réelle de dimension d dépendante du temps ¢ associée au
systeme différentiel ; celui-ci est déterminé par la fonction vectorielle F : IRY — IR?
ne dépendant pas explicitement du temps :

) (18)

On retrouve la forme (1.1) des systémes hamiltoniens de dimension paire d = 2m
en posant y(t) = (p(t),q(t)) et F = J'VH, ou J est la matrice de structure (1.7).
On note aussi par §2; 'espace des phases discret de méme dimension que (). Les
points de 4 sont notés y" = (p", ¢") = (PY, ..., P, @5 ooy @)

Définition 1.3.1 (Flot numérique a 1 pas.) Soit y" l'approximation numérique

au temps t" des valeurs y(t™). Le flot numérique a 1 pas associé au systéme (1.8)

n+1

est Uapplication Vg oy qui associe a y™ le point y" ", approximation de y(t" + At) :

\I’H,At: Qd—> Qd

Yy YT = U a(y")

On notera simplement, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité possible sur le Hamiltonien
associé, le flot numérique a 1 pas par Way.

Exemple 1.3.1 Le flot numérique d’un schéma de type Euler (d’ordre 1) s’écrit :
W) = AR
Le flot numérique du schéma de Heun (type Runge-Kutta d’ordre 2) s’exprime par :

At
‘I’giun(?/n) = y"+ 7(f1 + f2)

ou
fi=Fy"), fo=F(y" + Atf),

Le flot numérique d’un schéma de type Runge-Kutta d’ordre 4 est :

VA =y T2+ 204 )

avec

A A
R=FW, h=F"+ 500, f=FW"+ 5 k), fa= P+ Atfy),
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Symplecticité. La symplecticité d’un flot numérique se traduit par la conserva-
tion de la forme symplectique discréte au cours du temps :

w" = Z dp! Adg]' = dp™ A dg"” (1.9)
i=1

1.3.2 Exemples numériques.
1.3.2.1 L’oscillateur harmonique.

On considére le systéme (1.1) avec pour Hamiltonien

H= (" +0) (1.10)

Le Hamiltonien est indépendant du temps, il est donc conservé le long des trajec-
toires solutions du systéme. On regarde le comportement des solutions numériques
données par les schémas d’Euler d’ordre 1. Ils s’écrivent dans le cas de I'oscillateur
harmonique :

pn+1 _ pn _Atqn o pn—I—l _ pn_Atqn-i-l ) o
{ S = gt At (explicite) S = g At (implicite)

Symplecticité. Lorsque I’espace des phases est de dimension 2, la forme symplec-
tique discréte coincide avec le volume élémentaire discret dp™ Adg". La conservation
de ce volume est respectée par ces méthodes a O(At)? prés.

En effet, pour le schéma explicite, on a :

dp"t Adg™tt = (dp" — Atdg™) A (dg" + Atdp™)
= (14 (At)*)(dp™ A dq™) (1.11)

Ce qui signifie qu’un volume élémentaire discret croit a chaque pas de temps d’un
facteur 1 + (At)?.

Inversement, un volume élémentaire décroit a chaque nouvelle itération d’un facteur
1 + (At)? pour le schéma d’Euler implicite :

1
dp"t' Adg"t = ————(dp" Adq" 1.12
p q (1+<At)2)(p q") (1.12)
On illustre le caractére non symplectique des méthodes d’Euler explicite et implicite.
En dimension d = 2, la symplecticité se traduit par la non conservation de l’aire
dans I'espace des phases €). On choisit alors une aire initiale 4y dans 2 délimitée
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par le cercle de centre p = 1, ¢ = 0 et de rayon 0.2. La Fig. 1.1 représente 1’évolution
de Ag par les flots numériques associés aux méthodes d’Euler explicite et implicite.
[’évolution est représentée a tous les pas de temps At = 7/6. Sur la Fig. (a),

(@]

OO

3 i

2r .- .. ]
O Conditions Initiales

P 1 OOO ]

i Q O |

O

-1
i O O Q
35 1 2
Q
(a) Euler explicite
1.5 \ \

Conditions Initiales

e
of S -

04 02 00 0‘.2Q 04 06 08 1.0

(b) Euler implicite

F1G. 1.1 — Oscillateur harmonique 1D. Conservation de I’aire dans I'espace des phases
pour l'oscillateur harmonique. L’aire initiale Ay (en "—") est celle du disque {((p +

1
1)% + q2) 2 < 0.2}. Le systéme est représenté a chaque pas de temps At = /6.

correspondant au schéma d’Euler explicite, on constate que 'aire croit au fur-et-a-
mesure du temps, conformément au calcul (1.11). Sur la Fig. (b), correspondant au
schéma d’Euler implicite, on observe une diminution de 'aire initiale au cours du
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temps, comme le prédit le calcul (1.12).

Dans le cas présent, on interpréte ’augmentation de A4 par une production d’énergie
numérique, la diminution de A, étant associée & une dissipation numérique. Ainsi,
au travers d’un exemple élémentaire, la non conservation d’une propriété intrinséque
aux systémes hamiltoniens se manifeste par une accumulation importante d’erreurs
numeériques, déformant 'aire initiale et contredisant alors le théoréme de Liouville.

Conservation de I’énergie. Le Hamiltonien représente 1’énergie totale de 1’os-
cillateur harmonique. Sa conservation traduit ’aspect conservatif du systéme.
L’énergie discréte correspond au Hamiltonien discret : H™ = £((p™)? + (¢")?). Pour
le schéma d’Euler explicite, on s’attend a un accroissement de 1’énergie du méme
ordre que (At)? :

S @) = (1 (A () + (@)
De maniére similaire, le schéma implicite produit une dissipation de I’énergie, fonc-
tion de (At)?, a chaque pas de temps :

S @) = s 07+ )
On montre dans quelle mesure les schémas d’Euler explicite et implicite ne conservent
pas I’énergie discréte. Pour I’exemple présent, on considére un oscillateur harmonique
dont la condition initiale est fixée en (p° = 1,¢° = 0). Le pas de temps varie pour
chacune des simulations : At = 2.1072,6.1072, puis 1.107%. Le temps d’intégration
vaut 7' = 5. L’énergie initiale discréte est Hy = 0.5. La Fig. (1.2) représente ’évo-
lution de I'erreur relative de I'énergie discréte EJ, ;; = |H™ — Hy|/|Ho| au cours du
temps par les méthodes d’Euler explicite et implicite. On constate une croissance
de EY, pour chacune des méthodes. Le raffinement du pas de temps ne permet
seulement que de diminuer le taux d’acroissement de ’erreur. Mais méme pour un
At = 2.1072, lerreur relative atteint 10% au bout de 250 itérations. On peut alors
s’attendre a une solution numérique loin de la solution physique sur de long temps
d’intégration.
Par ailleurs, ce résultat coroborre 'interprétation de I’expérience précédente, selon
laquelle les méthodes d’Euler produisent un gain ou une dissipation numérique de

I’énergie.

1.3.2.2 Le probléme de Kepler

Le probléeme de Kepler correspond au mouvement plan d’une planéte gravitant
autour d’une étoile. Il est décrit par un systéme hamiltonien, de Hamiltonien :

H=(p}+p3)/2— (a1 +¢3) ? (1.13)
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0.7,

(B) At =0.1
(1) At = 0.1
(B) At = 0.06
(I) At = 0.06
(E) At = 0.02
(1) At = 0.02
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F1G. 1.2 — Oscillateur harmonique 1D. Evolution de I’erreur relative en I’énergie, en
fonction du temps, pour les schémas d’Euler explicite (E) et implcite (I). Le pas de
temps At varie de 2.1072 a 107!, Temps d’intégration T = 5.

Le systeme différentiel s’écrit sous forme canonique dans I’espace des phases 2 C
IR? x IR? :

o= —qld +aq)?

S 2 2\-3/2

o el o
G2 = P2

Le Hamiltonien étant indépendant du temps, il est conservé le long des solutions du
systéme. De plus, le moment angulaire L = ¢;ps — qap1 est lui aussi® conservé au
cours du temps le long des trajectoires solutions du systéme. En effet :

2

d OL OL dp' 0L dg*

—L = —+> — P y=a

dt ot pa opt dt ~ 0q¢* dt
= 0—q—q(g + q%)‘3/2) + pap1 + @1 (—q2(qf + q%)‘?’/Q) — p1p2
= 0

Conservation des invariants. On propose d’illustrer la non conservation exacte
des invariants d’un systéme hamiltonien par des schémas de type Runge-Kutta (RK).
Dans le cas du probleme de Kepler de dimension 2m = 4, on choisit d’observer

3il existe d’autres quantités invariantes pour ce systéme
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I’évolution de 'énergie discrete, coincidant avec le Hamiltonien discret
~1/2
H" = ((p7)* + (2)%) /2 = ((a7)* + (43)%)
ainsi que celle du moment angulaire discret

L" = qi'py — a3 pt
La condition initiale du systéme est fixée 4 p; = 0, po = V3, ¢t = 1/2 et ¢ = 0.
On effectue quatre simulations pour lesquelles le pas de temps vaut At = 1.1072,

2.1072,4.1072 et 5.1072. Le temps d’intégration est 7' = 10®. Le Hamiltonien initial
V3
.
Les Fig. (1.3) et (1.4) représentent ’évolution de U'erreur relative en énergie E7.

a pour valeur Hy, = —%. Le moment angulaire inital vaut quant a lui Ly =

pour une méthode de type RK respectivement d’ordre 2 (méthode de Heun, notée
RK2), et d’ordre 4 (notée RK4). Bien qu'une méthode d’ordre plus élevée permette
d’obtenir une erreur relative moins importante, I’évolution de cette derniére est
comparable sur de grands temps d’intégration : elle augmente de plusieurs ordre de
grandeur. De plus, pour chacune des figures, on constate que le taux d’accroissement
de 'erreur relative est le méme entre chaque courbe. Ainsi, les méthodes de type RK
ne permettent pas de traduire correctement la conservation des invariants. Méme
I’augmentation de l'ordre de la méthode ne suffit pas lorsqu’on intégre sur de long
temps.

1.4 Les schémas symplectiques.

On introduit a présent les intégrateurs symplectiques, ainsi que les résultats es-
sentiels permettant d’évaluer leur performances. On propose des exemples de sché-
mas symplectiques. Avec ces schémas, on reproduit les tests effectués et présentés
dans la section précédente afin d’apprécier le gain de performance obtenu.

1.4.1 Définitions et propriétés.

Les schémas symplectiques sont construits pour conserver exactement la forme
symplectique discréte.

Définition 1.4.1 (Schéma symplectique.) Un schéma numérique pour le sys-
teme d’équations (1.8) est dit symplectique si son flot préserve la 2-forme symplec-
tique discrete :

m
Who= ) dpf Adg)
=1
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FIG. 1.3 — Probléme de Kepler plan. Evolution par une méthode de type Runge-Kutta
d’ordre 2 de grandeurs conservées : 1’énergie discréte H" et le moment angulaire
discret L™. Le pas de temps At varie de 1.10%* a4 5.10%. Le temps d’intégration est de
T = 103. Echelle log-log.

En particulier dans ’espace des phases de dimension 2, I’¢lément d’aire dp™ A dq”
est conservé au cours du temps :

dp ™ Adg!tt = dp! Adgl (1.15)

2

Les schémas symplectiques garantissent la conservation de la forme symplectique dis-
créte. Cependant, le Hamiltonien discret n’est en général pas conservé exactement,
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FIG. 1.4 — Probléme de Kepler plan. Evolution par une méthode de type Runge-Kutta
d’ordre 4 de grandeurs conservées : 1’énergie discréte H" et le moment angulaire
discret L™. Le pas de temps At varie de 1.10? a 5.10. Le temps d’intégration est de
T = 103. Echelle log-log.

tout comme les autres invariants du systéme hamiltonien. Il existe néanmoins un ré-
sultat de conservation exacte restreint aux invariants quadratiques par les méthodes
de type RK [31] :

Théoréme 1.4.1 (Conservation des invariants quadratiques) On note sous



la forme vectorielle y(t) = (p(t),q(t))T un point de 'espace des phases, et par y*
sa transposée. Un invariant I pour le systéme hamiltonien (1.1) est quadratique s’il
existe une matrice symétrique constante S telle que

1

I(y) = QyTSy

Alors les méthodes de type Runge-Kutta symplectiques conservent l'invariant qua-

dratique discret I" = %(y”)TSy” de fagcon exacte au cours du temps.

Ce théoréeme s’applique en fait a tout systéme différentiel autonome. Cependant,
Marsden et Ge [47| ont montré qu’un intégrateur symplectique ne peut pas préserver
le Hamiltonien exactement. Toutefois, il existe un théoréme permettant d’évaluer
l'erreur numérique sur H au cours du temps [55] : on rappelle les idées principales
pour établir ce théoréme important ; afin d’énoncer le théoréme de conservation du
Hamiltonien pour les intégrateurs symplectiques. On ne reproduit pas les détails des
démonstrations qui se trouvent par exemple dans [140]. Les exemples d’illustration
se trouvent dans la section suivante.

Conservation du Hamiltonien. Le théoréme de conservation du Hamiltonien
par une méthode symplectique s’appuie sur la construction d’un Hamiltonien mo-
difié H engendrant un systeme d’équations différentielles modifié. Le Hamiltonien
modifié est construit a partir du Hamiltonien H du systéme d’origine et d’un flot
numérique. Lorsque ce dernier est symplectique et d’ordre p, le systéme d’équations
différentielles modifié est aussi hamiltonien. Il existe alors une constante C' telle que
Ierreur numérique sur le Hamiltonien par la méthode symplectique soit en C'At?
sur des temps d’intégration exponentiellement longs.

Soit un systéme d’équations différentielles

dont les solutions associées a la condition initiale y(0) = yo sont données par le flot
o1(yo) = y(t). On considére une méthode d’intégration pour ce systéme d’équations
différentielles déterminé a chaque pas de temps At par le flot numérique da;(y") =
y™ 1. On appelle systéme d’équations différentielles modifié le systéme différentiel :

y(t) = Faly)
Faily) = Fly)+ AtFy(y) + AP Fs(y) + ... (1.16)

tel que ses solutions g(t) coincident exactement avec les solutions données par le flot
numeérique au sens ou pour tout n, y(nAt) = y™.
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Proposition 1.4.2 (Hamiltonien modifié) Lorsque le systeme différentiel est un
systeme hamiltonien autonome de Hamiltonien H(p,q), ou (p,q) sont les coordonnées
dans l’espace des phases §2, et que la méthode d’intégration est symplectique d’ordre r,
alors le systeme différentiel modifié est aussi hamiltonien, de Hamiltonien modifié :

ﬁ(p,q) = H(p,q) + At"H,1(p,q) + ... + AtN_lHN(p,q) (1.17)

Le caractére symplectique de la méthode d’intégration est nécessaire pour que le
systéme différentiel modifié soit hamiltonien. Le théoréme suivant est un résultat
fondamental sur les intégrateurs symplectiques :

Théoréme 1.4.3 (Conservation du Hamiltonien) On se place dans les condi-
tions du théoréme précédent, en considérant une méthode symplectique d’ordre r
dont le flot numérique est ¢a = (po, qo) — (p™,q"). Alors le Hamiltonien discret est
conservé a O(At") prés sur un temps d’intégration exponentiellement long : il existe
une constante v > 0 telle que :

H" = H(p",q") = Hy + O(At"), pour nAt < e7aT, (1.18)

1.4.2 Quelques intégrateurs symplectiques

On présente quelques méthodes symplectiques ainsi que leurs propriétés [139],
[140], [56], [145].

1.4.2.1 Euler symplectique.

A partir du schéma classique d’Euler, on construit un schéma symplectique
d’ordre 1 pour le systéme (1.1) :

n+l _ ,n __ n+1 n
{p p" — AtV H(p" ' q") (1.19)

"t =q"+ AtV,H(p ”“ q")

On montre qu’il conserve bien la forme symplectique discréte en écrivant le systéme
sous la forme :

prtt = pt = AL F(p™q")
qn+1:q —|—AtG( n—l—l7 )
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on F'=V,Het G=V,H.

et donc
or or
dn+1:d n—At dn+1 _dn
p p (8p”+1 P o q")
oG oG
n+1 — n A n+1 n
dq d¢" + At (8p”+1dp + —8q”dq )
soit :
oF oF
1+ At dp"tt = dp" — At —d¢"
(1+ apnﬂ) p p g
or oF oG OF or oG
1+ At d¢g"™ = (1+ At —— — AP — 4+ (1+ At At dq"
( + apn-I—l) q ( + apn—f—l apn—l—l aqn +( + apn—f—l) aqn) q

oG

grace a 1’égalité des dérivées secondes croisées du Hamiltonien : %—l; = %—f, on trouve

la conservation de la forme volume discréte au cours du temps :

dpn—l—l A dqn—l—l — dpn A dqn

1.4.2.2 Méthode du point milieu.

On construit une méthode symplectique d’ordre 2 en considérant le gradient

symplectique du Hamiltonien discret au point (p"™'/2, ¢"+1/2) = (pn+12+pn, qn+12+qn) :

nt+l _ ,n n+1/2 n+1/2

qn+1 =q"+ Atva(anrl/Q,anrl/Z)

Un calcul analogue au précédant permet d’obtenir le caractére symplectique de la
méthode (1.20) :
en écrivant le systéme sous forme :

prtt=p"t— At F(P,Q)
"t =¢"+ At G(P,Q)

ou F=V,Het G=V,H, et P= prt2 et Q = gt/
alors :

oOF , OP 4, OP OF , 0Q) oQ
il n — dp" il d n+1 —= da"
8P(8pn+1 T p)+8Q(8qn+1 T q"))
0G 0P 1 wr , OP 4y 96 0Q i 0@ 4

3—p(8pn+1 P a—pndp )+@(3qn+1 q "

dp™tt = dp™ — At (

dg"t! = dq" + At (
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or

oP 9P 1 0Q  0Q

1
T 5T~ o 2

En prenant en compte 1’égalité des dérivées secondes croisées du Hamiltonien, c’est-

a-dire g—i = %, on peut donc écrire le systéme équivalent sous la forme matricielle
suivante :
A =B\ |(dp"t'| |D B |dp"
—~C D | |d¢g"*! C Al |dg"
avec :
At OF At OF At 0G At 0G
A=1+—— B=—— C=—— D=1———
TS op 290’ 2 op’ 290’
En inversant la matrice du membre de gauche, le systéme se met sous la forme :
dp"*tt| 1 D*+ BC B(D+ A)| |dp"
dg"™'|  AD - BC |C(D+A) A2+ BC | |d¢"
Le calcul du produit extérieur de dp™*! avec dg"™' donne :
1
dp" Adg" = —————((D*+ BO)(A* + CB) — CB(D + A)*)dp" A dq"
p q (AD_BC)Q(( + BC)(A® + CB) (D + A)*)dp" A dg
= dp" Adg"

La méthode est bien symplectique.

1.4.2.3 Meéthode de type Runge-Kutta.

De nombreuses méthodes symplectiques de type Runge-Kutta sont détaillées
dans [140]. La forme générale d’une méthode de Runge-Kutta a s étapes est définie
pour les systémes hamiltoniens par :

7j=1
i=1 (1.21)
"= g+ ALY biF,

s
1=1



Remarque 1 Une méthode Runge-Kutta est explicite si les coefficients {a;;} sont
tels que a;; =0 pour j > 1. Elle est implicite sinon.

Théoréme 1.4.4 (Schéma Runge-Kutta symplectique) Une condition néces-
saire et suffisante pour que la méthode de Runge-Kutta soit symplectique est la nullité
de sa matrice de stabilité algébrique [140] :

biaij + bjajl- — blb] =0 Vz,j = 1, e, S, (122)

Remarque 2 Les schémas symplectiques du type Runge-Kutta sont toujours impli-
cites.

Exemple 1.4.1 (Méthode du point milieu) La méthode du point milieu est un
cas particulier de méthode du type Runge-Kutta, d’ordre 2 a une étape intermédiaire.
Les coefficients de la méthode sont dans ce cas :

a=1/2, b=1,

Dans les applications a la Mécanique des fluides de la section suivante, on utilise
une méthode de Runge-Kutta symplectique d’ordre 4 (RKS4) a pas constants. On
présente un algorithme de construction d’un tel schéma pour le systéme (1.8) :

RK symplectique d’ordre 4 a pas fixe. La construction de la méthode de
Runge-Kutta est basée sur une méthode de collocation : cela consiste a détermi-
ner un polyndéme permettant d’évaluer la fonction F' sur des points intermédiaires
de l'intervalle de temps. Le degré du polyndéme dépend du nombre de points inter-
mediaires que ’on s’est fixé. Notons de plus que le choix des points intermédiaires
permet de rendre la méthode symplectique.

La méthode étant choisie a quatre étapes, il y a trois points intermédiaires &7, & et
&3. L'intégration de y(t) a y(t + h) s’effectue de la maniére suivante :

y(t+h) = y(t)—l—hblF(t—I—%h, 51)+hb2F(t+(b1+b )h, 52)+hb3F(t+(b1+b2+b )h, &)
ou les & sont calculés implicitement par :

&= yt)+h %F(t + %h, &1)

& = y(O)+hBE(+ (b + D) E) +hZE(+ (b 2)h.),

& = y({t)+hb F(t+ (by + by + bs )h &)+ hboF(t+ (by + by + bs )h &)

b3 bs
+h = F(t + (b + by + )h £3)
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Un jeu de coefficients b; assurant la symplecticité de la méthode est [140] :
1 1/3 ~1/3
61:§(2+2 +2 ), b2:1—2b3, bgzbl,

Il existe plusieurs variantes de symplectisation des méthodes de Runge-Kutta : citons
les méthodes de Gauss-Legendre, dont la méthode du point milieu est un exemple.
Elles permettent d’optimiser le rapport entre le nombre d’étapes s et ['ordre de la
méthode, qui est alors égale a 2s. Les méthodes de Radau IB et Radau IIB sont
construites par collocation par des polynomes de Radau [146]. Si le Hamiltonien est
séparable H(p,q) = T'(p) + V(q), alors on peut appliquer les méthodes de Runge-
Kutta symplectiques partitionnées ; celles-ci peuvent avoir une formulation explicite
[56].

Si de plus, I'énergie cinétique prend la forme particuliére T'(p) = %pTSp o S est
une matrice symétrique constante, alors le systéme hamiltonien peut s’écrire comme
une équation du second ordre :

¢" =-=5V,V(q)

On peut alors appliquer une méthode dite de Runge-Kutta-Nystrom [140].
Mentionons aussi les méthodes de type Runge-Kutta symplectique a pas adaptatifs.
Un des gains a ces méthodes est qu’en relativement peu d’itérations, il est possible de
rendre compte de facon satisfaisante de la trajectoire périodique de certains systémes
hamiltoniens [54]. Il existe aussi les méthodes typre RK préservant les invariants
algébriques [72], ceux préservant les symmétries en général [109], [124].

Les techniques classiques d’amélioration des méthodes numériques pour les systémes
hamiltoniens s’appliquent aux intégrateurs symplectiques comme ’analyse d’erreur
rétrograde [135]. Notons par ailleurs que la conservation du volume peut étre obtenue
par des techniques comme les méthodes de splitting ou de correction [110].

1.4.3 Exemples numeériques.

On illustre les performances des intégrateurs symplectiques décrites a la section
précédente. Les exemples sont les mémes que ceux présentés dans la section portant
sur les méthodes d’intégration classiques. Les simulations sont effectuées dans les
mémes conditions.

1.4.3.1 L’oscillateur harmonique

On regarde les propriétés des schémas symplectiques d’ordre 1 et 2, appliqués au
systéme (1.1) de Hamiltonien (1.10).



Le schéma d’Euler symplectique (d’ordre 1) s’écrit dans ce cas :

ntl _ . n __ At n
D (1.23)
anr — qn + Atanr
Le schéma du point milieu (d’ordre 2) s’écrit quant a lui :
" =q"+ S )

Symplecticité. Par construction, la forme symplectique discréte est exactement
préservée par ces méthodes. On illustre cette propriété sur I’exemple de ’oscillateur
harmonique de dimension m = 1. La symplecticité se traduit par la conservation
du volume dans l’espace des phases de dimension 2m = 2. Les conditions de la
simulation numérique sont les mémes que celles décrites dans la sous section (1.3.2.1).
Sur la Fig. (1.5) (a), correspondant au schéma d’Euler symplectique, on observe
une déformation du disque initial au cours du temps; cependant ’aire semble y
étre pratiquement constante. Sur la Fig. (1.5) (b), correspondant a la méthode du
point milieu, ’aire du disque initial est conservée; cela se voit d’autant mieux que
la forme du disque parait inchangée au cours du temps. Ainsi, la symplecticité des
méthodes se traduit bien par la préservation exacte de I’aire dans ’espace des phases
en dimension 2, mais le domaine initiale peut étre déformé.

Remarque 3 FEn interprétant [’augmentation ou la diminution, ou plus générale-
ment la déformation du domaine initial comme un gain (ou une perte) d’énergie
numérique, on s’attend comme conséquence o ce que la production (ou la dissipa-
tion) en énergie numérique soit trés faible, voire quasi-nulle comme dans le cas de
la méthode du point milieu ot le domaine initial semble inchangé.

Conservation de I’énergie. Pour le schéma d’Euler symplectique, le théoréme
(1.4.3) prédit une conservation de 1'énergie de 'ordre de At sur des temps exponen-
tiellement longs. En effet, un calcul direct de ’énergie discréte associé a ce schéma
donne :

(pn+1)2 4 (qn+1)2 _ (pn —Atqn)Q + (qn—}-At (pn _ Atqn))Q
= (") +(@") + A (") = (¢")* — 2p"q") + At (g")?
La méthode du point milieu est une méthode de type RKSymp. Le Hamiltonien

étant un invariant quadratique, le théoréme (1.4.1) en garantit une conservation
exacte; en effet, on peut écrire le systéme (1.24) sous la forme :

anrl — Apn - Bqn
qn+1 — Bpn+Aqn
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(b) Méthode du point milieu

F1G. 1.5 — Oscillateur harmonique 1D. Conservation de ’aire dans I’espace des phases
par des méthodes symplectiques : (a) méthode d’Euler symplectique, (b) : méthode
du point milieu. L’aire initiale Aq (en "—") est celui du disque {((p+1)* + qQ)% <
0.2}. Le systéme est représenté a chaque pas de temps At = 7 /6.

avec :
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P+ (") = (Ap" = Bq")* + (Bp" + Ag")?
(A% + B (") + (¢")?)
= () +(@")?)

On illustre numériquement la capacité des méthodes symplectiques d’Euler et du
point milieu a I’énergie discréte. Les conditions de simulation sont analogues a celles
du test du paragraphe (1.3.2.1) pour les méthodes d’intégration classiques. La Fig.
(1.6) affiche I’évolution de l'erreur relative de 1'énergie discréte |H™ — Hy|/Hy, ot
H™ = 1((p™)* + (¢")?), pour n > 0, sur un temps d’intégration égal & T = 5. Trois
simulations sont effectuées ; pour chacune d’elles, le pas de temps vaut At = 2.1072,
6.1072 et 1.10~". On voit sur la Fig. (1.6) (a) que la variation de l'erreur relative est
périodique ; la moyenne sur chaque periode parait constante. Le fait de raffiner le pas
de temps permet d’obtenir, comme dans le cas classique, une diminution de la valeur
de Ierreur relative. On souligne cependant que méme avec un pas de temps de 1071,
I’erreur relative en énergie pour le schéma d’Euler symplectique est comparable a
celle donnée par un schéma d’Euler classique avec un pas de temps 10 fois plus
petit! Sur la Fig. (1.6) (b), on constate que la méthode du point milieu préserve
exactement I’énergie discréte, aux erreurs machine prés (1071°). Ceci s’explique par
le fait que la méthode du point milieu est une méthode du type Runge-Kutta d’ordre
2, et que le Hamiltonien est un invariant quadratique de l’oscillateur harmonique.
On retrouve alors une illustration du théoréme (1.4.1), qui coroborre la Remarque
3. Ainsi, bien que ces méthodes soient d’ordre faible, leur symplecticité assure une
conservation du Hamiltonien discret tout a fait satisfaisante.

1.4.3.2 Le probléme de Kepler

On s’intéresse aux performances numériques de schémas de type Runge-Kutta
symplectique d’ordre 4 (RKS4) décrits dans le paragraphe (1.4.2.3). L’exemple traité
est celui du systéme d’Hamiltonien (1.13) décrivant le probléme de Kepler. On re-
produit les conditions identiques a celles décrites dans la sous section (1.3.2.2).

Conservation des invariants. On illustre la conservation des invariants comme
le Hamiltonien et le moment angulaire par une méthode RKS4. On regarde 1’évo-
lution de l'erreur relative de ces invariants en fonction du temps. Sur la Fig. (1.7)
(a), on constate que le taux de variation de lerreur relative du Hamiltonien discret
H" = ((p)? + (09)%) /2 — ((¢1)* + (¢5)* )71/2 est quasiment le méme pour les diffé-
rents pas de temps. Ce taux reste constant (en échelle log-log) sur de grands temps
d’intégration. Ce résultat illustre le théoréme (1.4.3) de conservation du Hamiltonien
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F1G. 1.6 — Oscillateur harmonique 1D. Conservation de I’énergie par des méthodes
symplectiques d’ordre faible.

pour les schémas symplectiques : la variation de I’erreur relative reste bornée sur des
temps exponentiellement longs. Sur la Fig. (1.7) (b), on voit que le moment angu-
laire discret L™ = ¢7p5 — g5 p} reste constant au cours du temps. Il est, aux erreurs
machine prés, exactement préservé. En effet, le moment angulaire est un invariant
quadratique du probléme hamiltonien de Kepler. Le théoréme (1.4.1) garantit sa
conservation par les méthodes symplectiques de type Runge-Kutta.
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F1G. 1.7 — Probléme de Kepler. Erreur relative de deux invariants : (a) : le Hamiltonien
discret H™, (b) : le moment angulaire discret L". Le pas de temps varie At = 1.1072,
2.107%, 4.1072 et 5.1072. Le temps d’intégration vaut T = 103. Echelle log-log.
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1.5 Application & I’hydrodynamique bidimension-
nelle

La turbulence bidimensionnelle se trouve ordinairement en Mécanique des fluides,
en météorologie (les cyclones de ’atmosphére, dont I’écoulement s’organise en couches
planaires stratifiées) ainsi qu’en astrophysique (ou la formation des amas de galaxie
est quasi-bidimensionnelle). Une des propriétés spécifique a la “turbulence” bidi-
mensionnelle est ’émergence de structures cohérentes, appelées vortex, au sein d’un
environnement désordonné. Ces structures sont stables sur des temps longs (parmi
les exemples célébres de tels systéemes la tache rouge de Jupiter, observée depuis
plus de 400 ans), et sont essentielles dans la convection de chaleur et de matiére des
systémes turbulents. Kirchhoff (1876) [81] a construit un modéle de turbulence bi-
dimensionnelle a partir des équations d’Euler pour un fluide parfait incompressible.
On note par u = (u,v) le champ de vitesse dépendant des variables indépendantes
spatiales (z,y) et du temps ¢. La pression est notée p. Les équations d’Euler pour
un fluide parfait incompressible s’écrivent :

0
a—ltl+u~Vu:—Vp, V-u=0,
Le champ de vorticité, défini par w = rot u, vérifie alors :
dw d 0
— =0 — =— -V
a & e Y

Cette équation exprime le fait que la vorticité du systéme est convectée au cours
du temps le long des trajectoires. Comme V - u = 0, il existe dans un domaine
simplement connexe une fonction v, dite fonction de courant, telle que :

oY oY
u(zy) = (8—y’ —%)
La vorticité s’écrit alors :

w=Avy

Il s’agit d’une équation de Poisson avec w comme terme source. La solution formelle
s’écrit donc en fonction du champ de vorticité, et d'un noyau de Green :

i) = / G(r, P (r)dr, r=(z,9)

En dimension deux, la fonction de Green s’écrit G(r,r') = 2= log ||r — r'[|*.

Ainsi les équations d’Euler pour un fluide parfait incompressible s’écrivent sous
forme Hamiltonienne grace a la fonction de courant, jouant le role de Hamiltonien,
et du champ de vorticité :

de_ov  dy_ v

__1 12 / /
Tma B e V- /log||r |Po()dr,  (1.25)

47



Remarque 4 La formulation hamiltonienne n’est ici en fait qu’apparente : les va-
riables de position x et y ne sont pas duales ['une de ['autre : elles appartiennent
au méme espace des configurations. Alors que dans le formalisme hamiltonien, la
variable p est le moment conjugué de q ; le couple (p,q) est un point de T*Q, ot Q
est 'espace des configurations dans lequel se trouve la variable de position q.

1.5.1 Le modéle des vortex ponctuels

Dans le modéle des vortex ponctuels, le champ de vorticité est concentré en
des points singuliers. Dans le plan, pour N vortex, le champ de vorticité au point
r = (x,y) a pour valeur :

w(r) = Zvié(r —r;) (1.26)

ol ; représente la circulation du i-éme vortex situé en r;. Ainsi le systéme bidimen-
sionnels des N vortex ponctuels s’écrit sous forme hamiltonienne par :

dr,_ oH dy oM
L dt N 83/17 % dt N 81’1"

(1.27)

ou H est la discrétisation du Hamiltonien :
IR
i i

avec 17, = (; — ;)* + (y; — y;)°. Ce qui s’écrit explicitement :

re. ri;

dz 1 & Yi — Y dy 1 N oz —a
i—i:__E A i—i:_E T 1.29
BT 27 ; & a0 a2 ; & 5 (1.29)

Les 2N variables (z;,y;) sont canoniquement conjuguées; il s’en suit que l'espace
des phases est confondu avec I'espace des configurations. Les intégrales premiéres
du systéme sont, en plus de ’'Hamiltonien H, le moment cinétique L, les quantités
de mouvement P, et P, dans le plan, par rapport a z et a y :

N N N
L = Z%(ﬂcf +y7), P, = Z%wi, P, = Z%’yn

En plus de ces intégrales premiéres, l'enstrophie Z est une constante du systéme :

Z = Y O wri)

1 jF#i
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1.5.2 Dynamique qualitative d’un systéme de 4 vortex ponc-
tuels

1.5.2.1 Problématique

On s’intéresse a la nature du mouvement d’un vortex, appelé traceur, parmi un
systéme de 4 vortex ponctuels de méme intensité v; = v pour ¢ = 1,2, 3,4. Selon les
conditions initiales, le mouvement peut étre soit périodique, quasi-périodique, soit
tendre vers un systéme chaotique [2]. En considérant une configuration initiale de
référence, a savoir une disposition en carrée, le traceur se meut selon un mouvement
périodique stable. Cette configuration donne au systéme une symétrie discréte reliant
par paires la position des vortex :

T; = —Tit2, Yi = —Yit2, 1= 1,2,

Cette symétrie est conservée au cours du temps. L’invariance par rotation du systéme
dans ’espace des phases, confondue avec 1’espace des configurations, indique que le
mouvement des trois autres vortex est identique.

(a) Configuration carré

des vortex V;, i =1,2,34  (b) Mouvement périodique stable

F1G. 1.8 — Modéle de vortex ponctuels bidimensionnel. En (a) : configuration initiale
de référence. En (b) : la trajectoire d’un vortex associé a une configuration initiale
carre.

Lorsque cette configuration initiale est légérement perturbée par une variation
angulaire, le moment cinétique du systéme L =~y Z?Zl(x? + y?) ne varie pas. Alors
deux cas de figure se présentent :

— la perturbation angulaire conserve la symétrie discréte. Le mouvement typique

est de nature quasi-périodique. Les trajectoires sont restreintes dans un do-
maine annulaire.



— la pertubation brise cette symétrie discréte. Le mouvement est chaotique.

2
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(a) Configuration initiale
présevant la symeétrie discréte (b) Mouvement quasi-périodique

(c) Configuration initiale
brisant la symétrie discréte (d) Mouvement chaotique

F1G. 1.9 — Modéle de vortex ponctuels bidimensionnel. En (a) : la pertubation d’angle o
est symétrique; en (b), le mouvement pseudo-périodique typique d’un vortex associé
a la configuration de référence perturbée symétriquement. En (c) : la pertubation
d’angle « est asymétrique; en (d), le mouvement chaotique typique d’un vortex
associé a la configuration de référence perturbée asymétriquement.

Le caractere intégrable du systéeme est li¢ a cette brisure de symétrie discréte.
S. Boatto et al. ont étudié le mouvement d’un traceur dans des cas ou le systéme
posséde une faible brisure de symétrie. Ils ont notamment montré 'existence de
frontiéres pour la trajectoire d’un vortex, selon la nature du mouvement [85] [23]
[11]. La méthode numérique pour confirmer leurs résultats est de type Runge-Kutta
d’ordre 8 & pas adaptatif. Pour notre part, on illustre les conséquences de la non
conservation des invariants d’un tel systéme lors d’une simulation numérique sur des
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temps longs : il apparait un résultat en désaccord avec ’analyse qualitative. Ce qui
justifie donc le choix des auteurs cités a utiliser un intégrateur d’ordre élevé a pas
adaptatifs.

1.5.2.2 Etude numérique

On compare un intégrateur Runge-Kutta d’ordre 4 classique et symplectique.
On voit que lorsque les conditions initiales donnent lieu & un mouvement périodique
pour un des vortex, les deux intégrateurs traduisent la bonne physique, méme sur
des temps longs (5.10° itérations, avec un pas At = 5.1073).

cLasSiQUE - SYMPLECTIQUE  +

05 | 1 05 |-

-05 1 -05

(a) RK4 classique (b) RK4 symplectique (RKS4)

F1G. 1.10 — Modéle de vortex ponctuels bidimensionnel. Solution numérique de la
trajectoire d’un vortex pour (a) : RK4, et (b) : RKS4. La configuration initiale
est la configuration de référence carré associée a un mouvement périodique. 5.10°
itérations. At = 5.1073.

Lorsque les conditions initiales correspondent a un mouvement quasi-périodique
-une perturbation angulaire de o« = 7 /5 respectant la symétrie discréte, les accumu-
lations d’erreurs numériques sur le Hamiltonien produisent une dynamique chaotique
du vortex sur un méme temps d’intégration. Alors que le schéma symplectique de
méme ordre traduit la bonne physique : le vortex reste sur un domaine annulaire.

Comme on s’y attend, '’emploi d’'un RK4 classique produit une disspation numé-
rique faussant qualitativement la physique du systéme. La comparaison entre diffé-
rentes méthodes pour ce systéme a 4 vortex-ponctuels a déja été produite [11| mais
dans la configuration associée a un mouvement chaotique des vortex; le pas de temps
étant aussi quatre fois inférieur (At = 1,25.107%) a celui utilisé ici (At = 5.1073).
Toutefois leur analyse corrobore : I'intégrateur classique RK4 produit un acccroiss-
ment du Hamiltonien, et l'intégrateur de type Runge-Kutta d’ordre 4 symplectique
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(a) RK4 classique (b) RK4 symplectique (RKS4)

F1G. 1.11 — Modéle de vortex ponctuels bidimensionnel. Solution numérique de la
trajectoire d’'un vortex pour (a) : RK4, et (b) : RKS4. La configuration initiale
correspond a une perturbation symétrique (o = %) associée a un mouvement quasi-
périodique. 5.10° itérations. At = 5.1073.

est comparable & celui d’'un Runge-Kutta d’ordre 8 & pas adaptatifs. Une différence
notable entre un RK4 et RKS4 a aussi été soulignée [123| dans un context équi-
valent ; la constatation est similaire : les qualités numériques du RKS4 sont dues a
son caractére symplectique.

1.5.3 Dynamique quantitative des systémes de vortex
1.5.3.1 Problématique

Le modele décrit dans la section 1.5.1 devrait pouvoir renseigner sur la formation
et I’évolution d’un systéme de N >> 1 vortex ne pouvant se confondre. Notamment
dans quelle mesure différentes conditions initiales conduisent a4 un méme état stable ?
Les travaux de E. Bécu et V. Pavlov [9] [10] ont montré que des conditions initiales
différentes, mais avec les mémes invariants globaux, produisent des états finaux dif-
férents. Pour appuyer ces résultats, des simulations numériques ont été réalisée avec
un intégrateur de type Runge-Kutta classique d’ordre 4. Cependant, comme il a été
montré précedemment, les intégrateurs non symplectiques, méme d’ordre respec-
table, produisent des erreurs numériques sur des temps longs. Dans le cas présent,
ou il s’agit d’observer I'état final des amas de vortex, il est indispensable d’évi-
ter ces accumulations d’erreurs numériques : la non conservation de ’'Hamiltonien
conduirait & augmenter numériquement le processus d’agglomération/d’éloignement
des vortex, et donc aboutirait a un état final ne correspondant pas a la physique
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observable, Pour palier a ces effets numériques, E. Bécu et al. [10] controlent, par
une méthode d’auto-régulation, la conservation de ’énergie a chaque instant [34].
Les positions des vortex sont ensuite modifiées en conséquence, de sorte a respecter
cette loi de conservation du systéme.

Dans un premier temps, on confirme que I'utilisation d’un intégrateur symplectique
permet de conserver de facon satisfaisante tous les invariants du systéme, et donc
qu’il n’est plus alors nécessaire de réajuster artificiellement la disposition des vortex
a chaque instant. Puis, on compare les résultats avec ceux obtenus par un intégrateur
classique du méme ordre.

1.5.3.2 Etude numérique

On compare alors la conservation des invariants* H, Z, L, P, et P, entre deux
schémas de type Runge-Kutta d’ordre 4 classique (RK4) et symplectique (RKS4).
Sur la Fig. 1.12, on observe un accroissement plus important de I’Hamiltonien pour

1.6e-0

SYMPLECTIQUE s
1.4e-08- CLASSIC  swssns

1.2e-0% s F
SEEE S
1e-05- HAH

8e-06-

|HO-H]|/|HO|

6e-06-

4e-06-

2e-06-

. . . . . . . . .
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
iteration

(a) Conservation du Hamiltonien

F1G. 1.12 — Modéle d'hydrodynamique bidimensionnel. Conservation du Hamiltonien
pour les intégrateurs RK4 classique et RKS4 symplectique. Configuration de N =
250 tourbillons ponctuels pour 200 itérations. At = 5.1072.

I'intégrateur classique RK4. Le Hamiltonien correspond dans le cas présent a I’éner-
gie cinétique du systéeme. La non conservation au cours du temps de cette énergie
produit une dissipation numérique. Celle-ci traduit un processus non physique d’in-
tensification (ou de relachement) de la dynamique des vortex. L’intégrateur RK4

[To—1]
o]

“les variations de l'invariant I sont données par ou Iy correspond & la valeur

initiale de l'invariant
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étant explicite, il tend a faire croitre I’énergie cinétique totale du systéme. Il s’en
suit une suragglomération des vortex. La symplecticité de la méthode RKS4 n’ap-
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F1G. 1.13 — Modéle d’hydrodynamique bidimensionnel. Conservation des intégrales
premiéres L, P,, p, et Z pour les intégrateurs RK4 et RKS4. Configuration de N =
250 tourbillons ponctuels pour 200 itérations. At = 5.1072.

porte pas de gain en ce qui concerne la préservation des invariants Z, L, P, et P,.
Les schémas de type Runge-Kutta d’ordre 4 suffisent a conserver ces grandeurs de
facon satisfaisante.

L’accroissement du Hamiltonien confirme 'insuffisance des méthodes classiques a
rendre compte de la dynamique d’un systéme de vortex ponctuels. Les méthodes ba-
sées sur une technique de régulation pour conserver I’énergie cinétique totale du sys-
téme sont alors justifiées lors d’utilisation d’intégrateurs non symplectique pour des
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systémes hamiltoniens. Cependant, le replacement des vortex pour conserver ’éner-
gie totale peut ne pas étre unique. Sur un certain temps d’intégration, il est donc
possible d’obtenir une configuration des vortex dans I’espace des phases énergétique-
ment cohérente mais ne correspondant pas a la physique représentée par le modéle.
L’utilisation d’un intégrateur symplectique garantit la conservation des propriétés
géométriques du systéme. Cela permet en particulier de conserver le Hamiltonien
de facon naturel. La physique décrite par les équations est transportée au cours du
temps de facon structurelle. Il s’en suit une configuration finale des vortex fidéle au
modéle théorique des vortex ponctuels.

1.6 Commentaires

Dans ce premier chapitre, on a présenté la famille d’intégrateurs géométriques
la plus connue : les intégrateurs symplectiques. On a montré que la conservation
de la structure géométrique des systémes hamiltoniens confére a la méthode d’inté-
gration des propriétés numériques remarquables, surpassant celles des intégrateurs
classiques. La trés bonne conservation de 1'énergie (Théoréme 1.4.3) et celle d’autres
invariants sur de longs temps d’intégration ont été illustrées sur des cas académiques
(Fig. 1.6 et 1.7). Une application & un modéle d’hydrodynamique bidimensionnel a
été finalement exposée. On a montré que la dynamique qualitative d'un systéme de
vortex est bien reproduit sur des temps long grace a un intégrateur symplectique.
La seconde application est paralléle aux travaux de E. Bécu et al. [9] qui modé-
lisent I’évolution d’un systéme de plusieurs centaines de vortex avec un intégrateur
non symplectique. Par contre, a chaque itération un réajustement des positions des
vortex est effectué afin de conserver I’énergie globale du systéme. En effet, on peut ar-
gumenter que sur des temps courts, la symplecticité d'une méthode n’induit a prior:
pas de performances numériques surpassant celles les autres méthodes, en particu-
lier celles des méthodes construites pour conserver I’énergie exactement. Toutefois,
la conservation de la symplecticité est une propriété propre aux systémes hamilto-
niens, alors qu’il existe des systémes non hamiltoniens dont 1’énergie est un invariant.
De plus, Sanz-Serna [140] fait remarquer que la dynamique d’un systéme hamilto-
nien est décrite dans un espace des phases ) de dimension 2n. Alors I’ensemble
des points représentant une dynamique telle que le Hamiltonien H : Q2 — IR soit
constant est un sous espace de dimension 2n — 1 : sans autres restrictions, les points
décrivant la dynamique y sont libres de mouvement. Lorsque le systéme posséde
un grand nombre de libertés, n > 1, le sous-espace {(p,q) € Q| H(p,q) = Cste}
devient lui aussi grand. La contrainte de 1’énergie constante devient faible. Alors
que la conservation de la forme symplectique est une contrainte qui s’applique dans
toutes les directions de ’espace des phases, puisqu’elle est équivalente, comme on



I’a vue, a la conservation des volumes dp; A dg;, ¢ = 1,...,n correspondant a la
projection de la forme symplectique sur chacun des plans vectoriels bidimension-
nels P; = {(p,q) € Q |(pi, ) = (0,0)}*. Ainsi, la symplecticité conditionne de la
méme maniére la dynamique d'un systéme hamiltonien, quelque soit la dimension
de I'espace des phases.






Chapitre 2

Intégrateurs variationnels

2.1 Introduction

Les systemes lagrangiens représentent une classe importante de systémes méca-
niques. Ils englobent notamment les systémes hamiltoniens, permettent de décrire
les systémes conservatifs. Notamment en mécanique des fluides ou il existe une
formulation lagrangienne pour les équations d’Euler. Les systémes lagrangiens bé-
néficient d’une interprétation physique naturelle (Principe de moindre action, lois
de conservation, invariance de jauge...). Les propriétés physiques des systémes la-
grangiens sont ainsi décrites grace a leur structure variationnelle. D’un point de vue
numérique, on aimerait que les méthodes d’intégration conservent la structure va-
riationnelle. Cela semble nécessaire pour traduire correctement les caractéristiques
lagrangiennes. Les méthodes d’intégration construites a cette fin sont dites varia-
tionnelles. Elles généralisent les intégrateurs symplectiques pour une famille plus
importante d’équations.

Les intégrateurs variationnels sont apparus la premiére fois dans le domaine du
controle optimal au milieu des années 60 [75] [19]. Peu de temps aprés, Logan pro-
posa la construction d’intégrateurs obtenus a partir du calcul des variations de I’ac-
tion lagrangienne discréte [98]. Maeda poursuivi en étudiant les lois de conservation
associées aux systémes discrets [99] [100] [101]. Lee proposa d’introduire le temps
comme variable discréte dynamique [86] [87]. Ensuite Veselov a étendu la théorie aux
systémes intégrables [150|. Enfin Wendlandt et Marsden ont développé 'approche
variationnelle des systémes mécaniques discrets [156] [157]. D’importants développe-
ments des intégrateurs variationnels sont apparus a l'issue des travaux de Marsden
et al. : Kane, Marsden et Ortiz ont construit un intégrateur symplectique préservant
I'énergie [76]; adaptation aux systémes dissipatifs a été proposée pour la premiére
fois par Kane, Marsden, Ortiz et West [77]; une extension aux EDP a été donnée



par Marsden, Pekarsky et Shkoller [102].

Dans un premier temps, on rappelle le principe de moindre action permettant
d’obtenir les équations d’Euler-Lagrange. Puis on propose un calcul de variation sur
I’action lagrangienne conduisant a la fois aux équations d’Euler-Lagrange et & une
loi d’évolution de 1’énergie. Ce calcul conduit aussi au théoréeme de Noether liant les
symeétries variationnelles et les grandeurs conservées. Les intégrateurs variationnels
sont construits en suivant une version discréte de ce calcul de variation. On obtient
ainsi un systéeme d’équations composé des équations d’Euler-Lagrange discrétes et
de la loi discréte d’évolution de I’énergie. On remarque de plus que le flot numérique
variationnel est symplectique. On illustre la démarche sur I’exemple de loscillateur
harmonique. Puis on étend la théorie aux cas des EDP lagrangiennes : on présente
le calcul de variation pour le cas particulier d’'un Lagrangien possédabt une variable
dépendante et deux variables indépendantes. On construit ensuite I'intégrateur va-
riationnel associé. Cependant, les équations d’évolution issues de la mécanique des
fluides ne peuvent étre dérivées d’'un Lagrangien. On propose alors d’établir un bi-
lagrangien construit a partir d’une équation adjointe a 1’équation d’évolution. Un
calcul de variation sur l'action du bilagrangien permet alors d’obtenir des équa-
tions d’Euler-Lagrange comprenant I’équation d’évolution. Ainsi, il est possible de
transposer formellement la construction des integrateurs variationnels aux équations
d’évolution. La méthode de construction des intégrateurs variationnels pour les sys-
temes différentiels et les équations aux dérivées partielles décrite dans le présent
chapitre s’inspire des travaux de Marsden et al. [102] [105] [106] et Chen [25] [26].

Notation du chapitre. Les notations utilisées pour les équations différentielles
sont les suivantes :
— La variable indépendante correspondant au temps est notée t € IR,
— On note ’espace des configurations de dimension s par @), et son espace tangent
TQ. Les points de @ sont les fonctions ¢q : t — q(t) = (q1(t), ..., gs(t)).
— On note les vecteurs tangents par ¢ = ¢(t) = (¢1(t), ..., ¢s(t)) € T,Q, ou pour

tout k = 1,...;s, 4(t) = %(¢). Ainsi, les éléments de l’espace tangent sont

dt
(¢:9) € TQ.
— On note 'espace tangent étendu par Q = IR x T'Q.
Pour les équations aux dérivées partielles, on utilise la notation suivante :
— On note par X lespace des variables indépendantes x = (¢, 2!, ...,2™) de
dimension m -+ 1; on continue & noter par ¢t = 2° la variable de temps et par
x#, u=1,...,m les variables d’espace.
— U représente 1’espace de dimension N des variables dépendantes u = (u!, ..., u®).
— L’espace des configurations étendu est symbolisé par Q = X x U. On note Q)



le prolongement d’ordre 1 de 2 défini® par :
QY = X x U x UW (2.1)

oit UM est Iespace dont les éléments sont les dérivées d’ordre 1 des u?, i =
1,..., N par rapport aux z*, =0, 1, ..., m. Les éléments de QY sont donc les

oul Jul uN M) c U(l)

triplets (2, u, uy) OU Uy = (5o, o) Foos s Boms +os Gom

2.2 Systémes lagrangiens

On rappelle le principe de moindre action conduisant aux équations de la dy-
namique des systémes lagrangiens. Puis on montre un calcul de variation partant
d’une transformation de I’action lagrangienne, et permettant d’obtenir un systéme
d’équations variationnelles dont font partie les équations d’Euler-Lagrange. Ce calcul
présente ’avantage d’établir les lois de conservation associées aux symétries varia-
tionnelles, c’est-a-dire aux transformations continues laissant I’action lagrangienne
inchangée.

2.2.1 Les équations d’Euler-Lagrange

On définit la densité lagrangienne [ associée au Lagrangien L : Q — IR par :

l: Q — A(R)
(t,q,q) —— L(t,q,q)dt

ou A(IR) est I'espace des 1-formes différentielles sur IR. L’action lagrangienne asso-
ciée est alors I’application :

L: C[to,tﬂ (Q)

R
t1

q *—>/ L(t, q,q)dt
to

ot Cty1,1(Q) représente 'ensemble des trajectoires possibles ¢(t)* dans @ entre le
point gy = q(ty) et le point ¢; = q(t1).

1OM correspond a lespace des jets d’ordre 1
2011 q : t > q(t) est supposée suffisamment réguliére



Principe de moindre action. Le principe de Hamilton, ou principe de moindre
action, énonce que ’évolution d’une particule lagrangienne ¢(¢) sur 'intervalle de
temps [to,t1] est telle que l'action lagrangienne £ est extrémale : le Lagrangien L
représente I’énergie cinétique et I’énergie potentielle du systéeme L = E;;, — Epp. La
condition d’extrémalité revient & un calcul de variation 0L correspondant a déter-
miner la trajectoire optimale.

F1G. 2.1 — lllustration du principe de moindre action. La trajectoire physique est celle
qui est extrémale pour I’action lagrangienne.

oL
=6jumeMt

har oL
/to dq dq

hor b d oL d oL
= /to 0_q6th+/to (a(a—qﬁ@—aa—qﬁ@ dt

b 9L d oL oL .,
_ _d 9L 51t 2.9

0
En considérant le terme de bord nul, signifiant une variation nulle des extrémités de
la trajectoire, on obtient les équations d’Euler-Lagrange :

oL _doL_, (2.3

C’est ainsi que les équations d’Euler-Lagrange sont traditionnellement obtenues.

2.2.2 Equations variationnelles.

Cependant, il est possible d’obtenir les équations d’Euler-Lagrange & partir d'un
calcul basé sur l'invariance de ’action lagrangienne sous l’action d’une transfor-



mation. L’avantage de procéder de cette maniére est qu’une loi d’évolution locale
de I’énergie est naturellement obtenue en méme temps que les équations d'Euler-
Lagrange. De plus, une forme symplectique lagrangienne est conservée par le flot
lagrangien. Plus généralement, cette approche permet de relier 'invariance de £ par
une transformation a la conservation de certaines grandeurs le long des solutions des

équations d’Euler-Lagrange.

On considére une transformation :
t—t+0t, q— q+0dq, q— q+0q,

ol Jt et dq représentent les variations infinitésimales associées a la transformation,
et dépendant de ¢ et de g. Pour savoir & quoi correspond d¢, on écrit :

dg = qdt
Il s’en suit :
0(dq) = dqdt + ¢o(dt)
et comme les opérateurs d et 6 commutent :
d 0q = 6qdt + ¢d ot

d’ou
d d
0¢ = —0q — q—0ot 2.4
=200 —dg, (2.4)
On calcule ainsi la variation par rapport a cette transformation de ’action lagran-

gienne définie par I'intergale sur un intervalle de temps [a, b] du Lagrangien L :

5L o= 6 bL(t,q(t),q’(t))dt

_ / [OL(t,q(t), 4(t)) dt + L(t, q(t), 4(t)) ddt]

a

avec d'une part :

b b b
/ L(t, q(t), 4(t)) 6dt = / %(L 5yt — / (% 5t)dt

car :
Lédt = d(L6t)—dL bt

et d’autre part :

. OL OL oL
OL(tq(t),4(D) = Fpot+ 5 00+ 5

0L oL oL , d .d
oL d 8_L oL d 0L d . . 0L

(5 + E(qaq))& + (3—q - E(a_q)) q— @[qa—q&} + @[aq-

0



Alinsi, on a :

b oL d oL . oL d oL
e = [ UG+ qGri- o+ G - g a9
oL . oL
+|:(L — 8_qq>6t + 8_(]5(]}2

En supposant que les points aux extrémités sont invariants par la transformation :

dt(a,q(a)) =0,  dt(b,q(b)) =0, dq(a,q(a)) =0,  dq(b,q(b)) =0, (2.6)

la condition d’invariance de I'action lagrangienne 0 £ = 0 induit les équations d’Euler-
Lagrange, issues de la variation de dq :

I 2.7
dq dt 9q (27)
ainsi qu’'une équation d’évolution obtenue par la variation de dt :
oL d , oL
— 4+ —(—=—¢—L)=0 2.8
o Tarlagl Y (2:8)

Par la suite, on la désignera, par abus de langage, comme 1’équation d’évolution de
I’énergie ; en effet, lorsque le Lagrangien est indépendant du temps, on retrouve la
loi de conservation de 1’énergie :

G5ei-1 =0
et en anticipant un peu, I'invariance de ’action lagrangienne par rapport au temps
est reliée a la conservation de I’énergie.
Le systéme d’équations (2.7) et (2.8) est appelé systéme d’équations variationnelles.
Le calcul de (2.8) indique que cette équation est redondante : toute solution de (2.7)
vérifie automatiquement I’équation d’évolution de I’énergie. Cependant, on verra
qu’il n’en est pas de méme lorsque l'on passe sur le plan discret.

2.2.2.1 Lois de conservation

En relachant la condition (2.6), I'invariance de 'action lagrangienne le long des
solutions se traduit par la conservation de la quantité définie par les termes de bord
dans 2.5. Autrement dit, le long des solutions, les quantités associées aux symétries
variationnelles sont conservées au cours du temps : il s’agit du théoréme de Noether.

Théoréme 2.2.1 (Théoréme de Noether) Soit L un lagrangien dépendant du
temps t, de la variable q et de sa dérivée q. Si une transformation :

t—t+ot, q— q+0q,



laisse invariante l’action lagrangienne associée a L, alors pour toutes solutions des
équations d’Euler-Lagrange, on a la loi de conservation suivante :

d oL . oL
(L~ 8—qq)6t + 8—q,6q) —0 (2.9)

Par exemple, si I’on considére une particule libre de masse m évoluant dans IR®. Son
mouvement peut étre décrit par le lagrangien :
1
L(g) = 5md’ (2.10)

L’action lagrangienne associée est invariante par translation temporelle :
t—t+0t, q— q,

Il en résulte, d’aprés le théoréme de Noether que la quantité conservée le long des
trajectoires est :

oL 1
Cste = a—ch — L= §mq'2

2.2.2.2 Symplecticité

Le terme de bord peut étre vu comme une 1-forme 6, € A'(IR x Q), appelée
forme de Liouville :

0r : TR x Q) — R
oL oL
t,q); (0t 0 L ——q¢)ot+ —9 2.11
((t,9); (8t,8q)) — ( aqq) 500 (2.11)
En prenant la dérivée extérieure de celle-ci, on obtient la forme symplectique lagran-
gienne :

wy, = db;, (2.12)

Alors le flot lagrangien préserve cette forme symplectique le long des solutions des
équations variationnelles [106].

Ainsi, le calcul des variations conduisant au théoréme de Neether permet d’établir
une loi d’évolution de 1’énergie en méme temps que les équations d’Euler-Lagrange.
En particulier, lorsque le Lagrangien est indépendant du temps, il apparait alors
une loi de conservation de I’énergie. De plus, le long de ces solutions, une forme
symplectique lagrangienne est conservée.

Le principe des intégrateurs variationnels est de reproduire au niveau discret ces
mémes propriétés. On s’attend alors a ce que les intégrateurs variationnels aient une
propriété de symplecticité, et que dans le cas des systémes autonomes, ils garan-
tissent la conservation exacte de I’énergie discréte.



2.3 Intégrateurs variationnels pour les EDO

On présente la méthode de construction d’un intégrateur variationnel pour une
équation différentielle ordinaire (EDO) [26] [106] [158]. Il est composé d’une version
discréte des équations d’Euler-Lagrange et d'une version discréte de la loi d’évolution
de I’énergie. On montre que le flot numérique d’un tel intégrateur est nécessairement
symplectique [156]; le lien avec les schémas symplectiques étant assuré par une trans-
formation de Legendre discréte. On illustre enfin les performances des intégrateurs
variationnels sur ’exemple de I'oscillateur harmonique.

2.3.1 Intégrateurs variationnels

On considére I; = {tx}r—o_n une partition de I, dont les intervalles de subdivi-
sion sont notés Aty = tx.1—t, ou plus simplement At lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité
possible. On associe a ’espace discret I, 'espace des configurations discret (); dont
les éléments sont les points g, kK = 0, ..., N. Le produit de ces deux espaces donne
I’espace discret des configurations étendu Q,; = I; X (04, dont les éléments sont notés
wy = (tk,qx), K =0,..., N. L'espace tangent discret a Q)4 en ¢ est noté T, Q4.

On écrit ’action lagrangienne comme une somme d’intégrale sur les subdivisions de
[d :

N-1

Llg) =) /tkﬂ Lt q,¢)dt (2.13)

k=0 &

Chaque intégrale est approximée par LF :

tet+1
/ L(t> q, Q)dt = ES(tko>"'>tkp> kg - Qkp) + O(Atp)

ty
par une méthode de quadrature d’ordre p définie sur I'intervalle [, = ty,; tpp1 = ts, |
(Fig. 2.2). Dans la suite, on se propose d’illustrer la méthode de construction d’un
intégrateur variationnel avec un exemple simple mais suffisamment pédagogique
pour lequel 'action lagrangienne est approximée a l'ordre 1 :

N-1

Lo="> (tre1 — tr) La(wg, wisr)
k=0

ou L, est une discrétisation a 'ordre 1 en différences finies du Lagrangien L. En

particulier, la dérivée premiére est approximée pour tout 0 < k < (N — 1) par :

dg _ Ge1 — @
dt — th —ty



qk+1 qk+1 qk+1

tx

At s t At T L At ke

(a) Rectangles (b) Trapézes (c) Point milieu

Fi1G. 2.2 — Différentes méthodes de quadrature.

De facon analogue au cas continu, on considére alors la transformation sur €, :

t >ty + Oty qk — qr + 0qr,

ot dwy, = (dtx, dqy) est un élément de l'espace tangent a € en wyg. On calcule alors
une petite variation. On note z = (wg, Wg11) :

=2
L
i

0y Li(z) = O(tkrr = ti) La(2) + (b — te)O La(2k)
k=0 k=0
N-1 N-1
oL oL
_ La(2) (0tgsr — 6ti) + > ( g(z’“)éthr ad( )5t,€+1
— — 7% (F]
OLq(2k) OLq(2k)
+ oqr + ) t —1
Bar dk D11 Qk+1)( k+1 k)
N-1 N-1
0L zZ oL
- Z (tesr — tr) ale) — La(2))0tk + > ((ther — t) a2 >+Ld(zk))6tk+1
Oty o Oty
N-1 N-1
8Ld(zk) OLg(z)
+z% (tht1 — tr) o0 ))5611@4-;((%“ tr) Ddres )0Q+1

en décalant les indices de sommation dans la deuxiéme et quatriéme somme, on



obtient :

N-1 N-1 8L (Z )
0 Lhi(w) = ((tr1 — tr) (‘;t 2 — La(z1))t
k
k=0 k=0

al OLa(zp_1)
+3 (e~ tk_l)idat:’l + La(21-1)) 8t

k=1

N—-1 N

8Ld(zk) 8Ld(zk_1)
+ ;((tkﬂ tr) e ))0qx + ;((tk ty—1) ar )0qx
N-1
OL4(z OLg(z1—
_ ((tsr — 1) gf b (te — tk_l)da(%l) + La(z1) — La(zk)) 0t

b1 k k

— OLa(z) OLa(2_1)

d\~k d\~k—1

+ t —t + (tp, —tp1)—————2)0

— (( k+1 k;) dar (k k 1) D ) dk

oL oL _
#((t— 1) 20 gty + (b — ) PN g ot
8150 8tN
8Ld(z0) 8Ld(zN_1)

+((t1 — ¢ 0qo + ((ty —ty—1)——————=)0

((t = 10) = 200 + (0 = ) =52 b

En supposant les variations aux bords nulles :

Sty = 0ty = 0, dqo = oqn =0,

on obtient une relation de récurrence entre ((tk,l, Qk—1); (trs qk)) et (tg41,qr+1) pour
tout k =1,..., N — 1 définie par le systéme :

N _ 8Ld(zk) B 8Ld(2k,1)
0 = (tgyr —tr) 200 + (tp — tg—1) 9. (2.14)
oL OLa(zk—
0 = (tonr — 1) 2203 Ly (ORaC) gy ) (215)
8tk atk

La méthode d’intégration variationnelle est composée de ces deux équations. La pre-
miére équation (2.14) représente une discrétisation des équations d’Euler-Lagrange.
L’ordre de cette discrétisation dépend de la méthode de quadrature pour approximer
I’action lagrangienne £, ainsi que 'ordre de troncature pour approcher les termes
dérivés (). La seconde équation (2.15) correspond & une version discréte de ’équa-
tion d’évolution de I’énergie. Contrairement au cas continu, elle n’est a priori pas
redondante avec ’équation (2.14). On s’apergoit alors qu'il est nécessaire de consi-
dérer la variable de temps ?;,; comme une inconnue du systéme pour obtenir la
position g1 solution du systéme d’équations. Autrement dit, afin de vérifier la loi
discréte d’évolution de I’énergie, le pas de temps Aty = t;1 — tx ne doit pas étre
constant.



2.3.2 Propriétés et lois de conservation

Comme dans le cas continu, le calcul précédent fait apparaitre naturellement
deux 1-formes différentielles discrétes, appelées formes de Liouville discrétes. Celles-
ci engendrent la forme symplectique lagrangienne discréte w} qui est conservée par le
flot numérique lagrangien ®%. On relie ensuite la forme symplectique lagrangienne
a la forme symplectique canonique issue du formalisme hamiltonien grace a une
transformation de Legendre discréte. Ainsi, on aura montré que les solutions des
équations variationnelles (2.14) et (2.15) vérifient par construction a la fois une
loi discréte de conservation de I’énergie et qu’'une forme symplectique discréte est
préservée au cours du temps.

Définition 2.3.1 (Flot numérique lagrangien) On note wy = (tg,qx), k > 0
un point de ’espace discret des configurations étendu Qg = Iy X Qq, ot 1y est une
subdivision d’un intervalle I C IR, et Qg est ’espace des configurations discret. Le
flot numérique lagrangien associé au lagrangien L est ['application définie par :

@5: QdXQd —>QdXQd

(wk7 wk-i—l) — (wk+17 wk+2) (216)

telle que pour tout k > 0, (wyy1, wrie) vérifient les équations variationnelles dis-
crétes (2.14) et (2.15) dés que (wg, wii1) sont aussi solutions des ces équations.

Par composition du flot, on peut associer a tout couple de conditions initiales
(wp, wy) le couple de solutions numériques au temps (N, N + 1) :

i =dlo . odf
—_——

N fois

Par la suite, lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité possible sur le Lagrangien, on notera
le flot numérique lagrangien simplement par ®,, et par ®) sa composée N fois,
N > 1.

La forme symplectique lagrangienne discréte qui est conservée par le flot numérique
lagrangien est obtenue a partir des termes de bord apparaissant dans le calcul des
variations précédent de la maniére suivante :



On rappelle que la variation de ’action lagrangienne discréte s’écrit :

6£d = kz_l ((tk+1 — tk)aLadt(:k) + (tk - tk—l)%::ﬂ + Ld(zk—l) - Ld(zk))étk
—+ Z ((tk+1 — tk)algq(:k) -+ (tk — tkl)%ﬁ)é@k
(0= 1) 220 ity + (o = ty-) I e )t
+((t, — to)aqu(jO) ))dqo + ((ty — tN—l)%)&JN

Le long des solutions {wy, = (tx, qx) }k—o,.. v des équations (2.14) et (2.15), seuls les
termes de bords ne s’annulent pas. En introduisant les 1-formes différentielles :

0; : Qd X Qd — T*(Qd X Qd) (217)
oL, (z oL, (z
() (s = 00282 Lyt + (g — 10 2] g,
k dk
et
‘92_ . Qd X Qd — T*(Qd X Qd) (218)
OL,(z OL,(z
(s wess) — (e — ) 229 oyt + (e — ) 2295 g,
Otg1 011

On obtient ainsi :

6£d = dﬁd(wo,...,w]\[) : ((511]0,...,511)1\[)
= 0, (wo,wy) - (wp, dw) + 0 (wy_1, wx) - (Swn_1, dwy)
= Gg(wo, ’LUl) . ((S’LUO, (S’LUl) + (@yil)*ez(wo, ’LUl) . (5’LUO, (S’LUl)
oit I'application image réciproque (®)~1)* est définie comme en (1.4). Les 1-formes

07 et 7 sont appelées les formes de Liouville discrétes. On remarque que leur somme
est une forme exacte au sens ou elle est la différentielle d’une application :

8Ld aLd 8Ld aLd
d((tgy1 — tg) L = (tpy1 —tg)(—=—dt —d —dt —d
((trg1 — te)La)(21) (trt k)(atk kT o0 qr + Dl 4D + Ddrn it1)
+(dtgr — dtg) La(zr)

= (07 +07)(z)
Or, par définition de la dérivée extérieure : d2 =0, on a :

d*((tesr — tr)La) = 0O
= df; + dbF

On définit alors la 2-forme symplectique lagrangienne discréte par :

wh = —do; =do; (2.19)



Pour montrer que le flot numérique lagrangien ®, préserve cette forme, on remarque :
dLq =07 + (94)0F
En prenant la dérivée exterieure de cette égalité :
d°Ly = 0
= dO; + (Pg)"dO}
soit, d’apreés la définition de la forme symplectique lagrangienne discréte :
(Pa)*wi = wy (2.20)

Ceci montre la symplecticité lagrangienne du flot.

2.3.3 Formulation hamiltonienne

On montre que cette forme symplectique lagrangienne discréte est reliée a la
forme symplectique canonique issue du formalisme hamiltonien par une transforma-
tion de Legendre.

De la méme maniére que les systémes lagrangiens sont reliés aux systémes hamilto-
niens par la transformation de Legendre :

F: RxTQ — RxTQ
(t,q,4) — (t,q,p)

il existe une transformation discréte reliant les variables discrétes. On se place dans
le cas ou les systémes considérés sont autonomes. Les opérateurs de transformation
de Legendre amont IF‘Jer et aval I, sont définis par :

Fr, 0 QixQa— QixTy, Qu
0
(@ @hr1) — (@1, Pe1) = (Qrt1, P La(qk, Grs1)) (2.21)
dk+1

et

Fr 0 QaxQa— QuaxTyQu

0
(g5, @e1) = (qr Px) = (g, _a—qud(Qkan-i-l)) (2.22)
Les transformations de Legendre discrétes ]Ffd permettent d’établir une correspon-
dance entre la forme symplectique lagrangienne wy, et la forme symplectique hamil-
tonienne canonique wy = dp™ A dq". Considérons un systéme hamiltonien discret



d’Hamiltonien discret Hy. On rappelle que le flot numérique hamiltonien d’un inté-
grateur symplectique :

0 QaxTy,Qa— QaxTyQq
(Qk,pk) L (Qk+1,pk+1)

préserve la forme symplectique discréte canonique wy. Marsden et al. ont montré le
résultat suivant [106] :

Proposition 2.3.1 Pour tout flot hamiltonien symplectique ®% , il existe un la-
grangien discret Ly tel que le flot lagrangien associé @, est la transformée de
Legendre de @3

cbird(%,pk) = lFiLd odp, o IFiLgl(qk,pk) (2.23)

On peut représenter les relations entre le flot lagrangien discret et le flot hamiltonien
discret par le diagramme commutatif suivant [106] :

q]€7 Qk+1 Qk+17 Qk+2
/;v/ \\\i, f}%/ \\<1
(Qk> pk Qk+1, Pk+1 Qk+2, Pk+2)
P, Py

Cela signifie que tout intégrateur variationnel est symplectique.

Par exemple, en choisissant une quadrature du terme intégral de type point milieu
(Fig. (2.2) (c)) et une discrétisation des termes dérivées par une méthode de type
Euler, on obtient la méthode symplectique du point milieu :

Q1 —qr _ OH <Qk+1 + Gk Pra +pk)
At dp 2 ’ 2

Pev1—pPe _ OH (L + Gk Pri +pk)
At dq 2 72

2.3.4 L’oscillateur harmonique.

On présente un intégrateur variationnel pour le lagrangien autonome :

Lia.d) = 50 — ) (2.24)

L’équation d’Euler-Lagrange obtenue correspond a la dynamique d’un oscillateur
harmonique décrite dans ’espace des configurations :

i+q=0 (2.25)



La loi de conservation de I’énergie s’exprime comme :

d 1

L) -0 (220)

Par transformation de Legendre, on retrouve la conservation de H = %—Jq?q' — L au
cours du temps.

On propose un exemple d’intégrateur variationnel pour décrire un tel systéme. On
en illustre les performances numeériques.

2.3.4.1 Intégrateur variationnel

On consideére ’action lagrangienne :
N-1 thi1
L= [ La®.dw) &t =Y £

k=0 7tk k=0

sur une partition {¢;}r—o . n d’un intervalle de temps I C IR.
On choisit d’approximer 'intégrale £F par la méthode des rectangles :

L8(g) = (trpr — te) L(q(tr), 4(11)) (2.27)

Le Lagrangien L est discrétisé en différences finies par le Lagrangien discret L4, pour
tout 0 < k< N-—1:
. dk+1 — 4k o 2
La(ti, i thsr, Ge1) = = (=) — a7) (2.28)

Les équations variationnelles discrétes sont données par :

0 — k+1 — Gk (Qk - qu) n Qk(tk-i-l B tk) (2‘29)
ler1 — tk b — i1
qk+1 — 4k dk — qk—1

0 = (= )? = ( )?) + (g — Ge—1) (2.30)

tpy1 — Tk g — T

La premiére équation correspond a l’équation d’Euler-Lagrange discrétisée, alors
que la seconde équation impose la conservation a chaque pas de temps de I’énergie
discréte :

Hj = (%)2 +q, Wk >0, (2.31)
k+1 k

Le flot de l'intégrateur variationnel est une relation de récurrence :

Uy (1, @r—1); (B qr)) — (ks ai); (Tt Qrern)),s k=1,..,N—-1



Ainsi, la condition initiale porte sur (¢, o) et (¢1,¢1). Les inconnues sont (tx11, @rr1)-
L’équation de conservation de I’énergie réalise une relation de récurrence avec la
condition initiale :

(B =y 4 g2 = WY, Wk > 0, (2.32)
U1 — Ui

L’équation d’Euler-Lagrange discréte devient alors :

Qe — Qo1 1 — Gl (Qes1 — %)2
0 — _ _ 2.33
(Qrr1 — a) (tk T ) = + ak HO— 2 (2.33)

2.3.4.2 Reésultat numérique.

On illustre numériquement les propriétés de l'intégrateur variationnel. On ef-
fectue une simulation numérique avec comme condition initiale (¢o,qo) = (0,0) et
(t1,q1) = (0.01,0.2). Notamment Aty = t; — to = 1.1072. La Fig. (2.3) illustre les
solutions numériques des deux équations composant l'intégrateur variationnel. En
(a), la solution de I’équation d’Euler-Lagrange correspondant a la trajectoire d’une
particule au cours du temps dans l'espace des configurations. Elle comparée a la
solution analytique sur une periode. En (b) : erreur relative sur la conservation de
I’énergie. Comme on pouvait s’y attendre, la méthode ttraduit de fagon satisfaisante
la conservation de I’énergie au cours du temps. L’erreur est de ordre de 10713,

2.4 EDP lagrangiennes

On présente un calcul de variation pour les équations aux dérivées partielles
dérivant d’un Lagrangien. La variation, associée a une transformation de I’action
lagrangienne, agit sur les variables dépendantes et indépendantes. Comme pour les
équations différentielles lagrangiennes, on obtient les équations de la dynamique dé-
crites par les équation d’Euler-Lagrange, et des équations correspondant a des lois
d’évolution ; notamment celle de I’énergie associée aux variations de la variable de
temps t et celle de la quantité de mouvement associée aux variations de la variable
d’espace x. On retrouve en particulier les lois de conservation de 1’énergie (respec-
tivement de la quantité de mouvement) lorsque le Lagrangien est indépendant de ¢
(respectivement de z). De plus, le terme de bord définit les quantités invariantes le
long des solutions des équations d’Euler-Lagrange. On retrouve une autre forme du
théoréme de Noether.



INTEGRATEUR VARIATIONNEL ———
SOLUTION EXACT -

TEMPS

(a) Solution numérique de l'intégrateur variationnel

3.5e-13 T T T T T T

3e-13

2.5e-13 -

2e-13

1.5e-13 -

ERREUR RELATIVE HO

le-13

5e-14 |

R J‘,n.mmum.um._

5 6 7

TEMPS
(b) Erreur relative sur ’énergie mécanique
F1G. 2.3 — Oscillateur harmonique. Integrateur variationnel : (a) : trajectoire numé-

rique comparée a la solution analytique, (b) : conservation de I’énergie au cours du
temps. Condition initale : (to, qo) = (0,0) et (t1,¢1) = (0.01,0.2).



2.4.1 Equations variationnelles

On définit alors une densité lagrangienne [ associée au Lagrangien L : Q) — IR
comme l'application :

. QW — A™TY(X)

(z,u,u,) —  L(z,u,u,)d™ 'z

ot A1 X)) est espace des (m + 1)-formes différentielles sur X,

et d™"ly = dtAdz! A...Adx™. La fonctionnelle d’action £ associée est ’application :
L: C[Io,xl](U) — IR
r1
u — / L(z,u, u,)d™
zo

01l Clzy,2,](U) représente Iensemble des trajectoires possibles u(x) dans U reliant les
points ug = u(xg) et u; = u(xy).

Les exemples traités par la suite ne concernent que le cas particulier de deux variables
indépendantes (m = 1) et une variable dépendante (N = 1). Cela permet de ne
pas alourdir les notations, et le calcul se généralise sans difficultés aux dimensions
supérieures. On note les variables indépendantes (z,t) et la variable dépendante
u. Les éléements de UM sont wu, et u,. Les éléments de Q) sont alors notés z =
(t, z,u, up, ug).

On considére alors une transformation sur les éléments de Q) :

T x4+, t—t+ ot, U — u+ ou,
Uy > Uy + Oy, Uy — Uy + Oy, (2.34)

ou dx, 0t et du sont les variations infinitésimales diies a la transformation. Elle
dépendent chacune de ¢, x et u. Regardons a quoi correspondent du, et du;. Comme

du = u,dz + w,dt

et
o(du) = ouzdx + dudt + u,ddx + uodt
= duzdz + dudt + uy,ddx + upddt
= d(du)
on a alors :
d d d
Oy = aéu — u$£6:v — Uta&f (2.35)
D’une maniére analogue, on obtient :
d d d
_de ds 4 9.
Oy dt(5u utdt(St uxdtéx (2.36)



Les équations variationnelles dérivent de la variation de l'action lagrangienne :

oL = 5/ L(t, z, u, ug,uy) dz A dt
M

= / OL(t, x, u, uz, uy) de A dt +/ L(t, z,u, uy, u) 0(dz A dt)
M M
= A+ B

Le calcul de la premiére intégrale A s’obtient & partir de :

OL oL oL 0L 0L

avec :

oL, _ OLdg  oLdg  oLdg
@ut @ut dt t@ut dt * 3ut dt
d oL d oL d, 0L

d 0L d oL d oL

3ut
d 0L oL oL d 0L d, 0oL d

ou ) x}

et de maniére similaire :

oL d 0L oL oL
d  OL d oL d oL

On obtient alors au final :

A = ox

oL d,60L d oL
/ uy)| 0t +
M

oL d OL d oL
G+ 70n™ * 226 e T @) T 3 (5, )]
oL d OL d oL

Le calcul de la seconde intégrale B s’effectue en remarquant d’une part que :
d(dx A dt) = (0dx) A dt 4 dz A (6dt)
et d’autre part que :

d(L(dzdt + 6tdx)) = dL A (dzdt + dtdx) + Ld(oxdt + dtdx)
= dxdL Adt+ 6tdL A dx + Ld(dzdt + dtdx)

oL

o

) ox



alors :
L(t, z,u,uy, uy) 6(de A dt)
L ((6dz) Adt + dx A (0dt))

L d(dzdt — otdx)

S

d(L (dzdt — dtdz)) — / (6zdL A dt + 6tdL A dx)
M

Soit :

L L
B = / L (dzdt — otdx) — / (5xd—da: Adt + 5td—dt Adz)  (2.38)
OM M dz dt

Alinsi, en regroupant tous les termes A et B, on obtient I’expression de la variation
de l'action lagrangienne :

ou Iy, est le terme intégral :
oL d,6 oL d 6 oL oL d 0L d, 6 oL
Iy = — 4+ —(—u— L)+ —(=— — + —(=—uy — — (=
M /M [( ot + dt(autut )+ dx(3u$ut))5t+ <3x + dx(ﬁugcux L)+ dt(autux))éx

oL d OL d oL

Et I, est le terme s’intégrant sur le bord M du domaine :

oL 0L 0L 0L
I = —uy — L — L —
oM /8M [((amut yda (8uxut)dt)6t + (( 6uxux)dt + (aUtux)dx)(Sx
0L oL
dt — —dz)o .
+( 709 o ) du] (2.40)

Ce terme de bord s’annule lorsque 1’on suppose les variations 0t, dx et du nulles sur
le bord OM. Dans ce cas alors, la condition d’invariance de I’action lagrangienne par
rapport a la transformation £ = 0 fait apparaitre les équations suivantes, appelées
équations variationnelles :

oL d , 0L d  OL
oL d 6 0L d 0L



Les variations de du donnent ’équation d’Euler-Lagrange (2.41). Par les variations
de dt, on obtient ’équation (2.42). La encore, on appelle cette équation ’équation
d’évolution locale de 'énergie. Des variations de dx, on obtient I’équation (2.43),
que 'on nommme équation d’évolution locale de la quantité de mouvement. En
effet, lorsque le Lagrangien est indépendant du temps ¢ et de I'espace x, on obtient
un loi de conservation de l’énergie et de la quantité de mouvement. Comme pour
le cas des EDO, les équations (2.42) et (2.43) sont automatiquement vérifiées par
toute solution de (2.41). Cependant, on va voir que la redondance n’est plus vérifiée
lors du passage au discret.

2.4.1.1 Lois de conservation

En supposant que la transformation (2.34) ne laisse pas inchangé le bord du
domaine, 'invariance de £ le long des solutions se traduit par la conservation des
quantités définies par les termes de bord. On obtient ainsi une extension aux EDP
lagrangiennes du théoréme de Noether.

Théoréme 2.4.1 (Théoréme de Noether) Soit L un Lagrangien dépendant de
l’espace x et du temps t, de la variable u et de ses dérivées partielles u, et u;. Si
une transformation :

t—t+ dt, T — x+0x, u— u+ ou,

laisse invariante [’action lagrangienne associée a L, alors pour toute solution des
équations d’Euler-Lagrange, on a la loi de conservation suivante :

d oL oL oL

- (-2 _
0 % (( e ug) Ot (aUtux)éx + o, ou)
d oL oL oL
+ 35 (L = g ua)de — (G-t + 5 =6u) (2.44)

2.4.1.2 Multisymplecticité.

En plus des lois de conservation, on énonce que le flot lagrangien préserve une
forme multisymplectique lagrangienne. La démonstration, omise ici, nécessite d’in-
troduire d’autres concepts. On renvoie aux articles originaux de Marsden et al. [102]
[103] et Chen [25] pour les détails.

Définition 2.4.1 (Flot lagrangien multisymplectique) Soit Q) [’espace des
configurations étendu défini comme en (2.1) dont les éléments sont notés z =



(t, 2, u,us,u,). Soit un Lagrangien L : QY — IR. On appelle flot lagrangien sur
QW pour les équations (2.41 - 2.43) Uapplication

vk — QW

20— 2

ot zy = (t1, 1, u(ty, x1), u(ty, 1), us(t1, 1)) est une solution des équations varia-
tionnelles (2.41 - 2.43) dés lors que zy = (to, zo, u(to, To), u(to, o), Uz (to, o)) est
aussi une solution des ces mémes équations.

Lorsqu’il n’y aura pas de confusion possible sur I’antécédant z, et 'image z; du flot
lagrangien multisymplectique, celui-ci sera noté simplement W',

La multisymplecticité de U’ g’établit en construisant la forme multisymplectique
lagrangienne. Celle-ci correspond a la dérivée extérieure de la forme différentielle
obtenue a partir des termes de bord le long des solutions des équations variation-
nelles. Or, le long des solutions de (2.41 - 2.43), la condition d’invariance de 'action
lagrangienne 0L = 0 par rapport a la transformation (2.34) se réduit au terme de
bord :

0 = /8M [((g—iut — L)dx — (;iut)dt)& + ((L - g—i;ux)dt + (g—iux)dx)éx
—i—(;i dt — g—idx) dul
Ce terme de bord s’écrit a I’aide de la forme de Cartan :
Or: "0 — IR (2.45)
((t,x,u); (Ot,0x, 0u)) — ;i du A dt — g—idu Ndx + (L — g—iux - g—iut)da: A dt

En prenant la dérivée extérieure de cette forme, on obtient la forme multisymplec-
tique lagrangienne :

QL = d@L

2.5 Intégrateurs variationnels multisymplectiques

On décrit le principe de construction d’un intégrateur variationnel pour les équa-
tions aux dérivées partielles dérivant d'un Lagrangien. L’intégrateur variationnel est
obtenu grace a une version discréte du calcul de variation par rapport a une symétrie
de 'action lagrangienne. On obtient alors, comme dans le cas continu, un systéme
d’équations correspondant aux équations d’Euler-Lagrange, a des lois locales d’évo-
lution de I’énergie et de la quantité de mouvement. Le flot numérique lagrangien



préserve une forme multisymplectique discreéte.

On illustre les propos encore une fois dans le cas de deux variables indépendantes
(t,z) et d’une variable dépendante wu.

On utilise la notation suivante : la version discréte de I'espace des variables indé-
pendantes constitue le maillage Xy = {(t"; z}) }n=o... N:i=0,...m- L'espace des configu-
ration discret est noté Uy,. Il est étendu par 2y = X, x Uy dont les éléments sont les
triplets de la forme w} = (t", ', ul'), avec (n,i) € IN N [0; N] x IN N [0;m]. On note
aussi par At,, ou simplement par At lorsqu’il n’y a pas de confusion possible, le pas
de temps t"™! — ¢". De méme, Ax?, ou simplement Az, représente le pas d’espace
Tify — T

2.5.1 Intégrateurs variationnels

En considérant une partition [, ..., tV] x [z, ..., 7,,,] d’un ouvert M de X, I'action
lagrangienne s’écrit, :

Ty
/ L(t,xu, ug, ug )de A dt
X

On approxime les termes intégraux pour tout n € [0; N — 1] et ¢ € [0;m — 1], par :

tn+1

x™
i+1
_ ng n no no p
/ L(t,wu, up, ug)de ANdt = Lg(t" . " Ty oy Ty Up s U0 oy
tn zl
k2

+O(A®, Az?)

ou L, est obtenu par une méthode de quadrature d’ordre (At?, Ax9), définie & partir
d’un motif élémentaire du maillage X;. On peut par exemple considérer les motifs
élémentaires suivants :

motif triangulaire supérieur : {(n,i), (n + 1,7), (n + 1,7+ 1)}.

— motif triangulaire inférieur : {(n,i), (n + 1,i), (n,i+ 1)}.
— motif rectangulaire : {(n,i), (n + 1,i), (n,i+1),(n+ 1,0+ 1)}.
— motif hexagonal : {(n,i), (n+1,i), (n,i+3), (n+1,i+1), (n,i+1), (n+1,i+1)}.

comme illustrés sur la Fig. 2.4. La discrétisation des dérivées s’effectue ensuite selon
la méthode de quadrature utilisée. On se propose la encore d’expliciter les calculs
permettant d’obtenir les équations variationnelles discrétes définissant 'intégrateur
variationnel dans un cas particulier. Cela permet de rendre plus lisible les étapes
du calcul et servira dans I’exemple d’illustration. Le motif élémentaire considéré



(n+1,i)y (n+1,i+1) (n+1,0)
(n,i+1)
: .
(n,i) (n,i)
(a) Motif triangulaire supérieur (b) Motif triangulaire inférieur
(n+1, i+1/2)
(n+1.i)' '(n+l,i+1) (n+1.i)./\(n+/1,i+\1}\
(n,i+1)
(n,i)' '(n, i+1) (n,i) \/ ’
(N, i+L/2)
(d) Motif hexagonal

(c) Motif rectangulaire
F1G. 2.4 — Différents motifs permettant d’approximer |'action lagrangienne discréte.

est triangulaire inférieur. La méthode de quadrature pour calculer les intégrales est
la méthode des rectangles d’ordre 1, de sorte que que l’action lagrangienne soit

n

i+l a:?)Ld(z[”)

approximeée par :

r
3
L

L ~ (" — ") (
i
ou L4 est une discrétisation en différences finies du Lagrangien, pour laquelle les

S
I
o
Il
=)

ou_ ' —u ou_ uly—u

o A oxr — Aal

Le Lagrangien discret L, est une fonction du point 2]' appartenant au motif élémen-
), o on rappelle qu'un point du maillage Q; = Xy x Uy

dérivées premiéres sont approximées par une méthode de type Euler :
n
i

: n o __ n n+1 n
taire 2 = (w]', w;'", Wi,
est noteé :

n o __ n n n
w; = (t ,xi,ui)
D’autre part, on considére une transformation agissant sur les variables discrétes

(" xtul) — w4 dw] = (1" + ot", xl + ol ul + dul)

no__



ou Jw} =
gent a 1y = Xy x Uy au point w}'.

(0t™, 0xl, oul') rerpésente un déplacement infinitésimal dans ’espace tan-

On calcule alors une variation infinitésimale par rapport a cette transformation :

N—1m—1
0L = 0 ) (T —t")(afyy — a7 La(z])
n=0 i=0
= Ag+ B+ Cy
avec :
N—-1m-—1
Ay = > (ot = 6t") (afyy — 2}) La(2])
n=0 =0
N—-1m-—1
B, = > (@ — )67y, — 0x)) La(2))
n=0 =0
N—-1m-—1
Ca = (" — ") (27, — 27)0La(2})
n=0 i=0
ou dans (', la variation de la densité lagrangienne s’écrit :
aLd oL d aLd aLd
0Ly(z") = ot" + 2Ot 4 S ()6t ——— (2)
d(zz) otn ( ) otn +1( ) + axl ( z) € + ax?Jrl (Zz) xz—f—l
OLg, e n OLs | i e n OLs | i c n
+8u? (zM)oul + Purt (2! oul Bar.. (2")oug,

En réindicant les sommes et en regroupant les termes, on fait apparaitre les termes

de bords dans chacun des termes de sommation Ay, By et Cy :

N—-1m-—1
Ag = YD (@l — 2] (La(27) = La(2])) ot
n=1 =0
m—1
=) (@ — 27 La(2)) 51" + Z 2lyy — al) La(zN 1)) otY
=0
N—-1m-—1
= D (a2 (La(2p7") = La(2"))ot"
n=1 i=1
m—1 N-1
+ 3 (2 — ) (La(z 16N — La(2)6t°) + ) (21 — 20) (La(zy ") — La(25))6t"
i=0 n=1
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De méme :

F
3

®
(]
(]

(" — ") (La(2]"y) — La(2]))0a]

i=1

(7 — ) (Lal=))o20 + 3 = ) (Lal220 )b

i
=z o
[
=l

-

n=0

N—-1m—1

= ST S ) (Lg(al ) — La(a))oa

n=1 i=1
N_1 m—1

+ > (" — ") (Lalzp_1)02m — La(2f)0o) + Z = )(La(z) = La(z)d2}
=0 =1

Bd;rd

Enfin, un calcul analogue pour la derniére somme donne :

N—-1m-—1
n ny(,.n 0Ly ny c1n 0Lg n n 0Ly " N
Ca = 2 2" =) ey — o) (G (GO + o (e + G (Do)
N m—1
oL oL
n n—1 n d n d; ne1 "
+nz:1 — (t t >(x2+1 - Z; )(%( i )5t au? (Zz )(5uz>
N—-1 m
aI/d 8Ld
n+1 n n " .
+n0;(t "= )} = o) (g (0l + G )du)
N—1m—1
— 8Ld aLd
P n n _ 4n 1 “Ha n—1 n+1 ny OLd "
=55 (ko =) (" =D G GO + ") 5 (21))0t
n n n n aLd n n n @Ld n n
+(t o t ><(‘rz _xz—l)am? (Zz—l) ( i+1 xz)am?( 7 ))6 7
n— o OLg , . o oLy
H( = al — )G + (@ =t ) G )
0L,




ol Cyperg Tegroupe tous les termes de bord de C' :

0Ly

OLg4
otn

(6t + 22 (g +

Y (" — ) (@ — o) (on Do

— oL
N— N N d N N
Cdbord ZO —1 1 z+1 )(atN( 1)6t W( i 1)6uz )
= oL oL
n— d n— n d n— n
nz:l —t" ) I1—$0)(W(Zo hot +8—ug( o )oug)
N—-1
-+n:0@ oy xxm——mm_ﬂ(égi(zm_ﬁ5xm%—aungm_Jéum)
m—1
" W\ OLg 0L,
# 0 = )l =) (el )3t + D o)
m—1
0L, 0L, . 0Ly
+ 20" = (el =) (G (13 + el + 8 (E)oud)
N—-1 a
ou

gf( 2)0up)

3
Il
—

Finalement, I'intégrateur variationnel multisymplectique est donné par le systéme
d’équations suivant, pour tout 1 <n< N—-letl1<i<m-—1:

0Ly
8

HET =) (2l — )

0Ly

0 = (" =" (et —a]) 5 (577 + (" = ") (] —ai_y)

( ;) (2.46)

L L

0 = <t”—t”-1>@<zf-1>+<t”“—t”)ﬁwwd(z?-l)—Ld<z?> (2.47)
otn otr
0L, 0L,

0 = (o =) G (i) (s — ) G G - La(ein) = L) (249

Ce systéme d’équations est appelé systéme d’équations variationnelles discrétes.
[’équation (2.46) correspond a ’équation d’Euler-Lagrange obtenue d’apreés les va-
riations de dul'. Les équations (2.47) et (2.48) correspondent respectivement aux
versions discrétes des équations d’évolution de I’énergie et de la quatité de mouve-
ment, obtenues par les variations respectives de 0t" et dz}. Contrairement au cas

continu, ces deux derniéres équations ne sont pas systématiquement vérifiées par
I'équation (2.46).



2.5.2 L’équation des ondes.

A titre d’exemple pour illustrer la construction d’un intégrateur variationnel, on
propose d’étudier I’équation des ondes :

Pu 0*u
=0 2.49
ot Ox? (249)
sur un domaine spatial 2 = [a, b], pour ¢ > 0 et des conditions limites de la forme :
ou
u(z,0) = f(z), g(x,()) = g(z), u(a,t) = A, u(b,t) = B,
L’énergie du systéme est :
b
ou ou
E(t) = —)? 4+ (=—)*)d t>0 2.50
0= [ (G Gorya >0, (2.50)
Elle conservée au cours du temps.
Le Lagrangien associé est :
1, 0u ou
Lz, t,u, ug, up) = —5((5)2 - (%)2) (2.51)

L’équation d’Euler-Lagrange est bien l’équation des ondes (2.49). Les équations
(2.42) et (2.43) s’écrivent :

ou ,0*u  *u

aloe ) ~ O 292
ou 0%u  0%u
o o) = O (2:53)

A premiére vue, ces équations sont redondantes avec I’équation d’Euler-Lagrange,

dans le sens ot toute solution de (2.49) est aussi solution de (2.52) et (2.53).

Cependant, une autre maniére de les considérer est de remarquer d’une part qu’elles

s’écrivent aussi sous la forme de loi de conservation :

d1l,0u, Ou, d Ou Ju

55((5) +(3,) ) + @( - (E%))

d d

= —Ci{+—C} 2.54
a T w (2:54)

d , Oudu d 1, Ou, ,Ou,

a((ag)) + @( — 55"+ (5 ))

d d

= ZCi+ 03 (2.55)

[’équation (2.54), obtenue comme le facteur en 6t de la variation de 'action lagran-

0 =

gienne, représente donc la divergence du vecteur C* :

0" = (01,08)" = (U0 + (), (e (2.56)



Il est en fait la quantité invariante associée a la translation temporelle :
t—t+ 0t T x, U u,

En effet, la quantité conservée pour cette transformation est donnée par le théoréme
de Neether (2.4.1) :

oL oL
8Ut

t
Cl - - Ut
3w, = v _ Ou
ou up = et u, = e
De méme, ’équation (2.55), obtenue comme le facteur en dx de la variation de
I’action lagrangienne, correspond a la divergence du vecteur C* :

0" = (C1.05)" = (G0, (G 1 (2l (2.57)

Il peut étre obtenu en considérant la symétrie variationnelle par rapport a la trans-
lation spatiale :

t—t, T x40, U u,

ou C7¥ est donné par la théoréme de Neether :

oL oL
- R i
8ut ’ 02 e 8u$ '

CY = —u,
Cela permet ainsi de comprendre pourquoi les équations (2.52) et (2.53) corres-
pondent repsectivement aux lois de conservation de I’énergie et de la quantité de
mouvement.

2.5.2.1 Intégrateur variationnel

On formule un intégrateur variationnel pour I'équation (2.49). On s’attend a ce
qu’il prenne en compte les équations de conservation (2.52) et (2.53). En prenant
comme approximation de l'action lagrangienne :

2

M-1

L~ Z L ) (2, — a}) Ly

=0

Il
o

n

ou Ly est une discrétisation en différences finies du Lagrangien (2.51) :

1, ultt —aup ul,, — ul
L, = —— i\2 i+1 i \2
I 2((15"“—15") (a:'gﬂ—x;l))



D’aprés les équations (2.46), (2.47) et (2.48), associées respectivement aux variations
par rapport a dul, 0t" et oz}, l'intégrateur variationnel pour I’équation des ondes

s’écrit :
no_yn n_yn
0 = (oW ) (i), (2.58)
Lipy1 — L5 Ty — i
[ A — L _ x’.ﬂ‘fl — x’.ﬂ‘fl
(=) T (g T
up ™t —up 2 up —up 2 1 1
0 = (7)) @y —2f) — (— =) (@i —2) (2.59)
tnt t t t
(u?-i-l - u?)Q (“?4:11 - U?_I)Z
+( .CET-L+1 —qn ) - ( I_n—ll o l_n—l )
) 7 i+ 7
uttt —n ut — ul, —u U — u?
0 — 7 1 \2 i—1 i—1\2 i+1 1N\2 7 i—1\2 260
(e =~ (=P ) = (i) 260

2.6 EDP d’évolution

Lorsque I'équation aux dérivées partielles ne dérive pas d’un Lagrangien, il est
possible de lui associer une équation duale de sorte a ce que le systéme dérive
d’un bilagrangien. Les équations d’Euler-Lagrange obtenues & partir des variations
de la variable duale correspondent alors a 'EDP étudiée. Il est ainsi possible de
construire un intégrateur variationnel & partir d’une formulation discréte du principe
variationnel a partir du bilagrangien. Cependant, I’expression du bilagrangien n’est
pas unique.

2.6.1 Bilagrangien

La construction d’un bilagrangien peut s’établir grace a la définition de I’équation
adjointe. Ibragimov en donne une définition formelle 71| [70] :

Définition 2.6.1 (Equation adjointe) Soit un systéme de N équations auz déri-
vées partielles d’ordre s :

Fo(z,u, ..., uw)) =0, a=1,..,.N (2.61)

ot les variables indépendantes sont v = (x',...,x™) et les variables N dépendantes

u= (u'(z),...,u™N(z)). La différentielle de w d’ordre s est notée par u. Le systéme
(2.61) a pour systéme adjoint les N équations aux dérivées partielles :
§
Fi(z,u,v, ..., U, U)) = ZUZFi =0, a=1,..,.N (2.62)

AR
=1



ot v = (vi(z),...,0oN(x)) sont les N variables duales dépendantes, et

) 0 -
— a=1,..,N
Suc  Ou z:: 6u
On a noté par DAxi la dérivation totale par rapport a x', et u® = %f

Dans cette définition, Ibragimov propose implicitement une forme particuliére du
bilagrangien :

n

Lz, u,v, ..., U, V() = ZviFi (2.63)

i=1

dont les équations d’Euler-Lagrange sont les 2N équations
Fo(z,u,...,uw)) =0, F(z,u,v, ..., us), v(s) =0, a=1,.,N

L’expression (2.63) permet de comprendre qu'un bilagrangien L(z,u, v, ..., t(s), U(s))
est construit grace a I'ajout d’une variable duale v(z). Alors on peut étendre la
définition d’un systéme adjoint comme étant les N équations aux dérivées partielles
telles que

%L(:ﬂ,u,v, s U, U(s)) = 0, a=1,.,.N (2.64)
Les variations de v conduisent aux équations d’Euler-Lagrange ne dépendant unique-
ment que de la variable primale u. Réciproquement, ’équation adjointe, ne faisant
intervenir que la variable duale, est obtenue grace aux variations de la variable pri-
male. Par ailleurs, on rappelle que deux Lagrangiens donnent les mémes équations
d’Euler-Lagrange dés lors que leur différence s’exprime comme une divergence. Il en
est de méme pour les bilagrangiens : ils conduisent aux mémes équations d’Euler-
Lagrange si les bilagrangiens sont égaux modulo une divergence dépendant de la
variable primale et/ou de la variable duale.

Dans les cas qui vont suivre, on ne considérera que des bilagrangiens a (1 + 1)
variables indépendantes (z,t), et & une variable dépendante et son adjointe (u,v).
Comme on le verra dans la section suivante, les équations d’Euler-Lagrange s’écrivent
alors :

oL _doL _doL _ oL d oL diL

ou dtouw, dxdu, ov dtov, da (%gc

On donne quelques exemples de bilagrangiens pour ’équation de la chaleur et I’équa-
tion de Burgers.



2.6.1.1 Bilagrangiens pour 1’équation de la chaleur.

Les fonctionnelles :

ou 0*u
Li(up) = U(E - V@)
1, Ju ov ou Qv
L = (v— —u— -0z
2(u0) = S ) o
v ou Ov
Ls(u,w) = —uo + Y e B
ont pour équation d’Euler-Lagrange commune 1’équation de la chaleur :
ou 0%u
b it
ot Ox?

Les équations adjointes calculées par (2.62) sont respectivement F} = 0, Fy = 0 et
Fy=0ou:
v v v

Ff‘z—a, F5=F§=—(E+V@)>

2.6.1.2 Bilagrangiens pour 1’équation Burgers.

De la méme maniére, I’équation de Burgers

ou N ou 0*u
- U— = y——-
ot Ox Ox?
est une équation d’Euler-Lagrange pour les bilagrangiens suivants :

du  Ou
Ly(uw) = U(E + Ug y@)

ov ov, 1, Ou

Lawe) = —ugy+ 5 (—gw+vg))
1, Ou dv, 1 dv ou Ou Jv
Ly(up) = glvgy —ug) = gulug. —va-) +vaor

Les équations adjointes F;" =0, Fy =0 et F; = 0 sont données par :

ov ov ov ou 0v
= + u—, Fy=F =— +u— +v
Lot T T on S (at ox Oz oe2)
Les fonctionnelles bilagrangiennes associées a I’équations de Burgers sont similaires
a celles de I’équation de la chaleur, & un facteur de convection prés. Les équations

adjointes correspondent a 1’équation de convection diffusion linéaire.

Remarque 5 (a) On constate au travers de ces exemples que la définition (2.63),
illustrée par Ly, fait conserver au bilagrangien des termes de dérivées du second
ordre. Ce qui n’est pas le cas pour les expressions de Ly et Ls.

(b) Les bilagrangiens Ly et Ly ont mémes équations d’Euler-Lagrange. 1l existe donc
un terme s’exprimant comme une divergence qui les différencie.



2.6.2 Equations bi-variationnelles

Les équations bi-variationnelles dérivant d’un bilagrangien sont analogues aux
équations variationnelles (2.41), (2.42) et (2.43), dans la mesure ou l'on a juste
rajouter une variable dépendante.

En effet, 'action bilagrangienne s’écrit :

L(u,v) = / Lz, t,u, Uy, Vg, g, v )dx A dt
M

En considérant alors une transformation :

T x+ox, t—t+ ot
u— u+ ou, Uy > Uy + Uy, Uy — Uy + Oy, (2.65)
V= v+ 0v, Vg > Vg + OV, v — v + 0y,

Une variation de I'action se décompose comme :

oL = /(5L(a:,t,u,ux,vx,ut,vt) dx/\dt+/ L(t, z,u, uy, uy) 6(de A dt)
M M

— Al+ B/
Le calcul de A’ s’obtient grace a :

oL oL oL oL oL oL oL oL
I = == i == i il il il
0 T ot + 9 ox + By ou + ER ov + u, ouy + a0 oy + i Oty + . 0,

ou du, et du; sont donnés par les équations (2.35) et (2.36). De maniére similaire,
on obtient dv, et dv; :

d d d

v, = a&} - vxach — Utaét (2.66)
d d d
51)15 = E(SU - ’UtE(st - ”U:BE(;Z' (267)

En utilisant des intégrations par parties pour faire apparaitre des termes de bord,
la premiére intégrale s’exprime comme :

oL d,60L oL d oL oL

A = — + —(=— — —(=— —) |0t
/M <[0t + dt(autut + 0vtvt) + dx(ﬁuxut + 8%1%)]

oL oL d oL oL

0L d
e * @ w0, Gt w0 209
oL d oL d OL

il B e 22
+ ut [81) dt 0v,  dx Ov,

](51}) dz A dt

L’expression de la seconde intégrale B’ est indentique a I’équation (2.38).
En considérant 'invariance des termes de bord par la transformation, on peut écrire



les équations bi-variationnelles comme :

oL d OL d OL
= == _ == 2.
0 ou dxou, dtou (2.69)

oL d oL doL

oL d 0L oL d oL oL
= —+ —(=— —v— L)+ —(=— 2.71
0 ot +dt(8utut+avtvt )+dx(8uxut+8vxvt) (2.71)
oL d oL oL d OL oL

0 = ve — L)+ ) (272)

8_x+£(8—%u’”+a—% &(a—mugﬂLa—w
On retrouve les équations d’Euler-Lagrange pour la variable primale u (équ. 2.69) et
la variable duale v (équ. 2.70), issues des variations de dv et du. L’équation portant
sur u ne fait pas intervenir directement sa variable duale. Pa contre, les équations
(2.71) et (2.72) issues des variations de dx et 0t, font apparaitre une corrélation entre
les variables dépendantes.

2.6.2.1 Propriétés

Pour déterminer les lois d’évolution des grandeurs associées aux symétries de
'action bilagrangienne le long des solutions des équations d’Euler-Lagrange (2.69) et
(2.70), on suppose encore une fois que les termes de bords ne s’annulent pas lorsqu’on
transforme ’action bilagrangienne. L’invariance par symétrie bi-variationnelle est
alors équivalente, le long des solutions, a :

d oL oL oL oL oL oL
d oL oL oL oL oL oL

On obtient ainsi une extenstion du théoréme de Noether, qui associe a chaque trans-
formation sur les variables indépendantes (z,t) et les variables dépendantes (u,v)
une loi de conservation se formulant comme la divergence d’un vecteur. Un point a
souligner est que cette quantité peut dépendre aussi de la variable duale v, qui a été
construite comme solution d’une équation adjointe définie a une divergence pres.

2.7 Intégrateurs bi-variationnels

La méthode de construction des intégrateurs bi-variationnels est similaire en tout
point a celle des intégrateurs variationnels pour les EDP lagrangiennes. Il est juste



a noter que, comme dans le cas continu, ce sont les variations de la variable discréte
duale 0v' qui menent aux équations d’Euler-Lagrange discretes ne dépendant uni-
quement que de la variable primale u] ; et réciproquement. Cependant, les équations
d’Euler-Lagrange discrétes sont corrélées au travers des variables indépendantes dis-
crétes. De maniére analogue aux EDP lagrangiennes, les variations du temps 0t" et
de I'espace dx]' conduisent a des équations d’évolution locales. Ces équations d’évo-
lution dépendent des variables primale u et duale v]'. Elles permettent en pratique
de déterminer la structure du maillage, en donnant I'expression des pas de temps
At" et d’espace Az]. Ce qui a pour conséquence la nécessité d’imposer un maillage
adaptatif afin de respecter les lois d’évolutions locales, comme pour les intégrateurs
variationnels.

2.7.1 Intégrateurs bi-variationnels

On se restreint au cas particulier considéré a la section précédente, pour lequel
I’action lagrangienne est approximée par :

r
3
L

L ~ (" = ") (@t — 27)Lal(])

i
)
-~
Il
=)

ou L, est une discrétisation en différences finies du Lagrangien, pour laquelle les
dérivées sont approximeées par une méthode de type Euler. Le Lagrangien discret L,
est fonction du point ¢/ du motif élémentaire ¢ = (97,97, 97,), olt on note un
point du maillage par :

O = (t", 2, ul, ol)

R
D’ . ‘ . . 1 bl S .
autre part, on considére une transformation agissant sur les variables discrétes :

O = (" xt, ul,ol) o 0% 4+ 007 = (" + 6", 4 dxl, ul + dul, vt + ov))
ou 0 = (0t™, 0xl, oul', ovl') représente un déplacement infinitésimal.
On calcule alors une variation infinitésimale par rapport a cette transformation :

N—-1m—1

0L = &) > (" —t") (g — 2 La(CT)
n=0 =0

= A, + B+ Cj



avec

N—-1m—1

A, = > (ot = sty (a2} La()
n=0 =0
N—-1m—1

By = 30 (" — (el — a)La(C)
n=0 7=0
N—-1m—1

c = (" — ") (g — 20 La(C]")
n=0 =0

ot le terme C); contient les variations par rapport a la variable duale :

n _ 8Ld n n n n 1 n n
d n a d n n+1 a d n n
(G + 5 (G + S (@

z+1

Finalement, 'intégrateur bi-variationnel est composé du systéme d’équations sui-

vant, pour tout 1 <n < N—-1letl1l<i:<m-—1:

0 = (= el — ) GG + 0 = )l =l ) )
= 1)ty - >§j€‘<< ) (2.74)
0 = (=l — ) G+ (0 = )T = )G
= ) >‘9Ld () (2.75)
0 = (= TG+ - T + LG - L) (270
0 = (] ) t(G) + (el = DG + LalG) — Lal?) (2T)

Ce systéme d’équations est appelé systéme d’équations variationnelles discrétes.
L’équation (2.74) correspond a I’équation d’Euler-Lagrange obtenue d’apreés les va-

riations de du}'

de ovl

, et équation (2.75) correspond a celle obtenue par les variations
. Les équations (2.76) et (2.77) correspondent respectivement aux équations

d’évolution locale de I’énergie et de la quantité de mouvement, obtenues par les

variations respectives de 6t" et dx7.



2.7.2 L’équation de la chaleur

On propose d’illustrer la construction d’un intégrateur bi-variationnel sur I’exemple
de I’équation de la chaleur. On part du bilagrangien :

1, Ou ov ou @

Lluw) ==-(v——u—) + — 2.78
(o) =50% = o) * w o (2.78)
Les équations d’Euler-Lagrange associées sont 1’équation de la chaleur :

ou  *u

———=0 2.79

ot 0x? (279)
et son équation duale :

v 0%

—+-—=0 2.80

ot + 0x? (2.:80)
Ce bilagrangien est indépendant du temps, et donc il est invariant par translation
temporelle :

t—t+ ot T, U — u, V=0,

La quantité conservée associée, d’aprés l'extension du théoréme de Noether (2.73),
est le vecteur :

Ou Ov Ovou Oudv .t
e L )
Ox Ox Ox ot  Ox Ot
[’équation de conservation associée, correspondant aussi a I’équation (2.71), est :

o - A oudn A vou ouow
dt" Ox Ox dx"0x Ot Oz Ot

(2.81)

oud*v  *udv
- -,z (2.82)

ot 0x?  0x? Ot
De maniére analogue, la quantité conservée le long des solutions des équations (2.79)
et (2.80) et qui est associée a l'invariance du bilagrangien par translation spatiale :

t—t, T x+ 0, U — U, V=,

est le vecteur :

1, du 311) 1( ou c%) ou Ov

Uu—),=(v— —u—) — ——
Ox oz’ 2" Ot ot’  Oxox
[’équation variationnelle associée, correspondante a (2.72), est :

i( du @)_i( du @)
aVor "o ot Yo

" (2.83)

0 =

ov Ou  O*u ou ov  0*v
= %o o) e T a2 (2.84)



2.7.2.1 Intégrateur bi-variationnel

[’action lagrangienne associée au bilagrangien (2.78) est :

L(uw) = / (v%—u@)jt%g—vdt/\dx

i+ 1 ou ov ou Ov
—(v— — ——dt A d
/ (v 9 8t> + N dx

N—-1m—1 ¢+l

-y

n=0 =0

[jﬂ

k3

ou X est un domaine dans I’espace des variables indépendantes X, et les subdivisions
{t"}reo...v et {2 }io,. m forment une discrétisation X, de X.

On approxime chaque £F sur un élément triangulaire inférieure (* = (97, 972, )
de Xy, ou ¥7 = (¢", 27", ul, v!'), par une méthode de quadrature d’ordre 1 :

RIS

Ll =" —1")(afyy —a7)L

7

En discrétisant les termes de dérivation du bilagrangien par une méthode de type
Euler en différences finies :

1 utt —? iy Uiy — Ui v, — v
L= —[or(Yi Yy (% T U L S e 2 2.85
d 9 I:/U ( tn+1 _tn ) u; ( thrl —tn ):| + x?—f—l — .T:Z l’?_,_l - x:l ( )

L’action discréte ainsi obtenue a pour expression :

N—-1m-—1
Do =y, —at)
n=0 =0

n+l

Lrn 0 my i iy oy o
(5 [v] (m) — Uy (tnﬂ “ )]+ o 2, = x?) (2.86)

A partir de 13, on calcul I'intégrateur bi-variationnel dont chacune des équations est
associée a la variation d’une variable discreéte :
— La variation de 6t" donne I’équation d’évolution locale de I’énergie :

(uq 2—1—1 — 1)(“?4-711 —v ) _ (uis — ui') (Vi — vf')

0= 2.87
Cmra: @y — a1 (257
— La variation de dz] conduit a ’équation d’évolution locale de la quantité de
mouvement :
0 = W —ul)f —uty)  (ufy — e (v, —of)
(zf —afq)? (x4 — })?

1( n 1un+11 _ ul 1U21+11 UnunJrl 4 U;“Hrlu?) (2 88)

2 trtl —gn '



— La variation de v} conduit a ’équation d’Euler-Lagrange en la variable pri-
male discréte :

A o Bl A S e D O el /R P B (2.89)
2ttt — ¢n) R e

— De méme, la variation de du] conduit a I’équation d’Euler-Lagrange en la
variable duale discréte :

($?+1 - f?) - Uzn_l(f;:ﬁl - fn_l) v — vty vy — U (2 90)

1 R n n n
2(tnt —1m) Li =Xy T —

n+1
0=

Les équations variationnelles discrétes correspondent a une discrétisation du systéme

suivant :
0 = % (g_ZZ_Z) (2.91)
0 — (f—x (%(vz—? _ u%) _ 2—2%) (2.92)
0 %_% (2.93)
0o = 2, T (2.04)

Ainsi, ’expression du bilagrangien discret ne conduit pas a une discrétisation des
équations variationnelles.

2.8 Commentaires

Dans ce chapitre, on a présenté les intégrateurs variationnels pour les sytémes
différentiels dérivant d’un Lagrangien. Le procédé de construction de ces intégra-
teurs s’établit naturellement comme une version discréte du calcul des variations
permettant d’obtenir les lois de conservation (Théoréme de Necether 2.2.1). De tels
intégrateurs sont par construction symplectiques et conservent exactement une loi
d’évolution discréte. Cependant, 'exemple élémentaire de 1’oscillateur harmonique a
réveélé la difficulté de mise en oeuvre de la méthode. En effet, le pas de temps t" T —¢"
est calculé grace aux zéros d’un polynéome de dégré 4. On a présenté une extension
du calcul des variations aux EDP lagrangiennes. On a alors étendu le Théoréme
de Neether (2.4.1) aux EDP a une variable fonction de 'espace et du temps. On
a aussi introduit la notion de multisymplecticité. Une extension des intégrateurs
variationnels aux EDP lagrangiennes est présentée. On a vu que la construction
des intégrateurs variationnels multisymplectiques est sensible a ’ajout d’'un terme



s’écrivant comme une divergence, alors que les équations variationnelles ne le sont
pas. Une version hamiltonienne de la multisymplecticité des EDP, ainsi qu'un cas
spécifique d’intégrateurs multisymplectique est donné en Annexe A. Cependant, de
nombreuses équations de la Mécanique ne dérivent pas d’'un Lagrangien. C’est no-
tamment le cas des équations d’évolution. Il est cependant possible de composer un
bilagrangien (Définition 2.63) a I’aide d’une variable duale, de sorte & ce que parmi
les équations d’Euler-Lagrange se trouve 1’équation d’évolution. Les lois de conser-
vation obtenues dépendent néanmoins de la variable duale introduite (équ. 2.73). On
peut alors appliquer une procédure de construction d’un intégrateur bi-variationnel,
dont les propriétés généralisent celles des intégrateurs variationnels. Cependant la
encore, le calcul discret des variations conduit a des équations qui ne sont pas les
mémes deés lors qu’elles découlent de discrétisations de bilagrangiens différents d'une
divergence. De plus, la non unicité du bilagrangien et en particulier le choix arbi-
traire de ’équation adjointe constituent une faiblesse essentielle dans I’efficience de
la méthode.

Ainsi, la tentative d’étendre les propriétés variationnelles a des méthodes associées a
des EDP d’évolution rencontre des obstacles importants; la transposition sur le plan
discret des lois de conservation est difficile a établir. Cependant, on a pu constater
au travers du théoréme de Noether 'importance des symétries pour engendrer ces
lois de conservation. Une approche plus en amont pour transporter la physique dé-
crite par une équation est donc de considérer directement le groupe de symétrie de
I’équation. Cela fait I'objet du chapitre suivant.



Chapitre 3

Méthodes 1invariantes

3.1 Introduction

On a vu dans les chapitres précédants 'importance des propriétés géométriques
des équations, de leur structure mathématique et des lois de conservation qui en dé-
coulent. Cependant, les équations de la mécanique des fluides ne dérivent en général
pas d’'un Lagrangien. On ne peut donc pas transposer les mémes techniques. Le re-
cours & un bi-lagrangien afin de construire des intégrateurs bivariationnels permet de
traduire les lois conservation associées aux symétries bivariationnelles, c’est-a-dire
aux symétries de ’action bi-lagrangienne. Or le groupe de symétrie des équations
d’Euler-Lagrange est plus fort que celui de I’action associée : il existe des transforma-
tions préservant ’ensemble des solutions d’'une EDP (bi-)lagrangienne mais qui ne
laissent pas l’action (bi-)lagrangienne inchangée. Les propriétés géométriques qui en
découlent ne peuvent donc pas étre traduite par un calcul variationnel. Cela constitue
une des limites conceptuelle de ’approche variationnelle. Pour rendre compte de la
structure d'une équation quelconque, il faut donc regarder directement son groupe
de symétrie. De ces symétries, on peut obtenir des renseignements qualitatifs sur
I'ensemble des solutions : (a) l'existence des solutions auto-similaires, c¢’est-a-dire
des solutions qui sont elles-mémes invariantes sous ’action d’un groupe; dans cer-
tains cas, les solutions auto-similaires peuvent (b) correspondre au comportement
asymptotique de solutions issues de conditions initiales arbitraires, ou (c) prédire
I’apparition en temps fini de singularités.

Interét des symétries en mécanique des fluides. Dans le domaine de la méca-
nique des fluides, la dynamique tourbillonaire peut étre décrite a partir d’arguments
portant sur les symétries. Adrei Kolmogorov (1903-1987) propose un modéle de tur-



bulence construit a partir notamment d’hypothéses d’autosimilarité des solutions
[82]. G. Unal a calculé & partir de symétries de Navier-Stokes des solutions auto-
similaires qui vérifieraient la cascade de Kolmogorov [160]. M. Oberlack utilise les
symétries des équations de Navier-Stokes pour trouver des nouvelles lois d’échelle
[117] ainsi que les lois de parois [119]. Ces lois d’échelle ont été confirmées expéri-
mentalement et par des simulations. Enfin, Grassi et al. ont calculé des solutions

auto-similaires qui représentent les solutions vortex des équations de Navier-Stokes
[53].

Modéle de turbulence LES respectant les symétries. Dans la modélisa-
tion de la turbulence, il existe un bon compromis reconnu entre les méthodes di-
rectes (Direct Numerical Simulation), trés gourmandes en ressources informatiques,
et les techniques de moyennage des équations (Reynolds- Averaged Navier-Stokes) qui
perdent un bon nombre d’informations physiques. Il s’agit des méthodes se basant
sur des modéles de turbulence aux grandes échelles (LES Large-Eddy Simulation).
Les modéles LES sont composés des équations filtrées et d’'un modéle de sous-mailles
rendant compte des effets a petites échelles de la turbulence. Mais les modéles
de sous-maille ne présentent pas tous les mémes propriétés. Par exemple, 'inva-
riance galiléenne! ainsi que I'indifférence matérielle? sont des symétries importantes
des équations de Navier-Stokes, que les modeéles de sous-maille doivent respecter.
Oberlack [118] a suggeré d’utiliser les symétries pour modéliser la turbulence, en
remarquant que les modéles classiques brisent les symétries des équations de Navier-
Stokes. D. Razafindralandy et A. Hamdouni ont calculé explicitement une famille
de modeéle LES respectant ces symétries [127]. Dans la thése de D. Razafindralandy
[126], le gain d’un tel modéle de LES est montré par rapport aux modéles classiques.

Méthodes numériques conservant les symétries. Il apparait alors nécessaire
de prendre en compte les symétries dans les méthodes numériques. L’idée sous-
tendant cette approche est de transporter les propriétés géométriques des équations
au niveau discret. En effet, on va montrer dans ce chapitre (plus particuliérement
dans la section traitant de la consistance en symétrie) que les schémas classiques
brisent certaines symétries, et les conséquences que cela induit. Les méthodes in-
variantes, ou préservant certaines propriétés découlant du groupe de symétrie, sont
construites pour capturer les propriétés physiques des solutions contenues dans les
symétries, et du méme coup pour minimiser les dégradations purement numériques.
Le développement des techniques de construction des méthodes géométriques pour
les équations aux dérivées partielles est trés récent. Les approches sont aussi diverses

linvariance par translation spatiale rectiligne uniforme du repére d’observation
2invariance des propriétés intrinséques par changement de repére



qu’elles sont au début de leur développement. Dans un article trés récent [32], Dawes
compare sur l’équation de la chaleur linéaire deux intégrateurs géométriques avec
des méthodes classiques. La premiére approche géométrique est celle dévelopée par
Bakirova et Dorodnitsyn [8] [35]. Elle est basée sur la formulation du schéma en
terme des invariants discrets (Annexe B). La seconde approche est celle que 1'on a
choisi de poursuivre, et qui est présentée dans la suite du présent chapitre. La conclu-
sion de I’étude comparative de Dawes est la suivante : selon la nature de la solution
(autosimilaire ou non), les méthodes invariantes ne sont pas systématiquement plus
précises, ni méme moins cotiteuses en temps de calcul. A I’heure actuelle, on ne
connait pas d’intégrateur géométrique dont les performances surpassent celles des
méthodes sophistiquées et qui soit suffisamment générique pour pouvoir s’appliquer
a n’importe quelle EDP.

Motivation du choix des équations. Notre contribution principale, exposée
dans le présent chapitre, traite essentiellement d’équations modéles. On présente
un cas d’application originale de schéma invariant avec 1’équation de convection-
diffusion 1D. Il s’agit d’une équation linéaire instationnaire admettant de la diffusion
et de la convection. On traite également de I’équation de Burgers, dans le cas 1D
et 2D. Cette équation a été établie par Burgers [18] a 'origine comme un modéle
simple de turbulence. Elle décrit deux aspects important de la turbulence : (a)
la distribution énergétique non linéaire sur le spectre d’énergie, (b) l'action de la
viscosité sur les régions a petites échelles. L’équation de Burgers est connue pour
étre une approximation des équations de Navier-Stokes dans le cas ol on ne prend
pas en compte les effets de la pression; la vitesse du fluide est découplée de sa
densité : il apparait alors des ondes de choc. On rappelle ici briévement quelques
aspects qualitatifs de la turbulence décrite par ’équation de Burgers, inspiré des
remarques de Girimaji et al. [48] :

Pour une suite périodique de chocs la vitesse V' de saut a travers le choc est fonction
de la vitesse moyenne du champ u,, et de I’énergie cinétique K :

V = V12K = V6u,,

L’échelle caractéristique du choc d est de I'ordre de

dv
v

La structure du choc peut étre exprimée en fonction de V' et de la longueur caracté-

d

ristique de séparation de chocs L. Alors la dissipation apparait au sein de ces chocs
visqueux, dont I’échelle la plus petite correspond a celle de I'épaisseur du choc d. Le
taux de dissipation de ’énergie cinétique est donné par la formule :

V3
‘T our



et I’énergie spectrale s’exprime par :

Alinsi, tout comme la turbulence décrite par les équations de Navier-Stokes, le taux
de dissipation de I’énergie cinétique ¢, issue du modeéle de turbulence de Burgers,
est indépendant de la viscosité v. Par contre, les petites structures dépendent de
parameétres de grandes échelles V' et L.

Ce chapitre se décompose comme suit :

Dans un premier temps, on rappelle quelques définitions fondamentales en posant
le formalisme mathématique utile pour la suite de I’exposé. On introduit notam-
ment l'espace des jets, qui est une généralisation de I’espace des phases des systémes
hamiltoniens. On peut alors définir un groupe de symétrie d’une équation, ses géné-
rateurs infinitésimaux, et invariants associés. On rappelle ensuite quelques méthodes
d’investigation associées aux symétries. Ensuite on présentre une méthode d’inté-
gration géométrique, dite d’invariantisation. Elle a été introduite par Olver et al.
[42], [43]. 11 s’agit d’'une méthode de construction de schémas invariants a partir
d’une formulation moderne des repéres mobiles de Cartan. Cette technique permet
de rendre invariant n’importe quel schéma numeérique donné tout en conservant la
consistance [79]. De plus elle s’intégre dans un formalisme géométrique rigoureux.
La pierre angulaire de la méthode réside dans la construction du repére mobile.
On propose dans ce mémoire une méthode originale de construction des repéres
mobiles afin de conserver le méme ordre de consistance que le schéma d’origine, et
s’appuyant sur des arguments numériques. En effet, la construction proposée dans
la littérature des repéres mobiles [79], [80], [122] est basée sur la méthode de nor-
malisation de Cartan, faisant intervenir des sections transverses aux orbites d'une
solution. Cependant, le choix des sections transverses restent relativement arbitraire
et peut amener a construire un schéma invariant n’ayant pas de bonnes propriétés
numériques.

Enfin, au vu des résultats obtenus, des qualités des schémas classiques et des proprié-
tés numériques des schémas invariants, grace au formalisme géométrique, on propose
d’établir la notion nouvelle de consistance en symétrie des méthodes numériques.
Celle-ci permet de se rendre compte des erreurs numériques provenant de la capa-
cité d'un schéma & traduire les invariants d’une équation. Un schéma invariant ne
présente donc aucun défaut de symétrie.



3.2 Cadre mathématique

On présente le cadre naturel pour traduire les propriétés géométriques intrin-
séques des systémes d’équations aux dérivées partielles (EDP). On définit un groupe
de symétrie pour une équation et on rappelle notamment ce que sont les invariants
associés, ainsi que le principe de réduction qu’ils permettent de réaliser. De la ap-
paraissent les solutions autosimilaires.

Soit M une variété différentiable de dimension m = p + ¢. Les coordonnées
locales de M sont notées x = (z!,...,2P) pour les variables indépendantes, et u =
(u',...,u?) pour les variables dépendantes. En notant les dérivées partielles par la
multi-indexation

ou®
u® =

B Ok, Qxke
oil a = 1,...,¢ et le multi-indice |p| < n, on note par (x,a™) = (x,u,u®, ..., u™)
les coordonnées locales du fibré des jets J™ d’ordre n. Alors les solutions d’un systéme
régulier de s équations aux dérivées partielles Fj,(x,u,...,u™) =0, k = 1,...,s est
une sous-variété de cet espace des jets :

Sp = {Fk(X, l_l(n)) = 0} cJ"

Rappelons qu'un systéme d’'EDP {F(x, u,...,u™) = 0} est régulier si sa matrice
Jacobienne par rapport aux variables indépendantes est de rang maximal s.

Définition 3.2.1 (Groupe de symétrie) Soit G un groupe de Lie conneze agis-
sant sur une variété M telle que :

—

G:(x,u,..,u") — (X,..,uM) (3.1)
Soit un systeme de s équations aux dérivées partielles :
Fi(x,u,...,u™) =0, k=1,..,s (3.2)

On dit que G est une symétrie pour (3.2) siVk =1,...,s :

—

Fe(x,u,..,u™) =0 = F(X,4,..,u®) =0 (3.3)

Cela signifie que G transforme toute solution du systéme d’équations aux dérivées
partielles en une autre solution de ce systéme. On dit alors que le systéme d’EDP
est invariant par le groupe G.

Un groupe de Lie G est entiérement déterminé par un champ de vecteurs v corres-
pondant aux générateurs inifinitésimaux du groupe. Ces générateurs infitésimaux
appartiennent a l’algébre de Lie G de GG et s’écrivent chacun sous la forme :

~ 0 < 0
=1 a=1



Chacun des champs de vecteurs génére un sous-groupe a un parameétre.
L’action de G se prolonge naturellement sur ’espace des jets J" par prolongement
de ses générateurs infinitésimaux :

q
pr v =v + Z Z o (x,u, ..., u™)

a=1 p

0

(7
ou a

ot la seconde somme porte sur les multi-indices p = (ky,...,k,) avec 1 < k, < p
et 1 < pu < n. La condition pour que G soit une symétrie d’'un systéme régulier
d’équations aux dérivées partielles (3.2) devient Vk =1,..., s :

F,=0 = pi"v.F =0 (3.4)
Exemple 3.2.1 (Symétries de 1’équation de Burgers) Soit [’équation de Burgers :

ou Ou_ Ou
ot " "or Vox?

Les générateurs infinitésimauz associés aux symétries de [’équation de Burgers sont :

(3.5)

— Translation spatiale :

0
Vi = —
Y o
— Translation temporelle :
0
Vo = a

— Projection :

A —xtﬁ+t22+(ay—tu)£
8 or ot ou

— Transformation d’échelle :

0
V4 =2— +2— —u—

ox ot ou

— Transformation galiléenne :

Invariants différentiels : Ce sont des fonctions [ : J" — IR qui sont invariantes
par I'action d’un sous groupe du groupe de symétrie G.

Définition 3.2.2 (Invariants différentiels) Soit G un groupe de Lie détereminé

(n

par le champ de vecteur infinitésimal v. Soit pr'™ v le prolongement de v & lespace

des jets J". Alors une application I : J* — IR est invariante pour G si

pr™ v[I] =0



Exemple 3.2.2 (Les invariants de I’équation de Burgers) Les invariants dif-
férentiels associés a chacune des symétries continues de [’équation de Burgers sont :
— pour la translation spatio-temporelle :

(x,t,u) — (x+cAt+ A\ u)

ot A est le parametre de transformation et ¢ représente la vitesse.
Les invariants sont :

Yy =x — ct, v =u,
— pour la dilatation :
(z,t,u) —  (Az, A%, \u)

Les invariants peuvent s’écrire :

— pour la projection :

x t

(2.t,u) +— (1 — A1 =\t

u(1— Xt) + Az)
Les invariants peuvent se mettre sous la forme :

, v =ut —x,

_.T
y=5

— enfin, pour la transformation galiléenne :
(x,t,u) — (x+ A, t,u+ )
Les invariants sont :

Yy =, V=1uU—

Réduction par symétrie : Les invariants associés a une symétrie permettent de
réduire 'ordre d'une EDP. En particulier lorsqu’il s’agit d’'une EDP & une variable
dépendante u et & deux variables indépendantes (z,t), la réduction par symétrie
permet d’obtenir une équation différentielle ordinaire.

Exemple 3.2.3 (L’équation de Burgers) Le processus de réduction transformant
[’équation de Burgers en une équation différentielle associée a chacune des symétries
est :



— en écrivant les dérivées partielles de w par rapport a x et a t, sous forme des
dérivées de v par rapport a y :

Up = —CUy, Uy = Uy, Ugz = Vyy,

Par substitution dans (3.5), on obtient I’équation différentielle réduite pour la
translation spatio-temporelle :

(v — vy, = vy,
— De la méme maniere, les dérivées partielles en fonction de v et y associées a
la transformation d’échelle sont :
y?
ut\/% = _?Uya Uy = U+ YUy, u:z::z:\/E = 2Uy + YUy,
La substitution dans [’équation de Burgers donne I’ODE réduite :
2

%vvy + yv? = (20, + yvy,)

— Pour la projection, les dérivées partielles se transforment comme :
v
wt® = —(v+y + yuy), gt =14 =%, Usal® = Uy

L’ODE réduite obtenue est semblable a celle obtenue pour la translation spatio-
temporelle :

VU = Dy

— Pour la transformation galiléenne, les dérivées partielles en terme des nouvelles
coordonnées s’écrivent :

T 1

ut:__2+vya ux:¥> umc:Oa

L’ODE déduite pour la transformation galiléenne s’écrit :

Yyuy, +v =0

Solutions auto-similaires Rappelons qu'une symétrie est une transformation
qui agit sur ’ensemble des solutions d’une équation. Mais qu’une solution parti-
culiére n’est en générale pas inchangée lorsqu’elle subit une transformation issue
du groupe de symétrie. Lorsque c’est le cas, la solution est dite autosimilaire pour
la symétrie considérée. Les solutions auto-similaires sont particuliérement impor-
tantes. Elles traduisent notamment le comportement des solutions sur des temps
longs. Par exemple, considérons une famille de solutions autosimilaires. Le rajout



des conditions aux limites peut faire que la symétrie soit brisée® par un élément de
la famille. Cependant 1’évolution de la solution tend vers une solution auto-similaire
lorsque le temps d’intégration est suffisamment long pour que les effets des condi-
tions limites disparaissent. Une autre des importantes caractéristiques des solutions
auto-similaires est qu’elles peuvent se calculer directement a partir de la réduction
par symétrie d’'une EDP.

Exemple 3.2.4 (L’équation de Burgers) Les solutions autosimilaires pour cha-
cune des symétries de l’équation de Burgers s’obtiennent en résolvant les équations
différentielles réduites, puis en effectuant a nouveau la transformation de symétrie
dans les coordonnées d’origine.

— la solution générale pour I’ODE associée a la translation spatio-temporelle est :

Ko(y+K1))
V2u

ou Ky et K; sont des constantes réelles arbitraires.

v(y) = ¢+ KoV2v tan (

En appliquant la transformation de symétrie, on obtient les solutions autosi-
milaires sur le demi-plan {t > 0} :
K()(I —ct + Kl))

V2

— de la méme maniére pour la transformation d’échelle, les solutions de ’ODE
réduite est :

u(zt) = c+ KogV2v tan (

o(y) = By exp—2( / F(ndn + B)

ot f est une solution de [’équation differentielle :

af 1
i 2nf3(n) — 5, (v + n)f*(n)

— la solution générale pour I’ODE réduite associée a la projection et la méme que
pour la translation spatio-temporelle, mais a vitesse nulle :

v(y) = DoV2v tan (%)

ot Do et Dy sont des constantes réelles arbitraires.
On obtient alors les solutions autosimilaires définies sur le demi plan supé-
rieur :

V2

3en effet, une symétrie conserve 'ensemble des solutions S d’une équation. L’ensemble

u(x,t) = 1 x—I—DO\/Etan
t

des solutions de cette équation vérifiant une condition initiale particuliére est, par exemple,
un sous-ensemble de § qui n’est pas nécessairement invariant par symétrie



— De méme pour I’ODE associée a la transformation galiléenne :

ot A est une constante réelle.
Les solutions autosimilaires s’écrivent :

r+ A
t

t>0

u(zw,t) =

3.3 Schémas invariants utilisant les repéres mobiles

Cette section est consacrée a la construction de méthodes numeériques respectant
les symétries de Lie et utilisant la méthode des repéres mobiles. Ce procédé est appelé
invariantisation d’un schéma numérique. Il est introduit et détaillé dans les travaux
de Olver, Kim et al. ([122], [78], [79]). On illustre cette méthode par une application
originale a I’équation de convection-diffusion 1D. Deux schémas numériques sont
invariantisés, puis comparés numériquement avec leur schéma d’origine.

3.3.1 Principe de construction

On rappelle dans cette section les définitions et les résultats nécessaires a la
méthode. Afin de donner une définition formelle d’'un schéma numeérique invariant,
on introduit l’espace produit joint M°" de M :

M ={z=(21,....,2,) € M"|2; #£ z; for i#j}

ot z; = (¢, ..., x) il ... ul) € M.
Définition 3.3.1 (Schéma numérique ) Soit F(z) = 0 une équation aux déri-
vées partielles définie sur une variété M. Soit (N, ®) un couple d’applications sur

Me™ x M°" dans IR x IR". On appelle N une discrétisation de ['équation F(z) =0

d’ordre O(Ax{, ..., AxZ*) associée au maillage ® si
N(z) = O(Azf, ..., Az, ®(z) =0,
des lors que z = ((x},u%),..,(xé,u}),...,(x’f,u?),..,(xg,u?)) appartient au graphe

d’une solution exacte de ’équation F(z) = 0.
Ainsi un schéma numérique est défini par le noyau de la discrétisation N(z) =0 et
par celui du maillage ®(z) = 0.



Dans la suite,on ne considére dans un premier temps que le cas des équations aux
dérivées partielles a une dimension d’espace et de temps (m = 2,1 = 1). On note
alors : z; = (27, t/,w/) e M, j=1,...,n.

Définition 3.3.2 (Schéma numérique invariant) Soit G un groupe de Lie conti-
nue agissant sur une variété M. Soit I une fonction numérique sur M. On dit que
F' est invariante par action de G, ou G-invariante, si :

F(z) = F(g-2) Vg e G

En particulier, en étendant action de G sur M°", on définit un schéma numérique
(N, ®) G-invariant par :

N(z) = N(g-2), ®(z) = O(g - 2), Vge G

On introduit une notion plus faible d’invariance comme définie par Cicogna et al.

(1301) :

Définition 3.3.3 (Schéma numeérique symétrique) Soit G un groupe de symé-
trie agissant sur une variété M. Soit F' une fonction numérique sur M. On dit que
F est symétrique sous l'action de G, ou G-symétrique, si :

F(z)=0 = F(g-2)=0 Vg e d
Comme précédemment, ’extension de ['action de G sur M°®" permet de définir un
schéma numérique (N, ®) G-symétrique par

N(z)=0= N(g-2z) =0, O(z) =0= P(g-2) =0, Vge G

Ainsi, un schéma numérique G-invariant est nécessairement G-symétrique, mais la
réciproque est bien entendue fausse comme on peut le constater dans I’exemple
suivant :

Exemple 3.3.1 (Equation de la chaleur) Considérons l’équation (3.6) :

ou_ o
ot Ox2

La méthode d’Euler explicite sur un maillage régulier et orthogonal en temps et en

(3.6)

espace s’écrit :
N(z) =0, ®(z) =0
ot la discrétisation de [’équation de la chaleur est :

N:M" — IR
n+1_ n
zZ — Uj Uj il %
n+1 n n R 1) n __ ,n
e =ty (@ -2 (e - agy)

n n n
Ujp1 — 2uf + Ui




et le maillage réqulier et orthogonal est donné par les zéros de :

®:M" — IR
Z +—— (¢17 ®27 ®37 @4)

avec !

Oy =7 — 2 0! régularité temporelle,
Py =17, — 17 orthogonalité temporelle,
O3 =l — 227 + 2} 4 régularité spatiale
b, = x}‘“ — orthogonalité spatiale,

Ce schéma est clairement invariant par rapport aux translations spatiale et tempo-
relle. Mais il n’est que symétrique (et non invariant) par rapport a la transformation
d’échelle. La projection et la transformation galiléenne sont des symétries brisées par
la méthode numeérique.

Définition 3.3.4 (Repére mobile) Soit G un groupe de Lie agissant sur une va-
riété M. Alors un repére mobile (a droite) est une application p, de M wvers G,
vérifiant la propriété d’équivariance suivante :

plg-2) = plz)g™  Vged

Les repéres mobiles n’existent que si I'action de G sur M est réguliére et libre. La
démonstration de I'existence est détaillée dans les travaux de Fels et Olver [43]. On
rappelle qu'un groupe agit librement lorsque pour tout couple de points (z,y) € M?,
il existe au plus un élément du groupe g € G tel que g - © = y (plus précisement,
si x et y appartiennent a la méme orbite, alors il existe un unique élément g € G,
sinon, il n’en existe aucun). La régularité de I’action signifie d'une part que pour
tout point x et y de la variété, I'orbite de x est de méme dimension que l’orbite de
y, et d’autre part que 'intersection d’un voisinage arbitrairement petit d’un point
quelconque avec une de ses orbites est connexe.

Remarque 6 Un exemple simple ot il n’existe pas de repére mobile est le suivant :
si on considere sur le tore T = S x S la transformation g, : © — = + «, ol «
est irrationnel. Alors orbite d’un point du tore T est dense dans T. De ce fait,
il n’existe pas de voisinage autour d’un point dont [’intersection avec son orbite
soit connexe. Du coup, il n’existe pas de repére mobile sur le tore T associé a la
translation irrationnelle g,.

On ne considére par la suite que des espaces et des groupes dont I'action est a la
fois libre et réguliére.



Le résultat fondamental de construction des schémas invariants est le théoréme
qui va suivre. Il affirme d’une part qu’il suffit de construire un repére mobile pour
obtenir I'invariance du schéma, et d’autre part qu’un schéma invariant ainsi construit
reste consistant avec 1’équation continue.

Théoréme 3.3.1 (Schémas invariants utilisant les repéres mobiles [78].) Soit
(N, ®) un couple d’applications sur M x M qui défini un schéma numérique
d’ordre de précision O(Az{, ..., Azl pour I’équation aux dérivées partielles F(z) =

0, et G un groupe de symétrie pour cette équation, avec k parameétres réels € =
(€1, ..., ex). Alors le couple d’applications (N, &)) sur M°™ x M®™ construit avec le
repere mobile p : M°" —— G selon

N(z) = N(p(z) -2), ®(z) = ®(p(z) 2z) VYze M

définit un schéma numérique G-invariant d’ordre de précision O(AZY, ..., Azdm)
pour la méme équation auz dérivées partielles F(z) = 0.

La démonstration repose sur la propriété d’équivariance du repére mobile [122]. Pour
toute transformée f(z) = f(p(z) - z) d’une fonction f(z), on a :

flg-z) = f

La méthode actuelle de construction des repéres mobiles repose sur les relations
implicites entre les paramétres du groupe et les sections transverses aux orbites. Ce
procédé de construction correspond a la méthode de normalisation de Cartan [22].
Il s’établit en pratique de la maniére suivante :

1. On écrit les transformées (Zy, ..., Z,,) des variables (z, ..., z,,) sous l’action du
groupe de dimension r et de paramétres de transformation (ey, ..., ¢,) :

21 = 21(81, N AT ,Zm)

Zm = Zm(E1y s Ery 21, eoey Zm)

2. On choisit les r équations de normalisation qui définissent une section trans-
verse aux orbites :



3. On remplace dans ces équations les points (z1,..., z,) par leur transformée
(21, ..., Zm). Cela établit r équations implicites sur les paramétres de transfor-
mation (g1, ...,&,), dépendantes des points (z1, ..., 2,) :

Kl(&fl, N A ) ,Zm) = 0

Kr(gb ey Epy By ey Zm) = 0
La résolution de ces équations donne I’expression des repéres mobiles (¢4, ..., &)

Afin d’illustrer les performances d’une telle approche, on considére I’équation de
convection-diffusion.

3.3.2 L’équation de convection-diffusion 1D

Considérons le modéle de 1’équation de convection-diffusion instationnaire mo-
nodimensionel :

ou  Ou 0u
ou (z,t) représentent les variables d’espace et de temps, u le champ de vitesse, v le
coefficient de diffusion et v une vitesse donnée, supposée constante.
Le groupe de symétrie de 1’équation (3.7) est décrit par les sous-groupes de trans-

formations & un parameétre réel :

G1: (v,tu) — (v +¢e1,t,u) Translation spatiale

Ge: (ztyu) — (z,t + &2, u) Translation temporelle
Gz : (z,t,u) — (z,t,ue) Dilatation

Gy : (,tu) — (x — 2tvey, t, uest(@—v)—tres)) Transformation galiléenne

Gs : (2,tu) — (ze2=s e year @1-e*3) =5 1<)y Dilatation

56(z—vt)2

Ge : (v,t,u) — (—2—,—t—, uy/1 — dtvege 1% ) Transformation projective

1—4tveg ' 1—4tveg’

On ne considére cependant que ’action suivante :

(xtu) — (Z,t 1)

Tr+e t+éeq

56((z+51)—v(t+52))2

B ) ) 1 —4(t T T A(iteg)ve
3 — At + ea)veg’ 1 — A(L + e2)veg uy/1—4(t +er)vege 2%

Cette transformation correspond a ’action des sous-groupes GgG2Gy.



3.3.2.1 Invariantisation du schéma FTCS

Pour illustrer 'approche, montrons la procédure de symétrisation pour un schéma
centré explicite (FTCS) :

ut =" —w t?H_t? (u?,—u? ) +v t?H_t? (u?  —2ul +ul )

(R Lt ' L,

T M T G g e e T
(3.8)

L’action des groupes de translations et de la transformation projective GgG1Go sur
les variables discrétes s’écrit :

n
n n zji te
LTy o Xy = n
1 —4(t] + eg)veg
_ "+ £9
G o— =g
1 — 4(t% + ez)vee
e6 (2] +e1)—v(t] +29))?
n -n __ ,n n - 1—4(t7+eq)veg
ui o U =g \/1 — 4(tj + &9)vege J

Comme expliqué précédement, le choix des sections permet de déterminer les expres-
sions des repéres mobiles. Ces derniéres définissent le schéma invariant. Des argu-
ments d’ordre géométrique permettent de choisir les sections. Notamment pour les
translations spatiale et temporelle, si ’on veut que la transformation de la variable
dépendante discréte u' ne dépende pas de la valeur des variables indépendantes dis-
crétes t7 et x7, mais uniquement du pas de temps A7 = t?“ — 17 et du pas d’espace
Azl = a7, — 27, il est raisonnable de choisir les sections :

7 =0, =0,

En effet, en procédant ainsi, on assure l'invariance par translation spatiale et tem-
porelle de la transformation sur uj, et du coup, on garantit aussi cette invariance
pour tout le schéma.

On continuera a évoquer cet argument pour déterminer les repéres mobiles associés
aux translations des variables indépendantes.

En partant d'un maillage régulier et orthogonal comme décrit dans I'exemple (3.3.1),
et en considérant les repéres mobiles :

E9 = —t;-l,

n
&1 = _xja

on obtient alors la transformation du pas d’espace et du pas de temps :

_ At
A7 == A A e —
v x’ t 1 — 4vegAt’

o Ar = Az} et At = At} pour tout j et n. Pour ce qui est de w7, on désire
minimiser les oscillations qui sont provoquées par des effets purement numérique.



Une oscillation au voisinage d’un point correspond localement a une zone a forte
courbure. La courbure en un point étant définie par sa dérivée seconde, c’est celle-ci
qui doit étre minimisée. On choisit alors la section :

—n -n —n o
On obtient alors les expressions des repéres mobiles en exprimant dans chacune des
équations des sections les variables transformées en fonction de €y, 5 et gq4 :

n n
L e

|
Ax? ( 2um )

J

Le schéma FTCS devient alors aprés transformation :

561/2At2 A
n+l elmivats n vAt n _.n —egAz?
1 V1 —4vAteg (4 2(1 — dvAteg)Ax (U1 = uja)e
Atlj n n —& IQ n
+ ((wfpy +uf_y)e PO 2“3’)) (3.9)

(1 — dvAteg) Az?

Le schéma symétrisé obtenu conserve le caractére explicite du schéma classique a
partir duquel il a été construit.

3.3.2.2 Reésultats numériques

On regarde le comportement de la solution de ’équation de convection-diffusion
sur un domaine suffisamment grand, et ayant comme condition initiale :

—102% +10 =iz <1,
() = { ’ el < (3.10)

0 sinon

Classiquement le schéma explicite centré est conditionnellement stable, & la condition
CFL < Rieh, ou CFL = % et Rey = % La Fig 3.1 (a), rapporte le résultat de la
solution numérique du schéma explicite centré pour CFL = 0.4 et Rej, = 10. On se
trouve ainsi placé dans un cas ou la condition de stabilité n’est pas vérifiée ; comme
on pouvait s’y attendre, ce schéma est instable. Alors que dans les mémes conditions,
le schéma symétrisé (Fig 3.1 (b)) ne présente pas d’instabilités.

3.3.2.3 Invariantisation du schéma décentré upwind

Une technique classique pour rendre plus stable un schéma explicite centré est
de décentrer le terme de convection. On obtient ainsi un schéma décentré (upwind) :

vAL vAt
urtt = uj — A—x(u? —uj )+ A—:UQ(U?“ —2uj +uj )
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FIG. 3.1 — Equation de convection-diffusion 1D. Comportement des solutions numé-
riques. T =2 sec. v =103, v =1, h=10"2, CFL = 0.4.

Il est reconnu comme plus stable mais présente aussi de la diffusion numérique. De
plus, il est d’ordre inférieur (ordre 1) par rapport au schéma FTCS (ordre 2). La
procédure d’invariantisation transforme ce schéma :

561/2At2

un+1 ﬂ (Un — vAt (un — 6—6§A:1:2)
N N A A (R VR P
Atv . N e Ag? .
U= vAteg) A (W + uj_y)e 0% — 2u7)) (3.11)



ou l'on a pris de facon identique au schéma centré, les repéres mobiles :

1 wivg +uy g
1 7+ 7
Ax? n( 2um

J

n
&1 = _xja

),

n
62:—tj, €6 —

3.3.2.4 Reésultats numériques

La Fig. 3.2 illustre la comparaison entre le schéma upwind et sa version inva-
riante pour différentes valeurs du Reynolds de maille Rej,. On constate que le schéma,
classique diffuse de plus en plus, & mesure que le Rey, croit. Alors que le schéma sy-
métrisé reste toujours trés proche de la solution exacte. Sa solution laisse néanmoins
apparaitre quelques légéres oscillations lorsque Re;, augmente. La Fig. 3.3 montre,
en fonction de la taille du maillage, 'erreur L? par rapport a la solution exacte du
schéma upwind et du schéma upwind invariant : les courbes d’erreurs croient de fa-
con identique, alors que le schéma invariant se montre naturellement plus précis. En
d’autres termes, le schéma symétrisé est a la fois plus stable que le schéma centré et
plus robuste que le schéma upwind (car pour une méme précision, le schéma upwind
peut nécessiter un maillage 5 fois plus fin). Un pont faible a cette maniére de pro-
céder est qu’elle ne garantit aucunement la conservation des propriétés numériques
du schéma d’origine : si I’on s’attend a ce qu’il y ait un gain de performances grace
a la symeétrisation, il est aussi possible que ’on détruise des propriétés numériques!
En particulier, le théoréme de construction 3.3.1 ne précise pas 'ordre du schéma
invariant obtenu. La méthode de normalisation de Cartan ne permet pas de contro-
ler ce paramétre. Ainsi, puisque la construction des schémas invariants n’est pour le
moment établi qu’a travers des considérations géométriques, il apparait naturel d’y
ajouter des contraintes purement numériques. C’est ’objet de la section suivante.

3.4 Construction des schémas invariants

Dans la présente section, on expose notre contribution au développement de
la méthode d’invariantisation. On rappelle qu’un des inconvénients de la méthode
d’invariantisation réside dans le choix du repére mobile. Ce choix conditionne en-
tierement les qualités numériques du schéma. Il est effectué actuellement de facon
ad hoc pour chaque probléme. Une partie de mes travaux consiste a établir une
procédure de construction des schémas invariants utilisant les repéres mobiles, qui
soit, systématique. Cette méthode originale doit étre générique; c’est-a-dire qu’elle
ne doit pas dépendre du probléme considéré, tout en garantissant des performances
numériques au moins similaires a celles des schémas classiques. Comme exemples
d’application, on traite I’équation de Burgers 1D et 2D pour les raisons évoquées
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FiG. 3.2 — Equation de convection-diffusion 1D. Comparaison des schémas upwind et
upwind invariant. T=6. v =1.107°, v = 1, CFL= 1/2.

en introduction du chapitre. Une partie des résultats obtenus a été publiée dans un
travail collaboratif mené par D. Razafindralandy et A. Hamdouni [131].

3.4.1 Principe de construction

Le développement que ’on propose a la méthode d’'invariantisation est d’ajou-
ter, lors de la détermination des repéres mobiles, une contrainte numérique : a savoir
I’ordre de précision du schéma. Le principe de construction peut se formaliser algo-
rithmiquement de la maniére suivante :

1. On suppose que l'on a un schéma numeérique (N, ®) dépendant de p variables
indépendantes (z1, ..., z,) et ¢ variables dépendantes (uy, ..., u,); on note l’en-
semble de ces variables (x1, ..., T, u1, ..., uy) = (21, ..., 2m), avec p+¢ =m. On
écrit les transformées (2, ..., Z,,) des ces variables sous I’action du groupe de
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FiG. 3.3 — Equation de convection-diffusion 1D. Erreur L? des schémas upwind et
upwind invariant. T=6. v = 1.107°, v =1, CFL=1/2.

dimension r et de paramétres de transformation (ey,...,¢,) :

21 = 21(81, ey Epy 21, ,Zm)

Zm = Zm(E1, €y 21, oy Zm)

2. On détermine les paramétres de transformation de sorte a ce que les (eq, ..., ;)

vérifient la propriété d’équivariance, et qu’ils deviennent donc des repéres mo-
biles. Pour cela, on leur suppose une forme algébrique dimensionnellement
cohérente, et qui dépende des variables dépendantes :

s

Vi=1,..,r &= Z as,(xs,) % (ug)) =, a,, €R, ks, l, €7,

Si
On obtient alors une famille de r repéres mobiles dont les éléments dépendent
chacun de S coefficients a,,. Le nombre S est égal au nombre de variables
discrétes que l'on veut inclure dans la discrétisation de (N, ®). La propriété
d’équivariance porte sur les coefficients as;.

3. On écrit ensuite le schéma transformé par le groupe a r paramétres :

N, . im) = 0
(%1, . Fm) = 0



Il s’écrit dans le repére d’origine en fonction des paramétres de transformation

(61, ...,€r) :

N(él, vy Epy Ry ey Zm) =0

é(al, ey Epy By ey Zm) =

I est invariant lorsque ’on exprime les ¢; en fonction des coefficients as,.

4. On détermine alors les a,, de sorte a ce que le schéma invariant soit d’un ordre
de précision donnée, grace a un développement de Taylor.

On détaille les étapes de cet algorithme sur un schéma explicite centré en espace
associé a I’équation de Burgers 1D. On étend ensuite les calculs au cas bidimension-
nel.

3.4.2 L’équation de Burgers 1D

Considérons 1'équation de Burgers 1D :

ou ou 0*u

Les symétries de cette équation sont les transformations & 1-paramétre réel suivant :

— Translation spatiale :
Gi: (z,tu) — (z+eq,t,u)

— Translation temporelle :
Ga: (z,tu) — (z,t + e9,u)

— Projection :
Gs: (ztu) — (2 L u(l — est) + e37)

l1—egt?’1—egt’?

— Transformation d’échelle :
Gy : (z,tu) — (we®, te4 ue™4)

— Transformation galiléenne :
Gs : (z,tu) — (z +est, t,u+e5)

La plupart des méthodes d’intégration classiques préservent les translations spa-
tiale et temporelle, ainsi que la transformation d’échelle. Ce sont généralement la
projection et la transformation galiléenne qui sont brisées.



On s’inspire de la méthode de normalisation pour déterminer les sections transverses
associées aux reperes mobiles temporel et spatial €, et £5. Le choix de la section trans-
verse se justifie, comme pour 'exemple de I’équation de convection-diffusion, par le
fait de n’avoir & manipuler que les pas d’espace et de temps (h = Az, k = At), et non
les valeurs des variables de temps et d’espace (x;””, t?) Pour expliciter les expressions
des repéres mobiles associés a la projection et a la transformation galiléenne €3 et €5,
on considére une forme algébrique générale donnée par la propriété d’équivariance,

puis on applique des contraintes numériques.

Considérons la transformation G = G3GsG2G1, dépendante des paramétres €1, €9, €3
et €5, dont les transformées s’expriment par :

(x +e1) +e5(t + &2)

= 3.13
1 —63(t+82) ( )
- t+ &9
t = ——m— 3.14
1 —€3(t+62) ( )
et
u = u(l—e3(t+e))+ (x+e1)es+es (3.15)

Remarque 7 Cette transformation prend en compte toutes les symétries de [’équa-
tion de Burgers, exceptée la dilatation. On peut vérifier que ces transformations
commutent.

Considérons les points d’un stencil :
C = (C;Hrla C]n> ]nJrla C;Ll)
tels que :
C;'Prl = (x?Jrl?t?Jrl)? Cjn = (x?>t§b)> ]7'1+1 = (x?Jrl?t?Jrl)? C;:l = (xg'lfla t?A),

La transformée de ¢ sous 'action de g € G est notée ¢g- ¢ = (.
Afin de n’avoir que des opérations sur les pas de temps et d’espace plutot que sur
les valeurs des coordonnées, on considére les sections transverses :

=N o n __

z; =0, t; =0,
Les expressions des repéres mobiles* associés aux translations spatiale et temporelle
sont :

o n
g 82__tj7

de sorte que les variables discrétes transformées ((7') sont exprimées en fonction du
) n__ ,n __ n n __ 4n+l _ gn .,
pas d’espace h} = a7, — x7_; et du pas de temps k} = {] o

suivant la procédure de normalisation de Cartan, le choix des sections transverses

permet de calculer les repéres mobiles



+1 +1 +1
CfnJrl _ ((:v}‘ —al)tes(t] T —t7) ¢l gn )
J 1—e ()t —t7) T l—ea(ty T —tm)
n _

G = (0.0)

cn — ( (@fp—ep)tes(tf, —t7) .t} )
1 T-es(th,,—1)) 0 T—es(ty,  —t7)
n _ (($?,1—$?)+€5@?,1—¢?) t?,l—f? )
j—1 1—es(t]_,—t7}) P 1-es(ty_,—t})

3.4.2.1 Transformation du maillage.

Prenons comme maillage initial un maillage régulier et orthogonal :

n+l . n __
o r; =0
n n n
n n
0

n+1 n n—1
ot 447

Les variables d’espace sont indépendantes du temps, et réciproquement, les variables
de temps ne dépendent pas de I’espace. Notons le pas d’espace constant h = 11 —x;,
Vj et le pas de temps constant k = t"T! — ", Vn associés au maillage d’origine. Le
maillage transformé sous ’action de g dépend des paramétres de symétrisation e3
et €.

Il reste régulier en espace :

=n =n = _
i, -2 +7; =0

On note le pas d’espace transformé par h" = T, — 7. Pour tout n fixé, on a h = h.
Les couches temporelles restent plates comme pour le maillage original :

m n o __
ja1—t; =0

Mais le pas de temps 7' = t"*' — " est modifié :

k
J 1-—€3k

n+1

Cette transformation induit une translation 6;? = 7]

— 7 de I’axe spatial a chaque
incrément de temps :

= £
51-—€3k



n+1 h

Xja4  Xj Xj+1

FI1G. 3.4 — Equation de Burgers 1D. Translation spatiale du maillage.

Construction des repéres mobiles: Onnote z = (2!, ¢! ul,) € {(}, 27,20, ..)}
un point de M°" et les applications p,  : M°" — G, ou le parameétre 1 est associé
a la projection et le paramétre \ est associé a la transformation galiléenne :

pur(z) -z = Z
<(xin+el) + At + &) th +eo
L—p(t, +e2)  "1—n(t, +e)

,ufn(l — ,u(tfn +e9)) + (:Efn +e)pu+ )\)

avec €1 = —x;? et 9 = —t;?.
La condition d’équivariance pour p, » est :

pup(2) -z = pun(2) - 2 (3.16)

Appliqué a g3 et €5, le membre de gauche de (3.16) s’écrit sur les points du stencil

considéré :
p€3765(2?) ’ Zgn = (0 0, u + 55)
"t ek k
+1 n+1 _ J J n+1 +1
Peses (2 77) - 2] = " ’1—53k’uj (1 —esk) + ez(af x?)+65)
Peses (Z;'lil) : Z;L = <h> 0, u?¢1 + e3h + 55)

et pour le membre de droite :

Peses(Z0) - 20 = (0,0,u) + (A +&5))
ey g = (EORER &
(1 +&3)k 11— (u+ &)k
w1 — (i + &)k) + (u+ &) (@ —al) + (A + &)
Peacs(Zjan) 7 = (B, 0,ujsy £ (n+ &)k + (A + 55))

De sorte que la condition d’équivariance (3.16) est équivalente a :

€3 = &3 — W, €y 265—)\, (317)



Afin de déterminer une famille de repéres mobiles permettant de rendre invariant le
schéma numérique, on suppose une forme générale pour 'expression de e3.

Comme [g3] = 57!

, on doit choisir une combinaison des variables discrétes qui soit
dimensionnellement cohérente. Si ’on veut garder le caractére explicite du schéma
numeérique, il ne doit pas y avoir de terme comportant «"™!. D’autre part, pour
garder le degré du terme convectif, le paramétre de symétrisation doit étre au plus
de degré un. Enfin, la construction du repére mobile €3 nécessite qu’il n’y ait pas de
terme isolé en h ou en k seuls. Supposons la forme algébrique :

aui,y +buf + cui_y

€3 = A ab,c € R (3.18)

Des arguments similaires pour 5 (de dimension m.s™!) permettent de supposer la

forme générale suivante :
g5 = duj,, +eul + fuj_, de,f € R (3.19)

Les conditions sur a,b,c et d, e, f telles que (3.18) et (3.19) deviennent des repéres
mobiles, et vérifient alors (3.17) sont :

c—a=1, a+b+c=0, d—f=0, d+e+ f=-1, (3.20)

Remarque 8 La détermination des expressions de la famille des repéres mobiles
associés a l'action d’un groupe donné est, évidemment, indépendante du schéma
nuMErique considere.

3.4.2.2 Invariantisation du schéma FTCS.

On part du schéma explicite centré en espace (FTCS) :
n+1
o " un(“?H —u y“?+1 —2uf Ui,

?—1) _
k / 2h h?

Construisons un schéma invariant pour la transformation :

u = U(l — 83(t -+ 82)) + (Z‘ -+ 61)83 -+ €5 (321)

Sur les variables discrétes, cela correspond & :

@ = WL = (T = 10) + ey (2T — 2 + e
uy = uj+es
upy = ufpg(l—es(thy — 7)) +eslafy — o) +es

@y o= ul g (L—ey(thy — 1) +es(at | —a?) +es



Dans les coordonnées du maillage transformé dont les points associés au stencil du
‘ . (/D non n ‘ A QAT -
schéma FTCS sont : ( = (Cj ,C7 CRyys CF ), e schéma transformé s’écrit

n+l _ =n =no o =n

j i n N S L i
T E
Ce qui donne dans le maillage d’origine :
(1 —e3k) +ez(at — a) —u? u, —u”
J i J J ](1—63]{3) + (U?+€5)(%hj1+63)
ul = 2ut +ul

y—2H T L —0(3.22)

avec x?“ —af = 0 car le maillage est orthogonal. Le théoréme fondamental 3.3.1

garantit que si €3 et €5 sont des applications équivariantes pour les actions (3.13),
(3.14) et (3.15) alors le schéma transformé (3.22) est un schéma invariant. On expli-
cite dans la suite les expressions de €3 et 5 afin de rendre le schéma invariant précis
a ordre O(k, h?).

Ordre de précision. Un résultat fondamental de la méthode garantit que le pro-
cessus d’invariantisation préserve la consistance [79]. Cependant l'ordre de consis-
tance peut varier.

Considérons le terme temporel T}, le terme convectif T, et le terme diffusif T} :

nt+l _ u”

u  —ul
E: J p J, TCZU?< J+12h 7 1)7 Td:V

la condition de consistance du schéma invariant est :

L ) o) 0?
T,+T.—T, = a—?:+ua—;b—va—£+0(kp>hq) p,q >0

ou T;, T, et T; sont les termes transformés invariants temporel, convectif et de

n n n
Uiy — 2uj +uj

h? ’

diffusion :
7= L MRy | PSR ) )
n o bul o+ cul
(1 B CLU]+1 ZJ CU] lk)
T. = (uj+dujy, +eul + ful ) (U?Jrlz_hu?l Wn * bZ? i Cu?fl)

n . n n
7o Vuj+1 2uf +uj_4

avec les coefficients a,b, ¢, d, e et f satisfaisant la condition d’équivariance (3.20).

Le développement de Taylor donne :

ou ou J*u h 0°u dzx Ou 9
v— —(a+c¢)zu—+ g(% +...) + O(k,h%)

Li+Te—Ta = EjLu%_ or? 2 0%z



Afin de conserver le méme degré de précision, il est nécessaire d’avoir :
a+c = 0

Cependant, aucune contrainte n’apparait sur les coefficients (d, e, f) de €5 ; en effet,
£5 apparait seulement dans le terme convectif. Or le développement de Taylor de 7,
indique que :

7. = O(h?)

Ce qui signifie que le terme convectif symétrisé est identiquement nul, et ainsi que
I'information est convectée par le terme temporel qui agit de facon analogue a une
dérivée temporelle lagrangienne.

Le repére mobile associé a la projection est donc déterminé de facon unique :

n _am
e By

2h

3 =
L’expression €5 est arbitraire.
Remarque 9 La section transverse associée a €3 est :

—n —n o

Le schéma invariant obtenu a partir du schéma classique FTCS s’écrit donc dans le
maillage régulier et orthogonal d’origine :

w1 — e3k) + es(af ™ —a) —ul

0 = -2 k 4 (1 — e3k) (3.23)
u’ fo— 2wl
u Toes ( +1 +63) ]+1 h; j—1
“?+1 U1
= — 3.24
€3 oh (3.24)
g5 = dul +eul + fu; d,e, f arbitraires (3.25)

Remarque 10 Le paramétre de symétrisation associé a la transformation gali-
léenne €5 est arbitraire lorsque le schéma numérique est exprimé dans le maillage
d’origine, régulier et orthogonal. Ce n’est plus le cas si le maillage d’origine n’est plus
orthogonal, ni lorsque la solution numérique est exprimée dans le repére de référence
obtenu apres transformation.

3.4.2.3 Reésultats numériques

On illustre les performances de cette approche par des tests significatifs. On
montre dans quelle mesure un schéma invariant respecte le principe fondamental



d’invariance galiléenne. On retrouvera ce test dans la derniére section du présent
chapitre, lorsque 'on évoquera la consistance en symétrie des schémas. Puis on
regarde comment un schéma invariant arrive a capturer les chocs dans le cas d'une
trés faible viscosité. Enfin, on compare 'approche de symétrisation utilisant les
repéres mobiles avec celle de semi-invariance introduite par Shokin.

Pseudo-choc. Une des particularités de I’équation de Burgers est qu’elle pro-
duit et/ou absorbe les chocs. Les méthodes classiques présentent des oscillations
parasites non physiques autour de la zone de fort gradient. On considére alors le
méme probléme que précédement, dont les conditions de bord et la condition ini-
tiale est donnée par la solution exacte :

sinh(5)

cosh(Z£) + exp(—4)

Uexact (-Tat) -

Le domaine spatial correspond a lintervalle [—1;1]. L’intervalle de temps est [1;2].
Le pas d’espace est égal au pas de temps Az = At = 5.1072; la viscosité est prise
assez faible v = 75.107°. Ainsi, le Reynolds de maille est porté & Re, = (£)107, et
le CFL vaut 1.

On présente le comportement d’'un schéma invariant construit a partir du schéma
FTCS . On le compare avec le schéma classique implicite de Crank-Nicolson. Dans
la Fig. 3.5, on peut observer le bon comportement du schéma invariant. Méme si
une légere dissipation apparait au voisinage du choc, sa solution numérique reste
proche de la solution exacte. Le gain du processus de symétrisation dans ce cas est
d’améliorer la qualité d’un schéma en lui conférant les propriétés d’invariance, tout
en conservant le caractére explicite de la méthode.

Invariance galiléenne. Le principe d’invariance galiléenne énonce que le com-
portement d’un systéme doit étre le méme quelque soit le repére a partir duquel il
est observé®. On regarde dans quelle mesure les schémas invariants respectent ce
principe.

On considére un probléme dont la condition initiale et les conditions aux limites
sont données par la solution exacte suivante :

sinh(5)

cosh(£) + exp(—ﬁ)’

uexact(x>t) - Q= [071]7 t > Oa

Pour effectuer la translation galiléenne, on ajoute a chaque instant au repére une
vitesse constante \. Dans le repére d’origine, le pas d’espace est Az = 2.1072. Le

pas de temps est calculé de sorte a conserver un CF'L = 1/2. La viscosité est prise
a v =>5.1073 Les Fig. 3.6 (a), 3.6 (b) et 3.6 (c) représentent les profils des solutions



Crahk—NicoI_son —
Invariant  =sssss
EXact =s=====

-15 L

-1 -0.5

(a) Comportement au voisinage d’un choc

FiG. 3.5 — Equation de Burgers 1D. Solution exacte, schéma classique implicite de
Crank-Nicolson, et schéma explicite invariant. Sur le domaine spatial [—1; 1] pour
un intervalle de temps égal a [1;2]. Az = At =5.107% et v = 75.107°.

numériques des schémas FTCS, Lax-Wendroff et Crank-Nicolson invariantisés. On
constate que le profil du schéma FTCS symeétrisé varie trés faiblement : une dis-
sipation numérique apparait toutefois avec la vitesse d’entrainement ; elle a pour
effet de lisser la courbe au voisinage du choc. La solution ne transporte cependant
aucune oscillation parasite, méme lorsque A = 3. Rappelons que le schéma classique
FTCS est complétement dégradé pour A = 1. Le schéma symétrisé de Lax-Wendroff
ne reproduit pas aussi fidélement la solution exacte que le schéma classique, méme
lorsque la vitesse d’entrainement est nulle. Cependant, la solution reste identique
pour toutes les valeurs de A testées. Il en est de méme pour le schéma de Crank-
Nicolson symeétrisé : la solution montre un comportement indépendant du facteur
d’entrainement.

Comparaison avec un schéma semi-invariant. On compare la méthode
d’invariantisation et la méthode de semi-invariantisation développée par Y. Shokin
[142|, et appliquée a I’équation de Burgers par E. Hoarau [58]. Un bref apercu de la
méthode est rappelé en Annexe (B).

Le schéma semi-invariant, comme il a été proposé par E. Hoarau [58], prend la forme

Spourvu que les différents repéres ne différent que d’une translation rectiligne uniforme
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(¢) Schéma Crank-Nicolson invariant (d) Solution exacte

F1G. 3.6 — Equation de Burgers 1D. Profils des solutions numériques et de la solution
exacte pour différentes vitesses d’entrainement A = 0, A = 1, A = 2 et A\ = 3.
Az =21072%. v =5.10"3. CFL=1/2 référentiel d’origine.

suivante :

uttt — 1 1 v At vAt V2AL
0 = =———r+ _—A—v—B—-Cu? D, —-D — - —
At A T VAR it g agr (Dr = Do) 4 o s B = o
ol on a poseé :
_ 1 u?+22 2u?+12 2uf,® 1wy’

12 2 3 2 3 2 12 2



et :

n
i—1

1 4 5 4 1
B = _ﬁ“?w + g“?ﬂ - 5“? - g“?—l - ﬁ“?—za C= Qﬁé(“?ﬂ —uy) — Q?,%(U? —u
1 1
D, = QUZF%(UZQ —uly —ul +uly), Dy = 5u;"‘_%(u?+1 =l Ul ),

1
E = §(u?+2 - 2“?+1 +2u | — U?—2)7

et (2" est pris comme une discrétisation de :

1 At

=zl 0

et en prenant C' = —0.01¢(tu — z)*(u,)%

Le choix de la constante C', et par suite de {2, confére au schéma ses qualités nu-
mériques. On obtient au final le schéma semi-invariant d’ordre 1 en temps et 2 en
espace.

On considére les conditions limites données par la solution exacte suivante :

r—2t
t+0.1
42, Q=1[0:20], te[0.1;5.2,
1+ 02y/E+ 0T exp (2225)

Uexact (I‘,t) -

Les résultats sont présentés sur la Fig. 3.7. Bien que les solutions montrent un
comportement globalement comparable, on observe un léger gain de précision venant
du schéma complétement invariant ; notamment, la courbe suit plus fidélement celle
de la solution exacte au voisinage des zones a fort gradient.

3.4.3 L’équation de Burgers 2D

Dans cette sous-section, on présente a nouveau en détails la construction d’un
schéma invariant utilisant les repéres mobiles dans le cas 2D.
On traite le systéme :

U+ Uty + VU, = V(U + Uyy) (3.26)
U Fuvy, F vy = V(U + Uyy) (3.27)

Les symétries sont :

— Translation temporelle

T, : (t,x,Yuw) — (t +71,2,9,u,v)

),

_ n n n n n
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(a) Schéma classique d’ordre 2
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(b) Schéma classique d’ordre 4

F1G. 3.7 — Equation de Burgers 1D. Profils des solutions numériques et de la solution
exacte pour une solution réguliére de I’équation de Burgers. Ax = 5.1072, At =
4.1073 et v = 5.1072. Le temps d’intégration est compris dans [0.1;5.2].

— Translations spatiale :
selon x :

So, & (txu) — (t,x + 01, u)



selon vy :
Saz : (tay7v) — (t> Yy + 02, U)

— Rotation
R, : (z,y,u,v) — (z cos p—ysin p, x sin p+y cos p, u cos p—v sin p, usin p+v cos p)

— Dilatation

26

Ds : (t,x,y,uv) — (te®, ze’, ye’, ue™, ve™)

— Transformations galiléenne :
selon x :
G, : (tru) — (t,x +nt,u+n)

selon vy :
G’Yz : (t7ya/0) — (ta Yy + P)/Qta v+ 72)

— Transformation projective :

t T Y
1—te’l—te’1—te’

P. : (t,x,yuv) — ( u(l —et) + ex,v(1 — et) + ey)

On ne prend en compte que les translations, la projection et les transformations
galiléennes. La dilatation et la rotation ne sont pas retenues pour la procédure
d’invariantisation. Les variables indépendantes se transforment comme suit :

i} t+7 __(@to)+nlt+7)

t—t

_ _ WHo)+7t+T)
= T = , — = ,
1—e(t+7) 1—e(t+71) l—e(t+7)

et les variables dépendantes par :
ur—u=u(l—c(t+7)+e(x+o1)+m, v—ov=v(l—c(t+7))+e(y+o2)+ 7,

ou (t,z,y,u,v) sont les transformées par l'action de P.G., G,,S,,S,,T-.

3.4.3.1 Transformation du maillage

On considére un maillage régulier et orthogonal dans les deux directions d’espace
et de temps :

n n
tivi; —ti; =0
n n
ij+1— ti; =0

n+1 n __
r,  —x; =0

n n n —
n+1 n __
v =y =0

Y — 2y Yy, =0



De facon a ne travailler qu’avec les pas d’espace Ax et Ay et le pas de temps At,
on prend les repéres mobiles :

T =t oy = —ay, o9 = —yj, (3.28)

De sorte que le maillage reste régulier dans les deux directions de I’espace, mais ne
le soit pas dans la direction du temps. De plus, 'orthogonalité est brisée.

At

At = ——
1 —eAt’

AZ" = Az", Ag" = Ay", (3.29)

. R . - B n n
Construction des repéres mobiles Onnote z = (t,7,y,u,v) et 27", = (t", 27, ¥}, ui;, v7;),

ot ui; = u(t", x,y7) et vf'; = v(t", 2}, y}). Alors pour une application p : M*" — G
telle que :
(r)oe = (AP @)=t oyt =)
PR 1—c(t—t")  1-=c(t—tn)  1-—e(t—tv)
u(l —e(t —t") +e(x —af) + 7,01 —e(t —t")) + ey — 7)) +72)

la condition d’équivariance s’écrit :

p(z) -z = p(z)-2

Regardons a quoi elle correspond sur les points z = (szl,sz,z?ﬂJ,zﬁjﬂ) du stencil

associé a la discrétisation du systéme :
on a d’une part :

p(ziy) 2y = (0,0,0,u8; + 71,075 +72)

(ot = (AL m el AL g g A
PG = = T oAy 1—eAt ’ 1—eAt '

uf (L — eAt) +e(aft — af) + v, 0 (1 — eAt) +e(yf ™ —y)) +72)

p(2) 2y = (O, +AZ, 0, uy ; F eAx + 71,0, 5 + ")/2)
et comme :

zl = (0,0,0,ul;+ A, v + Aa)
i At 2 gt A YT =yt MAE
YA = ( s , ,

I 1 — pAt 1 — pAt 1 — pAt

wpf (L= A+ p(af T = )+ Aol (L= A+ u(yy T = y]) 4 )

E?il,j = (0, +Ax,0, u?ﬂ,j + pAzx + A, v?iu + /\2)

Zije1 = (0’ 0, £AY, ui; g + A1, 07 £ pAy + )\2)



On a alors pour le membre de droite de la condition d’équivariance :

p(z) -z

P(Z5) * Zisr

P(Z5) 2

- (07 07 07 ZL:J + ’717 1_);7:3 + 5/2)
= (0,0,0,u}’; + A\ + 71,0 + A2 + 72)

= At 2t a4 (O A)AE YT =+ (e + M) At
M= (B A 1— (64 p)At ’ 1— (64 p)At ’
wif (L= (E+ p)At) + (2 4+ p) (27 = 2) + (A + ),
v (1= (B A + (E+ )y = yf) + (F2 + A2))

= (0,£AZ,0,ufy, ; £ EAT 4+ 51,0 ; + 72)
= (0, +Ax, 0, u?il,j + (& + p)Ar + (A + 1), vznil,j + (A2 + 72))

= (0,0, £A7, 0 51 + 71,07 41 T EAY + 72)
= (0,0, Ay, uf iy + (M 4+ 7), 001 £ (E+ ) Ay + (A2 + 32))

La condition d’équivariance s’écrit donc :

=&— W, 1= —/\1, V2 272—)\27 (3-30)

En supposant une forme algébrique des paramétres de symétrisation :

1

n n n n n n

Ar (awuiy; + acui; + apuly, j + bwvl, ; +bovl; + bevly, ;)

1

n n n n n n

+—Ay (asui;_y + acui; +anuiy, ; +bsv};_y 4+ bovil; +bnvil,,)

n n n n n n

(ewuiy; + couly + cpufyy; + dwoilyj + dovi; + dpvly )

n n n n n n
+(CSUZ~J_1 + Ccui’j + CNui_’_Lj + dsvi,j—l + dC'UZ‘J + dN/Ui,j-}—l)

(ewui s +ecul; +epui iy + fwviy; + fovl; + fevlie)

n n n n n n
+(esuily_y + ecuil; + enuiyy j + fsvi_y + fevi; + fnvii)



et en écrivant leur transformé :

1

= _ Ar [aw(u;l_u — pAT 4 Ay) + ac(ui; + M) + ap(uiy, ; + pAz 4+ Ay)

+bW( U, 1,7 + )‘2) + bC/U + )\2) (bE(’UZn-FLj + )\2)]

1
N [GS(UZ];1 + A1) +ac(ui; + A1) + an(ugy, ;+ A1)

Ay

Fbs (v}, — pAY + o) + b (0] + X)) + by (V)41 + Ay + Ao)]

Moo= [CW(U?AJ — pAz + A1) +co(uf; + M)+ ep(uiyy j + pdz + )
+dw(’l)?_17j + )\2) + dc(’U + )\2) + dE(’UZZ_H J + )\2)]
+[es(ufl iy 4+ M) 4 co(ul; + M) + en(ufy; + M)
+ds( ’L] 1 MAy—i_A?) +dC( i 2) +dN( i,j+1 +MAy+)\2)]
Yo = lew(uly; — pAx+ X)) + ec(uf; + A1) + ep(uly ; + pAz + Xp)

Ffw (0 + Xa) + fo (vl 4+ Aa) + fr(vfiy; + A2)]
+[65’(U§fj 1 + )\1) + €c(u”» + /\1) -+ €N(u?+1j —+ )\1)

s (0 = ply + Xo) + fo (o] + Xo) + [n (0] + pdy + X))

On obtient les relations que doivent vérifier les coefficients de € pour rendre cet

élément équivariant :

ag —aw +by —bg = -1
agp +ac+aw +ay+ac+as = 0
bg +bo +bw +by +bc+bs = 0

De méme, les coefficients de 7, doivent vérifier :

Cp — Cw =
dy —dsg = 0
cetcoctew+eny+tecot+es = —1

dg +de+dw +dy +de+ds = 0

Les coefficients de vy doivent vérifier :

Cp —ew = 0
fN_fS =
ep+ec+tewteny+eo+eg = 0

fet+fetfw+In+tfot+fs = —1

(3.31)
(3.32)
(3.33)



3.4.3.2 Invariantisation du schéma FTCS

On considére une discrétisation Euler explicite :

n+l _ n n _an n —qn
Yij —Yig u@,(“m,j “z‘—l,j) i Un'(ui,ﬂ—l “i,j—l)
k & 2h, i 2h,
n n n n n n
_ V(“m,j = 2wyt ug — 2ug “m'fl) (3.42)
N h2 h2 ‘
x Y
n+1 n n n n n
ij Vi n (Yit1 — Yic1j n (Yig+1 — Vij1
0 g ( ) + vl ()
k : 2h, : 2h,
n n n n n n
(“z‘+1,j — 207 F Ui Uiy — 200+ Ui,j—l) (3.43)
N h2 h2 ‘
xr Y

Les équations aux différences se transforment par 'action de g, et s’écrivent dans le
repere d’origine :

" " " 1 —eAt
(ui’jl(l — €At) + 5(1' 1 X ) — UZJ)T
n Uty — Uiy j n Uit — Usj g
—i—(um- -+ 71)(# + 6) -+ (Um- —+ ”)/2)( J 2Ay J ) (3.44)
_ y(“?ﬂ,g‘ —2ug; Uiy N uilj — 2ui; + “?,j—l)
Ax? Ay?
" " 1 —eAt
(Wi (1 = eAt) + (™™ —y") —vl)—x—
n (o 15 — Vit n Ui — Vijq
uhy ) (g Ry ) + (o e) (R ) (3.45)
_ (“?ﬂ,j —2vi Uty Vi T 2V UZj—l)
Ax? Ay?

I suffit a présent de remplacer les repéres mobiles par leur expression algébrique dans
le schéma ; puis d’effectuer un calcul d’ordre de précision en fonction des coefficients
pour obtenir ’expression particuliére des repéres mobiles qui garantit de bonnes
performances numeériques.

Ordre de précision On détermine les coefficients de chacun des repéres mobiles
g,71 et 7o de sorte a conserver un schéma du second ordre. De maniére analogue au
cas 1D, on regarde comment se transforment les termes instationnaires, convectifs
et dissipatifs du systéme d’équations. On remarque que les termes dissipatifs

n n n n n n
U, - V(Um,j —2u g U — 22U um'fl)
¢ Ax? Ay?
n n n n n n
vV, — V<Ui+1,j — 20 + Uity n Uiy — 205+ “m’fl)
@ Ax? Ay?



sont invariants par la transformation considérée.

Uy = Uy
Vi = Vy

Les termes convectifs transformés s’écrivent :

Uc - Uca: + Ucy

o Uiy~ U n Uijr1 — Uij-1

= () (gay e H 0l ) (5 )
‘7(; - Vc;r + ch

o Uity ~ Vit n Uij+1 = Vi1

= (ufy + ) (=55 —) + (0 + ) oAy +e)

Il faut au préalable déterminer la consistance des repéres mobiles en fonction de leurs
coefficients. D’une part, le choix du paramétre €, en prenant en compte la condition
d’équivariance, s’écrit :

1 > Aqg2ptl o2ty H2rt+ly,
= a2 (o g e = )
p:
= Az 0% u 0Py

pz:; @) ((ap + aw)w + (be + bw)m)}
1 Ay t1 o2r+1y, H2pt+1y,
"oty e e gy + O g

p:

= Ay 0% 0Py
-+ pz; (2]7)! ((aN -+ @S)@ -+ (bN -+ bg)@)}

Afin de garder la consistance a I'ordre 2 avec les dérivées spatiales dans U,, et ch,
on choisit de rendre nulles les sommations paires de ¢ :

ap + awy =0, bg + by = 0, any +ag =0, by +bs =0, (346)
Les conditions (3.32) et (3.33) impliquent alors :
ac = 0, bC - 07

Or, ces coefficients sont respectivement ceux associés a u;'; et v';. Il n’y a donc pas
de terme en u; et v;'; dans 'expression de €. Par ailleurs, comme ap = —aw et
by = —bg, la condition d’équivariance (3.31) devient :

1
@E+bN:_§



D’autre part, les parameétres v, et 7, s’écrivent aussi, en tenant compte de la condi-
tion d’équivariance sur leurs coefficients :

A$2p+1 32p+1 Ay2p+1 82p+1u
mo= Tt Z J@p T Do T s G T gy

2p 2p %Py

Aa: 0P u
-+ Z ) (CE' -+ CW)a % (dE -+ dw)axQP)

AyQp 0%y, %Py
+Z ) (en + S)a o +(dN+ds)@)}

et de méme :

0o AprJrl 82p+1v Ay2p+1 32p+1u
Yo = —U+ Z [(fE — fw) (2p + 1)! Dz +1 + (exy — €s) (2p + 1)! Oy?p+1
szp 2Py, 0*Py
+Z ) (eE—i-ew)a o (fE+fW)ax2p>

A 2p 0*u 0%y
+Z y eN+6S)a 2p (fN+fS)a 2p)i|

Ce qui induit que, tout comme dans le cas 1D, les termes convectifs s’annulent
a O(Ax, Ay) prés. Pour rendre cette précision a O(Ax?, Ay?), il faut éliminer les
sommations impaires, c’est-a-dire :

ey —cs =0, dp —dw =0, ey —eg =0, fe—Jfw=0,
Ainsi, les conditions d’équivariance (3.36) et (3.37) pour 7; s’écrivent :
2(cg +cen +co) = -1, dp +dy +dc =0,
et de méme, les équations (3.40) et (3.41) pour 7 s’écrivent :
ep +en+ec =0, 20fe+ In+ fo)=—

On s’attend maintenant a ce que les termes instationnaires transformés fassent ap-
paraitre un terme de convection. Sur un maillage orthogonal en espace et en temps,
les termes instationnaires s’écrivent :

U = (uli'(1—eAt) —ul;) ! _AiAt

= W — 5(2u?;r1 —uy;) + €2At2u?j1
Vo= 0 enn) - o)t

= M — 6(21}2}1 — ) + 52At2v2;71

At



L’ordre de précision est conditionné par le terme en e. Or, d’aprés (3.46), celui-ci
est consistant a l'ordre 2 a une dérivée spatiale :

) )
e = (ap — aw)£ + (by — bs)a—z + O(Az?, Ay?) (3.47)

Le schéma invariant est finalement précis a l'ordre (At, Az?, Ay?). A ce stade, les
coefficients du repére mobile € associé a la transformation projective doivent vérifier :

1
aE+bN:—§, ac + ac =0, bo +bc =0, (3.48)
ap + aw = 0, ay +ags = 0, bE -+ bW = 0, bN -+ bs = 0, (349)

Les coefficients de v, doivent vérifier quant a eux :

cg —cw =0, ey —cs =0, 2(cg +en +co) = —1, (3.50)
dp — dw =0, dy —dg =0, dg +dy +dec =0, (3.51)

Les coefficients de v, doivent vérifier :

ep — ey =0, ey —eg =0, e +eny+ec =0, (3.52)
e — fw =0, v — fs =0, 2(fe+ fv+ fo) = —1, (3.53)

On obtient une famille de repéres mobiles pour chaque transformation. La procédure
conduit ainsi & un ensemble de schémas invariants.

3.4.3.3 Reésultats numériques

Les tests que 1’on présente dans cette sous-section n’ont pour objectif que de mon-
trer que la procédure d’invariantisation apporte un gain en robustesse. Cela confirme
un résultat déja observé lors des tests associés a I’équation de convection-diffusion
1D et I'équation de Burgers 1D. On considére le schéma explicite centré en espace
(FTCS). On se place dans des conditions ot le schéma classique n’est pas stable. Il
ne permet donc pas de décrire correctement la solution. On effectue I'invariantisa-
tion du schéma FTCS selon les calculs précédents. On montre numériquement que
le schéma invariant traduit qualitativement la solution analytique.



Dans les simulations qui suivent, on choisit le jeu de coefficients suivant :

1
ap = —aw = —7 (3.54)
ay =as=ac = 0 (3.55)
1
by =—bs = —; (3.56)
bp =by =bc = (3.57)
cp=cy=cy=cg = 0 (3.58)
1
o = -3 (3.59)
de=dp=dy =dy=ds = 0 (3.60)
ec = €ep = ey = ey = €g (3.61)
fe=fw=fn=fs = 0 (3.62)
1
fo = - (3.63)
De sorte que le schéma invariant s’écrive :
1 —eAt
(u?jl(l —eAt) + (2™t —2") — uy';) Agt
n U1,y — Wity n Uilip1 — Ui
+(ui,j -+ ")/1) (T + 6) -+ (Ui’j —+ ")/2)( 2Ay ) (364)
_ V(uln-i‘l,j T 2uiy T Wi 20 “Zj—1>
Ax? Ay?
1 —eAt
(Wi (L= eAt) +e(y™ —y") = vjy) =%
n Uity — Vitiy n Ui~ Vi
+(ui,j + ’}/1)(T) + (’Um -+ ’}/2)(T + 6) (365)
_ (“?ﬂ,j — 20 iy N Uiy — 200 + “3j—1>
Ax? Ay?
avec
Loudyy; —uwig; Vi — U
= (2t J g ’ 3.66
c LT 27y ) (3.66)
S (3.67)
v = —ol, (3.68)

On considére I’équation de Burgers sur un domaine spatial plan 2 = [0; 1] x [0; 1]
et un intervalle de temps [0;1]. Les conditions de bord et la condition initale est
donnée par la solution exacte :

- (1 (- )]

Uexact (I‘,y,t) -

dr —4dy +t

Uexact(x>yat) - + [4(1 + eXp(_T))}il

=l w el w



La viscosité est fixée a v = 8.107%.

On compare la solution du schéma invariant avec la solution exacte. Le pas de temps
est fixé & At = 5.1072, et les pas d’espace dans les deux directions & Az = Ay =
5.1072. Le temps d’intégration est 7' = 1. La Fig. 3.8 représente I'allure de la solution
exacte, la composante Ueyaet (2,y), en (a), et la composante veget(2,y), en (b). Pour
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FiG. 3.8 — Equation de Burgers 2D. Profils de la solution exacte pour une solution
réguliére de I'équation de Burgers : (a) la composante Uexact (7,Y), (D) Vexact (2,y), au
temps T = 1. La viscosité vaut v = 8.107%,

le méme temps d’intégration T = 1 et la méme viscosité v = 8.107%, le schéma
classique FTCS est représenté sur la Fig. 3.9. On remarque que la zone de choc
est largement dégradée : la viscosité est trop faible, le schéma FTCS n’arrive pas a



AvoONMRrORNRD

OO o000 RRE

(a) uprcs(7,y)

COOO kR
ovhroOBRMVRO®

<

(b) vercs(z,y)

FiG. 3.9 - Equation de Burgers 2D. Profils de la solution issue du schéma classique
FTCS : (a) la composante Uexact (7,Y), (D) Vexact(z,y), au temps T' = 1. La viscosité
vaut v = 8.107%. Le pas de temps est de At = 5.1072. Les pas d’espace sont de
Ar = Ay =8.107%

reproduire correctement la solution.
Le comportement de la solution associée au schéma invariant est illustré sur la Fig.
3.10. Le schéma invariant, méme dans ces conditions, réussi a capturer la solution
physique de facon globalement correcte. La solution numérique présente cependant
une diffusion au voisinage du choc.
On regarde a présent I’erreur moyenne sur chacune des composantes au temps 7' = 1
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F1G. 3.10 — Equation de Burgers 2D. Profils de la solution issue du schéma invariant :
(a) la composante Uinyariant(Z,Y), (D) Vinvariant(T,y), au temps T = 1. La viscosité
vaut v = 8.107*. Le pas de temps est de At = 5.1072. Les pas d’espace sont de
Ar = Ay =8.107%

définie par :

}uexact (%y) - unum(xay) |

Erru(x,y) = u t(x y)

et

}uexact (x,y) - unum(x,y) ‘

E p—
TTU(I,ZJ) Uexact (xvy)

On s’attend a ce que la partie la plus importante de ’erreur se trouve au voisinage
du choc pour chacune des composantes, comme il est montré sur les Fig. 3.11 et
3.12. On illustre 'erreur relative sur la diagonale en fonction de la viscosité. On
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F1G. 3.11 — Equation de Burgers 2D. Erreur relative de la solution issue du schéma
classique sur tout le domaine : (a) la composante uprcs(z,y), (b) vercs(z,y), au
temps T = 1. La viscosité vaut v = 8.10~*. Le pas de temps est de At = 5.1072. Les
pas d’espace sont de Az = Ay = 8.1072.

reste toujours dans les mémes conditions : sur le domaine € = [0; 1]?, pour un temps
d’intégration de T' = 1, le pas de temps est de At = 5.1072, et les pas d’espace sont
dans chaque direction égaux & Az = Ay = 8.1072. La viscosité varie de v = 8.1074,
1073, 2.107 4 5.1073. Sur les Fig. 3.13(a) et Fig. 3.13(b), on représente 1'erreur re-
lative sur la premiére composante en fonction de la viscosité v. Sur les Fig. 3.14(a)
et Fig. 3.14(b), on représente l'erreur relative sur la seconde composante en fonction
de la viscosité v. On remarque que l’erreur relative croit pour le schéma classique
sur chacune des composantes, & mesure que la viscosité diminue. L’erreur devient
rapidement trés importante dés lors que v < 1073. De plus, elle est irréguliérement
distribuée sur la diagonale.
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FIG. 3.12 — Equation de Burgers 2D. Erreur relative de la solution issue du schéma
classique sur tout le domaine : (a) la composante Uinyariant (Z,Y), (b) Vinvariant (,Y), au
temps T = 1. La viscosité vaut v = 8.107*. Le pas de temps est de At = 5.1072. Les
pas d’espace sont de Az = Ay = 8.1072.

L’erreur relative associée au schéma invariant est quant a elle bien différente : elle
parait insensible a la diminution de la viscosité, excepté aux extrémités de l'inter-
valle. De plus, elle est uniformément répartie. On note cependant que I’erreur atteint
environ 25% pour la premiére composante du champ de vitesse, et qu’elle est d’en-
viron 13% pour la seconde composante de la vitesse, quelle que soit v. Le schéma
classique, pour une viscosité suffisamment grande (v > 8.1072), posséde une erreur
relative plus faible. Cela suggére qu’il existe un intervalle des parameétres numériques
pour lequel les schémas invariants sont meilleurs et, en dehors duquel les schémas
classiques restent plus efficaces. Au travers de ce test numérique, on a confirmé un
des bénéfices de la procédure d’invariantisation. Le schéma est devenu plus stable,
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FIG. 3.13 — Equation de Burgers 2D. Erreur relative sur chacune des composantes le
long de la diagonale du domaine {x =y | (z,y) € Q} en fonction de la viscosité : (a)
la composante uprcs(7,y), (b) Uinvariant (7,y). La viscosité v varie de 8.107* a4 5.1073.
Le temps d’intégration est T = 1. Le pas de temps est de At = 5.1072. Les pas
d’espace sont de Az = Ay = 8.1072.

et permet de donner une solution numérique de meilleure qualité. Le fait d’avoir
conservé certaines des transformations de symétrie du schéma permet de capturer
plus naturellement les solutions physiques.
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FIG. 3.14 — Equation de Burgers 2D. Erreur relative sur chacune des composantes Ie
long de la diagonale du domaine {x =y | (z,y) € Q} en fonction de la viscosité : (a)
la composante vercs(2,y), (D) Vinvariant (2,y). La viscosité v varie de 8.107% a 5.1073,
Le temps d’intégration est T = 1. Le pas de temps est de At = 5.1072. Les pas
d’espace sont de Az = Ay = 8.1072.

3.5 Consistance en symétrie des schémas

Dans cette section, on expose une propriété numérique nouvelle qui émerge de
I’ensemble du panorama des méthodes d’intégration étudiées dans le présent mé-
moire : leur consistance en symétrie. Grace au cadre mathématique établi, il est



possible de formaliser cette notion nouvelle des schémas numériques.

3.5.1 Définition de la consistance en symétrie

Les lois de la Physique ne dépendent pas du référentiel dans lequel elles sont
observées. Il est raisonnable d’exiger d’'une méthode numérique de pouvoir repro-
duire ce principe. La translation galiléenne correspond a un mouvement rectiligne
uniforme. Elle illustre la dépendance entre la solution numérique et le repére dans
lequel elle évolue. Cette dépendance par rapport au systéme de coordonnées viole un
principe fondamental. Elle résulte de la non invariance des méthodes numériques par
transformation galiléenne. Ceci a pour conséquence d’introduire des effets parasites
qui dégradent la solution. Aussi, l'invariance par symétrie d’'une méthode numé-
rique permet d’éviter des effets numériques indésirables. Ce qui suppose 'existence
d’erreurs numériques diies au non respect des symétries de I'équation. On propose
ainsi, grace au formalisme introduit précédement, de définir la notion originale de
consistance en symétrie d’'un schéma numérique. Soit un schéma numérique (N, )
pour une EDP A(z) = 0. On note la transformée de ce schéma par N(z) = N(g-z),
ol g € GG est une transformation du groupe de symétrie de A(z) = 0. En général,
(N , é) correspond a la discrétisation d’une autre équation A = 0, excepté dans le
cas ou le schéma est invariant par symétrie. On peut alors évaluer la capacité d'une
méthode numérique a respecter les symétries d’une équation. Introduisons pour cela
l'application P : M — M*®" consistant a projetter la solution de A(z) = 0 sur
I’espace discret permettant de définir le maillage :

P: M — M

z=(r,u) — z=1(21,..,2n)
ou

L i i i
Vi=1,...n z; = (x], ...,z Uy, ...uy),

Vi=1,...d uh = (2, 2l,),

On définit la consistance en symétrie par :

Définition 3.5.1 (Consistance en symétrie) Soit G une symétrie pour une équa-
tion auz dérivées partielles A(z) = 0. Soit N(z) = 0 une discrétisation de A(z) =0
pourz € U :

U={z=P(z) € M*"|®(z) =0, A(z) = 0)} (3.69)

ot P est la projection définie par le couple d’applications (N, ®) ot N(z) = N(g-z) et
d(z) = ®(g-2) pour g € G pour tout z € M. Alors N(z) = 0 est une discrétisation



pour une autre équation A(z) =0 pourz € U :

U={z=P(z) € M"|®(z) =0, A(z) = 0)} (3.70)

On évalue lerreur de consistance en symétrie du schéma numérique (N, ®), associée
a la symétrie G par la différence :

Errg, = N(z)} — N(z)’

U U
En d’autres termes, le défaut de consistance en symétrie est défini par la différence
entre I'erreur de troncature du schéma numérique avec 'EDP d’origine, et 'erreur

du schéma transformé avec son EDP associée. Deux propriétés caractérisent I’erreur
de consistance en symétrie d’'une méthode :

1. Si la symétrie est une transformation a un parameétre, alors I’erreur de consis-
tance en symétrie varie en fonction de ce paramétre. En particulier, un schéma
invariant s’exprime indépendemment du parameétre de transformation : son dé-
faut de symétrie est nul.

2. L’erreur de consistance en symétrie varie selon la finesse du maillage. La dégra-
dation de la solution produite par le défaut de symétrie peut ainsi étre réduite
en raffinant le maillage. Ainsi, le gain de précision obtenu par une procédure
d’invariance d’un schéma n’est appréciable qu’a partir d’une taille seuil du
maillage.

On peut représenter la consistance en symétrie par le graphique suivant :

{A(z) = 0} —*%— {A(g - 2) = 0} {A(z) = 0}
NG)| +O(nl) = A _ N(a)| +0(i) = Az

3.5.2 Consistance en symétrie pour des schémas classiques

On illustre par une expérience numérique le défaut de consistance en symétrie des
schémas classiques F'TCS, Lax-Wendroff et Crank-Nicolson, lorsqu’ils sont appliqués
a ’équation de Burgers. Cette expérience est liée a celle effectuée dans la section
3.4.2.3 traitant de l'invariance galiléenne pour les schémas invariants.

On considére les schémas non invariants suivants pour les symétries de I’équation
de Burgers :



— Schéma explicite centré en espace -FTCS. Considérons le schéma FTCS :

2 2

witt — w2 -l ufy — 2u) + uf
J J Jj+1 Jj—1 Jj+1 j j—1
= 3.71
T . 2 (3.71)
L’ordre de précision pour ce schéma est O(k, h?) :
0%u 10 u?  10%
L(u) — L —k— 4. R (==t ——)+ ...
L) = Leres(uw)l = kggy + -+ W (G555 T 5500 T

La condition de stabilité est :
1
CFL <1 et CFL/Rey, < 3

— Schéma de Lax-Wendroff. Considérons le schéma suivant :

U?Jrl B u? UJ?Jrl2 - u?*12 . E n n UJ?Jrl2 B U?Q
kT an 5 (W i) =3
n2 n 2 n n n
ut — u s —2u” +u
() st — v = 0 (372)

L’ordre de précision de ce schéma est O(k?, h?); il est stable aux conditions :
1
CFL <1 et CFL/Re, + (CFL)* < 3

— Schéma de type Crank-Nicolson. On considére cette fois-ci le schéma

implicite :
n+l _ _ n n+l, n _ ,nt+l n n+l n+1 n+1
u; e R B y(“j+1 2u;" +upty
k 4h 2h?
n n n
Ujiq 2uj + ujfl) (3 73)
2h?

La précision du schéma est d’ordre O(k?, h?); il est de plus inconditionnelle-
ment stable.

Expérience numérique Les tests numériques correspondent au probléme suivant
dans le repére d’origine :

Pour z € [-2;2] et t € [0; 1], on résoud I'équation de Burgers (3.5) avec les conditions
aux limites données par la solution exacte :

—sinh(55)

t f—
u(z;t) cosh(%) + exp(—fy)

La valeur de la viscosité est v = 1072. On constate que le profil de la solution
numérique associée au schéma classique (FTCS Fig. 3.15 (a)) est d’autant plus
dégradé que la vitesse du référentiel d’observation est grande. Le profil de la solution
associée au schéma de Lax-Wendroff (Fig. 3.15 (b)) parait moins affecté par la
transformation. On note toutefois I'apparition de petites oscillations en aval du
choc lorsque la vitesse galiléenne approche de A = 1. Le schéma implicite de Crank-
Nicolson (Fig. 3.15 (c¢)) est lui aussi sensible a la vitesse galiléenne.
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F1G. 3.15 - Equation de Burgers 1D. Profils des solutions numériques et de la solution
exacte pour différentes vitesses d’entrainement A = 0, A = 0.5 et A = 1. Le pas
d’espace vaut h = 2.1072, et la viscosité est de v = 5.1073. Le CFL est égal a 1/2
référentiel d’origine.

3.6 Commentaires

Dans ce chapitre, on a détaillé une méthode d’invariantisation de schémas nu-
mériques. La méthode est basée sur le concept de repéres mobiles (Déf. 3.3.4). Une
premiére application au schéma FTCS et au schéma upwind, associés a I’équation
de convection-diffusion 1D a été réalisée et comparée avec les schémas d’origines.
On a montré le gain en stabilité et en précision que peut avoir cette procédure d’in-
variantisation (Fig. 3.1, 3.2 et 3.3). Cependant, la construction des repéres mobiles



s’effectue sur des considérations purement géométriques, dépendantes de la nature
de I’équation (voire méme de ses solutions). Il n’existe alors pas de garantie sur les
propriétés numériques du schéma invariant obtenu. On a alors proposé d’ajouter a la
méthode de construction de repéres mobiles une contrainte sur 1’ordre de précision
du schéma. On a ensuite testé ce développement de la procédure sur I'équation de
Burgers 1D et 2D. On a la encore obtenu un gain en stabilité (Fig. 3.5) et la précision
a été améliorée (Fig. 3.7). Sur le plan physique, un des avantages de la préservation
des symétries est de respecter I'invariance galiléenne (Fig. 3.6). On a montré qu'il
n’en était pas de méme pour la plupart des schémas classiques (Fig. 3.15).

Cette méthode posséde les avantages de pouvoir s’appliquer a toute équation, pourvu
que I'on connaisse son groupe de symétrie. Elle permet de rendre invariant un schéma,
numeérique quelconque. Par ailleurs, elle s’exprime au travers d’un cadre mathéma-
tique rigoureux. Il a été possible de définir la notion nouvelle de consistance en
symétrie des schémas numériques (Déf. 3.5.1).






Conclusion générale et Perspectives

L’objectif de ce mémoire est d’évaluer de fagon prospective dans quelle mesure
les méthodes d’intégration géométrique peuvent s’appliquer aux équations de la mé-
canique des fluides. De récents travaux ont montré que l'utilisation des groupes
de symétrie, en turbulence notamment, permet d’obtenir des informations sur la
structure de ’ensemble des solutions d’un systéme. Les développements théoriques,
comme les modéles de sous-maille respectant le groupe de symétrie des équations de
Navier-Stokes, ont confirmé la pertinence de I'approche [127] [129]. Sur le plan nu-
mérique, les intégrateurs géométriques commencent a démontrer leur efficacité dans
la simulation des équations aux dérivées partielles. Cependant, a I’heure actuelle,
on ne connait pas d’intégrateur géométrique qui soit suffisamment générique pour
pouvoir étre appliqué a n’importe quelle équation de la physique, et dont les perfor-
mances égalent celles des techniques numériques sophistiquées actuelles. Enfin, s’il
apparait nécessaire de prendre en compte les propriétés géométriques des équations,
il semble aussi que cela ne suffise pas a reproduire fidélement leurs solutions [32].

Au cours de ce mémoire, on a dans un premier temps présenté les intégrateurs
symplectiques. Ce sont des méthodes d’intégration construites pour conserver la
structure symplectique des systémes hamiltoniens. Au travers d’exemples pédago-
giques, on a montré la nécessité de conserver cette structure pour reproduire cor-
rectement les solutions, notamment sur de longs temps d’intégration. En conclusion
de ce chapitre, on a présenté une application d’un intégrateur symplectique sur un
probléme issu de I’hydrodynamique. Ensuite, on a rappelé le principe de construc-
tion des intégrateurs variationnels, ainsi que leurs propriétés. Ce sont des méthodes
qui permettent de traduire les propriétés variationnelles des systémes lagrangiens,
comme les lois de conservation données par le théoréme de Neether. Cependant, la
plupart des équations de la mécanique des fluides ne dérive pas d’'un Lagrangien.
C’est le cas notamment des équations d’évolution. On a alors proposé une méthode
pour construire des intégrateurs bivariationnels adaptés aux EDP d’évolution. Elle
est basée sur I'ajout d’'une équation adjointe. Cependant, cette approche souffre de
limitations dues a l’arbitraire du choix de la variable duale. De plus, les lois de
conservation déduites du théoréme de Neether sont issues des symétries variation-
nelles. Celles-ci ne forment qu'un sous-groupe du groupe de symétrie des équations



d’Euler-Lagrange. Pour rendre compte de toute la structure d’une équation, il faut
donc considérer directement son groupe de symétrie. Ainsi, il est alors aussi pos-
sible de traiter n'importe quelle équation aux dérivées partielles. Dans le dernier
chapitre, constituant la partie principale de la thése, on a exposé une méthode ren-
dant invariant un schéma numeérique associé a une EDP quelconque. La méthode
est basée sur le concept de repéres mobiles. Elle a été développée par M. Fels et
P.J. Olver [42] [43], et mise en application par P. Kim [79] [80]. Aprés une applica-
tion & I’équation de convection-diffusion 1D permettant d’apprécier les performances
d’une telle approche, on a proposé un développement de la méthode. Cette contribu-
tion consiste a construire les repéres mobiles selon des contraintes numériques, afin
de garantir ’ordre de consistance du schéma invariant qui résulte de la procédure
d’invariantisation. L’équation de Burgers 1D et 2D a servi d’équation modéle pour
tester cette approche. Une plus grande robustesse, la non dégradation par des os-
cillations numériques et le respect du principe fondamental d’invariance galiléenne
sont les gains que ’on a montré. Pour conclure, on a formulé mathématiquement
une notion nouvelle qui sous-tend l’ensemble des résultats obtenus. Il s’agit de la
consistance en symétrie des schémas numériques. Elle est définie comme la capacité
d’un schéma a respecter le groupe de symétrie de 1’équation continue. Elle postule
aussi l’existence pour la taille du maillage d'un seuil & partir duquel les schémas
invariants sont plus performants que les schémas classiques.

Les perspectives qui s’ouvrent a l'issue de ce travail sont multiples :

1. Sur le plan des applications, il serait intéressant d’utiliser un intégrateur sym-
plectique pour étudier les équations d’Euler-fluide sous leur forme hamilto-
nienne. Comme il est possible de passer d’une formulation hamiltonienne a
une formulation lagrangienne grace a la transformée de Legendre, il serait aussi
envisageable d’établir un intégrateur variationnel pour les équations d’Euler-
fluide. L’application d'un intégrateur invariant construit par la méthode des
repéres mobiles aux équations de Navier-Stokes est aussi une application qui
se place dans la continuité de ce travail. Il faudrait de plus tester les méthodes
sur des systémes réels, et non pas sur des équations modéles.

2. Sur le plan du développement de la méthode de construction des schémas inva-
riants utilisant les repéres mobiles, on envisage de prendre en compte d’autres
conditions numériques pour contruire les repéeres mobiles, comme la stabilité et
la dispersion numérique. Pour les EDP lagrangiennes, on pourrait concevoir un
intégrateur variationnel construit a partir d’une action lagrangienne discréte
dépendant de parameétres. Ces parameétres seraient les repéres mobiles associés
au groupe de symeétrie des équations d’Euler-Lagrange (qui contient le groupe
des symétries variationnelles). Pour les EDP en général, il serait intéressant
d’établir un critére de détermination de la variable duale pour contruire des
intégrateurs bi-variationnels consistants.



3. Enfin, sur le plan purement théorique, il faut caractériser la consistance en
symétrie : par exemple, en calculant pour différents schémas la taille seuil du
maillage a partir de laquelle le défaut de symétrie produit des dégradations
numériques importantes. Cela correspondrait a la taille du maillage a partir
de laquelle les schémas invariants seraient plus perfomants.






Annexe A

Intégrateurs “multisymplectiques”

A.1 Introduction

Une extension naturelle de la structure symplectique a une certaine famille
d’équations aux dérivées partielles (EDP) consiste a considérer la structure sym-
plectique sur la dimension spatiale. Cela permet ensuite d’appliquer les méthodes
d’intégration symplectique pour préserver la forme symplectique spatiale au cours
du temps :

Exemple A.1.1 (équation des ondes semi-linéaire) Soit [’équation sur un do-
maine unidimensionel [0,L] :

U = Uy — V' (1)

avec des conditions de bords périodiques : u(0,t) = u(L,t) pour t > 0.
En considérant l'espace C$° des fonctions C*°[0,L] qui sont L-périodiques, cette équa-
tion peut se mettre sous la forme d’un systéme portant sur les fonctions (u,v) =

(u(-,t),v(-,t)) € C3° x C5° -

du dv

R i v
a ar e Viw),

1

Ce systéme correspond a un systéeme hamiltonien®, ot le Hamiltonien est une fonc-

lla dérivée est une dérivée variationnelle définie pour toute fonctionnelle F sur (C$°)™
par :

L 5 Fz] 1
/0 0z 5Zd$_;%E(F[z+€5z]—}"[z])



tionnelle H sur C3° x CF° :

du  OH dv OH L2 u?
% - 5, a - —E, H[U,U] = /0 ? + ? + V(U)dl‘,

En ayant exhibé une formulation symplectique associée a la dimension spatiale de
[’équation des ondes non linéaire, il est possible d’y appliquer une méthode d’inté-
gration symplectique.

Dans un premier temps, il faut discrétiser spatialement le systeme différentiel :

du; dv; 1 — 2u; Ui
Wi Ot =2 iy

dt Ax?
ot le Hamiltonien discret est :

N'UZQ
H= E:E

=1

— Ui—1

)+ V()

l\DI»—t

Az

1l est ensuite possible d’appliquer un intégrateur symplectique, par exemple la mé-
thode d’Euler symplectique :

n+1 n n+1 n no__ n n
Ui  — Y% _  nl v gy = 2w gty v (ul)
=Y ) - 2 U; ),
At At Az

Ce qui correspond au schéma leapfrog classique centré en espace :

uptt =2 Ul = 2ul ol
U + ’LL _ i+1 A i—1 V’(u;")
At? Az?

Cependant, ce schéma n’est que symplectique (et non multisymplectique) dans la

mesure ot seule la forme symplectique spatiale est conservée au cours du temps.

Il est en effet possible, dans certain cas, d’exhiber une forme symplectique associée a
la dimension temporelle. Un intégrateur multisymplectique sera alors un intégrateur
préservant les formes symplectiques dans chacune des directions, au sens présenté
ci-dessous. Par ailleurs, la pierre angulaire de cette construction d’intégrateurs sym-
plectiques pour les EDP hamiltoniennes réside dans la possibilité de discrétiser la
fonctionnelle hamiltonienne de sorte que :

Az—0

D’une part, cette approximation n’est envisageable que pour certains éléments de la
famille des EDP hamiltoniennes [84]. D’autre part, elle n’est en général pas possible ;
¢’est notamment le cas des équations d’Euler pour un fluide parfait incompressible?.

Cependant, une alternative évitant de passer par cette troncature spatiale est
proposée par [14]. Elle consiste a reproduire formellement la structure symplectique

2sauf dans le cas particulier bidimensionel avec des conditions de bords periodiques



dans les directions spatiale d’une part, et temporelle d’autre part. Il en découle des
lois structurelles de conservation locale, analogues aux cas des systémes hamilto-
niens, telles que la multisymplecticité, la conservation d’un flux d’énergie locale et
celle d’'une quantité de mouvement locale. Ce sont d’ailleurs ces lois de conservation
qui définissent alors I'intégrateur multisymplectique (IMS). Sur le plan des méthodes
numériques, la reproduction formelle de la structure symplectique permet d’étendre
les méthodes numériques ayant un pendant symplectique (type Euler, Runge-Kutta,
méthodes pseudo-spectrales, méthodes basées sur 'analyse rétrograde...). A Dlinstar
des méthodes symplectiques, la performance des IMS se trouve dans leur comporte-
ment sur des temps longs et leur stabilité.

Cette partie s’organise comme suit : on établit dans un premier temps le forma-
lisme multisymplectique introduit par Bridges [14]. On applique ce formalisme sur
les trois exemples essentiels de la littérature a ce sujet : I’équation des ondes non
linéaire, I’équation KdV et celle de Schrodinger non linéaire. Ensuite on présente les
intégrateurs mulitsymplectiques dérivés de cette approche, ainsi que leur adaptation
aux méthodes classiques (Euler, Runge-Kutta). Enfin, on illustre les performances
de ces intégrateurs sur une application inspirée de la littérature [88| [155].

A.2 Structure multisymplectique

A.2.1 Définitions

Définition A.2.1 (Structure multisymplectique) Soit M et K des matrices
antisymétriques sur IR", n > 3, et soit S : IR" — IR une fonction suffisamment
lisse. Alors pour z € IR", un systéme hamiltonien, d’Hamiltonien S, posséde une
structure multisymplectique s’il peut s’écrire sous la forme :

Mz, + Kz, = V.S(z) (A.1)

La loi de conservation de la symplecticité s’exprime via deux 2-formes pré-symplectiques
w et k3; ces deux 2-formes s’écrivant a I’aide des matrices de structure antisymé-

3elles induisent des structures symplectiques sur deux sous-espaces de dimension paire
de IR", associés aux variables temporelle et d’espace. Le rang de M et K n’est pas né-
cessairement maximal sur tout IR". Les 2-formes w et x sont dites pré-symplectiques :
si le rang de M (respect. K) est m < n (respect. & < n), alors w (respect. k) induit
une structure symplectique sur IR™ (respectivement sur IRF). En effet, la bilinéarité et la
non-dégénérescence de w et de x proviennent de la bilinéarité et de la non-dégénérescence



triques M et K. On pose :
w(zl, Zg) =< MZl, Zo >, H(Zl,Zg) =< KZl,ZQ >, Vzl,ZQ e IR"

ol < .,. > est le produit scalaire euclidien sur IR".
Avec le formalisme des formes différentielles, particuliérement adapté pour décrire
la géométrie symplectique, les deux 2-formes présymplectiques s’écrivent :

1 1
w= §(dz/\1\/[dz), nzﬁ(dz/\Kdz),

Conservation de la multisymplecticité Le systéme multisymplectique (A.1)
posséde la loi de conservation de symplecticité :

ow Ok
—+—=0 A2
ot " ox (4-2)
En effet, pour toute solution de ’équation variationnelle associée :
Mdz, + Kdz, = D,.S(z)dz

on a .

20w = dz; AN Mdz + dz N\ Mdz,
—(Mdz;) A dz + dz N Mdz,
—(D,.S(z)dz — Kdz,) Ndz + dz A (D,.S(z)dz — Kdz,)
—(dz, N Kdz + dz N Kdz,,)
—(dz N Kdz),
= =20,k

car M et K sont antisymétriques, et D,,S(z) est symétrique.

Conservation de 1’énergie Si les matrices M et K, et si .S ne dépendent pas
explicitement de ¢, alors il y a conservation de I’énergie :

E(z);+ F(z), =0

avec
1 1
2 2

du produit scalaire euclidien. Leur caractére antisymétrique est obtenue grace au fait que
M = —-M7" et K = —K”. On associe alors les espaces symplectiques (IR™,w) et (IR, )
aux variables de temps et d’espace.

E(z) = S(z) (Kz,,z), F(z) (Kz,,2z),




Conservation de la quantité de mouvement De la méme maniére, si les ma-
trices M et K, et si S ne dépendent pas explicitement de x, alors il y a conservation
de la quantité de mouvement :

I(z);+ G(z), =0
avec

I(z) = %<Mz$, 2), G(z) = S(z)

A.2.2 Exemples

Ainsi, plusieurs EDP peuvent se mettre sous la forme multisymplectique. Parmi
les exemples les plus courant de la littérature, on trouve les équations des ondes semi-
linéaire (conservative), I’équation de Schrédinger non-linéaire et ’équation KdV
(dispersives).

On rappelle pour chacune de ces équations leur formulation multisymplectique.

Exemple A.2.1 (équation des ondes) On reprend sur l’équation des ondes :
Uy = Uge — V' (1)
L’équation des ondes est équivalente au systéme :
—vy + w, = V'(u), Uy = 0, Uy = —W,

En prenant comme variable z = (u,v,w), le systéme se met sous la forme multi-

symplectique
Mz, + Kz, = V.S5(z)
avec :
0 -1 0 0 01
M=]1 0 0 K= 0 0 0
0 0 0 -1 0 0

et S(z) = 3 (v* — w?) + V(u).
Les deux 2-formes définissant la structure multisymplectique s’écrivent :

w = dv A du, k= du N\ dw,
L’équation de conservation locale de l’énergie est Ey + F, = 0 ot
L, 2
Ezﬁ(v +w*) + V(u), F = —vw,
Celle de la conservation locale de la quantité de mouvement est I; + G, = 0 avec

1
I =—vw, G= §(w2 +v%) + V(u),



Exemple A.2.2 (L’équation KdV) Soit I’équation de Korteweg-de Vries :
Up + ULy + Uggy = 0

1l s’agit d’une équation hyperbolique modelisant les vagues de faible profondeur.
Parmi les solutions de cette EDP, on trouve les ondes se propageant sans défor-
mation (non dissipative) dans un milieu non-linéaire et dispersif (la vitesse de phase
y est différente de la vitesse de groupe) (solitons).

En considérant le point z = (¢,u,v,w)T défini par le changement de variables :

1 1
U= ¢y, V= Uy, w:§¢t+v$+V'(u), §ut—|—wx:O

ot V(u) = %3, Uéquation KdV s’écrit sous la forme (A.1) :

Mz, + Kz, = V,S5(z)

avec :
0 1/2 0 0 0 0 0 1

M — -1/2 0 00 K — 0 0 -1 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 -1 0 0 O

et d’Hamiltonien S = %UQ —uw + V(u). Les deux 2-formes définissant la structure

multisymplectique s’écrivent :
1
w:§d¢Adu, k=d¢ Ndw+ dv A du,

L’équation de conservation locale de l’énergie est Fy + F, = 0 ou

1 1
E = —é(uw + pw, — vpu) + V(u), F = §(¢wt — v — WPy + V),

Celle de la conservation locale de la quantité de mouvement est I, + G, = 0 avec

1 1 1
I= Z(v¢u —u?), G= 51)2 — Z(utqﬁ — ¢uu) —uw) + V(u),
Exemple A.2.3 (Schrédinger non-linéaire) L’équation non-linéaire de Schrodinger

s’écrit :
iV, + U,,2 + |V =0

Elle se met sous la forme multisymplectique en posant comme variable z = (p, q, v, w),
avec WV =p—+1iq :
Mz, + Kz, = V.5(z)



e A - = 7

avec :
0 100 00 -1 0
M — -1 0 0 0 K — 00 0 -1
0 00O 10 0 O
0 00O 01 0 O

et S(z) = 1 (p* + ¢*)* + 3 (v + w?).
Ce qui revient au systéme d’équations du premiére ordre :

g+ v = =2+, petw.=-2F+p)q, pe=v, @=w,

L’équation de conservation locale de [’énergie s’écrit By + F, =0 ou
L 2\2 2 2
Ezﬁ((p +¢7)" — v —w), F = vp; + wgy,
Celle de la conservation locale de la quantité de mouvement est Iy + G, = 0 avec

1
I = §(p2+q2)2, G = qu — pw,

A.3 Schémas multisymplectiques.

De la méme maniére que pour les ODE ol certaines familles d’intégrateurs ont
leur versant symplectique (méthode de partitionnement, de composition, méthode
de type Runge-Kutta), il existe des intégrateurs multisymplectiques pour les EDP se
construisant a partir de méthodes symplectiques standards. Cependant, il n’existe
pas toujours une formulation algorithmique générale quelque soit 'EDP considérée.

Définition A.3.1 (Schéma multisymplectique) Un schéma pour I’équation (A.1)

est dit multisymplectique s’il vérifie une forme discréte de la loi de conservation
(A.2).

Cette définition littérale implique que la loi de conservation mutlisymplectique différe
d’un intégrateur a un autre, puisqu’il suffit de préserver exactement une approxima-
tion.

De plus, on peut faire de l'analyse rétrograde (BEA) sur ces méthodes multi-
symplectiques [112] [74]. Et pour le cas des schémas multisymplectiques linéaires
(V.S(z) = Az), on peut y faire de 'analyse sur la relation de dispersion [111].



A.3.1 Schémas multisymplectiques en boite

Ce sont des schémas dont la discrétisation s’effectue sur les points d’un méme
stencil ; le maillage associé a chacune des variables discrétes est le méme. Parmi
les plus connus, il y a la méthode d’Euler multisymplectique, la méthode du point
milieu et celle de la boite de Preissmann.

A.3.1.1 Euler multisymplectique

On sépare les matrices antisymétriques :

M=M,+M_, K=K, +K_,
ou MSC =—M_ et KSC = —K_. En posant les opérateurs de différences finies :
nt1l n n n
A — 7 z" — 7"
Dizt =+2 0 DFgr = 4 7=EL 70
b At v AV

En utilisant une approximation d’Euler symplectique sur chacune des variables, on
obtient le schéma d’Euler multisymplectique :

M, D/z'+M_D; z!'+ K, D}z + K_D,z! = V,5(z}')
L’ordre de ce schéma est O(At + Ax?).

Conservation locale de la multisymplecticité La méthode d’Euler multisym-

plectique vérifie une version discréte de la loi de conservation multisymplectique
(A.2) :

+, n +, .n __
Dfwl + Dt =0
ou

w' = dz} ' A M dz}, k; =dz; ; NKidz?,

7

pour toute solution vérifiant I’équation variationnel associée au schéma, :
M, D)fdz? + M_D; dz}! + K, D}dz! + K_D_dz! = V,S(z!")dz!

En effet, en prenant le produit exterieur de cette équation avec dz!', on a d’'une part :

ZnJrl _gn ;171 n

ML Djf dzf A dz + M_D; dz} A dz} = M (=——) A dz] - M,(%) A dz!

n+1 n n—1 n
z, " — — Z!
1 3 n
) A M, dz;

7 7 n Z;
= MyEndal+ (=
1

= % (dz! A M dz!*" + dz]" A M, dz})

_ +, ,n
= —Djw;
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et d’autre part, un calcul analogue donne :
K. Dfdz} Ndz! + K_D_dz} Ndz} = —D}rk!

Enfin, comme D,,S est symétrique, son produit exterieur avec dz] est nul. Ce qui
montre que le schéma est multisymplectique au sens de la définition (A.3.1).

Conservation locale de I’énergie discréte La loi de conservation de I’énergie
s’écrit sous forme semi-discréte :

avec

E;, = S(ZZ)“— < D;Zi’KJrZi >, F=—< atzi,17K+Zi >,

Conservation locale de la quantité de mouvement discréte La loi de conser-
vation de la quantité de mouvement s’écrit sous forme semi-discréte :

DfI" + 0,G" =0
avec

I"=—<0,2" ' M z" >, G"=5(z")+ < D;z" M,z" >,

A.3.1.2 Schéma de la boite de Preissman.

On illustre cette méthode multisymplectique a partir de la méthode implicite du
point milieu. On utilise la notation :

1 n
z" . +z" 1 gl g PR |
n i+1 1 n+g 7 i ntg n+1 n n+1 n
=" z;, '=—F7—, 1z [ =—(2})] +z}\, +z" +1z),

%ty 2 2

Soit un systéme hamiltonien possedant une structure multisymplectique (A.1). Alors
le schéma suivant :

1
+,n +,7"3
MDD, Zi1 + KD z,

2

est multisymplectique. L’ordre de ce schéma est O(At* + Az?).



Conservation locale de la multisymplecticité La méthode (A.3.1) vérifie une
version discréte de la loi de conservation multisymplectique (A.2) :

nal
D}w} s + DiK, 2=
ou
En effet, en prenant le produit exterieur de

MD; dzl,, + KD dz = DLS(de) e

I
+3 i+3

nti
avec dz,_*, on a d’une part :
2

ntg n n n n
dz,, ¢ NMD/ldz] = dz}[} +dz} ) A\M(dz[) — dz]. 1))

2At (( it3
= (dz?ﬂl A 1\/Idz”+1 +dz ) A Mdz?:j

2At
+1
—dzZr% A MdzH% — dzH% A Mdzzr%)
1
— +1
- E(WZ:-% o W?Jr%)
_
= Diuwiy
et d’autre part un calcul analogue donne :
1
dz +22 ANKDjdz! . = Dir"

1
Enfin, comme D,,S est symétrique, son produit exterieur avec dz +12 est nul. Ce qui

montre que le schéma est multisymplectique au sens de la définition (A.3.1).

. . . . n-i—l . . . .
Remarque 11 La discrétisation centrée de sz est nécessaire a la multisymplec-
2

ticité de la méthode.

Conservation locale de 1’énergie discréte Une autre des propriétés de la forme
multisymplectique des EDP hamiltoniennes, discrétisée par la méthode de la boite
centrée est la conservation de I’énergie discréte :

n4++
DY E},, + DIF, 2

ou
1

1
E:Z:S(Zn)_@ <K( z+1 Z?),Z? >, an: IAL <K( ?—H_Z?)?Z? >,

La conservation de ’énergie est exacte lorsque le Hamiltonien est linéaire.
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Conservation locale de la quantité de mouvement discréte Une autre des
propriétés de la forme multisymplectique des EDPs hamiltoniennes, discrétisée par
la méthode de la boite centrée est la conservation de 1’énergie discréte :

n+2
D;LIZ."JF% +D;’Gi 2 —
ou
n 1 n n n n n 1 n+1 n n
I = 9AL <M(z},, —z}),z{ >, G :S(Zz‘)__QAt <M(z{" —2z}),z] >,

La conservation de la quantité de mouvement est exacte lorsque le Hamiltonien est
linéaire.

A.3.1.3 Méthode du point milieu explicite

Il s’agit du versant explicite de la méthode précédente.
On introduit les opérateurs de différences finies :

11 B L1 _
Dy :§(Dt++Dt)7 D; =§(D:+D@~),
Le schéma multisymplectique du point milieu s’écrit alors :

MD2z! + KDZ2z! = V,S(z})

Conservation locale de la multisymplecticité Cette méthode multisymplec-
tique vérifie une version discréte de la loi de conservation multisymplectique (A.2) :

D}fw+ Dkl =0
ou

w' = dz}' N Mdz}, k' = dz' N Kdz! |,

Conservation locale de I’énergie discréte La loi de conservation de I’énergie
s’écrit sous forme semi-discréte :

OE;+DIF,_1 =0

1
=3

avec

1 1
Ei = S(Zl)— < Zi,KD;gZi >, E = Z(< Zi,KatZi,1 >+ < Zl',l,KatZi >),



Conservation locale de la quantité de mouvement discréte La loi de conser-
vation de la quantité de mouvement s’écrit sous forme semi-discréte :

DI 2 + 0,G" =0
avec
1 1
"z = Z(< 2", M,z" ' > + < z" ' Ma,z" >), G"=S(z")— <z",MDz" >,

Remarque 12 ] existe une formulation des méthodes multisymplectique en boite
en plusieurs dimensions d’espace [61].

A.3.2 Runge-Kutta multisymplectique.

Parmi les méthodes standards, on trouve les méthodes d’intégrations de type
Runge-Kutta (RK). Leur version symplectique consiste a trouver des coefficients ga-
rantissant les propriétés symplectiques. Cette méthode est largement reconnu pour
son efficacité sur des temps longs. Cependant I’extension multisymplectique n’a pas
encore été établie dans le cas générique. Elle a été réalisée dans [138] pour le cas des
méthodes partitionées (PRK). Elle permet d’obtenir des méthodes multisymplec-
tiques explicites. Des conditions suffisantes de multisymplecticité pour les méthodes
PRK ont été établies dans [59]. Un autre cas particulier des méthodes de type RK
est la méthode implicite de Gauss-Legendre (GL). Lorsque le nombre d’étapes inter-
médiaires est réduit a un, cette méthode coincide avec la méthode du point milieu
multisymplectique. La méthode basée sur Runge-Kutta-Nystrom (RKN) a été réa-
lisée dans [95]. La littérature a ce sujet est récente. La méthode de Gauss-Legendre
multisymplectique appliquée sur I’équation des ondes est réalisée dans [136].

Exemple A.3.1 (ondes semi-linéaire - GLMS) On considére a nouveau l’équa-
tion des ondes non linéaire sous sa forme multisymplectique discréte notée :

La méthode de GL multisymplectique consiste a établir un intégrateur de type RK a
(r+s) étapes de variables (u;,v;)i=1, , et (u;, w;)i=1,.s. On a alors la méthode :

S S
Uln ZU?—FAI'ZCLUD;BUJTL, VVZn:wZn—kAxZaUD;BW]n,
J=1 j=1
uipy =ui + A Z b;D,U;", wi = w; + Ax Z b; D, W/,

i=1 i=1
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et
Uzn = U? + At Z CNLnthUik, ‘/Zn - U? + At Z ank‘DtVVz‘ka
k=1 k=1
G =+ ALY b DU, VTt =0+ ALY b DIV
m=1 m=1

La condition de multisymplecticité sur les coefficients de la méthode est analogue au
cas symplectique :

bj&ji -+ biaij — blb] = O, l;j&ji —+ 61&” — BZB] = 0,
La loi de conservation multisymplectique s’écrit dans ce cas :

D bifdug Tt A do Tt = dup A dvl Az = balduly A dvfyy — dul A dvf]At =0
=1

n=1

A.4 Exemples numériques

On présente les différentes performances de quelques méthodes multisymplec-
tiques, au travers d'une application issue de la littérature [95] [107] [147] [153].

A.4.1 L’équation de Sine-Gordon

On s’est inspiré des travaux de Leimkuhler [88], et de ceux de Wang [155]. Il
s’agit de I’équation des ondes semi linéaire avec un potentiel V(u) = 1 — cos(u) :

Uy = Uy — SiN(w)

avec des conditions de bords périodiques : u(0,t) = u(L,t) pour t > 0, et la condition
initiale donnée par la solution exacte :

x—x0+ct —x—x04ct

uexact(x,t) = 4arctan(e Vi-e2 ) + 4arctan(e Vi-c2 )

Cette solution correspond a deux ondes solitaires (solitons) se déplagant chacune a
vitesse constante 4c et démarrant aux points +x0.

A.4.1.1 Les méthodes numériques

Schéma semi-multisymplectique leapfrog (LF) Il s’agit d'un schéma clas-
sique, explicite, transportant au cours du temps la forme symplectique associée a la



dimension spatiale. Son principe de construction est celui rappelé en introduction
de cette partie. Il s’écrit :

ultt = 2ut Tt wly — 2u +ul
At? Ax?

L sin(u) =0

Schéma conservant 1’énergie (CE) Le schéma CE s’écrit [40] :

]

INE Az? W

u?—’—l - ZU? + u?_l z+1 2u + uz 1 + V(un-i—l) - V(u?_l) o O

ou V(ul') = sin(ul). Il est du second ordre. Il est construit de sorte a conserver une
énergie discréte au cours du temps [144] :

n+1 - n+1 n n

Uy — Uy u; U; Uit — Uy 1 n I
Ao =5 2 (7 + () () + V(@) + V()

Mais il n’est pas multisymplectique.

Schéma multisymplectique a neuf points (MS) Il est construit a partir d'une
méthode de type Runge-Kutta, mais est simplifié par substitution des variables
auxiliaires. Son principe de construction est décrit dans les travaux de Wang [154]
[155].

1
D (ufy + 20} +uiy) — Dy(ui™ + 2uf + ™) = V'(u; )+ V'(uy, ) V() V)
2 2 2
ot les opérateurs D? et D? correspondent 4 :
D2.n — A =220 4 2 D2.n — Ziv1 — 220 + 20,
P2 = ; P =

At?

et V(ul') = sin(ul").

A.4.1.2 Tests numériques

Comportement sur des temps longs Comme attendu, le schéma multisym-
plectique posséde un trés bon comportement sur des temps longs. Il est comparé
avec le schéma préservant 1’énergie.
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255
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(a) Schéma CE (b) Schéma multisymplectique & 9-points

F1G. A.1 - Sine Gordon. Solution numérique des solitons dans un domaine periodique
[—10;10] pour un temps T = 500. Ax = 5.107% et At =5.107%

Stabilité Lorsque le pas de temps est raisonnable et que le pas d’espace est suf-
fisamment petit, les trois schémas testés produisent des solutions numériques com-
parables, quelque soit le temps d’intégration. Lorsque le pas de temps augmente,
la stabilité du schéma symplectique leapfrog est perturbé. Ceci est dit au caractére
explicite de la méthode. Le schéma multisymplectique reste stable, conformément a
sa nature implicte.

(a) Schéma Leapfrog symplectique (b) Schéma multisymplectique & 9-points

F1G. A.2 — Sine Gordon. Solution numérique des solitons dans un domaine periodique
[—10; 10] pour un temps T = 30. Az = 51072 et At = 5.1072,

Bien que le schéma construit pour conserver I’énergie soit implicite par son terme
non linéaire, sa solution explose dés les premiéres itérations lorsque Ak > Ax. Ce
qui n’est pas le cas du schéma multisymplectique : il montre un comportement re-
lativement bon sur un temps d’intégration moyen, malgré un pas de temps grossier



Ak = 107! supérieur au pas d’espace Ax.

u MULTISYMPLECTIQUE ——— u MULTISYMPLECTIQUE ——

(a) Comportement de la solution (b) Comportement de la solution
pour sur [17; Ty] = [0;40] pour sur [17; T3] = [100; 140]

F1G. A.3 — Sine Gordon. Schéma multisymplectique a 9-points. Dans un domaine
periodique [—10;10]. Az =5.107% et At =1.107%.

Conservation du Hamiltonien Les lois de conservation traduites par le schéma
multisymplectique sont locales. C’est notamment le cas du transport d’énergie. On
définit a partir de 'expression du Hamiltonien une densité locale d’énergie :

£) = 0 By = () @) + (1 cos(u(a)),

Au travers d’une comparaison entre le schéma construit pour conserver 1’énergie
(CE) et le schéma multisymplectique (MS), on montre deux caractéristiques :

— les variations relatives de £ dépendent de sa discrétisation.

— le schéma CE conserve mieux &, cependant le schéma multisymplectique tra-
duit mieux la correspondance entre les variations d’énergie et les instants de
collisions entre solitons et avec les bords.

On considére la densité d’énergie discrétisée en chaque noeud par :

1 ot —qyn noyn n n
B = () + (P )2)+(1—cos(w», i=1..m—1 n>1
(A.3)

Le schéma CE présente des irrégularités lorsque l'on regarde 1’évolution de £. Le
schéma multisymplectique posséde une erreur relative plus importante. Toutefois, il
présente un profil plus régulier, constant, correspondant aux zones de propagation
des solitons a l'intérieur du domaine ; aux instants correspondant aux collisions entre
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les solitons ou avec les bords, le profil d’énergie montre un pic (Fig. A.4 (a)). On
considere la discrétisation de la densité d’énergie est :

i i U —’LL? 1, n 1(,n
P (T () V@) V), =1

m—1
h ntl _ ul

n ul
B =52 (G

i

(A.4)

Cette discrétisation correspond a celle qui est conservée par construction par le
schéma, CE. Le constat est analogue pour le schéma multisymplectique : les varia-
tions de £ montrent des pics lors des collisions (Fig. A.4 (b)).

Les Fig. A4 (c) et (d) montrent la répartition de la densité d’énergie sur le domaine
au cours du temps. Les instants de collisions correspondent avec les instants de pics
dans le profil de variation de £.

Le transport d’énergie représenté par le schéma multisymplectique permet de tra-
duire qualitativement le comportement locale des solitons alors que le schéma CE
préserve avec une meilleure précision une énergie globale indépendante du comporte-
ment de la solution. Ainsi, la structure multisymplectique contient de I'information
physique permettant une analyse locale. Elle peut étre plus importante a préserver
qu’une grandeur globale (comme 1’énergie) ne traduisant que partiellement la phy-
sique d’un systéme.

Les méthodes multisymplectiques sont construites pour rendre compte de la na-
ture multisymplectique des équations. Le fait de les préserver au cours du temps
permet d’obtenir des comportements sur des temps longs naturellement satisfaisant.
Cela permet aussi d’avoir structurellement de bonnes propriétés de conservation des
quantités invariantes.

Cependant, le petit nombre d’équations modéles montre une des faiblesses majeures
de cette approche. En effet, la méthode reposant sur la mise en forme multisymplec-
tique, il n’existe pas de construction systématique pour n’importe quelle EDP.
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F1G. A.4 — Sine Gordon. En (a) : Variation de £(x) pour le schéma multisymplec-
tique (MS) et le schéma conservant 'énergie (CE) pour la discrétisation (A.3) de
I'énergie Ey. En (b) : il en est de méme pour une discrétisation (A.4) de I’énergie

E, correspondant a celle préservée par le schéma CE. En (c¢) et (d) : répartition de

E(x) au cours du temps sur le domaine pour le schéma multisymplectique (MS).
Domaine spatial [—10; 10] pour un temps T = 30. Az = 5.107% et At = 4.1072.



Annexe B

Méthodes utilisant I'invariance par

symétrie

B.1

Introduction

On présente quelques méthodes d’intégration géométrique. Toutes sont basées

sur 'une des propriétés géométriques issues des symétries des équations :

une approche semi-invariante, introduite par Shokin [142], se basant sur 1’ad-
dition d’un terme numeérique agissant comme un terme de viscosité, pour un
schéma donné . Ce terme est calculé de sorte a ce que ['approzimation diffé-
rentielle du schéma respecte les symétries de I'équation d’origine.

les méthodes de maillage adaptatif sont des méthodes reconnues et utilisées
dans de nombreux cas, comme par exemple pour les systémes d’interaction
fluide-structure. En s’inspirant d’une technique reposant sur le principe d’équi-
distribution, Budd propose de déterminer les équations d’évolution du maillage
de sorte a respecter 'invariance d’échelle [15], [17]. Cette approche est particu-
lierement bien adaptée pour retrouver les solutions auto-similaires et traduire
les singularités comme les phénomeénes de blow up.

d’autres méthodes sont construites directement pour préserver ’ensemble des
symétries de I’équation : c’est ce que poposent Dorodnitsyn et al. |35], [36].
Leurs travaux a ce sujet portent sur la construction de schémas et de maillages
s’exprimant avec les invariants en différences finies ; ceux-ci sont calculés grace
aux opérateurs discrets de dérivation. Cette méthode autorise les maillages évo-
lutifs, et permet d’établir des lois de conservations discrétes pour les systémes
lagrangiens.



B.2 Schémas semi-invariants par approximation dif-
férentielle

La méthode a été introduite par Shokin [142]. Le principe d’invariance jusqu’a
un ordre fini, ou de semi-invariance, consiste a adjoindre & 'EDP une approxima-
tion différentielle. Celle-ci est obtenue & partir d’un schéma numérique donné, par le
développement de Taylor des termes de différences finies. Cette approximation dif-
férentielle est la somme de ’équation exacte et d’un terme résiduel, correspondant
a une erreur de troncature associée au schéma. On calcule la forme générale des
générateurs infinitésimaux du groupe de symétrie de cette équation. La condition
d’invariance induit un systéme d’équations différentielles sur les coefficients des gé-
nérateurs infinitésimaux et sur les termes du facteur résiduel. La construction d’un
schéma semi-invariant consiste a choisir ce terme résiduel, de sorte a préserver les
symétries de I’équation d’origine.

On présente brievement cette méthode sur I’exemple d’'une EDP :

F(x,u,u . u®™) =0

oit 'on a noté x = (1, ..., 7,) les variables indépendantes, et u™ = (u§”>, . u((zn)) les

. , o . . Il O
variables dépendantes ainsi que leurs dérivées partielles : ug-“ ) = u " = ﬁ.
1 M

Une équation aux différences finies associée s’écrit, :
n
N(x,u", h, Tu) =0,

ot h = (hy, ..., hy,) correspond aux pas du maillage, et T = (11, ..., T},) est 'opérateur
de translation discréte sur les variables indépendantes :

T'Z‘[U]([L'l, eyl Ly Ljt 1y +-vy .Tp) = u(xl, ey li_1, .TiJrhi’ Lidly -eey .CEp)

B.2.1 Approximation différentielle d’ordre s.

On appelle alors approximation différentielle d’ordre s de I’équation aux diffé-
rences, I’équation différentielle :

S p
P(x,u,...,u ul-b)y = p(x u,u®, b)) 4 Z Z(hiB)Ri(X, u,ul, . ul-
p=1 i=1

pour A =1,...,qg et I' = max,; [} ;. Elle est obtenue par troncature du développement
de Taylor de T.
Soit G' un groupe de transformation agissant sur ’espace des jets J", engendré par



le générateur infinitésimal v. Alors le prolongement & 'ordre I’ de v s’écrit :

P ) V—V+ZZ (et u (lll

7=1 p=1

Le résultat fondamental de la méthode permettant de construire un schéma aux
différences finies invariant jusqu’a un certain ordre est le suivant :

Théoréme B.2.1 (Semi-invariance) L’approzimation différentielle est invariante
sous l'action du groupe G si et seulement si :

pr) v[P(x,u,..., ul, u(ll"'l#’))} =0

[P=0
Ce qui est équivalent d’apres la définition de ['approximation différentielle a :

0 = pr(l') V[F(X’u’“"u(11)7u(l1...lu,))}

s

+pr Z lﬁ ,,,,7u(ll)7u(l1---lm)))LP=O

ﬂ:l =1

|P=0

hS]

Cette condition d’invariance conduit & un systéme d’équations dont les inconnues
sont les fonctions jouant le role des coefficients dans I'expression du prolongement
du générateur infinitésimal.

On construit un schéma semi-invariant en imposant au terme résiduel de I"approxi-
mation différentielle la condition d’invariance par le groupe de symétrie de I’équation
d’origine.

B.2.2 Schéma semi-invariant pour I’équation de Burgers

On présente a titre d’exemple la méthode appliquée a I’équation de Burgers,
traité par Hoarau et al. [58].
On considére le schéma numérique :

ut— 1 6 o u? 1 5

7 7

L VO - Q" 6t —Q" 5 ) =0

A PR T G a0 ) — (O UL

ou ’on a noté les opérateurs de dérivation :
qu% —|—u?_%

— 5 :

6:|: + zil u?
( ) Ax )

et on Q' = Q(x;, t", ul) est la discrétisation du terme de viscosité artificielle calculée
de sorte a ce que 'approximation différentielle :

Up + Uy — Vg + (Cg)y =0



vérifie les symétries de ’équation de Burgers.
En considérant un groupe de transformation agissant sur les variables dans ’ap-
proximation différentielle, la condition d’invariance s’écrit :

pr® v [(uy — uuy — vyy)] o T pr® v[((Cu,),)], =0

|F=0

Le systéme d’équations différentielles portant sur les coefficients des générateurs
infinitésimaux est :

Sl=a+br+ct+dtr, &=e+dt* +(2b— f)t, n=c+dr+ (=b—dt+ f)u,
Clzbh7 C2:(2b_f)7—7 ezflj,

ol a,b,c,d, e, f sont des coefficients réels.

L’expression de C' est alors déduite a 1’aide de ces équations, en résolvant la condition
d’invariance pour I'approximation différentielle par rapport aux symétries de I’équa-
tion de Burgers. Hoarau et al. |58| propose d’écrire la viscosité artificielle rendant
I’approximation différentielle invariante grace a :

1 At
=3z 0

et en prenant C' = —0.01¢(tu — x)?(u,)?.
On obtient au final le schéma semi-invariant d’ordre 1 en temps et 2 en espace :

utt — 1 pud® . u? 1 5
=4 i — (6 — (=) — —— (6% — —)(u
(S — ) — 0 (? — )
VAL, g d? W g 102 VAL 6 UAE pd® u?
+ 2 ((u”%) Az? (u"*%) AxQ) 2 Agtli + 2 Aa:3( 2

Remarque 13 Outre l’apsect semi-invariant de la méthode, un point a noter est
que la méthode réduit [’ordre du schéma par deuzx. Ainsi, le schéma d’origine d’ordre
4 devient un schéma semi-invairant d’ordre 2.

Résultats numériques On montre les performances numériques d’une telle ap-
proche sur 'exemple de I'équation de Burgers. Pour I’exemple présent, on considére
le probléme dont la condition initiale et les conditions aux limites sont données par
la solution exacte suivante :

r—2t
t+0.1
+

1+ 2Vt + 0.1exp(745f(;fé)j))

Le temps initial est de t5 = 0.1 et le temps final est ¢; = 5.2. Le domaine spatial

Uexacte (:L‘,t) -

est [a,b] = [0,20]. La Fig. (B.1) (a) représente les solutions numériques du schéma
classique d’ordre 4 et du schéma semi-invariant d’ordre 2, comparées a la solution

)i
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FiG. B.1 — Equation de Burgers. Temps d’intégration T = 5. Le pas d’espace est de
Az = 6.1072 sur le domaine [0,20] (a) profil des solutions numériques en fonction
du temps : schéma classique d’ordre 4 (-) et du schéma semi-invariant d’ordre 2 (-).
Le pas de temps est de 8.1073. (b) Evolution de Ierreur relative de I'énergie, en
fonction du pas de temps. Le pas de temps At varie de 1.1073 a 1.1072.

exacte. Le pas d’espace est de Az = 6.1072 sur le domaine [0,20]. Le pas de temps
est de 8.1072. Le temps d’intégration est de 7' = 5.1. On constate que la courbe du
schéma semi-invariant présente une légére diffusion. Elle ne reproduit pas exactement
la solution exacte, mais reste globalement comparable au schéma classique d’ordre 4.



La Fig. (B.1) (b) représente 1’évolution de I’erreur moyenne sur le domaine spatial :
Err = Zﬁio |Uexacte—umum | /N On remarque que pour un petit pas de temps (At =
1073), le schéma classique d’ordre 4 présente une erreur moyenne bien plus petite
que le schéma semi-invariant. Cependant, lorsque le pas de temps augmente, I'erreur
associée au schéma classique croit beaucoup plus rapidement que celle associée au
schéma semi-invariant ; le pas d’espace étant fixé, la solution numérique devient de
plus en plus instable : au-dela de At = 8.1073, la solution semi-invariante conserve
le méme ordre de précision contrairement a la solution classique qui a complétement
explosée.

Ainsi, bien que cette méthode réduise 'ordre de précision du schéma d’origine, il
existe des valeurs des paramétres numériques (pas d’espace, pas de temps) pour les-
quelles la solution du schéma semi-invariant est comparable a la solution du schéma
classique d’ordre plus élevé. On observe méme sur cet exemple un gain de stabilité
de la solution numeérique.

B.3 Invariance d’échelle et maillage adaptatif

Il s’agit d’'une méthode d’intégration numeérique consistant a adapter le maillage
afin de préserver I'invariance d’échelle. L’'invariance d’échelle correspond a la trans-
formation :

t — M, z — A2z, u — Au, Ya, A > 0,

Elle est particuliéerement présente pour de nombreux systémes physiques et méca-
niques. Elle se retrouve en effet dans le groupe de symétrie de nombreuses EDP,
comme |’équation de la chaleur, I’équation de Burgers, les équations de Navier-
Stokes... Une solution invariante par échelle signifie qu’elle se produit quel que soit
I’ordre de grandeur considéré pour observer le systéme.

On rappelle donc dans un premier temps la méthode du maillage mobile comme elle
a été originalement introduite par Huang et al. [63]. Puis on présente la maniére
dont Budd et al. [17] utilise I'invariance d’échelle pour développer cette méthode.
Cette méthode est particuliérement bien adaptée pour capter les singularités comme
les phénomeénes de blow-up, ainsi que pour reproduire le comportement des solutions
sur des temps longs, notamment celles associées aux solutions autosimilaires.



B.3.1 Principe d’équidistribution et invariance d’échelle.

Principe d’équidistribution Le principe d’équidistribution a été introduit par
Boor [33]. On suppose un maillage uniforme décrit par des coordonnées fictives
¢ € [0,1] avec & = % pour i = 0,..,N. A ces coordonnées est associé le maillage
{zo,...,xy} défini pour x(§,t) € [0,1], avec z(0,t) = 0 et x(1,t) = 1. L’évaluation
des z; est donnée par la résolution d’une EDP portant sur une fonction de régulation
M (z,t) > 0 vérifiant le principe d’équidistribution :

z(&,t) 1
/ M(z,t)dz = £0(t), 0(t) = / M(z,t)dz,
0 0
En différenciant par rapport a £ le principe d’équidistribution, on obtient les EDP

MMPDE:
A(E t,M)=0

n-3 n-2 n-1 n

(a) Maillage physique z(z;,t) et maillage fictif z;

F1G. B.2 — Construction du maillage adaptatif.

permettant d’évaluer le maillage {x, ..., zn} :

0 0 0
ge (&) =000, ge (M (@& ), 1) 5z

Ces équations sont appelées équations du principe d’équidistribution quasi-statiques

M{(x(€, 1), 1) (&:1) =0,

(QSEP) dans la mesure ou elles ne font pas intervenir la vitesse de déplacement des
nceuds du maillage #;. La fonction de régulation M (z(&,t),t)) est choisie selon 'EDP
considérée de sorte a minimiser les erreurs numeériques. Ce sont a partir des QSEP
que les équations du maillage mobile (Moving Mesh Partial Differential Equations
- MMPDES) sont calculées’.
Il existe plusieurs MMPDEs dérivées des QSEP :

— la MMPDE suivante a été proposée par Ren et al. [137] :

0 . oM ox .

les MMPDEs sont alors & discrétiser et a résoudre en méme temps que I’équation aux
différences



obtenue en différenciant par rapport au temps la premiére équation différen-
tielle du principe d’équidistribution, et en remarquant que :

Oe(Mi) = (9eM)i+ Mg
== (@M\g - achf)agZE‘t -+ Matagx

X _ (OM
ou a‘BM‘t - (E)\t constant
En divisant par d¢z, et en remarquant que M = 00:z, on obtient la MMPDE

sous forme conservative :
oM 0 0

ar T oy M) =My

Cependant, la fonction 6 n’est pas pratique dans les calculs, c’est pourquoi il
est possible d’obtenir des MMPDESs ne faisant pas intervenir ce facteur :

en différenciant par rapport au temps la forme intégrale du principe d’équidis-
tribution, on obtient la MMPDE introduite par Flaherty et al. [45] :

M + / ) M (dz) = €0
0
Ensuite en différenciant une premiére fois par ¢ :
MOgi + &0 M + 0cx0,M = 0
puis une deuxiéme fois :
O (MO + £0: M) = —0¢ (0, M Oe)

une autre méthode pour obtenir les MMPDESs est de supposer que les QSEP
doivent étre vérifiées pour un temps initial non nul ¢+ 7, avec 0 < 7 << 1. La
seconde équation des QSEP s’écrit alors :

0 0

~ (M il -

85( (x(f,t—1—7),15—1—7)8537(6,15—1—7)) 0

En écrivant le développement de Taylor pour chacun des termes :

0 0 0 . 2

0
M(z(&,t+7)t+7) = M((&1),t+7) + 785 M(2(&,1),7)
0
—f-TaM(ZE(f, t)? t) + O(T2)

on obtient finalement la MMPDE :

0 oz a ,0M . 0 ,0M Ox 1 ox
8_5<Ma_§)+a_§(a—§x):_a_§<ﬁa_g)_F<Ma_g)



Invariance d’échelle La pierre angulaire de la méthode du maillage adaptatif
basée sur le principe d’équidistribution repose sur la fonction de régulation M (z,t).
Le point de vue géométrique consiste a déterminer M de sorte a ce que le maillage
puisse transporter la structure géométrique de I'équation. Le systéme formé par
le schéma aux différences et les équations du maillage obtenues conserve alors les
propriétés d’invariance.

On présente le cas particulier de construction d’un maillage adaptatif construit pour

respecter 'invariance par transformation d’échelle, comme le propose Budd et al.
[15].

B.3.2 L’équation de la chaleur non linéaire

Considérons I’équation :
up = (Uly )y

Elle admet les symétries continues :

Translation spatiale :
(x,t,u) — (v + 71, t,u)
— Translation temporelle :
(x,t,u) — (z,t + T2, u)
Premiére transformation d’échelle :
(2, t,u) — (A2, Ait, u)

— Seconde transformation d’échelle :

(x,t,u) — (x, Aot, >\2_1/2u)

La famille des solutions autosimilaires pour les transformations d’échelle est données

par :
u(t) = Oo(a/t?), 28-7=1,

L’équation différentielle donnant I’évolution du maillage est, pour cet exemple,
I’équation MMPDEL. La fonction de régulation doit étre prise de sorte a respec-
ter 'invariance d’échelle. Elle peut alors étre de la forme M(u) = u”. Prenons par
exemple A = 1. Le principe d’équidistribution s’écrit alors :

X(&t)
/ udr =¢&
X(0,t)
En différenciant par rapport a &, on obtient :
UXg =1

En différenciant par rapport a ¢, on a :



Ainsi, le maillage évolue en fonction du temps comme :
X = —u,

On vérifie que les équations obtenues par dérivation du principe d’équidistribu-
tion, avec la fonction de régulation choisie, sont bien invariantes par transformation
d’échelle. En substituant ces équations dans I’équation d’origine, on obtient 1’équa-
tion :

1
u(§,t), = §U2(U2)£é

Le schéma a maillage adaptatif est alors donné par 'approximation de cette équation
et de celle de I’évolution du maillage :
du; n* , 2

B.4 Meéthodes utilisant les invariants en différences
finies

On présente la méthode comme elle est introduite par Dorodnitsyn [35] pour le
cas particulier d'une équation différentielle de la forme :

F(;Eat?u?ut;uxaumc) =0

Soit X le générateur d’une symétrie continue pour 'EDP :

, 0 . 0 0
XZfa‘f‘f %‘f‘n%—f-...
Le principe de construction de la méthode est le suivant : grace aux opérateurs
discrets de dérivation, on construit le prolongement X de X sur espace des variables
discrétes associées a I’équation aux différences. On peut alors calculer les invariants
Iy, ..., I; en différences finies de X. On obtient une méthode complétement invariante
en établissant un schéma numeérique et un maillage composé des invariants [j.

B.4.1 Schémas invariants

Opérateurs de dérivation discret On pose les opérateurs discrets de dériva-
tion :

0 =~ 3} o -
1)+ = %+D+h(u)%+, Di = %—‘—D,h(u)——i—,



ou :

S N G S
D=3, Da=Y "0,
n=1 n=1

L’opérateur de différence a gauche (respectivement a droite) défini par D_j, =
S_—Id S.n—Id

T h h

translation discréte a gauche S_j, : x +— x~ (respectivement a droite Sy, : @ +— a™),

(respectivement D.;, = ) est une combinaison de l'opérateur de

de sorte que :

xt —x T —x
h, )

D+h —

Supposons que I’équation aux différences Fo = 0 associée a ’'EDP s’exprime a partir
du stencil formé par les points discrets (Fig. B.3(b))

A={z,t,7,h" h u,ut u", 2, 4}

Le prolongement des opérateurs de différences D* sur A permet de définir le pro-
longement X de X sur A. La condition d’invariance pour toute fonction 7 : A — IR
est :

XI(z,t,7, k" b~ u,ut u™ @, ,0) =0

La résolution de cette condition d’invariance donne I’ensemble des invariants dis-
crets en différences finies I, ..., I;. Il suffit alors de composer un schéma numérique
et les équations de maillage en fonction des ces invariants pour obtenir une méthode
complétement invariante.

B.4.2 Equation de la chaleur non linéaire

On reprend l’exemple de 'équation de la chaleur non linéaire u; = (uu,), et
on reproduit la méthode complétement invariante par rapport aux symétries de
'équation, suivant l'article original de Dorodnitsyn [39].

Considérons le stencil régulier et orthogonal défini par les points discrets

(x,t, hy Ty u, u uy, UG, Uy )
disposés comme sur la Fig. B.3(a). Les symétries de ’équation sont

(x,t,u) — (v + 7, t,u), (x,t,u) — (z,t + 72, u),

(.T,t,u) — ()\1/237’ )\1157 u)7 (x7t’u) N (x7 )\Qt, A;l/QU)’



(x-ht'u-) (x1,U) (x+h, € u+ *-tu-) (.1, U) (e, )

. ° . °
. ° ° o
(x-h, t, u-) (%, 1, u) (x+h, t, u+) (x-h, t, u-) (%, 1, u) (x+htt, u+)

(a) Stencil régulier et orthogonal (b) Stencil régulier

F1G. B.3 — Stencil pour I'équation de la chaleur non linéaire.

et les invariants associés sont :

T 4 uy  u- Uy U
u

u—
h27 ) u? u?? u? U

Un schéma invariant construit avec ces invariants est, par exemple :
uv—u 1 ( (u+ +u

- Uy — U U+ U_ u—u_))
2

e e[

T h

Cependant, pour utiliser un maillage mobile, on a besoin d’une équation d’évolution
discréte pour le maillage du type i—f = ¢(t,x,u). En remarquant que I’équation de
la chaleur non linéaire s’écrit sous la forme d’une loi conservative pour la chaleur
u, Dorodnitsyn [39] propose que I’équation d’évolution du maillage doive satisfaire

% ff(g) udxr = 0, c’est-a-dire :

d [0 #2(0) Oy dz dzz
— dr = —d 1" = " 1™ =0
dt z1(t) uar /xl(t) (915 T [u dt } r1 [uu T dt ] T

L’équation d’évolution du maillage est alors donnée par i—‘f = —Uy.
Alinsi, le systéme a résoudre avec un maillage adaptatif s’écrit :

dx 1@

E = —Uyg, a di - (u$)a:a

Ce qui s’écrit aussi sous forme conservative :

d_x _ dlnu ()
dt - T dt - Ty

Un tel systéeme peut se résoudre sur un maillage donné comme pour le stencil de la
Fig. B.3(b). Les invariants discrets sont :

T 4 wuy u. Uy w. h™ hT At I-—=x
YW W W W W W R RY R R



Finalement, on obtient la méthode suivante :

t—xr _ lug—u u—u

— - )
11 oo 2 (u+—u_u—u_)
T N =

Cette méthode est complétement invariante pour un maillage mobile. Ainsi, on a
présenté un échantillon des méthodes d’intégration utilisant des techniques associées
a la conservation des symétries. Les principales limites relatives a ces méthodes sont :

— la méthode de semi-invariance, outre le fait qu’elle ne permette pas de rendre
complétement invariant un schéma, elle réduit son ordre de précision; il est
alors nécessaire de partir d'un schéma d’ordre élevé.

— la méthode préservant 'invariance par transformation d’échelle ne prend pas
en compte les autres symétries; du coup, les lois de conservation ou d’évolu-
tion des quantités remarquables associées a une symétrie quelconque ne sont
pas transportées. En fait cette méthode n’est applicable que pour la famille
d’équations admettant la transformation d’échelle comme symétrie.

— la méthode utilisant les invariants en différences finies produit une famille nom-
breuse de schémas invariants. Cependant, il n’y a pas de critéres de stabilité
ou d’ordre de précision. Il n’y a donc pas de critéres permettant de discerner
un schéma ayant de bonnes propriétés numériques d’un mauvais.

Cette présentation sommaire de trois intégrateurs géométrique pour les EDP améne
comme premiéres constations :

— Les approches géométriques sont d’autant plus variées qu’il est possible d’en
exploiter la richesse. Le formalisme employé, ainsi que les propriétés a conserver
permettent d’établir autant de méthodes d’intégration.

— Cependant, aucune des approches ne permet d’obtenir un unique schéma inva-
riant associé a une équation. Il subsiste toujours un parameétre, une fonction,
une famille d’invariants a choisir de facon arbitraire. Ce choix conditionne la
qualité numérique du schéma.
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