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Introduction

Contexte

Dans les systèmes de télécommunications cellulaires, la qualité d’une communication
radio est étroitement liée au canal de propagation. Les évanouissements rapides, dus aux
trajets multiples dans l’environnement de propagation, engendrent des fluctuations de la
puissance instantanée au récepteur, affectant directement la qualité de la transmission
et la capacité du lien. Pour améliorer la liaison, le récepteur peut mettre en oeuvre des
techniques de traitement du signal comme l’égalisation ou utiliser des antennes multiples,
afin de s’affranchir des fluctuations de la puissance instantanée du signal. Un lien radio en
présence d’évanouissement peut être caractérisé par la probabilité d’erreur symbole (SEP
"Symbol Error Probability") qui permet de décrire sa qualité moyenne. C’est le critère
le plus pertinent, et donc le plus largement étudié, pour l’analyse des performances sur
ce type de canal. L’effet de masque ou "shadowing" est responsable des variations à long
terme de la puissance moyenne au récepteur. Il est du à la présence d’obstacles importants
entre l’émetteur et le récepteur (immeubles ou forêts). Parce que la vitesse de déplacement
des mobiles est limitée, la variation de puissance liée à ces obstacles est considérée comme
lente par rapport à la durée symbole. D’autre part, parce que seule une approche statistique
permet de modéliser de façon générale un tel environnement, le shadowing est souvent décrit
sous la forme d’une variable aléatoire, de type log-normale. Les variations de puissance dues
au shadowing engendrent une variation de la qualité du lien radio au court du temps. Il
devient alors caduque de chercher à caractériser un tel lien par une probabilité d’erreur
moyenne qui traduit assez mal la réalité de la communication radio. Pour tenir compte de
ces variations on préfère utiliser un critère de probabilité de coupure (outage) qui exprime
la probabilité qu’un lien radio se retrouve dans un état où la probabilité d’erreur dépasse un
certain seuil cible. Ainsi, les critères d’analyse des effets à court terme et à long terme sont
assez différents, le SEP étant basé sur une estimation moyenne des performances, alors que
l’outage caractérise la probabilité de dépassement d’erreur. Il y a dans le deuxième critère
la notion de variation temporelle des caractéristiques du canal qui n’est pas présente dans
le critère du SEP.

Une étude de performances peut se faire de deux façons, soit analytiquement soit par
simulation. La première méthode présente l’avantage de pouvoir caractériser rapidement
et de façon précise un système de communication, à la condition que la modélisation du
système (canal, algorithme de réception, etc) soit suffisamment réaliste. Le compromis
entre réalisme et complexité du modèle est un point clef pour les méthodes analytiques qui
peuvent se révéler très difficiles à mettre en oeuvre. L’approche par simulation nécessite
un grand nombre de donnée avec une réalisation aléatoire du canal pour chaque symbole
ou trame. Cette méthode présente l’avantage de pouvoir introduire le niveau de réalisme
que l’on veut dans le système, mais demande un temps de simulation en général important
et est donc coûteuse. Les deux approches, analytique et simulée, sont complémentaires et
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INTRODUCTION

s’alimentent mutuellement. L’étude théorique en particulier permet de fournir des bornes
supérieures sur les performances.

La plupart des travaux qui s’intéressent à l’analyse de performances des systèmes radio
en présence d’effet de masque s’intéressent généralement à la probabilité que la puissance
moyenne soit inférieure à un certain seuil. Cependant, pour pouvoir exploiter au mieux un
tel résultat, il est indispensable de pouvoir convertir une telle probabilité, en la probabilité
que le SEP soit supérieur à une probabilité d’erreur cible. Mathématiquement, les deux
probabilités sont identiques mais passer de l’une à l’autre nécessite de pouvoir exprimer le
SEP en fonction du rapport signal à bruit (SNR, "Signal-to-Noise Ratio"), et inversement,
le SNR en fonction du SEP. L’intérêt d’une telle démarche est de pouvoir prédire le com-
portement moyen d’une liaison à partir de la simple définition d’un SEP cible. En effet,
au niveau système, on est plutôt intéressé par la qualité de service (typiquement le SEP
moyen) que l’on peut atteindre dans un environnement donné et avec quelle probabilité,
que par la puissance moyenne disponible. C’est cette recherche de lien entre la qualité de
service dans un réseau et l’environnement complexe comprenant les effets court termes et
l’effet de masque, qui sous-tend le travail présenté dans ce manuscrit et qui constitue une
approche originale par rapport aux travaux existants.

Objectifs

Cette thèse a donc pour but de fournir des expressions analytiques approchées des
performances des systèmes radios en prenant en compte shadowing et évanouissements.
Afin de pouvoir exprimer la probabilité de coupure en fonction du SEP moyen cible, il
faut pouvoir inverser analytiquement la probabilité d’erreur moyenne. Pour atteindre cet
objectif nous cherchons des approximations du SEP moyen précises sur une large plage
de rapport signal à bruit, et qui soient de plus, inversibles ; c’est-à-dire que l’on puisse
remonter au SNR analytiquement. A partir de ces expressions nous cherchons à déterminer
le comportement de la probabilité de coupure en présence d’effet de masque pour des
signaux bandes étroites dans des canaux plats, pour des modulations linéaires et plusieurs
types de techniques multi-antennes. Nous nous intéressons également à l’impact du codage
canal, qui joue un rôle essentiel dans les systèmes radio. Les résultats que nous obtenons
en lien isolé (sans interférences) sont présentés au chapitre 2 étendus aux systèmes multi-
antennes au chapitre 3. En plus des effets du canal sur la transmission d’un signal radio entre
une station de base et un mobile, la présence d’interférences due à d’autres communications
limite la qualité de service qu’un utilisateur peut tirer du réseau. De plus le lien entre les
variations de la puissance moyenne de l’utilisateur interférent et celles du signal d’intérêt sur
la probabilité de coupure ne sont pas ou peu étudiées dans la littérature. C’est ce que nous
proposons au chapitre 4. Nous proposons quelques expressions approchées en présence d’un
interférent. Parce que l’interférence est un réel facteur de perte de qualité de transmission,
la mise en place de réjection d’interférence par le biais d’une détection multi-utilisateurs
par exemple doit permettre d’améliorer la capacité des réseaux radios. Plusieurs travaux
ont d’ailleurs montré que l’intégration de la réjection d’interférence au niveau du récepteur
pouvait accroître la capacité des réseaux. Nous nous proposons d’étudier les performances
d’une détection multi-utilisateurs par maximum de vraisemblance par la simulation, dans le
cadre de canaux se chevauchant spectralement au chapitre 5. Ce cas de figure est un facteur
limitant de la capacité des réseaux locaux sans-fils WLAN (Wireless Local Area Network),
et les performances d’une communication radio en présence de canaux à recouvrement et
avec réjection d’interférence n’ont pas vraiment été étudiées.
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Plan des travaux de thèse

Ce manuscrit comporte 5 chapitres. Le premier chapitre introduit les différentes notions
plus ou moins élémentaires dont nous aurons besoin par la suite. Le deuxième chapitre traite
de l’analyse de performance des systèmes radios point-à-point mono-antenne (SISO "Single-
Input-Single-Output") en présence d’un canal à évanouissement et avec effet de masque.
Le troisième chapitre étend l’étude faite dans le chapitre 2 en considérant les systèmes
MIMO. Le quatrième chapitre s’intéresse à l’étude de performance des systèmes radios en
présence d’interférence co-canal. Le cinquième et dernier chapitre traite des performances
d’un lien radio mettant en oeuvre un algorithme de réjection d’interférence.

Le premier chapitre de cette thèse introduit les éléments nécessaires à la compréhension
du reste du manuscrit. On précise les modèles de canaux que l’on utilise par la suite, ainsi
que les critères d’analyses de performances : le SEP moyen et le SEO. Nous abordons
également les techniques d’approximations de la probabilité d’erreur que nous utilisons
par la suite, notamment l’approximation de Laplace qui constitue l’outil central de notre
étude. Nous passons ensuite aux systèmes de communications dits avancés, en parlant
des systèmes multi-antennes en entrée-sortie (MIMO "Multiple Input Multiple Output")
à codage bloc orthogonaux (STBC "Space-Time Block Codes") ainsi que des architectures
à multiplexage spatial de type V-BLAST (Vertical Bell Laboratories Layered Space-Time
Architecture). Nous finissons par les codes correcteurs d’erreurs blocs et convolutifs.

Le second chapitre constitue la première contribution de cette thèse. Nous considé-
rons un lien radio simple SISO, seulement limité par le bruit additif gaussien au récepteur.
Nous considérons tout d’abord un système sans codage canal. Nous étudions les perfor-
mances d’un tel système dans des canaux à évanouissements rapides (Nakagami et Rice)
et en présence de shadowing. Pour cela, nous proposons des approximations simples et
précises (par rapport à la valeur exacte) du SEP moyen. Nous montrons que ces expres-
sions sont inversibles par rapport au SNR moyen et nous donnons des formules simples du
SNR moyen en fonction du SEP. Grâce à ces expressions nous estimons la probabilité de
coupure symbole en présence de shadowing. Nous incluons ensuite la présence de codage
canal dans l’étude de la probabilité de coupure. Nous considérons l’utilisation de codes
correcteurs blocs et convolutifs à décision dure. Nous proposons des expressions inversibles
de la probabilité d’erreur paquet (ou bloc) en canal à évanouissements rapides, qui nous
permettent d’étudier la probabilité de coupure bloc ou paquet en présence de shadowing.

Le troisième chapitre étend l’étude théorique menée dans le deuxième chapitre aux
systèmes multi-antennes. Nous étudions deux systèmes MIMO (Multiple-Input-Multiple-
Output) : les systèmes spatio-temporels à codage blocs orthogonaux (STBC), et les sys-
tèmes à multiplexage spatial. Pour les systèmes STBC, nous dérivons des approximations
précises à tous les SNR de la probabilité d’erreur dans un canal de Nakagami et Rice
ne présentant pas de corrélation. Nous inversons analytiquement ces expressions afin de
calculer la probabilité de coupure symbole en présence de shadowing. Pour les systèmes
à multiplexage spatial, nous considérons un traitement ZF (Zero Forcing) à la réception.
Nous dérivons une approximation du SEP moyen en canal de Rayleigh et de Rice, en pré-
sence de corrélation à l’émission. Une inversion analytique peut également être obtenue
dans ce cas.
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Le quatrième chapitre étend l’étude théorique menée dans les chapitres précédents
lorsque l’on se trouve en présence d’interférence. Une approximation assez précise et in-
versible de la probabilité d’erreur peut être dérivée dans le cas où le signal d’intérêt et le
signal interférent subissent tous deux des évanouissements de Rayleigh. On propose ensuite
un théorème pour calculer la probabilité de coupure symbole lorsque la puissance moyenne
du signal d’intérêt et interférent varie de façon aléatoire. Nous étudions ensuite le cas d’un
canal de Nakagami-m où une approximation asymptotique (lorsque le SNR tend vers l’in-
fini) de la probabilité d’erreur est dérivée. L’étude se poursuit sur le cas où l’on a plusieurs
antennes à la réception mettant en oeuvre un algorithme de combinaison optimale (OC
"Optimum Combining") capable, sous certaines conditions, de rejeter les interférents. Dans
le cas où un interférent est présent une approximation précise de la probabilité d’erreur peut
être dérivée pour un canal de Nakagami-m. Lorsque le nombre d’interférents augmente, on
obtient beaucoup moins de résultats sauf si ils sont inférieurs au nombre d’antennes où l’on
obtient une approximation similaire au cas mono-interférent, mais toujours pas inversible
par rapport au SNR.

Le cinquième chapitre aborde l’analyse de performance d’un système à détection multi-
utilisateurs par maximum de vraisemblance. La présence d’interférence étant très nuisible à
la qualité d’une transmission radio, nous cherchons à évaluer les performances d’un système
capable de les prendre en compte. Nous nous plaçons dans un cadre de réseaux locaux sans
fils (WLAN "Wireless Local Area Network") où plusieurs canaux se chevauchent en fré-
quence. Dans un premier temps, nous essayons d’analyser théoriquement les performances
d’un récepteur multi-utilisateurs à maximum de vraisemblance lorsque le récepteur est
capable de démoduler ces canaux. En étendant les travaux de Forney et Ungerboeck sur
l’analyse de performance des récepteurs MLSE (Maximum Likelihood Sequence Estimator)
sur les canaux sélectifs, nous dérivons une borne sur la probabilité d’erreur d’un récepteur
multi-utilisateurs MLSE. Malheureusement, cette borne n’est pas très exploitable en pra-
tique dans le cas général. Nous nous orientons donc, sur l’étude de ses performances en
simulation. Nous considérons deux utilisateurs d’un réseau de type IEEE 802.11 dont les
canaux se chevauchent, et étudions le taux d’erreur symbole dans différents scénarios.
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CHAPITRE

1 Modèle du canal et prére-

quis

1.1 Modélisation du canal radio

Dans les systèmes de télécommunication sans fils, l’information est transportée par une
onde électromagnétique se propageant à travers un canal de propagation. La propagation
des ondes radios dans les canaux sans fils terrestres est un phénomène compliqué caractérisé
par une multitude d’effets [1], [2] qui font varier la puissance du signal mesurée.

1.1.1 Aspects physiques de la propagation

Les phénomènes à grande échelle

Cette classe comprend deux effets : l’affaiblissement en distance et les effets de mas-
quage [3]. La première cause de perte de puissance est dûe à la propagation en espace libre
de l’onde électromagnétique, qui s’explique par la dispersion isotrope de l’énergie transmise
suivant les trois dimensions spatiales. Les pertes en espace libre augmentent avec la fré-
quence et avec la distance. L’effet de masquage est dû à la présence d’obstacle (bâtiment,
forêt...) entre l’émetteur et le récepteur. Aux fréquences auxquelles opèrent les systèmes
de télécommunication, l’onde électromagnétique traverse ces obstacles, mais subit une at-
ténuation de puissance fonction de la nature du matériau traversé. Dans la littérature
anglo-saxonne, cet effet est désigné sous le terme "shadowing". Dans la suite, c’est celui-ci
que nous utiliserons.

Les phénomènes à petite échelle

Les variations de la puissance à petite échelle, que l’on appelle évanouissements, sont
mesurées sur un intervalle de temps suffisamment court pour négliger une variation des
phénomènes à grande échelle [4]. Les variations de puissance observées ont pour origine la
présence d’objets dans l’environnement qui engendrent plusieurs répliques du signal trans-
mis pouvant s’additionner de manière constructive ou destructive au niveau du récepteur.
Il y a trois principaux mécanismes qui caractérisent les intéractions de l’onde électroma-
gnétique avec son environnement :

– La réflexion : L’onde électromagnétique rencontre un obstacle dont les dimensions
sont grandes comparées à la longueur d’onde. Une partie de l’énergie de l’onde est
réfléchie par l’obstacle avec un angle égal à celui d’arrivée. L’autre partie de l’énergie
est absorbée par l’obstacle suivant le phénomène de réfraction.

– La diffraction : L’onde électromagnétique rencontre un obstacle imperméable à
celle-ci, mais présentant des dimensions de l’ordre de la longueur d’onde ou présen-
tant des arrêtes vives. D’après le principe de Huyghens chaque point de l’arrête par
exemple, se comporte comme une source secondaire qui rayonne à nouveau l’onde
dans toutes les directions.

– La diffusion ("scattering") : Lorsque l’onde électromagnétique rencontre sur son
trajet un grand nombre d’objets dont la taille est de l’ordre de grandeur de la longueur
d’onde ou plus petite, son énergie est dispersée dans toutes les directions.
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Ces deux grandes classes d’effets font varier la puissance reçue au niveau du récepteur
dans une communication radio. Pour modéliser cette puissance reçue on utilise couramment
le modèle suivant, constitué de 3 composantes :

Pr = PeGeGrk
λ2

rβ
αshadα

2
fading, (1.1)

Notons que cette équation est valable pour des antennes filaires identiques, où Pr est la
puissance reçue à la distance r, Pe la puissance émise, Ge (respectivement Gr) le gain
de directivité de l’antenne d’émission (respectivement de réception). Pour des antennes
omnidirectionnelles le gain vaut 1. La perte en espace libre est caractérisée par le terme
kλ2/rβ , où λ est la longueur d’onde, r la distance entre l’émetteur et le récepteur, k est
une constante et β est un coefficient d’atténuation compris entre 2 et 6 dépendant de
l’environnement de propagation. Enfin, αshad et αfading sont des variables aléatoires (v.a.)
continues positives. La première caractérise les variations de puissance au récepteur dues à
la présence d’obstacle dans l’environnement de propagation (effet grande échelle décrit plus
haut). La seconde traduit les variations locales de puissance au récepteur dues aux multi-
trajets. C’est la richesse des intéractions de l’onde électromagnétique avec son milieu qui
implique une modélisation probabiliste des évanouissements, qu’ils soient courts ou longs
termes. Les grandeurs Pr (éventuellement Pe), β, αshad et αfading dépendent du temps t,
omis par soucis de clarté. Les ordres de grandeur de temps des variations de ces deux effets
ne sont généralement pas comparables ; αshad varie beaucoup plus lentement que αfading [4]
(sauf dans certains environnements comme nous le verrons plus loin).

1.1.2 Caractérisation des canaux à évanouissements

La propagation du signal à travers le canal sans fil, engendre des variations de l’ampli-
tude du signal ainsi que de la phase. Pour les modulations cohérentes que l’on considère
dans ce manuscrit (M-PSK, M-QAM), les variations de la phase du signal dégradent les
performances à moins qu’elles soient compensées au récepteur, puisque l’information est
transmise par la phase et l’amplitude de la porteuse. Dans ce manuscrit, on suppose que
l’on utilise un récepteur cohérent idéal [5], dans lequel les variations de phase sont parfai-
tement compensées. Nous considérerons par la suite que les performances d’un récepteur
sont donc complètement déterminées par la statistique de l’amplitude de l’enveloppe du
signal.

Canal à évanouissement rapide et à évanouissement lent. Ces caractéristiques,
désignées sous le terme anglo-saxon par "fast fading" et "slow fading" respectivement, font
référence aux effets court terme évoqués plus haut. Elles sont très importantes pour la
modélisation mathématique du canal et l’évaluation de performance des systèmes opérant
dans ces canaux. La classification d’un canal en évanouissement rapide ou évanouissement
lent est reliée à la notion de temps de cohérence du canal Tcoh qui est la mesure de la sépa-
ration temporelle minimale pour laquelle les réponses impulsionnelles du canal à l’émission
d’une fréquence pure sont considérées décorrélées. Le temps de cohérence est inversement
proportionnel à l’étalement Doppler ∆fd :

Tcoh ∝
k1

∆fd
, (1.2)

où k1 est une constante dépendant de l’environnement. L’étalement est le décalage en fré-
quence de l’onde reçue, à cause du déplacement du récepteur (ou de l’émetteur). Un canal
est dit à évanouissement rapide si la durée d’un symbole transmis Ts est égale ou plus
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grande que le temps de cohérence du canal. La réalisation du canal change donc d’un sym-
bole à l’autre voir même durant le temps symbole1. Un canal est dit à évanouissement lent
si le temps de cohérence du canal est beaucoup plus grand que la durée symbole. Autrement
dit, la réalisation du canal est la même pour plusieurs symboles transmis. Par conséquent
un très faible niveau de signal peut être observé sur la durée de plusieurs symboles consé-
cutifs, menant à une série d’erreurs. Notons que dans ce cas, les évanouissements peuvent
être superposés aux effets plus long terme (shadowing). On parle alors de canal composite,
nous en dirons un mot plus tard. On remarque donc que la caractéristique "canal à éva-
nouissement rapide ou lent" est intrinsèque au système de transmission : ce ne sont pas
des caractéristiques du médium de propagation.

Canal sélectif et non sélectif en fréquence. La sélectivité en fréquence est l’autre
paramètre extrêmement important des canaux de propagation. Cette caractéristique est
liée à la bande de cohérence du canal Bcoh (paramètre dual du temps de cohérence). C’est
la mesure de la séparation fréquentielle minimale pour laquelle les réponses du canal à
deux fréquences pures différentes sont considérées décorrélées. La bande de cohérence est
inversement proportionnelle à l’étalement temporel statistique du canal τrms :

Bcoh ∝
k2

τrms
, (1.3)

où k2 est une constante dépendant de l’environnement, et τrms est une mesure de l’éta-
lement temporel des retards des multi-trajets. Si l’amplitude et la phase de toutes les
composantes spectrales d’un signal sont affectées de la même manière par le canal (la
bande du signal est inférieure ou égale à la bande de cohérence), celui-ci est considéré
comme non sélectif en fréquence, également dénommé canal plat. Dans le cas contraire,
lorsque les composantes spectrales du signal sont affectées de façon inhomogène par le canal
de propagation, celui-ci est dit sélectif en fréquence : certaines composantes fréquentielles
subissent des atténuations et des distorsions de phase différentes d’une fréquence à l’autre.
Notons également, que la sélectivité d’un canal est encore relative aux caractéristiques d’un
système de communication.

1.1.3 Modélisation des canaux plats

Dans ce manuscrit nous utilisons la représentation bande de base bien connue pour les
signaux et le canal [5]. Dans le cas d’un système mono-antenne (single-input single-output :
SISO), le canal se modélise par un coefficient complexe h qui relie les symboles complexes
émis d (M-PSK et M-QAM) au signal complexe reçu r. Le signal bande de base discret au
temps symbole équivalent d’une transmission est modélisé par :

r(k) = h(k)d(k) + n(k), (1.4)

où n est le bruit additif thermique généré par la radio du récepteur, blanc gaussien et
de densité spectrale monolatérale N0 [6] et supposée indépendant de la réalisation du
canal, k est l’indice discret correspondant au temps symbole. Le coefficient h = αejφ

inclue les défauts de la partie radio-fréquence, considérés comme linéaires. La phase φ est
uniformément distribuée dans [0, 2π]. Le module α est l’amplitude de l’évanouissement du
canal et c’est une variable aléatoire de densité de probabilité pα (α) dont la forme dépend
du canal de propagation. Puisque le modèle de signal est décrit au temps symbole, ce

1Dans ce dernier cas, pour que le système puisse fonctionner il faudrait que l’estimation du canal soit
faite plusieurs fois pendant le temps symbole. Nous ne considérerons pas ce cas dans la suite.
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coefficient fait référence aux évanouissements court terme du canal. Les performances des
systèmes de communications numériques sont donc dépendantes de la statistique de α, ou
de façon équivalent du rapport signal à bruit instantané par symbole (SNR) défini comme
γs = α2Es/N0 avec Es = E

(
|d|2
)

l’énergie moyenne d’un symbole et E(.) est l’espérance
mathématique. Pour l’analyse des systèmes, il est donc équivalent d’utiliser la densité de
probabilité du SNR instantané en faisant un changement de variable :

pγs (γs) =
pα

(√
Ωγs

γs

)

2
√

γsγs

Ω

, (1.5)

avec Ω = E
(
α2
)
, le moment d’ordre deux de la variable aléatoire α qui représente l’énergie

moyenne du canal, et γs = ΩEs/N0 le rapport signal à bruit moyen.
La fonction génératrice des moments ("moment generating function" MGF) Mγs(s) de

la variable aléatoire γs est associée à la densité de probabilité pγs (γs) :

Mγs (s) =

∫ ∞

0
pγs (γs) e

γs·sdγs (1.6)

Caractérisation probabiliste des évanouissements courts termes

Selon la nature de l’environnement radio (aéré, obstrué, intérieur, extérieur, etc), il
existe différents modèles décrivant le comportement statistique de l’amplitude du canal α
et donc du SNR instantané γs.

Canal de Rayleigh. C’est la distribution que l’on utilise pour modéliser les évanouisse-
ments dus aux multi-trajets incohérents lorsque l’émetteur et le récepteur ne sont pas en
vue directe. C’est un des canaux de propagation les plus difficiles, mais assez courant en
milieux urbains denses [1]. La densité de probabilité de α est une loi de Rayleigh :

pα (α) =
2α

Ω
exp

(

−α
2

Ω

)

, α ≥ 0 (1.7)

Grâce au changement de variable indiqué en (1.5), on peut obtenir la distribution équi-
valente du SNR dont la densité de probabilité et la MGF sont données dans le tableau 1.1.
La densité de probabilité du SNR est une loi du χ2 centrée.

Canal de Rice. Ce modèle est souvent utilisé pour caractériser un environnement de pro-
pagation comprenant une composante spéculaire forte due à une vue directe entre l’émet-
teur et le récepteur, et une multitude de trajets incohérents dus aux diffuseurs de l’envi-
ronnement [7]. La densité de probabilité de l’amplitude du coefficient complexe du canal
suit une loi de Rice [8] :

pα(α) =
2 (1 +K) e−Kα

Ω
exp

(

−(1 +K)α2

Ω

)

I0

(

2α

√

K (1 +K)

Ω

)

, α ≥ 0, (1.8)

avec K le paramètre de Rice, correspondant au rapport entre la puissance de la composante
spéculaire (trajet LOS) et la puissance moyenne des multi-trajets de la composante diffuse,
et varie donc entre 0 et +∞. La fonction I0(.) est la fonction de Bessel modifiée de première
espèce d’ordre 0 [9]. En appliquant le changement de variable en (1.5), le SNR par symbole
est distribuée suivant une loi du χ2 non centrée donnée dans le tableau 1.1.
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La situation "vue directe" est assez courante dans les micro-cellules (petite surface
couverte par une station de base) ou en environnement ouvert (de type rural par exemple)
pour les communications téléphoniques extérieures [10]. Cela correspond également assez
bien aux environnements indoor dits pico-cellulaires [11] (la zone de couverture du point
d’accès est de l’ordre de quelques mètres, et la vue directe est disponible), mais aussi aux
environnements "large open-space" du style entrepôt d’usine [12].

Notons que lorsque K = 0 la distribution de Rice devient une distribution de Rayleigh,
et traduit l’évanouissement de la composante spéculaire. A l’inverse, si K tend vers l’infini,
le canal devient sans évanouissement et la transmission se fait juste sur un bruit additif
blanc gaussien.

Canal de Nakagami-m. La loi de Nakagami-m a été proposée par l’auteur du même
nom afin d’englober un large panel de sévérité d’évanouissement. La densité de probabilité
d’une loi de Nakagami est donnée en [8] :

pα(α) =
2mmα2m−1

ΩmΓ(m)
exp

(

−mα
2

Ω

)

, α ≥ 0, (1.9)

avec m le paramètre d’évanouissement de la distribution. Il peut varier entre 1
2 et +∞ et

peut donc caractériser un canal à évanouissement gaussien mono-latéral (m = 1
2) jusqu’au

canal "parfait" (sans évanouissements) (m → +∞) en passant par le canal de Rayleigh
(m = 1).

Il a été observé que la distribution de Nakagami-m correspondait très bien aux canaux
radio-mobiles outdoor [13, 14, 15], mais aussi indoor à trajets multiples [16].

Caractérisation probabiliste des évanouissements longs termes

On a noté γs (t) (en omettant l’indice t) le SNR instantané. Le SNR moyen γs =
E (γs(t)) est le SNR moyenné relativement aux effets court terme du canal, sans consi-
dérer l’effet de shadowing. Il s’agit donc d’une valeur moyenne court terme, sujette à des
variations plus long terme. Le SNR moyen γs contient le terme αshad responsable de son
caractère aléatoire. Si on considère que les effets des trajets multiples sont compensés au
récepteur, alors les performances des systèmes de communication sans fils dépendent seule-
ment des variations de γs.

Des campagnes de mesures intensives ont permis de modéliser αshad comme une v.a. de
distribution log-normale et ce pour plusieurs environnements intérieurs et extérieurs [17,18,
19,20]. Si l’on intègre la puissance d’émission et l’atténuation en espace libre de (1.1) dans
la variable αshad, le SNR moyen 10 log10 γs suit une loi normale de moyenne µ non nulle
(µ = E (10 log10 γs)) et d’écart type σ en dB. La moyenne sur le long terme µ contient donc
la puissance d’émission ainsi qu’une valeur moyenne de la perte en espace libre. La densité
de probabilité et la MGF de cette v.a. est donnée dans le tableau 1.1. Dans l’expression de
la MGF xn et Hxn sont respectivement les zéros et les coefficients du polynôme d’Hermite
d’ordre Np [9].

Caractérisation hybride : multi-trajets / shadowing. Nous avons considéré jus-
qu’ici que l’ordre de grandeur de temps des variations des évanouissements court terme
était très inférieur à celui des variations de la puissance moyenne. Cette hypothèse nous
conduit à séparer ces deux effets. Lorsque l’environnement est dit à évanouissement lent, on
ne peut plus les séparer. Dans ce cas on peut considérer que le SNR instantané est station-
naire à court terme et on a γs = γs. Ainsi à court terme (durée trame ou paquet), le canal
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CHAPITRE 1. MODÈLE DU CANAL ET PRÉREQUIS

est vu comme un canal AWGN. Par contre sur une durée de plusieurs trames ou paquets,
γs varie, mais les variations de shadowing et de fading se superposent. On modélise alors la
variation du SNR avec une loi composite qui combine les deux effets. C’est un scénario que
l’on rencontre dans les environnements urbains congestionnés avec des obstacles (piétons,
véhicules) variant lentement [21, 22].

La loi composite Nakagami-m/log-normale fut introduite par Ho et Stüber [22] pour les
environnements présentant des évanouissements lents de type Nakagami-m, et en présence
de shadowing. La densité de probabilité et la MGF du SNR moyen sont données dans 1.1.

Notons que d’autres modèles existent. Par exemple pour les environnements avec une
vue directe entre l’émetteur et le récepteur partiellement masquée par des arbres ou des
immeubles, il existe la distribution composite Rice/gamma proposée par Abdi et al. [23],
et qui correspond aux mesures effectuées sur des environnements mobiles extérieurs. La
densité de probabilité de l’amplitude de l’évanouissement α est donnée en [23]. Pour les
environnements sans vue directe en présence de shadowing, Abdi et al. ont proposé un
mélange d’une loi de Rayleigh (pour l’évanouissement court terme) et une loi gamma pour
le shadowing [24], dénommé : distribution K.
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Type de canal
Paramètre

d ’évanouissement
Densité de probabilité Fonction génératrice des moments

Rayleigh 1
γs

exp
(

− γs

γs

)

(1− sγs)−1

Nakagami-m m ≥ 1
2

mmγm−1
s

γm
s Γ(m) exp

(

−mγs

γs

) (

1− sγs

m

)−m

Rice K ≥ 0 (1+K)e−K

γs
exp

(

− (1+K)γs

γs

)
1+K

1+K−sγs
exp

(
Ksγs

1+K−sγs

)

Log-normal shadowing σ ≥ 0 10
log 10

√
2πσγs

exp
(

− (10 log10 γs−µ)2

2σ2

)
1√
π

∑Np

n=1Hxn exp
(

10(
√

2σxn+µ)/10s
)

Composite Nakagami-m/
Log-normal

m et σ ≥ 0

∫∞
0

mmγm−1
s

γsΓ(m) exp
(

−mγs

γs

)
10

log 10
√

2πσγs

× exp
(

− (10 log10 γs−µ)2

2σ2

)

dγs

1√
π

∑Np

n=1Hxn

(

1− 10(
√

2σxn+µ)/10s/m
)−m

Tab. 1.1 – Densité de probabilité et MGF du SNR des canaux à évanouissements
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CHAPITRE 1. MODÈLE DU CANAL ET PRÉREQUIS

1.1.4 modélisation des canaux sélectifs

Lorsque la largeur de bande du signal est supérieure à la bande de cohérence du canal,
les composantes spectrales du signal sont affectées de manière différente les unes des autres
en amplitude et en phase. Cela se traduit par de la sélectivité en fréquence (certaines
fréquences sont atténuées voir annulées) et de l’interférence entre symboles dans le domaine
temporel. C’est-à-dire que la durée d’un symbole Ts est inférieure à l’étalement temporel
du canal τrms. Ce type de canal est modélisé par un filtre linéaire de réponse impulsionnelle
complexe (en bande de base) :

h(t) =

L−1∑

i=0

αie
jφiδ (t− τi) , (1.10)

où δ(.) est la distribution de dirac et {αi}L−1
i=0 , {φi}L−1

i=0 , {τi}L−1
i=0 sont les amplitudes, les

phases et les retards associés aux différents trajets respectivement. L est le nombre de
trajet que le système peut résoudre, c’est-à-dire le nombre de trajet qu’il peut différencier.
La capacité de résolution du système est liée à sa largeur de bande [25].

Les différents trajets sont générés par une multitude de micro-trajets dus aux différents
diffuseurs de l’environnement (on parle alors de macro-trajet pour les coefficients de la
réponse impulsionnelle). Si les macro-trajets sont générés par des diffuseurs différents, on
peut considérer que les amplitudes {αi}L−1

i=0 ne sont pas corrélés [26], mais des modèles de
corrélation existent également.

En reprenant la notation introduite pour les canaux plats, l’amplitude de l’évanouisse-
ment du i−ème trajet αi est une variable aléatoire de densité de probabilité pαi

(αi) l’une
de celles introduites plus haut. De même que pour les canaux plats, un signal reçu souffre
également de l’addition d’un bruit additif blanc gaussien de densité spectrale mono-latérale
N0 et indépendant de l’évanouissement du canal. Ainsi, le SNR instantané par symbole et
pour le canal i reflète l’évolution de l’évanouissement du signal et s’écrit γsi

= α2
iEs/N0.

Le SNR moyen par symbole est : γsi
= ΩiEs/N0, avec Ωi = E

(
α2
i

)
.

Un canal sélectif en fréquence est caractérisé par la suite {Ωi}L−1
i=0 qui correspond au

profile de puissance des trajets ou "power delay profile" (PDP) du canal. La PDP du canal
peut prendre différente forme selon que l’environnement soit intérieur ou extérieur. Dans
le chapitre 5, où nous considérons des canaux sélectifs en fréquence, nous prenons les PDP
établies par l’ETSI pour les réseaux locaux sans fils.

1.2 Critères d’analyses de performance des systèmes

1.2.1 SNR moyen dans un canal à évanouissements rapides

Le SNR est probablement l’indicateur le plus connu pour mesurer les performances
d’un système de communication numérique, notamment des systèmes à diversité d’espace
à la réception. Le plus souvent évalué en sortie de traitement, il est directement relié au
processus de détection des données et constitue donc un bon indice sur la performance
court terme d’un lien radio. Le SNR moyen est le moment d’ordre 1 de la variable aléatoire
"SNR instantané" qui dépend de la statistique de l’évanouissement du canal et s’écrit
simplement :

γs =

∫ ∞

0
γspγs (γs) dγs, (1.11)
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CHAPITRE 1. MODÈLE DU CANAL ET PRÉREQUIS

où pγs (γs) est la densité de probabilité du SNR instantané introduite dans les sections
ci-dessus.

Cependant en présence d’un canal sélectif, la bonne détection des symboles reçus ne
dépend plus uniquement de la valeur de γs, mais également de l’interférence entre symbole
présente au moment de la décision. Ce n’est donc plus un critère suffisant pour caractériser
la qualité d’une communication.

1.2.2 Probabilité d’erreur moyenne

Evanouissements rapides

Il est assez naturel de caractériser les variations court termes par la probabilité d’erreur
symbole moyenne ou "symbol error probability" (SEP). C’est indéniablement le critère le
plus pertinent, et donc le plus largement étudié pour l’analyse de performances des systèmes
de communications numériques. Dans ce manuscrit, le SEP moyen est mathématiquement
désigné par Ps (E) et renvoie à la probabilité que l’événement E "une erreur sur la détection
du symbole est commise" soit réalisé. Son expression sans codage, est :

Ps (E|γs) =

∫ ∞

0
Ps (E|γs, γs) pγs (γs) dγs. (1.12)

C’est aussi le plus délicat à obtenir analytiquement. Cela tient principalement au fait
que la probabilité d’erreur conditionnelle Ps (E|γs, γs) est généralement une fonction non
linéaire du SNR instantané et dont la forme dépend de la modulation et du type de détection
effectuée par le récepteur. L’équation (1.12) est l’expression rigoureuse de la probabilité
d’erreur symbole. Elle traduit le fait que le SEP moyen dépend du SNR moyen. Notons
qu’en présence de shadowing, γs est une variable aléatoire, donc Ps (E|γs) également.

Evanouissements lents

Lorsque le canal varie très lentement, les deux effets évanouissements et shadowing se
superposent et sont consédérés comme des phénomènes long termes (au regard de la durée
symbole). Comme le canal à court terme est vu comme un canal AWGN (et non plus
comme un canal à évanouissement), la formulation en (1.12) doit être adaptée. Puisque le

SNR est stationnaire à court terme (γs = γs = Es

N0
), alors Ps

(

E
∣
∣
∣
Es

N0

)

est la probabilité

d’erreur en canal AWGN. Pour les modulations que nous considérons dans ce manusrit
(M-PSK, M-QAM), elle s’exprime en fonction de la fonction gaussienne d’erreur ou une
combinaison de celle-ci, mais nous y reviendrons au chapitre suivant.

1.2.3 Probabilité de coupure symbole

Evanouissements rapides et shadowing

Parceque le SEP moyen varie à cause de l’effet shadowing, et n’est plus représentatif
de l’état d’une communication, il est intéressant de caractériser un lien par la probabilité
que le SEP atteigne une valeur cible au cours du temps. Conti et al. appellent probabilité
de coupure symbole ou "symbol error outage" (SEO), la probabilité que l’événement O "le
SEP moyen dépasse une valeur seuil, connaissant la moyenne du shadowing" soit réalisé.
Elle est définie mathématiquement par [27, 28] :

Ps (O|µ) = P (Ps (E|γs) ≥ P ∗
s (E|γs) |µ) , (1.13)
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CHAPITRE 1. MODÈLE DU CANAL ET PRÉREQUIS

avec P ∗
s (E|γs) la probabilité d’erreur seuil. Pour résoudre cette équation de façon analy-

tique, il serait intéressant de travailler en SNR. En effet, le SEO n’est pas sans rappeler la
probabilité de coupure simple ou "outage probability", très étudié dans la littérature [29]
qui est la probabilité que le SNR moyen tombe en dessous d’un certain seuil :

Pγs
(O|µ) = P (γs ≤ γth|µ) . (1.14)

En fait, ces deux probabilités sont égales car la fonction reliant le SNR au SEP est
bijective (à la condition que l’on ait pas d’interférence entre symboles). Par conséquent il
suffit d’arriver à exprimer le SNR cible correspondant au seuil SEP :

γth = f (P ∗
s (E)) , (1.15)

où f (P ∗
s (E)) = P ∗

s (E|γs)−1. Dés lors, l’expression en (1.13) devient :

Ps (O|µ) = P (γs ≤ γth|µ) (1.16)

=

∫ γth=(P ∗
s (E))−1

0
pγs

(γs|µ) dγs, (1.17)

ce qui est beaucoup plus simple à obtenir, puisqu’il suffit de connaitre la distribution du
SNR moyen en fonction de la valeur moyenne du shadowing : pγs

(γs|µ). Cette loi, introduite
ci-avant est en générale considérée comme log-normale. Autrement dit, la probabilité de
coupure symbole s’obtient en évaluant la fonction de répartition d’une variable aléatoire
log-normale en γth s’exprimant à l’aide du SEP cible moyen. On connaît sous forme exacte
cette évaluation [27] :

Ps(O) = Q

(
µdB − 10 log10 γs(P

∗
s (E))

σdB

)

, (1.18)

avec µdB et σdB la moyenne et l’écart type de la loi log-normale. Cependant l’inversion
de la probabilité d’erreur n’est pas un problème trivial, et c’est une des contributions
importantes que nous développerons dans la suite du manuscrit.

Evanouissements lents et shadowing

Dans ce cas l’expression de la probabilité de coupure symbole en (1.17) est toujours
valable, mais (P ∗

s (E))−1 est l’inverse de la probabilité d’erreur en canal AWGN. De plus
la distribution pγs

(γs|µ), pour calculer la probabilité de coupure symbole, intégre à la
fois l’évanouissement et le shadowing avec une loi composite Nakagami-m/log-normale par
exemple.

1.3 Fonctions spéciales utilisées

Dans ce manuscrit, nous utilisons plusieurs fonctions spéciales pour exprimer la proba-
bilité d’erreur moyenne. Bien que convenablement documentées, dans un soucis de clarté,
nous donnons brièvement les définitions et représentation des fonctions gamma, beta, hy-
pergéométrique de Gauss et hypergéométrique d’Appell.
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1.3.1 Fonction Gamma

La fonction gamma permet d’étendre la définition de factorielle aux nombre réels et
complexes. Elle est définie par l’intégrale de Euler de première espèce :

Γ(z) =

∫ ∞

0
tz−1e−tdt, (1.19)

avec z ∈ C et Re(z) > 0. Pour les nombres entiers naturels on a la définition suivante :

Γ(n) = (n− 1)!, n ∈ N, (1.20)

où ! désigne la notation factorielle.

1.3.2 Fonction Beta

Cette fonction est définie par l’intégrale suivante :

B(x, y) =

∫ 1

0
tx−1(1− t)y−1dt, (1.21)

avec (x, y) ∈ C
2 et Re(x) > 0, Re(y) > 0. Il existe une relation fonctionnelle entre la

fonction beta et la fonction gamma [9] :

B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
= B(y, x). (1.22)

1.3.3 Fonction hypergéométrique de Gauss

Définition. La série hypergéométrique de Gauss est une série de la forme :

2F1 (a, b; c;x) =

∞∑

n=0

(a)n (b)n
(c)n

xn

n!
(1.23)

=
Γ (c)

Γ (a) Γ (b)

∞∑

n=0

Γ (a+ n) Γ (b+ n)

Γ (c+ n)

xn

n!
(1.24)

avec (z)n est le symbole de Pochhammer défini par (z)n = Γ (z + n) /Γ (z), avec n ∈ N et
z ∈ C avec Re(z) > 0.

La série hypergéométrique converge si a ou b sont des entiers négatifs ou nuls. La série
de Gauss se réduit à un polynôme de degré n si a ou b sont égaux à −m, m ∈ N. La série
diverge si c = −n, n ∈ N et si ni a ni b ne sont égaux à −m avec m < n.

Si ces valeurs de a, b et c sont exclues la série converge à l’intérieur du cercle unité
|x| < 1. Sur le cercle unité |x| = 1, le comportement de la série est assurée par les conditions
suivantes :

1. si 1 > Re (a+ b− c) ≥ 0 la série converge sur le cercle unité sauf en x = 1,

2. si Re (a+ b− c) < 0 la série converge absolument sur le cercle unité,

3. si Re (a+ b− c) ≥ 1 la série diverge sur le cercle unité,
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Représentation intégrale. Si Re(c) > Re(b) > 0 alors la fonction hypergéométrique
de Gauss se définit comme :

2F1 (a, b; c;x) =
Γ(c)

Γ(b)Γ(c − b)

∫ 1

0
tb−1(1− t)c−b−1(1− tx)−adt. (1.25)

De plus, si |x| < 1, Re(a) > 0 et Re(c− a) > 0 alors il existe une autre représentation
valide de la fonction hypergéométrique de Gauss, utilisée par Butler et Wood [30] :

2F1 (a, b; c;x) =
Γ(c)

Γ(a)Γ(c− a)

∫ 1

0
ta−1(1− t)c−a−1(1− tx)−bdt. (1.26)

Relations fonctionnelles. Il existe plusieurs transformations sur la fonction hypergéo-
métrique de Gauss appelées relations d’Euler [9]. Nous donnons ici deux relations qui nous
sont utiles pour la suite :

2F1(a, b; c;x) = (1− x)−b2F1(c− a, b; c;
x

x− 1
) (1.27)

= (1− x)c−a−b2F1(c− a, c− b; c;x). (1.28)

1.3.4 Fonction hypergéométrique d’Appell de première espèce

La fonction hypergéométrique d’Appell (du nom du mathématicien français qui la dé-
couvrit) est une extension à deux variables de la fonction hypergéométrique de Gauss.

Définition. Il s’agit d’une série à deux variables x et y :

F1

(
a, b, b′; c;x, y

)
=

∞∑

m=0

∞∑

n=0

(a)m+n (b)m (b′)n
(c)m+n

xm

m!

yn

n!
. (1.29)

La série est absolument convergente si |x| < 1 et |y| < 1, mais la nature et la position
des singularités ne sont pas évidentes à déterminer.

Représentation intégrale. La série hypergéométrique d’Appell peut s’exprimer sous la
forme d’une double intégrale [31] mais également à l’aide d’une seule intégrale pourvu que
Re(c) > Re(a) > 0 et |x| < 1, |y| < 1 :

F1

(
a, b, b′; c;x, y

)
=

Γ(c)

Γ(a)Γ(c − a)

∫ 1

0
ta−1(1− t)c−a−1(1− xt)−b(1− yt)−b′dt. (1.30)

Transformation linéaire et valeurs particulières utiles. Plusieurs relations fonc-
tionnelles sont disponibles pour la fonction hypergéométrique d’Appell, mais nous n’utili-
serons qu’une seule de celles données dans [31] :

F1

(
a, b, b′; c;x, y

)
= (1− x)−a F1

(

a, c− b− b′, b′; c; x

x− 1
,
y − x
1− x

)

. (1.31)

De plus, la fonction hypergéométrique d’Appell se réduit à une fonction hypergéomé-
trique de Gauss dans les cas suivants :
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F1

(
a, b, b′; c; 0, y

)
= 2F1

(
a, b′; c; y

)
, (1.32)

F1

(
a, b, b′; c;x, 0

)
= 2F1 (a, b; c;x) , (1.33)

F1

(
a, b, b′; c;x, x

)
= 2F1

(
a, b+ b′; c;x

)
. (1.34)

1.3.5 Fonction Beta incomplète

La fonction beta incomplète, notée Bx(a, b), est définie par l’intégrale :

Bx(a, b) =

∫ x

0
ta−1(1− t)b−1dt, (1.35)

avec x ∈ R. La fonction beta incomplète est reliée à la fonction hypergéométrique de Gauss
par la relation :

Bx(a, b) =
xa

a
2F1 (a, 1− b; a+ 1;x) . (1.36)

1.4 Méthodes mathématiques d’approximation

La probabilité d’erreur moyenne s’exprimant souvent à l’aide des fonctions spéciales
introduites ci-dessus, il est nécessaire d’en trouver des approximations pour obtenir une
expression simple et inversible du SEP. La première section présente la méthode de Laplace
permettant d’approcher la fonction hypergéométrique de Gauss. Une autre méthode pou-
vant mener à l’obtention d’expression inversible du SEP est de considérer le comportement
de la probabilité d’erreur moyenne à fort SNR. C’est l’objet de la deuxième section qui
présente la méthode de Wang et Giannakis [32].

1.4.1 Approximation de Laplace

Cette méthode est également appelée approximation en point de selle ou "saddle-point
approximation" (SPA) par les physiciens.

Méthode générale. Soit l’intégrale suivante à évaluer :

I =

∫ b

a
e−Tf(t)dt, (1.37)

avec T ∈ R. La fonction f est de classe C2 sur [a, b]. De plus, f possède un minimum unique
t0 sur l’ensemble d’intégration [a, b]. L’idée générale de la méthode de Laplace réside dans
le fait que pour de grandes valeurs du paramètre T , la plus importante contribution à la
valeur de l’intégrale I est apportée par les valeurs de t voisins de t0. La fonction f possède
un développement en série de Taylor en t0 dont les premiers termes sont :

f(t) = f(t0) + f ′(t0)(t− t0) +
f ′′(t0)

2
(t− t0)2 +O

(
(t− t0)3

)
, (1.38)

avec :

f ′(t0) =
∂f(t)

∂t

∣
∣
∣
∣
t=t0

, et f ′′(t0) =
∂2f(t)

∂t2

∣
∣
∣
∣
t=t0

, (1.39)
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les dérivés première et seconde de f respectivement, prisent en t0. Puisque t0 est un mini-
mum global de f , alors f ′(t0) = 0. Par conséquent, la fonction f peut s’approcher par :

f(t) ≈ f(t0) +
f ′′(t0)

2
(t− t0)2. (1.40)

En remplaçant (1.40) dans (1.37), on obtient une forme approchée de l’intégrale I :

I ≈ e−Tf(t0)

∫ b

a
e−

T
2
f ′′(t0)(t−t0)2dt. (1.41)

Lorsque T →∞ la valeur de l’exponentielle décroît très vite quand on s’éloigne de t0,
et les bornes de l’intégrale peuvent s’étendre de manière heuristique à −∞ et +∞. Avec
le changement de variable y = (t − t0)

√

Tf ′′(t0)/2, il apparaît l’intégrale de Gauss dont
la valeur est

√
π. Il en découle l’expression de l’approximation de Laplace que l’on trouve

communément dans la littérature [30, 33] :

I ≈
√

2π

Tf ′′(t0)
e−Tf(t0). (1.42)

Lorsque T →∞, l’approximation a un terme d’erreur en O
(
T−1

)
. Nous avons donné les

étapes permettant d’obtenir l’approximation de Laplace d’une intégrale de manière quali-
tative, mais la preuve rigoureuse de (1.42) peut se trouver en [34]. De plus le comportement
de l’erreur a fait l’objet de nombreuses discussions et le lecteur intéressé pourra se reporter
à [35, 36].

En fait, la méthode de Laplace peut s’appliquer à l’intégrale plus générale :

I =

∫ b

a
h(t)e−Tg(t)dt, (1.43)

avec T ∈ R et g est de classe C2 sur [a, b] présentant un minimum unique en t0 ∈ [a, b].
La fonction h(t) est continue sur [a, b], non nulle en t0 et de signe constant sur [a, b].
L’approximation de Laplace donne pour I [30] :

Ĩ =

√

2π

Tg′′(t0)
h(t0)e

−Tg(t0), (1.44)

et I = Ĩ
{
1 +O

(
T−1

)}
si T → ∞. La précision de l’approximation dépend de deux

paramètres importants : le choix de la représentation (h; g) de l’intégrande et la possibilité
de calibrer l’approximation, permettant d’augmenter la précision de la méthode de Laplace
même pour des valeurs de T faibles ; typiquement T = 1.

Représentation de l’intégrande avec (h; g). Le choix du couple (h; g) doit être tel que
l’intégrale I soit invariante par transformation bijective de t. Soit une fonction q : [a, b]→ R

bijective telle que u = q(t). Il existe une fonction q−1 : R→ [a, b] telle que t = q−1(u). En
prenant T = 1, l’intégrale I peut s’écrire :

Iu =

∫

u∈q([a,b])
h1(u)e

−g1(u)du, (1.45)

avec :

h1(u) = h
(
q−1(u)

) dy

du
et g1(u) = g

(
q−1(u)

)
. (1.46)
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On peut vérifier que les intégrales en (1.43) et (1.45) sont équivalentes et par conséquent
que les approximations de Laplace de ces deux expressions le sont aussi. Ce résultat n’est pas
immédiat et une preuve est disponible en [37]. Pour plus de précision sur l’approximation
de Laplace et "saddle-point" le lecteur peut également se référer à [38] et [39].

Calibration. Butler et Wood [30] suggèrent que la précision de l’approximation de La-
place en (1.44) peut être améliorée lorsque T ne tend pas vers l’infini, notamment en
procédant à une normalisation de Ĩ. L’approximation de Laplace de la fonction hypergéo-
métrique de Gauss par (1.44) se note 2F̃1(a, b; c;x). On procédera à une calibration pour
l’approximation de la fonction hypergéométrique de Gauss en x = 0 : 2F̂1(a, b; c;x) =

2F̃1(a, b; c;x)/2F̃1(a, b; c; 0) [30].

Approximation de la fonction hypergéométrique de Gauss. Avec la relation (1.26),
on applique la méthode de Laplace sur la fonction hypergéométrique de Gauss. En choisis-
sant le couple de fonction (h; g) suivant pour l’intégrale :

h(t) = B(a, c− a)−1t−1(1− t)−1 (1.47)

g(t) = −{a ln(t) + (c− a) ln(1− t)− b ln(1− xt)} , (1.48)

la fonction hypergéométrique de Gauss s’écrit :

2F1(a, b; c;x) =

∫ 1

0
h(t)e−g(t)dt = I. (1.49)

Cette forme d’intégrale peut s’approcher avec la méthode de Laplace. La fonction g(t)
est de classe C2 sur [a, b]. Ses dérivées premières et secondes sont :

g′(t) =
c− a
1− t −

a

t
− bx

1− xt (1.50)

g′′(t) =
c− a

(1− t)2 +
a

t2
− bx2

(1− xt)2 . (1.51)

La fonction g possède un minimum global t0 sur son ensemble de définition [0, 1]. Le
point t0 est obtenu en résolvant l’équation g′(t) = 0 :

t0 =
2a

√

τ2 − 4ax(c − b)− τ
, (1.52)

avec τ = x(b − a) − c. Il s’agit de l’unique solution de l’équation g′(t) = 0 sur [0, 1] si
0 < a < c, b ≥ 0 et x ∈ [0, 1). Cependant, seules les conditions sur a et c sont nécessaires,
et on peut étendre la méthode à x < 0 en utilisant (1.27) et/ou b < 0 avec (1.28).

On applique la relation (1.44) pour obtenir l’approximation de Laplace non calibrée de
la fonction hypergéométrique de Gauss :

2F̃1(a, b; c;x) = (2π)1/2B(a, c− a)−1κ−1/2ta0(1− t0)c−a(1− xt0)−b, (1.53)

où κ est une fonction dépendant de a, b, c et x et définie par :

κ ≡ κ(a, b, c, x) = a(1− t0)2 + (c− a)t20 − bx2t20
(1− t0)2
(1− xt0)2

. (1.54)
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La précision de l’approximation en (1.53) peut être grandement améliorée en normali-
sant par 2F̃1(a, b; c; 0). Ainsi, l’approximation de Laplace normalisée de la fonction hyper-
géométrique de Gauss est donnée par :

2F̂1 (a, b; c;x) = cc−1/2r
−1/2
2,1

(
t0
a

)a(1− t0
c− a

)c−a
(1− xt0)−b, (1.55)

avec

r2,1 =
t20
a

+
(1− t0)2
c− a − bx2

(1− xt0)2
t20
a

(1− t0)2
c− a . (1.56)

Cette approximation de la fonction hypergéométrique sera utilisée pour approcher à son
tour la probabilité d’erreur. Une autre méthode consiste à essayer d’approcher la probabilité
d’erreur directement, comme présenté dans la section suivante.

1.4.2 Expression asymptotique

L’idée est de regarder comment se comporte la probabilité d’erreur moyenne lorsque
γs → ∞. Wang et Giannakis [32] ont proposé une méthode permettant de prédire les
comportements asymptotiques (aux larges SNR) de quasiment tous les systèmes (mono ou
multi-antennes) avec ou sans codage canal, utilisant une modulation cohérente ou non et
dans quasiment tous les environnements de propagation auxquels peuvent être soumis les
signaux de télécommunication. Ils supposent une transmission sur canal plat à évanouisse-
ment, et font les trois suppositions suivantes :

1. Le SNR instantané au récepteur est fonction du SNR moyen γs = βγs, avec β une
variable aléatoire dépendant du canal et E (β) = 1.

2. Le SEP instantané dépend de β par la fonction gaussienneQ et Ps (E|β) = Q
(√

kβγs
)
.

k est une constante positive dépendant de la modulation et du type de détecteur.

3. La densité de probabilité p (β) peut être approché par un terme polynomial lorsque
β → 0+ comme p (β) = aβt +O

(
βt+ǫ

)
, où ǫ > 0 et a est une constante positive.

Ils démontrent que la probabilité d’erreur moyenne d’une communication sans fils aux
forts rapports signal sur bruit est de la forme :

Ps (E) ≈ (Gcγs)
−Gd , (1.57)

avec Gc le gain de codage et Gd le gain de diversité. Ce dernier détermine la pente du SEP
moyen aux forts SNR dans une échelle log-log. Le gain de diversité peut-être celui apporté
par la diversité d’espace (plusieurs antennes en réception), ou temporelle (en exploitant les
multi-trajets de l’environnement). Quant au gain de codage, il détermine le décalage du
SEP moyen par rapport à la courbe de référence (γs)

−Gd .
La première hypothèse correspond au modèle du SNR introduit à la section 1.1.3. Le

SNR instantané et moyen sont : γs = α2Es/N0 et γs = E
(
α2
)
Es/N0. Dans l’hypothèse 1

on a juste posé β = α2 et E
(
α2
)

= 1. La seconde hypothèse traduit le fait de la pré-
sence d’un bruit additif blanc gaussien et une modulation BPSK. Cependant, pour des
modulations d’ordres supérieures, la probabilité d’erreur conditionnelle est bien souvent
une somme de fonction gaussienne Q. La troisième hypothèse n’est pas très forte et est
largement applicable. En effet, si la fonction p (β) est de classe Cn dans un voisinage V
autour de β = 0, alors elle admet un développement de Taylor-MacLaurin en ce point.
Autrement dit on peut approcher le comportement de la densité de probabilité de β par
un polynôme au voisinage de 0.
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SEP moyen aux forts SNR. Les auteurs démontrent [32] que pour un signal BPSK et
lorsque le SNR moyen tend vers l’infini, la probabilité d’erreur moyenne est donnée par :

Ps (E|γs →∞) =
2taΓ

(
t+ 3

2

)

√
π(t+ 1)

(kγs)
−(t+1) +O

(

γ−(t+1)
s

)

. (1.58)

Ce résultat est obtenu en considérant le développement de p (β) en 0 de l’hypothèse 3.
Il en résulte que le SEP moyen peut se modéliser par (1.57) avec comme gain de diversité
et de codage :

Gd = t+ 1 (1.59)

Gc = k

(

2taΓ
(
t+ 3

2

)

√
π(t+ 1)

)− 1
t+1

. (1.60)

Les valeurs des paramètres t et a dépendent du type de canal et son rappelées dans [32].
L’idée intuitive derrière ce théorème est que lorsque le rapport signal à bruit moyen est fort,
les performances du système vont être dominées par l’événement, à faible probabilité de
réalisation, que le SNR instantané devienne faible. Donc seul le comportement à l’origine
de p (β) détermine le comportement du SEP lorsque le SNR moyen est grand. En fait,
alors que γs → ∞, Q

(√

βγs
)

se rapproche du dirac à l’origine. De ce fait les auteurs
suggèrent que l’on peut étendre ce résultat à des modulations dont la probabilité d’erreur
conditionnelle ne s’exprime pas seulement à l’aide d’une fonction Q. Pour toutes fonctions
ayant un comportement proche d’un dirac lorsque γs →∞, le résultat énoncé ci-dessus est
valable. Ce qui est le cas de fonction du genre γpsQq(.), γ

p
s exp(−qγs) ou toutes combinaisons

linéaires de ces fonctions avec p et q des nombres positifs. Cela permet d’étendre le résultat
à des modulations de type M-QAM à réception cohérente ainsi que M-FSK à démodulation
non-cohérente.

C’est ainsi que les auteurs dérivent la probabilité d’erreur asymptotique d’un signal
modulé M-PSK et M-QAM respectivement à réception cohérente :

Ps (E|γs →∞) ≈ aΓ(t+ 1)

πgt+1
psk

[
∫ (M−1)π/M

0
sin2(t+1) θdθ

]

1

γt+1
s

(1.61)

Ps (E|γs →∞) ≈ 4aΓ(t+ 1)g

πgt+1
qam

[
∫ π/2

0
sin2(t+1) θdθ

− g
∫ π/4

0
sin2(t+1) θdθ

]

1

γt+1
s

. (1.62)

D’autres résultats sont disponibles dans [32], notamment des formes asymptotiques de
la probabilité de coupure. Le lecteur intéressé pourra se reporter à l’article pour de plus
amples détails.

Cette méthode permet d’approcher le comportement de la probabilité d’erreur pour
un SNR très grand. Pour des systèmes sans codage canal, le SNR d’intérêt est celui cor-
respondant à une probabilité d’erreur comprise entre 10−1 et 10−4. Pour ces valeurs du
rapport signal sur bruit, les formes asymptotiques de la probabilité d’erreur ne sont pas
très précises. Notamment, dans des canaux comme Nakagami-m ou Rice lorsque le para-
mètre d’évanouissement devient important. On peut constater dans [32] que pour m > 2,
l’approximation n’est pas précise dans les domaines de SNR d’intérêts. Les courbes de
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SEP moyen sont généralement concaves avec le SNR, le cas de Rice étant une exception
et présentant un point d’inflexion dans la courbe. En effet, nous verrons que la probabilité
d’erreur d’un signal M-PSK en canal de Rice est obtenue en intégrant sur la variable θ
la MGF du SNR (rappelée dans le tableau 1.1), avec s = −gpsk/ sin2 θ et où gpsk est une
constante dépendant de l’ordre de la modulation. En régime non asymptotique (lorsque K
n’est pas négligeable devant γs), le terme exponentiel tend plus rapidement vers 0 que la
fraction rationnelle, et l’évolution du SEP est dictée par l’intégrale de l’exponentielle, ce qui
donne une forme concave à la courbe. Mais lorsque γs tend vers l’infini, le terme exponentiel
tend vers une constante et le terme en fraction rationnelle tend vers (1+K) sin2 θ/(gpskγs).
Le SEP est donc proportionnel à 1/γs, et celui-ci se voit décroître linéairement avec le SNR
en échelle log-log, d’où la présence d’un point d’inflexion. De ce fait l’approche des auteurs
de [32] est très limitée dans le cas d’un canal de Rice. Sur la figure 1.1, on a tracé l’évolu-
tion de la probabilité d’erreur moyenne d’une M-PSK en canal de Rice pour trois valeurs
du paramètres K. Si K = 0dB, la description de Wang et Giannakis est suffisante pour
estimer le SEP moyen car l’approximation donnée en (1.61) est proche de la valeur exacte
pour toutes les valeurs du SNR. Cependant lorsque K augmente, ce n’est plus du tout le
cas et si l’on veut une description précise et simple de la probabilité d’erreur aux faibles
SNR, il faut abandonner cette méthode.
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Fig. 1.1 – SEP d’un signal QPSK en canal de Rice. Expression exacte et comportement
asymptotique (1.61).

1.5 Techniques MIMO

L’utilisation d’antennes multiples dans un système de communication remonte à quelques
décennies. Leur implantation s’est d’abord cantonnée aux stations de bases pour des ques-
tions de consommation et de place. Les antennes multiples permettent en particulier d’amé-
liorer la séparation des utilisateurs dans le domaine spatial et d’exploiter la diversité en
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émission ou en réception pour lutter contre les évanouissements du canal de propagation.
La diversité introduite provient du fait de la présence de la "copie" d’un même message
sur les différentes antennes de l’émetteur ou du récepteur.

Depuis quelques années l’idée d’installer plusieurs antennes au niveau du terminal s’est
également répandue, encouragée par l’augmentation de la puissance de calcul des termi-
naux. Dès lors que l’on dispose de plusieurs antennes en émission et en réception, on est
en présence d’un système dit MIMO pour "multiple-input multiple-output". Ces systèmes
peuvent permettre d’augmenter la capacité du lien radio classique de façon assez specta-
culaire [40, 41].

Les systèmes MIMO permettent d’exploiter deux types de gains. Le premier est le gain
en diversité, dont le but est l’augmentation de la qualité du lien radio où l’on transmet
la même information plusieurs fois. Cela a pour conséquence de se prémunir contre les
évanouissements du canal. Le deuxième type de gain est l’augmentation du débit. Pour ce
faire on utilise les canaux multiples comme un moyen de transmettre simultanément des
données différentes.

Dans cette section, nous présentons les principes fondamentaux des systèmes multi-
antennes MIMO que nous utilisons dans la suite du document. Nous commençons par
présenter les systèmes MIMO à codage blocs orthogonaux également appelés systèmes
STBC pour "space-time block codes". Dans un second temps, nous présentons les systèmes
MIMO à multiplexage spatio-temporel plutôt privilégiés pour leur débit. Mais tout d’abord,
nous décrivons le modèle mathématique du canal MIMO que nous utilisons par la suite.

1.5.1 Modèle de canal MIMO

Beaucoup de campagnes de mesures ont été effectuées ces dernières années pour carac-
tériser le canal de propagation multi-antennes et c’est encore un domaine de recherche très
actif car il est essentiel d’avoir des modèles probabilistes fiables donnant les caractéristiques
importantes du canal de propagation sans avoir à le mesurer à chaque fois. Les caracté-
ristiques du canal de propagation MIMO ont été énormément étudiées par les groupes de
travail européens comme COST (pour "european COoperation in the field of Scientific and
Technical research"), chargés de caractériser entre autres les canaux de propagation MIMO
(COST-231 [42]).

Pour les canaux MIMO, nous retrouvons les mêmes caractéristiques physiques que celles
introduites à la section 1.1.1. Le canal est représenté mathématiquement par une matrice H

traduisant la dimension spatiale. Dans la suite nous nous intéresserons au canal non sélectif
en fréquence, c’est-à-dire que chaque entrée de la matrice H est un coefficient complexe,
variant dans le temps :

H =









h11 h12 · · · h1nt

h21 h22
...

...
. . .

...
hnr1 hnr2 · · · hnrnt









, (1.63)

avec hk,l ∈ C, 1 ≤ k ≤ nr, 1 ≤ l ≤ nt et hk,l = αk,le
jφk,l . La variable aléatoire αk,l

est l’amplitude de l’évanouissement du canal entre la l−ième antenne d’émission et la
k−ième antenne de réception que l’on supposera identiquement distribué et φk,l sont les
phases des coefficients complexes également identiquement distribuées. Les amplitudes de
l’évanouissement peuvent être distribuées suivant des lois de Rayleigh, Nakagami-m ou
Rice introduites au début de ce chapitre à la section 1.1.3.
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Coefficients indépendants et identiquement distribués (i.i.d). Si l’environnement
radio est suffisamment riche en diffuseurs, et que les antennes sont suffisamment espacées
les unes des autres, les coefficients hk,l peuvent être supposés décorrélés et identiquement
distribués [43, 44]. C’est le modèle le plus largement utilisé dans la littérature sur les sys-
tèmes MIMO. Les modules αk,l sont les amplitudes des évanouissements du canal et suivent
l’une des lois introduites dans ce chapitre pour tout couple (k, l). Les phases des coefficients
complexes du canal φk,l sont indépendantes et uniformément distribuées sur [0, 2π). Le cas
d’un canal MIMO Rayleigh i.i.d correspond à la situation où aucune vue directe n’est dis-
ponible entre l’émetteur et le récepteur, et que les deux extrémités du lien MIMO sont
entourées d’un grand nombre de diffuseurs.

Corrélation spatiale. Dans la réalité, les environnements peu riches en diffuseurs et/ou
un faible espacement spatial entre les antennes (au regard de la longueur d’onde) entraînent
l’apparition de corrélation spatiale entre les variables aléatoires hk,l. On peut donc définir
une matrice de corrélation spatiale (qui est une matrice de covariance) entre les coefficients
du canal :

Σ = E
(

vec (H) vec (H)H
)

, (1.64)

avec Σ ∈ C
nrnt×nrnt hermitienne définie positive. L’opérateur vec (A) ∈ C

mn×1 transforme
en un vecteur colonne la matrice A ∈ C

m×n. On définit également deux autres matrices
hermitiennes définies positives, que l’on appelle matrice de corrélation d’émission et matrice
de corrélation de réception :

Σnt = E
(
HHH

)
, (1.65)

Σnr = E
((

HHH
)T
)

. (1.66)

Sous les conditions que la matrice de corrélation d’émission est identique vue de tous les
capteurs de réception et inversement, et que les éléments diagonaux de Σ s’expriment avec
le produit des coefficients de corrélation de l’émission et de la réception, alors la matrice
de corrélation du canal MIMO peut se mettre sous la forme [44] :

Σ = Σnr ⊗Σnt, (1.67)

avec ⊗ le produit de Kronecker. Cette modélisation est appelée modèle de Kronecker. Pour
un canal MIMO Rayleigh corrélé, on peut écrire :

H = Σ1/2
nr

HwΣ1/2
nt
, (1.68)

avec les coefficients de Hw gaussiens indépendants et identiquement distribués. Notons que
le modèle de Kronecker est le modèle généralement admis pour modéliser des environne-
ments MIMO NLOS, avec corrélation [44], [45]. Ce modèle semble avoir une dépendance
importante par rapport à la configuration des réseaux d’antennes utilisés pour le système
MIMO [46]. Notons également que ce modèle est utilisé par des auteurs pour modéliser
une corrélation spatiale lorsque les amplitudes des coefficients de H suivent une loi de
Nakagami-m [47], [48]. Cependant rien ne semble pouvoir afirmer que ce modèle est encore
correcte pour des évanouissements de Nakagami-m [49].

Le phénomène de corrélation spatiale apparaît dans l’environnement décrit plus haut.
L’onde électromagnétique arrive (respectivement part) sur les antennes de réception (res-
pectivement d’émission) avec un certain angle d’arrivée (AA) (respectivement de départ
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(AD)). A cause de la présence de diffuseur dans l’environnement on observe un étalement
angulaire des angles d’arrivés et de départs, modélisé par une variable aléatoire gaussienne
(dans le plan azimuthal) qui correspond bien à ce que l’on peut observer [50]. La corrélation
spatiale sur les antennes dépend de l’espacement entre celles-ci suivant une combinaison
linéaire de fonctions de Bessel, mais également de l’écart type de la distribution gaussienne
de l’étalement angulaire et de sa moyenne. Plusieurs études, notamment celle de Luo et al.
ont montré que la corrélation de l’enveloppe de l’onde incidente diminue dès lors que l’éta-
lement angulaire dans lequel arrivent (ou partent) les signaux augmente [51]. A l’extrême
si le récepteur (ou l’émetteur) se trouve dans un environnement isotrope, on retrouve l’ex-
pression de Jakes pour le coefficient de corrélation [4] : ρ ∝ J2

0

(
2π∆d

λ

)
. Il est proportionnel

au carré de la fonction de Bessel de première espèce d’ordre 0, et ∆d est l’espacement
inter-capteurs, λ est la longueur d’onde.

La présence de corrélation à l’émission et/ou à la réception vont venir dégrader la
diversité que peut offrir un système MIMO et par la même, les performances du système.
Cependant les études en [52, 53] ont montré que la dégradation des performances était
faible même pour des coefficients de corrélation de l’ordre de 0.7. Par contre, Gesbert et
al. ont montré qu’un phénomène de "trou de serrure" était très néfaste pour la capacité
que pouvait atteindre un système MIMO [54,55]. Les diffuseurs autour du mobile et de la
station de base créent une sorte d’anneau de diffusion caractérisé par un rayon dépendant
de la distance maximale entre les diffuseurs et le mobile (cela est appelée "scattering radius"
en anglais). Le phénomène "trou de serrure" (ou "keyhole") apparaît lorsque le rayon de
diffusion autour du mobile et de la station de base est trop faible comparé à la distance
entre ces deux anneaux, ce qui a pour effet de diminuer le rang de la matrice canal et
donc la capacité du système. Nous supposerons dans la suite que nos communications ne
se trouvent pas dans cette configuration.

Notons également que la proximité spatiale des antennes peut également provoquer des
effet de couplage électromagnétique entre elles. La prise en compte de ces effets sort du
cadre de notre étude, mais les travaux de Luo et al. [51], ainsi que Diouris et al. [56] ont
étudié l’impact des effets de couplage sur les performances d’un système. Sous certaines
conditions, le couplage peut entraîner une modification du diagramme de rayonnement des
antennes, et ainsi apporter une diversité améliorant les performances du système.

1.5.2 Systèmes multi-antennes à codage blocs orthogonaux

Codage STBC. Les systèmes MIMO STBC orthogonaux présentent un compromis op-
timal entre diversité (donc qualité du lien radio) et débit. Ils utilisent des symboles com-
plexes issus d’une constellation codés à la fois en espace (plusieurs antennes d’émission)
et en temps (redondance) suivant une matrice de codage G propre à chaque type de code.
La figure 1.2 illustre une chaîne MIMO STBC. La matrice G ∈ C

p×nt et ses colonnes sont
orthogonales les unes par rapport aux autres au sens du produit scalaire :

G =









g11 g12 · · · g1nt

g21 g22
...

...
. . .

...
gp1 gp2 · · · gpnt









, (1.69)

dont chaque entrée gk,j, 1 ≤ k ≤ p, 1 ≤ j ≤ nt, est une combinaison linéaire des symboles
{dn}Nn=1 et de leur conjugué. A chaque instant k, le vecteur signal {gk,j}nt

j=1 est transmis
au moyen des nt antennes d’émission. Pour transmettre N symboles il faut une durée
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équivalente à p symboles. Le taux de codage du système se définit donc par Rc = N/p et il
est nécessairement inférieur à 1 si l’on veut garder l’orthogonalité des codes pour une taille
de système supérieure à 2 [57].

En 1998, Alamouti est le premier à proposer un code espace-temps orthogonal en blocs
pour deux antennes d’émission à rendement unitaire [58]. La matrice de codage spatio-
temporel est :

G2 =

(
d1 d2

−d∗2 d∗1

)

. (1.70)

Tarokh et al. ont proposé dès 1999 une méthodologie permettant de construire des
codes orthogonaux pour un nombre d’antennes à l’émission supérieur à 2 [57]. Ces codes se
nomment G3 et G4 pour trois et quatre antennes. Ils ont un rendement Rc = 1/2. Des codes
de rendement supérieure Rc = 3/4 ont également été trouvés par Tarokh et se nomme H3

et H4 pour 3 et 4 antennes [59].

Tarokh et al. ont également montré qu’il était impossible de construire des schémas
de codage spatio-temporel à blocs orthogonaux à rendement unitaire pour plus de deux
antennes en émission. A partir de ce constat beaucoup d’auteurs ont cherché à construire
des codes permettant d’atteindre un rendement unitaire au détriment de l’orthogonalité.
Les travaux sur la conception de codes quasi-orthogonaux à rendement unitaire sont légion
et le sujet continu d’attirer beaucoup d’attention de la part du monde académique et
industriel. Cependant, la conclusion de Tarokh et al. est valable pour une construction de
codes blocs spatio-temporels basée sur le critère du rang. Le rang de la matrice construite
avec les différences entre chaque pair distincte de codes, doit être maximal. Belfiore et al.
ont montré que l’on pouvait construire d’autres codes spatio-temporels aux propriétés très
intéressantes [60]. En se basant sur des résultats de la théorie des nombres, les auteurs
construisent un code bloc spatio-temporel à diversité maximale et débit maximal pour
2 antennes de transmission et sur 2 périodes symbole. Ils montrent que le code proposé
dépasse les performances du code d’Alamouti aux faibles et forts SNR lorsque le nombre
d’antennes de réception est supérieur à 1. En [61] les auteurs généralisent l’approche de
la construction de codes spatio-temporels basé sur la théorie de Galois, à des systèmes
MIMO d’ordre supérieur. En 2004, Belfiore et al. ont découvert le "Golden Code", basé
sur le fameux nombre d’Or de l’antiquité 1+

√
5

2 . Ce code présente une diversité maximale
et un débit maximal pour des systèmes 2× 2 et surpasse en performance les autres codes
connus [62,63]. Bien que ces nouveaux codes soient d’un réel intérêt, le formalisme complexe
inhérent à leur manipulation font que nous avons considéré les codes STBC introduits par
Tarokh et al. et ce sont eux dont on parle dans la suite.

Bits
d’information

Mapping numérique
M-PSK/M-QAM

Matrice de
codage
STBC

Traitement
Spatio-temporel

Canal
MIMO

)1(

kn

)( rn

kn

1
~r

Nr~

1. . .dd N

Fig. 1.2 – Schéma bloc d’un système MIMO à codage bloc orthogonaux.
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Traitement en réception. Le signal reçu par la i−ème antenne à l’instant k est :

r
(i)
k =

nt∑

j=1

hijgkj + n
(i)
k , (1.71)

avec n(i)
k est un bruit additif blanc gaussien de densité spectrale mono-latérale N0. Un

récepteur à maximum de vraisemblance avec une connaissance parfaite du canal, calcul la
métrique suivante [64] :

D =

p
∑

k=1

nr∑

i=1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

r
(i)
k −

nt∑

j=1

hijgkj

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2

, (1.72)

pour tous les mots codes possibles (c’est-à-dire les colonnes de G) et choisit celui qui
minimise D. Grâce à l’orthogonalité des colonnes de G, la minimisation de (1.72) est équi-
valent à la minimisation de la métrique pour chaque symbole dn, n = 1, .., N séparément.
Ainsi (1.72) est équivalent à [64, 65] :

d̂n = arg min
d∈A

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(
κ||H||2F dn + ηn

)

︸ ︷︷ ︸

,r̃n

−κ||H||2F d

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

2

, (1.73)

où r̃n est la sortie de traitement bloc et ηn →֒ CN
(
0, κ||H||2FN0

)
est le bruit gaussien en

sortie de traitement bloc [65]. De plus ||H||2F est le carré de la norme de Frobenius2 de H.
La constante κ dépend du type de la matrice de codage utilisée et vaut 1 pour G2, H3 et
H4 et 2 pour G3 et G4 [64]. Et A est la constellation considérée (M-PSK, M-QAM).

En fait Tarokh a montré que le codage spatio-temporel en blocs orthogonaux et leur
décodage par maximum de vraisemblance, permettaient de transformer un canal MIMO
en son équivalent SISO ; c’est ce que transcrit l’équation (1.73). De cela on peut tirer le
rapport signal à bruit instantané en sortie de traitement [66] :

γSTBC = κ||H||2F
Es
N0

, (1.74)

avec Es l’énergie moyenne par symbole de la constellation. L’énergie moyenne émise par
antenne est Em/nt, par conséquent la puissance moyenne du signal reçue sur chaque an-
tenne est (Em/nt)

∑nt

j=1E
(
|hij |2

)
= Em. Il en résulte que le SNR moyen reçu sur chaque

antenne est γs = Em/N0. Grâce à l’orthogonalité des colonnes de G, on peut lier l’énergie
moyenne émise Em et l’énergie moyenne par symbole Es [57] :

Es =
Em
ntκRc

. (1.75)

Par conséquent, on peut exprimer le rapport signal à bruit instantané par symbole
après décodage en fonction du rapport signal à bruit moyen reçu sur chaque antenne :

γSTBC =
||H||2F
ntRc

γs. (1.76)

2Le carré de la norme de Frobenius d’une matrice A p × q est défini comme

||A||2F , tr(AA
H) =

p
∑

i=1

q
∑

j=1

|ai,j |
2

où tr(.) et H correspondent à l’opérateur trace et hermitien respectivement.
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1.5.3 Multiplexage spatial

Les systèmes à codage blocs orthogonaux offrent un compromis entre diversité et débit.
Le multiplexage spatial mise sur le débit que l’on peut obtenir avec un système multi-
antennes. Le principe d’un système MIMO à multiplexage spatial avec nt antennes d’émis-
sion et nr antennes de réception est représenté sur la figure 1.3.

11h

tr nnh

ijh

jh1

jnr
h

1d

jd

tnd

1r

ir

rnr

1n

in

rnn

Fig. 1.3 – Modèle synoptique d’un système MIMO à nt antennes en émission et nr antennes
en réception.

Dans ce schéma, on présente un vecteur de symboles différents sur chaque antenne
d’émission. La transmission de données se modélise par l’équation suivante :

r = Hd + n, (1.77)

avec d ∈ C
nt×1, le vecteur de symbole émis à chaque instant, r ∈ C

nr×1 le signal reçu et n ∈
C
nr×1 un bruit additif gaussien suivant une loi normale multivariée n →֒ CN (0, N0Inr).

Les variables aléatoires ni, 1 ≤ i ≤ nr sont indépendantes les unes des autres ainsi que des
données. On omet volontairement l’indice temporel pour des raisons de simplicité d’écriture.

Ici on considère que l’émetteur n’a pas de connaissance a priori sur le canal. Dans ce
cas la stratégie optimale d’émission (celle qui maximise la capacité du lien à condition
d’utiliser un récepteur MV) est d’affecter la même puissance à toutes les antennes. Ce
résultat démontré par Telatar en 1995 [67], correspond à la stratégie BLAST (Bell Labo-
ratories Layered Space-Time) [43]. Plusieurs stratégies de multiplexage ont été proposées
par les "Bell Labs" notamment par Foschini en 1996 qui inventa le D-BLAST (Diagonal-
BLAST) [68]. Cette architecture permet de détecter les symboles de manière diagonale avec
une technique d’annulation d’interférence du genre SIC ou PIC. Cependant l’architecture
D-BLAST est un peu lourde et une version simplifiée a été inventée : V-BLAST (Vertical-
BLAST). Dans ce cas, les symboles sont émis de manière verticale et détectés suivant un
critère ZF (zero forcing) par exemple. Mais dans ce cas, la réception requiert un nombre
d’antenne supérieur à celui de l’émission.
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Traitement de réception. Dans la suite du manuscrit nous supposons que la technique
de multiplexage spatial utilisée est de type V-BLAST. Plusieurs algorithmes de réception
peuvent être mis en oeuvre dans ce système. L’optimal en terme de probabilité d’erreur
étant le récepteur à MV. D’une complexité très lourde, il n’est pas sérieusement envi-
sagé dans la pratique. On lui préfère des techniques sous optimales à inversion de matrice
comme le ZF ou MMSE, ou encore les techniques d’annulation d’interférence comme SIC
et PIC [44].

Dans la suite nous considérerons que l’égalisation se fait avec un critère ZF, permet-
tant d’obtenir l’annulation d’interférences entre symboles sans bruit. Le système MIMO
considéré est tel que nr ≥ nt. En supposant que le récepteur connaisse la matrice canal, la
matrice d’égalisation à appliquer au vecteur reçu est le pseudo-inverse de Moore-Penrose
de la matrice canal : H† =

(
HHH

)−1
HH . Le multiplexage spatial V-BLAST transforme le

canal MIMO en nt = min (nt, nr) sous canaux SISO et le récepteur ZF permet d’atteindre
un ordre de diversité spatiale de nr − nt + 1 [69]. Pour prédire les performances d’un dé-
tecteur ZF dans un système à multiplexage spatial, il faut connaître la forme du SNR en
sortie de traitement par sous-canal. On montre [69,70] que le SNR instantané en sortie de
traitement sur le j−ème sous canal s’écrit :

γj =
γs

[HHH]−1
jj

, (1.78)

avec [A]ij, le (i, j)ème élément de A. Le rapport signal à bruit moyen sur chaque antenne
de réception est γs = Es/N0, avec Es = E

(
|dj |2

)
l’énergie moyenne d’un symbole.

1.6 Codage canal

Le codage canal est une opération faite au niveau du transmetteur qui a pour but de
fournir de la redondance sur les données à transmettre à travers le canal de communication.
Dans cette section nous introduisons la notation et le formalisme des deux types de codage
canal que nous utilisons dans ce manuscrit : les codes correcteurs d’erreurs blocs et les
codes convolutifs.

1.6.1 Codes blocs

Nous nous intéressons aux codes correcteurs d’erreurs linéaires. Ceux-ci consistent en
un vecteur de bits appelé "mot code". La longueur du mot code est le nombre de bit n
qu’il contient. Notons que les mots codes ne sont pas nécessairement des bits, mais peuvent
être des symboles pris dans un certain alphabet. C’est le cas des codes Reed-Solomon par
exemple [5], mais nous ne les considérerons pas ici. Avec des codes binaires, on peut donc
créer 2n mots codes différents. Pour construire un code bloc, k bits d’information k < n
sont associés à un mot code de longueur n choisi parmi un ensemble de 2k mots codes. On
obtient un code bloc que l’on note généralement (n, k) et le rapport Rc = k/n constitue le
taux de codage. Il renseigne sur la redondance du code.

Un autre paramètre important est le poids du code qui est simplement le nombre
d’éléments non nuls qu’il contient. Chaque mot code a son propre poids. L’ensemble de
tous les poids d’un code constitue la distribution des poids du code.

Distance de Hamming. Ce paramètre très important dans la théorie du codage, mesure
la distance entre deux mots codes ci et cj d’un code bloc (n, k) et est notée dij . Cela
correspond au nombre d’éléments que les deux mots codes n’ont pas en commum. Pour
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i 6= j, la distance de Hamming satisfait la condition 0 < dij ≤ n. La plus petite valeur de
dij sur l’ensemble des 2k mots codes est appelée distance minimale dmin. Cette valeur est
très importante car elle conditionne la capacité du code à détecter et corriger des erreurs.

Construction des codes. Un codeur bloc transforme k bits d’information mis sous
forme vectoriel xm = [xm1 xm2 ... xmk], en n bits codés cm = [cm1 cm2 ... cmn]. Cette trans-
formation est linéaire et s’effectue au moyen d’une matrice de codage G ne contenant que
deux éléments 0 et 1, de taille k × n. Par des opérations linéaires sur les lignes et les
colonnes de la matrice, on peut transformer celle-ci de telle manière à ce qu’elle soit la
juxtaposition d’une matrice identité de dimension k× k et d’une matrice dite de parité de
taille k×n−k. Chaque mot code cm est alors composé de la série des k bits d’informations
auxquels on accole n− k bits de parités. Le code bloc (n, k) qui en résulte est appelé code
systématique [5].

Code de Hamming et Golay. Le code de Hamming est une classe de code binaire
linéaire avec la propriété suivante :

(n, k) = (2m − 1, 2m − 1−m) , (1.79)

où m est un entier positif. Les n = 2m − 1 mots codes possibles sont constitués de tous les
vecteurs binaires possibles à n− k = m éléments, sauf le vecteur nul. Une autre propriété
importante des codes de Hamming est que dmin = 3 [5].

Le code de Golay est le code binaire linéaire (23, 12), avec dmin = 7. Nous rentrerons
pas dans le détail de sa construction qui peut être trouvée en [5].

Il existe d’autres types de codes binaires comme les codes d’Hadamard ou de Bose-
Chaudhuri-Hocquenghem (BCH). Ces derniers comprennent une large variété de codes
binaires et non binaires. Par exemple, les codes de Hamming font partie des codes BCH.
Les codes populaires Reed-Solomon sont également un cas particulier de code BCH non
binaires [5].

Décodage par décision dure. Le décodage à décision dure s’oppose à décision souple
pour laquelle les entrées du décodeur bloc sont des valeurs quantifiées des données. Dans
le décodage à décision dure, la décision sur les données transmises (un bit 0 à été émis par
exemple) a déjà été effectuée en amont. Reste à savoir si une erreur a été commise ou non.

Une série de n bits est donc transmise au décodeur. Celui-ci compare le mot code
reçu aux 2k mots codes potentiellement émis et opte pour celui qui possède la distance
de Hamming la plus petite avec le mot code reçu. L’algorithme de décodage utilise des
propriétés élémentaires d’algèbre linéaire pour produire un vecteur s appelé syndrome. Les
composantes du syndrome sont nulles si les bits de parité sont retrouvés et non nulles sinon.
On peut montrer [5] que le syndrome est une caractéristique de l’erreur commise et non
pas propre au mot code transmis. Il y a 2n erreurs possibles et seulement 2n−k syndromes ;
Un même syndrome correspond donc à plusieurs erreurs différentes.

Pouvoir de détection et de correction d’un code. Imaginons que le syndrome soit
le vecteur nul. Le mot code reçu est l’un des 2k mots codes possibles. Puisque la séparation
minimale entre deux mots codes est dmin, il est possible qu’un vecteur d’erreur e de poids
égale à dmin, transforme un des 2k mots codes en un autre appartenant au même ensemble
sans que cela soit détecté. Un code bloc (n, k) est capable de déceler la présence de dmin−1
erreurs au plus.
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Le pouvoir de correction du code dépend également de la distance minimale de celui-ci.
Il est pratique de voir les 2k mots codes comme des points d’un espaces à n dimensions. Si
on considère que chaque mot code est une sphère de rayon t (correspondant à une distance
de Hamming), la plus grande valeur de t pour laquelle il n’y a pas d’intersection entre les
2k sphères est t = ⌊12 (dmin − 1)⌋. Avec ⌊x⌋ la partie entière de x. Un code bloc (n, k) peut
corriger au plus t erreurs.

Probabilité d’erreur par mot code. La probabilité d’erreur d’un mot code est la
probabilité qu’un ou plusieurs bits soit faux. Elle dépend donc de la probabilité d’erreur
bit du canal, c’est-à-dire la probabilité de transition entre un 0 et un 1 (ou l’inverse) dans
le modèle d’un canal binaire symétrique (Binary Symmetric Channel - BSC) [5]. Le canal
étant considéré sans mémoire les erreurs sur les bits apparaissent indépendamment les unes
des autres. La probabilité d’erreur d’un mot code est majorée par [5] :

Pm (E) ≤
n∑

m=t+1

(
n
m

)

Pb (E)m (1− Pb (E))n−m , (1.80)

avec Pb (E) la probabilité d’erreur bit du canal. Pour les codes dits parfaits, toutes les
sphères de rayon t autour des 2k mots codes possibles sont disjointes, et chaque mot code
reçu est à l’intérieur d’une des sphères. Donc chaque mot code reçu est au plus à la distance
de Hamming t des mots codes possibles. Pour ces codes seulement l’expression ci-dessus se
réduit à l’égalité. Les codes de Hamming et de Golay sont les deux seuls codes non triviaux
parfaits.

1.6.2 Codes convolutifs

Un codage convolutif est généré en envoyant le flux de bits d’information à travers un
registre à décalage linéaire. Il consiste en K − 1 éléments mémoriels (K est la longueur de
contrainte) avec n fonctions algébriques linéaires, généralement une sommation modulo-2.
La sortie des sommateurs produit la suite de bits codés à transmettre. On définit également
un taux de codage élémentaire pour le code convolutif qui est le rapport entre le nombre
d’entrée et celui de sortie. Nous considérerons une seule entrée, mais des codeurs plus
généraux à entrées multiples peuvent être conçus [5]. La figure 1.4 donne un exemple de
codeur convolutif avec une longueur de contrainte de K = 3 et un taux de codage de
Rc = 1/3 ; pour un bit d’information, sortent trois bits codés.

D D

Sortie 1

Sortie 2

Sortie 3

Bits d’information

Fig. 1.4 – Codeur convolutif de contrainte K = 3 et de taux de codage Rc = 1/3.
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Bits d’entrée :

( )00

Etats :

0

( )01

( )10

( )11

1

000 000 000

111

111

001

011

110

101

001

Fig. 1.5 – Diagramme en Treillis pour un codeur convolutif de longueur de contrainte
K = 3 et de taux de codage Rc = 1/3.

Pour décrire un code convolutif, on utilise généralement un diagramme en treillis qui
donne l’évolution, en fonction du temps, des états du registre à décalage ainsi que les valeurs
des bits de sorties. D’un état, il y a deux transitions possibles correspondant à l’entrée du
bit 0 dans le codeur ou du bit 1. Sur chacune des branches sont indiquées les valeurs des bits
de sortie du codeur en fonction de l’entrée et de l’état du registre à décalage. La figure 1.5
illustre ce principe pour le codeur convolutif pris en exemple. Il y a quatres états possibles
pour le codeur. Une autre description très utile est celle de diagramme à état, avec lequel
on peut tirer les propriétés de distance du code ainsi que sa fonction de transfert [5].

Distance de Hamming. Pour un code convolutif la distance de Hamming est la distance
entre deux blocs de bits en sortie du codeur. Dans notre exemple, la distance de Hamming
entre 011 et 101 est 2. Par extension, on définit la distance entre deux séquences codées,
dont l’une peut être la séquence nulle sans perte de généralité. Prenons comme référence la
séquence nulle 000 000 000 qui s’étend sur une période de 3 unités de temps. La séquence
001 110 010 est à une distance d = 4 de la séquence nulle.

Fonction de transfert et distance libre minimale. Un paramètre très important
est la distance libre minimale que l’on note également dmin. C’est la distance minimale
nécessaire pour qu’une séquence qui s’écarte de la séquence nulle la rejoigne. Par exemple,
on vérifie sur la figure 1.5 que dmin = 6 pour le codeur convolutif pris en exemple. La
séquence qui converge à nouveau vers la séquence nulle en un minimum de temps est
111 001 011, et elle est unique dans ce cas.

La fonction de transfert d’un code est définie comme suit et peut être déduite du
diagramme d’état du code convolutif :

T (D) =
∞∑

k=dmin

akD
k, (1.81)

où k correspond à la distance de Hamming entre un chemin particulier et la séquence nulle
pendant la même durée et ak, représente le nombre de séquences possibles ayant la distance
de Hamming k.

Taux de codage élevés. Comme en général, les codes convolutifs sont utilisés avec une
seule entrée, le taux de codage est de la forme Rc = 1/n avec n le nombre de sortie du
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codeur. Plus n est grand et plus le nombre d’erreurs que l’on pourra corriger sera important,
mais le débit utile diminuera d’autant. On peut cependant trouver un moyen d’augmenter
le taux de codage tout en ayant une seule entrée au codeur convolutif : c’est le poinçonnage.
Cette technique consiste en la suppression de certains bits en sortie du codeur suivant une
fréquence plus ou moins importante suivant le taux que l’on désire obtenir [71].

Décodage et probabilité de première erreur. La manière optimale de décoder un
code convolutif est d’utiliser l’algorithme de Viterbi [72]. Le critère essentiel pour analyser
les performances d’un code convolutif est la probabilité de première erreur (First Event
Error Probability ; EEP). En [72], la EEP, P (E1), est définie comme la probabilité que
la séquence détectée dans le treillis dévie pour la première fois de la séquence codée dans
une section arbitraire j du treillis. Cette probabilité est supposée identique pour toutes
les sections du treillis. Pour n’importe quel code convolutif (y compris les codes avec une
adaptation du taux de codage par poinçonnage), la EEP est majorée par [71] :

P (E1) ≤
1

T

∞∑

k=dmin

akPk, (1.82)

où T est la période de poinçonnage (si il n’y a pas de poinçonnage T = 1), et Pk la
probabilité qu’une séquence erronée de distance de Hamming k soit choisie à la place de la
séquence codée. Avec une décision dure sur les données, on peut exprimer Pk comme [72] :

Pk =







k∑

e= k+1
2

(
k
e

)

P eb (1− Pb)k−e pour k impair k ≥ dmin

1

2

(
k
k
2

)

P
k
2
b (1− Pb)

k
2 +

k∑

e= k
2
+1

(
k
e

)

P eb (1− Pb)k−e pour k pair k ≥ dmin

(1.83)

1.7 Conclusion

Dans ce premier chapitre, nous avons décrit les éléments principaux des systèmes ra-
dios de communications numériques. Nous avons introduit les notations et les modèles qui
serviront de base à notre travail, présenté dans les chapitres suivants. Nous avons rappelé
les formules associées aux différents modèles de canaux et avons précisé les hypothèses sous
lesquelles nous allons nous placer. Pour caractériser les performances, nous avons choisi de
travailler sur le SEP mais également sur la notion de probabilité de coupure (outage), que
nous avons défini. Nous avons également présenté les outils mathématiques que nous mani-
puleront dans la suite, en particulier les méthodes d’approximation des fonctions hypergéo-
métriques. Pour finir, nous avons expliqué sous quelles conditions nous allions introduire
les systèmes MIMO et le codage dans notre travail. Les chapitres suivant vont donc natu-
rellement s’appuyer sur l’ensemble de ces outils pour conduire à l’obtention d’expressions
analytiques du taux de coupure en présence d’évanouissement et de shadowing.
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CHAPITRE

2 Performance des systèmes

SISO

2.1 Introduction

Dans le chapitre précédent nous avons défini les différents effets auxquels était soumis le
signal de communication radio. Nous avons également introduit la méthode permettant de
calculer la probabilité de coupure symbole, lorsque le signal d’un système de communication
est soumis à des évanouissements (rapides ou lents) et du shadowing. Notre travail porte sur
le cas où les évanouissements sont considérés comme rapides et en présence de shadowing.
Ce cas a été très peu abordé dans la littérature, excepté par les travaux de Conti et
al. [27, 28, 73]. Nous avons également vu au chapitre précédent que le calcul du SEO sous
forme analytique nécessitait l’inversion du SEP moyen pour remonter au SNR. Si une
telle inversion est réalisable numériquement, l’expression analytique exacte correspondante
n’existe pas, même pour les modulations les plus conventionnelles. Notre contribution dans
ce chapitre est de donner des formes analytiques précises du SNR moyen en fonction du
SEP moyen, pour différentes modulations et pour différents canaux de propagation. Nous
faisons une étude théorique dans un premier temps sans codage, puis nous intégrons ensuite
le codage canal à l’analyse de la probabilité de coupure.

Après un état de l’art rappelant les principales contributions sur l’obtention de formes
exactes et approchées du SEP moyen ainsi que la contribution de Conti et al. [27, 28] sur
l’estimation du SEO, nous présentons de nouvelles approximations précises de la probabilité
d’erreur permettant d’obtenir le SEO sous forme exacte dans un canal à évanouissements
rapides et en présence de shadowing.

En effet, notre approche originale part de l’expression de la probabilité d’erreur moyenne
sous forme de fonction hypergéométrique proposé par Shin et al. dans [74]. Nous utilisons
ensuite la méthode de Laplace pour approcher les fonctions hypergéométriques présentent
dans la probabilité d’erreur moyenne. Nous montrons que les approximations proposées
sont très précises pour une large gamme de SNR. Les approximations de la probabilité
d’erreur proposées dans ce chapitre sont inversibles par rapport au SNR. Nous formulons
explicitement le SNR moyen en fonction du SEP moyen, pour les canaux à évanouissements
rapides de Rice et Nakagami-m ainsi que pour des signaux à modulation de phase (M-PSK)
et à modulation d’amplitude et de phase (M-QAM), qui sont les plus employées dans les
systèmes de télécommunications (WiMax, WLAN, UMTS) ou de diffusion (DAB, DVB).

L’expression du SNR moyen en fonction du SEP moyen, nous permet de remonter à la
probabilité de coupure symbole lorsque du shadowing est présent. Enfin, notre analyse de
performance intègre la présence de codage canal. Nous considérons un système en mode
paquet (comme par exemple le WLAN ou HSDPA), et nous nous intéressons à la probabilité
de coupure paquet. Nous envisageons deux types de codage : les codes correcteurs blocs et
les codes correcteurs convolutifs. Pour ces deux types de codes, nous donnons une forme
inversible de la probabilité d’erreur paquet moyenne en fonction de la probabilité d’erreur
bit à l’entrée du décodeur. Cette dernière est également inversible par rapport au SNR
moyen avec les formules que nous donnons tout au long du chapitre. Ainsi nous pouvons
lier la probabilité de coupure paquet au SNR en entrée du récepteur, ce qui est un résultat
original et très important pour la fiabilité de lien en présence de shadowing.
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2.2 Probabilité d’erreur moyenne et probabilité de coupure :

état de l’art

2.2.1 Analyse du SEP

Afin de limiter les campagnes intensives de simulation, complexes et consommatrices
de temps, un effort de recherche important a été consacré à l’obtention de formes exactes
du SEP ou du moins, de bornes supérieures et/ou inférieures.

L’équation générale du SEP moyen en (1.12) nécessite la connaissance de la probabilité
d’erreur conditionnelle sur γs (autrement dit de la probabilité d’erreur en canal AWGN).
Celle-ci s’exprime à l’aide d’une fonction gaussienne Q du SNR instantané pour un signal
M-PSK. Pour un signal M-QAM c’est la somme d’une fonction gaussienne Q et du carré
d’une fonction gaussienne Q2. En 1991, Craig propose d’écrire la fonction gaussienne Q
d’une manière différente de celle de l’époque [75] :

Q(x) =

∫ ∞

x

1√
2π

exp

(

−y
2

2

)

dy, forme classique (2.1)

Q(x) =
1

π

∫ π/2

0
exp

(

− x2

2 sin2 θ

)

dθ, forme alternative. (2.2)

Grâce à cette forme, Craig a obtenu la probabilité d’erreur d’une M-PSK en canal
AWGN :

Ps

(

E

∣
∣
∣
∣

Es
N0

)

=
1

π

∫ (M−1)π/M

0
exp

(

−Es
N0

gpsk

sin2 θ

)

dθ, (2.3)

avec gpsk = sin2
(
π
M

)
et M l’ordre de la modulation. Cette expression est donc la pro-

babilité d’erreur conditionnelle (sur γs) de (1.12). Les travaux de Simon et Alouini, qui
proposent une approche unifiée de l’étude des systèmes sans fils sur des canaux à éva-
nouissements [76,77,78], repose sur cette représentation alternative de Q. Les deux auteurs
arrivent à exprimer la probabilité d’erreur moyenne comme une intégrale de la fonction
génératrice des moments du SNR, plus simple à calculer. En effet, la probabilité d’erreur
d’une M-PSK dans un canal à évanouissement est obtenue en remplaçant Es/N0 par γs
dans (2.3) et dans (1.12) :

Ps (E|γs) =
1

π

∫ (M−1)π/M

0

∫ ∞

0
exp

(

−γs
gpsk

sin2 θ

)

pγs (γs) dγsdθ (2.4)

=
1

π

∫ (M−1)π/M

0
Mγs

(

− gpsk

sin2 θ

)

dθ, (2.5)

avec Mγs la MGF du SNR instantané dont la forme peut-être l’une de celles données dans
le tableau 1.1. De la même manière, en utilisant la forme alternative de la fonction Q2, on
trouve la probabilité d’erreur d’une M-QAM en canal AWGN :

Ps

(

E

∣
∣
∣
∣

Es
N0

)

=
4g

π

∫ π/2

0
exp

(

−Es
N0

gqam

sin2 θ

)

dθ − 4g2

π

∫ π/4

0
exp

(

−Es
N0

gqam

sin2 θ

)

dθ, (2.6)
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avec g = 1 − 1/
√
M et gqam = 3/(2(M − 1)). En remplaçant Es/N0 par γs dans (2.6)

et (1.12) on obtient la probabilité d’erreur d’une M-QAM dans un canal à évanouissement :

Ps (E|γs) =
4g

π

∫ π/2

0
Mγs

(

− gqam
sin2 θ

)

dθ − 4g2

π

∫ π/4

0
Mγs

(

− gqam
sin2 θ

)

dθ. (2.7)

Cette approche par la fonction génératrice des moments permet l’obtention de formes
exactes du SEP pour de nombreux systèmes de communications numériques et confère une
certaine forme d’universalité dans l’expression du SEP moyen.

En 2004, Shin et Lee [74] ont proposé une nouvelle forme exacte pour la probabilité
d’erreur des modulations linéaires M-PSK et M-QAM dans un canal de Nakagami-m, à
l’aide des fonctions spéciales hypergéométriques de Gauss et d’Appell. Ces expressions
sont exactes et valables quelque soit la valeur de m. Notons que pour m entier, Eng et
Milstein [79] avaient dérivé dès 1995, une expression exacte pour la probabilité d’erreur dans
un canal de Nakagami-m à trajets multiples (dans un contexte CDMA), qui ne faisait pas
intervenir de fonctions spéciales. La même année Chennakeshu et Anderson ont donné une
expression similaire pour une M-PSK en canal de Rayleigh et à diversité en réception [80].
Ces résultats importants sont résumés dans [6, page 257, eq(8.115)].

Les performances exactes en canal de Rice sont plus compliquées à obtenir analytique-
ment. Dans cet environnement, nous ne disposons pas, pour le SEP, de forme exacte autre
qu’avec une ou plusieurs intégrales. La probabilité d’erreur d’un signal M-PSK en canal de
Rice est une intégrale de la MGF du SNR γs [81, 6], tandis que le SEP d’une modulation
M-QAM est la somme de deux intégrales de la MGF.

Bornes et expressions asymptotiques. Beaucoup d’études ont cherché à déterminer le
comportement asymptotique des systèmes de communications qu’ils soient mono ou multi-
antennes et ce dans différents environnements de propagation. On peut citer notamment
les travaux de Wang et Giannakis [32] que l’on a vue au chapitre 1.

Dans le cas d’un signal M-PSK et un canal de Nakagami-m, On peut trouver des bornes
inférieures et supérieures assez simplement [6]. Dans ce type de canal, la probabilité d’erreur
s’écrit :

Ps (E|γs) =
1

π

∫ (M−1)π/M

0
MNaka
γs

(

− gpsk

sin2 θ

)

dθ (2.8)

=
1

π

∫ (M−1)π/M

0

(

sin2 θ

sin2 θ +
gpsk

m γs

)m

dθ. (2.9)

En remplaçant sin2 θ par sa valeur minimale et maximale (sin2 0 = 0 et sin2(π/2) = 1)
dans le dénominateur de l’intégrande en (2.9), on obtient une borne supérieure et inférieure
respectivement du SEP moyen :

S(m)
(
1 +

gpsk

m γs
)m ≤ Ps (E) ≤ S(m)

(gpskγs)
m , (2.10)

avec

S(m) =
M − 1

M

[

2−2m

(
2m
m

)

+
(−1)m

22m−1

×
m−1∑

k=0

(−1)k
(

2m
k

)
sin((2m− 2k)Θ)

(2m− 2k)Θ

]

, (2.11)
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où Θ = (M − 1)π/M . Conti et al ont proposé une classe améliorée de bornes supérieure et
inférieure à partir de celles ci-dessus pour les signaux M-PSK en canal de Rayleigh et avec
un récepteur MRC [27,28]. Cependant leur analyse n’est pas limitée au canal de Rayleigh
mais peut s’étendre au canal de Nakagami-m, mais avec m entier :

S(m)
(
S(m+1)
S(m) +

gpsk

m γs

)m ≤ Ps (E) ≤ S(m)
((

M
M−1S(m)

)1/m
+

gpsk

m γs

)m . (2.12)

Les bornes sont également valables si on considère un système à diversité MRC sans
corrélation. Les MGF des SNRs sur chaque branche sont multipliées entre elles, si en plus
on considère que les statistiques du canal sont les mêmes sur chaque branche (typiquement
même valeur du coefficient m), alors il suffit de remplacer m par mnr dans (2.12) où nr
est le nombre d’antennes du récepteur.

Ces bornes sont beaucoup plus précises que celles données en (2.10) et pour une large
plage de SNR. Récemment Conti et al ont également proposé des bornes pour la probabilité
d’erreur bit d’un signal M-QAM en canal de Rayleigh [73]. En utilisant l’approximation du
BEP d’un signal M-QAM en canal AWGN obtenue par [82] et en intégrant sur la d.d.p.
du SNR en sortie de traitement dans un canal de Rayleigh, ils obtiennent les bornes :

√
M − 1√

M log2(
√
M)

(

1−
√

γb
1

gqam log2(M) + γb

)

≤ Pb (E) ≤ min

{
1

2
,
T (M)

γb

}

, (2.13)

avec :

T (M) =
2(M − 1)√
M [log2(M)]2

log2(
√
M)

∑

k=1

(1−2−k)
√
M−1

∑

i=0

(−1)
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i.2k−1
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M

⌋

3(2i + 1)2

×
(

2k−1 −
⌊
i.2k−1

√
M

+
1

2

⌋)

, (2.14)

avec ⌊x⌋ la partie entière de x. La précision de ces bornes est très bonne pour une large
plage de SNR en canal de Rayleigh.

Comme travaux assez proches des nôtres, nous trouvons ceux qui ont trait à l’ap-
proximation de la probabilité d’erreur par la méthode du point de selle également appelée
"saddle-point approximation" en Anglais ; celle-ci et la méthode de Laplace étant équiva-
lentes. La méthode du point de selle fût utilisée séparément en [83] et en [84] pour étudier
la probabilité d’erreur par mot code en canal de Rice. Tellambura et al [83] obtiennent
même des expressions lorsque un phénomène de shadowing est présent.

2.2.2 Analyse du SEO

Canal à évanouissements rapides et avec shadowing. Pour autant que nous sa-
chions, seuls Conti et al ont proposé des bornes inversibles de la probabilité d’erreur [27,
28, 73], pour s’intéresser au SEO. Ils déterminent grâce à (2.12), un encadrement du SEO
Ps (O) lorsque le SNR moyen par symbole γs est une variable aléatoire distribuée suivant
une loi log-normale. Leur étude peut s’étendre au canal de Nakagami-m sans difficulté
comme nous l’avons montré ci-dessus, mais à la condition que m ∈ N. Par contre, il semble
que ce soit plus difficile pour le cas Rice. Leur approche a l’originalité de proposer des
bornes inversibles et précises du SEP à tous les SNR. Chose remarquable car les formes du
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SEP provenant d’autres travaux sont inversibles (et précises) seulement en régime asymp-
totique, c’est-à-dire pour des probabilités d’erreur de l’ordre ou inférieures à 10−4.

Canal à évanouissements lents et avec shadowing. Dans cet environnement, comme
le canal est stationnaire à court terme (pendant la durée d’une trame, voir chapitre 1),
la probabilité d’erreur moyenne (sur le court terme) est la probabilité d’erreur en canal
AWGN. Autrement dit c’est l’une des deux formules (2.3) ou (2.6) selon que l’on considère
un signal M-PSK ou M-QAM. Par conséquent, le calcul du SEO nécessite l’inversion de
ces expressions pour remonter à γs. Le calcul du SEO nécessite l’intégration de la densité
de probabilité d’une loi composite (par exemple Nakagami-m/log-normale). Miorandi et
al. ont donné les expressions de la probabilité de coupure (en fonction du SNR cible) dans
le cas où l’on a un canal composite Rayleigh/log-normale [85].
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2.3 Estimation du SEP et du SEO

Une autre approche que celle de Conti et al est possible pour remonter au SEO. La
méthode de Laplace permet d’obtenir des approximations inversibles du SEP moyen pour
plusieurs environnements : Nakagami-m, Rice, ainsi que pour une large gamme de modu-
lation linéaire.

2.3.1 Nakagami-m, M-PSK

Approximation du SEP. Grâce à l’approche généralisée de la MGF pour le calcul du
SEP en canal à évanouissement, le SEP d’un système SISO à réception cohérente s’écrit [6] :

Ps(E|γs) =
1

π

∫ (M−1)π/M

0
MNaka
γs

(

− gpsk
sin2θ

)

dθ

=
1

π
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)

dθ +
1
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∫ (M−1)π/M

π/2
MNaka
γs

(

− gpsk
sin2θ

)

dθ,

avecMNaka
γs

la fonction génératrice des moments du SNR par symbole en canal de Nakagami-
m. Les auteurs en [74] ont montré que le SEP exact peut s’exprimer à l’aide de fonctions
transcendantes hypergéométriques introduite dans le chapitre 1 :

Ps(E|γs) = MNaka
γs

(−gpsk)
{
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√
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Γ(m+ 1)
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2
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1

2
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2
;

1− gpsk
1 + gpskγs/m

, 1− gpsk
)}

. (2.15)

L’équation (2.15) obtenue par [74] est très élégante mais n’est pas inversible par rapport
au SNR moyen par symbole. Il est donc nécessaire d’approcher les valeurs des fonctions
hypergéométriques avec des formes analytiques permettant une inversion du SEP. Nous
avons vu au chapitre précédent que la fonction hypergéométrique de Gauss pouvait s’ap-
procher grâce à la méthode de Laplace moyennant un choix judicieux de fonctions. Avec
nos paramètres la forme intégrale de la fonction hypergéométrique de Gauss est :

2F1

(

m,
1

2
;m+ 1;x

)

= B(m, 1)−1

∫ 1

0
tm−1(1− t)m+1−m−1(1− tx)−1/2dt, (2.16)

dans laquelle x = 1/(1 + gpskγs/m). Notons que |x| < 1 pour toutes les valeurs de SNR,
ce qui rend possible l’expression de la fonction hypergéométrique de Gauss en terme d’in-
tégrale. La méthode de Laplace introduite au chapitre 1 permet d’approcher (2.16) avec
( [30]) :

2F̂1

(

m,
1

2
;m+ 1;x

)

= (m+ 1)m+1/2r
−1/2
2,1

(
t̂

m

)m

(1− t̂)(1− xt̂)−1/2, (2.17)
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avec

r2,1 =
t̂2

m
+ (1− t̂)2 − x2

2(1− xt̂)2
t̂2

m
(1− t̂)2, (2.18)

t̂ =
2m

√

τ2 − 4m(m+ 1
2)x− τ

, (2.19)

τ = x

(
1

2
−m

)

− (m+ 1). (2.20)

Avec cette expression on peut d’ores et déjà exprimer la probabilité d’erreur symbole
d’une modulation M-PSK de la façon suivante :

Ps(E|γs) ≈ xm


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}

, (2.21)

avec y = (1−gpsk)/(1+gpskγs/m), z = 1−gpsk et en remarquant queMNaka
γs

(−gpsk) = xm.
On peut noter que pour le cas particulier d’un signal BPSK, il n’y a pas le terme contenant
la fonction hypergéométrique d’Appell, puisque celui-ci apparaît avec l’intégrale de π/2 à
(M − 1) π/M de la fonction génératrice des moments en (2.15). Autrement dit la probabilité
d’erreur symbole (bit) d’un signal BPSK est extrêmement bien approchée par l’expression
suivante :

Pb(E|γs) ≈
1

2
√
π

Γ(m+ 1/2)(m + 1)m+1/2

Γ(m+ 1)mm

(t̂x)m(1− t̂)
√

r2,1(1− xt̂)
. (2.22)

La figure 2.1 représente l’évolution du BEP d’un système SISO à réception cohérente
dans un canal plat de Nakagami-m, d’une BPSK. La valeur exacte du BEP est représen-
tée par les courbes "BEP exact" calculées par (2.15) sans le deuxième terme. La valeur
approchée du BEP par la méthode de Laplace est représentée par les courbes "Laplace ap-
prox" calculées avec (2.22) et ce pour des valeurs entières du paramètre d’évanouissement
m comprises entre 1 et 7. Notons que les expressions ci-dessus sont valables même pour
des valeurs non entières de m. L’expression trouvée en (2.22) est extrêmement précise. En
effet, l’approximation possède une erreur quadratique moyenne relative inférieure à 0.90%
dans le domaine d’intérêt c’est-à-dire pour un BEP compris entre 10−1 et 10−4. On peut
également noter que l’approximation ne diverge pas pour des SNR inférieur à 0dB. Celle-ci
ne tend pas vers 0.5 lorsque le SNR tend vers −∞ mais conserve la même tendance que
la probabilité d’erreur exacte. L’expression (2.22) n’est toujours pas inversible en x et à
fortiori en γs, il s’agira donc de procéder à de plus amples simplifications pour résoudre
l’équation en x, mais nous y reviendrons.

En ce qui concerne les modulations M-PSK, la fonction hypergéométrique d’Appell
contient toujours la variable y dépendant du SNR moyen par symbole γs. Il faut donc en
trouver une approximation. La première idée qui vient naturellement à l’esprit est d’appli-
quer la même méthode que pour la fonction hypergéométrique de Gauss. On exprime la
fonction hypergéométrique d’Appell à l’aide d’une simple intégrale comme en (1.30) et on
choisit deux fonctions h et g convenables permettant d’approcher F1 avec suffisamment de
précision. Malheureusement, cette approche se révèle assez délicate à mettre en oeuvre et
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Fig. 2.1 – BEP exacte d’un signal BPSK dans un canal de Nakagami-m et son approxi-
mation de Laplace (2.22)

inefficace pour ce que l’on a pu en juger. En effet, la base de fonction (h, g) naturelle (au
regard de celles prises pour 2F1) est :

h(t) = t−1(1− t)−1, (2.23)

g(t) = −
{

a ln t+ (c− a) ln(1− t)− b ln(1− yt)− b′ ln(1− zt)
}

, (2.24)

avec a = 1
2 , b = m, b

′
= 1

2 − m et c = 3
2 . Pour que l’on puisse appliquer la méthode de

Laplace, il est nécessaire de connaître le point t̂ où g(t) est minimum. Cela conduit à la
résolution d’une équation du troisième degré en t, ce qui n’est pas réellement en soit un
problème puisqu’il existe des expressions analytiques pour les solutions de ces équations.
Par contre la précision obtenue avec la méthode de Laplace n’est pas très satisfaisante, et
aucun choix de calibration ne semble efficace. Tous les autres choix pour les fonctions h et
g n’ont pas donné de meilleurs résultats.

Cependant, une autre approche est possible. On utilise la relation fonctionnelle (1.31)
pour la fonction hypergéométrique d’Appell, et on obtient :

F1

(
1

2
,m,

1

2
−m;

3

2
; y, z

)

= (1− y)−1/2F1

(
1

2
, 1,

1

2
−m;

3

2
; y′, z′

)

, (2.25)

avec y′ = −(1− gpsk)/(gpsk(1 + γs/m)) et z′ = gpskγs(1− gpsk)/(mgpsk(γs/m+ 1)). Cette
relation n’enlève pas le fait que F1 dépend toujours de γs, et elle n’est pas inversible.
Mais nous allons regarder le comportement de cette expression asymptotiquement (lorsque
γs →∞).

Expression asymptotique. Certains termes de l’approximation en (2.21) vont se sim-
plifier. En effet, lorsque γs → ∞ alors x → 0 et les relations (2.18), (2.19), (2.20) se

42



CHAPITRE 2. PERFORMANCE DES SYSTÈMES SISO

simplifient :

t̂ → m

m+ 1
, t̃, (2.26)

r2,1 → 1

1 +m
, (2.27)

τ → −(m+ 1). (2.28)

De plus, y′ → 0 et z′ → z. Or lorsque l’une des variables y′ ou z′ de F1 s’annule, celle-ci
tend vers une fonction hypergéométrique de Gauss (ch.2) :

F1

(
1

2
, 1,

1

2
−m;

3

2
; y′, z′

)

→ 2F1

(
1

2
,
1

2
−m;

3

2
; z

)

, (2.29)

finalement en régime asymptotique l’expression (2.21) devient :

Ps(E|γs →∞) ≈ xm
{

Γ(m+ 1/2)

2
√
πΓ(m+ 1)

1
√

1− xt̃
+

√
z

π

2F1

(
1
2 ,

1
2 −m; 3

2 ; z
)

√
1− y

}

. (2.30)

L’approximation obtenue en (2.30) est très précise pour tous les régimes de SNR et quelque
soit la valeur du paramètre d’évanouissement m. Mais l’expression possède encore le terme
y qui dépend du SNR, et on ne peut donc pas encore l’inverser analytiquement pour une
valeur de m quelconque.

Pour des ordres de modulations suffisamment importants, y est peu différent de x. De
plus t̃ va tendre vers 1 à mesure que m va devenir important. On fait donc l’approximation
suivante y ≈ xt̃ qui conduit à une bonne approximation de (2.30) :

Ps(E|γs →∞) ≈ kpsk
xm

√

1− xt̃
, (2.31)

avec :

kpsk =
Γ(m+ 1/2)

2
√
πΓ(m+ 1)

+

√
z

π
2F1

(
1

2
,
1

2
−m;

3

2
; z

)

. (2.32)

La figure 2.2 montre la précision de l’approximation (2.31) pour deux ordres de modula-
tions (QPSK et 8−PSK) et pour trois valeurs du paramètre d’évanouissement m = 1, 3, 6.
L’approximation est comparée à la valeur exacte calculée avec (2.15) et l’erreur commise
par l’approximation est minime puisque inférieure à 4.2% dans la plage du SNR d’intérêt.

La dernière expression pourrait être inversible de façon analytique pour m ≤ 2. En
effet, une élévation au carré de (2.31) conduirait à la résolution d’une équation de degré 4
tout au plus en x, dont les solutions sont connues [9]. Mais pour m ≥ 3, on ne peut pas
trouver d’expression formelle à l’aide de radicaux pour l’équation engendrée.

Une expression inversible du SEP. On peut remarquer que pour 0 < x ≤ 1, alors
xm ≤ x. La probabilité d’erreur est donc minorée par :

Ps(E|γs →∞) ≥ P ∗
s (E) = kpsk

xm
√

1− xmt̃
, (2.33)

avec P ∗
s (E) la probabilité d’erreur cible que l’on se fixe. Cette borne inférieure est d’autant

plus grossière que m est grand et le SNR considéré faible. En effet, pour un paramètre
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Fig. 2.2 – Approximation du SEP avec l’équation (2.31) pour un signal QPSK et 8-PSK

d’évanouissement m = 6, l’erreur commise par l’approximation est d’environ 42% pour une
probabilité d’erreur comprise entre 10−1 et 10−4 et pour un signal QPSK. Néanmoins cela
permet d’inverser la probabilité d’erreur symbole. En élevant au carré l’équation (2.33), on
peut la résoudre et on obtient la borne inférieure suivante pour le SNR moyen par symbole :

γs(P
∗
s (E)) =

m

gpsk






m

√
√
√
√ t̃

2
+

√
(
t̃

2

)2

+

(
kpsk
P ∗
s (E)

)2

− 1




 . (2.34)

La borne obtenue pour le SNR est originale et beaucoup plus simple que celle proposée
par [28], cependant peu précise lorsque m augmente.

Formule inverse améliorée pour les ordres m élevés. Repartons de l’équation (2.31)
et élevons-la au carré :

(kpsk)
2 x2m + (P ∗

s (E))2 t̃x− (P ∗
s (E))2 ≈ 0, (2.35)

Puisque x ∈]0, 1[ et que t̂ < 1, on néglige dans un premier temps le terme en x de
l’équation ci-dessus devant le terme constant : (P ∗

s (E))2. En supposant donc que le terme
du milieu soit nul, on peut évaluer x :

x ≈ m

√

P ∗
s (E)

kpsk
. (2.36)

Pour une valeur P ∗
s (E) fixé, le terme en x dans l’équation (2.35) ne varie pas beaucoup

lorsque x parcours son domaine de définition. On peut donc le remplacer par sa valeur
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approchée (2.36) dans l’équation (2.35), et on obtient pour γs :

γs(P
∗
s (E)) =

m

gpsk











P ∗
s (E)

kpsk

√
√
√
√1− t̃ m

√

P ∗
s (E)

kpsk






− 1
m

− 1






, (2.37)

que l’on peut exprimer de façon plus compact :

γs(P
∗
s (E)) = c0

(

P ∗
s (E)−

1
m

(

1− c1P ∗
s (E)

1
m

)− 1
2m − k−

1
m

psk

)

, (2.38)

avec

c0 =
m m
√
kpsk

gpsk
, (2.39)

c1 =
t̃

m
√
kpsk

. (2.40)

Estimation du SEO. Maintenant que nous avons le SNR moyen en fonction du SEP
cible, nous pouvons intégrer la présence de shadowing. Le SNR moyen varie selon une loi
log-normale de paramètre µdB et σdB . Grâce à (1.18), le SEO se calcule de manière exacte
en utilisant l’expression du SNR moyen en (2.38).

La figure 2.3 montre l’évaluation du SEO avec (2.34) et avec (2.37) comparées à la
valeur exacte (obtenue en inversant numériquement (2.15)). Sur la figure 2.3(a) le SEO
de deux modulations (QPSK et 8−PSK) est tracé en fonction de la valeur moyenne de
la loi log-normale, pour σ = 8dB et pour deux valeurs de l’évanouissement m = 1, 6. Sur
la figure 2.3(b), il est tracé en fonction de l’écart type du shadowing et pour µ = 30dB.
L’écart type d’une loi de shadowing est généralement considéré comme variant de 4 à 12dB
pour l’ensemble des environnements (rural à indoor). La probabilité d’erreur moyenne cible
est dans les deux cas de 10−2. On remarque que pour le cas particulier où m = 1 (canal
de Rayleigh), le calcul du SEO est identique avec (2.34) et (2.37) et est confondue avec
l’inversion numérique de (2.15). Par contre, il est clair que l’obtention du SEO avec (2.37)
est plus performante pour des plus grandes valeurs du paramètre d’évanouissement m.
L’estimation du SEO avec cette formule est confondue avec l’inversion numérique exacte
de la probabilité d’erreur, et ce pour les variations des deux paramètres de la loi log-
normale. Dorénavant, dès que cela sera possible, nous utiliserons la méthode qui nous a
conduit à l’approximation obtenue en (2.37).
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Fig. 2.3 – SEO de deux signaux PSK en présence de shadowing en fonction de la moyenne
(a) et de l’écart type (b) de la loi log-normale. Obtention du SEO à l’aide de l’inversion
numérique de (2.15), à l’aide de (2.34) et (2.38).
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2.3.2 Nakagami-m, M-QAM

On peut étendre l’étude faite ci-dessus pour des signaux modulés en quadrature. Shin
et Lee ont également donné l’expression du SEP moyen d’un signal M-QAM en canal de
Nakagami-m [74] :

Ps(E|γs) =
2gMNaka

γs
(−gqam)√
π

Γ(m+ 1/2)

Γ(m+ 1)
2F1

(

m,
1

2
;m+ 1;

1

1 + gqamγs/m

)

−

g2

π

Γ
(
m+ 1

2

)

Γ
(
m+ 3

2

)MNaka
γs

(−2gqam)F1

(

1,m, 1;m +
3

2
;

1 +
gqamγs

m

1 +
2gqamγs

m

,
1

2

)

(2.41)

avec g = 1−1/
√
M , gqam = 3/(2(M−1)). De plus, on pose x1 = 1/(1+gqamγs/m) et x2 =

1/(1 + 2gqamγs/m), et on remarque que MNaka
γs

(−gqam) = xm1 et MNaka
γs

(−2gqam) = xm2 .
Nous redéfinissons également les variables y et z définies dans les paragraphes précédents
par y = (1+gqamγs/m)/(1+2gqamγs/m) et z = 1/2. Dans le cas M-QAM, la méthodologie
reste la même que pour les modulations de phase : approcher la fonction hypergéométrique
de Gauss par la méthode de Laplace et travailler en régime asymptotique. La fonction
hypergéométrique de Gauss a exactement la même approximation que précédemment à
savoir 1/

√

1− x1t̃.

Expression du SEP asymptotique. F1 va devenir une fonction hypergéométrique de
Gauss constante. En effet :

lim
γs→+∞

y =
1

2
,

et en utilisant les relations fonctionnelles sur les fonctions hypergéométriques et notam-
ment (1.34) :

lim
γs→+∞

F1

(

1,m, 1;m +
3

2
; y, z

)

= F1

(

1,m, 1;m +
3

2
; z, z

)

, (2.42)

= 2F1

(

1,m+ 1;m+
3

2
; z

)

. (2.43)

Par conséquent lorsque γs →∞, on obtient la forme suivante pour le SEP asymptotique
d’un signal M-QAM en canal de Nakagami-m :

Ps(E|γs →∞) ≈ xm1
√

1− x1t̃

(
2gΓ(m+ 1/2)√
πΓ(m+ 1)

− g2Γ(m+ 1/2)

πΓ(m+ 3/2)
×

2F1

(

1,m+ 1;m+
3

2
;
1

2

)(
x2

x1

)m√

1− x1t̃

)

. (2.44)

Expression inversible du SEP. De plus lorsque le SNR tend vers l’infini, le rapport
x2/x1 tend vers 1/2 et

√

1− x1t̃ tend vers 1. Avec ces commentaires, une approximation
extrêmement précise de la probabilité d’erreur d’un signal M-QAM en canal de Nakagami-
m est donnée par :

Ps(E|γs →∞) ≈ P ∗
s (E) = kqam

xm1
√

1− x1t̃
, (2.45)
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Fig. 2.4 – Approximation du SEP d’un signal de deux signaux M-QAM avec l’équa-
tion (2.45) et comparaison avec la valeur exacte en (2.41)

avec :

kqam =
2gΓ(m+ 1/2)√
πΓ(m+ 1)

− g2Γ(m+ 1/2)

2mπΓ(m+ 3/2)
2F1

(

1,m+ 1;m+
3

2
;
1

2

)

. (2.46)

La figure 2.4 illustre la précision de l’approximation du SEP obtenu en (2.45) par rap-
port à la valeur exacte en (2.41). L’approximation est excellente pour la plage de probabilité
d’erreur sans codage (10−1 à 10−4), pour les deux modulations 16−QAM et 64−QAM et
une large plage de paramètres d’évanouissements m = 1, 3, 6. En effet, la valeur exacte de
la probabilité d’erreur et son approximation sont quasiment confondues pour les valeurs
du SEP inférieures à 10−1.

Inversion du SEP et estimation du SEO. L’approximation du SEP en (2.45) est
inversible de la même manière que pour les signaux modulés en phase. En appliquant
la même méthode que pour l’équation (2.35) on obtient le SNR moyen par symbole en
fonction de la probabilité d’erreur cible P ∗

s (E), pour une modulation M-QAM et un canal
de Nakagami-m :

γs(P
∗
s (E)) = c0

(

P ∗
s (E)−

1
m

(

1− c1P ∗
s (E)

1
m

)− 1
2m − k−

1
m

qam

)

, (2.47)

avec

c0 =
m m
√
kqam

gqam
, (2.48)

c1 =
t̃

m
√
kqam

. (2.49)

Grâce à cette expression ainsi qu’à l’équation (1.18), on peut estimer le SEO d’un signal
modulé en quadrature dans un canal de Nakagami-m, soumis à un effet de shadowing long
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terme. Sur la figure 2.5 nous traçons l’évolution du SEO avec l’inversion analytique du
SEP moyen obtenu en (2.47) ainsi que sa valeur exacte pour une probabilité d’erreur cible
de P ∗

s (E) = 10−2. Nous pouvons remarquer que le SEO estimé grâce à l’inversion de la
probabilité d’erreur est identique à sa valeur réelle, et ce pour deux ordres de modulation
QAM (16 et 64). Sur la figure 2.5(a), le SEO évolue en fonction de la puissance moyenne
de la loi log-normale avec un écart type de 8dB, et sur la figure 2.5(b) il est tracé en
fonction de l’écart type du shadowing avec une moyenne de 30dB. On peut constater
un comportement contre-intuitif de la probabilité de coupure pour un signal 64-QAM et
pour m = 1 sur la figure 2.5(b). En effet, on observe un SEO plus élevé pour les faibles
valeurs de σ, ce qui est un comportement contraire par rapport aux autres courbes. Cela
est dû au fait que l’on a choisi un SEP moyen cible de 10−2. Pour atteindre cette valeur
lorsque l’on utilise un signal 64-QAM dans un canal de Rayleigh (m = 1), le SNR moyen
requit est supérieur à la puissance moyenne reçue à cause du shadowing (µ). L’écart type
du shadowing traduit la dispersion de la puissance autour de sa valeur moyenne. Une
faible valeur de ce paramètre induit donc de faibles variations autour de µ et donc une
probabilité plus faible d’atteindre le SNR nécessaire au SEP cible fixé. Par conséquent
une probabilité de coupure plus importante. Au contraire, si l’écart type augmente, la
probabilité de coupure peut se faire un peu plus faible.
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Fig. 2.5 – SEO de deux signaux QAM en présence de shadowing en fonction de la moyenne
(a) et de l’écart type (b) de la loi log-normale.
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2.3.3 Canal de Rice et modulation M-PSK

Forme exacte du SEP. Les performances en canal et Rice sont légèrement plus com-
pliquées à obtenir analytiquement. En effet, dans ce canal, nous ne disposons pas, pour le
SEP, de forme exacte autre que l’intégrale de la MGF du SNR. En effet, La probabilité
d’erreur d’un signal M-PSK en canal de Rice est donnée par [6] :

Ps(E|γs) =
1

π

∫ (M−1)π/M

0

(1 +K)sin2(θ)

(1 +K)sin2(θ) + gpskγs

× exp

(

− gpskKγs
(1 +K)sin2(θ) + gpskγs

)

dθ, (2.50)

l’intégrande de cette expression n’étant rien d’autre que la MGF MRice
γs

(s) du SNR.

Approximation du SEP. Une première technique pour rendre cette forme un peu plus
manipulable mathématiquement est d’analyser son comportement asymptotique, lorsque
γs →∞. L’approche de Wang et Giannakis [32], présentée au chapitre 1, permet d’exprimer
cette probabilité d’erreur en régime asymptotique. Pour un signal M-PSK, la probabilité
d’erreur asymptotique a été donnée en (1.61). Cette méthode donne un résultat proche de
la valeur exacte seulement à fort SNR, ce qui n’est pas très souhaitable en canal de Rice
lorsque K n’est pas négligeable (c’est-à-dire K ≥ 3dB) car cela ne rend pas du tout compte
du comportement du SEP moyen sur une large plage du SNR.

Une autre façon de procéder consiste à appliquer la méthode de Laplace pour approcher
l’intégrale en (2.50). En choisissant la base de fonction (h, g) suivante :

h(θ) =
1

π
, (2.51)

g(θ) = − ln

(
(1 +K)sin2(θ)

(1 +K)sin2(θ) + gpskγs
exp

(

− gpskKγs
(1 +K)sin2(θ) + gpskγs

))

,(2.52)

on obtient l’approximation suivante pour le SEP (voir annexe A.1) :

Ps(E|γs) ≈
1 +K

√

πgpskγs

(

(1 +K)2 + gpskγs

) exp

(

− gpskKγs
1 +K + gpskγs

)

. (2.53)

L’approximation obtenue en (2.53) est relativement précise comme on peut le constater
sur la figure 2.6 et s’exprime sans intégrale. Malheureusement cette forme est non inversible
en γs avec des fonctions usuelles.

Approximation inversible du SEP. On peut cependant espérer inverser le SEP si
l’on arrive à se ramener à l’équation zez = f(z) pour z ∈ R. En effet, on sait trouver la
fonction réciproque de f qui est la fonction W de Lambert. Dans le cas général, c’est-à-
dire dans le corps des réels ou des complexes, la fonction W est multiforme, c’est-à-dire
que plusieurs images sont associées à un même antécédent. Cependant, si l’on restreint
l’ensemble de définition aux arguments réels z ≥ −1/e alors il existe une unique fonction
W0 telle que W0(0) = 0 et W0(−1/e) = −1. On vérifie que l’expression suivante constitue
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Fig. 2.6 – Comparaison entre le SEP d’un signal QPSK en canal de Rice évalué avec
l’expression exacte (2.50), une approximation non inversible (2.53), une approximation
inversible (2.54) et son expression asymptotique.

une approximation un peu moins précise de la probabilité d’erreur d’une M-PSK en canal
de Rice :

Ps(E|γs) ≈ P ∗
s (E) =

1 +K√
π (1 +K + gpskγs)

exp

(

− gpskKγs
1 +K + gpskγs

)

. (2.54)

Sur la figure 2.6, on compare la précision de la borne obtenue en (2.54) (représentée par
les courbes "Approx Inv") à celle en (2.53) (représentée par les courbes "Approx"), et à la
valeur exacte bien sûr en (2.50) pour un signal QPSK et pour plusieurs valeurs de K. On
trace également, l’approximation asymptotique de Giannakis [32]. Les deux approximations
du SEP en (2.53) et (2.54) sont d’autant plus précises que le paramètre d’évanouissement
K est grand. Ceci vient du fait que lorsque K devient important, on se rapproche du cas
gaussien et l’approximation de Laplace est d’autant meilleure que la fonction sous l’intégrale
est proche d’une gaussienne. L’approximation en (2.54) est un peu moins précise que celle
en (2.53) (environ 1dB d’écart). Cependant elle présente l’avantage d’être inversible à l’aide
de la fonction W0 de Lambert introduite ci-dessus. L’expression en (2.54) semble être une
borne supérieure du SEP exact pour les valeurs des paramètres illustrées sur cette figure.
Néanmoins rien ne permet de l’affirmer simplement. Pour certaines valeurs du SNR et de
K, l’approximation pourrait passer en "dessous" de la courbe exacte.

Inversion du SEP. On peut montrer que l’équation (2.54) ci-dessus admet l’unique
solution suivante :

γs(P
∗
s (E)) =

K +K2

gpskW0 (
√
πP ∗

s (E)KeK)
− 1 +K

gpsk
. (2.55)

52



CHAPITRE 2. PERFORMANCE DES SYSTÈMES SISO

L’expression ci-dessus donne donc le SNR moyen nécessaire pour atteindre une certaine
probabilité d’erreur cible en canal de Rice.

Estimation du SEO. Cette forme nous permet de donner une approximation du SEO
en présence de shadowing. En utilisant l’équation (2.55) avec (1.18) pour un SEP cible
P ∗
s (E) = 10−2, on obtient les courbes données sur la figure 2.7. La figure 2.7(a) montre

l’évolution du SEO et de son approximation en fonction de la moyenne de la loi log-normale
pour σ = 8dB et pour K = 0, 6, 10dB. La figure 2.7(b) illustre le SEO en fonction de l’écart
type pour µ = 30dB. L’approximation obtenue est une borne supérieure du SEO exact
pour les valeurs des paramètres considérées ainsi que la probabilité d’erreur cible choisie.
La borne est assez proche de la valeur exacte avec une différence inférieure à 1dB en µ. On
peut remarquer que l’approximation du SEO est moins bonne lorsque l’écart type de la loi
log-normale est faible (correspondant plutôt à des environnements avec peu d’obstacles).
En effet, pour de faibles valeurs de σ, le SEO peut-être assez sur estimé. Par exemple,
pour un paramètre d’évanouissement K = 6dB et σ = 4dB, le SEO estimé est d’environ
de 3.10−5 au lieu de 10−5, soit un facteur 3. Cependant le niveau de coupure étant très
faible, cela ne fait pas une grosse différence dans la pratique.

53



CHAPITRE 2. PERFORMANCE DES SYSTÈMES SISO

0 10 20 30 40 50

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

µ(dB)

S
E

O

 

 

Exact K = 0dB
Approx K = 0dB
Exact K = 6dB
Approx K = 6dB
Exact K = 10dB
Approx K = 10dB

(a) SEO = f(µdB)

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
10

−6

10
−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

σ(dB)

S
E

O

 

 

Exact K = 0dB
Approx K = 0dB
Exact K = 6dB
Approx K = 6dB
Exact K = 10dB
Approx K = 10dB

(b) SEO = f(σdB)

Fig. 2.7 – SEO d’un signal QPSK en canal de Rice et son approximation obtenue à l’aide
de (2.55), en fonction de la moyenne (a) et de l’écart type (b) de la loi log-normale.

54



CHAPITRE 2. PERFORMANCE DES SYSTÈMES SISO

2.3.4 Canal de Rice et modulation M-QAM

Forme exacte du SEP. De la même manière que pour les modulations de phase, la
probabilité d’erreur d’un signal modulé en quadrature dans un canal de Rice n’est pas
simple à dériver et il n’en existe d’ailleurs pas de forme exacte autre qu’intégrale. La forme
exacte de la SEP d’un signal modulé en quadrature peut s’exprimer à l’aide de la MGF du
SNR par symbole :

Ps(E|γs) =
4g

π

∫ π/2

0
MRice
γs

(

− gqam
sin2θ

)

dθ − 4g2

π

∫ π/4

0
MRice
γs

(

− gqam
sin2θ

)

dθ. (2.56)

Approximation du SEP. On ne peut malheureusement pas appliquer la méthode de
Laplace pour approcher les intégrales du SEP comme nous l’avons fait dans le paragraphe
précédent. En effet, en choisissant comme base de fonction (h, g) celles données au para-
graphe précédent, la dérivée g′ (θ) s’annule pour θ = π

2 . La première intégrale ici pourrait
être approchée par cette méthode puisque l’abscisse du point où s’annule g′ (θ) fait partie
des bornes de l’intégrale, cependant la deuxième intégrale ne peut pas l’être.

Nous procédons à une première approximation, qui est de remplacer le deuxième terme
de (2.56) par une borne supérieure :

4g2

π

∫ π/4

0
MRice
γ

(

− gqam
sin2θ

)

dθ ≤ 4g

π

∫ π/4

0
MRice
γ

(

− gqam
sin2θ

)

dθ, (2.57)

on peut ainsi factoriser la constante (4g)/π et remarquer que les deux intégrales ont le
même intégrande. En décomposant la première intégrale par la relation de Chasles, on
peut simplifier l’expression du SEP et la probabilité d’erreur est bornée par :

Ps(E|γs) ≥
4g

π

∫ π/2

π/4
MRice
γ

(

− gqam
sin2θ

)

dθ, 1 (2.58)

En appliquant la méthode de Laplace à (2.58) on obtient une expression similaire à
celle dérivée pour les modulations de phase :

Ps(E|γs) ≈
4g√
π

1 +K
√

gqamγs

(

(1 +K)2 + gqamγs

) exp

(

− gqamKγs
1 +K + gqamγs

)

. (2.59)

Cette approximation ne se révèle pas très précise. On remarque "expérimentalement"
que la courbe correspondant à l’expression (2.59) est décalée d’un "offset" d’environ 4dB
aux larges SNR et pour toutes les valeurs de K. L’idée consiste donc, à supprimer la
constante 4g qui vaut approximativement 4dB, pour obtenir la nouvelle approximation de
la probabilité d’erreur :

Ps(E|γs) ≈
1√
π

1 +K
√

gqamγs

(

(1 +K)2 + gqamγs

) exp

(

− gqamKγs
1 +K + gqamγs

)

. (2.60)

On constate par la simulation que l’approximation se rapproche de la courbe théorique
exacte.

1A partir de cette forme, on peut trouver une nouvelle approximation du SEP s’exprimant à l’aide de
la fonction hypergéométrique d’Appell de première espèce.
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Fig. 2.8 – Comparaison entre le SEP exact (2.56), une approximation non inversible (2.60)
et une approximation inversible (2.61) d’un signal 16-QAM en canal de Rice.

Approximation inversible. De la même manière que pour le cas M-PSK, une forme
inversible de la probabilité d’erreur d’un signal M-QAM peut-être donnée :

Ps(E|γs) ≈ P ∗
s (E) =

1√
π

1 +K

1 +K + gqamγs
exp

(

− gqamKγs
1 +K + gqamγs

)

. (2.61)

La figure 2.8 illustre le comportement des différentes expressions du SEP d’un signal
modulé 16-QAM en canal de Rice. L’approximation du SEP inversible obtenue ici est assez
bonne puisque qu’il n’y a pas plus de 1dB d’écart entre le SEP exact et l’approximation
pour toutes les valeurs de K testées 0, 6 et 10dB et une large plage de SNR.

Inversion du SEP et estimation du SEO. La résolution de l’équation ci-dessus en γs
se fait à l’aide de la fonction spéciale W0 de Lambert. La forme du SNR moyen en fonction
de la probabilité d’erreur cible est similaire à (2.55) avec la constante gqam qui remplace
gpsk :

γs(P
∗
s (E)) =

K +K2

gqamW0 (
√
πP ∗

s (E)KeK)
− 1 +K

gqam
. (2.62)

Sur la figure 2.9, on trace la probabilité de coupure symbole exacte et son approximation
obtenue avec (2.62). La probabilité d’erreur cible est fixé à 10−2. Sur la figure 2.9(a), le
SEO est tracé en fonction de la moyenne de la loi log-normale et pour un écart type de
8dB, tandis que sur la figure 2.9(b), la moyenne est fixée à 30dB et le SEO varie en fonction
de σ. Sur ces deux figures quelque soit la valeur du paramètre d’évanouissement considéré,
l’erreur commise sur le SEO est inférieure à 1dB.
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Fig. 2.9 – SEO d’un signal 16QAM en canal de Rice et son approximation obtenue
avec (2.62), en fonction de la moyenne (a) et de l’écart type (b) de la loi log-normale.
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2.4 Performance en présence de codage canal

L’analyse de performance que l’on a présenté jusqu’ici ne tenait pas compte du codage
canal. C’est pour cette raison que la plage du SNR d’intérêt est celle pour laquelle le système
atteint un SEP compris entre 10−1 et 10−4. En réalité beaucoup de systèmes intègrent des
codes correcteurs d’erreur pour lutter contre les évanouissements du canal. Grâce à ces
codes les performances en termes de BER et de PER s’améliorent considérablement, ce qui
se traduit, asymptotiquement du moins, par un gain de codage et donc un décalage des
courbes de performances vers les faibles SNR.

Il existe deux grandes familles de codes correcteurs d’erreurs : les codes blocs et les
codes convolutifs. Berrou et Glavieux [86] ont introduit un troisième type de code correcteur
d’erreur : les turbo-codes. Ceux-ci présentent des performances impressionnantes proches
de la limite de Shannon. Nous ne traiterons pas de ce cas dans la suite.

Dans cette partie, nous nous intéressons à la probabilité d’erreur par paquet (PEP
"Packet Error Probability"). Pour les codes blocs, on considère un code capable de corriger
n bits parmi m. En partant de la probabilité d’erreur par mot code que l’on souhaite
obtenir, on peut remonter à la probabilité d’erreur bit nécessaire à l’entrée du décodeur
pour l’atteindre, lorsque l’on considère un décodeur à décision dur. A partir de cette dernière
probabilité on peut remonter au SNR moyen avec les résultats que l’on a vus jusqu’ici. En ce
qui concerne les codes convolutifs, on travaille sur la probabilité de première erreur définie
au chapitre 1, et pour laquelle il existe dans la littérature des expressions asymptotiques
faisant intervenir la probabilité d’erreur bit à l’entrée du décodeur. Nous verrons comment
à partir de la probabilité de première erreur, on peut approcher la probabilité d’erreur par
paquet. Dans ce qui suit nous supposons l’utilisation d’un entrelaceur parfait garantissant
l’absence de burst d’erreurs, c’est-à-dire que les erreurs sur les bits sont indépendantes les
unes des autres et uniformément réparties sur le paquet. Cette hypothèse revient à supposer
que le canal varie rapidement d’un symbole à l’autre.

Notons que nous avons besoin de la probabilité d’erreur bit pour calculer la probabilité
d’erreur d’un mot code ou d’un bloc (selon que l’on utilise un codage bloc ou convolutif) or
dans les sections précédente nous avons dérivé des approximations inversibles de la proba-
bilité d’erreur symbole. Cependant en supposant un codage de Gray pour les modulations
linéaires que nous considérons (M-PSK, M-QAM), on peut à partir des travaux de Lu et
al [82] obtenir des approximations du BEP très proches de la probabilité d’erreur bit réelle,
dans un canal à évanouissements [6]. La probabilité d’erreur bit d’un signal M-PSK est très
bien approchée par :

Pb (E) ≈ 2

πmax (log2M, 2)

max(M/4,1)
∑

i=1

∫ π/2

0
Mγs

(

− 1

sin2 θ
sin2 (2i− 1) π

M

)

dθ, (2.63)

où Mγs (s) est la fonction génératrice des moments du SNR instantané. L’intégrale peut
s’exprimer sous une forme exacte avec la fonction hypergéométrique de Gauss (si on consi-
dère un canal de Nakagami), dont on sait trouver une approximation inversible. Le problème
est que pour M > 4, il y a une somme de fonction hypergéométrique que l’on ne pourra pas
inverser. On procède donc à une simplification supplémentaire : le calcul du BEP moyen
se fera en considérant seulement le premier terme de la somme quelque soit M :

Pb (E) ≈ 2

πmax (log2M, 2)

∫ π/2

0
Mγs

(

− gpsk

sin2 θ

)

dθ. (2.64)
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Lu et al. proposent aussi une approximation de la probabilité d’erreur bit d’un signal
M-QAM en canal AWGN, que l’on peut aisément étendre aux canaux à évanouissements :

Pb (E) ≈ 4g

π log2M

√
M/2
∑

i=1

∫ π/2

0
Mγs

(

−(2i− 1)2 gqam

sin2 θ

)

dθ. (2.65)

Ici encore, pour des ordres de modulations supérieures strictement à 4, on ne pourra
pas inverser l’expression pour remonter au SNR. Par conséquent, on ne considérera que le
premier terme de la somme pour l’évaluation de la probabilité d’erreur bit :

Pb (E) ≈ 4g

π log2M

∫ π/2

0
Mγs

(

− gqam
sin2 θ

)

dθ. (2.66)

Si l’on considère un canal à évanouissement de Nakagami-m, les deux intégrales ci-
dessus s’expriment avec une fonction hypergéométrique de Gauss :

P pskb (E) ≈ Mγs (−gpsk)√
πmax (log2M, 2)

Γ
(
m+ 1

2

)

Γ (m+ 1)
2F1

(

m,
1

2
;m+ 1;

1

1 +
gpskγs

m

)

, (2.67)

P qamb (E) ≈ 2gMγs (−gqam)√
π log2M

Γ
(
m+ 1

2

)

Γ (m+ 1)
2F1

(

m,
1

2
;m+ 1;

1

1 +
gqamγs

m

)

. (2.68)

Comme nous l’avons vu tout au long de ce chapitre, cette fonction hypergéométrique
possède une forme très simple et très précise en 1/

√

1− xt̃ avec t̃ = m/(m + 1) et x =
1/ (1 + gmodγs/m) (gmod valant soit gpsk ou gqam selon que l’on considère une M-PSK
ou une M-QAM). L’expression du SNR moyen en fonction de la probabilité d’erreur bit
moyenne est :

γs(P
∗
b (E)) =

m

gmod











P ∗
b (E)

kmod

√
√
√
√

1− t̃ m

√

P ∗
b (E)

kmod






− 1
m

− 1






, (2.69)

avec kmod une constante dépendant de la modulation utilisée :

kpsk =
1√

πmax (log2M, 2)

Γ
(
m+ 1

2

)

Γ (m+ 1)
, (2.70)

kqam =
2g√

π log2M

Γ
(
m+ 1

2

)

Γ (m+ 1)
. (2.71)

2.4.1 Codes correcteurs d’erreur en bloc

La probabilité d’erreur d’un mot code BCH (WEP pour "Word Error Probability")
avec un détecteur à décision dure est donnée par [5], [87] :

Pm (E) =

J∑

j=t+1

(
J
j

)

P jb (1− Pb)J−j , (2.72)

avec J la longueur du mot code en bit et Pb la probabilité d’erreur bit du canal de propaga-
tion considéré (Nakagami-m, Rice), équivalent ici à la probabilité de transition d’un canal
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BSC. Cette hypothèse est valide si on considère que les bits d’un symbole sont affectés de
la même manière par le canal de propagation, ce qui est le cas si l’entrelaceur est parfait.
Les paramètres J , t, dmin sont rappelés dans le tableau 2.1 pour 4 types de codes BCH.
Le paramètre "taux de codage" correspond au rapport du nombre de bits non codés sur le
nombre de bits codés. Pm (E) est donc la probabilité d’obtenir strictement plus de t bits
faux sur J bits.

Approximation du WEP. La probabilité d’erreur d’un mot code dépend du BEP qui
lui-même dépend du SNR. Nous avons donné dans la précédente section des formules per-
mettant de calculer γs en fonction de la probabilité d’erreur à atteindre pour différents
environnements. En présence de codage, il suffit donc de pouvoir inverser la probabilité
d’erreur d’un mot code en fonction de la probabilité d’erreur bit puisque celle-ci est inver-
sible en fonction du SNR. L’équation (2.72) n’est malheureusement pas inversible de façon
exacte puisqu’il s’agit d’un polynôme en Pb de degré supérieur à 5 pour les paramètres
donnés dans le tableau 2.1.

Cependant, on peut mettre (2.72) sous la forme d’une fonction hypergéométrique de
Gauss :

Pm (E) =
BPb

(t+ 1, J − t)
B (t+ 1, J − t) (2.73)

=
P t+1
b

(t+ 1)B (t+ 1, J − t)2F1 (t+ 1, 1 + t− J ; t+ 2;Pb) , (2.74)

avec BPb
(t+ 1, J − t) la fonction Beta incomplète et B (t+ 1, J − t) la fonction Beta [31].

La variable de la fonction hypergéométrique de Gauss est la probabilité d’erreur bit en
entrée du décodeur. La méthode de Laplace donne l’approximation suivante pour la pro-
babilité d’erreur par mot code :

Pm (E) ≈
(t+ 2)t+3/2r

−1/2
2,1 ŷt+1(1− ŷ)

(t+ 1)t+2B (t+ 1, J − t)
P t+1
b

(1− Pbŷ)1+t−J
, (2.75)

avec

r2,1 =
ŷ2

t+ 1
+ (1− ŷ)2 − (1 + t− J)P 2

b

(1− Pbŷ)2
ŷ2

t+ 1
(1− ŷ)2, (2.76)

ŷ =
2(t+ 1)

√

τ2 − 4(t+ 1)(1 + J)Pb − τ
, (2.77)

τ = −JPb − (t+ 2). (2.78)

Code J k dmin taux de codage t
Hamming 7 4 3 0.57 1

Golay 23 12 7 0.52 3
Shortened Hamming 6 3 3 0.5 1

Extended Golay 24 12 8 0.5 3

Tab. 2.1 – Paramètres des codes BCH
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Fig. 2.10 – Evolution du PER dans un canal de Nakagami-m pour un code de Hamming.
La modulation utilisée est une 8−PSK.

Approximation asymptotique du WEP. L’approximation en (2.75) est très précise
pour toutes les valeurs du BEP. Cependant cette forme n’est pas encore inversible en Pb et
donc encore moins en γs. Pour les faibles valeurs de Pb, l’équation (2.75) va se simplifier.
En effet, lorsque Pb → 0, les relations (2.76), (2.77) et (2.78) deviennent :

ŷ → t+ 1

t+ 2
, ỹ, (2.79)

r2,1 → 1

t+ 2
, (2.80)

τ → −(t+ 2). (2.81)

Par conséquent, la probabilité d’erreur d’un mot code en régime asymptotique s’ap-
proche très bien par :

Pm (E|Pb → 0) ≈ 1

(t+ 1)B (t+ 1, J − t)
P t+1
b

(1− Pbỹ)1+t−J
. (2.82)

Probabilité d’erreur paquet. Lorsque l’on cherche à caractériser la fiabilité d’un réseau
de communication tel que le GSM, l’UMTS ou le WLAN, on s’intéresse davantage à la
probabilité d’erreur paquet (trame) que par symbole ou bit. Un paquet est faux, lorsqu’au
moins un bit du paquet est faux. Toujours sous l’hypothèse d’entrelacement parfait, les
erreurs sont réparties uniformément sur le paquet, et la probabilité d’erreur sur les mots
codes est identique pour tous les mots codes tout au long du paquet. Par conséquent la
probabilité d’erreur par paquet se déduit de celle par mot code comme suit :

Pp (E) = 1− (1− Pm (E))N/k , (2.83)
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avec N la longueur d’un paquet en bit et k le nombre de bits d’informations d’un mot code.
On approche donc le PEP en utilisant (2.82) dans (2.83). La figure 2.10 illustre la précision
de l’approximation du PEP obtenue en calculant la probabilité d’erreur bit avec (2.64).
L’approximation est comparée avec le taux d’erreur par paquet obtenu par la simulation
dans différentes conditions d’évanouissement (m = 1, 3, 6), pour un code de Hamming et
une modulation 8−PSK. La taille des paquets est de 4608 bits d’information. On peut
constater une bonne précision de l’approximation du PEP en (2.83) en utilisant (2.82) avec
la simulation. La précision la moins bonne étant pour le canal de Rayleigh, mais l’erreur
est inférieure à 1dB en SNR, et les deux courbes convergent pour les très grands SNR.
L’approximation du PER est très bonne rapidement lorsque le canal devient moins évanouit
(m = 3, 6). En canal de Rayleigh, la probabilité d’erreur bit tend "plus doucement" vers
0, d’où une convergence un peu plus lente entre la courbe asymptotique et la simulation.

Inversion du WEP et PEO Pour obtenir une forme inversible du WEP tout en gardant
une précision acceptable, on utilise la méthode que l’on a détaillée à la section 2.3.1. Pour
les faibles valeurs de Pb, on a (1− Pbỹ) ≈ 1. Par conséquent, on peut déduire la valeur de
Pb en régime asymptotique :

Pb ≈ [P ∗
m (E) (t+ 1)B (t+ 1, J − t)] 1

t+1 . (2.84)

En remplaçant Pb par sa valeur asymptotique dans le terme (1 − Pbỹ) de l’équa-
tion (2.82), on peut inverser la probabilité d’erreur par mot code en fonction de la proba-
bilité d’erreur bit :

Pb =






P ∗
m (E) (t+ 1)B (t+ 1, J − t)

(

1− [P ∗
m (E) (t+ 1)B (t+ 1, J − t)] 1

t+1 ỹ
)J−t−1






1
t+1

(2.85)

Comme nous l’avons signalé ci-dessus, si on s’intéresse à la probabilité d’erreur par
paquet on est également intéressé par la probabilité de coupure paquet. En effet, lors du
déploiement d’un réseau de télécommunication, la probabilité qu’un paquet soit perdu
à cause des fluctuations de la puissance moyenne, caractérise la fiabilité du réseau au
niveau qualité de service. La probabilité de coupure paquet PEO (Packet Error Outage)
en présence de shadowing se définit comme le SEO ; il est nécessaire de remonter au SNR
moyen en fonction de la probabilité d’erreur paquet que l’on souhaite atteindre. Cela se fait
facilement avec les expressions que l’on a dérivées ci-dessus. Le SNR moyen s’exprime en
fonction de la probabilité d’erreur bit avec (2.69), qui s’exprime en fonction de la probabilité
d’erreur par mot code (2.85), elle même fonction du PEP moyen avec (2.83). Le PEO en
présence de shadowing s’écrit :

Pp (O) = Q

(

µdB − 10 log10 γs
(
P ∗
p

)

σdB

)

, (2.86)

avec P ∗
p la probabilité d’erreur paquet cible que l’on souhaite atteindre. La figure 2.11

compare le PEO théorique dérivé en utilisant les formules ci-dessus avec celui obtenu par
inversion numérique de la simulation pour une probabilité d’erreur paquet cible de 10−1. Sur
la figure 2.11(a), le PEO est tracé en fonction de la puissance moyenne reçue au récepteur
pour un écart type de 8dB. La prédiction est conforme avec l’inversion numérique de la
simulation. Même remarque pour la figure 2.11(b), où le PEO est fonction de l’écart type
σ pour une moyenne µ = 30dB. Le PEO est légèrement sous-estimé pour un canal de
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Rayleigh. Si les services à fournir ne sont pas pas très exigeant en terme de qualité, le
réseau est plutôt planifié pour des probabilité de coupure de l’ordre de 10%. Pour cette
probabilité, la prédiction est excellente pour tous les paramètres envisagés ici. Pour des
services un peu plus gourmand en qualité comme la vidéo, ou le streaming en HSDPA par
exemple, des probabilités de coupure plus faibles peuvent être attendues.
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Fig. 2.11 – PEO avec codage bloc de Hamming pour un PEP cible de 10−1 en fonction de
la moyenne (a) de la loi log-normale et de l’écart type (b). Les bits codés sont mappés sur
une constellation 8−PSK en codage de Gray.
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2.4.2 Codes correcteurs d’erreur convolutifs

Expressions asymptotiques de la probabilité de première erreur. La probabilité
de première erreur est majorée par l’expression donnée en (1.82). Lorsque Pb devient très
petit, la borne supérieure du EEP fait intervenir peu de termes de la probabilité Pk. Les
auteurs de [88] ont montré que la EEP pouvait s’exprimer simplement lorsque Pb → 0 :

lim
Pb→0

P (E1) ≈







1

2T
admin

(
dmin
dmin

2

)

P
dmin

2
b pour dmin pair

1

T
(admin

+ admin+1)

(
dmin
dmin+1

2

)

P
dmin+1

2
b pour dmin impair,

(2.87)

avec admin
le nombre de séquences étant à la distance dmin de la séquence codée.

Probabilité d’erreur block. On considère que le décodeur implémente un algorithme
de Viterbi sur un bloc de longueur J . La probabilité d’erreur bloc est définie comme la
probabilité de la réalisation de l’événement : "la séquence la plus vraisemblable donnée par
le Viterbi n’est pas la séquence codée pour le bloc de longueur J". La probabilité que la
séquence la plus vraisemblable dévie pour la première fois de la séquence codée à la j−ième
section du treillis est majorée par (1.82). Une erreur bloc peut avoir pour origine n’importe
quelle section avec la même probabilité : la borne est valide pour toutes les J sections du
treillis. Ainsi, la probabilité d’erreur bloc PB(E) peut-être approchée par la sommation de
la EEP sur les J sections du treillis. Donc pour tous les codes convolutifs, il existe une
borne supérieure de la probabilité d’erreur bloc :

PB (E) ≤ J

T

∞∑

k=dmin

akPk. (2.88)

En utilisant les expressions asymptotiques données plus haut pour la EEP, on peut
donner les expressions asymptotiques de la probabilité d’erreur bloc pour tous les types de
codes convolutifs :

lim
Pb→0

PB (E) ≈ J lim
Pb→0

P (E1) . (2.89)
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K Rc T dmin admin
admin+1 PEP asymptotique

4 1/2 1 6 1 – 10JP 3
b

4 2/3 2 4 3 – 9
2JP

2
b

4 3/4 3 4 29 – 29JP 2
b

Tab. 2.2 – PEP asymptotique avec le codeur convolutif K = 4, et comme polynôme
générateur 15)8 et 17)8 en octal.
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Fig. 2.12 – Evolution du PER dans un canal de Nakagami-m pour un code convolutif de
longueur de contrainte K = 4 et de taux de codage 1/2.

Notons que si l’on considère une profondeur J très grande pour le décodeur de Viterbi,
c’est-à-dire la longueur d’un paquet, alors la probabilité d’erreur bloc devient la probabilité
d’erreur par paquet. Cette approximation n’est cependant valable que si l’entrelaceur ga-
rantie l’indépendance des erreurs d’un bit à l’autre sur l’ensemble du paquet. Nous vérifions
sur un exemple la précision de la formule ci-dessus. On considère le codeur convolutif de
longueur de contrainte K = 4 et de polynômes générateurs 15)8 et 17)8 (en octal). Le taux
de codage élémentaire est Rc = 1/2. Cependant, grâce à une opération de poinçonnage on
peut porter le taux de codage à Rc = 2/3 et Rc = 3/4. Les périodes de poinçonnage T
sont respectivement pour les trois taux 1, 2 et 3. Les valeurs dmin et admin

sont tabulées
dans [89] et [90]. En utilisant (2.89) et (2.87) selon que dmin soit pair ou impair, on obtient
la probabilité d’erreur par paquet asymptotique pour ce codeur convolutif. Le tableau 2.2
rappelle les valeurs du PEP pour les trois taux de codage.

La figure 2.12 illustre l’approximation obtenue pour la probabilité d’erreur bloc pour
un système employant le codeur convolutif décrit plus haut avec un taux de codage de
1/2. La modulation utilisée est une QPSK et le canal est à évanouissement de Nakagami-
m (m = 1, 3, 6). La longueur des paquet est de J = 1000 bits. L’approximation est très
précise asymptotiquement (lorsque γs → ∞ et donc lorsque Pb → 0). On peut faire la
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même remarque que pour le code de Hamming, la précision est d’autant meilleure que le
canal se rapproche d’un canal sans évanouissements. La raison est identique à celle donnée
pour les codes blocs. Pour un canal de Rayleigh, l’erreur obtenue est inférieure à 1dB
pour un PER compris entre 3.10−1 et 10−3. Les deux courbes (asymptotiques et simulées)
convergent aux très forts SNR.

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

µ(dB)

P
E

O

 

 

Exact m = 1
Approx m = 1
Exact m = 3
Approx m = 3
Exact m = 6
Approx m = 6

(a) PEO = f(µdB)

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

σ(dB)

P
E

O

 

 

Exact m = 1
Approx m = 1
Exact m = 3
Approx m = 3
Exact m = 6
Approx m = 6

(b) PEO = f(σdB)

Fig. 2.13 – PEO avec codage convolutif (K = 4 et 15)8, 17)8)pour un PEP cible de 10−1

en fonction de la moyenne (a) de la loi log-normale et de l’écart type (b). Les bits codés
sont rassemblés en symbole QPSK suivant un codage de Gray.
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Inversion du PEP estimation du PEO. Avec les expressions du PEP résumées dans
le tableau 2.2, l’inversion du PEP en fonction de Pb est triviale. De plus nous avons déjà
donné plus haut l’expression du SNR moyen γs en fonction du BEP. En utilisant l’inversion
des expressions dans le tableau 2.2 et l’expression en (2.69) dans (2.86), on détermine le
PEO en fonction du PEP cible moyen à atteindre.

La figure 2.13 donne la probabilité de coupure paquet selon les paramètres de la loi de
shadowing et le codeur convolutif utilisé ci-dessus. La probabilité d’erreur paquet moyenne
attendue est fixée à 10−1. Sur la figure 2.13(a), la probabilité de coupure paquet est tracée en
fonction de la moyenne du shadowing avec σ = 8dB. La précision de l’inversion analytique
est très bonne pour toutes les valeurs de la moyenne du shadowing. Si l’on fait varier
l’écart type de la loi log-normale, avec µ = 30dB, comme sur la figure 2.13(b), l’inversion
analytique de la probabilité d’erreur paquet permet de prédire le PEO exact avec une très
bonne précision.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons considéré une liaison radio point-à-point mono-antenne.
Nous avons abordé le problème crucial de l’analyse de performance d’un point de vue pro-
babilité de coupure symbole ou paquet, lorsqu’une communication radio est affecté par des
évanouissements rapides et en présence de shadowing. La caractérisation de performance
d’un système de ce point de vue est intéressante à plus d’un titre. Tout d’abord, lorsque
l’on considère la présence de shadowing, la probabilité d’erreur moyenne ne caractérise plus
les performances d’un système, puisque le SEP varie dans le temps. Il est donc nécessaire
d’avoir une idée sur la "vraisemblance" d’atteindre tel SEP moyen. Ensuite, la probabilité
de coupure symbole et/ou paquet s’exprime, par définition, en fonction de la probabilité
d’erreur moyenne (plutôt que du SNR moyen comme dans les approches classiques). Cette
différence est essentielle puisque c’est la probabilité d’erreur moyenne qui caractérise la
qualité de service d’une application.

Notre contribution dans ce chapitre tient en plusieurs points :

1. D’abord pour une communication radio sans codage canal et pour les modulations
linéaires les plus utilisées (M-PSK, M-QAM), nous fournissons de nouvelles approxi-
mations de la probabilité d’erreur moyenne dans des canaux à évanouissements ra-
pides de Nakagami-m et Rice. Ces approximations se révèlent très précises (moins
de 1dB d’écart) non seulement asymptotiquement (larges SNR), mais aussi pour un
faible SNR, ce qui n’est pas le cas pour les approximations déjà existantes dans la
littérature.

2. Nous montrons que ces approximations sont inversibles par rapport au SNR, et nous
donnons des formules originales, simples et précises de celui-ci en fonction de la
probabilité d’erreur moyenne et des paramètres du système considéré. De plus, une
certaine généralité dans l’expression du SNR moyen est mis en avant, puisque le SNR
moyen γs à la forme générale suivante (dans les canaux de Nakagami-m) :

γs(P
∗
s ) = c0

(

P ∗
s
− 1

m

(

1− c1P ∗
s

1
m

)− 1
2m − c−

1
m

2

)

,

où c0, c1 et c2 sont des constantes dépendant de la modulations et de la valeur de
l’évanouissement du canal. Les résultats sur le canal de Rice sont plus particuliers
mais n’en sont pas moins originaux, puisque nous exprimons le SNR moyen à l’aide
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de la fonction spéciale de Lambert W0. Pour ce que l’on a pu en juger, c’est la seule
inversion disponible aujourd’hui de la probabilité d’erreur en canal de Rice.

3. Les approximations et les inversions de la probabilité d’erreurs réalisées, permettent
d’estimer la probabilité de coupure symbole de manière très précise et ce pour de
larges variations des paramètres de la loi log-normale.

4. Enfin, notre méthodologie permet de prendre en compte le codage pour l’évaluation
de la probabilité de coupure bloc (ou paquet), à condition d’utiliser un décodeur à
décision dure. Nous donnons l’estimation de la probabilité de coupure paquet pour
un système utilisant un codage bloc de Hamming, puis un codeur convolutif.

Notre étude ne se focalise pas sur un système de télécommunication particulier, mais
considère une liaison radio sur un canal plat à évanouissement. De part cette caractéris-
tique, on pourrait facilement appliquer l’étude faite ici à des systèmes OFDM, ne présentant
pas d’interférences entre porteuses. Cela donnerait donc des bornes pour l’étude des perfor-
mances de ces systèmes. On pourrait également étendre l’analyse aux systèmes à étalement
de spectre. En considérant les trajets multiples décorrélés (ce qui est une hypothèse cou-
ramment admise pour les systèmes larges bandes) et un récepteur de type RAKE, on se
ramène à un système à diversité spatiale dont l’étude est analogue à celle menée ici. Cepen-
dant, l’étude menée ici n’est pas facilement extensible dans le cas où l’étalement temporel
du canal affecte plusieurs symboles. La statistique d’interférence entre symboles devant
être prise en compte dans l’étude, cela pourrait faire l’objet de recherches ultérieures.

Un autre point peut être soulevé au niveau de l’étude avec codage. L’utilisation de
décodeur à décision dure, permet de partitioner le problème de la recherche de la probabilité
de coupure paquet. Que ce soit en code bloc ou convolutif, la probabilité d’erreur bloc
en sortie de codeur dépend de la probabilité d’erreur bit en entrée. Grâce à l’inversion
de cette relation, on peut remonter au SNR. Cependant si on considère des décodeurs à
décision souples, la probabilité d’erreur en sortie dépend des caractéristiques du codeur
mais également du SNR. L’étude de la probabilité de coupure dans ce cas, devrait se faire
de façon globale, en prenant en compte le codage directement après la sortie du canal.
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3 Systèmes MIMO

3.1 Introduction

De nos jours, les performances et la fiabilité du lien radio peuvent être grandement
améliorées en exploitant la diversité de canaux qu’offre les systèmes MIMO. Les techniques
de codage spatio-temporel et de multiplexage spatial constituent un domaine de recherche
encore très actif. Il est donc primordiale de chercher à analyser l’impact du shadowing sur
ce type de système, ce que nous proposons de faire dans ce chapitre. Comme pour le cas
SISO, nous avons besoin d’approcher le SEP moyen pour pouvoir l’inverser. Il est donc
primordiale pour nous d’avoir des expressions du SEP que l’on puisse approcher avec les
méthodes introduites au chapitre 1.

De nombreuses études ont cherché à caractériser les performances en SEP moyen de tels
systèmes de communications. En [91], Shin et Lee étudient le SEP exacte pour les systèmes
MIMO à codage bloc dans un canal de Rayleigh sans corrélation et en [66] ils s’intéressent
aux performances des systèmes MIMO STBC dans des canaux Nakagami-m mais avec un
phénomène "trou de serrure", environnement pour lequel la matrice du canal n’est pas de
rang plein. D’autres études ont cherché à prendre en compte le phénomène de corrélation
lorsqu’étaient utilisées des techniques de diversités spatiales. Les performances en terme de
SEP moyen d’un système STBC dans un canal de Nakagami-m présentant de la corrélation
a été étudié dans [47], qui est en fait une extension de l’étude faite par les auteurs de [51], sur
les performances d’un système d’antennes à réception MRC dans un canal de Nakagami-m
corrélé. Les auteurs donnent une forme exacte de la probabilité d’erreur d’un signal M-
PSK et M-QAM valable pour n’importe quel type de codes orthogonaux et n’importe quel
modèle de corrélation. Le SEP d’un signal M-PSK (respectivement M-QAM) s’exprime
comme combinaison linéaire d’une (respectivement 2) intégrale(s) faisant intervenir les
valeurs propres (et leur multiplicité) de la matrice de covariance du canal MIMO. On peut
citer d’autres travaux antérieurs à ceux-là et qui se sont intéressés aux performances des
systèmes multi-antennes en présence de corrélation. Déjà en 1999, Lombardo et al. ont
étudié les performances d’un signal BPSK avec un système à diversité MRC dans un canal
de Nakagami-m corrélé dans [92]. Ensuite Gozali et al. ont donné une valeur approchée
de la probabilité d’erreur d’un système STBC en [93] dans le cas d’un canal de Rayleigh
puis Femenias étendit les résultats au canal de Nakagami-m en [94]. En [95] le SEP exact
d’un système STBC fut dérivé pour différentes modulations cohérentes sur un canal de
Nakagami-m avec des valeurs entières de m.

Le cas d’un système MIMO à multiplexage spatial, avec un récepteur ZF, permet de
trouver des solutions sous forme exacte, autre qu’intégrale, de la probabilité d’erreur, no-
tamment à l’aide de fonctions spéciales. Gore et al. donnent l’expression du SNR en sortie
de traitement d’un égaliseur ZF [70]. Dans cet article, les auteurs considèrent la présence
de corrélation à l’émission et un canal de Rayleigh. En [96] les auteurs étendent l’étude
à un canal de Rice et en considérant également une corrélation à l’émission. Grâce à la
distribution du SNR en sortie du traitement, les auteurs sont capables de donner une forme
exacte de la probabilité d’erreur en terme de fonction hypergéométrique.

Dans ce chapitre, nous étendons l’approche originale étudiée au chapitre précédent aux
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systèmes MIMO à codage blocs orthogonaux et à multiplexage spatial. Nous complétons
et étendons ainsi les résultats de Conti et al. qui proposèrent des bornes inversibles et
précises de la probabilité d’erreur d’un signal M-PSK dans un environnement de Rayleigh
et un système à diversité spatial en réception. Nous commençons par considérer les systèmes
STBC. Pour les modulations M-PSK et M-QAM, nous trouvons des approximations simples
et précises de la probabilité d’erreur exacte en canal de Nakagami-m et Rice, dans le cas
où aucune corrélation n’est présente à l’émission et à la réception. Nous montrons qu’elles
sont inversibles et permettent de calculer le SEO dans les configurations ci-dessus. Nous
traitons ensuite des systèmes à multiplexage spatial et pour lesquels nous pouvons dériver
des approximations simples et inversibles du SEP moyen en canal de Rayleigh corrélé en
émission. Nous traitons également du canal de Rice où nous donnons des résultats sur
l’approximation du SEP et son inversion.

3.2 Estimation du SEP et du SEO pour les systèmes STBC

MIMO

3.2.1 Hypothèses

Nous proposons des approximations et des inversions de la probabilité d’erreur moyenne
lorsque le système ne présente pas de corrélation. Cependant la présence de corrélation due
à un environnement pauvre en diffuseur et/ou un faible espacement entre les antennes,
rend l’étude très délicate. Nous en dirons un mot dans cette section.

Distribution du SNR en sortie du traitement. Nous avons vu au chapitre 1 que la
structure MIMO STBC permettait d’implémenter un récepteur à MV symbole par symbole
d’une complexité linéaire. Le SNR instantané par symbole après le décodage bloc s’écrit :

γSTBC =
||H||2F
ntR

γs, (3.1)

avec γs = Em/N0 le SNR moyen reçu sur chaque antenne. Les performances d’un décodeur
MIMO à codes orthogonaux dépendent des propriétés statistiques de la norme de Frobenius
au carré de la matrice canal. Autrement dit les performances vont dépendre si on considère
un canal MIMO corrélé spatialement ou non.

Canal MIMO non corrélé. Dans le cas où les gains complexes de la matrice canal sont
supposés i.i.d, ||H||2F est la somme de ntnr variables gamma identiquement distribuées et
la MGF du SNR en sortie de traitement est [66] :

M i.i.d.Naka
γSTBC

(−s) =

(

1 + s
γs

mntR

)−q
, (3.2)

avec q = mntnr. On peut remarquer l’analogie entre (3.2) et la MGF de γs d’un canal de
Nakagami-m mono-antenne : le nombre de degré de liberté a augmenté, il est passé de m
à q. Dans ce qui suit nous considérons que le canal ne présente pas de corrélation.

3.2.2 Canal de Nakagami et M-PSK

Le SEP d’un signal M-PSK pour un système MIMO à code orthogonaux sans corrélation
dans un canal de Nakagami-m fut donnée par Shin et Lee dans [66] :
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Ps(E|γs) = M i.i.d.Naka
γSTBC

(−gpsk)
{

Γ(q + 1/2)

2
√
πΓ(q + 1)

2F1

(

q,
1

2
; q + 1;x

)

+

√
z

π
F1

(
1

2
, q,

1

2
− q; 3

2
; y, z

)}

, (3.3)

avec x = 1/(1 + gpskγs/(mntR)), y = (1 − gpsk)/(1 + gpskγs/(mntR)) et z = 1 − gpsk.
On peut remarquer que l’expression de la probabilité d’erreur d’un signal M-PSK d’un
système spatio-temporel à codage blocs orthogonaux, en canal de Nakagami, est similaire
à l’expression du SEP mono-antenne en (2.15). De ce fait, la méthodologie d’approximation
obtenue pour cette dernière va s’appliquer ici également.

Approximation du SEP. En appliquant la méthode de Laplace pour la fonction 2F1

et en régime asymptotique, l’équation (3.3) tend vers :

Ps(E|γs →∞) ≈ xq
{

Γ(q + 1/2)

2
√
πΓ(q + 1)

1
√

1− xt̃
+

√
z

π

2F1

(
1
2 ,

1
2 − q; 3

2 ; z
)

√
1− y

}

, (3.4)

avec t̃ = q/(q+ 1) et en remarquant que M i.i.d.Naka
γSTBC

(−gpsk) = xq. On peut approcher (3.4)
par :

Ps(E|γs →∞) ≈ kstbcpsk

xq
√

1− xt̃
, (3.5)

avec :

kstbcpsk =
Γ(q + 1/2)

2
√
πΓ(q + 1)

+

√
z

π
2F1

(
1

2
,
1

2
− q; 3

2
; z

)

. (3.6)

La figure 3.1, montre la précision de (3.5) pour une modulation 8-PSK, trois paramètres
d’évanouissement m = 1, 3, 6. On s’intéresse à la précision de cette approximation selon la
taille du système MIMO utilisé. Ici on considère un système MIMO 2×2 avec un code bloc
d’Alamouti et un système 3× 3 avec un code de Tarokh G3.

L’approximation donnée en (3.5) est très précise sur une large plage de SNR et surtout
pour des valeurs du SEP compris entre 10−1 et 10−4. L’expression permet de remonter au
SNR comme nous l’avons vu pour les systèmes mono-antennes.

Inversion du SEP et estimation du SEO. En élevant au carré l’équation (3.5), on
remonte au SNR moyen par symbole en fonction de la probabilité d’erreur cible P ∗

s (E) :

γs(P
∗
s (E)) = c0

(

P ∗
s (E)

− 1
q

(

1− c1P ∗
s (E)

1
q

)− 1
2q −

(

kstbcpsk

)− 1
q

)

, (3.7)

avec

c0 =
mntR q

√

kstbcpsk

gpsk
, (3.8)

c1 =
t̃

q

√

kstbcpsk

. (3.9)

71



CHAPITRE 3. SYSTÈMES MIMO

0 5 10 15 20 25

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

SNR γs dB

S
E

P

 

 

Exact m = 1
Approx m = 1
Exact m = 3
Approx m = 3
Exact m = 6
Approx m = 6

STBC 2 × 2

STBC 3 × 3

Fig. 3.1 – Approximation du SEP pour un signal 8-PSK dans un canal de Nakagami et
deux systèmes MIMO à codes orthogonaux

Enfin en utilisant (1.18) on peut estimer le SEO en présence de shadowing. La figure 3.2
nous donne l’évolution du SEO pour les deux systèmes MIMO à codes orthogonaux cités
ci-dessus. Comme précédemment, sur la figure 3.2(a) l’écart type de la loi de shadowing
est de 8dB et pour la figure 3.2(b) la puissance moyenne du shadowing est de 30dB. La
probabilité d’erreur moyenne cible recherchée est de 10−2. L’estimation du SEO à l’aide
de l’inversion analytique du SEP moyen correspond quasiment à la valeur exacte de la
probabilité de coupure pour les deux systèmes MIMO considérés et tous les paramètres
d’évanouissements du canal. On observe, comme on peut s’y attendre, une probabilité de
coupure plus faible pour une taille de système plus importante du fait de l’augmentation
de la diversité.
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Fig. 3.2 – SEO pour deux systèmes MIMO à codes orthogonaux et pour une modulation
8-PSK. MIMO 2× 2 à codage d’Alamouti et MIMO 3× 3 à codage de Tarokh G3.
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3.2.3 Canal de Nakagami et M-QAM

D’après [66], le SEP d’un système MIMO à codes orthogonaux dans un canal de Na-
kagami, pour un signal M-QAM est :

Ps(E|γs) =
2gM i.i.d.Naka

γSTBC
(−gqam)√

π

Γ(q + 1/2)

Γ(q + 1)
2F1

(

q,
1

2
; q + 1;x1

)

−g
2Γ (q + 1/2)

πΓ (q + 3/2)
M i.i.d.Naka
γSTBC

(−2gqam)F1

(

1, q, 1; q +
3

2
; y, z

)

, (3.10)

avec x1 = 1/(1 + gqamγs/(mntR)), y = (1 + gqamγs/(mntR))/(1 + 2gqamγs/(mntR)) et
z = 1/2. De plus on pose x2 = 1/(1 + 2gqamγs/(mntR)). Le problème étant similaire au
cas SISO M-QAM (puisque l’on considère un canal MIMO sans corrélation), on procède
exactement de la même manière que précédemment. La fonction hypergéométrique de
Gauss est remplacée par son approximation de Laplace et la fonction hypergéométrique
d’Appell par son expression asymptotique.

Approximation asymptotique. La probabilité d’erreur exacte en (3.10) devient :

Ps(E|γs →∞) ≈ xq1
√

1− x1t̃

{
2gΓ(q + 1/2)√
πΓ(q + 1)

− g2Γ (q + 1/2)

πΓ(q + 3/2)

(
x2

x1

)q

×

2F1

(

1, q + 1; q +
3

2
; z

)
√

1− x1t̃

}

, (3.11)

avec x2/x1 qui tend vers 1/2 lorsque le SNR tend vers l’infini et
√

1− x1t̃ qui tend vers 1.
Par conséquent une très bonne approximation de (3.10) est :

Ps(E|γs →∞) ≈ kstbcqam

xq1
√

1− x1t̃
, (3.12)

avec :

kstbcqam =
2gΓ(q + 1/2)√
πΓ(q + 1)

− g2Γ(q + 1/2)

2qπΓ(q + 3/2)
2F1

(

1, q + 1; q +
3

2
;
1

2

)

. (3.13)

La figure 3.3 valide l’approximation du SEP obtenu avec (3.12) pour un signal 16−QAM,
différentes valeurs du paramètre d’évanouissement m et 2 tailles de système MIMO. Dans
un canal de Nakagami-m sans corrélation entre les antennes d’émission et ou de réception,
plus on augmente la taille du système et plus le gain de diversité est important (q aug-
mente), et on se rapproche du cas gaussien, qui est un cas idéal pour l’approximation de
Laplace.

Inversion du SEP et approximation du SEO. L’inversion du SEP en (3.12) à la
même forme que l’équation (2.47) :

γs(P
∗
s (E)) = c0

(

P ∗
s (E)−

1
q

(

1− c1P ∗
s (E)

1
q

)− 1
2q −

(

kstbcqam

)− 1
q

)

, (3.14)

avec
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Fig. 3.3 – Approximation du SEP d’un signal 16-QAM pour deux systèmes STBC 2 × 2
et 3× 3 avec l’équation (3.12) et comparaison avec la valeur exacte en (3.10)

c0 =
mntR q

√

kstbcqam

gqam
, (3.15)

c1 =
t̃

q

√

kstbcqam

. (3.16)

A l’aide de (1.18) on estime la probabilité de coupure symbole en présence de shadowing
pour un système MIMO STBC utilisant une modulation M-QAM. Au vu de la précision
de l’approximation pour le SEP, on peut s’attendre à une bonne prédiction du SEO dans
ce cas aussi, ce qui est attesté par les figures 3.4(a) et 3.4(b). Le SEO est estimé pour une
probabilité d’erreur moyenne de 10−2, un signal 16−QAM et deux valeurs du paramètre
d’évanouissement m = 1 et m = 6. Les paramètres de shadowing étant ceux utilisés jusqu’à
présent.

3.2.4 Canal MIMO Nakagami-m Corrélé

L’analyse de performance dans ce cas général est compliquée et l’obtention de formes
exactes simples pour le SEP est impossible. En posant h = vec{H} ∈ C

ntnr×1, h suit une
loi gaussienne multivariée et est notée h →֒ CN (0,Σ) et Σ est la matrice de covariance de
h. Le SNR en sortie de traitement s’écrit toujours :

γSTBC =
γs
ntR
||H||2F =

γs
ntR

hHh, (3.17)

||H||2F est une somme de ntnr variables gamma corrélées les unes aux autres. En suivant
l’approche de [51] et les propriétés des formes quadratiques gaussiennes [97], la MGF du

75



CHAPITRE 3. SYSTÈMES MIMO

SNR en sortie de traitement pour un canal de Nakagami-m avec corrélation est :

MCorrNaka
γSTBC

(−s) =
1

det
(

Intnr + s
γs

mntR
Σ
)m , (3.18)

avec Intnr la matrice identité de dimension ntnr×ntnr. Le résultat donné ici est également
celui de Maaref [47]. Le SEP (d’une M-PSK ou M-QAM) se détermine donc en intégrant la
MGF ci-dessus. La difficulté d’inverser le SEP vient du fait que le dénominateur de (3.18)
produit un polynôme de degré q en γs. Maaref et al ont donné une forme plus aboutit
que la forme intégrale de la MGF, faisant apparaître les valeurs propres de la matrice de
corrélation Σ [47] mais pas plus exploitable pour nous que la forme intégrale.

Pour l’approximation du SEP d’un système MIMO STBC, on peut se référer aux tra-
vaux donnés en état de l’art comme [32,98]. Bien que dans cette dernière référence l’auteur
traite d’un canal de Rice, si on considère la composante spéculaire nulle on peut étendre
ces résultats pour un canal de Rayleigh. Mais ces approximations sont asymptotiques et
peu fiables aux SNRs pour lesquels la probabilité d’erreur est comprise entre 10−1 et 10−4.

Nous remarquons qu’il y a ici un point à creuser pour de futures recherches. Dans le
cas d’un système MIMO STBC soumis à un évanouissement de Nakagami-m présentant de
la corrélation spatiale, il n’existe pas d’approximation simple et inversible du SEP.
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Fig. 3.4 – SEO de deux signaux QAM en présence de shadowing en fonction de la moyenne
(a) et de l’écart type (b) de la loi log-normale.
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3.2.5 Canal de Rice et M-PSK

En canal de Rice, une composante cohérente de l’onde radio est présente entre l’émetteur
et le récepteur : c’est la composante spéculaire. La matrice du canal MIMO se modélise
comme suit :

H =

√

K

1 +K
H1 +

√

1

1 +K
H2, (3.19)

La matrice H1 est une matrice déterministe et se modélise par les équations classiques
d’un réseau linéaire d’antenne à l’émission et à la réception ; H1 = αβH avec α =
[

1 ej2π
dr
λ

sin θr · · · ej2π dr
λ

(nr−1) sin θr

]T
et β =

[

1 ej2π
dt
λ

sin θt · · · ej2π
dt
λ

(nt−1) sin θt

]T
. Avec λ la

longueur d’onde du signal transmis, dt, dr, θt et θr sont respectivement la distance inter-
capteur à l’émission, à la réception, l’angle de départ de l’onde à l’émission et celui d’arrivée
à la réception. De plus θr = −θt. α et β sont les vecteurs de déphasages de l’onde incidente
sur le réseau d’antenne à l’émission et à la réception respectivement. H2 est la compo-
sante diffuse et est constituée de coefficients complexes distribués de façon gaussienne ;
leurs amplitudes suivent une loi de Rayleigh. On dit que H suit une loi gaussienne pour
les matrices et se note H →֒ CN (M,Σ) avec M = E(H) =

√

K/(1 +K)H1. Σ est la
matrice de corrélation du canal MIMO définie au chapitre 1.

Pour des raisons de commodité, on transforme la matrice canal en vecteur : h =
vec{H}. h suit maintenant une distribution gaussienne complexe multivariée non centrée,
notée : h →֒ CN (m,Σ), avec m = vec{M} =

√

K/(1 +K)p(φ) et p(φ) = vec{H1} =
[ejφ1, · · · , ejφntnr ]T qui caractérise la composante spéculaire du canal. Les phases du vecteur
p (φ) sont égales à :

φi = −2π

λ
[(k − 1)dr + (l − 1)dt] sin θt; k = 1...nr; l = 1...nt; i = (l − 1)nr + k. (3.20)

La matrice Σ est la matrice de covariance du vecteur aléatoire h qui dans le cas général
correspond au produit de kronecker de deux matrices de corrélations. La MGF du SNR
après le décodage bloc est [98] :

MCorrRice
γSTBC

(s) =

exp

{

−mH
[
ntR
−sγs

Intnr + Σ
]−1

m

}

det
(

Intnr + −sγs

ntR
Σ
) . (3.21)

Dans ce cas général, il sera très difficile de trouver une forme simple, précise et inversible
de la probabilité d’erreur si l’on n’en a pas trouvé pour le canal de Nakagami-m. Si on
considère que la composante diffuse est constituée d’échantillons complexes indépendants
et identiquement distribués selon une loi normale (les antennes d’émission et de réception
ne présente aucune corrélation), la matrice de covariance du vecteur aléatoire h est une
matrice diagonale Σ = 1/(1 +K)Intnr . La MGF devient donc :

M i.i.d.Rice
γSTBC

(s) =

exp

{

−
[
ntR
−sγs

+ 1
1+K

]−1
mHm

}

(

1 + −sγs

ntR(1+K)

)ntnr
, (3.22)

avec mHm = Kntnr/(1 + K). A partir de cette expression, on va pouvoir exprimer la
probabilité d’erreur d’un système MIMO STBC en canal de Rice sans corrélation.
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Forme exacte du SEP. La fonction génératrice des moments du SNR après décodage
bloc pour une M-PSK en canal de Rice vaut :

M i.i.d.Rice
γSTBC

(− gpsk

sin2 θ
) =

(
(1 +K)ntR sin2 θ

(1 +K)ntR sin2 θ + gpskγs

)ntnr

×

exp

(

− gpskKγs
(1 +K)ntR sin2 θ + gpskγs

)ntnr

. (3.23)

Finalement les performances d’un système STBC MIMO dans un canal de Rice sans
corrélation, sont équivalentes à celles d’un système à diversité de réception muni d’un
traitement MRC avec ntnr branches [6]. La probabilité d’erreur exacte en canal de Rice
d’un système MIMO à codes orthogonaux pour une modulation M-PSK est donnée par :

Ps(E|γs) =
1

π

∫ (M−1)π/M

0
M i.i.d.Rice
γSTBC

(

− gpsk

sin2 θ

)

dθ. (3.24)

Approximation du SEP. Nous approchons la valeur SEP par la méthode de Laplace.
La base de fonction (h, g) utilisée est h(θ) = 1/π et g(θ) = − ln

(
M i.i.d.Rice
γSTBC

(
−gpsk/ sin2 θ

))
.

Dans ce cas, la variable T introduite en (1.42) vaut ntnr. De plus on sait que l’approxi-
mation (1.42) est d’autant meilleure que T est grand. Donc notre approximation devrait
être d’autant plus précise que la taille du système MIMO est grande. L’approximation de
Laplace pour le SEP d’un système MIMO à codes orthogonaux en canal de Rice pour une
modulation M-PSK est :

Ps (E|γs) ≈
((1 +K)ntR)q

√
πqgpskγs (gpskγs + ntR(1 +K)2)

exp
{

− gpskKqγs

(1+K)ntR+gpskγs

}

((1 +K)ntR+ gpskγs)
q−1 , (3.25)

avec ici q = ntnr. Comme nous l’avons dit plus haut cette équation est similaire à (2.53)
et n’est donc pas inversible.

Approximation inversible du SEP. Comme nous l’avons fait pour (2.53) nous pou-
vons proposer une approximation inversible de cette probabilité d’erreur :

Ps (E|γs) ≈
((1 +K)ntR)q√

πq ((1 +K)ntR+ gpskγs)
q exp

(

− gpskKqγs
(1 +K)ntR+ gpskγs

)

. (3.26)

La figure 3.5 trace l’approximation donnée ci-dessus pour un signal QPSK. L’approxi-
mation est proche de la valeur exacte dans la plage de SEP qui nous intéresse pour
K = 0, 6, 10dB. On note cependant qu’elle est un peu moins précise lorsque pour un
SEP d’environ 10−1.

Inversion du SEP et approximation du SEO. On peut montrer que l’équation ci-
dessus admet l’unique solution suivante :

γs (P ∗
s ) = ntR (1 +K)









K

gpskW0

(

ntRK (1 +K) eK exp

(

−
ln
(

((1+K)ntR)q√
πqP∗

s

)

q

)) − 1

gpsk









,

(3.27)
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avec P ∗
s la probabilité d’erreur symbole cible. En injectant cette expression en (1.18), on

obtient le SEO en présence de shadowing pour un système MIMO STBC et un signal M-
PSK. La figure 3.6 trace l’évolution du SEO pour un signal QPSK et un système MIMO
2× 2 et pour un SEP cible de 10−2. L’écart type du shadowing sur la figure 3.6(a) est de
8dB et la moyenne du shadowing 30dB sur la figure 3.6(b). On peut constater une très
bonne prédiction du SEO avec (3.27) pour le taux d’erreur cible considéré. Il est clair que
si l’on avait voulu un SEP cible de 10−1, on aurait sous estimé la probabilité de coupure
(puisqu’on sous-estime le SNR et donc l’argument de la fonction Q gaussienne en (1.18)
devient plus grand).
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3.2.6 Canal de Rice et M-QAM

Dans le cas d’un signal modulé en quadrature dans un système MIMO à codes ortho-
gonaux sans corrélation spatiale, le SEP exact vaut :

Ps(E|γs) =
4g

π

∫ π/2

0
M i.i.d.Rice
γSTBC

(

− gqam
sin2θ

)

dθ − 4g2

π

∫ π/4

0
M i.i.d.Rice
γSTBC

(

− gqam
sin2θ

)

dθ. (3.28)

Approximation inversible du SEP. La probabilité d’erreur d’un signal M-QAM d’un
système MIMO à codes orthogonaux dans un canal de Rice est minorée par :

Ps(E|γs) ≥
4g

π

∫ π/2

π/4
M i.i.d.Rice
γSTBC

(

− gqam
sin2θ

)

dθ. (3.29)

En appliquant l’approximation de Laplace pour (3.29), on obtient la forme suivante
inversible de la probabilité d’erreur :

Ps (E|γs) ≈
((1 +K)ntR)q√

πq ((1 +K)ntR+ gqamγs)
q exp

(

− gqamKqγs
(1 +K)ntR+ gqamγs

)

. (3.30)

Sur la figure 3.5, on a également tracé l’approximation en (3.30) pour un signal 16−QAM.
On peut constater que l’approximation n’est pas très bonne pour un SEP compris entre
10−1 et 10−2 et même au delà pour le cas où K = 0dB. Dans ce cas, l’approximation est
à environ 1dB de la valeur exacte pour un SEP compris entre 10−2 et 10−4 et augmente
jusqu’à 3dB pour des SEP de l’ordre de 10−1.

Inversion du SEP et estimation du SEO. Le SNR en fonction de la probabilité
d’erreur est identique à (3.27) avec gqam qui remplace gpsk. La figure 3.6 montre également
l’estimation du SEO pour la modulation 16−QAM, avec les mêmes paramètres que pour
le signal QPSK. On remarque que l’on sous-estime le SEO pour toutes les valeurs de K
testées. Cependant sur la figure 3.6(a), l’écart entre le SEO calculé avec l’inversion de (3.30)
et la valeur exacte est inférieure à 1dB. Sur la figure 3.6(b), l’erreur commise sur le SEO
est plus importante aux faibles valeurs de σ. Par exemple pour σ = 4dB, le SEO estimé
est d’environ de 2.10−5, alors qu’il est de 6.10−5 en réalité (soit un facteur 3). Mais il
s’agit d’une probabilité de coupure très faible. La précision s’améliore si les variations de
puissances augmentent autour de leur valeur moyenne (environnement urbain ou indoor)
et à mesure que le canal est moins évanouit (K grand).
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Fig. 3.5 – Probabilité d’erreur exacte et approchée d’un signal QPSK et 16-QAM d’un
système MIMO STBC 2×2 à codage d’Alamouti dans un canal de Rice. Les valeurs exactes
sont calculées avec (3.24) et (3.28) respectivement pour le signal QPSK et 16−QAM. Les
valeurs approchées avec (3.26) et (3.30).
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Fig. 3.6 – SEO de deux signaux QAM (QPSK 16−QAM) d’un système STBC 2× 2 dans
un canal de Rice et en présence de shadowing en fonction de la moyenne (a) et de l’écart
type (b) de la loi log-normale.
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3.3 Estimation du SEP et du SEO pour les systèmes à mul-

tiplexage spatial

3.3.1 Hypothèses

Dans cette section nous étudions un système MIMO à multiplexage spatial avec un
récepteur ZF. Nous nous intéressons à l’approximation et à l’inversion de la probabilité
d’erreur dans deux types de canaux à évanouissements très utilisés : Rayleigh et Rice,
le cas général de Nakagami-m n’ayant pas de solution à ce jour. Contrairement au cas
STBC, la forme du SNR en sortie de traitement d’un récepteur ZF permet d’envisager
les cas où le canal présente des corrélations à l’émission ou à la réception. Le cas général
d’une corrélation présente aussi bien en émission qu’en réception ne permet pas d’obtenir
une approximation simple et inversible du SEP. Nous nous attarderons sur le cas où le
canal est corrélé en émission, pour lequel des résultats intéressants peuvent être énoncés. Il
convient par ailleurs de préciser que la considération théorique de la présence de corrélation
seulement à l’une des deux extrémités du canal est étayée par des faits expérimentaux. Si
on considère une liaison montante (du mobile vers la station de base ou le point d’accès),
les dimensions d’un terminal mobile ne permettent généralement pas l’espacement des
antennes de plusieurs longueurs d’ondes, il est donc raisonnable d’envisager une corrélation
sur les antennes d’émission du mobile. Les contraintes de place pour une station de base sont
beaucoup moins fortes que pour le mobile, et les antennes peuvent être espacées de plusieurs
longueurs d’ondes facilement et donc le coefficient de corrélation peut être négligé. En
toute rigueur, le coefficient de corrélation dépend de l’espacement entre les antennes mais
également de l’étalement angulaire des signaux reçus (ou émis) sur le système d’antennes.
La corrélation du canal sur chaque antenne diminue dès lors que le secteur angulaire dans
lequel arrivent (ou partent) les signaux augmente [51]. Le cas traité ici correspond donc à
une situation où la station de base se trouve dans un milieu suffisamment riche en diffuseur
permettant une faible valeur du coefficient de corrélation, tandis que pour le mobile, le faible
écart entre les capteurs engendre une corrélation non négligeable. Nous dirons également
un mot sur le cas où un phénomène de corrélation spatiale est présent à l’émission ainsi
qu’à la réception.

Forme du SNR en sortie de traitement. Le SNR en sortie de l’égaliseur linéaire ZF
correspondant au k−ième sous canal est [96] :

γk =
γs

[HHH]
−1
kk

, (3.31)

avec γs le SNR moyen reçu sur chaque antenne. L’analyse de performance d’un système à
multiplexage spatial avec un récepteur ZF nécessite de connaître la distribution de γk qui
dépend de la distribution de la matrice Z = HHH qui elle-même dépend des caractéris-
tiques statistiques de H.

Canal Rayleigh MIMO corrélé en émission. Nous rappelons que la matrice du canal
MIMO H peut se modéliser :

H = HwΣ1/2
nt
, (3.32)

avec dans le cas d’un canal de Rayleigh Hw →֒ CN (0, Inr ⊗ Int) : les coefficients sont
indépendants et identiquement distribués suivant une loi gaussienne complexe. Avec ce
modèle nous supposons donc que les vecteurs lignes de H sont indépendants ce qui traduit
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l’hypothèse d’une large séparation des antennes au récepteur. Autrement dit, La matrice
canal H suit une loi complexe gaussienne pour les matrices H →֒ CN (0, Inr ⊗Σnt) et alors
Z = HHH suit une loi de Wishart complexe définie comme Z →֒ CWnt (nr,0,Σnt), avec
nr le degré de liberté de la distribution de Wishart. La densité de probabilité de Z s’écrit :

pz (Z) =
(det (Z))nr−nt

CΓnt(nr) (det (Σnt))
nr

exp
(
tr
(
−Σ−1

nt
Z
))
, (3.33)

avec tr (A) l’opérateur trace de la matrice A et CΓnt(nr) la fonction gamma complexe
multivariée [99]. A partir de cette distribution, Gore et al ont montré [70] que la densité
de probabilité du SNR en sortie de traitement sur le k−ième sous-canal est égale à :

p(γk) =
exp(−γk/γs,k)

γs,kΓ(nr − nt + 1)

(
γk
γs,k

)nr−nt

, k = 1, · · · , nt (3.34)

avec γs,k = γs/
[
Σ−1
nt

]

kk
le SNR moyen relatif au k−ième sous canal et

[
Σ−1
nt

]

kk
l’élément de

la k−ième ligne et k−ième colonne de la matrice Σ−1
nt

. A partir de la densité de probabilité
de γk, on peut calculer la probabilité d’erreur des modulations linéaires cohérentes M-PSK
et M-QAM sur le sous-canal k.

3.3.2 Canal de Rayleigh et M-PSK

Expression exacte du SEP. La probabilité d’erreur symbole relative au k−ième sous
canal d’un signal M-PSK est :

Psk(E|γs) =
1

π

∫ (M−1)π/M

0

∫ ∞

0
e−

γkgpsk

sin2 θ p(γk)dγkdθ. (3.35)

En effectuant le changement de variable γk = γγs,k dans (3.35) on se ramène à l’intégrale de
la MGF d’une loi gamma avec comme paramètre de forme nr−nt+1 > 0 et un paramètre
d’échelle égal à 1 :

Psk(E|γs) =
1

π

∫ (M−1)π/M

0

(

1 +
γs,kgpsk

sin2 θ

)−(nr−nt+1)

dθ. (3.36)

L’équation (3.36) est similaire à celle obtenue pour un système MIMO STBC [91] mais
avec un ordre de diversité de nr − nt + 1. En posant q′ = nr − nt + 1 ∈ N on peut montrer
que :

Psk(E|γs) = xq
′

{

(2q′)!

2 (2q′q′!)2
2F1(q

′,
1

2
; q′ + 1;x) +

√
z

π
F1(

1

2
, q′,

1

2
− q′; 3

2
; y, z)

}

, (3.37)

avec x = 1/(1+ gpskγs/
[
Σ−1
nt

]

kk
), y = (1− gpsk)/(1+ gpskγs/

[
Σ−1
nt

]

kk
), z = 1− gpsk. L’ex-

pression dérivée correspond à la probabilité d’erreur relative au sous-canal k, qui correspond
à la probabilité d’erreur moyenne globale si on considère qu’en moyenne, la probabilité d’er-
reur est la même pour chaque sous canaux.

Une autre grandeur peut-être intéressante : la probabilité d’erreur par pair ("pairwise
error probability" en anglais (PwEP)). C’est la probabilité d’avoir au moins une erreur
dans la démodulation des symboles dk. On définit un vecteur symbole d ∈ C

nt×1 formé
par l’ensemble des symboles envoyés sur chaque antenne à l’émission, {dk}k=1,...,nt

. En
supposant que les nt flux sont détectés de façon indépendante après le traitement linéaire
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Fig. 3.7 – Probabilité d’erreur par pair d’un signal 8-PSK de deux systèmes MIMO à
multiplexage spatial 2× 2 et 2 × 4 dans un canal de Rayleigh, pour différentes valeurs de
la corrélation.

ZF à la réception, la probabilité d’erreur par pair, noté P (E), se déduit de la probabilité
d’erreur symbole par sous canaux Psk(E) comme suit [100] :

P (E) = 1−
nt∏

k=1

(1− Psk(E)) . (3.38)

Si on fait l’hypothèse que la probabilité d’erreur moyenne est identique sur chaque
sous-canaux, alors la PwEP est approché par :

P (E) ≈ 1− (1− Psk(E))nt . (3.39)

L’expression en (3.37) est identique à celle obtenue dans les sections précédentes en
canal de Nakagami (SISO ou STBC), et s’approche donc exactement de la même manière.

Approximation du SEP. Après avoir approchée la fonction hypergéométrique de Gauss
de (3.37) par la méthode de laplace, et lorsque γs →∞ la probabilité d’erreur sur le k−ième
sous canal est très bien approchée par :

Psk(E|γs →∞) ≈ kmimopsk

xq
′

√

1− x1t̃
, (3.40)

avec :

kmimopsk =
(2q′)!

2 (2q
′
q′!)2

+

√
z

π
2F1

(
1

2
,
1

2
− q′; 3

2
; z

)

. (3.41)

La figure 3.7 montre la précision de cette approximation pour un signal 8-PSK et deux
systèmes MIMO, en fonction de la corrélation entre antennes (ρ = 0, 0.4, 0.8). Dans le
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cas particulier où aucune corrélation n’est présente à l’émission (ρ = 0), la matrice de
covariance est une matrice identité : Σ = Int, par suite le terme

[
Σ−1
nt

]

kk
vaut 1 quelque

soit k. La probabilité d’erreur par bloc exact est calculé avec (3.36) et (3.38) tandis que
l’approximation est obtenue avec (3.40) et (3.39). Pour les deux systèmes MIMO considérés
l’approximation est quasiment confondue avec la valeur exacte pour toute la plage de SNR
considéré.

Ce résultat appelle toutefois une remarque. Le calcul de PwEP est identique avec (3.38)
et (3.39) dans notre cas. Cela est vrai car

[
Σ−1
nt

]

kk
est constant quelque soit k lorsque

nt = 2. Si le nombre d’antenne à l’émission est plus important cela ne sera plus vrai. Par
conséquent Psk (E) n’est pas identique quelque soit k et cela a donc un impact direct sur
la valeur de la probabilité d’erreur par bloc obtenu avec (3.39) qui peut être plus ou moins
important selon les valeurs de

[
Σ−1
nt

]

kk
(voir annexe A.2).

Inversion du SEP et probabilité de coupure bloc. A partir de (3.40), on sort le
SNR moyen en fonction de la probabilité d’erreur cible par sous-canaux et des paramètres
du système :

γs(P
∗
sk(E)) = c0

(

P ∗
sk (E)

− 1
q′
(

1− c1P ∗
sk (E)

1
q′
)− 1

2q′ −
(
kmimopsk

)− 1
q′
)

, (3.42)

avec

c0 =

[
Σ−1
nt

]

kk
q′
√

kmimopsk

gpsk
, (3.43)

c1 =
t̃

q′
√

kmimopsk

. (3.44)

On peut également évaluer le SNR moyen par symbole en fonction de la probabilité
d’erreur bloc P ∗ avec (3.39), mais celui-ci sera une approximation moins bonne qu’avec la
probabilité d’erreur par sous-canaux. Les courbes sur la figure 3.8 donnent la probabilité de
coupure bloc (BcEO) obtenue avec (3.42) en présence de shadowing pour les deux tailles de
systèmes évoquées plus haut et les trois valeurs du coefficient de corrélation ci-dessus ainsi
que pour une probabilité d’erreur bloc cible de 10−2. Les paramètres du shadowing sont
ceux utilisés jusqu’à présent. Le BcEO estimé est parfaitement en accord avec la valeur
obtenue à partir de l’expression exacte de la probabilité bloc. On constate que la probabilité
de coupure est plus faible pour un système 2 × 4 que 2 × 2, puisque d’une diversité plus
grande. De même, le BcEO augmente à mesure que la corrélation entre antennes augmente.
La corrélation diminue le SNR disponible lors de la réception, diminuant du même coup la
diversité. Notons que l’on observe à nouveau un comportement intéressant de la probabilité
de coupure en fonction de σ pour un système 2× 2 et un coefficient de corrélation de 0.8.
Le SNR nécessaire pour atteindre la probabilité d’erreur cible étant supérieur à la moyenne
du shadowing (30dB), un écart type élevé conduit à une meilleur probabilité de coupure
que le contraire.
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Fig. 3.8 – BcEO d’un signal 8−PSK pour deux systèmes MIMO (2× 2 et 2× 4) dans un
canal de Rayleigh et en présence de shadowing, en fonction de la moyenne (a) et de l’écart
type (b) de la loi log-normale.
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3.3.3 Canal de Rayleigh et M-QAM

Forme exacte du SEP. L’expression du SNR sur le k−ième sous-canal ainsi que sa
densité de probabilité reste inchangée. La probabilité d’erreur symbole sur le sous canal k
d’un système MIMO à multiplexage spatial et à réception ZF pour un signal M-QAM est :

Psk(E|γs) =
4g

π

∫ π/2

0

∫ ∞

0
e−

γkgqam

sin2 θ p(γk)dγkdθ −
4g2

π

∫ π/4

0

∫ ∞

0
e−

γkgqam

sin2 θ p(γk)dγkdθ.

(3.45)
En effectuant le changement de variable γk = γγs,k dans (3.45), le SEP sur le canal k

s’exprime à l’aide de deux intégrales de la MGF d’une variable gamma de mêmes paramètres
que précédemment :

Psk(E|γs) =
4g

π

∫ π/2

0

(

1 +
γs,kgqam

sin2 θ

)−q′

dθ − 4g2

π

∫ π/4

0

(

1 +
γs,kgqam

sin2 θ

)−q′

dθ. (3.46)

Cette forme intégrale est exprimable à l’aide des fonctions hypergéométriques, et le
SEP moyen par sous-canal d’un signal M-QAM pour un système MIMO à multiplexage
spatial et à réception ZF est :

Psk(E|γs) = 2gxq
′

1

(2q′)!

(2q′q′!)2
2F1

(

q′,
1

2
; q′ + 1;x1

)

− 2g2

π

xq
′

2

2q′ + 1
F1

(

1, q′, 1; q′ +
3

2
; y, z

)

, (3.47)

avec x1 = 1/(1 + gqamγs,k), x2 = 1/(1 + 2gqamγs,k), y = (1 + gqamγs,k)/(1 + 2gqamγs,k) et
z = 1/2.

Approximation du SEP. Cette forme est identique à celles rencontrées pour les mo-
dulations M-QAM en canal de Nakagami-m et donc les mêmes remarques s’appliquent ici
pour l’approximation de la probabilité d’erreur. Le SEP (3.47) est approché par :

Psk(E|γs →∞) ≈ kmimoqam

xq
′

1
√

1− x1t̃
, (3.48)

avec :

kmimoqam =
2g(2q′)!

(2q′q′!)2
− 2g2

2q′π (2q′ + 1)
2F1

(

1, q′ + 1; q′ +
3

2
;
1

2

)

. (3.49)

La figure 3.9 illustre l’évolution du PwEP pour un signal 16−QAM et des systèmes à
multiplexage spatial et pour les valeurs de la corrélation mentionnées plus haut. L’approxi-
mation est calculée avec (3.48) et (3.39), la valeur exacte avec (3.47) et (3.39). L’approxi-
mation donne encore d’excellents résultats pour les modulations QAM et les systèmes de
taille 2× 2 et 2× 4.
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Fig. 3.9 – PwEP d’un signal 16−QAM de deux systèmes MIMO à multiplexage spatial
2× 2 et 2× 4 dans un canal de Rayleigh, pour différentes valeurs de la corrélation.

Inversion du SEP et approximation du BcEO. Le SNR moyen par symbole en
fonction de la probabilité d’erreur cible sur chaque sous canaux k est déduite de l’expression
ci-dessus :

γs(P
∗
sk(E)) = c0

(

P ∗
sk (E)

− 1
q′
(

1− c1P ∗
sk (E)

1
q′
)− 1

2q′ −
(
kmimoqam

)− 1
q′
)

, (3.50)

avec

c0 =

[
Σ−1
nt

]

kk
q′
√

kmimoqam

gqam
, (3.51)

c1 =
t̃

q′
√

kmimoqam

. (3.52)

Le SNR moyen en fonction de PwEP est déterminé avec (3.39). La prédiction du BcEO
en présence de shadowing est conforme avec sa valeur exacte, comme l’atteste la figure 3.10.
Ce résultat était prévisible au vu de la très bonne précision de l’approximation du SEP
moyen. Le BcEO est évalué avec une probabilité d’erreur cible de 10−2 et les paramètres
de shadowing sont ceux utilisés jusqu’ici.

3.3.4 Canal MIMO corrélé en émission et en réception

Le canal se modélise maintenant par : H = Σ
1/2
nr HwΣ

1/2
nt . H suit toujours une distri-

bution gaussienne pour les matrices : H →֒ CN (0,Σnr ⊗Σnt) [101]. La matrice Z définit
ci-dessus, ne suit plus une loi de Wishart. Les matrices Σnr et Σnt étant hermitienne
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définie-positive, Ratnarajah a montré un théorème très utile [102,99] donnant la distribu-
tion de la forme quadratique Z :

pz (Z) =
(det (Z))nr−nt

CΓnt(nr) (det (Σnr))
nt (det (Σnt))

nr 0F
(nt)
0

(
Σ−1
nr
,−Σ−1

nt
Z
)
, (3.53)

avec la fonction hypergéométrique complexe à deux arguments matriciels 0F
(m)
0 (X,Y).

Avec X ∈ C
n×n et Y ∈ C

m×m et n ≥ m. De plus Z →֒ CQntnr (Inr ,Σnr ,Σnt) (cf Tableau
1 en [99]). Le premier argument dans la notation de la distribution vient de la définition
plus générale donnée par Ratnarajah sur la distribution de la forme quadratique complexe
Z = HHAH où A est une matrice hermitienne définie-positive. Dans ce cas, la matrice A

remplace la matrice identité dans la notation de la distribution. Pour pouvoir exprimer la
densité de probabilité du SNR γk comme l’a fait Gore et al, il faudrait pouvoir connaître
la distribution de

[
HHH

]−1

kk
, ou du moins en trouver une approximation ce qui ne semble

pas être le cas aujourd’hui.
Cependant une piste nous semble intéressante à creuser. En effet Wood et Butler,

ont proposé des approximations de Laplace pour plusieurs fonctions hypergéométriques à
deux arguments matriciels [103], y compris pour la fonction hypergéométrique présente ici.
Malheureusement, la théorie développée par Wood et Butler est valable pour des arguments
réels et il n’y a aucune évidence théorique, d’après les auteurs, que leur approximation
fonctionne en remplaçant leurs variables réelles par des variables complexes. Il faudrait
étendre leur approche aux arguments complexes.
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Fig. 3.10 – BcEO d’un signal 16−QAM pour deux systèmes MIMO (2× 2 et 2× 4) dans
un canal de Rayleigh et en présence de shadowing, en fonction de la moyenne (a) et de
l’écart type (b) de la loi log-normale.
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3.3.5 Canal de Rice et M-PSK

Le canal MIMO Rice est modélisé par (3.19). La matrice H suit une loi gaussienne pour
les matrices mais non centrée H →֒ CN (M, Inr ⊗Σnt), avec M =

√

K/(1 +K)H1. La
matrice Z = HHH suit une loi de Wishart complexe non centrée à nr degrés de liberté :
Z →֒ Wnt (nr,M,Σnt). La distribution non centrée de Wishart peut être approchée par

une distribution centrée [104] telle que Ẑ →֒ Wnt

(

nr,0, Σ̂nt

)

où Σ̂nt = Σnt + 1
nr

MHM.

La densité de probabilité de γk est toujours définie par (3.34), mais γs,k = γs/
[

Σ̂−1
nt

]

kk
.

Comme on approche la distribution de Wishart non centrée par une distribution centrée,
les équations du SEP pour un système MIMO à multiplexage spatial en canal de Rice sont
similaires aux équations (3.36) à (3.40). Par conséquent la probabilité d’erreur symbole
relative au k−ième sous canal d’un signal M-PSK dans un canal de Rice est :

Psk(E|γs) = xq
′

{

(2q′)!

2 (2q′q′!)2
2F1(q

′,
1

2
; q′ + 1;x) +

√
z

π
F1(

1

2
, q′,

1

2
− q′; 3

2
; y, z)

}

, (3.54)

où x = 1/(1 + gpskγs/
[

Σ̂−1
nt

]

kk
), y = (1 − gpsk)/(1 + gpskγs/

[

Σ̂−1
nt

]

kk
) et z = 1 − gpsk.

L’approximation que l’on obtiendra sera identique à celle obtenue en canal de Rayleigh

en (3.40). La seule différence réside dans la forme du coefficient de corrélation
[

Σ̂−1
nt

]

kk
qui peut être très compliqué à obtenir. Si l’on considère que la composante diffuse du
canal de Rayleigh est sans corrélation, alors le terme Σnt est une matrice identité. Dans

ce cas, il est relativement simple d’obtenir une expression analytique de
[

Σ̂−1
nt

]

kk
[96], en

utilisant des opérations linéaires pour calculer les déterminants comme en annexe A.2. Par
conséquent la précision de l’approximation du SEP moyen ainsi que du BcEO sera aussi
bonne que précédemment. La question est de savoir quelle est la validité de l’approximation
de la distribution de Wishart non centrée par une distribution centrée ? Les auteurs en [96]
compare le calcul du SEP moyen obtenu avec l’approximation de la distribution non centrée
de Wishart par la distribution centrée, avec le SEP moyen en simulation. Bien que les
courbes théoriques ne collent pas exactement avec la simulation, elles en sont relativement
proches ce qui semble valider l’approximation.
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3.3.6 Canal de Rice et M-QAM

Le modèle de canal ne change pas par rapport au cas précédent, autrement dit le SNR
après décodage sur le sous canal k est donnée en (3.31). La probabilité d’erreur symbole
relative au k−ième sous canal d’un signal modulé en QAM s’écrit :

Psk(E|γs) =
4g

π

∫ π/2

0

∫ ∞

0
e−

γkgqam

sin2 θ p(γk)dγkdθ −
4g2

π

∫ π/4

0

∫ ∞

0
e−

γkgqam

sin2 θ p(γk)dγkdθ.

(3.55)
En effectuant le changement de variable γk = γγs,k dans (3.55) on obtient le SEP

d’une modulation M-QAM en canal de Rice d’un système MIMO à multiplexage spatial à
récepteur ZF :

Psk(E|γs) =
4g

π

∫ π/2

0

(

1 +
γs,kgqam

sin2 θ

)−q′

dθ − 4g2

π

∫ π/4

0

(

1 +
γs,kgqam

sin2 θ

)−q′

dθ, (3.56)

qui s’écrit de manière équivalente :

Psk(E|γs) = 2gxq
′

1

(2q′)!

(2q′q′!)2
2F1

(

q′,
1

2
; q′ + 1;x1

)

− 2g2

π

xq
′

2

2q′ + 1
F1

(

1, q′, 1; q′ +
3

2
; y, z

)

,

(3.57)
avec x1 = 1/(1 + gqamγs,k), x2 = 1/(1 + 2gqamγs,k), y = (1 + gqamγs,k)/(1 + 2gqamγs,k)
et z = 1/2. L’expression ci-dessus est similaire en tout point à celle obtenue pour le
canal de Rayleigh M-QAM en (3.47), ce qui était attendu puisque nous avons approché la
distribution non-centrée de Wishart par une distribution centrée. Par conséquent, le SEP
moyen pour le sous-canal k s’approche de la même manière qu’en (3.48) et l’inversion de la

probabilité d’erreur est identique à (3.50) mais avec
[

Σ̂−1
nt

]

kk
en lieu et place de

[
Σ−1
nt

]

kk
.
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3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons traité de l’analyse de performance des systèmes MIMO
STBC et à multiplexage spatial soumis à des évanouissements et du shadowing. Nos contri-
butions dans ce chapitre sont résumées ci-dessous :

1. Pour les systèmes MIMO STBC, nous fournissons de nouvelles approximations de la
probabilité d’erreur moyenne dans des canaux à évanouissements rapides de Nakagami-
m et Rice sans corrélation, pour les modulations M-PSK et M-QAM. Ces approxima-
tions sont précises quelque soit la plage de SNR considéré. L’utilisation d’un récepteur
ZF pour les systèmes à multiplexage spatial, permet d’approcher le SEP en présence
de corrélation à l’émission pour des canaux de Rayleigh et Rice.

2. Comme pour le cas SISO, ces approximations sont inversibles par rapport au SNR.
Dans les cas traités dans ce chapitre (STBC sans corrélation et multiplexage spatial
en présence de corrélation à l’émission), le SNR moyen s’exprime de façon générale
par :

γs(P
∗
s ) = c0

(

P ∗
s
− 1

η

(

1− c1P ∗
s

1
η

)− 1
2η − c−

1
η

2

)

,

où c0, c1, c2 et η sont des constantes dépendants de la modulations, de la valeur de
l’évanouissement du canal ainsi que du système de communication considéré (STBC
ou à multiplexage spatial).

3. Les approximations et les inversions de la probabilité d’erreurs réalisées, permettent
d’estimer la probabilité de coupure symbole de manière très précise et ce pour de
larges variations des paramètres de la loi log-normale.

Il est bien évident que tout n’a pas été étudié dans ce chapitre. Notamment notre
modèle de canal MIMO ne prend pas en compte la corrélation pour les systèmes STBC.
La probabilité d’erreur faisant intervenir l’intégrale d’un déterminant, il n’est pas aisé
d’approcher cette expression et d’en trouver des formes inversibles. Il serait, je pense, très
intéressant de se pencher sur cette étude, afin d’englober des modèles de systèmes de plus
en plus réalistes. De même que pour les systèmes à multiplexage spatial, nous prenons
en compte une corrélation seulement sur l’une des deux extrémités du canal MIMO. Le
cas où la matrice du canal présente des corrélations à l’émission et à la réception reste
encore à étudier. Toujours sur les systèmes à multiplexage spatial avec un traitement ZF
à la réception, le cas où le canal est Nakagami-m, il n’est pas évident de déterminer la
distribution de la matrice HHH intervenant dans l’analyse des performances, et il reste
encore des études à mener pour proposer des distributions intéressantes.

Enfin, nous nous sommes penchés sur le cas d’un récepteur MIMO ZF, car il permet
d’analyser le lien radio dans un cas simple. Dans la pratique ce récepteur affiche d’assez
mauvaises performances à cause de sa tendance à amplifier le bruit à faible SNR. Les
récepteurs à erreur quadratique moyenne minimale (MMSE) sont quant à eux, utilisés.
Dans de prochains travaux, il serait intéressant d’étudier le lien radio avec ce type de
récepteur voire d’autres encore plus performants comme les décodeurs à sphères.
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CHAPITRE

4 Performance en présence

d’interférence

4.1 Introduction

Jusqu’à présent nous avons considéré que la communication entre un mobile et une
station de base (ou l’inverse), était seulement limité par le bruit blanc gaussien du récepteur
(outre les effets du canal). Dans un système cellulaire, la présence de plusieurs utilisateurs
dans une cellule (ainsi que les autres cellules) implique qu’un lien radio particulier va
subir des interférences dues aux autres utilisateurs, bien que tout soit fait pour les éviter.
Selon le système considéré (UMTS, GSM, WLAN etc) les interférences peuvent être très
différentes et leur impact sur les performances du lien radio plus ou moins délicat à analyser
formellement.

Nous commençons par un état de l’art sélectionné sur l’analyse de performance des
systèmes radios en présence d’interférence, domaine où la communauté scientifique fut
(est encore !) très prolixe. Nous cherchons à approcher et à inverser la probabilité d’er-
reur d’un signal M-PSK et M-QAM en présence d’un ou plusieurs interférents co-canal.
Nous gardons l’approche originale développée jusqu’ici, et qui s’est révélée très efficace.
En effet, à partir de la probabilité d’erreur conditionnelle du signal (conditionnelle par
rapport à l’interférent), qui s’exprime à l’aide de fonctions hypergéométriques, nous appli-
quons les approximations développées dans le chapitre précédant. Une fois la probabilité
d’erreur conditionnelle approchée de façon précise, nous pouvons intégrer sur la statistique
de variation de l’amplitude du signal interférent et du bruit. Nous considérons d’abord un
système mono-antenne et un seul interférent. Lorsque les deux signaux subissent un canal
de Rayleigh, nous proposons une inversion simple et originale de la probabilité d’erreur
moyenne (M-PSK et M-QAM) en fonction du SEP moyen et de la puissance de l’interfé-
rent. Cela permet de remonter à la probabilité de coupure symbole, lorsque un phénomène
de shadowing est présent pour le signal d’intérêt et interférent. Lorsque les deux signaux
subissent un canal de Nakagami-m, nous donnons de nouvelles approximations asympto-
tiques de la probabilité d’erreurs pour des signaux M-PSK et M-QAM. Nous considérons
ensuite, la présence d’antennes multiples à la réception et un traitement de type "optimum
combining" (OC) permettant de rejeter des signaux interférents co-canal. Nous proposons
de nouvelles approximations précises de la probabilité d’erreur grâce à l’approximation de
Laplace, permettant de calculer rapidement les performances d’un tel système en condition
interférente. Le cas général où l’on a des interférents multiples est également abordé ainsi
que le cas MIMO.

4.2 Etat de l’art

Les performances des communications numériques limitées par des communications in-
terférentes ont été très étudiées dans la littérature. Les rappeler toutes ici serait impossible,
et nous nous limitons à celles qui nous semblent les plus pertinentes pour notre travail.

N. Beaulieu et al. ont largement contribué à l’analyse de la probabilité d’erreur binaire
ou symbole d’une communication numérique en présence d’interférence. En [105], les au-
teurs analysent les performances en terme de taux d’erreur binaire d’un signal à bande
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limité QPSK en présence d’un interférent co-canal. L’environnement de propagation consi-
déré est un canal de Rayleigh. Les auteurs en [106] étudient le BER d’un signal M-PSK
pour des systèmes à diversité, en présence d’interférence co-canal multiple subissant des
évanouissements de Rice. De plus les auteurs supposent que les interférents sont synchroni-
sés, ce que remettent en cause Beaulieu et al. dans [107]. Dans cette dernière référence, les
auteurs étudient le BER d’un signal BPSK en présence de plusieurs interférents co-canal
dans un environnement de Nakagami. Le signal d’intérêt et les interférents ne subissent
pas le même évanouissement ; le signal utile est caractérisé par un paramètre d’évanouis-
sement de Nakagami différent de celui affectant les signaux d’interférence. De plus, les
auteurs considèrent que le signal d’intérêt et les interférences ne sont pas synchronisés ce
qui correspond à un cas réaliste. Cela a pour effet d’introduire de l’interférence entre sym-
bole modélisée par un facteur aléatoire qui complique sérieusement l’étude de la probabilité
d’erreur et l’extension aux modulations d’ordre supérieur n’est pas trivial, selon les auteurs.
En [108], Z. Du et al. proposent une étude du BEP d’un signal BPSK en présence d’un
interférent co-canal asynchrone dans un environnement de Rice et analysent l’influence du
paramètre K de l’interférent sur le BEP. L’expression de la probabilité d’erreur n’étant pas
très simple, les auteurs étudient le BEP au moyen de l’approximation "en point de selle".

L’étude des systèmes multi-antennes en présence d’interférence a suscité beaucoup d’at-
tention du monde académique (et industriel), principalement à cause de leur prodigieuse
capacité à lutter contre les interférences. Depuis les travaux de Brennan [109] mettant en
avant la capacité d’un système multi-antennes à rejeter les interférences co-canal, les tra-
vaux n’ont cessé de se multiplier. J. Winters fut le premier a étudier de façon détaillée
les performances d’un récepteur OC, et analyser sa capacité à lutter contre les évanouisse-
ments du canal et les interférences co-canal [110]. Le récepteur OC maximise le SINR en
sortie de traitement, et est donc plus performant qu’un simple récepteur MRC en présence
d’interférence. La probabilité d’erreur bit moyenne exacte, pour un signal BPSK et un
récepteur OC fut très étudiée, notamment en [111] et [112]. L’extension aux modulations
d’ordre supérieure (M-PSK) est donnée sous forme d’intégrales multiples en [113] et une
borne supérieure simple est donnée en [114].

Devant la complexité des formes exactes obtenues plusieurs travaux se sont attachés à
trouver des techniques d’approximations pour évaluer les performances d’un système OC.
En [115], l’auteur propose de considérer que les signaux interférents sont orthogonaux entre
eux. Cette approximation n’est valide que lorsque le nombre d’antennes est supérieure au
nombre d’interférent et l’approximation est d’autant plus précise que la différence entre
le nombre d’antenne et le nombre d’interférent est élevée. On peut également citer les
contributions de Annamalai et al. dans [116] et Kwak et al. dans [117]. La première propose
une approximation de la probabilité d’erreur moyenne M-PSK en utilisant un traitement
OC, par une somme de probabilité d’erreur moyenne d’un traitement MRC. Le papier de
Kwak et al. donne une forme approchée de la probabilité d’erreur M-PSK, sans intégrale,
pour un traitement OC en présence d’interférents multiples et dans un environnement de
Rayleigh. Les auteurs obtiennent une approximation au premier ordre des valeurs propres
ordonnées de la matrice de covariance du bruit et des interférences, facilitant l’obtention
de la probabilité d’erreur.
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4.3 Performance d’un système SISO en présence d’un inter-

férent

Modélisation du système. Dans cette section on considère un signal bande étroite et
un interférent de même nature localisé sur la même bande. On se place dans le cas général
où le signal d’intérêt et le signal interférent ne sont pas synchronisés, ce qui est le cas dans la
pratique. Nous supposons que les évanouissements sont suffisamment lents pour permettre
une démodulation cohérente. Le signal reçu bande de base sur le récepteur d’intérêt est
modélisé comme suit :

y(t) =
√

Pdhdsd (t) +
√

Pihisi (t− τ) + w(t), (4.1)

où sd(t) et si(t) sont respectivement les signaux d’intérêt et interférent normalisés, de telle
sorte que Pd et Pi représentent leur puissance d’émission. La variable τ représente le retard
(ou l’avance) du signal interférent sur le signal d’intérêt. Ce retard est une fraction du temps
symbole dont on suppose la connaissance. Il appartient à l’interval [0, T ), avec T la durée
symbole. On a donc τ = ξT avec 0 ≤ ξ ≤ 1. Les termes hd et hi sont les coefficients du canal
pour le signal d’intérêt et interférent respectivement. Ils ne dépendent pas du temps sur
la durée de traitement considérée (temps symbole, paquet etc), mais ce sont des variables
aléatoires complexes dont l’amplitude α suit une des lois introduites au chapitre 1. Enfin
w(t) est un bruit blanc gaussien additif de moyenne nulle et de variance σ2. Les signaux
bande de bases sd(t) et si(t) correspondent à la mise en forme d’une modulation linéaire
de type M-PSK ou M-QAM et s’écrivent :

sd(t) =

∞∑

k=−∞
dd (k)hf (t− kT ) , (4.2)

si(t− τ) =

∞∑

k=−∞
di (k)hf (t− τ − kT ) , (4.3)

avec dd et di les symboles complexes portant l’information du signal d’intérêt et interférent
respectivement. La fonction hf (t) représente le filtre de mise en forme, supposée identique
pour les deux signaux.

Le récepteur ne s’intéresse qu’à son propre signal, sd(t), et effectue un filtrage adapté
à l’impulsion de mise en forme suivit d’un échantillonnage au temps symbole. Le signal
discret en sortie du filtre adapté s’exprime :

ψ(n) = y(t)⊙ h∗f (−t) |t=nT , (4.4)

=
√

Pdhd

∞∑

k=−∞
dd(k)sff (n− k) +

√

Pihi

∞∑

k=−∞
di(k)sff (n − k − ξ) + v(n)(4.5)

avec ⊙ l’opérateur de convolution et sff la fonction d’autocorrélation de l’impulsion de
mise en forme :
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sff (n − k) =

∫ ∞

−∞
hf (t− kT )h∗f (t− nT ) dt, (4.6)

sff (n− k − ξ) =

∫ ∞

−∞
hf (t− ξT − kT )h∗f (t− nT )dt, (4.7)

v(n) =

∫ ∞

−∞
w(t)h∗f (t− nT ) dt. (4.8)

En générale le filtre hf est conçu pour que son autocorrélation satisfasse le critère
de Nyquist c’est-à-dire pour que sff s’annule aux retards non nuls correspondant aux
multiples du temps symbole (condition d’absence d’IES). De plus si hf est normalisée
alors sff (0) = 1. Par contre le deuxième terme de (4.5) correspond à de l’interférence
entre symboles introduite par le signal interférent non synchronisé. Le signal discret v(n)
est la réponse échantillonnée de l’excitation du filtre h∗f (−t) par un bruit blanc gaussien
complexe centré et de variance σ2. Du moment que sff satisfait le critère de Nyquist, on
vérifie facilement que la séquence {v(n)}n∈N

est à moyenne nulle et de variance σ2. Sous
ces conditions, le signal en sortie du filtrage adapté à la forme d’onde devient :

ψ(n) =
√

Pdhddd(n) +
√

Pihi

P∑

k=−P
di(k)sff (n− k − ξ) + v(n), (4.9)

où l’on considère que l’IES introduite par l’interférence s’étale sur 2P + 1 symboles. Dans
ce modèle on considère donc implicitement le cas où le canal est stable pendant au moins
2P + 1 symboles. Dans le cas contraire, il faudrait introduire le coefficient complexe du
canal hi à l’intérieure de la somme dans le deuxième terme de (4.9). En supposant que
le récepteur connaisse son canal parfaitement (ĥd = hd), il effectue un filtrage adapté lui
permettant de maximiser le SNR (et dans le cas mono-antenne le SINR [6]). Le signal après
filtrage adapté au canal s’écrit :

x(n) =
h∗d
|hd|2

ψ(n),

=
√

Pddd(n) +
√

Pi
h∗d
|hd|2

hi

P∑

k=−P
di(k)sff (n− k − ξ) +

h∗d
|hd|2

v(n). (4.10)

Dans ce cas, on peut montrer que le SINR vaut :

γt =

∣
∣
√
Pddd (n)

∣
∣2

E

(∣
∣
∣
h∗

d

|hd|2
(√

Pihi
∑P

k=−P di (k) sff (n− k − ξ) + v(n)
)∣
∣
∣

2
) ,

=
Pd |hd|2

Pi |hi|2
∑P

k=−P |sff (n− k − ξ) |2 + σ2
. (4.11)

On pose dans cette expression λ1 = Pi|hi|2
∑P

k=−P |sff (n− k − ξ) |2 + σ2. Le SINR
total peut s’écrire 1 :

γt =
σ2

λ1
γd, (4.12)

1Lorsque les deux signaux sont synchronisés ξ = 0 et λ1 = Pi|hi|
2 + σ2, on retombe alors sur le modèle

d’Alouini et Simon dans [6].
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avec γd = Pd|hd|2/σ2, le SNR instantané de l’utilisateur d’intérêt. La fonction génératrice
des moments conditionnée sur la variable aléatoire λ1 est :

Mγt|λ1
(s) = Mγd

(
σ2

λ1
s

)

, (4.13)

où Mγd
(s) est la MGF du SNR d’intérêt dont la valeur moyenne est γd = Pd/σ

2. La pro-
babilité d’erreur en présence d’interférence s’obtient en moyennant la probabilité d’erreur
conditionnée sur la variable aléatoire λ1 par la densité de probabilité de celle-ci. Cette va-
riable aléatoire appartient à l’interval [σ2,∞). La probabilité d’erreur a la forme générale :

Ps (E) =

∫ ∞

σ2

Ps (E|λ1) pλ1 (λ1) dλ1, (4.14)

avec pλ1 (λ1) la densité de probabilité de la variable λ1. Son expression dépend de la
statistique d’évanouissement considérée pour le signal interférent.

4.3.1 Rayleigh/Rayleigh

On étudie les performances d’un système bande étroite soumis à des évanouissements
de type Rayleigh et en présence d’un interférent subissant le même type d’évanouissement.
Comme nous l’avons fait pour l’étude de performance sans interférences, nous adopterons
l’approche de la MGF autant que possible. Avec (4.13), la MGF conditionnée sur λ1 a la
forme suivante :

Mγt|λ1
(s) =

1

1− sPd

λ1

. (4.15)

Le carré de l’amplitude d’évanouissement |hi|2 suit une loi du χ2, par conséquent λ1 a
la densité de probabilité suivante :

pλ1(λ1) =
1

Pi
∑P

k=−P |sff (n− k − ξ) |2
e
− λ1−σ2

Pi
∑P

k=−P
|sff (n−k−ξ) |2 . (4.16)

Analyse du SEP pour une M-PSK. La probabilité d’erreur conditionnelle dans (4.14)
a la même forme que celle de la probabilité d’erreur dans un canal à évanouissement sans
interférence, et s’exprime à l’aide de la fonction génératrice des moments :

Ps (E|λ1) =
1

π

∫ (M−1)π/M

0
Mγt|λ1

(

− gpsk

sin2 θ

)

dθ. (4.17)

La probabilité d’erreur en tenant compte de l’interférence est donc :

Ps (E) =
1

π

∫ ∞

σ2

∫ (M−1)π/M

0
Mγt|λ1

(

− gpsk

sin2 θ

)

pλ1 (λ1) dθdλ1. (4.18)

Avec (4.15) la probabilité d’erreur d’un signal M-PSK en canal de Rayleigh et en pré-
sence d’un interférent co-canal soumis aux mêmes évanouissements est :

Ps (E) =

∫ ∞

σ2

1

π

∫ (M−1)π/M

0

(

sin2 θ

sin2 θ + σ2

λ1
gpskγd

)

dθpλ1 (λ1) dλ1. (4.19)

L’intégrale sur θ s’évalue de la même manière que celle présentée en [74]. En utilisant
la relation de Chasles, cette intégrale est la somme de deux autres, l’une de 0 à π/2 et la
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deuxième de π/2 à (M−1)π/M . En effectuant plusieurs changements de variable, l’intégrale
sur θ finie par s’exprimer comme la somme de deux fonctions hypergéométriques :

Ps (E) =

∫ ∞

σ2

x

[
1

4
2F1

(

1,
1

2
; 2;x

)

+

√
z

π
F1

(
1

2
, 1,−1

2
;
3

2
; y, z

)]

pλ1 (λ1) dλ1, (4.20)

avec x = 1/
(
1 + σ2gpskγd/λ1

)
, y = (1− gpsk) /

(
1 + gpskσ

2γd/λ1

)
et z = 1 − gpsk. Ces

variables sont similaires à celles introduites pour l’étude des performances sans interférence.
D’ailleurs, l’expression obtenue pour la probabilité d’erreur est en fait celle obtenue dans le
cas sans interférence (en ne considérant que les effets du canal) moyennée sur les réalisations
possibles de l’interférence. L’expression en (4.20) est exacte et décrit l’évolution de la
probabilité d’erreur d’une M-PSK dans un canal de Rayleigh en présence d’un interférent
subissant un canal similaire. Bien que les expressions obtenues dans [6] soient différentes ;
elles n’en sont pas moins équivalentes, les auteurs ayant intégré par rapport à la variable
λ1. Nous avons choisi d’inverser l’ordre d’intégration afin de d’obtenir une forme avec les
fonctions hypergéométriques, que nous savons bien approcher maintenant grâce à l’étude
menée dans les chapitres 2 et 3.

Approximation du SEP pour un signal M-PSK. Avec la méthode de Laplace et
lorsque le SNR moyen γd tend vers l’infini, la fonction hypergéométrique de Gauss est bien

approchée par 1/
√

1− xt̃, où t̃ = 1/2. Pour la fonction hypergéométrique d’Appell, on
utilise la relation fonctionnelle (1.31) :

F1

(
1

2
, 1,−1

2
;
3

2
; y, z

)

=
1√

1− yF1

(
1

2
, 1,−1

2
;
3

2
; y′, z′

)

, (4.21)

avec y′ = y/(y−1), et z′ = (z−y)/(1−y). De plus, lorsque γd →∞ alors y′ → 0 et z′ → z.
En considérant les grandes valeurs du SNR et en utilisant les relations (1.31) et (1.32), la
fonction F1 devient :

lim
γd→∞

F1

(
1

2
, 1,−1

2
;
3

2
; y, z

)

=
1√

1− y 2F1

(
1

2
,−1

2
;
3

2
; z

)

. (4.22)

Or y = z · x, lorsque le SNR tend vers l’infini la probabilité d’erreur tend vers :

Ps (E|γd →∞) =

∫ ∞

σ2

[

1

4

x
√

1− xt̂
+

√
z

π

2F1

(
1
2 ,−1

2 ; 3
2 ; z
)
x√

1− xz

]

pλ1 (λ1) dλ1, (4.23)

Les deux fractions en x n’ont pas le même dénominateur. La constante z s’approche de
1 lorsque l’ordre de la modulation augmente et z < 1. De même t̃ < 1. La probabilité
d’erreur se majore donc par :

Ps (E) ≤ kpsk
∫ ∞

σ2

x√
1− xpλ1 (λ1) dλ1, (4.24)

avec :

kpsk =
1

4
+

√
z

π
2F1

(
1

2
,−1

2
;
3

2
; z

)

. (4.25)
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En remplaçant la densité de probabilité de λ1 par son expression en (4.16), et x par sa
valeur en fonction de λ1, on obtient :

Ps (E) ≤ kpsk
e

σ2

PiΨ

PiΨ

∫ ∞

σ2

1
√

1 + σ2
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avec Ψ =
∑P

k=−P |sff (n− k − ξ) |2. L’intégrale à évaluer dans l’équation (4.26) est du
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∫
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)

exp (−cx) dx avec x = λ1, a = σ2gpskγd et c = 1/ (PiΨ).

L’intégrande possède une primitive exprimable sous forme exacte [31] :
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(4.27)
Donc la probabilité d’erreur en présence d’un interférent est majorée par :
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Si l’on souhaite inverser la probabilité d’erreur par rapport au SNR moyen γd, cette ex-
pression n’est pas encore très appropriée pour y parvenir. Cependant la fonction gaussienne
Q(x) peut se majorer ou se minorer. En effet, on peut montrer que la fonction gaussienne
Q est encadrée par :

x

(x2 + 1)
√
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e−

x2

2 < Q(x) <
1

x
√

2π
e−

x2

2 , x ≥ 0. (4.29)

Le terme en facteur de la fonction gaussienne dans (4.28) est négatif pour γd ≥
ΨPi/

(
2σ2gpsk

)
, ce qui est le cas lorsque le SNR devient grand comparé à la puissance

de l’interférence. Pour garder une borne supérieure de la probabilité d’erreur, il convient
donc de choisir un minorant de la fonction gaussienne. Une borne supérieure simple de
la probabilité d’erreur en présence d’un interférent co-canal dans un environnement de
propagation de type Rayleigh est :

Ps (E|γd, γi) ≤ 2kpsk

√

1 + gpskγd
gpskγd

1 + γi
γi + 2 (1 + gpskγd)

, (4.30)

avec γi = ΨPi/σ
2, le rapport entre la puissance de l’interférence et le bruit au récepteur

(INR, pour "Interference to Noise Ratio"). Sur la figure 4.1 nous pouvons vérifier la pré-
cision de la borne supérieure proposée en (4.30), pour une modulation QPSK. La valeur
exacte de la probabilité d’erreur est calculée avec (4.19). On peut remarquer que l’ap-
proximation proposée est assez fine, puisqu’elle ne dépasse jamais 1.1dB de SNR pour une
probabilité d’erreur comprise entre 10−1 et 10−4 et ce pour un INR allant de 0 à 30dB. On
remarque que plus le SNR est grand comparé au INR (autrement dit plus le SIR "signal
to interference ratio" est grand), meilleure est l’approximation. Cela était prévisible, étant
donné que les approximations qui ont été faites pour obtenir cette forme sont valables
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Fig. 4.1 – Approximation de la probabilité d’erreur d’un signal QPSK avec un interférent
co-canal en environnement de Rayleigh.

lorsque le SNR tend vers l’infini. Si l’interférence est plus forte ou égale au signal d’inté-
rêt, notre approximation ne se révèle pas très fiable. Par exemple, le SEP est légèrement
surestimé lorsque le SIR est de 0dB d’un facteur compris entre 1.5 et 1.8 par rapport à la
valeur exacte. Le plus gros écart étant observé pour un SNR de 0dB et un INR de 0dB.
Cependant, rappelons que nous cherchons à remonter au SNR pour atteindre un certain
taux d’erreur cible qui est compris entre 10−1 et 10−4 sans codage. Dans un environne-
ment de Rayleigh, si la puissance de l’interférence est égale à la puissance du signal, le
SEP est de toute façon supérieur à 10−1, ce qui ne nous intéresse pas. Donc finalement,
l’approximation que nous obtenons en (4.30) sera exploitable en pratique.

Inversion du SEP. L’approximation obtenue ci-dessus est inversible analytiquement.
En effet, l’élévation au carré de (4.30) conduit à une équation du troisième degré en γd, qui
est résoluble à l’aide de radicaux. La résolution de cette équation conduit à trois solutions
mais une seule est acceptable physiquement car elle correspond à l’unique solution réelle et
positive. Sans en détailler toutes les étapes donnons néanmoins le fil conducteur permettant
de remonter au SNR moyen.

Pour simplifier les calculs on pose x = gpskγd et p = Ps (E) / (2kpsk). En élevant au
carré (4.30) l’inversion en γd revient à résoudre en x l’équation de degré 3 suivante :

4p2x3 + 4p2 (2 + γi) x
2 +

(

p2 (2 + γi)
2 − (1 + γi)

2
)

x− (1 + γi)
2 = 0. (4.31)

On pose dans cette équation α = 4p2, β = 4p2 (2 + γi), γ = p2 (2 + γi)
2 − (1 + γi)

2 et
δ = − (1 + γi)

2. En divisant l’équation obtenue par α 6= 0 et en effectuant le changement
de variable x = X − β/ (3α) on tombe sur l’équation de degré 3 originelle résolue par
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Cardan vers 1545 2 :

X3 + PX +Q = 0, (4.32)

avec :

P =
γ

α
− β2

3α2
, (4.33)

Q =
2β3

27α3
+
δ

α
− βγ

3α2
. (4.34)

Selon le signe de ∆ = Q2 + 4P 3/27, l’équation (4.31) admettra trois solutions réelles
si ∆ < 0, une solution réelle et deux complexes conjuguées si ∆ > 0 ou deux solutions
réelles (une simple et une double) si ∆ = 0. Avec les paramètres de notre système, c’est-
à-dire pour des modulations BPSK, QPSK ou même 8-PSK (16-PSK n’est guère utilisée),
des valeurs de l’INR allant de −20dB à 40dB et dans une plage de SEP allant de 10−1 à
10−4, on vérifie que ∆ < 0. Par conséquent l’équation (4.31) possède trois solutions réelles
dont une seule est physiquement acceptable. Finalement, le SNR moyen en fonction de la
probabilité d’erreur du signal d’intérêt et de la puissance de l’interférent est donnée par :
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1

gpsk

(

− β

3α
+ 2

√

−P
3

cos

(

1

3
arccos

(

3Q

2P

√

− 3
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)))

, (4.35)

avec P < 0. Nous avons donc une formule simple et unique permettant de remonter au SNR
moyen (donc à la puissance d’émission) pour atteindre une probabilité d’erreur donnée en
présence d’un interférent dans un environnement de Rayleigh. Bien entendu, pour pouvoir
adapter la puissance d’émission dans un réseau en présence d’un interférent, il faudrait
pouvoir également avoir une estimation de la puissance de l’interférent, ce qui pourrait
être fourni par une coopération entre les deux noeuds interférents du réseau 3.

Estimation du SEO, signal M-PSK. Nous avons vu qu’en présence de shadowing,
la puissance moyenne reçue va varier dans le temps. Si on considère que la puissance
moyenne de l’interférent ne varie pas et que seul le signal d’intérêt est soumis à un effet
de masquage, alors on peut appliquer la méthode que l’on a développée dans les chapitres
précédant pour estimer la probabilité de coupure en présence de shadowing, en fonction
de la probabilité d’erreur cible souhaitée. Cependant, cette hypothèse est très réductrice.
En effet, si on considère que notre puissance moyenne fluctue par effet de masque, il est
raisonnable de supposer que c’est également le cas pour le signal interférent. La probabilité
de coupure n’est plus simplement due à la variation de la variable aléatoire SNR moyen
mais une combinaison des deux variables aléatoires SNR et INR moyen. On considère que
ces deux variables aléatoires sont de loi log-normale mais pas nécessairement de mêmes
paramètres. On suppose également qu’elles sont indépendantes. Si l’utilisateur interférent
est spatialement proche de la station mobile, les puissances moyennes reçues à la station de
base par l’utilisateur d’intérêt et interférent vont subir les mêmes perturbations à grande
échelle (masquage par les bâtiments, forêts etc) et les deux variables seront corrélées.

2L’antériorité reviendrait plutôt à Scipione del Ferro et Tartaglia mais la méthode de résolution est
connue sous le nom de "méthode de Cardan".

3Notons que l’on aurait pu inverser la probabilité d’erreur par rapport à la puissance de l’interférent,
cela eut été plus simple d’ailleurs. Dans notre démarche on suppose que l’on ne puisse pas commander à
la station interférente.
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Concernant le SEO, nous pouvons montrer le théorème suivant lorsqu’un interférent
est présent (voir annexe A.3) :

Théorème 1 (SEO) Soit le SNR moyen Ωd et INR moyen Ωi deux variables aléatoires
indépendantes et distribuées suivant deux lois log-normales. On note pΩd

(γd) et pΩi
(γi)

leur densité de probabilité respective. Les paramètres µd, σd, µi et σi sont respectivement
les moyennes et les écarts types (en dB) des lois log-normales des variables aléatoires Ωd

et Ωi. Dans ces conditions la probabilité de coupure symbole d’un signal perturbé par un
interférent co-canal est donnée par :

P (Ps (E) > P ∗
s ) =

∫ ∞

0

10/ log (10)

σi
√

2πγi
e
− (10 log10 γi−µi)

2

2σ2
i Q

(
µd − 10 log10 γth (P ∗

s , γi)

σd

)

dγi,

où γth (P ∗
s , γi) est le SNR moyen nécessaire pour atteindre la probabilité d’erreur cible P ∗

s

étant donné le INR moyen γi.

La preuve se base sur le théorème du changement de variable dans les intégrales mul-
tiples [31]. La formule ci-dessus témoigne de la complexité du calcul du SEO, où même dans
un cas "simple" comme la présence d’un seul interférent co-canal, il nécessite l’évaluation
d’une intégrale infinie.

La forme exacte du SNR en (4.35) peut se simplifier. En effet, pour des valeurs de p≪ 1
(en dessous de 10−1), l’argument de la fonction arccos tend rapidement vers 0. Autrement
dit l’argument de la fonction cos est presque constant et égal à π/6 et ce pour les plages
de variations des paramètres mentionnées plus haut. Finalement, le SNR moyen est assez
bien approché par :

γd (Ps (E) , γi) ≈
1 + γi
2gpskp

. (4.36)

Cette expression peut encore être réduite si l’on considère γi ≫ 1. Dans ce cas on a
simplement :

γd (Ps (E) , γi) ≈
γi

2gpskp
. (4.37)

Le passage à l’expression asymptotique du SNR moyen ne permettra pas d’approcher
la valeur de l’intégrale du théorème 1 lorsque γi sera faible. La valeur exacte du SEO peut
s’approcher par :

P (Ps (E) > P ∗
s ) ≈

∫ ∞
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10/ log (10)
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e
− (10 log10 γi−µi)
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)

dγi, (4.38)

avec µ′d = µd + 10 log10 (2gpskp). De plus la fonction gaussienne Q est bien approchée
par [118] :

Q(x) ≈ 1

4
e−

x2

2

(
1

3
+ e−

x2

6

)

. (4.39)
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Fig. 4.2 – Probabilité de coupure d’un signal QPSK en présence d’un interférent subissant
tous deux un canal de Rayleigh et du shadowing. L’écart type de la loi log-normale pour
le signal d’intérêt est de 8dB. La probabilité de coupure est P ∗

s = 10−2.

En utilisant (4.39) dans (4.38), on peut intégrer l’expression (4.38) et obtenir une estimation
de la probabilité de coupure symbole :

P (Ps (E) > P ∗
s ) ≈ σd

12
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




. (4.40)

L’équation (4.40) constitue une excellente approximation du SEO exact donné au théo-
rème 1, mais pour des valeurs de µd grandes comparées à µi. Pour des valeurs du SEO
inférieures ou égales à 10−1 l’approximation est très bonne comme on peut le constater sur
la figure 4.2. Celle-ci montre l’évolution du SEO d’un signal modulé QPSK dans un canal
de Rayleigh avec shadowing et un interférent co-canal en fonction de la moyenne de la loi
log-normale du signal interférent. La probabilité d’erreur cible est fixée à 10−2. L’écart type
de la loi log-normale pour le signal d’intérêt est 8dB alors que celui de l’interférent est suc-
cessivement 8 et 12dB. La loi de shadowing du signal interférent a une moyenne prenant les
valeurs 0, 10 et 20dB. Lorsque les lois log-normales ont des écart types égaux ou du moins
pas très éloignés, l’approximation est très bonne dès que l’on se fixe un SEO inférieur à
10−1. Lorsque l’écart type pour le signal interférent devient important comparée au signal
d’intérêt (part exemple 12dB pour 8dB comme illustré), l’approximation reste très bonne
asymptotiquement mais un peu moins bonne pour des valeurs du SEO de l’ordre de 10−1.
Pour cette valeur de la probabilité de coupure l’écart entre la valeur exacte et approchée
est d’environ 4dB pour les 3 valeurs de µi 4.

4On peut vérifier que pour des valeurs inversées des écarts types σi et σd, l’approximation est très bonne
pour un SEO égale à 10−1 (moins de 1dB).
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Il est clair que pour les faibles valeurs de µd l’approximation n’est pas du tout ex-
ploitable ; celle-ci prédisant un diminution de la probabilité de coupure à mesure que la
puissance moyenne reçue diminue. C’est bien évidemment un comportement complètement
erroné par rapport à ce que l’on pourrait observer dans la réalité. Cette approximation n’est
intéressante que pour des probabilités de coupure inférieures à 10−1. On recherche des taux
de coupure de cet ordre de grandeur voir inférieurs lorsque l’on souhaite fournir un service
de très haute qualité comme cela peut être le cas avec le HSDPA ou HSUPA.

Si l’on souhaite remonter à la puissance d’émission au travers de µd, cette équation
n’est pas inversible analytiquement dans le cas général (pour σd et σi distinctes). Même
si les deux lois de shadowing ont le même écart type, l’équation obtenue est de degré 7
et on ne peut pas exprimer les solutions sous forme de radicaux. Cependant, un système
de gestion automatique de la puissance d’émission pourrait s’accommoder de cette formule
qui est tout de même bien plus simple à inverser numériquement que l’intégrale dans le
théorème 1. En effet, si l’on fait le choix du calcul exact, pour chaque puissance d’émission
candidate, il est nécessaire d’évaluer une intégrale infinie avec une règle de troncature à
définir et une précision de calcul également à définir.

Etude du cas M-QAM. On repart dans ce cas de la probabilité d’erreur conditionnelle
sur λ1 qui vaut :

Ps (E|λ1) =
4

π
g

(
∫ π/2

0
Mγt|λ1

(

− gqam
sin2 θ

)

dθ − g
∫ π/4

0
Mγt|λ1

(

− gqam
sin2 θ

)

dθ

)

, (4.41)

on rappelle que g = 1 − 1/
√
M et gqam = 3/(2(M − 1)). En remplaçant la fonction

génératrice des moments du SINR instantané par son expression, la probabilité d’erreur
conditionnelle s’écrit :

Ps (E|λ1) =
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π

(
∫ π/2
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λ1
gqamγd

dθ − g
∫ π/4

0

sin2 θ

sin2 θ + σ2

λ1
gqamγd

dθ

)

. (4.42)

On sait évaluer de façon exacte ces intégrales [74]. La première s’exprime à l’aide d’une
fonction hypergéométrique de Gauss alors que la seconde équivaut à une fonction hyper-
géométrique d’Appell comme dans l’équation (2.41). La probabilité d’erreur conditionnelle
pour une M-QAM s’écrit :

Ps (E|λ1) = gx1 · 2F1

(

1,
1

2
; 2;x1

)

− 2g2

3π
x2 · F1

(

1, 1, 1;
5

2
; y, z

)

, (4.43)

avec x1 = 1/
(
1 + σ2gqamγd/λ1

)
, y =

(
1 + σ2γdgqam/λ1

)
/
(
1 + 2gqamσ

2γd/λ1

)
, x2 =

1/
(
1 + 2σ2gqamγd/λ1

)
et z = 1/2. Avant d’intégrer sur la variable λ1 pour obtenir la

probabilité d’erreur en présence de l’interférent, il faut approcher les fonctions spéciales
ci-dessus.

Approximation du SEP pour une M-QAM. La même démarche va encore s’ap-
pliquer ici ; la fonction 2F1 est approchée avec la méthode de Laplace et on regarde son
comportement asymptotique (lorsque γd tend vers l’infini). Tandis que le terme avec la
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fonction d’Appell est remplacé par sa forme asymptotique. L’approximation de la fonc-
tion hypergéométrique de Gauss est la même que pour le cas M-PSK : 1/

√

1− x1t̃, avec
t̃ = 1/2. En factorisant (4.43) par x1/

√

1− x1t̃, on a :

Ps (E|λ1) ≈
x1

√

1− x1t̃

(

g − 2g2

3π

x2

x1
F1

(

1, 1, 1;
5

2
; y, z

)
√

1− x1t̃

)

, (4.44)

De plus avec (1.34) :

lim
γd→∞

F1
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1, 1, 1;
5

2
; y, z

)

= 2F1

(

1, 2;
5

2
; z

)

, (4.45)

lim
γd→∞

x2

x1
=

1

2
. (4.46)

Asymptotiquement la probabilité d’erreur conditionnelle s’écrit :

Ps (E|λ1, γd →∞) ≈ kqam
x1

√

1− x1t̃
, (4.47)

avec :

kqam = g

(

1− g

3π
· 2F1

(

1, 2;
5

2
; z

))

. (4.48)

Il faut maintenant intégrer par rapport à la variable λ1 qui contient le terme d’inter-
férence. Finalement, la probabilité d’erreur d’une M-QAM en présence d’un interférent en
canal de Rayleigh est similaire à celle d’une M-PSK, à quelques constantes près :

Ps (E) ≈ kqam
e

σ2

ΨPi

ΨPi

∫ ∞

σ2

1
√

1 + σ2

λ1
gqamγd

√

1− t̃+ σ2

λ1
gqamγd

e
−λ1

Pi dλ1. (4.49)

De la même manière que pour le cas M-PSK, une majoration de la probabilité d’erreur
précédente peut s’obtenir en considérant que t̃ < 1. Par conséquent, en remplaçant la
deuxième racine carrée du dénominateur de (4.49) par simplement

√

gqamσ2γd/λ1, on
obtient une majoration de la probabilité d’erreur d’autant plus précise si le SNR est grand.
Grâce à la forme obtenue, similaire à (4.26), on peut calculer l’intégrale de manière exacte
et ainsi donner une majoration de la probabilité d’erreur dans le cas M-QAM :

Ps (E|γd, γi) ≤ 2kqam

√

1 + gqamγd
gqamγd

1 + γi
γi + 2 (1 + gqamγd)

. (4.50)

La figure 4.3 compare la probabilité d’erreur d’un signal 16-QAM en fonction du rapport
signal à bruit, évaluée avec (4.50) et la valeur exacte calculée avec (4.42) puis intégrée sur
la densité de probabilité de λ1. La figure est tracée pour un signal et un interférent se
propageant dans un canal de Rayleigh. Pour toute la plage de puissance d’interférence
testée (INR égale à 0, 15 et 30dB), la borne supérieure obtenue est bonne pour des valeurs
de la probabilité d’erreur comprise entre 10−1 et 10−4. La borne supérieure n’est jamais
éloignée de plus de 1.1dB de la valeur exacte. La moins bonne précision étant lorsque le
INR est grand (30dB), et la probabilité d’erreur considérée faible (de l’ordre de 10−1).
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Fig. 4.3 – Approximation de la probabilité d’erreur d’un signal 16-QAM avec un interférent
co-canal en environnement de Rayleigh.

Inversion du SEP et estimation du SEO. L’expression approchée de la probabilité
d’erreur dans le cas M-QAM et M-PSK étant très similaire, l’inversion de celle-ci par
rapport au SNR se fait de la même manière. L’élévation au carré de (4.50) conduit à la
résolution d’une équation de degré 3 en γd. En procédant comme indiqué ci-dessus, on peut
calculer l’unique solution acceptable pour le SNR en fonction de la probabilité d’erreur et de
la puissance du signal interférent. La forme est exactement celle donnée en (4.35) et les deux
seuls paramètres à changer sont gqam à la place de gpsk et p devient p = Ps (E) / (2kqam).

L’estimation du SEO s’établit avec le théorème 1 ou son approximation (4.40) pour
éviter le calcul de l’intégrale. L’expression (4.40) ne dépend pas des paramètres de modula-
tions du signal, si ce n’est dans l’expression du SNR en fonction de la probabilité d’erreur
cible. Par conséquent il est logique d’obtenir des courbes similaires à celles présentées sur
la figure 4.2 même pour une modulation M-QAM et ne sont donc pas présentées. Pour des
valeurs de paramètres de shadowing identiques à ceux de la figure 4.2, on vérifie que la
précision de l’approximation obtenue est du même ordre que pour le cas M-PSK.

4.3.2 Nakagami-m/Nakagami-m

Dans cette section nous allons essayer d’étendre les résultats précédant à un canal de
Nakagami-m pour le signal d’intérêt et interférent. L’intérêt du canal de Nakagami dans le
cas interférent est de pouvoir modéliser des évanouissements de sévérités différentes pour
le signal d’intérêt et perturbateur.

On garde le modèle du signal reçu introduit en (4.1). Le SINR instantané a donc la
même forme qu’en (4.12), mais dans ce cas la variable aléatoire |hi|2 est une variable du
χ2 centrée à 2mi degrés de liberté et de variance 1/2mi. La densité de probabilité de λ1
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est [6] :

pλ1 (λ1) =
mmi

i

Γ (mi) (ΨPi)
mi

(
λ1 − σ2

)mi−1
e
−mi

λ1−σ2

ΨPi , λ1 ≥ σ2, (4.51)

avec mi le paramètre d’évanouissement du signal interférent. Dans le cas d’un canal de
Nakagami-m, la fonction génératrice des moments du SINR conditionnée sur la v.a. λ1

est :

MNaka
γt|λ1

(s) = MNaka
γd

(
σ2

λ1
s

)

,

=
1

(

1− s σ2

mdλ1
γd

)md
, (4.52)

où md est le paramètre d’évanouissement du signal d’intérêt. La même technique que
pour l’environnement Rayleigh est appliquée ici, à savoir une première évaluation de la
probabilité d’erreur conditionnée sur λ1 à partir de la MGF du SINR, puis l’intégration
sur la v.a. λ1.

SEP pour un signal M-PSK. La probabilité d’erreur conditionnelle est :

Ps (E|λ1) =
1

π

∫ (M−1)π/M

0
MNaka
γt|λ1

(

− gpsk

sin2 θ

)

dθ, (4.53)

=
1

π

∫ (M−1)π/M

0

(

sin2 θ

sin2 θ + σ2

λ1

gpskγd

md

)md

dθ. (4.54)

Cette intégrale est exactement la même que celles rencontrées au chapitre précédent,
sans interférence. Elle s’intègre donc de la même manière. La probabilité d’erreur condi-
tionnelle a la même forme que (2.15) :

Ps(E|λ1) = xmd

{
1

2
√
π

Γ(md + 1/2)

Γ(md + 1)
2F1

(

md,
1

2
;md + 1;x

)

+

√
z

π
F1

(
1

2
,md,

1

2
−md;

3

2
; y, z

)}

, (4.55)

Avec x = 1/
(
1 + gpskσ

2γd/(mdλ1)
)
, z = 1− gpsk, y = (1− gpsk) /

(
1 + gpskσ

2γd/(mdλ1)
)
.

La probabilité d’erreur est finalement obtenue en multipliant (4.55) par la densité de pro-
babilité de λ1 et en intégrant sur cette variable.

Approximation du SEP. La fonction hypergéométrique de Gauss est remplacée par la
valeur asymptotique (aux forts SNR) de son approximation de Laplace à savoir 1/

√

1− xt̃
avec t̃ = md/(md + 1). Pour la fonction hypergéométrique d’Appell, nous utilisons la
relation fonctionnelle (1.31) et (1.32) valable lorsque γd →∞ :

lim
γd→∞

F1

(
1

2
,md,

1

2
−md;

3

2
; y, z

)

= (1− y)−1/2
2F1

(
1

2
,
1

2
−md;

3

2
; z

)

. (4.56)
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On fait la même remarque qu’au chapitre précédant : y ≤ x. On tend vers l’égalité
lorsque l’ordre de la modulation devient très grand (8 et au-delà). De plus t̃ < 1, et tend
vers 1 à mesure que md croît. On remarque empiriquement que y ≈ xt̃ et l’approximation
est d’autant plus fine que le SNR est grand. Finalement la probabilité d’erreur asymptotique
conditionnée sur λ1 en canal de Nakagami-m est :

Ps (E|λ1) ≈ kpsk
xmd

√

1− xt̃
, (4.57)

avec :

kpsk =
Γ (md + 1/2)

2
√
πΓ (md + 1)

+

√
z

π
2F1

(
1

2
,
1

2
−md;

3

2
; z

)

. (4.58)

En intégrant l’expression ci-dessus par rapport à λ1, on obtient la probabilité d’erreur en
présence de l’interférence, en fonction des paramètres d’évanouissement des deux signaux :

Ps (E) ≈ kpsk
mmi

i e
miσ2

ΨPi

Γ (mi) (ΨPi)
mi

∫ ∞

σ2

(
λ1 − σ2

)mi−1

(

1 +
gpskσ2γd

mdλ1

)md− 1
2
√

1− t̃+
gpskσ2γd

mdλ1

e
−miλ1

ΨPi dλ1.

(4.59)
L’intégrale en (4.59) ne peut pas être évaluée analytiquement. Nous sommes donc forcés

d’effectuer quelques approximations pour en obtenir une forme manipulable. La première
chose à laquelle nous pouvons penser c’est borner l’intégrale ou l’intégrande. Malheureuse-
ment, cette voie ne s’est pas révélée fructueuse.

Cependant, on peut au moins s’intéresser à la valeur de l’intégrale lorsque γd → ∞.
Dans ce cas, l’expression en (4.59) se réduit à :

Ps (E, γd →∞) ≈ kpsk
e

miσ2

ΨPi

Γ (mi)

(
mi

ΨPi

)mi
(

md

gpskσ2γd

)md

×
∫ ∞

σ2

λmd
1

(
λ1 − σ2

)mi−1
e
− mi

ΨPi
λ1dλ1. (4.60)

En développant le polynôme dans l’intégrale à l’aide de la formule du binôme de Newton,
et avec [31] et après quelques manipulations on obtient la forme asymptotique suivante pour
la probabilité d’erreur en présence d’un interférent dans un canal de Nakagami-m :

Ps (E, γd →∞) ≈ kpsk
e

mi
γi

Γ (mi)

(
mdγi

migpskγd

)md mi−1∑

k=0

(−1)k
(
mi − 1
k

)(
mi

γi

)k

×

Γ

(

md +mi − k,
mi

γi

)

, (4.61)

avec Γ (a, x) la fonction gamma incomplète supérieure, et γi le INR moyen. Pour des valeurs
non entières, on peut arrondir à l’entier le plus proche et utiliser l’expression. L’impact sur
l’arrondi sera d’autant plus faible que m sera grand.

La figure 4.4 illustre le comportement asymptotique de la probabilité d’erreur en fonc-
tion du SNR, évaluée avec (4.61), et ce pour plusieurs valeurs des paramètres d’évanouisse-
ments du canal de Nakagami. Nous traçons également la probabilité d’erreur exacte évaluée
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Fig. 4.4 – Probabilité d’erreur asymptotique d’un signal QPSK avec un interférent co-canal
en environnement de Nakagami, pour différentes valeurs des paramètres d’évanouissements
des canaux. Le rapport INR est de 0dB

en multipliant (4.54) par (4.51) et en intégrant sur λ1. Le paramètre md peut prendre trois
valeurs : 1, 3 et 6. Le paramètre mi prend deux valeurs 1 et 6. Autrement dit on peut
voir l’effet d’un interférent co-canal sévèrement évanouit (mi = 1) ou faiblement atténué
(mi = 6) sur la probabilité d’erreur du signal d’intérêt. On peut vérifier qu’un signal in-
terférent subissant une sévérité de canal élevé dégrade les performances du signal d’intérêt
(le SEP augmente), ce qui est en accord avec les résultats trouvés par Beaulieu et al.
dans [107]. Si le signal d’intérêt passe par un canal de Rayleigh (md = 1), la sévérité du ca-
nal interférent n’a que peut d’effet sur la probabilité d’erreur ; les courbes sont confondues
pour mi = 1 et mi = 6. La formule dérivée en (4.61) est utile pour évaluer rapidement la
pente de la probabilité d’erreur lorsque le SNR est fort et le SIR aussi. Par contre, comme
il s’agit d’une expression "asymptotique", elle échoue à nous renseigner sur la valeur du
SEP dans la région du SNR d’intérêt sans codage (10−1 à 10−4), sauf pour des valeurs de
md faibles où l’expression pourrait être utilisée.

Estimation du SEO. Avec (4.61), l’inversion de la probabilité d’erreur par rapport
au SNR moyen est triviale et ce quelques soient les paramètres d’évanouissements md

et mi. A l’aide du théorème en 1, on peut obtenir une estimation de la probabilité de
coupure symbole d’un signal M-PSK en présence d’un interférent co-canal et dans un
canal de Nakagami-m, avec shadowing. Cependant, il est nécessaire d’avoir des probabilités
d’erreur cible d’autant plus faibles que le paramètre d’évanouissement md est grand, si
l’on veut approcher la probabilité de coupure réelle susceptible d’être atteinte. Notons que
l’approximation de la probabilité d’erreur est une borne supérieure de celle-ci (très mauvaise
aux faibles SNR). Par conséquent, le SNR en fonction de la probabilité d’erreur cible que
l’on injecte dans la formule du théorème 1 est surestimé par rapport à sa valeur réelle.
L’argument de la fonction Q gaussienne dans cette formule est donc inférieure à sa valeur

112



CHAPITRE 4. PERFORMANCE EN PRÉSENCE D’INTERFÉRENCE

réelle et la valeur de cette même fonction est supérieure à sa vraie valeur. Donc le SEO
est sur-estimé en utilisant l’inversion déduite de (4.61), et de beaucoup si la probabilité
d’erreur cible n’est pas assez faible.

Pour valider l’estimation du SEO obtenue à l’aide de l’inversion de (4.61), il faudrait la
comparer avec la valeur réelle du SEO. Celle-ci peut s’obtenir soit par simulation (méthode
très longue !), soit numériquement, ce qui est tout aussi fastidieux ; Il faudrait déterminer
le SNR nécessaire pour atteindre P ∗

s pour chaque INR moyen possible (de 0 à l’infini). Une
fois cela effectué, on pourrait calculer numériquement l’intégrale dans le théorème 1.

Extension au cas M-QAM. De même que pour une modulation M-PSK, une forme
exacte et précise de la probabilité d’erreur à tous les régimes de SNR, est impossible avec
notre approche pour une modulation M-QAM. On peut donner un comportement asymp-
totique de la probabilité d’erreur ce qui est tout de même très utile pour une évaluation
rapide des performances.

La probabilité d’erreur conditionnelle sur λ1 est celle donnée en (4.41) mais avec la
fonction génératrice des moments du SINR en canal de Nakagami-m (4.52). L’expression
de la probabilité d’erreur conditionnelle obtenue est similaire à la probabilité d’erreur d’un
signal modulé M-QAM en canal de Nakagami-m sans interférence (2.41) :

Ps (E|λ1) =
2g√
π

Γ (md + 1/2)

Γ (md + 1)
MNaka
γt|λ1

(−gqam) 2F1

(

md,
1

2
;md + 1;x1

)

−

g2

π

Γ (md + 1/2)

Γ (md + 3/2)
MNaka
γt|λ1

(−2gqam)F1

(

1,md, 1;md +
3

2
; y, z

)

, (4.62)

avec y =
(
1 + gqamσ

2γd/ (mdλ1)
)
/
(
1 + 2gqamσ

2γd/ (mdλ1)
)
, z = 1/2 pour la fonction

hypergéométrique d’Appell et x1 = 1/
(
1 + gqamσ

2γd/ (mdλ1)
)

pour la fonction hypergéo-
métrique de Gauss.

La fonction hypergéométrique de Gauss a la même approximation que dans le cas
M-PSK. De plus on rappelle que MNaka

γt|λ1
(−gqam) = xmd

1 et MNaka
γt|λ1

(−2gqam) = xmd
2 , où

x2 = 1/
(
1 + 2gqamσ

2γd/(mdλ1)
)
. Lorsque l’on fait tendre γd vers l’infinie, la fonction

hypergéométrique d’Appell tend vers une fonction hypergéométrique de Gauss avec (1.34)
et les variables x1 et x2 se simplifient :

lim
γd→∞

F1

(

1,md, 1;md +
3

2
; y, z

)

= 2F1

(

1,md + 1;md +
3

2
; z

)

, (4.63)

lim
γd→∞

x1 → mdλ1

gqamσ2γd
, (4.64)

lim
γd→∞

x2 → mdλ1

2gqamσ2γd
. (4.65)

Par conséquent, la probabilité d’erreur conditionnelle asymptotique (en γd) est :

Ps (E|λ1, γd →∞) = kqam

(
md

gqamσ2γd

)md

λmd
1 , (4.66)

avec kqam une constante dépendant de la sévérité du canal d’intérêt et des paramètres de
la modulation M-QAM :

kqam =
2g√
π

Γ (md + 1/2)

Γ (md + 1)
− g2

2mdπ

Γ (md + 1/2)

Γ (md + 3/2)
2F1

(

1,md + 1;md +
3

2
; z

)

. (4.67)
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Fig. 4.5 – Probabilité d’erreur asymptotique d’un signal 16-QAM avec un interférent co-
canal en environnement de Nakagami, pour différentes valeurs des paramètres d’évanouis-
sements des canaux. Le rapport INR est de 0dB

Enfin, la probabilité d’erreur en présence d’interférence s’obtient en utilisant la densité
de probabilité de λ1 (4.51) et (4.66), puis en intégrant la variable λ1. Finalement en régime
asymptotique, la probabilité d’erreur d’un signal M-QAM en présence d’un interférent en
canal de Nakagami-m est :

Ps (E, γd →∞) ≈ kqam
e

mi
γi

Γ (mi)

(
mdγi

migqamγd

)md mi−1∑

k=0

(−1)k
(
mi − 1
k

)(
mi

γi

)k

×

Γ

(

md +mi − k,
mi

γi

)

, (4.68)

La figure 4.5 illustre l’approximation asymptotique de la probabilité d’erreur d’un signal
16-QAM en canal de Nakagami, pour trois valeurs du paramètre md (1 3 et 6) et deux
valeurs de mi (1 et 6). La même précision que dans le cas M-PSK est obtenue ici. Les
mêmes remarques que précédemment peuvent être faites en ce qui concerne l’estimation
du SEO.

4.3.3 Rice/Rice

On considère maintenant un environnement de Rice, pour le signal d’intérêt et interfé-
rent. La fonction génératrice des moments conditionnée sur λ1 est [6] :
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MRice
γt|λ1

(s) = MRice
γd

(
σ2

λ1
s

)

,

=
1

1− s σ2

(1+Kd)λ1
γd

exp

[

s
Kd

1 +Kd

σ2

λ1
γd

1− s σ2

(1+Kd)λ1
γd

]

, (4.69)

avec Kd le paramètre de la composante spéculaire pour l’utilisateur d’intérêt. La variable
aléatoire |hi|2 est une variable du χ2 non centrée. De ce fait la densité de probabilité de λ1

est donnée par :

pλ1 (λ1) =
1 +Ki

ΨPi
exp

(

−
[

Ki + (1 +Ki)
λ1 − σ2

ΨPi

])

I0



2

√

Ki (1 +Ki)
λ1 − σ2

ΨPi



 ,

(4.70)
avec Ki le paramètre de la composante spéculaire pour le signal interférent, et I0(x) la
fonction de Bessel modifiée de première espèce d’ordre 0.

Calcul du SEP. Le SEP conditionnel s’obtient avec (4.17) pour un signal M-PSK en
utilisant la fonction génératrice des moments en (4.69). Pour un signal M-QAM, on éva-
lue (4.41). Le SEP finale en présence de l’interférent se calcul en utilisant la probabilité
conditionnelle obtenue, combinée avec (4.70) dans (4.14). Nous donnons à titre d’example
la probabilité d’erreur exacte d’un signal M-PSK :

Ps (E) =
1 +Ki

πΨPi
e
−
(

Ki−(1+Ki)
σ2

ΨPi

) ∫ ∞

σ2

∫ (M−1)π/M

0

sin2 θ

sin2 θ +
gpskσ2

(1+Kd)λ1
γd

× exp

(

− gpskKdσ
2γd

(1 +Kd)λ1 sin2 θ + gpskσ2γd

)

exp

(

−1 +Ki

ΨPi
λ1

)

× I0



2

√

Ki (1 +Ki)
λ1 − σ2

ΨPi



 dθdλ1. (4.71)

On peut dériver de manière similaire la probabilité d’erreur pour un signal M-QAM.
Elle n’est pas donnée ici, pour éviter d’alourdir l’exposé. Les expressions obtenues sont assez
complexes puisqu’elles font intervenir une fonction spéciale de Bessel dans l’intégrande.

La double intégrale ci-dessus n’a pas de solution exacte. On pourrait commencer par
effectuer l’approximation de Laplace sur l’intégrale en θ, mais il faudrait encore intégrer
sur λ1. Dans le cas d’un système mono-antenne perturbé par un signal interférent dans un
canal de Rice, il semble délicat de trouver une forme approchée précise de la probabilité
d’erreur. Cependant, pour être plus affirmatif dans nos conclusions, il faudrait voir si l’on
ne peut pas trouver des approximations exploitables de la fonction de Bessel modifiée de
première espèce I0(x).
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4.4 Système à antennes multiples.

Lorsque l’on considère la présence d’antennes multiples, les résultats obtenus ne sont
pas tous extensibles facilement. De même si plusieurs sources interférentes sont considérées,
il est plus ou moins délicat d’obtenir des formes inversibles de la probabilité d’erreur.

4.4.1 Système à diversité SIMO et présence d’un interférent.

Modèle du système. Le signal reçu en réception peut s’écrire [6] :

y(t) =
√

Pdhdsd (t) +
√

Pihisi (t) + n(t), (4.72)

avec sd(t) et si(t) le signal d’intérêt et interférent normalisés en puissance. Les constantes
Pd et Pi sont les puissances d’émissions du signal d’intérêt et interférent. On considère ici
que les signaux sont synchronisés. hd et hi sont les vecteurs des canaux de propagation
(d’intérêt et interférent) non sélectif en fréquence, tels que hdl

∣
∣L
l=1 et hil

∣
∣L
l=1 sont les

coefficients des canaux vus de chaque capteur en réception. Ils ne dépendent pas du temps
car ils sont considérés constants sur la durée du traitement qui est la durée symbole en
évanouissements rapides. De plus L est le nombre d’antenne de réception. Le vecteur n(t)
est le vecteur bruit complexe tel que chaque composante est une variable aléatoire de
moyenne nulle et de variance σ2.

A la réception, chaque composante du vecteur y(t) est pondérée et combinée grâce à
un vecteur de poids complexe w. La différence entre les différents types de récepteur réside
dans le choix de ce vecteur. Le récepteur MRC (Maximum Ratio Combining) choisit le
vecteur w de manière à maximiser le rapport signal à bruit en sortie du traitement (c’est
un filtre adapté au canal SIMO) et donc w = hd/σ

2. En présence d’interférence, la stratégie
optimale consiste à utiliser un récepteur OC (Optimum Combining). Ce récepteur choisit
w de manière à maximiser le SINR en sortie de traitement. Dans ce cas le vecteur de
traitement est w = R−1

ni hd où Rni est la matrice de covariance du bruit et de l’interférence
définie par [110] :

Rni = E

{(√

Pihisi (t) + n(t)
)(√

Pihisi (t) + n(t)
)H
}

= Pihih
H
i + σ2I. (4.73)

Dans ce cas, le SINR instantané en sortie de traitement est maximal et s’écrit [110] :

γt = Pdh
H
d R−1

ni hd. (4.74)

Le choix entre les deux types de traitement évoqués ci-dessus est dicté par les perfor-
mances que l’on souhaite atteindre et surtout par les contraintes que l’on s’impose. En
effet, le traitement OC requière la connaissance du canal du signal désiré et interférent, ce
qui n’est évidemment pas toujours possible dans la pratique. Cependant, ce récepteur pré-
sente une supériorité en performance par rapport au traitement MRC et son étude permet
donc de fournir des bornes supérieures sur les performances des systèmes multi-antennes à
diversité en milieu interférent. Notre étude se porte donc sur ce type de traitement.

Pour appliquer une approche de la probabilité d’erreur par la fonction génératrice des
moments, il est souhaitable d’exprimer le SINR comme une somme de SNR instantané afin
que la fonction génératrice des moments du SINR global puisse être exprimée comme un
produit de MGF plus élémentaires. Pour cela il faut diagonaliser la matrice de covariance
Rni par une décomposition en valeurs singulières, au moyen d’une matrice unitaire U telle
que : Λ , UHRniU soit une matrice diagonale dont les éléments λ1, λ2, . . . , λL sont les
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valeurs propres de la matrice de covariance. Les lignes de U sont les vecteurs propres de
Rni. A partir de cette transformation, on peut montrer que le SINR instantané en sortie
de traitement est [6] :

γt =

L∑

l=1

σ2

λl
γdl, (4.75)

avec γdl = Pd |hdl|2 /σ2 correspond au SNR instantané élémentaire sur le l-ième capteur.
Par suite, la fonction génératrice des moments conditionnée sur les valeurs propres est
donnée par le produit :

Mγt|λ1,...,λL
(s) =

L∏

l=1

Mγd

(
σ2

λl
s

)

, (4.76)

avec Mγd
(s) la MGF de chaque variable aléatoire SNR sur les L capteurs avec pour valeur

moyenne γd = Pd/σ
2 qui représente le SNR moyen sur chaque antenne. Il a été montré

(voir par exemple [119, 110, 112, 115]) que les valeurs propres de la matrice de covariance
s’écrivaient :

λl =







Pi
∑L

n=1 |hin|2 + σ2, l = 1

σ2, l = 2, 3, . . . , L

(4.77)

ce qui signifie que L−1 valeurs propres sont constantes. Seule λ1 est une variable aléatoire.
Par conséquent la MGF en (4.76) devient :

Mγt|λ1
(s) = [Mγd

(s)]L−1Mγd

(
σ2

λ1
s

)

. (4.78)

Avec cette expression de la MGF, ainsi que la densité de probabilité de λ1 qui dépend
de l’environnement de propagation (Rayleigh, Rice, Nakagami), les probabilités d’erreurs
exactes peuvent être dérivées [6, 112, 115]. Malheureusement ces formes sont toutes avec
une ou plusieurs intégrales qui n’ont pas de solution exacte. Les formules exactes de la
probabilité d’erreur en présence d’un interférent dans différents environnements peuvent
être trouvées en [6]. Pour donner des formes un peu plus manipulables, on peut avoir
recours à quelques simplifications dont nous allons parler dans la suite.

Canal de Rayleigh. La MGF conditionnelle sur λ1 vaut dans ce cas :

Mγt|λ1
(s) =

1

(1− sγd)L−1
(

1− sσ2

λ1
γd

) , (4.79)

et la densité de probabilité de la variable aléatoire λ1 vaut :

pλ1 (λ1) =
1

Γ(L)PLi

(
λ1 − σ2

)L−1
exp

(

−λ1 − σ2

Pi

)

. (4.80)

Si l’on considère une modulation M-PSK, la probabilité d’erreur conditionnelle est don-
née par l’équation (4.17), dont la fonction génératrice des moments est donnée en (4.79).
Enfin la probabilité d’erreur exacte en présence de l’interférence est obtenue en utilisant
la probabilité d’erreur conditionnelle et la densité de probabilité en (4.80) dans l’équa-
tion (4.14). On ne peut pas obtenir une forme exacte de la double intégration obtenue. C’est
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pour cette raison, que certains auteurs [110,112] ont eu l’idée de remplacer λ1 par sa valeur
moyenne, supprimant ainsi l’intégration sur cette variable. On pose donc λ1 = LPiΩi1+σ2,
avec Ωin = E

(
|hin|2

)
. En faisant cela on considère donc que l’interférent ne subit pas d’éva-

nouissement sur le court terme. Nous verrons dans quelle mesure cette approximation est
valide. En considérant que Ωin = 1 pour tout n ∈ [1;L], on obtient comme approximation
de la probabilité d’erreur :

Ps (E) ≈ 1

π

∫ (M−1)π/M

0

(
sin2 θ

sin2 θ + gpskγd

)L−1
sin2 θ

sin2 θ +
gpskγd

1+Lγi

dθ, (4.81)

avec γi = Pi/σ
2. Cette intégrale peut-être évaluée sous forme exacte [6], mais cette forme

est assez complexe et ne peut pas être inversée. Elle peut être approchée par la méthode de
Laplace exposée au chapitre 1. On obtient la forme approchée suivante pour la probabilité
d’erreur :

Ps (E) ≈ 1 + Lγi

(1 + gpskγd)
L− 3

2
√

πLgpskγd (1 + gpskγd + Lγi) (1 + gpskγd + γi(L− 1))
.

(4.82)
Malheureusement cette équation n’est pas soluble en γd dans le cas général (L quel-

conque) 5. Elle constitue cependant une approximation simple de la probabilité d’erreur
d’une M-PSK, pour un système multi-antennes à la réception en présence d’un interférent.

Dans le cas où l’on considère un signal M-QAM, on utilise toujours la MGF en (4.79)
dans (4.41) pour calculer la probabilité d’erreur conditionnelle. La probabilité d’erreur
totale est calculée comme indiqué ci-dessus. Comme la probabilité d’erreur M-PSK, son
expression est complexe et ne possède pas de forme sans intégrale. Pour l’approcher on
remplace λ1 par sa valeur moyenne dans (4.79). On obtient une somme de deux intégrales
de la MGF similaire au calcul classique de la probabilité d’erreur sans interférence (seule
l’expression de la MGF est différente). On approche donc la probabilité d’erreur à l’aide
d’une intégrale :

Ps (E) ≈ 4g

π

∫ π/2

π/4

(
sin2 θ

sin2 θ + gqamγd

)L−1
sin2 θ

sin2 θ +
gqamγd

1+Lγi

dθ, (4.83)

avec, on le rappelle, g = 1 − 1/
√
M et gqam = 3/(2(M − 1)). On applique la méthode de

Laplace comme on l’a fait pour les signaux PSK et on obtient la forme approchée suivante
dans le cas M-QAM :

Ps (E) ≈ (1 + Lγi)

(1 + gqamγd)
L− 3

2
√
πLgqamγd (1 + gqamγd + Lγi) (1 + gqamγd + γi(L− 1))

.

(4.84)

Canal de Nakagami. Pour ce canal à évanouissement, chaque élément du vecteur d’in-
terférence est une somme de mi v.a. gaussienne i.i.d., ayant chacune une moyenne nulle
et une variance 1/mi. La variable aléatoire

∑L
n=1 |hin|2 est une variable du χ2 centrée à

5Elle pourrait cependant être aisément résolue en γi.
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2miL degrés de liberté. Par conséquent la densité de probabilité de λ1 est analogue à celle
donnée en (4.51) mais étendue au cas multi-antennes :

pλ1 (λ1) =
mmiL
i

Γ (miL) (Pi)
miL

(
λ1 − σ2

)miL−1
e
−mi

λ1−σ2

Pi , λ1 ≥ σ2. (4.85)

Quant à la fonction génératrice des moments conditionnée sur λ1, elle est analogue au
cas mono-antenne et vaut :

MNaka
γt|λ1

(s) =
1

(

1− s γd

md

)md(L−1) (

1− s σ2

mdλ1
γd

)md
. (4.86)

Il est évident, au vu de ce que l’on a dit pour le canal de Rayleigh, qu’une forme exacte
sans intégrale pour les probabilités d’erreur (M-PSK ou M-QAM) est impossible à obtenir.
Les formes approchées vont s’obtenir en remplaçant la variable aléatoire λ1 par sa valeur
moyenne.

Les probabilités d’erreur des signaux M-PSK et M-QAM peuvent s’approcher respec-
tivement par :

P psks (E) ≈ 1

π

∫ (M−1)π/M

0

(

sin2 θ

sin2 θ +
gpskγd

md

)md(L−1)



sin2 θ

sin2 θ +
gpskγd

md(1+Lγi)





md

dθ,

P qams (E) ≈ 4g

π

∫ π/2

π/4

(

sin2 θ

sin2 θ +
gqamγd

md

)md(L−1)



sin2 θ

sin2 θ +
gqamγd

md(1+Lγi)





md

dθ,

L’approximation de Laplace de ces deux intégrales donnent le même résultat aux
constantes de modulation près. Dans un environnement de Nakagami-m, la probabilité
d’erreur d’un signal M-PSK (respectivement M-QAM) en présence d’un interférent et avec
un traitement OC s’approche par :

P psks (E) ≈ mLmd

d (1 + Lγi)
md

(md (1 + Lγi) + gpskγd)
md (md + gpskγd)

md(L−1)
×

√

(md (1 + Lγi) + gpskγd) (md + gpskγd)

(md (1 + Lγi) + gpskγd −mdγi)mdLgpskγdπ
(4.87)

P qams (E) ≈ mLmd

d (1 + Lγi)
md

(md (1 + Lγi) + gqamγd)
md (md + gqamγd)

md(L−1)
×

√

(md (1 + Lγi) + gqamγd) (md + gqamγd)

(md (1 + Lγi) + gqamγd −mdγi)mdLgqamγdπ
. (4.88)

Si md = 1, on retombe sur les expressions obtenues pour l’environnement de Rayleigh.
Ces expressions ne sont pas inversibles en γd. Cependant elles constituent un moyen simple
d’approcher la probabilité d’erreur rapidement. On peut remarquer sur la figure 4.6 que
les deux approximations obtenues ci-dessus sont très proches de la valeurs exactes du SEP
lorsque l’on considère L = 4 à la réception et un traitement OC. La moins bonne approxi-
mation est pour le cas 16−QAM, mais l’approximation n’est jamais éloignée de plus d’un
demi décibel de la valeur exacte du SEP et ce quelque soit le paramètre d’évanouissement
md. On a tracé le SEP pour mi = 3 et γi = 0dB. Si le INR augmente les courbes sont
décalées vers les forts SNR mais la précision reste identique.
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Fig. 4.6 – Probabilité d’erreur exacte et approximative d’un signal QPSK et 16-QAM avec
un interférent co-canal en environnement de Nakagami. Le rapport INR est de 0dB et
mi = 3.

Canal de Rice. La fonction génératrice des moments conditionnelle est :

MRice
γt|λ1

(s) =
1

(

1− s σ2γd

(1+Kd)λ1

)(

1− s γd

1+Kd

)L−1
×

exp




Kd

1 +Kd
s





σ2

λ1
γd

1− s σ2γd

(1+Kd)λ1

+
(L− 1) γd

1− s γd

1+Kd







 , (4.89)

et la densité de probabilité de la valeur propre λ1 est celle d’une variable du χ2 non centrée :

pλ1 (λ1) =
1 +Ki

Pi

(
1 +Ki

LKi

)(L−1)/2 (λ1 − σ2

Pi

)(L−1)/2

× exp

(

−
[

LKi + (1 +Ki)
λ1 − σ2

Pi

])

×IL−1



2

√

LKi (1 +Ki)
λ1 − σ2

Pi



 , (4.90)

où IL−1(x) est la fonction de Bessel modifiée de premier espèce d’ordre L−1. Comme dans
les cas précédents, aucune forme exacte (autres qu’avec des intégrales) n’est disponible
pour le calcul de la probabilité d’erreur.

Pour le cas mono-antenne, on n’a pas pu proposer une approximation de la probabilité
d’erreur dans cet environnement. Dans le cas multi-antennes, on peut remplacer λ1 par
sa valeur moyenne dans (4.89), comme nous l’avons fait pour l’environnement Rayleigh
ou Nakagami-m, et ainsi éviter l’intégration sur λ1. Que ce soit pour un signal M-PSK
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ou M-QAM, on peut donc obtenir une approximation de la probabilité d’erreur avec une
seule intégrale que l’on peut ensuite approcher par la méthode de Laplace. Les expressions
obtenues sont cependant très lourdes et ne sont donc pas données ici. Comme dans le cas
Rayleigh ou Nakagami-m, elles ne sont pas inversibles en γd.

4.4.2 Présence d’interférents multiples de même puissance.

Deux cas de figures peuvent survenir dans cette situation. Premièrement le nombre d’in-
terférent est inférieur au nombre d’antenne en réception, ou il est supérieur. Le deuxième
cas correspond typiquement à un scénario de type UMTS CDMA. Le système est géné-
ralement limité par les interférences plutôt que par le bruit AWGN du récepteur et le
nombre de signaux interférent Ni est généralement bien supérieur au nombre d’antennes
L. Le nombre de degré de liberté du système d’antenne est insuffisant pour permettre de
distinguer l’interférence du bruit. Le récepteur OC traite le bruit et l’interférence comme
une seule entité et échoue à supprimer les interférences.

Dans d’autres systèmes de télécommunications cellulaires comme par exemple le GSM,
où le WLAN, l’interférence va être due seulement à quelques signaux dominants. Dans ce
cas, le nombre de degré de liberté du système d’antenne peut être suffisant pour avoir un
sous-espace d’observation du bruit différent de celui des interférences. Ainsi les interférents
peuvent être combattus et correctement rejetés. Le cas où le nombre d’interférents est
inférieur au nombre d’antenne en réception est une extension du cas mono-interférent.

Nombre d’interférent inférieur au nombre d’antennes. Le modèle du système doit
maintenant intégrer la présence d’interférent multiples :

y(t) =
√

Pdhdsd (t) +

Ni∑

n=1

√

Pihinsin (t) + n(t). (4.91)

En supposant que les Ni signaux interférents sont indépendants alors la matrice de
covariance Rni est :

Rni = E







(
Ni∑

n=1

√

Pihinsin (t) + n(t)

)(
Ni∑

n=1

√

Pihinsin (t) + n(t)

)H





,

= Pi

Ni∑

n=1

hinh
H
in + σ2I.

(4.92)

Le SINR maximum en sortie de traitement a toujours l’expression en (4.74). Cepen-
dant la décomposition en valeur propres de Rni conduit maintenant à Ni valeurs propres
aléatoires : λ1, . . . , λNi

et L − Ni valeurs propres égales à σ2. Par conséquent la fonction
génératrice des moments du SINR en sortie de traitement s’exprime encore sous forme d’un
produit :

Mγt|λ1,...,λNi
(s) = [Mγd

(s)]L−Ni

Ni∏

n=1

Mγd

(
σ2

λn
s

)

, (4.93)

avec λn la n−ième valeur propre de la matrice de covariance Rni. La difficulté consiste
maintenant à déterminer les Ni valeurs propres aléatoires qui sont liées de façon complexe
à la puissance totale reçue par le système d’antenne [115].
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En effet, lorsque le nombre d’interférent est limité à deux et qu’un environnement de
Rayleigh est considéré, les deux valeurs propres aléatoires λ1 et λ2 peuvent être déterminées
de manières exactes (voir les travaux en [120] et [111]). Cependant leur expression dépend
du coefficient de corrélation entre les vecteurs de propagations des deux signaux interférents
hi1 et hi2 , ainsi que des deux INR instantanés γi1 et γi2 . Dans un canal de Rayleigh, la
MGF conditionnée sur les deux valeurs propres λ1 et λ2 est similaire à (4.79) mais avec
une valeur propre en plus. Dans le cas où les vecteurs de propagations des deux signaux
interférents sont orthogonaux (les deux v.a. λ1 et λ2 sont décorrélées), les densités de
probabilités des valeurs propres ont la même forme que (4.80). La probabilité d’erreur d’un
signal M-PSK s’exprime à l’aide d’une intégrale triple dont l’une d’elle peut être calculée
sous forme exacte [120]. Aucune forme exacte sans intégrale n’est cependant disponible.

Afin d’obtenir des formes de la probabilité d’erreur un peu plus simples lorsque le
nombre d’interférents est inférieur au nombre d’antenne en réception, E. Villier dans [115]
applique la même approche que celle vue lorsqu’il n’y avait qu’un seul interférent. Chaque
valeur propre aléatoire est remplacée par sa valeur moyenne, qui est supposée être identique
pour toutes les valeurs propres, soit λi = LPi+σ

2, i = 1, 2, . . . , Ni. Selon l’auteur de [115],
la validité de cette approximation est justifiée pour le cas où le niveau d’interférence est
élevé par rapport à la puissance du signal et où L ≫ Ni. Sous ces conditions, le produit
∏Ni

n=1Mγd

(
σ2

λn
s
)

dans (4.93) tend à devenir insignifiant comparé au terme [Mγd
(s)]L−Ni .

Dans ce cas la MGF conditionnée sur λ1 (puisque λ1 = . . . = λNi
) dans un environnement

Rayleigh peut s’écrire :

Mγt|λ1
(s) =

1

(1− sγd)L−Ni

(

1− s γd

1+Lγi

)Ni
, (4.94)

et la probabilité d’erreur d’un signal M-PSK peut approximativement s’écrire :

Ps (E) ≈ 1

π

∫ (M−1)π/M

0

(
sin2 θ

sin2 θ + gpskγd

)L−Ni




sin2 θ

sin2 θ +
gpskγd

1+Lγi





Ni

dθ. (4.95)

On peut noter la similarité de forme entre l’expression ci-dessus et le cas où l’on a
considéré un interférent dans un canal de Nakagami-m. Comme dans le cas précédent, on
pourrait appliquer la méthode de Laplace sur cette intégrale et obtenir une forme approchée
sans intégrale et l’expression obtenue serait très similaire à celle donnée en (4.87). La
probabilité d’erreur d’un signal M-QAM s’approcherait de la même manière.

Nombre d’interférent supérieur ou égal au nombre d’antennes. Ce scénario cor-
respond typiquement à un système UMTS en charge où le récepteur (station de base ou
mobile) va être limité par les interférences plutôt que par le bruit. Ce cas a bien été traité
dans la littérature. Les auteurs en [114] traitent le cas où le signal d’intérêt et les signaux
interférents subissent un canal de Rayleigh. En [121, 122] le cas où le signal d’intérêt su-
bit un canal de Rice et les interférents un canal de Rayleigh est étudié. Enfin les auteurs
en [123] étendent ces derniers résultats puisqu’ils considèrent les interférents dans un canal
de Nakagami-m. Dans tous ces travaux, on cherche à obtenir une expression de la densité
de probabilité ou de la fonction génératrice des moments de la variable aléatoire SIR γt.
Les expressions obtenues sont assez complexes, et aucune forme simple et inversible de la
probabilité d’erreur ne peut être dérivées dans ces cas.
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4.4.3 Interférents multiples et de puissances arbitraires.

Jusqu’à présent les résultats que nous avons donnés ou mentionnés, sont valides lorsque
les signaux interférents ont la même puissance moyenne. Lorsque ce n’est plus le cas, les
résultats sont complètement différents. En [124] les auteurs étudient la probabilité d’erreur
d’un signal M-PSK en présence d’interférents multiples de différentes puissances, pour
un récepteur de type OC. L’expression dérivée fait intervenir une seule intégrale à borne
finie. Les auteurs arrivent à trouver une forme exacte sans intégrale pour le cas d’une
modulation BPSK. Cependant l’expression donnée en [124] fait intervenir une quadruple
somme discrète du SNR, ce qui en fait une expression somme toute assez complexe.

4.4.4 Systèmes MIMO et interférents multiples.

Nous disons un mot sur le cas MIMO, bien que l’on ne puisse pas dériver des expressions
qui nous soient intéressantes dans l’inversion de la probabilité d’erreur. On considère un
système MIMO nt × nr, limité par Ni interférents co-canal (le bruit thermique est donc
négligé). Le signal discret équivalent reçu sur les antennes en réception est :

y = Hdwtsd +

Ni∑

n=1

√

PiHi,nsi,n, (4.96)

avec sd et si,n sont les signaux transmis du signal d’intérêt et du n−ième interférent. Leur
puissance est normalisée à l’unité. On suppose que tous les interférents ont la même puis-
sance moyenne Pi. On a omis l’indice temporel par commodité d’écriture. Le vecteur wt re-
présente les poids d’émission sur les antennes à l’émission avec pour contrainte ||wt||2 = Pd
(la puissance d’émission est plafonnée à une certaine valeur). La matrice Hd ∈ C

nr×nt re-
présente la matrice du canal de propagation pour l’utilisateur d’intérêt. D’un autre côté,
Hi,n = (hi,1,n, hi,2,n, . . . , hi,nr ,n)

T est le vecteur du canal de propagation du signal interfé-
rent vu au récepteur. Donc les Ni interférents co-canaux peuvent être réécris de manière
matricielle :

y = Hdwtsd +
√

PiHisi, (4.97)

avec :

Hi =








hi,1,1 hi,1,2 . . . hi,1,Ni

hi,2,1 hi,2,2 . . . hi,2,Ni

...
...

. . .
...

hi,nr ,1 hi,nr,2 . . . hi,nr,Ni








nr×Ni

, (4.98)

si =








si,1
si,2
...

si,Ni








(4.99)

Traitement optimal. La recombinaison optimale (au sens du SIR maximum) au récep-
teur est bien connue et est donnée par :

wr = αR−1Hdwt, (4.100)
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où α est une constante qui ne change pas la valeur du SIR en sortie de traitement. De plus
R = HiH

H
i . Si un tel traitement est appliqué au récepteur, le SIR est maximal et vaut :

γt =
1

Pi
wH
t HH

d R−1Hdwt. (4.101)

Il a été montré que la stratégie optimale d’émission (lorsqu’une connaissance de l’état
du canal est disponible à l’émission) consistait à choisir le vecteur wt tel que :

wt =
√

Pdumax, (4.102)

où umax (||umax = 1||) est le vecteur propre correspondant à la plus grande valeur propre de
la forme quadratique suivante : F = HH

d R−1Hd. Le SIR maximal en sortie de traitement
est donc :

γt =
Pd
Pi
λmax, (4.103)

où λmax est la plus grande valeur propre de F. Autrement dit les performances d’un sys-
tème MIMO avec de multiples interférents co-canal sont entièrement déterminées par la
statistique de λmax. Bien que la densité de probabilité de λmax ou sa fonction génératrice
des moments est connue pour un certain nombre de cas (Rayleigh, Rice), elles n’en sont pas
moins très complexes, faisant intervenir des déterminants de matrices dans lesquelles ap-
paraissent le SIR. Par conséquent, trouver des formes inversibles de la probabilité d’erreur
se révèle très compromis.

4.5 Conclusion

Nous nous sommes intéressés à l’étude de la probabilité de coupure lorsque le lien
radio était affecté par un ou plusieurs interférents co-canal, pour des systèmes mono ou
multi-antennes. L’étude des interférences est essentielle dans l’analyse de performances des
systèmes radios. C’est l’effet limitant de la capacité des réseaux cellulaires. Cependant les
scénarios ou l’on peut obtenir des approximations inversibles de la probabilité d’erreur en
présence d’interférence sont peu nombreux. Nous avons néanmoins pu obtenir quelques
résultats qui nous paraissent importants.

1. Nous avons proposé une approximation simple et inversible de la probabilité d’erreur
(M-PSK, M-QAM) d’un signal perturbé par un interférent co-canal tous deux en
canal de Rayleigh. Le SNR moyen est la solution positive d’une équation du troisième
degré, dont les coefficients ont été exprimés exclusivement en fonction des paramètres
du système (SEP moyen cible, modulation, puissance de l’interférence).

2. L’expression du SNR moyen en fonction du SEP moyen et de la puissance moyenne
de l’interférent, permet de remonter à la probabilité de coupure symbole, lorsque les
deux signaux subissent deux effets de shadowing décorrélés. La probabilité de cou-
pure symbole se calcul à l’aide d’une intégrale à borne non finie. Nous proposons
une approximation de la probabilité de coupure symbole valable lorsque la puissance
moyenne du signal d’intérêt reçue au récepteur est grande comparée à celle de l’in-
terférent. Elle ne permet de prévoir que des probabilités de coupure inférieures à 1%,
et à l’avantage d’éviter l’évaluation d’une intégrale infinie.

3. Lorsque le signal d’intérêt et interférent subissent tous deux un canal de Nakagami-m,
nous proposons une approximation asymptotique de la probabilité d’erreur. L’expres-
sion obtenue est inversible par rapport au SNR, mais précise seulement à fort SNR.
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Cela permet de caractériser rapidement le comportement asymptotique du SEP, tout
en prenant en compte l’évanouissement de l’interférent.

4. Nous proposons également une nouvelle approximation précise (mais non inversible)
de la probabilité d’erreur lorsque le système possède plusieurs antennes en récep-
tion et effectue un traitement OC, lorsque les interférents sont inférieurs au nombre
d’antennes.

Beaucoup de scénarios restent encore à étudier. Notamment dans le cas où le signal
d’intérêt et interférent subissent un évanouissement de Rice, où aucune forme simple de la
probabilité d’erreur n’a pu être obtenue. Je pense personnellement que l’on pourrait essayer
de chercher des approximations de la fonction de Bessel In. Il en existe mais il faudrait
étudier leurs comportements.

Dans le cas d’un système MIMO, la probabilité d’erreur moyenne est extrêmement
compliquée. Les formes exactes existent, mais font intervenir plusieurs déterminants de
matrices ce qui rend l’inversion analytique par rapport au SNR assez compromis.

Le problème de l’interférence est le point limitant dans les performances des systèmes
de télécommunications. Dans ce chapitre, nous avons vu l’influence de la présence d’in-
terférence sur la probabilité d’erreur du signal d’intérêt. Le prochain et dernier chapitre
étudie les performances d’un lien radio avec un algorithme de réjection d’interférence.
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CHAPITRE

5 Détection Multi utilisateurs

5.1 Introduction et position du problème

L’interférence entre utilisateurs est l’effet limitant dans les réseaux cellulaires de part la
structure en cellule d’un réseau de communication. Dans ce chapitre, nous nous appuyons
sur l’exemple d’un réseau de type WLAN (Wireless Local Area Network), qui est fortement
contraint en ressource spectrale à l’heure actuelle. En effet 14 canaux de 22MHz sont
disponibles sur une bande totale de près de 83.5MHz (pour le standard 802.11g), leur
utilisation est très réglementé et la législation dépend du pays considéré. Les ingénieurs de
planification sont contraints d’utiliser peu de canaux non recouvrants afin de limiter les
interférences entre cellules adjacentes. En Europe par exemple, seuls les canaux 1, 5, 9 et
13 sont utilisés.

Les scénarios de déploiement envisagés aujourd’hui sont très variés et vont de l’environ-
nement intérieur au déploiement sur de larges zones en extérieur. Quelque soit le scénario
envisagé, chaque point d’accès doit fournir à l’utilisateur une grande qualité de service
(QoS) surtout pour des services de voix sur IP par exemple. L’allocation maximale de 4
canaux non recouvrant est clairement insuffisante pour la densité de déploiement envisagée
aujourd’hui. Mais augmenter le nombre de canaux alloués c’est augmenter les interférences
entre cellules. Considérons une cellule d’intérêt C0, la planification par coloriage [125] sti-
pule qu’au moins 4 canaux indépendants sont nécessaires pour éviter les interférences entre
utilisateurs dans le premier anneau. Le premier anneau est défini comme l’ensemble des
cellules directement adjacentes à la cellule C0. Plusieurs stratégies de planification peuvent
être envisagées comme illustré sur la figure 5.1. Si une réutilisation agressive de la ressource
spectrale est permise, avec l’utilisation de 4 canaux non recouvrant, les cellules adjacentes
à C0 ne gênèrent pas d’interférences pour celle-ci. En effet le premier anneau compte 6
cellules (sans C0) dans un modèle hexagonale. On dispose de 4 fréquences distinctes pour
7 cellules. On alloue la fréquence f1 à C0, une autre fréquence f5 par exemple est allouée
à deux cellules diamétralement opposées par rapport à C0 5.1a). Par contre, le deuxième
anneau réutilise la ressource spectrale de la cellule C0. Autrement dit, le deuxième anneau
produit de l’interférence co-canal (CCI pour "co-channel interference") importante sauf si
le contrôle d’accès au médium (Medium Access Control : MAC) est capable de détecter la
présence d’un interférent. Si maintenant, on dispose non plus de 4 canaux non recouvrant
mais de 7 se chevauchant partiellement 5.1b), l’interférence co-canal est plus faible car plus
éloignée de C0. Par contre, les cellules adjacentes produisent de l’interférence recouvrante
appelée PCI (Partial Channel Interference). Il est évident qu’une telle planification sans
faire de traitement de l’interférence, ne fonctionne absolument pas. Un mobile et un point
d’accès ne peuvent tenir une communication avec un interférent recouvrant sans le traiter.
Il apparaît donc naturel de chercher à prendre en compte l’interférent au niveau du termi-
nal afin d’augmenter la densité de points d’accès que l’on peut déployer tout en gardant
une bonne qualité de service.

Après un état de l’art rappelant les travaux antérieurs sur la réjection d’interférence,
nous nous penchons sur l’analyse théorique d’un récepteur multi-utilisateurs à maximum
de vraisemblance (MUD-MLSE "Multi-User Detection Maximum Likelihood Sequence Es-
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timator"), en partant de la formulation de Ungerboeck et en la généralisant au cas multi-
utilisateurs. Nous dérivons une borne théorique supérieure pour la probabilité d’erreur
multi-utilisateurs en canal sélectif et à évanouissements lents. Nous nous proposons ensuite
d’étudier les performances d’un récepteur multi-utilisateurs à canaux recouvrants dans un
contexte WLAN. Nous proposons une méthode de réduction de la complexité du récepteur
MUD-MLSE, puis nous étudions les performances d’un système IEEE 802.11b à étalement
de spectre mettant en oeuvre un détecteur MUD-MLSE où une amélioration sensible des
performances est obtenue.
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Fig. 5.1 – Différentes stratégies de planification : a) allocation de 4 canaux entraînant un
fort CCI ; b) allocation de 7 canaux entraînant un chevauchement des bandes mais un plus
faible CCI ; c) Allocation des canaux en Europe pour le WLAN.

5.2 Annulation d’interférence et récepteur multi-utilisateurs

Sergio Verdú a posé les bases du détecteur multi-utilisateurs dans un contexte CDMA
avec plusieurs contributions majeures au début des années 80 [126]. La détection basée
sur une technique MLSE confère un caractère d’optimalité à la détection (en terme de
probabilité d’erreur) mais elle est d’un coût prohibitif en terme de complexité de calcul.
Depuis beaucoup de travaux ont essayé d’obtenir les performances les plus proches des
bornes mono-utilisateurs tout en gardant une complexité de traitement raisonnable [127,
128].

La plupart des travaux sur la réjection d’interférence essayent d’annuler des interfé-
rents co-canal. Un détecteur linéaire à erreur quadratique moyenne minimale (LMMSE)
est proposé en [129] afin de luter contre la dispersion temporelle du canal et les interfé-
rences co-canal dans la bande ISM. Le détecteur proposé affiche des performances bien
meilleures que le récepteur RAKE traditionnel. En [130], un détecteur MAP (Maximum
A posteriori Probability) est utilisé avec un système MIMO afin d’éliminer l’interférence
co-canal. Les auteurs expliquent que le système détection de porteuse (CSMA/CA) échoue
fréquemment à éviter deux communications simultanées et ils montrent qu’un traitement
de l’interférence permet de doubler la capacité du système.

Des techniques de réjection aveugles ou semi-aveugle de l’interférence, lorsque peu d’in-
formation à priori sur les interférences est disponible, ont également été étudiées pour
éliminer les interférences co-canal [131,132]. Les techniques multi-antennes évoquées dans
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ce manuscrit sont également très étudiées pour éliminer les interférences suivant une di-
rection spatiale donnée [133]. Cependant une telle approche trouve ses limites dans les
environnements intérieurs fortement dispersifs, où le rayonnement des signaux interférents
sur le récepteur est relativement isotrope.

Parallèlement à cela, peu d’attention a été accordée à la minimisation d’interférence
canal adjacent ou recouvrant. Ce type d’interférence joue un rôle crucial dans la limitation
des capacités des réseaux WLAN. Un travail très important pour nous a été celui de
Arslan et al. en [134]. Les auteurs étendent le récepteur MLSE aux cas où plusieurs canaux
se recouvrent partiellement pour des signaux de type GSM. Ils montrent que pour des
scénarios fortement contraint par l’interférence (recouvrement important, forte puissance
interférente), un gain significatif peut être atteint grâce au récepteur multi-utilisateurs
MLSE. Une contribution intéressante également est celle de Dinis et al. dans [135], où
les auteurs développent un récepteur itératif dans le domaine fréquentiel pour combattre
l’interférence canal adjacent ainsi que l’interférence entre symbole introduite par le canal.
Ils démontrent qu’après quelques itérations, les performances du récepteur s’approchent de
la borne mono-utilisateur sans interférence.

5.3 Système à réjection d’interférence par maximum de vrai-

semblance

Dans cette partie, nous étudions un récepteur multi-utilisateurs basé sur le critère du
maximum de vraisemblance. Nous nous appuyons sur les travaux de Arslan et al. [134], qui
proposèrent un récepteur à maximum de vraisemblance capable de gérer les interférences
co-canal et canal adjacent. Leurs travaux se basent sur la formulation de Ungerboeck [136],
et s’appliquent aux signaux GSM. Nous verrons dans la section suivante que cette technique
peut être très utile dans un contexte WLAN à canaux recouvrant.

5.3.1 Modèle et équations du récepteur

Récepteur multi-utilisateurs général. Dans ce qui précède, nous nous sommes limités
aux canaux plats. Nous considérons ici que les canaux puissent être sélectifs en fréquence.
On considère également un récepteur large bande capable de filtrer et d’échantillonner
plusieurs fois sa largeur de bande (ce qui est le cas en pratique, puisqu’aucun récepteur
ne travail à la fréquence de Nyquist en réception). En WLAN, par exemple on peut aller
jusqu’à un suréchantillonnage de 4 à 6 fois la fréquence de Nyquist.

Si l’on considère une séquence de symbole {dk(n), n = 1, · · · , N} sur la k−ième bande,
avec N la longueur de la séquence considérée. Le signal émis sur cette bande est :

xk(t) =
∑

n

dk(n)hf (t− nTs), (5.1)

où Ts est le temps symbole et hf (t) la réponse impulsionnelle du filtre de mise en forme.
Les fréquences porteuses des utilisateurs k et l sont séparées de ∆fkl = ∆f · (l − k) où
∆f est l’écart minimum entre les porteuses. Les signaux se propagent à travers le canal
de propagation de réponse impulsionnelle hk(t) (relativement à la bande k). Un bruit
AWGN de densité spectrale mono-latérale N0 est ajouté au récepteur. En supposant que
l’utilisateur i soit celui d’intérêt, le signal reçu au récepteur de cet utilisateur s’écrit :

y(t) =
∑

n

di(n)gi(t− nTs) +
∑

k
k 6=i

∑

n

ej2π∆fiktdk(n)gk(t− nTs) + n(t), (5.2)
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avec gk(t) = hf (t)⊙ hk(t). gk(t) est donc la forme d’onde globale "mise en forme + canal
de propagation". Pour un système non codé, la détection optimale multi-utilisateurs est
obtenue au moyen d’un détecteur à maximum de vraisemblance. En supposant la réponse
du canal et l’espacement inter-porteuse connues, maximiser la vraisemblance des données
reçues revient à maximiser :

JH = −
∫

|y(t)− ỹ(t)|2dt, (5.3)

avec :
ỹ(t) =

∑

n

d̃i(n)gi(t− nTs) +
∑

k
k 6=i

∑

n

ej2π∆fiktd̃k(n)gk(t− nTs), (5.4)

où d̃i et d̃k sont les symboles désirés du signal de la bande d’intérêt et des bandes adjacentes
respectivement que l’on notera simplement par la suite di et dk. En développant (5.3), on
obtient une somme de 3 termes AH , BH et CH qui valent respectivement :

AH = −
∫

|y(t)|2 dt,

BH =
∑

k

∑

n

Re {2d∗k(n)ψk(n)} , (5.5)

CH = −
∑

k

∑

l

∑

n

∑

m

d∗k(n)dl(m)ej2π∆fklmTsskl(n−m), (5.6)

où ψk(n) est la sortie du filtre adapté à la bande k échantillonnée au temps symbole, skl(n−
m) est la fonction d’intercorrélation entre la k−ième et la l−ième bande, échantillonnée au
temps symbole. De plus :

ψk(n) =

∫

y(t)e−j2π∆fiktg∗k (t− nTs) dt, (5.7)

skl(p) =

∫

gl(t)e
j2π∆fkltg∗k (t− pts)) dt. (5.8)

Par conséquent, le critère en (5.3) peut s’exprimer sous la forme d’une somme discrète
de métrique de branche :

JH =
∑

k

∑

n

2Re {d∗k(n)ψk(n)} −
∑

k

∑

l

∑

n

∑

m

d∗k(n)ej2π∆fklmTsskl(n −m)dl(m), (5.9)

le terme AH est omis car c’est un terme constant pour une observation y(t) donnée et qui
est commun aux sommes de JH . La forme du critère obtenu en (5.9) est celle de [134] et est
similaire à celle obtenue par Ungerboeck [136] dans le cas mono-utilisateur. Dans notre cas,
c’est une généralisation au cas multi-utilisateurs et multi-bandes dans des canaux sélectifs
en fréquence. Le premier terme dans la double somme ci-dessus correspond à la sortie du
filtre adapté relatif à la bande k, pondérée par le symbole émis sur cette même bande
à l’instant n. Le second terme dans la quadruple somme contient toutes les interférences
entre symboles possibles. Il contient les interférences entre symboles relatives à la bande
k (pour tous k) dues à l’étalement temporel du canal de propagation gk(t), ainsi que
les interférences entre symboles entre les bandes des différents utilisateurs. Le critère ci-
dessus peut être maximisé avec un algorithme de Viterbi, afin de retrouver les séquences
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de symboles émis les plus vraisemblables. Notons cependant que ce critère n’est pas causal
et ne se prête pas à une implémentation par un algorithme de Viterbi pour le moment,
mais nous y reviendrons plus tard.

5.3.2 Performance en terme de probabilité d’erreur

Dans cette section, nous adaptons l’analyse faites par Ungerboeck, elle-même inspirée
de celle de Forney [137], pour un récepteur multi-utilisateurs multi-bandes à maximum de
vraisemblance. Le comportement d’un récepteur MLSE est communément représenté par
un treillis. Dans notre cas, la complexité du treillis est assez importante puisque celui-ci
possède MK(L−1) états, où M est l’ordre de la modulation, K le nombre d’utilisateurs et L
est l’étalement temporel du canal de propagation en nombre de symbole, supposé identique
pour tous les canaux. La métrique en (5.9) s’exprime comme une somme de métrique de
branche élémentaire Mk(n) :

JH =
∑

k

∑

n

Mk(n), (5.10)

avec :

Mk(n) = 2Re {d∗k(n)ψk(n)} −
∑

l

∑

m

d∗k(n)ej2π∆fklmTsskl(n−m)dl(m). (5.11)

L’algorithme de Viterbi maximise la métrique (5.9) de manière à retrouver les séquences
des symboles émis sur chaque canal. Comme il y a K utilisateurs, on cherche à détecter
simultanément les K séquences émises :

{d(n)}Nn=0 ,








{d1(n)}Nn=0

{d2(n)}Nn=0
...

{dK(n)}Nn=0







. (5.12)

A l’instant n, chaque état du treillis est défini par les L − 1 symboles les plus récents
pour chaque bande. En utilisant une notation vecteur, on peut noter l’état q du treillis
multi-utilisateurs de la manière suivante (avec q = 1...MK(L−1)) :

S(q)(n) ,






dq1(n− 1) dq1(n− 2) . . . dq1(n − L+ 1)
...

...
...

...
dqK(n− 1) dqK(n− 2) . . . dqK(n− L+ 1)




 . (5.13)

Pour éviter d’alourdir les notations par la suite, on omettra l’indice q. On appelle mé-
trique cumulée à l’instant N−1, la valeur de la métrique telle que JN−1 =

∑K
k=1

∑N−1
n=0 Mk(n).

Une propriété intéressante de cette quantité est que son évaluation ne dépend que des va-
leurs des N+L−1 premiers symboles dk (−L+ 1) , ..., dk (N − 1) sur chaque canal. De plus
on peut écrire : JN = JN−1 +

∑

kMk(N). Etant donnée une transition S(n − 1) → S(n),
les symboles probables d(n) émis à cet instant sont déterminés, et cela pour chaque état
du treillis.
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Événement erreur. Les détecteurs à maximum de vraisemblance sont très similaires au
décodage de codes convolutifs à décisions souples [5]. On peut définir une séquence erreur

qui correspond à une séquence estimée
{

d̂(n)
}

différente de la séquence émise {d(n)} :

{e(n)} =
{

d̂(n)
}

− {d(n)} . (5.14)

On suppose que le chemin estimé dans le treillis diverge du chemin correcte à l’instant
n et le rejoint à l’instant n + ν. On a : Ŝ(n) = S(n) et Ŝ(n + ν) = S(n + ν) mais
Ŝ(m) 6= S(m) pour n < m < n + ν. Puisque le canal s’étend sur L symboles, on a ν ≥ L.
Une telle réalisation est appelée "événement erreur".

De plus, pour un événement erreur on a : d̂(n) 6= d(n) et d̂(n+ ν−L) 6= d(n+ ν−L),
mais d̂(m) = d(m), pour {n− L+ 1 ≤ m ≤ n− 1} ∩ {n+ ν − L+ 1 ≤ m ≤ n+ ν − 1}.
Un événement erreur est défini comme :

ε : {e(n)} =






e1(n) e1(n+ 1) . . . e1(n+ ν − L)
...

...
...

...
eK(n) eK(n+ 1) . . . eK(n+ ν − L)




 . (5.15)

Pour qu’un événement erreur survienne, il faut que 3 "sous-événements" se réalisent :

ε1 : à l’instant n, Ŝ(n) = S(n) ;

ε2 : Les symboles de chaque bande d(n),d(n + 1), . . . ,d (n+ ν − L) sont tels que l’ajout
de la séquence d’erreur e(n), e(n + 1), . . . , e (n+ ν − L) résulte en l’obtention d’une
séquence d̂(n), d̂(n + 1), . . . , d̂ (n+ ν − L) prenant ses valeurs dans l’alphabet de la
modulation ;

ε3 : Pour n ≤ m < n+ ν la somme des métriques de branches du chemin estimé excède la
somme des métriques du chemin correcte.

La probabilité que l’événement ε2 soit réalisé ne dépend que du type des constellations
émises. La probabilité que ε1 soit réalisé dépend du bruit intervenant dans la réalisation de
l’événement ε3. Mais la probabilité conditionnelle de ε1 sur ε3 est donnée par P (ε1|ε3) =
1 − Ps (E), où Ps (E) est la probabilité d’erreur symbole [5]. Pour des faibles valeurs de
Ps (E), la probabilité conditionnelle est majorée par 1. Par conséquent, la probabilité qu’un
événement erreur ε survienne est :

P (ε) = P (ǫ3)P (ε2)P (ε1 |ǫ3 ) , (5.16)

P (ε) ≤ P (ǫ3)P (ε2) . (5.17)

Probabilité de réalisation de ε3. La probabilité que le sous-événement ε3 soit réalisé
est la probabilité que l’on ait :

JH ({d(n)}) < JH ({d(n)}+ {e(n)}) . (5.18)

On peut montrer (annexe A.4) que cette probabilité est équivalente à la probabilité
que :

d2 (ε) ,
∑

k,l,n,m

e∗k(n)ej2π∆fklmTsskl(n−m)el(m) <
∑

k

∑

n

2Re {e∗k(n)vk(n)} , (5.19)
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avec d (ε) la distance euclidienne de l’événement erreur ε considéré et
∑

k,l,n,m est une
notation pour représenter 4 sommes simples respectivement sur k, l, n et m afin de ne pas
trop alourdir les expressions. La variable vk(n) correspond au bruit filtré par le filtre adapté
à la bande k et échantillonné au temps symbole. Le terme de droite dans l’inégalité (5.19)
est une variable aléatoire gaussienne complexe à moyenne nulle et de variance (annexe A.4) :

E





∣
∣
∣
∣
∣

∑

k

∑

n

2Re {e∗k(n)vk(n)}
∣
∣
∣
∣
∣

2


 = 2σ2d2 (ε) , (5.20)

avec σ2 la variance du bruit complexe en entrée du récepteur (5.2). Par conséquent, la
probabilité que l’événement ε3 soit réalisé est égale à la probabilité que la variable aléatoire
gaussienne

∑

k

∑

n 2Re {e∗k(n)vk(n)} de variance 2σ2d2 (ε) excède la valeur d2 (ε) définie
en (5.19). Cette probabilité est très connue et vaut :

P (ε3) = Q

(
d (ε)√
2σ2

)

. (5.21)

Etude de la probabilité de ε2. Dans [137] et repris dans [5], on trouve l’expression de
P (ε2) pour une modulation M-PAM et mono-utilisateur. Dans ce cas, les symboles {d(n)}
émis et

{

d̂(n)
}

estimés, prennent leurs valeurs dans l’alphabet M-PAM. Par conséquent

la suite d’erreur {e(n)} prend ses valeurs dans ±2δ (1, 2, . . . ,M − 1), avec δ l’amplitude
minimale du signal. Si on normalise l’erreur faite par 2δ, alors pour une erreur de la forme
|e(n)| = j, j = 1, . . . ,M − 1, il y a clairement M − j valeurs possibles pour choisir {d(n)}.
Si par exemple, à l’instant n l’erreur normalisée vaut M − 1 (respectivement −(M − 1)),
alors il y a 1 seule valeur possible de d(n), celle située à l’extrémité négative (respecti-
vement positive) de la constellation M-PAM ; toutes les autres conduisant à des niveaux
non acceptables une fois que l’erreur leur ait été ajoutée. L’expression de P (ε2) peut être
trouvée dans [137] et vaut (dans le cas M-PAM) :

P (ε2) =
ν−L∏

n=0

M − |e(n)|
M

, (5.22)

en supposant que les symboles d’informations sont équiprobables et que les symboles dans
la séquence transmise sont statistiquement indépendants.

Dans [136], l’expression de la probabilité de l’événement ε2 n’est pas explicitement
donnée, car l’auteur ne considère plus seulement une modulation M-PAM. Dès lors où
l’on a une constellation complexe, le principe est le même mais seulement on ne peut plus
exprimer l’erreur simplement comme en (5.22) car on a une dimension supplémentaire (celle
de l’axe imaginaire). Autrement dit, pour une "distance" d’erreur donnée, là où on l’on
avait une direction possible en M-PAM (axe des réels), nous en avons plusieurs (deux ou
plus selon la taille de la constellation) pour une modulation complexe. Considérons une
modulation QPSK. La suite d’erreur {e(n)} prend ses valeurs dans ±2δ (1, j,±1 ± j). La
norme de l’erreur donne la distance euclidienne entre le symbole estimé et le symbole émis.
Mais pour une erreur de la forme ||e(n)|| = j, j = 1, 2

√
2, il n’y a pas M − j valeurs

possibles de choisir {d(n)} (puisque j n’est plus forcément un entier). Cela dépend de
la "multiplicité" de la distance considérée selon la forme de la constellation. Dans le cas
QPSK, si la norme de l’erreur vaut 1, cela peut correspondre à une transition "verticale" ou
"horizontale" ; la norme de l’erreur ne suffit plus à nous renseigner sur le nombre de choix
possibles pour les symboles candidats. Si l’erreur à l’instant n vaut e(n) = −2δj, alors les
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deux symboles d’affixes respectives δ + jδ et −δ + jδ sont des positions acceptables pour
d(n). Néanmoins pour une modulation M-QAM rectangulaire, si la norme de l’erreur est
minimale, c’est à dire 2δ, alors il y a M(M − 1) valeurs acceptables pour d(n).

Le problème se complique sérieusement si l’on rajoute à cela du multi-utilisateurs. Nous
ne chercherons d’ailleurs pas à trouver une forme exacte de la probabilité de l’événement
P (ε2), mais nous ferons une étude de cas.

Probabilité d’erreur symbole. On appelle F l’ensemble de tous les événements erreurs
ε possibles commençant à l’instant n, alors la probabilité que n’importe quel événement
erreur survienne à l’instant n est bornée par [137] :

P (F ) ≤
∑

ε∈F
P (ε) . (5.23)

Soit ∆ l’ensemble des distances euclidiennes d (ε) et pour chaque d ∈ ∆, on note Fd le
sous-ensemble des événements erreurs pour lesquels d (ε) = d. Toujours en suivant les étapes
données en [137], on peut étendre le résultat de G.D. Forney au cas multi-utilisateurs :

P (F ) ≤
∑

d∈∆

Q

(
d (ε)√
2σ2

)
∑

ε∈Fd

P (ε2) . (5.24)

On peut exprimer la probabilité d’erreur symbole conjointe, c’est-à-dire la probabilité
que l’on commette une erreur sur d, en reprenant les notations de [137] :

Pd (E) ≤
∑

d∈∆

Q

(
d (ε)√
2σ2

)
∑

ε∈Fd

w (ε)P (ε2) , (5.25)

où w (ε) est le nombre de "symbole vecteur" erronés par événement erreur ε. La fonction
gaussienne Q décroît très vite, et pour des puissances de bruit modérées, la somme sur la
fonction Q sera dominée par le terme impliquant la distance euclidienne minimale dmin de
d (ε). La probabilité d’erreur symbole conjointe est bien approchée par

Pd (E) ≈ Q
(
dmin√
2σ2

)
∑

ε∈Fdmin

w (ε)P (ε2) , (5.26)

avec :

d2
min = min

ε∈F

{
K∑

k=1

K∑

l=1

ν−L∑

n=0

ν−L∑

m=0

e∗k(n)ej2π∆fklmTsskl(n−m)el(m)

}

. (5.27)

L’évaluation de dmin ci-dessus est un problème lorsque skl(n−m) 6= 0 quand n 6= m. Ce
qui est le cas lorsque l’on a de l’interférence entre symboles due à l’étalement temporel du
canal, ou même avec des canaux plats mais avec de l’interférence bande adjacente comme
c’est le cas ici. En effet, si l’on prend une mise en forme en racine de Nyquist par exemple,
la convolution d’un racine de Nyquist avec un racine de Nyquist sur une bande adjacente
ne donne pas un filtre respectant le critère de Nyquist. Donc pour déterminer dmin dans le
cas général, il faudrait mettre en oeuvre un algorithme de recherche de type Viterbi afin
de déterminer la séquence d’erreur qui minimise le critère ci-dessus. On ne peut donc pas
donner de forme plus aboutie que celle-ci pour la probabilité d’erreur conjointe dans le cas
général.
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Canaux plats et interférences co-canal. Nous nous plaçons dans un cas où il n’y a pas
d’interférences entre symboles. Tous les utilisateurs utilisent le même canal de propagation.
Dans ce cas l’expression en (5.27) devient :

d2
min = min

ε∈F

{
K∑

k=1

K∑

l=1

ν−L∑

n=0

e∗k(n)skl(0)el(n)

}

. (5.28)

De plus, le terme résultant de la double somme sur k et l étant réel positif, tout chemin
estimé dans le treillis qui s’écarte du chemin correcte à l’instant n et qui le rejoint à un
instant plus grand que n+ 2 ne pourra en aucun cas être candidat à dmin. Autrement dit,
sans interférence entre symbole on a :

d2
min = min

ε∈F

{
K∑

k=1

K∑

l=1

e∗k(n)skl(0)el(n)

}

. (5.29)

La distance minimale n’est atteinte que lorsqu’il n’y a qu’un symbol faux : w = 1.

2 utilisateurs BPSK. Sans perte de généralité, on considère que les deux séquences de
symboles transmises sont {d1(n)}Nn=0 = 1 pour le premier utilisateur et {d2(n)}Nn=0 = 1
pour le second. La figure 5.2 représente plusieurs événements erreurs susceptibles d’avoir
une distance minimale. Calculons les distances associées aux différents chemins représentés
sur la figure 5.2.

Dans notre exemple à deux utilisateurs, la distance minimale dans (5.29) est calculée
pour K = 2. Pour le chemin en rouge, qui correspond à une erreur sur la voie 2, on a donc
e1 = 0 (pas d’erreur sur cette voie) et e2 = −1− 1 = −2. Pour le chemin vert : e1 = −2 et
e2 = 0. Enfin pour le chemin bleu : e1 = −2 et e2 = −2. Les distances correspondant à ces
trois cas sont respectivement :

0× s11(0)× 0 + 2× s22(0) × 2− 0× s12(0)× 2− 2× s21(0)× 0 = 4s22(0), (5.30)

2× s11(0)× 2 + 0× s22(0) × 2− 2× s12(0)× 0− 0× s21(0)× 2 = 4s11(0), (5.31)

2× s11(0)× 2 + 2× s22(0) × 2 + 2× s12(0)× 2 + 2× s21(0)× 2 = 4 (s11(0) + s22(0)+

s12(0) + s21(0)) .

(5.32)
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Fig. 5.2 – Treillis pour une détection conjointe de deux signaux BPSK dans un canal sans
mémoire.
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Notons que l’événement erreur correspondant au chemin bleu peut être celui ayant
la distance euclidienne minimale, selon la valeur de la partie réelle de s12. En effet dans
certains cas, elle peut être inférieure à la distance euclidienne du chemin rouge ou vert.

En ce qui concerne la somme dans (5.26), on peut la calculer assez simplement dans
notre cas. On peut reprendre la méthode utilisée dans [136]. La séquence erreur est réduite
a un seul élément au temps n arbitraire :

(
e1(n)
e2(n)

)

=

(
d̂1(n)

d̂2(n)

)

−
(
d1(n)
d2(n)

)

, (5.33)

on omettra par la suite l’indice n, puisqu’il n’a plus aucune importance. Notre situation
revient à avoir un signal avec une "super-constellation" à MK états, ici 22 = 4 états. Pour
calculer le terme avec la somme dans (5.26), il faut calculer les probabilités de transitions
de distances minimales dans la "super-constellation" entre le vecteur symbole estimé d̂ et le
vecteur symbole émis d. En répertoriant tous les vecteurs d’erreurs e possibles pour chaque
couple de symbole potentiellement émis : (1, 1), (1,−1), (−1, 1) et (−1,−1), (il y en a 12 ;
3 pour chaque couple de symboles), on peut représenter les distances d’erreurs minimales
et leur probabilité de réalisation comme sur la figure 5.3 (en supposant que chaque symbole
sur les deux voies sont équiprobables). Par conséquent la somme dans (5.26) est (on rappelle
que w = 1) :

∑

ε∈Fdmin
P (ε2) = 2

(
2
4 + 2

4

)
= 2. La probabilité d’erreur symbole conjointe

est donc majorée par :

Pd (E) ≤ 2Q

(√

2min {s11 + s22; s11 + s22 + s12 + s21}
σ2

)

. (5.34)
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Fig. 5.3 – Distances minimales d’erreur possibles et leur probabilité d’apparition.
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Fig. 5.4 – Borne supérieure de la probabilité d’erreur conjointe de deux signaux BPSK en
canal gaussien.

Sur la figure 5.4, on trace la borne supérieure obtenue en (5.34) ainsi que les perfor-
mances obtenues en simulation. On simule donc deux utilisateurs co-canal, utilisant une
modulation BPSK dans un canal gaussien à un coefficient (une réalisation pour chaque
utilisateur).

Notons également que l’on peut obtenir une borne supérieure pour chacune des voies si
on le désire. Si l’on s’intéresse à l’utilisateur qui a la probabilité d’erreur minimale, il suffit
de prendre le maximum entre s11, s22 et s11 + s22 + s12 + s21 dans l’équation (5.34) :

Pmin
s (E) ≤ 2Q

(√

2SNRmax

)

, (5.35)

avec SNRmax = Es max{s11;s22;s11+s22+s12+s21}
σ2 et Es = 1 dans le cas d’une BPSK. Notons

que si on prend le minimum (comme pour le conjoint) on majore les performances de
l’utilisateur ayant la moins bonne probabilité d’erreur. Sur la figure 5.4, nous traçons la
borne supérieure pour l’utilisateur 2. Le SNR est rajouté par rapport à la puissance de
l’utilisateur 1 considéré comme l’utilisateur d’intérêt.

Il est clair que les performances que l’on retrouve ici sont similaires à un signal QPSK
mono-utilisateur. Mais l’étude menée ici est extensible aux modulations d’ordres supé-
rieures sans aucun problème. L’espace des possibles pour le calcul de la somme en (5.26)
est simplement un peu plus important.

5.3.3 SEO pour le signal d’intérêt.

On peut éventuellement calculer la probabilité de coupure symbole d’un utilisateur
particulier en présence de shadowing, mais seulement dans un cas simple comme celui
que nous venons d’illustrer. La fonction gaussienne Q peut s’inverser avec l’approximation

donnée par [118] et rappelée en (4.39). Avec le changement de variable, X = e−
x2

6 , on
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résout par radicaux une équation du 4ème degré et on peut ainsi remonter au SNR.

5.3.4 Etude dans le cas général : présence d’IES.

Dans le cas où l’on a de l’IES (skl(n − m) 6= 0 lorsque n 6= m), l’étude théorique
est beaucoup plus délicate comme mentionné plus haut. On pourrait établir des condi-
tions suffisantes (mais non nécessaires) sur l’IES de façon à ce que la distance euclidienne
minimale d2 (ε) soit celle correspondant à une absence d’interférence entre symbole en
procédant comme en [136]. Cependant, cela ne nous donne pas une formule théorique ap-
plicable quelque soit la forme des skl. Pour cette raison, les performances d’un système
multi-utilisateurs multi-bandes peuvent être étudiées par simulation. C’est ce que nous
nous proposons de faire dans la section suivante, au travers d’un exemple d’application :
le WLAN.
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5.4 Réjection d’interférence en WLAN

5.4.1 Détecteur MUD-MLSE sans étalement de spectre

Nous avons donné dans la section précédente le récepteur à maximum de vraisemblance
que proposèrent Arslan et al. dans [134]. Le modèle du système est toujours celui donnée
en (5.2). La métrique de branche Mk(n) en (5.11) n’est cependant pas causal et ne permet
pas une implémentation en l’état. Par un changement de variable p = n−m et en suivant
les étapes données en [138], cette métrique peut se réécrire comme suit :

Mk(n) = Re

{

d∗k(n) ·
[

2ψk(n)− dk(n)skk(0)− 2
∑

p>0

dk(n− p)skk(p)

−
∑

l
l 6=k

∑

p

dl(n− p) · ej2π∆fkl(n−p)Tsskl(p)

]}

. (5.36)

Cette métrique n’est toujours pas causale puisque la deuxième somme sur p est valable
même pour des valeurs négatives de cet indice. La forme causal peut facilement être obtenue
en déplaçant les termes non causals de Mk(n), faisant intervenir dl(n− p) avec p < 0, dans
Ml(n), l 6= k. Cette opération conduit donc à la métrique modifiée causale suivante :

M c
k(n) = Re

{

d∗k(n) ·
[

2ψk(n)−
∑

l

dl(n) · ej2π∆fklnTsskl(0)

−2
∑

l

∑

p
p>0

dl(n− p) · ej2π∆fkl(n−p)Tsskl(p)

]}

. (5.37)

La figure 5.5 représente un récepteur multi-utilisateurs à 3 canaux de traitement. Les
filtres g∗0(−t), g∗1(−t) et g∗−1(−t) représentent respectivement les filtres adaptées à la forme
d’onde globale pour le canal d’intérêt et pour deux canaux adjacents situés de part et
d’autre du spectre du signal d’intérêt. Après le filtrage adapté à la forme d’onde globale, les
échantillons sont traités de façon conjointe dans le détecteur à maximum de vraisemblance
dont la métrique est donnée en (5.37). Dans la pratique le filtrage adapté à la forme d’onde
globale par g∗k(−t) peut se séparer en deux étapes : un filtrage adapté à la mise en forme
hf (t), suivit d’un échantillonnage au temps symbole et enfin un filtrage adapté au canal au
rythme symbole comme cela est illustré en [134]. Avec ce partitionnement, seule la réponse
impulsionnelle du canal ramenée au temps symbole est nécessaire. Pour notre analyse, nous
supposerons que les canaux sont parfaitement connus au récepteur.

Réduction de la complexité du récepteur MUD-MLSE. Nous avons vu que le
récepteur MUD-MLSE possède une complexité en O(MK(L−1)), ce qui peut devenir vite
important lorsque le nombre d’utilisateurs pris en compte augmente et/ou que l’étalement
temporel du canal devient grand. Le signal d’intérêt et l’interférent ne vont pas subir la
même réalisation instantanée du canal large bande ; les réponses impulsionnelle des canaux
pour un paquet considéré peuvent introduire une importante asymétrie dans la fonction
d’intercorrélation skl(p). Considérons par exemple les réponses impulsionnelles suivantes :

|hk| = [0.815 0.407 0.320 0.227 0.127]

|hl| = [0.227 0.460 0.688 0.460 0.227]
(5.38)
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Fig. 5.5 – Récepteur multi-canaux à décodage par maximum de vraisemblance.

Sur la figure 5.6 nous traçons les coefficients des fonctions d’autocorrélation et intercorré-
lation généralisées skk, sll, skl, slk avec un facteur de suréchantillonnage de 6. Cette figure
montre clairement que les coefficients de plus haute énergie de la fonction d’intercorréla-
tion skl (ou slk qui est son symétrique hermitien) n’apparaissent pas au même retard que
ceux de la fonction d’autocorrélation skk (ou sll). En conséquence, le n−ième symbole de
la bande l n’est pas celui qui interfère le plus avec le n−ième symbole de la bande k à
l’instant n.

Le détecteur conjoint basé sur (5.37) prend en compte tous les coefficients non nuls
des fonctions d’auto et intercorrélation à partir du retard nul, ce qui implique un grand
nombre d’état dans l’élaboration du treillis. Avec les fonctions de la figure 5.6, un nombre
de L = 5 coefficients sont nécessaires au détecteur optimal pour que toutes les interférences
entre symboles soient prises en compte, ce qui implique 22·4 = 256 états si l’on considère
une modulation BPSK pour les deux signaux.

Selon la répartition d’énergie des fonctions d’intercorrélations, on peut envisager de ne
pas prendre en compte tous les coefficients non nuls comme le ferait le détecteur optimal.
En effet, en décodant le symbole n de la bande d’intérêt i avec le symbole n + νk de la
bande k 6= i et νk ∈ Z, on peut réduire le nombre d’état à implémenter dans l’algorithme
de Viterbi. Sous la contrainte de causalité, et en intégrant cette nouvelle synchronisation
on obtient une nouvelle métrique :

M c
k(n) = Re

{

d∗k(n+ νk) ·
[

2ψk(n+ νk)−
∑

l

dl(n+ νl) · ej2π∆fkl(n+νl)Tsskl(νk − νl)

− 2
∑

l

∑

p
p>0

dl(n+ νl − p) · ej2π∆fkl(n+νl−p)Tsskl(p+ νk − νl)
]}

(5.39)

Notons que la métrique ci-dessus est sous optimale et que l’interférence entre symbole
résiduelle va limiter les performances. Cependant, si l’on accepte d’avoir un plancher d’er-
reur, suffisamment bas tout de même pour garantir une communication fiable, on peut
réduire la complexité du détecteur de manière significative.
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Fig. 5.6 – Fonction d’autocorrélation et d’intercorrélation généralisées entre les bandes k
and l avec les réalisations instantanées des canaux en (5.38).

Choix du décalage optimal. Dans la situation où l’on ne prend pas en compte tous les
coefficients d’intercorrélations, le décalage νk est choisi de telle manière à ce que l’énergie
des coefficients des fonctions d’intercorrélations soit maximale :

ν̃k = arg max
νk∈Z

(Lc−1)
∑

p=−(Lc−1)

|sik(p+ νk)|, (5.40)

avec Lc < L le nombre de coefficients pris en compte par l’algorithme de Viterbi et νk ∈ Z

étant le décalage considéré.
On peut noter d’autres travaux proches de la technique introduite ici mais cependant

non redondants. Les auteurs en [139] proposent un algorithme basé sur la connaissance de
la réponse impulsionnelle du canal au récepteur permettant de réduire également le nombre
d’état du Viterbi. L’algorithme est probabiliste et évalue à chaque instant dans le treillis,
la probabilité d’éliminer un état atteignable. Selon la valeur de cette probabilité l’état est
éliminé ou gardé. Notre approche simplement basée sur la répartition de l’énergie sur la
réponse impulsionnelle du canal est plus simple. En [140], les auteurs proposent de réduire
la mémoire du canal CDMA dans un récepteur multi-utilisateurs. Ces travaux sont les plus
proches de ceux présentés ici, mais diffèrent de par leur application ainsi que par le fait que
leur algorithme ne prend pas en compte l’interférence dans la réduction du nombre d’état,
puisque l’organe de décision est mono-utilisateur.

Performances en simulation. Nous considérons une station mobile traitant deux utili-
sateurs de façon conjointe. On considère que les deux utilisateurs ont la même modulation
(BPSK), qu’ils ont été détectés et que le récepteur s’est correctement synchronisé sur les
deux trames. Les deux signaux passent à travers deux canaux qui n’ont pas le même profile
de puissance. Le premier canal est caractérisé par une réponse impulsionnelle s’étalant sur
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5 symboles et le profile suivant : [0, -2, -5, -10, -15]dB. Cet environnement modélise une
communication avec vue directe entre un mobile et une station de base. Une deuxième
communication est enclenchée entre un autre mobile et la même station de base sur le
canal directement adjacent en fréquence au premier canal. Du point de vue du premier
récepteur le signal interférent passe à travers un canal dont le profile de puissance est :
[-10, -5, 0, -2, -4]dB et modélise une communication sans vue directe entre le mobile in-
terférent et le mobile effectuant le traitement conjoint. La figure 5.7 illustre ce scénario de
communication.

On considère de plus que les réponses impulsionnelles des canaux sont parfaitement
connues au récepteur et sont constantes sur la durée d’un paquet et change d’un paquet
à l’autre. Les deux signaux sont mis en forme par un filtre racine de Nyquist (RRC) avec
un facteur de retombé de α = 0.33. Cette valeur est arbitrairement choisie. L’expérience a
montré que les performances étaient peu sensibles à ce paramètre. La longueur des paquets
est fixée à 1000 symboles et la durée d’un symbole est fixée à 90ns qui correspond à la
durée d’un chip dans le standard IEEE 802.11b.

La figure 5.8 illustre le BER moyen en fonction du SNR par bit à l’entrée du récepteur
pour différentes valeurs L de la mémoire du canal prise en compte avec et sans décalage
optimal. Le rapport signal à interférence (SIR) est fixé à 0dB et le recouvrement spectral
des canaux est de 65% (∆f · Ts/(1 + α) = 0.35). Notons qu’un recouvrement spectral de
65% correspond à un espacement entre porteuse de 5MHz pour les paramètres de notre sys-
tème. Sur toutes les figures la courbe référencée "MLSE with PCI" donne les performances
d’un récepteur à maximum de vraisemblance ne tenant pas compte de l’interférence canal
adjacent. La figure montre clairement que sans réjection d’interférence, une communication
ne peut pas avoir lieu. Un système mettant en oeuvre un décalage adaptatif en fonction
de l’énergie de la fonction d’intercorrélation permet d’améliorer les performances pour des
valeurs sous-optimales de L (L < 5). Par exemple, pour Eb/N0 = 15dB et L = 4 le taux
d’erreur bit est réduit d’un facteur 10 avec un système à décalage. Par contre on peut
remarquer une saturation du BER lorsque la mémoire du canal prise en compte n’est pas

BS 1

BS 2

MS 1

MS

MS

MS

MS

PDP1

PDP2

Fig. 5.7 – Scénario d’interférence entre deux utilisateurs.
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optimale. Cela est dû à la présence d’interférence entre symbole non prise en compte dans
le détecteur de Viterbi.
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Fig. 5.8 – BER moyen en fonction de Eb/No, pour différentes valeurs de la mémoire du
canal L, avec et sans réduction de la complexité. Recouvrement spectral entre canaux de
65% et SIR = 0dB.

Un autre paramètre intéressant, comme nous avons pu le voir dans les chapitres précé-
dents, est la probabilité de coupure. Sur la figure 5.9 on représente la probabilité complé-
mentaire de la probabilité de coupure qui est la CDF (Cumulative Density Function) de
la variable aléatoire BER sur l’ensemble des réalisations du canal. Nous avons donc ici la
probabilité que le BER soit en dessous d’une certaine valeur pour différents L et pour un
détecteur avec et sans décalage, mais sans shadowing. Pour un détecteur de Viterbi à 16
états (c’est-à-dire pour L = 3), la probabilité d’obtenir un BER inférieur ou égale à 10−3

est de 68% avec un décalage optimal alors qu’elle est seulement de 40% avec l’approche
standard. Si nous considérons une mémoire de canal de L = 4, la probabilité d’avoir un
BER au plus égale à 10−3 est de 95% et de 85% pour l’approche sans décalage. Pour ce
dernier cas de figure, la probabilité de coupure est faible (5%) si l’on met en oeuvre l’algo-
rithme du décalage optimal, et le nombre d’état du Viterbi passe de 256 états (L = 5) à
64 états (L = 4), soit une réduction de 75% de la complexité.

La figure 5.10 donne l’évolution du BER en fonction de l’espacement entre porteuse.
La puissance du signal interférent est égale à la puissance du signal d’intérêt et le SNR
est 15dB. Plus le recouvrement spectral augmente et plus les performances se dégradent
comme on peut s’y attendre. Cependant un gain important peut être atteint même avec
un espacement entre porteuse de 3MHz. En effet avec une mémoire canal de L = 4,
le BER est amélioré d’un facteur 10 avec la métrique dérivée en (5.39) par rapport à
la métrique classique (5.37). On peut également remarquer que les BERs atteints par
les détecteurs de Viterbi avec ou sans décalage convergent lorsque l’espacement entre les
bandes augmente. L’interférence entre bande diminuant, les deux métriques (5.37) et (5.39)
deviennent équivalentes.

Enfin nous présentons les performances du récepteur MUD-MLSE lorsque le rapport
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Fig. 5.9 – CDF du BER à Eb/No = 15dB, en fonction de la mémoire du canal L, avec
et sans réduction de la complexité. Recouvrement spectral entre canaux de 65% et SIR =
0dB.
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Fig. 5.10 – BER moyen en fonction de l’espacement entre porteuse, pour différentes valeurs
de la mémoire du canal L, avec et sans réduction de la complexité ; Eb/No = 15dB, et
SIR = 0dB.

signal à interférence varie sur la figure 5.11. Le SNR vaut 15dB et le recouvrement spectral
65%. Les performances du détecteur à décalage optimal sont meilleurs que le détecteur
classique lorsque l’on se trouve à faible SIR. Par exemple pour un SIR de −5dB et une
mémoire de canal de L = 4dB, le BER atteint est d’environ de 5 · 10−4 à l’aide de la
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Fig. 5.11 – BER moyen en fonction du SIR, pour différentes valeurs de la mémoire du
canal L, avec et sans réduction de la complexité ; Eb/No = 15dB, recouvrement spectral
de 65%.

métrique en (5.39) contre 10−2 à peine pour la métrique classique. Les performances entre
les deux métriques convergent à mesure que le signal interférent se fait plus faible.

5.4.2 Application à des signaux DSSS.

L’évaluation des performances du récepteur multi-utilisateurs multi-bandes que nous
venons de présenter a été fait sur un canal sélectif en fréquence. Si l’on considère un système
à étalement de spectre comme celui du IEEE 802.11b, le canal multi-trajets ne devrait pas
introduire beaucoup d’interférence entre symboles. D’un point de vue complexité il est
préférable de travailler au temps symbole, c’est-à-dire après le désétalement de spectre.

Dans cette partie nous considérons deux signaux BPSK à spectre étalé par une séquence
de barker et nous donnons l’architecture fonctionnelle d’un récepteur multi-utilisateurs
multi-bandes dans ce cas. Nous évaluons les performances d’un tel récepteur dans différentes
conditions d’interférences.

Modèle du système. Les techniques à étalement de spectre par séquence directe comme
le DSSS ou le CDMA pour l’UMTS, peuvent être avantageusement décrites par un modèle
convolutionnel [25]. Le grand avantage de cette formulation est de pouvoir représenter
toute la chaîne de communication par une cascade de filtres linéaires excitée par un train
impulsif de symboles dk(t). Le signal transmis en bande de base pour l’utilisateur k s’écrit
maintenant :

xk(t) = hf (t)⊙ C(t)⊙Dk(t), (5.41)

où Dk(t) =
∑

n dk(n) · δ(t−n ·Ts) le train de symboles, C(t) =
∑

q∈[0;10] c(q) · δ(t− qTc) la
réponse impulsionnelle du code d’étalement c =[1 -1 1 1 -1 1 1 1 -1 -1 -1] appelé séquence
de barker. Tc et Ts sont la période chip et la période symbole respectivement.
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Contrairement au CDMA, chaque signal transmis est étalé par le même code et l’équa-
tion (5.41) s’écrit de manière explicite :

xk(t) =
∑

n

Q−1
∑

q=0

dk(n)c(q)hf (t− nTs − qTc)

=
∑

n

dk(n)h0
f (t− nTs), (5.42)

avec Q = 11 et h0
f (t) = (hf ⊙ C)(t). Plusieurs transmetteurs sont opérationnels et leurs

spectres sont éloignés de ∆fkl. Les signaux des utilisateurs se propagent à travers un canal
multi-trajets de réponse impulsionnelle hk(t) =

∑N−1
j=0 αkj δ(t − τkj ) où N le nombre de

trajets, τkj le temps de propagation du j−ième trajet du k−ième canal et αkj est le coefficient
complexe du j−ième trajet du k−ième canal. Le signal reçu s’écrit comme en (5.2) avec
maintenant gk(t) = h0

f (t) ⊙ hk(t). En pratique les signaux ne sont pas synchronisés entre
eux, il convient donc de rajouter un terme t − τik dans la double somme de (5.2) où τik
est le délai relatif des signaux entre la bande k et la bande i d’intérêt. Si l’on suppose que
l’on a détecté les deux paquets correctement, le délai de synchronisation peut toujours se
ramener à −1

2Ts ≤ τik < 1
2Ts.

Récepteur MUD-MLSE DSSS. Le récepteur à maximum de vraisemblance se dérive
de la même manière que dans la partie précédente, et la métrique de branche causale pour
le détecteur de Viterbi a la même forme que (5.37). Dans le cas de signaux à spectre étalé,
le filtre adapté à la forme d’onde globale sur la bande k est maintenant constitué d’un
filtrage adapté à la mise en forme à un rythme d’échantillonnage large bande Te, d’un
filtrage adapté au code et au canal implémenter par une structure en râteau (RAKE). Le
schéma fonctionnel du récepteur correspondant pour deux utilisateurs est représenté sur la
figure 5.12.
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Fig. 5.12 – Récepteur multi-utilisateurs DSSS.

Au premier abord, la complexité de ce récepteur peut sembler élevée. Cependant, les
systèmes commerciaux utilisent déjà un facteur de suréchantillonnage d’au moins 4, pour

145



CHAPITRE 5. DÉTECTION MULTI UTILISATEURS

permettre un bon recouvrement de la fréquence porteuse et une synchronisation symbole
précise. Or un tel facteur de suréchantillonnage permet déjà de traiter la bande d’intérêt
et ses plus proches voisines. La partie numérique est divisée en deux parties : la première
implémente un filtrage adapté au code et au canal (RAKE) et ce pour chaque bande.
La complexité de cette partie est donc K fois celle d’un récepteur traditionnel. La seconde
partie implémente un détecteur à maximum de vraisemblance au temps symbole. La plupart
du temps, le canal n’étant pas sélectif en fréquence (au niveau symbole), le nombre d’état
du Viterbi est donc exponentiel avec le nombre d’utilisateur mais pas avec l’étalement
temporel du canal. Cela permet donc de réduire considérablement le nombre d’état du
détecteur.

Evaluation des performances. Les paramètres du système de transmission sont les
mêmes que ceux de la partie précédente. Les deux utilisateurs utilisent des signaux BPSK
étalés par une séquence de barker. Les simulations sont faites en utilisant le canal C de
l’ETSI dans la bande des 2.4GHz. La figure 5.13 donne l’évolution du BER en fonction du
SNR Eb/N0 pour plusieurs valeurs de la mémoire du canal L. Etant donnée les caractéris-
tiques des signaux DSSS du IEEE 802.11b, les canaux de l’ETSI s’étendent au maximum
sur 2 symboles. Deux courbes de références sont rajoutées : les performances d’un récepteur
RAKE mono utilisateur avec la présence d’un interférent bande adjacente, et d’un récep-
teur RAKE sans interférent bande adjacente. Le recouvrement spectrale est de 65%. Le
BER du récepteur MUD-MLSE pour L = 2 est un peu meilleur que la courbe de référence
sans interférence au fort SNR. En effet, le canal C introduit un peu d’interférence entre
symbole qui n’est pas combattue par le récepteur RAKE. On peut également remarquer
qu’un récepteur ne prenant en compte qu’un seul coefficient du canal (L = 1) surpasse
largement le récepteur classique RAKE qui voit son BER saturer aux fortes valeurs de
SNR. Un récepteur avec L = 2 possède un détecteur à 4 états pour deux utilisateurs et des
signaux BPSK, ce qui est une faible complexité.

Un récepteur MUD-MLSE avec L = 2 est capable de tenir d’excellentes performances
même lorsque le recouvrement spectral est important comme on peut le constater sur la
figure 5.14. En effet, un BER de 4 ·10−5 est atteint pour le récepteur multi-utilisateurs avec
L = 2, qui est la performance d’un récepteur sans interférence. Un recouvrement spectral
de 65% correspond à un espacement entre porteuse de 5MHz qui est la valeur minimale
pour le système 802.11b. Nous donnons cependant le comportement du récepteur multi-
utilisateurs pour des recouvrement encore plus importants. On peut remarquer que le BER
remonte légèrement pour un recouvrement spectral de 80% et une mémoire de canal de
L = 1. Cela est dû à la forme de la fonction d’intercorrélation des signaux étalés pour
cette valeur du recouvrement spectral comme on peut le constater sur la figure 5.15. En
effet, la fonction d’intercorrélation de deux séquences de barker mise en forme et décalées
en fréquence de 3MHz (80% de recouvrement de bande) est étalée autour du retard nul
de façon significative. Si le récepteur ne prend en compte que le premier coefficient du
canal (L = 1), de l’interférence entre symboles subsiste et fait remonter légèrement le
BER. Notons que lorsque la mémoire du canal prise en compte est L = 1, les performances
obtenues sont celles utilisant l’algorithme de décalage décrit à la section précédente.

La figure 5.16 montre les performances en présence d’un canal recouvrant dont on fait
varier la puissance. Un détecteur multi-utilisateurs avec L = 2 atteint un BER de 4 · 10−5

pour une large plage de SIR avec un SNR de 23dB et un recouvrement spectral de 65%.
Pour une mémoire de canal sous-optimale L = 1, le BER se dégrade au faible SIR mais
garde un gain de 6dB comparé au récepteur RAKE traditionnel mono-utilisateur pour des
SIR de −10 et −5dB.
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Fig. 5.13 – BER moyen vs Eb/No, pour différentes longueurs de mémoire du canal L ;
recouvrement spectral de 65%, SIR = 0dB.
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Fig. 5.14 – BER moyen vs recouvrement spectral, pour différentes longueurs de mémoire
du canal L ; Eb/N0 = 23dB, SIR = 0dB.
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Fig. 5.15 – Intercorrélation entre deux séquences de barker mises en forme, en fonction du
recouvrement spectral.
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Fig. 5.16 – BER moyen vs SIR, pour différentes longueurs de mémoire du canal L ; recou-
vrement spectral de 65%, Eb/N0 = 23dB.
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5.5 Conclusion

Ce dernier chapitre, plus pragmatique, intègre la réjection d’interférence à l’analyse de
la probabilité d’erreur. Plusieurs travaux ont montré l’importance de la prise en compte
de l’interférence au niveau du récepteur afin d’augmenter la qualité d’un lien radio, mais
aussi la capacité globale des réseaux. L’exemple du WLAN est particulièrement adapté à
la problématique de la réjection d’interférence. L’allocation des canaux de la bande ISM
étant très limité, la densité de déploiement de ces réseaux s’en trouve fortement pénalisée.
L’idée d’allouer des ressources spectrales se chevauchant pour la planification des réseaux
avec une technique de réjection d’interférence pour permettre une bonne communication
nous semble une voie à approfondir, à la vue des résultats encourageant que l’on a pu
illustrer dans ce chapitre.

Voici les points où nous pensons avoir contribué dans ce chapitre :

1. Nous avons étendu le formalisme de Ungerboeck à l’étude des performances d’un ré-
cepteur MUD-MLSE et proposé l’expression théorique d’une borne sur la probabilité
d’erreur globale de tous les utilisateurs en canal sélectif à évanouissements lents.

2. Nous proposons une méthode de réduction de la complexité d’un détecteur MUD-
MLSE lorsque l’on est en présence de canaux recouvrant et multi-trajets. Nous four-
nissons également une étude de performance de ce récepteur adapté aux signaux
DSSS du standard IEEE 802.11b, dans le cas d’une modulation BPSK.

Notre étude sur la simulation de performance d’un récepteur MUD-MLSE pour des
signaux DSSS se chevauchant en fréquence revêt un caractère idéal. Ce qui est intéressant
pour fournir des bornes inférieures sur les performances du système. La phase d’estimation
de canal conjointe pour les deux signaux, pourrait se révéler cruciale sur les performances
du système. De plus, en mode paquet les signaux ne sont pas synchronisés. Il est donc
nécessaire de mettre en place un algorithme adaptatif capable de traiter le signal d’une
bande, tout en écoutant les canaux adjacents pour détecter et démoduler un ou plusieurs
paquets sur ces canaux.
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Conclusion et perspectives

Cette thèse avait pour objet l’étude des performances de lien radio dans des envi-
ronnements présentant à la fois de l’évanouissement rapide et du shadowing. Parmis les
nombreux travaux traitant de l’évaluation de performance des communications radios nu-
mériques, rares sont ceux prenant en compte les effets court termes du canal radio et les
effets long termes.

Nous nous sommes intéressés principalement aux canaux à évanouissements rapides
et en présence de shadowing. Ces deux effets ont un impact très différent sur les perfor-
mances des systèmes radios. Les évanouissements impactent directement les performances
court termes du système et modifient la probabilité d’erreur. Au contraire le shadowing
entraîne des variations long termes et le calcul d’une erreur moyenne n’est plus très re-
présentative. Les évanouissements rapides et le shadowing sont deux effets séparables dans
la modélisation. En effet, sur une période de temps relativement courte par rapport à la
durée de toute une communication radio, la puissance moyenne reçue au récepteur ne va
pas varier significativement. Les performances du lien radio sont dans ce cas, caractérisées
par la probabilité d’erreur moyenne (relativement aux effets court termes du canal). Ce cri-
tère a largement été étudié dans la littérature pour diverses statistiques d’évanouissements
et tous les systèmes de télécommunications existants (OFDM, CDMA, etc). Nous nous
sommes plutôt intéressés à l’effet du shadowing sur la probabilité d’erreur due aux effets
court terme. Sur la durée d’une communication dans un canal à shadowing, la puissance
moyenne varie mais ne prend pas tous ses états statistiques contrairement aux variations
de puissance dues aux effets court terme. Par conséquent un canal à shadowing ne peut pas
être considéré comme ergodique et le calcul d’une probabilité d’erreur moyenne n’a donc
plus vraiment de sens.

D’un point de vue réseau, il est plus pertinent d’exploiter la probabilité de coupure
symbole, définie comme la probabilité que le SEP excède une valeur seuil. Beaucoup de
travaux s’intéressant aux performances en présence de shadowing, calculent la probabilité
que la puissance moyenne tombe en deçà d’une valeur seuil. Ces deux probabilités sont
équivalentes, mais ne s’expriment pas avec les mêmes paramètres. En effet, la première
définition lie directement la probabilité de coupure à la qualité de service que l’on souhaite
atteindre (c’est-à-dire le SEP moyen) alors que la seconde ne donne qu’une indication sur
cette qualité de service.

Pour pouvoir exploiter la probabilité de coupure symbole de façon analytique, il est
nécessaire d’inverser la probabilité d’erreur moyenne afin de remonter au SNR moyen.
Cette inversion est rarement simple à faire, car la relation SEP-SNR est en générale non
linéaire. Il a donc fallu dans un premier temps chercher des approximations inversibles de la
probabilité d’erreur, dans plusieurs environnements et différentes technologies radios, sous
la contrainte d’être suffisamment précises pour permettre une estimation de la probabilité
de coupure exploitable.

Une fois cette recherche de l’inversion effectuée, la probabilité de coupure symbole s’ex-
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prime simplement à l’aide d’une fonction gaussienne Q comprenant la probabilité d’erreur
cible à atteindre, la puissance moyenne du shadowing (à laquelle on a intégré la puissance
d’émission et la perte en espace libre) et de l’écart type de la loi de shadowing. Par consé-
quent nous relions la qualité de service qu’un utilisateur peut tirer de son système radio, à
la probabilité de coupure dans un environnement à shadowing, en fonction de la puissance
d’émission que l’on s’autorise. Nous donnons ci-dessous nos contributions détaillées par
chapitre.

Dans le chapitre 2, nous étudions les performances d’un lien radio mono-antenne simple
pour des modulations linéaires M-PSK et M-QAM. Nous considérons dans un premier
temps la transmission sans codage canal. Grâce à l’expression exacte de la probabilité
d’erreur sous forme de fonctions hypergéométriques de Gauss et d’Appell ainsi que les
résultats de Wood et Butler [30] pour l’approximation de la fonction hypergéométrique de
Gauss, nous proposons une approximation inversible originale de la probabilité d’erreur
moyenne. Cette approximation est très précise pour les modulations linéaires dans des
environnements généraux de type Rice ou Nakagami-m. Dans le cas Nakagami-m, le SNR
s’exprime comme un polynôme en racine m−ième du SEP cible et des paramètres de la
modulation. Dans un canal de Rice, le SNR moyen s’exprime à l’aide de la fonction de
Lambert W0 du SEP cible. Avec l’expression du SNR en fonction du SEP, nous pouvons
calculer la probabilité de coupure en présence de shadowing, en fonction de la probabilité
d’erreur à atteindre, ce qui constitue une originalité par rapport à la majorité des travaux
sur la probabilité de coupure. Nous nous intéressons ensuite à l’étude de la probabilité
de coupure paquet d’un système lorsque l’on considère des codes correcteurs d’erreurs.
Nous considérons d’abord les codes correcteurs blocs de Hamming, pour lesquels nous
donnons une approximation inversible de la probabilité d’erreur bloc en fonction de la
probabilité d’erreur bit à l’entrée du décodeur. Avec les résultats obtenus dans les sections
précédentes reliant le SNR moyen au BEP, on donne une expression liant le SNR moyen
à la probabilité d’erreur paquet moyenne dans un canal à évanouissements rapides. Cette
expression, très précise, est inversée et permet de calculer la probabilité de coupure paquet
en présence de shadowing en fonction de la probabilité d’erreur paquet cible que le réseau
souhaite atteindre. Le cas des codes convolutifs est également abordé, où l’on utilise les
bornes connues de la littérature sur la probabilité de première erreur pour remonter à la
probabilité de coupure paquet. Les résultats proposés sont vérifiés par la simulation.

Dans le chapitre 3 Nous étendons l’étude faite dans le chapitre précédent sans codage,
aux systèmes MIMO. Nous considérons d’abord les systèmes MIMO STBC sans corrélation
entre les antennes. Dans un canal de Nakagami et Rice, nous dérivons des approximations
inversibles du SEP moyen, permettant de donner le SNR en fonction d’une probabilité d’er-
reur cible. Nous nous intéressons également aux systèmes MIMO à multiplexage spatial et
à récepteur ZF. Nous étudions la probabilité d’erreur par sous-canaux, et nous en donnons
une approximation inversible dans un canal de Rayleigh et Rice en présence de corrélation
à l’émission. Ces résultats permettent le calcul analytique de la probabilité de coupure.

Dans le chapitre 4 nous analysons le cas où un ou plusieurs interférents co-canal per-
turbe(nt) une communication numérique point-à-point. Nous nous intéressons toujours à
l’obtention de formes simples et inversibles de la probabilité d’erreur moyenne, afin de
pouvoir lier la probabilité de coupure au SEP moyen en présence de shadowing et dans
un milieu interférent. La quantité de résultat que l’on peut énoncer est plus réduit que
dans le cas où la communication n’était limitée que par le canal et le bruit du récepteur.
Cependant une approximation assez précise et inversible de la probabilité d’erreur est dé-
rivée en présence d’un interférent et en canal de Rayleigh. Grâce à cette approximation on
peut remonter au SNR avec la résolution d’une équation du troisième degré. Nous propo-
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sons également un résultat permettant de calculer la probabilité de coupure en fonction
du SEP cible, lorsque le shadowing affecte le signal d’intérêt et interférent. L’évaluation de
la probabilité de coupure nécessitant une intégration sur un interval non borné, nous en
proposons une approximation permettant son évaluation rapide. Cette approximation n’est
cependant précise que pour des probabilités de coupure inférieures à 10−1. Son domaine
d’utilisation concerne donc les applications où l’on souhaite fournir des services de haute
qualité comme la video en streaming qui demande des probabilités de coupure assez faibles.
Lorsque les canaux sont plus généraux (Nakagami-m, Rice), il est très difficile d’obtenir des
formes simples de la probabilité d’erreur. Dans le cas de Nakagami-m, une approximation
asymptotique (lorsque le SNR tend vers l’infini) de la probabilité d’erreur a pu être dérivée.
Cependant l’expression n’est pas très précise lorsque le SNR est faible et m grand. Mais
le résultat demeure intéressant puisqu’il permet de caractériser rapidement le comporte-
ment asymptotique d’un signal brouillé par un interférent co-canal dans diverses situations
d’évanouissements. Nous étudions ensuite le cas où plusieurs antennes sont présentes à la
réception et qu’un traitement OC est mis en oeuvre. Des approximations précises du SEP
peuvent être dérivées lorsque le nombre d’interférent est inférieur au nombre d’antennes et
dans un canal de Nakagami-m, mais elles ne sont pas inversibles avec notre approche.

Dans le chapitre 5, nous introduisons une technique de détection multi-utilisateurs
basée sur le maximum de vraisemblance (MUD-MLSE). Dans un premier temps, à partir
des travaux de Forney et Ungerboeck sur l’analyse de performance des récepteurs MLSE
dans des canaux sélectifs, nous dérivons une borne sur la probabilité d’erreur d’un récepteur
MUD-MLSE. Cette borne n’étant pas très exploitable en pratique dans le cas général, nous
étudions ce récepteur en simulation. Nous considérons un contexte WLAN, où plusieurs
canaux se chevauchant seraient alloués aux utilisateurs, afin d’augmenter la capacité des
réseaux locaux. L’allocation de la ressource spectrale créant des interférences, une technique
de réception large bande prenant en compte deux utilisateurs couplée avec un récepteur
MUD-MLSE est étudiée. Dans un canal dispersif, nous proposons une méthode de réduction
de la complexité du détecteur à maximum de vraisemblance basée sur la différence des
profiles de puissances des canaux, pour un signal BPSK et pour différentes conditions
d’interférences (taux de recouvrement, puissances des signaux etc). Nous nous intéressons
ensuite aux performances de ce récepteur pour deux signaux BPSK à étalement de spectre.
Nous fournissons des courbes de probabilités d’erreurs en fonction du SNR, du SIR et du
taux de recouvrements des bandes. Une amélioration sensible des performances dans des
situations très interférentes est possible grâce à ce type de détecteur.

Je vois plusieurs axes d’études pour développer de futures recherches ou compléter
celles-ci. Comme me l’a fait remarquer le professeur Jean-Claude Belfiore, le récepteur ZF
affiche d’assez mauvaises performances de part sa tendance à amplifier le bruit à faible
SNR. Il est donc rarement utilisé dans la pratique sauf lorsque l’on a la garantie d’un bon
SNR moyen. Le récepteur à erreur quadratique moyenne minimale (MMSE) est, quant à
lui, souvent utilisé. Il serait intéressant de reprendre les études sur les systèmes MIMO
en considérant ce type de récepteur, sachant d’ores et déjà que l’étude ne sera pas évi-
dente. D’autres récepteurs aux performances supérieures seraient à étudier. La détection
a maximum de vraisemblance avec décodage par sphère offre un compromis probabilité
d’erreur/complexité qui en fait un bon candidat pour les systèmes MIMO avancés. Mais
ici encore, son étude ne serait pas aisée et il n’est pas certain que l’on puisse obtenir des
approximations inversibles de la probabilité d’erreur.

L’étude des performances avec codage canal devrait être étendue. Dans ce travail de
thèse nous avons considéré un décodage à décision dure c’est-à-dire à entrée décidée au
moment du décodage. Si ce choix a permis de limiter la complexité de l’étude en décou-
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pant le problème (on inverse d’abord la probabilité d’erreur par rapport au SNR en entrée
du décodeur, puis on inverse la probabilité d’erreur en sortie du décodeur par rapport
à celle d’entrée), il n’en est pas moins justifié. En effet, bon nombre de solutions tech-
niques intègrent du codage canal à décision dure. Cependant il est vrai qu’un décodage à
décision souple affiche de meilleurs performances. Pour étudier un tel schéma, il est néces-
saire de prendre en compte le codage canal directement dans l’inversion de la probabilité
d’erreur par rapport au SNR. De plus, l’utilisation de codage permet de réduire la puis-
sance moyenne au récepteur pour une même probabilité d’erreur et donc pour une même
puissance d’émission, la probabilité de coupure en présence de shadowing. Mais l’énergie
consommée augmente à mesure que l’on augmente le codage. Il serait particulièrement
intéressant d’étudier le compromis énergie/probabilité de coupure.

L’ouverture de ces travaux à l’étude de la connectivité en présence de shadowing dans les
réseaux maillés en général nous semble un point clef à développer. Il est possible de définir
un seuil de réception en fonction d’une probabilité d’erreur maximale acceptable par le
réseau. On peut définir comme actifs les liens radios pour lesquels le SEP est inférieur à une
probabilité cible. En utilisant nos formules on pourrait relier la connectivé aux paramètres
de la couche physique. On pourrait donc ensuite comparer les différentes techniques de
communications numériques dans un contexte réseau d’accès puis étendre l’approche peut-
être au réseau de capteurs dont les enjeux et la problématique sont assez différents des
réseaux d’accès. Je pense que c’est cette voie qui pourrait offrir le meilleur potentiel de
valorisation des travaux présentés dans cette thèse.

Enfin sur la partie un peu plus applicative, une plate-forme radio multi-standards,
multi-canaux, multi-antennes est en cours de montage au laboratoire CITI. Son objectif est
de valider le détecteur multi-utilisateurs étudié dans cette thèse, ainsi que l’implémentation
d’algorithmes moins complexes en capacité de calcul comme le SIC ou PIC (Successive
Interference Canceller, Parallel Interference Canceller). Cela passe par la résolution de
plusieurs problèmes clefs de traitement du signal :

1. La synchronisation. Parce que les réseaux WLAN travaillent en mode paquet et
ne sont pas synchronisés, la réjection d’interférence nécessite de pouvoir adapter le
traitement en cours de réception.

2. Pour pouvoir rejeter les signaux, le système doit d’abord être capable de les détecter
à la volée. Il faut donc maintenir une écoute des canaux adjacents pendant la durée
de traitement de la voie d’intérêt.

3. La réception de signaux hétérogènes. Les différents modes de modulations peuvent
coexister sur deux bandes adjacentes se recouvrant. Il faut être capable de concevoir
un algorithme de réjection capable de démoduler un signal DSSS tout en rejetant un
signal OFDM par exemple.

Ces aspects sont étudiés dans le cadre de la thèse de Pierre-François Morlat et néces-
sitent le développement d’algorithmes non triviaux.
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APPROXIMATION DU SEP EN CANAL DE RICE

A.1 Approximation du SEP en canal de Rice

On donne dans cette annexe les étapes du calcul permettant d’obtenir l’approximation
du SEP moyen en (2.53). On détaille le calcul pour le cas M-PSK, mais les modulations
M-QAM se traitent de manière similaire. Le SEP moyen en canal de Rice est :

Ps(E|γs) =
1

π

∫ (M−1)π/M

0

(1 +K) sin2(θ)

(1 +K) sin2(θ) + gpskγs

× exp

(

− gpskKγs
(1 +K) sin2(θ) + gpskγs

)

dθ. (A.1)

On va essayer d’approcher l’intégrale ci-dessus à l’aide de la formule de Laplace donnée
en (1.44), avec ici T = 1. Pour ce faire nous choisissons le couple (h, g) suivant :

h(θ) =
1

π
, (A.2)

g(θ) = − ln

(
(1 +K) sin2(θ)

(1 +K) sin2(θ) + gpskγs
exp

(

− gpskKγs
(1 +K) sin2(θ) + gpskγs

))

. (A.3)

La fonction h est une constante et ne dépend pas de θ dans notre cas. On cherche le
point θ0 ∈ [0, (M − 1) π/M ] pour lequel la fonction g (θ) est minimale. C’est le point qui
annule la dérivée de g :

g′ (θ) = −
2gpsk cos θγs

(

sin2 θ (1 +K)2 + gpskγs

)

sin θ
(
sin2 θ (1 +K) + gpskγs

)2 , (A.4)

c’est-à-dire θ0 = π/2. Pour appliquer la formule en (1.44), il faut évaluer la dérivée seconde
de g en θ0 ainsi que g en ce même point. Après avoir dérivée g′ (θ) une nouvelle fois, et
calculer sa valeur en θ0 = π/2, on obtient :

g(2) (θ)
∣
∣
∣π

2
=

2gpskγs

(

(1 +K)2 + gpskγs

)

(1 +K + gpskγs)
2 , (A.5)

et :

g (θ)
∣
∣
∣π

2
= − ln

(
(1 +K)

(1 +K) + gpskγs
exp

(

− gpskKγs
(1 +K) + gpskγs

))

. (A.6)

En utilisant ces expressions dans (1.44), on obtient l’approximation suivante pour le
SEP moyen en canal de Rice :

Ps(E|γs) ≈
1 +K

√

πgpskγs

(

(1 +K)2 + gpskγs

) exp

(

− gpskKγs
1 +K + gpskγs

)

. (A.7)
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A.2 Calcul de
[
Σ
−1
nt

]

kk

On dérive ici les expressions des matrices de corrélation
[
Σ−1
nt

]

kk
et
[

Σ̂−1
nt

]

kk
intervenant

dans le calcul de la probabilité d’erreur des systèmes MIMO à multiplexage spatial en canal
de Rayleigh et de Rice.

Canal de Rayleigh

On suppose un modèle de corrélation exponentiel, c’est-à-dire que la matrice de corré-
lation des nt capteurs d’émission est de la forme :

Σnt =








1 ρ . . . ρnt−1

ρ∗ 1 . . . ρnt−2

... . . .
. . .

...
(ρ∗)nt−1 (ρ∗)nt−2 . . . 1







, (A.8)

où ρ est le coefficient de corrélation du coefficient complexe du canal au niveau des antennes
d’émission. On cherche à calculer le k−ième élément de la diagonale de la matrice inverse de
Σnt

. Pour calculer l’inverse d’une matrice, nous avons besoin de calculer son déterminant
ainsi que la matrice des co-facteurs associés :

Σ−1
nt

=
1

det (Σnt
)
CTΣnt

, (A.9)

avec CT
Σnt

, la matrice transposée des co-facteurs de Σnt :

CTΣnt
=








(−1)1+1M11 (−1)2+1M21 . . . (−1)nt+1Mnt1

(−1)1+2M12 (−1)2+2M22 . . . (−1)nt+2Mnt2
... . . .

. . .
...

(−1)1+nt M1nt (−1)2+nt M2nt . . . (−1)nt+nt Mntnt







, (A.10)

et Mnm est le mineur de la matrice Σnt , c’est-à-dire le déterminant de cette matrice privée
de la n−ième ligne et m−ième colonne. Le k−ième élément de la diagonale principale de
Σ−1
nt

se déduit donc de ce qui précède par :

[
Σ−1
nt

]

kk
=

Mkk

det (Σnt
)
. (A.11)

On calcul tout d’abord det (Σnt). On ne change pas le déterminant d’une matrice en
appliquant des opérations linéaires sur ses lignes et ses colonnes. On effectue la trans-
formation linéaire suivante sur l’ensemble des lignes de (A.8) : Lk ← Lk − ρLk+1 pour
k = 1, ..., nt − 1 et on obtient la nouvelle matrice :

Σnt =








1− |ρ|2 0 . . . 0
ρ∗
(
1− |ρ|2

)
1− |ρ|2 . . . 0

... . . .
. . .

...
(ρ∗)nt−1 (ρ∗)nt−2 . . . 1







, (A.12)

où dans ce cas, le déterminant est excessivement simple à calculer puisqu’il vaut :

det (Σnt) =
(
1− |ρ|2

)nt−1
. (A.13)
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Il s’agit maintenant de calculer Mkk pour k = 1, ..., nt. Pour k valant 1 ou nt, on
"ampute" la matrice (A.8) de sa première ligne et première colonne ou sa dernière ligne
et dernière colonne selon le cas. Cela correspond donc à un cas particulier, puisque pour
ces deux valeurs de k on se ramène à la forme de (A.8) mais avec une ligne et une colonne
de moins. On peut donc appliquer la même transformation sur les lignes que celle évoquée
ci-dessus, et on obtient donc : Mkk =

(
1− |ρ|2

)nt−2
pour k = 1, nt.

Pour k 6= 1, nt, en supprimant la k−ième ligne et k−ième colonne de (A.8) on obtient
une nouvelle matrice de taille nt − 1× nt − 1 :















1 ρ . . . ρk−1 ρk+1 . . . ρnt−1

ρ∗ 1 . . . ρk−2 ρk . . . ρnt−2

...
...

...
. . . . . . . . .

...
(ρ∗)k−1 (ρ∗)k−2 . . . 1 ρ2 . . . ρnt−k+1

(ρ∗)k+1 (ρ∗)k . . . (ρ∗)2 1 . . . ρnt−k−1

...
...

...
. . . . . . . . .

...
(ρ∗)nt−1 (ρ∗)nt−2 . . . (ρ∗)nt−k+1 (ρ∗)nt−k−1 . . . 1















Pour calculer le déterminant de cette matrice, on peut appliquer des opérations linéaires
sur ces lignes afin de la rendre triangulaire inférieure. Pour n < k − 1 et n ≥ k, on
effectue le pivot suivant sur la n−ième ligne : Ln ← Ln − ρLn+1. Si n = k − 1, alors
Lk−1 ← Lk−1 − ρ2Lk. On obtient la matrice triangulaire inférieure suivante :















1− |ρ|2 0 0 . . . . . . 0 0
ρ∗
(
1− |ρ|2

)
1− |ρ|2 0 0 . . . 0 0

...
...

. . . . . . . . . . . .
...

(ρ∗)k−1 (1− |ρ|4
)

(ρ∗)k−2 (1− |ρ|4
)

. . . 1− |ρ|4 0 . . . 0

(ρ∗)k+1 (1− |ρ|2
)

(ρ∗)k
(
1− |ρ|2

)
. . . (ρ∗)2

(
1− |ρ|2

)
1− |ρ|2 . . . 0

...
...

...
. . . . . . . . .

...
(ρ∗)nt−1 (ρ∗)nt−2 . . . (ρ∗)nt−k+1 (ρ∗)nt−k−1 . . . 1















.

Son déterminant se calcul aisément : Mkk =
(
1− |ρ|4

) (
1− |ρ|2

)nt−3
. De là on déduit

facilement
[
Σ−1
nt

]

kk
:

[
Σ−1
nt

]

kk
=







(
1− |ρ|2

)nt−2

(1− |ρ|2)nt−1 =
1

(1− |ρ|2) si k = 1, nt,

(
1− |ρ|4

) (
1− |ρ|2

)nt−3

(1− |ρ|2)nt−1 =
1 + |ρ|2
1− |ρ|2 si k 6= 1, nt.

(A.14)

Ce résultat éclaire la remarque faite lorsque l’on a évalué la probabilité d’erreur bloc
(ou par pair) d’un système MIMO à multiplexage spatial en canal de Rayleigh dans la
section 3.3. L’approximation de la probabilité d’erreur bloc en fonction de la probabilité
d’erreur par sous-canaux en (3.39), est plus ou moins grossière selon la taille du système
considéré et la valeur du coefficient de corrélation ρ. Par exemple, pour nt = 2, l’expression
en (A.14) est identique pour les deux valeurs de k possible, donc en moyenne la probabilité
d’erreur par sous-canaux est identique pour tous les sous-canaux. Ce n’est clairement plus
le cas si nt = 3 comme on peut le constater avec (A.14).
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A.3 Preuve du théorème sur le SEO avec interférent

On appelle Ωd la variable aléatoire SNR moyen et Ωi la variable aléatoire INR moyen.
Ces deux variables aléatoires suivent une loi log-normale et pΩd

(γd) et pΩi
(γi) sont leur

densité de probabilité. Les deux variables aléatoires sont indépendantes. Par conséquent
la densité de probabilité conjointe de (Ωd,Ωi) est : pΩd,Ωi

(γd, γi) = pΩd
(γd) · pΩi

(γi). On
définit les variables aléatoires X et Y telles que X = φ (Ωi) et Y = ψ (Ωd,Ωi). Avec les
deux fonctions φ et ψ telles que :

ψ :

(

R
+2 −→ ]0, 1[

(γd, γi) 7−→ y = Ps (E |γd, γi )

)

(A.15)

avec kmod et gmod des constantes dépendants de la modulation (M-PSK ou M-QAM)
et :

φ :

(
R

+ −→ R
+

γi 7−→ x = γi

)

(A.16)

La variable aléatoire Y a pour densité de probabilité pY (y) et X la densité pX (x)
(qui est la densité de probabilité de Ωi). On définit également la densité de probabilité
conjointe des variables aléatoires X, Y : pY,X (y, x). La variable aléatoire Y représente
donc la probabilité d’erreur moyenne. Par conséquent la probabilité de coupure symbole
est :

P (Y ≥ P ∗
s ) =

∫ ∞

P ∗
s

pY (y) dy, (A.17)

de plus pY (y) est la densité de probabilité marginale du couple (X,Y ), donc pY (y) =
∫∞
0 pY,X (y, x) dx. Par conséquent le SEO est :

P (Y ≥ P ∗
s ) =

∫ ∞

P ∗
s

∫ ∞

0
pY,X (y, x) dxdy. (A.18)

De plus, avec les fonctions φ et ψ que l’on a défini plus haut, on a le changement
de variable x = φ (γi) = γi et y = ψ (γd, γi). Le changement de variable inverse est
γi = φ−1(x) = x et γd = ψ−1

γd
(x, y), où φ−1 et ψ−1

γd
sont les fonctions réciproques de φ et

ψγd
respectivement. Cette dernière est la fonction ψ en considérant γd comme variable et

γi fixé, donc bijective sur R
+. Ce changement de variable à l’aide de φ et ψ est de classe

C1. On considère l’application Θ suivante :

Θ :





[0,∞[× [P ∗
s ,∞[ −→ [0,∞[× ]0, γth (P ∗

s , γi)]
(x, y) 7−→ Θ (x, y) = (γi, γd)

γi = φ−1(x), γd = ψ−1
γd

(x, y)



 (A.19)

Avec cette application on peut appliquer le théorème du changement de variable dans
les intégrales multiples et (A.18) devient :

P (Y ≥ P ∗
s ) =

∫

∆
pY,X

(
Θ−1 (γi, γd)

) ∣
∣J
(
Θ−1 (γi, γd)

)∣
∣ dγidγd,

=

∫ ∞

0

∫ γth(P ∗
s ,γi)

0
pY,X (ψ (γi, γd) , φ (γi))

∣
∣J
(
Θ−1 (γi, γd)

)∣
∣ dγidγd,

(A.20)
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avec ∆ le nouveau domaine d’intégration par l’application Θ, γth la valeur seuil du SNR
correspondant à P ∗

s , pour un γi donné. Et J est le jacobien de Θ−1 :

J
(
Θ−1 (γi, γd)

)
=

∣
∣
∣
∣
∣

∂φ(γi)
∂γd

∂φ(γi)
∂γi

∂ψ(γi,γd)
∂γd

∂ψ(γi,γd)
∂γi

∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣

0 1
∂ψ(γi,γd)

∂γd

∂ψ(γi,γd)
∂γi

∣
∣
∣
∣
∣
= −∂ψ (γi, γd)

∂γd
.

Plutôt que de calculer explicitement la densité de probabilité conjointe de (X,Y ), il
serait souhaitable d’exprimer la probabilité de coupure en fonction des densités de pro-
babilités conjointe des variables aléatoires Ωd et Ωi représentant le shadowing. Avec le
changement de variable défini plus haut, les densités de probabilités pY,X et pΩd,Ωi

sont
liées par :

pY,X (y, x) = pΩd,Ωi

(

ψ−1
γd

(x, y) , φ−1 (x)
)

|J (Θ (x, y))| , (A.21)

avec J (Θ) le jacobien de la matrice jacobienne de l’application Θ :

J (Θ(x, y)) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂ψ−1
γd

(x,y)

∂x

∂ψ−1
γd

(x,y)

∂y
∂φ−1(x)
∂x

∂φ−1(x)
∂y

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣

∂ψ−1
γd

(x,y)

∂x

∂ψ−1
γd

(x,y)

∂y

1 0

∣
∣
∣
∣
∣
= −

∂ψ−1
γd

(x, y)

∂y
.

En utilisant (A.21) ainsi que les expressions des jacobiens des applications Θ et Θ−1

dans l’expression de la probabilité de coupure en (A.20), on obtient :

P (Y ≥ P ∗
s ) =

∫ ∞

0

∫ γth(P ∗
s ,γi)

0
pΩd,Ωi

(

ψ−1
γd

(φ (γi) , ψ (γi, γd)) , φ
−1 (φ (γi))

)

× |J (Θ(x, y))|
∣
∣J
(
Θ−1 (γi, γd)

)∣
∣ dγidγd,(A.22)

P (Y ≥ P ∗
s ) =

∫ ∞

0

∫ γth(P ∗
s ,γi)

0
pΩd,Ωi

(γd, γi) dγddγi. (A.23)

Or les deux variables aléatoires Ωd et Ωi sont indépendantes, donc :

P (Y ≥ P ∗
s ) =

∫ ∞

0
pΩi

(γi)

[
∫ γth(P ∗

s ,γi)

0
pΩd

(γd) dγd

]

dγi, (A.24)

l’expression d’une densité log-normale est donnée dans le tableau 1.1. Si on s’intéresse à
l’intégrale intérieure, et si on considère la variable aléatoire Ωd en dB, c’est-à-dire ΩddB

,
alors avec le changement de variable γddB

= 10 log10 γd cette intégrale s’écrit (on omet P ∗
s

et γi dans la borne de l’intégrale) :

∫ γth

0

10/ ln 10

σd
√

2πγd
e
− (10 log10 γd−µd)2

2σ2
d dγd =

∫ γthdB

−∞

1

σd
√

2π
e
−(γddB

−µd)
2

2σ2
d dγddB

. (A.25)

Cette nouvelle intégrale correspond à la fonction de répartition d’une variable aléatoire
gaussienne évaluée en γthdB

. D’où finalement l’expression finale du théorème 1 :

P (Y ≥ P ∗
s ) =

∫ ∞

0
pΩi

(γi)Q

(
µd − 10 log10 γth (P ∗

s , γi)

σd

)

dγi, (A.26)
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A.4 Calcul de la probabilité de réalisation de l’événement ε3

Nous donnons les détails de calcul permettant d’obtenir la probabilité de réalisation du
sous-événement ε3 (5.21).

Expression de l’événement ε3

On rappelle que la probabilité que le sous-événement ε3 soit réalisé correspond à la
probabilité que (5.18) soit réalisé. En utilisant (5.9) dans (5.18), on peut écrire :

∑

k,n

2Re {d∗k(n)ψk(n)} −
∑

k,l,n,m

d∗k(n)ej2π∆fklmTsskl(n−m)dl(m)

<
∑

k,n

2Re {(d∗k(n) + e∗k(n))ψk(n)} −
∑

k,l,n,m

(d∗k(n) + e∗k(n)) ej2π∆fklmTsskl(n−m) (dl(m) + el(m)) . (A.27)

En développant le terme de droite de l’inégalité on obtient :

∑

k,n

2Re {e∗k(n)ψk(n)} −
∑

k,l,n,m

(

e∗k(n)ej2π∆fklmTsskl(n−m)el(m)+

d∗k(n)ej2π∆fklmTsskl(n−m)el(m) + e∗k(n)ej2π∆fklmTsskl(n−m)dl(m)
)

> 0.

(A.28)

On rappelle de plus que :

ψk(n) =

∫

y(t)e−j2π∆fiktg∗k (t− nTs) dt,

=

∫
[
∑

l

∑

m

ej2π∆filtdl(m)gl (t−mTs) + n(t)

]

e−j2π∆fiktg∗k (t− nTs) dt,

=
∑

l

∑

m

dl(m)ej2π∆fklmTsskl(n −m) + vk(n), (A.29)

avec :

vk(n) =

∫

n(t)e−j2π∆fiktg∗k (t− nTs) dt. (A.30)

En remplaçant (A.29) dans (A.28) et en exprimant le terme 2Re{·} comme la somme
de deux complexes conjugués, on obtient la forme simplifiée suivante :

∑

k,l,n,m

2Re {e∗k(n)vk(n)}+ ek(n)e−j2π∆fklmTss∗kl(n−m)d∗l (m)− (A.31)

∑

k,l,n,m

(

e∗k(n)ej2π∆fklmTsskl(n−m)el(m) + d∗k(n)ej2π∆fklmTsskl(n−m)el(m)
)

> 0.
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Dans cette expression, en développant les quadruples sommes, et en remarquant que :

skl(n−m) = ej2π∆fkl(n−m)Tss∗lk(m− n), (A.32)

le deuxième terme de la première quadruple somme se simplifie avec le deuxième terme de
la deuxième quadruple somme. Ainsi on retrouve l’inégalité donnée en (5.19) :

d2 (ε) ,
∑

k,l,n,m

e∗k(n)ej2π∆(l−k)mTsskl(n−m)el(m) <
∑

k

∑

n

2Re {e∗k(n)vk(n)} . (A.33)

Le deuxième terme de cette inégalité est une variable aléatoire gaussienne complexe
centrée, que l’on note α et dont nous nous proposons de calculer la variance.

Variance de la variable aléatoire α

La variable aléatoire α est à moyenne nulle. En effet, son espérance mathématique est :

E

(
∑

k

∑

n

2Re {e∗k(n)vk(n)}
)

=
∑

k

∑

n

2Re {e∗k(n)E (vk(n))} ,

= 0, (A.34)

car le bruit blanc gaussien n(t) est à moyenne nulle. Par conséquent la variance de la
variable aléatoire α est égale à son moment d’ordre 2 :

var(α) = E





∣
∣
∣
∣
∣

∑

k

∑

n

2Re {e∗k(n)vk(n)}
∣
∣
∣
∣
∣

2


 , (A.35)

= E





∣
∣
∣
∣
∣

∑

k

∑

n

e∗k(n)vk(n) + ek(n)v∗k(n)

∣
∣
∣
∣
∣

2


 , (A.36)

=
∑

k,l,n,m

E ((ek(n)v∗k(n) + e∗k(n)vk(n)) (e∗l (m)vl(m) + el(m)v∗l (m))) ,(A.37)

=
∑

k,l,n,m

ek(n)E (v∗k(n)vl(m)) e∗l (m) + e∗k(n)E (vk(n)v∗l (m)) el(m)

+ek(n)E (v∗k(n)v∗l (m)) el(m) + e∗k(n)E (vk(n)vl(m)) e∗l (m). (A.38)

Or, en utilisant l’expression du bruit vk(n) en (A.30), et toujours à cause du fait que
n(t) est à moyenne nulle, on a :

E (v∗k(n)v∗l (m)) = E (vk(n)vl(m)) = 0. (A.39)

Par contre on a :
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E (vk(n)v∗l (m)) = E

(∫

n(t)e−j2π∆fiktg∗k (t− nTs) dt

×
∫

n∗(τ)ej2π∆filτgl (τ −mTs) dτ
)

, (A.40)

= E

(∫ ∫

n(t)n∗(τ)gl (τ −mTs) ej2π(∆filτ−∆fikt)

×g∗k (t− nTs) dtdτ) ,(A.41)

= σ2

∫ ∫

δ (τ − t) gl (τ −mTs) ej2π(∆filτ−∆fikt)

× g∗k (t− nTs) dtdτ, (A.42)

avec δ (τ − t), la distribution de dirac où δ(τ − t) = 1, si τ = t et 0 sinon. Par conséquent,
on a :

E (vk(n)v∗l (m)) = σ2

∫

gl (t−mTs) ej2π∆fkltg∗k (t− nTs) dt, (A.43)

= σ2ej2π∆fklmTsskl(n−m). (A.44)

De là, en utilisant ce résultat dans (A.38), on obtient :

E





∣
∣
∣
∣
∣
∣

∑

k,n

2Re {e∗k(n)vk(n)}

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2

 =
∑

k,l,n,m

2Re
{

e∗k(n)σ2ej2π∆fklmTsskl(n−m)el(m)
}

,

= 2σ2Re







∑

k,l,n,m

e∗k(n)ej2π∆fklmTsskl(n−m)el(m)






,

= 2σ2d2 (ε) , (A.45)

la dernière égalité est obtenue de par le fait que le terme à l’intérieur de la partie réelle est
réel.
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