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Quelques remarques et notations

Remarques :

e Dans tout ce travail, nous serons réguliérement amenés a écrire des majorations non
nécessairement optimales. Les valeurs ¢, qui apparaitront a ces occasions désignent des
constantes strictement positives dont la valeur exacte importe peu.

e Les suites de variables aléatoires qui interviennent sont — sauf mention du contraire —
supposées adaptées a la filtration considérée.

Notations :

Nous utiliserons un certain nombre de notations qui ne sont pas toutes usuelles.

e La notation := indique la définition d’un objet mathématique.

e (G,) désigne une filtration quelconque.

+o0o
e Une filtration (G,,) étant fixée, on désigne par G, la tribu engendrée par |J G,.
n=1

e Une suite (Xj) de variables aléatoires étant donnée, (F,,) désigne la filtration naturelle
associée a la suite (Xy) : F, = 0(Xy, ..., X,).

e On désigne par 7 l'ensemble des temps d’arrét adaptés a une filtration (G,), a valeurs
dans N et ne prenant qu'un nombre fini de valeurs (autrement dit bornés).

e On notera 14 l'indicatrice d’un événement A.

e La notation (ej) désigne une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de Rade-
macher, c’est-a—dire telles que P(e, = 1) =P(e, = —1) = 1.

e Un espace de Banach (B, || - ||) étant fixé, on note B’ son dual et U 'ensemble des formes
linéaires de norme < 1 sur B.

e Si ¢ € B’ est une forme linéaire sur B et x € B, on note (p, x) le réel p(z).
e Sif:x— f(x) € R, ondésigne par fT la partie positive de f,i.e. ft := x+—— max(f(z),0).

e La notation [a,b] désigne I'ensemble des entiers de U'intervalle [a,b] : [a,b] := [a, b] N Z.

7



8 REMARQUES ET NOTATIONS

e Enfin, une suite (X;) de variables aléatoires étant fixée, on désignera de fagon usuelle par
S, la n-iéme somme partielle associée a la suite (X;) et par V& la moyenne de Cesaro
d’ordre « associée a cette méme suite (voir le chapitre 4 pour une définition).

Abréviations

Nous utiliserons quelques abréviations usuelles en probabilité dont nous rappelons ici le
sens :

e v.a. pour “variable aléatoire”.
e LFGN pour “loi forte des grands nombres”.
e D.s. pour “presque stre”.

e i.i.d pour “indépendantes et identiquement distribuées”.



Introduction

La loi forte des grands nombres (LFGN) de Kolmogorov est I'un des résultats les plus im-
portants parmi les théoréemes limites des probabilités. Parmi ses nombreuses applications,
I'une des plus utiles en pratique est ’estimation de la moyenne d’une variable aléatoire.
En effet, étant donnés une suite (X;) de copies indépendantes d'une variable aléatoire (v.a.)
réelle intégrable X et S,, la somme partielle de rang n associée : S,, = Xy +--- + X, la
suite (s;l—”) converge presque sirement (p.s.) vers EX.

La construction d’intervalles de confiance pour EX nécessite des renseignements précis sur

la vitesse de convergence de (ST”) vers EX.

On peut s’intéresser plus généralement au probléme de la vitesse de convergence des suites
(nsl’;p) —ou p € [1,2[ - intervenant dans la LFGN de Marcinkiewicz-Zygmund. Cette notion
de vitesse de convergence est généralement quantifiée par des majorations fines de la queue
de la fonction de répartition de la somme 2. Un exemple d’un tel résultat est donné par

nl/P :
le théoréme suivant :

Théoréme 1 (Baum-Katz) :
Sotent 1 < p < 2 et X une v.a. centrée. Les trois conditions suivantes sont équivalentes :

1. EIX[P < 4o0.

2. nsl7p —0 p.s.

+oo
3. Vt>0, 3 %P(‘Sy' >t) < +00.

nl/p
n=1

Rappelons que I'équivalence entre 1. et 2. constitue la LFGN de Kolmogorov dans le cas
p = 1 et celle de Marcinkiewicz-Zygmund dans le cas 1 < p < 2. L’équivalence entre 1. et
3. est quant a elle due & Baum et Katz (équivalence entre les propositions (c¢) et (d) du
théoréme 1. de [2]).

Ces résultats concernent la vitesse de convergence mesurée en fonction du comportement
de la queue des fonctions de répartition. On peut également s’intéresser a des résultats

globaux sur Sz.
n

Dans le cadre du théoréme 1 — pour p €|1,2[ — Gut a montré (exemple 4.6 dans [13]) que
(nsl7p) est un amart :
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Théoréme 2 :
Soient 1 < p < 2 et X une v.a. centrée. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. EIX[P < 4o0.

2. nsl7p —0 p.s.

+00
3. ¥t>0, 3 %P(M >t) < +00.
n=1

nl/p

4. (nsl’;p) est un amart.

La vitesse de convergence de (%), traditionnellement exprimée a l’aide de la queue des
fonctions de répartitions comme dans la propriété 3. est donc équivalente & un comporte-
ment de martingale généralisée de cette suite.

Une autre classe de généralisation de martingales, plus restrictive que celle des amarts, est
celle des quasimartingales. Il est donc naturel de se demander si le fait que la suite (ns17p)
soit une quasimartingale équivaut également & une bonne vitesse de convergence de cette

suite vers 0.

Toujours dans le cadre du théoréme 2, on remarque qu’en intégrant la propriété 3. par
rapport a t, on obtient la propriété :

+oo
1
n=1

Sn
nl/P

et on vérifie immédiatement que cette propriété traduit le fait que la suite ( ) est une

quasimartingale.

La vitesse de convergence peut donc également étre mesurée en terme de comportement
de martingale généralisée — amart ou quasimartingale — de la suite considérée.

Ces observations forment le point de départ de ce travail, dont ’objectif est double :

1. Etudier la vitesse de convergence sous ’aspect de martingale généralisée dans diffé-
rentes lois fortes des grands nombres pour des v.a. scalaires (indépendantes équidis-
tribuées centrées).

2. Montrer que de tels résultats scalaires se généralisent aux v.a. indépendantes et
équidistribuées a valeurs dans des espaces de Banach suffisamment réguliers.

Nous nous placerons tout d’abord dans le cadre de la LFGN de Kolmogorov équidistribuée
et rechercherons a quelles conditions la suite (57”) est un amart ou une quasimartingale.
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Dans le cas de variables aléatoires a valeurs dans un espace de Banach séparable, nous
verrons que ces conditions sont souvent liées & des propriétés de régularité de l'espace.
Nous nous intéresserons ensuite & deux généralisations de cette LFGN que sont les lois
des grands nombres de Marcinkiewicz-Zygmund d’ordre 1 < p < 2 et de Cesaro d’ordre
0<a<l.

Plus précisément, le plan que nous adopterons et les principaux résultats obtenus sont les
suivants :

Dans un premier chapitre, nous commencerons par rappeler les définitions et quelques
propriétés des deux types de martingales généralisées que nous allons considérer — amarts
et quasimartingales — pour des variables aléatoires réelles puis pour des variables aléatoires
a valeurs dans des espaces de Banach.

Le deuxiéme chapitre est consacré a I’étude du comportement de martingale généralisée de
la suite (%") associée a la LFGN de Kolmogorov pour des variables aléatoires a valeurs dans
un espace de Banach séparable. Nous rappelons tout d’abord le résultat de Marcinkiewicz-
Zygmund et de Davis : dans le cas scalaire la suite (ST”) est un amart si et seulement si
E|X|In(1 4 |X|) < +oo. Nous montrons ensuite que de fagon surprenante cette derniére
condition est, dans le cas scalaire, également nécessaire et suffisante pour que la suite (ST")
soit une quasimartingale. La seconde partie du chapitre concerne les variables aléatoires
a valeurs banachiques. Nous montrons que sous des hypothéses d’intégrabilité faible de
X, l'intégrabilité uniforme de {(¢, X)In(1 + [{¢, X)|), ¢ € B, ||¢| < 1} suffit & ce que
(37") soit un amart. Dans la troisiéme partie de ce chapitre, nous démontrons que la
condition obtenue dans le cas scalaire, généralisée naturellement sous la forme E||X]|| In(1+
|X]]) < -+oc, ne suffit plus en général pour que la suite (52) soit une quasimartingale.
Nous montrons cependant que ce résultat reste vrai si ’espace posséde une propriété de
régularité supplémentaire, celle d’avoir un type strictement supérieur a 1.

Une premieére généralisation de la LFGN de Kolmogorov consiste & normaliser différemment
les sommes partielles S,;, en considérant non plus la suite (ST") mais la suite (ns17p) pour
p €]1,2[. La loi forte des grands nombres obtenue est celle de Marcinkiewicz-Zygmund, qui
fait 'objet du chapitre trois. Un résultat célébre de De Acosta stipule que I’équivalence des
propriétés 1. et 2. du théoréme 1 de Baum et Katz caractérise les espaces de Banach de

[Snll
nl/P

type p. Nous précisons ce résultat en remarquant qu’alors ( ) est un amart mais que

(ns17p) n’est pas nécessairement une quasimartingale (nous donnons un contre-exemple).
Dans le cas scalaire, Heinkel a donné une condition nécessaire et suffisante portant sur les
quantiles de |X| — a savoir que fOJrOO PYP(|X| > t)dt < +oo (%) — pour que (-3%) soit
une quasimartingale. Imposant la méme condition (x) aux quantiles de || X]|, on montre —
par un contre-exemple — que dans un espace de type p cette condition n’est plus suffisante

pour impliquer que (nsl’}p) soit une quasimartingale. Par contre, dans un espace de type
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strictement supérieur a p, (*) implique que (nsl’;p) soit une quasimartingale.

On retrouve donc un phénomeéne similaire & celui observé pour la LFGN de Kolmogorov
au chapitre 2.

La LFGN de Kolmogorov peut également étre vue comme la convergence presque siire de
(X;) au sens de Cesaro d’ordre 1. De nombreux auteurs ont étudié¢ la LEFGN au sens de
Cesaro d’ordre a €]0, 1], i.e. la convergence p.s. des moyennes de Cesaro V¢ associées a
une suite de v.a. centrées i.i.d. Il est donc naturel de considérer le comportement en terme
de martingale généralisée des moyennes de Cesaro V& d’ordre v €]0;1[. L’étude de ce
probléme fait 1'objet du quatriéme chapitre. Nous y montrons que, si la suite (V%) n’est
jamais une quasimartingale, la suite (|[V?]|) est par contre toujours un amart.

Enfin, en guise de conclusion, nous évoquons le probléme de la LEFGN pour des suites de
variables aléatoires indépendantes mais non équidistribuées. Nous précisons par exemple le
critére de type p en terme de LFGN da a Hoffmann-Jgrgensen et Pisier, en montrant qu’un
espace de Banach B est de type p si et seulement si pour toute suite de v.a. indépendantes
centrées a valeurs dans B telles que la série de terme général Euf—p’“”p converge, la suite

(H%"”p) est une quasimartingale.



Chapitre 1
Martingales généralisées

Dans ce chapitre, nous commencons par rappeler les définitions et quelques propriétés des
généralisations de martingales que nous considérerons par la suite : amarts et quasimar-
tingales, pour des variables aléatoires (v.a.) a valeurs réelles. Dans un second temps, nous
nous intéresserons & ces mémes notions pour des v.a. a valeurs dans des espaces de Banach.

Dans tout ce qui suit, nous considérons des v.a. définies sur un espace probabilisé (€2, A, P),
et (G,) une filtration, c’est—a—dire une suite croissante de sous—tribus de A.

Etant donnée (X},) une suite de v.a. indépendantes centrées, on note S,, les sommes par-
tielles d’ordre n associées : S,, := X +---+ X, et on considére la filtration naturelle (F,)
ou F, :=0(Xy,...,X,) est la tribu engendrée par les v.a. Xy,...,X,,.

Bien évidemment, (Sn—") n’est en général pas une martingale par rapport a (F,,), mais on

observe que
1 S,
Fo |l =— -, 1.1
) n+1ln (11)

n+1 n

E ( SnJrl Sn

Dans le cas identiquement distribué, (Sn—") converge vers 0 presque stirement en vertu de la

loi forte des grands nombres de Kolmogorov. On constate ainsi que sous cette hypothése,
E Sn"—jf — S7”|]-"n) converge vers 0 “rapidement”. La suite (ST") a donc un comportement
“proche” de celui d’'une martingale.

Ce constat ameéne a considérer des généralisations de la notion de martingale. Commengons
par introduire la notion d’amart.

1.1 Les amarts
La théorie des amarts apparait dans les années 1975, dans des articles de Austin, Edgar

et Tonescu Tulcea [1], Chacon et Sucheston [4], et Edgar et Sucheston [10]. Les résultats
présentés ici peuvent étre trouvés sous une forme plus détaillée dans le chapitre 1 de

13



14 1. MARTINGALES GENERALISEES

I'ouvrage d’Edgar et Sucheston [11] ou dans la premiére partie de celui de Gut et Schmidt
[14].

Dans tout ce qui suit, nous considérerons des suites de v.a. adaptées a une filtration (G,,)
convenable.

1.1.1  Quelques définitions

Cette premiére généralisation de la notion de martingale s’appuie sur le théoréme de Doob
ci—dessous, qui fournit une caractérisation des martingales :

Théoréme 1.1.1 :

Soit (X,,) une suite de v.a. intégrables. Alors les deux propriétés suivantes sont équi-
valentes :

1. (X,) est une martingale par rapport a (G,) ;

2. Pour tout temps d’arrét borné v, EX, = EX,.

La notion de martingale se généralise en celle d’amart a partir de cette caractérisation en
termes de temps d’arrét bornés. Elle s’obtient en considérant les v.a. telles que (EX) soit
non plus constante, mais seulement convergente lorsque 7 décrit un certain ensemble 7 de
temps d’arrét, qui est le suivant :

Définition 1.1.2 :
On notera 7 l’ensemble des temps d’arrét adaptés a la filtration (G,) a valeurs dans N
et ne prenant qu'un nombre fini de valeurs (autrement dit des temps d’arrét bornés).

Pour définir une notion de convergence de (EX),c7, on commence par préciser une relation
d’ordre sur 7 :

Remarque 1.1.3 :
On munit 7 d’une relation d’ordre partiel de la fagon suivante :

ondit que Tt <7 siP{w: 7(w) <7'(W)}) =1

La convergence de (EX.) ., est alors une convergence de “filets”. En utilisant ce terme,
nous suivons la terminologie introduite par Komornik (section 2.5 p 39 de [22]). La notion
de filet utilisée se définit comme suit :
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Définition 1.1.4 :

Soit I un ensemble muni d’une relation d’ordre partiel > telle que :

e Vicl, i>1;

esii>jet g >k, alorsi > k;

o V(i,j)el? kel k>ik>j.

Un filet dans un ensemble X est une fonction x : I — X définie sur /. On écrira x; au
lieu de x(i) et (x;) ou (z;),.; au lieu de .

La convergence du filet (EX)__, se définit alors en calquant la définition de convergence
d’une suite :

Définition 1.1.5 :
Soit (X,,) une suite de v.a. réelles intégrables et a un réel.
On dit que le filet (EX,),e7 converge vers a, ce que ’'on note

EX, —a

T€T
si
Ve>0, 3nneT, VreT, 1>21—|EX, —a|] < e.

En fait, la convergence du filet (EX;) ., se réduit a la convergence des suites (EX,, ),
pour des suites (7,,) de temps d’arrét bornés bien choisies :

Proposition 1.1.6 :

Soit (X,,) une suite de v.a. réelles intégrables. Les propriétés suivantes sont équiva-

lentes :

o Le filet (EX,);er est convergent;

e Pour toute suite croissante (7,) de temps d’arrét bornés qui tend vers +o00o, la suite
(EX., Jnen converge.

Nous avons & présent tous les outils pour introduire la notion d’amart (i.e. martingale
“a”symptotique).

Définition 1.1.7 :
Soit (X, )nen une suite de v.a. intégrables.

On dit que (X,,,G,) est un amart si le filet (EX,),cr converge dans R.




16 1. MARTINGALES GENERALISEES

Remarque 1.1.8 :
Par abus de langage, on omettra la plupart du temps la filtration, et on dira que (X,,)
est un amart.

On retiendra donc qu'une martingale est caractérisée par le fait que (EX,) est constant
pour 7 € 7, et un amart par celui que (EX) est convergent (“asymptotiquement constant”).

Rappelons a présent quelques propriétés des amarts dont nous aurons besoin par la suite.

1.1.2 Quelques propriétés des amarts

Une premiére propriété des amarts, qui nous servira dans le prochain chapitre, est la
suivante :

Proposition 1.1.9 :
Soit (X.,,) un amart borné dans L*. Alors (X}) est un amart borné dans L' (ou z*
désigne la partie positive de x, i.e. 7 := max(z,0)).

Les amarts forment également une classe de processus ayant de bonnes propriétés de conver-
gence. Ainsi le théoréme de convergence des martingales bornées dans L' s’étend-t-il aux
amarts :

Théoréme 1.1.10 (Convergence des amarts) :
Soit (X,,) un amart borné dans L*. Alors (X,,) converge presque sirement.

En fait, pour une certaine classe de v.a., la convergence presque siire équivaut au compor-
tement d’amart. Autrement dit le théoréme précédent de convergence des amarts admet
en quelque sorte une réciproque sous certaines hypotheses, a savoir :

Proposition 1.1.11 :
Soit (X,,) une suite de v.a. intégrables, vérifiant

Esup |X;| < +o0. (1.2)

Alors les propositions suivantes sont équivalentes :
e (X,,) est un amart;
e (X,,) converge presque sirement.

L’exemple suivant nous donne un critére simple de construction de v.a. telles que (%”) soit

un amart.

Exemple 1.1.12 :
Soit (Xj) une suite de v.a. indépendantes centrées, telle que la série de terme général

EX?2
=* converge. Alors (87") est un amart.
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DEMONSTRATION :

. L . EX2 .
En effet, si la série de terme général —* converge, la loi forte des grands nombres est

vérifiée et (%) converge presque siirement vers 0. D’autre part, 'inégalité de Kolmogorov
(voir I'inégalité 6.1.2) implique que Esup |ST"‘ est finie. La proposition précédente montre

alors que (57") est un amart.

O

Passons a présent a la seconde généralisation de la notion de martingale que nous consi-
dérerons : la notion de quasimartingale.

1.2 Les quasimartingales

Une autre généralisation possible de la notion de martingale peut étre obtenue de la fagcon
suivante : si (X,,) est une suite de v.a. intégrables adaptées a la filtration (F,), (X,) est
une martingale si pour tout n, E(X,; — X,,|F,) = 0.

Il est donc naturel de se demander ce qui se passe lorsque ce terme n’est pas nul, mais tend
rapidement vers 0, c¢’est—a—dire par exemple lorsque 1’espérance de sa valeur absolue est le
terme général d’une série convergente.

On définit ainsi une nouvelle classe de suites de v.a., les quasimartingales, que nous allons
considérer dans cette section. Les premiéres occurrences des quasimartingales se trouvent
dans des articles de Fisk [12], Orey [36] et Rao [40].

Définition 1.2.1 :
Soit (X,,) une suite de v.a. intégrables adaptée a la filtration (F,). On dit que (X,,)
est une quasimartingale si

D EE(Xpi|Fn) — Xa| < +o0.
n=1

Une martingale est bien stir une quasimartingale, et la relation entre amart et quasimar-
tingale est donnée par la proposition :

Proposition 1.2.2 :
e Une quasimartingale est un amart.
e La réciproque est fausse.

Justifions le deuxiéme point par deux exemples — faisant respectivement intervenir les
sommes partielles des lois fortes des grands nombres de Kolmogorov et de Marcinkiewicz-
Zygmund — d’amarts qui ne sont pas des quasimartingales.
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Exemple 1.2.3 :
Soit (gf) une suite de v.a. de Rademacher indépendantes et Xj, := —5k Alors (7")
est un amart, sans pour autant étre une quasimartingale.

DEMONSTRATION :

- ., . X2
Comme la série de terme général 7F = — 1 - converge, I'exemple 1.1.12 montre que (57”)
est un amart.

Sn

D’autre part, la relation (1.1) montre que (T) est une quasimartingale si et seulement si

\nl

la série de terme général - 1 converge.
L’inégalité de Khintchine (Pr0p081t10n 6.2.1) permet d’obtenir la minoration

2\ 2
~ (Vk

k=1

Commekz ™ k)g > o (1 i la quantité + 1 [Snl nl
d’une série divergente. La suite ( n”) n’est donc pas une quammartingale.

O

Voici un second exemple de suite de v.a. qui est un amart sans étre une quasimartingale.
Nous réutiliserons cet exemple lorsque nous considérerons la loi des grands nombres de
Marcinkiewicz-Zygmund.

Exemple 1.2.4 :
Considérons une v.a. symétrique X dont la loi vérifie :

Vit >0, P(|X|P>t)=1 t —1 t
> U, (| | > ) [0,62]( ) + t(ln t)p(hl In t) ]62,+OO[( )7
ou 3 =2Pe*In2 et p €]1,2[ est fixe.

Alors ( 17p) est un amart mais n’est pas une quasimartingale.

DEMONSTRATION :

Gut a montré (exemple 4.6 dans [13]) que pour une suite de v.a. i.i.d. centrées telles que
|X|” est intégrable, ( > /p) est un amart. Dans notre exemple, ces hypothéses d’intégrabilité
sont vérifiées.

Pour que la suite ( > /p) soit une quasimartingale, il faut que la série suivante converge :

Z EIF n+1 f o i
(n+ 1>1/p nl/p

n>1
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En écrivant S,,,1 = S,, + X,,41, il vient :

S.1 S, B 1 1 EX, ., 1 1
E ((n—i— 1)1/19 n F”) =S, ((n—i— 1)1/p N nl/p>+(n+ 1)1/10 =S ((n—i— 1)1/p - nl/p) :

s . . 1 1
De plus, par le théoréme des accroissements finis, I w7

Cq Sn
~ —7;, done (nl/p) est

une quasimartingale si et seulement si la série suivante converge :
E|Sn,|
Z ) 1.3)
1+1/ (
n>1 n P
Supposons que ce soit le cas.
D’aprés l'inégalité de Lévy (6.1.1), qui s’applique car X est symétrique, la série de terme

général —-E sup |X,| convergerait. Or
1<k<n

| Xk /+°° | Xk /"l"" | X
E su = P( su >t dt > P( su >t dt
lgkgn n1+1/p 0 lgkgn nl—i—l/p 0 lgkgn nl—i—l/p

nl/p
IP’( sup |Xj| > —) . (1.4)
nn

1<k<n 1

Z=
nlnn

Mais, compte-tenu de la loi suivie par X, on a les inégalités suivantes :

1/p 1/p n
P(sup |Xk|>n—):1—IP>(sup |Xk|<n—)>1—<1— % ) > @
n nn

1<k<n In 1<k<n 1 nlnlnn/ = Inlnn’
(1.5)
Les équations (1.4) et (1.5) conduisent a la relation
X
E sup X > % (1.6)

> :
1<k<n PP T nlnnlnlnn

Le membre de droite de I’équation précédente étant le terme général d’une série divergente,

la suite (nsl7p) n’est pas une quasimartingale.

O

Nous pouvons a présent considérer ’analogue des notions d’amart et de quasimartingale
dans des espaces de Banach.

1.3 Variables aléatoires a valeurs dans un espace de Ba-
nach

Dans ce travail, nous nous intéresserons surtout a des v.a. a valeurs dans un espace de
Banach. Dans ce paragraphe, nous rappelons un certain nombre de définitions et de pro-
priétés concernant de telles v.a.. Toutes ces propriétés sont détaillées dans le chapitre 2 de
l'ouvrage de Ledoux et Talagrand [25] et dans le chapitre 5 de celui d’Edgar et Sucheston
[11].
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1.3.1 Généralités

Dans toute la suite, nous considérons un espace de Banach réel séparable (B, || - ||), muni
de sa tribu borélienne.

Définition 1.3.1 :
On dit qu’une fonction X : 2 — B est une variable aléatoire si elle est mesurable au
sens de Bochner, c’est—a—dire s’il existe une suite (X;) de v.a. étagées, i.e. de la forme

Xi(w) = Z 114, (w)
j=1
oux; € Bet Aj € A,
telle que (X;(w)) — X(w) p.s au sens de Bochner (ou de la norme), i.e :

lim [|X;(w) — X(w)]| = 0 p.s.

1——+00

La notion de séparabilité de I'espace est toujours essentielle lors de 1’étude de v.a. a valeurs
dans un espace de Banach. En effet :

Remarque 1.3.2 :

Comme l'espace B est séparable, la norme d’un élément x peut s’exprimer comme une

borne supérieure ||z|| = sup|f(x)|, ot D désigne un ensemble dénombrable de formes
feD

linéaires de norme 1 (ou plus petite que 1).

Lorsque I'on considére des espaces de Banach, on peut les munir de plusieurs topologies,
dont la topologie faible qui conduit a définir la convergence presque stre scalaire :

Définition 1.3.3 :

On dit que la suite (X,,) de v.a. converge presque strement scalairement vers une v.a. X
si pour toute forme linéaire ¢ sur B la suite de v.a. réelles (p(X,,)), notée généralement
({p, X)) converge presque strement vers p(X) =: (¢, X).

Les différentes topologies permettent également d’introduire différentes définitions de la
notion d’espérance de v.a.. Le fait de considérer la topologie forte (topologie induite par
la norme || - ||) conduit & la définition suivante :
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Définition 1.3.4 :

Une v.a. X est intégrable au sens de Bochner si E||X]| < 4o0.

Dans ce cas, la suite (X;) de fonctions étagées approximant X peut étre choisie telle
que E||X; — X]|| — 0, et l'intégrale de Bochner de X est définie par

EX := lim EX;.

i——400

L’intérét principal de 'intégrale au sens de Bochner est de préserver 1’essentiel des proprié-
tés de l'intégrale réelle. En particulier, on peut définir une notion d’espérance conditionnelle
qui préserve les résultats du cas réel parmi lesquels la proposition suivante :

Proposition 1.3.5 :
Soit X une v.a. intégrable au sens de Bochner, (G,,) une filtration et G, la tribu engen-
drée par les tribus |J G;. Alors la martingale de Doob X,, := E(X|G,) converge presque

=1
sirement et au sens de la norme vers E(X|Gy).

On peut également munir B de la topologie faible, ce qui conduit & la définition suivante
de I'espérance d’'une v.a. :

Définition 1.3.6 :
Une v.a. X est intégrable au sens de Pettis s’il existe y € B telle que

Vo € B', (p,X) est intégrable et E{(p, X) = (¢, y).

Dans ce cas, y =: EX est I'intégrale de Pettis de X. Lorsque y = 0 on dit que X est
faiblement centrée.

1.3.2 Martingales généralisées & valeurs vectorielles

La notion de martingale peut bien stir étre généralisée a des espaces de Banach, par exemple
de la facon suivante :

Définition 1.3.7 :
Soit (X,,) une suite de v.a. intégrables au sens de Bochner. On dit que (X,,) est une
martingale si V7 € 7, EX, = EX,.

Hélas, dans des espaces de Banach généraux, les martingales n’ont pas de bonnes propriétés
de convergence. Il est nécessaire de se restreindre a des espaces de Banach plus réguliers,
comme par exemple les espaces réflexifs pour avoir des résultats de convergence harmonieux
(voir par exemple Chatterji [5]).

La définition d’un amart scalaire s’étend naturellement aux v.a. a valeurs dans un espace
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de Banach de la facon suivante :

Définition 1.3.8 :

Soit (X,,) une suite de v.a. adaptées a la filtration (G, ) et intégrables au sens de Pettis.
On dit que (X,,) est un amart si le filet (EX;),c7 converge au sens de la norme de B
vers x € B.

Un amart (X,,) non seulement borné dans L! mais tel que sup ||X,,|| < 1 p.s. peut ne pas
n

converger faiblement p.s. (et a fortiori fortement) méme s’il est a valeurs dans un espace
trés régulier. On pourra se reporter a la page 58 de l'article de Chacon et Sucheston [4]
pour un exemple di & W.J. Davis d'une telle situation.

Pour ce qui est des quasimartingales, la généralisation naturelle de la définition scalaire au
cas des v.a. a valeurs dans un espace de Banach B consiste & remplacer la valeur absolue
dans la définition réelle par la norme sur B :

Définition 1.3.9 :
Soit (X,,) une suite de v.a. adaptées a la filtration (G, ), intégrables au sens de Bochner.
On dit que (X,,) est une quasimartingale si :

+o0
D E|E(Xns1] Gn) — Xal| < +o0.
n=1

Une quasimartingale est en particulier encore un amart.



Chapitre 2

La lol des grands nombres de
Kolmogorov

Ce chapitre est consacré a I’étude du comportement de martingale généralisée de la suite
(57”) qui intervient dans la loi forte des grands nombres au sens de Kolmogorov. Dans
tout ce chapitre, on considérera un espace de Banach séparable (B, || - ||), muni de sa tribu
borélienne, une suite (X;) de copies indépendantes d’une v.a. centrée X a valeurs dans B,
et S, := X; + -+ + X,, la n-iéme somme partielle associée a la suite (X;). Enfin, (F,)

désignera la filtration naturelle associée aux v.a. (Xy).

Plus précisément, nous cherchons a obtenir une condition nécessaire et suffisante d’intégra-
bilité portant sur la v.a. X pour que la suite (Sn—") soit un amart ou une quasimartingale.
Des problémes de ce type, dans le cas de v.a. non nécessairement i.i.d. ont déja été étudiés

dans [17], [19],... Nous reviendrons sur le cas non équidistribué dans le chapitre 5.

Commencons par rappeler I'énoncé de la loi des grands nombres équidistribuée de Kolmo-
gorov pour des v.a. a valeurs dans des espaces de Banach.

La loi forte des grands nombres démontrée par Kolmogorov [21] a été étendue aux v.a. a
valeurs dans des espaces de Banach séparables en 1956 par Mourier dans [35] de la fagon
suivante :

Théoréme 2.0.10 :
Soit (X;) une suite de copies indépendantes d’une v.a. X a valeurs dans B. Les deux
propriétés suivantes sont équivalentes :

1. La suite (%“) converge presque strement ;
2. E||X|| < 4o0.

Dans ce cas, la limite de (57") est presque strement constante, et vaut EX.

Il est a noter que ce résultat est 'un des rares dont 1’énoncé dans un espace de Banach
séparable quelconque se déduise immédiatement de 1’énoncé scalaire.

23
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Nous allons a présent nous intéresser aux hypotheéses sous lesquelles la suite (Sn—") est un
amart ou une quasimartingale.

2.1 Le cas des amarts

2.1.1 Le cas scalaire

Commencgons par nous intéresser aux hypothéses sous lesquelles (S—") est un amart. La

premiére proposition se fonde sur des travaux de Marcinkiewicz et Zygmund [28] :

Proposition 2.1.1 :
Soit X une v.a. centrée telle que E|X|In(1 + |X[) < +o0. Alors (52) est un amart.

DEMONSTRATION :

Marcinkiewicz et Zygmund ont montré que la condition E|X|In(1 + |X]|) < +oo im-

plique E S%p % < +00. En vertu d’un résultat de Hoffmann-Jgrgensen (proposition 6.1.4),
E sup |Sn—"‘ < +00. La loi forte des grands nombres de Kolmogorov étant vérifiée, le résultat
n

annoncé découle de la proposition 1.1.11.
O

Cette condition d’intégrabilité de |X|In(1 + |X]|) peut sembler trés restrictive, puisqu’elle

entraine l'intégrabilité de  sup % En fait, il n’en est rien. Burgess Davis |7] a construit
1<k<400
un exemple montrant que cette condition d’intégrabilité est également nécessaire. Nous

donnons ici un autre exemple, plus probabiliste :

Proposition 2.1.2 :
Soit (Xy) une suite de copies indépendantes d’une v.a. centrée X.
Si (82, F,) est un amart, alors E|X|In" |X| < +oc.

DEMONSTRATION :

La démonstration repose sur un procédé de troncation.
On commence par définir les v.a. tronquées et centrées suivantes :

O = Xpl(x, e — E (Xilxycry) et = Xalgxysh — E (Xel(x,>k) -

On désigne par U, et V,, les sommes partielles d’ordre n associées respectivement aux v.a.
O et n :

U, = anﬁk et V, = Zn:nk.
k=1 k=1
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e Premiére étape. Nous allons tout d’abord montrer que (%) est un amart. Pour
cela, commencgons par montrer que cette suite converge presque stirement vers 0.

Lemme 2.1.3 :
La suite (%) converge presque stirement vers (.

DEMONSTRATION :

ECI‘iVOIlS tout d’abord % = %];Xkl(lxkbk) — %];E(Xklﬂxkbk))‘

Comme E|X]| est finie, le lemme de Borel-Cantelli implique que pour presque tout w, il
existe N(w) tel que pour k > N(w), Xj(w)1(x,|>k)(w) = 0.
De plus, par convergence dominée, EX}1(x, >k tend vers 0.
Par conséquent, par le lemme de Cesaro dans sa forme classique, la suite de terme général
% converge presque stirement vers 0.

O

Lemme 2.1.4 :
La suite (%,fn) est un amart.

DEMONSTRATION :

Comme la v.a. X est centrée, la loi forte des grands nombres de Kolmogorov est vérifiée
et la suite de terme général 57" tend presque stirement vers 0. Par conséquent, le lemme
précédent entraine la convergence presque stre vers 0 de la suite de terme général %

D’autre part, la suite <@> est majorée par 2, et E sup % est donc finie. En appliquant

k
1<k<+400

I'inégalité de Hoffmann-Jgrgensen (corollaire 6.1.4), on en déduit qu’il en est de méme de

) 2 ‘Unl
l'espérance de sup ™.

1<n<+o0

U )
Nous venons donc de prouver que la v.a. sup (%) admet une espérance, et que la
1<n<+o00

suite (%) converge presque stirement. D’aprés la proposition 1.1.11, cette suite est donc
un amart pour (F,). Mais par hypothése la suite (%”) est un amart donc (%, Fn) est un
amart comme différence d’amarts.

O

e Deuxiéme étape. Montrons que EX*Int X+ < +o0.
Remarquons tout d’abord que s’il existe ¢ tel que P(X* > t) = 0, alors EX* In™ X* < +400.
Nous supposerons donc que Vt, P(X* > t) > 0.

Par I’absurde, supposons EX*In" X+ = +00. Alors pour tout M € N* fixé, il existe N
N-—1

tel que > jlnjP(j < XT < j+1) > 2(In M)EXT. Construisons un temps d’arrét 7 € 7
=M

permettant d’aboutir a une contradiction. Pour cela, nous sommes amenés a considérer de
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nouvelles v.a. :

&= Xplyx,sky et W, = ka-
=1

Comme E(X;1(x,|<k) = —EXilx,>k), 2 E (W) tend vers 0, et (%,an) est
k=1

un amart. Ainsi, par la proposition 1.1.9, (Wsz, ]—"n,> est également un amart.
Définissons a présent le temps d’arrét 7.

Soit M € N* fixé et N > M défini comme annoncé précédemment. On définit le temps
d’arrét 7 par la relation suivante :

7(w) :=inf{k > M :&(w) >0} AN.

I3

n—1
Alors, pour tout M < n < N,enposant A, 1 := (| {Xp <k}letU, ;:= {
k=M

n—1
> &
Jj=M

<2}:

W+ 1 (M=l n—1 +
/ AP > /_ - Z§]+ 25]1(5]@ + & ) 14,1y, dP
W= +
T=n le
1 /=L + L M1
= / E §j1(§j<0) + 5:) 1An711Un71dP - / E Z |§J‘dP
T=n j=M T=n j=1

ou 'on a utilisé l'inégalité (a +b)t > a+ |b].
—1 —1

M

Remarquons a présent que Z Ik Z 1&;]dP < % >~ E|¢;|, qui converge vers 0 quand
n= M T=n j=1 j=1

M — +oo par le lemme de Cesaro.

n—1 +
1
Il ne reste donc plus qu’a étudier / —< E §ilg<o) + f:{) 14 1y _,dP.
)
T j=M

Or

n—1 +
1 +
/ E (Z 5-7 £J<0 + 5 ) 1An 1]‘Un 1d]:P> / n 1Un llA dP 2 E (ﬁ]‘Unl]‘Anl)

Jj=M

car {1 =n}=A,_1N{{ > 0}. Or A, et U,_; sont mesurables par rapport a la tribu
o(Xy,...,X,_1), donc
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n—1 +
1 +
/ -~ (Z 5-71(£]<0) + 5;) 1An—11Un—1d]P) } E (g_n) ]P)(An,l m Unfl)

n\ - n
- =
€+ +oo M
> E (ﬁ) P ij1(£j<0) < > NA, 1] .
=1
(2.1)

Mais, d’apres le lemme de Borel-Cantelli, la série de terme général §;1(¢, <o) converge p.s.
vers une v.a. R < 0.

Donc, pour M assez grand, P (

+00 v 3

2 Gl S 7 ) 25

=

D’autre part, par le théoréme des accroissements finis, il existe ¢; > 0 tel que

+o0 400 +00
P(An-1) 2 P( ﬂ {Xi < k}) = exp <—C7 Z P(X}, > k)) > exp(—cy Z P(I X > k)) —1
k=M k=M

— k=M

donc P(A,_1) = 3 pour M assez grand.

Par conséquent, pour M assez grand, P ( < % N An1> > %

—+o0
-21 &g <o)
J:

On en déduit que, pour M <7 < N :

W E(&F
/ TP > oy ). (2.2)
r=n N n
D’ou, en sommant :
N N-1 N—-1
W W E(&)
> X | APz Y =
n=M"YT="1 n=M+17T="1 n=M+1
N—-1 1 “+o00 +oo JAN-1 1
. . + . o . . + . -
2 Co Z EZJP(‘]<X <j+1)—09‘z JP(j < XT <j+1) -
n=M+1 j=n j=M+1 n=M+1

N-1 .
ZClosz(j<X+<j+1)ln{ / }

j=M+1 M+1
N-1
>cp », jInP(j < XT<j+1) — ey In(M + 1EXT.
j=M+1

Comme annoncé au début, si EX* In™ X+ = 400, on pourrait choisir N tel que
N-1
> jIngP(j < XT<j+1) > 2In(M + 1)EXT,
j=M+1
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et alors [ V‘F dP > c¢1oIn(M+1)EXT. En faisant tendre M vers +o0o, on voit que (WT’T, Tn>
ne peut pas étre un amart.

Donc nécessairement EX* In™ X+ < +o0.

La méme construction de temps d’arrét montre que nécessairement : EX~ In™ X~ < +o00.
Finalement E|X|In" |X| < +o0.

O

En résumé, on a donc :

Théoréme 2.1.5 :
Soit X une v.a. réelle centrée. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

1. EIX|In(1 + |X]) < +o00;

2. (57") est un amart.

Il est naturel de se demander si cette condition d’intégrabilité de |X|In(1+ |X|) est égale-
ment suffisante pour que la suite (%") soit aussi une quasimartingale. De fagon surprenante,
nous allons voir que tel est le cas, du moins dans le cas de v.a. réelles.

Théoréme 2.1.6 :
Soit X une v.a. réelle centrée et (X;) une suite de copies indépendantes de X. Alors
les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

1. (87") est une quasimartingale ;
2. E(|X|In" |X]|) < +oo.

DEMONSTRATION :

e Commengons par démontrer que la propriété 2 entraine la propriété 1.
Nous allons démontrer le résultat pour une v.a. X symétrique, le cas général s’en déduisant
par un argument de symétrisation classique. Supposons donc E|X|In™ |X| < +o0.

E(M fn>—s—” < +o00,

n+1 n
condition qui, comme le montre la relation (1.1) est équivalente a :

On veut montrer que ) E

+oo

1_|S,
Y SE|= < +oo. (2.3)
1 n n

Soit p €]1,2] et 5 > p%l fixés, de sorte que (3 (1 — 117) > 1.
Définissons pour tout n € N* et tout k € [1,n] les v.a. tronquées — et centrées par symétrie
de X — suivantes :

Ynk = Xk].

, {lkaW} et Zp,i = Xkl{

|Xk‘> (lnn)ﬂ }
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ainsi que les sommes partielles d’ordre n associées :

Un = iYan et Vn = i ank.
k=1 k=1

Ainsi S,, = U, +V,,, et donc
E|S,.| < E|U, |+ E|V,|.

Pour montrer la relation (2.3), il suffit de montrer que les deux séries de terme général

ElU ElV
I ”' et | "‘ convergent.

Lemme 2.1.7 :
> = EUA 4 0.

DEMONSTRATION :

Comme R est de type 2, donc de type p (on pourra se reporter a la section 2.3 pour
une définition de cette notion) et que les v.a. Y, ; sont centrées, on déduit de I'inégalité

1/p
E| Z Y, < s (Z ElY, l|p) la suite d’inégalités suivante :

+o0 E’U | 400 CLa 1/p 400 L4 n n p—1 1/p
Y EOl e zmnm <Yy (W) EIX|
n=1 k=1

n=1 n=1
+oo
P
<N esEXN P ————— < 400 car 3 >
2 n(inn)” 7 -1

Lemme 2.1.8 :
> = EVal - 4 0.

DEMONSTRATION :

On pose A, := [W], ou [z]| désigne la partie entiere de x, et A; := inf{n|A, > j}.
Alors

]E’Vn|<n 1E X1 —1E X1 <1Jroo P(j—1 Xl <y
n? " =1 n2 <| d {IXk|>(hf;>@}) o (l | {|X‘><1nz>ﬁ}> S Z\: SRt ==
= J=An
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d’ou
*”Eyvn\<+°°1+°°,]?, X X<._+°°‘P. o IX| < 1
DT S 2B 1<IXI<)) = PG -1< X)) 3 o
n=1 n=1 " j=\, Jj=1 n|An<J
+o0 Ay 1 400
NP a1 —— < A
<SPG 1< XIS Y S <ewd PG - 1< X <j)lnA
j=1 n=1 j=1
+oo
<ery PG —1<|X[<j)lnj < eEX]In' [X| < +oo.
j=1

O
e La réciproque est immédiate par le théoréeme de Davis, car (57") étant une quasimar-

tingale est aussi un amart.
[

Traitons a présent le cas des v.a. banachiques.

2.1.2 Le cas banachique

Proposition 2.1.9 : Soit X une v.a. faiblement centrée telle que

{le, XY In(1 + (@, X)), llolls <1}

soit uniformément intégrable.
Alors (87") est un amart.

DEMONSTRATION :

Soit 7 un temps d’arrét borné, N <7 < M.
Soit  une forme linéaire de norme 1 définie sur B. Par simplicité, notons & la v.a. réelle
(p, Xk). Nous noterons U 'ensemble des formes linéaires de norme 1 sur 5.
Rappelons que pour tout = € B, ||z|| = sup |p(x)].
pelU

Tronquons les v.a. & en posant
Yy =&l — B (Glgaicn) et Zi= &loglsn — B (&lqelsn) -
Associons-leur les sommes partielles d’ordre n :

U, =07 :—iYk et V,:=V7? :_izk.
k=1 k=1

Ainsi (p,S,) = U, + V,.
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Montrer que (87") est un amart convergeant vers 0 revient & prouver que :

/&dﬂ”” < 2¢
-

Pour cela, il suffit de montrer que les deux propriétés suivantes sont vraies pour £ > 0 fixé
et N assez grand :

Ve >0, AN, sup

TN

Uy
sup sup/ —2dP < ¢, (2.4)
=N el n

V¢
sup sup/ —dP < e. (2.5)
=N peld n

La condition (2.4) résulte immédiatement du lemme suivant, que nous démontrerons a la
fin du chapitre :
€19
) N t2InN -

En effet, pour 7 > N, en posant pour alléger les notations U,, := U¥ :

U, U,
sup/—dIP’ < Sup/sup |—|dIP’
T

peU e J n=N T

1/4/In(N) |Un| +00 |Un|
< sup P ( sup >t ) dt +sup P ( sup >t)dt

weU Jo n=N T weU J1/+/In(N) n=N T

Lemme 2.1.10 :

Vit >0, supP (sup
peU n>N

1 oo C20 C21
< + 2t < .
Vin N 1/4/In(N) t?In N vVin N
ce qui montre la relation (2.4).

Montrons & présent la condition (2.5).
Soit 7 un temps d’arrét borné, N <

<
\Y% \Y
IE— /—d]P Z/ LY Z/ —dIP’ / 2 ap
(r=n) T n>N (rznt1) T
M

= ALY > (/ (V”“ - V—) dIP)
=N N oo \J(r=>n+1) n+1 n

1 1
:—EV + —_— V,dP+ ——FE(Z, 1)P(tr >n+1
FEVa Z ST o Vet B > 4

022 Z E|V (26)

n>N

M. Alors
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< Z ZE [y

n=>N n>N
=2 s ZE’@ sk D ZE}&lmkl
n>N n>N
2ZE|€klwék|>k\ +QZE|€k1\fk|>k| (2.7)

k>N

On commence par remarquer que, comme {(p, Xj)} est uniformément intégrable car
{{, Xy In(1 + (¢, X))} lest, il existe Ny indépendant de ¢ tel que pour N > Ny, on
ait :

N Ny
1
~ ZEKM (Igxl>h)] ZEl&l (lexl>k)| + =7 Z El&kLig>n < & Y Elékl e spl + &
k N1 k=1

Comme E|&;|1(j¢, k) tend vers 0, on déduit de I'inégalité précédente et du lemme de Cesaro
que pour N assez grand, indépendant de ¢ :

N

1

N Y Bl gy 5n)| < 2e. (2.8)
k=1

D’autre part, on remarque la suite de majorations suivante :
1 1 o . o . .
D pE e < Y1) PG -1 <IEl <) < Y PG -1 <[E) <J)Inj
k=N k=N jzk =N

< 3Bl In(1 + [€]) L (g ma+1g)h>nm w).-

En utilisant & nouveau l'intégrabilité uniforme de {|&;|In(1 + [&|)}, il existe Ny indépen-
dant de ¢ tel que pour N > N,

El&e| In(1 + [€6]) L(jex n(1+lex) >N N) < €. (2.9)

Les relations (2.8) et (2.9) montrent, compte-tenu des majorations obtenues dans (2.7) et

(2.6) que pour N assez grand, et 7 temps d’arrét supérieur & N, [sup E% < g, achevant
peU

la preuve de la relation (2.5).

Remarque 2.1.11 :
Remarquons que {|(¢, X)|In(1+ (v, X)), ||¢|lz < 1} est en particulier uniformément
intégrable si E||X|| In(1 + ||X]|) < +oc.
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En dimension infinie, la propriété d’amart est liée & des hypothéses de moment faible de
la v.a. X considérée. En effet, (%") peut étre un amart sans que X soit intégrable au sens
de Bochner :

Exemple 2.1.12 :

On consideére I'espace probabilisé (£2; :=]0, 1], B(]0, 1]), A) et un second espace probabi-
lisé (€22, As,Py) ainsi qu'une suite (g,) de v.a. de Rademacher indépendantes définies
sur Q5. Soit (e,) la base canonique de £5 et A, := ] —1=; 1]. Définissons enfin la variable

) n+1 ;
aléatoire :
oo
X = E nly, enén.
n=1

Alors la variable aléatoire X est faiblement centrée et vérifie la condition sup E(p, X)? <
pel

+00, donc { (¢, X)In™ |{(p, z)],||¢]| < 1} est uniformément intégrable. D’aprés la pro-
position précédente, (%") est donc un amart, qui de plus converge presque siirement
scalairement vers 0. Par contre, E||X|| = +o00, donc (ST") n’est pas une quasimartingale,
car £ (ST”‘ .7:”) n’est pas définie.

On voit donc déja que les comportements d’amart et de quasimartingale de (%) sont tres
différents en dimension infinie.

Sous des hypotheses d’intégrabilité forte, on a la proposition suivante :

Proposition 2.1.13 :
Soit X une v.a. fortement centrée telle que E[|X|| In(1 + [|X[|) < 400, alors (||22||) est
un amart.

DEMONSTRATION :

[ Xkl
k
Sl

n

Tout d’abord, on montre que si E||X]||In(1 + [|X]]) < +o0, alors Esup < +00. En
k

vertu d’un résultat de Hoffmann-Jgrgensen (proposition 6.1.4), Esup < +o0. La loi

n
forte des grands nombres de Kolmogorov étant vérifiée, le résultat annoncé découle de la
proposition 1.1.11.
O

Il est & présent naturel de se demander si sous 'hypothése E||X||In(1 4 || X]]) < +o0, la
suite (%") est également une quasimartingale. Il n’en est rien dans le cas général, comme
nous le montre '’exemple développé dans le prochain paragraphe.
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2.2 Un exemple décourageant

Exemple 2.2.1 :

Pour une v.a. fortement centrée & valeurs dans un espace de Banach B arbitraire, la
oy + N . S, . . .

c01lrld1t10n E[| X[ In™ || X|| < +o00 ne suffit pas & garantir que (22) soit une quasimartin-

gale.

DEMONSTRATION :

Nous allons adapter ici des idées mises en oeuvre dans un exemple de Lai [24] pour fournir
un exemple justifiant 'affirmation ci-dessus.
Soit (&) une suite de v.a. i.i.d de Rademacher. On considére la suite (ay) définie de la fagon
suivante : 'entier k étant fixe, il existe un unique entier ny, tel que k € [2" + 1,2 1] car
les intervalles [27, 2"T![ forment une partition de R. On pose alors ay := et ap =1
pour k < 9.
Soit X la v.a. a valeurs dans 'espace ¢y des suites réelles qui convergent vers 0, dont la
k—iéme composante est ageg. Soit (X;) une suite de v.a. i.i.d. de méme loi que X. On
note aiet la k-iéme composante de X;. En notant (e;) la base canonique de ¢y, on a donc
o

X; = +Z ajeler.

k=1

1
Inlnng?

+o0o
On a alors Sy; = Z Xi=> <Z akek>

i=1 k=1
Par conséquent,
27

+00 i i 22 1 i
1S || :iufl) Zaké?k > sup Zakak :
=1
Orsik e [27 + 1,22 —1], on a par définition des a, a; € |
In(In(27)) = In(51n(2)) < ¢4 Inj, on a

m, 1]. Alors, comme

Par conséquent,

1S2i]] _ c25 Co52’ 2 1 | i j
P 72@ =P{[Sall =4 =) =P sw ng > 2

9227 _1
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Comme les €i ne prennent que les valeurs —1 et 1, la somme ne prend que des valeurs
entre —27 et 27, donc

227 _1

[Saill ZQj 1\
27 C25 il _ of S _
P( 2 ln]>>1_ b-F i:1€k =7 =1 (1 22j‘1) '

Par conséquent, il existe jy tel que pour j > jo la suite de terme général P (”S” H > %)
1

. . . 1
soit minorée par 3 (1 — E)'

+o00o
. . Sn . . . . . . 1 Sn
Si la suite == était une quasimartingale on aurait : 1 ol HTH < +00.
n=

S,
:/ P(Mw)dt)/”ﬂ)(usyu t)dt
0 2 0 2

2/ff?P<||SQ;|| e )W %(1_1):&?
0 27 In(j) 21n j e In j

Or? pour j 2 jO?

o
i

Remarquons que

+o00

+oo 20+ 1 +00 1 20+1_1 E||Sk||
ST E e
et " Jj=0 k=2J k=27

Or pour k € [27,277! —1] I'inégalité de Jensen conditionnelle montre que E||Sy|| = E||S;|].
Par conséquent,

+o0 1E > +o0 1 2i+1_1 EHSQJH . +o0 1 ElS | 2 C20 B
Zlg Zm Z 2 /C%ZW 1S || In Zlnj

n= Jj=jo k=27 J=J0 J=Jo

Sn
n

O
On peut naturellement se demander ce qui a permis de construire un tel exemple. En
fait ¢y est un espace de Banach trés “irrégulier”. Précisons a présent cette notion d’espace
régulier.

2.3 Type d’un espace de Banach

Lorsque (X;) est une suite finie de v.a. réelles indépendantes centrées de carré intégrable,
on a l’égalité :

2
=> E[X
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Une telle égalité reste vraie pour des v.a. a valeurs dans un espace de Hilbert, mais pas
pas pour des v.a. a valeurs dans des espaces de Banach généraux.

On est alors amenés a considérer des v.a. a valeurs dans des espaces de Banach dans lesquels
on conserve un controle sur le moment d’ordre p d’une somme — pour certaines valeurs de
p — par les moments d’ordre p des v.a. elles-mémes.

Maurey et Hoffmann-Jgrgensen introduisent indépendamment les notions de type et de
cotype d’un espace de Banach en 1972-1973 [30]. On pourra trouver un grand nombre
de résultats concernant ces notions dans les ouvrages de Ledoux et Talagrand [25], Li et
Quéffélec [26], Pisier [38], [39] ainsi que Milman et Schechtman [34].

Définition 2.3.1 :

Soit (g;) une suite de v.a. de Rademacher et 1 < p < 400. On dit qu'un espace de
Banach séparable B est de type p (ou de type de Rademacher p) s'il existe une constante
30 telle que pour toute suite finie (x;) d’éléments de B, on ait

1/p
‘ Z&wz‘ < €30 (Z ||$z||p) :
i » i

Les inégalités de Khintchine montrent qu’une telle propriété n’a de sens que pour p < 2.

La définition précédente peut sembler trop particuliére. On a le résultat d’apparence plus
générale suivant :

Théoréme 2.3.2 :

Soit B un espace de Banach de type p. Alors il existe une constante universelle cz;
telle que pour toute suite finie (X;) de v.a. indépendantes, centrées, a valeurs dans B,
admettant un moment d’ordre p, on ait :

X,

p

E <es Yy EJIX)P.

Il résulte de cet énoncé que :

Remarque 2.3.3 :
Un espace de Banach de type p est aussi de type p’ pour tout p’ < p.

Exemple 2.3.4 :
En vertu de l'inégalité triangulaire, tout espace de Banach est de type 1.
Tout espace de Hilbert est de type 2.
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Les exemples suivant montrent — entre autres — qu’il existe des espaces de type p pour tout
p€[l,2].

Exemple 2.3.5 :
Les espaces {,,, p > 1, sont de type inf(p, 2).
L’espace ¢y n’est de type p pour aucun p > 1.

Dans la section précédente, nous avons vu que la condition d’intégrabilité de || X]| In™ ||X]|
ne suffit pas a ce que la suite ( ) soit une quasimartingale, en construisant un contrexemple
dans l'espace ¢y dont nous venons de rappeler qu’il n’était de type p pour aucun p > 1.
Nous allons voir a présent que la situation est plus favorable si B est un espace de type
p> 1.

2.4 Le cas des espaces de type p > 1

Dans des espaces de type p > 1, le théoréme scalaire se généralise immédiatement de la
fagon suivante :

Théoréme 2.4.1 :
Soit (B, || - ||) un espace de Banach séparable de type p > 1. Soient X une v.a. centrée
a valeurs dans B qui est intégrable au sens de Bochner et (X;) une suite de copies
indépendantes de X. Alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

1. (%”) est une quasimartingale ;

2. E(|X]| In" | X]]) < +o00.

DEMONSTRATION :

La démonstration de 'implication 2 =1 se calque sur celle du cas scalaire.
Montrons que 1 =2 : Il suffit de considérer une v.a. X symétrique. Comme 1. est vérifié,
il en est de méme de la relation (2.3). En appliquant I'inégalité de Lévy, on obtient

+0o0
1 X
Z —E sup M < 400
i<k T
Comme X est intégrable au sens de Bochner, la suite (nP(||X]|| > n)) converge vers 0, et

donc Ing, Yn = ng, Vt = ng, P ( sup || X > t) c3onP(||X|| > ¢). Alors

1<k<n
j+1
Z / (X[ > tyde = >~ Z/ (X[ > t)dt < es3 Y jInjP(i—1 < | X]| < j) < 400
n>1 jzn % j=1

ce qui montre bien que E||X]| In" || X]| < +o0.
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2.5 Conclusion

En ce qui concerne les espaces de Banach de type p > 1, nous avons exhibé une condition
nécessaire et suffisante pour que (%) soit une quasimartingale. On peut remarquer que
le fait d’admettre un type non trivial n’est pas uniquement une hypothése technique,
mais qu’elle est naturelle & la lumiére de la caractérisation des espaces de type p > 1 de
Woyczynski [42], a savoir :

Théoréme 2.5.1 :
Soit B un espace de Banach séparable. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
1. B est de type p > 1,

2. Pour toute suite (X;) de v.a. indépendantes fortement centrées a valeurs dans B
pour lesquelles il existe une v.a. & vérifiant les conditions :
E||&] In(1 + [|£]]) < 400 et Fe >0, Vi >0, Vi, P(||X;]| > t) < cP(||€]] > t),
la suite (Sn—”) converge presque stirement vers 0.

On peut remarquer que 'implication 2. = 1. du théoréme 2.4.1 se généralise & des suites de
variables aléatoires ayant des queues de distribution uniformément bornées par celles d'une
v.a. & vérifiant E||£]| In(1 + ||£]|) < +oco. Le résultat de Woyczynski et la démonstration du
théoréme 2.4.1 justifient donc de se placer dans un espace de type p > 1.

R étant un espace de Banach de type 2, une seconde conséquence du théoréme 2.4.1 et du
résultat de Davis est la surprenante équivalence suivante :

Théoréme 2.5.2 :
Soit X une v.a. centrée a valeurs dans R. Alors les trois propriétés suivantes sont

équivalentes :
1. EIX|In(1 + |X]) < +o0,
2. (ST”) est un amart,

3. (ST") est une quasimartingale.

2.6 Annexe

Démonstration du lemme 2.1.10 :
L’inégalité de Hajek-Renyi 6.1.2 donne en posant pour i > 1 v; := %

1
> t) <5 <N2 > VarYp+ Y —VarYk>

k>N+1
Z k2 (gk |£k|<k)'

E>N+1

U
vt > 0, P(sup —

n=N| N

1 1
< 22 N2 ZE (le(lﬁkKk)) + 2
k=1
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Or, en désignant par « la partie entiére de v IV,

N

N
> E(&10en<) ZE Elgensn) + Y E(&10ewm)
k=1 k=a+1
N
ZE (lﬁk!\/_l (I&x|<k) ) + > E (&1 <m)
k=«
< VNVNE[¢| + ZE (551<\fk|<\/ﬁ)> + ZE (5131(\/N<|sk\<k)>
k=« k=

N
< NE[¢| + NVNE|E| + ) E (5131(m<|£k\<k)>
k=«

E(l¢/ (1 + |£1)),

car, pour VN < k < N, en écrivant & = 1n£ =6 Ingy, on obtient &1 (WN<erl<k) S
v VE[E| In(1 + [€]).

Donc

Y cn (1 El¢
3
N2t ; (& Lgenl<m) < 7z (1 A ElE] In (1+I£I)+\/—N). (2.10)

D’autre part,

1
Z kz (fk \§k|<’f)): Z ;{;2 (gk Iék\éx/ﬁ)>+ Z EE <§Zl(x/ﬁ<|gk\<k)>-

k>N+1 k>N+1 k>N+1

Or
> B (Blem) € X VB < 2Bk

k=N-+1 E>=N+1 VN

et

k
1 1 o ,
> SE(Slumagian) = 2w 2 SRG-1<5<))

k>N-+1 E>N+1 ' j=a+l1

> j2]P’(j—1<\£]<k)Z%

jza+l k>j

< C36 Z JP(I—1 <€ <)

jza+l

<y oo v D JmiP( -1 <[g] <),

]>a+1
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Donc ) . )
C38
2 ) B (G e ww) < 1B+ (<), (2.11)

nN
j=N+1 t

Comme par intégrabilité uniforme sup E|{p, X)|In(1+[(p, X)|) < +oo, les inégalités (2.10)
peU

et (2.11) achévent la démonstration du lemme 2.1.10.
O



Chapitre 3

La loi des grands nombres de
Marcinkiewicz-Zygmund

Dans ce chapitre, on s’intéresse a I'une des généralisations de la loi des grands nombres de
Kolmogorov, & savoir la loi des grands nombres de Marcinkiewicz-Zygmund. On considére
a nouveau une suite (X;) de copies indépendantes d’une v.a. centrée X a valeurs dans un
espace de Banach séparable (B, ||-||), S, := X1+ --+X,, et, p €]1, 2 étant fixé, on cherche
a trouver une condition nécessaire et suffisante d’intégrabilité portant sur X pour que la
suite ( Sy, ) soit un amart ou une quasimartingale pour la filtration naturelle associée aux

nl/P

v.a. Xz

Commencons par rappeler 1’énoncé de cette loi des grands nombres.

3.1 Laloi des grands nombres de Marcinkiewicz-Zygmund
dans les espaces de Banach

Dans le cas de v.a. réelles, le théoréme suivant est dit & Marcinkiewicz et Zygmund [28] :

Théoréme 3.1.1 :
Soit 1 < p < 2. Soit (X;) une suite de copies indépendantes d’une v.a. centrée X. Les
deux propriétés suivantes sont équivalentes :

1. La suite (S2) converge presque strement vers 0 ;
)

nl/P
2. EIXJP < +oo.
Gut a précisé ce résultat en remarquant que, sous les mémes hypothéses, (nsl’;p) est un

Sy,
nl/P

amart borné dans L' si et seulement si ( ) converge presque sirement vers 0 (exemple

4.6 de [13]).
Cette loi des grands nombres de Marcinkiewicz-Zygmund nécessite, pour se généraliser

41
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a des espaces de Banach, une hypothése de régularité sur I’espace. Plus précisément, De
Acosta [8] a montré que cette loi des grands nombres caractérise les espaces de Banach de

type p :

Théoréme 3.1.2 :
Soit B un espace de Banach séparable et 1 < p < 2. Alors les deux propriétés suivantes
sont équivalentes :

1. B est de type p;

2. Pour toute suite (X;) de copies indépendantes d’une v.a. X a valeurs dans B, les
deux propriétés suivantes sont équivalentes :
o (nsl7p) converge vers 0 p.s. ;

e E|X|]” < 400 et EX =0,

3.2 Le cas des amarts

Le résultat scalaire de Gut s’étend immédiatement aux espaces de Banach de type p comme
le montre le théoréme suivant :

Théoréme 3.2.1 :
Soit B un espace de Banach de type p €]1,2|, et (X;) une suite de copies indépendantes
d’une v.a. centrée X a valeurs dans B, telle que E||X]|P < 4oc.

Alors (US—’]J,') est un amart relativement a la filtration naturelle.

DEMONSTRATION :

Ce théoréme est une conséquence immeédiate du théoreme 3.1.2. N’ayant pas trouvé de
référence pour sa démonstration, nous en donnons une preuve élémentaire, semblable &
celle employée dans le cas Kolmogorov. Considérons la suite d’inégalités suivante :

[1X]| /*‘” 1| /+°° o (X5l
E <1 P >t]dt <1 P >k | dt
sup 1/ + 1 sup + ! ; w

1<k <400 I <hatoo KMP

R |XP
<1+ < 400
1 2

Comme (nsl’;p) converge presque stirement vers 0 d’aprés le théoreme 3.1.2, le corollaire

5 ISl : 1 Agalit ISl Sl

6.1.4 entraine que E sup 57 < +oo. Finalement, l'inégalité sup E57 < Esup 57,
1<1<+00 T€ET n>N

T=2N

. s o S
entraine, par le théoréme de convergence dominée, que (L—’j;',') est un amart.
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3.3 Le cas des quasimartingales

Plagons-nous pour commencer dans le cas scalaire. Nous avons vu, dans ’exemple 1.2.4,
que nous rappelons ici, que '’hypothése d’intégrabilité de |X|? ne suffit pas a assurer que

(nsl7p) soit une quasimartingale.

Exemple 3.3.1 :
Considérons une v.a. symétrique X dont la loi vérifie :

Vt >0, P(|X|P >t) =1jg.2(t —— 12 t).
>V, (’ ’ > ) [0,e ]( ) + t(lnt)p(lnlnt) le 7+OO[( )
ol f=2Fe?In2 et p €)1, 2] est fixé.

(nsﬁp) est un amart d’aprés le théoréeme 3.2.1. Mais ce n’est pas une quasimartingale.

Sn
nl/P

Cependant, il existe des situations dans lesquelles la suite ( ) est une quasimartingale,

par exemple lorsque X est de carré intégrable.

Se pose donc tout naturellement la question de I'existence d’une condition sur la loi de X
qui soit nécessaire et suffisante pour assurer que ( S{; ) soit une quasimartingale. Dans le
nt/pP

cas scalaire, le probléme a été résolu par I’énoncé suivant de Heinkel [15] :

Théoréme 3.3.2 :
Soit (X;) une suite de copies indépendantes d’une v.a. réelle centrée X, et p €|1,2] fixé.
Alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

1. (nsl’;p) est une quasimartingale ;

2. [P PYP(IX] > t)dt < +oo.

L’objectif de ce chapitre est de généraliser cet énoncé a la dimension infinie. Commengons
par remarquer que ce théoréme ne se généralise pas immédiatement aux v.a. a valeurs dans
un espace de Banach de type p, comme le montre I’exemple détaillé qui suit.

3.4 Un exemple éclairant

Comme nous l’avons vu précédemment, ’hypothése de type p est nécessaire pour que
la loi forte de Marcinkiewicz-Zygmund soit vérifiée. Elle n’est hélas pas suffisante pour
généraliser le théoréeme 3.3.2, comme le montre ’exemple suivant :
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Exemple 3.4.1 :
Soit 1 < p < 2 et (§,)n>2 une suite de v.a. indépendantes de méme loi de Pareto de
paramétres (1, p). Pour tout n, &, admet pour densité :

P
flx) = i1 Lol

Soit (£5,)n>2 une suite de v.a. de Rademacher indépendantes, et indépendante de (&),
et (e,) la base canonique de £,,.
Soit

+00 1

X = —n&nle <ni/m€n
2; nl/p(ln n)%ﬂi% (En<nt/P)

Alors X est une v.a. a valeurs dans /,, vérifiant la condition f+°° PYP(||X|| > t)dt <

+00. Pourtant ( "p) n’est pas une quasimartingale.

DEMONSTRATION :

Montrons que X est une v.a. a valeurs dans £, :

EHX% - Z p+1_EE|§n1(§n<n1/p)‘p = C39 Z P Inn < +o00.
n—e n(lnn) 2 n— n(lnn) 2

Montrons que X vérifie la condition (x) : [[*°PY7(| X[ > t)dt < +cc.
Comme toutes les composantes de X sont de norme inférieure & 1, I'inégalité de Hoffmann-
Jorgensen (proposition 6.1.3) donne

p)2
_ L EIX)?

P(|IX[| > 3n) < 4P(|X|P > n?)? n2p

+o0
Donc, comme f+oo (P(||X|| > )" < 343 Z PY?(||X|| > 3n), la condition (%) est vérifice.

Soit (X;) une suite de copies mdependantes de X. On notera pour tout j :

Mg

p+l_p—1 ng éngnl/f’
n—a NP ( lnn) » 2

On pose également, pour tout n : S, ;== X; +--- 4+ X,,.
Soit w fixé. Posons :

1
vp(w) = 39” (Z fkgil §J<k1/p)> .

K (Ink)s ‘=

La suite (vg) est un élément de {_z.. On pose v := (cvg) ot ¢ est choisi de sorte que
ol e, = 1.
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Comme Ep%l est isomorphe au dual de ¢, I'application :

v 4 — R
(zi) = e v
est une forme linéaire de norme 1.

Alors, pour tout w, comme pour tout x € €, ||z]|, = sup |(¢,z)|, on a
pE(Lp)*
lell=1

[Sn(@llp o [, Sn)(@)] i” 1

i §£5£1{5£<k1/p}(w)
n'/v 7 pl/p k(In k)?

nl/P

Y

k=2 j=1

et donc en intégrant :

Z fidgl(gi <kl/P)

nl/p

1Sall = 1
E >y _— E
nl/p % k(In k)®

1<j<n

“+00 J )
1 gkl(gf A%
2 C ]E su k™ )
0 ; k(In k:)2 1<j£n nt/p

+0o0 +o0
1 .
- R 1/p
2o X i ), ? L Shgaon >

1<jsn
On constate que pour tout t > 2 et n > ng :

P( sup §i1(£j<k1/p) > nt/Pt) =1 —P( sup §£1(§j<k1/p) <ntPt)=1- (P(S;l(gigkl/p) < nl/”t)>
1<G<n R 1<j<n R

n1n(1fP(g,§1(§i<k1/p)>n1/pt)) 1

=1—e¢ 2 §NP(§i1(£i<k1/p) > nl/Pt)’

d’ou

S|l — 1 ’
E > cn Z / nIP’(nl/pt < f,i < kl/p)dt

1 2
nl/p S k(Ink)” Jo
+00 3 oo
1 / ( 1 1 ) 1 1
= 042 T An = 043 = G447
,;1: k(nk)® Jo \tr 47 ,;4: k(Ink)? 1
Donc . .
ZE”STLH S Lo
1 = == oo
— 'ty “— n(lnn)

et (nsl’;p,fn) n’est pas une quasimartingale.

O

Pour obtenir un résultat de comportement de quasimartingale dans la loi des grands
nombres de Marcinkiewicez-Zygmund, nous aurons en fait besoin de la notion de type
stable d’un espace de Banach, que nous rappelons a présent.
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3.5 Type stable d’un espace de Banach

La notion de type d’un espace de Banach rencontrée précédemment est construite a I’aide de
v.a. de Rademacher. On peut imaginer des notions similaires pour d’autres v.a. symétriques
classiques comme les v.a. normales centrées réduites ou plus généralement les v.a. p-stables :

Définition 3.5.1 :
Soit 0 < p < 2. Une v.a. réelle X est dite p-stable s’il existe o > 0 telle que la fonction
caractéristique de X soit de la forme

. _UP‘”P
]Eeti —e 2

Exemple 3.5.2 :
Les v.a. gaussiennes sont 2-stables, les v.a. de Cauchy sont 1-stables.

Remarquons toutefois que les v.a. p-stables n’ont pas de trés bonnes propriétés d’intégra-
bilité, car une v.a. p-stable pour 0 < p < 2 n’est pas dans L”.

Pour définir la notion de type p-stable, nous avons besoin de munir I'espace des suites
réelles d'une norme faible.
Soit a := (ax)1<k<n une suite de réels et (a}) la suite (Jax|) réordonnée de fagon décroissante.

Pour q > 1 fixé, ||allgc := sup (k/7a}) est appelée norme {,faible de la suite a.
1<k<n

Comme ||al; s’exprime également sous la forme ||al/; 0 = sup (t? Card{k : |aj| > e,
>0

il est naturel de généraliser cette définition aux v.a. comme suit.

On définit ainsi la norme de Laurent ||X||,0o d’une v.a. X & valeurs dans B :

P
Xl = (sup 211 > 0)
>0
Nous pouvons a présent définir les espaces de type stable p :

Définition 3.5.3 :

Soit 1 < p < 2. Soit (#;) une suite de v.a. i.i.d. p-stables. On dit qu'un espace de Banach
séparable B est de type stable d’ordre p ou de type p—stable s’il existe une constante cys
telle que pour toute suite finie (z;) d’éléments de B, on ait

1/p
Z Oix; < Cg5 (Z ||€Ez||p> :

p7oo
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Remarque 3.5.4
Un espace de Banach de type stable 1 < p < 2 est aussi de type p/—stable pour

1<p' <p.

Le théoréme suivant, di & Pisier [37], précise la relation entre la notion de type (de Rade-
macher) et celle de type stable :

Théoréme 3.5.5 :
Soit B un espace de Banach et 1 < p < 2. Alors

1. Si B est de type p-stable, il est de type p;
2. Si B est de type p, il est de type p'-stable pour tout p' < p.

De plus, un théoréme de Maurey et Pisier [31] montre que I'ensemble des ¢ tels que B soit
de type ¢-stable est un ouvert :

Théoréme 3.5.6 :
Soit B un espace de Banach de type p—stable pour un p < 2. Alors B est aussi de type
p’-stable pour un p’ > p.

A présent, nous pouvons nous intéresser a la généralisation du théoréme 3.3.2, dans des
espaces de type p-stable.

3.6 La quasimartingale de Marcinkiewicz-Zygmund dans
les espaces p-stables

On a le résultat suivant :

Théoréme 3.6.1 :
Soit B un espace de Banach p—stable, p €]1,2] étant fizé, et X une v.a. centrée a valeurs
dans B. Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

1. (%,fn) est une quasimartingale ;

2. [P PYP(|X]| > t)dt < +oc.

La seconde propriété semble quelque peu mystérieuse, mais elle s’exprime en fait a ’aide
du quantile d’ordre 1 — = de || X]| :

1 1
Uy, := inf {a:UP’(HXH <z)>1- —} = inf {:E|IF’(||XH > 1) < —} :
n n
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Proposition 3.6.2 :
Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) [FPYP(|X| > t)dt < +o00;
(b) z s < 400

(¢) Z n1+1/p]E sup || X < +o00.

\\n

DEMONSTRATION :

On notera dans la suite f(¢) la queue de la distribution de [|X]| :

f@t) == P([[X]| > ).

On pose également ug := 0 et a := %.
Commencons par énoncer un lemme technique que nous démontrerons dans I’annexe de ce
chapitre :

Lemme 3.6.3 :

Soit 0 < o < 1. Posons 8oy i= = — ﬁ Posons également, pour |z| < 1, Go(z) :=

“+o0o
> Oan(l —2a™). Soit (a;) une suite de nombres positifs et A, :=ay + -+ + a,. Alors :
n=1
1. Z % - Z 5a,nAn ;
> n>1

2. Pour toutn > 1, (275“&“ < (n+f‘)a+1 < O < a7

3. 1l existe une constante Cy > 0 telle que pour tout 0 < x < 1, on ait (1 —2)* <

Galz) < Co(1 — 2)°,

Montrons que les propriétés (a) et (b) sont équivalentes.
Pour tout j € N*, on pose t; := uj;; — u;. Commencons par remarquer que la suite (u,)
est une suite croissante, vérifiant sup u,, = || X||s, et que f(¢) est nulle pour ¢t > ||X||.

n>1

Par conséquent, (¢;) est une suite de nombres positifs. L’inégalité :
uJ+1 +OO uj+1
wed [T o DO
j>1 0 j>1

On en déduit que la propriété (a) est équivalente a la convergence de la série de terme
général [V fo(t)dt

J
Comme pour tout ¢ €]u;, u;1], ]ﬁ < f(t) < %, on obtient la relation

o U </uj+1fa(t)dt< Ly
e S S, S e
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A 4 . N P P t;
La propriété (a) est donc équivalente a la convergence de la série de terme général Ga

Or la premiére propriété du lemme 3.6.3 appliquée en posant a; := ¢; nous donne

+oo L +oo
Z j_i = Zaa,n(un—‘rl - ul)-
j=1 n=1

L’inégalité suivante, qui découle du second point du lemme 3.6.3, achéve de montrer I’équi-
valence entre les propriétés (a) et (b) :

[0 & u u & & (7 u
n+1 — W1 n+1 — Wl
g < E 504 n(unJrl - ul) < E .
2a+1 na—i—l ’ na+1
n=1 n=1 n=1

Montrons & présent 1’équivalence des propriétés (a) et (c¢). Remarquons tout d’abord que :

B s (Xl = [ B (s Xl > 1) a= [T a-a-sona

1<k<n 1<k<n

D’aprés le troisiéme point du lemme 3.6.3,

AC, > 0,Vt >0, f*(t) < Gu(1— f(t)) = féa,n (1= (1= f()") < Caof(t).

En intégrant cette inégalité et en utilisant le théoréme de Fubini-Tonelli, on obtient

400 +oo +o0
FA)dE <Y banE sup Xyl < Ca fo(t)dt
0 p— 1<k<n 0

Le second point du lemme 3.6.3 montre alors ’équivalence des propriétés (a) et (c¢).

O
Une question naturelle est celle de la relation entre l'intégrabilité de || X||? et la condition
2 du théoréme 3.6.1. On a la proposition suivante :

Proposition 3.6.4 :
La condition f0+oo PVP(|X| > t)dt < +oo implique que E||X|P < +oo.

DEMONSTRATION :

Remarquons tout d’abord la suite d’inégalités suivante :

400 400 Ujt1 400 p 1
E|X|” = p / L f()dt < uftp ) / () u1+pz ﬁt}p / fHP(t)dt.
0 : U

Or, la condition [, PY/?(||X|| > t)dt < +oo étant équivalente a la convergence de la série
de terme général - d’apres la proposition précédente, et la suite (uy,) étant croissante,
la suite de terme général —;

+oo
BIXP =+ ' [ o
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ce qui achéve la démonstration de la proposition 3.6.4.

Nous pouvons a présent passer a la démonstration du théoreme 3.6.1.

DEMONSTRATION :

Commencons par un lemme technique :

Lemme 3.6.5 :
Soit B un espace de Banach de type q-stable, 1 < q < 2. Alors il existe une constante
cas > 0 telle que pour toute suite (Xq,...,X,,) de v.a. indépendantes, de somme S,, :=

Xy +---+X,, on ait :
E ||Sn - Esn“ < C48A1/qa

ol

A:=AXy,...,X,) = suptqZ]P’ |1 Xk|| > ).

Sy

DEMONSTRATION :

Comme B est de type g-stable ¢ > 1, B est également de type ¢'-stable pour un cer-
tain ¢’ > ¢ d’apres le théoréme de Maurey-Pisier (théoréme 3.5.6 ci—dessus), et est donc
aussi de type de Rademacher ¢'.

Soit (ex); <k, une suite de v.a. de Rademacher indépendantes définie sur un espace pro-
babilisé (Ql,Al,]P’l) Soient (Xi);cren €t (Xi)1cre, deux suites de v.a. indépendantes,
définies respectivement sur des espaces probabilisés (£2o, Az, Ps) et (23,.43,P3), telles que
X}, et X} aient méme loi pour tout k. Soit S] := X} +...+ X/ la somme partielle d’ordre
n associée la suite (X}).

On notera pour simplifier N(X}) la norme ¢ faible du vecteur aléatoire réel (|| X||);cpcns
c’est-a—dire la quantité N(Xy) = H<HX’€H)1<k<anm' On notera enfin E; I'espérance sur
I’espace probabilisé (€2;, A;, P;).

Alors, en appliquant successivement le théoréme de Fubini et I'inégalité de Jensen, on
obtient par symétrie de Xy — X, :

q 1/q

E,||S, — EsS || < EoEs|Sn — S/ || < 2E,E, < 2B, [ B,

ZEka

k=1

n 1/¢ n 1/q
/ 1
< eyl <Z (1 X k]| ) < 50BN (X) <Z q,> < 51 EaN(Xy).
k=1 —

n
E ep Xk
k=1
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L’inégalité de Marcus Pisier 6.3.1 nous permet alors de conclure :

Al/a +o0 +oo 96 A
EoN(Xy) = / P(N(Xy) > t)dt + / P(N(Xy) > t)dt < AV + / g
0 Al/a Al/q

ce qui termine la preuve du lemme 3.6.5.

A présent, nous pouvons nous intéresser a la démonstration du théoréeme 3.6.1.

DEMONSTRATION :

Commencons par montrer que la propriété 1. implique la propriété 2.

Supposons que (nsl’]p) soit une quasimartingale, c¢’est—a—dire que :

ZE n+1 f B Sn
(n+ 1)1/” nl/p
ou encore de fagon équivalente, que :
SEIS
nl+l/p

En reprenant les notations de la preuve du lemme 3.6.5, et en appliquant les inégalités de
Jensen et de Levy, on obtient :

< +00.

Ey sup [|Xi| < 2Es sup [|Sy| = 2K, sup [|S, — E3(Sy)ll < 2E2E3 sup [[S, — Syl

1<k<n 1<k<n 1<k<n 1<k<n

< 4BoEs (S, — S, || < 8E2 S,

D’aprés la proposition 3.6.2, la propriété 1. entraine donc la propriété 2.
Montrons a présent que la propriété 2. entraine la propriété 1.
Pour tout n € N* et tout kK = 1,...,n, on considére les v.a. tronquées suivantes :

U, = Un,k = Xk1(||Xk||>un) et V= mG = Xk1(||Xk||<un)-

A ces v.a. tronquées, on associe les sommes partielles d’ordre n :

= zn:Uk et T? = ivk.
k=1 k=1

Si pour tout j = 1,2 la série de terme général E| TS — ETY||/n*+1/? converge, alors
(%, fn) est une quasimartingale. Montrons donc que ces deux séries convergent.

Lemme 3.6.6 : ]
> BT —ETY)| < +oc.

nltl/p
n>1
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DEMONSTRATION :

Nous allons tout d’abord prouver que

1
> n1+1/pEHT£})H < 400. (3.1)
n>1

Remarquons l'inégalité élémentaire suivante :

E| T < nElIXILgx>un)
+0o0o “+o0o
= nu, P(||X|| > u,) +n f@)dt <up,+n f(t)dt.
La proposition 3.6.2 entraine la convergence de la série de terme général —1-. Il reste

N - L. P 1 +oo
donc a vérifier la convergence de la série de terme général — fun f(t)dt.

En écrivant
+00 +o0 +oo +00  pujig
St [ g =Yy [ par
n=1 Un n=1 j=n Y%

et en échangeant les deux symboles de sommation, on obtient :

oo Ujt1 J Ujt1 i1-1/p +o0
> (/ f(t)dt) > # <em Y </ fl/p(t)dt) il_—l/p < 052/0 Pt

j=1 j n=1 j>1 J

Ceci achéve la preuve de la relation (3.1).
Comme EHTS) - ETS)H < 2E||T£Ll)||, la série de terme général HH;M,EHTS) - ]ET,(})H
converge.

O
Comme B est de type stable p, le théoréeme de Maurey-Pisier entraine qu’il est aussi de
type stable ¢ pour un certain g > p, et donc aussi de type de Rademacher gq.
Ainsi d’aprés le lemme 3.6.5 la convergence de la série de terme général IE||T£3)—]ET£Z2) | /ntt1/p
est une conséquence du lemme suivant :

Lemme 3.6.7 : "

‘o Py Ay N L
La série de terme général ~Tf; converge, ot Ay =AVal, ..., Vo).
DEMONSTRATION :

Pour commencer, nous allons prouver I'inégalité suivante :

A, < n( /0 " fl/q(t)dt)q. (3.2)
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L’inégalité évidente :

sup(2/P([[Vi]| > 2)) = sup (2P([[Vi] > z)) < sup 2%f(),

x>0 z€[0,un] 2€[0,un]

ainsi que la décroissance de la fonction f qui fournit :

Vo >0, 29f(z (/ ) dt),

impliquent que, pour tout 0 < z < u,

PPV > 7) < </ F79(8) dt) |

qui achéve la démonstration de la relation (3.2).
Pour terminer la démonstration du lemme, il reste donc a vérifier la convergence de la série

de terme général
o [
P q
En remarquant que
J = n(é‘i‘l)/ fY(x)dz < n(i=5-1) / FYa(x)
S alii) S alit) ¥

n>1 n>1 oign

et en échangeant une nouvelle fois les sommations en n et j, on obtient

< C53 (Z] i) (/ " fl/q(a:)dx> +ul> C54 < 0+OO fl/p(x)dx—i-ul) < +00.

j>1

Ceci acheve la preuve du lemme 3.6.7 ainsi que celle du théoréme principal.

3.7 Démonstration du lemme 3.6.3 sur les séries entiéres

Lemme 3.7.1 :

Soit 0 < a < 1. Posons 84, := —

£ (n+1) . Posons également, pour |x| < 1, Gu(x) :=

“+o00o
> ban(l—2a™). Soit (a;) une suite de nombres positifs et A, :=ay + -+ - + a,. Alors :
n=1
1. Z % = Z 5a,nAn ;
> n>1

2. Pour toutn > 1, (%S”LH < (wf)““ < Oam < # E

3. Il eziste une constante C,, > 0 telle que pour tout 0 < x < 1, on ait (1 — x)a <

Go(z) < Co(l —2)%;
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DEMONSTRATION :

1. Par le théoréme de Fubini—Tonelli,

S p (i) 2B (Bt Bt

n>1 n>1 i>1 n>i

1

2. Par le théoréme des accroissements finis, il existe ¢,, €]n,n 4+ 1] tel que — L

o ()"
91+a, d’ou le résultat.
3. Tout d’abord, comme pour tout x, 1 + x < €”, on a pour tout 7 € N*,
2
AN
J J
Par conséquent la suite de terme général (H 1 — Q) /i ) est décroissante, mi-
Jj=1 j
norée et donc converge vers v, > 0 car H (1 — ‘;‘—22) > 0. On a donc :
7=1
Vj>1,0<va<H(1—g)ea/j<1. (3.3)
- J
7j=1

D’autre part, comme

n

1 Gangy ntl g 1
-

J

il découle de 'inégalité (3.3) les inégalités suivantes :

Vg “ L U 1
m@am’(‘z) (1-5) < e"p( Zj)<m'

7j=1 7j=1 7=1
(3.4)
+o00 n
Le développement en série entiére (1 —z)* " = 3 ( H (1—%))z" permet de déduire
n=0 j=1
+oo
de 'inégalité (3.4), en posant F,(z) := ). Gime> Vencadrement :
=0

YOSz <1, CF,(r)< (-2 < Fafa).
ea

En appliquant a présent le premier point avec a; := (1 — z)x'"!, on obtient G, (z) =
(1 — z)F,(x), ce qui achéve la preuve de la propriété 3. avec C, 1= <.



Chapitre 4

La loi des grands nombres de Cesaro

En toute généralité, le probleme de la loi des grands nombres pour une suite de v.a. a valeurs
dans un espace de Banach réel séparable (B, || -||) peut étre posé de la fagon suivante : soit

une matrice infinie de réels {a, ;, 1 < j < k,} et (X;) une suite de v.a. a valeurs dans B.
kn

Sous quelles hypotheéses la suite Z,, := ) | a, ;X converge-t-elle presque strement ?
j=1

Dans les deux chapitres précédents, nous nous sommes intéressés aux deux cas particuliers
les plus fameux {an,j = #,j =1.. n} avec p = 1 et p €]1,2[ pour des v.a. (X;) indépen-
dantes et équidistribuées. Nous avons constaté que pour que (||Z,||) ait un comportement
d’amart il fallait imposer une condition supplémentaire de régularité a ’espace B lorsque
1 < p < 2. De méme, pour que (Z,) ait un comportement de quasimartingale, nous avons
vu qu’il fallait se restreindre & des espaces réguliers lorsque 1 < p < 2.

La loi forte des grands nombres a été étudiée pour d’autres matrices célébres (voir par
exemple Bingham [3], Mikosch et Norvaisa [32],[33]...). Dans ce chapitre, nous allons
considérer la matrice de Cesaro d’ordre 0 < @ < 1 que nous définirons ci—dessous, et nous
établirons que ||Z,|| a un comportement d’amart sans hypothése additionnelle sur I’espace.

4.1 La loi forte des grands nombres au sens de Cesaro
dans les espaces de Banach

L’étude des séries divergentes a conduit a la découverte d’autres procédés de sommation.
Cesaro a introduit, a la fin du dix-neuviéme siécle, le procédé de sommation qui porte son
nom.

Commencons par rappeler la définition et quelques propriétés de la convergence au sens
de Cesaro de suites de nombres réels.

95
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4.1.0.1 Convergence au sens de Cesaro de suites numériques

Définition 4.1.1 :
Soient xg,...,x, n+ 1 réels, et soit @ > —1 un réel. On appelle moyenne de Cesaro
d’ordre o de xy,...,x, le nombre :

1 n

a . a—1_.

Un = e E AY
1=0

n -

ol les coefficients sont définis par Af :=1et Vn > 1, A% := Wl)ﬂ&

Définition 4.1.2 :

Soit (x;);en une suite de réels, et & > —1 un réel. On dit que la suite (x;) converge au
sens de Cesaro d’ordre «, ou encore que (x,) converge au sens (C,«) si la suite (v7)
des moyennes de Cesaro converge.

Commencgons par quelques remarques élémentaires concernant les moyennes de Cesaro :

Remarques 4.1.3 :

e Comme o > —1, AY > 0, et donc les moyennes de Cesaro d’ordre a sont des moyennes
a coefficients positifs.

e Pour « =1, Al =n+ 1 et donc la convergence (C,1) est la convergence au sens de
Cesaro “classique”.

Les deux remarques qui suivent concernent le comportement de la suite (A%) et nous
serviront & de nombreuses reprises par la suite.

Remarques 4.1.4 :

1. Quand n — 400, la suite (A%) est équivalente a (n®).

n a—1

2. La suite (Z AX?) est bornée.

=0

Les convergences au sens de Cesaro d’ordres différents sont liées les unes aux autres de la
fagon suivante :

Proposition 4.1.5 :

e Si(x,) converge au sens de Cesaro d’ordre «, alors elle converge au sens de Cesaro
d’ordre 3 vers la méme limite, pour tout B > «.

e [l existe des suites convergeant au sens de Cesaro d’ordre o et ne convergeant pas au
sens de Cesaro d’ordre 3 < a.
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Passons a présent aux convergences au sens de Cesaro de suites de variables aléatoires.

4.1.0.2 Convergence au sens de Cesaro de suites de v.a.

La définition précédente s’étend naturellement aux variables aléatoires :

Définition 4.1.6 :

Soit (X;)ien une suite de v.a. réelles, et @ > —1 un réel. On dit que la suite (X;)
converge p.s. au sens de Cesaro d’ordre o, ce que 1'on note (C,a)—p.s. si la suite de
variables aléatoires (V) définie par :

o, 1 - o—
Ve = y ;An}X,-

converge presque slirement.

La convergence au sens de Cesaro d’ordre 1 étant, avec les notations habituelles, la conver-
gence presque sire de (Sn—"), il est naturel de se demander sous quelles hypothéses la loi
des grands nombres de Kolmogorov s’étend aux sommes de Cesaro générales.

La réponse a cette question est fournie par le théoréme suivant, qui a été démontré en trois
temps. Tout d’abord Lorentz [27] a étudié le cas 1/2 < a < 1 en 1955, puis Chow et Lai
[6] ont montré le résultat dans le cas 0 < o < 1/2 en 1973. 11 a fallu attendre 1988 pour
que Deniel et Derriennic [9] achévent la démonstration en traitant le cas o = 1/2 :

Théoréme 4.1.7 :
Soit (X;) une suite de copies indépendantes d’une variable aléatoire réelle X, et 0 <
a < 1 un réel. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

1. La suite (X;) converge (C,a)-p.s. ;
2. E|X|s < 4o00.

Dans ce cas, la limite de (V) est presque stirement constante et vaut EX.

On peut évidemment considérer également des sommes de Cesaro pour des v.a. a valeurs
dans un espace de Banach. On a alors ’analogue suivant du théoréme 4.1.7 :

Théoréme 4.1.8 :
Soit (X;) une suite de copies indépendantes d’une variable aléatoire centrée X a valeurs
dans B, et 0 < a < 1 un réel. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

1. La suite (X;)ien converge (C,a)-p.s. vers 0;
2. E||X||s < +o0.

Ce résultat, généralisation du théoréme 4.1.7, est d a Heinkel [16].
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Par analogie avec les lois fortes des grands nombres de Kolmogorov et de Marcinkiewicz-
Zygmund, il est naturel de se poser la question d’un éventuel comportement de martingale
généralisée des sommes de Cesaro. La réponse a cette question fait ’objet de ce chapitre.

4.2 Martingale généralisée de Cesaro

Théoréme 4.2.1 :
Soit B un espace de Banach séparable et (X,,) une suite de copies indépendantes d’une
variable aléatoire fortement centrée X a valeurs dans B. Alors :

1. (V%) nlest jamais une quasimartingale ;
2. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) (V) est un amart tel que Nlim sup E||V2|| =0;
N

——+00 >

(b) E|X][[s < +oc.

Avant de démontrer le résultat, signalons que ce théoréme admet le corollaire suivant, qui
n’est autre que 'une des implications du théoréme (4.1.8) :

Corollaire 4.2.2 :

Soit B un espace de Banach séparable et (X,,) une suite de copies indépendantes d’une
variable aléatoire fortement centrée X a valeurs dans B. Supposons E||X|s < 4oc.
Alors la suite (X;);en converge (C, a)—p.s vers 0.

DEMONSTRATION :

Remarquons que

n 1

« Ai:k 1/o
supE|| VY| < | sup e E|| X" < 4o0.
L’amart (|[V¢]|) étant borné dans L', il converge presque strement d’aprés le théoréme
1.1.10. Comme lirf E||VZ|| =0, il vient | VZ]| — 0 p.s.
O
Précisons que la démonstration de I'implication (b) =(a) de notre résultat ne fait pas

appel a la condition suffisante du théoréme 4.1.8 et que nous fournissons ainsi une preuve
donnant a la fois la condition suffisante du théoréme 4.1.8 et le caractére d’amart de ||[V||.

DEMONSTRATION :

Commencons par signaler que la suite de variables aléatoires considérée étant définie pour
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n > 0, la filtration naturelle a pour premier élément Fy := 0{Xy}. Signalons également
que F_q := {0, Q2} désigne la tribu triviale.

e Le point 1. est facile a vérifier.
e L’implication (a) =>(b) résulte du théoréme 4.1.8, via la preuve du corollaire 4.2.2.

e Montrons a présent que la propriété (b) implique la propriété (a).

Commencons par démontrer le résultat pour une variable aléatoire X symétrique. Pour
k variant de 1 a n, définissons les variables tronquées Y, = Xp1lyx,|<ne} €t Zpp =
X 1{x, | >ne}- Désignons par U, et W, les sommes de Cesaro d’ordre « associées respec-
tivement a (Yor);cpcn €6 & (Znk) i jcn-

Enfin, pour ne pas alourdir les notations, nous noterons simplement V,, au lieu de V¢ la
moyenne de Cesaro d’ordre «v des (X;).

Ecrivons la majoration évidente

Nous allons successivement montrer que (||[W,||) est une quasimartingale, et donc un
amart, puis que (||U,| — E||U,]||) est un amart, et enfin que (E||U,||) tend vers 0 pour
prouver le résultat annoncé.

Lemme 4.2.3 :
(WL, Fn) est une quasimartingale.

DEMONSTRATION :

Il résulte de I'inégalité triangulaire inversée que :

n+l 40-1 n a—1 n+l ,a-1 n a—1
An—i—l kZ An—kz < An+1 k:z An—
Ae (n+1),k|| — Ao n,k S Aa (n+1),k — Ao n,k
k=0 L k=0 7" k=0 Tl k=0
a—1 n a—1
X Aa (n+1),k — Ao n,k + Ac || n+1,n+1||'
On a donc
n+1 a—1
“ntl-k
E Aa Z(n‘H Z a fn
k=0 ol k=0 Az
"L AT 1
n+1 k
§ —a L (n+1), § Fn Aa EHZn-i-l n+1||
_ n+1 ke n n+1

al n a—

Comme Z » L Z 1) — D AX—;L’“Z,W =E(W, 1 — W, |F,) et que la suite (W) est

une qua51mart1ngale (ce fait fera l'objet du lemme (4.2.12) que nous démontrerons a la
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)

a—1 n af
An+1 k Z nf
(n+1),k TAo

fin de ce chapitre), la série de terme général E (

converge.

+o0
' s 14 1
Il ne reste donc plus qu’a considérer » 1 KE”Znﬂ,nHH- Or
n—=

B Zana] €23 J7BG" < Bl < G+ D =2 3 J7B(" < IX] < (4 1),
Jj=n+1 j=n+1
done, comme d’aprés la remarque 4.1.4 AY ~ n®,

ZAa E|Zpi1 11| < 0552 Z JPGY < |IX] < (5+1D)%)

— n+1 j=n+2

—_

+00 Jj—
1
<o Y JPEESIXI<GHDNY ——m
Cs5 ‘:1] (j || || < <J+ ) ) - (’I’L+1)

n

+o00
<ess Y FP( < XN < (G + 1)) < essBIXY® < +oo.
Ceci achéve la démonstration du lemme 4.2.3.

’ Lemme 4.2.4 La suite (|U,|| — E|U,||) est un amart.

Soit 7 un temps d’arrét borné compris entre M et N (M < N), et r > 4 un multiple de
4tel quer(l—a)>1,7> 1,
On a alors :

N
> [ (u - Elva
T=k

k=

[ o - Epur e -

<> (BT = k) T E|UL) - BT, (41

Majorons a présent la quantité E|||U, || —E|U,|||" a 'aide de I'inégalité de Rosenthal pour
les martingales (Proposition 6.2.2).

Bn effet, écrivons [[U,| — E|U, | = E([ULJIF) — E([UIF. ) + E([ULIF 1) —

-+ E(||U,|||Fo) — E||U,||. La suite de terme général E(||U,|||Frs1) — E(||U,|||Fx) pour
k € [0,n — 1] constitue bien une différence de martingale relative a la filtration (F);_;.
L’inégalité de Rosenthal s’écrit alors :
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n /2 n
ElUn | = E[UallI" < e57 |E (ZE<T2,AE>> + Y BTl | (4.2)
=0 =0
avec Tp; := E(|[Un[|[F:) — E([Unl[Fi-1).

D’autre part, notons que d’aprés un argument classique da a Yurinskii [43],

B B B Aa 1
Vi, | Thil < ||Ynill +E[Y,,, o Y, = Za’ Y, (4.3)
Lemme 4.2.5 : .
La série de terme général Y E|T,, ;|" converge.
i=0
DEMONSTRATION :

En effet, la relation (4.3) permet d’obtenir linégalité E|T,;|" < cssE|[Y,.||", de sorte
que la remarque 4.1.4 et le choix de r tel que r(aw — 1) < —1 donnent :

n

- o INT 1 r(ae
> BT, c5gz< ) E||Y,.|" < csoB||Yo, Z(n—z) (=1)
=0

=0

n

+oo
) 1 1 1
< esoBl Y™ <1 2 Z(l—_a)> S Bl Yl 2 (1 2 Z(l—_a)>
=1

i=1

nall” (4.4)

Le changement de variable u = xn~* permet alors d’obtenir :

1

nra

@

1 oo 1 "
7"/ 2P| Y|l > 2)dr < r/ " P(| X || > 2)da
nra 0 ’ n?"a 0

! X
— r/ u"P (—H il > u) du.
0 ne

Puis, en sommant :

EfYonal" =

e}

1 r r—1 HX1 é ! r—lEHXHl/a
anEHYMH <r / ZP( —/a >n|du<r i u Wdu,

n=1

quantité qui est finie d’aprés les hypothéses faites sur r.

Remarquons que nous avons utilisé le fait que pour toute variable aléatoire positive T,

+o0 +0o a4l +oo
]ET:/ IP’(T>x)dx:Z/ P(T>z)dr > Y P(T>i+1). O
0 i—o Vi

=0
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Lemme 4.2.6 :

r/2
La série de terme général E (Z ]E(wa|}])> converge.
i=0

DEMONSTRATION :

En effet, comme |Til” < cor ([ Yoill® + EIYoall®), E(T51F) < cor([Yaall® + ElYVoil®).
Ecrivons [[Yil|* + E|[Y:[* = | Y4|* — B[ Yi* + 2IE|!Yz‘||2-
Linégalité (a + b)"/* < 27/271(a"/2 4 b7/2) permet d’obtenir :

r/2

n r/2 n n r/2
E (Z E(T?Vi)) < e (Z 1Y:l]? - IElle‘HQ) + Co3 (Z IElle‘HQ) . (4.5)
i=1 =0 =0

Lemme 4.2.7 : .
n ~ ~ T
La série de terme général a, = E(Z 1Y l12 — E||YmH2> converge.

=0

DEMONSTRATION :

Pour démontrer ce lemme, on utilise I'inégalité de Rosenthal pour des sommes de v.a.
indépendantes 6.2.3 et, avec ses notations, on a :

an < C(T) (32/4 + Mr,n/2) )

avec

o Myzni= 3 E|IYoil® —E[ Yol
=0

< o4 zn: E||Y,.||", quantité dont on a vu dans la
démonstration du lemme 4.2.5 (relation (4.41)30qu’elle était le terme général d’une série
convergente

o ot Byi= SB[ IVl ~EIYsl?| < can & BNl
On a

066 a—
A= ZEHYnz”4 (EHYnOH +ZZ 1EHYTMH4>

=1

3

n
e Lorsque a > 3, ie. 4(a — 1) > —1, on peut majorer —= > i VE|Y,;||* par
=1

sz DHE(Y, 1* = n B Yot < n3nt@eE| X« = n*@ DE|X,||=. On
a alors :
B/ < cogn” @D (E[X [|«) /4
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e Pourd(a—1) < —1,iea < , le méme argument que pour la preuve de la relation (4.4)

permet de majorer — Zz (@=DE(Y,;||* par S2E|Y, |[* < Len@ 2°E|X,|s =
i=1

nda n

%]E||X1||é On a alors :
r 1 Lyr
Bl < oL (BIX 4

e Pour 4(a — 1) = —1, i.e a = 3, on majore #21‘4(6“*1)1[‘3”3(”#”4 par la quantité

ert ln(n)n(4—§)aEHX1||é = 1n(n)n—1EHX1Hi. On a alors :

nda

ln(n)

B/* < en (B[ Xy )7/,

4 . -
Dans tous les cas, BY* est le terme général d’une série convergente.

Lemme 4.2.8 : 2
La série de terme général Cy/* = (Z EHY}W) converge.
i=0

DEMONSTRATION :

En utilisant & nouveau 'argument de la preuve de (4.4), il vient

ZE‘ < e (X 1{\\xn<na} ( +ZJ . 1)'

2

1gx, <ney

e Lorsque a < —, ona?2< E donc X a un moment d’ordre 2. De plus, 2(a — 1) < —1,
donc la série de terme général 521 Converge

Alors C C74—E (“XH 1{||XH<n"‘}) C74—E (HXH ) et donc :

- 1 oNT/2
Cr/% < ers— (B X[*) .
nra
e Lorsque a > 1, 2(a — 1) > —1, donc Y j2*~V L ergn®L.
i=1
Alors

1 L (o1 a1 1
C < e B (IXIP Lgxones) < 077—]E (1117 021 ney ) < ermE[X ]
et donc :

1 7"/2
i < —t s (BIXI?)

nrl—a)

1 1
e Lorsque a = 3 C, < Skl

o B (IXI° Lyxicnsy).
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On déduit des trois points précédents que la série de terme général cn/? converge.

Revenons a présent a la relation (4.1) :

N
’/ (U7l - E[[U]) dIP" > (B ~(E]|| U] - B0 )"

k=M
Ecrivons 'inégalité de Holder :

N

> (BT = k)7 (E|UL | - BUJ|")

k=M
r—1

N T N 1/r
1 r r r
< (Z P(T = 1> (Z (El[[Un[| — E[[U,[] )T) :
k=M k=M

Par conséquent, en utilisant la majoration (4.2) et en tenant compte des quatre lemmes

précédents,

1/r
| ol - Ejur ar| < (ZEMU |- ElU, |||> ,

k=M

qui tend vers 0 quand M tend vers +o0o. Ceci achéve la preuve du lemme 4.2.4.

O
Il ne reste donc plus qu’a démontrer le lemme suivant pour achever la preuve du théoréme
4.2.1.

Lemme 4.2.9 :
E(|U,[ —0.

DEMONSTRATION :

Ecrivons E||U,|| < E|W,| + E||V,|| et montrons que chacune de ces deux suites ma-
jorantes converge vers 0.

Lemme 4.2.10 :
E[|W,|| — 0.

DEMONSTRATION :

On a, en vertu du second point de la remarque 4.1.4,

n a—1

Ao © e
E[[W,[ <) ga’“EIIZn,kH < B[ Znall < > PG < X < (5 +1)%).

k=0 ~°n j=n+1
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+oo
Comme Y j°P(j* < [|X]| < (j + 1)%) < 1+ E|X]|, E||W,,|| tend bien vers 0.
j=1

Lemme 4.2.11 :
E[[ V.| — 0.

DEMONSTRATION :

Soit € > 0 fixé. Comme B est séparable, il existe une suite de v.a. i.i.d., mettons (H,(¢)),
qui ne prennent qu’un nombre fini de valeurs, et telle que E||X,, — H,(¢)| < e.
On écrit alors

( Z AL kH ) ( Aj;ka<€) _ AZQkEHk( ))+<Z Aj;k]EHk(d)

k=0 n k=0 k=0 n

et on montre que I'espérance de la norme de chacun des trois termes est plus petite que &
pour n assez grand.
e Soit n € N* fixé. On a :

n Ag:l n Ag:l
ofve -5 A - =45 oo
k=0 n k=0 n
—1
EZ kHXk_Hk( )|
< e

) k k
e Ecrivons Hy,(¢) := Y b;j1p, .. On a alors H,(¢) — E(H,(¢)) = > b;(1p,, — P(By;)),
j=1 Jj=1
d’ou

k

Z 16; [

n Aa—l

Z Ao L(H(e) —

=1 n

a—1
n—l

ZA

E

(1, = P(Bi;))|-

Or, les By ; étant disjoints,

a—1 2 a—1 n a—1\2
(E > Sty - P<Bz,j>>> <3 Sl B < (YU Ry
I=1 I=1 =1 n
< an(a D+ ¢ 1
n2e n
Par conséquent
. n Ag:ll k 1/2
> T B0 - B <3 I(5) oo
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e Soit n € N* fixé. On a H,(¢) = (H,(¢e) — X,,) + X,,, donc comme X est centrée,
E(H,(e)) = EH,(e) — X,,). Or E||X,, — H,(¢)|| < ¢, donc ||[E(H,(¢))|| < e. Il suffit
alors d’appliquer la seconde propriété de la remarque (4.1.4) pour conclure.

O
En regroupant les résultats des trois points précédents, pour tout € > 0, il existe N tel que
pour n > N, E||V,|| < 3¢, ce qui termine la démonstration du lemme 4.2.9.

O
Finalement, [|[V,| < [|[Wy|l + [|U, — E||U,|||| + E||U,|| est donc un amart comme somme
d’amarts.

A présent, prouvons le résultat pour une variable aléatoire X non nécessairement symé-
trique.

On considére comme précédemment une suite (X;) de copies de X définies sur un espace
probabilisé (24,41, Py).

Soit (£2g, Az, Py) un second espace probabilisé, et (X/) une suite de copies indépendantes de
X, définies sur €. Soient enfin (V,,) et (V) les sommes de Cesaro associées respectivement
aux v.a. (X;) et (X!). Sur I'espace produit (23 := Qx Q' A; x Ay, P;®Ps), un raisonnement
tel que le précédent montre que (V,, — V') est un amart pour la filtration (F3), ou (F¥)
est la tribu engendrée par les v.a. (Xo,...,X,, X{, ..., X.).

Alors, tout temps d’arrét 7 borné pour (F7'), en est aussi un pour (F%), et en écrivant :

/ (V= V1) d(Py © Py) = / V,dP, — Py (r = n)Ea(V') = / VP,

{r=n} {r=n} {r=n}

on obtient sup |E; V.| < sup |E3(V, — V.)| — 0, ce qui achéve la démonstration.
=N >N N—oo

O

Annexe

Lemme 4.2.12 :
La suite (W,,, F,,) est une quasimartingale.

DEMONSTRATION :

Se rappelant que X est symétrique, les tronquées Z; ; sont centrées, et on a immédiatement :

~ A ~ AL
E (Wn+1 - Wnl fn> = AO‘ Z(n+1),k - AO‘ Zn7k. (46)
k=0 ~ ntl k=0 "™
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Réécrivons :
Aa 1 Aa 1 n Aa 1 Aa 1
n+1— n n k n k
A;rl Z(n+1 k= Z t1- kzn,k Z A;rl Xk]-{ (n+1)*>[|Xg||Zn>} — Z A;rl Zn kT Un.
k=0 n+1 n+1 k=0 _ n+1
De sorte que la relation (4.6) donne :
E(Wn+1_wn|f Z A+1 ankz_ZﬁZn,k‘l’un
n+1 k—0 n
1 1 . a—1 1 . a—1 a—1
- (Aﬁﬂ - A_g) ZAnJrl k Ag (An+1 k Anfk) L + Un.
k=0 k=0
Ainsi :
1
BIE(Woet - Wal 5l < (- - 5 )Zmﬁﬁwm
n+1

1 (3 o—
TZ&AkMMMMWMH
” k=
=: Uy, + Wy, + El|u,||.

Montrons donc que les séries ayant respectivement pour terme général E|u,||, v, et w,
convergent toutes les trois.

e On a
N
> Ellua|l < ZZ Ao kEHXkl{WH o> X zned || = ZZ n+1 kE (X Ly xgzney )
n=0 n=0 k=0 n=0 k=0

< csi ZE (XN Lgmsyesixgzney) = caB (IXN Lgavinesixy) »

n=0

en utilisant le point 2. de la remarque 4.1.4. Ce terme tend vers E||X|| quand n — +o0,
donc > Elju,|| converge.

e Prouvons la convergence de la série de terme général w,,. Commencons par simplifier les
coefficients. Pour k # n,

ala+1)---(a+n—k) aola+l)--(a+n—1—k)

A = A = (n+1—k) - (n—k)!
_ala+1)-(a+n—k—-1)(a+n—k—(n+1-k))
(n+1—Fk)!
_(a=Da--(a+n—k—1)
(n+1—k)!

< ng(ﬂ +1-— k)a_2.
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Pour k =n, on a A}~ ! — A” V= — 1 < egs.
On en déduit, comme en (4.4), la majoration :

n—1 400
w, < % (1 +Y (nt1- k)a—2> E||Z1]| < 085—E||Zn1|| 14> k) 086—E||Zn1|]
n k=0 k=1
En utilisant le théoréme de Tonelli, on obtient la suite d’inégalités suivante :
=1 X1 11
> EIZuall < D E(XI xgsney) c%zJ PUT < IXI < G+ Y o
n=1 n=1 =1
+00
eogr Y JPET < X)) < (G + 1)) < esrB| X[ V* < +o0. (4.7)
=1

Par conséquent la série de terme général w,, converge.
e Prouvons a présent la convergence de la série de terme général v,,. Commencons par
simplifier les fractions :

1 1 n! B (n+1)! _nlla+n+1)—(n+1)
Ay Apy (at+l)ec(atn) (a+l)(atn+l) (a+1)-(a+n+l)
n! « 1 Cg8

o = < .
(@+1)-(a+n+1) n+l1A2,  (n+1)*H

On obtient alors la majoration

n

Css a—1 C89
< —2 Ny X[ 1xone)) < E (||X|1yx)5ne)) -
v (Hl)m; 1=k (XL xponey) < =B (XL gxone))

Or la série de terme général n—HE (IIX[|1gx|>ney) converge. En effet, la relation (4.7)

1
prouve la convergence de la série de terme général —E(|[X||1x|>n}), et — < — car
n n o n

a €]0,1].

4.3 Conclusion

On va clore ce chapitre par quelques commentaires relatifs & la démonstration du théoréme
4.2.1.

Tout d’abord, il convient de rappeler que la preuve n’utilise pas comme lemme technique la
partie suffisante du théoréme 4.1.8. Par le biais du corollaire 4.2.2, elle redonne une autre
démonstration de la partie suffisante de ce théoréme 4.1.8.

Par ailleurs, la preuve met en évidence un phénomeéne qui a déja été rencontré (voir par
exemple la preuve de la proposition 2.1.9), a savoir que par troncation on peut décomposer
V,, en la somme d'un amart et d’'une quasimartingale.



Chapitre 5

En guise de conclusion. ..

Nous allons donner quelques indications sur les aspects de martingale généralisée dans la
loi forte des grands nombres de Kolmogorov non équidistribuée.

L’énoncé de Kolmogorov est la forme la plus célébre de la loi forte des grands nombres dans
le cas non équidistribué. En dimension infinie cet énoncé da & Kuelbs et Zinn (corollaire 1
de [|23]) devient :

Théoréme 5.0.1 :
Soit (Xx) une suite de v.a. a valeurs dans (B, || - ||) indépendantes, fortement centrées,
et telles qu’il existe p €]1,2] avec :

E[| X ”
E>1

[Sxll
n

Alors (%") converge presque strement vers 0 si et seulement si (

> converge en

probabilité vers 0.

En connexion avec les résultats des chapitres 2 et 3, il est naturel de s’interroger sur un
comportement d’amart ou de quasimartingale de (ST") dans le contexte du théoréme de
Kuelbs et Zinn.

On a déja le résultat suivant :

Théoréme 5.0.2 :
Soit (X)) une suite de v.a. a valeurs dans (B, || - ||) indépendantes, fortement centrées
et vérifiant la relation (5.1) pour un certain p €]1,2]. Alors (%) est un amart.

DEMONSTRATION :

Notons U 1’ensemble des formes linéaires définies sur B dont la norme est inférieure ou

69



70 5. EN GUISE DE CONCLUSION. ..
égale a 1.

Soit 7 un temps d’arrét borné et ¢ un élément de U. Par souci de simplicité, on notera &
la v.a. réelle (p, X;). Tronquons les variables & en posant :

= & l(e <) — E(GeLe<r) et Zi = Gl sk — E(G e >h))-

Associons leur les sommes partielles d’ordre n :

U, =07 := Zn:Yk et V,:=V7:= Zn:Zk,

de sorte que (p,S,) = U, + V,.

La suite (S") est un amart convergeant vers 0 si et seulement si :

/&dPH < 6e.
-

Pour cela, il suffit de montrer que les deux propriétés suivantes sont vraies pour € €]0; 1]
fixé et N assez grand :

Ve > 0, AN, sup

=N

U¥
sup sup/—”dIP’ < 3e. (5.2)
72N pel n

V¢
sup sup/—"d]P’ < 3e. (5.3)
2N peld n

E||X
Commengons par remarquer que, par le lemme de Kronecker, comme M < 40, la
>1
LN~ EXg
suite de terme général - > —=1- tend vers 0.

k=1

Par conséquent, il existe Ny tel que pour n > Ny, X p Z IE”X’“HP < ez

| E|IX[P
&P

D’autre part, comme la série de terme généra converge, il existe Ny tel que pour

EJIX|? 2
> Ny, Y~ <el
k>n

Montrons tout d’abord la propriété (5.2).
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Pour 7 > N > max(Ny, N1) I'inégalité de Hajek-Renyi 6.1.2 donne :

1 Var Yy
>t) tzN?ZVarYk+— Z 12

vVt > 0,P (sup Un

n>N| 1 E>N+1
1 - E[&]” 1 E|& [P
T 2N2 Ep—2 2 kP
k=1 E>N+1
N
1 E[[XglP | 1 B[ X[ _ 2¢?
< tQN Z k:pfl + t_2 Z kp < t_2
k=1 E>N41
On a donc finalement :
U 2e2
sup P |sup|—|>1 ] < —-
lell<t \n>1| 7 t

Soit donc 7 > max(Ny, Np). Alors :
U, U, c U, oo
sup/—d]P < sup/ sup udIP’ < sup/ P (sup u > t) dt + 252/ —dt < 3e.
el T peU ) n=N M e Jo n=N M .t

Montrons la condition (5.3)
Soit 7 un temps d’arrét borné, N < 7 < M. Alors comme Z,, 1 et {7 > n+1} = {7 < n}°
sont indépendants :

IE— /—dIP’ Z/ —dIP (/ —dIP / &) dP
(t=n) (t2n) (T=>n+1) n
Vy al \Y% v,
e (] ()
=N N n=N (t2>2n+1) n+1 n

M

1 1 1
ey, oSy b VoudP + ——E(Zip o1 )P(r >0+ 1
NN ZN n(n+1) /(T>n+1) n+1 (Zn2)P(r 2 n+1)

< Cg0 Z E|V (5-4)

n>N

Or on a les majorations suivantes :

nz S Z ZE &k L(g>m| = Z ZE SR Z Z E |1 (5n)]

n>N n>N n>N n>N k=N+1
1 1
< QZE\5k1<\5k|>k>| ~ t2 2 El&lasn] - (5.5)
k=1 k=N
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En utilisant I'inégalité de Hoélder, il vient :

1 A .y
> Bletgaenl < 2 (BE0) Rdal > ko,

k>N k>N

Or, par I'inégalité de Markov,

> (E@) (sl > 0 < Y (212 “p)“” (EHzc(luf)l) v

k=N k>N

Par conséquent,

1 E|| X4]?
sup ZElfkl(‘§k|>k‘ |E < Z 7w

Y k=N k>N

Il existe donc N3 indépendant de ¢ tel que pour n > Nj, Z E ‘fkl(‘§k|>k)|
D’apres le lemme de Kronecker, la suite de terme général sup% Y E ‘fkl(\§k|>k)| converge
k=1
vers 0. Il existe donc N, indépendant de ¢ tel que pour n > Ny, * ~> E |5k:1(|§k\>k)‘ <e
" k=1

On déduit alors des inégalités (5.4) et (5.5) que pour 7 > N > max(N3z, Ny) :

E|V,
sup/—dT supz |2 |
n

peU peU SN
1
< 2sup E|&:1 + 2sup E|&1
o (NZ €k L eul>n) \) sup I;V €L lgel >
< 4e

Remarquons a présent que le théoréme de Kuelbs et Zinn admet le corollaire suivant :

Corollaire 5.0.3 :
Soit (Xy) une suite de v.a. a valeurs dans (B, || -||) indépendantes, fortement centrées,

et telles qu’il existe p €]1,2] avec :
3 B[ Xkl
— T < 40
kpr
k>1

Sl

n

Si <”S—:H converge en probabilité vers 0, alors < ,fn> est un amart convergeant

presque sdrement vers 0.
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DEMONSTRATION :

Remarquons que

8 \Xk|| — E[I X[
Vt>0,]P’<sup Z]P’ <ti’z I

k=1 k=1

On a donc Esup @ < 4o00. En vertu du théoréme de Kuelbs et Zinn 5.0.1, on sait que
k=1

Sn—" — 0 p.s. Par application du théoréme de Hoffmann-Jgrgensen (corollaire 6.1.4), on a

donc E sup ”i—"” < +00.
n>1

S P .
(”n#”, Fn> est alors un amart par le théoréeme de convergence dominée.
O

Une question naturelle a ce stade est alors “Quand (%, .7:”) est—elle une quasimartingale 7”

Nous allons donner quelques éléments de réponse a cette question dans le cas des espaces
de type p. Dans ce cas particulier, le théoréme de Kuelbs et Zinn se simplifie sous la forme
suivante (théoreme 4 de [23]) :

Théoréme 5.0.4 :
Soit (B, || - ||) un espace de Banach de type p €]1,2], et soit (Xy) une suite de v.a.
indépendantes a valeurs dans (B, || - ), fortement centrées, et telles que :

Z B[ X"
— < +00
kr

k>1

Alors (S”) converge presque stirement vers 0.

n

Ceci rend naturel le probléme de quasimartingale sous la seule hypothése 5.1 dans des
espaces de type p. L’hypothése optimiste que dans un espace de type p la condition 5.1 im-
plique que (%) est une quasimartingale est contredite par 'exemple élémentaire suivant :

Exemple 5.0.5 :
Soit (Y}) une suite de v.a. de Cauchy standard indépendantes

Posons X, = 7£1(x,|<ak) Ol @ > 0 est choisi tel que sup Z P(|Yy| > ak) <

n k=[n/2]

ln/c

Soit p €]1,2[. Alors > ]E|X’“‘p < 400, mais (22) n’est pas une quasimartingale.
k>1
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DEMONSTRATION :
[n/2]-
Par symétrie de (X},), en remarquant que S,, = > Xk + Z X}, est somme de deux
k=1 k=[n/2]

v.a. indépendantes et centrées, 'inégalité de Jensen donne :

E[S,| > E 1(x,1<ak) ]| - (5.6)

Nous allons appliquer le principe de contraction (voir [25] p 97) dont seule la forme élé-
mentaire suivante nous est utile :

Lemme 5.0.6 :
Sotent &1,...,&, n v.a. indépendantes, symétriques, intégrables et ay,...,a, n réels
strictement positifs. Alors :

E Zakék 1nf aj
k=1
Par application de ce lemme, il vient :
Y, 1 Y,
E —1 o > —K —1 e}
In & (1Xk|<ak) Inn Z In k (1Xk|<ag)
k=[n/2] k=[n/2]
1 n/2 n
> — P Y1 >t | dt. 5.7
mn ), Y Yelgxy<ar) (5.7)
k=[n/2]
Or, pour 0 <t < n/2,
P Z Yk]-(\Xk|<ozk) >t| =P Z Y. >t — ZP(’YH > ak)
k=[n/2] k=[n/2] (/2]
& 1
SP[ ) Yi[>t -7 (5.8)
k=[n/2]

D’autre part, comme Z o /2 - suit une loi de Cauchy, et que n — [n/2] +1 > n/2,
[n/2]

n 9 +oo 1

P Yi|>t)] == dz.

Z k = \/Qt/n 1+ 22

k=n/2

3
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) +o0 1 9 +oo 1 1 .
Comme Vt € [0,n/2], = . 1+$2d93 > = 1+:1:2d$ =5 les relations (5.7) et

(5.8) donnent :
1 n/2 2 +o0o 1 1 1 n/2 2 +oo 1
E|Sn]>—/ —/ de — — ) dt > / —/ dx | dt
Inn J, s 1+ 22 4 2Inn J, T Joryn 1+ 22

2t/n

n
~ 8lnn’

A1 E[Sn| co1 ; A Sn ’
On en déduit que =5 > -, ce qui achéve de montrer que (7,.7-}) n’est pas une

quasimartingale.
O

Dans un espace de type p, on a cependant le théoréme (cf. [19]) :

Théoréme 5.0.7 :
Soit (B, || - ||) un espace de Banach réel séparable de type p €]1,2]. Soit (Xy) une suite

de v.a. a valeurs dans B, indépendantes, fortement centrées, vérifiant :

E||Xx||P
SEX

kpr
k>1

Alors (%) est une quasimartingale.

Le théoréme précédent permet de préciser la relation entre la notion d’espace de type
p et la loi forte des grands nombres de Kolmogorov non équidistribuée. Rappelons pour
commencer I’énoncé classique de Hoffmann-Jgrgensen et Pisier :

Théoréme 5.0.8 :
Soit (B, || -||) un espace de Banach et p €]1,2]. Alors les trois propriétés suivantes sont

équivalentes :

1. (B, - ||) est de type p;

p
Hg:;“ < 4o00. Alors, pour toute

2. Soit (xy) une suite d’éléments de B, vérifiant Z
k>1

suite (ex) de v.a. de Rademacher indépendantes, (Z E’f’“) converge p.s. vers 0 ;
k=1
3. Soit (X) une suite de v.a. indépendantes a valeurs dans (B, || - ||), fortement

centrées vérifiant :

E|Xx||P
SEX

kpr
k>1

Alors (%") converge p.s. vers 0.

En utilisant le théoréme 5.0.7, Heinkel a précisé ce critére de Hoffmann-Jgrgensen et Pisier
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en montrant que la condition de loi des grands nombres pour des v.a. de Rademacher
(condition 2. du théoréme précédent) pouvait s’énoncer en terme de quasimartingale (th
5.1 de [18]) :

Théoréme 5.0.9 :
Soit (B, || - ||) un espace de Banach et p €]1,2]. Alors les deux propriétés suivantes sont
équivalentes :

1. (B, - ]|) est de type p;

2. Soit (xy) une suite d’éléments de B, vérifiant :

Z Hﬂfk”p

k>1

)

On peut de méme préciser la condition 3. du théoréme 5.0.8 en termes de quasimartingales :

Alors, pour toute suite (e;) de v.a. de Rademacher indépendantes, (

)
ExTh
=1

est une quasimartingale.

Théoréme 5.0.10 :

Soit (B, || -]|) un espace de Banach et p €|1,2]. Alors les deux propriétés suivantes sont
équivalentes :

1. (B, - ]) est de type p;

2. Soit (Xy) une suite de v.a. indépendantes a valeurs dans (B, || - ||), fortement

centrées vérifiant :

E|| Xg|?
SER

kpr
k>1

Alors (||%"Hp) est une quasimartingale.

DEMONSTRATION :

L’implication 1 =2 est donnée par le théoréme 5.0.7.
Bien qu’elle se déduise facilement de la preuve de I'implication 2==-1 du théoréme 5.0.9,
donnons tout de méme la démonstration de 'implication 2 = 1.

E”Xk” ||S ||

Soit (Xj) une suite de v.a. vérifiant < 4o00. La suite

k>1
tingale positive, elle converge presque stirement vers une v.a. U.

étant une quasimar-

La condition (5.1) implique l'existence d’une suite (o) croissante de réels strictement
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positifs tendant vers 400, telle qu’en posant

Yl = X17
Y, =, Xy Vn, VkelI(n):={2"+1...,2"},

n
: E[[ Y| T, |7 : : »
on ait ) % < +00. Posons T, := > Y. Alors % est une quasimartingale positive
k=1 k=1
convergeant presque srement vers une v.a. V.

n p
Remarquons & présent qu’en posant cgs := supE || > % > 0, l'inégalité de Jensen
n k=1
donne :
n+1 p
T2n+1 — T2n p 2 k
E  on <E Z ol S C92;
k=1
et donc que :
T n+1 — T2n

supE HQQ—ﬂ < alf

n
Or pour tout n > 1, on a :

Son IXy|| S~ E[Toesr — Tor|| 2
EHQ_" sE +kz_; 2k on
-1
Xl | = 2Feo
< E—— — .
R VTt
S27L S2’IL

On en déduit que =2+ tend vers 0 en probabilité. Mais =2+ tend vers U presque stirement,
donc U = 0 p.s.. L’implication 3=-1 du théoréme 5.0.8 montre alors que (B, || -||) est de
type p.

O

Dans ce court chapitre nous avons montré que pour la loi des grands nombres non équidis-
tribuée de Kolmogorov également, les martingales généralisées sont un bon outil d’étude
de la vitesse de convergence (théoréme 5.0.2) ou de la géométrie de I'espace de Banach
dans lequel les v.a. considérées prennent leurs valeurs (théoréme 5.0.10).

On pourrait évidemment aussi s’intéresser aux aspects “martingale généralisée”’pour d’autres
lois des grands nombres non équidistribuées, comme celles de Brunk, Prohorov, Nagaev,. . .

De telles études restent a faire. En ce qui nous concerne, nous conclurons par le théoréme
5.0.10.
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Quelques propriétés des sommes de v.a.
indépendantes

Dans cette annexe, nous rappelons différentes inégalités que nous avons utilisées dans ce
travail.

6.1 Inégalités maximales

6.1.1 Inégalités de Lévy

Les premiéres inégalités sont connues sous le nom d’inégalités de Lévy. Elles sont spécifiques
aux v.a. symétriques et donnent une majoration du maximum d’une suite de v.a.

Proposition 6.1.1 :

Soit (X;) une suite de variables aléatoires indépendantes symétriques a valeurs dans B.
k

Pour tout k, on pose Sy := > X;. Alors pour tout entier N et pour toutt >0, on a :
i=1

<
P(max S| > 1) < 2P(|Sw] > 1)

=

et Plmax |[Xil| > 1) < 2P([[Sw|| > 1/2).

6.1.2 Inégalité de Hajek-Rényi
L’inégalité de Hajek-Renyi suivante est une généralisation de la célebre inégalité de Kol-

mMogorov :

Proposition 6.1.2 :
Soit (X)) une suite de v.a. indépendantes de carré intégrable et (vy;) une suite décrois-
sante de réels strictement positifs. Soit S; .= X1 — EX; + -+ X; — EX;. Alors :

1 m
VmeN, Ve >0, P (sup%|S,~| > 5) < o (fnzvgauer + Z ’y]?VarX]) :

m<i =1 j=>m+1

79
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6.1.3 Queues de distribution de sommes de v.a. indépendantes

La troisiéme inégalité dont nous avons eu besoin est 'inégalité de Hoffmann-Jgrgensen
(inégalité (3.3) dans [20]).

Proposition 6.1.3 :
Soit (X;) une suite de v.a. indépendantes et symétriques a valeurs dans BB. Soit Sy :=

> X;. Si(S,) converge p.s. vers S, alors, pour tous s,t >0 :
i=1

P(|ISI| > 2t +5) < 4(P(|IS|| > 1))* + P (SuPIIXiII > 8) :

Le corollaire suivant permet de comparer les propriétés d’intégrabilité de sup =2t ”X””

sup % (corollaire 3.4 dans [20]) :

et

Corollaire 6.1.4

Soient (X;) une suite de variables aléatoires indépendantes a valeurs dans B, (a,) une
suite croissante de réels strictement positifs tendant vers +00 et 0 < p < +oo. Alors si
sup,, % < 00 p.s, les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

i) Esup(”s H) < 00

i) Esup (”X”H) < 00

6.2 Inégalités de moments

6.2.1 Inégalités de Khintchine

Soit (g;) une suite de v.a. de Rademacher. Les inégalités de Khintchine expriment que
toutes les normes LP, 1 < p < 400 (ou quasi-normes pour 0 < p < 1) sont équivalentes
sur 'espace vectoriel engendré par (g;).

Proposition 6.2.1 :
Soient 0 < p < +00o et (g;) une suite de variables aléatoires de Rademacher indépen-

dantes. Il existe deux constantes strictement positives A, et B, telles que pour toute
suite finie (o) de réels,

(S2et) " <[ e, < ()"
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6.2.2 Inégalité de Rosenthal
L’inégalité de Rosenthal permet de majorer les moments d’une martingale (théoréme 3 de

[41]).

Proposition 6.2.2 :
Soit (S;, F;) une martingale de longueur finie, dont les accroissements sont notés (X;).
Alors, pour tout p > 2, il existe une constante C' telle que

n p/2 n
E[S.[» < C E(ZE(Xﬂ .7-"-_1)> +) EX
=1 =1

Corollaire 6.2.3 :
Soit (X;) une suite de v.a. indépendantes. Alors pour tout r > 2, il existe une constante

C telle que :
E[S,|" < C(B}? + M,,),

ou B,, :=
k

EX2 et M,, = 5 E|[X,|".
=0 k=0

6.3 Inégalité de Marcus-Pisier

L’inégalité de Marcus-Pisier permet de majorer les queues de distribution des normes de
Laurent de suites de v.a. Il est a noter que la constante de l'inégalité originelle [29] était
262 et non pas 2e. Elle a été améliorée par Zinn (voir le lemme 4.11 dans [38]).

Proposition 6.3.1 :
Soient (Xy,...,X,) n v.a. indépendantes réelles, alors

n

2e
Vg=>1, Yu>0, P(|[(X o >u) < — t? P(| X, >1) | .
7> 1, Yu > 0, B(|(X5) g0 > u) uqstgg( > B(Xy| >>

k=1
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