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Résumé

Nous présentons des résultats obtenus dans cinq directions autour des représentations des
algébres affines quantiques U,(g). En premier lieu nous prouvons la conjecture de Kirillov-
Reshetikhin, c’est-a-dire des formules de caractéres pour certaines représentations de dimension
finie de U, (g), et nous étendons le résultat a des affinisations minimales ; nous étendons le modeéle
monomial des cristaux aux représentations extrémales et nous y interprétons des automorphismes
de Kashiwara. Ensuite, a I'interface avec la géométrie algébrique, nous définissons une notion de
groupes de lacets analytiques avec une factorisation de Riemann-Hilbert qui permet de réaliser
géométriquement le centre de U,(g) aux racines de 1. Comme application, nous paramétrisons
des classes d’équivalences de représentations de U, (g) par des G-fibrés sur une courbe ellip-
tique. On résoud le probléme de petitesse géométrique posé par Nakajima pour des résolutions
de variétés carquois. Troisiémement, nous établissons une nouvelle dualité de Langlands pour
des représentations de g et de Uy(g) et nous définissons des groupes quantiques d’interpolation
pour linterpréter. Quatriémement, nous construisons une catégorie tensorielle pour les algébres
affinisées quantiques et des représentations de dimension finie d’algébres toroidales quantiques
(et de Cherednik) ; nous proposons un analogue en théorie de Lie des algébres de réflexion sym-
plectiques. Enfin, nous obtenons des catégorifications monoidales d’algébres cluster en terme
d’'une catégorie C; de représentations de Uy(g). Pour ce faire, nous établissons notamment la
factorisation en modules premiers de modules simples de C;.

Mots clés : Algébres affines quantiques, conjecture de Kirillov-Reshetikhin, variétés carquois,
groupe des lacets, dualité de Langlands, algébres toroidales quantiques, algébres de Cherednik,
catégorification, algébres cluster.

Abstract

We present results obtained in five directions around representations of quantum affine al-
gebras Uy(g). We prove the Kirillov-Reshetikhin conjecture which gives character formulas for
certain finite dimensional representations of U,(g), and we extend this result to some minimal
affinizations ; we extend the monomial cristal model to extremal representations and we interpret
Kashiwara automorphisms in this model. At the interface with algebraic geometry, we define a
notion of analytic loop groups with a Riemann-Hilbert factorization which gives a geometric
realization of the center of Uy(g) at roots of 1. As an application we parametrize equivalence
classes of representations of U,(g) by G-fibers on an elliptic curve. We solve the smallness pro-
blem raised by Nakajima for resolutions of quiver varieties. Third, we establish a new Langlands
duality for representations of g and U,(g) and we construct interpolating quantum groups to
interpret it. Four, we construct a tensor category for quantum affinizations, and we construct
finite dimensional representations of quantum toroidal algebras (and Cherednik algebras); we
propose a Lie theoritical analog of symplectic reflection algebras. Eventually, we obtain mono-
idal categorifications of cluster algebras in terms of a category C; of representations of U,(g). We
establish in particular the factorization in prime modules of simple modules in C;.

Key words : Quantum affine algebras, Kirillov-Reshetikhin conjecture, quiver varieties, loop
groups, Langlands duality, quantum toroidal algebras, cherednik algebras, categorification, clus-
ter algebras.
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Introduction

La notion centrale de ce mémoire d’habilitation est celle d’algébre quantique, plus précisément
d’algebre affine quantique Uy (g). Ses liens avec divers objets de nature géométrique ou algébrique
seront étudiés suivant cinq thémes correspondant aux cinq parties du mémoire :

1. Conjecture de Kirillov-Reshetikhin et formules de caractéres. Nous prouvons la
conjecture de Kirillov-Reshetikhin (formules de caractéres), et nous étendons le résultat a des
affinisations minimales. Nous étendons le modéle monomial aux cristaux extrémaux.

2. Interfaces avec la géométrie algébrique. Nous définissons les groupes de lacets ana-
lytiques avec une factorisation de Riemann-Hilbert qui réalisent géométriquement le centre de
Uy(g) aux racines de 1. Comme application nous paramétrisons des classes d’équivalences de re-
présentations de U,(g) par des G-fibrés sur une courbe elliptique. Nous apportons une solution au
probléme de petitesse géométrique posé par Nakajima pour des résolutions de variétés carquois.

3. Dualité de Langlands. Nous établissons une dualité de Langlands pour des représenta-
tions de g et U,(g) et définissons des groupes quantiques d’interpolation pour I'interpréter.

4. Algébres toroidales et affinisées quantiques. Nous construisons une catégorie tenso-
rielle pour les algébres affinisées quantiques et des représentations de dimension finie d’algébres
toroidales quantiques (et de Cherednik).

5. Catégorification monoidale des algébres cluster. Nous obtenons des catégorifications
monoidales d’algébres cluster en terme d’'une catégorie C; de représentations de U,(g). Nous
décrivons notamment la factorisation en modules premiers de modules simples de C;.

Les résultats des articles [6-18] présentés pour I’habilitation peuvent intervenir dans plusieurs
thémes. Les articles [1-5] constituent la thése soutenue en 2004. Le sujet central en était les
(q)-caractéres des représentations de dimension finie des algébres affines quantiques, leurs ¢-
déformations et applications aux produits de fusion. Aprés ce premier travail, je me suis attaché
a l'analyse de la structure méme de ces représentations, en démontrant plusieurs conjectures
présentées dans ce mémoire, et en élargissant progressivement mon champ d’étude aux interfaces
avec la géométrie algébrique et & d’autres questions plus générales, énoncées ci-dessus.

Le point de départ est la théorie classique des algébres de Lie semi-simples complexes de
dimension finie g [Bo|. Deux classes d’algébres généralisant g ont une importance particuliére.
Les algebres de Kac-Moody affines g [Kac| sont des algébres de Lie, analogues de dimension infinie
de g, possédant une structure similaire, en particulier une présentation analogue a la présentation
de Serre de g. Ensuite les groupes quantiques U, (g) de Drinfeld-Jimbo sont des algébres de Hopf et
des déformations de 1’algébre enveloppante U(g) pour un paramétre de quantification complexe
q. Lorsqu’on considére les deux généralisations simultanément, on obtient les algébres affines
quantiques Uy (g), qui sont des déformations de U(g) et des affinisations (quantiques) de U, (g) :

9
Afﬁnisation/ s N Quantiﬁcation

N
N

g . Uy (8)
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N -
Quantification \& _  Affinisation

Uy(9)
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La théorie des représentations des algébres affines quantiques est trés riche et a été étudiée
intensivement ces quinze derniéres années dans différentes perspectives, en lien avec des domaines
variés en mathématiques et en physique mathématique.

Rappelons d’abord quelques définitions et résultats concernant les algébres de Kac-Moody
quantiques (dont les groupes quantiques et les algébres affines quantiques) et les algébres affinisées
quantiques (dont les algébres toroidales quantiques). Les définitions d’autres objets importants
pour ce mémoire, comme celles de variétés carquois, d’algébres de Cherednik ou d’algebres cluster,
seront données plus loin.

Considérons une matrice de Cartan généralisée C' = (Cj j)1<i j<n, c’est-a-dire une matrice
avec des coefficients entiers négatifs, exceptés les coefficients diagonaux égaux a 2, et telle que
(Ci,j =0 Cj; =0). On suppose de plus que C est symétrisable, c’est-a-dire qu’il existe une
matrice diagonale D = diag(ry,--- ,7,) avec r; € N — {0} telle que B = DC est symétrique.
Cela inclut les matrices de Cartan des algébres de Lie semi-simples de dimension finie, qui sont
caractérisées, parmi les matrices de Cartan généralisées, par la stricte positivité de leur mineurs
principaux (ce sont les matrices dites "de type fini"). Si on change légérement cette condition
en imposant det(C') = 0, les autres mineurs principaux restant positifs, on obtient les matrices
dites "de type affine".

On fixe une matrice de Cartan généralisée C' de format n et de rang [. On considére une
réalisation (h,I1,I1V) de C au sens de [Kac|. h est un Q-espace vectoriel de dimension 2n — I,
IT={aq, - ,a,} Cbh* est Pensemble des racines simples, [TV = {aY, -+, } C b est 'ensemble
des coracines simples. De plus pour tous 4,5 on a ay (a;) = Cj;. A une telle donnée est associée
une algébre de Kac-Moody g, qui est une algébre de Lie complexe avec une présentation "a la
Serre". g est de dimension finie si et seulement si C' est de type fini, c’est-a-dire si et seulement
si g est une algébre semi-simple de dimension finie. Lorsque C' est de type affine, I’algébre Kac-
Moody (notée g) est de dimension infinie mais posséde une deuxiéme réalisation comme extension
(éventuellement "torsionnée"!) d’une algébre de lacets g®@ C[t1] ol g est une algébre semi-simple
de dimension finie (I'extension est I'ajout d’un élément central et d’un élément de dérivation
relativement a t). Dans le cas affine, comme il est coutume, on remplace n par n + 1 et on note
C = (Cij)o<i,j<n avec (Cjj)i<ij<n la matrice de Cartan de g.

Dans ce mémoire nous étudions principalement la version quantique U, (g) de g. Soit ¢ € C*

qui n’est pas une racine de 1. On note ¢; = ¢", [m], = (¢™ — ¢ ™)/(q¢ — ¢~ ') et on utilise les
notations standards de g-factorielle et g-coefficient binomial.

Définition .1. U,(g) est l’algébre définie par les générateurs z}, x, k:;tl (iel={1---,n})
et les relations :

ki — kit

— +C, ;5 —
k‘ik‘j = k‘jk‘i s k‘ll‘j:k‘l - q; ].1‘:!: s [l‘+ .I‘j] = (SZ‘J 7 — qil’
v i

7 7 1)

1-C —C .,
S [P @bty =0 our i £4)
r=0--1-Cj ; qi

(Notons qu’ici on considére la version avec la "petite" sous algébre de Cartan). Comme dans
la théorie classique, on définit le réseau des poids P = {\ € h|Vi € I, A\(e)') € Z} et le groupe de

1On utilise dans ce mémoire la traduction "torsionné" pour le terme anglais "twisted".



Weyl W C GL(h) généré par les s; tels que s;(A) = XA — Ao )a; pour @ € I. Uy(g) possede une
décomposition triangulaire
Uy(g) =~ U, (g) @ Uy(h) @ U (9),

avec U;t(g) (vesp. Uy(h)) sous algébre générée par les 7 (resp. les k'), Ainsi pour A € Pon ale
module de Verma M () et son unique quotient simple L(\). Les L(\) sont les objets simples de
la catégorie O de U,(g). Rappelons la définition de cette catégorie. Pour A € P, on a les espaces
de poids d'un U, (g)-module :

Vi = {v e VIVh € b, ko = ¢ v},

On dit que V est dans la catégorie O si les V) sont de dimension finie, si ils générent linéairement
Vet si wt(V) = {A € P|V) # 0} est inclus dans une union finie de D(u) avec pour p € P,
D(p)={p =p—aj ——ajy|N > 0,41, ,iy € I}. Si on remplace cette derniére propriété
par

(V)\ € P,dN > O,VN/ > N,Vi € va)\iN’ai = O),

on dit que V est une représentation intégrable. La représentation L(\) est intégrable si et seule-
ment si A\ est dominant, c’est-a-dire si A € PT = {\ € P|Vi € I,\(a)) > 0}. Par exemple,
c’est le cas pour les poids fondamentaux wq,--- ,w, choisis dans P tels que wi(a}/) = ;. Le
caractére d'une représentation intégrable V' de Uy(g) est x(V) = > cpdim(Vy)e(A). D’autres
exemples de représentations intégrables sont donnés par Kashiwara [Kasl, Kas3|. Pour A € P,
le module extrémal V' (\) de poids extrémal X est le U,(g)-module généré par une famille de
vecteurs {vy, }wew avec les relations
zEv, =0si £w\)(a)) >0 et (mf)i(w(’\)(aiv))vw = Vg, ()

Le vecteur viq = vy est dit extrémal. Kashiwara a démontré [Kas3| que pour tout A € P, V(})
est non triviale et intégrable. Si A est dominant, V/(A) ~ L(\), mais en général, V(\) n’est pas
dans la catégorie O.

Revenons au "diagramme commutatif” donné au début de cette introduction. Nous avons
défini précédemment les algébres affines quantiques comme algébre de Kac-Moody avec une
matrice de Cartan de type affine, c’est-a-dire comme quantification d’algeébre de Kac-Moody de
type affine. En fait on peut les voir comme affinisations quantiques d’algébres quantiques de
type fini U,(g) : il existe une deuxiéme réalisation (dite "de Drinfeld") analogue a la deuxiéme
réalisation des algébres de Kac-Moody affines.

Donnons cette présentation pour 'algébre de lacets quantiques Uy (Lg) (Uy(§) est une exten-
sion centrale de Uy (Lg) ; I'élément central ¢ agit trivialement sur les représentations de dimension
finie et par conséquent ces représentations sont les mémes pour U,(g) et U,(Lg)). En utilisant
des automorphismes de Lusztig [Bec| on définit des éléments mfm, k;tl, hir 1 <i<n,melZ,

r € Z—{0}) de U,(Lg). Alors I'algebre est réalisée [Dr2, Bec| par ces générateurs et les relations :

icm 4+

+
[kis ksl = [Kis hjom] = [higms hje] =0, kixy, = ¢ @) ks,
+ —
h: + 7 _ £ 1 B + + - 1= 'gbi,r—l—r’ - Yir4r!
[ z,m>$j,r] = E[m Z,J]qxj,err ) [mi,r’mj,r’] = 0ij -1 )
qi — 4;
+ + +B, . .+ _ EBij..Et & - = +
L1 T = @ G = T T 1 T



E|S + + + + + _
Z (_1) |:k:| $i77‘7r(1) o $iyrw(k)$jvr,$i7rw(k+1) e xivrw(s) - 07
G

TEXs,k=0..s

7

avec Xz le groupe des permutations de s éléments et

+ =+ +1 - +m/
D b =k exp(E(g— a7 Y hie ™),
m>0 m'>1
Cette réalisation est particuliérement utile pour paramétrer les représentations de dimension finie
de Uy(Lg). En effet ces derniéres ne sont en général pas dans la catégorie O. La réalisation de
Drinfeld donne une nouvelle décomposition triangulaire

Uy(Lg) = Uy (L) @ Uy (L) @ U, (L),

avec U;E([,g) (resp. Uy(Lh)) la sous-algébre générée par les :z:fr (resp. par les hi, et les k')
Alors les représentations simples de dimension finie sont de plus haut poids pour cette dé-
composition. On obtient [CP1] leur paramétrisation (en type I) par des m-uplet de polynomes
(P1(2), -+, Py(z)) tels que P;(0) = 1 (les polynémes de Drinfeld). Ceci est analogue a la para-
métrisation des représentations simples de dimension finie (de type I) de U,(g) par des n-uplet
(my, -+ ,my) avec m; > 0. Il y a cependant des différences importantes avec la théorie des re-
présentations des algébres quantiques de type fini : la catégorie des représentations de dimension
finie n’est pas semi-simple et la structure des représentations simples est en général trés peu
connue.

Toutes les algébres de Kac-Moody quantique n’ont pas une deuxiéme réalisation "& la Drin-
feld". Cependant, dans les relations de la réalisation de Drinfeld, on peut remplacer ’algébre
quantique de type C' par une matrice de Cartan généralisée. On obtient ainsi une nouvelle classe
d’algébres appelées "algébres affinisées quantiques". Par exemple, I'affinisée d’une algébre affine
quantique est une algébre toroidale quantique [GKV]| qui n’est pas une algébre de Kac-Moody
quantique. Notons qu’en type A, on a une dualité de Schur-Weyl entre les algébres quantiques
de type fini (resp. les algeébres affines quantiques, les algébres toroidales quantiques) et les al-
gebres de Hecke (resp. les algébre de Hecke affines, les algébres de Cherednik) [J2, CP2, VV1].
La situation est résumée dans la figure suivante.

Algébres Algebres
Algébres de Kac-Moody | _ de Hecke Affinisées quantiques  |de Hecke affines
quantiques  senyesivey Schur“Weyl
Algébres quantiques _ _ Algebres _
Algébres affines quantiques de Cherednik
de type fini -
Schur=Weyl

Algebres affines quanthue? :4::?:::/ Algebres toroidales quantiques

Affinisation quantique de Drinfeld
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Premiére partie

Conjecture de Kirillov-Reshetikhin, formules
de caractéres

Dans cette partie nous nous intéressons aux représentations simples de dimension finie des
algébres affines quantiques (ou de maniére équivalente de Uy (Lg)). Comme cela a été expliqué
plus haut, leur structure est en général trés peu connue : par exemple, il n’y a pas d’analogue de
la formule de caractéres de Weyl et méme leur dimension n’est pas connue en général. Cependant,
pour certaines familles importantes de représentations, des résultats peuvent étre obtenus. C’est
I'objet de cette partie.

1 Preuve de la conjecture de Kirillov-Reshetikhin

On rappelle que les algébres affines quantiques peuvent étre divisées en deux classes ("non-
torsionnées" et "torsionnées"). Supposons d’abord que U,(Lg) est non-torsionnée. Les modules
de Kirillov-Reshetikhin (KR) W,EZC)L sont des modules simples de dimension finie de U, (Lg) définis

par les polynomes de Drinfeld (Pj(u))i<j<n suivant
Pi(u) = (1 — au)(1 — ag?u)...(1 — ¢2*2u) , et pour j # i : Pj(u) = 0,

avec a € C*, i € I, k > 0 (pour kK = 1 on obtient les représentations dites "fondamentales").

Plusieurs raisons conduisent a étudier les modules KR : en type A, on a des morphismes
d’évaluation U, (Lg) — Uy(g) et les modules KR sont exactement les représentations obtenues
par évaluation a partir des représentations simples de U,(g) de plus haut poids un multiple
kw; d’'un poids fondamental (en type quelconque on n’a pas de tels morphismes d’évaluation).
Deuxiémement, comme on le verra plus loin, les modules KR ont de bonnes propriétés relative-
ment aux bases critallines. Enfin, c’est la premiére classe infinie de représentations pour laquelle
on peut prouver une formule de caractére uniforme; il s’agit de la conjecture de KR démontrée
dans [6] et qui fait l'objet de cette section. Ce probléme remonte a 1931, quand Bethe [Bet]
I’a résolu pour certaines représentations de type A; dans un autre langage. Les méthodes pour
résoudre les modéles physiques associés sont appelés "Ansatz de Bethe". Plus tard (1987) Ki-
rillov et Reshetikhin [KR, Ki| ont apporté une solution en type A et ont conjecturé des formules
explicites en tout type en analysant I’Ansatz de Bethe. La description de ces caractéres est la
conjecture de KR. Ces articles constituent depuis lors le point de départ d’intenses recherches.
De nombreux résultats partiels ont été obtenus (voir [KNT] et [14] pour un historique sur le
sujet ; voir aussi par exemple [Kl, HKOTY, Cha2|). Nakajima [N8, N6| a démontré le résultat,
ainsi que d’autres résultats de cette section, dans les cas ADFE en s’appuyant sur la géométrie des
variétés carquois qui n’existent pas dans le cas général. Cependant, il est également important
de comprendre les cas non-simplement lacés, notamment en vue des applications a la dualité de
Langlands dans la Partie III. Nous démontrons [6] le résultat général par une méthode différente,
purement algébrique.

Théoréme I.1. [6]/Conjecture KR] Pour v = (V,ii))ig,k>0 des entiers presque tous nuls et

11



aecC*:

S (P,&)(u, zv())+ Néz)) (kN )
(i N=(Nyi€Lk>0 N,

(#) LR
IT awidy T (1—e(—a) ’

OZGA+

avec P,gi)(y,N): > Vl(i)min(k,l)— > Nl(j)riCi,jmm(k:/rj,l/ri),

I=1---00 JELI>0
b .
et <c> = % ou I' est la fonction gamma usuelle.

La preuve, que nous allons expliquer dans cette partie, est liée a la preuve d’autres conjectures,
celle des @ et T-systémes. Dans [KNS|, un systéme de relations fonctionelles appelé T-systéme
est défini (il est motivé par les matrices de transfert dans les modéles intégrables sur réseau?). En
terme de représentations, il est naturellement conjecturé [KOSY]| que les modules KR satisfont
les T-systémes dans 'anneau de Grothendieck Rep(U,(Lg)) des représentations de dimension
finie de Uy(Lg). Nous démontrons cette conjecture avec un énoncé plus fort sous forme d’une
suite exacte :

Théoréme 1.2. [6]/T-systémes| Pour a € C*, k> 1, 1 € I, on a une suite ezacte :

0 50— Wil oWl W

(%)
k+1,a ® Wk*l,aqf — O

Cette suite exacte de U,(Lg)-modules est non-scindée. Ici le module S](CZL est défini par :

( . . .
(@ wWiiel & Wil sim > 2,
Jlaji=—1 ‘ jlaji<=2 '

s ) @ Woie( @ Wihew )  sirn=1g#G, k=2
k.a jlaij=-1 ‘ jlaij=-2 ‘ ’ ‘
w9 ) e w9 oW ) sir=1,9#G k=2r+1,
k,aq r+1,aq r,aq
[ d/aig=-1 j/ai;==2 ’ ’

et pour r; = 1 et g of type G (j # i est I'autre sommet) :

W owd owl) si k= 3,
SO =W oW oWl ik =3r 11,
W @ W oW sik=3r+2.

Le T-systeéme, via le foncteur de restriction dans I’anneau de Grothendieck Rep(U,(g)) des re-
présentations de dimension finie de U,(g), devient le Q-systéme conjecturé dans [KR, Ki]. Nous
obtenons donc également une preuve de cette conjecture. Par exemple, dans le cas sly on a

0—=1—>Wika@Wiag2 = Wit1,a @ Wi_q g2 — 1
avec 1 la représentation triviale, ce qui donne le Q-systéme avec Qi = x(Wyq) :

Qi = Qr-1Qk11 + 1

2Le "T" de "T-systéme" provient de "transfert".
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dont on connait la solution évidente Q, = y* +y*¥=24--- + 3y~ avec y = e(w). Notons que pour

le type A un module KR est simple comme U, (g)-module, mais ce n’est pas le cas en général.

Il est démontré combinatoirement dans [HKOTY, KN| que le @-systéme (conséquence du
théoréme 1.2) implique le théoréme 1.1, si une certaine condition asymptotique est satisfaite.
Pour conclure, nous la démontrons également :

Théoréme 1.3. [6] On a une limite comme série formelle

3 lim (x(Wi'h)e(—kwr)) € Zlle(—a)ljer.

k—o0 @

Les preuves des théorémes 1.2, 1.3 utilisent les g-caractéres de Frenkel-Reshetikhin [FR4[, une
théorie des caractéres adaptée a la réalisation de Drinfeld de U, (Lg). Rappelons-en la définition :
le morphisme de g-caractére est un morphisme d’anneaux x, : Rep(U,(Lg)) — Z[Yi]ze I.acC+ qui
décrit la décomposition en blocs de Jordan V,,, communs des éléments de la sous-algébre commu-

tative Uy (Lh). Les V,,, sont appelés espaces de [-poids. Ainsi les monémes m =[] Yiu;’“(m)
iel,aeC*
sont des analogues de poids dans le contexte affine quantique et on a

xq(V) = Z dim(V,,,)m.

On peut retrouver le caractére usuel x car on a le diagramme commutatif [FR4|

Rep(Uy(Lg)) — Z[Y;,ial]iel,ae@

J{res L@
RepUy(g) ——  Zly; ics

avec res le foncteur de restriction et 8 le morphisme d’anneaux tel que 3(Y;,) = y;. Le monoéme
d’un module simple L correspondant au plus haut poids (resp. plus bas poids) pour la décomposi-
tion de Drinfeld est dominant (resp. antidominant), ¢’est-a-dire qu’il est constitué uniquement de
puissances positives (resp. négatives) des Y; ,. Le plus haut monéme caractérise la représentation
simple qu’on note L(m). La donnée de m équivaut a la donnée des polynémes de Drinfeld.

En général on ne connait pas de formule explicite des g-caractéres. Frenkel et Mukhin [FM]
ont cependant défini un algorithme qui donne le g-caractére des modules simples dits minuscules.
Un module est dit minuscule (resp. antiminuscule) si son g-caractére contient un seul monéme
dominant (resp. antidominant).

Théoréme 1.4. [6] Les modules KR sont minuscules.

Cette propriété donne assez d’information sur la structure des modules KR pour démontrer
les théorémes 1.2 et 1.3 : en particulier nous utilisons le fait [FR4, FM, N3| qu'un élément de
Im(,) est caractérisé par ses monémes dominants et nous parvenons & déterminer ceux qui
apparaissent dans les produits des T-systémes. La preuve du théoréme 1.3 est basée sur le fait
que l'algorithme de Frenkel-Mukhin se "stabilise" quand k& — oco. Pour démontrer le théoréme
1.4, en développant des arguments que nous avions précédemment établis dans [5], nous prouvons
que certains mondmes ne peuvent pas apparaitre dans les Xq(W,S()I). Ceci sera écrit plus loin, sous
une forme plus générale, dans le Théoréme I.10.
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D’un point de vue géométrique, par analogie avec le cas ADFE, nos résultats donnent une for-
mule explicite sur ce que seraient les nombres d’Euler pour des variétés carquois non-simplement
lacées (dont la construction n’est pas encore connue). Autre application dans les cas classiques
ABCD : les formules explicites pour les g-caractéres des modules KR conjecturées dans [KNH]
découlent directement de nos résultats. Notons aussi que le résultat du théoréme 1.1 est uti-
lisé dans [DFK] pour démontrer d’autres formules de caractéres pour les modules KR, avec des
coefficients positifs. D’autres conséquences seront décrites plus loin.

Intéressons-nous a présent a 'autre grande classe d’algébres affines quantiques, c¢’est-a-dire les
algébres affines quantiques torsionnées U, (L£g?). Ici g est simplement lacée et o est un automor-
phisme non nul du diagramme de Dynkin de g indicé par I. I, est ’ensemble des classes de I sous
l'action de o. Notons que U,(Lg?) n’est pas une sous-algébre de U, (Lg). Les algebres U, (Lg”)
sont duales de Langlands des algébres affines quantiques non-torsionnées non-simplement lacées.
Pour ces algébres, la premiére difficulté est qu'un analogue de la réalisation de Drinfeld n’a pas
été établi (voir l'introduction de [11]). Cependant, dans [Da|, des analogues des générateurs
de Drinfeld sont construits & partir des générateurs xfc, k:;tl. Certaines relations entre eux sont
établies dans [Da, A|. En démontrant des relations supplémentaires entre ces générateurs [11],
nous complétons une preuve amorcée dans [CP4] et démontrons :

Théoréme 1.5. Les représentations simples (de type 1) de dimension finie de Uy(Lg”) sont
paramétrées par des n-uplet de polynomes (P;)icr, tels que P;(0) = 1.

Nous pouvons alors définir les modules KR WISZC)L de Uy(Lg?). Nous démontrons la conjecture
KR dans le cas torsionnée, ce qui conclut la preuve dans le cas le plus général.

Théoréme 1.6. [11] Les modules KR de Uy(Lg?) sont minuscules, satisfont les T-systémes
torsionnés et leurs caractéres sont donnés par les formules fermioniques torsionnées.

Les T-systémes torsionnés ont été conjecturés dans [KS1]. Pour démontrer ce résultat nous
développons [11] une théorie des "g-caractéres torsionnés". Il existe une différence technique
importante avec le cas non-torsionné : les sous-algébres affines quantiques élémentaires U; =<
a:j-tm, k:;tl, hi» > ne sont pas nécessairement de type Agl) mais peuvent étre de type Ag) dont
la théorie des représentations est différente (par exemple, les représentations fondamentales sont

de dimension 3).

Nous obtenons également un isomorphisme d’anneaux de Grothendieck faisant le lien avec la
théorie non-torsionnée. Considérons le morphisme d’anneaux

(2)

2n

Z; (wraydi 1 Lg7 pas de type A

Zia(-1p  si Lg? de type AP

2n

[ Z[Yﬁal]iel,aec* - Z[Zij;l]ielg,aec* ) W(Yap(z‘),a) = {

oui € I, p €Z,a € C* (on voit ici I, C I en choisissant de bons représentants des classes [11]).
Soit V' = Z[Y; 1 ierrez, Re' Ug(8)) = (xg) (V') et Rep' Uy(87)) = (x) " (x(V))-

Théoréme 1.7. [11] Il existe un unique isomorphisme d’anneauz 7 : Rep' (Uy(Lg?)) ~ Rep' (Uy(Lg))
qui préserve les modules KR et tel que le diagramme suivant est commutatif :

Xq

Rep'(Uy(Lg)) —— Z[Yiil]iel,aec*

Rep' Uy(Le%)) —"— Z|Z} et acc
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Dans le cas torsionné, ce théoréme implique d’autres résultats conjecturés par plusieurs au-
teurs [KS1, R, HKOTT]. En particulier des formules explicites de g-caractéres torsionnés et des
formules de décomposition en module simples pour le groupe quantique sous-jacent. Par exemple,

en type Dr(?_zl, nous obtenons pour 1 < ¢ <n — 1 (avec res le foncteur de restriction) :

T‘GS(WIS)) = @ L(miwy + -+ + mw;) , res(W]g;)) = L(kwy,).

m1>0,-- ,m; >0 et my+--+m;<k

2 Affinisations minimales et preuve d’une conjecture de Nakai-
Nakanishi

Les techniques utilisées pour démontrer la conjecture KR peuvent étre étendues a des repré-
sentations plus générales. Chari [Chal] a défini la notion d’affinisation minimale. Ces représen-
tations sont importantes du point de vue de la physique ([FR1, Remark 4.2]). Par exemple dans
la théorie des modéles sur réseaux en physique statistique, les affinisations minimales sont liées
au probléme de l'intégrabilité du modéle : il s’agit d’ajouter un paramétre spectral a 1’équation
de Yang-Baxter quantique correspondante.

Une affinisation d’'un module simple L(\) de dimension finie de U,(g) est un module simple
de dimension finie de U,(Lg) de plus haut poids . Deux affinisations sont dites équivalentes si
elles sont isomorphes comme U, (g)-modules. On a un ordre partiel sur I’ensemble des classes [V]
des affinisations de L()) en posant [V] < [V] si

pour tout g € P, (m, (V) <m, (V")) ou bien (3v > p,m, (V) < m,(V")),

avec l'ordre partiel usuel sur P et m, (V') la multiplicité de L(v) dans la décomposition de V' en
Uy(g)-modules simples. Une affinisation minimale de L(\) est une affinisation minimale pour <.
En type A, comme on a des morphismes d’évaluation U, (Lg) — U,(g), les affinisations minimales
sont simples comme U, (g)-module. Ce n’est pas vrai en général. Les affinisations minimales des
L(kw;) sont exactement les modules KR. Ainsi ces représentations généralisent les modules KR
(nous introduirons naturellement dans la partie V des représentations plus générales [18]).

Une représentation est dite quasi-minuscule si ses espaces de [-poids sont de dimension 1.
Par exemple, en types A, B, C, toutes les représentations fondamentales sont quasi-minuscules
[5]. Nous obtenons le résultat suivant (notons qu’en type A les résultats de cette Section ont été
établis précédemment par d’autres auteurs, voir l'introduction de [10]) :

Théoréme 1.8. [10]. En types A, B,G, toutes les affinisations minimales sont minuscules et
antiminuscules. En types A, B, elles sont quasi-minuscules.

Pour les autres types, en général les affinisations minimales ne sont pas minuscules ou an-
timinuscules, mais nous obtenons des résultats partiels [10] : en types C, Fy, si A(o,)) = 0,
toutes les affinisations minimales de L(A) sont minuscules ou antiminuscules. En types D, si
Aay) = May,_q), il existe des affinisations minimales minuscules de V(\). Avant de donner des
éléments de preuve du théoréme 1.8, donnons-en une application. Nous prouvons une formule
explicite pour les affinisations minimales en types A, B conjecturée dans [NN] :

Théoréme 1.9. [10]/Conjecture de Nakai-Nakanishi] En types A, B, le q-caractére d’une affini-
sation minimale est donné par le déterminant de Jacobi-Trudi.
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Comme illustration, donnons cette expression explicite en type B. Soit une partition A =
(A1, Ag, - - ) suite décroissant d’entiers positifs inférieurs a n et presque tous nuls, et A = {(i,5) €
NxN:1<j <N} Soit B={1,---,n,0,m,---,1} muni de l'ordre total 1 < --- <n <0 <
m << 1. Pour a € C* soient (2<i<n—1etonnote Yy, ="Yt11,=1):

-1 A - _ 1 1
a = Y;_Lani}/i,an(zfl) ) a - }/z'—l,aq4"*2“2 }/Z"aq4n—2i ) a = Yn_17aq2nyn,aq2”—1Yn,an”—?’

N -1 —1 _ v—1
a = Yn—l,aq2"*2Yn7aq2n+1 Yn,annfl ) Ela = Yn7aq2n+1Yn,aq2"*3a

Soit Tab(B,,, A) 'ensemble des tableaux T' = (T j); jyea & coefficients dans B tels que :
[Ti; 2 Tijjr et (Tij, Tijja1) # (0,0)] et [Ti; < Tigry ou (Tij, Tivr,5) = (0,0)].

Le déterminant de Jacobi-Trudi [NN], de plus haut poids ;> 7\, (3 — rj)w;, est :

Xxa = Z ( H aq4(j*i)) = y

TETab(B,,\) (i,j)eA

En conclusion de cette partie, décrivons quelques aspects techniques de la preuve du théoréme
1.8, formulés dans le théoréme 1.10 d’élimination suivant. En utilisant des arguments de Frenkel-
Mukhin [FM], on peut produire des monémes qui doivent apparaitre dans un g-caractére. Le
résultat suivant répond & la question opposée, en donnant des conditions pour qu'un monéme
n’apparaisse pas (soit éliminé) dans un g-caractére. Il sera aussi utilisé dans la partie II pour des
applications en géométrie algébrique. Avant d’énoncer le théoréme, donnons quelques définitions.
Les A;q (i € I,a € C*) sont des analogues [FR4| des racines simples pour les monémes. On a un
ordre partiel sur les monémes : m < m’ si m'm~! est un produit de A; 4. Pour m un monoéme
i-dominant (les puissance des Y;, sont positives), on a un polynéme L;(m) défini & partir d'un
module simple de U; de plus haut monéme m. M(L) est 'ensemble des mondémes de x4(L).
Enfin, pour M un produit [[;c; ,cc- A;;}i’“, on note v(M) = ;1 ,ccx Vi
Théoréme 1.10. [9] Soit V = L(m) simple et m’ < m, i € I tels que :

(1) on a un unique mondme i-dominant M € (M(V)Nm/'Z[A; glacc+) — {m'},

(7’7’) ZTGZ J:ZJ,FT(VM) = {O}i

(111) m’ n’est pas un monéme de L;(M),

(iv) si m" € M(U;.Vyp) est i-dominant, alors v(m”"m™1) > v(m'm™1),

(v) pour j # i, {m” € M(V)|v(m"m=1) <v(mm=1)}n m’Z[Ajjf;]ae(C* =0.
Alors m' n’apparait pas dans x4(V).

3 Bases cristallines et réponse a une question de Kashiwara

Kashiwara [Kas3| a démontré que les représentations extrémales ont une base cristalline. Par
ailleurs, Nakajima [N7]| et Kashiwara [Kas4] ont défini un modéle (dit "des monoémes") pour les
cristaux des représentations de dimension finie des groupes quantiques. Dans [8] nous répondons
a une question de Kashiwara en démontrant pour les algébres de Kac-Moody U,(g) générales :

Théoréme 1.11. [8] Le modeéle des mondmes donne le cristal de la composante connezxe princi-
pale du cristal de toute représentation extrémale.
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Revenons au cas des algébres affines quantiques : Kashiwara a démontré [Kasd| que des
représentations fondamentales de dimension finie peuvent étre construites comme quotients de
certaines représentations extrémales (dites fondamentales de niveau 0). Le quotient est déterminé
par identication z = z(z) ol z est un automorphisme de la représentation extrémale (dit de
Kashiwara). La représentation de dimension finie hérite ainsi d’une base critalline. Une question
est de la décrire. Dans le cadre du modéle du Théoréme 1.11, le probléme est particuliérement

. . PR e 1 .
simple et constitue un intérét de cette réalisation. Par exemple, en type Ag ), nous avons le cristal
extrémal infini suivant :
0 11 -1 2 -1 3 -1 0 -1 1
= YigeYo, = YoV o = VsV, 5 = Yo Yy u = Yl s — (1)

: . -1 5 —1 2 PR 4 . .
On p(.eut .1dent1ﬁer Yl 0.5 & Y] oY, par décalage d’indice de ¢ : .1 agtomorp.}llsme z est
l'application sur les monémes donnée par Y;, — Y; ;04. Nous obtenons ainsi le quotient, qui est
un cristal fini de cardinal 4 (bien connu dans ce cas). En général nous établissons :

Théoréme 1.12. [8] Pour les représentations fondamentales de niveau 0 (exceptés quelques cas

en types Eé2), Egl), Egl)), il existe une puissance de z qui est un décalage d’indice dans le modéle
des monomes. Nous obtenons ainsi une description du cristal fini correspondant.

Notons que la méthode est uniforme et que la description de certains de ces cristaux finis
n’était pas connue précédemment. Par exemple en type Ggl) pour la représentation fondamentale

correspondant a wo, z est donné par le décalage a — aq~* et nous obtenons le cristal :

M — my — M3y —0 My — M5 — Mg — My

e

0

En type Df’) pour la représentation fondamentale correspondant a wq, z est donné par le

décalage a — aq? et nous obtenons le cristal de [KMOY] :

)

Plus généralement, on attend que les modules KR Wkgl ., admettent une bases cristallines (pour
certaines valeurs du paramétre spectral a). Ceci a été démontré en types classiques torsionnés
[OS], en utilisant notamment le Théoréme I.6.
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Deuxiéme partie

Interfaces avec la géométrie algébrique

La géométrie est omniprésente dans ce mémoire, puisqu’elle est liée a la plupart des objets
qui y sont étudiés. Nous donnons dans cette partie les résultats, applications et constructions
qui sont le plus clairement de nature géométrique.

Nous définissons d’abord une notion de groupes de lacets analytiques avec une factorisation
de Riemann-Hilbert qui permet de réaliser géométriquement le centre de U, (g) aux racines de
1. Comme application, nous paramétrisons des classes d’équivalence de représentations de U, (g)
par des G-fibrés sur une courbe elliptique. Ensuite, nous apportons une solution au probléme de
petitesse géométrique posé par Nakajima pour des résolutions de variétés carquois.

1 Groupe analytique des lacets et représentations aux racines de
P’unité

Nous nous intéressons dans cette partie aux algébres affines quantiques aux racines de 'unité
avec charge centrale générique (nous travaillons donc avec Uy (g)).

Quand le paramétre de quantification ¢ d’'un groupe quantique U,(g) de type fini est spécialisé
& une racine de I'unité e, la théorie des représentations change complétement. Nous considérons
ici la spécialisation avec un grand centre [DCK]. L’algebre U, (g) est finie sur son centre, qui est
un module fini sur une sous algébre de Hopf commutative Z. Cette derniére est isomorphe a
I’algébre des fonctions polynémiales sur un groupe de Lie algébrique affine d’algébre de Lie g
(voir [DCP, DCKP, E1]). Ainsi la géométrie entre en jeu et on a la correspondance :

Classes de conjugaison dans le groupe de Lie G d’algébre de Lie g,
— Feuille symplectique dans Spec(Z),
— Classes d’équivalence de caractéres centraux de Uc(g),

— Classe d’équivalence de représentations génériques de Uc(g).

Dans [15] nous nous intéressons au cas affine. Contrairement au type fini, U (g) n’est pas
finie sur son centre Z.. Le centre Z, est une algébre commutative infiniment engendrée : c’est une
algébre polynémiale avec certains générateurs inversés [BK]|. Nous allons étudier les représenta-
tions avec une charge centrale générique, la charge centrale étant la valeur prise par 1’élément
d’extension centrale de U (g) sur une représentation (dans [BK] sont étudiées les représentations
de dimension finie, en particulier avec charge centrale triviale). Cette théorie des représentations
est liée & la géométrie du groupe de Lie correspondant, c’est-a-dire ici une certaine extension
du groupe des lacets associé a g. Il existe de nombreuses versions (topologiques) de groupe de
lacets. La construction d’un groupe adapté a I’étude des représentations de U.(g) constitue un
des points principaux de [15].

Nous considérons [15] le groupe des germes de fonctions holomorphes LG sur le disque pointé
a valeurs dans G. Nous construisons une topologie sur LG en utilisant une topologie produit d’une
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topologie de Fréchet et d’'une limite directe d’espaces de Banach. Puis nous définissons un atlas
et une structure de groupe de Lie. Nous utilisons notamment des résultats de [ADCKP, Section
1] et des constructions de [PS] (notons que le groupe étudié dans [PS| est le groupe des lacets
topologiques, c’est-a-dire des applications continues S' — G).

Définition II.1. Le groupe de Lie complexe de dimension infinie LG est le groupe analytique
des lacets de G.

Ce groupe a des propriétés qui sont utiles dans notre étude et que ne possédent pas simultané-
ment les groupes de lacets utilisés par d’autres auteurs (comme les groupes de lacets topologiques
ou les groupes de lacets formels). LG est stable par changement de variable z — cz, contient
les lacets rationels et holomorphes et posséde une factorisation de Riemann-Hilbert, que nous
établissons. Soient

LG™ le groupe des germes de fonctions holomorphes autour de 0 & valeur dans G,
LG~ le groupe des fonctions holomorphes P!\ {0} — G.

D est un tore maximal de G, et B*, B~ des sous groupes de Borel opposés tels que D = BTNB™~.
U* C B¥ sont les sous-groupes unipotents correspondants. En utilisant notamment le théoréme
de Birkhoff [Bi], nous obtenons :

Théoréme I1.2. [15] Un élément f € LG peut étre décomposé sous la forme f = fiAf_ avec
f+ € LG™, f-(00) =1 et X\ est un sous-groupe & un paramétre de D, c’est-a-dire un germe
d’homomorphisme A : C* — D.

Cette factorisation de Riemann-Hilbert suggére la définition d’un triplet de Manin que nous
décrivons. Nous définissons une extension G de LG. Comme espace topologique G = G x C* avec
G extension centrale de G qui est topologiquement un fibré non trivial en cercles sur G. Nous
définissons les groupes de Lie

G=GxG,K={(FF)|FeG},

H={((f+,AT),(f-, A7, T7Y) € G|f= € LG*, f£(07") € h*'U*, h € D}.
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Nous obtenons un triplet de Manin (@,H, K) et ainsi une structure naturelle de groupe de
Poisson-Lie sur H. Nous considérons alors une algébre de coordonnées C[H| de H générée po-
lynomialement par certaines coordonnées naturelles (correspondant aux générateurs de Drinfeld
et aux extensions). La construction donne une structure 1’algébre de Hopf-Poisson sur C[H].

Maintenant le centre Z, posséde aussi naturellement une structure de Hopf-Poisson en utili-
sant la limite semi-classique des relations de I’algébre affine quantique avec paramétre générique :
le crochet de Poisson est donné par le premier terme dans le développement des crochets dans
Uy(g) quand g — €. Nous obtenons avec le groupe des lacets analytiques une réalisation géomé-
trique de Z.

Théoréme I1.3. [15] C[H] est isomorphe a Z. comme algebre de Hopf-Poisson.

Regardons plus en détail 'exemple de GL; = C* qui est déja non trivial. GL; et LGLy
sont commutatifs. La factorisation de Riemann-Hilbert est la suivante : tout f € LGL; s’écrit
de maniére unique f = f 2" f_ avec fi € L*GLy, n(f) € Z, f_(c0) = 1. La composante
connexe de LG Lq contenant 1 est

L° = {f € Lin(f) = 0}.

Soit £ = LGLy x C* x C*. Un élément de £ est un triplet (z"ef,A,T") avec A,T € C*,n € Z. Le
produit de L est :
(z"el A, T)(z™ed, A, T)

= () DS ), AN exp(( (7 (=(1) 1 ))g(=T)) 1), TT).

Avec ()-1 qui donne le coefficient de Fourier de degré —1. Nous avons de plusA(zngf AT =
(z7"e~f,A=1, T71). Le triplet de Manin est alors (GL1, H, K), avec GL; = L x L, K le sous-
groupe diagonal et

H = {((f+s A1), (f-, A7, T7Y) € GLi| fx € (L°)*, f1(0) = f-(00) ™'},
Un élément de h € H s’écrit de maniére unique
h=((aeXn>0""" X ), (¢ teen<o ™" A~V y71)) € H,

avec a, A,y € C*, a,, € Cpour n € Z\{0}. Nous définissons les fonctions k, A, I, hy,, m € Z\ {0}
par
k(h) =a, A(h) =X, T(h) =7, hn(h) = an.

C[H] est I'anneau polynomial C[A,T', k, hy)imez\0 avec k, A, T inversibles. On obtient le crochet
de Poisson
{Pmy ot } = Oy g (D2™ = T72™)  { Ry, A} = mAhyy,

les crochets entre les autres générateurs étant nuls. Ces formules correspondent aux relations de
Uc(gly) qui est une algébre de Heisenberg quantique. On rappelle que U, (gl;) est 'algébre avec
générateurs hy,, (m € Z — {0}), AT!, les éléments centraux ['*!, k, et les relations :

1 F2m _ F72m
[Py Byt ] = O — Mg ——5—

2m
- — hi A = ¢“" Ahyy,.
q—dq
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Revenons au cas général. Nous nous intéressons a présent aux feuilles symplectiques de H
correspondant aux lacets holomorphes (germes de fonctions holomorphes) que nous paramétrisons
géomeétriquement. Nous utilisons notamment un théoréme de Looijenga énoncé dans [EF]. I
décrit une bijection naturelle entre d’une part les classes de conjugaison torsionnées du groupe
des lacets holomorphes pour I’action torsionnée

9(2) * h(2) = g(2¢) " h(2)g(2),
et d’autre part les classes d’isomorphisme de G-fibrés sur la courbe elliptique
E=C"/(z ~c2).

Le module de la courbe est relié a la charge centrale. Notons que ces fibrés paramétrisent égale-
ment des classes d’équations aux ¢-différences [BG|.

Théoréme I1.4. [15] Les feuilles symplectiques holomorphes sont paramétrées par :

{Classes d’isomorphigme de G-fibrés holomorphes sur £} x (Z/27Z)" x C*.

Un point important de la preuve est, comme pour les types finis, I'existence de ’application
v:G— G, y(a,b) =a"b.

La restriction de v a H est un recouvrement de Galois de groupe H N K. Nous avons alors le
diagramme commutatif

dl )|
avec 1 I'inclusion, p la projection et j ’application naturelle. Les feuilles symplectiques de H sont
les composantes connexes des images réciproques par « des classes de conjugaison dans G.

Nous obtenons enfin la correspondance suivante :

Classes d’isomorphismes de G-fibrés sur &,
> Classes d’équivalences d’équations aux g-differences,
— Classes de conjugaison "torsionnées" des groupes de lacets,
> Feuilles symplectiques dans les groupes de lacets,

— Classe d’équivalence de caractéres centraux de Uc(g).

Les caractéres centraux de U.(g) paramétrisent les représentations simples & un recouvrement
prés. Par exemple, les lacets holomorphes correspondent a la catégorie avec une action nilpotente
des générateurs de degré strictement négatif (Ey a une action nilpotent, mais pas nécessairement
les autres E; pour i # 0).
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2 Solution du probléme de petitesse géométrique de Nakajima

Rappelons la notion de morphisme semi-petit et petit au sens de Borho-MacPherson [BM]
pour une application algébrique propre 7 : Z — X ou Z et X sont des variétés algébriques com-
plexes irréductibles. On considére une stratification finie X = L; X; en sous-variétés irréductibles
lisses, telle que 7 -1(x,) est une fibration topologique de base X; et de fibre 71 (z;) avec z; € X
point base. w est dite semi-petite si pour tout ¢,

2dim (71 (2;)) < dim(X) — dim(X;).
7 est dite petite si 7w est semi-petite et si
(2dim (7~ (2;)) = dim(X) — dim(X;)) = (dim(X) = dim(X;)).

Les propriétés ne dépendent pas de la stratification choisie. Quand n est projective et Z est
rationellement lisse, cette situation géométrique est particuliérement intéressante, car il existe
une description trés élégante [BM, Section 1.5] des singularités de telles applications en terme de
faiseaux d’homologie d’intersection [GM1, GM2|. Par [BM, Section 1.7] le théoréme de décom-
position de Beilinson-Bernstein-Deligne-Gabber [BBD] est simplifié : pour u € X, les groupes de
cohomologie H*(m~!(u), Q) de la fibre 7! (u) sont donnés par des formules explicites impliquant
I’homologie d’intersection des adhérences X; des strates telles que u € X;. La formule [BM, Sec-
tion 1.5] peut étre écrite comme une somme qui, dans le cas des résolutions petites, se réduit a
un seul terme. Dans ce cas, le résultat est essentiellement contenu dans [GM2]. La résolution de
Springer T*B — N du cone nilpotent d’une algébre de Lie simple complexe de dimension finie,
ainsi que les résolutions partielles correspondantes [BM], constituent un exemple fondamental de
morphisme semi-petit.

Les variétés carquois graduées [N1, N2| ont une importance particuliére en raison de leur relation
profonde avec les représentations des algébres affines quantiques [N8|. Rappelons-en la définition.
On fixe un diagramme de Dynkin avec une orientation. H est ’ensemble des arétes orientées du
diagramme. Pour o € H, b(h) (resp. o(h)) est le sommet but (resp. origine) de h, et h est la
méme aréte que h avec 'orientation inverse. On fixe ¢ : H — {1,—1} telle que q(h) = —q(h)
pour tout h € H.

Soit V = @iel,aec* Via (resp. W = @iel,aec* Wi.o) un espace vectoriel I x C*-gradué tel

que les V; , (resp. W;,) sont de dimension finie et presque tous nuls. Pour n € Z soit :

LV, = P Hom(Vig, Wiagn) , B (VW) = P Hom(Vous(ay,ar Win(h)aqn)-
1€l,aeC* heH,aeC*

M*(V,W) =E*(V,V)FU g Le(w, v)IEU g e (v, w1,

Les trois composantes d’un élément de M®(V, W) sont notées B, «, ( respectivement, la com-
posante de B sur Hom(Vug(h),as Vin(h),aq-1) €st notée par B, .. On considere

o M‘(V, W) — L’(V, V)[_Q] , ,Uti,a(Bﬂ a, /8) = Z Q(h)Bh,aq_l Bﬁ,a + Oéi’aq—lﬂiﬂ,
in(h)=t

avec fiq (resp. Qia, Bia) la (i,a)-composante de u (resp. o, B). Gy = []; ,GL(V;,) agit sur
M'(V, W) : (B,Oé,,@) = g- (B,Oé,ﬁ) = (gin(h),aq*1Bh,ago_ult(h)ﬂv Gi,aq=1 % a5 ﬁi,agi_,al)' La sous-
variété p=1(0) de M*(V, W) est stable pour cette action.
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Soit #1~1(0)® I'ensemble des points stables de (B, a,3) € u~1(0), c’est-a-dire tels que : si un
sous-espace I x C*-gradué S de V' est B-invariant et contenu dans Ker((3), alors S = 0. Cette
condition de stabilité est invariante pour l'action de Gy, et on peut donc définir les orbites
stables. Considérons les espaces quotients suivants :

MV, W) = p~H(0)/Gy, M (V,W)=p"1(0)°/Gy.

Ici “ /7 est le quotient affine algébro-géométrique et “/”, le quotient ensembliste. Par [N2, 3.18],
on a un morphisme projectif naturel :

MV, W) — My (V, W).

Pour z € x~1(0)%, 7(Gy.x) est 'unique orbite fermée contenue dans I’adhérence de Gy .x.

La variété 9°®(V, W) est non-singuliére et 7 est un analogue de la résolution de Springer.
Ainsi il est naturel d’étudier les propriétés de petitesses de ces résolutions 7 : dans [9] nous
apportons une solution & ce probléme posé par Nakajima [N8, Conjecture 10.4] (voir aussi [N5])
pour certains de ces morphismes correspondant aux modules KR (U, (Lg) est simplement lacée).
On a [N8] une notion de module petit qui est la traduction de la propriété géométrique pour les
représentations. En utilisant une modification d’une preuve d’un théoréme de [N§|, nous obtenons
la caractérisation suivante, qui peut étre considérée ici comme une définition (I'implication =
est démontrée dans [N8§]) :

Théoréme IL1.5. [9] L(m) est petit si et seulement si pour tout monéme dominant m’ < m,
L(m') est minuscule.

Considérons la notion usuelle de sommet monovalent, bivalent et trivalent dans le diagramme
de Dynkin de g. Pour ¢ € I, on note d; le plus petit d > 1 tel qu’il existe ¢+ = 41,--- ,iq € 1
distincts satisfaisant Cy, ;.,, < 0 et iq est trivalent (siil n’y a pas de sommet trivalent, on écrit
d; = 400 pour tout ¢ € I). La réponse a la conjecture de petitesse de Nakajima est :

Théoréme I1.6. [9]/Probleme de petitesse] Soient k > 0,i € I,a € C*. Alors W,gzzl est petit si
et seulement si k < 2 ou (i est monovalent et k < d; +1).

)

En particulier pour g = sl ou g = sl3, tous les ngla sont petits. En général nous obtenons
un critére explicite de petitesse. Du point de vue géorflétrique, nous caractérisons ainsi les ré-
solutions petites. Certains points de la preuve reposent sur le théoréme 1.10 d’élimination, qui
permet d’éliminer suffisamment de mondémes dans les g-caractéres des représentations dont on
veut montrer qu’elles sont minuscules.

Dans [9] un analogue du Théoréme II1.6 est également démontré dans le cadre plus général
des affinisations quantiques simplement lacées. Notons enfin que dans ce contexte des variétés
carquois, les résultats de [1, 2, 3] peuvent étre interprétés géométriquement : ils donnent des
informations sur la structure de ce que seraient des variétés carquois dans des cas non-simplement
lacés.
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Troisiéme partie

Dualité de Langlands

La dualité (ou correspondance) de Langlands est un vaste programme ot sont mis en relation
divers objets suivant certaines symétries. Ce programme, qui a son origine en théorie des nombres
(représentations de groupes algébriques réductif sur un corps local / représentations du groupe de
Galois de ce corps), a de nombreuses ramifications, par exemple en géométrie algébrique, physique
mathématique... dont en particulier le programme de Langlands géométrique (représentations de
groupes de lacets / fibrés vectoriels avec une connection plate sur le disque pointé, voir par
exemple [F|). Dans [13] puis dans [17] nous établissons une nouvelle dualité de Langlands dans
le cadre de la théorie des représentations des groupes quantiques, et méme des algébres de Lie
semi-simples de dimension finie. On rappelle ici que 'algébre Langlands duale de g est ’algébre
Lg de matrice de Cartan la matrice transposée.

Avant de donner ces résultats plus en détails, expliquons-en les motivations. Il existe un
isomorphisme entre le centre Z(g) d’une complétion de ’algébre enveloppante de g (lorsque
'élément central est identifié & un certain niveau dit critique) et la W-algébre W (“g) classique
de I’algébre Langlands dual “g. Le centre Z(g) se retrouve ainsi mis en relation d’un coté avec des
caractéres centraux et, de I'autre, avec les "opers", qui sont des fibrés sur le disque pointé avec
une connection plate (comme définis par Drinfeld-Sokolov et Beilinson-Drinfeld). C’est le point
de départ de la correspondance de Langlands géométrique locale [FG, F| et de la construction
par Beilinson-Drinfeld d’une correspondance de Langlands géométrique globale [BD|.

Pour comprendre cet isomorphisme, qui est encore trés mystérieux, une relation entre le centre
Z, de I'algebre affine quantique au niveau critique et Rep(U,(g)) est proposée dans [FR2|. Ensuite,
dans [FR3], les auteurs considérent une nouvelle déformation W, ,(g) dont le but est d’interpoler
Rep(U,(§)) et Rep(U:(L§)). Quelques exemples pour des représentations fondamentales y sont
étudiés. Cela suggére I'idée générale qu’en établissant des liens entre la théorie des représentations
de U,(g) et de U (@), on pourra obtenir une meilleur compréhension de Z(g) ~ W (%g) et donc
de la correspondance de Langlands géométrique.

1 Cas classiques, cristaux et groupes quantiques d’interpolation

Soit g de dimension finie et r = max;ey(r;). Pour ¢ € I soit 7/ =1+ r — r; et considérons le

sous-réseau
P = Zrinwi Cc P.
i€l
Soit Pt = > icr Zw; le résean des poids de Lg. On rappelle que les «; sont les coracines de g.
Nous définissons [13] application surjective
II:pP— Pl
TI(A) = drerr > M) (r) i
el

x est le morphisme de caractéres de g et x* le morphisme de caractéres de “g. Nous utilisons
l'ordre partiel standard < sur les polyndémes.
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Théoréme II1.1. [13] Pour A € P*, TI(x(L(\))) est dans Im(x") et on a Uinégalité :
I(x(L(V) = x"(LAIN))-

Ce théoréme établit un lien précis et simple entre les théories de représentations de g et g~
qui, de maniére surprenante, semble ne par avoir été précédemment formulé.

L’inégalité est un résultat de positivité qui signifie que x*(ITI(\)) est "contenu" dans x(L(\)).
Le premier point signifie que II(x(L()\))) est le caractére d’une représentation virtuelle de “g.
Nous pouvons ainsi définir [13] les coefficients de décomposition de Langlands cy , par

DXL = D> enux™(Lw)

u€PL dominant

Nous conjecturons leur positivité?.

Nous confirmons cette conjecture en calculant les coefficients explicitement en type Bs. Pour
A1, A2 >0

II(x(L(2A\ w1 + Aaws))) = xH(L(M@1 + Aadn)) + xE(L(A@1 + (A2 — 1)an))
X (LA = D@r + (A2 + D)) + X (L((A1 = D + Ao@s)).

La dualité du théoréme III.1 a également un analogue en terme de cristaux. Pour A € P, soit
B(\) le g-cristal de L(\) de plus haut élément wy. Alors nous définissons [13] le sous-ensemble

B'(\) = {u e B(\)|wt(u) € P'}

qui muni des opérateurs

devient un g”-cristal.

Théoréme IIL.2. [13] Pour A € P’ dominant, la composante connexe de B'()\) contenant uy
est le cristal du “'g-module de plus haut poids TI(\).

Ce dernier résultat peut aussi étre déduit de résultats dans [Kas2] (ou l'application a la
dualité de Langlands n’est cependant pas considérée). Considérons par exemple, pour g de type

3Une preuve de cette conjecture a été annoncée récemment dans [MG].
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Bs, les cristaux (on utilise les notations du modeéle des monoémes) :

12 12
1 1
1ol5 122 Loly12
\
1 1
1,224 192,25 1522 2 1o
2 / 2 /
151232, 1919232 2 1ola25 " 1512
2 1 ll
23252 I 21257 I 2
2 1 ll
212515 1501122 2 ;M2 25115
\ \
2 2
2513 172125 23713/, 1
: / !
2
252151, ! 2511515t
1 1
1,2 1,2

Le cristal & gauche de cardinal 14 est B(2w;) pour U,(Bz2). Le cristal au milieu de cardinal 10
est B(2w1) pour U_,2(Cs). Le cristal a droite contient les monoémes restant et est B(w;) pour
U_;2(Cs). Notons cependant qu’en général les mondmes qui ne sont pas dans la composante
connexe principale ne forment pas nécéssairement le cristal d’une représentation.

Pour expliquer la dualité du théoréme III.1, nous définissons [13] des "groupes quantiques
d’interpolation" U, +(g) qui sont des déformations & deux parameétres des groupes quantiques
Z:lq(g) et Uy(*g). Ici la notation U signifie 'algébre sans les relations de Serre (les représentations
de dimension finie de U,(g) et Uy(g) sont les mémes). La spécialisation a t = 1 donne U,(g) et la

spécialisation & ¢ = € (avec € = —1 pour les types ADE et € = exp(mi/r) sinon) donne U_;(“g).
Uy t(9)
. P - ~ N \t:l
s q=¢€ ~
A
~ Langlands ~
Uy(g) U-+(g)

Les représentations de ces nouveaux groupes quantiques permettent d’interpréter de la dualité
de Langlands du Théoréeme III.1.
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Dans les cas simplement lacés, la définition est simplement U, +(g) = Ug(g). Dans [13] nous
définissons des groupes quantiques pour tous les types. Comme illustration écrivons ici la défi-
nition pour le type By qui est le premier exemple non trivial (le type By est le type A; avec la
convention r = 2).

Définition IIL.3. U, (B1) est l'algébre définie par générateurs X+ K*KFE 7, les éléments
centrauz C, C, et les relations suivantes : C[KT' K+ n] est commutative et :

KX* = ¢P?2X*K |, KX* =tF1XTK  nXT = XT(n+1),

qc(téf(il)P + qu(tékil)fP _ q$1tiER—K _ qi1t$E(R—K)fl

+ _
AT = @—a gt — (@) ’

ot P = (=1)" et ¢ = PC —1/2.

Proposition I111.4. La sous-algebre de Uy 1(B1)/(K = 1) générée par X*, K*' est isomorphe
a Uq(Slg) = Uq(Bl)

_ La sous-algébre de U 1(B1)/(K? =1,Kq"C =€) générée par X+ = (XF)2/(t —t71), Kl =
K*2 est isomorphe a Uy (sla) = U_4(C1) =U_+(* By).

Construisons des représentations de U, +(B1). Considérons un espace vectoriel V' de base
(vi)o<i<n avec n = 2p € 27, v_1 = vp41 = 0. Définissons l'action C =n+1, C =p+1/2,

X+U2j = [TL - 27+ 1]qv2j—1 , X+U2j+1 = [n — Qj]thQj , Xf’Ugj = [2] + 1]q’02j+1

X7U2j+1 = [2] + 2]qt’l)2j+2 s K.Uj = qniZjUj y va = tpijvj , NV = —jvj.

(L’idée de cette déformation est de remplacer dans la représentation usuelle de Uy (slz) les [m],
avec m pair par [m]y, les autres [m], restant inchangés).

Proposition III.5. Les formules ci-dessus définissent une action de Uy (By) sur Vy,.

Comme annoncé au début de cette sous-partie, ceci permet d’interpréter un exemple de
dualité de Langlands (élémentaire dans ce cas ci). En effet, en spécialisant & t = 1 et ¢ = €, nous
obtenons une action sur V,, de Uy (B1) = Uy(sla) ou de U_(* By) = Uy2(sla). Pour cette deuxiéme
action la représentation n’est pas simple et se décompose en deux modules simples

Vio=(Cvog @ Cva®--- P Cuvy) ® (Cvy ®Cuvs3 P --- P Cuvp_1).
En terme de caractére, pour Uy(slz) nous obtenons Y% 4+ 2= 4. 4y~ qui se décompose
e e ) B (/i T SR o TR el (VR Vi SRR S Vi)

pour Uyz2(slz) (nous voyons ici se réaliser I'énoncé du Théoréme I11.1).

Dans [13] sont également construites des représentations d’interpolation systématiquement
en type G et des exemples sont donnés en rang supérieur.
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2 Algébres affines quantiques et (¢, t)-caractéres d’interpolation

Revenons aux cas des algébres affines quantiques. Pour les représentations de plus haut
poids nous obtenons des résultats analogues au théoréme III.1. Intéressons-nous a présent aux
représentations de dimension finie dans I'esprit de [FR3|. Nous définissons les caractéres x, x”
pour les sous algébres U, (g) C Uy(g) et Uy (*g) C Uy (Fa).

Théoréme II1.6. [17] Pour L un module KR de U,(g) de plus haut poids X on a II(x(L)) >
XH(L') ot L est un module KR de Uy(g") de plus haut poids II(\).

Pour démontrer ce résultat, nous construisons des "(g,t)-caracteres d’interpolation" x,; de
maniére systématique : ce sont des polynomes en des variables d’interpolations Y; gres (i € 1,7, 5 €
Z) et «. Ici « est une fonction d’interpolation dépendant de ¢,t et telle que a(g,1) = 1 et
a(1l,€e) = 0. Par exemple si = 2 nous pouvons utiliser la fonction de [FM] :

(q+q gt —q 't
(¢*t—q2t71)

a(g,t) =

Nous définissons [17] une contrainte d’invariance pour ces (g, t)-caractéres d’interpolation ana-
logue a la symétrie des caractéres usuels pour 'action du groupe de Weyl (ceci garantit qu’on
n’a pas "trop" de (g, t)-caractéres d’interpolation). Nous prouvons [17] que 'image de I'anneau
des (g,t)-caractéres d’interpolation par spécialisation a t = 1 est Im(x,) et par spécialisation &
q = e est Im(x}).
Xq,t
Ve AN
e ~ =1
7 q=€ N

)/' Langlands

N
xr (V')

Théoréme II1.7. [17] Pour m un mondéme dominant en les variables d’interpolation, il existe
un unique (q,t)-caractére d’interpolation F(m) dont m est l'unique monéme dominant.

Xq(V

La preuve est constructive, basée sur un algorithme dans l'esprit de [FM] et de [2].

En général nous conjecturons qu’il existe certaines combinaisons des F'(m) qui interpolent
entre des g-caractéres de représentations de Uy (g) et des t-caractéres torsionnés de représentations
de Uy (g"). Nous le montrons dans le cas des modules KR en utilisant les théorémes 1.4 et 1.6 :

Théoréme IIL.8. [17] Pour L un module KR de Uy(§) de plus haut poids X € P il existe un
(g,t)-caractére d’interpolation dont la spécialisation at =1 est xq4(L) et la spécialisation a q = €
est xF(L') avec L' module KR de Uy(§%) de plus haut poids TI()).

L’existence de ces (g, t)-caractéres d’interpolation confirme [FR3, Conjecture 1]. Comme illus-
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tration, donnons un exemple de (g, t)-
}/VQ,IYZ,QQ
2,¢%t

-1
a¥o1Y, 4 Y1 g3

2,qt

-1 -1
Yg,q2t2 Yg,q4t2 Yl,qtyl,q?’t
1,¢3t2

—1
5¢3

YigYy,

1,¢°>

-1 -1
Yl,q5t3 Yl,q7t3 YQ,q4t2 Y2,q6t2

2,q7t3
aY LY, a0V h
1,g5t3 7 2,q%t% 7 2 ¢8¢4
2,¢%t3

—1 -1
Y2,q6t4}/2,q8t4

I1,; donne le g-caractére d’un module

caractére d’interpolation :

1,q%¢2
—1

aYo1Yy go2Yy 75

1,¢5¢2 2,q7t3
q lzqt q
—1 —1 —1
}/27q2t2}/27q6t2}/17q7t3yl,qt aY2,1Y27qst4
27 7t3
1,q3t2 l q %
—1 —1

ay27q2t2Y2’q8t4Y1,qt

1,q3t2

KR de Z/{q(Bél)) de dimension 11 et II; donne :

(Y21Y2 1)

2,—t2

-1
(}/277t2y2,t2) H,—etzl,et
1,et?
1,—et?
-1 _
}/l,et}/1776t3 Y1,6t3}/17_€t

—1
1,et3

-1
1,—et3

1,et?
%

(Yo, 2 Y22)

2,—t6

(YZ,t4Y2,7t4)_1

C’est le t-caractere d’une représentation fondamentale de dimension 6 de Z/{t(A:(f)).
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Quatriéme partie

Algébres toroidales et affinisées quantiques

Dans cette partie nous étudions les algébres affinisées quantiques (définies dans I'introduc-
tion). Nous construisons en particulier une structure tensorielle sur une catégorie de leurs repré-
sentations (ceux ne sont pas des algébres de Hopf en général). Nous étudions des liens (en partie
prospectifs) avec la théorie des algébres de Cherednik.

1 Catégorification du produit de fusion et 7T-systémes généralisés

Considérons une algébre de Kac-Moody quantique U,(g) et son affinisée quantique U,(Lg) D
Uy(g). On dit qu'une représentation de U,(Lg) est intégrable (resp. dans la catégorie O) si elle
a cette propriété comme représentation de Uy(g). Dans [4] nous démontrons une décomposition
triangulaire

Uy(Lg) = Uy (Lg)™ ©Uy(Lh) @ Uy(Lg)™,

analogue & celle obtenue pour les algébres affines quantiques avec la réalisation de Drinfeld
(il s’agit de vérifier la compatibilité avec les relations de Drinfeld-Serre). Nous avons alors la
notion correspondante de représentation de I-plus haut poids. Ainsi pour v : Uy(Lh) — C un
morphisme d’algébre, nous obtenons un module de Verma M(+y) et son quotient simple L(7).
Nous démontrons dans [4] que les représentations simples intégrables dans la catégorie O sont
les L(7) ou v est donné par des polynémes de Drinfeld :

S (6EL,)2 T = 9B P By (2 ) (Pi2q")) L
r>0

Nous pouvons ainsi considérer les modules KR W,gzt)l pour les algébres affinisées quantiques.
Dans la suite de cette partie nous supposons que la matrice quantique de g, qui est définie par
Cij(2) =[Cijlz + 6 (2] — [2]2), est inversible. Cette propriété est satisfaite pour les algébres
)

toroidales quantiques (dans le cas Agl on utilise la convention ry = r; = 2).

Dans [4] nous construisons combinatoirement un produit * qui donne une structure d’anneau
sur le groupe de Grothendieck Rep (U, (Lg)) des représentations intégrables dans la catégorie O.
Il est de plus démontré [4] que * est un produit de fusion, c’est-a-dire que les constantes de
structure sur les représentations simples sont des entiers positifs. Cela est évident dans le cas des
algebres affines quantiques car * est le produit provenant de la structure tensorielle (dans ce cas
nous obtenons ’anneau de Grothendieck). Mais en général U, (Lg) n’a pas de structure d’algebre
de Hopf. Il reste & comprendre la positivité de ces constantes de structure.

Il est alors naturel de chercher & catégorifier %, c’est-a-dire de construire une catégorie ten-
sorielle de représentations de Uy(Lg) correspondant & *. Expliquons-en la construction dans [7].
Pour simplifier I'exposition nous supposons dans le reste de cette partie que (i # j = C; ;C;,; < 3)
(cette condition est satisfaite par presque toutes les algébres toroidales quantiques). Pour les al-
gebres affinisées quantiques, il existe le "coproduit de Drinfeld" qui n’est pas un coproduit au
sens habituel du terme car il est défini dans une complétion. En particulier on ne peut pas 'uti-
liser directement pour fabriquer des produits tensoriels car il y a des problémes de divergences
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(méme dans des cas simples). Pour dépasser cette difficulté, nous utilisons un procédé de dé-
formation /renormalisation que nous définissons [7]. Cette stratégie peut apparaitre comme un
analogue de la construction des bases critallines de Kashiwara. Nous définissons [7] le copro-
duit de Drinfeld déformé par les formules suivantes sur les générateurs de U,(Lg)((u)) avec u
paramétre formel :

Ayal) =), @1+ w o, @) ), Auay,) = (1@a;,)+ > ul(a;, @ o)),
1>0 1>0
Au( ;J?j:m) = Z uil(ﬁbfi(m_l) ® ¢§?ﬂ:l) ) AU(kh) = kn @ kp,.
0<i<m

Dans les cas ot la matrice de Cartan a des coefficients inférieurs & —4, on travaille avec 1'algébre
sans les relations de Serre, car leur compatibilité avec A, n’est pas encore établie (ceci est lié a des
conjectures dans [E2]|). Nous définissons une certaine catégorie Mod de U, (Lg) ® C(u)-modules
V tel qu’il existe un C-sous espace W C V tel que V ~ W ®¢ C(u), W (resp. W @ CluT]) est
stable pour U, () (resp. Uy(Lh)), et la dépendance en m des coefficients matriciels de I'action
des xjtm est quasi-polyndmiale.

Théoréme IV.1. [7] A, définit une structure de catégorie tensorielle sur Mod.

Notons que 'associativité est garantie par la coassociativité "déformée" suivante :

(Id ® Aur/) °© Au'r = (A'U«T ® Id) o AuTJrr/ pour T, T/ € Z.

Donnons quelques applications. Soient V et V' deux représentations intégrables de [-plus haut
poids de plus haut vecteurs respectifs v et v. A, définit une structure de U, (Lg) @ C((u))-module
sur (V @ V') @ C((u)). De plus (V @ V') ® C(u) est stable pour l'action de Uy(Lg) @ C(u), et
nous pouvons alors définir le module de fusion :

Voag VV = Uy(Lg) ® Clu)).(v ©0')/(u — 1)Uy (L) @ Clw)) (v @ ).

Théoréme IV.2. [7] V «; V' est un Uy(Lg)-module de l-plus haut poids et on a dans le groupe
de Grothendieck :
[Vosp VI = [V] [V].

En conséquence nous comprenons a présent pourquoi les constantes de structures de * sont
positives : elles correspondent aux multiplicités des modules simples dans des produits de fusion
pour ;. Remarquons de plus que le théoreme IV.2 est un résultat de cyclicité. En particulier
dans le cas des algebres affines quantiques, V V' n’est pas le produit tensoriel usuel car V@ V'
n’est pas nécessairement de [-plus haut poids.

Dans ce cadre général, les modules KR satisfont un T-systéme (généralisant le théoréme 1.2),
avec une suite exacte exprimée en terme de produit de fusion :

Théoréme IV.3. [7] On a une suite exacte de Uy(Lg)-modules :

0— S,E’l — lglt)l *f Wigiq% - Wiﬁw *f ngif)LaQ? —0

avec : 0 "
S = . wV

ka = *f(ileA; K(id)aq

Ai = {(], l) el x Z‘Cjﬂ‘ <0,1<L [ < —CZ'J} , K(], l) = —Cj,i + E(’I”Z(,IC — l)/’l“j),

et E(m) € Z la partie entiére de m € R.

—(21 1)/C;
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Comme illustration, étudions plus en détails I’exemple de ’algébre toroidale quantique Z/{q(slfﬂ;l)

(n > 2) de type AL On identifie I avec Z/(n + 1)Z. Nous obtenons :

0 WD g W) W g Wy W, ey

k7aq kvaq ) k,aq k—l,aq? - 0'

En considérant la classe T;; = [W(i) |, nous obtenons ’équation classique de l'octaédre

k,aq“’l_k
("multiplication des sommets opposés"), voir par exemple [KTW] (elle apparait aussi pour

Z/{q(sAlnH)). Nous obtenons une catégorification de cette équation :

Tk 1T kpr1 = Tigr ket Lot ket + Li o1 6 L5 =1t

(ikt+1)

(i+1.k,0)
(i-1.k)

(ikt-1)

Considérons le morphisme d’anneaux R : Z[Y;le]iej,ae(c* — Z[Y;le]iej,ae(c* tel que R(Y;,) =

Yii1,qa- Pour a € C* et i € Z soit a = Y[;ll] agi Y[ilagi—1 AVEC [7] € I 1a classe de j € Z. Soit T

I'ensemble des tableaux (75 ;)i<o,1<j<k & coefficients entiers tels que pour tous i, j, T; j < T j+1,
T’i,j < ]—%+17j et V1 < 1< k, T’i,j = ¢ pour ¢ << 0.

5 N 4
Théoréme IV.4. [12] On a XQ(ng,c)zq) = RZ(ZTGT Higo,lgjgk an(j—i))'

La preuve esquissée dans [12] s’appuie sur des techniques analogues a celle du cas torsionné

[11]. En effet Uy (si%,) peut étre vue comme une algébre quantique torsionnée obtenue & partir

de D'algebre affinisée Uy (Lsls) de diagramme de Dynkin une droite infinie (les analogues de o
sont obtenus par décalage d’indice i +— i +n + 1).

2 Algébres affinisées quantiques et algébres de Cherednik

Pour z € C* et € = ¢2, 'algébre de Cherednik (ou algébre de Hecke affine double) Hj(e, )
est 'algébre avec les générateurs o;tl, X;El, Yjil (1<i<1—-1,1<j<I) et les relations :
(oi+q 1)(oi—q) =0, 00410, = 04100441 , 005 = 040 si |i — j| > 1,
XoY1 = aY1Xo , XoY, ' Xy 'V = 07 , XiX; = X;X; , ViY; = Y;Y; pour 1 <i,j <1,
ngi = UZ'XJ' s Y}'JZ‘ = UZ'Y}' si g 75 i+ 1, 0,X;0, = Xi-{—l , Y = UZ'Y;_HJZ‘ pour 1 <¢ <[ —1,

avec Xog = Xj---X;. Ces algébres ont de remarquables applications [Che| et sont en dualité

de Schur-Weyl [VV1] avec les algébres toroidales quantiques Uy (slff ;). En général on connait
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peu de représentations de dimension finie des algébres de Cherednik. Nous proposons ici une
application [13] du modéle des cristaux de niveau 0 (Théorémes I1.11 et 1.12) a la construction
de telles représentations. Pour commencer, reprenons l’exemple (1) de la réalisation monomial
en type Agl) du cristal extrémal B(A; — Ag) dans la partie 3. En utilisant 1’ensemble de ces
mondmes, nous obtenons [13] une représentation intégrable V' de Uy (sli’") de g-caractére :

-1 -1 -1 -1
§ :(Yl,q“f’yo,q@ﬂ + Y2,q4p+1y1,q4p+2 + Y3,q4”+2y2,q4p+3 + Y07q4p+3Y3,q4P+4)‘

PEZ
Soit Z/{g(ﬁg) (resp. Ug ") la sous-algebre affine quantique générée par les a:;-to,k;-cl (resp. les
xiim, kiﬂ avec i # 0). V est une représentation extrémale affine au sens suivant :

Définition IV.5. [13] Une représentation extrémale affine de Uy(g'") est une représentation
intégrable V telle qu’il existe v € V' de l-poids satisfaisant :

(1) Uy(g"" )0 =V,
(2) v est extrémal pour Z/{g(ﬁg),
(3)Vw eV, V0 <i<n, U;’i(ﬁg).w est de dimension finie.

Soit L > 1 et € une racine primitive de l'unité de rang 4L. Alors nous obtenons une suite
périodique de mondémes quand g = €. Considérons la spécialisation U (sl}") de Uy (sl{") & g = €.

Nous obtenons une représentation V de dimension 4L de U (sl™) telle que :

y —1 -1 —1 -1
xe(V) = E (Y1,€4PYV()764P+1 T Yo eap 1Y) apro + V3 capi2Yy s + Yo,e4p+31§,,e4p+4)-
1<p<L

En utilisant la dualité de Schur-Weyl nous obtenons une représentation de 'algebre de Cherednik
H;, (2, e*) de dimension L. Nous avons ainsi un procédé pour construire des représentations de
dimension finie des algébres de Cherednik.

Dans une autre direction, les algébres de réflexion symplectiques ont été définies [EG| comme
des généralisations des algébres de Cherednik (rationelles) dont la structure dépend d’une groupe
fini I". Dans [16] nous définissons naturellement par analogie des algébres de Lie dont la structure
dépend d’un groupe fini cyclique I' (nous travaillons en type A). Rappelons que pour .4 une
algébre associative, l'algébre de Lie sl,(A) est lalgébre dérivée [gl,,(A), gl (A)] avec gl,(A) =
gl, ® A. En type fini ’analogue naturelle est sl,,(C[I']). Nous montrons qu’elle est semi-simple de
type A. Pour le type affine, soit d I'ordre de I'; £ un générateur de I' et { une racine primitive de
I'unité de rang r. Considérons I’action de I' sur C[u™!] définie par £(u) = Cu. Alors les algébres
sl (Clu®']xT), sl,(Clu] xT') sont aussi connues car elles sont de Kac-Moody de type affines (elles
rentrent dans le cadre de la classification de [Ma]). Le cas doublement affine présente plus de
nouveauté. On définit I'action de I' sur C[u*!, vF!] : € agit sur u,v par £(u) = Cu, &(v) = ¢ lo.
En posant w = uwv, nous obtenons que sl,(C[u™,v*!] x ') est isomorphe a Clu™,w*!] x T
avec I'action triviale de I' sur w (nous avons un résultat analogue pour sl,(Clu®!,v] x I')). En
revanche, ceci n’est pas valable pour sl,(Clu,v] x I') dont la structure ne se déduit pas aussi
directement du cas affine. Méme dans les cas ot elles sont isomorphes & des algébres connues,
nous obtenons pour ces algébres une présentation différente et une gradation naturelle différente
[16]. Nous étudions leur extension centrale en calculant leur premier groupe d’homologie cyclique
avec des résultats de [K1, VV2.

33



Cinquiéme partie

Catégorification monoidale des algébres cluster

Les algébres cluster? [FZ1, FZ2] sont des structures combinatoires qui apparaissent dans des
domaines variés en géométrie, topologie, théorie des représentations... C’est un sujet en plein
développement. Nous présentons ici une nouvelle réalisation [18] d’algebres cluster, en terme de
représentations de dimension finie des algébres affines quantiques. L’idée générale est de caté-
gorifier une algébre cluster, c’est-a-dire d’exprimer I'information qu’elle contient en terme d’une
catégorie. Ceci est utile pour obtenir d’une part des informations sur I’algébre cluster, d’autre
part sur la catégorie elle-méme. De nombreuses catégorifications en terme de catégories addi-
tives ont été étudiées (voir par exemple [Kel]). Dans [18] nous établissons une catégorification
monoidale : en effet la catégorie des représentations de Uy(Lg) est munie d’une structure mo-
noidale car U,(Lg) est une algebre de Hopf, et cette structure intervient également dans notre
catégorification.

Avant de donner plus de détails, rappelons la définition des algébres cluster. Ce sont des sous-
algébres du corps des fractions d’une algébre de polynémes avec un nombre fini de variables.
Considérons des entiers 0 > d > n > 0 et une matrice antisymétrique B = (B;j)1<i j<d—n &
coefficients entiers (analogue de la matrice de Cartan d’une algébre de Lie semi-simple). L’al-
gébre cluster A(B) est définie par Fomin-Zelevinsky [FZ1, FZ2| comme une sous-algébre du
corps des fractions F = C(y1,- -+ ,yn) générée par certaines fractions appelées variables cluster.
Donnons leur définition. A partir du couple ((y1,--- ,yn), B) appelé graine initiale, on définit
d’autres graines qui sont des couples ((z1,--- ,2y),D) ot z1,-+- ,2, € F et D € Mg_(Z) est
antisymétrique. Les nouvelles graines sont obtenues par mutations successives. Une mutation est
la transformation pour un k € [1,d — n] d’une graine ((z1,---,2p), D) en une nouvelle graine

((Zi> ’Z;z)vD/) = ,Uk((Zl, ,Zn),D) avec

D —D; . ..
S HDM>0 zp Ut HDM<0 Zi ;o —D; ; si k€ {i,j},
k= » Mig = D, 1| Dy j+Di k| Dy :
2 J Dz,] 4 ‘ z,k' k,j; z,k‘ k,]' sinon.
Les variables cluster sont définies comme les z; des différentes graines ((z1,--- , zn), B).

Les relations ci-dessus donnant les 2, sont appelées relations d’échange. Si on observe I'image
des T-systémes du Théoréme 1.2 dans I'anneau de Grothendieck Rep(U,(Lg)), on obtient des
formules de la méme forme que les relations d’échange. C’est le point de départ de ce qui suit
(voir [Ked, IIKNS] pour d’autres liens entre les algébres cluster et les algébres affines quantiques).

1 Catégorification monoidale et théoréme du produit tensoriel

Nous établissons des catégorifications monoidales dans le sens suivant. On dit qu’une catégorie
monoidale C est une catégorification d’une algébre cluster A si on a un isomorphisme ¢ de A
vers I'anneau de Grothendieck de C tel que :

- les variables cluster correspondent a des objets simples premiers (qui ne peuvent s’écrire
comme produit tensoriel de modules non-triviaux),

4Le terme "algebres amassées" est aussi utilisé.
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- pour un produit de variables cluster dans la méme graine, le produit tensoriel des représen-
tations simples correspondantes est simple,

- les relations d’échange xa’ = m + m’ correspondent & des suites exactes courtes
0—-M -8, ®8Sy — M —0,
0—-M—Sy®S, — M —0.

Pour définir une catégorification monoidale, une propriété importante de la catégorie C est de
contenir suffisamment d’objets simples réels S, c’est-a-dire tels que S® S est simple. On sait qu’il
y en a trés peu dans la catégorie des représentations de dimension finie d’'un groupe quantique
de type fini, ou bien dans la catégorie des représentations intégrables qui sont dans la catégorie
O d’une algébre de Kac-Moody quantique.

Le candidat naturel suivant est la catégorie C des représentations de dimension finie de U, (Lg).
On sait cependant qu’il y a des objets simples non réels [L] dans C. C’est pour cela que nous
définissons [18] une sous-catégorie naturelle de C.

Supposons que g est simple et simplement lacée. On choisit une application € : I — {0,1}
telle que pour 4,5 € I, (C;j; = —1 = € +¢; = 1) (comme g est simple, il n’y a que deux choix
possibles). Nous définissons la catégorie C; comme la catégorie des modules de dimension finie de
Uy(Lg) tels que les constituants simples de la série de Jordan-Hélder ont un plus haut monéme
dans Z[Y; gei, Y; j2+<i lier-

Proposition V.1. [18] C; est une sous-catégorie tensorielle de C.

La catégorie Ci, bien que plus "petite" que C, est hautement non semi-simple et a une
structure trés riche. Elle contient des représentations fondamentales, des modules de Kirillov-
Reshetikhin, des affinisations minimales et d’autres représentations simples.

Nous établissons le résultat suivant sur la structure tensorielle de Cy, qui va nous permettre
de définir des catégorifications :

Théoréme V.2. [18] Soient Si,--- , SN des modules simples de Cy tels que pour i # j, S; ® S;
est simple. Alors S1 ® --- ® Sy, est simple.

Un des arguments importants utilisés dans la preuve est un résultat de [Cha3, Kas3| concer-
nant des morphismes de U,(Lg)-module définis a partir de la R-matrice universelle de U, (Lg) :
pour m € Z[Y; geilicr et m’ € Z[}/;’q2+ei]i€[ on a un morphisme de Uy (Lg)-modules :

¢: L(m')® L(m) — L(m) ® L(m') avec Im(¢) ~ L(mm/).

2 Preuve des relations d’échange, applications

Le point de départ est que I'anneau de Grothendieck de C; peut-étre muni d’une struc-
ture d’algebre cluster avec la graine initiale constituée de modules KR, les premiéres relations
d’échange étant des T-systémes. Pour étudier cette algébre cluster et établir les propriétés ci-
dessus (comme les relations d’échange), il parait difficile d’utiliser en général directement les
g-caractéres car les représentations peuvent avoir une trés grande dimension et il n’est pas facile
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de déterminer leur g-caractére. En fait nous n’avons pas besoin de connaitre toute l'information
du g-caractére pour les représentations dans C;. Nous introduisons les g-caractéres tronqués d’une
représentation simple L(m) simple dans C;. On rappelle que d’aprés [FM]|, nous avons

XQ(L( )) € mZ[A g2rtei +1]z€1 r>0-

Le g-caractére tronqué de L(m)
Sul(Lm) € mZIATh, e

est 'expression obtenue en remplacant dans x,(L(m)) les A gl+eirar POUr T > 1 par 0.

Le g-caractére tronqué contient tous les mon6émes domlnants et le produit de deux g-caractéres
tronqués contient tous les monoémes dominants du produit des g-caractéres. Comme d’apreés [FM]|
un g-caractére est caractérisé par la multiplicité des mon6émes dominants, il suffit pour démontrer
les relations d’échange de les établir entre les g-caractéres tronqués. Ils sont beaucoup plus simples
a calculer que les g-caractéres car ils ne contiennent que quelques uns de leur mondémes (nous
utilisons le théoréme 1.10).

Donnons un exemple en type As. Les 12 représentations simples premiéres de Cq sont
Les représentations fondamentales : L(Y1,1), L(Y343), L(Y31), L(Y] 42), L(Ya,q), L(Y3 2),
Les modules de Kirillov-Reshetikhin : L(Y11Y g2), L(Y2,4Y5 43), L(Y31Y342),
Les affinisations minimales : L(Y1,1Y5 43), L(Y243Y31),
Autre représentation : L(Y11Y5 ;3Y31).

Alors les 12 g-caractéres tronqués sont respectivement :
Représentations fondamentales : 1 + A (1 + A ) 1,1+ Ag’;(l + A;;Q) 1,1+ A2 2y 1,
Modules KR : 1, 1, 1,

Affinisations minimales : 1 + A7 14+ AL

1,90 3,q°
Autre représentation : (1 + Aiq)(l + A;q).

Dans cet exemple on vérifie aisément & la main que ces g-caractéres tronqués vérifient les relations
d’échange écrites explicitement :

L(Y11) ® L(Yy,g2) = L(Y1,1Y7 2) + L(Y2q),
L(Y2,q) ® L(YZ ,q3 ) L(Y2,qy2 ,q3 ) + L(Yl,q) ® L(Y3,q)a
L(Y11) ® L(Ys,43Y31) = L(Y1,1Y3,43Y31) + L(Y3,1 Y3 2),
L(Y11Y2,3Y31) © L(Ya,q) = L(Y2,4Y2,43) @ L(Y1,1)L(Y31) + L(Y11Y1 g2) © L(Y31Y5 42),
L(Y11Y5,3Y31) ® L(Yy3) = L(Y11Y5,43) @ L(Y31Y5 g3) + L(Y2,4Y5 43),
L(Yy3Y31) @ L(Y342) = L(Y31Y3 2) ® L(Y5 43) + L(Y2,4Y5 ¢3).
Notons que les deux premiéres relations sont des T-systémes, les autres sont de nouvelles relations.

En type général, nous établissons des formules de g-caractéres tronqués pour les représenta-
tions premiéres de C; dont les racines des polynémes de Drinfeld sont sans multiplicité :

Théoréme V.3. [18] Les formules de q-caractéres tronqués de ces modules simples premiers
sont données explicitement par les polynomes de Fibonacci de [FZ3).
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Explicitons le théoréme : soit J C I connexe et m = [[;c; Y, e On choisit € telle que si g
n’est pas de type A, le noeud trivalent est dans Iy. Nous prouvons

L) =m Y T[AR..

(Ri)icr€ER €L

avec R I'ensemble des (R;);e; € {0,1} tels que
pour i € Iy \ (JUIy), R, =0,
pour i € I, R; < Max(0, —n; + Zj,Cm-:—l R;),
oun:I—{0,1} est la fonction caractéristique de J.

Nous généralisons également notre résultat a des représentations avec racines multiples en
type D. Comme conséquence nous obtenons en types classiques (i.e. A, D) que les variables
cluster correspondent & des représentations premiéres simples. Nous établissons leurs relations
d’échange dans ’anneau de Grothendieck (elles généralisent les T-systémes).

On suppose a présent que g est de type A (les résultats suivants sont aussi démontrés en type
Dy). On rappelle qu’'une algebre cluster est dite de type fini si elle a un nombre fini de graines.
Les algebres cluster de type fini sont classifiées par les diagrammes de Dynkin de type fini [FZ2].

Théoréme V.4. [18]/Catégorification] La catégorie Cy est une catégorification monoidale de
l’algebre cluster du méme type que g.

Pour démontrer ce théoréme, il faut pouvoir décrire la factorisation des modules simples
en représentations premiéres. En général il y a peu d’exemples de modules simples de U, (Lg)
pour lesquels on connait une telle factorisation (en dehors du cas Uy (Lslz) pour lequel une solu-
tion compléte au probléme de factorisation est connue [CP1]). Des exemples de représentations
premiéres sont donnés dans [CP3|, [14]. Nous établissons :

Théoréme V.5. [18] Tous les modules simples de Cy sont réels. Nous obtenons une factorisation
explicite en modules premiers de toute représentation simple de Cy.

Les modules premiers sont les 3; = L(Y; 2-), 5 = L(YjgY jiv2) (i € I) et les ay =
L(Ilies Yi <) pour J C I connexe. La factorisation est obtenue en écrivant des produits de
modules premiers deux a deux compatibles, les paires compatibles étant les (5;, 5;), (Fi, Fj),
(Fiyag) pour i,j € I,J C I, les (B;, y) pour i & J, et les (o 5, v j1)) avec

j<i —lou(i<i <j<j etj—i estpair)ou (i <i <j <jetj —i estimpair).
Pour les algébres cluster en question, nous obtenons une nouvelle preuve de la positivité des

constantes de structures sur les produits de variables cluster (ce résultat étant connu pour les
types étudiés dans cette partie).

Comme autres applications, nous obtenons, en utilisant des résultats connus pour les algébres
cluster, des coefficients Clebsch-Gordan dans C; (les relations d’échange en donnent des exemples).
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Conclusion : quelques perspectives

Nous décrivons ici quelques directions dans lesquelles nous envisagerions de poursuivre les
travaux présentés dans ce mémoire.

Pour l'instant il n’existe pas d’analogue de la formule de caractéres de Weyl pour les repré-
sentations de dimension finie de U, (Lg). La preuve de la conjecture de Kirillov-Reshetikhin dans
la Partie I est basée sur le théoréme 1.10 et fonctionne aussi pour des affinisations minimales. Il
serait intéressant de pousser la méthode pour une plus grande classe de représentations simples,
et ainsi de s’approcher d’une formule de caractére la plus uniforme possible.

Dans la partie II nous avons donné un cadre géométrique pour étudier les représentations
de Uy(g) aux racines de 1. Ces représentations (en particulier la catégorie des représentations
correspondants aux lacets holomorphes) seront étudiées plus en détail : comme pour le type
fini, on attend que les représentations irréductibles avec le méme caractére central ont la méme
dimension graduée. Il sera également intéressant d’étudier les coefficients de Clebsch-Gordan
(gradués) dans l'esprit de [DCPRR]. Dans la partie IT nous avons démontré également la propriété
de petitesse pour certaines résolutions de variétés carquois. Dans cette situation géométrique on
obtient une description des singularités des résolutions. On peut poursuivre cette étude afin
d’exploiter géométriquement cette propriété dans les cas ot nous ’avons démontrée. Par ailleurs,
une preuve analogue fonctionne dans le cadre plus général des algébres toroidales quantiques.
Une interprétation géométrique des résultats qui en découlent reste a comprendre.

Dans la partie III nous avons expliqué la construction de (g, t)-caractéres d’interpolation dans
le contexte général de la dualité de Langlands. L’existence de ces (g, t)-caractéres confirme [FR3,
Conjecture 1] qui prédit Pexistence de telles expressions mais d’une nature un peu différente.
Elles appartiennent & une algébre non-commutative a deux paramétres (et non a une double
déformation commutative d’anneaux de Grothendieck). Il reste donc a élucider le lien entre ces
deux situations. Ceci relierait notamment plus directement nos résultats et le programme de
Langlands géométrique, qui est la motivation premiére de [FR3|.

Dans la Partie IV nous avons donné une construction de représentations de dimension finie
d’algébres toroidales quantiques aux racines de 1. La construction est basée sur une interpréta-
tion "monomiale" de I'automorphisme de Kashiwara. Ces représentations devraient pouvoir étre
comprises dans un cadre plus général (représentations extrémales affines définies dans la partie
IV) qui reste a développer, et par dualité dans le cadre de la théorie des algeébres de Cherednik
pour lesquelles des modéles géométriques fins ont été obtenus.

Dans la Partie V nous avons décrit des résultats de catégorification des algébres cluster.
Plusieurs questions restent ouvertes dans cette nouvelle direction. Il s’agit d’abord d’obtenir une
telle catégorification pour tous les types, simplement et non-simplement lacés. Par ailleurs la
catégorie étudiée C; a des analogues naturels en niveau supérieur C; avec [ > 1 (la condition sur
les plus hauts monomes devient m € Z[Y; j;+2rJo<r<i). En général ces catégories ne donnent pas
des catégorifications monoidales car elles peuvent contenir des objets simples non réels. Mais il
semble que certaines propriétés de ces catégories sont controlées par Ci, en particulier avec de
possibles analogues des relations d’échanges dans ces catégories qu'il s’agira d’établir (ceci est lié
a la conjecture de périodicité démontrée dans [Kel]).
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