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Introdu
tion4242 : voilà la réponse à � la grande question sur la vie, l'univers et le reste �. Tout dumoins, voilà la réponse que donne Deep Though [Ada79℄, ordinateur super puissant
réé par une ra
e d'hyper-intelligen
es pan-dimensionnelles. Deep Though est un desnombreux ordinateurs de s
ien
e-�
tion qui possèdent une intelligen
e arti�
ielle supé-rieure à 
elle des êtres humains. Bien que d'après de nombreux romans des ordinateursaussi intelligents que Hal 9000 [CK68℄ auraient dû exister dès 2001, les progrès de las
ien
e informatique font que l'homme reste supérieur à la ma
hine sur de nombreuxdomaines. Certes, Deep Blue a battu Garry Kasparov aux é
he
s alors que 
e dernierétait 
hampion du monde. Cependant, 
e n'est pas toujours le 
as. Par exemple, leslogi
iels de jeu de go sont en
ore loin du niveau des professionnels, voire des meilleursamateurs (le programme Crazy Stone [Cou06℄ peut battre des amateurs voire desprofessionnels, mais uniquement ave
 des pierres de handi
ap). Que dire alors de trom-per un humain ave
 un test de Turing : une personne dis
ute ave
 X et doit deviner aubout d'un 
ertain temps, siX est un être humain ou une ma
hine. Si 
es dernières tâ
hessont loin d'être a

omplies, l'intelligen
e arti�
ielle s'emploie à développer te
hniqueset théories pour que les ordinateurs puissent raisonner, plani�er, per
evoir, se mouvoir,dépla
er des objets, apprendre, et
.Parmi les nombreuses 
atégories de l'intelligen
e arti�
ielle, l'apprentissage automa-tique vise à permettre à un ordinateur d'apprendre : apprendre à raisonner, apprendreà parler, et
. De façon générale, l'ordinateur a a

ès à des données dites d'apprentissageet en extrait une 
onnaissan
e, des règles, a�n de pouvoir être 
onfronté à des donnéesin
onnues [CM08℄. Cette extra
tion de règles permet alors de pouvoir re
onnaître desdonnées qu'il n'a pas en
ore vues. Cela lui permet de généraliser et ainsi d'éviter unapprentissage par 
÷ur. Les appli
ations sont alors multiples : de la re
onnaissan
e de
ara
tères manus
rits ou de la parole [Cas90, GSVG94℄, aux �ltres de spams, en pas-sant par les jeux (é
he
s, ba
kgammon), la biologie [AM97, DEKM98℄, le traitementde la langue naturelle, le projet DARPA et
. Par exemple, on fournit des données àl'apprenant, 
omme des 
ara
tères manus
rits ou des 
ourriers indésirables, et la géné-ralisation lui permet de se 
onfronter à de nouvelles données et don
 de re
onnaître des
ara
tères é
rits par une nouvelle personne, ou en
ore �ltrer des messages qu'il n'avaitjamais reçus.Pour extraire 
es règles, il existe plusieurs te
hniques, qui se révèlent plus ou moins5



6 Introdu
tionbonnes selon la tâ
he à a

omplir. L'une d'entre elles s'appelle l'inféren
e grammati
ale.Comme son nom l'indique, 
ette te
hnique permet d'inférer une grammaire, 
'est-à-dire un ensemble de règles basées sur des mots, 
haque mot étant la 
on
aténation desymboles issus d'un même alphabet. Nous pourrons par exemple avoir :� {Chien, Le, Mange, . . .} ;� {a, b, c, . . .} ;� {0, 1}.Ainsi, à partir d'un ensemble de mots 
omme :� {LeChienMange,. . .} ;� {abc, abcabc, . . .} ;� {00001, 0111, . . .}.et de toute autre aide extérieure disponible, un algorithme essayera de généraliser enproposant des grammaires permettant de générer des mots qu'il n'a pas vu. Les règlesde grammaires pouvant être :� {Phrase→ Sujet Verbe Complement, Arti
leDe�ni → le | la | les, . . .} ;� {S → SS |abc} ;� {S → ZU,Z → ZZ|0, U → UU |1}.Ces grammaires permettront alors à l'algorithme de trouver le langage asso
ié à 
esrègles� la langue française,� le langage formé des mots 
omposés de 
on
aténations du mot abc,� le langage dont les mots débutent par des 0, et se terminent par des 1.De toute éviden
e, l'inféren
e grammati
ale est parti
ulièrement adaptée à la re-
her
he d'un langage 
ible. Mais elle l'est également lorsque les données sont des motsqui n'ont pas été générés par une grammaire. Nous parlons alors d'indu
tion de gram-maires. Par la suite, le terme inféren
e grammati
ale regroupera l'inféren
e grammati-
ale à proprement parler ainsi que l'indu
tion de grammaires [dlH05a℄.Depuis 1957, une théorie est parti
ulièrement utilisée en inféren
e grammati
ale :
elle de Noam Chomsky [Cho57℄. Cette théorie permet de di�éren
ier les langages parleurs règles de grammaires, nous parlons alors de la hiérar
hie de Chomsky. Les langagesde base de 
ette hiérar
hie sont appelés langages rationnels, ou en
ore langages réguliers.Ils sont sensés être plus fa
iles à apprendre que les langages de plus haut niveau, plus
omplexes.La 
omplexité de l'apprentissageRevenons maintenant un instant à Deep Though et à la question qui lui a étéposée. La réponse qu'il a donnée a né
essité de très longues années de 
al
ul : plus desept millions. Par 
onséquent, les ingénieurs en avaient même oublié la question initiale.Si nous pouvons 
omprendre que donner une réponse à � la grande question sur lavie, l'univers et le reste � prenne bien plus de temps qu'e�e
tuer une addition, nouspouvons nous demander si sept millions d'années, 
e n'est pas un peu trop long. . . Pourrépondre à 
ela, il faut prendre en 
onsidération plusieurs points. Tout d'abord, la



Introdu
tion 7di�
ulté de la question : faire une addition est plus simple que de 
al
uler une ra
ine
arrée. Ensuite la taille des données : faire une addition de 12 ave
 3 demande moinsd'e�orts qu'additionner deux nombres possédant 
ha
un une 
entaine de 
hi�res, il estalors normal que la deuxième opération requière plus de temps que la première.Lors de l'apprentissage de langages, la même question va se poser : mon programmen'a-t-il pas mis trop longtemps pour apprendre ? En
ore une fois, pour y répondre, ilfaudra prendre en 
ompte deux fa
teurs. Tout d'abord, la taille de la grammaire 
ible :un langage rationnel ne possédant que deux règles de grammaire doit être plus simpleà apprendre qu'un langage en possédant une dizaine. De même, la quantité de donnéesque le programme a à sa disposition va jouer un r�le important : s'il ne dispose quede peu de données, il ne devra mettre que peu temps pour formuler une hypothèse.L'algorithme devra alors identi�er la 
ible en un temps raisonnable relativement à 
esdeux paramètres, plus formellement en un temps polynomial, pour pouvoir dire qu'il abien appris.Ce 
on
ept de polynomialité est alors pris en 
ompte dans les di�érentes dé�nitionsd'apprentissage. En inféren
e grammati
ale, il existe plusieurs façons distin
tes d'ap-prendre : les données peuvent être subies ou 
hoisies, l'inféren
e peut être exa
te oustatistique. Trois paradigmes sont alors fréquemment utilisés :1. L'identi�
ation à la limite [Gol67, Gol78℄ qui 
orrespond à un apprentissage ditexa
t : un algorithme identi�e à la limite une 
lasse de langages si quelque soitle langage, lorsque nous lui donnons assez de données, il retourne exa
tement la
ible. De nombreuses variantes sont apparues pour mieux prendre en 
ompte les
ontraintes du monde réel : elles 
omptent le nombre de fois où l'apprenant 
hanged'avis [AS83℄, le nombre d'erreurs qu'il fait [Pit89℄, ou bien bornent le tempsautorisé en fon
tion de la taille de la 
ible [dlH97℄. Des 
ontraintes probabilistesont également été ajoutées [CO94℄.2. L'apprentissage a
tif [Ang87, Ang88b℄ qui modélise l'apprentissage de la languepar un enfant qui interagit ave
 sa mère : un apprenant peut poser un 
ertainnombre de question à un ora
le qui 
onnaît le langage 
ible. Les variations de
e paradigme sont alors liées aux types de questions qu'il est possible de poser[Ang01, Tir08℄, ou à la façon de dé�nir l'ora
le [GM96, AKST97℄.3. L'apprentissage Pa
 [Val84℄ pour Probablement Approximativement Corre
t : unalgorithme Pa
 apprend si la probabilité qu'il a de faire le moins d'erreur possibleest très grande. Ce paradigme sert essentiellement à prouver des résultats négatifsd'apprenabilité [PV88, KV89℄, mais 
ertains travaux montrent qu'il est tout demême possible d'apprendre dans 
e 
ontexte [War89, TC04℄.Une 
lasse de langages apprenable dans un paradigme peut alors ne pas l'être dansun autre. Il 
onvient don
 de 
hoisir 
onvenablement le paradigme en fon
tion de lata
he à e�e
tuer.Une des 
lasses la plus intensivement étudiée est sans nul doute la 
lasse des langagesrationnels. Ces langages peuvent être représentés par des automates �nis déterministes(afd), modèles graphiques de leurs règles de grammaire. Depuis plusieurs années, denombreux travaux expliquent à travers di�érentes méthodes 
omment les apprendre



8 Introdu
tiondans 
es di�érents paradigmes en des temps raisonnables, que 
e soit en identi�
ation à lalimite [Pit89, DMV94, dlH97, LPP98℄, en apprentissage a
tif [Ang90, BDGW94, BB06℄ou en
ore en apprentissage Pa
 [LV91, Den01℄.L'apprentissage à partir de données bruitéesLes données que vont utiliser les algorithmes d'apprentissage 
ontiennent des erreurs.En e�et, leur a
quisition peut malheureusement être faussée pour plusieurs raisons :mauvais 
alibrage d'une sonde, défaillan
e de fabri
ation d'un 
apteur, erreur de re
opie,oubli, et
. Nous parlons alors de données bruitées.Supposons par exemple que nous voulions 
lasser notre 
olle
tion de CD de musiquepar genre. Nous allons utiliser un programme permettant de faire 
ela automatiquement.Au préalable, nous donnons à notre programme quelques CD en pré
isant à 
haque foisleur genre. Le programme 
onstruira alors des règles lui permettant de généraliser auxCD qu'il n'a pas vu. Ainsi, il pourra 
lasser automatiquement le reste des CD.Plusieurs problèmes peuvent alors se poser. Tout d'abord, lorsque nous pré
isons lesgenres, nous pouvons nous tromper : la po
hette nous indiquait de la musique 
lassique,mais le CD n'était pas dans la bonne po
hette ; 
'était du jazz. Ensuite, lorsque nousdonnons le genre au programme, nous pouvons nous tromper dans l'é
riture du genre :nous pouvons taper � bluse � au lieu de � blues � par exemple. En�n, dans l'é
hantillonque nous donnons au programme, nous pouvons ne pas avoir de CD de hip-hop alorsqu'il en existe dans notre 
olle
tion.De même, si nous voulons extraire 
ertaines règles à partir de plusieurs pagesHTML,nous nous rendons très vite 
ompte que la plupart des sites internet ne respe
tent pasla norme W3C. À 
haque balise ouvrante, il faut une balise fermante (
omme pour lesparenthèses). Cependant beau
oup de développeurs omettent, volontairement ou non,de fermer les balises. De plus, 
ertains utilisent des balises à des endroits où ils n'ontpas le droit selon leur DTD (la DTD ou � dé�nition de type de do
ument � permet despé
i�er les règles d'utilisation des di�érentes balises dans une page).Ces deux exemples permettent d'appréhender le 
on
ept de bruit : quelques donnéessont là par erreur, d'autres sont omises et en�n, 
ertaines ont été modi�ées. En pratique,quelques soient les moyens de ré
upérer des données, 
elles-
i sont généralement bruitées.Étudier l'apprentissage à partir de telles données semble alors essentiel.Beau
oup de travaux essaient de résoudre 
e problème di�
ile [SG86, Sak93, SN98℄.La plupart utilisent des statistiques pour déte
ter si une donnée n'est pas erronée.Cependant, trop peu de travaux d'inféren
e grammati
ale étudient l'apprentissage desafd lorsque les données sont bruitées. De plus, 
es travaux utilisent pour la plupart unmodèle de bruit statistique, peu adapté à leur identi�
ation : les données d'apprentissagesont bruitées selon une 
ertaine distribution puis fournies à l'apprenant.Identi�er les afd se fait alors généralement de la façon suivante : des algorithmes� 
lassiques � d'identi�
ation sont modi�és pour être résistants au bruit. Ave
 des testsstatistiques, le nouvel algorithme dé
ide si faire telle a
tion est légitime 
ompte tenudes informations parfois 
ontradi
toires qu'il possède (une donnée étiquetée positive et
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tion 9négative par exemple). Il prend alors un 
ertain risque à 
haque étape de son pro
essusd'inféren
e [HBS03, SJT04℄.Malheureusement, au
un de 
es travaux n'arrive à gérer un taux de bruit signi�
atifpour des automates non triviaux : à 
haque étape, la moindre erreur fausse l'automatedans son ensemble. De plus, l'introdu
tion de bruit fait perdre l'apprentissage exa
tedes automates : les algorithmes vont trouver un afd plus ou moins pro
he de l'afd
ible, mais il n'existe au
un moyen de savoir si l'algorithme a vraiment identi�é la 
ible.D'un autre 
�té, d'autres travaux ont dé�ni des modèles de bruit non statistique.Cependant, les auteurs montrent que les automates ne sont pas identi�ables dans 
es
adres bruités, mais mettent en avant d'autres 
lasses de langages, transversaux à lahiérar
hie de Chomsky. Par exemple, Stephan puis Case, Jain et Sharma [Ste97, CJS01℄montrent qu'au travers un bruit non statistique, 
ertaines 
lasses ré
ursivement énumé-rables sont identi�ables.Une 
lasse de langages apprenable en situations bruitées :les boules de motsLa situation est don
 la suivante : d'un 
�té, il est devenu 
ru
ial de pouvoir ap-prendre à partir de données bruitées ; d'un autre, la plupart des travaux désirant iden-ti�er les langages rationnels, langages de base de la hiérar
hie de Chomsky, é
houentdans leur tâ
he.Nous proposons don
 dans 
e travail 
e que pourrait être la base d'une hiérar
hiede 
lasses de langages identi�ables en présen
e de données bruitées : les langages topo-logiques.Supposons que nous voulions 
lasser des images. S'il est sans au
un doute di�
ilepour un non-initié de di�éren
ier une pipistrelle 
ommune d'une pipistrelle de Kuhl,il est fa
ile de di�éren
ier un re
tangle d'un disque, et 
e, même si les images sont�outées ou en mosaïque (voir Figure 1). En fait, toutes les images 
omprenant desformes géométriques simples peuvent aisément être identi�ées ave
 n'importe quel typede modi�
ations apportées à l'image.Nous pensons qu'il en est de même pour les langages : les langages les plus simples,reposant sur des notions de distan
e et don
 de topologie, doivent être re
onnaissables,même en présen
e de bruit.Nous nous intéresserons en parti
ulier à la 
lasse des boules de mots, une boule étantdé�ni 
omme l'ensemble des mots dont la distan
e par rapport au 
entre est inférieureà un 
ertain rayon. Contrairement à l'espa
e eu
lidien, les boules de mots ne sont pasdes objets � sphériques � et parfaitement symétriques. Néanmoins, elles peuvent êtreapprises à partir de données bruitées.De plus, les boules de mots sont en fait utilisées dans plusieurs autres travauxoù elles ne sont que rarement nommées. Elles servent alors à e�e
tuer des re
her
hesapproximatives de 
haînes de 
ara
tères [SK83, Nav01℄, 
e qui permet également de
orriger des mots [SM02℄, mais aussi d'améliorer les performan
es des algorithmes dere
her
he de plus pro
hes voisins [MOV94, BNC03℄.
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Fig. 1 � Figures géométriques bruitées.Reste du manus
ritCe mémoire de thèse est 
omposé de six 
hapitres. Le premier 
hapitre 
ontient lesdé�nitions et notations élémentaires que nous utiliserons dans le reste du do
ument.Nous y dé�nissons entre autres la distan
e d'édition qui nous servira à 
al
uler la dis-tan
e entre deux 
haînes de 
ara
tères, ainsi que la 
lasse des langages rationnels quisera notre point de 
omparaison pour l'apprentissage à partir de données bruitées.Dans le 
hapitre 2, nous présentons les 
adres d'apprentissage � standards � del'inféren
e grammati
ale. Nous y dé�nissons en parti
ulier la notion de requêtes de
orre
tion. Nous montrons alors 
omment apprendre les langages rationnels dans lesdi�érents paradigmes introduits.Le 
hapitre suivant représente le 
÷ur de la thèse : nous y expliquons dans un premiertemps 
e qu'apprendre à partir de données bruitées signi�e. Puis nous montrons queles langages rationnels, bases de la hiérar
hie de Chomsky, ne sont pas résistants aubruit. S'en suit alors une dis
ussion sur la né
essité de 
onsidérer une nouvelle 
lasse delangage 
omme point de départ pour une étude de l'apprentissage en situations bruitées.Nous donnons dans le 
hapitre 4 la dé�nition de plusieurs 
lasses de langages baséssur la distan
e d'édition dont nous pensons que l'apprentissage à partir de donnéesbruitées doit être possible. Nous étudions alors plus en détails les propriétés de l'uned'entre elles, les boules de mots.Dans les deux derniers 
hapitres, nous montrons que la 
lasse des boules de mots peutêtre apprise à partir de données bruitées. Tout d'abord nous exhibons deux te
hniquesd'identi�
ation à la limite à partir de données bruitées systématiquement pour lesquelles
et apprentissage est possible. Puis nous terminons en proposant un modèle d'ora
lepouvant répondre approximativement à des requêtes de 
orre
tion. Nous montrons alorsqu'un algorithme d'identi�
ation des boules de mots peut être fa
ilement adapté pourfaire fa
e à 
e type d'ora
le.



Introdu
tion 11En�n, dans la 
on
lusion, nous dis
utons des di�érents résultats présentés et donnonsquelques perspe
tives possibles de re
her
he à 
e travail.
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Chapitre 1Dé�nitionsLe but de 
e 
hapitre est d'introduire les di�érentes notations et dé�nitions né
es-saires à la 
ompréhension du reste du manus
rit. Nous rappelons les dé�nitions usuellesde la théorie des langages (par exemple les automates) puis nous nous intéressons auxdistan
es entre 
haînes de 
ara
tères, et en parti
ulier à la distan
e d'édition.1.1 Mot et ordreNous allons parler de langages formels. Dans la vie 
ourante, un � langage � est unensemble de phrases qui sont 
onstituées de mots ordonnés suivant 
ertaines règles (a�nque la phrase appartienne au langage). Dans la théorie des langages, nous parlons delettres et de mots pour parler respe
tivement de mots et de phrases.Dé�nition 1 (Alphabet et mot) Un alphabet Σ est un ensemble �ni non vide desymboles appelés lettres. Nous supposerons par la suite que |Σ| ≥ 2, sauf pré
isé autre-ment. Un mot u (en
ore appelé 
haîne ou séquen
e) est une suite �nie u = a1a2 . . . ande lettres de Σ. Le mot vide (ne 
ontenant au
une lettre) sera désigné par λ.Exemple 1 ba, bbbbb, λ et a sont quatre mots dé�nis à partir d'un alphabet 
ontenantau moins deux lettres, par exemple Σ = {a, b}.L'ensemble de tous les mots (y 
ompris le mot vide) pouvant être 
onstruits à partirde Σ est noté Σ∗. Soit k un entier, Σk, Σ≤k et Σ>k désignent respe
tivement l'ensembledes mots de longueur k, de longueur inférieure ou égale à k et de longueur stri
tementsupérieure à k.Nous notons |u| la longueur du mot u, et |u|a désigne le nombre d'o

urren
es d'unelettre a dans u.Exemple 2 Les mots u = abba et v = aaaa = a4 sont de longueur |u| = |v| = 4, etappartiennent tous les deux à Σ4, Σ≤10 ou en
ore Σ>2. Ils véri�ent |u|a = |u|b = 2,
|v|a = 4 et |v|b = 0. 13



14 Dé�nitionsDé�nition 2 (Sous-mots et fa
teurs) On dit qu'un mot u est un sous-mot de v,noté u � v, si u est dé�ni par u = a1a2 . . . an et s'il existe n+1 mots u0, u1, . . . , un ∈ Σ∗tels que v = u0a1u1 . . . anun.
� est un ordre partiel sur Σ∗. De plus, s'il existe deux mots u1, u2 ∈ Σ∗ tels que
u1uu2 = v, alors u est un fa
teur de v.Exemple 3 Soient les mots u = aba, v = aabaa et w = ababbaa. u est alors un sous-mot de v qui est lui-même un sous-mot de w : u � v � w. De plus, u est un fa
teur de
v et de w, mais v n'est pas un fa
teur de w.Nous noterons lcs(u, v) (longest 
ommon subsequen
es) l'ensemble des plus longssous-mots 
ommuns à u et v.Exemple 4 Soient les mots u = abba et v = baab, alors lcs(u, v) = {aa, ab, ba, bb}.En�n, l'ordre que nous utiliserons pour trier les mots est l'ordre hiérar
hique (ouen
ore length-lex ) :Dé�nition 3 (Ordre hiérar
hique) L'ordre hiérar
hique < est dé�ni par : ∀u, v ∈
Σ∗, u < v ⇐⇒ (|u| < |v|) ou (|u| = |v| et u <lex v) où <lex est la relation d'ordrelexi
ographique, 
'est-à-dire l'ordre utilisé dans le di
tionnaire. Nous supposerons qu'ilexiste un ordre sur l'alphabet Σ : par exemple, a < b < c < . . .Exemple 5 Soit l'alphabet Σ = {a, b}. Les mots de Σ∗, 
lassés par ordre 
roissant selonl'ordre hiérar
hique, sont λ, a, b, aa, ab, ba, bb, aaa, aab, aba, abb, . . .1.2 Langages et représentations standards1.2.1 Dé�nitionsDé�nition 4 (Langage) On appelle langage toute partie L ⊆ Σ∗, 
'est-à-dire toutsous-ensemble, �ni ou in�ni, de Σ∗.Exemple 6 Soit Σ un alphabet 
ontenant au moins les lettres a et b. Les langages
Σ≤100 et {ab, ba, aab, baa} sont des langages �nis alors que Σ>2 et {w ∈ Σ∗ : |w|b = 0}(l'ensemble de tous les mots ne 
ontenant pas de b) sont des langages in�nis.Étant donné un ensemble �ni de motsX, nous noterons ‖X‖ la somme des longueursdes mots de X. La notation | · | est utilisée pour la 
ardinalité des ensembles.Étant donnés L1 et L2 deux langages dé�nis sur un alphabet Σ, nous pouvons alorsdé�nir :� l'union des deux langages : L1 ∪ L2 
orrespondant à l'ensemble des mots de Σ∗appartenant à L1 ou L2,� l'interse
tion des deux langages : L1 ∩L2 
orrespondant à l'ensemble des mots de

Σ∗ appartenant à L1 et L2,



Langages et représentations standards 15� la di�éren
e symétrique des deux langages : L1 ⊕ L2 
orrespondant à l'ensembledes mots de Σ∗ appartenant soit à L1, soit à L2 (mais pas aux deux en mêmetemps), et� la 
on
aténation des deux langages : L1 ·L2 
orrespondant à l'ensemble des mots
w = uv de Σ∗ dont u appartient à L1 et v appartient à L2.1.2.2 GrammairesLes langages sont représentables de plusieurs manières. L'une d'entre elles est sousforme de grammaire :Dé�nition 5 (Grammaire) Une grammaire formelle est un quadruplet 〈Σ, V, P, S〉où Σ est l'alphabet des terminaux (ou lettres), V l'alphabet des non-terminaux, P ⊆

(V ∪ Σ)∗ × (V ∪ Σ)∗ un ensemble de règles de produ
tion et S ∈ V l'axiome.Au milieu des années 1950, Noam Chomsky a hiérar
hisé quatre grandes 
lassesde grammaire [Cho57℄. Ces 
lasses sont dé�nies par des 
ontraintes sur les règles deprodu
tion :Dé�nition 6 (Hiérar
hie de Chomsky)Les grammaires de type 0 n'ont au
une 
ontrainte sur les règles de produ
tion.Les grammaires de type 1 (ou grammaires sensibles au 
ontexte, en anglais 
ontext-sensitive) ont des règles de produ
tion qui ne 
ontiennent qu'un seul non-terminalen partie gau
he et une partie droite di�érente de λ.Les grammaires de type 2 (ou grammaires hors-
ontextes, grammaires algébriques,ou en
ore grammaires 
ontext-free) ont des règles de produ
tion dont les partiesgau
hes sont formées d'un unique non terminal.Les grammaires de type 3 (ou grammaires régulières, grammaires rationnelles) ontdes règles de produ
tion formées d'un non terminal en partie gau
he et soit d'uneunique lettre, soit d'une lettre puis d'un non terminal en partie droite.À 
haque type de grammaire 
orrespond une 
lasse de langages (à λ près). Claire-ment, un langage représentable par une grammaire de type 3 l'est par une grammairede type 2, et don
 1 et bien sûr 0.Un langage est dit régulier s'il est représentable par une grammaire régulière. Demême, il est dit purement hors-
ontexte s'il peut être représenté par une grammairehors-
ontexte, mais pas par une grammaire régulière.1.2.3 AutomatesDé�nition 7 (Automate �ni) Un automate �ni est un quintuplet A = 〈Σ, Q, I, F, δ〉où :� Σ est un alphabet �ni,� Q est un ensemble �ni d'états,� I ⊆ Q est un ensemble d'états dits états initiaux,



16 Dé�nitions� F ⊆ Q est un ensemble d'états dits états �naux ou a

eptants, et� δ est une fon
tion de transition de Q× Σ→ 2Q.L'automate est dit �ni 
ar il possède un nombre �ni d'états. Ce nombre d'états sertgénéralement 
omme taille de l'automate. Nous dé�nissons don
 la taille d'un automate
A 
omme étant |A| = |Q|.Nous étendons la fon
tion de transition à une fon
tion de transition sur les mots
δ : Q × Σ∗ → 2Q. On dit que l'automate A a

epte le mot w ∈ Σ∗ si ∃q ∈ I, δ(q, w) ∩
F 6= ∅. Dans le 
as 
ontraire, on dit qu'il le rejette. Le langage re
onnu par A est
L(A) = {w ∈ Σ∗|∃q ∈ I, δ(q, w) ∈ F}Exemple 7 Soit l'automate A = 〈Σ, Q, q0, F, δ〉 (voir Figure 1.1). A re
onnaît le lan-gage a+b+. La taille de l'automate est de |A| = |Q| = 3.

1 20 a b

aa b

Fig. 1.1 � Automate re
onnaissant le langage a+b+.Les langages dit réguliers sont re
onnus par des automates �nis déterministes.Dé�nition 8 (Automate �ni déterministe (afd)) Un automate �ni déterministeest un automate �ni tel que :� I = {q0}, 
'est-à-dire qu'il n'y a qu'un état initial, et� ∀q ∈ Q,∀a ∈ Σ, |{q′ : δ(q, a) = q′}| ≤ 1, 
'est-à-dire que pour 
haque état, il existeau plus une transition sortante par lettre de Σ.Autrement dit, un automate �ni est déterministe, si quelque soit w ∈ Σ∗, il existeune unique façon d'a

epter ou de rejeter w. L'automate donné Figure 1.1 n'est pasdéterministe. En e�et, le mot aab peut être a

epté (ou parsé) de plusieurs façons :� soit en lisant le premier a par la bou
le sur q0, puis le se
ond par la transition de
q0 à q1,� soit en lisant le premier a par la transition de q0 à q1, puis le se
ond par la bou
lesur q1.Pour 
haque automate �ni non déterministe, il existe un automate �ni déterministere
onnaissant exa
tement le même langage.Exemple 8 Si nous supprimons la bou
le sur l'état 0 de l'automate de la Figure 1.1,nous obtenons un automate �ni déterministe re
onnaissant le même langage a+b+.



Distan
es entre mots 17L'étape pour passer d'un afn (automate �ni non déterministe) à un afd est appe-lée déterminisation. De plus, pour 
haque langage re
onnu par un afd, nous pouvons
onstruire un afd minimal en nombre d'états. Cet afd minimal alors unique est ap-pelé automate 
anonique. Minimiser un automate est un problème polynomial. Nouspouvons don
 déterminer si deux afd sont équivalents, 
'est-à-dire s'ils re
onnaissentle même langage, en les minimisant : ils le sont si les automates 
anoniques sont égaux.1.3 Distan
es entre motsUne notion importante que nous allons utiliser est 
elle de distan
e. Si lorsque nousparlons de distan
e dans la vie 
ourante, il est établi que 
e soit la distan
e eu
lidienne,qu'en est-il des distan
es entre mots ? Par exemple, le mot 
arré est-il plus pro
he dumot rond ou du mot re
tangle ? Tout dépend en fait de la distan
e utilisée. Au préalable,rappelons la dé�nition mathématique d'une distan
e :Dé�nition 9 On appelle distan
e sur un ensemble E une appli
ation d : E ×E → R+véri�ant les propriétés suivantes :1. Séparation : d(x, x) = 02. Symétrie : d(x, y) = d(y, x)3. Non négativité : d(x, y) ≥ 0Lorsque la distan
e véri�e en plus les deux 
onditions suivantes, elle dé�nit unemétrique1 :1. Identité des indis
ernables : d(x, y) = 0 =⇒ x = y2. Inégalité triangulaire : d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z)Exemple 9 Soient x et y deux ve
teurs tels que x = [x1, . . . , xn] et y = [y1, . . . , yn],ave
 ∀i ≤ n, xi ∈ N . Des exemples typiques de distan
e sont alors :� la distan
e dis
rète, dé�nie par d(x, y) =

{

0 si x = y
1 sinon� la distan
e eu
lidienne, dé�nie par √

∑n
i=1 |xi − yi|

2� la distan
e de Minkowski, dé�nie par p
√

∑n
i=1 |xi − yi|

p ave
 p ≥ 1 (ou p-norme).La distan
e eu
lidienne est alors la 2-norme.Ces distan
es sont largement utilisés sur des données numériques (ve
torielles). Ellessont en revan
he la plupart du temps inutilisables en l'état sur des données stru
turées
omme les arbres, les graphes ou les 
haînes.Cal
uler la distan
e entre deux données stru
turées revient la plupart du temps à
al
uler la distan
e entre les stru
tures. Bien souvent, on se donne un ensemble d'opéra-tions réalisables et on 
ompte le nombre minimum d'opérations à e�e
tuer pour passer1En réalité, une métrique au sens mathématique du terme doit véri�er (i) d(x, y) ≥ 0,(ii) d(x, y) =
0 ⇔ x = y,(iii) d(x, y) = d(y, x) et (iv) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).Telle qu'on la dé�nit, 
'est-à-direen remplaçant (ii) par d(x, x) = 0, l'appli
ation dé�nit 
e que l'on appelle un é
art sur l'ensemble Einduisant non plus un espa
e métrique mais un espa
e pseudométrique [Kel55℄.



18 Dé�nitionsd'une stru
ture à une autre. Cependant, plus la stru
ture est 
omplexe, plus la distan
eest di�
ile à 
al
uler : le 
al
ul de distan
e entre deux graphes 
onsiste simplement àsupprimer et à ajouter des sommets et des arêtes pour passer d'un graphe à l'autre.Cependant, 
al
uler 
ette distan
e peut alors être exponentiel dans le nombre de n÷udsdes graphes. . .En revan
he, 
al
uler la distan
e entre deux 
haînes se fait généralement en tempspolynomial dans la longueur de 
es 
haînes.1.3.1 Distan
e d'éditionUne distan
e fréquemment utilisée pour 
omparer deux 
haînes est la distan
e d'édi-tion, introduite en 1965 par Levenshtein [Lev65℄. Cette distan
e utilise trois opérations,appelées opérations d'édition (ou opérations atomiques) :� l'opération d'e�a
ement, ou de suppression : elle transforme un mot w = uav en
w′ = uv ave
 u, v ∈ Σ∗ et a ∈ Σ ;� l'opération d'insertion : opération inverse de la suppression, elle transforme unmot w = uv en w′ = uav ave
 u, v ∈ Σ∗ et a ∈ Σ ;� l'opération de substitution : pouvant s'apparenter à une suppression suivie d'uneinsertion, elle transforme un mot w = uav en w′ = ubv ave
 u, v ∈ Σ∗, a, b ∈ Σ.À 
haque opération d'édition est attribuée un 
oût. La distan
e d'édition est alorsdé�nie 
omme la somme minimale des 
oûts des opérations permettant de passer d'unmot à un autre.Il existe plusieurs variantes à la distan
e d'édition. Des variantes utilisant des trans-position de deux lettres, voire des dépla
ements de sous-mots [CM07, SS07℄, et des va-riantes utilisant di�érents poids, 
omme par exemple la distan
e de Hamming [Ham50℄qui n'utilise que les opérations de substitutions et qui est don
 un 
as parti
ulier de ladistan
e d'édition ave
 un 
oût in�ni pour les opérations d'e�a
ement et d'insertion, etun 
oût unitaire pour l'opération de substitutions.Dans 
ertaines appli
ations, 
omme en biologie par exemple, il est né
essaire d'avoirdes poids d'édition di�érents, voire dépendants du 
ontexte. Par exemple, une insertionen milieu de mot peut être plus 
oûteuse qu'en �n mot, le rempla
ement d'un a par un

b être plus 
her que 
elui d'un b par un c. . . Certains travaux visent don
 à apprendreles poids de la distan
e d'édition avant de l'utiliser [RY96, BJS06, OS06℄. D'autresenri
hissent la distan
e d'édition en autorisant des opérations plus 
omplexes 
ommesubstituer deux lettres par une seule, par exemple 
hanger ph par f [BM00℄.Sauf indi
ations 
ontraires, nous 
onsidérerons dans la suite du manus
rit que le 
oûtdes trois opérations d'édition est unitaire. Dans 
e 
as, nous pouvons alors redé�nir ladistan
e d'édition 
omme suit :Dé�nition 10 (Distan
e d'édition) La distan
e d'édition entre deux mots w et w′,notée d(w,w′), est le nombre minimum d'opérations d'édition né
essaires pour réé
rire
w en w′.Exemple 10 Soient w = babab et w′ = abbaa. d(w,w′) = 3. En e�et, pour passer dumot w à w′ il su�t de supprimer le premier a de w, de l'insérer en tout début de mot



Distan
es entre mots 19et de rempla
er le dernier b par un a. Comme il n'existe au
une opération permettantde passer dire
tement de w à w′, la distan
e d'édition entre le mot w = babab et le mot
w′ = abbaa est don
 de trois.Une propriété de la distan
e d'édition que nous utiliserons souvent stipule que ladistan
e entre deux mots est au moins égale aux nombres d'insertions né
essaires pourégaliser les longueurs de 
es deux mots :Proposition 1 Pour tous mots w,w′ ∈ Σ∗, d(w,w′) ≥

∣

∣|w| − |w′|
∣

∣. De plus, d(w,w′)
=

∣

∣|w| − |w′|
∣

∣ si et seulement si (w � w′ ou w′ � w).Pour 
al
uler la distan
e entre deux mots, il existe souvent plusieurs suites d'opé-rations possibles ayant un 
oût minimum. Dans l'exemple 10 
i-dessus, nous pouvonségalement utiliser trois substitutions pour passer de w à w′ : substituer le premier b etle dernier b par des a puis le premier a par un b. La séquen
e d'opérations e�e
tuéespour passer d'un mot à l'autre est alors appelée s
ript d'édition.Dé�nition 11 (S
ript d'édition) Le s
ript d'édition est une suite de 
ouples (ai, bi)tels que1. 
haque 
ouple représente :� la suppression de la lettre ai si bj = λ,� l'insertion de la lettre bj si ai = λ et� la substitution de la lettre ai par bj .2. les 
on
aténations a0a1a2 · · · et b0b1b2 · · · sont respe
tivement égales à w et w′, uns
ript d'édition étant exé
uté de gau
he à droite : le s
ript (a, b)(a, λ) transformedon
 le premier a de aa en b et supprime le se
ond a.Exemple 11 Pour passer de w = babab à w′ = abbaa, il existe quatre s
ripts d'éditionpermettant de 
al
uler d(w,w′) :� (b, a), (a, b), (b, b), (a, a), (b, a)� (b, λ), (a, a), (λ, b), (b, b), (a, a), (b, a)� (λ, a), (b, b), (a, λ), (b, b), (a, a), (b, a)� (b, λ), (a, a), (b, b), (λ, b), (a, a), (b, a)Une façon plus visuelle mais équivalente permettant de représenter la suite d'opé-ration utilisée dans le 
al
ul de la distan
e d'édition s'appelle l'alignement. On pla
edes � espa
es � à l'intérieur (ainsi qu'aux extrémités si né
essaire) de w et w′ et on lespla
e l'un au-dessus de l'autre a�n qu'ils s'alignent :Exemple 12 Le s
ript d'édition (b, λ), (a, a), (λ, b), (b, b), (a, a), (b, a) est équivalent àl'alignement :
b a λ b a b
| | | |

λ a b b a a



20 Dé�nitionsUne autre représentation, 
elle que nous utiliserons le plus souvent, s'inspire desdérivations de réé
riture. Étant donnés deux mots w,w′ ∈ Σ∗, on dit que w se réé
riten w′ en un pas, noté w −→ w′ si une des opérations d'édition a été appliquée. On notealors w k
−→ w′ si w peut se réé
rire en w′ à l'aide de k opérations d'édition et w ∗

−→ w′ lafermeture transitive et ré�exive de la dérivation : ∗−→=
⋃

k≥0
k
−→. Dans 
e 
as2, la distan
ed'édition est le plus petit entier k ∈ N tel que w k

−→ w′.Exemple 13 Le s
ript d'édition (b, λ), (a, a), (λ, b), (b, b), (a, a), (b, a) peut être repré-senté par la dérivation babab −→ abab −→ abbab −→ abbaa. Il est à noter qu'une même déri-vation peut représenter plusieurs s
ripts d'édition. Ainsi babab −→ abab −→ abbab −→ abbaareprésente également (b, λ), (a, a), (b, b), (λ, b), (a, a), (b, a).1.3.2 Programmation de la distan
e d'éditionIl existe plusieurs façons de programmer le 
al
ul de la distan
e d'édition. La plupartvisent à améliorer la 
omplexité de l'algorithme général reposant sur la formule suivante :
d(ua, vb) = min







d(ua, v) + cout(insertion)
d(u, v) + cout(substitution)
d(u, vb) + cout(suppression)

(1.1)où cout(insertion), cout(substitution), cout(suppression) représentent respe
tivement le
oût d'une insertion, d'une substitution et d'une suppression dans le 
as plus géné-ral où le 
oût de 
haque opération peut être di�érent. Les algorithmes que nous al-lons donner seront généralement dé�nis pour cout(insertion) = cout(substitution) =
cout(suppression) = 1.L'Algorithme 1 est l'algorithme de base du 
al
ul de la distan
e d'édition entredeux mots u et v [WF74℄. Son but est de remplir une matri
e M de telle façon que
M

[

|u| + 1
][

|v| + 1
] 
ontienne la distan
e d'édition d(u, v), en 
al
ulant la distan
ed'édition entre 
haque pré�xe de u et v.Par exemple, le 
al
ul de la distan
e d'édition entre u = babab et w = abbaa parl'Algorithme 1 permet de remplir M de la manière suivante :

u
λ(0) a(1) b(2) b(3) a(4) a(5)v λ(0) 0 1 2 3 4 5

b(1) 1 1 1 2 3 4
a(2) 2 1 2 2 2 3
b(3) 3 2 1 2 3 3
a(4) 4 3 2 2 2 3
b(5) 5 4 3 2 3 3On 
omprend alors 
lairement pourquoi l'algorithme est 
orre
t : son invariant estqu'il permet de passer du mot u1 · · · ui au mot v1 · · · vj en utilisant un nombre minimalde M [i][j] opérations d'édition (grâ
e à l'équation 1.1).2En 
onsidérant que les poids des opérations valent 1.



Distan
es entre mots 21Algorithme 1 : Algorithme général du 
al
ul de la distan
e d'éditionDonnées : Deux mots u et vRésultat : d(u, v) = M
[

|u|+ 1
][

|v|+ 1
]

M [0][0] ← 0;1 // Initialisation de la 
olonnepour i← 0 à |u| faire2
M [i+ 1][0]←M [i][0] + 1;3 �npour4 // Initialisation de la lignepour i← 0 à |v| faire5
M [0][i + 1]←M [0][i] + 1;6 �npour7 pour i← 0 à |u| faire8 pour j ← 0 à |v| faire9

M [i+ 1][j + 1]← min







M [i][j + 1] + cout(insertion)
M [i][j] + cout(substitution)
M [i][j + 1] + cout(suppression)

;10 �npour11 �npour121.3.3 Extensions de la distan
e d'éditionBien qu'utilisant la programmation dynamique, l'Algorithme 1 a une 
omplexitétemporelle et spatiale de (|u|+ 1)× (|v|+ 1) (due au remplissage du tableau).Cette 
omplexité peut alors être trop importante si nous travaillons sur de trèslongues 
haînes. Une première amélioration plut�t triviale 
on
erne alors la 
omplexitéspatiale. En e�et, plut�t que de garder en mémoire tout le tableau, seule la dernière ligneremplie est utile pour 
ompléter la suivante. On peut alors adapter l'algorithme pourtravailler ave
 un tableau à deux lignes et ainsi avoir une taille de 2×
(

1+min(|u|, |v|)
).Une autre amélioration 
on
erne la 
omplexité temporelle. Cette idée vient des au-teurs Arlazarov, Dini
, Kronrod et Faradzev [ADKF70℄ et a été adaptée par Masek etPaterson [MP80, MP83℄. La te
hnique, dite des quatre Russes, 
onsiste à partitionnerle tableau M en blo
s de taille m×m, et à passer seulement un temps en O (m) plut�tqu'en O (

m2
) sur 
ha
un des blo
s. Pour 
ela, elle part du 
onstat que 
haque 
ase dans

M ne peut di�érer qu'au maximum d'une valeur de 1 ave
 une 
ase adja
ente. L'amélio-ration 
onsiste alors à 
oder les blo
s ave
 des ve
teurs de valeurs dans {−1, 0, 1} dansles premières et dernières lignes et 
olonnes de 
haque blo
. Un pré-
al
ul sur toutes lesfaçons d'obtenir un blo
 permet d'arriver au résultat. Au �nal, la te
hnique des quatreRusses permet de 
al
uler la distan
e d'édition entre deux mots de longueurs n en untemps O (

n2

logn

) grâ
e à un pré-
al
ul en O (

n(log n)2
).Il peut également être intéressant d'utiliser d'autres algorithmes dans 
ertains 
as.Par exemple dans [Ukk83℄, Ukkonen présente un algorithme de 
omplexité moyenne en
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O

(

|u| + d(u, v)2
) et de pire 
omplexité en O(

|u| × d(u, v)
). Du 
oup, lorsque d << n,
'est-à-dire lorsque nous savons que les mots auront une faible distan
e par rapport àleur longueur (lorsque nous 
omparons une 
haîne d'ADN et sa mutation par exemple),
et algorithme sera bien plus rapide que l'Algorithme 1. De même, dans [All92℄ Allisontire avantage de la programmation fon
tionnelle3 pour donner un algorithme en O(

|u|×
(1+d(u, v))

). Dans les deux 
as, au lieu de remplir le tableauM ligne à ligne, les auteurss'intéressent à la diagonale du tableau. La 
omplexité spatiale est alors en O(

d(u, v)2
).Le le
teur désireux d'en savoir plus sur le 
al
ul de la distan
e d'édition pourra
onsulter des ouvrages 
omme [Gus97, CHL01℄.Il est également intéressant de noter qu'en gardant en mémoire un pointeur sur la
ase d'où provient le résultat deM [i][j], on peut retrouver les s
ripts d'édition ainsi queles alignements en temps polynomial.Outre dans les travaux 
ités 
i-dessus, la distan
e d'édition entre 
haînes est utiliséedans diverses appli
ations. Elle peut servir en tant qu'aide à la re
onnaissan
e de poly-gones lorsqu'elle est utilisée sur des mots 
y
liques [Mae91℄, d'esquisses faites à la main[LTZ96℄, d'empreintes digitales [JPHP00℄ ou plus simplement de 
ara
tères manus
rits[CSS99℄.Des travaux de biologie l'emploient aussi pour 
al
uler des distan
es entre stru
turesarn [JLMZ02℄ ou pour 
omparer des génomes [San92℄. En linguistique, elle aide àla dé
ouverte de morphèmes [HMGS05℄, à la 
orre
tion orthographique de langagesagglutinatifs [OG94℄ et elle permet de dé�nir des analogies entre séquen
es [MBD05℄.On la trouve également en 
omparaison ou re
her
he de musiques [LU00℄, de vidéos[ALK99℄, d'ontologies [MS02℄ ou de fouille du web [GG08℄.En�n, elle peut aussi être étudiée en tant que distan
e. Dans [OR07℄ par exemple,les auteurs montrent que la distan
e d'édition peut être ramenée à une distan
e deManhattan, lorsqu'elle est utilisée sur des mots binaires, ave
 une faible distortion. Destravaux plus 
lassiques se servent de ses propriétés de distan
e pour de la re
her
he deplus pro
hes voisins [MOV94, Ind04℄.

3Plus parti
ulièrement de l'évaluation paresseuse (lazy programming).



Chapitre 2Les 
adres d'apprentissageEn inféren
e grammati
ale, apprendre revient à présenter une hypothèse 
onsistanteave
 les données qui sont portées à notre 
onnaissan
e. A�n de savoir si nous avons� bien � appris, il 
onvient de 
onnaître 
e que nous voulions apprendre, à partir dequoi, et 
ombien de � temps � a été né
essaire pour formuler nos hypothèses.La qualité du résultat d'apprentissage va fortement dépendre des exemples que l'al-gorithme aura. Par exemple, s'il ne voit qu'un ensemble �ni de données positives, il vaêtre di�
ile de généraliser : si un apprenant ne généralise pas su�samment, il risqueun apprentissage par 
÷ur, 
'est-à-dire re
onnaître uniquement les données déjà vues, àl'inverse s'il généralise trop, il risque de retourner rapidement des hypothèses a

eptantpratiquement tous les mots de Σ∗.Dans le reste du manus
rit, nous allons nous intéresser à l'apprentissage de diverses
lasses de langages. Ce qui nous intéresse en parti
ulier est l'apprentissage de langagesà partir de données bruitées. En e�et, en pratique, les données dont nous disposonssont bruitées, 
'est-à-dire que parmi les données d'apprentissage, 
ertaines ont subides modi�
ations. A�n de formaliser l'apprentissage à partir de données bruitées, nousallons au préalable nous intéresser à 
e que signi�e apprendre.L'apprentissage se fait à partir de données et un apprenant peut les obtenir dedeux moyens di�érents : soit une séquen
e d'informations existe et l'apprenant peutles prendre une par une, soit il peut demander de l'information à un ora
le. Pour 
esdeux moyens, l'évaluation de l'apprentissage peut se faire d'un point de vue probabiliste(sommes-nous plus ou moins pro
he de la réponse ?), ou d'un point de vue asymptotique(avons-nous oui ou non la bonne réponse ?).Dans 
e 
hapitre nous nous intéresserons dans un premier temps aux objets à ap-prendre. Nous étudierons ensuite les trois paradigmes habituels d'apprentissage 
ara
-térisant quelles sont les � bonnes � façons d'apprendre :� l'identi�
ation à la limite : les données sont subies et l'apprenant doit trouver labonne réponse ;� l'apprentissage a
tif ou apprentissage à partir de requêtes : l'apprenant 
hoisit sesdonnées via un ora
le et l'apprenant doit trouver exa
tement la réponse ;� l'apprentissage Pa
 : l'apprenant peut 
hoisir ses données ou les subir, mais l'éva-23



24 Les 
adres d'apprentissageluation de l'apprentissage se fait de façon probabiliste.En�n, nous verrons 
omment apprendre les afd dans 
es di�érents 
adres.2.1 Classes de langages et représentationsLorsque nous voulons identi�er un langage, nous avons le 
hoix entre plusieurs lan-gages. Nous allons don
 identi�er la 
ible parmi une 
lasse de langages. De plus, leshypothèses que nous émettons ne sont pas retournées sous formes de langages mais sousformes de représentations.Soient L une 
lasse de langages et R(L) une 
lasse de représentations des langagesde L. Typiquement, les 
lasses de langages que nous 
onsidérerons seront par exemple leslangages réguliers ou algébriques, et les 
lasses de représentations seront les grammairesalgébriques ou les automates �nis déterministes.Les 
lasses de langages L et de représentations R(L) sont reliées par une fon
tiondite de nommage L : R(L) → L qui pour n'importe quelle représentation retourne lelangage 
orrespondant. Cette fon
tion est une fon
tion qui est totale, 
'est-à-dire ∀G ∈
R(L),L(G) ∈ L. De plus, elle est surje
tive : ∀L ∈ L,∃G ∈ R(L) tel que L(G) = L.Il est à noter qu'elle n'est 
ependant pas né
essairement inje
tive. En e�et, un mêmelangage peut être représenté de plusieurs façons di�érentes.Pour n'importe quels mots w ∈ Σ∗ et langage L, nous é
rirons L |= w si w ∈ L.De même, 
omme les grammaires peuvent être vues 
omme un ensemble d'informationspermettant à un analyseur, en anglais parser, de re
onnaître des mots, pour n'importequel mot w ∈ Σ∗ et grammaire G, nous é
rirons G ⊢ w si l'analyseur re
onnaît w. Lasyntaxe et la sémantique sont alors liées par la fon
tion de nommage : G ⊢ w ⇐⇒
L(G) |= w.Nous allons également nous intéresser par la suite à des problèmes de 
omplexité :quels langages sont apprenables en peu de temps ? Quels sont 
eux qui ne le sont pasmême ave
 beau
oup de données ? Pour 
ela il nous faut pouvoir mesurer la tailledes représentations et en parti
ulier, les tailles des grammaires. Cette taille doit êtreraisonnable dans le sens où un langage possédant peu de données ou pouvant être dé
ritsimplement, doit avoir une taille plus petite qu'un langage exponentiellement plus grand.Généralement, la taille d'une grammaire G est polynomialement liée au nombre de bitsné
essaires pour en
oder G. Nous utiliserons ‖G‖ pour noter 
ette taille. En 
e qui
on
erne les automates, leur taille sera leur nombre d'états.2.2 Identi�
ation à la limiteDans le paradigme standard d'identi�
ation à la limite de Gold, un apprenant reçoitune séquen
e in�nie d'informations. Cette séquen
e doit l'aider à trouver exa
tement lareprésentation G ∈ G d'un langage 
ible in
onnu L ∈ L.



Identi�
ation à la limite 252.2.1 Notations préliminairesPour l'apprenant, tout se passe 
omme si une quantité in�nie de données arriventsans dis
ontinuer. Cette suite d'information s'appelle une présentation :Dé�nition 12 (Présentation) Soit L une 
lasse de langages, une présentation de
L ∈ L est une fon
tion N→ X où X est un ensemble.Étant donnée une présentation f, nous noterons fm l'ensemble {f(j) : j < m} des
m+ 1 premiers éléments de f, et f(n) son n-ème élément.Nous notons Pres(L) un ensemble de présentations. Une présentation dénote unlangage de L. En d'autres termes, il existe une fon
tion yield : Pres(L) → L. Si
L = yield(f) alors nous dirons que f est une présentation de L, ou f ∈ Pres(L).Ave
 
ette dé�nition, les présentations sont à prendre au sens large : 
e sont desséquen
es de n'importe quel type d'informations pouvant aider à l'apprentissage dulangage.Typiquement, les données qui arrivent sont des mots étiquetés du langage 
ible, mais
e n'est pas toujours le 
as.Exemple 14 Considérons le langage L = a+b+.� Si les mots de la présentation sont uniquement des mots appartenant au langage
ible, X vaut Σ∗. Si en outre, yield(f) = f(N), alors la présentation est appeléeun texte. Dans 
e 
as, nous noterons alors Pres = Texte.Par exemple, f = {aab, abbbb, ab, aab, . . .} n'est 
omposée que de mots appartenantà L. Si tous les mots de L sont présentés alors f est aussi un texte.� Lorsque la présentation est 
omposée de paires étiquetées (w, l) où (w ∈ L ⇒

l = +) et (w 6∈ L⇒ l = −), 
'est-à-dire à la fois d'exemples positifs et d'exemplesnégatifs, nous parlerons d'un informateur. Nous avons alors X = Σ∗ ×{+,−} etsi f(N) = L(G)× {+} ∪ L(G)× {−}, nous noterons Pres = Informateur.Soit f′ = {(aab,+), (bab,−), (aa,−), (abb,+), (aaba,−), . . .}. f′ est une présen-tation de L qui est 
onsidérée 
omme un informateur si tous les mots de Σ∗apparaissent.� Texte et Informateur sont habituellement les deux types de présentations uti-lisées. Toutefois, X peut aussi être plus restreint : 
ela peut être une suite depré�xes des mots du langages, des indi
ations sur la pla
e des lettres dans lesmots, leur nombre et
.Nous noterons Pres = Presentation lorsque nous voudrons parler indi�éremmentd'un Texte ou d'un Informateur.Ensuite, pour apprendre, nous aurons besoin d'un algorithme d'apprentissage, 
'est-à-dire d'un programme qui utilisera une présentation a�n de retourner des hypothèsessur le langage 
ible à apprendre. Ces hypothèses seront faites sous forme de représenta-tions :



26 Les 
adres d'apprentissageDé�nition 13 (Algorithme d'apprentissage) Un algorithme d'apprentissage Algest un programme prenant les n premiers éléments d'une présentation et retournant unereprésentation : Alg :
⋃f∈Pres(L),i∈N

{fi} → R(L)Notez qu'étant données deux présentations f et g, si f(N) = g(N) alors yield(f) =
yield(g). En e�et, si tel n'était pas le 
as, L ne serait pas apprenable à partir dePres(L) : deux langages partageant à l'in�ni une même présentation ne peuvent pasêtre distingués l'un de l'autre. Il en dé
oule que si f ∈ Pres(L) et g : N→ X telles que
g(N) = f(N) alors g ∈ Pres(L).2.2.2 Identi�
ation à la limite sans 
ontraintes de polynomialitéL'identi�
ation à la limite réussit si à un 
ertain rang de la présentation, l'algorithmearrive à retourner toujours la même hypothèse, 
elle 
orrespondant au langage 
ible. Ladé�nition suivante est une modi�
ation de 
elle de [Gol78℄ :Dé�nition 14 On dit que G est identi�able à la limite à partir de Pres s'il existe unalgorithme Alg tel que pour tout G ∈ G et pour toute présentation f de L(G), il existeun rang n tel que pour tout m ≥ n, Alg(fm) = Alg(fn) et L(Alg(fm)) = L(G).L'identi�
ation à la limite 
onduit parfois à des résultats négatifs. En parti
ulier :Théorème 1 ([Gol67℄) Soit L une 
lasse de langages, si L 
ontient tous les langages�nis et au moins un langage in�ni (on dit alors que la 
lasse est super �nie), alors Ln'est pas apprenable.Toutefois, l'absen
e de 
ontraintes 
onduit souvent à des résultats d'apprentissagepositifs, mais à des algorithmes inutilisables en pratique. C'est pourquoi plusieurs au-teurs ont essayé de dé�nir une identi�
ation à la limite polynomiale, en introduisantdi�érents 
ritères d'e�
a
ité et en les 
ombinant.2.2.3 Contrainte de temps de mise à jourA�n de pouvoir utiliser 
on
rètement les algorithmes d'apprentissage, il est né
es-saire que 
eux-
i n'utilisent qu'une petite quantité de temps à 
haque nouvelle donnéereçue, sous peine de ne pas pouvoir 
onnaître le résultat de l'apprentissage avant unlong moment. Il est don
 raisonnable de penser que la polynomialité doit 
on
erner laquantité de temps dont l'algorithme dispose pour apprendre :Dé�nition 15 (Temps de mise à jour polynomial) On dit qu'un algorithme Alga un temps de mise à jour polynomial s'il existe un polyn�me p() tel que, pour 
haqueprésentation f et 
haque entier n, 
onstruire Alg(fn) né
essite un temps en O(p(‖fn‖)).



Identi�
ation à la limite 27Cette 
ontrainte de temps de mise à jour polynomial n'est pas 
ependant pas sa-tisfaisante. Dans [Pit89℄, Pitt montre en e�et que même ave
 
ette 
ontrainte, un ap-prenant pourrait résoudre un problème NP-di�
ile : il lui su�rait en e�et d'attendrepatiemment tout en re
evant des exemples. Lorsqu'il a a

umulé un nombre exponen-tiel d'exemples, il disposerait alors d'une quantité de temps su�sante pour résoudre unproblème NP-di�
ile. . .Plusieurs autres 
ritères sont alors envisageables en plus de la 
ontrainte de tempsde mise à jour : la quantité d'exemples reçus, le nombre de fois où l'apprenant fait unefausse hypothèse ou en
ore le nombre de fois où il 
hange d'avis.2.2.4 Contrainte de 
hangement d'avisLe se
ond 
ritère de polynomialité que nous présentons 
on
erne don
 le nombre defois où l'apprenant 
hange d'avis (Mind Changes, noté M
) [AS83℄ :Dé�nition 16 (Changement d'avis (M
)) Étant donnés un algorithme Alg et uneprésentation f, on dit que Alg 
hange d'avis au temps n si Alg(fn) 6= Alg(fn−1). Ondit que Alg est 
onservatif s'il ne 
hange jamais d'avis lorsque son hypothèse 
ouranteest 
onsistante ave
 le nouvel élément présenté.Dans 
e 
as, l'apprentissage sera alors � bon � si le nombre de 
hangement d'hypothèsesn'est pas trop grand :Dé�nition 17 (Identi�
ation M
 polynomiale) Un algorithme Alg identi�e une
lasse G à la limite en temps M
 polynomial si1. Alg identi�e G à la limite,2. Alg a un temps de mise à jour polynomial et3. Alg fait un nombre polynomial de 
hangement d'avis : il existe un polyn�me p()tel que, pour 
haque grammaire G et 
haque présentation f de L(G), #M
(f) ≤
p(‖G‖) où #M
(f) est le nombre de M
 : #M
(f) = |{k ∈ N : Alg(fk) 6=Alg(fk+1)}|.Notons que la dernière 
ondition n'implique pas les deux autres.Exemple 15 Soient le langage Sn = {ai : n ≤ i ≤ n + 9} et la 
lasse de langages S
omprenant tous les langages Sn,∀n ∈ N

+. Chaque langage 
omprend don
 10 mots et
∀i, j ∈ N, 0 < i < j, Si 6⊆ Sj, puisque ai n'est pas dans Sj et aj+10 n'appartient pas à Si.Soit l'algorithme suivant :1. Lire la donnée f(n), soit u la plus petite des données de f et v la plus grande.2. Si |v| = |u|+ 9 retourner S|u| sinon, retourner S1.3. Aller en 1.Cet algorithme identi�e à la limite S en faisant un seul 
hangement d'hypothèse. Ene�et, l'algorithme n'a pas besoin d'être 
onsistant. Il peut don
 attendre d'avoir les 11mots du langages (tout du moins les deux bornes) pour formuler son hypothèse. De plus,il a un temps de mise à jour polynomial. S est don
 identi�able à la limite en tempsM
 polynomial.



28 Les 
adres d'apprentissageBien évidemment, il n'est pas toujours possible de faire un unique 
hangement d'hy-pothèse, par exemple pour 
ertains langages in�nis. Cet exemple montre 
ependant qu'ilpeut être possible de ne faire que peu de 
hangements d'hypothèses même si la taille dela grammaire 
ible est grande : si les nouveaux exemples de la présentation ne sont pas
onsistants ave
 l'hypothèse 
ourante, l'algorithme peut attendre jusqu'à 
e qu'il juged'avoir assez de données pour formuler une autre hypothèse. Si un algorithme � passe �jusqu'à voir tous les mots de Σ∗, il pourrait don
 n'e�e
tuer qu'un seul 
hangementd'hypothèse tout en véri�ant les deux autres points de la Dé�nition 17. En revan
he,si le fait de 
hanger d'hypothèse est 
oûteux, il sera pertinent d'utiliser 
e 
ritère depolynomialité pour apprendre.En�n, une notion que nous retrouverons souvent ave
 les 
hangements d'hypothèsesest 
elle du témoin de minimalité :Dé�nition 18 (Témoin de minimalité) Soit G ∈ G une grammaire telle que L =
L(G). Soit f ∈ Pres(L). Un témoin de minimalité pour G ∈ G est un ensemble
X ⊆ f(N) 
onsistant ave
 G tel que ∀G′ ∈ G, si X est aussi 
onsistant ave
 G′, alors
‖G′‖>‖G‖ ou bien G′ = G. Il peut exister zéro, un ou plusieurs témoins pour G ; nousdirons alors que G admet un témoin s'il en existe au moins un.En d'autres termes, si nous pouvons exhiber un témoin de minimalité, nous pouvonsgarantir une borne inférieure quant à la taille de la représentation. De 
e fait, nousverrons que s'il existe un témoin de minimalité pour toutes les grammaires d'une 
lasse,
es dernières seront identi�ables en temps M
 polynomial. Les témoins de minimalitésont di�érents des tell tales d'Angluin [Ang80℄ dans le sens où 
es derniers garantissentla minimalité au sens de l'in
lusion et non de la taille de la représentation. De plus, Lestell tales sont in
lus dans les langages alors que les témoins de minimalité sont in
lusdans les présentations et don
 peuvent 
ontenir des exemples négatifs.Exemple 16 Soient le langage Sn = {ai : n ≤ i ≤ n + 9} et la 
lasse de langages S
omprenant tous les langages Sn,∀n ∈ N

+.Soit f ∈ Pres(S) une présentation de type Informateur. Supposons qu'il existe
u, v ∈ f tels que v soit le plus petit exemple positif de f et u le plus grand exemple négatifde f tel que |v − 10| < |u| < |v|. L'ensemble {u, v} est alors un témoin de minimalitépour le langage S|u|+1. En e�et, v garantit que la taille est 
omprise entre |v| − 10 et
|v| + 10 et le 
ontre-exemple u rend impossible toute grammaire de taille inférieure à
|u|+ 1.2.2.5 Contrainte de nombres d'erreurs impli
itesTroisièmement, nous pouvons borner le nombre de fois où l'apprenant se trompeplut�t que le nombre de M
. Plus formellement, il s'agit du nombre d'erreurs impli
ites[Pit89℄ que 
ommet l'algorithme durant son apprentissage :Dé�nition 19 (Erreur impli
ite de prédi
tion (Ipe)) Étant donnés un algorithmed'apprentissage Alg et une présentation f, on dit que Alg fait une erreur impli
ite deprédi
tion (Impli
it Predi
tion Error, noté Ipe) au temps n si Alg(fn−1) 6⊢ f(n).



Identi�
ation à la limite 29Alg fait don
 une Ipe si le nouvel exemple positif n'appartient pas à l'hypothèse 
ou-rante, ou si, dans le 
as d'un Informateur par exemple, l'exemple négatif appartientà 
ette hypothèse.Nous dirons que Alg est 
onsistant s'il 
hange d'avis 
haque fois qu'une erreur deprédi
tion est déte
tée ave
 le nouvel élément.L'apprentissage sera alors � bon � si le nombre d'erreurs n'est pas trop grand parrapport à la taille de la grammaire :Dé�nition 20 (Identi�
ation Ipe polynomiale) Un algorithme Alg identi�e une
lasse G à la limite en temps Ipe polynomial si1. Alg identi�e G à la limite,2. Alg a un temps de mise à jour polynomial et3. Alg fait un nombre polynomial d'erreurs impli
ites de prédi
tion : il existe un po-lyn�me p() tel que, pour 
haque grammaire G et 
haque présentation f de L(G),
#Ipe(f) ≤ p(‖G‖) où #Ipe(f) est le nombre d'Ipe : #Ipe(f) = |{k ∈ N :Alg(fk) 6⊢ f(k + 1)}|.Exemple 17 Reprenons le langage Sn = {ai : n ≤ i ≤ n + 9} et la 
lasse de langages

S 
omprenant tous les langages Sn,∀n ∈ N
+.Soit l'algorithme suivant :1. Lire la donnée f(n), soit u la plus petite des données de f.2. Retourner S|u|.3. Aller en 1.Cet algorithme identi�e à la limite S en faisant au plus 10 Ipe. Voi
i un exemple del'exé
ution de l'algorithme sur une présentation du langage 
ible S2 :

i : 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 . . .
f(i) : a10 a9 a8 a5 a4 a3 a8 a2 a7 a11 a4 . . .Ipe : oui oui oui oui oui non oui non non non . . .Retour : S10 S9 S8 S5 S4 S3 S3 S2 S2 S2 S2 . . .L'algorithme fera alors au maximum 9 Ipe si les données apparaissent dans l'ordre� inverse � (de an+9 à an). En revan
he, il est possible de faire moins d'Ipe en 
hangeantd'hypothèse même si les nouvelles données sont 
onsistantes ave
 l'hypothèse 
ourante.Soit l'algorithme suivant :1. Lire la donnée u.2. Retourner S|u|−5 (ou S1 si |u| − 5 ≤ 0).3. Lire la donnée, soient u la plus petite des données de f et v la plus grande.4. Retourner S⌈ |u|+|v|

2
⌉−5

(ou S1 si ⌈ |u|+|v|
2 ⌉ − 5 ≤ 0).5. Aller en 3.



30 Les 
adres d'apprentissageCet algorithme fera un nombre plus petit d'Ipe 
ar il essaie de regrouper le pluspossible de données au � 
entre � du segment hypothèse. Voi
i un exemple de l'exé
utionde 
et algorithme sur la même présentation que pré
édemment :
i : 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 . . .

f(i) : a10 a9 a8 a5 a4 a3 a8 a2 a7 a11 a4 . . .Ipe : non non non non non non non non oui non . . .Retour : S5 S5 S4 S3 S2 S2 S2 S1 S1 S2 S2 . . .Changer d'hypothèse pour essayer de 
oller au mieux aux données permet don
 i
ià l'algorithme de ne faire qu'une erreur. Évidemment, 
e n'est pas toujours le 
as. I
i,l'algorithme fera un maximum de 3 Ipe :
i : 0 1 2 3 4 . . .

f(i) : a10 a15 a7 a16 a6 . . .Ipe : oui oui oui non . . .Retour : S5 S8 S6 S7 . . .Nous avons dit que lorsqu'un algorithme Alg est 
onsistant, il 
hange d'avis 
haquefois qu'une erreur de prédi
tion est déte
tée. Il fera alors au moins autant de 
hange-ments d'hypothèses que d'erreurs de prédi
tion : #Ipe(f) ≤ #M
(f). De la même façon,si Alg est 
onservatif alors il ne 
hange jamais d'avis lorsque son hypothèse 
ouranteest 
onsistante. Nous avons don
 #M
(f) ≤ #Ipe(f). Aussi, nous pouvons en déduirele lemme suivant :Lemme 1 Si Alg identi�e la 
lasse G à la limite en temps M
 polynomial et s'il est
onsistant, alors Alg identi�e G en temps Ipe polynomial. De même, si Alg identi�e
G en temps Ipe polynomial et s'il est 
onservatif, alors Alg identi�e G en temps M
polynomial.2.2.6 Contrainte d'ensemble 
ara
téristiqueLe quatrième 
ritère 
on
erne la quantité minimum de données qu'un algorithme doitre
evoir pour apprendre. Il est en e�et raisonnable de penser que l'apprenant a le droitd'apprendre plus � lentement � des grammaires qui ont des tailles plus importantes :Dé�nition 21 (Ensemble 
ara
téristique polynomial) Une 
lasse de grammaires
G admet un ensemble 
ara
téristique polynomial s'il existe un algorithme Alg et unpolyn�me p() tels que pour toute grammaire G ∈ G, il existe Cs ⊆ X ave
1. ‖Cs‖ ≤ p(‖G‖),2. L(Alg(Cs)) = L(G) et3. pour tout f ∈ Pres(L), pour tout n ≥ 0, si Cs ⊆ fn alors Alg(fn) = Alg(Cs).Un tel ensemble Cs est appelé ensemble 
ara
téristique de G pour Alg, et si Alg existe,nous dirons que G est identi�able à la limite en temps Cs polynomial.



Apprentissage a
tif 31Exemple 18 Soient le langage Sn = {ai : n ≤ i ≤ n + 9} et la 
lasse de langages S
omprenant tous les langages Sn,∀n ∈ N
+.

S est alors identi�able à la limite en temps Cs polynomial. En e�et, dé�nissons l'en-semble 
ara
téristique suivant pour 
haque langage Sn : Cs = {an, an+9}. Nous pouvonsalors fa
ilement 
onstruire un algorithme qui véri�e l'existen
e d'un tel ensemble 
ara
-téristique dans la présentation et retourne le langage 
orrespondant. Comme la taille desensembles 
ara
téristiques vaut ‖Cs‖ = n+n+ 9 = 2n+ 9, que ‖Sn‖ = 10n+ 45, nousavons bien ‖Cs‖ ≤ p(‖Sn‖). De plus, l'algorithme retourne bien le bon langage à partirde l'ensemble 
ara
téristique. En�n, si l'ensemble 
ara
téristique apparaît dans la pré-sentation l'algorithme retournera toujours le même langage, alors S est alors identi�ableà la limite en temps Cs polynomial.Notons que si une 
lasse de grammaires admet seulement des ensembles 
ara
téris-tiques dont la taille est exponentielle, alors au
un algorithme ne pourra 
onverger sansre
evoir une quantité déraisonnable de données ! L'existen
e d'un ensemble 
ara
téris-tique polynomial est né
essaire mais pas su�sante. Des dé�nitions plus 
ontraignantesd'ensembles 
ara
téristiques polynomiaux existent [dlH97℄.2.3 Apprentissage a
tifLe se
ond paradigme d'apprentissage que nous utiliserons est dû à Angluin [Ang88b℄.Dans 
e 
adre d'apprentissage, l'apprenant doit toujours trouver un langage 
ible mais,pour s'aider, il peut interroger un ora
le qui 
onnaît 
e langage. Il peut alors poserdes questions à l'ora
le sous forme de di�érents types de requêtes et 
e dernier doit yrépondre sans mentir.L'intera
tion ora
le-apprenant rappelle alors l'intera
tion mère-enfant lorsque 
edernier apprend à parler. En e�et, lorsque sa mère lui parle, nous pouvons dire quel'enfant reçoit des exemples positifs. De même, si l'enfant essaie de faire des phrases samère lui dira si sa phrase est 
orre
te ou non.L'apprentissage à partir de requêtes est alors intéressant d'un point de vue pratique.Par exemple, plut�t que de demander à un expert d'étiqueter tout un ensemble dedonnées, un apprenant pourra lui demander d'étiqueter seulement quelques exemplesqu'il aura 
hoisi. Le fait que l'ora
le puisse être un humain nous permet de 
omprendreque lors de l'apprentissage à partir de requêtes, 
e qui va vraiment 
ompter est le nombrede requêtes que l'apprenant fait.2.3.1 Les requêtes usuellesDepuis [Ang88b℄, de nombreux types de requêtes ont été dé�nis (sous-ensemble, ex-haustivité, . . . ). Toutefois, beau
oup de travaux amenant à des résultats d'apprenabilité(et d'inapprenabilité) n'en utilisent seulement que deux : les requêtes d'appartenan
eet 
elles d'équivalen
e.Dé�nition 22 (Requêtes d'appartenan
e) Soit L une 
lasse de langages et soit lelangage 
ible L ∈ L 
onnu par l'ora
le et que l'apprenant essaie de trouver.



32 Les 
adres d'apprentissageLes requêtes d'appartenan
e, ou membership queries (notées mq), permettent à l'ap-prenant de soumettre un mot w ∈ Σ∗ à l'ora
le. La réponse de 
elui-
i, notée Mq(w),est alors :� Oui si w ∈ L,� Non si w /∈ L.Dé�nition 23 (Requêtes d'équivalen
e) Soient L une 
lasse de langages et L ∈ Lle langage 
ible 
onnu par l'ora
le que l'apprenant essaie de trouver.Les requêtes d'équivalen
e, ou equivalen
e queries (notées eq), permettent à l'appre-nant de soumettre une hypothèse H (en fait une représentation du langage H) à l'ora
le.La réponse de 
e dernier, notée Eq(H), est� Oui si H est équivalent à L,� un 
ontre-exemple sinon, 
'est-à-dire un mot de la di�éren
e symétrique L⊕H.En plus du temps de 
al
ul global de l'apprenant, 
e qui justi�e qu'un algorithmeest meilleur qu'un autre est le nombre total de requêtes e�e
tuées :Dé�nition 24 Soit Quer un ensemble de requêtes pouvant être utilisées. Une 
lasse Gest polynomialement identi�able à partir de Quer s'il existe un algorithme Alg 
apabled'identi�er 
haque G ∈ G et tel que, à 
haque appel de requêtes, le nombre total derequêtes ainsi que le temps utilisé jusqu'à 
et appel par Alg est polynomial en ‖G‖ eten la taille de l'information présentée par l'ora
le jusqu'à 
e point.Exemple 19 Prenons une sous-
lasse de S : S ′ = {Sn : n = 9k + 1,∀k ∈ N}. Leslangages de S ′ sont don
 disjoints deux à deux et pour tout j ∈ N
+, aj appartient à ununique langage de S ′ : S9∗⌊j/9⌋+1.Nous allons montrer que S ′ n'est pas apprenable ave
 un nombre polynomial derequêtes d'équivalen
e et d'appartenan
e. La preuve de la non apprenabilité repose surune te
hnique utilisée par Angluin dans [Ang90℄ : l'ora
le est un adversaire jouant ler�le d'un ora
le malveillant. Il peut avoir a

ès à l'algorithme de l'apprenant et le for
eà faire le plus grand nombre de requêtes possibles en maintenant à jour l'ensemble Xdes hypothèses 
onsistantes ave
 les données.Au début, X 
ontient l'ensemble des langages de S ′. Pour 
haque requête d'apparte-nan
e Mq(w), l'ora
le répond Non. Si w 
ontient la lettre b, au
un langage n'est enlevéde X. Si w = aj, j ∈ N

+, un seul langage est enlevé de X (S9∗⌊j/9⌋+1). De même, pour
haque requête d'équivalen
e Eq(Sn), la réponse de l'ora
le est Non éliminant unique-ment Sn de X.Pour 
haque requête, un seul langage au maximum est enlevé de X, forçant ainsil'apprenant à faire un nombre exponentiel de requêtes. S ′ n'est don
 pas polynomialementapprenable ave
 des requêtes d'appartenan
e et d'équivalen
e.Dans la preuve 
i-dessus, les requêtes d'équivalen
e qui sont faites sont des requêtesdites propres : les langages hypothèses soumis à l'ora
le sont des langages pouvantréellement être un langage 
ible. À l'inverse, si l'apprenant à le droit de soumettre unlangage n'appartenant pas à la 
lasse 
ible, les requêtes d'équivalen
e sont impropres.



Apprentissage a
tif 33Souvent, le fait d'avoir le droit de faire de telles requêtes permet une identi�
ation plusfa
ile :Exemple 20 Reprenons le langage Sn = {ai : n ≤ i ≤ n + 9} et la 
lasse de langages
S 
omprenant tous les langages Sn,∀n ∈ N

+. Soit l'algorithme suivant :1. Faire la requête d'équivalen
e Eq{λ}, soient u le 
ontre-exemple et j = |u| salongueur.2. Faire la requête d'appartenan
e Mq(aj−1).3. Si l'ora
le répond Oui, j ← j − 1 puis aller en 2.4. Sinon, retourner Sj .Cet algorithme identi�e alors à la limite S en faisant au plus une eq et 10 mq.Exemple 21 Toujours pour la même 
lasse de langages, soit l'algorithme suivant :1. Faire la requête d'équivalen
e Eq(∅), soient u le 
ontre-exemple et j = |u| salongueur.2. Faire la requête d'équivalen
e Eq(Sj−5) (si j − 5 ≤ 0, faire la requête Eq(Sj)).3. Si l'ora
le répond Oui, l'inféren
e s'arrête. Sinon, soient u et v le plus petit et leplus grand 
ontre-exemples retournés par l'ora
le.4. Poser j = ⌈ |u|+|v|
2 ⌉ et aller en 2.Cet algorithme identi�e alors à la limite S en faisant uniquement des eq.Nous pouvons noter une similarité entre 
et algorithme et 
elui identi�ant S en tempsIpe polynomial. Nous verrons par la suite que les deux 
on
epts sont e�e
tivement reliésdans 
ertaines preuves d'identi�
ation.De nombreux résultats et te
hniques d'apprentissage utilisant seulement 
es deuxtypes de requêtes ont été trouvés [Ang01, ASA01, Sak90, HPRW96℄. Toutefois, les re-quêtes d'équivalen
e sont rarement utilisables en pratique. En e�et, si nous reprenonsl'exemple de la mère et de l'enfant, il est tout à fait 
on
evable qu'un enfant demandeà sa mère si telle ou telle phrase est 
orre
te (
ela 
orrespondrait à une requête d'ap-partenan
e) ; en revan
he les requêtes d'équivalen
e sont plus problématiques. En e�et,une requête d'équivalen
e reviendrait à une question de l'enfant demandant à sa mères'il 
onnaît le français. Question à laquelle il serait bien di�
ile de répondre. De même,en inféren
e grammati
ale, la question de l'équivalen
e entre deux langages n'est pastoujours possible. Un moyen de 
ontourner 
e problème est alors d'utiliser une méthodedite d'é
hantillonnage (ou sampling) [Ang87℄ où nous remplaçons les eq par un tiragealéatoires de mots qui servent à poser des requêtes d'appartenan
e. Dans bien des 
as
ependant, l'é
hantillonnage n'est pas possible non plus 
ar la distribution en questionest soit in
onnue, soit ina

essible [dlH06a℄.



34 Les 
adres d'apprentissage2.3.2 Les requêtes de 
orre
tionSi la requête d'équivalen
e est souvent trop puissante et peu naturelle, un 
ompor-tement se rappro
hant plus de la réalité est le suivant : un enfant pose une question :� Est-
e que �J'ai vu deux 
hevals� est une phrase 
orre
te ? �, sa mère, plut�t quede lui répondre uniquement non (
e qui serait le 
as d'une requête d'appartenan
e),va plut�t lui dire quelque 
hose 
omme : � Non, 
e n'est pas français. Par 
ontre, tupeux dire �J'ai vu deux 
hevaux�. �. En e�et, l'enfant n'apprend pas uniquement ave
des exemples positifs ou des exemples négatifs, mais aussi à partir de 
orre
tions deses phrases fausses. C'est à partir de 
e 
onstat que des travaux ont 
ommen
é sur unnouveau type de requête, les requêtes de 
orre
tion [BBBD05℄ :Dé�nition 25 (Requêtes de 
orre
tion) Soient L une 
lasse de langages et L ∈ Lle langage 
ible 
onnu par l'ora
le que l'apprenant essaie de trouver.Les requêtes de 
orre
tion permettent à l'apprenant de soumettre un mot w ∈ Σ∗ àl'ora
le. La réponse de 
elui-
i, notée Cq(w), est alors� Oui si w ∈ L (ou Θ selon les travaux),� une 
orre
tion de w relativement à L sinon.Les requêtes de 
orre
tion ont 
onnu un rapide su

ès et plusieurs travaux ont pro-posés des modèles de 
orre
tion di�érent :� Dans [BBBD05℄, la 
orre
tion 
orrespond au plus petit mot v tel que wv ∈ L. La
orre
tion est don
 basée sur le pré�xe.� Dans [TK07℄, la 
orre
tion est la même mais elle borne la longueur de la 
orre
tion.� Dans [Kin08℄, Kinber propose une 
orre
tion la plus pro
he possible de la requêteen terme de distan
e d'édition, telle que la 
orre
tion n'ait jamais été vue, qu'ellesoit si possible de même longueur, sinon la plus petite selon l'ordre hiérar
hique.� Nous avons proposé dans [BBdlHJT07℄ des requêtes de 
orre
tion basées sur ladistan
e d'édition.Dans les deux premiers 
as, la 
orre
tion est basée sur le pré�xe. Ce modèle n'estalors pas très pertinent du point de vue de la langue naturelle. Dans le troisième 
as,les 
orre
tions de l'ora
le sont 
hoisies de façon à aider l'apprenant. Les relations entre
es variantes ont été étudiées dans [Tir08℄.Les requêtes de 
orre
tion proposées dans [BBdlHJT07℄ et basées sur la distan
ed'édition semblent don
 à la fois plus naturelles et plus pertinentes. C'est 
elles-
i quenous utiliserons par la suite :Dé�nition 26 (Requêtes de 
orre
tion (
qEdit)) Soient L une 
lasse de langageset L ∈ L le langage 
ible 
onnu par l'ora
le que l'apprenant essaie de trouver.Les requêtes de 
orre
tion basées sur la distan
e d'édition, ou 
orre
tion queries(
qEdit), permettent à l'apprenant de soumettre un mot w ∈ Σ∗ à l'ora
le. La réponsede 
elui-
i, notée Cq(w), est alors� Oui si w ∈ L,
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orre
tion pro
he de w relativement à L sinon, 
'est-à-dire un mot w′ appar-tenant au langage et à distan
e d'édition minimum de w :
Cq(w) = argmin

w′∈L

(

d(w,w′)
)

.Lorsque plusieurs réponses sont envisageables, l'ora
le en 
hoisit une. De plus, 
elui-
iest 
onsistant : même si plusieurs réponses sont possibles pour un mot w, Cq(w) seratoujours la même 
orre
tion.Exemple 22 Soit L = {a, b, aa, ab, ba, bb, aaaa, babbab} un langage 
ible. La réponseà la requête de 
orre
tion du mot ab est Cq(ab) = Oui. Le mot baab étant à distan
ed'édition 2 des mots aa, ab, ba, bb, aaaa et babbab, l'ora
le 
hoisira un de 
es mots 
omme
orre
tion, par exemple aa, et toutes les réponses aux requêtes du mot baab seront alors
Cq(baab) = aa.Exemple 23 Reprenons le langage Sn = {ai : n ≤ i ≤ i+ 10} et la 
lasse de langages
S 
omprenant tous les langages Sn,∀n ∈ N

+.Soit l'algorithme suivant :1. Faire la requête Cq(λ), soient u la 
orre
tion et j = |u| sa longueur.2. Retourner Sj .Cet algorithme identi�e alors à la limite S en faisant une unique requête de 
or-re
tion. En e�et, la 
orre
tion obtenue étant la plus pro
he possible de λ, 
ela ne peutqu'être le plus petit mot du langage 
ible Sj, 
'est-à-dire aj .Si à la pla
e de λ nous avions demandé la 
orre
tion d'un mot w et que 
elui-
iappartenait au langage, il su�rait de demander la 
orre
tion de wa10. Supposons que
ak = Cq(wa10) soit 
ette 
orre
tion, le langage 
ible est alors Sk−10.Dans notre dé�nition, la 
orre
tion donnée par l'ora
le est potentiellement la plusmauvaise possible pour l'apprenant : si l'ora
le est malveillant, il pourrait avoir a

ès àl'algorithme d'apprentissage, et proposer, lorsque plusieurs sont possibles, la 
orre
tionla moins pertinente du point de vue apprentissage, 
'est-à-dire 
elle apportant le moinsd'information (par exemple un mot dont l'apprenant sait déjà qu'il est un exemple posi-tif). Lors de l'apprentissage, il faudra don
 toujours s'intéresser au nombre de requêtese�e
tuées dans le pire 
as.Si nous nous intéressons maintenant aux utilisations possibles des requêtes de 
or-re
tion, il est à noter que 
ontrairement aux requêtes d'équivalen
e, elles sont bien plusfa
iles à simuler à partir du moment où nous 
onnaissons le langage 
ible. De plus,elles existent déjà dans 
ertaines appli
ations. En e�et, sur la plupart des moteurs dere
her
he sur internet, lorsque nous tapons des mots que le moteur ne 
onnaît pas, oulorsqu'ils ne sont pas fréquents, 
e dernier propose une alternative aux mots-
lés quenous avons tapés pré
édée d'un � Vouliez vous dire � ou � Essayez ave
 l'orthographe �.De même, le fon
tionnement de programmes de 
orre
teurs orthographique tel qu'ispell,est similaire à un apprenant qui ferait des requêtes de 
orre
tion pour tous les mots d'untexte ave
 le di
tionnaire 
omme langage 
ible.
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adres d'apprentissage2.4 Pa
 apprenabilitéIntroduit par Valiant dans [Val84℄, le paradigme Pa
 (pour Probablement Approxi-mativement Corre
t) a été largement utilisé en apprentissage automatique. Intuitive-ment, il vise à mesurer, ave
 une grande 
on�an
e, de bonnes approximations d'un
on
ept 
ible in
onnu. Plus formellement, un algorithme formule ave
 une probabilitépro
he de un, une hypothèse pro
he de la grammaire 
ible à ǫ près :Dé�nition 27 (Hypothèse ǫ-bonne) Soient G la grammaire 
ible et H une gram-maire hypothèse. Soient D une distribution sur Σ∗×{+,−} et ǫ > 0. On dit que H estune hypothèse ǫ-bonne par rapport à G si PrD(x ∈L(G)⊕ L(H)) < ǫ.L'apprenabilité Pa
 des grammaires à partir de mots (de longueur variable) a tou-jours été 
ompliquée à dé�nir [War89, KV89, KMR+94℄. En e�et, dans la dé�nitionstandard de l'apprentissage Pa
, l'algorithme peut demander à un ora
le des exemplestirés aléatoirement selon la distribution D. Or, dans le 
as des mots, il existe toujoursun risque de tirer un mot trop long pour être simplement lu en temps polynomial.Pour éviter 
e problème, nous pouvons tirer des exemples à partir d'une distributionrestreinte à des mots plus petits qu'une 
ertaine valeur donnée par le lemme suivant :Lemme 2 Soit D une distribution sur Σ∗×{+,−}. Alors ∀ǫ, δ > 0, ave
 probabilitésupérieure à 1 − δ, si nous tirons un é
hantillon X d'au moins 1
ǫ ln 1

δ mots suivant
D, la probabilité qu'un nouveau mot x soit plus long que n'importe quel autre mot de
X est au plus ǫ. Formellement, si nous dé�nissons µX = max{|y| : y ∈ X}, alors
PrD(|x| > µX) < ǫ.Démonstration :Soit ℓ le plus petit entier tel que Pr(Σ>ℓ) < ǫ. Une 
ondition su�sante pour que
PrD(|x| > µX) < ǫ est de prendre un é
hantillon X su�samment grand pour êtrepratiquement sûr (
'est-à-dire ave
 probabilité supérieure à 1− δ) d'avoir au moins unmot plus long que ℓ. Clairement, la probabilité que n mots tirés selon D soient tous delongueur inférieure à ℓ est inférieure à (1− ǫ)n. Don
 la probabilité qu'il y ait au moinsun mot de longueur supérieure à ℓ parmi n mots est supérieure à 1 − (1 − ǫ)n. Pour
onstruire X, nous voulons don
 1− (1− ǫ)n > 1− δ, 
'est-à-dire (1− ǫ)n < δ. Comme
(1− ǫ)n ≤ e−nǫ, il su�t que n ≥ 1

ǫ ln 1
δ pour obtenir une valeur 
onvenable de µX . ✷Nous demandons maintenant à un algorithme d'apprendre une grammaire étantdonné les paramètres d'erreur ǫ et de 
on�an
e δ. En outre, nous devons lui fournir uneborne n sur la taille de la grammaire 
ible et une borne m sur la longueur des exemplesd'apprentissage. Cette borne pourra ainsi être 
al
ulée grâ
e au Lemme 2.L'algorithme peut alors demander des exemples à un ora
le. Nous noterons Ex()la requête d'un exemple ou d'un 
ontre-exemple et Pos-Ex() la requête d'un exemplepositif uniquement. Si en outre nous souhaitons restreindre la longueur des mots, nousutiliserons Ex(m) (respe
tivement Pos-Ex(m)) la requête d'un exemple (respe
tive-ment d'un exemple positif seulement) de longueur inférieure à m. Formellement, l'ora
le
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as des afd 37retournera alors un mot tiré selon D, D(L(G)), D(Σ≤m) ou D(L(G) ∩Σ≤m) suivant larequête, où D(L) est la restri
tion de D aux mots de L : PrD(L)(x) = PrD(x)/PrD(L)si x ∈ L, 0 sinon. PrD(L)(x) n'est pas dé�ni si L = ∅.Nous pouvons alors dé�nir 
e qu'est bien apprendre dans le paradigme Pa
 :Dé�nition 28 (Polynomialement Pa
 apprenable) Soit G une 
lasse de gram-maires. G est Pa
 apprenable s'il existe un algorithme Alg tel que ∀ǫ, δ > 0, pourtoute distribution D sur Σ∗×{+,−}, ∀n ∈ N, ∀G ∈ G de taille ≤ n, si Alg a a

èsà Ex(), ǫ, δ, n et m, alors ave
 probabilité plus grande que 1 − δ, Alg retourne unehypothèse ǫ-bonne par rapport à G. Si Alg s'exé
ute en temps polynomial en 1
ǫ , 1

δ , |Σ|,
m et n, nous dirons que G est polynomialement Pa
 apprenable.Notons que pour pouvoir traiter la longueur non bornée des exemples nous pouvonsutiliser ǫ′ = ǫ

2 et une fra
tion de δ pour 
al
uler m et a

epter de faire une erreur d'auplus ǫ′ sur tous les mots de longueur supérieure à m, et utiliser ainsi Ex(m) au lieu deEx().En�n, par la suite, nous verrons que les te
hniques typiques prouvant la non appre-nabilité Pa
 reposent souvent sur des hypothèses de 
omplexité [PW88℄ : nous montronsque si nous pouvons apprendre une 
lasse de langages L alors nous pourrions apprendreune 
lasse L’ que nous savons ne pas être apprenable. En parti
ulier, RP (pour Ran-domised Polynomial Time) est la 
lasse de 
omplexité des problèmes de dé
isions pourlesquels une ma
hine de Turing probabiliste existe et� elle fon
tionne en temps polynomial en la taille des données d'entrée,� sur une instan
e négative, elle retourne toujours Non et� sur une instan
e positive, elle retourne Oui ave
 une probabilité supérieure à 1
2(sinon, elle retourne Non).Un tel algorithme est dit randomisé : il pourrait alors avoir le droit de tirer une piè
eà pile ou fa
e pendant son exé
ution. L'algorithme ne fait ainsi des erreurs que dans le
as positif. Il est également important de noter que puisque 
ette erreur est inférieure à

1
2 , en répétant l'exé
ution de l'algorithme autant de fois que né
essaire, nous pouvonsrendre aussi petite que nous voulons l'erreur d'apprentissage.Nous utiliserons l'hypothèse 
ommunément admise que RP 6= NP . Pour une étudeplus approfondie, voir par exemple [Pap94℄.2.5 Étude du 
as des afdDans le pro
hain 
hapitre, nous allons nous intéresser à l'apprentissage à partir dedonnées bruitées des langages rationnels (
'est-à-dire re
onnus par des automates). Ene�et, 
e sont sans au
un doute les langages formels les plus étudiés en apprentissageautomatique. Ils 
orrespondent aux langages de la base de la hiérar
hie de Chomsky.S'ils n'étaient apprenables dans au
un paradigme, à quoi bon 
her
her à apprendreles langages 
ontext-free ? D'autre part, ils ont l'avantage d'avoir une représentationgraphique sous forme d'automates. Ces derniers permettent alors souvent de visualiserles di�érents résultats d'apprentissage, ainsi que de 
omprendre le 
omportement des
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adres d'apprentissagealgorithmes, identi�er pourquoi ils fon
tionnent 
orre
tement ou non, et
. En�n, le
hamp d'utilisation des afd est vaste : la biologie [Gus97℄, la musique [CV98, dlHPT04℄,la re
onnaissan
e de la parole [PR96℄, . . .Avant d'essayer de les apprendre en situations bruitées, nous montrons i
i 
ommentles apprendre dans les paradigmes d'apprentissage que nous venons de voir à partirde données non bruitées. Comme nous l'avons dit, les automates sont étudiés depuisplusieurs années déjà. Les résultats que nous donnons i
i sont don
 pour la plupart tirésde la littérature.Nous notons AFD(Σ) la 
lasse des automates dé�nis sur un alphabet Σ. De plus,une taille raisonnable de 
es représentations est le nombre d'états de l'automate.2.5.1 Identi�
ation à la limiteNous 
ommençons l'étude de l'apprentissage des afd à partir de données non brui-tées par leur identi�
ation à la limite.Notons tout d'abord que la 
lasse des réguliers étant une 
lasse super �nie, elle n'estpas identi�able à la limite à partir de Texte seulement (Théorème 1 [Gol67℄). Nous nenous intéresserons alors qu'à leur identi�
ation à partir d'Informateur.Si nous 
onsidèrons dans un premier temps les erreurs impli
ites de prédi
tion 
omme
ritère de polynomialité, Pitt a montré qu'elles ne permettaient pas l'apprentissage desafd :Théorème 2 ([Pit89℄) AFD(Σ) n'est pas identi�able à la limite à partir d' Infor-mateur en temps Ipe polynomial.Démonstration :Pour prouver 
e théorème, Pitt s'appuie sur le théorème d'Angluin de 1990 et montreque si AFD(Σ) était identi�able en temps Ipe polynomial, le théorème d'Angluinserait faux (Théorème 6 stipulant que les automates ne sont pas apprenables à partirde requêtes d'équivalen
e uniquement). L'idée de la preuve est de mettre en parallèleles 
ontre-exemples des eq ave
 les Ipe.Supposons qu'il existe un algorithme Alg qui identi�e AFD(Σ) en temps Ipe po-lynomial. Si nous ignorons toutes les hypothèses de Alg qui ne résultent pas en uneIpe et que nous 
ompressons l'exé
ution de l'algorithme pour ne retenir que les essaisoù l'afd hypothèse est in
orre
t sur le pro
hain exemple, 
ela 
orrespond alors à del'identi�
ation ave
 des eq. En e�et, après 
haque hypothèse, un 
ontre-exemple serafourni (ou si l'hypothèse est juste, l'inféren
e prend �n).En d'autres termes, s'il existait un tel algorithme Alg, nous pourrions l'utiliser pouridenti�er AFD(Σ) en faisant un nombre polynomial d'eq. AFD(Σ) n'étant pas iden-ti�able polynomialement ave
 des eq, AFD(Σ) n'est pas identi�able à la limite à partird'Informateur en temps Ipe polynomial. ✷Toutefois, la plupart des autres résultats d'identi�
ation à la limite de AFD(Σ)sont essentiellement positifs. Beau
oup de 
es résultats se basent sur des algorithmesd'inféren
e par fusion d'états.
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as des afd 39Nous rappelons i
i le fon
tionnement d'un des plus 
onnus de 
es algorithmes :Rpni. Pour une étude plus approfondie sur les algorithmes par fusion d'états, le le
teurpourra se référer à [dlHOV96, Lan99, OS01℄. Ces algorithmes di�èrent la plupart dutemps seulement dans le 
hoix des états à fusionner.Algorithme 2 : Pseudo-
ode de l'algorithme RpniDonnées : Deux ensembles X+ et X−Résultat : L'automate minimal re
onnaissant tous les mots de X+ et rejetant
eux de X−
A← PTA(X+,X−);1 pour i← 1 à |A| − 1 faire2 // Si l'état i a déjà été fusionné, passer à l'état suivant

j ← 0;3
continuer ← V rai;4 tant que j < i et continuer faire5

B ← fusion(A, i, j);6 si Compatible(B,X+,X−) alors7
A← B;8
continuer ← Faux;9 �nsi10

j ← j + 1;11 �ntq12 �npour13 retourner A;14 L'algorithme Rpni (pour Regular Positive Negative Inferen
e) a été présenté parOn
ina et Gar
ía dans [OG92℄ (voir Algorithme 2). À partir d'un ensemble de mots po-sitifs X+ et d'un ensemble de mots négatifs X−, il retourne l'afd minimal re
onnaissant
X+ et rejetant X−, lorsque (X+,X−) 
ontient un ensemble 
ara
téristique. Étant unalgorithme par fusion d'états, Rpni part de l'arbre a

epteur de pré�xes (ou PTA pourpre�x tree a

eptor) re
onnaissant uniquement les mots de X+ et rejetant 
eux de X−.Rpni 
hoisit ensuite de façon itérative de fusionner des états deux par deux (la fusionest ré
ursive a�n de garder le déterminisme). Si la fusion n'aboutit pas sur un automate
ompatible ave
 X+ et X−, la fusion est rejetée, sinon elle est 
onservée. L'algorithme
ontinue ensuite ave
 le nouvel automate ainsi 
réé jusqu'à 
e qu'il ne puisse plus 
hoisird'états. La Figure 2.1 présente un exemple du résultat de l'exé
ution de Rpni sur lesdonnées, X+ = {aa, bb, aaaa, abab, baab, baba, bbbbbb, baaabbbbab, baabbaaaabbbbaba}et X− = {a, ab, ba, aba, abb, bbb, aaab, baaa, aaaaaaaaa, bbbaababaa, ababbbbbbbba}. Lelangage re
onnu par l'automate retourné est le langage {w ∈ Σ∗ : |w|a mod 2 = |w|b
mod 2 = 0}.La représentation sous forme d'automate permet de 
omprendre plus fa
ilement lelangage : l'état 0 a

epte tous les mots ayant un nombre pair de a et un nombre pairde b, l'état 1 
eux ayant un nombre pair de b mais un nombre impair de a, l'état 2 
eux
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Fig. 2.1 � Automate résultant de l'exé
ution de Rpni sur les ensembles X+ = {aa, bb,
aaaa, abab, baab, baba, bbbbbb, baaabbbbab, baabbaaaabbbbaba} et X− = {a, ab, ba, aba,
abb, bbb, aaab, baaa, aaaaaaaaa, bbbaababaa, ababbbbbbbba}.ayant un nombre pair de a mais impair de b, et l'état 3 
eux ayant un nombre impairde a ainsi qu'un nombre impair de b. Comme seul l'état 0 est �nal, le langage re
onnupar l'automate est don
 bien 
elui 
ontenant les mots ayant un nombre pair de a ainsiqu'un nombre pair de b.Con
ernant l'apprentissage de Rpni, nous pouvons montrer sous 
ertaines 
ontrain-tes que Rpni identi�e les afd à la limite si un ensemble 
ara
téristique est présent dansles données :Théorème 3 ([Gol78, OG92℄) AFD(Σ) est identi�able à la limite à partir d' In-formateur en temps Cs polynomial.Démonstration :(Idée de la preuve) Con
ernant la polynomialité, l'algorithme e�e
tue une bou
le surtous les états du PTA. La taille de 
elui-
i est polynomiale en ‖(X+,X−)‖. De plus, à
haque tour de bou
le, Rpni véri�e ave
 (au maximum) tous les autres états du PTAs'il peut e�e
tuer une fusion. En�n, la véri�
ation de la 
ompatibilité est possible entemps polynomial en ‖(X+,X−)‖, 
e qui justi�e don
 l'exé
ution en temps polynomialde Rpni.A�n de prouver l'existen
e d'un ensemble 
ara
téristique, nous pouvons le 
onstruireà partir de l'automate 
anonique re
onnaissant le langage 
ible, en utilisant les motspermettant d'a

éder à tous les états et permettant de distinguer les états qui ne doiventpas être fusionnés entre eux. ✷
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as des afd 41En fait, Rpni identi�e à partir d'un ensemble de données �xées. Il faut alors exé
uterRpni à 
haque nouvelle de données de la présentation. À un 
ertain moment, l'ensemble
ara
téristique de la 
ible sera présent dans la présentation et Rpni retournera alorstoujours le bon automate. Des versions in
rémentales de Rpni ont don
 été proposéespour palier à 
e problèmes [Dup96℄.Nous terminons 
ette étude par l'identi�
ation des afd en utilisant le 
ritère de
hangement d'avis. Dans [Pit89℄, Pitt a�rme que les afd sont identi�ables en tempsM
 polynomial en disant qu'il peut 
onstruire un algorithme tel qu'au plus un afd detaille i sera émis 
omme hypothèse, pour 
haque i de 1 à n. Pour 
ela, son algorithmeémet l'hypothèse nulle 
omme point de départ. Si ensuite l'hypothèse 
ourante est unautomate Ai de taille i, alors Ai est 
onstamment retourné jusqu'à 
e que, pour un
ertain j > i, assez d'exemples aient été reçus de sorte que, en temps polynomial enla taille des nouveaux exemples, il peut être véri�é qu'il n'existe qu'un seul automate
Aj de taille j tel que Aj soit le plus petit automate 
anonique 
onsistant ave
 lesdonnées. Aj est alors retourné. Cet algorithme identi�e bien à la limite en temps M
polynomial, mais Pitt 
on
lut en remarquant que les afd qui sont produits ne sont pasparti
ulièrement utiles jusqu'à 
e qu'un nombre exponentiel en n d'exemples aient étévus.Cependant, Pitt ne donne pas de te
hniques pour véri�er l'uni
ité du plus petit afd
onsistant ave
 un ensemble en un temps polynomial.Les témoins de minimalité dé�nis pré
édemment permettent 
ela :Proposition 2 L'afd A = 〈Σ, Q, q0, F, δ〉 admet un témoin X = 〈X+,X−〉 si1. tous les états et toutes les transitions sont exer
és par au moins une 
haîne de X,2. pour 
haque état �nal, il existe un mot de X+ a

epté par 
et état et pour 
haqueétat non �nal, il existe un mot de X− terminant dans 
et état,3. pour 
haque lettre a, pour 
haque transition δ(q, a) = q′ 6= q′′, il existe des mots

w,w′, f tels que w (respe
tivement w′) soit le plus petit mot (de Σ∗, au sensde l'ordre hiérar
hique) tel que δ(q0, w) = q (respe
tivement δ(q0, w′) = q′) et
waf ∈ X+, w

′af ∈ X− ou waf ∈ X−, w′af ∈ X+.Démonstration :Soit X un ensemble tel que dé
rit la Proposition 2. Il n'existe pas d'autres afd detaille inférieure ou égale à |A| 
ompatible ave
 
et ensemble. En e�et, toute transitionabsente est rendue impossible par le témoin et 
haque état est rendu né
essaire par les
ouples de mots (waf,w′af) in
ompatibles deux à deux. De plus, X est un ensemble
ara
téristique de A pour l'algorithme Rpni (voir par exemple [DM98℄). Aussi, A estbien l'unique afd de taille minimale 
ompatible ave
 X. ✷Nous pouvons maintenant 
ompléter l'algorithme de Pitt en proposant un algorithmeidenti�ant AFD(Σ) en temps M
 polynomial. Soit Alg l'algorithme qui 
omme pre-mière hypothèse émet l'hypothèse vide. Alg 
hange ensuite d'avis uniquement si fi estun témoin de minimalité pour l'afd Ai retourné par Rpni sur fi. Clairement, 
ette
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adres d'apprentissagevéri�
ation se fait en temps polynomial en ‖fi‖. Si fi n'est pas un témoin pour Ai, Algretourne l'hypothèse pré
édente (qui n'est pas for
ément 
onsistante).Chaque fois que Alg 
hange d'avis, le nombre d'états de l'afd retourné augmentestri
tement (grâ
e au témoin de minimalité). Comme il est borné par le nombre d'étatsde l'afd 
ible, le nombre de 
hangement d'avis est polynomial en la taille de l'afd
ible. En�n, il arrivera for
ément un moment où le témoin de minimalité de l'afd 
ibleapparaîtra, et alors Alg 
onvergera. Alg identi�e don
 bien AFD(Σ) à la limite entemps M
 polynomial.Nous en déduisons don
 le théorème :Théorème 4 ([dlHJT08℄) AFD(Σ) est identi�able à la limite à partir d' Infor-mateur en temps M
 polynomial.2.5.2 Apprentissage a
tifSi nous nous intéressons maintenant à l'apprentissage a
tif, Angluin a montré queles afd ne sont pas apprenables ave
 un seul type de requête à la fois, mais le sont sil'ora
le utilisé peut répondre à la fois à des requêtes d'appartenan
e et à des requêtesd'équivalen
e. L'algorithme utilisé pour apprendre les automates à partir de mq et eqse nomme Lstar. Son prin
ipe est le suivant :1. Construire une table, dite d'observation, 
onsistante ave
 les données reçues jus-qu'à 
e point.2. Soumettre un afd (
onstruit grâ
e à la table d'observation) en tant que requêted'équivalen
e.3. Utiliser le 
ontre-exemple donné par l'eq pour mettre à jour la table (ou terminersi la réponse est Oui).4. Compléter la table grâ
e à des mq.5. Retourner au point 1.Il est alors fa
ile de montrer que Lstar se termine, qu'il identi�e l'afd 
ible, etqu'il fait un nombre polynomial de requêtes d'équivalen
e et d'appartenan
e. Nous endéduisons alors :Théorème 5 ([AL87℄) AFD(Σ) est polynomialement identi�able à partir de mq eteq.Toutefois, il est né
essaire de disposer à la fois des mq et des eq pour identi�er en untemps polynomial :Théorème 6 ([Ang88b, Ang90℄) AFD(Σ) n'est pas polynomialement identi�able àpartir de mq ou de eq seules.En outre, si nous 
onnaissons les 
orre
tions des requêtes, 
ela n'aide pas à l'appren-tissage :Théorème 7 ([dlHJT08℄) AFD(Σ) n'est pas polynomialement identi�able à partirde 
qEdit.



Étude du 
as des afd 43Démonstration :La preuve de la non apprenabilité des automates repose sur la te
hnique utilisée parAngluin dans [Ang90℄ pour montrer que les automates ne sont pas apprenables ave
des eq seulement : l'ora
le est un adversaire qui maintient à jour un ensemble d'auto-mates hypothèses 
onsistants ave
 les données. À 
haque réponse de l'ora
le, seul unpetit nombre d'automates seront éliminés de l'ensemble d'afd hypothèses, nous forçantainsi à faire un nombre exponentiel de requêtes. L'adversaire 
hange de 
ible durantle pro
essus d'identi�
ation pour pénaliser l'apprenant, mais toutes ses réponses sont
onsistantes ave
 l'afd �nal.Soient Aw l'afd re
onnaissant Σ∗ \{w}, n ∈ N et AFD≤n = {Aw : w ∈ Σ≤n}.Comme dans [Ang90℄, nous dé
rivons un adversaire qui maintient un ensemble X desafd possibles. Au début, X = AFD≤n. À 
haque requête de 
orre
tion w, l'adversairerépond Oui, éliminant de 
e fait un unique afd de X : Aw. En e�et, ∀A ∈ X tel que
A 6= Aw, w ∈ L(A), la réponse à la requête de 
orre
tion n'apporte don
 au
une infor-mation sur les autres afd de X. Comme il y a Ω(|Σ|n) afd dans AFD≤n, les identi�erné
essite alors Ω(|Σ|n) requêtes. ✷2.5.3 Apprentissage Pa
Nous terminons 
ette étude par l'apprentissage Pa
. Le but de 
et apprentissageest de 
onstruire une bonne hypothèse, 
'est-à-dire, i
i, un afd pro
he de l'automate
ible, ave
 grande probabilité en un temps polynomial. En 1994, Kearns et Vazirani ontmontré dans [KV94℄ que si les afd étaient polynomialement Pa
-apprenables, alorsnous pourrions résoudre e�
a
ement plusieurs problèmes 
onnus 
omme étant NP-di�
iles, 
omme par exemple le 
assage de 
lefs RSA ou la fa
torisation des entiers deBlum. S'en suit don
 le théorème :Théorème 8 ([KV94℄) AFD(Σ) n'est pas polynomialement Pa
 apprenable.Toutefois, il est à noter que 
e résultat négatif est en partie dû au fait que lesdistributions utilisées pour tirer les exemples ne sont pas restreintes.En e�et, Li et Vitányi ont proposé un modèle pour l'apprentissage Pa
 ave
 desexemples dits simples [LV91℄, 
'est-à-dire tirés de la distribution universelle de Solomo-no�-Levin, repris par Denis, d'Halluin et Gilleron [DdG96℄ puis Parekh et Honavar[PH97℄, qui lui, permet l'apprentissage Pa
 de AFD(Σ). Un autre modèle d'apprentis-sage Pa
 est 
elui où les exemples sont seulement des exemples positifs, modèle introduitpar Denis [Den01℄.Si 
ertaines sous 
lasses des afd sont bien Pa
 apprenables à partir d'exemplespositifs seulement, 
e n'est pas le 
as en général. Il est en e�et fa
ile de montrer que sidans une 
lasse il y a deux langages L1 et L2 tels que L1∩L2 n'est pas vide, alors la 
lassen'est pas polynomialement Pa
 apprenable à partir d'exemples positifs seulement :Lemme 3 Si L 
ontient deux langages L1 et L2 tels que L1 ∩ L2 6= ∅, L1 6⊂ L2 et
L2 6⊂ L1, alors L n'est pas polynomialement Pa
 apprenable à partir d'exemples positifsseulement.



44 Les 
adres d'apprentissageDémonstration :(Voir Figure 2.2) Soient w1 ∈ L1 − L2, w2 ∈ L2 − L1 et w3 ∈ L1 ∩ L2. Ces troismots existent par dé�nition. Considérons maintenant la distribution D1 où PrD1(w1) =
PrD1(w3) = 1

2 et la distribution D2 où PrD2(w2) = PrD2(w3) = 1
2 . Nous pouvons aisé-ment 
onstater que lors de l'apprentissage de L1 à partir de D2 ou de L2 à partir de

D1, les exemples tirés ne seront que des répétitions du mot w3. Par 
onséquent, lors dutest, l'erreur sera for
ément supérieur à 1
2 . ✷

L1 L1 ∩ L2 L2

w1

w3

w2Fig. 2.2 � Exemple illustrant le Lemme 3.Nous pouvons ainsi montrer qu'en général, les afd ne sont pas Pa
 apprenables àpartir de données positives seulement :Théorème 9 AFD(Σ) n'est pas polynomialement Pa
 apprenable à partir d'exemplespositifs seulement.Démonstration :Soient L1 = {λ, a, b, aa, ab, ba} et L2 = {λ, a, b, ab, ba, bb}. Posons w1 = aa, w2 = bbet w3 = ab. Considérons ensuite les afd re
onnaissant L1 et L2. Le résultat est alorsimmédiatement obtenu grâ
e au Lemme 3. ✷Si nous nous intéressons d'un peu plus près au modèle Pa
, nous pouvons voir queles distributions sont faites sur l'ensemble des données possibles. L'apprentissage Pa

orrespond alors en quelque sorte à de l'apprentissage à partir de données bruitées : ene�et, bruiter des données issues d'une distribution D revient à tirer les données d'unedistribution di�érente D′. De 
e fait, si l'apprenant n'arrive pas à apprendre à partirde D′, il ne peut pas Pa
 apprendre au sens général, puisque des données non bruitéesaurait très bien pu être tirées selon D′. Nous n'étudierons pas par la suite l'apprentissagePa
 à partir de données bruitées.
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as des afd 45Con
lusionL'apprentissage des afd est ainsi possible dans la plupart des paradigmes. Toutefois,l'étude que nous venons de faire suppose que les données d'apprentissage sont pures. Or,en pratique, les données subissent souvent des modi�
ations lors de leurs a
quisition :erreur de re
opie, sonde défaillante, et
. Nous pouvons don
 nous demander si l'appren-tissage des automates reste aussi aisée lorsque nous essayons de les identi�er à partir detelles données. De plus, quelles sont les modi�
ations possibles que les données peuventsubir ? Comment les prendre en 
ompte dans les paradigmes d'apprentissage ? C'est 
eque nous allons voir dans le 
hapitre suivant.
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Chapitre 3Le bruit en inféren
e grammati
aleMaintenant que nous avons vu les 
adres d'apprentissage dans lesquels nous allonstravailler, ainsi que 
e que signi�ait identi�er les afd dans 
es paradigmes, nous allonsnous intéresser à l'apprentissage en situations bruitées. En e�et, en pratique, l'a
qui-sition de données peut être perturbée de di�érentes manières entraînant la présen
ede données erronées. Les 
adres théoriques du 
hapitre pré
édent permettent-ils tou-jours d'obtenir des résultats d'identi�
ation lorsque les données d'apprentissage sontbruitées ?Nous allons voir dans 
e 
hapitre 
e que nous entendons par bruit : d'où vient-il,
omment est-il modélisé, 
omment est-il traité ou en
ore, 
omment adapter les para-digmes d'identi�
ation pour prendre en 
ompte les données bruitées ? Nous nous inté-resserons ensuite à l'identi�
ation de la 
lasse AFD(Σ) à partir de données bruitéesselon les di�érents types de bruit et dans di�érents paradigmes. En�n, nous dis
uteronsdes di�érents résultats d'apprentissage obtenus.3.1 Typologie du bruitSi l'inféren
e grammati
ale, y 
ompris de langages réguliers, 
ontinue à se dévelop-per, un problème 
lef 
ontinue de se poser : 
elui de la résistan
e au bruit des algorithmesproposés. Cette question est légitime puisque la plupart des données non arti�
ielles,à partir desquelles nous voulons 
onstruire des automates par exemple, sont souventbruitées.Quelque soit le médium utilisé pour a
quérir des données, entre le moment oùles données sont réellement émises et 
elui où l'apprenant va les re
evoir, les donnéespeuvent subir toutes sortes de modi�
ations : qu'il s'agisse d'une défaillan
e d'un 
ap-teur, d'une erreur de re
opie humaine, d'une donnée in
omplète, les sour
es d'erreurssont multiples et fréquentes. Les données résultantes sont alors des données erronées.L'apprenant devra apprendre à partir de données bruitées dans le sens où il reçoit à lafois des vraies données ainsi que des données erronées.Exemple 24 Supposons qu'un apprenant doive 
lasser des images en deux 
atégories :des images de mammifères, et des images de poissons. Apprendre à partir de données47
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e grammati
alebruitées signi�era par exemple que 
ertaines images d'apprentissage sont �outées, qu'onlui a présenté des périophthalmes (poissons pouvant vivre à l'air libre) 
omme étant desmammifères, qu'on ne lui a jamais montré de dauphins, et
.Plus formellement, lorsqu'un apprenant essaie d'identi�er un langage L à partird'une présentation f ∈ Pres(L), il doit alors s'attendre, quand les données sont bruitées,à 
e que f(N) 6= L (le bruit n'est bien entendu pas limité aux présentations de typeTexte) :� Une donnée peut voir son étiquette 
hanger : l'exemple (aba,+) peut se trans-former en (aba,−), et ré
iproquement, un exemple négatif devient un exemplepositif. Nous parlons alors de bruit d'étiquette. Dans le 
as d'un apprentissagemulti
lasse, une donnée d'une 
lasse i appartiendra alors à une 
lasse j 6= i. Cetype de bruit n'est don
 pas très adapté à l'apprentissage à partir de donnéespositives seulement.� Une donnée peut voir sa valeur 
hanger : elle peut subir un 
ertain nombre d'opé-rations d'édition (suppression, insertion, modi�
ation). Ainsi, l'exemple (aba,+)pourra devenir (abba,+). Le bruit est dans 
e 
as appelé bruit d'édition. Notonsque si le mot abba appartient en fait au langage, au
une erreur n'est réellementintroduite. En revan
he, le 
as où le mot abba est en fait un exemple négatif, estidentique à 
elui où le mot abba (bien que le mot qui ait été originellement bruitésoit aba) subit l'in�uen
e du bruit d'étiquette.� Une donnée peut ne jamais être présente : nous parlons alors de bruit par omission.C'est par exemple le 
as lorsque des données sont non-étiquetées ou bien in
om-plètes. Ne sa
hant pas 
omment traiter 
es données, elles sont souvent ignorées. Demême, des exemples peuvent ne pas être présents dans les données d'apprentissagealors que 
e sont des exemples 
lés du langage 
ible.Exemple 25� Lorsque l'apprenant reçoit une image �outée de poisson, il 
onnaît l'étiquette del'image, mais l'image a été modi�ée : 
'est du bruit d'édition.� Si l'apprenant reçoit l'image d'un périophthalme 
omme étant un mammifère, ils'agit du bruit d'étiquette : l'image n'a pas été modi�ée, mais sa 
lasse si.� En�n, si dans ses données d'apprentissage il n'y a au
un dauphin, 
ela représenteun bruit par omission. Cela est bien entendu valable pour n'importe quel type deprésentation. Dans le 
as d'un Informateur, l'omission a lieu lorsque le dauphinn'est jamais montré, ave
 une étiquette positive 
omme ave
 une étiquette négative.Que 
e soit les données d'une présentation, 
elles d'un ensemble �ni, ou en
ore lesréponses d'un ora
le, identi�er à partir de données bruitées signi�e don
 apprendrelorsqu'une partie, ou toutes les données d'apprentissage ont subi l'in�uen
e du bruit.3.2 Traitement du bruit en apprentissage automatiquePlusieurs stratégies peuvent alors être envisagées pour apprendre à partir de don-nées bruitées. Elles 
orrespondent à une appro
he permettant de réduire le nombre



Traitement du bruit en apprentissage automatique 49d'exemples d'apprentissage [BL97℄. La première 
onsiste à nettoyer ou �ltrer les don-nées d'apprentissage. Nous parlons alors d'algorithme de type �lter : par exemple, siun mot n'a pas d'étiquette, s'il est étiqueté à la fois positif et négatif, ou en
ore s'il aune lettre qui n'appartient pas à l'alphabet, il peut être judi
ieux de l'enlever de l'en-semble d'apprentissage ou de le 
orriger. Une fois les données puri�ées, nous pouvonsalors utiliser un algorithme d'apprentissage 
lassique. Cette méthode a en revan
he unin
onvénient majeur : si nous ne disposons que de peu de d'exemples ou si les donnéesétaient très bruitées, le nombre d'exemples restant peut devenir trop faible pour réussirà identi�er la 
ible.La se
onde appro
he vise à apprendre tout en sa
hant que les données sont bruitées,et don
 à 
onstruire des algorithmes résistants au bruit pendant l'inféren
e. C'est lastratégie utilisée par les algorithmes de type wrapper. Si de toute éviden
e, un algorithmequi apprend à partir de données pures ne peut pas servir en l'état à l'apprentissageà partir de données bruitées, il est parfois possible de le modi�er sans faire trop de
hangements a�n de le rendre résistant au bruit.Quelque soit la stratégie employée, le but de l'apprentissage 
onsiste alors à essayerd'apprendre tout en sa
hant que les données sont bruitées et don
 à essayer de distinguerles vraies données des données bruitées, que 
e soit avant ou pendant l'inféren
e.Supposons maintenant que nous ayons 
onstruit un algorithme qui soit 
ensé iden-ti�er à partir de données bruitées. Comment tester 
et algorithme ? En e�et, les para-digmes que nous avons présentés au Chapitre 2 sont a priori inadaptés à l'apprentissageen situations bruitées. Nous allons voir maintenant 
omment gérer le bruit lors de l'iden-ti�
ation à la limite et en apprentissage a
tif.3.2.1 Le bruit dans l'identi�
ation à la limiteA�n de modéliser des données bruitées, la plupart des travaux d'identi�
ation à lalimite se basent sur une distribution de bruit statistique. Ainsi, le but est d'apprendreà partir d'un ensemble de données, ou d'une présentation, 
ontenant un 
ertain nombrede mots bruités suivant 
ette distribution. De 
e fait, 
ertains travaux utilisent desautomates sto
hastiques pour gérer les données bruitées, 
'est-à-dire, des automates oùnous asso
ions à la fon
tion de transition une 
ertaine probabilité [Ang88a℄. De même lesétats seront tous �naux selon une 
ertaine probabilité. L'automate appris est alors biensouvent seulement une approximation de l'automate 
ible, dans le sens où la di�éren
esymétrique entre les mots pouvant être générés par l'automate appris et 
eux re
onnuspar l'automate 
ible est faible, mais rarement nulle. L'identi�
ation n'est alors plusexa
te.Mesurer si un algorithme est résistant au bruit se fait alors en 
al
ulant le pour
en-tage de mots 
orre
tement identi�és par l'hypothèse apprise. Nous parlons alors de tauxde su

ès en généralisation. Le taux de su

ès en généralisation mesure ainsi la 
apa
itéde l'automate à 
lassi�er 
orre
tement les données appartenant au langage mais qu'iln'a pas vues, 
'est-à-dire sa 
apa
ité à généraliser.Plusieurs problèmes se posent alors. Un moindre problème, lié au proto
ole expéri-mental, est qu'il faut générer des données et pour 
ela 
onstruire aléatoirement un auto-
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alemate sto
hastique, 
e qui est un problème loin d'être trivial. D'autre part, si l'automatea un taux de su

ès de 95%, pouvons-nous dire que nous avons appris 
orre
tement ?Lorsque le bruit repose sur une distribution statistique, l'apprentissage ne peut plusêtre 
onsidéré réellement 
omme de l'identi�
ation à la limite si nous disons que la 
ibleest identi�ée lorsque le taux d'apprentissage n'est pas de 100%. L'inféren
e n'étant plusexa
te, le 
adre mis en pla
e relève alors plus du modèle Pa
.Néanmoins, il est à noter qu'un 
ertain nombre de travaux ont proposé d'autresmodèles de bruit plus adaptés à l'identi�
ation à la limite à partir de présentation 
arne reposant pas sur des statistiques. En e�et, il n'existe généralement pas de distributionsur les données. L'introdu
tion de fon
tions de bruit reposant sur des probabilités estalors inadéquat.Parmi 
es travaux, 
eux de Stephan [Ste97℄ utilisent le fait qu'une présentation estin�nie pour dé�nir le bruit :� Un Texte bruité pour un langage L est tel que 
haque mot w ∈ L apparaîtin�niment souvent alors que seul un nombre �ni de mots de la présentation n'ap-partiennent pas au langage.� Un Texte très bruité pour un langage L est tel que 
haque mot w ∈ L apparaîtin�niment souvent dans la présentation.Contrairement au Texte bruité, un nombre in�ni d'erreurs peut don
 apparaître dansun Texte très bruité, mais 
haque erreur n'apparaîtra qu'un nombre �ni de fois. Les
ritères d'identi�
ation sont alors notés NoisyTxt et VeryNoisyTxt. Sur le même prin
ipeStephan dé�nit les Informateur bruités et très bruités. Ce type de bruit est repris dansdes travaux tels que [CJS01℄ où une 
ondition supplémentaire apparaît : les présentationsbruitées doivent être 
al
ulables.Un autre exemple de bruit non statistique permettant une identi�
ation à la limiteexa
te est 
elui introduit dans [TdlHJ06℄, le bruit dit systématique1. Ave
 
e type debruit, la présentation 
omporte tous les mots du langage ainsi que tous les mots pro
hesdu langage, 
'est-à-dire tous les mots de Σ∗ à distan
e au plus k de 
haque mot dulangage :Dé�nition 29 (Bruité d'un langage) Soit L un langage de Σ∗. Le k-bruité de L est
Nk(L) = {w ∈ Σ∗ : ∃v ∈ L, d(v,w) ≤ k}.Exemple 26 Soient les langages L1 = Σ≤n, L2 =

⋃

k≤n/2 Σ2k, L3 = a(a|b)∗ et L4 =

{w ∈ Σ∗ : |w|a 6= |w|b}, les 1-bruités des langages 
orrespondants sont N1(L1) = Σ≤n+1,
N1(L2) = Σ≤n+1, N1(L3) = Σ∗ et N1(L4) = Σ∗.Le 1-bruité de L = {abbab} est N1(L) = {abab, abba, abbb, bbab, aabab, abaab,
abbaa, abbab, abbbb, bbbab, aabbab, ababab, abbaab, abbaba, abbabb, abbbab, babbab}.Une présentation bruitée d'un langage est alors dé�nie 
omme étant la présentationdu langage bruité :1Dans [SG86℄, un bruit systématique est aussi proposé. Le bruit est systématique dans le sens où lebruit se fait toujours de la même façon : un 
apteur de température indiquera par exemple toujours
5°C de plus que la vraie température, seuls des exemples négatifs seront bruités en positifs mais pasl'inverse, et
. Toutefois, 
e modèle n'a pas été repris dans le 
adre de l'inféren
e grammati
ale.



Traitement du bruit en apprentissage automatique 51Dé�nition 30 (Présentation k-bruitée) Soit L un langage de Σ∗. Une présentation
k-bruitée de L est une présentation de Nk(L).Il est à noter que notre bruit systématique di�ère de 
elui de Stephan dans le sensoù seuls les éléments de Nk(L) \ L bruitent la présentation, et que même 
es élémentspeuvent apparaître un nombre in�ni de fois.3.2.2 Le bruit en apprentissage a
tifIntéressons-nous maintenant au 
adre de l'apprentissage a
tif. La perfe
tion del'ora
le est di�
ile à obtenir ; par 
onséquent, le bruit est introduit par le biais del'ora
le. Si généralement le problème d'appartenan
e d'un mot à un langage est fa
ileà résoudre, 
e n'est pas toujours le 
as. En e�et, en pratique l'ora
le est typiquementrempla
é par un humain ; 
'est par exemple le 
as du système Squirrel [CGLN07℄. Ilpeut don
 lui arriver de ne pas arriver à dé
ider si tel 
hi�re manus
rit est un 0 ou un
6, ou si telle lettre manus
rite est un a ou un u. Il peut ainsi se tromper, voire direqu'il ne sait pas si un exemple appartient au langage ou non. De même, la réponseà une requête de 
orre
tion n'est pas toujours évidente : quelle est la 
orre
tion dumot (ab(bba)11b)7 relativement au langage L = Σ≤113 \ {w : (ab)31 � w} ? Si dans 
e
as la réponse à une requête d'appartenan
e mq est (presque) instantanée, donner une
orre
tion, 
'est-à-dire répondre à une 
qEdit, est plus ardu.Plusieurs modèles d'ora
les peuvent alors être 
onsidérés a�n de simuler un ora
lehumain :� les mq peuvent être limitées a�n que l'ora
le puisse répondre � je ne sais pas �à 
ertains mots (appelées omissions ou lmq pour limited membership queries[GM92, AS94, FGMP94℄), un nombre �ni ℓ d'omissions étant �xé à l'avan
e,� la réponse de l'ora
le à MQ(w) peut être fausse pour 
ertains mots (les requêtessont alors appelées mmq pour mali
ious membership queries [AK94℄), un nombre�ni ℓ d'erreurs étant �xé à l'avan
e2,� la réponse à CQ(w) peut être Oui si w appartient au langage 
ible, et sinon,une 
orre
tion appartenant au langage, plus ou moins pro
he de w suivant une
ertaine probabilité [BBdlHJT08℄.Dans les travaux 
i-dessus, les réponses aux requêtes sont dites persistantes : di�é-rentes requêtes ave
 le même mot w re
evront toujours la même réponse, qu'elle soitjuste ou fausse. Dans [Sak91℄, Sakakibara présente un modèle dans lequel 
haque ré-ponse à une requête d'appartenan
e peut être fausse suivante une 
ertaine probabilité.Toutefois, dans son modèle, 
haque requête 
onstitue un événement indépendant. End'autres termes, l'ora
le peut donner deux réponses di�érentes à une même requête sui-vant le moment où la question est posée. Il su�t don
 de répéter la requête un nombrede fois su�sant pour savoir si l'ora
le a menti ou non. Sakakibara montre alors quetoute 
lasse qui est apprenable sans bruit est apprenable (ave
 grande probabilité) dansson modèle, 
e qui n'est pas vraiment pertinant. Nous n'étudierons ainsi que les modèlesde bruit où les réponses aux requêtes sont persistantes.2Les ℓ omissions ou les ℓ erreurs peuvent être 
hoisies par un ora
le malveillant 
onnaissant lastratégie d'apprentissage.
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e grammati
aleMaintenant que les 
adres théoriques sont formellement posés, nous allons nous in-téresser à l'apprentissage des langages les plus étudiés en inféren
e grammati
ale : leslangages réguliers. En e�et, leur apprentissage en situations non bruitées est largementétudié. Ces études permettent de mieux 
omprendre et aborder l'apprentissage de lan-gages de plus haut niveau dans la hiérar
hie de Chomsky.Ainsi, pour mieux appréhender l'étude de l'apprenabilité des langages de la hiérar-
hie de Chomsky à partir de données bruitées, nous nous attaquons en premier auxlangages rationnels.3.3 Apprentissage des afd en situations bruitéesNous allons maintenant voir les di�érents résultats des travaux sur l'apprentissagedes afd à partir de données bruitées. Pour 
ela nous 
onsidérerons les di�érents modèlesde bruit étudiés pré
édemment.3.3.1 Dans le 
adre de l'identi�
ation à la limiteNous allons nous intéresser dans un premier temps à l'apprentissage des afd dansle 
adre de l'identi�
ation à la limite. A�n de mieux 
erner les enjeux du problèmes,nous allons reprendre l'exemple de l'apprentissage par Rpni en ajoutant du bruit.Soient la 
ible L = {w ∈ Σ∗ : |w|a mod 2 = |w|b mod 2 = 0}, et les é
hantillons
X+ = {bb, aaaa, abab, baab, baba, bbbbbb, baaabbbbab, baabbaaaabbbbaba} et X− = {a,
aa, ab, ba, aba, abb, bbb, aaab, baaa, aaaaaaaaa, bbbaababaa, ababbbbbbbba}. Par rapportà l'exemple de la Figure 2.1, nous avons don
 introduit le mot aa en tant que mot négatifalors qu'il était 
lassé auparavant 
omme étant positif (sa vraie étiquette). L'automaterésultant de l'apprentissage de Rpni sur 
es nouveaux ensembles X+ et X− est donnéFigure 3.1.Comme nous pouvons le 
onstater, les e�ets sur la 
omplexité de l'automate sontimportants : d'un automate à 4 états, nous passons à un automate à 7 états. Il a don
su�t de bruiter un seul et unique mot pour faire perdre au modèle sa 
apa
ité degénéralisation. Si nous voulons inférer un automate à partir de données bruitées, il estalors né
essaire de traiter le bruit d'une façon ou d'une autre pour pouvoir utiliser lesalgorithmes à fusion d'états tels que Rpni. Autrement, le même problème se posera etl'automate appris risque de ne 
orrespondre en rien à l'automate 
ible.Comme nous l'avons dit pré
édemment, il existe deux manières de traiter le bruit :avant l'inféren
e (algorithme de type �lter), ou pendant l'inféren
e (algorithme de typewrapper). En apprentissage automatique, 
es deux types d'algorithme sont généralementutilisés pour réduire le nombre de données de l'ensemble d'apprentissage3. Toutefois, laplupart des travaux s'intéressent aux données numériques uniquement. Nous allons voir3Par exemple, en enlevant les outliers (bruit) et les 
entres de 
lusters (peu intéressant pour étiqueterles données).
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Fig. 3.1 � Automate résultant de l'exé
ution de Rpni sur un ensemble bruité.dans un premier temps 
omment nettoyer les données d'apprentissage, puis dans unse
ond temps les travaux qui visent à déte
ter le bruit pendant la phase d'apprentissage.Filtrer les données en situations bruitées 
onsiste à déte
ter quels exemples sontmal étiquetés. Dans [SJY02℄ 
ela est e�e
tué via un test statistique. La probabilité
onditionnelle mise en pla
e permet alors de déte
ter les outliers, 
'est-à-dire les vraispositifs (ou vrais négatifs) ayant des 
ara
téristiques peu 
ommunes voire aberrantes4 :si un mot w est étiqueté positif, mais que le test statistique indique que la probabilitépour que w soit positif est faible et que la probabilité pour que w soit négatif est forte,il y a de grandes 
han
es pour que w ait subi l'in�uen
e du bruit. Une fois les données�ltrées, Rpni est exé
uté. Sur des automates 
ibles de taille 10, ave
 8% de bruit, letaux de su

ès en généralisation passe alors d'environ 70% à 90%.Le problème de 
ette appro
he 
on
erne la dé�nition des tests statistiques. En e�et,
eux-
i ne prennent pas du tout en 
ompte le fait que les langages soient rationnels.De plus, les tests reposent sur le voisinage des mots, et sur 
ertains ensembles d'ap-prentissage 
e test peut ne pas être �able (typiquement, lorsqu'il y a peu de données).Pour éviter 
ela, les te
hniques dites wrapper déte
tent et traitent les données pendantl'apprentissage lui-même.La plupart des travaux de 
e type se basent sur l'adaptation des algorithmes detype Rpni. Ils modi�ent les algorithmes de telle sorte que la fusion de deux états esta

eptée non plus si l'automate résultant est 
ompatible ave
 les données X+ et X−,mais si la distribution engendrée par le nouvel automate n'est pas trop di�érente de
elle engendrée par l'automate avant fusion.4Un outlier est distant numériquement des autres données. Par exemple, dans une piè
e la tempéra-ture des objets sera d'une dizaine de degré, ex
eptée 
elle du four allumé qui sera supérieure à 100°C :le four est alors un outlier.
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alePlus formellement, au lieu de tester uniquement si l'automate obtenu après fusionest 
ompatible ave
 les données (ligne 7 de l'Algorithme 2), nous testons si les nombresd'erreurs avant fusion et après fusion ne sont pas signi�
ativement di�érents grâ
e àune loi normale et un paramètre de risque α. L'Algorithme 3 présente le prin
ipe deRpni∗ étudié dans [SJ03℄.Algorithme 3 : Pseudo-
ode de l'algorithme Rpni∗Données : Deux ensembles X+ et X−, un réel α ∈ [0; 0, 5]Résultat : L'automate minimal re
onnaissant tous les mots de X+ et rejetant
eux de X−
A← PTA(X+,X−);1 pour i← 1 à |A| − 1 faire2

j ← 0;3
continuer ← V rai;4 tant que j < i et continuer faire5

B ← fusion(A, i, j);6 si Statistiquement_Compatible(B,X+,X−, α) alors7
A← B;8
continuer ← Faux;9 �nsi10

j ← j + 1;11 �ntq12 �npour13 retourner A;14 Le paramètre α est lié au risque que nous prenons d'a�rmer que les di�éren
esavant-après fusion ne sont pas signi�
atives. Par 
onséquent, si α = 0, l'algorithmea

eptera toutes les fusions et retournera l'automate universel. À l'inverse, si α = 0, 5une fusion sera rejetée dès qu'un exemple sera mal 
lassé : s'il n'y a pas de bruit, le
omportement sera alors le même que 
elui de Rpni.Des améliorations de Rpni peuvent également être modi�ées en suivant le mêmeprin
ipe. Rpni teste pour 
haque état s'il peut le fusionner ave
 un des états qu'il a déjàtraité. S'il peut e�e
tuer la fusion, il le fait immédiatement. Le problème est que 
ettefusion va peut-être avoir pour 
onséquen
e d'empê
her une autre fusion qui aurait étémeilleure. Les algorithmes de type blue-fringe (à frontière bleue) résolvent 
e problèmeen maintenant à jour un ensemble d'états dits rouge (qui ne peuvent plus être fusionnésentre eux) ainsi qu'un ensemble d'états dits bleus (les 
andidats pour une fusion ave
 unétat rouge). Ils peuvent ainsi 
hoisir le meilleur 
ouple (état rouge, état bleu) à fusionnersuivant un 
ertain s
ore (
omme par exemple, le nombre de mots bien 
lassé avant etaprès la fusion, le nombre d'états de l'automate, une 
ombinaison des deux et
.). Nousavons proposé une telle modi�
ation ave
 l'algorithme blue∗ dans [SJT04℄. Tout 
ommeRpni∗, blue∗ e�e
tue des tests statistiques a�n de mieux prendre en 
ompte le fait que
ertains exemples puissent être bruités. Tout 
omme les algorithmes blue-fringe ont de



Apprentissage des afd en situations bruitées 55meilleurs résultats que Rpni, les résultats de blue∗ sont meilleurs que 
eux de Rpni∗.Con
ernant les résultats d'apprentissage, Rpni∗ peut, dans 
ertains 
as, 
orre
te-ment identi�er des automates à dix états en ayant vu 1000 exemples dont environ 10%sont bruités. Ce n'est malheureusement pas toujours le 
as. Nous dis
uterons d'autresrésultats d'apprentissage de Rpni∗ et blue∗ dans la se
tion suivante.Il est à noter qu'il existe également des algorithmes permettant d'inférer des au-tomates sto
hastiques (
omme alergia [CO94℄ ou mdi [TDdlH00℄). Étant de natureprobabiliste, 
ertains de 
es algorithmes peuvent identi�er exa
tement des automatesave
 un faible niveau de bruit.Nous terminons 
ette étude sur l'identi�
ation à la limite des automates en milieubruité en nous intéressant au bruit non statistique.Tout d'abord, il est à noter que si deux langages d'une 
lasse ne sont pas distin-guables une fois du bruit ajouté, alors la 
lasse n'est pas identi�able à partir de donnéesbruitées. Par exemple, soient les langages L1 = {w : ∃k ∈ N, |w| = 2k}, 
ontenant lesmots de longueurs paires, et L2 = {w : ∃k ∈ N, |w| = 2k + 1}, 
ontenant les motsde longueurs impaires. Ces deux langages étant représentables par des automates (voirFigure 3.2), ils appartiennent don
 à AFD(Σ).
0 1a, b, . . .

a, b, . . .

0 1a, b, . . .

a, b, . . .

Fig. 3.2 � Automates re
onnaissant le langage L1 
ontenant tous les mots de longueurspaires (à gau
he), et le langage L2 
ontenant tous les mots de longueurs impaires (àdroite).Prenons maintenant le bruit systématique de degré 1, nous avons alors N1(L1) =
N1(L2) = Σ∗. En e�et, pour tout w ∈ Σ∗, il existe un mot de longueur paire (don
de L1), ainsi qu'un mot de longueur impaire (don
 de L2), à distan
e au plus 1 de w(
ela peut être w lui-même). En d'autres termes, nous ne pouvons distinguer L1 de L2à partir d'une présentation bruitée. Nous en déduisons don
 :Théorème 10 AFD(Σ) n'est pas identi�able à la limite à partir de présentation brui-tée systématiquement.En�n, dans [Ste97℄ puis [CJS01℄, les auteurs dé�nissent 
ertaines 
onditions per-mettant l'identi�
ation à partir de 
e type de NoisyTxt. Par exemple, Case et Jain
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aleintroduisent la notion de lo
king sequen
e, similaire à 
elle de l'ensemble 
ara
téris-tique, et montrent que toute 
lasse de langages apprenable à partir NoisyTxt possèdeune lo
king sequen
e pour 
ha
un des langages de la 
lasse. Ils montrent alors, entreautre, que dans 
e 
ontexte toutes les familles indexées de langages ré
ursifs peuventêtre apprises. En revan
he, dans [Ste97℄ il est montré que la 
lasse de langages 
ontenanttous les singletons peut être appris à partir de NoisyTxt mais pas de VeryNoisyTxt. Deplus, si deux langages L,L′ sont tels que L ⊂ L′, alors {L,L′} ne peut être appris àpartir de NoisyTxt. Nous avons alors :Théorème 11 ([Ste97℄) AFD(Σ) n'est pas identi�able à la limite à partir de Very-NoisyTxt ni à partir de NoisyTxt.En revan
he, Stephan puis Case, Jain et Sharma montrent qu'il existe plusieurs
lasses de langages apprenables à partir de VeryNoisyTxt ou de NoisyTxt.3.3.2 Dans le 
adre de l'apprentissage a
tifNous allons nous intéresser maintenant à l'apprentissage a
tif lorsque les ora
lespeuvent ne pas répondre à des requêtes (lmq), ou répondre faux (mmq). L'étude del'apprentissage à partir d'ora
le pouvant être limité ou mali
ieux est largement étudiédans [AKST97℄. Comme les afd ne peuvent être appris à partir de mq seules, l'étudeporte sur des ora
les pouvant répondre à des eq et des lmq ou des eq et des mmq.Dans 
et arti
le, il est montré que l'identi�
ation polynomiale à partir de mmq eteq implique l'identi�
ation polynomiale à partir de lmq et eq. En e�et, soit Alg unalgorithme identi�ant une 
lasse L à partir de mmq et eq. Pour 
onstruire un algorithmeidenti�ant L à partir de lmq et eq, il su�t d'utiliser Alg en remplaçant 
haque réponse� je ne sais pas � par Oui ou Non. Ainsi, il est au moins aussi dur d'apprendre à partirde mmq que de lmq.De plus, il est montré que AFD(Σ) est apprenable à partir de mmq et de eq. Pour
e faire, il faut modi�er l'algorithme Lstar vu pré
édemment5 de façon à 
e que le plusd'exemples (et de 
ontre-exemples) possibles proviennent des requêtes d'équivalen
e quielles sont sûres. L'algorithme tient alors à jour deux tables : la table CE des 
ontre-exemples donnés par les eq et la table MA des réponses aux mmq. Il exé
ute alorsLstar normalement, sauf qu'au lieu de faire une requête d'appartenan
e pour un mot
w, il regarde d'abord si w n'est pas dans la table CE. Si 
e n'est pas le 
as, il e�e
tueune mmq et la réponse est ajoutée à la table MA. Après avoir reçu un 
ontre-exempled'une eq, l'algorithme sto
ke la réponse dans CE et véri�e si elle est déjà 
ontenue dansMA. Si elle y est ave
 la mauvaise étiquette, alors l'algorithme re
ommen
e de zéro engardant uniquement la table CE, sinon, l'algorithme 
ontinue normalement.Si l est le nombre de mots sur lesquels l'ora
le peut mentir, alors nous pouvonsmontrer que 
ette te
hnique permet d'apprendre en e�e
tuant au plus l + 1 remise àzéro. En outre, le temps passé entre 
haque mise à zéro est polynomial en la taille del'automate 
ible. Nous en déduisons alors :5Ou n'importe quel algorithme qui identi�e à partir d'eq et de mq.
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ussion 57Théorème 12 ([AKST97℄)� AFD(Σ) est polynomialement identi�able à partir de mmq et eq� AFD(Σ) est polynomialement identi�able à partir de lmq et eqEn�n, AFD(Σ) n'étant pas apprenable à partir de requêtes de 
orre
tion, nousn'étudierons pas leur apprentissage lorsque l'ora
le peut donner une 
orre
tion erronée.Le fait que peu de paradigmes permettent l'apprentissage des afd à partir de donnéesbruitées, mais que d'autres 
lasses de langages le sont nous amène alors à une dis
ussiondu résultat de l'apprentissage des afd en situation bruitées.3.4 Dis
ussionSi l'apprentissage en milieu non bruité est relativement fa
ile (dans le sens où unnombre 
onsidérable d'algorithmes apprenant 
orre
tement existent), 
e n'est pas le 
aslorsque les données subissent une quel
onque forme de bruit. En e�et, nous venons devoir que l'apprentissage exa
t n'est possible que lorsque nous apprenons ave
 un ora
lemali
ieux, ou bien un ora
le qui peut répondre � je ne sais pas �6. Dans la plupart desautres 
as, nous pouvons montrer qu'il existe des 
as où nous ne pouvons pas apprendre,et 
e, sans même parler de polynomialité.Le seul 
adre dans lequel l'étude de l'apprentissage à partir de données bruitéessemble être en
ourageant est 
elui de l'identi�
ation à la limite. Toutefois, si nous pou-vons en e�et montrer que plusieurs algorithmes montrent une 
ertaine résistan
e aubruit, il faut en fait prendre 
es résultats ave
 pré
aution.Nous avons dit pré
édemment que Rpni∗, 
omme Blue∗, pouvait apprendre ave
environ 10% de bruit dans les données. Cependant, si les résultats d'apprentissage sontbons dans 
ertains 
as, ils peuvent ne pas l'être dans d'autres. En e�et, s'il existedes afd pour lesquels l'algorithme obtient un taux de su

ès en 
lassi�
ation à plusde 98%, voire 100%, 
e n'est pas toujours le 
as. Pour 
ertains automates, de mêmetaille que 
eux donnant un bon taux de 
lassi�
ation, en �xant les mêmes paramètresà l'algorithme, le taux de su

ès peut des
endre à 80%. De plus, bien que sensé êtreune amélioration de Rpni∗, les résultats de Blue∗ ne sont pas à la hauteur. Ils ne sontmeilleurs que de quelques pour
ents.Deuxièmement, il est vrai que nous obtenons quelques bons résultats, mais ils sontobtenus pour des automates de très petites tailles (automates 
ible à 10 états) parrapport aux automates réellement utilisés en pratique (dont la taille dépasse fa
ilementle millier d'états pour des appli
ations 
omme le traitement de la langue naturelle parexemple). Si nous regardons ne serait-
e que l'apprentissage d'afd à 60 états, le tauxde su

ès varie entre 55 et 60%, 
e qui est loin d'être a

eptable.L'apprentissage d'afd à partir de données bruitées est don
 un problème dur. Pours'en rendre 
ompte, il su�t de regarder le site de gowa
hin [LPC98℄ permettant entre6L'apprentissage repose alors le plus possible sur les requêtes d'équivalen
e qui elles ne sont pasbruitées.
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aleautre d'obtenir des problèmes d'apprentissage d'automates en milieu bruité. Très peud'auteurs se sont essayés à relever le dé�. De plus, les taux de su

ès obtenus étant
eux 
ités pré
édemment, nous 
onstatons 
lairement que l'apprentissage d'automatesde taille supérieur à une dizaine d'états, ou ave
 un peu plus de bruit, est un problèmequi est loin d'être résolu.Nous pouvons également 
onstater la di�
ulté de 
et apprentissage en s'intéressantau 
on
ours proposé sur l'apprentissage d'afd à partir de données bruitées par Lu
as[Lu
04℄. Il prévoyait l'apprentissage d'automates à 10, 20, 30, 40 et 50 états. Cependant,au
un des algorithmes présentés n'a réussi à dépasser un taux de réussite de 90% pourdes automates à plus de 30 états. Les meilleurs du 
on
ours n'utilisent non pas lesalgorithmes � 
lassiques � d'apprentissage d'automates (de type Rpni par exemple)mais les algorithmes génétiques7.Ces algorithmes à fusion d'états é
houent dans l'identi�
ation d'automates à partirde données bruitées 
ar le moindre mot ayant subit une modi�
ation aura des 
onsé-quen
es sur l'ensemble de l'automate : une mauvaise fusion a

eptée, ou une fusionrejetée à tort, modi�e 
omplètement la stru
ture de l'automate �nal. Le langage re-
onnu 
hange alors radi
alement. Les fusions faites après la (ou les) mauvaise fusion, neferont qu'aggraver la situation 
ar la généralisation (grâ
e aux 
y
les et aux bou
les)sera faite aux mauvais endroits. Le fait que Rpni n'arrive pas à apprendre en présen
ede bruit est 
ompréhensible 
ar il n'est pas prévu pour 
ela. Toutefois son 
omportementen fa
e de données bruitées permet de 
omprendre qu'une mauvaise fusion due au bruità des 
onséquen
es dramatique sur le reste de son exé
ution. Dès lors, même si Rpni∗ou Blue∗ essaient de gérer 
es données bruitées, les tests statistiques ne permettent pasde déte
ter tout le bruit. Ainsi, à la moindre fusion a

eptée à tort, le 
omportementsera identique à 
elui de Rpni et la généralisation mauvaise.En�n, il est à noter que 
al
uler le plus petit automate 
onsistant ave
 des données
X+ et X− est NP-di�
ile [Gol78, Ang78℄. De plus, Angluin a montré que dans le piredes 
as, le problème de l'apprentissage d'un afd à n états était NP-di�
ile lorsque
2n+ 1 exemples sont absents [Ang78℄.Nous pouvons ainsi 
lairement 
onstater les limites de l'apprentissage d'afd à partirde données bruitées. Il y a en fait plusieurs raisons qui font que 
'est un problème dur.Tout d'abord, le bruit habituellement 
onsidéré n'est pas du tout adapté à l'iden-ti�
ation à la limite. En e�et, le bruit statistique ne permet pas d'apprendre 
onve-nablement les langages : tout au plus, nous pouvons espérer ne pas nous tromper ena�rmant que, par
e qu'il n'apparaît que peu souvent, tel mot n'appartient pas au lan-gage, ou que tel autre a une mauvaise étiquette, mais nous ne pourrons jamais en être
ertain. De plus, le problème 
hange ave
 les statistiques : l'apprenant n'essaie en faitplus d'identi�er le langage 
ible mais essaie plut�t d'identi�er une distribution.Ensuite, les problèmes de 
ombinatoires soulevés lors de l'apprentissage d'afd àpartir de données bruitées et la 
omplexité des langages font qu'il est quasiment impos-7Ces travaux utilisent toutefois la 
onnaissan
e du nombre d'états de l'automate 
ible. Ils font alorsévoluer la matri
e des transitions entre les états par mutations.
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ussion 59sible étant donné un ensemble X et un mot w de dire si w appartient bien à l'automatesensé re
onnaître X. Que nous prenons le langage 
ontenant les mots 
ommençant parla lettre a, 
elui 
ontenant les mots ayant un nombre pair de a, 
elui 
ontenant les motsdont la parité du nombre de a est la même que 
elle du nombre de b, n'importe quelmot du langage sera à distan
e 1 d'un mot qui n'appartient pas au langage et ré
ipro-quement. Bien évidemment, 
ela n'est pas toujours le 
as, mais 
es exemples typiquesmontrent bien la di�
ulté de l'apprentissage à partir de données bruitées. De même,si nous reprenons les automates utilisés pour la preuve du Théorème 5.4, 
'est-à-direles automates re
onnaissant Σ∗ sauf un mot w, et que nous bruitons les données d'ap-prentissage, 
omment savoir parmi les mots (bruités) qui nous sont présentés 
ommenégatifs, lequel est vraiment un mot négatif (si w n'a pas été lui même été bruité) ?Ainsi, il sera parfois impossible d'apprendre des automates à partir de données brui-tées. Dans les autres 
as, l'amélioration des algorithmes de type Rpni pour les rendrerésistants au bruit doit passer par un 
hangement des tests statistiques e�e
tués pourmieux déte
ter les éléments bruités.Con
lusionNous venons de voir di�érents modèles de bruit envisageables. Toutefois, 
ertainsnous semblent plus raisonnables que d'autres. En parti
ulier, le bruit doit se baser surla distan
e d'édition ou sur des variantes (
e qui est souvent le 
as en biologie parexemple). Cependant, dans 
e 
ontexte, l'apprentissage des afd à partir de donnéesbruitées est di�
ile. Pour autant, 
ela ne signi�e pas que l'apprentissage à partir dedonnées bruitées en général l'est obligatoirement.Nous pourrions alors envisager deux solutions pour apprendre en situations brui-tées : revoir le proto
ole de l'identi�
ation des afd ou 
hanger de 
lasses de langages.Toutefois, nous venons de voir que les di�érents types de bruit envisagés pré
édem-ment permettent de 
on
lure que quelque soit le type de bruit utilisé, les afd ne serontpratiquement jamais identi�ables. Ainsi, puisque les langages de plus bas niveau de lahiérar
hie de Chomsky ne sont pas apprenables en situations bruitées, il en sera demême ave
 les langages de plus haut niveau (les langages rationnels y étant in
lus).D'un autre 
�té, le fait est que si la hiérar
hie proposée par Chomsky a des fon-dements du point de vue de la linguistique, elle n'en a que peu du point de vue del'apprentissage. De 
e fait, l'apprentissage à partir de données bruitées ne peut se faireen 
onsidérant 
omme point de départ les afd8. Nous pouvons alors 
hoisir de s'inté-resser à des 
lasses de langages plus simples d'un point de vue topologique, qui ellesseraient plus résistantes au bruit. Intuitivement, nous arrivons plus fa
ilement à retrou-ver un disque bruité dans le plan qu'une �gure plus 
omplexe. Comme la dé�nition dubruit repose sur la distan
e d'édition, les 
andidats raisonnables semblent alors être leslangages dont la dé�nition se base aussi sur la distan
e d'édition, 
omme par exempleles boules de mots. Cependant, nous pouvons nous demander si les boules de mots ne8Il est à noter que les langages rationnels ne sont pas les seuls à sou�rir du bruit. Tous les langages
omme {anbm : n, m ∈ N} où il faut 
ompter les lettres, ne seront que peu ou prou résistants au bruit.
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alesont pas simplement des langages � jouets � ayant 
ertainement de belles propriétésthéoriques, mais n'ayant au
un intérêt en pratique. De plus, sont-elles résistantes aubruit ?



Chapitre 4Les langages à base de distan
eDans le 
hapitre pré
édent, nous avons vu que les langages de base de la hiérar
hiede Chomsky que sont les langages réguliers ne sont pas adaptés à un apprentissage àpartir de situations bruitées. En e�et, en présen
e de bruit, ils ne sont que rarementapprenables. Nous proposons i
i 
e que pourraient être les premières briques d'unehiérar
hie alternative à la hiérar
hie de Chomsky qui serait résistante au bruit : leslangages topologiques.Dans 
e 
hapitre nous allons don
 voir les éléments essentiels à la 
ompréhension deslangages topologiques. Dans un premier temps nous donnerons une dé�nition formelle deplusieurs langages topologiques. Nous nous intéresserons ensuite plus parti
ulièrementaux boules de mots (un langage topologique parti
ulier). Nous étudierons alors quelquespropriétés de 
es langages a�n de montrer que derrière la simpli
ité de leur dé�nitionse 
a
he entre autre une réelle 
omplexité 
ombinatoire mais aussi une bonne résistan
eau bruit. Nous montrerons également que les boules de mots ne sont pas simplementdes exemples-jouets théoriques mais sont déjà utilisés en pratique, par exemple pourfaire de la 
orre
tion orthographique, le 
entre de la boule représentant alors le mot à
orriger et les mots de la boule les 
orre
tions possibles. En�n, puisque nous voulonsétudier l'apprentissage des boules en situations bruitées, nous 
on
lurons 
e 
hapitre enmontrant que sous 
ertaines 
ontraintes d'apprentissage, les boules de mots ne sont pasapprenables.4.1 Langages topologiques et boules de motsNous avons vu au Chapitre 2 que la distan
e d'édition jouait un r�le prépondérantdans la notion de bruit d'édition. Nous allons don
 nous servir de 
ette distan
e pourdé�nir de nouveaux langages : les langages dits topologiques. En e�et, si nous prenonsl'exemple de l'espa
e eu
lidien, intuitivement, les �gures qui résisteraient le mieux aubruit seraient les �gures géométriques les plus simples : les disques, les parallélogrammes,et
. En d'autres termes, les �gures pour lesquelles la distan
e joue un r�le importantdans leurs dé�nitions. 61



62 Étude des langages topologiques : appli
ation aux boules de mots4.1.1 Dé�nitions de langages topologiquesDans Σ∗, le langage le plus � simple � d'un point de vue topologique que nouspuissions dé�nir est la boule de mots :Dé�nition 31 (Boules de mots) Étant donné d(·, ·) une distan
e sur Σ∗, la boule de
entre o ∈ Σ∗ et de rayon r ∈ N est dé�nie par Br(o) = {w ∈ Σ∗ : d(w, o) ≤ r}.Nous noterons BΣ l'ensemble de toutes les boules : BΣ = {Br(o) : r ∈ N, o ∈ Σ∗}.Exemple 27 Soit Σ = {a, b}. On a B1(ba) = {a, b, aa, ba, bb, aba, baa, bab, bba} et
Br(λ) = Σ≤r pour tout rayon r ∈ N.Dans le même esprit, nous pouvons dé�nir une ellipsoïde à partir de deux foyers :Dé�nition 32 (Ellipsoïdes) Soient u, v ∈ Σ∗, l'ellipsoïde de foyers u et v est dé�niepar ©k(u, v) = {w ∈ Σ∗ : d(u,w) + d(w, v) ≤ 2 × k} où k ∈ N/2 est la distan
e dugrand axe.Exemple 28 Soit Σ = {a, b}. L'ellipsoïde de foyers aba et bab ayant une distan
ede grand axe une distan
e de 1, 5 est don
 ©1,5(aba, bab)={w ∈ Σ∗ : d(aba,w) +
d(w, bab) ≤ 3} = {aa, ab, ba, bb, aaa, aab, aba, abb, baa, bab, bba, bbb, aaba, abaa,
abab, baba, babb, bbab}.Une 
lasse de langages montrant que Σ∗ ne se 
omporte pas 
omme l'espa
e eu
lidienest 
elle des segments :Dé�nition 33 (Segments) Soient u, v ∈ Σ∗. Le segment d'extrémités u et v est dé�nipar [u, v] = {w ∈ Σ∗ : d(u,w) + d(w, v) = d(u, v)}.Exemple 29 Soit Σ = {a, b}. Le segment d'extrémités aba et bab est alors dé�ni par
[aba, bab] = {ab, ba, aba, bab, abab, baba}.Nous pourrions nous attendre à 
e qu'un segment entre deux mots de longueurs 3 ne
ontiennent que des mots de longueurs 3, mais 
omme nous venons de le voir, 
e n'estpas vrai. Plus surprenant en
ore, soit [X,Y ] un segment de R

n et Z un point de 
esegment. Nous avons alors, ∀Z ′ ∈ [X,Y ], d(X,Z) = d(X,Z ′) =⇒ Z = Z ′, 
'est-à-dire une uni
ité du point Z 
omme étant le point à distan
e d(X,Z) de X. Dans
Σ∗ ave
 la distan
e d'édition, 
e n'est plus le 
as : d(aba, ab) = d(aba, baba) = 1 et
d(bab, ab) = d(bab, baba) = 1, les mots ab et baba pourraient don
 tous les deux être des� milieux � du segment [aba, bab].En fait, un segment est un 
as parti
ulier d'une ellipse : la 
ondition d(u,w) +
d(w, v) = d(u, v) peut se dé
omposer en d(u,w)+d(w, v) ≥ d(u, v) (
ondition d'inégalitétriangulaire qui est toujours vraie) et d(u,w) + d(w, v) ≤ d(u, v) que nous pouvonsréé
rire en d(u,w) + d(w, v) ≤ 2k. Nous avons alors bien [u, v] =© d(u,v)

2

(u, v).Notons en�n, qu'un simple mot su�t à dé�nir un langage topologique in�ni :
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o-
�nes) Soit un mot u ∈ Σ∗, le 
�ne de sommet u, noté ûest dé�ni par l'ensemble des sur-mots de u : û = {w ∈ Σ∗ : u � w}. De même, l'ensembledes sous-mots de u, noté ǔ dé�ni le 
o-
�ne de sommet u : ǔ = {w ∈ Σ∗ : w � u}Pour 
haque �gure géométrique de l'espa
e eu
lidien, nous pourrions donner unedé�nition d'un langage topologique dans Σ∗. Toutefois, notre intention n'est pas i
i defaire une liste exhaustive des langages topologiques, mais plut�t de montrer que de telslangages existent et qu'ils sont intéressants du point de vue de la théorie des langages. Deplus, nous voulons montrer que les langages topologiques sont résistants au bruit. Pourse faire, nous nous intéresserons par la suite uniquement à une 
lasse de 
es langages :la 
lasse des boules de mots.Contrairement aux afd où il est plus que déli
at de prédire 
e que sera le bruitéd'un langage re
onnu par un automate, les boules se 
omportent bien en présen
e debruit. En parti
ulier, le bruité (systématique) d'une boule est une boule :Théorème 13
Nk(Bk′(u)) = Bk+k′(u)Démonstration :(⊆) Si x appartient au bruité de la boule, x ∈ Nk(Bk′(u)). Il existe alors un mot

y ∈ Bk′(u) tel que d(y, x) ≤ k, 
'est-à-dire un mot y tel que d(u, y) ≤ k′ et
d(y, x) ≤ k. Nous avons don
 d(u, x) ≤ k′ + k.(⊇) Soit x ∈ Bk+k′(u) alors d(u, x) ≤ k + k′. Supposons que d(u, x) > k′ (sinon 
'esttrivial). Le fait que k′ < d(u, x) ≤ k + k′ signi�e que u peut être transformé en
x par au plus k + k′ opérations d'édition. Soit y la 
haîne obtenue après les k′premières opérations. Alors d(u, y) = k′ et d(y, x) ≤ k ; il s'en suit que y ∈ Bk′(u)et x ∈ Nk(Bk′(u)).

✷4.1.2 Représentations des boules de motsMême si la dé�nition des boules de mots paraît simplissime, il ne faut pas se �eraux apparen
es. Par exemple, le nombre de mots qu'elles 
ontiennent est exponentiel enfon
tion du rayon dès que |Σ| ≥ 2. C'est le 
as par exemple de la boule Br(λ) = Σ≤r :pour 
onstruire un mot de longueur r, il y a |Σ| façons de 
hoisir la première lettre, |Σ|façons de 
hoisir la se
onde, . . . soit |Σ|r mots de longueurs r. Nous en déduisons que
|Br(λ)| = 1+2+22+· · ·+2r−1+2r, 
e qui 
orrespond à une suite géométrique. La boulede 
entre λ et de rayon r 
ontient don
 1+2+22+ · · ·+2r−1+2r = (|Σ|r+1−1)/(|Σ|−1)mots. Il est 
ependant di�
ile d'estimer 
e nombre dans le 
as d'une boule quel
onque.Toutefois, nous pouvons nous faire une idée expérimentalement (voir Table 4.1.2). Nous
onstatons 
lairement que pour une longueur de 
entre �xée ave
 |Σ| = 2, le nombremoyen de mots fait plus que doubler 
haque fois que le rayon augmente de un. Compte
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ation aux boules de motsLongueur Rayondu 
entre 1 2 3 4 5 60 3,0 7,0 15,0 31,0 63,0 127,01 6,0 14,0 30,0 62,0 126,0 254,02 8,6 25,6 56,5 119,7 246,8 501,63 10,8 41,4 101,8 222,8 468,6 973,04 13,1 61,4 173,8 402,9 870,9 1850,85 16,3 91,0 285,1 698,5 1584,4 3440,96 17,9 125,8 441,2 1177,5 2771,3 6252,97 21,2 166,9 678,0 1908,8 4835,8 11233,58 24,3 200,2 1034,2 3209,9 8358,1 19653,69 26,0 265,4 1390,9 5039,6 13677,8 34013,1Tab. 4.1 � Nombre moyen de mots dans une boule pour un alphabet à 2 lettres. Les
entres sont tirés au hasard, 
haque 
al
ul se fait en moyennant sur 20 
entres.tenu de 
es 
hi�res, il est alors inenvisageable de sto
ker l'ensemble de tous les motsd'une boule en ma
hine pour travailler.La quantité de mots 
ontenus dans une boule grandissant de façon exponentielle,
ela nous amène alors dire
tement à la question de la représentation d'une boule. Ene�et, puisque les boules sont des langages �nis et don
 réguliers, nous serions tentésde prime abord d'utiliser des automates pour les représenter. Il est par exemple fa
ilede montrer que la boule Br(o) peut être re
onnue par un automate ave
 λ-transitionsayant O (|o| · r) états (voir Figure 4.1). Un automate ave
 λ-transitions 
orrespondantà un automate �ni non déterministe dont les transitions peuvent se faire sur λ.Cependant, les automates non-déterministes ne sont pas de bons 
andidats pourreprésenter les boules de mots. En e�et, il a été montré qu'ils ne sont pas apprenablesdans la plupart des paradigmes d'identi�
ation [AK91, dlH97℄. Les automates �nis dé-terministes 
orrespondants, eux, n'ont pas 
e fâ
heux désavantage. Cependant, les ex-périmentations montrent qu'ils ont souvent un nombre d'états exponentiel.Il existe plusieurs algorithmes de 
onstru
tion d'afd re
onnaissants Br(o). En par-ti
ulier, S
hulz et Mihov introduisent dans [SM02℄ les automates de Levenshtein enproposant une 
onstru
tion dire
te dont le nombre d'états, ainsi que le temps et l'es-pa
e de 
onstru
tion, sont linéaires en |o| mais exponentiels en r (voir Table 4.2). Lataille de l'alphabet elle-même ne joue pas sur le nombre d'états, mais seulement sur lenombre de transitions.Rayon r 1 2 3 4Nombre d'états 5 · |o| 30 · |o| 180 · |o| 1353 · |o|Tab. 4.2 � Nombre d'états de l'automate de Levenshtein [SM02℄ re
onnaissant Br(o)lorsque |Σ| ≥ 2.
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66 Étude des langages topologiques : appli
ation aux boules de motsMalheureusement, les automates de Levenshtein retournés par leur algorithme nesont pas minimaux, et prouver que les afd minimaux re
onnaissants Br(o) ont aussiun nombre d'états exponentiel est un vrai 
hallenge 
ombinatoire. Nous poserons don
i
i la 
onje
ture :Conje
ture 1 Dans le pire 
as, l'afd minimal de Br(o) 
ontient Ω(2r · |o|) états.Il est assez frustrant de ne pas avoir plus qu'une 
onje
ture. Malheureusement, lesseuls travaux s'intéressant à la taille de l'afd minimal re
onnaissant une boule de motsde notre 
onnaissan
e utilisent la distan
e de Hamming [EM97℄.Quoiqu'il en soit, il est 
lair au vu des expérimentations que 
hoisir un afd pourreprésenter une boule n'est pas très pertinent. De plus, si passer d'un ensemble de mots
orrespondant à une boule à un automate est 
hose fa
ile, il n'en est pas de même de laré
iproque, 
'est-à-dire de la question : étant donné un automate A �ni, déterministe etminimal, quelle est, si elle existe, la boule re
onnue par l'automate ? C'est une questionque nous laissons ouverte et sur laquelle nous reviendrons au 
hapitre suivant.D'un autre 
�té, pourquoi ne pas représenter la boule Br(o) par la paire (o, r) ?La taille de 
ette représentation 
orrespond au nombre de bits né
essaires pour en
oder
ette paire, soit une taille de |o|+log r. La taille de la paire n'est en e�et pas |o|+r : 
ela
orrespondrait à un en
odage en base 1 du rayon r, 
e qui n'est pas raisonnable (voir parexemple [GJ79℄). De plus, dé
ider si un mot w appartient à la boule Br(o) est quasimentimmédiat. Il su�t en e�et de 
al
uler dans un premier temps la distan
e entre w et le
entre de la boule, le 
al
ul de d(o,w) étant en O(|o|×|w|). Puis véri�er si 
ette distan
eest plus petite que le rayon, 
'est-à-dire si d(o,w) ≤ r. Le problème de l'appartenan
edu mot w à la boule Br(o) peut alors être résolu en temps O (|o| × |w|+ log r).Nous prendrons don
 le 
ouple (o, r), de taille |o| + log r, 
omme représentationde la boule Br(o). En e�et, quand l'alphabet a au moins deux lettres, (o, r) est unreprésentant unique, don
 
anonique, de la boule Br(o) :Théorème 14 Si |Σ| ≥ 2 et Br1(o1) = Br2(o2), alors o1 = o2 et r1 = r2.A�n de montrer l'uni
ité de la représentation des boules, nous allons nous servir dedeux lemmes. Le premier lemme montre que si deux boules sont égales, les longueursde leurs plus grands mots sont égales :Lemme 4 Br1(o1) = Br2(o2)⇒ |o1|+ r1 = |o2|+ r2.Démonstration :Soit w ∈ Σr1 , alors d(o1, o1w) = |w| = r1 par la Proposition 1. Le mot o1w appar-tient don
 à la boule Br1(o1), et don
 à Br2(o2). Nous avons don
 d(o1w, o2) ≤ r2, et
d(o1w, o2) ≥ |o1w|− |o2|, toujours d'après la Proposition 1. Nous en déduisons alors que
r2 ≥ |o1w|−|o2| = |o1|+r1−|o2|, soit r2+|o2| ≥ |o1|+r1. De façon symétrique, nous pou-vons montrer que r2+ |o2| ≤ |o1|+r1. Nous en déduisons alors que |o1|+r1 = |o2|+r2. ✷D'après le se
ond lemme, s'il existe deux boules telles que le 
entre de la premièren'est pas un sur-mot du 
entre de la se
onde, nous pouvons 
onstruire un mot w de



Langages topologiques et boules de mots 67longueur maximale de la première boule telle que le 
entre de la se
onde boule ne soitpas un sous-mot de w :Lemme 5 Si |Σ| ≥ 2 et o2 6� o1, alors, il existe un mot w ∈ Σ∗ et un entier r ∈ N telsque :1. |w| = r + |o1|,2. o1 � w et3. o2 6� wDémonstration :Supposons, sans perte de généralité, que o2 
ommen
e par la lettre a, et soit b une lettrede Σ∗ di�érente de a : b ∈ Σ \ {a}. Nous 
onstruisons alors le mot w 
omme étant la
on
aténation de r fois la lettre b et du 
entre o1 : w = bro1. La longueur de w est alorsbien de |w| = r+ |o1| (1). De plus, par 
onstru
tion, o1 � w (2). En�n, 
omme o2 6� o1,que o2 
ommen
e par un a et w par un b, o2 6� w (3). ✷Les Lemmes 4 et 5 permettent alors de déduire le Théorème 14 :Démonstration :(⇐) Trivial.(⇒) Supposons dans un premier temps que les deux 
entres soient di�érents : o1 6= o2.Deux 
as sont alors possible : soit o1 6� o2, soit o2 6� o1. Supposons, sans perte degénéralité, que o2 6� o1. Par le Lemme 5, il existe alors une 
haîne w telle que1. |w| = r1 + |o1|,2. o1 � w et3. o2 6� w.Le point 2 nous dit que o1 � w, nous en déduisons d'après la Proposition 1 que
d(o1, w) = |w| − |o1|. Et don
, d'après le point 1 que d(o1, w) = |w| − |o1| = r1.En d'autres termes, 
ela signi�e que w appartient à la boule Br1(o1).Maintenant, le point 3 pré
ise que o2 6� w. Toujours d'après la Proposition 1, nousen déduisons que d(o2, w) >

∣

∣|w| − |o2|
∣

∣ =
∣

∣r1 + |o1| − |o2|
∣

∣ = r2 (d'après le point1 et le Lemme 4). D'où w 6∈ Br2(o2).
w appartiendrait don
 à Br1(o1) mais pas à Br2(o2), 
e qui est impossible. L'hy-pothèse que les 
entres sont di�érents est don
 fausse. En 
onséquen
e, nous avonsné
essairement o1 = o2 et, d'après le Lemme 4, r1 = r2.

✷Il est à noter que le théorème n'est vrai que si l'alphabet est de taille au moinsdeux. En e�et, si l'alphabet n'a qu'une lettre, une même boule peut admettre plusieursreprésentations.



68 Étude des langages topologiques : appli
ation aux boules de motsExemple 30 Soit Σ = {a}, la boule 
ontenant les mots {λ, a, aa, aaa, aaaa} peut êtrereprésenté par les 
ouples (λ, 4), (a, 3), (aa, 2). En d'autres termes, si Σ = {a} alors
B4(λ) = B3(a) = B2(aa).De même, elles ne pourront être identi�ées à partir de bruit systématique :Exemple 31 Soit Σ = {a}. Nous pouvons avoir deux boules di�érentes : B2(a) 6=
B1(aa), mais N1(B2(a)) = N1(B1(aa)). En e�et, N1(B2(a)) = B3(a) = B2(aa) =
N1(B1(aa)).En�n, 
ertaines boules peuvent poser des problèmes de 
omplexité. Par exemple,au
un mot en dehors de la boule Br(λ) = Σ≤r n'est de taille polynomiale en 0 + log r,
'est-à-dire en la taille de la boule. C'est le 
as également de toutes les boules telles que
r > 2|o|. Nous distinguerons don
 par la suite 
e que nous appellerons les bonnes boulesdes mauvaises boules :Dé�nition 35 (Bonnes boules) La boule Br(o) est une bonne boule si et seulementsi r ≤ |o|. Nous dirons que 
'est une mauvaise boule sinon.Cette dé�nition n'est pas farfelue : si nous prenons l'exemple des travaux sur la
orre
tion orthographique, 
ela signi�e que nous 
her
hons des 
orre
tions de petitelongueur si le mot est petit, ou en
ore, que nous 
on
evons que nous faisons plus defautes sur un mot plus long. Toutefois, a�n d'être moins stri
t, nous pouvons égalementintroduire la notion de boule q()-bonne :Dé�nition 36 (q()-bonnes boules) Soit q() une fon
tion polyn�me1. La boule Br(o)est une q()-bonne boule si et seulement si r ≤ q(|o|). Une bonne boule est don
 une
q()-bonne boule pour la fon
tion polyn�me q(x) = x.Nous noterons alors BB(Σ) la 
lasse de toutes les bonnes boules et BOULE(Σ) la
lasse de toutes les boules de mots.4.2 Avantages et in
onvénients des boules de motsNous allons maintenant nous 
on
entrer sur 
ertaines propriétés des boules de mots.En parti
ulier, sur des propriétés souvent surprenantes et qui peuvent parfois poserproblème lors de l'étude des boules : les intuitions qui sont vraies pour les disquesde R

2 ou les boules de R
3 sont fausses pour 
elles de Σ∗. Dans un se
ond temps nousverrons que les boules de mots sont déjà utilisées dans divers travaux, bien que rarementnommées.1En fait, q() ne peut être une fon
tion polyn�me quel
onque. En e�et, pour la fon
tion polyn�me

q(x) = −x, une q()-bonne boule serait telle que r ≤ −|o|. . . Nous 
hoisirons don
 de préféren
e desfon
tions polyn�mes monotone 
roissante telles que q(0) ≥ 0, ou en
ore, des polyn�mes à 
oe�
ientsdans N.



Avantages et in
onvénients des boules de mots 694.2.1 Propriétés et 
ontre-intuitionsTout d'abord, ave
 le problème de la représentation, nous avons pu 
onstater que lesboules de mots sont di�érentes de 
elles de l'espa
e eu
lidien et ne sont pas aussi simplesque leurs dé�nitions le laissent 
roire. Le théorème suivant montre que 
ette di�
ultéest bien réelle. En e�et, trouver la boule de rayon minimum 
ontenant un ensemble depoints est NP-di�
ile :Théorème 15 ([dlHC00℄) Étant donnés un ensemble �ni de mots W = {w1, . . . , wn}et une 
onstante K, dé
ider si un mot z ∈ Σ∗ existe tel que ∑

w∈W d(z,w) < K (res-pe
tivement maxw∈W d(z,w) < K) est NP-
omplet.Malgré 
e problème, 
onnu sous le nom de median string [dlHC00, JABC03℄, et lagrande taille des boules de mots, 
es dernières présentent une propriété intéressante quinous sera souvent utile pour identi�er les boules :Proposition 3 Soit Br(o) une boule. Parmi tous les 
ouples de la forme (aiu, biu) telsque |u|+ i = |o|+ r, 
'est-à-dire tels que les mots sont parmi les plus longs de la boule,
(aro, bro) est l'unique 
ouple ave
 le plus grand i.Démonstration :Raisonnons par l'absurde. Soit (aiu, biu) un 
ouple tel que |u|+ i = |o| + r ave
 i > r,et don
 |o| > |u|. Nous avons alors |aiu| = |o| + r don
 d(o, aiu) ≥ r par la Propro-sition 1. Comme aiu appartient à la boule d(o, aiu) ≤ r don
 d(o, aiu) = r. Nous endéduisons alors que o � aiu toujours par la même proposition. Par le même raisonne-ment, nous avons o � biu. Nous en déduisons don
 que o � u 
e qui 
ontredit |o| > |u|. ✷Les mots aro et bro 
orrespondent aux mots 
onstruits à partir du 
entre, en faisantune insertion de r fois la lettre a (respe
tivement la lettre b) en début de mot. Ils sontdon
 à distan
e r du 
entre, et appartiennent aux mots de longueurs maximales dela boule. Il est à noter que d'autres 
ouples partagent 
ette propriété, par exemple le
ouple (oar, obr), mais nous nous 
on
entrerons sur les mots aro et bro par la suite.Ensuite, il est faux de penser que les boules de mots sont des objets symétriques ethomogènes. Nous avons en e�et pu le 
onstater ave
 le Tableau 4.1.2 : la plupart dutemps, dans l'ensemble de mots représenté par une boule, la moitié de 
es mots sont delongueurs maximales. En d'autres termes, dans la boule Br(o) pratiquement la moitiédes mots sont de longueur |o|+ r (par exemple, |Br(λ)| = |Σ≤r| = |Σr+1|−1

|Σr|−1 = 2r+1 − 1si |Σ| = 2 et |Bmax
r (λ)| = |Σr| = 2r).De même, si nous 
omparons deux boules de même rayon et dont les 
entres sontde même longueur, nous sommes en mesure de s'attendre à 
e qu'elles 
ontiennent lemême nombre de mots, tout 
omme dans R

2 deux disques qui ont un même rayon ontune même surfa
e. Dans Σ∗, la 
ardinalité de deux boules d'apparen
e identique peutvarier pratiquement du simple au double :Exemple 32 Soient les boules B2(aaaabbbb) et B2(abababab) :� |B2(aaaabbbb)| = 172
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ation aux boules de mots� |B2(abababab)| = 254Une autre propriété qui est vraie dans l'espa
e eu
lidien est qu'un disque de rayon
r ne peut 
ontenir que des disques dont le rayon est inférieur à r. En
ore une fois, 
ettepropriété est fausse dans Σ∗ :Exemple 33 Une boule de rayon 5 peut être in
luse dans une boule de rayon 4 :
B5(ab) ⊂ B4(abab).La 
ardinalité d'une boule n'est don
 pas une fon
tion 
roissante en fon
tion du rayon.En�n, la propriété qui est 
ertainement parmi les plus 
ontre-intuitives est que lesboules de mots de sont pas � 
onvexes �. Toujours à titre de 
omparaison, si nousprenons deux points dans un disque de R

2 et que nous traçons le segment reliant 
esdeux points, le segment est intégralement in
lus dans le disque, quels que soient les deuxpoints pris. Dans Σ∗, un mot peut ne pas appartenir à une boule alors qu'il le devienten e�e
tuant n'importe quelle opération d'édition :Exemple 34 Soient la boule B4(aabb) et le mot bbbaaa. Comme d(aabb, bbbaaa) = 5le mot n'appartient pas à la boule. Cependant :� En e�e
tuant une insertion, le mot peut appartenir à la boule. Par exemple, eninsérant un a en début de 
haîne, ou un b en �n de 
haîne : abbbaaa, bbbaaba ∈
B4(aabb).� Le mot obtenu en substituant n'importe quelle lettre de bbbaaa, appartient lui aussià la boule : babaaa, bbbbaa ∈ B4(aabb).� En�n, tous les mots obtenus en supprimant une lettre à bbbaaa sont à distan
e 4du 
entre de la boule : ·bbaaa, bbb·aa ∈ B4(aabb).Le mot bbbaaa n'est pas dans B4(aabb), mais des mots de longueur 5, 6 et 7 àdistan
e 1 de bbbaaa le sont. Cela montre don
 que la frontière des boules n'est pas dutout régulière, 
omme l'est 
elle des disques de R

2, et qu'une fois de plus, les intuitionsque nous pouvons avoir grâ
e à R
2 ne sont pas for
ément vraies dans Σ∗.4.2.2 Utilité et appli
ationsBien qu'ayant des propriétés pouvant être déroutantes, les boules de mots sont desobjets réellement utiles. En e�et, elles sont utilisées dans 
ertains travaux, bien queleurs noms n'apparaissent pas expli
itement.La première 
atégorie de travaux utilisant les boules de mots est 
elle de la re
her
heappro
hée d'un mot dans un texte (approximate string mat
hing ou fuzzy string mat-
hing). Pour une étude plus approfondie, se référer à [SK83, Nav01℄. Le but généralest de trouver des 
orrespondan
es d'un mot dans un texte où soit le mot, soit le texte(voire les deux) ont subi une forme quel
onque de 
orruption : retrouver des signauxd'origine après leurs transmissions à travers un milieu bruité, trouver des séquen
es adnaprès des mutations, ou simplement re
her
her un mot dans un texte en présen
e defautes d'orthographe.



Avantages et in
onvénients des boules de mots 71Le problème, sous sa forme générale, est don
 de trouver les endroits dans un texte
T où un motM apparaît, en autorisant un nombre limité k d'erreurs dans la 
orrespon-dan
e mot/texte. En d'autres termes, trouver les mots de la boule de 
entre M et derayon k dans T . Les appli
ations peuvent se servir de di�érents modèles d'erreur, maisla plupart emploient, ou se ramènent à, la distan
e d'édition. Les domaines d'utilisationvont de la biologie [Gus97℄, à la re
her
he de musique [Lem00℄.Si le terme de boules de mots n'est pas employé, 
es dernières sont souvent utili-sées. Par exemple, dans [Ukk85, Mel95, BYN99, BYN02℄, les auteurs 
onstruisent unautomate re
onnaissant les mots de Σ∗ · Bk(M) a�n de se retrouver dans un état �nallorsqu'ils ont trouvé une o

uren
e appro
hée de M dans T .Un problème similaire à l'approximate string mat
hing est 
elui de la 
orre
tion. Ils'agit plus parti
ulièrement de trouver de bonnes 
orre
tions à un mot qui a été altéré.Ce problème est don
 important dans bien des appli
ations : 
orre
tion orthographique,re
onnaissan
e de la parole, re
onnaissan
e manus
rite, et
. Beau
oup possèdent undi
tionnaire (
orrespondant au texte T du problème pré
édent). Une façon typique depro
éder est alors la suivante : étant donné un mot M , 
her
her si M est dans ledi
tionnaire. Si 
e n'est pas le 
as, les mots du di
tionnaire les plus similaires à Msont proposés 
omme 
orre
tions possibles. La similarité à M ave
 les 
orre
tions étanten
ore une fois basée sur la distan
e d'édition.Dans [O�96℄ et [SM02℄ par exemple, le di
tionnaire est vu 
omme un automate. Lepremier par
ours le di
tionnaire d'une façon exhaustive, tandis que le se
ond 
onstruitun automate de Levenshtein, 
'est-à-dire un afd re
onnaissant une boule de mots. Ainsi,l'interse
tion des deux automates permet de retrouver les 
orre
tions à une 
ertainedistan
e de M présents dans le di
tionnaire.Hormis 
es deux 
hamps d'appli
ations, qui sont 
eux où nous utilisons le plussouvent les boules de mots, nous pouvons les retrouver dans divers autres travaux.En re
her
he de plus pro
hes voisins par exemple, lorsque les données sont des motset que les 
al
uls des distan
es se font à l'aide de la distan
e d'édition, le temps de
al
ul peut vite devenir trop important pour les gros ensembles de données. Ainsi, poura

élérer le temps de re
her
he du plus pro
he voisin, 
ertains travaux utilisent les boulesde mots et l'inégalité triangulaire pour re
her
her des pivots [MOV94, BNC03, RJM03,MSMO03℄.Dans [MS01, SMT02℄, les auteurs dé�nissent la k-voisins fermeture (k-neighbor 
lo-sure dans le texte) d'un mot w, par rapport à une distan
e d, 
omme étant w̄(d,k) =
{v ∈ Σ∗ : d(v,w) ≤ k}. En d'autres termes, w̄(d,k) = Bk(w) pour d étant la dis-tan
e d'édition. La k-voisins fermeture est ensuite étendue aux langages en posant
L̄(d,k) = {v ∈ Σ∗ : ∃w ∈ Σ∗, d(v,w) ≤ k}. Ils autorisent alors à un algorithme d'appren-tissage d'inférer la fermeture d'un langage plut�t que le langage 
ible 
omme approxi-mation admissible.
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ation aux boules de mots4.3 Quand les boules de mots ne sont-elles pas apprena-bles ?Nous allons dans les 
hapitres suivants montrer que les boules sont apprenables àpartir de données bruitées. Toutefois, il existe des paradigmes pour lesquels les boulesne sont pas apprenables, et 
e, même lorsque les données ne sont pas bruitées. Ce sontles 
as que nous allons traiter i
i.4.3.1 Identi�
ation à partir de requêtesContrairement aux automates, les requêtes d'appartenan
e ave
 les requêtes d'équi-valen
e ne permettent pas l'apprentissage des boules2 :Théorème 16 Soient n,m ∈ N et B≤n,m = {Br(o) | o ∈ Σ∗, |o| ≤ n, r ≤ m}. N'im-porte quel algorithme qui identi�e exa
tement 
haque boule hypothèse de B≤n,m en uti-lisant EQ et MQ fait, dans le pire 
as, au moins 2n − 1 requêtes.Démonstration :Comme dans [Ang90℄ et le Théorème 7, nous dé
rivons un adversaire qui for
e n'importequelle méthode d'identi�
ation exa
te utilisant mq et eq à faire Ω(|Σ|n) requêtes dansle pire des 
as.L'adversaire maintient un ensemble X de toutes les boules possibles. Au début,
X = B≤m,n. Tant que X 
ontient au moins deux boules, l'adversaire pro
ède 
ommesuit : à 
haque requête d'équivalen
e Br(o), l'adversaire retourne le 
ontre-exemple o. À
haque requête d'appartenan
e o, l'adversaire répond Non. En d'autres termes, après
haque requêtes, o ne peut appartenir à la boule 
ible. Toutes les boules de X 
ontenant
o sont don
 enlevées de l'ensemble X. Beau
oup de boules peuvent ainsi disparaître de
X, mais, à 
haque étape, une seule boule de rayon 0 est enlevée : B0(o). Comme il existe
Ω(|Σ|n) boules de rayon 0 dans B≤m,n, n'importe quel apprenant sera for
é de faire auminimum B≤m,n requêtes pour identi�er une telle boule. ✷Ce résultat peut paraître surprenant. En e�et, les boules peuvent être représentéespar des automates et nous avons vu au Chapitre 2 que AFD(Σ) est apprenable àpartir de mq et eq (voir le Théorème 5 de 
e même 
hapitre). Soit Alg l'algorithmequi identi�e les afd à partir de mq et eq. Ne pourrions-nous pas utiliser Alg pouridenti�er les boules ? En e�et, il su�rait de 
onstruire un automate hypothèse A endonnant les réponses aux requêtes de l'ora
le à Alg. Ensuite, pour 
haque hypothèsede Alg, nous extrayons le rayon r et le 
entre o de A et nous e�e
tuons une nouvellerequête d'équivalen
e Br(o). Voir Figure 4.2.Plusieurs problèmes se posent si nous faisons 
ela. Tout d'abord, Alg 
onstruit desafd ne re
onnaissant pas for
ément une boule. Que signi�e alors extraire le 
entre et lerayon d'un tel automate ? Deuxièmement, est-il possible d'extraire le rayon et le 
entred'un automate dont nous savons qu'il re
onnaît une boule en un temps polynomial ?2Par 
onséquent, les mq seules ainsi que les eq seules ne le permettent pas non plus.
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Alg
Ora
le

Extraction
de r et o

à partir de A

MQ
(

w
)

Réponses

EQ
(

A
)

EQ
(

Br(o)
)

Fig. 4.2 � Diagramme montrant 
omment apprendre les boules à travers les automates.En�n, si 
omme nous le supposons la taille de l'automate minimal re
onnaissant Br(o)est exponentiel en r, le problème reste in
hangé : Alg aura bien appris un automate
A re
onnaissant Br(o) en temps polynomial en |A|, mais |A| est exponentiel en r, etdon
 en la taille de la boule 
ible (|o| pour les bonnes boules, et |o| + log r dans le 
asgénéral).Finalement, nous pouvons aussi noter que la preuve du Théorème 16 ne tiendraitplus si nous pouvions faire des requêtes d'équivalen
e dites impropres : dans le 
adreque nous avons présenté, l'apprenant à le droit de faire des eq uniquement de langagesappartenant à la 
lasse des langages 
ibles3. Dans le 
as présent, il ne peut faire de re-quêtes uniquement qu'ave
 des boules de mots. Si tel n'était pas le 
as, alors l'apprenantpourrait faire la requête d'équivalen
e sur l'ensemble vide. L'ora
le serait alors for
é dedonner un 
ontre-exemple, 
'est-à-dire un mot de la boule 
ible.4.3.2 Apprentissage Pa
Dans 
ette se
tion, nous allons montrer que les bonnes boules ne sont pas polyno-mialement Pa
 apprenables, 
'est-à-dire qu'il existe au moins une distribution D sur3Par exemple, au Chapitre 2, un apprenant ne pouvait soumettre que des langages re
onnus par desafd.
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ation aux boules de mots
Σ∗ telle que n'importe quel algorithme d'apprentissage ne peut retourner une hypothèse
ǫ-bonne ave
 une probabilité plus grande que 1−δ, en un temps polynomial. En d'autrestermes, il existe une distribution pour laquelle au
un algorithme ne retournera en tempspolynomial une hypothèse su�samment pro
he de la 
ible ave
 une 
on�an
e élevée.La preuve de 
ette non-apprenabilité suit les lignes 
lassiques de 
e genre de résul-tats : nous montrons d'abord que le problème de 
onsistan
e asso
ié est NP-di�
ile,par rédu
tion à un problème NP-
omplet (plus long sous-mot 
ommun). S'en suit ques'il existait un algorithme polynomial Pa
-apprenant les boules, 
et algorithme nousfournirait une preuve que 
e problème NP-
omplet est dans RP.Le problème que nous allons utiliser pour notre rédu
tion est lui-même obtenu parrédu
tion à un problème NP-
omplet :Lemme 6 Les problèmes de dé
idabilité suivants sont NP-
omplets :1. Problème du plus long sous-mot 
ommun (Pls
) : étant donnés n mots

x1 . . . xn et un entier k, existe-t-il un mot w de longueur k et sous-mot de 
haque
xi ?2. Problème du plus long sous-mot 
ommuns à des mots d'une longueurdonnée (Pls
mld) : étant donnés n mots x1 . . . xn de longueurs 2k, existe-t-ilun mot w de longueur k sous-mot de 
haque xi ?Démonstration :1. Voir [Mai77, GJ79℄.2. Voir [dlHC00℄, problème L
s0.

✷A�n de montrer que BB(Σ) n'est pas Pa
-apprenable, nous allons montrer qu'il estdi�
ile de trouver une boule 
onsistante ave
 des données positives et négatives :Lemme 7 Le problème suivant est NP-
omplet :Problème de la boule 
onsistante (B
) : étant donné deux ensembles X+ et X− demots sur un alphabet Σ, existe-t-il une bonne boule 
ontenant X+ et au
un mot de X− ?Démonstration :Nous utilisons une rédu
tion du problème Pls
mld (Lemme 6). DansX+, nous mettonsle mot vide λ et les mots de Σ2k, 
'est-à-dire tous les mots de longueurs 2k. Nous
onstruisons X− en prenant 
haque mot de Σ2k+1Une boule qui 
ontient X+ et au
un mot de X− a alors né
essairement un 
entrede longueur k et un rayon de k (puisque nous nous 
on
entrons sur les bonnes boules).Le 
entre est alors un sous-mot 
ommun à tous les mots de longueurs 2k.Inversement, si une boule est 
onstruite ave
 un sous-mot de longueur k 
omme
entre, 
ette boule est de rayon k, 
ontient aussi λ et, à 
ause du rayon, ne 
ontient pasd'éléments de X−.
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entre u, il est fa
ilede véri�er si maxx∈X+ d(u, x) < minx∈X− d(u, x), 
'est-à-dire de véri�er si la boule 
en-trée sur u 
ontient bien tous les mots de X+ mais au
un de X−. ✷Nous allons maintenant montrer par l'absurde que BB(Σ) ne peut être Pa
-apprispar rédu
tion au problème pré
édent :Théorème 17 BB(Σ) n'est pas polynomialement Pa
 apprenable.Démonstration :Supposons que BB(Σ) soit polynomialement Pa
 apprenable ave
 Alg et prenonsl'instan
e 〈X+,X−〉 du problème B
. Posons h = |X+| + |X−| et soit la distribution
Pr(x) = 1

h si x ∈ X+ ∪X−, 0 sinon dé�nit sur Σ∗.Soient ǫ = 1
h+1 , δ < 1

2 et m = n = max{|w| : w ∈ X+}. Soit maintenant Br(o)la boule retournée par une exé
ution de Alg(ǫ, δ,m, n). Testons si X+ ⊆ Br(o) et si
X− ∩Br(o) = ∅. Deux 
as se présentent alors. Soit il n'existe pas de boule 
onsistante,alors Br(o) est né
essairement in
onsistante ave
 les données, don
 le test 
i-dessus estfaux. Soit il existe une boule 
onsistante, alors Br(o) est une hypothèse ǫ-bonne, ave

ǫ < 1

h . Don
, ave
 probabilité au moins 1 − δ > 1
2 , il n'y a pas d'erreur du tout et letest sera vrai.Clairement, 
ette pro
édure s'exé
ute en temps polynomial en 1

ǫ , 1
δ , |Σ|, m et n.Ainsi, si les bonnes boules étaient Pa
 apprenables, il existerait un algorithme rando-misé pour le problème B
, qui est NP-
omplet par le Lemme 7. ✷En�n, de même que AFD(Σ), BB(Σ) ne peut être Pa
-appris à partir d'exemplespositifs seuls :Théorème 18 BB(Σ) n'est pas polynomialement Pa
 apprenable à partir d'exemplespositifs seulement.Démonstration :Soient L1 = B1(a) et L2 = B1(b). Posons w1 = aa, w2 = bb et w3 = ab. Le résultatdé
oule alors du Lemme 3. ✷Les bonnes boules (et don
 les boules) ne sont don
 pas Pa
 apprenables polynomia-lement, que 
e soit à partir de Texte ou d'Informateur. Comme pour les afd, nousn'étudierons pas la Pa
-apprenabilité de BB(Σ) dans un 
ontexte bruité au 
hapitresuivant.4.3.3 Cas des situations bruitéesDans le Chapitre 3, nous avons vu plusieurs types de bruit et les boules ne sont pasapprenables à partir de n'importe quelle situation bruitée.Par exemple, 
omme les boules ne sont pas apprenables à partir de mq et de eq,elles ne peuvent pas l'être à partir de mmq ni de lmq, 
'est-à-dire lorsque des erreursou des omissions peuvent se glisser dans les réponses de l'ora
le.
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ation aux boules de motsDe même, les boules ne sont pas apprenables à partir de NoisyTxt, 
ar Stephana montré dans [Ste97℄ que si deux langages L,L′ sont tels que L ⊂ L′, alors {L,L′}ne peut être appris. Or pour n'importe quel mot o ∈ Σ∗, nous avons par exemple
Br(o) ⊂ Br+1(o).Con
lusionLes langages dont la dé�nition est basée sur la distan
e d'édition semblent de primeabord n'être que des exemples pris pour montrer que des 
lasses de langages peuventêtre résistantes aux bruit. Cependant, bien qu'ayant une dé�nition simple, les boules demots n'en sont pas pour autant inintéressantes : les appli
ations dans lesquelles elles sontutilisées sont nombreuses et variées, et leurs propriétés montrent une réelle 
omplexité
ombinatoire.Il reste maintenant à prouver que, 
ontrairement aux afd, la 
lasse des boules demots peut être apprise en situations bruitées. Nous nous intéresserons don
 dans unpremier temps à leur identi�
ation à la limite à partir de données bruitées.



Chapitre 5Identi�
ation à la limite des boulesà partir de données bruitéesL'apprentissage des afd n'étant pas résistant au bruit, nous 
on
entrons notre at-tention sur une nouvelle 
lasse de langage, 
elle des boules de mots. Après avoir vuquelques propriétés des boules de mots, nous allons i
i montrer que les boules de motssont apprenables à partir de données bruitées systématiquement, 
'est-à-dire lorsquetout le voisinage de 
haque mot de la boule apparaît dans la présentation.Pour 
ela, nous supposerons dans un premier temps que les boules de mots sontidenti�ables à la limite, puis à travers deux te
hniques, la rédu
tion et le débruitage àla limite, nous les identi�erons en situations bruitées. Nous prouverons ensuite qu'e�e
-tivement les boules de mots sont identi�ables à la limite et que les te
hniques proposéesen première partie de 
e 
hapitre sont don
 valables.
5.1 Te
hniques d'apprentissageA�n d'identi�er à la limite les boules de mots lorsque les données sont bruitéessystématiquement, nous supposerons au préalable que BOULE(Σ) est identi�able à lalimite (nous verrons en Se
tion 5.2 que 
e
i est bien le 
as). Dans un premier temps,Se
tion 5.1.1, nous utiliserons une te
hnique de rédu
tion : nous apprenons une boule
orrespondant aux données de la présentation bruitée, puis nous retrouvons la boule
ible grâ
e à la boule apprise. Dans un se
ond temps, Se
tion 5.1.2, nous utiliserons unete
hnique de débruitage à la limite : nous tenterons de trouver quels sont les exemplesbruités et non bruités de la présentation.Ainsi, nous pouvons voir 
es deux solutions de la façon suivante : à partir d'uneprésentation bruitée (Pres(L)), soit nous apprenons le langage 
orrespondant à 
etteprésentation (L’), soit nous débruitons la présentation (Pres(L)), puis nous identi�ons77



78 Identi�
ation à la limite des boules de mots à partir de données bruitéesle langage 
ible (L) : Pres(L) −−−−→ L’




y





yPres(L) −−−−→ L5.1.1 Te
hnique de rédu
tionLa première façon d'identi�er à la limite en situation bruitée que nous présenteronsest don
 la rédu
tion. Cette te
hnique est mise en ÷uvre dans de nombreux domainesde l'informatique. Les rédu
tions permettent d'obtenir un grand nombre de résultatsnégatifs en montrant que tel problème est au moins aussi di�
ile que tel autre, 
onnu
omme étant trop dur : nous pouvons par exemple montrer que le problème du sa
à dos1 est NP-
omplet en e�e
tuant une rédu
tion à partir de 
elui de la 
ouvertureexa
te2, que nous savons être un problème NP-
omplet. Des résultats positifs existent
ependant. Dans [PW88℄ par exemple, Pitt et Warmuth montrent que l'apprentissagedes afd implique l'apprentissage des formules booléennes. Dans [dlH05b℄, de la Hi-guera montre qu'ave
 la rédu
tion, des preuves simples de résultats d'apprentissagedéjà 
onnus peuvent être exhibées.Ce que nous étudions i
i est l'apprentissage de 
lasses de langages, selon 
ertainesreprésentations et à partir de présentations. Nous allons voir 
omment relier 
es trois
on
epts pour utiliser la rédu
tion.Soient L et L’ deux 
lasses de langages représentées respe
tivement par R(L) et
R(L’). Notons LL l'appli
ation surje
tive R(L) → L et LL’ l'appli
ation surje
tive
R(L’) → L’. Étant alors donnée une appli
ation surje
tive φ : L → L’, notons ψ uneappli
ation R(L)→ R(L’) pour laquelle le diagramme suivant 
ommute :

R(L)
ψ

−−−−→ R(L’)

LL





y





y

LL’

L
φ

−−−−→ L’

ψ est alors l'unique appli
ation telle que l'égalité suivante soit vraie :
φ ◦ LL = LL’ ◦ ψPlaçons nous maintenant du point de vue des présentations. Étant donnée une ap-pli
ation surje
tive φ : L → L’, notons ξ une appli
ation Pres(L) → Pres(L’) pour1Le problème du sa
 à dos 
onsiste à maximiser la valeur totale des objets mis dans le sa
 à dossans en dépasser le poids total autorisé.2Étant donnés un ensemble X et un ensemble S de sous-ensemble de X, une 
ouverture exa
te estune sous-
olle
tion de S telle que ses éléments sont disjoints deux à deux et leur union forme X. Leproblème de la 
ouverture exa
te 
onsiste alors à trouver une 
ouverture exa
te à partir d'un ensemble

X et d'une 
olle
tion S.
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hniques d'apprentissage 79laquelle le diagramme suivant 
ommute :
L

φ
−−−−→ L’

yieldL

x





x





yieldL’Pres(L)
ξ

−−−−→ Pres(L’)Il en résulte alors :
φ ◦ yieldL = yieldL’ ◦ ξLa fon
tion ξ transforme don
 les présentations du premier langage en présentationdu se
ond langage. Cela ne veut pas dire que 
'est une transformation point par point.En e�et, la fon
tion ξ peut très bien transformer un élément de la première présentationen plusieurs éléments de la se
onde.Comme une présentation peut ne pas être une fon
tion 
al
ulable, l'appli
ation
al
ulable asso
iée à ξ se fait alors par mor
eaux :Dé�nition 37 Soient L une 
lasse de langages représentés dans R(L) ave
 des pré-sentations dans Pres(L) : N→ X et L’ une 
lasse de langages représentés dans R(L’)ave
 des présentations dans Pres(L’) : N→ Y .Nous dirons alors qu'une rédu
tion de présentations ξ : Pres(L) → Pres(L’) telleque ξ(f) = g est 
al
ulable si et seulement si il existe une fon
tion 
al
ulable ξ : X → 2Yave
 ⋃

i∈N
ξ(f(i)) = g(N).La rédu
tion ξ est polynomiale si ξ est une fon
tion polynomiale.

ξ est la des
ription en 
haque point de la fon
tion ξ. Nous supposerons en outre que
∀i ∈ N, ξ(f(i)) est un ensemble �ni.Ainsi, en 
ombinant les deux diagrammes pré
édents nous obtenons :

R(L)
ψ

−−−−→ R(L’)

LL





y





y

LL’

L
φ

−−−−→ L’

yieldL

x





x





yieldL’Pres(L)
ξ,ξ
−−−−→ Pres(L’)En�n, grâ
e à 
e diagramme, nous pouvons formuler le théorème d'apprentissageutilisant les rédu
tions :Théorème 19 Si1. L’ est apprenable à partir de Pres(L’),2. il existe une fon
tion 
al
ulable χ : R(L’) → R(L) et une fon
tion 
al
ulable

ψ : R(L)→ R(L’) telle que ψ ◦ χ =Id et3. ξ est une rédu
tion 
al
ulable,



80 Identi�
ation à la limite des boules de mots à partir de données bruitéesalors L est identi�able par R(L) à partir de Pres(L).Le diagramme dé
oulant du théorème est don
 le suivant :
R(L)

χ
←−−−− R(L’)

LL





y





y

LL’

L
φ

−−−−→ L’

yieldL

x





x





yieldL’Pres(L)
ξ,ξ
−−−−→ Pres(L’)La preuve du Théorème 19 est une preuve 
onstru
tive :Démonstration :Soit Alg2 un algorithme d'apprentissage qui identi�e L’. Considérons l'Algorithme 4
i-dessous, qui prend les n premiers éléments (fn) d'une présentation f et retourne unegrammaire.Algorithme 4 : Algorithme de rédu
tionDonnées : Les n premiers éléments d'une présentation fnRésultat : Une grammairegm ←− ξ(fn);1

GL’ ←− Alg2(gm) // GL’ est don
 une grammaire de R(L’)2
GL←− χ(GL’) // GL est don
 une grammaire de R(L)3 retourner GL4 Comme ξ est 
al
ulable, alors gm peut e�e
tivement être 
onstruit. De plus, si ξ et

χ sont des fon
tions polynomiales alors l'Algorithme 4 est polynomial si Alg2 l'est. ✷Le Théorème 19 permet ainsi de retrouver des résultats 
onnus 
omme par exemplel'apprentissage des grammaires linéaires équilibrées [Tak88℄ par rédu
tion à partir desautomates �nis déterministes.
Grammaires linéaires équilibrées

χ
←−−−− Dfa

LL





y





y

LL’

Langages linéaires équilibrés
φ

−−−−→ AFD(Σ ∪ {#})

yieldL

x





x





yieldL’Informateur ξ,ξ
−−−−→ InformateurLe diagramme est alors 
orre
t si la fon
tion ξ prend un mot w1w2 · · ·w2n et retourne

(a1, a2n) · · · (an−1, an)
(ou un mot w1w2 · · ·w2n+1 et retourne (a1, a2n+1) · · · (an,#)

), χ



Te
hniques d'apprentissage 81transformant un afd sur l'aphabet Σ ∪ {#} en une grammaire linéaire équilibrée sur
Σ. Con
ernant les boules, il permet de montrer qu'elles sont identi�ables à partir dedonnées bruitées systématiquement :Théorème 20 BOULE(Σ) est identi�able à la limite à partir de texte k-bruité.Démonstration :D'après le Théorème 13 page 63, le bruité d'une boule est une boule. De plus, parhypothèse, BOULE(Σ) est identi�able à la limite à partir de texte. Ainsi, en prenant
omme fon
tion χ=si le rayon de la boule est au moins k, déduire k du rayon, sinonidentité, nous pouvons 
onstruire le diagramme suivant :

BΣ
χ

←−−−− BΣ

LL





y





y

LL’

BΣ
Id
−−−−→ BΣ

yieldL

x





x





yieldL’Texte k-bruité Id,Id
−−−−→ TexteNous pouvons alors 
on
lure à l'aide du Théorème 19. ✷La te
hnique de rédu
tion, 
ombinée ave
 le fait que le bruité d'une boule est uneboule, permet don
 de mettre en pla
e un mé
anisme simple d'apprentissage des boules àpartir de texte bruité systématiquement. Le seul in
onvénient à 
ette méthode est le faitde devoir 
onnaître le niveau de bruit k. Cependant, 
et in
onvénient n'est pas inhérentà la méthode mais au type de bruit utilisé. En e�et, 
omment distinguer N1(B2(o)) de

N2(B1(o)) uniquement par le niveau de bruit ? Connaître k (ou le rayon de la boule
ible) est don
 né
essaire lors de l'apprentissage à partir de bruit systématique.Nous allons nous intéresser maintenant à une se
onde te
hnique permettant d'ap-prendre à partir de données bruitées systématiquement, le débruitage à la limite.5.1.2 Te
hnique de débruitage à la limiteNous l'avons vu au Chapitre 2, une façon d'apprendre à partir de données bruitéesest de débruiter les données, puis d'apprendre le langage à partir de 
es données nonbruitées. Les algorithmes utilisant 
ette te
hnique sont les algorithmes de type wrap-per. Ils disposent généralement de l'ensemble des données d'apprentissage pour pouvoirdéte
ter 
elles qui semblent douteuses. Une fois les données nettoyées, 
es dernières per-mettent alors généralement un meilleur apprentissage. Cette te
hnique est par exempleutilisée dans [SHY+07℄ où les auteurs débruitent des données de mar
hés boursiers avantde les soumettre à un SVM.Dans le 
adre de l'apprentissage à la limite à partir de données bruitées systémati-quement, nous ne 
onnaissons pas l'ensemble de la présentation. Nous allons alors pour
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ation à la limite des boules de mots à partir de données bruitées
haque nouvel élément x de la présentation, essayer de voir si x appartient au langageou non, et s'il peut permettre de montrer l'appartenan
e de pré
édents éléments de laprésentation au langage. Une fois la présentation débruitée, les éléments restants sontalors uniquement des mots non bruités à partir desquels nous pouvons alors apprendreà la limite le langage 
ible. Nous allons nous intéresser i
i uniquement au débruitagedes données, l'apprentissage se faisant ensuite 
omme au 
hapitre pré
édent, à partirde données non bruitées.A�n de pouvoir distinguer les éléments bruités des éléments non bruités, nous as-so
ions à 
haque présentation bruitée f : N → X, une fon
tion estDuBruit : X →
{0, 1} indiquant si un élément parti
ulier de la présentation est du bruit ou non. SiestDuBruit(x) = 0 alors x n'est pas un élément bruité.Exemple 35 Apprendre un langage L à partir d'une présentation k-bruitée signi�eapprendre L à partir de mots de Nk(L), 
'est-à-dire d'une présentation f telle que f(N) =
Nk(L). Pour 
ette présentation, la fon
tion estDuBruit vaut alors 0 sur les élémentsde L, 1 sur 
eux de Nk(L) \ L et n'est pas dé�nie sur les mots de Σ∗ \Nk(L).Cela signi�e que si pour tous les éléments x d'une présentation f de Nk(L) nousarrivons à trouver la valeur de estDuBruit(x), alors nous pouvons 
onstruire uneprésentation non bruitée de L. De 
e fait, nous pouvons dé�nir 
e qu'est le débruitageà la limite. C'est le fait de pouvoir dé
ider pour 
haque élément, à partir d'un 
ertainrang de la présentation, si l'élément est du bruit ou non :Dé�nition 38 (Débruitable à la limite) Soit f une présentation k-bruitée. S'il exis-te un algorithme θ : X ×

⋃

i∈N
{fi} → {0, 1} tel que : ∀x ∈ X,∃nx tel que ∀m ≥ nx

θ(x, fm) = θ(x, fnx
) = estDuBruit(x)(= si x ∈ Nk(L) \L alors 1 sinon 0), alors f estdébruitable à la limite.De même, soit Pres(L) une 
lasse de présentations k-bruitées. Si toutes les pré-sentations de Pres(L) sont débruitables à la limite par un même algorithme θ alorsPres(L) est débruitable à la limite.En d'autres termes, s'il existe un algorithme tel que, pour 
haque élément de n'im-porte quelle présentation, il existe un rang à partir duquel l'algorithme aura toujours lamême valeur, 
elle de estDuBruit, alors la 
lasse de présentations est débruitable à lalimite.Il est à noter que l'identi�
ation du bruit n'est pas monotone : nous pouvons avoiridenti�é 
ertaines données 
omme étant bruitées et ne pas pouvoir (en
ore) le faire pourd'autres.Dans la suite, nous ne 
onsidérons que l'apprentissage à partir de texte k-bruité.Dans 
e 
as, θk(u, fm) = 1 indique alors le fait qu'au rang m de la présentation f,l'algorithme estime que u est un mot bruité et don
 ne fait pas partie de L.Débruiter les données revient don
 à savoir si elles appartiennent au langage 
ibleou non. Pour 
ela, nous allons avoir besoin de 
onnaître les relations de proximitédes données les unes par rapport aux autres, et notamment par rapport à 
elles quiappartiennent e�e
tivement au langage.



Te
hniques d'apprentissage 83En e�et, dans une présentation bruitée, 
haque mot u du langage a été bruité sys-tématiquement, et don
 tous les voisins de u (soit tous les mots jusqu'à une 
ertainedistan
e de u) apparaissent dans la présentation. En 
onséquen
e, si à un 
ertain mo-ment, tous les mots de Nk(u) sont apparus dans la présentation, alors nous pouvonsêtre sûr que u appartient au langage.Nous pouvons ainsi dé�nir une fon
tion dite d'intérieur qui, pour un langage L, vagarder tous les mots de L tels que leurs voisins sont in
lus dans le langage :Dé�nition 39 (Intérieur) Notons I(L) l'intérieur de L :
I(L) = {w ∈ Σ∗ : N1({w}) ⊆ L}Nous appelons le k-intérieur de L la fon
tion dé�nie par

I0(L) = L,∀k ∈ N
+ Ik(L) = I[Ik−1(L)]Une dé�nition équivalente du k-intérieur d'un langage est la suivante : Ik(L) = {w ∈

Σ∗ : Nk({w}) ⊆ L}. Ainsi, supposons que fn soit débruitable à la limite, les éléments de
Ik(fn) sont 
eux dont tous les voisins appartiennent à fn, don
 les éléments non bruitésde la présentation, 
eux pour lesquels estDuBruit vaut 0.Cette notion de k-intérieur est naturellement liée à 
elle de k-extérieur. Soit E(L)l'extérieur de L : E(L) = {w ∈ Σ∗ : N1({w})∩L 6= ∅}. Le k-extérieur d'un langage L estalors dé�ni par E0(L) = L,∀k ∈ N

+ Ek(L) = E[Ek−1(L)]. Nous pouvons alors montrerque Ek(L) = Nk(L), don
 que Ek(L) = {w ∈ Σ∗ : N1({w}) ∩ L 6= ∅}. L'intérieur etl'extérieur sont en fait des fon
tions 
-duales, 
'est-à-dire telles que ∀L, Ik(L̄) = Ek(L).Ces 
ouples de fon
tions 
-duales font partie d'un 
adre plus général qu'il n'est pasné
essaire de 
onnaître pour notre étude. Le le
teur désireux d'en savoir plus trouvera
ependant plus d'informations en annexe.Les fon
tions Ik et Ek permettent ainsi de supprimer et d'ajouter du bruit. La Figure5.1 illustre le fon
tionnement du k-extérieur et du k-intérieur.
L E(L)×

w

Nk({w})

×

I(L) L×

w

Nk({w})

×Fig. 5.1 � Illustration des fon
tions d'extérieur et d'intérieur.



84 Identi�
ation à la limite des boules de mots à partir de données bruitéesSupposons maintenant que Ik(Ek(L)) = L. Cela signi�e que lorsque nous débruitonsave
 la fon
tion Ik le k-bruité de L, les éléments restant sont tous 
eux et uniquement
eux de L. Ainsi, pour une présentation f de L, nous aurons Ik(f(N)) = L, 
e qui nouspermettra bien d'e�e
tuer un débruitage à la limite.La 
ondition de 
e débruitage est que Ik(Ek(L)) = L. Si un langage véri�e 
ettepropriété, nous dirons que L est un langage fermé3 :Dé�nition 40 (Langage fermé) On dit qu'un langage L est k-fermé si et seulementsi Ik(Ek(L)) = L et qu'une 
lasse de langage est k-fermée si tous ses éléments sont
k-fermés.Inversement, si L = Ek(Ik(L)), on dit que le langage est k-ouvert. Nous pouvons montrerque la dé�nition d'un fermé peut aussi s'é
rire sous une autre forme :Lemme 8

L fermé⇒ (

∀x ∈ Σ∗, Nk(x) ⊆ Ek(L)⇒ x ∈ L
)Démonstration :Si L est un langage k-fermé, alors L = Ik(Ek(L)). Nous avons, quelque soit L, L ⊆

Ik(Ek(L)) (voir en annexe). Don
, L fermé ⇒ (

Ik(Ek(L)) ⊆ L
). Or Ik(Ek(L)) ⊆ L ⇔

∀x ∈ Σ∗, x ∈ Ik(Ek(L))⇒ x ∈ L et x ∈ Ik(Ek(L))⇔ Nk(x) ⊆ Ek(L) par dé�nition. ✷En d'autres termes, si pour n'importe quel mot, lorsque le bruité du mot est in
lusdans l'extérieur d'un langage, 
elui-
i appartient au langage, alors le langage est fermé.Exemple 36 Soit BOULE(Σ) l'ensemble dé�ni par BΣ =
{

Br(o) : r ∈ N, o ∈ Σ∗
} où

Br(o) = Σ∗ \Br(o). BOULE(Σ) est don
 la 
lasse des 
omplémentaires des boules.En annexe, nous montrons que Br(o) = Ek(Ik(Br(o))), 
'est-à-dire que les boulessont k-ouvertes. Or Br(o) = Ek(Ik(Br(o))) = Ik(Ik(Br(o))) = Ik(Ek(Br(o))) par 
-dualité. Comme Br(o) = Ik(Ek(Br(o))), nous avons bien Br(o) qui est un ensemblefermé.Comme nous l'avons dit, les fon
tions Ik et Ek nous permettent e�e
tivement demettre en ÷uvre un débruitage des données :Théorème 21 Soit Nk la fon
tion de bruit. Si L est k-fermée alors Pres(L) est k-débruitable à la limite.3La relation de voisinage que nous avons dé
rite fait en fait appel à la topologie. Cependant, lesespa
es topologiques sont dé�nis à partir de trop nombreux axiomes qui empê
hent la mise en pla
ed'un débruitage à la limite ainsi que la mise en avant de langages fermés non triviaux. Les espa
es misen pla
e sont alors des espa
es prétopologiques. Un espa
e prétopologique Ek = (Σ∗, Ek ◦Ik, Ik ◦Ek)) estl'espa
e Σ∗ auquel sont asso
iés les fon
tions Ek ◦ Ik et Ik ◦Ek. Nous rappelons en annexe la dé�nitionet des propriétés des espa
es prétopologiques. Un langage que nous quali�erons de k-fermé est en faitun langage fermé pour l'espa
e prétopologique Ek.



Te
hniques d'apprentissage 85Démonstration :Considérons l'algorithme θk suivant : soient f une présentation k-bruitée d'un langage
L et u ∈ Nk(L) ; on pose θk(u, fp) = 0 si u ∈ Ik(fp) et 1 si Bk(u) 6⊆ fp.Soient f une présentation k-bruitée d'un langage L et u ∈ Nk(L). Si estDuBruit(u) =
0 alors u ∈ L don
 Bk(u) ⊆ Nk(L) et 
omme f(N) = Nk(L), il existe un rang nu telque Bk(u) ⊆ fnu

et don
 u ∈ Ik(Bk(u)) ⊆ Ik(fnu
). Par 
onséquent θk(u, fnu

) = 0 =estDuBruit(u). Inversement, si estDuBruit(u) = 1, alors u 6∈ L et 
omme L est
k-fermé alors Bk(u) 6⊆ Nk(L) par le Lemme 8, et don
 ∀p ∈ N, Bk(u) 6⊆ fp. Par 
onsé-quent, ∀p ∈ N, θ(u, fp) = 1 = estDuBruit(u). ✷Ce théorème nous permet alors de déduire le 
orollaire :Corollaire 1 BOULE(Σ) est débruitable à la limite à partir d'Informateur.Démonstration :Les boules étant des langages k-ouverts, leurs 
omplémentaires sont don
 k-fermés.Ces derniers sont don
 débruitables à la limite à partir de Texte k-bruité. Il su�talors de prendre uniquement les exemple négatifs de la présentation (
orrespondant auxexemples positifs du 
omplémentaire), de les débruiter, et de prendre le 
omplémentairedes exemples négatifs débruités 
omme exemples positifs. ✷Bien que 
e résultat soit positif, for
e est de 
onstater que le débruitage peut êtretrès long. A�n d'a

élérer le pro
essus, il peut être utile d'ajouter au préalable plus debruit. Ajouter du bruit peut paraître étrange, néanmoins il permet d'obtenir le résultatsuivant :Théorème 22 Soit Nk la fon
tion de bruit. Si L est j-fermée et si j ≥ k alors L est
k-débruitable à la limite.Démonstration :Il su�t de 
onsidérer l'algorithme θk(x, fp) = 0 si x ∈ Ik(Ej−k(fp)) et 1 sinon puisde reprendre la preuve du Théorème 21. Plus intuitivement, soit f une présentation k-bruitée de L. Pour tout p nous dé�nissons gp = Ej−k(fp). Comme f est une présentationde Nk(L), g est une présentation de Nj(L). De plus L est un ensemble j-fermé don
d'après le Théorème 21, g est j-débruitable à la limite et don
 f est k-débruitable à lalimite. ✷Ajouter du bruit n'est pas une te
hnique nouvelle. Par exemple, dans [GC97℄ Gran-valet et Canu inje
tent du bruit aux entrées d'un réseaux de neurones pour amélio-rer la robustesse du réseau aux impré
isions des entrées, ainsi que pour éviter le sur-apprentissage. Toutefois, il n'existe pas à notre 
onnaissan
e de travaux en inféren
egrammati
ale utilisant 
ette te
hnique.En outre, ajouter du bruit ne permet 
lairement pas d'apprendre à la limite des
lasses qui ne sont pas apprenables à partir de présentations non bruitées. En revan
he,il peut permettre 
omme nous l'avons dit, de débruiter (et don
 d'apprendre) plus vite :
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ation à la limite des boules de mots à partir de données bruitéesExemple 37 Soit la 
lasse des boules 
entrées sur λ, 
onsidérons la boule B2(λ). Soit fune présentation 1-bruitée de 
ette boule 
ommençant par f4 = {b, abb, aaa, baa}. Si nousvoulons débruiter dire
tement, nous obtenons I1(f4) = ∅, et il faudra en
ore d'autresexemples pour arriver à dégager des éléments non bruités. En revan
he, si nous ajoutonsdu bruit de niveau 1 et que nous débruitons, nous obtenons I2(E1(f4)) = {λ, a, b, aa}
e qui su�t à retrouver B2(λ), la plus petite boule 
ontenant I2(E1(f4)). De plus, si lepro
hain élément qui apparaît est aab, alors nous obtenons en
ore I1(f5) = ∅ lorsquenous n'ajoutons au
un bruit et I2(E1(f5)) = B2(λ) en ajoutant un peu de bruit.En�n, la plupart des langages ne sont naturellement pas totalement débruitables àla limite. Néanmoins, en 
ombinant ajout et suppression de bruit, nous pouvons nousramener à une 
lasse de langages L’ à partir de laquelle il est possible de déduire la
lasse L.Exemple 38 Soit la 
lasse des boules BOULE(Σ). Rappelons que 
ette 
lasse n'estpas fermée. Soit L = Br(o). Nous avons alors Ij+k(Ej(Nk(L))) = Ij+k(Ej+k(L)) qui
ontient une approximation de L, 
'est-à-dire, L plus éventuellement quelques mots (parexemple, bbbaaa ∈ I1(E1(B4(aabb))) mais bbbaaa 6∈ B4(aabb)). Or dans Ij+k(Ej+k(L)),il existe un 
ouple (anv, bnv) où anv et bnv sont respe
tivement le plus petit et le plusgrand mot des mots les plus longs de L. Ces mots nous permettent de déduire r = net o = v, don
 d'identi�er L = Br(o). Par 
onséquent, nous avons un algorithmepermettant d'identi�er indire
tement BOULE(Σ) après un débruitage approximatif desdonnées.Les boules étant ainsi débruitables à la limite, il ne reste plus qu'à les identi�er à lalimite à partir des données débruitées. Elles sont don
 identi�ables à la limite à partirde données bruitées si elles le sont à partir de données non bruitées.5.2 Identi�
ation à la limite des boulesNous venons de voir deux te
hniques d'apprentissage de BOULE(Σ) en situationsbruitées permettant 
ha
une de se ramener à une identi�
ation à la limite à partirde données non bruitées. Dans 
ette se
tion, nous montrons que les hypothèses faitessont 
orre
tes. Nous étudierons dans un premier temps l'apprentissage en temps M
polynomial, puis l'apprentissage en temps Ipe polynomial et en�n 
elui en temps Cspolynomial.Au préalable, nous rappelons que s'il n'y a pas de 
ontraintes de polynomialité,l'identi�
ation à la limite de boules est aisée. En e�et, il � su�t � d'attendre que laboule entière soit présente dans les données pour ensuite pouvoir l'identi�er grâ
e au
ouple (aro, bro) ave
 r maximal. Nous en déduisons don
 :Théorème 23 Les 
lasses BB(Σ) et BOULE(Σ) sont identi�ables à la limite.Démonstration :La Proposition 3 du 
hapitre pré
édent stipule que pour 
haque boule, il existe un
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ation à la limite des boules 87unique 
ouple de la forme (aiu, biu) ave
 |u| + i = |o| + r tel que i soit maximum :le 
ouple (aro, bro). Il su�t alors d'attendre que 
e 
ouple apparaissent pour retournerl'hypothèse (o, r).Une se
onde façon de formuler des hypothèses est de véri�er la présen
e d'un témoinde minimalité pour une boule Br(o) au sein de la présentation. Si un tel témoin existe,l'hypothèse retournée sera alors (o, r) tant qu'un témoin pour une boule plus granden'est pas trouvé. Lorsque toutes les données seront présentes, le témoin de la boule 
iblesera alors présent et l'hypothèse retournée sera alors 
orre
te. ✷En fait, il n'est pas utile d'attendre né
essairement le 
ouple (aro, bro). Le fait que
e 
ouple soit intéressant vient du fait que lcs(aro, bro) = {o}, don
 que o soit l'uniqueplus long sous-mot 
ommun du 
ouple. Supposons maintenant que X soit un ensemblequel
onque. Si parmi les plus longs mots de X, il existe un 
ouple ayant les mêmespropriétés, il su�t seulement de quelques autres 
onditions pour que nous puissionsen déduire que la boule que nous 
her
hons est Br(o). Nous pouvons alors trouver destémoins de minimalité pour les boules au sens de la Dé�nition 18 du Chapitre 2Proposition 4 Soit un ensemble X = {x1, . . . xn} de mots. Notons Xmax et Xmin lesmots de longueur maximum et minimum dans X. X est un témoin de minimalité pourla boule Br(o) s'il 
ontient des mots u, v, w tels que :1. u, v ∈ Xmax,2. w ∈ Xmin,3. |u| − |w| = 2r,4. lcs(u, v) = {o},5. |o| = |u| − r et6. X ⊆ Br(o).En d'autres termes, supposons que X 
ontienne un témoin de minimalité {u, v, w} pourla boule Br(o). Si X ⊆ Br′(o
′), alors soit r′ > r, soit (r′ = r et o′ = o). En d'autrestermes, Br(o) est la plus petite boule par rapport au rayon 
ontenant X.Démonstration :Nous avons d(u,w) ≥ |u| − |w| = 2r. De plus, 
omme {u,w} ⊂ X ⊆ Br′(o

′), nous endéduisons que d(u,w) ≤ 2r′ (puisque 2r′ est le diamètre de Br′(o′)). Nous avons don

r ≤ r′. Si r < r′, le lemme est vrai.Supposons don
 que r′ = r. Nous avons alors d(u,w) = 2r ≤ d(u, o′) + d(o′, w).Comme {u,w} ⊂ X ⊆ Br′(o

′), nous avons d(u, o′) ≤ r et d(o′, w) ≤ r, don
 d(u, o′) =
d(o′, w) = r. Comme |u| − |o′| ≤ d(u, o′) = r, nous obtenons |o′| ≥ |u| − r = |o|. Inver-sement, |o′| − |w| ≤ d(o′, w) = r, don
 |o′| ≤ |w| + r = |u| − 2r + r = |o| et |o′| = |o|.si o′ 6= o, 
omme lcs(u, v) = {o} et |o| = |o′|, nous en déduisons que o′ 6∈ lcs(u, v),don
 soit o′ 6� u soit o′ 6� v. Supposons don
 sans perte de généralité que o′ 6� u. Nousavons alors, d(o′, u) > |u| − |o′| = r, 
e qui est impossible puisque u ∈ Br′(o′). Nous en
on
luons que o′ = o. ✷
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ation à la limite des boules de mots à partir de données bruitéesDe plus, il existe un algorithme polynomial en ‖X‖ pour véri�er si l'ensemble X estle témoin de minimalité pour une boule, et qui 
al
ule 
ette boule Br(o) le 
as é
héant.En e�et, il su�t :� d'extraire Xmax et Xmin (1 et 2),� de véri�er si la di�éren
e des longueurs entre 
es deux ensembles est paire, 
e quipermet de trouver r (3),� de 
her
her u, v ∈ Xmax admettant un plus petit sous-mot 
ommun unique, 
equi permet de trouver o (4),� de tester les 
onditions (5) et (6).Le seul point déli
at i
i est bien entendu la véri�
ation en temps polynomial del'uni
ité de lcs(u, v). En e�et, le nombre de sous-mots 
ommuns à u et v peut êtresupérieur à 1, 442n (ave
 n = |u| = |v|), et si nous 
her
hons à 
onnaître tous lesempla
ements possibles des sous-mots 
ommuns 
e nombre monte à 3
πn2, 598n [Gre03℄.Néanmoins, Ri
k propose dans [Ri
00℄ une stru
ture de données du nom de L
s-graphe permettant de sto
ker un ensemble de sous-mots 
ommuns. Greenberg reprend
ette stru
ture dans [Gre02℄, et présente un moyen de 
onstruire le L
s-graphe de deuxmots u et v en un temps O (|u| × |v|). Une fois le graphe 
onstruit, nous pourrionsalors fa
ilement lister les sous-mots 
ommuns à u et v. Toutefois, 
e nombre peut êtreexponentiel. De plus, nous ne désirons pas 
onnaître tous les sous-mots de tous les
ouples de X : dès que nous savons que le 
ardinal de lcs(u, v) est au moins égal à

2, nous savons que le 
ouple (u, v) n'est pas un 
ouple qui nous intéresse. Don
 mêmes'il existe 1, 442|u| sous-mots 
ommuns, nous nous arrêterons à partir du deuxième.Par 
onséquent, le point (4) pré
édent est réalisable grâ
e au L
s-graphe en un temps
O(|X|2 × |u| × |v|).Il existe don
 des ensembles (au moins un par boule) tels que nous pouvons 
onstruireune boule de rayon r 
ontenant tous les mots de 
et ensemble et être sûr que tout autreboule 
ontenant 
es mots possède un rayon stri
tement plus grand que r.A�n de préparer l'identi�
ation sous 
ontrainte de polynomialité, nous présentonsmaintenant un algorithme permettant l'identi�
ation des bonnes boules grâ
e au témoinde minimalité (Algorithme 5). Le fon
tionnement de l'algorithme est le suivant : nousvéri�ons si le Texte est un témoin de minimalité pour une boule Br(o) à 
haquenouvelle donnée de la présentation. Si tel est le 
as, nous faisons l'hypothèse (o, r). Dansle 
as 
ontraire nous retournons une boule dont nous savons pertinemment qu'elle n'estpas la bonne (nous l'appellerons boule de sé
urité), mais dont le rayon est su�sammentgrand pour 
ontenir toutes les données de la présentation vue juste qu'à présent.L'Algorithme 5 identi�e alors bien BB(Σ) à la limite 
ar si Br(o) dénote la boule
ible, alors l'algorithme verra un jour les mots de la boule u = aro et v = bro ainsiqu'un mot w de longueur |o| − r qui répondent tous les trois aux exigen
es du témoinde minimalité pour Br(o).5.2.1 Apprentissage en temps M
 polynomialConsidérons maintenant l'identi�
ation en temps M
 polynomial. L'Algorithme 5nous permet de ne faire qu'un nombre minimum de 
hangements d'hypothèse :
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ation des bonnes boules à partir de texteDonnées : Un texte f = {x1, x2, . . .}Résultat : Une séquen
e de boules (o, r)lire(x1);1
c← x1;2 renvoyer (x1, 0);3 tant que vrai faire4 lire(xi);5 si fi est un témoin de minimalité pour Br(o) alors6 renvoyer (o, r) // boule valide7 sinon8 si c 6∈ Xmax alors9

c← un mot de Xmax;10 �nsi11 renvoyer (c, |c|) // boule de sé
urité12 �nsi13 �ntq14Théorème 24 BB(Σ) est identi�able à la limite à partir de Texte en temps M
polynomial.Démonstration :L'Algorithme 5 est un algorithme identi�ant à la limite BB(Σ) à partir de Texte entemps M
 polynomial.En e�et, nous avons déjà vu que l'Algorithme 5 identi�e à la limite BB(Σ) à partirde Texte. Il ne reste don
 qu'à 
ompter le nombre de 
hangements d'hypothèse quefait l'algorithme.L'algorithme peut 
hanger d'avis de plusieurs façons : en faveur d'une boule valide,ou en faveur d'une boule de sé
urité. Le 
hangement d'hypothèse en faveur d'une boulevalide ne se fait que vers une boule valide de rayon plus grand que 
elui de la boulevalide pré
édente. Il en est de même pour les boules de sé
urité.Plus pré
isément, soit T = (x1, s1)(x2, s2)(x3, s3) . . . la tra
e d'une exé
ution del'algorithme sur une présentation f. Supposons de plus que la boule 
ible soit Br(o). Latra
e de l'algorithme est une su

ession de représentations de boule. Chaque (xi, si) estdon
 soit la représentation d'une boule (o, r) venant d'un témoin de minimalité, soit
elle d'une boule de sé
urité (c, |c|).Intéressons-nous tout d'abord aux boules valides. Soient (oi, ri) une représentationissue d'un témoin de minimalité, et j le plus petit rang tel que j > i et (oj, rj) provienneaussi d'un témoin de minimalité. Deux 
as sont alors possibles :1. f(i + 1) ∈ Bri(oi) : le témoin de minimalité (ui, vi, wi, oi, ri) ayant permis de
onstruire Bri(oi) est toujours un témoin de minimalité pour fi+1 (par dé�nitiondu témoin). Don
, par la Proposition 4, nous en déduisons que j = i + 1 et que
(oj , rj) = (oi, ri), 
'est-à-dire qu'au
un 
hangement d'hypothèse n'a eu lieu.
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ation à la limite des boules de mots à partir de données bruitées2. f(i + 1) 6∈ Bri(oi) : par 
onstru
tion fi est in
lus dans Brj (oj). La Proposition 4nous permet de déduire que soit ri < rj, soit (oj = oi et rj = ri). Les deux boulesétant di�érentes (puisque f(i+1) ∈ (Bri(oi)⊕Brj (oj))), nous avons né
essairement
ri < rj.Par 
onséquent, 
haque fois que Alg 
hange d'hypothèse en faveur d'une nouvelle boulevalide, le rayon est in
rémenté d'au moins 1 par rapport à la boule valide pré
édente.Le nombre de représentations de boules valides di�érentes retournées par l'algorithmesera don
 au plus r, 
'est-à-dire le rayon de la boule 
ible. Le nombre de M
 de Alg enfaveur d'une boule valide est don
 inférieur à r.Si nous nous intéressons maintenant au nombre de 
hangements d'avis en faveurd'une boule de sé
urité, l'étude de la tra
e de l'exé
ution de l'algorithme nous permetà nouveau de borner 
e nombre. Soient deux boules de sé
urité (ci, |ci|) et (cj , |cj |).Supposons que i < j. Alors, |ci| ≤ |cj | puisque ci et cj sont des mots de longueurmaximale dans, respe
tivement, fi et fj. De plus, si |ci| = |cj | alors ci = cj . Le nombrede boules de sé
urité di�érentes le long de T est alors borné par 2r (puisque ∀x ∈

Br(o), |o| − r ≤ |x| ≤ |o| + r). De plus, le nombre de M
 en faveur d'une boule desé
urité est inférieur à 3r, 
'est-à-dire, r M
 pour passer d'une boule valide à une boulede sé
urité, et 2r M
 pour passer d'une boule de sé
urité à une autre boule de sé
urité.Le nombre total de M
 est don
 borné par 4r. En�n, le temps de mise à jour estpolynomial puisque la seule 
hose que fait l'algorithme est de véri�er si oui ou non fi estun témoin de minimalité. Or nous avons vu au 
hapitre pré
édent que 
ette véri�
ationpouvait se faire en temps polynomial. ✷La Figure 5.2 montre un exemple de 
e que vaut le rayon des boules issus d'untémoin, 
elui des boules de sé
urité, et 
elui des boules hypothèses. La 
ourbe des rayonsdes boules issus d'un témoin sera don
 borné par r, 
elle des boules de sé
urité par 2r,et la 
ourbe du rayon des boules hypothèses sera 
omprise entre 
es deux 
ourbes.Lorsque l'algorithme aura 
onvergé, la 
ourbe des rayons des boules hypothèses sera
onfondue ave
 
elle des boules témoins. Le nombre de M
 peut également être 
al
uléen 
omptant le nombre de variations de la 
ourbe hypothèse. Par exemple, à 
haque foisqu'elle dé
roît, un nouveau témoin a été trouvé, et l'algorithme a e�e
tué un 
hangementd'hypothèses.Il est à noter que l'algorithme n'a en fait pas besoin d'être 
onsistant et don
 de
hanger d'avis pour des boules de sé
urité. Toutefois, nous allons le réutiliser pourl'apprentissage en temps Ipe polynomial.L'apprentissage en temps M
 polynomial pourrait don
 très bien se faire unique-ment ave
 r 
hangements d'hypothèse au maximum : si la boule hypothèse n'est plus
onsistante ave
 les nouvelles données, il su�t d'attendre d'avoir un nouveau témoin deminimalité pour une boule plus grande. En d'autres termes, il su�t de rester le long dela 
ourbe témoin.Le fait de n'avoir pas besoin d'être 
onsistant nous permet également de montrerque BB(Σ) est identi�able à partir d'Informateur :
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Fig. 5.2 � Rayon des boules hypothèses, des boules de sé
urité et des boules issus destémoins, le long d'une présentation.



92 Identi�
ation à la limite des boules de mots à partir de données bruitéesThéorème 25 BB(Σ) est identi�able à la limite à partir de Informateur en tempsM
 polynomial.Démonstration :L'Algorithme 5 identi�e à la limite BB(Σ) à partir de Texte en temps M
 polyno-mial (Théorème 25). Or l'algorithme n'a pas besoin d'être 
onsistant ave
 les donnéespour pouvoir identi�er polynomialement. Pour 
haque exemple négatif qu'il reçoit, illui su�t don
 de retourner la dernière hypothèse qu'il vient de faire. Ainsi, il identi�etoujours à la limite, il a un temps de mise a jour qui reste polynomial, et le nombre de
hangements d'hypothèse est toujours borné par quatre fois le rayon de la boule 
ible. ✷La véri�
ation de l'existen
e du témoin de minimalité d'un ensemble de données po-sitives pour une boule en temps polynomial permet don
 d'identi�er à la limite BB(Σ)en temps M
 polynomial. Il est à noter que 
et algorithme peut être adapté à l'iden-ti�
ation de n'importe quel 
lasse de langage, si tant est que nous puissions véri�erl'existen
e d'un témoin de minimalité4.Con
ernant les mauvaises boules, nous pouvons montrer que BOULE(Σ) n'est pasidenti�able à partir de Texte. En e�et, il existe des présentations telles que n'importequel algorithme doit faire un nombre de 
hangements d'hypothèse supérieur au rayonde la boule :Théorème 26 BOULE(Σ) n'est pas identi�able à la limite en temps M
 polynomialà partir de Texte.Démonstration :Raisonnons par l'absurde et supposons que nous ayons un apprenant Alg et unpolyn�me p() tels que ∀G ∈ G,∀f ∈ Pres,#M
(f) ≤ p(‖G‖).Soit n un entier su�samment grand, et 
onsidérons la sous-
lasse 
ible Bk(λ) ave

k ≤ n. Pour 
haque 
ible, nous 
onstruisons une présentation fk en utilisant Alg defaçon intera
tive.À 
haque étape i,Alg produit une hypothèseHi, et nous devons 
al
uler un nouveaumot fk(i+ 1). Pour 
ela, si i = 0 nous retournons λ. Sinon, il y a deux 
as :1. Si Hi−1 = Bk(λ), alors nous retournons le plus petit mot de Bk(λ) qui n'est pasapparu dans fki−1 (si au
un mot ne véri�e 
ette 
ontrainte, nous retournons λ).En d'autres termes, si l'hypothèse est 
orre
te, nous retournons le plus petit motde la boule qui n'a pas été vu (λ sinon) a�n que la présentation soit 
orre
te(
'est-à-dire qu'elle 
ontienne tous les mots de la boule).2. Si Hi−1 6= Bk(λ), alors nous retournons aj+1 si Hi−1 = Bj(λ) ave
 j = max{|u| :

u ∈ fki−1}, et λ sinon. En d'autres termes, si l'hypothèse n'est pas la bonne, maisqu'elle 
ouvre tous les éléments de la présentation, nous présentons un mot pluslong que tous 
eux qui ont été vus jusqu'à présent, λ sinon.4Par exemple, 
'est 
ette méthode qui a été utilisée pour identi�er les automates en temps M
polynomial.
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ation à la limite des boules 93Chaque présentation fk est alors une présentation (Texte) 
orre
te de la 
ible
Bk(λ). En d'autres termes, nous avons bien fk(N) = Bk(λ).Posons m(k) = min{i ∈ N : fk(i) = ak}. Pour 
haque k, fk et fk+1 
oïn
ident surles mêmes m(k) valeurs initiales. Alors fn peut être réé
rit en : λ, . . . , λ, a, . . . , aj , . . . ,
an,. . . ave
 : ∀0 < j ≤ n,∀i ∈ {m(j−1), ..,m(j)−1}, fn(i) = fj(m(j−1)) = fj(i) = aj−1,et Alg 
hange d'avis juste avant de re
evoir le nouvel exemple ai et fait don
 au mini-mum n 
hangements d'hypothèses. Cela prouve que pour tout polyn�me p(), il existeun entier n tel que #M
(fn) > p(log n). ✷En revan
he, BOULE(Σ) devient identi�able si la présentation 
ontient des exem-ples négatifs. En e�et, grâ
e aux exemples négatifs, nous pouvons véri�er qu'il n'existepas de boules possédant un rayon plus grand que 
elui de la boule hypothèse :Théorème 27 BOULE(Σ) est identi�able à la limite en tempsM
 polynomial à partird'Informateur.Démonstration :Nous montrons qu'il existe un apprenant qui véri�e les données jusqu'à être sûr qu'iln'existe qu'une boule 
onsistante ave
 les données et fait don
 un unique 
hangementd'avis.Soient Br(o) la boule 
ible et 〈X+,X−〉 des exemples tels qu'il existe un mot u pourlequel :1. aku, bku ∈ X+,2. tous les sur-mots de aku et de bku de longueur |u|+ 1 + k sont dans X− et3. si u 6= λ, pour 
haque sous-mot v de u de longueur |u| − 1, il existe un sur-motde v de longueur |u|+ k dans X−.Il n'existe alors qu'une seule boule véri�ant 
es 
onditions. En e�et, étant donnéeune boule Br(o), 
es exemples existent toujours, et véri�er si un tel mot est dans X esten O(‖X‖).En outre, toutes les opérations d'édition dans un 
hemin minimal pour transformer
o en aku et bku sont des insertions. En e�et, la 
ondition 2 nous permet de déduire que
aku et bku sont des mots de la frontière supérieure de la boule. Nous en déduisons parla Proposition 5 que o � aku et o � bku. Ainsi, o � u.En�n, puisque pour 
haque sous-mot w de u il existe un sur-mot de longueur |u|+kdans X−, au
un sous-mot propre de u ne peut être le 
entre.Nous en déduisons alors que u = o et don
 que k = r. Évidemment, les 
onditionsrequises seront vraies à un 
ertain moment de la présentation. ✷5.2.2 Apprentissage en temps Ipe polynomialIntéressons-nous maintenant à l'identi�
ation de BB(Σ) à partir de Texte en tempsIpe polynomial. Si nous étudions l'Algorithme 5, nous pouvons 
onstater que l'existen
e



94 Identi�
ation à la limite des boules de mots à partir de données bruitéesdes boules de sé
urité permet à l'algorithme de rester 
onsistant tout au long de l'infé-ren
e. Cela nous permet alors de déduire que les boules sont apprenables en temps Ipepolynomial puisqu'elles le sont en temps M
 polynomial :Théorème 28 BB(Σ) est identi�able à la limite à partir de Texte en temps Ipepolynomial.Démonstration :L'Algorithme 5 est un algorithme 
onsistant. En e�et, pour 
haque nouvelle donnéede la présentation n'appartenant pas à une boule valide, Alg 
hange d'avis pour uneboule de sé
urité, boule qui 
ontient toutes les données positives de la présentation :fi ⊆ Σ≤|c| ⊆ B|c|(c). Il ne fera alors que deux sortes d'erreurs : lorsque la boule desé
urité n'est plus su�samment grande, ou lorsqu'un témoin de minimalité ne tientplus.Par 
onséquent, puisque l'algorithme est 
onsistant et qu'il identi�e les boules à lalimite en temps M
 polynomial, le Lemme 15 nous permet de déduire que BB(Σ) estaussi identi�able à la limite à partir de Texte en temps Ipe polynomial. ✷En revan
he, les boules ne sont pas apprenables à partir d'Informateur en faisantun nombre polynomial d'Ipe. En e�et, si tel était le 
as, nous pourrions les apprendreave
 des requêtes d'équivalen
e, suivant la te
hnique utilisée par Pitt dans [Pit89℄ pourmontrer que les afd ne sont pas identi�ables à la limite à partir d'Informateur entemps Ipe polynomial (
orollaire 6, page 25).Théorème 29 BB(Σ) n'est pas identi�able à la limite à partir d'Informateur entemps Ipe polynomial.Démonstration :Raisonnons don
 par l'absurde, et supposons qu'il existe un algorithme Alg tel que Algidenti�e BB(Σ) à la limite à partir d'Informateur en temps Ipe polynomial.Alg fait don
 une suite d'hypothèses B1, B2, . . . jusqu'à trouver la boule 
ible. Lais-sons maintenant de 
�té toutes les hypothèses qui ne résultent pas en une erreur impli
itede prédi
tion. En d'autres termes, nous gardons don
 uniquement les hypothèses tellesque Alg fasse une Ipe sur la pro
haine donnée de la présentation. Cette suite d'hypo-thèses 
orrespond alors à une identi�
ation ave
 des requêtes d'équivalen
e puisqu'après
haque hypothèse faite par l'algorithme un 
ontre-exemple est fourni (ou, si l'hypothèseest 
orre
te, l'inféren
e prend �n).Un algorithme Alg2 apprenant à partir d'eq pourrait don
 se servir de l'algorithmeAlg en lui fournissant tous les 
ontre-exemples qu'il reçoit et en faisant 
omme requêtela dernière hypothèse de Alg. Alg faisant un nombre polynomial d'Ipe, le nombre derequêtes d'équivalen
e de Alg2 serait don
 lui aussi polynomial.Si BB(Σ) était identi�able à la limite à partir d'Informateur en temps Ipe po-lynomial, elle le serait également à partir de requêtes d'équivalen
e uniquement. Or, 
e5Si Alg identi�e la 
lasse G à la limite en temps M
 polynomial et qu'il est 
onsistant, alors Algidenti�e G en temps Ipe polynomial.
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as, d'après le Théorème 16, don
 BB(Σ) n'est pas identi�able à la limiteà partir d'Informateuren temps Ipe polynomial. ✷Il est don
 ainsi faux de penser que de disposer d'exemples négatifs en plus desexemples positifs aide à l'apprentissage. Ce
i n'est pas surprenant : 
'est en e�et le
as pour l'apprentissage de 
ertains langages hors-
ontexte. La prin
ipale raison de 
erésultat est que le 
omplémentaire d'une boule n'est pas une boule (de même que le
omplémentaire d'un langage hors-
ontexte n'est pas hors-
ontexte). Par 
onséquent,les exemples négatifs pénalisent i
i plus qu'ils n'aident puisqu'il est di�
ile de trouverla plus petite boule 
onsistante ave
 un ensemble de mots (Théorème 15).Con
ernant les mauvaises boules, les bonnes boules n'étant pas identi�ables à lalimite à partir d'Informateur en temps Ipe polynomial, BOULE(Σ) ne peut pasl'être non plus. De même, pour l'apprentissage à partir de Texte, ave
 le même rai-sonnement que pour le Théorème 26, nous pouvons montrer que #Ipe(fn)> p(log n) eten déduire :Théorème 30 BOULE(Σ) n'est pas identi�able à la limite en temps Ipe polynomialà partir de Texte, ou d' Informateur.5.2.3 Apprentissage en temps Cs polynomialNous terminons 
ette étude par l'apprentissage en temps Cs polynomial.Reprenons en
ore une fois l'Algorithme 5 en laissant de 
�té les boules de sé
urité.Les témoins de minimalité utilisés servent alors aussi d'ensembles 
ara
téristiques. Ene�et, la taille d'un témoin de minimalité est bien polynomiale en la taille de la repré-sentation d'une boule. De plus, dès que 
e témoin est in
lus dans la présentation, alorsl'algorithme retourne toujours la même représentation, qui est 
elle de la boule 
ible.Cela répond alors bien à tous les points de la Dé�nition 21 du Chapitre 2 d'ensemble
ara
téristique polynomial.Ainsi, que 
e soit à partir de Texte ou d'Informateur, le témoin de minimalitéest un ensemble 
ara
téristique qui fait 
onverger l'Algorithme 5 :Théorème 31 BB(Σ) est identi�able à la limite en temps Cs polynomial à partir deTexte ou d'Informateur.Par 
ontre, dans le 
as des mauvaises boules, l'apprentissage ne peut se faire entemps polynomial. En e�et, reprenons la 
lasse des boules 
entrées sur λ et 
onsidéronsles boulesBr(λ) et Br+1(λ). Né
essairement, a�n de pouvoir di�éren
ier 
es deux boules,l'ensemble 
ara
téristique de Br+1(λ) aura au moins un mot de Σr+1 que l'ensemble
ara
téristique de Br(λ) ne 
ontiendra pas. Ce mot étant de longueur r+ 1, l'ensemble
ara
téristique de Br+1(λ) sera don
 de taille exponentielle en log r 
e qui ne peut pasêtre polynomial en la taille |o|+ r de la représentation de la boule :Théorème 32 BOULE(Σ) n'est pas identi�able à la limite en temps Cs polynomialà partir de Texte ou d'Informateur.



96 Identi�
ation à la limite des boules de mots à partir de données bruitéesLes mauvaises boules ne sont don
 apprenables que sans 
ontraintes de polynomialitéet en tempsM
 polynomial à partir d'Informateur. À l'inverse, les bonnes boules sontapprenables dans la plupart des paradigmes d'apprentissage à la limite, à l'ex
eptionde l'apprentissage à la limite en temps Ipe polynomial à partir d'Informateur.Con
lusionLes bonnes boules de mots étant identi�ables à la limite dans la plupart des para-digmes, les te
hniques vues au début de 
e 
hapitre peuvent don
 s'appliquer. Contrai-rement aux afd, BB(Σ) est don
 identi�able à la limite à partir de données bruitéessystématiquement en utilisant soit une te
hnique de rédu
tion, soit une te
hnique dedébruitage à la limite.Les boules n'étant pas Pa
 apprenables, ni apprenables à partir de mq et eq dansun 
ontexte non bruité, il ne nous reste plus qu'à nous intéresser à leur identi�
ation àpartir de requêtes de 
orre
tion lorsque l'ora
le peut répondre approximativement.



Chapitre 6Apprentissage a
tif des boules ensituations bruitéesNous terminons 
ette étude par l'apprentissage des boules de mots en situationsbruitées à partir de requêtes. Les boules n'étant pas apprenables à partir de mq et eq,nous nous 
on
entrons sur leur apprentissage à partir de requêtes de 
orre
tion.Nous proposons dans un premier temps un algorithme d'apprentissage linéaire desboules à partir de 
qEdit. Nous prouvons ensuite que sous 
ertaines 
onditions, la 
om-plexité de l'algorithme peut être réduite à une 
omplexité logarithmique. Nous terminonsalors en montrant que l'algorithme identi�ant les boules à partir de 
qEdit est assezrésistant fa
e à un ora
le répondant approximativement aux requêtes de 
orre
tion.6.1 Apprentissage à partir de 
qEditL'identi�
ation de BB(Σ) à partir de requêtes de 
orre
tion est assez te
hniqueet nous allons devoir pro
éder par plusieurs étapes. Tout d'abord, nous allons nousintéresser à la 
ara
térisation des 
orre
tions retournées par l'ora
le. Mais a�n de mieux
omprendre pourquoi les 
qEdit semblent intéressantes pour l'apprentissage de boules,prenons l'exemple de l'identi�
ation de disque dans R
2 (voir Figure 6.1).Si nous désirons identi�er un disque dans le plan ou une boule dans l'espa
e eu
lidien,nous pouvons pro
éder de la façon suivante :� Demander à l'ora
le la 
orre
tion d'un point ;� Tant que l'ora
le répond que le point appartient à la boule, demander la 
orre
tiond'un autre point, en allant toujours dans la même dire
tion, de plus en plus loin ;� Une fois que l'on a obtenu un point A hors de la boule et sa 
orre
tion A′, re
om-men
er1 pour avoir un point B et sa 
orre
tion B′ ;� Le 
entre O est alors donné par l'interse
tion des droites (AA′) et (BB′) ;� Le rayon est la longueur des segments [OA′] et [OB′]1Il su�t en fait de se dépla
er légèrement de A en ne restant pas sur la droite (AA′), par exemple,sur une droite perpendi
ulaire à (AA′) passant par A (
e n'est pas le 
as de la Figure 6.1 pour plus delisibilité). 97
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O

A

A′

B′ B

Fig. 6.1 � Apprentissage d'un disque dans le plan en utilisant des requêtes de 
orre
-tions.6.1.1 Une 
ara
térisation des 
orre
tionsTrouver une boule dans un espa
e eu
lidien à n dimensions se fera toujours de lamême façon, ave
 peu de requêtes de 
orre
tion. Nous pouvons alors espérer qu'uneméthode identique existe pour l'apprentissage des boules de mots. Toutefois, plusieursproblèmes vont alors se poser : quand nous munissons Σ∗ de la distan
e d'édition, nousobtenons un espa
e métrique mais nous ne disposons pas d'espa
e ve
toriel. Autrementdit, 
'est 
omme si nous nous ramenions à l'apprentissage des boules dans le plan maissans règle, seulement ave
 un 
ompas. De plus, nous avons vu au 
hapitre pré
édent queles boules de mots sont très di�érentes des boules du plan (non homogène, non 
onvexe,et
.). En parti
ulier, plusieurs 
orre
tions peuvent être possible pour une même requête,les 
orre
tions pouvant même avoir des longueurs di�érentes :Exemple 39 Soit la boule B1(ba). Nous avons alors Cq(a4) = {aa, aba, baa}, soit trois
orre
tions possibles, toutes de longueurs di�érentes.L'identi�
ation n'en sera alors que plus ardue 
ar dans le 
as d'ora
le malveillant,
elui aura la possibilité de 
hoisir la 
orre
tion qui nous aide le moins (
omme un motdont nous savons déjà qu'il appartient à la boule 
ible par exemple).De même, si dans le plan il su�t d'obtenir la 
orre
tion de deux mots hors de laboule, 
ela n'est plus su�sant dans Σ∗ :Exemple 40 Soient les 
orre
tions suivantes : Cq(a) = ab,Cq(b) = bb, Cq(a5) =
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aabaa,Cq(b5) = babbb, Cq((ab)5) = (ab)4. Même si l'on dispose d'autant d'informations,il existe plusieurs boules telles que les réponses à 
es requêtes sont justes : B2(aabb),
B2(abab) ou en
ore B2(abba).Cependant, tout 
omme dans l'espa
e eu
lidien, nous pouvons montrer que les 
or-re
tions sont des mots de la frontière de la boule :Lemme 9 Soit Br(o) une boule et m un mot tel que m 6∈ Br(o). Alors un mot z estune 
orre
tion possible de m si et seulement si (d(o, z) = r et d(z,m) = d(o,m)− r).Démonstration :Posons k = d(o,m) et 
onsidérons une dérivation de o en m de longueur minimale :
o
k
−→ m. Comme m 6∈ Br(o), nous avons k > r, don
 le long de la dérivation pré
édente,il existe un mot w0 tel que o r

−→ w0
k−r
−−→ m. Dé�nissons l'ensemble W = {w ∈ Σ∗ |

d(o,w) = r et d(w,m) = k−r}. Clairement, w0 ∈W , don
W 6= ∅. De plus,W ⊆ Br(o).En�n, notons Z l'ensemble des 
orre
tions possibles de m et montrons que Z = W .Soit z ∈ Z et w ∈W . Si d(z,m) > d(w,m), alors w est un mot de Br(o) qui est stri
-tement plus pro
he de m que z, 
e qui 
ontredit le fait que z soit une 
orre
tion possiblede m. Supposons que d(z,m) < d(w,m). Nous avons d(o,m) ≤ d(o, z) + d(z,m), don

d(o, z) ≥ d(o,m)−d(z,m) > d(o,m)−d(w,m). Or d(o,m) = k et d(w,m) = k−r, don

d(o, z) > r, 
e qui est impossible puisque z ∈ Z ⊆ Br(o). Don
 d(z,m) = d(w,m) =
k − r. En 
onséquen
e, tout mot w ∈ W est à la même distan
e de m qu'une 
or-re
tion z ∈ Z. Don
 W ⊆ Z. De plus, nous avons d(o,m) ≤ d(o, z) + d(z,m), don

k ≤ d(o, z) + k − r, 
'est-à-dire, d(o, z) ≥ r. Comme z ∈ Br(o), nous en déduisons
d(o, z) = r. Comme nous avons aussi d(z,m) = k − r, Z ⊆W . ✷En d'autres termes, le Lemme 9 permet de dire que les 
orre
tions d'un mot w parrapport à une boule Br(o) se situent à l'interse
tion du 
er
le de 
entre o et de rayon
r (soit l'ensemble {w ∈ Σ∗ : d(o,w) = r}) ave
 le segment [o,w] (
'est-à-dire ave
l'ensemble {u ∈ Σ∗ : d(o, u) + d(u,w) = d(o,w)}).6.1.2 Les mots de longueur maximum sur la frontièreUne fois que l'on sait que les 
orre
tions sont à la frontière, nous pouvons nousattaquer au problème sous un nouvel angle. En e�et, si nous 
onnaissons un mot de lafrontière de la boule de longueur maximum, nous allons pouvoir essayer de trouver le
ouple de mots2 (aro, bro) et en déduire la boule 
ible.Nous allons don
 
ommen
er par distinguer 
ertains mots des boules, 
eux qui ontun nombre maximum de lettres :Dé�nition 41 (Frontière supérieure) On appelle frontière supérieure d'une boule
Br(o), notée Bmax

r (o), l'ensemble des mots de Br(o) qui sont de longueur maximum :
Bmax
r (o) = {z ∈ Br(o)|∀w ∈ Br(o), |w| ≤ |z|}.2Voir Chapitre 4 Proposition 3.
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tif des boules en situations bruitéesExemple 41 Soit Σ = {a, b} et B1(ba) = {a, b, aa, ba, bb, aba, baa, bab, bba}. Nousavons Bmax
1 (ba) = {aba, baa, bab, bba}.

Bmax
r (o) est un ensemble remarquable 
ar tous les mots qui le 
omposent sont
onstruits à partir du 
entre o en faisant r insertions. Aussi, disposant d'un mot w ∈

Bmax
r (o), il � su�t � de trouver les lettres qui ont été insérées dans o pour 
onstruire w,puis de les e�a
er pour retrouver o. Il n'est ainsi pas né
essaire de 
onstruire le 
entre

o de toute piè
e :Proposition 5 w ∈ Bmax
r (o) si et seulement si o � w et d(o,w) = |w| − |o| = r.Démonstration :Supposons o � w et d(o,w) = |w| − |o| = r. Alors w ∈ Br(o). Soit w′ un mot telque |w′| > |w|. Alors, par la Proposition 1, d(o,w′) ≥ |w′| − |o| > |w| − |o| = r. Ladistan
e entre w′ et le 
entre étant plus grande que le rayon, w′ 6∈ Br(o). Par 
onséquent,

w ∈ Bmax
r (o).Ré
iproquement, soit w ∈ Bmax

r (o). Prenons sans perte de généralité la lettre a ∈ Σ.Soit le mot aro. De toute éviden
e, nous avons d(o, aro) = r. Le mot aro appartientdon
 à Br(o). Comme w ∈ Bmax
r (o), nous en déduisons que |w| ≥ |aro| = |o|+ r. Ainsi,par la Proposition 1, d(o,w) ≥ |w| − |o| ≥ r. D'un autre 
�té, r ≥ d(o,w) puisque

w ∈ Bmax
r (o). Nous en déduisons don
 que d(o,w) = |w| − |o| = r, et don
 que o � w,par la Proposition 1. ✷6.1.3 Trouver le 
entre à partir d'un mot de la frontière supérieureParmi les mots de Bmax

r (o), 
ertains jouent un r�le spé
ial. En e�et, aro est ob-tenu à partir de o en faisant r insertions, don
 il appartient à Bmax
r (o). De plus, sinous 
onnaissons r, il su�t d'e�a
er les r premiers a pour trouver o. Nous prétendonsqu'ave
 des requêtes de 
orre
tion, nous pouvons obtenir aro à partir de n'importequel mot w ∈ Bmax

r (o) en faisant des é
hanges de lettres. C'est le but de la pro
édureExtra
tion_du_
entre (voir l'Algorithme 6).Algorithme 6 : Extra
tion_du_
entreDonnées : Un mot w = a1 . . . an ∈ B
max
r (o), le rayon rRésultat : Le 
entre o de la boule Br(o)

x← an // x est une lettre arbitraire1 pour i = 1 à n faire2 Supposons w = a1 . . . an, soit w′ = xa1 . . . ai−1ai+1 . . . an;3 si Cq(w′) = Oui alors4
w ← w′5 �nsi6 �npour7 Supposons w = a1 . . . an, retourner ar+1 . . . an;8
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qEdit 101Regardons un exemple d'exé
ution de l'algorithme :Exemple 42 Soit la boule Bmax
2 (bb) = {aabb, abab, abba, abbb, baab, baba, babb, bbaa,

bbab, bbba, bbbb}. Prenons le mot abba et un rayon r = 2. L'algorithme Extra
-tion_du_
entre transforme, à 
haque itération, la lettre d'indi
e i en un a qu'ilpla
e au début du mot, puis soumet le mot obtenu à l'ora
le.
i w w′ Cq(w′) w 
hange
1 abba abba Oui oui
2 abba aaba abba non
3 abba aaba abba non
4 abba aabb Oui ouiAinsi, Extra
tion_du_
entre s'arrête sur w = aabb et retourne alors o = bb(
omme r = 2).Nous montrons maintenant que l'algorithme que nous venons de voir est 
orre
t etfon
tionne en temps polynomial en la taille de la représentation de la boule :Lemme 10 Pour tout mot w ∈ Bmax

r (o), sa
hant r, Extra
tion_du_
entre re-tourne o en temps polynomial, ave
 O (|o|+ r) requêtes de 
orre
tion.Démonstration :Montrons tout d'abord que l'opération d'é
hange de lettres est 
orre
te. Soient w =
x1 . . . xn ∈ Bmax

r (o) et w′ = ax1 . . . xi−1xi+1 . . . xn pour 1 ≤ i ≤ n. S'il existe unedérivation de réé
riture o r
−→ w où la lettre xi de w est le produit d'une insertion dans o,alors supprimer xi et faire l'insertion d'un a en tête de o 
onduit à un mot w′ qui satisfait

o � w′ et |w′| = |w|. Par la Proposition 1, nous avons d(o,w′) = |w′|−|c| = |w|−|c| = r,don
 par la Proposition 5, w′ ∈ Bmax
r (o) et Cq(w′) = oui.Par 
ontre, s'il n'existe au
une dérivation de réé
riture où xi est le produit d'uneinsertion, alors xi est une �vraie� lettre de o. Dans 
e 
as, supprimer xi et ajouter un

a en tête de o 
onduit à un mot w′ tel que o 6� w′. Par la Proposition 1, nous avons
d(o,w′) > |w′| − |o| et 
omme |w′| = |w|, nous avons d(o,w′) > r. Don
 w′ 6∈ Bmax

r (o)et Cq(w′) 6= oui.À 
haque itération, si la lettre est issue d'une insertion elle est pla
ée en début demot. Si la lettre est issue du 
entre, elle reste à sa pla
e. À la �n de l'algorithme, les rlettres issues des insertions se retrouveront don
 en début de mot, la �n étant 
omposéedes lettres de o, soit un mot de la forme aro.En�n, l'algorithme par
ourt le mot w de Bmax
r (o) en e�e
tuant une requête à 
haquelettre, soit |w| = |o|+ r requêtes de 
orre
tion. ✷À partir d'un mot de la frontière supérieure (et du rayon), nous pouvons don
 trouverle 
entre et don
 la boule.



102 Apprentissage a
tif des boules en situations bruitées6.1.4 Trouver un mot de la frontière supérieureA�n de pouvoir utiliser l'algorithme Extra
tion_du_
entre, il nous faut trou-ver un mot de la frontière supérieure ainsi que le rayon de la boule. Une première idéeserait de demander la 
orre
tion du mot vide, puis la 
orre
tion d'un mot de plus en plusgrand. Une fois que la 
orre
tion est plus petite que la requête, le mot appartient-il à lafrontière supérieure ? La réponse est non. La re
her
he d'un mot de longueur maximalest de nouveau plus 
omplexe qu'il n'y paraît :Exemple 43 Mettons-nous à la pla
e de l'apprenant. Soit la 
orre
tion Cq(b3a3) =
b2a3. La 
orre
tion étant plus petite que la requête, nous pourrions penser que les motsles plus longs sont de longueurs 5. Pour plus de sûreté, nous demandons la 
orre
tiond'un mot plus long Cq(b4a3) = b2a4. La 
orre
tion étant plus longue que la pré
édente,nous 
ontinuons : Cq(b10a3) = bbbabba. Cette fois-
i la 
orre
tion est beau
oup pluspetite. Pour être vraiment sûr nous demandons la 
orre
tion d'un mot vraiment trèslong : Cq(b100a3) = bbbabba. La di�éren
e de longueur étant vraiment importante, etla 
orre
tion obtenue étant identique à la pré
édente, nous pouvons penser que la lon-gueur des mots de la frontière supérieure est de 7. Malheureusement, la boule 
ible était
B4(aabb) et don
 les mots les plus longs de la boule sont de longueur 8.Cet exemple illustre bien le fait que nous ne pouvons pas nous �er à notre intuitionpour trouver un mot de Bmax

r (o). Toutefois, il existe des mots qui, s'ils sont su�sammentgrands, for
e les requêtes de 
orre
tion à ne faire que des suppressions pour trouver unmot de la boule. La 
orre
tion obtenue est alors un mot de la frontière supérieure :Lemme 11 Supposons que l'alphabet 
ontienne n lettres : Σ = {a1, . . . , an}. Alors toute
orre
tion w du mot v = (a1 . . . an)
k ave
 k ≥ |o|+ r est un mot de Bmax

r (o).Démonstration :Soit U l'ensemble des 
orre
tions possibles de v. Montrons que U = Bmax
r (o). Comme

v = (a1 . . . an)
k ave
 k ≥ |o|+ r, nous avons o � v, don
 par la Proposition 1, d(o, v) =

|v| − |o|. Par ailleurs, soit w ∈ Bmax
r (o). Par la Proposition 5, nous avons o � w et

d(o,w) = |w| − |o| = r. De plus, 
omme v = (a1 . . . an)
k ave
 k ≥ |o| + r, nous avons

w � v, don
 par la Proposition 1, d(w, v) = |v|−|w| = |v|−|o|−r = d(o, v)−r. Comme
d(o,w) = r et d(w, v) = d(o, v) − r, nous en déduisons Bmax

r (o) ⊆ U par le Lemme 9.Soit maintenant u ∈ U . Par le Lemme 9, nous avons d(o, u) = r. Si o � u, alors
u ∈ Bmax

r (o) par la Proposition 5. Si o 6� u, alors par la Proposition 1, d(o, u) > |u|−|o|,
'est-à-dire, |u| < |o| + r. Mais alors, d(u, v) ≥ |v| − |u| > |v| − |o| − r = d(w, v) pourtout w ∈ Bmax
r (o), 
e qui 
ontredit u ∈ U . Don
 U ⊆ Bmax

r (o). ✷Demander la 
orre
tion d'un mot de la forme (a1 . . . an)
k ave
 k su�samment grandpermet don
 d'être sûr d'avoir un mot de Bmax

r (o). Le problème reste don
 de trouver untel k. Pour 
ela, nous allons utiliser le lemme suivant qui stipule que si nous demandonsà l'ora
le de 
orriger un mot fait d'une grande quantité de a, la 
orre
tion qu'on obtientnous donne des indi
ations pré
ieuses sur le rayon et le nombre d'o

urren
es de a dansle 
entre :
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qEdit 103Lemme 12 Considérons la boule Br(o), une lettre a ∈ Σ et un entier j ∈ N tels que
aj 6∈ Br(o). Soit w = Cq(aj). Si |w| < j, alors |w|a = |o|a + r.Démonstration :Soient aj 6∈ Br(o) et w = Cq(aj). Par le Lemme 9, nous avons d(o,w) = r et d(w, aj) =
d(o, aj) − r. Comme |w| < |aj|, le 
al
ul de d(w, aj) 
onsiste en (1) 
hanger toutes leslettres de w qui ne sont pas des a, soit |w| − |w|a substitutions, et (2) 
ompléter le motobtenu par des a pour atteindre aj, soit j−|w| insertions de a. Nous en déduisons alorsque d(w, aj) = |w|−|w|a+j−|w| = j−|w|a. Cal
ulons maintenant d(o, aj). Clairement,si |o| ≤ |w| < j, alors nous pouvons utiliser les mêmes arguments que pré
édemmentpour obtenir d(o, aj) = j−|o|a. En�n, puisque d(w, aj) = d(o, aj)−r, nous en déduisonsque j − |w|a = j − |o|a − r, 
'est-à-dire, |w|a = |o|a + r.Supposons maintenant que |o| > |w|. Le même argument ne tient plus puisque
|o| ≥ |aj |. Des suppressions sont don
 né
essaires pour 
al
uler d(o, aj). Cependant,nous allons montrer que 
e 
as est impossible. En e�et, 
onsidérons la dérivation o r

−→ w.Puisque |o| > |w|, il y a au moins une suppression le long de 
ette dérivation. À lapla
e de supprimer 
ette lettre, supposons qu'on la rempla
e par un a et que l'on ne
hange rien d'autre. Ce
i nous amène à une nouvelle dérivation o r
−→ w′ (ou o r−1

−−→ w′si la lettre supprimée était un a) ave
 |w′| = |w| + 1 et |w′|a = |w|a + 1. De plus,
d(o,w′) ≤ r, don
 w′ ∈ Br(o). Finalement, 
omme |w| < j, nous obtenons |w′| ≤ j,don
, ave
 les mêmes arguments que pré
édemment, seules les substitutions et les inser-tions sont né
essaires pour 
al
uler d(w′, aj). Plus pré
isément, nous avons d(w′, aj) =
(|w′| − |w′|a) + (j − |w′|) = −|w|a − 1 + j = d(w, aj) − 1, et don
 d(w′, aj) < d(w, aj).Comme w′ ∈ Br(o), w ne peut être une 
orre
tion de aj . ✷Demander la 
orre
tion d'un mot de la forme aj ave
 j grand permettra don
 d'obte-nir une 
orre
tion dont nous pouvons tirer de l'information. Supposons en e�et que l'al-phabet soit Σ = {a1, . . . , an} et soit j1, . . . , jn ∈ N de grand entiers. Si nous dé�nissons
k =

∑n
i=1 |Cq(a

ji
i )|ai

, alors le Lemme 12 donne k =
∑n

i=1(|o|ai
+r) = |o|+|Σ|·r ≥ |o|+r.Nous pouvons alors utiliser 
ette valeur k dans la Proposition 11 et obtenir un mot

w = Cq
(

(a1 . . . an)
k
)

∈ Bmax
r (o). De plus, nous avons |w| = |o|+ r et k = |o|+ |Σ| · r.Don
, nous en déduisons que le rayon est r = (k − |w|)/(|Σ| − 1).6.1.5 Un algorithme d'identi�
ation des boules à partir de requêtesde 
orre
tionÀ 
e point, nous pouvons don
 résumer notre stratégie d'apprentissage de la boule

Br(o) ave
 un alphabet Σ = {a1, . . . , an} de la façon suivante :1. Pour 
haque lettre ai, l'apprenant demande la 
orre
tion de aji ave
 j su�sammentgrand pour que la 
orre
tion soit plus petite que j.2. Il 
al
ule alors k =
∑n

i=1 |Cq(a
ji
i )|ai

et demande la 
orre
tion w du mot v =
(a1 . . . an)

k.3. À partir de k et w, il déduit r.4. Il utilise ensuite Extra
tion_du_
entre ave
 w et r a�n d'obtenir o.



104 Apprentissage a
tif des boules en situations bruitéesL'apprenant est don
 
apable d'identi�er des boules à partir de requêtes de 
orre
tionen un nombre polynomial de requêtes (voir l'Algorithme 7 Identifi
ation_boule etle Théorème 33).Algorithme 7 : Identifi
ation_bouleDonnées : L'alphabet Σ = {a1, . . . , an}Résultat : La représentation (o, r) de la boule 
ible Br(o)
j ← 1;1
k ← 0;2 pour i = 1 à n faire3 tant que Cq(aji ) = Oui ou |Cq(aji )| ≥ j faire4

j ← 2 · j;5 �ntq6
k ← k + |Cq(aji )|ai

;7 �npour8
w ← Cq

(

(a1a2 . . . an)
k
);9

r ← (k − |w|)/(|Σ| − 1);10
o← Extra
tion_du_
entre(w, r);11 retourner (o, r)12 Voi
i un exemple de l'exé
ution de l'algorithme :Exemple 44 Considérons la boule B2(bb) sur l'alphabet Σ = {a, b}. Notre algorithme
ommen
e par 
her
her des 
orre
tions de aj et bj ave
 j su�samment grand. Nouspouvons par exemple observer : Cq(a) = Oui, Cq(a2) = Oui, Cq(a4) = aabb, Cq(a8) =

abba,Cq(b8) = bbbb. D'où k = |abba|a + |bbbb|b = 2 + 4 = 6.Ensuite, Cq (

(ab)6
)

= Cq(abababababab) = abba, par exemple, et nous pouvons don
en déduire r = (6−4)/(2−1) = 2. En�n Extra
tion_du_
entre(abba, 2) retourne
bb. Don
 Identifi
ation_boule retourne (bb, 2).Théorème 33 Pour n'importe quelle boule Br(o), Identifi
ation_boule retournesa représentation (o, r) en utilisant O (|Σ|+ |o|+ r) requêtes de 
orre
tion.Démonstration :La 
orre
tion de l'algorithme Identifi
ation_Boule dé
oule de la suite de lemme de
ette se
tion. Con
ernant la polynomialité de l'algorithme, les requêtes interviennent àtrois endroits :1. les 
orre
tions des mots aji (ligne 4) sont au nombre de O (|Σ|+ log(|o|+ r)) (soit

O(log(|o| + r)) pour avoir la plus grande 
orre
tion plus une requête par lettre,soit |Σ| 
qEdit supplémentaires) ;2. la 
orre
tion du mot (a1a2 . . . an)
k (ligne 9) ;3. les 
orre
tions utilisées par l'algorithme Extra
tion_du_
entre (ligne 11)pour retrouver le 
entre, soit d'après la Proposition 10 O (|o|+ r) 
qEdit.



Apprentissage à partir de 
qEdit 105Au total, l'algorithme a alors besoin de O (|Σ|+ |o|+ r) requêtes de 
orre
tion. ✷Il en résulte le 
orollaire :Corollaire 2� Soit q() un polyn�me. L'ensemble de toutes les q()-bonnes boules Br(o) est iden-ti�able ave
 un algorithme qui utilise O (|Σ|+ |o|+ q(|o|)) requêtes de 
orre
tionet un temps polynomial.� L'ensemble des bonnes boules Br(o) est identi�able ave
 un algorithme qui utilise
O (|Σ|+ |o|+ r) requêtes de 
orre
tion et un temps polynomial.Contrairement aux afd les boules sont don
 apprenables en utilisant des CqEdit.Ce résultat est somme toute mitigé. D'une part, nous ne savons pas montrer que la
omplexité obtenue est une borne inférieure. D'autre part, si l'on reprend l'exemple duplan, l'apprentissage de boules dans R

2 est de 
omplexité logarithmique. En fait, la
omplexité des boules de mots est telle qu'il est di�
ile de pouvoir utiliser à bon es
ientl'information 
ontenue dans une 
orre
tion (
ontrairement à R
2).De 
e fait, nous pouvons aussi 
onstruire un algorithme qui, à partir d'un exemple(
'est-à-dire d'un mot de la boule), identi�e la boule ave
 des mq seulement ! En e�et,une fois que l'on a obtenu un mot de la frontière supérieure de la boule, l'algorithmeIdentifi
ation_boule n'utilise les 
qEdit que pour tester l'appartenan
e du nouveaumot à la boule. Il s'en sert don
 
omme de mq. Ainsi, il su�t de partir d'un motquel
onque de la boule et de faire le plus d'insertions possibles de toutes les lettresde l'alphabet entre 
haque lettre de l'exemple pour pouvoir 
onstruire un mot de lafrontière supérieure de la boule3. Ensuite, à partir de 
e mot, il su�t d'utiliser unemodi�
ation de l'algorithme Extra
tion_du_
entre pour trouver les mot aro et

bro (
omme nous ne 
onnaissons pas en
ore r). Nous en déduisons alors fa
ilement (o, r).La 
omplexité de 
e nouvel algorithme est alors polynomiale et non plus linéaire,mais 
ela montre que les 
qEdit ne sont peut-être pas utilisées à leur � juste � valeur,
ontrairement à l'exemple de l'apprentissage dans le plan. De plus, si 
omme souvent enpratique 
'est un humain qui joue le r�le de l'ora
le, une 
omplexité polynomiale peutalors être trop 
oûteuse. Nous allons don
 essayer dans la se
tion suivante de réduire
ette 
omplexité.Au préalable nous allons nous intéresser aux mauvaises boules dont la situation estmoins 
laire. En e�et, prenons la 
lasse 
ontenant toutes les boules ayant pour 
entrele mot vide : {Bn(λ) : n ∈ N}. A�n de pouvoir identi�er une boule, il est né
essaire defaire une requête en dehors de la boule. La requête ainsi que sa 
orre
tion sont alors desmots dont les longueurs sont supérieures ou égales à |o|+ r, 
'est-à-dire supérieures ouégales à r. La taille de la représentation de 
es boules étant |o|+ log r = log r, 
es motsont don
 des tailles exponentielles en log r. . .3Te
hniquement, soit w un mot de la boule. Si l'on ne peut insérer au
une lettre à w (et 
e quelquesoit la position de l'insertion), alors nous pouvons montrer que w ∈ Bmax
r (o). De plus, n'importe quelmot de la boule est un sous-mot d'au moins un mot de Bmax

r (o). De 
e fait, si w 6∈ Bmax
r (o) alors ilexiste bien une position dans le mot telle que l'on peut faire une insertion et obtenir un mot w′ pluslong et plus pro
he de Bmax

r (o) que de w.



106 Apprentissage a
tif des boules en situations bruitéesNous pouvons alors distinguer deux 
as : soit nous autorisons le fait que le nombrede requêtes de 
orre
tion autorisées puisse dépendre de la plus longue 
orre
tion donnéepar l'ora
le, auquel 
as les boules sont identi�ables, soit nous ne l'autorisons pas, et alorselles ne le sont pas.6.2 Apprentissage des boules ave
 un nombre logarithmi-que de requêtes de 
orre
tionSi nous regardons attentivement Identifi
ation_boule, nous 
onstatons quetrouver un mot de Bmax
r (o) se fait en O (|Σ|+ log(|o|+ r)) requêtes de 
orre
tion alorsque l'algorithme général est en O (|Σ|+ |o|+ r). L'utilisation de l'algorithme Extra
-tion_du_
entre nous fait alors perdre 
ette 
omplexité logarithmique. A�n de pou-voir apprendre les boules ave
 un nombre logarithmique de 
qEdit, il faut don
 se passerde 
ette partie de l'apprentissage. Cela peut être fait dans un 
ontexte légèrement dif-férent : en utilisant des poids di�érents pour les opérations d'édition. De plus, noussupposerons que l'alphabet est de taille au moins 3 pour des raisons que nous verronsplus tard.Jusqu'à présent, nous avons utilisé la distan
e d'édition telle que dé�nie par Leven-shtein4 [Lev65℄. Toutefois, en pratique, 
ertains travaux utilisent des poids di�érentspour 
haque opération d'édition. Dans 
e 
adre, 
haque dérivation w k

−→ w′ a un poidsqui est la somme des poids des opérations d'éditions e�e
tuées le long de la dérivation.La distan
e d'édition pondérée est alors le poids minimum des di�érentes dérivationstransformant w en w′.Chaque 
ombinaison de poids impliquera alors un algorithme di�érent lors du re
oursaux requêtes de 
orre
tion. Notre but étant de montrer que l'on peut réduire le nombrede 
qEdit utilisées, nous supposerons que :1. le poids de 
haque insertion et de 
haque suppression vaut 1 (
omme avant),2. le poids de 
haque substitution vaut un nombre irrationnel ρ 
ompris stri
temententre 0 et 1.Par exemple, le poids de la substitution peut être ρ = π
4 ou ρ =

√
2

3 .Il est intéressant de noter qu'un faible 
oût pour l'opération de substitution estfréquent en linguistique. Par exemple, des travaux en phonologie font 
ette hypothèsedans le but de for
er les alignements de segments phonétiquement similaires [AH03℄.Quoiqu'il en soit, le fait que le poids ne soit pas un nombre rationnel peut semblerdéroutant. Nous verrons qu'en fait, du point de vue de l'apprenant, il n'est pas né
essairede 
al
uler des distan
es pondérées (
ontrairement à l'ora
le). Le fait que ρ ne soit pasune fra
tion n'est don
 pas un problème.De plus, la Proposition 1 est toujours vraie5 grâ
e aux poids des insertions et suppres-sions qui valent toujours 1. En�n, le fait d'avoir un ρ irrationnel nous permet d'établir4Nous appellerons 
ette distan
e la distan
e d'édition standard5Même ave
 
e poids irrationnel, nous avons toujours d(w, w′) ≥
˛

˛|w|−|w′|
˛

˛ et d(w, w′) =
˛

˛|w|−|w′|
˛

˛si et seulement si (w � w′ ou w′ � w)
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orre
tion 107de fortes propriétés :Proposition 6 Soient o,w,w′ ∈ Σ∗ trois 
haînes. Les a�rmations suivantes sont équi-valentes :1. Il existe une dérivation de w vers w′ de poids minimum qui utilise x ∈ N insertionset suppressions, et y ∈ N substitutions.2. d(w,w′) = x+ ρy.3. Toutes les dérivations de w vers w′ de poids minimum utilisent x ∈ N insertionset suppressions, et y ∈ N substitutions.En 
onséquen
e, si d(o,w) = d(o,w′), alors toutes les dérivations de o vers w et de overs w′ utilisent le même nombre d'insertions et suppressions, ainsi que le même nombrede substitutions.Démonstration :
3. =⇒ 1. Trivial.
1. =⇒ 2. Puisque les poids des insertions et suppressions valent 1, que le poidsdes substitutions vaut ρ, et que la dérivation est de poids minimum, nous avons
d(w,w′) = x+ ρy.

2. =⇒ 3. Considérons une autre dérivation de w vers w′ de poids minimum quiutilise x′ ∈ N insertions et suppressions, et y′ ∈ N substitutions. Alors nous avons
d(w,w′) = x′ + ρy′ = x+ ρy, don
 x− x′ = ρ(y′ − y). Comme ρ est irrationnel et
x, x′, y, y′ sont des entiers, né
essairement y′ − y = 0 et x − x′ = 0, don
 x′ = xet y′ = y.

✷Cette propriété ne serait plus vraie si ρ était un nombre rationnel. Par exemple, si
ρ = 1

2 alors deux substitutions 
oûteraient autant qu'une insertion. Cela pourrait alors
onduire à deux dérivations de même poids mais dont le nombre d'opérations est di�é-rent.6.2.1 Les nouvelles boules et 
orre
tionsAssez logiquement, 
hanger la distan
e d'édition 
hange aussi les boules. Par exem-ple, en utilisant la distan
e d'édition standard, nous avons B1(abb) = {ab, bb, aab,
aba, abb, bbb, aabb, abab, abba, babb, abbb}. Mais l'utilisation de la distan
e pondéréeave
 ρ =

√
2

4 ≃ 0, 3536 ajoute les mots {aaa, bab, bba} à la boule. Nous pouvons alorségalement nous demander s'il est pertinent de 
onserver un entier pour dé�nir le rayondes boules. La réponse est oui : en e�et, si tel n'est pas le 
as, les boules Br(o) et
Br+ ρ

2
(o) représenteraient le même ensemble de mots. En d'autres termes, le Théorème14, qui montre l'uni
ité de la représentation, ne serait plus valide. À l'inverse, si l'ongarde un rayon entier alors, 
omme la Proposition 1 
ontinue d'être vraie, le Théorème14 
ontinue lui aussi d'être valide.En 
e qui 
on
erne les 
orre
tions, leurs propriétés deviennent tortueuses à 
ausede la pondération. En parti
ulier, le Lemme 9 a�rme que l'ensemble des 
orre
tions



108 Apprentissage a
tif des boules en situations bruitéespossibles de n'importe quel mot v 6∈ Br(o) est exa
tement {u ∈ Σ∗ : d(o, u) =
r and d(u, v) = d(o, v) − r}. Ce résultat n'est à présent plus vrai en utilisant la dis-tan
e d'édition pondérée. En e�et, 
onsidérons la boule B1(abb) ave
 ρ =

√
2

4 . Alors la
orre
tion u du mot baa est dans {aaa, bab, bba}. nous avons alors d(abb, u) = 2ρ < 1 et
d(u, baa) = ρ > d(abb, baa) − 1 = 3ρ− 1. En d'autres termes, une 
orre
tion n'est plusné
essairement sur le 
er
le qui délimite la boule.Néanmoins, nous pouvons montrer qu'il existe une 
ara
térisation plus 
omplexe des
orre
tions possibles :Lemme 13 Soient la boule Br(o) et un mot v 6∈ Br(o). Étant donné n'importe quel
α ∈ R, nous dé�nissons

Cα = {u ∈ Σ∗ : d(o, u) = α et d(u, v) = d(o, v) − α}.Tous les Cα non vides dé�nissent des � ar
s de 
er
les � de mots 
on
entriques autourdu 
entre o paramétrés par α. Soit α0 le rayon du plus grand ar
 de 
er
le in
lus dansla boule :
α0 = max

0≤α≤r
{α : Cα 6= ∅}.L'ensemble des 
orre
tions de v est alors exa
tement Cα0 .Démonstration :La preuve est la même que 
elle du Lemme 9, sauf que W est rempla
é par Cα0 et r estrempla
é par α0. Le point 
ru
ial est que W peut être vide ave
 la distan
e d'éditionpondérée alors que Cα0 ne peut pas, par dé�nition. ✷6.2.2 Les mots de longueur maximumIntéressons-nous à présent à nouveau à l'apprentissage des boules. Comme dansla Se
tion 6.1, nous allons étudier les mots de longueur maximum de Br(o) puisqu'ils
ontiennent beau
oup d'informations. En e�et, nous allons montrer que 
omme pour leLemme 12, si l'on demande la 
orre
tion w d'un mot fait de beau
oup de a, alors |w|a =

|o|a + r. En plus, dans 
e nouveau 
ontexte, nous obtenons dire
tement w ∈ Bmax
r (o).Toutefois, il nous faut 
onnaître le polyn�me q() pour lequel Br(o) est une bonne boule.Lemme 14 Soit q() un polyn�me. Considérons la q()-bonne boule Br(o), une lettre

a ∈ Σ et un entier j ∈ N tels que aj 6∈ Br(o). Soient u = Cq(aj) et v = Cq(aj+q(j)). Si
|u| < j, alors v ∈ Bmax

r (o) et |v|a = |o|a + r.Cette sous-se
tion vise à prouver 
e lemme en utilisant deux propositions intermé-diaires :Proposition 7 Considérons la boule Br(o), une lettre a ∈ Σ et un entier j ∈ N telsque aj 6∈ Br(o). Soit u = Cq(aj). Si |u| < j, alors |o| < j.
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orre
tion 109Démonstration :Montrons que |o| ≤ |u|. Comme |u| < j, le résultat sera immédiat. Supposons alorsque |u| < |o| et 
onsidérons une dérivation o k
−→ u de poids minimum d(o, u) = x + ρy.Comme |o| > |u|, il existe au moins une suppression le long de 
ette dérivation. Sup-posons qu'au lieu de supprimer 
ette lettre, nous la 
hangeons par a et que le reste dela dérivation soit in
hangé. Cela 
onduit alors à une nouvelle dérivation o

k
−→ u′ (ou

o
k−1
−−→ u′ si la lettre supprimée est un a) ave
 |u′| = |u| + 1 et |u′|a = |u|a + 1. Deplus, d(o, u′) ≤ (x − 1) + ρ(y + 1) = d(o, u) − 1 + ρ. Comme d(o, u) ≤ r, nous endéduisons que d(o, u′) < r, ainsi u′ ∈ Br(o). Finalement, 
omme |u| < j, nous avons
|u′| ≤ j, don
 seulement des substitutions et des insertions sont né
essaires pour 
al
uler
d(u, aj) et d(u′, aj). Plus pré
isément, nous avons d(u′, aj) = (j−|u′|)+ρ(|u′|− |u′|a) =
(j−|u|−1)+ρ(|u|−|u|a) = d(u, aj)−1, et don
 d(u′, aj) < d(u, aj). Comme u′ ∈ Br(o),
u ne peut pas être une 
orre
tion aj, 
e qui 
ontredit l'énon
é du lemme. Nous avonsdon
 |u| ≥ |o|, et don
 |o| < j. ✷Proposition 8 Considérons la boule Br(o), une lettre a ∈ Σ et un entier ℓ ∈ N telsque aℓ 6∈ Br(o). Soit v = Cq(aℓ). Si |o|+ r < ℓ, alors v ∈ Bmax

r (o) et |v|a = |o|a + r.Démonstration :Comme |o|+ r < ℓ, nous avons |o| < ℓ, don
 le 
al
ul de d(o, aℓ) utilise né
essairement
ℓ−|o| insertions de a ainsi que |o|−|o|a substitutions par des a. Dé�nissons une dérivationde référen
e de o vers aℓ, où les ℓ−|o| insertions sont e�e
tuées en premier, à l'avant de o,puis les |o| − |o|a substitutions par des a dans o : o ℓ−|o|

−−−→ aℓ−|o|o
|o|−|o|a
−−−−−→ aℓ−|o|a|o| = aℓ.Comme ℓ − |o| > r, le mot aℓ−|o|o n'est pas dans la boule, don
 la dérivation passepar le mot aro avant d'atteindre aℓ−|o|o. En d'autres termes, la dérivation de référen
eressemble à : o r

−→ aro
ℓ−|o|−r
−−−−−→ aℓ−|o|o

|o|−|o|a
−−−−−→ aℓ. Considérons maintenant le Lemme13. Comme d(o, aro) = r et d(aro, aℓ) = ℓ − |o| − r + ρ(|o| − |o|a) = d(o, aℓ) − r,nous avons Cr 6= ∅. Don
, 
omme v = Cq(aℓ), nous en déduisons que d(o, v) = r et

d(v, aℓ) = d(o, aℓ)− r. Nous a�rmons que seulement des insertions de a peuvent appa-raître le long de la dérivation o r
−→ v. En e�et, nous avons d(o, v) = r ∈ N, don
 par laProposition 6, au
une substitution n'apparaît. De plus, au
une suppression n'apparaîtnon plus puisque n'importe quelle dérivation minimale de o vers aℓ utilise seulementdes insertions de a et des substitutions par des a. En 
onséquen
e, v ∈ Bmax

r (o) et
|v|a = |o|a + r. ✷Démonstration :[du Lemme 14℄ Par la Proposition 7, nous avons |o| < j. Ainsi, |o| + r ≤ |o| + q(|o|).De plus, 
omme |o| < j et tous les 
oe�
ients de q() sont entiers, nous en déduisonsque |o| + r < j + q(j). Don
 en remplaçant ℓ par j + q(j) dans la Proposition 8 nousobtenons le résultat. ✷



110 Apprentissage a
tif des boules en situations bruitées6.2.3 Apprendre les boules logarithmiquementEn 
onséquen
e du Lemme 14, la 
orre
tion d'un long mot 
omposé de a 
onduità un mot de Bmax
r (o). Mais plus intéressant, supposons que l'alphabet 
ontienne aumoins trois lettres, par exemple a, b, c,. . . Alors soient ua = Cq(aj) ave
 |ua| < j, et

va = Cq(aj+q(j)). Grâ
e au Lemme 14, va est obtenu à partir de o ave
 r insertions de
a. Ainsi, toutes les lettres dans va, mises à part les o

urren
es de a, sont les lettres de
o et apparaissent dans le bon ordre.Plus formellement, soit Ea la fon
tion qui e�a
e toutes les o

urren
es de la lettre
a ∈ Σ dans un mot :1. Ea(λ) = λ,2. Ea(a.z) = Ea(z), et3. Ea(b.z) = b.Ea(z), pour tout b 6= a.Alors, pour 
haque lettre a ∈ Σ, Ea(va) = Ea(o).Exemple 45 Considérons la boule B1(o) ave
 o = badac. Si les 
orre
tions des mots
aℓ, bℓ et cℓ (ave
 ℓ su�samment grand) sont va = badaca, vb = babdac et vc = badcac,alors Ea(va) = Ea(o) = bdc, Eb(vb) = Eb(o) = adac et Ec(vc) = Ec(o) = bada.Par 
onséquent, nous pouvons fa
ilement déduire o en alignant les mots Ea(o), Eb(o)and Ec(o) :Exemple 46 En reprenant la même boule ainsi que les mêmes 
orre
tions qu'à l'exem-ple pré
édent, nous pouvons retrouver le 
entre de la boule :

Ea(o) b · d · c
Eb(o) · a d a c
Ec(o) b a d a ·

o b a d a cCette pro
édure n'utilise pas de nouvelle requête de 
orre
tion et est exé
utée en temps
O (|o|) 
e qui est bien plus e�
a
e que Extra
tion_du_
entre. Notons que si
|Σ| > 3, seulement trois 
orre
tions sont né
essaires 
omme le montre l'exemple. Nousobtenons �nalement l'Algorithme 8 et le Théorème 34.Théorème 34 Supposons |Σ| ≥ 3.� Soit q() un polyn�me à 
oe�
ients dans N. La 
lasse de toutes les q()-bonnesboules Br(o) est identi�able ave
 un algorithme qui utilise O (log(|o|+ q(|o|)))requêtes de 
orre
tion et un temps polynomial.� La 
lasse BB(Σ) est identi�able ave
 un nombre logarithmique O (log |o|) de re-quêtes de 
orre
tion et un temps polynomial.En 
on
lusion, si le poids des substitution est un irrationnel inférieur à 1 alors nouspouvons réduire 
onsidérablement la 
omplexité de l'apprentissage. Nous allons montrermaintenant que l'algorithme d'identi�
ation que nous avons utilisé résiste assez bien aubruit dans le sens où une simple heuristique a posteriori su�t à retrouver les boules
ibles.



Apprentissage fa
e à un ora
le faillible 111Algorithme 8 : Identifi
ation_boule_pondéréeDonnées : L'alphabet Σ = {a1, . . . , an} ave
 n ≥ 3, et le polyn�me q()Résultat : La représentation (o, r) de la q()-bonne boule 
ible Br(o)
j ← 1;1 pour i = 1 à 3 faire2 tant que Cq(aji ) = Oui ou |Cq(aji )| ≥ j faire3

j ← 2 · j;4 �ntq5
vi ← Cq

(

a
j+q(j)
i

);6
ei ← Eai

(vi);7 �npour8
o← aligne(e1, e2, e3);9
r ← |v1| − |o|;10 retourner (o, r)116.3 Apprentissage fa
e à un ora
le faillibleNous avons fait dans les se
tions pré
édentes une hypothèse forte 
on
ernant lemodèle de l'apprentissage a
tif. En e�et, nous avons supposé que l'ora
le était un ora
leparfait. Cela 
orrespond à une supposition tout à fait raisonnable lorsque l'on ne fait quedes mathématiques et que l'on a pour obje
tif d'être dans une 
on�guration favorabledans laquelle les résultats négatifs résultent de la 
omplexité de la tâ
he et non de lanature de l'ora
le.Cependant, ré
emment, le 
adre de l'apprentissage a
tif a été a

epté 
omme un
adre plausible pour de vraies appli
ations. En e�et, nous faisons fa
e à de plus en plusde données non étiquetées. Choisir quelles données doivent re
evoir l'attention d'unexpert (qu'il soit un humain ou une ma
hine) est une question di�
ile. Les sessionsd'apprentissage intera
tif, où l'algorithme d'apprentissage demande des informationsspé
i�ques pendant son exé
ution, sont des alternatives intéressantes pour traiter detels problèmes.Un exemple typique est le système Squirrel [CGLN07℄ qui induit un wrapper webà travers des intera
tions ave
 un utilisateur humain. Un autre 
as est 
elui des testshardware [HHNS02℄ : les spé
i�
ations du logi
iel 
orrespondent à l'ora
le, lequel peutalors autoriser le 
ontr�le si les items 
onstruits obéissent aux spé
i�
ations. Dans lesdeux 
as l'ora
le est faillible : dans le se
ond par
e que l'équivalen
e est faite par uné
hantillonnage.En�n, une troisième situation dans laquelle l'apprentissage a
tif peut être utile 
or-respond à 
elle de rendre intelligible une boîte noire apprise par une méthode d'appren-tissage automatique statistique. En e�et, même si les hyper-plans [CFWS06℄ ou les ré-seaux de neurones ré
urrents [GLT01℄ sont di�
iles à interpréter, nous pouvons essayerd'utiliser les modèles numériques appris 
omme des ora
les dans un algorithme d'ap-prentissage a
tif dont les résultats seraient des 
lassi�eurs basés sur des règles [dlH06b℄.



112 Apprentissage a
tif des boules en situations bruitées6.3.1 Fa
e à un ora
le faillibleL'algorithme Identifi
ation_boule a été 
onstruit pour être utilisé dans des
onditions idéales, 
'est-à-dire dans le 
as où nous supposions que l'ora
le était unema
hine parfaite : ses réponses étaient tellement pré
ises que nous avions pu s
rupu-leusement les 
ara
tériser (voir Lemme 9). Cependant, 
omme nous venons de le dire,en pratique un ora
le est souvent un expert, 
'est-à-dire un être humain, ou est simulépar un é
hantillonnage. Dans de pareils 
as, la supposée perfe
tion n'est plus vraie. Ene�et, 
al
uler la 
orre
tion de (bab)127 pour la boule B217((babb)
32) est probablementhors de 
apa
ités 
ognitives de tout être humain. Notre algorithme ne devrait don
 pas
roire aveuglément les réponses qu'il obtient puisqu'elle peuvent être approximatives.Dans 
ette se
tion, nous allons montrer à travers une série d'expérimentations que notrealgorithme résiste à des réponses appro
hées (
'est-à-dire impré
ises, bruitées).6.3.2 Dé�nition de l'ora
le approximatifNous allons 
onstruire maintenant un ora
le approximatif qui puisse ressembler àun être humain. Considérons un mot w et une boule Br(o). Soit Cqh(w) la réponse del'ora
le approximatif à la requête ; et Cq(w) la réponse de 
elle qui serait retournée parun ora
le parfait (
'est don
 la même réponse que faite au 
hapitre pré
édent).Premièrement, nous supposerons qu'un expert peut fa
ilement déterminer si unexemple satisfait un 
on
ept ou non. Ainsi, i
i, il sait si w appartient à Br(o) ou pas.Nous supposerons don
 que si Cq(w) = Oui, alors Cqh(w) = Oui. Deuxièmement, 
equi est vraiment dur pour l'expert est de 
al
uler la meilleure 
orre
tion de w quandle mot n'appartient pas à la boule, et plus pré
isément, un mot qui est aussi près de wque possible. Une fois en
ore, Cqh(w) sera 
ertainement à l'intérieur de la boule plut�tqu'à la frontière.Prenons maintenant un peu de re
ul. Soit X = d(w,Cqh(w)) − d(w,Cq(w)) unemesure de la distan
e entre une 
orre
tion approximative et une 
orre
tion parfaite. In-tuitivement un bon ora
le approximatif ne fera que peu de mauvaises 
orre
tions. Ainsi,elles seront souvent telles que X = 0, quelques fois telles que X = 1, moins fréquem-ment telles que X = 2,. . . Pour formaliser 
ette idée, nous introduisons un paramètrede 
on�an
e 0 < p ≤ 1, appelé niveau de pertinen
e de l'ora
le, qui traduit la qualitédes réponses de l'ora
le, et qui utilise une distribution géométrique :

Pr(X = k) = (1− p)kp,∀k ∈ N.Par 
onséquent, ave
 une probabilité (1−p)kp, la 
orre
tion Cqh(w) d'un mot w seradans la boule 
ible et à distan
e6 k de Cq(w). La distribution géométrique permet ausside 
onnaître l'espéran
e de la distan
e entre les 
orre
tions des deux types d'ora
le :
E(X) = (1/p) − 1. Don
 lorsque l'ora
le est plut�t pré
is, disons p = 0, 8, alors ladistan
e moyenne entre l'ora
le approximatif et un ora
le parfait est faible : E(X) =
0, 25. À l'inverse, un expert ave
 des 
apa
ités de 
al
ul limitées, qui aurait un niveau6Si au
un mot de la boule n'est à distan
e k (
'est le 
as si k>2r) alors la 
orre
tion est un des motsle plus loin de la vraie 
orre
tion.
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le faillible 113de pertinen
e de p = 0, 4, donnera souvent des 
orre
tions impré
ises : en moyenne àdistan
e 1, 5 de la vraie 
orre
tion. La Figure 6.2 s
hématise les 
orre
tions que peutdonner un ora
le approximatif.
w

z Corre
tions à distan
e
1

2

k

Fig. 6.2 � Réponses que peut donner un ora
le approximatif à une requête w hors d'uneboule : ave
 probabilité p la 
orre
tion z sera la bonne. Ave
 probabilité (1 − p)p ellesera à distan
e 1, ave
 probabilité (1− p)kp elle sera à distan
e k.Notre modèle d'ora
le approximatif est simple : nous ne supposons pas par exempleque l'ora
le dispose d'une mémoire. Ainsi, en soumettant 
haque requête deux fois desuite, nous pourrions obtenir deux 
orre
tions. Nos requêtes n'étant pas persistantes,nous aurions alors la possibilité de pouvoir 
orriger la 
orre
tion ! Quoiqu'il en soit,notre but n'est pas i
i de 
onstruire le meilleur algorithme d'apprentissage possible,mais d'étudier le 
omportement de Identifi
ation_boule et plus parti
ulièrementsa résistan
e fa
e à des réponses approximatives. De 
e point de vue, notre modèle, bienque basique, est largement su�sant.6.3.3 Comportement de l'algorithme fa
e à un ora
le approximatifSuivant le Théorème 33, Identifi
ation_boule devine systématiquement les bou-les 
ibles ave
 l'aide d'un ora
le parfait. Bien entendu, il é
houera en fa
e d'un ora
leapproximatif. Dans le but d'évaluer la résistan
e d'Identifi
ation_boule aux 
orre
-tions approximatives, nous allons 
onduire l'expérien
e suivante. Nous tirons au hasardun ensemble de 
ent boules Br(o) telles que |o|+r = 200. Plus pré
isément, nous faisonsvarier le rayon r de 10 à 190 par pas de 20. Pour 
haque rayon, nous tirons aléatoi-rement 10 
entres o de longueur 200 − r. Ensuite, pour 
haque niveau de pertinen
e
0, 5 ≤ p ≤ 1, nous demandons à Identifi
ation_boule d'apprendre 
es boules, etnous 
al
ulons le pour
entage des boules qu'il a été 
apable de retrouver, pour
entageque nous appellerons la pré
ision de l'algorithme. Nous montrons le résultat dans la
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tif des boules en situations bruitéesFigure 6.3. Nous pouvons remarquer que Identifi
ation_boule est 
apable d'iden-ti�er environ 75% des boules fa
e à un niveau de pertinen
e de p = 0, 9. En revan
he,
omme nous pouvions nous y attendre, ave
 des niveaux de pertinen
e plus bas, sesperforman
es 
hutent 
onsidérablement (15% pour p = 0, 5).
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ision de Identifi
ation_boule fa
e à un ora
le approximatif en fon
-tion du niveau de pertinen
e p. Chaque point est une moyenne 
al
ulée sur 100 boules.Nous montrons aussi dans la Figure 6.4 la distan
e moyenne entre les 
entres desboules 
ibles et les 
entres des boules que l'algorithme a � mal � appris. Nous pouvonsalors 
onstater que 
es distan
es ne sont pas si importantes : même ave
 une perti-nen
e de p = 0, 5, la distan
e est inférieure à 3. La dernière 
ourbe, Figure 6.5, montrela di�éren
e entre les rayons des boules 
ibles et des boules apprises. La 
ourbe estgrossièrement identique à la pré
édente.6.3.4 Amélioration de la pré
ision grâ
e à des heuristiques a poste-rioriNous avons vu que Identifi
ation_boule était 
apable d'assimiler les approxi-mations de l'Ora
le jusqu'à un 
ertain niveau de pertinen
e. De plus, les 
entres et lesrayons retournés par l'algorithme sont en général assez pro
hes de 
eux de la 
ible. Ilest don
 raisonnable de penser que l'on peut améliorer la pré
ision de l'algorithme enexplorant le voisinage du 
entre appris par des modi�
ations d'édition lo
ales. Ce genred'appro
he a été fait une des premières fois dans [Koh85℄, et une étude approfondie peutêtre trouvée dans [MHJC00℄.Supposons que la boule apprise soit Bk(u) et soit Q l'ensemble de toutes les 
orre
-tions retournées par l'ora
le durant le pro
essus de Identifi
ation_boule. L'heuris-tique est 
omposée de deux étapes :
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tif des boules en situations bruitées1. Nous testons 
haque voisin u′ (à distan
e 1) de u, le 
entre appris, et nous regar-dons si 
'est un meilleur 
entre par rapport à Q, 
'est-à-dire, s'il existe k′ ∈ N telque k′ < k et Q ⊆ Bk′(u
′). En d'autres termes, nous 
her
hons si un des voisinsde u peut être le 
entre d'une boule plus petite, 
ontenant les 
orre
tions de Q.Nous gardons alors les représentations (u′, k′) des plus petites boules.2. À partir de 
et ensemble, nous gardons les paires (u′, k′) qui maximisent le nombrede 
orre
tions (de Q) à distan
e k′. De 
ette façon, nous aurons le plus possiblede 
orre
tions sur le bord de la nouvelle boule. S'il reste plusieurs boules possiblesnous retournons l'une d'entre elles au hasard.Cette heuristique sera très bonne à 
haque fois que le 
entre de la boule apprise u setrouvera à distan
e 1 du 
entre de la boule 
ible. Cependant, dès que 
ette distan
e aug-mente, l'algorithme se trompera à nouveau. Dans le but d'améliorer 
ette heuristique,nous pouvons itérer le pro
essus et 
onstruire une se
onde heuristique qui va répéter lare
her
he lo
ale dé
rite pré
édemment jusqu'à 
onvergen
e, 
'est-à-dire jusqu'à 
e quele rayon de la boule ne puisse plus dé
roître.A�n de montrer que les boules apprises par Identifi
ation_boule peuvent être
orrigées a posteriori, nous 
omparons, dans une série d'expérimentations, la pré
isionde l'algorithme sans traitement ultérieur, ave
 l'heuristique à deux étapes, et ave
 lase
onde heuristique qui attend la 
onvergen
e. À nouveau, nous �xons |o|+ r = 200 etnous faisons varier le rayon de 10 à 190. Pour 
haque rayon, nous tirons 
inquante 
entresau hasard de longueur 200−r. Nous faisons alors varier le niveau de pertinen
e de 0, 5 à

1. Pour 
haque paire (pertinen
e, rayon), nous demandons à Identifi
ation_boulede retrouver les 
inquante boules et nous notons la pré
ision (
'est-à-dire le nombrede boules e�e
tivement retrouvées sur le nombre de boules total). A�n de réduire lavarian
e due aux approximations de l'ora
le, nous répétons l'expérien
e dix fois enutilisant les mêmes boules. La pré
ision moyenne est montrée Figure 6.6.Nous pouvons remarquer que quelque soit le niveau de pertinen
e, si nous utili-sons l'heuristique attendant la 
onvergen
e, les résultats sont toujours au moins aussibons que 
eux de l'heuristique en deux étapes, laquelle étant toujours meilleure quel'algorithme sans heuristique. Cependant, les heuristiques n'améliorent pas toujours lapré
ision de l'algorithme : elle dépend du ratio entre le rayon de la boule 
ible et lalongueur du 
entre. A�n de voir 
ela plus en détails, nous avons extrait deux 
oupestransversales, montrées dans les Figures 6.7 et 6.8, où l'on �xe le rayon.La Figure 6.7 montre la pré
ision d'Identifi
ation_boule pour des boules 
iblestelles que r = 170 et |o| = 30. Dans 
e 
as, nous gagnons très peu ave
 l'heuristique.Ce
i est peut être en partie dû au fait que la taille de l'ensemble Q, qui est utilisé 
omme
ontr�le de l'heuristique, est in
royablement plus petite que le volume des boules 
ibles.En d'autres termes, l'heuristique n'est pas su�samment guidée par Q vers les 
ibles,par
e que Q n'est pas assez informatif.D'un autre 
�té, nous montrons Figure 6.8 la pré
ision pour des boules 
ibles tellesque r = 10 et |o| = 190. Notre heuristique améliore alors grandement la pré
isionpar rapport à l'algorithme sans traitement ultérieur, et 
e, quelque soit le niveau depertinen
e de l'ora
le. Le béné�
e est en
ore plus important si le niveau de pertinen
e
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le faillible 119est mauvais. Par exemple, quand p = 0, 6, l'heuristique ave
 
onvergen
e hausse lapré
ision de 12% à 86%.Ainsi, dans 
e 
adre, sans amélioration de l'algorithme, Identifi
ation_bouleproduit des boules tellement pro
he des 
ibles que de simples modi�
ations d'éditionslo
ales su�sent à améliorer sa pré
ision. Le nombre de boules retrouvées peut alorssans doute être augmenté en se 
on
entrant davantage sur l'amélioration de l'algorithmed'identi�
ation des boules.Con
lusionL'identi�
ation des boules de mots à partir de requêtes de 
orre
tion est possible entemps linéaire, voir logarithmique lorsque la distan
e d'édition est une distan
e pondé-rée.De plus l'algorithme utilisé peut servir de base à l'apprentissage des boules de motslorsque l'ora
le répond approximativement aux requêtes de 
orre
tion. Il su�t en e�et demodi�er légèrement le 
entre et le rayon de la boule apprise pour identi�er 
orre
tementla boule 
ible. Nous insistons sur le fait que nous n'avons pas 
her
hé à 
onstruirele meilleur algorithme d'apprentissage fa
e à un ora
le répondant approximativement.Nous avons voulu montrer que les propriétés des boules de mots sont telles que desimples heuristiques a posteriori su�sent à améliorer l'algorithme pour un 
ontextebruité.
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Con
lusion et perspe
tivesL'apprentissage de langages formels en situations bruitées est un problème impor-tant. En e�et, les a
quisitions de données 
omportent des risques de 
orruption. Que 
esoit un défaut de 
apteur ou bien une erreur de re
opie humaine, les données d'appren-tissage ne 
orrespondent bien souvent pas exa
tement au langage 
ible d'origine.L'apprentissage des langages rationnels a fait l'objet de nombreux travaux, mais 
en'est que ré
emment que la question de leur identi�
ation à partir de données bruitéesa 
ommen
é à être étudiée, et 
e de façon sporadique. Les algorithmes � 
lassiques �d'identi�
ation 
omme Rpni [OG92℄ n'étant pas 
onçus pour apprendre dans un tel
ontexte ne peuvent qu'é
houer dans leur tâ
he.S'il a fallu si longtemps pour que des algorithmes traitant de 
e problème voient lejour, 
'est sans nul doute par
e qu'il est di�
ile. De plus, nous avons montré que lesrésultats d'apprentissage de 
es travaux ne sont pas vraiment 
onvain
ants. Les algo-rithmes proposés ne fon
tionnent en e�et que sur de petits automates et ave
 un faibleniveau de bruit. Le passage à l'é
helle n'est don
 pas possible. Les langages rationnels,base de la hiérar
hie de Chomsky, ne sont don
 pas apprenables à partir de donnéesbruitées, et il en sera de même pour les langages de plus haut niveau.Nous avons par 
onséquent proposé une nouvelle 
lasse de langages : la 
lasse desboules de mots [dlHJT08℄. Bien que d'apparen
e anodine, les propriétés intrinsèquessuggèrent une réelle ri
hesse du point de vue de la 
omplexité 
ombinatoire. La questionde savoir si une boule de mots peut être représentée par un automate ayant un nombrepolynomial d'états en la longueur du 
entre et le rayon en est une preuve.Partant du 
onstat que le bruit statistique n'est pas adapté à une identi�
ation à lalimite, nous avons également introduit un nouveau type de bruit, le bruit systématique.Nous avons alors étudié l'identi�
ation à la limite des boules de mots à partir de donnéesbruitées systématiquement [TdlHJ06℄. Les boules de mots sont ainsi apprenables grâ
eà deux pro
édés di�érents : le premier étant une te
hnique de rédu
tion, te
hnique déjàutilisée pour montrer que des problèmes sont au moins aussi durs que d'autres ; le se
ond
onsistant à débruiter les données à la limite. Dans 
e dernier 
adre, nous avons alorspu montrer que l'ajout de plus de bruit peut amener à identi�er plus rapidement. Si
e
i a déjà été utilisé en apprentissage, 
'est à notre 
onnaissan
e la première fois eninféren
e grammati
ale.Le se
ond apport de 
e manus
rit, transversal à la thèse prin
ipale de l'identi�
ationà partir de données bruitées, 
on
erne l'apprentissage a
tif. Dans la lignée des travauxde Be

era-Bona
he, Bibire et Dediu [BBBD05℄, nous avons introduit une nouvelle121
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lusion et perspe
tivesdé�nition de requêtes de 
orre
tion, basée sur la distan
e d'édition [BBdlHJT08℄. Notredé�nition se distingue des autres par l'ora
le qui n'aide pas l'apprenant, et surtout parle fait que les 
orre
tions sont sensées : l'ora
le ne retourne plus une 
orre
tion baséesur le su�xe, mais une 
orre
tion la plus pro
he possible de la requête, à la manière desmoteurs de re
her
he, ou 
omme le ferait une mère pour 
orriger son enfant.Un algorithme d'apprentissage des boules de mots à l'aide de requêtes de 
orre
-tion a alors été présenté. Dans le 
adre de l'apprentissage à partir de données bruitées,nous avons étudié son 
omportement fa
e à un ora
le pouvant répondre approximati-vement aux requêtes. La dé�nition des boules ainsi que leurs propriétés font qu'il estfa
ile d'ajouter une simple heuristique a posteriori pour identi�er la plupart des bonnesboules et 
e même lorsque l'ora
le répond souvent in
orre
tement. Les résultats de 
esexpérien
es tendent ainsi également à montrer que les boules de mots sont des 
andidatsidéaux pour un apprentissage en situations bruitées réussi.Nous pensons avoir montré l'apprentissage à partir de données bruitées sous un nouvelangle en suggérant que la hiérar
hie de Chomsky n'est pas pertinente dans 
e 
ontexte.Les travaux théoriques ayant des résultats positifs d'identi�
ation présentent des 
lassesde langages transversales à 
ette hiérar
hie. Les solutions que nous avons apportées, lebruit systématique et les boules de mots, abondent aussi dans 
e sens. Bien évidemment,il reste beau
oup de travail à faire : quels sont, parmi les autres langages topologiquesque nous avons proposés, 
eux qui se 
omportent aussi bien que les boules ? Peut-on 
onstruire une hiérar
hie de langages selon la di�
ulté de leur apprentissage ensituations bruitées ? Les perspe
tives sont nombreuses.Un premier travail pourrait ainsi être de 
her
her d'autres 
lasses identi�ables àpartir de données bruitées systématiquement, de dégager des points 
ommuns à 
es
lasses a�n de mieux appréhender 
e qui rend une 
lasse résistante au bruit. Un se
ond
on
erne les boules de mots : est-il possible de représenter une boule par un automateayant un nombre polynomial d'états ?Le bruit systématique peut également faire l'objet d'une étude plus approfondie :ses fortes 
ontraintes (tout le voisinage d'un mot doit apparaître dans la présentation)feront 
ertainement que 
ertaines 
lasses de langages ne seront pas apprenables alorsqu'elles le seraient en relâ
hant un peu la dé�nition du bruit. Par exemple, les 
onditionspourraient être que seule une 
ertaine quantité, 
omme par exemple les trois quarts duvoisinage au lieu de tout le voisinage, pourrait être né
essaire pour dé�nir le bruité d'unmot.Con
ernant le débruitage à la limite, il n'est pas né
essaire, 
omme nous l'avonssuggéré, que la 
lasse soit une 
lasse de langages fermés pour pouvoir apprendre à partirde données bruitées : un débruitage partiel des données peut su�re si elles 
orrespondentà un unique langage. Prenons par exemple la 
lasse des boules de mots sans leur 
entre.Le fait de bruiter le langage fera perdre l'information qu'il � manque � un mot dansle langage. Cependant, le débruitage permettra de trouver la boule et d'en déduirele langage 
ible, la boule sans le 
entre. Une étude peut également avoir lieu sur lesfon
tions d'intérieur et d'extérieur : d'autres fon
tions 
-duales peuvent être dé�niesinduisant alors d'autres langages ouverts et fermés.
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tives 123En�n, des dire
tions de re
her
he peuvent 
on
erner les requêtes de 
orre
tion. Noussavons déjà que les automates ne sont pas identi�ables, mais que les boules de mots lesont. Cara
tériser l'ensemble des 
lasses de langages identi�ables à partir de requêtesde 
orre
tion semble une piste intéressante. L'algorithme présenté permettant d'iden-ti�er les boules de mots en un nombre logarithmique de requêtes peut 
ertainementêtre amélioré. Les 
ontraintes sont telles que la distan
e d'édition est pondérée et quel'alphabet 
omporte au moins trois lettres. Il serait intéressant de savoir quelles sont lesautres pondérations permettant une telle 
omplexité, et si 
e résultat est possible ave
un alphabet de deux lettres. Le modèle d'ora
le approximatif est lui aussi améliorable :tel que dé�ni, ses réponses aux requêtes de 
orre
tion ne sont pas persistantes. Un ap-prenant posant plusieurs fois la même requête pourrait alors 
orriger les 
orre
tions del'ora
le, et
. Nous avons également fait l'hypothèse que les 
orre
tions sont toutes àl'intérieur du langage 
ible et qu'il répond selon une loi géométrique. De futurs travauxpourraient ainsi avoir lieu sur d'autres modèles d'ora
le. Un ora
le pourrait 
orriger endonnant un mot à l'extérieur du langage. Si 
ela n'est pas pertinent pour les boules(il est fa
ile de véri�er qu'un mot appartient à la boule), 
ertains langages peuvent nepas permettre 
ette liberté. Un autre modèle d'ora
le pourrait être 
onstruit tel que la
orre
tion varie en fon
tion de la distan
e de la requête par rapport au langage : plusla requête est loin, plus l'ora
le peut se tromper dans sa réponse.
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AnnexeSur les prétopologiesNous reprenons i
i quelques dé�nitions du Manuel de prétopologie et ses appli
a-tions [Bel93℄, puis nous dé�nissons un espa
e prétopologique adapté à l'étude de Σ∗ etnous en étudions les propriétés dans le 
adre du débruitage à la limite.Pour débruiter les données, nous devons savoir si elles appartiennent au langage 
ibleou non, 
'est-à-dire pouvoir dé
ider si une donnée est du bruit. Pour 
ela, nous allonsavoir besoin de 
onnaître les relations de proximité des données les unes par rapport auxautres, et notamment par rapport à 
elles qui appartiennent e�e
tivement au langage.Cette notion de � voisinage � fait naturellement appel à de la topologie. Cependant,pour notre problème, la topologie 
lassique et son grand nombre d'axiomes sont trop
ontraignants. Nous allons don
 utiliser les espa
es prétopologiques qui visent à dé�-nir des topologies possédant moins d'axiomes. Ces espa
es prétopologiques s'arti
ulentautour de deux fon
tions dites 
-duales :Dé�nition 42 (
-dualité) Notons c le 
omplémentaire : soit U un ensemble, ∀A ∈
P(U), c(A) = U \A = Ā. Deux appli
ations e et i de P(U) dans P(U) sont 
-duales siet seulement si elles véri�ent i = c ◦ e ◦ c (ou de façon équivalente e = c ◦ i ◦ c).En d'autres termes, soit L un ensemble dé�nit sur Σ∗, si i et e sont 
-duales, on a
e(L) = i(L̄) ou en
ore, e(L) = i(L̄). Les fon
tions i et e jouent souvent un r�le d'érosionet d'extension.Dé�nition 43 (Espa
e prétopologique) (U, i, e) dé�nit un espa
e prétopologique,si et seulement si :1. i et e sont 
-duales,2. i(U) = U , (ou en
ore e(∅) = ∅, 
omme U = i(U) = e(Ū) = e(∅))3. ∀L ∈ P(U), i(L) ⊂ L (ou en
ore L ⊂ e(L)).La notion de topologie peut don
 être dé�nie 
omme étant un 
as parti
ulier deprétopologie. Une topologie est un espa
e prétopologique tel que ∀A,B ∈ P(U), e(A ∪
B) = e(A) ∪ e(B) et e(e(A)) = e(A). Ave
 les outils de la prétopologie, nous pouvonsdon
 modéliser des pro
essus d'extension L = e0(L) ⊂ e(L) ⊂ e[e(L)] ⊂ . . . ⊂ en(L) ⊂
. . . ⊂ U et d'érosion L = i0(L) ⊃ i(L) ⊃ i[i(L)] ⊃ . . . ⊃ in(L) ⊃ . . . ⊃ ∅, 
e qui n'estpas le 
as en topologie à 
ause de l'idempoten
e des appli
ations e et i.125
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i(L̄) = e(L)

i(L) = e(L̄)

L L̄

L L̄

U

U

U

U

Fig. 9 � Prin
ipe de 
-dualité de deux fon
tion i et e. Les �gures de gau
he montrent quel'érosion d'un langage 
orrespond au 
omplémentaire de l'extension de son 
omplémen-taire. De même, on peut voir sur les �gures de droite que l'érosion du 
omplémentaired'un langage est égale au 
omplémentaire de l'extension du langage.
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U

e3(L) e
(

e(L)
)

e(L)
L

Fig. 10 � Pro
essus d'extension d'une prétopologie (U, i, e).Dé�nition 44 (Ensembles fermés et ouverts) Soit (U, i, e) un espa
e prétopologi-que. K est un ensemble fermé de U si et seulement si e(K) = K, et L est un ensembleouvert de U si et seulement si i(L) = L. Une 
lasse de langages L est fermée si etseulement si ∀L ∈ L, L est un ensemble fermé et est ouverte si et seulement si ∀L ∈ L,
L est un ensemble ouvert.Après 
es rappels sur les prétopologies, nous allons pouvoir dé�nir des fon
tions i et
e grâ
e auxquelles nous 
onstruirons des espa
es prétopologiques adaptés à notre étude.Nous rappelons pour 
ela que la distan
e utilisée (et notamment pour la fon
tion debruit N) est la distan
e d'édition.Dé�nition 45 (Intérieur et extérieur) Notons I(L) l'intérieur de L : I(L) = {w ∈
Σ∗ : N1({w}) ⊆ L} et E(L) l'extérieur de L : E(L) = {w ∈ Σ∗ : N1({w}) ∩ L 6= ∅}.Nous appelons le k-intérieur de L la fon
tion dé�nie par

I0(L) = L,∀k ∈ N
+ Ik(L) = I[Ik−1(L)]et le k-extérieur de L la fon
tion dé�nie par

E0(L) = L,∀k ∈ N
+ Ek(L) = E[Ek−1(L)].Le 1-intérieur d'un langage L 
orrespond alors à tous les mots dont le voisinage estin
lus dans le langage (le voisinage d'un mot w étant les mots à distan
e 1 de w). Parexemple, le 1-intérieur du langage L = {λ, a, b, aa, ab, ba, aaa, bbb} est I1(L) = {λ, a}.



128 AnnexeDe même, le 1-extérieur d'un langage L 
orrespond à tous les mots dont le voisinageinterse
te L. Le 1-extérieur de L = {λ, a} est E1(L) = {λ, a, b, aa, ab, ba}.On peut montrer que la dé�nition du k-intérieur et du k-extérieur peut être modi�éepour prendre en 
ompte le k-bruité de 
haque mot du langage :Proposition 9 Ik(L) = {w ∈ Σ∗ : Nk({w}) ⊆ L}Démonstration :Notons Ik(L) = {w ∈ Σ∗ : Nk({w}) ⊆ L}. La preuve se fait par ré
urren
e sur k :(k=0) I0 = {w ∈ Σ∗ : N0({w}) ⊆ L} = {w ∈ Σ∗ : {w} ⊆ L} = I0(L)(k=n) In+1(L) = I(In(L)) = I(In(L)) (par hypothèse). On a alors I(In(L)) =
{w ∈ Σ∗ : N({w}) ⊆ In(L)}. Or u ∈ I(In(L))⇔ u ∈ In+1(L). En e�et :

u ∈ I(In(L)) ⇔ ∀v ∈ N({u}), v ∈ In(L)

⇔ ∀v ∈ N({u}), Nn({v}) ⊆ L

⇔ Nn(N({u})) ⊆ L

⇔ u ∈ In+1(L)On a alors I(In(L)) = {w ∈ Σ∗ : N({w}) ⊆ In(L)} = I(In(L)) = In+1(L).
✷De la même façon, en remarquant que Ek = Nk, on peut montrer que et Ek(L) =

{w ∈ Σ∗ : Nk({w}) ∩ L 6= ∅}. On en déduit également que l'extérieur d'une boule estune boule, 
'est-à-dire, Ek(Br(o)) = Br+k(o). En revan
he, l'intérieur d'une boule n'estpas une boule :Proposition 10 Br−1(o) ⊆ I(Br(o))Démonstration :
⊆ Soient w ∈ Br−1(o) et y ∈ Σ∗ tel que y ∈ N({w}). Alors d(w, o) ≤ r − 1 et
d(w, y) ≤ 1. On a don
 (r− 1) + 1 ≥ d(w, o) + d(w, y) ≥ d(o, y), et y ∈ Br(o). Onen déduit que N({w}) ⊆ Br(o) et Br−1(o) ⊂ I(Br(o))

6⊇ Le mot bbbaaa appartient à ∈ I(B5(aabb)). Cependant, bbbaaa 6∈ B4(aabb).
✷Ces notions ne sont pas sans rappeller 
elles des Rough Sets [Paw90℄ utilisés no-tamment par Satoshi Kobayashi et Takashi Yokomori [KY95℄, les lower approximationet upper approximation d'un ensemble, ave
 lesquelles elles partagent un grand nombrede propriétés sur les interse
tions et les unions, ainsi que les 
loset sets de de Bre
ht,Kobayashi, Tokunaga et Yamamoto [dBY06℄. Les espa
es prétopologiques ont en e�etles propriétés suivantes :Proposition 11 Les a�rmations suivantes sont vraies :1. Ik(L) ⊆ I(L) ⊆ L ⊆ E(L) ⊆ Ek(L)



Annexe 1292. Ik(∅) = Ek(∅) = ∅3. Ik(Σ∗) = Ek(Σ
∗) = Σ∗4. Ek(L ∪ L′) = Ek(L) ∪ Ek(L

′)5. Ik(L ∩ L′) = Ik(L) ∩ Ik(L
′)6. L ⊆ L′ ⇒ Ik(L) ⊆ Ik(L

′) et Ek(L) ⊆ Ek(L
′)7. Ik(L) ∪ Ik(L

′) ⊆ Ik(L ∪ L′)8. Ek(L ∩ L′) ⊆ Ek(L) ∩ Ek(L
′)9. Ik(L̄) = Ek(L)10. Ek(L̄) = Ik(L)De part la dé�nition des fon
tions d'intérieur et d'extérieur, on pourrait s'attendreà 
e que E = I−1. Ce n'est 
ependant pas le 
as :Exemple 47 Soit L = {λ, a, b, aa, ab, ba, aaa, bbb}. Nous avons vu que I1(L) = {λ, a}.De plus, E1({λ, a}) = {λ, a, b, aa, ab, ba} 6= L.De même, soit L = {a, b}. On a alors E1(L) = {λ, a, b, aa, ab, ba, bb} et I1(E1(L)) =

{λ, a, b} 6= L.De plus, l'intuition voudrait que l'on prenne i = Ik et e = Ek 
omme fon
tiond'intérieur et d'extérieur. Cependant, dé�nies 
omme 
e
i, l'extension et l'érosion sonttrop importantes pour dégager des fermés et ouverts intéressants et non triviaux. Parexemple, si pour beau
oup de boules, I(E(Br(o))) = Br(o), 
e n'est pas toujours le 
as
omme le montre la Proposition 10.Nous allons alors prendre e = Ik ◦Ek et i = Ek ◦ Ik. Nous montrons maintenant que
es deux fon
tions remplissent bien les propriétés attendues.Proposition 12 Ik ◦Ek et Ek ◦ Ik sont 
-duales dans Σ∗, 
'est-à-dire :
∀L ∈ P(Σ∗), Ik(Ek(L)) = Ek(Ik(L)).Démonstration :

Ik and Ek sont 
-duales : Ik(L) = {w ∈ Σ∗ : Nk({w}) ⊆ L} = {w ∈ Σ∗ : Nk({w})∩L =

∅} = Ek(L). Don
 Ek(Ik(L)) = Ik(Ik(L)) = Ik(Ek(L)). ✷Théorème 35 Ek = (Σ∗, Ek ◦ Ik, Ik ◦Ek) dé�nit un espa
e prétopologique, 
'est-à-direvéri�e :1. Ik ◦ Ek et Ek ◦ Ik sont 
-duales,2. Ek(Ik(Σ∗)) = Σ∗,3. ∀L ∈ P(Σ∗), Ek(Ik(L)) ⊂ LDémonstration :



130 Annexe1. Par la Proposition 12.2. Trivial.3. x ∈ Ek(Ik(L))⇒ Nk({x}) ∩ Ik(L) 6= ∅ ⇒ ∃y ∈ Ik(L) : d(x, y) ≤ k.
d(x, y) ≤ k ⇒ x ∈ Nk({y}) et y ∈ Ik(L) ⇒ Nk({y}) ⊆ L don
 x ∈ L et
Ek(Ik(L)) ⊆ L.

✷La fon
tion Ek, respe
tivement Ik, nous permettent ainsi d'ajouter du bruit à L, respe
ti-vement d'enlever du bruit. Nous pouvons alors les utiliser dans notre 
adre de débruitageà la limite. De plus, les propriétés de la Proposition 11 restent pour la plupart vraies :Proposition 13 Les a�rmations suivantes sont vraies :1. Ek(Ik(L)) ⊆ L2. L ⊆ Ik(Ek(L))3. Ek(Ik(∅)) = Ek(Ik(∅)) = ∅4. Ek(Ik(Σ∗) = Ik(Ek(Σ
∗) = Σ∗5. Ek(Ik(L)) ∪Ek(Ik(L
′)) ⊆ Ek(Ik(L ∪ L′))6. Ik(Ek(L ∩ L′)) ⊆ Ik(Ek(L)) ∩ Ik(Ek(L

′))7. L ⊆ L′ ⇒ Ek(Ik(L)) ⊆ Ek(Ik(L
′)) et Ik(Ek(L)) ⊆ Ik(Ek(L

′))8. Ek(Ik(L ∩ L′)) ⊆ Ek(Ik(L)) ∩ Ek(Ik(L
′))9. Ik(Ek(L)) ∪ Ik(Ek(L

′)) ⊆ Ik(Ek(L ∪ L′))Démonstration :(1) x ∈ Ek(Ik(L)) ⇒ Nk({x}) ∩ Ik(L) 6= ∅ ⇒ ∃y ∈ Ik(L) : d(x, y) ≤ k. d(x, y) ≤ k ⇒
x ∈ Nk({y}) et y ∈ Ik(L)⇒ Nk({y}) ⊆ L don
 x ∈ L et Ek(Ik(L)) ⊆ L.(2) Par appli
ation de la 
-dualité et du 
omplémentaire.Les autres points dé
oulent de la Proposition 11. ✷De plus, on peut montrer que dans Ek = (Σ∗, Ek ◦ Ik, Ik ◦ Ek), les boules sont deslangages ouverts :Théorème 36 Dans (Σ∗, E ◦ I, I ◦ E), ∀o ∈ Σ∗,∀k ≥ 1, Br(o) est un ensemble ouvertde Σ∗, 
'est-à-dire Br(o) = E(I(Br(o))).Démonstration :
⊇ E(I(Br(o))) ⊆ Br(o) : par la Proposition 13
⊆ Br(o) ⊆ E(I(Br(o))) :

x ∈ Br(o) ⇒ ∃y : x ∈ N({y}) ∧N({y}) ⊆ Br(o)

⇒ ∃y : d(x, y) ≤ 1 ∧ y ∈ I(Br(o))

⇒ N({x}) ∩ I(Br(o)) 6= ∅

⇒ x ∈ E(I(Br(o)))
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✷De même, on peut montrer que Br(o) = Ej(Ij(Br(o))) (si j < r).Liste des publi
ationsLes travaux présentés dans 
e manus
rit ont donné lieu à di�érentes publi
ationsnationales et internationales :� L'identi�
ation à la limite à partir de données bruitées des boules de mots aété présentée aux 
onféren
es CAp 2006 et ICGI 2006. Nous y introduisons les
on
epts de bruit systématique, de débruitage à la limite, et d'espa
es prétopolo-giques. Nous montrons alors 
omment apprendre les boules de mots à partir dedonnées bruitées systématiquement.[CAp2006℄ Frédéri
 Tantini, Colin de la Higuera, and Jean-Christophe Janodet.Identi�
ation à la limite de langages dans le 
adre d'un bruit systématique. Dansles a
tes de 8ème Conféren
e fran
ophone sur l'Apprentissage automatique (CAp),pages 203�218, Trégastel, 2006. PUG.[ICGI2006℄ Frédéri
 Tantini, Colin de la Higuera, and Jean-Christophe Janodet.Identi�
ation in the limit of systemati
-noisy languages. In Pro
eedings 8th In-ternational Colloquium on Grammati
al Inferen
e (IGCI), pages 19�31, Tokyo,2006. LNCS 4201.� Les requêtes de 
orre
tion ont fait l'objet de plusieurs publi
ations : elles ont étéintroduites lors des 
onféren
es CAp 2007 puis ECML 2007. Elles ont fait l'objetd'un papier long dans la revue JMLR.[CAp2007℄ Leonor Be
erra-Bona
he, Colin de la Higuera, Jean-Christophe Janodet,and Frédéri
 Tantini. Apprentissage des Boules de Mots ave
 des Requêtes deCorre
tion. Dans les a
tes de 9ème Conféren
e fran
ophone sur l'Apprentissageautomatique (CAp), pages 55�70, Grenoble, 2007. CEPADUES.[ECML2007℄ Leonor Be
erra-Bona
he, Colin de la Higuera, Jean-Christophe Jano-det, and Frédéri
 Tantini. Learning balls of strings with 
orre
tion queries. InPro
eedings 18th European Conferen
e on Ma
hine Learning (ECML), pages 18�29, Warsaw, 2007. LNCS 4701.[JMLR2008℄ Leonor Be
erra-Bona
he, Colin de la Higuera, Jean-Christophe Jano-det, and Frédéri
 Tantini. Learning balls of strings from edit 
orre
tions. Journalof Ma
hine Learning Resear
h, 9 :1841�1870, 2008.� En�n, nous avons proposé une étude transversale de di�érents paradigmes d'ap-prentissage en 
omparant l'apprentissage des automates �nis déterministes ave

elui des boules de mots, bonnes et mauvaises. Ce travail a été présenté en français



132 Annexelors de la 
onféren
e CAp 2008 puis lors de la 
onféren
e ICGI 2008[CAp2008℄ Colin de la Higuera, Jean-Christophe Janodet, and Frédéri
 Tantini.Apprentissage de langages à partir de ressour
es bornées : le 
as des AFD et desboules de mots. Dans les a
tes de 10ème Conféren
e fran
ophone sur l'Appren-tissage automatique (CAp), pages 55-70, Porquerolles, 2008. CEPADUES.[ICGI2008℄ Colin de la Higuera, Jean-Christophe Janodet, and Frédéri
 Tantini.Learning languages from bounded resour
es: the 
ase of the DFA and the ballsof strings. In Pro
eedings 9th International Conferen
e on Grammati
al Inferen
e(ICGI), pages 43�56, Saint-Malo, 2008. LNCS 5278.
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RésuméL'inféren
e grammati
ale s'intéresse à l'apprentissage automatique de langages for-mels. Ces derniers sont organisés en plusieurs 
lasses formant la hiérar
hie de Chom-sky. Parmi elles, les langages réguliers, re
onnus par des automates �nis déterministes,forment la 
lasse la plus � simple � à apprendre : l'apprentissage des automates a large-ment été étudié et a donné naissan
e à plusieurs algorithmes d'inféren
e grammati
ale.Toutefois, un problème 
on
ernant les données est devenu 
ru
ial : 
elui du bruit.Des propositions d'algorithmes ont vu le jour pour essayer de résoudre 
e problème,mais nous montrons que les résultats ne sont toujours pas satisfaisants, y 
ompris pourles langages réguliers. Or, puisqu'ils forment la base de la hiérar
hie de Chomsky, 
e sonttoutes les 
lasses de la hiérar
hie qui ne peuvent être apprises en situations bruitées.Aussi, nous proposons une nouvelle 
lasse de langages qui semble ne pas sou�rirde 
e handi
ap : 
elle des boules de mots. Nous démontrons que 
ette 
lasse, de primeabord peu orthodoxe mais utilisée dans de nombreuses appli
ations 
omme la 
orre
tionorthographique ou la re
her
he de plus pro
hes voisins, reste identi�able à la limite mêmelorsque les données d'apprentissage subissent l'in�uen
e d'un bruit non statistique.De plus, nous introduisons les requêtes de 
orre
tion basées sur la distan
e d'éditionet nous présentons un algorithme d'apprentissage des boules de mots à partir de tellesrequêtes. Nous montrons expérimentalement que de simples heuristiques a posteriorisu�sent à le rendre résistant lorsque l'ora
le répond approximativement à de tellesrequêtes. Ce
i justi�e en
ore une fois la robustesse des boules de mots au bruit.Contrairement aux idées reçues, le bruit n'est don
 pas une malédi
tion en inféren
egrammati
ale : les langages à base de distan
e o�rent de nouvelles perspe
tives.Abstra
tGrammati
al Inferen
e is 
on
erned with learning formal languages. Formal lan-guages are organised into 
lasses, regular languages being the 
omponents of the simplest
lass. A lot of work has been done studying regular languages and learning algorithmshave been su

essfully developped.However, a 
ru
ial point must be ta
kled now: noisy data. Some propositions havebeen made in this dire
tion but we show that none are entirely 
onvin
ing, even forregular languages. Therefore, as they are the foundations of the Chomsky hierar
hy, noelement of the hierar
hy is learnable from noisy data.In this work, we propose to study a new 
lass of languages whi
h does not seem tosu�er of this drawba
k: the balls of strings. We prove that this unusual 
lass, whi
h isin fa
t already used in works su
h as spelling 
orre
tion or nearest neighbor sear
h, isstill learnable even from non-statisti
al noisy data.Moreover, we introdu
e the edit 
orre
tion queries, based on edit distan
e, andpropose an algorithm learning balls of strings with su
h queries. If the ora
le is allowedto answer approximate 
orre
tions, we show that simple heuristi
s are enough to designa robust algorithm, giving further eviden
e that balls of strings 
an be learned fromnoisy data.Contrary to popular belief, noise is not a 
urse in grammati
al inferen
e: distan
e-based languages open new perspe
tives.


