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Notations

Sauf mention contraire, les notations suivantes sont valables pour ’ensemble de ce manuscrit.
Soient Q2 un ouvert de R™ de frontiére notée 09, et x = (z1,...,2,) € Q.

Nous considérons les opérateurs différentiels suivants :

— pour u : 2 — R, la dérivée partielle de u selon z; : 0y, u(x) = g;i(x),
O, u(x)
— pour u :  — R, le gradient de u en x : Vxu(x) = ,
Oy, u(X)
u1
— pour u = : Qe R", la divergence de w en x : Vx - u(x) = Ogy u1(X) + - - - + Oy, un (%),
Un
Uy o3 (X) — Opyua(X)
~pouru= | us |:Q€R? le rotationnel de u : Vi -u(x) = | Opyu1(x) — Oy uz(x) |,
u3 Op u2(X) — Opyur (X)

— pour u: 2 — R, le laplacien de u en x : Axu(x) = Vyx - Viu(z) = 92 u(x) + -+ + 92 u(x),

— pour u :  — R™ le support de u dans 2 : Supp(u) = {x €O u(x) # O}.

Nous considérons les espaces fonctionnels suivants (voir [1]) :

- LP(Q) = {u :  — Rmesurable sur Q : / ‘u(x)‘pdx < —l—oo} pour p € [1,+o0],
Q

- L>®(Q) = {u : 0 — Rmesurable sur Q : max lu(x)| < +oo},
X €

- Wkr(Q) = {u € LP(Q) : toute dérivée partielle de u d’ordre < k est dans LP(Q)} pour
p € [l,+o0] et k € N,

- WoP(Q) = C*(9) ¢ Whe(Q),
- HHQ) = W),
- D(Q) = {u € C*(Q) : Supp(u) est compact dans Q},

Pour tout espace fonctionnel X (Y) sur le pavé Y =[0,6;] x --- x [0,6,,] C R™, nous définissons
Vespace X% (Y') par
Xu(Y) = {u € X(Y) : uest Y—périodique} ,

et nous le munissons de la norme induite par celle de X (V).



Pour tout espace vectoriel normé (E, || - || ), nous notons E* le dual topologique de E et nous
le munissons de la norme || - || g~ définie par
_ [p(@)]
Iplle- = sup

ze E—{0} [l & '

Pour tout s > 0, nous notons H;E([O, 27r]) l’espace de Sobolev défini par
3 ([0,27) = {u € L3,(10,27]) « llullio +[|F*(f)]|,, < +o0}
ou F*(f):x— Z (in)® f(n) e

Pour n € R, nous notons M,,(R) 'espace vectoriel des matrices de taille n x n a coefficients
réels, et nous notons :

- GL,(R) = {A e M, (R) : A est inversible},

a1 e ain n
— pour A = : : € M, (R), la trace de A : Tr(A) = Z @i

i1
an,1 ai,n v
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Chapitre 1

Introduction

A T’heure du début des travaux de construction du réacteur ITER destiné a ’étude de la fusion
nucléaire par confinement magnétique comme source d’énergie, la simulation numérique de ce genre
d’expérience est un probléme mathématique & part entiére. En effet, de nombreuses expériences
menées dans différents tokamaks tels que TORE SUPRA (Cadarache - France), JET (Culham
- Royaume-Uni), ou encore JT-60 (Naka - Japon) indiquent que les phénomeénes physiques que
I’on observe se développent sur plusieurs échelles de temps et d’espace. La superposition de ces
différentes perturbations peut ainsi générer des turbulences dans les champs électromagnétiques
générés par le plasma et, a terme, en perturber le confinement, voire détériorer la paroi du réacteur.
A cela s’ajoutent des enjeux scientifiques, économiques et écologiques colossaux car la production
d’une énergie propre et a grande échelle devient un défi incontournable en cette période de crise
économique mondiale. Il est alors nécessaire de développer des outils de simulation numérique per-
formants qui permettront de comprendre et gérer ces perturbations afin de préparer au mieux les
futures expériences dans le réacteur ITER.

1 Modélisation gyrocinétique

1.1 Etat de l’art

D’un point de vue mathématique, il est nécessaire de développer des modéles et des méthodes
numériques faisant intervenir différentes échelles de temps et d’espace. La solution la plus simple
serait de discrétiser le modéle de Vlasov-Maxwell complet :

8tfa+v-foa+q—a(E+va)-vaazo, (Vlasov)
Mo
Vx -E= ﬁ, (Maxwell-Gauss)
€0
B+ VxxE=0, (Maxwell-Faraday)
Vx-B=0, (Maxwell-Thomson)
1 1.1
OE - c*VyxB= . J, (Maxwell-Ampére) 1)
0

p(x,t) = an /}R3 fa(x,v,t)dv,
J(x,t) = an/Rsvfa(x,v,t)dv,

ou
— x € R? est la position (m),
— v € R3 est la vitesse (ms™1),
— t € Ry est le temps (s),
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— fa = fa(x,v,t) € R est la fonction de distribution (m~¢s3) des particules de charge élémen-

taire g, (C) et de masse élémentaire m,, (kg),

— o = 8.85418781762 x 10712 AsV ~!m~! est la permittivité du vide,

— po =41 x 1077 VsA~ m ™! est la perméabilité du vide,

— ¢ =2.99792458 x 108 ms~! est la vitesse de la lumiére dans le vide (gq j1o ¢* = 1),

— E =E(x,t) € R? est le champ électrique (Vm™1),

— B =B(x,t) € R3 est le champ magnétique (Am™1),

— p=p(x,t) € R est la densité de charge (Cm™3),

— J =J(x,t) € R3 est la densité de courant (Am=3).

Il s’agit d’'un modéle en 6 dimensions dans ’espace des phases avec autant d’équations de Vlasov
qu’il y a de types de particules. La discrétisation d’un tel modéle n’est donc pas envisageable, méme
avec les moyens informatiques actuels. C’est pour cela que de nombreux chercheurs s’appliquent
depuis plusieurs décennies & développer des modéles de dimension plus petite et qui mettent en
valeur certains types de perturbations en mettant en valeur plusieurs échelles de temps et d’espace.
Les premiers chercheurs ayant exploré cette piste furent R.-G. Littlejohn [47], D.-H. Dubin et al.
[19], et W.-W. Lee [43, 44] qui ont posé les bases de la modélisation gyrocinétique des plasmas
confinés dans des tokamaks & travers une formulation hamiltonienne du probléme. Grace a cette
nouvelle formulation du probléme, il a été possible d’identifier plus clairement une partie des phé-
nomeénes physiques jusqu’alors difficiles & cerner, comme par exemple les effets de rayon de Larmor
fini. Ces travaux furent aussi le point de départ de la simulation numérique gyrocinétique. En effet,
la formulation hamiltonienne du probléme a permis de constater que le moment adiabatique est
un invariant adiabatique, ce qui a permis de se ramener & un probléme 5D. W.-W. Lee fut ainsi le
premier a proposer une méthode numérique discrétisant un tel modéle. De nombreux physiciens et
mathématiciens ont suivi cette voie et établi nombre de résultats théoriques ou numériques, comme
A. Brizard [7], T.-S. Hahm [8], et plus récemment V. Grandgirard et al. [35] ou J.-A. Heikkinen et
al. [38].

1.2 Le probléme des effets de rayon de Larmor fini

Avant de discuter de l'intérét de considérer les effets de rayon de Larmor fini, il convient aupa-
ravant de rappeler ce dont il s’agit en quelques mots.

Considérons une particule de masse m et de charge ¢ soumise & un champ magnétique externe
unidirectionnel B = Be,. Sous l'effet de la force de Lorentz F = ¢E + ¢qv x B, cette particule
va suivre une trajectoire hélicoidale comme cela est illustré dans les figures 1.1 et 1.2. Il est alors
possible de relier sa position xp & celle de son centre-guide xgc par la relation

Xp = Xgc +rr, (1.2)

ou ry, est le rayon de Larmor défini a l'aide de la vitesse de la particule dans le plan transverse a

B par
I'L: Vxez . (13)

We
Dans cette définition, w, est la fréquence cyclotron, définie par

: (1.4)

dont I'inverse correspond a la durée nécessaire a la particule pour effectuer un tour complet autour
de son centre-guide si nous projetons sa trajectoire dans le plan perpendiculaire & B, comme cela
est illustré dans la figure 1.2.

Dans le cas d'un champ magnétique B fort devant les autres champs électromagnétiques, la
fréquence cyclotron devient trés grande, tandis que le rayon de Larmor r; devient trés petit, au
point que |rp| soit du méme ordre que la longueur de Debye, longueur en-dessous de laquelle il
est difficile de séparer les charges de maniére significative. Deux types de modélisation sont alors
envisageables :
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— Le premier consiste & supposer que |rz| est trop petit et qu’il est impossible de séparer les
charges des particules situées sur le cercle de centre xgc et de rayon |rz| (voir figure 1.2).
Par conséquent, la position des particules est confondue avec celle de leurs centres-guides qui
portent de ce fait le champ électrique. Cette approche permet d’aboutir & une hiérarchie de
modeles dits de centre-guide, dépendant de xgc, de la vitesse v|| dans la direction paralléle
au champ magnétique, et du temps.

— Le second consiste & supposer que |ry| est petit, mais qu’il est tout de méme possible de
séparer les charges sur le cercle de centre xg¢ et de rayon |ry | : par conséquent, nous prenons
en compte la possibilité d’avoir un effet de rayon de Larmor fini, c’est-a-dire la possibilité de
voir un champ électrique non constant sur ce cercle. Cette approche est certes plus complexe
car les modeles qui en découlent doivent tenir compte de xgc, de v, de ry et du temps,
mais elle ne doit étre négligée car dans beaucoup de situations expérimentales, |ry| est plus
grand que la longueur de Debye.

Az

" A

e
-
<

centre-guide

FIGURE 1.1 — Trajectoire d’une particule soumise & un champ magnétique unidirectionnel B, et sa
projection dans le plan perpendiculaire & B.

FIGURE 1.2 — Projection de la trajectoire d’une particule soumise au champ magnétique unidirec-
tionnel B dans le plan perpendiculaire & B.

La modélisation d’un plasma magnétisé avec prise en compte des effets de rayon de Larmor
fini est donc un pan incontournable de la description gyrocinétique d’un plasma magnétisé, mais
c’est aussi un probléme complexe qui impliquent des phénoménes physiques qui se développent
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sur plusieurs échelles d’espace et de temps. En effet, il faut tenir compte du mouvement rapide
des particules autour de leurs centre-guides dans le plan perpendiculaire & B et des variations du
champ électrique qui en découlent, mais aussi ne pas perdre de vue la simulation du plasma dans
son ensemble. De la méme facon, il faut tenir compte de la petitesse de la période de gyration w_ !
tout en gardant & U'esprit que l'objectif est de produire des simulations sur des temps longs.

2 Introduction a la convergence 2-échelles

Bien que le contexte physique et mathématique se soit enrichi en 30 ans, de nombreux résultats
théoriques autour de ces phénomeénes multi-échelles ne sont établis que formellement, méme si des
résultats expérimentaux sont venu les confirmer. Ainsi, depuis quelques années, des mathémati-
ciens reprennent ces résultats formels et cherchent & en établir une démonstration mathématique
rigoureuse en s’appuyant sur des théories d’analyse fonctionnelle et en partant d’'un modéle de
Vlasov-Poisson ou de Vlasov-Maxwell adimensionné judicieusement.

Parmi ces théories mathématiques utilisées, la convergence 2-échelles initiée par G. Nguetseng
dans [53] et reprise par G. Allaire dans [3] permet d’établir des résultats de convergence pour une
suite de fonctions (u€) ¢ définie sur  C R™ et présentant des oscillations de période €, vers une
fonction uy = wo(x,y) définie sur Q x R™ et périodique en y. En admettant qu’il y ait un tel
résultat de convergence, il conviendrait de trouver une expression analytique de ug ou un systéme
d’équations dont wug serait solution. Généralement, u¢ est définie comme étant la solution d’un
modéle de la forme

{Luzf, sur Q C R™, (1.5)

+ conditions aux bords appropriées,
ou L€ est un opérateur différentiel dont certains coefficients présentent des oscillations de période
€, et ol le terme source f est donné et est indépendant de e.

Une approche formelle consiste a supposer qu'’il existe des fonctions u; = u;(x,y) définies sur
Q) x R™ périodiques en y telles que, pour € > 0, nous puissions écrire

u(x) zuo(x,f) —i—eul(x,f) +e2u2(x,5) +..., (1.6)
€ € €

puis identifier les fonctions u; = w;(x,y) en injectant le développement asymptotique (1.6) dans
(1.5). Cependant, un tel raisonnement repose uniquement sur ’hypothése que nous faisons sur
lexistence des u; et du développement asymptotique (1.6). La convergence 2-échelles, & défaut de
démontrer 'existence de toutes les fonctions u; ainsi que la possibilité d’écrire u¢ sous la forme
(1.6), permet de démontrer Uexistence des premiers termes de ce développement, sous certaines
hypothéses sur la suite (u€)c > o.

Définition 1. Soient Q un ouvert de R™, p €]1,400], et Y = [0,1]". On dit que la suite de

Jonctions (u)e~ o C LP() converge a 2 échelles vers une fonction U dans Uespace LP(€; L;&(Y))

si, pour toute fonction 1 € D(Q;CF(Y)), on a

lim [ u(x) w(x, f) dx = / / Ux,y)(x,y)dxdy . (1.7)
Q € y Ja

e—0
U est alors appelée limite 2-échelles de u¢ dans LP (Q; L:;& (Y))
Il est possible d’étendre cette définition a des pavés Y de la forme
Y =[0,01] x--- x[0,6,], (1.8)

par une homothétie.

Définition 2. Soient Q un ouvert de R™, p €]1,400], et Y un pavé dans R™ de la forme (1.8).
Considérons une suite (u€)e>o C LP(Q) qui converge a 2-échelles vers une fonction U dans
Lr (Q; LZ&(Y)). On dit que u® converge a 2-échelles fortement si

u® — U(- ;)

)
€

=0. 1.9
) (1.9)

lim ‘

€ —
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D’aprés ces définitions, il est possible de proposer quelques exemples simples de convergence
2-échelles :
X

1. Soit u € C*(Q; Cy¥ (Y)). En posant uf(x) = u(x, %), u® converge a 2-échelles fortement vers
u dans C* (Q;C;O(Y)).

2. Soit (u)e> o une suite dans LP(€2) qui converge fortement vers v € LP(2). Alors, pour tout
pavé Y de la forme (1.8), u€ converge a 2-échelles fortement vers u dans LP (€; LZ&(Y)).

3. Soit (u)e> o une suite LP(2) admettant un développement asymptotique de la forme (1.6),
oll toutes les fonctions u; sont dans C*°(; Cy (Y)). Alors u® converge & 2-échelles fortement

vers ug dans LP(9Q; L%, (Y)).

Au dela des ces exemples, G. Nguetseng a établi un critére de convergence 2-échelles que G.
Allaire a repris en 1992 dans [3] :

Théoréme 3 (Nguetseng [53], Allaire [3]). Soient Q un ouvert de R™, Y un pavé dans R™ de la
forme (1.8), et (u)eso une suite bornée indépendamment de € dans LP(QY). Alors il existe une
fonction U € L”(Q;LZ&(Y)) et il existe une sous-suite (uX(9)) o de (u)c>o qui converge a 2
échelles vers U. De plus, uX(€) converge faiblement-* dans LP(Q) vers la fonction u définie par

x'—>u(x)=‘/yU(x,y)dy. (1.10)

Ce critére de convergence 2-échelles est trés utile pour établir un systéme d’équations différen-
tielles vérifié par la limite 2-échelles ou la limite faible-* de la suite (u€). s . En effet, G. Allaire I'a
utilisé & de nombreuses reprises dans [3] afin d’étudier le comportement a la limite de problémes
classiques d’homogénéisation. Ce critére de convergence 2-échelles a été par la suite utilisé dans de
nombreux cadres de recherches faisant intervenir des résultats d’homogénéisation. Nous pouvons
citer par exemple les travaux d’E. Frénod, E. Sonnendriicker et de leurs collégues, dans lesquels le
théoréme 3 fut largement utilisé afin d’établir de fagon rigoureuse de nouveaux modéles mathéma-
tiques impliquant de maniére explicite 2 échelles de temps. Cela a permis d’apporter de nouvelles
contributions dans des domaines de recherche variés comme la simulation d’un objet & la dérive en
mer (voir [2]) ot de fluides faiblement compressibles (voir [26]), en passant par I’étude du compor-
tement asymptotique d’une distribution de particules soumises & un champ magnétique fort (voir
[27, 28, 29, 30, 31]). C’est dans ce dernier cadre de travail qu’E. Frénod et E. Sonnendriicker ont
établi dans [31] le résultat suivant :

Théoréme 4 (Frénod & Sonnendriicker [31]). Considérons le modéle conservatif suivant :

1
dpus + A - Vs + = L Vaut =0
t v " (1.11)

uf(x,0) = ug(x),

ot (x,t) € R* x [0,T), u® = u(x,t), A° = A°(x,t), et L = Mx+ N, ot M € M,(R) et
N € Im(M).
Soient 6 >0, ¢ > 1, ¢’ tel que % = max(% — %,O), et p > 1 tel que % + % < 1. Nous supposons
que
(i) la suite (u)e o est bornée indépendamment de € dans L>(0,T; LP(R™)),
(i) Vx - A¢ =0 pour tout e,
(iii) A° converge & 2 échelles vers une fonction A dans (L>(0, T} L;’#O([O, 0], Whi(K))))" pour
tout compact K de R™,
(iv) M est a coefficients constants, de trace nulle, et telle que la fonction T +— €™ soit 6-
périodique.
Alors il existe une fonction U € L>(0,T; L;’;([O, 0); LP(R™))) et il existe une sous-suite (uX(9)).s o
de (u)eso qui converge a 2 échelles vers U. De plus, il eviste N € R™ tel que

~MN =N, (1.12)
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et une fonction Uy € L™ (O,T; LP(R")) tels que

V(x,7,t) € R" xR x [0,T), Ux,7,t) =Up(e ™ (x—N)+N,t), (1.13)
et 0
0 Uo(y, t) + /0 eiUMA(e"M(y —~N)+N,o, t) do - VyUy(y,t) =0, (114
Uoly,0) = guo(y)-
De plus, uX() converge faiblement-* vers la fonction u € L™ (O, T, LP(R")) définie par
6
X = u(x,t) = /0 U(x,7,t)dr. (1.15)

Démonstration. Nous rappelons les grandes lignes de la démonstration de ce théoréme :

Grace au critére de convergence 2-échelles de Nguetseng, il est clair que (u€)c>o admet une
sous-suite (uX(9)). 5 ¢ qui converge & 2 échelles dans L>°(0, T’; L;’#O([O, 6]; LP(R™))) vers une fonction
U =U(x,7,t). En considérant une fonction ¢ = (x,7,t) dans l'espace D([0,7T) x R™; C;f([O, 4)),
nous multiplions 1’équation

1
x(€)
t

par 1(x, W’t) et nous intégrons le tout sur R™ x [0,7). En passant a la limite ¢ — 0, nous

DuX© £ AX©) .y g x(©) | LV, ouX9 =0 (1.16)

obtenons la formulation faible de
0. U+L-V,U=0. (1.17)

Les caractéristiques associées a ce systéme sont les fonctions 7 — X(7;x, s) solutions de

s
La solution de ce systéme différentiel est
X(7;x,5) ="M (x —N)+ N, (1.19)
ou N vérifie —MN = N. Alors il existe une fonction Uy € L>(0,T; LP(R™)) telle que
Ux,7,t) = Up(e ™ (x —N) +N.,t). (1.20)
En définissant alors w® € L>°(0,T; LP(R")) par
w(y,t) = u(ex M(y = N) + N, t), (1.21)
il est facile de constater que w€ est solution de
{ Owe(y,t) + Vy - [efé M A€ (eé M(y —N)+ N, t) wé(y,t)} =0, (1.22)
w(y,0) = uo(y) -

Il est alors évident que wX(¢) converge a 2 échelles vers Uy dans L™ (O,T; L;f([(), o LP(R"))), et
que wX(©) converge faiblement-* vers Uy dans L™ (O, T, LP (R”)) Nous en déduisons alors que ce
résultat de convergence faible-* reste valable dans L (O, T; LP(K )) pour tout compact K de R™.
Gréce au lemme d’Aubin-Lions (voir [46]), nous pouvons démontrer que cette convergence faible-*
dans L (0, T; LP(K)) est forte dans L= (0,T; (W, /(K))").

Finalement, en multipliant I’équation

t

dwX) (y,t) + V, - [eiﬁ MAX© (ex® My -N)+N, t) WX (y, t)} =0 (1.23)
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par une fonction ¢ = ¢(y,t) € D([0,T) x R") de support K dans R, et en intégrant le tout sur
R™ x [0,T), nous obtenons

T
/ / wX (y, t) [(’%w(y,t) +Vy- (e_ﬁ MAxX(© (eﬁ (y—N)+ N, t) ¥(y, ))} dy dt
0o JK

= [ w)utr.0pay.

Rappelons que A€ converge a 2 échelles vers A dans ( (O T L°°( 0]; Wha(K ))))n Il en est
alors de méme pour AX(9). Alors la suite de fonctions définie par

(1.24)

(y,t) — e~ xta MAX(O© (eﬁM(y—N) + N, 1) (1.25)

converge faiblement-* vers
0
(y,t) — / efTM.A(eTM(y —N)+N,7,t)dr (1.26)
0

dans (L>(0,T; Wlﬁq(K)))n. En combinant ce résultat avec la convergence forte de wX() vers 6 Uy
dans L>(0,T; (Wol’q(K))*), le passage a la limite dans (1.24) donne

T (4 . .
/‘/e%mwkwmw+(/a”uwM@—m+ngm)vm@mew
0 JK 0 (1.27)

- / uo(y) (y. 0) dy .
K

Nous reconnaissons alors la formulation faible de I’équation (1.14), ce qui permet de conclure. [

Il suffit alors de s’assurer que les hypothéses (i), (ii), (iii) et (iv) sont bien vérifiées par (u) > o,
(A%~ et M afin d’établir directement le systéme d’équations vérifié par la limite 2-échelles de
u®. En effet, grace a ce théoréme, E. Frénod et al. ont pu établir des modéles limites 2-échelles en
quelques lignes de calculs dans le cadre d’une approximation de type centre-guide (voir [28] et[31]),
et il est possible d’en faire de méme pour les modéles évoqués dans [29].

Par ailleurs, grace au lien entre les fonctions U et w établi en (1.15), il est parfois possible de
construire une équation de transport dont u est la solution, dans laquelle U n’apparait plus. En
effet, en utilisant le changement de variables (1.13), nous pouvons établir dans un premier temps
une équation de transport pour U dans L>(0,T; L3 ([0, 6]; LP(R™))) de la forme :

(9tU(x, T,

t)
%
+/ e*(o+T)MA(€(U+‘r)M(X _ N) + GUMN-FN, o, t) do - VyU(x,1,t) =0, (1.28)
0

U(x,7,t) = %uo(e_TMx) .

Puis, en intégrant en 7 sur [0, 0], nous obtenons

(4 (4
Oru(x,t) _;’_/ / [e—(o-i-T)MA(e(a-i-‘r)M(x _N) + eUMN-i-N, o, t)}
0
ViU, 7,t)dodr =0, (1.29)

0
u(x,t) = %/0 ug(e " ™Mx) dr .

Dans certains cas, il est possible de simplifier I'intégrale double sur [0,6]?, et d’aboutir & une

équation de la forme
Ou(x,1) + A(x,t) - Vxu(x,t) =0,

0
1.30
u(x,t) = % /0 uo(e”™Mx) dr | (1.30)
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mais cela dépend généralement des propriétés de A, de la matrice M et du vecteur N. Par exemple,
dans les cas proposés par E. Frénod et E. Sonnendriicker dans [29], nous supposons que N = 0 et

que la suite (A€).~ o converge fortement dans (L>(0,T’; W1’2(K)))6 pour tout compact K de RS.
Alors la limite 2-échelles A = A(x, 7,t) de A® dans (L>(0,T; L ([0, 6]; W172(K))))6 ne dépend
pas de la variable 7. Par conséquent, nous pouvons prendre N = 0 et le systéme (1.29) peut se
simplifier sous une forme ot U n’apparait plus :

0
yu(x, ) + [/0 e M A Mox, 1) do| - Vxu(x, 1) =0, (1.31)

0
u(x,t) = % /0 ug(e”™Mx) dr .

3 Meéthodes numériques 2-échelles

Dans toute cette thése, nous travaillerons avec des équations de transport de la forme (1.11).
Grace au théoréme 4, il est possible d’établir des résultats de convergence 2-échelles et de conver-
gence faible-* sous certaines hypotheéses sur la condition initiale ug et sur la suite (A€)¢~o. Dans
certains cas, la convergence 2-échelles a permis de proposer une démonstration rigoureuse d’un
passage a la limite jusqu’alors formel, comme par exemple le cas de 'approximation centre-guide
dans [29].

Il est alors possible d’utiliser ce type de résultat d’analyse fonctionnelle & des fins numériques
de 2 fagons différentes :

1. Pour un € fixé, 'objectif est de construire une méthode numérique permettant de simuler les
oscillations de fréquence d’ordre 2 de la solution u¢ du modéle (1.11). Il y a une difficulté
numérique car le terme % L - Vxu présent dans I’équation de transport (1.11.a) va imposer
au pas de temps de la méthode numérique d’étre d’ordre € afin de simuler correctement le
transport d’ordre e !. De ce fait, & moins de considérer une méthode numérique spécifique-
ment développée pour répondre a ce genre de problématique, le temps de calcul nécessaire
sera d’autant plus grand que € sera proche de 0.

Une solution alternative consiste a utiliser une méthode numérique basée sur la discrétisa-
tion non pas du modeéle (1.11), mais du modéle limite 2-échelles (1.13)-(1.14). En effet, étant
donné que nous avons vu que la suite (w) o définie en (1.21) converge fortement vers Uy
dans un certain espace de Banach, nous pouvons envisager d’approcher u¢ par une fonction
Uy définie par

(x,t) — Uf(x,t) = 9U07h(e_§Mx,t) , (1.32)

ou Uy, est une approximation que de la fonction Uy obtenue en discrétisant le systéme (1.14)
a l'aide d’un schéma numeérique classique. De cette fagon, il serait possible de reconstruire
les oscillations de période d’ordre € de la fonction u€ tout en s’affranchissant des contraintes
liées au transport d’ordre %

2. A P'inverse, nous supposons que nous disposons d’un modéle de la forme (1.30) établi formel-
lement, et que nous avons démontré a I’aide d’un résultat de convergence 2-échelles que la
solution u de ce modele formel est la limite faible-* d’une suite (u€)e o telle que, pour tout
€, u® est solution du modéle (1.11). Afin de valider numériquement ce résultat de conver-
gence faible-* et ainsi la pertinence du modeéle (1.30), nous pouvons envisager d’approcher
la fonction u par une fonction uf§, approchant elle-méme la solution v de (1.11), cela pour
des valeurs de € de plus en plus proches de 0. Cependant, comme u¢ présente des oscillations
de période d’ordre € et pas u, il convient de simuler correctement cette homogénéisation des
oscillations lorsque € tend vers 0.

Ces 2 fagons d’utiliser les résultats du théoréme 4 permettent d’aboutir & 2 types de méthodes
numériques différents. Cependant, ces méthodes dites 2-échelles présentent un méme point com-
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mun : elles doivent permettre de simuler numériquement ’homogénéisation des oscillations de u°
lorsque € se rapproche de 0.

4 Plan

Comme cela fut sous-entendu dans les paragraphes précédents, nous allons nous intéresser tout
au long de cette thése & la construction d’une méthode 2-échelles afin de simuler un modéle de
rayon de Larmor fini, et plus particuliérement le modeéle 2D établi par M. Bostan dans [6]. Au dela
de 'utilisation de la convergence 2-échelles, il est nécessaire de choisir judicieusement la méthode
numérique qui sera couplée a ces résultats d’analyse fonctionnelle. Notre choix va se porter sur
I'utilisation d’une méthode semi-lagrangienne : en effet, de nombreux articles indiquent que cette
famille de méthodes numériques fournit des résultats de trés bonne qualité sur des modéles de type
Vlasov, cela malgré un cotit en temps de calcul assez important. Par exemple, les travaux de E.
Sonnendriicker et al. [62], de F. Filbet et al. [22], de N. Besse, M. Campos-Pinto et M. Mehren-
berger [4, 9], et de N. Crouseilles et al. [14, 15, 16], et plus généralement des membres du projet
INRIA '-CALVI 2, indiquent que des systémes de type Vlasov-Poisson peuvent étre simulés avec
une grande précision grace a des méthodes semi-lagrangiennes. De plus, le développement du code
GYSELA au CEA 3 de Cadarache, basé sur une méthode semi-lagrangienne discrétisant un modéle
gyrocinétique, a permis d’obtenir dans [35] de bons résultats sur le modeéle centre-guide complet
tel qu'il est décrit dans [43] ou [29].

Cependant, avant de construire une telle méthode numérique 2-échelles sur un modéle aussi
complexe que celui du rayon de Larmor fini 2D, il convient de répondre a quelques questions
concernant le comportement d’une telle méthode numérique.

— De maniére générale, une méthode numérique 2-échelles est-elle envisageable lorsque le mo-
dele (1.11), le modele limite 2-échelles (1.13)-(1.14) ou le modéle limite faible-* (1.30) n’est
pas linéaire ?

— Une telle méthode permet-elle de simuler correctement les oscillations de u¢ d’ordre € lorsque
nous considérons une donnée initiale ug peu réguliére ou présentant des discontinuités ?

Afin de répondre a ces questions, nous allons nous placer dans des cadres physiques et mathé-
matiques plus simples que celui d’un plasma soumis & un champ magnétique fort, et procéder par
étapes :

Dans une premiére partie, nous nous placerons dans le cadre des équations d’Euler 1D
isentropiques faiblement compressibles :

€ € € 1 ~e

Pt + 0, (pu’) =0, (1.33)
u®(z,0) = ugp(z),

7(2,0) = 1+ € pola).

Dans ce modeéle, e désigne le nombre de Mach supposé proche de 0, u¢ = u®(z,t) est la vitesse du
fluide, p¢ = p¢(x, t) est la masse volumique du fluide, et la loi de pression est donnée par p(p) = %.

Bien que ce modéle soit assez différent d’un modéle de type Vlasov, il n’en est pas moins un
cadre de travail relativement simple pour étudier le comportement d’une méthode numérique 2-
échelles face & un modéle non-linéaire. Par ailleurs, ce modeéle non-linéaire 1D a fait I'objet de
nombreux travaux, notamment ceux d’E. Grenier [36], S. Klainerman et A. Majda [40, 41, 48], G.

Métivier et S. Schochet [50, 57, 58, 59, 60], qui ont donné suite a des résultats importants sur le

1. Institut National de Recherche en Informatique et en Automatique. Site web : http ://www.inria.fr
2. Projet de Calcul Scientifique et Visualisation. Site web : http ://www-math.u-strasbg.fr/calvi
3. Commissariat & ’Energie Atomique.
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comportement asymptotique de la suite (u€, 5~ o lorsque € — 0.

Apres avoir rappelé le contexte physique et mathématique, nous verrons en quoi certains de
ces résultats sont utiles pour dériver un modéle limite lorsque € tend vers 0. Nous établirons alors
un résultat de convergence 2-échelles sur ce modéle, et nous discuterons des particularités de cette
convergence. Enfin, nous présenterons une méthode numérique 2-échelles permettant de recons-
truire une approximation de la solution (u€, p¢) du systéme (1.33), et nous testerons cette méthode
en comparant les résultats numériques qu’elle fournit & ceux que nous pouvons obtenir d’une mé-
thode de volumes finis classique appliquée au modéle (1.33).

Dans une deuxiéme partie, nous nous placerons dans le cadre de la simulation d’un faisceau
de particules chargées soumis & un champ électrique de focalisation. En supposant que ce faisceau
soit long et fin, il est possible de modéliser ce phénomeéne physique par le systéme de Vlasov-Poisson
1D axisymétrique suivant :

Of L O+ (Ef +E5) 00, f =0,
1
—8T(TE:):/fEd’UT,
r R
H, t
En(rt) = ——OT+H1(W1 —) T,
€

€

fe(r,v., t =0) = fo(r,v,).

(1.34)

Dans ce modeéle, f€ = f¢(r,v,,t) est la fonction de distribution des particules, ES = ES(r,t) est le
champ électrique radial auto-consistant, Z¢ = Z¢(r, t) est le champ électrique radial externe, et €
est défini par

(1.35)

A
€=7,
ou A est le rayon caractéristique du faisceau dans le plan perpendiculaire a la direction de propa-
gation, et L est la longueur caractéristique du faisceau dans la direction de propagation.

Ce cadre de travail est intéressant pour poursuivre ’étude du comportement des méthodes 2-
échelles : en effet, 'objectif final de la thése étant la construction d’une méthode semi-lagrangienne
2-échelles pour le modéle de rayon de Larmor fini 2D, il convient de s’assurer au préalable que
le couplage entre un résultat de convergence 2-échelles et une méthode semi-lagrangienne est fai-
sable, et le modéle (1.34) est un cadre de travail idéal pour répondre a cette question. De plus,
larticle d’E. Frénod, F. Salvarani et E. Sonnendriicker [28] entiérement dédié a la construction
d’une méthode Particle-In-Cell 2-échelles pour le modéle (1.34) offre un contexte mathématique
et numérique assez riche pour développer une méthode semi-lagrangienne 2-échelles ce modéle et
la valider sur des cas linéaires comme non-linéaires. Enfin, la simulation de faisceaux de parti-
cules implique parfois de considérer une distribution initiale f; présentant des discontinuités : par
conséquent, la construction d’une méthode semi-lagrangienne 2-échelles pour le modeéle (1.34) per-
mettrait d’apporter des informations sur le comportement d’une telle méthode initialisée sur une
fonction non-réguliére.

Dans un premier temps, nous rappellerons le contexte mathématique et physique permettant
de réduire le systéme de Vlasov-Maxwell 3D a son approximation paraxiale 2D, puis au modéle
(1.34) en utilisant un adimensionnement judicieux, en accord avec des hypothéses que nous fai-
sons sur le faisceau. Nous rappellerons alors les résultats de convergence 2-échelles établis par E.
Frénod et al. dans [28] ainsi que quelques éléments de démonstration, puis nous présenterons la
méthode semi-lagrangienne 2-échelles ainsi qu'une variante de cette méthode, utilisant une famille
de maillages mobiles. Enfin, nous proposerons quelques résultats numériques permettant de valider
les 2 méthodes semi-lagrangiennes nouvellement construites.
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Dans une troisiéme partie, nous développerons une méthode semi-lagrangienne 2-échelles
permettant de valider le modéle de rayon de Larmor fini 2D

Org + (Ey) 0xg — (Ex) Oyg =0
2

g(l’,y,k,O): f0($7y7k7a)da7
0

27
ENx,y, k,t) = %/ E(z — V2k sina,y + V2k cosa, t) da (1.36)
T Jo

|
>
Eix
<
1
—~
&
=X
~
Il

1 27 ptoo
Py / 9(50—1—\/2/{ sina, § — V2k cosa, k,t) dk da — 1o (Z,F) .
T Jo Jo

comme étant la limite faible-* d’une famille de modéles de type Vlasov-Poisson 2D de la forme
iz, y, ko t) = fé(x — V2k sina,y + V2k cosa, V2k cosa, V2k cosa,t),

1 _ - 1 5 _
8tf€+—€r-v,~(ff+(E€+—( Yy >)-V;f€_0,
€ € —Ug

) ) (1.37)
fe(iaf’vt = O) = fO(ivv) )

E = -Vi¢', —Azg*= [ fodv—iie.
R2

Ce résultat d’analyse fonctionnelle fut établi par M. Bostan dans [6]. Cependant, en utilisant des
hypothéses plus faibles, E. Frénod et E. Sonnendriicker ont également établi dans [31] des résultats
de convergence 2-échelles sur la solution du modele (1.37.b)-(1.37.¢)-(1.37.d) et ainsi démontré que
la suite (f¢,E)c> o admet une limite faible-*.

Dans un premier temps, nous proposerons un bref rappel sur obtention du modeéle (1.37)
a partir du modéle de Vlasov-Poisson 2D. Puis nous rappellerons le résultat de convergence 2-
échelles établi par E. Frénod et E. Sonnendriicker sur la suite ( fe,E)6>0, ainsi que le résultat
de convergence faible-* de M. Bostan sur la suite (f€).s . Nous discuterons alors des difficultés
mathématiques et numériques liées au modéle limite 2-échelles tel qu’il est formulé dans [31], ce
qui constituera une motivation pour réécrire le modeéle (1.37.b)-(1.37.¢)-(1.37.d) dans un nouveau
systéme de coordonnées. Nous étudierons alors le comportement asymptotique de la solution de ce
nouveau modéle, ce qui permettra d’établir un nouveau modéle limite 2-échelles, et enfin expliciter
le lien entre les modéles (1.37) et (1.36).

Avant de présenter la méthode numérique 2-échelles permettant de valider le modéle (1.36),
nous ferons quelques rappels sur le principe d’'une méthode semi-lagrangienne en avant, et nous
proposerons une application de cette méthode au modéle de Vlasov-Poisson 2D suivant

Of+v-Vef +E-Vyf =0,

f(X,V,O) :fO(X7V)7

E=-Vxp, —Axp= fdv —ne,
R2

(1.38)

afin de s’assurer de la fiabilité d’une telle discrétisation. Aprés ce test préliminaire, nous présen-
terons la méthode numérique 2-échelles basé sur la discrétisation semi-lagrangienne en avant des
modéles (1.36) et (1.37), lobjectif étant de vérifier numériquement que les oscillations de la so-
lution (f€, E€) de (1.37.b)-(1.37.c)-(1.37.d) sont homogénéisées lorsque € tend vers 0. Enfin, nous
proposerons quelques résultats numériques afin de valider la méthode 2-échelles.
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Chapitre 2

Homogénéisation 2-échelles des
équations d’Euler faiblement
compressibles 1D

L’objectif de cette thése est donc de proposer une méthode numérique 2-échelles permettant
de résoudre le modele de rayon de Larmor fini. A I’heure actuelle, nous ne savons que peu de
choses sur de telles méthodes, notamment lorsqu’elles sont utilisées sur des équations différentielles
non-linéaires, ou bien lorsqu’il s’agit de traiter des phénomeénes physiques modélisés par des équa-
tions mettant en jeu des coefficients ou des forgages non-réguliers. Il convient donc de procéder
par étapes avant d’envisager une méthode numérique 2-échelles sur un modéle aussi complexe que
celui du rayon de Larmor fini.

La premiére étape consiste donc & nous interroger sur le comportement d’une méthode nu-
mérique 2-échelles face & un systéme d’équations aux dérivées partielles non-linéaires. Il est alors
préférable de se placer dans un cadre de travail moins complexe que celui du rayon de Larmor fini
qui est, rappelons-le, un modéle 4D+temps (voir les travaux de M. Bostan [6] & ce sujet). Notre
choix se porte donc sur les équations d’Euler 1D isentropiques faiblement compressibles :

€ € € 1 ~e

0y + 0 (puc) =0, (2.1)
u(z,0) = ug(x),
p(z,0) = po(x)

ol € est le nombre de Mach, x est la position, ¢ est le temps, u® = uf(x,t) est la vitesse du fluide,
et p¢ = p¢(x,t) est la masse volumique, et p(p°) est la pression.

Avant de construire une méthode numériques 2-échelles, il est impératif de mener une étude
rigoureuse du comportement asymptotique de la solution (uf, p€) de (2.1) lorsque € tend vers 0 et,
si possible, construire un systéme d’équations dont la limite de la suite (u€, 5~ ¢ est la solution,
en développant une approche similaire a celle des travaux d’E. Frénod, E. Sonnendriicker et leurs
co-auteurs dans [27, 28, 29, 30, 31].

Le choix du modéle des équations d’Euler 1D isentropiques faiblement compressibles est justifié
par le fait que le contexte scientifique autour de ce modéle est trés riche en résultats : en effet, nous
pouvons citer parmi d’autres les travaux d’E. Grenier [36], R. Fortenbach et al. [24], S. Klainerman
et A. Majda [40, 41, 48], ainsi que ceux de G. Métivier et S. Schochet [50, 59, 60].

Par ailleurs, le developpement d’une méthode numérique 2-échelles sur un tel modéle est motivé
par une autre raison : les méthodes de volumes finis telles qu’elles sont développées jusqu’a présent
sont robustes pour les équations d’Euler compressibles ou incompressibles (voir les publications
de S. Godunov [32], R. LeVeque [45] et P.-L. Roe [56]). Cependant, lorsque 'une de ces méthodes

21
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est utilisée pour simuler une expérience induisant un faible nombre de Mach ¢ comme celles qui
peuvent étre modélisées par le systémes d’équations (2.1), il est nécessaire de respecter la condition
CFL afin de garantir la stabilité de la méthode. Le probléme est que cette condition dépend de
€ et impose donc un pas de temps trés petit afin de capter les phénoménes d’oscillations & haute
fréquence qui se développent. De ce fait, ces méthodes numériques, bien que robustes, deviennent
extrémement cotiteuses en temps de calcul dans ce contexte. Il y a donc un intérét supplémentaire
a développer une méthode numérique 2-échelles sur ce modéle : la discrétisation du modéle limite,
qui ne dépend pas de €, n'implique pas ’obligation de choisir un pas de temps d’ordre e.

Enfin, de nombreuses publications indiquent que la solution (u€, )¢ > o du modéle (2.1) converge
faiblement-* sous certaines hypothéses vers la solution des équations d’Euler 1D incompressibles,
c’est-a-dire vers une solution constante (i, p) (voir S. Klainerman et A. Majda [40]). Plus précisé-
ment, en notant

pf=p+eps, (2.2)

et en admettant que (p)cs o soit bornée indépendamment de e dans un certain espace de Ba-
nach X, nous pouvons montrer que p¢ converge faiblement-* vers p dans cet espace, ce qui induit
également que u® converge faiblement-* vers une fonction constante # dans X. Or, lorsque nous
simulons le modéle (2.1) a 'aide d’une méthode de volumes finis, en considérant des états initiaux
ug et pG non constants ainsi que des valeurs de e de plus en plus proches de 0, I'approximation de
(uf, p¢) obtenue ne se rapproche pas d’un état constant. Ce probléme, récurrent dans la simulation
1D de fluides faiblement compressibles, appelle donc & la construction d’une méthode a la fois
rapide, efficace, et permettant de calculer une approximation du couple (u€, p). Une fois ce couple
calculé, un couplage similaire a (2.2) permettra de reconstruire une approximation de la solution
(u, p¢) des équations d’Euler 1D isentropiques faiblement compressibles qui converge vers la so-
lution constante (i, ) des équations d’Euler 1D isentropiques incompressibles lorsque € tend vers 0.

Dans un premier temps, nous ferons quelques rappels sur les équations d’Euler 1D compressibles
et nous verrons comment aboutir au modéle (2.1) a I’aide d’un adimensionnement judicieux faisant
intervenir le nombre de Mach.

Puis nous utiliserons I’équation (2.2) afin de construire un nouveau modéle dont la solution
sera (u€, p), et nous rappellerons un théoréme important qui a été démontré par S. Schochet dans
[58] et repris par E. Grenier dans [36]. Ce théoréme nous servira de point de départ pour passer a
la limite en € — 0 : nous établirons alors un nouveau systéme d’équations dont la solution est la
limite 2-échelles de la suite (u€, p)c >0, ainsi qu'un résultat sur la vitesse de convergence en € de
la suite (u€, p)c> o vers sa limite.

Nous proposerons ensuite une méthode de volumes finis pour discrétiser le modéle limite et
construire ainsi une approximation numeérique de la solution du modele (2.1). Nous discuterons
également des propriétés de convergence de cette méthode numérique.

Dans une derniére partie, nous testerons cette méthode numérique 2-échelles, aussi bien en terme
de qualité de résultats qu’en terme de temps de calcul. Nous proposerons aussi quelques résultats
visant & vérifier numériquement le résultat théorique sur la vitesse de convergence démontré dans
la deuxiéme partie. Enfin, nous présenterons quelques résultats de simulation obtenus avec cette
nouvelle méthode numérique sur des cas impliquant un nombre de Mach trés proche de 0.

1 Equations d’Euler 1D isentropiques faiblement compres-
sibles

Dans ce paragraphe, nous rappelons comment construire les équations d’Euler 1D isentropiques
faiblement compressibles. Dans un premier temps, nous fixons quelques hypothéses sur le fluide
modélisé qui permettent de conserver 'entropie le long de I’écoulement. Puis nous proposons un
adimensionnement basé sur la petitesse du nombre de Mach pour aboutir aux équations d’Euler
1D isentropiques faiblement compressibles.
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1.1 Equations d’Euler 1D isentropiques compressibles

Considérons les équations d’Euler 1D compressibles :

Oep + Oz (pu) =0,

B(pu) + 0x(pu®) + 8up = 0,
O (pE)+0:((pE+p)u) =0,
p(z,0) = po(z),

u(,0) = uo(z),

E(z,0) = Ey(z) .

(2.3)

Dans ces équations, z € Q C R est la position (en m), ¢t > 0 est le temps (en s), p = p(z,t) est la
masse volumique du fluide (en kgm 1), u = u(x,t) est la vitesse du fluide (en ms~!), E = E(z,t)
est I’énergie totale par unité de masse du fluide (en J kg~!), et p = p(x,t) est la pression (en Pa).
Nous avons affaire & un systéme de 3 équations & 4 inconnues : p, u, FE et p. Nous avons donc
besoin d’une équation supplémentaire afin de fermer le systéme (2.3). Pour cela, nous associons au
systéme (2.3) une équation d’état de la forme

f(p,p,e) =0, (2.4)

ot f est une fonction donnée, et oil e est I’énergie interne par unité de masse (en J kg~!), quantité
que nous pouvons lier a E par

1
E=§u2+e. (2.5)
Proposition 5. Supposons que le fluide décrit par les solutions des équations d’Euler (2.3) couplées
a Véquation d’état (2.4) soit isolé et ne présente pas de choc. Alors les solutions du modéle (2.3)-
(2.4) sont isentropiques. Cela signifie que l'entropie s du fluide est conservée le long des trajectoires
des particules du fluide, c’est-a-dire qu’elle vérifie

Ops(z,t) + u(z,t) Ors(x,t) =0. (2.6)

Démonstration. En appliquant le premier principe de la therodynamique, nous pouvons affirmer
que
1
dez&Q—pd(—), (2.7)
p
ot dg est la forme différentielle correspondant & une variation infinitésimale de la fonction ¢ (ici,
g=-eetg= %), et ou 0@ est une forme différentielle correspondant & une variation infinitésimale

de la chaleur par unité de masse @ (en J kg~!). Etant donné que nous supposons que le fluide ne
présente pas de choc, le second principe de la thermodynamique implique

_ %@

d
$=7

(2.8)

ol s est 'entropie globale du fluide, et ott T' est la température par unité de masse (en K kg—!).
Par ailleurs, cela signifie également que les fonctions e, p, u et p ne présentent pas de discontinuités.
Nous pouvons alors écrire

de:Tds—pd(%). (2.9)

Par ailleurs, en combinant les équations (2.3.a), (2.3.b), (2.3.c) et (2.5), nous obtenons pour e
I’équation suivante :

8te—|—u8xe+£8xu: 0. (2.10)
p
Pour toute fonction g = g(x,t), la forme différentielle dg s’écrit :

dg = Opgdx + Og dt. (2.11)



24CHAPITRE 2. HOMOGENEISATION 2-ECHELLES DES EQUATIONS D’EULER FAIBLEMENT COMPRESSIBLI

Alors en développant de cette fagon I’égalité (2.9), nous obtenons :
8zeda:—|—8tedt:T@zsda:—l—T(?tsdt—l—paL;)d:c—FpaLfdt. (2.12)
P P

c’est-a-dire 9 5
(816 TOs+p mp) de = (—8te+T8ts—pL2p) dt (2.13)
p? p

Nous en déduisons alors

3te—T3ts—|—paptp 0, (2.14)

et 5
Bpe — T s +p L =0, (2.15)

p?

Alors en utilisant les équations (2.3.a) et (2.10), nous constatons que
Ops +udzs =0, (2.16)
O

Corollaire 6. Supposons que les hypothéses de la proposition 5 soient vérifiées et considérons
léquation d’état des gaz parfaits de Laplace suivante :

p=(v—1)pe, (2.17)
ot v est le coefficient adiabatique (ou coefficient de Laplace) du fluide. Alors les solutions réguliéres
des équations d’Euler (2.8)-(2.17) sont isentropiques et vérifient le systéme d’équations suivant :

Op+ Ox(pu) =0,
Oe(pu) + 0 (pu?) + 0:(p(p)) =0,
p(p) =kp7, (2.18)
p(:Z?, O) = po(:E) )
u(z,0) = uo(x),
ol Kk est une constante strictement positive et indépendante du temps.

Démonstration. Etant donné que le fluide est supposé étre isolé du milieu extérieur, nous avons
dQ = T ds = 0 dans I’équation (2.7). Alors

-1
de:%dp:udp. (2.19)
p P
On en déduit alors qu’il existe une constante positive C telle que

e=Cp' ', (2.20)

Il n’est alors plus nécessaire de considérer les équations (2.3.c) et (2.3.f), étant que nous pouvons
désormais lier e, et donc E, au couple (p,u) vérifiant le systéme d’équations

Oep + 0z(pu) =0,
Oi(pu) + x(pu®) + 02 (p(p)) =0, (2.21)
( ) _po('r)v
u(z,0) = uo(x),
ou p(p) =k p" avec k = C (y —1). O

Remarque 7. Les équations (2.18) sont parfois appelées équations d’Euler 1D homentropiques.
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1.2 Adimensionnement

L’objectif est de travailler sur des fluides faiblement compressibles, c’est-a-dire avec une masse
volumique qui ne varie presque pas au cours du temps. Pour y parvenir, nous considérons que le
nombre de Mach M = % est proche de 0, et que la constante x exhibée en (2.18) est égale a 1.

Sous ces conditions, ’équation (2.18.¢) induit

2 u?
Op = M(’“),gp=c26,gp= —0p = Op=0. (2.22)
p M
Nous considérons donc l'adimensionnement suivant :
r=x2', t=tt, (2.23)
p(@a' tt") =pp (@', t'), w@a i) =au'(«",t'), p(@p)=00'(). (2.24)
Alors les équations (2.18) se réécrivent sous la forme suivante :
Z_
Opp' + Tuaz/(p'u') =0,
T
00 (9 u) + 2 00 (0 () + L= 0 (0 4)) = 0,
x Tpu (2.25)
PP () =D ()7,
o) = A(e),
/' (2") = ug(a’)

Nous considérons le rapport naturel @ = 7 et nous définissons la vitesse du son caractéristique @

telle que @2 = =. Enfin, nous supposons également que p = 5. Alors

3

O p' + 0 (p'u) =0,

O (p' u') + 8w (p (u')?) + — 00 (0'(0')) = 0,
(2.26)

Qll g

Nous reconnaissons alors le nombre de Mach caractéristique M = —, et nous supposons que M = e.

Alors le systéme & étudier est le suivant :
OpS + 0p(pfu) =0,
~€ € ~€ € 1 ~€
A (P us) + 0, (p° (u)?) + E—Qam(p(p )) =0,
p(p°) = (p)7,

pNE(‘Tv O) = ﬁg(l’) )
u(z,0) = ug(z),

(2.27)

oll nous avons remplacé t’ par ¢, 2’ par x, p’ par p¢, v’ par u¢ et p’ par p.

2 Passage a la limite ¢ — 0

2.1 Modéle de Grenier-Schochet

Comme nous 'avions mentionné dans l'introduction de ce chapitre, il est connu que la suite
(uf, p%)e >0 converge faiblement-* vers une constante dans un certain espace de Banach. Cepen-
dant, notre objectif est d’étudier le comportement asymptotique de la suite (u, p€)cs o ol p© est
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lié & p¢ par la relation (2.2). Cette démarche a déja été suivie par S. Schochet dans [58] puis par
E. Grenier dans [36], qui ’a étendue aux équations de Navier-Stokes. L’idée est la suivante :

1. En posant

.
= (2.28)
€

le systéme (2.27) se réécrit sous la forme suivante :

1
atp6 + aﬂc (pe ue) + Z amue = 0,
1

€ 1 €\2
Opu” + 2@5((” ) )+ €2 (1 +ep)

9z (p(1+€p)) =0,
(2.29)
p(p) =kKp",
p(z,t=0) = py(z),
uf(z,t =0) = uf(x),

s
ol pf est lié & p par la relation pf = O
€

2. Supposons que p'(1) = 1, c’est-a-dire k = % Alors, du fait que € est proche de 0, nous
pouvons écrire

i 1 (14 ey
62(1+ep5)aw(p(1+6p))_62(1+ep5)6m( 0% )’
_ (Atep)? Dup" (2.30)
€
1
= - (1+ (1 =2)ep + € qi(p")) Oup”,

ot ¢§(p°) est une fonction réguliére en p©.

3. En posant
a(p°) = ——(p)* +eqi(p), (2.31)

nous obtenons finalement
€ € € 1 €
atp +az(p u)+zamu =0,

. 1
Oy + 5 05 ((u)?) + 02 (4°(p%)) + — up® =0, (2.32)

ot = 0) = pi(a).
u(z,t =0) = uf(x).

Nous supposerons dorénavant que la suite (u§, p§)e>o ne dépend pas de €, et nous noterons
u§ = ug et p§ = po. C’est dans ce contexte que S. Schochet a établi le résultat suivant :

Théoréme 8 (Schochet [58], Grenier [36]). Supposons que ug, po € H%([O,Qﬂ']) avec s > 3/2.
Alors il existe un temps T > 0 indépendant de € tel que le systéme (2.32) admet une unique so-
lution (p%,uf) € (C(O,T;H;&([O, 277])))2 N (Cl(O,T;H;ZI([O,%T])))Q pour tout € > 0. De plus, les
suites (p%)e o et (u)eo sont bornées dans C(0,T; H ([0, 27])) NC (0, T; H;[l([o, 27])) indépen-
damment de e.
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2.2 Construction du modéle limite
Une piste suggérée par la convergence 2-échelles

L’objectif est de développer un modéle limite valable lorsque € — 0. D’aprés le théoréme 8, les
suites (u)e> 0 et (p°)e> o sont bornées indépendamment de e dans L (0, T; H3 ([0, 27])). D’apres
le théoréeme de G. Nguetseng et G. Allaire, elles admettent des sous-suites que nous noterons a
nouveau (u)e >0 et (p%)e> 0, et qui convergent a 2 échelles dans L (O, T; L;f([O, 2r}; H, ([0, 271'])))
vers des fonctions U et R respectivement.

En suivant la méme démarche qu’E. Frénod et E. Sonnendriicker dans [31], nous nous donnons
une fonction ¥ = ¢(x,7,t) € D([0,T);C3([0,27]?)), nous multiplions les équations (2.32) par
Y(z,L,t) et nous intégrons le tout sur [0,27] x [0,T) : aprés des intégrations par parties, nous
obtenons

T g " 1 " 27
/0 /0 u(z,t) [(8”/)) (x, ;’t) + - (079) (I, ;,t)} dx dt + /0 uo(x) Y(z,0,0) dx

T 2y ) 1 . (2.33)
+/0 /0 {5 (u(,1)" + ¢ (p" (2, 1)) + gpé(waf)} 5m1/1(w, E,t) dadt =0,

et

27

/T /27r p(z,t) {((’%w) (:v, E,t) + % (0-1) (:v, E,t)} dz dt +/ po(x) ¥(z,0,0) dx
oJo 0 (2.34)

—i—/OT /027' [pé(w,t) ut(z,t) + %ué(;v,t)} (%Cw(:v, z,t) dedt=0.

Rappelons que H;([Oﬂw]) est une algébre de Banach pour tout s > 1/2, et que p — ¢°(p) est

une fonction réguliére. Alors les suites ((u€)?)cs0, (p€u)es0 et (¢°(p°))e>0 sont bornées dans
C(O,T;H;([Oﬂw])) indépendamment de e. De ce fait, en multipliant les équations (2.33)-(2.34)
par € et en utilisant I'inégalité de Holder, nous obtenons

T 27 27
/ / / Uz, 7,t)0-0(x,7,t) + R(z, 7,t) Op¢(x, 7,t)dr dzdt =0,
o Jo Jo

T pr2m 2w (235)
/ / / R(z,1,t) 0-v(x,7,t) + Uz, 7,t) Optb(x, 7, t) dr de dt =0,
o Jo Jo
aprés étre passé a la limite e — 0. C’est la formulation faible du systéme
0;R+0,U =0,
(2.36)
aTU + 81R - O B

dans 'espace L (O, T, L;’#O([O, 2r); H, ([0, 271']))) Comme dans [31], nous cherchons a lier les fonc-
tions U et R & des fonctions dans ’espace L™ (O, T; H;E([O, 27r])) et trouver un systéme d’équations
différentielles vérifié par ces fonctions dans L (O, T:H ;([O, 27r])). Pour cela, nous introduisons les
fonctions F, B € L*™ (0, T; L;f([O, 27; H;([O, 27T]))) définies par

F(z,7,t) =K1 R(x+7,7,t) + Ko U(z + 7,7,1) + C1(¢),

2.37
B(z,7,t) =K1 R(x — 7,7,t) — Ko U(z — 7,7, t) + Ca(t) ( )

ou K; et Ko sont des constantes, et ot Cq et Cy sont des fonctions définies sur [0,7) que nous
allons identifier plus loin.

Gréace au systéme (2.36), nous constatons que 0. F (z,7,t) = 0. B(z,7,t) = 0, et donc que F et
B sont dans 'espace L™ (O,T; H;([O, 27r])). De ce fait, en posant K1 = K5 = 1/2, nous avons

U(z,7,t) = F(x —1,t) + B(z + 7,t) + A1(t),
T,

R(x,7,t) = F(z — 7,t) — B(z + 7,1) + As(t), (2.38)
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ou A; et As sont liges & C7 et Cs par les relations suivantes :

A =C1 + Oy, Ay =C1 —Cy. (2.39)
Quitte & modifier la définition de A; et As, nous supposons que les fonctions F' et B sont de

moyenne nulle & tout instant, c’est-a-dire

2m 2m
Vtel0,T), F(z,t)dx = B(z,t)dx =0. (2.40)

0 0
L’objectif est donc maintenant de trouver un systéme d’équations différentielles dont le couples
(F, B) est la solution. Cependant, il faut trouver auparavant une expression plus explicite pour
les fonctions A; et As. Pour cela, nous introduisons les limites faibles-* respectives des suites
(u)es0 et (p)eo dans L>(0,T; H;E([O, 27])) dont l'existence est prouvée grace au théoréme de
Nguetseng-Allaire en méme temps que celle de U et R :

27

| vt

0

27

/ R(-,7,-)dr
0

En intégrant les équations différentielles (2.36) en 7, nous constatons que u(zx,t) et p(z,t) ne
dépendent pas de z, et donc que u(x,t) = u(t) et p(z,t) = p(t). Par ailleurs, étant donné que F et
B sont de moyenne nulle a tout instant, nous obtenons

VEe[0,T),  u(t)=2mAi(t), p(t)=2rAs(t), (2.42)

(2.41)

ut 2oy
*
—\

€

A

en intégrant (2.38) en 7. Il est alors possible d’améliorer la définition de U et R :

u(t)
21
t
R(z,7,t) = F(x — 7,t) — Blx + 7,t) + ?

7T
En reprenant les équations (2.33)-(2.34) avec une fonction test ¢ € D([0,7);C3([0,27]%)) ne
dépendant que de t, nous obtenons

U(z,7,t) = F(x —1,t) + Bz + 7,t) +
(2.43)

T 27 27
/ / u(z,t) Opp(t) da dt + / uo(z)¥(0)dz =0 (2.44)
o Jo 0
et
T 27 27
|| revavwizds [ e io.0 =0 (2.45)
o Jo 0
En passant a la limite faible-* dans L°° (O, T, H;([O, 27r])), nous obtenons
T 2w 27
/ / u(t) Optp(t) da dt + / uo(z) ¥ (0)dz =0 (2.46)
o Jo 0
et
T 27 27
/ / p(t) Opb(t) d dt + / po(x)¥(z,0,0)dx =0. (2.47)
o Jo 0

Nous reconnaissons alors la formulation faible de

Op(t) = Qpu(t) =0, (2.48)

27 27
avec p(0) = / po(z) dz et u(0) = / uo(x) dzr. Bref, en adoptant les notations
0 0

azé%w@m% p:A%m@m% (2.49)
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nous avons finalement

Ue,m,t) = Flx = 7,t) + Bl +7.8) + 5-,

- (2.50)
R(z,7,t) :F(I—T,t)—B(CC+T,t)—|—2£.

o

Nous rejoignons alors les conclusions classiques de convergence faible-* au sujet de la suite
(uf, p9)e>o lorsque € tend vers 0 : en effet, nous venons de démontrer que (u€,p)e>o admet
une sous-suite qui converge faiblement-* dans (L°° (O, T, H;E([O, 27r])))2 vers la fonction constante
(u,p) = (u,p). Alors en rappelant que p° et p¢ sont liés par la relation (2.28), nous en dédui-
sons que la suite (u€, p¢).>o admet une sous-suite qui converge faiblement-* vers (u,1) dans

(£=(0,T; H3 ([0, 2])))*.

Nous introduisons donc 2 suites de fonctions (f€)cs o et (b%)cso lites & (p)es o0 et (u)e> o par

t t u
ut(z,t) = fé(:zr - —,t) +b€(x+ —,t) + i,
¢ € 27 (2.51)
t t D
pe(x7t) = fe(x - _7t) _be(x—i_ _7t) + a_
€ € 2T
Pobjectif étant désormais d’établir des résultats de convergence de (f€,b)e o vers (F, B).
Limite de (f€,b°)
Commengons par réécrire la définition de f€ et b sous la forme suivante :
. 1/, t . t T+7p
Fat) = 5(u(o+ = t) + o (2 + = 1) = )
(2.52)
. 1., ¢ ot u-7p
b (z,t) = §(u (:v— E’t) —p (:v— E’t) -5 ),

Par construction de ces suites, nous savons qu’elles admettent des sous-suites qui convergent a
2-échelles dans L>° (O, T; Ly ([O, 2r}; H, ([O, 271']))) vers les fonctions F' et B que nous avons définies
dans (2.50). En réalité, ces résultats de convergence sont beaucoup plus forts :

Théoréme 9. Sous les hypothéses du théoréme 8, nous avons les résultats de convergence suivants :

f¢— F  fortement dans C(O, T, H;fl([(), 271'])),
fCSF  dans C(0,T; H([0,2n])),

2.53
b — B fortement dans C(O, T, H;fl([(), 271'])), ( )
b = B dans C(0,T; H([0,2n])),
ot (F, B) est défini par (2.50) et est l'unique solution de
1 2 —1)p
O,F + 0, (7"' MF):(),
4m
(7 +1 2ﬂ—(7—1)ﬁB) _ 0
4 Am (2.54)
u+p
Fla,t=0)= 3 (wol@) + pola) — 7).,
1 u—7p
Bzt = 0) = 5 (uo(@) = po(w) = “2) |

dans (C(0,T; H3([0,2x])))” n (¢* (0, T; Hy ([0, 2])))*.
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Démonstration. Admettons dans un premier temps qu’il existe bien 2 fonctions (I:" , f?) tel que
f¢— F fortement dans c(0,T; H;;l([O, 27)),
fe S F  dans C(O, T, H;E([O, 271'])),
b¢ — B fortement dans C(O, T; H;[l([o, 27r])),
b = B dans C(0,T; H ([0, 27])).

(2.55)

Alors F = F et B = B. En effet, nous avons vu que nous pouvions extraire de (f€)c> une
sous-suite (fX(€)) < ¢ qui converge faiblement-* vers F dans L> (0, T; H;&([O, 27])). En supposant

que f€ converge faiblement-* vers F' dans C(O, T:Hj ([0, 27T])) et donc dans L™ (O, T, H;([O, 27r])),
nous en déduisons que fX(¢) converge faiblement-* vers F dans cet espace. Alors, par unicité de
la limite faible-* dans L(O, T, H;([O, 2#])), nous en concluons que F' = F'. Avec un raisonnement

similaire, nous prouvons que B = B.

Démontrons maintenant les résultats de convergence (2.53) en commengant par écrire le systéme
d’EDP vérifié par (f€,b°) :

Ot (2, 1) + %ax <q;(ff(x,t) — bz + %,t) + %))

_ 2 oy ~ 13
v, (%H (P t)’ + 172 (et Z) # ZEOZ AP ey

+%bf( %,t)+fs_77f€(x,t)bf(x+%,t)>=0,
€ 2t P
O (,) + 5 0. <q; (==t = b0+ %)) (2.56)
_ 2 u — —1)p
co T W+ 15 (- H) e T R

_ B 7) 2w —%,t)+?’_77fﬁ(x—%,t)bf(x,t)>:0,

fe(x,t — O) — fo(x) = %(UO(IE) + pO(fE) — E;Tp) )
b (.t = 0) = bo(z) = %(uo(a?) —po(x) — 52;5) .

Etant donné que les suites (uS)c>o et (p)eso sont bornées dans L (O,T;H;([O,Qw])) indé-
pendamment de €, il en est de méme pour les suites (f€)cso et (b)e>0. De ce fait, nous pou-
vons utiliser le théoréme de Banach-Alaoglu-Bourbaki : nous pouvons extraire une sous-suite
de (f€,b°), que nous noterons également (f€,b), et qui converge faiblement-* vers (F, B) dans

(L>(0,T; Hy ([0, 27r])))2. Nous définissons 1’espace fonctionnel I par
U={ger=(0,T; Hy([0.27])) : dug € L=(0, T 13 ([0,27)) } (2.57)

et nous le munissons de la norme induite par L (O, T, H;E([O, 27r])), c’est-a-dire

VgeU, |gllu= max [g(, (2.58)

relon) ||H;([o,2w])'

11 est alors clair que les suites (f€)cs o et ()¢ o sont bornées dans U. Par ailleurs, nous avons les
inclusions compactes suivantes :

H([0,27]) C H([0,27]) ¢ Hy ' ([0,27]), Vs > % . (2.59)
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De ce fait, nous avons l'inclusion compacte U C L (O, T;H ;[1 ([O, 27T])) grace au lemme d’Aubin-
Lions. Alors f€ et b convergent fortement vers F et B respectivement dans L (O, T;H ;_1 ( [0, 27T])).

Démontrons que F' et B sont de moyenne nulle & tout instant. Dans un premier temps, nous
démontrons que pour tout € > 0, f€ et b sont également de moyenne nulle & tout instant : en
intégrant les équations (2.56.a) et (2.56.b) sur [0, 2], nous obtenons pour tout ¢t € [0,T),

2 2m
(’%( fe(x,t) d:v) = 8,:(/ be(z,t) dx) =0, (2.60)
0 0

et donc

27 27
f(z,t)dx = folx)dz =0,
0 0 (2.61)

2 2
/ b (xz, 1) d:vz/ bo(z)dz =0.
0 0

Alors, en majorant la valeur absolue de la moyenne de F', nous obtenons

2
F(z,t)dx

2
0 - /O (F 1)~ £ 0) de| < VIRIF ~ F o 20amyy (262

pour tout ¢ € [0,T) et pour tout e > 0. Etant donné que f¢ converge fortement vers F' dans
L (O, T, H;[l ([O, 277])), nous en déduisons que

/2” F(z,t)dz =0, Vtel0,T). (2.63)
0

Le méme raisonnement permet de démontrer que B est de moyenne nulle a tout instant.

Nous recherchons maintenant un systéme d’équations différentielles dont (F, B) est la solu-
tion. Pour cela, nous utilisons le fait que (F, B) est la limite faible-* de (f€, ).~ ¢ dans lespace
L>(0,T; Hi([0,27])). Nous multiplions donc les équations (2.56.a)-(2.56.b)) par une fonction

¢ = p(z,t) € D([0,T);C3([0,27])) et nous intégrons le résultat sur [0, 27] x [0, T). Nous obtenons

T 2 2m
- /0 /0 f(z,t) Orp(z, t) de dt — fo(z) p(x,0) dx

0

T 2
—/ / —7+l(fe(x,t))Qﬁzga(:zr,t)d:cdt
o Jo 4
T 27 g— _ _
_ TP pe 4y 0,0 ) do dt
0 0 47T

Toremay 3 2t

2
- T(bé(x+?t)) Bpp(x, ) da di (2.64)

T 27 —
(B—)p 2t
— b¢ —. 1) Oy ,t) dx dt
o Jo 47 (x—i_e’) go(:v)x

T p2m 9
—/ / 3= [z, )b (z + ﬁ,t) Opip(z,t) dx dt
0 0 2 €

€ o € € € 2t P
_5/0/0 fll(f(ac,t)—b(:1c—|—:,t)—|—E)(f%ggzv(:zc,t)dgcdt_o7
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et

T 2m 2
— / / b (x,t) Opp(x, t) da dt — / bo(x) p(x,0) dx
o Jo 0
T 2m
—/ / y+l (b(, t)) Orp(x,t) dxdt
0o Jo 4
T 2T o— —
_/ / mbf(x,o Bpp(x,t) du dt
o Jo

4
T 27
v—3 ot 2
) A 2.65
/0 /0 1 (f (z - ,t)) Owip(z,t) da dt (2.65)
T p27 =
o Jo 4n €
T /27 9
_/ / 3T/yf€(;[;— §,t) bf(,f,t)awsp(x,t)dxdt
0 €

T (el 2y e P
_5/0 /0 ‘h(f (a:—?,t)—b(a:,t)—l—%)@zga(:z:,t)d:cdt—().

En utilisant les résultats de convergence (2.53) démontrés précédemment, nous obtenons facilement

T 2 T 2m
limo/ / fe(x,t) Orp(z, 1) d:vdtz/ / F(x,t) Opp(x,t) dz dt,
c=0Jo Jo o Jo

T 2m T 2m
lim/ / bé(x,t)(?tcp(x,t)dwdtz/ / B(z,t) Opp(x,t) dz dt,
c=0Jo Jo o Jo

T 2m T 2m
lim/ / fe(x,t)[)z(p(x,t)d:z:dt:/ / F(z,t) Opp(x,t) drdt,
c=0Jo Jo o Jo

T 2m T 2m
lim/ / bé(:b,t)amcp(x,t)d:vdtz/ / B(z,t) Oz p(x,t) da dt .
c=0Jo Jo o Jo

T 2m
Afin de calculer la limite de / / (f(a, t))2 O ¢(x,t) dx dt, nous écrivons :
o Jo

/OT /0% (fe(fc,t))25mw(x,t) dz dt = /OT /O% (F(x,t))2amgp(gg’t) do dt
+/0T /Ozﬁ [(fe(x,t))Q— (F(:L‘,t)ﬂ Bz, t) dz dt

Comme [, F € L>(0,T; H4([0,27])) avec s > 3/2 et que la suite (f°)c>o est bornée dans cet
espace fonctionnel, nous pouvons utiliser le théoréme de Kondrakov, plus précisément 1’inclusion
compacte HJ} ([O, 27r]) CLy ([O, 27r]) pour tout m > 1/2, pour montrer l’existence d’une constante
C > 0 indépendante de €, pg et ug, telle que

(2.66)

27T x t))2 - (F(:E,t))z} Orp(z,t) dx dt

T 27
< max |+ |/O/ £ (s t) — Fla )| x |0uip(e, 0)] dudt

(0,27] X [0,T) (2.67)

<O+ Flomiommy oy [ 1760~ FCO s oy |06-D] 3 ey

< Cel|fe - FHLm(o,T;H;*%[ozw]))

avec C = CT|0, Etant donné

S0‘’L"O(O.,T;Lf‘aé([o,%'r])) (HfEHL“’(O.,T;H;E([O,QW])) + HFHL“’(O,T;H;E([O,QTF]))> :

que HfEHLoo(o T8 ([0,.27])) est bornée indépendamment de €, nous en déduisons qu’il existe une
JT3HE ([0,
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constante C” telle que, pour tout e,
c.<C.

Par conséquent,

JEHO/OT /0277 [(fﬁ(x,t))2 - (F(x,t))z} Dpp(z,t) drdt =0,

et donc

e—0

lim /OT /027r (fé(gc,t))2 Opp(z,t) dxdt = /OT /027T (F(x,t))2 Orp(z,t)dadt.

De la méme maniére, nous montrons que

T 2 T ,or
! ‘ ’ = x ? T x dt .
hm/O /0 (b (x,t)) (%gﬂ(ac,t)dxdt—/o /0 (B( ,t)) Bpp(, 1) dz dt

e—0

Etudions maintenant la limite des termes suivants
T 271' 2t
/ / fﬁ(:zr— —,t) Orp(x,t) de dt,
o Jo €
T 2 2%
/ / bé(:v—i— —,t) Oxp(x,t) dxdt,
o Jo €
T 271' 2t 2
/ / (fe(a:——,t)) Ozp(x,t) dx dt
o Jo €
T 27 2t 2
/ / (bE(;v+ —,t)) Orp(x,t) dx dt,
o Jo €

a I’aide d’un raisonnement commun. En effet, nous écrivons dans un premier temps :

/T /27r [ (z— %,t) Orp(x,t) dxdt
o Jo €
e 2t
:/0 /0 (f(2,) = F(,0)) dupl + =) du
+/OT/02WF(:1:,1€)81</7($+%,t)dxdt,
/T /27r bé(:v + ﬁ,t) Orp(x,t) dxdt
o Jo €
T e 2t
= /0 /0 (be(x,t) - B(a:,t)) (?x(p(x — ?,t) dz dt
+/OT/027TB(:v,t)3m<p(w— %af) dzdt,
T, 2t \\2
/0 /0 (f (a:—?,t)) Opip(z,t) dxdt
T 2
:/0 /0 ((fé(:v,t))z - (F(:c,t))2) Bmcp(x—i-%,t) da dt
L[ e ate s i
T, 2t 2
/0 /0 (b (£C+ ?,t)) Ozp(x,t) dxdt
T 2
= /0 /0 ((bé(a:,t))2 — (B(x,t))z) (?x(p(x — %,t) dx dt
T o 2t
+/0 /0 (B(:v,t))28$g0(x—?,t) dx dt .

33

(2.68)

(2.69)

(2.70)

(2.71)

(2.72)

(2.73)
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En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz ainsi qu’un raisonnement similaire a (2.67), nous mon-
trons que

e—0

T 2
lim /0 /0 (f(z,t) — F(x,1)) chp(x—i—%,t) dedt =0,

T 2m 2t
lim / / (b°(x,t) — B(w,t)) Opp(@ — =, t) dxdt =0,
0 Jo €

N (2.74)
: T 2 2 2t
lim ((fe(x,t)) — (F(,1)) )&Ecp(x—i——,t) dzdt =0,
e—0 0 0 €
. T 27 . 2 2 2t
lim ((b (z,1))” — (B(x,1)) ) Oup(x — =, t)dxdt =0.
c=0Jo Jo €
Nous définissons la fonction ¢ a partir de ¢ par

puis ¢°(x,t) = ¢(x, é, t). Il est clair que la suite (¢°)e> o ainsi définie est bornée indépendamment

de € dans I'espace L> (0, T} H;[l([O, 27])) étant donné que ¢ € D([0,7); C;’([O, 27])). Alors nous
pouvons appliquer le théoréme de G. Nguetseng et G. Allaire, et affirmer qu’il existe une fonction
® = ®(x,7,t) € L=(0,T; LF ([0, 27]; H3 ' ([0, 27]))) telle que

T 27 t T 27 27
lim / / z/J(x, -, t) o (x,t) de dt = / / Y(x,7,t) ®(x, 7,t) dT do dt (2.76)
o Jo € o Jo 0

e—0

pour toute fonction ¢ = ¢ (x,7,t) € D([0,T); C;f([o, 27]?)). Plus précisément, nous avons

T 27 27 T 27 t
/ / Y(x,7,t) ®(x,7,t) dr dedt = lim / / 1/)(:1:, —,t) e (x,t) dx dt
o Jo Jo o Jo €

e—0

lim w(ac——,—,t) o(x,t) dx dt
0 0 € €

e—0

T 2 27 (277)
= / / Y(x — 27,7, t) p(x, t) dr dx dt
o Jo Jo

T 27 2
= / / Y(z,1,t) ¢z, 7,t) dr de dt,
0 0 0

ce qui signifie que & = @ dans L™ (O, T; L;f([O, 27]; H;[l([O, 2#]))) De plus, nous en déduisons
que

27
@ei/ @(-,7,-)dr dans L>(0,T; Hy ' ([0,27])). (2.78)
0

Par conséquent, pour toute fonction g € L' (O, T; H;#_l([O, 27r])), nous avons

T r27 T r2m 21
lim/ / g(a:,t)gae(x,t)da:dt:/ / g(x,t) / o(x, 7, t)dr | dedt
e—0 0 0 0 0 0
T r2m 27
:/ / g(x,t) x </ (p($+27’,t)d7’> dz dt .
o Jo 0

I est clair que 0, F € L (O,T;H;[l([o,%r])) c Lt (O,T;H;ﬁl([o,%r])) mais aussi 9, (F?) car
H;[l ([0,27]) est une algébre de Banach pour s > 3/2 (voir le théoréme 5.23 dans Adams [1]). De

(2.79)
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ce fait, en prenant g = 9, F dans le résultat (2.79), nous obtenons

T 2m 2t
lim / / F(z,t) 896(;7(3: + —,t) dz dt
e—=0 /o 0

2m
=—hm/ / 0. F(z,t) p°(z,t) de dt

e—0

27
= - O F(x,t / T+ 27,t)dr | de dt
[ <>(0 o >> 2.50)
T r27 27
= / / F(z,t) x < Owip(z + 27,1) d7'> dz dt
o Jo 0
T r27 27 1
:/ / F(z,t) x / = O0rp(xz +27,t)dr | dedt =0.
o Jo o 2

De la méme maniére, en prenant successivement g = 9,(F?), g = 9,B et g = 9,(B?), nous
aboutissons &
2m 2
6li_r)n0/ / F(x,t)) (9190( +— )dwdt—O

27 2t
i = 2.81
€lgno/ / (z,t) 890@( —, )d:cdt 0, ( )
27
. 2t
6h_r)no/ / B(z,t)) 81@(17—— t)d:cdt—().

Nous en concluons que

lim/ /%fE —, t) Opp(w,t) dudt =0,

e—0
271' 2
1im0/ / - — t)) Opp(z,t)drdt =0,
. (2.82)
lim / / bé(x + —,t) Opp(z,t)dedt =0,
e—0 0 0 €
T r2m
. IR -
612110/0 /0 (b (z+ - t)) Opp(z,t)dedt =0.

2
2t
Afin de calculer la limite du terme / / [, t) b (x+=,t) Opp(, t) dx dt, nous remarquons
o Jo €

que
T 27 9%
/ Fé(a, 1) b (x + =, t) Dup(, t) da dt
’ ’ T 2 ot
:// (f(z,t) — F(z,t)) B(z + =,t) 0u¢p(x, t) dz dt
o Jo €
T 27 9 9t
F b° ~t)-B = Opo(x,t)dz d
+/0/0 (wvt)( (“e’t) (:c—i—e,t)) o(x,t) dz dt
T 27 ot o
“(z,t) — F(x b*(x + —,t) — Bz + — Ozo(z,t) dx d
[T 0w - ren) (£ 20 - Bt 20 ot v
2m
+/ F(UC,f)B(UC-i-%,t)@mgo(:v,t)dxdt.

En se rappelant que les suites (f€)e>o et (b%)e>o sont bornées dans L (0, T} H;E([O, 27])) indé-
pendamment de €, qu’elles convergent fortement vers F' et B dans L (O, T; H;[l([o, 27T])), et que
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I'inclusion H;[l ([0,27]) C L;;&O([O7 27]) est compacte pour tout s > 3/2, nous utilisons 'inégalité
de Holder pour montrer que

lim /T/QTr (fﬁ(x,t)—F(:C,t))B(:E—i—%,t) Opp(z,t)dedt =0,
0 €

e—0 0

T 27
lim / / F(z,1) (bf @+ 28— Ba+ 2, t)) Bpp(z,t)dedt =0,  (2.83)
0 € €

e—0 0

T r2m
ehinO/o/o (ff(x,t)—F(x,t))(be(x—i-%,t)—B(w—i—%,t))@wcp(x,t)d:vdtzo.

En posant B¢(z,t) = B(z + 2,t), il est évident que la suite (B) o est bornée indépendamment
de ¢ dans L (0 T; H#( [0, 27] )) Nous en déduisons alors que B€ converge & 2 échelles vers une

fonction B = B(x,7,t) € L™ (O T, L°°( [0, 27]; H;E([O, 2#]))) que nous pouvons identifier &

B(z,7,t) = B(x + 27,1), Y (x,7,t) € [0,27]% x [0, 7). (2.84)

2m
Par conséquent, B¢ converge aussi faiblement-* vers la fonction (z,t) — / B(z + 27,t) dr dans

lespace L™ (O, T, H;([O, 277])). Comme B est de moyenne nulle & tout instant ¢, nous en déduisons
que la limite faible-* de B¢ est en fait la fonction nulle. Par conséquent, pour toute fonction
e Lt (0, T; H;&([O, 277])), Nnous avons

T r27
lim / / Bf(z,t)Y(z,t)dxdt =0, (2.85)
0

e—0 0

en particulier pour ¢ = F 9, € C(O,T; H;([O, 27r])) cL! (O,T; H;([O, 27r])), c’est-a-dire

T 21 2t
/ / F(z,t)B(z + =,t) Opp(x,t)dedt = 0. (2.86)
0o Jo €
Nous en concluons donc que
T 27 2t
1im0/ / [, ) b (@ + =, t) Opp(a,t) dudt = 0. (2.87)
e~%Jo Jo €

Du fait que les suites (f€)eso et (b%)e>o sont bornées indépendamment de e dans l’espace
L (O, T;H 7zﬁ([O, 27r])), et que la fonction p — ¢§(p) soit réguliére, nous en déduisons que les suites
(g5 (p°(z + é,t)))€>0 et (g (p°(z — g,t)))é>0 sont également bornées dans L>°(0,T’; H ([0, 271))
indépendamment de €. De ce fait, nous en déduisons que

2
lim = / / ql (z,t) —bﬁ(gc—i—— t) 5 )(93E<,47(9c,1€)dacdt:07

e—02
(2.88)
2m 2t p
E113102 / / a3 - ?,t) —be(x,t)—kﬂ) Opp(z,t)dzdt =0.
En rassemblant tous les résultats précédents, nous obtenons
T 2 2
[ [ Fenaseded - [ ew0)ds
o Jo 0
(2.89)
T 27 — —
1 2 -1
—/ / (l (F(:v,t))z—l—wF(x,t)) Opp(z,t)dxdt =0,
et
T 2w 27
—/ / B(z,t) Opp(x, t) de dt —/ bo(z) ¢(x,0) dx
o Jo 0 (2.90)

_/T/zfr (VT-i-l (B(:v,t))Q_i_WB(%t)) Doz, 1) dudt = 0.
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Nous reconnaissons la formulation faible de (2.54).

Jusqu’a présent, nous avons montré qu’il était possible d’extraire de la suite de solutions
(f€,0)e>0 de (2.56) une sous-suite qui converge vers une solution (F, B) du systéme (2.54) forte-
ment dans (L (0, T; H3*([0,27])))” et faiblement-* dans (L (0,T; H3 ([0, 2x])))”. Or la conclu-
sion du théoréme porte sur la suite (f¢,0%).>o et pas seulement sur certaines de ses sous-suites.
Pour parvenir & ce résultat, nous procédons de la facon suivante :

1. Sachant que les conditions initiales F'(-,0) = fo et B(:,0) = bo sont dans I'espace HJ, ([0, 27]),
nous en déduisons que la solution (F, B) du systéme (2.54) existe et est unique dans l'espace

(C (O, T, H;E([O, 27r])))2 X (Cl (O, T; H;[l([o, 27T])))2 (nous pouvons appliquer par exemg)le le
théoréme 3.6.1 du livre de D. Serre [61]), et donc aussi dans (L>(0, T} H;[l([O, 2n])))".
2. De part cette unicité, nous en déduisons que la suite de solutions (f€,b%).~ o de (2.56), en

plus d’étre bornée dans (L°° (O,T;H;[l([o,%r]))){ admet une unique valeur d’adhérence
dans ce méme espace : le couple (F, B).

3. Nous en déduisons donc que la suite (f€, b~ o converge elle-méme vers (F, B) et pas seule-
ment certaines de ses sous-suites. Plus précisément, nous avons

f¢— F fortement dans L™ (O,T;H;[l([o, 27T])),
= F  dans L(0,T; H([0,27])),
b — B fortement dans L™ (0, T; H;[l([o, 27T])),
b = B dans L>(0,T; H([0,27])).

(2.91)

Enfin, comme les fonctions f€,b%, F et B sont dans C(0,T}; H;([O, 27])) € L>=(0,T; H;([O, 2m])),
et que les normes usuelles sur C(O, T, H;;([O, 2#])) et L (O, T, H;([O, 2#])) sont les mémes, nous
en déduisons les résultats de convergence (2.53). O

Suite a ce théoréme, nous pouvons constater que u€ converge a 2 échelles fortement vers U dans
L (O,T; H;[l([o, 27T])), et qu’il en est de méme pour p¢ vers R dans ce méme espace. En effet,
nous avons

. t
tlen[%,)”fr) ’ w5 = U, E’t)HH;’l([OQw])
— max er(._f P G G o B Y T t)H
Cte0T) e’ e’ € e M (0,20 (2.92)
< (.. 1) — F(- (. ) — B(-
_tgl[(fi):(r)Hf (1) F(7t)HH;’1([O,27r])+tén[%§") b(~1) B(’t)HH;*l([o,zw])
%0

3

et nous montrons de la méme fagon que

t e—0
(it —R~,—,tH =0y, 2.93
0= RO (2.98)

max ‘
te[0,T)

2.3 Vitesse de convergence

Théoréme 10. Supposons que les hypothéses du théoréme 8 sont vérifiées, ainsi que s > 5/2.
Alors, pour €y > 0 fixé, il existe une constante K > 0 indépendante de € €10, €g] telle que

T , 1/2
/ ’ )] <Ke,
0 12,([0,27])
T ) 1/2
/ ‘ )] <Ke,
0 12,([0,2))

pe(, ) —R(-,E,t)‘

€

(2.94)
t

uﬁ(-,t)—U(-,-,t)‘

€
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ot les fonctions U et R sont lices a la solution (F, B) du systéeme (2.54) par la relation (2.50).

Démonstration du théoréeme 10. 11 est facile de constater que, s’il est possible de trouver une
constante K’ > 0 ne dépendant que de po, ug et ¢ telle que, pour tout € €10, €],

T 2
E~,t—F~,t‘ < K'é,
[ R R
. , (2.95)
/ be(-, 1) —B(-,t)‘ dt < K'é*,
0 L2, ([0,2x))

alors les inégalités (2.94) sont obtenues a I’aide d’une inégalité triangulaire et en posant K = 2WVK'.
L’objectif est donc maintenant de démontrer les inégalités (2.95). Pour cela, nous nous inspirons de
la méthode utilisé par E. Frénod, P.-A. Raviart et E. Sonnendriicker dans [27] : nous introduisons
les suites de fonctions (7)c g1o,e] €t (6)e c]0,e,) définies par

(F(a,t) — F(at) — W (a, é,t),
. (2.96)
(B(x,t) — be(x,t)) — V(aj, -, t) ,

€

7€($7t) =

5 (x,t) =

A= =

ou W,V e €(0,T; L ([0, 2x); H ' ([0, 27]))) N CH(0,T; L ([0, 27); H3 ?([0,27]))) sont définies
par

W(z,1,t) ——/ :17+29,t))2—2F(3:,t)B(:17—|—29,t)—|—EB(I—F%,IS)) do,
7 (2.97)
Viz,T,t) —/ x—zo,t))Q—2F(a:—29,t)B(z,t)+§F(x—29,t)) de.

Alors nous avons le lemme suivant :

Lemme 11. Sous les hypothéses du théoréme 10, il existe une constante L > 0 indépendante de
€ €]0,¢0) et t €[0,T) telle que

€ 2 € 2
H7 (.’t)HLi([O,%r]) + H(S (.’t)HLi([O,%r]) =L (2.98)
pour tout € €10, €g] et pour tout t € [0,T).
En admettant ce lemme, nous obtenons
Hfé('vt) - HL2 ([0.27]) = 6[\/——" HW e HL;O([o,zw];H;”([o,zw]))} ’ (2.99)
Hbe('vt) - B(: HL2 ([0.27]) = 6[\/——" HV 5 }’L;([O,%];Hi%[@,%}))} )
et donc les inégalités (2.95) avec K’ définie par
K = T[\/Z
, (2.100)
10 (Wl e 0,145 (0.2egst5 .20+ 1V m0.11258 (0205 02 )| -
O
Démonstration du lemme 11. L’objectif est d’aboutir a une inégalité de la forme
€ . 2 € . 2
||FY ( 7t)||L2#([0,27T]) + ||5 ( 7t)||L2#([0,27T])
(2.101)

k . 2 . 2
< K+ K2/O (H7 (- S)HLi([OQw]) + H5 ('75)"Li([0,2w])) ds .
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En effet, en appliquant le lemme de Gronwall , nous obtenons,
2 2 ¢
I DIz o 2mpy + 19°C Dz 020y < K1 e KQ/ ds | = Ky ™' < Ky e, (2.102)
0

et nous démontrons ainsi 'inégalité (2.98) en posant L = K; e®2t < K 2T
Nous allons donc pour cela établir dans un premier temps une majoration de

815(]\75(-, t)Hii([o,zﬂ]) +lo°(:, t)Hii([o,zﬂ])) (2.103)

faisant intervenir H”yf(~, ) et H5€(~, t)HL2 ((0.27])" Ce travail fait I'objet du lemme suivant :
2. ([0,

t) H L% ([0,27

Lemme 12. II existe une constante M indépendante de € €10, €] et de t telle que

0 (IG5 02mp + 19° DN 01201)
=M (HVE('J)H%([O,%D + H(Se(-,t)Hii([Qm)

+ ||t ("t)HLi([O,%r])

+ HFYE("t)HLi([O,%r]) + Hae("t)HLi([O,%r]))

2
—(y-3) [&-(/0 Rz, 1,t)y(x — 7,1t) 5E(x+7',t)d:c>]

)HLi([O,%r]) x| (2.104)

[ =

ol

Démonstration du lemme 12. Commencgons par développer l'expression de 9;v¢ et 0;6¢ :
€ 1 € € 4 1 Y + 1 € 2 2
00y (,t) = 5 0. (ql(p (w+;t>)> -0 (@)’ - (Fa.b)?)

+ % 7T_?’8I<(B(:z:+ %,t))Q - (bﬁ(x+ 31&))2)

€ €

SAEEOZP ) (po(et) - Pla)
LBy (Bl 2y - e+ )

I (pwnp e+ ) - e B+ )~ 0w L)
“go(alrten )] T o (e s wie )00 + e
00 (stes 20 v ) o Ly )

- W&g (’76(337t) + W (z, z’t))

B=NP . (e, 2 2 ¢

3—7 . 13 . 2t
_ T@((y (z,1) +W(w,g,t)) b(z + ?t)

— F(x,t) (5€(x+ %,t) +V(z+ % z,t))> — (O,W) (=, é,t),
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O (x,t) = %61 <qf (pé(ac - E,t))) 1 7T—’—l(%((B(ac,t))2 - (bf(ac,t))2)

12u—(y-1)p

€ 47
- (re- T -re- %)
+ % ?)_TV 0. (1w 1) 1 (2 %,t) Bla.t) Fz — %,t)) ~@V)(x, E,t)

0,5 (z,1) = %ax <q; (o (e - f,t))) - %1 x((ée(:zr,t) +V(a, E,t))(B(a:,t) + bé(:z:,t)))

+ FYT_381<(")/E(I— %,t) Wz — %,é,t))(fﬁ(x— %,t) +F(z - %,t)))

_Wa (5f(xt )+ V(.- ))
B0 (- 2y rwie- 2.L0)
+;731<(76(;p_—,t)+w( —%, ,t))bf( )

2t

_F@_—ﬁﬂ@%Lﬂ+V@EJ»>—QMQ@EJ)

€

Nous définissons «, 84, 8—,(, ' et A€ par

=T a =TI g ST (ST5E oy

o) =50 (s (e L) ) <00 (s L) (700 )
+gaz<v(x+%,f,t)(3(x+%t)+b€($+%vt))> (2.106)
—5+3W(17‘t) Cpav( it’z’t)

2t t . 2t t t
—CO(Fat) V(e + = 2 t) = b (a+ =, ) W(a, =, 1) ) =0 (2, 1).

et

Af(z,t) = %aw (qf (pe(ac — E,t))) — a@m(V(:v, z,t) (B(z,t) +b€(:1c,t)))

¢ 2t t . 2t 2t
+581<W( - )(f( —;at)+F($—?t))> (2.107)

_@ﬁm@ég+@mw@_§gg_@m@

2w
—C@z(W(:zr — %, E,t)bﬁ(:c,t) — F(:z: — ?,t)V(x, E,t)) .
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Ces définitions permettent de siplifier 'expression de 0,v¢(z,t) et de 0;6¢(x,t). En effet, nous
obtenons

0 (w,t) = (= a (f(@,t) + Pla,0) + b (2 + % ) = B1) 0ur (1)

+ (— a0y (f(x,t) + F(z,t)) + (00 (z + %,t)) ¥ (z,t)

+g(B(x+%,t) +b€(x+%,t) — 2F(z,t) — g)azaf(ﬂ %,t) (2.108)
#0ou(B+ T+ 0+ L) - 2P ) e+ S
+ (1),
et

00¢(z,t) = (— o (B(z,t) + b (z,t)) + ( F(z — %,t) _ ﬁ_) 8,6(x, 1)
+ (— aam(B(:v,t) +b€(,’b,t)) +C(91F({I: — %7t)) 6€($,t)
+%(f€(:v—%,t)+F(:c—%,t) —2b€(x,t)+§) 6ﬂf(x—%,t) (2.109)
GO (e = Zo0) 4 Fla = 2.0) - 2(w.0) (o~ 21
+ A(x,t) .

En multipliant (2.108) par 2v¢(z,t) et (2.109) par 26¢(z,t), puis en intégrant sur [0, 27], nous
obtenons

Ou(Ih* D13 020 + 19D 02
= 279¢(x, t) Opy(x,t) + 26°(x, t) 040 (x, t)

27 2t 2
:/0 (= a0 (F @0+ Fle,0) +Conb (e + =.1) ) ((.1) da
N /2” (= a0s (Bl + b@.0) + COF (o = 2.0)) (5°(a,0) do
0 €
+/2WC6w(B(:v+%,t)—i—bf(:v—i—%,t)—2F(:v,t)) o, t) 8 + 2 ) da
0 € € €

27
-|-/ Cam(fe(:zr — %,t) + F(z — ﬁ,t) — 2b5(ar,t)) 56(17,15)76(:17 — ﬁ,t) dx
0

€ €

27 2
+2/ Ié(z, t) v (z,t) dx+2/ Af(z,t) 0°(z,t) da
0 0

2 2t . 2t B\ . . 2t
—|—/0 C(B(a:—l—?,t) +b (a:—l—?,t) —2F(x,t)—;)”y (x,t) 0.0 (3:—|-?,t)d:c

27 —
-|-/ C(fé(:zr— ﬁ,t) + F(x — ﬁ,t) —2b(z,t) + B) 6 (2, t) 0y (x — ﬁ,t) dz .
0 € € T €

Rappelons que

— les suites (f€)eso et (b9)e > o sont bornées indépendamment de € dans L (O, T, H;([O, 2#])),
— F et B sont dans L (O,T;H;([Oﬂw])),

— (T%e>0 et (A%)e o sont bornées indépendamment de ¢ dans L>° (O, T, H;[2([0, 277])),

~ Pinclusion HZ' ([0, 2r]) C L ([0, 27]) est compacte pour tout m > 1/2.
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En utilisant 'inégalité de Holder, nous majorons les 6 premiéres intégrales par des bornes

dépendant de HWE("t)HLi([ozw]) et Hée(l,t)HLi&([O,Qﬂ']) : plus précisément, il existe des constantes

C4,...,Cs > 0 indépendantes de € et de t telles que

/0 ! (— @y (f(z,t) + F(x,t)) + (0,0 (z + %,t)) (We(x,t)fdx

(2.110)
. 2
< Cilly (.’t)HLi([OQW]) ’
2m . 21 . 9
/ (— @0y (b(,t) + B(x,1)) + (0. F (z — —,t)) (6°(x,t))" da
0 € (2.111)
€ 2
< O2H5 ("t)HL;E([o,zﬂ]) ’
m 2t . 2t . 2t | .
/0 O, (B(a:+ =) +b(a+ 1) - 2F(x,t)) 0 (¢ + =, t) (@, t) da oi2)
< 03”76('7t)HLi([o,zﬂ])||5E('vt)||Li([o,2w]) ’
2 2t . 2t . . 2t | .
/0 Cam(F(x—?,t)—Ff (I—?,t)—Zb (a:,t))’y (x—?,t)(S(:E,t)d:c (2.113)
< Ca|re (s, t)HLi([O,zﬂ])H‘Se('v t)HLi([o,zﬂ]) ;
2w
2 /0 D, 0)7° (@, 0)d < O3 (1) 15 (2.114)
27
2 Af(z,t) 6°(z,t) dz < CﬁHée(-,t)HLi([O)%]). (2.115)

0

Afin de terminer la démonstration du lemme 12, nous devons encore majorer la somme

m 2t . 2t . P\ . . 2t
/0 C(B(a:—k;,t) +b (3:—|—?,t) —2f(=,t) — ;)”y (x,t) 0,0 (3:—|-?,t) dx

mo 2t 2t . P\ o . 2t
—l—/o C(f (:E—?,t)—l—F(:v—:,t)—Qb (;C,t)-i—;)é (x,t) Oy (;v—?,t)d:v.
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Pour cela, nous procédons a des changements de variables dans chacune des 2 intégrales :
2m —
C/ (be(:zr + %,t) + B(x + %,t) —2f(x,t) — g) 89055(3: + %,t) ~v(x, t) dzx
0
2w _
+ C/ (fe(:v - %,t) + F(z — %,t) —2b%(x,t) + B) Doy (z — §,t) 0¢(z,t) dx
0 € € T €
27 t t t t
:4/ Hx+—J)—B@+Ejnvﬂx—ﬂﬂﬁﬁwx+ﬂﬂdx

1) 026 (x4 - t) dx

)8$@+Eﬂd

2
+2c/ (Bla+2,0) = b (e + 1)) 6 +E,t)(9176(x——,t)dx
0 €
2 —
+%/ @ﬁwéQ—B@+gﬂ+£ﬂﬁﬁ+gﬂ@¢@—gﬂw

2T t t
_g/ V(= 28) = 08 (a4 ) )1 (e = £, 0) 0w =) d
2m . t tt tt . t
—i—C/O € Opy (:C—g,t) (W(w—g,g,t)+2V(x+—,—,t))(5 (ZC—FE,t)d,T
2 . t tt . t
_4A €0 (w+,0) (V(e+ 2,5 ) +2W (2= 5,20 ) (e — Sty do

2 . t . t 2
_2C/0 €00 (:v—f—g,t) (7 (z — E’t)> dx
2 2
—|—2C/ e@z’ye(x—é,t) (56(17—|—E,t)) dx
0 €

€
m t . t . t . t . t
+QQA Ra, ) (5 + 20) 0y (o = L 0) =7 (e = L0y 0u" (a4 1))

Rappelons que les suites (€7)cejo,e,] €t (€0)ce]o,e,) sont bornées indépendamment de e dans
I’espace C(O, T; L;f([O, 27; H;_l ([O7 27r]))) nct (O, T; Ly ([0, 27; H;_Q ([0, 27T]))) Par ailleurs, le
fait de supposer s > 5/2 permet d’avoir I'inclusion compacte H;[2 ([0, 271']) CLy ([0, 271']). Nous en
déduisons alors que les suites (€ 7¢)c co,e0) €t (€0)c €]0,e,] SONt bornées indépendamment de e dans
lespace L (O, T, L;f([o, 277])). Alors en utilisant les inégalités de Holder et de Cauchy-Schwarz,
nous pouvons affirmer qu’il existe des constantes C7,...,C1; > 0 indépendantes de € et de ¢ telles

que
o € t € t € t € t
C/o 6((91’7 (w—;,t) — 0.0 (:C—l—g,t))v (w—g,t)é (ZC—FE,t)d,T

(2.116)
< O7H~yé(-, t)HL;([O,zﬂ])H7€(" t)HL;([O,Zﬂ]) ’
2 . + t ot tt . 3
QA6@7@—?ﬂWm%;;0+W@+;;W5@+?QM (2.117)
< G818 Dl 1, 0,2m) -
2m . t t t tt € t
g/o €0,0% (2 + E,t) (V(x+ o E’t) +2W (z - pe ;’t)) 7 (e - E’t) de (2.118)

< CQHVG("t)HLi([O,Qﬂ]) )
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2 [ ed 6w+ L ) ( (et t))2d5c<C v 0| (2.119)
0 o e’ Y e’ > Cao)|7 s Li([o,?ﬂ)’ .

o € t € t 2 € 2
2</0 €0 (@ = =1) (0 (x+ =,0) ) do < O [6°C D)7 g 0 - (2.120)

Le traitement de la derniére intégrale est un peu délicat. Pour tout 7 € [0, 27], nous avons

2m
2(/ R(z,7,t) (0(x 4+ 7,1) 0oy (x — 7, 1) — 4 (x — 7,1) 00 (x + 7,1)) da
0

27
=-2C R(z,7,t) 0 (v (x — 7,t) 6°(x + 7,t)) dx
0

2
=-2¢0, </0 R(z,7,t) v (x — 7,t) 6°(x + 7,1) d:v)

27
+2¢ O-R(z, 7, )y (x + 7,t) 0°(x — 7, t) dx
0

2m
= -2¢0, (/0 R(x,7,t) v (x — 7,t) 0°(x + 7,1) dz)

27
—-2¢ 0. U(x, 7, t)y(x — 7,t) 6°(x + 7,t) d .
0

Etant donné que U € L™ (O,T;LO#O([O,27T];H;([O,27‘1’]))), nous en déduisons qu’il existe une
constante C12 > 0 indépendante de € et ¢, telle que, pour tout 7 € [0, 27], nous obtenons

27
2¢ ; O U(z, 7, )y (x—T,t) 8 (x+T,t) de < Cig HWE("t)HLi([o,zw]) X Hée(l,t)HLi&([O,Qﬂ']) . (2.121)
Alors
2 t t t t t
2C/ R(;v, —,t) ((56(:10 + —,t) Bwve(x — —,t) — ’YE(LL' — —,t) 8166(:10 + —,t)) dx
0 € € € € €
< Che H"YE("t)HL;&([o,zﬂ]) X H‘Se("t)HLi([o,zﬂ]) (2.122)
2m
—(y—3)|0r / R(z, 7, )y (x — 7,t) 6 (x + 7,t) dz
0 e
En rassemblant les inégalités (2.110)-(2.122), nous obtenons l'inégalité (2.104) en posant
M = max (Cl 4+ C10,C2 + C11,C3+ Cy 4+ C7 + C12,C5 + Cy, Cg + Cg) , (2.123)
ce qui achéve la démonstration du lemme 12. O

Terminons maintenant la démonstration du lemme 11. Nous définissons la fonction g¢ sur
[0,27] x [0,T) par

27
g°(1,t) = —2(/0 Rz, 7,t)y (x — 7,t) 0 (x + 7, t) dz, (2.124)

puis §°(t) = g°(,t). Alors nous avons

-2¢ [87 ( ; ! R(z,7,t) v (x — 7,t) 0°(x + 7, 1) d:v)} =eOg°(t) — € (Btge)(z,t) . (2.125)

[,_¢
€
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Alors en intégrant (2.104) sur [0, t], nous obtenons

HVﬁ('v t)Hii([o,zﬂ]) + H‘SE(W t)Hii([o,zﬂ])

t
< ||v6(~,0)||§i([0,2ﬂ) + Haf(-,())uii([ow +Fegi(t) — ege(0) + e/ (8596)(2,5) ds
0 (2.126)
€ 2 c 2 €
"‘M/ (H7 ('75)"@([0,2#]) + |0 ('75)"Li([o,2ﬂ]) + |y (.’S)HLi([OQW])
+o°C, S)HLi([OQW]) +veC, S)HLi([OQw]) X H‘SE('vS)HL;&([o,zﬂ])) ds.
Etant donné que f¢(-,0) = F'(-,0) = fo et b°(-,0) = B(+,0) = by, il est clair que
Vz €0,2n], ~v¢(z,0) = 6°(x,0) = 0. (2.127)
Nous en déduisons également §¢(0) = g¢(0,0) = 0. De ce fait, nous avons
€ 2 € 2
[ ("t)HLi([O,%r]) + o ("t)HLi([O,QTr])
t
<egt)+e [ (09 (s ds
0 €
(2.128)

t
€ 2 € 2 €
+M/O (H”Y ("S)||Li([0,27r]) + |l ('vS)HLi([O,m) +lv ('vS)HLi([O,m)

+o°C, S)HLi([O,QW]) + v, S)HLi([O,QW]) x ||5E('75)"Li([o,2w])) ds,

pour tout t.

Rappelons que l'objectif est de démontrer une inégalité de la forme (2.101). Nous cherchons
t

donc a établir une majoration de € g¢(t) et de e/ (8596)(5, s) ds.
€

0
Etant donné que R € L (O,T;LO#O([O,27T];H;([O, 27T]))) et que ¢ et 0° sont continues en t,
I'inégalité de Holder permet d’affirmer qu’il existe une constante C13 indépendante de ¢ et € telle
que

|§E(t)| < Cu HFYE("t)HLi([O,%r]) X H‘SE("t)HL;E([o,zﬂ])

¢ (2.129)
< 013/0 HVE('vs)HLi([O,zﬂ]) X H‘SE(VS)HLi([o,zﬂ])dS’

pour tout ¢.

Etant donné que F' et B sont dans I’espace C(O, T; H;&([O, 27T])) net (O, T, H;[l([O, 27r])), nous
en déduisons que la fonction (x, 7,t) — 0 R(z, 7,t) est dans C(O, T; Ly ([0, 27; H;[l ([0, 27T]))) De
ce fait, il existe une constante C14 > 0 indépendante de € et de ¢ telle que

27
€ |3tg€(7', t)} < 26|<|/ |8tR(:1:,7', O (x —71,t)0(x + T, t)} dx
0
2w
+26|§|/ ‘R(:E,T,t)at’yé(w—T,t)5€($+T,t)|d$
0

2
+ 2¢ (]| / |R(z, 7, )y (x — 7,1) 0:0(x + 7, t)| dw (2.130)
0

<eCu HWE('at)HL;({O,zw]) X H‘SE("t)HLi({O,Qw])

+Cua ||fat7€('vt)||Li([o,zw]) X ||5E("t)||Li([0,27r])
+Cu HVE('vt)HLi([o,zﬂ]) X Heatée("t)HLi([O,Qw]) ’
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pour tout (7,t) € [0,27] x [0,7"). Rappelons que (€0;7)ce]o,e0] €t (€0:0)c co,e0] SONt bornées
indépendamment de e dans L™ (O,T;H:;l([(),%r])). Nous en déduisons alors l'existence d’une
constante C7, > 0 indépendante de € et de ¢ telle que

</ (02 ds

t
SCLL/O (HW€ ||L2(027r x [joc(, ||L2(027r]

+ H"YE("t)HL;&([o,zﬂ]) + H‘Se("t)HLi([o,zﬂ])) dt,

pour tout t. En combinant (2.128), (2.129) et (2.131), nous pouvons affirmer qu’il existe une
constante M’ > 0 indépendante de € et de ¢ telle que

(2.131)

HWﬁ('v t)Hi;([Oaﬂ]) + H‘Se(W t)H; ([0,27))

t
E € 2 €
< M//O (HV ||L2 (02 T ||5 ('vS)HLi([o,zw]) + ||”Y ('7S)HL2 ([0,27]) (2.132)

+ ||5E('75)"Li([0,2w]) + HV&('?S)HLi([o,m) x |6 C-, ||L2 ([0,27]) ) ds,

pour tout ¢ € [0,7). En utilisant le fait que pour tout a,b > 0, nous avons a < v/2(a? + 1) et
2ab < a? + b2, nous avons finalement

6 2 6 2
H7 ("t)HLi([OQW]) + H5 ('=t)HL§¢([o,2ﬂ])

t
3 e 2 € 2
2 € 2
gm@MT+(-HFAT/(H i qozny + 19 )3 o2 ) 05

Nous reconnaissons alors l'inégalité (2.101) avec Ky = 2v2M'T et Ky = (2 + v/2) M'. Comme
cela est suggéré a la page 39, nous appliquons le lemme de Gronwall, ce qui prouve ainsi ’existence
d’une constante L > 0 indépendante de € et de t telle que

€ € 2
H7 HL2(027r + H5 (.’t)HLi([O,%r]) <L. (2.134)

O

3 Meéthode de volumes finis 2-échelles

Rappelons que l'objectif est de développer une méthode numérique 2-échelles permettant de
résoudre (2.32) de maniére précise et peu cofiteuse en temps de calcul. En utilisant les résultats de
convergence sur les suites (f€)eso et (b%)e>o du théoréme 9, nous pouvons approcher la solution
(us, p) de (2.32) de la fagon suivante :

1. Nous approchons la solution (F, B) de (2.54) par un couple (F}, By) construit a Paide d’une
méthode numérique de volumes finis,

2. Nous construisons les fonctions Uy et Rp, en nous inspirant du lien entre (U, R) et (F, B) en
(2.50) :

Un(@,71) = Fiw = 7.8) + Bu(a +7,6) + o=

Z (2.135)
Ry (z,7,t) = Fp(x — 7,t) — Bp(z + 7,1) + 2£
3. Nous considérons enfin approximation (U5, R5) de (uf, p¢) définie par

m@o:m@gﬂ, m@w:mgéﬂ. (2.136)



3. METHODE DE VOLUMES FINIS 2-ECHELLES 47

Si la méthode permettant de calculer (Fj, By,) est convergente, alors (Uf, Rj,) converge vers la
fonction (U ( 5 ), R(-, I )) lorsque h tend vers 0. Par ailleurs, grace aux résultats démontrés
dans le théoréme 10, nous savons que les erreurs u — U (-, Z,-) et p° — R(-, 2, -) sont d’ordre €. Alors
en faisant tendre € et h vers 0, Papproximation (Uf, Rj,) construite ci-dessus approchera la solution
exacte (u€, p€) de (2.32).

La principale difficulté consiste donc a calculer une approximation de la solution (F,B) du
systéme (2.54). Nous proposons d’utiliser une méthode de volumes finis trés simple & implémenter :
la méthode de Roe.

3.1 Introduction a la méthode de volumes finis de Roe

Nous rappelons dans ce paragraphe quelques éléments concernant les méthodes de volumes
finis et la construction d’un schéma de Roe. De plus amples détails peuvent étre trouvés dans les
travaux de S.-K. Godunov [32], P.-L. Roe [56] et R. LeVeque [45].

Nous considérons le modéle suivant

Qw4 0y (f(w)) =0, (2.137)

ou (z,t) € Rx Ry, w = w(z,t) € R™ est la solution & approcher, et f : R™ — R™ est donnée.
Nous supposons également que le systéme est hyperbolique, c’est-a-dire que la jacobienne de f est
diagonalisable et a valeurs propres réelles.

Une méthode de volumes finis consiste, de maniére générale, a approcher w(z;, t,,) par w} défini
par

1 LTit1/2
wy = —/ w(x,t,)dx. (2.138)

Ti—1/2

Nous supposons ici que les points z;_; /o sont répartis de maniére uniforme sur R, et nous notons
h la taille d’'une maille. Nous définissons également le pas de temps At de la méthode par

At =ty41 —tn. (2.139)

Alors en intégrant sur |a;_q /2, Z;41/2[X [tn, tny1[, nous obtenons

Wit =Wl — - (Fliajs—I1)2) s (2.140)
ou f* | /2 est une approximation de
1 tnt1
t’Vl

Cas linéaire : le flux décentré

Supposons que le systéme (2.137) est linéaire, c’est-a-dire que A(w) = Jac,, f(w) ne dépend pas
de w et est a coefficients constants. En dimension m = 1, nous avons donc affaire & une équation
de transport de la forme

ow+ad,w=0. (2.142)

Selon le signe de a, le transport du fluide se fait de la gauche vers la droite ou bien de la droite
vers la gauche comme l'illustrent les figures 2.1 et 2.2.
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a>0

»
>

W;

Wi—1

fz‘—1 Ti—1/2 337
FIGURE 2.1 — Le transport se fait de la gauche vers la droite.

a<0

A

W;

Wi—1

Ti—1 Ti—1/2 Ly

FIGURE 2.2 — Le transport se fait de la droite vers la gauche.

Nous proposons le flux numérique dit décentré défini par

f, _J awia sia <0,
i=1/2 aw; sia>0,

(2.143)

_ a
= CLJr w; +a w,—1 = 5 (wi + ’LUZ;1> —_ — (wi — ’LUZ;1> y

ou a* = max(a,0) et a~ = min(a, 0).

En dimension m quelconque, nous utilisons le fait que le systéme (2.137) est hyperbolique en
exhibant une matrice R € GL,,(R) telle que

At 0
A=RAR'= - , (2.144)
0 A,

ot A = A(w) est la jacobienne de f. De ce fait, en posant W = R~ w, le systéme (2.137) se réécrit
sous la forme suivante :

oW + A0, W =0, (2.145)
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ce qui correspond & m équations de transport. En définissant la matrice |A| par
Al 0
Al = , (2.146)
0 |Am|
la méthode de volumes finis & flux décentré permettant de résoudre (2.145), s’écrit

Wt = W _-E(i+w2—j;ﬂﬂ), (2.147)

ou le flux numérique est défini par
1 1
fi—1/2 = 3 A (WZ + Wifl) 3 |A| (Wl — Wifl) . (2148)

Enfin, en appliquant le changement de variables permettant de passer de W & w, nous obtenons
la méthode de volumes finis a flux décentré résolvant (2.137) :

. At

n_

w; w; 7( 12— finfl/z) ) (2.149)

ou le flux numérique s’écrit
1 1
fi—1/2 = 5 A (U}Z + wi,l) — 5 |A| (U}Z — wi,l) R (2150)

avec |[A] = R71|A| R.

Cas non-linéaire : la linéarisation de Roe

Nous avons exposé ci-dessus une méthode de volumes finis trés simple a implémenter pour un
modéle linéaire. Or, dans la plupart des cas, nous avons affaire & un modéle non-linéaire de la forme

Ow + A(w) O,w =0, A(w) = Jacy, f(w). (2.151)

P.-L. Roe propose dans [56] de remplacer a chaque interface 2;_; /o le systéme non-linéaire ci-dessus
par un systéme linéaire de la forme

w4+ A(wi_1, w;) Opw = 0. (2.152)

Ainsi, il serait possible de construire une méthode de volumes finis en approchant la solution w de
(2.151) par wy, défini par

wh(xvt) :w?a V(Iat) E]Ii—l/%Ii+1/2[x[tn7tn+1[a (2153)
ott les w;' sont calculés de la fagon suivante :

At

w:‘H_l =w; — 7( Zz—l/z - fin—1/2) ) (2.154)
ou le flux numérique s’écrit
n J I n n n n 1, n n n n
i-1/2 = ) Awy, wi') (wi' +wi'q) — ) Awiy, w; )’ (wi —wi'4), (2.155)

1l suffit donc de trouver une "bonne" matrice A(w? ,,w?). Roe propose dans [56] les critéres
suivants :

1. pour tous wr,wpr la matrice A(wL, wpg) doit étre diagonalisable et & valeurs propres réelles
(préservation du caractére hyperbolique du systéme aprés linéarisation),

2. pour wy, — w et wr — w, la matrice A(wg,wgr) converge vers A(w),
3. wp, doit satisfaire a chaque interface x;_1 /o les conditions de saut suivantes :

Alwity, w) (wi' —wiy) = f(w}') — flwiy). (2.156)
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3.2 Application au modéle limite

Plusieurs méthodes de calculs de matrices de Roe ont été développées notamment pour les
équations d’Euler ou de Saint-Venant, cependant elles ne sont pas nécessaires pour trouver une
matrice de Roe pour le modéle (2.54). En effet, la matrice jacobienne de ce systéme est diagonale

et de la forme
o 2a F + ﬁ.;- 0
A(F,B) = ( 0 % B+ 5 ) , (2.157)

ol o, B4 et B_ sont définis en (2.105). Alors la matrice A;_; /o définie par

F+Fi_ 0
Ailyjs = ( o (F; + ‘ 1) + B+ o (Bi+ Bus) 4+ ) (2.158)

est une matrice de Roe. En effet, c’est une matrice diagonale & valeurs propres réelles, elle converge
vers A(F, B) lorsque Fj, F; 1 — F et B, B; 1 — B, et elle vérifie & I'interface z;_/» la condition
de saut suivante :

F,— Fi_ ([ a(F)P+ 84 B o (Fi_1)® + By Fio
tcn (5t )= (oo i s ) - (ot iis ) e

Alors lapproximation (Fy, Bp,) que I'on recherchait est donnée par
Fh((E,t) :,F-n7 Bh((E,t) :B;n, V(Ji,t) S ]I'ifl/g,(E,H,l/g[x[tn,tn_i_l[, (2160)

K2

ou F" et B} sont calculés par

M = Fp — 5 (a ((Fz'+1)2 - (Fz'—l)Q) + By (B — FLq)

— |a(FRy + FP) + B4 |(FRy — FP) (2.161)
+ |a (F"+ F" ) + 6+‘(Fin - Fin—1)> ;

Bj™! = B} % (O‘ ((BR1)? = (Bi“1)?) + 8- (Biy, — Bi“y)
— |e (B}, + B') + B-|(B},, — B}) (2.162)
+ e (B + By) + | (B} - ?—1)).

La condition CFL que doit vérifier le pas de temps At est la suivante :

At
7, X max (max | (F]' + FLy) + By

,max]a(Bf—i—Bf_l)—i—ﬁ_‘) <1. (2.163)

Nous pouvons alors établir le résultat de convergence numérique suivant :

Théoréme 13. Supposons que s > 3/2 et que la condition CFL (2.163) est vérifiée & chaque
pas de temps. Alors Uapprozimation (Fy, By) définie par (2.160)-(2.161)-(2.162) converge vers
une solution faible du systéeme (2.54) dans L ([O,T);L;&([O, 27])) lorsque h tend vers 0. De plus,
Uerreur de troncature locale est d’ordre 1.

Démonstration. Commencons par remarquer que les équations vérifiées par F et B sont toutes les
deux de la forme

atq+aw(f(Q)) =0, f(q) :aq2+ﬁa q(l‘,t:O) ZQO(x)v (2164)



3. METHODE DE VOLUMES FINIS 2-ECHELLES 51

avec 3 = B4 ou 8 = _. De la méme maniére, les fonctions F, et By, définies en (2.160)-(2.161)-
(2.162) sont toutes deux de la forme Q) définie par

Qn(z,t) = QF Y (x,t) €lwi_1/2, Tig1/2[X[tn, tnta], (2.165)

avec 7' défini par

Q! = Qn -2t ( (QF1, Q1) — F(QF, Q1)) (2.166)

ot le flux numérique F est donné par

(QMQ% 1) ( (Q1+Qz 1)+ﬁ)(Ql+Qz 1 __‘04 Q1+Qz 1 +ﬁ| Qz 1) (2167)

Avec ces notations, la condition CFL (2.163) se réécrit sous la forme
At n n
o x max o (QF + Qfy) + | < 1. (2.168)

Pour tout ¢ € L'([0,T); L%E([O, 27])), nous définissons la variation totale de g par
2
TVr(q) —hmsupn/ / la(@ +n,t) — q(z, )| + |a(z,t +n) —q(:v,t)u dxdt. (2.169)
n—0

De ce fait, pour 'approximation @} calculée avec la méthode (2.165)-(2.166)-(2.167), nous avons
TVr(Qn) = [AtTV(@Q™) + Q™! = Q"] (2.170)

avec TV (Q) = Z |Qi — Qi—1] et ||Q1 = hz |Qil, et ot [;] désigne la partie entiére de ;.

Nous définissons les sous-espaces £ et K(R) de L' ([0,T); L} ([0,27])) par

) . 27
z:{qeL([o,T);L#([Oﬂﬂ])): | awnar=0 vicpm)}, o)

K(R)={q€L : TVr(q) <R}.

Il est clair que TV est une norme sur L, et que I est de ce fait un sous-espace compact de £ pour
cette norme.

En appliquant le théoréme 12.3 de [45], pour démontrer que la méthode numérique décrite en
(2.165)-(2.166)-(2.167), il suffit de montrer que
— le flux numérique F défini en (2.167) est consistant, c’est-a-dire

];_HEq ]_—(Qz lan) - f( )7 (2172)

Qi—1—4q

— le schéma est TV-stable, c’est-a-dire qu’il existe un R > 0 ne dépendant que de la donnée
initiale go et d'un hy > 0 fixé, tel que, pour tout h < hg, nous ayons Q, € K(R).
Il est évident que, de part sa définition, le flux numérique F est consistant. Démontrons main-

tenant que le schéma est TV-stable : pour cela, nous utilisons les 2 lemmes suivants :

Lemme 14. Le schéma est & variation totale décroissante (TVD), c’est-a-dire

V(@™ <TV(QM), Vn>0. (2.173)
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Lemme 15. Pour tout n € N, ||Q" — Q"||1 < 2h M, avec My = TV (QP).

En admettant ces 2 lemmes, nous en déduisons

TVr(Qn) < [AtM, + 20 My] < My T (1 + i—];) . (2.174)

Alors le schéma est TV-stable : en effet, grace a la condition CFL (2.168), nous avons
At 1 1
<

— < . 2.175
h = max[a (QF + Qi)+ Aa] — max[a (@ + Q1)+ 5] (2175)

Nous en déduisons donc ’existence d’une constante R ne dépendant que de la condition initiale et
de T telle que
TVr(Qn) < R, (2.176)

pour tout h. Alors, quelque soit h €10, hol, @y, est dans 'espace K(R) défini en (2.171).

La méthode étant consistante et T'V-stable, nous en concluons que @Q);, converge vers une fonction
q dans L*([0,T); L4 ([0, 27])) lorsque h tend vers 0. Enfin, le théoréme de Lax-Wendroff indique
que cette fonction ¢ est une solution faible de (2.54).

Démontrons maintenant que ’erreur de troncature locale est d’ordre 1. Pour cela, nous consi-
dérons une solution (z,t) — g(x,t) de (2.164) réguliére en x et en t : Uerreur de troncature locale
s’écrit alors

qn —_gnt? 1
e(wistn) = LI = (faf) = Flai) — | (afs + @) + Bl (g — aF)

At 2h (2.177)

o (af + ) + Bl —a))

ot i = q(w;,t,). En fonction du signe de « (¢} +¢f*_1) + 3 et de a (¢}, +¢}*) + 3, nous distinguons
4 cas différents :
— Cas 1 : supposons que (g, +¢i') + 3 > 0 et a(q] +¢_) + 5 > 0. Alors l'erreur de
troncature locale s’écrit
@ =gt fla) = flghy)

e(zi, tn) = N - . (2.178)

Etant donné que la solution ¢ considérée est réguliére, nous avons

e(xia tn) = _atQ(xia tn) - aﬂc (f(Q(xzu tn))) + O(At) + O(h’) = O(h + At) . (2179)
— Cas 2 : supposons que « (g, +q7') + 6 <0 et a (g + ¢ ;) + [ < 0. Alors nous avons

g — gt flad) = fa)

= —0uq(wi,tn) — 0 (gl 1) ) + O(AD) + O(h) (2.180)
— O(h+ Al).

— Cas 3 : supposons que o (qf',; +¢qi*) + 3 > 0 et a (¢} +¢j'-1) + 8 < 0. Etant donné que g est
réguliére en z, cela signifie que la fonction A définie par

Az) = a (q(z, tn) + q(x — h,tn)) + 5 (2.181)
admet un zéro x, dans [z;,x;11]. Nous avons alors

Azi) = Mzw) + O(z; — xi) = O(h),

A2it1) = Maw) + O(zig1 — 24) = O(R). (2.182)
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De la méme maniére, nous avons
(@) =2aq] + 8 = MNxit1) + O(h) = O(h). (2.183)
L’erreur de troncature locale s’écrit alors sous la forme suivante :

e(Titn) = % = —0q(;, tn) + O(AL) = f'(q(ws, tn)) Onq(wi, t) + O(AL). (2.184)

En utilisant (2.183), nous obtenons
e(zi,tn) = O(h + At). (2.185)

— Cas 4 : supposons que a (g ; +¢q7') + 8 < 0et a(q¢ + ¢ )+ 6 > 0. Nous appliquons la
méme méthode que dans le cas précédent : en construisant la fonction A défini en (2.181),
nous montrons qu’elle admet un zéro x,. € [x;,Z;+1], et nous obtenons le résultat (2.183).

Alors

@ —a flah) — flaiy)
At h
= —0ua(@i,ta) — 20, (f (a(is ) ) + O(h + AY) (2.186)
= _f (qz ) mQ(xu ) + O(h + At)
= O(h+ At).

e(z,tn) =

Dans tous les cas, nous avons montré que lerreur de troncature locale est en O(h + At), donc
d’ordre 1. (|

Démonstration du lemme 14. Commencons par développer Q;Tll — Q?H :

Qi — @ = Qi @ — S (1(@1) — @) — F(QU) + 1(Q1)
‘04 QH—? Qi +ﬁ‘ o — ?+1)+2‘04( 1 +Q?)+ﬁ‘( 1 — Q)
~ o (@ + Qi) +8l(QF - Qi)

At

T 2n (1 B sg( (Qiy2 + Qi) + 5)) (O‘ Qo+ Q1) + 5)(Q?+2 - Q%)
+( _’04 Qwﬂ"'@?)—i—ﬁ‘)( rL—QY
+ ?—h(1+sg( (Q?‘FQ?—l)—Fﬁ))(a(Q?_FQ D+8)@ —an ),

ou sg est la fonction signe usuelle. Etant donné que la condition CFL (2.168) est respectée, nous
obtenons

A
|Q?++11_Q;’+1}S2—;(1_sg(a(Q?+2+Q?+1)+5))}Q(Q;l+2+¢gy+l )+ 8] Q% — QZ
A
(1= @2 +ap) +ﬁ>) e
At
+ﬁ(1+sg( (QF + Q1) +8)) |a (@1 + Qi) + 8101 — Q.

En passant & la somme sur les indices 7, nous obtenons finalement

V(™) = Z Q! =i <> Qi - Q| =TV(QM). (2.187)
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Démonstration du lemme 15. Développons Q?H —-Q7:

At

n+l _on _ _ "~
@; @ 2h

(£(@1) = F(Q1) = o (Qtr + Q1) + BI(@Q1y — Q1)
— FQI) + FQI) + o (QF + Qi) + Bl(QF - Q1)

A
= — o (1= se(0 (@1 + Q1) + ) (0@ + Q1)+ 0) Q1 — Q1)
4o (150 (@ + Q1) +6)) (@ Q1+ Q1) + )@~ QLL).

Alors en passant a la valeur absolue et en sommant sur 4, nous obtenons

N:n
lem @[, =n>_|@i* - Q7
1=0
<hy |5 le @+ Q) + 6] 101 - Q7
1=0
+hY |5 le @ + QL) + B 1QF - Q1L
=0

N,
<20 1QF - Qi
=0

grace a la condition CFL (2.168). O

Grace a ces résultats, nous avons lassurance de construire un couple (Fj, Bp,) qui approche la
solution du modéle (2.54) lorsque h tend vers 0. Comme cela a été évoqué a la page 46, nous utilisons
cette approximation afin de construire U et R, comme en (2.135)-(2.136). Alors en considérant
des valeurs de € et de h petites, nous obtenons une approximation de la solution (u€, p¢) de (2.32).

4 Reésultats numériques

Dans un premier temps, nous comparerons les résultats numériques obtenus a l'aide de la
méthode de volumes finis 2-échelles que nous venons de présenter avec ceux que nous obtenons
avec une méthode de volumes finis classique appliquée au modeéle (2.27)-(2.28), lobjectif étant
d’illustrer par quelques exemples les résultats de convergence des théorémes 9 et 10. Puis, nous
discuterons des avantages de la méthode 2-échelles sur une méthode de volumes finis classique en
termes de temps de calcul. Enfin, en utilisant cette nouvelle méthode numérique, nous proposerons
quelques simulations d’expériences induisant un trés faible nombre de Mach, expériences qu’il est
presque impossible a simuler avec une méthode classique en un temps de calcul raisonnable.

4.1 Comparaison avec une méthode classique

Dans ce paragraphe, nous allons illustrer les résultats de convergence des théorémes 9 et 10
par quelques résultats. Etant donné qu’il est rarement possible d’obtenir une solution analytique
du modele (2.27)-(2.28), nous étudierons la différence entre Papproximation (U (-, <,-), Ra(:, =, "))
donnée par la méthode 2-échelles et 'approximation (uj,, pf,) ou pf, est définie par

5 _1
R — (2.188)
€
et ot l'approximation (uf, p5,) est calculée par une méthode de volumes finis de Roe appliquée au
modele (2.27). Cette méthode est la suivante :
pplx,t) = pi,
{ u%Ex,ti _ uln V(x,t) €]zim1/2, Tiv1/2[X[tns tnra [, (2.189)

7
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olt u? et pI* sont calculés de la fagon suivante : en définissant Q7 et f : R? — R? par

- a2
n Pi q 2 2
Qr=1{ 'n |, = : 2.190
i <p?u?) f<q2> (q1+qz) (2.190)

ve2 ¢
nous avons
A
QnJrl Qn ! ( ( 1+1> Qn) ( ?a ?71)) ) (2191)
ou le flux de Roe F est défini par
FlQrQu) = 5 (£(@n) + £(Qr)) ~ 3 AQr.Qu)|(Qr — Q). (2192)

avec M(QR,QL)‘ définie par
|A(Qr, Q1)| = R(Qr, Q1) |A( QR,QL>\ (R(Qr, Q1) ",

R(QR)QL) = \/ QRvQL Q Q \/ QRvQL
RyWL

QR7 QL
P(QR7 QL)
ﬁ(QRa QL) - f 0 (2 193)
|A(QR5 QL)| = — -
R P(Qr,Qr)
0 W(Qr, QL) + P
1 (p)” = (Pr)” si 51, # Bn
vVpLur + v PRU — = ,
(QR) QL) pL L pR I ) P(QR) QL) = " L PR
VoL + VPR
(pr) 1 sinon.
Nous considérons ici les conditions initiales suivantes :
uo(z) = 1+ COS;”:) . pole) =1+ 81“2(“’) : (2.194)
et nous considérons le maillage uniforme de [0, 27] donné par
x; = iAx Vi=0,...,N,, (2.195)

avec Ar = N - Dans les figures 2.3 et 2.4, nous présentons les résultats obtenus lorsque € = 0.05
pour différentes valeurs de t, et en fixant

y=1, N,=1023, T =25. (2.196)
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FIGURE 2.3 — Comparaison de u§(-,t) et Uy (-, £,¢).
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Comme nous pouvons le constater sur ces figures, ’approximation (Uh(-7 =), Ry (-, 5, )) pro-
duite par la méthode 2-échelles est trés proche de (u§, pf ), qui est elle-méme proche de la solution
classique du modéle (2.32), du fait que nous avons considéré un maillage de [0, 27] assez fin.
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0 T T T T T T T T T T T
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12
O error in L1 norm — K*epsilon with K =2.921344
* errorinL"2 nporm "7 TT7C K*epsilon with K = 1.0606512
* error in Max norm T K*epsilon with K = 1.1938482

FIGURE 2.5 — Erreurs uf(x,t) — Up(x, £,t) en normes L7 ([0, T); L;&([O, 27])) pour p = 1,2, 00.

0 T T T T T T T T T T T
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12
O error in L1 norm — K*epsilon with K = 3.7252798
* errorinL"2nporm  TTTT7C K*epsilon with K = 1.2274825
* error in Max norm T K*epsilon with K = 1.5747158

FIGURE 2.6 — Erreurs p®(z,t) — Ry(z, %, t) en normes L? ([0, T); L%([O7 27])) pour p = 1,2, c0.

)€

Par ailleurs, en considérant les valeurs de v, N, et T données en (2.196), et en faisant varier
€, nous constatons que les erreurs Up(-, Z,-) — u® et Rp(:, Z,-) — p¢ décroissent en Ke lorsque ¢
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diminue, comme cela est illustré dans les figures 2.5 et 2.6 et le tableau 2.1. Plus précisément, les
valeurs de K indiquées dans les figures 2.5 et 2.6 sont obtenues par une méthode de régression
linéaire appliquée aux erreurs répertoriées dans le tableau 2.1. Ces résultats numériques valident
les estimations de vitesse de convergence de u¢ — U(-, Z,) et p° — R(-, 2, ) vers 0 établies dans le
théoréme 10.

Valeur Erreur u(z,t) — Up(, L, 1) Erreur p(x,¢) — Ru(x, L,t)
de € | norme L' | norme L? | norme L* | norme L' | norme L? | norme L™
0.1 0.2880016 | 0.1034517 | 0.1201132 | 0.3634635 | 0.1192177 | 0.1651374
0.07 0.2043288 | 0.0735498 | 0.1160378 | 0.2516643 | 0.0828920 | 0.1203342
0.05 0.1452756 | 0.0518309 | 0.0719549 | 0.1744198 | 0.0575395 | 0.0879887
0.03 0.0845621 | 0.0296311 | 0.0483544 | 0.0987818 | 0.0326775 | 0.0499608
0.01 0.0260695 | 0.0085251 | 0.0195340 | 0.0303524 | 0.0092954 | 0.0269734

TABLE 2.1 — Erreurs u(z,t) — Un(z, £, t) et p*(x,t) — Rp(z, L,t).

s €

4.2 Temps de calcul

L’une des motivations qui ont mené au développement de cette méthode numérique 2-échelles est
qu’une résolution directe du modéle (2.1) par une méthode de volumes finis impliquait la nécessité
de considérer un pas de temps trés petit afin de capter correctement les phénoménes oscillants de
période d’ordre €. En effet, en observant la méthode de Roe développée en (2.189)-(2.193), il est
nécessaire de considérer la condition CFL

’&(Qﬁ_l, Qn) + \/ F(Q?Jrlv Q?)

€

<1, (2.197)

n

t
— max
2

afin de garantir la stabilité de la méthode. De ce fait, nous imposons a At d’étre d’ordre ¢, ce
qui implique également un temps de calcul d’autant plus important que € est proche de 0. De
plus, cette augmentation du nombre total d’itérations nécessaires pour couvrir toute la durée de la
simulation engendre également une augmentation de la diffusion numérique générée par le schéma.

Valeur | Méthode de Roe Méthode 2-échelles sur (2.50)-(2.54)
de € sur (2.27)-(2.28) | Calcul de (Fp, Bp,) | Calcul de (U, Rp,)
0.1 24 m 34 s 36” 3m 45 s 317 425797
0.07 32 m 55 s 44”7 3 m 45 s 227 42 s 93”

0.05 44 m 7s 217 3 m 45 s 38" 42 s 747
0.03 1h10m 15s 3 m 45 s 347 42 s 80”
0.01 3h20m 53 s 78" 3m45s12” 42 s 917

TABLE 2.2 — Comparaison en termes de temps de calcul entre une méthode de Roe sur (2.27)-(2.28)
et la méthode 2-échelles sur (2.50)-(2.54) avec les paramétres définis en (2.194) et (2.196).

La méthode de volumes finis 2-échelles qui a été développée présente l'avantage de nécessiter
une condition CFL (2.163) indépendante de € : de ce fait, il n’est pas nécessaire de réduire drasti-
quement le pas de temps utilisé dans ce schéma numérique lorsque nous considérons des valeurs de
€ de plus en plus proches de 0. Nous pouvons trouver dans le tableau 2.2 une comparaison succinte
des temps de calcul nécessaires a chacune des 2 méthodes citées pour atteindre le temps final T,
sous les hypothéses (2.194) et (2.196), et pour différentes valeurs de e. Ces temps de calcul ont été
obtenus sur une machine possédant les caractéristiques suivantes :
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— processeur : Pentium© M 715,

— mémoire vive : 512 Mo DDR-RAM,

— System d’exploitation : SuSe® 9.1 Pro,
— compilateur : gece 3.3.3-41.

Ces observations faites sur les temps de calcul nécessaires aux 2 méthodes numériques citées
viennent confirmer nos hypothéses sur les conséquences de la condition CFL (2.197) lorsque € tend
vers 0. En effet, lorsque nous considérons des valeurs de ¢ de 1'ordre de 10~2 ou moins, le temps
de calcul devient beaucoup trop grand. Dans de telles conditions d’expérience numérique, il est
alors préférable d’utiliser la méthode 2-échelles plutdt que la méthode de Roe classique décrite en
(2.188)-(2.193).

4.3 Expériences numériques a trés faible nombre de Mach

Dans ce paragraphe, nous présentons quelques résultats de obtenus avec la méthode numérique
2-échelles sur des cas induisant une valeur de e trés proche de 0. Ces situations sont celles de
fluides trés faiblement compressibles, ol la solution (u€, 5¢) des équations (2.27) est trés proche
de la solution des équations d’Euler incompressibles 1D, c’est-a-dire trés proche de (@, 1), ou @
est défini en (2.49). Dans de telles situations, il est bien souvent impossible de produire de bons
résultats en un temps raisonnable si nous utilisons une méthode classique comme la méthode de
Roe présentée en (2.188)-(2.193) : en effet, contrairement a la méthode 2-échelles que nous avons
développée, ces méthodes classiques nécessitent de respecter une condition CFL du type (2.197)
afin rester stable ce qui impose & At d’étre trés proche de 0.

Dans les figures 2.7, 2.8 et 2.9, nous présentons les résultats obtenus aux instants t =0, t = 1,
t =2 pour € € {107%,107°,1075} sous les conditions initiales (2.194) et en fixant les valeurs de 7,
N, et T comme en (2.196).

En relevant les temps de calcul nécessaires pour effectuer ces simulations, nous confirmons le
fait que ces derniers ne dépendent pas de € : en effet en comparant les valeurs répertoriées dans
les tableaux 2.2 et 2.3, nous constatons que le temps de calcul nécessaire au calcul de F}, et By ne
varie presque pas, et qu'il en est de méme pour la reconstruction de Ry (-, 2,-) et Un(-, Z,-).

Valeur de € | Calcul (Fp,, By) | Calcul de (Uy, Rp)
10~4 3m 45s 717 42 s 84”
10~° 3 m 45 s 95 42 s 877
10-6 3m 45 s 757 42 s 98”

TABLE 2.3 — Temps de calcul pour des simulations 2-échelles avec les parameétres définis en (2.194)
et (2.196).
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Function x -> U(xtepsilon,t) with t = 0 and epsilon = 0.0001 Function x > R(x epsilon,t) with t = 0 and epsilon = 0.0001
3 3
2.7 2.7
2.4 2.4
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0.9 0.9
06 06
03 03
o T T T T T T T T T o T T T T T T T T T
0000 0628 1255 1883 2511 3139 3766 4394 5022 5649 6277 0000 0628 1255 1883 2511 3139 3766 4394 5022 5649 6277
Uxtepsilon,t) R(xtepsilon,t)
Function x —> U(xvepsilon,t) with t = 1 and epsilon = 0.0001 Function x => R(x,epsilon,t) with t = 1 and epsilon = 0.0001
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Ux tlepsilon,t) R(xvepsilon,t)
Function x —> U(xUepsilon,t) with t = 2 and epsilon = 0.0001 Function x —> R(x,epsilon,t) with t = 2 and epsilon = 0.0001
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FIGURE 2.7 — Up(z, £,t) (gauche) and Ry (x, £, ) (droite) avec € = 10~%.
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Function x > U(x,epsilon, ) with t = 0 and epsilon = 0.00001

Function x => R(x.vepsilon,t) with t = 0 and epsilon = 0.00001

3 3
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Uxtepsilon,t) R(xepsilon.§)
Function x => U(x,tlepsilon,) with t = 1 and epsilon = 0.00001 Function x —> R(x,lepsilon.t) with t = 1 and epsilon = 0.00001
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FIGURE 2.8 — Up(z, £,t) (gauche) and Ry (z, £, t) (droite) avec e = 1075.
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Function x > U(x epsilon,t) with t = 0 and epsilon = 0.000001 Function x -> R(x,tepsilon,t) with t = 0 and epsilon = 0.000001
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Function x —> U(x tlepsilon,t) with t = 1 and epsilon = 0.000001 Function x —> R(x Uepsilon.t) with t = 1 and epsilon = 0.000001
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FIGURE 2.9 — Uy (z, £,t) (gauche) and Ry(x, £,¢) (droite) avec € = 107°.

5 Conclusion

Nous avons développé avec succés une méthode numérique 2-échelles permettant d’approcher
la solution (u¢, p¢) du modele (2.32).
Dans un premier temps, nous avons démontré que la suite (u€, p¢). s ¢ converge a 2-échelles vers

un couple (U, R) dans (L°° (O,T;L;f([(), 277];H%([0,27r]))))2, et qu’il s’agit méme d’une conver-
gence 2-échelles forte dans (L°° (O, T Ly ([0, 27; H;[l ([O7 27r]))))2. Nous avons également proposé
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une estimation de la vitesse de cette convergence lorsque € tend vers 0, ainsi qu’une nouvelle ap-
proche pour démontrer que la solution du modéle (2.1) converge faiblement-* vers la solution des
équations d’Euler 1D homentropiques incompressibles.

Dans un deuxiéme temps, nous avons construit une méthode de volumes finis discrétisant le
modele limite, et permettant de reconstruire une approximation de (u€, p¢). Nous avons pu consta-
ter que cette méthode converge lorsque nous raffinons le maillage, et que son erreur de troncature
locale est d’ordre 1.

Enfin, nous avons effectué quelques tests numériques de cette nouvelle méthode de volumes
finis : d’une part, nous avons pu vérifier numériquement les résultats de convergence établis dans
les théorémes 9 et 10. D’autre part, nous avons effectué des comparaisons en termes de temps de
calcul entre la méthode 2-échelles et une méthode de volumes finis classique appliquée & (2.27)-
(2.28), et nous avons pu constater qu’a qualité de résultat comparable, la méthode 2-échelles que
nous avons développée est nettement plus rapide car indépendante de toute contrainte liée a €. Ce
résultat est confirmé a travers quelques simulations numériques d’expériences a trés faible nombre

de Mach.
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Chapitre 3

Simulation semi-lagrangienne
2-échelles pour un faisceaux de
particules dans un champ électrique
de focalisation périodique

A ce jour, 2 familles de méthodes numériques sont en compétition dans le cadre de la simu-
lation numérique de modéles cinétiques de type Vlasov : les méthodes Particle-In-Cell (PIC) ou
méthodes particulaires, basées sur le calcul des trajectoires d’'un nombre fini de particules le long
des caractéristiques du systéme (voir les travaux de F.-H. Harlow [37], C.-K. Birsdall et A.-B.
Langdon [5], ainsi que ceux de W.-W. Lee [43], de J. Dawson [17], et plus récemment ceux de J.
Heikkinen et al. [38]), et les méthodes eulériennes, basées sur la discrétisation de la distribution des
particules sur un maillage de 1’espace des phases (voir les travaux de E. Sonnendriicker et al. [62],
de M. Campos-Pinto et M. Mehrenberger [9], de N. Crouseilles et al. [15, 13|, de F. Filbet [20], de
F. Filbet et E. Sonnendriicker [21, 22|, et de V. Grandgirard et al. [35]). Bien que les méthodes
PIC soient peu coliteuses en temps de calcul et en complexité d’implémentation, elles présentent
I'inconvénient de générer du bruit numérique lors du couplage de 1’équation de Vlasov avec un
systéme d’équations permettant de calculer les champs électromagnétiques auto-consistants sur un
maillage de 'espace physique. De plus, ce bruit numérique diminue en N ~!/2 lorsque le nombre de
macro-particules IV augmente, ce qui implique donc d’augmenter de fagon conséquente le nombre
de macro-particules afin de conserver une certaine qualité de résultats. A 'inverse, les méthodes
eulériennes et en particulier des méthodes semi-lagrangiennes, générent beaucoup moins de bruit
numérique lorsque la fonction de distribution est calculée sur un maillage de ’espace des phases;
Cependant, elles présentent 'inconvénient majeur d’étre trés cotiteuse en temps de calcul et, par
conséquent, nécessitent parfois d’étre parallélisées.

Rappelons que 'objectif de cette thése est de développer des méthodes numériques 2-échelles
afin de simuler des expériences de fusion par confinement magnétique. L’idée nous vient donc na-
turellement de vouloir coupler des résultats de convergence 2-échelles comme ceux de E. Frénod
et E. Sonnendriicker dans [30] ou [31] avec un schéma semi-lagrangien. En effet, nous avons vu
dans le chapitre précédent qu’il est possible de construire une méthode numérique 2-échelles a la
fois précise et peu cotliteuse en temps de calcul sur un modéle non-linéaire, ce qui est encourageant
pour les étapes suivantes.

Cependant, étant donné que les modeéles que nous souhaitons simuler sont assez complexes (ce
sont des modeles en 4D+1D-+temps), il est préférable de commencer par développer cette nouvelle
famille de méthodes numériques sur un modéle de type Vlasov relativement simple afin de nous
assurer que le couplage d'un schéma semi-lagrangien et d’'un résultat de convergence 2-échelles

65
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est possible. Le contexte des faisceaux de particules dans un champ électrique de focalisation
périodique décrit par E. Frénod et al. dans [30] est un cadre idéal pour répondre a ces questions :
en effet, ce modeéle est en 2D-+1D-+temps, et E. Frénod et al. 'ont validé numériquement & ’aide
d’une méthode PIC 2-échelles.

Rappelons que ce phénoméne peut étre décrit par le systéme de Vlasov-Maxwell 3D. De plus,
nous considérons les hypothéses suivantes :

(i) le faisceau a déja atteint un état stationnaire,

(ii) le faisceau est long et fin,

(iii) le faisceau se propage a une vitesse constante v, le long de ’axe longitudinal Oz,

(iv) le faisceau est suffisamment long pour que les forces auto-consistantes longitudinales soient

négligeables,

(v) le champ électrique externe est supposé I-périodique en z et indépendant du temps,

(vi) le faisceau est axisymétrique,

(vii) le faisceau peut étre relativiste en z, mais pas en (z,y),

(viii) a la source du faisceau, les particules sont & moment angulaire nul.
Sous ces hypothéses, P. Degond et P.-A. Raviart ont démontré dans [18] qu’il est possible d’ap-
procher le systéme de Vlasov-Maxwell 3D par un modéle paraxial qui s’apparente a un systéme de
Vlasov-Poisson 2D ou la position longitudinale z fait office de variable de temps, et méme & un
systéme de Vlasov-Poisson 1D axisymétrique de la forme

B f€ + %’“arfw (ES 4+ 25) 0y, f =0,
fE(Ta v’l“at == O) - fO(Tva)a

l r €\ __ € ) (31)
~on( Er>—/Rfdr,

1 t
Ze(rt) = —= Hor+ Hi (w1 =) 7,
€ €

ot t > 0 est le "temps" (il s’agit en fait de la composante longitudinale de la position dans R?),
r > 0 est la composante radiale de la position dans le plan tranverse, v, € R est la composante
radiale de la vitesse tranverse a Ov,, f¢ = f¢(r,v,,t) est la fonction de distribution des particules,
E¢ = E&(r,t) est la composante radiale du champ électrique auto-consistant et Z¢ = Z¢(r; t) est la
partie radiale du champ électrique appliqué. Ce systéme étant naturellement défini pour » > 0, nous
I'étendons a r € R en utilisant les conventions f¢(—r, —v,,t) = f(r,vr,t), ES(—7,t) = —ES(r, 1),
et E¢(—r,t) = —ES(r, t).

L’objectif ici est de simuler numériquement le modeéle (3.1) & laide d’une méthode semi-
lagrangienne 2-échelles lorsque € tend vers 0. Comme dans le chapitre précédent, nous allons nous
intéresser a la limite 2-échelles de ce modéle lorsque € — 0. Une fois que le modéle limite est établi
grace a la théorie de convergence 2-échelles de G. Allaire [3] et G. Nguetseng [53], nous résolvons
numériquement ce nouveau modéle indépendant de € & ’aide d’une méthode semi-lagrangienne
afin d’obtenir une approximation de la limite 2-échelles de f¢ que nous noterons F' = F(r,v,., T, ),
ou 7 € [0,27] est la deuxiéme échelle de temps, et ainsi une approximation de f¢ donnée par
fe(r,vp,t) = 27 F(r, vy, é,t). Cependant, étant donné que les méthodes semi-lagrangiennes font
régulierement appel a des opérateurs d’interpolation sur un maillage de ’espace des phases, il est
impératif de faire attention aux contributions apportées par cette nouvelle variable 7. Pour cela,
nous introduisons une famille de maillage dépendant de 7 selon le méme principe que les maillages
mobiles suggérés par J. Lang et al. dans [42].

Ce chapitre s’organise de la facon suivante : dans un premier temps, nous rappellerons briéve-
ment comment construire ’approximation paraxiale du modéle de Vlasov-Maxwell 3D en utilisant
judicieusement les hypothéses (i)-(viii), et nous décrirons ’adimensionnement utilisé pour obtenir
le modele (3.1). Dans une seconde partie, nous rappellerons les résultats de convergence 2-échelles
établis par E. Frénod et al. dans [28] sur ce modéle ainsi que quelques éléments de démonstration.
Aprés avoir rappelé les bases d’un schéma semi-lagrangien, nous construirons une méthode semi-
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lagrangienne 2-échelles adaptée & notre probléme et nous introduirons une famille de maillages
dépendant de 7 permettant de réduire le nombre total d’interpolations au cours de la simulation.
Enfin, nous présenterons quelques résultats numériques obtenus a ’aide de ces nouvelles méthodes
numériques, résultats que nous comparerons avec ceux obtenus en utilisant une méthode semi-
lagrangienne classique sur le modeéle (3.1). Nous préterons tout particuliérement attention a la
précision des résultats ainsi qu’au temps de calcul nécessaire.

1 Obtention du modéle non-homogénéisé

Rappelons que le phénomeéne a simuler peut étre décrit par le systéme de Vlasov-Maxwell 3D
donné par

Of +v-Vaf+ —— (BE+vxB) - Vyf =0,
moyz
v, E=2,
€0 9
OB+V,xE=0. (3.2)
V.- B=0,

8tE—c2vxxB:—iJ,
)

ou
— x € R3 est la position (m),
— v € R3 est la vitesse (ms™1),
— t € Ry est le temps (s),
— ¢ est la charge d’une particule (C),
— m est la masse d’une particule (kg),
— g0 = 8.85418781762 x 10712 AsV~Im ™! est la permittivité du vide,
— o =41 x 1077 VsA 'm ™! est la perméabilité du vide,
— ¢ =2.99792458 x 103 ms~! est la vitesse de la lumiére dans le vide (gq puo c* = 1),
— v, =(1- 2—2)*1/2 est le coefficient de dilatation du temps en z,
— E =E(x,t) € R? est le champ électrique (Vm™1),
— B =B(x,t) € R3 est le champ magnétique (Am™1),
— p=p(x,t) € R est la densité de charge (Cm™3),
— J =J(x,t) € R3 est la densité de courant (Am™3),
— f = f(x,v,t) € R est la fonction de distribution des particules (m~%s3).
Le couplage entre I’équation de Vlasov et les équations de Maxwell se fait de la fagon suivante :

p(x,t) =¢q fx,v,t)dv, J(x,t) = q/ v f(x,v,t)dv. (3.3)
R3 R3

1.1 Approximation paraxiale

Dans ce paragraphe, nous allons utiliser les hypothéses énoncées dans 'introduction afin de
simplifier le modéle de Vlasov-Maxwell 3D et de 'approcher par un modéle paraxial. Ce sujet
est traité de fagon plus détaillée dans l'article de P. Degond et P.-A. Raviart [18], ainsi que dans
larticle de F. Filbet et E. Sonnendriicker [22].

Dans un premier temps, nous introduisons les notations suivantes pour les champs électroma-

gnétiques en présence :
E=E‘+E°, B=B‘+B?%, (3.4)

ot E° et E® sont respectivement les champs électriques externe et auto-consistant, et ou B¢ et B
sont les champs magnétiques externe et auto-consistant.

Etant donné que certaines hypothéses sur le faisceau différent selon la direction dans ’espace
physique (hypotheses (ii), (iv), (v), (vii)), nous considérerons a partir de maintenant que x désigne



68 CHAPITRE 3. METHODE SEMI-LAGRANGIENNE 2-ECHELLES

la position dans le plan transverse a l'axe Oz, c’est-a-dire x = (z,y). De la méme fagon, nous
noterons dorénavant v = (vg, vy).

Etant donné que le phénomeéne est supposé étre stationnaire, aucune des quantités en jeu dans
le modeéle (3.2) ne dépend de t. De plus, d’aprés I'hypothése (iii), la distribution des particules est
constante en v,, ce qui signifie que 9, f = 0. De ce fait, ce modéle se réécrit :

A\ fo(X,Z,V) + UZ 3zf(x,z,v)

4 vy Ba(x,2) = v. By x.2) )
i m7z [EX(X,Z) " ( Uz Bﬁ(xvz) — Uz BZ(X,Z) >} 'va(X,Z,V) - O’

1
Vi E(x,2) = ap(x, z), (3.5)

Vx: B(x,2) =0,
Vi, x E(x,2) =0,
Vx,» X B(x,2) = po J(x,2) .

Avec ces nouvelles notations, les hypothéses imposées au modéle induisent :

0,
0,

(3.6)

&
%
X

\

Be(x,z) = 0
’ ’ 2 Bi(x,2)
E¢(x,2) = ( _H0x+lgl(wl )% ) ,

ot Hy est une tension constante et positive, H; est une tension 27-périodique, et w;i est une
constante réelle sans dimension.
De ce fait, ’équation (3.5.a) se réécrit :

. q e s _Bé . _
v, 0. f +v fo+m%(Ex+Ex+vz( B )) Vyf=0. (3.7)

Les équations de Maxwell portant sur les champs électromagnétiques auto-consistants, nous avons

1
VX7Z ’ Es(xv Z) = g_p(xv Z) )
0
Vi, B*(x,z) = 0, (3.8)
Vi, xE*(x,2) = 0,
Vx» X B(x,2) = poJ(x,z2).

La troisiéme composante de 'équation (3.8.c) se simplifiant sous la forme
0:Ey(x,2) — 0y B (x,2) =0, (3.9)
nous en déduisons l'existence d’une fonction ¢° telle que
—Vx¢®(x,2) = ES(x, 2). (3.10)

En combinant ce résultat avec les équations (3.6), 'équation (3.8.a) se réécrit sous la forme d’une
équation de Poisson de la forme

—Ax¢®(x,2) = E—lop(x, z). (3.11)

De la méme fagon, I’équation (3.8.b) se réécrit sous la forme
0:B; +0yB, =0, (3.12)
ce qui permet d’affirmer existence d’une fonction ¥* = ¥*(x, z) telle que
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Par ailleurs, nous savons par hypothése que le faisceau de particules se propage & une vitesse
constante v,. Alors il est naturel de réduire les équations (3.3) a

p(x,2)=q | f(x2v)dv,
R2
Jx(x,2) = q/ v f(x,2,v)dv, (3.14)
R2
Tx2) = [ v flxzv) v = v plx,z).
R2
Alors, en développant la troisiéme composante de I’équation (3.8.d), nous obtenons

axB;(Xa Z) - ayB; (X7 S) = _Ast(xa Z) = Mo Uz p(X, Z) ) (315)
v,
ce qui permet d’affirmer que ¢* = —¢*. Nous en déduisons alors
c

—-B, s ’U§ s
v, < B;y ) =0, Vx¥® = ] E; . (3.16)

Nous en déduisons alors I’approximation paraxiale recherchée :

azf+vl-vxf+ e

z M7z Uz

f(X,Z = O,V) = fO(XaV)a

~Vid=E, —Ad=-L [ fdv,
€0 JRr2

E(x z>_( —Hox+gfl<wl%>x)

(E+%E) Vof=0,
(3.17)

3

ou fop est la distribution des particules & la source du faisceau, et ou les notations E, ¢ et E
remplacent E3, ¢° et E respectivement.

1.2 Adimensionnement

De la méme maniére que dans [28|, nous construisons une version adimensionnée du systéme
(3.17) en introduisant les variables adimensionnées x’, ', v/ définies par

x=A\x, z=1L2, v=uv,V, (3.18)

ou A est le rayon caractéristique transverse du faisceau et L la longueur caractéristique du faisceau
dans la direction longitudinale. De la méme maniére, nous introduisons les quantités adimension-
nées f' E' B ¢, Hj, Hy définies par

3
FOX L2 v, V') = mJ;io f(x, 2V,
q
3,2
E\X',L2) = %’sz E'(x,2'),
q
3
FoA' 0 V) = Tt 6, )
) (3.19)
HO — mvz /YZ ([)
q A ’
mA~2 v
d(A\X',L2) = 7L P'(x,2'),
mvl Y.
Hy(r) = ) 1(7)



70 CHAPITRE 3. METHODE SEMI-LAGRANGIENNE 2-ECHELLES

Alors, dans ces nouvelles variables, le systéme (3.17) s’écrit

L
E’—XH(’)x’—i—H{(

!
az/fl+§Vl'Vx/f/+ Wl-lLZ)X/ 'vv’fI:O7

f/(xl’ ZI = 07 V/) = f(l)(xl’ VI) Y

(3.20)
_vx/¢/:E/, _Ax’¢/: f/dV/,
R2
!
L
E/(XI, ZI) = H(l) XI + H{ ((AJl ZT) .
Etant donné que le faisceau est supposé long et fin, il est naturel de supposer
A
T=c (3.21)

avec € > 0 petit. De plus étant donné que l'objectif est de simuler le faisceau sur un grand nombre
de périodes du champ de focalisation, nous supposons également

~ —e. (3.22)
Nous obtenons donc le systéme :

8tf5+%v-vxf€+ (B°4+E) -V f =0,

f vt =0) = fo(x,v),

- Vx¢é =E* ) _Ax(be = f€ dV,
R2

B (x, 1) = —%x—i—Hl(%t)x,

(3.23)

=/

ou les notations x', v/, 2/, f', B/, ¢/, B', H}, et H| ont été remplacées respectivement par x, v, ,
fe’ EE? ¢Ea EE? HO et Hl-
Enfin, nous introduisons les coordonnées polaires (r, 0, v, vg) :

{x = rcosd, {Ur = Uy cost + vy, sinf, (3.24)

y = 7rsinf, vg = vy cosf —uv, sind.

Comme le faisceau est supposé axisymétrique, le systéme ne dépend pas de 0. Alors en définissant
EY et = par

E=—2, m=""%, (3.25)
r r
léquation (3.23.a) se réécrit sous la forme suivante :
€ Ur € € € Ug €
Of + L0, f +(ET+:T+7)6UTf ~0. (3.26)

Gréace au théoréme du moment cinétique, nous savons que le moment angulaire des particules rvg
est conservé le long de leurs trajectoires, et comme nous avons supposé qu’en ¢ = 0, ce moment
angulaire est nul, nous en déduisons qu’il est nul sur ’ensemble des trajectoires des particules.
Alors nous obtenons le systéme de Vlasov-Poisson suivant

B fe + “farfw (ES+25) 0y, f< =0,
fﬁ(,r,, v’l“at - O) = fO(Tva)a

Yo wE) = [ #odu (3.27)
SO En) = [ fdo,.

1 t
Ec(r,t) = ——Ho’l”—l—Hl(wl —) .
€ €
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2 Passage a la limite 2-échelles

Nous détaillons dans ce paragraphe les résultats de convergence 2-échelles établis par E. Fré-
nod, F. Salvarani et E. Sonnendriicker pour les modéles (3.1) et (3.23). Dans toute la suite, nous
supposerons que Hy = 1.

Théoréme 16. Supposons que la distribution initiale fo vérifie les hypothéses suivantes :
(i) fo € L'(RY) N LP(RY) pour p > 2,
(ii) fo(x,v) >0 pour tout (x,v) € R,
(i1i) les moments d’ordre 2 de fo sont finis, ¢’est-a-dire

/Rz; (|xI*> +|v[?) fo(x,v)dxdv < +oo. (3.28)

Alors pour T > 0 fizé, la suite de solutions (f¢,E€)cso de (3.23) est bornée indépendamment
de € dans L™ (O,T;LQ(R4)) X (L°° (O,T;WLB/Q(IRQ)))2 et, quitte a en extraire des sous-suites, f€
converge a 2 échelles vers F' dans L* (0, T; L;f([O, 2n); L*(R%))) et E€ converge a 2 échelles vers &
dans (L> (0,T;L;&O([O,27r];W1>3/2(R2))))2. De plus il existe une fonction G € L>(0,T; L*(R*))
telle que

F(x,v,7,t) = G(cos(T) x — sin(7) v,sin(7) x + cos(7) v, t) , (3.29)

et

®G(y,u,t) — % /0 ! sin(o) {5( cos(o)y + sin(o) u, o, t)
—i—%:l) Hi(w; o) (cos(o)y + sin(o) u)] do - VyG(y,u,t)
2m
+% /0 cos(o) {8( cos(o)y + sin(o) u, 0, t)

+—IQ2(:1) Hi(w; o) (cos(o)y + sin(o) u)} do - VuG(y,u,t) =0,
G(y,u,t = O) = % fO(Y7u) )
—Vx®(x,7,t) = E(x,7,1),

—Ax®(x,7,t) = /R? G(cos() x — sin(7) v, sin(7) x + cos(7) v, t) dv ,

(3.30)

ot Iy est lindicatrice de Q.

Démonstration. Nous rappelons ici les points clés de la démonstration de ce théoréme (une dé-
monstration détaillée de ce théoréme est trouvable dans [31] et dans [28]) :

1. En multipliant I'équation (3.23.a) par (f€)P~! et en intégrant sur R*, nous démontrons que
(f)e>o0 est bornée indépendamment de ¢ dans L (O,T; LP(R4)). Par conséquent, le théo-
réme 3 permet d’affirmer que, quitte & en extraire une sous-suite, f€ converge a 2 échelles
vers une fonction F dans I'espace L (0, T; L ([0, 27]; LP(R*))).

2. En multipliant I'équation (3.23.a) par v et |v|?, nous obtenons
1
Op*+—-Vx-J°=0, (3.31)
€

et
Oy (/R? [v|* fé(x,v,t)dx dv) - 2/Rz J(x,t) - (EY(x,t) + B(x,t)) dx =0 (3.32)

ou p¢ et J€ sont définis par

pf(x,1) = fe(x,v,t)dv, J(x,t) :/ v fe(x,v,t)dv. (3.33)
R? R?
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En utilisant Phypothése (iii) du théoréme, nous démontrons qu’il existe une constante C
indépendante de ¢ et de € telle que, pour tout ¢ € [0, T), nous avons

x|? + [v[?) fé(x, v, t)|dxdv < Ce*T | 3.34
]R4

ola=c¢ ||H1HL;§([072W]). Enfin, nous pouvons prouver que

1/2

1/2
Hpe('vt)||L3/2(R2) < </R4(f6)2 dxdv> </R4 |V|2f€(X,V,t) dxdv) , (3.35)

et donc que (p)e o est bornée indépendamment de e dans L> (0, T; L3/?(R?)). En utilisant
finalement 'inégalité de Calderon-Zygmund, nous prouvons que (E€). s ¢ est borné indépen-

damment de ¢ dans (LOO (O, T; W1’3/2(R2)))2 et, qui 4 en extraire une sous-suite, converge
donc & 2 échelles vers une fonction € dans (L (0, T; L ([0, 27]; W1=3/2(R2))))2. De la méme

maniére, (¢)e > o admet une sous-suite également notée (¢€)c = o qui converge a 2 échelles vers
une fonction ® dans L (0, T; L ([0, 2x]; W23/2(R?))).

. Nous écrivons ’équation de transport (3.23.a) sous la forme suivante :

1
Of + AT VI +-L - Vf =0, (3.36)
€

ot A€ et L = M x sont définis par

€ _ 0 _ 0 I
A(Xat)—( EE(X,t)+H1(W1E)X) ) M—( I, 0 ) , (3.37)
ou I est la matrice identité 2 x 2. Alors nous avons
o cos(T)Iy  sin(r) I
© = ( —sin(7) Iz cos(t)Iy )’ (3.38)

En appliquant le théoréme de Frénod-Sonnendriicker, nous montrons que F' et £ vérifient
F(x,v,7,t) = G(cos(T) x — sin(7) v,sin(7) x + cos(1) v, t) , (3.39)

ou G vérifie

2w
6,5G(y,u, t) + / G_UMA(GUJW ( i ) , O, t) dO’ . vy,uG(y7u7 t) = 07
0 (3.40)
1
G(ya u, O) = 2_ fO(Y7 u) )
0
avec A défini par
0
Al v 1) = ( Ex,7,t) + Hi(wr0)x ) ' (3-41)

Nous reconnaissons alors les équations (3.29), (3.30.a) et (3.30.b). Les équations (3.30.c) et
(3.30.d) s’obtiennent de la fagon suivante : en multipliant (3.23.c) et (3.23.d) par ¥ (x, £,t)
ol Y = (x, E, t) € D([O, T) x RQ;C%" ([O, 277])), et en intégrant sur [0,7) x R2, nous obtenons
les passages a la limite 2-échelles suivants :

T 27 T
t
/ Vx¢5(x,t)z/1(x, —,t) dxdt — / / Vx®(x,7,t) (%, 7,t)dx dt dr ,
0 Jr2 € 0 0 JRr2

T 27 T
/ Ax¢6(x,t)z/1(x, E,t) dx dt — / / Ax®(x,7,t) (%, 7,t) dx dt dr ,
0 JRr? € 0 0 JRr?
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/oT/R< R fé(’““”(“) #)(x,é,t) dx dt
- /02# /OT /R (/R F(x,v,7,1) dV) O(x, 7, t) dx dt dr .

Nous pouvons formuler le méme théoréme pour le modéle (3.1) :

Théoréme 17. Supposons que la disribution initiale fy vérifie les propriétés suivantes :

(i) foe Lt (RQ; |T|d7’d’l}7«) N LP(RQ; |T|d7’d’v7«) pour p > 2,

(ii) fo(r,v,) > 0 pour tout (r,v,) € R?,

(i) / (r* +v2) fo(r,v,) |r| dr dv, < +o0 .

R2

Alors la suite de solutions (f€, ES)e>o du systéme (3.1) est bornée indépendamment de € dans
L>(0,T; L*(R?, |r|drdvr)) x L>(0,T; WH3/2(R, |r|dr)). Quitte a en extraire des sous-suites, f€
converge 4 2-échelles vers une fonction F' dans L“(O,T;L;"([Oﬂw];LQ(RQ; r|drdv,))) et EX
converge & 2 échelles vers une fonction &, dans LOO([O,T);LO#O([O,27T];W1’3/2(R; r|dr))) telles
que, en posant G € L*([0,T); L*(R?; |q|dgqdu,)) telle que

F(r,vy,7,t) = G(cos(t) r — sin(7) vy, sin(7) r + cos(7) vy, t) , (3.42)

G et & vérifient le systéme d’équations suivant :

0,G(q,up,t) — / i sin(o) [Er(cos(cr) q +sin(o) u,, o, t)

+—IQ2(:1) Hi (w1 0) (cos(o) g + sin(o) ur)} do 0yG(q, ur,t)

2m
+/ cos(o) [ST(COS(U) q + sin(o) u,, o,t)
0
—i—% Hi (w1 0) (cos(o) g + sin(o) ur)} do 0, G(q,ur,t) =0,
G(Qa Up, t = 0) = % fO((L u’l“) )

% O (r&(r,7,t)) = /R G(cos(t) r — sin(7) vy, sin(7) r + cos(7) vy, t) dv,

(3.43)

ot Iy est lindicatrice de Q.

3 Meéthode semi-lagrangienne 2-échelles

Comme cela est dit dans 'introduction du chapitre, 'objectif est de construire une approxima-
tion de la solution (f€, EX) de la solution de (3.1) en se basant une discrétisation semi-lagrangienne
du modele (3.43). En effet, en reprenant le principe énoncé dans 'introduction de cette thése, le
principe d’une méthode semi-lagrangienne 2-échelles pour résoudre (3.1) est le suivant :

1. nous approchons la solution (G, &,) de (3.43) par un couple (G, &, ) obtenu a laide d’une
méthode semi-lagrangienne en arriére,

2. nous construisons une approximation de F en nous inspirant du lien entre F' et G en (3.42) :
Fy(r, v, 7,t) = Gp(cos(t) 7 — sin(7) v, sin(7) 7 + cos(7) v, t) (3.44)
3. nous approchons f€ de la fagon suivante :

t
fe(ryv,t) =~ 271'Fh(7", Uy, —,t) ) (3.45)
€
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La principale difficulté consiste donc & calculer une approximation de (G, &) : en effet, les rotations
d’angle 7 présentes dans le calcul du terme source de (3.43.c) ainsi que les rotations d’angle o sous
les intégrales de (3.43.a) nécessitent de prendre des dispositions particuliéres quant au maillage de
I’espace des phases.

Nous rappelerons dans un premier temps les bases d’une méthode semi-lagrangienne en arriére,
puis nous présenterons 2 approches différentes permettant de simuler correctement les rotations
dans ’espace des phases : la premiére se basera sur un agrandissement du domaine de simulation,
tandis que la deuxiéme se basera sur une famille de maillages mobiles. Afin de valider les résultats
produits par ces 2 nouvelles méthodes numériques, nous les comparerons aux résultats que produit
une méthode semi-lagrangienne en arriére appliquée au modele (3.1).

3.1 Meéthode semi-lagrangienne

Dans ce paragraphe, nous rappelons les bases d’'une méthode semi-lagrangienne pour discrétiser
le modéle suivant :

Orf(x,t) +U(x,1) - Vi f(x,1) =0, (3.46)

ol (x,t) e xRy (RCR"),et U: QxR — R
Une méthode semi-lagrangienne est basée sur la résolution des caractéristiques de ce modéle,
c’est-a-dire les solutions X(¢) du systéme

aX(t) =U(X,t). (3.47)

En effet, en supposant que ce systéme admette des solutions, la fonction f est alors constante le
long de ces caractéristiques car

o ( F(X(), t)) -0, (3.48)

ce qui nous permet d’écrire
fF(X(t;x,5),t) = f(x,5), (3.49)

ou t — X(t;%, ) est la solution de (3.47) avec la condition X(s;x,s) = x.

Principe de base d’une méthode semi-lagrangienne en arriére

Ici, nous allons utiliser une méthode semi-lagrangienne dite en arriére'. Le principe est le
suivant : en considérant un maillage de 2 constitué des points x;, ainsi que 2 instants successifs t,,
et 41, nous avons

f(X(tn;Xi,tn+1),tn) = f(Xi,thrl) . (350)

Si la solution f est connue a 'instant t,,, il nous suffit donc de calculer X(t,,; X;, tp+1) pour connaitre
f(xi,tnt1). Comme cela est illustré dans la figure 1, nous considérons la caractéristique passant
par x; a l'instant ¢,,41 et nous la remontons de 'instant t,11 jusqu’a t,,. Méme si x; est un noeud
du maillage, il arrive la plupart du temps que X(t,;X;, tp41) n'en soit pas un. Dans ce cas, nous
remplagons (3.50) par

f(X’i; tn+1> ~ Hf(X(tTHX’L; tn+1>; tn) 9 (351)

ot II est un opérateur d’interpolation construit sur les points x;.

1. Il existe aussi des méthodes semi-lagrangiennes dites en avant : elles seront détaillées dans le chapitre suivant
et s’appuient sur la relation f(X(tn+1; xi,tn),t,hq) = f(xi,tn).
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tn+l

FIGURE 3.1 — Méthode semi-lagrangienne en arriére.

Calcul des caractéristiques

La principale difficulté se situe donc au niveau du calcul de la caractéristique X (¢;X;, tnt1),
solution du systéme

{ g(X(t) = U(X(),1),
X(tn-i-l)

X -

(3.52)

Dans la plupart des cas, il est difficile de trouver une solution explicite de cette équation dif-
férentielle ordinaire, et donc de calculer une approximation de ¢ — X(t;X;,t,+1) & Paide d’une

méthode numérique. Dans cette situation, il est nécessaire d’utiliser une méthode d’ordre 2 afin
d’assurer la convergence du schéma semi-lagrangien (voir [4]).

E. Sonnendriicker et al. ont proposé dans [62] une méthode d’ordre 2 permettant de résoudre

ce systéme. Le principe est le suivant : en supposant que la distribution f est connue & l'instant
tn_1 = t, — At, nous avons

S Xistng1) = f(X(tn-15%i, tng1), tno1) (3.53)

ol tyy1 = t, + At. En faisant un développement limité de I’équation (3.52.a), nous obtenons

X(tnfl; Xy tn+1) =X; — 2d? 5 (354)
ott d? est la solution du probléme de point fixe suivant
d} = AtU(x; —d},t,) .

(3.55)
Dans la plupart des situations, U(:,¢,) n’est connu qu’aux noeuds du maillage considéré, i.e. les
points x;. De ce fait, il faut remplacer (3.55) par

d? = AtTIU(x; — d?, 1) ,

(3.56)

(0]
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ot IT est un opérateur d’interpolation. Alors, en supposant que la fonction x — ITU(x,t,) soit
suffisamment réguliére, nous avons le développement limité suivant :

d} = AtU(x;,t,) — At Vi (ITU) (x5, t,) A7 + O(|d}[?)

) (3.57)
= AtU(x;,t,) — AtV (ITU)(x;,t,) A + O(AL7).
Nous obtenons donc une approximation d’ordre 2 de d’ de la forme
A7 = At (Id + At Vi (TU) (x5, 1)) " x U(xy, bn) - (3.58)

Avec cette méthode d’approximation de X(t,—1;X;,%,41), la méthode semi-lagrangienne est la
suivante :

1. en supposant que f est connue & l'instant t,_; et que U l'est & l'instant ¢,, nous calculons
les d? en utilisant la formule (3.58),

2. nous calculons f a linstant ¢,41 de la fagon suivante :
f(Xl', tn+1) = Hf(XZ —2 d;l, tnfl) . (359)

Afin d’initialiser cette méthode, nous calculons dj/ % en utilisant la formule suivante

dl/g _ At ( At

-1
V=5 (1d+ 5 v U)(xi,to)) x U(xi, to) (3.60)
puis nous calculons f au temps t; de la facon suivante :

f(Xi,tl) = Hf(xi — 2d1/2,t0) . (361)

7

Splitting de Strang

Lorsque la valeur de n devient trop élevée, 'approximation (3.51) nécessite des étapes d’inter-
polations nD qui peuvent étre trés cotiteuses en temps de calcul. De plus, s’il n’est pas possible de
résoudre les caractéristiques de maniére exacte, la méthode proposée par E. Sonnendriicker et al.
rappelée ci-dessus nécessitera également des interpolations nD supplémentaires afin de résoudre les
problémes de points fixes en utilisant la formule (3.58). Une solution alternative consiste & utiliser
un algorithme de splitting de Strang pour approcher f(-,t,4+1) & partir de f(-, ).

Supposons que 1’équation de transport (3.46) puisse s’écrire sous la forme

8tf(X1,X2,t) + Ul(xlax27t) ! Vx1f(xlvx27t) + UQ(X15X27t) ' VX2f(X1,X2,t) = 07 (362)

U ( g; ) , (3.63)

et Vx, - Up = Vx, - Uz = 0. Alors la solution exacte de cette équation de transport vérifie

avec

J(x1, %0, tng1) = f(X1 (tns (X1,%2), tng1), Xo (tn; (X1, X2), tng1) s tn) (3.64)

ou les fonctions t — X (t; (xl, X2), th) et t — Xo(t; (xl, X2), tn+1) sont la solution de

hXi(t) = Ulgxl(t),xz(t),tg,

0 Xa(t) = Uy(Xy(t),Xa(t),t),

Xl(tn2+1) _ Xf’ ! 2 (3.65)
X2(tn+1) = X9 .

Le splitting de Strang consiste a approcher f(x1,X2,t,+1) de la fagon suivante :
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1. nous résolvons

{ 6tg(X1,X2,t) + Ul(xlux27t) : vx1g(x17x27t) = 07 (366)

g(Xl,Xg,tn) = f(Xl,Xg,tn),
sur un demi-pas de temps. En notant f, la solution exacte de cette équation de transport,
nous avons :

f*(XhXQa tn-l—l/?) = f* (Xl (tna (X17X2)7tn+1/2)7x27tn)
= F(X1 (tn; (x1,%X2), tpg1/2)5 X2, tn)

étant donné que Vy, - Uy = 0. Dans cette équation, la fonction ¢ — X; (¢; (X],XQ), tn+1/2)

est la solution de
{ 8tX1 (t) = Ul (Xl(t)ax27t) )
Xi(tng12) = X1.

Si f(-,+,tn) n'est connue qu’aux noeuds (X1, X2,;) du maillage du domaine de simulation,
nous pouvons remplacer 1’égalité (3.67) par

f*(xlax% tn+1/2) ~ Hlf(Xl (tn; (X17x2)7 tn+1/2)7x27 tn) ) (369)

ou II; est un opérateur d’interpolation basé sur le maillage (x1;);.

(3.67)

(3.68)

2. Nous résolvons ensuite

{ 0rg(x1,%2,t) + Ua(x1,X2,t) - Vx,9(x1,X2,1) =0,

3.70
g(Xl,Xg,tn) :f*(xlax27tn+l/2)7 ( )

sur un pas de temps. En notant f,, la solution exacte de cette équation de transport, nous

avons
Fore (X1, X2, tng1) = fun (%1, X2 (B3 (%1, %2), tng1) , tn) (3.71)
= fu(x1, X2 (tn; (X1, %2), tnt1) , Engr/2) 5 '

étant donné que Vy, - Us = 0. Dans cette équation, la fonction ¢ — Xa(t; (xl, X2), tn+1) est

la solution de
{ 9 Xa(t) = Us(xy,Xa(t),t),
Xo(thy1) = Xa2.

Comme dans I’étape précédente, si fi(-,,t,41/2) n’est connue qu’aux noeuds (x1,,%2,5) du
maillage, nous pouvons remplacer (3.71) par

Jore (%1, %2, tng1) = T fo (%1, Xo (tn; (X1, %2), tng1) s tnsr1/2) 5 (3.73)

ot ITy est un opérateur d’interpolation basé sur le maillage (x2;);.

(3.72)

3. Nous résolvons

{ 8tg(X1,X2,t) =+ Ul(xlaXQat) ! vx1g(X17X23t) = O? (374)

g(xlax27tn+1/2) = f**(xlax%tn-i-l) >

sur un demi-pas de temps. En notant f... la solution exacte de cette équation, nous avons

For (%1, %2, trg1) = fronn (X1 (Eng1)2; (X1, X2) tns1) s X2, g1 /2)

(3.75)
- f** (Xl (tn+1/2; (xl ) X2)7 tn-l—l) , X2, tn+1) )
ou t — Xy (t; (xl, X2), th) est la solution de
atXI (t) = Ul (Xl (t)7 X2, t) 3
3.76
{ Xl(tn+1) = Xi. ( )

Comme dans les étapes précédentes, si f,. n’est connues qu’aux noeuds (x1 ;, X2 ;) du maillage,
nous pouvons remplacer 1’équation (3.78) par

J(x1,x2,tny1) = I fus (Xl(tn+1/2; (X1,%2), tnt1), X2, tpg1) - (3.77)
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4. Nous considérons finalement ’approximation suivante :
F(X1, X2, tnt1) & frnn (X1, X2, tnt1) - (3.78)

Si nous pouvons résoudre (3.66), (3.70) et (3.74) de maniére exacte, alors ’approximation de
f(x1,X2,tn41) proposée en (3.78) sera d’ordre 2 en t (voir Forest [23] et Yoshida [63]). Dans le cas
contraire, le splitting de Strang peut tout de méme produire une approximation (3.78) d’ordre 2
en t & condition que les équations de transport (3.66), (3.70) et (3.74) soient également résolues
par des méthodes numériques d’ordre 2 ou plus en ¢.

3.2 Meéthode semi-lagrangienne 2-échelles

Dans ce paragraphe nous construisons une méthode semi-lagrangienne permettant de discrétiser
le modeéle (3.43). Les caractéristiques de ce systéme sont les solutions de

2.Q() = (£1)(Q).Ux(t),1),
{3tUr(t) = <5;)§Q(t),UT(t),t§ (3.79)

)

ot (&1) et (&) sont définis par

(E1)(q,ur t) = —/0 7Tsin(a) {8 (cos(0) ¢ + sin(o) ur, 0, t)
) Hi(wy o) (cos(o) g + sin(o) ur)} do

)
Ig(w1)
om 2m (3.80)
(&) (q,up,t) = /0 cos(o){f,’ (cos(o) q + sin(o) uy, 0, t)
Ig(w
2

L2 1) Hi(wy o) (cos(o) g + sin(o) uT)} do .

Nous constatons que, dans le cadre de I’équation de transport (3.43.a), effectuer un splitting de
Strang fait perdre le caractére conservatif du transport qui est modélisé. Nous allons donc utiliser
la méthode d’E. Sonnendriicker et al. décrite en page 76. En notant G™ et £ les approximations
de G(-, -, tn) et EX(-,+,t,), une itération de cette méthode s’écrit :

1. En supposant que G"~! et G™ sont connues, nous calculons £" en résolvant 1’équation

(3.43.a) :
1 e
- / / s G"(cos(1)s — sin(7)vr,
qJo Jr
EMNq, 1) ==& (—q,7) = sin(7)s + cos(7)vy) dsdv,  siq >0, (3.81)

0 sinon.

2. Nous calculons (£]") et (£F) :

(EM(q uy) = —/ sin(o cos(o) g + sin(o) ur, o)
1)
(3.82)
(EM(q,ur) = /0 cos(o [ cos(o) q + sin(o) ur, o)

) g

)[er
2( Hy(w;0) (COS(U) q + sin(o) uT)} do,
ol
2w

Hi(wy o) (cos(o) g + sin(o) uT)} do .

3. Nous calculons df(q, u,) et d5 (g, u,) en utilisant la formule suivante :

(i ) = 2™ (1) 68
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ot la matrice A™(q,u,) est définie par

0y (€M) (g, ur) 0, (1)) (g ur)
A"(q,u,) =1Id + At . (3.84)

04 ((€3)) (g, ur)  u, ((€3)) (g ur)

4. Nous calculons G*t1 :

G (q,u,) =TIG" 1 (q —2d}(q,ur), ur —2d5(q, ur)) . (3.85)
5. Nous sommmes alors en mesure de reconstruire une approximation de f¢ a l'instant ¢,4;
donnée par
tn
FE(ry o tan) ~ 20 (ry 0, 222 (3.86)
€
ot F"H! est définie par
F™(r v, 7) = G (cos(1) 1 — sin(7) vy, sin(7) 7 4 cos(T) vy.) . (3.87)

Discrétisation sur un maillage de ’espace des phases étendu

Comme cela a été noté en page 73, il convient de préter attention aux rotations présentes dans
le calcul du terme source de (3.43.c) dans les termes de transport de (3.43.a). En général, le support
de la fonction fy est inclus dans un pavé 2 C R? de la forme [~ R, R] x [~vg,vg]. Cependant, lors
du calcul de &(+,-,0), il est nécessaire de calculer fo(cos(T)r — sin(7)v,,sin(7)r + cos()v,). 1l
est donc recommandé d’agrandir le domaine de simulation & Q' = [—Q, Qm] X [=Um, Un] avec
Qm > R+ vg et U, > R+ vg afin de ne pas perdre de particules, comme la figure 3.2 l'illustre.

Avr

—R—wp R-i—UR)

FIGURE 3.2 — Support de (r,v;) — fo(r,v.) et de (r,vr) — fo(cos(T)r — sin(r) vy, sin(r) r +
2

cos(T) vy) avec T = 2L,
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Nous associons alors a Q' le maillage M (€') défini par

M) = { (@i ur) = (80,5 A0,) 1 i= =Py Py j = =Parse o, Pu, | (3.88)
ou Aq = PQZIl et Au, AT Nous considérons également le maillage de [0, 27] suivant :

M([O,27T]):{Tm:mAT : m:O,...,PT}, (3.89)

avec AT = P 5. Enfin, nous supposons que le pas de temps At est fixé pendant toute la si-
mulation et nous notons t, = nAt. En notant G™ 'approximation de G(-,-,t,) sur M (') e
EP Iapproximation de (-, -, t,) sur M ([=Qm, Qm]) x M ([0,27]), la méthode semi—lagrangienne
s’écrit :

1. En supposant que G™ et G" ! sont connus sur M ('), nous calculons £” sur M([—Qm, Qm]) X
M ([0,27]) en discrétisant la formule suivante :

1 qi
— / / s G"(cos(Tp)s — sin(m vy,
4 Jo JR

Er(qi, ™m) = Sin(7p)s + cos(Tm vy ) dsdv,  sii >0, (3.90)
0 sinon,
pour tout i > 0, avec £™(qi, Tm) = —EM(—qi, Tm) lorsque i < 0. Etant donné que le support

de G™ est supposé inclus dans €, nous pouvons remplacer I'intégrale sur R ci-dessus par une
intégrale sur [—U,,, U,,]. De plus, étant donné que G™ n’est connu qu’aux noeuds du maillage
M(€), il est indispensable de remplacer G™ par IIoG™ dans la formule ci-dessus, ot Il est
un opérateur d’interpolation par splines cubiques 2D sur les points (g;, u,;). De ce fait, en
utilisant une méthode de trapézes pour approcher I'intégrale ci-dessus, nous obtenons

P,

EMNGisTm) = A;T Z 2 G™(cos(Tm ) qi — Sin(To )ty 4, SIN(Tm ) @i + COS(Tin Jur ;)
g :“f“ (3.91)
2
+ z Z kT2 G™ (cos(Tim )qr — Sin(7o, )ty j, Sin(7m )qr + cos(Tm)urj) ,
k=1
pour tout ¢ > 0.
2. Nous calculons (E7") et (1) sur M (') a partir de £ :
27
(EMN i, ury) = —/ sin(o) {Sf(cos(a) q; + sin(o) ur;, 0)
0
I
4—M Hi(wy o) (cos(o) g; + sin(o) urj)} do,
(3.92)
(ENqisury) = / cos(o [ " (cos(o) ¢; + sin(o) ur, 0)
i 2( 1) Hi(wy o) (cos(o) g; + sin(o) urj)} do .

Etant donné que £ n’est connu qu’aux noeuds du maillage M([—Qm, Qm]) X M([O, 27r]),
il convient de remplacer £ par II; £ ou II; est un opérateur d’interpolation par splines
cubiques 1D sur les points ¢;. En utilisant une méthode de rectangles, nous obtenons ’ap-
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proximation suivante de (') et (EF) :

P,

EMgiurj) ~ —AT Z sin(rm)[Hlff(cos(Tm)qi + 8in(7m) U j» Tim)
m=0
I
—l—M Hy (w1 ) (€08(Tm) ¢i + sin(7m) urj)} ,
P 2m (3.93)
(E8) @i ury) A~ AT Y c0s(rm) [THE] (c08(rm) g; + Sin(in) tr s 7n)
B I
+%:1) H, (Wl Tm) (cos(Tm) q; + Sin(Tm) urj)} .
3. Pour tous i = —Fy,..., Py, j = —Py,,..., Py, , nous calculons dy; ; et d3, ; en utilisant la

formule suivante :

(o) =aean (e ). o9

ou la matrice Aj’; est définie par

Oq (T2 (1)) (s> trj)  Ou, (T2(E7)) (g1 urj)
A7, =1d + At . (3.95)

8q (H2 <5§L>) (Qia urj) 871«7‘ (H2 <5§L>) (Qia Urj)
4. Nous calculons finalement G"*! sur M(Q') en interpolant G"~! :
Gn+1(Qi7 urj) = Han_l(Qi - 2d711,i7j7u7‘j —2dy ) . (3-96)

21,5

5. Nous pouvons alors sauvegarder 'approximation de f¢(-, -, t,+1) donnée par

fe(ryvp, tyyr) = 2m G Y (cos (t"%)r — sin (t"“)UT,sin (t"%)r + cos (ﬂ)vr) . (3.97)

€ €

Discrétisation sur une famille de maillages mobiles

Comme nous avons pu le constater ci-dessus, il est nécessaire d’agrandir le domaine de simu-
lation si nous voulons nous assurer de ne pas perdre de particules tout au long de la simulation.
Par conséquent, il est recommandé d’augmenter les valeurs de F; et P, afin de garder une bonne
interpolation sur M (), méme si fo est nulle sur une grande partie des noeuds de ce maillage
étendu.

Dans ce paragraphe, nous présentons une approche différente, permettant de s’affranchir de
cet agrandissement du domaine de simulation et du maillage associé : nous supposons comme
dans le paragraphe précédent que le support de la distribution initiale fy est inclus dans un pavé
Q = [-R, R] x [~vg,vg]. Nous reprenons également le maillage M ([0, 27]) défini en (3.89). Nous
définissons également la fonction + par

v: R2x[0,2n] — R? (3.98)
(r,v,,7)  +—— (cos(r)r —sin(r) v, sin(r) r + cos(r) v;.) '
puis, pour tout 7 € [0, 27], le domaine €(7) et son maillage associé¢ M (Q(7)) par
Q(r) =v(@x {r}) cR?,
(3.99)
M(Q(T)) = {V(TivajaT) D= _PTa"'vpraj: _P’Urv"'vp'ur}v
avec 1y = iAr, v.; = jAv,, Ar = % et Av, = P:’TR_'H.

L’idée principale de cette nouvelle approche consiste a approcher (r,7) — &.(r,7,t,) sur le
maillage M ([—R, R]) x M([0,2x]), et & approcher (r,v,) — 27 F(r, vy, T, t,) sur le maillage
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M (), tandis que (g,u,) — G(g,ur,t,) sera approchée sur le maillage M (Q(7,)) pour chaque
Tm € M ([0, 27]).

Cette approche est similaire & celle de J. Lang et al. [42] dans laquelle il est question d’utiliser un
maillage qui évolue en fonction du temps afin de réduire la diffusion numérique. Cependant, dans
notre cas, la famille de maillages (M (Q(Tm)))m:O ..p, e dépend que de M(Q) et de M ([0, 27]),
et est donc fixée de fagon définitive au début de la simulation.

Avr
®------ - - h e *------ *------ *
: :
: :
: :
: :
' :
. *
v X
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v '
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[ —— [ &--au-- [ . &--eue- &--au-- .

FIGURE 3.3 — Maillage M (Q) = M (2(0)) et support de (r,v,) — fo(r, vy).

Comme premiére conséquence, nous avons 1'équivalence suivante :
Supp(fo) CQ — Supp((r, vp) = foox(r, v, T)) C Q(7) pour tout T € [0,27].  (3.100)

Ce résultat est illustré par les figures 3.3, 3.4 et 3.5, ot nous avons représenté le support elliptique
d’une distribution de Kapchinsky-Vladimirsky (voir les travaux de F. Filbet et E. Sonnendriicker
[22], I.-M. Kapchinsky et V.-V. Vladimirsky [39], ainsi que M. Reiser [55]). Nous constatons alors
qu’il n’est pas nécessaire d’agrandir le domaine d’étude ) pour éviter les pertes de données. De
plus, I'équation (3.42) se réécrit sous la forme suivante :

F(r,vp, 7,t) = G(v(r, v, 7),t) . (3.101)
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FIGURE 3.4 — Mailage M (€(5)) et support de (r,v,) — fo o y(r,v,, 3).

FIGURE 3.5 — Maillage M(Q(%’r)) et support de (r,v,.) — fo o y(r, vy, %’r)

En considérant cette nouvelle approche, la méthode semi-lagrangienne présentée dans le paragraphe
précédent s’en trouve modifiée. En fixant un pas de temps de la forme

At =e K AT, (3.102)
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oit K € N*, et en notant G I'approximation de G(-, -, ¢,,) sur les noeuds des maillages M (Q(7,,)),
une itération se déroule de la fagon suivante :

1. en supposant que G™ et G"~! sont connues sur M(Q(Tm)) pour chaque 7,,, € M([O,27r]),
nous calculons £ en discrétisant la formule suivante :

1 [
;/0 /RSGW(’}/(S,UT,Tm)) dv,.ds sii>0,
) —_ 7

EN(riymim) = =& (=i, Tm) =

(3.103)
0 sinon,
pour tout ¢ =0, ..., P. et pour tout m = 0,..., P;. Le support de G™ov(-, -, 7,,) étant supposé

inclus dans Q(7,,), nous pouvons remplacer I'intégrale sur R ci-dessus par une intégrale sur
[~vR,vR]. En utilisant une méthode de trapézes, nous obtenons 'approximation suivante :

Pu i—1
Ar Av, . 2
EN(riyTm) =~ rev Z (G”(v(ri,vTj,Tm)) + A Z an(’}/(’f‘k,’UTj,Tm))> . (3.104)

2 )
j=—Py, k=1

2. Nous calculons (£]") et (£3') sur chaque maillage M (Q(7,,)) :
() (v(ri, vrj, )
2m
=_ / sin(o) [é’f(cos(o — Tin) T3 + SIn(0 — Tn) Urj, 0)
0
1
L lolwn) o
2m
(€3) (v(ris vy, 7))
2
= / cos(o) {Sf(cos(a — Tin) Ti + sin(o — 7n) V1, 0)
0

I
n o(w1)
2T

1(w10) (cos(o — ) i + sin(o — 7,) ”rj)} do
(3.105)

Hi(wy o) (cos(o — 7)) 7 + sin(o — 7,) vrj)} do .

Etant donné que & est connu sur M ([-R, R]) x M ([0,27]), il est nécessaire d’interpoler
EN(-,Tm) en utilisant un opérateur d’interpolation : nous choisissons 'opérateur de splines
cubiques 1D II; sur les points r;. Alors, en utilisant une méthode de rectangles afin d’appro-
cher les intégrales sur [0,27], nous approchons (E7") (v(ri, vrj, Tm)) et (€Y (v(ri, vrj, Tm)) de
la fagon suivante :

<g{1>(7(riuvrj77—m))
P,
~—AT Z sin(7x) {Hlf,’f(cos(m — Tm) Ti +sin(Tp — T ) Ur j, Tk)
k=0

I
+ % Hy(wy 1) (COS(Tk — Tim) Ti + sin(7, — 7o) UTj)} ,

(€3 (v(riy vrjs Tm))
P,
~ AT Z cos(y) [Hlé'f(cos(m — Tm) T +8I0(Th — T) Ur Tk)
k=0
Ig(w1) i,
21w

(3.106)

+

(w1 Tk) (cos(Th — Tmn) 5 + SIN(Th — 7)) UTj)] .

3. Nous résolvons les problémes de point fixe suivants :

— At ( (1) (v(ris vrg, Tm) = ) ) . (3.107)

ar i
<5£L> (’Y(T’ia v’r‘jv Tm) - d?,],m)

?,7,m
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Pour cela, nous définissons 'opérateur d’interpolation II5* sur (7,,) de la fagon suivante :

g : Q) — R

- _ , 3.108
(@) — TIg(gu) = M09 (v(g, trs 7)) (8-108)

ou I = IIy est un opérateur d’interpolation par splines 2D sur Q. Alors, nous calculons
dy;,, en nous inspirant de (3.58), c’est-a-dire

=t (RGN ) 5109

Etant donné que nous travaillons sur Q(7,,) et que 'opérateur ITI5* est défini sur ce domaine,

la matrice A7, est définie par

n Hm<€">(’y('r‘i,'ur '7Tm)) )
A =Id+ AtV,, 2L J
J o ( H2 <g2>(’7(7‘ivvrj77—m))

—1d + At ( COS Ty SINT, ) X (VMT ( g:égii ))( e oes ). (3.110)
)

—sin7, cosTy,
4. Nous calculons finalement G™"*' sur chaque maillage M ( (T ) en interpolant G*~1 :
G™ 1 (y(ri, Urjy Tm)) = 3G (v (7, vrjy Tm) — 2d};,, ) (3.111)
5. Nous sauvegardons 'approximation de f¢(-,-,t,41) sur M () donnée par
fE(risvpj, tng1) =27 Gt ('y(n-, vrj,T(n+1)K)) ) (3.112)

Il est évident que, sur un tel maillage, la méthode semi-lagrangienne 2-échelles nécessitera un
temps de calcul bien plus important qu’avec un maillage du type M () défini en (3.88). Cependant,
elle permet de s’affranchir d’une interpolation 2D lors du calcul du champ électrique a I’étape 1, et
donc de la diffusion numérique introduite & cette occasion. De la méme fagon, grace a ce maillage et
a la définition (3.102) du pas de temps, nous pouvons également nous affranchir d’une interpolation
2D lors de la reconstruction de 'approximation de f€ en (3.112).

4 Reésultats numériques

Dans ce paragraphe, nous présentons quelques résultats numériques avec pour objectif de valider
numériquement les méthodes semi-lagrangiennes 2-échelles présentées dans les paragraphes 3.3 et
3.4. Pour cela, nous allons suivre la méme démarche que celle d’E. Frénod et al. dans [28] : dans
un premier temps, nous effectuerons des tests sur des cas linéaires, ou le champ électrique auto-
consistant est supposé nul, ce qui permet de calculer analytiquement la solution G du modéle (3.43)
selon I'expression de H;. Nous présenterons ensuite des résultats obtenus sur des cas non-linéaires,
situations dans lesquelles il est généralement impossible de trouver une expression analytique de
la solution G de (3.43). Afin de valider les résultats produits par les méthodes 2-échelles, nous les
comparerons a des résultats que nous pouvons obtenir d'une méthode semi-lagrangienne classique
appliquée au modéle (3.1).

4.1 Discrétisation du modéle non-homogénéisé

Afin de valider les résultats produits par les méthodes 2-échelles, il sera nécessaire de ré-
soudre directement le modéle (3.1). Dans ce paragraphe, nous présentons donc une méthode semi-
lagrangienne en arriere classique appliquée a ce modéle. Etant donné que E; et = ne dépendent
pas de v,., nous pouvons envisager un splitting de Strang sur I’équation de transport (3.1.a) sans
perdre son caractére conservatif. D’aprés ce qui a été rappelé dans le paragraphe 3.1, une telle

méthode sera d’ordre 2 en temps, méme si les équations

Org + % Brgs =0, (3.113)
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et
Ahgs + (Ey 4+ E7) 0v,95 =0, (3.114)

sont résolues avec des schémas d’ordre 2 en temps.

Si nous couplons (3.114) avec I’équation de Poisson (3.1.c) ainsi que des conditions aux bords
nulles en 7, nous constatons que Ef est stationnaire : en effet,

%ar (r OuES(r,t)) = _/R ((E;(r, £) + E(r, 1)) Do, g5 (r, vy, t)) dv, = 0. (3.115)
Par conséquent, pour tous s,t > 0, les solutions respectives g§ et g5 de (3.113) et (3.114) vérifient
gi(r,vp,t) = gi(r+ t;Svr,vr,s), (3.116)

et .
gs5(r, v, t) = g5 (T, v+ (t — 8) Ex(r,to) + /S = (r, 1) dt, s) , (3.117)

pour tout ¢y compris entre s et t. Selon I'expression de =, nous pouvons envisager un splitting

basé sur la résolution exacte de (3.113) et de (3.114), mais nous pouvons également considérer
I’approximation d’ordre 2 suivante

¢
_ t
/ E¢(r,t)dt ~ (t — s) E;(T,S; ), (3.118)
sans cela n’affecte 'ordre de la méthode de splitting.
Comme dans les paragraphes précédents, nous considérons le domaine Q = [— R, R] X [—vg, Vg]

avec R et vy suffisamment grands pour que le support de f€ reste inclus dans §2. Nous nous donnons
le maillage uniforme M (€2) défini par

M(Q) = {(ri,vrj) —(AMjA,) :i=—Py..., P j= —PUT,...,PUT}, (3.119)

ou Ar = % et Av, = Nous nous donnons les opérateurs d’interpolation 1D par splines

VR
P, +1°
cubiques II, et I, . Enfin, nous notons f¢ lapproximation de f¢(-,-,t,) et ES 'approximation de
E&(-,tn). Le modéle (3.1) est alors discrétisé avec le splitting de Strang de la fagon suivante :

1. En supposant que les fy(r;,v,;) et Ej (r;) sont connus, nous faisons une demi-advection en
vy et nous définissons f¢ par

At

tnt1/2
Fe(ri vpg) = Ty £ (r vy = 5 Balri) - /t =€ (14, 1) dt) . (3.120)

2. Nous faisons une advection en r et nous définissons fg, par

c . At
f**(T’iavTj):HTf* (Ti_Tvrj;vrj) . (3121)

3. Nous calculons E,; en discrétisant

1 Ti VR .
— sfe(s,v)dv.ds sii>0,
) — T 0 —UR

0 sinon,

€

i1 (ri) = —Eq (=i (3.122)

pour tout ¢ > 0. Nous choisissons en l'occurrence la méthode des trapézes, ce qui donne
I’approximation suivante :

A Py, A Py, i—1

€ Ur € v €

En—i—l(ri) ~ 2 E f**(Tivaj)+ i E E kf**(Tk5vTj)7 (3123)
Jj=—Py, j=—Py. k=1

pour ¢ > 0.
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4. Nous calculons fr_ | en faisant une deuxiéme demi-advection en v, :

At bt
f761+1(7°iavrj) =11, fi. (Tiuvrj Y fz+1(7°z') —/ Er(rist) dt) . (3.124)

tny1/2

Afin de maintenir la robustesse de cette méthode, il convient de tenir compte des termes d’ordre
% présents dans les advections. Par exemple, lorsque nous effectuons ’advection en r décrite par
Pétape 2, pour (r;,v,;) € M(R), il se peut que r; — &L v, ; ¢ [-R, R] et, de ce fait, nous obtenons
Je.(ri,vr;) = 0 car, par construction, II,.g est nul en-dehors de [~R, R] pour toute fonction g.
De part la définition du champ électrique externe =, le méme probléme peut se produire lors
des demi-advections en v,.. Il y a donc un risque de perdre des données si At est trop grand par
rapport & €. Nous pouvons nous assurer qu’il n’y a pas de probléme de ce type en imposant & At
les inégalités suivantes :

At
r; —kAr < rp — — Urj
€

IN

ri + kAT,

IN

At . tny1/2 .
A Urj — 7En(rl) + E(ri,t)dt < vpj 4 1A, (3.125)
t

At “pteis
vTj —ZAUT S v’r‘_j — 7E§+1(T,L)—/ Ee(’l",“t) dt S ’Urj“l‘lAv'r‘,

tny1/2

pour tout 4,j,m, ou k,I € N* sont fixés par I'utilisateur. Si ces inégalités sont respectées et si k
et [ ne sont pas trop grands, alors il n'y a pas de risque de perdre des données. Cependant, en
imposant ces conditions, le pas de temps At est du méme ordre que ¢, ce qui pénalise grandement
le schéma en terme de temps de calcul lorsque € devient petit.

4.2 Cas linéaires

Dans un premier temps, nous supposons que le champ électrique auto-consistant est nul. Sous
cette hypothése, le modeéle limite (3.43) se réduit a

21

.G — M /027T sin(o) H (w1 0) (cos(a) q + sin(o) ur) do 0,G
+M /277 cos(c) Hy(wy o) (cos(a) q + sin(o) ur) do 9,,G=0, (3.126)
0

27 i
G(Q7u7‘7t = O) = % fO(CLuT) .

De ce fait, sous réserve d’un choix de H; et de w; judicieux, il est possible de trouver une formule
analytique pour G, et donc une formulation analytique pour I’approximation de la solution f€ de
(3.1) que nous recherchons.

Nous considérons 4 types de simulation, notés (I), (II), (III) et (IV), pour les cas linéaires. Ces

types de simulations sont définis par

— Simulation de type (I) : nous résolvons le systéme (3.1) avec une méthode semi-lagrangienne
classique (voir §4.1), avec R = vg = 3 et P. = P, = 64,

— Simulation de type (II) : nous résolvons le systéme (3.1) avec une méthode semi-lagrangienne
classique (voir §4.1), avec R =vgr =3 et P, = P, = 128,

— Simulation de type (III) : nous résolvons le systéme (3.42)-(3.43) avec une méthode semi-
lagrangienne 2-échelles sur un maillage 2-échelles (voir §3.2), avec R = vg = 3, P. = P, = 64
et P, =16,

— Simulation de type (IV) : nous résolvons le systéme (3.43) avec une méthode semi-lagrangienne
2-échelles sur un maillage uniforme en ¢ et w, (voir §3.2), avec R = vg = 3, Qm, = Uy, =
R+vg =6, P, =P, =128 et P, = 16, et nous reconstruisons I’approximation de f¢ sur
M () en utilisant (3.97) et en prenant P. = P, = 64.
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Cas non-résonant

Supposons que wy ¢ Q. De ce fait, ’équation (3.126) permet d’affirmer que, pour toute fonction
Hy, G est indépendante de ¢, et donc identiquement égale & % fo- Alors 'approximation de f€ que
I’on recherche est donnée par

fe : (ryue,t) — fo ( cos (=) r —sin (=) vy, sin (=) 4 cos (=) vr) . (3.127)
€ € € €
16.90 16.60
1233 I 12.01
| 7.770 7.425
(I) vr \\\
<14 3.205 2.838
-2
--1.360 ~-1.750
Max: 15.96 Max: 15.96
Min: -1.359 Min: -1.734
0.0 1.0 2.0 & . ah " -
r r
16.90 16.60
12.33 I 12.01
7.770 / 7.425
3.205 . 2.838
--1.360 ) --1.750
Max: 15.96 Max: 15.96
Min: -0.6216 Min: -0.7090
-2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0
b
16.90 16.60
12.33 I 12.01
7.770 / 7.425
3.205 F 2.838
--1.360 ) --1.750
Max: 15.96 Max: 15.96
Min: -6.292e-013 Min: -5.919e-012
-2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0
r
16.90 16.60
12.33 I 12.01
7.770 7.425
3.205 2.838
--1.360 --1.750
Max: 16.86 Max: 16.60
Min: -1.196 Min: -1.581
-2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0
x b

FIGURE 3.6 — Simulations de type (I), (II), (IIT), et (IV) d’un faisceau semi-gaussien avec champ
électrique auto-consistant nul et w; = 4v/2, Hi(7) = cos(7) et € = 1072
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Dans la figure 3.6, nous pouvons observer des résultats numériques obtenus sous les hypothéses
suivantes :

— wy = 4v2 et Hy(1) = cos(1),

— fo est la distribution initiale d’un faisceau semi-gaussien, c’est-a-dire

2

"o vy,
) I[_Tm;"‘m] (T) 9 (3128)

V) = —— exp | —
fO( ) /—27_r Vi p ( 2 Ut2h

avec 1y, = 0.75, vy, = 0.1, et ng = 4,
— e=10"2

1T— O

164 +—+
1X%—X (1
L4 %—% (v)
1.2+
1.0
0.8
0.6

0.4+

0.2

time

FIGURE 3.7 — Evolution de la norme L! de la différence en la fonction f. définie en (3.127) et
Papproximation f5 calculée par les simulations (I), (I), (III), et (IV).

Etant donné qu’il est possible de calculer une expression analytique de GG, nous pouvons com-
parer les différentes approximations de f€ fournies par chacune des 4 simulations & la fonction f.
définie en (3.127). Dans la figure 3.7, nous tragons la norme L! de la différence f}, — f. ot fj, est
Papproximation fournie par chacune des simulations (I), (II), (III) et (IV).

Cas résonant

Supposons cette fois que wy est un entier supérieur ou égal a 2. De ce fait, I’équation (3.126) ne
se réduit pas forcément a 9,G = 0. Par exemple, en supposant que H;(7) = cos?(7), nous obtenons

Uy q
0G — —L8,G+ -0, G =0,
AT (3.129)

1
G(qvuTat = 0) = %fo((bu’r)v
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et donc une formule explicite pour G :

4 4

Alors 'approximation de f€¢ que 1’on recherche est donnée par

G(q, ur,t) = % fo(cos (E) g —sin (E) Uy, Sin (i) q + cos (i) ur) . (3.130)

fe o (ryup,t) — fo (cos(z + i) 7 —sin (é + i) Uy, Sin (é + i) 7 =+ cos (z + i) vr) . (3.131)

17.20 16.90
I11.95 I12.24
l 6.700 - i 7.575
@ -
! 1.450 . I 2912
--3.800 --1.750
Max: 15.96 Max: 15.96
Min: -0.8932 Min: -1.746

vr 0.0

-1.0

-2.0
--1.750

Max: 15.96

Min: -0.6843

-2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0 -2.0 -1.0 0.0 1.
r r

(I1T)

I2.9'I2

--1.750
Max: 16.88
Min: -1.457
-2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0 -2.0 -1.0 0.0 1.0
r r
t = 0.2957 t = 5.9875

FIGURE 3.8 — Simulations de types (I), (II), (III) et (IV) d’un faisceau semi-gaussien avec champ
électrique auto-consistant nul et wy = 2, Hy(7) = cos?(7) et e = 1072
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Dans la figure 3.8, nous pouvons observer des résultats numériques obtenus sous les hypothéses
suivantes :
— wy =2 et Hi(1) = cos®(7),
— fo est la distribution initiale d’un faisceau semi-gaussien, c’est-a-dire de la forme (3.128) avec
avec 7, = 0.75, vy, = 0.1, et ng = 4,
—e=1072,

Nous constatons que dans les cas résonants comme non-résonants, 1'utilisation d’une méthode
semi-lagrangienne classique nécessite un maillage en (r, v,) assez fin pour obtenir des résultats cor-
respondant a la solution attendue : en effet, comme nous pouvons le constater dans les figures 3.6 et
3.8, la simulation de type (I) produit des résultats qui ne correspondent pas au phénomeéne physique
attendu. Cela peut s’expliquer par le nombre important d’interpolations nécessaires pour effectuer
la simulation sur un temps long, du fait que le pas de temps Atypy doit étre suffisamment petit
pour vérifier les inégalités (3.125) afin de garantir la robustesse de la méthode. A titre d’exemple,
le pas de temps utilisé dans la simulation (IT) pour le cas résonant est Atyg ~ 1.5 x 1074,

D’autre part, nous constatons que les méthodes 2-échelles développées dans le paragraphe 3.2
produisent de bons résultats méme avec des maillages peu raffinés sur ? = [-R, R] X [—vg, vR] et
Q) = [-R—vg, R+vg]?. En effet, étant donné que ces 2 méthodes sont basées sur une résolution de
(3.43), le pas de temps Aty ne subit pas de contraintes liées e comme c’est le cas pour une méthode
semi-lagrangienne classique. Par exemple, nous avons choisi pour le cas résonant Aty ~ 7.4 x 1073
pour les simulations (III) et (IV). Nous réduisons alors le nombre total d’interpolations au cours
du temps de maniére significative, ainsi que la diffusion numérique que cela implique.

Cette derniére remarque rejoint les observations que nous pouvons faire sur les résultats de
la figure 3.7 : d’une part, il est clair que 'approximation f; calculée par chacune des méthodes
2-échelles est nettement meilleure que celle fournie par une méthode classique de type (I) ou (II).
D’autre part, nous constatons que l'utilisation du maillage 2-échelles réduit de maniére signifi-
cative la diffusion numérique : en effet, dans le cadre du cas non-résonant, 'erreur f, — f. en
norme L' oscille entre 0 et 0.75 lorsque que f; est obtenue avec la simulation (IV), tandis que
cette errreur est d’ordre 10~ lorsque f}, est calculée avec la simulation (III), ce qui traduit le fait
que la diffusion numérique est réduite de facon significative lorsque nous utilisons le maillage 2-
échelles. Enfin, nous pouvons expliquer les oscillations des courbes d’erreur des simulations (I), (IT)
et (IV) par le fait que nous discrétisons sur un maillage uniforme une fonction de distribution non-
réguliére dont le support tourne dans ’espace des phases sous ’action du champ électrique externe.

En conclusion, nous pouvons affirmer que les méthodes 2-échelles présentées dans le paragraphe
3.2 remplissent leurs objectifs sur des cas linéaires : elles produisent des résultats de bien meilleure
qualité qu'une méthode semi-lagrangienne classique sur le modeéle (3.1) pour un méme maillage
de l’espace des phases. De plus, nous avons pu confirmer les attentes que nous avions du maillage
2-échelles quant a la réduction du nombre total d’interpolations et de la diffusion numérique.

4.3 Cas non-linéaires

Nous supposons désormais que le champ électrique auto-consistant est calculé a partir de ’équa-
tion de Poisson (3.43.c). Dans la plupart des cas, il n’est pas toujours possible de trouver une
expression analytique de la solution G. Alors, afin de valider les méthodes semi-lagrangiennes 2-
échelles, nous devons comparer les résultats obtenus avec ces méthodes & des résultats obtenus
avec une méthode semi-lagrangienne classique appliquée au modeéle (3.1). Cependant, comme nous
Pavons constaté sur les cas linéaires, cette derniére méthode nécessite un maillage en (r, v,-) assez fin
afin de limiter la diffusion numérique. Cette contrainte est d’autant plus forte que les phénoménes
& observer sont issus des non-linéarités du systéme et se présentent sous la forme de structures
filamenteuses assez fines.

Dans ce paragraphe, nous considérerons 4 types de simulation, notés (I), (II), (III) et (IV), et
définis par
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— Simulation de type (I) : nous résolvons le systéme (3.1) avec une méthode semi-lagrangienne
classique (voir §4.1), avec R =wvr = 3 et P, = P, = 64,

— Simulation de type (II) : nous résolvons le systéme (3.1) avec une méthode semi-lagrangienne
classique (voir §4.1), avec R =vr =3 et P, = P, = 256,

— Simulation de type (III) : nous résolvons le systéme (3.42)-(3.43) avec une méthode semi-
lagrangienne 2-échelles sur un maillage 2-échelles (voir §3.2), avec R = vg = 3, P. = P, = 64
et P, =16,

— Simulation de type (IV) : nous résolvons le systéme (3.43) avec une méthode semi-lagrangienne
2-échelles sur un maillage uniforme en ¢ et w, (voir §3.2), avec R = vgp = 3, Qu, = Uy, =
R+ vg =6, P, = P, = 128 et P, = 16, et nous reconstruisons I’approximation de f¢ sur
M () en utilisant (3.97) et en prenant P, = P, = 64.

Tout comme pour les cas linéaires, les résultats produits par la simulation de type (I) sur des cas
non-linéaires sont largement faussés par la diffusion numérique. Cependant, nous tiendrons compte
de ces résultats en matiére de temps de calcul, afin de faire une comparaison avec les autres types
de simulation.

Cas non-résonant

Nous considérons ici que w; = 4v/2, Hy (1) = cos(7), € = 1072, et que fo est la distribution
initiale d’un faisceau semi-gaussien, i.e. de la forme (3.128) avec r,,, = 0.75, vy, = 0.1, et ng = 4.
Afin de garantir la robustesse des méthodes 2-échelles, nous supposons que le pas de temps
pour ces 2 méthodes, noté Aty est défini & l'aide de la formule (3.102) avec K = 5, ce qui donne
Aty =~ 0.0185. De la méme fagon, nous définissons le pas de temps Aty pour les simulations de
type (I) et (II) de la fagon suivante :
Aty
N )

ot N € N* est suffisamment grand pour que les conditions (3.125) soient respectées a chaque

instant de la simulation.
16.50 16.50
I 12.01 ! 12.01

7.525 7.525

Atng = (3.132)

3.037 3.037

—~
—
—

=

--1.450
Max: 15.96
Min: -1.444

--1.450
Max: 15.96
Min: -0.8209

-2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0
r r

-2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0

16.50 16.50
I 12.01
7.525
3.037

—1.450
Max: 16.42
Min: -1.226

Min: -0.8379

-2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0
s

FIGURE 3.9 — Simulations de types (I), (II), (III) et (IV) d’un faisceau semi-gaussien en ¢ = 1.4784,
avec Hy (1) = cos(7), w1 = 4v2 et € = 1072
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16.30 16.30
11.85 l 11.85
7.395 7.395
2943 2.943
--1510 --1.510
Max: 15.96 Max: 15.96
Min: -1.501 Min: -1.022
16.30 16.30
11.85 I 11.85
7.395 7.395
2.943 2943
--1.510 --1.510
Max: 16.21 Max: 16.24
Min: -1.050 Min: -0.7949

FIGURE 3.10 — Simulations de types (I), (II), (IIT) et (IV) d’un faisceau semi-gaussien en ¢ = 3.234,
avec Hi(T) = cos(7), w1 = 4v2 et e = 1072,

16.60 16.60

I 12.05 12.05
7.500 7.500
2.950 2.950
--1.600 --1.600
Max: 15.96 Max: 15.96
Min: -0.9798 Min: -1.596

16.60 16.60

I 12.05 12.05

7.500 7.500

am " (1V)

2.950 2.950
--1.600 --1.600
Max: 16.55 Max: 16.52
Min: -0.6581 Min: -0.7139

FIGURE 3.11 — Simulations de types (I), (IT), (IIT) et (IV) d’un faisceau semi-gaussien en ¢ = 5.544,
avec Hi(7) = cos(7), w1 = 4v2 et e = 1072,

Cas résonant

Nous considérons ici que wy = 2, Hy(7) = cos?(7), € = 1072, et que fj est la distribution initiale
d’un faisceau semi-gaussien, i.e. de la forme (3.128) avec r,,, = 0.75, vg, = 0.1, et ng = 4. Comme
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pour le cas précédent, nous supposons également que le pas de temps Aty pour les méthodes
2-échelles est de la forme (3.102) avec K = 2, ce qui donne Aty ~ 7.392 x 1073, tandis que le pas
de temps Aty pour les simulations (I) et (II) est de la forme (3.132).
16.60
I'|2.U9

16.60
2.0
12.09
7.575

7.575

2.

vr 0.0

1. 3.063 -1, 3.063

<

b}

& o
o

—~

—

—

~—

-2.

—-1.450 --1.450

Max: 15.96 Max: 16.10
Min: -1.422 Min: -0.8625

-2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0 -2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0
r r

16.60 16.60

I 12.09 I 12.09

7.575 7.575

3.063 3.063

~-1.450 ~-1.450

Max: 16.55 Max: 16.59

Min: -0.9259 Min: -1.126

-2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0
S

FIGURE 3.12 — Simulations de types (I), (II), (III) et (IV) d’un faisceau semi-gaussien en ¢t = 1.1458,
avec Hy(7) = cos?(7), wy = 2 et e = 1072

16.50
I 11.99 I 11.99
7.475 7.475
2.963 2.963
--1.550 ~-1.550
Max: 15.96 Max: 15.96
Min: -1.547 Min: -1.166
16.50 16.50
I 11.99 I 11.99
7.475 7.475
an " ‘ ” (IV)
-1, 2.963 _1. 2.963
-2. -2.
—--1.550 --1.550
Max: 16.41 Max: 16.43
Min: -0.8279 Min: -0.4912

-2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0 -2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0
r r

FIGURE 3.13 — Simulations de types (I), (II), (III) et (IV) d’un faisceau semi-gaussien en ¢ = 3.6221,
avec Hi(1) = cos?(1), w1 =2 et e = 1072
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17.50

12.72

3.167 =1 ¢ 3.167

—1.610
Max: 15.96
Min: -0.8396

—-1.610
Max: 15.96
Min: -1.607

-2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0 -2.0 -1.0 0.0
r r

1.0 2.0

17.50 17.50
! 12.72 ! 1272
7.945 7.945
(I11) Iv)
3.167 3.167
~-1.610 —-1.610
Max: 17.47 Max: 17.18

Min: -0.6551 Min: -0.6262

FIGURE 3.14 — Simulations de types (I), (II), (III) et (IV) d’un faisceau semi-gaussien en t = 5.8027,
avec Hy(1) = cos?(7), w1 =2 et e = 1072

Comme nous pouvons le constater dans les figures 3.12, 3.13, 3.14, 3.12, 3.13 et 3.14, les résul-
tats produits par les simulations de types (II), (IIT) et (IV) sont comparables en termes de qualité.
De plus, la méthode semi-lagrangienne classique nécessite une fois encore un maillage en (r,v,.)
beaucoup plus fin que celui utilisé pour les méthodes 2-échelles pour parvenir a la méme qualité
de résultat.

Cas Simulation (I) Simulation (II) Simulation (III) | Simulation (IV)
durée N durée N durée durée
w1 = 4v2 35m 122 | 35h 6m 50s | 480 1h 43m 39s 55m 3s
H1 = cos
wi=2 | a7 395 | 49 | 38h Tm 6s | 192 |  5h 45m 25s 2h 37m 255
H1 = cos

TABLE 3.1 — Durées des simulations : les simulations sont arrétées au temps 7' = 6.93 pour le cas
ot wy =4v2et Hy = cos, et au temps T = 6.9854 lorsque w; = 2 et H; = cos®.

En comparant les temps de calculs nécessaires pour les simulations de type (I), (II), (III) et (IV)
(voir Tableau 3.1), nous constatons que, pour un méme maillage en (r, v;.), les méthodes 2-échelles
sont nettement moins rapides qu’une méthode semi-lagrangienne classique : ce n’est pas surprenant
car les méthodes 2-échelles nécessitent la résolution d’un grand nombre de points fixes & chaque
itération en temps et ce sont des calculs cotiteux du fait du calcul des opérateurs d’interpolation
utilisés. Si nous comparons les temps de calcul des simulations (II), (III) et (IV) qui produisent des
résultats de bonne qualité, nous constatons que les 2 méthodes semi-lagrangiennes 2-échelles sont
plus rapides que la simulation de type (II). Cette différence dans la rapidité de simulation s’explique
par le fait que, pour la méthode classique, il faut un maillage en (r,v,.) assez fin pour produire des
résultats corrects afin de limiter la diffusion numérique, mais aussi imposer un controle sur le pas
de temps Atyg du type (3.125). Cela implique alors un nombre d’itérations trés important pour
couvrir Uintervalle de temps Aty qu’une méthode 2-échelles fait en une itération (voir les valeurs
de N dans le Tableau 3.1).
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4.4 Un dernier test : les limites de la méthode semi-lagrangienne clas-
sique

Pour ce dernier cas non-lindaire, nous supposons que Hi(7) = cos?(7), w1 = 1, ¢ = 1072, et
que fy est la distribution initiale d’un faisceau semi-gaussien avec r,, = 1.85, vy, = 0.1 et ng = 4.
L’objectif ici est de faire une simulation en temps long afin de voir apparaitre les structures fines
que E. Frénod, F. Salvarani et E. Sonnendriicker ont observées dans [30].

Nous considérons ici 3 types de simulation, notés (I), (II) et (III), et correspondant &

— Simulation de type (I) : nous résolvons le systéme (3.1) avec une méthode semi-lagrangienne
classique (voir §4.1), avec R = vg = 3 et P. = P, = 256,

— Simulation de type (II) : nous résolvons le systéme (3.42)-(3.43) avec une méthode semi-
lagrangienne 2-échelles sur un maillage 2-échelles (voir §3.2), avec R =vg =3, P. = P, =
128 et P, = 20,

— Simulation de type (III) : nous résolvons le systéme (3.43) avec une méthode semi-lagrangienne
2-échelles sur un maillage uniforme en ¢ et w, (voir §3.2), avec R = vg = 3, Q, = Uy, =
R+ vg =6, Py = P, = 256 et P, = 20, et nous reconstruisons I’approximation de f¢ sur
M () en utilisant (3.97) et en prenant P, = P, = 128.

1 1688
2.07
- 1243

7.990

1.0 -1.02 3545

2.0 -2.0-
--0.9000
Max: 1596
Min: -0.8610

-2.0 1.0 0.0 1l0 2.0
r

F 1688

2.0 2.07
E 1243

1.0 1.00
- 7.990

(II) 0.0 0.0%
1.0 1.0+ 3545

2.0 -2.0-
-0.9000
Max: 1686
Min: 0.8112

2.0 1o 0.0 10 2.0 “200 1.0 0.0 1.0 2.0
r r

1664 F 1688

2.0 2.07
1226 E — 1243

1.0 1.00
\ 7.875 - 7.990

0.0 0.0%
(III) 1.0 3493 ~1.0- 3545

2.0 2.0
-0.8900 1 -0.9000
Max: 16.60 i Max: 16.88
Min: -0.6835 B Min: -0.8953

-2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0 -2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0
r r

t =1.3464 t =4.3388 t =5.1462

FIGURE 3.15 — Simulations (I), (II) et (III) d’un faisceau semi-gaussien avec w1 = 1, Hy(7) =
cos?(7), e = 1072, et r,, = 1.85.

Comme pour les précédents cas non-linéaires, nous supposons que le pas de temps Aty est fixé
pour les simulations de type (II) et (III) et est de la forme (3.102) avec K = 1, tandis que le pas
de temps pour la simulation de type (I) est de la forme Atyy = A% avec N € N* suffisamment
grand pour que les conditions (3.125) soient respectées.
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3.148 3.148

--1.420
Max: 16.01
Min: -1.420

—-1.420
Max: 16.85
Min: -0.8835

—-1.420
Max: 16.80
Min: -0.8000

(11D)

FIGURE 3.16 — Simulations (I), (IT) et (III) d’un faisceau semi-gaussien au temps ¢t = 5.984, avec
wi =1, Hyi(1) = cos?(7), e = 1072, et 1, = 1.85.

Comme nous pouvons 'observer sur la figure 3.15, les simulations de type (I), (II) et (III)
produisent des résultats de qualité comparable. A nouveau, nous remarquons que les méthodes
semi-lagrangiennes 2-échelles nécessitent beaucoup moins de points en (r, v,) que la méthode semi-
lagrangienne classique.

Cependant, comme nous pouvons le constater dans la figure 3.16, lorsqu’il est simulé par une
méthode semi-lagrangienne classique sur le modéle (3.1), le faisceau devient déphasé en temps long,
ce qui traduit une perte de focalisation qui ne correspond pas au phénomeéne physique attendu.
Nous pouvons & nouveau attribuer cela au nombre important d’interpolations induit par le respect
des conditions (3.125) sur le pas de temps Aty : en effet, en considérant une grille de 513 x 513
points en (r,v,), les conditions (3.125) imposent un pas de temps Atypy ~ 3.84 x 1072, et environ
155000 interpolations en r et en v, pour obtenir les résultats de la figure 3.16.(I). Il n’est donc pas
surprenant que la diffusion numérique accumulée au cours de ces interpolations améne le faisceau a
de se défocaliser en temps long. D’autre part, nous remarquons que ce déphasage ne se produit pas
lorsque 'une des méthodes 2-échelles est utilisée, et que les résultats observés avec ces méthodes
correspondent avec ceux que E. Frénod et al. ont obtenus avec leur méthode PIC 2-échelles dans
[28].

5 Conclusion

Nous avons développé 2 nouvelles méthodes numériques permettant d’approcher la solution
(f€, E¢) de (3.1). En suivant le méme mode opératoire que dans le chapitre précédent, nous avons
rappelé en quelques mots les résultats de convergence 2-échelles sur la suite (f€, ES)c > o, puis nous
avons proposé une méthode numérique basée sur une discrétisation semi-lagrangienne en arriére
du modele (3.43), ainsi qu’une méthode permettant de reconstruire une approximation de (f€, Et).
Nous avons également proposé une famille de maillages mobiles, basée sur le changement de va-
riables (3.98), avec pour objectif de simplifier la résolution de I’équation (3.43.c). Cela a permis de
construire une deuxiéme méthode semi-lagrangienne 2-échelles.

Ces 2 méthodes 2-échelles ont été testées principalement sur des cas de faisceaux semi-gaussiens :
en effet, 'un des objectifs de ce travail est I’étude du comportement d’une méthode numérique 2-
échelles face a un modéle dont la solution peut présenter des discontinuités, ce qui est le cas pour
les fonctions de distributions associées & ce type de faisceaux. Sur des cas linéaires, nous avons
constaté que les méthodes 2-échelles donnent des résultats trés précis et correspondant au phéno-
meéne attendu, méme si nous considérons un maillage de I’espace des phases relativement grossier.
Ce n’est pas le cas pour une méthode semi-lagrangienne classique appliquée au modeéle (3.1) qui
nécessite un maillage trés fin afin de limiter les effets de la diffusion numérique et correspondre au
comportement attendu. Nous avons abouti aux mémes conclusions sur des cas non-linéaires sur des
temps de simulations courts, non seulement en termes de qualité de résultats mais aussi en termes
de temps de calcul. De plus, nous avons constaté que, sur des temps de simulations plus longs, les
résultats fournis par la méthode semi-lagrangienne classique démontrent une perte de focalisation
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du faisceau, ce qui ne correspond pas au phénoméne physique attendu ni aux résultats numériques
établis établis dans des publications antérieures a ’aide des méthodes semi-lagrangiennes 2-échelles
présentées ici.



Chapitre 4

Simulation semi-lagrangienne
2-échelles du modéle de rayon de
Larmor fini

Dans ce dernier chapitre, nous abordons 'objectif principal de la thése, a savoir le dévelop-
pement d’une méthode semi-lagrangienne 2-échelles permettant de valider le fait que la solution

(f,E) du modeéle de rayon de Larmor fini
1

f('rvyakvavt) = 2_g(x7yak7t)a
™

Ovg + <5y> 029 — (Ex) 8@/9 =0,

27

g(I,y,/{,t:O): fo(a:,y,k,oz)doz,
0

1 27 B
<5>(:v,y,k,t):2—/ E(:c—\/2k sina, y + V2k cosa, t) da,
T Jo

-V 5 (f,g,t):E(j,lj,t),

81
<
-

—-A

8
<

)

. 1
¢(5:,g,t):2—/g(j+v2k sina, § — V2k cosa, k, t) dk da — (2, 7) ,
mJs

est la limite faible-* d’une suite (f¢, B> oi, pour tout e > 0 fixé, f¢ et E¢ constituent la

solution du modéle de Vlasov-Poisson suivant :
iz, y, ko t) = fé(x —V2k sina,y + vV2k cosa, vV 2k cosa, V2k sina,t) ,
| - - 1 5 -
Oufc+ - v Vafe+ (E€+—< Yy >)-V;f€_0,
€ € —Ug
fex,v,t=0) = fo(x, ),

E = —Vi¢', —Ax¢*= [ fodv—ie,
R2

ot x €R? veER?2 t >0, f. = 7e(X) est la densité d’électrons, et € > 0 est un paramétre proche

de 0.

Plusieurs articles ont été consacrés a ’étude du comportement asymptotique des suites ( f Ves0s

(f)es>0 et (E9)c>o lorsque € tend vers 0.

99
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En effet, E. Frénod et E. Sonnendriicker ont établi dans [31] des résultats de convergence
2-échelles sur les suites ( f€)€>0 et (E6)6>0 sous certaines hypothéses sur fo et N : ils ont prin-
cipalement établi un systéme d’équations selon (x,v,7,t) € R* x [0,27] x [0,T) que vérifient la
limite 2-échelles de ( fe, E¢). > a extraction d’une sous-suite prés. Ils ont également démontré que
cette suite en € admet une sous-suite faiblement-* convergente vers ( 1, E) mais sans proposer de
systéme d’équations veérifié par (f,E).

Quelques années plus tard, en utilisant des méthodes de compacité et en écrivant I’équation de
Vlasov (4.2.b) en coordonnées centre-guide, M. Bostan a redémontré dans [6] que la suite (f€)c> o
admet une sous-suite faiblement-* convergente vers une fonction f, mais a aussi établi un systéme
d’équations de la forme (4.1) vérifié par f. Cependant, la démarche utilisée a nécessité des hypo-
théses plus fortes sur fo et ne que celles qui furent utilisées par E. Frénod et E. Sonendriicker,
mais aussi des hypothéses sur la suite (EE)E>0 ainsi que sur la géométrie du domaine de défini-
tion : en effet, il a été nécessaire de supposer que E° converge fortement dans un certain espace de
Banach, et de restreindre ’espace physique R? au tore T? = (R/ (27TZ))2. Malgré ces restrictions,
ces derniers résultats rejoignent les travaux de R. Littlejohn, W.-W. Lee, A. Brizard et T. Hahm :
en effet, le modeéle limite (4.1) obtenu par M. Bostan indique que la variable k, correspondant a
Pénergie cinétique adimensionnée, est un invariant adiabatique du systéme et, dans [7], [8], [43] et
[47], il est indiqué que lorsque ’équation de Vlasov est exprimée dans les coordonnées centre-guide,
et que

Lf~1, @Ne«l, (4.3)

rL t
ou L, 7L, fgym et t sont respectivement la longueur caractéristique dans la direction transverse au
champ magnétique, le rayon de Larmor caractéristique, la gyro-période caractéristique, et la durée
caractéristique de la simulation, il est possible de réduire la dimension du systéme considéré : en
effet, sous ces conditions, le moment magnétique p défini par

m|vt|? n —
h=0F Vi =vXe,, B =B|, (4.4)

devient un invariant adiabatique du systéme.

L’objectif est donc de valider numériquement le fait que, quitte a en extraire une sous-suite,
(f€, E€) converge faiblement-* vers un couple (f, E) solution de (4.1). Pour cela, nous devrons dis-
crétiser les modeles (4.1) et (4.2). Cependant, avant d’envisager ce travail numérique, il convient de
se demander si les hypothéses utilisées par E. Frénod et E. Sonnendriicker dans [31] suffisent pour
démontrer que la suite (f¢, E€) s o admet une sous-suite qui converge faiblement-* vers un couple
(f,E) et établir un systéme d’équations de la forme (4.1) vérifié par (f, E). D’une certaine maniére,
nous allons chercher a redémontrer les résultats établis dans [31] et dans [6] & partir d’hypothéses
communes.

Pour les mémes raisons que dans le chapitre précédent, nous choisissons d’utiliser des schémas
semi-lagrangiens afin de discrétiser les modéles (4.1) et (4.2). Etant donné que nous ne pouvons pas
envisager de splitting de Strang sur (4.1.b) sans perdre le caractére conservatif de cette équation de
transport, il est nécessaire d’utiliser la méthode décrite en page 75 afin de construire une méthode
semi-lagrangienne en arriére d’ordre 2 en t. Une telle approche nécessite alors de résoudre un grand
nombre de points fixes 2D : un tel travail & chaque itération peut s’avérer extrémement cotteux
en temps de calcul étant donné qu’en plus des variables x et y selon lesquelles le transport se fait,
il faut également tenir compte de l'invariant adiabatique du systéme k € R, et de la variable
a € [0, 27] nécessaire au calcul de (£). Il est donc nécessaire d’envisager un autre type de discréti-
sation comme celui d’une discrétisation semi-lagrangienne en avant : en effet, en considérant cette
approche plutét qu’une discrétisation semi-lagrangienne en arriére, le calcul des caractéristiques ne
présente plus sous la forme de problémes de points fixes implicites, mais sous la forme d’équations
différentielles qu’il est possible résoudre numériquement a l’aide de méthodes explicites (méthodes
de Runge-Kutta, méthodes multi-pas, etc...). N. Crouseilles, T. Respaud et E. Sonnendriicker ont
étudié dans [16] le comportement d’une telle méthode sur le systéme de Vlavov-Poisson 1D et sur
le modéle centre-guide 2D, et ont constaté que cette méthode en avant permettait d’obtenir des
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résultats comparables & ceux d’une méthode semi-lagrangienne en arriére (voir [15], [21] et [62]).
Par ailleurs, S. Reich et al. ont également utilisé avec succés cette méthode numérique dans [12] et
[54] dans le cadre de 'équation de continuité issue de la mécanique des fluides.

Ce chapitre est organisé de la maniére suivante : dans un premier temps, nous rappellerons
comment obtenir le modeéle (4.2.b)-(4.2.¢)-(4.2.d) a partir du modéle de Vlavov-Poisson 2D a ’aide
d’un adimensionnement judicieux. Nous rappellerons ensuite les résultats de convergence 2-échelles
obtenus par E. Frénod et E. Sonnendriicker dans [31] ainsi que quelques éléments de démonstration
et nous verrons en quoi il est difficile d’exploiter ces résultats afin d’établir un systéme d’équations
de la forme (1.30). Nous rappellerons également les résultats de convergence faible-* de M. Bostan
décrits dans [6].

Afin d’harmoniser les résultats de convergence 2-échelles de [31] et de convergence faible-* de
[6], nous introduirons un nouveau jeu de variables canoniques permettant d’obtenir une nouvelle
formulation du modéle (4.2), puis, en reprenant la démarche d’E. Frénod et E. Sonnendriicker
dans [30] et [31], nous ferons une étude de convergence 2-échelles de ce nouveau modéle, et nous
établirons explicitement le lien entre ce nouveau modéle limite 2-échelles et le modéle limite faible-*
établi dans [6].

Dans une troisiéme partie, nous présenterons les bases d’une méthode semi-lagrangienne en
avant. Afin de nous assurer de la pertinence de cette méthode sur un modéle de type Vlasov 2D,
nous appliquerons dans un premier temps ces techniques au modéle de Vlasov-Poisson 2D suivant :

Of(x,v,t) +v-Vif(x,v,t)+ E(x,t) - Vyf(x,v,t) =0,
fx,v,t=0)= fo(x,v), (4.5)
- Vi) = Blt), ~Asolet) = [ Jlvitdv -1,
R2
et nous effectuerons quelques tests sur des tests d’amortissement Landau. Puis nous développerons
la méthode numérique 2-échelles qui permettra de valider le modeéle (4.1) comme étant la limite

faible-* d’une famille de modeles de la forme (4.2). Enfin, nous proposerons un cas test dans lequel
la solution du modele (4.1) est stationnaire.

1 Le modéle de rayon de Larmor fini

Dans ce paragraphe, nous rappelerons briévement comment obtenir le modéle (4.2.b)-(4.2.c)-
(4.2.d) a partir du modéle de Vlasov Poisson 3D. Nous rappelerons également les résultats de
convergence 2-échelles établis par E. Frénod et E. Sonnendriicker sur ce modéle, ainsi que les
résultats de convergence faible-* de M. Bostan.

1.1 Adimensionnement du systéme de Vlasov-Poisson
Nous rappelons que le modéle de Vlasov-Poisson 3D est le suivant :
Orfi(x,v,t) + v - Vi fi(x,v,t) + i(E(x, t) + v x B(x, t)) -Veofilx,v,t) =0,

m;
fi(X,V,t = O) = fO(XaV) )
- vx¢(x7 t) = E(X, t) 9

- Ax¢(x7t) = % /]1&3 fi(X,V,t) dv — ine(x7t)u

(4.6)

ol

— x = (z1,72,73) € R est la position (m),

— v = (v1,v2,03) € RS est la vitesse (ms™1),

— fi = fi(x,v,t) est la fonction de distribution des ions (m 6 s3),
E(x,t) esr le champ électrique auto-consistant (V m™=1),
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~ B(x,t) = Be, est le champ magnétique appliqué (T),
— ¢(x,t) est le potentiel électrostatique lié a E (V),

— ne est la densité des électrons (m=3),

— e est la charge élémentaire des ions (C),

— m,; est la masse élémentaire des ions (kg).

En notant x| = x3, X1 = (21, %2), V|| = v3, V1 = (v1,v2), nous procédons aux adimensionne-
ments suivants :
XH:LHXII, XLZLLX/J_, v=ov, t=1tt, (4.7)
ainsi que
EE'(X,t") = B(L) x|, LLx,tt'),
Fr&E .~ ) =f
EL||¢ x ) =0o ||X||,LJ_XL,tt) (4.8)

(f|x”,LLxL,vv tt)
(L

F ng(x', ') = ne(Ly x|, Ly, Tt').
Alors le systéme (4.6) devient
t eF1 eB1
at’f+——V\\ Ve f+f Vi Vaf 4 = BV f 4 (V

II 1 'U my

f(X,V,t):fO(X,V),

SR & F) (4.9)
7 LV ¢ (X, t) ,

hl| il

I, Fod
- Ax’ (b/(x/?tl) - __H Ax’ ¢I(xlut/) = ‘ J fv fl(xlvvlut/) dv' — nle(xlut/)
! L, Eeg R?

Nous définissons la fréquence cyclotron @, et le rayon de Larmor caractéristique 7, par

We = , TL=

(4.10)

La principale hypothése faite sur ce modéle est que le champ magnétique appliqué B est fort devant
tous les autres champs électromagnétiques. De ce fait, il est naturel de considérer le ratio suivant :

E
7B (4.11)

Sous cette hypothése, le rayon de Larmor défini par

m; v2
ry; = Z_ —U1 N (412)
¢ B 0

est trés petit. Par conséquent, le déplacement des particules dans le plan transverse au champ
magnétique sera également petit. Or nous souhaitons tenir compte de ces déplacements : il est alors
nécessaire de considérer un adimensionnement en x; mettant en valeur ces petits déplacements
dans le plan perpendiculaire & B. Nous considérons alors les ratios suivants :
L TL
1

= =1, - =— €. (413)

Etant donné que B est supposé fort, la période de gyration @, ! est petite. Il est alors naturel de
considérer le rapport suivant :

I

W, = % (4.14)
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Alors, en utilisant les rapports (4.11), (4.13) et (4.14), le systéme de Vlasov-Poisson s’écrit finale-
ment

- - 1 ~ ~ ~ 1
(9tf€+\~’|| 'Vi“fé"'Z‘N’J_'VQJ_fE'i‘EE'VGfE‘f'E(‘N’Xez) -V(,fezo,

JEE()NCH,SCLy\?H,{’L,t: 0) = fNO(iHaivaﬂa{’L)v (415)
e _vfc (56 e 1 ~e Ge o B

E _<—%V,~u¢~56)7 —Aiu(b—e—gAiﬁb _yl Rgf dv—ne]7

653?}“.

avec ¥ = —=
0

Nous supposons finalement que le systéme ci-dessus ne dépend ni de x| ni de v||. Alors 'équation
de Poisson se réduit a

- 1 ~ 1 ~ P -
Eq = - Vx, ¢°, —G—QA@W: leEdV—”e]' (4.16)

En supposant que v = 1, et en remplacant q~5€ par %, nous obtenons finalement le modeéle (4.2.b)-

(4.2.0)-(4.2.d). ‘

1.2 Résultats de convergence 2-échelles

Nous rappelons ici en quelques mots les résultats de convergence 2-échelles établis par E. Frénod
et E. Sonnendriicker dans [31] :

Théoréme 18 (Frénod & Sonnendriicker [31]). Supposons que fo et fie vérifient les hypothéses
sugvantes :

- fo € L"(R*) N LP(R*) pour p > 2,

~ fo(%,v) > 0 pour tout (x,v) € R,

f/ ¥ fo(x,¥) dx dv < +o0,

R4

~ i1, me dépend pas de t et est dans L'(R?) N L3/2(R?).
Alors, la suite (fe,Ee)E>0 est bornée dans l’espace L™ (O,T;LP(R4)) X (Loo (O,T; VVL?’/Q(RQ)))2
indépendamment de €. De plus, quitte 4 extraire des sous-suites, nous avons

f¢ — F=F(&,v,71,t) 2-échelles dans L**(0,T; L ([0, 27]; L (R*))),

E — £=E(x,7,t)  2-échelles dans (LO"(O,T;L;Z’([O,%];W1’3/2(R2))))2. .17
De plus, F est liée o G = é(jf,ﬁ.,t) € L™ (O,T;LP(R4)) par

F(x,v,7,t) = G(X + R(-7)V,R(-T) V,1), (4.18)
et le couple (G, E) est solution de
27
0,G(y,u,t) + R(—0)E(y +R(o)a,0,t) do] V;G(3,1,t)
’ 27
+ /0 R(-0)E(y +R(o)0,0,t)do| - VaG(y,1,t) =0,
G(3.5,0) = o= Jol3. 1), (1.19)
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ol

Rir) ( sinr 1 cos > | R(T)_< cosT  sinT ) | (120)

cosT — 1 sinT —sinT cosT

Enfin, quitte a en extraire une sous-suite, fé converge faiblement-* L (O, T LP(R4)) vers f définie
par

f(x,¥,t) = /:ﬂ F(%,v,7,t)dr. (4.21)

De la méme fagon, quiltte & en extraire une sous-suite, E¢ converge faiblement-* dans l’espace
(L (O,T;W1’3/2(R2)))2 vers E défini par

2m

E(x,t) = i E(x,7,t)dr. (4.22)

Démonstration. La démonstration de ce théoréme s’appuie sur la méme démarche que pour le
théoréme 17 : dans un premier temps, nous démontrons que (f€)¢> o est bornée indépendamment
de € dans L™ (0, T, LP (R4)). Alors, le théoréme de Nguetseng-Allaire permet d’affirmer que, quitte

A en extraire une sous-suite, ff converge a 2-échelles vers une fonction F=F (x,V,7,t) dans
lespace L™ (0, T; Ly ([O, 27l LP(R4))) .
Puis nous utilisons les hypothéses pour démontrer que la suite (p¢). o définie par
o= | fedv, (4.23)
R2
est bornée indépendamment de € dans L™ (O, T; L3/2(R2)), ce qui permet d’affirmer que (]::)E)6 >0 est
bornée indépendamment de e dans (L (0, T; W1=3/2(R2)))2. Nous en déduisons alors l'existence
- 2
d’une fonction £ = £(x,7,t) € (L°° (0,T; L3 ([0, 27]; Wl’?’/z(Rz)))) telle que, quitte & en extraire

une sous-suite, E€ converge a 2 échelles vers £ dans cet espace fonctionnel. Nous pouvons affirmer

de la méme maniére que la suite (¢¢).s o admet une sous-suite qui converge a 2 échelles vers
® = ®(x,7,t) € L=(0,T; LF([0,27]; W3/2(R?))), et que & est liée & € par la relation

—Vx®(x,7,t) = E(X,7,1). (4.24)

En effet, en considérant une fonction ¢ = (X, 7,t) € D([0,T) x R*;C ([0, 27])), nous avons

2
/ / / E(x XTt)dexdt—hm/ / E€(%,1) 1) x—t)dxdt
R? R?
:—612110/ /R Vot (% (x ! t) dx dt

— lim O (%, 1) Vi (x ;,t) dx dt (4.25)

e—0 0

R
T 2w _
/ / / O(x,7,t) Vb (X, 7, t) dr dXx dt
0 R2 JO
T 2w B _
—/ / Vz®(x,7,t) (%, 7,t)dr dx dt.
0 R2 JO

Enfin, nous écrivons ’équation de transport (4.2.v) sous la forme

L I -
8th+A€-V,~c,;,fE+;L-Vf6=O, (4.26)
avec A€ et L définis par
00 1 0
e 0 = x {00 o0 1
A_<EE) L_M<‘~,>, M = 00 0 1 (4.27)
0 0 -1 0
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Toutes les hypothéses sont alors réunies pour appliquer le théoréme 4 : nous pouvons alors affirmer
qu’il existe une fonction G = G(y, u,t) € L>(0,T; LP(Q)) telle que

o o %
F(x,v,7,t) = G(e < v ) ,t) , (4.28)
et
~ 27T ~ v ~
0,G + / M A (e ( Y )t) do| - VyaG =0,
0 u (4.29)
G(y,1,0) = = fo(y, @),

ot A est défini par

AR, 9,7 ) = ( & 0 ) , (4.30)

X,7,t)

et ou la fonction 27-périodique 7 — ™ s’écrit sous la forme suivante :
TM __ 2 R/
T— ™ = ( 0 (r) > , (4.31)

avec R(7) et R(7) définies en (4.20). Nous reconnaissons alors les équations (4.19.a) et (4.19.b).
Pour obtenir I'équation (4.19.d), nous multiplions (4.2.¢) par ¥(x,%,t), ot ¥ = (X, 7,t) est
dans D([0,T) x R* €3 ([0,27])), et nous intégrons sur [0, T) x R?. Nous avons alors

e—0

T T 27
lim/ Aio}f(i,t)ﬁ(sc,f,t) didt:/ / Axd(x, 7, 0) D%, 7, t) dr dxdt,  (4.32)
0o Jr2 € o Jr2Jo

T . ot
lim / / fe(fc,fr,t)d;(fc, —,t) 4% dx dt
e—0 0 R2 JR2 €

T 27
= / / / / F(%,v,7,t) (X, 7, t) dr dv dx dt (4.33)
0 R2 JR2 JO

:/OT/W /R /()Qﬂé(i+7z(—7)v,3(—7)v,t) D%, 7,t) dr dv d dt .

Enfin, le fait que les suites ( f€)€>0 et (E)6>0 soient bornées indépendamment de ¢ permet
d’affirmer que, quitte & en extraire des sous-suites, ces suites admettent des limites faibles-* notées
respectivement f € L (0,7 LP(R*)) et E e (L= (O,T;W1*3/2(R2)))2. De plus le théoréme 4
permet de relier (f,E) a (F,&) par les relations

(4.34)

1.3 Reésultats de convergence faible-*

Bien que E. Frénod et E. Sonnendriicker aient prouvé I'existence d’une limite faible-* ( f , E)
d’une sous-suite de (f€,E). >0, I'expression du systéme d’équations (4.19) ne se préte pas a la
construction du systéme d’équations de la forme (1.30) dont (f,E) serait solution. En effet, en
utilisant le changement de variables

)= (

< Y

7N\
o<

> , (4.35)
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nous avons

Vi F(x,¥,7,8) = (™) (Vg.al) (™ (

< Y
N————
=

(4.36)
= (eiTM)TV&,ﬁé(ya ﬁa t) :
Nous obtenons alors une équation de transport pour F de la forme
atﬁ‘(iv ‘75 T, t) = 815@(5’5 ﬁa t)
2m 5[~ ~
_ ’R(—J)E(y—l—’R(U)u,a,t) o A
== [ (Rmel i riyin ) ) 47 Vet
o /277 R(=0) (% +R(=7) ¥V + R(0) R(~7)¥,0,8) | 37
o\ R(=0)&(%+R(—7)¥ + R(o) R(—7) ¥, 0, 1) (4.37)

[ Vs o F5.7.0)

27 S~ ~
R(t—0)E(x+R(0c —7)v,0,t) =
- — 4 T do - X {'F DA 7t .
/0 (R(T—U)(‘:(X—I—R(U—T){r,cr,t) 0 VzsF(%y,71)
En intégrant cette égalité en 7 sur [0, 27|, nous obtenons

A f(%,¥,1)

27 2 R(T—o)é(i—i—R(o—T)\?,o,t) T B (5 __ (4.38)
+/0 [/o <R(7'_0)5(5<+R(0—T)X7,U,t) )d Vo F'(%,9,7,t)| dr = 0.

De la méme fagon, en intégrant les équations (4.19.c) et (4.19.d) en 7, nous avons

—Vid(x,t) = E(x1),
Abn) = [ FEI ), (4.39)
R2
et en intégrant 1’équation (4.19.b) en 7, nous obtenons
2T
f(x,v,0) = 2i/ fo(X+R(~7) Vv, R(—7) V) dr. (4.40)
™ Jo

Nous constatons alors qu’il est difficile de construire un systéme d’équations dont ( f , E) est so-
lution, dans lequel F' et £ n’apparaissent plus. Il est donc nécessaire de procéder autrement pour
construire un systéme d’équations de ce type.

En posant f€ définie par
re(s o _ ref = ’l~)2 ~
fex,v,t)=f (x+ ( 5 ) ,V,t), (4.41)

M. Bostan a prouvé dans [6] que, quitte en extraire une sous-suite, la suite (). o ainsi construite
admet une limite faible-* notée f et a établi un systéme d’équations vérifié par f, en se basant sur
une démonstration n’impliquant aucune notion de convergence 2-échelles, en posant n. = 1, et en
supposant que fo est 2m-périodique dans chaque direction de I'espace physique, ce qui permet de
restreindre le domaine de définition & [0, 27]? dans Iespace physique.

Théoréme 19 (Bostan [6]). Supposons que
— pour tout (x,v) € 0,272 x R%, fo(x,Vv) >0 et

2m 2T 5
/ / fo(x,v)dxdv =1,
R2 JO 0

2 27
/ / / [V|% fo(]k, V) dXx dv < 400,
R2 JO 0

(4.42)
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— il existe une fonction bornée et décroissante Fy € L>®°(Ry) N LY (Ry;rdr) telle que
V(%,V) € 0,27 x RY,  fo(x,V) < Fy(]¥]) (4.43)
~ (E%)es0 converge fortement vers E dans (L? (O,T;Li([o, 27T]2)))2.

Alors, quitte & en extraire une sous-suite, f¢ converge faiblement-* vers une fonction f = f(x,v,t)
dans L>([0,T) x R?; Ly ([0,27]?)) vérifiant

Foevat) = oo M), (4.49)

ot g = g(x,k,t) est solution de
6tg + <g2> awlg - <51> 6$2.g = 07

2T
g(x1,29,k,0) = fo(z1, 22, V2E cos a, V2k sin o) dov
0
1 2 -
(EV(x1, 22,k t) = 2—/ E(z1 — V2k sina, 23 + V2k cosa, t) da, (4.45)
T Jo

- Vi(lz(i, t) = E(iu t) )
~ 1 “+o0 2
— Azo(x,t) = 2—/ / g(a?l + V2k sina, T2 — V2k cosa,k,t) dadk -1,
™ Jo 0

ol fo est liée a fo par la relation

Jo(

X,V = fo(x + v, ¥). (4.46)
Démonstration. D’aprés 'hypothése (4.43),

nous avons
Ve>0, I foll , . (225 (0.2712)) < [[Follpeery) - (4.47)

En appliquant le principe du maximum, nous en concluons qu’il existe une constante C; > 0
indépendante de € telle que

HfEHLoo([o,T)xR2;L;§([o,27r]2)) =G (4.48)

Alors, en considérant un réel R > 0 quelconque, nous avons

(%, 1) = | FR 1) dv
R2
Felz o ) 4G VI s o e
< fe(x,v,t)dv + — f(x,v,t)dv (4.49)
9|2<R wiz>r R

e 1 ~12 Fe/m o~ ~
<R RIF D e g o) + L PTG 085

Par conséquent, nous avons

1/2
[)E(ivt)SQ\/EHJFE(','at HlL/j(R2 . [0277]2) (/ v |f v,t)d ) , (4.50)

et donc

1z HL2 0,722 ([0,27]2) )

<47T/ Hf Ty HLOO R2: L°°(027T /[0277]2 ‘/]R2 V| f 5( )dvdxdt (451)

Fe ~12 Fe/~ ~ ~ g~
<dr|f HLOO([0.,T)><R2;L;f([0,2‘fr]2))A /[0 2m]2 /Rz VI, 9, 6) dv dxdt.
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En intégrant I’équation (4.2.b) en v sur R?, nous obtenons

1 N
Oup + - Vg I3 =0, (4.52)
€

avec
Je(x,t) = / VX, V, 1) dv . (4.53)
Rz

De la méme facon, en multipliant (4.2.b) par |[v|? et en intégrant en X et en v sur [0,27]? x R?

nous obtenons
o / / |\7|2f€(5<,€r,t)d5cd\7+e/ [Be(%,1)|*dx | = 0. (4.54)
R2 J[0,27)? [0,27]2

T
/// |€r|2f€(i,€r,t)did€rdt§T// |v|% fo(x, V) dx dv
o JRr2 J[o,27|? R2 J[0,27]2

+eT/ |E<(%,0)|” dx.
[0,27]2

Gréce aux hypothéses (4.42) et (4.43), nous pouvons affirmer que E¢(-,0) est dans H ([0, 27)?) et
est indépendant de e. Par conséquent, il existe une constante Cy > 0 indépendante de € telle que

T
/// V|2 fe(x,v,t) dxdv < Csy . (4.56)
o Jr2 J[0,27)?

En combinant (4.48), (4.51) et (4.56), nous en concluons qu’il existe une constante C' > 0 indépen-
dante de € telle que

Alors

(4.55)

12 HL2(0TL2 ([0,27]2)) = <C. (4.57)

et donc que la suite () > o est bornée indépendamment de e dans L*(0, T; L% ([0, 27]%)).

Ecrivons I’équation de transport vérifiée par f€ :

Vl
T} V(% v,t) =0, (4.58)

vi= ( _”; > . (4.59)

Grace a (4.48), nous pouvons affirmer que la suite (f¢)cs o est bornée indépendamment de ¢
dans L ([0,T) x R?; LE ([0, 27]?)), et qu’il est possible d’en extraire une sous-suite (f*), >0 qui
converge faiblement-* vers une fonction f = f(x,v,t) € L*([0,T) x R% L3 ([0, 27]%)).

Multiplions (4.58) par une fonction ¢ = ¢(x,v,t) € D([0,T) x RQ;C;&O([O, 27]?)) et intégrons
le tout sur [0,7) x [0,27]? x R?. Nous obtenons

/ / / (x,v,t) Orp(x,v,t) dx dv dt—i—/ / fo(x,v) p(x,v) dx dv
R2 J[0,27]2 [0,27]?
+/ / / e, v, ) ES(x — v )t - Vep(x, v, t) dx dv dt
o Jr2Jo,2x]2

T
+/ / / e, v, ) ES(x — v t) - Vep(x, v, t) dx dv dt
o Jr2 J[0,2q)2

T L
+/ / / ff(x,v,t)v— Vep(x,v,t)dxdvdt =0.
0o Jr2 J[0,27]? €

Ouf (v, 1) + B (x = v, 1) Vi f (v ) o[BG — v 1) +

avec

(4.60)



1. LE MODELE DE RAYON DE LARMOR FINI 109
Posons € = ¢,,. Alors en multipliant 1’égalité ci-dessus par €,, et en passant & la limite n — +o0,
nous obtenons T’
/ / / fx,v,t) vt - Vyo(x,v,t)dxdvdt =0. (4.61)
o Jr2 J[0,2n]2

Nous en déduisons donc que f(x,v,t) ne dépend que de x, |v| et ¢t. En effet, en passant en
coordonnées polaires v = (v2k cos a, v 2k sin «) dans U'intégrale ci-dessus, nous avons

27 +oo
/ / / / V2K cos o, V2k sin v, t) p(x, V'2k cos o, V2K sin av, t) dx dk decdt = 0.
0,27]2

Posons
fo(x,kya,t) = f(x,V2k cosa, V2k sina, t) ,
fr(x, ko, t) = f(x,V2k cosa, V2k sina, t),
(4.62)
for(x,k,a,t) = fo(x,V2k cosa, V2k sina, t)
or(x, k, o, t) = o(x, V2k cosa, V2k sina, t) .

Alors f,.(x, k, a,t) ne dépend pas de a.. Supposons que ¢, (X, k, @, t) ne dépende pas non plus de «.
Alors I'équation (4.60) se réécrit :

T 27 +oo
/ / / / f:(ka7a7t) atspr(x, k,t) dx dk da dt
0 0 0 [0,27]2

2 —+o0o
+ / / / for(x, ko) op(z,y, k) de dy dk do
o Jo (0,272

+/T /% /+OO /0 27]2 frx, ko) (4.63)

><E€ (r1 — V2k sina, x9 + V2k cosa t) - Vxpr(x, k, t) dx dk da dt

/ /%/JFOO/O% [i(x,k, a,t) O (x, ki, t)

x B (z1 — V2k sina, 20 + V2k cosa, t) - ( \/g_l;(szf)sa ) dxdkdadt =0.
ina

En posant € = ¢,, et en passant & la limite n — 400, nous obtenons

T 27 +oo
/ / / / fr(x,k,t) Orpr (%, K, t) dx dk dau dt
o Jo Jo (0,272
2 —+o00
+ / / / for(x,k, o) op(x, k) dx dk do
o Jo [0,271]2

+/T /QW /*O" /0 2m)2 Jrlox: K 1) (4.64)

><Ex1 V2k sina, 19 + V' 2k cos o t) - Vxor(x, k, t) dx dk da dt

27 “+o0
/ / / / (x,k,t) Opor (z,y, k, t)
0,27]2

x E(x; — V2k sina, x5 + V2k cosa,t)~< \/z—lz;ojz > dxdkdadt=0.

En notant (;3 le potentiel associé a E, c’est-a-dire vérifiant

—Vzp=E, (4.65)



110CHAPITRE 4. SIMULATION SEMI-LAGRANGIENNE 2-ECHELLES DU MODELE DE RAYON DE LARMOR FI.

nous avons

Oa ((;3(3:1 —V2k sina, 23 + V2k cos a,t))
=E 2k (4.66)
(xl—\/ﬁsinoa,xg—i-\/chosa,t).< zzz:’jz > .

Alors I’équation (4.64) se réduit a

T 27 “+oo
/ / / / fr(x, k,t) Oppr(x, ky t) dx dk docdt
o Jo 0 [0,27]2

2w “+o0
+/ / / for(x, Kk, a) or(x, k) dx dk do
o o Jpan e O E 20D (4.67)

T 27 “+o0
0 0 0 [0,27]2

x B(z1 — V2k sina, o + V2k cosa, t)* - Vo, (x, k, t) dx dk dadt = 0.
Nous reconnaissons alors la formulation faible de

1 27 -
/ E(z; — V2k sina, x5 + V2k cosa, t)t da - Vyfr(x, k, 1) =0,
0

8tf7«(X, ka t) + 5=
27
2 (4.68)
_ ! i k,a)d
fT(xu kao) - o 0 fO,T(xu ,CY) .
En posant g = 27 f,, nous obtenons
8759 + <52> 89619 - <51> 8129 =0,
2m
g(x,k,0) = fo(x, V2k cos o, V2k sin ) da (4.69)

0

2
E)(x,k,t) = i/ E(a:l —V2k sina, ys + V2k cosa, t) da.
0

™

Par ailleurs, en considérant une fonction ¢ = ¢(x,t) € D([0,T); Cy¥ ([0,27]?)) par laquelle nous
multiplions 1’équation (4.2.e), nous obtenons en intégrant sur [0, 7)) x [0, 27]? 1'égalité suivante :

T
_ / / Agd (3, ) p(%, 1) d dt
0 [0,27]2

T
:/ / fE(x, v, 1) dv | (%, t) dx dt
0 J[0,27]2 R2
T
—/ / o(X,t) dx dt (4.70)
0 [0,27]2
T
:/ / /fﬁ(fc+9%0,t)dv o(X,t) dx dt
o J[o,27]? R2
T
—/ / o(x,t)dxdt.
0 [0,27]2
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En posant € = ¢, et en passant & la limite n — 400, nous obtenons

T
_ / / Axd(%,t) p(%, 1) di dt
0 J[0,27]2

T
:/ / /f(sc+v¢,€z,t)do (%, t) dx dt (4.71)
0 [0,27]2 R2
T
—// (%, 1) dx dt
0o Jo,2m|?

Nous reconnaissons alors la formulation faible de
5 1 27 +oo
—Azp(X,t) = o / / 9(Z1 + V2k sina, o — V2k cosa, k, t) dk do — 1, (4.72)
™Jo 0

ce qui conclut la démonstration du théoréme. O

2 Utilisation des coordonnées canoniques centre-guide

D’aprés ce que nous avons rappelé dans les paragraphes précédents, le théoréme 19 nécessite des
hypotheéses bien plus fortes que celles du théoréme 18 afin d’établir des résultats de convergence
faible-* et de proposer une expression du modeéle limite. En effet, d’aprés le théoréme 18, nous
n’avons besoin que de vérifier

~ Jo € LI(RY) N LP(RY) pour p > 2,

~ fo(%,¥) > 0 pour tout (x,v) € R%,

- / V)2 fo(X, V) d&k dv < +o0,

]R4

— fi, ne dépend pas de t et est dans L'(R?) N L?/?(R?),
pour prouver que fé et E° convergent faiblement-*, alors que pour établir le modéle (4.44)-(4.45)
en suivant la démarche de M. Bostan, il est nécessaire de renforcer considérablement les hypothéses
du théoréme 18. En effet, il est nécessaire d’ajouter les hypothéses suivantes :

— le domaine de I'espace physique est restreint a [0, 27]? au lieu de R?,
la distribution initiale fo est supposée 2m-périodique en 21 et en T,

- e =1,

— il existe une fonction Fy vérifiant (4.43),

~ (E%)¢s o converge fortement.

11 est donc naturel de se demander s’il est possible d’établir un modéle de la forme (4.44)-(4.45)
en n’utilisant que les hypothéses du théoréme 18.

En s’inspirant des premiéres lignes de [6], nous allons donc dans un premier temps réécrire
le systéme (4.2) en utilisant un nouveau systéme de coordonnées. Puis nous établirons des résul-
tats de convergence 2-échelles sur ce nouveau modéle qui permettront d’améliorer les résultats de
convergence faible-* de M. Bostan.

2.1 Changement de variables

Commencgons par rappeler le systéme de Vlasov-Poisson sur lequel nous allons travailler :

se 1 = - 1 o .
atf€+_‘~"vif6+(E€+—( 2 ))-Vofﬁzoa
€ € —V1
fE%,9,t=0) = fo(%,V), (4.73)
B = -Vid*, —Axd = [ foav—ic,

R2
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ol X = (.’Z‘l,i'g) S R2, V= (’171,’[)2) € R2,

Comme cela a été fait dans la démonstration du théoréme 19, 'idée consiste & écrire I’équation
(4.73.a) dans les variables canoniques au sens de la mécanique hamiltonienne, selon le méme procédé
que dans les travaux de R. Littlejohn [47] ou A. Brizard [7] : nous notons ces variables p1, p2, q1, g2,
et nous notons f€ la fonction de distribution dans ces variables. Alors en notant Py, Py, Q1, Q2 les
caractéristiques associées a p1, p2, q1, g2, NOUS avons

OPL(t) = 0gH(Pi(t), Pa(t), Q1(t), Qa(t), 1),

ath(t) = a1011—1( (t)v P2(t)7 Q (t)7 QZ(t)vt) ’ (4 74)
815}’2@) = aq2H(P1(t)aP2(t)aQ1( )7@2(t)7t)a .
atQQ(t) = _8;02H(P (t)v PZ(t)v Ql(t)v Q2(t)7t) >

ou H = H(p1,p2,q1,q2,t) est le hamiltonien du systéme. Si nous parvenons & démontrer que f¢
est constante le long des caractéristiques Pi, P», @1, Q2, c’est-a-dire démontrer que f€ vérifie

ou(F<(Pi(1), Pa(1), Qu(),Q2(1)) ) =0, (4.75)
alors nous pourrons établir une équation de transport pour f€ de la forme
Orf€ 4 0g H Op, f€ — Op, H Ogy f€ + 0o H Op, f€ — Op, H O, f€ = 0. (4.76)

Plus précisément, ces variables, notées x = (x1,x2), k et a, sont lies & X et v par les relations
suivantes :
X = x-—vt,

U1 = V2kcosa, (4.77)
U9 = V2ksina.

Nous définissons alors f€ & partir de fé par la relation suivante :

fexkya,t) = f9(x,v,t)

- 4.78
= f(z1 — V2k sina, x5 + V2k cosa, V2k cosa, V2k sina, t) . (4.78)

Afin de déterminer une équation de la forme (4.76) pour f€, nous définissons les caractéristiques
X = (X71,X2), K et A liées a ce systéme de coordonnées. Elles sont définies par

X = X-Vi,
i = V2K cosA, (4.79)

Vo = V2K sind,

ot X = (X1, X,) et V. = (Vi,V3) sont les caractéristiques associées a I'équation de transport
(4.73.a) et vérifiant

XX(t) = %V(t),
(4.80)
oV(t) = B (X(t).1)+ %V@)L .
Il est alors clair que
0r (£ (X0, K (), A1), 1) ) = 00 (F*(X(0), V(0).1) ) = 0. (4.81)

Il reste donc & calculer les dérivées en t de X1, Xo, K et A afin d’établir une équation de transport
pour f€.

En dérivant en t les caractéristiques X7, X2, nous obtenons :

a,X(t) = B (X(t), K(t), A(t), ), (4.82)



2. UTILISATION DES COORDONNEES CANONIQUES CENTRE-GUIDE
ot E€ est lié a B¢ par
E¢(x,k,a,t) = ]:36(:101 —V2k sina, zo + V2k cosa,t) )

z [V[2, nous obtenons

En dérivant en t la relation K =
K (t) = 2K (1) ( cos (A(t)) ES(X (), K (t), A(t), t)
+sin (A1) B5 (X(8), K (8), A(t), 1))

En dérivant en ¢ les relations Vi = v2K cos A et Vo = V2K sin A, nous obtenons

Vi(t) = at;{K(Z) cos (A(t)) — /2K (t) 8, A(t) sin (A(t)) ,
A Va(t) = 8t2KK(2) sin (A(t)) + /2K (t) 8, A(t) cos (A(t)) ,

ce qui permet d’obtenir

D A(t) = 22@) [cos (A(t)) B,V (t) — sin (A(t)) atf/Q(t)}
1 cos (A() B(X(1), K (1), A1), 1) — sin (A(1)) B5 (X(2), K(1), A(1). )
€ 2K (t) '
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(4.83)

(4.84)

(4.85)

(4.86)

Les coordonnées x1,x2, k,a sont bien des coordonnées canoniques pour ’équation (4.73.a) : en

effet, en définissant ¢¢ par
o (x,k,a,t) = qgé(xl —V2k sina, zo + V2k cosa,t) ,

Nous constatons alors que

XX1(t) = —0u,H(X1(t), Xa(t), K(t), A(t),1)

875X2(t) = 811H(X1(t)7X2(t)7K(t)vA(t)at) )
875K(t) = aaH(Xl(t)=X2(t)vK(t)vA(t)vt) )
QA() = —OpH(X1(t), Xa(t), K(t), A(t), 1) ,

ou H est défini par
k
H(x,k,a,t) = — 4+ ¢°(x,k,a,t).
€
Alors, dans le systéme de coordonnées x1, 2, k, o, 'équation (4.73.a) s’écrit :
Oufe + (B - Vo fS + V2k (ES cosa + ES sina) Oy €
ES cosa — Ef sina
V2k

et nous complétons cette équation de transport avec les équations de Poisson suivantes :

E¢ (21,22, k, o, t) = Ee(xl —V2k sina, zo + V2k cosa,t) ,

~Vxo(%,t) = E“(%,1),

27
—Az¢f(x,t) = / / fe(i"l + V2k sina, o — V2k cosa, k,a,t) dk da — ne (%),
0o Jry

ainsi que la condition initiale suivante :
fexkyat =0) = fo(x,k,a)
= fo(:vl —V2k sina, o + V2k cosa, vV 2k cos o, V2k sina) .

1
Oaf == 0af =0,
€

(4.87)

(4.88)

(4.89)

(4.90)

(4.91)

(4.92)
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2.2 Passage a la limite 2-échelles

Dans ce paragraphe, nous utiliserons les notations suivantes :
Q=R*xR, x[0,27], T=R*xR;y, S=R,; x][0,27]. (4.93)
En considérant l'espace de Banach X (Q2), nous définissons le sous-espace Xp(§2) par
Xp(Q) = {u € X(Q) : YV(x,k) €T, la fonction a — u(x, k,a) est 27T—pém'odique} , (4.94)
et nous le munissons de la norme usuelle sur X ().

Etant donné que f€ et E€ sont liés & f ¢ et E€, nous pouvons établir des résultats de convergence
2-échelles sur la solution du modéle (4.90)-(4.91)-(4.92) a partir d’hypothéses similaires & celle du
théoréme 18 :

Théoréme 20. Supposons que fo et n. vérifient les hypothéses suivantes :

~ fo est dans LL,(2) N LA () pour p > 2,
- fo(x,k, @) > 0 pour tout (x,k,a) € Q,

— fo vérifie / k fo(x, k, o) dx dk da < 400,
Q
~ fie est dans L'(R?) N L3/%(R?).
Alors (f)eso et (E9)cso sont des suites bornées indépendamment de e dans L>(0,T; L (Q)) et
(L°° (O, T, W1>3/2(R2)))2. Il existe des fonctions F = F(x,k, o, 7,t) et € = E(X, 7,1) respectivement
2 s
dans L™ (O, T; L;f([(), 27; L%(Q))) et (Loo (O, T; L;f([O, 27T];~W1’3/2(R2)))) telles que, quthte a en

extraire des sous-suites, f¢ converge a 2 échelles vers F' et E¢ converge a 2 échelles vers £.
De plus, il existe des fonctions G = G(x,k, a,t) dans L™ (O, T; L%(Q)) et £ =E(x, k,a,7,t) dans

(L>(0,T; L ([0, 27]; W713’3/2 (Q))))2 telles que

F(x,k,a,7,t) = G(x, k,a + 7, 1), (4.95)
E(x,k,a,T,t) = 5(:101 —V2k sina, 20 + V2k cosa, T, t) , (4.96)

et vérifiant

815G+ <5L> . VXG+ <'7:Ot> aOCG = O’
1

G(x,k,a,t=0) = - fo(x, k,a),

— Vi(i)(iv T, t) = g(iv T, t) )

(4.97)
- 1
— Az ®(x,7,t) = / G(:i:l + V2k sina, To — V2k cosa, k,a + T, t) dk do — 7 Ne(X),
S ™
Fo(x, by o, t) = E(x,k,a,1,t) cosa — & (x, k, o, 7, 1) sina 7
vV 2k
ot la notation (-) désigne
27
(u)(x,k,t) = / u(x, k,—7,7,t)dr. (4.98)
0

Démonstration. Commencons par démontrer que la suite (f€)c s o est bornée dans L> (0, T; L1, ()
indépendamment de ¢ : pour cela, nous multiplions (4.90) par (f€)?~! et nous intégrons sur Q. De
part le choix des variables x, k, a, nous obtenons naturellement

O (1170 ) =0 (4.99)

ce qui induit

Vi, ||f€("t)HL§,(Q) = HfOHLI;,(Q)' (4.100)
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Alors, quitte & en extraire une sous-suite, ()¢ > ¢ admet une limite 2-échelles F = F(x, k, «, 7,t)
dans L>(0,T; L ([0, 2n]; L (R2))).

En réécrivant ’équation (4.90) sous la forme

1
Ouf + AV 4 -L-f =0, (4.101)

avec

E¢(x,k,a,t)*

AS(x,k, at) = V2k (El (x,k,a,t) cosa + ES(x, k, a,t) s1na) 7 (4.102)

ES(x,k,a,t) cosa — Ef(x,k,a,t) sina

V2k

x 0
L=M |k |+| o | (4.103)
@ 1

nous constatons que nous ne nous plagons pas tout a fait dans le cadre du théoréme 4 : en effet,
dans notre cas, la matrice M est nulle. De ce fait, le vecteur (0,0,0,—1)7 n’est pas dans Im(M).
Cependant, en suivant une démarche trés proche de la démonstration du théoréme 4, nous pouvons
aboutir au résultat recherché. Pour cela, nous allons suivre le raisonnement suivant :

1. nous montrons que V - A¢ = 0 et que A€ admet une sous-suite qui converge a 2 échelles
vers une fonction A = A(x,k,a,7,t) dans (LOO (O,T;LO#O([O,27T];W71;3/2(K))))4 pour tout
compact K = Kr x [0,27] de  avec Kr C I' compact,

2. nous démontrons qu’il existe une fonction G = G(x, k, i, t) € L*>® (O, T; L%(Q)) telle que
F(x,k,a,7,t) = Gx, k,a+71,t), V(xkarTt)eQx]|0,2r]x][0,T), (4.104)
3. nous définissons la suite de fonctions (¢¢)e> o par

t
fexkat) =g (x, k,a+-,t), V(xkart)eQx][0,T), (4.105)
€

et nous montrons que g¢ converge fortement vers 2wG dans L (O, T, (Wol’;;m(K))*),

4. nous établissons une équation de transport dont G est solution dans L*° (O,T;L%(Q)) en
faisant intervenir A.

Il est évident de part le choix des variables x, k, & que V - A€ est nul.

Afin de démontrer le premier point, nous établissons au préalable le résultat suivant sur E€ :

Proposition 21. (E€). s ¢ est une suite bornée indépendamment de e dans (L>(0,Ts; W1’3/2(R2)))2
et, quitte o en extraire une sous-suite, converge o 2 échelles vers une fonction £ dans l’espace
(L2 (0,T; L ([0, 27]; W1’3/2(R2))))2. De la méme fagon, (¢)c> o est bornée indépendamment de e
dans L>(0,T; WQ’?’/Q(RQ)) et admet une limite 2-échelles ® dans L™ (0,T; Ly ([0, 2); W23/2(R?%)) ).

Démonstration de la proposition 21. Pour cela, nous nous inspirons des démonstrations des théo-
rémes 18 et 19 en introduisant la suite (7).~ o définie par

ng(x,t) = / f(@1 + V2k sina, T2 — vV 2k cosa, k, o, t) dk dov . (4.106)
s
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Si nous démontrons que cette suite est bornée indépendamment de e dans L*° (O,T;L3/ 2(R2)),
alors nous pourrons en déduire les résultats de la proposition.

Soit R > 0 fixé. Alors nous avons la majoration suivante :
2r  rR
s (%, )| < / / |f<(&1+ V2K sina, @2 — V2k cosa, k, a, t)| dk da
o Jo

1 27 “+o0
—|—§/ / k\f€(3~51+v2k sina, To — V 2k cosa,k,oz,t)‘dkda
0 R
: (4.107)
< \/WR</ |f<(F1 + V2K sina, &2 — V2K cosa, k,a,t)|” dk da)
S

1
+ E/ k‘fe(il + V2k sina, T2 — V2k cosa,k,oz,t)‘ dk da .
S

2
Comme le minimum de la fonction P(R) = avR + % sur ]0,4o0[ est atteint en (%b)?’, nous
obtenons

3

|ng(x,t)] < C (/ |f(Z1 + V2k sino, T2 — V2k cosa,k,a,t)’Qdkda>
s
. (4.108)

X (/k\ff(j1+v2k sina, T — V' 2k cosa,k,oz,t)‘dkda)
s

ou C' est une constante indépendante de R. Nous en déduisons finalement que

=

L3/2(R2

Hﬁ;(.,t)H?’/2 ,<C (/Q | f€(21 + V2k sina, 3 — V2k cosa,k,a,t)|2d5<dkda>

1
2

X (/ k| fe(&1 + V2k sina, &2 — V2k cosa, k, a, t)| dx dk da> (4.109)
Q

=

<SCYFC 1 ) X (/Qk}ff(x, k,a,t)]dxdkda)

Montrons qu’il existe une constante C'; indépendante de € et de ¢ telle que, pour tout € > 0 et pour
tout ¢ € [0,T), nous ayons

/ k|fe(x,k, a,t)| dxdkdo < Cy . (4.110)
Q

Pour cela, nous multiplions (4.90) par k et nous intégrons sur 2. Nous obtenons alors

6,:(/ kf%x,k,a,t)dxdkda)
Q

—/ V2k E{(x,k,a,t) cosa f€(x, k, a, t) dx dk da (4.111)
Q
- / V2k ES(x,k,a,t) sine f€(x, k, o, t) dx dk da = 0.
Q
Par ailleurs, en dérivant n§ en ¢, nous avons

1
Ong(x,t) + = Vg - J°(x,1) =0, (4.112)
€
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ot J¢ est défini par

J(%,t) = /3 ( \/_'zl]z ;sz ) F9(Z1 + V2k sina, 3 — V2k cosa, k, o, t) dk dov . (4.113)

En posant 1 = &1 +V2k sina et 25 = 2 — 2k cos « dans les deux derniéres intégrales de (4.111),
nous avons

at</ kff(x,k,a,t)dxdkda> —/ E€(%,t) - J(%,t)dx = 0. (4.114)
Q R2

Par ailleurs, nous avons

/ Ef(x,t) - IS (X, t)dx = [ ¢°(X,t) Vg - JE(X, 1) dx
R? R?
=—€ | ¢°(x,t)0ni(x,t)dx
R2
N (4.115)
=ec [ ¢(x,t) Az (%,1)dx
R2
_ _—at( |B(%, 1) 2d5<>
R2
Alors
/ kfe(x,k,a,t)dxdkdo = / k fo(x, k, @) dx dk da
@ @ (4.116)

€ N NT
+§/}R2|E (x,0)|" dx 2/11§2‘E (%, 1) dx.

Enfin, en remarquant que fo € Lh(Q) et fi. € L'(R?), nous démontrons que E¢(-,0) ne dépend

pas de € et est dans (H 1(R2))2. Par conséquent, il existe une constante C; ne dépendant que de
fo et ne telle que

/ k|fe(x,k, a,t)| dxdkdo < Cy . (4.117)
Q
Alors I'inégalité (4.109) induit

75D Fragny < € Co G s gy < C Ol Foll ey (4.118)

pour tout ¢ € [0,7). La suite (i§)c>o est alors bornée indépendamment de e dans 'espace
L>(0,T; L3/*(R?)). Par conséquent, (E)c~ o est bornée dans (L>(0,T; W1’3/2(R2)))2 indépen-
damment de ¢, et il en est de méme pour (¢¢) ¢ dans 'espace L™ (0,7; W23/2(R?)). Par consé-
quent, nous pouvons également affirmer que E€ admet une limite 2-échelles notée £ = £(x, 7, t)
dans (Loo (O,T;L;f([o,27T];W1’3/2(R2))))2, et que ¢ converge a 2 échelles vers une fonction

® = O(%,7,t) dans L™ (0,T; L;f([O, 27]; W23/2(R?))), quitte & en extraire des sous-suites. O

Nous déduisons alors aisément de cette proposition que, pour tout compact K de 2 de la
forme K = Kr x [0,2n] avec Kp C I' compact, la suite (¢¢)c> o définie en (4.87) est bornée

indépendamment de € dans L (O, T; Wf;g/ 2(K )), et, quitte & en extraire une sous-suite, converge
a 2 échelles vers ® = ®(x,k, o, 7,t) dans lespace L™ (O, T; LO#O([O, 27; W723’3/2(K))). Par ailleurs,
P est lice & @ et £ a & par les relations suivantes :

O(x, k,a,7,t) = i)(xl + V2k sina, x9 — V2k cos o, T, t) ,

. (4.119)
E(x, k,a,1,t) = S(wl +V2k sina, 10 — V2k cosa,T,t) ,
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pour tout (x,k,a,7,t) € Q x [0,27] x [0,T).
Etant donné que A€ peut s’écrire en fonction de ¢¢ de la facon suivante

— 0, ¢ (x, K,y t)

O, O°(x, k, i, t)
Oadc(x, k, a,t) ’
— O (x, k, a,t)

Af(x, k,a,t) = (4.120)

nous pouvons affirmer que A€ admet une sous-suite qui converge a 2 échelles vers A = A(x, k, o, 7, 1)
dans (L>(0,T; L;f([O, 27]; W71>’3/2(K))))4. Grace a (4.120), nous pouvons écrire A sous la forme
suivante :

_axzq)(xa ka O[, 7-7 t)
0z, P(x,k, a0, 7, 1)
0a®(x,k,,7,1)
—0p®(x, k, a, T, 1)

Ax, ko, 7,t) = (4.121)

De plus, en utilisant les relations (4.119) entre @, <i>, Eet & , nous pouvons écrire une formule plus
explicite pour A :

E(x,k,a,,t)*
Al 7 ) = V2k (€1 (x, k,a,7,t) cosa + E(x, k,a, 7, 1) sina) (4.122)
Ea(x, k,a,7,t) cosa — E1(x, k,, 7, 1) sina
V2k
Ceci achéve la démonstration du premier point.
Démontrons maintenant qu’il existe une fonction G € L>(0,T’; L}, (2)) telle que
F(x,k,a,1,t) = Gx,k,a+71,t), YV(xkarTt)eQx]|0,2r]x][0,T). (4.123)

Pour cela, nous considérons une fonction test ¢ = ¥ (x,k, a, 7,t) € ’D([O, T) x T C;?EO([O, 27r]2))

de support Kr dans I'. En multipliant 1’équation (4.90) par 9 (x, k, «, E,t) et en intégrant sur

[0,T) x Q, nous obtenons

r t 1 t
/ /fe(x,k,a,t)[atz/}(x,k,a,—,t)—|——8Tz/1(x,k,a,—,t)
o Ja € € €
= D (6, 0,0) D, (3, by, 1) + O (5 0, ) et (., )
+ aoz¢6(x7 ku Oé,t) akw(xu ka «, Eat) - 6k¢6(x7 ka aat) 6aw(xa ku «, Eat)
1 oﬂ/)(x, k,a, E,t)} dx dk da dt = —/ fo(x, k, @) ¥(x,k,,0,0) dx dk dev .
€ € 0

Multiplions cette équation par € et passons & la limite en € — 0 : du fait que ¢ soit bornée
indépendamment de € dans L (O, T, W723’3/2(K)) ou K = Kr x [0, 27], nous obtenons

2w T
/ / / F(x,k,a,1,t) [87.1/)(x, ko, 7,t) — O (x, k, , T, t)} dxdkdadr =0. (4.124)
o Jo Jo

Il s’agit de la formulation faible de 0.F — 0,F = 0. Par conséquent, il existe une fonction G €
L>(0,T; L% (9)) telle que
F(x,k,a,7,t) = G(x, k,a + 7,t). (4.125)

Démontrons le troisiéme point : nous définissons la suite (¢¢). o par
t
9 (x, k,a,t) = fe(x,k,a - —,t) ) (4.126)
€

L’objectif est de démontrer la proposition suivante :
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Proposition 22. Quitte a en extraire une sous-suite, g¢ converge fortement vers 2nG dans
L>(0,T; (Wol’;;m(K))*) pour tout compact K = Kr x [0,27] de Q, oo Kpr C T.

Démonstration de la proposition 22. Etant donné que la suite (f€). s o est bornée indépendamment
de e dans L>(0,T; L% (€2)), il en est de méme pour (g¢). > o. Alors, quitte & en extraire une sous-
suite, (¢%)e¢>0 admet une limite 2-échelles dans L™ (O,T;LO#O([O,27T];L%(Q))), et il s’agit de la
fonction G définie en (4.125). En effet, pour ¢ = ¥(x,k, a, 7,t) dans D([O,T) X I‘;C;&o([o, 271']2)),

nous avons
r t
/ /gé(x,k,a,t)d)(x,k,oz,—,t) dx dk do dt
o Ja €

T
tt
:/ /fe(x,k,a,t)g[}(x,k,a—i——,—,t)dx dk dovdt
€ e
0 Ja (4.127)

27 T
—>/ / /F(X,k,a,T,t)w(x,k,oz—|—7',7',t)dx dk dacdt dr
o Jo Ja

27 T
:/ / /G(x,k,a,t)w(x,k,a,ﬂt)dx dk dadt dr .
o Jo Ja

Par conséquent, g¢ converge faiblement-* vers 2w G dans L> (0, T; L% (€2)).
Par ailleurs, étant donné que f€ vérifie (4.101), g¢ est solution de ’équation de transport
suivante :

(4.128)
g (x, k,a,t =0) = fo(x,k, ).
Soit K = Kt x [0, 27| un compact de . Etant donné que (¢¢).~ o est bornée indépendamment
p q 9 )e> p

de e dans ’epace L (0, T, L%(K)) et que (A€).s ¢ l'est aussi dans (L°° (0, T, W71;3/2(K))4, nous
en déduisons successivement que

— (A°)c> ¢ est bornée dans (L>(0,T; L%(K)))4, ol ¢ € [1, £2[ indépendamment de e,

- (ge(x, k,a,t) Af(x, k,a— E, t))6 - o est bornée dans (L°° (O, T, L;}(K)))Alindépendamment de

€, ol 7 est défini par 2 = 1—1) + é (ref1,42)),

— (019%)e >0 est bornée indépendamment de € dans L>°(0,T’; (WOI; (K))*) on L +1=1

Soit U V’espace fonctionnel défini par

{ Org(x, k, a, t) —i—AE(x,k,a — E,t) -V (x,k,a,t) =0
€

U={uer=(0TLh(K)) : due L*(0,T: (Wo3 (K))) ], (4.129)

et muni de la norme induite par la norme usuelle sur L>° (O, T LL(K )) Remarquons que, pour tout
p > 2, l'inclusion L% (K) C (Wolﬁ/ *(K))* est compacte en vertu du théoréme de Rellich-Kondrakov
(voir [1]).

Sir* > 3/2, alors nous avons l'inclusion compacte WOI’; (K) C WO1
les inclusions compactes suivantes :

)’73;/2(1(). De fait, nous avons

LR (K) € (Wod 2(K))* € (Wi (K)* (4.130)

En appliquant le lemme d’Aubin-Lions, nous constatons que l'inclusion i/ C L (O, T, (Wolyf;/ 2(K ))*)
est compacte et que, de ce fait, g¢ converge fortement vers 27G dans L*>° (O, T, (WOI’;;/Z(K))*).

Si r* < 3/2, alors I'inclusion (WOI; (K)* C (Woly’g/z(K))* est compacte. La suite (¢%)c> 0 est
alors bornée indépendamment de ¢ dans ’espace fonctionnel U’ défini par

U = {u € L=(0,T; L (K)) : u € L (0,T; (Wol_’f;/Q(K))*)} , (4.131)

et muni de la norme induite par la norme ususelle sur L*° (O,T; LL(K )) En utilisant le lemme
d’Aubin-Lions, nous en déduisons que linclusion ¢4’ C L*>(0,T; (W01733/2(K))*) est compacte, et
donc que g€ converge fortement vers 27 dans cet espace. O
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Il reste donc & établir une équation de transport dont G est solution dans L (O, T; L%(Q)).
Pour cela, nous considérons une fonction ¢ = ¥ (x, k, a, t) € D([O, T)x I';Cg ([0, 277])) de support
K = Kr x [0,27] dans Q, avec Kr C I". En multipliant (4.128) par ¥(x, k, a, t) et en intégrant sur
[0,T) x €, nous obtenons :

T
/ / 9<(x, k, v, 1) [Btw(x, Frat) + AS(x, b, — 2 ) - Vip(x, k,a,t)} dx dk da dt
0 K €
+/ fo(x, k) ¥(x, k,,0)dxdkda = 0.
K

Etant donné que, quitte a en extraire une sous-suite, A¢(x, k,a — é, t) converge a 2-échelles
vers A(x, k,a—7,7,t) dans (L°° (O, T, L;f([O, 27l W71>’3/2(K))))4 et que g¢ converge fortement dans

L>(0,T; (Wolg/Z(K))*), nous en déduisons que

T
27r/ /G(x, k,a,t) l@tz/}(x, k,a,t)
0 JK
27
+ (/ A(x, ko —7,7,1) dT) . Vw(x,k,oz,t)] dx dk docdt (4.132)
0

—i—/ fo(x, k,a) (x, k,a,0) de dy dk dae = 0.
K

Nous reconnaissons alors la formulation faible de I’équation de transport suivante :

2
A, ko — 7,7, t)dr
0

G(x,k,a,t =0) = % fo(x, k).

KhG(x, k,a,t) + -VG(x,k,a,t) =0,

(4.133)

Afin d’achever la démonstration du quatriéme point, il reste encore & démontrer que U'intégrale
2m
A, ko — 7, 7,t) dr (4.134)
0
ne dépend pas de a. Pour cela, nous démontrons le résultat suivant :

Lemme 23. Pour tout (x,k,a,t) € Q x [0,T), nous avons l’égalité suivante :

2m
Oa (/ O(x,k,a — 7,7, 1) d7'> =0. (4.135)
0

Démonstration du lemme 23. Soit K = Kr x [0,27] C Q avec Kr C T' compact. Alors la suite
(¢°)e> 0 définie en (4.87) est bornée indépendamment de e dans L>(0,T'; W723’3/2(K)) et converge
a 2 échelles vers la fonction & dans L (O,T;L;f([(), 27; W723’3/2(K))), quitte & en extraire une
sous-suite. En considérant alors une fonction ¢ = 9(x,k,a,t) € D([O,T) X F;C;"([Oﬂw])), de
support Kt dans I', nous avons le passage a la limite suivant :

T
t
/ /8a¢é(x,k,a——,t) Y(x, k,a,t) dx dk do dt
0o Jo €

. o (4.136)
—>/ /8a(/ @(x,k,a—7,7,t)d7> Y(x, k,a,t) dx dk dadt,
0 Ja 0



2. UTILISATION DES COORDONNEES CANONIQUES CENTRE-GUIDE

ce qui traduit le passage a la limite faible-* suivant :

27
Dot (x,k, 0 — f,t) A aa</ d(x, k,a —T,T,t)dT> .
€ 0

Par ailleurs, en définissant 1) = ¢(x, k, o, 7,t) € D([O, T) x F;C;f([O, 2#]2)) par

w(x7 k’ a) T’ t) = /l/}(x7 k? o + T’ t) )

nous avons
T t
/ / 8a¢€(x,k,oz— —,t) V(x, k,a,t) dx dk do dt
0 JQ €
T - t
= —e/ / o (x, k, a,t) O )(x, ko, =, t) dx dk da dt .
0o Ja €

De ce fait, il existe une constante C' > 0 ne dépendant que de K telle que

T
/ / 8Q¢E(x, k,a — E,t) V(x, k,a,t) dx dk da dt
0o Ja €

T
<l Ollwgora x [ s [o0C0)]dt,

P K x[0,27]

Nous en déduisons alors que

T
t
//&lgbé(x,k,oz——,t)w(x,k,a,t)dxdkdadt — 0,
0 JQ €

et donc que

*

t
09 (%, k,a——,t) — 0.
1) (x a—- )
Par unicité de la limite faible-*, Nous en déduisons 1’égalité (4.135).

En conséquence directe de ce lemme, nous avons :

27
- Oz, ®(x, k, —7,7,t)dT
9
27
/ A, ko —7,7,t)dr = 0 O, (%, k, =7, 7, t) dT
0 0
27
— O (x, k,—7,7,t)dr
0

Alors I'équation (4.133) se réécrit sous la forme suivante :
NG+ (EL) - VxG + (Fo) 0,G =0,
ou F, est définie par

Ea(x, k,a,7,t) cosa — E1(x, k, a, 7, t) sina

fa(kaaavTvt): m

et ou la notation (-) correspond a

2w
<u>(x,k,t):/ w(x, b, —7,7, 1) dr .
0

121

(4.137)

(4.138)

(4.139)

(4.140)

(4.141)

(4.142)

(4.143)

(4.144)

(4.145)

(4.146)
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Ceci achéve la démonstration du point 4.

Afin de compléter la démonstration du théoréme 20, il reste encore & démontrer les égalités
(4.97.c) et (4.97.d). Soit ¢ = (x,7,t) € D([0,T) x R%C¥([0,2n])). Alors, en multipliant les
équations (4.91) par ¥ (X, L,t), et en intégrant sur [0,7) x R?, nous obtenons

T 27 T
/ / Ee(i,t)w(i,é,t) dscdt—>/ / E(x,7,t) (X, T, t) dx dt dr (4.147)
0 JR? € o Jo Jr?
T N t 27 T _
/ / Vi¢€(i,t)1/;(i,—,t)didt—>/ / / Vi®(x,7,t) (X, 7,t) dx dt dr , (4.148)
0 JRr? € 0 0 JRr2

T 27 T
- t -
/ A;cqse(fc,t)gb(fc, —,t) dx dt —>/ / Az (%, T,t) (%, 7, t) dx dt dT | (4.149)
0 JRr2 € 0 0 JR2
et

QRS

T
/ / (/f€(£1+\/2k sina, T — V 2k sina,k,a,t)dkdoz) 1/)(5(, ,t) dx dt
0 R2 S

P (4.150)
—>/ / / /F(i1+v2k sina, &2 — V2k sina, k, o, 7, ) (X, 7, t) dk da dx dt d |
o Jo Jr2Js

quitte a extraire des sous-suites de (f€)c> o, ($€)€>0 et (E€)e>o. Enfin, étant donné que 7, ne
dépend pas de ¢, il est évident que 7, converge a 2 échelles dans L (O, T; L;EO([O, 27; L3/2(R2)))
vers - fie, et converge faiblement-* vers fi. dans L>° (0, T; L*/?(R?)). En rassemblant ces résultats,
nous obtenons finalement les équations (4.97.c) et (4.97.d), ce qui achéve la démonstration du

théoréme 20.
O

2.3 Quelques remarques sur le nouveau modéle limite 2-échelles

Nous avons donc proposé une nouvelle expression du modéle limite 2-échelles d’E. Frénod et E.
Sonnendriicker en nous basant sur les mémes hypothéses sur fo et . que celles du théoréme 18.
La premiére remarque que nous pouvons faire est que ’énergie cinétique adimensionnée k est un
invariant adiabatique de ce nouveau modéle. En effet, en notant X, K, et A les caractéristiques
associées aux variables x, k et a pour 'équation de transport (4.97.a), nous constatons que K
vérifie ’équation différentielle

K (t)=0. (4.151)
Par conséquent [V |2 = 2k est un invariant adiabatique du modéle (4.97), ce qui rejoint les résul-
tats constatés par T.-S. Hahm, A. Brizard, W.-W. Lee, R.-G. Littlejohn et al. (voir [7, 8], [43, 44],
[47]) quant & I'invariance adiabatique du moment magnétique p, tel qu'il est défini en (4.4).

D’un point de vue numérique, nous pouvons également noter qu’il est possible de construire
un algorithme de splitting de Strang sans que cela n’altére le caractére conservatif de ’équation
de transport (4.97.a) : en effet, étant donné que les termes de transport (£1), (£2) et (F,) ne
dépendent pas de «, nous avons

Vi (EL) = 0.(F,) =0. (4.152)
Par conséquent, il est possible de remplacer la résolution de I’équation de transport
DG+ (EL) - VG + (Fo) 0,G =0, (4.153)
et la nécessité de résoudre un systéme différentiel 3D de la forme
KhX(t) = <5L>§X(t),k,t§,
s) = x,
) e

S

QA() =
X(
A(s) =

)
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par la résolution successive de

HG+ (L) - V.G =0, (4.155)
et
G + (Fu) 0,G =0, (4.156)
et donc la résolution de systémes différentiels 2D et 1D de la forme
aX(t) = (E5)(X(),k.1t),
{ X(s) = x, (4.157)
pour I’équation (4.155) et
QA() = (Fa)(x,k,t),
{ Als) , (4.158)

pour I’équation (4.156).
Cette propriété est un atout numérique que ’équation de transport (4.19.a) ne présente pas.
Rappelons qu’il s’agit de ’équation suivante :

8té(ya ﬁa t) + A(yv ﬁv t) : Vf’,flG(yv ﬁv t) =0 ’ (4159)

avec A défini par

i ﬂR(—U)g(SH—R(U) i,0,t) do
Ay, a,t) =] 702 i : (4.160)
/0 R(—0)E(y + R(o)u,0,t) do

En développant les différents termes de la somme Vi 5 - A, nous avons

2
g, / [ —sino & (y + R(0) @, 0,t) + (1 — coso) & (y + R(0) @, 0, t)} do
0

o (4.161)
= / [ —sino 9;,&1 (¥ + R(0) 4,0, t) + (1 — coso) 0z, & (y + R(o)u,o, t)} do ,
0
2 5 -
Oy / [(cos c—1)&(y +R(o)u,0,t) —sino & (y + R(0) a0, t)} do
L (4.162)
= / [(COS o —1)03,& (y + R(0)u,0,t) —sino Dz, (y + R(o) 0,0, t)} do,
0
2
Oa, / coso &, (y + R(0)@,0,t) —sino & (y + R(o) w0, t)} do
0
27
= / {coscr sino 9, & (y + R(0)u,0,t) (4.163)
0 .
+ (cos® o — sin® 0 — cos 0) Dz, (y + R(0) 0, 0,t)
+ (sino — sino cos o) dz,E (y +R(0)n,o, t)} do,
et
2 B N
Oy / {sin c&1(y +R(o)n,0,t) + coso & (y + R(o) u, 0, t)} do
0
2
= / [(Sina — coso sino) 9z, & (y + R(0)u,o,t) (4.164)
o :
+ (sin® 0 — cos® o + 08 0) 07,1 (¥ + R(0) @, 0, 1)

+sino coso 9z, (y + R(o) 1,0, t)} do .
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Il est alors évident qu’il est impossible d’écrire

{A:A“LA?’ (4.165)

a moins d’avoir A; =0 ou Ay = 0.

2.4 Construction du systéme limite faible-*

Nous avons démontré dans le paragraphe précédent que, quitte a extraire des sous-suites, la suite
(f€)e>0 converge a 2-échelles vers une fonction F dans L>°(0, T L;f([o, 21); L1 (9))) et que Ee

converge a 2 échelles vers € dans (LOO (O, T; L;’#O([O, 27; W1’3/2(R2))))2. Cependant, notre objectif
initial est la résolution d’un systéme d’équations n’impliquant que les limites faibles-* des suites
(f)es>o0 et (E9).>o dont l'existence est prouvée grace & un corollaire direct du théoréme 20 :

Corollaire 24. Quitte a extraire des sous-suites,
— f€ converge faiblement-* vers une fonction f dans L>(0,T; L% () définie par

2T
fxk a,t) = / F(x,k,a,7,t)dr, (4.166)
0
— E€ converge faiblement-* vers une fonction E dans (L°° (O,T;W1’3/2(R2)))2 définie par
E(x,t) :/ E(x,1,t)dT, (4.167)
0
— ¢¢ converge faiblement-* vers une fonction ¢ dans L™ (O,T; WQ’?’/Q(RQ)) définie par

3z, 1) = /O "B, 7 ) dr (4.168)

En se basant sur des méthodes de compacité et des hypothéses plus fortes que celles du théoréme
20, M. Bostan a démontré dans [6] des résultats de convergence faible-* sur (). ¢ et a également
établi un systéme d’équations de la forme (4.45) vérifié par f. Ici, nous proposons d’aboutir a ce
modeéle limite faible-* en n’utilisant que les hypothéses du théoréme 20, et en nous basant sur les
résultats de convergence 2-échelles obtenus dans le paragraphe 2.2 et sur le corollaire 24 :

Théoréme 25. Il existe une fonction g € L™ (0, T; Lp(l")) telle que
1
f(x,k,a,t) = o g(x, k,t), V(x,k,a,t) € Qx1[0,T), (4.169)
T

ol g vérifie le systéme d’équations suivant :

Org+ (EF) - Vyeg =0,

2
g(x7k7t:O): fO(Xakua)daa
0
1 2m 5
(EY(x,k,t) = 2—/ E(z1 — V2k sina, zy + V2k cosa, t) do (4.170)
T Jo
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Démonstration. Grace a la relation (4.95) entre F et GG, nous constatons que f = f(x,k,a,t) ne
dépend pas de a. En effet, nous avons

2m

Oaf (X, k,a,t) = Dy F(x,k,a,7,t)dr
0

27
:8/ G(x, ko + 7,t)dr

27
—8/ G(x,k,7,t)dr

(4.171)

Par ailleurs, grace au lemme 23, nous savons que les fonctions (£) et (F,) définies dans le théoréme
20 ne dépendent que de x, k et t. De ce fait, en intégrant I’équation (4.97.a) en « sur [0, 27], nous
obtenons

2m 2T
3t/ G(x, k, o, t)do 4+ (E1)(x, k, t) - Vx/ G(z,y, k,a,t)da =0, (4.172)
0 0
que nous pouvons reformuler de la fagon suivante :
Orf (%, kyt) + (EX)(x, K, 1) - Vo f(x, k, 1) = 0. (4.173)

En divisant cette équation par 2w, nous obtenons ’équation (4.170.a). De la méme facon, en
intégrant ’équation (4.97.b) en «, nous avons
1 2w
f(x,k,t=0)= 7 fo(x, k,a)da, (4.174)

™ Jo

et donc (4.170.b).
En intégrant I’équation (4.97.c) en 7 sur [0, 27|, nous obtenons

V(1) = B(X,1). (4.175)

De la méme fagon, en intégrant ’équation (4.97.d) en 7 et en faisant un changement de variables,
nous avons

2m
—Azp(x,t) = / / G(i"l + V2k sina, T2 — V2k cosa, k, a + 7,t) dk da dT — N (X)
0o Js

2w
= / / G(5c1 + V2k sinw, 3 — V2k cosa, k, 7, t) dk dadr — 1o (X)
0 Js (4.176)

/ f (&1 4+ V2k sina, @2 — V2k cosa, k, t) dk da — e (X)
s

1
Py / g(Z1 + V2k sina, &2 — V2k cosa, k, t) dk da — fe(X) .
TJs
2m
Enfin, le lemme 23 nous indique que l'intégrale / E(x,k,a—7,7,t) dr ne dépend pas de «. Alors
0

2m
EVmyy, ko t) = / g(:E—VQk sin(o — 1),y + V2k cos(a — 7),7,t) dT (4.177)
0
pour tout « € [0, 27]. Nous pouvons alors écrire

2 27
(&) (x,k,t) =5 / / c (z1— V2k sin(a — 7), 2y + V2k cos(a — 1), 7, t)drda.  (4.178)
7T
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Alors, en faisant un changement de variables dans cette intégrale, nous obtenons

2 27
(E)(x,k,t) = / / ~x1 V2k sina, zo 4+ V 2k cosa, 7, t) dr dov
(4.179)

2 ~( —V2k sina, o + V2k cosa t)
™ Jo

ce qui conclut la démonstration du théoréme.

3 Meéthode numérique 2-échelles

Dans cette partie, nous présentons la méthode semi-lagrangienne 2-échelles permettant de va-
lider numériquement la solution (f,E) du modéle (4.169)-(4.170) comme étant la limite faible-*
d’une suite (f€,E€). ¢ ou, pour tout € > 0 fixé, ([, E) est solution du modele

fexkya,t) = ff(xl —V2k sina, z2 + V2k cos o, V2k cos a, V2k sina,t) ,
O F (R, %, 8) + 2 ¥ - Vaf (%, ¥,8) + (Ef(sc,t) + i) Ve fi(x,v,1) =0,
_ € € (4.180)
fé(x7v7t = ) = fo(ia‘?)u
EC(X,t) = —Vzo(X,1), —Azd*(X,1) = [ [(X V,1)dV —ne(X),
R2

Pour cela, 'objectif sera d’approcher (f, E) par une suite (fﬁ, E;), oll fy est définie par
f(x,k,at) = fﬁ(wl —V2k sina, zo + V2k cos o, V2k cos o, V' 2k sin a,t) , (4.181)
et o (f,ES) est une approximation de la solution du modéle (4.180.b)-(4.180.¢).

Grace aux remarques que nous avons pu faire dans le chapitre précédent, et comme cela a été
évoqué dans l'introduction du présent chapitre, le choix d’une discrétisation semi-lagrangienne en
arriére de I’équation de transport (4.170.a) impliquerait la résolution numérique d’un grand nombre
de problémes de points fixes. En effet, en notant X = (X7, X2) les caractéristiques associées aux
coordonnées x = (x1,x2) du centre-guide, une méthode semi-lagrangienne en arriére appliquée a
(4.170.a) s’écrit

g(X, kvthrl) = g(X(tv (Xa k)vthrl)akvt) ) (4182)
pour un instant ¢ < ¢, 41, o £ — X(t; (x, k), th) est la solution de
6tX(t) = <5J_> (X(t)u ka t) )
{ X(tor1) = x. (4.183)

Comme dans le chapitre précédent, une solution envisageable serait de poser t = t,,_1, et d’appro-
cher X(t; (x, k), tn+1) par
X(t; (%, k), tny1) = x —2d"(x, k), (4.184)

ot d™(x, k) est solution du probléme de point fixe suivant :
d"(x, k) = At () (x — d"(x, k), k, tn) - (4.185)

Méme s’il s’agit de problémes de points fixes 2D, il faut tenir compte des variables k et o qui
sont nécessaires au calcul de (€), ce qui augmente considérablement la complexité globale de la
méthode numérique. Il est alors préférable d’envisager une autre approche, celle d’'un schéma semi-
lagrangien en avant. Cependant, & ce jour, une telle méthode numérique n’a été implémentée que
sur un modeéle de type Vlasov 2D dans l’espace des phases (voir Crouseilles et al. [16]), mais pas
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encore sur un modéle de type Vlasov 4D dans I’espace des phases. Par conséquent, nous choisissons
de tester au préalable une telle méthode numérique dans un cadre mathématique connu, comme
celui du modéle de Vlasov-Poisson 2D :

Of+v -Vxf+E-Vyf=0,

fieco = Jo, (4.186)
~Vxp=E, —Ayp=[ fdv-1.
R2

En effet, plusieurs articles furent consacrés a I’étude de ce modéle comme ceux de N. Crouseilles et
al. [14], ou de F. Filbet et E. Sonnendriicker [21, 22], offrant ainsi un cadre de travail relativement
confortable, ainsi que des résultats numériques fiables sur lesquels nous pourrons nous appuyer.

Dans un premier temps, nous rappellerons le principe de base d’'une méthode semi-lagrangienne
en avant, et nous effectuerons un test préliminaire de cette méthode sur un modéle de Vlasov-
Poisson 2D de la forme (4.186) afin de nous assurer que les techniques mises en oeuvre sont
efficaces. Puis nous discrétiserons les modeles (4.169)-(4.170) et (4.180) a l’aide de méthodes semi-
lagrangiennes en avant. Enfin, nous proposerons un cas test dans lequel nous connaissons la solution
exacte (f,E) du modele (4.169)-(4.170), 'objectif étant de vérifier si la suite d’approximations
(f£,ES)es o converge vers (f, E).

3.1 Principe de la méthode semi-lagrangienne en avant

Nous considérons I’équation de transport suivante :
of+U-Vyxf=0, (4.187)

oux € Q CR"” et on U=U(x,t) est & valeurs dans R™ et vérifie Vi - U = 0. Rappelons que le
principe d’'une méthode semi-lagrangienne repose sur le fait que la fonction f est stationnaire le
long des courbes caractéristiques associées a 1’équation (4.187), c’est-a-dire

f(X(t;x, s), t) = f(x,s), (4.188)
ou t — X(t; %, s) est la solution de
aX(t) = U(X(t),t),
{ X(s) = x. (4.189)

Une méthode semi-lagrangienne en arriére consiste a remonter ces caractéristiques de 'instant ¢,,4;
jusqu’a un instant t < t,,+1 en posant

f(tng1) = F(X(G X tngn),t), 6 <tnyr, (4.190)

et donc résoudre le systéme différentiel

aX(t) = U(X(t),t),
{X(th) ~ X (4.191)

afin de calculer X(¢;x,t,+1). Comme nous avons pu le voir dans le chapitre précédent, U n’est
connu qu’aux instants t; dans la plupart des cas rencontrés, et cela complique singuliérement le
travail en nécessitant parfois la résolution de problémes de points fixes afin d’obtenir une méthode
d’ordre 2 en temps.

A contrario, une méthode semi-lagrangienne en avant consiste a avancer le long des caractéris-
tiques de l'instant t,, jusqu’a l'instant ¢,,11, c’est-a-dire utiliser ’égalité

f(xtn) = F(X(tng1 %, tn), tny) - (4.192)
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Par conséquent, nous devons résoudre le systéme différentiel suivant

{a}t(}((t(g = 57(X(t)7t), (4.193)

afin de calculer X(¢,,+1;X,t,), et un tel systéme différentiel peut étre résolu a 'aide d’une méthode
numeérique classique (Runge-Kutta, méthodes multi-pas, ...).

Principe de base

Considérons un maillage (x;); ¢ 5 de Q uniforme o le volume d’une maille dans la direction xj
est Axy, ainsi qu’une suite d’instants (¢,), >0 C Ry. Alors, en notant f™ 'approximation obtenue
a l'instant t,, par la méthode semi-lagrangienne en avant, une itération de cette méthode se déroule
de la fagon suivante :

1. Pour (x,t) € Q X [tn,tnt1], nous définissons la fonction f; par

=D Wl v(x = X(txi t) | (4.194)

iel

ou 1 est une fonction de forme vérifiant les propriétés suivantes :
— 9(x) > 0 pour tout x € Q,

— 1) est & support compact dans 2,

- [ et

— z/JQest paire en chaque composante de x,

- Axl...Aand)(x—xi) =1.
iel
En supposant que f™ est connu en chaque point x;, nous calculons les poids w;* en posant

VE, k) = Xk tn) = Wl d(xk —X;) . (4.195)

i€l

Nous avons ainsi un systéme linéaire de taille #(I) a résoudre, dont les inconnues sont les

n
W, .

2. Nous résolvons le systéme différentiel

pour chaque point x;, ce qui permet d’obtenir les fonctions ¢t — X(¢;x;,t,). S’il n’est pas
possible de résoudre ce systéme explicitement, nous pouvons en approcher numériquement la
solution avec une méthode classique d’ordre supérieur ou égal a 2.

3. Une fois que les X (t,41; X;, ) et les w! sont calculés, nous calculons les f"1(x;) en évaluant

(4.194) en (x,t) = (Xk,tnt1) :

FrR) = (ke tngn) = > W (xk — X(tng13 X5, 1)) - (4.197)

i€l
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s v

FIGURE 4.1 — Méthode semi-lagrangienne en avant.

Le principe de cette méthode est alors similaire a celui d’'une méthode Particle-In-Cell (PIC) :
en effet, il s’agit de considérer les caractéristiques X passant aux noeuds du maillage en t,, et
de suivre ces courbes dans 2 X R>; jusqu’a 'instant ¢,11, puis redéposer les contributions ainsi
portées par ces macro-particules sur les noeuds du maillage, comme cela est illustré dans la Figure
3.1.

Approximation numérique des caractéristiques

Dans la plupart des cas, il est impossible de résoudre le systéme différentiel (4.196) de fagon
explicite. Par conséquent, il est nécessaire d’approcher X(¢,,41;X;, t,) en résolvant numériquement
(4.196) a I’aide d’un schéma d’ordre supérieur ou égal a 2. Par la suite, nous utiliserons la méthode
de Runge qui permet d’obtenir ’approximation suivante :

At
X(thrl; X, tn) ~ X; + AtU(Xl + 7 U(Xi, tn), tn+l/2) s (4198)

ol At =t,11 — tn. A 'image des modeles (4.73), (4.170), ou (4.186), U n’est parfois pas connu a
l'instant intermédiaire ¢, 1/, et il est alors nécessaire de le calculer a cet instant afin de définir
correctement l’approximation (4.198). Pour cela, nous reconstruisons une approximation de la
fonction f en ¢,/ & partir de laquelle nous pourrons approcher U(,¢,,1/2). Pour cela, nous
procédons de la fagon suivante :

1. Nous définissons la fonction fp, : Q X [t,tn4+1] — R par

fr(x,t) = Z wl w(x — X(t; %, tn)) , (4.199)

iel
ol les poids w]' sont calculés en résolvant le systéme linéaire constitué des équations de la
forme
Vkel, [ %K) = fn(Xp, tn) = Zw? (X —x;) - (4.200)
iel
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2. Nous reconstruisons une approximation de f"*1/2 en posant

fnJrl/Q(Xk) = fh(xk; tn+1/2) = ZW? 1/1()( - X(tn+1/2;xi7tn)) ) (4201)
i€l

ott X(tp41/2;Xi,tn) est approché a 'aide d’'une méthode d’Euler appliquée a (4.196) :
At
X(tnt1/2;Xistn) = Xi + > U(xi,tn) - (4.202)

3. Nous calculons une approximation de U(:,t,41/2) a partir des f"*1/2(x;), et nous calculons
en particulier les U(xi + % U(x;,tn), tn+1/2).

4. Nous calculons approximation de X(t,,+1;X;,t,) donnée par
At
X(tn_;,_l; X, tn) ~ X; + At U(Xl + 7 U(Xi, tn), tn+1/2) . (4203)

5. Nous calculons enfin f"!(x;) en posant

FrR) = Xk tngn) = > wl (x = X(tng15Xi, tn)) - (4.204)
i€l
Splitting de Strang

Tout comme dans le chapitre précédent, lorsque nous travaillons sur une équation de transport
en n dimension, le calcul des poids w;* peut devenir extrémement coliteux en temps de calcul lorsque
n devient grand. De plus, si nous sommes amenés a résoudre le systéme différentiel nD (4.196) &
I'aide d’une méthode numérique d’ordre 2 ou plus, il est parfois nécessaire de reconstruire la fonction
f & des instants intermédiaires dans [t,,t,41], ce qui ajoute un temps de calcul supplémentaire
important.

Supposons que Iéquation de transport (4.187) puisse s’écrire sous la forme

8tf(X1,X2,t) =+ Ul(X17X25t) ' vxlf(xlaXQat) =+ UQ(XlaXQat) ! VX2f(X1,X2,t) = 07 (4205)

avec X; € €);,

U= ( E; ) , (4.206)

et Vx, - Uy = Vy, - Ug = 0. La solution exacte de cette équation de transport vérifie alors
f(x1,%2,tn) = f(X1 (tng1; (x1,%2), tn ), Xo (bt 15 X2, tn) s tnt1) (4.207)

ou les fonctions ¢t — X (t; (x1,X2), tn) et t — Xo (t; (x1,X2), tn) consistuent la solution de

9 Xi(t) = Ui(Xu(t),Xa(t),1),

9 Xa(t) = Uz(Xu(t),Xa(t),1),

i) = ) (4205
Xg(tn) = X9.

Comme nous l'avions fait dans le cadre d’une méthode semi-lagrangienne en arriére, nous
pouvons utiliser un algorithme de splitting de Strang basé sur une discrétisation semi-lagrangienne
en avant afin d’approcher f(x1,X2,tn11) :

1. Nous résolvons

{ atg(X1,X2,t) + Ul(Xl,XQ,t) . vxlg(X1,X2,t) = 07 (4 209)
g(Xl,Xg,tn):f(Xl,Xg,tn), '



3. METHODE NUMERIQUE 2-ECHELLES 131

sur un demi-pas de temps. La solution exacte f, de cette équation vérifie alors

Fe (X (g /25 (X1, %X2) ), bg1/2) = fu (X1, X2, b))

(1, %0, ), (4.210)

étant donné que V, - Uy = 0. Dans cette équation, ¢t — X, (t; (x1,X2), tn) est la solution de

{8tX1(t) = Ui(Xu(t),x2,t) (4.211)

Xl(tn) = Xi1.

Afin de calculer f.(-,-,t,41/2) aux noeuds (x4, X2 ;) du maillage du domaine de simulation,
nous définissons les fonctions f7' : Q1 X [ty t,41/2] — R par

ff(xl,t) = szj () (x1 - Xl(f; (Xl,iax2,j)7tn)) ; (4.212)
i
ou les poids w;'; sont calculés en résolvant le systéme linéaire suivant :

Vi ,V‘] 5 f(X17k7X21j, tn) = fjn(xl,iytn) = Zw;fj 1/)xl (Xl,k - Xl,i) . (4213)

Puis nous approchons f.(x1,x,X2,j,t,+1/2) de la fagon suivante :

Fe(X1 kX2, 5, tng1y2) = ff' (X1, thy1y2)

~ Zwﬁj Ve, (%10 = X1 (g1 /23 (X1, X2,5), tn) ) (4.214)

3

outm— X; (t; (xlﬂ-,xzj),tn) est la solution de (4.211) en (x1,X2) = (X1,4, X2,;)-

2. Nous résolvons ensuite

6tg(xlux2ut) + UQ(Xl,Xg,t) . VXQ.g(x17x27t) = 07
(4.215)
g(X17X27tn) = f*(x17X27tn+1/2)7
sur un pas de temps. La solution exacte f,, de cette équation vérifie alors
**X,X tnt1; (X1,tn),tn = [ax(X1,X2, 1,
f(l 2(+1(1)+1)f(12) (4.216)

= f*(xlux27tn+1/2) )

étant donné que Vi, - Uz = 0. Dans cette équation, t — Xg (t; (x1,X2), tn) est la solution de

(4.217)

{ 8tX2 (t) = U2 (Xl, X2 (t), t) y
X.2 (tn) = X2 .

Afin de calculer fi.(-,-,tnt1) aux noeuds (x1,,X2;) du maillage du domaine de simulation,
nous définissons les fonctions f : Qo X [y, tnt1] — R par

fi(x2,t) = wa,j Uy (%2 — Xo (8 (%14, %2,5), tn) ) (4.218)
J

ou les poids w; ; sont calculés en résolvant le systéme linéaire suivant :
;

Viavjv f*(xly’iaXQ,lvtn+1/2) = f**(XLi,XQJ,tn)
= fi(x2,1,tn)

(4.219)
= W]ty (X20 — X25) -
j
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Puis nous approchons f..(X1,i,X2,,tn+1) de la fagon suivante :

fax (X145, X201, tn1) = fi (X2, tng1)

~ Zwij Pxs (Xz,z - Xz (tn+1; (X1,is X2,j)7 tn)) ) (4.220)
J

out— Xo (t; (xl,i,xz,j),tn) est la solution de (4.217) en (x1,X2) = (X1,i, X2,;)-

3. Enfin, nous résolvons

8159()(1, X2, t) + Ul(X17 X2, t) : Vxlg(xl, X2, t) =0 )
(4.221)
g(Xl,XQ,tn+1/2) = f**(xlax25tn+1) )
sur un demi-pas de temps. La solution exacte fi.« de cette équation vérifie alors
f*** (Xl (thrl; (X17 X2) n+1/2) n+1) = f***(Xh X2, tn+1/2)
(4.222)
= foe(X1,X2,tn11)
Dans cette équation, t — X (t; (x1,X2), tn+1/2) est la solution de
6tX1(t) = Ul (Xl (t),XQ,t) 3
{ Xi(tos1js) = X1 (4.223)

Afin de calculer fiys(-, -, tnt+1) aux noeuds (x1,;,X2 ;) du maillage du domaine de simulation,
nous définissons les fonctions f1* : Q1 X [t, 112, tn+1] — R par

*(x1,t ZW s, (%1 — X (5 (%16, %2,5) tny1/2)) 5 (4.224)
ou les poids w;; sont calculés en résolvant le systéme linéaire suivant :
Vi, Vi, Fox (X1, X2,55 tnt1) = fron (X185 X255 Tny1/2)

= f;*(xl,iathrl/Q) (4225)
= sz*j U, (X1, — X1,4) -

Puis nous approchons fi.«(X1,k,X2,;, tn+1) de la facon suivante :

f***(XI,k,XQJ,tn_i_l) ~ f;*(xl,iatn-i-l)
~ szj wxl (Xl,k} - X1 (tn+l; (Xlxi7 X2,j)7 tn+1/2)) , (4226)

i

ot t — X (& (x1,i,X2,j), tny1/2) est la solution de (4.223) en (x1,%2) = (x1,5,X2,).

4. Nous considérons finalement 'approximation de f (X1, Xz, ty41) suivante :

f(Xl,XQ,tn+1) ~ f***(X1,X2,tn+1) . (4227)

S’il est possible de résoudre les systémes différentiels (4.211), (4.217) et (4.223) de maniére
exacte, alors l'algorithme de splitting présenté ci-dessus permet de construire une approximation
de f(-,-,tnt+1) & partir de f(-,-,t,) d’ordre 2 en ¢t. Dans le cas contraire, nous pouvons tout de

méme construire une telle approximation d’ordre 2 en ¢ & condition d’approcher les solutions de
(4.211), (4.217) et (4.223) a laide de méthodes numériques d’ordre 2 ou plus.
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3.2 Test préliminaire sur un modéle de Vlasov-Poisson 2D

Avant d’utiliser les techniques présentées ci-dessus pour discrétiser les modéles (4.169)-(4.170)
et (4.180), il est recommandé de les tester dans un premier temps dans un cadre mathématique
plus simple et mieux connu que celui du modéle de rayon de Larmor fini 2D. Nous choisissons donc
d’effectuer quelques tests préliminaires sur le modéle de Vlasov-Poisson 2D suivant :

O f(x,v,t) +v-Vxf(x,v,t) + E(x,t) - Vy f(x,v,t) =0,
f(x,v,0) = fo(x,v), (4.228)
— Vxo(x,t) =E(x,t), —Axp(x,t) = / f(x,v,t)dv—1,

]R2

ol x = (2,y) € Qx, v = (vg,vy) € Qy, Ol x est un sous-espace borné¢ de R? et O est un
sous-espace de R?, E = (E,, E,), et ol fj est supposée vérifier

/ fo(x,v)dxdv =1. (4.229)
o, Jo,

Par ailleurs, nous pouvons inscrire cette phase de test préliminaire dans le prolongement des
travaux de N. Crouseilles et al. détaillés dans [16] autour du comportement d’une méthode semi-
lagrangienne en avant appliquée au modéle de Vlasov-Poisson 1D

Ocf (z,0,t) + 00, f(z,y,t) + E(x,t) 0, f(x,v,t) =0,
f(x,v, 0) = f()(x,’U), (4230)
0. E(x,t) = / fz,v,t)dv—1,

R

ainsi qu’au modeéle centre-guide 2D

Oip(x,t) + EL(x,t) - Vxp(x,t) =0,
p(x,0) = po(x), (4.231)
—Vxo(x,t) = E(x,t), —Axd(x,t) = p(x,1).

En effet, dans cet article, de résultats numériques ont permis de constater que la méthode semi-
lagrangienne en avant permettait d’obtenir sur ces modéles des résultats comparables & ceux fournis
par une méthode semi-lagrangienne en arriére (voir Sonnendriicker et al. [62]).

Présentation de la méthode numérique

Considérons les domaines de simulation suivants :

Oy = [xmina zmaz] X [yminvymam] ) Qy = [vzminvvmmaz] X [vymma vymam] ) (4232)

ainsi que les maillages uniformes M (Qx) = (24, ¥;)i,; et M(Sy) = (Vak, vy;)r1, €t supposons que
f, E et ¢ soient périodiques sur )y et nuls aux bords de €. Nous considérons également les 4
fonctions de forme suivantes :

1/11 : [xmina xmaw] - R )
x = va(r) = 25 5(%5)
1/1y : [ymin7 yma;ﬂ] i ]R ) 1
y = y(y) = 2y 5(35)
(4.233)
1/)1/1 : [vzminv vxma;ﬂ] - R ) 1
Ve =t (ve) = 7 S35
wvy : [Uymin’ Uymaw] - R ’ 1 v
Uy =y, (vy) = Au, S(A'gy) ’
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ot Az = i1 — i, AY = yj11 — Y5, AUz = Vg1 — Ugp, AUy = Vy;q — Uy €t ol S:R — Rest
définie par

3 .
s (@2—lzl)”  silele 1,2,
S) =9 2-22+1L sijz)elo,1], (4.234)
0 sinon.

Etant donné que Vy - v = V, - E(x,t) = 0, nous pouvons utiliser un algorithme de splitting
de Strang sans altérer les propriétés de conservation du modeéle (4.228) et remplacer la résolution
numeérique de I’équation de transport (4.228.a) par la résolution successive de

991 (x,v,t) +v - Vxgi(x,v,t) =0, (4.235)

et
Ovg2 + E(x,1) - Vyga(x,v,t) = 0. (4.236)

Les solutions exactes de ces équations de transport vérifient
g(x,v,8) =gi(x+ (t—s)v,v,t), (4.237)

et
92(X,v,8) = ga (x, v+ (t —s)E(x,s), t) , (4.238)

pour tous t > s. En effet, si nous couplons I'équation de transport (4.236) avec 1’équation de
Poisson (4.228.d), nous constatons que

— Ot Axd(x,t) =0, (4.239)
et donc que ¢ et E sont stationnaires sur Uintervalle [s,t] C Ry.

En notant f™ 'approximation de f(-,-,¢,) sur le maillage M (Qx) x M (), et E™ Papproxi-
mation de E(-,t,) sur le maillage M (£2x), une itération de la méthode numérique se déroule de la
fagon suivante :

1. Supposons que f™ est connu sur M (Qx) x M(€y) et que E™ est connu sur M (). Nous
définissons alors f* sur M (2x) x M(§2y) par

f*(xiayjavzkavyl)

n At At 4.24
= Zwi,j,a,ﬁ 1/)112 (Uzk — Uz — 7~ Egc ($i,yj)) ¢vy ('Uyl “Uyg T 5 by (xi,yj)) ; ( O)

s 2 2
ou, pour chaque couple (i,7), les poids wi'; o3 constituent la solution du systéme linéaire
suivant :
VEk,1, fn($iaijvwkavy[) = Zwlﬁ:j,a,ﬁ VYo, (Vak — Vaq) wvy(vy[ _Uyﬁ)' (4.241)

a,p

2. Nous effectuons une advection dans la direction x en définissant f** sur M (Qx) x M ()
par

P @0 Y Var Vy) = 3 Wh g ey Ya(@i — o — Atvgy) ty (y; — yp — Atvy,),  (4.242)
a,fB

ou, pour chaque couple (k,1), les poids w;, 5., constituent la solution du systéme linéaire
suivant :

Vi, @y e vy) = D wh g Ve (@ — Ta) Yy (Y5 — ys) - (4.243)
o,
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3. Nous calculons E"*! sur M(Qy) en résolvant I’équation de Poisson suivante :

—Vyop" T = BT — Ayt :/ fdv—1. (4.244)
Qv

4. Nous calculons finalement f"*! sur le maillage M () x M(Q) par
At

fn+1(x’i7 Yjs Vs Uyl) = sz;a,ﬁ 1/)’01 (vmk —Ugq — 7 E;l+1(xi7 y]))
o, (4.245)
At
X dj”y (vyl - vyﬁ - 2 E (I’Layj)) B
ot, pour chaque couple (4,7), les poids w; , 5 constituent la solution du systéme linéaire
suivant :
Vkvla f**(xiaijvl‘kvvyl Zwljaﬁq/}'l)z vl‘k vxa) 1/’% (vyl _vyg) . (4246)

Etant donné que nous pouvons calculer de maniére exacte les caractéristiques associées aux
équations de transport (4.235) et (4.236), la méthode numérique que nous proposons est d’ordre 2
en temps.

Calcul des poids
Etant donné que S(0) = 2 et S(+1) = 2, le systéme linéaire (4.241) se simplifie de la fagon
suivante :

k+1 I+1

VI, fr (55179]7“:%7“11[ Z Z wz;aﬁwvm(vwk Uma)z/’vy(vul Uyg) (4-247)
a=k-18=1-1

Avec les conditions aux bords de €2, que nous nous sommes fixées, et en supposant que le support

numérique de f" soit suffisamment éloigné de 0€)y, nous pouvons calculer les w} LB de la fagon
suivante : nous posons
k+1
fn(xia Yjs Uz Uy[) = Z n;?j,a,l Yy, ('Uack - Uﬂaa) ) (4248)
a=k-1
avec 7', , , défini par
I+1
Mgk = D Wil Vo, (Vg = vyg).- (4.249)
B=1—1
Alors nous calculons dans un premier temps les 77 , ; en inversant le systéme
;. :
b0 PP @35 v )
y g Yaly Yy
A(Avy) : = : : (4.250)
" :
nl’%PvI’l fn(xiuyjavavxavy[)
pour chaque triplet (i, 7,1), ot la matrice A(Awv,) est définie par
4 1 0
1 4 1
A(Av,) = — € Mp, +1(R) (4.251)
v — . .
T 6A’Um P,,+1
1 4 1
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Puis nous calculons les wj’; , 5 en inversant le systéme

4,5,
wl 0
Bl i g1
A(Auvy) : = ) , (4.252)
Wi
vera S\ W,
pour chaque triplet (4, j, ), ot A(Avy) € Mp, +1(R) est définie comme A(Avy).
De la méme fagon, le systéme linéaire (4.243) se simplifie de la fagon suivante :

i+l G+l

Vi, j, S (@i Y5, Vag, vyy) = Z Z Wa gkt Vo (Ti — Ta) Yy (y; — yp) - (4.253)

a=i—18=7j-1

Avec les conditions aux bords de {2x que nous nous sommes fixées, nous pouvons calculer les wy, 5,
de la facon suivante : nous posons

i+1
f*('riv Yj» Vzk> Uyl) = Z 772,;‘,1@,1 (o2 (Il - CCQ) ) (4254)
a=1i—1
avec 1, ; 1, défini par
Jj+1
*
Magkl = Y Wi grYy(ys — Us)- (4.255)
f=j-1

Alors nous calculons dans un premier temps les 1’ j.k, €1 inversant le systéme

ng,j,k,l f*($0ayjavmkavyl)
B(Az) : = : : (4.256)
n;z,j,k,l f*(xpzvyjavzkavyl)

pour chaque triplet (4, k,1), ot la matrice B(Ax) est définie par

4 1 1
1 4 1
) 0
0 1 4 1
1 1

Puis nous calculons les wf, 5, ; en inversant le systéme
* *
Wa,0,k,l N0,k
B(Ay) : = : , (4.258)
* *
W, P, k,l Ne, P, k)l

pour chaque triplet (o, k,1), ot B(Ay) € Mp, 11(R) est définie comme B(Ax).

Simulations numériques d’amortissements Landau linéaire

Nous proposons de tester la méthode présentée ci-dessus sur des cas d’amortissements Landau,
ou la distribution initiale fy est donnée par

24,2
vx—i—vy)
)

5 (4.259)

1
Jo(z,y, vz, vy) = Py (1+ a cos(ky x + kyy)) exp ( -
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avec kg, ky € [0, 1], a > 0.

Nous nous plagons dans le cadre d’un régime linéaire, c’est-a-dire avec une valeur de o proche
de 0. Dans un tel régime, il est possible de résoudre 1’équation de Vlasov linéarisée : en effet, en
posant f = feq +9fp ol

feq(v) = iﬁ exp ( - M) , (4.260)

nous obtenons

O fp(x,v,t) + v - Vi fp(x,v,t) + E(x,t) - Vy feq(v) =0,
vg —l—vg
)

fop(x,y,vz,vy) = % a cos(ky x + ky y) exp ( _

fp(xa Vv, O) = fO.,p(Xv V) B

Vb)) =BGt A0 = [ fxvio)dy.
R2

(4.261)

En utilisant une transformée de Fourier en x et une transformée de Laplace en ¢, nous pouvons
montrer que

ok, w) = (4.262)

ol w — ¢(k,w) est la transformée de Laplace de ¢ — ¢(k, t), et k — ¢(k, t) est la transformée de
Fourier de x — ¢(x,t). Dans la formule (4.262), N et D ont pour expressions respectives

N(kw) = s (kw), Dlow) = K2+ o= (27 +wikw)), (4.263)
ou 1 est définie par
- V2 w B 2. B 2 ¢ -
Y(k,w) = T Z(\/_2—|k|) , Q) =me ¢ (i —erfi(()) , erfi(¢) = ﬁ/o e” dr. (4.264)
Nous pouvons alors écrire
(1) = 3 Resuc, dlk,w) et (4.265)
J

o, pour k fixé, les w; sont solutions de ’équation de dispersion suivante (voir B. Fried & S. Conte
[25], et F. Chen [10]) :

D(k,w) =0, (4.266)

et ol les résidus sont

X N(k,Wj)

Resy—w,; 0(k,w) = 55— . (4.267)
g_g (k7 wj)
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ln(HEHLz)

FIGURE 4.2 — Energie électrique en échelle logarithme pour un amortissement Landau linéaire avec
a =0.05, k; = 0.5, ky = 0, sur un maillage de €2, de taille 64 x 64.

v = —0.15375

ln(HEHLz)

-10-

FIGURE 4.3 — Energie électrique en échelle logarithme pour un amortissement Landau linéaire vec
a =0.05, k; = 0.5, ky = 0, sur un maillage de 2, de taille 128 x 128.
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Etant donné que, si wy = w, + iw; est solution de (4.266), w_ = —w, + iw; lest aussi, nous
pouvons alors montrer que ¢(k, t) est approché par

bk, t) ~ (et e"rt 4o ei“’:t) ewit (4.268)

ol w* = w} +iw] est la solution de (4.266) ayant la plus petite partie imaginaire, et o

Cy = Resw:w;fﬂw; ¢(k, w) y c_ = Resw:,w:+iw3 (b(k, w) . (4269)

Dans les 3 cas tests que nous proposons, nous supposons que o = 0.05, et nous considérons le
domaine de simulation en vitesse 2, = [—6, 6] X [—6, 6]. Nous supposons également que le maillage
que nous nous donnons sur {2, posséde 64 points dans les directions x et y.

Dans un premier cas, nous supposons que k, = 0.5 et k, = 0, et nous considérons le domaine
de simulation Qy = [0, i—”] x [0,1] dans l'espace physique. En résolvant I’équation de dispersion
(4.266) a I’aide d’une routine Maple, nous obtenons une approximation de w* :

w* 7 1.415661889 — 0.1533594667 ¢ . (4.270)

Dans les figures 4.2 et 4.3, nous présentons 1’évolution de I’énergie électrique en échelle logarith-
mique, ot nous considérons des maillages sur €0, de tailles 64 x 64 et 128 x 128 respectivement.
Comme nous pouvons le constater 'amortissement est bien retranscrit dans les 2 situations car
nous observons les valeurs expérimentales w; = —0.1563 et w) = 1.4012 lorsque €2, est maillé¢ par
une grille de taille 64 x 64, et w; = —0.15375 et w = 1.3966 lorsque )y est maillé par une grille de
taille 128 x 128. Par ailleurs, nous constatons qu’il est nécessaire de considérer un maillage sur 2,
relativement fin afin de simuler correctement I’amortissement Landau sur un temps long : en effet,
comme nous pouvons l'observer dans la figure 4.2, la méthode semi-lagrangienne génére un bruit
numérique qui devient trop important lors de simulations sur des temps longs si nous considérons
un maillage de I'espace des vitesses trop grossier. Ainsi, en considérant un maillage de 2, de taille
128 x 128 au lieu de 64 x 64, nous parvenons a réduire de maniére significative le bruit numérique
observé dans la figure 4.2.

Dans un second cas, nous supposons que k; = 0 et k, = 0.5, et nous considérons le domaine de
simulation Qx = [0,1] x [0, i—j] dans ’espace physique. En résolvant I’équation de dispersion, nous
obtenons & nouveau

w* 7 1.415661889 — 0.1533594667 ¢ . (4.271)

Comme dans le cas précédent, nous constatons que I’amortissement est bien simulé sur des maillages
de Q de tailles 64 x 64 et 128 x 128 : en effet, en observant les figures 4.4 et 4.5, nous observons
a nouveau les valeurs expérimentales w! = —0.1563 et w; = 1.4012 lorsque (2, est maillé a l'aide
d’une grille de taille 64 x 64, et w; = —0.15375 et w) = 1.3966 lorsque €2y, est maillé par une grille
de taille 128 x 128. Par ailleurs, en observant les figures 4.4 et 4.5, nous pouvons a nouveau tirer
les mémes conclusions que dans le premier cas quant & la nécessité de considérer un maillage de
I'espace des vitesses relativement fin.
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FIGURE 4.4 — Energie électrique en échelle logarithme pour un amortissement Landau linéaire avec
a =0.05, k; =0, ky = 0.5, sur un maillage de €2, de taille 64 x 64.

v = —0.15375

ln(HEHLz)

-10-

FIGURE 4.5 — Energie électrique en échelle logarithme pour un amortissement Landau linéaire avec
a =0.05, k; =0, ky = 0.5, sur un maillage de 2, de taille 128 x 128.
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Dans un troisiéme cas, nous supposons que k, = k, = 0.5, et nous considérons le domaine
de simulation Qx = [0, z—;’] x [0, z—;’] dans D’espace physique. En résolvant I’équation de dispersion
(4.266), nous obtenons I'approximation de w* suivante :

w* = 1.682893274 — 0.40208055107 . (4.272)

A nouveau, nous constatons que I’amortissement est correctement simulé aussi bien sur des maillages
de €, de tailles 64 x 64 que 128 x 128 : en effet, nous pouvons relever dans la figure 4.6 les valeurs
expérimentales w; = —0.4133 et w; = 1.6632, tandis que dans la figure 4.7, nous relevons les
valeurs expérimentales w; = —0.4118 et w; = 1.673. Par ailleurs, en observant les figures 4.6 et
4.7, nous pouvons a nouveau tirer les mémes conclusions que dans les deux cas précédents quant
a la nécessité de considérer un maillage de I’espace des vitesses relativement fin.

Nous pouvons donc affirmer que les techniques présentées dans le paragraphe 3.1 sont efficaces
sur un modéle de type Vlasov-Poisson 2D dans ’espace des phases associé a des conditions aux
bords périodiques en x et nulles en v. Cependant, il est nécessaire de considérer un maillage de
I'espace des vitesses relativement fin afin de produire des résultats de bonne qualité dans le cadre
de simulations sur des temps longs.

-10

-12

b b bev s b b b gy

N
T T T T T T T T T T

10 20 30
t

FIGURE 4.6 — Energie électrique en échelle logarithme pour un amortissement Landau linéaire avec
a = 0.05, k, = ky = 0.5, sur un maillage de {2, de taille 64 x 64.
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FIGURE 4.7 — Energie électrique en échelle logarithme pour un amortissement Landau linéaire avec
a = 0.05, k; =k, = 0.5, sur un maillage de {2y de taille 128 x 128.

3.3 Meéthode semi-lagrangienne 2-échelles
Maintenant que nous nous sommes assurés qu’'une méthode semi-lagrangienne en avant peut

étre efficace sur un modéle de type Vlasov-Poisson 2D, nous pouvons construire une telle méthode
numeérique sur le modele (4.170). Rappelons qu’il s’agit du modéle suivant

Org(x,y, k,t) + (Ey)(x,y, k, t) Oug(w, y, ko t) — (Ex)(,y, k, t) Dyg(z,y, k,t) =0,

2
g(:z:,y,k,,()): fo(a:,y,k,oz)da,
0

27
(E)(x,y, kyt) = %/ ]::)(:v —V2k sina,y + V2k cosa, t) da, (4.273)
T Jo

—Vfc,géf;(f’@vt) = E(ivt) )

. 1
—Az 36(Z,9,t) = o /Sg(j +V2k sina, § — V2k cosa, k, t) dk dao — 1. (2, 9) ,

et que lobjectif est de vérifier numériquement que le couple (f, E), ou f est lié a g par

1
f(xayvkaaat) = 2_ g('rvya kvt)a V(Iayvkaaat) €0 x [OvT)7 (4274)
o
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est la limite faible-* d’une suite (f¢, E¢). o telle que, pour tout e > 0 fixé, (f¢, E€) est solution de

[z, y, k, o t)zf( —\/ﬁsina,yﬁ-\/ﬂcosa, 2k cosa,\/ﬁsina,t),
< <7 1 <7 ~€ <> <7 ~€ oy {"L ~€ <> <7
OF (%91 + 29 Vaf (% 9.0) + (B (R0 + 7 ) - Vo (%,9.0) =0,

(4.275)

E¢(X,t) = Vo (X,1), —Azd*(X,t) = /R X, ¥, 1) dV — e (X)

avec X = (Z,7) et Vv = (Ug, Uy).

Discrétisation du modéle limite faible-*

Nous présentons donc dans ce paragraphe une méthode semi-lagrangienne en avant discrétisant
le modéle (4.273)-(4.274). Pour cela, nous considérons les domaines de simulation

Qx = [:Eminu xmaw] X [yminaymam] 5 Qv = [07 kmam] X [07 27T] s Q= Qx X Qvu (4276)

et nous associons a ) et [0, 27] les maillages uniformes suivants

M (D) = {(xi,yj) : i:O...,Pz,jzo,...,Py},
M([0,27]) = {am : m:O,...,Pa},

ou les tailles de maille dans les directions z, y et o sont respectivement Az, Ay et A«. Enfin, nous
associons & [0, kpqz] le maillage quadratique suivant :

(4.277)

M ([0, kmaa]) = {kl — 2AK? ;= O,...,Pk}, (4.278)

. Nous supposons que nous nous placons dans des situations ou les fonctions g, E

et (£) sont périodiques en = et en y sur Q.

Notons ici qu’il est impossible de splitter I’équation de transport (4.273.a) sans perdre son
caractére conservatif. En effet, nous ne pouvons nous assurer d’avoir

0(E,) =0 et 0,(E) =0, (4.279)

sauf dans des cas trés particuliers. La méthode semi-lagrangienne en avant que nous allons décrire
va devoir s’appuyer sur

g(:v, y, k, tn) = g(X (tn-i-l; (,T, Y, k)u tn) > Y(tn-i-l; (LL', Y, k)a tn)a k, tn+1) > (4280)
ot les fonctions ¢ +— X(t; (x,y,k), tn) et t — Y( ,tn) constituent la solution du systéme
différentiel suivant :

5tXEf§ = (& >(;§(t)7)Y(t)(,;f, t) ,)

8th = Xt7Ytavt7

X(t) = =, (4.281)
Yt = y.

Il est évident que, dans la plupart des cas, il sera impossible de trouver une formulation analytique
de cette solution. De ce fait, il faut calculer X(tn+1; (x,y, k), tn) et Y(tn+1; (x,y, k), tn) en résol-
vant le systéme différentiel (4.281) a l’aide d’une méthode d’ordre 2 ou plus. Nous proposons donc
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d’appliquer la méthode d’ordre 2 en t proposée dans le paragraphe 3.1 qui se base sur une réso-
lution numérique de (4.281) a 'aide d’une méthode de Runge. Ici, nous obtenons ’approximation
suivante :

At At
X(tn-l-l; (xvyu k)vtn) ~x+ At <€;+1/2>({IJ + 7 <(€;>((E,y,]€),y - 7 <g;l>(x7y7 k)7k) )
(4.282)
At At
Y(thrl; (xvya k)vtn) kY- At <g;l+l/2> ('r + 7 <5';L>(Ia Y, k)a Yy — 7 <5;L>(x7ya k)v k)

Notons g™ lapproximation de g(-, -, -, t,,) sur le maillage M (%) X M([O, kmax]), E" Dapproxi-
mation de E(-, -, t,,) sur le maillage M (), et (") Papproximation de (£)(-,-, -, t,) sur le maillage
M () X M ([0, kmac]). En suivant Palgorithme présenté en page 129, une itération de la méthode
semi-lagrangienne en avant se déroule de la fagon suivante :

1. Supposons que g" est connu sur M (€2x) x M ([0, kpaz]). Nous calculons g sur M () de la
fagon suivante :

1
P (xi,y) = o / g"(x; + V2k sino, y; — V2k cos o, k) dk dav . (4.283)
7T

Qv

Etant donné que ¢g” n’est connue que sur M (Qy) x M ([O, kmaw]), nous remplagons l'intégrale
ci-dessus par

1
P (i, y;) = 2—/ Iyg"(z; + V2k sina, y; — V2k cosa, k) dk do, (4.284)
Y Qv

ot Iy est un opérateur d’interpolation 2D basé sur M (). Nous pouvons alors calculer E"
sur le maillage M (€x) en résolvant I’équation de Poisson suivante :

— A" = " — T, —Vxo" = E". (4.285)
2. Nous calculons (€™) sur M (Qx) x M ([0, kmaz]) par

1 27 ~
(E™ (mi,y5, ki) = %/ E"(wl — \/2k; sine, y; + +/2k; cos a) do. (4.286)
0

Etant donné que E™ n’est connu que sur M (€y), nous remplacons cette intégrale par

1 2T B
(E™V(mi,y;, ki) = 2—/ ILE"(2; — /2k; sina,y; + \/2k; cosa) da. (4.287)
T Jo
3. Nous reconstruisons une approximation d’ordre 1 de g(-, -, -, £, +1/2), notée g"*+/2, aux noeuds

du maillage M (Qx) x M ([0, kmaaz]) :

Py, Py

gn+1/2(xi7yja kl) = Z Z W&g,l 1/11 (I’L - X(tn+1/2; (Iomyﬁa kl)vtn))

a=08=0 (4288)

X 1/’1/(% - Y(tn+1/2; (:I:onyﬁu kl)atn)) .

Dans ce calcul, nous utilisons des fonctions de forme v, et 1), définies en (4.233)-(4.234),
et nous approchons X(th/Q; (Tasys, k1), tn) et Y(th/Q; (Tasys, k1), tn) a l'aide d’une mé-
thode d’Euler explicite, c’est-a-dire

At
X(thrl/Q;(:Eouyﬁakl)utn) ~ $a+7<g;>(‘raayﬁakl>7

(4.289)

At

Y(tn+1/2;(xaayﬁvkl)atn) ~ Y —7<8§>(xa,y5,kl).
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Quant aux poids W 5,15 ous les calculons en résolvant le systéme linaire suivant :

Py, Py

Vivja g I’Laijkl Z Z aﬁlwm Z_Ia)wy(yj_yﬁ)v (4290)
a=08=0
pour chaque valeur de [, en suivant la méthode exposée en (4.254)-(4.258).

4. Nous reconstruisons E"*/2. Dans un premier temps, nous calculons §"+1/2 aux noeuds du
maillage M (Qyx) en posant

1
Y2 (24, y) = o / g™ Y2 (2; + V2K sina, y; — V2k cosa, k) dk do . (4.291)
T Ja

puis nous résolvons ’équation de Poisson suivante :
_qu;n-i-l/Z :p~n+l/2 _ﬁeu _vxén+1/2 :En+1/2' (4292)
5. Nous calculons <5n+1/2> aux points (33Z + % (8;})(331-,%, ki), y; — % (EMY (4,5, ki), kl) pour
tout (x,y;, ki) € M (D) x M([0, kmaz]) :

At At
(E"T2) (2 + — <5">($i,yj, ki), 5 — oh (EMV (@i, Y5, k1), kr)

At .
= —/ En+1/2 : + 7 <(€:}>(Il,yj, kl) — 1/ 2k; sin a, (4293)
At
Yj — <5n>(iﬂz,y;7kl) + 1/2k; cos a) do .

6. Nous calculons les caractéristiques X(tn_H; (Ta, Y85 kl),tn) et de Y(tn+1; (Ta, Y85 kl),tn) en
utilisant ’approximation (4.282), ce qui nous permet d’obtenir g"*! aux noeuds du maillage
M(Qyx) X M([O,kmaz]) :

z' y
gn+1 Izvijkl Z Z Waﬁﬂ/}z i ( n+1; (Ia;yﬁakl)atn))

het et (4:294)
X 1y, (yj - Y(tn+1; (Tas Yg, kl),tn)) .
Nous obtenons alors une approximation de f a l'instant ¢, donnée par
F(@i, y5, ki, oy tg1) = % g (@, y4, k) - (4.295)

Nous pouvons remarquer que le choix des points auxquels <E"+1/ 2) est calculé dans 1'étape 5
permet de réduire Perreur numérique du schéma : en effet, le calcul de (£"*1/2) aux noeuds du
maillage M (Qx) x M ([0, kmaz]) sollicite 'opérateur d’interpolation Ily tout comme le calcul de

(EMt1/2) aux points (z; + 5t E (@i, ys, ki) y; — S (EM (24,yj, ki), ki). Ces deux calculs intro-
duisent donc une erreur numérique du méme ordre. Cependant, le calcul de (£"*1/2) aux noeuds
de M (Qx) x M ([0, kpmaz]) nous impose de remplacer ’approximation (4.282) par

At
X(thrl; (Iaa Y3, kl)a tn) R T+ AtH2<5;L+1/2> (Ia + 7 <5;L>(Ia7yﬁ7 kl)v

At
Ys — 7 <g;l>(wa7yﬁ7kl)7kl) )

At
Y(t’n«+1; (IOU Ygs kl)a tn) ~ Yp — At H2<5;L+1/2>($0¢ + 7 <g;l>(xa7yﬁa kl)v

At
Ys — 7 <g;l>(xa7yﬁ7kl)7kl) )

et donc d’ajouter une erreur numérique liée a cette utilisation supplémentaire de Il,.

(4.296)
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Discrétisation du modéle non-homogénéisé

Afin de compléter notre démarche de validation numérique des résultats de convergence faible-*
du théoréme 25, nous devons également construire une suite d’approximations (ff,Ef) avec

fi(z,y, ko, t) = fﬁ(w —V2k sina,y + V2k cosa, V2k cosa, V2k sina, t) , (4.297)

et o (f, ES) est une approximation de la solution (f¢, E€) de

- 1 - - vt -
O (%,9,8) + ¥ V(% 0.8) + (B 1) + = ) - Vo f(%,9.8) =0,
fe(x,v,t =0) = fo(x,V), (4.298)
E(%,1) = —Vzo°(X,1), —Axd(X,t)= g XV, 1) dV — T1e(X)

Comme dans le paragraphe précédent, nous considérons les domaines de simulation

Qi = [i'mina i'mam] X [gmznu gmaw] P
Q\? = [’Jxminvv}maz] X [ﬁymln’ UNymax] s (4299)
0= Q;( X Q{, s

et nous associons a Qx et g les maillages uniformes suivants
M%) = {(@0r55) 11 =00 Pr, =000, Py}

(4.300)
M(Qs) = {(v;k,v;,l) k=0,...,Pn, 1= o,...,my} ,

ot les tailles de maille dans les directions , ¢, 9., et ¥y sont respectivement Az, Ag, AT, et
Avy. Enfin, nous supposons que nous plagons dans des situations dans lesquelles f€, E€ et ¢¢ sont
périodiques en Z et en § sur £2; et nulles aux bords de Q5.

Il est possible d’effectuer un splitting de Strang sur ’équation de transport satisfaite par fé
sans en altérer le caractére conservatif : en effet, nous avons

Vg'(g)ZVo'(EE+1( U, )):o. (4.301)

€

Nous pouvons donc remplacer la résolution de 1’équation

-1 - _ 1 I -
6tf€+€€f-v,~cf6+(Ef+g(_vg ))-V;,ffzo, (4.302)
par la résolution successive de
-1 -
Ofe+=v -Vgfe=0, (4.303)
€
et ) ~
atf€+(Ef+—( o ))~V‘~,ff—0. (4.304)
€ — Uz
Les caractéristiques associées a I’équation de transport (4.303) sont solutions de
. 1. )
atX(t> = z z(t) ) X(S) = I ,
' L V(s) = i
- - ’ 4.
o) = ), V() = i, (4309
ove(t) = 0, Vils) = 4y,
oVyt) = 0
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et les caractéristiques associées a 1’équation (4.304) sont solutions de

oX(t) = 0, i
aY(t) = 0, )}g(s) — 9:5,
V) = BL(XW.F0.0) + V0, VES§ - (4.306)
V) = B(KW.V(0.0) — V.(0), Vy(s) = .

Nous pouvons alors constater qu’il n’est pas nécessaire d’utiliser une méthode numérique afin de
calculer une solution approchée de ces systémes différentiels : en effet, la solution exacte de (4.305)

est
t—s

X(6(2,9.00,9,),8) = T+—0,
- t—
V(55,5 00,0,),5) = G+——1,, (4.307)
- €
‘{I(t;(Nagav~ 7’U~y)a5) = Vg,
Vy(t§(~agav~zvv~y)a5) = Uy,
et la solution exacte du systéme (4.306) est
X( :Eg 2 Uy),8) = 7,
Y y jﬂ )y 78 = ~7
) /P T ) _ et&Mé / e—tME Ee {f, ~,t dt—l—e SME( ~m ) ,
< (t7( y ’U),S)) [ S ( y_) U’U
ou la matrice M, est définie par
1 0 1
M, = - ( 1 0 > . (4.309)

Nous pouvons simplifier 'expression des caractéristiques V, et Vu dans (4.308) : en effet, si nous
couplons ’équation de transport (4.304) avec les équations de Poisson (4.298.c) et (4.298.d), nous
constatons que le champ électrique est stationnaire car, en dérivant ’équation (4.298.d) en ¢, nous
obtenons

€

(& +1 ( Uy ))f] dv =0. (4.310)

—Az0:0° = O fedv = —/ Vg -
R2 R2

Etant donné que ¢Z€ est périodique en ¥ et g, nous en concluons que ¢Z€ est stationnaire.
Nous en déduisons donc que les caractéristiques associées a 1’équation de transport (4.304) et
solutions de (4.306) peuvent s’écrire sous la forme suivante :

X (:egﬁ vy, 5) I,
5 Y( (jg Uz, y),S) zja
ACTCR RS 1 1 S IS
(Vy(t,(gzgﬁ 3,), s)) = M [Mel(e M M) E<(2, 9, 1) (4.311)

pour tout ¢ € [s, ].

_ Considérons une suite d’intants t,, = nAt auxquels nous approcherons f€ par ffl, gZ;E par (;3; et
E° par E{. En appliquant les techniques décrites au paragraphe 3.1, nous discrétisons le modéle
(4.298) de la fagon suivante :
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1. En supposant que ffl est connue aux noeuds du maillage M (Q), et que Efl est connu aux
noeuds du maillage M (Q%), nous définissons f¢ sur le maillage M (Q2) par

Pv,l; PUy

f:(jivgjvv}kvvyl Z Z 6,00 ﬁwvx 'Umk (n+1/27($17ijvmouvy5) t ))

=0 (4.312)
X wify (UNyl - ‘;;/(tn+1/2; (.’Z‘i, gju 'U~acm UNyﬁ)u tn)) .

Dans cette formule, nous utilisons les fonctions de poids définies en (4.233)-(4.234), et nous
calculons les poids w? 5 en posant

7,
PU}: Pv'y

Vka la f:;,(jivgja ﬁzka ﬁyl) = Z Z ng,aﬁ wvﬁz (’Jmk - ﬁia) 1/’v‘y (’UNyl - ﬁyg) ) (4313)
a=08=0

pour chaque couple (i,7). Avec les conditions aux bords que nous nous sommes fixées en v,
nous avons donc & inverser des systémes linéaires de la forme (4.248)-(4.252). Enfin, les carac-
téristiques V, (tn+1/2; (T, T, Uz as ﬁyﬁ), tn) et Vy (tn+1/2; (T, T, Vzas ﬁyﬁ), tn) sont calculées a
partir de (4.311) de la fagon suivante :

‘Zm(tn-i-l/% (jivgja rUNCCOU ﬁyg% tn)
|2 (

y(tn+l/2; 571'5 gjvv}avﬁyﬁ)vtn

(4.314)
= elnt1/2Me [Mel(et"Me - e*t"“/?Mé) ES (i, ;) + e~ tnMe < Z:z; ] .
2. Nous définissons f¢, sur le maillage M (Q) par
Pz Py
f:* (i'iv gjv Uz, UNyl) = Z Z w;,ﬁ,k,l ’@[]50 (ji - X(tn-i-l; (jou gﬁv Uk, ﬁyl)? t"))
a=08=0 (4.315)

X 7/{@@; - ?(thrl? (iaagﬁav;kaﬁyl)vtn)) )

Dans ce calcul nous utilisons les fonctions de forme définies en (4.233)-(4.234), et nous cal-
culons les poids w, 5, en résolvant pour chaque couple (k,1) le systéme linéaire suivant :

Pz Py
Viajw f:(jia?jjvv}kvﬁy[) = Z Z w;,ﬁ,k,l wi(i.l - )¢U( _yﬁ) (4316)
a=08=0

Quant aux caractéristiques X(th; (Tas U, Vzk, Uy,), tn) et Y(tn_H; (Tas U, Urks Uy,), tn), nous
les calculons a partir de (4.307) :

At

X(thrl; (570” :’jﬁvv}ka ﬁyl)vtn) =Tq + T Vzk s

- o At
Y(tn—i-l; (:Eauyﬁvvwkuvy[)?t") - yﬁ +— Uyl

(4.317)

3. Nous calculons le champ électrique a l'instant ¢, en résolvant I’équation de Poisson sui-

vante :
Badivn= [ Jdv. Vb =B (1315)
4. Nous calculons f¢ 41 sur le maillage M (Q2) par
Py, Puy,
For iy Vi V) = D > @i 05 P (Uen = Ve (bngt; (B, 55 Vs Uy )t 2))
== (4.319)

X ¢U~y (’I;Ul - Vy(tn-i-h (‘%iu g_]u U;aav~y5)7tn+l/2)) .
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Dans cette formule, les poids w;™* i a5 sont calculés en posant

P, vy

VE,lL, f:f*(jivgjaﬁzkavyl Z Z ”aw/)vz Vgl — vza) 1Z)v”y('UNy[ _ﬁyﬁ)a (4'320)
a=05=0

pour chaque couple (i,j), et en utilisant les mémes techniques qu’a I'é¢tape 1. Enfin, les
caractéristiques Ve (tni1; (i, 55> Uzas Uy g)s tnv1/2) €t Vi (bnss (86,955 Uras Uy ), tng1/2) sont
calculées a partir de (4.311) de la fagon suivante :

< Vm(thrl; (5715 :’jja v;aviyg)vtn+l/2) )

Vy(thrl; (jzv gjv ’UNmOU ﬁyﬁ)a tn+l/2)

(4.321)
= et e [Mﬁl(e“““m — Tt MO B (i, §y) + e/ ( o ) ] :
3
5. Nous pouvons alors calculer une approximation de f¢ a l'instant ¢,,+1 donnée par
fe(I',y',kl,Oé 7t +1)
R (4.322)

o~ Hfflﬂ(xi — 2k sin oy, y; + V/ 2ki cos a, /2K cos au, /2K sinam) ,

ou IT est un opérateur d’interpolation sur M ().

Nous pouvons constater que les termes d’ordre < ¢ présents dans I’équation de transport (4.298.a)
imposent au pas de temps At d’étre d’ordre e. En effet, lorsque nous effectuons ’advection en
x décrite dans l’étape 2, les déplacements effectués sont d’ordre % en raison de (4.317). Par
conséquent, si nous n’imposons pas a At d’étre d’ordre ¢, il y a une forte probabilité d’évaluer 1z
et 15 en des points de la forme (w X( net1; (xa,yﬁ,vwk,vyl) t ) y— Y( netl; (xa,yﬁ,vwk,vyl) t ))
trés éloignés de Qx, cela pour tout (, ) € Qx et pour tout (Za, Yg, Ve, Uy;) € M (). Il y a donc un
risque bien réel de perdre des macro-particules ainsi que leurs contributions si nous ne contrélons
pas At correctement. Nous retrouvons le méme probléme dans les demi-advections en v : en effet,
le calcul explicite des caractéristiques indique en (4.314) et en (4.321) que les particules subissent
des rotations d’angle 6 d’ordre &t ~ Il est alors nécessaire de considérer un pas de temps At d’ordre
€ afin de simuler correctement ces petits déplacements dans ’espace des vitesses.

3.4 Reésultats numériques

Dans ce paragraphe, nous présentons quelques résultats numériques obtenus grace a la méthode
2-échelles présentée dans le paragraphe précédent, I'objectif étant de valider numériquement les
résultats de convergence faible-* décrits dans le théoréme 25.

Pour cela, nous proposons une famille de tests du type Landau linéaire, avec une distribution
initiale fy de la forme

PP 1
fo(xayvvxavy):

~ 2 ~ 2
(147 sin(ke + ky)) exp (— M) : (4.323)

27 Vth 2Uth

avec kg, ky € [0,1], v, n > 0, ainsi qu'une densité d’électrons 72, identiquement égale & 1. fo étant

i—”-périodique en I et i—”—périodique en g, nous pouvons nous limiter & des simulations dans le
x Yy

pavé [0, i—:] x [0, i—g] dans ’espace physique.

Dans la famille de tests qui sera présentée, nous supposons que k; = 0. Nous en déduisons alors
que la fonction fy définie & partir de fy par

folz,y, k,a) = fo(:i —V2k sina, § + V2k cosa, V2k cos a, V2k sin a) , (4.324)

ne dépend pas de y. Par conséquent, la solution g du systéme (4.170) ne dépend pas de y a
Iinstant initial. Par ailleurs, étant donné que nous considérons la distribution initiale f; comme
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étant périodique en T et g, il en est de méme pour la fonction g en ¢t = 0. Nous en déduisons alors
que le potentiel ¢ associé a E ne dépend pas de y & cet instant, et donc que Ey et (£,) sont nuls

en t = 0. Nous en concluons donc que, dans cette situation, g est stationnaire et égale a g(-, -, -,0).
() i
2 L T A 4 N N G 4SO _
g o0.60
= ]
~+ 4
[
2
Y]
g
&b ]
—
= ]
£ 0.55q
M ]
0.50|
......... DS
1.0 2.0 3.0 4.0
t

FIGURE 4.8 — Evolution de HEE(-J)HLZ (trait plein) et HE('7t)HL2 (pointillés) pour € = 0.1 et
t €10,5].
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FIGURE 4.9 — Evolution de H]:]E(-,t)HL2 (trait plein) et ||]::)(-,t)HL2 (pointillés) pour € = 0.07 et
t €10,5].
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FIGURE 4.10 — Evolution de HE%J)HLZ (trait plein) et HE('7t)HL2 (pointillés) pour € = 0.05 et
t €0,5].
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FIGURE 4.11 — Evolution de HE€(-77§)HL2 (trait plein) et HE('7t)HL2 (pointillés) pour € = 0.03 et
t €10,3].
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b} i

S ]

.S 0.60

= ]

+~ 4

Q

<

(Y5,

b}

-

=10} ]

—

5 ]

S 0.55-

M ]
0.50

FIGURE 4.12 — Evolution de HEE(-,ﬁ)HL2 (trait plein) et H]NE(-,t)HL2 (pointillés) pour € = 0.01 et
t €10,1].

Dans les tests que nous proposons, nous fixons k, = 0.5, n = 0.05 et vy, = 0.1. Etant donné
que nous nous plagons dans le cadre de conditions aux bords périodiques dans 1’espace physique,
nous pouvons assimiler 2, & Qx, et poser

Qx = Oy = [0,6] x [0, 47] . (4.325)

Dans le cadre de la discrétisation du modéle (4.298), nous supposons que €0y = [—1.5,1.5]2, que
M (%) posséde 64 points dans chaque direction, et que M (§5) posséde 128 points dans chaque
direction. Dans le cadre de la discrétisation du modeéle limite (4.273), nous supposons que

kmaz = % max V%, (4.326)
que le maillage M (2x) posséde 128 points dans les directions x et y, que M([O, kmaz]) posséde 128
points, et que le maillage de [0, 27] posséde 8 points.

Dans les figures 4.8, 4.9, 4.10, 4.11 et 4.12, nous représentons 1’évolution des énergies électriques
t— HE;(, t)| . et t — HEh(v t)|| ,» pour différentes valeurs de e. Etant donné qu’il est nécessaire
de controler le pas de temps Aty utilisé dans la méthode résolvant le modele (4.298), nous fixons
sur ce pas de temps la condition suivante :

AtNH
€

=0.1, (4.327)

de sorte que les déplacements d’ordre At% soient correctement simulés. Par ailleurs, étant donné
que le modéle (4.273) ne dépend pas de €, nous fixons le pas de temps Aty = 0.05 pour la résolution
numérique de ce modéle.

Comme nous pouvons le constater sur les figures 4.8, 4.9, 4.10, 4.11 et 4.12 ainsi que dans
le tableau 4.1, amplitude et la période des oscillations de 1’énergie électrique ¢ — HE;(, t)HL2
diminuent & mesure que € se rapproche de 0. De plus, en effectuant une régression linéaire sur les
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données répertoriées dans le tableau 4.1, nous constatons que 'amplitude maximale et la période
des oscillations de 1’énergie électrique t — HE;(, t)H 1> décroissent respectivement comme K€ et
Kse lorsque € tend vers 0, ou K =~ 1.062 et Ky ~ 6.222, comme cela est illustré dans la figure
4.13.

0.7

0.6 7

0.5 7

0.4 7

0.3 7

0.2 7

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12

O periodke  TTT0= K*epsilon with K = 1.0623824
* amplitude maximale
K*epsilon avec K = 6.2220008

F1GURE 4.13 — Evolution de 'amplitude maximale et de la période de t — HE;(, t)HL2 en fonction
de e.

€ Atnyg | Amplitude maximale période
0.1 0.01 0.137254 0.6
0.07 0.007 0.107193 0.425727636
0.05 0.005 0.08621 0.306666667
0.03 | 0.003 0.064203 0.13
0.01 0.001 0.041628 0.062533333

TABLE 4.1 — Amplitude maximale et période des oscillations de t — HE;(, t)HLQ.

4 Conclusion

Dans un premier temps, nous avons repris et étendu les résultats de convergence faible-* de
M. Bostan démontrés dans [6] en nous inspirant des résultats de convergence 2-échelles établis par
E. Frénod et E. Sonnendriicker dans [31]. Nous avons également proposé une nouvelle expression
du modéle limite 2-échelles établi par E. Frénod et E. Sonnendriicker dans laquelle un invariant
adiabatique proportionnel au moment magnétique p est mis en évidence.

Dans un deuxiéme temps, nous avons construit une méthode semi-lagrangienne en avant visant a
valider numériquement ces nouveaux résultats de convergence faible-*. Etant donné que le compor-
tement d’une méthode semi-lagrangienne en avant est peu connu sur un modéle de type Vlasov 2D,
nous avons effectué au préalable quelques tests de cette méthode sur le modéle de Vlasov-Poisson
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2D (4.228) et plus particuliérement sur des cas d’amortissements Landau linéaires. Ces tests étant
concluants, nous avons ensuite appliqué ces techniques aux modeles (4.298) et (4.273), en construi-
sant ainsi une méthode numérique 2-échelles permettant de valider les résultats de convergence
faible-* que nous avons établis. Nous avons effectué des tests de cette nouvelle méthode 2-échelles
en nous plagant dans une situation ou la solution du modéle limite (4.273) est stationnaire, et nous
avons observé 1’évolution de 1’énergie électrique de chacun des 2 modéles discrétisés. Ces observa-
tions ont confirmé les résultats de convergence faible-* établis précédemment, mais ont également
permis de constater que Pamplitude et la période de ’énergie électrique HEE H 2 dumodele (4.298)
tendent vers 0 lorsque € — 0, et plus précisément en décroissant proportionnellement a e.



Chapitre 5

Conclusion générale et perspectives

Ces travaux de recherches ont eu pour objectif de développer une méthode numérique impli-
quant des notions de convergence 2-échelles dans le cas du modéle de rayon de Larmor fini 2D.

Dans une premiére partie, nous nous sommes intéressés au comportement d’une méthode numé-
rique 2-échelles sur un modéle relativement simple issu de la mécanique des fluides 1D faiblement
compressibles que nous rappelons ici :

€ € € 1 ~€
Ogu + u Opuc + a5 9:(p(p°)) =0,

Pt + 0, (pu’) =0, (5.1)
u®(x,0) = up(x),
5(2,0) = 1+ € po(a).

Bien qu’il soit éloigné de la physique des plasmas magnétisés, ce contexte mathématique a été
un cadre de travail idéal pour développer et tester une méthode numeérique 2-échelles sur un
modéle non-linéaire simple. En effet, aprés avoir rappelé quelques résultats clés sur la suite de
solutions (u€, p¢)e s 0, nous avons mené une analyse rigoureuse du comportement asymptotique de
la suite (u, p©)cs o ot p¢ = 1+ € p°, et démontré que cette suite converge a 2-échelles dans 'espace

(L*>(0,T; H;([O, 277])))2 vers un couple (U, R) défini par

U(I,T,t):F(I—T,t)—FB(I—FT,t)—Fi,
2 (5.2)
R(I,T,t):F(I—T,t)—B(I—FT,t)—F?i,
T

ou u et p sont définis par

U= /027T uo(x)dz , D= /027T po(zx)dz, (5.3)

et ou (F, B) est solution de

atF+am(7—HF2+WF)ZO,
atB_i_az(VTHB?_,_wB)ZO,

1 u+p (5.4)
Fla,t =0) = 5 (uo(a) + po(w) = “5L)

1 u—p
Bla.t = 0) = 5 (uo(2) = po(w) = ) .
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et nous avons démontré que cette convergence 2-échelles est forte dans (L°° (O, T:H ;[1 ([O, 27T])))2.
Enfin, nous avons proposé une estimation de la vitesse de cette convergence en norme L? en nous
basant sur des techniques employées par E. Frénod et al. dans [27].

Nous avons ensuite utilisé ces résultats de convergence pour construire une méthode 2-échelles
de volumes finis permettant de reconstruire une approximation de (u€, p€) et ainsi une approxima-
tion de la solution de (5.1) & partir d’une discrétisation du modeéle (5.4) a I’aide d’une méthode de
volumes finis de Roe. Aprés avoir étudié les propriétés de convergence de cette méthode numérique,
nous avons effectué quelques tests numériques. Nous avons pu ainsi vérifier numériquement les ré-
sultats d’analyse fonctionnelle que nous avons établis, mais nous avons également pu comparer la
méthode 2-échelles que nous avons construite & une méthode de volumes finis classique appliquée
a (5.1) en terme de temps de calcul : a qualité de résultat comparable, nous avons constaté que
la méthode 2-échelles est nettement plus rapide car indépendante de toute contrainte liée & € a
Iinverse d’une méthode classique. Ce résultat est confirmé & travers des simulations 2-échelles de
cas induisant des valeurs de € trés proches de 0, situations qu’il est impossible de simuler & 1’aide
d’une méthode classique en raison d’un temps de calcul trop important.

Dans une deuxiéme partie, nous nous sommes intéressés au couplage de résultats de convergence
2-échelles avec un schéma semi-lagrangien, ainsi qu’au comportement d’une méthode numérique
2-échelles appliquée & un modéle dont la solution peut présenter des discontinuités. Afin de ré-
pondre & ces questions, nous nous sommes placés dans le cadre d’un faisceau de particules chargées
soumis & un champ électrique de focalisation fort et oscillant. La encore, le choix de ce contexte
mathématique et physique a été motivé essentiellement par sa simplicité ainsi que sa richesse en
résultats théoriques et numériques. En effet, un tel phénoméne physique peut étre modélisé par le
systéme de Vlasov-Poisson 1D axisymétrique suivant :

Oufe + “?’“arfwr (ES +25) 0y, f =0,
fE(Ta v’l“at = O) = fO(Tva)a

l8T(7"E:) = / fedvy,

r R

1 t
Ee(r,t) = ——Hor—i—Hl(wl —) r.
€ €

Aprés avoir rappelé les résultats de convergence 2-échelles établis par E. Frénod et al. de la suite
(f€, ES) vers (F, &) solution de

F(r vy, 7,t) = G(cos(r) r — sin(7) vy, sin(7)  + cos(7) vr, t) (5.6)
0G(q, ur,t) — /0 i sin(o) [ET (cos(0) g + sin(o) ur, 0, t)
)

IQ w1
21w

+ /027r cos(o) [&(cos(a) q + sin(o) ur, o,t)

_|_

Hi(wy o) (cos(o) g + sin(o) uT)} do 0,G(q, ur,t)

+IQ2(::1) Hy(wr0) (cos(a) q + sin(o) ur)} do 0., G(q,ur,t) =0,
1
G(qu u’rut = O) = % fO(Q7u7‘) )
% O (r&v(r,m,t)) = / G(cos(t) r — sin(7) vy, sin(7) 7 + cos(7) vy, t) dv,
R

nous avons présenté une méthode numérique basée sur une discrétisation semi-lagrangienne en
arriére du modéle limite (5.6)-(5.7) et permettant de reconstruire une approximation de la solution
(f¢, ES) du modéle (5.5). Nous avons également proposé une variante de cette nouvelle méthode
2-échelles en nous basant sur I'utilisation d’une famille de maillages mobiles, avec pour objectif de
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simplifier la résolution de ’équation de Poisson (5.7.c).

Nous avons implémenté et testé ces 2 méthodes numériques 2-échelles sur des cas de faisceaux
semi-gaussiens : en effet, en comparant les résultats produits par les 2 méthodes numériques 2-
échelles & ceux peut produire une méthode semi-lagrangienne classique en arriére appliquée au
modele (5.5), nous avons constaté que les méthodes 2-échelles sont bien plus efficaces que la mé-
thode classique non seulement en termes de qualité de résultats mais aussi en termes de temps
de calcul : en effet, cette derniére méthode nécessite un pas de temps d’ordre e afin de simuler
correctement les rotations rapides du faisceau dans ’espace des phases. Cela a pour effet d’aug-
menter considérablement son temps d’exécution, mais aussi la diffusion numérique introduite a
chaque itération. Par conséquent, elle nécessite aussi de raffiner considérablement le maillage de
I’espace des phases afin de produire des résultats précis. A contrario, les méthodes 2-échelles que
nous avons construites utilisent un pas de temps qui ne dépend pas de €, ce qui permet de réduire
significativement le temps d’exécution ainsi que la diffusion numérique globale. Par ailleurs, dans le
cadre d’un test sur un cas linéaire, nous avons pu observer 'incidence de 1'utilisation des maillages
mobiles dans la résolution du modéle (5.6)-(5.7) : comme prévu, nous avons pu constater une baisse
significative de l'erreur numérique commise lorsque les maillages mobiles sont utilisés a la place
d’un maillage uniforme étendu.

Dans une troisiéme partie, nous nous intéressé a la validation numérique de la solution (f, E)
du modéle de rayon de Larmor fini 2D

1
f(xvyakvt) = 2—9(11%2/7/%15)7
o

Ovg(,y, k,t) + (Ey)(x,y, k. t) Oug(x,y, ko t) — (E2) (2, y, k, t) Oyg(x,y, k,t) =0,

2m

g(IayvkaO): fo(%y,k,a)doé,
0

1 27’I’~
<8>(:v,y,k,t):2—/ E(:c—\/2k sina, y + V2k cosa, t) da,
0

™

—Aigé(i,g,t) = — / g(i + V2k sina, § — V2k cosa, k, t) dk da — 1 (2, 7)
S

comme étant la limite faible-* d’une suite (f¢,E€). s ¢ ot, pour chaque e > 0 fixé, le couple (f¢, E)
est solution de
f(zy, k,a,t) = 5(3: — V2k sina, y + V2k cosa, V 2k cosa, V2k sina,t) ,

1 . . vl .
=¥ Ve[ (50 0) + (B ) + =) - Vo [ (%,9,1) = 0,
€ €

<
<

avec (X,V) = (Z,9, 0y, 0y). Suite & un rappel de quelques résultats sur le comportement asympto-
tique de la suite (f*€, EE)E >0, nous avons établi un lien explicite entre les résultats de convergence
2-échelles A’E. Frénod et E. Sonnendriicker démontrés dans [31] et le résultat de convergence faible-
* démontré par M. Bostan dans [6]. Grace a ce travail, nous avons proposé une nouvelle expression
du modéle limite 2-échelles établi par E. Frénod et E. Sonnendriicker dans lequel nous avons mis
en évidence un invariant adiabatique proportionnel au moment magnétique p. Par ailleurs, nous
avons proposé une nouvelle démonstration du résultat de convergence faible-* de M. Bostan en

utilisant des hypothéses plus faibles sur la distribution initiale fo, sur la suite (EE)6 >0, ainsi que
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sur la géométrie du domaine de définition dans I’espace physique.
Apres avoir présenté les principes de base d’'une méthode semi-lagrangienne en avant, nous
avons appliqué une telle méthode sur le modéle de Vlasov-Poisson 2D

O f(x,v,t) +v-Vxf(x,v,t)+ E(x,t) - Vy f(x,v,t) =0,
f(XaVaO) :fO(XaV)a (510)
—Vxo(x,t) = E(x,t),  —Axop(x,t) = 9 f(x,v,t)dv —1,

et nous avons effectué quelques tests sur des cas d’amortissements Landau linéaires, afin de nous
assurer qu’'une méthode semi-lagrangienne en avant est efficace sur un modéle de type Vlasov 2D.
Ces tests préliminaires furent concluants méme si un maillage relativement fin de 'espace des
vitesses est nécessaire afin d’assurer une bonne qualité de résultat dans le cadre d’une simulation
sur un temps long.

Nous avons alors discrétisé les modéles (5.8) et (5.9) a I’aide de méthodes semi-lagrangiennes en
avant, constituant ainsi une méthode numérique 2-échelles qui permet de valider numériquement le
passage & la limite faible-* de (f¢,E€) vers (f, E). Nous avons implémenté et testé cette méthode
numeérique sur un cas dans lequel nous connaissons la solution (f, E) du modéle limite (5.8).
Nous avons ainsi pu constater que 1’énergie électrique ¢t — HEE(-,t) ‘ 1> brésente des oscillations
d’amplitude et de période d’ordre €, ce qui valide numériquement les résultats de convergence
faible-* que nous avons redémontrés.

Perspectives

Cette thése a permis de répondre & de nombreuses questions concernant le comportement des
méthodes numériques 2-échelles ainsi que les modéles que nous avons traités. Cependant, ce travail
a également permis d’ouvrir la voie sur plusieurs problémes qui méritent d’étre explorés dans un
futur proche.

En ce qui concerne la méthode 2-échelles de volumes finis développée dans le cadre des équa-
tions d’Euler 1D (5.1), il est naturel de se demander si une telle méthode peut simuler correctement
des solutions non-classiques (u, p¢) de ce modeéle, ou se baser sur approximation d’une solution
non-classique (F, B) du modéle (5.4).

Par ailleurs, pour des raisons mathématiques, nous nous sommes placés dans le cadre d’un
domaine compact dans l’espace physique et nous avons considéré des conditions aux bords pé-
riodiques. Il serait donc intéressant d’étudier la possibilité d’établir des résultats de convergence
2-échelles similaires en se plagant dans un domaine de définition plus général.

Enfin, nous avons proposé une méthode numérique permettant de résoudre les équations d’Eu-
ler 1D homentropiques faiblement compressibles a la fois rapide et précise. La question d’une
extension d’une telle approche & d’autres modéles issus de la mécanique des fluides impliquant des
phénomeénes de petites échelles est & envisager, autant d’un point de vue théorique que numérique.

La méthode semi-lagrangienne 2-échelles que nous avons développée pour simuler des faisceaux
de particules dans un champ électrique fort et oscillant présente la méme particularité que la mé-
thode 2-échelles de volumes finis développée dans la premiére partie, a savoir qu’elle est a la fois plus
rapide est parfois plus précise qu’une méthode semi-lagrangienne classique pour reconstruire les
phénomeénes oscillants a trés haute fréquence. Cependant, dans I’absolu, son temps d’exécution est
grandement pénalisé par la résolution des problémes de points fixes. Comme nous 1’avons constaté
dans la troisiéme partie de cette thése, nous pourrions envisager une approche semi-lagrangienne
en avant afin d’éviter ce probléme.

Par ailleurs, nous avons développée cette méthode numérique dans le cadre d’un faisceau sou-
mis & un champ électrique externe ayant une expression bien précise. Il serait alors interéssant de
développer de telles méthodes numériques afin de simuler des faisceaux de particules focalisés par
un autre type de champ électromagnétique présentant des oscillations & haute fréquence.
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Enfin, nous avons proposé et testé avec succés une méthode numérique intégrant 1'utilisation
d’une famille de maillages mobiles dépendant de 1’échelle de temps rapide 7. Il serait utile d’étu-
dier plus en profondeur le comportement d’une telle méthode numérique 2-échelles sur d’autres
systémes d’évolution.

Faute de temps, nous n’avons pu étudier en profondeur le comportement de la méthode semi-
lagrangienne en avant appliquée au modeéle de Vlasov-Poisson 2D (5.10) : en effet, comme ce travail
peut s’inscrire dans le prolongement des travaux de N. Crouseilles et al. publiés dans [16], il est
nécessaire de procéder & une analyse rigoureuse du comportement d’une telle méthode numérique,
de diversifier la palette de résultats, et d’étudier les possibilités de cette méthode en termes de
parallélisation informatique.

Par ailleurs, nous avons proposé des résultats numériques de notre méthode 2-échelles sur un
cas test dans lequel nous connaissions le comportement de (f, E), et nous nous sommes basés sur
Pobservation des oscillations de 1’énergie électrique t — ||EE(,t)H 2 pour différentes valeurs de
€. Méme si ces observations numériques viennent confirmer les résultats de convergence faible-*
que nous avons établis, il nous est difficile de prédire le comportement des modes dominants de
E¢ a 'aide d’une relation de dispersion comme nous pouvons le faire dans le cadre du modéle de
Vlasov-Poisson 2D (5.10). II serait donc intéressant d’explorer cette piste afin de mieux cerner le
comportement de ces oscillations lorsque e devient petit, et/ou lorsque nous effectuons des simula-
tions en temps trés long. En effet, un tel résultat permettrait de prédire également le comportement
des modes domainants de E lorsque nous nous plagons dans des cas ou il est plus difficile de pro-
poser une expression analytique de la solution (f, ]:3) de (5.8).

Etant donné que la discrétisation du modele (5.9) nécessite de prendre un pas de temps Aty g
d’ordre ¢, il est évident que, pour des valeurs de € trop petites, il sera impossible d’exécuter la
méthode numérique 2-échelles telle qu’elle a été présentée ici afin d’étudier le comportement des
oscillations de la solution (¢, E) de (5.9) lorsque € est trés proche de 0. Il serait donc intéressant de
remplacer la discrétisation du modeéle (5.9) par une méthode numérique basée sur ’approximation

t
(@, y, ko, t) = 2w Fy (3,9, k, o, =, 1), (5.11)
€

ol Fj, est une approximation de la limite 2-échelles de (f€).> o obtenue en discrétisant le modele
suivant :

F(z,y,k,a,7,t) = G(x, k,a + 7,1),
E(x,y, k,a,T,t) :é:(x— V2k sina, y + V2k cosa,r,t),

G + (Ey) 0:G — (Ey) 0yG + (Fo) 0.G =0,

1
G(I,y7k,a7t = 0) = _fo(x7y,k7a)7

27
~ Vi ® (@ §,7mt) = E(F,§,7.1), (5.12)

D(%,7 = T i 7 ﬁe(i.vg)

- N; @&, 9,7,t)= | G(@+ V2k sine, § — V2k cosa, k, o + 7,t) dk do — o

S ™

Ey(z,y, k,a,7,t) cosa — E(x,y, k, o, 7, 1) sina

V2k ’

Folz,y, k,a,7,t) =

27
<u)(x,y,k,t):/ u(z,y, k,—7,7,t)dr.
0
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En effet, une telle approche permettrait de reconstruire les oscillations de (f*€, Ee) tout en utilisant
un pas de temps Atng indépendant de e. De plus, nous avons pu constater en page 122 qu’il est
possible de splitter I’équation de transport (5.12.c) sans altérer son caractére conservatif.

Enfin, jusqu’a présent, nous avons supposé que le champ magnétique externe B est constant et
fort, et nous avons négligé le champ magnétique auto-consistant. Ce cadre de travail simplifié nous
a permis d’établir plusieurs résultats théoriques de convergence ainsi que de nouvelles méthodes
numériques. Cependant, les différentes expériences de fusion magnétique nécessitent un champ ma-
gnétique externe non uniforme, et indiquent que le champ magnétique auto-consistant n’est pas a
négliger non plus. Par conséquent, il sera nécessaire d’envisager un jour de construire des modéles
et des méthodes numériques 2-échelles basés sur un couplage entre les équations de Vlasov et de
Maxwell.
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Annexe A

Publications et communications

Nous incluons ici la liste des publications et des communications relatives & ce travail de thése :

1. E. Frénod, A. Mouton et E. Sonnendriicker : Two-scale numerical simulation of the weakly
compressible 1D isentropic Euler equations, Numer. Math., 108-2 (2007), 263-293.

Résumé : De nombreuses méthodes numériques robustes ont été développées pour la résolu-
tion des équations d’Euler aussi bien compressibles qu’incompressibles. Néanmoins, la zone
de transition, i.e. les équations d’Euler faiblement compressibles pose des problémes a la
plupart des solveurs. Nous considérons ici une approche originale pour traiter cette zone de
transition qui est basée sur un modéle a 2 échelles de temps. Cette méthode se base sur la
convergence & 2 échelles développée par G. Nguetseng[53] et G. Allaire[3] et nous permet
d’obtenir un modéle approché du modéle initial & faible nombre de Mach en faisant interve-
nir une deuxiéme échelle de temps. Nous utiliserons ici ces notions sur les équations d’Euler
isentropiques 1D faiblement compressibles : dans un premier temps, nous développerons le
modéle a 2 échelles de temps en utilisant la théorie de Allaire-Nguetseng, puis nous verrons
comment résoudre numériquement ce nouveau modéle afin d’obtenir des solutions approchées
des équations d’Euler pour un nombre de Mach faible, solutions approchées que nous com-
parerons aux résultats d’une résolution numérique directe du probléme initial.

Mots-clés : convergence 2-échelles, équations d’Euler isentropiques, méthodes de volumes finis.

Communications relatives a cette publication :

(a) Séminaire des doctorants (IRMA), Strasbourg : Simulation numérique 2-échelles des
équations d’Euler 1D isentropiques faiblement compressibles, 18/05/2006.

(b) 37%™me Congres National d’Analyse Numérique, Guidel : Simulation numérique 2-échelles
des équations d’Euler 1D isentropiques faiblement compressibles, 01/06/2006.

2. A. Mouton : Two-scale semi-lagrangian simulation of a charged particles beam in a periodic
focusing channel, Kinet. Relat. Models, 2-2 (2009), 251-274.

Résumé : L’objectif de cet article est de développer une méthode numérique 2-échelles semi-
lagrangienne pour simuler un faisceau de particules chargées soumis & un champ électrique
externe & oscillations rapides. Aprés avoir rappelé le contexte physique et mathématique du
probléme, nous rappelerons briévement le passage & la limite 2-échelles du modéle décri-
vant le phénomeéne physique étudié. Puis nous construirons une méthode semi-lagrangienne
2-échelles, et nous proposerons une famille de maillages mobiles permettant de réduire la
diffusion numeérique. Enfin, nous présenterons quelques résultats numériques obtenus avec
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ces 2 nouvelles méthodes numériques, et nous les comparerons a des résultats obtenus d’une
méthode semi-lagrangienne classique appliquée au modéle de départ.

Mots-clés : convergence 2-échelles, systéme de Vlasov-Poisson, approximation paraxiale, équa-
tions cinétiques, méthode semi-lagrangienne, homogénéisation.

Communications relatives a cette publication :

(a) Séminaire du groupe de travail Transport (IMT), Toulouse : Simulation semi-lagrangienne
2-échelles d’un faisceau de particules soumis a un champ électrique périodique de foca-
lisation, 20,/04/2009.

(b) Séminaire du groupe de travail CALVI (INRIA), Nancy : Simulation semi-lagrangienne
2-échelles d’un faisceau de particules soumis a un champ électrique périodique de foca-
lisation, 25/06/2009.
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