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Introduction générale

Les tâches de surveillance et de contrôle d’intégrité sont devenues une préoccupation

majeure dans la conception, le développement, la validation et l’exploitation de systèmes

industriels. De par la complexité croissante des procédés et l’augmentation des éléments

technologiques intégrés, les anomalies de fonctionnementimprévues peuvent avoir un im-

pact inacceptable sur la mission et les objectifs assignés au système. Cette problématique

générale couvre un spectre disciplinaire et interdisciplinaire très large et a fait l’objet de

nombreux travaux de la part de la communauté scientifique depuis quelques années (voir

par exemple [Ding 2008, Chen et Patton 1999, Blankeet al.2006, Ragotet al.2007]. Pour

garantir le fonctionnement sûr des systèmes, au niveau fonctionnel (local) et/ou comporte-

mental (global), une étape essentielle est la mise en œuvre des fonctions de surveillance

et de diagnostic fiables. L’enjeu est très important pour la surveillance des systèmes com-

plexes critiques où le déterminisme des tâches de diagnostic et de contrôle de cohérence

est une conditionsine qua non. En d’autres termes, le résultat de ces tâches doit être en

quelque sorte "garanti", ce qui tranche parfois avec la notion classique de risque, défini

habituellement en termes de probabilité d’occurrence et fausse détection. En aéronautique

par exemple, chaque actionneur est piloté par plusieurs calculateurs ; lorsqu’une panne est

détectée dans la boucle de contrôle d’un actionneur, le calculateur associé est déconnecté

et un autre prend le relais. Par conséquent, la détection doit être très robuste afin de ne pas

détecter intempestivement des pannes et déconnecter à tortdes calculateurs non défaillants.

Pour des raisons de sécurité, les probabilités de fausse alarme et de non détection doit être

"extrêmement faible".

Les méthodes auxquelles nous nous intéressons dans le cadrede cette thèse sont celles

à base de modèles, permettant d’assurer un haut niveau de robustesse vis-à-vis des impré-

cisions de connaissance. Depuis les premiers travaux précurseurs de Beard et Jones [Beard

1971, Jones 1973] à MIT où la notion de filtre de détection a étéintroduite pour la pre-

mière fois, de nombreuses techniques et méthodes ont été développées au sein de la com-

munauté scientifique pour résoudre ce problème (voir par exemple [Ding 2008]). La notion

1



de "modèle" (implicite ou explicite) se trouve être naturellement la clef de voûte et l’étape

primordiale dans la construction de stratégies de diagnostic à base de modèles. La démarche

générale consiste à estimer, ou reconstruire, les variables internes et/ou externes dont la

déviation en dehors d’une plage de référence est révélatrice de l’apparition d’un phénomène

anormal. Le fonctionnement estimé est "comparé" avec un fonctionnement de référence

attendu en l’absence de pannes. Cette comparaison peut êtreeffectuée dans l’espace des

sorties, ou dans l’espace décrivant l’état interne (état/paramètres) du système. Les signaux

indicateurs sont ensuite structurés (si possible, en prenant en compte des contraintes struc-

turelles de type rang) et traités par un test de décision de façon à fournir les indicateurs de

diagnostic.

Cette démarche suppose la disponibilité,a priori, d’une caractérisation de l’ensemble

des sources d’incertitudes affectant le modèle nominal du système, généralement sous forme

stochastique. Typiquement, dans le cas d’une modélisationd’état, il s’agit de caractériser le

bruit d’état (connaissance imparfaite du modèle) et le bruit de mesure (imperfections des

chaines d’instrumentation/capteurs). Sur la base de cettedescription, la famille des tech-

niques à base de filtre de Kalman (dans ses variantes linéaires ou non linéaires) ont été

largement utilisées pour concevoir des méthodes de détection et diagnostic. Cependant,

dans certaines situations, la description de l’ensemble des sources d’incertitudes en termes

stochastiques pourrait s’avérer insuffisante. Par exemple, une erreur de biais, ou certaines

dynamiques mal connues, de nature déterministe, peuvent plus naturellement être décrites

et caractérisées à partir d’une couverture ensembliste[2]. Fondamentalement, ces approches

de modélisation placent le problème dans un contexte "erreurs inconnues mais bornées", où

les incertitudes peuvent être englobées par des ensembles compacts. Les développements

ultérieurs qui seront présentés dans ce mémoire se situent dans ce périmètre.

Le mémoire est organisé de la façon suivante :

Le chapitre 1 est dédié à un tour d’horizon rapide des principales techniques de détec-

tion et de diagnostic à base de modèles. Comme nous l’avons souligné, ce thème a connu

un essor important durant ces trois dernières décennies et afait l’objet d’un nombre très

important de travaux et publications (voir par exemple [Ding 2008] pour une étude récente).

L’ambition de ce chapitre est par conséquent très limitée : il s’agit de faire un tour d’horizon

rapide en mettant l’accent sur les caractéristiques en corrélation avec nos travaux.

[2]L’approche "Stochastic Embedding" [Goodwinet al.1992] permet de traiter le cas des dynamiques nég-
ligées par une couverture probabiliste, moyennant des approximations
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Dans ledeuxième chapitre, nous allons présenter les outils mathématiques qui sont

utilisés dans la suite de ce document. Dans une première partie, nous présentons quelques

définitions de base sur les ensembles. Bien que ce chapitre soit essentiellement dédié aux

définitions et à la représentation des ensembles, il nous a paru pertinent d’y consacrer un

chapitre, de façon à faciliter la lecture des chapitres suivants, qui contiennent notre contri-

bution propre. La représentation des ensembles est fondamentale dans notre démarche. Un

effort a été fait pour présenter de façon pédagogique et simple les outils de base afin de per-

mettre la manipulation efficace et aisée des sous-ensembles. Parmi les approches classiques

pour représenter des sous-ensembles (équation/inéquation, nuage de points, recouvrement,

encadrement), l’analyse par intervalles est un moyen efficace permettant de manipuler des

ensembles de façon approchée mais garantie dans un contextenon linéaire. Nous détaillons

ainsi dans la seconde partie de ce chapitre les principaux outils de l’analyse par intervalles

qui sont utilisés tout au long de ce document.

Le troisième chapitre est consacré à l’estimation d’état dans le cas de modèles non

linéaires à temps continu et incertains. Les systèmes physiques sont généralement décrits par

un ensemble d’équations différentielles non linéaires du premier ordre. Les composantes du

vecteur d’état forment un espace dans lequel évolue les états internes du processus. Dans un

grand nombre de cas, ces variables correspondent à des grandeurs qui ont un sens physique.

Par conséquent, l’analyse du comportement des estimationsde ces variables permettrait de

mettre en place des procédures de surveillance et de contrôle de cohérence. De plus, ces

variables sont généralement très sensibles aux modifications de comportement dynamique

provoqué par l’impact des phénomènes externes. Dans la première partie de ce chapitre,

nous présentons deux approches pour déterminer un encadrement de l’espace atteignable

d’une équation différentielle ordinaire (EDO). La première, basée sur une extension des

modèles de Taylor aux intervalles, permet d’obtenir une approximation numérique garantie

de l’encadrement de la solution d’équations différentielles incertaines. La seconde s’appuie

sur les propriétés de monotonie des modèles et les théorèmesde comparaison qui en dé-

coulent. L’idée est d’encadrer les valeurs admissibles d’espaces atteignables d’EDOs incer-

taines par des trajectoires ponctuelles minorante et majorante. Les techniques d’approxima-

tion d’espaces atteignables d’EDOs sont utilisées dans la deuxième partie de ce chapitre afin

de développer des estimateurs. Après avoir présenté l’approche par prédiction/correction,

nous nous intéressons aux estimateurs d’état bornants à retour de sortie, s’appuyant sur des

propriétés de monotonie et plus particulièrement de coopérativité. Nous abordons le cas des

modèles linéaires à une injection près, puis nous nous intéressons à une large classe de mod-
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èles non linéaires à temps continu. Pour cela, nous introduisons une approximation qLPV

(quasi-Linéaire à Paramètres Variants) "garantie" des modèles non linéaires basée sur des

outils de l’arithmétique par intervalles.

Enfin, lequatrième chapitre contient nos contributions relatives au diagnostic à base

de modèles dans un contexte erreurs bornées. Après avoir décrit le compromis "garantie /

conservatisme", traduisant la notion de "robustesse / sensibilité" dans un contexte ensemb-

liste, nous nous intéressons, dans une première partie, à laformulation de tests de cohérence

basés sur l’estimation d’état. D’abord, nous présentons une démarche existante basée sur

les mêmes principes que les estimateurs par prédiction/correction. Puis nous développons

une méthodologie de détection d’incohérences par la génération de résidus intervalles, is-

sus d’estimateurs d’état à retour de sortie. L’idée est d’introduire un paramètre de réglage

permettant d’agir sur les performances des tests de cohérence. Nous proposons également

une méthode permettant de quantifier la détectabilité. Dansla seconde partie de ce chapitre,

nous proposons d’élaborer des tests de cohérence basés sur l’estimation paramétrique, en

utilisant les outils de l’analyse par intervalles. Nous allons également, dans chacune de ces

parties, appliquer les méthodologies développées à un procédé hydraulique de laboratoire.
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Chapitre 1

Problématique de contrôle de cohérence
et de diagnostic à base de modèles

1.1 Introduction

Dans le milieu industriel, les tâches de diagnostic sont souvent accomplies via la re-

dondance matérielle : les chaînes matérielles sont "multipliées" en utilisant des systèmes de

fonctionnalité identique. Si une incohérence de fonctionnement est détectée et confirmée,

la chaîne fonctionnelle incriminée est mise hors service etun autre ensemble sain prend le

relais. Ce principe simple (et robuste) fonctionne sur la plupart des systèmes industriels dits

"critiques" où la sûreté de fonctionnement est une préoccupation permanente. D’autre part,

la littérature traitant des méthodes de diagnostic dites "àbase de modèles" ou "analytiques"

a connu un essor très important depuis ces dernières années et a fait l’objet d’un nombre

important de travaux. C’est probablement le thème qui a faitl’objet de plus de publications

(dans toutes ses dimensions) dans le champ scientifique "Automatique", depuis le déclin du

"boum" de la commande adaptative au début des années quatre-vingt dix.

Ce chapitre n’a donc pas pour objet de décrire le spectre trèslarge des techniques de di-

agnostic à base de modèles. De très bons états de l’art récents existent dans la littérature, voir

par exemple [Ding 2008]. Notre choix a porté sur la présentation synthétique des techniques

en mettant l’accent sur les aspects qui peuvent être en corrélation avec les développements

ultérieurs qui constituent le cœur de nos travaux. Le bon niveau de détails n’est certes pas

aisé à trouver, tant les solutions analytiques proposées auproblème de diagnostic dans la

littérature sont variées. Le critère qui va guider les paragraphes suivants est surtout la mise

en évidence des problèmes liés au compromis "robustesse/sensibilité" dès lors qu’il s’agit

de mettre en place une démarche méthodologique de contrôle de cohérence et d’intégrité

des systèmes dynamiques.
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CHAPITRE 1 : Problématique de la DLD

1.2 Position du problème

De façon générale, la fonction de surveillance (ou diagnostic) est définie comme l’ensem-

ble des actions mises en œuvre afin de détecter, caractériseret localiser tout phénomène

anormal affectant le comportement d’un système. Le vocable"faute", "défaut", "panne" ou

"défaillance" est souvent utilisé pour qualifier le phénomène anormal qui peut être d’origine

externe (lié à l’environnement dans lequel le système évolue) ou interne (lié à la modifi-

cation des caractéristiques d’une ou plusieurs composantes du système). Par la suite, nous

utilisons les terminologies "défaut" ou "défaillance"[1] pour désigner "toute déviation non

permise d’au moins une propriété ou d’un paramètre caractéristique" du système surveillé

(voir par exemple [Isermann 1993, Ploix 1998]). Les défautspeuvent affecter les unités fonc-

tionnelles (organes de mesure, d’action, de commande, ...)constituant le système et peuvent

conduire à un mauvais fonctionnement de celui-ci. Il peut y avoir des situations où le défaut

affectant une unité fonctionnelle n’entraîne pas forcément une déviation non permise du

comportement dynamique global du système. Cette situationse produit notamment dans le

cas des systèmes commandés en boucle fermée, où par nature, l’effet des défauts de faible

amplitude ou basse fréquence sur les variables observées est rapidement compensé sur le

comportement entrée/sortie par l’action du régulateur. Iln’en reste pas moins que ce type de

défauts doit aussi être détecté et localisé , de façon précoce, pour identifier les composantes

incriminées et mettre en place des actions correctives, sous peine d’une propagation incon-

trôlée vers d’autres éléments fonctionnels du système. L’ensemble des fonctions qui vise

à détecter, localiser et caractériser les défauts sont élaborées à partir des techniques dites

FDI (Fault Detection and Isolation) ou DLD (Détection et Localisation de Défauts). Par la

suite, lorsque l’on intègre des contraintes de robustesse vis-à-vis des perturbations internes

et/ou externes, on emploiera le vocable de DLRD (Détection et Localisation Robustes de

Défauts).

Par ailleurs, dans la suite de ce mémoire, nous emploierons parfois le terme "contrôle

de cohérence" ou d’intégrité, afin de placer le problème de surveillance dans un contexte

plus large où la surveillance peut concerner aussi bien le niveau fonctionnel que le niveau

comportemental.

Classiquement, trois familles de défaillances sont couramment considérées :

[1]Le terme "défaut" ou "faute" est généralement utilisé pour désigner une anomalie de comportement au sein
d’un système physique. Le terme "défaillance", quant à lui,désigne habituellement une anomalie fonctionnelle
entraînant une interruption permanente de la capacité du système à assurer une fonction requise dans des
conditions opérationnelles spécifiques.
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1.2 Position du problème

– les défauts des chaînes d’instrumentation/capteurs qui affectent les sorties mesurées

du système. Ils sont souvent représentés comme une entrée additive dans l’espace des

sorties ;

– les défauts actionneurs qui affectent, de façon additive ou multiplicative, les signaux

de commande du système ;

– les défauts agissant sur le procédé, qui se traduisent par une variation anormale des

caractéristiques d’un ou plusieurs composants du système.Ces défauts sont le plus

souvent de type multiplicatif et dégradent le comportementdynamique du système.

Le principe des techniques de diagnostic basées sur le concept de redondance d’infor-

mations consiste à estimer, ou reconstruire, les variablesdont la déviation en dehors d’une

plage de référence autorisée serait révélatrice de l’apparition d’un phénomène anormal. Le

fonctionnement estimé est ensuite comparé à un fonctionnement de référence attendu en

l’absence de pannes pour former des indicateurs de défauts.Ces indicateurs devant répon-

dre à des critères de robustesse vis-à-vis de variations internes jugées normales, et des per-

turbations externes. Ils doivent aussi être sensibles à tout phénomène dont l’effet peut être

interprété comme un défaut agissant sur le système.

Afin d’estimer, de façon complète ou partielle, les variables internes (états, paramètres)

et externes (sorties) du système à surveiller, on est amené àappliquer des techniques d’es-

timation et de filtrage. Considérons la représentation d’état d’un système physique, à temps

discret, perturbé par un bruit d’état (représentant la connaissance imparfaite du modèle) et

un bruit d’observation (représentant les bruits de mesure et d’instrumentation) :

{
xk+1 = f(xk,uk,p) + vk

yk = g(xk,uk,p) + wk

, (1.2.1)

où f et g peuvent être non linéaires,x ∈ Rnx est le vecteur d’état,u ∈ Rnu le vecteur de

commande,y ∈ Rny le vecteur contenant des grandeurs mesurées,v ∈ Rnx et w ∈ Rny

représentent respectivement le bruit d’état et d’observation et p ∈ Rnp un vecteur de

paramètre.

De façon générale, les résultats d’estimation peuvent êtreutilisés de deux manières dif-

férentes pour surveiller l’état de fonctionnement d’un système.
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CHAPITRE 1 : Problématique de la DLD

– Si l’on s’intéresse aux sorties estimées, la démarche consisterait à former des signaux

résidus définis par la différence entre les données issues des chaînes de mesures et le

vecteur de sorties estimées. On effectue ensuite différents tests sur la séquence d’in-

novation résultante, qui peut être structurée afin de réaliser les tâches de surveillance.

– Si l’on s’intéresse à la surveillance des variables internes (état et/ou paramètres), il

existe des tests de cohérence dans l’espace paramétrique oul’espace d’état pour con-

clure sur un changement anormal de comportement.

L’objectif des deux paragraphes suivants est de présenter brièvement les techniques d’es-

timation, de modélisation et de filtrage ainsi que les tests de décision classiquement utilisés

pour mettre en place une démarche analytique de surveillance. Nous soulignerons ensuite

les inconvénients et les limitations de ces techniques, ce qui motivera le paragraphe 1.5 dans

lequel nous formulerons le problème général de surveillance comme un problème de décou-

plage approximatif, résultant d’un critère d’optimisation min/max. Une présentation non

exhaustive des techniques de résolution sera faite, en mettant l’accent sur leurs limitations

spécifiques.

1.3 Techniques à base d’estimation des variables externes

Le principe est basé sur l’estimation, partielle ou intégrale, des variables de sortie et sur

la comparaison de l’estimation avec les sorties mesurées pour former une séquence d’in-

novation qui servira d’indicateur de défauts (résidus). Les résidus sont ensuite structurés et

évalués par un test d’hypothèse (voir figure 1.3.1). Le test de décision peut être simplement

une logique à seuil ou un mécanisme plus complexe si les probabilités de fausses décisions

sont imposéesa priori : par exemple le test séquentiel de Wald ou le test de Pearson (voir

par exemple [Brunetet al.1990]).

Système

Estimateur

Structuration
Evaluation

+ ...
Indicateurs
de défauts

u
y

+

ŷ -

r

FIG. 1.3.1 – Détection à base d’estimation de variables externes
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1.3 Techniques à base d’estimation des variables externes

Les techniques d’estimation et leurs propriétés en termes de convergence, stabilité et

performances (biais, variance, ...) ont été largement étudiées dans un contexte général (voir

par exemple [Crassidis et Junkins 2004, Ljung 1999]). Supposons que les bruits d’état et de

mesure sont des séquences blanches, mutuellement non corrélées, de moyennes nulles et de

matrices de variance-covarianceQk = E(vkv
T
k ), Rk = E(wkw

T
k ), supposées connuesa

priori . Dans le cas où les fonctionsf etg sont linéaires et les paramètres connusa priori, le

filtre de Kalman fournit l’estimateur optimal de l’état au sens du minimum de variance. Dans

le cas général, où l’on souhaite estimer également un certain nombre de paramètres inconnus

et/ou les fonctionsf etg sont non linéaires, l’estimateur optimal du système représenté par

les équations d’état non linéaires n’est pas réalisable en dimension finie [Lewis 1986]. La

résolution du problème conduit donc à différentes techniques d’approximation des équations

de filtrage. L’algorithme le plus populaire est le filtre de Kalman étendu (EKF). Ce dernier

repose sur la linéarisation des fonctions non linéairesf etg à l’aide d’un développement de

Taylor, limité à l’ordre un, autour de l’estimation courante. Les équations de filtrage peuvent

être résumées comme suit[2] :

Modèle
xk = f(xk−1,uk) + vk, vk ∼ N(0,Qk)

ỹk = g(xk) + wk, wk ∼ N(0,Rk)

Initialisation C0 = E{x̃0x̃
T
0 }

Prédiction

Propagation

x̂k|k−1 = f(x̂k−1|k−1,uk)

Ck|k−1 = FkCk−1|k−1F
T
k + Qk

Fk ≡ ∂f

∂x

∣∣∣∣
x̂k−1|k−1

Calcul du gain
Kk = Ck|k−1G

T
k

[
GkCk|k−1G

T
k + Rk

]−1

Gk ≡ ∂g

∂x

∣∣∣∣
x̂k|k−1

Mise à jour
x̂k|k = x̂k|k−1 + Kk[ỹk − g(x̂k|k−1)]

Ck|k = [I − KkGk]Ck|k−1

avecx̂k|k l’estimation de l’état à l’instantk, Ck|k la matrice de variance-covariance de l’er-

reur,ỹk le vecteur de mesure à l’instantk et I une matrice identité de dimension appropriée.

Il est à noter qu’il existe des versions entièrement continues ou hybrides (équations d’état

continues, équations d’observation discrètes, voir par exemple [Crassidis et Junkins 2004]).

La formulation hybride correspondant naturellement à un contexte de description / modélisa-

tion où les dynamiques mises en jeu sont exprimées à temps continu, tandis que les mesures

[2]Le vecteur d’étatx peut être un état augmenté, et contenir ainsi un certain nombre de paramètres. Dans ce
cas, les fonctionsf etg sont modifiées. Par souci de lisibilité, ces notations sont conservées dans la suite.
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CHAPITRE 1 : Problématique de la DLD

sont récupérées à temps discret. Pour cette dernière, les équations de filtrage s’écrivent de la

façon suivante :

Modèle
ẋ(t) = f(x(t),u(t)) + v(t), v(t) ∼ N(0,Q(t))

ỹk = g(xk) + wk, w(t) ∼ N(0,R(t))

Initialisation
x̂(t0) = x̂0

C0 = E{x̃(t0)x̃
T (t0)}

Prédiction

Propagation

˙̂x(t) = f(x̂(t),u(t))

Ċ(t) = F(x̂(t), t)C(t) + C(t)FT (x̂, t) + Q(t)

F(x̂(t), t) ≡ ∂f

∂x

∣∣∣∣
x̂(t)

Calcul du gain
Kk = Ck|k−1G

T
k

[
GkCk|k−1G

T
k + Rk

]−1

Gk ≡ ∂g

∂x

∣∣∣∣
x̂k|k−1

Mise à jour
x̂k|k = x̂k|k−1 + Kk[ỹk − g(x̂k|k−1)]

Ck|k = [I −KkGk]Ck|k−1

Quelle que soit la version utilisée, tant que l’estimée courante reste au voisinage de l’é-

tat réel du système, la linéarisation au premier ordre restevalable. Cependant, si les erreurs

deviennent trop importantes (comportement du système réeltrop éloigné vis-à-vis de son

modèle, par exemple suite à un changement de point de fonctionnement ou à l’apparition

d’un défaut), la linéarisation peut ne plus être valable et conduire à la divergence de l’esti-

mateur. De plus, mis à part les difficultés d’implantation intrinsèques à la méthode (calcul

des Jacobiens à chaque pas d’échantillonnage), certaines difficultés liées à la différence de

vitesse de convergence des paramètres et de l’état peuvent parfois apparaître, compromet-

tant la robustesse numérique de l’algorithme (vitesse de convergence des paramètres plus

lente que celle des variables d’état [Reif et Unbehauen 1999]).

Il existe des versions améliorées de l’EKF développées pourlimiter ces inconvénients.

On peut citer le filtre de Kalman étendu du second ordre [Sadeghi et Moshiri 2007] qui, en

calculant la matrice hessienne, permet de limiter les risques de divergence de l’estimateur

mais présente, en contrepartie, un coût calculatoire plus important. Une autre alternative

peut consister à employer des techniques d’approximationspolynomiales des fonctions non

linéaires. C’est notamment le cas des filtres présentés dans[Nørgaardet al.2000]. Ces filtres

ont été utilisés dans des domaines d’application variées :

– problème de surveillance des pics de pollution atmosphérique [Zolghadriet al.2004] ;
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1.3 Techniques à base d’estimation des variables externes

– estimation de données inertielles pour des systèmes de navigation intégrés [Wan 2006] ;

– diagnostic des pannes oscillatoires d’une chaîne d’asservissement en position d’une

gouverne de l’A380 [Lavigneet al.2008] ;

– estimation de données pour le suivi de trajectoire d’un robot mobile [Peralta-Cabezas

et al.2008].

Dans cette approche, les non linéarités sont approximées par l’extension multidimen-

sionnelle de la formule d’interpolation de Stirling [Nørgaardet al. 2000]. En comparaison

avec l’approximation de Taylor, elle ne nécessite pas de calculs de Jacobiens, mais simple-

ment des évaluations de fonctions. Cela permet d’avoir une mise en œuvre plus facile et il

n’est plus nécessaire d’assurer la dérivabilité des non linéarités. De plus, elle est facilement

re-paramétrable, d’où sa plus grande portabilité. Enfin, citons d’autres techniques de résolu-

tion comme le filtrage particulaire [Liu et Chen 1998, Pitt etShephard 1999] ou le filtre de

Kalman non parfumé (UKF) [Wan et Van Der Merwe 2000], qui offrent certains avantages

par rapport à l’EKF.

Quel que soit le contexte d’utilisation "orienté surveillance" et quel que soit l’algo-

rithme de résolution utilisé, le point crucial est le réglage adapté des matrices de variance-

covariance des bruits d’état et de mesure (Q et R). Ces dernières conditionnent les perfor-

mances de l’estimateur et doivent alors être perçues comme des paramètres de réglage de

haut niveau (ou hyper-paramètres). Notons que cette vision"hyper-paramètres" de réglage

correspond à une interprétation déterministe qui tranche avec les hypothèses stochastiques

faites au départ au sujet des sources d’incertitudesv etw. Le réglage de la matriceQ per-

met de moduler la flexibilité du modèle (le degré de confiance que l’on accorde au modèle),

alors que la matriceR contrôle la flexibilité de l’équation d’observation.

Dans le cas linéaire, il existe des techniques pour un réglage systématique de ces paramètres,

d’après un critère de performance donné [Mehra 1970]. Dans le cas non linéaire, le prob-

lème de réglage est plus complexe et on a recours à certaines techniques itératives, comme

par exemple l’approche présentée dans [Badret al.2008].

Le paragraphe suivant a pour objectif de décrire brièvementquelques tests de décision

dans l’espace paramétrique afin de détecter un changement anormal des paramètres internes

pouvant être révélateur de l’apparition d’un ou plusieurs défauts affectant le comportement

du système.
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CHAPITRE 1 : Problématique de la DLD

1.4 Tests de cohérence sur les variables internes

Supposons que l’on dispose d’un estimateur (par exemple un de ceux cités dans le para-

graphe précédent). Ce dernier fournit une estimation de la valeur nominale d’un vecteur

de paramètreŝp du modèle spécifié ainsi que sa matrice de variance-covariance associée

Ĉ, censée traduire la variabilité des paramètres en fonctionnement normal. Par la suite, on

note le couple(p̂, Ĉ) obtenu en fonctionnement normal par(p̂1, Ĉ1) et le couple estimé à

partir des données en ligne par(p̂2, Ĉ2). On suppose également que les "hyper-paramètres",

contrôlant les performances de l’estimateur, ont été réglés selon un critère de performance

spécifié (temps de réponse, robustesse, ...).

Supposons que l’on dispose d’un couple vecteur de paramètreet matrice de variance-

covariance calculésa priori à partir d’un cycle de fonctionnement jugé normal. Dans l’hy-

pothèse où les paramètres sont constants en fonctionnementnormal, leur variabilité est

uniquement due à la propagation des perturbations. Ainsi, toute variation significative d’un

paramètre peut être interprétée comme la révélation d’un ouplusieurs défauts affectant le

comportement du système.

Le problème de détection revient donc à décider si pour un modèle donné l’estimation

des paramètres en ligne est cohérente avec l’estimation de référence. Cette décision peut

être prise par la mise en place de tests de détection de changements internes. Dans la suite

de ce paragraphe, nous présentons deux types de tests. Le premier, correspond à un test de

chi-deux(χ2). Ce test est basé sur l’évaluation d’une distance dans l’espace paramétrique.

Le second, dit RC2[3] , repose sur le suivi de l’évolution de l’espace paramétrique admissible

obtenu au cours du fonctionnement du système (en ligne) et sur sa comparaison avec un

espace de référence issu d’une phase de fonctionnement normal.

1.4.1 Détection de variations paramétriques par le test de chi-deux

Le problème que nous cherchons à résoudre consiste à choisirl’une des deux hypothèses

suivantes :

– H0 : le système est dans un état jugé "normal", c’est-à-dire lesvariations paramétriques

observées ne sont pas provoquées suite à l’apparition d’un défaut ;

– H1 : H0 n’est pas vrai.

[3]Pour : deux Régions de Confiance

12



1.4 Tests de cohérence sur les variables internes

La procédure de détection d’un changement dans les caractéristiques du système peut

être basée sur l’étude de la différence des paramètres estimés :

δ̂p = p̂1 − p̂2. (1.4.1)

D’après [Ljung 1999], si la structure du modèle est assez riche pour inclure le vrai

vecteur de paramètrep et si le nombre de données (notéN) est assez grand,(p − p̂1)

et (p− p̂2) sont des vecteurs aléatoires suivant une distribution gaussienne :

√
Ni(p̂1 − p) ∈ AsN [4](0,Pi), avecCi =

P̂i

Ni
, i ∈ {1, 2}, (1.4.2)

où Ni est le nombre de données et la matrice de covariance asymptotique P̂i peut être es-

timée d’après les mesures.

Sous l’hypothèseH0 et en admettant quêp1 et p̂2 sont indépendants, nous avons :

δ̂p ∈ AsN(0, δP), (1.4.3)

δ̂P ∼= C1 + C2. (1.4.4)

En se basant sur la relation statistique (1.4.3), différents tests peuvent être construits pour

détecter un changement [Carlssonet al. 1988]. Par exemple, il est possible de poser le test

de chi-deux :

T = δ̂p
T
δ̂P−1

δ̂p, (1.4.5)

où la variableT est distribuée asymptotiquement suivant une loi deχ2 avecnp degrés de

libertés. TesterH0 en testantT sur un intervalle de confiance donné (la probabilité du rejet

deH0 quandH0 est vrai) donne lieu au test bien connu de chi-deux.

1.4.2 Tests basés sur les régions de confiance

Le test RC2 a été développé, dans sa version originale par [Kerr et al. 1980] pour des

applications liées à la navigation inertielle dans le domaine aéronautique. La solution initiale

proposée dans [Kerret al. 1980] conduit à un problème d’optimisation, délicat à résoudre

dans certaines situations où le test de décision est censé converger en un temps très court.

Dans [Zolghadri 1996] une technique géométrique de résolution, radicalement différente, a

été proposée conduisant à un mécanisme de résolution plus simple.

[4]Asymptotiquement Normalement Distribué
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CHAPITRE 1 : Problématique de la DLD

Dans ce paragraphe, nous allons présenter le principe et l’algorithme de résolution qui

en résulte. Le lecteur intéressé pourra se référer aux références citées plus haut pour de plus

amples détails.

Avec les mêmes notations que dans le paragraphe précédent eten supposant que la loi

de distribution de(p− p̂i), i ∈ {1, 2} est effectivement gaussienne, on montre [Ljung 1999]

que les scalaires :

xi = (p− p̂i)
TC−1

i (p− p̂i), i ∈ {1, 2}, (1.4.6)

suivent une loi de chi-deux ànp degrés de libertés :

Pi(α) = Prob(xi ≤ α) = Prob(χ2
np

≤ α). (1.4.7)

Ainsi, si l’on fixe le même niveau de confianceρ dans les deux estimations, il est possible

de construire des régions de confiance des variables représentables par deux ellipsoïdes de

confiance centrés sur̂p1 et p̂2 :

E(p̂i, ρ) =
{
p ∈ Rnp | (p̂i − p)TC−1

i (p̂i − p) ≤ α
}

i ∈ {1, 2}. (1.4.8)

Le test RC2 consiste à :

– ChoisirH0 si ∃p ∈ Rnp, tel que :{p ∈ E(p̂1, ρ) ∧ p ∈ E(p̂2, ρ)} ;

– ChoisirH1 sinon.

Ce qui revient à décider s’il existe une partie commune entrela région de confiance au-

tour des variables de référence en fonctionnement nominal et la région de confiance autour

des variables estimées en ligne. On peut souligner que le test RC2 et le test de chi-deux coïn-

cident dans le cas monodimensionnel comme des tests sur le chevauchement des intervalles

de confiance. En général le test chi-deux est bien placé pour détecter des défauts "soft",

tandis que le test RC2 est plus approprié pour détecter des changements brusques dans les

applications où un très faible taux de fausses alarmes est d’une importance majeure.

Dans le cas où le vecteur de paramètres ne serait pas constantdans le temps, les ap-

proches présentées dans ce paragraphe sont applicables, sil’on peut disposer d’une estima-

tion a priori du scénario d’évolution des variables internes étudiées.

Le mécanisme de déroulement de l’algorithme RC2 est donné par l’algorithme 1.
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1.5 Techniques basées sur une formulation explicite des objectifs de diagnostic

Algorithme 1 Test RC2
ENTRÉES : p̂1, C1, p̂2(k), C2(k), ρ

1: Si (p̂2(k) − p̂1)
TC−1

i (p̂n2
(k) − p̂1) 6> α ⇒ p̂1 ∈ E(p̂n2

, ρ) , Alors
2: Retourne H0 (les deux régions de confiance chevauchent)
3: Fin (Si)
4: Chercher la racine négativeλ0 deF (λ),

oùF (λ) = V T (λ)C−1
2 (k)V (λ) − α,

V (λ) = (λC−1
2 (k) − C−1

1 )−1C−1
1 (p̂2(k) − p̂1),

F (−∞) = −α etF (0) > 0,
avec une valeur initialeA < 0 telle queF (A) < 0.

5: W = (λ0C−1
2 (k) − C−1

1 )−1C−1
2 (k)(p̂2(k) − p̂1)

6: Si λ2
0W

TC−1
1 W > α , Alors

7: Retourne H0

8: Sinon
9: Retourne H1

10: Fin (Si)
SORTIE : H0 ouH1

1.5 Techniques basées sur une formulation explicite des

objectifs de diagnostic

Dans les paragraphes précédents, nous avons présenté un certain nombre de techniques

d’estimation et de tests de décision pour résoudre le problème de diagnostic. Ces approches,

s’inscrivent dans un contexte stochastique et reposent surl’estimation d’un certain nombre

de variables internes et/ou externes du système qui, une fois traitées, sont censées fournir

des indicateurs plus ou moins fiables sur l’état de santé du système. Associées à une cer-

taine dose d’expertise et de savoir faire, ces techniques sont aujourd’hui bien ancrées dans

différents domaines d’application. Cependant, elles présentent un inconvénient qui, dans un

contexte de diagnostic et contrôle de cohérence, devient handicapant. En effet, ces tech-

niques ne permettent pas de formuler explicitement les objectifs de robustesse et de sen-

sibilité lorsque l’on aborde le problème de synthèse en diagnostic. En d’autres termes, la

phase de génération ne permet pas d’intégrer pleinement lesobjectifs de sensibilité et de

robustesse des résidus, ces objectifs sont souvent gérés lors de l’évaluation par un test de

décision. Le niveau de performances atteint est alors souvent issu de procédures itératives

visant à régler les différents paramètres de réglage, intrinsèques à l’algorithme employé,

jusqu’à l’obtention de résultats jugés satisfaisants, obtenus à l’issu de longues campagnes

de tests et de simulations.
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CHAPITRE 1 : Problématique de la DLD

Le problème de diagnostic peut être abordé d’une manière différente en formulant de

façon explicite les objectifs de robustesse et de sensibilité lors de la synthèse des résidus.

Ainsi, idéalement, le vecteur de résidus doit être nul en fonctionnement normal et présen-

ter un changement de comportement statistique significatifen présence d’une défaillance.

Autrement dit, l’ensemble des perturbationsd ne doit pas, contrairement aux défautsf ,

affecter le résidu. Pour illustrer le concept, considéronsque le système à surveiller est com-

mandé en boucle ouverte. Le signal de commandeu(t) est donc parfaitement connu et n’in-

flue pas sur les propriétés du signal indicateur de défauts. Aussi, on admettra que le résidu

r(t) ne dépend que des vecteurs de perturbationsd et de défaillancesf , via une fonction

vectorielleΨ, telle que :

r(t) = Ψ(d(t), f(t)). (1.5.1)

Les objectifs du problème de DLRD (Détection et Localisation Robustes de Défauts)

peuvent alors s’exprimer comme :

{
Ψ(d(t), 0) = 0

Ψ(d(t), f(t)) 6= 0
(1.5.2)

Ces objectifs expriment un découplage parfait entre les effets des perturbations et des

défauts. Il est rare que l’on puisse atteindre cet objectif de découplage parfait. Pour cette

raison, la problématique de détection peut être redéfinie comme un problème de découplage

approximatif : {
‖Ψ(d(t), 0)‖p < α

‖Ψ(d(t), f(t))‖p > β
(1.5.3)

où ‖.‖p avecp = {1, 2,∞} est une norme (voire annexe A) et oùα et β représentent les

niveaux respectifs de robustesse vis-à-vis des perturbationsd et de sensibilité vis-à-vis des

défautsf .

Autrement dit, d’un point de vue synthèse, le problème de DLRD consiste à construire

des signaux indicateurs de défauts qui soient le plus robuste possible vis-à-vis des entrées

inconnues et le plus sensible possible vis-à-vis de tout phénomène dont l’effet peut être in-

terprété comme un défaut agissant sur le système. Il s’agit donc typiquement d’un problème

d’optimisation de type min/max.

Qualitativement, le problème de robustesse se traduit par la génération d’un vecteur de

résidusr de telle sorte que le rapport entre une mesure (par exemple lanorme2) de r et

une mesure du vecteur des entrées inconnuesd soit minimisé. De même, on peut considérer

que la contrainte de sensibilité revient à générer un vecteur de résidus de telle sorte que
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1.5 Techniques basées sur une formulation explicite des objectifs de diagnostic

le rapport entre cette même mesure de l’erreur d’estimationr et une mesure du vecteur de

défautf soit maximisé. Ce qui revient à formuler le problème d’optimisation suivant :






min sup
‖d‖6=0

‖r‖2

‖d‖2

max inf
‖f‖6=0

‖r‖2

‖f‖2

, ∀ω ∈ Ωf

(1.5.4)

où Ωf est une zone de fréquence spécifiée sur laquelle la sensibilité der vis-à-vis def doit

être atteinte.

En termes d’opérateurs, ces relations sont équivalentes à un problème de min/max qui

peut s’écrire de la façon suivante :

{
min ‖Tdr(p)‖∞
max ‖Tfr(p)‖−

(1.5.5)

où‖ ‖∞ représente la normeH∞, ‖ ‖− la normeH− (voir l’annexe A) et oùTdr(p) etTfr(p)

sont respectivement la matrice de transfert entrer etd et la matrice de transfert entrer et f .

Le problème consiste à générer un résidu tel que :





sup

ω
σ
(
Tdr(jω)

)
< α

inf
ω

σ
(
Tfr(, ω)

)
> β, ∀ω ∈ Ωf

(1.5.6)

oùσ etσ représentent respectivement la plus grande et la plus petite valeur singulière.

Idéalement, pour obtenir un bon niveau de détection, le niveau de robustesseα doit

être le plus petit possible. A l’inverse, le niveau de sensibilité β (qui assure une sensibilité

minimale), doit être le plus grand possible. Ceci conduit à minimiser le critère suivant pour

résoudre le problème de détection robuste :

J+/− =
‖Tdr(p)‖∞
‖Tfr(p)‖−

. (1.5.7)

Parmi le vaste panel des méthodes ou techniques de résolution qui existent dans la

littérature pour résoudre ce problème, nous allons brièvement présenter trois familles de

méthodologies fréquemment utilisées. De très bons états del’art sur l’analyse de ces méth-

odes peuvent être trouvés dans la liste non exhaustive des références suivantes [Chen et

Patton 1999, Edelmayer et Bokor 2000, Franket al. 2000, Blankeet al. 2006, Isermann
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CHAPITRE 1 : Problématique de la DLD

2005 ; 2006, Ding 2008]. Ces trois grandes approches sont :

– l’approche par projection dans l’espace de parité ;

– les approches à base d’observateurs de diagnostic ;

– les approches basées sur la synthèse directe de filtres.

Par la suite, nous allons mettre l’accent sur la manière dontces approches répondent aux

spécifications décrites dans ce paragraphe. L’approche à base de vecteur de parité (voir par

exemple [Chen et Patton 1999, Chow et Willsky 1984]), le résidu est généré en projetant

les données mesurées dans un espace appartenant au sous espace vectoriel supplémentaire

au sous espace vectoriel engendré par les colonnes de la matrice d’observabilité d’ordre

réduit (ordre de l’espace de parité). Dans un contexte min/max, cet espace de projection

est déterminé de façon à ce que le résidu obtenu soit le plus robuste possible vis-à-vis des

entrées inconnues et le plus sensible possible vis-à-vis des défauts. Dans les approches à base

d’observateurs (voir par exemple [Chen et Patton 1999]) tout comme dans une approche par

synthèse directe de filtre DLD (voir par exemple [Mangoubi 1998, Rank et Niemann 1999,

Henry et Zolghadri 2005]), l’idée est de définir le résidu comme étant la différence entre

une combinaison linéaire des sorties et des entrées et leursestimations respectives, tout en

minimisant le critère d’optimisation min/max.

1.5.1 Découplage par projection dans l’espace de parité

La méthode est basée sur l’exploitation de la redondance analytique présente dans les

équations d’état lorsque celles-ci sont écrites sur un horizon d’observations (voir par exem-

ple [Chow et Willsky 1984]).

Considérons le modèle d’état discret :
{

x(t + 1) = Ax(t) + Bu(t) + E1d(t) + K1f(t)

y(t) = Cx(t) + Du(t) + E2d(t) + K2f(t)
(1.5.8)

oùx ∈ Rnx, u ∈ Rnu, y ∈ Rny , d ∈ Rnd, f ∈ Rnf sont respectivement les vecteurs d’état,

de commande, de mesure, de perturbation et de défaut.
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1.5 Techniques basées sur une formulation explicite des objectifs de diagnostic

Sur un horizon d’observations, les équations d’état peuvent être mises sous la forme :




y(t−s)

y(t−s+1)
...

y(t)




︸ ︷︷ ︸
y(t−s,t)

=OBSx(t)+COMu




u(t−s)

u(t−s+1)
...

u(t)




︸ ︷︷ ︸
u(t−s,t)

+COMd




d(t−s)

d(t−s+1)
...

d(t)




︸ ︷︷ ︸
d(t−s,t)

+COMf




f(t−s)

f(t−s+1)
...

f(t)




︸ ︷︷ ︸
f(t−s,t)

(1.5.9)

oùOBS est la matrice d’observabilité d’ordres, COMu , COMd et COMf sont respective-

ment les matrices de Hankel des quadruplés (A,B,C,D) , (A,E1,C,E2) et (A,K1,C,K2),

voir [Chow et Willsky 1984]. Le résidu est alors défini par :

r(t) = vT (y(t − s, t) − COMuu(t − s, t)), (1.5.10)

où le vecteur de paritév est construit de telle sorte que :

{
vTCOMd = 0

vTCOMf 6= 0
(1.5.11)

Les conditions issues de (1.5.11) impliquent un découplageparfait avec les perturba-

tions. Le critère de découplage approximatif revient à minimiser le rapport :

J+/− =

∥∥vTCOMd

∥∥
2

‖vTCOMf‖2

. (1.5.12)

On montre que ce problème d’optimisation peut être formulé comme un problème de

valeurs propres/vecteurs propres généralisé qui peut êtrerésolu à l’aide du théorème de

Gantmacher (voir par exemple [Frank 1990]). Plus précisement, on peut réécrire le critère

précédent de la manière suivante :

J+/− =

∥∥wTv0COMd

∥∥
2

‖wTv0COMf‖2

. (1.5.13)

oùv0 est une solution de :

vT
0 OBS = 0. (1.5.14)

Très souvent, on choisit la solution orthonormale parmi uneinfinité de solutions possi-

bles. En appliquant le théorème de Gantmacher [Frank 1990],on trouve ainsi le "sélecteur"

optimalwT , qui fournit la meilleure solution en termes de robustesse vis à vis ded et de
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CHAPITRE 1 : Problématique de la DLD

sensibilité vis à vis def .

Les limitations d’une telle approche proviennent essentiellement de la modélisation util-

isée, qui ne permet pas de considérer les dynamiques négligées dans le modèle, ni d’intégrer

dans le critère des objectifs sur la dynamique d’évolution du vecteur de résidus. Certains

travaux tentent de contourner le problème des dynamiques mal connues et/ou inconnues en

utilisant des seuils adaptatifs dans la phase d’évolution des signaux indicateurs de défauts

(voir par exemple [Patton 1997]).

1.5.2 Découplage à l’aide d’observateurs de diagnostic

La présentation qui va suivre est faite dans un contexte continu, afin de faciliter la lecture

de l’analyse min/max qui est effectuée à l’aide des normes etopérateurs, souvent définis en

temps continu. Néanmoins, l’analyse est facilement transposable en temps discret, sachant

que l’étude est faite dans un contexte linéaire.

L’idée de base des observateurs de diagnostic est d’estimerune combinaison linéaire des

sorties à partir d’un modèle du procédé. Ce principe est illustré sur la figure 1.5.1. L’erreur

d’estimation (directe ou pondérée) est alors prise comme résidu.

Observateur

Système

Modèle

L

Q

f
d
u

y

+

ŷ -

r
e

FIG. 1.5.1 – Techniques de détection à base d’estimation des variables externes

Considérons alors le modèle nominal à temps continu :

{
ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + E1d(t) + K1f(t)

y(t) = Cx(t) + Du(t) + E2d(t) + K2f(t)
(1.5.15)

oùx ∈ Rnx, u ∈ Rnu, y ∈ Rny , d ∈ Rnd, f ∈ Rnf sont respectivement les vecteurs d’état,

de commande, de mesure, de perturbation et de défaut, (A,B,C,D) est la réalisation d’état
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1.5 Techniques basées sur une formulation explicite des objectifs de diagnostic

nominale du système à surveiller et (E1,E2,K1,K2) sont des matrices de distribution de

dimensions appropriées.

Le modèle de l’observateur de diagnostic (figure 1.5.1) se représente de la manière suiv-

ante : {
˙̂x(t) = Ax̂(t) + Bu(t) + Lr(t)

e(t) = Qr(t)
(1.5.16)

où r(t) = y(t) − ŷ(t), L est le gain de l’observateur etQ est une matrice de structuration.

Dans le cas oùD = 0 , l’erreur d’estimation de sortie est dépendante des vecteurs de

perturbations et de défauts, et indépendante de la commandenominaleu du système. Ainsi

on peut écrire :

e = Q(Tdr(p)d + Tfr(p)f) = Tde(p)d + Tfe(p)f , (1.5.17)

oùTdr(p) etTfr(p) sont respectivement les matrices de transfert ded versr et def versr et

Tde(p) etTfe(p) sont respectivement les matrices de transfert entre l’erreur d’estimation de

sortiee et le vecteurd et la matrice de transfert entre l’erreur d’estimation de sortie e et le

vecteurf .

Le problème que l’on cherche à résoudre consiste alors à déterminerL etQ satisfaisant

des objectifs spécifiés en terme de robustesse et de sensibilité. Dans la suite de ce para-

graphe, nous présentons deux approches récentes à base d’observateur permettant de déter-

miner le gain d’observateurL tout en minimisant le critèreJ+/−.

Une première approche, décrite par exemple dans [Chen et Patton 1999], consiste à ex-

primer le critèreJ+/− à l’aide des normesH∞/H− et à utiliser des techniques d’optimisa-

tion LMIs (Linear Matrix Inequalities) pour sa résolution.Nous invitons le lecteur intéressé

à se référer à l’annexe A pour les définitions des normesH∞ etH−. Cette approche résout

donc le problème de DLRD en garantissant un niveau de sensibilité minimal àω = 0 , ce qui

permet de maximiser le gain statique deTfe(p). En revanche, elle ne permet pas de maîtriser

la dynamique de l’évolutionTfe(p), ce qui constitue un handicap majeur.

L’observateurH∞/H−, développé dans [Rambeaux 2001] permet, quant à lui, de min-

imiser la normeH∞ du transfertTde(p) et de maximiser la normeH− du transfertTfe(p) sur

un espace fréquentiel fini. Cette approche comprend deux étapes : la première consiste à syn-

thétiser un observateur permettant de générer un résidu robuste vis-à-vis des perturbations,

tout en maximisant la sensibilité vis-à-vis des défaillances. La seconde consiste à construire

un seuillage optimum du résidu qui prend en compte les incertitudes de type paramétrique.

Le gain de l’observateurL est alors la solution de deux LMIs associées aux contraintesde
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CHAPITRE 1 : Problématique de la DLD

robustesse de sensibilité minimale (1.5.6). L’existence d’une matriceP symétrique définie

positive ainsi que d’une matriceL solution de ces LMIs permet de déduire le gain de l’ob-

servateur.

Ce gain garantit les niveaux de performances nominales prédéfinis en robustesse et en

sensibilité. Pour optimiser cette méthode, des pondérations surTdy(p) et Tfy(p) (matrices

de transfert respectives entre les entrées perturbatriceset les défaillances, et la sortiey) peu-

vent être introduites de façon à spécifier l’espace des fréquences sur lequel les performances

doivent être optimum.

Une autre approche, développée dans [Chenet al.1996, Chen et Patton 1999], propose

de synthétiser le gain d’observateurL dans un contexteH∞, comme la solution d’un prob-

lème d’optimisation multi-objectifs en empilant toutes les contraintes de robustesse et tous

les objectifs de performances ; par exemple :

– contrainte de sensibilité :

J1 = max
L

inf
ω∈[ω1,ω2]

σ
(
Tfe(jω)

)
. (1.5.18)

Cet objectif, qui est un problème de maximisation, est transformé en un problème de

minimisation en utilisant la propriété sur les valeurs singulières :σ(A−1) = σ(A). Le

critèreJ1 devient alors :

J1 = min
L

sup
ω∈[ω1,ω2]

σ
(
T−1

fe (jω)
)

; (1.5.19)

– contrainte de robustesse :

J2 = min
L

sup
ω∈[ω1,ω2]

σ
(
Tde(jω)

)
; (1.5.20)

– contrainte de maximisation du gain statique entre le résidu et les défauts :

J3 = max
L

‖A − LC‖∞ ; (1.5.21)

– contrainte de placement de pôles afin d’imposer la dynamique du résidu ;

– contrainte sur la localisation des défauts.

Tout comme dans le paragraphe précédent, des matrices de pondérations sont attribuées
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1.5 Techniques basées sur une formulation explicite des objectifs de diagnostic

à chaque contrainte de façon à optimiser les performances durésidu. La technique de réso-

lution qui est proposée dans [Chen et Patton 1999] s’appuie sur un algorithme génétique.

Les techniques de synthèse à base d’observateurs, que nous venons de décrire très briève-

ment, proposent des solutions pour minimiser le critèreJ+/−. Chacune de ces approches

comporte des limitations spécifiques. Si l’optimisation des résidus est faite dans un con-

texteH∞, les résultats obtenus sont souvent conservateurs. Une analysea posterioriserait

donc nécessaire pour qualifier le degré de conservatisme et pour tester la robustesse de l’ob-

servateur. Cette procédure d’analyse est nécessaire pour conclure sur le degré d’atteinte des

objectifs et de fournir des indications sur la manière dont les contraintes pourraient être réal-

isées et modifiées. De plus, l’empilement des contraintes pourrait rendre délicat la résolution

numérique du problème de synthèse. Il est à noter également que, de façon générale, seule

une classe restreinte d’incertitudes, les incertitudes dites structurées, peuvent être prises en

compte dans la phase de génération des résidus. Toutes les approches à base d’observateurs

(ou d’espace de parité), utilisant un mécanisme de découplage approximatif, supposent que

les matrices de distribution des entrées inconnues sont "connues" ou bien qu’elles peuvent

être estimées. On peut également souligner que dans le cas des systèmes incertains, l’obser-

vateur de diagnostic synthétisé verra ses performances modifiées si le système surveillé est

commandé en boucle fermée. En effet, comme nous l’avons déjàmentionné, la boucle de

commande a pour effet de minimiser l’influence des défauts sur le vecteur de résidus.

1.5.3 Approche par synthèse directe de filtres de diagnostic

Une autre approche, plus générale, pour résoudre le problème d’optimisation formulé

par (1.5.7), correspond à la famille des méthodes qui ont étédéveloppées récemment dans

un contexteH∞ (voir par exemple [Ding 2008]). On peut distinguer :

– les approches à base d’estimateurs robustesH∞. Ces dernières reposent sur la syn-

thèse d’un filtre dynamique tel que le signal indicateur de défauts soit une estimation

robuste des défauts (voir par exemple [Mangoubi 1998]) ;

– les approches basées sur la génération de résidus. Ces approches reposent sur la syn-

thèse conjointe d’un filtre dynamique et de deux matrices de structuration (statiques)

My et Mu pour fusionner de façon optimale (au sens d’un critère) les informations

issues des chaînes de mesure et des signaux de commande. Dansces dernières ap-

proches, les objectifs de synthèse sont formulés et gérés dans un contexteH∞/H−

permettant, à la différence des premières méthodes, une gestion plus aisée du com-
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promis robustesse/sensibilité (voir par exemple [Henry etZolghadri 2005]).

Les objectifs de synthèse sont formulés et gérés au moyen de fonctions de pondérations

basées sur une connaissance sur le contenu énergétique des défaillances et des perturbations.

Par ailleurs, ces techniques sont basées sur l’utilisationdes outils de l’algèbre LFT (Trans-

formation Linéaire Fractionnaire) qui offre une grande flexibilité de modélisation et autorise

la prise en compte d’une grande classe d’incertitudes de modélisation.

Techniques basées sur le filtrageH∞

Dans l’approche à base d’estimateurs robustesH∞, le problème de diagnostic repose sur

la synthèse d’un filtre dynamique tel que le signal indicateur de défauts soit l’estimation

elle-même des défauts,i.e. r = f̂ . Le principe de base est illustré sur le schéma fonctionnel

1.5.2.

Pr(p)

∆(p)

d
f

r

η ε

FIG. 1.5.2 – Problème d’estimation de défautsH∞, où∆ représente un bloc d’incertitudes
(ayant une structure bloc diagonale).

Il est alors montré (voir par exemple [Ding 2008, Henry et Zolghadri 2005]) que le prob-

lème d’estimation robuste de défauts peut être formulé comme un problèmeH∞ augmenté

exprimé dans un formalisme LFT. Ce problème est ensuite formulé en termes LMI et résolu

par des solveurs LMI disponibles. Pour de plus amples détails, le lecteur intéressé pourra se

référer à l’ouvrage [Ding 2008].

Formulation dans un contexteH∞/H−

Une solution alternative consiste à exprimer les contraintes de robustesse en termesH∞,

les spécifications de performance en termesH−, et transformer le problème min/max qui en

résulte en un problèmeH∞ fictif. Cette approche a été notamment développée dans [Henry

et Zolghadri 2005].
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1.6 Conclusion

1.6 Conclusion

Après une brève introduction dans laquelle nous avons décrit la problématique abordée

et le contexte général du chapitre, nous avons présenté quelques techniques basées sur le

concept de redondance informationnelle afin de vérifier la cohérence du comportement d’un

système dynamique. Ces techniques, dites analytiques, ou àbase de modèles, utilisent un

modèle des dynamiques mises en jeu et parfois un modèle (plusou moins précis) des per-

turbations endogènes et/ou exogènes. Encore une fois, notre tour d’horizon n’est certes pas

complet étant donné le large spectre des méthodes existantes dans la littérature. Le choix

a porté sur les techniques jugées les plus répandues et qui ont été souvent utilisées dans

différents domaines scientifiques et secteurs d’application. Les techniques présentées ont

fait l’objet d’une analyse critique de manière à mettre en évidence leurs limitations. Cette

analyse permet à présent d’introduire les développements qui font l’objet des chapitres suiv-

ants. L’étape primordiale dans la construction de stratégies de diagnostic et de contrôle de

cohérence est l’étape de modélisation ; les performances obtenues sont conditionnées d’une

part par la qualité du modèle, et d’autre part par la manière dont ce modèle sera utilisé. Le

schéma directeur de la suite de ce mémoire est construit autour d’une approche de modélisa-

tion différente par rapport aux méthodes présentées dans cechapitre. Il s’agit de construire

la couverture ensembliste minimale pour effectuer les tâches de contrôle de cohérence et

d’intégrité. Ces thèmes seront abordés dans les chapitres 3et 4.

Le chapitre suivant est un chapitre de transition où nous introduisons l’ensemble des

outils mathématiques nécessaires à la bonne compréhensiondes chapitres 3 et 4 comportant,

encore une fois, notre contribution propre et le coeur de nostravaux.
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Chapitre 2

Analyse par intervalles :
un outil du calcul ensembliste

2.1 Introduction

Certains systèmes physiques sont décrits par des modèles mathématiques comportant

des paramètres incertains dont le domaine est connua priori. Dans ce cas, le comportement

ne peut pas être déterminé d’une manière unique mais une enveloppe peut être calculée.

Selon la méthode de caractérisation, ces enveloppes peuvent sur-estimer ou sous-estimer

l’ensemble des trajectoires admissibles du système. Dans le cadre de cette thèse, nous allons

nous intéresser à une méthodologie basée sur les ensembles permettant de garantir que les

enveloppes englobent toutes les trajectoires admissibles.

L’avantage de cette approche est qu’aucune information stochastique sur les variables in-

certaines n’est nécessaire mais on suppose que leurs domaines admissibles sont disponibles.

Ainsi, aucune hypothèse n’est faite sur la répartition des éléments composants ces supports

et ils ont tous le même poids. Dans le domaine de l’estimation, cette approche se justifie en

partie par le fait que les incertitudes de mesure introduites par les capteurs sont généralement

données en terme de tolérance et non pas en terme de densité deprobabilité. Les méthodes

d’estimation basées sur les ensembles permettent de propager les domaines d’incertitude

afin de déterminer une enveloppe contenant d’une manière garantie la "vraie" trajectoire du

système.

Dans le cas non linéaire, la majorité des méthodes ensemblistes pour l’estimation sont

basées sur l’analyse par intervalles. Initialement développée pour quantifier les erreurs numé-

riques dues à la représentation finie des nombres réels sur uncalculateur [Moore 1966,

Sunaga 1958], l’analyse par intervalles est devenue un outil de résolution numérique, glob-

ale et garantie de problèmes d’estimation. Durant ces dernières décennies, différents algo-

rithmes basés sur l’analyse par intervalles ont été développés dans plusieurs domaines dans

le but d’étudier et de quantifier les effets des incertitudes(numériques et physiques) sur les

données manipulées. Dans ce chapitre, différentes méthodes de résolution de problèmes,

données sous la forme de systèmes de contraintes, par analyse par intervalles, sont présen-
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tées.

Ce chapitre est structuré comme suit : dans la section 2.2, nous allons commencer par

rappeler brièvement les opérations élémentaires sur les ensembles qui seront instanciées

aux intervalles dans la section 2.3. Enfin, dans les sections2.4 et 2.5, des méthodes issues

de l’analyse par intervalles permettant de résoudre des problèmes d’équations linéaires et

non linéaires sont présentées.

2.2 Notions sur les ensembles

Le calcul par intervalles est un outil particulier du calculensembliste. Nous présentons

dans cette section un certain nombre de notations et de définitions, qui permettent de ma-

nipuler les relations et les opérations entre ensembles. Enparticulier, nous présentons la

notion d’ensemble, les opérations qui en découlent ainsi que la distance entre ensembles.

Ces notions fondamentales se transposent aisément aux intervalles.

2.2.1 Ensembles

Un ensemble est une "collection" d’objets mathématiques appelés éléments ou points.

Pour distinguer un élément d’un ensemble, on note un ensemble avec une lettre majuscule

double et un élément par une lettre minuscule.

SoientX un ensemble etx un élément deX. On définit les notions suivantes :

– x ∈ X : x appartient àX ;

– x /∈ X : x n’appartient pas àX ;

– {x ∈ X | P} : ensemble des élémentsx deX, ayant la propriétéP ;

– ∅ : ensemble vide.

Définitions :

– Inclusion : Soient deux ensemblesX et Y, Y est inclus dansX (ou X contientY)

si et seulement si tout élémenty deY appartient àX. On définit alors l’inclusion

d’ensemble par :

Y ⊂ X (ouX ⊃ Y) ⇔ ∀y ∈ Y, y ∈ X.

De la même manière,Y n’est pas inclus dansX si et seulement s’il existe un élément

deY qui n’appartient pas àX :

Y 6⊂ X⇔ ∃y ∈ Y ety /∈ X.
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Il est à noter que dans certaines références (voir par exemple [Hansen 2004]), l’inclusion

(appelée aussi inclusion large) est notée par⊆, cette dernière notation n’est pas utilisée dans

la suite de ce document.

– Egalité : SoientX etY deux ensembles,Y est égal àX lorsque tout élément deY est

un élément deX et réciproquement. On a alors :

Y = X ⇔ Y ⊂ X etX ⊂ Y.

Y n’estpas égalàX si :

∃y ∈ Y ∧ y /∈ X ou∃x ∈ X ∧ x /∈ Y.

– Inclusion stricteY eststrictement inclusdansX si et seulement siY est inclus dans

X sans lui être égal :

Y  X⇔ Y ⊂ X etY 6= X.

– Sous-ensembleY est un sous-ensemble deX si tout élément deY est aussi élément

deX :

Y ⊂ X.

Dans la suite de ce document, nous allons nous intéresser à des sous-ensembles deR

(où R représente l’ensemble des nombres réels). Afin d’alléger lanotation et par abus de

langage, nous emploierons le vocable "ensemble" pour désigner tout sous-ensemble deR.

– Espace produitOn appelleespace produitdeR, un ensemble notéRnx dont les élé-

ments sont des n-uplets :

x = (x1, x2, . . . , xnx
)T ,

avecxi ∈ R.

2.2.2 Opérations sur des ensembles réels

Dans cette section, nous allons détailler lesopérations ensemblistes pures(intersection,

union, produit cartésien, différence, projection) et étendre les opérations déjà définies pour

les éléments aux ensembles.
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X

X

X

X

X

Y

YY Y

X ∩ Y X ∪ Y

X \ Y

x1

x2
X× Y

proj1(X)

proj2(X)

(.a) (.b) (.c)

(.d) (.e)

FIG. 2.2.1 – Opérations sur les ensembles

2.2.2.1 Opérations ensemblistes pures

SoientX etY ⊂ Rn, on définit :

– l’intersection :

X ∩Y , {x ∈ Rn | x ∈ X etx ∈ Y} ;

– l’union :

X ∪Y , {x ∈ Rn | x ∈ X oux ∈ Y} ;

– la différence :

X \ Y , {x ∈ Rn | x ∈ X etx /∈ Y} ;

– la projection canonique :

proji(X) , {xi ∈ R | ∃x = (x1, . . . , xi, . . . , xn)T ∈ X}.

On définit également le produit Cartésien de deux ensemblesX ⊂ Rnx etY ⊂ Rny par :

X× Y , {(xTyT )T ∈ Rnx+ny | x ∈ X ⊂ Rnx ety ∈ Y ⊂ Rny}.
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2.2 Notions sur les ensembles

Ces opérations sont illustrées sur la figure (2.2.1). La partie grisée de la figure (2.2.1.a)

représente l’intersection des ensemblesX et Y, l’union deX et Y est représentée sur la

figure (2.2.1.b) et la différence entreX etY est représentée sur la figure (2.2.1.c). On note

queX − Y n’est pas égale àY − X. Le produit cartésien de deux ensemblesX et Y est

l’ensemble grisé sur la figure (2.2.1.d). La projection canonique sur l’axei de l’ensemble

X ⊂ R2 est donnée sur la figure (2.2.1.e) pouri = {1, 2}.

De plus, on peut noter que la complémentation est un cas particulier de la différence,

habituellement notée parX :

X = Rnx/X , {x ∈ Rnx | x /∈ X}.

2.2.2.2 Opérations étendues

Définition 2.2.1 Soient deux ensemblesX ⊂ Rnx etY ⊂ Rny et une fonctionf : Rnx → Rny ,

on définit :

– l’image directe deX par f :

f(X) , {y ∈ Rny | ∃x ∈ X, f(x) = y} ;

– l’image inverse deY par f :

f−1(Y) , {x ∈ Rnx | ∃y ∈ Y, f(x) = y}.

Soient(X1,X2) ⊂ X, (Y1,Y2) ⊂ Y et f : Rnx → Rny , on peut aisément démontrer

les propriétés suivantes :

f(X1 ∩X2) ⊂ f(X1) ∩ f(X2),

f(X1 ∪X2) = f(X1) ∪ f(X2),

f−1(Y1 ∩Y2) = f−1(Y1) ∩ f−1(Y2),

f−1(Y1 ∪Y2) = f−1(Y1) ∪ f−1(Y2),

f(f−1(Y)) ⊂ Y, (2.2.1)

f−1(f(X)) ⊃ X,

X1 ⊂ X2 ⇒ f(X1) ⊂ f(X2),

Y1 ⊂ Y2 ⇒ f−1(Y1) ⊂ f−1(Y2),

X ⊂ Y1 ×Y2 ⇒ X ⊂ projY1
(X) × projY2

(X).
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Les opérations arithmétiques sur les nombres réels peuventêtre étendues aux ensembles ;

ainsi si(X,Y) ⊂ Rn, on peut définir :

X+ Y , {x + y | x ∈ X, y ∈ Y}, (2.2.2)

X− Y , {x − y | x ∈ X, y ∈ Y}. (2.2.3)

Notons que pour le cas de la soustractionX−X, une certaine confusion peut apparaître.

En effet, le résultat doit être calculé par{x − y | x ∈ X, y ∈ X} et non par{x − x | x ∈
X} = {0}. Ce phénomène est appelé "effet de dépendance".

2.2.3 Distance entre deux ensembles compacts

L’objectif de cette section est de présenter une définition d’une distance entre deux en-

sembles. Une définition, communément admise, d’une distance (entre deux points par ex-

emple, ou entre un point et une droite, etc.) est la longueur minimale des chemins possibles

d’un point à un autre. Dans le cas de deux ensemblesX, Y ⊂ Rn, cette définition donne le

scalaire positif (notéd), tel que :

d(X,Y) = inf{d(x, y) | x ∈ X ety ∈ Y}. (2.2.4)

Dans le cadre des ensembles compacts[1], la distance de Hausdorff (voir par exemple

[Berger 1979]) permet de mesurer la similitude entre deux ensembles. Cette distance est

grande lorsque les deux ensembles sont très différents, elle est petite lorsqu’ils se ressem-

blent, et nulle s’ils sont identiques. Celle-ci est définie comme suit :

Définition 2.2.2 (Distance de Hausdorff [Berger 1979])La distance de Hausdorff entre

deux ensemblesX,Y ⊂ Rn est donnée par :

h∞(X,Y) , max{h0
∞(X,Y), h0

∞(Y,X)}. (2.2.5)

oùh0
∞(X,Y) eth0

∞(Y,X) sont respectivement la proximité deX àY et la proximité deY à

X données par :
h0
∞(X,Y) , inf{r ∈ R+ | X ⊂ Y+ rU},

h0
∞(Y,X) , inf{r ∈ R+ | Y ⊂ X+ rU}, (2.2.6)

et oùU est une sphère unité de(Rn, L∞) et L∞ est la distance entre deux points donnée

[1]un ensemble compact deRn est un sous-ensemble clos et borné deRn
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par :

L∞(x,y) , max
i∈{1,...,n}

| yi − xi | . (2.2.7)

Considérons les deux ensemblesX, Y ∈ R2 sur la figure 2.2.2. Pour obtenirh0
∞(X,Y),

on effectue une inflation surY de rU jusqu’à ce queX soit contenu dansY + rU (aussi

appelé r-voisinage deY). On agit de la même manière surX pour obtenirh0
∞(Y,X).

X

X

Y
Y

h0
∞(X,Y)

h0
∞(Y,X)

X+ rU

Y+ rU

rU
rU

FIG. 2.2.2 – Illustration graphique de la distance de Hausdorffh∞(X,Y)

2.3 Arithmétique des intervalles

2.3.1 Intervalles

Définition 2.3.1 On appelle un intervalle, noté[a], un ensemble connexe, borné, de bornes

a eta, et fermé, de nombres réels :

[a] = [a, a] = {a ∈ R | a ≤ a ≤ a} , (2.3.1)

aveca, a ∈ R.

L’ensemble des intervalles deR est notéIR. Ainsi, on dit qu’un intervalle[a] est un

élément deIR, i.e. [a] ∈ IR et qu’il est aussi un sous-ensemble deR, i.e. [a] ⊂ R. Un

intervalle est dégénéré lorsquea = a. Les intervalles dégénérés permettent la représentation

des nombres réels exactement représentables sur un processeur à précision finie.
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Comme pour les réels, les opérations mathématiques élémentaires sont étendues aux

intervalles. Le résultat d’une opération entre deux intervalles de bornes finies est obtenu en

travaillant uniquement sur leurs bornes.

Soient l’opération élémentaire◦ ∈ {+;−; ∗; /} et deux intervalles[a], [b] ∈ IR, alors :

[a] ◦ [b] = {a ◦ b | a ∈ [a], b ∈ [b]}. (2.3.2)

La relation (2.3.2) est valable pour toutes les opérations àl’exception de la division

lorsque0 ∈ [b]. Dans ce dernier cas, le résultat n’est pas un intervalle mais la réunion de

deux intervalles.

L’expression (2.3.2) peut s’écrire comme suit :

[a] + [b] =
[
a + b, a + b

]
, (2.3.3)

[a] − [b] =
[
a − b, a − b

]
, (2.3.4)

[a] ∗ [b] =
[
min(ab, ab, ab, ab), max(ab, ab, ab, ab)

]
. (2.3.5)

Il n’existe pas de définition unique lorsque[b] = [0, 0]. Dans la suite de cette thèse, nous

allons nous baser sur la définition suivante [Jaulinet al.2001b] :

[a]/[b] = ∅ si [b] = [0, 0],

= [a] ∗ [1/b, 1/b] si 0 /∈ [b],

= [a] ∗ [1/b, +∞[ si b = 0 et b > 0,

= [a]∗ ] −∞, 1/b] si b < 0 et b = 0,

= ] −∞, +∞[ si b < 0 et b > 0.

(2.3.6)

Définition 2.3.2 Soit[a] ∈ IR, on définit :

– la borne inférieure :inf([a]) = a ;

– la borne supérieure :sup([a]) = a ;

– la largeur :w([a]) = a − a ≥ 0 ;

– le milieu :mid([a]) = (a + a)/2 ;

– le rayon :rad([a]) = (a − a)/2 ≥ 0.

Soit a une variable incertaine dont le support[a, a] est disponible. Le centre de[a, a]

peut être interprété comme une estimation dea et le rayon comme étant l’incertitude sur

cette variable.
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2.3.2 Vecteurs et matrices d’intervalles

Un vecteur d’intervalles de dimensionn, également appelé pavé, noté[a]=
(
[a1], [a2],· · ·,

[an]
)T

est un vecteur dont les éléments sont des intervalles. On note parIRn l’ensemble des

intervalles deRn. Les fonctions élémentaires définies pour les intervalles sont également

définies pour les vecteurs d’intervalles.

Définition 2.3.3 Soit[a] ∈ IRn, on définit :

– la borne inférieure :inf([a]) = (a1, a2, · · · , an)T ;

– la borne supérieure :sup([a]) = (a1, a2, · · · , an)T ;

– la largeur :w([a]) =
n

max
j=1

(aj − aj) ≥ 0 ;

– le milieu :mid([a]) = (mid([a1]), mid([a2]), · · · , mid([an]))T .

2.3.3 Pessimisme

Généralement, le résultat d’une suite d’opérations entre deux ou plusieurs intervalles

n’est pas minimal, l’intervalle obtenu est donc pessimisteet l’opération est dite conserva-

trice. Ce problème majeur de l’algèbre des intervalles est dû principalement à deux phéno-

mènes : ladépendanceet l’enveloppement.

2.3.3.1 Phénomène de dépendance

Soit un intervalle non dégénéré[a] = [a, a] et une opération◦ ∈ {+;−; ∗; /}. En utilisant

la relation (2.3.2), on obtient :

[a] ◦ [a] = {a ◦ b | a ∈ [a], b ∈ [a]}. (2.3.7)

On constate que dans (2.3.7) les variablesa et b sont considérées comme indépendantes

malgré le fait que l’on fasse l’opération avec le même intervalle ; ce phénomène est appelé

phénomène de dépendance (voir par exemple [Moore 1966]).

Exemple 2.3.1Soit[a] = [−2, 3], alors [a] − [a] = [−2, 3] − [−2, 3] = [−5, 5] 6= {0}.

Souvent ce phénomène rend le calcul intervalle pessimiste ;l’utilisateur devrait toujours

chercher à écrire (ou réduire) le nombre d’occurences d’unemême variable. Par exemple, il

est souhaitable d’évaluer[a2] = {a2 | a ∈ [a]} au lieu de{a ∗ a | a ∈ [a]}.
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2.3.3.2 Phénomène d’enveloppement

On appelle effet d’enveloppement, le phénomène qui caractérise le pessimisme dû à la

représentation d’un ensemble quelconque par un pavé (vecteur d’intervalles).

Exemple 2.3.2Soient :

A =

(
1 2

0 1

)
, [x] =

(
[−1, 0]

[1, 2]

)
.

L’évaluation du pavé[y] = A[x] est donnée par :

A[x] =

(
[1, 4]

[1, 2]

)
.

D’un autre côté, l’ensemble exactB = {Ax | x ∈ [x]} est donné par le parallélogramme,

dont les cotés ne sont pas parallèles aux axes du repère, tracé sur la figure (2.3.1). On

remarque alors qu’un pessimisme est introduit.
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2

2 3 4

[x] [y] = A[x]

x1

x2

B

FIG. 2.3.1 – Effet d’enveloppement

Ainsi, la représentation de l’ensembleB = {Ax | x ∈ [x]} se fait en l’enveloppant par

un rectangle[y] dont les côtés sont parallèles aux axes du repère.

Nous verrons dans les section suivantes qu’il existe des outils permettant de contrôler le

pessimisme.
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2.3.4 Fonctions d’inclusion

Considérons une fonction vectoriellef : D ⊂ Rnx → Rny . L’évaluation def sur un pavé

[x] est donnée par l’ensemble :

f([x]) = {f(x) | x ∈ [x]}. (2.3.8)

Il est possible d’obtenir une extension aux intervalles d’une fonctionf . Celle-ci est

généralment appelée fonction d’inclusion, notée[f ]. Une fonction d’inclusion def est définie

comme une fonction deIRnx dansIRny , vérifiant :

f([x]) ⊂ [f ]([x]). (2.3.9)

En général, la fonction d’inclusion n’est pas unique et dépend de la manière dontf est

écrite. L’objectif de l’analyse par intervalles est de pouvoir utiliser des fonctions d’inclusion

peu pessimistes dans le sens où la taille de([f ]([x]) − f([x])) est assez petite. Une fonction

d’inclusion est minimale si pour tout[x], [f ]([x]) est le plus petit pavé qui contientf([x]).

La fonction d’inclusion minimale pourf est unique et est notée[f ]∗. Sur la figure 2.3.2,

nous illustrons ce principe pour une fonctionf : R2 → R2. Si l’évaluation exactef([x])

d’une fonctionf , pour un pavé[x] donné, est représentée par l’ensemble hachuré en rouge,

la fonction d’inclusion minimale[f ]∗ est le pavé en trait continu vert. Le pavé, représenté

par un trait discontinu bleu, est une inclusion non minimaledef([x]).
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FIG. 2.3.2 – Evaluation d’une fonction d’inclusion non minimale et d’une fonction d’inclu-
sion minimale
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Lorsque chaque variable apparait une seule fois dans une fonction, la fonction d’inclu-

sion minimale peut être obtenue directement. Par contre, pour des fonctions complexes, il

est difficile de construire des fonctions d’inclusion minimales. Par ailleurs, il a été démontré

dans [Kreinovichet al.1998] que le calcul de l’intervalle[f ]([x]) à δ près, défini par :

| sup([f ]([x]) − sup(f([x]) | = δ, (2.3.10)

| inf([f ]([x]) − inf(f([x]) | = δ. (2.3.11)

est un problème NP-difficile. En conséquence, les différentes fonctions d’inclusion que nous

allons présenter dans les paragraphes suivants sont souvent des approximations pessimistes

def([x]).

2.3.4.1 Fonction d’inclusion de fonctions élémentaires

La construction de fonctions d’inclusion de fonctions élémentaires{exp, log, cos,

sin, . . .}, est basée sur des propriétés de monotonie. En effet, si une fonction continue

f : D ⊂ R → R est croissante (respectivement décroissante), alors la fonction intervalle

qui, à tout intervalle[x] ⊂ D, associe l’intervalle[f(x), f(x)] (respectivement[f(x), f(x)])

est une fonction d’inclusion minimale def (i.e. la fonction qui donne l’évaluation la moins

pessimiste).

Exemples 2.3.3

– soitf(x) = log(x), le domaine de la fonction logarithme estD =]0, +∞[, alors :

∀[x] = [x, x] ∈ D, log([x]) = [log(x), log(x)] ;

– soitf(x) = cos(x), sur le domaineD1 = [0, π] la fonction cosinus est décroissante,

alors

∀[x] = [x, x] ∈ D1, cos([x]) = [cos(x), cos(x)] ;

et sur le domaineD2 = [π, 2π] la fonction cosinus est croissante, alors

∀[x] = [x, x] ∈ D2, cos([x]) = [cos(x), cos(x)].
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2.3.4.2 Fonction d’inclusion naturelle

Soit f : D ⊂ Rnx → Rny , la fonction d’inclusion naturelle[f ] de f s’obtient en rem-

plaçant chaque variable réellexi par son domaine[xi] et chaque opération arithmétique

par son extension intervalle. Dans le cas oùny = 1, la fonction d’inclusion naturelle est

minimale sif est composée de fonctions continues et si toutes les variables sont mono-

occurences :

[f ]([x]) ≡ f([x]). (2.3.12)

Il est important de noter quex1x1 est considéré comme deux occurrences.

Exemple 2.3.4On considère une fonctionf donnée par les quatre expressions suivantes :

f1 = x(1 − x),

f2 = x − x2,

f3 = x − x ∗ x,

f4 =
1

4
− (x − 1

2
)2.

L’évaluation des fonctions d’inclusion naturelles de ces quatre expressions sur l’intervalle

[x] = [−1, 1] donne :

[f1] ([x]) = [−1, 1](1 − [−1, 1]) = [−2, 2],

[f2] ([x]) = [−1, 1] − [−1, 1]2 = [−2, 1],

[f3] ([x]) = [−1, 1] − [−1, 1] ∗ [−1, 1] = [−2, 2],

[f4] ([x]) =
1

4
− ([−1, 1] − 1

2
)2 = [−2,

1

4
].

On remarque que la taille des intervalles obtenus par ces quatre fonctions d’inclusion

dépend de l’expression utilisée pour l’écriture def . Ceci est dû au phénomène de dépen-

dance expliqué dans la section 2.3.3.1. Comme la fonctionf est continue, la fonction d’in-

clusion naturelle est minimale lorsque le nombre d’occurrences des variables est égal à un.

Dans cet exemple, la fonction d’inclusion naturelle[f4] est minimale ; elle permet de trouver

l’image de[x] par f . Notons qu’il est facile de vérifier, en étudiant les variations def , que

f([−1, 1]) = [−2, 1
4
] est l’inclusion minimale def sur le domaine[−1, 1].
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2.3.4.3 Fonction d’inclusion moyenne

Soient une fonctionf : D ⊂ Rnx → Rny de classeC1(D), un pavé[xo] ⊂ D et un point

x ∈ [x]. D’après le théorème de Taylor, il existe un scalaireξ ∈ [0, 1] tel que :

f(x) = f
(
xo) + Jf (xo + ξ(x − xo)

)
, ∀x ∈ [x]. (2.3.13)

Il est important de noter que l’expression (2.3.13) est valable pour toutxo ∈ [x] etx ∈ [x],

ainsi on a :xo + ξ(x−xo) ∈ [x]. En utilisant l’analyse par intervalles, l’expression (2.3.13)

implique que :

∀x ∈ [x], f(x) ∈ f(xo) + [Jf ]([x])(x − xo), (2.3.14)

où [Jf ] est une fonction d’inclusion deJf . Ainsi :

f([x]) ⊂ f(xo) + [Jf ]([x])([x] − xo). (2.3.15)

La fonction intervalle

[fm]([x]) , f(xo) + [Jf ]([x])([x] − xo), (2.3.16)

est appelée fonction d’inclusion moyenne def . En général, le pointxo est choisi comme

étant le centre de[x] (i.e.xo = xc). Dans le cas de fonctions à une seule variable, l’expres-

sion :

[fm](x̃) , f(xo) + [f ′]([x])(x̃ − xo), ∀x̃ ∈ [x], (2.3.17)

peut s’interpréter comme étant une droite dont la pente n’est pas connue d’une manière

exacte. Ainsi l’évaluation d’une fonction d’inclusion moyenne autour d’un pointxo est un

ensemble de droites, passant par ce point.

Exemple 2.3.5Soit une fonction sinusoïdalef(x) = sin(x). Le tracé de[fm](x̃) pour

x̃ ∈ [x], représenté par un cône ayant pour centre(xc, f(xc)), est illustré sur la figure (2.3.3)

pour plusieurs largeurs de[x]. Plus la largeur de[x] est petite, meilleure est l’approximation

de la fonction par le cône. Cette figure illustre le fait que :

w([fm]([x]))

w(f([x]))
→ 1, (2.3.18)

quand la largeur de[x] tend vers0.
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FIG. 2.3.3 – Fonction d’inclusion moyenne desin(x), pourxo = xc

Les fonctions d’inclusion moyennes sont généralement utilisées lorsque la taille des

intervalles manipulés est assez petite (et loin des points stationnaires de la fonctionf). Dans

ce dernier cas, la forme moyenne donne des résultats plus précis que la fonction d’inclusion

naturelle.

2.3.4.4 Fonction d’inclusion "pente"

Dans la littérature (voir par exemple [Hansen 2004]), différentes fonctions d’inclusion

semblables à (2.3.16) ont été proposées. La forme générale est donnée par :

f([x]) , f(xo) + [g]
(
[x] − xo]

)
, (2.3.19)

où [g] est une fonction d’inclusion d’une fonction "pente" non nécessairement identique à

la jacobienne def . D’un autre côté, le pointxo n’appartient par forcément à[x]. Il a été

démontré (voir [Hansen 2004]) que les fonctions à pente sontsouvent meilleures que les

fonctions d’inclusion moyennes.

Exemple 2.3.6Soit f(x) = x(1 − x) et [x] = [0, 1]. En étudiant les variations def , on

démontre quef([0, 1]) = [0, 0.25]. Par ailleurs, l’évaluation de la fonction d’inclusion

moyenne donne[fo]([0, 1]) = [−0.25, 0.75].
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Nous allons maintenant construire une fonction d’inclusion à pente. Soitx ∈ [0, 1] etxo

un point quelconque dansD. Alors :

f(x) − f(xo) = x(1 − x) − xo(1 − xo)

= x − x2 − xo + x2
o

= (x − xo) [1 − (x − xo)]

⇒ f(x) = f(xo) + [1 − (x − xo)] (x − xo)

En remplaçantx par son domaine[x], on obtient :

[fp]([x]) = f(xo) + [1 − ([x] − xo)] ([x] − xo). (2.3.20)

Pour comparer les fonctions d’inclusion moyennes et à pente, on prendxo = mid([x]) =

0.5. Ainsi, l’évaluation de[fp] donnée par (2.3.20) et[fp] = [0, 0.5]. Nous remarquons alors

que la fonction d’inclusion à pente est moins pessimiste quela forme moyenne. Les tracés de

[fp](x̃) et [fm](x̃), pourx̃ ∈ [x], sont représentés par les cônes ayant pour centre(xc, f(xc))

oùxc = 0.5 et sont illustrés sur la figure (2.3.4).
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FIG. 2.3.4 – Fonction d’inclusion moyenne et à pente def(x) = x(1 − x) pourx ∈ [0, 1]
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2.3.4.5 Fonctions d’inclusion de Taylor

Les fonctions d’inclusion de Taylor sont obtenues en utilisant un ordre de dérivation

plus élevé (voir par exemple [Neumaier 2003, Hansen 2004]).Elle peuvent être considérées

comme étant une généralisation de la forme moyenne à un ordreplus élevé. A titre d’exem-

ple, on donne ici la fonction d’inclusion de Taylor du secondordre :

[fT ]([x]) , f(xo) + Jf (xo)([x] − xo) +
1

2
([x] − xo)

T [Hf ]([x])([x] − xo), (2.3.21)

où [Hf ] est une fonction d’inclusion du Hessien de la fonctionf .

Comme nous l’avons souligné pour le cas des fonctions d’inclusion moyenne ou à pente,

le pessimisme peut être considérablement réduit en utilisant les fonctions d’inclusion de

Taylor pour des intervalles de petites tailles.

Exemple 2.3.7Soientf(x) = x(1−x), f ′(x) = 1−2x etf ′′(x) = 2. Pourxo = −2, on a :

[fT ]([x]) =
1

4
−
(

[x] − 1

2

)(
[x] − 1

2

)
, (2.3.22)

une évaluation "naïve" de (2.3.22), sur le domaineD = [0, 1], donne[fT ]([0, 1]) =

[
0,

1

2

]

qui est identique à celle obtenue par la forme moyenne. Par ailleurs, (2.3.22) peut se réécrire

sous la forme :

[fT ]([x]) =
1

4
−
(

[x] − 1

2

)2

. (2.3.23)

L’évaluation de (2.3.23) donne[fT ]([0,1]) = [0, 0.25] identique à l’évaluation exactef([0,1]).

2.3.4.6 Propriétés des fonctions d’inclusion

Soit [f ] : IRnx → IRny une fonction d’inclusion, par exemple celles définies précédem-

ment. On peut écrire les propriétés suivantes [Moore 1966] :

– [f ] est monotone au sens de l’inclusion si :

[x] ⊂ [y] ⇒ [f ]([x]) ⊂ [f ]([y]) ; (2.3.24)

– [f ] est convergente si :

lim
k→∞

w([x])(k)) = 0 ⇒ lim
k→∞

w(f([x])(k))) = 0. (2.3.25)
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La notion de convergence d’une fonction d’inclusion introduite précédemment implique

immédiatement que pour un intervalle dégénéréx = [x,x], on a :

[f ]([x,x]) = [f ](x) = f(x). (2.3.26)

Ainsi, il est possible d’introduire le théorème suivant, dont le but est d’assurer qu’une fonc-

tion intervalle def est bien une fonction d’inclusion.

Théorème 2.3.1[Moore 1966]. Toute fonction intervalle[f ] vérifiant la monotonie au sens

de l’inclusion et vérifiant :

∀x ∈ D, f([x]) = f(x),

est une fonction d’inclusion pourf .

Démonstration 2.3.2 Soient[x] ⊂ D et [f ] une fonction monotone au sens de l’inclusion,

alors :

∀x ∈ [x] ⇒ [f ](x) ⊂ [f ]([x]). (2.3.27)

D’un autre côté, si[f ] est convergente, on a :

[f ](x) = f(x). (2.3.28)

Les expressions (2.3.27) et (2.3.28) peuvent se réécrire sous la forme :∀x ∈ [x], f(x) ∈
[f ]([x]), d’où :

f([x]) ⊂ [f ]([x]).

Ce qui prouve que[f ] est une fonction d’inclusion pourf .

2.3.4.7 Convergence d’une fonction d’inclusion

Les extensions aux intervalles d’une fonctionf sont des approximations de l’évaluation

exactef([x]). Ces approximations engendrent du pessimisme, il est donc important d’éval-

uer la convergence des fonctions d’inclusion. Pour cela, Moore [Moore 1979] a introduit la

notion d’ordre de convergence d’une fonction d’inclusion.

Définition 2.3.4 (Ordre de convergence)Soientf : Rnx → Rny et [f ] une fonction d’in-

clusion def . On appelle ordre de convergence de[f ], le plus grand entierα, tel que :

∃β > 0 | w([f ]([x])) − w(f([x])) ≤ βw([x])α. (2.3.29)
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Lorsqu’une fonction d’inclusion est minimale, l’ordre de convergence est infini. L’ordre

de convergence d’une fonction d’inclusion naturelle est aumoins linéaire (α ≥ 1), celui de

fonctions d’inclusion moyenne, à pente ou de Taylor est au moins quadratique (α ≥ 2).

Exemple 2.3.8 [Jaulin et al.2001b] Soit la fonctionf définie par :

f(x) = x2 + sin(x),

et les intervalles :

[x1] =

[
2π

3
,
4π

3

]
and [x2] =

[
99π

100
,
101π

100

]
,

où : mid([x1]) = mid([x2]) = π.

Nous proposons de comparer les approximations def pour [x1] et [x2] obtenues en

utilisant les fonctions d’inclusion naturelle, moyenne, de Taylor d’ordre deux et minimale,

notées respectivement[f ]n, [f ]c, [f ]T et [f ]∗.

Les trois premières fonctions d’inclusion, pouri = {1, 2}, sont données par :

[fn] ([xi]) = [xi]
2 + sin([xi]),

[fm] ([xi]) = π2 + sin(π) + ([xi] − π)[f ′]([xi]),

[fT ] ([xi]) = π2 + sin(π) + ([xi] − π)f ′(π) +
([xi] − π)2

2
[f ′′]([xi]).

avec

f ′(xi) = 2xi + cos(xi) et f ′′(xi) = 2 − sin(xi).

La détermination de la fonction d’inclusion minimale est basée sur la monotonie de la fonc-

tion f sur [xi], on a alors :

[f ]∗ ([xi]) = [x2
i + sin(xi), x

2
i + sin(xi)].

En effet,f est croissante sur les domaines[x1] et [x2].

Le résultat obtenu pour l’évaluation de ces fonctions d’inclusion sur [x1] et [x2] est

présenté dans le tableau (2.3.1). On peut constater que l’utilisation des fonctions d’inclu-

sion moyenne et de Taylor est plus intéressante que la fonction d’inclusion naturelle pour

de petits intervalles. Généralement, pour les intervallesde grande taille, il est préférable

d’utiliser la fonction d’inclusion naturelle. Ces remarques se justifient par le fait que la
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convergence quadratique est meilleure que la convergence linéaire. Rappelons également

que la convergence n’a de sens que pour des intervalles de petites tailles.

[x1] = [2π/3, 4π/3] [x1] = [99π/100, 101π/100]
[f ] [f ]([x1]) ∆([f ]([x1])) [f ]([x2]) ∆([f ]([x2]))
. [f ]n [3.5204, 18.4120] 3.4641 [9.6417, 10.0994] 0.12564
[f ]m [1.6202, 18.1190] 5.0713 [9.7016, 10.0376] 0.00397
[f ]T [4.3370, 16.9737] 1.2091 [9.7036, 10.0366] 0.00099
[f ]∗ [5.2525, 16.6800] 0 [9.7046, 10.0366] 0
avec la normalisation :∆([f ]([xi])) = w([f ]([xi])) − w(f([xi]))

TAB. 2.3.1 – Comparatif des fonctions d’inclusion

2.3.5 Partitionnement de pavés

Exemple 2.3.9Soientf(x) = Ax, A =

(
1 2

0 1

)
et [x] =

(
[−1, 0]

[1, 2]

)
. L’évaluation de la

fonction d’inclusion naturelle def donne :

[f ]([x]) =

(
[1, 4]

[1, 2]

)
.

A présent, en partitionnant[x] en deux pavés[x1] et [x2] tels que :[x] = [x1] ∪ [x2],

avec :

[x1] =

(
[−1, 0]

[1, 1.5]

)
, [x2] =

(
[−1, 0]

[1.5, 2]

)
,

l’évaluation de[f ] sur les deux pavés générés donne :

[f ]([x1]) =

(
[1, 3]

[1, 1.5]

)
,

[f ]([x1]) =

(
[2, 4]

[1.5, 2]

)
.

La représentation de ces évaluations pour chacun des pavés est illustrée sur la figure

(2.3.5). On constate quef([x]) ⊂ [f ]([x1]) ∪ [f ]([x2]) ⊂ [f ]([x]).

Comme nous venons de le montrer dans l’exemple précédent, pour réduire le pessimisme,

dû à l’effet d’enveloppement, d’une fonction d’inclusion[f ], on peut avoir recours au parti-
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FIG. 2.3.5 – Effet du partitionnement d’un pavé sur une fonctiond’inclusion

tionnement du pavé[x]. L’évaluation d’une fonction d’inclusion def sur un sous-pavage de

[x] tel que :

[x] =

n⋃

i=1

[xi], (2.3.30)

n’entraîne pas de perte d’information et réduit le pessimisme si[f ] est monotone au sens de

l’inclusion. En effet, d’après les propriétés données par les équations (2.2.1) :

f([x]) =

n⋃

i=1

f([xi]). (2.3.31)

D’un autre côté, d’après la relation (2.3.9), il vient que :

f([xi]) ⊂ [f ]([xi]). (2.3.32)

Ainsi :
n⋃

i=1

f([xi]) ⊂
n⋃

i=1

[f ]([xi]). (2.3.33)

De plus si[f ] est monotone au sens de l’inclusion,[f ]([xi]) ⊂ [f ]([x]), ∀i ∈ {1, · · · , n}, on

obtient alors :
n⋃

i=1

[f ]([xi]) ⊂ [f ]([x]). (2.3.34)

Le partitionnement du pavé[x] en un nombre important de pavés[xi] permet de ré-

duire considérablement le pessimisme de l’évaluation def sur un domaine[x]. L’ensemble
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⋃n
i=1[f ]([xi]) permet alors de bien "épouser" l’ensemblef([x]). Néanmoins, la complexité

calculatoire augmente en fonction den.

Dans l’exemple précédent, le partitionnement du pavé[x] a été effectué en bissectant[x]

suivant la direction2 (suivantx2). Ce partitionnement aurait également pu se faire suivant la

direction1. Dans le cas général, le partitionnement d’un pavé[x] = ([x1, x1], · · · , [xn, xn])T ,

suivant la directionk ∈ {1, · · · , n}, permet de générer deux pavés[xL] et [xR] donnés par :

[xL] = ([x1, x1], · · · , [xk,
xk + xk

2
] · · · , [xnx

, xnx
])T , (2.3.35)

[xR] = ([x1, x1], · · · , [
xk + xk

2
, xk] · · · , [xnx

, xnx
])T . (2.3.36)

On trouve dans la littérature [Moore 1966, Hansen 2004, Ratz1992, Cendes et Ratz

1997] différentes stratégies pour sélectionner la direction optimalek. Elles sont basées sur

le critère d’optimalité suivant :

k = arg( max
i∈{1,··· ,nx}

(D(i))), (2.3.37)

oùD(i) est une fonction métrique dépendant de la stratégie de partitionnement utilisée.

Le tableau (2.3.2) présente les quatre stratégies les plus utilisées pour déterminer la

fonction métriqueD(i).

Stratégie Métrique
Largeur de[x] [Moore 1966] D(i) = w([x])
Direction maximisant une
quantité [Hansen 2004]

D(i) = w([f ′
i ]([x]))w([xi])

Direction minimisant la taille
de[f ]([x]) [Ratz 1992]

D(i) = w (([f ′
i ]([x]))([xi] − mid([xi])))

Largeur de[x] en évitant le
pessimisme dû aux erreurs
d’arrondies [Cendes et Ratz
1997]

D(i) =

{
w([xi]) si 0 ∈ [xi]
w([xi])/min{|xi| | xi ∈ [xi]} si 0 /∈ [xi]

avec[f ′
i ] le ième élément de la fonction d’inclusion (cf : § 2.3.4) du gradient de la

fonctionf .

TAB. 2.3.2 – MétriqueD(i) selon la stratégie de partitionnement

Il est à noter que dans la littérature, la première et la troisième stratégie sont les plus util-

isées. Généralement la stratégie la moins efficace est celleselon une direction maximisant
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une quantité (voir [Cendes et Ratz 1997]). La première stratégie nécessite seulement le cal-

cul de la taille du pavé[x] et sa convergence est en général plus rapide que les autres. Les

stratégies deux et trois nécessitent le calcul du gradient de la fonctionf .

2.4 Inversion ensembliste par arithmétique d’intervalles

Soit f : Rnx → Rny . Le but de cette section est de caractériser l’image inversed’un

ensembleY, donnée par :

X = {x ∈ X0 | f(x) ∈ Y} = f−1(Y) ∩ X0, (2.4.1)

oùX0 ⊂ Rnx est le domaine initial de recherche, l’ensembleY ⊂ Rny est connua priori et

f peut être non linéaire et non nécessairement inversible au sens classique.

Le problème (2.4.1) est un problème d’inversion ensembliste qui peut être résolu d’une

manière garantie en utilisant l’algorithme SIVIA (Set Inversion Via Interval Analysis) pro-

posé dans [Jaulin et Walter 1993]. Cet algorithme permet de trouver, de manière garantie

(lorsqu’au moins une solution existe), un encadrement de l’ensembleX des solutions tel

que :

X ⊂ X ⊂ X. (2.4.2)

L’approximation (ou encadrement) intérieureX est constituée de l’ensemble des pavés

acceptables. Un pavé[x] ⊂ X est dit acceptable si[f ]([x]) ⊂ Y. A l’inverse, un pavé est dit

inacceptable si[f ]([x])∩Y = ∅. Le cas échéant, si aucune décision n’est prise pour un pavé

[x], on dit qu’il est ambigu et il est alors partitionné. Les deuxpavés générés sont de nouveau

testés, puis l’algorithme se propage tant qu’il reste un pavé ambigu. Les pavés ne pouvant

être découpés à l’infini, une limiteη appelée précision de sous-pavage, marquant l’arrêt de

l’algorithme, doit être fixée. Ainsi les pavés acceptables et inacceptables représentent les

feuilles de l’arborescence de l’algorithme, les pavés ambigus en sont les noeuds.

L’approximation extérieure est définie par :

X = X ∪ ∆X, (2.4.3)

où∆X est l’ensemble des pavés ambigus dont la taille est inférieure àη.

Les algorithmes d’inversion ensembliste peuvent être résumés en trois étapes :

– le choix d’un pavé initialX0 censé contenir les solutions recherchées ;
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– l’élaboration d’un test d’inclusion, qui permet de déterminer si un pavé est acceptable,

inacceptable ou ambigu ;

– le partitionnement des pavés ambigus afin de réduire le volume de∆X.

Exemple 2.4.1SoitX l’ensemble des vecteursx = (x1, x2)
T deR2, donné par :

X = {x ∈ [−1.5, 1.5]2 | x4
1 + x2

1 + 2 ∗ x2
2 − 1 ∈ [−0.1, 0.1]}. (2.4.4)

La caractérisation de l’ensembleX est un problème d’inversion ensembliste qui peut être

résolu par l’algorithme SIVIA.

Sur la figure (2.4.1), les pavés bleu clair sont acceptables,ceux en vert foncé sont in-

déterminés. Le résultat est obtenu en0.28s pour η = 0.1, figure (2.4.1.a) et en4.38s pour

η = 0.01, figure (2.4.1.b)[2]

−a


−3

0

0

3

3x1

x2

−a


−3

0

0

3

3x1

x2

(2.4.1.a) (2.4.1.b)

FIG. 2.4.1 – Ensemble de pavés générés par SIVIA pour l’exemple 2.4.1

Lorsque la dimension du vecteurx est importante, il devient difficile de réaliser une

bonne approximation. Dans le cas de l’algorithme SIVIA, la complexité est exponentielle

par rapport à la dimension du vecteurx. Le nombreN de bissections effectuées est inférieur

à [Jaulin et Walter 1993] :

N =

(
w(X0)

η
+ 1

)nx

, (2.4.5)

oùX0 est le pavé initial de recherche,nx est la dimension du vecteurx et η est la précision

de sous-pavage. Pour réduire le nombre de bissections, un opérateur appelé contracteur peut

être utilisé (voir par exemple [Hansen 2004]). Le principe de la contraction (ou réduction)

est présenté dans le paragraphe suivant.

[2]Processeur utilisé : unPentium 4, 4GHz.
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2.5 Caractérisation d’ensembles par contraction

2.5 Caractérisation d’ensembles par contraction

Les outils développés dans le cadre de la caractérisation d’ensembles par contraction

sont basés sur des techniques de consistance [Waltz 1975, Cleary 1987, Benhamouet al.

1994, Lebbah 1999] permettant de réduire les domaines des variables tout en limitant le

recours aux bissections. Les parties du domaine qui sont inconsistantes par rapport à une

contrainte (cf : § 2.5.1) peuvent être supprimées. L’exemple suivant va nous permettre d’il-

lustrer ce qu’est une valeur inconsistante vis-à-vis d’uneéquation.

Exemple 2.5.1Soit l’équation :

x1 = x2x3, (2.5.1)

où (x1, x2, x3) ∈ ([6, 30] × [2, 3] × [−4, 3]).

x1 = 10 est une valeur inconsistante vis à vis de (2.5.1). En effet :

∀(x2, x3) ∈ [2, 3] × [−4, 3], x2x3 6= x1 = 10.

De même,[10, 30] est un domaine inconsistant pour (2.5.1) car :

∀(x1, x2, x3) ∈ ([10, 30] × [2, 3] × [−4, 3]), x2x3 6= x1.

2.5.1 Contrainte

Dans un cadre général, une contrainte peut être une équationlinéaire, une équation non

linéaire, une inéquation, une équation différentielle, une équation aux dérivées partielles,

etc. Nous nous intéresserons plus particulièrement dans ce travail aux contraintes statiques,

données par la définition 2.5.1 :

Définition 2.5.1 (Contrainte) Une contrainte est une expression de la formefj(x) = 0, où

f = [f1, · · · , fj , · · ·fny
] : Rnx → Rny est une fonction continue etx = (x1, . . . , xnx

)T est

le vecteur des variablesxi. Cette contrainte peut être assimilée à un sous-ensembleCj de

Rnx, avec :

Cj = {x ∈ Rnx | fj(x) = 0}. (2.5.2)

SoitX0 ⊂ Rnx le domaine initial de recherche, on définit alors :

Sj , Cj ∩ X0, (2.5.3)

comme l’ensemble solution du problèmeHj(f(x) = 0,x ∈ X0).
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La figure (2.5.1) illustre le principe de la réduction d’un domaine initialX0 sous une

contrainteCj . [Sj ] est le plus petit pavé contenantSj , il correspond à la réduction minimale

deX0.

X0

Cj

Sj = Cj ∩X0[Sj]

FIG. 2.5.1 – Réduction d’un pavé initialX0 sous une contrainteCj

Remarque 2.5.1L’extension aux inéquations du typef(x) ≥ 0 (resp.≤) peut être réalisée

en introduisant une variable supplémentairea. On obtient de nouveau un problème standard

f(x) + a = 0, a ∈] −∞, 0] (a ∈ [0,∞[).

Définition 2.5.2 (CSP) On appelleproblème de satisfaction de contraintes(CSP), noté

H(f(x) = 0,x ∈ X0), un problème composé :

– de variablesx ∈ Rnx ;

– de contraintesf(x) = 0, où f : Rnx → Rny ;

– d’un domaine initialX0 ∈ Rnx.

L’ensemble solution du problèmeH(f(x) = 0,x ∈ X0) est donné par l’intersection des

ensembles solutions des contraintes composant le CSP :

S =

ny⋂

j=1

Sj . (2.5.4)
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2.5.2 Consistance locale et consistance globale

Considérons une CSP :H(f(x) = 0,x ∈ X0). Dans cette section, nous définissons le

vocable de consistance (locale et globale) d’un point, puisd’un intervalle, avec un CSP. Ces

notions sont utilisées dans la section suivante pour résoudreH.

2.5.2.1 Consistance d’un point

Définition 2.5.3 (Consistance globale)Une valeurx̃i ∈ [xi] est diteglobalement consis-

tanteavecH s’il est possible de trouver un vecteurx̃ dansS l’ayant commeièmecoordonnée,

i.e. :

∀j∈{1, · · · , ny}, ∀k∈{1, . . . , i−1, i+1, . . . , nx}, ∃x̃k∈ [xk] | fj(x̃1, . . . , x̃i, . . . , x̃nx
)=0.

(2.5.5)

La consistance globale d’une valeurx̃i ∈ [xi] pour l’ensemble des contraintes d’un CSP

H n’est pas toujours vraie et dans certains cas, difficile à vérifier. Souvent, on cherche à

relaxer le problème et opter pour laconsistance locale.

Définition 2.5.4 (Consistance locale)Une valeurx̃i ∈ [xi] est ditelocalement consistante

avecH si pour chaque contrainteCj (j ∈ {1, . . . , ny}), prise séparément, il est possible de

trouver un vecteur̃x, ayantx̃i commeièmecoordonnée, consistant avecCj, i.e.

∀Cj , ∀k ∈ {1, . . . , i−1, i+1, . . . , nx}, ∃x̃k ∈ [xk] | fj(x̃1, . . . , x̃i, . . . , x̃nx
) = 0. (2.5.6)

La figure (2.5.2) représente, pour un CSPH ayant deux contraintes et pourx ∈ R2, le

principe de la consistance globale et locale d’une valeurx̃1 dex1. La première valeur̃x1 de

x1 (de gauche à droite) est dite inconsistante avecH, En effet, il n’est pas possible de trouver

une valeur̃x2 dansS1 ayantx̃1 comme première coordonnée. Les deux autres valeurs dex1

sont localement consistantes mais seule la valeur la plus à droite est globalement consistante.

En effet, il existe une valeur̃x2 dansS = S1 ∩ S1 ayantx̃1 comme première coordonnée.

2.5.2.2 Consistance d’un intervalle

Un intervalle est dit consistant avec une contrainteCj , si toutes les valeurs de cet in-

tervalle sont consistantes avecCj . Soit un CSPH, un intervalle est dit globalement (resp.

localement) consistant avecH, si et seulement si toutes les valeurs de cet intervalle sont

globalement (resp. localement) consistantes. La consistance globale d’un intervalle entraîne
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x1

x2 S1

S2

S

valeur
inconsistante

valeur localement
consistante

valeur globalement
consistante

FIG. 2.5.2 – Consistance locale et globale d’une valeur dex1

la consistance locale de cet intervalle. Souvent, les algorithmes de consistance permettent

de déterminer des ensembles localement consistants.

L’exemple de la figure (2.5.3) illustre pour deux contraintes et pourx ∈ R2 la consis-

tance d’un intervalle. La figure de gauche représente un domaine dex1 globalement consis-

tant. En effet,∀x̃1 ∈ [x1], il est possible de trouver une valeurx̃2 dex2 dansS. En d’autres

termes, toutes les valeurs de l’intervalle[x1] sont globalement consistantes. La consistance

locale est illustrée sur la figure (2.5.3) de droite. On remarque qu’il existe des valeurs de

[x1] pour lesquelles il n’est pas possible de trouver des éléments dex2 dansS. Ainsi, les

ensembles de solutionsS1 etS2 sont étudiés séparément.

Il est à noter que la projection deS1 (resp.S2) sur l’axe dex1 donne le plus grand

intervalle dex1 consistant avecH1 (H2), etproj1(C1)∩proj1(C2) donne le grand intervalle

dex1 localement consistant avecH.

2.5.3 Contracteur

Soit un CSPH(f(x) = 0,x ∈ [x]), un opérateurC : IRnx → IRnx est un contracteur

pourH, si pour tout pavé[x], il vérifie les propriétés suivantes :

∀[x], C([x]) ⊂ [x] (contractance), (2.5.7)
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x1x1

x2 x2 S1S1

S2S2

SS

proj1(S1)proj1(S2) intervalle localement
consistant

intervalle globalement
consistant

FIG. 2.5.3 – Consistance globale et locale d’un intervalle

∀[x], [x] ∩ S ⊂ C([x]) (complétude) (2.5.8)

oùS est l’ensemble solution deH. D’après les relations (2.5.7) et (2.5.8), on a :

S ⊂ C([x]) ⊂ [x]. (2.5.9)

Un contracteur est dit :

– monotone si :[x1] ⊂ [x2] ⇒ C([x1]) ⊂ C([x2]) ;

– minimal si :C([x]) = [[x] ∩ S] ;

– idempotent si :C(C([x])) = C([x]).

où [[x] ∩ S] représente le plus petit pavé contenant[x] ∩ S.

Un contracteur peut être considéré comme étant un moyen de caractériser un sous-

ensemble de[x] contenant toutes les solutions d’un CSPH.

Il existe dans la littérature différentes méthodes ou techniques permettant la résolution

d’un tel problème. Dans le cas oùf est une fonction linéaire, ces méthodes sont basées

sur l’extension des algorithmes classiques comme celui de Gauss ou de Gauss-Seidel aux

intervalles. Pour le cas non linéaire, différents contracteurs ont été proposés ; comme ceux
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de Krawczyk [Neumaier 1990], de Newton [Hansen 2004] qui sont basés sur des linéari-

sations garanties def . Initialement, ces contacteurs ont été proposés pour des systèmes de

contraintes carrées. Néanmoins, ils ont été récemment étendus aux cas des systèmes non car-

rés (voir par exemple [Hansen 2004]). Ces deux contracteurs, basés sur des linéarisations,

sont efficaces seulement lorsque les domaines de recherche sont assez petits. Le contracteur

propagation/rétropropagationdéveloppé dans [Benhamouet al. 1999, Jaulinet al. 2001a]

permet en général de résoudre des CSP indépendamment de ces dernières conditions ; le

principe de ce dernier est présenté dans la suite.

Soit un CSPH(f(x) ∈ [y],x ∈ [x]), le principe du contracteur de propagation / rétro-

propagation, notéC↓↑ est inspiré de l’algorithme de Waltz [Waltz 1975]. Il consiste à dé-

composer la contrainte (ou les contraintes) en contraintesélémentaires[3] . Un ensemble de

variables intermédiaires est alors introduit. Il est ainsipossible de construire un graphe,

dont les noeuds sont représentés par les variables et les arcs par les contraintes, appelées

contraintes primitives.

L’algorithme de résolution de ce contracteur comporte deuxphases : la première, dite

propagation, consiste à projeter chacune des contraintes primitives une à une tout en par-

courant le graphe des feuilles à la racine (pour un arbre). Ladeuxième phase, diterétroprop-

agation, consiste à parcourir le graphe dans le sens contraire en projetant à tour de rôle les

contraintes primitives.

La réduction de ce contracteur est optimale si le graphe de propagation n’a pas de cycle.

Un graphe possède un cycle lorqu’une variable apparait plusieurs fois. A cause de l’effet

de dépendance, le fait de réaliser une seule propagation/rétropropagation ne permet pas de

réduire, de manière optimale, le domaine des variables. Dans ce cas, le même processus peut

être effectué tant qu’une amélioration (réduction) est possible (voir [Jaulinet al.2001a])

Exemple 2.5.2Soit le CSPH(x1exp(x2)+x2
3) ∈ [y],x ∈ [x]). La relationy = x1exp(x2)+

x2
3 peut se décomposer en contraintes primitives comme suit :

y = x1exp(x2) + (x3)
2 ⇔






a1 = exp(x2)

a2 = x1a1

a3 = (x3)
2

y = a2 + a3

(2.5.10)

où lesai sont des variables intermédiaires, chacune d’entre elles n’apparaissent qu’une

[3]Une contrainte élémentaire est une contrainte qui ne contient qu’une opération arithmétique telle que
{+,−, ∗, /} entre deux variables ou qu’une fonction élémentaire comme{exp, log, · · · }.
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seule fois sur la colonne de gauche et qu’une seule fois sur celle de droite. Les variables

xi apparaissent une seule fois sur la colonne de droite ety une seule fois sur la colonne

de gauche, le graphe est donc acyclique. La réduction de ce contracteur peut ainsi être

optimale.

La phase de propagation se fait comme suit :






[a1] := exp([x2])

[a2] := [x1][a1]

[a3] := ([x3])
2

[y0] := [a2] + [a3]

(2.5.11)

Cette phase permet de propager les informations disponibles surxi afin d’évaluer[aj ]

et le domaine[y0] de y consistant avecxi. Si [y0] est incompatible avec les informations

disponiblesa priori, i.e. [y] ∩ [y0] 6= ∅, alors l’ensemble solution est vide. Dans le cas

contraire, une mise à jour de[y0] est effectuée ; on obtient alors :

[y0] := [y0] ∩ [y].

La rétropropagation consiste à réduire, le cas échéant, lesdomaines des variablesxi en

utilisant les informations sury. Ce processus est l’inverse de la propagation et est illustré

par le système suivant :






[y0] := [y0] ∩ [y]

[a2] := [a2] ∩ ([y0] − [a3])

[a3] := [a3] ∩ ([y0] − [a2])

[x3] := [x3] ∩ (
√

[a3])

[a1] := [a1] ∩ ([a2]/[x1])

[x1] := [x1] ∩ ([a2]/[a1])

[x2] := [x2] ∩ (log([a1])

(2.5.12)

2.6 Conclusion

Ce chapitre a été consacré à la présentation des outils fondamentaux pour la suite de

cette thèse. Dans la première partie, nous avons présenté unbref rappel du formalisme et

des notions importantes relatifs à la manipulation d’ensembles. Dans la deuxième partie,

nous nous sommes intéressés à l’arithmétique des intervalles ainsi qu’aux principaux prob-

lèmes rencontrés lors de la manipulation des intervalles. Nous avons souligné le fait que
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l’utilisation de fonctions d’inclusion naturelles, dont l’implémentation est aisée, est souvent

déconseillée, voire inefficace, en raison du pessimisme liéau phénomène de dépendance

engendré par des variables multi-occurrentes. Souvent, l’utilisation de fonctions d’inclusion

plus élaborées permet de réduire ce pessimisme. Un autre problème, fréquemment rencontré

lorsque l’on est amené à représenter un ensemble de forme géométrique quelconque par un

pavé, est le phénomène d’enveloppement. Pour réduire ce pessimisme, nous avons constaté

qu’il est souhaitable d’avoir recours au partitionnement des pavés utilisés. Enfin, nous avons

présenté des outils mettant en oeuvre l’arithmétique des intervalles pour manipuler et carac-

tériser de façon approchée mais garantie des ensembles de valeurs. Nous avons présenté le

principe de l’inversion ensembliste par arithmétique d’intervalles, aussi appelé algorithme

de partitionnement SIVIA, souvent utilisé pour des problèmes non linéaires.

Comme nous l’avons noté dans la section 2.4, la complexité decette approche est expo-

nentielle vis-à-vis du nombre des variables et dépend de la taille du pavé initial de recherche

ainsi que de la précision de sous-pavage. Nous avons ensuiteprésenté le principe de la car-

actérisation d’ensembles par contraction, basé sur les notions de consistance. L’idée étant

d’éliminer, pour un domaine initial, des parties inconsistantes par rapport à une contrainte.

Cette approche permet alors de réduire le temps de calcul de l’algorithme SIVIA.

Dans le chapitre suivant nous abordons la première partie denos travaux. Il s’agit de

traiter, dans un contexte ensembliste, de l’estimation d’état de modèles non linéaires à temps

continu. Pour cela nous nous intéresserons dans un premier temps à la caractérisation de

l’encadrement de l’espace atteignable d’EDOs à l’aide d’outil intervalles ainsi que des pro-

priétés de monotonie du modèle. Nous utilisons ensuite ces techniques d’approximation

espace atteignable d’EDOs pour développer des observateurs fournissant une estimation

majorante et minorante de l’état du système.
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Chapitre 3

Couverture ensembliste minimale de
l’état : cas des systèmes non linéaires à

temps continu

3.1 Introduction

Souvent, les algorithmes de diagnostic nécessitent la connaissance de l’évolution des

variables d’état du système considéré. Cependant, pour la plupart des applications réelles,

ces variables ne sont pas directement accessibles. Dans ce cas, on a recours à l’estimation

de l’évolution de l’état à partir des mesures des entrées et des sorties du système. Lorsque

le modèle est linéaire, il est possible de reconstruire l’état du processus en utilisant l’ob-

servateur de Luenberger [Luenberger 1964] qui est souvent utilisé lorsqu’on ne possède

pas d’informations satisfaisantes sur les perturbations ou lorsque l’effet de ces dernières est

négligeable. Néanmoins, étant donné qu’un modèle n’est qu’une approximation du com-

portement du système réel, l’état estimé par l’observateurde Luenberger est souvent biaisé.

Le filtrage de Kalman [Kalman 1960] représente une alternative et produit des estimations

plus précises dans un cadre linéaire. L’importance du filtrage de Kalman vient du fait que

sous certaines hypothèses statistiques, l’estimée calculée est optimale au sens de la minimi-

sation de la variance de l’erreur entre l’état réel et son estimation. Cet "observateur" a été

étendu au cas non linéaire en se basant sur des linéarisations autour du point de fonction-

nement. Cependant, lorsque le modèle est fortement non linéaire, l’estimée obtenue peut

être éloignée de la vraie solution (voir le chapitre 1).

Dans certaines applications, le bruit ne peut pas être décrit par une loi de probabilité

(on ne dispose pas d’assez de données par exemple), dans ce cas il est plus judicieux de

considérer que ces perturbations sont bornées. L’estimation d’état dans un contexte à er-

reurs bornées constitue alors une alternative aux méthodesstatistiques. Le problème est de

caractériser à chaque instant, d’une manière garantie, toutes les valeurs du vecteur d’état

compatibles avec les mesures et avec les bornes d’erreurs supposées connues. L’estimation

d’état dans un contexte à erreurs bornées a été largement traitée pour des modèles linéaires
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(le lecteur peut se référer aux articles [Schweppe 1968, Durieu et al. 1996, Maksarov et

Norton 2002, Durieuet al. 2001, Polyaket al. 2004]) où l’ensemble des solutions com-

patibles avec les mesures et avec les bornes d’erreur est un polyèdre convexe qui peut être

exactement déterminé lorsque la dimension du vecteur d’état est réduite. En pratique, cette

caractérisation exacte est un problème complexe et couteuxet d’autres approximations ex-

térieures utilisant des formes géométriques simples,i.e. des ellipsoïdes, des parallèlotopes

ou des zonotopes, sont utilisées (voir par exemple [Fogel etHuang 1982, Belforteet al.

1990, Chisciet al.1996, Maksarov et Norton 2002, Becis-Aubry 2003, Polyaket al.2004,

Alamoet al.2005]).

Lorsque le modèle utilisé est non linéaire et à temps continu, ces dernières méthodes

ne sont pas faciles à utiliser ; d’autres estimateurs basés principalement sur l’analyse par

intervalles et la propagation de contraintes ont été développés pour des systèmes à temps

discret [Jaulinet al. 2001b, Kiefferet al. 2002, Flans et Adrot 2003]. Pour les systèmes à

temps continu, on distingue principalement trois méthodespour l’estimation d’état. (i) La

première [Jaulin 2002, Raïssiet al.2004] est basée sur le mécanisme prédiction/correction

comme dans le filtre de Kalman. La prédiction consiste à déterminer le domaine admissible

de l’état à l’instanttj+1 ayant un encadrement àtj en effectuant une résolution numérique

garantie d’une équation différentielle ordinaire (ODE) [Nedialkov et Jackson 1999]. Lors

de la phase de correction, l’ensemble prédit est contracté en supprimant un ensemble de

valeurs du vecteur d’état incohérentes avec les mesures prélevées à l’instanttj+1. Comme

nous allons le voir dans ce chapitre, cette méthode peut s’appliquer pour une large classe

de systèmes non linéaires. Néanmoins, l’effet d’enveloppement la rend efficace uniquement

pour de faibles incertitudes. (ii ) La seconde approche [Kieffer et Walter 2006, Meslemet al.

2008] est également basée sur le mécanisme prédiction/correction où la prédiction est réal-

isée en se basant sur le théorème de Müller [Müller 1926], connu également sous le nom du

théorème de comparaison. Ainsi, le modèle incertain est encadré par deux modèles déter-

ministes ne comportant aucune incertitude. Dans ce cas, l’analyse par intervalles n’est pas

utilisée pour résoudre une équation différentielle. Néanmoins, la construction des modèles

minorant et majorant reste un problème difficile à résoudre.(iii ) La troisième approche (voir

par exemple [Gouzéet al. 2000, Bernard 2004, Moisanet al. 2009]), développée pour des

systèmes biotechnologiques, est basée sur une structure enboucle fermée où les mesures

sont supposées à temps continu. Initialement, le gain de l’observateur a été choisi afin d’im-

poser une dynamique coopérative pour l’erreur d’estimation [Gouzéet al. 2000]. Dans ce

cas, des bornes inférieure et supérieure du domaine d’état peuvent être déterminées tout

en évitant le conservatisme dû à l’analyse par intervalles.Cette idée a été étendue dans
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[Bernard 2004] afin de construire un ensemble d’observateurs intervalle au lieu d’un seul.

L’encadrement de l’état est alors donné par l’intersectiondes différents domaines estimés.

Enfin, cette méthode a été récemment étendue dans [Moisanet al. 2009] en ajoutant un

critère d’optimalité.

Dans ce chapitre, nous allons étendre la méthodologie proposée dans [Gouzéet al.

2000] pour une classe large de systèmes non linéaires à tempscontinu. L’idée de base con-

siste d’abord à transformer le modèle non linéaire en un modèle qLPV (quasi Linéaire à

Paramètres Variants), ensuite le gain de l’observateur estchoisi afin d’avoir une dynamique

coopérative pour l’erreur d’estimation.

3.2 Ensemble atteignable d’un système dynamique

Considérons un système physique décrit par des EDOs de la forme :

ẋ(t) = f(x(t),u(t),p), (3.2.1)

où généralement l’état initial et les paramètres sont mal connus. On parle alors d’EDOs in-

certaines. Souvent, ces grandeurs incertaines appartiennent à un ensemble compact, résultat

des considérations physiques. Dans ce cas, la solution de l’EDO incertaine n’est pas une tra-

jectoire unique, mais un ensemble de trajectoires admissibles que l’on peut appeler espace

atteignable. Dans le cas général, le calcul ou la caractérisation exacte de l’espace atteignable

est un problème difficile à résoudre et on se restreint généralement à des classes particulières

comme par exemple les systèmes affines. Plus généralement, une approximation de cet es-

pace peut être déterminée en réalisant des simulations de type Monte-Carlo en effectuant

des tirages aléatoires dans le domaine initial. Néanmoins,cette technique ne permet pas

de caractériser toutes les trajectoires admissibles. En effet, une question cruciale lorsqu’on

effectue les campagnes de simulation Monte-Carlo, souventlongues et fastidieuses, est le

choix du nombre de simulations devant être réalisées. En d’autres termes, il est relativement

délicat de garantir que toutes les combinaisons paramétriques (y compris la "pire") aient été

considérées à l’issu des simulations.

Une approche alternative consiste à déterminer un encadrement extérieur[x(t)] de l’es-

pace atteignableX(t), tel que :

[x(t)] ⊃ X(t) = {x(t) | x(t0) ∈ X0, p ∈ P, ẋ(t) = f(x(t),u(t),p)}, (3.2.2)
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où f : D ⊂ Rnx+nu+np → Rnx est une fonction de classeCγ(D)[1], x(t) = (x1, · · · , xnx
)T

est le vecteur d’état,u(t) = (u1, · · · , unu
)T représente le vecteur d’entrée (ou de com-

mande) etp = (p1, · · · , pnp
)T des paramètres inconnus.

Différentes méthodes ont été développées pour résoudre le problème général (3.2.2)

(voir par exemple [Moore 1966, Eijgenraam 1981, Lohner 1998, Rihm 1994, Berz et Makino

1998, Nedialkov 1999]). Dans cette section, nous présentons deux approches pour carac-

tériser l’ensemble atteignable d’une EDO incertaine dans un contexte ensembliste. La pre-

mière est basée sur une extension des modèles de Taylor aux intervalles [Lohner 1987, Rihm

1994, Nedialkov 1999]. Cette méthode comporte deux étapes :

– D’abord, pour chaque valeur initiale de l’état et des paramètres, l’existence et l’unicité

de la solution sont vérifiées pour tout instantt entretj et tj+1 = tj + h oùh est le pas

d’intégration. La vérification utilise l’opérateur de Picard-Lindelöf et le théorème du

point fixe. Si l’existence est prouvée, un pavéa priori englobant toutes les trajectoires

de l’état entretj et tj+1 est calculé.

– La deuxième étape, basée sur un développement de Taylor d’ordre élevé, consiste à

réduire cet ensemblea priori pour déterminer un encadrement extérieur du domaine

de l’état à l’instanttj+1.

La seconde approche de caractérisation de l’espace atteignableX(t) d’une EDO incer-

taine est basée sur des théorèmes de comparaison d’inégalités différentielles [Müller 1926,

Walter 1970, Smith 1995]. Initialement, le théorème de Müller [Müller 1926] est utilisé

pour prouver l’existence d’une solution pour un type particulier d’équations différentielles.

Dans le cas de systèmes ditscoopératifsque nous allons présenter dans la suite, le théorème

de Müller permet d’avoir un encadrement de l’ensemble atteignable tout en maîtrisant le

conservatisme.

3.2.1 Intégration numérique garantie basée sur les modèlesde Taylor

intervalle

L’intégration numérique garantie présentée dans cette partie est basée sur une extension

du développement de Taylor aux intervalles. Considérons une équation différentielle, où le

vecteur de paramètres est inclu dans le vecteur d’état, tel quex′ = (xT ,pT )T . Par souci de

lisibilité, nous noterons ce vecteur d’état étendux. Ainsi, l’équation différentielle est donnée

[1]Notons que dans le paragraphe 3.2.1, il est nécessaire que laγèmedérivée def soit continue (γ ∈ N+)
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par :

ẋ(t) = f(x(t)), x(t0) ∈ [x0], (3.2.3)

où f ∈ Cγ(D) et D ⊂ Rnx est un ensemble ouvert. L’objectif de cette technique est de

calculer un encadrement de l’ensemble des valeurs admissibles de l’état à l’instantk + 1,

connaissant un encadrement[xk] deXk à l’instantk. Cet encadrement est obtenu en deux

étapes successives :

– la première consiste à vérifier l’existence et l’unicité dela solution pour chaque condi-

tion initialex0. Si elles sont prouvées, un pas d’intégration et un encadrementa priori

[x̃k] vérifiant :

x(t) ∈ [x̃k], ∀t ∈ [tk, tk+1], (3.2.4)

sont calculés [Corliss et Rihm 1996, Nedialkov et Jackson 1999] ;

– la seconde étape permet de calculer un pavé[xk+1]
+ ⊂ [x̃k] contenant la solution à

l’instanttk+1 pour toute condition initiale. Ceci revient à contracter lepavé[x̃k]. Cette

étape est généralement faite à l’aide d’un développement deTaylor, ou de contracteurs

à point fixe [Hansen 2004].

3.2.1.1 Existence, unicité et solutiona priori

Avant de calculer la solution d’une équation différentielle, il est nécessaire de vérifier son

existence et son unicité. Les méthodes d’intégration numérique garantie d’EDO se basent sur

le théorème du point fixe et l’opérateur de Picard-Lindelöf.On démontre (voir par exemple

[Nedialkovet al.2001]) que si un pavé[x̃k] vérifie l’inclusion :

[xk] + [0, h]f([x̃k]) ⊂ [x̃k], (3.2.5)

avech > 0, alors l’équation différentielle (3.2.3) possède une solution unique à tout instant

t ∈ [tk, tk+1] et pour toute condition initialexk ∈ [xk]. De plus, il est facile de montrer que

le pavé[x̃k] est un encadrement extérieur de l’ensemble atteignable surl’horizon temporel

[tk, tk+1]. Notons que déterminer le plus petit pavé[x̃k] vérifiant (3.2.5) est un problème

difficile à résoudre. Dans [Moore 1966] l’expression suivante est proposée :

[x̃k] , [xk] + [0, h]f([xk]), (3.2.6)

pour calculer[x̃k]. Néanmoins, souvent l’expression (3.2.6) ne vérifie pas (3.2.5). Une méth-

ode alternative [Nedialkov 1999, Nedialkovet al.2001] consiste à effectuer une inflation de

[x̃k] jusqu’à ce qu’il vérifie l’inclusion (3.2.5). Rappelons qu’une inflation d’un pavé[x]
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d’un facteur deα[2] est donnée par :

([(1 − α)x1, (1 + α)x1], · · · , [(1 − α)xnx
, (1 + α)xnx

])T . (3.2.7)

Cette méthode peut être résumée par l’algorithme (2) (dit algorithme de validation), ci-

dessous.

Algorithme 2 Validation
ENTRÉES : [xk], α

1: [x̃k] := [xk] ;
2: Tant que [xk] + [0, h]f([x̃k]) 6⊂ [x̃k] , Faire :
3: [x̃k] := Inflation([x̃k], α) ( avec0 < α < 1).
4: Fin (Tant que)

SORTIE : [x̃k]

Il est à noter que si l’algorithme (2) échoue, le pas d’intégration h est réduit avant de

réprendre la procédure d’inflation.

3.2.1.2 Réduction de l’encadrementa priori

Dans le cas où l’algorithme de validation réussit à déterminer un encadrementa priori

[x̃k] vérifiant xk ∈ [x̃k] pour toutt ∈ [tk, tk+1], un développement de Taylor d’ordreγ

permet de calculer une approximation extérieure à l’instant tk+1. Cette approximation est

donnée par :

[xk+1]
+ = [xk] +

γ−1∑

i=1

hif [i]([xk]) + hγf [γ]([x̃k]), (3.2.8)

où lesfi représentent les coefficients de Taylor calculés à l’aide del’expression récursive

suivante :
f [1] = f ,

f [i] =
1

i

∂f [i−1]

∂x
f .

(3.2.9)

L’encadrementa priori [x̃k] est utilisé afin d’évaluer l’erreur de troncature du développe-

ment de Taylor. Ce dernier terme étant implicitement proportionnel à1/(γ!), le pessimisme

induit peut être contrôlé en choisissantγ grand. Par ailleurs, on démontre (voir par exemple

[Raïssi 2004]) que le pavé[xk+1]
+ contient d’une manière garantie l’ensemble atteignable à

l’instant tk+1.

[2]Souvent, la valeurα = 0.05 est choisie pour le facteur d’inflation.
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Le pessimisme introduit par le développement de Taylor (3.2.8) peut être évalué en cal-

culant la taillew du pavé[xk+1]
+, on obtient :

w([xk+1]
+) = w([xk]) +

γ−1∑

i=1

hiw(f [i][xk]) + hγw(f [γ]([x̃k])), (3.2.10)

Comme la taille d’un pavé est toujours positive, on a alorsw([xk+1]
+) ≥ w([xk]). Ainsi,

l’équation (3.2.8) est numériquement instable et diverge au bout de quelques pas. Pour ré-

duire le phénomène de conservatisme qui en résulte (dû aux effets d’enveloppement et de

dépendance), les coefficients de Taylor sont évalués à l’aide d’une fonction d’inclusion cen-

trée. Par ailleurs, des changements de bases, à l’aide d’unedécomposition QR ou une forme

parallépipédique (voir par exemple [Nedialkov 1999]), permettent de limiter l’effet d’en-

veloppement. On obtient ainsi l’algorithme "Encadrement"suivant, appelé aussi méthode

de la valeur moyenne étendue [Rihm 1994], oùI est une matrice identité de dimension ap-

propriée et les matrices d’initialisationp0, q0 et le vecteurv0 sont choisis nuls.J(f [i]; [xk])

est la matrice jacobienne duièmecoefficientf [i] évaluée sur[xk]. Enfin, x̂k, [vk] et Ak sont

calculés au pas précédent. Rappelons que dans l’étape6, la matriceAk peut également être

calculée à l’aide d’une décomposition QR [Lohner 1998].

Algorithme 3 Encadrement
ENTRÉES : [xk], x̂k, [vk],Ak, h, α

1: [x̃k] = Validation([xk], α) ;
2: [vk+1] = x̂k +

∑γ−1
i=1 f [i](x̂k)h

i + f [γ]([x̃k])h
γ ;

3: [Sk] = I +
∑γ−1

i=1 J(f [i]; [xk])h
k ;

4: [qk+1] = ([Sk]Ak)[pk] + [Sk]([vk] − x̂k) ;
5: [xk+1]

+ = [vk+1] + [qk+1] ;
6: Ak+1 = mid([Sk]Ak) ;
7: [pk+1] = A−1

k+1([Sk]Ak)[pk] + (A−1
k+1[Sk])([vk] − x̂k) ;

8: x̂k+1 = mid([vk+1]) ;
SORTIES : [xk+1]

+, x̂k+1, [vk+1], [pk+1],Ak+1

3.2.2 Théorèmes de comparaison et encadrement d’EDO dans uncon-

texte incertain

L’approche basée sur des théorèmes de comparaison permet également de déterminer

un encadrement de l’ensemble des trajectoires admissiblesdécrites par (3.2.2). L’idée prin-

cipale est de transformer un problème incertain (3.2.2) en un problème déterministe four-
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nissant des estimations minorante et majorante, englobantde manière garantie l’ensemble

X(t) des trajectoires de l’EDO. L’intérêt de cette approche est qu’elle permet de s’affranchir

du phénomène d’enveloppement dû à la manipulation d’intervalles dans le cas multidimen-

sionnel.

Dans un premier temps, il est nécessaire de présenter différentes propriétés qui sont util-

isées dans la suite de cette section pour encadrer un systèmeincertain. Nous nous attardons

particulièrement sur les systèmes coopératifs, qui possèdent des propriétés intéressantes

pour l’encadrement d’EDOs en présence d’incertitudes. Cespropriétés sont exploitées tout

au long de ce chapitre. Les conditions de l’existence d’un encadrement garanti des tra-

jectoires possibles de (3.2.1) sont ensuite présentées. Enfin, nous allons présenter des rè-

gles, proposées dans [Kieffer et Walter 2006], pour construire des systèmes déterministes

générant les trajectoires minorante et majorante encadrant X(t).

3.2.2.1 Propriétés et notations

L’encadrement de l’ensemble des trajectoires d’un systèmepar des trajectoires, mino-

rante et majorante, présenté dans la partie suivante, repose sur les propriétés de monotonie

des systèmes dynamiques. En effet, si un système décrit par (3.2.1) est monotone[3], ses tra-

jectoires d’état respectent, sur un domaine de définition donné, la relation d’ordre définie

par rapport aux conditions initiales,i.e. :

x(t0) ≤ x′(t0) ⇒ x(t) ≤ x′(t), ∀t > t0, (3.2.11)

où la relation d’ordre doit être respectée composante par composante.

La monotonie d’un système est démontrée en étudiant les propriétés def , et plus partic-

ulièrement la quasi-monotonie croissante def (voir par exemple [Walter 1970, Smith 1995,

Uhl 1996, Hirsch et Smith 2003]).

Propriétée 3.2.1 (Condition de quasi-monotonie)Une fonctionf(x,u) est quasi-monotone

croissante enx, aussi appelé Q-condition, si :

(x ≤ x′) ∧ (u ≤ u′) ∧ (xi = x′
i) ⇒ fi(x,u) ≤ fi(x

′,u′), ∀i ∈ {1; · · · , nz}. (3.2.12)

[3]Nous attirons l’attention du lecteur sur la différence entre un système monotone et une fonction monotone.
En effet, une fonctionf : D ⊂ Rnx → Rnx est monotone croissante par rapport àx sur le domaineD, si :
x ≤ x′ ⇒ fi(x) ≤ fi(x

′), ∀i ∈ {1; · · · , nx}.
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Notons que dans [Smith 1995] cette condition est également exprimée en termes de

dérivées partielles def sur le domaineD × U. Ainsi, pour un domaineD × U ⊂ Rnx+nu

convexe, si :
∂fi

∂xj
(x,u) ≥ 0, ∀i 6= j, ∀x ∈ D, ∀u ∈ U, (3.2.13)

∂fi

∂uj
(x,u) ≥ 0, ∀x ∈ D, ∀u ∈ U, (3.2.14)

alorsf est quasi-monotone croissante enx surD× U. En effet, pour toutx ≤ x′, u ≤ u′ et

xi = x′
i, on a :

fi(x
′,u) − fi(x,u) =

∫ 1

0

nx∑

i=1
j 6=i

∂fi

∂xj
(x + r(x′ − x))(x′

j − xj)dr ≥ 0, (3.2.15)

fi(x,u′) − fi(x,u) =

∫ 1

0

nu∑

j=1

∂fi

∂xj

(x + r(u′ − u))(u′
j − uj)dr ≥ 0, (3.2.16)

si et seulement si (3.2.13) et (3.2.14) sont vraies. Pour de plus amples détails, le lecteur

intéressé pourra se réferer à [Smith 1995, Angeli et Sontag 2003].

Remarque 3.2.1Dans le cas des systèmes autonomes, décrit parẋ = f(x), la condition de

quasi-monotonie et appelée condition de Kamke ou K-condition [Kamke 1932, Smith 1995].

De la Q-condition découle le théorème suivant, qui permet devérifier si un système est

monotone.

Théorème 3.2.1[Smith 1995, Hirsch et Smith 2003] Soit un système décrit par:

ẋ = f(x,u). (3.2.17)

On considère deux vecteursx = (x1, · · · , xnx
)T etx′ = (x′

1, · · · , x′
nx

)T ∈ D et une relation

d’ordre ≺∈ {≤, <,≪}. Si f satisfait la condition de quasi-monotonie croissante enx,

alors :

x(t0) ≺ x′(t0) ⇒ x(t) ≺ x′(t), ∀t > t0, (3.2.18)

et le système (3.2.17) est par conséquent monotone.

Réciproquement, si (3.2.17) est monotone, alors la fonction f satisfait la condition de

quasi-monotonie croissante enx.

Démonstration 3.2.2 La démonstration de ce théorème est donnée dans [Smith 1995].

67



CHAPITRE 3 : Couverture ensembliste minimale de l’état : cas des systèmes non linéaires à
temps continu

Dans la suite, nous allons présenter une classe particulière des systèmes monotones,

appelés systèmes coopératifs. En effet, la coopérativité est une propriété forte qui implique

en particulier la quasi-monotonie croissante enx de la fonctionf . Cette implication peut

être aisément démontrée en utilisant les relations (3.2.15), (3.2.16) et la définition suivante.

Définition 3.2.2 Un système décrit par (3.2.1) est coopératif (voir par exemple [Smith 1995,

Angeli et Sontag 2003]) si :

∂fi

∂xj
(x,u) ≥ 0, ∀i 6= j, ∀x ∈ D, ∀u ∈ U,

∂fi

∂uj
(x,u) ≥ 0, ∀x ∈ D, ∀u ∈ U.

(3.2.19)

Notons que dans le cas des systèmes linéaires décrits par :

ẋ = Ax, (3.2.20)

avecA = (aij)nx×nx
, l’étude de la coopérativité revient à vérifier les signes des éléments

hors-diagonaux deA. Ainsi, un système décrit par (3.2.20) est coopératif siaij ≥ 0 pour

i 6= j.

Exemple 3.2.1Soit la fonctionf : R2 → R2 donnée par :

f =

(
f1

f2

)
=

(
p1x1 + p2x2

p3x1 + p4x2

)
.

Dans cet exemple, nous allons étudier la K-condition def suivant les valeurs du vecteur de

paramètresp = (p1, p2, p3, p4)
T . Soient deux vecteurs(x1, x2)

T et (x′
1, x

′
2)

T :

– pourf1 on a :(x2 ≤ x′
2) et(x1 = x′

1) alorsp1x1+p2x2 ≤ p1x
′
1+p2x

′
2, si et seulement

si p2 ≥ 0 ;

– pourf2 on a :(x1 ≤ x′
1) et(x2 = x′

2) alorsp3x1+p4x2 ≤ p3x
′
1+p4x

′
2, si et seulement

si, p3 ≥ 0.

Ainsi f respecte la condition de Kamke, si et seulement si(p2 ≥ 0) ∧ (p3 ≥ 0). On peut

noter que la K-conditionf n’implique pas nécessairement la monotonie croissante def .

En effet, considérons par exemple le vecteur de paramètresp = (1, 5, 2,−4)T vérifiant la

K-condition def et les deux pointsx, x′ :

x = (0, 1)T ≤ x′ = (1, 3)T .
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3.2 Ensemble atteignable d’un système dynamique

Alors :
f(x) = (5,−4)T ,

f(x′) = (21,−14)T .

La fonctionf n’est donc pas monotone croissante pour ce vecteur de paramètres.

3.2.2.2 Encadrement d’un système incertain

L’objectif de cette partie est de déterminer l’ensemble destrajectoires atteignables pour

des classes particulières de systèmes dynamiques. En effet, ce problème reste difficile,

voire impossible, à résoudre dans le cas général. La méthodologie utilisée est basée sur

le théorème de Müller [Müller 1926] ; l’idée consiste à construire deux systèmes minorant

et majorant permettant d’encadrer, d’une manière garantie, l’ensemble atteignable. Nous al-

lons montrer que lorsque le système vérifie la propriété de coopérativité, l’encadrement est

minimal.

Considérons un système dynamique décrit par :

ẋ(t) = f(x(t),u(t),p), x(t0) = x0, (3.2.21)

oùx ∈ Rnx, u(t) ∈ Rnu [4] etp ∈ Rnp.

L’existence et la garantie de l’encadrement recherché, pour un système décrit par (3.2.21),

peut se faire à l’aide du théorème de Müller.

Théorème 3.2.3 (Théorème de Müller)[Müller 1926, Uhl 1996]. Soient deux fonctionsx

et x : [0, tN ] → Rnx, vérifiantx(t) ≤ x(t) (0 ≤ t ≤ tN ). On définit un domaineT donné

par :

T =





(z,u,p, t) ∈ Rnx ×Rnu × Rnp × R

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x(t) ≤ z(t) ≤ x(t)

u(t) ≤ u(t) ≤ u(t)

p
0
≤ p ≤ p0

0 ≤ t ≤ tN





. (3.2.22)

Supposons quef : T → Rnx est une fonction continue sur le domaineT et qu’elle vérifie,

pour i ∈ {1, · · · , nx} :

zi = xi(t) ⇒ min
T

[fi(z,u,p, t)] ≥ ẋi(t), (3.2.23)

zi = xi(t) ⇒ max
T

[fi(z,u,p, t)] ≤ ẋi(t). (3.2.24)

[4]Dans ce paragraphe, on considère qu’une partie du vecteuru peut être inconnue mais bornée.
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Supposons également que l’état initial du système (3.2.21)vérifie :

x(0) ≤ x0 ≤ x(0). (3.2.25)

Alors l’EDO (3.2.21) a une solutionx : [0, tN ] → Rnx, pour chaque état initialx0 et

chaque valeur dep et deu(t), satisfaisant la relation suivante :

x(t) ≤ x(t) ≤ x(t), (3.2.26)

Par ailleurs, il a été démontré dans [Müller 1926, Marcelli et Rubbioni 1997, Walter

1997] que si la fonctionf est lipschitzienne par rapport àx pour toutp ∈ [p] etu ∈ [u(t)],

l’unicité de la solution est assurée. Notons que le théorèmede Müller donne des conditions

suffisantes pour assurer l’existence de solutions pour (3.2.21), mais ne permet pas de générer

les trajectoiresx(t) etx(t).

Par ailleurs, dans le cas où le système (3.2.21) est coopératif, le théorème de comparaison

(voir par exemple [Smith 1995, Walter 1997]) pose les bases pour l’encadrement garanti de

toutes les trajectoires d’état possibles.

Théorème 3.2.4 (Principe de comparaison)Soient deux systèmes coopératifs décrits par :

{
ẋ(t) = f(x(t),u(t),p)

ẏ(t) = g(y(t),u(t),p)
(3.2.27)

avecf , g : Rnx+nu+np → Rnx et les vecteursx, y ∈ Rnx.

Sixi(t0) ≤ yi(t0), pour touti ∈ {1, · · · , nx} et f(z(t),u(t),p) ≤ g(z(t),u(t),p), pour

toutz ∈ Rnx , alors :

xi(t) ≤ yi(t) ∀t > t0 ∀i ∈ {1, · · · , nx}. (3.2.28)

Le théorème (3.2.4) a été utilisé dans [Walter 1997, Walter et Kieffer 2003, Kieffer et

Walter 2006] afin d’encadrer l’ensemble atteignable de systèmes dynamiques en présence

d’incertitudes. Il est montré que s’il existe deux systèmescoopératifs décrits par :

ẋ(t) = f(x(t),u(t),p,p, t),

ẋ(t) = f(x(t),u(t),p,p, t),
(3.2.29)

vérifiant f(z(t),u(t),p,p, t) ≤ f(z(t),u(t),p, t) ≤ f(z(t),u(t),p,p, t), pour toutu(t) ∈
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[u(t),u(t)], p ∈ [p,p] etx ∈ D et six0 ≤ x0 ≤ x0, alors la solution de (3.2.21) satisfait :

x(t) ≤ x(t) ≤ x(t), ∀t ≥ 0. (3.2.30)

Ainsi, un encadrement des solutions de (3.2.21) est donné par [x(t)] = [x(t),x(t)], où

x(t) etx(t) sont les solutions de (3.2.29).

Dans la suite, nous nous intéressons aux méthodes permettant de construire des systèmes

déterministes pour calculerx(t) etx(t).

3.2.2.3 Construction de systèmes bornants

Dans ce paragraphe, nous allons présenter des règles, introduites dans [Kieffer et Wal-

ter 2006], basées sur le théorème de Müller [Müller 1926] et permettant de construire les

deux systèmes bornants. Ces règles utilisent les propriétés de monotonie de la fonctionf par

rapport à l’étatx, aux entréesu et aux paramètresp. Ces règles sont utiles surtout lorsque

∂fi/∂xk (aveci 6= k), ∂fi/∂uk et∂fi/∂pk ne changent pas de signe sur le domaineD.

Dans [Kieffer et Walter 2006], on définit laièmecomposante du système minorant par :

ẋi(t) = f
i
(x,x,u,u,p,p, t) = fi(κ

i,ν i,ρi, t),

avecκi = (κi
1, · · · , κi

nx
)T ,ν = (νi

1, · · · , νi
nu

)T , ρ = (ρi
1
, · · · , ρi

np
)T .

Et la ièmecomposante du système majorant par :

ẋi(t) = f i(x,x,u,u,p,p, t) = fi(κ
i,ν i,ρi, t),

avecκi = (κi
1, · · · , κi

nx
)T ,ν = (νi

1, · · · , νi
nu

)T , ρ = (ρi
1, · · · , ρi

np
)T .

Les élémentsνi
k, ρi

m
, κi

j , νi
k, ρi

m et κi
j sont définis en fonction du signe des dérivées

partielles suivantes (i.e. en fonction de la monotonie croissante ou décroissante defi par

rapport à l’élément étudié) :

νi
k =

{
uk si ∂fi

∂uk
≥ 0

uk si ∂fi

∂uk
< 0

, νi
k =

{
uk si ∂fi

∂uk
≥ 0

uk si ∂fi

∂uk
< 0

, k ∈ {i, · · · , nu}, (3.2.31)

ρi

m
=

{
p

m
si ∂fi

∂pm
≥ 0

pm si ∂fi

∂pm
< 0

, ρi
m =

{
pm si ∂fi

∂pm
≥ 0

p
m

si ∂fi

∂pm
< 0

, m ∈ {i, · · · , np},

(3.2.32)
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κi
j =






xi si i=j

xj si (i 6=j) ∧ ∂fi

∂xj
≥ 0

xj si (i 6=j) ∧ ∂fi

∂xj
< 0

, κi
j =






xi si i=j

xj si (i 6=j) ∧ ∂fi

∂xj
≥ 0

xj si (i 6=j) ∧ ∂fi

∂xj
< 0

, j ∈ {i, · · · ,nx},

(3.2.33)

L’encadrement garanti de l’ensemble atteignable du système décrit par (3.2.21) est donné

par le système couplé :

{
ẋ(t) = f(x,x,u,u,p,p, t) x(t0) = x0

ẋ(t) = f(x,x,u,u,p,p, t) x(t0) = x0

, (3.2.34)

où f = (f
1
, · · · , f

nx
)T et f = (f1, · · · , fnx

)T .

Il est important de souligner que les systèmes dynamiques couplés définis par (3.2.34)

ne comportent aucune incertitude. En revanche, le couplageentre les dynamiques inférieure

et supérieure peut conduire certains systèmes englobants de la forme (3.2.34) à une instabil-

ité, même si le système englobé est stable.

Dans le cas particulier des systèmes coopératifs, cette construction est plus simple que

dans le cas général, puisque par définition∂fi

∂xj
≥ 0 pour i 6= j et ∂fi

∂uj
≥ 0. Seule l’étude

de la monotonie de la fonctionf par rapport aux paramètresp est nécessaire. Le principe

consiste, pour laième composante du système minorant, à remplacer chaque paramètre pm

(m ∈ {1, · · · , np}) par sa borne inférieure si∂fi

∂pm
≥ 0 ou bien par sa borne supérieure si

∂fi

∂pm
≤ 0, pour toutx ∈ D, u(t) ∈ [u(t)], p ∈ [p], et t ∈ [t0, tN ]. Egalement, laième

composante du système majorant est définie en remplaçant chaque paramètrepm (m ∈
{1, · · · , np}) par sa borne supérieure si∂fi

∂pm
≥ 0 ou par sa borne inférieure si∂fi

∂pm
≤ 0.

Dans le cas des systèmes coopératifs, il n’y a pas de couplageentre les systèmes mi-

norant et majorant. Si la fonctionf est monotone croissante (ou décroissante) par rapport à

l’ensemble des paramètres (i.e. toutes les dérivées partielles par rapport aux paramètres sont

de même signe), le système englobant (3.2.29) correspond à deux trajectoires réalisables

par le système. Ainsi, l’espace atteignableX(t) est caractérisé de manière exacte par les

systèmes minorant et majorant. Par contre, dans le cas où lesdérivées partielles n’ont pas

le même signe, du pessimisme est introduit dans la caractérisation de l’espace atteignable

X(t). En effet, les systèmes minorant et majorant ne correspondent pas nécessairement à des

trajectoires réalisables du système.
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3.2 Ensemble atteignable d’un système dynamique

Exemple 3.2.2Considérons un modèle bi-compartimental (figure 3.2.1) décrit par :

{
ẋ1 = (K12 − k10)x1 + k21x2 + u

ẋ2 = k12x1 − k21x2

(3.2.35)

Ce type de modèle est fréquemment utilisé dans les domaines de la biologie (voir par

exemple [Jacquez 1985]) et de la chimie pour étudier des phénomènes reposant sur les in-

teractions de systèmes isolés. Par exemple les systèmes isolés peuvent représenter plusieurs

populations vivants sur un même territoire et interagissant entre elles, des parties du corps

reliées les unes aux autres, ou encore en chimie des masses deproduits différents réagissant

entre eux, etc.

Σ1 Σ2

u

k10

k12

k21

FIG. 3.2.1 – Modèle bi-compartimental [Kieffer et Walter 1998 ;2006]

Les paramètresk12 et k21 sont supposés constants etk10 dépend d’une non linéarité

décrite par une équation de Michaelis-Menten [Godfrey 1983] :

k10 =
p1

1 + p2x1
.

Ainsi, pourp = (p1, p2, k21, k12)
T , on peut réécrire le modèle comportemental comme

suit : 




ẋ1 = −p4 −
p1x1

1 + p2x1
+ p3x2 + u

ẋ2 = p4x1 − p3x2

y = x2

(3.2.36)

où seule la variablex2 peut être mesurée.

Nous proposons de reprendre les mêmes valeurs des paramètres que celles utilisées dans

[Kieffer et Walter 2006] :

[p] = ([0.9, 1.1], [1.1, 1.3], [0.45, 0.55], [0.2, 0.3])T . (3.2.37)
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De plus, l’état initial est incertain et de bornes connues :x0 ∈ ([0.95, 1.05], [0, 0.1])T . Dans

cet exemple, aucune perturbation d’état n’est prise en compte.

Le but est de déterminer les bornes inférieure et supérieurede l’ensemble atteignable

du système décrit par (3.2.36) en tenant compte des incertitudes sur l’état initial et sur les

paramètres. Pour cela nous allons nous baser sur les signes des éléments de la jacobienne :

∂f

∂x
=



 −p4 + 2p4p2x1 + p4p
2
2x

2
1 + p1

(1 + p2x1)2
p3

p4 −p3



 , (3.2.38)

Nous notons alors que si les paramètresp3 et p4 sont positifs, alors le système décrit par le

modèle (3.2.36) est coopératif.

Ainsi, pour construire les trajectoires minorante et majorante, nous utilisons les règles

(3.2.32). Nous obtenons alors :






ẋ =



 −p4 −
p1x1

1 + p
2
x1

+ p
3
x2 + u

p
4
x1 − p3x2





ẋ =



 −p
4
−

p
1
x1

1 + p2x1

+ p3x2 + u

p4x1 − p
3
x2




(3.2.39)

Les bornes inférieure et supérieure de l’ensemble atteignable décrites par les équa-

tions (3.2.39) sont tracées en pointillé sur la figure (3.2.2). Sur la même figure, nous avons

tracé un ensemble de trajectoires admissibles (X1 etX2) obtenues par un tirage aléatoire

dans les domaines de l’état initial et des paramètres. Nous remarquons que ces trajectoires

sont à l’intérieur de l’encadrement. D’un autre côté, les dérivées partielles∂fi

∂pi
n’ont pas

le même signe, le domaine atteignable n’est donc pas déterminé d’une manière exacte ; du

pessimisme est alors généré.

Nous avons présenté dans cette section deux approches pour caractériser un encadrement

de l’espace atteignable d’EDOs incertaines. Ces méthodes permettent d’assurer la garantie

de l’encadrement,i.e. l’ensemble des valeurs admissibles de l’espace atteignable est com-

pris dans l’encadrement calculé. Néanmoins, le résultat del’intégration numérique peut être

conservateur. Ce conservatisme est engendré par le pessimisme introduit par le phénomène

d’enveloppement pour les approches basées sur les modèles de Taylor intervalle. Dans le

cas des approches basées sur le théorème de comparaison et les propriétés de monotonie des
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X1(t)

x1(t)

t [s]

0.4

0.8

1.2

0 5 10         
 

 

 

X2(t)

x2(t)

t [s]

0.2

0.4

0 5 10

FIG. 3.2.2 – Encadrement de l’ensemble atteignable des trajectoires d’état du système bi-
compartimental (3.2.36) pourx(t0) ∈ [x0] etp ∈ [p].

EDOs, le conservatisme vient du couplage des variables incertaines dans l’élaboration des

systèmes minorant et majorant.

Dans le paragraphe suivant, nous allons utiliser ces techniques pour développer une

procédure de caractérisation de l’ensemble des valeurs admissibles du vecteur d’état d’un

modèle dynamique incertain. L’étude est conduite pour le cas des systèmes non linéaires à

temps continu.

3.3 Estimation d’état de systèmes non linéaires à temps

continu

Dans un contexte à erreurs bornées, l’objectif est de calculer l’ensemble des valeurs du

vecteur d’état appartenant à l’ensemble atteignable et compatibles avec les mesures. L’esti-

mation d’état consiste alors à contracter l’ensembleX(t) en utilisant l’information fournie

par les mesures. Comme l’ensemble solution est difficile à déterminer d’une manière exacte,

des formes géométriques simples comme les ellipsoïdes [Polyak et al.2004], les zonotopes

[Alamo et al. 2005] ou les intervalles [Jaulin 2002, Raïssiet al. 2004] sont utilisées afin

d’effectuer une approximation extérieure.
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Dans le cas des modèles non linéaires à temps continu, on rencontre principalement trois

approches permettant de résoudre le problème d’estimationd’état dans un contexte à erreurs

bornées.

La première est basée sur le mécanismeprédiction/correction, semblable au filtre de

Kalman (voir par exemple [Jaulin 2002, Raïssiet al.2004]). L’étape de prédiction consiste à

calculer, à l’instanttk+1, un encadrement[xk+1]
+ de l’ensembleX des trajectoires du vecteur

d’état consistent avec l’ensemble[xk] des valeurs admissibles à l’instanttk ; ce qui revient

à réaliser une intégration numérique garantie d’une équation différentielle en présence d’in-

certitudes [Nedialkov 1999]. La correction permet de réduire le pavé[xk+1]
+ en utilisant les

informations provenant des mesuresym(tk+1). En raison du phénomène d’enveloppement,

cette méthode n’est efficace que lorsque les incertitudes sur l’état et le vecteur de paramètres

restent suffisamment petites.

La seconde approche est également basée sur la prédiction/correction (voir par exemple

[Kieffer et Walter 2006]). Dans cette approche, la prédiction est réalisée à l’aide du théorème

de comparaison présenté dans la section précédente. Deux trajectoires d’état, minorant et

majorant l’ensemble des trajectoires admissibles de l’EDO, sont construites en fonction de

la monotonie de la fonctionf . Le principal avantage de cette méthode est que l’analyse par

intervalles n’est pas utilisée pour résoudre l’EDO incertaine. Ceci dans le but d’éviter le

conservatisme dû aux phénomènes de dépendance et d’enveloppement inhérents à l’arith-

métique des intervalles. Ainsi, pour un système coopératif, il est possible de caractériser de

manière exacte l’encadrement de l’espace atteignable de l’EDO incertaine. Néanmoins, la

construction des systèmes bornants, générant les trajectoires minorantes et majorante, reste

une tâche difficile.

La troisième approche, développée pour les systèmes biotechnologiques (voir par ex-

emple [Moisanet al.2009]), revient à construire deux observateurs à retour de sortie four-

nissant des estimations minorante et majorante du vecteur d’état. Cette approche a été ini-

tialement proposée dans [Rapaport et Gouzé 1999] pour des modèles linéaires à une in-

jection de sortie près. L’idée est de construire les deux observateurs bornants, tels que les

systèmes dynamiques représentant le comportement de l’erreur d’observation minorante et

majorante soient coopératifs. Cette approche a été étenduedans [Bernard 2004], où un en-

semble d’observateurs intervalles est conçu (appelé aussifaisceau d’observateurs) en util-

isant des sorties supplémentaires. L’intersection de toutes les estimations est ensuite effec-

tuée afin d’améliorer le taux de convergence des bornes d’estimation. Enfin, dans [Moisan

et al.2009], cette approche a été améliorée par l’introduction d’un critère d’optimalité con-

duisant à la définition d’un observateur optimal. Il a été montré dans [Moisanet al. 2009]
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que cette approche peut donner des résultats efficaces pour des systèmes biotechnologiques

avec de larges incertitudes.

Dans la suite, nous allons présenter brièvement ces approches et nous allons les étendre

à une large classe de systèmes non linéaires en passant par des approximations sous forme

qLPV (quasi-Linéaire à Paramètres Variants).

3.3.1 Estimation d’état par prédiction/correction

Soit un système décrit par les équations suivantes :






ẋ(t) = f(x(t),u(t),p)

y(t) = g(x(t),u(t),p)

y(tk) = ym
k + εk

x(t0) ∈ X0

p ∈ P

(3.3.1)

où les fonctionsf : D×U× P→ Rnx etg : D×U× P→ Rny peuvent être non linéaires,

D ⊂ Rnx, U ⊂ Rnu, X0 est le domaine initial du vecteur d’état,P ⊂ Rnp est le domaine du

vecteur de paramètres ety, ym
y et εk sont respectivement les vecteurs de sortie estimée, de

mesure à l’instanttk et de bruit de mesure à l’instanttk.

La prédiction consiste à propager les incertitudes de l’état initial et des paramètres afin

de calculer le pavé[xk+1]
+ encadrant l’ensembleX des trajectoires de (3.3.1) à l’instant

tk+1. Les mesuresym
k+1 ne sont pas utilisées dans cette étape. Dans la littérature,on peut

trouver principalement deux méthodes pour réaliser cette prédiction. La première [Jaulin

2002, Raïssiet al. 2004, Klettinget al. 2006] est basée sur la résolution de l’équation dif-

férentielle (3.3.1) en utilisant une extension du développement de Taylor aux intervalles. La

seconde est basée sur la caractérisation de l’encadrement de l’espace atteignable du vecteur

d’état du modèle dynamique incertain par deux trajectoiresminorante et majorante.

A l’instant tk+1, la mesureym(tk+1) = ym
k+1 est disponible. L’étape de correction re-

vient à déterminer l’encadrement[xk+1]
∗ des valeurs du vecteur d’état compatibles avec le

domaine des mesures àtk+1 par :

[xk+1]
∗ = {x ∈ D | p ∈ [p], g(x(tk),p, tk) ∈ [y(tk)]} = g−1([y(tk+1)]) ∩D. (3.3.2)

avec[y(t)] = [ym(t)+ε,ym(t)+ε], oùε etε sont les bornes d’erreur de mesure supposées

connuesa priori.
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L’estimation de l’état, à l’instanttk+1, est donnée par l’intersection entre les ensembles

[xk+1]
+ et [xk+1]

∗ :

[xk+1] = [xk+1]
+ ∩ [xk+1]

∗

= {x ∈ [xk+1]
+ | p ∈ [p], g(x(tk),p, tk) ∈ [y(tk)]}.

(3.3.3)

La correction est donc un problème de caractérisation d’ensembles qui peut être résolu par

les méthodes d’inversion ensembliste ou de satisfaction decontraintes présentées dans le

chapitre (2). L’estimateur d’état est alors donné par l’algorithme (4) [Jaulin 2002, Raïssi

et al.2003b ; 2004].

Algorithme 4 Estimation d’état par prédiction/correction
ENTRÉES : [x0], f , [y1], · · · , [yN ]

1: Pour k = 0 àN − 1 , Faire :
2: [xk+1]

+ = Encadrement(X(tk+1))
[5] ;

3: [xk+1]
∗ = g−1([y(tk+1)]), ∀p ∈ [p] ;

4: [xk+1] = [xk+1]
+ ∩ [xk+1]

∗ ;
5: Fin (Pour)

SORTIES : [x1], · · · , [xN ]

Par souci de clarté, il n’est pas mentionné dans les entrées de l’algorithme (4) les para-

mètres nécessaires à l’encadrement de l’ensembleX(t) des trajectoires de l’EDO (3.3.1).

Exemple 3.3.1Reprenons l’exemple 3.2.2 du modèle bi-compartimental, l’encadrement de

l’espace d’état atteignable par l’EDO incertaine du modèle(3.2.36) peut être obtenu par la

résolution des deux EDOs certaines (3.2.39), construites en utilisant le théorème de Müller

et les propriétés de monotonie def .

Supposons que l’étatx2 est accessible aux instantstk, tel que :

y(tk) = x2(tk) + w(tk), (3.3.4)

oùw est un bruit de mesure appartenant à l’intervalle[−0.01, 0.01].

Les mesures sont échantillonnées à une période de2s sur un intervalle de simulation de

10s. On obtient alors le tableau des mesures suivant :

tk [s] 0 4 6 8 10

y(tk) 0.2793 0.2077 0.1164 0.0727 0.0292

[5]Voir l’algorithme 3, paragraphe 3.2.1.2.
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Sur la figure 3.3.1, on présente en traits continus rouges l’estimation d’état obtenue par

l’algorithme 4. On trace également, en traits discontinus bleus, l’encadrement de l’espace

atteignable de l’EDO incertaine du modèle (3.2.36).

Il est à noter que l’algorithme de prédiction/correction permet de réduire l’encadrement

du vecteur d’état. Néanmoins, cette réduction n’est effectuée qu’à chaque instant d’échan-

tillonage, ainsi entre deux instantstk et tk+1 la dynamique de l’estimation de[x] dépend

uniquement de la dynamique des EDOs certaines (3.2.39). La convergence de la taille de

l’encadrement de l’état ne peut donc pas être réglée par un paramètre extérieur.
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FIG. 3.3.1 – Estimation d’état par prédiction/correction pourun système bi-compartimental
(3.2.36) pourx(t0) ∈ [x0] etp ∈ [p].

3.3.2 Estimation par retour de sortie

La dynamique des estimateurs basés sur l’approche prédiction/correction que nous venons

de présenter est implicitement fixée par la dynamique du système étudié. Or, pour certaines

applications, il peut être intéressant de disposer de paramètres de réglage externes agissant

sur la convergence de l’estimateur ainsi que sur le pessimisme de l’encadrement des valeurs

admissibles du vecteur d’état (i.e sur la taille de[x,x]).

Une autre limitation de l’estimation par prédiction/correction se situe dans la phase de

correction. En effet, celle-ci consiste à poser un problèmed’inversion ensembliste pour

déterminer l’ensemble des valeurs du vecteur d’état cohérentes avec les mesures. Cette in-
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version est réalisée à l’aide d’un contracteur et la convergence peut être accélérée en parti-

tionnant le domaine du vecteur d’état à chaque instanttk. Or, comme nous l’avons précisé

dans le paragraphe (2.4) du chapitre (2), lorsque la dimension du vecteurx est importante, le

domaine initial dex est grand ou la précision de sous-pavage doit être importante, le nombre

de bissections augmente d’une manière exponentielle. Par conséquent, la complexité aug-

mente, ce qui peut poser des problèmes pour des systèmes ayant des dynamiques rapides.

En effet, pour une implémentation en ligne la durée de la correction doit être nettement plus

petite que la période d’échantillonnage.

Dans cette section, nous proposons d’utiliser une autre approche pour l’encadrement de

la trajectoire du vecteur d’état dont le but est, d’une part,de s’affranchir des phénomènes

d’enveloppement et de dépendance rencontrés dans l’analyse par intervalles, et d’autre part,

de disposer de paramètres de réglage pour la convergence de l’estimation. L’idée fondatrice

consiste à transformer un problème incertain en un problèmedéterministe en utilisant les

théorèmes de comparaison [Müller 1926, Smith 1995]. Deux observateurs minorant et ma-

jorant, basés sur une structure de Luenberger, seront construits. Le gain de ces observateurs

est choisi afin de respecter un certain nombre de propriétés de monotonie.

Dans un premier temps, nous abordons brièvement le cas de systèmes linéaires certains

à une injection de sortie près introduit dans [Rapaport et Gouzé 1999]. Puis, nous présen-

tons notre contribution qui consiste à étendre l’approche proposée dans [Rapaport et Gouzé

1999] à une large classe de systèmes non linéaires. Pour cela, nous proposons une approx-

imation garantie du modèle non linéaire en un modèle qLPV. Cette approximation permet

de construire un estimateur intervalle linéaire, encadrant de façon garantie les trajectoires

d’état d’un système non linéaire.

3.3.2.1 Cas linéaire à une injection de sortie près

Considérons un système décrit par le modèle :

{
ẋ(t) = Ax(t) +ϕ(y(t), t)

y(t) = Cx(t)
(3.3.5)

avecA ∈ Rnx×nx, C ∈ Rny×nx etϕ : Rny+1 → Rnx une fonction dont on connaît les

bornes(ϕ,ϕ), telle que :

ϕ(y(t), t) ≤ ϕ(y(t), t) ≤ ϕ(y(t), t). (3.3.6)
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Le but de cette section est de déterminer un encadrement de l’état du système représenté

par le modèle (3.3.5) à chaque instant. Les bornes inférieure et supérieure sont calculées à

l’aide d’observateurs basés sur une structure de Luenberger. Leurs dynamiques sont décrites

par : {
ẋ(t) = Ax(t) +ϕ(y(t), t) + L(y(t) −Cx(t))

ẋ(t) = Ax(t) +ϕ(y(t), t) + L(y(t) −Cx(t))
(3.3.7)

On note pare(t) = x−x l’erreur entre la vraie valeur de l’état et la borne inférieure. Sa

dynamique est donnée par :

ė(t) = (A − LC)e(t) + b(t), (3.3.8)

avecb = ϕ(y(t), ) −ϕ(y(t), t) ≥ 0.

Ainsi, si la matrice(A − LC) est coopérative, alorse(0) ≥ 0 implique quee(t) ≥ 0

pour toutt ≥ 0. En effet, si(A − LC) est coopérative, ses éléments non diagonaux sont

tous positifs(A − LC)ij ≥ 0, ∀i 6= j, ∀t ≥ t0 et comme par hypothèseb(t), bi(t) ≥ 0,

∀t ≥ t0, alors les relations d’ordre sont maintenues pour tout instantt ≥ t0.

La même démarche peut être faite pour l’erreur supérieuree(t) = x(t)−x(t), ainsi que

pour l’erreur totalee(t) = x(t) − x(t).

L’idée présentée dans [Rapaport et Gouzé 1999] est la suivante : s’il existe un gainL

tel que la matrice(A − LC) soit coopérative (la matriceA n’étant pas nécessairement

coopérative) et si l’état initial vérifie :

x(0) ∈ [x(0),x(0)],

alors le système décrit par (3.3.7) est un estimateur par intervalle pour le système (3.3.5).

Ces conditions d’existence, ainsi que la vitesse de convergence de l’estimation sont résumés

par le théorème suivant :

Théorème 3.3.1Soit un système décrit par (3.3.5), tel que :

– il existe un gainL pour que la matrice(A− LC) soit coopérative ;

– la matrice(A − LC) est inversible et stable ;

– b(t) = w([ϕ(y(t), t),ϕ(y(t), t)]) est bornée,i.e.w([ϕ(t),ϕ(t)]) ≤ B.

Alors l’erreur totalee(t) = e(t) − e(t) converge asymptotiquement vers une valeur in-

férieure (terme à terme) à :

emax = −(A − LC)−1B. (3.3.9)
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Notons que cette approche repose sur deux hypothèses fortesconcernant l’injection de

sortieϕ(y(t), t). La première est l’existence et la possibilité de construire deux fonctions

ϕ(y(t), t) etϕ(y(t), t) encadrant l’injectionϕ. La seconde porte sur la taille maximale de

cet encadrement. En effet, le pessimisme de l’estimateur d’état (3.3.7), donné par (3.3.9),

est directement lié à la largeur de cet encadrement.

Afin d’étendre cette approche à une large classe de modèles non linéaires, nous dévelop-

pons dans le paragraphe suivant une de nos contributions, présentée dans [Videauet al.

2009b], consistant à transformer un modèle non linéaire en un modèle qLPV (quasi-Linéaire

à Paramètres Variants) par une approximation garantie basée sur les fonctions d’inclusion

moyennes (présentées dans le chapitre 2).

3.3.2.2 Approximation garantie d’un modèle non linéaire par un modèle qLPV

Modèles LPV et qLPV

Les modèles LPV constituent une classe de modèles linéairespermettant de décrire des

procédés dont les caractéristiques dynamiques évoluent enfonction des conditions de fonc-

tionnement [Shamma et Athans 1990 ; 1992]. Plus précisément, l’approche LPV désigne des

modèles dont la représentation d’état dépend d’un vecteur de paramètresρ(t) borné et sus-

ceptible de varier dans le temps. Ces systèmes ont fait l’objet de nombreux travaux depuis

ces dernières années, aussi bien en commande [Apkarianet al.1995a ;b] qu’en observation

(voir [Darengosse et Chevrel 2002]).

Définition 3.3.1 (Modèles Linéaires à Paramètres Variants)Les modèles LPV sont des

modèles linéaires dont les paramètres varient dans le temps. Ils sont décrits par des équa-

tions de la forme suivante :

{
ẋ(t) = A(ρ(t))x(t) + B(ρ(t))u(t)

y(t) = C(ρ(t))x(t) + D(ρ(t))u(t)
(3.3.10)

où ρ(t) : [0, tN ] → P est une fonction dont on connaît le support etP ∈ Rnρ est un

ensemble compact deRnρ.

Lorsque la fonctionρ dépend explicitement du vecteur d’étatx, le modèle (3.3.10) est

appelé représentation quasi-LPV (qLPV). Les modèles qLPV sont par conséquent des mod-

èles non linéaires écrits sous une forme linéaire avec une matrice dynamique dépendant de
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l’état. Ainsi, le terme «quasi» est plus approprié pour définir cette catégorie de modèles.

Cette classe est souvent utilisée pour des transformationsde modèles non linéaires.

Pour de plus amples détails sur la représentation LPV et ses propriétés, le lecteur in-

téressé pourra se référer par exemple à [Marcos et Balas 2004, Shamma et Cloutier 1993].

Dans cette section, nous proposons une de nos contributionsqui consiste à élaborer une

méthodologie permettant de transformer un modèle non linéaire à paramètres incertains, en

un modèle qLPV "garanti". Par "garanti", nous entendons quela trajectoire du modèle non

linéaire est sûre d’appartenir à l’ensemble des trajectoires admissibles du modèle qLPV.

Cette approximation est basée sur une linéarisation garantie autour d’un domaine de fonc-

tionnement et non pas autour d’un point d’équilibre. L’approximation qLPV proposée est

réalisée au moyen de l’analyse par intervalles [Moore 1966,Hansen 2004].

Systèmes non linéaires autonomes

Soit un système non linéaire autonome, décrit par l’EDO :

ẋ = f(x), (3.3.11)

avecf : Rnx → Rnx une fonction lipschitzienne etx ∈ [x], où [x] est un domaine d’évolu-

tion de l’état déterminéa priori, pour lequel l’approximation sera garantie.

Dans ce paragraphe, nous allons effectuer une linéarisation garantie du modèle non

linéaire (3.3.11). En utilisant la fonction d’inclusion moyenne def , on a alors :

f(x) ∈ f(xc) + [Jfx]([x])(x − xc). (3.3.12)

où [Jfx] est la fonction d’inclusion de la jacobienne def définie par :Jfx =
∂f(x(t))

∂x(t)
etxc

peut être le milieu de[x].

Ainsi, pour toutx ∈ [x], il existe une matriceA ∈ [Jf ] telle que :

f(x) − f(xc) = A(x(t))(x − xc), (3.3.13)

On pose le changement de variable :χ(t) = x(t) − xc, on obtient alors :

χ̇(t) = A(x(t))χ(t),

A(x(t)) ∈ [Jf ]([x]), ∀x(t) ∈ [x], ∀χ(t) ∈ [x] − xc.
(3.3.14)

On remarque que (3.3.14) est une linéarisation garantie de (3.3.11). Le modèle linéaire
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obtenu dépend de l’étatx, il s’agit donc d’une représentationqLPV de (3.3.11) autour de

xc.

L’expression[Jf ] de la jacobienne peut être obtenue par différentiation automatique

(DA) [Rall et Corliss 2009]. La DA a été développée indépendamment par Moore [Moore

1962] et Wengert [Wengert 1964] dans le cadre du calcul formel. Elle permet d’obtenir des

résultats sans qu’aucune approximation ne soit faite en se basant sur les propriétés élémen-

taires de dérivation.

Exemple 3.3.2Reprenons l’exemple (2.3.5) du chapitre 2 :

ẋ(t) = sin(x(t)), (3.3.15)

où la jacobienne desin(x(t)) est donnée par :

Jf =
∂sin(x(t))

∂x(t)
= cos(x(t)).

Pour un domaine d’évolution du vecteur d’étatx(t) ∈ [x] = [π/6, π/3], une fonction

d’inclusion de (3.3.15) peut être obtenue par une extensionnaturelle, telle que :

[Jf ]([x]) = cos([π/6, π/3]) = [1/2,
√

3/2].

La représentation qLPV garantie de (3.3.15) autour deπ/4, milieu de[x], pour tout

x(t) ∈ [π/6, π/3] est alors donnée par :

χ̇(t) = A(x(t))χ(t), A(x(t)) ∈ [1/2,
√

3/2] (3.3.16)

Systèmes non linéaires non autonomes

Soit un système non linéaire non autonome décrit par l’EDO

ẋ(t) = f(x(t),u(t)), (3.3.17)

avecf : Rnx × Rnu → Rnx une fonction lipschitzienne,x ∈ [x] etu ∈ [u].

Par souci de clarté et sans perte de généralité, on note le vecteurρ(t) = (x(t),u(t))T .

La linéarisation garantie de (3.3.17) est obtenue en utilisant la fonction d’inclusion moyenne

def :

f(ρ(t)) ∈ f(xc,uc) + [Jfx]([x], [u])(x(t) − xc) + [Jfu]([x], [u])(u(t) − uc), (3.3.18)
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où [Jfx] et [Jfu] sont les fonctions d’inclusion des jacobiennes définies par:

Jfx =
∂f(ρ(t))

∂x(t)
et Jfu =

∂f(ρ(t))

∂u(t)
.

Ainsi, pour toutρ ∈ [x] × [u], il existe des matricesA ∈ [Jf ] et B ∈ [Jg], telles qu’en

posant les changements de variablesχ(t) = x(t) − xc etµ(t) = u(t) − uc, on obtienne :

χ̇(t) = A(ρ(t))χ(t) + B(ρ(t))µ(t),

∀x(t) ∈ [x], ∀u(t) ∈ [u],
(3.3.19)

qui est une linéarisation garantie de (3.3.17) sur le domaine [x] × [u]. Le modèle linéaire

(3.3.19) dépend de l’étatx et de la commandeu ; il représente donc une approximation

qLPV garantie de (3.3.17) autour de(xc,uc)
T .

Extension aux systèmes incertains

La méthodologie que nous venons de présenter peut être étendue au cas des systèmes non

linéaires, non autonomes, incertains, décrit par l’EDO :

ẋ(t) = f(x(t),u(t),p). (3.3.20)

avecf : Rnx+nu+np → Rnx une fonction lipschitzienne,x ∈ [x] ⊂ Rnx, u ∈ [u] ⊂ Rnu etp

un vecteur de paramètres incertains. Dans la suite, nous conservons la notation précédente

ρ(t) = (x(t),u(t))T .

Supposons que le vecteur de paramètresp est borné, de bornes connues (i.e.p ∈ [p]), la

fonction d’inclusion moyenne def peut être écrite en considérant le vecteur de paramètres

comme une variable ; on a alors :

f(ρ(t),p) ∈ f(xc,uc,pc) +[Jfx]([x], [u], [p])(x(t) − xc)

+[Jfu]([x], [u], [p])(u(t) − uc)

+[Jfp]([x], [u], [p])(p − pc),

(3.3.21)

où [Jfx], [Jfu] et [Jfp] sont les fonctions d’inclusion des jacobiennes :

Jfx =
∂f(ρ(t),p)

∂x(t)
, Jfu =

∂f(ρ(t),p)

∂u(t)
, Jfp =

∂f(ρ(t),p)

∂p
.
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Ainsi, pour le domaine[x] × [u] × [p], il existe des matrices :

A(ρ(t),p) ∈
[
∂f(ρ(t),p)

∂x(t)

]
?

?

?

?

?

x(t)∈[x]
u(t)∈[u]
p∈[p]

B(ρ(t),p) ∈
[
∂f(ρ(t),p)

∂u(t)

]
?

?

?

?

?

x(t)∈[x]
u(t)∈[u]
p∈[p]

∆f(ρ(t),p) ∈
[
∂f(ρ(t),p)

∂p

]
?

?

?

?

?

x(t)∈[x]
u(t)∈[u]
p∈[p]

où

[
∂f(ρ(t),p)

∂x(t)

]
,

[
∂f(ρ(t),p)

∂u(t)

]
et

[
∂f(ρ(t),p)

∂p

]
sont les fonctions d’inclusions des jaco-

biennesJfx, Jfu etJfp.

En posant les changements de variablesχ(t) = x(t)−xc etµ(t) = u(t)−uc, on obtient

alors :

χ̇(t) = A(ρ(t),p)χ(t) + B(ρ(t),p)µ(t) + ∆f (ρ(t),p)(p− pc),

∀x(t) ∈ [x], ∀u(t) ∈ [u], ∀p ∈ [p].
(3.3.22)

Etant donné quep ∈ [p], on ap − pc ∈ [p − pc,p − pc] =
[
−w([p])

2
, w([p])

2

]
. Ainsi, le

modèle obtenu par l’approximation qLPV est une expression affine de la forme :

χ̇(t) = A(ρ(t),p)χ(t) + B(ρ(t),p)µ(t) + ∆∗
f (ρ(t),p),

∀x(t) ∈ [x], ∀u(t) ∈ [u], ∀p ∈ [p].
(3.3.23)

où∆∗
f (ρ(t),p) ∈ ∆f (ρ(t),p)

[
−w([p])

2
, w([p])

2

]
.

De la même manière, considérons l’équation de mesure d’un modèle non linéaire, don-

née par :

y(t) = g(x(t),u(t),p), (3.3.24)

avecg : Rnx+nu+np → Rny une fonction lipschitzienne. En suivant une démarche similaire,

l’approximation qLPV de (3.3.24) autour de(xc,uc,pc)
T et pour un domaine[x]× [u]× [p],

est donnée par l’expression affine :

ψ(t) = C(ρ(t),p)χ(t) + D(ρ(t),p)µ(t) + ∆∗
g(ρ(t),p), (3.3.25)

avecχ(t) = x(t) − xc, µ(t) = u(t) − uc etψ(t) = y(t) − g(xc,uc,pc) et les matricesC,
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D et∆g, données par :

C(ρ(t),p) ∈
[
∂g(ρ(t),p)

∂x(t)

]
?

?

?

?

?

x(t)∈[x]
u(t)∈[u]
p∈[p]

D(ρ(t),p) ∈
[
∂g(ρ(t),p)

∂u(t)

]
?

?

?

?

?

x(t)∈[x]
u(t)∈[u]
p∈[p]

∆∗
g(ρ(t),p) ∈

[
∂g(ρ(t),p)

∂p

] [−w([p])

2
,
w([p])

2

]
?

?

?

?

?

x(t)∈[x]
u(t)∈[u]
p∈[p]

Exemple 3.3.3Considérons un système décrit par l’EDO non linéaire à paramètres incer-

tains :

ẋ(t) = f(x(t), p) = a ∗ sin(x(t)), (3.3.26)

oùx(t) ∈ [π/6, π/3], p = a ∈ [0.95, 1.05]. Le milieu de[x] est donné parxc = π/4.

On peut déterminer les jacobiennes :

Jfx =
∂f(x(t), p)

∂x(t)
= a ∗ cos(x(t)),

Jfp =
∂f(x(t), p)

∂a
= sin(x(t)).

L’approximation qLPV de (3.3.26) autour dexc = π/4 est alors donnée par :

χ̇(t) = A(ρ(t), p)χ(t) + ∆f (ρ(t), p)∗,

∀ρ(t) ∈ [π/6, π/3], ∀p ∈ [0.95, 1.05],
(3.3.27)

oùχ(t) = x(t) − π/4, A(ρ(t), p) ∈ [Jfx]([x], [p]) et∆(ρ(t), p)∗ ∈ w[p]
2

[Jfp]([x], [p])

La fonction d’inclusion naturelle deJfx pour ρ(t) ∈ [π/6, π/3] et p ∈ [0.95, 1.05] est

donnée par :
[Jfx]([x], [p]) = [0.95, 1.05] ∗ cos([π/6, π/3])

= [0.95 ∗ 1/2, 1.05 ∗
√

3/2]

= [0.475, 0.909],

et celle deJfu pourρ(t) ∈ [π/6, π/3] etp ∈ [0.95, 1.05] est donnée par :

[Jfp]([x], [p]) = sin([π/6, π/3])

= [1/2,
√

3/2],
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ainsi :

A(ρ(t), p) ∈ [0.475, 0.909],

∆(ρ(t), p)∗ ∈ [1/2,
√

3/2]

[−w[0.95, 1.05]

2
,
w[0.95, 1.05]

2

]
= [−0.0434, 0.0434].

3.3.2.3 Synthèse d’estimateurs "intervalle" pour des modèles non linéaires

Dans ce paragraphe, nous allons présenter une méthodologiepour la conception d’ob-

servateurs intervalles pour une large classe de systèmes non linéaires. Etant donné que la

trajectoire du système original (non linéaire) est à l’intérieur des trajectoires de l’approxi-

mation qLPV développée dans la section 3.3.2.2, l’idée consiste à utiliser la transformation

qLPV suivante : {
ẋ(t) = A(ρ(t))x(t) + B(ρ(t))u(t)

y(t) = C(ρ(t))x(t) + D(ρ(t))u(t)
(3.3.28)

où le méta-paramètreρ évolue dans un domaine compact de support connu et représentable

par un pavé :

ρ(t) ∈ [ρ] ⊂ Rnρ . (3.3.29)

Par souci de clarté, on notera parM l’une des matricesA, B, C ouD et [M]([ρ]) une fonc-

tion d’inclusion pourM, avecM etM les bornes inférieure et supérieure de[M] (élément

par élément).

Structure de l’estimateur

Pour estimer un encadrement de l’état du système (3.3.28), nous proposons deux obser-

vateurs inférieur et supérieur basés sur une structure de Luenberger. Ils sont donnés par :

{
ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + L(y(t) − y(t))

y(t) = Cx(t) + Du(t)
(3.3.30)

{
ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + L(y(t) − y(t))

y(t) = Cx(t) + Du(t)
(3.3.31)

Les gainsL etL ne sont pas forcément les mêmes et sont choisis en fonction des bornes des

matricesA, B, C etD.

En admettant que les perturbations sur les mesures sont bornées et de bornesε et ε
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connuesa priori, le domaine admissible de la sortie est :

Y(t) = [ym(t) + ε,ym(t) + ε] , (3.3.32)

oùym(t) est le vecteur de mesure.

En utilisant l’expression (3.3.32) pour tenir compte des incertitudes sur les mesures, les

estimateurs (3.3.30) et (3.3.31) peuvent se réécrire sous la forme :

O :

{
ẋ(t)=(A − LC)x(t)+(B− LD)u(t)+L(ym(t) + ε)

y(t)=Cx(t)+Du(t)
(3.3.33)

O :

{
ẋ(t)=(A − LC)x(t)+(B− LD)u(t)+L(ym(t) + ε)

y(t)=Cx(t)+Du(t)
(3.3.34)

Les estimateursO etO fournissent les bornes inférieure et supérieure du vecteurd’état

x du système (3.3.28) si l’inégalité :

x(t) ≤ x(t) ≤ x(t), ∀t ≥ 0, ∀x(t) ∈ [x], (3.3.35)

est toujours vraie. La condition (3.3.35) peut se réécrire sous la forme :

{
x(t) − x(t) ≤ 0 pour O
x(t) − x(t) ≥ 0 pour O (3.3.36)

Par souci de clarté, nous allons prendre le même gain,L = L = L, pour les deux

observateursO etO. Néanmoins, la généralisation peut se faire sans difficulté.

Erreurs d’estimation

Les observateurs donnés par (3.3.33) et (3.3.34) sont garantis si les estiméesx et x cal-

culées parO etO vérifient la condition (3.3.36) à chaque instant. Dans la suite, nous allons

présenter une méthodologie pour déterminer un ensemble de valeurs du gainL permettant

d’assurer la garantie de l’encadrement calculé parO, O.

En utilisant (3.3.34), la dynamique de l’erreur supérieuree(t) = x(t) − x(t) est donnée
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par :
ė(t) = ẋ(t) − ẋ(t)

= (A − LC)x(t) + (B − LD)u(t) + L(ym(t) + ε)

−A(ρ(t))x(t) −B(ρ(t))u(t).

(3.3.37)

Par définition les matricesA, B, C et D sont bornées, elles peuvent donc se réécrire

sous la forme :

M = M(ρ(t)) + ∆M(t), (3.3.38)

oùM est l’une des matricesA, B, C ouD avec0 ≤ (∆M(t))ij ≤ (w ([M]ij)).

Ainsi, en se basant sur la relation (3.3.38), on a :

Mx(t) − M(ρ(t))x(t) = Mx(t) − (M − ∆M(t))x(t)

= M(x(t) − x(t)) + ∆M(t)x(t)

= Me(t) + ∆M(t)x(t).

(3.3.39)

En injectant la relation (3.3.39) dans (3.3.37), l’équation dynamique de l’erreur supérieure

peut se réécrire sous la forme :

ė(t) = (A − LC)e(t) + λe(t), (3.3.40)

avec :

λe(t) = (∆A(t) − L∆C(t))x(t) + (∆B(t) − L∆D(t))u(t) + Lε.

Ainsi, si le gainL est choisi tel que(A − LC) soit coopérative etλe(t) positif, alors

la condition initialee(0) ≥ 0 implique que l’erreure(t) reste positive à chaque instant. Par

conséquent, l’estimateur (3.3.34) donne une estimation majorante de la trajectoire d’état du

modèle LPV (3.3.28).

L’ensembleL1 des valeurs du gainL, satisfaisant la condition (3.3.35), est défini par la

relation :

L1 = {L ∈ Rnx×ny | (A − LC)ij,i6=j ≥ 0, (λe(t))i ≥ 0}. (3.3.41)

Une démarche similaire peut être entreprise pour l’estimateur minorant en utilisant la

relation (3.3.33). La dynamique de l’erreur inférieuree = x(t)−x(t) est alors donnée par :

ė(t) = ẋ(t) − ẋ(t)

= (A − LC)x(t) + (B − LD)u(t) + L(ym(t) + ε)

−A(ρ(t))x(t) −B(ρ(t))u(t).

(3.3.42)
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De la même manière, les bornes inférieures des matricesA, B, C et D peuvent se

réécrire sous la forme :

M = M(ρ(t)) − ∆M(t), (3.3.43)

oùM ∈ {A,B,C,D} et0 ≤ (∆M(t))
ij
≤ (w ([M]ij)). On a alors la relation :

Mx(t) −M(ρ(t))x(t) = Mx(t) − (M + ∆M(t))x(t)

= M(x(t) − x(t)) − ∆M(t)x(t)

= Me(t) − ∆M(t)x(t).

(3.3.44)

Ainsi, en injectant l’expression (3.3.44) dans (3.3.42), l’équation dynamique de l’erreur

inférieure peut se réécrire sous la forme :

ė(t) = (A− LC)e(t) + λe(t), (3.3.45)

avec :

λe(t) = −(∆A(t) − L∆C(t))x(t) − (∆B(t) − L∆D(t))u(t) + Lε.

Par conséquent, si le gainL est choisi tel que(A−LC) soit coopérative etλe(t) négatif,

alors la condition initialee(0) ≤ 0 implique que l’erreure(t) reste négative à chaque instant.

Ainsi, l’estimation inférieure de la trajectoire d’état dumodèle LPV (3.3.28) est donnée par

l’observateur (3.3.33). L’ensembleL2 des valeurs du gainL satisfaisant la condition (3.3.35)

pour (3.3.33) est alors donné par :

L2 = {L ∈ Rnx×ny | (A− LC)ij,i6=j ≥ 0, (λe(t))i ≤ 0}. (3.3.46)

Ainsi, l’ensembleL des valeurs du gainL, permettant d’assurer la garantie de l’estima-

tion donnée par le couple d’observateurs (O, O), est défini par la relation :

L = L1

⋂
L2. (3.3.47)

L’utilisation d’un gainL vérifiant (3.3.41) et (3.3.46) permet de construire deux estima-

teurs coopératifs même si le modèle LPV du système ne l’est pas. De plus, le gain intro-

duit un paramètre de réglage, pouvant agir sur la dynamique des estimateurs (O, O), i.e.

la convergence de l’estimation, et ainsi réduire le pessimisme de l’encadrement des valeurs

admissiblesX(t) du vecteur d’état.
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Convergence de l’estimation

La stabilité asymptotique de l’estimateur intervalle est assurée si les trajectoires inférieure

et supérieure des observateurs (3.3.33) et (3.3.34) convergent l’une vers l’autre. L’étude de

la stabilité de l’estimateur est donc équivalente à l’étudede la stabilité de l’erreur totale :

e(t) = e(t) − e(t) = x(t) − x(t). (3.3.48)

On note respectivement parx̂(t) et Re(t) le centre et le rayon de l’estimé intervalle à

l’instant t, ils sont donnés par :

x̂(t) =
x(t) + x(t)

2
,

Re(t) =
x(t) − x(t)

2
=

e(t) − e(t)

2
.

(3.3.49)

En utilisant (3.3.33), (3.3.34) et (3.3.49), la dynamique du centrêx(t) est donnée par :

˙̂x(t) =
ẋ(t) + ẋ(t)

2

=
1

2

(
(A − LC)x(t) + (B − LD)u(t) + L(ym(t) + ε)

+(A− LC)x(t) + (B− LD)u(t) + L(ym(t) + ε)
)
.

(3.3.50)

De même, l’équation dynamique deRe(t) est :

Ṙe(t) =
ẋ(t) − ẋ(t)

2

=
1

2

(
(A − LC)x(t) + (B − LD)u(t) + L(ym(t) + ε)

−(A − LC)x(t) − (B − LD)u(t) − L(ym(t) + ε)
)
.

(3.3.51)

Or, par définition les bornes inférieure et supérieure des matricesA, B, C etD peuvent

s’écrire sous la forme :

M =

(
mid([M]) − w[M]

2

)
, M =

(
mid([M]) +

w[M]

2

)
, (3.3.52)

avecM ∈ {A,B,C,D}.
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Ainsi, en se basant sur (3.3.52), on obtient :

Mx(t) −Mx(t) =

(
mid([M]) +

w[M]

2

)
x(t) −

(
mid([M] − w[M]

2

)
x(t)

= mid([M])(x(t) − x(t)) + w[M]
x(t) + x(t)

2
= 2mid([M])Re(t) + w[M]x̂(t),

(3.3.53)

Mx(t) + Mx(t) =

(
mid([M]) +

w[M]

2

)
x(t) +

(
mid([M] − w[M]

2

)
x(t)

= mid([M])(x(t) + x(t)) + w[M]
x(t) − x(t)

2
= 2mid([M])x̂(t) + w[M]Re(t).

(3.3.54)

En injectant les relations (3.3.53) et (3.3.54) dans (3.3.50) et (3.3.51), l’équation dy-

namique de l’estimateur intervalle, représentée par son centre et son rayon, s’écrit sous la

forme :
(

˙̂x(t)

Ṙe(t)

)
=

(
2(mid[A] − Lmid[C]) (w[A] − Lw[C])

(w[A] − Lw[C]) 2(mid[A] − Lmid[C])

)

︸ ︷︷ ︸
Ae

(
x̂(t)

Re(t)

)
+ λe(t),

(3.3.55)

avec

λe(t) =

(
(mid[B] − Lmid[D])

(w[B] − Lw[D])

)
u(t) +

(
L(mid[ε] + y(t))

Lw[ε]

)
, (3.3.56)

et

Ae =

(
2(mid[A] − Lmid[C]) (w[A] − Lw[C])

(w[A] − Lw[C]) 2(mid[A] − Lmid[C])

)
. (3.3.57)

Si le gainL est choisi tel que la matriceAe soit asymptotiquement stable et queλe(t)

soit borné par un vecteur positifΛe, alors l’estimation converge asymptotiquement vers une

boule de centrêxmax et de rayonRemax
. Si Ae est inversible, cette boule est définie par la

relation :

(
x̂max

Remax

)
= −

(
2(mid[A] − Lmid[C]) (w[A] − Lw[C])

(w[A] − Lw[C]) 2(mid[A] − Lmid[C])

)−1

Λe. (3.3.58)

Ainsi, l’ensembleL3 des valeurs du gainL, garantissant la convergence asymptotique

de l’estimateur intervalle vers une boule de centrex̂max et de rayonRemax
, est défini par la
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relation :

L3 =

{
L ∈ Rnx×ny


Ae stable

max
∀t>0

(w(λe(t))) ≤ Λe

}
. (3.3.59)

On peut noter que si la largeur de[B], [D] est nulle (i.e. les matrices ne dépendent pas

deρ) et siw[ε] = 0 (i.e. le bruit de mesure est nul) alors l’erreur totale :

e(t) = e(t) − e(t) = 2 ∗ Re(t),

tend vers zéro. C’est à dire que les trajectoires des estimateurs (O, O) convergent vers la

"vraie" trajectoire d’état du système. Par conséquent, si la coopérativité est respectée, le

centrex̂(t) de l’estimateur intervalle converge vers l’état du système.

L’utilisation d’un gainL appartenant à l’intersection des ensembles définis par les rela-

tions (3.3.41), (3.3.46) et (3.3.59) :

L = L1

⋂
L2

⋂
L3, (3.3.60)

permet de construire un estimateur intervalle fournissantun encadrement garanti de l’état du

système observé et qui converge vers une boule dont le rayon est inférieur àRemax
(donnée

par la relation 3.3.58).

L’expression (3.3.60) revient à caractériser un ensembleL de valeurs admissibles du gain

L sous les contraintes de coopérativité et de stabilité de l’estimateur intervalle composé

de (3.3.33) et (3.3.34) pour un domaine[ρ] ⊂ Rnρ d’évolution du méta-paramètreρ(t).

Le problème (3.3.60) peut être formulé sous la forme d’un problème de satisfaction de

contraintes (CSP). La résolution peut s’effectuer en utilisant le solver RealPaver[6] ou le

langage de programmation QUIMPER[7] . Ces outils permettent de calculer l’ensemble des

valeurs admissibles deL vérifiant (3.3.60).

Notons que le conservatisme de l’approximation qLPV dû aux phénomènes de dépen-

dance et d’enveloppement peut engendrer une solution vide pour L. Dans un tel cas, un

estimateur intervalle basé sur l’approximation LPV et dontla dynamique de l’erreur est

coopérative, ne peut être construit. Pour surmonter cet inconvénient, deux stratégies peu-

vent être adoptées :

– deux gains distinctsL et L pourraient être utilisés pour les observateurs minorant et

[6]Disponible à : http ://www.sciences.univ-nantes.fr/info/perso/permanents/granvil/realpaver/index.html
[7]Disponible à : http ://www.ibex-lib.org/
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majorant ;

– En ajoutant un second retour, permettant d’agir sur l’erreur entre les bornes inférieure

et supérieure.

3.3.3 Exemple de simulation

Nous allons illustrer la méthodologie dévéloppée dans le paragraphe précédent sur un

exemple. Le support d’application utilisée est un procédé hydraulique de laboratoire, appelé

maquette 3TANKS, illustré sur la figure (3.3.2).

Sc
T1 T2T3Q1 Q2

P1 P2

h1

h2

h3

a13 a32

a20a1 a2a3

T0

FIG. 3.3.2 – Maquette 3TANKS

3.3.3.1 Présentation du système

Le système se compose de trois cuves cylindriquesT1, T2 et T3 de sections identiques

Sc. Le liquide s’écoulant de la cuveT2, à travers un tube cylindrique doté d’une vannea20

de sectionSn, est recueilli dans le réservoirT0 qui approvisionne les deux pompesP1 etP2.

Ces deux pompes alimentent les cuvesT1 et T2 avec des débitsQ1 et Q2. Les trois niveaux

d’eau dans les trois cuves sont notés parh1, h2 et h3. Les tubes d’interconnexion entre

les différentes cuves et le réservoirT0 sont dotés de trois vannesa1, a2 et a3 de sections

ajustables permettant de simuler diverses défaillances telles que des fuites plus ou moins

importantes sur chaque cuve.

Le modèle mathématique de ce procédé, pour un comportement nominal (vannesa1, a2

eta3 fermées), est obtenu en utilisant la loi de Torricelli. Dansune cuve contenant un fluide

parfait, où il existe un trou à la hauteurh en-dessous de la surface horizontale de ce fluide,
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le liquide s’écoulant à travers une vanneai a un débitQ donné par :

Q(t) = azi
Sn

√
2gh(t). (3.3.61)

avecg l’accélération de la pesanteur,azi
le coefficient d’écoulement de la vanneai etSn sa

section.

Sous l’hypothèse queh1(t) > h3(t) > h2(t), le modèle de la maquette est alors donné

par les équations suivantes :






Scḣ1(t) = −az13
Sn

√
2g(h1(t) − h3(t)) + Q1(t)

Scḣ2(t) = az32
Sn

√
2g(h3(t) − h2(t)) − az20

Sn

√
2gh2(t) + Q2(t)

Scḣ3(t) = az13
Sn

√
2g(h1(t) − h3(t)) − az32

Sn

√
2g(h3(t) − h2(t))

(3.3.62)

où les valeurs nominales des coefficients d’écoulement des vannesa13, a32, a20 sont :az13
=

0.6, az32
= 0.6, az20

= 0.7, leurs sections ont pour valeurs :Sn = 5.10−5m2 et Sc =

0.0154m2 et g = 9.81n/s2.

L’équation (3.3.62) peut être réécrite dans l’espace d’état de la façon suivante :






ẋ1(t) = −a13

√
x1(t) − x3(t) + 1

Sc
u1(t)

ẋ2(t) = a32

√
x3(t) − x2(t) − a20

√
x2(t) + 1

Sc
u2(t)

ẋ3(t) = a13

√
x1(t) − x3(t) − a32

√
x3(t) − x2(t)

y1(t) = x1(t) + w1(t)

y2(t) = x2(t) + w2(t)

y3(t) = x3(t) + w3(t)

(3.3.63)

oùx = (x1, x2, x3)
T = (h1, h2, h3)

T représente le vecteur d’état,u = (u1, u2)
T = (Q1, Q2)

T

le vecteur de commande,y = (y1, y2, y3)
T le vecteur de mesure,w = (w1, w2, w3)

T le bruit

de mesure etp = (a13, a32, a20)
T le vecteur de paramètres normalisés des coefficients d’é-

coulement (aveca13 = az13Sn

√
2g/Sc, a32 = az32Sn

√
2g/Sc eta20 = az20Sn

√
2g/Sc).

Les trajectoires de références des niveauxh1 eth2 sont des créneaux de valeur moyenne

50cm pour h1, 10cm pour h2, d’amplitude4cm, avec un rapport cyclique de0.6 et une

période de200s. Les niveauxh1 et h2 sont contrôlés par deux régulateurs de types propor-

tionnels intégrals. Les éléments du bruit de mesurew(t) sont supposés appartenir à l’inter-

valle [−0.5cm, 0.5cm]. Ce domaine de variation a été déterminé en effectuant des essais à

commande nulle, pour différents points de fonctionnement.
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3.3 Estimation d’état de systèmes non linéaires à temps continu

3.3.3.2 Approximation qLPV et calcul du gainL

Les équations (3.3.63) du modèle de la maquette 3TANKS sont non linéaires par rapport

à l’état. L’approximation qLPV de (3.3.63) sur le domaine[x] est donnée par :

χ̇(t) = A(x(t))χ(t) + Bu,

∀x(t) ∈ [x],
(3.3.64)

oùχ(t) = x(t) − xc, A(x(t)) ∈ [Jfx]([x]) etB =




1
Sc

0

0 1
Sc

0 0




Avec [Jfx] une fonction d’inclusion de la matrice jacobienne :

Jfx =
∂f(x(t))

∂x(t)
(3.3.65)

=




−a13

2
√

x1(t)−x3(t)
0 a13

2
√

x1(t)−x3(t)

0 −a32

2
√

x3(t)−x2(t)
− a20

2
√

x2(t)

a32

2
√

x3(t)−x2(t)

a13

2
√

x1(t)−x3(t)

a32

2
√

x3(t)−x2(t)

−a32

2
√

x3(t)−x2(t)
− a32

2
√

x3(t)−x2(t)


 .

Pour un domaine de variation du vecteur d’état, déterminé expérimentalement et donné

par :

x ∈




[0.44, 0.56]

[0.044, 0.164]

[0.24, 0.364]


 ,

oùxo = mid([x]), on a l’égalité :

[Jfx]([x]) =




[−0.0153,−0.0076] 0 [0.0076, 0.0153]

0 [−0.0441,−0.0220] [0.0076, 0.0153]

[0.0076, 0.0153] [0.0076, 0.0153] [−0.0306,−0.0152]


 .

(3.3.66)

Sur la figure (3.3.3), est représenté un ensembleL de valeurs admissibles du gainL, tel

que les contraintesLi, i ∈ {1, 2, 3}, données par les relations (3.3.41), (3.3.46) et (3.3.59).

Cet ensemble est obtenu à l’aide de RealPaver[8] pour un domaine initial de rechercheL0 =

([−10, 10])3×2.

[8]Configuration de RealPaver : Contracteur"hull +box consistency + interval Newton", limitation à5000
partitions.
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CHAPITRE 3 : Couverture ensembliste minimale de l’état : cas des systèmes non linéaires à
temps continu

FIG. 3.3.3 – EnsembleL de valeurs admissibles deL

3.3.3.3 Estimation des bornes majorante et minorante

Les résultats de l’estimation pour un gainL ∈ L sont présentés sur la figure 3.3.5.

Notons que le pessimisme de l’encadrement est important. Eneffet, cette figure représente

les données de simulation où les bornes deA(x(t)) ne sont pas mises à jour à chaque pas.

Afin de réduire le pessimisme de l’encadrement et d’augmenter la vitesse de conver-

gence, il est possible d’effectuer une mise à jour des bornesdeA en réévaluant la fonction

d’inclusion de la matrice jacobienne en ligne. Ce principe est illustré sur le schéma fonc-

tionnel 3.3.4. L’estimation de l’état pour le même gain que précédemment est représentée

sur la figure 3.3.6. Dans ce cas, l’encadrement de l’état convergence vers une boule dont le

diamètre est proche de la limite de l’erreur de mesure.
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3.3 Estimation d’état de systèmes non linéaires à temps continu

Estimateur intervalle

Système

O

O

[Jfx]([x])

u

A

A
x

x

y

FIG. 3.3.4 – Structure de l’observateur avec mise à jour des bornes deA(x(t))
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FIG. 3.3.5 – Estimation d’état pourL ∈ L et les bornes deA(x(t)) fixes
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FIG. 3.3.6 – Estimation d’état pourL ∈ L et les bornes deA(x(t)) mises à jour

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés au problème d’estimation d’état pour

des systèmes représentés par des modèles non linéaires à temps continu et incertains. Dans

un premier temps, nous avons présenté deux approches de résolution garantie d’EDO incer-

taines, l’une basée sur une extension des modèles de Taylor aux intervalles et l’autre sur le

théorème de Müller et les propriétés de monotonie. Ces approches de résolution d’EDO ont

été ensuite utilisées pour développer une méthode de synthèse d’observateur fournissant des

bornes minorante et majorante de l’état. Pour cela, nous nous sommes appuyés sur une de

nos contributions qui consistent à approximer un modèle nonlinéaire par un modèle qLPV

"garanti" en se basant sur l’analyse par intervalles. Enfin,nous avons illustré les différentes

étapes de la méthodologie développée sur un exemple numérique.

Dans le chapitre suivant, nous abordons le deuxième volet denos travaux. Il s’agit du

problème de la détection d’incohérences des systèmes modélisés par un ensemble d’E-

DOs incertaines dans un contexte ensembliste. Les outils decaractérisation d’ensembles

de valeurs présentés dans le chapitre 2, ainsi que l’estimation d’état traitée dans ce chapitre,

fournissent les éléments de base des algorithmes de surveillance que nous allons développer.

100



Chapitre 4

Approche ensembliste du contrôle
d’intégrité

4.1 Introduction

Dans le cadre de la mise en place d’une démarche de contrôle decohérence et de

surveillance à base de modèles, on est amené à estimer les variables du système (état,

sorties, paramètres, . . .) dont la déviation anormale pourrait être significative de l’appari-

tion d’un défaut de fonctionnement. Dans un contexte ensembliste, la démarche revient

à représenter la trajectoire de chaque variable du système par une enveloppe prenant en

compte l’ensemble des incertitudes (de modélisation, perturbations, etc.). Cette couverture

ensembliste représente le seuil au delà duquel le comportement observé représente un écart

anormal par rapport au comportement nominal. Cet écart de comportement peut être l’objet

d’une évaluation en termes de degré de sévérité afin de décider s’il peut conduire à une inca-

pacité, provisoire ou permanente, du système à accomplir les objectifs initiaux qui lui ont été

assignés. Cette approche doit être considérée comme une approche complémentaire (et non

pas de remplacement) par rapport aux méthodes existantes ; elle présente en même temps

des avantages et des inconvénients que nous nous efforcerons de souligner dans ce chapitre.

Un des avantages, souvent mis en avant dans la littérature concernée, est que dans certaines

situations le mécanisme de modélisation sous jacente pourrait se révéler avantageux et ré-

soudre le problème de découplage d’une façon naturelle. En effet, comme nous l’avons déjà

souligné, la description de l’ensemble des sources d’incertitudes en termes stochastiques

pourrait s’avérer délicate. Par exemple, certaines dynamiques mal connues peuvent plus

naturellement être décrites et caractérisées à partir d’une couverture ensembliste. Il en est

de même pour certaines perturbations externes qui peuvent être plus aisément caractérisées

par des bornes plutôt que par une quelconque distribution stochastique. En contrepartie, il

faudra prendre en compte le fait que certains comportementscouverts par des enveloppes

calculées ne correspondent pas aux trajectoires admissibles, ce qui pourrait conduire à une

fausse décision.
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Ce chapitre est organisé de la façon suivante : après avoir décrit le compromis "garantie

/ conservatisme" dans un contexte ensembliste, nous nous intéressons dans une premiere

partie à la formulation de tests de cohérence basés sur l’estimation d’état. Nous présentons

d’abord le principe fédérateur de fonctionnement des méthodes ensemblistes existantes pour

des modèles linéaires. Ensuite, nous abordons notre contribution qui consiste à exploiter les

observateurs à retour de sortie développés dans le chapitre3 pour mettre en place des tests

de cohérence pour des systèmes non linéaires à temps continu. Enfin, la seconde partie de

ce chapitre est consacrée à l’élaboration de tests de cohérence dans l’espace paramétrique

basées sur les outils ensemblistes présentés au chapitre 2.

4.2 Compromis "Garantie/Conservatisme"

Les algorithmes de détection et localisation de défauts quenous allons présenter dans ce

chapitre reposent sur la mise en place de tests de cohérence entre un comportement attendu

en fonctionnement normal et un comportement observé. Les tests de cohérence peuvent être

réalisés dans l’espace d’état, l’espace paramétrique ou l’espace des sorties.

Dans le contexte ensembliste, on suppose que les bornes des grandeurs incertaines,

choisiesa priori, permettent de couvrir tous les comportements possibles dusystème physique

en fonctionnement normal (et perturbé). L’ensemble des comportements possibles du sys-

tème sont déterminés en propageant les bornes des incertitudes issues de différentes origines

(bruit de mesure, bruit d’état, incertitudes paramétriques) sur la sortie du modèle du système.

Dans le cas non linéaire, cet ensemble possède une forme géométrique complexe difficile

à caractériser. Souvent, il est approximé par une forme simple comme les ellipsoïdes, les

intervalles ou les parallélotopes. L’avantage de cette approche est que l’ensemble calculé

est complet [Hansen 2004],i.e. il couvre tous les comportements possibles. Ainsi, une inco-

hérence entre la sortie du système et l’ensemble des sortiesdu modèle s’explique forcément

par la présence d’un ou plusieurs défaut(s). La complétude permet alors d’écarter toute

indication de fausse alarme. Il s’agit d’une propriété importante pour la surveillance des

systèmes critiques où la contrainte "zéro fausse alarme" est une préoccupation majeure. En

contrepartie, comme l’ensemble calculé n’est pas minimal (i.e.des comportements inadmis-

sibles sont couverts), certains défauts de faible amplitude peuvent ne pas être détectés, car

leurs effets sur les trajectoires du système peuvent être masqués. Ce double effet correspond

à ce qu’on peut appeler le compromis"garantie / conservatisme"traduisant un compromis

bien connu en diagnostic entre un faible taux de fausses alarmes et un faible taux de non

détection. Ce compromis est incontournable, l’amélioration d’un critère se fait au détriment
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4.3 Détection garantie basée sur l’estimation d’état

de l’autre. Il doit être géré pour chaque situation et en fonction des spécifications d’un cahier

des charges donné.

Avant d’aborder le contrôle de cohérence basé sur les résultats issus du chapitre précé-

dent, il nous parait pertinent de présenter dans le paragraphe suivant la démarche générale

de détection d’incohérence, souvent adoptée dans le contexte ensembliste. Notons que ce

champ de recherche étant relativement récent, la littérature concernée est assez réduite.

4.3 Détection garantie basée sur l’estimation d’état

4.3.1 Tests de cohérence pour des modèles linéaires à temps discret

Les tests de cohérence que nous présentons dans ce paragraphe reposent sur le même

principe que les estimateurs d’état par prédiction/correction présentés dans le chapitre 3.

Cette approche a été initialement développée pour le cas de systèmes représentés par des

modèles linéaires incertains à temps discret (voir par exemple [Lunzeet al. 2003, Benoth-

manet al.2007, Planchon 2007])[1], décrits par :






x(k + 1) = A(p)x(k) + B(p)u(k)

y(k) = C(p)x(k) + D(p)u(k)

x(0) ∈ X0

p ∈ P0

(4.3.1)

avecx ∈ Rnx, u ∈ Rnu, y ∈ Rny etp ∈ Rnp les vecteurs d’état, de commande, de sortie et

des paramètres incertains et les matrices d’étatA, B, C etD de dimensions appropriées.

L’idée de base consiste à vérifier si le comportement prédit par ce modèle est compatible

avec le comportement observé. Ces tests de cohérence sont conçus de façon à détecter et

localiser un ensemble de défauts. Considérons un ensembleF de défauts possibles :

F = {F1, F2, · · · }, (4.3.2)

auquel il est possible d’associer un ensemble modèlesMFi
. Le comportement normal est

décrit par le modèleMF0
et les modèlesMF1

,MF2
, · · · ,MFN

décrivent les comporte-

ments défaillants devant être localisés par l’algorithme de diagnostic.

[1]On trouve également dans la littérature des extensions aux cas des modèles non linéaires à temps continu
[Wolff et al.2008].
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Système

Prédiction
MFi

g−1(y + ε)
Xk ⊂ X̂k ∩

u y

X∗
k

X+
k,i

[ε]

Xk,i

FIG. 4.3.1 – Tests de cohérence par estimation d’état

La démarche consiste à prédire le domaineX+
k,i de l’état à l’instanttk connaissantXk−1

en utilisant les différents modèlesMFi
. La détection et la localisation sont alors effectuées

en analysant l’intersection des domaines prédits avec le domaineX∗
k estimé en utilisant les

de mesures. Ainsi, siX+
k,0 ∩ X∗

k = ∅, les mesures ne sont pas compatibles avec le modèle

nominal ; un défaut est alors détecté. De plus, si pour leième comportement défaillant on a

X+
k,i ∩ X∗

k 6= ∅, traduisant la cohérence entre les mesures et le modèleMFi
, alors le défaut

est isolé et correspond àFi. Ce principe est illustré par le schéma 4.3.1.

Notons que la prédiction exacte du domaineX+
k,i, connaissantXk−1, peut nécessiter un

volume de calcul conséquent, voire impossible, dans le cas non linéaire. Pour cette raison,

on est souvent conduit à effectuer une approximation du domaine exactXk := X+
k,i∩X∗

k par

une forme géométrique simple, comme les ellipsoïdes, les polytopes, les zonotopes ou les

pavés. On note alors parX̂k l’approximation extérieure :

Xk ⊂ X̂k. (4.3.3)

Dans ce cas, le domaineX+
k,i prédit, ainsi que l’intersectionX+

k,i ∩ X∗
k, sont aisément

calculables. Néanmoins, l’approximationX̂k engendre du conservatisme et conduit par con-

séquent à ne pas détecter certains défauts qui auraient pu être détectés si le domaine exact

Xk avait été utilisé [Armengolet al.2000].
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Exemple 4.3.1Considérons un modèle des variations de pH d’un processus biochimique

[Lunzeet al.2003], décrit par :






x(k + 1) = Ax(k) + Bu

y(k) = Cx(k) + w(k)

x(0) ∈ X+
0

w(k) ∈ [ε, ε]

(4.3.4)

où x = (x1, x2)
T est le vecteur d’état (sans interprétation physique directe) ayant comme

domaine initialX+
0 = ([−4, 4], [6, 14])T , u est l’entrée,y est la mesure de pH,ε, ε sont les

bornes sur le bruit de mesure (±5%) et oùB = (1, 1)T etC = (1, 2) .

En mode normal, la matriceA est donnée par :

A = AF0
=

(
0.55 −1.2

0.25 0.8

)
.

En mode défaillant ,A est donnée par :

A = AF1
=

(
0.55 −1.2

0.25 0.5

)
.

L’approximationXk ⊂ X̂k, que nous utilisons dans cet exemple, est issue de [Lunze

et al.2003], les auteurs proposent d’encadrerXk par un parallélotope décrit par :

X̂k = {x | ∀i : six ∈ [ai, bi]}, (4.3.5)

où s = (s1, · · · , sns
) ns ≥ nx est un vecteur unitaire et les bornesai et bi sont calculées

pour que le plus petit parallélotopêXk vérifie la relation (4.3.3). Ces bornes sont données

par :
ai = minx∈Xk

six,

bi = maxx∈Xk
six.

(4.3.6)

Dans [Lunzeet al. 2003], le vecteurs1 est orienté dans la direction de la bande de

contraintes représentant le domaineX∗
k et s2 est choisi parallèle à l’axe des ordonnées,

i.e. :

s1 =

√
1

5

(
1

2

)
et s2 =

(
0

1

)
. (4.3.7)

Sur les figures 4.3.2 et 4.3.3 sont représentés les résultatsdu test de cohérence pour
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le mode normal (figure 4.3.2) et le mode défaillant (figure 4.3.3). Dans cette simulation,

nous avons considéré un signal de commande nul et l’apparition d’un défaut (passage de

A = AF0
à A = AF1

) à t = 9s, avec un pas d’échantillonnage de1s. Le domaine ini-

tial est représenté par le pavéX+
0 . Les valeurs exactes de l’état (obtenues par simulation)

sont représentées par une croix et les bandes en pointillé représentent les quatre premières

bandes correspondant aux domainesX∗
k estimés en utilisant l’équation de mesure. Les par-

allélotopes bleus représentent la prédiction du comportement du système pour le modèle

normal (figure 4.3.2) et défaillant (figure 4.3.3) et les parallélotopes rouges représentent les

encadrementŝXk des intersections des domaines préditsX+
k et estimésX∗

k.

x(t0)

x(t2)

x(t3)

X+
0

X+
1

X̂0

X̂1

X∗
0

X∗
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X∗
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3

x1

x
2
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5
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−10 −10−15−20

FIG. 4.3.2 – Test de cohérence pour le modèle nominalA = AF0

Notons que sur la figure 4.3.2, l’ensemble solution est non vide jusqu’àt = 11s, le

changement de mode est donc détecté avec un retard de deux pas. Sur la figure 4.3.3, pour

les deux premièrs pas, le test n’est pas "négatif" malgré l’absence de défauts. En effet, la

prédiction entraîne du conservatisme qui ne permet pas de conclure sur l’incohérence entre

les données et le mode défaillant. La solution de l’intersection est également non vide à
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FIG. 4.3.3 – Test de cohérence pour le modèle défaillantA = AF1

partir de t = 10s, ce qui indique que le modèle défaillant est cohérent avec les mesures à

partir de cet instant.

Afin de gérer la perte d’information due au conservatisme entraîné lors de la phase

de prédiction, un test stochastique a été proposé dans [Lunze et al.2003] pour prédire le

changement de mode.

Notons que dans l’approche que nous venons de présenter, la convergence de l’esti-

mation (et par conséquent les performances de l’algorithmede diagnostic) dépend de la

dynamique du modèle utilisé pour la prédiction ainsi que desbornes des erreurs de mesure.

En effet, il n’y a pas de paramètre de réglage permettant de contrôler la vitesse de conver-

gence. Dans le paragraphe suivant, nous proposons d’adapter l’estimateur à retour de sortie

que nous avons développé dans le chapitre 3 afin d’utiliser legainL pour que l’algorithme

de diagnostic réponde à des critères de performance souhaitésa priori.
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4.3.2 Tests de cohérence pour des systèmes non linéaires

Dans ce paragraphe, nous développons nos travaux présentésdans [Videauet al.2009a]

qui consitent à exploiter l’observateur basé sur l’approximation qLPV garantie que nous

avons développé dans le chapitre 3 afin de construire un résidu intervalle. Dans un second

temps, l’influence du gain sur les performances de la procédure de détection est analysée.

Les défauts que nous allons considérer dans la suite de ce paragraphe sont supposés de

type additif[2]. L’approximation qLPV d’un modèle non linéaire en présenced’un vecteur

de défauts additif est donnée par :

{
ẋ(t) = A(x(t),u(t))x(t) + B(x(t),u(t))u(t) + Fφ(t)

y(t) = C(x(t),u(t))x(t) + D(x(t),u(t))u(t) + Hφ(t)
(4.3.8)

oùA(x(t),u(t)), B(x(t),u(t)), C(x(t),u(t)) etD(x(t),u(t)) sont des matrices variantes

dans le temps, données dans le chapitre 3 et dont on connaît les bornes.F et H sont des

matrices constantes de dimension appropriée etφ(t) ∈ Rnφ est le vecteur de défaut, pour

lequel aucune hypothèsea priori n’est faite. Le termeFφ(t) est censé modéliser l’impact

de défauts de type "actionneur" ou "composant" alors queHφ(t) modélise plutôt les défauts

des chaînes d’instrumentation et de capteurs.

4.3.2.1 Génération de résidu intervalle

Dans le cas linéaire, la génération de résidus, quelque soitla méthode utilisée, revient à

filtrer les signaux entrée-sortie par deux filtres linéairesHu etHy :

r = Huu + Hyy. (4.3.9)

La construction des filtresHu etHy dépend du modèle utilisé et de la technique de généra-

tion employée (voir par exemple [Chen et Patton 1999]). Dansune seconde phase, les résidus

sont structurés et évalués par des tests de décisions.

Dans un contexte à erreurs bornées, l’estimateur fournit des valeurs minorantey et ma-

jorantey de de la sortie. Dans ce cas, la détection d’incohérence est effectuée par un test

d’appartenance. En effet, l’estimation est incompatible avec les mesures si, à un instanttk,

on a :

y(tk) 6∈ [y(tk),y(tk)], (4.3.10)

[2]Plus précisément, l’effet ou l’impact du défaut est modélisé de façon additive. Il peut s’agir d’un défaut
multiplicatif, modélisé sous forme additive, moyennant une approximation (voir [Zolghadriet al.1998].
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oùy est le vecteur de sortie. Ce test peut également se réécrire sous la forme suivante :

0 /∈ [y(t),y(t)] − y(t)

⇒ 0 /∈ [y(t) − y(t),y(t) − y(t)]

⇒ 0 /∈ [r(t), r(t)]

⇒ 0 /∈ [r(t)],

(4.3.11)

où r est le vecteur de résidu. Notons que dans ce cas le résidu n’est pas un vecteur ponctuel

mais un intervalle[r(t)].

4.3.2.2 Étude de la dynamique du résidu

Dans cette section, nous allons étudier la dynamique des bornesr(t) et r(t) du résidu

intervalle[r(t)]. Les bornes sont obtenues par un estimateur intervalle à retour de sortie en

utilisant l’approximation qLPV (voir le paragraphe 3.3.2.3 du chapitre 3).

La borne supérieure du résidur(t) est donnée parr(t) = y(t)−y(t) oùy(t) est calculée

à l’aide de l’observateur suivant :

O :

{
ẋ(t) = (A − LC)x(t) + (B − LD)u(t) + L(ym(t) + ε)

y(t) = Cx(t) + Du(t)
(4.3.12)

Ainsi, la dynamique de la borne supérieure du résidu est décrite par la représentation

d’état suivante :
{

ė(t) = (A − LC)e + λe(t) − (F − LH)φ(t)

r(t) = Ce + λr(t) − Hφ(t)
(4.3.13)

où les termes

λe(t) = (∆A(t) − L∆C(t))x(t) + (∆B(t) − L∆D(t))u(t) + Lε,

λr(t) = ∆C(t)x(t) + ∆D(t)u(s),

caractérisent les effets des incertitudes dues à l’approximation qLPV et
(
(F − LH)φ(t),

Hφ(t)
)

représentent les effets des défauts sur la borne supérieuredu résidu.

Afin de différencier les effets des erreurs de modélisation et des défauts, la représentation
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(4.3.13) peut se réécrire sous la forme suivante :

{
ė

o
(t) = (A − LC)eo + λe(t)

ro(t) = Ceo + λr(t){
ė

d
(t) = (A − LC)ed − (F − LH)φ(t)

rd(t) = Ced − Hφ(t)

(4.3.14)

où l’on noteeo le vecteur d’étate en fonction des incertitudesλe et λr, et eo le vecteur

d’état e fonction du défautφ. Ainsi, rd(t) et ro(t) représentent respectivement les effets

du défaut et des incertitudes sur la borne supérieure du résidu. Notons que le résidu n’est

généralement pas nul même en l’absence de défaut.

Par ailleurs,ro(t) peut être interprété comme un "seuillage adaptatif". En effet, un défaut

est détecté via la borne supérieure der(t) si :

r(t) ≤ 0 ⇔ rd(t) ≤ −ro(t). (4.3.15)

De la même manière, la borne inférieure du résidu estr(t) = y(t)−y(t) oùy est estimée

par :

O :

{
ẋ(t) = (A − LC)x(t) + (B − LD)u(t) + L(ym(t) + ε)

y(t) = Cx(t) + Du(t)
(4.3.16)

Par analogie à (4.3.14), la dynamique de la borne inférieurer(t) se décompose en deux

termes donnés par :

{
ėo(t) = (A − LC)eo + λe(t)

ro(t) = Ceo + λr(t){
ėd(t) = (A − LC)ed − (F − LH)φ(t)

rd(t) = Ced − Hφ(t)

(4.3.17)

où les effets des incertitudes dues à l’approximation qLPV et au bruit de mesure sont

représentés par :

λe(t) = (∆A(t) − L∆C(t))x(t) + (∆B(t) − L∆D(t))u(t) + Lε,

λr(t) = ∆C(t)x(t) + ∆D(t)u(s).
(4.3.18)
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Enfin, en utilisant (4.3.14) et (4.3.17), le résidu peut se réécrire sous la forme suivante :

[r(t)] =

{
[ro(t), ro(t)] t < td[
ro(t) + rd(t), ro(t) + rd(t)

]
t ≥ td

(4.3.19)

où td est l’instant d’apparition du défaut.

En d’autres termes, pour un fonctionnement non défaillant,la taille de[r(t)] est non nulle

et dépend du conservatisme dû à l’approximation qLPV ainsi qu’aux bornes d’incertitudes

de l’erreur de mesure. Dans le cas d’un fonctionnement non défaillant, le test d’appartenance

0 ∈ [r(t)] est toujours vrai. Cependant, il n’est pas possible de garantir l’absence de défauts

dans ce cas. En effet, l’effet d’un défaut de faible amplitude peut être masqué par les erreurs

de modélisation, ceci est également corrélé à un problème dedétectabilité[3]. Par contre, si

à un instanttd, le test n’est plus vrai (i.e. 0 6∈ [r(t)]), alors on conclura à la présence d’un

défaut. La principale caractéristique de cette approche est qu’aucune fausse alarme ne peut

être signalée, sous l’hypothèse que les bornes d’erreurs choisies soient valides.

Dans le paragraphe suivant, nous allons quantifier la "taille" du plus petit défaut détec-

table pour la méthode présentée. En particulier, l’effet dugain de l’observateur sera analysé.

4.3.2.3 “Plus petit” défaut détectable

Comme nous l’avons vu dans le paragraphe précédant le résidugénéré est souvent non

nul. En effet, les termesro(t) et ro(t), qui représentent l’effet des erreurs de modélisation

sont non nuls. Il apparaît donc important de déterminer quelest le plus petit défaut détectable

en fonction des erreurs d’approximation et du gainL.

Dans la suite, on appelle le plus petit défaut détectable pour la borne supérieure (re-

spectivement sur la borne inférieure), le plus petit défautdont l’effet sur le résidur (resp.

r) entraînero(t) + rd(t) ≤ 0 ( ro(t) + rd(t) ≥ 0). Nous allons établir la relation entre la

taille de ce plus petit défaut détectable, le gainL et les erreurs d’approximation. Pour cela,

considérons un défaut dont l’effet peut être représenté parune variation dujèmeélément de

φ(t), tel queφ(t) = (0, . . . , 0, ϕj(t), 0, . . . , 0)T . L’effet deϕj(t) sur laièmecomposante de

la borne supérieure du résidu est donné par la relation dynamique suivante :

{
ė(t) = (A − LC)e − (F− LH)jϕj(t)

rd
i (t, ϕj) = Cie − Hijϕj(t)

(4.3.20)

[3] Il ne s’agit pas d’une détectabilité intrinsèque, mais d’une détectabilité orientée "sensibilité", voir [Bas-
seville et Nikiforov 1993] pour une discussion à ce sujet.
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où (F − LH)j est lajèmecolonne de(F − LH) etCi est laième ligne deC.

Considérons un défaut apparaissant sous la forme d’un échelon d’amplitudeϕji. En

régime permanent, on a :

lim
t→∞

rd
i (t, ϕj|step

)=
(
Ci(A− LC)−1(F−LH)j−Hij

)
ϕji. (4.3.21)

Par ailleurs, nous avons montré dans le paragraphe précédent qu’un défaut est détecté

par la borne supérieure de laièmecomposante du résidu si :

ro
i (t) − rd

i (t) ≤ 0 (4.3.22)

Ainsi, en utilisant les relations (4.3.21) et (4.3.22), la taille du plus petit défautϕj(t) dé-

tectable par la borne supérieure de laièmecomposante du résidu, est donnée par :

ϕij =
(
Ci(A− LC)−1(F − LH)j − Hij

)−1
ro

i , (4.3.23)

oùro
i est la valeur maximum du “seuillage adaptatif” donnée par :

ro
i = −Ci(A− LC)−1Λe + Λri, (4.3.24)

avecΛe etΛr les valeurs maximales deλe(t) etλr(t).

Une démarche similaire est effectuée pour la borne inférieure de laièmecomposante du

résidu. En considérant un défaut se manifestant par une variation de type échelon sur lejème

élément deφ(t), la plus petite amplitude du défaut détectable par laièmecomposante de la

borne inférieure du résidu[r(t)] est donnée par :

ϕ
ij

=
(
Ci(A− LC)−1(F − LH)j − Hij

)−1
ro

i . (4.3.25)

Enfin, l’amplitude du plus petit défaut détectable par laièmecomposante du résidu inter-

valle, tel que0 6∈ [ri(t)], peut être définie par :

ϕijmin
= max(| ϕ

ij
|, | ϕij |). (4.3.26)

Notons que dans l’hypothèse où le plus petit défaut détectable est spécifié dans le cahier

des charges, il est possible d’ajouter une contrainte supplémentaire au problème de syn-

thèse d’un observateur intervalle(O,O) donné dans la section 3.3.2.3 du chapitre 3. Ainsi,

l’ensembleL des valeurs admissibles du gainL peut être déterminé tel que les conditions
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de garantie (3.3.47), de convergence (3.3.59), pour une amplitude du plus petit défaut dé-

tectableϕijmin
soient assurées. L’ensembleL peut être réécrit tel que :

L ∈ L =

4⋂

i=1

Li, (4.3.27)

oùL4 est donné par :

L4 ={L ∈ Rnx×ny | max(|ϕ
ij
(L) |, |ϕij(L) |) ≤ ϕijmin

},

avec(ϕ
ij
(L), ϕij(L)) représentant l’expression du plus petit défaut détectabledonnée par

(4.3.25) pour la borne inférieureri(t) et par (4.3.23) pour la borne supérieureri(t).

Remarque 4.3.1Lors de la résolution du CSP permettant de caractériserL, un ensemble

solution vide peut être causé par :

– une amplitude du plus petit défaut détectable trop faible ;

– une incertitude sur l’erreur de sortie[ε] trop élevée ;

– une approximation qLPV trop conservative.

4.3.2.4 Illustration :Exemple de simulation

Dans ce paragraphe, nous reprenons l’exemple présenté dansle paragraphe 3.3.3.1 du

chapitre 3 pour illustrer la démarche que nous venons de présenter. Les mêmes conditions

de fonctionnement sont mises en place afin d’effectuer des simulations dans lesquelles un

défaut apparaît. Néanmoins, nous considérons que la hauteur h3 n’est pas mesurable, ainsi

le vecteur de sortie est donné pary(t) =
(
x1(t), x2(t)

)T
+
(
w1(t), w2(t)

)T
, où chaque

composante du bruit de mesurew(t) =
(
w1(t), w2(t)

)T
est bornée par[−0.5cm, 0.5cm].

En fonctionnement normal, le modèle du comportement dynamique de la maquette

3TANKS est décrit par les équations suivantes :

MF0






ẋ1(t) = −a13

√
x1(t) − x3(t) + 1

Sc
u1(t)

ẋ2(t) = a32

√
x3(t) − x2(t) − a20

√
x2(t) + 1

Sc
u2(t)

ẋ3(t) = a13

√
x1(t) − x3(t) − a32

√
x3(t) − x2(t)

y1(t) = x1(t) + w1(t)

y2(t) = x2(t) + w2(t)

(4.3.28)

oùx = (x1, x2, x3)
T = (h1, h2, h3)

T représente le vecteur d’état,u = (u1, u2)
T = (Q1, Q2)

T

le vecteur de commande,y = (y1, y2)
T le vecteur de mesure,w = (w1, w2, )

T le bruit de

113



CHAPITRE 4 : Approche ensembliste du contrôle d’intégrité

mesure etp = (a13, a32, a20)
T le vecteur de paramètres normalisés des coefficients d’é-

coulement (aveca13 = az13Sn

√
2g/Sc, a32 = az32Sn

√
2g/Sc eta20 = az20Sn

√
2g/Sc).

Enfin, le système fonctionne en boucle fermée, sous l’actiond’un régulateur de type

proportionnel intégral. La commande est de type rectangulaire avec une amplitude pouvant

varier à chaque nouveau créneau.

Le scénario que nous proposons dans la suite de ce paragrapheconcerne l’apparition

d’un défaut de type fuite sur la cuve1 à t = 500s (ouverture de la vanne "a1"). Cette

fuite est modélisable par un terme additif−a10 ∗
√

x1(t) sur l’équation d’état dex1 du

modèle (4.3.28), avec le coefficient d’écoulementa10 ayant une valeur proportionnellea20

(a10 = 1 ∗ a20 la vanne "a1" est ouverte,a10 = 0 ∗ a20 la vanne "a1" est fermée). Ainsi, le

modèle défaillant est décrit par les équations d’état suivantes :

MF1






ẋ1(t) = −a13

√
x1(t) − x3(t) − a10

√
x1(t) + 1

Sc
u1(t)

ẋ2(t) = a32

√
x3(t) − x2(t) − a20

√
x2(t) + 1

Sc
u2(t)

ẋ3(t) = a13

√
x1(t) − x3(t) − a32

√
x3(t) − x2(t)

y1(t) = x1(t) + w1(t)

y2(t) = x2(t) + w2(t)

(4.3.29)

L’ensembleL des valeurs admissibles du gain des observateursO etO est déterminé tel

que les conditions de garantieL1 ∩L2 et de convergenceL3 soient respectées. Pour cela, on

considère la transformation qLPV garantie de (4.3.28) donnée par la représentation d’état :




ẋ1(t)

ẋ2(t)

ẋ3(t)


=




−a13

2
√

x1(t)−x3(t)
0 a13

2
√

x1(t)−x3(t)

0 −a32

2
√

x3(t)−x2(t)
− −a20

2
√

x2(t)

a32

2
√

x3(t)−x2(t)

a13

2
√

x1(t)−x3(t)

a32

2
√

x3(t)−x2(t)

−a13

2
√

x1(t)−x3(t)
− a32

2
√

x3(t)−x2(t)




︸ ︷︷ ︸
A(x(t))




x1(t)

x2(t)

x3(t)




+




1
Sc

0

0 1
Sc

0 0




︸ ︷︷ ︸
B

(
u1(t)

u2(t)

)

(4.3.30)
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(
y1(t)

y2(t)

)
=

(
1 0 0

0 1 0

)

︸ ︷︷ ︸
C




x1(t)

x2(t)

x3(t)


 (4.3.31)

où seule la matrice de transitionA est variante dans le temps.

La relation permettant de quantifier l’amplitude du plus petit défaut détectable par laième

composante du résidu intervalle est construite en considérant que la fuite sur la cuve1 est

modélisable par la matrice :

F =



−a10 ∗

√
x1(t) 0 0

0 0 0

0 0 0


 (4.3.32)

et le vecteur de défauts :φ(t) = (ϕ1(t), ϕ2(t), ϕ3(t))
T .

Ainsi, il est possible de déterminer l’ensembleL4 des valeurs du gainL tel que :

ϕ1 ≥ max(|ϕ
i1
|, |ϕi1|) ⇒ 0 6∈ [ri(t)], (4.3.33)

avec :
ϕ

i1
=

(
Ci(A − LC)−1F1

)−1
ro

i ,

ϕi1 =
(
Ci(A − LC)−1F1

)−1
ro

i ,
(4.3.34)

oùCi est laième ligne de la matriceC etF1 la première colonne deF.

Il est également possible, connaissant une valeur du gainL ∈
3⋂

i=1

Li (voir paragraphe

3.3.2.3 du chapitre 3), de déterminera posteriori la valeur de la plus petite amplitude du

défautϕ1 entraînant0 6∈ [ri(t)].

Par exemple, considérons le gain suivant :

L =




0.0463 −0.0003

−0.3287 0.7494

0.0074 0.0074


 (4.3.35)

appartenant à
⋂3

i=1 Li et un domaine initial du vecteur d’état :

x ∈




[0.44, 0.56]

[0.044, 0.164]

[0.24, 0.364]


 . (4.3.36)
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La valeur de l’amplitude du plus petit défaut détectable parla première composante du résidu

intervalle est :ϕ11min = 0.187, qui correspond à une ouverture de la vanne "a1" de 18.7%.

Cette valeur correspond au pire cas. En effet, en régime établi le rayon de[x] converge vers

Remax

[4] , ce qui entraine une diminution de l’amplitude du plus petitdéfaut détectable.

Les résultats de l’estimation des sortiesy1(t) et y2(t) sont représentés sur les figures

4.3.4 à 4.3.9, ainsi que les résultats des tests de cohérence, pour des défauts correspondant

à l’ouverture de la vanne "a1" de3% à 20%. De plus, nous présentons dans le tableau 4.3.1

le temps de retard à la détection de l’incohérence en fonction de l’amplitude du défaut.

Notons, qu’une incohérence est détectée pour tous les scénarios, toutefois, le retard à la

détection diminue lorsque l’amplitude du défaut augmente.Enfin, il est important de noter

qu’aucune fausse alarme n’a été détectée.
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FIG. 4.3.4 – Test de cohérence pour une fuite de3% sur la vanne "a1"

[4]Voir le paragraphe 3.3.2.3 du chapitre 3 pour plus de détail sur le calcul deRemax
.
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FIG. 4.3.5 – Test de cohérence pour une fuite de5% sur la vanne "a1"
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FIG. 4.3.6 – Test de cohérence pour une fuite de7% sur la vanne "a1"
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FIG. 4.3.7 – Test de cohérence pour une fuite de10% sur la vanne "a1"
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FIG. 4.3.8 – Test de cohérence pour une fuite de15% sur la vanne "a1"
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FIG. 4.3.9 – Test de cohérence pour une fuite de20% sur la vanne "a1"

Ouverture Retard
de la vanne "a1" à la détection

3% 30s
5% 12s
7% 10s
10% 6s
15% 4s
20% 3s

TAB. 4.3.1 – Retard à la détection pour plusieurs valeurs d’ouverture de la vanne "a1"

Dans ce paragraphe, l’approche que nous avons présentée repose sur l’estimation des

variables d’état. L’intérêt de cette approche se justifie par la manifestation rapide des ef-

fets d’un défaut interne sur le vecteur d’état, alors qu’ilsapparaissent plus lentement sur

les paramètres. Néanmoins, l’étude du vecteur de paramètres, en ligne ou hors ligne, peut

permettre de fournir des indications précieuses pour la localisation et l’identification des

défauts. Pour cela, nous présentons dans le paragraphe suivant des tests de cohérence para-

métrique permettant de compléter le processus de contrôle d’intégrité.
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CHAPITRE 4 : Approche ensembliste du contrôle d’intégrité

4.4 Tests de rupture paramétrique et localisation

Considérons un système à surveiller représenté en fonctionnement normal par un modèle

d’état non linéaire à temps continu, décrit par les équations suivantes :

MF0
:=






ẋ(t) = f(x(t),u(t),p)

y(t) = g(x(t),u(t),p)

y(tk) = ym
k + v(tk)

x(t0) ∈ [x0]

v(t) ∈ [ε, ε]

(4.4.1)

où x ∈ Rnx, u ∈ Rnu, y ∈ Rny , ym
k ∈ Rny , p ∈ Rnp et v ∈ Rnv sont respectivement

les vecteurs d’état, d’entrée, de sortie, de mesure à l’intant tk, de paramètres et de bruit de

mesure supposé borné.

Dans un contexte à erreurs bornées, la détection de défauts àbase d’estimation para-

métrique, repose sur la mise en place d’un test de cohérence entre le domaineP+
F0

, estimé

a priori, en fonctionnement normal, et un domaineP∗
k estimé en ligne, à chaque pas de

mesures ou sur un horizon glissant. Le domaineP∗
k peut également être estimé hors ligne

sur une fenêtre d’observation. Ce test de cohérence peut être décrit par la relation suivante :

Pk = P+
F0

∩ P∗
k. (4.4.2)

En fonctionnement non défaillant, l’ensemblePk solution du test n’est pas vide,i.e. il existe

au moins une valeur du vecteur de paramètres consistante avec l’ensemble estiméa priori

et l’ensemble estimé avec les données mesurées. L’apparition d’un défaut se manifeste par

un ensemblePk solution vide.

Lorsqu’un défaut est détecté, il est souvent nécessaire d’isoler le paramètre (ou le groupe

de paramètres) qui a (ont) subi l’impact ou l’effet du défaut. Cette information est utile pour

identifier par la suite le degré de sévérité des défauts et lesclassifier en fonction des direc-

tions paramétriques affectées. La localisation de défauts, en utilisant des tests de rupture

paramétrique, est possible s’il existe un ensemble de couples (modèle, domaine admissible

du vecteur de paramètres), noté(MF1
,P+

F1
), · · · , (MFN

,P+
FN

), correspondant à des défauts

(ou groupes de défauts). En posant en parallèle un ensemble des tests de cohérence :

Pk,Fi
= P+

Fi
∩ P∗

k,Fi
. (4.4.3)

correspondant à chacun des couples(MFi
,P+

Fi
), où P∗

k,Fi
est l’estimation du vecteur de
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4.4 Tests de rupture paramétrique et localisation

paramètres du modèleMFi
. Si la solution d’un testPk,Fi

est non vide, on peut conclure

à la cohérence entre le modèleMF1
, le domaine initialP+

F1
et les données mesurées. Si

l’ensemble solution est vide alors on conclura à l’incohérence entre le couple(MFi
,P+

Fi
) et

les données mesurées.

Dans le paragraphe suivant, nous proposons de présenter lestests de cohérence para-

métrique sous la forme d’un problème d’inversion ensembliste, dont le principe a été présenté

dans le chapitre 2. Nous verrons qu’une telle approche peut s’avérer très coûteuse en temps

de calcul, ce qui peut s’avérer problématique pour une surveillance en ligne. Afin de pallier

à ce problème, nous allons opter dans un second temps pour uneformulation sous une forme

de satisfaction de contraintes sur un horizon glissant.

4.4.1 Approche par inversion ensembliste

Nous supposons que le système à surveiller est représenté par le modèle non linéaire

à temps continu (4.4.1). La procédure consiste à estimer dans un contexte ensembliste, les

paramètres physiques de ce modèle. Ces paramètres sont ensuite comparés à un vecteur de

paramètres de référence, dont les valeurs ont été déterminées lors d’un cycle de fonction-

nement normal. Cette "comparaison" constitue la base des tests de détection et de localisa-

tion que nous allons développer pour décider si les déviations paramétriques observées peu-

vent être expliquées par les données expérimentales, et sinon, quel est le paramètre physique

(ou le groupe de paramètres) incriminé(s).

Supposons que des mesures[yk] ont été prélevées sur l’horizon temporel[t1, tN ]. L’en-

semble des valeurs du vecteur de paramètres compatibles avec ces mesures est donné par :

Pk,Fi
=

{
p ∈ [PFi

]+

∣∣∣∣∣
∀tk ∈ {t1, · · · , tN}, ∀x(t0) ∈ [x0],(

ẋ(tk) = f
(
x(tk),u(tk),p

))
∧
(
g
(
x(tk),u(tk),p

)
∈ [yk]

)
}

.

(4.4.4)

où [PFi
]+ est le domaine inital de recheche.

Le problème (4.4.4) est un problème de satisfaction de contraintes mixtes. En effet, les

équations d’état et de mesure correspondent respectivement à un ensemble de contraintes

dynamiques et statiques. Notons que la résolution de (4.4.4) peut se réaliser avec l’algo-

rithme SIVIA [Jaulin et Walter 1993] mais la mise en oeuvre d’un contracteur reste un

problème difficile et non résolu. Par ailleurs, l’utilisation de toutes les mesures conduit à un

CSP avec un nombre croissant de contraintes, le temps de calcul serait ainsi de plus en plus
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CHAPITRE 4 : Approche ensembliste du contrôle d’intégrité

important. Dans la suite, nous proposons d’utiliser une approche à horizon glissant permet-

tant de limiter àN ′ le nombre de mesures pour chaque procédure d’estimation.

Lorsque l’ensemble solution de (4.4.4) est vide, on peut conclure à l’incohérence entre le

modèleMFi
, le domaine initalP+

Fi
et les mesures pourtK−N ′, · · · , tK . En d’autres termes,

il n’existe pas de valeur dep dans[PFi
]+ qui soit consistante avec le modèleMFi

et les

mesures (i.e.Pk,Fi
= [PFi

]+ ∩ P∗
k,Fi

= ∅).

Il est important de souligner que l’ensemblePk,Fi
ne peut pas être déterminé d’une

manière exacte. En effet, l’algorithme SIVIA fournit un encadrement dePk,Fi
.

L’évaluation du test de cohérence à l’aide de l’algorithme SIVIA nécessite le calcul du

domaine[xk] de l’état à chaque instanttk. Ceci passe par une résolution numérique garantie

d’une équation différentielle à l’aide de l’une des méthodes présentées dans le chapitre 3.

Notons que le solveur VNODE[5] contient une implémentation efficace de certains algo-

rithmes de résolution d’EDOs. SIVIA utilise le test d’inclusion suivant :

– Un pavé[p] ⊂ [PFi
]+ ne contient aucune solution si :

∃tk | g([x(tk)],u(tk), [p]) ∩ [yk] = ∅. (4.4.5)

– Un pavé[p] ⊂ [PFi
]+ est dit acceptable si :

g([x(tk)],u(tk), [p]) ⊂ [yk], ∀tk ∈ {tK−N ′, · · · , tK}. (4.4.6)

– Un pavé[p] ⊂ [PFi
]+ est dit ambigu (ou indéterminé) si aucune des deux conditions

précédentes n’est vérifiée.

Dans ces conditions, le test d’inclusion de l’algorithme SIVIA est donné par l’algo-

rithme 5 (pour plus d’informations, le lecteur peut se référer par exemple à [Raïssiet al.

2003a]).

Les limitations de cette approche sont essentiellement dues au temps de calcul qu’elle

engendre. En effet, pour l’étude de chaque sous-pavé[p] ⊂ [PFi
], il faut évaluer l’en-

cadrement de l’état à l’aide de méthodes d’approximation numérique garantie d’équations

différentielles, coûteuses en temps de calcul.

Cette approche est donc difficilement utilisable dans une procédure de diagnostic en

[5]Disponible à : http ://www.cas.mcmaster.ca/nedialk/Software/VNODE/VNODE.shtml
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4.4 Tests de rupture paramétrique et localisation

Algorithme 5 Test d’inclusion
ENTRÉES : [p], [xK ], [yK−N ′], · · · , [yK ], N ′, f , g

1: Compteur=0 ;
2: Pour k = 0 àN ′ − 1 , Faire :
3: [xk+1]

+ = Encadrement(X(tk+1)) pour[p] ;
4: Si g([xk+1]

+) ∩ [yk+1] = ∅ , Alors
5: Retourne NON_FAISABLE ;
6: Fin (Si)
7: Si g([xk+1]

+) ⊂ [yk+1] , Alors
8: Compteur=Compteur+1 ;
9: Fin (Si)

10: Fin (Pour)
11: Si Compteur=N’, Alors
12: Retourne FAISABLE ;
13: Sinon
14: Retourne INDETERMINE ;
15: Fin (Si)
SORTIES : [NON_FAISABLE | FAISABLE | INDETERMINE]

ligne pour des systèmes complexes ayant un pas d’échantillonnage petit par rapport au temps

de caractérisation du vecteur de paramètres. En revanche, dans le cas de certains systèmes

ayant un pas d’échantillonnage long, comme certains systèmes biologiques, ces méthodes

peuvent apparaître adaptées.

4.4.2 Approche par satisfaction de contraintes

Dans le paragraphe précédent, nous avons mis en évidence la limitation en temps de cal-

cul que pouvait entraîner un test de cohérence paramétriquesur des contraintes dynamiques.

En effet, la résolution numérique d’EDOs est nécessaire pour chaque itération dans l’algo-

rithme SIVIA.

Pour réduire le temps de calcul, nous proposons de relaxer leproblème (4.4.4) en rem-

plaçant les contraintes dynamiques dues aux EDOs par des contraintes "statiques" com-

posées d’équations algébriques. Cette approche, présentée dans [Videauet al. 2008], s’ar-

ticule en deux étapes. La première consiste à utiliser un estimateur du domaine[x(tk)] de

l’état x ainsi que de sa dérivée[ẋ(tk)] à chaque instanttk ∈ {1, · · · , N}. La seconde con-

siste à formuler le test de cohérence sous la forme d’un CSPHi(Mi, [PFi
]+) composé d’un

pavé initial de recherche[PFi
]+ et d’équations algébriques issues de l’équation d’état du
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u Système

Estimation
intervalle

CSP
f(x(tk),p, t) = ẋ(tk)

y

Pi

Tests de
cohérence

ε, ε

[x]

[ẋ]

[PFi
]+

FIG. 4.4.1 – Tests de cohérence paramétrique par satisfaction de contraintes

modèle (4.4.1), données par :

f(x(tk),p, t) = ẋ(tk), x(tk) ∈ [x(tk)], ẋ(tk) ∈ [ẋ(tk)], (4.4.7)

avecf : Rnx+np+1 → Rnx, tk ∈ {1, · · · , N}, [x(tk)] et [ẋ(tk)] représentant des encadrements

du vecteur d’étatx et de sa dérivéėx aux instantstk et p est le vecteur de paramètres. Le

schéma de principe de cette approche est illustré sur la figure (4.4.1).

Le calcul de l’encadrement[x(tk)] du vecteur d’étatx à l’instanttk peut être obtenu par

plusieurs approches en fonction de la forme de l’équation demesure de (4.4.1). En effet,

dans certains cas, le vecteur d’état est directement accessible, i.e. :

y(t) = x(t). (4.4.8)

Le domaine[x(tk)] est alors donné par[ym(tk) + ε,ym(tk) + ε].

Par ailleurs, si la sortie coïncide avec une partie du vecteur d’état,i.e. :

y(t) = x′(t), (4.4.9)

où x′ est une partie de vecteurx, tel quex = (x′,x′′)T , l’estimation de l’encadrement

dex′′ doit être effectuée à l’aide d’un estimateur. Si le système respecte des conditions de

monotonie, il est possible d’estimer[x′′] avec un observateur à retour de sortie, présenté dans

la section 3.3.2. Plus généralement, le domaine[x(t)] peut être estimé à l’aide d’observateurs

ensemblistes présentés dans la section 3.3.

Le calcul de l’encadrement de la dérivée de l’étatx est un problème complexe que nous

ne traitons pas dans sa globalité. Néanmoins, différentes approches ont été implémentées.

Si un observateur par retour de sortie est utilisé pour estimer l’encadrement dex, il est alors

124



4.4 Tests de rupture paramétrique et localisation

possible d’obtenir une évaluation de l’encadrement deẋ à l’aide d’une sortie supplémentaire

de l’observateur. Dans le cas contraire, il faut effectuer une dérivation numérique de l’état.

Dans un premier temps, nous nous sommes basés sur le schéma numérique suivant :

[ẋ(tk+1)] =
mid([x(tk+1)]) − mid([x(tk)])

tk+1 − tk
+ [∆]. (4.4.10)

avec[∆] un encadrementa posterioride l’incertitude due à la dérivation. L’intérêt de cette

approche est qu’elle est relativement simple à mettre en oeuvre. Néanmoins, elle n’assure

pas la garantie de l’estimée. De plus, si l’état est perturbé, le terme[∆] doit être grand, ce qui

entraîne du conservatisme dans l’évaluation de[ẋ(tk+1)]. Une seconde approche, qui semble

intéressante mais que nous n’avons pas utilisée dans le cadre de nos travaux, est basée sur la

notion de pseudo-dérivateurs. Elle est basée sur un filtrageadéquat de la dérivée de l’état.

Après avoir déterminé[x] et [ẋ], le test de cohérence est formulé sous la forme d’un

CSPHi(Mi, [PFi
]+) composé des équations algébriques du modèleMi et du pavé initial

de recherche[PFi
]+, donné par :

Pk,Fi
=

{
p ∈ [PFi

]+

∣∣∣∣∣
∀tk ∈ {t1, · · · , tN}, ∀x(tk) ∈ [x(tk)], ∀ẋ(tk) ∈ [ẋ(tk)],

ẋ(tk) = f(x(tk),u(tk),p)

}
.

(4.4.11)

L’utilisation de toutes les mesures conduit à un CSP avec un nombre croissant de con-

traintes, le temps de calcul serait ainsi de plus en plus important. Nous proposons d’éviter

cette difficulté en utilisant un horizon glissanthj , qui limite àN ′∗nx (N ′ représente le nom-

bre de mesures dans l’horizonhj etnx le nombre d’équations d’état) le nombre d’équations

algébriques. La première étape de cette méthode consiste à estimer l’état sur l’horizonhj .

Le vecteur de paramètresp constitue les variables du CSPHi et les contraintes sont com-

posées des équations d’état du modèle. La démarche est résumée dans l’algorithme (6).

Notons que dans certains cas, l’effet d’un défaut peut être modélisé par une variation

d’un paramètre qui est constant en fonctionnement normal. En d’autres termes, un coeffi-

cient physique du modèleMFi
censé être constant, devient un paramètre variant. Par ex-

emple, l’effet d’une fuite peut être modélisé comme une augmentation de la section de la

conduite de sortie, qui possède une valeur fixe en fonctionnement normal. Afin de localiser

une telle déviation∆pk du kième paramètre du vecteurp d’un modèleMFi
, l’encadrement

[PFi
]+ du domaine initialP+

Fi
, utilisé dans le CSPHi(Mi, [pMi

]), est élargi. Ainsi, pour un

nouveau pavé initial[P′
Fi

]+ permettant de prendre en compte les variations dep, l’ensem-

ble solutionPk,Fi
du CSPHi(Mi, [PFi

]+) est non vide et correspond à une estimation du
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Algorithme 6 Tests de cohérence par satisfaction de contraintes sur un horizon glissant de
taille N ′

ENTRÉES : [x]k−N ′ , [y]k−N ′+1, . . . , [y]k, [PFi
]+

1: Calculer[x]k−N ′+1, . . . , [x]k ;
2: Evaluer[ẋ]k−N ′+1, . . . , [ẋ]k ;
3: Resoudre le CSPPk,Fi

= Hi(Mi, [PFi
]+) ;

4: Si P = ∅ , Alors
5: Retourne Incohérence ;
6: Sinon
7: Retourne Pas d’incohérence ;
8: Fin (Si)

SORTIE : Pk,Fi

domaine admissible du vecteur variantp. La distance de Hausdorff (voir chapitre 2) peut

alors être utilisée pour mesurer la variation entre le domaine initial P+
Fi

, correspondant au

fonctionnement normal, et le domainePk,Fi
obtenu par l’estimation.

4.4.3 Exemple de simulation

Dans ce paragraphe, nous illustrons la démarche de détection et localisation de défauts

par des tests de rupture paramétrique que nous venons de présenter. Pour cela, nous consid-

érons un défaut interne de type fuite sur la cuve1 de la maquette 3TANKS, présentée dans

le paragraphe 3.3.3.1 du chapitre 3 ainsi que dans le paragraphe 4.3.2.4.

En fonctionnement normal, le comportement dynamique de la maquette est décrit par

le modèleMF0
(équation 4.3.28) avec un vecteur de paramètresp = (a13, a32, a20)

T et

en mode défaillant (ouverture de la vanne "a1"), il est décrit par le modèleMF0
(équation

4.3.29) avec un vecteur de paramètresp′ = (a13, a32, a20, a10)
T , où le coefficienta10 peut

varier et ainsi être interprété comme un effet de la fuite surla cuve1 (a10 = 1 ∗ a20 la vanne

"a1 " est ouverte,a10 = 0 ∗ a20 la vanne "a1 " est fermée). Dans la suite nous considérons

une fuite sur la cuve1 correspondant à une ouverture de la vanne "a1" de7%.

Les encadrements[x(tk)] et [ẋ(tk)] du vecteur d’étatx et de sa dérivée à l’instanttk sont

obtenus à l’aide d’estimateurs intervalle à retour de sortie développés dans le chapitre 3.

Estimation de paramètre en mode normal et influence de l’horizon

Soient le modèleMF0
et le vecteur de paramètresp = (a13, a32, a20)

T . L’estimation du

domaine admissible dep en fonctionnement normal est effectuée en posant un problème de

satisfaction de contraintes de type (4.4.11) pour un large domaine initial de recherche :
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[PFi
]+ = ([0, 0.0005], [0, 0.0005], [0, 0.0005])T .

Un pavé englobant l’ensemble solutionPF0
, pour différentes tailles d’horizons, est repré-

senté sur la figure (4.4.2). Plus la tailleN ′ de l’horizonhj est grande, plus le pavé solution

est contracté (donc précis). En effet, en augmentant la taille dehj, on augmente le nom-

bre de contraintes (et donc d’informations pour déterminerle pavé solution). Néanmoins,

l’augmentation du nombre de contraintes augmente aussi le temps de calcul.

a) N = 10 et t ∈ [200, 210] b) N = 100 et t ∈ [200, 300]

c) N = 200 et t ∈ [200, 500] c) N = 400 et t ∈ [200, 600]

FIG. 4.4.2 – Influence de la taille de l’horizonhj sur l’estimation dePF0
, en fonctionnement

nominal

Test de rupture paramétrique

La détection de défauts est réalisée en effectuant un test decohérence, par satisfaction de
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contraintes, entre le modèleMF0
, un pavé inital (déterminéa priori) :

[PF1
]+ =




[1.19 ∗ 10−4, 1.46 ∗ 10−4]

[1.59 ∗ 10−4, 1.94 ∗ 10−4]

[1.19 ∗ 10−4, 1.46 ∗ 10−4]


 . (4.4.12)

et les estimations[x(tk)] et [ẋ(tk)] ; avec un horizon glissantN ′ = 40s.

Nous présentons sur la figure 4.4.3, les pavés solutionsPk,F0
du vecteur de paramètres

pour chaque horizonhk. Le domainea priori pour chaque paramètre est tracé en traits dis-

continus rouges. L’ensemble solution estimé sur chaque horizon est tracé en traits continus

bleus.

Pourt ∈ [0, 500s], le pavé solution du vecteur de paramètres est cohérent avecle do-

maine initial (intersection non vide). Le modèleMF0
du système non défaillant et le do-

maine initial[PF1
]+ sont donc compatibles avec les mesures.

A partir det = 500s, l’ensemble solution estimé devient vide. On conclut alorsà une

incohérence entre le modèleMF0
, le domaine initial[PF1

]+ et les mesures ; une anomalie

est alors détectée.

a
1
3

a
2
0

a
3
2

t [s]

t [s]

t [s]

Solution vide

Solution vide

Solution vide

0

0
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FIG. 4.4.3 – Tests de cohérence paramétrique pour le modèleMF0
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Test de cohérence et localisation

La localisation d’un défaut est basée sur l’utilisation d’une batterie de modèles. Chaque

modèle prend en compte un (ou plusieurs) défaut(s).

Considérons le modèleMF1
, qui permet de prendre en compte une fuite sur la cuve1. En

fonctionnement non défaillant, le paramètrea10 du modèleMF1
est nul (on retrouve alors le

modèle normalMF0
). Lors de l’apparition d’une fuite sur la cuve1, l’effet de cette fuite se

manifeste par la variation du paramètrea10. Ainsi, un test de cohérence sur le modèleMF1
,

permet de localiser un défaut relatif à une fuite sur la cuveT1.

Soit un nouveau vecteur de paramètresp′ = (a13, a32, a20, a10)
T ayant pour domaine

initial de recherche :

[PF1
]+ =




[1.19 ∗ 10−4, 1.46 ∗ 10−4]

[1.59 ∗ 10−4, 1.94 ∗ 10−4]

[1.19 ∗ 10−4, 1.46 ∗ 10−4]

[0.115 ∗ 10−4, 0.133 ∗ 10−4]


 . (4.4.13)

Notons que le domaine initial de recherche du paramètrea10 correspond à une ouverture de

la vannea1 comprise entre6% et8%.

Ainsi le problèmeH1(MF1
, [PF1

]+) doit avoir une solution non vide lorsque les effets

d’une fuite de6% et8% sur la cuve1 se manifestent.

Sur la figure 4.4.4, les pavés solutions du vecteur de paramètres pour le CSPH1(MF1
,

[PF1
]+) sont représentés pour un horizon de tailleN = 40s.

Pour t ∈ [0, 500s], l’ensemble solution estimé est vide. On conclut alors à uneinco-

hérence entre le modèleMF1
, le domaine initial[PF1

]+ (qui prennent en compte une fuite

sur la cuve1) et les mesures. Ceci s’explique par l’absence de fuite sur la cuve1. Notons

que pour les deux premiers horizons, la solution est non vide, or on est en fonctionnement

normal, ce phénomène est dû au conservatisme engendré par l’estimateur d’état qui n’a pas

convergé pour les premiers horizons.

A partir det = 500s, le vecteur de paramètres estimé est cohérent avec le domaine initial

(intersection non vide). Le modèleMF1
et le domaine initial[PF1

]+ sont donc compatibles

avec les mesures, d’où la localisation d’une fuite sur la cuve1.

Enfin, nous présentons sur la figure 4.4.5, les pavés solutions pour un CSP composé des

équations algébriques du modèleMF1
, et ayant un intervalle initial de recherche pour le

paramètrea10 plus large, incluant la valeur nulle. Ceci dans l’objectif de mettre en valeur la
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replacements
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FIG. 4.4.4 – Tests de cohérence paramétrique pour le modèleMF1

variation paramétrique entraînée suite à l’apparition d’un défaut.

[P′
F1

]+ =




[1.19 ∗ 10−4, 1.46 ∗ 10−4]

[1.59 ∗ 10−4, 1.94 ∗ 10−4]

[1.19 ∗ 10−4, 1.46 ∗ 10−4]

[0, 0.133 ∗ 10−4]


 . (4.4.14)

On note sur la figure 4.4.5, que pourt ∈ [0, 500s] la valeur nulle appartient à l’en-

cadrement de l’estimation du paramètrea10, ce qui signifie que le modèleMF0
(qui est

équivalent au modèleMF1
aveca10 = 0) est cohérent avec les mesures. Pourt ∈ [500s, 1000]

la valeur nulle n’appartient plus à l’encadrement de l’estimation du paramètrea10.
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PSfrag
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FIG. 4.4.5 – Évolution du vecteur de paramètre du modèleMF1

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une démarche de contrôle de cohérence basée

sur l’estimation garantie de variable de modèles non linéaires à temps continu. Pour cela,

nous nous sommes appuyés sur les estimateurs intervalle quenous avons développés dans

le chapitre 3, ainsi que sur les outils issus de l’arithmétique des intervalles présentés dans

le chapitre 2. Notre démarche permet, par l’intermédiaire de l’étude de l’intersection d’un

domaine initial avec un domaine estimé, d’invalider un modèle de fonctionnement afin de

conclure à la présence ou non d’un défaut.

Dans cette approche, à partir du moment oùu l’intersection entre ces deux domaines est

non vide, on conclura à la cohérence possible entre des deux régimes. Or, nous avons relevé,
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CHAPITRE 4 : Approche ensembliste du contrôle d’intégrité

à travers la dernière application présentée, que l’étude dela déviation du domaine estimé par

rapport au domaine initial, pourrait constituer une sourced’informations intéressante pour

l’identification des défauts. Ce point établirait le lien informationnel entre les techniques

proposées ici et une couche de reconfiguration dans un cadre plus général de conduite glob-

ale.
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Conclusion générale et perspectives

Nous nous sommes intéressés dans ce mémoire aux problèmes d’estimation et de con-

trôle de cohérence à base de techniques ensemblistes. L’objectif qui a guidé nos travaux

est la mise en place d’une démarche méthodologique pour la surveillance et la détection

d’anomalies des systèmes où le déterminisme des indicateurs de contrôle de cohérence est

une conditionsine qua non. Une fois placée dans un contexte ensembliste, l’évolutionde

chaque variable du système est représentée par une enveloppe traduisant les incertitudes

internes et externes. Cette enveloppe représente le seuil au delà duquel le comportement

observé représente un écart anormal par rapport au comportement nominal, et pouvant ainsi

conduire à une incapacité pour accomplir les objectifs de samission.

Dans le premier chapitre, nous avons proposé un tour d’horizon rapide des principales

techniques de détection et de diagnostic à base de modèles. Après une brève introduction des

notions fondamentales et des approches à base d’estimationet de filtrage, nous avons focal-

isé notre étude sur les mécanismes avec lesquels chaque grande famille de méthodes aborde

le problème de découplage des signaux indicateurs par rapport aux sources de perturbations

et aux incertitudes de modélisation. Notre analyse a mis en évidence le fait que le problème

de découplage est généralement posé et résolu au moment de lasynthèse en se basant sur un

critère de performances (en termes de robustesse et/ou sensibilité) à optimiser. Le mécan-

isme avec lequel chaque méthode traite ce problème de découplage dépend de sa capacité à

prendre en compte, dans le "modèle" de synthèse, la modélisation des phénomènes pertur-

bateurs. Cette analyse nous a permis de motiver les développements ultérieurs et de mettre

en exergue nos contributions par rapport aux travaux existants.

Dans le deuxième chapitre, nous avons présenté les outils fondamentaux jugés indis-

pensables pour la bonne compréhension de la suite de cette thèse. Ces outils permettent

de manipuler et caractériser des ensembles de valeurs. Après un bref rappel du formalisme

et des notions importantes relatifs à la manipulation d’ensembles, nous nous sommes in-

téressés à l’arithmétique des intervalles ainsi qu’aux principaux problèmes rencontrés lors

de la manipulation des intervalles. Nous avons souligné le fait que l’utilisation de fonctions

133



d’inclusion naturelles, dont l’implémentation est aisée,est souvent déconseillée, voire ineffi-

cace, en raison du pessimisme lié au phénomène de dépendanceengendré par des variables

multi-occurrentes. Nous avons également souligné le fait que pour réduire le pessimisme

engendré par le phénomène d’enveloppement (lorqu’il s’agit de représenter un ensemble de

forme géométrique quelconque par un pavé), il est souvent souhaitable d’avoir recours au

partitionnement des pavés utilisés. Nous avons enfin présenté les techniques souvent util-

isées pour manipuler et caractériser de façon approchée, mais garantie, des ensembles de

valeurs. Enfin, nous avons rappelé les principes de l’inversion ensembliste par arithmétique

d’intervalles et de caractérisation d’ensembles par contraction.

Dans le troisième chapitre, nous nous sommes intéressés au problème d’estimation d’état

pour des systèmes représentés par des modèles non linéairesà temps continu et incertains.

Dans un premier temps, nous avons présenté deux approches derésolution garantie d’EDOs

incertaines, l’une basée sur une extension des modèles de Taylor aux intervalles et l’autre sur

le théorème de Müller et les propriétés de monotonie. Ces approches de résolution d’EDOs

ont été ensuite utilisées pour développer une méthode de synthèse d’observateur fournissant

des bornes minorante et majorante de l’état. Ces bornes ont été synthétisées en utilisant

une approximation qLPV "garantie" basée sur l’analyse par intervalles. Enfin, nous avons

illustré les différentes étapes de la méthodologie développée sur un exemple numérique.

Le quatrième chapitre a été consacré à l’élaboration de tests de cohérence pour des

variables internes (état, paramètres) au système, permettant de détecter un changement in-

terne engendré par l’apparition d’un défaut. Dans la première partie du chapitre, nous avons

présenté une approche reposant sur l’utilisation des estimateurs intervalle développés dans

le troisième chapitre. L’utilisation de tels estimateurs permet, par l’intermédiaire d’un gain

agissant sur le retour de sortie, d’influer sur la taille du plus petit défaut détectable. Dans la

seconde partie, nous avons développé une procédure de détection de rupture paramétrique

basée sur les outils issus de l’arithmétique des intervalles.

Les résultats obtenus dans ce mémoire offrent des perspectives intéressantes de dévelop-

pements ultérieurs.

En premier lieu, les observateurs présentés dans le cadre dutroisième chapitre ont été

développés en se basant sur une structure de type Luenberger. L’idée étant de synthétiser

un gainL, tel que les bornes minorante et majorante de l’estimation respectent des condi-

tions de garantie et de convergence. Une direction intéressante pour des travaux futurs serait

d’employer un observateur ayant une structure plus complexe, intégrant par exemple un

gain dynamique, offrant ainsi plus de flexibilité dans la gestion des compromis de synthèse.
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En effet, un gain dynamique permettrait de pondérer la répartition de l’erreur d’estimation

dans le domaine fréquentiel. Si de tels observateurs sont utilisés pour générer des résidus

intervalles pour la surveillance, il parait pertinent de pouvoir établir les relations liant les

paramètres de réglage de l’observateur aux critères de performances en diagnostic, comme

par exemple le retard à la détection.

Une autre direction à développer et à formaliser concerne l’analyse de tendance para-

métrique en vue de mettre en place des fonctions de pronostic. En effet, dans l’approche

paramétrique, c’est le résultat de l’intersection entre undomaine initial et un domaine estimé

qui permet de conclure à la cohérence entre un modèle et les mesures. Cette démarche

peut être complétée par des informations supplémentaires sur le "degré" de déviation afin

de suivre l’évolution de l’écart paramétrique. Ces indicateurs d’écart peuvent être calculés

par la distance de Hausdorff qui permet de mesurer le degré desimilitude entre ces deux

ensembles.
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Annexe A

Définitions des espaces et normes

utilisées

Définition de l’espaceLq

On noteLq l’espace des fonctionsf telles que :






∫ ∞

0

|f(t)|qdt < ∞ si q < ∞
f(.) est essentiellement borné siq = ∞

(1)

Définition des normes

On note‖.‖q l’application deLq dansR+ définie par :

‖f‖q =






(∫ +∞

−∞
|f(t)|qdt

)1/q

si q < ∞

ess sup f si q = ∞
(2)

Norme 2

La norme2 d’un signals(t), noté‖s‖2, est donnée par :

‖s‖2 =

(∫ +∞

−∞
sT (t)s(t)dt

)1/2

, (3)

ou encore dans le domaine fréquentiel

‖s‖2 =

(
1

2π

∫ +∞

−∞
s∗(jω)s(jω)dω

)1/2

. (4)
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Norme e (ou norme2 tronquée)

Sur la base de la définition de la norme2, dans [Dinget al.2000], les auteurs définissent

la "norme" suivante, appelée norme2 tronquée ou normee. Cette "norme" est une troncature

sur une fenètre temporelle et fréquentielle des relations respectives (3) et (4).

‖s‖e =

(∫ t2

t1

sT (t)s(t)dt

)1/2

, (5)

‖s‖e =

(
1

2π

∫ ω2

ω1

s∗(jω)s(jω)dω

)1/2

. (6)

NormeH∞

Soit une fonction de transfertTuy dont le signal d’entrée estu et le signal de sortiey.

La définition de la normeH∞ est basée sur la valeur maximale du rapport de la norme2 des

deux signaux :

‖Tuy‖∞ = sup
u∈L2

‖u‖
2
6=0

‖y‖2

‖u‖2

, (7)

ou de façon similaire dans le domaine fréquentiel :

‖Tuy‖∞ = sup
ω≥0

σ (Tuy(jω)) . (8)

NormeH−

Soit une fonction de transfertTuy dont le signal d’entrée estu et le signal de sortiey.

La normeH− deTuy (voir par exemple [Chen et Patton 1999]) est définie par :

‖Tuy‖− = inf
ω∈[ω1,ω2]

σ (Tuy(jω)) . (9)

Il existe également une deuxième définition de la normeH− basée sur le rapport des

normese des deux signaux :

‖Tuy‖− = inf
u∈L2

‖u‖e 6=0

‖y‖e

‖u‖e

. (10)
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Résumé : Cette thèse traite des problèmes d’estimation et de contrôle de cohérence par
l’utilisation des techniques ensemblistes. L’objectif est la mise en place d’une démarche
méthodologique pour la surveillance et la détection d’anomalies au sein des systèmes où
le déterminisme des indicateurs relatifs à l’état de santé du système est une condition sine
qua non. Une fois placé dans un contexte ensembliste, l’évolution de chaque variable du
système est représentée par une enveloppe traduisant les incertitudes internes et externes ;
cette enveloppe représente le seuil au delà duquel le comportement observé représente un
écart anormal par rapport à son comportement nominal, et pouvant conduire à une incapacité
pour accomplir les objectifs de sa mission. Les techniques développées sont appliquées à un
procédé hydraulique de laboratoire .

Mots clés : Résidu intervalle ; test de cohérence ; systèmes non linéaires à temps continu ;
approximation qLPV garantie ; estimation ensembliste ; coopérativité.

Abstract : This work deals with the development of set-membership methods for set esti-
mation and consistency checks for nonlinear continuous-time systems. The main objective
is to setup a methodology for fault detection and isolation for the systems where the deter-
minism of faults indicators on the health system is a necessary condition. Once placed in
a set-membership framework, the evolution of each variableis represented by an envelope
reflecting the internal and external uncertainties. This envelope corresponds to the threshold
beyond which the observed behavior is an abnormal discrepancy over its nominal behav-
ior, thus preventing the accomplishment the mission objectives. The proposed methods are
applied on a hydraulic laboratory process.

Keywords : Interval residual ; consistency checks ; observer design ; nonlinear continuous-
time systems ; guaranteed qLPV approximation ; cooperativity.


