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Introduction générale

Les taches de surveillance et de contrle d’'intégrité semenues une préoccupation
majeure dans la conception, le développement, la validaid’'exploitation de systémes
industriels. De par la complexité croissante des procétléaugmentation des éléments
technologiques intégrés, les anomalies de fonctionnemgrevues peuvent avoir un im-
pact inacceptable sur la mission et les objectifs assigné&ysteme. Cette problématique
générale couvre un spectre disciplinaire et interdistgite trés large et a fait I'objet de
nombreux travaux de la part de la communauté scientifiquaisl@uelques années (voir
par exemple [Ding 2008, Chen et Patton 1999, Blagikal. 2006, Ragott al. 2007]. Pour
garantir le fonctionnement sOr des systemes, au niveatidome! (local) et/ou comporte-
mental (global), une étape essentielle est la mise en ceegréodctions de surveillance
et de diagnostic fiables. L'enjeu est tres important pouutaesllance des systemes com-
plexes critiques ou le déterminisme des taches de diagnetstie contrle de cohérence
est une conditiorsine qua nonEn d’autres termes, le résultat de ces taches doit étre en
guelque sorte "garanti”, ce qui tranche parfois avec laonotiassique de risque, défini
habituellement en termes de probabilité d’'occurrencewetsia détection. En aéronautique
par exemple, chaque actionneur est piloté par plusieucsileéburs ; lorsqu’une panne est
détectée dans la boucle de contrdle d’un actionneur, lelleaér associé est déconnecté
et un autre prend le relais. Par conséquent, la détectiarétieitres robuste afin de ne pas
détecter intempestivement des pannes et déconnecterd@soctlculateurs non défaillants.
Pour des raisons de sécurité, les probabilités de fausseeatt de non détection doit étre
"extrémement faible".

Les méthodes auxquelles nous nous intéressons dans ledeadette these sont celles
a base de modéles, permettant d’assurer un haut niveau atesbe vis-a-vis des impre-
cisions de connaissance. Depuis les premiers travauxmgetas de Beard et Jones [Beard
1971, Jones 1973] a MIT ou la notion de filtre de détection ardgtéduite pour la pre-
miere fois, de nombreuses techniques et méthodes ont &égpees au sein de la com-
munauté scientifique pour résoudre ce probleme (voir panpbe[Ding 2008]). La notion



de "modele" (implicite ou explicite) se trouve étre natlalent la clef de volte et I'étape
primordiale dans la construction de stratégies de diagnastase de modeéles. La démarche
générale consiste a estimer, ou reconstruire, les vasiabternes et/ou externes dont la
déviation en dehors d’'une plage de référence est rév@atei¢ apparition d’'un phénomene
anormal. Le fonctionnement estimé est "comparé" avec uantifmmement de référence
attendu en I'absence de pannes. Cette comparaison peudfigiteiée dans I'espace des
sorties, ou dans I'espace décrivant I'état interne (ésdipétres) du systéme. Les signaux
indicateurs sont ensuite structurés (si possible, en pteamacompte des contraintes struc-
turelles de type rang) et traités par un test de décisiongmfa fournir les indicateurs de
diagnostic.

Cette démarche suppose la disponibilééyriori, d’'une caractérisation de I'ensemble
des sources d'incertitudes affectant le modéle nominaysigme, généralement sous forme
stochastique. Typiquement, dans le cas d’'une modélisdi#at, il s’agit de caractériser le
bruit d’état (connaissance imparfaite du modéle) et letlw@imesure (imperfections des
chaines d’'instrumentation/capteurs). Sur la base de deteription, la famille des tech-
niques a base de filtre de Kalman (dans ses variantes linéaireon linéaires) ont été
largement utilisées pour concevoir des méthodes de dgteeti diagnostic. Cependant,
dans certaines situations, la description de I'ensemtdesdarces d’incertitudes en termes
stochastiques pourrait s’avérer insuffisante. Par exerpke erreur de biais, ou certaines
dynamigues mal connues, de nature déterministe, peuvesinpturellement étre décrites
et caractérisées a partir d’'une couverture ensemBligfendamentalement, ces approches
de modélisation placent le probléme dans un contexte "exrreoonnues mais bornées”, ou
les incertitudes peuvent étre englobées par des ensendnigscts. Les développements
ultérieurs qui seront présentés dans ce mémoire se sitapstod périmetre.

Le mémoire est organisé de la fagon suivante :

Le chapitre 1 est dédié a un tour d’horizon rapide des principales teclasgle détec-
tion et de diagnostic a base de modeles. Comme nous l'avaiigrs®, ce théeme a connu
un essor important durant ces trois derniéres décenniedadt lbjet d’'un nombre trés
important de travaux et publications (voir par exemple P2908] pour une étude récente).
L'ambition de ce chapitre est par conséquent trés limitégagit de faire un tour d’horizon
rapide en mettant 'accent sur les caractéristiques eledion avec nos travaux.

Pl’approche "Stochastic Embedding" [Goodvéihal. 1992] permet de traiter le cas des dynamiques nég-
ligées par une couverture probabiliste, moyennant deappations



Dans ledeuxiéme chapitre nous allons présenter les outils mathématiques qui sont
utilisés dans la suite de ce document. Dans une premiélie,paostis présentons quelques
définitions de base sur les ensembles. Bien que ce chapitressentiellement dédié aux
définitions et a la représentation des ensembles, il nousuapeatinent d’y consacrer un
chapitre, de facon a faciliter la lecture des chapitresasus; qui contiennent notre contri-
bution propre. La représentation des ensembles est fondal@elans notre démarche. Un
effort a été fait pour présenter de fagon pédagogique etisilapoutils de base afin de per-
mettre la manipulation efficace et aisée des sous-enserfaleni les approches classiques
pour représenter des sous-ensembles (équation/inéguatiage de points, recouvrement,
encadrement), I'analyse par intervalles est un moyen e#fipe@rmettant de manipuler des
ensembles de fagcon approchée mais garantie dans un combexiaéaire. Nous détaillons
ainsi dans la seconde partie de ce chapitre les principatils de I'analyse par intervalles
qui sont utilisés tout au long de ce document.

Le troisieme chapitre est consacré a I'estimation d’état dans le cas de modeles non
linéaires a temps continu et incertains. Les systemesgigsisont généralement décrits par
un ensemble d’équations différentielles non linéairesrémer ordre. Les composantes du
vecteur d’état forment un espace dans lequel évolue lesiétatnes du processus. Dans un
grand nombre de cas, ces variables correspondent a deggramdi ont un sens physique.
Par conséquent, I'analyse du comportement des estimateoss variables permettrait de
mettre en place des procédures de surveillance et de eomntedtohérence. De plus, ces
variables sont généralement trés sensibles aux modifisatie comportement dynamique
provoqué par I'impact des phénomenes externes. Dans lagrmepartie de ce chapitre,
nous présentons deux approches pour déterminer un encaurdm 'espace atteignable
d’'une équation différentielle ordinaire (EDO). La preneigbasée sur une extension des
modeles de Taylor aux intervalles, permet d’obtenir uneg@pmation numérique garantie
de I'encadrement de la solution d’équations différergielhcertaines. La seconde s’appuie
sur les propriétés de monotonie des modeles et les théomenesmparaison qui en deé-
coulent. L'idée est d’encadrer les valeurs admissiblespdiees atteignables d’EDOs incer-
taines par des trajectoires ponctuelles minorante et arajerLes techniques d’approxima-
tion d’espaces atteignables d’EDOs sont utilisées darsugidme partie de ce chapitre afin
de développer des estimateurs. Apres avoir présenté dapprpar prédiction/correction,
Nous nous intéressons aux estimateurs d’état bornantsua det sortie, s’appuyant sur des
propriétés de monotonie et plus particulierement de c@dpée. Nous abordons le cas des
modéles linéaires a une injection pres, puis nous nouesgéns a une large classe de mod-



eles non linéaires a temps continu. Pour cela, nous intsodsiune approximation gLPV
(quasi-Linéaire & Parametres Variants) "garantie" deséteschon linéaires basée sur des
outils de I'arithmétique par intervalles.

Enfin, le quatrieme chapitre contient nos contributions relatives au diagnostic a base
de modéles dans un contexte erreurs bornées. Apres avoir ldémompromis "garantie /
conservatisme", traduisant la notion de "robustesse ilgbt&S dans un contexte ensemb-
liste, nous nous intéressons, dans une premiere partiéurialation de tests de cohérence
basés sur I'estimation d’état. D’abord, nous présentomrsdémarche existante basée sur
les mémes principes que les estimateurs par prédictiogrftmn. Puis nous développons
une méthodologie de détection d’'incohérences par la gémérde résidus intervalles, is-
sus d’estimateurs d’état a retour de sortie. L'idée estididuire un parametre de réglage
permettant d’agir sur les performances des tests de cateérBious proposons également
une méthode permettant de quantifier la détectabilité. [2essconde partie de ce chapitre,
nous proposons d’élaborer des tests de cohérence basésstiordtion paramétrique, en
utilisant les outils de I'analyse par intervalles. Nousadl également, dans chacune de ces
parties, appliquer les méthodologies développées a uggédrydraulique de laboratoire.



Chapitre 1

Problématique de contrble de coherence
et de diagnostic a base de modeles

1.1 Introduction

Dans le milieu industriel, les taches de diagnostic sonveouaccomplies via la re-
dondance matérielle : les chaines matérielles sont "ntigkig' en utilisant des systémes de
fonctionnalité identique. Si une incohérence de fonctegnent est détectée et confirmée,
la chaine fonctionnelle incriminée est mise hors serviamedutre ensemble sain prend le
relais. Ce principe simple (et robuste) fonctionne sur lgpft des systemes industriels dits
“critiques” ou la slreté de fonctionnement est une préaattmp permanente. D’autre part,
la littérature traitant des méthodes de diagnostic ditdm%e de modéles” ou "analytiques™
a connu un essor trés important depuis ces derniéres annadaiel’'objet d’'un nombre
important de travaux. C’est probablement le theme qui d'tdifet de plus de publications
(dans toutes ses dimensions) dans le champ scientifiquertfigque", depuis le déclin du
"boum" de la commande adaptative au début des années guaitelix.

Ce chapitre n’a donc pas pour objet de décrire le spectréagss des techniques de di-
agnostic a base de modeles. De tres bons états de I'artsénastent dans la littérature, voir
par exemple [Ding 2008]. Notre choix a porté sur la présematynthétique des techniques
en mettant I'accent sur les aspects qui peuvent étre enatioréavec les développements
ultérieurs qui constituent le coeur de nos travaux. Le boeanivde détails n’est certes pas
aisé a trouver, tant les solutions analytiques proposégsanieme de diagnostic dans la
littérature sont variées. Le critére qui va guider les paplges suivants est surtout la mise
en évidence des problémes liés au compromis "robustessiige” des lors qu’il s'agit
de mettre en place une démarche méthodologique de congaielterence et d’intégrité
des systémes dynamiques.



CHAPITRE 1 : Problématique de la DLD

1.2 Position du probleme

De facon générale, la fonction de surveillance (ou diago)esst définie comme I'ensem-
ble des actions mises en ceuvre afin de détecter, caractérikeraliser tout phénomene
anormal affectant le comportement d’'un systeme. Le vocdalae", "défaut”, "panne" ou
"défaillance" est souvent utilisé pour qualifier le phénamanormal qui peut étre d’origine
externe (lié a I'environnement dans lequel le systeme @yabu interne (lié a la modifi-
cation des caractéristiques d’'une ou plusieurs compacsanteysteme). Par la suite, nous
utilisons les terminologies "défaut" ou "défaillan@&’pour désigner "toute déviation non
permise d’au moins une propriété ou d’un parametre caistitgre” du systeme surveillé
(voir par exemple [Isermann 1993, Ploix 1998]). Les défaetsvent affecter les unités fonc-
tionnelles (organes de mesure, d’action, de commandegnsfituant le systeme et peuvent
conduire a un mauvais fonctionnement de celui-ci. Il peutgirades situations ou le défaut
affectant une unité fonctionnelle n’entraine pas forcémuare déviation non permise du
comportement dynamique global du systeme. Cette situaiggroduit notamment dans le
cas des systemes commandés en boucle fermée, ou par nafteedes défauts de faible
amplitude ou basse fréquence sur les variables observéespatement compensé sur le
comportement entrée/sortie par I'action du régulatem'elh reste pas moins que ce type de
défauts doit aussi étre détecté et localisé , de facon peépoar identifier les composantes
incriminées et mettre en place des actions correctives, geime d’'une propagation incon-
trolée vers d’autres éléments fonctionnels du systemeskEmble des fonctions qui vise
a détecter, localiser et caractériser les défauts sonbr@ab a partir des techniques dites
FDI (Fault Detection and Isolation) ou DLD (Détection et latisation de Défauts). Par la
suite, lorsque I'on integre des contraintes de robustessa-vis des perturbations internes
et/ou externes, on emploiera le vocable de DLRD (Détectidroealisation Robustes de
Défauts).

Par ailleurs, dans la suite de ce mémoire, nous emploieranisip le terme "contrdle
de cohérence" ou d’intégrité, afin de placer le probléeme decgllance dans un contexte
plus large ou la surveillance peut concerner aussi bienvieanifonctionnel que le niveau
comportemental.

Classiguement, trois familles de défaillances sont coorant considérées :

(e terme "défaut” ou "faute” est généralement utilisé p@sigher une anomalie de comportement au sein
d’un systéme physique. Le terme "défaillance", quant aésjgne habituellement une anomalie fonctionnelle
entrainant une interruption permanente de la capacité shérsg a assurer une fonction requise dans des
conditions opérationnelles spécifiques.



1.2 Position du probléme

— les défauts des chaines d’instrumentation/capteursfigaitent les sorties mesurées
du systéme. lls sont souvent représentés comme une entliéeeadans I'espace des
sorties;

— les défauts actionneurs qui affectent, de facon additivenoltiplicative, les signaux
de commande du systéme;

— les défauts agissant sur le procédé, qui se traduiseningavariation anormale des
caractéristiques d’un ou plusieurs composants du syst€esgedéfauts sont le plus
souvent de type multiplicatif et dégradent le comportendgnamique du systéme.

Le principe des techniques de diagnostic basées sur le modegedondance d’'infor-
mations consiste a estimer, ou reconstruire, les varialdesla déviation en dehors d’'une
plage de référence autorisée serait révélatrice de I'éppad’'un phénoméne anormal. Le
fonctionnement estimé est ensuite comparé a un fonctioenede référence attendu en
'absence de pannes pour former des indicateurs de dé@esgsndicateurs devant répon-
dre a des critéres de robustesse vis-a-vis de variatioehad jugées normales, et des per-
turbations externes. lls doivent aussi étre sensiblestgptwtnomeéne dont I'effet peut étre
interprété comme un défaut agissant sur le systeme.

Afin d’estimer, de facon compléete ou partielle, les variabigernes (états, parametres)
et externes (sorties) du systeme a surveiller, on est amappliguer des techniques d’es-
timation et de filtrage. Considérons la représentatioratiggun systéeme physique, a temps
discret, perturbé par un bruit d’état (représentant la amsance imparfaite du modéle) et
un bruit d’observation (représentant les bruits de mesui8restrumentation) :

{ Xkt+1 = f(Xka Uy, p) + Vi (l 2 1)

Yk = g(xk, uk, p) + Wi

ouf etg peuvent étre non linéaires, € R"~ est le vecteur d’étaia € R™ le vecteur de
commandey € R™ le vecteur contenant des grandeurs mesurées,R™ etw € R™
représentent respectivement le bruit d’état et d'obsemwatt p € R"™ un vecteur de
parametre.

De fagon générale, les résultats d’estimation peuvenuéitreés de deux maniéres dif-
férentes pour surveiller I'état de fonctionnement d'unéyee.
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— Sil'on s'intéresse aux sorties estimées, la démarchastersit a former des signaux
résidus définis par la différence entre les données issseshdénes de mesures et le
vecteur de sorties estimées. On effectue ensuite diffetests sur la séquence d'in-
novation résultante, qui peut étre structurée afin de B¥dbs taches de surveillance.

— Si I'on s’intéresse a la surveillance des variables imgrf@tat et/ou parametres), il
existe des tests de cohérence dans I'espace paramétridjespace d’état pour con-
clure sur un changement anormal de comportement.

L'objectif des deux paragraphes suivants est de préseméseiment les techniques d’es-
timation, de modélisation et de filtrage ainsi que les testdétision classiquement utilisés
pour mettre en place une démarche analytiqgue de surveaill®mus soulignerons ensuite
les inconvénients et les limitations de ces techniquesyucegtivera le paragraphe 1.5 dans
lequel nous formulerons le probleme général de surve#l@omme un probleme de décou-
plage approximatif, résultant d’'un critére d’optimisatimin/max. Une présentation non
exhaustive des techniques de résolution sera faite, eam&tccent sur leurs limitations
spécifiques.

1.3 Techniques a base d’estimation des variables externes

Le principe est basé sur I'estimation, partielle ou intégrdes variables de sortie et sur
la comparaison de I'estimation avec les sorties mesuréasfponer une séquence d’in-
novation qui servira d'indicateur de défauts (résidusk tésidus sont ensuite structurés et
évalués par un test d’hypothese (voir figure 1.3.1). Le test@tision peut étre simplement
une logique a seuil ou un mécanisme plus complexe si les pildba de fausses décisions
sont imposéea priori : par exemple le test séquentiel de Wald ou le test de Peavson (
par exemple [Brunett al. 1990]).

u »  Systeme Y

r Struc_’t_uratio ] Indicateurs
L Evaluation | ° de défauts

Estimateur

<>

Fic. 1.3.1 — Détection a base d’estimation de variables externe
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Les techniques d’estimation et leurs propriétés en termeesodvergence, stabilité et
performances (biais, variance, ...) ont été largemeniétsdians un contexte général (voir
par exemple [Crassidis et Junkins 2004, Ljung 1999]). Sspps que les bruits d’état et de
mesure sont des séquences blanches, mutuellement noiéesyde moyennes nulles et de
matrices de variance-covarian€g, = E(viv}), R, = E(wyw} ), SUpposées connues
priori. Dans le cas ou les fonctiofiet g sont linéaires et les parameétres conaysiori, le
filtre de Kalman fournit I'estimateur optimal de I'état amselu minimum de variance. Dans
le cas général, ou I'on souhaite estimer également un nertembre de paramétres inconnus
et/ou les fonction$ et g sont non linéaires, I'estimateur optimal du systeme repri&spar
les équations d’état non linéaires n’est pas réalisablaérarrssion finie [Lewis 1986]. La
résolution du probléme conduit donc a différentes tectesqliapproximation des équations
de filtrage. L'algorithme le plus populaire est le filtre delidan étendu (EKF). Ce dernier
repose sur la linéarisation des fonctions non linédireigz a I'aide d’'un développement de
Taylor, limité a I'ordre un, autour de I'estimation courantes équations de filtrage peuvent
étre résumées comme $tlit

= f(xy_ ~ N(0
Modale XkN (Xp—1,u) + Vi, Vi (0,Qu)
Yi = &(Xk) + Wi, Wi~ N(0,Ry)
Initialisation Co = E{xox%}
f(k\kfl = f(f(kfukfla uk)
Prédiction Chlp—1 = chgfllle;‘f + Qy
Propagation F = <
X—1]k—1 .
K = Ck|k71G£ [chk\quZ + Rk]
Calcul du gain G, = g
k= Ao
ox |,
Xk|k—1
L Xiik = Xpp—1 + Ki[Ve — g(Xp/p—
Mise & jour Xkl = Xk|k—1 + kYK g(xk|k 1)]
Crii = [I — K G]Crj—1

avecXy, I'estimation de I'état a l'instank, Cy;, la matrice de variance-covariance de l'er-
reur,y, le vecteur de mesure a l'instahetI une matrice identité de dimension appropriée.
Il est a noter qu’il existe des versions entierement coerau hybrides (équations d’état
continues, équations d’observation discretes, voir pamgte [Crassidis et Junkins 2004]).
La formulation hybride correspondant naturellement a umiexie de description/ modélisa-
tion ou les dynamiques mises en jeu sont exprimées a tempawaandis que les mesures

le vecteur d'étak peut étre un état augmenté, et contenir ainsi un certain redeparameétres. Dans ce
cas, les fonctions$ etg sont modifiées. Par souci de lisibilité, ces notations sonservées dans la suite.
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sont récupérées a temps discret. Pour cette derniére Uat@up de filtrage s’écrivent de la
fagon suivante :

. x(t) = f(x(t),u(t)) +v(t), v(t)~ N(0,Q(t))
Modele S — gx) + wa, w(t) ~ N(0,R(1))
Initialisation X(to) = %o

Co = E{x(t9)x" (t9)}

' x(t) = £(X(t), u(t))
C(t) = F(x(t),)C(t) + C()FT (%, 1) + Q(¢)

Prédiction
Propagation F(x(t),t) = o
0% |50y _
K, = Ck|k71G£ [chkw,le + Rk}
Calcul du gain _ Og
G,= —
ox

Xi|k—1
Xk = Xnfh—1 + Ki [y — 8(Xjr—1)]
Crpke = [I — K G]Crjio—1

Mise a jour

Quelle que soit la version utilisée, tant que I'estimée aote reste au voisinage de I'é-
tat réel du systeme, la linéarisation au premier ordre regtble. Cependant, si les erreurs
deviennent trop importantes (comportement du systemen@ekloigné vis-a-vis de son
modele, par exemple suite & un changement de point de fonetioent ou a I'apparition
d’un défaut), la linéarisation peut ne plus étre valableosideiire a la divergence de I'esti-
mateur. De plus, mis a part les difficultés d'implantatiotrimséques a la méthode (calcul
des Jacobiens a chaque pas d’échantillonnage), certaffiesligs liées a la différence de
vitesse de convergence des parametres et de I'état pewdoispapparaitre, compromet-
tant la robustesse numérique de I'algorithme (vitesse deezgence des parameétres plus
lente que celle des variables d’état [Reif et Unbehauen]).999

Il existe des versions améliorées de 'EKF développées limiter ces inconvénients.
On peut citer le filtre de Kalman étendu du second ordre [Saagdvoshiri 2007] qui, en
calculant la matrice hessienne, permet de limiter les eésqle divergence de I'estimateur
mais présente, en contrepartie, un codt calculatoire phpoitant. Une autre alternative
peut consister a employer des techniques d’approximagioly;momiales des fonctions non
linéaires. C'est notamment le cas des filtres présentédNangaardet al.2000]. Ces filtres
ont été utilisés dans des domaines d’application variées :

— probleme de surveillance des pics de pollution atmosghéfizolghadret al.2004];

10



1.3 Techniques a base d’estimation des variables externes

— estimation de données inertielles pour des systemes dgatian intégrés [Wan 2006] ;

— diagnostic des pannes oscillatoires d’une chaine dassement en position d’'une
gouverne de I’A380 [Lavignet al.2008];

— estimation de données pour le suivi de trajectoire d’'untafobile [Peralta-Cabezas
et al.2008].

Dans cette approche, les non linéarités sont approximée&peension multidimen-
sionnelle de la formule d’interpolation de Stirling [Ngegd et al. 2000]. En comparaison
avec lI'approximation de Taylor, elle ne nécessite pas drutsatle Jacobiens, mais simple-
ment des évaluations de fonctions. Cela permet d’avoir use en ceuvre plus facile et il
n'est plus nécessaire d’assurer la dérivabilité des n@alités. De plus, elle est facilement
re-paramétrable, d’ou sa plus grande portabilité. Enfionsid’autres techniques de résolu-
tion comme le filtrage particulaire [Liu et Chen 1998, PitSétephard 1999] ou le filtre de
Kalman non parfumé (UKF) [Wan et Van Der Merwe 2000], qui effr certains avantages
par rapport a I'EKF.

Quel que soit le contexte d'utilisation "orienté surveilia" et quel que soit I'algo-
rithme de résolution utilisé, le point crucial est le reglaglapté des matrices de variance-
covariance des bruits d’état et de mesudeet R). Ces derniéres conditionnent les perfor-
mances de I'estimateur et doivent alors étre percues cones@alametres de réglage de
haut niveau (ou hyper-parametres). Notons que cette Vibigper-parameétres" de réglage
correspond a une interprétation déterministe qui trangbe ks hypothéeses stochastiques
faites au départ au sujet des sources d’incertitvdesw. Le réglage de la matrio® per-
met de moduler la flexibilité du modele (le degré de confianeelgpn accorde au modeéle),
alors que la matric® contrdle la flexibilité de I'équation d’observation.

Dans le cas linéaire, il existe des techniques pour un réggstématique de ces parametres,
d’apres un critere de performance donné [Mehra 1970]. Dagasd non linéaire, le prob-
leme de réglage est plus complexe et on a recours a certattesdues itératives, comme
par exemple I'approche présentée dans [Bxdx. 2008].

Le paragraphe suivant a pour objectif de décrire brievemeealjues tests de décision
dans I'espace parameétrique afin de détecter un changenwnalrdes parametres internes
pouvant étre révélateur de I'apparition d’'un ou plusiew@fadts affectant le comportement
du systeme.

11
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1.4 Tests de cohérence sur les variables internes

Supposons que I'on dispose d’un estimateur (par exemple gewk cités dans le para-
graphe précédent). Ce dernier fournit une estimation dealeuv nominale d’un vecteur
de paramétrep du modele spécifié ainsi que sa matrice de variance-coariassociée
5, censeée traduire la variabilité des parametres en forratiment normal. Par la suite, on
note le couple(f),CA) obtenu en fonctionnement normal q&,@l) et le couple estimé a
partir des données en ligne pgax, 52). On suppose également que les "hyper-parametres”,
contrdlant les performances de I'estimateur, ont été ségéon un critére de performance
spécifié (temps de réponse, robustesse, ...).

Supposons que I'on dispose d’'un couple vecteur de parametmatrice de variance-
covariance calculés priori a partir d’'un cycle de fonctionnement jugé normal. Dans-I'hy
pothése ou les paramétres sont constants en fonctionnemengl, leur variabilité est
uniguement due a la propagation des perturbations. Amsietvariation significative d’un
parameétre peut étre interprétée comme la révélation d’'uplusieurs défauts affectant le
comportement du systeme.

Le probléeme de détection revient donc a décider si pour uréheatbnné I'estimation
des parametres en ligne est cohérente avec I'estimatioaféence. Cette décision peut
étre prise par la mise en place de tests de détection de changeinternes. Dans la suite
de ce paragraphe, nous présentons deux types de testsnhiemprrespond a un test de
chi-deux(y?). Ce test est basé sur I'évaluation d’une distance dansdasparamétrique.
Le second, dit RG?, repose sur le suivi de I'évolution de I'espace paramégriagmissible
obtenu au cours du fonctionnement du systéme (en ligne)retasaomparaison avec un
espace de référence issu d’'une phase de fonctionnemeralnorm

1.4.1 Détection de variations paramétriques par le test dehi-deux

Le probleme que nous cherchons a résoudre consiste a dhurisides deux hypotheses
suivantes :

— Hy:le systeme est dans un état jugé "normal”, c’est-a-diredgations paramétriques
observées ne sont pas provoquées suite a I'apparition éiautt

— H, : Hyn'est pas vrai.

Blpour : deux Régions de Confiance

12
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La procédure de détection d’'un changement dans les casdicgées du systeme peut
étre basée sur I'étude de la différence des parameétresésstim

op =1 — Po. (1.4.1)

D’apres [Ljung 1999], si la structure du modele est assdzerigour inclure le vrai
vecteur de paramétrg et si le nombre de données (nad est assez grandp — pi)
et(p — p2) sont des vecteurs aléatoires suivant une distributionsiguse :

)

Ni(p1 — p) € AsN¥(0,P;), avecC; = —, i€ {1,2}, (1.4.2)

=

ou N; est le nombre de données et la matrice de covariance asymmﬁ; peut étre es-
timée d’'aprés les mesures.
Sous I'hypothésél, et en admettant que; et p, sontindépendants, nous avons :

Sp € AsN(0,5P), (1.4.3)

5P = Cy + Co. (1.4.4)

En se basant sur la relation statistique (1.4.3), différéggts peuvent étre construits pour
détecter un changement [Carlssetral. 1988]. Par exemple, il est possible de poser le test
de chi-deux :

T —3p 6P op, (1.4.5)

ou la variableT" est distribuée asymptotiquement suivant une loyée@vecn, degrés de
libertés. Tester{, en testanf’ sur un intervalle de confiance donné (la probabilité du rejet
de H, quandH, est vrai) donne lieu au test bien connu de chi-deux.

1.4.2 Tests basés sur les régions de confiance

Le test RC2 a été développé, dans sa version originale par gal. 1980] pour des
applications liées a la navigation inertielle dans le doraiéronautique. La solution initiale
proposée dans [Keet al. 1980] conduit a un probléme d’optimisation, délicat a réseu
dans certaines situations ou le test de décision est cengérger en un temps tres court.
Dans [Zolghadri 1996] une technique géométrique de résolutadicalement différente, a
été proposée conduisant a un mécanisme de résolution pipkesi

[l Asymptotiquement Normalement Distribué
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Dans ce paragraphe, nous allons présenter le principelgiitome de résolution qui
en résulte. Le lecteur intéresseé pourra se référer aweréfés citées plus haut pour de plus
amples détails.

Avec les mémes notations que dans le paragraphe précédamsepposant que la loi
de distribution dép —p;), ¢ € {1, 2} est effectivement gaussienne, on montre [Ljung 1999]
gue les scalaires :

t=p-p)C p-b) ic{l2}, (1.4.6)

suivent une loi de chi-deuxs, degrés de libertes :

— _ 2
Pi(a) = Prob(z; < a) = Prob(x,, < a). (1.4.7)
Ainsi, sil'on fixe le méme niveau de confiangeans les deux estimations, il est possible
de construire des régions de confiance des variables repabses par deux ellipsoides de
confiance centrés s etp, :

E@i,p)={peR™ | (p;—p)'C;'(pi—p) <} i€ {1,2}. (1.4.8)
Le test RC2 consiste a:

— ChoisirH, sidp € R™, tel que :{{p € E(P1,p) Ap € E(P2,p)};

— ChoisirH; sinon.

Ce qui revient a déecider s’il existe une partie commune datrégion de confiance au-
tour des variables de référence en fonctionnement nomielrégion de confiance autour
des variables estimées en ligne. On peut souligner quet IB@et le test de chi-deux coin-
cident dans le cas monodimensionnel comme des tests swavawthement des intervalles
de confiance. En général le test chi-deux est bien placé paectr des défauts "soft",
tandis que le test RC2 est plus approprié pour détecter degyements brusques dans les
applications ou un tres faible taux de fausses alarmes @sé @nportance majeure.

Dans le cas ou le vecteur de parametres ne serait pas codatente temps, les ap-
proches présentées dans ce paragraphe sont applicalbl@s psiut disposer d’'une estima-
tion a priori du scénario d’évolution des variables internes étudiées.

Le mécanisme de déroulement de I'algorithme RC2 est donnié&jggorithme 1.
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Algorithme 1 Test RC2
ENTREES : p1,C1, P2(k),Ca(k), p
1: Si (Pa(k) = P1)"C; (Pno (k) = P1) # @ = P1 € E(By,,p) , Alors
2. Retourne H, (les deux régions de confiance chevauchent)
3: Fin (Si)
4: Chercher la racine négativg de F'(\),
OUF(\) = VTG HE)V(N) — a,
V(A) = (AC (k) = € 1) 71CrH (Be(k) — Bu),
F(—o0) = —aetF(0) > 0,
avec une valeur initialel < 0 telle queF'(A) < 0.
W = (ACy (k) — €))7y (k) (Ba (k) — 1)
Si XWTC'W > a, Alors
Retourne H,
Sinon
9: Retourne H;
10: Fin (Si)
SORTIE . HyouH,;

1.5 Techniques basées sur une formulation explicite des
objectifs de diagnostic

Dans les paragraphes précédents, nous avons présentéaim cembre de techniques
d’estimation et de tests de décision pour résoudre le probbe diagnostic. Ces approches,
s’inscrivent dans un contexte stochastique et reposeitestimation d'un certain nombre
de variables internes et/ou externes du systeme qui, usaréiiées, sont censées fournir
des indicateurs plus ou moins fiables sur I'état de santé si¢isye. Associées a une cer-
taine dose d’expertise et de savoir faire, ces techniquasaspourd’hui bien ancrées dans
différents domaines d’application. Cependant, ellesgatEnt un inconvénient qui, dans un
contexte de diagnostic et contrle de cohérence, deviarditepant. En effet, ces tech-
nigues ne permettent pas de formuler explicitement lesctfgede robustesse et de sen-
sibilité lorsque I'on aborde le probléme de synthese enrdiatic. En d’autres termes, la
phase de génération ne permet pas d’intégrer pleinemenbjestifs de sensibilité et de
robustesse des résidus, ces objectifs sont souvent gésésdeld'évaluation par un test de
décision. Le niveau de performances atteint est alors swus®gu de procédures itératives
visant a régler les différents paramétres de réglagens#ques a l'algorithme employe,
jusqu’a I'obtention de résultats jugés satisfaisantsemls a I'issu de longues campagnes
de tests et de simulations.
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CHAPITRE 1 : Problématique de la DLD

Le probléme de diagnostic peut étre abordé d’'une manieférelite en formulant de
facon explicite les objectifs de robustesse et de sersiliilis de la synthése des résidus.
Ainsi, idéalement, le vecteur de résidus doit étre nul emtionnement normal et présen-
ter un changement de comportement statistique signifieatfirésence d’'une défaillance.
Autrement dit, I'ensemble des perturbatiothsne doit pas, contrairement aux défatits
affecter le résidu. Pour illustrer le concept, considéiqums le systeme a surveiller est com-
mandé en boucle ouverte. Le signal de commar(dgest donc parfaitement connu et n’in-
flue pas sur les propriétés du signal indicateur de défautssiAon admettra que le résidu
r(t) ne dépend que des vecteurs de perturbatibes de défaillance$, via une fonction
vectoriellew, telle que :

r(t) = w(d(t),f(t)). (1.5.1)

Les objectifs du probléme de DLRIDétection et Localisation Robustes de Défauts
peuvent alors s’exprimer comme :

{ ¥(d(t),0) =0 (1.5.2)

@(d(t),£(t)) £ 0

Ces objectifs expriment un découplage parfait entre letsetfes perturbations et des
défauts. Il est rare que I'on puisse atteindre cet obje&ifiécouplage parfait. Pour cette
raison, la problématique de détection peut étre redéfimemm®un probléme de découplage
approximatif :

{ 12 (d(®), 0)ll, < a (1.5.3)

e (d@), f)l, > 6

ou |||, avecp = {1,2,00} est une norme (voire annexe A) et alet 3 représentent les
niveaux respectifs de robustesse vis-a-vis des pertorismtiet de sensibilité vis-a-vis des
défautsf.

Autrement dit, d’'un point de vue synthese, le probléme de DId@nsiste a construire
des signaux indicateurs de défauts qui soient le plus relpassible vis-a-vis des entrées
inconnues et le plus sensible possible vis-a-vis de tounig@iéne dont I'effet peut étre in-
terprété comme un défaut agissant sur le systéme. Il s’agit typiquement d’'un probléme
d’optimisation de type min/max.

Qualitativement, le probleme de robustesse se traduitapgémération d’'un vecteur de
résidusr de telle sorte que le rapport entre une mesure (par exemplartae2) der et
une mesure du vecteur des entrées incondisest minimisé. De méme, on peut considérer
que la contrainte de sensibilité revient a générer un vedeuésidus de telle sorte que
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1.5 Techniques basées sur une formulation explicite dextifgj de diagnostic

le rapport entre cette méme mesure de I'erreur d’estimatetnrune mesure du vecteur de
défautf soit maximisé. Ce qui revient a formuler le probléme d’opg@ation suivant :

: [l
min sup
|d]|#0 ||d||2 (154)

oIl
x inf , Yw € Q
IEli0 [|£][, !

ou (2 est une zone de fréquence specifiee sur laquelle la setésd®it vis-a-vis def doit
étre atteinte.

En termes d’opérateurs, ces relations sont équivalentaspaobleme de min/max qui
peut s’écrire de la fagcon suivante :

0 ([T
min | Tae (p)] .. (155
max || 15 (p) | -

ou| ||, représente lanornk, || ||_ la normeH_ (voir 'annexe A) et ot 4, (p) etTs(p)

sont respectivement la matrice de transfert eneed et la matrice de transfert entreet f.

Le probléme consiste a générer un résidu tel que :

sup 7 (Tar(jw)) < o

156
info(Tu(,w)) > B,  VYwe; .

ou7 eto représentent respectivement la plus grande et la plug paliéur singuliére.

Idéalement, pour obtenir un bon niveau de détection, leanivie robustesse doit
étre le plus petit possible. A l'inverse, le niveau de sahh5 (qui assure une sensibilité
minimale), doit étre le plus grand possible. Ceci conduitidimmiser le critére suivant pour
résoudre le probleme de détection robuste :

7oy = el (15.7)

172 ()|
Parmi le vaste panel des méthodes ou techniques de résotuticexistent dans la
littérature pour résoudre ce probléme, nous allons briewemrésenter trois familles de
méthodologies fréquemment utilisées. De trés bons étdtartlsur I'analyse de ces méth-

odes peuvent étre trouvés dans la liste non exhaustive 8&enées suivantes [Chen et
Patton 1999, Edelmayer et Bokor 2000, Fragtkal. 2000, Blankeet al. 2006, Isermann
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CHAPITRE 1 : Problématique de la DLD

2005; 2006, Ding 2008]. Ces trois grandes approches sont :

— l'approche par projection dans I'espace de parité ;
— les approches a base d’observateurs de diagnostic;

— les approches basées sur la synthése directe de filtres.

Par la suite, nous allons mettre I'accent sur la maniere cesapproches répondent aux
spécifications décrites dans ce paragraphe. L'approcheead®avecteur de parité (voir par
exemple [Chen et Patton 1999, Chow et Willsky 1984]), ledésist généré en projetant
les données mesurées dans un espace appartenant au seesvespaiel supplémentaire
au sous espace vectoriel engendré par les colonnes de laerdibbservabilité d’ordre
réduit (ordre de I'espace de parité). Dans un contexte na@r/roet espace de projection
est déterminé de facon a ce que le résidu obtenu soit le phust® possible vis-a-vis des
entrées inconnues et le plus sensible possible vis-a-gidéfauts. Dans les approches a base
d’observateurs (voir par exemple [Chen et Patton 1999})domnme dans une approche par
synthese directe de filtre DLD (voir par exemple [Mangoul®8,Rank et Niemann 1999,
Henry et Zolghadri 2005]), I'idée est de définir le résidu coenétant la différence entre
une combinaison linéaire des sorties et des entrées etdstinsations respectives, tout en
minimisant le critére d’optimisation min/max.

1.5.1 Découplage par projection dans I'espace de parité

La méthode est basée sur I'exploitation de la redondandgtanpe présente dans les
équations d’état lorsque celles-ci sont écrites sur ureboril’'observation (voir par exem-
ple [Chow et Willsky 1984]).

Considérons le modeéle d’état discret :

{ x(t+1) = Ax(t)+Bu(t) + Ed(t) + Kif(t) (1.5.8)

y(t) = Cx(t) + Du(t) + Eod(t) + Kof(?)

oux € R™,ue R™,y € R, d € R", f € R" sont respectivement les vecteurs d’état,
de commande, de mesure, de perturbation et de défaut.
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1.5 Techniques basées sur une formulation explicite dextifgj de diagnostic

Sur un horizon d’observation les équations d’état peuvent étre mises sous la forme :

y(t—9) u(t—9 dt—9) £(t—s)
t—s+1 t—s+1 dt—s+1 f(t—s+1
YD orsxenaom, | ™0 oo, | Y aon, | FETETY
y(t) u(t) d(t) £(7)
—_——— —_———
y (t=s,t) u(t—s,t) d(t—s,t) f(t—s,t)
(1.5.9)

ou OBS est la matrice d’observabilité d’orde COM,, , COM, et COM ; sont respective-
ment les matrices de Hankel des quadrupfed, C, D), (A, E;,C,Ey) et (A, K, C, K5),
voir [Chow et Willsky 1984]. Le résidu est alors défini par :

r(t) = v (y(t — s,t) — COMu(t — s,t)), (1.5.10)

ou le vecteur de parite est construit de telle sorte que :

T _
{ v OMi =0 (1.5.11)

VTCC)Mf 7é 0

Les conditions issues de (1.5.11) impliguent un découptegtait avec les perturba-
tions. Le critere de découplage approximatif revient a miser le rapport :

_ v oomll,

On montre que ce probléme d’optimisation peut étre formol@rme un probléme de
valeurs propres/vecteurs propres généralisé qui peutr&mu a I'aide du théoreme de
Gantmacher (voir par exemple [Frank 1990]). Plus précisgenus peut réécrire le critére
précédent de la maniere suivante :

HWTVOC(’)MdH
Jo_ = 2 1.5.13
= [wTve@oM; (519
ou v, est une solution de :

vi OBS = 0. (1.5.14)

Trés souvent, on choisit la solution orthonormale parmiinfiaité de solutions possi-
bles. En appliquant le théoreme de Gantmacher [Frank 168Qipuve ainsi le "sélecteur”
optimalw?, qui fournit la meilleure solution en termes de robustessewis ded et de
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CHAPITRE 1 : Problématique de la DLD

sensibilité vis a vis dé.

Les limitations d’une telle approche proviennent essdatient de la modélisation util-
isée, qui ne permet pas de considérer les dynamiques négjtigés le modele, ni d’intégrer
dans le critére des objectifs sur la dynamique d’évolutiorvecteur de résidus. Certains
travaux tentent de contourner le probléme des dynamiquesanaues et/ou inconnues en
utilisant des seuils adaptatifs dans la phase d’évolutemnsignaux indicateurs de défauts
(voir par exemple [Patton 1997]).

1.5.2 Deécouplage a l'aide d’observateurs de diagnostic

La présentation qui va suivre est faite dans un contexteragrafin de faciliter la lecture
de I'analyse min/max qui est effectuée a I'aide des normep@tateurs, souvent définis en
temps continu. Néanmoins, I'analyse est facilement traseiple en temps discret, sachant
gue I'étude est faite dans un contexte linéaire.

L'idée de base des observateurs de diagnostic est d’esiimearombinaison linéaire des
sorties a partir d'un modeéle du procédé. Ce principe estifusur la figure 1.5.1. Lerreur
d’estimation (directe ou pondérée) est alors prise comsidue

f ——

d —| Systeme

u >

> 5/ )
Modele

—i
—

Observateur

FiG. 1.5.1 — Techniques de détection a base d’estimation desbiles externes

Considérons alors le modele nominal a temps continu :

(1.5.15)

x(t) = Ax(t)+ Bu(t) + Eid(t) + Kif(¢)
y(t) = Cx(t)+ Du(t) + Eod(t) + Kof(t)

oux € R™,ue R™,y e R, d € R%, f € R" sont respectivement les vecteurs d’état,
de commande, de mesure, de perturbation et de défauB (C, D) est la réalisation d’état
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1.5 Techniques basées sur une formulation explicite dextifgj de diagnostic

nominale du systéme a surveiller &,( E,, K, K,) sont des matrices de distribution de
dimensions appropriées.

Le modele de I'observateur de diagnostic (figure 1.5.1) ggésente de la maniére suiv-
ante :

(1.5.16)
e(t) = Qr(t)
our(t) =y(t) — y(t), L estle gain de I'observateur € est une matrice de structuration.
Dans le cas oD = 0, I'erreur d’estimation de sortie est dépendante des vectel
perturbations et de défauts, et indépendante de la comnmamgi@aleu du systeme. Ainsi
on peut écrire :

{ X(t) = AX(t)+ Bu(t) + Lr(t)

€= Q(Tdr(p)d + Tfr(p)f) = Tde(p)d + Tfe(p)f7 (1517)

ou Ty, (p) etT(p) sont respectivement les matrices de transferd dersr et def versr et
Tae(p) et Tt (p) SONt respectivement les matrices de transfert entre lied'estimation de
sortiee et le vecteud et la matrice de transfert entre I'erreur d’estimation deise et le
vecteurf.

Le probléme que I'on cherche a résoudre consiste alors anuiéer L et Q satisfaisant
des objectifs spécifiés en terme de robustesse et de sgésibdns la suite de ce para-
graphe, nous présentons deux approches récentes a baserdabur permettant de déter-
miner le gain d’observatedr tout en minimisant le criterd, ,_.

Une premiére approche, décrite par exemple dans [ChentenP&99], consiste & ex-
primer le critere/,_ a l'aide des norme®{,,/H_ et a utiliser des techniques d’optimisa-
tion LMIs (Linear Matrix Inequalities) pour sa résolutiddous invitons le lecteur intéressé
a se référer a I'annexe A pour les définitions des norkigset H_. Cette approche résout
donc le probleme de DLRD en garantissant un niveau de sétésibinimal aw = 0, ce qui
permet de maximiser le gain statiqueig(p). En revanche, elle ne permet pas de maitriser
la dynamique de I'évolutiofft.(p), ce qui constitue un handicap majeur.

L'observateurH.,/H_, développé dans [Rambeaux 2001] permet, quant a lui, de min-
imiser la norméH ., du transferZy.(p) et de maximiser la norm¥ _ du transfertlz.(p) sur
un espace fréquentiel fini. Cette approche comprend depg®£tda premiére consiste a syn-
thétiser un observateur permettant de générer un résidistebis-a-vis des perturbations,
tout en maximisant la sensibilité vis-a-vis des défailEsid.a seconde consiste a construire
un seuillage optimum du résidu qui prend en compte les igdes de type paramétrique.
Le gain de I'observateur est alors la solution de deux LMIs associées aux contradges
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CHAPITRE 1 : Problématique de la DLD

robustesse de sensibilité minimale (1.5.6). L'existerioe& matriceP symétrique définie
positive ainsi que d’une matride solution de ces LMIs permet de déduire le gain de I'ob-
servateur.

Ce gain garantit les niveaux de performances nominale€finéglen robustesse et en
sensibilité. Pour optimiser cette méthode, des pondé@ssarly, (p) et Tx (p) (matrices
de transfert respectives entre les entrées perturbagtdes défaillances, et la soryg peu-
vent étre introduites de fagon a spécifier I'espace des émops sur lequel les performances
doivent étre optimum.

Une autre approche, développée dans [Giteal. 1996, Chen et Patton 1999], propose
de synthétiser le gain d’observatdudans un contexté{,,, comme la solution d’'un prob-
leme d’optimisation multi-objectifs en empilant toutes t®ntraintes de robustesse et tous
les objectifs de performances; par exemple :

— contrainte de sensibilité :

Ji = max inf Q(Tfe(jw)). (1.5.18)

L wew,ws]

Cet objectif, qui est un probleme de maximisation, est fan en un probleme de
minimisation en utilisant la propriété sur les valeurs siitges 7(A~!) = o(A). Le
critereJ; devient alors :

Ji =min sup E(ngl(jw)) ; (1.5.19)

W€ [w,wa]

— contrainte de robustesse :

Jo =min sup E(Tde(jw)) ; (1.5.20)

welwi ,wa]

— contrainte de maximisation du gain statique entre le vésides défauts :
J3 = max |A -LC|, ; (1.5.21)

— contrainte de placement de pdles afin d'imposer la dynasrdguésidu ;

— contrainte sur la localisation des défauts.

Tout comme dans le paragraphe précédent, des matrices dérptians sont attribuées
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a chaque contrainte de fagon a optimiser les performancessitiu. La technique de réso-
lution qui est proposée dans [Chen et Patton 1999] s’appuiersalgorithme génétique.

Les techniques de synthése a base d’observateurs, queasrtars\de décrire trés brieve-
ment, proposent des solutions pour minimiser le critére . Chacune de ces approches
comporte des limitations spécifiques. Si I'optimisatiors désidus est faite dans un con-
texteH., les résultats obtenus sont souvent conservateurs. Uhgaagosterioriserait
donc nécessaire pour qualifier le degré de conservatisnmeietgster la robustesse de I'ob-
servateur. Cette procédure d’analyse est nécessaire @acluce sur le degré d’atteinte des
objectifs et de fournir des indications sur la maniére destiontraintes pourraient étre réal-
isées et modifiées. De plus, 'empilement des contrainteg-gib rendre délicat la résolution
numérique du probleme de synthese. Il est & noter égalernentlg facon générale, seule
une classe restreinte d’incertitudes, les incertitudessditructurées, peuvent étre prises en
compte dans la phase de génération des résidus. Toutepleslags a base d’observateurs
(ou d’espace de parité), utilisant un mécanisme de décge plpproximatif, supposent que
les matrices de distribution des entrées inconnues sonhl@s" ou bien qu’elles peuvent
étre estimées. On peut également souligner que dans lecagstémes incertains, 'obser-
vateur de diagnostic synthétisé verra ses performancesiéesdsi le systeme surveillé est
commandé en boucle fermée. En effet, comme nous I'avonsnaéjgionné, la boucle de
commande a pour effet de minimiser I'influence des défauttestecteur de résidus.

1.5.3 Approche par synthése directe de filtres de diagnostic

Une autre approche, plus générale, pour résoudre le prebdéoptimisation formulé

par (1.5.7), correspond a la famille des méthodes qui ondé&téloppées recemment dans
un contexteH ., (voir par exemple [Ding 2008]). On peut distinguer :

— les approches a base d’estimateurs robugtes Ces dernieres reposent sur la syn-
these d’un filtre dynamique tel que le signal indicateur dawt§ soit une estimation
robuste des défauts (voir par exemple [Mangoubi 1998]) ;

— les approches basées sur la génération de résidus. Cestaggpreposent sur la syn-
theése conjointe d’un filtre dynamique et de deux matricedmetsiration (statiques)
M, et M, pour fusionner de fagon optimale (au sens d’'un critere)r&sinations
issues des chaines de mesure et des signaux de commandeeBalesniéres ap-
proches, les objectifs de synthése sont formulés et gérésudacontexté.,/H_
permettant, a la différence des premieres méthodes, utiergedus aisée du com-
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promis robustesse/sensibilité (voir par exemple [HenZodghadri 2005]).

Les objectifs de synthese sont formulés et gérés au moyesndadns de pondérations
basées sur une connaissance sur le contenu énergétiquealiarttes et des perturbations.
Par ailleurs, ces techniques sont basées sur I'utilisaésroutils de I'algebre LFT (Trans-
formation Linéaire Fractionnaire) qui offre une grandeifidiké de modélisation et autorise
la prise en compte d’'une grande classe d’incertitudes detlisation.

Techniques basées sur le filtragé{..

Dans I'approche a base d’estimateurs robustgs le probléme de diagnostic repose sur
la synthese d’un filtre dynamique tel que le signal indicatiei défauts soit I'estimation
elle-méme des défautise.r = f. Le principe de base est illustré sur le schéma fonctionnel
1.5.2.

n €

f—

FIG. 1.5.2 — Probléme d’estimation de défatifs, ou A représente un bloc d’incertitudes
(ayant une structure bloc diagonale).

Il est alors montré (voir par exemple [Ding 2008, Henry etghaldri 2005]) que le prob-
leme d’estimation robuste de défauts peut étre formulé cemmmproblémé-,, augmenté
exprimé dans un formalisme LFT. Ce probléme est ensuitedldren termes LMI et résolu
par des solveurs LMI disponibles. Pour de plus amples détailecteur intéressé pourra se
référer a 'ouvrage [Ding 2008].

Formulation dans un contexteH.,/H

Une solution alternative consiste a exprimer les contegide robustesse en ternigés,
les spécifications de performance en terfies et transformer le probléme min/max qui en
résulte en un problent¥ ., fictif. Cette approche a été notamment développée dansyHenr
et Zolghadri 2005].
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1.6 Conclusion

Apres une bréve introduction dans laquelle nous avonstdagroblématique abordée
et le contexte général du chapitre, nous avons présent§upsetechniques basées sur le
concept de redondance informationnelle afin de vérifier teéence du comportement d’'un
systeme dynamique. Ces techniques, dites analytiquespaseade modeles, utilisent un
modéle des dynamiques mises en jeu et parfois un modéledplowins précis) des per-
turbations endogenes et/ou exogenes. Encore une fois, tootrd’horizon n’est certes pas
complet étant donné le large spectre des méthodes exstdauts la littérature. Le choix
a porté sur les techniques jugées les plus répandues et atéosouvent utilisées dans
différents domaines scientifiques et secteurs d’apptinatLes techniques présentées ont
fait 'objet d'une analyse critique de maniere a mettre eid&vce leurs limitations. Cette
analyse permet a présent d’introduire les développementsiat I'objet des chapitres suiv-
ants. L'étape primordiale dans la construction de stratéde diagnostic et de contréle de
cohérence est I'étape de modeélisation ; les performandeswds sont conditionnées d’'une
part par la qualité du modele, et d’autre part par la maniérg de modéle sera utilisé. Le
schéma directeur de la suite de ce mémoire est construiradit;ne approche de modélisa-
tion différente par rapport aux méthodes présentées dactsagetre. Il s’agit de construire
la couverture ensembliste minimale pour effectuer leseéate contréle de cohérence et
d’intégrité. Ces thémes seront abordés dans les chapi&ies.3

Le chapitre suivant est un chapitre de transition ou nousduisons I'ensemble des
outils mathématiques nécessaires a la bonne compréheles@hapitres 3 et 4 comportant,
encore une fois, notre contribution propre et le coeur denawsaux.
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Chapitre 2

Analyse par intervalles :
un outil du calcul ensembliste

2.1 Introduction

Certains systémes physiques sont décrits par des modéthémaiques comportant
des parametres incertains dont le domaine est campriori. Dans ce cas, le comportement
ne peut pas étre déterminé d’'une maniére unique mais unéoppeepeut étre calculée.
Selon la méthode de caractérisation, ces enveloppes pgesiveastimer ou sous-estimer
'ensemble des trajectoires admissibles du systéeme. [Raralre de cette these, nous allons
nous intéresser a une méthodologie basée sur les ensemabiestiant de garantir que les
enveloppes englobent toutes les trajectoires admissibles

L'avantage de cette approche est qu’aucune informatiamagiique sur les variables in-
certaines n’est nécessaire mais on suppose que leurs cemaaimissibles sont disponibles.
Ainsi, aucune hypothese n’est faite sur la répartition dénénts composants ces supports
et ils ont tous le méme poids. Dans le domaine de I'estimatiette approche se justifie en
partie par le fait que les incertitudes de mesure introdyige les capteurs sont généralement
données en terme de tolérance et non pas en terme de dengitébdbilité. Les méthodes
d’estimation basées sur les ensembles permettent de grojgggdomaines d’incertitude
afin de déterminer une enveloppe contenant d’'une maniéaatigta "vraie" trajectoire du
systéme.

Dans le cas non linéaire, la majorité des méthodes ensdasbfisur I'estimation sont
basées sur I'analyse par intervalles. Initialement dgymde pour quantifier les erreurs numé-
riqgues dues a la représentation finie des nombres réels scalculateur [Moore 1966,
Sunaga 1958], I'analyse par intervalles est devenue uhdmitésolution numérique, glob-
ale et garantie de problemes d’estimation. Durant ces é@sidécennies, différents algo-
rithmes basés sur I'analyse par intervalles ont été dépékgdans plusieurs domaines dans
le but d’étudier et de quantifier les effets des incertitughesnériques et physiques) sur les
données manipulées. Dans ce chapitre, difféerentes métrdmleésolution de problémes,
données sous la forme de systémes de contraintes, pare@palymtervalles, sont présen-
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tées.

Ce chapitre est structuré comme suit : dans la section 2u3 alons commencer par
rappeler brievement les opérations élémentaires sur kemnmdsies qui seront instanciées
aux intervalles dans la section 2.3. Enfin, dans les secBighst 2.5, des méthodes issues
de I'analyse par intervalles permettant de résoudre dddéepmes d’équations linéaires et
non linéaires sont présentées.

2.2 Notions sur les ensembles

Le calcul par intervalles est un outil particulier du calensembliste. Nous présentons
dans cette section un certain nombre de notations et detd#fg)iqui permettent de ma-
nipuler les relations et les opérations entre ensemblegaliculier, nous présentons la
notion d’ensemble, les opérations qui en découlent ainsilgulistance entre ensembles.
Ces notions fondamentales se transposent aisément atvaltes.

2.2.1 Ensembles

Un ensemble est une "collection” d’objets mathématiqueelég éléments ou points.
Pour distinguer un élément d’un ensemble, on note un engeawbl une lettre majuscule
double et un élément par une lettre minuscule.

SoientX un ensemble et un élément d&. On définit les notions suivantes :

— r € X xr appartient & ;

— = ¢ Xz n"appartient pas X ;

— {z € X | P} :ensemble des élémentgle X, ayant la propriété ;
— () : ensemble vide.

Définitions :

— Inclusion : Soient deux ensembl&set Y, Y estinclusdansX (ou X contientY)
si et seulement si tout élémepnide Y appartient aX. On définit alors I'inclusion
d’ensemble par :

YCX((ouXDY)eVyeY,yeX

De la méme maniér@] n’est pas inclus danX si et seulement s’il existe un élément
deY qui n'appartient pas & :

Y¢Z X< dyeVYety ¢ X.
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Il est a noter que dans certaines références (voir par exdidphsen 2004]), I'inclusion
(appelée aussi inclusion large) est notéeparette derniére notation n’est pas utilisée dans
la suite de ce document.

— Egalité : SoientX etY deux ensembley, est égal aX lorsque tout élément dg est
un élément d& et réciproguement. On a alors :

Y=X & YCXetXCY.
Y n'estpas égah X si :

JyeYAy¢Xoudre XAz ¢Y.

— Inclusion stricte Y eststrictement incluslansX si et seulement & est inclus dans
X sans lui étre égal :
YEX&YCcXetY #X

— Sous-ensembl& est un sous-ensemble Hesi tout élément d& est aussi élément
deX:
Y C X.

Dans la suite de ce document, nous allons nous intéressex sods-ensembles de
(ou R représente I'ensemble des nombres réels). Afin d’allégaptation et par abus de
langage, nous emploierons le vocable "ensemble" pour mgsigut sous-ensemble ke

— Espace produitOn appelleespace produiie R, un ensemble not&” dont les élé-
ments sont des n-uplets :

X = (x1, 29, ... ,xnw)T,

avecr; € R.

2.2.2 Opérations sur des ensembles réels

Dans cette section, nous allons détaillerdpgrations ensemblistes pur@stersection,
union, produit cartésien, différence, projection) et dteries opérations déja définies pour
les éléments aux ensembles.
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X X X\ Y
Y Y Y

XuUY

\ X2

Y proja(X)

T

X projléxg
e

(-d)

FIG. 2.2.1 — Opérations sur les ensembles

2.2.2.1 Opérations ensemblistes pures

SoientX etY C R", on définit :

— l'intersection :

XNY 2 {xcR"|xecXetx € Y};
— l'union :

XUY 2 {xeR"|xeXoux € Y};
— la différence :

X\Y 2 {xeR"|xecXetx ¢ Y};
— la projection canonique :
proji(X) &= {x; e R | Ix = (21,..., 24, ...,7,)7 € X}.

On définit également le produit Cartésien de deux enserfbleR"» etY c R™ par :

X xY A {(XTyT)T c Rty | xeXCR"™ ety cY C ]R”y}
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Ces opérations sont illustrées sur la figure (2.2.1). Laggrisée de la figure (2.24)
représente l'intersection des ensembiest Y, I'union de X et Y est représentée sur la
figure (2.2.1b) et la différence entr& et Y est représentée sur la figure (2.2)10n note
gqueX — Y n’est pas égale & — X. Le produit cartésien de deux ensemhlegt Y est
'ensemble grisé sur la figure (2.2d). La projection canonique sur I'axede 'ensemble
X C R? est donnée sur la figure (2.26Lpouri = {1, 2}.

De plus, on peut noter que la complémentation est un cacpleti de la différence,
habituellement notée pat :

X=R"/X2 {xcR™ |x¢X}.

2.2.2.2 Opérations étendues

Définition 2.2.1 Soient deux ensemblEsC R"= etY C R™ et une fonctiof : R" — R,
on définit :

— limage directe d&X par f :
£(X) 2 {y e R™ | Ix € X, f(x) =y} ;
— I'image inverse d& parf :

f1(Y) 2 {xcR™ |Iy e Y, f(x) =y}

Soient(Xy,X,) C X, (Yy,Yy) C Yetf : R™ — R", on peut aisément démontrer
les propriétés suivantes :

f(XiNXy) C (X)) NEXy),

f(XiUXy) = (X)) UE(Xy),

Y1 NY,) = £71(Y)NE (),

Y, UY,) = 1Y) UfY(Ys),

f(£71(Y)) Y, (2.2.1)
f1(f(X)) X,

f(Xy) C £(Xy),
£H(Y,) C £7(Yy),
X C projy, (X) x projy, (X).

A
N
X
P dun
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Les opérations arithmétiques sur les nombres réels peétrerétendues aux ensembles ;
ainsi si(X,Y) c R™, on peut définir :

X+Y {x+y|xeX yeY}, (2.2.2)
X-Y 2 {x—y|xeX, yeY} (2.2.3)

Notons que pour le cas de la soustracfion X, une certaine confusion peut apparaitre.
En effet, le résultat doit étre calculé pat —y | x € X, y € X} etnonpafx —x | x €
X} = {0}. Ce phénomene est appelé "effet de dépendance”.

2.2.3 Distance entre deux ensembles compacts

L'objectif de cette section est de présenter une définitianaldistance entre deux en-
sembles. Une définition, communément admise, d’'une distéerdre deux points par ex-
emple, ou entre un point et une droite, etc.) est la longueninmale des chemins possibles
d’un point & un autre. Dans le cas de deux ensenibleg C R”, cette définition donne le
scalaire positif (notd), tel que :

dX,Y) =inf{d(z,y) | x € Xety € Y}. (2.2.4)

Dans le cadre des ensembles compécta distance de Hausdorff (voir par exemple
[Berger 1979]) permet de mesurer la similitude entre dewsestbles. Cette distance est
grande lorsque les deux ensembles sont tres différeresestipetite lorsqu’ils se ressem-
blent, et nulle s’ils sont identiques. Celle-ci est défiroenme suit :

Définition 2.2.2 (Distance de Hausdorff [Berger 1979])La distance de Hausdorff entre
deux ensembles; Y C R" est donnée par :

hoo (X, Y) = max{h’ (X, Y), h% (Y, X)}. (2.2.5)

ouh? (X,Y) eth? (Y, X) sont respectivement la proximité Hea Y et la proximité deY a
X données par:
hY (X,Y)
hY (Y, X)

inf{r e R* | X C Y + rU},
inf{r e R | Y ¢ X+ rU},

A
A

(2.2.6)

et ouU est une sphere unité d®”, L..) et L., est la distance entre deux points donnée

Hun ensemble compact & est un sous-ensemble clos et bornéRde
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par :

Lo(X,y) 2 max |y, —x;|. (2.2.7)
1€{1,...,n}

Considérons les deux ensemhiesY € R? sur la figure 2.2.2. Pour obtenif_ (X, Y),
on effectue une inflation sur derU jusqu’a ce queX soit contenu dan¥ + rU (aussi
appelé r-voisinage d¥). On agit de la méme maniéere Xipour obtenirh?_ (Y, X).

heo (Y, X)

FIG. 2.2.2 — lllustration graphique de la distance de HausdarffX, Y)

2.3 Arithmétique des intervalles

2.3.1 Intervalles
Définition 2.3.1 On appelle un intervalle, not&|, un ensemble connexe, borné, de bornes
a eta, et fermé, de nombres réels :

la) =[a,a] ={aeR|a<a<a}, (2.3.1)

aveca, a € R.

L'ensemble des intervalles d& est notélR. Ainsi, on dit qu'un intervallga] est un
élément ddR, i.e. [a] € IR et qu’il est aussi un sous-ensembleRgi.e. [a] C R. Un
intervalle est dégénéré lorsque- a. Les intervalles dégénérés permettent la représentation
des nombres réels exactement représentables sur un pnacagsécision finie.

33
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Comme pour les réels, les opérations mathématiques éléimensont étendues aux
intervalles. Le résultat d'une opération entre deux iraleg de bornes finies est obtenu en
travaillant uniguement sur leurs bornes.

Soient I'opération élémentairec {+; —; x; /} et deux intervallegu], [b] € IR, alors :

la|o[b] ={aob | a€[a],be [b]}. (2.3.2)

La relation (2.3.2) est valable pour toutes les opératiotiex@eption de la division
lorsque0 € [b]. Dans ce dernier cas, le résultat n’est pas un intervalls taaiéunion de
deux intervalles.

L'expression (2.3.2) peut s’écrire comme Suit :

[a] +[b] = [a+ba+Db], (2.3.3)
[a] = [b] = [a—ba—1], (2.3.4)
[a] x[b] = [min(ab,ab,ab,ab), max(ab,ab,ab,ab)]. (2.3.5)

Il nexiste pas de définition unique lorsqlié = [0, 0]. Dans la suite de cette thése, nous
allons nous baser sur la définition suivante [Jaatial. 2001b] :

W/ =0 s pl=[0.0]
= la] % [1/b,1/b] si 0 ¢ [b],
= [a] % [1/b,+00] si b=0eth>0, (2.3.6)
[a]* ] —00,1/b] si b<0ethb=0,
] — 00, +o0| si b<Oetb>0

Définition 2.3.2 Soit[a] € IR, on définit :
— la borne inférieure inf([a]) = a;
— la borne supérieure sup(la]) = a;

la largeur :w([a]) =a—a > 0;

— le milieu :mid([a]) = (@+a)/2;
— lerayon :rad([a]) = (@ —a)/2 > 0.

Soit a une variable incertaine dont le supp@tta] est disponible. Le centre de, a]
peut étre interprété comme une estimatiomdet le rayon comme étant I'incertitude sur
cette variable.
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2.3.2 \ecteurs et matrices d’intervalles

Un vecteur d'intervalles de dimensienégalement appelé pavé, ngaé= ([a:], [as], - -,
[an])T est un vecteur dont les éléments sont des intervalles. @maofR" I'ensemble des
intervalles deR”. Les fonctions élémentaires définies pour les intervalied 6galement
définies pour les vecteurs d’intervalles.

Définition 2.3.3 Soit[a] € TR", on définit :

la borne inférieure inf([a]) = (a,ay, - ,a

-—n

la borne supérieure sup([a]) = (@, @, -+ ,@,)7 ;

la largeur : w([a]) = m’élx(aj —a;) > 0;
pa

le milieu :mid([a]) = (mid([a,]), mid([as)), - - -, mid([a,]))?.

2.3.3 Pessimisme

Généralement, le résultat d’'une suite d’opérations ergrex @u plusieurs intervalles
n’est pas minimal, I'intervalle obtenu est donc pessimettBopération est dite conserva-
trice. Ce probléeme majeur de I'algébre des intervalles @gtrohcipalement a deux phéno-
meénes : lalépendancet I'enveloppement

2.3.3.1 Phénoméne de dépendance

Soitun intervalle non dégénéikg = [a, a) et une opération € {+; —; x; /}. En utilisant
la relation (2.3.2), on obtient :

lalofa] ={aob | a € [a], b€ [a]}. (2.3.7)

On constate que dans (2.3.7) les variakle=t b sont considérées comme indépendantes
malgré le fait que I'on fasse I'opération avec le méme irdey, ce phénoméne est appelé
phénomene de dépendance (voir par exemple [Moore 1966]).

Exemple 2.3.1Soit[a] = [-2, 3], alors[a] — [a] = [-2,3] — [-2,3] = [-5, 5] # {0}.

Souvent ce phénoméne rend le calcul intervalle pessinistédisateur devrait toujours
chercher a écrire (ou réduire) le nombre d’occurences diugme variable. Par exemple, il
est souhaitable d’évaluér’] = {a? | a € [a]} au lieu de{a x a | a € [a]}.
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2.3.3.2 Phénomeéne d’enveloppement

On appelle effet d’enveloppement, le phénoméne qui caisetie pessimisme di a la
représentation d’'un ensemble quelconque par un pavé (vatietervalles).

(12 ~([-1,0]
A‘(o 1)”"“([1721)‘

L'évaluation du pavéy| = A[x| est donnée par :

(1,4
Alx] = <[172]> :

D’un autre c6té, 'ensemble exaBt= {Ax | x € [x]|} est donné par le parallélogramme,
dont les cotés ne sont pas paralleles aux axes du repéres sacla figure (2.3.1). On
remarque alors qu’un pessimisme est introduit.

Exemple 2.3.2Soient :

T A
[x] [yl =Ak[_
2 IN\W
I I
I I
1 —————— ol
] 1 2 3 4 1

FIG. 2.3.1 — Effet d’enveloppement

Ainsi, la représentation de I'ensemiite= { Ax | x € [x]} se fait en I'enveloppant par
un rectanglgy] dont les cétés sont paralléles aux axes du repere.

Nous verrons dans les section suivantes qu’il existe dels ermettant de controler le
pessimisme.

36



2.3 Arithmétique des intervalles

2.3.4 Fonctions d’inclusion

Considérons une fonction vectoriefle D ¢ R"» — R™. L'évaluation def sur un pavé
[x] est donnée par 'ensemble :

(Ix)) = {£x) | x € [x]). (2:3.8)

Il est possible d’obtenir une extension aux intervallesnd’donctionf. Celle-ci est
généralment appelée fonction d’inclusion, ndféeUne fonction d’inclusion dé est définie
comme une fonction d&R"* danslR", vérifiant :

f([x]) < [f]([x])- (2.3.9)

En général, la fonction d’'inclusion n’est pas unique et déjpege la maniere dorftest
écrite. L'objectif de I'analyse par intervalles est de poinutiliser des fonctions d’inclusion
peu pessimistes dans le sens ou la taill¢[fl€[x]) — f([x])) est assez petite. Une fonction
d’inclusion est minimale si pour touik|, [f]([x]) est le plus petit pavé qui contiefif[x]).
La fonction d’'inclusion minimale pouf est unique et est noté€*. Sur la figure 2.3.2,
nous illustrons ce principe pour une fonctibn R? — R2. Si I'évaluation exactd([x])
d’une fonctionf, pour un pavéx| donné€, est représentée par I'ensemble hachuré en rouge,
la fonction d’'inclusion minimaléf]* est le pavé en trait continu vert. Le pavé, représenté
par un trait discontinu bleu, est une inclusion non mininueEé([x]).

o A Y2 A

~ )Y
i | E
o %45 E

\

\ \

\ \

! !

\ T

Ty xIq T U1

Fic. 2.3.2 — Evaluation d'une fonction d’inclusion non minim&it d’'une fonction d’inclu-
sion minimale
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Lorsque chaque variable apparait une seule fois dans usédonla fonction d’inclu-
sion minimale peut étre obtenue directement. Par conti, gees fonctions complexes, il
est difficile de construire des fonctions d’inclusion mimies. Par ailleurs, il a été démontré
dans [Kreinovictet al. 1998] que le calcul de l'intervallg]([x]) a¢ prés, défini par :

| sup([f)([x]) — sup(f([x]) | = 0, (2.3.10)
| inf([f](x]) —inf(E([x]) | = . (2.3.11)

est un probleme NP-difficile. En conséquence, les diff@eftnctions d’inclusion que nous
allons présenter dans les paragraphes suivants sont sa@geapproximations pessimistes
def([x]).

2.3.4.1 Fonction d’inclusion de fonctions élémentaires

La construction de fonctions d’inclusion de fonctions éétaires{exp, log, cos,
sin, ...}, est basée sur des propriétés de monotonie. En effet, siametidn continue
f: D C R — R est croissante (respectivement décroissante), aloraidm intervalle
qui, a tout intervalldz] C D, associe l'intervalléf(z), f(z)] (respectivementf (), f(x)])
est une fonction d’inclusion minimale de(i.e. la fonction qui donne I'évaluation la moins
pessimiste).

Exemples 2.3.3

— soitf(z) = log(x), le domaine de la fonction logarithme é@&t=]0, +oc|, alors :

V[z] = [z,7] € D, log([z]) = [log(z),log(T)] ;

— soit f(x) = cos(z), sur le domaind); = [0, 7] la fonction cosinus est décroissante,
alors
V[z] = [z, 7] € Dy, cos([z]) = [cos(T), cos(z)] ;

et sur le domain®, = [, 27| la fonction cosinus est croissante, alors

V[z] = [z, 7] € Dy, cos([z]) = [cos(z), cos(T)].
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2.3.4.2 Fonction d’inclusion naturelle

Soitf : D ¢ R™ — R", la fonction d'inclusion naturelléf] de f s’obtient en rem-
placant chaque variable réelle par son domainér;| et chaque opération arithmétique
par son extension intervalle. Dans le casmgu= 1, la fonction d'inclusion naturelle est
minimale sif est composée de fonctions continues et si toutes les vesiaioint mono-
occurences :

f1(x]) = f([xD)- (2.3.12)

Il est important de noter que x; est considéré comme deux occurrences.

Exemple 2.3.40n considére une fonctiohdonnée par les quatre expressions suivantes :

fl = ZC(l—.’L‘),

fo = 90—$2,

fs = r—xxx,
o= -3

L’évaluation des fonctions d’inclusion naturelles de ceatre expressions sur l'intervalle
[z] =[-1,1] donne :

A1) = 110 - -11) =[-2,2],
Bl = 10— LR = [2,1]
) = 1= L)« 11 = [-2,2]
Al = - (-11]- 57 =[-2,]]

On remarque que la taille des intervalles obtenus par cesrgqui@nctions d’inclusion
dépend de I'expression utilisée pour I'écriture fleCeci est d0 au phénomene de dépen-
dance expliqué dans la section 2.3.3.1. Comme la fongtiest continue, la fonction d’in-
clusion naturelle est minimale lorsque le nombre d’occoces des variables est égal a un.
Dans cet exemple, la fonction d’inclusion naturelfg est minimale ; elle permet de trouver
I'image de[z] par f. Notons qu'il est facile de vérifier, en étudiant les vagat def, que
f([=1,1]) = [-2, 1] est I'inclusion minimale d¢ sur le domaing—1, 1].
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2.3.4.3 Fonction d’inclusion moyenne

Soient une fonctiofi : D C R" — R™ de class€!(D), un pavéx,] C D et un point
x € [x]. D'aprés le théoreme de Taylor, il existe un scalgire [0, 1] tel que :

f(x) = f(x,) + Je(x, + {(x — %)), Vx € [x]. (2.3.13)

Il est important de noter que I'expression (2.3.13) esthlal@our toutx, € [x]| etx € [x],
ainsion a x, + £(x — x,) € [x]. En utilisant 'analyse par intervalles, I'expressior3(2.3)
implique que :

Vx e [x], f(x)ef(x,)+ [Jel([x])(x —x0), (2.3.14)

ou [J¢| est une fonction d’inclusion d&. Ainsi :
f([x]) C £(x0) + [Je] (X ([x] — x0). (2.3.15)
La fonction intervalle

[£](]) = £(x0) + [Te] ([x]) ([x] — o), (2.3.16)

est appelée fonction d’inclusion moyennefdden général, le poink, est choisi comme
étant le centre dg«] (i.e. x, = x.). Dans le cas de fonctions & une seule variable, I'expres-
sion :

[fn)(@) = £(o) + [f1([2))(@ —2,), Vi € [a], (2.3.17)

peut s’interpréter comme étant une droite dont la pentet pas connue d’'une maniere
exacte. Ainsi I'évaluation d’'une fonction d’inclusion mayne autour d’'un point, est un
ensemble de droites, passant par ce point.

Exemple 2.3.5Soit une fonction sinusoidalg(x) = sin(x). Le tracé de[f,,](Z) pour

T € [x], représenté par un cone ayant pour ceritrg, f(x.)), estillustré sur la figure (2.3.3)
pour plusieurs largeurs di]. Plus la largeur déz] est petite, meilleure est I'approximation
de la fonction par le céne. Cette figure illustre le fait que :

w(lfm]([]))

o) (2.3.18)

quand la largeur déx] tend ver9).
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1.2 1.2

“fS)

0.2 0.2

7r76 /4 7r73 7r/:12 /4 5%712

FIG. 2.3.3 — Fonction d’inclusion moyenne é&:(x), pourz, = z,.

Les fonctions d’inclusion moyennes sont généralemeniséét lorsque la taille des
intervalles manipulés est assez petite (et loin des pdiati®snaires de la fonctiof). Dans
ce dernier cas, la forme moyenne donne des résultats plcis grée la fonction d’'inclusion
naturelle.

2.3.4.4 Fonction d’inclusion "pente"

Dans la littérature (voir par exemple [Hansen 2004]), ddfg¢es fonctions d’inclusion
semblables & (2.3.16) ont été proposées. La forme génétalernée par :

£([x]) = £(xo) + 8] ([x] — %)), (2.3.19)

ou [g] est une fonction d’'inclusion d’une fonction "pente" non egxairement identique a
la jacobienne dé. D’un autre c6té, le poink, n'appartient par forcément &]. Il a été
démontré (voir [Hansen 2004]) que les fonctions a pente soment meilleures que les
fonctions d’inclusion moyennes.

Exemple 2.3.6Soit f(z) = z(1 — z) et [z] = [0, 1]. En étudiant les variations dé, on
démontre quef([0,1]) = [0,0.25]. Par ailleurs, I'évaluation de la fonction d’inclusion
moyenne donng,] ([0, 1]) = [-0.25,0.75].
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Nous allons maintenant construire une fonction d’inclasdgpente. Soit: € [0, 1] etx,
un point quelconque dari3. Alors :

f@) = fzo) = (1 —2)—x,(1 -,
= x—xQ—:co—i-xg
= (v —2o) [1 = (z =)
= flx) = flzo) +[1 = (2 =) (z — )

En remplacant: par son domaingr], on obtient :

[fol([2]) = f (o) + [1 = ([2] = zo)] ([2] — o). (2.3.20)

Pour comparer les fonctions d’inclusion moyennes et a pemterendz, = mid([z]) =
0.5. Ainsi, I'évaluation dg f,,] donnée par (2.3.20) €f,,] = [0, 0.5]. Nous remarquons alors
que la fonction d’inclusion a pente est moins pessimistdajiceme moyenne. Les tracés de
[fp)(Z) et]f.](Z), pourz € [z], sont représentés par les cones ayant pour ceniref (x.))
ouzx. = 0.5 et sont illustrés sur la figure (2.3.4).

FIG. 2.3.4 — Fonction d’inclusion moyenne et a pentefde) = z(1 — z) pourz € [0, 1]
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2.3.4.5 Fonctions d’inclusion de Taylor

Les fonctions d’inclusion de Taylor sont obtenues en w@ilisun ordre de dérivation
plus élevé (voir par exemple [Neumaier 2003, Hansen 2084 peuvent étre considérées
comme étant une généralisation de la forme moyenne a ungdrélevé. A titre d’exem-
ple, on donne ici la fonction d'inclusion de Taylor du secandre :

[£7]([x]) = £(x0) + Te(x0) ([x] —x0) + %([X] — %) [Hel(x])([x] - %),  (2.3.21)

ou [H¢| est une fonction d’'inclusion du Hessien de la fonction

Comme nous I'avons souligné pour le cas des fonctions digiaah moyenne ou a pente,
le pessimisme peut étre considérablement réduit en uiilies fonctions d’inclusion de
Taylor pour des intervalles de petites tailles.

Exemple 2.3.7 Soientf(x) = z(1—=z), f'(z) = 1—2z et f"(z) = 2. Pourz, = —2,0na:

1) = = (1= 5) (141 5). 23.22)
une évaluation "naive" de (2.3.22), sur le domalhe- [0, 1], donne[fr](]0,1]) = |0, ﬂ

qui estidentique a celle obtenue par la forme moyenne. Hauas, (2.3.22) peut se réécrire
sous la forme :

A1) = - (- 3) 2329

L'évaluation de (2.3.23) donrié¢r|([0,1]) = [0, 0.25] identique & I'évaluation exactg([0,1]).

2.3.4.6 Propriétés des fonctions d’'inclusion

Soit[f] : IR" — TR™ une fonction d’inclusion, par exemple celles définies puéog-
ment. On peut écrire les propriétés suivantes [Moore 1966] :

— [f] est monotone au sens de l'inclusion si :

x] C [y] = [£]([x]) < [f]([y]) ; (2.3.24)
— [f] est convergente si :
Jim w([x])(k)) = 0= lim w(f((x])(k))) = 0. (2.3.25)
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La notion de convergence d’une fonction d’inclusion intrite précédemment implique
immédiatement que pour un intervalle dégénéeé [x, x|, ona:

[£]([x,x]) = [f](x) = £(x). (2.3.26)

Ainsi, il est possible d’introduire le théoréeme suivantntie but est d’assurer qu’une fonc-
tion intervalle def est bien une fonction d’'inclusion.

Théoréme 2.3.1[Moore 1966]. Toute fonction intervallg] vérifiant la monotonie au sens
de l'inclusion et vérifiant :
vx € D, £([x]) = £(x),

est une fonction d’inclusion podt

Démonstration 2.3.2 Soient[x] C D et [f] une fonction monotone au sens de l'inclusion,
alors :
Vx € [x] = [f](x) C [f]([x]). (2.3.27)

D’un autre coté, sjf] est convergente, on a:
f](x) = f(x). (2.3.28)

Les expressions (2.3.27) et (2.3.28) peuvent se réécnirg Isoforme :vx € [x], f(x) €
[f]([x]), d’ou :
f(lx]) c [f]([x]).

Ce qui prouve quéf] est une fonction d’inclusion poudt ]

2.3.4.7 Convergence d’'une fonction d’'inclusion

Les extensions aux intervalles d’'une fonctibsont des approximations de I'évaluation
exactef([x]). Ces approximations engendrent du pessimisme, il est dopartant d’éval-
uer la convergence des fonctions d’inclusion. Pour celagfd@Vioore 1979] a introduit la
notion d’ordre de convergence d’une fonction d’inclusion.

Définition 2.3.4 (Ordre de convergence)Soientf : R"» — R" et [f] une fonction d'in-
clusion def. On appelle ordre de convergence [dlg le plus grand entiety, tel que :

36 >0 | w(lfl(x])) — w(t((x])) < Bw([x])®, (2.3.29)
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Lorsqu’une fonction d’inclusion est minimale, I'ordre denvergence est infini. L'ordre
de convergence d’une fonction d’inclusion naturelle estnains linéaire ¢ > 1), celui de
fonctions d’inclusion moyenne, a pente ou de Taylor est aimsquadratiqued > 2).

Exemple 2.3.8[Jaulin et al.2001b] Soit la fonctiory définie par :
f(z) = 2* + sin(x),

et les intervalles :

[ ]_ 27 4w and[ ]_ 997 1017
N 2= 700" 100 |

ou : mid([x1]) = mid([xs]) = 7.

Nous proposons de comparer les approximationsfdeour [z;] et [z5] obtenues en
utilisant les fonctions d’inclusion naturelle, moyenne, Thylor d’ordre deux et minimale,
notées respectivemelfy,,, [fl., [f]r et]f]*.

Les trois premiéres fonctions d’inclusion, pau« {1, 2}, sont données par :

£ ([2]) = [mf? + sin((e)
£l () = 72+ sin(m) + (] — )Y,
el (i) = w2 sin(m) + (0] — m) () + ST g,

avec
f'(z;) = 2w; + cos(z;) et f"(x;) =2 — sin(x;).

La détermination de la fonction d’inclusion minimale esséa sur la monotonie de la fonc-
tion f sur[z;], on a alors :

T ([2:]) = [z + sin(z,), 77 + sin(@;)].

En effet,f est croissante sur les domaines] et [xs)].

Le résultat obtenu pour I'évaluation de ces fonctions diison sur[z;] et [x5] est
présenté dans le tableau (2.3.1). On peut constater quiidation des fonctions d’inclu-
sion moyenne et de Taylor est plus intéressante que la éondtinclusion naturelle pour
de petits intervalles. Généralement, pour les intervatleggrande taille, il est préférable
d’utiliser la fonction d’inclusion naturelle. Ces remargsl se justifient par le fait que la
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convergence quadratique est meilleure que la converganéaite. Rappelons également
que la convergence n’a de sens que pour des intervalles degtilles.

(1] = 27/3, 47 /3] [z1] = [997/100, 1017 /100]
/] [f1([z1]) A([f1(z1]) [f]([2]) A([f]([z2]))
[fl» 35204, 18.4120] | 3.4641 | [9.6417,10.0994] | 0.12564
[fl. | [1.6202,18.1190] | 5.0713 | [9.7016,10.0376] | 0.00397
[flr | [4.3370,16.9737] | 1.2091 | [9.7036, 10.0366] | 0.00099
[f]" | [5.2525, 16.6800] 0 [9.7046, 10.0366] 0
[

avec la normalisationA([f]([z;])) = w([f]([a:z])) w(f([zi]))

TAB. 2.3.1 — Comparatif des fonctions d’inclusion

2.3.5 Partitionnement de paves

. 1 2 —1 . .
Exemple 2.3.9Soientf(x) = Ax, A = 0 1) et[x] = <[[1 ’;}”) L'évaluation de la

fonction d’inclusion naturelle dé donne :

A présent, en partitionnarjk| en deux pavé;| et [x,] tels que :[x] = [x;] U [x2],

avec .
= (0 e = (1
s )™ s, )

I'évaluation delf] sur les deux pavés générés donne :

| [2,4]
£)(5x)) = ([1.5,2] ) .

La représentation de ces évaluations pour chacun des patébustrée sur la figure
(2.3.5). On constate qué[x]) C [f]([x1]) U [f]([x2]) C [f]([x]).

Comme nous venons de le montrer dans I'exemple précédemt,gatuire le pessimisme,
da a I'effet d’enveloppement, d’'une fonction d’inclusifif, on peut avoir recours au parti-
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[£]([x])

[£]([x1])
| - flxD | [£]([x2])
12 3 4 0m

FiG. 2.3.5 — Effet du partitionnement d’'un pavé sur une fonctiamclusion

tionnement du pavg]. L'évaluation d’une fonction d’'inclusion désur un sous-pavage de
[x] tel que :

n

x] = bl (2.3.30)

i=1
n’entraine pas de perte d'information et réduit le pessimisi[f] est monotone au sens de
l'inclusion. En effet, d’apres les propriétés données pamquations (2.2.1) :

n

f([x]) = [ JFf([xi))- (2.3.31)

i=1

D’un autre cbté, d’aprés la relation (2.3.9), il vient que :

f([x:])  [£]([xi])- (2.3.32)
Ainsi : . .
SHENES P LIENE (2.3.33)
De plus si[f] est monotone au sens de l'inclusidfi([x;]) C [f]([x]), Vi € {1,---,n}, on
obtient alors : .
UJI(x]) < [£)()). (2.3.34)

i=1

Le partitionnement du pavk| en un nombre important de pavgs| permet de ré-
duire considérablement le pessimisme de I'évaluatiof sl& un domaingx|. L'ensemble
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Ui, [f]([x:]) permet alors de bien "épouser” 'ensemblgx]). Néanmoins, la complexité
calculatoire augmente en fonction de
Dans I'exemple précédent, le partitionnement du gayé été effectué en bissectart

suivant la directior2 (suivantz,). Ce partitionnement aurait également pu se faire suizant |

directionl. Dans le cas général, le partitionnement d'un gayé- ([z,, 7], - - , [z,,, Zn])7,
suivant la directiork € {1,--- ,n}, permet de générer deux paJ&g] et [xr| donnés par :
— Ty + Tg _ T
[XL] = ([zlv xl]v T [gkv T] T [£n17xnx:|) ) (2.3.35)
— Ty + Tp _ _
xrl = (el P Tl T (2.3.36)

On trouve dans la littérature [Moore 1966, Hansen 2004, BRa82, Cendes et Ratz
1997] différentes stratégies pour sélectionner la dioectiptimalek. Elles sont basées sur
le critere d’optimalité suivant :

k=arg( max (D(i))), (2.3.37)
1€{1, na}
ou D(i) est une fonction métrique dépendant de la stratégie deipanément utilisée.
Le tableau (2.3.2) présente les quatre stratégies les filise@s pour déterminer la
fonction métriqueD (i).

Stratégie Métrique
Largeur dgx| [Moore 1966] | D(i) = w([x])
Direction maximisant une D(i) = w([f/]([x]))w([z;])
guantité [Hansen 2004]
Direction minimisant la taillg D(i) = w (([f/]([x]))([z;] — mid([x;])))
de[f]([x]) [Ratz 1992]

w([x;]) Si0 € [z]

Largeur de[x] en évitant le| D(i) = { w([z:)) /min{|x| | x5 € [x:]} Si0 ¢ [z;]

pessimisme dd aux erreufs
d’arrondies [Cendes et Rajz
1997]
avec|f/] le i élément de la fonction d’inclusioref(: § 2.3.4 du gradient de la
fonctionf.

TAB. 2.3.2 — MétriqueD(i) selon la stratégie de partitionnement

Il est a noter que dans la littérature, la premiére et laignis stratégie sont les plus util-
isées. Généralement la stratégie la moins efficace estsmtia une direction maximisant
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une quantité (voir [Cendes et Ratz 1997]). La premiereé&gratnécessite seulement le cal-
cul de la taille du pavéx] et sa convergence est en général plus rapide que les awgees. L
stratégies deux et trois nécessitent le calcul du gradefd tbnctionf.

2.4 Inversion ensembliste par arithmétique d’intervalles

Soitf : R™ — R™. Le but de cette section est de caractériser 'image invé’rge
ensembléy, donnée par :

X ={x e X, |f(x) € Y}=Ff(Y)NX, (2.4.1)

ouX, C R" estle domaine initial de recherche, 'ensemile R™ est connua priori et
f peut étre non linéaire et non nécessairement inversiblermidassique.

Le probléme (2.4.1) est un probléme d’inversion ensengbtjsi peut étre résolu d’'une
maniére garantie en utilisant I'algorithme SIVIA (Set Irsien Via Interval Analysis) pro-
posé dans [Jaulin et Walter 1993]. Cet algorithme permetaie/¢r, de maniere garantie
(lorsqu’au moins une solution existe), un encadrement elssémbleX des solutions tel
que:

XcXcX (2.4.2)

L'approximation (ou encadrement) intériedfeest constituée de I'ensemble des pavés
acceptables. Un payg| C X est dit acceptable &f]([x]) C Y. A l'inverse, un pavé est dit
inacceptable dif]([x]) N Y = (). Le cas échéant, si aucune décision n’est prise pour un pavé
[x], on dit qu’il est ambigu et il est alors partitionné. Les dpaxés générés sont de nouveau
testés, puis I'algorithme se propage tant qu'il reste uré@ambigu. Les pavés ne pouvant
étre découpés a l'infini, une limitg appelée précision de sous-pavage, marquant I'arrét de
I'algorithme, doit étre fixée. Ainsi les pavés acceptablemacceptables représentent les
feuilles de I'arborescence de l'algorithme, les pavés gomben sont les noeuds.

L'approximation extérieure est définie par :

X = XUAX, (2.4.3)

ou AX est I'ensemble des pavés ambigus dont la taille est infieri@uy.

Les algorithmes d’inversion ensembliste peuvent étremésLen trois étapes :

— le choix d'un pavé initiaK, censé contenir les solutions recherchées;;
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— I'élaboration d’'un test d’inclusion, qui permet de détaren si un paveé est acceptable,
inacceptable ou ambigu;

— le partitionnement des pavés ambigus afin de réduire lenslleAX.

Exemple 2.4.1SoitX I'ensemble des vecteuss= (z, z,)’ deRR?, donné par :
X ={x¢€[-1.515*|af +2f +2%25 —1¢€[-0.1,0.1]}. (2.4.4)

La caractérisation de I'ensembl§ est un probleme d’inversion ensembliste qui peut étre
résolu par I'algorithme SIVIA.

Sur la figure (2.4.1), les pavés bleu clair sont acceptalitesx en vert foncé sont in-
déterminés. Le résultat est obtenu@®n8s pourn = 0.1, figure (2.4.1a) et en4.38s pour
n = 0.01, figure (2.4.1p)%

T2\ X2\
,,,,,,,,,,,,,, st sl
0 r ‘+77 A
3 0 37, 3 0 31y
(2.4.1a) (2.4.10)

FIG. 2.4.1 — Ensemble de pavés généres par SIVIA pour 'exemplé 2

Lorsque la dimension du vectesrest importante, il devient difficile de réaliser une
bonne approximation. Dans le cas de l'algorithme SIVIA, danplexité est exponentielle
par rapport a la dimension du vecteurLe nombre/V de bissections effectuées est inférieur

a [Jaulin et Walter 1993] : .

N = (w(XO) + 1) Ny (2.4.5)
n

ou X, est le pave initial de recherche, est la dimension du vectesret est la précision

de sous-pavage. Pour réduire le nombre de bissections guatepr appelé contracteur peut

étre utilisé (voir par exemple [Hansen 2004]). Le princigela contraction (ou réduction)

est présenté dans le paragraphe suivant.

[2processeur utilisé : uPentium 4, 4GHz
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2.5 Caractérisation d’ensembles par contraction

Les outils développés dans le cadre de la caractérisat@msembles par contraction
sont basés sur des techniques de consistance [Waltz 199drydl987, Benhamoet al.
1994, Lebbah 1999] permettant de réduire les domaines dibles tout en limitant le
recours aux bissections. Les parties du domaine qui soohgnstantes par rapport a une
contrainte ¢f : 8 2.5.] peuvent étre supprimées. L'exemple suivant va nous péertl-
lustrer ce qu’est une valeur inconsistante vis-a-vis démeation.

Exemple 2.5.1Soit I'équation :
T1 = Ta3, (2.5.1)

ou (371,33‘2,373) € ([67 30] X [27 3] X [_47 3])
x1 = 10 est une valeur inconsistante vis a vis de (2.5.1). En effet :
\V/(I‘Q,l‘g) S [2,3] X [—4,3], Tol3 7& x1 = 10.

De méme|10, 30] est un domaine inconsistant pour (2.5.1) car :

\V/(l‘l,ZEQ,l‘g) € ([10,30] X [2,3] X [—4, 3]), T2I3 7é xq.

2.5.1 Contrainte

Dans un cadre général, une contrainte peut étre une équiataire, une équation non
linéaire, une inéquation, une équation différentiellee @quation aux dérivées partielles,
etc Nous nous intéresserons plus particulierement dans\alteaux contraintes statiques,
données par la définition 2.5.1 :

Définition 2.5.1 (Contrainte) Une contrainte est une expression de la forfyiex) = 0, ou
f=1[fi,---,fj,-  fa,] : R™ — R"™ est une fonction continue &t= (z1,...,,,)" est
le vecteur des variables;. Cette contrainte peut étre assimilée a un sous-ense@jptte
R"=, avec :

C; ={xeR"™ | f;j(x) =0}. (2.5.2)

SoitX, ¢ R™ le domaine initial de recherche, on définit alors :
S; £ C; N X, (2.5.3)

comme I'ensemble solution du problémg(f(x) = 0,x € Xj).
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La figure (2.5.1) illustre le principe de la réduction d’'unndline initial X, sous une
contrainteC;. [S;] est le plus petit pavé contenayt il correspond a la réduction minimale
deXQ.

Xo

S 8 =CnX,

Fic. 2.5.1 — Réduction d’'un pave initill, sous une contraintg;

Remarque 2.5.1L’extension aux inéquations du tygéx) > 0 (resp.<) peut étre réalisée
en introduisant une variable supplémentairéOn obtient de nouveau un probleme standard
f(x)+a=0,a€]—00,0] (a € [0,0]).

Définition 2.5.2 (CSP) On appelleprobleme de satisfaction de contrain{€SP), noté
H(f(x) = 0,x € Xj), un probléme composé :

— de variablex € R"=;

— de contraintes(x) = 0, ouf : R"» — R™;

— d’'un domaine initialX, € R"=.

L'ensemble solution du problenfé(f(x) = 0,x € X,) est donné par l'intersection des
ensembles solutions des contraintes composant le CSP :

s=[]s; (2.5.4)
j=1
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2.5.2 Consistance locale et consistance globale

Considérons une CSPH(f(x) = 0,x € X;). Dans cette section, nous définissons le
vocable de consistance (locale et globale) d’un point, giuis intervalle, avec un CSP. Ces
notions sont utilisées dans la section suivante pour résdtid

2.5.2.1 Consistance d’'un point

Définition 2.5.3 (Consistance globalelUne valeurz; € [z;] est diteglobalement consis-
tanteavecH s'il est possible de trouver un vectetidansS I'ayant comme®™coordonnée,
ie.:

Vie{l, - n,}, Veke{l,. .. i—1i+1,... n.}, ip€lz] | f5(F1, ... Fr ... En,)=0.
(2.5.5)

La consistance globale d’'une valeyre [z;] pour 'ensemble des contraintes d’'un CSP
‘H n’est pas toujours vraie et dans certains cas, difficile #i@érSouvent, on cherche a
relaxer le probleme et opter pourdansistance locale

Définition 2.5.4 (Consistance localelUne valeurz; € [x;] est ditelocalement consistante
avecH si pour chaque contraint€; (j € {1,...,n,}), prise séparément, il est possible de
trouver un vecteuk, ayant; comme®™ coordonnée, consistant aveg, i.e.

V(Cj, Vk € {1,...,2’—1,@'—}—1,...,7%}, Elj?k S [.Tk] ‘ fj(‘fi‘17"'7j§i7"'7fénz) =0. (256)

La figure (2.5.2) représente, pour un CERayant deux contraintes et poxire R?, le
principe de la consistance globale et locale d’'une valgute ;. La premiere valeut; de
x1 (de gauche a droite) est dite inconsistante @¥eEn effet, il n’est pas possible de trouver
une valeurr, dansS; ayantz; comme premiére coordonnée. Les deux autres valeurs de
sont localement consistantes mais seule la valeur la plusta ést globalement consistante.
En effet, il existe une valeur, dansS = S; N'S; ayantz; comme premiére coordonnée.

2.5.2.2 Consistance d'un intervalle

Un intervalle est dit consistant avec une contraiie si toutes les valeurs de cet in-
tervalle sont consistantes av€g. Soit un CSPH, un intervalle est dit globalement (resp.
localement) consistant avég, si et seulement si toutes les valeurs de cet intervalle sont
globalement (resp. localement) consistantes. La comsistglobale d’un intervalle entraine
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Ss
L2 ) Sl

~valeur valeur localement valeur globalement
inconsistante  consistante consistante

FIG. 2.5.2 — Consistance locale et globale d’'une valeur,de

la consistance locale de cet intervalle. Souvent, les élgoes de consistance permettent
de déterminer des ensembles localement consistants.

L'exemple de la figure (2.5.3) illustre pour deux contragnéd pourx € R? la consis-
tance d’un intervalle. La figure de gauche représente un ohenolez; globalement consis-
tant. En effetVz, € [z4], il est possible de trouver une valeiy dez, dansS. En d’autres
termes, toutes les valeurs de l'intervdlie] sont globalement consistantes. La consistance
locale est illustrée sur la figure (2.5.3) de droite. On remarqu’il existe des valeurs de
[z1] pour lesquelles il n'est pas possible de trouver des él&mmt, dansS. Ainsi, les
ensembles de solutioffs etS, sont étudiés séparément.

Il est & noter que la projection d& (resp.S;) sur I'axe dex; donne le plus grand
intervalle der; consistant ave#(; (Hs), etproj;(C,) Nproj;(Cy) donne le grand intervalle
dez; localement consistant avét.

2.5.3 Contracteur

Soit un CSPH(f(x) = 0,x € [x]), un opérateu€ : TR"* — IR"* est un contracteur
pour?, si pour tout pavéx], il vérifie les propriétés suivantes :

V[x], C([x]) C [x] (contractance) (2.5.7)
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SQ SQ
24 Sy P24 Sy

; x ; T

intervalle globalement Proji(S2) intervalle localement (1)
consistant consistant

FIG. 2.5.3 — Consistance globale et locale d’un intervalle

V[x], [x] NS C C([x]) (complétude) (2.5.8)

ou S est 'ensemble solution d¥. D’apres les relations (2.5.7) et (2.5.8), on a :
S C C([x]) C [x]. (2.5.9)

Un contracteur est dit :

— monotone si [x;] C [xa] = C([x1]) C C([x2]);
— minimal si:C([x]) = [[x] N S];

— idempotent siC(C([x])) = C([x]).

ou [[x] N'S] représente le plus petit pavé contenaftn S.

Un contracteur peut étre considéré comme étant un moyen rdetéaser un sous-
ensemble déx] contenant toutes les solutions d’un CHP

Il existe dans la littérature différentes méthodes ou teghes permettant la résolution
d’'un tel probleme. Dans le cas duest une fonction linéaire, ces méthodes sont basées
sur I'extension des algorithmes classiques comme celuiaesou de Gauss-Seidel aux
intervalles. Pour le cas non linéaire, différents congiaxd ont été proposés; comme ceux
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de Krawczyk [Neumaier 1990], de Newton [Hansen 2004] qut ®asés sur des linéari-
sations garanties de Initialement, ces contacteurs ont été proposeés pour dgérsgs de
contraintes carrées. Néanmoins, ils ont été récemmerntéenx cas des systemes non car-
rés (voir par exemple [Hansen 2004]). Ces deux contractbasgs sur des linéarisations,
sont efficaces seulement lorsque les domaines de rechenth@&ssez petits. Le contracteur
propagation/rétropropagatiodéveloppé dans [Benhamet al. 1999, Jauliret al. 2001a]
permet en général de résoudre des CSP indépendamment derceses conditions; le
principe de ce dernier est présenté dans la suite.

Soit un CSPH(f(x) € [y],x € [x]), le principe du contracteur de propagation / rétro-
propagation, not€; est inspiré de I'algorithme de Waltz [Waltz 1975]. Il consis: dé-
composer la contrainte (ou les contraintes) en contrailéeaentairdd. Un ensemble de
variables intermédiaires est alors introduit. Il est ajpassible de construire un graphe,
dont les noeuds sont représentés par les variables et pardes contraintes, appelées
contraintes primitives.

L'algorithme de résolution de ce contracteur comporte deheses : la premiére, dite
propagation consiste a projeter chacune des contraintes primitivesaunne tout en par-
courant le graphe des feuilles a la racine (pour un arbrejelixiéme phase, ditétroprop-
agation consiste a parcourir le graphe dans le sens contraire ggtgmba tour de role les
contraintes primitives.

La réduction de ce contracteur est optimale si le graphea@agation n’a pas de cycle.
Un graphe posséde un cycle lorqu’une variable apparaiteuitsfois. A cause de I'effet
de dépendance, le fait de réaliser une seule propagati@pir@pagation ne permet pas de
réduire, de maniére optimale, le domaine des variabless Banas, le méme processus peut
étre effectué tant qu’une amélioration (réduction) essjibs (voir [Jaulinet al. 2001a])

Exemple 2.5.2 Soitle CSPH(xexp(z2)+23) € [y], x € [x]). Larelationy = ziexp(z2)+
x3 peut se décomposer en contraintes primitives comme suit :

a; = exp(xy)

y = ziexp(ra) + (13)* & @2 = x1a12 (2.5.10)
a3 = (x3)
Yy = az+ag

ou lesa; sont des variables intermédiaires, chacune d’entre ellapparaissent qu’une

Blune contrainte élémentaire est une contrainte qui ne aunge’'une opération arithmétique telle que
{4+, —, %, /} entre deux variables ou qu’une fonction élémentaire cofwae, log, - - - }.
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seule fois sur la colonne de gauche et qu'une seule fois dl&r de droite. Les variables
x; apparaissent une seule fois sur la colonne de droitg ehe seule fois sur la colonne
de gauche, le graphe est donc acyclique. La réduction de o@amieur peut ainsi étre
optimale.

La phase de propagation se fait comme suit :

la1] = ewp([za])

[az] = [z1][a4]

las] = ([z3])? (2.5.11)
o] = [a2] + [as]

Cette phase permet de propager les informations dispah#er; afin d’évaluer|a;]
et le domaindy,| de y consistant avea;. Si [y,] est incompatible avec les informations
disponiblesa priori, i.e. [y] N [yo] # 0, alors 'ensemble solution est vide. Dans le cas
contraire, une mise a jour de| est effectuée ; on obtient alors :

[yo] := [yo] N [y].

La rétropropagation consiste a réduire, le cas échéantdmsaines des variables en
utilisant les informations suy. Ce processus est lI'inverse de la propagation et est il@ustr
par le systeme suivant :

ol = [yo] N [y]
[a2] = [az] N ([y0] — [as])
las] = [as] N ([y0] — [a2])
[z3] = [zs3] N (V/]as]) (2.5.12)
[a1] [a1] N ([az]/[24])
[1] [z1] N (az]/[a1])
| [72] [z2] N (log([ai])

2.6 Conclusion

Ce chapitre a été consacré a la présentation des outilsrf@maux pour la suite de
cette these. Dans la premiére partie, nous avons présemtéeiirappel du formalisme et
des notions importantes relatifs a la manipulation d’erfidem Dans la deuxieme partie,
Nous nous sommes intéressés a l'arithmétique des intes\aithsi qu’aux principaux prob-
lemes rencontrés lors de la manipulation des intervallesisNavons souligné le fait que
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I'utilisation de fonctions d’inclusion naturelles, dotitdplémentation est aisée, est souvent
déconseillée, voire inefficace, en raison du pessimismadi@hénoméne de dépendance
engendré par des variables multi-occurrentes. Souvatitidation de fonctions d’inclusion
plus élaborées permet de réduire ce pessimisme. Un aubi&pre, frequemment rencontré
lorsque I'on est amené a représenter un ensemble de formeégdgue quelconque par un
pavé, est le phénoméne d’enveloppement. Pour réduire sgrpesie, nous avons constaté
gu'il est souhaitable d’avoir recours au partitionnemesgt gavés utilisés. Enfin, nous avons
présenté des outils mettant en oeuvre I'arithmétique desvalles pour manipuler et carac-
tériser de facon approchée mais garantie des ensembletedesv&ous avons présente le
principe de l'inversion ensembliste par arithmétique ®iualles, aussi appelé algorithme
de partitionnement SIVIA, souvent utilisé pour des prol@emon linéaires.

Comme nous l'avons noté dans la section 2.4, la complexit&tle approche est expo-
nentielle vis-a-vis du nombre des variables et dépend delladu pave initial de recherche
ainsi que de la précision de sous-pavage. Nous avons epségente le principe de la car-
actérisation d’ensembles par contraction, basé sur lesnsotle consistance. L'idée étant
d’éliminer, pour un domaine initial, des parties incoresigés par rapport a une contrainte.
Cette approche permet alors de réduire le temps de calclalderithme SIVIA.

Dans le chapitre suivant nous abordons la premiere partieoddravaux. Il s'agit de
traiter, dans un contexte ensembliste, de I'estimatiotatie modéles non linéaires a temps
continu. Pour cela nous nous intéresserons dans un preznig@sta la caractérisation de
I'encadrement de I'espace atteignable d’EDOs a I'aide til'mtervalles ainsi que des pro-
priétés de monotonie du modeéle. Nous utilisons ensuite edmiques d’approximation
espace atteignable d’EDOs pour développer des obsersdtmumissant une estimation
majorante et minorante de I'état du systeme.
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Chapitre 3

Couverture ensembliste minimale de
I'état . cas des systemes non lineaires a
temps continu

3.1 Introduction

Souvent, les algorithmes de diagnostic nécessitent laaissamce de I'évolution des
variables d’état du systeme considéré. Cependant, poumpan des applications réelles,
ces variables ne sont pas directement accessibles. Daas,cenca recours a I'estimation
de I'évolution de I'état a partir des mesures des entréesssdrties du systeme. Lorsque
le modele est linéaire, il est possible de reconstruirat’du processus en utilisant I'ob-
servateur de Luenberger [Luenberger 1964] qui est souudiseuorsqu’on ne possede
pas d’informations satisfaisantes sur les perturbatiorsmsque I'effet de ces dernieres est
négligeable. Néanmoins, étant donné qu’un modeéle n’estnguapproximation du com-
portement du systéme réel, I'état estimé par I'observatewruenberger est souvent biaisé.
Le filtrage de Kalman [Kalman 1960] représente une alteraatt produit des estimations
plus précises dans un cadre linéaire. L'importance duditrde Kalman vient du fait que
sous certaines hypotheses statistiques, I'estimée éalest optimale au sens de la minimi-
sation de la variance de I'erreur entre I'état réel et somasion. Cet "observateur” a été
étendu au cas non linéaire en se basant sur des linéarsatioour du point de fonction-
nement. Cependant, lorsque le modéle est fortement noairnd’estimée obtenue peut
étre éloignée de la vraie solution (voir le chapitre 1).

Dans certaines applications, le bruit ne peut pas étretdgariune loi de probabilité
(on ne dispose pas d’'assez de données par exemple), dans itestaplus judicieux de
considérer que ces perturbations sont bornées. L'estmadtétat dans un contexte a er-
reurs bornées constitue alors une alternative aux méthaatstiques. Le probléeme est de
caractériser a chaque instant, d'une maniére garantieesdes valeurs du vecteur d’état
compatibles avec les mesures et avec les bornes d’errquueses connues. L'estimation
d’état dans un contexte a erreurs bornées a été largemiéée paur des modéles linéaires
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(le lecteur peut se référer aux articles [Schweppe 1968ieDet al. 1996, Maksarov et
Norton 2002, Durietet al. 2001, Polyaket al. 2004]) ou I'ensemble des solutions com-
patibles avec les mesures et avec les bornes d’erreur estiygdpe convexe qui peut étre
exactement déterminé lorsque la dimension du vecteurt@étaéduite. En pratique, cette
caractérisation exacte est un probleme complexe et coetaliautres approximations ex-
térieures utilisant des formes géométriques simplesdes ellipsoides, des parallelotopes
ou des zonotopes, sont utilisées (voir par exemple [Fogeluaing 1982, Belforteet al.
1990, Chiscet al. 1996, Maksarov et Norton 2002, Becis-Aubry 2003, Polgakl. 2004,
Alamoet al. 2005]).

Lorsque le modéle utilisé est non linéaire et a temps contias derniéres méthodes
ne sont pas faciles a utiliser; d’autres estimateurs basésigmlement sur I'analyse par
intervalles et la propagation de contraintes ont été d@ypéle pour des systemes a temps
discret [Jauliret al. 2001b, Kiefferet al. 2002, Flans et Adrot 2003]. Pour les systémes a
temps continu, on distingue principalement trois méthques I'estimation d’état.ij La
premiere [Jaulin 2002, Raissi al. 2004] est basée sur le mécanisme prédiction/correction
comme dans le filtre de Kalman. La prédiction consiste a oeter le domaine admissible
de I'état a l'instant ., ayant un encadrementtaen effectuant une résolution numeérique
garantie d'une équation différentielle ordinaire (ODE)fhalkov et Jackson 1999]. Lors
de la phase de correction, I'ensemble prédit est contrac®upprimant un ensemble de
valeurs du vecteur d’état incohérentes avec les mesurkv@es a l'instant; ;. Comme
nous allons le voir dans ce chapitre, cette méthode peupl&gjaer pour une large classe
de systémes non linéaires. Néanmoins, I'effet d’envelopd la rend efficace uniguement
pour de faibles incertitudesi) La seconde approche [Kieffer et Walter 2006, Meskdral.
2008] est également basée sur le mécanisme prédictioa¢tion ou la prédiction est réal-
isée en se basant sur le théoréme de Muller [Miller 1926he@galement sous le nom du
théoreme de comparaison. Ainsi, le modeéle incertain estdrdgpar deux modeéles déter-
ministes ne comportant aucune incertitude. Dans ce caslyse par intervalles n’est pas
utilisée pour résoudre une équation différentielle. Néains) la construction des modeles
minorant et majorant reste un probléme difficile a résoudrgLa troisieme approche (voir
par exemple [Gouzét al. 2000, Bernard 2004, Moisaat al. 2009]), développée pour des
systemes biotechnologiques, est basée sur une structlreuele fermée ou les mesures
sont supposeées a temps continu. Initialement, le gain dediwvateur a été choisi afin d’im-
poser une dynamique coopérative pour I'erreur d’estimgi@ouzéet al. 2000]. Dans ce
cas, des bornes inférieure et supérieure du domaine d'étatept étre déterminées tout
en évitant le conservatisme di a I'analyse par intervallette idée a été étendue dans

60



3.2 Ensemble atteignable d’un systeme dynamique

[Bernard 2004] afin de construire un ensemble d’observatatervalle au lieu d’'un seul.
L'encadrement de I'état est alors donné par I'intersecties différents domaines estimés.
Enfin, cette méthode a été récemment étendue dans [Metsah2009] en ajoutant un
critére d’optimalite.

Dans ce chapitre, nous allons étendre la méthodologie péapdans [Gouzét al.
2000] pour une classe large de systémes non linéaires a tampisu. L'idée de base con-
siste d’abord a transformer le modéle non linéaire en un teoglePV (quasi Linéaire a
Parametres Variants), ensuite le gain de I'observatewhessi afin d’avoir une dynamique
coopérative pour I'erreur d’estimation.

3.2 Ensemble atteignable d’'un systeme dynamique
Considérons un systeme physique décrit par des EDOs denta for
(1) = £(x(t), u(t), p), (3.2.1)

ou généralement I'état initial et les parametres sont mahas. On parle alors d’EDOs in-
certaines. Souvent, ces grandeurs incertaines appatieamn ensemble compact, résultat
des considérations physiques. Dans ce cas, la solutioBEB®lincertaine n’est pas une tra-
jectoire unique, mais un ensemble de trajectoires adnessifue I'on peut appeler espace
atteignable. Dans le cas général, le calcul ou la caraatiénsexacte de I'espace atteignable
est un probléme difficile a résoudre et on se restreint géaméemt a des classes particulieres
comme par exemple les systemes affines. Plus généralemerdpproximation de cet es-
pace peut étre déterminée en réalisant des simulationgpdeMpnte-Carlo en effectuant
des tirages aléatoires dans le domaine initial. Néanmaogtse technique ne permet pas
de caractériser toutes les trajectoires admissibles. fét) ehe question cruciale lorsqu’on
effectue les campagnes de simulation Monte-Carlo, solgagues et fastidieuses, est le
choix du nombre de simulations devant étre réalisées. Enrd®termes, il est relativement
délicat de garantir que toutes les combinaisons paramésify compris la "pire") aient été
considérées a I'issu des simulations.

Une approche alternative consiste a déterminer un encadtesrtérieufx(¢)| de I'es-
pace atteignabl¥X(¢), tel que :

x(1)] > X(t) = {x(t) | x(to) € Xo, p € P, x(t) =£(x(t), u(t), p)}, (3.2.2)

61



CHAPITRE 3 : Couverture ensembliste minimale de I'état : cas des syst@melinéaires a
temps continu

ouf : D c R™=+mtm —, R™ est une fonction de classe (D), x(t) = (zq,--- ,zn, )"
est le vecteur d'étatu(t) = (u1,---,u,,)’ représente le vecteur d’entrée (ou de com-
mande) ep = (p1,- -+ ,p,,)" des paramétres inconnus.

Différentes méthodes ont été développées pour résoudrmideme général (3.2.2)
(voir par exemple [Moore 1966, Eijgenraam 1981, Lohner 189B8m 1994, Berz et Makino
1998, Nedialkov 1999]). Dans cette section, nous préserdenx approches pour carac-
tériser 'ensemble atteignable d’'une EDO incertaine dansantexte ensembliste. La pre-
miere est basée sur une extension des modeles de Taylortexvalles [Lohner 1987, Rihm
1994, Nedialkov 1999]. Cette méthode comporte deux étapes :

— D’abord, pour chaque valeur initiale de I'état et des pa&taes, I'existence et l'unicité
de la solution sont verifiées pour tout instaentret; ett;, = ¢t; + h ouh estle pas
d’intégration. La vérification utilise I'opérateur de Pida_indel6f et le théoréme du
point fixe. Si I'existence est prouvée, un pavpriori englobant toutes les trajectoires
de 'etat entre; ett,, est calculé.

— La deuxieme étape, basée sur un développement de Taytdrel'@eve, consiste a
réduire cet ensembke priori pour déterminer un encadrement extérieur du domaine
de l'etat a I'instant ;.

La seconde approche de caractérisation de I'espace atbdégx(¢) d’'une EDO incer-
taine est basée sur des théoremes de comparaison d’igéghfférentielles [Muller 1926,
Walter 1970, Smith 1995]. Initialement, le théoréme de Ei[MUller 1926] est utilisé
pour prouver I'existence d’une solution pour un type pailter d’équations différentielles.
Dans le cas de systémes ditoopératifgque nous allons présenter dans la suite, le théoreme
de Mduller permet d’avoir un encadrement de I'ensemble gitdle tout en maitrisant le
conservatisme.

3.2.1 Intégration numérique garantie basée sur les modeéleke Taylor
intervalle

L'intégration numérique garantie présentée dans cetteepst basée sur une extension
du développement de Taylor aux intervalles. Considéroasaguiation différentielle, ou le
vecteur de parameétres est inclu dans le vecteur d'étatyeet’g= (x*, p?)?. Par souci de
lisibilité, nous noterons ce vecteur d’état étesdiinsi, I'équation différentielle est donnée

[Notons que dans le paragraphe 3.2.1, il est nécessaire qtl@érivée def soit continue{ € N*)
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par :
x(t) = £(x(1),  x(to) € [xo); (3.2.3)

ouf € C'(D) etD C R"™ est un ensemble ouvert. L'objectif de cette technique est de
calculer un encadrement de I'ensemble des valeurs adheisslb I'état a I'instank + 1,
connaissant un encadremext] de X, a l'instantk. Cet encadrement est obtenu en deux
étapes successives :

— la premiére consiste a vérifier I'existence et 'unicitdalsolution pour chaque condi-
tion initiale xq. Si elles sont prouvées, un pas d’intégration et un encaghreapriori
(%] vérifiant :

x(t) € [Xg], Vt € [tr, tpsa], (3.2.4)

sont calculés [Corliss et Rihm 1996, Nedialkov et Jacks®91.9

— la seconde étape permet de calculer un payé |t C [x,] contenant la solution a
l'instantt,, ; pour toute condition initiale. Ceci revient a contractepdé[x,|. Cette
étape est généralement faite a I'aide d’un développemeFayler, ou de contracteurs
a point fixe [Hansen 2004].

3.2.1.1 Existence, unicité et solutioa priori

Avant de calculer la solution d’'une équation différengell est nécessaire de vérifier son
existence et son unicité. Les méthodes d’intégration nigmégarantie d’EDO se basent sur
le théoreme du point fixe et I'opérateur de Picard-Lindeliii.démontre (voir par exemple
[Nedialkovet al.2001]) que si un pavgk,| vérifie l'inclusion :

i) + [0, hJf([%x]) C [%4], (3.2.95)

avech > 0, alors I'équation différentielle (3.2.3) possede une soluunique a tout instant
t € [t, ty11] €t pour toute condition initiale, € [x;]. De plus, il est facile de montrer que
le pavé[x,] est un encadrement extérieur de I'ensemble atteignabkhsuizon temporel
[tr, tr11]- Notons que déterminer le plus petit pawg| vérifiant (3.2.5) est un probléeme
difficile & résoudre. Dans [Moore 1966] I'expression suteagst proposée :

(%] = [xi] + [0, hf([xz]), (3.2.6)

pour calculefx,]. Néanmoins, souvent I'expression (3.2.6) ne vérifie p&%3.Une méth-
ode alternative [Nedialkov 1999, Nedialkeval.2001] consiste a effectuer une inflation de
(x| jusqu’a ce qu'il vérifie I'inclusion (3.2.5). Rappelons gue inflation d’'un pavéx]
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d’un facteur dex? est donnée par :
(1= )y, (1+ @), [(1 = @)y, (14 a)Fn,])" (3.2.7)

Cette méthode peut étre résumeée par l'algorithme (2) (garahme de validation), ci-
dessous.

Algorithme 2 Validation
ENTREES : [xi], «

1: [ik] = [Xk] ;
2: Tant que [x;] + [0, h)f([xx]) Z [Xk] , Faire:
3 [xx] := Inflation([x,], @) (avec) < a < 1).

4: Fin (Tant que)
SORTIE :© [Xy]

Il est a noter que si I'algorithme (2) échoue, le pas d’indéign / est réduit avant de
réprendre la procédure d’inflation.

3.2.1.2 Réduction de I'encadremend priori

Dans le cas ou I'algorithme de validation réussit a déteemim encadremerat priori
(x| Vérifiantx, € [Xx] pour toutt € [ty,tx.1], Un développement de Taylor d’ordfe
permet de calculer une approximation extérieure a lirtstan. Cette approximation est

donnée par :
y—1

i)™ = Pxa] + ) R ([xi]) + 7D ([Re]), (3.2.8)
=1
ol lesf’ représentent les coefficients de Taylor calculés a I'aidéeaeression récursive
suivante :

fll = f
G Lol (3.2.9)
0 ox

L'encadremend priori [x;] est utilisé afin d’évaluer I'erreur de troncature du dévpip
ment de Taylor. Ce dernier terme étant implicitement proponel a1/(~!), le pessimisme
induit peut étre contrélé en choisissagrand. Par ailleurs, on démontre (voir par exemple
[Raissi 2004]) que le pav&,. ] contient d’'une maniére garantie I'ensemble atteignable &
linstantt; .

PISouvent, la valeurr = 0.05 est choisie pour le facteur d’inflation.
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Le pessimisme introduit par le développement de Taylor.83j2eut étre évalué en cal-
culant la taillew du pavéx;_,]", on obtient :

w(lxra]*) = w(lxd) + Z B x,]) + B 7w (€0 ([%,])), (3.2.10)

Comme la taille d’'un pavé est toujours positive, on a alefis;_1]") > w([x;]). Ainsi,
I'équation (3.2.8) est numériquement instable et divergba@ut de quelques pas. Pour ré-
duire le phénomeéne de conservatisme qui en résulte (dU &ts dfenveloppement et de
dépendance), les coefficients de Taylor sont évalués &ldiche fonction d’inclusion cen-
trée. Par ailleurs, des changements de bases, a I'aide daooenposition QR ou une forme
parallépipédique (voir par exemple [Nedialkov 1999]),rpettent de limiter I'effet d’en-
veloppement. On obtient ainsi I'algorithme "Encadremesntivant, appelé aussi méthode
de la valeur moyenne étendue [Rihm 1994] Iast une matrice identité de dimension ap-
propriée et les matrices d'initialisatiqn, qo et le vecteuw, sont choisis nulsJ (f7; [x;])
est la matrice jacobienne dt" coefficientf!”! évaluée sufx;]. Enfin,%;, [vi] et A, sont
calculés au pas précédent. Rappelons que dans I'étdgenatriceA , peut également étre
calculée a I'aide d’'une décomposition QR [Lohner 1998].

Algorithme 3 Encadrement
ENTREES : [xi], Xg, [Vi], Ak, b, «
. [xx] = Validation([x], «) ;
k] = % 4+ 300 F (%) B 4 £ ([Re])R7
W) = T4 0 I(E: [ ])R"

n <

1
2
3
4: [arg1] = ([Se]Ax)[Pr] + [Sk]([Vi] — X&) ;
5. [Xp1|t = [Vira] + [drs1] s
6: Ay, = mid([Sk]Ar);
7 [pet) = Al ([SklAw) [Pk] + (A [Se)) ([Ve] — %) ;
8: Xpy1 = mid([Viy1]) ;
SORTIES  [Xp41] ™, Xet1, [Vir]s [Pros], Agn

3.2.2 Théoremes de comparaison et encadrement d’EDO dans gon-
texte incertain

L'approche basée sur des théoremes de comparaison peraiemégt de déterminer
un encadrement de I'ensemble des trajectoires admissiétees par (3.2.2). L'idée prin-
cipale est de transformer un probleme incertain (3.2.2)reprableme déterministe four-
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nissant des estimations minorante et majorante, englaleantaniére garantie 'ensemble
X(t) des trajectoires de 'EDO. L'intérét de cette approche el permet de s’affranchir
du phénomene d’enveloppement di a la manipulation d’'iatley dans le cas multidimen-
sionnel.

Dans un premier temps, il est nécessaire de présenteretifés propriétés qui sont util-
isées dans la suite de cette section pour encadrer un systéangin. Nous nous attardons
particulierement sur les systémes coopératifs, qui pesdatks propriétés intéressantes
pour I'encadrement d’EDOs en présence d’incertitudes.p@gsriétés sont exploitées tout
au long de ce chapitre. Les conditions de I'existence d’'uradrement garanti des tra-
jectoires possibles de (3.2.1) sont ensuite présentédis, Bous allons présenter des re-
gles, proposées dans [Kieffer et Walter 2006], pour coirstdes systemes déterministes
générant les trajectoires minorante et majorante encelfan

3.2.2.1 Propriétés et notations

L'encadrement de I'ensemble des trajectoires d’'un sysiganeales trajectoires, mino-
rante et majorante, présenté dans la partie suivante,geqpodes propriétés de monotonie
des systémes dynamiques. En effet, si un systéme décrl 2at ) est monotord, ses tra-
jectoires d’état respectent, sur un domaine de définitiomépla relation d’ordre définie
par rapport aux conditions initialeisg. :

x(to) < X'(tg) = x(t) < X/(t), Vt > to, (3.2.11)

ou la relation d’ordre doit étre respectée composante paposante.

La monotonie d’'un systeme est démontrée en étudiant lesigté@pdef, et plus partic-
ulierement la quasi-monotonie croissantef deoir par exemple [Walter 1970, Smith 1995,
Uhl 1996, Hirsch et Smith 2003]).

Propriétée 3.2.1 (Condition de quasi-monotonie)Jne fonctiorf(x, u) est quasi-monotone
croissante erx, aussi appelé Q-condition, si:

x<X)IN(uSU)A (2, =2)) = filx,u) < f;(x,0), Vie{l;--- ,n.} (3.2.12)

BINous attirons I'attention du lecteur sur la différence enin systéme monotone et une fonction monotone.
En effet, une fonctiof : D Cc R"» — R™= est monotone croissante par rappox aur le domainé), si :
x<x = fi(x)< fi(x), Vie{l;- - ng}.
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3.2 Ensemble atteignable d’un systeme dynamique

Notons que dans [Smith 1995] cette condition est égalemgrineée en termes de
dérivées partielles d& sur le domainéd x U. Ainsi, pour un domain@® x U C Rt
convexe, Si :

fi

e (x,u) >0, Vi#j, VxeD, Vue U, (3.2.13)
J
Ofi
(x,u) >0, VxeD, VueU, (3.2.14)
Uj

alorsf est quasi-monotone croissantesxesurD x U. En effet, pour touk < x’, u < u’ et
T, =x;,0na:

fi(xu) = filx,u) = /0 > gxf? (x +r(x' — X)) (& — 2;)dr >0, (3.2.15)

Z.i .
J#i

filx,0') — fi(x,u) = /0 21: gf (x +r(u —u))(u) —u;)dr >0, (3.2.16)

si et seulement si (3.2.13) et (3.2.14) sont vraies. Pourluke gamples détails, le lecteur
intéressé pourra se réferer a [Smith 1995, Angeli et Sor2ag§]2

Remarque 3.2.1Dans le cas des systémes autonomes, décrikparf(x), la condition de
guasi-monotonie et appelée condition de Kamke ou K-camdiKamke 1932, Smith 1995].

De la Q-condition découle le théoréme suivant, qui permetédifier si un systeme est
monotone.

Théoréme 3.2.1[Smith 1995, Hirsch et Smith 2003] Soit un systéme décrit par
x = f(x,u). (3.2.17)

On considére deux vecteuts= (zy,- - -, z,,)" etx’' = (z},---, ), )" € Detune relation
d'ordre <€ {<,<,<}. Sif satisfait la condition de quasi-monotonie croissantexen
alors :

x(to) < x'(to) = x(t) < x'(t), Vt > to, (3.2.18)

et le systeme (3.2.17) est par conséguent monotone.
Réciproquement, si (3.2.17) est monotone, alors la fondtisatisfait la condition de
guasi-monotonie croissante &n

Démonstration 3.2.2La démonstration de ce théoréme est donnée dans [Smith.1985]
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Dans la suite, nous allons présenter une classe partieudigs systemes monotones,
appelés systemes coopératifs. En effet, la coopératisitéree propriété forte qui implique
en particulier la quasi-monotonie croissantexede la fonctionf. Cette implication peut
étre aisément démontrée en utilisant les relations (3., 232.16) et la définition suivante.

Définition 3.2.2 Un systéme décrit par (3.2.1) est coopératif (voir par eXerfdmith 1995,
Angeli et Sontag 2003]) si :

%(x,u) >0, Vi#£j, VxeD, Yuel,
a”;jﬂj (3.2.19)
“(x,u) >0, vxeD, Vuel.
8Uj
Notons que dans le cas des systemes linéaires décrits par :
x = Ax, (3.2.20)

aveCA = (a;j)n,xn,, I'€tude de la coopérativité revient a vérifier les signes éléments
hors-diagonaux dé. Ainsi, un systeme décrit par (3.2.20) est coopératif;si> 0 pour

i # .

Exemple 3.2.1Soit la fonctionf : R? — R? donnée par :

£ il _ [ 1 + P22
fa P3T1 + PaTo

Dans cet exemple, nous allons étudier la K-conditiorf daivant les valeurs du vecteur de
parametrep = (py, po, p3, p4)’ . Soient deux vecteufs,, z,)7 et (z}, 25)7 :
— pourfiona:(xe < ) et(xy = 2)) alorspyxry +pexs < p1a)| +poxh, Si et seulement
Sips > 0;
— pourfyona:(x; <)) et(xe = x,) alorspsxy +pare < p3x’| +pyxh, Sietseulement
si,ps > 0.
Ainsi f respecte la condition de Kamke, si et seulemefipsi> 0) A (p; > 0). On peut
noter que la K-conditiorf n'implique pas nécessairement la monotonie croissanté. de
En effet, considérons par exemple le vecteur de paramptres(1, 5,2, —4)T vérifiant la
K-condition def et les deux points, x’ :

x=(0,1)" <x' =(1,3)".



3.2 Ensemble atteignable d’un systeme dynamique

Alors :
f(x) = (5, —4)7,
f(x') = (21, —-14)T.

La fonctionf n’est donc pas monotone croissante pour ce vecteur de pamgne

3.2.2.2 Encadrement d’'un systeme incertain

L'objectif de cette partie est de déterminer 'ensembletdagsctoires atteignables pour
des classes particulieres de systemes dynamiques. En adfg@robleme reste difficile,
voire impossible, a résoudre dans le cas général. La mdtigidautilisée est basée sur
le théoreme de Miiller [Muller 1926]; I'idée consiste a conse deux systemes minorant
et majorant permettant d’encadrer, d’'une maniere gardigiiesemble atteignable. Nous al-
lons montrer que lorsque le systéme vérifie la propriété dpéativité, I'encadrement est
minimal.

Considérons un systeme dynamique décrit par :

x(t) = £(x(t), u(t), p), x(to) = xo, (3.2.21)

olx € R"™, u(t) € R™M etp € R™.
L'existence et la garantie de I'encadrement recherché,yposysteme décrit par (3.2.21),
peut se faire a I'aide du théoreme de Mdller.

Théoréme 3.2.3 (Théoreme de Muller)[Muller 1926, Uhl 1996]. Soient deux fonctiogs
etx : [0,ty] — R™, vérifiantx(t) < X(t) (0 < ¢ < tx). On définit un domain& donné
par :

T=<(z,up,t) e R"™ xR"™ xR"™ xR

(3.2.22)

Supposons qué: T — R™ est une fonction continue sur le domaifieet qu’elle vérifie,
pouri € {1, -+ ,n,}:

2z =z,(t) = m%n[fl-(z,u,p,t)]zg'i(t), (3.2.23)

5 =T(t) = max|fi(z,u,p,1)] < 7(t). (3.2.24)

“IDans ce paragraphe, on considére qu’une partie du veatgeut &tre inconnue mais bornée.
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Supposons également que I'état initial du systéme (3.2&f)e :
x(0) < xg < X(0). (3.2.25)

Alors 'EDO (3.2.21) a une solutior : [0,t5] — R™, pour chaque état initiak, et
chaque valeur de et deu(t), satisfaisant la relation suivante :

x(t) < x(t) < x(1), (3.2.26)

Par ailleurs, il a été démontré dans [Miller 1926, MarcdllRebbioni 1997, Walter
1997] que si la fonctioffi est lipschitzienne par rapportapour toutp € [p] etu € [u(¢)],
I'unicité de la solution est assurée. Notons que le théom@andiller donne des conditions
suffisantes pour assurer I'existence de solutions pou2B)2mais ne permet pas de générer
les trajectoirex(t) etx(t).

Par ailleurs, dans le cas ou le systeme (3.2.21) est codplertiiéoreme de comparaison
(voir par exemple [Smith 1995, Walter 1997]) pose les bases pencadrement garanti de
toutes les trajectoires d’'état possibles.

Théoréme 3.2.4 (Principe de comparaisongoient deux systemes coopératifs décrits par :

{g(t) = £(x(t),u(t).p) 32.27)
y(t) = g(y(®) u(t),p)

avecf,g : Rt tm _, R et |les vecteurs, y € R"-,
SlZL‘Z(to) S yZ(tO)’ pour toutz € {17 te 7n$} etf(Z(t), ll(t), p) S g(Z(t), U(t), p)’ pour
toutz € R"= , alors :

zi(t) <yi(t) VE>toVie {1, ,n,}. (3.2.28)

Le théoreme (3.2.4) a été utilisé dans [Walter 1997, Waltéieffer 2003, Kieffer et
Walter 2006] afin d’encadrer I'ensemble atteignable deesyst dynamiques en présence
d’incertitudes. Il est montré que s’il existe deux systecwmsperatifs décrits par :

(x(t), u(t), p, P, 1), (3.2.29)
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3.2 Ensemble atteignable d’un systeme dynamique

[u(z),u(t)], p € [p,p] etx € D et six, < xy < X, alors la solution de (3.2.21) satisfait :

x(t) < x(t) <x(t),Vt > 0. (3.2.30)
Ainsi, un encadrement des solutions de (3.2.21) est dormk@a] = [x(¢),X(t)], ou
x(t) etx(t) sont les solutions de (3.2.29).
Dans la suite, nous nous intéressons aux méthodes perhtitteanstruire des systémes
déterministes pour calculer(t) etx(t).

3.2.2.3 Construction de systemes bornants

Dans ce paragraphe, nous allons présenter des reglesiuid®dans [Kieffer et Wal-
ter 2006], basées sur le théoreme de Muller [Muller 1926]ezinettant de construire les
deux systémes bornants. Ces régles utilisent les propdéténonotonie de la fonctidrpar
rapport a I'étatk, aux entrées et aux parametrgs. Ces regles sont utiles surtout lorsque
df:/0xy (aveci # k), 0f;/Juy. etdf;/Opr ne changent pas de signe sur le domdine

Dans [Kieffer et Walter 2006], on définit iA™ composante du systéme minorant par :

_ ‘ - ‘ - ‘ _
aveck' = (kf, -+ A, ) v= (4, ,v,) . p= (321"" P
Et lai®™composante du systeme majorant par :

aveck' = (Eiv T 7E21)T’U = (ﬁiv U 7vilu)T’ p= (ﬁzlv T 7EZP>T'

Les éléments), o' , &} , 7}, P, €tw, sont définis en fonction du signe des dérivées

ml _] ’
partielles suivanted.€. en fonction de la monotonie croissante ou décroissantg gar
rapport a I'élément étudié) :

- Afi = : Ofi
R N o S N = (NP I CRX20
a, si Ai<o u, st o5 <0
Dun k Oug
;. Ofi B ; Ofi
i _ ) P, S %pf" =" 5 o= Pm 5 ag)fmzo m € {i, -, ny}
_ . i ) m : i ’ ’ ’ ’

(3.2.32)
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z; St 1= xT; St Z:j
gy=S @ si (FDANGE20  Fi= T si ((FDAGE20, jefi- .,
T, si (z’;éj)/\%<0 x; si (i#j)/\(%.<0

(3.2.33)

L’encadrement garanti de 'ensemble atteignable du syestéurit par (3.2.21) estdonné
par le systéme couplé :

{g@) = £
x(t) = 1

B
I
=
E

I
=
=
o I

)

~~ \.@#
N—
(4
—~
~
(=]
~
I

%o (3.2.34)
X

Tl T

>4

9

Ouﬁ = (il’ e 7inw>T etf = (?17 U 7fnw)T'

Il est important de souligner que les systemes dynamiquasi€® définis par (3.2.34)
ne comportent aucune incertitude. En revanche, le couplaige les dynamiques inférieure
et supérieure peut conduire certains systemes englobatasarme (3.2.34) a une instabil-
ité, méme si le systeme englobé est stable.

Dans le cas patrticulier des systemes coopératifs, cettraotion est plus simple que
dans le cas général, puisque par définitg%]n > 0 pouri # j et g—lﬁ > 0. Seule I'étude
de la monotonie de la fonctiohpar rapport aux parametrgsest nécessaire. Le principe
consiste, pour 1a8°™ composante du systéme minorant, & remplacer chaque pagamét
(m € {1,---,n,}) par sa borne inférieure §p’% > 0 ou bien par sa borne supérieure si
S5 < 0, pour toutx € D, u(t) € [u(t)], p € [pl, ett € [to, ty]. Egalement, la*m
composante du systeme majorant est définie en remplacaquehrametre,, (m €
{1,---,n,}) par sa borne supérieure%f;— > 0 ou par sa borne inférieure%j% <0.

Dans le cas des systémes coopératifs, il n’'y a pas de couptdge les systémes mi-
norant et majorant. Si la fonctidhest monotone croissante (ou décroissante) par rapport a
I'ensemble des parameétrese(toutes les dérivées partielles par rapport aux paraméirgs s
de méme signe), le systeme englobant (3.2.29) correspoedathjectoires réalisables
par le systeme. Ainsi, I'espace atteignaBllg) est caractérisé de maniére exacte par les
systémes minorant et majorant. Par contre, dans le cas aigéle®es partielles n'ont pas
le méme signe, du pessimisme est introduit dans la carsatiém de I'espace atteignable
X(t). En effet, les systemes minorant et majorant ne corresppds nécessairement a des
trajectoires réalisables du systeme.
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3.2 Ensemble atteignable d’un systeme dynamique

Exemple 3.2.2Considérons un modeéle bi-compartimental (figure 3.2.1}itpar :

(3.2.35)

¥ = (Ko — kio)z1 + korxg +u
To = kiawy — ko179

Ce type de modéle est fréquemment utilisé dans les domagriashbiblogie (voir par
exemple [Jacquez 1985]) et de la chimie pour étudier des @inénes reposant sur les in-
teractions de systemes isolés. Par exemple les systérésspsovent représenter plusieurs
populations vivants sur un méme territoire et interagigsantre elles, des parties du corps
reliées les unes aux autres, ou encore en chimie des maspesdiits différents réagissant
entre eux, etc.

FiG. 3.2.1 — Modeéle bi-compartimental [Kieffer et Walter 192806]

Les parameétres:, et ko sont supposés constantsigt dépend d’'une non linéarité
décrite par une équation de Michaelis-Menten [Godfrey 1983

Ainsi, pourp = (p1, o, ka1, k12)*, on peut réécrire le modéle comportemental comme
suit :

. x
Ty = —p4—L+p3x2+u
14 poxy
Ty = p4T1 — P3T2 (3.2.36)
Yy = T2

ou seule la variabler; peut étre mesurée.
Nous proposons de reprendre les mémes valeurs des paramageelles utilisées dans
[Kieffer et Walter 2006] :

Ip] = ([0.9,1.1],[1.1,1.3],[0.45,0.55], [0.2, 0.3])7. (3.2.37)
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De plus, I'état initial est incertain et de bornes connues € ([0.95,1.05],[0,0.1])7. Dans
cet exemple, aucune perturbation d’état n’est prise en ¢cemp

Le but est de déterminer les bornes inférieure et supéridarBensemble atteignable
du systeme décrit par (3.2.36) en tenant compte des inegestsur I'état initial et sur les
parametres. Pour cela nous allons nous baser sur les sigeegléments de la jacobienne :

D1+ 2papory + papsxt + Py
(1 + paz1)? Py ) (3.2.38)
P4 —P3

of
ox

Nous notons alors que si les parametrg®et p, sont positifs, alors le systeme décrit par le
modele (3.2.36) est coopératif.

Ainsi, pour construire les trajectoires minorante et majote, nous utilisons les regles
(3.2.32). Nous obtenons alors :

(

— JES]
Py — —— 2 pa, +u
% = Pa—7 ¥, DyLy
]24&1 - p?}%ffl (3239)
—P,— T + P3To + u
DaT1 — ]_9352

\

Les bornes inférieure et supérieure de I'ensemble attdigndécrites par les équa-
tions (3.2.39) sont tracées en pointillé sur la figure (3)2Ur la méme figure, nous avons
tracé un ensemble de trajectoires admissiblkEs €t X,) obtenues par un tirage aléatoire
dans les domaines de I'état initial et des parametres. Neosgrquons que ces trajectoires
sont a l'intérieur de I'encadrement. D’un autre cote, legidées partiellesg—;:z n'ont pas
le méme signe, le domaine atteignable n’est donc pas détérdiine maniére exacte ; du
pessimisme est alors généré.

Nous avons présenté dans cette section deux approchesapactéciser un encadrement
de I'espace atteignable d’EDOs incertaines. Ces méthaatesgtent d’assurer la garantie
de I'encadrement,e. 'ensemble des valeurs admissibles de I'espace atteigresblcom-
pris dans I'encadrement calculé. Néanmoins, le résulthindégration numérique peut étre
conservateur. Ce conservatisme est engendré par le pssgrmtroduit par le phénoméne
d’enveloppement pour les approches basées sur les modelesybbr intervalle. Dans le
cas des approches basées sur le théoréme de comparaisopreplétés de monotonie des
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FIG. 3.2.2 — Encadrement de I'ensemble atteignable des toajestd’état du systéeme bi-
compartimental (3.2.36) pou(t,) € [xo] etp € [p].

EDOs, le conservatisme vient du couplage des variablestaices dans I'élaboration des
systemes minorant et majorant.

Dans le paragraphe suivant, nous allons utiliser ces tqubeipour développer une
procédure de caractérisation de I'ensemble des valeurgssithies du vecteur d’état d’'un
modéle dynamique incertain. L'étude est conduite pour ¢edes systemes non linéaires a
temps continu.

3.3 Estimation d’état de systemes non linéaires a temps
continu

Dans un contexte a erreurs bornées, I'objectif est de @ltehsemble des valeurs du
vecteur d’état appartenant a 'ensemble atteignable epatibles avec les mesures. L'esti-
mation d’état consiste alors a contracter I'enseniilg en utilisant 'information fournie
par les mesures. Comme I'ensemble solution est difficile@rd@ner d’'une maniere exacte,
des formes géométriques simples comme les ellipsoidegdlet al. 2004], les zonotopes
[Alamo et al. 2005] ou les intervalles [Jaulin 2002, Raissial. 2004] sont utilisées afin
d’effectuer une approximation extérieure.
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Dans le cas des modeles non linéaires a temps continu, conme@@rincipalement trois
approches permettant de résoudre le probléeme d’estimdiitat dans un contexte a erreurs
bornées.

La premiéere est basée sur le mécanigrediction/correction semblable au filtre de
Kalman (voir par exemple [Jaulin 2002, Raissal.2004]). L'étape de prédiction consiste a
calculer, al'instant, ;, un encadremeffik, ,,]* de 'ensemblé& des trajectoires du vecteur
d'état consistent avec I'ensemlite,| des valeurs admissibles a I'instapt ce qui revient
a réaliser une intégration numeérique garantie d’une égudiifférentielle en présence d’in-
certitudes [Nedialkov 1999]. La correction permet de réellé pavéx, ;] en utilisant les
informations provenant des mesugg®d(t,. ;). En raison du phénoméne d’enveloppement,
cette méthode n’est efficace que lorsque les incertitudd'®tat et le vecteur de paramétres
restent suffisamment petites.

La seconde approche est également basée sur la prédioti@atton (voir par exemple
[Kieffer et Walter 2006]). Dans cette approche, la prédittst réalisée a l'aide du théoréme
de comparaison présenté dans la section précédente. Rg¢entdires d’état, minorant et
majorant 'ensemble des trajectoires admissibles de I'E&Dt construites en fonction de
la monotonie de la fonctiofl. Le principal avantage de cette méthode est que I'analyse pa
intervalles n’est pas utilisée pour résoudre 'EDO indagaCeci dans le but d'éviter le
conservatisme di aux phénomenes de dépendance et d’'gueelept inhérents a I'arith-
métique des intervalles. Ainsi, pour un systeme coopérb#ist possible de caractériser de
maniere exacte 'encadrement de I'espace atteignableERO incertaine. Néanmoins, la
construction des systemes bornants, générant les triagsctoinorantes et majorante, reste
une tache difficile.

La troisieme approche, développée pour les systémes braigiques (voir par ex-
emple [Moisaret al. 2009]), revient a construire deux observateurs a retouodegour-
nissant des estimations minorante et majorante du vectétat.dCette approche a été ini-
tialement proposée dans [Rapaport et Gouzé 1999] pour ddslesolinéaires a une in-
jection de sortie prés. L'idée est de construire les deuemaseurs bornants, tels que les
systémes dynamiques représentant le comportement deufetiobservation minorante et
majorante soient coopératifs. Cette approche a été étaetahse|Bernard 2004], ou un en-
semble d’observateurs intervalles est concu (appelé faisseau d’observateurs) en util-
isant des sorties supplémentaires. Lintersection deegolais estimations est ensuite effec-
tuée afin d’'améliorer le taux de convergence des bornesrd&sbn. Enfin, dans [Moisan
et al. 2009], cette approche a été ameéliorée par I'introductiom @titére d’optimalité con-
duisant a la définition d’'un observateur optimal. Il a été trodans [Moisaret al. 2009]
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que cette approche peut donner des résultats efficaces @oaystémes biotechnologiques
avec de larges incertitudes.

Dans la suite, nous allons présenter brievement ces apgm@tmous allons les étendre
a une large classe de systémes non linéaires en passansgpteximations sous forme
gLPV (quasi-Linéaire a Paramétres Variants).

3.3.1 Estimation d’état par prédiction/correction

Soit un systéme décrit par les équations suivantes :

(

x(t) f(x(t),u(t), p)
y(t) = gx(t),u(t),p)
y(ts) = yi' +ex (3.3.1)
x(tg) € X
[ P c P

ou les fonctiond : D x U x P — R™ etg : D x U x P — R"™ peuvent étre non linéaires,

D c R*, U c R", X, est le domaine initial du vecteur d'étdt,C R"» est le domaine du
vecteur de paramétresgfy,’ ete, sont respectivement les vecteurs de sortie estimee, de
mesure a l'instant;, et de bruit de mesure a I'instanit

La prédiction consiste a propager les incertitudes detligial et des parameétres afin
de calculer le pavéx,;]" encadrant I'ensemblX des trajectoires de (3.3.1) & l'instant
tr+1. Les mesurey;” ; ne sont pas utilisées dans cette étape. Dans la littéramreeut
trouver principalement deux méthodes pour réaliser cetidigtion. La premiere [Jaulin
2002, Raisset al. 2004, Klettinget al. 2006] est basée sur la résolution de I'équation dif-
férentielle (3.3.1) en utilisant une extension du dévedspent de Taylor aux intervalles. La
seconde est basée sur la caractérisation de I'encadreméespace atteignable du vecteur
d’état du modéle dynamique incertain par deux trajectorie®rante et majorante.

A linstant ¢, la mesurey™ (t;,11) =y, est disponible. L'étape de correction re-
vient & déterminer 'encadremejnt;. . ;|* des valeurs du vecteur d’état compatibles avec le
domaine des mesuresa; par:

[xen]" ={xeD|p € [p], gx(tr),p.tx) € [y(t)]} =g ([y(tir)]) ND.  (3.3.2)

avecly(t)] = [y™(t)+e,y™(t) + €|, oue ete sont les bornes d’erreur de mesure supposées
connuesa priori.
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L'estimation de I'état, a I'instant, , ;, est donnée par l'intersection entre les ensembles

(k1] " €t [xpp]”

Xrt1] = K] N [xppa]” (3.3.3)
{x€xra]™ | p€pl, gx(th),p,t) € [y(te)]}.

La correction est donc un probléme de caractérisation diabkes qui peut étre résolu par
les méthodes d’inversion ensembliste ou de satisfactiocodé&raintes présentées dans le
chapitre (2). L'estimateur d'état est alors donné par Balhme (4) [Jaulin 2002, Raissi
et al.2003b; 2004].

Algorithme 4 Estimation d’état par prédiction/correction
ENTREES : [xo|,f, [y1], -, [yn]
1: Pourk=0aN — 1, Faire:
2:  [xp41]T = EncadrementK (¢,1))® ;
(xrn1]* = g7 (Y (ter)]), VP € [P
4[] =[x 0 el
5. Fin (Pour)
SORTIES : [x1], -, [xn]

w

Par souci de clarté, il n’est pas mentionné dans les entetgalgorithme (4) les para-
metres nécessaires a I'encadrement de I'enseksledes trajectoires de 'EDO (3.3.1).

Exemple 3.3.1Reprenons I'exemple 3.2.2 du modéle bi-compartimenaichdrement de
I'espace d’état atteignable par 'EDO incertaine du mod@e2.36) peut étre obtenu par la
résolution des deux EDOs certaines (3.2.39), construitagiéisant le théoreme de Miiller
et les propriétés de monotonie de

Supposons que I'état, est accessible aux instartis tel que :

y(tk) = {L‘Q(tk) + w(tk), (334)

ouw est un bruit de mesure appartenant & I'intervghe).01, 0.01].
Les mesures sont échantillonnées a une périoda der un intervalle de simulation de
10s. On obtient alors le tableau des mesures suivant :

tls]| O 4 6 8 10
y(tx) | 0.2793] 0.2077] 0.1164] 0.0727| 0.0292

Blvoir I'algorithme 3, paragraphe 3.2.1.2.

78



3.3 Estimation d’état de systemes non linéaires a tempgécont

Sur la figure 3.3.1, on présente en traits continus rougesifieation d’état obtenue par
l'algorithme 4. On trace également, en traits discontinleuls, 'encadrement de I'espace
atteignable de 'EDO incertaine du modéle (3.2.36).

Il est a noter que I'algorithme de prédiction/correctionrpet de réduire I'encadrement
du vecteur d’état. Néanmoins, cette réduction n’est efecju’a chaque instant d’échan-
tillonage, ainsi entre deux instants et ¢,,, la dynamique de I'estimation de| dépend
uniguement de la dynamique des EDOs certaines (3.2.39)oheecgence de la taille de
I'encadrement de I'état ne peut donc pas étre réglée par warpatre extérieur.

z1(t) To(t)

FIG. 3.3.1 — Estimation d’état par prédiction/correction poarsysteme bi-compartimental
(3.2.36) pourx(ty) € [xo] etp € [p].

3.3.2 Estimation par retour de sortie

La dynamique des estimateurs basés sur I'approche pa@dicbirrection que nous venons
de présenter est implicitement fixée par la dynamique désysEtudié. Or, pour certaines
applications, il peut étre intéressant de disposer de peramde réglage externes agissant
sur la convergence de I'estimateur ainsi que sur le pessieni®e I'encadrement des valeurs
admissibles du vecteur d’étate(sur la taille dgx, X]).

Une autre limitation de I'estimation par prédiction/catien se situe dans la phase de
correction. En effet, celle-ci consiste a poser un probléne/ersion ensembliste pour
déterminer 'ensemble des valeurs du vecteur d’état cotEseavec les mesures. Cette in-
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version est réalisée a l'aide d’'un contracteur et la corerarg peut étre accélérée en parti-
tionnant le domaine du vecteur d’état a chaque ingtar®r, comme nous lI'avons précisé
dans le paragraphe (2.4) du chapitre (2), lorsque la dirormki vecteuk est importante, le
domaine initial dex est grand ou la précision de sous-pavage doit étre impert@mombre
de bissections augmente d’une maniere exponentielle.dPa&equent, la complexité aug-
mente, ce qui peut poser des problemes pour des systémeagagatynamiques rapides.
En effet, pour une implémentation en ligne la durée de laection doit étre nettement plus
petite que la période d’échantillonnage.

Dans cette section, nous proposons d’utiliser une autreoape pour 'encadrement de
la trajectoire du vecteur d’état dont le but est, d’'une paets’affranchir des phénomenes
d’enveloppement et de dépendance rencontrés dans I'aradysntervalles, et d’autre part,
de disposer de paramétres de réglage pour la convergenestiteation. L'idée fondatrice
consiste a transformer un probleme incertain en un probgterministe en utilisant les
théorémes de comparaison [Muller 1926, Smith 1995]. Dewentateurs minorant et ma-
jorant, basés sur une structure de Luenberger, serontroisste gain de ces observateurs
est choisi afin de respecter un certain nombre de propriétésothotonie.

Dans un premier temps, nous abordons brievement le cas @er@sslinéaires certains
a une injection de sortie pres introduit dans [Rapaport etz8d.999]. Puis, nous présen-
tons notre contribution qui consiste a étendre I'approcbegsée dans [Rapaport et Gouzé
1999] a une large classe de systémes non linéaires. Poyunoekk proposons une approx-
imation garantie du modele non linéaire en un modéle gLPYeGgpproximation permet
de construire un estimateur intervalle linéaire, encadidarfacon garantie les trajectoires
d’état d’'un systeme non linéaire.

3.3.2.1 Cas linéaire a une injection de sortie pres

Considérons un systeme décrit par le modeéle :

x(t) = Ax(t)+e(y(t),1)
{y(t) _ cxt) (3.3.5)

avecA € R=xn= C € Rw*™ ety : R™w*l — R" une fonction dont on connait les
bornes(p, »), telle que :

p(y(t),t) <e(y(t),t) <p(y(t),t). (3.3.6)
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Le but de cette section est de déterminer un encadremerétdedu systéeme représenté
par le modéle (3.3.5) a chaque instant. Les bornes inférieusupérieure sont calculées a
I'aide d’observateurs basés sur une structure de Luenbémes dynamiques sont décrites
par :

{ x(t) = Ax(t) + @(y(), 1) + Lly(t) - Cx(1)) (3.37)
X(t) = AX(t)+o(y(t),t) + Ly(t) — Cx(1))

On note pae(t) = x — x I'erreur entre la vraie valeur de I'état et la borne inférei5a
dynamique est donnée par :

&(t) = (A — LO)e(t) + b(t), (3.3.8)

avecb = ¢(y(t),) — o(y(t),?) = 0.

Ainsi, si la matrice(A — LC) est coopérative, alors(0) > 0 implique quee(t) > 0
pour toutt > 0. En effet, silA — LC) est coopérative, ses €léments non diagonaux sont
tous positifstA — LC);; > 0, Vi # j, Vt > t, et comme par hypothédst), b,(t) > 0,
vVt > to, alors les relations d’ordre sont maintenues pour touaimst> ¢.

La méme démarche peut étre faite pour I'erreur supériette= x(¢) — x(¢), ainsi que
pour I'erreur totalee(t) = x(t) — X(t).

L'idée présentée dans [Rapaport et Gouzé 1999] est la gaiva'il existe un gairl
tel que la matric§ A — LC) soit coopérative (la matricA n’étant pas nécessairement
coopérative) et si I'état initial vérifie :

x(0) € [x(0),x(0)],

alors le systeme décrit par (3.3.7) est un estimateur parvigite pour le systéme (3.3.5).
Ces conditions d’existence, ainsi que la vitesse de coanemde |'estimation sont resumés
par le théoreme suivant :

Théoréme 3.3.1Soit un systéme décrit par (3.3.5), tel que :
— il existe un gairl pour que la matricé A — LC) soit coopérative ;
— lamatrice(A — LC) estinversible et stable;
~ b(t) = w(lp(y(1).1). B(y (1), 1)) est bomnéei.e. w([p(t). B(t)]) < B.

Alors l'erreur totalee(t) = €(t) — e(t) converge asymptotiquement vers une valeur in-
férieure (terme a terme) a :

emar = —(A —LC)'B. (3.3.9)
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Notons que cette approche repose sur deux hypothesesdortesrnant I'injection de
sortiep(y(t),t). La premiere est I'existence et la possibilité de constrdieux fonctions
w(y(t),t) etp(y(t), t) encadrant I'injectiorp. La seconde porte sur la taille maximale de
cet encadrement. En effet, le pessimisme de I'estimateiaid(3.3.7), donné par (3.3.9),
est directement lié a la largeur de cet encadrement.

Afin d’étendre cette approche a une large classe de modéaidmpaires, nous dévelop-
pons dans le paragraphe suivant une de nos contributiodsemqee dans [Videaet al.
2009b], consistant a transformer un modeéle non linéaireenadéle gLPV (quasi-Linéaire
a Parametres Variants) par une approximation garantietmgdes fonctions d’inclusion
moyennes (présentées dans le chapitre 2).

3.3.2.2 Approximation garantie d’'un modele non linéaire paun modéle gLPV

Modéles LPV et qLPV

Les modéles LPV constituent une classe de modéles lingaéresettant de décrire des
procédés dont les caractéristiques dynamiques évoludahetion des conditions de fonc-
tionnement [Shamma et Athans 1990 ; 1992]. Plus préciséitragiroche LPV désigne des
modéles dont la représentation d’état dépend d’'un vectepatamétrep(t) borné et sus-
ceptible de varier dans le temps. Ces systémes ont faietalgj nombreux travaux depuis
ces derniéres années, aussi bien en commande [Aplaran995a ;b] qu’en observation
(voir [Darengosse et Chevrel 2002)).

Définition 3.3.1 (Modeéles Linéaires a Parameétres Variants).es modeéles LPV sont des
modeles linéaires dont les parameétres varient dans le telgpsont décrits par des équa-
tions de la forme suivante :

(3.3.10)

ou p(t) : [0,ty] — P est une fonction dont on connait le supportfete R est un
ensemble compact d&*.

Lorsque la fonctiorp dépend explicitement du vecteur d’étgtle modéle (3.3.10) est
appelé représentation quasi-LPV (gLPV). Les modeles qLd¥ gar conséquent des mod-
eles non linéaires écrits sous une forme linéaire avec ungcamaynamique dépendant de
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I'état. Ainsi, le terme «quasi» est plus approprié pour détiatte catégorie de modeles.
Cette classe est souvent utilisée pour des transformatmnsodeles non linéaires.

Pour de plus amples détails sur la représentation LPV etregsi@tés, le lecteur in-
téressé pourra se référer par exemple a [Marcos et Balas 3@@mma et Cloutier 1993].

Dans cette section, nous proposons une de nos contribgfineensiste a élaborer une
méthodologie permettant de transformer un modéle nonitmégarameétres incertains, en
un modele qLPV "garanti". Par "garanti”, nous entendonslgueajectoire du modele non
linéaire est sire d’appartenir a I'ensemble des trajeztoadmissibles du modele gLPV.
Cette approximation est basée sur une linéarisation garamtour d’'un domaine de fonc-
tionnement et non pas autour d’'un point d’équilibre. L'appmation qLPV proposée est
réalisée au moyen de I'analyse par intervalles [Moore 1B@#isen 2004].

Systemes non linéaires autonomes
Soit un systéme non linéaire autonome, décrit par 'EDO :

x = f(x), (3.3.11)

avecf : R"» — R"= une fonction lipschitzienne et € [x], ou [x] est un domaine d’évolu-
tion de I'état détermind priori, pour lequel 'approximation sera garantie.

Dans ce paragraphe, nous allons effectuer une linéamsgaoantie du modele non
linéaire (3.3.11). En utilisant la fonction d’inclusion yenne def, on a alors :

f(x) € f(x.) + [Je ) ([x]) (x — x¢). (3.3.12)
ou [Jg] est la fonction d’inclusion de la jacobienne fidéfinie par Jg = %L((f))) etx,
X

peut étre le milieu déx|.
Ainsi, pour toutx € [x], il existe une matricé\ € [J¢| telle que :

f(x) —f(x.) = A(x(t))(x — x.), (3.3.13)
On pose le changement de variabje(t) = x(t) — x., on obtient alors :

X(t) = Ax(D)x(1), 0314
A(x(1) € [Frl(]), vx(t) € [x], Vx(t) € x] ..

On remarque que (3.3.14) est une linéarisation garanti8.8el(). Le modele linéaire
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obtenu dépend de I'état, il s’agit donc d’'une représentatiajLPV de (3.3.11) autour de
Xe.

L'expression|J¢] de la jacobienne peut étre obtenue par différentiationraatigue
(DA) [Rall et Corliss 2009]. La DA a été développée indépendeent par Moore [Moore
1962] et Wengert [Wengert 1964] dans le cadre du calcul forilee permet d’obtenir des
résultats sans qu’aucune approximation ne soit faite elasanb sur les propriétés elémen-
taires de dérivation.

Exemple 3.3.2Reprenons I'exemple (2.3.5) du chapitre 2 :
z(t) = sin(z(t)), (3.3.15)

ou la jacobienne dein(z(t)) est donnée par :

~ Osin(z(t))

Je = 0 = cos(z(t)).

Pour un domaine d’évolution du vecteur d’étgt) € [x] = [r/6,7/3], une fonction
d’inclusion de (3.3.15) peut étre obtenue par une extensatarelle, telle que :

[Je]([2]) = cos([m/6,7/3]) = [1/2,v/3/2].

La représentation gLPV garantie de (3.3.15) autourrge, milieu de[x], pour tout
x(t) € [r/6, /3] est alors donnée par :

X(8) = Aa(t))x(1), Alx(t)) € [1/2,V3/2] (3.3.16)

Systemes non linéaires non autonomes
Soit un systéme non linéaire non autonome décrit par 'TEDO

x(t) = £(x(t), u(t)), (3.3.17)

avecf : R™» x R™ — R" une fonction lipschitzienne; € [x] etu € [u].

Par souci de clarté et sans perte de généralité, on notetieuvect) = (x(¢), u(t)).
La linéarisation garantie de (3.3.17) est obtenue en antiti& fonction d’'inclusion moyenne
def :

E(p(t)) € £(xer ) + [Tad (], [u))(x() = x.) + Tral (5, [w]) (u(t) — w.),  (3.3.18)
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ou [Jg ] et[Jg,] sont les fonctions d’inclusion des jacobiennes définies par

op(t) o 5 _ OHplt)

T = o) ou(t)

Ainsi, pour toutp € [x] x [u], il existe des matriceA € [J¢] et B € [J], telles qu'en
posant les changements de variabl¢s) = x(t) — x. etu(t) = u(t) — u., on obtienne :

x(t) = A(p(t))x(t) + B(p(t)) (1),

(3.3.19)
Vx(t) € [x], Yu(t) € [u],

qui est une linéarisation garantie de (3.3.17) sur le doenahx [u]. Le modéle linéaire
(3.3.19) dépend de I'état et de la commandae ; il représente donc une approximation
gLPV garantie de (3.3.17) autour ¢e., u.)”.

Extension aux systémes incertains
La méthodologie que nous venons de présenter peut étraiétandas des systemes non
linéaires, non autonomes, incertains, décrit par I'EDO :

x(t) = £(x(t), u(t), p). (3.3.20)

avecf : R *m+m — R™ yne fonction lipschitzienne € [x] C R™*, u € [u] C R™ etp
un vecteur de paramétres incertains. Dans la suite, nos®oans la notation précédente
p(t) = (x(t),u(t))".

Supposons que le vecteur de paramétrest borné, de bornes connues.p € [p]), la

fonction d’inclusion moyenne dépeut étre écrite en considérant le vecteur de parametres
comme une variable ; on a alors :

f(p(t), p) € f(xc,ue, pe)  +[Jec] ([x], [u], [p]) (x(2) — xc)
+ ¢ ([x], 0], [p]) (u(t) — uc) (3.3.21)
+Jep] ([x], [u], [P]) (P — Pe),

—

ou [J], [Ja] €t[Jgp] SONt les fonctions d’inclusion des jacobiennes :

_ 9f(p(t), p)

_ Of(p(t),p)
T = ax(t) ’ Cou(t)

of(p(t),p)
T ="—put ~—op

Jip = ap
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Ainsi, pour le domainéx| x [u] x [p], il existe des matrices :

AGplo)p) € | T E0LP)]

x(t)€[x]
u(t)€[u]
p€(p]

. [0f(p(t),p) f(p(t),p) f(p(t),p)
°“[ ox(t) H ou(t) }et{ op
biennesT g, Jg, €tJgp,.

} sont les fonctions d’inclusions des jaco-

En posant les changements de varialdés = x(¢) —x. etu(t) = u(t) —u,, on obtient
alors :

X(t) = A(p(t),p)x(t) + B(p(t),p)u(t) + Ar(p(t), P)(P — Pc),

Vx(t) € [x], Vu(t) € [u], Vp € [p]. (3.3.22)

2

Etant donné que € [p], on ap — p. € [p — pe, 5 — p.] = |4, “0L ] Ainsi, le
modéle obtenu par I'approximation qLPV est une expresdiimeade la forme :

X(t) = A(p(t),p)x(t) + B(p(t), p)u(t) + Af(p(t), p),

vx(t) € [x], Vu(t) € [u], Vp € [pl. (3:3.23)

0l Aj(p(t), p) € Ar(p(t), p) [~452, “UEL].

De la méme maniere, considérons I'équation de mesure d'wiel@mon linéaire, don-
née par :
y(t) = g(x(t), u(t), p), (3.3.24)

avecg : R"=*tm+tne — R™ yne fonction lipschitzienne. En suivant une démarche aimail
I'approximation qLPV de (3.3.24) autour @&., u., p.)” et pour un domaingg] x [u] x [p],
est donnée par I'expression affine :

P(t) = C(p(1), P)x(t) + D(p(t), p)1(t) + Ag(p(t), ), (3.3.25)

avecx(t) = x(t) — X, p(t) = u(t) — u. ety(t) = y(t) — g(x., u., p.) et les matrices’,
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D et A, données par :

x(t)e[x]
ax(t) u(t)g[u]
delot)p)]
gip\t),
D(p(t),p) € { x(t)e[x]
8u(t) u(t)g[u}
9g(p().p)] [=w(lp]) w{ip)
* gp ) -
A t, c ) X X
(1) P) [ 7p H > 2 }usggu
pE(p]

Exemple 3.3.3Considérons un systéme décrit par 'TEDO non linéaire a pa¥taes incer-
tains :

z(t) = f(z(t),p) = ax* sin(z(t)), (3.3.26)
ouxz(t) € [w/6,7/3],p = a € [0.95,1.05]. Le milieu dgx]| est donné pak,. = 7 /4.

On peut déterminer les jacobiennes :

Jfz = %é))’m:a*cos(x(t)),
Jp = W:sm(w(ﬂ).

L'approximation gLPV de (3.3.26) autour de = 7/4 est alors donnée par :

{0 = Alp(t), DIX() + Aglp(t), p)" 0327
Vp(t) € [r/6,7/3], ¥p € [0.95,1.05],

oUx(t) = (t) — m/4, Alp(t), p) € [In]([], [p)) €tA(p(1), p)* € “EI5)([2], [p))

La fonction d’inclusion naturelle dé, pour p(t) € [r/6,7/3] etp € [0.95,1.05] est
donnée par:
Je([z],[p]) = [0.95,1.05] % cos([7/6,7/3])
= [0.95%1/2,1.05%v/3/2]
= ]0.475,0.909],

et celle deJy, pourp(t) € /6, 7/3] etp € [0.95,1.05] est donnée par :

Uil ([], [p]) = sin([m/6,7/3])
= [1/2,v3/2],
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ainsi :

A(p(t),p) € [0.475,0.909],

Alp(t),p)* € [1/2,V3/2) —w[O.9257 1.05]’ w[0.92, 1.05]

= [~0.0434,0.0434].

3.3.2.3 Synthése d’estimateurs "intervalle" pour des modes non linéaires

Dans ce paragraphe, nous allons présenter une méthodplmgjid¢a conception d’ob-
servateurs intervalles pour une large classe de systenmelindaires. Etant donné que la
trajectoire du systeme original (non linéaire) est a lirgé@r des trajectoires de I'approxi-
mation qLPV développée dans la section 3.3.2.2, I'idéeistaa utiliser la transformation
gLPV suivante :

{ x(t) = Alp(t)x(t) + B(p(t))u(?) (3.3.28)
y(t) = Cl(p(t))x(t) + D(p(t))u(t)
ou le méta-parametye évolue dans un domaine compact de support connu et repailbgent
par un pave :
p(t) € [p] C R™. (3.3.29)

Par souci de clarté, on notera fdrl'une des matriced\, B, C ouD et[M]([p]) une fonc-
tion d’inclusion pouM, avecM et M les bornes inférieure et supérieure[N&] (élément
par élément).

Structure de I'estimateur
Pour estimer un encadrement de I'état du systéme (3.3.88%, proposons deux obser-
vateurs inférieur et supérieur basés sur une structure eeldanger. lls sont donnés par :

X(t) = Ax(t)+Bu(t) + L(y(t) - y(1)
{X(t) _ Cx(t)+ Du(t) (3.3.30)
{i(t) = AX(1) +Bu() + L(y(t) - 7(1) (3.3.31)

y(t) = CX(t)+ Du(t)

Les gaind. etL ne sont pas forcément les mémes et sont choisis en fonctonodees des
matricesA, B, C etD.

En admettant que les perturbations sur les mesures sondédsoat de bornes et €
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connues priori, le domaine admissible de la sortie est :
Y(t) =[y"(t) +ey™(t) +€l, (3.3.32)

ouy™(t) est le vecteur de mesure.

En utilisant I'expression (3.3.32) pour tenir compte dentitudes sur les mesures, les
estimateurs (3.3.30) et (3.3.31) peuvent se réécrire sdasrhe :

0. {g(t) =(A — LO)x(¢)+(B — LD)u(t)+L(y™(t) + €) (3.3.33)
y(t)=Cx(t)+Du(t)

7. {f(t) :(_K_— L—_)f(t) +(B — LD)u(t)+L(y™(t) + €) (3.3.34)
y(t)=Cx(t)+Du(t)

Les estimateur® et O fournissent les bornes inférieure et supérieure du vectétat
x du systéme (3.3.28) si I'inégalité :

x(t) <x(t) <x(t), Vt>0, vx(t) € [x], (3.3.35)

est toujours vraie. La condition (3.3.35) peut se réécoresda forme :

%X(t) —x(t) >0 pour (3:3.36)

x(t) —x(t) <0 pour O

@]

Par souci de clarté, nous allons prendre le méme daiss L = L, pour les deux
observateur® et 0. Néanmoins, la généralisation peut se faire sans difficulté

Erreurs d’estimation

Les observateurs donnés par (3.3.33) et (3.3.34) sonttigmsates estimées etx cal-
culées pap et O vérifient la condition (3.3.36) a chaque instant. Dans ltesunious allons
présenter une méthodologie pour déterminer un ensemblalelers du gairl. permettant
d’assurer la garantie de I'encadrement calculé®a0.

En utilisant (3.3.34), la dynamique de I'erreur supérigi(re = x(t) — x(¢) est donnée
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par :
e(t) = x(t)—x(t)
= (A-LO)X(t) + (B —LD)u(t) + L(y™(t) + ) (3.3.37)
—A(p(t))x(t) — B(p(t))u(?).
Par définition les matriced, B, C et D sont bornées, elles peuvent donc se réécrire
sous la forme :
M = M(p(t)) + Agz(t), (3.3.38)

ou M est I'une des matriceA, B, C ouD avecO < (Axz(%)).; < (w ([M];;))-

iy —
Ainsi, en se basant sur la relation (3.3.38), on a :

MX(t) = M(p(t))x(t) = Mx(t) — (M — Agg(t))x(t)
= M(X(t) — x(t)) + Agz(t)x(t) (3.3.39)
= Me(t) + Agp(t)x(2).

Eninjectantlarelation (3.3.39) dans (3.3.37), 'équatgnamique de I'erreur supérieure
peut se réécrire sous la forme :

e(t) = (A—-LC)e(t) + Xe(t), (3.3.40)
avec .
Ae(t) = (Ax(t) — LA()x(t) + (Ag(t) — LAG(t))u(t) + Le.

Ainsi, si le gainL est choisi tel qué A — LC) soit coopérative el.(t) positif, alors
la condition initialee(0) > 0 implique que I'erreui(t) reste positive a chaque instant. Par
conséquent, I'estimateur (3.3.34) donne une estimatigararate de la trajectoire d’état du
modéle LPV (3.3.28).
L'ensemblelL; des valeurs du gaih, satisfaisant la condition (3.3.35), est défini par la
relation :
Li = {L € R"™*™ | (A = LC)yjiz; > 0,(As(t))i > 0}. (3.3.41)

Une démarche similaire peut étre entreprise pour I'esBoraminorant en utilisant la
relation (3.3.33). La dynamique de I'erreur inférieere- x(¢) — x(t) est alors donnée par :

&(t) = () —x(1)
— (A-LO)x(t) + (B — LD)u(t) + Ly (t) + ) (3.3.42)

—A(p(t)x(t) — B(p(t))u(t).
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De la méme maniére, les bornes inférieures des matAceB, C et D peuvent se
réécrire sous la forme :
M = M(p(t)) — Am(?), (3.3.43)

ouM € {A,B,C, D} et0 < (Am(t)),; < (w([M]y;)). On a alors la relation :

Mx(t) — M(p(t))x(t) = Mx(t) — (M + Am(t))x(t)
= M(x(?) — (1)) — Am(t)x(?) (3.3.44)
= Me(t) — Am(t)x(t)

Ainsi, en injectant I'expression (3.3.44) dans (3.3.42qguation dynamique de I'erreur
inférieure peut se réécrire sous la forme :

e(t) = (A—LC)e(t) + A1), (3.3.45)
avec .

Ac(t) = —(Aa(t) — LAc())x(t) — (A(t) — LAp(?))u(t) + Le.

Par conséquent, si le gdinest choisi tel qué A — LC) soit coopérative ek (t) négatif,
alors la condition initiale(0) < 0 implique que I'erreue(t) reste négative a chaque instant.
Ainsi, I'estimation inférieure de la trajectoire d’état chodele LPV (3.3.28) est donnée par
I'observateur (3.3.33). Lensemblg des valeurs du gaih satisfaisant la condition (3.3.35)
pour (3.3.33) est alors donné par :

Ly ={L € R™*™ | (A = LC)jjizj = 0, (Ac(t)): < 0} (3.3.46)

Ainsi, I'ensembleL. des valeurs du gaih, permettant d’assurer la garantie de I'estima-
tion donnée par le couple d’observateuts (), est défini par la relation :

L =L Lo (3.3.47)

L'utilisation d’'un gainL vérifiant (3.3.41) et (3.3.46) permet de construire deuxrest
teurs coopératifs méme si le modele LPV du systeme ne I'esta plus, le gain intro-
duit un paramétre de réglage, pouvant agir sur la dynamiesesdtimateurs{, 0), i.e.
la convergence de 'estimation, et ainsi réduire le pessimaide I'encadrement des valeurs
admissiblesX(¢) du vecteur d’état.
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Convergence de I'estimation

La stabilité asymptotique de I'estimateur intervalle estaée si les trajectoires inférieure
et supérieure des observateurs (3.3.33) et (3.3.34) amwelune vers l'autre. L'étude de
la stabilité de I'estimateur est donc équivalente a I'étdelda stabilité de I'erreur totale :

e(t) = 8(t) — e(t) = x(t) — X(t). (3.3.48)

On note respectivement pa(t) et R.(t) le centre et le rayon de I'estimé intervalle a
I'instantt, ils sont donnés par :

(1) 2_§(t)’ (3.3.49)

En utilisant (3.3.33), (3.3.34) et (3.3.49), la dynamiquecdntrex(¢) est donnée par :

x(t) +x(t)
2
= (& -LOx() + (B~ LDt + Liy" (1) + ) (3.3.50)

+(A— LO)x(t) + (B~ LD)u(t) + L(y"(t) + ) ).

x(t) =

De méme, I'équation dynamique & (¢) est :

X(t) — (1)
2
= (A -LOx() + (B~ LD)u() + Liy" (1) +2) 3.3.51)

~(A - LO)x(t) - (B~ LD)u(t) - L(y"(t) + ) ).

R.(t) =

Or, par définition les bornes inférieure et supérieure ddsiceaA, B, C et D peuvent
s’écrire sous la forme :

M = (mz’d([M]) - ?) , M = (mid([M]) + —) : (3.3.52)

avecM € {A,B,C,D}.
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Ainsi, en se basant sur (3.3.52), on obtient :

MX(t) — Mx(t) = <mid([M]) + @) x(t) — <mid([M] — @) x(t)
= mid (M) (1) — (1)) + w2
= 2mid([M])Rc(t) + w[M]x(t),
(3.3.53)
MX(t) + Mx(t) = <mid([M]) + @) X(t) +  mid(M] — @ x(t)
= mid(M)E(D) + (1)) + w2
= 2mid([M])x(t) + w[M]R.(t)
(3.3.54)

En injectant les relations (3.3.53) et (3.3.54) dans (834 (3.3.51), I'équation dy-
namique de I'estimateur intervalle, représentée par sotreet son rayon, s’écrit sous la
forme :

%(t)\  (2(mid[A] — Lmid[C])  (w[A] — Lw[C)) (1)
()~ ) (i) 0

R. (1) (w[A] = Lw[C])  2(midA] - Lmid[C])
e (3.3.55)
avec
[ (mid[B] — Lmid[D]) L(mid[e] + y (1))
Ael(t) = ( (/B - L{D] ) u(t) ( L] ) : (3.3.56)
et | |
AL <2(mzd[A] ~Lmid(C])  (w[A] - Lw[C] ) | (3.357)
(w[A] — Lw[C]) 2(mid[A] — Lmid|[C])

Si le gainL est choisi tel que la matricA. soit asymptotiquement stable et gNgt)
soit borné par un vecteur posifif,, alors I'estimation converge asymptotiquement vers une
boule de centrg,,,, et de rayorR., ... Si A, est inversible, cette boule est définie par la
relation :

€maxzx

(xm) - (2(mz’d[A] —Lmid[C])  (w[A] — Lw[C))

R (w[A] = Lw[C]) 2(mid[A]_Lmid[C])> A..  (3.3.58)

€mazx

Ainsi, I'ensemblelL; des valeurs du gaih, garantissant la convergence asymptotique
de I'estimateur intervalle vers une boule de cesiyg, et de rayorR. est défini par la

€max?
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relation :

(3.3.59)

L {L R ‘ A, stable }
5 = c Nz XNy

max(w(Ae(t))) < Ae

On peut noter que si la largeur @8], [D] est nulle {.e. les matrices ne dépendent pas
dep) et siw[e] = 0 (i.e.le bruit de mesure est nul) alors I'erreur totale :

oft) = &(t) — e(t) = 2+ R, (1),

tend vers zéro. C'est a dire que les trajectoires des estima(), O) convergent vers la
"vraie" trajectoire d’état du systéme. Par conséquenta siobpérativité est respectée, le
centrex(t) de I'estimateur intervalle converge vers 'état du systéme

L'utilisation d’'un gainL appartenant a l'intersection des ensembles définis paelies r
tions (3.3.41), (3.3.46) et (3.3.59) :

L =Ly L2 )Ls, (3.3.60)

permet de construire un estimateur intervalle fournissamncadrement garanti de I'état du
systeme observé et qui converge vers une boule dont le rayamférieur aR. (donnée
par la relation 3.3.58).

€max

L'expression (3.3.60) revient a caractériser un ensefbievaleurs admissibles du gain
L sous les contraintes de coopérativité et de stabilité dgiateur intervalle composé
de (3.3.33) et (3.3.34) pour un domaifpg C R™ d’évolution du méta-paramétie(t).
Le probleme (3.3.60) peut étre formulé sous la forme d'urbigmme de satisfaction de
contraintes (CSP). La résolution peut s'effectuer ensaiit le solver RealPav&rou le
langage de programmation QUIMPER Ces outils permettent de calculer 'ensemble des
valeurs admissibles de vérifiant (3.3.60).

Notons que le conservatisme de I'approximation qLPV di swnpmenes de dépen-
dance et d’enveloppement peut engendrer une solution \ddelp Dans un tel cas, un
estimateur intervalle basé sur I'approximation LPV et diantynamique de I'erreur est
coopérative, ne peut étre construit. Pour surmonter cenirénient, deux stratégies peu-
vent étre adoptées :

— deux gains distinctk et L pourraient étre utilisés pour les observateurs minorant et

bIDisponible & : http ://www.sciences.univ-nantes.fr/ipirso/permanents/granvil/realpaver/index.html
["IDisponible & : http ://www.ibex-lib.org/
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majorant;;

— En ajoutant un second retour, permettant d’agir sur kereatre les bornes inférieure
et supérieure.

3.3.3 Exemple de simulation

Nous allons illustrer la méthodologie dévéloppée dans tagraphe précédent sur un
exemple. Le support d’application utilisée est un procédrdulique de laboratoire, appelé
maquette 3TANKS, illustré sur la figure (3.3.2).

Q. Lo, T o
—]
hy
P hs P
a13 a32 2

FIG. 3.3.2 — Maquette 3TANKS

3.3.3.1 Présentation du systeme

Le systeme se compose de trois cuves cylindrigyed; et 73 de sections identiques
S.. Le liquide s’écoulant de la cuvk, a travers un tube cylindrique doté d’'une vanng
de sections,,, est recueilli dans le réservdif qui approvisionne les deux pompEset P,.
Ces deux pompes alimentent les cu¥g®t 7, avec des débit§; et (),. Les trois niveaux
d’eau dans les trois cuves sont notés parh, et hs;. Les tubes d’interconnexion entre
les différentes cuves et le réserv@iy sont dotés de trois vannes, a, et a; de sections
ajustables permettant de simuler diverses défaillandles tgue des fuites plus ou moins
importantes sur chaque cuve.

Le modéle mathématique de ce procédé, pour un comporteroenbal (vannes, a;
etaz fermées), est obtenu en utilisant la loi de Torricelli. Dange cuve contenant un fluide
parfait, ou il existe un trou a la hautetliren-dessous de la surface horizontale de ce fluide,
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le liquide s’écoulant a travers une vanne un débit)) donné par :

t) = a,, S/ 2gh(t). (3.3.61)

avecg l'accélération de la pesanteut, le coefficient d’écoulement de la vanaget S, sa
section.

Sous I'hypothése qui, (t) > hs(t) > ha(t), le modele de la maquette est alors donné
par les équations suivantes :

Schl (t> = _azlssn\/Qg(hl (t) - (t)) + Ql( )
Seha(t) = auyy Sun/29(h3(t) — ha(t)) — @upySnr/2gha(t) + Qalt) (3.3.62)
Sch?,(t) = azlgsn\/Zg(hl(t) - h3(t)) a2323n\/29 h3 - h2( ))

ou les valeurs nominales des coefficients d’écoulemental@ses: s, ass, az SONt a,,, =
0.6, a.,, = 0.6, a.,, = 0.7, leurs sections ont pour valeursS; = 5.107°m? et S, =
0.0154m? etg = 9.81n /s>

L'équation (3.3.62) peut étre réécrite dans I'espace titda facon suivante :

((@1(t) = —awy/z1(t) — 2s(t) + g-ua(t)
a(t) = ag\/w3(t) — wa(t) — azo/ws(t) + g-us(t)
@3(t) = az/mi(t) —x3(t) — as2/z3(t) — 22(1) (3.3.63)
yi(t) = 551(’5) + w1 (1)
Ya(t) = a2(t) + wa(t)
C us(t) = a3(l) + ws(t)

oUx = (71,2, 73)T = (hy, ho, h3) représente le vecteur d’état= (uy, uz)? = (Q1,Q2)T
le vecteur de commandg,= (y1, y2, y3)T le vecteur de mesurey = (wy, wy, w3)T le bruit
de mesure ep = (a3, as0, as)’ le vecteur de paramétres normalisés des coefficients d'é-

coulement (ave013 = ;135 2g/SC, (39 = A,325,1/ 2g/SC etasy = a,205,/ 2g/SC)

Les trajectoires de références des niveaugt h, sont des créneaux de valeur moyenne
50cm pour hy, 10cm pour hy, d’'amplitude4cm, avec un rapport cyclique de6 et une
période de200s. Les niveauxq; et h, sont contrélés par deux régulateurs de types propor-
tionnels intégrals. Les éléments du bruit de mesufg& sont supposés appartenir & l'inter-
valle [-0.5¢m, 0.5¢m]. Ce domaine de variation a été déterminé en effectuant deses
commande nulle, pour différents points de fonctionnement.
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3.3.3.2 Approximation gLPV et calcul du gainL
Les équations (3.3.63) du modele de la maquette 3aTANKS sonliméaires par rapport

a I'état. L'approximation gLPV de (3.3.63) sur le domajrgest donnée par :

Vx(t) € [x],
5 0
oux(t) = x(t) — x., A(x(t)) € [Ju]([z]) €t B = 0 Si
0 0
Avec [Ji ] une fonction d’inclusion de la matrice jacobienne :
of (x(t))
R 3.3.65
§ ax(t) ( )
___—ai3 0 ai3
2\/:131(25)71'3(15) 2 :El(t)f:ljg(t)
_ 0 —as2 _ a20 as2
2(/z3(t)—22(t)  2¢/2(t) 24/z3(t)—z2(t)
aso —as2 _ as2
2\/zs(t)—w2(t)  2¢/z3(t)—z2(t)

ai3 @32
24/ 1 (t)—x3(t) 24/ x3(t)—x2(t)

Pour un domaine de variation du vecteur d’état, détermipérxentalement et donné

par:
[0.44, 0.56]
x ¢ | [0.044,0.164] |,
[0.24,0.364]

oux, = mid([x]), on al'égalité :
(0.0076,0.0153]

[0.0076,0.0153]
[—0.0306, —0.0152]

0
[—0.0441, —0.0220]
0.0076,0.0153)]

[—0.0153, —0.0076]
0

[0.0076,0.0153]
(3.3.66)

Ve ([2]) =

Sur la figure (3.3.3), est représenté un enserlde valeurs admissibles du gdintel
que les contraintek,;, i € {1, 2,3}, données par les relations (3.3.41), (3.3.46) et (3.3.59).

Cet ensemble est obtenu a I'aide de RealPaysour un domaine initial de recherchg =

(L—10,10D3X2.
[BlConfiguration de RealPaver : Contract&ull +box consistency + interval Newtonlimitation 25000

partitions.
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L32 -10 qp L

10

L31 -10 g L

21

Fic. 3.3.3 — Ensembl& de valeurs admissibles de

3.3.3.3 Estimation des bornes majorante et minorante

Les résultats de I'estimation pour un gdine L sont présentés sur la figure 3.3.5.
Notons que le pessimisme de I'encadrement est importargffén cette figure représente
les données de simulation ou les bornes\d&(t)) ne sont pas mises a jour a chaque pas.

Afin de réduire le pessimisme de I'encadrement et d’augmdateitesse de conver-
gence, il est possible d’effectuer une mise a jour des bateds en réévaluant la fonction
d’inclusion de la matrice jacobienne en ligne. Ce principeikustré sur le schéma fonc-
tionnel 3.3.4. L'estimation de I'état pour le méme gain quécgpdemment est représentée
sur la figure 3.3.6. Dans ce cas, I'encadrement de I'étatergewvice vers une boule dont le
diamétre est proche de la limite de I'erreur de mesure.
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u »  Systeme — Y

W Vv

Q
]

1P

6<|
>

A -

I

Estimateur intervalle

e ([x])

FIG. 3.3.4 — Structure de I'observateur avec mise a jour deseisafeA (x(t))
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FIG. 3.3.5 — Estimation d’état podr € LL et les bornes da (x(t)) fixes
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FiG. 3.3.6 — Estimation d’état podr € LL et les bornes d& (x(¢)) mises a jour

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés au probléstendtion d’état pour
des systemes représentés par des modeles non linéairegsademtinu et incertains. Dans
un premier temps, nous avons présenté deux approches tgioFsgarantie d’EDO incer-
taines, I'une basée sur une extension des modeéles de Tayddamtarvalles et I'autre sur le
théoréme de Miller et les propriétés de monotonie. Ces appsade résolution d’EDO ont
été ensuite utilisées pour développer une méthode de sgnthabservateur fournissant des
bornes minorante et majorante de I'état. Pour cela, nous sommes appuyes sur une de
nos contributions qui consistent a approximer un modelelinéaire par un modele qLPV
"garanti" en se basant sur I'analyse par intervalles. Enbas avons illustré les différentes
étapes de la méthodologie développée sur un exemple nuraériq

Dans le chapitre suivant, nous abordons le deuxieme volabddravaux. Il s’agit du
probleme de la détection d’'incohérences des systemes iseglgar un ensemble d’E-
DOs incertaines dans un contexte ensembliste. Les outitadectérisation d’ensembles
de valeurs présentés dans le chapitre 2, ainsi que I'estima@tat traitée dans ce chapitre,
fournissent les éléments de base des algorithmes de sameeilque nous allons développer.
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Chapitre 4

Approche ensembliste du controle
d’'intégrite

4.1 Introduction

Dans le cadre de la mise en place d’une démarche de contr&deldence et de
surveillance a base de modeéles, on est amené a estimer lableardu systeme (état,
sorties, parametres, ...) dont la déviation anormale pdugtre significative de I'appari-
tion d’'un défaut de fonctionnement. Dans un contexte enBstabla démarche revient
a représenter la trajectoire de chaque variable du systamang enveloppe prenant en
compte 'ensemble des incertitudes (de modélisationudeations, etc.). Cette couverture
ensembliste représente le seuil au dela duquel le compentashservé représente un écart
anormal par rapport au comportement nominal. Cet écart mgpadement peut étre I'objet
d’'une évaluation en termes de degré de sévérité afin de détigeeut conduire a une inca-
pacité, provisoire ou permanente, du systéme a accompbblectifs initiaux qui lui ont été
assignés. Cette approche doit étre considérée comme ureehpgomplémentaire (et non
pas de remplacement) par rapport aux méthodes existaiepré&sente en méme temps
des avantages et des inconvénients que nous nous effea@@ouligner dans ce chapitre.
Un des avantages, souvent mis en avant dans la littératnoe@e, est que dans certaines
situations le mécanisme de modélisation sous jacente gibser révéler avantageux et re-
soudre le probléme de découplage d’'une facon naturelleff@in@mme nous I'avons déja
souligné, la description de I'ensemble des sources diitades en termes stochastiques
pourrait s’avérer délicate. Par exemple, certaines dygaesi mal connues peuvent plus
naturellement étre décrites et caractérisées a partiedtonverture ensembliste. Il en est
de méme pour certaines perturbations externes qui peutrergilés aisément caractérisées
par des bornes plutdt que par une quelconque distributeminastique. En contrepatrtie, il
faudra prendre en compte le fait que certains comportenoenigerts par des enveloppes
calculées ne correspondent pas aux trajectoires adneissid#® qui pourrait conduire a une
fausse décision.
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Ce chapitre est organisé de la facon suivante : aprés awwit BE2compromis "garantie

/ conservatisme" dans un contexte ensembliste, nous ntéressons dans une premiere
partie a la formulation de tests de cohérence basés sumasin d'état. Nous présentons
d’abord le principe fédérateur de fonctionnement des niethensemblistes existantes pour
des modeles linéaires. Ensuite, nous abordons notre lootbm qui consiste a exploiter les
observateurs a retour de sortie développés dans le chaptiar mettre en place des tests
de cohérence pour des systémes non linéaires a temps cdinifiny, la seconde partie de
ce chapitre est consacrée a I'élaboration de tests de cwleedans I'espace paramétrique
basées sur les outils ensemblistes présentés au chapitre 2.

4.2 Compromis "Garantie/Conservatisme"

Les algorithmes de détection et localisation de défautsiqus allons présenter dans ce
chapitre reposent sur la mise en place de tests de cohéngineeie comportement attendu
en fonctionnement normal et un comportement observé. sesde cohérence peuvent étre
réalisés dans I'espace d’état, I'espace paramétriqueespdce des sorties.

Dans le contexte ensembliste, on suppose que les bornegaledegrs incertaines,
choisiesa priori, permettent de couvrir tous les comportements possiblegstame physique
en fonctionnement normal (et perturbé). L'ensemble despaostements possibles du sys-
téeme sont déterminés en propageant les bornes des indestissues de différentes origines
(bruit de mesure, bruit d’état, incertitudes paramétrijser la sortie du modele du systeme.
Dans le cas non linéaire, cet ensemble possede une formetgénm complexe difficile
a caractériser. Souvent, il est approximé par une formelsicggmme les ellipsoides, les
intervalles ou les parallélotopes. L'avantage de cettecgbe est que I'ensemble calculé
est complet [Hansen 2004Je. il couvre tous les comportements possibles. Ainsi, une-inco
hérence entre la sortie du systéme et I'ensemble des siutimedele s’explique forcément
par la présence d'un ou plusieurs défaut(s). La complétedmgt alors d'écarter toute
indication de fausse alarme. Il s’agit d’une propriété im@ote pour la surveillance des
systémes critiques ou la contrainte "zéro fausse alarntelnespréoccupation majeure. En
contrepartie, comme I'ensemble calculé n’est pas minimalkles comportements inadmis-
sibles sont couverts), certains défauts de faible am@ipalivent ne pas étre détectés, car
leurs effets sur les trajectoires du systeme peuvent ésgquéa. Ce double effet correspond
a ce qu’on peut appeler le compromggrantie / conservatismettaduisant un compromis
bien connu en diagnostic entre un faible taux de faussesietaet un faible taux de non
détection. Ce compromis est incontournable, 'améliorati’'un critere se fait au détriment
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de l'autre. Il doit étre géré pour chaque situation et entionades spécifications d’un cahier
des charges donné.

Avant d’aborder le contrdle de cohérence basé sur les aésugisus du chapitre préce-
dent, il nous parait pertinent de présenter dans le paragragivant la démarche générale
de détection d’'incohérence, souvent adoptée dans le cereaasembliste. Notons que ce
champ de recherche étant relativement récent, la litieranncernée est assez réduite.

4.3 Deétection garantie basée sur I'estimation d’état

4.3.1 Tests de cohérence pour des modeles linéaires a tempscet

Les tests de cohérence que nous présentons dans ce paeagrppbent sur le méme
principe que les estimateurs d’état par prédiction/ctioaqrésentés dans le chapitre 3.
Cette approche a été initialement développée pour le cagstienses représentés par des
modeles linéaires incertains a temps discret (voir par @kefhunzeet al. 2003, Benoth-
manet al.2007, Planchon 2007}), décrits par :

y (k) = C(p)x(k) + D(p)u(k)

(4.3.1)
X(O) € XQ
P € Py

avecx € R",u € R™,y € R™ etp € R™ les vecteurs d’état, de commande, de sortie et
des parametres incertains et les matrices d4&tdB, C et D de dimensions appropriées.

L'idée de base consiste a vérifier si le comportement preédit@ modéle est compatible
avec le comportement observe. Ces tests de cohérence sguisate facon a détecter et
localiser un ensemble de défauts. Considérons un ensefnibdedéfauts possibles :

F={F,F, -}, (4.3.2)

auquel il est possible d’associer un ensemble mod#&fgs. Le comportement normal est
décrit par le modeleM gz, et les modéles\p, , Mp,, - -- , Mg, décrivent les comporte-
ments défaillants devant étre localisés par I'algorithmeidgnostic.

[110n trouve également dans la littérature des extensionsasises modeles non linéaires & temps continu
[Wolff et al. 2008].
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FIG. 4.3.1 — Tests de cohérence par estimation d’état

La démarche consiste a prédire le doméﬁjg de I'état a l'instant;, connaissank;,_;
en utilisant les difféerents modélésg! .. La détection et la localisation sont alors effectuées
en analysant l'intersection des domaines prédits avecriead®X; estimé en utilisant les
de mesures. Ainsi, §K;0 N X; = 0, les mesures ne sont pas compatibles avec le modéle
nominal ; un défaut est alors détecté. De plus, si poutlecomportement défaillant on a
Xi; N X} # 0, traduisant la cohérence entre les mesures et le madgle alors le défaut
est isolé et correspondig. Ce principe est illustré par le schéma 4.3.1.

Notons que la prédiction exacte du doma?i‘@i, connaissank,_;, peut nécessiter un
volume de calcul conséquent, voire impossible, dans le gadiméaire. Pour cette raison,
on est souvent conduit a effectuer une approximation du deexactX;, := X;i NX; par
une forme géométrique simple, comme les ellipsoides, |Bagmes, les zonotopes ou les
pavés. On note alors paT, I'approximation extérieure :

X C Xg. (4.3.3)

Dans ce cas, le domain€; prédit, ainsi que l'intersectiok; ; N Xj, sont aisément
calculables. Néanmoins, I'approximatii engendre du conservatisme et conduit par con-
séquent a ne pas détecter certains défauts qui auraientepdédectés si le domaine exact
X, avait été utilisé [Armengatt al. 2000].
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Exemple 4.3.1Considérons un modéle des variations de pH d’un procesaichionique
[Lunzeet al.2003], décrit par :

x(k+1) = Ax(k)+ Bu

y(k) = Cx(k)+ w(k)

X(0) e X (4.3.4)
w(k) € [gE

oux = (z1,22)7 est le vecteur d’'état (sans interprétation physique degetyant comme
domaine initialX] = ([—4,4], [6,14])7, u est I'entréey est la mesure de pH,  sont les
bornes sur le bruit de mesure-6%) et ouB = (1,1)T etC = (1,2) .

En mode normal, la matricA est donnée par :

0.5 —1.2
A=Ap = :
o ( 025 0.8 )
En mode défaillant A est donnée par :
0.55 —1.2
A=A = :
f ( 025 0.5 )

L'approximationX,, ¢ Xy, que nous utilisons dans cet exemple, est issue de [Lunze
et al.2003], les auteurs proposent d’encadi& par un parallélotope décrit par :

Xe = {x|Vi : s;x € [a;,b]}, (4.3.5)

ous = (s1,---,Sp,) Ns > n, €st un vecteur unitaire et les borneset b; sont calculées
pour que le plus petit parallélotop§, vérifie la relation (4.3.3). Ces bornes sont données
par :

a; = mMilxex, SiX,

(4.3.6)

bl' = IMaXxex, SiX.

Dans [Lunzeet al. 2003], le vecteurs; est orienté dans la direction de la bande de
contraintes représentant le domaiix§ et s, est choisi paralléle a I'axe des ordonnées,

1(1 0
S1 = g<2>et82:<1> (437)

Sur les figures 4.3.2 et 4.3.3 sont représentés les résultatest de cohérence pour
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le mode normal (figure 4.3.2) et le mode défaillant (figure3).3Dans cette simulation,
nous avons considéré un signal de commande nul et I'appardiun défaut (passage de
A =Ap aA = Ap)at = 9s, avec un pas d'échantillonnage de. Le domaine ini-
tial est représenté par le pad&;. Les valeurs exactes de I'état (obtenues par simulation)
sont représentées par une croix et les bandes en pointpi&sentent les quatre premieres
bandes correspondant aux domailg&sestimés en utilisant 'équation de mesure. Les par-
allélotopes bleus représentent la prédiction du compoetgndu systeme pour le modeéle
normal (figure 4.3.2) et défaillant (figure 4.3.3) et les pi@mtopes rouges représentent les
encadrement¥;,, des intersections des domaines préglifset estimés<;.
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FIG. 4.3.2 — Test de cohérence pour le modéle nominal A,

Notons que sur la figure 4.3.2, 'ensemble solution est nde yisqu'at = 11s, le
changement de mode est donc détecté avec un retard de deBupda figure 4.3.3, pour
les deux premiérs pas, le test n’est pas "négatif* malgriédémce de défauts. En effet, la
prédiction entraine du conservatisme qui ne permet pas delg sur I'incohérence entre
les données et le mode défaillant. La solution de lintetisacest également non vide a
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FIG. 4.3.3 — Test de cohérence pour le modéle défaillant A

partir det = 10s, ce qui indique que le modéle défaillant est cohérent aveolesures a
partir de cet instant.

Afin de gérer la perte d’'information due au conservatismeadné lors de la phase
de prédiction, un test stochastique a été proposé dans genal. 2003] pour prédire le
changement de mode.

Notons que dans I'approche que nous venons de présentamvargence de l'esti-
mation (et par conséquent les performances de l'algoritiendiagnostic) dépend de la
dynamique du modele utilisé pour la prédiction ainsi quelieaes des erreurs de mesure.
En effet, il n’y a pas de paramétre de réglage permettant dieéier la vitesse de conver-
gence. Dans le paragraphe suivant, nous proposons d’adlaptenateur a retour de sortie
gue nous avons développé dans le chapitre 3 afin d’utilisgaileL. pour que I'algorithme
de diagnostic réponde a des critéres de performance sésaaitiori.
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4.3.2 Tests de cohérence pour des systemes non linéaires

Dans ce paragraphe, nous développons nos travaux prédantep/ideatet al. 2009a]
qui consitent a exploiter I'observateur basé sur I'appration gLPV garantie que nous
avons développé dans le chapitre 3 afin de construire ururégigtrvalle. Dans un second
temps, l'influence du gain sur les performances de la proeédieidétection est analysée.

Les défauts que nous allons considérer dans la suite de agrpphe sont supposés de
type additifl. Lapproximation gLPV d’un modéle non linéaire en présedas vecteur
de défauts additif est donnée par :

(0))x(t) + B(x(), u(t))u(t) + Fe(t)

(1)x(t) + D(x(t),u(t))u(t) + Ho(t) (4.3.8)

—
>
=
Il
/Q:>
o
==
= g

OUA(x(t),u(t)), B(x(t),u(t)), C(x(t),u(t)) etD(x(t),u(t)) sont des matrices variantes
dans le temps, données dans le chapitre 3 et dont on consdivieesF et H sont des
matrices constantes de dimension appropriég(et € R™ est le vecteur de défaut, pour
lequel aucune hypothésepriori n’est faite. Le termé'¢(t) est censé modéliser I'impact
de défauts de type "actionneur" ou "composant" alorsiig¢t) modélise plutot les défauts
des chaines d’instrumentation et de capteurs.

4.3.2.1 Génération de résidu intervalle

Dans le cas linéaire, la génération de résidus, quelquéasoiéthode utilisée, revient a
filtrer les signaux entrée-sortie par deux filtres linealigset H,, :

r=H,u+ Hyy. (4.3.9)

La construction des filtreH,, et H, dépend du modele utilisé et de la technique de généra-
tion employée (voir par exemple [Chen et Patton 1999]). Dawesseconde phase, les résidus
sont structurés et évalués par des tests de décisions.

Dans un contexte a erreurs bornées, I'estimateur foursitdkeurs minorantg et ma-
jorantey de de la sortie. Dans ce cas, la détection d’'incohérencdfestuge par un test
d’appartenance. En effet, I'estimation est incompatibiecdes mesures si, a un instapt
ona:

y(tr) & [y (te), ¥ (1)), (4.3.10)

PIplus précisément, I'effet ou 'impact du défaut est modétle facon additive. Il peut s’agir d’'un défaut
multiplicatif, modélisé sous forme additive, moyennang approximation (voir [Zolghadet al. 1998].
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ouy est le vecteur de sortie. Ce test peut également se rééauisdasforme suivante :

=
=
=

(4.3.11)

o O O O

our est le vecteur de résidu. Notons que dans ce cas le résidipa®san vecteur ponctuel
mais un intervallér(¢)].

4.3.2.2 Etude de la dynamique du résidu

Dans cette section, nous allons étudier la dynamique dewebo(t) etr(¢) du résidu
intervalle[r(¢)]. Les bornes sont obtenues par un estimateur intervall®arrdé sortie en
utilisant I'approximation qLPV (voir le paragraphe 3.32lu chapitre 3).

La borne supérieure du résid(t) est donnée par(t) = y(t) —y(t) ouy(t) est calculée
a l'aide de I'observateur suivant :

0

{ X(t) = (A = LC)X(t) + (B — LD)u(t) + L(y"(t) + ) (4.3.12)

Ainsi, la dynamique de la borne supérieure du résidu esttdguar la représentation
d’état suivante :

(4.3.13)

ou les termes

caractérisent les effets des incertitudes dues a I'appration qLPV et((F — LH)(t),
qu(t)) représentent les effets des défauts sur la borne supédeuésidu.

Afin de différencier les effets des erreurs de modélisatioles défauts, la représentation
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(4.3.13) peut se réécrire sous la forme suivante :

: (4.3.14)
) = Ce&'—He(t)

ou I'on notee® le vecteur d’étaE en fonction des incertitudes. et \,, ete° le vecteur
d’'étate fonction du défaup. Ainsi, ¥¢(t) et°(t) représentent respectivement les effets
du défaut et des incertitudes sur la borne supérieure dduésiotons que le résidu n’est
généralement pas nul méme en I'absence de défaut.

Par ailleursr®(t) peut étre interprété comme un "seuillage adaptatif*. Bzt afih défaut
est détecté via la borne supérieurerdg si :

F(t) <0 < Tt) < —°(t). (4.3.15)

De la méme maniere, la borne inférieure du réside @3$t= y(t) —y(t) ouy est estimée
par :

== = (4.3.16)

Par analogie a (4.3.14), la dynamique de la borne inférieltjese décompose en deux
termes donnés par :

e’(t) (A-LC)e’ + A (1)

FZ(” = Ce?+ A1) (4.3.17)
e'(t) = (A—-LC)e" — (F—-LH)p(t)

vi(t) = Ce'—Ho(l

ou les effets des incertitudes dues a I'approximation qLP\ae bruit de mesure sont
représentés par :

B D = (4.3.18)

110



4.3 Détection garantie basée sur I'estimation d’état

Enfin, en utilisant (4.3.14) et (4.3.17), le résidu peut geriée sous la forme suivante :

_ ) @), ()] t<tq
[r(t)] —{ A —— - (4.3.19)

out, est l'instant d’apparition du défaut.

En d’autres termes, pour un fonctionnement non défaillarajlle de[r(¢)] est non nulle
et dépend du conservatisme di a 'approximation gLPV aiasiux bornes d’incertitudes
de I'erreur de mesure. Dans le cas d’'un fonctionnement nfanilldét, le test d’appartenance
0 € [r(¢)] est toujours vrai. Cependant, il n’est pas possible de gjat@sence de défauts
dans ce cas. En effet, I'effet d’'un défaut de faible ampbtpdut étre masqué par les erreurs
de modélisation, ceci est également corrélé a un probléndéteetabilité]. Par contre, si
a un instant,, le test n’est plus vraiif. 0 ¢ [r(t)]), alors on conclura a la présence d’'un
défaut. La principale caractéristique de cette approchguéaucune fausse alarme ne peut
étre signalée, sous I'hypothése que les bornes d’erreoisieb soient valides.

Dans le paragraphe suivant, nous allons quantifier laétaill plus petit défaut détec-
table pour la méthode présentée. En particulier, 'effegain de I'observateur sera analysé.

4.3.2.3 “Plus petit” défaut détectable

Comme nous lI'avons vu dans le paragraphe précédant le rg&idaré est souvent non
nul. En effet, les termes’(¢) etr°(t), qui représentent I'effet des erreurs de modélisation
sont non nuls. Il apparait donc important de déterminerestde plus petit défaut détectable
en fonction des erreurs d’approximation et du dgain

Dans la suite, on appelle le plus petit défaut détectable [goborne supérieure (re-
spectivement sur la borne inférieure), le plus petit défautt I'effet sur le résida (resp.

r) entrainer’(t) + r4(t) < 0 (r°(t) + ré(t) > 0). Nous allons établir la relation entre la
taille de ce plus petit défaut détectable, le ghist les erreurs d’approximation. Pour cela,
considérons un défaut dont I'effet peut étre représentépawvariation dy®™eélément de
o(t), tel queg(t) = (0,...,0,¢;(1),0,...,0)". Leffet de p;(t) sur lai®™ composante de
la borne supérieure du résidu est donné par la relation dg@suivante :

{ _éa(lt) _ (_K_— LC)e — (F — LH);p;(t) (4.3.20)
mitgs) = Ci— Hip(t)

Bl ne s’agit pas d’une détectabilité intrinséque, mais @ aiétectabilité orientée "sensibilité", voir [Bas-
seville et Nikiforov 1993] pour une discussion a ce sujet.

111



CHAPITRE 4 : Approche ensembliste du contréle d’intégrité

ol (F — LH); est laj*colonne dgF — LH) et C; est lai®™ligne deC.
Considérons un defaut apparaissant sous la forme d'undcligamplitudey;;. En
régime permanent, on a :

W7 (¢, 0.,.,) = (Ci(A — LC)"'(F—LH);— Hy;) 3. (4.3.21)

Par ailleurs, nous avons montré dans le paragraphe précgalen défaut est détecté
par la borne supérieure deifd'¢composante du résidu si :

To(t) —TH(t) <0 (4.3.22)

Ainsi, en utilisant les relations (4.3.21) et (4.3.22),délé du plus petit défaup;(t) dé-
tectable par la borne supérieure de°l?f composante du résidu, est donnée par :

@, = (Co(A-LC)"(F -~ LH); — H, ')_1 Ty (4.3.23)

ou7? est la valeur maximum du “seuillage adaptatif” donnée par :
70 =—Ci(A -~ LC) "Ac + Ay, (4.3.24)

avecA, et A, les valeurs maximales d&,(t) et X, (t).

Une démarche similaire est effectuée pour la borne infégida la;®™ composante du
résidu. En considérant un défaut se manifestant par uraticeride type échelon sur jéme
élément dep(t), la plus petite amplitude du défaut détectable pafTdcomposante de la
borne inférieure du résidu(¢)] est donnée par :

¢, = (C/(A—LC)™'(F —LH); — Hy) ' 7. (4.3.25)

Enfin, lamplitude du plus petit défaut détectable pai®™ composante du résidu inter-

valle, tel que) ¢ [r;(t)], peut étre définie par :

Notons que dans I'hypothése ou le plus petit défaut détkcea spécifié dans le cahier
des charges, il est possible d’ajouter une contrainte géupghtaire au probleme de syn-
thése d’'un observateur intervall€, O) donné dans la section 3.3.2.3 du chapitre 3. Ainsi,
I'ensemblel. des valeurs admissibles du gdirpeut étre déterminé tel que les conditions
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de garantie (3.3.47), de convergence (3.3.59), pour unditadgdu plus petit défaut dé-
tectablep;; . soientassurées. L'ensemlilgeut étre réecrit tel que :

4
Lel=()L, (4.3.27)

i=1

oul, estdonné par:

Ly={L € R*™*™ [ maz(| ¢ (L)],[@i{L)]) < @ijpns }

avec(fij(L),@j(L)) représentant I'expression du plus petit défaut détectdatmée par
(4.3.25) pour la borne inférieure(t) et par (4.3.23) pour la borne supérietfg).

Remarque 4.3.1Lors de la résolution du CSP permettant de caractériseun ensemble
solution vide peut étre causé par :

— une amplitude du plus petit défaut détectable trop faible ;
— une incertitude sur I'erreur de sortie] trop élevée;

— une approximation qLPV trop conservative.

4.3.2.4 lllustration :Exemple de simulation

Dans ce paragraphe, nous reprenons I'exemple présentdéedpasagraphe 3.3.3.1 du
chapitre 3 pour illustrer la démarche que nous venons demigs Les mémes conditions
de fonctionnement sont mises en place afin d’effectuer aeslaiions dans lesquelles un
défaut apparait. Néanmoins, nous considérons que la hdutelest pas mesurable, ainsi
le vecteur de sortie est donné paft) = (l‘l(t),l‘g(t))T + (wl(t),wg(t))T, ou chaque
composante du bruit de mesuwet) = (w(t), U)2<t))T est bornée pdr-0.5¢m, 0.5¢m).

En fonctionnement normal, le modéle du comportement dygaende la maquette
3TANKS est décrit par les équations suivantes :

( .

—a1zy/71(t) — 23(t) + gt )

) =
) = \/m—am xo(t +—U2()
)

MFO .’t3 t) = 13V L1 ) — 373 t — &32\/1‘3 — .I‘Q (4328)
yi(t) = 1(’5) + wi(t)
L 42(t) = xa(t) + wa(t)

oux = (1,2, x3)T = (hy, ho, h3)T représente le vecteur d'état= (uy, us)” = (Q1,Q2)T
le vecteur de commandsg, = (y1,y2)? le vecteur de mesurey = (w;,w-, ) le bruit de
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mesure ep = (a3, asz, as)’ le vecteur de parameétres normalisés des coefficients d’é-
coulement (ave013 = ;135 2g/SC, a39 = A,3257,1/ 2g/SC etasy = a,205,/ 2g/SC)

Enfin, le systéeme fonctionne en boucle fermée, sous I'aatian régulateur de type
proportionnel intégral. La commande est de type rectaigud@&ec une amplitude pouvant
varier a chague nouveau créneau.

Le scénario que nous proposons dans la suite de ce paragrapberne I'apparition
d’'un défaut de type fuite sur la cuveat = 500s (ouverture de la vanneai"). Cette
fuite est modélisable par un terme additifi;o * \/x;(¢) sur I'équation d’état de:; du
modele (4.3.28), avec le coefficient d’écoulementayant une valeur proportionnelg,

(a10 = 1 % agg la vanne &," est ouvertea;, = 0 x ao la vanne ;" est fermée). Ainsi, le
modele défaillant est décrit par les équations d’état sies:

#1(t) = —argy/a1(t) — w3(t) — ao/z1 (1) + goua(t)
To(t) = agan/x3(t) — z2(t) — asgr/xa(t) + Sicug(t)
Mp  @3(t) = ag/m1(t) — 23(t) — asar/z3(t) — 22(2) (4.3.29)
ni(t) = () +wi(t)
| W2(t) = 2a(t) + ws(t)

L'ensembldL des valeurs admissibles du gain des observats) est déterminé tel
que les conditions de garanfig N 1L, et de convergende; soient respectées. Pour cela, on
considére la transformation gLPV garantie de (4.3.28) derpar la représentation d’état :

—ai3 0 a13

t1(t) 24/ (t)—x3(t) 24/ (t)—x3(t) x1(t)
s () | = 0 —as2 _ _—a2 a32 "
o(t) | = 2y/wa(t)—a2(t)  2¢/72(t) 2\/z3(t)—22(2) (1)
;'53(t) a3 asz2 —ai3 aso x3(t)

2¢/z1(t)—z3(t) 24/z3(t)—z2(t) 2¢/x1(t)—w3(t) N 2¢/z3(t)—w2(t)

A(1))

(4.3.30)
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)\ (10 0 xl(?
wt)) Lo 1 0) %W (4.3.31)
———

z3(t)

ou seule la matrice de transiticgn est variante dans le temps.

La relation permettant de quantifier 'amplitude du plustmiifaut détectable par tame
composante du résidu intervalle est construite en cormiti§ue la fuite sur la cuve est
modélisable par la matrice :

—ayo * /x1(t) 0 0
F— 0 0 0 (4.3.32)
0 0 0

et le vecteur de défautspi(t) = (o1(t), pa(t), o3(t))T.
Ainsi, il est possible de déterminer I'ensembledes valeurs du gaih tel que :

w1 = max(|p, |, [Pal) = 0 & [r(1)], (4.3.33)

avec :

P = (Ci(A N LC)ilFl)ilﬁ?’ (4.3.34)
o0 = (CGA-LC)'R)™'m "

79

ol C; est lai®™eligne de la matriceC et I la premiére colonne dE.
3

Il est également possible, connaissant une valeur dngaE'Enﬂ IL; (voir paragraphe

=1
3.3.2.3 du chapitre 3), de détermirgeposteriorila valeur de la plus petite amplitude du
défautyp, entrainand ¢ [r;(t)].
Par exemple, considérons le gain suivant :

0.0463 —0.0003
L= —03287 0.7494 (4.3.35)
0.0074  0.0074

appartenant mle L; et un domaine initial du vecteur d’état :

[0.44, 0.56]
x € | [0.044,0.164] |. (4.3.36)
[0.24,0.364]
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La valeur de I'amplitude du plus petit défaut détectabld@paremiére composante du résidu
intervalle est ip11,,;,, = 0.187, qui correspond a une ouverture de la vanmg te 18.7%.
Cette valeur correspond au pire cas. En effet, en régimé Eahyon de[x] converge vers
R. .. [ ce quientraine une diminution de 'amplitude du plus paditlaut détectable.

Les résultats de I'estimation des sortigs$t) et yo(¢) sont représentés sur les figures
4.3.4 a 4.3.9, ainsi que les résultats des tests de cohépmmaedes défauts correspondant
a l'ouverture de la vanne:;" de 3% a20%. De plus, nous présentons dans le tableau 4.3.1
le temps de retard a la détection de l'incohérence en fama® I'amplitude du défaut.
Notons, qu’'une incohérence est détectée pour tous lesrszgnautefois, le retard a la
détection diminue lorsque I'amplitude du défaut augmetin, il est important de noter
gu’aucune fausse alarme n’a été détectée.

{ e | ] MHHHW

Il Il Il Il Il

0€
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
ts]

FIG. 4.3.4 — Test de cohérence pour une fuitd@esur la vanne d

“l\oir le paragraphe 3.3.2.3 du chapitre 3 pour plus de déialescalcul deR

€max "
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' 0 ¢ [r1]
44 Test de cohérence PW’W m
1 1 1 1 [ 1]

0 €
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

0 ¢ [ro]
Test de cohérence ‘ H‘m
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 € ]
t [s]
FiG. 4.3.5 — Test de cohérence pour une fuité&@desur la vanne &, "
= 46 ) 0 ¢ [ri]
44 Test de cohérence W 1
I I I I I I I I I 0 c [7«1]
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
t [s]
1
14
E§‘12f
=210 i f ”
= 8 N =
S 6f '| 0 ¢ [ro]
| e (AN
LT SR el
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

t [s]
FIG. 4.3.6 — Test de cohérence pour une fuite'desur la vanne &, "
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0 ¢ [r]

| | | | | | | | | O c [Tl]
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

44 Test de.cohérence B

6 , ' 0 ¢ [r]
4 Test de cohérence WW« m 'Wmm
I I I I I I 0 c [7»2]

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
t [s]
FIG. 4.3.7 — Test de cohérence pour une fuite 0f& sur la vanne d;"

44 Test de cohérence i
I I I I I I I I I O c [Tl]
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
t[s]
g
S,
S 6 0 ¢ [ro]
4k Test de cohérence w 1
1 1 1 1 1 [7’2]

I I I I 0 c
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
t [s]
FiG. 4.3.8 — Test de cohérence pour une fuitd 8 sur la vanne d;"

118



4.3 Détection garantie basée sur I'estimation d’état

= 45 Test de cohérence ’ 10 ¢ [r]
; | ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 0 € [7’1]
40 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
t[s]
1
14 ]
=12, |
=, 10 /‘me' 0 N
= 8 \w,.v et ]
=9 0¢ [ra
4f Test de cohérence |

[r2]

| | | | | | | | | 06
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
t [s]

FIG. 4.3.9 — Test de cohérence pour une fuite@@ sur la vanned;"

Ouverture Retard
de lavanned," | ala détection
3% 30s
5% 12s
™% 10s
10% 6s
15% 4s
20% 3s

TAB. 4.3.1 — Retard a la détection pour plusieurs valeurs ddukede la vanned;"

Dans ce paragraphe, I'approche que nous avons présent&se reyr I'estimation des
variables d'état. L'intérét de cette approche se justifiel@pananifestation rapide des ef-
fets d’'un défaut interne sur le vecteur d’état, alors quaipgaraissent plus lentement sur
les parametres. Néanmoins, I'étude du vecteur de parasnetdigne ou hors ligne, peut
permettre de fournir des indications précieuses pour lalikation et I'identification des
défauts. Pour cela, nous présentons dans le paragrapletsies tests de cohérence para-
métrique permettant de compléter le processus de contibtégtité.
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4.4 Tests de rupture paramétrique et localisation

Considérons un systeme a surveiller représenté en fometinent normal par un modéle
d’état non linéaire a temps continu, décrit par les équatsaivantes :

( .

[

(t) = f£(x(¢),u(?),p)

(t) = g(x(t),u(l),p)

(tr) = yir +v(t) (4.4.1)
(to) € [xo]

t) € &g

<
=
Il
< <

ol

<

\

oux € R, ue R™ yeRwy"”eR%,pe R™”etv € R™ sont respectivement
les vecteurs d’état, d’entrée, de sortie, de mesure aitintade parametres et de bruit de
mesure supposeé borne.

Dans un contexte a erreurs bornées, la détection de défdssead estimation para-
métrique, repose sur la mise en place d’un test de cohérencele domain@’*o, estimé
a priori, en fonctionnement normal, et un domaifg estimé en ligne, a chaque pas de
mesures ou sur un horizon glissant. Le domdtjgeut également étre estimé hors ligne
sur une fenétre d’observation. Ce test de cohérence peudé&trit par la relation suivante :

P, = P, NP;. (4.4.2)

En fonctionnement non défaillant, 'ensemifigsolution du test n’est pas videg. il existe
au moins une valeur du vecteur de parameétres consistartd’@veemble estim@ priori

et 'ensemble estimé avec les données mesurées. L'appaditin défaut se manifeste par
un ensembl@, solution vide.

Lorsqu’un défaut est détecté, il est souvent nécessaseldiile parametre (ou le groupe
de parametres) qui a (ont) subi I'impact ou I'effet du déf&lgtte information est utile pour
identifier par la suite le degré de sévérité des défauts efdssifier en fonction des direc-
tions paramétriques affectées. La localisation de défaumaitilisant des tests de rupture
paramétrique, est possible s’il existe un ensemble de esypiodéle, domaine admissible
du vecteur de parametres), n¢tét,, P, ), - - -, (Mg, P}, ), correspondant & des défauts
(ou groupes de défauts). En posant en paralléle un enseebtests de cohérence :

Py r, = IP’IJ;Z, NP; - (4.4.3)

correspondant a chacun des coupl8dy,, Pf.), ou P} . est I'estimation du vecteur de
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parametres du model#1y,. Si la solution d'un tesP;, », est non vide, on peut conclure
a la cohérence entre le modéld -, le domaine initiaIIEng1 et les données mesurées. Si
I'ensemble solution est vide alors on conclura a l'incohéeeentre le coupleM ,, Py, ) et
les données mesurées.

Dans le paragraphe suivant, nous proposons de présentestesie cohérence para-
meétrique sous la forme d’un probléme d’inversion ensertéldont le principe a été présente
dans le chapitre 2. Nous verrons qu’une telle approche peérer trés colteuse en temps
de calcul, ce qui peut s’avérer problématique pour une gdlawee en ligne. Afin de pallier
a ce probléme, nous allons opter dans un second temps pofaronéation sous une forme
de satisfaction de contraintes sur un horizon glissant.

4.4.1 Approche par inversion ensembliste

Nous supposons que le systéme a surveiller est représanie padele non linéaire
a temps continu (4.4.1). La procédure consiste a estimer gilarcontexte ensembliste, les
parameétres physiques de ce modele. Ces parametres soité ensgpares a un vecteur de
parametres de référence, dont les valeurs ont été détersnios d’'un cycle de fonction-
nement normal. Cette "comparaison" constitue la base desde détection et de localisa-
tion que nous allons développer pour décider si les dévisfi@aramétriques observées peu-
vent étre expliquées par les données expérimentalespet, sjnel est le paramétre physique
(ou le groupe de paramétres) incriminé(s).

Supposons que des mesufeg ont été prélevées sur I'horizon tempofgl ¢y ]. L'en-
semble des valeurs du vecteur de parametres compatiblesevenesures est donné par :

o~ {petmnr] e € st V) € ol
. | () = £(x(t) u(t), p) ) A (g(x(t). ulta), p) € [vi])
(4.4.4)
ou [P estle domaine inital de recheche.

Le probleme (4.4.4) est un probleme de satisfaction de aimiés mixtes. En effet, les
éguations d’état et de mesure correspondent respectitémenensemble de contraintes
dynamiques et statiques. Notons que la résolution de {4pedt se réaliser avec I'algo-
rithme SIVIA [Jaulin et Walter 1993] mais la mise en oeuvrardcontracteur reste un
probléme difficile et non résolu. Par ailleurs, I'utilisatide toutes les mesures conduit a un
CSP avec un nombre croissant de contraintes, le temps dé satait ainsi de plus en plus
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important. Dans la suite, nous proposons d'utiliser unea@gpe a horizon glissant permet-
tant de limiter aV’ le nombre de mesures pour chaque procédure d’estimation.

Lorsque I'ensemble solution de (4.4.4) est vide, on peutlewa a I'incohérence entre le
modeleM,, le domaine initaIP’}i et les mesures pouf_n/, - - -, tx. En d'autres termes,
il n'existe pas de valeur dp dans[P | qui soit consistante avec le modeld ., et les
mesuresi. Py s, = [Pr]* NP} 5 = 0).

Il est important de souligner que I'ensemlilg , ne peut pas étre déterminé d’'une
maniére exacte. En effet, I'algorithme SIVIA fournit un edecement dé&, ..

L'évaluation du test de cohérence a l'aide de I'algorithmiél & nécessite le calcul du
domaingx,] de I'état a chaque instant. Ceci passe par une résolution numeérique garantie
d’'une équation différentielle a I'aide de 'une des méthopeesentées dans le chapitre 3.
Notons que le solveur VNODE contient une implémentation efficace de certains algo-
rithmes de résolution d’EDOs. SIVIA utilise le test d’inslon suivant :

— Un pavélp] C [Py]* ne contient aucune solution si :
i | g([x(te)], ulte), [p]) N lyx] = 0. (4.4.5)

— Un pavélp] C [Py]* est dit acceptable si :
g([x(te)] ulte), [P]) C [yrl, Vi € {tx-nrs---  tx} (4.4.6)

— Un pavélp] C [Pr]" est dit ambigu (ou indéterminé) si aucune des deux condition
précédentes n’est vérifiée.

Dans ces conditions, le test d’inclusion de l'algorithm&/18l est donné par I'algo-
rithme 5 (pour plus d’'informations, le lecteur peut se réfgyar exemple a [Raisst al.
2003a)).

Les limitations de cette approche sont essentiellemerd dugemps de calcul qu’elle
engendre. En effet, pour I'étude de chaque sous-palvé- [Pr], il faut évaluer I'en-
cadrement de I'état a I'aide de méthodes d’approximatianérigue garantie d’équations
différentielles, colteuses en temps de calcul.

Cette approche est donc difficilement utilisable dans umeduture de diagnostic en

Blpisponible a : http ://www.cas.mcmaster.ca/nedialki8afe/VNODE/VNODE.shtml
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Algorithme 5 Test d’inclusion

ENTREES : [p], [xk], [yx-n~], - [yx], N, f, g
1. Compteur=0;
2. Pourk=0aN’ -1, Faire:
3 [xp41]" = EncadremeriX (¢, 1)) pour[p];

Si g([xk11]7) N [yrs+1] = 0, Alors
Retourne NON_FAISABLE;;

Fin (Si)

Si g([xk+1]") C [ye+1] , Alors
Compteur=Compteur+1;

. Fin (Si)

10: Fin (Pour)

11: Si Compteur=N’, Alors

12:  Retourne FAISABLE;

13: Sinon

14: Retourne INDETERMINE;

15: Fin (Si)

SORTIES : [NON_FAISABLE | FAISABLE | INDETERMINE]

©oN TR

ligne pour des systemes complexes ayant un pas d’échantifie petit par rapport au temps
de caractérisation du vecteur de paramétres. En revanahg |el cas de certains systémes
ayant un pas d’échantillonnage long, comme certains sgstdmnologiques, ces méthodes
peuvent apparaitre adaptées.

4.4.2 Approche par satisfaction de contraintes

Dans le paragraphe précédent, nous avons mis en évideiroéddibn en temps de cal-
cul que pouvait entrainer un test de cohérence paramésiguies contraintes dynamiques.
En effet, la résolution numérique d’EDOs est nécessaire gloague itération dans l'algo-
rithme SIVIA.

Pour réduire le temps de calcul, nous proposons de relaxyeoldéme (4.4.4) en rem-
placant les contraintes dynamiques dues aux EDOs par désictes "statiques” com-
posées d’équations algébriques. Cette approche, présdaué [Videatet al. 2008], s'ar-
ticule en deux étapes. La premiére consiste a utiliser umatgur du domaingx(t;)| de
I'état x ainsi que de sa dérivé&(t,)| a chaque instartj, € {1,---, N}. La seconde con-
siste a formuler le test de cohérence sous la forme d'un®$®1;, [Pr]") composé d'un
pavé initial de recherchfP | et d’équations algébriques issues de I'équation d’état du
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u y Systeme p—— Yy
[PF1]+
5 5 L
Y Estimation [X] CSP P.
€. 8 — intervalle f(x(tx), P, t) = X(t) Tests de
cohérence

FIG. 4.4.1 — Tests de cohérence paramétrique par satisfacioordraintes

modele (4.4.1), données par :
f(x(tg), p,t) = x(tr), =x(tr) € [x(tr)], X(tx) € [%(t1)], (4.4.7)

avecf : Rr=twtl — R ¢, € {1, N}, [x(ty)] et[x(t;)] représentant des encadrements
du vecteur d’étak et de sa dérivé& aux instantg, etp est le vecteur de parametres. Le
schéma de principe de cette approche est illustré sur lafigus.1).

Le calcul de I'encadremeiik(t; )] du vecteur d’étak a l'instantt, peut étre obtenu par
plusieurs approches en fonction de la forme de I'équatiomdsure de (4.4.1). En effet,
dans certains cas, le vecteur d’état est directement ablegse. :

y(t) = x(t). (4.4.8)

Le domaindx(t;)] est alors donné pay.. (tx) + &, ym(tx) + -
Par ailleurs, si la sortie coincide avec une partie du vectétat,i.e. :

y(t) = x'(t), (4.4.9)

ou x’ est une partie de vectens, tel quex = (x/,x”)?, I'estimation de I'encadrement
dex” doit étre effectuée a I'aide d’'un estimateur. Si le systeespecte des conditions de
monotonie, il est possible d’estimpgt’] avec un observateur a retour de sortie, présenté dans
la section 3.3.2. Plus généralement, le domaiig | peut étre estimé a I'aide d’'observateurs
ensemblistes présentés dans la section 3.3.

Le calcul de 'encadrement de la dérivée de I'ét&tst un probleme complexe que nous
ne traitons pas dans sa globalité. Néanmoins, différeqesoaehes ont été implémentées.
Si un observateur par retour de sortie est utilisé pour estiencadrement de, il est alors
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possible d’obtenir une évaluation de 'encadrement dé’aide d’une sortie supplémentaire
de l'observateur. Dans le cas contraire, il faut effectusr dérivation numérique de I'état.
Dans un premier temps, nous nous sommes basés sur le sché@agque suivant :

mid([x(tg41)]) — mid([x(t)])
b1 — Ty

[X(trt1)] = +[A] (4.4.10)
avec[A] un encadremerd posterioride l'incertitude due a la dérivation. L'intérét de cette
approche est qu’'elle est relativement simple a mettre emreetléanmoins, elle n’assure
pas la garantie de I'estimée. De plus, si I'état est pertuettérme/A] doit étre grand, ce qui
entraine du conservatisme dans I'évaluatiofxde, , ;)]. Une seconde approche, qui semble
intéressante mais que nous n'avons pas utilisée dans ke dadros travaux, est basée sur la
notion de pseudo-dérivateurs. Elle est basée sur un filadgguat de la dérivée de I'état.
Apres avoir détermingx| et [x], le test de cohérence est formulé sous la forme d’un
CSPH;(M,, [Pr]") composé des équations algébriqgues du modéjeet du pavé initial
de recherch@ . |*, donné par :

Vi € {t1, -+, tn}, Vx(tr) € [x(te)], VX(tr) € [X(th)],

Prr = {p € [PFi]+ X(tk) = f(X(tk),u(tk>7p>

(4.4.11)

L'utilisation de toutes les mesures conduit & un CSP aveoouanbne croissant de con-
traintes, le temps de calcul serait ainsi de plus en plus itapb Nous proposons d’éviter
cette difficulté en utilisant un horizon glissart qui limite aN’ xn, (N’ représente le nom-
bre de mesures dans I'horizénetn, le nombre d’équations d’état) le nombre d’équations
algebriques. La premiére étape de cette méthode consistereel'état sur I'horizom;.
Le vecteur de paramétrgsconstitue les variables du C3®, et les contraintes sont com-
posées des équations d’état du modele. La démarche esgesiams |'algorithme (6).

Notons que dans certains cas, I'effet d’'un défaut peut étdélisé par une variation
d’'un parametre qui est constant en fonctionnement nornmatl’&utres termes, un coeffi-
cient physique du model&1 . censeé étre constant, devient un parameétre variant. Par ex-
emple, I'effet d’une fuite peut étre modélisé comme une agmgation de la section de la
conduite de sortie, qui possede une valeur fixe en fonctimeneénormal. Afin de localiser
une telle déviatiom\p, du k*™® paramétre du vectegr d’'un modéleM -, 'encadrement
[P,]" du domaine initialP}, , utilisé dans le CSP{;(M;, [pay,]), est élargi. Ainsi, pour un
nouveau pavé initiaP’. | * permettant de prendre en compte les variationp,d&nsem-
ble solutionPy, , du CSPH,;(M;, [Pr]") est non vide et correspond & une estimation du
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Algorithme 6 Tests de cohérence par satisfaction de contraintes surrimoh@lissant de
taille N’

ENTREES : [X]k—N’a [y]k—N’—i—la ceey [y]k, [].:)FZ]Jr
1: Calculer[x]p_n/i1,-- -, [X]k;
2: BEvaluer[x]_nri1, .- [X]k;
3: Resoudre le CSPy, , = H;(M;, [Pr]");
4: Si P=0,Alors
5. Retourne Incohérence;
6: Sinon
7:  Retourne Pas d’incohérence;
8: Fin (Si)

SORTIE : Py p,

domaine admissible du vecteur varigntLa distance de Hausdorff (voir chapitre 2) peut
alors étre utilisée pour mesurer la variation entre le domaiitial P}i, correspondant au
fonctionnement normal, et le domailtg , obtenu par I'estimation.

4.4.3 Exemple de simulation

Dans ce paragraphe, nous illustrons la démarche de détettiocalisation de défauts
par des tests de rupture paramétrique que nous venons eéaf@refour cela, nous consid-
érons un défaut interne de type fuite sur la clinae la maquette 3TANKS, présentée dans
le paragraphe 3.3.3.1 du chapitre 3 ainsi que dans le patagrh3.2.4.

En fonctionnement normal, le comportement dynamique dedgumtte est décrit par
le modéleM g, (équation 4.3.28) avec un vecteur de param@gtres (ais, as, as)’ et
en mode défaillant (ouverture de la vanng"), il est décrit par le modelé1, (équation
4.3.29) avec un vecteur de paramepés= (a3, ass, aso, a1o)’ , ol le coefficient,, peut
varier et ainsi étre interprété comme un effet de la fuitdaouvel (a1 = 1 * ayg la vanne
"a; " est ouvertea;y = 0 * ay la vanne 4; " est fermée). Dans la suite nous considérons
une fuite sur la cuve correspondant a une ouverture de la vanné e 7%.

Les encadremenis(t; )] et[x(¢;)] du vecteur d’étak et de sa dérivée a l'instant sont
obtenus a I'aide d’estimateurs intervalle a retour de saidiveloppés dans le chapitre 3.

Estimation de paramétre en mode normal et influence de I'hodon

Soient le modeleV , et le vecteur de paramétres= (ay3, ass, as)’ . L'estimation du
domaine admissible de en fonctionnement normal est effectuée en posant un pretdiem
satisfaction de contraintes de type (4.4.11) pour un lacgeaiine initial de recherche :
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4.4 Tests de rupture paramétrique et localisation

[P:]" = (]0,0.0005], [0,0.0005], [0,0.0005])".

Un pavé englobant 'ensemble solutiBp,, pour différentes tailles d’horizons, est repre-
sente sur la figure (4.4.2). Plus la taill de I'horizonh; est grande, plus le pavé solution
est contracté (donc précis). En effet, en augmentant le @él”;, on augmente le nom-
bre de contraintes (et donc d’informations pour détermiagravé solution). Néanmoins,
'augmentation du nombre de contraintes augmente aussinpd de calcul.

w10 w10
R T
2. 2. g
g 8
14 1.
04, 0.,
3 3
-+ -4
%10 3 %10 3
32 oog LELIE xlD-+ a3z 0 oq 'oas x10-4
a) N =10ett € [200,210] b) N =100ett € [200,300]
4 e 4
%10 %10
3 : : T
2 B T o
1 : 1
L ‘L
0, O,
3 3
xlD-+ 3 xm-4 3
a3 oo oAt 1o a3z 0 og BELE 10
c) N =200ett € [200, 500] c) N =400 ett € [200, 600]

FIG. 4.4.2 — Influence de la taille de I'horizdn sur I'estimation déPx,, en fonctionnement
nominal

Test de rupture paramétrique
La détection de défauts est réalisée en effectuant un testtdgence, par satisfaction de
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contraintes, entre le modele( ,, un pave inital (détermina priori) :

[1.19% 107, 1.46 x 10|
Pr]" =] [1.59%1074,1.94% 1074 |. (4.4.12)
[1.19% 1074, 1.46 x 107]

et les estimationfx(t,)] et [x(tx)]; avec un horizon glissait’ = 40s.

Nous présentons sur la figure 4.4.3, les pavés solultprs du vecteur de parameétres
pour chaque horizoh,. Le domainea priori pour chaque parametre est tracé en traits dis-
continus rouges. L'ensemble solution estimé sur chaquedroest tracé en traits continus
bleus.

Pourt € [0,500s], le pavé solution du vecteur de parameétres est cohérenti@k:
maine initial (intersection non vide). Le modeéeld 5, du systéme non défaillant et le do-
maine initial[P s, ] " sont donc compatibles avec les mesures.

A partir det = 500s, 'ensemble solution estimé devient vide. On conclut alortse
incohérence entre le modéle 5, le domaine initia[P s, ]* et les mesures ; une anomalie
est alors détectée.

[
2
=~

l ” ] ”I_“_l Solution vide

a13
— =

N
j—

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

t|s
1074 |
2.2-
e P T TE P T
5 | I Solution vide
L4 | | | | | | | | | J
0 100 200 300 400t 500 600 700 800 900 1000
S
1074 |
d
§° 1 Solution vide

1’ [ [ | 1 1 1 1 1 1 ]
0 100 200 300 40015 [ ]500 600 700 800 900 1000
s

FIG. 4.4.3 — Tests de cohérence paramétrique pour le modeéle
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4.4 Tests de rupture paramétrique et localisation

Test de cohérence et localisation
La localisation d’'un défaut est basée sur I'utilisationrdbatterie de modéles. Chaque
modeéle prend en compte un (ou plusieurs) défaut(s).

Considérons le modeélet -, qui permet de prendre en compte une fuite sur la cutzn
fonctionnement non défaillant, le paramétfg du modeleM x, est nul (on retrouve alors le
modele normalM ). Lors de I'apparition d’une fuite sur la cuve I'effet de cette fuite se
manifeste par la variation du parameétrg. Ainsi, un test de cohérence sur le modaie- ,
permet de localiser un défaut relatif a une fuite sur la clive

Soit un nouveau vecteur de paramétpes= (a3, ass, aso, ao)’ ayant pour domaine
initial de recherche :

1.19 % 1074, 1.46 * 1074
1.59 % 107%,1.94 % 1074]
1.19% 1074, 1.46 * 10™]
0.115% 1074,0.133 * 1074

[
Pr]" = { (4.4.13)
[

Notons que le domaine initial de recherche du paramegtreorrespond a une ouverture de
la vannex, comprise entré% et8%.

Ainsi le problemeH; (Mg, [Pr]") doit avoir une solution non vide lorsque les effets
d’'une fuite de6% et8% sur la cuvel se manifestent.

Sur la figure 4.4.4, les pavés solutions du vecteur de parasgour le CSP{; (Mg,
[P ]1) sont représentés pour un horizon de taNle= 40s.

Pourt € [0,500s], I'ensemble solution estimé est vide. On conclut alors ainne-
hérence entre le modélet 5, le domaine initial[P | ™ (qui prennent en compte une fuite
sur la cuvel) et les mesures. Ceci s’explique par I'absence de fuitessauvel. Notons
gue pour les deux premiers horizons, la solution est non widen est en fonctionnement
normal, ce phénoméne est di au conservatisme engendrégtanéteur d’état qui n’a pas
convergé pour les premiers horizons.

A partir det = 500s, le vecteur de parametres estimé est cohérent avec le deméial
(intersection non vide). Le modélet -, et le domaine initia|P s, |* sont donc compatibles
avec les mesures, d'ou la localisation d’'une fuite sur laeduv

Enfin, nous présentons sur la figure 4.4.5, les paveés safypiour un CSP composé des

équations algébriques du modeld -, , et ayant un intervalle initial de recherche pour le
parameétrexo plus large, incluant la valeur nulle. Ceci dans I'objectfrdettre en valeur la
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] O

3 Solution vide I]]]II]]]II]]]]]]]]]]]]]]
| | | | | | | | | J

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

2
SRS Solution vide I]]]II]]]II]]]]]]]]]]]]]]
| | | | | | | | | J
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

1 A O e s
& 4b Solution vide I]]]II]]]II]]]]]]]]]]]]]]
1.2
| | | | | | | | | J
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1.
S 19 Solution vide "]]Il]]]]]]]]]]ﬂ]]]]]]]
1 1 1 1 1 1 | | | |
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

FIG. 4.4.4 — Tests de cohérence paramétrique pour le modeéle

variation parameétrique entrainée suite a I'apparitiomaiafaut.

1.19% 1074, 1.46 * 1074]
1.59 % 1074,1.94 % 10™]
1.19% 1074, 1.46 x 107*]
0,0.133  10™]

(4.4.14)

Py

|
e
P =
|

On note sur la figure 4.4.5, que poure [0,500s] la valeur nulle appartient & I'en-
cadrement de 'estimation du parametrg, ce qui signifie que le model&1, (qui est
équivalentau modél#1 ., aveca;, = 0) est cohérent avec les mesures. Roai{500s, 1000]
la valeur nulle n'appartient plus a I'encadrement de lrastion du parametre,.
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4.5 Conclusion
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FIG. 4.4.5 — Evolution du vecteur de paramétre du modéllg

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une démarche de eotér@ohérence basée
sur I'estimation garantie de variable de modéles non Ine§ad temps continu. Pour cela,
NouUs NOUS sommes appuyeés sur les estimateurs intervalleoggeavons développés dans
le chapitre 3, ainsi que sur les outils issus de l'arithmegides intervalles présentés dans
le chapitre 2. Notre démarche permet, par l'intermédiagrd’@ude de l'intersection d’'un
domaine initial avec un domaine estimé, d’'invalider un medfe fonctionnement afin de
conclure a la présence ou non d’un défaut.

Dans cette approche, a partir du moment ouu l'intersectibreees deux domaines est
non vide, on conclura a la cohérence possible entre des dgimes. Or, nous avons releve,
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atravers la derniere application présentée, que I'étudeedi&viation du domaine estimé par
rapport au domaine initial, pourrait constituer une sowfagormations intéressante pour
I'identification des défauts. Ce point établirait le liefarmationnel entre les techniques
proposeées ici et une couche de reconfiguration dans un chdrggnéral de conduite glob-
ale.

132



Conclusion générale et perspectives

Nous nous sommes intéressés dans ce mémoire aux probléesémdtion et de con-
trole de cohérence a base de techniques ensemblistesedfiblujui a guidé nos travaux
est la mise en place d’'une démarche méthodologique poumlaiBance et la détection
d’anomalies des systémes ou le déterminisme des indisadeucontrdle de cohérence est
une conditionsine qua nonUne fois placée dans un contexte ensembliste, I'évoludmsn
chaque variable du systeme est représentée par une erevetagpisant les incertitudes
internes et externes. Cette enveloppe représente le sedila duquel le comportement
observé représente un écart anormal par rapport au compt@ominal, et pouvant ainsi
conduire a une incapacité pour accomplir les objectifs daisaion.

Dans le premier chapitre, nous avons proposé un tour dtworizpide des principales
techniques de détection et de diagnostic a base de mod@l€s #ne breve introduction des
notions fondamentales et des approches a base d’estineatieriltrage, nous avons focal-
isé notre étude sur les mécanismes avec lesquels chague dgaanille de méthodes aborde
le probleme de découplage des signaux indicateurs parntagposources de perturbations
et aux incertitudes de modélisation. Notre analyse a miviglegce le fait que le probléme
de découplage est généralement posé et résolu au momersythtHase en se basant sur un
critére de performances (en termes de robustesse et/abib&s)sa optimiser. Le mécan-
isme avec lequel chague méthode traite ce probleme de dageugepend de sa capacité a
prendre en compte, dans le "modeéle" de synthése, la maidtisies phénomeénes pertur-
bateurs. Cette analyse nous a permis de motiver les déwatogyis ultérieurs et de mettre
en exergue nos contributions par rapport aux travaux exsta

Dans le deuxieme chapitre, nous avons présenté les outitiafoentaux jugés indis-
pensables pour la bonne compréhension de la suite de ceste. tBes outils permettent
de manipuler et caractériser des ensembles de valeurss Apréref rappel du formalisme
et des notions importantes relatifs a la manipulation derdes, nous nous sommes in-
téressés a l'arithmétique des intervalles ainsi qu’aurgipaux problemes rencontrés lors
de la manipulation des intervalles. Nous avons soulignaitejtie I'utilisation de fonctions
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d’inclusion naturelles, dont I'implémentation est aisgs,souvent déconseillée, voire ineffi-
cace, en raison du pessimisme lié au phénomeéne de dépereaeygralré par des variables
multi-occurrentes. Nous avons également souligné le fastgpur réduire le pessimisme
engendré par le phénomene d’enveloppement (lorqu’il stegreprésenter un ensemble de
forme géométrique quelconque par un pavé), il est souverttas@able d’avoir recours au
partitionnement des pavés utilisés. Nous avons enfin pi&$es techniques souvent util-
isées pour manipuler et caractériser de facon approchés,gaintie, des ensembles de
valeurs. Enfin, nous avons rappelé les principes de I'ilvemsnsembliste par arithmétique
d’intervalles et de caractérisation d’ensembles par ectitm.

Dans le troisieme chapitre, nous nous sommes intéresséslaame d’estimation d’état
pour des systémes représentés par des modeles non lirésraps continu et incertains.
Dans un premier temps, nous avons présenté deux approchesotigion garantie d’'EDOs
incertaines, I'une basée sur une extension des modeleyhie dax intervalles et 'autre sur
le théoréme de Miller et les propriétés de monotonie. Ceapes de résolution d’'EDOs
ont été ensuite utilisées pour développer une méthode dieesend’observateur fournissant
des bornes minorante et majorante de I'état. Ces bornest®rsyathétisées en utilisant
une approximation gLPV "garantie" basée sur I'analyse p@rvalles. Enfin, nous avons
illustré les différentes étapes de la méthodologie déysesur un exemple numérique.

Le quatrieme chapitre a été consacré a I'élaboration de tistcohérence pour des
variables internes (état, parameétres) au systeme, pamheg détecter un changement in-
terne engendré par I'apparition d’'un défaut. Dans la pregrpartie du chapitre, nous avons
présenté une approche reposant sur l'utilisation des aturs intervalle développés dans
le troisiéme chapitre. L'utilisation de tels estimateuesrpet, par I'intermédiaire d’un gain
agissant sur le retour de sortie, d’influer sur la taille duspetit défaut détectable. Dans la
seconde partie, nous avons développé une procédure déia®ke rupture paramétrique
basée sur les outils issus de I'arithmétique des intealle

Les résultats obtenus dans ce mémoire offrent des pergpeiitéressantes de dévelop-
pements ultérieurs.

En premier lieu, les observateurs présentés dans le cadreisié@me chapitre ont été
développés en se basant sur une structure de type Luenhéid@e étant de synthétiser
un gainL, tel que les bornes minorante et majorante de I'estimatspeactent des condi-
tions de garantie et de convergence. Une direction inténés@our des travaux futurs serait
d’employer un observateur ayant une structure plus corapliexégrant par exemple un
gain dynamique, offrant ainsi plus de flexibilité dans latgesdes compromis de synthése.
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En effet, un gain dynamique permettrait de pondérer la titjoar de I'erreur d’estimation
dans le domaine fréquentiel. Si de tels observateurs siiséatpour générer des résidus
intervalles pour la surveillance, il parait pertinent deuyair établir les relations liant les
parameétres de réglage de I'observateur aux criteres derpefces en diagnostic, comme
par exemple le retard a la détection.

Une autre direction a développer et a formaliser concear@alyse de tendance para-
métrique en vue de mettre en place des fonctions de proné&stieffet, dans I'approche
paramétrique, c’est le résultat de I'intersection entrdamaine initial et un domaine estimé
qui permet de conclure a la cohérence entre un modéle et Issrese Cette démarche
peut étre complétée par des informations supplémentairdse Sdegré” de déviation afin
de suivre I'évolution de I'écart paramétrique. Ces indécas d’écart peuvent étre calculés
par la distance de Hausdorff qui permet de mesurer le degsindktude entre ces deux
ensembles.
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Annexe A

Définitions des espaces et normes
utilisées

Définition de I'espace’,

On noteL, I'espace des fonctionistelles que :

{ /0 1£(¢)]9dt < o0 Sig < oo )

f(.) est essentiellement borné ¢si=

Définition des normes

On note|.||, I'application de£, dansR* définie par :

+oo 1/q
I£], = <[m'“m”0 sl <o @)

ess sup f Sig =0

Norme 2

La norme2 d’un signals(¢), noté||s||,, est donnée par :
1/2

o= ([ s wstoae) )

ou encore dans le domaine fréquentiel

1/2

o= (52 [ s tepstions) @
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Norme e (ou norme 2 tronquée)

Sur la base de la définition de la noryalans [Dinget al. 2000], les auteurs définissent
la "norme" suivante, appelée norm&ronquée ou norme Cette "norme" est une troncature
sur une fenétre temporelle et fréquentielle des relatiesgectives (3) et (4).

sl = ([ st ostonr) " ©)

wo 1/2
sl = (5 [ s temtion) ©

1

Norme H

Soit une fonction de transfeft,, dont le signal d’entrée est et le signal de sortig.
La définition de la norme{,, est basée sur la valeur maximale du rapport de la n@rdes
deux signaux :

HYHQ
Ty = sup , (7
” yHoo uclso HuH2
[lull,7#0

ou de facon similaire dans le domaine fréquentiel :

| Tuy |l = igIO)F(Tuy(jw))- (8)

Norme H_
Soit une fonction de transfeft,, dont le signal d’entrée est et le signal de sortig.

La normeH_ deT,,, (voir par exemple [Chen et Patton 1999]) est définie par :

[Tuyll- = _inf o (Tuy(jw)). 9)

wElwr,wa]

Il existe également une deuxieme définition de la nofthebasée sur le rapport des
normese des deux signaux :

e iyl
llull 70 N
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Résumé : Cette thése traite des problémes d’estimation et de centi®lcohérence par

I'utilisation des techniques ensemblistes. L'objectif ksmise en place d'une démarche
méthodologique pour la surveillance et la détection d’aalies au sein des systémes ou
le déterminisme des indicateurs relatifs a I'état de santgydteme est une condition sine
gua non. Une fois placé dans un contexte ensembliste, U&wal de chaque variable du

systeme est représentée par une enveloppe traduisantégstudes internes et externes;
cette enveloppe représente le seuil au dela duquel le coempent observé représente un
écart anormal par rapport a son comportement nominal, @gndaonduire a une incapacité

pour accomplir les objectifs de sa mission. Les techniqégsldppées sont appliquées a un
procédé hydraulique de laboratoire .

Mots clés : Résidu intervalle ; test de cohérence ; systemes non lggaitemps continu;;
approximation gLPV garantie ; estimation ensembliste péoativite.

Abstract:  This work deals with the development of set-membership ouslior set esti-
mation and consistency checks for nonlinear continuaus-8ystems. The main objective
is to setup a methodology for fault detection and isolatmrtiie systems where the deter-
minism of faults indicators on the health system is a necgssandition. Once placed in
a set-membership framework, the evolution of each varisblepresented by an envelope
reflecting the internal and external uncertainties. Thiekpe corresponds to the threshold
beyond which the observed behavior is an abnormal discogpaver its nominal behav-
ior, thus preventing the accomplishment the mission olvest The proposed methods are
applied on a hydraulic laboratory process.

Keywords : Interval residual ; consistency checks ; observer designljmear continuous-
time systems ; guaranteed gLPV approximation ; coopetgtivi



