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Résumé

La production de dileptons en collisions d’ions lourds relativistes (CERN/SPS, SIS/
HADES, RHIC) et le comportement des mésons vecteurs (en particulier le méson p) consti-
tuent un des sujets centraux de la chromodynamique quantique (QCD) dans la matiére
hadronique dense et chaude. Un enjeu crucial est en effet I’étude de la restauration partielle
ou totale de la symétrie chirale SU(2) x SU(2), ce qui nécessite en pratique 1'utilisation
de théories effectives. Une des difficultés majeures est de construire une telle théorie qui,
s’appuyant sur des contraintes phénoménologiques bien établies & basse température et/ou
densité, permette d’obtenir des prédictions lorsque 1’on se rapproche de la transition de
phase.

Le modéle qui a été utilisé (développé par M. Urban) est basé sur I'idée du modéle sigma
linéaire jaugé (mésons p et a;) mais adapté de fagon trés détaillée a la phénoménologie
en ne gardant que de fagon approximative la symétrie locale. Une partie importante de
ce travail a consisté a régulariser la théorie, c’est-a-dire & s’affranchir des divergences qui
apparaissent dans les calculs & une boucle. Nous avons donc été amenés & introduire une
nouvelle prescription de coupure des intégrales qui fasse apparaitre explicitement un cut-
off tout en respectant les symétries des modeéles étudiés. Afin de tester la validité de cette
méthode, nous ’avons appliquée & QED en 4 et 5 dimensions. Pour finir, nous avons établi
les équations du groupe de renormalisation dans notre modéle chiral particulier et avons
montré que méme si la manifestation vectorielle introduite récemment dans la littérature
était compatile avec nos équations, la restauration “traditionnelle” a la Ginzburg-Landau
était plus probable.






Abstract

The dilepton production within the heavy ions collisions (CERN/SPS, SIS/HADES,
RHIC) and the behaviour of vector mesons (in particular the rho meson) are among the
main topics of quantum chromodynamics (QCD) in hadronic matter. One of the main goals
is the study of partial or total restoration of chiral symmetry SU(2) x SU(2), for which
effective theories need to be used. One of the important difficulties is to build a theory
which allows to obtain predictions when approaching the phase transition by taking into
account the phenomenological constraints at low temperature and/or density.

The model used here (developed by M. Urban) is based on the gauged (rho and al mesons)
linear sigma model adjusted (in practice the local symmetry is only approximate) to repro-
duce the phenomenology very well. The first part of this thesis consists in presenting a new
cut-off based regularization scheme preserving symmetry requirements. The motivation of
such a method is a correct accounting of quadratic and logarithmic divergences in view
of their intensive use for the renormalisation group equations. For illustrative purposes we
have applied it to QED in 4 and 5 dimensions. The second part of this work is devoted to
the derivation of the RGE and their resolution. In particular, we show that both restora-
tions (traditional and vector manifestation) can be obtained from our equations, but the
most likely remains the “traditionnal” Ginzburg-Landau scenario.



Introduction générale

Ce travail a été effectué au sein du groupe de physique théorique de 1'Ins-
titut de Physique Nucléaire de Lyon sous la direction de Dany Davesne.
Les principales thématiques développées dans ce groupe sont la phéno-
ménologie du modeéle standard, la physique mathématique, le développe-
ment de théories microscopiques des noyaux, l’étude du rayonnement de
canalisation dans les solides ou encore la matiére hadronique. C’est dans
ce dernier registre, et plus précisément dans la problématique générale de
I’étude de la restauration de la symétrie chirale que se situe mon travail.

L’étude de la matiére hadronique dans des conditions extrémes de température et de
densité telle qu’elle peut étre produite par exemple dans les collisions d’ions lourds ultra-
relativistes actuellement au CERN et & RHIC, ou dans un avenir proche grace aux futurs
collisionneurs LHC et ILC, s’avére étre un domaine de physique particuliérement riche dans
le sens ou les outils dont on dispose actuellement en physique nucléaire ou physique des
particules, & savoir la chromodynamique quantique (QCD), sont "inutilisables" au niveau
du monde hadronique.

Un des enjeux essentiels de la physique nucléaire des hautes énergies actuelle est de décrire
le diagramme de phase de QCD et donc par exemple de comprendre et caractériser les
transitions de phase que subit la matiére de quarks et de gluons. Parmi toutes les possibili-
tés qui existent, deux sont particulierement importantes : le déconfinement et la transition
de phase chirale. De nombreuses avancées ont été réalisées dans ce domaine grace au déve-
loppement des ordinateurs, via la QCD sur réseaux. Mais il existe un autre angle d’attaque
qui est I’étude de la matiére hadronique (ou la symétrie chirale joue un role central) dont
une bonne connaissance peut s’avérer étre un outil précieux pour obtenir des informations -
au moins indirectes - sur la QCD. Il est par exemple possible d’interpréter certains spectres
expérimentaux comme des effets précurseurs de restauration de symétrie chirale : citons
par exemple les spectres de dileptons au CERN (via le mélange axial-vecteur & température
finie).

Dans cette thése, nous nous placerons au niveau des théories effectives chirales et plus
précisément celles qui incluent les mésons vectoriels p et a; en plus des scalaires m et o déja
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présents dans le modéle o-linéaire. Afin d’obtenir des prédictions sur la maniére dont va
s’opérer la restauration de la symétrie chirale avec de telles théories, nous devons utiliser
une méthode qui nous permette de connaitre le comportement de notre modéle dans un
grand intervalle énergétique : le groupe de renormalisation.

Le manuscrit est découpé en trois parties. La premiére est un ensemble de rappels généraux
sur la renormalisation et le groupe de renormalisation aussi bien en physique statistique,
ou le formalisme est plus simple et plus intuitif, qu’en théorie quantique des champs. Une
différence fondamentale entre ces deux approches est que lorsque nous allons réaliser des
calculs en boucles en théorie des champs certaines contributions seront divergentes (il n’y a
pas de cut-off naturel comme le pas du réseau en physique statistique). La deuxiéme partie
portera sur une revue critique des différentes méthodes existantes permettant de traiter
ces divergences ainsi que sur la présentation d’une nouvelle méthode de régularisation avec
cut-off qui respecte les symétries. Nous appliquerons ensuite cette méthode a plusieurs
exemples afin de montrer sa validité. Enfin, la troisiéme partie sera consacrée a I’étude de
la restauration de la symétrie chirale dans un modéle effectif particulier qui reproduit par-
faitement la phénoménologie aux basses énergies. Nous verrons alors que pour ce modéle,
deux scénario de restauration sont a priori possibles, la restauration a la Ginzburg-Landau
ainsi que la manifestation vectorielle.



Groupe de renormalisation

Chapitre

Dans ce premier chapitre, nous allons introduire les idées générales et le
formalisme du groupe de renormalisation. Notre approche sera dans un
premier temps historique : nous verrons comment la renormalisation a
aidé au développement de la théorie quantique des champs, puis comment
la perception de cette méthode a évolué dans I’histoire de la physique des
particules. Ensuite, nous appliquerons sur un exemple simple issu de la
physique statistique les outils du groupe de renormalisation. Pour finir,
nous nous placerons dans le cadre de la théorie quantique des champs et
nous développerons les outils et le formalisme nécessaires & la suite de
notre étude qui porte sur des modéles effectifs chiraux et les phénomeénes
critiques associés.

1.1 Introduction générale

La théorie quantique des champs est aujourd’hui le cadre théorique utilisé pour décrire
la physique des particules. Elle est apparue au début des années 1930, afin de résoudre
le probléme de la description de 'interaction entre des particules chargées avec un champ
électromagnétique. De maniére générale, toutes les théories de champs en interaction ont
une propriété en commun : les interactions entre les particules sont locales, c¢’est-a-dire se
produisent en un seul point d’espace-temps. Cependant, trés vite, les physiciens se sont
heurtés a des problémes dés lors qu’ils ont essayé de faire des calculs perturbatifs : la phy-
sique des courtes distances diverge & cause cette localité. En effet, lors de ces calculs, des
divergences apparaissent et les tentatives pour les éliminer se sont d’abord soldées par des
échecs. Avant guerre, les principaux physiciens qui ont développé la mécanique quantique
(Bohr, Pauli, Heisenberg, Dirac...) étaient d’ailleurs pessimistes quand a la résolution de
ce probléme et s’attendaient & ce qu’une autre révolution conceptuelle permette de s’af-
franchir du probléme des divergences.

Ce n’est qu’apreés la seconde guerre mondiale que d’importants développements théoriques
ont permis de progresser dans la résolution du probléme ; ces développements furent réali-
sés suite & de nouvelles données expérimentales : la découverte par Lamb et Rutherford [1]
de la structure fine de ’hydrogéne (1947), ainsi que la mise en évidence par Nafe, Nelson et
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Rabi [2| de la structure hyperfine de I’hydrogéne et du deutérium (1947). C’est la théorie
de la renormalisation qui a permis dans les années 1947-50 de résoudre le probléme des
infinis et de redonner confiance & la communauté dans la théorie quantique des champs.
En établissant un formalisme qui permette d’éliminer les divergences au plus bas ordre de
la théorie des perturbations - de maniére consistante avec les symétries de Lorentz et de
jauge, Schwinger |3, 4] fut le premier a rétablir la légitimité de la théorie quantique des
champs. Il nota alors que les termes provenant des contributions en boucles pouvaient étre
interprétés comme des modifications des masses et des constantes de couplage apparaissant
dans le lagrangien initial. Plus important encore, ses calculs permettent alors de reproduire
les données expérimentales sur le moment magnétique de I’électron et le Lamb shift.

A la suite des travaux de Schwinger, Feynman développa une méthode qui permettait la
représentation des processus fondamentaux en termes de trajectoires des particules dans
lespace-temps [5, 6] (diagrammes de Feynman). Dyson 7] montra alors que les résultats de
Feynman étaient parfaitement compatibles avec la description de Schwinger et Tomonaga
de QED. Dyson [8] fut de plus capable de prouver que la renormalisation de la masse et
de la charge de QED permettaient de s’affranchir des divergences a tous les ordres de la
théorie des perturbations et que QED était consistante avec la renormalisation. Par contre,
il fallut attendre les années 1960 avec les travaux de Weinberg, Mills, Yang, Bogolioubov
et d’autres avant de prouver la renormalisabilité de QED de maniére rigoureuse. La re-
normalisabilité d’une théorie est alors devenue un critére de sélection et seules les théories
quantiques des champs renormalisables furent adoptées afin de décrire la physique des par-
ticules élémentaires. Les divergences, qui furent longtemps considérées comme invalidant
une théorie sont élevées en principe de sélection pour les modéles. Les avancées impres-
sionnantes des années 1960-1970 qui culminérent avec la mise en place du modéle standard
consacrérent le triomphe de la renormalisation. Lors de la conférence de Stockholm de 1979
au cours de laquelle Weinberg recut son prix nobel, ce dernier déclara :

To a remarkable degree, our present detailed theories of elementary particles interactions
can be understood deductively, as consequences of symmetry principles and of the principle
of renormalisability which is invoked to deal with the infinities.

Lorsque la renormalisation fut développée, elle était un outil grace auquel on pouvait s’af-
franchir des infinis apparaissant dans les calculs perturbatifs. Au début des années 1970,
les travaux de Kenneth Wilson [9] en matiére condensée permettent de franchir un nouveau
pas en mettant en évidence le fait que la renormalisation n’est pas juste un outil technique,
mais que c’est “une expression de la variation de la structure des interactions physiques
sous un changement d’échelle des phénomeénes étudiés”. Ici 1’échelle de la théorie est la
valeur de I’énergie au-dela de laquelle la théorie considérée ne reproduit pas la physique de
maniére satisfaisante. Par exemple, QED peut étre considérée comme une théorie effective
d’une théorie a plus haute énergie qui contiendra les bosons W* et Z°. Wilson constata
que si on considére 1’évolution des parameétres de la théorie sous un changement d’échelle,
on peut ainsi déterminer I’évolution des constantes de couplage de cette derniére : c’est
la naissance du groupe de renormalisation. De plus, dans ces théories, si on appelle A
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le cut-off (ou échelle de coupure) et E Iénergie des processus considérés, les termes non
renormalisables sont supprimés en puissances de E/A que l'on peut négliger aux faibles
énergies. Comme le dit Weinberg [10] :

Thus the only interactions that we can detect at ordinary energies are those that are renor-
malizable in the usual sense, plus any nonrenormalizable interactions that produce effects
which although tiny, are somehow exotic enough to be seen.

Il est important de préciser que les descriptions permises par les théories effectives ne
sont pas exactes, mais valides a un certain degré d’approximation, d’autant meilleur qu’on
se situe loin de la nouvelle physique. Dans le cadre des théories effectives, plutot que de
se demander si une théorie est renormalisable ou non, on pourra se demander comment
faire pour la renormaliser, ou si les termes non renormalisables vont beaucoup contribuer
ou pas. La renormalisabilité d’une théorie dépend alors de I'énergie a laquelle on souhaite
se placer [11].

Un autre point important & noter & propos des théories effectives est qu’il n’est pas forcé-
ment nécessaire de connaitre la théorie aux hautes énergies pour construire notre théorie
effective ; notre ignorance des phénoménes aux hautes énergies est cachée par l'introduc-
tion d’une échelle a laquelle on s’attend & voir ’apparition de cette nouvelle physique. Les
parameétres du lagrangien effectif ne pouvant donc pas étre déduits de la théorie supérieure,
ils sont fixés par les données expérimentales. Cette description est permise par le fait que
les phénomeénes physiques apparaissant a des énergies trés différentes sont en général trés
peu corrélés; comme le notait Wilson [12] :

In general, events distinguished by a great disparity in size have little influence on one
another ; they do not communicate, and so the phenomena associated which each scale can
be treated independently.

Ceci correspond au théoréme de découplage d’Applequist et Carrazone en théorie des
champs [13]. Il existe cependant des exceptions & cette régle, comme par exemple les com-
portements prés des points critiques. A I'extréme, on peut méme construire une nouvelle
théorie & chaque fois que les énergies considérées permettent de produire une nouvelle par-
ticule. La connexion entre les paramétres des deux théories de part et d’autre de 1’échelle
de raccordement est déterminée de maniére a ce que la physique soit la méme a la li-
mite entre les deux théories. Ces conditions de raccordement sont calculées avec 1’échelle
de raccordement égale & la masse de la particule la plus lourde [14]. D’un point de vue
pratique, nous pouvons considérer la situation de deux maniéres différentes. La premiére
part des hautes énergies. Supposons que nous connaissions la théorie permettant de décrire
la physique a des énergies infiniment grandes; nous pourrions alors déterminer la théorie
effective du domaine qui nous intéresse en intégrant petit & petit les modes lourds. De
cette maniére, nous obtiendrions des interactions non renormalisables, avec de moins en
moins de particules. Comme nous 'avons vu précédemment, la théorie obtenue resterait
approximativement renormalisable, étant donné que les interactions non renormalisables
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sont supprimées par des puissances négatives du cut-off.

La seconde méthode est celle adoptée par la majorité des physiciens; on ne connait pas la
théorie aux hautes énergies mais on dispose d’une théorie effective a laquelle on va rajouter
des degrés de liberté dés lors que ceux-ci sont produits aux énergies considérées. Dans cette
vision, on n’a pas besoin de connaitre la théorie des énergies infiniment grandes, ni méme
de savoir si cette derniére existe. Pour citer une derniére fois Weinberg [15] :

Any theory that satisfies the axiom of S-matrix theory, and contains only a finite num-
ber of particles which mass below some M, will at energy below M look like a quantum field
theory involving just those particles.

Malheureusement, bien que 'idée générale soit relativement simple, les calculs sont souvent
trés techniques et rendent le sujet difficile & appréhender, surtout en théorie quantique des
champs. C’est pourquoi nous aborderons les idées générales dans le cadre de la physique
statistique (plus proche des travaux de Wilson dans lesprit), avant de passer a la théorie
quantique des champs.

1.2 Le groupe de renormalisation en physique statis-
tique

Une caractéristique commune a tous les systémes de matiére condensée est qu’ils contien-
nent un grand nombre de constituants (atomes, électrons...) dés que nous nous plagons au
niveau macroscopique. Sachant que la majorité des problémes physiques pour lesquels nous
connaissons des solutions exactes sont des systémes comportant peu de degrés de liberté,
il va nous falloir trouver un moyen de faire des simplifications importantes. L’idée est
de choisir un échantillon représentatif du systéme pour faire les calculs. La question que
nous pouvons alors nous poser est dans quelle mesure réduire la taille d’'un systéme tout
en conservant une bonne description des propriétés de ce dernier. Pour répondre & cette
question, nous allons essayer de déterminer une “longueur de corrélation &”, qui sera par
définition la taille minimale & laquelle nous pouvons restreindre notre étude sans changer
qualitativement les propriétés du systéme. L’étude du systéme pourra alors se limiter a
une distance de l'ordre de la longueur de corrélation.

Les études menées avec le groupe de renormalisation sur les phénoménes critiques sug-
gérent alors que les systémes vont avoir un comportement particulier pres de la transition
de phase; effectivement, la longueur de corrélation & va augmenter (et méme diverger dans
le cas d’'une transition du second ordre) prés de la transition. Or nous pouvons montrer
que le comportement d’un systéme ne contenant que peu de degrés de liberté par longueur
de corrélation sera qualitativement différent de celui d’un systéme ot nous avons un grand
nombre de degrés de liberté. Ceci est assez surprenant, car les systémes sont décrits en
termes de hamiltoniens et nous pourrions nous attendre & ce que le systéme dépende en
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priorité de la nature des termes d’interaction et de la valeur des constantes de couplage
correspondantes. C’est vrai dans le cas ou la longueur de corrélation est faible, mais dans le
cas oll nous avons une grande longueur de corrélation, nous observons des comportements
collectifs des degrés de liberté et ce sont en réalité ces derniers qui gouvernent 1’évolution
du systéme. Dans ce cas, le hamiltonien ne joue alors plus qu’un roéle secondaire. Ceci est a
lorigine de ce qu’on appelle les classes d’universalité, c’est-a-dire que différents systémes,
caractérisés par des hamiltoniens différents, se comportent de la méme maniére au voisinage
de la transition de phase. L’idée d’universalité peut méme étre formulée de maniére plus
générale pour relier les comportements critiques de systémes comprenant des interactions
de nature différente.

1.2.1 Etude des spins de bloc de Kadanoff

Le but de cette partie sera d’expliciter sur un exemple la maniére dont nous pouvons
écrire une transformation du groupe de renormalisation et comment un systéme va se com-
porter sous celle-ci. Considérons pour cela un systéme de spins sur un réseau triangulaire en
dimension deux, avec une distance a entre les différents sites et décrit par un hamiltonien
d’Ising dont la forme est (le facteur 8 = 1/kgT est inclus) :

H{c} :Kchaj-l—hZai (1.1)
(i,4) i

ol la notation () signifie que nous prenons la somme sur les paires de plus proches voisins ;
nous donnons aussi un schéma du réseau :

FiG. 1.1 — Réseau triangulaire bidimensionnel contenant des spins en interaction.

Ici, afin d’établir la transformation du groupe de renormalisation (le changement d’échelle),
nous regroupons les spins par groupes de trois. Nous formons ainsi un nouveau spin “effec-
tif”, ou spin de bloc, dont la valeur est :

Sy = signe {0 + ol + ot}
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Cette prescription est appelée régle de majorité. Une fois cette transformation réalisée sur
notre systéme, nous aurons un nouvel hamiltonien effectif H’ dont I'expression se déduira
de celle de 'H par :

S} — Z HSnor} (1.2)

{or}

ou {0} est I'ensemble des configurations possibles des spins contenus dans chaque bloc I.
Ceci revient donc a réaliser une trace partielle sur les degrés de liberté dont nous voulons
nous affranchir au cours de la transformation. Le réseau initial va alors se transformer
suivant :

FiGg. 1.2 — Réseau triangulaire 2D sur lequel nous avons représenté les spins de bloc.
Nous pouvons noter qu’a une rotation (7/6) et un facteur de dilatation (v/3) prés, nous
retrouvons le méme réseau qu’initialement.

Nous allons maintenant déterminer explicitement la forme de H’. Nous pourrons ainsi
en déduire la maniére dont évoluent les constantes de couplage sous une transformation
du groupe de renormalisation. Pour ceci, commencgons par décomposer le hamiltonien en
deux parties :

H=Ho+V (1.3)

oll Hy est le “hamiltonien libre” contenant les interactions a 'intérieur d’un méme bloc, alors
que V est le potentiel d’interaction entre des blocs de spin différents, soit explicitement :

H0=KZZU{U§+}LZZU{ (1.4)

I ijel iel

V=KZ Z UiIUJJ (1.5)

I£J i€l jeJ

Dans un premier temps, nous allons calculer la fonction de partition associée au hamiltonien
libre, avant de faire de méme pour la partie potentielle. De plus, V' ne pouvant pas étre
déterminé de maniére exacte, nous allons supposer que ce terme est petit afin de pouvoir
appliquer la théorie des perturbations. Nous commencons donc par reformuler I’équation
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(1.2) en introduisant I’expression de la valeur moyenne d’une quantité A définie par rapport
a Ho :
Z{O'I} eHO{SLUI}A(SIv 01)

<A<Sl>>0 = Z{UI} €H0{SI’UI} (]‘6>
Le hamiltonien se réexprime alors suivant :
eH’{SI} _ <6V>0 ZeHo{SI,UI} (17>

{o1}
Pour un spin de bloc avec une valeur S; donnée, nous sommons sur les quatre configurations
{o1} pour obtenir la fonction zo(S7) :

20(Sr) = exp{3K + 3hS;} + 3exp{—K + hS;} (1.8)

Le probléme de l'expression du hamiltonien des spins de bloc donné en (1.2) est donc
ramené au probléme de I’évaluation de la valeur moyenne du potentiel V' :

e = (Vo [T 20(S1) = (7)o Zo(K) (1.9)
St

ou Z est la fonction de partition des spins de bloc sans les interactions. Comme indiqué
précédemment nous allons procéder de maniére perturbative. Pour ce faire, nous utilisons
la méthode dite des cumulants, qui nous permet d’écrire :

1
(e")o = exp {<V>o + 5[(‘/2)0 — (gl + O(VB)} (1.10)
L’équation (1.9) se réécrit donc suivant :

H'{S;} = log Zo(K) + (V)o + %[<V2>0 — (V)] + 0(V?) (1.11)

Nous allons maintenant nous placer au premier ordre du développement en V' afin d’évaluer
la valeur moyenne de ce potentiel. Nous avons :

V>0 = <KZ Z 0'1~10'31>0

I£J i€l jeJ

=K ST (hoto))o (1.12)

I£J i€l jeJ

oll nous avons pu factoriser cette expression car les spins o (spin i du bloc I) et 0
n’appartiennent pas au méme bloc et sont donc indépendants. Nous en déduisons alors la
valeur moyenne ¢/ d'un spin i avec une valeur du spin de bloc S; fixée :

I_H
(oT) = 2%
' Z{Uz} eHO

B (SI) ZJI "

(SI)
Zo(S[)

(1.13)
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oll nous avons introduit :
2o(Sr) = exp{3K + 3hS;} + exp{—K + hS;} (1.14)
Notons que nous pouvons réécrire <0{ )o sous la forme o157 + ay avec :

2o(£1) (EIHABK | EH-K
PRESY) T oEBHI3K T 3etH-K

(0%} :|:Oéz = (115)

Pour réinjecter ces résultats dans 'expression du hamiltonien H’, nous définissons pour
finir :

20(1)20(—1) = 2% (1.16)
20(1) = zp(—1)eo (1.17)
soit
20(1) = zpeo (1.18)
zo(—1) = zge o (1.19)

Ce qui nous permet de réécrire H' sous la forme :

/ N /
H {S[} = g log 2+ z]: hOS] + 2K <;J:)(OQSI —+ Oéz)(Oélsj —+ 042) (120)

En comparant cette expression avec (1.1), les nouvelles constantes de couplage s’écrivent :
K' =2Kao? (1.21)

h/ = h6 + 12KO&10&2 (122)

Nous avons finalement atteint notre objectif initial qui était de voir comment des trans-
formations du groupe de renormalisation agissent sur les constantes de couplage de notre
systéme.

Nous allons maintenant discuter ces équations pour voir quels sont les points fixes, c’est-a-
dire les points invariants sous des transformations du groupe de renormalisation, et com-
ment celles-ci permettent d’obtenir les diagrammes de flux! pour notre systéme. Pour
commencer, plagons nous dans le cas ot le champ magnétique est nul. Nous aurons :

63K _|_€—K>

K =2K|—F——
(€3K+3€_K

(1.23)

Nous pouvons alors examiner deux cas limites :

ILes diagrammes de flux permettent de visualiser le comportement des constantes de couplage du
systéme sous des variations d’échelle (ici on modifie le pas du réseau) et nous apportent des informations
sur les différentes phases sous lesquelles nous pourrons trouver le systéme.
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1. K grand (ou de maniére équivalente T o< 1/K petite). Dans ce cas la relation de
récurrence se simplifie en K’ = 2K . K augmente donc & chaque itération et tend vers
Iinfini.

2. K petit (ou T grande). Nous aurons alors K’ = K /2 ce qui signifie que la constante
de couplage diminue & chaque itération pour tendre vers 0.

De plus, il existe un point fixe> K* qui est solution de :

* *
3K K )

_— 1.24
e3K” 4 3e—K” ( )

K*=2K*(

Nous trouvons alors K* = 1/4log(1 + 2v/2) ~ 0,336. En tracant le diagramme de flux
correspondant, nous observons que K* est un point fixe instable, qui signale une transition
de phase du second ordre entre les deux bassins d’attraction des points fixes stables K =0
et K = 0.

0 K* K

FiG. 1.3 — Diagramme de flux & une dimension (sans champ magnétique externe) issu du
hamiltonien H. Les fléches sont dirigées de I'ultraviolet vers 'infrarouge.

Les deux points fixes stables correspondent au cas oul le systéme est ordonné (K = oo)
ou trés désordonné (K = 0). En présence d'un champ magnétique externe, le diagramme
de flux se généralise en deux dimensions suivant :

h

F1G. 1.4 — Diagramme de flux & deux dimensions (avec un champ magnétique externe h)
issu du hamiltonien H. Les fléches sont dirigées de 'ultraviolet vers 'infrarouge.

2Une transformation du groupe de renormalisation correspond & un changement d’échelle. Un point fixe
traduit donc une invariance d’échelle et signale par conséquent la présence d’une transition de phase.
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Les points fixes sont les mémes que précédemment, ce qui n’est pas vrai dans le cas
général ot nous pouvons voir l'apparition de nouveaux points fixes (ici en A # 0). De
maniére générale, le remplacement des spins initiaux par les spins de bloc impliquent
une perte d’information qui peut se traduire par I'apparition de constantes de couplage
supplémentaires dans le hamiltonien ; ceux-ci n’apparaissent pas explicitement dans notre
calcul, mais ils pourraient étre inclus dans ce dernier si nous prenions des termes d’ordre
supérieur dans le développement en cumulants. Aprés une infinité de transformations du
groupe de renormalisation, le hamiltonien peut ainsi contenir une infinité de constantes
de couplage qui correspondent & l’ensemble des couplages autorisés par les symétries du
modéle.

1.2.2 Formulation générale

Si nous considérons un systéme de spins séparés par une distance a et que nous ap-
pliquons une transformation du groupe de renormalisation, la distance entre les nouveaux
degrés de liberté deviendra la ou [ est appelé facteur d’échelle. Si nous procédons ensuite a
une redéfinition d’échelle telle que, dans les nouvelles unités, les blocs de spins se retrouvent
de nouveau séparés par une distance a, le réseau paraitra identique a celui de départ, mais
avec un hamiltonien différent.

Nous considérons des systémes décrits par des hamiltoniens que nous pouvons écrire de
maniére générale sous la forme :

H=> K.b:[{S}] (1.25)

ou les K, sont les constantes de couplage et 6,[{S}] les opérateurs qui sont des fonction-
nelles des degrés de liberté {S}.

Regardons alors comment notre hamiltonien de départ va se transformer en hamiltonien ef-
fectif sous une transformation du groupe de renormalisation R;. Supposons que I’ensemble
des constantes de couplage K = [K] se transforment comme :

K= RIK], 1>1 (1.26)

Cette équation décrit I’évolution des constantes de couplage sous une transformation du
groupe de renormalisation; de maniére générale, R; est une transformation non linéaire
dont I’expression explicite peut étre trés complexe?.

3Notons que nous pouvons formuler les équations du groupe de renormalisation sous forme différentielle
[16] ; si nous partons d’un systéme dont le pas du réseau est a et que nous formons des blocs de taille la,
nous formerons des blocs de taille sla par s itérations successives, avec :

[Ksl] - Rs [Kl] (127)
En choisissant s = 1 4 €, nous pouvons réécrire (1.27) sous forme différentielle :

Ak Kool (K9

dl €—0 el (1.28)
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Par ailleurs, pour un probléme donné, nous n’avons pas unicité de la transformation, car
nous pouvons grouper les degrés de liberté de différentes maniéres. Le but sera donc de
trouver la transformation qui permette de réaliser les calculs les plus simples. Commengons
donc par rappeler la définition de la fonction de partition pour un systéme comprenant N
spins :

Zn[K] =Tr e (1.31)

Nous savons que toute transformation du groupe de renormalisation consiste a réduire le
nombre de degrés de liberté d'un facteur (¢ (ot d est la dimension du réseau) et de passer
ainsi des variables initiales {o;}, i = 1...N, aux variables de bloc {S;}, I = 1..N/I¢. Tl
faut alors trouver un moyen de réexprimer ’action en fonction des nouveaux degrés de
liberté. Ceci est réalisé en introduisant un projecteur P(o;, S;) - qui va agir comme une
trace partielle - de la maniére suivante :

ARSI Z (Rl

(1.32)
= T’I”{ai} P(O'i, S[) BHN{[KL(H}
ol le membre de droite se réexprime suivant :
10Rs[K;) 1
1 0 = ZB[KI] (1.29)

Ceci définit la transformation non linéaire B[K]]. Les relations de récurrence peuvent alors se mettre sous
la forme :

= B[K,] (1.30)

avec 7 = logl. Les points fixes sont alors solution de B[K*] = 0. Cette formulation présente ’avantage
d’étre trés proche du formalisme utilisé en théorie des champs, comme nous le verrons par la suite.
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De plus, nous imposerons au projecteur de vérifier les trois propriétés suivantes® :

(i) P(S;S7) >0 (1.36)

(i1) P(S;, S7) préserve les symétries du systéme (1.37)

(iii) > P(S;,S)) =1 (1.38)
{57}

Ces conditions nous permettent alors de montrer qu’une transformation du groupe de
renormalisation n’est qu’une réécriture de la méme fonction de partition en fonction de
nouveaux degrés de liberté. La physique contenue & chaque transformation est donc la
méme ; seuls changent les degrés de liberté qui seront choisis tels qu’ils décrivent la physique
sur des échelles pertinentes vis & vis des phénoménes que nous souhaitons étudier. Dans le
cas de la théorie quantique des champs, ol nous conserverons les mémes degrés de liberté
au cours des transformations, ces derniéres permettront de changer 1’échelle a laquelle
nous considérons la théorie. Comme nous ’avons déja dit, nous allons utiliser le groupe de

renormalisation afin d’étudier les transitions de phase qui apparaissent dans les systémes.

1.2.3 Utilisation du groupe de renormalisation pour I’étude des
transitions de phase
L’origine des singularités

Une caractéristique remarquable du groupe de renormalisation est qu’une suite de trans-
formations analytiques puisse donner naissance a des comportements qui présentent des

4Nous allons discuter ici les différentes propriétés imposées sur les projecteurs. La premiére assure que
MRS — P(s;, SI)eHN{[K]’Sf} > 0; la seconde implique le respect des symétries du modele. En effet,
si nous considérons le hamiltonien :

Hy =NKo+h» Si+ K1Y SiSj+Ky» SiSiSk+ ... (1.33)
i ij ijk
ou tous les couplages compatibles avec les symétries ont été introduits, alors il va se transformer comme :
My = N'Kg+ 1Y Sp+ K> SiSy+ K> Si8)Sk + ... (1.34)
I 17 IIK
C’est-a-dire que H’ a la méme forme que le hamiltonien de départ, alors que les couplages et les paramétres
ont été modifiés. Par exemple, un modeéle ol nous avons des interactions de portée infinie mais sans couplage

a trois spins sera de la forme (1.33) avec Ko = 0, alors que I'interaction a trois spins pourra étre présente
dans H’y,. Pour finir, la troisiéme condition imposée sur les projecteurs implique :

ZN/[K/] = TT{S’,} eH/N/{[K/]vS;}
= TT{S/’} TT{S}} P(S“S}) eHN{[K]vSi}
= TT{S-} eHn K]S}

= ZnIK] (1.35)

C’est donc cette derniére égalité qui assure que la fonction de partition et donc la physique, restent les
mémes au cours d’une transformation du groupe de renormalisation.



1.2. LE GROUPE DE RENORMALISATION EN PHYSIQUE STATISTIQUE 15

singularités. Nous allons voir comment ceci peut se produire dans le cas d'un exemple
simple issu de la mécanique. Considérons une particule se déplacant dans un puits de po-
tentiel & une dimension. La forme du potentiel est donnée ci-dessous et nous supposons
que la particule est soumise & des frottements afin que celle-ci converge vers une position
d’équilibre aprés un certain temps.

V(x)
X(t,Xo)

X, X, Xy, X >I<n X, ;<h X
F1G. 1.5 — Représentation du potentiel V' (x). La seconde figure représente la position finale
de la particule en fonction de sa position initiale. Les lignes horizontales correspondent a
la limite t — oo.

Si nous lachons la particule de n’importe quel point X < X, elle oscillera autour de
X, avant de s’arréter en ce point. D’un autre coté, si cette méme particule est lachée d’une
position X > X, elle oscillera et s’arrétera en X,. Ainsi, la position finale de la particule
est une fonction discontinue de la position initiale de cette derniére, en dépit de la forme
continue du potentiel. Les singularités ne proviennent donc pas du potentiel lui-méme, mais
du fait que la position finale correspond & considérer la limite t — oo.

Les points X,, X, et X, sont les points fixes : si le systéme est présent en I'un de ces
points & un instant ¢ (avec une vitesse nulle), alors il y restera a un instant ¢’ ultérieur. De
plus, il existe deux variétés de points fixes appelés attractif ou répulsif. X, et X, sont des
points fixes attractifs : ce sont des positions d’équilibre stable, ot le systéme se retrouvera
lorsque ¢t — oo. Par contre, X, est un point fixe répulsif.

L’ensemble des conditions initiales { Xy} qui conduisent & un méme point fixe est appelé
bassin d’attraction. Dans notre exemple, le bassin d’attraction de X, est I’ensemble des
points tels que X < X, celui de X, est celui des points X > X, et celui de X, est X,.

Cet exemple représente les comportements que nous pourrons observer aprés un nombre
infini de transformations du groupe de renormalisation. Dans le cas de systémes réalistes, il
n’y aura plus un mais plusieurs parameétres : le systéme sera représenté de maniére générale
par un vecteur dans ’espace des constantes de couplage. Les transformations successives
du groupe de renormalisation définiront alors une trajectoire pour le systéme dans 1’espace
des paramétres, ce qui permettra de tracer un diagramme de phase de notre modéle dans
I’'espace de ses constantes de couplage, diagramme généré par ’ensemble des conditions



16 CHAPITRE 1. GROUPE DE RENORMALISATION

initiales prises pour le systéme.
Comportement de la longueur de corrélation

Dés que nous considérons un grand nombre de transformations du groupe de renorma-
lisation, nous pouvons mettre en évidence la présence de points fixes.

Supposons alors que nous connaissions une transformation du groupe de renormalisation
Ri[K]. Tout point fixe [K*] de cette transformation vérifie nécessairement :

[K*] = Ri[K"] (1.39)

De plus, nous savons aussi qu’a chaque itération de R;, les échelles sont réduites d'un
facteur [. Pour la longueur de corrélation, nous aurons donc la relation :

¢{[K] = ¢[K]/1 (1.40)
qui indique que le systéme s’éloigne du point critique. Au point critique, nous aurons :
K] = ¢[K™]/1 (1.41)

Cette équation admet trivialement deux solutions : £ = 0 et & = oo. Les points tels que
& = 0 sont appelés points fixes triviaux, alors que ceux avec £ = oo seront appelés points
fixes critiques. Tout point fixe a son propre bassin d’attraction; tout point situé dans un
bassin d’attraction atteindra le point critique aprés un nombre infini de transformations
de Rl.

Linéarisation autour des points fixes

Nous savons qu’'un calcul du groupe de renormalisation effectué de maniére exacte opére
dans 'espace de tous les couplages possibles K1, Ko, ..., K, compatibles avec la symétrie.
Au niveau du point fixe [K*] nous avons donc :

[K*] = Ri[K"] (1.42)
Au voisinage de [K*] il est possible de linéariser (1.42) :

K =K =Y Tin(Kpn — K},) (1.43)

OK! . L. L .
aK-—l . La matrice T est non Symetrlque dans le cas general et nous consi-
mIK=K*

dérerons les valeurs propres et vecteurs propres a gauche. Nous notons A les valeurs
propres et CD%) les vecteurs propres correspondant :

avec 1), =

S0 17, = Ao (1.44)
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Définissons les variables d’échelle u; :

ui= Y O (K — K, (1.45)

Dans I'approximation linéaire, elles se comportent sous une transformation du groupe de
renormalisation comme :

up = PK], — K})

= OO " Tu(K — K;)
m I

=AY a (K - K)
l
= Ay, (1.46)

Les variables d’échelle se transforment donc multiplicativement au voisinage du point fixe.
Nous pouvons alors distinguer trois types de comportements en fonction des valeurs de
2@
— i A > 1, u; est dit pertinent (“relevant”); des transformations répétées écartent u;
du point fixe.
— si AW < 1, u; est dit non pertinent (“irrelevant”); des transformations répétées rap-
prochent u; du point fixe.
— st A@ =1, 4; est dit marginal; c’est un cas particulier que nous ne discuterons pas
dans la suite.

Reprenons ceci dans le cas de 'exemple des spins de bloc introduit précédemment (figure
1.4). Au point fixe K = 0, les deux directions sont non pertinentes; c’est un point fixe
complétement stable. Pour le point fixe K = oo, la direction K est non pertinente alors
que celle de h est pertinente (nous avons un point stable pour h = 0). Finalement, pour le
point K*, les variables K et h sont toutes les deux pertinentes et nous avons un point fixe
complétement instable.

Considérons maintenant de maniére générale un point fixe F' qui a n valeurs propres perti-
nentes dans un espace & N dimensions. De ce point émerge une surface & N —n dimensions
de tous les points attirés vers F' (nous supposons que nous n’avons pas de valeurs propres
marginales). Afin de converger vers le point critique, il faut donc spécifier n conditions
initiales. Toujours dans le cas de la transition de phase ferromagnétique, nous avons besoin
de deux conditions pour nous placer a un point critique (qui sont la température et le
champ magnétique). Ainsi nous pouvons penser que F' a deux valeurs propres pertinentes,
toutes les autres étant non pertinentes. Pour illustrer ces propos, placons nous dans le cas
h = 0 (nous n’aurons alors plus qu'une seule donnée pertinente). Considérons de plus un
espace a deux paramétres K et Ky ot K est la constante de couplage entre deux plus
proches voisins et K5 celle entre second plus proches voisins. Le diagramme de flux obtenu
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sera alors nécessairement de la forme donnée a la figure 1.6 : en effet, nous ne pouvons
avoir qu’une seule direction pertinente et donc une seule direction suivant laquelle nous
pourrons nous écarter du point critique.

Direction non pertinente

Ky

Direction pertinente

I K,

F1a. 1.6 — Diagramme de flux dans un espace a deux dimensions. Ici le point fixe n’est
stable que dans une direction.

Nous voyons ici que méme dans le cas ot le hamiltonien initial ne contient pas de
couplage entre second plus proches voisins au départ, ces derniers sont générés lors des ité-
rations successives du groupe de renormalisation. Il en est de méme pour toutes les autres
constantes de couplage K3, K,... associées a des valeurs propres non pertinentes compa-
tibles avec les symétries du modéle.

Comportements d’échelle

Dans le cas ot nous nous situons prés d’un point fixe, 'approximation linéaire est va-
lide et, comme nous allons le voir maintenant, cela implique 'existence de relations (dites
d’échelle) entre les différents paramétres caractérisant le systéme.

Dans ce qui précéde, nous avons vu que la transition de phase ferromagnétique est carac-
térisée par un point fixe avec deux variables d’échelle pertinentes. La premiére est liée a la
température u; avec la valeur propre A\ et I'autre reliée au champ magnétique u, avec la
valeur propre Ay. Nous avons aussi la présence d’une infinité de champs non pertinents us,
Uy, ...

Supposons que nous partions d’'un endroit suffisamment proche du point fixe de sorte
que 'approximation linéaire soit valide. Les valeurs initiales des champs d’échelle sont
u; = u;(t, h) ot h est le champ magnétique et ¢ la température réduite (qui mesure ’écart
par rapport a la température critique) définie par :

T-T*
T*

~
Il

(1.47)
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Lorsque t et h sont petits, nous pouvons montrer que uy x h et u; o t. La transformation du
groupe de renormalisation a été construite de maniére & conserver la fonction de partition
et donc 'énergie libre f. Nous pouvons la décomposer d’aprés :

N([K]) = Ng(IK]) + NI f([K]) (1.48)

ou g([K]) est une constante analytique issue de la renormalisation, [ le facteur d’échelle et
d la dimension du réseau. La partie singuliére de f qui nous intéresse satisfait donc la loi
de transformation homogéne :

fs([K]) = l_dfs([K,]) (1'49)

En réexprimant cette relation en fonction des champs d’échelle, aprés une puis n transfor-
mations :

fs(ul, U, ) = l_dfs()\lul, )\2’&2, )
= 17 (Nuy, Ay, ...) (1.50)

Puisque A1, A2 > 1 les deux premiers arguments grandissent avec n. Choisissons alors n tel
que Afu; = A ot |A| < 1 de sorte que 'approximation linéaire reste valide. Nous aurons :

_ log A —logu,

= 1.51
" log Ay ( )
En remplagant dans I’équation (1.50),
—dlesd _glosu e A
folun, ug, ..) = 17 oexy ["%0x1 f (AN, 2N wg,..) (1.52)
Définissons alors : log X log X
08 A1 08 A2
hn log [ € Y2 log [ ( )
Or nous savons que u; x t et uy o h, donc :
fo(t, h) = |t| Y"1 D _h (1.54)
S 9 < |t|y2/y1 *

oun & = f(+A,...) et Do = fi(—A,...) sont des fonctions analytiques différentes pour
t > 0ett < 0 dans le cas général (elles correspondent a la partie singuliére de I’énergie
libre de part et d’autre de la température critique). C’est cette derniére expression qui
va nous permettre de déterminer les exposants critiques. Dans le tableau qui suit, nous
rappelons les définitions des exposants critiques, puis nous donnons leurs expressions en
fonction des paramétres de notre étude et de la formule (1.54). Nous sommes finalement
arrivés a caractériser la transition de phase via le groupe de renormalisation, ce qui était
notre objectif initial.
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définition des expo- | résultats de | exposants critiques
sants critiques eq.(1.54)
chaleur spécifique c(tyh)|peo x t= % o |t|ir 2 a=2-— ;il
ibilité — d—2y _ 2y—d
susceptibilité X, h) =0 o< t (?;h% o |15 2 N = yzl
aimantation en m(t. W) _q oc t8 af, d=vy _ d—y»
champ nul (£ )l o < (=) ™ =5
aimantation a m(t, h) | ox afs _d_ 5 = _u
T =T " |i3||1T/5T o 0 d—y2

Nous pouvons remarquer que les quatre quantités calculées ne dépendent que de deux
variables v, et ys. Nous pouvons donc écrire des relations, appelées relations d’échelle, qui
vont relier les exposants critiques; par exemple :

a+284y=2 (1.55)
a+pB(1+0)=2 (1.56)

Ces coeflicients peuvent dans certains cas étre déterminés expérimentalement et donneront
des contraintes sur les modéles utilisés.

Dans ce qui précéde, nous avons omis de considérer les champs non pertinents dans notre
détermination des exposants critiques. Afin de voir si cette hypothése est légitime, repre-
nons le calcul précédent avec un champ us associé a la valeur propre y3 < 0. Pour la partie
singuliére de 1’énergie libre, nous trouvons :

fs(t7 h’) = fs(u17u27u37 )
= " fs(Mus, Agua, Azug, ...)

h
= |t|*v dy < , ug|t| ¥/ ) (1.57)

|t|y2/y1

Comme y3 < 0, ug|t|~¥3/¥1 — 0 lorsque ¢ — 0, donc nous pouvons développer par rapport
a cette nouvelle variable :

» h o h
Folt h) = |t {@21 (Itly—/y> + g L] By (Itly—/y> + } (1.58)
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Par exemple, la chaleur spécifique en champ nul va s’écrire :
C = |t|™[A+ Bt~ %/ ] (1.59)

Nous voyons donc que les valeurs propres introduisent des petites corrections par rapport
au scaling dominant. Il est donc a priori justifié de les négliger en premiére approximation,
mais il existe des cas ot leur contribution est non négligeable.

La présentation du groupe de renormalisation que nous venons de voir en physique statis-
tique est loin d’étre exhaustive, mais le but était d’introduire les principaux concepts tout
en s’affranchissant des complications techniques dies a la théorie quantique des champs.
Nous allons mettre en évidence les liens qui peuvent étre faits entre ces deux formulations
du groupe de renormalisation.

1.3 Liens entre le groupe de renormalisation & la Wilson
et 'approche de théorie des champs

La description adoptée dans le chapitre précédent est en fait une description du type
champ moyen. L’inconvénient de cette méthode est qu’elle ne peut donner qu’une descrip-
tion souvent approximative de la transition car elle ne prend pas en compte les corrélations
a longue portée. L’idée de Ginzburg-Landau a donc été d’inclure les fluctuations de grande
taille de maniére approchée dans une approche phénoménologique. En pratique, il s’agit
dans un premier temps d’exprimer le fait que prés de la transition de phase le paramétre
d’ordre est petit et donc d’exprimer ’énergie libre comme un développement en puissances
de ce parametre d’ordre. Dans un second temps, nous rajoutons un terme prenant en
compte des fluctuations de grande taille. Le spin devient donc une variable locale (que
nous noterons m), et nous obtenons explicitement pour ce modéle :

2
F = id/ddf sz + K—a(ﬁm)z +u m*(7) (1.60)
a 2 2

ol ¢ est toujours la variable qui mesure I’écart a la température critique et a est le pas du
réseau que nous faisons apparaitre dans cette expression pour rendre les autres paramétres
sans dimension.

Dans le cas de la physique statistique, le pas du réseau est une échelle de coupure pour
les courtes distances, ou, de maniére équivalente, pour les hautes énergies. Par contre, une
telle échelle n’existe pas dans le cas de la théorie des champs a cause de la localité de
la théorie (il n’y a pas de cut-off naturel A) : ceci revient a considérer que la théorie est
valable jusqu’a des échelles A — o0o. Or, en théorie quantique des champs, la physique est
simple aux petites échelles (ot nous avons un vide de particules), mais elle se complique aux
grandes échelles ol nous aurons la création de paires particules-antiparticules. C’est donc
bien dans le domaine ott A est grand qu’il va falloir faire des approximations et modifier
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la physique. En théorie des champs, ’équivalent du modéle de Ginzburg-Landau est la
théorie en ¢* :

1 1
£= [ L@ + Juis + Do (161

Du point de vue de la mécanique statistique, a est fixe, mais au voisinage de la transition la
longueur de corrélation & diverge : le régime critique est caractérisé par un grand rapport
¢/a. En théorie des champs, nous décidons de travailler & une échelle £ que nous fixons
et nous retrouvons le grand rapport £/a dans la limite a — 0 et nous étudions ainsi les
phénomeénes dominés par les fluctuations critiques. Afin de définir correctement la limite
du continu, il est nécessaire de connaitre les divergences dans I’'UV. Pour ceci, nous aurons
besoin d’une méthode qui coupe les contributions a haute énergie : c¢’est la régularisation.
Nous verrons plus loin qu’il existe de nombreuses méthodes de régularisation qui ont cha-
cune des propriétés particuliéres. Les conditions que nous imposerons sur la maniére de
régulariser nous ameénera & définir une nouvelle maniére d’introduire le cut-off.

Nous pouvons de plus donner les fonctions de Green a deux points et a 'arbre en physique
statistique et en théorie des champs. Pour une particule scalaire :

1 1
Cpsh) = =——— = Grge(h)

B (176 BT

ot le propagateur G'rgc est exprimé ici dans un espace euclidien.

Une différence fondamentale entre 'approche du groupe de renormalisation en physique
statistique et en théorie des champs est que dans cette derniére les transformations du
groupe de renormalisation vont faire varier les parameétres du modéle sans pour autant
modifier les degrés de liberté de ce dernier®. Parmi les différentes méthodes existantes,
nous porterons un intérét particulier & I'approche dite de Wilson. Cette derniére est assez
intuitive : nous couperons successivement notre théorie a des échelles A et A —dA. Ensuite,
la variation des parameétres entre ces deux échelles de coupure nous donnera la variation
des constantes de couplage du modeéle sous une transformation infinitésimale. Le systéme
d’équations différentielles non linéaires couplées obtenu sera les équations du groupe de re-
normalisation. C’est la résolution de ce systéme qui nous permettra de connaitre ’évolution
des paramétres.

1.4 Renormalisation en théorie quantique des champs

Comme dans la premiére partie, nous commencerons par considérer un exemple simple
pour voir comment se formule le groupe de renormalisation en théorie quantique des

511 existe une méthode pour modifier les degrés de liberté en théorie des champs : c’est ce que 'on
appelle le raccordement & la Wilson. Comme son nom l'indique, cet outil nous permet de raccorder deux
théories entre elles, contenant chacune des degrés de liberté différents et possédant chacune un ensemble
d’équations du groupe de renormalisation qui controleront I’évolution de ses paramétres.



1.4. RENORMALISATION EN THEORIE QUANTIQUE DES CHAMPS 23

champs. Ensuite, nous passerons en revue deux méthodes qui permettront d’obtenir les
équations du groupe de renormalisation. Enfin, pour finir, nous introduirons le formalisme
général qui nous permettra par la suite de passer a I’étude de modéles plus complexes.
Dans tout ce qui suit - sauf indication contraire -, nous choisirons de travailler dans un
espace de Minkowski; bien que moins adaptée aux descriptions du groupe de renormali-
sation, cette description reste cependant plus naturelle et nous ne nous placerons dans un
espace euclidien que lorsque ce sera utile.

1.4.1 Renormalisation du lagrangien de la théorie ®*

Ici, contrairement a ce qui précéde, la premiére étape en théorie des champs sera de
renormaliser la théorie, ¢’est-a-dire de s’affranchir des divergences (ou régulariser) et de
redonner un sens physique aux différentes constantes de couplage au-dela de "approxima-
tion a 'arbre.

Donnons pour commencer 1'expression de la densité lagrangienne de la théorie en ®3 non
renormalisée, ol ®y est un champ scalaire :

1 L o 9z2  90z4
L= 5(9#(1)0 6”@0 — §m0(1>0 — Z@O (163)
mg et go sont respectivement la masse et la constante de couplage non renormalisées. Dans
le cas ol nous considérons la théorie a une boucle, les termes qui vont contribuer a la masse
seront :

Le second terme est proportionnel & :

d*k 1
1.64
[ T oY

qui diverge dans le domaine des grandes énergies £k — 00. De la méme maniére, les dia-
grammes qui contribuent & 'amplitude de diffusion & une boucle sont :

k

p—k
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Cette fois-ci la contribution a une boucle est proportionnelle & :

d*k 1
/ (2m)4 (k2 —m2)((p — k)2 — md) (1.65)

et diverge également dans ’'UV. Contrairement a ce que nous venons de voir en physique
statistique, ol la physique aux petites distances (ou aux grandes énergies) était limitée par
le pas du réseau, ici nous avons une théorie locale des champs, les degrés de liberté étant
définis en tout point de I'espace-temps : il n’existe donc plus de borne inférieure concernant
la physique des courtes distances. Le fait de s’affranchir des divergences qui apparaissent
de maniére naturelle dans les calculs & une boucle sera par conséquent la premiére étape
pour rendre physique la théorie; c’est ce qu’on appelle la régularisation et nous allons
maintenant en expliquer le principe.

Commencons d’abord par introduire des quantités que nous appellerons renormalisées :

d = 7712, (1.66)
m? = m3 + ém? (1.67)
g =go+0g (1.68)

Le lagrangien (1.63) se réécrit alors suivant :

2
L= %aﬂ@ MO — g(mQ — om?)®* — %(g —dg)®* (1.69)

que nous pouvons aussi reformuler selon :
L=Ly+ Ly (1.70)
avec :

1 1
Lo= 50,0 0D — sm?P? — I g (1.71)

2 Al
Z -1 Z -1 Z 7?
= S50, 0 - TP+ Tom’ e’

40

Z: -1

= 41

g &'+ =69 @' (1.72)
ou le lagrangien Lg est le lagrangien des champs renormalisés sans interactions et £ est
appelé lagrangien des contre-termes. Le propagateur du champ renormalisé s’écrit :

1 1 1
A'(k) = + I + o (1.73)

k2 —m2  k?2—m?2 k2—m?2

ol m est le propagateur du champ provenant de Ly et II* est la self énergie a une

particule irréductible (* signifiant 1PI) qui provient de £;. Sous forme diagrammatique,
(1.73) s’écrit :
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Dans 'expression de II* nous aurons des contributions & ’arbre plus les diagrammes en
boucles :

II* = —(Z = )[K* — m?] + Zém> + 11}, (1.74)

Le but général de la renormalisation étant non seulement de s’affranchir des infinis qui
interviennent dans les calculs mais aussi de rendre physique la théorie, nous nous attendons
a ce que m? et ¢ soient les grandeurs finies mesurées expérimentalement ; cela implique qu’il
faut imposer deux conditions sur la self-énergie II* :

— le pole du propagateur doit correspondre a la "vraie" masse de la particule :

II*(m?*) =0 (1.75)
— le podle du propagateur doit avoir un résidu égal & 1 en k? = m?2, d’oit :
dIT*(k?)
i S = 1.
0 |, 0 (1.76)

En imposant ces deux conditions, nous pourrons ainsi déterminer la forme des contre
termes a partir de l'expression des contributions en boucles (qui seront calculées expli-
citement une fois que nous aurons défini une méthode de régularisation, c’est-a-dire une
méthode qui permette de définir les intégrales primitivement divergentes).

Ici, nous avons donc :

Zém? = —IIj,, (m?) (1.77)
Z =1 Micoy 1.78
=1+—5 - (1.78)

Finalement, les intégrales divergentes que nous avons vu précédemment proviennent de

loop €6 ces derniéres seront absorbées dans les expressions des contre-termes; en réexpri-
mant ainsi la théorie, nous réalisons que cette derniére est rendue finie aprés renormali-
sation. Par contre, si nous voulions faire les calculs & deux boucles, il faudrait considé-
rer d’autres diagrammes qui améneraient d’autres contributions divergentes et d’autres
contre-termes seraient nécessaires pour éliminer les divergences. De maniére générale, la
renormalisation est une méthode que 'on applique toujours ordre par ordre; cependant,
la complexité des calculs dépendra du type de théorie considérée (renormalisable ou non).
Nous verrons dans la suite quelles sont les théories renormalisables (au sens de "renorma-
lisable & tous les ordres") en introduisant le comptage en puissances.

1.4.2 Equations du groupe de renormalisation

Approche a la Gell-Mann /Low
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Dans cette partie, nous allons étudier 1’évolution de la constante de couplage du terme
d’interaction du lagrangien de la théorie ®*, dont nous rappelons ’expression :

1 1 g
_ - LdH _ —on2hH2 2 Pl
L= 2(%@8 ) 5™ ) 4!<I> (1.79)

Si nous considérons la théorie & une boucle, les diagrammes des différentes contributions
a 'amplitude de diffusion élastique sont :

P, P, P, P, LS P,
Dans 'espace des impulsions, la contribution des diagrammes en boucles peut se ra-

mener aprés avoir introduit les parameétres de Feynman a une expression proportionnelle
a (dans un espace Euclidien) :

1 o] kS
4 2
/d ke 2 /O d (1.80)

Comme mentionné précédemment, cette intégrale diverge a cause des contributions & haute
énergie. Nous rappelons de plus que ces contributions étaient absentes lors de I’approche
en physique statistique & cause du cut-off naturel donné par le pas du réseau. L’idée est
alors, afin de s’affranchir des contributions de la physique des hautes énergies, de procéder
par analogie avec la physique statistique, c’est-a-dire d’introduire un cut-off . Il existe
différentes fagons de procéder et les différentes méthodes de régularisation seront détaillées
dans le chapitre suivant. Dans ce qui suit nous utiliserons la méthode dite du cut-off naif
qui consiste simplement & remplacer la borne supérieure des intégrales divergentes par un
cut-off A (cette méthode présente l'inconvénient majeur de briser les symétries du modéle,
mais nous traiterons ce probléme par la suite). Schématiquement :

[eS) A
/ dk .. =>/ dk .. (1.81)
0 0

Physiquement, ceci signifie que nous considérons la théorie jusqu’a une échelle A et les
contributions des hautes énergie seront supprimées (en pratique, les particules ayant une
masse supérieure au cut-off A). En utilisant cette méthode, le calcul de Pamplitude de
diffusion représentée a la figure précédente donne alors :

2 pl 2
. A
A=y 327?2/0 da {ln <m2—3x(1—x)>+

In (m2 — tﬁl — x)> + In (m2 — 15(1 — x)> - 3} +0(g*) (1.82)
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ol s, t et u sont les variables de Mandelstam, définies dans un espace de Minkowski suivant :

s=(p1+p2)?, t=(p—p))?, u=(p1 —ph)* (1.83)

Nous voyons alors clairement que 'amplitude de diffusion écrite sous cette forme dépend
de I’échelle A & laquelle nous avons coupé la théorie, ce qui est évidemment non physique.
Pour éliminer la présence du cut-off dans cette relation, il faut réexprimer 'amplitude
de diffusion en fonction d’une constante de couplage renormalisée, que nous prenons par
définition égale a la valeur de 'amplitude de diffusion & une certaine échelle arbitraire pu.
Par exemple, nous pouvons choisir y = 0, soit :

2 2
gr=Als=t=u=—p>=0)=g— 59 (lnA——1>+O(g3) (1.84)

En inversant la relation précédente, a 1'ordre O(g?), nous obtenons :

39% A? 5
g=9gr+ 02 (lnﬁ — 1)+ 0O(gp) (1.85)

Nous réexprimons alors A en fonction de la constante de couplage renormalisée gp :

2l 2
9% m
A=qgp— dr <1
IR 32%2/0 x{n<m2—sx(1—x)>+
m

In (m2 - Z:Zl ~ @) +1n <m2 - wj(l - @) } +O(g3) (1.86)

que nous pouvons aussi écrire :

2 1
93 sz(l - x)
A= In(1—-22—"
gR+327T2/0dx{n< s >+

In <1 — M) +1In <1 — M)} +O(g%) (1.87)

m2 m

L’avantage de I’écriture (1.86) est que nous avons fait disparaitre la dépendance en A dans
I'amplitude de diffusion. Cependant, pour des grandes valeurs de I'impulsion, les termes
contenus dans le logarithme vont devenir importants et la théorie des perturbations devien-

dra inapplicable pour des valeurs de s, t et u > m pour lesquelles gr In (1 — %) > 1.

La théorie formulée ainsi est alors inexploitable et il faut procéder d’une autre fagon. Nous
pouvons noter que c’est d’ailleurs pour résoudre ce type de problémes (ou la théorie des
perturbations ne fonctionne plus) que les outils du groupe de renormalisation ont été in-
troduits précédemment.

L’idée générale est de considérer une nouvelle échelle arbitraire p (différente de 0 cette
fois) a laquelle nous allons définir la constante de couplage effective g,,. Sachant que g, n’a
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a priori aucune signification physique, nous pourrons faire glisser p jusqu’a une échelle g/
infiniment proche (ce qui nous permettra d’utiliser la théorie des perturbations pour passer
d’une échelle a I'autre). Ensuite, nous établirons une relation entre g, et g,/ : cette relation
apparaitra dans le cas général sous la forme d’un ensemble d’équations différentielles qu’il
faudra résoudre pour connaitre I’évolution des constantes de couplage de notre modéle.
Pour ce faire, nous commencgons par exprimer notre constante de couplage & une échelle
arbitraire g :

Gu=Als=t=u=—p? (1.88)
En utilisant la définition de g, et celle de 'amplitude de diffusion, nous pouvons écrire :
3g2 1 A2 5
=q— dr <1 -1 O 1.89

Une fois encore, notre expression dépend de A. Afin de s’affranchir de cette dépendance
explicite, nous exprimons g, en fonction des quantités renormalisées :

397 [ pra(l —x) 3
gu:gR+32W2/0 dz In 1+T + O(g3) (1.90)

Dans ce cas 'amplitude élastique de diffusion ne dépend plus de A mais de ’échelle ar-
bitraire p que nous avons introduite (u est aussi appelé point de renormalisation). Notre

probléme n’est toujours par résolu, car lorsque p tend vers U'infini, gz In (1 + %) tend

aussi vers 'infini et invalide la théorie des perturbations. Considérons alors une échelle 1/
proche de . Par analogie avec ce qui précede, nous pouvons écrire g,/ sous la forme :

305 [ Pa=2)) L o
gu,:gRngW/O ar (1452520 1 o(gh) (1.91)

De maniére générale, nous pouvons relier la constante de couplage a I'échelle 1/ a celle en
4 par un calcul perturbatif. La relation entre les constantes de couplage aux deux échelles
peut alors s’écrire formellement :

pom
—,—)

: 1.92
' (1.92)

g = G(g/m
Si nous souhaitons connaitre 1’évolution de nos constantes de couplage en fonction de

I’échelle considérée, nous prenons la dérivée par rapport a 1’échelle p pour obtenir :
dg 0 m

no_

Md— = a_G(glnza —) (1.93)
M z [ P
C’est cette derniére relation qui nous permet de connaitre I’évolution des constantes de
couplage. De maniére analogue, nous aurons le méme type d’équations pour la renormali-
sation des fonctions d’onde, ainsi que dans le cas oll nous aurons plusieurs constantes de
couplage ; nous aborderons ces deux cas dans la suite pour voir comment nous étendons
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cette méthode & des cas plus complexes.
Cette relation nous permet d’introduire la fonction 3 définie par :

m 0 m

5(9;“ E) = &G(gm% E) . (1.94)

De plus, nous avons considéré que p et p' sont proches et que % — 0 (ou la théorie

des perturbations ne s’applique pas). Dans ces approximations, nous pouvons définir une

nouvelle fonction [ :
m

ﬁ(gu) = 5(gu7 E) (195)

Pour calculer la fonction 3 explicitement, nous écrivons la différence :

G =9 u%
H o= au

- _33297;%2 /0 et (:zj I 5'222((11 - ?))
= s || 4 (G 2 ) (1.96)

ou la fonction que nous venons de définir est bien de la forme (1.95). Afin d’obtenir 1’ex-
pression explicite de (3, nous dérivons l'expression précédente :

_ g [ 2(1 - 7)
Bgu) = /0 o P (1.97)

soit finalement, pour pu > m :

dgu _ 39,
Hoan ~ 1on2

+O(g;) (1.98)

En conclusion, nous avons ici résolu le probleme de 1’étude de ’évolution de la constante
de couplage du modéle sur de grands intervalles énergétiques, ott a priori la théorie des
perturbations ne marchait pas. Contre toute attente, il faut de méme utiliser la théorie des
perturbations pour cela.

Dans cette partie, nous nous sommes limités au calcul de la fonction 3 pour la constante
de couplage g sans nous soucier de la masse ni de la renormalisation de la fonction d’onde
(nous pouvons montrer que dans la théorie en ®* la fonction d’onde n’est pas renormalisée
a l'ordre a une boucle, mais ceci deviendra plus clair une fois que nous aurons introduit le
comptage en puissances qui nous permettra de déterminer le nombre, ainsi que la forme
des contre-termes).

Dans ce qui précéde, nous avons introduit plusieurs échelles énergétiques; il est main-
tenant temps de préciser leurs roles respectifs, le but dans lequel elles ont été introduites
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ainsi que les contraintes auxquelles elles sont soumises (ceci sera utile dans la suite pour
bien comprendre les différences avec la renormalisation au sens de Wilson); la premiére
constante introduite est A, qui sert & couper l'intégrale sur les moments. Elle supprime la
physique des hautes énergies dont nous cherchons & nous affranchir. De plus, nous souhai-
tons que cette prescription ne modifie pas (ou trés peu) la physique des grandes distances &
laquelle nous allons nous intéresser. Le théoréme de découplage (ou théoréme d’Applequist-
Carrazone [13|, pour plus de détails se référer a 'annexe A) nous assure que c’est le cas
pourvu que A reste trés grande par rapport a toutes les masses contenues dans le modéle,
soit :

A>m (1.99)

Mais une fois que nous avons réexprimé ’amplitude de diffusion en fonction des constantes
de couplage renormalisées, nous ne pouvons plus étre assurés que la théorie des perturba-

tions reste valide (eq.(1.87)). En effet pour des grandes impulsions, le terme gg In (1 - W)

devient grand. C’est pour résoudre ce probléme des grandes valeurs de 'impulsion que nous
introduisons une nouvelle échelle arbitraire u. Cette échelle est appelée point de renorma-
lisation. Nous remarquons que :

A>p>m (1.100)

En effet, nous nous situons toujours trés en dessous de 1’énergie de coupure du modéle afin
que le théoréme de découplage s’applique sans probléme et nous avons introduit p pour
traiter le cas des grandes impulsions, d’ott ;£ > m. Enfin, nous voulions essayer de rendre
la théorie des perturbations valide aux grandes échelles et ¢’est pour ceci que nous avons
introduit une derniére échelle i telle que :

~1 (1.101)

==

ce qui permet de réaliser le développement perturbatif que nous souhaitions afin d’obtenir
I’évolution sur un grand intervalle énergétique.

Toujours pour la renormalisation & la Gell-Mann/Low, nous pouvons reformuler le cal-
cul précédent de maniére un peu différente, en utilisant une autre méthode de régulari-
sation appelée régularisation dimensionnelle. L’esprit de cette méthode est de calculer les
intégrales “divergentes” dans une dimension non entiére n proche de 4 et d’exprimer la di-
vergence en termes de ﬁ. Nous présenterons plus en détail cette méthode dans le chapitre
suivant. Elle permet de présenter le probléme sous une forme qui sera plus proche de celle
de Wilson introduite par la suite.

A une boucle, 'amplitude de diffusion peut se mettre sous la forme :

A=g+ %Q[F(s) + F(t) + F(u)] (1.102)

ol s, t et u sont les variables de Mandelstam définies en (1.83), alors que F'(p?) est donnée

par :
o [ d'%k 1
ro) - | 2m) (& = m3)((k — p)? — m3) (1.103)
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En régularisant la théorie avec la régularisation dimensionnelle (nous nous plagons pour
cela dans un espace euclidien), nous pouvons alors mettre cette intégrale sous la forme (les
détails du calcul peuvent étre trouvés dans [17]) :

F(p?) = ZLT_; r2— g) /01 da {mg Oﬁ,} Q)ﬂ a (1.104)

Nous remarquons que dans cette derniére expression nous avons introduit une quantité
arbitraire p (différente de celle introduite précédemment), qui a la dimension d’une masse,
de maniére a rendre le terme & l'intérieur de I'intégrale sans dimension. Nous verrons dans
la suite pourquoi il est important de faire apparaitre cette échelle. Dans le cas ot nous
travaillons en dimension proche de 4, la fonction I' se développe suivant :

1
P2—2) — ——
2-3

— (1.105)

ou v est la constante d’Euler. Il n’est pas nécessaire de connaitre les précisions mathéma-
tiques ici, la seule chose importante étant que les divergences de la théorie sont contenues
dans les poles du développement lorsque n — 4. Nous écrivons ceci en séparant les poles
et la partie renormalisée dans ’expression de F' :

1 2
(4m)? n—4

F(p?) = p"™" + Fren(p?) (1.106)

Nous notons que la fonction F,., est sans dimension et que c’est en fait la fonction F
a laquelle nous avons soustrait les poles; dans un tel cas nous parlons de soustraction
minimale. Nous avons donc :

Fron(p?) = _@/01 da {r (2 _ g) {mg +Zz7(riﬂ— oz)ﬁ} o + = i 4} (1.107)

qui est bien une fonction convergente dans la limite n — 4. En réinjectant cette derniére
expression dans Pamplitude de diffusion (1.102), nous obtenons :

,un—4 3 g2 B
A=go+ g2 @ =i + 50 (" (Fren(8) + Fren(t) + Fren(u)) (1.108)
Or nous savons que I'amplitude de diffusion doit étre une observable physique finie; nous
allons donc réexprimer A en fonction de la constante de couplage renormalisée ¢ qui va

absorber les divergences qui apparaissent dans ’expression avec go. Nous montrons que :

A=ptm {g + %gQ [Fren(s) + Fren(t) + Fren(u)]} (1.109)

Cette réécriture nous permet finalement d’écrire la relation entre g et go :

_ i |1 39 1
go = g (47_[_)2 n—4

(1.110)
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de la forme générale :
go = gu* " [1 + poles] (1.111)

Nous allons alors imposer que les constantes de couplage nues ne dépendent pas de 1’échelle
de coupure, soit :
dgo
— =0 1.112
o (1.112)
Cette derniére égalité est trés importante, car nous la retrouverons lors de I’étude du groupe
de renormalisation au sens de Wilson. Intuitivement, nous nous attendons en effet a ce que
les constantes de couplage de notre modéle ne dépendent pas d’une échelle arbitraire. En
réinjectant l'expression (1.110) dans cette derniére équation, nous montrons facilement
que :
dg 39> 3
=u-—-—=Mmn—-4)9+-—=+0 1.113
>y (n—4)g (4n)? (9°) (1.113)
ce qui est le résultat que nous avions trouvé précédemment dans la limite n — 4. Nous
voyons donc que les deux méthodes conduisent au méme résultat®. Alors que dans le cas
précédent nous avions du introduire trois échelles arbitraires, ici nous n’avons plus besoin
que d’une seule (en plus de la dimension du probléme); cependant l'idée est toujours la
méme, & savoir que la maniére de paramétriser 1’écriture de 'amplitude de diffusion ne
doit pas avoir d’influence sur la valeur de cette derniére et donc sur la physique étudiée.
Cependant, dans ce dernier cas, nous perdons le lien avec la théorie des perturbations qui
était au centre de ce qui avait été fait dans le premier traitement.

B(g,n)

Finalement, pour avoir I’évolution de la fonction ( il faut intégrer (1.113) en dimension
n = 4. L’évolution de g va donc étre gouvernée par :

(1.117)

9(u3)
9(1") = 39(13) )
1 - (4m)? In(p/ ko)

Nous allons clore cette partie en montrant comment nous pouvons renormaliser la masse,
toujours dans le cadre de la théorie en ®*. En partant du lagrangien non renormalisé, la

6Une troisiéme méthode pour arriver a la méme équation d’évolution est d’exprimer gy en fonction de
g & deux échelles i et y' = pu + dp infiniment proches. Nous aurons :

- 3g(p) 1
- (4=n) 11 1.114
90 g(/’L)/’L |: (471‘)2 n—4 ( )
_ 3g(p+op) 1
= ) Su)A=m) |1 — 1.115
9w+ dp)(p + op) T ( )
En comparant ces deux expressions, nous montrons aisément que :

dg 392 3
L —(n—4 1) 1.116
i (n—4)g+ an)? +O(g”) ( )

ce qui est une fois de plus ’expression de la fonction (.
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self-énergie Yo(p) est reliée au propagateur Go(p) par :

Go(p) = !

= 1.118
p* —mi — Zo(p) (1-118)

Graphiquement, nous pouvons développer le propagateur en puissances de la self-énergie

suivant :
S = — + Q + ..

Au premier ordre de la théorie des perturbations, seul le tadpole va contribuer a Yo (p).
Toujours en utilisant la régularisation dimensionelle, nous montrons que cette contribution
est égale a :

1 dmk 1 1 (m2)s n
= (p) = 3 go/ ) w2 2% ~ 0 I(1- <) (1.119)

En se rappelant qu’a 'ordre le plus bas gy = gu*™" et en remplacant mg par m (car les

. N : . 1 L . .
deux masses sont égales dans le cas ot on n’a pas d’interactions), Eé )(p) s’écrit aussi :

2\ 52
SOy =m? 2 _ () ra-= 1.120
Lorsque nous prenons la limite n — 4, le pole de la self-énergie est égal a :

g 1
(4m)2 n—4

i (p) = (1.121)

Comme nous I'avons fait précédemment en (1.111), nous allons absorber les poles qui
apparaissent dans le calcul & une boucle en soustrayant la partie divergente :

m2 = m? [1— (47’;)2ni4} (1.122)

Toujours par analogie avec ce qui précéde, nous savons que la masse mg ne dépend pas de
I’échelle & laquelle nous considérons la théorie, soit :

dmo

e 1.12
Wog =0 (1.123)

ce qui nous permet finalement d’obtenir ’équation d’évolution que nous cherchions a dé-

terminer pour la masse :
dm? 9 2
— = 1.124

[\



34 CHAPITRE 1. GROUPE DE RENORMALISATION

Nous venons ici de présenter différentes maniéres d’appréhender le groupe de renormali-
sation au sens de Gell-Mann/Low. Une autre approche du groupe de renormalisation a été
introduite par Wilson, tout d’abord en physique statistique, puis en théorie des champs;
cette autre méthode est équivalente a la premiére (elle fournit les mémes équations), mais
dans Desprit elle est beaucoup plus proche de ce qui est fait dans les théories effectives, avec
le raccordement & la Wilson. C’est cette méthode que nous allons maintenant présenter.

Groupe de renormalisation au sens de Wilson

Dans cette partie, nous allons dans un premier temps présenter les idées générales des
équations du groupe de renormalisation au sens de Wilson, puis nous ’appliquerons, tou-
jours dans le cas de la théorie en ®*, afin de déterminer les équations d’évolution de la
constante de couplage et de la masse du lagrangien.

Comme dans tout ce qui précéde, la premiére étape consiste a s’affranchir des quantités
divergentes qui apparaissent dans les calculs en boucles. Pour ceci, nous allons de nouveau
introduire un cut-off A sur les impulsions. A la différence de ce que nous avons réalisé
jusqu’a présent, nous n’allons plus essayer de faire disparaitre le cut-off de nos expressions,
mais au contraire c’est ce dernier qui va nous permettre de connaitre la dépendance de
nos paramétres vis-a-vis de I’échelle considérée. Un des avantages de cette méthode est que
nous n’aurons plus a introduire de nouvelles échelles arbitraires. Une fois que nous aurons
exprimé les constantes de couplage renormalisées en fonction des constantes de couplage
nues, nous imposerons la condition :

0G0

— =0 1.125
DA (1.125)
ce qui revient a supposer que les constantes de couplage nues de notre modeéle ne dépendent
pas de I’échelle a laquelle nous allons couper la théorie. Ici, Gy représente un des parameétres
du modéle considéré.

Regardons maintenant comment nous pouvons appliquer ces idées au lagrangien de la
théorie ®*. Afin de renormaliser la constante de couplage, nous allons écrire la relation
entre les constantes nue et renormalisée. De maniére générale, nous avons :

go = g[1 + poles] (1.126)

Nous pouvons faire ici un paralléle avec le lagrangien des contre-termes : dans le membre
de droite, le terme en g représente la contribution a l’arbre, et le terme divergent” sera issu
des contributions en boucles (qui apparaissent dans le lagrangien sous la forme de contre-
termes). Dans le cas de la renormalisation a la Wilson, les poles doivent faire apparaitre le
cut-off de maniére explicite. Nous choisissons ici d’utiliser une méthode de régularisation

"Ici on entend par divergent “qui diverge dans la limite A — 00”; en effet ici la théorie a déja été
régularisée.
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qui sera développée dans la suite au chapitre 2 et qui préserve les symétries de notre modeéle.
Le résultat s’écrit :

39
=g|l— In A? 1.127
90 g |: 2(47_‘_)2 :| < )
Ensuite, nous savons que la constante de couplage nue doit étre indépendante de 1’échelle
de coupure a laquelle nous coupons la théorie, soit :

dgo
A—=0 1.128
i (1.128)
En imposant cette condition a l’équation (1.127), nous obtenons finalement ’équation
d’évolution pour la constante de couplage renormalisée ¢® :

2
Ad9 39

dA  (4m)2

(1.130)

Nous constatons alors que cette équation est identique a celle obtenue en renormalisant &
la Gell-Mann et Low, et d’'une maniére beaucoup plus rapide.
En ce qui concerne la masse, nous commengons la aussi par écrire la relation entre m?
et m? :

mg = m?[1 + poles] (1.131)

En utilisant toujours la méme méthode de régularisation nous allons donner les expressions
explicites pour les poles :

2 _ 2 9 A_2_ 2
mg=m [1+2(47r)2 (m2 InA )} (1.132)

Nous pouvons noter qu’ici, un nouveau type de divergence fait son apparition ; des termes
en A? viennent s’ajouter aux contributions en In A? qui étaient déja présents lors de la
renormalisation de la constante de couplage. Nous verrons dans la suite pourquoi ces di-
vergences quadratiques sont si importantes, et pourquoi il convient de les traiter avec une

8Nous donnons ici un peu plus de détails concernant la maniére d’obtenir I’équation (1.130). Si nous
dérivons (1.127) par rapport a A, il vient :

_pdo 39Mdg . 37

0= dA  (47)2 dA  (4m)2 (1.129)
_\dg 3¢
CdA (4m)2

La raison pour laquelle nous pouvons supprimer le terme en g%% est que nous souhaitons rester & l'ordre
a une boucle lors de notre développement. Or le terme en gf;— est d’ordre 2 en g, donc le terme que nous
avons éliminé est un terme d’ordre supérieur que nous allons ignorer lors de notre analyse. Nous ferons de
méme dans la suite lorsque nous allons renormaliser la masse.
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attention particuliére. Une fois de plus, nous imposerons que la masse nue du lagrangien
soit indépendante du cut-off, soit :

dm?
T 1.1
A 0 (1.133)
Ce qui nous permet d’arriver finalement & I'expression suivante (toujours a une boucle) :
dm? g
A— = 2 A? 1.134
dN  (47)? (m ) ( )

De maniére assez surprenante, nous n’obtenons pas le méme résultat qu’avec ’approche
a la Gell-Mann et Low. Ceci est dii au fait que dans le cas précédent, nous avions utilisé
la régularisation dimensionnelle pour supprimer les divergences, et cette méthode présente
I'inconvénient de ne faire apparaitre que les divergences logarithmiques. Ceci n’est pas
important pour I’étude des théories de jauge, ou les contributions quadratiques doivent
s’annuler & la fin du calcul, mais si nous considérons des théories effectives basées sur des
symétries globales il va falloir manipuler cette méthode avec beaucoup plus de précautions.
Cependant, la méthode de Wilson nous permet de calculer les fonctions 3 pour notre mo-
déle.

Maintenant que nous avons vu diverses méthodes pour dériver les équations du groupe
de renormalisation, il nous reste a voir quels sont les comportements asymptotiques aux-
quels nous pouvons nous attendre pour la fonction (3, avant de généraliser notre étude au
cas ou on a plusieurs parameétres couplés.

1.4.3 Discussion des différents comportements asymptotiques en
fonction de la forme de la fonction

Une fois que nous avons calculé les fonctions § pour les paramétres d’'un modéle, nous

allons nous en servir pour décrire le comportement des constantes de couplage sur un inter-

valle énergétique ol la théorie des perturbations s’effondre. En fait, il existe quatre types

de comportements de g, lorsque ;1 — 00, qui correspondent a quatre formes différentes de

la fonction (. Ces différentes formes sont représentées dans le diagramme ci-dessous :
Par définition, nous savons que :

d
Mg = B(9u) (1.135)

et la solution de cette équation pourra donc s’écrire formellement :

g
gm 6(9)

Nous allons alors étudier un a un les différents cas en fonction de la forme générale de 5(g).

In(E/M) = (1.136)



1.4. RENORMALISATION EN THEORIE QUANTIQUE DES CHAMPS 37

A B(g
(a)

(b)

Y

©)

(d)

Fi1G. 1.7 — Représentation des différents comportements de la fonction 3 en fonction de la
valeur de la constante de couplage g.

(a) Singularité a énergie finie

Dans ce premier cas, nous supposons que 3 est positive et croit suffisamment rapidement
de telle sorte que l'intégrale (1.136) converge :

B <% (1.137)

En utilisant I’équation (1.136), nous pouvons alors montrer qu’il existe nécessairement une
valeur F., de I'énergie telle que gr_ devienne infinie :

o a
Eyw=pu p(/gH ﬁ(g)) (1.138)

ol 1 est un point de renormalisation tel que p > m.

(b) Croissance continue

Dans ce cas, nous supposerons que (3 est positive, mais qu’elle se comporte de telle maniére
que [ *dg/B(g) soit divergente. La constante de couplage g continue donc & augmenter
lorsque ¥ — oo mais ne devient infinie que pour F = oo.

(c) Existence d’un zéro a g # 0

Supposons ici que 3(g) soit positive pour des petites valeurs de g et qu’il existe un point
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d’annulation de 3 pour une valeur particuliére g*. I’équation (1.136) impose donc que pour
des valeurs croissantes de i, g, sera croissante dans U'intervalle [0, g*] et décroissante pour
gu > g*. De plus, indépendemment de la valeur initiale choisie, g, tendra vers g* lorsque
i — oo. Dans ce cas, on pourra étudier le comportement critique de g, pour les grandes
échelles en linéarisant :

Blg) = alg” —9) (1.139)
Si nous supposons que a > 0, la solution de (1.139) sera alors donnée par :
g~ guox (1.140)

(d) Liberté asymptotique

Dans tout ce qui précéde, nous avons supposé que (3(g) est positive pour les petites valeurs
de g, et donc que g, s’éloigne de g = 0 lorsque j croit. Si maintenant nous supposons que
0 est négative, prés de l'origine on aura un comportement qui pourra se linéariser suivant :

B(g) — —bg" (1.141)

avec b < 0. La résolution de 1'équation (1.136) conduit alors & un comportement de g de
la forme :

2\ ]~/
95 =gy |1 +b(n—1)g, "' In (;)} (1.142)

Lorsque ¥ — oo, la limite est indépendante de g, :

gz — [b(n — 1) In F]~Y(=1 (1.143)

1.4.4 Extension au cas général ol on a plusieurs constantes de
couplage - linéarisation

Jusqu’a présent, nous avons considéré le cas d’une théorie qui ne contenait qu’une seule
constante de couplage ; nous allons voir dans ce paragraphe comment les résultats précé-
dents peuvent se généraliser dans le cas de théories avec plusieurs constantes de couplage.
Supposons que notre théorie contienne plusieurs constantes de couplage ¢ que nous écri-
rons vectoriellement sous la forme g. En suivant la procédure décrite précédemment (au
sens de Wilson par exemple), nous pouvons obtenir un ensemble d’équations du groupe de
renormalisation qui s’écriront :

d

A_
an?

D(A) = B(g(A)) (1.144)

oil les fonctions 3 pourront dépendre de maniére générale de toutes les constantes de
couplage ¢. Dans de tels cas, le comportement asymptotique des constantes de couplage
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pourra étre beaucoup compliqué que ce que nous avons vu précédemment. Afin de donner
des indications de réponse, nous allons considérer ce qui se passe au voisinage d’un point
fixe. Supposons que nous connaissions un point fixe ¢g* du systéme, ce dernier est solution
de I'équation :

F(g)=0 (1.145)

Au voisinage du point fixe, nous pouvons linéariser 1’équation (1.144) :

d

A [ () = gl] = zﬂ: M;, [g" (A) = gt)] (1.146)

ol la matrice M est définie par :

) o3¢
Mi = { ai/(%)ng* (1.147)

Nous pouvons décomposer la solution de (1.146) sur une base de vecteurs propres de la
matrice M :

gUN) = g+ D eaViAt (1.148)
ot V! est un vecteur propre de M avec une valeur propre associée \,, :

> MVE= AV (1.149)
k

et les ¢, sont les coefficients du développement. L’équation (1.148) montre alors que les
constantes de couplage approchent un point fixe pour 1 — oo si et seulement si ¢,, = 0 pour
tous les vecteurs propres qui vérifient A,, > 0. Ainsi, les trajectoires qui sont attirées vers le
point fixe dans le diagramme de flux appartiennent & une surface de dimension le nombre
de valeurs propres négatives de M. Les tangentes a cette surface en g, sont les vecteurs
propres associés a des valeurs propres négatives. Les trajectoires qui n’appartiennent pas a
cette surface pourront s’approcher du point fixe, mais seront finalement repoussées et vont
soit diverger, soit se rapprocher d’un autre point fixe.

1.4.5 Comptage en puissances - Renormalisabilité d’une théorie

Dans I’histoire de la théorie quantique des champs, les théories les plus étudiées ont sans
aucun doute été les théories de jauge, c’est-a-dire basées sur l'invariance sous un groupe de
transformations locales. En effet, jusqu’a présent, les théories “fondamentales” décrivant les
interactions élémentaires sont basées sur les groupes U(1) pour l'interaction électromagné-
tique, SU(2) x U(1) pour les interactions électrofaibles et SU(3) pour I'interaction forte. De
plus, le modéle standard est lui aussi une théorie de jauge. De maniére générale, nous avons
tendance a supposer qu'une théorie fondamentale doit nécessairement étre invariante sous
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des transformations locales®. Toutes ces théories ont une propriété commune : elles sont
toutes renormalisables. Dans la suite, nous allons voir ce qu’on entend par renormalisable
et quelles sont les propriétés partagées par ces théories.

Dans le paragraphe 1.4.1, oil nous avons renormalisé le lagrangien de la théorie en ®*,
nous avons été obligés d’introduire des contre-termes dans le lagrangien pour absorber les
divergences qui apparaissent lors du calcul & une boucle. De maniére analogue, si nous
souhaitons renormaliser le lagrangien a deux boucles, nous allons partir du lagrangien a
une boucle (avec les contre-termes) avec lequel nous générerons des contributions a deux
boucles. Une fois encore, il va falloir introduire des contre-termes pour faire disparaitre
les nouvelles contributions divergentes qui vont apparaitre. De maniére générale, rien n’in-
dique que les contre-termes & deux boucles soient identiques & ceux a une boucle et nous
pouvons facilement imaginer qu’a chaque ordre de nouvelles contributions vont apparaitre.
Nous allons montrer ici que pour les théories dites renormalisables, le nombre de contre-
termes qu’il va falloir introduire restera fini et ce indépendemment de l'ordre auquel nous
considérerons la théorie. Nous pouvons alors faire les remarques suivantes :

— la renormalisation est une méthode que nous devons appliquer ordre par ordre & une
théorie.

— & chaque ordre du développement en boucles, nous avons besoin d’introduire des
contre-termes. A un ordre donné, nous pourrons donc renormaliser n’importe quelle
théorie (en théorie, car en pratique les calculs peuvent devenir trop complexes pour
pouvoir espérer les résoudre) en choisissant les contre-termes appropriés.

— il existe un ensemble de théories, appelées renormalisables, pour lesquelles nous
n’avons besoin que d’un nombre fini de contre-termes pour absorber les divergences
et ce indépendemment du nombre de boucles considérées. Nous allons donc donner
les critéres pour savoir si une théorie est renormalisable ou pas.

Considérons de maniére trés générale une théorie qui contient des interactions de différents
types, notés i. Nous pouvons alors caractériser chaque interaction par le nombre n;; de
champs de type f, ainsi que par le nombre d; de dérivées agissant sur ces champs. Nous
allons alors calculer le degré superficiel de divergence D des diagrammes de la théorie, qui
va indiquer les divergences auxquelles nous devons nous attendre. De maniére générale, les
intégrales sur les moments que nous réaliserons lors des calculs en boucle se comporteront
aux grandes impulsions comme :

A
/ kP~ dk (1.150)

Nous distinguons alors trois cas :

9Nous pouvons noter que dans le cas de Pinteraction forte, les théories de basses énergies sont basées
sur la symétrie chirale qui est une symétrie globale. Nous savons que de telles théories ne permettent
pas une description aux hautes énergies, mais elles permettent de décrire la matiére hadronique dans des
domaines ol nous ne connaissons pas de solution donnée par QCD, méme avec 'utilisation du réseau. De
maniére générale, il n’est pas nécessaire de considérer des théories de jauge lorsque nous travaillons avec
des théories effectives.
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— D =0 : dans ce cas, nous avons une divergence en In A.
— D > 0 : dans ce cas nous avons une divergence en AP,
— D < 0 : dans ce cas l'intégrale converge.

Pour calculer D de maniére explicite, nous avons besoin de :

FE; = nombre de lignes externes de type f

N; = nombre de vertex de type @

De plus, nous pouvons écrire le comportement asymptotique d'un propagateur A (k) sous
la forme :

Ap(k) ~ k22 (1.151)

oll sy peut étre considéré comme le spin de la particule!®. Nous pouvons alors montrer que
D est égal a :

D=4=Y Ep(s;+1) =Y _ NA, (1.152)
f i

ou A; est un paramétre qui caractérise chaque interaction de type i, dont I’expression est
donnée par :

Aj=4—di—> ny(sp+1) (1.153)
f

La premiére remarque que nous pouvons formuler est que nous avons réussi & mettre D
sous une forme telle que son expression est indépendante du nombre de lignes internes,
mais ne dépend que du nombre des vertex, ainsi que de leur type. De plus, dans le cas ol
A; > 0, 'équation (1.152) fournit une limite supérieure pour D :

D<4-) Ei(s;+1) (1.154)
f

D ne dépend alors que du nombre de lignes externes, c’est-a-dire du processus physique
étudié. Dans ce cas il n’existe qu'un nombre fini de processus pouvant avoir un degré su-
perficiel de divergence positif ou nul. Nous pouvons alors montrer que le nombre fini de
divergences qui apparaissent peuvent étre éliminées par une redéfinition d’un nombre fini
de paramétres du modéle. C’est pour cette raison que de telles théories sont appelées re-
normalisables. Comme nous ’avons vu dans le cas de la physique statistique, nous pouvons
aussi classer les termes d’interaction vis-a-vis de la renormalisation ; nous distinguons trois
cas :
— A; > 0:l'interaction est dite super-renormalisable : plus nous rajoutons de ces termes
dans des diagrammes en boucle et plus ces derniers vont avoir tendance a converger.
— A; = 0: dans ce cas les interactions sont dites renormalisables et le degré superficiel de
divergence des diagrammes auxquels elles appartiennent ne dépend pas du nombre
de celles-ci : dans ce cas nous n’aurons pas besoin d’introduire de contre-termes
supplémentaires lorsqu’on augmente ’ordre du développement.

10Ceci n’est pas vrai dans le cas des particules vectorielles sans masse ou pour des particules vectorielles
massives couplées & un courant conservé, ot on a sy =0
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— A; < 0: ce sont les interactions non renormalisables. Plus elles sont nombreuses dans
un diagramme et plus celui-ci va diverger. Toute théorie contenant une interaction non
renormalisable sera elle-méme non renormalisable, car nous serons obligés de rajouter
des contre-termes a chaque ordre supplémentaire du développement en boucles afin
d’absorber les divergences.

Dans la suite, nous allons calculer les équations du groupe de renormalisation pour un
modeéle effectif chiral et tous les calculs seront réalisés & une boucle, donc nous n’aurons
pas besoin de savoir si nous avons affaire & une théorie renormalisable.
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Régularisation

Chapitre

Nous avons vu dans la premiére partie que dés que nous souhaitons renor-
maliser un modéle en théorie quantique des champs, la premiére étape est
de régulariser les intégrales divergentes qui apparaissent dans les calculs
en boucles. Dans ce deuxiéme chapitre, nous allons pour commencer pré-
senter quelques méthodes de régularisation fréquemment utilisées dans la
littérature ; apreés avoir passé en revue les avantages et les inconvénients
de ces méthodes, nous serons ensuite amenés a définir une nouvelle pres-
cription de coupure des intégrales qui permet de respecter 'invariance
de jauge. Nous testerons la validité de notre méthode en 'appliquant a
QED a 4 et 5 dimensions et nous montrerons dans chaque cas que les
identités de Ward sont vérifiées aprés régularisation.

2.1 Introduction générale - Contexte

De maniére générale, tous les modéles en théorie des champs sont basés sur 'invariance
par rapport a des symétries; le théoréme de Noether permet alors de déduire les quanti-
tés et les courants conservés. Il existe deux types fondamentaux d’invariance : globale et
locale. Bien que 'on croit qu’une théorie fondamentale des interactions élémentaires doive
étre une théorie de jauge (i.e. une théorie invariante sous un groupe de transformations
locales), I'utilisation des symétries globales (par exemple la symétrie chirale) s’avére quant
a elle centrale dés lors que 'on construit des théories effectives.

Lorsque nous faisons des calculs en boucles, les contributions générées sont la plupart
du temps divergentes et nous devons trouver un moyen de les éliminer : c¢’est la régularisa-
tion. L’image la plus intuitive de la régularisation est donnée par I'introduction d’un cut-off
imposé de maniere naive, c’est-a-dire que la borne supérieure de l'intégrale sur les impul-
sions est coupée pour des impulsions supérieures a une certaine énergie. Dans la suite,
nous 'appellerons A. La partie infinie qui provenait des grandes impulsions se retrouve
alors sous la forme d’un terme qui dépend explicitement du cut-off ; on aura de plus des
termes correctifs en puissances de 1/A pour la partie finie.

Dans le contexte des théories effectives, nous serons amenés & considérer des particules
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scalaires, de Dirac ou vectorielles (massives ou non massives). Les propagateurs de ces
particules peuvent s’écrire :

1
scalaires G(k‘) = m (21)

1
Di Gk)=—— 2.2
e (k) K —m+ie (22)

krEY K2 — g KRRV K?
vectorielles sans masse G" (k) = ké i I V= 1 o (2.3)
kHEY 2 v kP VY 2

vectorielles massives G* (k) = 12 _/7:;2 +i€ . m/;iLi— ” (2.4)
La forme du propagateur des particules vectorielles provient du fait que 'on a inclus un
terme de Stueckelberg £ = —%(GNA")2 dans le lagrangien. De plus, nous considérerons dans

la suite des vertex d’interaction a deux, trois et quatre points. A une boucle, les intégrales
qui apparaitront seront donc de la forme générale :

/ A"k (k2)0,l,2...kukum

@2m)m (B —m3)(k* —m3)...((p — k) —mi)((p — k)* — mi,4)...
ol la dimension n n’est pas fixée pour des raisons qui deviendront plus claires par la suite.
Afin de simplifier I’évaluation de ce type d’intégrales, nous allons introduire les paramétres

de Feynman. Ceux-ci permettent de factoriser le dénominateur en un produit de termes
identiques. De maniére explicite nous avons :

1 1 1 1 m i -
A Ao (m 1)./0 dxl/o dl’g.../o dz,, o (;x@ 1) <;Aw@) (2.6)

Par ailleurs, la présence de couplages dérivatifs entraine ’apparition de coefficients en
k,k,... au numérateur. Il est alors commode d'utiliser la formule suivante :

0 si d est impair
A (k.q)t Fk2) = ) _ ! 2.7
/ (k)" F(F) n(n+21)'(37.zi4'§fi..(711)—|—d—2) q* [d*k k' f(k*) sid est pair (27)

(2.5)

Les différentes formules que nous venons d’introduire nous permettent donc de restreindre
I’étude des intégrales de la forme générale (2.5) a celles de la forme :

drk <k2)a
| o s 2

ou A contient les éventuels paramétres de Feynman. Les intégrales sur ces paramétres se-
ront réalisées dans un second temps, mais ne posent aucun probléme et seront donc passées
sous silence dans le suite de ce chapitre.

Nous allons maintenant présenter quelques unes des méthodes de régularisation les plus
couramment utilisées dans la littérature et nous discuterons pour chacune d’elles leurs
avantages et leurs inconvénients.
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2.2 Revue critique de quelques méthodes existantes

Une fois de plus, nous nous placons dans le cadre de la théorie en ®*; la self-énergie du
champ ® a une boucle est donnée par le diagramme en tadpole suivant :

Nous avons donc a régulariser 'intégrale :

| e (2.9

Malgré la simplicité du modele, cette intégrale est un bon exemple car elle contient a la fois
des divergences logarithmiques (o< In A?) et quadratiques (o< A?) dans le cut-off A. Comme
nous le verrons dans la suite, les problémes rencontrés avec les méthodes de régularisation
surviendront systématiquement lorsque nous considérerons des intégrales contenant des
divergences quadratiques.

Comme dans ce qui précéde, nous allons nous placer dans 'espace de Minkowski, sauf
indication contraire explicitement mentionnée. De plus il pourra étre utile dans la suite de
réexprimer les fractions qui apparaissent dans les propagateurs sous forme intégrale ; pour
ceci, nous utiliserons la formule suivante :

1 1 &
= d a—1_—uA 2.10
A° " T(a) /0 wue (2.10)

ou I' est la fonction d’Euler. Regardons maintenant comment on peut faire pour donner
un sens a (2.9).

2.2.1 Régularisation dimensionnelle

La régularisation dimensionnelle [18| est sans aucun doute la méthode la plus utilisée :
ceci est principalement da a deux avantages : elle est particuliérement simple a mettre en
ceuvre et elle permet de préserver les symétries du modéle de maniére systématique lorsque
nous considérons des théories de jauge!. Par contre, nous verrons que dans le cas de théories
effectives basées sur des symétries globales, cette méthode s’avére incompléte et ne permet
de générer que partiellement les parties divergentes (elle ne reproduit pas les divergences
quadratiques de maniére satisfaisante et nous devrons la modifier quelque peu).

Le principe général de la régularisation dimensionnelle est d’évaluer les intégrales dans une
dimension n non entiére pour laquelle on a convergence. Le résultat fait alors apparaitre la
fonction I' d’Euler. Une des propriétés de cette fonction est de posséder des poles pour des

'Dans toute la suite de ce manuscrit nous ne parlerons pas du cas particulier des anomalies.
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valeurs paires de n : il suffira donc de réaliser un développement de la fonction autour de
ses poles pour obtenir la partie divergente. Dans cette partie, nous allons travailler dans
un espace euclidien. Pour illustrer ce principe, commencons par considérer 'intégrale :

k1
= / 20" (k2 + A)e (2.11)

D’aprés (2.10), nous pouvons écrire? :

1 o d"k P
[=— / du u® e uA / e Uk’ (2.14)
I'() Jo (2m)"
on calcule alors l'intégrale gaussienne :
dnk P2 1
T = 2.1
| @ ™ = G (215)
d’out . -
. a—2—-1 —uA
I = () (4n)772 /0 duu*"2""e (2.16)
par comparaison avec (2.10), il vient alors :
/ d"k ] 1 _ 1 o —n/2) A%-a (2.17)
@m)" (k24 Ay (dm)? T(a)

Dans le cas de la théorie en ®*, nous avons A = m? et a = 1, ce qui donne pour (2.17) :

/ (;l;];" l%?inﬂ - (47T1)"/2 L(L—n/2) m" (2.18)

Nous pouvons alors utiliser (2.13) afin de développer T'(1 — n/2) autour de son poéles en
n = 4. Posons n = 4 — 2¢ avec ¢ petit. L’expression précédente peut s’écrire :

% <Zl_7:>_€ (-1 +e¢) (2.19)

2Par définition, la fonction I' d’Euler est égale  :

I(z) = /OOO dg p*~te P (2.12)

Nous pouvons alors montrer les propriétés suivantes :
1. T(z+1) =2I(2)
2. T'(2) = (z — 1)! pour des valeurs entiéres de z
3. on peut développer la fonction I' autour de ses poles :
(-1)"1

n! €

F(—n+e) = (14 €p(n+1)+0O(?)) (2.13)

avec P(z) = % InT'(z) et (1) = —y ~ —0,577215... o1 y est appelé constante d’Euler-Mascheroni.
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avec
m2 —€ m2 62 m2 2

(E) ~1—¢ln . t3 <1n E) +0O(e) (2.20)

I'(—1+4e¢) ~ —% (1+e(2) + O(e)) (2.21)

Finalement, une fois régularisée, nous obtenons pour (2.18) :

/ (;l:;n 72 _i . —% % (1 +eY(2)—€ln % + 0(62)> (2.22)

Nous constatons que la partie divergente est cachée dans le terme en 1/e. La régularisation
dimensionnelle ne fait donc aucune différence entre les divergences quadratiques et loga-
rithmiques qui sont toutes deux contenues dans ce terme.

La maniére dont nous venons de réaliser le calcul est celle qui a déja été utilisée dans le
premier chapitre lorsque nous avions obtenu I’équation du groupe de renormalisation pour
la masse dans le modéle en ®* (voir partie 4, eq.(1.124)). Par contre, nous avions aussi
vu qu'avec cette méthode nous n’obtenions qu’'une partie de la fonction 3 (partie corres-
pondant au terme logarithmique dans le cas ot on utilise un cut-off A). La régularisation
dimensionnelle est donc utile lorsqu’il s’agit de renormaliser un modéle (on n’a pas besoin
de connaitre la forme explicite de divergences), mais s’avére insuffisante pour établir les
équations du groupe de renormalisation au sens de Wilson ot il nous faudra connaitre la
forme des termes divergents de maniére explicite?. Ici nous avons développé la fonction T’
autour de son pole en n = 4, sans nous soucier des autres valeurs de n pour lesquelles
la fonction diverge. Malheureusement, si nous souhaitons avoir des résultats corrects, il
sera impossible de ne pas considérer ces divergences quadratiques, car ce sont elles qui
vont principalement gouverner I’évolution des constantes de couplage dans les équations
du groupe de renormalisation.

Afin de résoudre ce probléme, certains auteurs ont déja établi des moyens d’améliorer
la méthode [19, 20, 21, 22]|. Dans tous les cas, ils identifient les divergences quadratiques
avec les poles qui interviennent en n = 2 et les divergences logarithmiques avec les poles en
n = 4. Cette prescription a été utilisée pour I’étude de la transition de phase chirale |20, 23|
(nous reviendrons sur U'intérét des résultats obtenus par ces auteurs dans le troisiéme cha-
pitre). Cependant, cette méthode, qui correspond & une identification directe entre les poles
de T' et les divergences logarithmiques et quadratiques ne permet pas de générer tous les
termes que nous pourrons rencontrer dans les théories effectives chirales. Nous allons ici
donner un bref apercu de cette méthode sur un exemple précis. Toujours dans le cadre
de la renormalisation de la masse dans le modéle en ®*, nous pourrons régulariser notre

3Une exception importante est celle des théories de jauge ot les contributions quadratiques s’annulent
a la fin des calculs et il ne restera que des divergences logarithmiques; dans ce cas la régularisation
dimensionnelle conviendra parfaitement.
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intégrale comme il suit (nous travaillons dans un espace euclidien) :

/d"k 1 T(1-n/2)
(

27T>n k2 4+ m2 (47T)n/2(m2)1—n/2

- 1 T2 —n/2)

T (4m)R(mE)n 1 )2

_ 1 I'(2—n/2)

= @R 1oajz (22— /)

. 1 I'3—n/2)

= @) | 1oz 2T/

__ 1 L@ —n/2) 1 I'(3—n/2)

T 1 n/2 (dm () 2= nj2 (dn)r /R (m2)io2
1 1 m? 1

S i—n2 @rpa—npz (2.23)

ol nous nous sommes servis de (2.18) pour écrire la premiére égalité. Nous avons donc fait
apparaitre explicitement les poles en n = 2 et n = 4 dans le développement de la fonction
I'. Ensuite, afin d’obtenir les équations du groupe de renormalisation au sens de Wilson, il
faut introduire le cut-off A de maniére explicite. Pour cela, les auteurs de [20, 21| proposent
de réaliser 'identification suivante :

1 A?
L (2.24)
1—n/2 4
1
In A 2.25
2—nj2 " (2.25)
Ce qui permet d’obtenir pour la partie divergente de notre intégrale de départ :
1
A? —m?In A? 2.26
(47)2 ( m-in ) (2.26)

Bien qu’un tel procédé puisse paraitre arbitraire, les auteurs parviennent & préserver les
symétries de leur modéle via cette identification. Cependant, bien que les résultats semblent
étre cohérents, nous ne voyons pas jusqu’ici pourquoi nous devrions évaluer une partie de
nos intégrales en dimension 2 alors que les résultats physiques sont attendus en dimension 4.
Nous allons maintenant donner des pistes qui permettent de répondre a cette question [22].
Commencons par réexprimer notre intégrale de départ comme une intégrale gaussienne :

d"k 1 1 > 2
_ —n/2 —am
/(277)71 e (47r)"/2/o do o e (2.27)

L’intégrale sur le paramétre « fait apparaitre deux zones potentiellement dangereuses de
divergence :
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1. la région infrarouge v — oo produira des divergences pour n < 2 si nous voulons
faire tendre la masse vers zéro. Nous ne nous placerons pas dans ce cas particulier
dans la suite.

2. la région ultraviolette o — 0, insensible a la masse, produira des singularités lorsque
n > 2.

Nous allons donc introduire un cut-off au niveau de la région ultraviolette de nos inté-
grales afin de couper la physique des courtes distances; notre probléme va alors consister
a évaluer? :

1 o 2
—n/2 —am 2.34
STE /1\—2 da o e (2.34)

Nous pouvons alors intégrer deux fois par parties et obtenir ’expression suivante :

mn—2 2 (A) n/2 e_mz/Az B

(4m)/2 | n—2 \m
4 AN L 4 %
— —m*/A 2—n/2 —x
(n—2)(n—4) (m> R Cop oy /m/ do e (2:35)

Nous allons réécrire 'équation précédente dans la limite ot A/m > 1 et ot n est proche
de 4: nous obtenons :

n—2

m 1 2

W n—2 {(A/m)"‘2 = (A/m)" (L= (A/m)" )+ + } (2.36)

4Notons ici que cette réécriture consiste en fait a associer a la fonction I' une fonction dite I' incompléte
suivant, :

[(z) = I'(z2,A7?) (2.28)
ot I'(z, €) est par définition :
o0
[(z,€) :/ 7 e dr (2.29)
et nous allons pouvoir utiliser le développement de la fonction incompléte I'(z, €) qui s’écrit :
[(z,e) =T(z2) + € - TR _< + O(€) (2.30)
e z 1+z 2(2+42) '
En particulier, nous aurons :
2
I'0,e) = (—y—1Ine) + e — ez +O(e%) (2.31)
1 e € 3
F(—l,e)zE+(—1+’y+lne)—§+ﬁ+(’)(6 ) (2.32)
1 1 3 v Ine e € 3
F(—2,6)—@—€+<Z—§_7>+6—E+0(6) (233)

et nous générerons bien les divergences quadratique et logarithmique une fois que nous aurons fait le
remplacement ¢ — m?2/A? (qui apparait naturellement & la borne inférieure de l'intégrale au cours des
calculs).
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En particulier, pour n = 4, l'intégrale est finalement régularisée en :

m? [ A? A?
W{ﬁ+’y—1—lnﬁ} (2.37)

En particulier nous retrouvons bien le résultat donné en (2.26). Nous verrons dans la suite
que ce résultat préserve les symétrie des modéles que nous étudions. Nous voyons alors que
grace au facteur de coupure, le pole en n = 2 s’est traduit par un terme quadratiquement
divergent, alors que le pole en n = 4 s’est quand & lui traduit par un terme en In A2. Le fait
qu’une divergence en dimension n = 2 puisse apparaitre lorsque nous faisons les calculs
en n = 4 peut paraitre étonnant, mais ce calcul permet de voir comment ces divergences
apparaissent. Ceci peut a posteriori justifier la correspondance donnée par Harada et al.’,
sachant que la méthode développée par ces auteurs ne permet pas de générer toutes les
intégrales que nous utiliserons par la suite.

2.2.2 Pauli-Villars

Nous allons présenter ici la méthode de régularisation de Pauli et Villars [24]. Cette
méthode consiste a rajouter une particule supplémentaire pour chaque particule présente
dans I'action, qui posséde les mémes nombres quantiques mais dont la masse est différente ;
c’est cette nouvelle masse qui servira de cut-off a la théorie. Cette méthode a ’avantage
de préserver 'invariance de jauge de la théorie, ce qui peut se lire directement sur 1'ac-
tion. En effet, nous rajoutons des termes qui ont exactement la méme structure que les
termes déja présents. De plus, la signification physique des particules virtuelles est évidente
(leur masse joue le méme role que I’échelle A lorsqu’on n’a qu’une seule particule virtuelle).

Nous allons appliquer la méthode a la théorie en ®*. L’action peut s’écrire sous la forme :

_ 4 1 L 9o
= /d"a: {%apq)aﬂq) — %mQCIDQ + V(<I>)} (2.38)

Nous rajoutons alors dans l'action des termes qui contiennent une particule virtuelle ¢
avec une masse M > m :

S[®, ] = / d'z {% (0,20"® — m*®@?) — % (OupdFp — M) + V(@ + ¢)} (2.39)

°La méthode développée par les auteurs de [20, 21| s’applique parfaitement dans le cas du modéle HLS
(Hidden Local Symmetry) ou ils ont utilisé la méthode du champ de fond afin de simplifier les calculs en
boucles. Par contre, ils travaillent dans le cadre d’une théorie de jauge et la table de correspondance qu’ils
donnent s’avére étre insuffisante pour régulariser toutes les intégrales qui apparaitront dans le cas de notre
théorie effective (c.f. chapitre 3).
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L’action S[®, 1] va générer des termes qui auront la méme structure que les termes initiaux,
mais dont les constantes de couplage et les propagateurs seront modifiés. Le propagateur
du champ scalaire s’écrit maintenant (dans un espace euclidien) :

1 1 M? —m?

— = 2.4
k2+m? k24 M2 (k2+m?)(k*+ M?) (240)

En ce qui concerne la contribution & une boucle pour la renormalisation de la masse, nous
avions un terme proportionnel & :

1
/d4k e A? lorsque A — oo (2.41)

La méme boucle évaluée avec I'expression du nouveau propagateur (2.40) est :

M? —m?
/d4k 2T m?) 2 1 ) ~ InA? lorsque A — oo (2.42)
nous voyons donc que nous avons réussi a abaisser le degré de divergence de notre intégrale,
mais elle reste toujours divergente (par contre, ce terme aurait suffi si nous nous étions
intéressés a la constante de couplage qui ne diverge que logarithmiquement). Il va donc
falloir introduire une seconde particule virtuelle afin de faire converger les intégrales; de
maniére générale, chaque nouvelle particule introduite fera baisser le degré de divergence
de nos intégrales. Avec deux particules supplémentaires dans 'action, le propagateur pour
les particules scalaires va s’écrire :

1 C1 Co 1
p— p— K —
k24+m? k24 M2  k2+ M2 kS

(2.43)

cette fois-ci, aux grandes impulsions 'intégrale va se comporter comme f dk ',j—z et va donc
converger. Nous pouvons donc ainsi régulariser la théorie. Afin de s’affranchir des particules
virtuelles & la fin des calculs, nous pouvons utiliser le théoréeme de découplage qui prédit
que les particules (virtuelles) lourdes auront une influence négligeable sur la physique des
basses énergies et donc sur notre modele initial. Nous pouvons donc simplement supprimer
ces particules & la fin des calculs sans changer les résultats de maniére significative.

Comme nous venons de le voir, la méthode de Pauli et Villars présente ’avantage de conser-
ver de maniére naturelle les symétries du probléme. De plus, la signification physique de
la méthode avec une seule masse est compréhensible, mais devient beaucoup moins intui-
tive dans le cas otl nous en avons plusieurs; il n’y a a prior: aucune raison physique pour
introduire plusieurs cut-off successifs a des échelles différentes (méme si formellement nous
pouvons toujours faire disparaitre ces modes a la fin des calculs). De plus, cette méthode
conduit & des calculs trés complexes dans le cas ot de nombreuses contributions qui di-
vergent contiennent des termes quadratiques en A, ainsi que lorsque nous avons des champs
de jauge.
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2.2.3 Le cut-off naif

La méthode du cut-off naif (que nous considérons ici & quatre dimensions) est certai-
nement la plus intuitive de toutes : plutot que d’intégrer sur les impulsions entre 0 et oo,
nous limitons 'intégration & une échelle maximale A. Schématiquement :

00 A
/ dk...:/ k... (2.44)
0 0

Dans ce cas, nous avons bien évidemment la présence explicite du cut-off dans l'intégrale
régularisée. En effet, si nous considérons l'intégrale de référence (2.9), nous obtenons :

I v —
di /kQ<A2 (27‘(’ k2 —I— m2
A

dk ——

0 k2—|—m2

Ad ( m? k >

0 k2+m2
Az e MM

2(47r) m?

Nous voyons bien apparaitre les divergences en A2 et In A2, Malheureusement, dans le cas
de la théorie en ®*, nous ne disposons pas d’identités de Ward a vérifier pour voir si la
méthode de régularisation préserve bien les symétries du modeéle ; cependant, en appliquant
cette méthode pour régulariser la self-énergie du photon dans le cas de QED, nous pouvons
montrer que nous obtenons une contribution longitudinale pour ’expression du propagateur
a une boucle et donc que nous brisons les identités de Ward et par conséquent la symétrie
U(1) du modele. De plus, l'expression que nous allons obtenir pour la fonction 3 dans le
cas de la masse sera différente de (1.98) calculée dans le premier chapitre, donc les deux
méthodes ne sont pas équivalentes. Nous préférerons bien évidemment utiliser la méthode
qui préserve les symétries du modéle.

(2.45)

2.2.4 Le temps propre

De méme que pour le cut-off naif, la méthode du temps propre est aussi une méthode
de régularisation faisant apparaitre un paramétre de coupure A de maniére explicite. Cette
méthode a été introduite pour la premiére fois par Schwinger [25] et nous pouvons trouver
aujourd’hui plusieurs formulations de cette derniére. Nous présentons ici la version déve-
loppée par Zinn-Justin dans [26|. La premiére étape est d’introduire le parameétre 7 dit de
temps propre en réécrivant les propagateurs qui apparaissent dans les boucles suivant :

F(n) & 1 — 2 2
— = dr ™ 7(k%+m?) 2.46
(k2 4+ m?)" /0 TToe ( )
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Une fois le propagateur réexprimé sous forme exponentielle, nous introduisons alors le
parameétre de coupure A (comme dans le cas de la régularisation dimensionnelle, ce cut-off
supprime les contributions de haute énergie) :

/OO dr v lem TR M) b dr ek m?) (2.47)
0 1/A2

Présentée sous cette forme, cette méthode brise les symétries du modele. Cependant, ce
probléme peut étre résolu dans le cas ot nous connaissons des identités de Ward car celles-
ci nous donnent des contraintes sur la forme générale du résultat que nous devons obtenir.
Dans le cas de QED par exemple, cette méthode génére une partie longitudinale ainsi
qu’une partie transverse pour la fonction de corrélation du photon. Or l'invariance sous
U(1) impose un photon sans masse. Il suffit alors d’imposer que la partie longitudinale soit
nulle. Cette maniére de procéder posséde deux inconvénients : le premier est que dans le
cas ol nous ne connaissons pas d’identités de Ward pour notre modeéle, nous n’avons pas de
conditions qui nous permettent de contraindre notre résultat. De plus, si nous considérons
toujours le cas de QED, les calculs avec le temps propre montrent que le propagateur
régularisé du photon sera égal a :

T (k2) = fr(k2) A2 L* + fp(k?) In A2 T (2.48)

ot LM et T" sont les tenseurs de polarisation longitudinaux et transverse. En imposant
f(k?*) = 0, nous retrouvons bien une expression transverse, avec la présence d'une diver-
gence en In A%, comme nous nous y attendons pour une théorie de jauge (dans ce cas en
effet les divergences sont nécessairement logarithmiques). Par contre, et ¢’est le deuxiéme
point, si la régularisation de temps propre avait généré des divergences en A? dans le terme
transverse, nous n’aurions pas eu d’identité de Ward pour éliminer ce terme. Ceci est d’au-
tant plus important que dans la suite, nous travaillerons avec une théorie effective qui ne
sera pas une théorie de jauge et nous devrons étre stirs que la méthode de régularisation
génére bien des divergences dont la forme respectera les symétries du modéle.

Nous allons montrer les limites de la régularisation de temps propre sur un dernier exemple.
Considérons les deux intégrales suivantes :

PR
A= / i2m)t (k2 — m2)? (2:49)
k1 aE
b= / 2 R —m? / i2n) (K2 —m2)? (2:50)

Formellement, la propriété d’additivité des intégrales nous permet d’écrire I'égalité A = B.
Nous pouvons donc raisonnablement nous attendre & ce que les parties divergentes aprés
régularisation soient elles aussi égales. Cependant, apres régularisation avec la méthode
du temps propre (ou nous passons dans un espace euclidien pour faire les calculs), nous
obtenons pour les parties divergentes :

2
Adw = —w(/\2 — m2 lnA2> (251)
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By = —#(A2 —2m?In A?) (2.52)
La régularisation du temps propre brise donc I'égalité Ay, = By Une fois de plus, ce
résultat n’est pas acceptable car le résultat final ne doit pas dépendre de la maniére dont
nous formulons les propagateurs des particules. Nous pouvons de plus noter qu’il n’y a
aucune raison pour que les cut-off introduits dans des intégrales différentes aient la méme
signification physique; il paraitrait plus astucieux d’introduire une échelle au début du
calcul que nous pouvons garder pour toutes les intégrales que nous aurons a calculer.

Dans ce qui suit, nous allons donc proposer une nouvelle méthode permettant d’expri-
mer les parties divergentes qui apparaissent dans les calculs en fonction d’un parameétre de
coupure de maniére consistante avec les propriétés de symétrie de nos théories effectives.

2.3 Construction d’une nouvelle méthode de régularisa-
tion

Comme nous venons de le voir, les seules méthodes de régularisation qui permettent
de préserver les symétries (dans certains cas) sont Pauli-Villars et la régularisation di-
mensionnelle. Malheureusement, dés que nous souhaitons réaliser des calculs contenant
des couplages dérivatifs, la méthode de Pauli et Villars se montre extrémement lourde a
mettre en ceuvre; de plus, elle est trés inconfortable lorsque nous avons des divergences
quadratiques car alors il faut introduire beaucoup de nouveaux termes dans l'action. D’un
autre coté, la simplicité des calculs menés avec la régularisation dimensionnelle a fortement
contribué & son succés. Mais de toutes les méthodes présentées dans la partie précédente,
celle-ci est aussi la moins intuitive quand & sa signification physique, car tous les termes
divergents sont cachés dans le terme en 1/¢ qui apparait lorsque nous développons autour
de la dimension n = 4 (ou n = 2 suivant les cas). De plus, et c¢’est notre principal souci, si
nous souhaitons renormaliser un modéle au sens de Wilson, nous avons besoin de connaitre
la forme explicite des contributions divergentes en fonction du cut-off A. Evidemment, la
régularisation dimensionnelle masque ce comportement explicite.

Nous avons donc cherché & mettre en place une méthode® qui permette d’exprimer les
divergences de la théorie aux grandes impulsions en fonction de In A? et des puissances de
A. De plus, les théories auxquelles nous voulons appliquer notre méthode (en vue d’établir
les équations du groupe de renormalisation dans la suite) contiennent des particules sca-
laires, des fermions et des vecteurs. Les corrections & une boucle qui peuvent étre générées
pour la fonction & deux points sont donc :

6Cette méthode a fait 'objet d'une publication a paraitre dans Nuclear Physics A [27].
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Fi1G. 2.1 — Corrections & une boucle pour la fonction & deux points. Les particules peuvent
étre des scalaires, des fermions ou des vecteurs.

Le probléme se réduit alors a trouver une maniére de couper les intégrales qui appar-
raitront dans nos calculs sous la forme :

/ 'k (k)" (2.53)

@y 2 = m?P

ol m est une "masse effective" pouvant contenir des paramétres de Feynman, a = 0,2,4,6
et b € [0,4]. L’idée principale est la suivante : plutot que de calculer toutes les intégrales
séparément, nous allons partir d’une intégrale de référence (judicieusement choisie) dont
nous déterminerons la partie divergente. Ensuite, nous générerons toutes les autres a partir
du résultat obtenu. Cette prescription présentera alors 'avantage de n’avoir besoin d’in-
troduire le cut-off qu'une seule fois au cours du calcul et de conserver ce dernier dans la
suite. Pour ceci, nous choisissons l'intégrale de départ :

d"k 1
2.54
/ (2m)™ k%2 —m? ( )
dans laquelle nous introduisons deux paramétres arbitraires a et 7 de maniére & définir :
d"k 1
1 = 2.
L / i(2m)" ak? — Bm?2 (2.55)

Nous laissons la dimension n de 'intégrale indéterminée pour l'instant ; ce choix deviendra
plus clair par la suite. Nous pouvons alors calculer la partie divergente de cette intégrale
d’apres (2.37)7 :
i O A g A 2.56
w(a,3) = ——=(A — fm”In .
dw( B > ( 47_‘_)2 ( /6 ) ( )
De maniére générale, les dérivées successives de I(a, 3) par rapport a a et [ permettent
de générer de nouvelles intégrales primitivement divergentes suivant le diagramme :

I d'k 1 9/da I d'k k2
i(2m)"  ak?2—pBm?2 i(2m)"  (ak?—pBm?2)?2

/05 | (2.57)

f d"k m?
i(2m)"  (ak?—pBm?2)?2

“Nous pouvons choisir indifféeremment n’importe quelle méthode parmi celle présentées précédemment
car elles donnent toutes le méme résultat sur cette intégrale précise.
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Nous voyons que les dérivées partielles par rapport & a augmentent le degré du numérateur
et du dénominateur d’un facteur 2 et 1 respectivement, alors que celles par rapport a 3
augmentent le degré du dénominateur d’un facteur 1. Si nous introduisons les notations :

d"k k®
Lopla,B) = [ - 2.58
o ) / i) (k2 — m2)p (2:58)
nous pouvons généraliser le diagramme précédent suivant :
d/0a
Ia,b(a7 ﬁ) /—) - a+2,b+1(a7 ﬁ)
3/3Bl (2.59)

m* Ly pi1 (v, B)

Finalement, une fois que nous aurons généré toutes les intégrales qui nous intéressent, nous
obtiendrons une expression qui va dépendre des paramétres «, (3 ainsi que de la dimension
n du probléme. Etant donné que nous avons introduit les paramétres « et § afin de déduire
les intégrales les unes des autres, nous les prendrons tous les deux égaux a 1 a la fin du
calcul. De plus, afin de générer les divergences de maniére & préserver les symétries du
probléme, la dimension n sera prise égale & 4 lorsqu’elle apparait devant des termes en
In A? et égale a 2 lorsqu’elle apparait devant des termes en A? (ceci est fait en accord avec
le traitement des deux types de divergences que nous avons présenté dans la partie sur
la régularisation dimensionnelle). Une table donnant les parties divergentes de toutes les
intégrales du type (2.53) est donnée en annexe B.

Afin de voir comment utiliser cette méthode de maniére explicite, nous allons I’appliquer
sur deux exemples : dans le premier, nous reprendrons le calcul des deux intégrales A et B
définies en (2.49) et (2.50), ce qui nous permettra de montrer que cette fois-ci la méthode
préserve 'additivité des intégrales; dans le deuxiéme exemple nous considérerons une in-
tégrale plus complexe contenant des termes en k*k” provenant de couplages dérivatifs.

A Taide de la définition de I(«, ), nous pouvons réécrire les intégrales A et B en fonction
de I(a, ) et de ses dérivées partielles. En effet, nous avons :

0

A=——1 2.60
aa (Oé, ﬁ) a:IB:1 ( )
0
B =Ia,B)|peps + 771, B) (2.61)
aﬁ a=0p=1
Nous pouvons de plus montrer de maniére évidente que :
d"k 1
I = "2 =a "1 2.62
(@.8) =™ [ o s = a7 I, ) (2.62)
et 'intégrale I(1, 3) est régularisée d’aprés (2.56) selon :
1
Liin(1,8) = =5 (A% = Bm’ In A?) (2.63)

(47)?
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d’otlt nous déduisons :

a—n/2
Laiv(c, B) = — e (A* — Bm*In A?) (2.64)
Nous pouvons alors calculer :
_ 1 nao N9 2
At =~ <2A Sm? A ) (2.65)
By = —— (A* — 2m? In A?) (2.66)
div (477)2 .

et nous prenons finalement n = 4 devant les termes en In A% et n = 2 devant les termes en
A?, ce qui permet de retrouver I'égalité A = B aprés régularisation. Nous pouvons de plus
montrer que additivité des intégrales est préservée pour toutes les intégrales du type (2.5)
et ce indépendemment de la forme sous laquelle nous les écrivons. Cependant, il reste une
subtilité relative & I’évaluation des intégrales contenant des couplages dérivatifs et nous
allons maintenant donner un exemple du fonctionnement de notre méthode dans un tel
cas. Considérons l'intégrale suivante :

d"k k2t kv
W
¢ /i(27r)“ (k2 — m2)3 (2.67)

En utilisant ’équation (2.7) et le diagramme (2.59), nous pouvons nous affranchir des
termes en k,k, au numérateur et réexprimer (2.67) suivant :

SOy S
n ) i2m)" (k2 —m?)?  2n 0a?

(o, B) (2.68)

a=p=1

La partie divergente de l'expression précédente peut alors se déduire de celle donnée en
(2.56) ; nous pouvons remarquer que le cut-off n’est introduit qu'une seule fois dans les
calculs et garde donc la signification que nous lui avons donnée au moment ol nous ’avons
introduit. Pour I'instant, nous laissons de plus n sous une forme indéterminée et nous avons
pour la partie divergente :

Qv __(n+2)gl“/ 2,2 2
Ch = e (A* —m”In A®) (2.69)

Il ne nous reste plus qu’a nous affranchir de la dimension dans cette expression pour aboutir
au résultat souhaité. Toujours par analogie avec ce qui a été fait avec la régularisation
dimensionnelle, nous continuerons a associer les divergences logarithmiques a la dimension
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n = 4 et les divergences quadratiques & la dimension n = 2%,

Ny

con = —ﬁ(m? — 3m2In A?) (2.70)
Finalement, nous avons mis en place une méthode permettant d’exprimer les parties di-
vergentes des intégrales en boucles en fonction d’un cut-off A. La suite de ce chapitre sera
consacré a ’application de notre méthode a divers modéles afin de tester sa validité et
notamment vérifier qu’elle préserve certaines propriétés de symétries de nos modeéles (a
priori, seul le probléme des anomalies serait susceptible de poser probléeme mais il s’agit
d’une propriété intrinséque aux théories chirales).

2.4 Application de la méthode a quelques exemples

La derniére partie de ce chapitre sera consacrée & appliquer notre méthode dans deux cas
précis, QED a 4 et & 5 dimensions. Nous allons ainsi pouvoir observer explicitement com-
ment ces deux théories de jauge se régularisent et déterminer dans le second cas I’évolution
de la constante de couplage (I'intérét des dimensions supplémentaires sera discuté lorsque
nous introduirons le modele). L’application a une théorie effective basée sur des symétries
globales sera discutée dans le troisiéme chapitre consacré a I’étude de la restauration de la
symétrie chirale.

2.4.1 QED

Afin de voir que notre méthode préserve bien les propriétés de symétrie, le cas le plus
simple a étudier est QED qui est invariante sous le groupe de jauge U(1).

Une des propriétés fondamentales d’'une théorie de jauge est que nous pouvons établir
un ensemble d’équations différentielles qui sont la conséquence directe de I'invariance de la
théorie sous un certain groupe de transformations locales : les identités de Ward. Voyons
comment elles s’écrivent dans le cas de QED?. Le lagrangien de QED se met sous la forme :

£QED = Einv + E, (271)

8Nous pouvons faire ici une remarque importante : notre but ici n’est pas de montrer de maniére générale
que notre méthode de régularisation est valable pour toutes les théories : mises a part les méthodes ot on
peut voir directement sur 'action qu’elles préservent les symétries du modeéle, il est extrémement difficile
de le montrer dans le cas général. Notre démarche a donc été de définir un certain nombre de propriétés que
devrait vérifier une méthode de régularisation préservant les symétries et de supposer par la suite que si
ces propriétés sont vérifiées, alors notre méthode préservera bien les symétries. Faute de preuve formelle, le
choix des propriétés est donc trés important et nous avons choisi I'additivité des intégrales, deux identités
de Ward pour QED et QED a 5 dimensions et le théoréme de Goldstone dans un modéle effectif chiral.
Ces trois exemples nous donnent de fortes indications sur la validité intrinséque de la méthode.

9Les identités de Ward sont en réalité des identités sur la fonctionnelle génératrice du modéle que nous
considérons. Il existe donc a priori une infinité de relations qui devraient étre vérifiées par les fonctions de
Green a deux, trois, quatre points...
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o1l

o 1 , _
Liny = Y(id — m)p — ZFWF“ — e Aty (2.72)
est la partie invariante du lagrangien sous des transformations du groupe U(1) et
L= A 0, AM)?
= —5(0,4%) (2.73)

est le terme de Stueckelberg qui permet de réaliser la quantification canonique du champ
vectoriel. Le paramétre A est le paramétre de fixation de jauge, 1 est le champ de I’électron
et A, celui du photon dont le terme cinétique est défini & partir de I}, = 0,4, — 0, A,.
Par définition, la fonctionnelle génératrice est :

Z(3,1m,m) = N/[dA dip di)] exp (iS + z'/d“x(j“Au + ) + zﬁn) (2.74)

o S = [d*z Lopp est I'action, N un coefficient de normalisation et j#, n et 7j sont des
sources externes. Les lois de transformation des champs sous des variations infinitésimales
de U(1) s’écrivent :

0A, =0, (2.75)

o) = iear) (2.76)

Les identités de Ward sont alors obtenues en imposant l'invariance de la fonctionnelle
génératrice de QED sous ces transformations. Plus précisément, nous pouvons montrer
que Z doit vérifier I’égalité suivante :

0z 0 0
A — +i(0"j ) Z +ie|n——n— | Z =0 2.77
Notons qu’il existe plusieurs formulations des identités de Ward. En ce qui nous concerne,
nous allons réécrire (2.77) pour la fonctionnelle génératrice des fonctions de Green propres
car c’est via celle-ci que nous allons déduire les propriétés utiles dans la suite. La fonction-
nelle génératrice des fonctions de Green propres est définie par :

= i — / da (" A, + 7 + ) (2.78)

avec W = In Z la fonctionnelle génératrice des fonctions de Green connexes. L’expression
(2.77) peut alors se réécrire sous la forme :

AOO" A, — au(;% + ie (&5% - w%) =0 (2.79)

Nous pouvons remarquer que cette équation est trés générale et que des conditions peuvent
tout & fait étre obtenues pour les fonctions de Green a n points et a I'ordre & [ boucles.
Cependant, dans ce qui va suivre, nous nous intéresserons uniquement aux fonctions de
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corrélation a 2 et 3 points a l'ordre & une boucle, car ce sont ces derniéres qui nous seront
utiles pour déterminer les équations du groupe de renormalisation dans la troisiéme partie.

Transversalité de la fonction de Green a deux points du photon

La premiére relation a laquelle nous allons nous intéresser porte sur la fonction de Green
propre a deux points du champ vectoriel (le photon); cette fonction est définie par :

5T

m (A=y=1)=0)

PO (5 — y) = (2.80)

Nous pouvons remarquer que I'@* (z — y) est la fonction a deux points contenant les
corrections radiatives a tous les ordres. En dérivant fonctionnellement 1'équation (2.79)
par rapport a Mfw et en prenant la transformée de Fourier, nous pouvons alors montrer
que :

pul"(z)ﬂ”(p) = _/\p'/p2 (281)

En séparant les termes classiques des corrections radiatives, nous avons alors :
L (p) = AP (p) 4 AP (p) (2.82)

ott A@m(p) est la fonction de Green ‘classique’ alors que A@#(p) contient toutes les
corrections radiatives (nous nous limiterons ici & 'ordre & une boucle). Si nous reprenons
I'expression explicite du propagateur du photon :

2) guu 11— )\pupu
A/(W) = F + TF (283)

l'identité (2.81) est trivialement vérifiée. Nous en déduisons alors simplement d’aprés (2.82)
que la fonction de corrélation du photon & une boucle doit impérativement vérifier ’équa-
tion :

puAP (p) = p, (TP (p) — AP (p)) = 0 (2.84)

Finalement, AQ@w (p) doit bien étre proportionnelle au tenseur de polarisation transverse
T = ’% — g"”. Nous venons donc de démontrer que la transversalité du photon a une
boucle est une conséquence directe de I'invariance de jauge (et par conséquent des identités
de Ward). Bien que cette condition soit automatiquement vérifiée par le lagrangien non
régularisé, un moyen de savoir si notre méthode de régularisation préserve bien les symétries
est de voir si cette propriété est satisfaite par la fonction de Green a deux points une fois
que la théorie est régularisée. C’est ce que nous allons faire maintenant de maniére explicite.
De maniére générale, la self-énergie d’une particule vectorielle peut s’écrire sous la forme :

I (p) = g™ ML (p*) + (% - 9””) 7 (p?) (2.85)
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ou II;(p?) et IIp(p?) sont des fonctions scalaires dépendant de Iimpulsion et dont les
expressions dépendent du modéle considéré. Les deux tenseurs qui apparaissent dans la
décomposition précédente sont les tenseurs longitudinaux et transverse et la fonction IT(p?)
doit étre nulle dans le cas d’une particule transverse comme le photon. A une boucle, la
polarisation (du photon) se représente suivant :

k

AP (p) -vavw A (p)

k—p

F1G. 2.2 — Polarisation du photon a une boucle dans le cas de QED.

Nous évaluons ce diagramme comme :

Une fois les contractions sur les matrices gamma faites, il nous reste & calculer :
d*k N,
H;w(p) — —462/ Hv
(2m)* (p? — me)*((p — k)? — mZ)?

avec N, = k,(k, —p,) +ky(ky — pu) — guwk(k — p) + g,om?2. D’aprés les intégrales données
dans 'annexe B, la partie divergente de la self-énergie est égale a :

(2.87)

i A?
" (p) = Zgh — phpY)In( — 2.88
(0) = g™ = P'1") (m2> (2.88)
Finalement, nous retrouvons bien une expression transverse pour le propagateur du photon
a une boucle régularisé. De plus, les divergences sont uniquement du type logarithmique,
ce qui est consistent avec le résultat attendu dans le cas d’une théorie de jauge.

Relation entre la fonction de vertex a trois points et le propagateur de 1’électron

Maintenant que nous avons vérifié une premiére identité de Ward sur les fonctions a deux
points, nous allons en établir une autre concernant une relation entre les fonctions de Green
a deux points et celles a trois points (nous travaillons toujours & une boucle). On définit
la fonction de vertex & trois points par :

) 4 0 n
5Au(x) aly) 57;6(2') (A =yp=1p=0)

A Tordre le plus bas en h, la fonction de vertex a trois points est donnée par le diagramme
suivant :

TOmeb (g y, 2) =

(2.89)
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™ (p)
p—k
A(0) AD (k)
p—k
7" (p)

FiG. 2.3 — Correction & une boucle a la fonction de Green & trois points de QED.

Nous définissons de méme la fonction a deux points de 1’électron :

1 1
50,(2) 30 (5)

TOw (g 4)) = (2.90)

(Ag=yp=1)=0)

que nous pouvons représenter a une boucle suivant :

F1G. 2.4 — Self-énergie a une boucle de 1’électron.

En dérivant I'égalité (2.79) par rapport a &pf(y) mg(z)

classiques égaux a zéro, nous pouvons établir une nouvelle identité de Ward :

, puis en prenant tous les champs

OO0 2,y z) —ie §'(z — x) TPy, 2) +ie 6'(y — 2) TP*(z,2) =0 (291)
En prenant la transformée de Fourier de cette expression, nous aboutissons & :
g T (g, p,p') = e TP (p) 4+ e TEP(p) = 0 (2.92)

dans la limite ot ¢ = p' — p — 0, cette identité de Ward se met finalement sous la forme :

P@mas(y) = e 0 p@asy) (2.93)
Opy

que nous pouvons aussi écrire de maniére synthétique comme :

I(p) = — 8ipu X(p) (2.94)

ou X(p) est la self-énergie et T'* la fonction de vertex. Graphiquement, cette identité peut
se représenter suivant :
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¥ (p)
p—k k k
qu X 45 0) AP (k) = _,_£:_Z_>_ i —>—£:3—>—
p—k P p—k P P -k p
" (p)

Nous venons donc de déterminer une seconde identité de Ward qui doit étre vérifiée par
les fonctions de Green a deux et trois points lorsque le systéme est invariant sous des trans-
formations de (1) 1°. Comme dans le cas précédent avec la transversalité du photon, nous
allons montrer que notre méthode de régularisation préserve bien les symétries de la théorie.

Commencons tout d’abord par donner les expressions explicites des différentes fonctions
de Green & une boucle. La fonction & trois points a une boucle s’écrit :

o) = (i) [ (jﬂ’j ! {gk_ . %}

X{fﬁ—k—m%¢_;_m¢} (2.96)

De méme, la self-énergie de 1’électron a une boucle est :

. [ ARl [g,  0=Nkk, |, i i
—iX(p) = (—ie) /(2@4 A {ﬁ + T} Xy m7 (2.97)

Une fois que nous avons réalisé les contractions sur les indices de Lorentz et régularisé les
intégrales, nous obtenons :

—(—ie)?

Lu(p) = BTNl In A* (2.98)
et R
—iX(p) = Z<1_6—Z7T€2) In A? <(% +3)m — %}15) (2.99)

Nous pouvons alors montrer de maniére triviale que (2.94) est bien vérifiée aprés régulari-
sation, c¢’est-a-dire que notre méthode de régularisation préserve bien les symétries dans le

0En remarquant que :
IR S T .5
p—m "p—m Opt p—m
nous pouvons retrouver directement 'identité de Ward eq.(2.94) en écrivant explicitement les intégrales,
mais cette méthode présente I'inconvénient de masquer totalement le réle de 'invariance de jauge qui est
le point de départ de ces calculs. Ceci est a la base de ce qui est appelé la substitution minimale : dans
les diagrammes précédents, nous pouvons générer la fonction a trois points (& une boucle) en rajoutant un
photon sur la ligne de fermion interne. Ceci a pour effet de doubler le nombre de propagateurs fermioniques,
ce qui correspond d’aprés I’équation (2.95) & prendre la dérivée de I’expression initiale. Cependant, tous
les diagrammes & une boucle ne peuvent pas étre générés par substitution minimale.
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cas de QED a une boucle. Regardons maintenant ce qui se passe dans un modéle avec une
dimension supplémentaire.

2.4.2 Extension de QED a 5 dimensions

Dans ce paragraphe, nous allons tout d’abord expliquer en quoi il peut étre intéressant
d’introduire une dimension supplémentaire dans une théorie, puis nous verrons la maniére
dont cette dimension est rajoutée et comment nous pourrons la compactifier afin de nous
ramener & quatre dimensions. Ensuite, nous présenterons notre modele d’étude, QED & 5
dimensions. Pour finir, nous le régulariserons et nous établirons I’équation d’évolution pour
la constante de couplage.

Théorie des champs en 5 dimensions

En théorie quantique des champs on a été amené a traiter sur un pied d’égalité les dimen-
sions d’espace et de temps dans des vecteurs a quatre dimensions. Ceci a permis d’unifier
les théories magnétique et électrique en les introduisant dans un méme potentiel A,,. Ainsi,
le passage de trois & quatre dimensions a ouvert une voie dans ’ajout de dimensions sup-
plémentaires. L’idée d’introduire une cinquiéme dimension est assez ancienne et dés 1912
Gunnar Nordstrom élabora un modele & quatre dimensions d’espace et une de temps sensé
unifier I’électromagnétisme et la gravitation.

Bien que I’énergie d'unification attendue soit de 1,2 10! GeV, appelée échelle de Planck,
des scénario en théorie des cordes prévoient que les effets d’une dimension supplémentaire
pourraient étre visibles dés quelques TeV, ce qui a suscité un intérét croissant pour ce
genre d’approche ces derniéres années. Les mises en service prochaines du LHC et de 'ILC
pourraient méme permettre d’obtenir des données expérimentales a ce sujet. De plus, ce
nouveau point de vue peut permettre d’étudier des problémes de la théorie des champs sous
un autre jour, comme le probléme de la hiérarchie, la physique des neutrinos, les masses
des fermions, le nombre de générations du modéle standard, les modifications des "running
coupling constants"...

Aujourd’hui, certaines théories comme la supergravité et la théorie des cordes par exemple
nécessitent I'introduction de plusieurs dimensions supplémentaires mais nous nous limite-
rons dans ce qui suit a un espace a 5 dimensions. De plus nous savons que la dimension
de I'espace-temps est égale a quatre et il faut donc trouver un moyen de s’affranchir de la
cinquiéme dimension pour produire des résultats physiques observables. Nous supposerons
donc que la topologie de la cinquiéme dimension est différente de celle des autres dimen-
sions et nous la compactifierons. Pour cela, nous présenterons deux topologies différentes
pour cette dimension supplémentaire.

En théorie des champs habituelle, chaque particule est représentée par un champ a quatre
coordonnées dans 'espace de Minkowski. Il nous faut donc maintenant supposer que nos
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champs dépendront de cing coordonnées, ou la cinquiéme dimension sera supposée étre
de type "espace". Nous aurons donc des champs ®(z4), ot A = 0,1,2,3,4 et ot la mé-
trique de l'espace sera de la forme g p = (+, —, —, —, —)!' . Considérons par exemple un
champ scalaire complexe, noté ®(z4). L’action est définie de maniére conventionnelle de
la maniére suivante :

S = /d% L5(z4) (2.100)

ol L5 est la densité lagrangienne usuelle pour un champ de Klein-Gordon :
1
L8 = 3 ((04@)"(0"®) — m* D1 D) (2.101)

Afin de compactifier le lagrangien, il faut nécessairement définir la topologie de la cinquiéme
dimension. Le choix le plus simple est de considérer que cette dimension est repliée sur elle-
méme sous la forme d’un cercle de rayon R (le groupe d’invariance associé est alors S'). La
dimension supplémentaire sera donc périodique avec une périodicité 2m R, ce qui permet
de décomposer notre champ ® sur des modes de Fourier :

O(za) = D(apy) = Y bula,)e™/" (2.102)

n=—oo

ol ¥ est la cinquiéme coordonnée de notre champ. Cette écriture fait apparaitre une infinité
de champs & quatre dimensions ¢,,. Nous réinjectons alors cette expression dans celle de
laction afin d’exprimer le lagrangien £® en fonction de champs & quatre composantes :

= / iz / dy £3(z4) = / d'x £(z,) (2.103)

oll nous voyons que la théorie peut étre décrite par un lagrangien compactifié a quatre
dimensions. Ce processus est aussi connu sous le nom de réduction dimensionnelle. Dans
notre cas, le lagrangien a quatre dimensions peut étre exprimé sous la forme :
1 o0
L=y D [0 (0#¢™) — (m® + ml)e™MTe™M] avee  m) =n’/R® (2.104)
n=—oo

oil nous avons redéfini les champs suivant : ¢ — (27R)"'¢, pour retrouver le terme
cinétique. L’équation précédente met en exergue que l'une des propriétés les plus impor-
tantes de ce type de théories est 'apparition d’une “tour” infinie de champs, appelés modes
de Kaluza-Klein, dont les masses m,, suivent une suite géométrique et qui possédent les
mémes nombres quantiques que le mode 0 (qui est le mode fondamental initialement pré-
sent a quatre dimensions). Ce mode posséde la masse la plus basse, masse par ailleurs
indépendante du rayon R de la dimension supplémentaire et de la procédure de compacti-
fication.

Dans la suite, nous utiliserons des indices grecs pour les coordonnées de type Minkowski et des lettres
majuscules pour les coordonnées en 5 dimensions.
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Une autre topologie possible est celle dite d’ “orbifold”. La structure de la dimension sup-
plémentaire est ici S'/Z2, ce qui signifie que nous avons encore la périodicité sous 2R a
laquelle s’ajoute une symétrie sous des réflexions par rapport & un axe. Schématiquement,
la cinquiéme dimension peut se représenter suivant :

Fi1G. 2.5 — Représentation de la structure orbifold. Nous avons bien une périodicité de 2m R
avec une invariance de ’action sous un changement de coordonnées y — —y.

Nous voyons sur la figure précédente qu’il existe une relation entre la valeur du champ en
y et celle en —y. Afin d’assurer l'invariance de 'action sous de telles transformations, nous

imposerons :
D(y) = U d(—y) = +1 (2.105)

ot U est une transformation unitaire qui est une symétrie du lagrangien initial £°. Une
conséquence est que la physique doit étre la méme de part et d’autre de 'axe de symétrie,
si bien que l'action peut étre calculée avec y variant sur Uintervalle [0, 7 R]. Nous avons :

2t R TR
S = /d4x/ dy L° = 2/d4x/ dy L° (2.106)
0 0

Nous pouvons donc développer nos champs sur une base de modes de fourier en faisant
apparaitre explicitement les termes pairs et impairs en ¥, soit :

Ozt y) = ¢ (") + i " (z) cos (%) + io: "~ () sin (%) (2.107)

La structure en orbifold impose que le champ ® en 5 dimensions puisse étre décomposé en
®T et &~ qui sont respectivement pair et impair sous la transformation U :

Ot (—y) = +D1(y) (2.108)
P (—y) =2 (y) (2.109)
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et le développement précédent correspond donc pour chacun des champs @ et &~ a :

o (2t y) = ¢ (2H) + Z ¢"F (21 cos (n_é/) (2.110)
n=1
(2t y) = Z(b (x#) sin (%J) (2.111)

Nous voyons clairement ici que dans le cas de l'orbifold, seuls les champs pairs ont un mode
fondamental, les champs impairs étant forcément des modes excités. Une fois de plus, nous
donnons 'expression du lagrangien compactifié & quatre dimensions :

TR 00
= [ e = X5 [0 @) —miae ™) a2
n=0

Nous voyons donc comment compactifier les dimensions supplémentaires sur des espaces
de topologies différentes!?. Passons maintenant au cas qui nous intéresse, QED & cinq
dimensions.

Présentation du modéle

Le lagrangien de QED a cinq dimensions est formellement identique a celui en quatre
dimensions, en rajoutant la dimension supplémentaire dans I’action sous la forme :

S= / d°x < —FMNFyn + Y (i Dy — me)\Il> (2.113)

avec M, N = (0,1,2,3,5) = (p,5). Les matrices gamma sont alors v = (7#,i7°) et la
dérivée covariante en cing dimensions s’écrit :

avec ¢ = V2w R e. Afin de retrouver un lagrangien en quatre dimensions, nous allons
compactifier action (2.113) sur S'. Pour ceci, nous devons décomposer nos champs en
composantes de Fourier. Nous avons alors :

U(zM) = \/F Z P () e/ B (2.115)
A, (™M) \/ﬁ Z A (gt eimu/ T (2.116)
As(zM) = 1 Z AW (g et/ R (2.117)

12Nous pourrions généraliser ce que nous venons de faire & cinq dimensions avec plusieurs dimensions
supplémentaires, mais ceci s’avére beaucoup plus délicat car au-dela de cinq dimensions nous aurons une
nouvelle v-algeébre avec des matrices 8 x 8 en dimension 6 par exemple. Le cas de QED & six dimensions a
été étudié par Thomas Lepers au cours de son stage de master 2.
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Ici, les champs quadri-dimensionnels W, Afln) et Aén) pour n # 0 sont les modes de
Kaluza-Klein associés aux champs initiaux (& 5 dimensions) ¥, A, et Aj respectivement.
Nous avons ici choisi de compactifier sur S* car la compactification sur S'/Z? génére une
somme de lagrangiens de QED avec des masses pour les électrons qui seront les masses des
modes de Kaluza-Klein'. Une fois que nous avons remplacé les champs initiaux par leurs
composantes de Fourier, Pexpression du lagrangien (2.113) compactifié est :

+00 +oo
1 —(=n) .
si= Y [ate im0 [aa T o wp

n=—oo n=—oo

+00 &
+ Y [atwegragmpm g 3 [atwienty Al

+o0 —+00 .
1 -n n - — n
+ > / d'e — 20,450 AT + ) / d%—énA“( M, AL
+00 1 n2
+ ) / d'z — §ﬁA§;")AN<n> + / A% Lgauge- fizing (2.119)

ol nous choisissons un terme de Stueckelberg afin de fixer la jauge (dans la suite, tous les
résultats physiques seront indépendants de ce terme de fixation de jauge) :

A
£gauge—fiacing = - 5 (aﬂALO) )2 (2 120)

Nous voyons donc que lorsque nous compactifions sur S' un nouveau champ scalaire As
ainsi que de nouveaux termes de couplage entre les particules de Kaluza-Klein et les parti-
cules “classiques” vont apparaitre. En particulier, ces couplages vont apporter de nouvelles
contributions & la self-énergie a une boucle pour I’électron, & la fonction de polarisation
du vide et a la fonction & trois points. Sachant que la compactification n’est qu’une ré-
écriture du lagrangien dans une dimension différente, nous nous attendons a ce que les
deux lagrangiens soient équivalents et qu’ils vérifient en particulier les identités de Ward
correspondant & la symétrie U(1).

Résultats de la régularisation

Afin de déterminer les identités de Ward pour ce modéle, la premiére chose a faire est de

13Plus exactement, le lagrangien de QED & cinq dimensions compactifié sur S!'/Z2 est :

[e%e] 1 .
Lsijzz = {—ZFWWFW + U (iy"D,, — mn)\Il} (2.118)

n=0

Cela ne présente aucun intérét pour tester notre méthode de régularisation puisqu’on aura une somme de
lagrangiens de QED qui vont tous séparément vérifier les identités de Ward.
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donner la forme générale des transformations des champs; nous avons :

AQ — AD 1 9,0(z") (2.121)
AP 5 A0 (2.122)
) gied@n) m) (2.123)

Comme dans la partie précédente, nous allons nous restreindre aux deux identités de Ward
concernant la transversalité du photon et la relation entre la self-énergie de 1’électron et
la fonction a trois points (le tout a une boucle). En particulier, nous n’aurons que des
particules “physiques” sur les pattes externes (i.e. présentes dans le lagrangien QED a 4
dimensions) et les lignes internes pourront contenir toutes les particules compatibles avec
les couplages apparaissant dans (2.119). Les contributions & la fonction de polarisation du
vide & une boucle sont donc toutes de la forme :

k

AP (p) -vavw A (p)

k—p

F1G. 2.6 — Polarisation du photon & une boucle dans le cas de QED & 5 dimensions. Nous
avons une infinité de contributions identiques ot les lignes internes contiennent les fermions

™ et E(_n) pour toutes les valeurs de n.

La self-énergie correspondante sera donc la somme d’une infinité de termes ayant la méme
forme ; explicitement :

5 2. ge? , , A2
I (q) = — ) 1973 (¢*°9" — ¢"¢") In (W) (2.124)

n=0

Il est alors trivial de voir que le résultat final sera transverse car tous les termes de la
somme le sont séparément. Nous pouvons méme aller plus loin en regardant les effets de
la dimension supplémentaire sur I’évolution de la constante de couplage. Afin de calculer
cette somme, nous écrivons :

ﬁ A? A2 lo_o[ A?
In —————— | =1In (—) +In _ (2.125)
nzomz—kn?/RQ m?2 vt m2 +n?/R?
Le premier terme du membre de droite correspond & la contribution de QED & quatre
dimensions alors que le second terme provient des modes de Kaluza-Klein. Ce terme ne
pouvant pas étre calculé directement, nous allons donc faire deux hypothéses :
1. m? < n?/R?

Cette hypothése peut étre justifiée par le fait que la masse du premier mode de

Kaluza-Klein est nettement supérieure a celle de 1’électron, ce qui est justifié expéri-

mentalement [28].
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2. Mpae = AR>1
Dans l'esprit du groupe de renormalisation au sens de Wilson [29], A est 1’échelle
typique qui permet de sélectionner quelles seront les particules présentes dans la
théorie. Comme nous sommes intéressés par ce qui se passe a trés haute énergie, nous
choisirons une grande valeur du cut-off ce qui valide cette derniére approximation.

Ces deux simplifications nous permettent donc de formuler le second terme de (2.125)

suivant :
Nmax AQRQ (AQRQ)AR

n=1
ol nous avons utilisé la formule de Stirling dans la derniére étape. Finalement, la partie
divergente pour la polarisation du vide est égale a :

2
v € v v
5:.(0) = —15—5 (¢°9" — ¢"¢") (4AR) (2.127)

Cette derniére expression nous permet finalement de calculer la fonction (3, qui nous per-
mettra de connaitre 1’évolution de e. Nous commencons par écrire :

Be = —SA% (2.128)
ou Il est la partie divergente de la polarisation du vide définie par :
1 —e?
My =5 gw I, = 55 AR (2.129)
Nous obtenons alors ’expression explicite pour la fonction S, :
o3
B = @AR (2.130)
De plus, par définition, la fonction (. est égale a :
Be = Ag—/e\ (2.131)

ce qui nous permet de déterminer I’évolution de la constante de couplage e en fonction de
I’échelle considérée. Nous obtenons finalement :

1/2
_ B(R_1)2
e(A) = (1 AT\ 1)) (2.132)

Nous retrouvons bien ici le terme linéaire en A qui intervient dans 1’évolution de la constante
de couplage, alors qu’en quatre dimensions nous avions une évolution logarithmique. Ce
résultat est en total accord avec les résultats trouvés dans [30, 31], la seule différence étant
qu’ici les symétries du modéle ne sont pas brisées par la régularisation alors que Dudas et
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al. retrouvaient un résultat en accord avec les symétries en imposant que le résultat vérifie
les identités de Ward (en pratique, la partie longitudinale de la fonction de polarisation a
été supprimée a la fin du calcul). Afin de comparer notre résultat avec celui obtenu pour
QED en quatre dimensions, nous pouvons finalement tracer I’évolution de la constante de
couplage en fonction de AR. Nous obtenons :

2 %
N
§
I,

| -

-~

—
S
S

50 100 150 200 250 300

F1a. 2.7 — Evolution de la constante de couplage de QED a quatre et cinq dimensions en
fonction de AR. La courbe supérieure est celle pour QED a 5 dimensions. Ici le rayon de la
dimension supplémentaire est choisi égal a (100 GeV)~L. On voit que nous avons un pole
de Landau aux alentours de (300 GeV)~! [32].

Nous voyons bien ici que I’évolution de la constante de couplage est plus rapide en cing
dimensions, et nous pouvons ainsi espérer voir une dégénérescence des constantes de cou-
plage électromagnétique, faible et forte a des énergies plus basses que celles initialement
prévues par le modéle standard.

Relation entre la fonction de vertex a trois points et le propagateur de 1’élec-
tron

Une derniére propriété que nous pouvons ici vérifier est l'identité de Ward entre la self-
énergie de 1’électron et la fonction & trois points de QED. Afin de nous ramener & un cas
physique, nous choisissons de conserver des photons “physiques” sur les pattes externes,
c’est-a-dire les photons de mode zéro. Nous pouvons alors montrer que cette identité de
Ward est identique a celle a quatre dimensions, mais cette fois-ci les particules qui se pro-
pagent sur les pattes internes pourront étre des modes de Kaluza-Klein ; on aura donc une
infinité de contributions. Les diagrammes de Feynman qui vont contribuer pour la fonction
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a trois points sont :

™ (p) ™ (p)
p—k p—Fk
|
AP(0) AL (k) A(0) LAY (k)
p—k p—Fk
" ) " )
que nous notons respectivement X et £3) De la méme maniére, les contributions I' f}) et
FE?) a la self-énergie de 1”’électron” de mode n seront :
k k
_>_£ﬁ_>_ )
—
P p—Lk P p p—-k P

Toujours en utilisant notre méthode de régularisation, il est facile de montrer que les
différentes contributions divergentes sont égales & :

TR Gl D SOl 2 1
X (p) 60 InA ()\ + 3)m,, /\]zﬁ (2.133)
. . 2
—ix®(p) = Z;;‘;L InA? (2m, — p) (2.134)
—(—ie)?
—(—ie)?
I'?(p) = —5 W I A? (2.136)

Finalement, il est alors trivial de montrer que les identités de Ward sont une fois de plus
vérifiées ; on a bien :

I (p) + TP (p) = —aipu (=D (p) + 23 (p)) (2.137)

Pour conclure cette partie consacrée a la régularisation, nous pouvons dire qu’en ce qui
concerne notre probléme il n’existait pas de méthode satisfaisante qui permettait de régu-
lariser une théorie chirale effective en vue d’obtenir les équations du groupe de renormali-
sation au sens de Wilson. Nous avons donc introduit notre méthode qui semble préserver
les symétries dans différents modéles, aussi bien en physique des particules que dans des
modeéles hadroniques (en effet, on retrouve bien la transversalité du photon a une boucle
dans le modeéle que nous allons étudier dans la troisiéme partie, ainsi que le théoréme de
Goldstone toujours dans cette théorie et dans le cas du modele sigma-linéaire jaugé). Tous
ces résultats favorables nous permettent de penser que notre méthode doit étre correcte,
ce qui va nous permettre de mener & bien 1’étude qui va suivre sur la restauration de la
symétrie chirale dans un modéle phénoménologique chiral.
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Equations du groupe de
renormalisation pour un
modeéle chiral effectif

Chapitre

Ce dernier chapitre est consacré a I’'étude de la restauration de la symé-
trie chirale. Nous commencerons donc par introduire la symétrie chirale
dans le cadre des théories effectives décrivant 'interaction forte. Nous
présenterons ensuite notre modéle d’étude, dont la principale caracté-
ristique est de reproduire la phénoménologie basse énergie. Finalement
nous essaierons de comprendre comment se manifeste la restauration de
la symétrie chirale dans le cadre de ce modéle via les outils du groupe de
renormalisation décrits précédemment.

3.1 Une introduction a la symétrie chirale

3.1.1 Introduction générale

Le principe d’invariance de jauge est sans nul doute I’élément central de la description
de toutes les interactions fondamentales et peut-étre méme de leur unification [33|. Ainsi,
la mise en évidence expérimentale des quarks (wia la diffusion profondément inélastique),
ainsi que I’étude de la structure en multiplets des états liés a plusieurs quarks (mésons gq ou
baryons ¢qq) a conduit a l'introduction d’un nombre quantique supplémentaire nécessaire
pour décrire I'interaction forte : la couleur. Chaque saveur de quark se présente alors sous
la forme d’un triplet de couleur :

q= 1 (3.1)
g

La théorie de jauge des interactions fortes doit donc étre construite a partir de l'invariance
sous des transformations du groupe SU(3), : c’est la chromodynamique quantique (ou
QCD). Notons que le caractére non-abélien de SU(3), implique la liberté asymptotique, ce
qui permettra par exemple de réaliser un développement systématique de la théorie dans le
domaine des hautes énergies (ceci peut étre réalisé avec I’ "operator product expansion”).

Par contre, un tel développement ne peut plus s’appliquer dans le domaine non perturba-
tif et nous ne savons pas décrire la matiére hadronique aux basses énergies avec QCD :
nous utilisons alors des théories effectives, incorporant les symétries de QCD mais faisant
intervenir d’autres degrés de liberté que les quarks et les gluons. Ces degrés de liberté sont
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ensuite réinterprétés en termes de particules physiques (par exemple des mésons). Une sy-
métrie importante de QCD est la symétrie chirale. Afin de voir comment celle-ci apparait,
considérons le lagrangien libre de QCD dans un espace a Ny = 2 saveurs :

Lacp = ithy Y 0,0y + ithay" Outba — mubythy — Matbatba (3.2)

ol ¥, et 1y sont les champs associés aux quarks u et d, avec des masses respectives m,,
et mg. Nous le décomposons ensuite en une partie invariante sous SU(2)y, plus un terme
perturbatif. Locop se réécrit alors :

. T mu + m mqg - wu
Lqcp = "0, — gy — 7d Y13 avec ¢ = <¢d) (3.3)
Nous définissons alors deux transformations dans ’espace des saveurs :
vectorielle : 1) — e/ ) (3.4)
axiale : 1) — €77 ) (3.5)

ot les 7,(k = 1,2,3) sont les matrices de Pauli. Nous pouvons en déduire immédiatement
les deux remarques suivantes :

1. Le lagrangien n’est pas invariant sous des transformations vectorielles : il y a un
terme de violation d’isospin :

m

Loy = — T Py (3.6)

En revanche, si nous supposons que m, = my, la symétrie devient exacte. D’aprés
le théoreme de Noether, nous avons alors trois courants conservés et trois charges
conservées (les composantes de 'isospin) : Q = [ dF W%’wp = [;. Cela implique aus-
sitot que l'isospin commute avec le hamiltonien du systéme ([H, I;] = 0). Comme par
ailleurs 'isospin du vide est nul : I;|0) = 0, nous concluons que nous devons norma-
lement observer une structure en multiplets du spectre des hadrons. Nous parlerons
dans un tel cas de symétrie réalisée a la Wigner.

2. Sous des transformations axiales, le terme de brisure de symétrie s’écrit :

g — Ty (3.7)

La symétrie axiale est alors reahsee par le systéme si Lg, = 0, soit m, = my = 0.
Les charges conservées seront définies par Q} = [ dF ¢T%¢_ En fait, cette symé-
trie est une symeétrie presque exacte de la nature car les masses des quarks u et d
sont faibles comparées aux masses hadroniques typiques. Le terme Lg, pourra donc
étre traité perturbativement. Cependant, dans ce cas, on n’observe pas de struc-
ture en multiplets du spectre des hadrons (ici le vide n’est pas invariant sous des
transformations axiales) : nous dirons que la symétrie est spontanément brisée, ce
qui implique la présence de modes de Goldstone de masse nulle. Ces derniers seront
identifiés avec les pions dans la suite, car ils possédent les mémes nombres quantiques.

My + Mg +md

£sb -
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Les transformations axiale et vectorielle vont nous permettre de définir la symétrie
chirale. Introduisons tout d’abord des champs de chiralité gauche et droite v, et 1. Dans
le cas de particules de masse nulle (ce qui est presque le cas), nous pouvons confondre
chiralité et hélicité, et les projecteurs s’écrivent alors :

Yr = 5 (G (3.8)
b=y (3.9)

Si nous nous plagons dans le cas on les charges vectorielle et axiale sont conservées (m, =
mq = 0), le lagrangien se réécrit donc simplement sous la forme :

Locp = W0, + ibpy"Obr - avec 1 =ty + Up (3.10)

Celui-ci est manifestement séparément invariant sous des transformations globales de SU(2),
et SU(?)R :

SU@)L: W — €Ty, Prp — g (3.11)
SU2)r: r— é%Fon,  bp — by (3.12)

Cette symétrie SU(2);, x SU(2)r est appelée symétrie chirale; c’est une symétrie exacte
du systéme lorsque nous nous placons a la limite des masses nulles, aussi appelée limite
chirale. Dans le cas de masses non nulles, la brisure de la symétrie axiale se retrouve dans
une petite brisure de la symétrie chirale (le terme de masse mélange les composantes gauche
et droite du champ).

Dans la limite chirale, le lagrangien de QCD est invariant sous chacune des transformations
de SU(2) 1, et SU(2) et les charges conservées correspondantes forment alors deux algebres
séparées :

Q1 Q1) = ieiQf (3.13)
[Q, Q%) = i€ Qf (3.14)
[Q1, Q% =0 (3.15)
avec 1
_
Q= [ 470 Fbun = 5@ QY (3.16)

En particulier, le hamiltonien commute avec les charges gauche et droite ([H, Qf 5] = 0)
et nous pourrions a prior: nous attendre & un dédoublement de la structure en multiplets.
Ainsi, chaque hadron devrait posséder un partenaire chiral de parité opposée et de masse
sensiblement identique. Ce scénario est manifestement exclu, car nous n’observons pas de
tels dédoublements dans la nature. Pour que le monde hadronique se comporte tel que
nous venons de le décrire, il faudrait que le vide soit lui aussi invariant sous le groupe de
symétrie considéré, i.e. que la symétrie soit réalisée a la Wigner.
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Cependant, la charge axiale du vide de QCD n’est pas nulle : Q3|0) # 0. De plus, Q?
commute avec H, ce qui implique que tous les états générés par Q7 ont la méme énergie
le vide est donc dégénéré. Le passage d’un état & un autre état de méme énergie se fait via
I’échange de particules de masse nulle : les bosons de Goldstone. Dans le cas qui nous inté-
resse, les bosons de Goldstone associés a la brisure de la symétrie chirale seront identifiés
avec les pions, qui sont nos nouveaux degrés de liberté.

Il existe néanmoins une différence fondamentale entre les théories effectives et QCD lorsque
nous cherchons & réaliser un développement perturbatif de ces théories. En effet, on peut
décomposer les deux lagrangiens sous la forme [34] :

L=2Ly+ Ly pour les théories effectives (3.17)
= Efree + £int pour QCD (318)

La liberté asymptotique de QCD impose au systéme d’étre de moins en moins cor-
rélé et de se comporter comme un systéme de particules libres dans la limite des grandes
impulsions. Ainsi, le développement de QCD est basé sur une décomposition du lagran-
gien en un terme Lgq de particules libres et un terme d’interaction Liy qui pourra étre
traité de maniére perturbative aux hautes énergies. Ceci est la base de I'operator product
expansion [35] (OPE) de QCD qui utilise cette propriété asymptotique pour réaliser un
développement perturbatif systématique de la théorie. Par contre, en ce qui concerne les
théories effectives de QCD, rien n’indique que le terme d’interaction soit assez faible pour
permettre un tel développement. Etant donné que nous considérons des théories de basse
énergie, nous pouvons alors supposer que nous allons nous trouver dans la phase brisée de
QCD pour la symétrie chirale. Nous choisissons dans ce cas de décomposer le systéme en
une partie invariante sous SU(2);, x SU(2)g plus un petit terme de brisure de symétrie. Ces
décompositions haute et basse énergie permettent la compréhension de l'interaction forte
dans leur intervalle de validité respectif. Différentes techniques ont été développées pour
décrire les processus basse énergie, pour lesquels nous souhaitons obtenir un développe-
ment systématique des fonctions de Green du systéme. Aux trés basses énergies (u =~ m,),
les seuls degrés de liberté excités sont les pions et dans ce cas nous utilisons la théorie des
perturbations chirales [36].

3.1.2 Application aux théories effectives : le modéle sigma-linéaire

Aux basses énergies, les degrés de liberté de QCD ne sont plus les quarks et les gluons,
mais les pions, qui sont les états liés les plus légers. Nous allons introduire le modéle o-
linéaire, basé sur la symétrie chirale, afin de voir une maniére simple de construire une
théorie effective [33].

Considérons pour commencer une théorie chirale des nucléons; nous les décomposons en
champs d’hélicité gauche et droite, comme pour les quarks : @) = (Zﬁz) = Y + Yr. Le
lagrangien pour les nucléons libres s’écrit alors :

£ = "0, — My (3.19)
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oll nous remarquons que la symétrie chirale est fortement violée par le terme Ly, = —Myt1)
avec My =~ 940 MeV qui est la masse du nucléon. Afin d’obtenir un lagrangien qui soit
invariant sous SU(2); x SU(2)g, nous introduisons un champ W (z) dans l'expression pré-
cédente :

Ly, = —My(Urbr + ¥ribr) — Lo = —g(rW (2)hr + W (x)r) (3.20)

Nous paramétrons alors la matrice W (x) selon quatre champs réels o et @ : W(z) =
o(x) +47.7(x) qui se transforment de maniére a rendre le lagrangien (3.19) invariant sous
des transformations chirales. Enfin, avec 'aide des projecteurs définis précédemment, le
terme de brisure de symétrie se réécrit :

Ly, = —gp(o +i7.775)¢ (3.21)

Si nous voulons de plus que £ soit invariant sous des transformations d’isospin, de Lorentz
et par parité, o doit étre un champ scalaire isoscalaire (J™ = 0%, = 0) et ¥ un champ
pseudoscalaire isovectoriel (J™ = 07,1 = 1). Nous venons donc de reformuler le terme de
masse du lagrangien en fonction des nouveaux champs o et 7. Afin d’obtenir un lagrangien
plus général, nous ajoutons un terme contenant la dynamique des champs o et 7, ainsi
qu'un potentiel d’interaction V (o, 7) :

1 1
La = 50400"0 + S0,7"% — V(0,7) (3.22)

Nous faisons alors un choix particulier pour le potentiel incluant des termes de masse pour
o et 7, ainsi qu'un terme d’interaction et un terme de brisure explicite de la symétrie
chirale (ce terme de brisure explicite nous permet de générer une petite masse pour les
pions) :

V(o,7) = 2(02 + 7 —v?)? —co (3.23)

L’introduction d’une forme explicite de potentiel nous permet de voir comment la symétrie
du vide peut étre brisée en fonction de ’évolution des paramétres. Pour commencer, nous
nous plagons a la limite chirale ¢ = 0. De plus, pour des raisons de stabilité, nous choisissons
A > 0. Deux cas sont alors & envisager en fonction de la valeur de v? :

1. v? < 0. Le potentiel présente un minimum pour o+ 7% = 0, d’out (0|¢|0) = (0|7|0) =
0. Dans ce cas, le vide posséde la symétrie du lagrangien et la symétrie est réalisée
a la Wigner. Cependant, la théorie prévoit un nucléon de masse nulle et un pion
dégénéré en masse avec son partenaire chiral le sigma, de masse v/ —Av2, ce qui ne
correspond pas a un cas physique.

2. v2 > 0. Dans ce cas, le potentiel posséde la forme d'un chapeau mexicain. Le
vide du systéme se situe sur le cercle d’équation o? + @2 = v? et il est infini-
ment dégénéré. Nous choisissons alors une configuration fondamentale “particuliére”
(0la|0) = v, (0|7|0) = 0, a partir de laquelle nous pouvons générer une infinité
d’autres états du vide dégénérés en appliquant Q3 : |a) = exp (iaQ3)[0), on Q7 est
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l'opérateur permettant de se déplacer sur le cercle chiral. Le vide n’est alors plus
invariant par rotation : la symétrie chirale est spontanément brisée. Il est commode
d’introduire un champ fluctuant s = ¢ — v qui va décrire les oscillations dans la
direction radiale. Du lagrangien, nous déduisons alors le spectre :

My = gv = g(0), mz =0, my, = 2\0* (3.24)

Ce mécanisme génére des pions de masse nulle : ce sont les bosons de Goldstone. Ils
correspondent aux excitations orthoradiales sur le cercle chiral.

Si nous considérons de plus le terme de brisure explicite de symétrie, 1’état fondamental
doit simultanément vérifier les conditions :

N S N
o= = AM(o“+7°—v") =0 (3.25)
% =Xo(0* +7—v*)—c=0 (3.26)

Cette fois, la direction de I’état fondamental est imposée : nous avons "penché" le chapeau
mexicain, privilégiant une direction particuliére pour 'orientation du vide.

Le modéle o-linéaire que nous venons de construire permet une bonne description de la
matiére hadronique aux basses énergies (ol le méson p n’est pas encore excité); le o est
interprété comme la “particule d’interaction” pour la diffusion 7-7 dans le canal [ = 0
[37|'. Si 'on augmente 1’énergie, I'introduction du méson p devient indispensable. C’est ce
que nous allons faire maintenant.

!Nous pouvons aussi obtenir une théorie ne contenant que des pions : pour cela, on fait tendre \ (et
donc m,) vers l'infini pour éliminer le champ o de la théorie. Le systéme est alors gelé sur le cercle chiral,
ol les champs o et 7 vérifient la condition non linéaire suivante :

o?(x) + 7 (x) = f7 (3.27)
Il est alors possible d’exprimer la matrice W en fonction d’une matrice unitaire U :
W=0c+i72 = f-U, UUT =1 (3.28)

et le lagrangien se réexprime en fonction des nouveaux champs selon :

2
1
L= "Erd,U0"U + L fimitr (U +UT) (3.29)
Nous venons de construire I’analogue du premier terme d’un lagrangien de perturbations chirales au plus
bas ordre dans les dérivées des champs et dans la masse des pions. La présence de termes dérivatifs au
niveau du lagrangien d’interaction implique que les bosons de Goldstone interagissent faiblement aux basses
énergies.
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3.2 Présentation du modéle

3.2.1 Construction

La théorie effective que nous allons présenter va nous permettre de décrire la matiére
hadronique aux basses énergies (pour ceci, voir les figures 3.4 et 3.5). Le modéle o-linéaire
que nous venons de présenter sera ici insuffisant car il ne prend pas en compte les nouveaux
modes qui seront excités a ces énergies : le p et le aq. Il existe diverses maniéres d’intro-
duire ces mésons [20], mais nous allons nous restreindre ici au cas le plus simple, celui du
modéle o-linéaire jaugé. La démarche générale est d’imposer que la symétrie chirale soit
une symétrie exacte de notre modele. Il devra donc étre invariant sous :

(SU(2)r x SU(2)R)

global local

Le lagrangien du modéle o-linéaire n’est évidemment pas invariant sous de telles trans-
formations et nous devons introduire des champs de jauge afin de restaurer I'invariance.
Avant cela il est pratique d’introduire le vecteur & quatre composantes suivant :

d = (‘;) (3.31)

de telle sorte que nous pouvons réexprimer le lagrangien du modéle o-linéaire selon :

1 2 A2
= _ PP - P — —
Lo 26MCI) o'd 2(I) P 1

(- )? (3.32)
Pour p? < 0 la symétrie chirale est spontanément brisée. Afin de donner une petite masse
aux pions, nous rajoutons un terme de brisure explicite :

Lsp = co (3.33)

Sous la forme (3.32) le lagrangien est construit pour étre invariant sous des transforma-
tions chirales globales. L’invariance sous des transformations chirales locales est obtenue
en introduisant la dérivée covariante :

. 60’-’-951 T >
D,®=(0,—igY,)P = LT ST 3.34
2= 0, igv)o—(, HTHIT (3:34)
avec
Yy=p, - T+ay, T° (3.35)

ou T et T° sont des matrices du groupe O(4) agissant dans 'espace des saveurs?. Nous
venons ainsi d’introduire deux nouveaux champs vectoriels p et a; et nous disposons main-
tenant des champs que nous souhaitions avoir pour mener notre étude de la restauration

2Nous pouvons noter que O(4) est isomorphe & SU(2) ce qui assure que le lagrangien Lg est bien celui
présenté dans la partie précédente.
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de la symétrie chirale. Si nous voulons de plus donner un contenu dynamique a ces champs,
nous pouvons introduire un terme cinétique type Yang-Mills :

Ly = =SV = = (B 7+ 1) (3.36)
avec
Y = 0,Y, — 8,V +ig [V V) = pu - T+ G- T° (3.37)
et
ﬁuu = auﬁu - auﬁu + gﬁu X ﬁv + 9671“ X Eilv (3'38)
Ay = Oply — Oyly, + g1y X Py + G Py X A1y 3.39)

Pour finir, nous ajoutons un terme de masse explicite pour les mésons vecteurs :

m2 md o, ., L
Loy = > 0OV, Y = 28 (G- p" + - 1) (3.40)

Nous venons ici de construire le lagrangien du modéle sigma-linéaire jaugé dont 1’expression
finale est :

Liotar = (Lo)o,0—p,0 + Lsg + Ly + Ly, (3.41)
Nous pouvons formuler plusieurs remarques concernant ce lagrangien :

1. Dans notre modeéle, la symétrie chirale est spontanément brisée, ce qui conduit a une
valeur dans le vide non nulle pour le champ o. Nous redéfinissons alors ce champ
d’aprés :

o — 0+ 0y (3.42)
ol la valeur de o( est la valeur moyenne de o dans le vide et le nouveau champ
o correspond alors aux fluctuations autour de la valeur d’équilibre. Au niveau de
I’arbre, afin de connaitre la valeur de oy, nous minimisons le potentiel ; nous devons
ainsi résoudre 1’équation :
Nod + pu*og—c=0 (3.43)
Apreés avoir réalisé le shift sur le champ o, les masses des champs 7, o et p, a1 ne sont
plus dégénérées et nous pouvons alors reproduire les masses physiques en ajustant
les différents parameétres du modéle.

2. Une fois que nous avons réalisé la substitution (3.42), un terme de mélange va appa-
raitre dans le lagrangien :

‘C7Ta1 = _ig YM(I)O SOMP = —3goo C_ilu o (344)

Nous pouvons alors nous affranchir de ce terme de mélange en redéfinissant le champ
aq suivant :

— — 2 —

a1y — 01y + goo/my 0,7 (3.45)

suivi par une renormalisation du champ du pion Tpew = Tola/ N , avec / = mg ) / mf).
Il est important de savoir comment traiter ce terme de mélange car dans la suite
nous ne pourrons pas trouver de redéfinition des champs qui nous permette de nous
affranchir de ce terme de mélange. La solution sera de resommer les séries de Dyson.
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3. Bien que le modéle o-linéaire jaugé posséde les degrés de liberté pertinents pour notre
étude, la phénoménologie reproduite par ce modéle n’est pas satisfaisante, notamment
en ce qui concerne les principaux canaux de désintégration du p et du aq, respective-
ment p — 7 et a; — pw. En effet, avec notre modele, les différents diagrammes qui
vont contribuer a ces deux largeurs seront :

S k+gqc
T // // Vi m™ 4 ™ 4
’ 7T,, ﬂ'//’ a / a ’
/ 1 1
4 P . p ot P P
q, 1y 0 — = A + + +
\ Ay
\\ \\ ay \\ a;
m N ™ \\ N\ ™ \\ \
N N T N\ N T N
N kb

(a) (b) () (d)

F1G. 3.1 — Diagrammes qui contribuent & la fonction de désintégration p — 7w provenant
du modéle sigma-linéaire aprés brisure de symétrie.

S k+qvc
P P
a; ay
= +

\

\\ ay

T N \
AN T N

F1G. 3.2 — Diagrammes qui contribuent a la fonction de désintégration a; — wp provenant
du modéle sigma-linéaire aprés brisure de symétrie.

Le dernier terme (qui contient dans les deux cas les interactions entre trois mésons
vecteurs) conduit a chaque fois & une largeur de désintégration trop faible ainsi qu’a
un mauvais facteur de forme électromagnétique pour le pion. Une bonne reproduc-
tion des données expérimentales passe donc nécessairement par une modification du
modéle.

Afin de mieux reproduire la phénoménologie, nous n’imposerons plus que le modeéle
soit invariant sous des transformations chirales locales mais globales. Ceci va donc nous
permettre de modifier le lagrangien du modéle o-linéaire jaugé. Nous commencons par écrire
tous les termes contenant deux champs scalaires et deux champs vectoriels compatibles avec
la symétrie chirale. Nous avons :

h h
Losyy = —31 Yo VIO + f D - Ptry, Y+ (3.46)
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et nous choisissons de supprimer les termes de self-interaction entre mésons vecteurs. De
plus, on peut choisir de réécrire le terme cinétique pour les mésons vecteurs avec un terme
de fixation de jauge :

Liiny = _% t1(8,Y, — 8,Y.)(0"Y" — 8"Y") — %m«@m? (3.47)

Lorsque l'on regarde les propagateurs des particules vectorielles, nous pouvons voir que
ce terme joue un role identique aux champs rajoutés pour régulariser une théorie via la
méthode de Pauli et Villars. Tout se passe alors comme si on rajoutait un terme qui va
abaisser le degré de divergence des intégrales contenant des particules vectorielles :

v

p“p”;g“” p*‘g
Go(p) = 5ty — 5
pP—mi  p?P—mi /¢

Finalement, en tenant compte des modifications, nous obtenons un lagrangien de la forme :

(3.48)

1 2 h h
£=§auq>.aﬂq>—%cp.cp—igyﬂqmaﬂcp—?11/#@~Yﬂcb+f@.@tryuw

2
1
_ % (@ ) + o — S tr(B,Yy = BY,) (Y = 9Y") = %tr(aﬂY“)Q
2
+ % Y, v*, (3.49)

ot nous devons encore réaliser la redéfinition du champ o (0 — 0y + o) et introduire
les dérivées covariantes pour intégrer les interactions électrofaibles. Cette redéfinition va
générer une fois de plus un terme de couplage direct entre le w et le a;, mais cette fois-ci
on ne pourra pas ’éliminer par une redéfinition des champs. Par contre, nous pourrons
resommer les séries de Dyson sous la forme schématique suivante :

™ s ™ ay ™
(a,) k ) eeccccee = eeemmm—m—- + -_--W---

ay ai s ap

a1
(b) K, p— Q0000000 ¥ = \Q0000000) + \QQOA===8Q0%

™ ai
(€©) k- === ¥

F1G. 3.3 — Propagateurs contenant le terme de mélange m — a;. (a) : propagateur du pion,
(b) : propagateur du aq, (c) : terme de mélange.

cette resommation nous permettra de considérer un champ 7 “habillé¢” a ’arbre ainsi qu’un
champ aq lui aussi “habillé”. Les propagateurs de ces champs prenant en compte le terme
de mélange se mettent sous la forme :

2
1 i
Gnlp) = =Y (3.50)
=1

25202 2
9 9P mm
gp?—mZ,
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p“p v
gu

Gl (p) = 7; +pp Z Gt (3.51)

ol les expressions explicites de m2,, mal, Zniy M2,y Zayi €6 m2, peuvent étre trouvées dans

[45|. Regardons maintenant quelle est la phénoménologie reprodu1te par ce modeéle.

3.2.2 Phénoménologie

Nous allons donner ici quelques données expérimentales reproduites par le modéle [45],
avec plusieurs jeux de paramétres. Nous pouvons voir ci-dessous la courbe des déphasages
pour la diffusion -7 dans le canal I = 1, J = 1. Nous voyons clairement que la résonance
apparait vers 770 MeV, ce qui montre que ce canal est dominé par un échange du méson
p entre les pions. De plus, le facteur de forme électromagnétique du pion est lui aussi
parfaitement reproduit jusqua des énergies de (1 GeV)? environ.

Nous pouvons également générer les fonctions spectrales vectorielle et axiale. Dans le canal

_I LI I
150 F
120 |
20 [
S
© 60
30 F
[ Fit A ——
0 l 1 1 1
03 04 05 06 07 03 09 L1
M,/ GeV q*/ GeV?

F1G. 3.4 — A gauche : déphasages m — w dans le canal [ = 1, J = 1. A droite : facteur de
forme électromagnétique du pion.

vectoriel, les données expérimentales sont bien reproduites jusqu’a (1 GeV)? environ, alors
qu’en ce qui concerne le canal axial on a une trés bonne concordance entre les résultats
expérimentaux et théoriques jusqu’a (2 GeV)?. Ce modele est donc un excellent candidat
pour mener 'étude de la restauration de la symétrie chirale.
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a1(C12)

0 M U P NPT EFAPT I AT ET S PP P

0 05 1 15 2 25 3 35
q2/GeV2

F1G. 3.5 — A gauche : fonction spectrale vectorielle représentée avec les données de ALEPH.
A droite : fonction spectrale axiale représentée avec les données de ALEPH.

3.3 Equations du groupe de renormalisation

Dans cette partie nous allons déterminer les équations du groupe de renormalisation
pour le modeéle précédent. La méthode utilisée, bien qu’elle différe légérement de celles
présentées dans le premier chapitre, n’en est pas moins totalement équivalente. La raison
de ce choix réside dans le fait qu’elle illustre parfaitement la notion de “théorie effective
valable jusqu’a une échelle A”. Pour commencer, on repart de I'exemple du champ scalaire
dont on donne le lagrangien nu :

2
c=Lopors 1

! ¢ -2 g (3.52)
2 2 4 '

Si on veut se placer & une certaine échelle A, on définit alors les champs renormalisés

suivant :
or(A) = \/ Zs(A) ¢ (3.53)

En particulier, nous pouvons facilement en déduire la relation qui lie les champs renorma-
lisés & deux échelles infiniment proches A et A + A :

Z4(A + 0R)

Or(A+0A) = 7.0

Pr(A) (3.54)

Si on réexprime le lagrangien (3.52) en fonction des champs renormalisés & une échelle A,
on aura :

12 (A)
2

A?(A)
1

Lalh) = 5 Buon(d) #6n(8) = 2 ) - M by @)
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De méme, a une échelle A + dA le lagrangien s’écrira :

Lp(A+6A) = %@“(bR(A +6A) 0"pr(A + 5A)

A+ M)
2

N (A +0A)

OH(A + 0A) — 7

op(A+5A) (3.56)
soit en utilisant (3.54) :

1 Zs(A+0A) }
TR uon(A) 0n(A)

2
(A +6A) Zy(A +6A)
2 Zs(N)

Lp(A+6A) =

A2(A + 6A) Z2(A + 0A)
1 Z2(A)

4
PR(A) — Pr(A) (3.57)
On va maintenant réexprimer ce méme lagrangien en fonction des self-énergies que 'on a
calculées & une boucle. Pour ceci, on considére le propagateur d'une particule scalaire. Si
I’on introduit ensuite la self-énergie sous la forme :

¥ =30 4 n@ 2 (3.58)

celui-ci s’écrit en effet :
1

(1-X3) ¢ — (p?+2W)

On voit donc que la partie ¥ modifie la masse tandis que ¥ agit sur le champ lui-
méme (renormalisation de la fonction d’onde). A 1’échelle A + 0A on pourra ainsi inclure
la dépendance en énergie dans le lagrangien en fonction des self-énergies de la maniére
suivante (on ne considére ici que la partie quadratique dans les champs) :

Glg) = (3.59)

L quad(A + 5A) = % L Or(A) " dr(A) [1 — @ (A +0A) + 2@ (A)]

pA) L, SOA+0A) - 20
- Pr(A) {1+ O M(A)Q} (3.60)

Par identification avec le lagrangien (3.57), on peut alors en déduire les équations du groupe
de renormalisation pour la fonction d’onde et pour la masse :

Z¢(ZA¢(+A§5A) 1= S@(A+0A) + 2@ (A) (3.61)
B Zy(A + 0A) o PO (A+0A) — > (A)
(A +6A) 2N e (A) ll + (A } (3.62)
soit encore :

Oln Zy(A) IX@ (A)

it A etV AU e N (3.63)
oA oA

o) _ 05V(A) |, 08P(A) 3.64
T W Ty 364)
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Si 'on considére maintenant ’expression explicite de la self-énergie :

(A* — u?In A?) (3.65)

on réalise immédiatement qu’a l'ordre & une boucle, il n’y a pas de renormalisation pour
la fonction d’onde et que I’équation pour le p? conduit & :

o _
oA~ (47)2

(1 = A?) (3.66)

Sans surprise, on voit que 'on retrouve ’équation d’évolution pour la masse. De plus, la
renormalisation de la fonction d’onde de nos champs est prise en compte dans les équations
(voir (3.63) et (3.64)). L’équation (3.63) nous permet de déterminer la fonction Z,(A) et
de répercuter son influence sur les variations des constantes de couplage.

Il ne nous reste plus qu’a faire de méme avec la fonction a quatre points; cette fois-ci, on
doit considérer le lagrangien d’interaction, qui & une échelle A + dA se met sous la forme :
A2(A) C(A+6A)  T(A)

i ¢R(A) |1+ MR 22(A) (3.67)

£R,int = -

o I'(A) est la fonction a quatre points. Toujours par identification avec le lagrangien (3.57),
on pourra alors en déduire I’équation d’évolution pour A\? :

ON(A)  OT(A)

A~ BA (3.68)
Si on remplace alors I'(A) par son expression explicite
3 A?
I'(A) = 02 [ln i 1] (3.69)
on arrive finalement au résultat
ONZ(A) 3\
A = 3.70
OA (4m)? (8:70)

ce qui est bien conforme & ce qu’on avait dans les chapitres précédents. Nous pouvons faire
ici une remarque importante concernant le cas du modéle o-linéaire ot on a réalisé une
redéfinition du champ ¢ suivant ¢ — ¢ + ¢. Dans ce cas, nous pouvons avoir acces a
I'équation d’évolution de A? via le terme de masse. Le lagrangien est en effet de la forme :

_ 3N
2

)\2

7 ¢!+ .. (3.71)

1 2
L=35 00 00— "5 ¢ o -

Cette fois-ci, on supposera que la self-énergie est définie suivant :

Y =32Wg 4+ @2 + 2O (3.72)
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avec le propagateur du champ dont ’expression est :

1
(1 -3W)g? — (u2 +X0)) — §(A2 + X3@)

G(q) = (3.73)

Nous pourrons alors écrire le lagrangien (3.71) & une échelle A + JA de deux maniéres :

ealn+60) = 3 LR 0 gu ) o) - LA E) RS g
SA2(A 4+ 6A)g2 Z2(A+0A) N(A+ M) Z2(A+0A)
- DI B gy - SO BN i+
(3.74)
_ % L br(A) D or(A) [L— SO (A + 5A) + DO (A)]
A7 SO(A+5A)  TO(A)
N () {1 2N p(A) ]
2 ) @)
- ( 0 1+ e e ) @79

On peut donc voir de maniére évidente que les équations d’évolution pour la fonction d’onde
et pour la masse sont identiques a (3.63) et (3.64). Concernant la fonction a quatre points,
on peut cette fois-ci regarder quelle est la modification apportée a la masse au travers des
termes proportionnels & ¢o. Toujours par identification entre (3.74) et (3.75), on trouve
I’équation d’évolution pour A? :

ON*(A) _ 1 0% IXAWN) |, >az<l>
OA ® 0N ON

(3.76)

Dans notre cas, on n’a pas de renormalisation de la fonction d’onde et I’équation précédente
se réduit & :
ON(A) 1 9z®(A)
ON  #  OA
On remarque que les équations (3.68) et (3.77) sont trés similaires. Ceci s’explique si on

regarde les contributions aux deux quantités; les diagrammes qui vont contribuer pour la
self-énergie @ et pour la fonction a trois points I' sont respectivement :

(3.77)
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FIG. 3.6 — Diagramme a une boucle qui contribue pour la self-énergie 3(2.

F1G. 3.7 — Renormalisation de la fonction de vertex a quatre points I'.

On voit clairement ici que la relation entre ces deux quantités est :
& =2 T (3.78)

et finalement on vérifie bien que les équations (3.68) et (3.77) sont identiques. Nous pou-
vons donc avoir accés a la modification de la constante de couplage & quatre points via
I’étude d’un des termes de masse.

On va maintenant écrire ces équations dans le cas précis de notre modéle. On notera de
maniére générale Y les champs vectoriels et ¢ les champs scalaires. Pour les décompositions
des self-énergies, on choisira :

2 =50 + 02 2P + ¢ £ (3.79)
pour les particules scalaires. Pour les particules vectorielles, on va décomposer sur les
tenseurs longitudinal et transverse :

4

" T
o (q) = T} (qq‘j - gW) +3h (3.80

q2

avec, pour chacune de ces deux expressions :

2 (¢) = ¢+ op 5+ ¢” 2 (3.81)
S (?) =53 + 02 5 + 2 5y (3.82)

Une fois les self-énergies calculées explicitement, nous pouvons alors simplifier des termes
dans les expressions précédentes, on a :

2 (¢?) = DY 4 2 24 (3.83)
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Sg?) = ol 4 2 2l (3.84)
Nous obtenons ainsi les équations du groupe de renormalisation pour notre modéle :
(1) 3)
opr(h)  OsY(A) o, OnP(A)

g - on W TR (3.85)
oN(A) P (™) ) o5y (A) 556
oA OA EIN ‘

omd(A) o) |, 05 (A)
T N BTy (3:87)
Oho(A) IS (A) O (A)
TS O T (3.88)
Ohi(A)  aSiP(A)  oxiP(A) AP (A)
oA oh T an T (3.89)
g _ dn 0%, () g(h) OEW) o) ) g0
ON  q20y OA 2 OA 2 oA '

Une fois prises en compte les expressions explicites des self-énergies (voir annexe C), le
systéme précédent se réduit a :

o2 (A) 3

AN = g 07— = 2ha)(md — A%€) + (394”203 (A% — ) + (b + 2h2) (A% = 3m5))¢7]
(3.91)
NN -3 [g" + (W2 + 2hyhy + 2h2) (1 + 3€2) + AN2€2 — g%(2hy + 2hs + A2E(1 + 36))] (3.92)
oA sm2e2 g 1 1112 2 g 1 9 .
om3(A 1
A nj?ozi - 54 (66" = hu = 2ha)(A% — %) — g*mg] (3.93)
dhy (A ~1
A 31/(\ ) P [=3g" + g (h1 (3 + &) — 6(ha + A%€)) + 3h1((h1 + 2h2)(1 + 3€) + 2A%¢)] (3.94)
A@hg/(\/\) _ 48_7r_12€ [1294 _ 292(12h1 + 9ha — ho& + 6/\25) + 3(4h1,\2§ 4 h%(l +36) + 2ha(ha(1 + 36) + 6)\25))]
(3.95)
dg(A 1
% = % [—18(2hy + ho)é + g°(—3 4+ 26€)] g (3.96)

Pour des raisons mathématiques il est indispensable d’effectuer un changement de variables
qui permette d’éliminer les termes en A? dans les équations (3.91) et (3.93). Pour ce faire,

. . . . . , 2 2 .
nous introduisons les quantités adimensionnées X = 2—2 et Y = % Avec ces variables, on
obtient alors :

Ag—f =2X - —873522 (g% — h1 — 2h2)(Y = €X) + {397 + 2X*(X — 1) + (h1 + 2h2)(X — 3Y)} €?] (3.97)
a1

(6(g° — h1 — 2h2)(X — 1) — ¢g°Y]

3Y
8m2¢

DN 24n2
(67 = hi = 2h2) (Y — €X) + {397 + 2% (X — 1) + (h1 + 2ho)(X —3Y)} €°]  (3.98)
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C’est finalement ces équations dont la résolution va nous apporter des informations sur

la restauration de la symétrie chirale. Ce systéme d’équations différentielles non linéaires
couplées est celui qui va controler ’évolution de nos constantes de couplage. Comme nous
I’avons vu précédemment, les renormalisations des fonctions d’onde sont incluses dans celles
des constantes de couplage. Avant d’aller plus loin dans la résolution, nous pouvons faire
quelques remarques.
Pour obtenir ce systéme, nous avons calculé les fonctions & deux points & une boucle qui
peuvent étre générées par le modeéle (voir annexe C pour les différentes contributions a une
boucle, ainsi que les régles de Feynman correspondantes). Il a alors été possible de vérifier
explicitement sur les fonctions régularisées que : premiérement, le théoreme de Goldstone
est satisfait (on a bien des pions de masse nulle dans la limite chirale), deuxiémement, le
propagateur du photon a une boucle est bien transverse et les contributions directes issues
des couplages avec toutes les particules du secteur hadronique s’annulent. En un mot, la
régularisation de ce modéle préserve bien toutes les propriétés de symétrie.

3.4 Diagramme de flux - Points fixes

Le premier résultat intéressant & extraire de nos équations est la détermination des
points fixes. Parmi tous ceux qui peuvent exister, deux sont particuliérement importants :
ceux qui correspondent respectivement a la restauration de la symétrie chirale & la Ginzburg-
Landau et la manifestation vectorielle. Dans le premier cas, le 7 et le ¢ deviennent parte-
naires chiraux dégénérés en masses ainsi que les particules vectorielles p et a;. Par contre,
dans le cas de la manifestation vectorielle, ¢’est maintenant avec le p (a1) que le 7 (o) va
devenir dégénéré. Un des principaux intéréts suscités par cette manifestation vectorielle
est le fait que dans le cadre d’un modéle particulier (HLS), elle a permis de reproduire la
dominance vectorielle a basse énergie automatiquement, c’est-a-dire sans avoir été incluse
explicitement dans le modeéle (la dominance vectorielle est en effet trés importante pour
I'interprétation des spectres en dileptons).

De maniére explicite, ces deux types de restauration de la symétrie chirale se traduisent

par :
2 2
aL {mg e (3.99)
ms my,
2 _ 2
v =M (3.100)
m2 =m?
o a1

ce qui va engendrer des contraintes entre les paramétres. Techniquement, il faut ici faire
attention au terme de mélange entre le 7w et le a;. En effet, le propagateur du pion incluant
le terme de mélange ™ — aq s’écrit :

Gr(p) = !

_ (3.101)
p? —mi, +

92o5p?
&p?—m2,
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oll My est la masse du pion sans tenir compte du terme de mélange avec le a;. La masse
du pion étant définie comme le pole du propagateur, m?2 doit alors vérifier la condition :

2 2,2
gJOmﬂ

m2 —mZ, + =0 (3.102)

gmz —mg,

En ce qui concerne les autres masses du modeéle, elles s’écrivent comme :

m2, =’ + og\’ (3.103)
mZ = p* + 305\> (3.104)
m> = mg + hooy (3.105)

(3.106)

mg, = mg+ (h1 + ha)og
Supposons tout d’abord que la symétrie soit restaurée a la Ginzburg-Landau ; dans ce cas,
I’égalité des masses entre les particules vectorielles nous force & imposer h; = 0. L’égalité

(3.102) s’écrit alors (m; = my, m, = mg,) :

2 2,2
gJOmJ

=0 (3.107)

2 2
m. —m. -+
7T EmE —mg — hyog

L’équation (3.96) conduit au fait que g = 0 ('annulation du terme entre crochets conduit
a une incompatibilité). Cela implique immédiatement, d’aprés (3.95), que hsy est nul éga-
lement. De méme pour A? avec (3.92). On voit donc que la dégénerescence des masses ne
peut étre obtenue par un jeu de paramétres autre que g = X = hy = hy = 0, ¢’est-a-dire
un point fixe “trivial”.

Considérons maintenant le schéma de restauration type manifestation vectorielle. Il est
facile de montrer, a partir de I’écriture de 1’égalité (3.100) qu’on a la relation suivante :

(hy — 20 (Em2 — m?,) = g*m? (3.108)

A nouveau, on sait qu'on a un point fixe & g = 0 (dans ce cas particulier, on n’a plus de
couplage entre le 7 et le ay). Par conséquent, ’équation (3.108) se réduit a :

(hy — 223 (Em2, —m2,) =0 (3.109)

soit

hi = 2)\* (3.110)
La seconde partie de I’égalité (3.100) donne quant a elle :
p? 4+ N2 = md + hyop (3.111)

La méme démarche que précédemment conduit a hy = hy = A =g =0et a u?> = m2. La
manifestation vectorielle conduit donc a un jeu de paramétres nuls également.
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Dans la référence [20], les auteurs avaient déterminé les points fixes non triviaux dans
le cas du modeéle HLS. Ils avaient notamment montré qu’un de ces points fixes corres-
pondait & la manifestation vectorielle, c¢’est-a-dire qu’il existait un jeu de constantes de
couplage tel que m, = m,. Le but était de savoir si la prise en compte d'une particule
scalaire modifiait ou non ce résultat. Dans le cadre de notre modéle, il n’est pas possible
de trancher puisque le point fixe correspondant est trivialement satisfait ; cette absence de
point fixe non trivial ne pouvait évidemment pas étre prédite a priori.
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Conclusion

Dans ce manuscrit, nous avons passé en revue quelques unes des différentes méthodes
existantes afin d’obtenir les équations du groupe de renormalisation et nous avons ensuite
développé une nouvelle méthode de régularisation des intégrales divergentes qui permette
de respecter les symétries des modeéles étudiés. Nous avons finalement appliqué cette mé-
thode & deux exemples de physique des particules et de matiére hadronique : QED en
quatre et cinq dimensions ainsi qu'un modéle phénoménologique chiral.

Concernant QED en cinq dimensions, le but n’était pas d’obtenir des résultats physiques
permettant de reproduire des données experimentales, mais plutot de développer des mé-
thodes qui puissent permettre de traiter d’autres modéles & dimensions supplémentaires
contenant des modes de Kaluza-Klein. Ces modéles pourraient étre par exemple une exten-
sions du modéle standard en 5 dimensions ou toute autre théorie comprenant les "bonnes"
particules et qui reproduise correctement la phénoménologie aux basses énergies. Un autre
prolongement possible est d’effectuer des calculs a deux boucles, ou d’introduire d’autres
dimensions supplémentaires. Dans ce dernier cas, la difficulté sera d’autant plus importante
que le nombre de dimensions supplémentaires est élevé (par exemple, en six dimensions,
QED contient des fermions a huit composantes qui se dédoubleront en deux fermions a
quatre composantes une fois la théorie compactifiée. On supprimera alors I'une des deux
solutions qui correspond & un cas non physique : des fermions de masse négative). Jusqu'a
présent, les différents auteurs ayant étudié le sujet se sont heurtés a des difficultés mathé-
matiques qu’ils utilisaient (entre autres ils ne disposaient pas de méthodes permettant de
régulariser les théories de maniére a respecter les symétries et ils utilisaient les identités de
Ward afin de modifier leurs résultats de maniére a respecter les symétries a posteriori).

Ensuite, application la plus intéressante au niveau physique est sans aucun doute 1’étude
de la restauration de la symétrie chirale. Malheureusement, celle-ci est située a des éner-
gies ol le développement perturbatif de QCD ne s’applique pas; de méme, les théories
effectives du type modéle o-linéaire ne reproduisent que les données aux basses énergies et
il faut utiliser le groupe de renormalisation pour obtenir des informations & des énergies
plus importantes. Il est ici fondamental de respecter les symétries du modeéle (et particulie-
rement 'invariance sous des transformations globales) afin d’étudier la restauration de la
symétrie chirale. Jusqu’a présent, il existe deux scénario de restauration : la restauration
a la Ginzburg-Landau (ou les 7, o d’une part et les p, a; d’autre part sont partenaires
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chiraux dégénérés en masses) et la manifestation vectorielle (o les 7, p et les o, a; sont
cette fois-ci partenaires chiraux) qui présente la propriété intéressante de reproduire la
dominance vectorielle jusqu’a présent introduite a la main dans les modéles. La nouveauté
dans mon travail a consisté a considérer les quatre mésons m, o, p et a; dans un méme
modeéle, ce qui n’avait pas été réalisé jusqu’a présent. Par conséquent, il était peu probable
de pouvoir observer simultanément (suivant les valeurs des paramétres) 'une ou 'autre des
manifestations dans les modéles étudiés. D’aprés notre étude, notre modéle est compatible
avec les deux scenario de restauration. Les perspectives les plus intéressantes de ce coté
sont donc le raccordement & la Wilson avec un développement perturbatif de QCD qui
nous permettrait de sélectionner une des deux restaurations possibles, ou éventuellement
de trouver un angle de mélange entre les représentations. La deuxiéme perspective serait
d’étendre cette étude a température et/ou a densité finies, puis d’essayer de calculer des
observables physiques caractéristiques de la restauration de la symétrie chirale dans notre
modéle.
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Théoréeme de découplage

Annexe

Le théoréme de découplage, ou théoréme d’Applequist-Carazzone [13| s’avére étre trés
utile lorsque I'on souhaite construire une théorie effective connaissant la théorie plus géné-
rale, c¢’est-a-dire, le plus souvent, lorsqu’on souhaite extraire la physique de basse énergie
d’une théorie contenant des modes lourds. Aux faibles impulsions, le théoréme stipule que
les champs lourds se découplent et que le comportement basse énergie est donné par un
lagrangien effectif ne contenant que des champs légers. En pratique, Applequist et Caraz-
zone ont montré que le roéle des champs lourds dans le comportement de la théorie aux
faibles échelles (c’est-a-dire dans des diagrammes ne contenant que des champs légers sur
les pattes externes) était de modifier les constantes de couplage et les fonctions d’ondes
des champs du lagrangien effectif.

Si 'on s’en tient au principe, il est méme possible d’appliquer le théoréme de découplage
a chaque fois que l'on atteint la masse de 'une des particules de la théorie [14]. A I’échelle
de la masse de cette particule, les paramétres de la théorie effective pourront alors étre
déduits de ceux de la théorie de plus haute énergie par un raccordement a la Wilson [38].

De maniére trés générale, si nous considérons un lagrangien contenant un champ lourd
H et plusieurs champs légers [;, nous pouvons définir une action effective Z.;; & partir de
la fonctionnelle génératrice suivant [39] :

i [ die i
et Zesslle] — f[dH] et [ die L(HL)
[[dH) e % £(0)

(A.1)

de telle sorte que cette action effective ne dépend plus explicitement des champs lourds,
mais que ceux-ci peuvent tout de méme avoir une influence indirecte (via des facteurs de
forme au niveau des vertex d’interaction). Afin de comprendre comment cela fonctionne en
pratique, nous allons considérer le cas d’'un exemple simple dans lequel les champs légers
[; apparaissent a travers un courant J linéairement couplé a H :

L(H,J)= %(@uHaﬂH —m3 H?) + JH (A.2)

En introduisant les notations :

D =0+m% (A.3)
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on a

DAp(z —y) = =0 (z —y)
de telle sorte que :
D =~ [ dyete—)I)
puis :

/Q%JDAJ:_/mg/myﬂmAﬂx—wﬂw

On réécrit alors 'action suivant :
1
/d49: L(H,J)= /d49: {—§HDH+JH}
1
=3 / d'z [(H—D ' J)D(H —D'J) - JD™'J]
1
=3 / d'zr [HDH' — JD~'J]
avec :
@)= H(z)+ [ disaet@ - )I)
Tout ceci nous permet alors de calculer :

i [ die
oiZessl) = [[dH] et dwEU )
~ [[dH]et ) d*e £(H,0)
 [[dH") =5 S e (HDH =D
E [ldH] el [ diz [~5HDH]

— o5 d'z JD7N

D’ou lexpression de l'action effective Z,ss[J] :

Zupgl) = = [ d'e d'y J@)Ar (e — ) I)

(A7)

(A.10)

Afin d’obtenir un lagrangien local, on développe le courant J aux faibles distances :

J(y) = J(@) + (y = 2)" [0 (y)ly=2 + -

et on ne garde que le premier terme. On utilise ensuite :

/d49€ Ap(z —y) = —L

2
my

pour parvenir au résultat final

ZesslJ] = /d% 2;%J(3§)J(3}) + .

(A.11)

(A.12)

(A.13)
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les termes supplémentaires ayant été supprimés en puissances de my. On obtient donc une
action ne contenant que les champs légers, le mode lourd apparaissant dans une constante
de couplage. De maniére schématique, on peut représenter 1’ "absorption” du champ lourd
dans la constante de couplage par la figure suivante :

o — Jeff X MZ

/////

W, ce dernier n’influencant que trés peu la diffusion & basse énergie et pouvant donc étre
remplacé par une interaction ponctuelle.
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Table des intégrales

L YNITIUAU

Dans cette appendice, nous donnons la liste compléte et détaillée des intégrales qui ont
été régularisées via notre méthode. Comme nous 'avons déja précisé, nous ne donnons que

les parties divergentes.

/ C;Tk) SlLs 1mQ]

[ o

d*k

/ i(2m)4 [k2 — m2]2
d4k: k:“k"

[ oyt
d*k

| e
d4k: k:“k"

[ oyt
d*k

/ i(2m)4 [k? — m2]3
d*k  kPkFEY

/ i(2m)4 k2 — m??
d4k: k“k:”kpk"

[ orstia=oep
d*k

/ i(2m)A [k? — m2]4
d4k: ka“k:”

| e
d4/-c k”k”k"k"

/ i(2m)2 [k — m?)*

Ty [A? — m?log(A?)] (B.1)
(4;)2 log(A?) (B.2)
- (471T)2 [A% — 2m2log(A?)] (B3)
-3 (Z:P [A% — m?log(A?)] (B4)
(4—;)2 log(A?) (B.5)
4(§TT> log(A?) (B.6)
- (4;)2 [A? — 3m?log(A?)] (B.7)
—@ [2A% — 3m?log(A?)] (B.8)
-5 41@2 (997" + g"g"" + g"g"?] [A? — m*log(A?)] (B.9)
(4—;)2 log(A2) (B.10)
4(%)2 log(A?) (B.11)
SiaE 0 90 g log(A%) (B.12)
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/ Ak KKPR PR
i(2m)t [k2 — m2)

CHAPITRE B. TABLE DES INTEGRALES

1
i) [A% — 4m” log(A?)] (B.13)
g 2 2 2
RETPRSE [A% — 2m?log(A?)] (B.14)
1
_24(47T)2 [gw/gpn + gupgvn 4+ gungw?] [3A2 — 4m? log(AQ)]

(B.15)
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Diagrammes a une boucle
du lagrangien chiral effectif

Cette annexe est destinée & donner les régles de Feynman issus du modéle chiral effectif
[45], ainsi que les diagrammes a une boucle qui vont contribuer aux fonctions de Green &
deux points.

C.1 Reégles de Feynman

a
y
Tq = = o —
q AN
N

b

_2i)\2005ab

Z‘hl O-O'Sabcglw
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Py

2ih2000469""

G10ap (K — g*)
afy

1q

_ihlaogabcgw/

—J€abe qﬂ

Gr€abe(k* + 2¢*)

a

—6i/\200

_6€3ab(2k# + q#>
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CHAPITRE C. DIAGRAMMES A UNE BOUCLE DU LAGRANGIEN CHIRAL EFFECTIF
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C.2 Contributions a une boucle aux fonctions de Green

a deux points
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FiG. C.1 - (a) Représentation de 1’équation de minimisation du potentiel permettant de
trouver la valeur moyenne du champ o dans le vide. (b) Diagrammes en tadpole & une
boucle.

s a1 a; a m a1 a; a
o o o o p P p p
o i 14 a
N o)
Q ' o 2 Ly A2
L VST, SVC S VAN JRE. (U G o U v S |
(o]}

Fic. C.2 — Diagrammes contribuant a la self-énergie du pion.

HHOOOTD
ﬁw}z}o{}*il

(o]

n

Fic. C.3 — Diagrammes contribuant a la self-énergie du sigma.
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O A3 ¥ L O

iy
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277N 00
OO e
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Fi1G. C.4 — Diagrammes contribuant a la self-énergie du rho.
a
T ai T
o o o o P
ao Jo
i 5n% 52y 5h? h2
\o_o.aﬁiqw \QQOX000 mm%mv
(o)) (o))

Fia. C.5 — Diagrammes contribuant a la self-énergie du aj;.

™ ai a; a1 ™ a1 (2]
ey G@ ™ @w {}L ,m~ ?T:':l o
{\/}uu QMA;MD g%ggl
o o o o P P

FiG. C.6 — Diagrammes contribuant au terme de mélange © — a; a une boucle.
L Y 5P L R PO

s aq p
ai n a a1 p .I'-‘\
»”° \ ]
Amvefan
ap aq “ i P

Fia. C.7 — Diagrammes contribuant a la self-énergie du photon.
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Mw”%w%a‘ M%:%w

v
a (ol
a; T 1 'I \
~ \ 'l e (Sf
4 4
L d L d
aq ™ aq ™

Fi1G. C.8 — Diagrammes contribuant au terme de mélange p — ~ a une boucle.






BIBLIOGRAPHIE 107

Bibliographie

[1] Lamb, W.E. Jr. and R.C. Rutherford, Phys. Rev. 72, pp. 241-243
[2| Nafe, J.E. , E.B. Nelson and I.I. Rabi, Phys. Rev. 71, pp. 914-915
[3] Schwinger, J., Phys. Rev. 73, pp. 416-417
[4] Schwinger, J., Phys. Rev. 74, pp. 1439-1461
[5] Feynman, R.P., Phys. Rev. 76, pp. 749-768
[6] Feynman, R.P., Phys. Rev. 76, pp. 769-789
[7] Dyson, F.J., Phys. Rev. 75, pp. 486-502
[8] Dyson, F.J., Phys. Rev. 75, pp. 1736-1755
[9] K. G. Wilson and J. B. Kogut, Phys. Rept. 12, 75 (1974).
10] Weinberg, S., Phys. Lett. B 91, pp. 51-55
11] Lepage, G. Peter, “What is renormalization ?”, preprint, CLNS, 89/970
| Wilson, K.G., Sci. Am. 241, pp. 158-179
13] T. Appelquist and J. Carazzone, Phys. Rev. D 11 (1975) 2856.
]

14| Georgi, H., “Effective Quantum theories”, in The New Physics, Paul Davies, Cambridge
University Press, pp. 4446-4457

[15] Weinberg, Steven , Int. J. Mod. Phys. A 1/1, pp. 135-145

[16] Nigel Goldenfeld, “Lectures on Phase Transitions and the Renormalization Group”,
Frontiers in Physics, 1992

[17] L. S. Brown, “Quantum Field Theory,” Cambridge, UK : Univ. Pr. (1992) 542 p
[18] G.’t Hooft and M. J. G. Veltman, Nucl. Phys. B 44 (1972) 189.

[19] M. J. G. Veltman, Acta Phys. Polon. B 12 (1981) 437.

[20] M. Harada and K. Yamawaki, Phys. Rept. 381, 1 (2003) [arXiv :hep-ph/0302103].

[21] M. Harada and K. Yamawaki, Phys. Rev. Lett. 87 (2001) 152001 [arXiv :hep-
ph /0105335).

[22] C. Ttzykson and J. M. Drouffe, “STATISTICAL FIELD THEORY. VOL. 1 :
FROM BROWNIAN MOTION TO RENORMALIZATION AND LATTICE GAUGE
THEORY,” Cambridge, UK : Univ. Pr. (1989) 1-403

[23] Y. Hidaka, O. Morimatsu and M. Ohtani, Phys. Rev. D 73, 036004 (2006) [arXiv :hep-
ph/0512375).



108 BIBLIOGRAPHIE

[24] W. Pauli and F. Villars, Rev. Mod. Phys. 21 (1949) 434.
[25] J. S. Schwinger, Phys. Rev. 82 (1951) 664.
[26] J. Zinn-Justin, Int. Ser. Monogr. Phys. 113 (2002) 1.

[27] T. Varin, D. Davesne, M. Oertel, M. Urban, a paraitre dans Nuclear Physics A, hep-
ph/0611220

[28] T. Appelquist, H. C. Cheng and B. A. Dobrescu, Phys. Rev. D 64 (2001) 035002
[arXiv :hep-ph/0012100]

[29] H. Georgi, Ann. Rev. Nucl. Part. Sci. 43 (1993) 209

[30] K. R. Dienes, E. Dudas and T. Gherghetta, Nucl. Phys. B 537 (1999) 47

[31] K. R. Dienes, E. Dudas and T. Gherghetta, Phys. Lett. B 436 (1998) 55

[32] T. Varin, J. Welzel, A. Deandrea and D. Davesne, Phys. Rev. D 74 (2006) 121702

[33] G. Chanfray, “Mésons dans la matiére hadronique dense et chaude”, Ecole Joliot-Curie
(1998)

[34] H. Leutwyler, hep-ph/9409422

[35] J. C. Collins, “The Renormalization Group and the Operator Product Expansion,”
Cambridge, Uk : Univ. Pr. (1984) 380p

[36] B. R. Holstein, Chiral Perturbation Theory : A Primer, arXiv :hep-ph/9510344
[37] U. Mosel, “Symmetries and Quarks”, Springer (1999)
[38] W. I. Weisberger, Phys. Rev. D 24 (1981) 1617.

[39] J. F. Donoghue, E. Golowich, B. R. Holstein, “Dynamics of the Standard Model,”
Cambridge Monographs, 1992

[40] C. Itzykson and J. B. Zuber,

[41] S. Weinberg, “The Quantum theory of fields. Vol. 1 : Foundations”

[42] S. Weinberg, “The quantum theory of fields. Vol. 2 : Modern applications”
[43] H. Georgi, Ann. Rev. Nucl. Part. Sci. 43 (1993) 2009.

[44] S. k. Ma, Rev. Mod. Phys. 45 (1973) 589.

[45] M. Urban, M. Buballa and J. Wambach, Nucl. Phys. A 697 (2002) 338 |arXiv :hep-
ph/0102260].

[46] K. R. Dienes, E. Dudas and T. Gherghetta, CERN-TH-98-355

[47] K. R. Dienes, E. Dudas and T. Gherghetta, Nucl. Phys. B 537 (1999) 47 [arXiv :hep-
ph /9806292).

[48] J. F. Oliver, arXiv :hep-ph/0403095.



