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Mme D. CIORANESCU Professeur à l’Université Pierre et Marie Curie, Paris, Rapporteur
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Préface

Le travail présenté ici traite de l’interaction évolutive en temps entre un fluide in-

compressible et une structure élastique et s’attache à construire une modélisation

mathématique rigoureuse qui conduit à une mise en oeuvre numérique efficace même

dans le cas tridimensionnel. Le fluide est modélisé par l’équation évolutive de Stokes

et la structure est supposée linéairement élastique.

Deux modèles mathématiques pour la résolution découplée du problème fluide

structure sont présentés. Ces modèles sont bien posés et par l’intermédiaire des élé-

ments finis mixtes pour la discrétisation en espace et des différences finies pour la

discrétisation en temps permettent l’écriture d’un algorithme de résolution d’implé-

mentation relativement aisée fournissant le déplacement de la structure, la vitesse

d’écoulement et la pression du fluide. Les résultats numériques sont très satisfaisants.

Le premier chapitre est consacré au descriptif du problème physique issu de la

biomécanique, aux difficultés de modélisation mathématique et aux hypothèses de

travail. On s’intéresse à la modélisation du comportement mécanique du ventricule

gauche du cœur considéré comme un ensemble fluide incompressible structure élastique

épaisse.

Afin de découpler le problème d’interaction fluide structure, deux nouveaux modèles

mathématiques sont introduits dans le second chapitre. Après avoir rappelé quelques

résultats dûs à J.L. Lions, en particulier le modèle classique, le modèle variation-

nel couplé et les théorèmes d’existence et d’unicité associés, on construit un nouveau

modèle mathématique découplé, en introduisant une inconnue λ, traduisant une con-

dition à la limite sur la surface d’interaction fluide structure. Il est alors possible de

résoudre séparément les problèmes du fluide et de la structure, chaque problème ayant

λ comme contrôle frontière: il s’agit alors de trouver λ, tel que l’égalité des vitesses du
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fluide et de la structure sur la surface d’interaction soit vérifiée. Ce modèle découplé,

pour lequel on donne des résultats d’existence et d’unicité, a pour avantage d’utiliser

des théories et des codes numériques déjà existants pour la résolution de chacun des

problèmes. Notre objectif étant de travailler dans un cadre tridimensionnel, la condi-

tion d’incompressibilité du fluide est traitée par l’introduction d’un multiplicateur de

Lagrange qui a la signification physique d’une pression dans le fluide. Un problème

mixte est ainsi obtenu.

Le troisième chapitre est une étude approfondie du problème du fluide obtenu après

le découplage. Ce problème parabolique est une variante évolutive du problème sta-

tionnaire avec multiplicateur de Lagrange étudié dans Babuska [1971] et Brezzi [1974].

D’abord, on présente une formulation variationnelle mixte ayant comme inconnues la

vitesse et la pression, puis l’existence et l’unicité de la solution sont prouvées.

Le quatrième chapitre décrit un schéma semi-discrétisé en temps associé au pro-

blème continu mixte introduit précédemment, pour lequel on montre successivement,

qu’il est bien posé et qu’il est inconditionnellement stable en temps. Pour ce dernier

point, on démontre la stabilité simultanément pour le fluide et pour la structure, les

vitesses étant évaluées dans la norme de l’espace H1, ce qui est mieux que l’évaluation

habituelle dans la norme de l’espace L2 utilisée pour l’approximation de l’équation de

Stokes.

Au début du cinquième chapitre, on présente l’élément fini mixte qui sera mis en

oeuvre. L’existence et l’unicité de la solution du problème complètement discrétisé

est prouvée en utilisant les résultats de Babuska [1971] et Brezzi [1974]. Un schéma

numérique pour la résolution découplée du problème fluide structure est présenté. A

chaque pas de temps, il faut résoudre un système linéaire symétrique, non défini positif.

Dans une seconde étape, on présente un algorithme convergent pour la résolution de ce
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système linéaire. Enfin, la stabilité en temps du schéma complètement discrétisé est

démontrée.

Le dernier chapitre regroupe les résultats des simulations numériques effectuées.

D’abord, les caractéristiques physiques d’un problème particulier sont présentées, puis

la résolution numérique du problème au premier pas de temps. Les résultats in-

termédiaires montrent que l’algorithme modifie à chaque itération le contrôle λ, tel

que la différence maximale entre les vitesses du fluide et de la structure sur la sur-

face d’interaction diminue, jusqu’à l’obtention de l’égalité des vitesses sur cette surface

d’interaction. Enfin, on présente les résultats relatifs à plusieurs pas de temps.
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Chapitre 1

Introduction

Dans la première section, on présente le problème physique, les difficultés de modéli-

sation mathématique et les hypothèses de travail.

Dans la deuxième section, on présente quelques exemples de problèmes d’interaction

fluide structure dans les domaines de la biomécanique et de l’aérospatial.

1.1 Modèle physique

Le problème consiste à étudier l’écoulement tridimensionel non stationnaire d’un fluide

incompressible limité par une paroi élastique épaisse.

Ω
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t

t
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t

Figure 1
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L’étude théorique du modèle de la figure 2 est plus difficile, car sur la frontière Γ1

on impose des conditions aux limites de type Dirichlet.

On utilise les notations suivantes:

ΩF
t est le domaine occupé par le fluide à l’instant t

ΩS
t est le domaine occupé par la structure à l’instant t

Γt est la surface d’interaction

Σ1 est la surface extérieure fixée

Σ2
t est la surface extérieure libre

f 1 représente les forces volumiques dans ΩF
t

f 2 représente les forces volumiques dans ΩS
t

On suppose que les forces extérieures sur Σ2
t sont nulles et que le fluide occupe

toute la cavité intérieure de la structure. Dans ce cas, le domaine occupé par le fluide

est uniquement déterminé par le déplacement de la structure.
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Le problème est le suivant:

On connâıt les données initiales:

u0, ν0 le déplacement et la vitesse de la structure,

v0 la vitesse du f luide,

ΩF
0 ,Ω

S
0 les domaines initiaux.

On cherche à trouver:

u : ΩS
0×]0, T [−→ IRN le déplacement de la structure

et pour chaque t ∈]0, T [

v(., t) : ΩF
t −→ IRN la vitesse du f luide,

p(., t) : ΩF
t −→ IR la pression du f luide

On suppose que le fluide est gouverné par l’équation d’évolution de Stokes et pour

la structure on se place dans le cadre de la théorie de l’élasticité linéaire.

Connaissant le domaine initial, on utilise les coordonnées de Lagrange pour le

déplacement de la structure, comme cela est le cas pour les problèmes usuels en

élasticité.

Par contre, pour le fluide nous sommes intéressés par la vitesse et la pression à

l’instant t sur ΩF
t et donc nous utilisons les coordonnées d’Euler.

La difficulté est alors d’écrire un système d’équations utilisant simultanément les

coordonnées de Lagrange et d’Euler.

L’utilisation des coordonnées de Lagrange pour les fluides incompressibles con-

duit à des équations fortement non linéaires. Pour cette raison, nous préférons la

représentation en coordonnées d’Euler.

Une seconde difficulté est l’écriture du système d’équations pour le domaine ΩF
t ,

qui est en mouvement.

Ces difficultés peuvent être surmontées en supposant le domaine ΩF fixe pour
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l’intervalle de temps [0, T ].

On utilise ces hypothèses pour écrire les modèles mathématiques.

On rappelle d’abord les systèmes de coordonnées de Lagrange et d’Euler utilisés

dans l’étude d’un milieu continu.

Soit un milieu continu qui occupe à l’instant t = 0 une région Ω0 de IR3 et à l’instant

t > 0 un région Ωt.

On dit que l’on connâıt le mouvement du milieu continu entre l’instant 0 et T si on

connâıt l’application

f : Ω0 × [0, T ]→ IR3

qui pour chaque t dans [0, T ] met en correspondance biunivoque Ω0 et Ωt, en d’autre ter-

mes, pour chaque t dans [0, T ], f(., t) est l’application qui à tout pointX = (X1, X2, X3)

de Ω0 fait correspondre un point x = (x1, x2, x3) de Ωt d’une manière bijective.

A partir de cette application, on peut construire la relation d’équivalence suivante:

Définition 1.1.1 Soient x1 ∈ Ωt1 et x2 ∈ Ωt2 , où 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ T . On dira que les

points x1 et x2 sont équivalents si et seulement si il existe X ∈ Ω0 tel que

f (X, t1) = x1 et f (X, t2) = x2.

Les classes d’équivalence sont appelées les points matériels du milieu continu.

On peut représenter ces classes d’équivalence par le point d’une configuration par-

ticulière. Si on choisit pour cela la configuration Ω0, on dit alors qu’on utilise les

coordonnées de Lagrange. Les coordonnées x = f(X, t) du point matériel à l’instant t

sont les coordonnées d’Euler.

Dans tous les exemples d’applications suivantes, la structure est représentée en

coordonnées de Lagrange.
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Pour le fluide, le choix des coordonnées est fait en fonction de la nature de l’appli-

cation. Dans certains domaines de la biomécanique, on utilise les coordonnées d’Euler

puisque on veut connâıtre les vitesses et les pressions dans ΩF
t . La difficulté réside

alors dans l’écriture du système d’équations pour les domaines en mouvement.

Dans le domaine de l’aérospatial, où l’intérêt est d’étudier d’abord les vibrations

de la structure alors que le comportement du fluide reste secondaire, on peut utiliser

les coordonnées de Lagrange.

1.2 Quelques exemples des problèmes d’interaction

fluide structure

a) Dans Lions [1969, p. 120] et Dautray & Lions [1988, vol. 8, p. 795], une formulation

variationnelle pour l’étude de l’écoulement du sang dans les veines. Les caractéristiques

de ce modèle sont:

• les inconnues sont:

v la vitesse du fluide représentée en coordonnées d’Euler,

ν la vitesse de la structure représentée en coordonnées de Lagrange

• le domaine occupé par le fluide est fixe pour l’intervalle de temps [0, T ]

• le fluide est gouverné par l’équation évolutive de Navier-Stokes ou de Stokes et la

structure vérifie les équations de l’élasticité linéaire

• si le fluide est gouverné par l’équation de Navier-Stokes, le problème admet une

solution unique en 2D. En 3D il existe une solution pour le problème, mais on

n’a pas l’unicité.

• si le fluide est gouverné par l’équation de Stokes, le problème admet une solution

unique, indépendement de la dimension de l’espace.
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b) Dans Boujot [1975], [1984], [1987] sont décrits des modèles mathématiques pour

l’étude des vibrations qui interviennent dans le domaine aérospatial.

Dans Boujot [1975] est présenté un modèle avec les caractéristiques suivantes:

• les inconnues sont:

Φ le potentiel du champ de vitesse du fluide,

P le champ de la pression du fluide,

uS le déplacement de la structure

Toutes ces inconnues sont représentées en coordonnées de Lagrange.

• le fluide est compressible et gouverné par des équations linéaires et la structure

vérifie les équations de l’élasticité linéaire

• le problème variationnel est équivalent à un problème spectral

• la formulation variationnelle est bien adaptée à la résolution numérique par la mé-

thode des éléments finis.

Dans Boujot [1984] est présenté un modèle avec les caractéristiques suivantes:

• les inconnues sont:

uF le déplacement du fluide représenté en coordonnées de Lagrange,

uS le déplacement de la structure représenté en coordonnées de Lagrange

• le fluide est supposé irrotationnel et gouverné par des équations linéaires et la struc-

ture vérifie les équations de l’élasticité linéaire

• la formulation variationnelle de second ordre en temps admet une solution unique

• le problème peut être résolu numériquement en introduisant une méthode d’éléments

finis pour la discrétisation d’espace et un schéma implicite en temps.
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c) Dans Morand & Ohayon [1992] sont étudiés des modèles mathématiques pour

les vibrations qui interviennent dans le domaine aérospatial.

A titre d’exemple d’applications, on peut citer l’étude des vibrations dans l’environ-

nement acoustique des satellites et des charges vibratoires sur les équipements prove-

nant du bruit des moteurs.

Le fluide est supposé irrotationnel et gouverné par des équations linéaires et la

structure vérifie les équations de l’élasticité linéaire.

Dans le chapitre 8 de cet ouvrage, plusieurs modèles sont présentés.

Un premier modèle a les caractéristiques suivantes:

• les inconnues sont:

p la pression du fluide représenté en coordonnées de Lagrange,

uS le déplacement de la structure représenté en coordonnées de Lagrange

• la discrétisation par la méthode des éléments finis conduit à un problème spectral

non symétrique.

Une façon de parvenir à une formulation variationnelle symétrique consiste à

décrire le fluide au moyen du champ de déplacement uF (représenté en coor-

données de Lagrange).

Une autre formulation variationnelle est obtenue en utilisant comme inconnues

(φ, p, uS), où φ est le potentiel des déplacements du fluide.

La discrétisation par la méthode d’éléments finis conduit à un problème spectral

symétrique.

d) Dans Errate, Esteban & Maday [1994] est présenté un modèle mathématique

en dimension un pour un problème d’interaction fluide structure sous les hypothèses

suivantes:
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• les inconnues sont

v la vitesse du fluide représentée en coordonnées d’Euler,

p la pression du fluide représentée en coordonnées d’Euler,

uS le déplacement de la structure représentée en coordonnées de Lagrange

• les équations du fluide sont écrites dans ΩF
t qui est un domaine en mouvement

• le fluide est gouverné par l’équation de Navier-Stokes et la structure vérifie les

équations de l’élasticité linéaire

• le théorème de Schauder est utilisé pour prouver l’existence au moins d’une solution

e) Dans Crolet, Chahboune & Akesbi [1994] et Chahboune [1994] est étudié un

modèle mathématique du ventricule gauche du coeur sous les hypothèses suivantes:

• les inconnues sont

v la vitesse du fluide représentée en coordonnées d’Euler,

p la pression du fluide représentée en coordonnées d’Euler,

uS le déplacement de la structure représentée en coordonnées de Lagrange

• le domaine occupé par le fluide est fixe pour un petit intervalle de temps

• le fluide est gouverné par l’équation de Navier-Stokes et la structure vérifie les

équations de l’élasticité linéaire

La résolution numérique se fait d’une manière découplée: d’abord le problème de

la structure est résolu avec une condition limite arbitraire sur la surface de contact

fluide structure et puis le problème du fluide est résolu en connaissant les vitesses de

la structure sur la surface de contact. Après le calcul des forces exercées par le fluide
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sur la structure, l’algorithme passe à l’itération suivante en résolvant le problème de la

structure avec les nouvelles conditions aux limites.

Conclusions

En utilisant les coordonnées de Lagrange pour le fluide, on a la possibilité d’écrire

le système d’équations dans le domaine de géométrie fixe ΩF
0 .

Pour les fluides incompressibles, ces coordonnées conduisent à des équations forte-

ment non-linéaires ( voir Temam [1995] ). A cause de cela, les coordonnées de Lagrange

sont utilisées notamment pour les fluides compressibles, alors que pour les fluides in-

compressibles on utilise les coordonnées d’Euler; dans ce deuxième cas, la difficulté

réside dans l’écriture des équations dans le domaine en mouvement ΩF
t .

Nous sommes intéressés par les problèmes d’interaction fluide incompressible struc-

ture élastique.

La divergence nulle pour le fluide et l’égalité des vitesses du fluide et de la struc-

ture sur la surface de contact rendent difficile la résolution numérique de ce type de

problème.

Dans les chapitres suivants, nous construisons deux modèles mathématiques décou-

plés. Ces modèles sont bien posés et permettent l’écriture d’un schéma numérique

ayant de bonnes propriétés:

• stabilité

• facilité d’implémentation

• résultats numériques très satisfaisants.
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Chapitre 2

Modèles mathématiques pour la
résolution découplée d’un problème
d’interaction fluide incompressible
structure élastique

Dans ce chapitre on introduit deux nouveaux modèles mathématiques pour la résolution

découplée d’un problème d’interaction fluide incompressible structure élastique.

Dans les deux premières sections, on va rappeler quelques résultats dûs à J.L. Lions: le

modèle classique, le modèle variationnel couplé et le théorème d’existence et d’unicité

associé.

Dans la troisième section, à partir du modèle couplé, on construit un nouveau modèle

mathématique découplé en introduisant en plus une inconnue λ, qui a la signification

d’une condition à la limite sur la surface de contact et qui permet le découplage du

problème. On peut résoudre séparément les problèmes du fluide et de la structure, où

chaque problème a λ comme contrôle frontière.

Le nouveau problème consiste à trouver λ, tel que la deuxième condition de couplage,

c’est-à-dire l’égalité des vitesses du fluide et de la structure sur la surface de contact,

soit vérifiée.
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On donne des résultats d’existence et d’unicité pour ce modèle découplé.

En utilisant ce modèle, on a l’avantage suivant: puisque les problèmes du fluide et de

la structure sont découplés, on peut utiliser les théories et les codes numériques déjà

existants pour résoudre les deux problèmes séparément.

Dans la quatrième section, à partir du modèle découplé, on construit un modèle mixte

en introduisant en plus une inconnue p, qui a la signification physique d’une pression

dans le fluide.

La contrainte de divergence nulle pour le fluide rend difficile la résolution numérique

des problèmes présentés dans les sections deux et trois. L’utilisation de la méthode

mixte pour traiter cette contrainte permet d’éviter la manipulation d’éléments finis à

divergence nulle, ce qui est une tâche difficile surtout en 3D.

Le résultat d’existence et d’unicité pour le problème d’évolution mixte sera présenté

dans le chapitre suivant.

On verra dans le quatrième chapitre que λ et p ont aussi la signification de multipli-

cateurs de Lagrange pour les deux contraintes du problème: l’égalité des vitesses du

fluide et de la structure sur la surface de contact et la divergence nulle pour le fluide.

2.1 Le modèle classique

Notons:

ΩF ,ΩS deux ouverts bornés dans IRN , où N = 2 ou 3, des frontières lipschitziennes,

chacun situé localement d’un seul côté de sa frontière. On suppose que

ΩF ∩ ΩS = Γ, ∂ΩF = Γ, ∂ΩS = Γ ∪ Σ1 ∪ Σ2,
Γ, Σ1, Σ2 disjointes,

Σ1 et Σ2 sont deux variétées ouvertes en IRN−1

mes(Σ1) > 0

ρF > 0, ρS > 0: les masses volumiques du fluide et de la structure
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f 1, f 2: les densités volumiques de forces extérieures appliquées au fluide et à la stuc-

ture sont de fonctions de ΩF×]0, T [ dans IR3 et respectivement de ΩS×]0, T [ dans

IR3

µF > 0: le coefficient de viscosité dynamique du fluide

µS > 0, λS ≥ 0: les coefficients de Lamé de la structure

v0: la vitesse initiale du fluide est une fonction de ΩF dans IRN

u0: le déplacement initial de la structure est une fonction de ΩS dans IRN

ν0: la vitesse initiale de la structure est une fonction de ΩS dans IRN

n1: le vecteur normal à la surface Γ orienté du fluide vers la structure

n2: le vecteur normal à la surface Σ2 orienté vers l’extérieur de la structure. Les

vecteurs normaux sont définis presque partout sur les frontières, car les domaines

sont lipschitziens. Une démonstration de ce résultat se peut trouver dans Nečas

[1967, p. 88].

Les principes fondamentaux de la physique permettent d’écrire notre problème sous

la forme (P1):

Trouver (u, v, p) tel que




u : ΩS × [0, T ] −→ IRN ,

∀t ∈]0, T [, u(., t) ∈ C2(ΩS)

∀(x, t) ∈ ΩS × [0, T [, il existe la dérivée partielle
∂u

∂t
(x, t)

∀(x, t) ∈ ΩS×]0, T [, il existe la dérivée partielle
∂2u

∂t2
(x, t)






v : ΩF × [0, T ] −→ IRN ,

∀t ∈]0, T [, v(., t) ∈ C2(ΩF )

∀(x, t) ∈ ΩF×]0, T [, il existe la dérivée partielle
∂v

∂t
(x, t)
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{
p : ΩF × [0, T ] −→ IR,

∀t ∈]0, T [, p(., t) ∈ C0(ΩF ) ∩ C1(ΩF )

vérif iant:





i)
∂v

∂t
−

µ

ρF
∆v +

1

ρF
grad p =

1

ρF
f 1 dans ΩF×]0, T [

ii) div v =
N∑

i=1

∂vi

∂xi
= 0 dans ΩF×]0, T [

iii)
∂2ui

∂t2
−

1

ρS

N∑

j=1

∂σij

∂xj

=
1

ρS
f 2

i i = 1, . . . , N dans ΩS×]0, T [

iv) σij = λS(
N∑

k=1

εkk) + 2µSεij i, j = 1, . . . , N dans ΩS×]0, T [

v) εij(u) =
1

2
(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

) i, j = 1, . . . , N dans ΩS×]0, T [

les conditions initiales




vi) v(., 0) = v0(.) dans ΩF

vii) u(., 0) = u0(.) = 0 dans ΩS

viii)
∂u

∂t
(., 0) = ν0(.) dans ΩS

les conditions aux limites




ix) u = 0 sur Σ1×]0, T [

x)
N∑

j=1

σijn
2
j = 0 sur Σ2×]0, T [

et les conditions de couplage






xi) v =
∂u

∂t
sur Γ×]0, T [

xii)
N∑

j=1

σijn
1
j =

N∑

j=1

(−pδij + 2µSεij(v))n
1
j i = 1, . . . , N sur Γ×]0, T [

Nouvelle formulation du problème classique

Lorsque l’on regarde les inconnues en présence, on constate une disparité entre la

nature de deux inconnues: u le déplacement de la structure et v la vitesse du fluide.

Il semble naturel d’opérer le changement de variable:

ν =
∂u

∂t
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Par ailleurs, on a les égalités suivantes

u(x, t) =
∫ t

0
ν(x, s)ds+ u0(x)

ν(., t) ∈ C2(ΩS)

ν(x, .) ∈ C1([0, T ])

σij(u)(x,t) = σij(
∫ t

0
ν(x, s)ds + u0(x))

L’égalité ix) s’écrit:

ν = 0 sur Σ1×]0, T [(2.1.1)

Remarque 2.1.1 Pour simplifier les notations, on va remplacer
p

ρF
,
f 1

ρF
,
f 2

ρS
par

respectivement p, f 1, f 2. La relation xii) devient

N∑

j=1

σijn
1
j =

N∑

j=1

(−pρF δij + 2µSεij(v))n
1
j(2.1.2)

Remarque 2.1.2 On appelle (P2) ce nouveau problème.

Remarque 2.1.3 Les problèmes (P1) et (P2) sont équivalents.

2.2 Un modèle variationnel couplé

Après avoir explicité quelques notations, on va rappeler le problème variationnel et le

théorème d’existence et d’unicité associé dû à J.L. Lions. On peut trouver ces résultats

dans Lions [1969] et Dautray & Lions [1988, vol. 8, chap. XVIII, p. 795].

On utilise les notations et les hypothèses de la section précédente. En plus, notons:

V 1 = {w1 ∈ H1(ΩF )N , div w1 = 0}

V 2 = {w2 ∈ H1(ΩS)N , w1 = 0 sur Σ1}

V = {(w1, w2) ∈ V 1 × V 2, w1 = w2 sur Γ}
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H = L2(ΩF )N × L2(ΩS)N

(., .)k,Ω est le produit scalaire dans Hk(Ω)

La forme bilinéaire donnée par:






aF : H1(ΩF )N ×H1(ΩF )N −→ IR

aF (v, w1) =
N∑

i,j=1

∫

ΩF

∂vi

∂xj

∂w1
i

∂xj
dx

(2.2.1)

est continue, symétrique et coercive

aF (v, v) + (v, v)0,ΩF = (v, v)1,ΩF

La forme bilinéaire:




aS : V 2 × V 2 −→ IR

aS(ν, w2) =
N∑

i,j=1

∫

ΩS
σij(ν)εij(w

2)dx
(2.2.2)

où σij, εij sont donnés par les relations iv) et v) de la section précédente, est continue,

symétrique et V 2−elliptique. Voir par exemple Duvaut [1990, chap. 5 et 6].

On se donne:

f 1 ∈ L2(0, T ;L2(ΩF )N)
f 2 ∈ L2(0, T ;L2(ΩS)N )
ρS ∈ IR∗

+ la masse volumique de la structure

νcin = µF

ρF ∈ IR∗
+ la viscosité cinématique du fluide

u0 ∈ V 2 le déplacement initial de la structure
(v0, ν0) ∈ H les vitesses initiales

On considère le problème variationnel (P3) suivant:

Trouver (v, ν) vérif iant:






v ∈ L∞(0, T ;L2(ΩF )N )
ν ∈ L∞(0, T ;L2(ΩS)N)
v ∈ L2(0, T ;V 1)∫ t

0 ν(s)ds ∈ L∞(0, T ;V 2)

(2.2.3)
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d

dt
(v(t), w1)0,ΩF +

d

dt
(ν(t), w2)0,ΩS + νcinaF (v(t), w1) +

1

ρS
aS(

∫ t

0
ν(s)ds, w2)

= (f 1(t), w1)0,ΩF + (f 2(t), w2)0,ΩS −
1

ρS
aS(u0, w2)

∀(w1, w2) ∈ V au sens des distributions sur ]0, T [

(2.2.4)

∫ t

0
ν(s)ds =

∫ t

0
v(s)ds sur Γ presque partout t(2.2.5)

(v(0), ν(0)) = (v0, ν0) ∈ H(2.2.6)

Remarque 2.2.1 La régularité L∞ dans (2.2.3) peut sembler artificielle et en fait

n’est pas indispensable pour l’énoncé du problème, mais l’existence et l’unicité sont

démontrées pour l’ensemble des conditions (2.2.3).

Remarque 2.2.2 La condition de couplage sur Γ est v = ν , mais cela supposerait

que ν ∈ V 2 pour appliquer le théorème de trace et l’on sait seulement que
∫ t
0 ν(s)ds ∈

V 2, d’où l’écriture de (2.2.5).

Remarque 2.2.3 La condition (2.2.6) n’a en général pas de sens pour (v, ν) ∈

L∞(0, T ;H). Elle est justifiée par le lemme ci-dessous:

Lemme 2.2.1 Toute fonction satisfaisant (2.2.3)-(2.2.4) est, après modif ication sur

un ensemble de mesure nulle, une fonction continue de [0, T ] dans V ′.

Démonstration: En identifiant H et son dual H ′, on obtient

V ↪→ H ↪→ V ′

où V ′ est le dual de V .
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En utilisant le théorème de Riesz et le fait que aF et aS sont continues, on peut

construire deux fonctions g1 et g2 définies presque partout dans ]0, T [ à valeurs dans

H1
(
ΩF
)N

et V 2 respectivement, données par

∀w1 ∈ H1
(
ΩF
)N

,

(g1(t), w1)1,ΩF = (f 1(t), w1)0,ΩF − νcinaF (v(t), w1) p.p. t ∈ ]0, T [

∀w2 ∈ V 2,
(g2(t), w2)1,ΩS = (f 2(t), w2)0,ΩS − 1

ρS aS(u0 +
∫ t
0 ν(s)ds, w

2) p.p. t ∈ ]0, T [

D’après les conditions (2.2.3) on a:

f 1 ∈ L2(0, T ;L2(ΩF )N)
f 2 ∈ L2(0, T ;L2(ΩS)N)
v ∈ L2(0, T ;V 1)∫ t

0 ν(s)ds ∈ L∞(0, T ;V 2)

Donc, on obtient

g1 ∈ L2
(
0, T ;H1

(
ΩF
)N
)

et g2 ∈ L2
(
0, T ;V 2

)

Soit l’application g ∈ L2 (0, T ;V ′) définie par

〈g(.), (w1, w2)〉V ′, V = (g1(.), w1)1,ΩF + (g2(.), w2)1,ΩS

D’après (2.2.4), on a:

d

dt
(v(.), w1)0,ΩF +

d

dt
(ν(.), w2)0,ΩS = 〈g(.), (w1, w2)〉V ′, V

∀(w1, w2) ∈ V au sens des distributions sur ]0, T [
(2.2.7)

Bien évidemment

(v, ν) ∈ L2(0, T ;H) ⊂ L2(0, T ;V ′)

On utilise le résultat suivant qui se trouve dans Dautray & Lions [1988, chap. XIX,

p. 838]:

Soit X un espace de Banach de dual X ′ et soient u et g deux fonctions de L1(a, b;X).

Les conditions suivantes sont équivalentes:
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i) u cöıncide presque partout avec une primitive de g, c’est-à-dire il existe ξ ∈ X

et

u(t) = ξ +
∫ t

a
g(s)ds, ξ ∈ X, p.p.t ∈ [a, b](2.2.8)

ii) pour toute fonction test φ ∈ D([a, b])

∫ b

a
u(t)φ′(t)dt = −

∫ b

a
g(t)φ(t)dt(2.2.9)

iii) pour chaque η ∈ X ′

d

dt
〈u(.), η〉 = 〈g(.), η〉 dans D′([a, b])(2.2.10)

Si l’une de ces conditions est satisfaite, alors u cöıncide presque partout avec une

fonction continue de [a, b] dans X.

On va utiliser le point iii) en remplaçant X par V ′, X ′ par V ′′ = V car V est un

Hilbert donc réflexif, u par (v, ν) et η par (w1, w2). On obtient :

(v, ν) ∈ C0(0, T ;V ′)

ce qui donne un sens à la relation (2.2.6). 2

Remarque 2.2.4 Pour le problème de Stokes d’évolution, on a la régularité

v ∈ C0
(
0, T ;L2

(
ΩF
)N
)

Pour le problème de la structure, il est démontré dans Lions [1968, chap. 3, p. 296] la

relation

ν ∈ C0
(
0, T ;L2

(
ΩS
)N
)

Il est possible que, pour le problème fluide structure, on puisse obtenir

(v, ν) ∈ C0 (0, T ;H)
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Théorème 2.2.1 Le problème (2.2.3)-(2.2.6) admet une solution unique.

Démonstration: Voir Dautray & Lions [1988, chap. XIII, p. 798].

Remarque 2.2.5 Conformément à Lions [1969, p. 120], l’existence reste valable

même pour le cas où l’équation du mouvement du fluide est l’équation de Navier-

Stokes, mais l’unicité est démontrée seulement dans le cas bidimensionel.

Remarque 2.2.6 Toute solution du problème (P2) est une solution du problème

(P3). Réciproquement, si (P3) admet une solution de classe C1, alors cette solution

vérifie le problème (P2) de manière formelle. Pour plus de détails, voir Dautray &

Lions [1988, chap. XIII, p. 798].

2.3 Un modèle variationnel pour la résolution dé-

couplée du problème d’interaction fluide incom-

pressible structure élastique

A partir du modèle couplé précédent, on construit un nouveau modèle mathématique

en introduisant en plus une inconnue λ, qui a la signification d’une condition limite

sur la surface de contact et permet le découplage du problème. On peut alors résoudre

séparément les problèmes du fluide et de la structure, où chaque problème a λ comme

contrôle frontière.

Le nouveau problème consiste à trouver λ, tel que la deuxième condition de cou-

plage, c’est-à-dire l’égalité des vitesses du fluide et de la structure sur la surface de

contact, soit vérifiée.

En utilisant ce modèle, on a l’avantage suivant: puisque les problèmes du fluide et

de la structure sont découplés, on peut utiliser les théories et les codes numériques déjà

existants pour résoudre les deux problèmes séparément.
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On utilise les mêmes notations que dans les sections précédentes. En plus, notons :

M = H1/2(Γ)N

γ0 : H1(ΩF )N −→ H1/2(Γ)N est l’application trace

γΓ : H1(ΩS)N −→ H1/2(Γ)N est la restriction de l’application trace sur Γ

On se donne

f 1 ∈ L2(0, T ;L2(ΩF )N)
f 2 ∈ L2(0, T ;L2(ΩS)N)
ρS ∈ IR∗

+ la masse volumique de la structure
νcin ∈ IR∗

+ la viscosité cinématique du fluide
u0 ∈ V 2 le déplacement initial

(v0, ν0) ∈ H les vitesses initiales

et on considère le problème variationnel (P4) suivant:

Trouver (v, ν, λ) vérif iant:





v ∈ L∞(0, T ;L2(ΩF )N )
ν ∈ L∞(0, T ;L2(ΩS)N)
v ∈ L2(0, T ;V 1)∫ t

0 ν(s)ds ∈ L∞(0, T ;V 2)
λ ∈ L2(0, T ;M)

(2.3.1)

d

dt
(v(t), w1)0,ΩF +

d

dt
(ν(t), w2)0,ΩS + νcinaF (v(t), w1) +

1

ρS
aS(

∫ t

0
ν(s)ds, w2)

−
(
γ0(w

1)− γΓ(w2), λ(t)
)

1/2,Γ

= (f 1(t), w1)0,ΩF + (f 2(t), w2)0,ΩS −
1

ρS
aS(u0, w2)

∀(w1, w2) ∈ V 1 × V 2 au sens des distributions sur ]0, T [

(2.3.2)

(
γ0(
∫ t

0
v(s)ds)− γΓ(

∫ t

0
ν(s)ds), µ

)

1/2,Γ
= 0, ∀µ ∈M, p.p. t dans ]0, T [(2.3.3)

(v(0), ν(0)) = (v0, ν0)(2.3.4)
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Remarque 2.3.1 Les quatre premières conditions de (2.3.1) sont identiques aux

conditions de (2.2.3).

L’égalité (2.3.3) remplace la condition de continuité sur Γ qui est donnée de la

relation (2.2.5).

La condition initiale (2.3.4) est identique à (2.2.6).

Remarque 2.3.2 On observe que w1 et w2 sont indépendantes, on ne demande plus

d’avoir w1 = w2 sur Γ. Ce fait permet de découpler le problème fluide structure.

Prenant w2 = 0 dans (2.3.2), on obtient

d

dt
(v(t), w1)0,ΩF + νcinaF (v(t), w1)

= (f 1(t), w1)0,ΩF +
(
γ0(w

1), λ(t)
)

1/2,Γ

∀w1 ∈ V 1 au sens des distributions sur ]0, T [

(2.3.5)

Prenant w1 = 0 dans (2.3.2), on obtient

d

dt
(ν(t), w2)0,ΩS +

1

ρS
aS(

∫ t

0
ν(s)ds, w2)

= (f 2(t), w2)0,ΩS −
1

ρS
aS(u0, w2)−

(
γΓ(w2), λ(t)

)

1/2,Γ

∀w2 ∈ V 2 au sens des distributions sur ]0, T [

(2.3.6)

Evidemment, on a l’équivalence entre l’égalité (2.3.2) et les égalités (2.3.5) et (2.3.6).

On observe que dans (2.3.5) et (2.3.6), λ a la signification d’un contrôle sur la surface

de contact Γ. Donc, notre problème consiste à trouver λ, tel que v et ν, données par

(2.3.5), (2.3.6) et (2.3.4), vérifient (2.3.3).

Proposition 2.3.1 Si (v, ν, λ) est une solution du système (2.3.1)-(2.3.4), alors (v, ν)

est une solution du système (2.2.3)-(2.2.6).

Démonstration: Si (v, ν, λ) est une solution du système (2.3.1)-(2.3.4), alors (2.2.3) et

(2.2.6) sont vérifiées évidemment.
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Prenant γΓ(w1) = γ0(w
2) dans (2.3.2), on obtient la relation (2.2.4).

La relation (2.3.3) implique (2.2.5) parce que

∀q ∈ H1/2 (Γ)N , (a, q)1/2,Γ = 0⇐⇒ a = 0

d’où la conclusion de cette proposition. 2

Théorème 2.3.1 Si le problème (2.3.1)-(2.3.4) admet une solution, alors elle est

unique.

Démonstration: Soit (vi, νi, λi) i = 1, 2 deux solutions de (2.3.1)-(2.3.4). Selon la

proposition 2.3.1 et le théorème 2.2.1 on a:

v1 = v2 et ν1 = ν2

Soit λ1 − λ2 = λ∗. on obtient

∀w1 ∈ V 1, ∀w2 ∈ V 2,
(
γ0(w

1)− γΓ(w2), λ∗(.)
)

1/2,Γ
= 0 p. p. dans ]0, T [

Prenant w1 = 0, on obtient

∀w2 ∈ V 2,
(
γΓ(w2), λ∗(.)

)

1/2,Γ
= 0 p. p. dans ]0, T [(2.3.7)

Puisque Γ ∩ Σ1 = ∅, alors l’application

γΓ : V 2 → H1/2 (Γ)N

est surjective.

Ce résultat est basé sur le fait que pour tout φ ∈ D
(
Γ
)
, on peut trouver ψ ∈

D
(
ΩS
)
, tel que ψ |Γ= φ et ψ |Σ1= 0. Ce fait est cité dans Dautray & Lions [1988, vol.

4, p. 1241]. En plus, D
(
Γ
)

est dense dans H1/2 (Γ). Ce résultat se peut trouver dans

Dautray & Lions [1988, vol. 3, chap IV, p. 944].
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La surjectivité reste valable même pour la situation quand Γ∩Σ1 6= ∅ et seulement

une partie de la frontière du fluide est en contact avec la structure, mais dans ce cas,

il faut remplacer l’espace H1/2 (Γ) par l’espace

H
1/2
00 (Γ) =

{
v ∈ L2 (Γ) ; ∃w ∈ H1

(
ΩS
)
, w |Γ= v, w |Σ1= 0

}

muni de la norme quotient

‖v‖ = inf
w∈H1(ΩS),w|Γ=v,w|Σ1=0

‖w‖1,ΩS

Pour plus de détails, voir Dautray & Lions [1988, vol. 4, chap VII].

D’après (2.3.7), on obtient λ∗ = 0. 2

Avant de démontrer l’existence d’une solution pour le problème (2.3.1) − (2.3.4),

on rappelle la notion des distributions vectorielles à valeurs dans un espace de Banach,

puis on présente quelques normes sur H1/2 (Γ).

Soit D (]0, T [) l’espace des fonctions indéfiniment différentiables sur ]0, T [, à valeurs

réelles, à support compact dans ]0, T [. On peut munir cet espace vectoriel de la pseudo-

topologie suivante:

Définition 2.3.1 La suite {φn}n≥0 converge vers φ si et seulement si

1) les φn ont leur support dans un compact f ixe de ]0, T [, ∀n ≥ 0

2) les (φn − φ)→ 0 uniformément sur ]0, T [, ansi que chacune de leurs dérivées.

Soit X un espace de Banach et X ′ son dual.

Définition 2.3.2 Une application linéaire T de D (]0, T [) dans IR est continue si et

seulement si pour chaque suite {φn}n≥0 qui converge vers φ dans le sens de la déf inition

2.3.1, on a

T (φn)→ T (φ) dans IR
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Définition 2.3.3 On appelle distribution à valeurs dans X, toutes les applications li-

néaires et continues de D (]0, T [) dans X. L’espace des distributions à valeurs dans X

est noté

D′ (]0, T [ ;X)

Dans le cas où X est IR, on utilise la notation

D′ (]0, T [)

et on dit qu’il s’agit des distributions scalaires.

Si f ∈ D′ (]0, T [ ;X ′) et g ∈ X, alors on peut définir une distribution scalaire [f, g]

par:

∀φ ∈ D (]0, T [) , [f, g] (φ) = 〈f (φ) , g〉X′, X

où 〈., .〉X′, X est le crochet de dualité X ′, X.

Maintenant, on rappelle quelques normes sur H1/2 (Γ).

Sous les hypothèses concernant ΩF , ΩS, Γ et Σ1 du début de ce chapitre, on peut

parler de l’espace H1/2 (Γ). On peut munir cet espace de plusieurs normes:

1) Dans Dautray & Lions [1988, chap. IV, p. 943] il est présenté une norme

définie par des cartes locales et une partition de l’unité sur Γ. On a le résultat suivant:

les différentes normes définies par des cartes locales et une partition de l’unité sont

équivalentes et sont des normes de Banach.

2) Dans Grisvard [1985, p. 20] il est présenté la norme

‖g‖1/2,Γ =






∫

Γ

|g|2 dσ +
∫

Γ×Γ

|g (x)− g (y)|2

|x− y|N
dσ (x) dσ (y)






1/2

(2.3.8)

qui est équivalente aux normes du point 1).
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3) Puisque ΩF est lipschitzien, il existe l’application trace

γ0 :
(
H1

(
ΩF
)
, ‖.‖1,ΩF

)
→
(
H1/2 (Γ) , ‖.‖1/2,Γ

)

qui est linéaire, continue et surjective.

Par des moyennes algébriques, on peut construire l’espace quotient

H1
(
ΩF
)
/H1

0

(
ΩF
)

car H1
0

(
ΩF
)

est un sous-espace vectoriel de H1
(
ΩF
)
. Notons ŵ la classe d’équivalence

de représentant w. On a

∀u, v ∈ ŵ, γ0 (u) = γ0 (v)

On peut munir l’espace quotient de la norme

‖ŵ‖∗ = inf
w∈ŵ
‖w‖1,ΩF

qui est une norme de Banach.

On peut construire l’application

γ̂0 :
(
H1

(
ΩF
)
/H1

0

(
ΩF
)
, ‖.‖∗

)
→
(
H1/2 (Γ) , ‖.‖1/2,Γ

)

γ̂0 (ŵ) = γ0 (w) où w est un représentant de ŵ

qui est un isomorphisme continu.

Grâce au théorème de Banach ( voir Brezis [1983, p. 19] ), γ̂−1
0 est continue, donc

la norme ‖.‖1/2,Γ est équivalente à la norme sur H1/2 (Γ)

‖g‖∗ = inf
w∈H1(ΩF ),γ0(w)=g

‖w‖1,ΩF(2.3.9)

4) D’une manière analogue, on peut construire

‖g‖∗∗ = inf
w∈H1(ΩS),w|Γ=g,w|Σ1=0

‖w‖1,ΩS(2.3.10)

Si Γ ∩ Σ
1

= ∅, alors les normes ‖.‖∗∗ , ‖.‖∗ et ‖.‖1/2,Γ sont équivalentes.
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Proposition 2.3.2 Si (v, ν) est la solution du système (2.2.3)− (2.2.6), alors il existe

une unique distribution vectorielle

λ ∈ D′ (]0, T [ ;M ′) où M =
(
H1/2 (Γ)

)N

telle que 



d

dt

(
v (t) , w1

)

0,ΩF
+ νcinaF

(
v (t) , w1

)

=
(
f 1 (t) , w1

)

0,ΩF
−
[
λ, γ0

(
w1
)]

∀w1 ∈ V 1, au sens de D′ (]0, T [)

(2.3.11)






d

dt

(
ν (t) , w2

)

0,ΩS
+

1

ρS
aS

(
u0 +

∫ t

0
ν (s) ds, w2

)

=
(
f 2 (t) , w2

)

0,ΩS
+
[
λ, γΓ

(
w2
)]

∀w2 ∈ V 2, au sens de D′ (]0, T [)

(2.3.12)

Démonstration:

Unicité : Soient λ1 et λ2 deux distributions qui vérifient (2.3.12). Alors

[(
λ1 − λ2

)
, γΓ

(
w2
)]

= 0, ∀w2 ∈ V 2

Puisque γΓ est surjective, on obtient

∀φ ∈ D (]0, T [) ,
(
λ1 − λ2

)
(φ) = 0, dans M ′

d’où λ1 = λ2.

Existence : La démonstration de l’existence se fait en trois étapes:

a) Construction de deux distributions

T1 ∈ D
′
(
]0, T [ ;

(
V 1
)′)

T2 ∈ D
′
(
]0, T [ ;

(
V 2
)′)

à partir desquelles on peut construire la distribution λ

b) Pour chaque φ ∈ D (]0, T [), on construit l’application λ (φ) ∈M ′
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c) On démontre que

λ ∈ D′ (]0, T [ ;M ′)

a) Pour chaque φ ∈ D (]0, T [), on construit l’application T2 (φ) de V 2 dans IR,

définie par

T2 (φ)
(
w2
)

= −
∫ T

0

(
ν (t) , w2

)

0,ΩS
φ′ (t) dt

+
1

ρS

∫ T

0
aS

(
u0 +

∫ t

0
ν (s) ds, w2

)
φ (t) dt−

∫ T

0

(
f 2 (t) , w2

)

0,ΩS
φ (t) dt

∀w2 ∈ V 2

Puisque aS est linéaire, alors pour chaque φ ∈ D (]0, T [), T2 (φ) est linéaire sur V 2.

On démontre maintenant qu’elle est aussi continue sur V 2.

D’après l’inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

∣∣∣T2 (φ)
(
w2
)∣∣∣ ≤

∫ T

0
‖ν (t)‖0,ΩS

∥∥∥w2
∥∥∥
0,ΩS
|φ′ (t)| dt

+
1

ρS
MS

∫ T

0

∥∥∥∥u
0 +

∫ t

0
ν (s) ds

∥∥∥∥
1,ΩS

∥∥∥w2
∥∥∥
1,ΩS
|φ (t)| dt

+
∫ T

0

∥∥∥f 2 (t)
∥∥∥
0,ΩS

∥∥∥w2
∥∥∥
0,ΩS
|φ (t)| dt

où aS (x, y) ≤MS ‖x‖1,ΩS ‖y‖1,ΩS pour chaque x, y dans V 2.

Si on note

C2 (φ) =
∫ T

0
‖ν (t)‖0,ΩS |φ

′ (t)| dt

+
1

ρS
MS

∫ T

0

∥∥∥∥u
0 +

∫ t

0
ν (s) ds

∥∥∥∥
1,ΩS

|φ (t)| dt

+
∫ T

0

∥∥∥f 2 (t)
∥∥∥
0,ΩS
|φ (t)| dt

on obtient

∣∣∣T2 (φ)
(
w2
)∣∣∣ ≤ C2 (φ)

∥∥∥w2
∥∥∥
1,ΩS

∀φ ∈ D (]0, T [) , ∀w2 ∈ V 2(2.3.13)

Donc

∀φ ∈ D (]0, T [) , T2 (φ) ∈
(
V 2
)′
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On note dans la suite T2 (φ) (w2) par 〈T2 (φ) , w2〉2 où 〈., .〉2 est le crochet de dualité

entre (V 2)
′
et V 2.

D’après (2.3.13) on a

‖T2 (φ)‖(V 2)′ ≤ C2 (φ) , ∀φ ∈ D (]0, T [)(2.3.14)

Puisque

∀w2 ∈ V 2,
〈
T2 (φ+ ψ) , w2

〉

2
=
〈
T2 (φ) , w2

〉

2
+
〈
T2 (ψ) , w2

〉

2

alors T2 est linéaire de D (]0, T [) dans (V 2)
′
.

En tenant compte de (2.3.14) et de la définition 2.3.2, T2 est continue, donc

T2 ∈ D
′
(
]0, T [ ;

(
V 2
)′)

D’une manière analogue, on peut construire T1 dans D′
(
]0, T [ ; (V 1)

′
)
, tel que

〈
T1 (φ) , w1

〉

1
= −

∫ T

0

(
v (t) , w1

)

0,ΩF
φ′ (t) dt

+νcin

∫ T

0
aF

(
v (t) , w1

)
φ (t) dt−

∫ T

0

(
f 1 (t) , w1

)

0,ΩF
φ (t) dt

∀φ ∈ D (]0, T [) , ∀w1 ∈ V 1

où 〈., .〉1 est le crochet de dualité entre (V 1)
′
et V 1.

D’après (2.2.4) on obtient

∀φ ∈ D (]0, T [) ,

∀w1 ∈ V 1, ∀w2 ∈ V 2, γ0

(
w1
)

= γΓ

(
w2
)

〈
T1 (φ) , w1

〉

1
+
〈
T2 (φ) , w2

〉

2
= 0

(2.3.15)

b) Pour chaque φ dans D (]0, T [), on peut définir

λ (φ) : M → IR

λ (φ) (g) =
〈
T2 (φ) , w2

〉

2
où γΓ

(
w2
)

= g
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D’abord, on démontre que λ (φ) est bien définie. Soit g dans M . Alors il existe

w2 dans V 2, tel que γΓ (w2) = g. S’il existe encore un élément w2 dans V 2 tel que

γΓ (w2) = g, alors d’après (2.3.15) on a

〈
T2 (φ) , w2

〉

2
= −

〈
T1 (φ) , w1

〉

1
=
〈
T2 (φ) , w2

〉

2

donc λ (φ) est bien définie.

On démontre maintenant que λ (φ) est linéaire sur M .

Soient g1 et g2 dans M . Alors il existe w2
1, w

2
1 dans V 2, tels que

γΓ

(
w2

1

)
= g1 γΓ

(
w2

2

)
= g2

Puisque γΓ est linéaire, on a pour chaque α1, α2 dans IR

λ (φ) (α1g1 + α2g2) =
〈
T2 (φ) , α1w

2
1 + α2w

2
2

〉

2

= α1

〈
T2 (φ) , w2

1

〉

2
+ α2

〈
T2 (φ) , w2

2

〉

2

= α1λ (φ) (g1) + α2λ (φ) (g2)

Donc, λ (φ) est linéaire sur M .

On démontre maintenant que λ (φ) est continue sur M .

D’après (2.3.13) on a

|λ (φ) (g)| =
∣∣∣
〈
T2 (φ) , w2

〉

2

∣∣∣ ≤ C2 (φ)
∥∥∥w2

∥∥∥
1,ΩS

∀φ ∈ D (]0, T [) , ∀w2 ∈ V 2, γΓ

(
w2
)

= g

d’où

|λ (φ) (g)| ≤

(
inf

w2∈V 2,w2|Γ=g,w2|Σ1=0

∥∥∥w2
∥∥∥
1,ΩS

)
C2 (φ) = ‖g‖∗∗ C2 (φ)(2.3.16)

Donc

λ (φ) ∈M ′

c) On démontre maintenant que λ ∈ D′ (]0, T [ ;M ′).

Puisque T2 est linéaire de D (]0, T [) dans (V 2)
′
, alors λ est linéaire de D (]0, T [)

dans M ′.
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D’après (2.3.16), on a

‖λ (φ)‖M ′ ≤ C2 (φ) , ∀φ ∈ D (]0, T [)

En tenant compte de la définition 2.3.2, λ est continue, donc

λ ∈ D′ (]0, T [ ;M ′)

et vérifie (2.3.12).

D’après (2.3.15), on obtient

〈λ (φ) , g〉M ′,M =
〈
T2 (φ) , w2

〉

2
= −

〈
T1 (φ) , w1

〉

1

∀w1 ∈ V 1, ∀w2 ∈ V 2, γ0

(
w1
)

= γΓ

(
w2
)

d’où (2.3.11). 2

Comme une simple conséquence de ce résultat on a le théorème suivant:

Théorème 2.3.2 Il existe un triplet unique (v, ν, λ), tel que




v ∈ L∞(0, T ;L2(ΩF )N)
ν ∈ L∞(0, T ;L2(ΩS)N)
v ∈ L2(0, T ;V 1)∫ t

0 ν(s)ds ∈ L∞(0, T ;V 2)
λ ∈ D′ (]0, T [ ;M ′)






d

dt

(
v (t) , w1

)

0,ΩF
+ νcinaF

(
v (t) , w1

)

=
(
f 1 (t) , w1

)

0,ΩF
− [λ, γ0

(
w1
)
]

∀w1 ∈ V 1, au sens de D′ (]0, T [)





d

dt

(
ν (t) , w2

)

0,ΩS
+

1

ρS
aS

(
u0 +

∫ t

0
ν (s) ds, w2

)

=
(
f 2 (t) , w2

)

0,ΩS
+ [λ, γΓ

(
w2
)
]

∀w2 ∈ V 2, au sens de D′ (]0, T [)

(
γ0(
∫ t

0
v(s)ds)− γΓ(

∫ t

0
ν(s)ds), µ

)

1/2,Γ
= 0, ∀µ ∈M, p.p. t dans ]0, T [

(v(0), ν(0)) = (v0, ν0)
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Remarque 2.3.3 On observe que dans la définition du problème (P4) on a

λ ∈ L2 (0, T ;M), en temps que dans le théorème 2.3.2 on a λ ∈ D′ (]0, T [ ;M ′). On

peut dire que le triplet donné par le théorème 2.3.2 est une solution “faible” de (P4).

2.4 Un modèle variationnel mixte

A partir du modèle découplé précédent, on construit un modèle mixte, en introduisant

en plus une inconnue p, qui a la signification d’une pression dans le fluide.

La contrainte divergence nulle rend difficile la résolution numérique des problèmes

précédents. L’utilisation de la méthode mixte pour traiter cette contrainte permet

d’éviter la manipulation d’élements finis de divergence nulle, qui est une tâche difficile

surtout en 3D.

Notations :

W 1 = H1(ΩF )N

W 2 = {w2 ∈ H1(ΩS)N , w1 = 0 sur Σ1}

Q = L2(ΩF )

M = H1/2(Γ)N

γ0 : H1(ΩF )N −→ H1/2(Γ)N est l’application trace

γΓ : H1(ΩS)N −→ H1/2(Γ)N est la restriction de l’application trace sur Γ

On se donne

f 1 ∈ L2(0, T ;L2(ΩF )N)
f 2 ∈ L2(0, T ;L2(ΩS)N)
ρS ∈ IR∗

+ la masse volumique de la structure
νcin ∈ IR∗

+ la viscosité cinématique du fluide
u0 ∈ V 2 le déplacement initial

(v0, ν0) ∈ H les vitesses initiales
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On considère le problème variationnel (P5) suivant:

Trouver (v, ν, p, λ) vérif iant:






v ∈ L∞(0, T ;L2(ΩF )N )
ν ∈ L∞(0, T ;L2(ΩS)N)
v ∈ L2(0, T ;W 1)∫ t

0 ν(s)ds ∈ L∞(0, T ;W 2)
p ∈ L2(0, T ;Q)
λ ∈ L2(0, T ;M)

(2.4.1)

d

dt
(v(t), w1)0,ΩF +

d

dt
(ν(t), w2)0,ΩS + νcinaF (v(t), w1) +

1

ρS
aS(

∫ t

0
ν(s)ds, w2)

−
(
div w1, p(t)

)

0,ΩF
−
(
γ0(w

1)− γΓ(w2), λ(t)
)

1/2,Γ

= (f 1(t), w1)0,ΩF + (f 2(t), w2)0,ΩS −
1

ρS
aS(u0, w2)

∀(w1, w2) ∈ W 1 ×W 2 au sens des distributions sur ]0, T [

(2.4.2)

(div v(t), q)0,ΩF = 0, ∀q ∈ Q, p.p. t dans ]0, T [(2.4.3)

(
γ0(
∫ t

0
v(s)ds)− γΓ(

∫ t

0
ν(s)ds), µ

)

1/2,Γ
= 0, ∀µ ∈M, p.p. t dans ]0, T [(2.4.4)

(v(0), ν(0)) = (v0, ν0)(2.4.5)

Remarque 2.4.1 La première, la deuxième et la quatrième condition de (2.4.1) sont

identiques aux conditions de (2.2.3). On observe que pour la troisième condition, on

a renoncé à mettre dans la définition la contrainte div v = 0, mais cette condition

résulte dans cette nouvelle formulation de la relation (2.4.3).

L’égalité (2.4.4) remplace la condition de continuité sur Γ, qui est obtenue à partir

de la relation (2.2.5).

La condition initiale (2.4.5) est identique à (2.2.6).
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Remarque 2.4.2 Le système (2.4.1)-(2.4.5) est de type mixte. On rappelle qu’un

système est dit mixte si deux ou plusieurs variables dépendantes sont approximées

indépendamment; dans notre cas, il s’agit de v et p.

Prenant w2 = 0 dans (2.4.2), on obtient





d

dt
(v(t), w1)0,ΩF + νcinaF (v(t), w1)−

(
div w1, p(t)

)

0,ΩF

= (f 1(t), w1)0,ΩF +
(
γ0(w

1), λ(t)
)

1/2,Γ

∀w1 ∈ W 1 au sens des distributions sur ]0, T [
(div v(t), q)0,ΩF = 0, ∀q ∈ Q p.p. t dans ]0, T [

(2.4.6)

Prenant w1 = 0 dans (2.4.2), on obtient




d

dt
(ν(t), w2)0,ΩS +

1

ρS
aS(

∫ t

0
ν(s)ds, w2)

= (f 2(t), w2)0,ΩS −
1

ρS
aS(u0, w2)−

(
γΓ(w2), λ(t)

)

1/2,Γ

∀w2 ∈ W 2 au sens des distributions sur ]0, T [

(2.4.7)

Evidemment, on a l’équivalence entre les égalités (2.4.2) et (2.4.3) d’une part et les

égalités (2.4.6) et (2.3.6) d’autre part.

Proposition 2.4.1 Si (v, ν, p, λ) est une solution du système (2.4.1)-(2.4.5), alors

(v, ν, λ) est une solution du système (2.3.1)-(2.3.4).

Démonstration: Soit (v, ν, p, λ) une solution du système (2.4.1)-(2.4.5).

On va démontrer, d’abord, que v ∈ L2(0, T ;V 1). A cause de (2.4.3), on a

div v(t) = 0, p.p. t dans ]0, T [

donc v(t) ∈ V 1 ⊂ W 1.

Mais ‖ v(.) ‖V 1=‖ v(.) ‖W 1=‖ v(.) ‖1,ΩF et

t −→‖ v(t) ‖W 1

est une application dans L2(0, T ), donc v ∈ L2(0, T ;V 1).

Prenant div w1 = 0 dans (2.4.2), on obtient (2.3.2). 2
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Théorème 2.4.1 Si le problème (2.4.1)-(2.4.5) admet une solution, alors elle est

unique.

Démonstration: Soit (vi, νi, pi, λi) i = 1, 2 deux solutions de (2.4.1)-(2.4.5). Selon

les propositions 2.4.1, 2.3.1 et le théorème 2.2.1 on a:

v1 = v2 et ν1 = ν2

Soit p1 − p2 = p∗ et λ1 − λ2 = λ∗.

On a alors:

(div w1, p∗)0,ΩF +
(
γ0(w

1)− γΓ(w2), λ∗
)

1/2,Γ
= 0 ∀w1 ∈ W 1, w2 ∈ W 2

Soit l’opérateur de contraintes B défini par:




B : W 1 ×W 2 −→ Q×M

B(w1;w2) = (div w1; γ0(w
1)− γΓ(w2))

Donc

〈(p∗, λ∗), B(w1, w2)〉Q×M = 0 ∀w1 ∈ W 1, w2 ∈ W 2

où 〈∗, ∗〉Q×M est le produit scalaire euclidien sur Q×M ce qui est équivalent à

(p∗, λ∗) ⊥ Im B

L’opérateur B est surjectif, d’où Im B = Q×M , ce qui implique (p∗, λ∗) = 0. La

surjectivité de B sera démontrée dans le chapitre quatre, section deux. 2

Remarque 2.4.3 L’équation (2.4.6) à laquelle est associée la condition initiale v(0) =

v0 représente la formulation variationnelle mixte pour le problème du fluide. On étudie

ce type de problème dans le chapitre suivant.

L’équation (2.4.7) à laquelle est associée la condition initiale pour la vitesse ν(0) =

ν0 représente la formulation variationnelle pour le problème de la structure. La condi-

tion initiale pour le déplacement résulte de (2.4.7).
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2.5 Bilan du chapitre

Dans la première section de ce chapitre, on présente le problème (P1), qui est un

système d’e.d.p. avec les inconnues v vitesse du fluide, p pression dans le fluide, u

déplacement de la structure. Ensuite on présente le problème (P2), qui est un système

d’e.d.p. avec les inconnues v vitesse du fluide, p pression dans le fluide, ν vitesse de la

structure.

Dans la deuxième section, on présente le problème couplé (P3), qui est une formu-

lation variationnelle avec les inconnues v et ν. L’existence et l’unicité d’une solution

pour (P3) ont été prouvées dans Lions [1969, p. 120] et Dautray & Lions [1988, vol.

8, chap VIII, p.795]. On sait

(P1)⇐⇒ (P2)⇒ (P3)

Dans la troisième section, à partir du problème couplé (P3), on construit le pro-

blème découplé (P4), qui est une formulation variationnelle avec les inconnues v, ν et

λ, où λ a la signification d’une condition à la limite sur la surface de contact Γ. Pour

le problème découplé (P4), on a des résultats d’existence et d’unicité dans le sens des

théorèmes 2.3.1 et 2.3.2. On sait

(v, ν, λ) solution de (P4)⇒ (v, ν) solution de (P3)
(v, ν) solution de (P3)⇒ ∃!λ, tel que (v, ν, λ) solution faible de (P4)

Dans la quatrième section, on introduit le problème découplé mixte (P5), qui est

une formulation variationnelle avec les inconnues v, ν, λ, et p, où p a la signification

d’une pression dans le fluide. On démontre que le problème (P5) a une solution unique

( le théorème 2.4.1 ). On sait

(v, ν, p, λ) solution de (P5)⇒ (v, ν, λ) solution de (P4)

L’existence de la solution de (P5) va être étudiée dans le chapitre suivant.
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Chapitre 3

Etude de l’existence et de l’unicité
pour la solution d’un problème
parabolique avec multiplicateur de
Lagrange

On a vu dans le chapitre précédent qu’il est possible de découpler le problème fluide

structure. Dans ce chapitre, on étudie le problème du fluide obtenu après ce découplage

qui conduit à un problème parabolique avec multiplicateur de Lagrange. Ce problème

est une variante évolutive du problème stationnaire avec multiplicateur de Lagrange

étudié dans Babuska [1971] et Brezzi [1974].

L’intérêt pour les problèmes variationnels de ce type est d’ordre numérique. L’espace où

l’on cherche la solution, qui est un espace défini à partir d’un opérateur de contraintes,

est remplacé par un espace plus large, sans contrainte et ce fait a des implications posi-

tives pour l’approximation: les éléments finis sont plus faciles à trouver et à manipuler.

Les méthodes mixtes pour les problèmes paraboliques ont déjà été abordées par Johnson

& Thomée [1981] et Squeff [1987]. Ces formulations ont comme inconnues la vitesse et

la contrainte. Dans ce chapitre, on présente une formulation variationnelle mixte pour

les problèmes paraboliques ayant comme inconnues la vitesse et la pression, ce qui rend
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cette formulation plus intéressante, puisque on veut calculer la pression.

3.1 Problème de Stokes stationnaire

L’étude du problème de Stokes pour un fluide incompressible nécessite, dans une for-

mulation variationnelle classique, l’emploi d’espaces de fonctions à divergence nulle.

Une autre approche pour traiter ce type de problème a été initialisée par Babuska et

Brezzi et consiste à utiliser les multiplicateurs de Lagrange. On utilise alors un espace

fonctionnel plus “grand”, mais dans lequel il n’y a pas d’opérateur de contrainte et

dont l’avantage réside dans une plus grande facilité de construction des éléments finis.

De plus, dans la formulation variationnelle classique, la pression n’intervient pas,

ce qui n’est pas le cas dans la formulation variationnelle mixte.

On rappelle d’abord les formulations variationnelles classique et mixte pour le

problème stationnaire de Stokes et les théorèmes d’existence et d’unicité associés. Pour

plus de détails, voir Dautray & Lions [1988, vol. 8, chap. XIX, p. 824].

3.1.1 Formulation variationnelle classique

Soit Ω ⊆ IRn, n ≥ 1 un ouvert non vide. On note:

W =
(
H1

0 (Ω)
)n
, L =

(
L2 (Ω)

)n

V = {v ∈ D (Ω) , div v = 0}

H = fermeture de V dans L

V = fermeture de V dans W

Soit a : W ×W → IR

a (u, v) =
N∑

i=1

N∑

j=1

(
∂ui

∂xj
,
∂vi

∂xj

)

0,Ω

(3.1.1)
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où (., .)0,Ω est le produit scalaire dans L. L’application a est bilinéaire, continue et

grâce à l’inégalité de Poincaré, W -elliptique.

Définition 3.1.1 On donne f ∈ (H−1 (Ω))
n
. Le problème: trouver u ∈ V tel que:

a (u, v) = 〈f, v〉 ∀v ∈ V(3.1.2)

où 〈., .〉 représente le crochet de dualité entre (H−1 (Ω))
n

et (H1
0 (Ω))

n
, est appelé for-

mulation variationnelle classique du problème stationnaire de Stokes.

On remarque que dans cette définition, la pression n’intervient pas.

Théorème 3.1.1 Pour tout Ω ⊆ IRn, n ≥ 1 un ouvert borné, de frontière lipschitzi-

enne et pour tout f ∈ (H−1 (Ω))
n
, le problème (3.1.2) admet une solution unique u.

De plus, il existe une fonction p ∈ L2
loc (Ω), telle que:

−4 u+ grad p = f au sens des distributions dans Ω

div u = 0 au sens des distributions dans Ω

3.1.2 Formulation variationnelle mixte

Soit Q = L2
0 (Ω), où:

L2
0 (Ω) =

{
q ∈ L2 (Ω) ,

∫

Ω
q (x) dx = 0

}

Soit b : W ×Q→ IR

b (w, q) = − (div w, q)0,Ω(3.1.3)

La formulation variationnelle mixte, appelée aussi formulation variationnelle avec

multiplicateur de Lagrange pour le problème stationnaire de Stokes est donnée par:
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Définition 3.1.2 On donne f ∈ W ′. Le problème:

trouver u ∈ W, p ∈ Q tels que
{
a (u, w) + b (w, p) = 〈f, w〉W ′,W , ∀w ∈ W
b (u, q) = 0, ∀q ∈ Q

(3.1.4)

est appelé formulation variationnelle mixte du problème stationnaire de Stokes ou for-

mulation variationnelle avec multiplicateur de Lagrange.

Dans le système (3.1.4), le multiplicateur de Lagrange p a la signification physique

d’une pression, ce qui justifie l’intérêt de cette formulation.

Des conditions suffisantes pour l’existence et l’unicité de la solution du problème de

type (3.1.4) sont données dans Babuska [1971] et Brezzi [1974]. On rappelle le résultat

qui se trouve dans Brezzi [1974]:

Théorème 3.1.2 Soit a (., .) une forme bilinéaire, continue sur W×W et V elliptique,

i.e.

inf
{v∈V,‖v‖W =1}

a (v, v) > 0(3.1.5)

et b (., .) une forme bilinéaire, continue sur W ×Q telle que:

∃δ > 0, inf
{q∈Q,‖q‖Q=1}

sup
{v∈W,‖w‖W =1}

b (w, q) ≥ δ.(3.1.6)

Alors pour chaque f ∈ W ′ le problème (3.1.4) a une solution unique.

Corollaire 3.1.1 Pour tout Ω ⊆ IRn ouvert non vide, borné, de frontière lipschitzi-

enne, alors les formes bilinéaires a et b définies par les relations ( 3.1.1) et ( 3.1.3)

vérifient les hypothèses du théorème 3.1.2, donc il existe une unique solution (u, p) pour

le problème stationnaire mixte de Stokes.

Remarque 3.1.1 L’intérêt pour les problèmes variationnels avec multiplicateur de

Lagrange est d’ordre numérique. Au lieu d’utiliser des fonctions test v dans V , qui
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sont difficiles à approcher surtout en 3D, la formulation variationnelle (3.1.4) utilise les

fonctions test w dans W .

3.2 Problème de Stokes évolutif

On étudie maintenant le problème parabolique.

D’abord on rappelle la formulation variationnelle classique pour le problème évolutif

de Stokes, puis on introduit une formulation variationnelle mixte pour un problème

parabolique abstrait (P1) sur lequel on sépare les variables. On constate que pour

démontrer l’existence d’une solution pour ce problème parabolique mixte (P1), on ne

peut pas utiliser les résultats de type Hille-Yosida.

Dans la troisième section, on introduit une nouvelle formulation variationnelle mixte

pour laquelle on donne un résultat d’existence et d’unicité.

3.2.1 Formulation variationnelle classique

En utilisant les mêmes notations que précédemment, on pose le problème suivant:

Définition 3.2.1 Pour f ∈ L2 (0, T ;V ′) et u0 ∈ H donnés, on pose le problème (P0):

trouver u tel que

u ∈ L2 (0, T ;V )(3.2.1)

d

dt
(u (.) , v)H + a (u (.) , v) = 〈f (.) , v〉V ′,V , ∀v ∈ V(3.2.2)

au sens des distributions sur ]0, T [

u (0) = u0(3.2.3)

Ce problème est appelé la formulation variationnelle classique pour le problème de

Stokes évolutif, voir Dautray & Lions [1988, vol. 8, chap. XII, p. 841].
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Théorème 3.2.1 Pour Ω ⊆ IRn ouvert non vide, borné, de frontière lipschitzienne et

f ∈ L2 (0, T ;V ′) et u0 ∈ H, il existe une unique solution u pour le problème (3.2.1)-

(3.2.3). De plus:

u ∈ C ([0, T ] ;H)

Proposition 3.2.1 Sous les hypothèses du théorème 3.2.1, il existe une distribution p

sur Q = Ω× ]0, T [, telle que la fonction u définie par le théorème 3.2.1 et p satisfont:

∂u

∂t
−4u+ grad p = f au sens des distributions dans Q

div u = 0 au sens des distributions dans Q

lim
t↘0

u (t) = u0 dans L2 (Ω)

3.2.2 Formulation variationnelle mixte

Les méthodes mixtes pour les problèmes paraboliques étudiés dans Johnson & Thomée

[1981] et Squeff [1987] ont pour inconnues la vitesse et la contrainte. Puisqu’on veut

calculer la pression, nous considérons une formulation en vitesse-pression.

Remarquons qu’il est possible de faire la présentation dans le cadre d’un problème

parabolique abstrait quelconque.

Problème abstrait

Notations et hypothèses

Soient (W, ‖.‖W ), (L, ‖.‖L) et
(
Q, ‖.‖Q

)
trois espaces de Hilbert, avec les produits

scalaires respectifs (., .)W , (., .)L et (., .)Q. On suppose que W ⊆ L, W dense dans L,

avec l’injection canonique continue, i.e.

∃γ > 0, ∀w ∈ W, ‖w‖L ≤ γ ‖w‖W(3.2.4)

On suppose que W et L sont séparables.
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Soient a : W ×W → IR et b : W × Q → IR deux formes bilinéaires continues. On

peut définir l’ensemble:

V = {v ∈ W, b (v, q) = 0, ∀q ∈ Q}(3.2.5)

qui est un sous-espace vectoriel fermé de W. On peut munir V d’une structure d’espace

de Hilbert pour le produit scalaire:

(u, v)V = (u, v)W ∀u, v ∈ V

Soit H la fermeture de V dans (L, ‖.‖L) ; on va le munir d’une structure d’espace

de Hilbert pour le produit scalaire:

(u, v)H = (u, v)L ∀u, v ∈ H

En identifiant L et son dual L′, on a:

W ↪→ L ↪→ W ′

chaque espace étant dense dans le suivant.

Définition 3.2.2 Etant donnés u0 ∈ L, f ∈ L2 (0, T ;W ′) où 0 < T <∞ , on pose le

problème (P1) :

Trouver u ∈ W (0, T ;W,W ′) , p ∈ L2 (0, T ;Q), tels que:

d

dt
(u (.) , w)L + a (u (.) , w) + b (w, p (.)) = 〈f (.) , w〉W ′,W , ∀w ∈ W(3.2.6)

au sens des distributions sur ]0, T [

b (u (.) , q) = 0, ∀q ∈ Q, p.p. dans ]0, T [(3.2.7)

u (0) = u0(3.2.8)
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Remarque 3.2.1 On note:

W (0, T ;W,W ′) =

{
u; u ∈ L2 (0, T ;W ) ,

du

dt
∈ L2 (0, T ;W ′)

}

Puisque W (0, T ;W,W ′) ⊂ C0 ([0, T ] , L) , la relation (3.2.8) a un sens et en plus on a:

d

dt
(u (.) , w)L =

〈
du

dt
(.) , w

〉

W ′,W

∀w ∈ W,

au sens des distributions sur ]0, T [.

Remarque 3.2.2 Dans la définition du problème (P1), l’espace V n’intervient plus.

Remarque 3.2.3 Il est possible que, sans aucune hypothèse supplémentaire sur la

condition initiale u0, le problème (P1) soit mal posé.

Séparation des variables

Soient A,B,Bt les opérateurs linéaires, continus définis d’une façon unique par les

relations suivantes:

A : W → W, a (u, v) = (Au, v)W , ∀u, v ∈ W(3.2.9)

B : W → Q,Bt : Q→W
b (w, q) = (Bw, q)Q = (w,Btq)W , ∀w ∈ W, ∀q ∈ Q

(3.2.10)

et on pose D : W ×Q→W ×Q

D =

(
A Bt

B 0

)

D’après la proposition 3.5.4 qui sera démontrée en annexe, D est inversible et on pose

D−1 = E =

(
E11 E12

E21 E22

)
(3.2.11)

Soit JW : W → W ′, la bijection donnée par le théorème de Riesz. Alors on peut

mettre le problème (P1) sous la forme équivalente suivante:
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Définition 3.2.3 Etant donnés u0 ∈ L, f ∈ L2 (0 ,T ; W ′) où 0 < T <∞,

trouver u ∈ W (0, T ;W,W ′) , p ∈ L2 (0, T ;Q), tels que:

u (.) = E11 ◦ J
−1
W (f (.))− E11 ◦ J

−1
W

(
du

dt
(.)

)
, p.p. dans ]0, T [(3.2.12)

u (0) = u0(3.2.13)

p (.) = E21 ◦ J
−1
W (f (.))− E21 ◦ J

−1
W

(
du

dt
(.)

)
, p.p. dans ]0, T [(3.2.14)

Remarque 3.2.4 Pour toute u solution de (3.2.12)-(3.2.13), il existe p donné par

(3.2.14), tel que (u, p) soit solution de (P1). On a donc séparé les variables.

Difficulté

On pourrait penser, pour démontrer l’existence et l’unicité, à utiliser le résultat suivant:

Etant donnés u0 ∈ L, f ∈ L2 (0 ,T ; W ′) et A : W → W ′ un opérateur linéaire,

continu tel que:

∃α > 0, ∀w ∈ W, 〈Aw,w〉W ′,W ≥ α ‖w‖2W

alors il existe une unique solution pour le système suivant:

u ∈ W (0, T ;W,W ′)

A−1

(
d

dt
u (.)

)
+ u (.) = A−1 〈f (.) , v〉W ′,W , p.p. dans ]0, T [

u (0) = u0

Mais E11 ◦ J
−1
W : W ′ → W n’est pas inversible. En effet, si a est W−elliptique,

d’après la proposition 3.5.4, qui sera démontrée en annexe, on a

E11 = A−1 − A−1Bt
(
BA−1Bt

)−1
BA−1(3.2.15)
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d’où

B ◦ E11 ◦ J
−1
W (g) = 0, ∀g ∈ W ′

Im
(
E11 ◦ J

−1
W

)
⊆ Ker (B) = V 6= W

Comme on ne peut pas démontrer l’existence et l’unicité, on introduit alors une

nouvelle formulation variationnelle mixte pour laquelle on aura un résultat d’existence

et d’unicité.

3.3 Nouvelle formulation variationnelle mixte

3.3.1 Présentation

On ne sait pas si le problème (P1), défini par les relations (3.2.6)-(3.2.8) est bien posé.

Il est même possible que, pour démontrer l’existence de la solution, il faille supposer

plus de régularité pour la condition initiale.

On introduit alors un nouveau problème parabolique avec multiplicateurs de La-

grange et on démontre l’existence et l’unicité pour la solution de ce problème.

Pour cela, on renonce à l’identification L = L′ faite dans la première section et on

va identifier H et son dual H ′. On obtient:

V ↪→ H ↪→ V ′

chaque espace étant dense dans le suivant.

Définition 3.3.1 On considère le problème (P2) défini par:

trouver un triplet (h, u, p) tel que:

h ∈ L2 (0, T ;W ′) , u ∈ L2 (0, T ;W ) ,
du

dt
∈ L2 (0, T ;V ′) , p ∈ L2 (0, T ;Q)(3.3.1)
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〈h (.) , w〉W ′,W + a (u (.) , w) + b (w, p (.)) = 〈f (.) , w〉W ′,W , ∀w ∈ W(3.3.2)

presque partout dans ]0, T [

〈h (.) , v〉W ′,W =

〈
du

dt
(.) , v

〉

V ′,V

, ∀v ∈ V, p.p. dans ]0, T [(3.3.3)

b (u (.) , q) = 0, ∀q ∈ Q, p.p. dans ]0, T [(3.3.4)

u (0) = u0(3.3.5)

où f ∈ L2 (0, T ;W ′) et u0 ∈ H.

Lemme 3.3.1 Il existe un opérateur linéaire et continu, Λ : V ′ →W ′, tel que:

〈f, v〉V ′,V = 〈Λf, v〉W ′,W , ∀f ∈ V ′, ∀v ∈ V(3.3.6)

Démonstration: On construit une application linéaire et continue x : W → V , telle que

x (v) = v, ∀v ∈ V.

Puisque V est un sous-espace vectoriel fermé, on a W = V ⊕ V ⊥. Tout w dans W

s’écrit de façon unique sous la forme w = v+v⊥. On définit x : W → V, x (w) = v. Cette

application est linéaire. On a ‖w‖2W = ‖v‖2W +
∥∥∥v⊥

∥∥∥
2

W
, qui implique ‖x (w)‖W ≤‖w‖W ,

donc l’application est continue.

Soit Λ : V ′ →W ′, défini par:

Λf
déf
= f ◦ x(3.3.7)

L’opérateur Λ est linéaire et on a:

‖Λf‖W ′ = sup
{w∈W,‖w‖W≤1}

〈f ◦ x, w〉W ′,W = sup
{w∈W,‖w‖W ≤1}

〈f, x (w)〉V ′,V

= sup
{w∈W,‖w‖W ≤1}

〈f,x(w)〉
V ′,V

‖x‖
‖x‖ ≤ sup

{v∈V,‖v‖V ≤1}
〈f, v〉V ′,V ‖x‖ ≤ ‖f‖V ′ ‖x‖

(3.3.8)

Donc Λ est continu. Comme x (v) = v, ∀v ∈ V on obtient (3.3.6). 2
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Corollaire 3.3.1 Si u ∈ L2 (0, T ;V ′) , alors Λ ◦ u ∈ L2 (0, T ;W ′) et

〈u (.) , v〉V ′,V = 〈Λ ◦ u (.) , v〉W ′,W , ∀v ∈ V, p.p. t ∈ ]0, T [(3.3.9)

Démonstration: Puisque Λ est continu, Λ ◦ u est Borel-mesurable et si on tient compte

de l’hypothèse u ∈ L2 (0, T ;V ′) et en utilisant (3.3.8), on obtient Λ◦u ∈ L2 (0, T ;W ′) .

La relation (3.3.9) résulte de (3.3.6). 2

3.3.2 Théorème d’existence d’une solution

Démontrons maintenant un théorème d’existence d’une solution pour le problème (P2).

Théorème 3.3.1 Soit a (., .) une forme bilinéaire, continue sur W×W et W elliptique,

i.e.

∃α > 0, ∀w ∈ W, a (w,w) ≥ α ‖w‖2W(3.3.10)

et b (., .) une forme bilinéaire, continue sur W ×Q telle que:

∃δ > 0, inf
{q∈Q,‖q‖Q=1}

sup
{v∈W,‖w‖W =1}

b (w, q) ≥ δ.(3.3.11)

Alors pour chaque f ∈ L2 (0, T ;W ′), il existe au moins une solution pour le problème

(P2).

Démonstration: a) D’après les résultats cités dans Dautray & Lions [1988, chap. XVIII,

p. 619-620], on a l’existence et l’unicité d’une solution pour le problème suivant:

Etant donnés u0 ∈ H, f ∈ L2 (0, T ;V ′) , trouver

u ∈ W (0, T ;V, V ′)(3.3.12)

d

dt
(u (.) , v)H + a (u (.) , v) = 〈f (.) , v〉V ′,V ∀v ∈ V(3.3.13)
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au sens des distributions sur ]0, T [

u (0) = u0(3.3.14)

Soit u ∈ W (0, T ;V, V ′) cette solution et soit h = Λ ◦ du

dt
, où Λ est l’opérateur défini

par le lemme 3.3.1 . Grâce au corollaire 3.3.1, on a h ∈ L2 (0, T ;W ′) .

b) Considérons maintenant le problème suivant:

Etant donnés h, f ∈ L2 (0, T ;W ′) , trouver

ũ ∈ L2 (0, T ;W ) , p̃ ∈ L2 (0, T ;Q) , tels que(3.3.15)

a (ũ (.) , w) + b (w, p̃ (.)) = 〈(f − h) (.) , w〉W ′,W

∀w ∈ W, p.p. dans ]0, T [
(3.3.16)

b (ũ (.) , q) = 0, ∀q ∈ Q, p.p. dans ]0, T [(3.3.17)

Soient JW : W → W ′ la bijection donnée par le théorème de Riesz et A,B,Bt les

opérateurs donnés par les relations (3.2.9),(3.2.10). On peut alors écrire le problème

(3.3.15) -(3.3.17) sous la forme équivalente:

Trouver

ũ ∈ L2 (0, T ;W ) , p̃ ∈ L2 (0, T ;Q) , tels que
(
A Bt

B 0

)(
ũ (.)
p̃ (.)

)
=

(
J−1

W (f − h) (.)
0

)
, p.p. dans ]0, T [(3.3.18)
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Posons D : W ×Q→W ×Q

D =

(
A Bt

B 0

)

et d’après le théorème de Brezzi, cet opérateur est inversible et grâce à la proposition

3.5.4, D−1 est continu, donc si h, f ∈ L2 (0, T ;W ′) on obtient ũ ∈ L2 (0, T ;W ) et

p̃ ∈ L2 (0, T ;Q).

c) Montrons que ũ = u

On écrit la relation (3.3.16) pour w = v ∈ V et en utilisant (3.3.17 ), on obtient:

a (ũ (.) , v) = 〈(f − h) (.) , v〉W ′,W , ∀v ∈ V, p.p. dans ]0, T [

Comme h = Λ ◦ du

dt
, de ( 3.3.9), on a:

〈
du

dt
(.) , v

〉

V ′,V

+ a (ũ (.) , v) = 〈f (.) , v〉W ′,W , ∀v ∈ V, p.p. dans ]0, T [

Si l’on tient compte que u est la solution du problème (3.3.12 )-(3.3.14), on a:

a (ũ (.)− u (.) , v) = 0, ∀v ∈ V, p.p. dans ]0, T [(3.3.19)

On sait que u ∈ L2 (0, T ;V ) et ũ ∈ L2 (0, T ;W ) et on veut montrer que

ũ ∈ L2 (0, T ;V )

D’après (3.3.17), on a ũ (.) ∈ V, p.p. dans ]0, T [. Comme ũ ∈ L2 (0, T ;W ) et la

topologie sur V est celle induite par (W, ‖.‖W ), on obtient ũ ∈ L2 (0, T ;V ) . D’après

(3.3.19), on obtient ũ = u.

d) Montrons enfin que (h, u, p) est une solution du problème (P2), dans le sens de

la définition 3.3.1, où u = ũ = u et p = p̃.

Pour u = ũ = u, h = Λ ◦ du

dt
, p = p̃ on a:

u ∈ L2 (0, T ;W ) , d’après (3.3.15)
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du

dt
∈ L2 (0, T ;V ′) , d’après (3.3.12)

h ∈ L2 (0, T ;W ′) , grâce au corollaire 3.3.1

p ∈ L2 (0, T ;Q)

Enfin, en utilisant (3.3.16), (3.3.17), (3.3.14) et le corollaire 3.3.1, on obtient que

(h, u, p) est une solution du problème (P2). 2

Remarque 3.3.1 Ce théorème reste valable même dans le cas où la fonctionnelle a

est V−elliptique.

Remarque 3.3.2 Si (h, u, p) est une solution du problème (P2), alors u est l’unique

solution du problème (3.3.12)-(3.3.14), h vérifie la relation (3.3.3) et p vérifie la relation:

p (.) = E21 ◦ J
−1
W (f (.))− E21 ◦ J

−1
W (h (.)) , p.p. dans ]0, T [(3.3.20)

Comme h est uniquement déterminé sur l’ensemble V , la relation (3.3.20) est une

contrainte pour p.

Remarque 3.3.3 Soient p ∈ L2 (0, T ;Q) arbitraire et u la solution du problème

(3.3.12)-(3.3.14). Soit h vérifiant la relation (3.3.3). Grâce au lemme 3.3.1, un tel h

existe. Alors (h, u, p) vérifie les relations (3.3.1), (3.3.3)-(3.3.5) et:

〈h (.) , v〉W ′,W + a (u (.) , v) + b (v, p (.)) = 〈f (.) , v〉W ′,W , ∀v ∈ V(3.3.21)

presque partout dans ]0, T [.

La relation (3.3.21) est en fait similaire à la relation (3.3.2) mais écrite pour v dans

V . Puisque V n’est pas dense dans W pour la topologie ‖.‖W , on ne peut pas obtenir

(3.3.2) à partir de (3.3.21). Remarquons que l’on a utilisé le fait que V était dense

dans H pour la topologie ‖.‖H , ce qui est différent.
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Remarque 3.3.4 Si (h, u, p) est une solution du problème (P2), alors u est l’unique

solution du problème (3.3.12) − (3.3.14). La démonstration du théorème 3.3.1 reste

valable même si on remplace h = Λ ◦ du

dt
par un h ∈ L2 (0, T ;W ′) arbitraire, qui vérifie

(3.3.3). Puisque l’ensemble des applications h ∈ L2 (0, T ;W ′) qui vérifient (3.3.3) est

très riche en éléments, on va ajouter un critère qui va permettre de ne sélectionner

qu’un seul élément parmi l’ensemble des solutions du problème (P2).

3.3.3 Critère supplémentaire, théorème d’unicité

Pour obtenir l’unicité, on ajoute un critère qui permet de ne sélectionner qu’un seul

élément parmi l’ensemble des solutions du problème (P2).

Définition 3.3.2 On cherche parmi les solutions du problème (P2), une solution

(h, u, p) dans le sens de la définition 3.3.1, telle que:

‖h (.)‖W ′ =

∥∥∥∥∥
du

dt
(.)

∥∥∥∥∥
V ′

p.p. dans ]0, T [(3.3.22)

Théorème 3.3.2 Dans les hypothèses du théorème 3.3.1, il existe une unique solution

du problème (P2) vérifiant en plus (3.3.22).

Démontrons d’abord le résultat suivant:

Lemme 3.3.2 Soient (W, ‖.‖W ) un espace de Hilbert et V ⊂ W un sous-espace vecto-

riel fermé. Soit U = V ⊥ l’espace vectoriel fermé perpendiculaire à V . Les sous-espaces

V et U avec les produits scalaires induits par (., .)W respectivement sur V et U devien-

nent des espaces de Hilbert. Si h ∈ W ′, alors il existe h1 ∈ V
′ et h2 ∈ U

′ uniques, tels

que:

〈h, w〉W ′,W = 〈h1,Pr1 w〉V ′,V + 〈h2,Pr2 w〉U ′,U ∀w ∈ W(3.3.23)

58



où Pr1 et Pr2 sont les applications projections respectivement sur V et U , qui sont bien

définies, car V et U sont convexes et fermés. En plus:

‖h‖2W ′ = ‖h1‖
2
V ′ + ‖h2‖

2
U ′(3.3.24)

Démonstration: Soit h ∈ W ′.

Existence: On pose:

h1 : V → R, h1 (v) = 〈h, v〉W ′,W

h2 : U → R, h2

(
v⊥
)

=
〈
h, v⊥

〉

W ′,W

Bien évidemment on a h1 ∈ V
′ , h2 ∈ U

′ et

〈
h, v + v⊥

〉

W ′,W
= 〈h1, v〉V ′,V +

〈
h2, v

⊥
〉

U ′,U
∀v ∈ V, ∀v⊥ ∈ U

Puisque V est fermé, on a W = V ⊕U et en conséquence, chaque w ∈ W s’écrit d’une

façon unique sous la forme w = v + v⊥, où v = Pr1 w et v⊥ = Pr2 w, d’où la relation

(3.3.23).

Unicité: Dans la relation (3.3.23) on fait d’abord w = v, puis w = v⊥. On obtient:

〈h, v〉W ′,W = 〈h1, v〉V ′,V ∀v ∈ V〈
h, v⊥

〉

W ′,W
=
〈
h2, v

⊥
〉

U ′,U
∀v⊥ ∈ U

Donc h1 et h2 sont déterminés de manière unique.

On démontre maintenant la relation (3.3.24).

Si h = 0, alors (3.3.24) est vérifiée. On va étudier le cas h 6= 0. Il est clair que dans

ce cas h1 6= 0 ou h2 6= 0, donc ‖h1‖
2
V ′ + ‖h2‖

2
U ′ > 0. Soit w 6= 0, w = v + v⊥. Grâce à

l’inégalité de Cauchy-Schwartz, on a:

〈h1, v〉W ′,W ≤ ‖h1‖V ′ ‖v‖V

On déduit:

〈h1, v〉V ′,V√
‖h1‖

2
V ′ + ‖h2‖

2
U ′

√
‖v‖2V + ‖v⊥‖2U

≤
‖h1‖V ′ ‖v‖V√

‖h1‖
2
V ′ + ‖h2‖

2
U ′

√
‖v‖2V + ‖v⊥‖2U

(3.3.25)
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≤
1

2

(
‖h1‖

2
V ′

‖h1‖
2
V ′ + ‖h2‖

2
U ′

+
‖v‖2V

‖v‖2V + ‖v⊥‖2U

)

D’une façon analogue, on obtient:
〈
h2, v

⊥
〉

U ′×U√
‖h1‖

2
V ′ + ‖h2‖

2
U ′

√
‖v‖2V + ‖v⊥‖2U

≤
1

2




‖h2‖
2
U ′

‖h1‖
2
V ′ + ‖h2‖

2
U ′

+

∥∥∥v⊥
∥∥∥
2

U

‖v‖2V + ‖v⊥‖2U




(3.3.26)

On fait la sommation des relations (3.3.25) et (3.3.26) et on obtient:

〈h1, v〉V ′×V +
〈
h2, v

⊥
〉

U ′×U√
‖h1‖

2
V ′ + ‖h2‖

2
U ′

√
‖v‖2V + ‖v⊥‖2U

≤ 1(3.3.27)

Puisque w = v + v⊥ on a ‖w‖2W = ‖v‖2V +
∥∥∥v⊥

∥∥∥
2

U
. D’après (3.3.27) et (3.3.23) on a:

〈h, w〉W ′×W

‖w‖W
≤
√
‖h1‖

2
V ′ + ‖h2‖

2
U ′ ∀w ∈ W,w 6= 0(3.3.28)

Puisque V et U sont des espaces de Hilbert, il existe v1 ∈ V, v2 ∈ U tels que:

〈h1, v1〉V ′,V = ‖h1‖
2
V ′ = ‖v1‖

2
V

〈h2, v2〉U ′,U = ‖h2‖
2
U ′ = ‖v2‖

2
U

Pour w = v1 + v2 on a:

〈h, w〉W ′,W

‖w‖W
=
√
‖h1‖

2
V ′ + ‖h2‖

2
U ′(3.3.29)

D’après (3.3.28) et (3.3.29) on obtient (3.3.24). 2

Démonstration du théorème 3.3.2:

a) Existence: Soit u ∈ W (0, T ;V, V ′) l’unique solution du problème (3.3.12)−

(3.3.14). Soit l’application h : ]0, T [→W ′ définie par:

〈h (.) , w〉W ′,W =

〈
du

dt
(.) ,Pr1 w

〉

V ′,V

∀w ∈ W, p.p. dans ]0, T [(3.3.30)
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Puisque du

dt
∈ L2 (0, T ;V ′), on a h ∈ L2 (0, T ;W ′). Evidemment h vérifie la relation

(3.3.3). Grâce au théorème 3.3.1, il existe une solution (h, u, p) du problème (P2).

Démontrons qu’elle vérifie la relation (3.3.22).

‖h (.)‖W ′ = sup
w∈W−{0}

〈h (.) , w〉W ′,W

‖w‖W
≥ sup

v∈V −{0}

〈h (.) , v〉W ′,W

‖v‖W
(3.3.31)

= sup
v∈V −{0}

〈
du

dt
(.) , v

〉

V ′,V

‖v‖V
=

∥∥∥∥∥
du

dt
(.)

∥∥∥∥∥
V ′

p.p. dans ]0, T [

Soit w ∈ W , ‖w‖W ≤ 1. Alors il existe v = Pr1 w, v
⊥ = Pr2 w, tels que w = v + v⊥ et

par conséquent ‖v‖V ≤ ‖w‖W ≤ 1 . On a:

〈h (.) , w〉W ′,W =

〈
du

dt
(.) , v

〉

V ′,V

p.p. dans ]0, T [

D’où:

sup
‖w‖≤1

〈h (.) , w〉W ′,W ≤ sup
‖v‖≤1

〈
du

dt
(.) , v

〉

V ′,V

ou de manière équivalente:

‖h (.)‖W ′ ≤

∥∥∥∥∥
du

dt
(.)

∥∥∥∥∥
V ′

p.p. dans ]0, T [(3.3.32)

D’après les inégalités (3.3.31) et (3.3.32) on obtient la relation (3.3.22).

b) Unicité: Soit (h, u, p) une solution du problème (P2) vérifiant (3.3.22). Alors

u est l’unique solution du problème (3.3.12)− (3.3.14), h vérifiant les relations (3.3.3)

et (3.3.22) et p la relation (3.3.20). Grâce au lemme 3.3.2 , on peut écrire h sous la

forme suivante:

〈h (.) , w〉W ′,W =

〈
du

dt
(.) ,Pr1 w

〉

V ′,V

+ 〈h2 (.) ,Pr2 w〉U ′,U ∀w ∈ W, p.p. dans ]0, T [

où h2 ∈ L2 (0, T ;U ′) et en plus:

‖h (.)‖2W ′ =

∥∥∥∥∥
du

dt
(.)

∥∥∥∥∥

2

V ′

+ ‖h2 (.)‖2U ′ p.p. dans ]0, T [(3.3.33)
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D’après les relations (3.3.22) et (3.3.33), on obtient h2 = 0, donc h est déterminé de

manière unique. Puisque p et h sont liés par l’égalité (3.3.20), on déduit que p est

déterminé de manière unique. 2

Remarque 3.3.5 Si (h, u, p) est une solution du problème (P2) vérifiant (3.3.22),

alors u est l’unique solution du problème (3.3.12)− (3.3.14) et réciproquement, si u est

l’unique solution du problème (3.3.12)− (3.3.14), alors on peut trouver d’une manière

unique h et p, tels que (h, u, p) est une solution du problème (P2) vérifiant (3.3.22).

Donc on a trouvé pour le problème parabolique le même type de relation entre les

formulations variationnelles classique et mixte que dans le cas stationnaire.

Remarque 3.3.6 L’introduction du critère (3.3.22) est justifiée par le fait suivant: le

schéma implicite standard, pour approcher la solution du problème parabolique mixte

en vitesse-pression, calcule à chaque pas de temps n ≥ 1, les quantités (hn, un, pn) ∈

L×W ×Q, qui sont respectivement des approximations de h(n∆t), u(n∆t), p(n∆t)





(hn, w)L + a (un, w) + b (w, pn) = 〈fn, w〉W ′,W ∀w ∈ W
b (un, q) = 0 ∀q ∈ Q

hn =
un − un−1

∆t

où u0 ∈ H.

Puisque un ∈ V, ∀n ≥ 1, on obtient:

(
hn, v⊥

)

W
=

(
un − un−1

∆t
, v⊥

)

W

= 0 ∀v⊥ ∈ V ⊥, ∀n ≥ 2

La relation précédente justifie notre choix pour le critère (3.3.22) qui est, en fait,

équivalent à:
〈
h (.) , v⊥

〉

W ′,W
= 0 ∀v⊥ ∈ V ⊥, p.p. dans ]0, T [
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3.4 Application: une formulation variationnelle

mixte pour l’équation d’évolution correspon-

dant au problème de Stokes

Soient Ω ⊆ IRn, un ouvert non vide, borné, W = (H1
0 (Ω))

n
, L = (L2 (Ω))

n
et Q =

L2
0 (Ω), où:

L2
0 (Ω) =

{
q ∈ L2 (Ω) ,

∫

Ω
q (x) dx = 0

}

Soit a : W ×W → IR

a (u, v) =
n∑

i=1

n∑

j=1

(
∂ui

∂xj
,
∂vi

∂xj

)

0,Ω

L’application a est bilinéaire, continue et grâce à l’inégalité de Poincaré, W -elliptique.

Soit b : W ×Q→ IR

b (w, q) = − (div w, q)0,Ω

L’application b est bilinéaire, continue et elle vérifie la condition (3.3.11), voir par

exemple [Gira 86], p. 81.

Soit

V = {v ∈ W, b (w, q) = 0, ∀q ∈ Q}

et H la fermeture de V dans L. On va identifier H et son dual H ′.

Définition 3.4.1 On pose le problème parabolique mixte suivant: trouver un triplet

(h, u, p) tel que:

h ∈ L2 (0, T ;W ′) , u ∈ L2 (0, T ;W ) ,
du

dt
∈ L2 (0, T ;V ′) , p ∈ L2 (0, T ;Q)

〈h (.) , w〉W ′,W + a (u (.) , w) + b (w, p (.)) = 〈f (.) , w〉W ′,W , ∀w ∈ W
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presque partout dans ]0, T [

〈h (.) , v〉W ′,W =

〈
du

dt
(.) , v

〉

V ′,V

, ∀v ∈ V, p.p. dans ]0, T [

b (u (.) , q) = 0, ∀q ∈ Q, p.p. dans ]0, T [

‖h (.)‖W ′ =

∥∥∥∥∥
du

dt
(.)

∥∥∥∥∥
V ′

p.p. dans ]0, T [

u (0) = u0

où u0 ∈ H, f ∈ L2 (0, T ;W ′) .

Corollaire 3.4.1 Sous les hypothèses du début de cette section, il existe une unique

solution pour le problème parabolique mixte correspondant au problème de Stokes, dans

le sens de la définition 3.4.1.

3.5 Annexe: quelques propriétés des opérateurs

définis par blocs

Soit D : W ×Q→W ×Q un opérateur non-borné. On fait les notations suivantes:

PrW : W ×Q→W,PrW (w, q) = w, ∀ (w, q) ∈ W ×Q

PrQ : W ×Q→ Q,PrW (w, q) = q, ∀ (w, q) ∈ W ×Q

D11 : W →W D12 : Q→W

D11
déf
= PrW D (w, 0) D12

déf
= PrW D (0, q)

D21 : W → Q D22 : Q→ Q

D21
déf
= PrQD (w, 0) D22

déf
= PrQD (0, q)

(3.5.1)

On a:

D (w, q) = (PrW D (w, q) ,PrQD (w, q))

= (PrW D (w, 0) + PrW D (0, q) ,PrQD (w, 0) + PrQD (0, q))
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= (D11w +D12q,D21w +D22q)

En utilisant une notation matricielle, on peut écrire formellement:

D (w, q) =

(
D11 D12

D21 D22

)(
w
q

)

On note IX l’identité sur un espace arbitraire X.

Proposition 3.5.1 Soit IW×Q l’identité sur W ×Q. Alors:

I11 = IW I12 (q) = 0, ∀q ∈ Q
I21 (w) = 0, ∀w ∈ W I22 = IQ

Démonstration: Evidente.

Proposition 3.5.2 Soient D,E : W×Q→W×Q deux opérateurs non-bornés. Alors:

(E ◦D)ij =
2∑

k=1

Eik ◦Dkj, ∀i, j = 1, 2

Démonstration:

(E ◦D)11 (w) = PrW (E ◦D) (w, 0) = PrW E (D (w, 0))

= PrW E (PrW D (w, 0) ,PrQD (w, 0)) = PrW E (D11w,D21w)

= PrW (E (D11w, 0) + E (0, D21w)) = PrW E (D11w, 0) + PrW E (0, D21w)

= (E11 ◦D11) (w) + (E12 ◦D21) (w)

On démontre les autres relations de la même manière. 2

Proposition 3.5.3 Soit D : W × Q → W × Q un opérateur inversible et D−1 = E.

Si D11 est inversible, alors l’opérateur −D21D
−1
11 D12 +D22 est aussi inversible et on a:

E11 = D−1
11 +D−1

11 D12

(
−D21D

−1
11 D12 +D22

)−1
D21D

−1
11

E12 = −D−1
11 D12

(
−D21D

−1
11 D12 +D22

)−1

E21 = −
(
−D21D

−1
11 D12 +D22

)−1
D21D

−1
11

E22 =
(
−D21D

−1
11 D12 +D22

)−1
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Démonstration: D’après l’hypothèse, on a:

D ◦E = E ◦D = IW×Q

On déduit des propositions 3.5.1 et 3.5.2 que:

D11E11 +D12E21 = IW(3.5.2)

D11E12 +D12E22 = 0(3.5.3)

D21E11 +D22E21 = 0(3.5.4)

D21E12 +D22E22 = IQ(3.5.5)

E11D11 + E12D21 = IW(3.5.6)

E11D12 + E12D22 = 0(3.5.7)

E21D11 + E22D21 = 0(3.5.8)

E21D12 + E22D22 = IQ(3.5.9)

Puisque D11 est inversible, de (3.5.3) on a:

E12 = −D−1
11 D12E22(3.5.10)

et si on utilise cette relation dans (3.5.5), on obtient:

(
−D21D

−1
11 D12 +D22

)
E22 = IQ

De la même manière, d’après (3.5.8) et (3.5.9) on a:

E22

(
−D21D

−1
11 D12 +D22

)
= IQ(3.5.11)

Donc E22 est inversible et

E22 =
(
−D21D

−1
11 D12 +D22

)−1
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De (3.5.10) on obtient:

E12 = −D−1
11 D12

(
−D21D

−1
11 D12 +D22

)−1
,

de (3.5.6) on obtient:

E11 = D−1
11 − E12D21D

−1
11 = D−1

11 +D−1
11 D12

(
−D21D

−1
11 D12 +D22

)−1
D21D

−1
11

de (3.5.8) on obtient:

E21 = −E22D21D
−1
11 = −

(
−D21D

−1
11 D12 +D22

)−1
D21D

−1
11 2

Proposition 3.5.4 Soient A : W → W et B : W → Q deux opérateurs continus.

Grâce au théorème de Riesz, il existe un unique opérateur B t : Q→ W , tel que

(Bw, q)Q =
(
w,Btq

)

W
, ∀w ∈ W, ∀q ∈ Q

On suppose:

∀w ∈ W, ‖Aw‖W ≤ ‖a‖ ‖w‖W(3.5.12)

∃α > 0, ∀w ∈ W, (Aw,w)W ≥ α ‖w‖2W(3.5.13)

∃δ > 0, ∀q ∈ Q,
∥∥∥Btq

∥∥∥
W
≥ δ ‖q‖Q(3.5.14)

et on pose D : W ×Q→ W ×Q

D =

(
A Bt

B 0

)

Alors D est inversible, l’opérateur inverse D−1 est continu et

D−1 =

(
A−1 − A−1Bt (BA−1Bt)

−1
BA−1 A−1Bt (BA−1Bt)

−1

(BA−1Bt)
−1
BA−1 − (BA−1Bt)

−1

)
(3.5.15)
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Démonstation: D’après le théorème de Lax-Milgram et la relation (3.5.13) on déduit

que A est inversible et
∥∥∥A−1

∥∥∥
L(W )

≤
1

α

Grâce à la théorie de Babuska-Brezzi et sous les hypothèses (3.5.12)-( 3.5.14), on obtient

que D est inversible. Si l’on utilise maintenant la proposition 3.5.3, on obtient que

l’opérateur BA−1Bt est inversible et:

D−1 =

(
A−1 − A−1Bt (BA−1Bt)

−1
BA−1 A−1Bt (BA−1Bt)

−1

(BA−1Bt)
−1
BA−1 − (BA−1Bt)

−1

)

Grâce au théorème de l’application ouverte dû à Banach (voir par exemple Brezis

[1983], p. 18), l’opérateur D−1 est continu.
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Chapitre 4

Un problème semi-discrétisé en
temps

Ce chapitre est consacré à l’étude d’un schéma semi-discrétisé en temps associé au

problème continu introduit dans le deuxième chapitre.

Dans la première section, on présente un schéma semi-discrétisé en temps.

Dans la deuxième section, il est démontré que le problème semi-discrétisé en temps est

bien posé, en utilisant les résultats de Babuska [1971] et Brezzi [1974]. D’abord, la sur-

jectivité d’opérateur des contraintes est prouvée. Grâce au théorème de caractérisation

des opérateurs surjectifs, la condition inf-sup est prouvée.

Dans la troisième section, la stabilité en temps du schéma est démontrée. La preuve

est originale; on n’utilise pas séparément les théories de stabilité déjà existantes pour

le fluide ou pour la structure, mais on démontre la stabilité simultanément pour le

fluide et pour la structure. Les vitesses sont évaluées dans la norme de l’espace H 1,

donc mieux que dans l’évaluation habituelle dans la norme de l’espace L2, utilisée pour

l’approximation de l’équation de Stokes.
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4.1 Présentation d’un schéma semi-discrétisé en

temps

Soient ΩF et ΩS deux ouverts bornés dans IRN , où N = 2 ou 3, des frontières de classe

C1 par morceaux, chacun situé localement d’un seul côté de sa frontière. On suppose

que
ΩF ∩ ΩS = Γ, ∂ΩF = Γ, ∂ΩS = Γ ∪ Σ1 ∪ Σ2,

Γ, Σ1, Σ2 disjointes, mes(Σ1) > 0
Σ1 et Σ2 sont deux variétées ouvertes en IRN−1

Sous ces hypothèses, on peut parler des espaces de Hilbert H1/2 (Γ) et H1/2 (Σ1) et des

applications trace sur Γ et Σ1, voir par exemple Dautray & Lions [1988, vol. 3, chap.

IV, p. 904].

On se donne :

i) ρS > 0 la densité de la structure, νcin > 0 la viscosité cinématique du fluide

ii) vn ∈ W 1 la vitesse du fluide, où W 1 = H1(ΩF )N

iii) ν0, ..., νn ∈ W 2 les vitesses de la structure, où

W 2 = {w2 ∈ H1(ΩS)N , w2 = 0 sur Σ1}

iv) u0 ∈ W 2 le déplacement initial de la structure

v) v0 = ν0 sur Γ

vi) fn+1
1 ∈ L2(ΩF )N et fn+1

2 ∈ L2(ΩS)N

Alors, à partir du problème continu introduit au second chapitre et en utilisant les

approximations suivantes:

∂u

∂t
(tn+1) '

1

∆t

(
u(tn+1)− u(tn)

)

∫ tn+1

0
ν(s)ds '

∆t

2
(ν0 + 2

n∑

i=1

νi + νn+1) (la méthode des trapèzes)
(4.1.1)
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où νi = ν(ti) et ti = i×∆t, on obtient le schéma semi-discretisé implicite suivant:

Trouver (vn+1, νn+1, pn+1, λn+1 ) ∈ W 1 ×W 2 × Q ×M où Q = L2(ΩF ) et M =

H1/2(Γ)
N

, tel que:

1

∆t
(vn+1, w1)0,ΩF + νcinaF (vn+1, w1) +

1

∆t
(νn+1, w2)0,ΩS +

∆t

2ρS
aS(νn+1, w2)

− (div w1, pn+1)0,ΩF −
(
γ0(w

1)− γΓ(w2), λn+1
)

1/2,Γ

= (fn+1
1 , w1)0,ΩF + (fn+1

2 , w2)0,ΩS

−
1

ρS
aS

(
u0 +

∆t

2
(ν0 + 2

n∑

i=1

νi), w2
)

+
1

∆t
(vn, w1)0,ΩF +

1

∆t
(νn, w2)0,ΩS

∀w1 ∈ W 1 et ∀w2 ∈ W 2

(4.1.2)

(div vn+1, q)0,ΩF = 0, ∀q ∈ Q(4.1.3)

(
γ0(v

n+1)− γΓ(νn+1), µ
)

1/2,Γ
= 0, ∀µ ∈M(4.1.4)

γ0 : H1(ΩF )N −→ H1/2(Γ)N est l’application trace

γΓ : H1(ΩS)N −→ H1/2(Γ)N est la restriction de l’application trace sur Γ

Remarque 4.1.1 A chaque pas de temps, il faut donc résoudre un système mixte-

hybride de type (4.1.2)-(4.1.4). Ce schéma constitue un algorithme de résolution.

Remarque 4.1.2 Du point de vue numérique, le produit scalaire (., .)1/2,Γ est difficile

à manipuler. Dans les équations (4.1.2) et (4.1.4) on peut remplacer ce produit par

(., .)0,Γ mais, dans ce cas, l’espace normé
(
H1/2(Γ), ‖.‖0,Γ

)
n’est pas un espace de Ba-

nach. On va revenir sur ce problème dans la section suivante.

Remarque 4.1.3 Cette discrétisation en temps correspond au schéma d’Euler im-

plicite pour le problème du fluide et au schéma de Newmark avec les paramètres δ = 1

et θ = 1/2, pour le problème de la structure. On rappelle le schéma de Newmark pour

le problème de la structure.
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On se donne:

un, νn, an le déplacement, la vitesse et l’accélération de la structure à l’instant n∆t,

fn+1
2 ∈

(
L2
(
ΩS
))N

la densité des forces extérieures sur ΩS à l’instant (n + 1)∆t,

λn+1 ∈
(
H1/2 (Γ)

)N
une condition aux limites sur la surface de contact Γ à l’instant

(n+ 1) ∆t.

Trouver un, νn, an dans W 2, tels que

(
an+1, w2

)

0,ΩS
+

1

ρS
aS

(
un+1, w2

)

=
(
fn+1

2 , w2
)

0,ΩS
−
(
γΓ

(
w2
)
, λn+1

)

1/2,Γ
, ∀w2 ∈ W 2

(4.1.5)

νn+1 = νn + ∆t
[
(1− δ) an + δan+1

]
(4.1.6)

un+1 = un + ∆tνn + (∆t)2
[(

1

2
− θ

)
an + θan+1

]
(4.1.7)

où δ, θ ∈ IR.

Pour δ = 1 et θ = 1
2
, on obtient

νn+1 = νn + ∆tan+1(4.1.8)

un+1 = un + ∆tνn +
(∆t)2

2
an+1(4.1.9)

D’après (4.1.8) et (4.1.9), on a

un+1 = un + ∆tνn + (∆t)2 ν
n+1 − νn

2∆t
= un + ∆t

(
νn+1 + νn

2

)
(4.1.10)

Après sommation en n de l’égalité (4.1.10), on obtient

un+1 = u0 +
∆t

2

(
ν0 + 2

n∑

i=1

νi + νn+1

)
(4.1.11)
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En introduisant (4.1.8) et (4.1.11) dans (4.1.5), on obtient

1

∆t

(
νn+1, w2

)

0,ΩS
+

∆t

2ρS
aS

(
νn+1, w2

)

=
1

∆t

(
νn, w2

)

0,ΩS
+
(
fn+1

2 , w2
)

0,ΩS

−
1

ρS
aS

(
u0 +

∆t

2

(
ν0 + 2

n∑

i=1

νi

)
, w2

)
−
(
γΓ

(
w2
)
, λn+1

)

1/2,Γ
, ∀w2 ∈ W 2

(4.1.12)

Si on fait w2 = 0 dans (4.1.2), on obtient exactement la relation (4.1.12).

4.2 Existence et unicité pour le problème semi-dis-

crétisé en temps

Dans ce paragraphe, on montre que le problème semi-discrétisé en temps est bien posé,

en utilisant les résultats de Babuska [1971] et Brezzi [1974]. D’abord, la surjectivité

d’opérateur des contraintes est prouvée. Grâce au théorème de caractérisation des

opérateurs surjectifs, la condition inf-sup est prouvée.

D’abord, on énonce un résultat reliant la théorie mixte-hybride et la théorie du

lagrangien.

Considérons:

J1 : W 1 −→ IR(4.2.1)

J1(w
1) =

1

2

[
1

∆t
(w1, w1)0,ΩF + νcinaF (w1, w1)

]

−(fn+1
1 , w1)0,ΩF −

1

∆t
(vn, w1)0,ΩF

J2 : W 2 −→ IR(4.2.2)

J2(w
2) =

1

2

[
1

∆t
(w2, w2)0,ΩS +

∆t

2ρS aS(w2, w2)

]

−(fn+1
2 , w2)0,ΩS −

1

∆t
(νn, w2)0,ΩS +

1

ρS aS

(
u0 +

∆t

2
(ν0 + 2

n∑

i=1

νi), w2
)

L : (W 1 ×W 2)× (Q×M) −→ IR(4.2.3)
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L
[
(w1, w2); (q, µ)

]
=

J1(w
1) + J2(w

2)− (div w1, q)0,ΩF −
(
γ0(w

1)− γΓ(w2), µ
)

1/2,Γ

Proposition 4.2.1 (vn+1, νn+1, pn+1, λn+1) est une solution pour le problème (4.1.2)-

(4.1.4) si et seulement si (vn+1, νn+1, pn+1, λn+1) est un point selle pour le lagrangien

L.

Démonstration : Classique, voir par exemple Ekeland [1974].

Maintenant, il faut répondre à la question suivante: dans quelles conditions a-t-on

l’existence et l’unicité pour un point selle ?

Des conditions suffisantes ont été données par Babuska-Brezzi. Elles s’appellent

aussi les conditions inf-sup. On va montrer que, dans notre cas, ces conditions sont

vérifiées.

Proposition 4.2.2 Soient ΩF et ΩS deux ouverts bornés dans IRN , où N = 2 ou 3,

tels que





ΩF polyèdre convexe si N=3 ou polygône convexe si N=2 ,
ΩS de classe C1 par morceaux,

ΩF ∩ ΩS = Γ,
∂ΩF = Γ, ∂ΩS = Γ ∪ Σ1 ∪ Σ2,
Γ, Σ1, Σ2 disjointes,
Σ1 et Σ2 sont deux variétés ouvertes en IRN−1

mes(Σ1) > 0

(4.2.4)

Soit l’opérateur de contraintes B déf ini par:



B : W 1 ×W 2 −→ Q×M

B(w1;w2) = (div w1; γ0(w
1)− γΓ(w2))

(4.2.5)

Alors l’opérateur de contraintes B est surjectif et continu de W 1 ×W 2 muni de la

norme
∥∥∥
(
w1, w2

)∥∥∥ =
(∥∥∥w1

∥∥∥
2

1,ΩF
+
∥∥∥w2

∥∥∥
2

1,ΩS

)1/2

74



dans Q×M muni soit de la norme

‖(q, µ)‖ =
(
‖q‖20,ΩF + ‖µ‖21/2,Γ

)1/2

soit de la norme

‖(q, µ)‖ =
(
‖q‖20,ΩF + ‖µ‖20,Γ

)1/2

Démonstration: La démonstration de la surjectivité est décomposée en deux étapes:

1ère Étape: On va démontrer que l’opérateur div défini sur H1(ΩF )N à valeurs

dans L2(ΩF ) est surjectif. On va utiliser le résultat classique suivant:

On se donne: ΩF polyèdre convexe si N = 3 ou polygône convexe si N = 2 et

q ∈ L2(ΩF ). Alors il existe une unique solution u ∈ H2(ΩF )∩H1
0 (ΩF ) pour le système:

∆u = q(4.2.6)

Une démonstration de ce résultat se peut trouver dans Grisvard [1985].

On a ∆u = div(grad u) et on pose grad u = w1. Donc w1 ∈ H1(ΩF ).

2ème Étape: Si ΩS est de classe C1 par morceaux et Γ∩Σ1 = ∅, alors pour chaque

g ∈ H1/2(Γ) on peut trouver w2 ∈ H1(ΩS), tel que:




γΓ(w2) = g

γΣ1(w2) = 0
(4.2.7)

Ce résultat est basé sur le fait que pour tout φ ∈ D (Γ), on peut trouver ψ ∈ D
(
ΩS
)
,

tel que ψ |Γ= φ et ψ |Σ1= 0. Ce fait est cité dans Dautray & Lions [1988, vol. 4, p.

1241]. En plus, D (Γ) est dense dans H1/2 (Γ). Ce résultat se peut trouver dans Dautray

&Lions [1988, vol. 3, chap IV, p. 944].

75



Maintenant, on peut démontrer la surjectivité de B. Soit (q, µ) ∈ Q×M . Par la

première étape, on sait qu’il existe w1 ∈ W 1 tel que div w1 = q et d’après la deuxième

étape on peut trouver w2 ∈ W 2 tel que:

γΓ(w2) = −µ+ γ0(w
1)(4.2.8)

Continuité: On a
∥∥∥div w1

∥∥∥
0,ΩF
≤ c1

∥∥∥w1
∥∥∥
1,ΩF

et d’après le théorème de trace

∥∥∥γ0

(
w1
)∥∥∥

1/2,Γ
≤ c2

∥∥∥w1
∥∥∥
1,ΩF

∥∥∥γ0

(
w1
)∥∥∥

0,Γ
≤ c3

∥∥∥w1
∥∥∥
1,ΩF

∥∥∥γΓ

(
w2
)∥∥∥

1/2,Γ
≤
∥∥∥γ0

(
w2
)∥∥∥

1/2,Γ
≤ c4

∥∥∥w2
∥∥∥
1,ΩS

∥∥∥γΓ

(
w2
)∥∥∥

0,Γ
≤
∥∥∥γ0

(
w2
)∥∥∥

0,Γ
≤ c5

∥∥∥w2
∥∥∥
1,ΩS

ce qui implique la conclusion concernant la continuité. 2

Remarque 4.2.1 Ce résultat reste valable même dans le cas Γ ∩ Σ1 6= ∅, i.e. seule-

ment une partie de la frontière du fluide est en contact avec la structure, mais dans ce

cas, il faut remplacer l’espace H1/2 (Γ) par l’espace

H
1/2
00 (Γ) =

{
v ∈ L2 (Γ) ; ∃w ∈ H1

(
ΩS
)
, w |Γ= v, w |Σ1= 0

}

muni de la norme quotient

‖v‖ = inf
w∈H1(ΩS),w|Γ=v,w|Σ1=0

‖w‖1,ΩS

Pour plus de détails, voir Dautray &Lions [1988, vol. 4, chap VII].
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Remarque 4.2.2 Si on remplace dans la définition de l’opérateur div l’espace

H1(ΩF )N par H1
0 (ΩF )N , on perd la surjectivité. En revanche, on peut calculer ex-

plicitement le dual qui est l’opérateur grad.

On rappelle maintenant un résultat qui caractérise les opérateurs surjectifs.

Soient E et F deux espaces de Banach et A un opérateur linéaire non-borné de E

dans F

A : D(A) ⊂ E −→ F

où D(A) est le domaine de A.

Graphe de A = G(A) =
⋃

u∈D(A)
[u,Au] ⊂ E × F

Image de A = R(A) =
⋃

u∈D(A)
Au ⊂ F

Noyau de A = N(A) = {u ∈ D(A), Au = 0} ⊂ E

Définition 4.2.1 On dit qu’un opérateur A est fermé si G(A) est fermé dans E × F .

Soit

D(A∗) = {ν ∈ F ′; ∃c ≥ 0, ∀u ∈ D(A), | 〈ν, Au〉F ′, F |≤ c ‖u‖E}

Maintenant, on peut énoncer le résultat de caractérisation.

Soit A : D(A) ⊂ E −→ F un opérateur linéaire non-borné, fermé, avec D(A) = E

et A∗ : D(A∗) ⊂ F ′ −→ E ′ l’adjoint de A. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

a) A est surjectif

b) Il existe une constante C > 0 telle que

‖ ν ‖≤ C ‖ A∗ν ‖ ∀ν ∈ D(A∗)

c) N(A∗) = {0} et R(A∗) est fermé

On peut trouver une démonstration de ce résultat dans Brezis [1983, p. 29].
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Proposition 4.2.3 Sous les hypothèses de la proposition 4.2.2, on a la condition inf-

sup, c’est-à-dire, il existe α > 0 telle que:

∀q ∈ Q, ∀µ ∈M, α(‖ q ‖0,ΩF + ‖ µ ‖1/2,Γ)

≤ sup
(w1,w2)∈W 1×W 2

(w1,w2)6=(0,0)

| (div w1, q) +
(
γ0(w

1)− γΓ(w2), µ
)

1/2,Γ
|

(‖ w1 ‖21,ΩF + ‖ w2 ‖21,ΩS)1/2

Démonstration: X = W 1 ×W 2 et Y = Q×M ce sont des espaces de Banach pour les

normes:
∥∥∥
(
w1, w2

)∥∥∥ =
(∥∥∥w1

∥∥∥
2

1,ΩF
+
∥∥∥w2

∥∥∥
2

1,ΩS

)1/2

et respectivement

‖(q, µ)‖ =
(
‖q‖20,ΩF + ‖µ‖21/2,Γ

)1/2

Soit B∗ : Y ′ → X ′, l’opérateur adjoint de B défini par:

〈y, Bx〉Y ′, Y = 〈B∗y, x〉X′, X ∀x ∈ X, ∀y ∈ Y ′(4.2.9)

Soit j : Y → Y ′ l’isomorphisme de Riesz. Pour y = j(q, µ) et x = (w1, w2) on a:

〈y, Bx〉Y ′, Y = (div w1, q) +
(
γ0

(
w1
)
− γΓ

(
w2
)
, µ
)

1/2,Γ
(4.2.10)

D’après le résultat qui caractérise les opérateurs surjectifs et à image fermée et la

proposition 4.2.2 on a l’existence de k > 0 telle que:

‖ B∗y ‖X′≥ k ‖ y ‖Y ′= k ‖ j−1(y) ‖Y(4.2.11)

On a aussi, d’après la définition de la norme d’un opérateur linéaire borné:

‖ B∗y ‖X′= sup
x∈X
x6=0

〈B∗y, x〉X′

‖ x ‖X
(4.2.12)

Dans l’espace Y , la norme euclidienne et la norme suivante:

(q, µ)→‖ q ‖0,ΩF + ‖ µ ‖1/2,Γ

78



sont équivalentes.

Il s’ensuit, d’après les relations (4.2.9)-(4.2.12) que l’on a l’inégalité annoncée. 2

Remarque 4.2.3 On ne peut pas obtenir l’inégalité de la proposition 4.2.3 écrite

pour le produit scalaire (., .)0,Γ au lieu de (., .)1/2,Γ en utilisant la même technique de

démonstration, car
(
H1/2 (Γ) , ‖.‖0,Γ

)
n’est pas un espace de Banach et donc on peut

pas utiliser le résultat qui caractérise les opérateurs surjectifs et à image fermée.

Théorème 4.2.1 Sous les hypothèses de la proposition 4.2.2, le problème semi-discré-

tisé a une solution unique.

Démonstration : Puisque l’ouvert ΩS est borné de classe C1 par morceaux etmes (Σ1) >

0, grâce à l’inégalité de Korn, on obtient que l’application aS est W 2 elliptique.

Maintenant, il est clair que l’application:

a : X ×X −→ IR définie par

a((v, ν); (w1, w2))

=
1

∆t
(v, w1)0,ΩF + νcinaF (v, w1) +

1

∆t
(ν, w2)0,ΩS +

∆t

2ρS aS(ν, w2)

est X elliptique, car aF est coercive et ∆t et toutes les constantes sont positives.

Maintenant, le théorème est une conséquence de la théorie de Babuska-Brezzi et de la

proposition 4.2.2. 2

Remarque 4.2.4 Il suffit de montrer que l’opérateur a est V−elliptique, où V =

Ker B.

4.3 Stabilité en temps du schéma semi-discrétisé

Dans Temam [1979], on peut trouver des résultats de stabilité concernant les fluides

gouvernés par l’équation de Stokes.
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On peut trouver dans Dautray & Lions [1988, vol. 9, chap. XX, p. 921] une

démonstration de la stabilité du schéma de Newmark concernant le problème de la

structure.

Dans cette section, on donne une démonstration originale pour la stabilité du

problème fluide structure.

On fait les hypothèses suivantes:

Hypothèse 1

(fn
1 , f

n
2 ) = (f1, f2) ∈ H, ∀n ≥ 0

Hypothèse 2

Il existe K1 une constante indépendante de ∆t telle que:

‖ ν1 ‖1,ΩS≤ K1, ∀∆t ≤ T

Hypothèse 3

Il existe K2 une constante indépendante de ∆t telle que:

(
‖ v1 − v0 ‖20,ΩF + ‖ ν1 − ν0 ‖20,ΩS

)1/2
≤ (∆t)K2, ∀∆t ≤ T

Remarque 4.3.1 L’hypothèse 1 peut être considérée comme restrictive pour les

problèmes réels, mais dans l’étude de la stabilité, les termes (f n
1 , f

n
2 ) n’interviennent

pas d’une façon essentielle; plus précisement la stabilité d’un schéma récurrent linéaire,

c’est-à-dire du type

Xn+1 = AXn + F n+1

où A est un opérateur linéaire, ne dépend que de A.

Remarque 4.3.2 Dans les hypothèses 2 et 3 seul le premier pas de l’algorithme

(4.1.2)-(4.1.4) intervient. Après la discrétisation en espace, les hypothèses 2 et 3 vont

être vérifiées.
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Théorème 4.3.1 Sous les hypothèses 1, 2 et 3, le schéma déf ini par (4.1.2)-(4.1.4)

est inconditionnellement stable, dans le sens qu’il existe une constante K, indépendante

de n et ∆t, telle que:

‖ vn ‖1,ΩF + ‖ νn ‖1,ΩS + ‖ pn ‖0,ΩF + ‖ λn ‖1/2,Γ≤ K,(4.3.1)

∀n, ∆t vérif iant n(∆t) ≤ T

Démonstration: La démonstration est décomposée en trois étapes:

1) ∃K3 > 0 telle que ‖ vn ‖0,ΩF + ‖ νn ‖0,ΩS≤ K3

2) ∃K4 > 0 telle que ‖ vn ‖1,ΩF + ‖ νn ‖1,ΩS≤ K4

3) ∃K5 > 0 telle que ‖ pn ‖0,ΩF + ‖ λn ‖1/2,Γ≤ K5

1ère Etape: On écrit la relation (4.1.2) pour n, puis on l’extrait de la relation

(4.1.2) écrite à l’ordre n + 1. On remplace w1 par vn+1 − vn et w2 par νn+1 − νn.

D’après (4.1.3) et (4.1.4) les termes qui contiennent pn et λn disparaissent, ainsi que,

d’après l’hypothèse 1, les termes qui contiennent f1 et f2. On obtient donc:

1

∆t
(vn+1 − vn, vn+1 − vn)0,ΩF −

1

∆t
(vn − vn−1, vn+1 − vn)0,ΩF

+
1

∆t
(νn+1 − νn, νn+1 − νn)0,ΩS −

1

∆t
(νn − νn−1, νn+1 − νn)0,ΩS

+νcinaF (vn+1 − vn, vn+1 − vn) +
∆t

2ρS
aS(νn+1 + νn, νn+1 − νn) = 0

(4.3.2)

Si on utilise deux fois l’égalité 2(a, a − b) =‖ a ‖2 − ‖ b ‖2 + ‖ a − b ‖2 avec

a = vn+1 − vn (resp a = vn − vn−1) et b = νn+1 − νn(resp b = νn − νn−1), on obtient

les deux égalités suivantes:

2(vn+1 − vn, vn+1 − vn)0,ΩF − 2(vn − vn−1, vn+1 − vn)0,ΩF

=‖ vn+1 − vn ‖20,ΩF − ‖ vn − vn−1 ‖20,ΩF

+ ‖ vn+1 − 2vn + vn−1 ‖20,ΩF
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et
2(νn+1 − νn, νn+1 − νn)0,ΩS − 2(νn − νn−1, νn+1 − νn)0,ΩS

=‖ νn+1 − νn ‖20,ΩS − ‖ νn − νn−1 ‖20,ΩS

+ ‖ νn+1 − 2νn + νn−1 ‖20,ΩS

Puisque aS est symétrique, on a:

aS(νn+1 + νn, νn+1 − νn) = aS(νn+1, νn+1)− aS(νn, νn)

D’après (4.3.2) et les relations précédentes, on obtient:

‖ vn+1 − vn ‖20,ΩF + ‖ vn+1 − 2vn + vn−1 ‖20,ΩF

+ ‖ νn+1 − νn ‖20,ΩS + ‖ νn+1 − 2νn + νn−1 ‖20,ΩS

+2νcin(∆t)aF (vn+1 − vn, vn+1 − vn) + (∆t)2

ρS aS(νn+1, νn+1)

≤‖ vn − vn−1 ‖20,ΩF + ‖ νn − νn−1 ‖20,ΩS + (∆t)2

ρS aS(νn, νn)

(4.3.3)

Ensuite, puisque aF (v, v) ≥ 0, on a:

‖ vn+1 − vn ‖20,ΩF + ‖ νn+1 − νn ‖20,ΩS +
(∆t)2

ρS
aS(νn+1, νn+1)

≤‖ vn − vn−1 ‖20,ΩF + ‖ νn − νn−1 ‖20,ΩS +
(∆t)2

ρS
aS(νn, νn)

(4.3.4)

Ce qui implique

‖ vn+1 − vn ‖20,ΩF + ‖ νn+1 − νn ‖20,ΩS +
(∆t)2

ρS
aS(νn+1, νn+1)

≤‖ v1 − v0 ‖20,ΩF + ‖ ν1 − ν0 ‖20,ΩS +
(∆t)2

ρS
aS(ν1, ν1)

(4.3.5)

D’après les hypothèses 2 et 3 on a:

(
‖ vn+1 − vn ‖20,ΩF + ‖ νn+1 − νn ‖20,ΩS

)1/2
≤ (∆t)K3, ∀n = 0, 1, . . .(4.3.6)

En utilisant l’inégalité du triangle, on peut écrire:

(
‖ vn+1 ‖20,ΩF + ‖ νn+1 ‖20,ΩS

)1/2
−
(
‖ vn ‖20,ΩF + ‖ νn ‖20,ΩS

)1/2

≤
(
‖ vn+1 − vn ‖20,ΩF + ‖ νn+1 − νn ‖20,ΩS

)1/2(4.3.7)
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D’après (4.3.6) et (4.3.7) on obtient:

(
‖ vn+1 ‖20,ΩF + ‖ νn+1 ‖20,ΩS

)1/2

−
(
‖ vn ‖20,ΩF + ‖ νn ‖20,ΩS

)1/2
≤ (∆t)K3

(4.3.8)

pour n = 0, 1, . . .

On écrit (4.3.8) par n = 0, 1, . . . et après sommation en n on obtient:

(
‖ vn ‖20,ΩF + ‖ νn ‖20,ΩS

)1/2

−
(
‖ v0 ‖20,ΩF + ‖ ν0 ‖20,ΩS

)1/2
≤ (n∆t)K3

(4.3.9)

Mais n∆t ≤ T ce qui termine la première étape.

2ème Etape:

D’après (4.3.5) et les hypothèses 2 et 3 on a:

(∆t)2

ρS aS(νn+1, νn+1) ≤ (∆t)2K3(4.3.10)

Mais aS est W 2−elliptique, donc il existe une constante K6 telle que:

‖ νn+1 ‖1,ΩS≤ K6(4.3.11)

Si on écrit la relation (4.1.2) pour w1 = vn+1 et w2 = νn+1 on obtient:

1

∆t
(vn+1 − vn, vn+1)0,ΩF +

1

∆t
(νn+1 − νn, νn+1)0,ΩS + νcinaF (vn+1, vn+1)

+
1

ρS
aS

(
u0 +

∆t

2
(ν0 + 2(

n∑

i=1

νi) + νn+1), νn+1
)

= (f1, v
n+1)0,ΩF + (f2, ν

n+1)0,ΩS

(4.3.12)

On a les inégalités suivantes:

1

∆t
(vn+1 − vn, vn+1)0,ΩF +

1

∆t
(νn+1 − νn, νn+1)0,ΩS

≤
1

∆t
‖ vn+1 − vn ‖0,ΩF ‖ vn+1 ‖0,ΩF +

1

∆t
‖ νn+1 − νn ‖0,ΩS‖ νn+1 ‖0,ΩS

≤
1

∆t

(
‖ vn+1 − vn ‖20,ΩF + ‖ νn+1 − νn ‖20,ΩS

)1/2(
‖ vn+1 ‖20,ΩF + ‖ νn+1 ‖20,ΩS

)1/2

≤ K7

(4.3.13)
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Pour la dernière inégalité on a utilisé (4.3.6) et la conclusion de la première étape.

Aussi, par la première étape on a:

(f1, v
n+1)0,ΩF + (f2, ν

n+1)0,ΩS

≤‖ f1 ‖0,ΩF ‖ vn+1 ‖0,ΩF + ‖ f2 ‖0,ΩS‖ νn+1 ‖0,ΩS≤ K8
(4.3.14)

Puisque aS est continue, on a:

aS

(
u0 +

∆t

2
(ν0 + 2(

n∑

i=1

νi) + νn+1), νn+1
)

≤M ‖ νn+1 ‖1,ΩS

(
‖ u0 ‖1,ΩS +(n+ 1)(∆t)K6

)

≤ MK6

(
‖ u0 ‖1,ΩS +TK6

)
(4.3.15)

Si l’on injecte les inégalités (4.3.13)-(4.3.15) dans la relation (4.3.12), alors il existe

une constante K10 telle que:

νcinaF (vn+1, vn+1) ≤ K10

Enfin, en utilisant la coercivité de aF et le fait que ‖ νn+1 ‖1,ΩS est borné, on a le

résultat annoncé pour la deuxième étape.

3ème Etape:

L’égalité (4.1.2) peut être écrite sous la forme équivalente suivante:

(div w1, pn+1)0,ΩF +
(
γ0(w

1)− γΓ(w2), λn+1
)

1/2,Γ

=
1

∆t
(vn+1 − vn, w1)0,ΩF +

1

∆t
(νn+1 − νn, w2)0,ΩS

+νcinaF (vn+1, w1) +
1

ρS
aS

(
u0 +

∆t

2
(ν0 + 2(

n∑

i=1

νi) + νn+1), w2
)

−(fn+1
1 , w1)0,ΩF − (fn+1

2 , w2)0,ΩS

(4.3.16)

On a:

1

∆t
(vn+1 − vn, w1)0,ΩF +

1

∆t
(νn+1 − νn, w2)0,ΩS

≤
1

∆t
‖ vn+1 − vn ‖0,ΩF ‖ w1 ‖0,ΩF +

1

∆t
‖ νn+1 − νn ‖0,ΩS‖ w2 ‖0,ΩS

≤
1

∆t

(
‖ vn+1 − vn ‖20,ΩF + ‖ νn+1 − νn ‖20,ΩS

)1/2(
‖ w1 ‖20,ΩF + ‖ w2 ‖20,ΩS

)1/2

≤ K3

(
‖ w1 ‖20,ΩF + ‖ w2 ‖20,ΩS

)1/2

(4.3.17)
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Pour les inégalités (4.3.17), on a utilisé l’inégalité

(ax + by) ≤
(
a2 + b2

)1/2 (
x2 + y2

)1/2
, ∀a, b, x, y ∈ IR

et l’inégalité (4.3.6).

Puisque aF , aS sont continues et d’après le fait que ‖ vn+1 ‖1,ΩF et

‖ u0 + ∆t
2

(ν0 + 2(
∑n

i=1 ν
i) + νn+1) ‖1,ΩS sont bornées, on obtient :

νcinaF (vn+1, w1) +
1

ρS
aS

(
u0 +

∆t

2
(ν0 + 2(

n∑

i=1

νi) + νn+1), w2
)

≤ K11

(
‖ w1 ‖20,ΩF + ‖ w2 ‖20,ΩS

)1/2
(4.3.18)

D’après l’hypothèse 1, on a:

−(fn+1
1 , w1)0,ΩF − (fn+1

2 , w2)0,ΩS

≤ K12

(
‖ w1 ‖20,ΩF + ‖ w2 ‖20,ΩS

)1/2(4.3.19)

En introduisant dans l’égalité (4.3.16), les inégalités (4.3.17), (4.3.18) et (4.3.19),

on obtient:

(div w1, pn+1)0,ΩF +
(
γ0(w

1)− γΓ(w2), λn+1
)

1/2,Γ

≤ K13(‖ w
1 ‖21,ΩF + ‖ w2 ‖21,ΩS)1/2 ∀w1 ∈ W 1, ∀w2 ∈ W 2

(4.3.20)

Enfin, d’après la proposition 4.2.3 et l’inégalité précédente, on obtient:

‖ pn+1 ‖0,ΩF + ‖ λn+1 ‖1/2,Γ≤ K14 2
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Chapitre 5

Discrétisation en espace,
procédures numériques

Dans la première section, on construit des espaces vectoriels de dimension finie, à partir

des éléments finis de type mixte, tels que le problème complètement discrétisé soit bien

posé.

Pour démontrer l’existence et l’unicité de la solution du problème complètement

discrétisé, on utilise la théorie de Babuska [1971] et Brezzi [1974]. On construit un

opérateur d’interpolation et en utilisant le fait que la condition inf-sup continue a lieu,

on montre que la condition inf-sup discrète a lieu.

Un schéma numérique pour la résolution du problème fluide structure est présenté.

A chaque pas de temps, il faut résoudre un système linéaire symétrique et non elliptique.

Dans la deuxième section, on présente un algorithme convergent pour la résolution

découplée fluide structure de ce système linéaire.

Dans la troisième section, la stabilité en temps du schéma complètement discrétisé

est démontrée.
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5.1 Discrétisation en espace à l’aide d’éléments finis

mixtes

5.1.1 Présentation du problème discret

On discrétise en espace le problème semi-discrétisé en temps présenté au chapitre

précédent.

Soient ΩF et ΩS deux ouverts bornés de IRN , où N = 2 ou 3, de frontières lip-

schitziennes, tels que ΩF ∩ ΩS = Γ et ∂ΩS = Γ ∪ Σ1 ∪ Σ2.

Notons

W 1 = H1(ΩF )N

W 2 = {w2 ∈ H1(ΩS)N , w1 = 0 sur Σ1}

Q = L2(ΩF )

M = H1/2(Γ)N

Soient W 1
h ⊆ W 1, W 2

h ⊆ W 2, Qh ⊆ Q et Mh ⊆ M quatre espaces vectoriels de

dimension finie NW1, NW2, NQ, NM, qui admettent comme bases respectivement:

{
φα

}

1≤α≤NW1
,
{
ψα

}

1≤α≤NW2
, {χα}1≤α≤NQ , {ηα}1≤α≤NM .

On fait les notations suivantes:

(u, v)0,Ω =
∫

Ω

u (x) v (x) dx, u, v ∈ L2 (Ω)(5.1.1)

(u, v)0,Ω =
N∑

i=1

∫

Ω

ui (x) vi (x) dx(5.1.2)

où u = (ui)1≤i≤N , v = (vi)1≤i≤N , u
i, vi ∈ L2 (Ω) .
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Pour le problème du fluide, on utilise les notations:

MF
h , K

F
h ∈ MNW1 (IR) définies par

MF
h =

{(
φi, φj

)

0,ΩF

}

1≤i,j≤NW1

KF
h =

{
aF

(
φi, φj

)}

1≤i,j≤NW1

(5.1.3)

où aF est l’application définie par:





aF : W 1 ×W 1 −→ IR

aF (v, w1) =
N∑

i,j=1

∫

ΩF

∂vi

∂xj

∂w1
i

∂xj
dx

(5.1.4)

Cette application est symétrique, bilinéaire, continue et vérifie l’égalité:

aF (v, v) + (v, v)0,ΩF = (v, v)1,ΩF(5.1.5)

Pour le problème de la structure, on utilise les notations:

MS
h , K

S
h ∈ MNW2 (IR) définies par

MS
h =

{(
ψi, ψj

)

0,ΩS

}

1≤i,j≤NW2

KS
h =

{
aS

(
ψi, ψj

)}

1≤i,j≤NW2

(5.1.6)

où aS est l’application définie par





aS : W 2 ×W 2 −→ IR

aS(ν, w2) =
N∑

i,j=1

∫

ΩS
σij(ν)εij(w

2)dx,
(5.1.7)

εij(u) = 1
2
( ∂ui

∂xj
+ ∂uj

∂xi
), σij(u) = λS(

∑N
k=1 εkk(u)) + 2µSεij(u) et λS ≥ 0, µS > 0. Cette

application est symétrique, bilinéaire, continue. Grâce à l’inégalité de Korn, si ΩS est

de classe C1 et mes(Σ1) > 0, alors elle est W 2 elliptique. Une démonstration de ce

résultat se trouve dans Duvaut [1990, chap. 5 et 6].

Soit {a∆t}∆t>0 la famille d’applications définie par

a∆t :
(
W 1 ×W 2

)
×
(
W 1 ×W 2

)
−→ IR

a∆t

(
(v, ν); (w1, w2)

)
=

1

∆t
(v, w1)0,ΩF + νcinaF (v, w1)

+
1

∆t
(ν, w2)0,ΩS +

∆t

2ρ
aS(ν, w2)

(5.1.8)
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où νcin est la viscosité cinématique du fluide et ρ est la masse volumique de la structure.

Soit b l’application définie par

b :
(
W 1 ×W 2

)
× (Q×M) −→ IR

b
((
w1, w2

)
; (q, µ)

)
= −(div w1, q)0,ΩF −

(
γ0(w

1)− γΓ(w2), µ
)

1/2,Γ

(5.1.9)

où

γ0 : H1(ΩF )N −→ H1/2(Γ)N est l’application trace

γΓ : H1(ΩS)N −→ H1/2(Γ)N est la restriction de l’application trace sur Γ.

Bt
11 ∈ MNW1,NQ (IR)

Bt
11 =

{
−
(
div φi, χj

)

0,ΩF

}
, 1 ≤ i ≤ NW1, 1 ≤ j ≤ NQ

(5.1.10)

Bt
12 ∈ MNW2,NQ (IR)

Bt
12 = 0

(5.1.11)

Bt
21 ∈ MNW1,NM (IR)

Bt
21 =

{
−
(
γ0

(
φi

)
, ηj

)

1/2,Γ

}
, 1 ≤ i ≤ NW1, 1 ≤ j ≤ NM

(5.1.12)

Bt
22 ∈ MNW2,NM (IR)

Bt
22 =

{(
γΓ

(
ψi

)
, ηj

)

1/2,Γ

}
, 1 ≤ i ≤ NW2, 1 ≤ j ≤ NM

(5.1.13)

B ∈ MNQ+NM,NW1+NW2 (IR)

B =

(
B11 B12

B21 B22

)
(5.1.14)

Soient fn
1 ∈ L

2
(
ΩF
)N

et fn
2 ∈ L

2
(
ΩS
)N

, n > 0 des approximations pour les forces

externes qui agissent respectivement dans le fluide et dans la structure, à l’instant n∆t.

Avec toutes ces notations, on peut écrire le problème discret.

En remplaçant dans le problème semi-discrétisé en temps introduit dans le chapitre

précédent, les espaces W 1, W 2, Q, M par les espaces de dimension finie W 1
h , W 2

h , Qh,

Mh, on obtient le problème discret suivant:
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Etant donnés:

1. ρ > 0 la masse volumique de la structure

2. νcin > 0 la viscosité cinématique du fluide

3. vn
h ∈ W

1
h la vitesse du fluide au pas de temps n

4. ν0
h, ν

1
h, . . . , ν

n
h ∈ W

2
h les vitesses de la structure

5. vn
h = νn

h sur Γ

6. u0
h ∈ W

2
h le déplacement initial de la structure

Trouver
(
vn+1

h , νn+1
h , pn+1

h , λn+1
h

)
∈ W 1

h ×W
2
h ×Qh ×Mh, tels que:




AF
h,∆t 0
0 AS

h,∆t

Bt
11 Bt

21

0 Bt
22

B11 0
B21 B22

0







vn+1
h

νn+1
h

pn+1
h

λn+1
h


 =




F 1,n+1

F 2,n+1

0
0


(5.1.15)

où

AF
h,∆t =

1

∆t
MF

h + νcinK
F
h

AS
h,∆t =

1

∆t
MS

h +
∆t

2ρ
KS

h

et les vecteurs F 1,n+1 ∈ RNW1 et F 2,n+1 ∈ RNW2 sont donnés par les relations:

F 1,n+1 =
(
F 1,n+1

1 , F 1,n+1
2 , . . . , F 1,n+1

NW1

)t

F 1,n+1
i =

(
fn+1

1 , φi

)

0,ΩF
+

1

∆t

(
vn

h , φi

)

0,ΩF
, i = 1, . . . , NW1

(5.1.16)

F 2,n+1 =
(
F 2,n+1

1 , F 2,n+1
2 , . . . , F 2,n+1

NW2

)t

F 2,n+1
i =

(
fn+1

2 , ψi

)

0,ΩS
+

1

∆t

(
νn

h , ψi

)

0,ΩS

−
1

ρ
aS

(
u0

h +
∆t

2

(
ν0

h + 2
n∑

k=1

νk
h

)
, ψi

)
, i = 1, . . . , NW2

(5.1.17)

Remarque 5.1.1 A chaque pas en temps, il faut résoudre le système linéaire (5.1.15),

ce qui représente le schéma numérique pour le problème fluide structure.

91



5.1.2 Existence et unicité pour le problème discret

Des conditions suffisantes d’existence et unicité du système (5.1.15) ont été données par

Babuska [1971] et Brezzi [1974]. Dans le cas de notre problème, le résultat d’existence

et d’unicité qui se trouve dans Brezzi [1974] a la forme suivante:

Théorème 5.1.1 Soient a4t, b les formes bilinéaires données par (5.1.8) , (5.1.9) et

W 1
h , W 2

h , Qh, Mh quatre espaces de dimension f inie, tels que:

W 1
h ⊆ W 1,W 2

h ⊆ W 2, Qh ⊆ Q,Mh ⊆M.

Soit 4t un réel strictement positif. S’il existe α4t > 0 et β > 0, tels que les deux

conditions suivantes soient vérif iées

inf
(w1

h
,w2

h)∈W 1
h
×W 2

h

(w1
h
,w2

h) 6=(0,0)

a4t ((w
1
h, w

2
h) ; (w1

h, w
2
h))

‖(w1
h, w

2
h)‖

2
W 1×W 2

≥ α4t(5.1.18)

inf
(qh,µh)∈Qh×Mh

(qh,µh)6=(0,0)

sup
(w1

h
,w2

h)∈W 1
h
×W 2

h

(w1
h
,w2

h) 6=(0,0)

b ((w1
h, w

2
h) ; (qh, µh))

‖(w1
h, w

2
h)‖W 1×W 2 ‖(qh, µh)‖Q×M

≥ β(5.1.19)

alors le système (5.1.15) a une unique solution.

Remarque 5.1.2 L’inégalité (5.1.19) s’appelle la condition inf-sup discrète.

On s’occupe maintenant de la relation (5.1.18).

Proposition 5.1.1 Si ΩF et ΩS sont deux ouverts bornés de IRN , où N = 2 ou 3, ΩS

de classe C1, tels que ΩF ∩ ΩS = Γ, ∂ΩS = Γ ∪ Σ1 ∪ Σ2 et mes (Σ1) > 0, alors pour

tout ∆t > 0 et pour tout W 1
h ⊆ W 1,W 2

h ⊆ W 2, l’inégalité (5.1.18) a lieu.

Démonstration: La forme aF est bilinéaire, symétrique, continue et vérifie l’égalité

(5.1.5). Alors

∀w1 ∈ W 1,
1

∆t

(
w1, w1

)

0,ΩF
+ νcinaF

(
w1, w1

)
≥ min

{
1

∆t
, νcin

} (
w1, w1

)

1,ΩF

(5.1.20)
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La forme aS est bilinéaire, symétrique, continue. Grâce à l’inégalité de Korn, sous

les hypothèses ΩS de classe C1 et mes (Σ1) > 0, alors aS est W 2 elliptique, i.e.

∃αS > 0, ∀w2 ∈ W 2, aS

(
w2, w2

)
≥ αS

∥∥∥w2
∥∥∥
2

1,ΩS

d’où

∀w2 ∈ W 2,
1

∆t

(
w2, w2

)

0,ΩF
+

∆t

2ρ
aS

(
w2, w2

)
≥
αS∆t

2ρ

(
w2, w2

)

1,ΩS
(5.1.21)

Si on pose

α4t = min

{
1

∆t
, νcin,

αS∆t

2ρ

}

d’après (5.1.20) et (5.1.21), on obtient

∀
(
w1, w2

)
∈ W 1 ×W 2, a4t

((
w1, w2

)
;
(
w1, w2

))
≥ α4t

∥∥∥
(
w1, w2

)∥∥∥
2

W 1×W 2

Puisque W 1
h ⊆ W 1,W 2

h ⊆ W 2, on obtient (5.1.18). 2

On s’occupe maintenant de l’inégalité (5.1.19), qui représente la condition inf-sup

discrète pour notre problème.

Dans le chapitre précédent, on a démontré que la condition inf-sup continue a lieu.

On utilise ce résultat pour obtenir l’inégalité (5.1.19).

Proposition 5.1.2 Si la condition inf-sup continue a lieu et s’il existe un opérateur

bilinéaire

Πh : W 1 ×W 2 →W 1
h ×W

2
h

tel que 



∃c > 0, ∀
(
w1, w2

)
∈ W 1 ×W 2,∥∥∥Πh

(
w1, w2

)∥∥∥
W 1×W 2

≤ c
∥∥∥
(
w1, w2

)∥∥∥
W 1×W 2

(5.1.22)




∀
(
w1, w2

)
∈ W 1 ×W 2, ∀ (qh, µh) ∈ Qh ×Mh,

b
((
w1, w2

)
− Πh

(
w1, w2

)
; (qh, µh)

)
= 0

(5.1.23)

où b est donnée par (5.1.9), alors la condition inf-sup discrète (5.1.19) a lieu.
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Démonstration: Soit (qh, µh) ∈ Qh ×Mh.

Puisque Πh (w1, w2) ∈ W 1
h ×W

2
h , alors

sup
(w1

h
,w2

h)∈W 1
h
×W 2

h

(w1
h
,w2

h) 6=(0,0)

b ((w1
h, w

2
h) ; (qh, µh))

‖(w1
h, w

2
h)‖W 1×W 2

≥ sup
(w1,w2)∈W 1×W 2

Πh(w1,w2) 6=(0,0)

b (Πh (w1, w2) ; (qh, µh))

‖Πh (w1, w2)‖W 1×W 2

(5.1.24)

D’après l’hypothèse (5.1.23), on obtient

sup
(w1,w2)∈W 1×W 2

Πh(w1,w2) 6=(0,0)

b (Πh (w1, w2) ; (qh, µh))

‖Πh (w1, w2)‖W 1×W 2

= sup
(w1,w2)∈W 1×W 2

Πh(w1 ,w2) 6=(0,0)

b ((w1, w2) ; (qh, µh))

‖Πh (w1, w2)‖W 1×W 2

(5.1.25)

Puisque Πh est bilinéaire, on a

Πh

(
w1, w2

)
6= (0, 0)⇒

(
w1, w2

)
6= (0, 0)

et en utilisant l’hypothèse (5.1.22), on obtient

sup
(w1,w2)∈W 1×W 2

Πh(w1,w2) 6=(0,0)

b ((w1, w2) ; (qh, µh))

‖Πh (w1, w2)‖W 1×W 2

≥ sup
(w1,w2)∈W 1×W 2

Πh(w1,w2) 6=(0,0)

b ((w1, w2) ; (qh, µh))

c ‖(w1, w2)‖W 1×W 2

(5.1.26)

Pour (qh, µh) fixé, soit f : W 1 ×W 2 \ {(0, 0)} → IR, définie par

f
(
w1, w2

)
=
b ((w1, w2) ; (qh, µh))

c ‖(w1, w2)‖W 1×W 2

Soient

A =
{(
w1, w2

)
∈ W 1 ×W 2; Πh

(
w1, w2

)
6= (0, 0)

}

B =
{(
w1, w2

)
∈ W 1 ×W 2; Πh

(
w1, w2

)
= (0, 0) et

(
w1, w2

)
6= (0, 0)

}
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Alors W 1 ×W 2 \ {(0, 0)} = A ∪ B et on a l’égalité

sup
A∪B

f = max

{
sup

A
f, sup

B
f

}

Sous l’hypothèse (5.1.23), on a

∀
(
w1, w2

)
∈ B, f

(
w1, w2

)
= 0

d’où

sup
A∪B

f = max

{
sup

A
f, 0

}

Mais on a la propriété

∀ (w1, w2) ∈ A⇒ (−w1, w2) ∈ A
−f (w1, w2) = f (−w1, w2)

d’où sup
A
f ≥ 0, ce qui implique

sup
A∪B

f = sup
A
f

ou d’une façon équivalente

sup
(w1,w2)∈W 1×W 2

Πh(w1,w2)6=(0,0)

b ((w1, w2) ; (qh, µh))

c ‖(w1, w2)‖W 1×W 2

= sup
(w1,w2)∈W 1×W 2

(w1,w2) 6=(0,0)

b ((w1, w2) ; (qh, µh))

c ‖(w1, w2)‖W 1×W 2

(5.1.27)

D’après la condition inf-sup continue, on a

∃β > 0, ∀ (q, µ) ∈ Q×M

sup
(w1,w2)∈W 1×W 2

(w1,w2) 6=(0,0)

b ((w1, w2) ; (q, µ))

‖(w1, w2)‖W 1×W 2

≥ β ‖(q, µ)‖Q×M(5.1.28)

Enfin, en utilisant (5.1.24) − (5.1.28), on obtient la condition inf-sup discrète

(5.1.19). 2
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5.1.3 Choix d’éléments finis et construction des espaces de

dimension finie

D’après le résultat du paragraphe précédent, pour obtenir l’existence et l’unicité de

la solution du problème discret, il nous reste à trouver les espaces de dimension finie

W 1
h ⊆ W 1, W 2 ⊆ W 2

h , Qh ⊆ Q, Mh ⊆ M et l’opérateur bilinéaire Πh qui vérifie les

relations (5.1.22) et (5.1.23).

Soient ΩF et ΩS deux ouverts polyédriques dans IR3, c’est-à-dire deux réunions

finies de polyèdres de IR3. On rappelle qu’un polyèdre de IR3 est une intersection finie

de demi-espaces fermés de IR3.

On considère les décompositions finies

ΩF =
⋃

K∈T F
h

K et ΩS =
⋃

K∈T S
h

K

telles que

1. chaque élément K est un tétraèdre non vide

2. les intérieurs de deux tétraèdres distincts de T F
h ∪ T

S
h sont disjoints

3. toute face d’un tétraèdre K1 ∈ T
F

h est soit face d’un autre tétraèdre K2 ∈ T
F

h ,

auquel cas K1 et K2 sont dits adjacents, soit une partie de la frontière ∂ΩF

4. toute face d’un tétraèdre K1 ∈ T
S

h est soit face d’un autre tétraèdre K2 ∈ T
S

h ,

soit une partie de la frontière ∂ΩS

5. notons

h = max
K∈T F

h
∪T S

h

hK

où hK est le diamètre du tétraèdre K
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6. les domaines ΩF et ΩS sont en contact, plus précisément

ΩF ∩ ΩS = Γ, ∂ΩS = Γ ∪ Σ1 ∪ Σ2

et on suppose que Γ est une réunion finie de triangles de IR3, telle que pour

chaque triangle T , il existe deux tétraèdres K1 ∈ T
F

h et K2 ∈ T
S

h pour lesquels

T est une face aussi bien de K1, que de K2.

Remarque 5.1.3 Le point no. 6 représente la seule condition de compatibilité entre

ΩF et ΩS .

Nous allons construire les espaces de dimension finie par la méthode d’éléments

finis. Auparavant, on rappelle les coordonnées barycentriques d’un point par rapport

aux sommets d’un tétraèdre.

On considère quatre points aj = (a1j , a2j , a3j) ∈ IR3, 1 ≤ j ≤ 4, non situés dans un

même plan, c’est-à-dire tel que la matrice d’ordre 4 suivante

A =




a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

1 1 1 1




soit inversible. Tout point x = (x1, x2, x3) ∈ IR3 est caractérisé par les scalaires λj (x),

1 ≤ j ≤ 4, définis comme solution du système linéaire



a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

1 1 1 1







λ1 (x)
λ2 (x)
λ3 (x)
λ4 (x)


 =




x1

x2

x3

1


(5.1.29)

Ces scalaires λj (x) sont appelés les coordonnées barycentriques du point x par rapport

aux points aj ∈ IR3, 1 ≤ j ≤ 4. D’après (5.1.29), chacun de ces scalaires est une

fonction affine de IR3 dans IR et on a

∀x ∈ IR3,
4∑

j=1

λj (x) aj = x

97



A l’aide de ces coordonnées barycentriques, le tétraèdre K de sommets aj, 1 ≤ j ≤ 4

est caractérisé par

K =
{
x ∈ IR3; 0 ≤ λj (x) ≤ 1, 1 ≤ j ≤ 4

}

En plus, on a
◦

K=
{
x ∈ IR3; 0 < λj (x) < 1, 1 ≤ j ≤ 4

}

et si λj (x) = 0, alors le point x et les trois sommets {a1, a2, a3, a4} \ {aj} sont situés

dans le même plan.

Pour le tétraèdre K, on définit la fonction bulle

bK : K → IR

bK (x) =

{
λ1 (x)λ2 (x)λ3 (x)λ4 (x) , x ∈ K
0, x /∈ K

(5.1.30)

qui a les propriétés suivantes




bK (x) > 0, ∀x ∈
◦

K
bK (x) = 0, ∀x ∈ ∂K
bK (x) = 0, ∀x /∈ K

Si a5 ∈ IR3 est le barycentre de K, c’est-à-dire

a5 =
1

4
(a1 + a2 + a3 + a4)

alors on a λj (a5) = 1/4, 1 ≤ j ≤ 4, donc

bK (a5) =
(

1

4

)4

Notons

P1 (K) = {p : K → IR, p (x1, x2, x3) = ax1 + bx2 + cx3 + d, a, b, c, d ∈ IR}

Il est bien connu (voir par exemple Raviart & Thomas [1992] ) que le triplet

(K, {a1, a2, a3, a4} , P1 (K))
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est un élément fini.

Notons

P1 (K) + bK = {p : K → IR, p (x) = ax1 + bx2 + cx3 + d+ ebK (x) , a, b, c, d, e ∈ IR}

où x = (x1, x2, x3).

Proposition 5.1.3 Le triplet

(K, {a1, a2, a3, a4, a5} , P1 (K) + bK)

est un élément f ini.

Démonstration: Soient αj ∈ IR, 1 ≤ j ≤ 5. On démontre qu’il existe une fonction

unique p ∈ P1 (K) + bK , telle que

p (aj) = αj, 1 ≤ j ≤ 5(5.1.31)

La fonction p a la forme

p (x) = ax1 + bx2 + cx3 + d+ ebK (x) , a, b, c, d, e ∈ IR

Puisque bK (aj) = 0, 1 ≤ j ≤ 4 le système (5.1.31) s’écrit sous la forme




At




a
b
c
d


 =




α1

α2

α3

α4




aa15 + ba25 + ca35 + d+ ebK (a5) = α5

où a5 = (a15, a25, a35). Mais la matrice A est inversible et bK (a5) = (1/4)4, donc la

solution unique du système (5.1.31) est donnée par







a
b
c
d


 = (At)

−1




α1

α2

α3

α4




e = 44 (α5 − aa15 + ba25 + ca35 + d)
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d’où la conclusion de cette proposition. 2

On peut maintenant construire les espaces de dimension finie.

On pose

W 1
h =

{
w1

h =
(
w1,1

h , w1,2
h , w1,3

h

)
;w1,i

h ∈ C
0
(
ΩF
)
, w1,i

h |K∈ P1 (K) + bK , 1 ≤ i ≤ 3
}

W 2
h =

{
w2

h =
(
w2,1

h , w2,2
h , w2,3

h

)
;w2,i

h ∈ C
0
(
ΩS
)
, w2,i

h |K∈ P1 (K) , 1 ≤ i ≤ 3, w2,i
h |Σ1= 0

}

Qh =
{
qh ∈ C

0
(
ΩF
)
, qh |K∈ P1 (K) , qh |∂ΩF = 0

}

Pour tout T triangle dans IR3, notons P1 (T ) l’ensemble de polynômes de T dans

IR de degré inférieur ou égal à 1. La dimension de l’espace P1 (T ) est 3.

On pose

Mh =
{
µh =

(
µ1

h, µ
2
h, µ

3
h

)
;µi

h ∈ C
0
(
Γ
)
, µi

h |T∈ P1 (T ) , 1 ≤ i ≤ 3
}

Puisque C0
(
ΩF
)
⊆ L2

(
ΩF
)
, alors Qh ⊆ Q.

Pour démontrer les inclusions W 1
h ⊆ W 1,W 2

h ⊆ W 2 et Mh ⊆ M , on utilise le

résultat suivant:

Soit Ω un ouvert de IR3, tel que

Ω =
⋃R

r=1 Ωr

Ωr ouvert borné de frontière C1 par morceaux, r = 1, . . . , R
Ωr ∩ Ωs = ∅, r 6= s

Soit w dans C0
(
Ω
)
, tel que w |Ωr

appartient à H1 (Ωr) pour tout r = 1, . . . , R. Alors

w appartient à H1 (Ω).

Ce résultat est démontré, par exemple dans Raviart & Thomas [1992, p. 27].

Dans notre cas, on a w1,i
h |K∈ P1 (K) + bK ⊆ H1

(
◦

K

)
et w1,i

h ∈ C
0
(
ΩF
)
. D’après

le résultat précédent, on obtient w1,i
h ∈ H1

(
ΩF
)
, ce qui implique W 1

h ⊆ W 1. D’une

manière analogue, on obtient les inclusions W 2
h ⊆ W 2, Mh ⊆M et Qh ⊆ H1

(
ΩF
)
.
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5.1.4 Construction de l’opérateur d’interpolation

On a vu dans les paragraphes précédents que la condition inf-sup discrète représente

une condition suffisante pour avoir l’existence et l’unicité du problème discret. On a vu

aussi que, en utilisant le fait que la condition inf-sup continue a lieu et en construisant

un opérateur d’interpolation, on peut obtenir la condition inf-sup discrète.

Dans ce paragraphe, on construit l’opérateur bilinéaire Πh qui vérifie les relations

(5.1.22) et (5.1.23) où l’application b est donnée par (5.1.9).

Nous chercherons un opérateur Πh de la forme suivante:

Πh : W 1 ×W 2 →W 1
h ×W

2
h

Πh (w1, w2) = (Π11
h w

1 + Π12
h w

2,Π21
h w

1 + Π22
h w

2)

où les opérateurs
Π11

h : W 1 → W 1
h , Π12

h : W 2 →W 1
h

Π21
h : W 1 → W 2

h , Π22
h : W 2 →W 2

h

sont linéaires.

En utilisant les notations précédentes, la relation (5.1.23) s’écrit sous la forme





∀ (w1, w2) ∈ W 1 ×W 2, ∀ (qh, µh) ∈ Qh ×Mh

− (div (w1 − Π11
h w

1 − Π12
h w

2) , qh)0,ΩF

− (γ0 (w1 − Π11
h w

1 − Π12
h w

2)− γΓ (w2 − Π21
h w

1 − Π22
h w

2) , µh)1/2,Γ = 0
(5.1.32)

Puisque w1, w2, qh et µh sont indépendantes l’une de l’autre, on peut écrire la rela-

tion (5.1.32) sous la forme




∀w1 ∈ W 1, ∀w2 ∈ W 2, ∀qh ∈ Qh, ∀µh ∈ Mh

(div (w1 − Π11
h w

1) , qh)0,ΩF = 0

(div (Π12
h w

2) , qh)0,ΩF = 0

(γ0 (w1 − Π11
h w

1) + γΓ (Π21
h w

1) , µh)1/2,Γ = 0

(γ0 (Π12
h w

2) + γΓ (w2 − Π22
h w

2) , µh)1/2,Γ = 0

(5.1.33)

Nous chercherons un opérateur Πh, tel que Π12
h = 0. Le système (5.1.33) devient






∀w1 ∈ W 1, ∀w2 ∈ W 2, ∀qh ∈ Qh, ∀µh ∈ Mh

(div (w1 − Π11
h w

1) , qh)0,ΩF = 0

(γ0 (w1 − Π11
h w

1) + γΓ (Π21
h w

1) , µh)1/2,Γ = 0

(γΓ (w2 − Π22
h w

2) , µh)1/2,Γ = 0

(5.1.34)
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Proposition 5.1.4 Il existe un opérateur linéaire

Π11
h : W 1 →W 1

h

tel que

∃c11 > 0, ∀w1 ∈ W 1,
∥∥∥Π11

h w
1
∥∥∥

W 1
≤ c11

∥∥∥w1
∥∥∥

W 1
(5.1.35)

∀w1 ∈ W 1, ∀qh ∈ Qh,
(
div

(
w1 − Π11

h w
1
)
, qh

)

0,ΩF
= 0(5.1.36)

Démonstration: Ceci se démontre en quatre étapes

1) Interpolation de fonction de L1

2) Construction de l’opérateur linéaire Π11
h

3) Vérification de (5.1.35)

4) Vérification de (5.1.36)

1) Si ΩF ⊆ IR3, alors l’espace H1
(
ΩF
)

n’est pas inclus dans C0
(
Ω

F
)
. Donc pour

w1 dans
(
H1

(
ΩF
))3

, la valeur w1 (x), où x est un point dans Ω
F
, ne peut pas être

définie.

L’interpolation de fonction de L1 a été analysée pour la première fois par Clément

[1975], qui propose un opérateur d’interpolation en utilisant des régularisations locales.

On rappelle ce résultat, cité dans Girault & Raviart [1986, p. 109].

Soit

Θh =
{
θh ∈ C

0
(
Ω

F
)
, θh |K∈ P1 (K)

}

Alors il existe un opérateur

Rh ∈ L
(
L1
(
ΩF
)

; Θh

)

où L1
(
ΩF
)

est muni de la norme habituelle et Θh est muni d’une norme arbitraire

(dans les espaces de dimension f inie, toutes les normes sont équivalentes).
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2) Construction de l’opérateur linéaire Π11
h

On note

(P1 + b)
(
ΩF
)

=
{
w ∈ C0

(
Ω

F
)
, w |K∈ P1 (K) + bK

}

Puisque la fonction bulle bK est continue et a la propriété

∀K ∈ T F
h , ∀x ∈

◦

K, bK (x) > 0,

on a

∀K ∈ T F
h ,
∫

K

bK (x) dx > 0.

Soit l’opérateur π11
h défini par






π11
h : H1

(
ΩF
)
→ (P1 + b)

(
ΩF
)

π11
h w = Rhw +

∑

K∈T F
h

αK (w) bK(5.1.37)

où 




∀K ∈ T F
h , αK (w) : H1

(
ΩF
)
→ IR

αK (w) =

∫
K

(w−Rhw)dx

∫
K

bKdx

(5.1.38)

On pose





Π11
h :

(
H1

(
ΩF
))3
→W 1

h

Π11
h w = (π11

h w1, π
11
h w2, π

11
h w3) où w = (w1, w2, w3)

(5.1.39)

Puisque Rh est linéaire, on montre facilement que αK donnée par (5.1.38), π11
h donné

par (5.1.37) et Π11
h donné par (5.1.39) sont linéaires.

3) Continuité de Π11
h

D’abord, on démontre la continuité des fonctions αK.
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On a 




∀w ∈ H1
(
ΩF
)
, |αK (w)| ≤

∫
K

|w−Rhw|dx

∫
K

bKdx

≤ 1∫
K

bKdx

(
∫

K
|w| dx+

∫

K
|Rhw|dx

)

≤ 1∫
K

bKdx

(
∫

ΩF

|w| dx+
∫

ΩF

|Rhw| dx

)
(5.1.40)

L’opérateur Rh est continu de L1
(
ΩF
)

dans Θh, donc on a l’inégalité

∃c > 0,
∫

ΩF

|Rhw| dx ≤ c
∫

ΩF

|w|dx(5.1.41)

Puisque ΩF est borné, alors

∃C
(
ΩF
)
> 0,

∫

ΩF

|w| dx ≤ C
(
ΩF
)


∫

ΩF

w2dx




1/2

(5.1.42)

On a évidemment


∫

ΩF

w2dx




1/2

= ‖w‖0,ΩF ≤ ‖w‖1,ΩF

où ‖.‖1,ΩF est la norme de H1
(
ΩF
)
.

En tenant compte de (5.1.40)− (5.1.42), on obtient que pour chaque K de T F
h , la

fonction αK définie de H1
(
ΩF
)

dans IR est continue.

On sait que Rh ∈ L
(
L1
(
ΩF
)

; Θh

)
et d’après l’inégalité (5.1.42), on obtient

Rh ∈ L
(
H1

(
ΩF
)

; Θh

)

Puisque l’opérateur Rh est continu et toutes les fonctions αK sont continues, il s’ensuit

que π11
h est continu de H1

(
ΩF
)

dans (P1 + b)
(
ΩF
)
, ce qui implique la continuité

d’opérateur Π11
h de W 1 dans W 1

h .
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4) Vérification de la relation (5.1.36).

Puisque ΩF est un ouvert de frontière C1 par morceaux, on a la formule de Green

∀w = (w1, w2, w3) ∈
(
H1

(
ΩF
))3

, ∀q ∈ H1
(
ΩF
)

∫

ΩF

q div wdx+
3∑

i=1

∫

ΩF

∂q
∂xi
widx =

3∑
i=1

∫

∂ΩF

qwiνidσ

où νi est le ième cosinus directeur de la normale ν à ∂ΩF , dirigée vers l’extérieur de

ΩF . La normale ν est une fonction dans L∞
(
∂ΩF

)
et les restrictions de q et wi sur

∂ΩF sont dans L2
(
∂ΩF

)
, car ΩF est un ouvert de frontière C1 par morceaux. Donc

l’intégrale sur ∂ΩF , qui intervient dans la formule de Green, a un sens.

On a vu dans le paragraphe précédent que Qh ⊆ H1
(
ΩF
)
. Sous les notations

(5.1.1), (5.1.2), en utilisant la formule de Green et le fait que qh = 0 sur ∂ΩF , on

obtient
{

∀w1 ∈ W 1, ∀qh ∈ Qh,
(div (w1 − Π11

h w
1) , qh)0,ΩF + (w1 − Π11

h w
1, grad qh)0,ΩF = 0

(5.1.43)

Mais, on a l’égalité

(
w1 − Π11

h w
1, grad qh

)

0,ΩF
=

∑

K∈T F
h

(
w1 − Π11

h w
1, grad qh

)

0,K
(5.1.44)

Puisque qh |K∈ P1 (K), on a

(grad qh) |K=
(
c1K, c

2
K, c

3
K

)
∈ IR3

et en conséquence on obtient

∑

K∈T F
h

(
w1 − Π11

h w
1, grad qh

)

0,K
=

∑

K∈T F
h

3∑

i=1

ciK

∫

K

(
w1,i − π11

h w
1,i
)
dx(5.1.45)

où w1 = (w1,1, w1,2, w1,3).

D’après la définition de π11
h , on a

∫

K

(
w1,i − π11

h w
1,i
)
dx =

∫

K


w1,i −Rhw

1,i −
∑

K′∈T F
h

αK′

(
w1,i

)
bK′


 dx
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En tenant compte des propriétés de la fonction bulle, on a

∫

K

bK′dx = 0, ∀K,K ′ ∈ T F
h , K 6= K ′

donc on obtient
∫

K
(w1,i − π11

h w
1,i) dx =

∫

K
(w1,i −Rhw

1,i − αK (w1,i) bK) dx

=
∫

K
(w1,i −Rhw

1,i) dx− αK (w1,i)
∫

K
bKdx

Mais αK est donnée par l’égalité (5.1.38), d’où

∫

K

(
w1,i − π11

h w
1,i
)
dx = 0, i = 1, 2, 3(5.1.46)

Enfin, d’après les relations (5.1.43)− (5.1.46) on obtient (5.1.36). 2

Avant de passer à la construction des opérateurs Π21
h et Π22

h , on donne quelques

notations.

Soient

IF = {Ai}
NSF
i=1 l’ensemble des sommets de la triangulation T F

h

IS = {Bi}
NSS
i=1 l’ensemble des sommets de la triangulation T S

h

IΓ = {Ci}
NSG
i=1 l’ensemble des sommets confondus géométriquement de T F

h et T F
h

IΣ1 l’ensemble des sommets de la triangulation T S
h , qui appartiennent à Σ1

De point de vue informatique, cette manière de numéroter indépendamment les

sommets de T F
h , respectivement de T F

h , permet de traiter séparément les problèmes du

fluide et de la structure.

Pour le problème du fluide, notons

Θh =
{
θh ∈ C

0
(
ΩF
)

; θh |K∈ P1 (K) , ∀K ∈ T F
h

}
(5.1.47)

Il est bien connu que pour chaque sommet Ai ∈ IF , il existe une fonction unique

φi ∈ Θh, telle que

φi (Aj) = δij, ∀Aj ∈ IF
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En plus, {φi}
NSF
i=1 constitue une base de l’espace Θh. Une démonstration de ce résultat

se trouve dans Raviart & Thomas [1992, p. 107].

Soit

(P1 + b)
(
ΩF
)

=
{
w ∈ C0

(
ΩF
)

;w |K∈ P1 (K) , ∀K ∈ T F
h

}
(5.1.48)

D’après les propriétés de la fonction bulle bK, l’ensemble {φi}
NSF
i=1 ∪{bK}K∈T F

h
constitue

une base pour (P1 + b)
(
ΩF
)
.

Pour le problème de la structure, notons

Ψh =
{
ψh ∈ C

0
(
ΩF
)

;ψ |Σ1= 0, ψ |K∈ P1 (K) , ∀K ∈ T S
h

}
(5.1.49)

Pour chaque sommet Bi ∈ IS \ IΣ1 , il existe une fonction unique ψi ∈ Ψh, telle que

ψi (Bj) = δij, ∀Bj ∈ IS

En plus, {ψi}
NSS
i=1 constitue une base pour Ψh.

Soit

Υh =





η ∈ C0

(
Γ
)

; η |T∈ P1 (T ) , ∀T ∈
⋃

K∈T F
h

(
K
⋂

Γ
)




(5.1.50)

Pour chaque sommet Ci ∈ IΓ, il existe une fonction unique ηi ∈ Υh, telle que

ηi (Cj) = δij, ∀Cj ∈ IΓ

En plus, {ηi}
NSG
i=1 constitue une base pour Υh.

En tenant compte de la condition de compatibilité entre les triangulations T F
h et

T S
h sur la surface de contact Γ, on a

∀i ∈ {1, . . . , NSG} ,
∃! r (i) ∈ {1, . . . , NSF} , ∃! s (i) ∈ {1, . . . , NSS} , tels que

Ci = Ar(i) = Bs(i)

(5.1.51)

En plus, on a

ηi = φr(i) |Γ= ψs(i) |Γ(5.1.52)

On peut maintenant passer à la construction de l’opérateur Π21
h .
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Proposition 5.1.5 Il existe un opérateur linéaire

Π21
h : W 1 →W 2

h

tel que

∃c21 > 0, ∀w1 ∈ W 1,
∥∥∥Π21

h w
1
∥∥∥

W 1
≤ c21

∥∥∥w1
∥∥∥

W 1
(5.1.53)

∀w1 ∈ W 1, ∀µh ∈Mh,
(γΓ (Π21

h w
1) + γ0 (w1 − Π11

h w
1) , µh)1/2,Γ = 0

(5.1.54)

Démonstration: La démonstration est décomposée en trois étapes:

1) Construction de l’opérateur Π21
h

2) Linéairité et la continuité de Π21
h

3) Vérification de (5.1.54)

1) Soit
Mh ∈ MNSG (IR)

Mh = (ηi, ηj)1/2,Γ 1 ≤ i, j ≤ NSG
(5.1.55)

qui est une matrice symétrique et définie positive.

Soient
F : H1

(
ΩF
)
→ IRNSG

F (w) = (F1 (w) , . . . , FNSG (w))t

Fi (w) = (γ0 (−w + Π11
h w) , ηi)1/2,Γ

et
α : H1

(
ΩF
)
→ IRNSG

α (w) = (α1 (w) , . . . , αNSG (w))t

αi (w) = M−1
h F (w)

On pose

π21
h : H1

(
ΩF
)
→ Ψh

π21
h w =

NSG∑
i=1

αi (w)ψs(i)

où s : {1, . . . , NSG} → {1, . . . , NSS} est l’application injective donnée par la relation

(5.1.51). Maintenant, on peut définir l’opérateur Π21
h par

Π21
h : W 1 →W 2

h

Π21
h w

1 = (π21
h w

1,1, π21
h w

1,2, π21
h w

1,3)
où w1 = (w1,1, w1,2, w1,3) ∈ W 1
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2) La linéairité et la continuité de Π21
h

Puisque l’opérateur Π11
h et l’application trace sont linéaires et continus, F (.) est

linéaire et continue. En tenant compte des relations existant entre F , α, π21
h et Π21

h ,

on montre que l’opérateur Π21
h est linéaire et continu.

3) Vérification de (5.1.54)

Pour w ∈ H1
(
ΩF
)
, on a

π21
h w =

NSG∑

i=1

αi (w)ψs(i)

d’où

γΓ

(
π21

h w
)

=
NSG∑

i=1

αi (w)ψs(i) |Γ

D’après (5.1.51), on obtient

γΓ

(
π21

h w
)

=
NSG∑

i=1

αi (w) ηi

d’où
(
γΓ

(
π21

h w
)
, ηj

)

1/2,Γ
=

(
NSG∑

i=1

αi (w) ηi, ηj

)

1/2,Γ

∀j = 1, . . . , NSG

Si on écrit cette égalité sous la forme matricielle et puisque Mh est symétrique, on a



(γΓ (π21
h w) , η1)1/2,Γ

...
(γΓ (π21

h w) , ηNSG)1/2,Γ


 = M t

hα (w) = MhM
−1
h F (w) = F (w)

d’où l’égalité (5.1.54). 2

Proposition 5.1.6 Il existe un opérateur linéaire

Π22
h : W 2 →W 2

h

tel que

∃c22 > 0, ∀w2 ∈ W 2,
∥∥∥Π22

h w
2
∥∥∥

W 1
≤ c22

∥∥∥w2
∥∥∥

W 1
(5.1.56)

∀w2 ∈ W 2, ∀µh ∈Mh,
(γΓ (w2 − Π22

h w
2) , µh)1/2,Γ = 0

(5.1.57)
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Démonstration: La démonstration est décomposée en trois étapes

1) Construction de l’opérateur Π22
h

2) La linéairité et la continuité de Π22
h

3) Vérification de (5.1.57)

1) Soient

G :
{
w ∈ H1

(
ΩF
)

;w |Σ1= 0
}
→ IRNSG

G (w) = (G1 (w) , . . . , GNSG (w))t

Gi (w) = (γΓ (w) , ηi)1/2,Γ

et
β :

{
w ∈ H1

(
ΩF
)

;w |Σ1= 0
}
→ IRNSG

β (w) = (β1 (w) , . . . , βNSG (w))t

βi (w) = M−1
h G (w)

On pose

π22
h :

{
w ∈ H1

(
ΩF
)

;w |Σ1= 0
}
→ Ψh

π22
h w =

NSG∑
i=1

βi (w)ψs(i)

où s : {1, . . . , NSG} → {1, . . . , NSS} est l’application injective donnée par la relation

(5.1.51). Maintenant, on peut définir l’opérateur Π22
h par

Π22
h : W 2 →W 2

h

Π22
h w

2 = (π22
h w

2,1, π22
h w

2,2, π22
h w

2,3)
où w2 = (w2,1, w2,2, w2,3) ∈ W 2

2) La linéairité et la continuité de Π22
h

Puisque l’application trace est linéaire et continue, on obtient que G (.) est linéaire

et continue. En tenant compte des relations existant entre G, β, π22
h et Π22

h , on montre

que l’opérateur Π22
h est linéaire et continu.

3) Vérification de (5.1.57)

Pour w ∈
{
w ∈ H1

(
ΩF
)

;w |Σ1= 0
}
, on a

π22
h w =

NSG∑

i=1

βi (w)ψs(i)
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d’où

γΓ

(
π22

h w
)

=
NSG∑

i=1

βi (w)ψs(i) |Γ

D’après (5.1.51), on obtient

γΓ

(
π21

h w
)

=
NSG∑

i=1

βi (w) ηi

d’où
(
γΓ

(
π22

h w
)
, ηj

)

1/2,Γ
=

(
NSG∑

i=1

βi (w) ηi, ηj

)

1/2,Γ

∀j = 1, . . . , NSG

Si on écrit cette égalité sous la forme matricielle et puisque Mh est symétrique, on a




(γΓ (π22
h w) , η1)1/2,Γ

...
(γΓ (π22

h w) , ηNSG)1/2,Γ


 = M t

hβ (w) = MhM
−1
h G (w) =




(γΓ (w) , η1)1/2,Γ
...

(γΓ (w) , ηNSG)1/2,Γ




d’où l’égalité (5.1.57). 2

5.1.5 Bilan de la section

Dans cette section, à partir des éléments finis de type mixte, on a construit des espaces

vectoriels de dimension finie, tels que le problème totalement discrétisé soit bien posé.

Pour démontrer l’existence et l’unicité de la solution du problème discret, on utilise

la théorie de Babuska et Brezzi. Grâce à cette théorie, on obtient l’existence et l’unicité

si une condition d’ellipticité et une condition inf-sup discrète ont lieu.

Dans notre problème, la condition d’ellipticité est assurée par la proposition 5.1.1.

Dans le chapitre précédent, on a vu que la condition inf-sup continue a lieu. En

utilisant ce résultat, on peut démontrer que la condition inf-sup discrète a lieu, si on

dispose d’un opérateur d’interpolation ( proposition 5.1.2).

L’existence d’un opérateur d’interpolation est assurée par les propositions 5.1.4,

5.1.5 et 5.1.6.
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5.2 Un algorithme de type Uzawa pour la réso-

lution découplée d’un problème d’interaction

fluide incompressible structure élastique

Les deux contraintes du problème sont: la divergence nulle pour le fluide et l’égalité

des vitesses du fluide et de la structure sur la surface de contact.

On introduit un nouvel algorithme de type Uzawa, dans lequel chacune des con-

traintes sera traitée différemment, ce qui va permettre le découplage du problème fluide

structure.

L’avantage réside dans le fait que, après le découplage, on peut utiliser les codes

numérique déjà existants pour résoudre séparément les problèmes du fluide et de

la structure. Par exemple, on peut résoudre le problème du fluide par l’algorithme

d’Uzawa/gradient conjugué, tandis que le problème de la structure est résolu par le

schéma de Newmark/factorisation de Cholesky.

La convergence de l’algorithme sera démontrée.

5.2.1 Présentation du problème

Après la discrétisation en temps et en espace du problème d’interaction fluide structure,

il nous faut résoudre à chaque pas de temps un système linéaire de type suivant:

Trouver (v, ν, p, λ) ∈ IRNW1 × IRNW2 × IRNQ × IRNM , où NW1, NW2, NQ et NM

sont des nombres naturels non nuls, tels que



AF 0
0 AS

Bt
11 Bt

21

0 Bt
22

B11 0
B21 B22

0







v
ν
p
λ


 =




fF

fS

0
0


(5.2.1)

avec les hypothèses suivantes

AF ∈MNW1 (IR) symétrique, tel que

∃αF > 0, ∀w1 ∈ IRNW1, (AFw1, w1) ≥ αF ‖w1‖2
(5.2.2)
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AS ∈MNW2 (IR) symétrique, tel que

∃αS > 0, ∀w2 ∈ IRNW2, (ASw2, w2) ≥ αS ‖w2‖2
(5.2.3)

B11 ∈MNQ,NW1 (IR)(5.2.4)

B21 ∈ MNM,NW1 (IR)(5.2.5)

B22 ∈ MNM,NW2 (IR)(5.2.6)

fF ∈ IRNW1, fS ∈ IRNW2(5.2.7)

Les matrices B11, B21 et B22 n’ont pas la même origine: la matrice B11 provient de

la contrainte de divergence nulle pour le fluide, tandis que B21 et B22 proviennent de la

condition de couplage selon laquelle les vitesses du fluide et de la structure sont égales

sur la surface de contact.

Rappelons l’hypothèse sous laquelle le système (5.2.1) a une solution unique.

Lemme 5.2.1 Sous les hypothèses (5.2.2) et (5.2.3), la matrice

A =

(
AF 0
0 AS

)

est symétrique et elliptique de constante α = min {αF , αS}.

Démonstration: La matrice A est évidemment symétrique.

Si w = (w1, w2), alors:

(Aw,w) = (AFw1, w1) + (ASw2, w2)

≥ αF ‖w1‖2 + αS ‖w2‖2 ≥ α ‖w‖2

où α = min {αF , αS}. 2

On note

B =

(
B11 0
B21 B22

)

et par la suite, on va travailler sous l’hypothèse suivante

rang (B) = NQ +NM(5.2.8)
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Remarque 5.2.1 L’égalité (5.2.8) est vérifiée si l’élément fini utilisé pour la discré-

tisation en espace satisfait la condition inf-sup, dans le sens de la théorie de Babuska

et Brezzi.

On rappelle maintenant un résultat classique de la théorie d’optimisation.

Théorème 5.2.1 Sous les hypothèses (5.2.2), (5.2.3) et (5.2.8), le système (5.2.1)

admet une solution unique.

Une démonstration de ce résultat peut être trouvée dans Ciarlet [1988].

5.2.2 L’algorithme d’Uzawa

L’algorithme d’Uzawa est une méthode itérative pour la résolution du système (5.2.1).

Notons

V =

(
v
ν

)
, Λ =

(
p
λ

)
, F =

(
fF

fS

)

Le système (5.2.1) s’écrit alors sous la forme équivalente

(
A Bt

B 0

)(
V
Λ

)
=

(
F
0

)
(5.2.9)

Algorithme d’Uzawa

Pas 1 Initialisation

Soient ρ > 0, k = 0,Λ0 ∈ IRNQ+NM

Pas 2 Calcul de Vk

AVk = F −BtΛk(5.2.10)

Pas 3 Test d’arrêt

Si BVk = 0 alors STOP(5.2.11)
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Pas 4 Calcul de Λk

Λk+1 = Λk + ρBVk

k ← k + 1 retour au pas 2
(5.2.12)

On rappelle le résultat de convergence classique

Théorème 5.2.2 Sous les hypothèses (5.2.2),(5.2.3) et (5.2.8), pour tout

Λ0 ∈ IRNQ+NM , 0 < ρ <
2α

‖B‖2

l’algorithme d’Uzawa peut s’arrêter après un nombre f ini d’itérations, ou construire

une suite {(Vk,Λk)}k≥0 qui converge vers la solution unique du système (5.2.9).

Une démonstration de ce résultat peut être trouvée dans Ciarlet [1988].

5.2.3 Résolution découplée d’un problème d’interaction flu-
ide incompressible structure élastique: présentation de
l’algorithme, théorème de convergence

Dans l’algorithme d’Uzawa, les matrices B11, B21, B22 sont traitées en bloc. Ces matri-

ces sont de natures différentes: B11 provient de la contrainte de divergence nulle pour

le fluide, tandis que B21 et B22 proviennent de la condition de couplage d’égalité des

vitesses du fluide et de la structure sur la surface de contact.

Le temps de calcul pour approcher la solution du système (5.2.1) par l’algorithme

d’Uzawa dépend du paramètre ρ. Le choix de ce paramètre est influencé par l’ensemble

de toutes les contraintes.

On va introduire un nouvel algorithme dans lequel chacune de contraintes sera

traitée différemment, ce qui va permettre le découplage du problème fluide structure.
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Algorithme pour la résolution découplée

Pas 1 Iniatialisation

Soient ρ1 > 0, k = 0, λ0 ∈ IRNM

Pas 2 Résolution du problème du fluide

trouver (vk, νk) ∈ IRNW1 × IRNQ, tel que

(
AF Bt

11

B11 0

)(
vk

pk

)
=

(
fF −B

t
21λk

0

)
(5.2.13)

Pas 3 Résolution du problème de la structure

trouver νk ∈ IRNW2, tel que

ASνk = fS − B
t
22λk(5.2.14)

Pas 4 Test d’arrêt

Si B21vk +B22νk = 0 alors STOP(5.2.15)

Pas 5 Réinitialisation

λk+1 = λk + ρ1 (B21vk +B22νk)
k ← k + 1 retour au pas 2

(5.2.16)

Remarque 5.2.2 Le paramètre ρ1 ne dépend que des matrices B21 et B22.

Remarque 5.2.3 Le problème du pas 1 peut être résolu par l’algorithme d’Uzawa

avec un paramètre ρ2, qui sera associé à la matrice de contrainte B11. En fait, le

paramètre ρ qui intervient dans l’algorithme (5.2.10)-(5.2.12) est remplacé par deux

paramètres ρ1 et ρ2. Le paramètre ρ1, qui intervient dans (5.2.16), est associé à

la contrainte d’avoir les vitesses du fluide et de la structure égales sur l’interface de
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contact et le paramètre ρ2, qui va intervenir dans la résolution du problème (5.2.13)

par l’algorithme d’Uzawa, est associé à la contrainte de divergence nulle pour le fluide.

Ainsi, on traite différemment les deux contraintes du problème et en conséquence

on peut approcher l’une de ces contraintes avec plus de précision que l’autre, ce qui

peut réduire le temps de calcul.

Remarque 5.2.4 D’après le théorème 5.2.1, si l’on a l’égalité rang (B11) = NQ et

sous l’hypothèse (5.2.2), alors le problème (5.2.13) a une solution unique.

Lemme 5.2.2 Si l’égalité (5.2.8) est vérif iée, alors nous avons rang (B11) = NQ et

rang (B22) = NM .

Démonstration: On va utiliser un raisonnement par l’absurde.

Soient

B11 ∈ MNQ,NW1 (IR) et
(
B11 0

)
∈ MNQ,NW1+NW2 (IR)

Bien évidemment

rang (B11) = rang
(
B11 0

)

On suppose rang (B11) < NQ.

Puisque
(
B21 B22

)
∈ MNM,NW1+NW2 (IR)

alors nécessairement rang
(
B21 B22

)
≤ NM et en conséquence

rang

(
B11 0
B21 B22

)
< NQ +NM

d’où une contradiction. De manière analogue, on démontre que rang (B22) = NM . 2

Remarque 5.2.5 Sous l’hypothèse (5.2.8), le système (5.2.13) a une solution unique.
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Théorème 5.2.3 Sous les hypothèses (5.2.2),(5.2.3) et (5.2.8), pour tout λ0 ∈ IRNM

et 0 < ρ1 < min
{

αF

‖B21‖
2 ,

αS

‖B22‖
2

}
, l’algorithme (5.2.13)-(5.2.16) soit s’arrête après un

nombre f ini de pas, soit construit une suite {(vk, νk, pk, λk)}k≥0 convergeant vers la

solution unique de (5.2.1).

Démonstration: On va faire la preuve en trois étapes:

1) lim k→∞ (vk) = v et lim k→∞ (νk) = ν

2) lim k→∞ (λk) = λ

3) lim k→∞ (pk) = p

1) Si B21vk +B22νk = 0 alors




AF 0
0 AS

Bt
11 Bt

21

0 Bt
22

B11 0
B21 B22

0







vk

νk

pk

λk


 =




fF

fS

0
0




Puisque le système (5.2.1) admet une solution unique sous les hypothèses (5.2.2), (5.2.3)

et (5.2.8), alors la solution est trouvée après un nombre fini de pas.

On suppose maintenant que l’algorithme ne s’arrête à l’étape 4.

D’après (5.2.1) on a B21v +B22ν = 0 et en utilisant (5.2.13), on obtient

λk+1 − λ = λk − λ+ ρ1 [B21 (vk − v) +B22 (νk − ν)]

On utilise maintenant l’égalité

‖a+ b‖2 = ‖a‖2 + ‖b‖2 + 2 (a, b)

et on obtient

‖λk+1 − λ‖
2 = ‖λk − λ‖

2 + (ρ1)2 ‖B21 (vk − v) +B22 (νk − ν)‖
2

+2ρ1 (λk − λ,B21 (vk − v) +B22 (νk − ν))
(5.2.17)

118



On a l’égalité suivante:

(λk − λ,B21 (vk − v)) + (λk − λ,B22 (νk − ν))
= (Bt

21 (λk − λ) , vk − v) + (Bt
22 (λk − λ) , νk − ν)

(5.2.18)

D’après (5.2.1) on a

AFv +Bt
11p+Bt

21λ = fF

et d’après (5.2.13) on a

AFvk +Bt
11pk +Bt

21λk = fF

ce qui implique

AF (vk − v) +Bt
11 (pk − p) +Bt

21 (λk − λ) = 0(5.2.19)

En utilisant (5.2.19) on obtient

(Bt
21 (λk − λ) , vk − v)

= − (AF (vk − v) , vk − v)− (Bt
11 (pk − p) , vk − v)

= − (AF (vk − v) , vk − v)− (pk − p, B11 (vk − v))

Mais d’après (5.2.1) on a B11v = 0 et d’après (5.2.13) on a B11vk = 0. Donc on a

(
Bt

21 (λk − λ) , vk − v
)

= − (AF (vk − v) , vk − v)(5.2.20)

D’après (5.2.1) on a

ASν +Bt
22λ = fS

et d’après (5.2.14) on a

ASνk +Bt
22λk = fS

ce qui donne

AS (νk − v) +Bt
22 (λk − λ) = 0(5.2.21)

En utilisant l’égalité précédente on obtient

(
Bt

22 (λk − λ) , νk − ν
)

= − (AS (νk − v) , νk − ν)(5.2.22)
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D’après (5.2.17),(5.2.18),(5.2.20) et (5.2.22) on obtient

2ρ1 (AF (vk − v) , vk − v) + 2ρ1 (AS (νk − v) , νk − ν)

− (ρ1)2 ‖B21 (vk − v) +B22 (νk − ν)‖
2

= ‖λk − λ‖
2 − ‖λk+1 − λ‖

2

On a l’inégalité

‖B21 (vk − v) +B22 (νk − ν)‖
2

≤ (‖B21‖ ‖vk − v‖+ ‖B22‖ ‖νk − ν‖)
2

≤ 2
(
‖B21‖

2 ‖vk − v‖
2 + ‖B22‖

2 ‖νk − ν‖
2
)

Puisque ρ1 > 0 et en utilisant les hypothèses (5.2.2) et (5.2.3) on obtient

2ρ1
(
αF − ρ1 ‖B21‖

2
)
‖vk − v‖

2 + 2ρ1
(
αS − ρ1 ‖B22‖

2
)
‖νk − ν‖

2

≤ ‖λk − λ‖
2 − ‖λk+1 − λ‖

2(5.2.23)

Si 0 < ρ1 < min
{

αF

‖B21‖
2 ,

αS

‖B22‖
2

}
, alors d’après l’inégalité précédente on obtient

0 ≤ ‖λk − λ‖
2 − ‖λk+1 − λ‖

2

donc la suite
{
‖λk − λ‖

2
}

k≥0
est décroissante. Puisque 0 ≤ ‖λk − λ‖

2 alors la suite est

convergeante, donc

lim k→∞

(
‖λk − λ‖

2 − ‖λk+1 − λ‖
2
)

= 0

En utilisant la relation (5.2.23) on obtient la conclusion de la première étape.

2) Intéressons nous maintenant à la convergence de {λk}k≥0.

D’après la première étape, la suite
{
‖λk − λ‖

2
}

k≥0
converge, donc {λk}k≥0 est

bornée et en conséquence, il existe au moins une sous-suite {λks
}s≥0 convergeante

vers une limite λ.

En passant à la limite dans l’égalité (5.2.21) et en tenant compte de la première

étape, on obtient

Bt
22

(
λ− λ

)
= 0
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Mais sous l’hypothèse (5.2.8) et d’après le lemme 5.2.2, rang (B22) = NM donc les

colonnes de Bt
22 sont linéairement indépendantes, ce qui implique λ = λ, c’est-à-dire

{λk}k≥0 a un unique point d’accumulation.

Pour finir la deuxième étape, on utilise le résultat suivant: dans un espace de

dimension finie, une suite bornée avec un unique point d’accumulation est convergente.

3) Intéressons nous maintenant à la convergence de la suite {pk}k≥0.

D’après (5.2.13) on a

Bt
11pk = fF − AFvk −B

t
21λk

D’après les deux premières étapes, on obtient que Bt
11pk est bornée.

Puisque rang (B11) = NQ, alors {pk}k≥0 est bornée. Soit p un point d’accumulation

de cette suite. En passant à la limite dans l’égalité (5.2.19), on obtient

Bt
11 (p− p) = 0

Puisque rang (B11) = NQ, alors p = p. Selon le même type de raisonnement que celui

utilisé dans la deuxième étape, on obtient la convergence de {pk}k≥0 vers p. 2
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5.3 Stabilité en temps du schéma complètement

discrétisé

Dans cette section on étudie la stabilité en temps du schéma complètement discrétisé

présenté au début de ce chapitre.

On a vu dans le chapitre précédent que, sous trois hypothèses, le schéma semi-

discrétisé est stable en temps. Pour le schéma complètement discrétisé, deux parmi ces

hypothèses sont vérifiées.

La stabilité en temps du schéma complètement discrétisé est une simple conséquence

de la stabilité en temps du schéma semi-discrétisé.

On utilise les notations (5.1.1)-(5.1.15) du début de ce chapitre.

Si on fait n = 0 dans (5.1.15), on obtient:




∆tAF
h,∆t 0 Bt

11 Bt
21

0 ∆tAS
h,∆t 0 Bt

22

B11 0 0 0
B21 B22 0 0







v1
h
−v0

h

∆t
ν1

h
−ν0

h

∆t

p1
h

λ1
h




=




G1
h

G2
h,∆t

0
0


(5.3.1)

où

AF
h,∆t =

1

∆t
MF

h + νcinK
F
h

AS
h,∆t =

1

∆t
MF

h +
∆t

2ρ
KS

h

G1
h =

(
f 1

1 , φi

)

0,ΩF
− νcinaF

(
v1

h, φi

)
, i = 1, . . . , NW1

G2
h,∆t =

(
f 1

2 , ψi

)

0,ΩF
−

1

ρ
aS

(
u0

h +
∆t

2
ν0

h, ψi

)
, i = 1, . . . , NW2

Lemme 5.3.1 Il existe une constante positive Ch, qui ne dépend pas de ∆t, telle que:

∥∥∥∥∥
v1

h − v
0
h

∆t

∥∥∥∥∥

2

2

+

∥∥∥∥∥
ν1

h − ν
0
h

∆t

∥∥∥∥∥

2

2

+
∥∥∥p1

h

∥∥∥
2

2
+
∥∥∥λ1

h

∥∥∥
2

2
≤ Ch, ∀∆t ∈ ]0, T ](5.3.2)

où ‖.‖2 est la norme euclidienne.
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Démonstration: Pour chaque λ ∈ [0, T ], on pose:

Dλ=

(
Aλ Bt

B 0

)

où Aλ =

(
MF

h + (λ) νcinK
F
h 0

0 MF
h + (λ)2

2ρ
KS

h

)

et B =

(
B11 0
B21 B22

)

D’après les propriétés des matrices MF
h , KF

h , MF
h et KS

h , on obtient que Aλ est

symétrique et définie positive pour chaque λ dans [0, T ]. Remarquons que λ peut être

nul.

Dans les sections précédentes, on a vu que la condition inf-sup discrète a lieu. Grâce

à la théorie de Babuska-Brezzi, Dλ est inversible pour chaque λ dans [0, T ].

Soit l’application λ →
∥∥∥D−1

λ

∥∥∥
2

de [0, T ] dans IR, qui est la composition des trois

applications suivantes:

λ
1
→ Dλ

2
→ D−1

λ
3
→
∥∥∥D−1

λ

∥∥∥
2

Les applications 1 et 3 sont évidemment continues. Pour démontrer que l’application 2

est aussi continue, on va utiliser le résultat qui se trouve dans Dautray & Lions [1988,

chap VI, p. 1149]:

Pour chaque λ, λ0 ∈ [0, T ], tels que ‖Dλ −Dλ0‖2 <
1∥∥∥D−1

λ0

∥∥∥
2

, on a:

∥∥∥D−1
λ −D

−1
λ0

∥∥∥
2
≤

∥∥∥D−1
λ0

∥∥∥
2

2
‖Dλ −Dλ0‖2

1−
∥∥∥D−1

λ0

∥∥∥
2
‖Dλ −Dλ0‖2

(5.3.3)

Donc si Dλ → Dλ0, alors D−1
λ → D−1

λ0 . Puisque les applications 1, 2, 3 sont

continues, alors l’application λ →
∥∥∥D−1

λ

∥∥∥
2

de [0, T ] dans IR est continue, donc bornée

et par conséquent il existe une constante positive c1h, qui ne dépend pas de ∆t, telle

que:
∥∥∥D−1

∆t

∥∥∥
2
≤ c1h, ∀∆t ∈ ]0, T ](5.3.4)
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Puisque f 1, f 2, aF , aS sont continues, il existe une constante positive c2h qui ne

dépend pas de ∆t, telle que:

∥∥∥G1
h

∥∥∥
2

2
+
∥∥∥G2

h,∆t

∥∥∥
2

2
≤ c2h, ∀∆t ∈ ]0, T ](5.3.5)

D’après (5.3.1), (5.3.4) et (5.3.5), on déduit (5.3.2). 2

Proposition 5.3.1 Il existe deux constantes positives C1
h, C

2
h, qui ne dépendent pas de

∆t, telles que:

∥∥∥∥∥
v1

h − v
0
h

∆t

∥∥∥∥∥

2

0,ΩF

+

∥∥∥∥∥
ν1

h − ν
0
h

∆t

∥∥∥∥∥

2

0,ΩS

≤ C1
h, ∀∆t ∈ ]0, T ](5.3.6)

∥∥∥ν1
h

∥∥∥
1,ΩS
≤ C2

h, ∀∆t ∈ ]0, T ](5.3.7)

Démonstration: Remarquons d’abord que ν1
h dépend de ∆t, donc (5.3.7) a un sens.

On a les inégalités

∥∥∥∥∥
v1

h − v
0
h

∆t

∥∥∥∥∥

2

0,ΩF

=

∥∥∥∥∥

NW1∑

i=1

(
v1

h − v
0
h

∆t

)

i

φi

∥∥∥∥∥

2

0,ΩF

=

(
NW1∑

i=1

(
v1

h − v
0
h

∆t

)

i

φi,
NW1∑

i=1

(
v1

h − v
0
h

∆t

)

i

φi

)

0,ΩF

=

(
v1

h − v
0
h

∆t

)t

MF
h

(
v1

h − v
0
h

∆t

)
≤
∥∥∥MF

h

∥∥∥
2

∥∥∥∥∥
v1

h − v
0
h

∆t

∥∥∥∥∥

2

2

D’une façon analogue, on obtient:

∥∥∥∥∥
ν1

h − ν
0
h

∆t

∥∥∥∥∥

2

0,ΩS

≤
∥∥∥MS

h

∥∥∥
2

∥∥∥∥∥
ν1

h − ν
0
h

∆t

∥∥∥∥∥

2

2

En utilisant le Lemme 5.3.1, on déduit (5.3.6).

Puisque aS est W 2 elliptique, on a:

∥∥∥ν1
h

∥∥∥
2

1,ΩS
≤

1

αS

aS

(
ν1

h, ν
1
h

)
≤

1

αS

(
ν1

h

)t
KS

h ν
1
h ≤

1

αS

∥∥∥KS
h

∥∥∥
2

∥∥∥ν1
h

∥∥∥
2

2
(5.3.8)

124



et d’après l’inégalité du triangle:

∥∥∥ν1
h

∥∥∥
2
≤
∥∥∥ν0

h

∥∥∥
2
+ ∆t

∥∥∥∥∥
ν1

h − ν
0
h

∆t

∥∥∥∥∥
2

(5.3.9)

Puisque ∆t < T et d’après le Lemme 5.3.1, on déduit de (5.3.8) et (5.3.9) la relation

(5.3.6). 2

Remarque 5.3.1 Les relations (5.3.6) et (5.3.7) représentent des conditions de

stabilité pour le schéma complètement discrétisé.

Maintenant, comme une simple conséquence de la stabilité en temps du schéma

semi-discrétisé, on a le résultat suivant:

Théorème 5.3.1 Si

(fn
1 , f

n
2 ) = (f1, f2) ∈

(
L2
(
ΩF
))N
×
(
L2
(
ΩS
))N

, ∀n ≥ 0

alors le schéma numérique déf ini par (5.1.15) est inconditionnellement stable en temps,

dans le sens qu’il existe une constante Ch, indépendante de n et ∆t, telle que

‖ vn
h ‖1,ΩF + ‖ νn

h ‖1,ΩS + ‖ pn
h ‖0,ΩF + ‖ λn

h ‖1/2,Γ≤ Ch,

∀n, ∆t vérif iant n(∆t) ≤ T

Démonstration: Dans les sections précédentes, on a démontré les inclusions W 1
h ⊆ W 1,

W 2
h ⊆ W 2, Qh ⊆ Q et Mh ⊆ M . Donc, la démonstration de la stabilité en temps du

schéma semi-discrétisé reste valable si on remplace vh, νn, pn, λn par vh
h, νn

h , pn
h, λ

n
h

respectivement, mais la constante qui intervient dépend de h. 2
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Chapitre 6

Tests numériques

Dans la première section, on présente les caractéristiques physiques du problème.

Dans la deuxième section, on présente la résolution numérique du problème au

premier pas de temps. Les résultats intermédiaires montrent que l’algorithme modifie

à chaque itération le contrôle λ, tel que la différence maximale entre les vitesses du

fluide et de la structure sur la surface de contact diminue, jusqu’à l’obtention de l’égalité

des vitesses du fluide et de la structure sur cette surface de contact.

La troisième section présente les résultats numériques relatifs à plusieurs pas de

temps.

6.1 Caractéristiques physiques du problème

Les caractéristiques physiques du fluide sont:

ρF = 1000 Kg/m3 la masse volumique
µF = 0.4 × 10−2Pa.s la viscosité dynamique
f 1 = 0 N/m3 la densité des forces extérieures

On obtient une viscosité cinématique

νcin = µF/ρF = 0.4× 10−5 m2/s
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Les caractéristiques physiques de la structure sont:

ρS = 1000 Kg/m3 la masse volumique
E = 300000 Pa le module d’Young
ν = 0.49 le coefficient de Poisson
f 2 = −9810 N/m3 la densité des forces extérieures

Ces valeurs ont été utilisées dans Chahboune [1994].

Dans la formulation variationnelle, on a utilisé les coefficients de Lamé µS et λS.

Les relations entre le module d’Young et le coefficient de Poisson d’une part et les

coefficients de Lamé d’autre part sont:

1

E
=

λS + µS

µS(3λS + 2µS)

ν =
λS

2(λS + µS)

Les conditions initiales sont:

v0 = 0 m/s la vitesse initiale du fluide
u0 = 0 m le déplacement initial de la structure
ν0 = 0 m/s la vitesse initiale de la structure

Dans les trois pages suivantes, on présente les maillages et les numéros de références

du fluide, de la structure et du couplage fluide structure.

Les conditions aux limites sont:

• sur la frontière de référence 1 du fluide, on impose la condition limite Dirichlet

v = (0. , 0. ,−0.05) cm/s

• sur la frontière de référence 3 de la structure, on impose la condition limite Dirichlet

homogène

• sur la frontière de référence 5 de la structure, on impose la condition limite Neumann

homogène
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• sur la frontière de contact fluide structure (référence 2 pour le fluide et 4 pour la

structure), on impose les conditions de couplage xi) et xii) du chapitre 2, le

paragraphe 1.

Les maillages ont été réalisés en utilisant les codes de MODULEF [1994].

La triangulation du domaine occupé par le fluide comporte:

103 sommets

336 tétraèdres.

La triangulation du domaine d’étude de la structure comporte:

134 sommets

360 tétraèdres.

Les deux triangulations sont compatibles sur la surface de contact.

Le code pour la résolution découplée du problème tridimensionnel d’interaction

fluide structure est écrit en FORTRAN, en utilisant le logiciel NSP1B3 [1991] et les

codes MODULEF [1994].
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MODULEF : murea     

                                        

08/07/94

FLUID.NOPO                              

   103   POINTS

   744   FACES   

   336   VOLUMES 

   336   TETRAEDRES      

     1   COMPOSANTE(S) O      

     1   COMPOSANTE(S) F      

POINT MINIMAL      :

-6.000E-02-6.000E-02  .000E+00   

POINT MAXIMAL      :

 6.000E-02 6.000E-02  .150       

OBSERVATEUR CARTESIEN :

  .489      .282      .401       

POINT REGARDE   : 

 1.863E-09 1.863E-09 7.500E-02   

OBSERVATEUR SPHERIQUE   :  

  30.0      30.0      .652       

OUVERTURE :                

  10.0    

 REFERENCE (TOUT)   
 PEAU VUE                     
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MODULEF : murea     

                                        

08/07/94

STRUCT.NOPO                             

   134   POINTS

   852   FACES   

   360   VOLUMES 

   360   TETRAEDRES      

     1   COMPOSANTE(S) O      

     1   COMPOSANTE(S) F      

POINT MINIMAL      :

-7.000E-02-7.000E-02-1.000E-02   

POINT MAXIMAL      :

 7.000E-02 7.000E-02  .150       

OBSERVATEUR CARTESIEN :

  .550      .317      .436       

POINT REGARDE   : 

 3.725E-08  .000E+00 7.000E-02   

OBSERVATEUR SPHERIQUE   :  

  30.0      30.0      .733       

OUVERTURE :                

  10.0    

 REFERENCE (TOUT)   
 PEAU VUE                     



La figure de la page 132 de la version originale apparue dans l’année 1995 n’est plus

disponible dans l’actuelle version.
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6.2 Résultats intermédiaires

Dans cette section, on présente les résultats intermédiaires pour la résolution du pro-

blème fluide structure au premier pas de temps.

On rappelle qu’à chaque pas de temps, le schéma présenté dans le chapitre pré-

cédent permet d’obtenir le contrôle frontière λ, tel que les vitesses du fluide et de la

structure soient égales sur la surface de contact.

On utilise les même notations que dans la section 5.1 du chapitre précédent:

IF = {Ai}
NSF
i=1 l’ensemble des sommets de la triangulation T F

h

IS = {Bi}
NSS
i=1 l’ensemble des sommets de la triangulation T S

h

IΓ = {Ci}
NSG
i=1 l’ensemble des sommets geométriquement confondus de T F

h et T F
h

En tenant compte que les triangulations des maillages fluide et structure sont com-

patibles sur la surface de contact, on a:

∀i ∈ {1, . . . , NSG} ,
∃! r (i) ∈ {1, . . . , NSF} , ∃! s (i) ∈ {1, . . . , NSS} , tels que

Ci = Ar(i) = Bs(i)

Soient

difmax = max
i=1,...,NSG

‖ vr(i) − νs(i) ‖

où

vr(i) est la vitesse du fluide dans le point Ar(i)

νs(i) est la vitesse de la structure dans le point Bs(i)

‖ . ‖ est la norme euclidienne dans IR3.

Ces résultats montrent que l’algorithme modifie à chaque itération le contrôle λ, tel

que la différence maximale entre les vitesses du fluide et de la structure sur la surface

de contact diminue, jusqu’à obtenir l’égalité des vitesses du fluide et de la structure

sur la surface de contact.
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no. d’itérations difmax (cm/s)
1 5.93
30 3.02
100 1.85
200 1.63
500 1.43
1000 1.17
2000 0.77
3000 0.51
4000 0.34
4500 0.22

On observe que difmax diminue fortement pendant les 100 premières itérations et

plus lentement après 1000 itérations. Le comportement du fluide est très sensible à la

condition limite λ, alors que la structure l’est nettement moins.

Dans les sept pages suivantes, on présente les vitesses sur les frontières du fluide

et de la structure à l’instant t = 0.1 s, après 1, 30, 100, 1000, 2000, 3000 et 4000

itérations.

Enfin, on présente les vitesses du fluide et de la structure après 4000 itérations dans

différents plans.
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Les figures pages 135-146 de la version originale apparue dans l’année 1995 ne sont

plus disponibles dans l’actuelle version.
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6.3 Résultats finaux

Dans cette section, on présente les résultats finaux relatifs aux cinq pas de temps

t1 = 0.05 s, t2 = 0.15 s, t3 = 0.25 s, t4 = 0.35 s, t5 = 0.45 s.

A chaque pas de temps, le schéma calcule les vitesses, les pressions du fluide et les

vitesses de la structure.

Pour la visualisation des vitesses du fluide, on a utilisé une homothétie de 0.25.

On observe un déplacement de la structure, même dans le cas où les forces extéri-

eures sont très faibles (forces de gravitation).
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Les figures pages 148-162 de la version originale apparue dans l’année 1995 ne sont

plus disponibles dans l’actuelle version.
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