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Préface

Le travail présenté ici traite de l'interaction évolutive en temps entre un fluide in-
compressible et une structure élastique et s’attache a construire une modélisation
mathématique rigoureuse qui conduit a une mise en oeuvre numérique efficace méme
dans le cas tridimensionnel. Le fluide est modélisé par ’équation évolutive de Stokes
et la structure est supposée linéairement élastique.

Deux modeles mathématiques pour la résolution découplée du probleme fluide
structure sont présentés. Ces modeles sont bien posés et par l'intermédiaire des élé-
ments finis mixtes pour la discrétisation en espace et des différences finies pour la
discrétisation en temps permettent I'écriture d’un algorithme de résolution d’implé-
mentation relativement aisée fournissant le déplacement de la structure, la vitesse

d’écoulement et la pression du fluide. Les résultats numériques sont tres satisfaisants.

Le premier chapitre est consacré au descriptif du probleme physique issu de la
biomécanique, aux difficultés de modélisation mathématique et aux hypotheses de
travail. On s’intéresse a la modélisation du comportement mécanique du ventricule
gauche du coeur considéré comme un ensemble fluide incompressible structure élastique

épaisse.

Afin de découpler le probleme d’interaction fluide structure, deux nouveaux modeles
mathématiques sont introduits dans le second chapitre. Apres avoir rappelé quelques
résultats dis a J.L. Lions, en particulier le modele classique, le modele variation-
nel couplé et les théoremes d’existence et d’unicité associés, on construit un nouveau
modele mathématique découplé, en introduisant une inconnue A, traduisant une con-
dition a la limite sur la surface d’interaction fluide structure. Il est alors possible de
résoudre séparément les problemes du fluide et de la structure, chaque probleme ayant

A comme controle frontiere: il s’agit alors de trouver A, tel que I'égalité des vitesses du



fluide et de la structure sur la surface d’interaction soit vérifiée. Ce modele découplé,
pour lequel on donne des résultats d’existence et d’unicité, a pour avantage d’utiliser
des théories et des codes numériques déja existants pour la résolution de chacun des
problemes. Notre objectif étant de travailler dans un cadre tridimensionnel, la condi-
tion d’incompressibilité du fluide est traitée par 'introduction d’un multiplicateur de
Lagrange qui a la signification physique d’une pression dans le fluide. Un probleme

mixte est ainsi obtenu.

Le troisieme chapitre est une étude approfondie du probleme du fluide obtenu apres
le découplage. Ce probleme parabolique est une variante évolutive du probleme sta-
tionnaire avec multiplicateur de Lagrange étudié dans Babuska [1971] et Brezzi [1974].
D’abord, on présente une formulation variationnelle mixte ayant comme inconnues la

vitesse et la pression, puis l'existence et 'unicité de la solution sont prouvées.

Le quatrieme chapitre décrit un schéma semi-discrétisé en temps associé au pro-
bleme continu mixte introduit précédemment, pour lequel on montre successivement,
qu’il est bien posé et qu’il est inconditionnellement stable en temps. Pour ce dernier
point, on démontre la stabilité simultanément pour le fluide et pour la structure, les
vitesses étant évaluées dans la norme de I'espace H', ce qui est mieux que I’évaluation
habituelle dans la norme de I'espace L? utilisée pour I’approximation de I’équation de

Stokes.

Au début du cinquieme chapitre, on présente I’élément fini mixte qui sera mis en
oeuvre. L’existence et 'unicité de la solution du probleme completement discrétisé
est prouvée en utilisant les résultats de Babuska [1971] et Brezzi [1974]. Un schéma
numérique pour la résolution découplée du probleme fluide structure est présenté. A
chaque pas de temps, il faut résoudre un systeme linéaire symétrique, non défini positif.

Dans une seconde étape, on présente un algorithme convergent pour la résolution de ce

4



systeme linéaire. Enfin, la stabilité en temps du schéma completement discrétisé est

démontrée.

Le dernier chapitre regroupe les résultats des simulations numériques effectuées.
D’abord, les caractéristiques physiques d’un probleme particulier sont présentées, puis
la résolution numérique du probleme au premier pas de temps. Les résultats in-
termédiaires montrent que l'algorithme modifie a chaque itération le controle A, tel
que la différence maximale entre les vitesses du fluide et de la structure sur la sur-
face d’interaction diminue, jusqu’a 'obtention de I’égalité des vitesses sur cette surface

d’interaction. Enfin, on présente les résultats relatifs a plusieurs pas de temps.






Chapitre 1

Introduction

Dans la premiere section, on présente le probleme physique, les difficultés de modéli-

sation mathématique et les hypotheses de travail.

Dans la deuxieme section, on présente quelques exemples de problemes d’interaction

fluide structure dans les domaines de la biomécanique et de ’aérospatial.

1.1 Modele physique

Le probleme consiste a étudier ’écoulement tridimensionel non stationnaire d’un fluide

incompressible limité par une paroi élastique épaisse.

Zl

Figure 1
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Figure 2

L’étude théorique du modele de la figure 2 est plus difficile, car sur la frontiere I'!
on impose des conditions aux limites de type Dirichlet.

On utilise les notations suivantes:

QF est le domaine occupé par le fluide & I'instant ¢
Q7 est le domaine occupé par la structure a I'instant ¢
I'; est la surface d’interaction

! est la surface extérieure fixée

%2 est la surface extérieure libre

f! représente les forces volumiques dans Qf

f? représente les forces volumiques dans Q7

On suppose que les forces extérieures sur X2 sont nulles et que le fluide occupe
toute la cavité intérieure de la structure. Dans ce cas, le domaine occupé par le fluide

est uniquement déterminé par le déplacement de la structure.



Le probleme est le suivant:

On connait les données initiales:
ug, Vo le déplacement et la vitesse de la structure,
vo la vitesse du fluide,
QL Q5 les domaines initiauz.

On cherche a trouver:
u: Q5 x]0, T[— RN le déplacement de la structure
et pour chaque t €]0, T
v(., 1) : QF — RY la vitesse du fluide,

p(., 1) : QF — IR la pression du fluide

On suppose que le fluide est gouverné par I’équation d’évolution de Stokes et pour
la structure on se place dans le cadre de la théorie de I’élasticité linéaire.

Connaissant le domaine initial, on utilise les coordonnées de Lagrange pour le
déplacement de la structure, comme cela est le cas pour les problemes usuels en
élasticité.

Par contre, pour le fluide nous sommes intéressés par la vitesse et la pression a
instant ¢ sur Q2 et donc nous utilisons les coordonnées d’Euler.

La difficulté est alors d’écrire un systeme d’équations utilisant simultanément les
coordonnées de Lagrange et d’Euler.

L’utilisation des coordonnées de Lagrange pour les fluides incompressibles con-
duit & des équations fortement non linéaires. Pour cette raison, nous préférons la
représentation en coordonnées d’Euler.

Une seconde difficulté est 1’écriture du systéme d’équations pour le domaine QI
qui est en mouvement.

Ces difficultés peuvent étre surmontées en supposant le domaine QF fixe pour



I'intervalle de temps [0, 7).

On utilise ces hypotheses pour écrire les modeles mathématiques.

On rappelle d’abord les systemes de coordonnées de Lagrange et d’Euler utilisés
dans I’étude d’un milieu continu.

Soit un milieu continu qui occupe a 'instant ¢ = 0 une région £y de R? et & I'instant
t > 0 un région 2;.

On dit que I'on connait le mouvement du milieu continu entre I'instant 0 et 1" si on

connait ’application

f:Q x[0,7T] - R?

qui pour chaque ¢ dans [0, 7] met en correspondance biunivoque € et €;, en d’autre ter-
mes, pour chaque ¢t dans [0, 7], f(., ) est application qui a tout point X = (X3, Xs, X3)
de Qp fait correspondre un point = = (x1, z9, x3) de €; d’'une maniere bijective.

A partir de cette application, on peut construire la relation d’équivalence suivante:

Définition 1.1.1 Soient ' € Qy, et 22 € Q,, 00 0 < t; <ty < T. On dira que les

points ' et 2 sont équivalents si et seulement si il existe X € Q) tel que
f(X,t) =a" et f(X,t) = 2>
Les classes d’équivalence sont appelées les points matériels du milieu continu.

On peut représenter ces classes d’équivalence par le point d’une configuration par-
ticuliere. Si on choisit pour cela la configuration €y, on dit alors qu’on utilise les
coordonnées de Lagrange. Les coordonnées x = f(X,t) du point matériel a I'instant ¢
sont les coordonnées d’Euler.

Dans tous les exemples d’applications suivantes, la structure est représentée en

coordonnées de Lagrange.
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Pour le fluide, le choix des coordonnées est fait en fonction de la nature de ’appli-
cation. Dans certains domaines de la biomécanique, on utilise les coordonnées d’Euler
puisque on veut connaitre les vitesses et les pressions dans QF. La difficulté réside
alors dans I’écriture du systeme d’équations pour les domaines en mouvement.

Dans le domaine de l'aérospatial, ou 'intérét est d’étudier d’abord les vibrations
de la structure alors que le comportement du fluide reste secondaire, on peut utiliser

les coordonnées de Lagrange.

1.2 Quelques exemples des problemes d’interaction
fluide structure

a) Dans Lions [1969, p. 120] et Dautray & Lions [1988, vol. 8, p. 795], une formulation
variationnelle pour I’étude de ’écoulement du sang dans les veines. Les caractéristiques

de ce modele sont:

e les inconnues sont:
v la vitesse du fluide représentée en coordonnées d’Euler,

v la vitesse de la structure représentée en coordonnées de Lagrange

e le domaine occupé par le fluide est fixe pour I'intervalle de temps [0, 7]

e le fluide est gouverné par ’équation évolutive de Navier-Stokes ou de Stokes et la
structure vérifie les équations de 1'élasticité linéaire

e si le fluide est gouverné par I’équation de Navier-Stokes, le probleme admet une
solution unique en 2D. En 3D il existe une solution pour le probleme, mais on
n’a pas l'unicité.

e si le fluide est gouverné par 'équation de Stokes, le probleme admet une solution

unique, indépendement de la dimension de I'espace.
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b) Dans Boujot [1975], [1984], [1987] sont décrits des modeles mathématiques pour
I’étude des vibrations qui interviennent dans le domaine aérospatial.

Dans Boujot [1975] est présenté un modele avec les caractéristiques suivantes:

e les inconnues sont:
® le potentiel du champ de vitesse du fluide,
P le champ de la pression du fluide,

ug le déplacement de la structure

Toutes ces inconnues sont représentées en coordonnées de Lagrange.

e le fluide est compressible et gouverné par des équations linéaires et la structure

vérifie les équations de 1’élasticité linéaire
e le probleme variationnel est équivalent a un probleme spectral

e la formulation variationnelle est bien adaptée a la résolution numérique par la mé-

thode des éléments finis.
Dans Boujot [1984] est présenté un modele avec les caractéristiques suivantes:

e les inconnues sont:
ur le déplacement du fluide représenté en coordonnées de Lagrange,

ug le déplacement de la structure représenté en coordonnées de Lagrange

e le fluide est supposé irrotationnel et gouverné par des équations linéaires et la struc-

ture vérifie les équations de 1’élasticité linéaire
e la formulation variationnelle de second ordre en temps admet une solution unique

e le probleme peut étre résolu numériquement en introduisant une méthode d’éléments

finis pour la discrétisation d’espace et un schéma implicite en temps.
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c) Dans Morand & Ohayon [1992] sont étudiés des modeles mathématiques pour
les vibrations qui interviennent dans le domaine aérospatial.

A titre d’exemple d’applications, on peut citer I’étude des vibrations dans ’environ-
nement acoustique des satellites et des charges vibratoires sur les équipements prove-
nant du bruit des moteurs.

Le fluide est supposé irrotationnel et gouverné par des équations linéaires et la
structure vérifie les équations de 1’élasticité linéaire.

Dans le chapitre 8 de cet ouvrage, plusieurs modeles sont présentés.

Un premier modele a les caractéristiques suivantes:

e les inconnues sont:
p la pression du fluide représenté en coordonnées de Lagrange,

ug le déplacement de la structure représenté en coordonnées de Lagrange

e la discrétisation par la méthode des éléments finis conduit a un probleme spectral

non symétrique.

Une fagon de parvenir a une formulation variationnelle symétrique consiste a
décrire le fluide au moyen du champ de déplacement up (représenté en coor-

données de Lagrange).

Une autre formulation variationnelle est obtenue en utilisant comme inconnues
(¢, p,ug), out ¢ est le potentiel des déplacements du fluide.
La discrétisation par la méthode d’éléments finis conduit a un probléeme spectral

symétrique.

d) Dans Errate, Esteban & Maday [1994] est présenté un modele mathématique
en dimension un pour un probleme d’interaction fluide structure sous les hypotheses

suivantes:

13



les inconnues sont

v la vitesse du fluide représentée en coordonnées d’Euler,
p la pression du fluide représentée en coordonnées d’Euler,

ug le déplacement de la structure représentée en coordonnées de Lagrange

les équations du fluide sont écrites dans Qf qui est un domaine en mouvement

le fluide est gouverné par I’équation de Navier-Stokes et la structure vérifie les

équations de l'élasticité linéaire

le théoreme de Schauder est utilisé pour prouver I'existence au moins d’une solution

e) Dans Crolet, Chahboune & Akesbi [1994] et Chahboune [1994] est étudié un

modele mathématique du ventricule gauche du coeur sous les hypotheses suivantes:

e les inconnues sont
v la vitesse du fluide représentée en coordonnées d’Euler,
p la pression du fluide représentée en coordonnées d’Euler,

ug le déplacement de la structure représentée en coordonnées de Lagrange
e le domaine occupé par le fluide est fixe pour un petit intervalle de temps

e le fluide est gouverné par l’équation de Navier-Stokes et la structure vérifie les

équations de I'élasticité linéaire

La résolution numérique se fait d’'une maniere découplée: d’abord le probleme de
la structure est résolu avec une condition limite arbitraire sur la surface de contact
fluide structure et puis le probleme du fluide est résolu en connaissant les vitesses de

la structure sur la surface de contact. Apres le calcul des forces exercées par le fluide

14



sur la structure, I’algorithme passe a I'itération suivante en résolvant le probleme de la

structure avec les nouvelles conditions aux limites.

Conclusions

En utilisant les coordonnées de Lagrange pour le fluide, on a la possibilité d’écrire
le systeme d’équations dans le domaine de géométrie fixe Q7.

Pour les fluides incompressibles, ces coordonnées conduisent a des équations forte-
ment non-linéaires ( voir Temam [1995] ). A cause de cela, les coordonnées de Lagrange
sont utilisées notamment pour les fluides compressibles, alors que pour les fluides in-
compressibles on utilise les coordonnées d’Euler; dans ce deuxieme cas, la difficulté

réside dans 1'écriture des équations dans le domaine en mouvement Q.

Nous sommes intéressés par les problemes d’interaction fluide incompressible struc-
ture élastique.

La divergence nulle pour le fluide et I’égalité des vitesses du fluide et de la struc-
ture sur la surface de contact rendent difficile la résolution numérique de ce type de
probleme.

Dans les chapitres suivants, nous construisons deux modeles mathématiques décou-
plés. Ces modeles sont bien posés et permettent 'écriture d’un schéma numérique

ayant de bonnes propriétés:
e stabilité
e facilité d’implémentation

e résultats numériques tres satisfaisants.
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Chapitre 2

Modeles mathématiques pour la
résolution découplée d’un probleme
d’interaction fluide incompressible
structure élastique

Dans ce chapitre on introduit deux nouveaux modeles mathématiques pour la résolution

découplée d’un probleme d’interaction fluide incompressible structure élastique.

Dans les deux premieres sections, on va rappeler quelques résultats dis a J.L. Lions: le
modele classique, le modele variationnel couplé et le théoreme d’existence et d’unicité
associé.

Dans la troisieme section, a partir du modele couplé, on construit un nouveau modele
mathématique découplé en introduisant en plus une inconnue A, qui a la signification
d’une condition a la limite sur la surface de contact et qui permet le découplage du
probleme. On peut résoudre séparément les problemes du fluide et de la structure, ou
chaque probleme a A comme controle frontiere.

Le nouveau probleme consiste a trouver A, tel que la deuxieme condition de couplage,
c’est-a-dire 1’égalité des vitesses du fluide et de la structure sur la surface de contact,

soit vérifide.
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On donne des résultats d’existence et d’unicité pour ce modele découplé.
En utilisant ce modele, on a I'avantage suivant: puisque les problemes du fluide et de
la structure sont découplés, on peut utiliser les théories et les codes numériques déja

existants pour résoudre les deux problemes séparément.

Dans la quatrieme section, a partir du modele découplé, on construit un modele mixte
en introduisant en plus une inconnue p, qui a la signification physique d’une pression
dans le fluide.

La contrainte de divergence nulle pour le fluide rend difficile la résolution numérique
des problemes présentés dans les sections deux et trois. L’utilisation de la méthode
mixte pour traiter cette contrainte permet d’éviter la manipulation d’éléments finis a
divergence nulle, ce qui est une tache difficile surtout en 3D.

Le résultat d’existence et d'unicité pour le probleme d’évolution mixte sera présenté

dans le chapitre suivant.

On verra dans le quatrieme chapitre que A et p ont aussi la signification de multipli-
cateurs de Lagrange pour les deux contraintes du probleme: 1'égalité des vitesses du

fluide et de la structure sur la surface de contact et la divergence nulle pour le fluide.

2.1 Le modele classique

Notons:

QF Q% deux ouverts bornés dans R”Y, ot N = 2 ou 3, des fronticres lipschitziennes,

chacun situé localement d’un seul coté de sa frontiere. On suppose que

QFNQS =T, 00F =T, 09° =T UXTUX?,
I, 31, Y2 disjointes,
Y1 et 32 sont deux variétées ouvertes en RV ?
mes(X) >0

pF > 0,p° > 0: les masses volumiques du fluide et de la structure
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fY, f2: les densités volumiques de forces extérieures appliquées au fluide et a la stuc-
ture sont de fonctions de Q' x]0, T'[ dans IR? et respectivement de Q°x]0, T'[ dans

R3

put > 0: le coefficient de viscosité dynamique du fluide

>0, % > 0: les coefficients de Lamé de la structure

v0: la vitesse initiale du fluide est une fonction de Q¥ dans RY

u®: le déplacement initial de la structure est une fonction de Q% dans RV
%: la vitesse initiale de la structure est une fonction de Q° dans RY

n': le vecteur normal & la surface I" orienté du fluide vers la structure

n2: le vecteur normal a la surface 32 orienté vers lextérieur de la structure. Les

vecteurs normaux sont définis presque partout sur les frontieres, car les domaines

sont lipschitziens. Une démonstration de ce résultat se peut trouver dans Necas

(1967, p. 88).

Les principes fondamentaux de la physique permettent d’écrire notre probleme sous
la forme (P1):
Trouwver (u, v, p) tel que
u: Q5 x (0,7 —>]RN,_
vt €]0, T, u(.,t) € C*(Q5)
V(z,t) € Q% x [0, T, il existe la dérivée partielle %(x,t}

0
V(z,t) € Q9x]0, T, il existe la dérivée partielle a—;;(x, t)

v: QF x [0,T] —>]RN,_
vt €]0,T[,v(.,t) € C*(QF)
ov

V(z,t) € QF x]0, T, il existe la dérivée partielle a(a:, t)
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p:QF x[0,T] — R,
{ vt €]0,T[,p(.,t) € CO(QF) N CH(QF)

vérif ant:
0 1 1
i) a—: — pﬂFAv + p—grad p= p_Ffl dans QF x]0, T
v
i) divo= Z a“ - dans QF x]0, T
L
azul 1 N aO-Z] 1 2 . S
i11) 5 _p_S] Tz, =—; i=1,...,N  dans Q°x]0, T
N
i) Z )+ 2u%€;; i,j=1,...,N dans Q°x]0, T
k=
1 )
Ou i,j=1,...,N dans Q5x]0,T]

v) e >——<a% )

les conditions initiales

vi)  v(,0)= vo( ) dans QF

vii)  u(.,0) =u’(.) =0 dans Q°

VL) %(, 0) =°() dans Q°
les conditions aux limites

ix) uN: 0 sur 21x]0, T

x) Y oyn; =0 sur ¥2x]0, T
j=1

et les conditions de couplage

0
xi) v= z sur I'x]0, T'[

N at N
zii) Y oyni =Y (—pdy +2u°€;(v))n; i=1,...,N sur I'x]0,T]
s :

Nouvelle formulation du probleme classique
Lorsque I'on regarde les inconnues en présence, on constate une disparité entre la
nature de deux inconnues: u le déplacement de la structure et v la vitesse du fluide.

Il semble naturel d’opérer le changement de variable:
ou

V=—

ot
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Par ailleurs, on a les égalités suivantes

u(e,t) = | "U(a, 8)ds + u°(x)
v(.,t) € C*(QS)
U(z,.) € CH([0,T))
73(0) ey = o[ vl s)ds + ()
L'égalité iz) s'écrit;
(2.1.1) v=0 sur ©'x]0,T]

» L
F?

Remarque 2.1.1 Pour simplifier les notations, on va remplacer =, g bar
P p

A

respectivement p, f1, f2. La relation zii) devient

N N
(212) Z aijn} = Z(—ppF(Sij + QILLSEZ'j(U))n]l-
j=1 j=1

Remarque 2.1.2 On appelle (P2) ce nouveau probleme.

Remarque 2.1.3 Les problemes (P1) et (P2) sont équivalents.

2.2 Un modele variationnel couplé

Apres avoir explicité quelques notations, on va rappeler le probleme variationnel et le
théoreme d’existence et d’'unicité associé du a J.L. Lions. On peut trouver ces résultats
dans Lions [1969] et Dautray & Lions [1988, vol. 8, chap. XVIII, p. 795].

On utilise les notations et les hypotheses de la section précédente. En plus, notons:
Vi={w'e HY(OMN, divw' =0}
VZ={w?*c HY(Q%N, w'=0sur B}
V={(w"w?) eV xV? w'=w?sur I}
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H = L*Q")N x L2(Q%)N

(-, ko est le produit scalaire dans H*((2)

La forme bilinéaire donnée par:
Hl(QF) X HY Q)Y — R

(2.2.1) Ovi dw}
Z /QF Oz, Gx]

i,7=1

est continue, symétrique et coercive

ap(v,v) + (v,v)0r = (V,0)10F

La forme bilinéaire:

(2.2.2) asru?) = 3 /Q Loy (V)i (w?)de

ol 0;;,€; sont donnés par les relations iv) et v) de la section précédente, est continue,

symétrique et VZ—elliptique. Voir par exemple Duvaut [1990, chap. 5 et 6].

On se donne:

ft e L20,T; LA2(Q5)N)
f? e L*0,T; L2(Q%N)
p° € RY la masse volumique de la structure
Vein = ‘;—i e RL la viscosité cinématique du fluide
u e V2 le déplacement initial de la structure
(W, € H les vitesses initiales

On considere le probleme variationnel (P3) suivant:

Trowver (v,v) vérifiant:

v € L*0,T; L*(QFN)

v € L>=0,T; L*(Q5)N)
(2:2.3) voe L0,T; V)
fyv(s)ds € L>(0,T;V?)
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d d 1 t
E(U(t)’ wl)om + E(l/(t),w2)0795 + l/cmap(v(t),wi) + p—sag(/o v(s)ds, w?)

(2.2-4) — (Jfl(t)7 wl)oygF + (f2(t), w2)07QS . EQS(UOa wz)

V(w',w®) €V au sens des distributions sur |0, T

¢ t
(2.2.5) / v(s)ds = / v(s)ds sur T presque partout t
0 0

(2.2.6) (v(0),v(0)) = (v°,") € H

Remarque 2.2.1 La régularité L> dans (2.2.3) peut sembler artificielle et en fait
n’est pas indispensable pour 1’énoncé du probleme, mais 'existence et 1'unicité sont

démontrées pour I'ensemble des conditions (2.2.3).

Remarque 2.2.2 La condition de couplage sur I' est v = v , mais cela supposerait
que v € V2 pour appliquer le théoréme de trace et 'on sait seulement que i v(s)ds €

V2, d’ou Décriture de (2.2.5).

Remarque 2.2.3 La condition (2.2.6) n’a en général pas de sens pour (v,v) €

L>(0,T; H). Elle est justifiée par le lemme ci-dessous:

Lemme 2.2.1 Toute fonction satisfaisant (2.2.3)-(2.2.4) est, aprés modif ication sur

un ensemble de mesure nulle, une fonction continue de [0,T] dans V.
Démonstration: En identifiant H et son dual H', on obtient
VeH<V

ou V' est le dual de V.
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En utilisant le théoreme de Riesz et le fait que ar et ag sont continues, on peut
construire deux fonctions g! et g? définies presque partout dans |0, 7' & valeurs dans
N
HY (QF ) et V2 respectivement, données par
N
Vw! € H! (QF) ,
(gl(t),wl)l’gp = (fl(t),wl)()’QF — Veinar(v(t),w?) pp.t€]0,T|
Yw? € V2,
(gQ(t),w2)LQs = (fQ(t),w2)0’Qs — pisas(uo + Jrv(s)ds,w?) pp.t€]0,T]

D’apres les conditions (2.2.3) on a:

froe L*0,T; L*(QF)M)

e L*0,T; L*(Q%)N)

v e L*0,T;V?!)
vv(s)ds € L*(0,T;V?)

Donc, on obtient
N
gl e L2 <0,T; H* (") ) et * € L (0,7:V?)
Soit lapplication g € L? (0, T; V") définie par

(9(.), (w1>w2)>\ﬂ,v = (91(')>w1)1,QF + (g2(.),w2)1795
D’apres (2.2.4), on a:

d d
(2.2.7) (00w or + (), w0y 05 = {g(), (wh W)y, v
V(w',w?) €V  au sens des distributions sur 0, T|

Bien évidemment

(v,v) € L*(0,T; H) C L*(0,T;V")

On utilise le résultat suivant qui se trouve dans Dautray & Lions [1988, chap. XIX,
p. 838]:

Soit X un espace de Banach de dual X' et soient u et g deuz fonctions de L' (a, b; X).

Les conditions suivantes sont équivalentes:
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i) w coincide presque partout avec une primitive de g, c’est-a-dire il existe & € X
et
t
(2.2.8) u(t) =¢ +/ g(s)ds, &e€X, p.pte€la,b

it) pour toute fonction test ¢ € D([a,b])

(2.2.9) / " ut)d (t)dt = — / " oot

iii) pour chaque n € X'

(22.10) S = g0 my dans D/([a.b)

St l'une de ces conditions est satisfaite, alors u coincide presque partout avec une

fonction continue de [a,b] dans X.

On va utiliser le point 4ii) en remplagant X par V', X’ par V' =V car V est un
Hilbert donc réflexif, u par (v,v) et n par (w!,w?). On obtient :

(v,v) € C°0,T; V")
ce qui donne un sens a la relation (2.2.6). O
Remarque 2.2.4 Pour le probleme de Stokes d’évolution, on a la régularité
vecl® <0, T; L* (QF)N)

Pour le probléeme de la structure, il est démontré dans Lions [1968, chap. 3, p. 296] la

relation
N
vec (O,T; L? (Qs) >
Il est possible que, pour le probleme fluide structure, on puisse obtenir

(v,v) €C°(0,T; H)
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Théoréme 2.2.1 Le probleme (2.2.8)-(2.2.6) admet une solution unique.

Démonstration: Voir Dautray & Lions [1988, chap. XIII, p. 798].

Remarque 2.2.5 Conformément a Lions [1969, p. 120], l'existence reste valable
méme pour le cas ou I’équation du mouvement du fluide est ’équation de Navier-

Stokes, mais 'unicité est démontrée seulement dans le cas bidimensionel.

Remarque 2.2.6 Toute solution du probleme (P2) est une solution du probleme
(P3). Réciproquement, si (P3) admet une solution de classe C'!, alors cette solution
vérifie le probleme (P2) de maniere formelle. Pour plus de détails, voir Dautray &

Lions [1988, chap. XIII, p. 798].

2.3 Un modele variationnel pour la résolution dé-
couplée du probleme d’interaction fluide incom-
pressible structure élastique

A partir du modele couplé précédent, on construit un nouveau modele mathématique
en introduisant en plus une inconnue A, qui a la signification d’une condition limite
sur la surface de contact et permet le découplage du probleme. On peut alors résoudre
séparément les problemes du fluide et de la structure, ou chaque probleme a A comme
controle frontiere.

Le nouveau probleme consiste a trouver A, tel que la deuxieme condition de cou-
plage, c’est-a-dire 1’égalité des vitesses du fluide et de la structure sur la surface de
contact, soit vérifiée.

En utilisant ce modele, on a I’avantage suivant: puisque les problemes du fluide et
de la structure sont découplés, on peut utiliser les théories et les codes numériques déja

existants pour résoudre les deux problemes séparément.
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On utilise les mémes notations que dans les sections précédentes. En plus, notons :

M = HY*()Y
Yo : HY(QPYN — HY2(D)N est l'application trace

o HY(QSN — HYAH(T)N est la restriction de 'application trace sur I'

On se donne

ft e L%0,T; L*(QF)N)
f? e L*0,T;L*(Q%)N)
p® € RL la masse volumique de la structure
Vein € RYL la viscosité cinématique du fluide
uw e V2 le déplacement initial
(°,°) € H les vitesses initiales

et on considere le probleme variationnel (P4) suivant:

Trouwver (v, v, \) vérif iant:

v o€ L0,T; LA(QF)N)
v o€ L%(0,T; L3(Q5)Y)
(2.3.1) v o€ LX0,T;VY
tu(s)ds € L>®(0,T;V?)
A € LX0,T; M)
1 t
%(U(t)v U)l)o,QF + %(V(t>7 w2)0,§25 + VCinaF(U(t>7 wl) + p_SaS(/O V(S>d57 wz)

(23.2) ~(w(@") =@ AD0), , |

= (), 0 ) ar + (F2(E), W) s — pi< w?)

V(w',w?) € VI x V?  au sens des distributions sur |0, T

t

(2.3.3)(70(/0t v(s)ds) — "}/I‘(/O V(s)ds),p) =0, VYueM, p.p. tdans]0,T]

1/20

(2.3.4) (v(0),v(0)) = (v°,°)
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Remarque 2.3.1 Les quatre premieres conditions de (2.3.1) sont identiques aux
conditions de (2.2.3).

L’égalité (2.3.3) remplace la condition de continuité sur I' qui est donnée de la
relation (2.2.5).

La condition initiale (2.3.4) est identique a (2.2.6).

Remarque 2.3.2 On observe que w! et w? sont indépendantes, on ne demande plus

1

d’avoir w! = w? sur I'. Ce fait permet de découpler le probléme fluide structure.

Prenant w? = 0 dans (2.3.2), on obtient

d

E(v(t), w1)07QF + Venar(v(t), w')

(2:35) = (F1(0), wogr + (0(@).AD)
vw' € V1 au sens des distributions sur |0, T|

Prenant w' = 0 dans (2.3.2), on obtient

d 1
S0, 00+ s | v(s)ds.w?)

= (f2(t),w2)0795 - pisag(uo,uﬂ) - (VF(wQ)’ )‘(t))m,r

Vw?® € V?  au sens des distributions sur |0, T|

(2.3.6)

Evidemment, on a l’équivalence entre I'égalité (2.3.2) et les égalités (2.3.5) et (2.3.6).
On observe que dans (2.3.5) et (2.3.6), A a la signification d’un controle sur la surface

de contact I". Donc, notre probleme consiste a trouver A, tel que v et v, données par

(2.3.5), (2.3.6) et (2.3.4), vérifient (2.3.3).

Proposition 2.3.1 Si (v, v, \) est une solution du systeme (2.3.1)-(2.3.4), alors (v, v)
est une solution du systéme (2.2.3)-(2.2.6).

Démonstration: Si (v, v, A) est une solution du systeme (2.3.1)-(2.3.4), alors (2.2.3) et

(2.2.6) sont vérifies évidemment.
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Prenant r(w!) = yo(w?) dans (2.3.2), on obtient la relation (2.2.4).

La relation (2.3.3) implique (2.2.5) parce que
vq € H1/2 (F)N7 (a7 Q>1/2,F =0<4<=a=0
d’ott la conclusion de cette proposition. O

Théoréme 2.3.1 Si le probléme (2.3.1)-(2.3.4) admet une solution, alors elle est

unique.

Démonstration:  Soit (v',v*, \") i = 1,2 deux solutions de (2.3.1)-(2.3.4). Selon la

proposition 2.3.1 et le théoreme 2.2.1 on a:

vl =v? et vt =12

Soit A — A2 = \*. on obtient

=0 p.p. dans 0,7

Yw' e Vi, vw? e V2, (Vo(wl) —r(w?), Xk(‘))l/zr -

Prenant w! = 0, on obtient

(2.3.7) vw? € V2, (vp(w2),)\*(.)) =0 p.p. dans 0,7

1/20

Puisque I' N X1 = (), alors I’application
Ap V2 — HY? (F)N

est surjective.

Ce résultat est basé sur le fait que pour tout ¢ € D (T), on peut trouver ¢ €
D (W), tel que ¢ |r= ¢ et ¢ |g1= 0. Ce fait est cité dans Dautray & Lions [1988, vol.
4, p. 1241]. En plus, D (f) est dense dans H'/2 (T'). Ce résultat se peut trouver dans
Dautray & Lions [1988, vol. 3, chap IV, p. 944].
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La surjectivité reste valable méme pour la situation quand T NX! # @ et seulement
une partie de la frontiere du fluide est en contact avec la structure, mais dans ce cas,

il faut remplacer I'espace H'/? (T') par I'espace
Hy* (1) = {v e I*(); Fwe H' (), wlr=10, w|s=0}
muni de la norme quotient

_ inf
[ v]] weHl(QS),ﬁF:%l:o“w”ms

Pour plus de détails, voir Dautray & Lions [1988, vol. 4, chap VII].
D’apres (2.3.7), on obtient A* = 0. O

Avant de démontrer 'existence d’une solution pour le probleme (2.3.1) — (2.3.4),
on rappelle la notion des distributions vectorielles a valeurs dans un espace de Banach,
puis on présente quelques normes sur H'/2(T).

Soit D (]0, T'|) Pespace des fonctions indéfiniment différentiables sur |0, T, & valeurs
réelles, a support compact dans |0, 7[. On peut munir cet espace vectoriel de la pseudo-

topologie suivante:

Définition 2.3.1 La suite {¢,},~, converge vers ¢ si et seulement si
1) les ¢, ont leur support dans un compact fize de |0,T[, Yn >0

2) les (¢, — ¢) — 0 uniformément sur 10, T, ansi que chacune de leurs dérivées.
Soit X un espace de Banach et X’ son dual.

Définition 2.3.2 Une application linéaire T de D (]0,T[) dans IR est continue si et
seulement st pour chaque suite {qbn}nzo qui converge vers ¢ dans le sens de la déf inition
2.8.1, on a

T (¢n) — T (¢) dans R
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Définition 2.3.3 On appelle distribution a valeurs dans X, toutes les applications li-
néaires et continues de D (]0,T[) dans X. L’espace des distributions a valeurs dans X
est noté

D'(10,T[; X)

Dans le cas ou X est IR, on utilise la notation
D' (0,77
et on dit qu’il s’agit des distributions scalaires.

Si feD (]0,T[; X') et g € X, alors on peut définir une distribution scalaire [f, ]

par:
Vo € D(0,T]), [f.9](9) ={f(9).9)x x

ol (.,.) x x est le crochet de dualité X', X.

Maintenant, on rappelle quelques normes sur H'/2(T).
Sous les hypotheses concernant QF, Q° T' et ! du début de ce chapitre, on peut

parler de I'espace H'/? (T'). On peut munir cet espace de plusieurs normes:

1) Dans Dautray & Lions [1988, chap. IV, p. 943] il est présenté une norme
définie par des cartes locales et une partition de I'unité sur I'. On a le résultat suivant:
les différentes normes définies par des cartes locales et une partition de 'unité sont

équivalentes et sont des normes de Banach.

2) Dans Grisvard [1985, p. 20] il est présenté¢ la norme

1/2

238 ol = [lof o+ [ O =I0 a0(0)ar )

qui est équivalente aux normes du point 1).
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3) Puisque QF est lipschitzien, il existe 'application trace

vo: (H(QF) I har) = (HY2 (@), 11 o)

qui est linéaire, continue et surjective.

Par des moyennes algébriques, on peut construire 1’espace quotient
H'(QF) /3 (2F)

car H} (QF ) est un sous-espace vectoriel de H* (QF ) Notons w la classe d’équivalence

de représentant w. On a
Yu,v € W,y (u) = v (v)
On peut munir 'espace quotient de la norme

~

], = inf [jw], or

*

qui est une norme de Banach.
On peut construire 'application
do: (' () /H3 (2) L) = (B2 @) o)
Ao (W) = 7o (w) ou w est un représentant de w
qui est un isomorphisme continu.

Grace au théoreme de Banach ( voir Brezis [1983, p. 19] ), 45 ' est continue, donc

la norme [|.||, ), est équivalente & la norme sur H'/? (T')

(2.3.9) lgll. = inf [wlly or

weH! (QF),70(w)=g

4) D’une maniere analogue, on peut construire

(2.3.10) lgll,. = inf w1 os

weH! (Q%),w|r=g,w|51 =0

SiTNS =0, alors les normes |||, |||, et [l jo.r sont équivalentes.
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Proposition 2.3.2 Si (v,v) est la solution du systéeme (2.2.3) — (2.2.6), alors il existe

une unique distribution vectorielle
AeD (0,T[: M) oi M = (H/ (D))"

telle que
% (v (t) ,wl)()’QF + Veinap ( (t),w )

(710 0"y g = [P0 ()]
vw' € V1, au sens de D' (]0,T))

(2.3.11)

d 1
p (V (t) ,w2)07QS + p—SaS (uo +/ (s) ds,w2)

(2.3.12) _ (f2 (1), 2)on [ A (wz)}
vw? € V2, au sens de D' (|0, T))

Démonstration:

Unicité : Soient \' et A\? deux distributions qui vérifient (2.3.12). Alors
[()\1 — )\2) YT (w2)] =0,Vuw? € V2
Puisque 7r est surjective, on obtient
¥ € D(J0,T]), (\' = A?) (¢) = 0, dans M’

d'on At = \2
Existence : La démonstration de ’existence se fait en trois étapes:

a) Construction de deux distributions
T e (J0,7]; (V1)
T, € D' (10,7]; (V?)

a partir desquelles on peut construire la distribution A

b) Pour chaque ¢ € D (]0,T7), on construit application A (¢) € M’
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¢) On démontre que

Xe D (0,T]; M)

a) Pour chaque ¢ € D(]0,T[), on construit I'application T (¢) de V? dans R,

définie par
@wmﬁﬁz—ﬁT@uwﬁkmwawt

s / as (" +/ dsw) ()dt—/OT(f?(t),ﬁ)msqs(t)dt
Vu? e V2

Puisque ag est lindaire, alors pour chaque ¢ € D (|0, T[), Tz (¢) est linéaire sur V2.
On démontre maintenant qu’elle est aussi continue sur V2.

D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

\n (ﬂ\s/ w<mmﬁ

+ MS u+/

+A\U2 Mm

olt ag (x,y) < Mg |||l gs [lyll, gs pour chaque z,y dans V2.

W g 19/ (O dt
3|, g 2 Hms ¢ ()| dt

w Hms |6 (£)] dt

Si on note T
Co(6) = [ v Ollogs ¢/ (1) at
+iSMS/T uo—l—/tu(s)ds 16 ()| dt
p 0 0 1,099
+ [ ]2 @] g lo @1 at
on obtient

(2.3.13) T2 (8) (w?)| < Ca (9) |u? Vo € D(10,T]),Yuw? € V2

1,08
Donc

¥o € D(0.7), T2 (¢) € (V)
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On note dans la suite T5 (¢) (w?) par (Ty (¢) , w?), ou (.,.), est le crochet de dualité
entre (V2) et V2,
D’apres (2.3.13) on a

(2.3.14) 172 (D)l (v2y < Ca(9), Vo €D(]0,T])

Puisque

Vw? € V2 (Ty (6 + ), w?) = (Ty(9),w?) +(Tz (¥),w?)

2

alors Ty est linéaire de D (]0, T[) dans (V2)'.

En tenant compte de (2.3.14) et de la définition 2.3.2, T3 est continue, donc
T,eD <]0,T[; (v2)')
D’une maniére analogue, on peut construire 77 dans D’ (]0, T[; (Vl)/), tel que

(T @) '), == [ (v(0),w"), 0 6 ()

+Vein /OT ap (U (t) ,wl) ¢ (t) dt — AT (fl (t) ,wl)OﬂF 925 (t) dt
Vo € D(]0,T|),Vw' € V*

olt (.,.), est le crochet de dualité entre (V') et V.
D’apres (2.2.4) on obtient

V¢ € D(]0,TY),
(2.3.15) Yt e VE vu? e V2,70 (wl) =r (w2)
(Ti(6),w") +(Tx(9),w?), =0

b) Pour chaque ¢ dans D (]0,T[), on peut définir

Ao): M — R
N©) (9) = (T (¢),w?), ottyr (w?) =g
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D’abord, on démontre que A (¢) est bien définie. Soit g dans M. Alors il existe

w? dans V2, tel que yr (w?) = g. S'il existe encore un élément w? dans V2 tel que

yr (0?) = g, alors d’apres (2.3.15) on a

(72(0), 7, =~ (T3 () 01), = (T3 ) w2),
donc A (¢) est bien définie.

On démontre maintenant que A (¢) est linéaire sur M.

Soient g; et g, dans M. Alors il existe w?, w? dans V2, tels que

T (w%) =91 r (w%) = 92
Puisque 7r est linéaire, on a pour chaque ay, ay dans R

A (@) (a1g1 + azgs) = < (¢) 7a1w1 + a2w§>2
= <T2 (9), w%>2 + g <T2 >
= 1A (0) (91) + 2 (9) (g )
Donc, A (¢) est linéaire sur M.
On démontre maintenant que A (¢) est continue sur M.

D’apres (2.3.13) on a

A6) @) = [(T2(0).02) ]| < G2 (0) ],
Vo € D (0,T]),Yu? € V2,41 (w?) =g
d’ou
(23.16)  [A(6)(9)] < (f| \\w2\\ms) Ca (6) = lgll.. C2 (9)
Donc

A(p) e M
¢) On démontre maintenant que A € D’ (]0,77[; M").

Puisque Tj est linéaire de D (]0,T]) dans (V?)', alors A est linéaire de D (]0, 7))
dans M'.
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D’apres (2.3.16), on a
A (D) lay < C2 (), Vo € D(J0, T

En tenant compte de la définition 2.3.2, A est continue, donc
A€ D(J0,T[; M')

et vérifie (2.3.12).
D’apres (2.3.15), on obtient
(A (@) 9 arrar = <T2 (¢),w”), == (T1 (¢),w'),
V' € VI vuw? € V2 v, (w 2
d’ou (2.3.11). O

Comme une simple conséquence de ce résultat on a le théoreme suivant:

(

v € L™
y (
f3v(s)ds
A

M MMM

% (v (1) ,wl)oﬂF + VeinGr (U (t) ,wl)
= (10, w') e = Ao (w)]
vw' € V1, au sens de D' (|0, T))

%@wwmm+%%@”%t@wwﬁ
= (7)) s + Prr ()]

Vw? € V2, au sens de D' (10, 7))

(v [ wts)ds) = (|

t

l/(s)ds),,u)l/m =0, Yu e M, p.p. tdans |0,

(v(0),2(0)) = (v",")

37



Remarque 2.3.3 On observe que dans la définition du probleme (P4) on a
A€ L%(0,T; M), en temps que dans le théoréme 2.3.2 on a A € D’ (]0,T[; M’). On

peut dire que le triplet donné par le théoréme 2.3.2 est une solution “faible” de (P4).

2.4 Un modele variationnel mixte

A partir du modele découplé précédent, on construit un modele mixte, en introduisant
en plus une inconnue p, qui a la signification d’une pression dans le fluide.

La contrainte divergence nulle rend difficile la résolution numérique des problemes
précédents. L’utilisation de la méthode mixte pour traiter cette contrainte permet
d’éviter la manipulation d’élements finis de divergence nulle, qui est une tache difficile

surtout en 3D.

Notations :

Wt =g'(Q"N

W2 = {w? € H(Q*)", w'=0sur X'}

Q= 19"

M = H'*(T)N

Yo : HY(QFYN — HY2(D)N est I'application trace

o HHQHY — 721N est la restriction de 'application trace sur I'

On se donne

ft e L%0,T; L*(QFN)
f2 e L20,T; L3 Q%)N)
p° € R%, la masse volumique de la structure
Vein € RL la viscosité cinématique du fluide
u e V2 le déplacement initial
(2, € H les vitesses initiales
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On considere le probleme variationnel (P5) suivant:

Trouwver (v, v, p, \) vérifiant:

v € L=0,T; L*(QFN)
v e L=(0,T; LA2(Q%)N)
v € L*0,T;Wh)
(24.1) tu(s)ds € L>®(0,T;W?)
p € L*0,T;Q)
A € L*0,T; M)
d 1 d 2 1 1 ! 2
00w s + G 00, 0o + vanar(u(t), wh) + —cas( [ vls)ds, w?)
. 1 1 2
(242) ~(div w' p(0)), o — (r0(w') - wle?) D), , ¢
= (f1(t), w)gqar + (f2(t), w*)g s — p—Sas(uo, w?)
V(w',w?) € W' x W2 au sens des distributions sur |0, T
(2.4.3) (div v(t),q)gqr =0, Vg € Q, p.p. t dans |0, T

t

(2.4.4) ('yo(/otv(s)ds) — 7p(/0 V(s)ds),u) =0, Yue M, p.p. tdans]0,T]|

1/2,T

(2.4.5) (v(0),v(0)) = (+°, )

Remarque 2.4.1 La premiere, la deuxieme et la quatrieéme condition de (2.4.1) sont
identiques aux conditions de (2.2.3). On observe que pour la troisitme condition, on
a renoncé a mettre dans la définition la contrainte div v = 0, mais cette condition
résulte dans cette nouvelle formulation de la relation (2.4.3).

L’égalité (2.4.4) remplace la condition de continuité sur I, qui est obtenue & partir
de la relation (2.2.5).

La condition initiale (2.4.5) est identique a (2.2.6).
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Remarque 2.4.2 Le systeme (2.4.1)-(2.4.5) est de type mixte. On rappelle quun
systeme est dit mixte si deux ou plusieurs variables dépendantes sont approximées

indépendamment; dans notre cas, il s’agit de v et p.

Prenant w? = 0 dans (2.4.2), on obtient

%(@(t),wl)(mF + Veinar (v(t), w') — (div wl,p(t))

(2.4.6) = (/') wogr + (@) AD), , |
vw' € W au sens des distributions sur]0, T
(div v(t),q)()’QF =0, Vge@Q p.p. tdans)0,T][
Prenant w! = 0 dans (2.4.2), on obtient
i(y(t) w?), s + ia (/t v(s)ds, w?)
dt ) 0,195 pS S 0 )
- (fQ(t)7w2)o,QS - p—sas(uo,w2) - (VF(WQ)a )‘(t))l/Q,F

Vw® € W?  au sens des distributions sur |0, T|

0,0QF

(2.4.7)

Evidemment, on a I’équivalence entre les égalités (2.4.2) et (2.4.3) d’une part et les

égalités (2.4.6) et (2.3.6) d’autre part.

Proposition 2.4.1 Si (v,v,p,\) est une solution du systeme (2.4.1)-(2.4.5), alors
(v,v,A) est une solution du systéme (2.3.1)-(2.3.4).

Démonstration: Soit (v, v, p, \) une solution du systeme (2.4.1)-(2.4.5).
On va démontrer, d’abord, que v € L2(0,T;V1). A cause de (2.4.3), on a

div v(t) =0, p.p. t dans |0, T
donc v(t) e VI c Wl
Mais [[ () [vr=]l v(.) [lwr=]l v(.) [lLor et
t —ll v(@) [lw:

est une application dans L?(0,7), donc v € L*(0,T; V1),
Prenant div w! = 0 dans (2.4.2), on obtient (2.3.2). O
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Théoréme 2.4.1 Si le probléme (2.4.1)-(2.4.5) admet une solution, alors elle est

unique.

Démonstration:  Soit (v', V', p", \) i = 1,2 deux solutions de (2.4.1)-(2.4.5). Selon

les propositions 2.4.1, 2.3.1 et le théoreme 2.2.1 on a:

vl =02 et vt =12

Soit p! — p? = p* et AL — A2 = \*.

On a alors:

(div w', p*)oar + (VO(wl) — r(w?), )\*) =0 Yw'eW! w?eWw?

1/2,T
Soit I'opérateur de contraintes B défini par:
B:W!xW?—QxM
{B(wl; w?) = (div w';y(w') = yr(w?))
Donc
((p*, \), Bw", w))oxn =0 V' e W' w? e W?
ou (k,*)gxar est le produit scalaire euclidien sur () x M ce qui est équivalent &

(p*,A*) LIm B

L’opérateur B est surjectif, d’ou Im B = @ x M, ce qui implique (p*, \*) = 0. La

surjectivité de B sera démontrée dans le chapitre quatre, section deux. O

Remarque 2.4.3 L’équation (2.4.6) a laquelle est associée la condition initiale v(0) =
vY représente la formulation variationnelle mixte pour le probleme du fluide. On étudie
ce type de probleme dans le chapitre suivant.

L’équation (2.4.7) a laquelle est associée la condition initiale pour la vitesse v(0) =
¥ représente la formulation variationnelle pour le probleme de la structure. La condi-

tion initiale pour le déplacement résulte de (2.4.7).
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2.5 Bilan du chapitre

Dans la premiere section de ce chapitre, on présente le probleme (P1), qui est un
systeme d’e.d.p. avec les inconnues v vitesse du fluide, p pression dans le fluide, u
déplacement de la structure. Ensuite on présente le probleme (P2), qui est un systéme
d’e.d.p. avec les inconnues v vitesse du fluide, p pression dans le fluide, v vitesse de la
structure.

Dans la deuxiéme section, on présente le probléme couplé (P3), qui est une formu-
lation variationnelle avec les inconnues v et v. L’existence et 1'unicité d’une solution
pour (P3) ont été prouvées dans Lions [1969, p. 120] et Dautray & Lions [1988, vol.
8, chap VIII, p.795]. On sait

(P1) <= (P2) = (P3)

Dans la troisieme section, a partir du probleme couplé (P3), on construit le pro-
bleme découplé (P4), qui est une formulation variationnelle avec les inconnues v, v et
A, ou A a la signification d’une condition a la limite sur la surface de contact I'. Pour
le probleme découplé (P4), on a des résultats d’existence et d’unicité dans le sens des

théoremes 2.3.1 et 2.3.2. On sait

(v,v,\) solution de (P4) = (v,v) solution de (P3)
(v,v) solution de (P3) = J!\, tel que (v,r, \) solution faible de (P4)

Dans la quatrieme section, on introduit le probleme découplé mixte (P5), qui est
une formulation variationnelle avec les inconnues v, v, A, et p, ou p a la signification

d’une pression dans le fluide. On démontre que le probleme (P5) a une solution unique

( le théoreme 2.4.1 ). On sait
(v,v,p, A) solution de (P5) = (v, v, \) solution de (P4)
L’existence de la solution de (P5) va étre étudiée dans le chapitre suivant.
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Chapitre 3

Etude de ’existence et de I'unicité
pour la solution d’un probleme
parabolique avec multiplicateur de
Lagrange

On a vu dans le chapitre précédent qu’il est possible de découpler le probleme fluide
structure. Dans ce chapitre, on étudie le probleme du fluide obtenu apres ce découplage
qui conduit a un probleme parabolique avec multiplicateur de Lagrange. Ce probleme
est une variante évolutive du probleme stationnaire avec multiplicateur de Lagrange

étudié dans Babuska [1971] et Brezzi [1974].

L’intérét pour les problemes variationnels de ce type est d’ordre numérique. L’espace ou
I’on cherche la solution, qui est un espace défini a partir d’un opérateur de contraintes,
est remplacé par un espace plus large, sans contrainte et ce fait a des implications posi-
tives pour 'approximation: les éléments finis sont plus faciles a trouver et a manipuler.
Les méthodes mixtes pour les problemes paraboliques ont déja été abordées par Johnson
& Thomée [1981] et Squeft [1987]. Ces formulations ont comme inconnues la vitesse et
la contrainte. Dans ce chapitre, on présente une formulation variationnelle mixte pour

les problemes paraboliques ayant comme inconnues la vitesse et la pression, ce qui rend
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cette formulation plus intéressante, puisque on veut calculer la pression.

3.1 Probleme de Stokes stationnaire

L’étude du probleme de Stokes pour un fluide incompressible nécessite, dans une for-
mulation variationnelle classique, I’emploi d’espaces de fonctions a divergence nulle.
Une autre approche pour traiter ce type de probleme a été initialisée par Babuska et
Brezzi et consiste a utiliser les multiplicateurs de Lagrange. On utilise alors un espace
fonctionnel plus “grand”, mais dans lequel il n’y a pas d’opérateur de contrainte et
dont 'avantage réside dans une plus grande facilité de construction des éléments finis.

De plus, dans la formulation variationnelle classique, la pression n’intervient pas,
ce qui n’est pas le cas dans la formulation variationnelle mixte.

On rappelle d’abord les formulations variationnelles classique et mixte pour le
probleme stationnaire de Stokes et les théoremes d’existence et d’unicité associés. Pour

plus de détails, voir Dautray & Lions [1988, vol. 8, chap. XIX, p. 824].

3.1.1 Formulation variationnelle classique

Soit 2 C R"™, n > 1 un ouvert non vide. On note:
W= (H(©)", L= (")
V={veD(Q), divev =0}
H = fermeture de V dans L

V' = fermeture de V dans W

Soita: W xW — R

N auz 81]2'
(3.1.1) a(u,v)=> )" <%, &E-)
i j J J7/ 0,0

=1 7=1
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ol (.,.)qq est le produit scalaire dans L. L’application a est bilinéaire, continue et

grace a 'inégalité de Poincaré, W-elliptique.
Définition 3.1.1 On donne f € (H=*(Q))". Le probléme: trouver u € V tel que:
(3.1.2) a(u,v) = (f,v) YoeV

ou (.,.) représente le crochet de dualité entre (H™' (Q))" et (H3 ()", est appelé for-

mulation variationnelle classique du probleme stationnaire de Stokes.
On remarque que dans cette définition, la pression n’intervient pas.

Théoréme 3.1.1 Pour tout Q C IR", n > 1 un ouvert borné, de frontiére lipschitzi-
enne et pour tout f € (H=1(Q))", le probléeme (3.1.2) admet une solution unique u.

De plus, il existe une fonction p € L2, (Q), telle que:

loc

—Au+grad p=f au sens des distributions dans §2
div u =0 au sens des distributions dans 2

3.1.2 Formulation variationnelle mixte

Soit @ = L2 (), oir:

3@ ={oe 2@, [ qwdr=o}
Soit b: W x@Q — R
(3.1.3) b(w,q) = —(divw,q)yq

La formulation variationnelle mixte, appelée aussi formulation variationnelle avec

multiplicateur de Lagrange pour le probleme stationnaire de Stokes est donnée par:
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Définition 3.1.2 On donne f € W'. Le probléme:

trouwver u € W,p € Q tels que

a(u,w) +b(w,p) = (f,w)yry,YweW
(3.1.4) { blu. @) = 0.Yg ¢ O Wl w

est appelé formulation variationnelle mizte du probléme stationnaire de Stokes ou for-

mulation variationnelle avec multiplicateur de Lagrange.

Dans le systeme (3.1.4), le multiplicateur de Lagrange p a la signification physique
d’une pression, ce qui justifie 'intérét de cette formulation.

Des conditions suffisantes pour I'existence et I'unicité de la solution du probleme de
type (3.1.4) sont données dans Babuska [1971] et Brezzi [1974]. On rappelle le résultat

qui se trouve dans Brezzi [1974]:

Théoréme 3.1.2 Soita(.,.) une forme bilinéaire, continue sur WxW etV elliptique,
1.e.

(3.1.5) inf a(v,v) >0
{veVillvlly=1}

et b(.,.) une forme bilinéaire, continue sur W x @Q telle que:

(3.1.6) 36 > 0, inf sup b(w,q) > 0.
{ecullalo=1} {vew|jw]y, =1}

Alors pour chaque f € W' le probleme (3.1.4) a une solution unique.

Corollaire 3.1.1 Pour tout Q C IR" ouvert non vide, borné, de frontiére lipschitzi-
enne, alors les formes bilinéaires a et b définies par les relations ( 3.1.1) et ( 3.1.3)
vérifient les hypothéses du théoréme 3.1.2, donc il existe une unique solution (u,p) pour

le probleme stationnaire mixte de Stokes.

Remarque 3.1.1 L’intérét pour les problemes variationnels avec multiplicateur de

Lagrange est d’ordre numérique. Au lieu d’utiliser des fonctions test v dans V', qui
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sont difficiles & approcher surtout en 3D, la formulation variationnelle (3.1.4) utilise les

fonctions test w dans W.

3.2 Probléeme de Stokes évolutif

On étudie maintenant le probleme parabolique.

D’abord on rappelle la formulation variationnelle classique pour le probleme évolutif
de Stokes, puis on introduit une formulation variationnelle mixte pour un probleme
parabolique abstrait (P;) sur lequel on sépare les variables. On constate que pour
démontrer I'existence d’une solution pour ce probleme parabolique mixte (P;), on ne
peut pas utiliser les résultats de type Hille-Yosida.

Dans la troisieme section, on introduit une nouvelle formulation variationnelle mixte

pour laquelle on donne un résultat d’existence et d’unicité.

3.2.1 Formulation variationnelle classique

En utilisant les mémes notations que précédemment, on pose le probleme suivant:
Définition 3.2.1 Pour f € L*(0,T; V") et ug € H donnés, on pose le probléeme (Py):
trouver u tel que
(3.2.1) u€ L*(0,T;V)

d
(3.2.2) T (w(),v)g+a(u(),v)=(f() ,U>V/’V NYoeV

au sens des distributions sur 0,7
(3.2.3) u (0) = u°

Ce probleme est appelé la formulation variationnelle classique pour le probleme de

Stokes évolutif, voir Dautray & Lions [1988, vol. 8, chap. XII, p. 841].
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Théoreme 3.2.1 Pour Q C IR" ouvert non vide, borné, de frontiére lipschitzienne et
f e L?(0,T;V") et ug € H, il existe une unique solution u pour le probléme (3.2.1)-
(3.2.3). De plus:

weC([0,T]; H)

Proposition 3.2.1 Sous les hypothéses du théoréeme 3.2.1, il existe une distribution p
sur @ = Q x |0, T, telle que la fonction u définie par le théoréme 3.2.1 et p satisfont:

ou

ETi Au-+grad p=f au sens des distributions dans @

div u =0 au sens des distributions dans Q)

: _ 2
K%u (t) =uog dans L* ()

3.2.2 Formulation variationnelle mixte

Les méthodes mixtes pour les problemes paraboliques étudiés dans Johnson & Thomée

[1981] et Squeff [1987] ont pour inconnues la vitesse et la contrainte. Puisqu’on veut

calculer la pression, nous considérons une formulation en vitesse-pression.
Remarquons qu’il est possible de faire la présentation dans le cadre d’un probleme

parabolique abstrait quelconque.
Probléeme abstrait

Notations et hypotheses
Soient (W, [|.|lw), (L, |I.]l;) et (Q, ||HQ) trois espaces de Hilbert, avec les produits
scalaires respectifs (.,.)y,, (-,.); et (.,.)p. On suppose que W C L, W dense dans L,

avec l'injection canonique continue, i.e.
(3.2.4) 3y >0,Yw e W, [wll, < v llwlly

On suppose que W et L sont séparables.
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Soient a : W xW — IR etb: W x Q — R deux formes bilinéaires continues. On

peut définir I’ensemble:
(3.2.5) V={veWb(vq) =0,Yq € Q}

ul un sous- Vi ri rmé . On peut munir une structur
est sous-espace vectoriel fermé de W. On peut V' d’une structure d’espace

de Hilbert pour le produit scalaire:
(w,v)y = (u, )y, Yu,v eV

Soit H la fermeture de V dans (L, |.||;) ; on va le munir d'une structure d’espace

de Hilbert pour le produit scalaire:
(w,v) g = (u,v), Yu,v € H
En identifiant L et son dual L', on a:
W L—W
chaque espace étant dense dans le suivant.

Définition 3.2.2 FEtant donnésu® € L, f € L2(0,T;W') ot 0 < T < oo , on pose le
probléme (Py) :
Trowver u € W (0,T; W, W'),p € L?(0,T; Q), tels que:

d

(3.2.6) a(u(.),w)L+a(u(.),w)+b(w,p(.)):(f(.),w)W/’W Nw e W

au sens des distributions sur 0,7
(3.2.7) b(u(.),q) =0,Yq € Q,p.p. dans ]0,T]
(3.2.8) u (0) = u’
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Remarque 3.2.1 On note:

d
W (0, T; W, W') = {u;u € L2(0,T; W),d—;‘ € L2 (0, T; W’)}

Puisque W (0, T; W, W’) C C°([0,T], L), la relation (3.2.8) a un sens et en plus on a:
d du
—(u(.),w)L:<—(.),w> Yw e W,
dt dt W

au sens des distributions sur |0, 7.

Remarque 3.2.2 Dans la définition du probleme (P;), U'espace V' n’intervient plus.

Remarque 3.2.3 1l est possible que, sans aucune hypothese supplémentaire sur la

condition initiale u°, le probléme (P;) soit mal posé.
Séparation des variables

Soient A, B, B! les opérateurs linéaires, continus définis d’une facon unique par les

relations suivantes:

(3.2.9) AW — Wa(u,v) = (Au,v)y ,Yu,v € W

B:W—-Q,B':Q—W
b(w7q> - (Bw7Q)Q = (U)?BtQ)W?vw € W7vq € Q

etonpose D: W x@Q —W xQ

(3.2.10)

A Bt
p=(57)
D’apres la proposition 3.5.4 qui sera démontrée en annexe, D est inversible et on pose
En E
3.2.11 Dl=p=_" 7P
( ) < Eo Eo

Soit Jy : W — W', la bijection donnée par le théoreme de Riesz. Alors on peut

mettre le probleme (P;) sous la forme équivalente suivante:
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Définition 3.2.3 FEtant donnésu® € L, f € L? (0, T; W) ou 0 < T < o0,
trowver w € W (0,T;W,W') ,p € L?(0,T;Q), tels que:

(32.12)  w()=FEnoJy (f())— EyolJy < ()) , p.p. dans 0,7

dt

(3.2.13) u (0) = u’

du

(32.14)  p()=FEsoJyt (f() — Eayy o Ji (E ®

), p.p. dans 10,T]|

Remarque 3.2.4 Pour toute u solution de (3.2.12)-(3.2.13), il existe p donné par
(3.2.14), tel que (u, p) soit solution de (P;). On a donc séparé les variables.

Difficulté

On pourrait penser, pour démontrer ’existence et I'unicité, a utiliser le résultat suivant:

Etant donnés v® € L,f € L* (0, T; W) et A : W — W' un opérateur linéaire,
continu tel que:

Ja > 0,Yw € W, (Aw, w)y, > @ [wl[,

alors il existe une unique solution pour le systéme suivant:
uwe W (0, T, W, W)

At <%u ()) +u()=A"f() V)wew s pp. dans 10,7

Mais Ej; o JV_V1 : W' — W n’est pas inversible. En effet, si a est W —elliptique,

d’apres la proposition 3.5.4, qui sera démontrée en annexe, on a
(3.2.15) By =A™~ A7B (BA7B)  BA™
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d’ou

BoEyoJyt(g) =0, Vge W’
Im (En o Jy') € Ker (B) =V #W

Comme on ne peut pas démontrer 'existence et 1'unicité, on introduit alors une
nouvelle formulation variationnelle mixte pour laquelle on aura un résultat d’existence

et d’unicité.

3.3 Nouvelle formulation variationnelle mixte
3.3.1 Présentation

On ne sait pas si le probleme (P;), défini par les relations (3.2.6)-(3.2.8) est bien posé.
Il est méme possible que, pour démontrer I'existence de la solution, il faille supposer
plus de régularité pour la condition initiale.

On introduit alors un nouveau probleme parabolique avec multiplicateurs de La-
grange et on démontre I'existence et 'unicité pour la solution de ce probleme.

Pour cela, on renonce a l'identification L = L’ faite dans la premicre section et on

va identifier H et son dual H’. On obtient:
VeH<—=V

chaque espace étant dense dans le suivant.

Définition 3.3.1 On considére le probleme (Ps) défini par:

trouwver un triplet (h,u,p) tel que:

d
(3.3.1) h € L2(0,T:W'),u € L2(0,T; W), d—? eL2(0,T;V'),p € L2(0,T; Q)
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(38:3.2) (B () )y +a () w) +b(w,p () = (f (), whyryy Ve € W

presque partout dans |0, T

du
3.3.3 h(),v)ywrw=(—-1(),v Yo eV, p.p. dans |0,T
338 00 = (5 00) eV, 2y dons 0]
(3.3.4) b(u(.),q) =0,VYq € Q, p.p. dans 10,T]|
(3.3.5) u (0) = u’

ou f€L?(0,T;W') et u® € H.
Lemme 3.3.1 Il existe un opérateur linéaire et continu, A : V' — W', tel que:
(336) <f7 U>V’,V = <Af7U>W’,W ,Vf S V/,VU € Vv

Démonstration: On construit une application linéaire et continue z : W — V', telle que
z(v)=v,YveV.

Puisque V est un sous-espace vectoriel fermé, on a W =V @ V+. Tout w dans W
s’écrit de fagon unique sous la forme w = v+v+. On définit 7 : W — V, z (w) = v. Cette
application est linaire. On a ||lw||?, = ||UHIQ,V+HULH; , qui implique ||z (w) |y, <[lw|ly
donc I'application est continue.

Soit A : V' — W’ défini par:

(3.3.7) Af = foux
L’opérateur A est linéaire et on a:
[Afllwr = sup (fomw)yry = sup  (fz(w))yy
(335) {wew,juwl,, <1} {weW,fwly <1}
-9 (frz(w))
= swp el < sup (o) el < D f Il lll

{wew|wlly, <1} {vevillolly <1}

Donc A est continu. Comme z (v) = v, Vv € V on obtient (3.3.6). O
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Corollaire 3.3.1 Siu e L2(0,T;V"), alors Aou € L2(0,T; W') et
(3.3.9) () v)yry = (Aou(.), V) y,Yv € Vipp. t €]0,T]

Démonstration: Puisque A est continu, A ou est Borel-mesurable et si on tient compte
de I'hypothese v € L2 (0, T; V’) et en utilisant (3.3.8), on obtient Aow € L2 (0, T; W’).
La relation (3.3.9) résulte de (3.3.6). O

3.3.2 Théoreme d’existence d’une solution

Démontrons maintenant un théoreme d’existence d’une solution pour le probleme (Ps).

Théoréme 3.3.1 Soita(.,.) une forme bilinéaire, continue sur WxW et W elliptique,
1.e.

2
(3.3.10) Jda > 0,YVw € W,a (w,w) > o ||wly,

et b(.,.) une forme bilinéaire, continue sur W x @Q telle que:

(3.3.11) 36 > 0, inf sup b(w,q) > 0.
{ec@ullalo=1} {vewjwlly, =1}

Alors pour chaque f € L2 (0,T; W), il existe au moins une solution pour le probléme

(P2).

Démonstration: a) D’apres les résultats cités dans Dautray & Lions [1988, chap. XVIII,

p. 619-620], on a l'existence et I'unicité d'une solution pour le probleme suivant:

FEtant donnés u® € H, f € L? (0,T; V"), trouver

(3.3.12) we W (0,T;V,V')

(3.3.13) % (u(),v)g+a(u(),v)=(f(),v)yy YOEV
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au sens des distributions sur 0,7

(3.3.14) u (0) = u’

Soit w € W (0,T; V, V') cette solution et soit h = Ao %, ot A est 'opérateur défini

par le lemme 3.3.1 . Grace au corollaire 3.3.1, on a h € L2 (0,T; W’) .

b) Considérons maintenant le probléme suivant:

Etant donnés h, f € L2 (0, T;W'), trouver

(3.3.15) ae€L?(0,T;W),pe L?(0,T;Q), tels que

a(a(.),w)+bo(w,p()=(f—=h) () Wy w
(3.3.16) Yw € Wfo p.p. dans [0, 7]

(3.3.17) b(u(.),q) =0,Vq € Q, p.p. dans |0, T

Soient Jy : W — W’ la bijection donnée par le théoréeme de Riesz et A, B, B les
opérateurs donnés par les relations (3.2.9),(3.2.10). On peut alors écrire le probléeme

(3.3.15) -(3.3.17) sous la forme équivalente:

Trouver

ucL*0,T;W),peL*0,T;Q), tels que
(3.3.18) < g Eét ) <Z8 ) = < I (fo_ ) ) , p.p. dans ]0, 7]
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Posons D: W x Q — W x Q
t
o5 1)

et d’apres le théoreme de Brezzi, cet opérateur est inversible et grace a la proposition
3.5.4, D7! est continu, donc si h, f € L*(0,T;W’) on obtient u € L*(0,T;W) et
peL0,T:Q).

¢) Montrons que & =7

On écrit la relation (3.3.16) pour w = v € V et en utilisant (3.3.17 ), on obtient:

a(u(.),v)={f—="h)(),v)yryw,Yv €V, pp. dans |0,T]

Comme h =Ao %, de (1 3.3.9), on a:

<i—7 (\) 7U>v’7v +a(u(.),v)=(() ,"U>W/7W ,Yv € V, p.p. dans ]0, T
Si 'on tient compte que @ est la solution du probleme (3.3.12 )-(3.3.14), on a:
(3.3.19) a(a()—u(.),v)=0,Yo €V, p.p. dans |0, T
On sait que u € L? (0, T;V) et u € L?(0,T; W) et on veut montrer que
ueL?(0,T;V)

D’apres (3.3.17), on a @(.) € V, p.p. dans |0,7[. Comme u € L*(0,T;W) et la
topologie sur V est celle induite par (W, ][.|y), on obtient @ € L?(0,T;V). D’apres
(3.3.19), on obtient u = .

d) Montrons enfin que (h,u,p) est une solution du probleme (P;), dans le sens de
la définition 3.3.1, ot u =u =77 et p = p.

Pouru:ﬁ:ﬂ,h:AO%,p:ﬁona:

u € L?(0,T; W), d’apres (3.3.15)
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% c L?(0,T; V'), d’apres (3.3.12)

h € L?(0,T; W), grace au corollaire 3.3.1
p€L?(0,T;Q)

Enfin, en utilisant (3.3.16), (3.3.17), (3.3.14) et le corollaire 3.3.1, on obtient que

(h,u,p) est une solution du probleme (Py). O

Remarque 3.3.1 Ce théoreme reste valable méme dans le cas ou la fonctionnelle a

est V —elliptique.

Remarque 3.3.2  Si (h,u,p) est une solution du probleme (P3), alors u est 'unique

solution du probleme (3.3.12)-(3.3.14), h vérifie la relation (3.3.3) et p vérifie la relation:
(3.3.20) p()=EynoJy (f()— ExnolJy (h()), p.p. dans 0, T]

Comme h est uniquement déterminé sur I'ensemble V', la relation (3.3.20) est une

contrainte pour p.

Remarque 3.3.3 Soient p € L?(0,7;Q) arbitraire et u la solution du probleme
(3.3.12)-(3.3.14). Soit h vérifiant la relation (3.3.3). Grace au lemme 3.3.1, un tel h
existe. Alors (h,u,p) vérifie les relations (3.3.1), (3.3.3)-(3.3.5) et:

(3.3.21) (A (), 0y ta(u(),v)+b(w,p()=(f(), )y, YweV

presque partout dans |0, T[.

La relation (3.3.21) est en fait similaire a la relation (3.3.2) mais écrite pour v dans
V. Puisque V n’est pas dense dans W pour la topologie ||.||;;,, on ne peut pas obtenir
(3.3.2) a partir de (3.3.21). Remarquons que 'on a utilisé le fait que V' était dense

dans H pour la topologie ||.||;, ce qui est différent.
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Remarque 3.3.4  Si (h,u,p) est une solution du probleme (Pz), alors u est 'unique
solution du probleme (3.3.12) — (3.3.14). La démonstration du théoreme 3.3.1 reste
valable méme si on remplace h = Ao % par un h € L? (0, T; W) arbitraire, qui vérifie
(3.3.3). Puisque I'ensemble des applications h € L2 (0,T; W’) qui vérifient (3.3.3) est

tres riche en éléments, on va ajouter un critere qui va permettre de ne sélectionner

qu’'un seul élément parmi ’ensemble des solutions du probleme (P3).

3.3.3 Critere supplémentaire, théoreme d’unicité

Pour obtenir 'unicité, on ajoute un critere qui permet de ne sélectionner qu’un seul

élément parmi ensemble des solutions du probleme (Ps).

Définition 3.3.2 On cherche parmi les solutions du probléme (Ps), une solution

(h,u,p) dans le sens de la définition 3.5.1, telle que:

du

g (\) p.p. dans 10,7

(3322) IOl =

v/

Théoreme 3.3.2 Dans les hypotheses du théoréme 3.5.1, il existe une unique solution

du probleme (Ps) vérifiant en plus (3.3.22).
Démontrons d’abord le résultat suivant:

Lemme 3.3.2 Soient (W, ||.||;) un espace de Hilbert et V.C W un sous-espace vecto-
riel fermé. Soit U = V+ espace vectoriel fermé perpendiculaire & V. Les sous-espaces
V' et U avec les produits scalaires induits par (., .)y, respectivement surV et U devien-
nent des espaces de Hilbert. Si h € W', alors il existe hy € V' et hy € U’ uniques, tels

que:

(3323) <h, ’w>W/7W = <h1, PI’l w)v,’v -+ <h,2, PI’Q w)U’,U Yw e W
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ou Pry et Pry sont les applications projections respectivement sur Vet U, qui sont bien

définies, car V' et U sont convezes et fermés. En plus:
2 2 2
(3.3.24) 12l = [[allyr + [hallp

Démonstration:  Soit h € W’.
Existence: On pose:

hi:V — R, hy (v) = <h7U>W’,W
hy : U — R, ha (UJ‘) = <h, UJ‘>

Bien évidemment on a hy € V' | hy € U’ et

(hovtvt) = (h, vy + (ha vt Yo eV, Yot eU

w! W ulu
Puisque V est fermé, on a W =V @ U et en conséquence, chaque w € W s’écrit d'une
facon unique sous la forme w = v + v+, ot v = Pr; w et v+ = Pryw, d’ott la relation
(3.3.23).

Unicité: Dans la relation (3.3.23) on fait d’abord w = v, puis w = v*. On obtient:

(hy Oy = (1, Oy, Vo €V
<h,vl>W,7W = <h2,vl>U/7U Yol e U

Donc h; et hy sont déterminés de maniere unique.

On démontre maintenant la relation (3.3.24).

Si h =0, alors (3.3.24) est vérifiée. On va étudier le cas h # 0. Il est clair que dans
ce cas hy # 0 ou hy # 0, donc |[hy |5 + ||ha|l7s > 0. Soit w # 0,w = v + v*. Crace a

I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a:

<h17U>W/,W < [hallyr [lolly

On déduit:

{h, 0}y 1 lly ol

25)
2 2 2 2 2 2 2 2
VIl + [halE/ Il + To 1z~ 3/l + Waallf/ ol + o7
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JL( Il o
[Pallvr + [lB2llpe N0l + vl
D’une facon analogue, on obtient:
L
<h2,21 >U’><U
2 2 2 2
VIRl + g/l + oI

2
2 1
1ol [,

1
5 2 2 2 2
2\ Iallys + lhallpe— Nlolly + llv+ iy

(3.3.26)

<

On fait la sommation des relations (3.3.25) et (3.3.26) et on obtient:
<h'1’ U>V,><V + <h2’ ,UJ_>U/><U
VIEals + el llelly + o+

2
Puisque w = v + v on a w3, = |[v|[} + "leU. D’apres (3.3.27) et (3.3.23) on a:

(3.3.27)

h, w
W

Puisque V' et U sont des espaces de Hilbert, il existe v; € V,vy € U tels que:
2 2
(hi,v0)yry = llhallyr = lloally

2 2
(ha, v2)yr iy = \lhallpr = [vally

Pour W = v 4+ v9 on a:

<h7w> /
—ﬁﬁﬁwz¢Mﬁﬂ+Mmé
%%

D’apres (3.3.28) et (3.3.29) on obtient (3.3.24). O

(3.3.29)

Démonstration du théoreme 3.3.2:
a) Existence: Soit u € W (0,7;V,V’) I'unique solution du probleme (3.3.12) —
(3.3.14). Soit I'application h : ]0,T[ — W' définie par:
du

(3.3.30) (A (), W)y = <g (.),Pry w> Vw € W, p.p. dans 0,7
A%
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Puisque % € L2(0,T;V"), on a h € L2(0,T;W'). Evidemment h vérifie la relation
(3.3.3). Grace au théoreme 3.3.1, il existe une solution (h,u,p) du probleme (Ps).

Démontrons qu’elle vérifie la relation (3.3.22).

h ), W h .),U
(3330  [hOllr = sup o) W o O Oy
weW —{0} 1wl veV—{0} vl
du
<T(')’”> d
Sup : AR () p.p. dans 10, T
vev—{oy vy dt |,

Soit w € W, |Jw|l, < 1. Alors il existe v = Pryw, v+ = Praw, tels que w = v + v+ et
par conséquent |[v||,, < |lw|ly, <1. On a:

du
h(),wprw=(=70),v .p. dans 10, T
O e = (5 000) oo dons 0.7

D’ow:

sup (h (), w)yry < sup <%(’)’U>wv

lwll<1 ol <1

ou de maniere équivalente:

du

- ()

(3.3.32) I Ol < |5

p.p. dans 10, T

v
D’apres les inégalités (3.3.31) et (3.3.32) on obtient la relation (3.3.22).

b) Unicité: Soit (h,u,p) une solution du probleme (P,) vérifiant (3.3.22). Alors
u est 'unique solution du probleme (3.3.12) — (3.3.14), h vérifiant les relations (3.3.3)
et (3.3.22) et p la relation (3.3.20). Grace au lemme 3.3.2 | on peut écrire h sous la

forme suivante:

du
(h () W)y = <g (.),Pr; w> + (ha (.), Praw) s Yw € W, p.p. dans 10, T
Vv
olt hy € L2(0,T;U") et en plus:
du ?
3339 OB = |3 O] FImOR e aws 0.1]
v/
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D’apres les relations (3.3.22) et (3.3.33), on obtient hy = 0, donc h est déterminé de
maniere unique. Puisque p et h sont liés par 1'égalité (3.3.20), on déduit que p est

déterminé de maniere unique. O

Remarque 3.3.5 Si (h,u,p) est une solution du probleme (Py) vérifiant (3.3.22),
alors u est 'unique solution du probleme (3.3.12) — (3.3.14) et réciproquement, si u est
I'unique solution du probleme (3.3.12) — (3.3.14), alors on peut trouver d’une maniere
unique h et p, tels que (h,u,p) est une solution du probléeme (P;) vérifiant (3.3.22).
Donc on a trouvé pour le probleme parabolique le méme type de relation entre les

formulations variationnelles classique et mixte que dans le cas stationnaire.

Remarque 3.3.6 L’introduction du critere (3.3.22) est justifiée par le fait suivant: le
schéma implicite standard, pour approcher la solution du probleme parabolique mixte
en vitesse-pression, calcule a chaque pas de temps n > 1, les quantités (h™, u", p") €

L x W x @, qui sont respectivement des approximations de h(nAt), u(nAt), p(nAt)

(", w)p +a(u",w) +b(w,p") = (f*, W)y Yw e W

b(u",q) =0 Vg eQ
n n—1

n Ut —u

W= At

onu’ € H.
Puisque v € V,Vn > 1, on obtient:

n_ ,n—1
(h”,vl) = u,vl =0 Yol e Vi vn > 2
w At -

La relation précédente justifie notre choix pour le critere (3.3.22) qui est, en fait,

équivalent a:

<h (\) ,vL>W,W =0 Yot eV™* pp. dans |0,7]

)
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3.4 Application: une formulation variationnelle
mixte pour I’équation d’évolution correspon-
dant au probleme de Stokes

Soient Q@ C IR"™, un ouvert non vide, borné, W = (H} (Q))",L = (L*(Q))" et Q =
L2 (Q), ou:
3@ ={ae @), [ a@d=0}

Soita: W xW — IR

"2 Ou; Ov;
a(u,v) = <—, )
;; 0xj al'j 0,0

L’application a est bilinéaire, continue et grace a I'inégalité de Poincaré, W-elliptique.

Soit b: W x @ — R

b(w,q) = — (divw,q)yq

L’application b est bilinéaire, continue et elle vérifie la condition (3.3.11), voir par
exemple [Gira 86], p. 81.
Soit

V={veWb(wq) =0,VqecQ}
et H la fermeture de V dans L. On va identifier H et son dual H'.

Définition 3.4.1 On pose le probléme parabolique mixte suivant: trouver un triplet

(h,u,p) tel que:

d
hGLz(O,T;W’),u€L2(0,T;W)7d—1; e L?(0,T;V"),pe L?(0,T; Q)

(h () whyryw +aul),w)+b(w,p())={f(), Wy, VweW
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presque partout dans |0,T|

du
(h (), )y = <E (.) ,v> Yo eV, p.p. dans 0,T]
V9V

b(u(.),q) =0,Yq € Q, p.p. dans 10,T]|

IOl = |5 O 5 duns .71
u (0) = u’

ovu’ € H, f e L2(0,T;W').

Corollaire 3.4.1 Sous les hypotheses du début de cette section, il existe une unique
solution pour le probleme parabolique mizte correspondant au probleme de Stokes, dans

le sens de la définition 3.4.1.

3.5 Annexe: quelques propriétés des opérateurs
définis par blocs

Soit D : W x Q — W x @ un opérateur non-borné. On fait les notations suivantes:
Pryy : W x Q — W, Pry (w,q) = w,V (w,q) € W x Q

Prg : W xQ — Q,Pry (w,q) = ¢,V (w,q) € W xQ

Dy W —->W Dyy:0Q—W
3.5.1) Dugzéf Pry D (w.0) Diy € Pry D (0.0
o1t W —Q Doy : Q — Q
Doy ¥ by D (w,0) Doy ¥ Pry D (0, )
On a

D (wv Q) = (PrW D (w> q) ) PrQ D (w> q))
= (Prw D (w,0) + Pry D (0,q) , Prg D (w,0) + Prg D (0, q))
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= (Dnw + Di2q, Dyyw + Daq)
En utilisant une notation matricielle, on peut écrire formellement:
Dy Drg w
D (w,q) =
(w.q) ( Dy Doy q
On note Ix l'identité sur un espace arbitraire X.

Proposition 3.5.1 Soit Iy «q lidentité sur W x Q. Alors:

Iy = 1w L2 (q) =0,Vg € Q
]21 (’UJ) = O,Vw eW ]22 = IQ

Démonstration: Evidente.
Proposition 3.5.2 Soient D, E: W xQ — W xQ deux opérateurs non-bornés. Alors:

2
(EoD),; = Y Eiro Dy, Vi, j = 1,2

k=1
Démonstration:

(B0 D)y, (w) = Pryy (Eo D) (w,0) = Pry B (D (w,0)
= Pry E (Prw D (w,0),Prg D (w,0)) = Pry E (Dyjyw, Dayw)
= Pry (E (D11w,0) + E (0, Dyyw)) = Pry E (Dyjyw,0) + Pry E (0, Dyyw)
= (B 0 Du) (w) + (Erz 0 Dyn) (w)
On démontre les autres relations de la méme maniere. O

Proposition 3.5.3 Soit D : W x Q — W x Q un opérateur inversible et D~' = E.

Si D11 est inversible, alors l'opérateur —D21D1_11D12 + Doy est aussi inversible et on a:
—1 —1 -1 -1 -1
Eyy = Dy} + Diy' Dz (~Dau D' Dz + Dan) Do Dy
1 1 -1
Ey = =Dy Dy (—D21D11 Dy + D22)
-1 -1 -1
Ey = — (=DuDy'Dia + D) Do Dy

-1 -1
Esy = (—D21D11 Dyy + D22)
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Démonstration: D’apres ’hypothese, on a:

DoFE=FEoD=1Iyxg

On déduit des propositions 3.5.1 et 3.5.2 que:

(3.5.2)

(3.5.3)
(3.5.4)
(3.5.5)
(3.5.6)
(3.5.7)
(3.5.8)

(3.5.9)

Dy Ey + DBy = Ty

D11 Erg + DigEgy =0
Doy Ery + DagEgy =0
Doy Frg + DagEoy = Ig
E1v1 D+ Erg Doy = Iy
E11Dig+ Er2Da =0
E2 D11 + ExDy =0

Eo1 D1y + EypDyy = Ig

Puisque Dy; est inversible, de (3.5.3) on a:

(3.5.10)

Ey = —Df11D12E22

et si on utilise cette relation dans (3.5.5), on obtient:

(—D21D1_11D12 + D22) Ey = Ig

De la méme maniere, d’apres (3.5.8) et (3.5.9) on a:

(3.5.11)

Donc E9y, est inversible et

Es (—D21D1_11D12 + D22) = Ig

—1 -1
Esy = (—D21D11 Dyy + D22)
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De (3.5.10) on obtient:
-1 1 —1
Eyy = =Dy Dis (=D Di' D1+ Do),
de (3.5.6) on obtient:
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
Eyy = Dy} = EyDy Dy = Dy + Diy' Diz (~Dan Dy Dio + Do) Do Dy
de (3.5.8) on obtient:

-1
Eyy = —EpDy Djj' = — (—D21D1_11D12 + D22) Dy Dyt O

Proposition 3.5.4 Soient A : W — W et B : W — @Q deux opérateurs continus.

Grace au théoreme de Riesz, il existe un unique opérateur Bt : Q — W, tel que

(Bw,q), = (w, B'g),,,Yw € W,¥g € Q

On suppose:
(3.5.12) Vw € W, [[Aw|ly, < |al] [|w]ly,
(3.5.13) Ja > 0,Yw € W, (Aw, w),, > a|jw|?,
(3.5.14) 3 > 0,%g € Q,||B'a| >l

et on pose D W xQ — W x Q
A Bt
Alors D est inversible, l'opérateur inverse D~' est continu et

-1 _ A-1pt —1 pt\—1 1 _1pt 1oy -1
(3.5.15) D—1:<A A™'B"(BAT'B")" BA™! AT'B'"(BAT'B') )

(BA7'B") ™' BA™ —(BA'B)™!
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Démonstation: D’apres le théoreme de Lax-Milgram et la relation (3.5.13) on déduit

que A est inversible et

IN

4y <

LW) T«
Grace a la théorie de Babuska-Brezzi et sous les hypotheses (3.5.12)-( 3.5.14), on obtient
que D est inversible. Si l'on utilise maintenant la proposition 3.5.3, on obtient que
I'opérateur BA~! B! est inversible et:

poi_ (AT -ATBY(BATB) T BATY ATIBN(BAT'BY)T
(BATLB") ™' BA™ —(BA-'BH)™!
Grace au théoreme de 'application ouverte dit a Banach (voir par exemple Brezis

[1983], p. 18), 'opérateur D! est continu.
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Chapitre 4

Un probleme semi-discrétisé en
temps

Ce chapitre est consacré a I’étude d’'un schéma semi-discrétisé en temps associé au

probleme continu introduit dans le deuxieme chapitre.
Dans la premiere section, on présente un schéma semi-discrétisé en temps.
Y

Dans la deuxieme section, il est démontré que le probleme semi-discrétisé en temps est
bien posé, en utilisant les résultats de Babuska [1971] et Brezzi [1974]. D’abord, la sur-
jectivité d’opérateur des contraintes est prouvée. Grace au théoreme de caractérisation

des opérateurs surjectifs, la condition inf-sup est prouvée.

Dans la troisieme section, la stabilité en temps du schéma est démontrée. La preuve
est originale; on n’utilise pas séparément les théories de stabilité déja existantes pour
le fluide ou pour la structure, mais on démontre la stabilité simultanément pour le
fluide et pour la structure. Les vitesses sont évaluées dans la norme de I'espace H!,
donc mieux que dans I’évaluation habituelle dans la norme de 'espace L2, utilisée pour

I’approximation de I’équation de Stokes.
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4.1 Présentation d’un schéma semi-discrétisé en
temps

Soient QF et 2 deux ouverts bornés dans RY, ot N = 2 ou 3, des frontieres de classe
C! par morceaux, chacun situé localement d’un seul coté de sa frontiere. On suppose

que
QFNQS =T, 90F =T, 90° =T UXT U X2,

I, ¥1, ¥2 disjointes, mes(X') > 0
! et ¥2 sont deux variétées ouvertes en RV !

Sous ces hypotheses, on peut parler des espaces de Hilbert H'/2 (') et H'/? (') et des
applications trace sur I' et 2!, voir par exemple Dautray & Lions [1988, vol. 3, chap.

IV, p. 904].

On se donne :
i) p° > 0 la densité de la structure, v, > 0 la viscosité cinématique du fluide
ii) o™ € W' la vitesse du fluide, ot W' = H(QF)V
iii) 0, ..., € W? les vitesses de la structure, ot
W2 = {w? € H Q)Y w? = 0 sur ¥}

iv) u® € W? le déplacement initial de la structure

Osur T

v) o' =v
Vi) f{%—i—l c LQ(QF)N et f§+1 c LQ(QS)N
Alors, a partir du probleme continu introduit au second chapitre et en utilisant les

approximations suivantes:

1
@(tn—i-l) ~ (u(tn+l) _ u(t”))
ot t
(4.1.1) T At no
/ v(s)ds ~ 7(1/0 +2> v/ + ") (la méthode des trapezes)
0 :

Il
—

)

70



oll ' = v(t') et t* =1 x At, on obtient le schéma semi-discretisé implicite suivant:

Trouver (v™H pntt pntl Antl ) ¢ W1 x W2 x Q x M ou Q = L*(QF) et M =
H1/2(F)N, tel que:

1 At

—(v”+1,w1) aF +1/cmap(v"+1,w1) + —(V”+1,w2) s + _aS(Vn+1’w2)
A 1 0 Ql 1 %t 1 . 27
— (div w Tt )O,QF - (70(“’ ) — r(w )7)\n+ )1/21“
(4.1.2) = (fi" wh)oar + (f +17 wz)O,QS
- ug + —(1° V" w! w
V' eret\m e w?
(4.1.3) (div v"™, q)oor =0, Vg€ Q
(4.1.4) (70(v"+1) — ("), u)l/n =0, VYueM
Yo : HY(QF)YN — HY2(T)N  est Papplication trace
A HY QSN — HY2(T)N  est la restriction de I'application trace sur T’

Remarque 4.1.1 A chaque pas de temps, il faut donc résoudre un systeme mixte-

hybride de type (4.1.2)-(4.1.4). Ce schéma constitue un algorithme de résolution.

Remarque 4.1.2 Du point de vue numérique, le produit scalaire (., .), Jo.r est difficile
a manipuler. Dans les équations (4.1.2) et (4.1.4) on peut remplacer ce produit par
(;-)or mais, dans ce cas, I'espace normé (H1/2(F), ||.||07F) n’est pas un espace de Ba-

nach. On va revenir sur ce probleme dans la section suivante.

Remarque 4.1.3 Cette discrétisation en temps correspond au schéma d’Euler im-
plicite pour le probleme du fluide et au schéma de Newmark avec les parametres § = 1
et § = 1/2, pour le probleme de la structure. On rappelle le schéma de Newmark pour

le probleme de la structure.
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On se donne:
u™, " a™ le déplacement, la vitesse et 'accélération de la structure a l'instant nAt,
n+1 2 S N o2 o S s 19
ST e (L (Q )) la densité des forces extérieures sur 2° a l'instant (n + 1) At,

N
At e (H 1/2 (F)) une condition aux limites sur la surface de contact I' & I'instant

(n+ 1) At.

Trouver u™, v"™, a™ dans W?2, tels que

n+1 2 s n+1 2

(4.1.5) (a , W )QQS + —as (u , W )

_ (gn+1 2 2\ yn+l 2 2

_( 2 »W )o,QS N (% (w A )1/2,r’ VuT e W
(4.1.6) v =0 AL[(1 - 0) a” + da ]

1

(4.1.7) "t = u" + At + (At)? K§ — 9) a” + g™t
ou 9,0 € IR.

Pour d =1et = %, on obtient

(4.1.8) V' =" 4+ Ata"
At)?
(4.1.9) u™t ="+ At + (T)anﬂ

D’apres (4.1.8) et (4.1.9), on a

+1 n

o UM — v

n+1 n
A (%)

Apres sommation en n de 1'égalité (4.1.10), on obtient

At LI
(4.1.11) "t =’ + 5 <V0 +2> v+ V”+1>
i=1
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En introduisant (4.1.8) et (4.1.11) dans (4.1.5), on obtient
1 At

L), B
1
(4.1.12) == (:“,M)ms +( ;H,wz)ms
—isag <u0 + % <V0 + 2; VZ) ,w2> — (’)/1" (wz) ’)\n+1)1/2,r . Yw? e W2

Si on fait w? = 0 dans (4.1.2), on obtient exactement la relation (4.1.12).

4.2 Existence et unicité pour le probleme semi-dis-

crétisé en temps

Dans ce paragraphe, on montre que le probleme semi-discrétisé en temps est bien posé,

en utilisant les résultats de Babuska [1971] et Brezzi [1974]. D’abord, la surjectivité

d’opérateur des contraintes est prouvée.

opérateurs surjectifs, la condition inf-sup est prouvée.

D’abord, on énonce un résultat reliant la théorie mixte-hybride et la théorie du

Grace au théoréme de caractérisation des

W+ 2> 0, w2)
i=1

lagrangien.
Considérons:
(4.2.1) Ji: W — R
111
Ji(w') = B [E(wl,wl)am + Vemar(w', wl)]
—( flﬂ,wl)onF - Kt(vn,wl)onF
(4.2.2) Jo:W? — R
111 At
J2(w2) = ) [E(WQ, wz)o,QS + 2—5a3(w2,w2)1
1 At
_( n+l7w2)0795 — Kt(yn’ w2)07Qs + p—SCLS (UQ + 7
(4.2.3) L:(W'xWHx(QxM)— R
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L](w',w?); (g, p)] =
Ji(wh) + Jo(w?) = (div w' g)oor — (q0(w') = 0(w?). )
Proposition 4.2.1 (vt vt pntl A est une solution pour le probléme (4.1.2)-

(4.1.4) si et seulement si (v"T1 T pn Tl XML st un point selle pour le lagrangien

L.
Démonstration :  Classique, voir par exemple Ekeland [1974].

Maintenant, il faut répondre a la question suivante: dans quelles conditions a-t-on
Iexistence et 'unicité pour un point selle ?

Des conditions suffisantes ont été données par Babuska-Brezzi. Elles s’appellent
aussi les conditions inf-sup. On va montrer que, dans notre cas, ces conditions sont

vérifides.

Proposition 4.2.2 Soient QF et Q% deuz ouverts bornés dans R", ot N = 2 ou 3,

tels que
QF polyédre conveze si N=3 ou polygone convexe si N=2 ,
Q_S de classe C! par morceausz,
QFNQsS =T, o

(4.2.4) 0N =T, 00° =T uXlux?

I, X1, %2 disjointes,
Y1 et 22 sont deuz variétés ouvertes en RN
mes(3t) > 0

Soit l'opérateur de contraintes B déf ini par:

B:W'xW? —QxM
(4.2.5)

B(w;w?) = (div w';yo(w') — yr(w?))

Alors Uopérateur de contraintes B est surjectif et continu de W' x W2 muni de la

1/2
2 2

w, W = {||lw + ||lw
H( ! 1,0F 1,08
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dans Q x M muni soit de la norme

9 2 1/2
Ig: )l = (llgllg.or + 2l )

soit de la norme

9 2 1/2
g )l = (lally o + el r)

Démonstration: La démonstration de la surjectivité est décomposée en deux étapes:
1°7¢ Ftape: On va démontrer que l'opérateur div défini sur H LQEN A valeurs

dans L*(QF) est surjectif. On va utiliser le résultat classique suivant:

On se donne: QF polyédre convexe si N = 3 ou polygone conveze si N = 2 et

q € L2(QF). Alors il existe une unique solution v € H*(QF )N HE(QF) pour le systéme:
(4.2.6) Au=gq

Une démonstration de ce résultat se peut trouver dans Grisvard [1985].
On a Au = div(grad u) et on pose grad u = w'. Donc w! € HY(QF).
geme Etape: Si QF est de classe C* par morceaux et ' X! = (), alors pour chaque

g € HY2(I') on peut trouver w? € H' (%), tel que:

(4.2.7) {W(w ) =9

’721(11}2) =0

Ce résultat est basé sur le fait que pour tout ¢ € D (T"), on peut trouver ¢ € D (W),
tel que ¥ |r= ¢ et ¢ |x1= 0. Ce fait est cité dans Dautray & Lions [1988, vol. 4, p.
1241]. En plus, D (T') est dense dans H/2 (T'). Ce résultat se peut trouver dans Dautray
&Lions [1988, vol. 3, chap IV, p. 944].
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Maintenant, on peut démontrer la surjectivité de B. Soit (g, ) € @ x M. Par la
premiére étape, on sait qu’il existe w! € W tel que div w! = ¢ et d’apres la deuxieéme

étape on peut trouver w? € W2 tel que:

(4.2.8) yr(w?) = —p 4 5o (w')

Continuité: On a

< e

div w H
Jdiv '] o <

1,OF

et d’apres le théoreme de trace

o ()l o < 2], e

o (@) < s ],
HVF ( )H1/2r = H% ( 2)“1/2,r S G HU)QHLQS

e () < o (%) < 8 0] s

ce qui implique la conclusion concernant la continuité. O

Remarque 4.2.1 Ce résultat reste valable méme dans le cas T N X! £ (), i.e. seule-
ment une partie de la frontiere du fluide est en contact avec la structure, mais dans ce

cas, il faut remplacer I'espace H'/? (T") par I'espace
Hy* () = {ve L2(T); Fwe H' (%), wlr=v, w|n=0}
muni de la norme quotient

= inf
1= oy, o 10 les

Pour plus de détails, voir Dautray &Lions [1988, vol. 4, chap VII].
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Remarque 4.2.2 Si on remplace dans la définition de l'opérateur div l'espace
HY Q)N par HY(QT)N ) on perd la surjectivité. En revanche, on peut calculer ex-

plicitement le dual qui est 'opérateur grad.

On rappelle maintenant un résultat qui caractérise les opérateurs surjectifs.
Soient E et F' deux espaces de Banach et A un opérateur linéaire non-borné de F
dans F

A:D(A)CE—F
ou D(A) est le domaine de A.
Graphe de A=G(A)= U [u,Au]|C E X F
u€D(A)
Imagede A=R(A)= U AuCF

u€D(A)
Noyaude A= N(A) ={ue D(A),Au=0} CE

Définition 4.2.1 On dit qu’un opérateur A est fermé si G(A) est fermé dans E X F.
Soit
D(A*) ={v e F';3c¢>0,Yu € D(A),| (v,Au)p p |< c|lul|z}

Maintenant, on peut énoncer le résultat de caractérisation.

Soit A: D(A) C E — F un opérateur linéaire non-borné, fermé, avec D(A) = E
et A*: D(A*) C F' — E' l'adjoint de A. Les propriétés suivantes sont équivalentes:
a) A est surjectif

b) Il existe une constante C' > 0 telle que
ViAWV VYve DA

c) N(A*) = {0} et R(A*) est fermé
On peut trouver une démonstration de ce résultat dans Brezis [1983, p. 29].
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Proposition 4.2.3 Sous les hypotheses de la proposition 4.2.2, on a la condition inf-

sup, c’est-a-dire, il existe o > 0 telle que:

VgeQ.Vue M, alqlloar + | 1 lli2r)
| (div w',q) + (o(w") = yr(w?), 1)
< sup

() W)W X2 (w13 gr + I w? [ s)'/2
(w! w)£(00)

12,0

Démonstration: X = Wt x W2 et Y = Q x M ce sont des espaces de Banach pour les

1/2
2 2

w,Ww = {||lw + ||lw
H( ! 1,0F 1,08

normes:

et respectivement
5 9 1/2
I )l = (lalogr + llallzr)
Soit B* : Y' — X' Tl'opérateur adjoint de B défini par:
(429) <y, Bx>yl7y — <B*y, J}>X/7X V$ E X, Vy E Y,

Soit j : Y — Y’ l'isomorphisme de Riesz. Pour y = j(q,u) et x = (w', w?) on a:

(4.2.10) (y, Bx)yr,y = (div w', q) + (70 (w') = 3r (w?) =/‘)1/2,r

D’apres le résultat qui caractérise les opérateurs surjectifs et a image fermée et la

proposition 4.2.2 on a l'existence de k > 0 telle que:

(4.2.11) 1By llxr=k Ny =kl i) Iy

On a aussi, d’apres la définition de la norme d’un opérateur linéaire borné:

B*
(4.2.12) | By [l prm sup oY
X Tallx

Dans 'espace Y, la norme euclidienne et la norme suivante:

(@, 1) =1l a lloor + || 1 l1j2,r
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sont équivalentes.

Il s’ensuit, d’apres les relations (4.2.9)-(4.2.12) que 'on a I'inégalité annoncée. O

Remarque 4.2.3 On ne peut pas obtenir I'inégalité de la proposition 4.2.3 écrite
pour le produit scalaire (.,.), au lieu de (.,.), Jor €n utilisant la méme technique de
démonstration, car (H1/2 (I, ||.||0F) n’est pas un espace de Banach et donc on peut

pas utiliser le résultat qui caractérise les opérateurs surjectifs et a image fermée.

Théoreme 4.2.1 Sous les hypotheses de la proposition 4.2.2, le probléme semi-discré-

tisé a une solution unique.

Démonstration : Puisque 'ouvert Q2 est borné de classe C! par morceaux et mes (1) >
0, grace a l'inégalité de Korn, on obtient que I’application ag est W? elliptique.

Maintenant, il est clair que I'application:

a: XxX—1R définie par

a((v,v); (w', w?))

1 1 At
= E(Ua wl)O,QF + ch'naF(U, wl) + E(V, wz)o,gs + W&s(y, w2)

est X elliptique, car ap est coercive et At et toutes les constantes sont positives.
Maintenant, le théoreme est une conséquence de la théorie de Babuska-Brezzi et de la

proposition 4.2.2. O

Remarque 4.2.4 1l suffit de montrer que l'opérateur a est V —elliptique, ou V =

Ker B.

4.3 Stabilité en temps du schéma semi-discrétisé

Dans Temam [1979], on peut trouver des résultats de stabilité concernant les fluides

gouvernés par I’équation de Stokes.
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On peut trouver dans Dautray & Lions [1988, vol. 9, chap. XX, p. 921] une
démonstration de la stabilité du schéma de Newmark concernant le probleme de la
structure.

Dans cette section, on donne une démonstration originale pour la stabilité du

probleme fluide structure.

On fait les hypotheses suivantes:

Hypothese 1
(fi" f3) = (f1, f2) € H, Yn >0

Hypothese 2

Il existe K une constante indépendante de At telle que:
| ! [l10s< K, VAt <T

Hypothese 3

Il existe K5 une constante indépendante de At telle que:

1/2
(o' =0 [Sar + | ' =02 [30s) "~ < (A)K,,  VALST

Remarque 4.3.1 L’hypothese 1 peut étre considérée comme restrictive pour les
probléemes réels, mais dans I’étude de la stabilité, les termes (f]*, f3') n’interviennent
pas d’une facon essentielle; plus précisement la stabilité d’un schéma récurrent linéaire,
c’est-a-dire du type

X" = AX" 4 prtt

ou A est un opérateur linéaire, ne dépend que de A.

Remarque 4.3.2 Dans les hypotheses 2 et 3 seul le premier pas de 'algorithme
(4.1.2)-(4.1.4) intervient. Apres la discrétisation en espace, les hypotheses 2 et 3 vont

étre vérifiées.
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Théoréme 4.3.1 Sous les hypothéses 1, 2 et 3, le schéma défini par (4.1.2)-(4.1.4)
est inconditionnellement stable, dans le sens qu’il existe une constante K, indépendante

de n et At, telle que:
(4.3.1) " lar + 10" luas + [ 2" llogr + I A" li2r< K,

Vn, At vérifiant n(At) <T
Démonstration: La démonstration est décomposée en trois étapes:

1) 3K > 0 telle que || 0" [[oor + || V" [loos< K3
2) 3K, > 0 telle que || 0" |1 or + || V" [10s< Ky

3) K5 > 0 telle que || p" |logr + || A" ||1/2r< Ks

pere Etape: On écrit la relation (4.1.2) pour n, puis on l'extrait de la relation
(4.1.2) écrite a T'ordre n + 1. On remplace w! par v"* — o™ et w? par v" — .
D’apres (4.1.3) et (4.1.4) les termes qui contiennent p™ et A" disparaissent, ainsi que,

d’apres I'’hypothese 1, les termes qui contiennent f; et fo. On obtient donc:

1 1

K(U"H — ™" — ™M) qF — Kf(v” — "™ — ™) oF
(4.3.2) +E(Vn+l — V"V — )08 — Kt(ljn o R Za RV I
At
+VcinaF(Un+l _ Un’ Un+1 _ ’Un) + Q_SQS(VTH-I + I/n, vt I/n) -0
p
Si on utilise deux fois I'égalité 2(a,a —b) =| a [|> — || 0 ||*> + || a — b ||* avec

n—l)

a=v"" — " (resp a = v" — ") et b =" — v(resp b = v — " 1), on obtient

les deux égalités suivantes:

Q(Un—l—l _ ,Un7 Un—i—l _ Un)()’QF _ 2(1}” _ ,Un—l7 Un—i—l _ Un)()’QF
=[[ v =" G or = 0" = 0" G o
+ || ,Un-i-l — " + ,Un—l HgQF
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et
2(ljn+1 _ Vn’ Vn—i—l _ I/n)07QS _ 2(1/11 _ I/n_l, Vn—i—l _ Vn)(),QS
= =" s = v =" [ os
+ vt =2 o T gs

Puisque ag est symétrique, on a:
Cls(l/n+1 4 Vn’ Vn—l—l o Vn) — as(yn—i-l7 Vn—i—l) . CLS(VH, Vn)

D’apres (4.3.2) et les relations précédentes, on obtient:

[l = o™ G or + | 0" = 20" + 0" [ or
v = Ras + v = 20" 10 [T gs

(433) +2Vcin(At>aF(Un+l o ,Un’ ,Un—‘rl _ UTL) + (Apé)z Cls(Vn+17 Vn—l-l)

<lhon = g + 0" =0 s + Sas(, )
Ensuite, puisque ar(v,v) > 0, on a:
At)?
[0 =0 [Bge + |7 = 07 s + a1, )
I e R o R Zul I p—saS(V"W")
Ce qui implique
At)?
|| Un+1 — " Hg,QF + ” Vn—i—l — Hg,QS +( 5) CLS(Vn+1,Vn+1)

< vt =2 Gar + v = G as +p—sa3(’/1>’/l)
D’apres les hypotheses 2 et 3 on a:
n+1 n |12 n+1 n |2 1/2
(4.3.6) (|l o™ =v" [Bor + | " =" [5as) T < (AKs,  Yn=0,1,...

En utilisant 1'inégalité du triangle, on peut écrire:

1/2 1/2
(o™t e + 10t 3as) ™ = (10" [Bar + 110" 05

(4.3.7)
< (vt = v [Bge + [ v =07 [2.05)
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D’apres (4.3.6) et (4.3.7) on obtient:

1/2
(o™ 12 or + 17 12 0s)

(4.3.8) 1/2
—(Io" B ar + v [3gs) " < (A
pour n =0,1,...
On écrit (4.3.8) par n = 0,1,... et aprés sommation en n on obtient:

n mn /2
(v B2 or + 117" [12.0s)
1/2
—(I1 0 B gr + 110 [Bgs) ™ < (nABK:

Mais nAt < T ce qui termine la premiere étape.

(4.3.9)

2€Me  [iane:
D’apres (4.3.5) et les hypotheses 2 et 3 on a:

(@

(4.3.10) as(v"t vt < (At K

Mais ag est W2—elliptique, donc il existe une constante Kg telle que:
(4.3.11) | " | Las< Ko

Si on éerit la relation (4.1.2) pour w! = v™ ™ et w? = ™™ on obtient:

1 1
t(vn—i-l o Un7vn+1)0’QF t(yn—i-l o I/n, Vn-i—l) s chaF(Un—i-l’ ,Un-i-l)
1 A n
(4.3.12) aS(UO W+ 203 V) + 0, n+1)

e

)
= (flu v" )O,QF (f27 V" )O,QS
On a les inégalités suivantes:

1
_(,Un+1 ) n+l)

At

H Un+1 — " HO,QFH ,Un+l HOQF +E H Vn+l — " HO,QSH yn—i-l ||0,QS

(Vn—l—l _n Vn-‘,—l)

’ 0,05

1
(4.3.13)1S A
< Kt(H o

1/2 1/2
— 0" [Bar [ =0 Bas) (o R o + 2™ G 0s)

< Ky
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Pour la derniére inégalité on a utilisé (4.3.6) et la conclusion de la premiere étape.

Aussi, par la premiere étape on a:

(4.3.14) (fr. 0" Noar + (f2, 7" o 08
<|I fi logrll v floor + || fo llogsl V" lloos< Ks

Puisque ag est continue, on a:

At LI
aS(UO+7(VO+2(Z Z)+Vn+1)’yn+1)

<M [ las (Il uo lias +(n + 1)(At)Ke)
< MK6(H Ug Hl Qs +TK6)
)-

Si 'on injecte les inégalités (4.3.13)-(4.3.15) dans la relation (4.3.12), alors il existe

(4.3.15)

une constante Kq telle que:
n+1 , n+l
VcinaF(U , U ) S KIO

Enfin, en utilisant la coercivité de ap et le fait que || v"*! ||| gs est borné, on a le

résultat annoncé pour la deuxieme étape.

3éme  Fiape:
L’égalité (4.1.2) peut étre écrite sous la forme équivalente suivante:

(div w', p" )oar + (0(w') = yr(w?), A"

1 1/2,1
(4 3 16) B E(Un—’_l - Un’w )0 QF + At( n+1 — " w2)0 QS
018+ o+ S0+ 20579 407,07
_( 11-1-1’ w1)07QF o (f2 +1’ w2)07QS
On a
E(U — v 7w )OQF + Aﬁ(y — UV 7w )0795

(4.3.17) = At | o™ =" floarll w' [lor +At " = v [lo.as] w? [lo0s

' 1

1/2 1/2
< (et = [Sar + ™ =" [50s) (I w" [§0r + Il 0 |3 0s)
1/2
< Ks(l| w! [3ar + Il 0 [F0s)
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Pour les inégalités (4.3.17), on a utilisé I'inégalité
1/2 1/2
(@ +by) < (2 +8)" (2 +47) ", VabryeRr

et I'inégalité (4.3.6).
Puisque ar, ag sont continues et d’apres le fait que || v || or et

| uo 4+ &L(° 4+ 2(X0, ') + ™) ||, os sont bornées, on obtient :

1 At L
Veinar(0™ T wh) + —<ag(ug + — @0+ 20> v') + "), w?
(4.3.18) pS ( Zl )

1/2
< K (] ' H(%,QF + | w® [1§0s)

D’apres I'hypothese 1, on a:

—( 1n+17w1)0,QF - (f§+law2)o,95

(4.3.19) 1/2
< K12(|| w! H(%,QF + [ w? I QS)

En introduisant dans 1'égalité (4.3.16), les inégalités (4.3.17), (4.3.18) et

on obtient:

(div wh, p")gor + (70(w1) —r(w?), )‘n+1)1/2,1“

4.3.20
( ) < Kis(| w' [fgr + [ w? [[7os)? Vo' € W', Vw? € W?

Enfin, d’apres la proposition 4.2.3 et 'inégalité précédente, on obtient:

| p" lo.or + | A" 1/2,0< Kia
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Chapitre 5

Discrétisation en espace,
procédures numeériques

Dans la premiere section, on construit des espaces vectoriels de dimension finie, a partir
des éléments finis de type mixte, tels que le probleme completement discrétisé soit bien
posé.

Pour démontrer 'existence et 1'unicité de la solution du probleme completement
discrétisé, on utilise la théorie de Babuska [1971] et Brezzi [1974]. On construit un
opérateur d’interpolation et en utilisant le fait que la condition inf-sup continue a lieu,

on montre que la condition inf-sup discrete a lieu.

Un schéma numérique pour la résolution du probleme fluide structure est présenté.

A chaque pas de temps, il faut résoudre un systeme linéaire symétrique et non elliptique.

Dans la deuxieme section, on présente un algorithme convergent pour la résolution

découplée fluide structure de ce systeme linéaire.

Dans la troisieme section, la stabilité en temps du schéma completement discrétisé

est démontrée.
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5.1 Discrétisation en espace a ’aide d’éléments finis
mixtes

5.1.1 Présentation du probleme discret

On discrétise en espace le probleme semi-discrétisé en temps présenté au chapitre
précédent.

Soient QF et QF deux ouverts bornés de RY, o N = 2 ou 3, de frontieres lip-
schitziennes, tels que QF N QS =T et 900° =T U XTI U X2

Notons

W= H'(Q)N
W? = {w? € H{(Q*)Y, w' = 0 sur '}
Q= L*Q")
M = H'*(T)N

Soient W, C W W2 C W2 Qn C Q et M, C M quatre espaces vectoriels de

dimension finie NW1, NW2, NQ, NM, qui admettent comme bases respectivement:
{¢a}l§a§NW1 ) {wa}lgagNWZ ) {XQ}ISaSNQ ) {ﬁa}lgagNJ\/[ '

On fait les notations suivantes:

(5.1.1) (1, 0)g0 = /u (@) v(z)dz, wu,ve L?(S)

(5.1.2) (@, 0)p0 =3 / i (2) v (2) d

o = (u')yeny U= (V)i u',v" € L*(Q).



Pour le probleme du fluide, on utilise les notations:
M KFE € ./\/lNW1 (R) définies par
M= (808}
F_
Ky = {aF (¢i’¢j)}1§z‘,j§NW1

ou ar est I'application définie par:
W x I/V1 — R

(5.1.4) ov; 8w
Z /QF Oz, 8%

i,7=1

Cette application est symétrique, bilinéaire, continue et vérifie I’égalité:
(5.1.5) ar(v,v) + (v,0)o0r = (V,V)1,0r

Pour le probleme de la structure, on utilise les notations:
My Ky € Myw2(R)  définies par
M5 = { Ty }
(5.1.6) =1 ibg)ﬂ,gs i
5 = {as (5.5,))

ou ag est 'application définie par

1<i,j<NW?2

(5.1.7) Z / o (V)€ (w?)de,

€)= 3(5% + 52), 0yj(u) = A (T () + 2p5ei5(u) et A¥ > 0,45 > 0. Cette
application est symétrique, bilinéaire, continue. Grace a 'inégalité de Korn, si 2° est
de classe C! et mes(X') > 0, alors elle est W? elliptique. Une démonstration de ce

résultat se trouve dans Duvaut [1990, chap. 5 et 6].

Soit {aa¢} apeo 12 famille d’applications définie par
acs (WX W2) x (W' x W?) — R
(5.1.8) ane ((v,v); (w'w?)) = (0,0 )ogr + Veinar (v, w')
! N
2p

+_(V7 w2>0,95 + CLS(V7 ’UJ2>

At
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ol Vg, est la viscosité cinématique du fluide et p est la masse volumique de la structure.
Soit b I'application définie par
5,19 b: (W W?) x (Qx M) — R
b ((wh ) (gw) = —(div wt gloer — ((w') = () p),
ou
Yo : HY(QF)N — HY2(T)N est 'application trace

vr s HY Q9N — HY2(T)N est la restriction de 'application trace sur T.

Bi, € Mywing (R)

(5:1.10) By, = {— (div Ei,xj)om} 1<i<NWIL,1<j<NQ
B, € Mywang (R)
5.1.11 12 NQ
( ) B
(5.1.12) Bl € Mywinm (R)
. B§1={—(%(Ei),ﬁj)lm},lgigNW1,1§j§NM
5.1.13) B, € Mywanu (R)
51 B§2={(vr(%),ﬁj)lm},lgz'gNW2,1§jgNM
B e Myginunwisnwz (R)
(5.1.14) B By B
Bo1 By

Soient f' € L? (QF )N et e L? (QS )N, n > 0 des approximations pour les forces
externes qui agissent respectivement dans le fluide et dans la structure, a 'instant nAt.

Avec toutes ces notations, on peut écrire le probleme discret.

En remplacant dans le probleme semi-discrétisé en temps introduit dans le chapitre
précédent, les espaces W, W2, Q, M par les espaces de dimension finie W}, W2, Qy,,

Mj,, on obtient le probleme discret suivant:

90



Etant donnés:

1. p > 0 la masse volumique de la structure

2. Ven > 0 la viscosité cinématique du fluide

3. vl € W} la vitesse du fluide au pas de temps n
4. v v, oo up € W2 les vitesses de la structure
5. vy = vy sur I’

6. uy) € W7 le déplacement initial de la structure

Trouver (UZ“ yptt ot )\”+1) € W} x W2 x Qp x My, tels que:

AiAt 0 Bil Bél U;Ll—i-l Fl’n+1
(5.1.15) 0 Aﬁ,At 0 B V}TLLH B F2mtl
- B11 0 0 pZ“ 0
B21 B22 )\n+l 0
ou

1
Ah At A M}f‘ + VcinK]f

At
AhAt Ach QPKh

et les vecteurs Fhntt € RNWL of 20t ¢ RNW2 gont donnés par les relations:

t
1n+1 __ 1,n+1 1,n+1 1,n+1
F (F F ) FNWI )

(5.1.16) — . 1 n .
F = (g Hﬂb)om t(uh,¢i)07QF,@:1,...,NW1
F2mtl <F12,n+1 F2 n+1 szvaj;)
1

2n+1 n n

(5.1.17) T _( +l’¢)OQS (Vh’¢i)095
—la5<uh+g<uh+2ZVh> ) t=1,...,NW2
P 2 k=1

Remarque 5.1.1 A chaque pas en temps, il faut résoudre le systeme linéaire (5.1.15),

ce qui représente le schéma numérique pour le probleme fluide structure.
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5.1.2 Existence et unicité pour le probleme discret

Des conditions suffisantes d’existence et unicité du systeme (5.1.15) ont été données par
Babuska [1971] et Brezzi [1974]. Dans le cas de notre probleme, le résultat d’existence

et d’unicité qui se trouve dans Brezzi [1974] a la forme suivante:

Théoréme 5.1.1 Soient apy, b les formes bilinéaires données par (5.1.8), (5.1.9) et

WL, W2, Qn, My, quatre espaces de dimension finie, tels que:
Wy CWLWEC W20, C QM C M.

Soit At un réel strictement positif. S’il existe any > 0 et 3 > 0, tels que les deux

conditions suivantes soient vérifiées

1 2\ . 1 2
(5.1.18) inf dat ((wlh,w:) 72(wh7wh)) > Gn,
(wpwd)ewbxw || (wp, wi) s e
(w}b,wz);ﬁ(QO)
b 1 2\ .
(5.1.19) inf - : g(wh,wh)v(qh,uh)) > 8
(Q(h(;}/j};L)hE)Ci}(Lgé‘fh (w}lﬂwi)eW}}xWﬁ H(wh7wh)||wlxw2 ||(Qha,uh)||Q><M

(w}l ,wi);ﬁ(070)

alors le systéeme (5.1.15) a une unique solution.

Remarque 5.1.2 L’inégalité (5.1.19) s’appelle la condition inf-sup discrete.

On s’occupe maintenant de la relation (5.1.18).

Proposition 5.1.1 Si QF et Q° sont deuz owverts bornés de RY, ot N =2 ou 3, Q°
de classe C', tels que QF N QS =T, 00° = TUXTU X2 et mes (2') > 0, alors pour
tout At > 0 et pour tout W} C W1 W2 C W2, l'inégalité (5.1.18) a lieu.

Démonstration: La forme ap est bilinéaire, symétrique, continue et vérifie 1’égalité
(5.1.5). Alors
Yw'! € Wi,
(5.1.20) 1 11 L1 . 1 L1
E (QU , W )07QF + VeinQF (QU , W ) Z mln{Ktaycin} (QU , W )LQF
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La forme ag est bilinéaire, symétrique, continue. Grace a l'inégalité de Korn, sous

les hypotheses Q7 de classe C' et mes (1) > 0, alors ag est W2 elliptique, i.e.

2
Jag > 0,Vw?® € W2 ag (wzawz) = g Hw2H1 Qs

d’out
1 At OésAt
2 2 2 2 2 2 2 2
(5.1.21) VYw* e W A7 (w , W )O,QF + 2—pa5 (w , W ) > 2 (w , W )1,95
Si on pose

. 1 asAt
(6] = 1min s ——, Vein,
At At ) 2p

d’apres (5.1.20) et (5.1.21), on obtient

v (wl,w2) e Wl x W2 an, ((wl,w2) ; (wl,wz)) > g H(11)1,11)2)H2

WixWw?2
Puisque W} C W' W2 C W2, on obtient (5.1.18). O

On s’occupe maintenant de l'inégalité (5.1.19), qui représente la condition inf-sup
discrete pour notre probleme.

Dans le chapitre précédent, on a démontré que la condition inf-sup continue a lieu.

On utilise ce résultat pour obtenir I'inégalité (5.1.19).

Proposition 5.1.2 Si la condition inf-sup continue a lieu et s’il existe un opérateur

bilinéaire
I, : W x W? = W} x W7
tel que
(5.1.22) { de >0,V (wl,wQ) e Wt x W2,
- T (0 0 e < (" 0%) [
i (wl,wz) e W x W2 Y (qu, pin) € Qn x My,
(5.1.23) { b ((wl, wz) —II (wl,w2) s (an, Mh)) =0

ou b est donnée par (5.1.9), alors la condition inf-sup discréte (5.1.19) a lieu.
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Démonstration: Soit (qp, pin) € Qn X M.
Puisque ITj, (w!, w?) € W)} x W2, alors
b 1 2\ .
sup ((wh7 wh) ) (Qh, :U/h))

(wivwi)GWﬁXWf H (wl%u wlzz) HWI < W2
(wi,wi);é(0,0)

(5.1.24)

> sup b (Hh (wla w2) ) (Qha ,uh))
B (wl,u)Q)EWle2 ||Hh (U}l, w2)||W1 x W2
10, (wh,w?) #(0,0)

D’apres ’hypothese (5.1.23), on obtient
b (Hh (w17 w2) ) (C]m :uh))

sup
(11)1,11)2)6W1><W2 HHh (U}l, w2)||W1><W2
wl w?)#£(0,0)
(5.1.25) (w2 #(
_ sup b((w', w?); (gn, n))

(11)1,1112)€W1><W2 HHh (w1> w2) ||W1 <W?2
I, (wh ,w?)#(0,0)

Puisque IIj est bilinéaire, on a
Iy (w',w?) # (0,0) = (w',w?) £ (0,0)

et en utilisant ’hypothese (5.1.22), on obtient

b((w', w?); (qn,
sup ((w 7111 )Q(Qh 79))
(11)1,11)2)EW1><W2 HHh (w , W )||W1><I/V2
10, (w? w? ) #(0,0)

(5.1.26) N - b((wh, w?); (qn, 1n))

(wl,u;?)GWlXW2 C ||(U)1, w2)||W1 < W2
10, (w' w?) #(0,0)

Pour (qp, pn) fixé, soit f: W x W2\ {(0,0)} — R, définie par

f (wl,wQ) _ b((wh, w?) ; (qns pin))

¢ [|(wh, w?)ly w2

A= {(wl,w2) e W x w11, (wl,w2) + (0,0)}
B = {(wl,wz c W x W2 1I, (wl,w2) =(0,0) et (wl,w2) # (0,0)}
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Alors W' x W2\ {(0,0)} = AU B et on a I'égalité

sup f = max{supf sup f}

AUB

Sous I'hypothese (5.1.23), on a
V(wl,wQ) €EB, f (wl,w2) =0
d’ont

sup f = max{supf O}

AUB

Mais on a la propriété

V(whw?) e A= (—w',w?) € A
_f w17w2) - .f (_wlawz)
d’ou sup f > 0, ce qui implique
sup f = sup f

ou d’'une fagon équivalente

b((w',w?); (qp,
sup ((w L )2 )
(u;l,wQ)EW1><W2 CH(w , W )||W1><W2
10, (w?,w?)#(0,0)
5.1.27
( ) _ sup b(w', w?) ;5 (qn, pn))
(wl,w2)€W1><W2 C||(wlaw2>||WlXW2
(w!w?)#(0,0)

D’apres la condition inf-sup continue, on a

b> (q p) €Qx M
(5.1.28) sup ((w!, w%);(0,1) > BI(g: 1)l g ar

( w?)EW ! xW? H( )||W1><W2
(w!w?)#(0,0)

Enfin, en utilisant (5.1.24) — (5.1.28), on obtient la condition inf-sup discrete
(5.1.19). O
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5.1.3 Choix d’éléments finis et construction des espaces de
dimension finie

D’apres le résultat du paragraphe précédent, pour obtenir l'existence et 1'unicité de
la solution du probleme discret, il nous reste a trouver les espaces de dimension finie
WEC Wt W2 CW? Qn CQ, M, C M et I'opérateur bilinéaire IT;, qui vérifie les
relations (5.1.22) et (5.1.23).

Soient QF et Q% deux ouverts polyédriques dans R?, c’est-a-dire deux réunions
finies de polyedres de R®. On rappelle qu'un polyedre de IR? est une intersection finie
de demi-espaces fermés de R?.

On considere les décompositions finies

QF= (J KetQ®= |J K

KeTF KeT?S

telles que

1. chaque élément K est un tétraedre non vide
2. les intérieurs de deux tétraddres distincts de 7, U 7% sont disjoints

3. toute face d'un tétracdre K; € 7,1 est soit face d’'un autre tétracdre K, € T,F,

auquel cas K' et K? sont dits adjacents, soit une partie de la frontiere 9QF

4. toute face d’un tétracdre K; € 7,° est soit face d’'un autre tétracdre K, € 7,°,

soit une partie de la frontiere 90Q°

5. notons

h= max hg
KeTFuTs

ou hx est le diametre du tétraedre K
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6. les domaines QF et ° sont en contact, plus précisément
QFNQS=T, 0Q°=TUTlux?

et on suppose que I' est une réunion finie de triangles de IR?, telle que pour
chaque triangle T, il existe deux tétracdres K; € T,F et Ky € 7,° pour lesquels

T est une face aussi bien de K, que de K.

Remarque 5.1.3 Le point no. 6 représente la seule condition de compatibilité entre
OF et Q5.

Nous allons construire les espaces de dimension finie par la méthode d’éléments
finis. Auparavant, on rappelle les coordonnées barycentriques d’un point par rapport
aux sommets d'un tétraedre.

On considere quatre points a; = (a1;, azj, as;) € R3,1 < j < 4, non situés dans un
méme plan, c’est-a-dire tel que la matrice d’ordre 4 suivante

11 Aaiz2 Aaiz aiq
Q21 Ag22 A23 A24
A=

31 Aaz2 33 AdA34
1 1 1 1

soit inversible. Tout point x = (1,9, 23) € R* est caractérisé par les scalaires \; (z),

1 < j <4, définis comme solution du systeme linéaire

aijx ap2 @13 Aaiq A (93) €

(5'1'29> a21 Ag2 G23 d24 A2 (93) _ X2
azyp dazz2 33 AdA34 A3 (93 ) €3

1 1 1 1 A4 (x) 1

Ces scalaires \; (x) sont appelés les coordonnées barycentriques du point x par rapport
aux points a; € R?* 1 < j < 4. D’apres (5.1.29), chacun de ces scalaires est une

fonction affine de R? dans R et on a

4
Ve e R®> )\ (z)a; =x

J=1
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A Taide de ces coordonnées barycentriques, le tétraedre K de sommets a;,1 < j < 4

est caractérisé par
K={zeR%0<)(z) <1,1<j <4}

En plus, on a

[%Z{$€R3;O<>\j(m)<1,1§j§4}

et si \; (z) = 0, alors le point x et les trois sommets {aq, az, as, as} \ {a;} sont situés
dans le méme plan.
Pour le tétraedre K, on définit la fonction bulle

b : K — R
A () Ao () Az () Ay (), €K
bK(I):{o, v ¢ K

qui a les propriétés suivantes

(5.1.30)

bi () >0, Va €K
b () =0, Vo e dK
b () =0, Ve ¢ K

Si as € R? est le barycentre de K, c’est-a-dire

1
CL5ZZ(CL1+CL2+CL3+CL4)

alors on a \; (a5) =1/4,1 < j <4, donc
bic (a5) = (3)4
Notons
P (K)={p: K - R,p(xy,22,23) = axy + brs + cxs+d, a,bc,de R}
Il est bien connu (voir par exemple Raviart & Thomas [1992] ) que le triplet
(K,{ai,az2,a3,a4}, Py (K))
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est un élément fini.

Notons
P (K)+bxk ={p: K = R,p(x) =ax1 +bxy + cxs+d+ebk (x), a,b,c,d e € R}
ou x = (xy1, Ta, x3).
Proposition 5.1.3 Le triplet
(K,{ai1,as,as3,a4,a5}, Py (K) + bk)
est un €lément fina.

Démonstration: Soient a; € IR,1 < j < 5. On démontre qu’il existe une fonction

unique p € Py (K) + by, telle que
(5.1.31) pla;)=a;, 1<j<5
La fonction p a la forme
p(x) = axy + bry + cxs +d+ ebg (z), a,b,c,d,e € R

Puisque bg (a;) = 0,1 < j <4 le systeme (5.1.31) s’écrit sous la forme

a (05}

At b _ (6]

C (0%

d QY

aays + basgs + cass + d + ebi (a5) = o

ol a5 = (ays, ass, ass). Mais la matrice A est inversible et by (as) = (1/4)*, donc la

solution unique du systeme (5.1.31) est donnée par

a aq
b _ n-1[] &2
| = @A) o
d Oy
e = 4* (a5 — aays + bags + cazs + d)
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d’ott la conclusion de cette proposition. O

On peut maintenant construire les espaces de dimension finie.

On pose
Wit = {wi = (wi,wp?,wy?) 5wy € €0 (QF) w0y i€ Py () + b, 1 < < 3
Ws - {w% - (wi’l’w%z?wi’g) ?wi’i e’ (W) ,wi’i ke P (K),1 <1< 3,wi’i lsi= 0}

Qn = {an €C° () .qn [x€ Pi (K) . a1 [onr= 0}

Pour tout T triangle dans IR?, notons P, (T') I'ensemble de polynémes de T dans
R de degré inférieur ou égal a 1. La dimension de l'espace Py (T') est 3.

On pose
My = {pn = (uho iz, 1) s 1y € C°(T) s i lr€ P (T) 1 < i < 3}

Puisque C° (F) C L? (W), alors Q;, C Q.
Pour démontrer les inclusions W} € W1 W2 C W?2 et M;, C M, on utilise le

résultat suivant:

Soit Q un ouvert de IR®, tel que
ﬁ = Uﬁ:l ﬁr
Q, ouvert borné de frontiére C* par morceauz, r =1,... R
QN =0, r#s
Soit w dans C° (ﬁ), tel que w |q, appartient o H' (Q,) pour tout r = 1,..., R. Alors

w appartient a H' (Q).

Ce résultat est démontré, par exemple dans Raviart & Thomas [1992, p. 27].
Dans notre cas, on a wy”" |[g€ Py (K) 4 bx C H <[O(> et wy' € C° (W) D’apres
le résultat précédent, on obtient w,” € H* (QF ), ce qui implique W} € W'. D’une

maniére analogue, on obtient les inclusions W7 C W2 M, C M et Q, C H' (QF )
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5.1.4 Construction de 'opérateur d’interpolation

On a vu dans les paragraphes précédents que la condition inf-sup discrete représente
une condition suffisante pour avoir I’existence et I'unicité du probleme discret. On a vu
aussi que, en utilisant le fait que la condition inf-sup continue a lieu et en construisant
un opérateur d’interpolation, on peut obtenir la condition inf-sup discrete.
Dans ce paragraphe, on construit 'opérateur bilinéaire II, qui vérifie les relations
(5.1.22) et (5.1.23) ou l'application b est donnée par (5.1.9).
Nous chercherons un opérateur II;, de la forme suivante:
I, : W x W2 — W} x W2
), (wh, w?) = (I} ! + 2?12 ! + T122w?)
ou les opérateurs
I wt—-wl 12 w2 - w}
. wh— w2, 02 w2 - W2
sont linéaires.
En utilisant les notations précédentes, la relation (5.1.23) s’écrit sous la forme

V(wh, w?) € W x W2V (g, pin) € Qn X M,
(5.1.32 — (div (w! —I'w' = Tw?) , qn)y or
— (7 (w' — I}l w' — H}L2w2) —r (w2 - H%le - H%L2w2) n“h)l/z,r =0

Puisque w!, w?, g, et p;, sont indépendantes 'une de I'autre, on peut écrire la rela-

tion (5.1.32) sous la forme

Ywt € W Vw? € W2 Vg, € Qn,Vu, € M,
(div (w' — I} w!) +qn)oqr =0

(5.1.33) (div (TG*w?) , qn)gor =0

(70 (w' = T'w!) + 4 (T w?) >:“h)1/2,1“ =0

(7o (I2w?) +r (w? = T2w?) , i) g p = 0

Nous chercherons un opérateur ITy, tel que IT}* = 0. Le systéme (5.1.33) devient

Vwl € W Vw? € W2 Vg, € Qn,Vun € M,
(div (w! =TT} wt) +qn)oqr =0

(Yo (w' = I'wh) + Ap (IF'w') )y o p = 0
(r (w?® = TI77w?) a,uh)l/Q,F =0

(5.1.34)
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Proposition 5.1.4 1[I existe un opérateur linéaire

It wh— w)

tel que
(5.1.35) Jeq; > 0, V! € W, ' 1_[}111wIHW1 < e leHWI
(5.1.36) Vw' € W Vg, € Qn, (dz"u (wl — Hklwl) ,qh)OQF =0

Démonstration: Ceci se démontre en quatre étapes

1) Interpolation de fonction de L'

2) Construction de l'opérateur linéaire IT}!

3) Vérification de (5.1.35)

4) Vérification de (5.1.36)

1) Si QF C R?, alors l'espace H! (QF) n’est pas inclus dans C° (QF) Donc pour
w! dans (Hl (QF))S, la valeur w! (), olt x est un point dans Q" ne peut pas étre
définie.

L’interpolation de fonction de L! a été analysée pour la premiere fois par Clément

[1975], qui propose un opérateur d’interpolation en utilisant des régularisations locales.

On rappelle ce résultat, cité dans Girault & Raviart [1986, p. 109].

Soit
On=1{0,€C*(Q") 00 |x€ P (K)}

Alors il existe un opérateur
Ry € L (L' (QF);0,)

ot L' (QF) est muni de la norme habituelle et Oy, est muni d’une norme arbitraire

(dans les espaces de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes).
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2) Construction de l'opérateur linéaire IT}!

On note

(P +0) () = {w e (Q") ,w [xe P (K) + b}
Puisque la fonction bulle by est continue et a la propriété
VK € TF Wz €K, bg (z) > 0,

on a

VK € T;f,/bK () dz > 0.
K

Soit I'opérateur 73! défini par

mb s HY(QF) — (P +0) (QF)

(5.1.37) miw=Ruw+ ¥ ag(w)bg
KeTl
ou
VK € TF, ax (w) : H! (QF) — R

(5.1.38) A

ak (w) = " Jbxde

K
On pose

m: (B (2F)) — W)

1, _ (11 11 11 S
{ 1w = (7, wy, 7 we, mp tws) ot w = (wq, wa, w3)

(5.1.39)

Puisque R}, est linéaire, on montre facilement que ax donnée par (5.1.38), m;! donné

par (5.1.37) et IT;! donné par (5.1.39) sont linéaires.

3) Continuité de IT}!

D’abord, on démontre la continuité des fonctions ag.
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f\w—Rhw|d:c
Vw € H! (QF),‘OzK(w)‘ < KIW
(5.1.40) < [|w|dx + [ |Ryw|dx
I{bKdm ¥ i

< 1 d Ryw|d
= I{bde <Qj;w |w| dz "‘QLL | Rpw) x)
L’opérateur Ry, est continu de L! (QF ) dans ©y,, donc on a l'inégalité
(5.1.41) de >0, / |Rpw| dz < c/ |w| dx
QF QF
Puisque QF est borné, alors

1/2

(5.1.42) 30 () > o, / jw|de < € (2F) /w2dx
QOF

F

On a évidemment

1/2

/wzdx = ||w||07QF < ||w”19F
F

olt |||l qr est la norme de H' (QF)
En tenant compte de (5.1.40) — (5.1.42), on obtient que pour chaque K de 7., la
fonction oy définie de H'! (QF ) dans IR est continue.

On sait que R;, € £ (Ll (QF) ;@h) et d’apres I'inégalité (5.1.42), on obtient
Ry € L (H'(Q");0))

Puisque 'opérateur Ry, est continu et toutes les fonctions oy sont continues, il s’ensuit
que 7! est continu de H' (QF ) dans (P +b) (QF ), ce qui implique la continuité
d’opérateur II;' de W' dans W}.
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4) Vérification de la relation (5.1.36).
Puisque QF est un ouvert de frontiere C! par morceaux, on a la formule de Green
Vw = (w!, w? w3) (Hl (QF)) Vq € H! (QF)
f q div wdx + E f wldw = Z [ quw;vido

i= IQF i=19QF
ou v; est le {PMe cosinus directeur de la normale v & 9QF , dirigée vers l'extérieur de
QF. La normale v est une fonction dans L™ (BQF ) et les restrictions de q et w; sur
O0F sont dans L2 (8QF ), car QF est un ouvert de frontiere C! par morceaux. Donc
'intégrale sur 0QF, qui intervient dans la formule de Green, a un sens.

On a vu dans le paragraphe précédent que Q, C H*! (QF ) Sous les notations
(5.1.1), (5.1.2), en utilisant la formule de Green et le fait que ¢, = 0 sur 9QF, on
obtient

1 1
(5.1.43) { Vw € W5, Van € Qn,

(div (w! = TGMwb) , gn)g or + (W' — Mt grad gu )y gr = 0

Mais, on a ’égalité

(5.144)  (w' - I'w!, grad qh)om = Y (v —Ilw!, grad qh)o,K

Puisque ¢ |x€ P (K), on a

(grad qn) |k= (CK,C%{,CK) eR?

et en conséquence on obtient

(5.1.45) > (wl — I} w!, grad qh) = > ZCZK/ —mlw “) dx

KeTF KeTFi=1 g

1

ot w! = (wh!, wh?, wh3).

’
Y w 7

D’apres la définition de 71!, on a

wht — 7rh dr = wl — Ruwtt — ag (W) b | dx
>

F
K K K'eT]]
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En tenant compte des propriétés de la fonction bulle, on a
/bK/dx —0VK,K' € TF, K # K’
K

donc on obtient
[ (wh = mptwtt) de = [ (wh — Ryw™ — ag (wh) by ) da

K K
= [ (w" — Rpw'") dx — ag (W) [ bdx
K K
Mais g est donnée par 1'égalité (5.1.38), d’out

(5.1.46) / (w" — mflw') de = 0,i=1,2,3
K

Enfin, d’apres les relations (5.1.43) — (5.1.46) on obtient (5.1.36). O

Avant de passer a la construction des opérateurs I13! et 1132, on donne quelques

notations.

Soient
I = {A;} V5" ensemble des sommets de la triangulation 7,”
Is = {Bz}f\gs I’ensemble des sommets de la triangulation 7;°
Ir = {Cl}i\gG 'ensemble des sommets confondus géométriquement de 7,7 et T,
Is1 Pensemble des sommets de la triangulation 7,%, qui appartiennent & %1
De point de vue informatique, cette maniere de numéroter indépendamment les
sommets de 7, respectivement de 7, permet de traiter séparément les problemes du

fluide et de la structure.

Pour le probleme du fluide, notons
(5.1.47) O = {0n € C°(QF) ;0n € P (K), VK € T}

Il est bien connu que pour chaque sommet A; € Ip, il existe une fonction unique
¢; € Oy, telle que
9252' (AJ) = 52']', VAJ € Ir
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En plus, {qﬁz}f\le constitue une base de I'espace ©;. Une démonstration de ce résultat
se trouve dans Raviart & Thomas [1992, p. 107].

Soit
(5.1.48) (P +0) (27) = {w e (QF);w|xe P (K), VK € T,'}
D’apres les propriétés de la fonction bulle by, 'ensemble {¢i}£ileU{bK} KeTF constitue
une base pour (P + b) (QF)

Pour le probleme de la structure, notons
(5.1.49) Uy, = {n € C° ()10 =0, |€ Pi (K) VK € T}

Pour chaque sommet B; € Ig \ I, il existe une fonction unique ¢; € ¥y, telle que

’QDZ' (B]) — 5ija VB] G [S

En plus, {wz}f\gs constitue une base pour Uy,
Soit
(5.1.50) T, = nec (T)nlre P(T),¥Te {J (KNOT)

KeTF

Pour chaque sommet C; € I, il existe une fonction unique n; € Ty, telle que
;i (C]) == 5ij> VO] & Ip

En plus, {m}ZNjG constitue une base pour Y},
En tenant compte de la condition de compatibilité entre les triangulations 7,7 et

7,° sur la surface de contact I', on a

Vie{l,...,NSG},
(5.1.51) Ar@G)e{l,...,NSF},3 s(i) e {1,...,NSS}, tels que
C; = Ariy = By

En plus, on a
(5.1.52) N = () 1= Vs Ir

On peut maintenant passer & la construction de I'opérateur 121,
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Proposition 5.1.5 [l existe un opérateur linéaire

It wh— Wy

tel que
(5.1.53) Sen > 0.vw' € W IR, <o 0],
(5,15 vw! € Wt Vu, € My,

(yr (IF1wh) + 70 (w! = 'w') gy jop = 0
Démonstration: La démonstration est décomposée en trois étapes:
1) Construction de I'opérateur 113!
2) Linéairité et la continuité de IT3!
3) Vérification de (5.1.54)
1) Soit

(5.1.55) My € Mysa (R)

My, = (77i>77j)1/2,1“ 1<14,j < NSG
qui est une matrice symétrique et définie positive.
Soient
F:H' (QF) — R
F(w)=(F (w),..., Fysg (w))
F (w) = (0 (—w + 1T} w) 777i)1/2,r
et
a: HY (QF) — RN9¢
a(w) = (a1 (w),...,ansc (w))t
a; (w) = M, ' F (w)
On pose
o HY (QF) — Uy,
’ NSG
T, W = '2—21 i (W) P(a)
ous:{l,...,NSG} — {1,..., NSS} est 'application injective donnée par la relation
(5.1.51). Maintenant, on peut définir Popérateur I13' par
2t wt — w?
2! = (rlwl, 72lwh?, 72hw')
ot w! = (wh,wh?, wh?) € Wl
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2) La linéairité et la continuité de IT3!
Puisque Popérateur IT}! et I'application trace sont linéaires et continus, F'(.) est
linéaire et continue. En tenant compte des relations existant entre F', o, w2! et 113,

on montre que 'opérateur 112! est linéaire et continu.

3) Vérification de (5.1.54)
Pour w € H! (QF), on a

NSG
T w = Z a; (W) sy
i=1
d’ou
NSG
e (mhw) = 3 on () I
i=1
D’apres (5.1.51), on obtient
NSG
e (i) = 3 ai (w)n
i=1
d’ou
NSG
21 :
(71“ (Wh w) ’nj)l/z,r = <; & (w)%m‘)l/n Vi=1,...,NSG

Si on écrit cette égalité sous la forme matricielle et puisque M), est symétrique, on a
(yr (73 w) 7771)1/271*
: = Mya (w) = MM, F (w) = F ()
(v (Wizllw) 777NSG)1/2,F
d’ou I'égalité (5.1.54). O

Proposition 5.1.6 ] existe un opérateur linéaire

G2 W? — Wy

tel que
(5.1.56) Sen > 0.vw? € W, [P, < om o],
(5.157) Yw? € W2 Ny, € My,

(r (w?® = TI7?w?) ,Mh)1/2,r =0
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Démonstration: La démonstration est décomposée en trois étapes
1) Construction de 'opérateur I132
2) La linéairité et la continuité de I132
3) Vérification de (5.1.57)
)

1) Soient
G: {w € H! (QF) Jw |si= O} — RN
G (w) = (Gy (w),...,Gnsa (W)
Gi (w) = (v (W), 7)o r

et
B {w c H! (QF) ‘w [si= 0} _, RVSG
B(w) = (B (w), ..., Bxsa (w))'
Bi (w) = MG (w)
On pose

22 . {w € H! (QF) Jw = O} — Uy,
’ NSG
T, W = 21 Bi (w) Yg(i)
1=
ous:{l,...,NSG} — {1,..., NSS} est I'application injective donnée par la relation
(5.1.51). Maintenant, on peut définir Uopérateur I13? par
2. w2 — w7
202 = (r2w?!, m2w?2, 7 22w>3)
ot w? = (W', w2, W) € W?

2) La linéairité et la continuité de T132

Puisque I'application trace est linéaire et continue, on obtient que G (.) est linéaire
et continue. En tenant compte des relations existant entre G, (3, 7@%2 et H%f, on montre
que l'opérateur IT3* est lindaire et continu.

3) Vérification de (5.1.57)

Pour w € {w € H! (QF) W [sp= O}, on a

NSG

mew =Y B (w) s
i=1
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d’ou
NSG

( ) Z Bi (w) Ysiy |1

D’apres (5.1.51), on obtient
NSG

iy (Wilw) = Z: Bi (w) m;

d’ou
NSG

(o (20) 1), g = (3 Bmn) v
1/2,0

—1,...,NSG

Si on écrit cette égalité sous la forme matricielle et puisque M}, est symétrique, on a

(yr (m77w) 7771)1/2,1‘

(v (7@21271’) 777NSG)1/2,F

d’ott I'égalité (5.1.57). O

5.1.5 Bilan de la section

— ML (w) = MyM; G (w) =

(yr (w), 771)1/271*

(vr (w) anNSG)l/Q,F

Dans cette section, a partir des éléments finis de type mixte, on a construit des espaces

vectoriels de dimension finie, tels que le probleme totalement discrétisé soit bien posé.

Pour démontrer I'existence et 'unicité de la solution du probleme discret, on utilise

la théorie de Babuska et Brezzi. Grace a cette théorie, on obtient ’existence et 'unicité

si une condition d’ellipticité et une condition inf-sup discrete ont lieu.

Dans notre probleme, la condition d’ellipticité est assurée par la proposition 5.1.1.

Dans le chapitre précédent, on a vu que la condition inf-sup continue a lieu. En

utilisant ce résultat, on peut démontrer que la condition inf-sup discrete a lieu, si on

dispose d'un opérateur d’interpolation ( proposition 5.1.2).

L’existence d’un opérateur d’interpolation est assurée par les propositions 5.1.4,

5.1.5 et 5.1.6.
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5.2 Un algorithme de type Uzawa pour la réso-
lution découplée d’un probleme d’interaction
fluide incompressible structure élastique

Les deux contraintes du probleme sont: la divergence nulle pour le fluide et 1’égalité
des vitesses du fluide et de la structure sur la surface de contact.

On introduit un nouvel algorithme de type Uzawa, dans lequel chacune des con-
traintes sera traitée différemment, ce qui va permettre le découplage du probleme fluide
structure.

L’avantage réside dans le fait que, apres le découplage, on peut utiliser les codes
numérique déja existants pour résoudre séparément les problemes du fluide et de
la structure. Par exemple, on peut résoudre le probleme du fluide par 'algorithme
d’Uzawa/gradient conjugué, tandis que le probleme de la structure est résolu par le
schéma de Newmark/factorisation de Cholesky.

La convergence de I'algorithme sera démontrée.

5.2.1 Présentation du probleme

Apres la discrétisation en temps et en espace du probleme d’interaction fluide structure,

il nous faut résoudre a chaque pas de temps un systeme linéaire de type suivant:

Trouver (v,v,p,A) € R"W x R¥W2 x RM? x RM ot NW1,NW2, NQ et NM

sont des nombres naturels non nuls, tels que

AF 0 Bil Bél v fF
0 Ag 0 B! v [s

5.2.1 22 =
( ) B11 0 0 P 0
By1 Bo A 0

avec les hypotheses suivantes

Ap € Mywi (R) symétrique, tel que

(5.2.2) Jap > 0,Ywl € R (Apwl, wl) > ap |wl|]
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Ag € Mywo (R) symétrique, tel que

(5:2:3) Jas > 0, Vw2 € M2 (Agu2, w2) > as [lw2]’
(5.2.4) Bi1 € Mygnw1 (R)

(5.2.5) By € Mymnw (R)

(5.2.6) By € Myu,nw2 (R)

(5.2.7) fr e RV fg € RMW?

Les matrices By1, Ba; et By n’ont pas la méme origine: la matrice By provient de
la contrainte de divergence nulle pour le fluide, tandis que By et Boy proviennent de la
condition de couplage selon laquelle les vitesses du fluide et de la structure sont égales
sur la surface de contact.

Rappelons 'hypothese sous laquelle le systeme (5.2.1) a une solution unique.

Lemme 5.2.1 Sous les hypothéses (5.2.2) et (5.2.3), la matrice

Ar 0
A=
(v )
est symétrique et elliptique de constante « = min {ap, ag}.

Démonstration: La matrice A est évidemment symétrique.
Si w = (wl,w2), alors:

(Aw,w) = (Apwl,wl) + (Asw2, w2)
> ap [lwl|® + as [w2|* > a|w]”

ol a =min{ap,ag}. O

On note
By 0
B—
( By B )
et par la suite, on va travailler sous ’hypothese suivante
(5.2.8) rang (B) = NQ + NM
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Remarque 5.2.1 L’égalité (5.2.8) est vérifiée si I’élément fini utilisé pour la discré-
tisation en espace satisfait la condition inf-sup, dans le sens de la théorie de Babuska

et Brezzi.
On rappelle maintenant un résultat classique de la théorie d’optimisation.

Théoréme 5.2.1 Sous les hypothéses (5.2.2), (5.2.3) et (5.2.8), le systéeme (5.2.1)

admet une solution unique.

Une démonstration de ce résultat peut étre trouvée dans Ciarlet [1988].

5.2.2 L’algorithme d’Uzawa

L’algorithme d’Uzawa est une méthode itérative pour la résolution du systeme (5.2.1).

v= (1) a=(%) - (%)

Le systeme (5.2.1) s’écrit alors sous la forme équivalente

529 (55 )(%)=(7)

Algorithme d’Uzawa

Notons

Pas 1 Initialisation
Soient p > 0,k = 0, Ay € RV¢+VNM

Pas 2 Calcul de V,
(5.2.10) AV, = F — B'A,,

Pas 3 Test d’arrét
(5.2.11) Si BV, = 0 alors STOP
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Pas 4 Calcul de A,

(5.2.12) Apy1 = Ay + pBVj,

k «— k 4+ 1 retour au pas 2

On rappelle le résultat de convergence classique

Théoréme 5.2.2 Sous les hypotheéses (5.2.2),(5.2.3) et (5.2.8), pour tout

2
Ay € RNCHNM O<p<ﬁ

lalgorithme d’Uzawa peut s’arréter apres un nombre fini d’itérations, ou construire

une suite {(Vi, Ar)}yso qui converge vers la solution unique du systeme (5.2.9).
Une démonstration de ce résultat peut étre trouvée dans Ciarlet [1988].

5.2.3 Résolution découplée d’un probleme d’interaction flu-
ide incompressible structure élastique: présentation de
P’algorithme, théoreme de convergence

Dans l'algorithme d’Uzawa, les matrices Bii1, Ba, Boo sont traitées en bloc. Ces matri-
ces sont de natures différentes: By, provient de la contrainte de divergence nulle pour
le fluide, tandis que By et Bgs proviennent de la condition de couplage d’égalité des
vitesses du fluide et de la structure sur la surface de contact.

Le temps de calcul pour approcher la solution du systeme (5.2.1) par I’algorithme
d’Uzawa dépend du parametre p. Le choix de ce parametre est influencé par I’ensemble
de toutes les contraintes.

On va introduire un nouvel algorithme dans lequel chacune de contraintes sera

traitée différemment, ce qui va permettre le découplage du probleme fluide structure.
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Algorithme pour la résolution découplée

Pas 1 Iniatialisation
Soient pl > 0,k =0, g € R"™

Pas 2 Résolution du probleme du fluide

trouver (vg, v) € RV x RY9 tel que

(5.2.13) ( gf“l Boﬁ ) <;Z ) _ < fr —félkk )

Pas 3 Résolution du probleme de la structure
trouver v, € RVW2, tel que

(5214) Asvk = fg — 352)%

Pas 4 Test d’arrét
(5215) Si Bgl’l)k + ngl/k = 0 alors STOP

Pas 5 Réinitialisation

Aet1 = Ap + pl (Bayvy + Baovy)

(5-2-16) k <+ k 4+ 1 retour au pas 2

Remarque 5.2.2 Le parametre pl ne dépend que des matrices By et Bas.

Remarque 5.2.3 Le probleme du pas 1 peut étre résolu par l'algorithme d’Uzawa
avec un parametre p2, qui sera associé a la matrice de contrainte Bi;. En fait, le
parametre p qui intervient dans l'algorithme (5.2.10)-(5.2.12) est remplacé par deux
parametres pl et p2. Le parametre pl, qui intervient dans (5.2.16), est associé a

la contrainte d’avoir les vitesses du fluide et de la structure égales sur 'interface de
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contact et le parametre p2, qui va intervenir dans la résolution du probleme (5.2.13)
par lalgorithme d’Uzawa, est associé a la contrainte de divergence nulle pour le fluide.

Ainsi, on traite différemment les deux contraintes du probleme et en conséquence
on peut approcher 'une de ces contraintes avec plus de précision que 'autre, ce qui

peut réduire le temps de calcul.

Remarque 5.2.4 D’apres le théoreme 5.2.1, si 'on a 'égalité rang (B11) = NQ et

sous I'hypothese (5.2.2), alors le probleme (5.2.13) a une solution unique.

Lemme 5.2.2 Si l’égalité (5.2.8) est vérifiée, alors nous avons rang (B11) = NQ et
rang (Bey) = NM.

Démonstration: On va utiliser un raisonnement par l’absurde.

Solent

By € Myonwi (R) et ( By 0 ) € Mpygnwisnwz (R)

Bien évidemment

rang (B1y) = rang( By 0 )

On suppose rang (B11) < NQ.
Puisque

( By1 B ) € Mnunwienwe (R)

alors nécessairement rang ( Bsy Bos ) < NM et en conséquence

By, 0
ran < NQ+NM
g ( By B ) ©

d’ott une contradiction. De maniére analogue, on démontre que rang (Bas) = NM. O

Remarque 5.2.5 Sous I'hypothese (5.2.8), le systeme (5.2.13) a une solution unique.
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Théoréme 5.2.3 Sous les hypothéses (5.2.2),(5.2.3) et (5.2.8), pour tout g € IRNM

et 0 < pl < min{”;;;llg, HBaz—;IQ}’ Ualgorithme (5.2.13)-(5.2.16) soit s’arréte aprés un

nombre fini de pas, soit construit une suite {(Vi, Vi, Dk, M\i) }psq CcOnvErgeant vers la

solution unique de (5.2.1).

Démonstration: On va faire la preuve en trois étapes:
1) lim oo () = v et lim g oo (1) = v

1) Si Bglvk + ngl/k = (0 alors

Arp O B}, Bj Vg fr

0 Ag 0 B, ve | | fs
By 0 0 Dk 0
By B Ak 0

Puisque le systeme (5.2.1) admet une solution unique sous les hypotheses (5.2.2), (5.2.3)
et (5.2.8), alors la solution est trouvée apres un nombre fini de pas.
On suppose maintenant que l'algorithme ne s’arréte a 1’étape 4.

D’apres (5.2.1) on a Byjv 4+ Baor = 0 et en utilisant (5.2.13), on obtient
Akt — A=A — A+ pL [Byg (v — v) + Bz (v — v)]
On utilise maintenant 1’égalité
la + BII* = [la]l* + [Ib]]* + 2 (a, b)

et on obtient

5217y et = AP = 12 = AIF + ()" [ Bor (v = v) + Bz (v = )]
+2pl O‘k — A, By ('Uk - U) + Bas (I/k — I/))
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On a I'égalité suivante:

()\k — )\, Bgl (Uk — 'U)) + (/\k — )\, ng (I/k — I/))

(5.2.18) = (B (A = A), v — v) + (Bly (e — A) v — v)

D’apres (5.2.1) on a
Apv+ Byp+ By = fr

et d’apres (5.2.13) on a
Apvy, + Blypr + By = fr

ce qui implique

(5.2.19) Ap (v —v) + Bfy (o —p) + By (e — A) =0
En utilisant (5.2.19) on obtient

(B, (A — ), v — v)
= —(AF(Uk—U),Uk—U)_ (Bil (pk’_p)7vk_v)
= _(AF(vk—v),vk—v)—(pk—p,Bn (Uk—v>>

Mais d’apres (5.2.1) on a Byjv = 0 et d’apres (5.2.13) on a Byjvx, = 0. Donc on a

(5.2.20) (Bél (A — A) o — v) = — (Ap (v —v), v, — V)

D’apres (5.2.1) on a

et d’apres (5.2.14) on a
Asvi + By = [s

ce qui donne

(5.2.21) Ag (v —v) + By (A — A) =0
En utilisant 1’égalité précédente on obtient
(5.2.22) (Bl (A = A) v —v) = — (Ag (i — v) ,vis — V)
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D’apres (5.2.17),(5.2.18),(5.2.20) et (5.2.22) on obtient

2p1 (Ap (vg —221) Jup — v) + 2pl (Ag (v, — ) éyk —v)
— (p1)” || Ba1 (vi N v) + B (v " V)|
= [|Ak = All" = [ A1 = Al
On a l'inégalité
| Ba1 (0k = v) + Baa (v — v)|” ,
< ([[Bar || lvk = vl + [ Baz|| v — |
2 2 2 2

<2 (|1Bar|I? llve = o1 + | Baz* [l — v[I?)

Puisque pl > 0 et en utilisant les hypotheses (5.2.2) et (5.2.3) on obtient

201 (e = pL [ Barl*) o = o[> + 201 (s — p1 | Bl *) [ = v

(5.2.23)
< A = A = Ak = Al

Si 0 < pl < min { Hg’;fjng, HBO;—§H2}’ alors d’apres I'inégalité précédente on obtient

0 < A = Al = [ Aess = Al

est décroissante. Puisque 0 < ||\, — A||” alors la suite est

donc la suite {H)\k - )\||2}k>0

convergeante, donc
lim e (10 = AP = Pas = AJ?) =0
En utilisant la relation (5.2.23) on obtient la conclusion de la premiere étape.

2) Intéressons nous maintenant a la convergence de {Ar}; -

D’apres la premiere étape, la suite {||)\k - )\||2} converge, donc {Ar},s, est

k>0
bornée et en conséquence, il existe au moins une sous-suite {\x, },., convergeante
vers une limite A.

En passant a la limite dans 'égalité (5.2.21) et en tenant compte de la premiere

étape, on obtient

By (A= A) =0
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Mais sous I'hypothese (5.2.8) et d’apres le lemme 5.2.2, rang (By) = NM donc les
colonnes de B}, sont linéairement indépendantes, ce qui implique A = ), c’est-a-dire
{ At} r=o @ un unique point d’accumulation.

Pour finir la deuxieme étape, on utilise le résultat suivant: dans un espace de

dimension finie, une suite bornée avec un unique point d’accumulation est convergente.

3) Intéressons nous maintenant a la convergence de la suite {pi};~-

D’apres (5.2.13) on a
Biipk = fr — Arve — By

D’apres les deux premicres étapes, on obtient que B py est bornée.
Puisque rang (Bi1) = NQ, alors {pi },~, est bornée. Soit p un point d’accumulation

de cette suite. En passant a la limite dans 1'égalité (5.2.19), on obtient
B (p-p) =0

Puisque rang (B11) = NQ, alors p = p. Selon le méme type de raisonnement que celui

utilisé dans la deuxieme étape, on obtient la convergence de {pi},~, vers p. O
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5.3 Stabilité en temps du schéma completement
discrétisé

Dans cette section on étudie la stabilité en temps du schéma completement discrétisé
présenté au début de ce chapitre.

On a vu dans le chapitre précédent que, sous trois hypotheses, le schéma semi-
discrétisé est stable en temps. Pour le schéma completement discrétisé, deux parmi ces
hypotheses sont vérifiées.

La stabilité en temps du schéma completement discrétisé est une simple conséquence

de la stabilité en temps du schéma semi-discrétisé.

On utilise les notations (5.1.1)-(5.1.15) du début de ce chapitre.
Si on fait n = 0 dans (5.1.15), on obtient:

AtAfa 0 BY By (U G}
(531) 0 AtAh,At 0 B§2 VhA_ch _ Gh,At
By, 00 0 0 oL 0
Bgl BQQ 0 0 )\}L 0
ou

1
Mh + chKh

Ay, At =
LN
Ah AT A My + 5 —Kp

Gi = (fll,@)oﬂF — VeinQp (vh,gbi i=1,...,NW1

1 At o —\ .
hAt (f2>¢)OQF—;CLS<U9L+7V2,¢Z’>,2:1,...,NW2

Lemme 5.3.1 Il existe une constante positive C},, qui ne dépend pas de At, telle que:

2 1 0

Vi — U
h h
+

2

At

Vh = Up

At

5:32) I+ M < o vate o
2

ot ||.||, est la norme euclidienne.
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Démonstration: Pour chaque A € [0, 7], on pose:

A, B!
D= B 0
- < MF + (\) v KF 0 )
ou Ay = 2
0 M+ GL K

By 0
etB:(Bm B22>

D’apres les propriétés des matrices MF, KF') MI et K}, on obtient que Ay est
symétrique et définie positive pour chaque A dans [0, 7]. Remarquons que A peut étre
nul.

Dans les sections précédentes, on a vu que la condition inf-sup discrete a lieu. Grace
a la théorie de Babuska-Brezzi, D) est inversible pour chaque A dans [0, 7).

Soit I'application A — HD;le de [0,7] dans IR, qui est la composition des trois
applications suivantes:

A Dy 3 DS Dy

Les applications 1 et 3 sont évidemment continues. Pour démontrer que I'application 2
est aussi continue, on va utiliser le résultat qui se trouve dans Dautray & Lions [1988,
chap VI, p. 1149]:

Pour chaque X\, \g € [0, T, tels que [|[Dy — Dyol|, < W, on a:

A0
2

HDA_ole IDx = Doll,
27 1= || D3|, I1Px = Daoll,

(5.3.3) |Dx = D5

Donc si Dy — Dy, alors Dy' — Dj,. Puisque les applications 1, 2, 3 sont
continues, alors 'application A — HD;1H2 de [0, 7] dans R est continue, donc bornée
et par conséquent il existe une constante positive ¢, qui ne dépend pas de At, telle
que:

(5.3.4) |Dat], < e vat €]0,7]
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Puisque f', f2, ar,as sont continues, il existe une constante positive c¢i qui ne

dépend pas de At, telle que:
2 2
(5.3.5) |GAl, + G2 al, < ¢ vt €0, 7]
D’apres (5.3.1), (5.3.4) et (5.3.5), on déduit (5.3.2). O

Proposition 5.3.1 Il eziste deuz constantes positives C}, C2, qui ne dépendent pas de
At, telles que:

2 2

1_,0 1_.0

(5.3.6) Zh — O “h —Pnl <ol WAL €]0,T]
At Joor At oas

(5.3.7) HV}ILHLQS < C2, VAt €]0,T)

Démonstration: Remarquons d’abord que v} dépend de At, donc (5.3.7) a un sens.
On a les inégalités

1 02

Up — Uy
At 0.0F

i=1 At i ' i=1 At i Z 0,0QF
A

B (UhA_tvh>tM]f <U At h) - HM’fH2 UhAtvg 2
D’une facon analogue, on obtient:
L0 2 yl 0 2
e R |
En utilisant le Lemme 5.3.1, on déduit (5.3.6).
Puisque ag est W? elliptique, on a:
638) ]} g < s (ko) < = () B < -3
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et d’apres 'inégalité du triangle:

1 0
Vp =V

A

(5.3.9) [, < |#2], + &

9 =

Puisque At < T et d’apres le Lemme 5.3.1, on déduit de (5.3.8) et (5.3.9) la relation
(5.3.6). O

Remarque 5.3.1  Les relations (5.3.6) et (5.3.7) représentent des conditions de

stabilité pour le schéma completement discrétisé.

Maintenant, comme une simple conséquence de la stabilité en temps du schéma

semi-discrétisé, on a le résultat suivant:
Théoreme 5.3.1 5
n n 2 F N 2 S N
(f17f2):(f17f2)€(L (Q )) ><<L (Q )) ,VTLZO

alors le schéma numérique déf ini par (5.1.15) est inconditionnellement stable en temps,

dans le sens qu’il existe une constante CYy, indépendante de n et At, telle que
| op lluer + [l vy llues + 1| Pk logr + [ AL li2r< Ch,
Vn, At vérifiant n(At) <T

Démonstration: Dans les sections précédentes, on a démontré les inclusions W;! C W1,
W2 C W2 Q, CQet M, C M. Donc, la démonstration de la stabilité en temps du

h

schéma semi-discrétisé reste valable si on remplace v®, v, p™ A" par v}, v, pF, A}

respectivement, mais la constante qui intervient dépend de h. O
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Chapitre 6

Tests numériques

Dans la premiere section, on présente les caractéristiques physiques du probleme.

Dans la deuxiéme section, on présente la résolution numérique du probleme au
premier pas de temps. Les résultats intermédiaires montrent que I’algorithme modifie
a chaque itération le controle A, tel que la différence maximale entre les vitesses du
fluide et de la structure sur la surface de contact diminue, jusqu’a I'obtention de 1’égalité

des vitesses du fluide et de la structure sur cette surface de contact.

La troisieme section présente les résultats numériques relatifs a plusieurs pas de

temps.

6.1 Caractéristiques physiques du probleme

Les caractéristiques physiques du fluide sont:

pf = 1000 Kg/m? la masse volumique
pf = 0.4 x107%2Pa.s la viscosité dynamique
= 0N/m? la densité des forces extérieures

On obtient une viscosité cinématique

Vein = p1¥'/pF = 0.4 x 1075 m?/s
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Les caractéristiques physiques de la structure sont:

p° = 1000 Kg/m? la masse volumique
E = 300000 Pa le module d"Young
v = 049 le coefficient de Poisson
f? = —9810 N/m?® la densité des forces extérieures

Ces valeurs ont été utilisées dans Chahboune [1994].
Dans la formulation variationnelle, on a utilisé les coefficients de Lamé p¥ et \°.
Les relations entre le module d’Young et le coefficient de Poisson d'une part et les

coefficients de Lamé d’autre part sont:

1 N+

E — pS(3)\5 +2u5)

)\S
V= ——m—————
205+ p9)
Les conditions initiales sont:
1 = 0m/s la vitesse initiale du fluide
W = 0m le déplacement initial de la structure
¥ = 0m/s la vitesse initiale de la structure

Dans les trois pages suivantes, on présente les maillages et les numéros de références

du fluide, de la structure et du couplage fluide structure.
Les conditions aux limites sont:

e sur la frontiere de référence 1 du fluide, on impose la condition limite Dirichlet
v=(0.,0.,-0.05) cm/s
e sur la frontiere de référence 3 de la structure, on impose la condition limite Dirichlet
homogene

e sur la frontiere de référence 5 de la structure, on impose la condition limite Neumann

homogene
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e sur la frontiere de contact fluide structure (référence 2 pour le fluide et 4 pour la
structure), on impose les conditions de couplage xi) et xii) du chapitre 2, le

paragraphe 1.

Les maillages ont été réalisés en utilisant les codes de MODULEF [1994].
La triangulation du domaine occupé par le fluide comporte:

103 sommets

336 tétraedres.
La triangulation du domaine d’étude de la structure comporte:

134 sommets

360 tétraedres.

Les deux triangulations sont compatibles sur la surface de contact.

Le code pour la résolution découplée du probleme tridimensionnel d’interaction
fluide structure est écrit en FORTRAN, en utilisant le logiciel NSP1B3 [1991] et les
codes MODULEF [1994].
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MODULEF : nur ea

08/ 07/ 94
FLU D. NOPO

103 PO NTS
744  FACES
336 VOLUMES
336  TETRAEDRES
1 COVPCSANTE(S) O
1 COVPCSANTE(S) F

PO NT M NI VAL :
-6. 000E-02- 6. 000E-02 . 000E+00
PO NT MAXI MAL :

6. 000E-02 6. 000E-02 . 150

OBSERVATEUR CARTESI EN :
. 489 . 282 . 401

PO NT REGARDE
1. 863E-09 1.863E-09 7.500E-02

OBSERVATEUR SPHERI QUE

30.0 30.0 . 652
QUVERTURE :

10.0

PEAU VUE
REFERENCE ( TOUT)




MODULEF : nur ea

08/ 07/ 94
STRUCT. NOPO

134 PO NTS

852 FACES

360  VOLUMES
360  TETRAEDRES

1 COVPCSANTE(S) O
1 COVPCSANTE(S) F
PO NT M NI MAL :
- 7. 000E- 02- 7. 000E- 02- 1. 000E- 02
POl NT MAXI MAL :
7. 000E- 02 7.000E-02 . 150
OBSERVATEUR CARTESI EN :
. 550 . 317 . 436
POl NT REGARDE
3.725E-08 .000E+00 7.000E- 02
OBSERVATEUR SPHERI QUE
30.0 30.0 .733
OUVERTURE :
10. 0
PEAU VUE

REFERENCE ( TOUT)




La figure de la page 132 de la version originale apparue dans I’année 1995 n’est plus

disponible dans I’actuelle version.
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6.2 Résultats intermédiaires

Dans cette section, on présente les résultats intermédiaires pour la résolution du pro-
bleme fluide structure au premier pas de temps.

On rappelle qu’a chaque pas de temps, le schéma présenté dans le chapitre pré-
cédent permet d’obtenir le controle frontiere A, tel que les vitesses du fluide et de la

structure soient égales sur la surface de contact.

On utilise les méme notations que dans la section 5.1 du chapitre précédent:
I = {A;} 5" ensemble des sommets de la triangulation 7,”
Is = {B;}5° Tensemble des sommets de la triangulation 7,5

Ir = {C’z}f\gG I'ensemble des sommets geométriquement confondus de 7, et 7,

En tenant compte que les triangulations des maillages fluide et structure sont com-
patibles sur la surface de contact, on a:
Vie{l,...,NSG},

Ar@G)e{l,...,NSF},3F s(i) e {1,...,NSS}, tels que
Ci = Ari) = By

Soient

difmax = 1:11[1}?1}\/{5(; H Ur(i) — Vs(i) H

ou
Uy(;) est la vitesse du fluide dans le point A,
V(i) est la vitesse de la structure dans le point B,

| . || est la norme euclidienne dans IR®.

Ces résultats montrent que 'algorithme modifie a chaque itération le controle A, tel
que la différence maximale entre les vitesses du fluide et de la structure sur la surface
de contact diminue, jusqu’a obtenir ’égalité des vitesses du fluide et de la structure

sur la surface de contact.
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no. d’itérations | difmax (cm/s)

1 5.93
30 3.02
100 1.85
200 1.63
500 1.43
1000 1.17
2000 0.77
3000 0.51
4000 0.34
4500 0.22

On observe que difmaz diminue fortement pendant les 100 premieres itérations et
plus lentement apres 1000 itérations. Le comportement du fluide est tres sensible a la
condition limite A, alors que la structure ’est nettement moins.

Dans les sept pages suivantes, on présente les vitesses sur les frontieres du fluide

et de la structure a l'instant ¢t = 0.1 s, apres 1, 30, 100, 1000, 2000, 3000 et 4000

itérations.

Enfin, on présente les vitesses du fluide et de la structure apres 4000 itérations dans

différents plans.
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Les figures pages 135-146 de la version originale apparue dans ’année 1995 ne sont

plus disponibles dans 'actuelle version.
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6.3 Résultats finaux

Dans cette section, on présente les résultats finaux relatifs aux cinq pas de temps
t1 =0.05s,t5 =0.15 s, t3 =0.25 5, t4, = 0.35 s, t5 = 0.45 s.

A chaque pas de temps, le schéma calcule les vitesses, les pressions du fluide et les
vitesses de la structure.

Pour la visualisation des vitesses du fluide, on a utilisé une homothétie de 0.25.

On observe un déplacement de la structure, méme dans le cas ou les forces extéri-

eures sont tres faibles (forces de gravitation).
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Les figures pages 148-162 de la version originale apparue dans ’année 1995 ne sont

plus disponibles dans 'actuelle version.
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