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Avant propos

Je suis maître de conférences à l’Institut National Polytechnique de Grenoble depuis septembre
1999. Mon activité allie recherche et enseignement avec un souci constant de préserver lien et
cohérence entre ces deux pôles.

Sur le plan de la recherche, j’ai été amené à collaborer avec trois organismes différents : le
Centre de Recherche en Automatique de Nancy (Cran) en tant que doctorant ; l’Institut National
de Recherche sur les Transports et leur Sécurité (INRETS) en tant que chargé de recherches ; ainsi
que le Laboratoire Grenoblois de l’Image, de la Parole, du Signal et de l’Automatique (anciennement
LAG) depuis mon recrutement comme maître de conférences.

Mes travaux de thèse ont porté sur la synthèse d’observateurs à entrées inconnues appliqués
au diagnostic. Par la suite, je me suis investi dans la problématique de la dynamique des réseaux
routiers. Les objectifs sont l’amélioration de la circulation et la commande de véhicules. Mes travaux
dans ce domaine portent sur les aspects théoriques de modélisation, d’optimisation des flux des
réseaux et sur la commande latérale et longitudinale des véhicules. A ce titre, je dirige depuis peu
le projet transversal "Trafic et Véhicule" au sein du laboratoire grenoblois Gipsa-lab. Parallèlement
à ces travaux, j’effectue une recherche approfondie sur la commande et l’estimation des systèmes
algébro - différentiels Linéaires, Non-linéaires et/ou à Retards.

Sur le plan de l’enseignement, mes activités ont débuté pendant ma thèse en tant que Profes-
seur agrégé contractuel à l’Institut Universitaire de Technologie de Nancy 1. Depuis ma nomination
à l’Ecole Supérieure d’Ingénieurs des Systèmes Avancés Rhone-Alpes de l’Institut National Poly-
technique de Grenoble, elles se sont étendues et couvrent aujourd’hui l’ensemble des matières de
l’automatique continu. A cette pluridisciplinarité, s’ajoute depuis septembre 2000 la responsabilité
du département Automatique de l’école.
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Introduction

Ce document fait une synthèse de mon activité professionnelle d’enseignant-chercheur depuis
mon recrutement à l’ESISAR en septembre 1999.

Je présente ainsi tout d’abord, dans la partie I, mon curriculum vitae détaillé, incluant un
CV résumé, une description de mes activités d’enseignement et une présentation générale de mes
activités de recherche. Ces recherches sont très largement issues d’encadrement de masters recherche
ou de thèses, et s’orientent autour des quatre thèmes principaux :

- la commande de véhicules,
- l’analyse et le contrôle du trafic routier
- le diagnostic des canaux d’irrigation
- la commande, l’observation et le diagnostic des systèmes singuliers.

La suite est un mémoire scientifique dédié uniquement aux systèmes algébro-différentiels, met-
tant en évidence mes contributions majeures issues de travaux personnels ou d’encadrements. L’ob-
jectif scientifique est de décrire les contributions apportées dans les thématiques présentées, sans
entrer dans les justifications des résultats, ceux-ci ayant déjà été publiés.
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Chapitre 1

Activités d’enseignement

Mes enseignements s’effectuent à l’ESISAR. Il s’agit d’une jeune école d’ingénieurs située dans
la Drôme. Cette école fait partie de l’INPG et ses enseignements se répartissent sur 5 ans. A l’issue
des 2 premières années, les élèves s’orientent vers l’une des 2 filières : Informatique et Réseau
(IR) ou Electronique, Informatique et Système (EIS). Par ailleurs, en 5ème année, filière EIS, sont
proposés 3 modules d’approfondissement, orientés respectivement en électronique, informatique et
automatique.

Dans ce qui suit, je décris les responsabilités pédagogiques que j’exerce et les différents ensei-
gnements auquels je participe ou j’ai participé.

1.1 Responsabilités administratives
Responsable du département Automatique de l’ESISAR depuis septembre 2000. Ce département

est composé de 6 permanents (3 PRAG, 1 Docteur-Ingénieur, 1 Pr, 1 Mcf), de doctorants et de
quelques vacataires extérieurs. Outre la gestion du personnels, j’assure la cohésion pédagogique,
l’achat de matériels, le bilan comptable, le planning annuel des volumes d’enseignement sur les 5
années et l’affectation des cours, TD et TP des différents intervenants.

1.2 Enseignements dispensés
- Cours AC321 (Cours 22.5h, TD 15.75h, TP 18h), 3ème année, filière EIS : responsable du cours,

taux de couverture des heures enseignées 100% Cours, 50% TD, 100% TP.
Titre : Introduction à la commande des systèmes dynamiques (représentation externe

et interne).
Objectifs : Maîtrise des principales notions liées à la modélisation et à l’analyse des systèmes dy-

namiques. Donner les éléments fondamentaux de la commande par retour d’état des systèmes
dynamiques linéaires à temps continu.

Contenu : Modélisation pour l’automatique (notion d’état), commandabilité et observabilité des
systèmes linéaires, stabilité des systèmes dynamiques, commande par contre réaction, maîtrise
des outils graphiques (réponses en fréquences, lieu des racines) et algébriques (Routh-Hurwitz,
Kalman, Popov), commande par retour d’état, observateurs, commande intégrale.
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4 CHAPITRE 1. ACTIVITÉS D’ENSEIGNEMENT

TP : Régulation d’un pendule inversé, d’un procédé thermique et d’un procédé électromécanique
par observateur-contrôleur (commande modale).

Support de cours : http ://www.ensieg.lag/koenig.htm

- Cours AC322 (Cours 17.5h, TD 21h, TP 15h), 3ème année, filière EIS : taux de couverture des
heures enseignées 50% TD, 50 %TP.

Titre : Analyse et commande des systèmes dynamiques linéaires à temps discret.

Objectifs : Introduire les représentations et les principales propriétés des systèmes dynamiques
linéaires à temps discret. Donner les éléments fondamentaux de la commande numérique des
systèmes linéaires, en présentant les aspects pratiques de sa mise en oeuvre.

Contenu : Systèmes de commande par calculateur, Echantillonnage, Signaux discrets, Représenta-
tion externe échantillonnée, Transformée en z, Fonction de transfert en z, Critères de stabilité,
Fonctions de sensibilité, Synthèse de correcteurs numériques : PID, RST. Aspects pratiques
de l’implantation des correcteurs numériques.

TP : Analyse et commande par PID numérique de systèmes échantillonnés, Implantation sur
microcontrôleur d’une commande par un PID numérique utilisant la méthode de réglage de
Takahashi, Identification expérimentale de deux systèmes inconnus à commander, Synthèse
sous forme RST et implantation sur microcontrôleur de correcteurs des deux systèmes iden-
tifiés.

- Cours AC423 (Cours 10.5h, TD 8.75h, TP 6h), 4ème année, filière EIS, responsable du cours,
taux de couverture des heures enseignées 100% Cours, 40%TD, 100%TP.

Titre : Optimisation de la commande

Objectifs : Introduire les notions de commande LQ, LQG et LQG/LTR.

Contenu : Présenter le principe d’optimalité de Bellman et les différents critères temporels ou
fréquentiels permettant de formuler le compromis perfomance/robustesse et de conférer à la
commande une évolution optimale au sens du critère fixé. Les formulations continues et dis-
crètes sont traitées. L’optimisation de la commande est abordée par résolution de l’équation
de Hamilton Jacobi Bellman et par Maximisation de l’Hamiltonien (i.e., principe de Pontrya-
guine). Différents exemples illustrent les propos.

TP : Régulation d’un pendule inversé, d’un procédé thermique et d’un procédé électromécanique
par observateur-contrôleur (commande LQG).

Support de cours : http ://www.ensieg.lag/koenig.htm

- Cours AC510 (Cours 12h, TP 9h), 5ème année, filière EIS, module d’approfondissement ISC
(Ingénerie des Systèmes Complexes), responsable du cours, taux de couverture des heures
enseignées 100% Cours, 100%TP.

Titre : Diagnostic et Validation de données.

Objectifs : Surveillance de procédés par analyse de résidus.

Contenu : Ce cours se compose de 2 parties, le Diagnostic par redondance analytique d’équations
et la Validation de données. En partie 1, les 3 méthodologies usuelles de diagnostic à base de



1.2. ENSEIGNEMENTS DISPENSÉS 5

modèles sont introduites, à savoir l’espace de parité, l’estimation de paramètres et l’estimation
d’état. Les développements méthodologiques sont réalisés dans la perspective d’applications
intégrant les contraintes liées aux processus physiques : observation partielle des variables,
défaillances probables de capteurs et/ou d’actionneurs, variation de paramètres, perturbations
extérieures. En partie 2, une introduction à la Validation de données par minimisation de
critères sous contraintes linéaire ou non-linéaire est initiée.

TP : Localisation de défauts sur un système chaudière-échangeur en mixant observateur et espace
de parité. Génération de résidus par la méthode de l’espace de parité en présence de découplage
non parfait. Validation de données pour un système à contrainte linéaire et non-linéaire avec
application aux canaux d’irrigation (canal de Gignac).

Support de cours : http ://www.ensieg.lag/koenig.htm
- Cours AC511 (Cours 19.5h, TP 15h), 5ème année, filière EIS, module d’approfondissement ISC,

responsable du cours, taux de couverture des heures enseignées 100% Cours, 100%TP.

Titre : Introduction à la commande multivariable des systèmes (synthèse H∞, LMI,
µ-analyse)

Objectifs : Formaliser le cahier des charges en automatique fréquentielle. Introduire les concepts
de commande par modelage du transfert de boucle et par pondération fréquentielle. Aborder
les problèmes de commande robuste et de commande multicritère par résolution d’inégalités
matricielles linéaires. Transformer un problème de détection et localisation de défauts en un
problème de commande H∞ standard.

Contenu : Définitions des valeurs singulières, des normes H∞, H2. Limitation des performances
pour un système SISO et MIMO. Robustesse du système en boucle fermée et analyse des
performances. Synthèse de lois de commande (LQG, H∞, loop-shapping, pondération fré-
quentielle).

TP : Commande H∞ par modelage du transfert de boucle : application à un système électro-
mécanique. Commande par pondération fréquentielle d’un système incertain : application à
l’injection de carburant dans un moteur diesel. Parallèle entre diagnostic et commande H∞
standard.

Support de cours : http ://www.ensieg.lag/koenig.htm
- Cours AC512 (Cours 9h), 5ème année, filière EIS, module d’approfondissement ISC, responsable

du cours, taux de couverture des heures enseignées 100% de 2001 à 2003. Aujourd’hui ce cours
est enseigné par un vacataire extérieur.

Titre : Sûreté de fonctionnement.
Objectifs : Caractériser les performances d’un système en terme de fiabilité, maintenabilité et dis-

ponibilité. Réduire la probabilité d’apparition des défaillances des composants qui constituent
le système et améliorent sa structure. Améliorer la structure du système équivaut à introduire
des redondances matérielles dont l’objectif est d’augmenter le nombre et la probabilité des
états de bon fonctionnement par rapport aux états de défaillance.

Contenu : Après la définition des termes fiabilité, maintenabilité et disponibilité et des temps ca-
ractéristiques (MTBF,MTTF,etc) une introduction aux diagrammes de fiabilité et aux chaînes
de Markov est présentée.



6 CHAPITRE 1. ACTIVITÉS D’ENSEIGNEMENT

TP : Etude de cas.
Support de cours : http ://www.ensieg.lag/koenig.htm

1.3 Rayonnement national et international
- Séminaire de cours : Commande Optimale.
Objectif : Dans le cadre d’un partenariat avec l’Institut Polytechnique (IP) de Ho-Chi Minh Ville

au Vietnam (HCMV), quelques enseignants/chercheurs de l’INPG se rendent régulièrement
au Vietnam pour établir de nouveaux cours. A ce titre j’ai développé et présenté un cours en
commande optimale pour le PFIEV de l’IP de HCMV.

Contenu : Présenter les outils modernes de l’automatique pour la Mécatronique. Plus précisément
j’ai présenté une introduction à la commande optimale (LQG/H2 et modelage du transfert de
boucle par pondération fréquentielle), suivie d’une introduction à la commande H∞. Après
une présentation théoriques des outils, nous nous sommes efforcés d’illustrer nos propos par
des études de cas : contrôle d’un système de trois poulies reliées par deux courroies, d’un
double pendule inversé et d’un moteur à courant continu.

Public : Elèves ingénieurs du PFIEV et enseignants/chercheurs du département mécatronique de
l’IP de HCMV.

Date : 24 au 28 novembre 2003.
- Séminaire de cours : Commande Robuste.
Contenu : Devant la diversité des lois de commande (H∞, approche quadratique, approche par

fonction de sensibilité, commande à coût garanti (H2, H∞, mixte), commande par modes
glissants et placements de pôles), il convient d’exposer une certaine typologie des méthodes
en fonction des problèmes abordés. Sans prétendre à la réalisation totale d’un tel objectif, j’ai
présenté par quelques exemples simples quelle stratégie de commande il convient de retenir.
Après quoi, nous nous sommes naturellement orientés vers l’étude proprement dite de la
commande robuste par résolution d’inégalités matricielles linéaires.

Public : Elèves ingénieurs du PFIEV et enseignants/chercheurs du département mécatronique de
l’IP de HCMV.

Dates : 29 au 02 novembre 2004 et du 16 au 20 octobre 2006.
- Examen : J’ai réalisé un sujet sur le "Principe d’optimalité de Bellman" pour l’épreuve TIPE

2006 du concours commun polytechnique, filière MP. J’interviens régulièrement depuis 2003
dans les jurys de ce concours.

- Jurys : TIPE juillet 2003, 04, 05, 06 et 07. Participation en juillet 2005 à la présentation des
projets de fin d’études du PFIEV de l’IP-HCMV au Vietnam.

1.4 Perspectives
En tant que responsable du département automatique de l’école, je participe en collaboration

avec deux collègues à la définition des programmes et des volumes des cours d’automatique de la
nouvelle filière ITII. Outre la définition des cours, j’effectue la recherche d’intervenants, la répartition
des cours, TD et TP, l’achat de matériels et le bilan comptable. A terme je compte prendre la
responsabilité de la filière EIS ou la direction des études.



Chapitre 2

Activités administratives

1. Responsable du département automatique de l’ESISAR depuis Septembre 2001.
2. Membre du conseil d’administration et du conseil restreint des enseignants/chercheurs de

l’ESISAR de 2001 à 2005.
3. Membre titulaire de la Commission de Spécialistes 27/61 de l’Université de Savoie et membre

suppléant de la Commission de Spécialistes 61ème section de l’INPG.
4. Responsable depuis Janvier 2007 du projet transversal "Trafic et Vehicule" au sein de Gipsa-

lab.
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Chapitre 3

Activités de recherche

3.1 Synthèse
Au cours de mon doctorat, je me suis intéressé au diagnostic des systèmes complexes. Plus

précisément, ces travaux concernaient la génération de résidus par observateurs à entrées inconnues,
dans le but de détecter et localiser les défauts occurents sur un système. A la fin de mon doctorat,
des contacts fructueux avec l’INRETS m’ont permis d’aborder une problématique nouvelle. Elle
concerne la modélisation et la commande de véhicules, et l’optimisation des flux de circulation
sur les réseaux routiers. Parallèlement à cette activité véhicule/traffic, j’effectue depuis 2001 une
recherche à caractère théorique qui concerne l’analyse, la commande, l’observation et le diagnostic
des systèmes singuliers. En résumé, aujourd’hui, mon activité se décompose en quatre thèmes : la
commande de véhicules, l’analyse et le contrôle du trafic routier, le diagnostic des canaux d’irrigation
et le diagnostic et l’observation des systèmes singuliers.

3.2 Thèmes abordés

3.2.1 Commande des véhicules routiers

Face aux efforts développés pour améliorer le trafic du point de vue fluidité et sécurité, il est
naturellement indispensable d’aborder la gestion et la coordination des mouvements du véhicule
sur la route. C’est pourquoi, je m’investis depuis 1998 dans la mise en oeuvre de dispositifs d’aide
à la conduite. Mes travaux sur ce thème abordent trois points essentiels :

– la conduite automatisée et assistée [Koenig et Mammar ACC03b], [Mammar et Koenig VSD02],
[Mammar et al, ACC01], [Koenig et Mammar ECC01], [Mammar et Koenig ECC01],

– la détection et la correction de défauts appliqués aux véhicules routiers
[Koenig et Mammar ACC01], [Mammar et Koenig, ACC00],

– la commmande d’un embrayage (projet Valeo, thèse que je co-encadre depuis octobre 2006)
[Nouilletas et al 07].

Pour chacune de ces activités, je mène à la fois des travaux de modélisation et de compréhension
des phénomènes physiques mis en jeu. Ces recherches sont menées autant que possible en association
avec des partenaires des instituts de recherche ainsi que des industriels, dans le souci de réaliser des
prototypes expérimentaux permettant de valider les concepts théoriques développés.

9
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Contrôle du mode latéral

Le contrôle latéral d’un véhicule constitue un élément important de la chaîne d’automatisation
du trafic routier. Les applications possibles sont l’assistance active au conducteur en condition nor-
male de conduite ou en condition d’urgence. La synthèse de lois de contrôle latéral est cependant un
problème d’automatique difficile, étant donné les objectifs de performance et de robustesse requis.
En effet, en conditions normales d’utilisation, le véhicule est sujet à différentes perturbations et
variations de paramètres. Les variations de paramètres sont dues aux changements de conditions
d’opérations (masse, vitesse, adhérence roue-sol), alors que les perturbations sont dues aux forces
externes agissant sur le véhicule, telles que les rafales de vent et celles engendrées par les variations
de la courbure de la route. Ce thème de recherche est mené en collaboration avec M. Said Mam-
mar, Professeur à Evry et chercheur associé au LIVIC. Nos principales contributions concernent la
modélisation, la commande par séquencement de gains et le developpement d’un correcteur à deux
degrés de liberté permettant de garantir le suivi et le changement de voie.

Détection et correction de défauts : application véhicule

Aujourd’hui, l’automatisation de la conduite apparaît comme un moyen de réduire l’insécurité
des routes. Elle est certainement une des réponses aux besoins croissants d’augmentation potentielle
des capacités des voiries autour des grandes villes. On peut espérer par ce biais, selon le degré
d’automatisation, réduire ou éviter les accidents liés à l’homme. D’un autre côté, le faible nombre
d’accidents (50 accidents pour 100 millions de véhicules kilomètre) comparé au nombre important
d’incidents (plus de 1000 incidents incluant les défaillances véhicules) montre que l’homme est très
efficace et a une grande capacité de perception et de réaction. De ce fait, l’automatisation complète
ou même partielle de la conduite n’aura de sens que si les procédures développées sont sûres en
fonctionnement. On ne peut en effet envisager une sécurité moindre que celle d’aujourd’hui.

L’axe de recherche que j’ai privilégié est basé sur la synthèse de lois de commandes tolérantes
aux défauts et robustes aux variations de paramètres et aux perturbations. Le terme "tolérante"
doit être pris au sens où les véhicules doivent disposer d’un mode de fonctionnement dégradé ou
non, permettant la poursuite des objectifs fixés (suivi de voie, maintien de la distance de sécurité,
du temps de parcours) et dans le pire des cas, permettre un arrêt en sécurité. Il est donc nécessaire
d’établir une procédure de contrôle / commande sûre de fonctionnement, c’est-à-dire qu’il faut
pouvoir détecter, localiser le ou les défauts et reconfigurer la loi de commande suite au(x) défaut(s)
réellement présent(s) sur le système. Ce thème de recherche est mené en collaboration avec M. Said
Mammar et nos principales contributions sont les deux approches suivantes :

– La première est basée sur l’estimation d’état par observateurs à entrées inconnues d’ordre
réduit en vue de générer des résidus.
Les résultats obtenus sont publiés dans [Koenig et Mammar ACC01].

– La seconde réalise l’intégration du contrôle ainsi que la détection et la localisation des défauts.
Dans ce cas le correcteur est synthétisé sous la triple contrainte de performance de la loi de
commande, de l’estimation des défauts et de la localisation. Les résultats obtenus sont publiés
dans [Mammar et Koenig, ACC00].

Commmande d’un embrayage (projet Valeo)

Ces travaux constituent le thème de recherche de Monsieur Rémy Nouilletas, doctorant, que
je co-encadre depuis octobre 2006 avec M. Eduardo Mendes, Professeur au LCIS à Valence. L’em-
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brayage correspond à un système masse-ressort non linéaire et à hystéresis (figure 3.1). Par ailleurs,
l’usure et les variations de paramètres nécessitent de développer une loi de commande robuste. Pour
l’heure, nous avons proposé la synthèse d’un observateur robuste aux variations de paramètres et
aux différents points de fonctionnement du système [Nouilletas et al 07]. Le modèle considéré est
non-linéaire, il est obtenu à partir de considérations physiques et nous nous intéressons actuellement
à développer un modèle à l’aide d’une procédure d’estimation de paramètres (projet mastère). A ce
titre nous disposons d’une plateforme expérimentale permettant la validation des modèles, et des
commandes développées (figure 3.1).

Fig. 3.1 – Embrayage Valéo

3.2.2 Analyse et contrôle du trafic routier

On observe principalement dans les pays développés une augmentation des situations de conges-
tion qui ont un impact important, tant au niveau économique que sociétal. En réponse à ces enjeux



12 CHAPITRE 3. ACTIVITÉS DE RECHERCHE

individuels et collectifs, et dans l’objectif d’optimiser l’utilisation des infrastructures existantes, la
notion de Systèmes Intelligents de Transports a émergée dans les années 70-80. Ces systèmes pro-
posent d’équiper les infrastructures et les véhicules de systèmes électroniques et de traitement de
l’information, afin d’améliorer la fluidité du trafic ainsi que la sécurité, l’information et le confort
des usagers. Parmi ces systèmes, on peut citer la prédiction des temps de parcours, le guidage
dynamique par panneaux à messages variables, ainsi que le séquencement dynamique des feux tri-
colores à certaines intersections. Dans le cadre du contrôle d’accès, si des méthodes locales comme
ALINEA [Papageorgiou 97] ont été développées et expérimentées, peu de résultats sont disponibles
dans le cas coordonné qui est potentiellement plus performant. Mes contributions dans ce thème
ont débutées par l’étude de scenarios pour la route automatisée, et s’orientent depuis 2003 sur la
modélisation macroscopique du trafic péri-urbain avec contrôle adaptatif des flux.

La route automatisée

Ce projet a pour cadre une collaboration entre plusieurs centres de recherche : l’INRETS, le
LCPC, l’ENSMP, l’INRIA et l’ENST. L’objectif est la mise en oeuvre de systèmes d’aide à la
conduite, et la création de concepts de route automatisée. Depuis 1995, des réflexions approfondies
et des évaluations a priori sont menées sur le thème de la route automatisée. Ceci a permis de
dégager des thèmes centraux de recherche sur lesquels la France pourrait prendre l’initiative sur le
plan européen. Un rapport concernant l’état de l’art et les réflexions relatives à la route automatisée
a été réalisé par notre équipe pour le compte de la DRAST (Direction de la Recherche et des
Affaires Scientifiques et Techniques). Ce rapport très apprécié des lecteurs a été édité sous forme
de livre [Koenig et al, ra01], et a donné lieu à plusieurs publications [Mammar et Koenig RTS02],
[Koenig et al, ITS99], [Koenig et al, 99].

Le groupe de recherche mène également des réflexions sur la conception de scénarios pour des
sites appropriés, ainsi que sur l’évaluation de leur faisabilité technique et économique. Des études en
simulation permettent aussi de démontrer les gains en capacité et en sécurité. Actuellement, quatre
scénarios ont été définis [Koenig et al, ra01].

Ces scénarios sont :
– l’autoroute automatisée péri-urbaine (pour les réseaux de type A86 ou boulevard périphérique)
– l’automatisation basse vitesse
– l’autoroute poids lourds
– les déplacements de proximité en mode guidé

Sur la base de modèles simples, nous avons montré que l’automatisation de la conduite permet
des gains sensibles en fluidité et sécurité [Mammar et Koenig RTS02]. Suite à ces résultats promet-
teurs, j’ai proposé en 2003 un sujet de thèse sur la modélisation macroscopique du trafic peri-urbain
avec contrôle adaptatif des flux.

Modélisation macroscopique du trafic péri-urbain avec contrôle adaptatif des flux

Nous nous intéressons aux problèmes de modélisation et de commande du trafic routier sur
les autoroutes et voies rapides urbaines. Les problèmes de gestion du trafic autoroutier traités
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concernent :
– le contrôle d’accès dynamique et coordonné où les flux d’entrée sont modulés pour améliorer

la fluidité du trafic et diminuer les temps de parcours
– l’estimation de données manquantes sur l’état du trafic
– la mise à jour de matrices origine-destination à l’aide de mesures de flux aux entrées et sorties,

ainsi qu’à certains points intermédiaires.

Etant donné la taille importante du système, constitué de milliers de véhicules, l’utilisation de
modèles macroscopiques, où le trafic est vu comme un continuum, est privilégié pour le developpe-
ment et l’analyse d’algorithmes de commande et d’estimation. Les algorithmes proposés reposent
sur trois des modèles les plus acceptés aujourd’hui pour représenter la dynamique du trafic : le
modèle LWR [Lighthill & Whitham, 1955], [Richards 1956], le modèle ARZ [Aw et Rascle 2000],
[Zhang, H. M 02] et le modèle multi-classes [Lebacque 1996], [Zhang et Jin 2002]. Dans ces modèles,
l’évolution temporelle des grandeurs macroscopiques de densité, vitesse et flux est régie par des sys-
tèmes d’équations aux dérivées partielles non-lineaires appelées lois de conservation [Lax 1957],
[Bressan 2000]. Cette classe de système est réputée complexe en raison de l’irrégularité des flots
qu’elle génère.

Les deux approches retenues pour contrôler les lois de conservation décrivant l’évolution du
trafic sont la commande optimale et les méthodes de dissipativité. La difficulté principale lors
de l’application de la commande optimale aux modèles macroscopiques de trafic est que le flot
qu’ils génèrent est en général irrégulier, les ondes de choc représentant la propagation des fronts
de congestion. La solution proposée est basée sur un théorème d’intégration par parties généra-
lisés pour les flots irréguliers dans R2, et utilise la théorie de la mesure. Concernant l’approche
dissipative, la méthodologie proposée consiste à utiliser un schéma hybride utilisant les méthodes
de Godunov [Godunov, 1959] et de "Front Tracking" [Holden et Hoegh 1988]. Ce schéma permet
de mettre une loi de conservation scalaire sous la forme d’un système affine par morceaux, aussi
appelé PWA (PieceWise Affine). Basé sur les méthodes proposées dans [Johansson et Rantzer 98]
et [Ferrari, Cuzzola, Mignone, Morari 02], nous développons ensuite des algorithmes de contrôle
en nous fixant des objectifs de stabilisation, de rejet de perturbations H∞ ou de régulation LQ
(Linear Quadratic). Les méthodes de dissipativité appliquées aux systèmes PWA donnent lieu à
des Inégalités Matricielles Linéaires, lesquelles peuvent être résolues efficacement à l’aide d’outils
logiciels tels que Matlab LMI toolbox. La plupart des méthodes proposées ont été implémentées et
testées en simulation à l’aide de données réelles de trafic obtenues des Directions Départementales
de l’Equipement (DDE) de l’Isère et du Rhône.

Ces résultats sont le fruit d’un travail commun avec Denis Jacquet, doctorant que j’ai co-encadré
avec Carlos Canudas de Wit (Directeur de Recherches CNRS) de 2003 à 2006. Les résultats de ces re-
cherches ont donné lieu à la rédaction des articles [Jacquet et al., CTS’06], [Jacquet et al., IFAC05],
[Jacquet et al., CDC05], [Jacquet el al., 06] et [Jacquet et al 07].

3.2.3 Diagnostic des canaux d’irrigation
Ce travail concerne l’observation de systèmes hydrauliques à surface libre permettant la vali-

dation des mesures, la détection et la localisation des défauts capteurs et vannes d’un canal d’ir-
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rigation. Ces systèmes appartiennent à la classe des systèmes à paramètres distribués, gouvernés
par des systèmes d’équations aux dérivées partielles de types hyperpoliques. Cette modélisation
ne peut être directement utilisée pour le diagnostic. A cette fin, pour représenter la dynamique
d’un bief (débit-niveau) nous proposons des modèles de représentation plus simples, intégrateur
retard ou intégrateur retard zéro de caractérisques fréquentielles plus satisfaisantes. Quant aux
ouvrages (déversoirs et vannes), ces derniers sont décrits par des modèles statiques de l’hydrau-
lique. En combinant les modèles précédents, nous élaborons le diagnostic d’un canal composé de
deux biefs et de trois vannes de régulation dont la représentation d’état est sous forme adimen-
tionnelle incluant des retards sur l’état et la commande. Ma contribution repose sur la synthèse
d’observateurs adaptés aux systèmes à retards. Trois études sont développées, la première pro-
pose la synthèse d’un banc d’observateurs à entrées inconnues où l’on considère l’hypothèse d’un
découplage parfait des défauts [Koenig et al., CDC05]. La seconde repose sur l’optimisation d’un
indice de performance fréquentiel permettant un diagnostic des défauts dans la cadre d’un décou-
plage non parfait [Bedjaoui et al., CDC06]. La troisième propose un diagnostic robuste vis à vis
des incertitudes paramétriques (note interne 1). Les conditions d’existence de ces observateurs sont
déterminées et prouvées. La construction des matrices de chaque observateur repose sur la résolu-
tion d’un ensemble d’inégalités matricielles linéaires. Parralèllement à cette étude, une approche sur
la réconciliation de données statiques et dynamiques est proposée. Ces résultats sont le fruit d’un
travail commun avec Nadia Bedjaoui, doctorante que j’ai co-encadrée avec Xavier Litrico (Chargé
de Recherches au Cemagref) de 2003 à 2006. La réconcilation statique est appliquée sur la vanne de
régulation de la branche droite du canal de Gignac. Ce cas met en évidence le fait qu’il n’existe pas
de mesure directe de débit en surface libre, et que, sur site, les mesures directes sont des niveaux
(pas forcément rapportés à la même référence), des ouvertures et éventuellement des estimations de
la vitesse moyenne de l’eau. Sur la période considérée, l’ouvrage a bien fonctionné et des biais ont
été introduits pour tester leurs detections. Par ailleurs, point intéressant, sur une longue période,
une dérive de la courbe de tarage a été mise en évidence. La réconciliation de données basées sur un
filtre de Kalman est ensuite implémenté sur un bief modélisé dans SIC. Une validation convaincante
de détection de défauts est réalisée. Ces résultats ont donné lieu à la rédaction d’un article de revue,
[Bedjaoui et al 07].

3.2.4 Commande, observation et diagnostic des systèmes singuliers

Les systèmes algébro-différentiels ou systèmes singuliers peuvent être considérés comme une gé-
néralisation des systèmes dynamiques linéaires usuels. En effet, si les systèmes usuels font apparaître
exclusivement des relations dynamiques, les systèmes singuliers comportent également des relations
algébriques. Cette augmentation permet d’intégrer des relations statiques dans la modélisation (lois
de maillage, contraintes physiques, contraintes d’interconnection, contraintes de jonction, etc), de
conserver aux variables d’état leur signification physique (d’où l’appellation anglo-saxone de des-
criptor system), ainsi que de modéliser des processus présentant des comportements impulsifs et
plus généralement non causaux. Cette généricité a motivé une littérature abondante, en particulier
depuis les premiers travaux de [Luenberger, 1977], [Verghese et al., 1981], [Cobb, 1983] et l’ouvrage
de référence [Dai, 1989]. Ma contribution dans ce domaine est, depuis 1999, le point central de mes
activités de recherche. J’ai notamment co-encadré (à 90%) les travaux de thèse de Benoit Marx,
travaux que je continue à approfondir. Mes contributions pour cette classe de système concernent
le placement optimal de capteurs et d’actionneurs, la validation de données, le diagnostic robuste
tel que la génération de résidus, l’estimation robuste de fautes, le contrôle tolérant aux fautes et
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plus récemment la commande et l’observation des systèmes singuliers soumis à des retards et/ou
des variations de paramètres.

Plus précisément, nous avons proposé une méthodologie pour choisir les grandeurs qu’il convient
de mesurer et/ou de contrôler. Il est en effet utile de chercher avant tout essai de commande quelles
sont les grandeurs pertinentes en terme de commande et d’observation. Le placement optimal de
capteurs et/ou d’actionneurs (POCA) répond à cet objectif. Nous avons proposé deux méthodes
complémentaires de POCA pour systèmes singuliers [Marx et al., CDC02], [MarxPhD03]. Nous
avons mis en évidence une interprétation énergétique des grammiens généralisés, liant ces gran-
deurs aux transferts d’énergie entre un système et son environnement, via les actionneurs, ou les
capteurs. Pour le contrôle ou l’observation de l’état du système, on privilégiera une méthode ba-
sée sur la maximisation des grammiens généralisés de commandabilité (maximisation de l’énergie
de commande transmise au système) ou d’observabilité (maximisation de l’énergie de mesure).
Pour commander les sorties par les entrées, on préfèrera la maximisation des grammiens équilibrés
(maximisation du flux d’énergie transmis des entrées vers les sorties). Ces méthodes permettent
notamment de réduire efficacement l’ordre des systèmes.

Parallèlement à cette étude, il est aujourd’hui admis que le contrôle de systèmes complexes né-
cessite l’intégration de fonctionnalités de diagnostic, afin d’assurer la sécurité du fonctionnement.
En particulier, il est indispensable de pouvoir mettre en évidence l’apparition de pannes, malgré
la présence d’entrées inconnues ou d’erreurs de modélisation. Différentes techniques ont été propo-
sées, le domaine de validité et les applications de chacune ont été précisés afin de souligner leur
complémentarité [MarxPhD03]. Une première approche centrée sur la réconcilliation de données
et dédiée aux systèmes maillés autorise une génération de résidus décentralisée permettant la dé-
tection et la localisation des défauts de mesures [Georges et al., 2002]. Une deuxième méthode a
pour objectif d’estimer les défauts affectant un système, en généralisant l’approche par filtrage
H∞ [Koenig et al., ACC02]. Le diagnostic par factorisation copremière, dont l’intérêt majeur est
de pouvoir synthétiser des modules de diagnostic au moyen de filtres propres, est généralisé aux
systèmes singuliers [Marx et al., Safe03]. Enfin, on propose une structure et une technique de syn-
thèse d’observateurs pour systèmes singuliers. La structure permet d’estimer l’état et les défauts
affectant le système. La méthode de synthèse garantit un gabarit de robustesse de l’estimation face
aux entrées inconnues [Marx et al., CDC03].

Plus récemment, à partir de l’inverse généralisée, j’ai proposé quatre nouvelles
méthodologies de synthèse d’observateurs pour systèmes singuliers.

La première méthode propose la synthèse d’un observateur proportionnel intégrale pour des sys-
tèmes singuliers sujets à des variations lentes de paramètres et d’entrées inconnues [Koenig et Mam., TAC02].
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Puis naturellement on propose une extension à la synthèse d’un observateur proportionnel multi-
intégrales permettant d’établir a postériori un estimé des défauts robustes aux variations de para-
mètres et aux entrées inconnues. Les deux contributions majeures sont, premièrement, de pouvoir
proposer un estimé des défauts de type non linéaire en présence de bruits, de variation de para-
mètres et d’entrées inconnues. Deuxième intérêt : pour une commande par retour d’état estimé, on
conserve les propriétés de robustesse d’une commande linéaire quadratique (loop transfer recovery)
[Koenig, TAC05].

La seconde propose la synthèse d’un observateur proportionnel intégrale pour système singulier
non linéaire en présence d’entrées inconnues sur l’état et la sortie [Koenig, TAC06]. La contribu-
tion majeure réside dans la synthèse du gain de l’observateur, lequel est obtenu par résolution
d’un problème d’optimisation assurant une stabilité exponentielle de l’erreur d’estimation d’état.
L’observateur proposé présente une structure non-singulière, naturellement non impulsif, et géné-
ralise les résultats d’estimation à une classe de systèmes plus large. Par ailleurs, j’ai montré que
la stabilité de l’observateur est conservée pour une borne de Lipschitz supérieure à celle obtenue
dans l’article de réference de Rajamani [Rajamani 1998]. L’algorithme que je propose, repose sim-
plement sur la résolution d’une inégalité matricielle linéaire, et évite contrairement à l’algorithme
de [Rajamani 1998] le calcul de la distance d’inobservabilité de la paire (A, C) et la maximisation
du conditionnement de la matrice A − λiI où λi représente une valeur propre de l’observateur
[Rajamani 1998].

La troisième méthode propose la synthèse d’un observateur à entrées inconnues pour système
singulier à retards. Trois approches sont proposées et comparées : elles reposent respectivement
sur les résultats de Park [Park 99], He et al. [He04] et Fridman et al. [Fridman02]. J’ai notam-
ment montré que l’extension des résultats de He et al. [He04] aux systèmes singuliers confère des
conditions de stabilité moins restrictives, au sens où la bornitude du retard (0 < τ (t) < τm) est
plus importante. Ma contribution majeure réside dans la généralisation et la preuvre des conditions
d’existence et dans la recherche des paramètres de l’observateur, lesquels sont obtenus par réso-
lution d’un problème d’optimisation. Plus précisément, le gain de l’observateur et le changement
de base permettant le design de l’observateur non-singulier (et évitant ainsi l’apparition de termes
impulsifs) sont obtenus simultanément par résolution d’une inégalité matricielle linéaire. On évite
ainsi tout risque de perte d’observabilité (voir remarque dans [Darouach94]), et le changement de
base est optimal au sens où il maximise la borne du retard τm.

Enfin, dernièrement j’ai proposé une extension de l’étude aux multi-modèles [Koenig et al., TAC07].
Les modèles considérés sont non-linéaires, singuliers, et perturbés par des entrées inconnues sur
l’état et la sortie. Ces multi-modèles sont souvent conçus à partir d’une interpolation de modèles
locaux, et permettent en particulier de décrire différents régimes de fonctionnement. De plus, ce
type de modèles offre des perspectives fort intéressantes en termes de commande et de diagnostic,
notamment pour les systèmes complexes, (système de dimension infinie, système à retards, etc).
Il est contrairement aux systèmes de dimension infinie possible d’envisager à terme une synthèse
de commande robuste. Ma contribution majeure réside dans la synthèse d’un observateur pour
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système multiple, singulier, non-linéaires et à entrées inconnues. Les conditions d’existences de l’ob-
servateur sont établies et prouvées. Les paramètres de l’observateur sont obtenues par résolution
d’un ensemble d’inégalités matricielles linéaires. L’erreur d’estimation présente une convergence
exponentielle stable pour une borne de Lipschitz maximale.

3.3 Résumé des principales contributions scientifiques
Les contributions scientifiques majeures de mes activités de recherche se situent à différents

niveaux
– Des apports théoriques sur les méthodes de contrôle et d’estimation robuste des sytèmes

singuliers en présence : d’entrées inconnues, de retards, de modes multiples, de variation de
paramètres et de non-linéarités bornées, combinées aux techniques de détection et localisation
de défauts, [Koenig et al., TAC07], [Koenig, TAC06], [Marx et al., IEE07], [Koenig, TAC05],
[Marx et al., TAC04], [Koenig et Mam., TAC02].

– Des apports théoriques et techniques sur la dynamique et le contrôle automatique des véhicules
routiers, [Nouilletas et al 07], [Mammar et Koenig VSD02], [Koenig et Mammar ECC01],
[Mammar et Koenig ECC01].

– Des connaissances conceptuelles sur les scénarios d’automatisation de la conduite en zone
péri-urbaine ou non et les gains qu’on peut escompter en capacité et sécurité. Nos analyses
permettent aussi d’évaluer a priori l’apport de fonctions techniques élémentaires, telles que
l’ACC, le LVA,...[Koenig et al, ITS99], [Mammar et Koenig RTS02].

– Des apports théoriques et techniques sur la modélisation et le contrôle dynamique des flux
d’entrées sur les autoroutes et voies rapides urbaines, [Jacquet et al 07], [Jacquet et al., CTS’06],
[Jacquet et al., IFAC05], [Jacquet et al., CDC05].

– Des apports sur le diagnostic des canaux d’irrigation [Bedjaoui et al 07], [Bedjaoui et al., CDC06],
[Koenig et al., CDC05].

– Des contributions à la formation doctorale sur le thème de l’automatique avancée en général
et ses applications dans le domaine du trafic routier et de la gestion de l’eau.
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Chapitre 4

Encadrements

Mes encadrements se partagent entre thèses de doctorat, stage de DEA et stages d’ingénieurs.
Parmi les thèses, trois sont soutenues et une est en cours. Afin de ne pas alourdir le document, seul
l’encadrement des thèses est présenté.

Thèse 1

– Date : Septembre 2000 - Décembre 2003
– Doctorant : M. Benoit Marx
– Sujet : Contribution à la commande et au diagnostic des systèmes algébro-différentiels li-

néaires
– Université d’inscription : INPG
– Laboratoire d’accueil : GIPSA-lab
– Directeur de thèse : M. Didier Georges
– Co-directeur : M. Damien Koenig
– Encadrement : D. Koenig (90%), D. Georges (10%)
– Date de soutenance : 16 Decembre 2003

Jury

Mme Sylviane Gentil GIPSA-INPG Présidente
M. Mohamed Darouach CRAN-UHP Rapporteur
M. Qinghua Zhang IRISA et INRIA Rapporteur
M. Didier Georges GIPSA-INPG Directeur de thèse
M. Damien Koenig GIPSA-INPG Co-Directeur
M. Thomas Stemmelen Crouzet Automatisme Examinateur
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Résumé :

Cette thèse se compose de deux parties principales. La première s’intéresse aux placements optimals
de capteurs et/ou actionneurs (POCA) pour systèmes singuliers, la seconde au diagnostic de ces
systèmes. Nous avons proposé deux méthodes complémentaires de POCA pour systèmes singuliers.
Pour étayer ces méthodes sur le plan théorique, nous avons mis en évidence une interprétation
énergétique des grammiens généralisés, liant ces grandeurs aux transferts d’énergie entre un système
et son environnement, via les actionneurs, ou les capteurs. On choisira la méthode suivant l’objectif
poursuivi. Pour le contrôle ou l’observation de l’état du système, on privilégiera une méthode
basée sur la maximisation des grammiens généralisés de commandabilité (maximisation de l’énergie
de commande transmise au système) ou d’observabilité (maximisation de l’énergie de mesure).
Pour commander les sorties par les entrées, on préfèrera la maximisation des grammiens équilibrés
(maximisation du flux d’énergie transmis des entrées vers les sorties). Ces méthodes permettent de se
placer dans le cadre de l’optimisation entière, et peuvent être efficacement mises en oeuvre dans le cas
de systèmes de grande dimension. Parallèlement à cette étude, différentes techniques de diagnostic
ont été proposées, le domaine de validité et les applications de chacune ont été précisés afin de
souligner leur complémentarité. Une première approche dédiée aux systèmes maillés autorise une
génération de résidus décentralisées afin de détecter les défauts de mesures. Une deuxième méthode
a pour objectif d’estimer les défauts affectant un système, en généralisant l’approche par filtrage
H∞. Le diagnostic par factorisation copremière, dont l’intérêt majeur est de pouvoir synthétiser
des modules de diagnostic au moyen de filtres propres, est généralisé aux systèmes singuliers. Enfin,
on propose une structure et une technique de synthèse d’observateurs pour systèmes singuliers. La
structure permet d’estimer l’état et les défauts affectant le système. La méthode de synthèse, dont le
positionnement est peu restrictif, garantit un gabarit de robustesse de l’estimation face aux entrées
inconnues.

Emploi :

M Benoit Marx est depuis septembre 2004, Maître de Conférences à INPL (Laboratoire de ratta-
chement CRAN).
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Thèse 2

– Date : Octobre 2003 - Décembre 2006
– Doctorant : M. Denis Jacquet
– Sujet : Modélisation Macroscopique du Trafic et Contrôle des Lois de Conservation Non

Linéaires Associées
– Université d’inscription : INPG
– Laboratoires d’accueil : GIPSA
– Directeur de thèse : M. Carlos Canudas-De-Wit
– Co-directeur : M. Damien Koenig
– Encadrement : D. Koenig (60%), Canudas-De-Wit (40%)
– Date de soutenance : 14 Novembre 2006

Jury

M. Didier Georges GIPSA-INPG Président
M. Geoges Bastin Université Catholique de Louvain Rapporteur
M. Pierre Rouchon Ecole des Mines de Paris Rapporteur
M. Roberto Horowitz Université de Californie Berkeley Examinateur
M. Jean-Patrick Lebacque Ecole Nationale des Ponts et Chaussées Examinateur
M. Carlos Canudas-De-Wit GIPSA-INPG Directeur de thèse
M. Damien Koenig GIPSA-INPG Co-Directeur

Résumé :

Le premier problème abordé dans cette thèse concerne les modèles macroscopiques de trafic où nous
proposons un traitement unifié des conditions aux limites et des conditions d’interface aux rampes
d’accès/sortie pour les modèles LWR, ARZ et MOD. Entre autre, nous explicitons le comportement
de ces systèmes aux abords de ces singularités par plusieurs méthodes, et nous en donnons une
formulation hybride, adaptée aux problèmes de contrôle.

Le deuxième problème abordé concerne la commande de ces systèmes. Nous proposons dans un
premier temps une théorie générale pour les problèmes d’optimisation faisant intervenir des lois de
conservation, puis nous appliquons les résultats obtenus aux problèmes de gestion du trafic autorou-
tier. Toujours dans la partie commande, nous proposons également une méthodologie générale basée
sur la dissipativité pour la commande, et l’observation en boucle fermée des versions discrétisées
des lois de conservation. Cette méthode a été appliquée au contrôle d’accès, et permet d’obtenir des
algorithmes plus robustes que ceux fournis par la commande optimale.
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Les contributions scientifiques de cette thèse sont :

– une formulation hybride des entrées/sorties pour les modèles LWR, ARZ et MOD
– une condition d’entropie pour les entrées/sorties pour les modèles LWR,
– une méthode de Godunov pour les modèles ARZ et MOD basée sur la solution analytique du

problème de Riemann,
– un modèle de type "Cell Transmission Model" pour le modèle ARZ
– une méthode adjointe d’évaluation de gradients pour les lois de conservation de type scalaire

et systèmes
– un algorithme pratique d’optimisation pour contrôler et observer les modèles macroscopiques

de trafic,
– un algorithme en boucle fermée à base de dissipativité et de LMI pour les lois de conservation

scalaires avec une application au contrôle d’accès,
– plusieurs schémas numériques pour simuler les modèles macroscopiques de trafic de type LWR,

ARZ et Multi-classes,
– des simulations des algorithmes d’intégration numérique et de commande proposés utilisant

des données réelles des périphériques de Grenoble et de Lyon

Emploi :

M Denis Jacquet est depuis Fevrier 2007 consultant à son compte.
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Thèse 3

– Date : Octobre 2003 - Décembre 2006
– Doctorant : Mlle Nadia Bedjaoui
– Sujet : Supervision dynamique d’un canal d’irrigation
– Université d’inscription : INPG
– Laboratoire d’accueil : GIPSA-lab
– Directeur de thèse : M. Damien Koenig
– Co-directeur : M. Xavier Litrico
– Encadrement : D. Koenig (50%), X. Litrico (50%)
– Date de soutenance : 14 Novembre 2006

Jury

M. Didier Georges GIPSA-INPG Président
M. Dominique Sauter Université Henri Poincaré, Nancy 1 Rapporteur
M. Jacque Sau Universite Lyon 1 Rapporteur
M. Vincent Kulesza Gestionnaire du canal de Gignac Examinateur
M. Damien Koenig GIPSA-INPG Directeur de thèse
M. Xavier Litrico GIPSA-INPG Co-Directeur

Résumé :

Cette thèse s’inscrit dans le cadre du projet de Gignac, financé par la région Languedoc Roussillon,
le département de l’Hérault et l’agence de l’eau. Son objectif principal est la supervision d’un canal
d’irrigation. Cette thèse offre une solution implémentable répondant aux problèmes de terrain tout
en contribuant au développement scientifique de nouvelles méthodologies de diagnostic des canaux
d’irrigation. Plus précisément, elle repond aux problèmes de validation des données mesurées, de
détection et de localisation de défauts (capteurs, actionneurs et/ou prélèvements abusifs) et plus gé-
néralement elle propose une méthodologie générique de conception d’observateurs pour les systèmes
à retard.

La méthodologie de réconciliation de données repose sur la connaissance de modèles et des
propriétés statistiques des mesures. La méthode est simple, notamment dans le cas statique où il
s’agit de résoudre un problème d’optimisation sous contraintes algébriques. Dans le cas dynamique,
le filtre de Kalman, largement répandu et connu pour sa simplicité de mise en oeuvre, permet
de resoudre le problème efficacement. Parallèlement à cela, nous avons proposé un algorithme de
détection et localisation de défauts dans le cas général des systèmes à retards. Nous avons premiè-
rement développé un modèle mathématique représentant plusieurs biais en cascade, et incluant des
prélèvements abusifs. Ce modèle sous forme d’état présente des retards sur l’état et la commande.
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Dès lors, nous avons developpé pour cette nouvelle classe de systèmes des observateurs dédiés aux
diagnostics de défauts. Ces observateurs ont la propriété d’avoir une structure semblable à celle
du système considéré, et les paramètres de l’observateur sont déterminés par résolution d’inégalités
matricielles linéaires. Les perspectives s’orientent vers la réconcilation avec modèles incertains, le
développement d’observateurs robustes aux incertitudes paramétriques et aux bruits de mesures.

Emploi :

Mlle Nadia Bedjaoui était depuis septembre 2006, ATER à l’INPG-ENSIEG et occupe depuis
septembre 2007 le poste suivant "Research Fellow position in modelling, detection and control of
irrigation" à Melbourne (Australie).
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Thèse 4

– Date : Octobre 2006 - ****
– Doctorant : M. Rémy Nouailletas
– Sujet : Modélisation et commande de systèmes non-linéaires et à hystérésis - Application à

un embrayage électromécanique en environnement contraint
– Université d’inscription : INPG
– Laboratoire d’accueil : Lcis
– Directeur de thèse : M. Eduardo Mendes
– Co-directeur : M. Damien Koenig
– Encadrement : D. Koenig (50%), E. Mendes (50%)
– Thèse en cours

Travail demandé : Sur le marché automobile actuel, on cherche des produits confortables,
peu polluants et économiques. Pour obtenir de tels résultats, Valeo Transmissions, équipementier
automobile, développe une nouvelle génération d’embrayage : le projet e-clutch. Ce nouvel em-
brayage d’encombrement réduit est mu par un moteur électrique pouvant être assisté par le moteur
thermique du véhicule. Ce projet est cofinancé par l’ADEME, et l’objectif final est de proposer un
prototype fonctionnel.

Lors de son projet de fin d’étude et de son stage de master recherche (que j’ai co-encadré),
Rémy a pu prendre connaissance du projet, proposer un premier modèle et quelques commandes
en couple du système. Ce travail a surtout permis de dégager les grandes difficultés du système :
l’embrayage correspond à un système masse ressort non-linéaire en présence d’hystérésis très difficile
à piloter. De plus, l’usure du système implique une variation lente des paramètres de l’actionneur.
Par ailleurs, l’embrayage se situe dans une zone à fortes contraintes : en particulier, les variations
de température influencent les paramètres du moteur. La commande devra donc être robuste à
ces différents points. Pour finir, le système étant embarqué dans un véhicule, on devra prendre
en compte les limitations énergétiques dans la synthèse de la commande. Les difficultés sont donc
multiples et combinées.

Les modélisations et commandes à réaliser portent d’une part sur le moteur électrique et son
pilotage, et d’autre part sur le système mécanique et sa commande en couple par le moteur électrique
associé au moteur thermique, dans certaines phases de fonctionnement. Ces commandes devront être
robustes à la possible méconnaissance des paramètres du système et à leurs évolutions au cours du
temps (phénomènes thermiques lents réversibles, usure des parties mécaniques non réversibles. . . ).
Ainsi, deux voies seront envisagées, les commandes adaptatives non-linéaires, et les commandes
robustes basées sur des modèles linéaires autour de points de fonctionnement.

Le candidat aura à sa disposition un banc d’essai en cours de réalisation par le partenaire
industriel. La première utilisation de ce banc consistera à valider le modèle de l’embrayage développé
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pendant le stage de master. Ce côté pratique imposera au candidat de développer les compétences
nécessaires pour pouvoir implémenter ses commandes.

Travail réalisé : Nons avons proposé la synthèse robuste d’un observateur pour un système
mécanique à hystérésis. La synthèse repose sur la résolution d’inégalités matricielles linéaires dont
les solutions donnent les gains de l’observateur. Ces gains, déterminés hors lignes sont activés
en temps réel en fonction du mode de fonctionnement. Ainsi lors d’un changement de modes de
fonctionnement, l’observateur présente des estimés de la position, de la vitesse et du couple resistant
très proches des données réelles [Nouilletas et al 07].
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Chapitre 5

Introduction aux systèmes singuliers

5.1 Préambule

Les travaux exposés dans le présent mémoire ont pour objet le diagnostic et l’estimation d’état de
systèmes algébro-différentiels. Dans la première partie, je présente ce qu’est un système singulier en
précisant les propriétés structurelles associées. Dans la seconde partie, j’expose nos récents résultats
de diagnostic et de synthèse d’observateurs pour différentes classes de systèmes singuliers. Enfin, je
souligne les quelques pistes de travaux à développer.

Les systèmes algébro-différentiels ou systèmes singuliers peuvent être considérés comme une
généralisation des systèmes dynamiques linéaires usuels. En effet, si les systèmes usuels font ap-
paraître exclusivement des relations dynamiques, les systèmes singuliers comportent également des
relations algébriques. Cette augmentation permet d’intégrer des relations statiques dans la mo-
délisation (lois de maillage, contraintes physiques, lois de comportement, etc), de conserver aux
variables d’état leur signification physique (d’où l’appellation anglo-saxone de descriptor system),
ainsi que de modéliser des processus présentant des comportements impulsifs et plus généralement
non causaux. Cette généricité a motivé une littérature abondante, en particulier depuis les premiers
travaux de [Luenberger, 1977], [Verghese et al., 1981], [Cobb, 1983], [Cobb, 1984] et l’ouvrage de
référence [Dai, 1989].

Depuis une vingtaine d’années, de nombreux points de la théorie de la commande des systèmes
dynamiques ont été étendus aux systèmes singuliers tels que le placement de pôles [Cobb, 1981],
la commande optimale [Cobb, 1983], ainsi que la synthèse d’observateurs [Hou et Müller, 1995],
[Darouach et Boutayeb, 1995] ou la synthèse de correcteurs sous contraintes H2 [Takaba 1998] ou
H∞ [Kawamoto et Katayama, 1997], la synthèse de correcteurs par résolution d’inégalités linéaires
matricielles (LMI, pour linear matrix inequality) [Masubuchi et al., 1997], [Uezato et Ikeda, 1999].

Néanmoins, certains sujets d’études restent peu traités, en particulier le problème d’estimation
d’état et de diagnostic pour systèmes singuliers en présence de retards, d’entrées inconnues et/ou
d’incertitudes, et surtout la généralisation des travaux d’estimation d’état des multi-modèles (swit-
ched models) non singuliers aux systèmes singuliers. Je présenterai les résultats que j’ai développés
pour la classe de ces systèmes dans les chapitres suivants. Mais avant cela je donne, afin d’éclairer
le lecteur, quelques propriétés de bases des systèmes singuliers.

La modélisation d’un processus physique complexe commence généralement par le choix des
variables utilisées pour sa description, et par le choix des grandeurs permettant d’agir sur l’évolution
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du système. Ces variables, appelées variables d’état et de commande, sont choisies, dans la mesure du
possible, pour avoir une signification physique (position, vitesse, accélération, température, pression,
etc). Une fois les variables choisies, les relations mathématiques les liant sont dictées par les lois de
comportement du système considéré. Ces relations peuvent être de deux types : soit dynamiques
(i.e. faisant intervenir les variations des variables au cours du temps), soit purement statiques. On
arrive naturellement à une mise en équation de la forme suivante

0 = f(ẋ(t), x(t), u(t), y(t))
0 = g(x(t), u(t), y(t)) (5.1)

où x(t) ∈ Rn est le vecteur d’état regroupant les variables d’état, ẋ(t) est sa dérivée par rapport au
temps, u(t) ∈ Rnu désigne le vecteur de commande et y(t) ∈ Rm est le vecteur des sorties mesurées.
Après linéarisation autour d’un point de fonctionnement (par exemple par linéarisé tangent, en
utilisant comme variables, les écarts au point de fonctionnement) on obtient le formalisme suivant

Eẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) (5.2)

où les matrices E, A, B et C sont réelles, constantes et de dimensions compatibles avec les dimen-
sions de x(t), u(t) et y(t). Les dérivées de plusieurs variables d’état peuvent intervenir dans une
même relation, de ce fait E n’a pas nécessairement une structure diagonale. Toutes les relations de
comportement n’étant pas nécessairement dynamiques, E n’est pas nécessairement de plein rang
ligne. Il n’est pas restrictif de supposer nul le terme de transfert direct de la commande vers la
sortie : en effet il suffit d’augmenter le vecteur d’état, comme le montre l’équation (5.4) pour y
inclure u(t) et annuler la matrice D de transfert direct de u(t) vers y(t) dans l’équation (5.3). En
effet,

Eẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t) (5.3)

peut se mettre sous la forme (5.2) en écrivant

[
E 0
0 0

] ˙[
x
ζ

]
=

[
A 0
0 −I

] [
x
ζ

]
+

[
B
I

]
u

y =
[
C D

] [
x
ζ

] (5.4)

Afin d’en alléger l’écriture, nous omettrons généralement la dépendance au temps dans les équa-
tions. L’étude des systèmes algébro-différentiels a motivé de nombreuses recherches depuis le début
des années 70, car ce formalisme permet l’analyse et le contrôle des systèmes pour lesquels la repré-
sentation d’état usuelle n’est pas satisfaisante. D’après [Luenberger, 1977], les principales classes
de systèmes relevant de cette approche sont les systèmes interconnectés de grandes dimensions,
tels que les réseaux électriques ou hydrauliques, les systèmes avec une matrice E non diagonale,
et les systèmes non causaux. Dans le premier cas, les équations purement statiques, qui traduisent
généralement le maillage ou des contraintes physiques, sont ignorées dans une représentation d’état
usuelle. Dans le second cas, si E n’est pas inversible, il est évident que le formalisme usuel est
inapplicable. De plus, même lorsque E est inversible, il est préférable d’utiliser la représentation
singulière à cause de l’éventuel mauvais conditionnement de E−1A. Enfin, la fonction de transfert
matricielle associée à une représentation d’état classique est nécessairement propre (éventuellement
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non strictement, si le modèle comporte une matrice de transfert direct des entrées sur les sorties),
ce qui interdit l’étude des systèmes non causaux, la singularité de E permettant de s’affranchir de
cette limitation.

De nombreux systèmes peuvent être décrits par (5.2). Considérons, par exemple, le circuit élec-
trique représenté à la figure 5.1, ou encore l’interconnexion de deux masses en rotation représentées
à la figure 5.1.

Exemple 1 Le circuit est commandé par la tension v(t), et on mesure les courants i1(t) et i2(t)
traversant respectivement les deux résistances de valeur R1 et R2. La charge aux bornes du conden-
sateur de capacité C est notée q(t), et L désigne une inductance pure.

Fig. 5.1 – Un circuit électrique

On choisit comme variables d’état q(t), i2(t) et i3(t). On a alors la représentation sous forme
d’état généralisé suivante, où la dernière ligne de l’équation d’état traduit une relation de maillage.




1 0 0
0 L 0
0 0 0







q̇(t)
i̇2(t)
i̇3(t)


 =




0 0 1
1/C −R2 0
1/C R1 R1







q(t)
i2(t)
i3(t)


 +




0
0
−1


 v(t)

y(t) =
[
0 1 1
0 1 0

]


q(t)
i2(t)
i3(t)


 (5.5)

Exemple 2 Le système est composé de deux masses en rotation que l’on souhaite connecter. w1 et
w2 (J1 et J2) représentent respectivement les vitesses de rotation (les inerties) des masses 1 et 2.
T1, T4, sont les entrées de commande, et T2, T3, w1, w2 sont les quatres variables internes.

Le modèle de ce système est donné par les relations dynamiques suivantes

J1
dw1

dt
= T1 + T2 (5.6)
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Fig. 5.2 – Masses en rotation

J2
dw2

dt
= T3 + T4 (5.7)

et les contraintes
w1 = w2 (5.8)

T2 + T3 = 0 (5.9)

où T1, T4 sont les entrées, et T2, T3, w1, w2 les variables internes.

5.2 Régularité d’un système singulier
Dans le cas des systèmes usuels, pour toute condition initiale x0 et pour toute entrée u(t)

connue sur l’intervalle [O t], la réponse y(t) est unique et elle est donnée par la formule y(t) =
CeAtx0 +

∫ t

0
eAτBu(t− τ)dτ . Pour les systèmes singuliers, la réponse est définie de manière unique,

pour une entrée suffisamment différentiable et une condition initiale donnée, si et seulement si le
faisceau matriciel (E, A) est régulier.

Définition 1 Le faisceau matriciel (E, A) est régulier si et seulement si |sE−A| 6= 0, ou de manière
équivalente s’il existe un scalaire α ∈ C tel que |αE − A| 6= 0 (où |M | désigne le déterminant de
M , et s est la variable de Laplace).

Le lemme [Yip et Sincovec, 1981] suivant permet de vérifier la régularité de (E,A)

Lemme 1 Les différentes propositions sont équivalentes

– (E, A) est régulier.
– Il existe deux matrices régulières Q et P telles que

QEP =
[

In1 0
0 N

]
, QAP =

[
A1 0
0 In2

]

où x1 ∈ Rn1 , x2 ∈ Rn2 , n = n1+n2 = dim(x) et N est nilpotente d’index h
(
i.e.Nh = 0, Nh−1 6= 0

)

– La matrice F (k) ∈ Rnk×n(k+1) est de plein rang ligne pour k ≥ 1, où

F (k) =




E A
E A

. . . . . .
E A
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Remarque 1 La vérification la plus facile à mettre en oeuvre est la dernière, mais elle demande le
calcul du rang d’une matrice de grande dimension. Pour s’affranchir de cette difficulté, [Luenberger, 1978]
propose un algorithme ne nécessitant que des manipulations de lignes et de colonnes de la matrice[

E C
]
, appelé le "shuffle algorithm".

Exemple 3 Reprenons l’exemple du circuit électrique et calculons le déterminant de sE − A, il
vient

|sE −A| = R1Ls2 + (R1R2 + L/C) s +
R1 + R2

C
(5.10)

le déterminant n’est pas identiquement nul, autrement dit, le système est régulier.

Par la suite, sauf indication contraire, on suppose que les systèmes singuliers étudiés sont régu-
liers.

5.3 Equivalence entre systèmes singuliers
Le choix des variables utilisées pour décrire un processus n’est généralement pas unique. Par

ailleurs, il est souvent intéressant de changer d’espace afin de déduire des propriétés structurelles
intéressantes ou encore de simplifier la mise en oeuvre du correcteur ou de l’observateur associé. Il
est donc pertinent de déterminer une relation d’équivalence entre représentations d’état modélisant
un même système.

Pour un système (E,A,B,C) donné, deux formes équivalentes ont un intérêt particulier et seront
souvent utilisées pour l’analyse ou le contrôle. Il s’agit de la forme de Kronecker-Weierstrass et de
la décomposition par valeurs singulières de E.

La première forme utilise un résultat établi dans [Gantmacher, 1974], énoncé dans le lemme
suivant.

Lemme 2 Pour tout faisceau matriciel (E,A) régulier, il existe deux matrices non singulières Q et
P telles que

QEP =
[

In1 0
0 N

]
, QAP =

[
A1 0
0 In2

]

où n = n1 + n2 et N est nilpotente.
On peut donc définir la décomposition de Kronecker-Weierstrass, ou décomposition standard.

Définition 2 (Forme équivalente par décomposition de Kronecker-Weierstrass) Pour tout système
(5.2), il existe deux matrices non singulières Q et P , telles que (5.2) est équivalent à

ẋ1 = A1x1 + B1u (5.11)
y1 = C1x1

Nẋ2 = x2 + B2u (5.12)
y2 = C2x2

y = C1x1 + C2x2 (5.13)
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où x1 ∈ Rn1 , x2 ∈ Rn2 , n = n1 + n2 et N est nilpotente d’index h. Les sous-systèmes (5.11)
et (5.12) sont souvent appelés respectivement sous-systèmes lent et rapide . En effet, le premier
sous-système est causal, et ses dynamiques sont fixées par les valeurs propres de A1, tandis que le
second est non causal et, comme nous le verrons, sa réponse à une entrée continue peut présenter
des discontinuités.

La seconde forme équivalente remarquable est fondée sur la décomposition en valeurs singulières
de la matrice E, ce qui revient à séparer les relations dynamiques des relations statiques.

Définition 3 (Forme équivalente par décomposition en valeurs singulières). Pour toute matrice

E ∈ Rn×n, il existe deux matrices régulières Q et P telles que QEP =
[

Ir 0
0 0

]
. Pour tout

système (5.2), il existe deux matrices régulières Q et P telles que (5.2) est équivalent à

ẋ1 = A11x1 + A12x2 + B1u
0 = A21x1 + A22x2 + B2u
y = C1x1 + C2x2

(5.14)

où QEP =
[

Ir 0
0 0

]
, QAP =

[
A11 A12

A21 A22

]
, QB =

[
B1

B2

]
, CP =

[
C1 C2

]
et P−1x =

[
x1

x2

]
avec x1 ∈ Rr, x2 ∈ Rn−r. Dans le cas de systèmes physiques, la première équation de (5.14)

rassemble les dynamiques du système, tandis que la deuxième traduit les interconnections et les
contraintes statiques.

5.4 Réponse temporelle
Considérons un système singulier défini par (5.2), avec (E, A) régulier. Mis sous forme standard,

il est défini par (5.11), (5.12) et (5.13) où x1 ∈ Rn1 , x2 ∈ Rn2 , n = n1 + n2 et N est nilpotente
d’index h. Le sous-système (5.11) est un système usuel, sa réponse temporelle est définie pour toute
entrée u(t) connue sur [0, t], et toute condition initiale x10 par

y1 (t) = C1e
A1tx10 + C1

∫ t

0

eA1(t−τ)B1u (τ) dτ (5.15)

Calculons à présent la réponse du sous-système non causal. Supposons u(t) ∈ Ch−1, où Ch−1 désigne
l’ensemble des fonctions (h− 1) fois continûment, différentiables. En dérivant et en pré-multipliant
par N la première relation (5.12) (h− 1) fois, on peut écrire

Nẋ2 (t) = x2 (t) + B2u (t)

N2x
(2)
2 = Nẋ2 (t) + NB2u̇ (t)

...
Nkx

(k)
2 (t) = Nk−1x

(k−1)
2 (t) + Nk−1B2u

(k−1) (t)
...

Nh−1x
(h−1)
2 (t) = Nh−2x

(h−2)
2 (t) + Nh−2B2u

(h−2) (t)

0 = Nh−1x
(h−1)
2 (t) + Nh−1B2u

(h−1) (t)
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on en déduit l’expression de x2 (t) , et finalement de y2 (t)

y2 (t) = −
h−1∑

k=0

C2N
kB2u

(k) (t)

Pour finir l’état x (t) et la réponse y(t) sont donnés par

x (t) = P

[
In1

0

] (
eA1tx10 +

∫ t

0

eA1(t−τ)B1u (τ) dτ −
h−1∑

k=0

NkB2u
(k) (t)

)
(5.16)

y (t) = Cx (t) (5.17)

D’après les expressions (5.16) et (5.17), il apparaît que la réponse du sous-système causal dépend des
valeurs propres de A1, de la condition initiale x10 et de l’entrée u(t) sur [0, t], tandis que la réponse
du sous-système non causal dépend exclusivement de la valeur des dérivées de l’entrée à l’instant
t. Cette différence fondamentale entre les deux sous-systèmes est à l’origine des appellations de
sous-systèmes lent et rapide. Pour t −→ 0+ la relation (5.16) impose la condition suivante sur la
condition initiale

x
(
0+

)
= P

[
In1

0

] (
x10 −

h−1∑

k=0

NkB2u
(k)

(
0+

)
)

(5.18)

Les conditions initiales vérifiant cette contrainte sont dites admissibles. D’après (5.18), le système
a une trajectoire unique sous réserve que la condition initiale soit admissible et que la commande
u(t) soit (h− 1) fois continûment dérivable par morceaux.

Un autre point de vue a été introduit par [Verghese et al., 1981] et [Cobb, 1983]. En utilisant
la théorie des distributions, on peut s’affranchir des hypothèses portant sur u(t) et sur la condition
initiale. On applique la transformée de Laplace au sous-système (5.12)

x2 (p) = (pN − In2)
−1 (Nx2 (0) + B2u (p)) = −

h−1∑

k=0

Nkpk (Nx2 (0) + B2u (p))

puis sa transformée inverse

x2 (t) = −
h−1∑

k=0

Nk+1δ(k) (t) x2 (0)−
h−1∑

k=0

NkB2u
(k) (t) (5.19)

où δ (t) est l’impulsion unitaire ou Dirac.
D’après (5.15) et (5.19), on en déduit la réponse du système (5.2)

x (t) = P

[
In1

0

](
eA1t

[
In1 0

]
P−1x0 +

∫ t

0

eA1(t−τ)B1u (τ) dτ

)
− ...

P

[
0

In2

](
h−2∑

k=0

Nk+1δ(k) (t)
[

0 In2

]
P−1x0 (0)−

h−1∑

k=0

NkB2u
(k) (t)

)
(5.20)

pour toute condition initiale x0 et toute entrée u(t) (h − 1) fois continûment dérivable par
morceaux. Ce formalisme permet de modéliser les systèmes présentant des sauts, et où la condition
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initiale n’est pas admissible. Dans ce cas, le premier terme de la réponse du sous-système rapide
permet de ramener le système à un état admissible. On observe ce type de phénomène pour des
circuits comportant un interrupteur que l’on ferme (ou que l’on ouvre) à t = 0, où apparaissent
des sauts de courant ou de tension à l’instant initial (voir l’exemple dans [Verghese et al., 1981]).
Généralement les sauts sont indésirables, voir dangeureux pour la sécurité du système : on va donc
distinguer les systèmes dits impulsifs des systèmes non impulsifs (impulse free dans la littérature
anglo-saxonne). On peut dès lors présenter le lemme suivant

Lemme 3 Les propositions suivantes sont équivalentes

– Le faisceau (E,A) est non impulsif.
– La matrice N de la forme de Kronecker-Weierstrass (5.11), (5.12) et (5.13) est nulle.
– La matrice A22 de la décomposition en valeurs singulières de (5.14) est de plein rang.
– L’égalité deg |sE −A| = rangE est vérifiée

– rang

[
E A
0 E

]
− rangE = n

Exemple 4 Dans le cas du réseau électrique, l’équation (5.10) permet de constater que, pour R1L 6=
0, deg |sE −A| = 2 = rangE. Le circuit considéré est non impulsif pour R1L 6= 0.

Exemple 5 Considérons le système défini par
[

0 1
0 0

]
ẋ = x +

[ −1
−1

]
u

y = x
(5.21)

lequel correspond au système rapide (5.12). Ce système est sous la forme de Kronecker-Weierstrass

avec n1 = 0, n2 = 2 et N =
[

0 1
0 0

]
, donc (5.21) est impulsif (on peut également vérifier que la

matrice A22 de la seconde forme équivalente est nulle, donc non inversible, ou que deg |sE −A| =
0 < rangE = 1). D’après (5.19), la reponse temporelle du système (5.21) est

x (t) = −Nδ (t) x (0)−Bu (t)−NBu(1) (t)

ou encore

x1 (t) = −δ (t)x2 (0) + u (t) + u̇ (t) (5.22)
x2 (t) = u (t) (5.23)

où le terme impulsif et la dérivée de l’entrée apparaîssent dans (5.22). Selon le type d’entrée nous
pouvons observer deux cas interessants :

1. Premièrement si nous considérons la fonction saut suivante (échelon unité)

u(t) = f(t) =
{

1, t > α > 0
0, t ≤ α

où α est une constante, nous obtenons la réponse suivante :

x1 (t) = −δ (t) x2 (0) + f(t) + δ (t− α) (5.24)
x2 (t) = f(t) (5.25)

avec pour représentation graphique la figure (5.4)
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Fig. 5.3 – Evolution de x1 et x2 pour une entrée échelon

2. Deuxièmement, si nous considérons la fonction rampe retardée suivante (échelon unité)

u(t) = g(t) =
{

0, t ≤ β
t− β, t > β

où β est une constante, nous obtenons la réponse suivante :

x1 (t) = −δ (t) x2 (0) + g(t) + f (t− β) (5.26)
x2 (t) = g(t) (5.27)

avec pour représentation graphique la figure (5.4) Les systèmes usuels présentent pour une

Fig. 5.4 – Evolution de x1 et x2 pour une entrée rampe

entrée continue par morceaux une évolution continue de l’état . Cependant, cela n’est pas
vrai pour les systèmes singuliers. Bien que l’entrée soit une fonction continue, la figure (5.4)
montre que l’état x1 présente un saut à t = β, car l’état est fonction de la dérivée de l’entrée.

Un système non impulsif a une fonction de transfert qui ne comporte que des termes causaux
(pas nécessairement au sens strict), tandis que la fonction de transfert d’un système impulsif pré-
sente des termes polynômiaux en p. Il en découle, qu’un système singulier non impulsif admet une
représentation d’état non singulière (il suffit d’inverser la matrice A22 dans (5.14) pour déduire
l’état x2 et se ramener à une relation d’état fonction unique de l’état x1).
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Exemple 6 On considère ici un exemple de modèle simplifié de réseau de transport d’électricité
constitué de 3 générateurs et d’un noeud intermédiaire (noté 5), raccordé à une charge inconnue
(entrée de perturbation) représentée par une puissance active Pch. Ce réseau est lui-même connecté
à un noeud infini noté 4, servant de référence angulaire (δ4 = 0) . Dans ce modèle, on a négligé les
phénomènes transitoires des tensions des générateurs et des noeuds intermédiaires et infinis, ainsi
que la dynamique des turbines des générateurs. Chaque générateur est commandé en puissance mé-
canique, notée Pi, i = 1, 2, 3. Les δi, wi désignent respectivement les angles de puissance des noeuds
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Fig. 5.5 – Réseau de transport d’électricité

du réseau et les écarts de vitesse des générateurs. Le coefficient Yij = Yji représente l’admittance de
ligne reliant le noeud i au noeud j. Les Vi désignent la tension aux noeuds i (supposée constante et
connue). w0 = 100π (vitesse de synchronisme assurant une fréquence de 50 Hz). Les Hi et Di dé-
signent respectivement les moments d’inertie des générateurs et leurs coefficients d’amortissement.
Le noeud intermédiaire 5 introduit l’équation algébrique définissant le comportement de l’angle δ5

en fonction des autres états du système et de l’entrée de perturbation Pch. Le modèle singulier de
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ce réseau électrique peut être représenté par les relations physiques suivantes :

ẋ1 = x1, ẋ2 = x2, ẋ3 = x6

ẋ4 = 1
M1

(u1 − Y12V1V2 (x1 − x2))
− 1

M1
(Y15V1V5 (x1 − x7) + D1x4)

ẋ5 = 1
M2

(u2 − Y21V2V1 (x2 − x1))
− 1

M2
(Y25V2V5 (x2 − x7) + D2x5)

ẋ6 = 1
M3

(u3 − Y34V3V∞x3)
− 1

M3
(Y35V3V5 (x3 − x7) + D3x6)

0 = Pch − Y51V5V1 (x7 − x1)− Y52V5V2 (x7 − x2)
−Y53V5V3 (x7 − x6)− Y54V5V∞x7

(5.28)

où x1 = δ1, x2 = δ2, x3 = δ3, x7 = δ5, x4 = ω1, x5 = ω2, x6 = ω3 et u1 = P1, u2 = P2, u3 = P3.
J’ai pris cet exemple d’application pour illustrer les performances de l’observateur proportionnel
multi-intégral proposé par [Koenig, TAC05].

Exemple 7 On considère ici un système singulier composé de deux modes de fonctionnement. Il
s’agit d’un réservoir sous pression où selon l’évolution du volume interne, le système bascule en
un mode liquide ou gazeux. Ce système réel, montre tout l’interêt de développer une synthèse de
commande et d’observation pour les multi-modèles singuliers, sujet actuellement peu traité dans la
littérature. A ce titre nous avons proposé dans [Koenig et al., TAC07] la synthèse d’un observateur
pour cette classe de système. Le process présente les deux phases d’évolution suivantes : Si ML

ρL
> Vd

Fig. 5.6 – Système discontinu singulier

(mode liquide)

dMG

dt
= FG

dML

dt
= FL − L

0 = V −
(

MG
RT

P
+

ML

ρL

)

0 = L− kLx (P − Pout)
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sinon si ML

ρL
< Vd (mode gazeux)

dMG

dt
= FG −G

dML

dt
= FL

0 = V −
(

MG
RT

P
+

ML

ρL

)

0 = G− kGx (P − Pout)

où les paramètres MG, ML, FG, L, V, R, T, ρL, kL, x, P, Pout sont défnies dans [Agrawal03].

5.5 Observabilité et dualité
Comme dans le cas des systèmes usuels, l’observabilité se définit comme la possibilité de re-

construire l’état par la connaissance des entrées et des sorties du système. A la différence que pour
les systèmes singuliers, l’observabilité se décompose selon les deux propriétés suivantes : l’impulse
observabilité et la R-observabilité. Par ailleurs, afin de ne pas alourdir le mémoire, les propriétés
de stabilisabilité et de R-commandabilité ne seront pas présentées, lesquelles peuvent aisément être
obtenues en appliquant le principe de dualité.

Définition 4 (Observabilité) Le système (5.2) est dit observable si la condition initiale x0 peut être
déterminée de manière unique par u(t) et y(t) pour t ∈ [0,∞] .

Le théorème suivant caractérise l’observabilité du système (5.2), et des sous-systèmes lent (5.11)
et rapide (5.12) associés.

1. Le sous-système lent (5.11) est observable si et seulement si

rang

[
sE −A

C

]
= n, ∀s fini ∈ C

2. Les propositions suivantes sont équivalentes

(a) Le sous-système rapide (5.12) est observable.

(b) rang
[

CT
2 NT CT

2 · · · (
Nh−1

)T
CT

2

]
= n2.

(c) rang
[

ET CT
]

= n.

3. Les propositions suivantes sont équivalentes

(a) Le système (5.2) est observable.
(b) Les sous-systèmes lent (5.11) et rapide (5.12) sont observables.

(c) rang
[

CT
1 AT

1 CT
1 · · · (

An1−1
1

)T
CT

1

]
= n1 et rang

[
CT

2 NT CT
2 · · · (

Nh−1
)T

CT
2

]
=

n2.

(d) rang

[
sE −A

C

]
= n, ∀s fini ∈ C et rang

[
ET CT

]
= n.
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Preuve de la propriété 2.b).D’après (5.19) pour u = 0, la sortie y2 (t) = C2x2 (t) = −∑h−1
k=0 C2N

k+1δ(k) (t)x2 (0)

est nulle ∀ x2 6= 0 pour C2N
kx2 (0) = 0, k = 0, 1, 2, ..., h− 1 i.e.,




C2

C2N
...
C2N

h−1


x2 (0) = 0.

Un système est R-observable, s’il est observable sur l’espace atteignable.

Définition 5 (R-observabilité). Le système (5.2) est dit R-observable si tout état de l’espace attei-
gnable peut être déduit de manière unique de y(t) et u(τ) pour τ ∈ [0, t] .

Théorème 1 Les propositions suivantes sont équivalentes

1. Le système (5.2) est R-observable.
2. Le sous-système lent (5.11) est observable.

3. rang

[
sE −A

C

]
= n, ∀s fini ∈ C

Si l’observabilité traduit la possibilité de reconstruire l’état, y compris les termes impulsifs, à
partir des vecteurs d’entrée et de sortie, la R-observabilité ne concerne que l’état atteignable, donc
ne reflète pas l’observabilité des termes impulsifs. Ce dernier aspect relève de observabilité impulsive
ou Imp-observabilité.

Définition 6 (Observabilité impulsive). Le système (5.2) est dit Imp-observable si les termes im-
pulsifs de l’état peuvent être déterminés de manière unique à partir de y(t) et u(t).

Théorème 2 Les propositions suivantes sont équivalentes.

1. Le système (5.2) est Imp-observable.
2. Le sous-système rapide (5.12) est Imp-observable.

3. ker
([

CT
2 NT CT

2 · · · (
Nh−1

)T
CT

2

]T
)
∩ Im N = {0} .

4. rang




A E
E 0
C 0


 = n + rangE.

Résumons : l’observabilité implique la R-observabilité et l’Imp-observabilité. Plus précisement,
le système lent (5.11) est observable si la propriété de R-observabilité est vérifiée, et le système
rapide (5.12) est observable si la propriété d’Imp-observabilité est vérifiée. Le schéma ci-dessous
résume ces relations.

(E, A,C) observable ⇔





(In1 , A1, C1)
observable ⇔ (E, A,C)

R-observable
(N, In2 , C2)
observable ⇒ (E, A,C)

Imp-observable

A partir de cette brève illustration des propriétés d’observabilité des systèmes singuliers, il apparaît
un point réccurent qui concerne l’index h de nilpotence de la matrice N . Cet index permet sous
certaines hypothèses de transformer un système singulier

F (ż, z, u) = 0
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en un système différentiel ordinaire

ż = φ
(
z, u, u̇, ..., u(k)

)

mais nécessite une dérivée succesive de l’entrée.
Par exemple, d’après (5.12) et la propriété de nilpotence de la matrice N , on peut établir pour

un index de 1, l’égalité suivante
x2 = −B2u, N = 0

ou encore pour un index de 2

x2 = −B2u−NB2u̇, N 6= 0, N2 = 0

il est donc nécessaire de dériver une fois l’entrée pour déterminer x2.
En général, si l’index h > 2 alors

x2 = −B2u−NB2u̇ + ... + (−N)h−1
B2u

(h−1)

et le système singulier peut prendre la forme d’un système usuel

ẋ = Ax + Bu

y = −B2u−NB2u̇ + ... + (−N)h−1
B2u

(h−1)

où x = x1, y = x2 et on observe que la sortie dépend des dérivées de l’entrée.

Définition 7 L’index h d’un système singulier

F (ż, z, u) = 0 (5.29)

est le nombre de fois qu’il faut dériver (5.29) pour obtenir explicitement ż en fonction de z, u, u̇, ..., u(k).

Exemple 8 Reprenons l’exemple des masses en rotation. Dans cet exemple w1 et w2 sont sous
la forme de deux équations différentielles ordinaires : focalisons-nous sur les variables T2 et T3 et
dérivons deux fois les relations (5.6), (5.7), (5.8) et (5.9). Nous obtenons

J1ẅ1 = Ṫ1 + Ṫ2 (5.30)

J2ẅ2 = Ṫ3 + Ṫ4 (5.31)

J1
...
w1 = T̈1 + T̈2 (5.32)

J2
...
w2 = T̈3 + T̈4 (5.33)

et les contraintes ẇ1 = ẇ2

Ṫ2 = −Ṫ3 (5.34)

ẅ1 = ẅ2 (5.35)

T̈2 = −T̈3 (5.36)

A partir des ces dernières relations, on peut déterminer Ṫ2 (et de manière similaire Ṫ3). En effet
nous obtenons la forme finale suivante

J1
dw1

dt
= T1 + T2
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J2
dw2

dt
= T3 + T4

Ṫ2 =
J1

J1 + J2
Ṫ4 − J2

J1 + J2
Ṫ1 (5.37)

Ṫ3 =
J2

J1 + J2
Ṫ1 − J2

J1 + J2
Ṫ4 (5.38)

où la condition initiale suivante est imposée

T2 (0) = −T3 (0) = f (T1 (0) , T4 (0))

w1 (0) = w2 (0)

et l’index h décrivant le système des masses en rotation est donc de 2. Il en découle que plus l’index
est élevé, plus il est difficile de résoudre numériquement le système d’équations algébro-différentiels.

A partir du théorème des fonctions implicites, il est donc possible de transformer un système
singulier en un système différentiel ordinaire. Par exemple pour un système algébro-différentiel
d’index 1

ẋ1 (t) = f (t, x1 (t) , x2 (t))
0 = g (t, x1 (t) , x2 (t))

avec ∂g(t,x1(t),x2(t))
∂x2

de plein rang, on obtient le système usuel suivant

ẋ1 (t) = f (t, x1 (t) , x2 (t))

ẋ2 (t) = −
(

∂g (t, x1 (t) , x2 (t))
∂x2

)−1
∂g (t, x1 (t) , x2 (t))

∂x1
f (t, x1 (t) , x2 (t))

où
−∂g (t, x1 (t) , x2 (t))

∂x2
ẋ2 (t) =

∂g (t, x1 (t) , x2 (t))
∂x1

ẋ1 (t)

5.6 Conclusion
Dans ce chapitre ont été présentés les concepts de base nécessaires à l’analyse et l’observation

des systèmes algébro-différentiels. On retiendra que la principale distinction entre systèmes usuels
et singuliers est la possible non causalité de ces derniers. Cette différence entraîne le besoin de
redéfinir les notions de commandabilité et d’observabilité. Ainsi, dans le cadre de la commande et
de la surveillance, la stabilité ne suffit plus à garantir un fonctionnement sécurisé du processus :
il faudra également s’assurer de supprimer la non causalité. Plus généralement, l’objectif poursuivi
est d’étendre les résultats établis pour les systèmes usuels à la classe, plus générique, des systèmes
singuliers. Ainsi, j’expose dans le chapitre suivant les résultats majeurs de mes travaux pour cette
classe de systèmes. Premièrement, j’énonce les deux méthodologies de diagnostic que nous avons
développées, lesquelles sont à base d’observateurs PI (proportionnel intégral) ou de factorisation co-
prime. Deuxièmement, j’expose les résultats de synthèse d’un observateur PI pour système singulier
non linéaire en présence d’entrées inconnues. Troisièmement, je propose un estimateur pour les sys-
tèmes singuliers à retards, et je conclus par une extension des études précédentes aux multi-modèles
singuliers.
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Chapitre 6

Diagnostic des systèmes singuliers

Dans ce chapitre deux techniques de diagnostic de fautes à base de modèles pour systèmes
singuliers sont étudiées. Ces techniques ont fait l’objet de la thèse de Benoit Marx. La première
partie est consacrée à l’estimation robuste de fautes pour systèmes singuliers, considérée comme un
problème de filtrage H∞. L’observateur est construit comme un problème de synthèse H∞ standard.
La deuxième partie propose un diagnostic par factorisation coprime qui permet la construction d’un
générateur de résidus à base de filtres strictement propres.

6.1 Introduction

Si le diagnostic est un domaine de la théorie du contrôle particulièrement actif depuis le début
des années 70, comme en témoignent un grand nombre de publications et la tenue de congrès inter-
nationaux spécialisés, le diagnostic reste rarement abordé dans le cas des systèmes singuliers. Les
méthodes de diagnostic à base de modèles, étendues à la classe des systèmes singuliers, sont princi-
palement la génération d’équations de parité et les techniques à base d’observateurs. [Frisk, 2001]
propose une approche polynômiale de la génération de résidus. Dans [Maquin et al., 1993], la tech-
nique de génération de résidus par équations de parité est étendue aux systèmes singuliers. Mis à part
ces deux approches, la majorité des travaux consacrés au diagnostic de systèmes algébro-différentiels
porte sur la synthèse de filtres de détection par calculs d’observateurs à entrées inconnues. Dans
[Youssouf et Kinnaert, 1996], le générateur de résidus est construit à partir d’un observateur non
singulier à entrées inconnues. Seule la partie dynamique du système est reconstruite, la partie
algébrique est incluse dans les entrées inconnues. [Duan et al., 1999], proposent d’utiliser un obser-
vateur à entrées inconnues singulier d’ordre plein. Le gain de l’observateur est déterminé par un
algorithme d’attribution de la structure propre afin d’obtenir des directions propres orthogonales à
la distribution des perturbations. Le découplage de l’erreur d’estimation, autrement dit du résidu,
aux perturbations est ainsi assuré. En revanche, si un transfert non identiquement nul est garanti
des défauts vers le résidu, l’estimation ou la localisation des défauts ne sont pas abordées. La loca-
lisation de fautes est abordée au chapitre 5 de [Patton et al., 2000], par M. Hou, lors de la synthèse
d’un générateur de résidus à partir d’un observateur. Il apparaît que le diagnostic pour systèmes
singuliers reste un sujet largement ouvert. J’expose dans le présent chapitre deux méthodes de
diagnostic. La première méthode de détection et de localisation de fautes est basée sur la synthèse
d’observateurs, où le résidu est construit selon une synthèse H∞ standard. Cette technique, utilisant

53
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le formalisme H∞ borne l’influence des perturbations sur toute la gamme fréquentielle et permet
de la minimiser sur des intervalles de fréquences significatifs. L’introduction de fonctions de pon-
dération fréquentielle permet de préciser les spécifications en robustesse et de tenir compte d’une
connaissance éventuelle de la distribution fréquentielle des entrées inconnues et des défauts. La mé-
thodologie employée est une extension des travaux de H. Niemann et J. Stoustrup pour les systèmes
non singuliers ([Niemann et Stoustrup, 1998], [Niemann et Stoustrup, 2000]). La seconde méthode
de détection et de localisation de fautes est basée sur la génération de résidus par factorisation
copremière de la fonction de transfert nominale [Niemann et Stoustrup, 2000]), méthode exposée
dans [Marx et al., Safe03]. Elle peut être considérée comme une extension aux systèmes singuliers
de l’approche fréquentielle de [Frank et Ding, 1994]. La factorisation copremière de fonctions de
transferts de systèmes singuliers permet de générer un résidu ne dépendant que des défauts et des
perturbations. Il convient alors de filtrer le résidu pour le désensibiliser aux perturbations et de mo-
deler sa réponse fréquentielle aux défauts. L’intérêt de cette méthode est de ramener le problème
du diagnostic robuste de systèmes singuliers à celui du contrôle standard H∞. Le post filtre as-
surant l’optimalité de la robustesse du diagnostic est déterminé par minimisation sous contraintes
LMI. Par ailleurs, les techniques de diagnostic robuste par factorisation copremière trouvent un
prolongement naturel dans le contrôle tolérant aux fautes [Marx et al., TAC04].

6.2 Diagnostic de systèmes singuliers par filtrage H∞

Dans cette partie, ainsi que pour la méthode par factorisation coprime, le système singulier
considéré est décrit par un vecteur d’état x (t) ∈ Rn, sujet à des fautes f (t) ∈ Rnf et des perturba-
tions d (t) ∈ Rnd , contrôlé par une entrée de commande u (t) ∈ Rnu , et dont on observe les sorties
y (t) ∈ Rm, défini par

Eẋ = Ax + Bu + R1f + E1d (6.1)
y = Cx + Du + R2f + E2d (6.2)

où les matrices E, A,B,R1, E1, C, D, R2 et E2 sont des matrices réelles, constantes et connues, de
dimensions appropriées. Nous faisons l’hypothèse de régularité du faisceau matriciel (E, A) afin de
conserver comme pour les systèmes usuels une réponse y (t) unique.

6.2.1 Objectif

Les résulats obtenus dans le cadre du contrôle standard H∞ sont exploités pour le diagnos-
tic de systèmes singuliers. L’objectif est de ramener les problèmes liés au diagnostic, tels que la
génération de résidus, l’estimation de fautes et la synthèse simultanée d’un module de diagnostic
et d’un contrôleur, à des problèmes H∞ standard pour lesquels des solutions sont connues. Cette
méthode a été appliquée pour les systèmes non singuliers et étendue aux systèmes singuliers en
2002 par Koenig [Koenig et al., ACC02], en utilisant en particulier des résultats à base d’inégalités
matricielles linéaires (LMI) strictes.
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6.2.2 Génération de résidus avec atténuation des perturbations

Dans un premier temps, nous considérons le système

Eẋ = Ax + R1f + E1d

y = Cx + R2f + E2d

où l’on suppose, sans perte de généralité, l’entrée de commande u nulle. Nous considérons le double
problème d’estimation des fautes et de robustesse vis à vis des perturbations. Pour ce faire, il
convient de déterminer le filtre qui minimise le transfert des perturbations et des fautes sur l’erreur
d’estimation des fautes, ou l’erreur d’estimation de l’image des fautes par un filtre formeur. Par
ailleurs, pour assurer un gabarit de robustesse de l’estimation face aux perturbations, il est possible
d’introduire une fonction de pondération stable Wd (s) en amont de l’entrée de perturbation, comme
le montre la figure (6.1). La fonction de pondération Wd (s) permet de tenir compte d’une connais-
sance éventuelle de la distribution fréquentielle des signaux d, et d’accentuer les spécifications de
robustesse sur certaines plages fréquentielles. Notons d = Wd (s) d où d est une entrée fictive.

Fig. 6.1 – Schéma de principe du diagnostic robuste de fautes avec fonction de pondération

Le résidu est défini par r = f̂ , et le signal à minimiser est

f̃ = f − f̂

Le filtre est déterminé de manière à minimiser la norme H∞ du transfert des signaux exogènes
wT =

[
fT dT

]
sur l’erreur d’estimation des fautes filtrées f̃ :

J =
∥∥∥Gwf̃ (s)

∥∥∥
∞

=
∥∥∥Gwf̂ (s)− [

Wf (s) 0
]∥∥∥
∞

= sup
0<‖w‖2<∞

∥∥∥f − f̂
∥∥∥

2

‖w‖2
(6.3)
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Ce problème est équivalent au contrôle H∞ standard du système défini par



E 0 0
0 Ikf

0
0 0 Ikd







ẋ
ẋf

ẋd


 =




A 0 E1Cd

0 Af 0
0 0 Ad







x
xf

xd


 +




R1 E1Dd

Bf 0
0 Bd


 w

z =
[

0 Cf 0
]



x
xf

xd


 +

[
Df 0

]
w − f̂

y =
[

C 0 E2Cd

]



x
xf

xd


 +

[
R2 E2Dd

]
w

(6.4)

où Ad, Bd, Cd, Dd et Af , Bf , Cf , Df sont respectivement les représentations d’états des filtres stables
Wd (s) et Wf (s) . Il convient dès lors d’énoncer la solution du problème de contrôle H∞ standard
pour systèmes singuliers, dont [Uezato et Ikeda, 1999] donnent la solution suivante à base de LMI
strictes.

Lemme 4 Étant donnés un nombre positif γ et un système G(s) défini par

Eẋ = Ax + B1w + B2u (6.5)
z = C1x (6.6)
y = C2x (6.7)

il existe un contrôleur K(s) défini par

Ecẋc = Acxc + Bcy (6.8)
u = Ccxc (6.9)

tel que le système en boucle fermée, noté F(G,K), et défini par
[
E 0
0 E

]
ẋbf =

[
A B2Cc

BcC2 Ac

]
xbf +

[
B1

0

]
w (6.10)

z =
[
C1 0

]
xbf (6.11)

vérifie ‖F(G,K)‖∞ < γ s’il existe des matrices définies positives P et Q ∈ Rn×n et des matrices
R et S ∈ R(n−r)×(n−r), K ∈ Rnu×n et L ∈ Rn×m telles que les LMI (6.12)-(6.14) soient vérifiées

[
Φ1 Φ2

ΦT
2 −γ2

]
≺ 0 (6.12)

[
Ψ1 Ψ2

ΨT
2 −γ2

]
≺ 0 (6.13)

[
ET

RPER γI
γI ET

LQEL

]
Â 0 (6.14)

où

Φ1 = A(PET + V SUT ) + (PET + V SUT )T AT + B2K + KT BT
2 + B1B

T
1 (6.15)

Φ2 = (PET + V SUT )T CT
1 (6.16)

Ψ1 = AT (QE + URV T ) + (QE + URV T )T A + LC2 + CT
2 LT + CT

1 C1 (6.17)
Ψ2 = (QE + URV T )T B1 (6.18)
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Les matrices V et U ∈ Rn×(n−r) sont de plein rang colonne et forment respectivement la base du
noyau de E et ET . Les matrices EL et ER sont de plein rang colonne telles que E = ELET

R. Le
contrôleur est alors défini par

Ec = E (6.19)

Ac =
(
(QE + URV T )− γ2(PET + V SUT )−1

)−T
.
(
γ2AT (PET + V SUT )−1

+(QE + URV T )T A + (QE + URV T )T B2K(PET + V SUT )−1

+LC2 + CT
1 C1 + (QE + URV T )T B1B

T
1 (PET + V SUT )−1

)
(6.20)

Bc = − (
(QE + URV T )− γ2(PET + V SUT )−1

)−T
L (6.21)

Cc = K(PET + V SUT )−1 (6.22)

A partir du lemme (4) précédent, nous pouvons déterminer le filtre minimisant le critère (6.3)
sous la contrainte du système (6.4).

Théorème 3 Le filtre optimal de diagnostic de fautes, garantissant un gabarit de robustesse spécifié
par W−1

d (s) , est obtenu par minimisation de γ sous les contraintes LMI (6.12)-(6.14) pour le
système G(s) défini par




E 0 0 0 0 0
0 Ikf

0 0 0 0
0 0 Ikd

0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0




ẋa =




A 0 E1Cd 0 0 0
0 Af 0 0 0 0
0 0 Ad 0 0 0
0 0 0 −Inf

0 0
0 0 0 0 −Ind

0
0 0 0 0 0 −Inf



xa+




R1 E1Dd

Bf 0
0 Bd

Inf
0

0 Ind

0 0




w

+
[
0 0 0 0 0 Inf

]T
f̂

(6.23)
z =

[
0 Cf 0 Df 0 −Inf

]
xa (6.24)

y =
[
C 0 E2Cd R2 E2Dd 0

]
xa (6.25)

où xa =
[
xT xT

f xT
d fT dT f̂

T
]T

(6.26)

l’estimateur f̂(s) = Cc (sEc −Ac)
−1

Bcy(s) est défini par (6.19)-(6.22) ¥

Preuve. Cette augmentation ne modifie pas les dynamiques du système puisque les valeurs propres
finies du système sont inchangées. De même le caractère impulsif ou non reste identique
[Koenig et al., ACC02]. En effet l’augmentation de la matrice Aa est de plein rang, donc la dimen-
sion du noyau de Aa22, dans la forme équivalente par SVD de Ea, est égale à la dimension du
noyau de A22 dans la forme équivalente par SVD de E. Autrement dit, la R-commandabilité et la
Imp-commandabilité du système augmenté sont respectivement équivalentes à la R-commandabilité
et la Imp-commandabilité du système initial.

Discussion
La fonction de pondération garantit un gabarit de robustesse de l’erreur d’estimation f̃ aux
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perturbations car si le filtre K(s) assure ‖F(G, K)‖∞ < γ, on a

γ > ‖
[
Gff̃ Gdf̃

]
‖∞ ⇒ γ > sup(‖Gff̃‖∞, ‖Gdf̃Wd‖∞) (6.27)

⇒
{

γ > ‖Gff̃‖∞
γ > ‖Gdf̃Wd‖∞ (6.28)

⇒
{

γ > ‖Gff̃‖∞
|Gdf̃ (s)| < γ

|Wd(s)| , ∀s
(6.29)

La contrainte ‖F(G,K)‖∞ < γ assure que deux objectifs sont atteints. Premièrement, la réponse
du filtre aux fautes est modelée pour s’approcher de Wf (s). Deuxièmement, le transfert matriciel
de la sensibilité de f̃(s) (l’erreur d’estimation de f(s)) aux perturbations d(s), est inférieur en
amplitude au transfert de W−1

d (s), pour γ inférieur ou égal à 1, ce qui revient à imposer un gabarit
fréquentiel en-dessous duquel se situera la réponse du filtre aux perturbations. Les filtres Wf (s) et
Wd(s) sont des paramètres de synthèse du filtre K(s).

6.3 Commande et diagnostic

6.3.1 Objectif

Dans cette section, l’objectif est double, intégrer la procédure de diagnostic telle que définie en
section 6.2 et assurer l’objectif de commande.

6.3.2 Intégration du module de diagnostic dans la commande

Ce travail peut être considéré comme une extension aux systèmes singuliers des travaux de
Mammar et Koenig [Mammar et Koenig, ACC00]. Nous en avons exposé les premiers résultats
dans [Koenig et al., ACC02]. Le formalisme H∞ permet d’inclure les spécifications de contrôle et
de diagnostic en considérant un système augmenté correspondant au schéma donné en figure 6.2. On
considère un système défini à partir de (6.1)-(6.2) en distinguant les sorties à réguler z1 (objectif de
contrôle à définir) des sorties mesurées. Les objectifs de diagnostic déterminent une seconde sortie
à réguler, z2, qui est l’erreur d’estimation de f , l’image de f par le filtre Wf (s), autrement dit
z2 = f̃ = f − f̂ . Le système devient

Eẋ = Ax + Bu + R1f + E1d (6.30)
z1 = C1x + D1u + R21f + E21d (6.31)

z2 = f − f̂ (6.32)
y = C2x + D2u + R22f + E22d (6.33)

où d est l’image des perturbations fictives d, par le pré-filtre Wd(s). Les représentations des différents
filtres de robustesse aux perturbations et de modelage de la réponse aux fautes sont intégrées en
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augmentant l’état du système qui devient
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(6.34)

z1 =
[
C1 0 E21Cd

]



x
xf

xd


+

[
R21 E21Dd

]
w+

[
D1 0

][u

f̂

]
(6.35)

z2 =
[
0 Cf 0
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x
xf

xd


 +

[
Df 0

]
w+

[
0 −Inf

] [
u

f̂

]
(6.36)

y =
[
C2 0 E22Cd

]



x
xf

xd


+

[
R22 E22Dd

]
w+

[
D2 0

][u

f̂

]
(6.37)

Fig. 6.2 – Schéma de principe de l’intégration du diagnostic

Ce système peut s’écrire sous la forme standard proposée par [Uezato et Ikeda, 1999]

Eaẋa = Aaxa + Baww + Bau1u + Bau2f̂ (6.38)
z1 = Ca11xa (6.39)
z2 = Ca12xa (6.40)
y = Ca2xa (6.41)
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où

Ea=




E 0 0 0 0 0 0
0 Ikf

0 0 0 0 0
0 0 Ikd

0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0




Aa=




A 0 E1Cd 0 0 0 0
0 Af 0 0 0 0 0
0 0 Ad 0 0 0 0
0 0 0 −Inf

0 0 0
0 0 0 0 −Ind

0 0
0 0 0 0 0 −Inu

0
0 0 0 0 0 0 Inf




(6.42)

Baw=




R1 E1Dd

Bf 0
0 Bd

Inf
0

0 Ind

0 0
0 0




Bau1 =




B
0
0
0
0

Inu

0




Bau2 =




0
0
0
0
0
0

Inf




(6.43)

Ca11 =
[
C1 0 E21Cd R21 E21Dd D1 0

]
(6.44)

Ca12 =
[
0 Cf 0 Df 0 0 −Inf

]
(6.45)

Ca2 =
[
C2 0 E22Cd R22 E22Dd D2 0

]
(6.46)

xa =
[
xT xT

f xT
d fT dT uT f̂

T
]T

(6.47)

L’étude du schéma de principe de la figure 6.2, ou de simples manipulations de la fonction de
transfert matricielle font apparaître que les transferts de u2 vers z1 et de u1 vers z2 sont nuls.
On a donc un découplage contrôle / diagnostic. D’après les propriétés de la norme H∞, on déduit
que ‖Gwz‖∞ ≥ sup(‖Gdz1‖∞, ‖Gfz1‖∞, ‖Gdz2‖∞, ‖Gfz2‖∞). Autrement dit, la minimisation de la
norme du transfert de w vers z est plus contraignante que la minimisation des normes de chaque
transfert composant Gwz. Précisons la signification de ces différents transferts : la minimisation de
‖Gdz1‖∞ assure l’atténuation des perturbations d(s) (par le filtre Wd(s)) sur les sorties régulées. La
minimisation de ‖Gdz2‖∞ permet d’éviter les fausses alarmes dues à l’effet des perturbations d(s)
sur l’estimée des fautes. La minimisation de ‖Gfz1‖∞ assure que l’apparition de fautes n’a pas une
influence significative sur les sorties régulées. La minimisation de ‖Gfz2‖∞ garantit une estimation
correcte des fautes. Les objectifs étant principalement le contrôle de z1 et l’estimation des fautes,
on peut découpler les synthèses afin de limiter le conservatisme qu’introduirait la minimisation de
‖Gwz‖∞. On cherche alors un correcteur K1(s) tel que ‖Gdz1‖∞ < γ1 ainsi qu’un correcteur K2(s)
tel que ‖Gfz2‖∞ < γ2. Le fait de considérer d, plutôt que d dans les transferts permet d’imposer
un gabarit de robustesse par rapport aux perturbations réelles d.

Le module optimal de diagnostic et de contrôle robuste est obtenu par minimisation de γ1 et γ2

sous les contraintes LMI (6.12)-(6.14) pour les systèmes G1(s) et G2(s), respectivement définis par

G1(s) =



Ea,




Aa Baw Bau1

Ca11 0 0
Ca2 0 0






 (6.48)

G2(s) =



Ea,




Aa Baw Bau2

Ca12 0 0
Ca2 0 0






 (6.49)
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Les correcteurs K1(s) = Cc1 (sEc1 −Ac1)
−1

Bc1 et K2(s) = Cc2 (sEc2 −Ac2)
−1

Bc2 sont définis par
(6.19)-(6.22) ¥

6.3.3 Exemple

Pour illustrer l’application du filtrage H∞ au diagnostic de systèmes singuliers, on considère le
système singulier LTI, affecté par des défauts f et des perturbations d, défini par
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0 0 1 0
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ẋ =




−10 0 3 7
5 −3 −14 0
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x+
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0, 01 0
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d (6.50)

y =
[
1 0 0 0
0 0 0 1

]
x +

[
0 0
0 0

]
u +

[
0 1
0 0

]
f +

[
0 0
0 0, 01

]
d (6.51)

Les entrées inconnues sont des bruits blancs de variance unitaire, et les défauts sont définis par

f1(t) =

{
1, pour 1 < t < 2, 5
0, sinon

(6.52)

f2(t) =

{
1, pour 3 < t < 4, 5
0, sinon

(6.53)

On cherche à ce que la réponse du résidu aux fautes se rapproche de Wf (s) défini par

Wf (s) =
[ 1

1+0,01s 0
0 1

1+0,01s

]
(6.54)

En tenant compte des distributions des perturbations lors de la synthèse H∞, on obtient les ré-
sultats représentés en figure 6.3. L’estimation de f1(t) est bruitée mais converge, en valeur moyenne,
vers la valeur du défaut. En introduisant la fonction de pondération Wd(s) définie par

Wd(s) =

[
1+0,1s

0,5+0,001s 0
0 1+0,1s

0,5+0,001s

]
(6.55)

on force un gabarit de robustesse du filtrage par rapport aux perturbations, donné par W−1
d (s). La

fonction choisie permet d’assurer une atténuation de −6dB en basses fréquences et de −40dB en
hautes fréquences. On obtient alors l’estimation des défauts représentée par la figure 6.4. L’influence
des bruits est minimisée et l’estimation des défauts est de bonne qualité.

6.3.4 Conclusion

L’intérêt de la méthode par filtrage optimal H∞ est d’apporter une solution standard à un certain
nombre de problèmes liés au diagnostic des systèmes singuliers, tels que la génération robuste de
résidus ou l’estimation robuste de fautes. Le formalisme adopté permet également de traiter de
manière analogue le contrôle et le diagnostic des systèmes singuliers.
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Fig. 6.3 – Comparaison des fautes (pointillés) et des résultats obtenus par diagnostic robuste des
défauts (traits continus), par application du filtrage H∞ (sans fonction de pondération).
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Fig. 6.4 – Comparaison des fautes (pointillés) et des résultats obtenus par diagnostic robuste des
défauts (traits continus), par application du filtrage H∞ (avec fonction de pondération).
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La principale faiblesse des résultats obtenus est que si le système défini par (E,A) est impulsif,
alors le transfert de f vers f̂ est impulsif (voir remarque 4.3 dans [MarxPhD03]). Notons dès à
présent que cet inconvénient sera pris en compte lors de l’approche par factorisation
copremière, où seuls des transferts non impulsifs sont implémentés et où l’on se ramène à des
problèmes standard pour systèmes non singuliers ce qui évite certains problèmes numériques.

6.4 Diagnostic robuste de systèmes singuliers par factorisa-
tion copremière

Dans cette partie, nous proposons une méthode de synthèse de générateurs de résidus et d’esti-
mateurs de fautes robustes, en utilisant les techniques de factorisation copremière, généralisées aux
systèmes singuliers. Cette partie peut être vue comme le prolongement de [Frank et Ding, 1994],
dans le cas des systèmes algébro-différentiels. Dans un premier temps, la factorisation copremière
permet, au moyen de filtres propres, d’obtenir un signal de résidu ne dépendant que des signaux
exogènes (perturbations et défauts), et indépendant de la commande appliquée. On montrera que
cette synthèse permet de paramétrer tous les générateurs de résidus pour systèmes singuliers. Dans
un second temps, le signal de résidu est filtré pour le désensibiliser aux perturbations et le sen-
sibiliser aux défauts. Cette étape est envisagée sous la forme d’un problème de commande H∞
standard pour systèmes usuels, pour lequel de nombreuses techniques de résolution existent (par
résolution d’équations algébriques de Riccati (ARE) ou par optimisation sous contraintes inégalités
linéaires matricielles (LMI)). Le filtre optimal est celui qui garantit l’atténuation des perturbations
et le modelage de la sensibilité aux défaillances [Marx et al., Safe03] (cette approche rejoint celle
adoptée pour le diagnostic par filtrage H∞).

Dans cette partie nous considérons un système singulier linéaire invariant dans le temps, affecté
par des perturbations et des défauts, défini par

Eẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + R1f(t) + E1d(t) (6.56)
y(t) = Cx(t) + Du(t) + R2f(t) + E2d(t) (6.57)

où x(t) ∈ Rn est le vecteur d’état, u(t) ∈ Rnu le vecteur de commande, f(t) ∈ Rnf le vecteur des
défauts, d(t) ∈ Rnd le vecteur des perturbations et les sorties mesurées sont notées y(t) ∈ Rm. Les
matrices E et A sont des matrices constantes et supposées connues de Rn×n, les autres matrices
sont également réelles, constantes, connues et de dimensions compatibles avec les dimensions des
vecteurs définies plus haut. De manière équivalente aux équations d’état, on définit les fonctions de
transfert Gu(s), Gd(s) et Gf (s) par

y(s) = Gu(s)u(s) + Gf (s)f(s) + Gd(s)d(s) (6.58)

Gu(s) =
{

E,

[
A B
C D

]}
, Gf (s) =

{
E,

[
A R1

C R2

]}
Gd(s) =

{
E,

[
A E1

C E2

]}
. (6.59)

Dans cette partie, nous faisons les hypothèses suivantes
Hypothèses

(i) (E, A) est régulier (H1)
(ii) (E, A, C) est Imp-observable (H2)
(ii) (E, A, C) est R-détectable (H3)



64 CHAPITRE 6. DIAGNOSTIC DES SYSTÈMES SINGULIERS

6.4.1 Objectif

Le but de l’approche par factorisation copremière est de pouvoir paramétrer les générateurs de
résidus non singuliers et de déterminer un post-filtre optimal, dans le sens où il minimise l’influence
des perturbations tout en modelant le transfert des défauts sur les résidus. L’estimation de défauts
est alors un cas particulier de l’approche choisie. De plus cette méthode permet de s’affranchir
de certaines limites du diagnostic par filtrage H∞. En particulier, on cherche à implémenter des
filtres non singuliers et la procédure de diagnostic reste valide dans le cas de systèmes impulsifs.
Contrairement au diagnostic par filtrage H∞, on se ramène à des problèmes standard de commande
H∞ pour systèmes non singuliers, dont les méthodes de résolutions sont plus stables que dans le
cas des problèmes pour systèmes singuliers.

6.4.2 Factorisation copremière de systèmes singuliers

Les techniques de factorisation copremière sont fréquemment utilisées dans le cadre du contrôle
de systèmes dynamiques non singuliers, en particulier pour la paramétrisation des contrôleurs sta-
bilisants de Youla [Youla et al., 1976], ou dans le cadre du diagnostic [Frank et Ding, 1994]. De ce
fait, de nombreux travaux y sont consacrés, par exemple [Gao et Antsaklis, 1989] proposent une
approche polynômiale, alors que [Clements, 1993] préfère une représentation sous forme d’espace
d’état. [Vidyasagar, 1988] étend cette technique aux systèmes non strictement propres, et enfin, dans
le cas des systèmes singuliers, [Liu et al., 1997] et [Wang et Balas, 1989] définissent la factorisation
de fonctions de transfert de systèmes singuliers. Dans [Marx et al., Safe03], nous proposons une
factorisation copremière pour systèmes singuliers du type (E, A, B,C, D), afin de pouvoir factoriser
les transferts de (6.56)-(6.57).

Théorème 4 [Marx et al., Safe03] Soit G(s) une fonction de transfert matricielle (non nécessaire-
ment propre) et (E,A, B, C,D) une représentation d’état généralisée de G(s). Si G(s) est régulière
et Imp-commandable, alors G(s) admet une factorisation copremière à droite G(s) = N(s)M−1(s),
et N(s) et M(s) sont données par

N(s) =
{

E,

[
A + BF B
C + DF D

]}
M(s) =

{
E,

[
A + BF B

F I

]}
(6.60)

où F est une matrice telle que (E, A + BF ) soit non impulsif. ¥

Théorème 5 [Marx et al., Safe03] Soit G(s) une fonction de transfert matricielle (non nécessaire-
ment propre) et (E,A, B, C,D) une représentation d’état généralisée de G(s). Si G(s) est régulière
et Imp-observable, alors G(s) admet une factorisation copremière à gauche G(s) = M̃−1(s)Ñ(s),
et Ñ(s) et M̃(s) sont données par

Ñ(s) =
{

E,

[
A + LC B + LD

C D

]}
M̃(s) =

{
E,

[
A + LC L

C I

]}
(6.61)

où L est une matrice telle que (E, A + LC) soit non impulsif. ¥

Théorème 6 [Marx et al., Safe03] Soit G(s) une fonction de transfert matricielle (non nécessai-
rement propre) et (E, A, B,C, D) une représentation d’état généralisée de G(s). Si G(s) est régu-
lière, Imp-observable et Imp-commandable, alors G(s) admet une double factorisation copremière
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G(s) = N(s)M−1(s) = M̃−1(s)Ñ(s) et il existe Xr(s), Yr(s), Xl(s) et Yl(s) telles que
[

Xr(s) Yr(s)
−Ñ(s) M̃(s)

] [
M(s) −Yl(s)
N(s) Xl(s)

]
= I (6.62)

Les fonctions de transfert matricielles N(s), M(s), Ñ(s) et M̃(s) sont données par

[
Xr(s) Yr(s)
−Ñ(s) M̃(s)

]
=



E,




A + LC −(B + LD) L
F Inu 0
C −D Im






 (6.63)

[
M(s) −Yl(s)
N(s) Xl(s)

]
=



E,




A + BF B −L
F Inu

0
C + DF D Im






 (6.64)

où F et L sont des matrices telles que (E, A + BF ) et (E, A + LC) soient non impulsifs. ¥

Preuve. Les preuves de ces deux théorèmes sont énoncées dans [MarxPhD03], [Marx et al., Safe03].

La détermination des matrices F et L telles que les faisceaux (E,A+LC) et (E,A+BF ) soient
admissibles peut être envisagée comme un problème de contrôle par retour statique d’état, pour
lequel [Uezato et Ikeda, 1999] proposent dans le lemme suivant une solution à base de LMI strictes.

Lemme 5 [Uezato et Ikeda, 1999] Il existe une matrice F ∈ Rnu×n telle que le faisceau matriciel
(E,A + BF ) soit admissible si et seulement s’il existe une matrice symétrique définie positive
PF ∈ Rn×n et des matrices SF ∈ R(n−r)×(n−r), TF ∈ Rnu×n et HF ∈ Rm×(n−r), satisfaisant la
condition LMI

A(PF ET + V SF UT ) + (EPF + UST
F V T )AT + B(TF ET + HF UT ) + (ETT

F + UHT
F )BT ≺ 0 (6.65)

et le gain F est donné par F = (TF ET +HF UT )(PF ET +V SF UT )−1, où V et U sont des matrices
de plein rang colonne formant une base du noyau de E et de ET respectivement. De même, il existe
une matrice L ∈ Rn×m, telle que le faisceau matriciel (E, A + LC) soit admissible si et seulement
s’il existe une matrice symétrique définie positive PL ∈ Rn×n et des matrices SL ∈ R(n−r)×(n−r),
TL ∈ Rm×n et HL ∈ Rnu×(n−r), satisfaisant la condition LMI

AT (PLE + USLV T ) + (ET PL + V ST
LUT )A + CT (LLE + HLV T ) + (ET LT

L + V HT
L )C ≺ 0 (6.66)

et le gain L est donné par L = (EPL + UST
LV T )−1(ETL + UHT

L )

L’intérêt majeur de la factorisation copremière pour systèmes singuliers, est de pouvoir décom-
poser un transfert matriciel non propre (donc éventuellement impulsif) en deux facteurs admissibles
(i.e. causaux et stables) M(s) et N(s) (ou M̃(s) et Ñ(s)). En effet seuls les facteurs inversés M−1(s)
et M̃−1(s) sont éventuellement non causaux. Ainsi, on peut utiliser les facteurs pour syn-
thétiser un générateur de résidus causal, même dans le cas de systèmes non causaux.
Comme énoncé précédemment, la seule condition à la décomposition en facteurs admissibles est
l’existence d’un gain L tel que (E, A+LC) soit admissible, autrement dit il faut que les modes finis
instables et les modes impulsifs soient observables, ce qui justifie les hypothèses de R-détectabilité
et d’Imp-observabilité. L’hypothèse de régularité est nécessaire à la décomposition pour l’existence
des inverses de M(s) et M̃(s).
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Génération de résidus

On adopte ici la méthode proposée, dans le cas des systèmes non singuliers, par [Frank et Ding, 1994].
La factorisation copremière à gauche des transferts Gu(s), Gf (s) et Gd(s) est utilisée pour générer
un signal ne dépendant que des signaux exogènes f(t) et d(t). On appelle ce signal pré-résidu, noté
r(s). Le résidu r(s) est alors obtenu par filtrage de r(s), par un post-filtre stable Q(s). Le principe
de génération de résidus est représenté par la figure 6.5.

Fig. 6.5 – Schéma de principe de la génération de résidus par factorisation copremière.

Par hypothèse, (E, A,C) est Imp-observable et R-détectable donc, d’après le théorème 5, les
transferts Gu(s), Gf (s) et Gd(s) peuvent se factoriser sous la forme suivante

Gu(s) = M̃−1
u (s)Ñu(s) (6.67)

Gf (s) = M̃−1
f (s)Ñf (s) (6.68)

Gd(s) = M̃−1
d (s)Ñd(s) (6.69)

où

M̃u(s) = M̃f (s) = M̃d(s) = M̃(s) =
{

E,

[
A + LC L

C Im

]}
(6.70)

Ñu(s) =
{

E,

[
A + LC B + LD

C D

]}
(6.71)

Ñf (s) =
{

E,

[
A + LC R1 + LR2

C R2

]}
Ñd(s) =

{
E,

[
A + LC E1 + LE2

C E2

]}
(6.72)

avec M̃(s) ∈ R(s)m×m, Ñu(s) ∈ R(s)m×nu , Ñf (s) ∈ R(s)m×nf , M̃d(s) ∈ R(s)m×nd . Le générateur
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du pré-résidu, déduit de la factorisation copremière, est défini par

r(s) = M̃(s)y(s)− Ñu(s)u(s) (6.73)
= M̃(s) (Gu(s)u(s) + Gf (s)f(s) + Gd(s)d(s))− Ñu(s)u(s) (6.74)

= Ñf (s)f(s) + Ñd(s)d(s) (6.75)

Le générateur de pré-résidu peut être implémenté sous la forme

r(s) = Gyur(s)
[
y(s)
u(s)

]
(6.76)

où Gyur(s) =
{

E,

[
A + LC L −B − LD

C I −D

]}
(6.77)

Il est intéressant de noter que l’on retrouve une structure de génération de résidus à base d’obser-
vateur singulier d’ordre plein. Finalement, le résidu r(s) ∈ Rnr est donné par

r(s) = Q(s)r(s) (6.78)

= Q(s)
(
Ñf (s)f(s) + Ñd(s)d(s)

)
(6.79)

où Q(s) est un filtre stable de Rnr×m d’ordre nq admettant une représentation d’état (AQ, BQ, CQ, DQ).
Q(s) est stable, Ñf (s) et Ñd(s) sont admissibles, donc pour d(t) = 0 et f(t) = 0, le signal r(t) tend
asymptotiquement vers 0, autrement dit répond à la définition d’un résidu. Il reste à présent à
trouver le filtre Q(s) optimal, c’est à dire le plus sensible aux fautes mais aussi le plus robuste aux
entrées inconnues.

Synthèse du générateur robuste de résidus optimal

Nous proposons d’adopter le formalisme du filtrage H∞, comme l’ont fait, dans le cas des
systèmes non singuliers, [Edelmayer et al., 1994]. L’objectif est alors de déterminer le filtre Q(s)
qui minimise l’influence des perturbations sur la génération du résidu, et qui permet de modeler
la réponse du résidu aux défaillances, afin de suivre une réponse pré-définie Wf (s). Autrement dit,
on cherche à minimiser la norme H∞ du transfert Twz(s), où w rassemble les entrées exogènes :
w(s) =

[
f(s)T d(s)T

]T et où z est l’écart du résidu par rapport à la réponse souhaitée : z(s) =
Wf (s)f(s)− r(s). Le critère à minimiser Jd, est défini par

Jd = min
Q(s)∈RH∞

‖Twz(s)‖∞ (6.80)

= min
Q(s)∈RH∞

‖ [
Wf (s)−Q(s)Ñf (s) −Q(s)Ñd(s)

] ‖∞ (6.81)

Le paramètre de synthèse Wf (s) permet d’assurer une estimation correcte en régime établi (gain
unitaire en basses fréquences), ou de donner une importance relative particulière à une certaine plage
de fréquences que l’on sait a priori être significative pour f(s). Il peut également être intéressant
d’assurer un gain faible en hautes fréquences pour filtrer r(s) (en particulier quand le signal est
utilisé par la suite pour reconfigurer la loi de commande).

On note (Af , Bf , Cf , Df ) une représentation d’état, d’ordre kf , de Wf (s). Étant donné que les
transferts Ñd(s) et Ñf (s) sont admissibles, ils admettent une représentation d’état usuelle définie
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par
[
Ñf (s) Ñd(s)

]
=

(
A R1 E1

C R2 E2

)
(6.82)

Afin d’assurer un gabarit de robustesse, il est intéressant d’introduire une fonction de pondération
stable Wd(s) lors de la synthèse du post filtre Q(s). Le signal de perturbation réel d(s) est alors
considéré comme l’image par Wd(s) de perturbations fictives d(s). Le filtre fictif Wd(s) garantit que
la fonction de transfert des perturbations sur l’écart du résidu à la réponse souhaitée aux fautes,
z(s) = Wf (s)f(s) − r(s), se situe sous le gabarit défini par W−1

d (s). Notons (Ad, Bd, Cd, Dd) une
réalisation, d’ordre kd de Wd(s).

Fig. 6.6 – Diagnostic robuste de fautes, avec gabarit de robustesse

Comme le montre la figure 6.6, le but est alors de minimiser le critère

Jdf = min
Q(s)∈RH∞

‖Twz(s)‖∞ (6.83)

= min
Q(s)∈RH∞

‖ [
Wf (s)−Q(s)Ñf (s) −Q(s)Ñd(s)Wd(s)

] ‖∞ (6.84)

Il s’agit d’un problème de contrôle H∞ pour système équivalent suivant



ẋ
ẋf

ẋd


 =




A 0 E1Cd

0 Af 0
0 0 Ad







x
xf

xd


 +




R1 E1Dd

Bf 0
0 Bd




[
f
d

]
+




0
0
0


 r (6.85)

z =
[
0 Cf 0

]



x
xf

xd


 +

[
Df 0

] [
f
d

]
− r (6.86)

r =
[
C 0 E2Cd

]



x
xf

xd


 +

[
R2 E2Dd

] [
f
d

]
(6.87)
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et pour lequel [Gahinet et Apkarian, 1994] donnent les conditions d’existence d’une solution et sa
détermination. Il reste à déterminer le post-filtre optimal, défini par Q(s) = Cc (sI −Ac)

−1
Bc+Dc.

Ce dernier est obtenu en appliquant le lemme 4.5 defini dans [MarxPhD03].
Résumons la synthèse du générateur optimal de résidus robuste par l’algorithme suivant :

Algorithme de diagnostic robuste de fautes

1 Pour le faisceau matriciel (E, A + LC) , résoudre la LMI (6.66) afin de déterminer le gain L,
et les cofacteurs M̃(s) et Ñu(s).

2 Déterminer le plus petit γ atteignable par minimisation de γ sous les contraintes LMI définies
dans [Gahinet et Apkarian, 1994].

3 Déterminer le post-filtre optimal par application du lemme 4.5 defini dans [MarxPhD03] pour
le système associé

A0 =




A 0 0
0 Af 0
0 0 0k×k


 B0 =




R1 E1

Bf 0
0 0


 C0 =

[
0 Cf 0

]

Q =
[

0 0 Ik 0 0 0k×nz

C 0m×kf
0 R2 E2 0m×nr

]
et PX =

[[
0 0 Ik

0 0 0

]
X

0k×nw

0nr×nw

0
−Inr

]

Remarque 2 Il est évidemment possible de synthétiser des estimateurs dédiés à un défaut. Il suffit
de sélectionner la colonne correspondante de R1 et de R2 et d’intégrer les autres défauts dans le
vecteur des entrées inconnues.

6.4.3 Exemple

Pour illustrer la méthode de diagnostic par factorisation copremière proposée, considérons le
système singulier linéaire LTI, défini par




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0


 ẋ =




−15 1 0 0
5 −10 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


x+




1 0
0 0
0 0
0 1


u+




−1 0
0 0
0 0
0 0


f+




1 0
0 0
0 0
0 0


d (6.88)

y =
[
0 1 0 0
0 0 1 0

]
x+

[
0 0
0 1

]
f+

[
0 0
0 1

]
d (6.89)

On vérifie que le système est régulier, Imp-observable et R-détectable. Les hypothèses nécessaires
au diagnostic par factorisation copremière sont donc satisfaites. Le signal d1(t) est un bruit de
commande et d2(t) est un bruit de mesure. Ces entrées inconnues sont des signaux aléatoires,
uniformément répartis entre −1 et 1. Le défaut f1(t) est une panne d’actionneur, f2(t) est un biais
de mesure, ils sont définis par

f1(t) =

{
−u(t), pour 1 < t < 4
0, sinon

(6.90)

f2(t) =

{
1, pour 3 < t < 5
0, sinon

(6.91)



70 CHAPITRE 6. DIAGNOSTIC DES SYSTÈMES SINGULIERS

On cherche à présent à mettre en œuvre le filtre de diagnostic étudié en (6.4.2).

Etape 1 : Un gain L, tel que (E, A + LC) soit admissible, est déterminé, par exemple

L =
[
0 0 0 0
0 0 0 0.5

]T

Etape 2 : Afin d’obtenir une estimation correcte des défauts en basses fréquences (régime établi
et défauts caractérisés par des signaux à dynamiques relativement faibles), on choisit pour Wf (s)
une diagonale de filtres passe-bas :

Wf (s) =
[ 1

1+0.01s 0
0 1

1+0.01s

]
(6.92)

On peut vérifier, sur les diagrammes de Bode une bonne sensibilité des résidus aux défauts (figure
6.7), et une estimation correcte, pour des signaux caractérisés par des fréquences inférieures à
100rad/sec.

Etape 3 : Afin d’améliorer la robustesse aux perturbations, on inclut un filtre Wd(s) dans la
synthèse de Q(s). On choisit pour Wd(s) un filtre de pondération fréquentielle des entrées inconnues,
Wd(s) de la forme

W−1
d (s) =

[ 1+0.001s
1+0.01s 0

0 1+0.001s
1+0.01s

]
(6.93)

On vérifie, sur la figure (6.8), que les valeurs singulières de Q(s)∗ Ñd(s) se situent bien sous le tracé
des valeurs singulières de W−1

d (s). La figure (6.9) représente les résultats obtenus. L’intérêt de la
fonction de pondération Wd(s) apparaît clairement.

6.4.4 Conclusion
Dans cette partie dédiée au diagnostic des systèmes singuliers, j’ai présenté deux méthodologies

de génération de résidus. La première par filtrage optimal H∞ apporte une solution standard à
un certain nombre de problèmes liés au diagnostic des systèmes singuliers tels que la génération
de résidus ou l’estimation robuste de fautes. Le formalisme adopté permet également de traiter
de manière analogue le contrôle. La principale faiblesse des résultats obtenus est que si le système
est impulsif, alors le transfert de f vers f̂ est impulsif. Pour contourner cette difficulté nous
avons proposé une seconde approche basée sur une factorisation copremière. Seuls les transferts
non impulsifs sont implémentés, et l’on se ramène à des problèmes standard pour systèmes non
singuliers, ce qui évite certains problèmes numériques.
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Fig. 6.7 – Diagrames de Bode de la fonction de sensibilité du résidu aux défauts Q(s)Ñf (s).

Fig. 6.8 – Tracé du gabarit de robustesse W−1
d (s) (tracé continu avec des croix) et des valeurs

singulières de la fonction de sensibilité du résidu aux perturbations (traits continus), obtenues par
diagnostic robuste avec filtre de pondération fréquentielle sur les entrées inconnues.
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Fig. 6.9 – Valeurs réelles (pointillés) et valeurs estimées (traits continus) des défauts, obtenues par
diagnostic robuste avec filtre de pondération fréquentielle sur les entrées inconnues.



Chapitre 7

Observation des systèmes singuliers

7.1 Introduction

Je présenterai dans cette partie uniquement dédiée à la synthèse d’observateurs pour systèmes
singuliers, certains de mes plus récents résultats. Ces résultats se répartissent en 3 thèmes princi-
paux.

Le premier thème propose la synthèse d’un observateur proportionnel multi-intégrales pour
systèmes singuliers sujets à des perturbations inconnues sur l’état et la sortie. Les deux contributions
majeures sont :

- premièrement de pouvoir estimer des défauts de type non linéaire en présence de bruits, de
variation de paramètres et d’entrées inconnues

- deuxièmement pour une commande par retour d’état estimé, on conserve les propriétés de ro-
bustesse d’une commande linéaire quadratique (loop transfer recovery) [Niemann et al.95], [Koenig, TAC05].
Puis, naturellement, je propose une extension de ces résultats aux systèmes singuliers non-linéaires
Lipschitzien. L’ensemble de ces travaux ont fait l’objet de trois publications de revue [Koenig et Mam., TAC02],
[Koenig, TAC05], [Koenig, TAC06]. Afin de ne pas alourdir la lecture du document, nous présente-
rons uniquement les résultats de [Koenig, TAC05].

Le deuxième thème repose sur la synthèse d’un observateur à entrées inconnues pour système
singulier à retards [KoenigIFAC08], avec une extension au cas H∞ dans [Koenig et Marx ACC07].
Trois approches sont proposées et comparées [KoenigIFAC08]. Ma contribution majeure réside dans
la généralisation et la preuvre des conditions d’existences et dans la recherche des paramètres de
l’observateur, lesquels sont obtenus par résolution d’un problème d’optimisation. Plus précisément,
le gain de l’observateur et le changement de base permettant le design de l’observateur non-singulier
(évitant ainsi l’apparition de termes impulsifs) sont obtenus simultanément par résolution d’inéga-
lités matricielles linéaires. On évite ainsi tout risque de perte d’observabilité (voir remarque dans
[Darouach94]), et le changement de base est optimal au sens où il maximise la borne du retard τm.

73
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Le dernier thème propose une généralisation des résultats précédents à une classe de systèmes
très récents que sont les multi-modèles [Koenig et al., TAC07]. Les modèles considérés sont non-
linéaires, singuliers, et perturbés par des entrées inconnues sur l’état et la sortie. Ces multi-modèles
sont souvent conçus à partir d’une interpolation de modèles locaux, et permettent en particulier de
décrire différents régimes de fonctionnement. Ma contribution majeure réside dans la synthèse d’un
observateur pour système multiple, singulier, non-lineaire et à entrées inconnues. Les conditions
d’existence de l’observateur sont établies et prouvées. Les paramètres de l’observateur sont obtenus
par résolution d’un ensemble d’inégalités matricielles linéaires. L’erreur d’estimation presente une
convergence exponentielle stable pour une constante de Lipschitz inférieure à une borne maximale.
Quant aux perspectives, elles sont nombreuses, au sens où les multi-modèles permettent, contrai-
rement aux systèmes de dimension infinie d’élaborer des structures de commande et d’observation
robustes. Il est donc envisageable d’étendre une grande partie des résultats de commande robuste
à cette nouvelle classe de systèmes.

7.2 Problématique de l’observateur

Ce thème a donné lieu à de nombeux résultats dans la littérature. Toutefois, pour les systèmes
singuliers, bon nombre de résultats restent encore à établir. Je vais dans cette dernière partie
présenter un certain nombre de résultats sur la synthèse d’observateur pour systèmes singuliers.
L’objectif n’est pas d’être exhaustif, mais de se focaliser sur les méthodes. Aucune démonstration
ne sera donnée, celles-ci ayant été présentées dans les articles cités en référence.

7.2.1 Observateur proportionnel multi-intégrales

Dans cette section, je présente une nouvelle synthèse d’observateur pour système singulier.
Le système considéré est sujet à des défauts et des perturbations. L’objectif est de proposer un
estimé robuste de l’état et des défauts. Comme nous l’avons illustré au chapitre d’introduction,
un système singulier est très sensible aux variations brusques des entrées. Pour autant les résul-
tats de synthèse d’observateurs à entrées inconnues pour systèmes singuliers sont peu nombreux
[Darouach et al. 96], [Chu99], [Hou et Müller, 1995]. Nous proposons ici la synthèse d’un observa-
teur proportionnel multi-intégrales à entrées inconnues (UIPMIO) pour le système suivant :

E∗ẋ = A∗x + B∗u + F ∗ww + F ∗f f

y∗ = C∗x + G∗ww + G∗ff
(7.1)

où x ∈ Rn, u ∈ Rk, w ∈ Rq, f ∈ Rs et y∗ ∈ Rp représentent respectivement le vecteur d’état, de
commande, d’entrée inconnue, de défaut et de sortie. Les matrices E∗, A∗ ∈ Rm×n, B∗ ∈ Rm×k,
F ∗w ∈ Rm×q, F ∗f ∈ Rm×s, C∗ ∈ Rp×n, G∗w ∈ Rp×q et G∗f ∈ Rp×s sont connues et considérées
constantes.

Dans [Koenig, TAC05], nous traitons le problème d’estimation des défauts f et de l’état x selon
deux synthèses. La première repose sur la synthèse d’un observateur proportionnel multi-intégrales
à entrées inconnues, en considèrant que le vecteur de défaut est représenté par le polynôme suivant

f(τ) = D0 + D1τ + D2τ
2 + ... + Ds̄−1τ

s̄−1 (7.2)
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où la dérivée s̄ième de f est nulle (i.e. f (s̄) = 0) et Di (i = 0, 1, 2...s̄− 1) sont des vecteurs constants
inconnus. Dans l’hypothèse où la dérivée s̄ième de f est non nécessairement nulle, nous proposons
la synthèse d’un observateur proportionnel multi-intégrales à grand gain qui atténue l’impact de la
dérivée s̄ième de f sur l’erreur d’estimation d’état et des défauts. Cependant, afin de ne pas alourdir
le document, cette synthèse à grand gain est omise, nous invitons le lecteur à se référer à l’article
[Koenig, TAC05]. On peut noter que la représentation (7.2) permet de modéliser des défauts de
natures très différentes (constantes, dérives, non-linéaires).

Dans la suite du document, on posera r := rankE∗ ≤ n et sans perte de généralité, nous
considérerons les mesures linéairement indépendantes i.e., rank

[
C∗ G∗w G∗f

]
= p. De même,

les défauts et les entrées inconnues seront linéairement indépendantes, i.e.,

rank

[
F ∗w F ∗f
G∗w G∗f

]
= q + s (7.3)

avec m + p ≥ q + s. Sachant que rankE∗ = r, il existe une matrice régulière P telle que le système
(7.1) est équivalent à la structure suivante :

Eẋ = Ax + Bu + Fww + Fff
y = Cx + Gww + Gff

(7.4)

où
PE∗ =

[
E
0

]
, PA∗ =

[
A
A1

]
, PB∗ =

[
B
B1

]
, PF ∗w =

[
Fw

Fw1

]
,

PF ∗f =
[

Ff

Ff1

]
, y =

[ −B1u
y∗

]
∈ Rt, C =

[
A1

C∗

]
∈ Rt×n,

Gw =
[

Fw1

G∗w

]
∈ Rt×q, Gf =

[
Ff1

G∗f

]
∈ Rt×s

avec E ∈ Rr×n, rankE = r et t = m + p− r.
L’observateur à entrées inconnues pour le système (7.4) proposé par [Darouach et al. 96] impose

un nombre d’entrées inconnues strictement inférieur au nombre de mesures, et considère le système
(7.4) sans défauts (i.e., t > rankGw et f = 0). Afin de relaxer ces hypothèses et d’atténuer l’impact
des défauts et des bruits sur l’erreur d’estimation, nous proposons d’augmenter l’état du système
(7.4) d’un effet intégral xI (t) =

∫ t

0
y (α) dα :

Ē ˙̄x = Āx̄ + B̄u + F̄ww + F̄ff

y̆ = C̆x̄ + Ğww + Ğff
(7.5)

où
y̆ =

[
yI =

∫ τ

0
ydυ = CI x̄

y = C̄x̄ + Gww + Gff

]
∈ Rt̄

x̄ =
[

xT xT
I

]T ∈ Rn̄

(7.6)

Ē =
[

E 0
0 It

]
, B̄ =

[
B
0

]
, F̄w =

[
Fw

Gw

]
,

Ā =
[

A 0
C 0

]
∈ Rr̄×n̄, C̆ =

[
CI

C̄

]
∈ Rt̄×n̄,

F̄f =
[

Ff

Gf

]
, Ğw =

[
0

Gw

]
, Ğf =

[
0

Gf

]
,

CI =
[

0 It

]
, C̄ =

[
C 0

] ∈ Rt×n̄

(7.7)
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et n̄ = n + t, r̄ = r + t, t̄ = 2t. Evidemment pour le système (7.5), l’hypothèse

rank

[
F̄w F̄f

Ğw Ğf

]
= rank

[
F̄w F̄f

]
= q + s (7.8)

est équivalente à l’hypothèse (7.3) pour r̄ ≥ q + s ⇔ m + p ≥ q + s.
D’après le système (7.5) et la structure du défaut (7.2), nous proposons l’observateur propor-

tionnel multi-intégrales suivant :

ż = πz + KpyI + Kp2 y̆ + TB̄u +
(
T F̄f −Kp2Ğf

)
f̂s̄

˙̂
fs̄ = K s̄

I

(
yI − CI ˆ̄x

)
+ f̂s̄−1

...
˙̂
f2 = K2

I

(
yI − CI ˆ̄x

)
+ f̂1

˙̂
f1 = K1

I

(
yI − CI ˆ̄x

)
ˆ̄x = z + Ny̆ −NĞf f̂s̄

x̂ =
[

In 0
]
ˆ̄x

(7.9)

où z, x̄, ˆ̄x ∈ Rn̄, x̂ ∈ Rn, f̂i ∈ Rs (i = 1, 2...s̄) et π, Kp, Kp2 , T, N et Kj
I (j = 1 : s̄) sont

des matrices constantes de dimensions appropriées et déterminées, telles que respectivement x̂ et
f̂i (i = 1, 2...s̄) convergent asymptotiquement vers x et f (s̄−i). En d’autres termes, f̂i (i = 1, 2...s̄)
représente l’estimé de la dérivée (s̄− i)ième du défaut f (7.2), et f̂s̄ est l’estimé de f .

La solution à ce problème d’estimation est donnée par le lemme et le théorème suivant.

Lemme 6 L’observateur (7.9) d’ordre n̄ + ss̄ estime asymptotiquement x et f (s̄−i) (i = 1, 2...s̄)
quelque soit les conditions initiales x̄ (0) , z (0) , f (0) , f̂i (0) (i = 1, 2...s̄) et u (t) , y̆ (t), w (t) si et
seulement si les conditions suivantes sont vérifiées

1. Ã− K̃C̃ is Hurwitz
2. TĒ + NC̆ = In̄

3. T F̄w = 0
4. NĞw = 0
5. Kp = Kp1 + NĞfK s̄

I

6. π = TĀ−KpCI

7. Kp2 = πN

où

Ã =




TĀ T F̄f −NĞf 0 ... 0
0 0 Is 0 ... 0

0 0 0 Is
. . .

...
...

. . . . . . . . . 0
0 0 Is

0 · · · 0 0s×s




K̃ =
[

KT
p1

K s̄
I · · · K2

I K1
I

]T

C̃ =
[

CI 0 · · · 0
]

(7.10)
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Preuve. Voir section III.A dans [Koenig, TAC05].
Après quelques manipulations algébriques, nous obtenons le système autonome

˙̃e =
[
Ã− K̃C̃

]
ẽ (7.11)

où il existe un gain K̃ tel que l’erreur d’estimation ẽ =
[

ēT eT
fs̄

eT
fs̄−1

... eT
f2

eT
f1

]T
converge

naturellement vers zéro, si et seulement si la paire
(
Ã, C̃

)
est détectable. Par ailleurs, les matrices

T et N sont déterminées telles que les contraintes (2), (3) et (4) du lemme (6) sont satisfaites,
[

T N
]

= ΩΘ+ + Z
(
Ir̄+t̄ −ΘΘ+

)
(7.12)

où Θ =
[

Ē F̄w 0
C̆ 0 Ğw

]
et Ω =

[
In̄ 0 0

]
. Cette solution (7.12) existe sous réserve que la

condition de rang suivante

rang

[
Ē F̄w 0
C̆ 0 Ğw

]
= n̄ + rangF̄w + rangĞw (7.13)

soit vérifiée. On peut maintentant présenter les conditions d’existence de l’observateur (7.9) pour
le système (7.5).

Théorème 7 Sous les contraintes (7.8) et rangT = m + p − q l’observateur (7.9) existe pour le
système (7.5) satisfaisant les conditions 1-7 du Lemme (6) si et seulement si les conditions suivantes
sont satisfaites

(7.13) et

rang




pIn̄ − TĀ −T F̄f NĞf 0 . . . 0

0 pIs −Is 0
...

0 pIs −Is
. . .

0
. . . . . . 0

...
. . . . . . −Is

0 0 pIs

CI 0 ... 0 0




= n̄ + ss̄ ∀ R (p) ≥ 0 (7.14)

Plus généralement il est plus utile de déterminer les conditions d’existence de l’observateur (7.9)
pour le système original (7.1). Celles-ci sont énoncées dans le lemme suivant.

Lemme 7 Sous la contrainte (7.3), l’observateur (7.9) existe pour le système (7.1) satisfaisant les
conditions 1-7 du Lemme (6), si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites

rang




E∗ A∗ F ∗w 0
0 E∗ 0 F ∗w
0 C∗ G∗w 0
0 0 0 G∗w


 = n + rang

[
E∗ F ∗w
0 G∗w

]
+ rang

[
F ∗w
G∗w

]
(7.15)

rang




pE∗ −A∗ −F ∗f −F ∗w
0 pIs 0
C∗ G∗f G∗w


 = n + rang

[
F ∗f F ∗w
G∗f G∗w

]
∀ R (p) ≥ 0 (7.16)
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Preuve. Voir l’annexe dans [Koenig, TAC05].
La procédure de mise en oeuvre de l’observateur proposé peut être résumée par l’algorithme

suivant :

Algorithm 1 Premièrement, vérifier si les conditions (7.3), (7.15) et (7.16) sont satisfaites. Deuxiè-
mement, transformer le système (7.1) en (7.5), et déterminer

[
T N

]
d’après (7.12). Déterminer

le gain K̃ (i.e. Kp1 , K
s̄
I ,K s̄−1

I , · · ·K1
I ) tel que la matrice Ã − K̃C̃ soit stable, et déduire Kp, π et

Kp2 d’après les conditions (5 à 7) du lemme (6).

7.2.2 Discussion

L’observateur proportionnel intégral présente généralement de nombreux avantages : Robustesse
aux incertitudes paramétriques [Koenig et Mam., TAC02] ; Estimation de paramètres [Shafai02] ;
Loop transfer recovery (LTR) properties [Niemann et al.95] ; Détection de défauts avec rejet de per-
turbation [Niemann]. Plus précisément l’observateur que nous proposons offre encore bien d’autres
avantages, pour s’en persuader nous présentons ci-après différentes structures d’observateurs que
nous comparons à notre synthèse.

Case 1 Observateur propotionnel integral usuel [Koenig et Mam., TAC02].
¨ Nous proposons pour le système (7.4) l’observateur PI suivant

ż = πz + Kpy + TBu + TFf f̂
˙̂
f = KI (y − Cx̂)
x̂ = z + Ny −NGf f̂

(7.17)

où les erreurs d’estimation d’état et de défauts sont respectivement définies par les relations e = x−x̂
et ef = f−f̂ . On pose In−NC = TE, NGw = 0 et TFw = 0, et nous obtenons dès lors la dynamique
de l’erreur d’estimation suivante

ė = πe + ...−KpGww −KpGff

ėf = −KICe−KIGww −KIGff + ḟ
(7.18)

où l’on peut observer que les entrées inconnues w et les défauts f sont affectés par les gains Kp et
KI . Ainsi, avec des gains élevés, nous observerons nécessairement une amplification des effets des
défauts et des entrées inconnues sur l’erreur d’estimation d’état (pour plus de détails, nous invitons
le lecteur à la lecture de la section 3 de l’article de Busawon [Busawon01]). Par ailleurs, si nous
fixons des gains Kp et KI faibles pour limiter cet impact, alors les propriétés de convergence de
l’erreur d’estimation d’état seront affectées. En d’autres termes avec cette structure d’observateur
PI (7.17), l’erreur d’estimation e tendra asymptotiquement vers zéro, uniquement sous réserve que
Gw = Gf = 0 (mesures non affectées) et ḟ = 0 (défauts constants).
Par contre, dans notre étude, dans l’hypothèse où la dérivée sième de f est non nulle mais bornée
(i.e.,

∣∣f (s̄)
∣∣ ≤ γIs, avec γ ∈ <1) alors notre observateur "UIPMIO" à grand gain présente l’erreur

d’estimation suivante
˙̃e =

[
Ã− K̃C̃

]
ẽ + F̃ff (s̄) (7.19)

laquelle montre clairement que le terme de défaut f (s̄) dans (7.19) n’est pas affecté par le gain de
l’observateur. Ainsi l’observateur "UIPMIO" proposé estime simultanément l’état x, le défaut f et
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ses dérivées f (i), (i = 1 : s̄− 1). Plus précisément l’impact du défaut f (s̄) sur l’erreur d’estimation
ē, efs̄

, efs̄−1 , · · · ef1 peut être atténué par le gain K̃. Nous illustrons les performances de l’observateur
dans l’exemple ci-après.

Case 2 Observateur proportionnel à entrées inconnues [Darouach et al. 96].

¨Pour q1 = rankGw avec q1 ≤ q < t, le système (7.4) peut être réécrit sous la forme suivante
[Darouach et al. 96] :

Eẋ = Φx + Bu + F11y1 + F12w2 + (Ff − F11Gf1) f
y1 = C11x + w1 + Gf1f
y2 = C12x + Gf2f

(7.20)

où
[

GT
f1

GT
f2

]T
= UGf . Comme dans le cas précédent, les gains L1 et L2 de l’observateur af-

fectent directement le défaut f et donc l’erreur d’estimation d’état [Darouach et al. 96]. Par ailleurs,
pour Gf = 0 (i.e. Gf1 = Gf2 = 0) et Ff 6= 0, le résidu associé r = ŷ2−y2 = C12e = C12M (z − TEx)
dans [Darouach et al. 96] est nécessairement découplé du défaut Fff, puisque C12M = 0 et donc il
est impossible de détecter ce défaut.

¨Pour une matrice régulière Gw (⇒ q = t), l’observateur (4) proposé dans [Darouach et al. 96]
ne peut pas être synthétisé puisque les mesures y2 seront toujours pertubées par les entrées inconnues
(de même pour la génération du résidu r).

7.2.3 Exemple : Réseau de transport d’électricité

Nous considérons un réseau de transport d’électricité constitué de 3 générateurs et d’un noeud
intermédiaire (noté 5), raccordé à une charge inconnue (entrée de perturbation). Ce réseau est
détaillé en section (5) dans l’exemple (6) et rappelé en figure (7.1.a). L’objectif est de montrer
les performances de l’estimation d’état et des défauts issus de l’observateur proportionnel multi-
intégrales dévoloppées dans [Koenig, TAC05].

Les données numériques sont résumées dans le tableau suivant

M1 = 0.014 M2 = 0.026 M3 = 0.02 D1 = 0.057
D2 = 0.15 D3 = 0.11 Y15 = 0.5 Y25 = 1.2
Y35 = 0.8 Y45 = 1 Y34 = 0.7 Y12 = 1
Vi = 1 i = 1, 2, 3,∞, 5 u1 = u2 = u3 = 0.1 pu

où seuls les angles δ1, δ2, δ3 et δ5 sont mesurés. Afin de montrer les performances de notre observa-
teur, nous fixons sa dynamique dans 3 régions distinctes D̄i = {ai, i = 1 : 3} avec [Chilali et Gahinet, 1996]

{−10 < a1 < −2.5} , {−50 < a2 < −25} ,
{−100 < a3 < −80}

Case 3 Influence des variations de paramètres et des entrées inconnues

Nous considérons le système (5.28) affecté par une charge inconnue Pch = 0.2 sin 5t et des
incertitudes sur les admittances

Yij = Yij0 +4Yij (7.21)
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où 4Yij = δij sin (ωijt) et |δij | < 0.3, |ωij | < 2rd/s, i = 1 : 5, j = 1 : 5. Le modèle (7.1) est donc

décrit part w = Pch et F ∗f f =
[

0
I4

]
4A∗x avec s̄ = 0. La figure (7.1.b) montre, contrairement à

l’approche développée par [Darouach et al. 96], que notre observateur (UIPMIO) est non biaisé.

Case 4 Influence de défauts simultanés de type constant f1, non-linéaire f2, bruité f3 et des entrées
inconnues w.

Le modèle (7.1) est décrit par w = Pch, F ∗f = B∗, f (τ) =
(

f1 f2 f3

)T avec f1 ={
0 if τ < 2
0.1 else , f2 = 0.1τ + 0.2 sin 5τ, f3 =

{
mean = 0

variance = 0.1 et s̄ = 2. Nous montrons ci-après

que l’observateur proposé donne un estimé correct, et ce même en présence de défauts simultanés
de natures très différentes. La figure (7.1.c) montre effectivement un état correctement filtré (ro-
bustesse aux bruits d’actionneurs) et le bode figure (7.2.c) confirme les propriétés d’atténuation
des défauts. Les figures (7.2.b) et (7.2.c) montrent également que l’erreur d’estimation des défauts
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diminue quand la bande passante de l’observateur augmente (en raison des effets intégrales).

7.3 Observateur à entrées inconnues pour systèmes singuliers
à retards

Nous considérons le modèle singulier perturbé à retards variants suivant

EO
0 ẋ (t) = AO

0 x (t) + AO
1 x (t− τ (t)) + BO

0 u(t) + FO
x w (t)

yO (t) = CO
0 x (t) + CO

1 x (t− τ (t)) + GO
y w (t) (7.22)

où les conditions initiales sont x(t) = ϕ̄1(t) pour t ∈ [−τm, 0]. Le scalaire τm > 0 exprime la borne
supérieure du retard τ (t). x ∈ <n est l’état, u ∈ <k la commande, w ∈ Rq l’entrée inconnue, et
yO ∈ <p la mesure. EO

0 , AO
0 , AO

1 ∈ <m×n, BO
0 ∈ <m×k, CO

0 , CO
1 ∈ <p×n, FO

x ∈ <m×q et GO
y ∈ <p×q

sont des matrices constantes, connues et de dimensions appropriées. Sans perte de généralité nous

conservons les propriétées rang
[

CO
0 CO

1 GO
y

]
= p, rang

[
FO

x

GO
y

]
= q ≤ p et rangEO

0 = r ≤ n.

Pour simplifier la présentation, nous ne considérerons pas de retards multiples et les preuves sont
présentées dans [KoenigIFAC08].

Hypothèses

A1) Le retard τ (t) est une fonction dérivable connue satisfaisant les inégalités suivantes 0 ≤ τ(t) ≤
τm et τ̇(t) ≤ d < 1.

A2) rank




EO
0 AO

0 FO
x 0

0 EO
0 0 FO

x

0 CO
0 GO

y 0
0 0 0 GO

y


− rank

[
EO

0 FO
x

0 GO
y

]
= n + q

où A2) généralise la condition d’impulse observabilité des sytèmes singuliers (voir (12) dans
[M. Hou and P.C. Müller]) pour FO

x = GO
y = 0.

Avant de proposer la structure de l’observateur solution du problème, le système (7.22) est
réécrit sous la forme équivalente suivante [Darouach et al. 96]

Eẋ (t) = Φ0x (t) + Φ1x (t− τ (t)) + Bu(t) + F11y1 (t) + F12w2 (t) (7.23)
y1 (t) = C110x(t) + C111x (t− τ (t)) + w1 (t) (7.24)
y2 (t) = C120x(t) + C121x (t− τ (t)) (7.25)

où E ∈ Rr×n, rangE = r, w1 (t) , y1 (t) ∈ Rq1 , w2 (t) ∈ Rq−q1 , y2 (t) ∈ Rp1 . Les dimensions q1, p1

et matrices E, Φ0, Φ1, B, F11, F12, C110 , C111 , C120 , C121 sont définies dans [Darouach et al. 96].
De plus, pour supprimer les délais sur l’équation de mesure (7.25), les relations (7.23) et (7.25)

sont réécrites sous la forme suivante

Eaẋa (t) = Aa
0xa (t) + Aa

1xa (t− τ (t)) + Bau(t) + Fa1y1 (t) + Fa2w2 (t)
y2 (t) = Ca

0 xa (t) (7.26)

où xa (t) =
[

x (t)
ξ (t)

]
∈ Rna , ξ̇ (t) = −ρξ (t) + ρC121x (t− τ (t)) , na = n + q1, Ea =

[
E 0
0 Iq1

]
,

Aa
0 =

[
Φ0 0
0 −ρIq1

]
, Aa

1 =
[

Φ1 0
ρC121 0

]
, Ba =

[
B
0

]
, Fa1 =

[
F11

0

]
, Fa2 =

[
F12

0

]
,
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Ca
0 =

[
C120 Iq1

]
et 1 ¿ ρ (pour plus de détails sur le paramètre ρ nous invitons le lecteur à se

référer aux articles de [Fridman01], [Fridman03]).
Maintenant, le problème d’estimation revient à synthétiser pour le système (7.26) l’observateur

à entrées inconnues suivant

ż (t) = F0z(t) + F1z (t− τ (t)) + TBau (t) + Gy1 (t) + G0y2 (t) + G1y2 (t− τ (t))
x̂a (t) = z (t) + Ny2 (t) (7.27)

où l’état initial z (t) = ϕ̄2 (t) ∀t ∈ [−τm, 0]. Les matrices F0, F1, G,G0, G1, T et N sont constantes
de dimensions appropriées. Elles sont déterminées telles que x̂a (t) converge asymptotiquement vers
xa(t) quel que soit ϕ̄1 (t) , ϕ̄2 (t) , x, y, u et w.

7.3.1 Synthèse

Définissons premièrement l’erreur d’estimation ea (t) = x̂a (t)− xa (t) où x̂a (t) exprime l’estimé
de xa (t). D’après (7.26) et (7.27), nous obtenons

ea (t) = z (t)− (Ina
−NCa

0 )xa (t) (7.28)

Une étude de la dynamique de cette erreur permet d’énoncer le théorème suivant.

Théorème 8 Sous la contrainte

rang

[
Ea Fa2

Ca
0 0

]
= na + rankFa2 (7.29)

il existe des matrices F0, F1, G, G0, G1, T et N telles que les conditions suivantes sont vraies :

1. ėa (t) = (χ0 −Kβ0) ea (t) + (χ1 −Kβ1) ea (t− τ (t))

2. Ina −NCa
0 = TEa

3. TFa2 = 0

4. G = TFa1

5. Ḡi = Gi − FiN, i = 0, 1

6. Fi = TAa
i − ḠiC

a
0 = χi −Kβi, i = 0, 1

où χ0 = ΨΘ+ϕ0, χ1 = ΨΘ+ϕ1, β0 = (I −ΘΘ+) ϕ0, β1 = (I −ΘΘ+)ϕ1,

ϕ0 =




Aa
0

0
0

−Ca
0

0
0




, ϕ0 =




Aa
1

0
0
0
0

−Ca
0




, Θ=




Ea Fa2 Aa
0 Aa

1

Ca
0 0 0 0

0 0 −Ina 0
0 0 −Ca

0 0
0 0 0 −Ina

0 0 0 −Ca
0




et Ψ=
[

Ina 0 0 0
] ∈ <na×(3na+q).

La matrice K exprime le gain de l’observateur, lequel est déterminé tel que l’erreur d’estimation
ea (t) converge asymptotiquement vers zéro.
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Remarque 3 Pour de multiples délais
(
i.e.

∑h
i=2 Aa

i x (t− τi (t))
)
, la condition (7.29) reste vraie

car les contraintes additionnelles Fi = TAi − ḠiC, i = 2 : h, modifient uniquement le nombre de

colonnes de Θ et Ψ. Or la structure de Θ et Ψ montre que la condition rang

[
Θ
Ψ

]
= rangΘ ⇔

(7.29) reste inchangée.

Il convient maintenant de proposer une procédure de design du gain K. Nous proposons 3
synthèses différentes, l’objectif étant de montrer laquelle des 3 approches est la moins conservative
au sens de la stabilité. Les 3 approches sont basées respectivement sur les travaux de [Park 99],
[He04] et [Fridman02].

Approche 1

A partir de la seconde inégalité de [Park 99], il est possible d’établir un nouveau critère de
stabilité dépendant du retard.

Théorème 9 Sous la contrainte (7.3), l’erreur 1 énoncée dans le théorème (8) est asymptotique-
ment stable pour 0 ≤ τ(t) ≤ τm et τ̇(t) ≤ d < 1 si pour les scalaires ε1 et ε2 > 0 prédéfinis, il existe
P > 0, U et S > 0 telles que l’inégalité matricielle linéaire suivante est vérifée




θ11 −ε1 (Pχ1 − Uβ1) τmε2 (Pχ0 − Uβ0)
T

τm (Pχ1 − Uβ1) (ε1I + I)
∗ − (1− d)S τmε2 (Pχ1 − Uβ1)

T 0
∗ ∗ −τmε2P 0
∗ ∗ ∗ −τmε2P


 < 0 (7.30)

où U = PK et θ11 = Sym {(P (χ0 + χ1 + ε1χ1)− U (β0 + β1 + ε1β1))}+ S. 2

A partir du théorème précédent en posant ε1 = −1, ε2 = 0, on peut établir le critère de stabilité
indépendant du retard suivant.

Corollaire 1 Sous la contrainte (7.3) et la détectabilité de la paire (χ0, β0), l’erreur 1 énoncée dans
le théorème (8) est asymptotiquement stable pour d < 1 et quel que soit τm s’il existe P, S > 0 et
U tel que l’inégalité matricielle linéaire suivante est vérifée

[
Sym {Pχ0 − Uβ0}+ S Pχ1 − Uβ1

∗ − (1− d)S

]
< 0 (7.31)

2

Remarque 4 L’existence d’une solution P, S > 0 et U de la LMI (7.31) nécessite que la matrice
F0 soit de Hurwitz, car l’élément (1,1) de (7.31) implique PF0 + FT

0 P < 0. En d’autres termes, il
existe un gain K tel que F0 = χ0−Kβ0 est stable si et seulement si la paire (χ0, β0) est détectable.

D’après la remarque précédente nous pouvons établir le lemme suivant.

Lemme 8 Il existe un gain K tel que F0 est stable si et seulement si l’une des 3 conditions équi-
valentes suivantes est vérifée :

la paire (χ0, β0) est détectable (7.32)
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rang

[
λEa −Aa

0 −Fa2

Ca
0 0

]
= na + rangFa2, ρ 6= −λ (7.33)

rang

[
λEO

0 −AO
0 −FO

x

CO
0 GO

y

]
= n + rang

[
FO

x

GO
y

]
(7.34)

Approche 2

A partir de l’approche proposée par [He04], nous proposons un nouveau critère de stabilité
dépendant du retard.

Théorème 10 Sous la contrainte (7.3), l’erreur 1 énoncée dans le théorème (8) est asymptotique-
ment stable pour 0 ≤ τ(t) ≤ τm et τ̇(t) ≤ d < 1 si pour un scalaire prédéfini εi ∈ <, (i = 1, 2, 3)
il existe P > 0, X > 0, S ≥ 0, U et les matrices Hi, (i = 1, 2, 3) telles que la LMI suivante soit
vérifiée 



α11 α12 (I − ε1I) P + HT
3 + ε3 (Pχ0 − Uβ0)

T
τmH1

∗ α22 −HT
3 + ε3 (Pχ1 − Uβ1)

T − ε2P τmH2

∗ ∗ τmX − 2ε3P τmH3

∗ ∗ ∗ −τmX


 < 0 (7.35)

où U = PK et

α11 = Sym {ε1 (Pχ0 − Uβ0) + H1}+ S

α12 = ε1 (Pχ1 − Uβ1) + ε2 (Pχ0 − Uβ0)
T −H1 + HT

2

α22 = − (1− d)S + Sym {ε2 (Pχ1 − Uβ1)−H2}

Remarque 5 Le même critère de stabilité indépendant du retard et défini par le corollaire (1),
peut être obtenu d’après le théorème (10), en posant ε1 = 1, ε2 = ε3 = 0, H1 = H2 = H3 = 0. Par
ailleurs, on peut également déduire le critère de stabilité independant de la contrainte τ̇(t) ≤ d < 1
en posant S = 0.

Approche 3

A partir de la réprésentation singulière équivalente de [Fridman02], il est possible d’établir le
nouveau critère de stabilité dépendant du retard suivant.

Théorème 11 Sous la contrainte (7.3), l’erreur 1 énoncée dans le théorème (8) est asymptotique-
ment stable pour 0 ≤ τ(t) ≤ τm et τ̇(t) ≤ d < 1, si pour les scalaires ε1 et ε2 > 0 prédéfinis il existe
Q1 > 0, Q2, Q3, U et S̄ > 0 tel que la LMI suivante soit vérifiée




Q2 + QT
2 + S̄ σ12 0 0 ε2Q

T
2

∗ −Q3 −QT
3 σ23 σ24 ε2Q

T
3

∗ ∗ − (1− d) S̄ 0 0
∗ ∗ ∗ −Q1ε2 0
∗ ∗ ∗ ∗ −Q1ε2




< 0 (7.36)

où U = Q1K, σ12 = Q3+Q1 (χ0 + χ1 + ε1χ1)−U (β0 + β1 + ε1β1)−QT
2 , σ23 = −ε1χ

T
1 Q1+ε1β

T
1 UT

et σ24 = τm (ε1I + I)
(
χT

1 Q1 − βT
1 UT

)
.
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Remarque 6 Le critère de stabilité indépendant du retard (respectivement le critère de stabilité
independant de la contrainte τ̇(t) ≤ d < 1) se déduit du théorème (11), en posant ε1 = −1 (respec-
tivement en posant ε1 = 0 et S̄ = 0).

Remarque 7 L’erreur 1 énoncée dans le théorème (8) présente un gain K dans ea (t) et ea (t− τ (t)),
donc le théorème 1 de [Fridman02] ne peut être utilisé par le principe de dualité. Par ailleurs, le
système original considéré dans [Fridman02] est non singulier, et la résolution du problème nécessite
la résolution de deux LMl’s, alors que notre étude ne nécessite qu’une LMI.

7.3.2 Exemple numérique

Nous considérons le système (7.22) avec BO
0 = 0, CO

1 = 0, GO
y = 0, CO

0 =
[

1 0 0
0 0 1

]
et

EO
0 =




1 0 0
1 1 0
0 0 0


 , AO

0 =



−2 0 0
0 0 0
0 0 1


 , AO

1 =



−1 0 0
−1 −1 0
−1 0 0


 , FO

x =




1
0
0




Le lemme (8) n’étant pas vérifié, le critère de stabilité indépendant du délai et énoncé dans le
corollaire (1) ne peut être appliqué. Cependant l’hypothèse A2 étant vérifiée, les critères de stabilité
dépendant du retard peuvent être testés. Nous recherchons notamment la valeur maximale τm pour
laquelle l’erreur d’estimation d’état est asymptotiquement stable. Le tableau ci-dessous présente
pour d = 0 ∼ 0.9 un comparatif des résultats obtenus par les approches 1, 2, 3 et [Darouach01].
Dans [Darouach01] nous appliquons le théorème 3 avec ε1 = 2 et ε2 = 0.51.

d 0 0.4 0.9 ∀ d
Approche 1 : τm 1 0.7742 0.3162 -

εi, i = 1, 2 {0, 1} {0, 0.8} {0, 0.32} -
Approche 2 : τm 1.2962 1.2003 1.0078 1

εi, i = 1, 2, 3 {1.6,−0.2, 1.4} {1.6, 0, 1.4} {1.9,−0.1, 1} {1.9, 0, 1}
Approche 3 : τm 1.1420 1.1111 1 1

εi, i = 1, 2 {−0.19, 1} {−0.2, 1} {0, 1} {0, 1}
[Darouach01] : τm 1.02 - - -

(7.37)

Table de synthèse

D’après le tableau (7.37), il s’avère que la deuxième approche présente des résultats de stabilité
moins conservatives au sens de la bornitude du retard que les approches 1, 3 et [Darouach01].

7.4 Observateur H∞ pour systèmes singuliers à retards

La condition de découplage des entrées inconnues n’est pas toujours vérifiée. Pour relaxer cette
contrainte, nous proposons la synthèse d’un obervateur H∞ dont l’objectif est de fournir un estimé
de l’état et d’atténuer l’influence des perturbations sur l’erreur d’estimation. Comme précédemment
pour simplifier la présentation, nous ne considérerons pas de retards multiples, et les preuves sont
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présentées dans [Koenig et Marx ACC07]. Le système auquel nous nous intéressons est représenté
par le système suivant





Eẋ (t) = A0x (t) + A1x (t− τ (t)) + Bu (t) + Ww (t)
x(t) = φ(t), t ∈ [−τm, 0]
y (t) = Cx (t)
z (t) = Lx (t)

(7.38)

où τ (t) vérifie l’hypothèse A2, x ∈ Rn est l’état, u ∈ Rm la commande, w ∈ Rq l’entrée inconnue,
y ∈ Rp la mesure et z ∈ Rr le vecteur à estimer, E ∈ Rk×n, Ai ∈ Rk×n, Bi ∈ Rk×m, C ∈ Rp×n,
W ∈ <n×q et L ∈ <r×n. Sans perte de généralité rangC = p, rangL = r et rangW = q

Nous considérons pour le système (7.1) l’observateur de Luenberger suivant :

ζ̇ (t) = F0ζ (t) + F1ζ (t− τ (t)) + TBu(t) + G0y (t) + G1y (t− τ (t))
x̂ (t) = ζ (t) + Ny (t)
ẑ (t) = Lx̂ (t)

(7.39)

avec pour condition initiale ζ (t) = φ1 (t) ∀t ∈ [−τm, 0] . ζ ∈ Rn est l’état de l’observateur, x̂ ∈ Rn

l’estimé de x, ẑ ∈ Rr≤n l’estimé de z. Les matrices F0, F1, G0, G1, T et N sont constantes de
dimensions appropriées. Elles sont déterminées telles que x̂ (t) converge asymptotiquement vers
l’état x(t) et satisfasse le critère H∞ de performance suivant

J =
∫ ∞

0

(
z̃T z̃ − γ2wT w

)
dυ < 0, ∀ 0 6= {w (t)} ∈ `q

2 (7.40)

où z̃ (t) = ẑ (t)− z (t) et γ (∈ R+).

7.4.1 Synthèse
Le théorème suivant donne la structure de l’erreur d’estimation

Théorème 12 Sous la contrainte
rank

[
E
C

]
= n (7.41)

les matrices T, N, F0, F1, Ḡ0 et Ḡ1 existent telles que

1. TE + NC = In

2. Fi = TAi − ḠiC, i = 0, 1
3. ė (t) = (χ0 −Kβ0) e (t) + (χ1 −Kβ1) e (t− τ (t))− (χ2 −Kβ2)Ww (t)

où e (t) = x̂ (t) − x (t) , Ḡi = Gi − FiN, i = 0, 1; χi = ΨΘ+ϕi, βi = (I −ΘΘ+) ϕi, i = 0, 1, 2.
Les matrices ϕi, Ψ et Θ sont définies par les relations suivantes

Θ=




E A0 A1

C 0 0
0 −In 0
0 −C 0
0 0 −In

0 0 −C



∈ <(k+2n+3p)×3n

Ψ=
[

In 0 0
] ∈ <n×3n

ϕ0 =




A0

0
0
−C
0
0




ϕ1 =




A1

0
0
0
0
−C




ϕ12 =




Ik

0
0
0
0
0
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L’erreur d’estimation d’état énoncée dans le théorème (12) est fonction du gain K. Ce dernier
est déterminé tel que x̂ (t) converge asymptotiquement vers x(t) et satisfasse le critère de perfor-
mance (7.40). Avant de rechercher une solution K, il convient d’établir les conditions d’existence
de stabilité. On distingue deux conditions, la première est dépendante du retard et nécessite une
matrice F = F0 + F1 stable. La seconde est indépendante du retard et nécessite la stabilité de la
matrice F0.

Lemme 9 Il existe un gain K tel que F = χ−Kβ soit stable si et seulement si l’une des conditions
équivalentes suivantes est vérifiée

la paire
(
χ, β

)
est détectable (7.42)

rang

[
λE −A0 −A1

C

]
= n, ∀λ ∈ C,< (λ) ≥ 0 (7.43)

où
χ = χ0 + χ1 = ΨΘ+ϕ
β = β0 + β1 = (I −ΘΘ+)ϕ
ϕT =

[
AT

0 + AT
1 0 0 −CT 0 −CT

]

Lemme 10 Il existe un gain K tel que F0 = χ0 − Kβ0 soit stable si et seulement si l’une des
conditions équivalentes suivantes est vérifiée

la paire
(
χ0, β0

)
est détectable (7.44)

rang

[
λE −A0

C

]
= n, ∀λ ∈ C,< (λ) ≥ 0 (7.45)

Remarque 8 Dans [Koenig et Marx ACC07], nous avons montré que les matrices T , N , F0, Ḡ0,
F1 et Ḡ1 sont solutions de l’équation

[
T N F0 Ḡ0 F1 Ḡ1

]
=ΨΘ+ −K

(
Ik+2n+3p −ΘΘ+

)
(7.46)

dont K est le paramètre inconnu principal. Cela est fort intéressant au sens où la solution T conserve
les propriétés de détectabilité, contrairement aux approches [Darouach94], [Koenig et Marx, ACC04],
[Koenig, TAC05].

Remarque 9 Si l’hypothèse (7.41) n’est pas vérifiée ou si le système présente l’allure générale
suivante

EOẋ (t) = AO
0 x (t) + AO

1 x (t− τ (t)) + BO
0 u(t) + WO

x w (t)
yO (t) = COx (t) + CO

1 x (t− τ (t)) + WO
y w (t)

z(t) = Lx (t)
(7.47)

alors il est possible de proposer la structure équivalente suivante

Ēẋ (t) = Φ0x (t) + Φ1x (t− τ (t)) + B̄u(t) + F11y1 + F12w2 (7.48)
y1 (t) = C110x(t) + C111x (t− τ (t)) + w1 (7.49)
y2 (t) = C120x(t) + C121x (t− τ (t)) (7.50)
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où Ē...C121,y1, y2, w1 et w2 sont obtenus selon les résultats développés dans [Darouach et al. 96].
Par ailleurs afin de supprimer les délais présents sur l’équation de mesure (7.50), les relations
(7.48) et (7.50) sont réécrites sous la forme suivante

Eaẋa (t) = Aa
0xa (t) + Aa

1xa (t− τ (t)) + Bau(t) + Fa1y1 (t) + Fa2w2 (t)
y2 (t) = Ca

0 xa (t) (7.51)

où

xa (t) =
[

x (t)
ξ (t)

]
, Ea =

[
Ē 0
0 I

]
, Aa

0 =
[

Φ0 0
0 −ρI

]
,

Ba =
[

B̄
0

]
, Fa1 =

[
F11

0

]
, Aa

1 =
[

Φ1 0
ρC121 0

]
,

Fa2 =
[

F12

0

]
, Ca

0 =
[

C120 I
]

et 1 ¿ ρ (voir eq. (24) dans [Fridman01]). Il convient dès lors de proposer la structure de l’obser-
vateur suivante

ϑ̇ (t) = F0ϑ(t) + F1ϑ (t− τ (t)) + TB̄u (t) + Ğy1 (t) + Ğ0y2 (t) + Ğ1y2 (t− τ (t))
x̂a (t) = ϑ (t) + Ny2 (t) , ϑ̂ (t) = Lx̂a (t)

où Ğ = TFa1. Les étapes suivantes sont identiques à celles développées dans la section III.A de
[Koenig et Marx ACC07]. Outre le fait de tenir compte des retards et des perturbations dans l’équa-

tion de mesure, il s’avère que l’hypothèse (7.41) pour le système (7.51) i.e., rang

[
Ea

Ca
0

]
= n+dim ξ

est équivalente à la condition générale d’impulse observabilité i.e. rang




EO AO

0 EO

0 CO


−rang [EO] =

n pour le système d’origine (7.47), laquelle est moins conservative que (7.41).

Nous avons établi les conditions d’existences de l’observateur, il nous reste à établir la procédure
de design du gain K tel que x̂ (t) converge asymptotiquement vers x(t) et satisfasse le critère (7.40).
Nous énonçons uniquement les théorèmes et corollaires solutions du problème, le développement et
les preuves sont donnés dans [Koenig et Marx ACC07].

Théorème 13 Sous réserve que les conditions d’existences (7.29) et (7.43) soient vérifiées et 0 ≤
τ(t) ≤ τm , τ̇(t) ≤ d < 1, l’observateur (7.27) pour le système (7.1) existe, s’il existe P > 0, X > 0,
S ≥ 0, U et Hi, (i = 1..4) tel que la LMI suivante soit vérifiée :




α11 α12 α13 α14 τmH1

∗ α22 α23 α24 τmH2

∗ ∗ α33 α34 τmH3

∗ ∗ ∗ α44 τmH4

∗ ∗ ∗ ∗ −τmX




< 0 (7.52)
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où γ > 0, ε1, ε2, ε3 sont des scalaires prédéfinis et

α11 = Sym {ε1 (Pχ0 − Uβ0) + H1}+ S + LT L

α12 = ε1 (Pχ1 − Uβ1) + ε2 (Pχ0 − Uβ0)
T −H1 + HT

2

α13 = (I − ε1I) P + HT
3 + ε3 (Pχ0 − Uβ0)

T

α14 = −ε1Pχ2W + ε1Uβ2W + HT
4

α22 = − (1− d) S + Sym {ε2 (Pχ1 − Uβ1)−H2}
α23 = −HT

3 + ε3 (Pχ1 − Uβ1)
T − ε2P

α24 = −ε2Pχ2W + ε2Uβ2W −HT
4

α33 = τmX − 2ε3P
α34 = −ε3Pχ2W + ε3Uβ2W
α44 = −γ2Iq

On en déduit le gain K = P−1U.

Algorithm 2 Définir les scalaires γ > 0, ε1, ε2, ε3 et résoudre la LMI (7.52) en P > 0, X > 0,
S ≥ 0, U et Hi, (i = 1..4). Déduire le gain K = P−1U et d’après (7.46), Gi = Ḡi + FiN calculer[

T N F0 Ḡ0 F1 Ḡ1

]
et Gi, i = 0, 1 respectivement.

Corollaire 2 D’après le théorème (13), nous obtenons pour S = 0 le critère de stabilité dépendant
du retard (i.e., 0 ≤ τ(t) ≤ τm) et indépendant de sa dérivée (i.e. τ̇(t) ≤ d < 1).

Corollaire 3 D’après le théorème (13), nous obtenons pour ε1 = 1, ε2 = ε3 = 0, H1 = H2 = H3 =
H4 = 0 et X = 0 le critère de stabilité indépendant du retard (i.e., 0 ≤ τ(t) ≤ τm) et dépendant de
sa dérivée (i.e. τ̇(t) ≤ d < 1).

Corollaire 4 D’après le théorème (13), nous obtenons pour ε1 = 1, ε2 = 0, H1 = H2 = H3 =
H4 = 0 et X = 0 le critère de stabilité indépendant du retard et de sa dérivée (i.e. 0 ≤ τ(t) ≤ τm,
τ̇(t) ≤ d < 1).

Remarque 10 Pour d = 0, (i.e. retard constant) et ε1 = 1, ε2 = ε3 = 0, H1 = H2 = H3 = H4 = 0,
X = 0, L = In, nous retrouvons la LMI (7) définie dans [Koenig et Marx, ACC04].

Remarque 11 L’observateur H∞ pour les systèmes à retard constant fut développé en premier
lieu dans [Wang01], [Fridman01], [Fridman03], [Fridman05] et étendu au cas des retards variants
dans [Fridman03], [Fridman05]. Contrairement aux travaux de Fridman le système que nous consi-
dérons est réellement un système singulier. Les systèmes (3) et (1) décrits dans [Fridman01] sont
équivalents si et seulement si le système (1) n’est pas sous forme singulière. En effet on peut obser-
ver que le système singulier Eẋ = A0x (t) + A1x (t− h) où h est constant peut être réécrit sous la
forme équivalente du système singulier Eẋ (t) = ȳ (t) , 0 = −ȳ (t)+(A0 + A1)x (t)−A1

∫ t

t−h
ȳ (s) ds

énoncé dans [Fridman01] si et seulement si E = I, car
∫ t

t−h
ȳ (s) ds = Ex(t)− Ex(t− h).

Nous avons montré dans notre étude que la synthèse proposée offre de nombreux avantages.
L’exemple numérique suivant illustre les performances de l’observateur pour différents niveaux
de transfert entre les perturbations et l’erreur d’estimation. Plus précisément nous déterminons
la bornitude τm du retard pour laquelle l’observateur proposé présente une erreur d’estimation
asymptotiquement stable et pour qu’elle satisfasse le critère de performance (7.40).
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Fig. 7.3 – γ function of τm for d = 0.1, d = 0.4, d = 0.9 and any d

7.4.2 Exemple
Nous considérons le système singulier (7.1) où

L =
[

0 1 0
]
, B = 03×1, E =




1 0 0
1 1 0
0 0 0


 , A0 =



−2 0 0
0 0 0
0 0 1


 ,

A1 =



−1 0 0
−1 −1 0
−1 0 0


 , W =




0
1
0


 C =

[
1 0 0
0 0 1

]

Premièrement, nous constatons que les travaux de [He04], [Fridman05] and [Darouach05] ne
peuvent pas être appliqués car le système considéré est réellement un système singulier. Seuls les
travaux de [Feng03] présentent une synthèse pour systèmes singuliers à retards. Plus précisément,
[Feng03] donne un critère de stabilité indépendant du retard, et considère le système non perturbé.

La figure (7.3) illustre les performances que nous obtenons pour différentes contraintes d’évolu-
tion du retard. Pour un retard constant (i.e. d = 0), la synthèse proposée dans [Koenig et Marx, ACC04]
ne peut être appliquée car le critère de stabilité n’est pas vérifié. De même, la synthèse d’un obser-
vateur indépendant de l’évolution du retard ne peut être appliquée car la condition de détectabilité
(7.45) n’est pas vérifiée. En d’autres termes pour ce système, seuls les critères de stabilité dépendant
du retard [Koenig et Marx ACC07] présentent une solution.
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7.5 Observateurs non linéaires pour multi-modèles singuliers

L’approche que nous proposons est une généralisation des résultats précédents à une classe
de systèmes très récents que sont les multi-modèles [Koenig et al., TAC07]. Les modèles que nous
considérons sont non-linéaires, singuliers et perturbés par des entrées inconnues sur l’état et la
sortie, sa représentation d’état générale est la suivante :

Eα(k+1)xk+1 = Aα(k)xk + Fα(k)dk + Hα(k)φ(xk, uk)
yk = Cα(k)xk + Gα(k)dk

(7.53)

où Eα(k+1), Aα(k) ∈ Rp×n sont de formes générales et peuvent être rectangulaires. Pour chaque
mode α (k) = i, les matrices Fα(k) ∈ Rp×q, Hα(k) ∈ Rp×nφ , Cα(k) ∈ Rm×n et Gα(k) ∈ Rm×q sont
considérées constantes et connues. Les vecteurs x ∈ Rn, d ∈ Rq, φ : Rn × Rnu × N → Rnφ et
y ∈ Rm représentent respectivement le vecteur d’état, les entrées inconnues, les non-linéarités et
les sorties. Le signal u ∈ Rnu représente la commande. α (k) est une fonction créneau représen-
tant par exemple l’évolution temporelle des différents modes de fonctionnement. Nous considérons
ici que la séquence α (k) est connue ou accessible en temps réel selon l’évolution des entrées, des
mesures ou des paramètres. Par exemple, si le paramètre vitesse d’un véhicule est accessible à la
mesure, on peut décomposer ce dernier en 3 modèles distincts, l’un pour une vitesse de 30km/h,
l’autre pour une vitesse de 60km/h et le dernier pour une vitesse de 90km/h. En conclusion,
{(Ei, Ai, Fi,Hi, Ci, Gi) : i ∈ ε = {1, 2, ..., h}} forment une famille de matrices représentant les h mo-
dèles d’évolutions, lesquels sont activés selon la séquence α (k) . En d’autres termes si α (k) = i et
α (k + 1) = j, alors les matrices (Ej , Ai, Fi,Hi, Ci, Gi, Di) sont activées. Pour plus d’informations,
nous invitons le lecteur à lire l’article de référence de [Sun05].

Hypothèses : Dans toute la suite de l’étude nous considérons les hypothèses générales suivantes

A1 la non-linéarité φ(xk, uk, k) est globalement Lipschitzienne en x avec γ la constance de Lipschitz,
i.e.,

‖φ(xk, uk, k)− φ(x̂k, uk, k)‖ ≤ γ ‖xk − x̂k‖ , ∀u ∈ Rnu , k ∈ N

A2



rank




Eα(k+1) Fα(k) 0
0 Gα(k) 0

Cα(k+1) 0 Gα(k+1)


 = n + rankGα(k+1) + rank

[
Fα(k)

Gα(k)

]

A3
{

rank

[
zEi −Ai −Fi

Ci Gi

]
= n + rank

[
Fi

Gi

]
= ∀ |z| ≥ 1, i ∈ ε

A4





p + 2m > n + q + rankGα(k),

rank

[
Fα(k)

Gα(k)

]
= q,

rank
[
Cα(k) Gα(k)

]
= m

L’objectif de notre étude est pour le système (7.53) de synthétiser l’observateur non linéaire à
entrées inconnues suivant

zk+1 = Πα(k),α(k+1)zk + Kα(k),α(k+1)yk + Tα(k),α(k+1)Hα(k)φ (x̂k, uk, k)
x̂k = zk + Nα(k−1),α(k)yk

(7.54)

tel que x̂ (t) converge asymptotiquement vers l’état x(t).
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Remarque 12 Contrairement aux travaux de [Darouach et al. 96], dans notre étude le nombre
d’entrées inconnues peut être égal au nombre de mesures (voir remarque 4 dans [Koenig et al., TAC07]).
Par ailleurs, la condition A3 généralise la propriété de détectabilité développée lors de la synthèse
d’un observateur à entrées inconnues pour systèmes singuliers uniques (voir la relation (23) dans
[Darouach et al. 96]).

7.5.1 Synthèse
Le théorème suivant donne la structure de l’erreur d’estimation.

Théorème 14 [Koenig et al., TAC07] Sous la contrainte A2, les matrices Tα(k),α(k+1), Nα(k),α(k+1),
K1α(k),α(k+1), Πα(k),α(k+1) existent telles que

Tα(k),α(k+1)Eα(k+1) + Nα(k),α(k+1)Cα(k+1) = In (7.55)
Πα(k),α(k+1) = Tα(k),α(k+1)Aα(k) −K1α(k),α(k+1)Cα(k) (7.56)

Tα(k),α(k+1)Fα(k) −K1α(k),α(k+1)Gα(k) = 0 (7.57)
Nα(k),α(k+1)Gα(k+1) = 0 (7.58)

où l’erreur d’estimation ek = xk − x̂k présente la dynamique suivante

ek+1 = Πα(k),α(k+1)ek + Tα(k),α(k+1)Hα(k)φ̃k (7.59)

avec

φ̃k = φ(xk, uk, k)− φ(x̂k, uk, k) (7.60)
Kα(k),α(k+1) = K1α(k),α(k+1) + Πα(k),α(k+1)Nα(k−1),α(k) (7.61)

Nous avons montré dans [Koenig et al., TAC07] que l’erreur (7.59) et les contraintes (7.55, 7.56,
7.57, 7.58) peuvent être réécrites respectivement sous les formes équivalentes suivantes

ek+1 =
(
ΨΘ+

α(k),α(k+1)ϕ1α(k) − Zα(k)Θ⊥α(k),α(k+1)ϕ1α(k)

)
ek

+
(
ΨΘ+

α(k),α(k+1)ϕ2α(k) − Zα(k)Θ⊥α(k),α(k+1)ϕ2α(k)

)
φ̃k

(7.62)

Ψ =
[
Tα(k),α(k+1) Nα(k),α(k+1) K1α(k),α(k+1) Πα(k),α(k+1)

]
Θα(k),α(k+1) (7.63)

où

ϕ1α(k) =




Aα(k)

0m×n

−Cα(k)

0n×n


 , ϕ2α(k) =




Hα(k)

0m×n

0m×n

0n×n


 , Θα(k),α(k+1) =




Eα(k+1) Aα(k) Fα(k) 0
Cα(k+1) 0 0 Gα(k+1)

0 −Cα(k) −Gα(k) 0
0 −In 0 0




Ψ =
[
In 0n×(n+2q)

]
Θ⊥α(k),α(k+1) =

(
In+p+2m −Θα(k),α(k+1)Θ+

α(k),α(k+1)

)

(7.64)
Il convient d’ajouter que si l’hypothèse A2 est vérifiée alors la solution générale de l’équation (7.63)
est

[
Tα(k),α(k+1) Nα(k),α(k+1) K1α(k),α(k+1) Πα(k),α(k+1)

]
= ΨΘ+

α(k),α(k+1) − Zα(k)Θ⊥α(k),α(k+1)

(7.65)
où Zα(k) est un gain arbitraire déterminé tel que l’erreur d’estimation converge asymptotiquement
vers zéro, et ce quelque soit la séquence α(k). Le théorème suivant en donne la solution.
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Théorème 15 [Koenig et al., TAC07] S’il existe des matrices symétriques P1, P2, ..Ph définies po-
sitives et des matrices U1, U2, ..Uh satisfaisant la LMI suivante




Pi + PT
i − Pj PiΨΘ+

i,jϕ1i − UiΘ⊥i,jϕ1i PiΨΘ+
i,jϕ2i − UiΘ⊥i,jϕ2i 0

∗ Pi 0 γIn

∗ ∗ In 0
∗ ∗ ∗ In


 > 0, ∀i, j ∈ ε (7.66)

alors l’erreur d’estimation ek converge asymptotiquement vers zéro avec Zi = P−1
i Ui.

Remarque 13 L’existence d’une solution à l’inégalité matricielle (7.66) nécessite que la propriété
de détectabilité de la paire

(
ΨΘ+

i,iϕ1i, Θ⊥i,iϕ1i

)
soit vérifiée. On observe que cette LMI doit être

vérifiée pour n’importe quelle séquence α (k) , et donc implicitement pour α (k + 1) = α (k) = i. Par
ailleurs, la LMI (7.66) est équivalente à [Koenig et al., TAC07]

[
Pi −ΠT

i,jPjΠi,j − γ2In −ΠT
i,jPjTi,jHi

∗ −HT
i TT

i,jPjTi,jHi + Inφ

]
> 0 ∀i, j ∈ ε (7.67)

Laquelle montre pour α (k + 1) = α (k) = i que l’existence d’une solution LMI (7.67) nécessite au
sens de Lyapunov la stabilité de la matrice Πi,i = ΨΘ+

i,iϕ1i − ZiΘ⊥i,iϕ1i, et donc la détectabilité
de la paire

(
ΨΘ+

i,iϕ1i, Θ⊥i,iϕ1i

)
(puisque l’élément (1, 1) de (7.67) implique −Pi + ΠT

i,iPiΠi,i <

−γ2In+m < 0). Il est donc nécessaire d’assurer un design de la matrice Ti,i tel que la propriété de
détectabilité de la paire

(
ΨΘ+

i,iϕ1i, Θ⊥i,iϕ1i

)
est conservée (rappel, d’après [Darouach94] un choix

arbitraire de la matrice Ti,i peut entraîner une perte d’observabilité du système). Bien entendu,
comme le montre [G. Böker and J. Lunze] en section 7.2, cette propriété de détectabilité n’implique
pas nécessairement la détectabilité du système (7.59) pour toutes séquences α (k).

Nous pouvons dès lors établir le résultat suivant :

Lemme 11 [Koenig et al., TAC07] Il existe une matrice Zi telle que la matrice Πi,i = ΨΘ+
i,iϕ1i−

ZiΘ⊥i,iϕ1i soit stable si et seulement si l’hypothèse A3 ou de manière équivalente la propriété de
détectabilité suivante est vérifiée

rank

[
zIn −ΨΘ+

i,iϕ1i

Θ⊥i,iϕ1i

]
= n,∀ |z| ≥ 1 (7.68)

Afin d’illustrer les performances de notre observateur, nous présentons deux exemples. Le pre-
mier montre d’une part une simplicité de mise en oeuvre de l’observateur, et d’autre part un conser-
vatisme moins important au sens où le maximum de la constante de Lipschitz pour laquelle l’erreur
d’estimation reste asymptotiquement stable est supérieure à celle obtenue dans [Rajamani 1998].
Dans le second exemple, nous considérons réellement un multi-modèle singulier non linéaire sujet à
des perturbations sur l’état et les mesures.

7.5.2 Exemples
Example 1 : D’après [Rajamani 1998], l’observateur (2) pour le système (1a,1b) présente une

erreur d’estimation asymptotiquement stable sous réserve que les non-linéarités vérifient l’hypothèse
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A1) avec γ < 0.49. Alors que notre synthèse montre un maximum de la constante de Lipschitz égale
a γ = 0.9950. Dans cette étude, nous avons considéré le problème d’optimisation suivant

max
P1,U1

γ sous les contraintes LMI’s (7.66) et P1 = PT
1 > 0 (7.69)

où i = j = 1, Θα(k),α(k+1) =




I2 A1

C1 0
0 −C1

0 −I2


 et Ψ =

[
In 0n×n

]
voir [Koenig et al., TAC07].

Example 2 : Nous considérons le système (7.1) avec

Ei =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0


 , Fi =




f11i 0
0 f22i

0 0
0 1


 , Ai =




−1 a12i 0 a14i

−1 0 0 1
0 −1 a33i

0
0 0 0 0.5


 , xk =




x1k

x2k

x3k

x4k




Hi =




1
0
h31i

0


 , φk = γ sin x1k, Ci =




1 0 0 0
0 0 c23i 1
0 0 0 c34i


 , Gi =




1 0
0 0
1 0


 , dk =

[
d1k

d2k

]

ε = {1, 2} , γ = 0.5, Te = 0.01 sec, d1k = sin 4kTe, d2k = sin 0.1kTe,

a121 = 0.4, a122 = 0.6, a331 = −0.4, a332 = −0.6, a141 = 0.2, a142 = 0, c231 = 1, c232 = 0
c341 = 1, c342 = 0, h311 = 1, h312 = 0, f111 = 0, f112 = 1, f221 = 1, f222 = 0

où la séquence α (k) est connue a priori. Son évolution est résumée dans la table suivante :

k 0 · · · 49 50 51 52 · · · 250 251 252 253 · · ·
α (k − 1) 2 · · · 2 2 2 1 · · · 1 1 1 2 · · ·
α (k) 2 · · · 2 2 1 1 · · · 1 1 2 2 · · ·
α (k + 1) 2 · · · 2 1 1 1 · · · 1 2 2 2 · · ·

(7.70)

laquelle permet d’activer les matrices correspondantes

k 0 · · · 49 50 51 · · ·
Tα(k),α(k+1) T2,2 · · · T2,2 T2,1 T1,1 · · ·
Nα(k−1),α(k) N2,2 · · · N2,2 N2,2 N2,1 · · ·
Πα(k),α(k+1) Π2,2 · · · Π2,2 Π2,1 Π1,1 · · ·
Kα(k),α(k+1) K12,2 + Π2,2N2,2 · · · K12,2 + Π2,2N2,2 K12,1 + Π2,1N2,2 K11,1 + Π1,1N2,1 · · ·

(7.71)
Si toutefois cette séquence α (k) est inconnue, il est courant d’établir une règle définissant les
changements de modèles (voir l’exemple 1 de [G. Millerioux and J. Daafouz]).

Algorithme
1) L’hypothèse A1 est vérifiée pour γ = 0.5 et A2 pour l’ensemble des couples {(2, 2); (2, 1); (1, 1); (2, 2)}.

Nous obtenons par exemple pour α(k + 1) = 2, α(k) = 1,



E2 F1 0
0 G1 0
C2 0 G2


 = n + rangG2 + rang

[
F1

G1

]
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L’hypothèse A3 est vérifiée pour tous |z| ≥ 1 et i ∈ ε = {1, 2}.
2) D’après (7.70) et (7.64), nous obtenons ϕ11 , ϕ21 , ϕ12 , ϕ22 , Θ2,2,Θ2,1, Θ1,1, Θ1,2 et Ψ. Les condi-

tions d’existence étant vérifiées, nous pouvons résoudre le problème d’optimisation défini dans
le théorème (15). Nous obtenons après 26 itérations les solutions P1, P2, U1, U2 telles que
la LMI (7.66) soit vérifiée pour les couples {(i, j) = (2, 2) , (2, 1) , (1, 1) , (1, 2)}. Les gains
Z1 et Z2 sont obtenus d’après la relation Zi = P−1

i Ui. Enfin d’après (7.65) et (7.71) nous
déduisons

[
T2,2 N2,2 K12,2 Π2,2

]
=ΨΘ+

2,2 − Z2Θ⊥2,2[
T2,1 N2,1 K12,1 Π2,1

]
=ΨΘ+

2,1 − Z2Θ⊥2,1[
T1,1 N1,1 K11,1 Π1,1

]
=ΨΘ+

1,1 − Z1Θ⊥1,1[
T1,2 N1,2 K11,2 Π1,2

]
=ΨΘ+

1,2 − Z1Θ⊥1,2

et Kα(k),α(k+1) = K1α(k),α(k+1) + Πα(k),α(k+1)Nα(k−1),α(k).

3) En accord avec l’évolution α (k) définie dans la table (7.70) nous activons par une S-function
(Matlab/Simulink) les matrices Tα(k),α(k+1), Kα(k),α(k+1), Πα(k),α(k+1) et Nα(k−1),α(k) avec
Kα(k),α(k+1) = K1α(k),α(k+1) + Πα(k),α(k+1)Nα(k−1),α(k).

Les figures 7.4(a), 7.4(b) montrent une estimation d’état non biaisée, et ce même lors des chan-
gements de mode.

Remarque 14 Pour une fonction quadratique unique de Lyapunov V (ek, k) = eT
k Pek, i.e., P1 =

P2 = P et U1 = U2 = U, nous constatons que la LMI (7.66) ne présente pas de solution. Cela
est courant car la stabilité polyquadratique est par définition moins conservatrice qu’une solution
commune P .

Remarque 15 Si nous appliquons le problème d’optimisation suivant :

max
Pi,Ui

γ sous les contraintes LMI’s (7.66) et Pi = PT
i > 0 (7.72)

nous obtenons les maximums suivants de la borne de Lipschitz :

h311 1 1.2 1.26 1.27 1.28
γmax 184.3 98.87 49.53 35.05 1.1768

où le paramètre h311 est un coefficient de la matrice Hα(k) du système (7.1). Bien évidemment, on
observe que si h311 augmente, alors γmax diminue. Cela s’explique par le fait que le paramètre h311

est linéairement dépendant du terme non-linéaire φ (xk, uk, k).

7.5.3 Conclusion
Nous avons présenté la synthèse d’un observateur pour une classe de systèmes très généraux que

sont les multi-modèles [Koenig et al., TAC07]. Ces modèles sont non-linéaires, singuliers et pertur-
bés par des entrées inconnues sur l’état et la sortie. Nous avons déterminé et prouvé les conditions
d’existence d’un tel observateur. Une formulation LMI stricte est obtenue, laquelle présente un
conservatisme moindre par rapport à l’article de référence de [Rajamani 1998]. Pour l’heure, nous
étendons notre approche à la synthèse d’un observateur robuste aux incertitudes paramétriques.
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Fig. 7.4 – Séquence α(k) et estimation d’état
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Ce mémoire présente les activités d’enseignant-chercheur que j’ai exercées depuis ma nomination
en septembre 1999. En particulier, elles se situent autours de 4 thèmes principaux :

- la commande, la détection et la correction de défauts appliqués aux véhicules routiers
[Mammar et Koenig, ACC00], [Mammar et al, ACC01], [Koenig et Mammar ECC01],
[Mammar et Koenig VSD02], [Koenig et Mammar ACC03b], [Nouilletas et al 07].

- l’analyse et le contrôle du trafic routier
[Koenig et al, ITS99], [Mammar et Koenig RTS02], [Jacquet et al., CTS’06],
[Jacquet et al., IFAC05], [Jacquet et al., CDC05], [Jacquet et al 07].

- le diagnostic des canaux d’irrigation
[Bedjaoui et al., CDC06], [Koenig et al., CDC05], [Bedjaoui et al 07].

- la commande, l’observation et le diagnostic des systèmes singuliers
[Koenig et al., TAC07], [Koenig, TAC06],
[Marx et al., IEE07], [Koenig, TAC05], [Marx et al., TAC04], [Koenig et Mam., TAC02].

Concernant mes responsabilités, je compte poursuivre la responsabilité du département auto-
matique de l’ESISAR et celle de chef de Projet "Véhicule Trafic" du département automatique
de GIPSA-Lab. Parallèlement, je compte m’investir pleinement dans le domaine de la commande
et du diagnostic des systèmes à modes multiples, avec pour application la régulation des flux de
trafic routier. Il est en effet connu que les situations de congestion autour des métropoles sont de
plus en plus fréquentes. Ces problèmes sont principalement localisés dans les régions urbaines et
péri-urbaines où la construction de nouvelles infrastructures autoroutières n’est techniquement pas
envisageable.

Pour y remédier, il est nécessaire de contrôler (par des feux ou des barrières) les flux de véhicules
entrant sur les voies de circulation considérées, ce qui permet d’accroître la fluidité du trafic (cf
figure (7.5)). Ces méthodes doivent permettre des gains de temps de parcours et, par conséquent,
diminuer fortement les nuisances sonores et les émanations de CO2.

Classiquement, les flux de véhicules sont représentés par des modèles faisant intervenir des
équations aux dérivées partielles (Lighthill-Whitham-Richards). A ce jour, nous avons développé
une loi de commande optimale coordonnée. Elle délivre en temps réel la séquence de feux aux
entrées des voies périphériques concernées. Cette approche globale maximise la fluidité du trafic
sous la contrainte de la dynamique non-linéaire du système. Dernièrement, nous avons comparé nos
résultats de simulation avec des données réelles de terrain obtenues auprès de notre partenaire :
la direction départementale de l’équipement (DDE) de l’Isère. Nos résultats montrent sur une
portion de la rocade sud de Grenoble un gain en fluidité de l’ordre de 20% (cf figure (7.5)). Ces
résultats encourageants nous incitent à poursuivre nos efforts en partenariat avec l’institut national
de recherche sur les transports et leur sécurité (INRETS), l’Université de Berkeley et la DDE.
Ces partenaires nous apportent l’expertise et les données (densités, vitesses, flux) du terrain. Nos
résultats sont issus du travail de Denis Jacquet [Koenig et al., TAC07], thèse que j’ai co-encadrée
avec Carlos Canudas de Wit (Directeur de Recherche CNRS).

Nos perspectives reposent sur l’élaboration de lois de commande robustes aux incertitudes de
paramètres, aux erreurs de mesures et aux perturbations extérieures. Elles font appel à une analyse
du compromis performance/robustesse pour un système non-linéaire de dimension infinie. Or un
tel problème est difficile à mettre en œuvre pour cette classe de système. Nous nous sommes dès
lors intéressés à modéliser l’évolution du trafic par des modèles dynamiques linéaires présentant
trois modes de fonctionnement (soit fluide, congestionné ou découplé). De ce fait les multi-modèles
constituent un moyen privilégié de représentation des systèmes non-linéaires de dimension infinie.
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Fig. 7.5 – Rocade sud de Grenoble
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Fig. 7.6 – Contrôle d’accès par feux tricolores

Ces multi-modèles sont souvent conçus à partir d’une interpolation de modèles locaux linéaires,
et permettent en particulier de décrire différents régimes de fonctionnement. De plus, ce type de
modèles offre des perspectives fort intéressantes en termes de commande et de diagnostic. Il est
en effet possible d’envisager la synthèse d’une loi de commande robuste pour systèmes multiples.
Parallèlement à l’étude de la commande, il est également nécessaire d’assurer la surveillance du
système : détection et localisation de défauts.

En résumé, l’objectif principal est l’étude des structures multi-modèles pour le contrôle, l’es-
timation d’état et le diagnostic de fonctionnement. In fine, les résultats devront permettre une
régulation optimale et robuste des flux d’accès des voies de circulation routières, cf figure (7.6).

Par ailleurs l’étude des modèles EDP (équations aux dérivées partielles), bien qu’aboutissant
à des résultats très encourageants, fait apparaître de grandes difficultés d’analyse, de simulation
et de prise en compte d’incertitudes paramétriques, ou d’incomplétudes des informations dispo-
nibles. Nous avons montré dernièrement que le comportement macroscopique du trafic routier peut
être représenté par un système dynamique invariant linéaire ayant trois modes de fonctionnement
principaux : fluide, découplé et congestionné (cf. fig (7.7)).

L’utilisation de structures multi-modèles est donc tout à fait adaptée à la représentation du
comportement de ce type de système. Cette représentation nouvelle de l’évolution spatiale et tem-
porelle du trafic routier ouvre de nombreuses perspectives de recherches. Outre la possibilité de
développer des contrôleurs robustes, elle permet également d’établir un diagnostic du système à
surveiller.

Autrement dit se pose le problème de définir une structure particulière de multi-modèles apte à
approcher un système EDP et à prendre en compte les différentes incertitudes dues à l’approximation
et à la nature du système. Une fois la structure définie, on cherchera à synthétiser des lois de
commande améliorant la fluidité du trafic. Usuellement, la commande utilise une estimation de
l’état du système, il est donc primordial d’élaborer des observateurs d’état de ces multi-modèles
(encore appelés multi-observateurs).

Ces perspectives s’inscrivent dans le développement des nouvelles activités de recherches du
laboratoire GIPSA-lab, et principalement dans le projet "véhicule-trafic" dont j’ai la responsabi-
lité. Les recherches proposées sont clairement orientées vers l’optimisation du trafic routier, mais
elles seront développées pour la plus large classe possible de systèmes incluant en particulier des
incertitudes paramétriques, des retards et/ou des relations algébriques.
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Fig. 7.7 – Diagramme fondamental
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