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Chapitre 1

Introduction

Le A-calcul pur a été inventé vers 1930, et a connu un développement considé-
rable pour ses rapports étroits avec les langages de programmation fonctionnelle.
L’intérét principal de ce calcul provient essentiellement de la simplicité de sa
syntaxe et de sa capacité & programmer toutes les fonctions calculables. Le -
calcul typé suscite depuis quelques années un grand intérét & cause du lien qu’il
établit entre les notions de programme et de preuve en logique, c’est ce qu’on
appelle la “correspondance de Curry-Howard”. Parmi les systémes de typage qui
ont un grand pouvoir d’expression, on trouve le systéme AF2 des types du se-
cond ordre de J.-L. Krivine. L’intérét de ce systéme est que les programmes qu’il
produit, sont prouvés.

Mes travaux de recherche tournent autour des théorémes de programmation en
A-calcul pur et typé. Ils recouvrent essentiellement les thémes suivants :

1- Opérateurs de mise en mémoire

Le A-calcul ne peut étre considéré comme un vrai langage de programmation que
si une stratégie de réduction est définie pour exécuter les programmes. Parmi les
stratégies les plus simples & implémenter, on trouve la stratégie de la réduction
gauche (appel par nom) qui consiste & réduire toujours le redex le plus & gauche
dans le terme. Cette stratégie a de bonnes propriétés; elle se termine toujours
si on l'applique & des termes normalisables. Mais, avec elle, 'argument d’une
fonction est recalculé & chaque utilisation. J.-L. Krivine a introduit en 1990 la
notion d’opérateurs de mise en mémoire pour remédier a ce défaut. Il s’agit de
A-termes clos qui, pour un type de données fixé, permettent de simuler “I’ap-
pel par valeur” dans le cadre d’un “appel par nom”. Les opérateurs de mise en
mémoire ont été utilisés d’une maniére implicite dans la preuve du théoréme de
programmation en A-calcul pur. En effet, pour représenter la composition sur
les fonctions partielles, on commence par réduire les arguments avant de donner
leurs résultats (s’ils existent) & la fonction. Les opérateurs de mise en mémoire
permettent de réaliser ce qu’on vient d’expliquer.
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22 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Pour étudier les propriétés des opérateurs de mise en mémoire en A-calcul pur,
nous avons introduit (R. David et moi méme) une nouvelle structure : le A-calcul
dirigé (un langage de contexte pour le A-calcul), et nous avons démontré que ce
calcul garde les principales propriétés du A-calcul ordinaire. Le A-calcul dirigé
permet de trouver une définition équivalente pour les opérateurs de mise en mé-
moire plus pratique pour établir leurs propriétés. Citons-en quelques unes : la
stabilité de I’ensemble des opérateurs de mise en mémoire par la S-équivalence,
la non et la semi-décidabilité du probléme de I’existence des opérateurs pour un
A-terme normal clos, et une inégalité controlant le temps calcul d’un opérateur.
J’ai étudié ensuite le probléme de la mise en mémoire sous une forme particu-
liére ; A\-terme normal (opérateurs forts) ou A-terme clos (opérateurs propres).
J’ai donné des conditions nécessaires et suffisantes pour que les représentations
récursives et itératives des données en A-calcul possédent des opérateurs forts,
et une condition suffisante pour obtenir des opérateurs propres. J’ai prouvé que
chaque ensemble fini de A-termes normaux clos posséde des opérateurs propres
de mise en mémoire qui sont forts dans le cas ou les termes ont des formes 7-
normales distinctes. J’ai associé & chaque A-terme S qui réalise la fonction suc-
cesseur sur les entiers de Church une notion de S-opérateur de mise en mémoire.
J’ai démontré que chaque S-opérateur est un opérateur de mise en mémoire et
que la réciproque n’est pas toujours vraie.

Concernant le A-calcul typé, J.-L. Krivine a montré qu’en utilisant la traduc-
tion de Godel de la logique classique en logique intuitionniste, on peut trouver,
pour chaque type de données courant, un type trés simple du systéme AF2
pour les opérateurs de mise en mémoire. Ceci donne un moyen de les obtenir.
Historiquement, le type proposé par J.-L. Krivine a été trouvé avant la notion
d’opérateurs de mise en mémoire. J.-L. Krivine a démontré que les logiques clas-
sique et intuitionniste prouvent la totalité de la méme classe de fonction. Dans
sa démonstration, il a introduit les notions suivantes : A[z] est un “type entrée”
(resp. “type sortie”) si la formule Alx] — A9[x] (resp. A9[x] — ——A[z]) est
prouvable en logique intuitionniste ou ¢ est la traduction de Godel de la logique
classique dans la logique intuitionniste. Alors si A[z] est un type entrée et B|x]
est un type sortie, une preuve classique de A[z] — B[x] peut se transformer en
une preuve intuitionniste. La notion d’opérateurs de mise en mémoire a été dé-
couverte en cherchant la propriété de tous les A-termes de type N9[x] — ——N|z]
ou N[z] est le type des entiers dans AF2.

Dans mes travaux, j’ai trouvé une version plus générale du théoréme de J.-L.
Krivine! pour les types V' (tous les quantificateurs du second ordre sont en
position positive dans ces types), et pour les transformations de Godel (une
généralisation de la traduction de Godel classique) dans le systéme AF2 et le
systéme 77 R des types récursifs de M. Parigot. Les types que j’ai proposés ne
permettent de typer qu’une petite classe des opérateurs de mise en mémoire.

1J.-L. Krivine a trouvé indépendament une partie de ces résultats.
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Par contre, j’ai trouvé une légére extension du systéme AF2 dans laquelle on
peut en typer une grande classe.

2- Types de données dans les systémes F et AF2 2

La classe A des types de données du systéme AF2 définie par J.-L. Krivine a
la particularité suivante : un A-terme normal est typable d'un type D € A ssi
il est dans l'interprétation de D pour la sémantique de la réalisabilité. Nous
nous sommes intéressés a construire des classes plus larges de types ayant cette
particularité que nous avons appelés “types complets” puisque la sémantique
considérée est compléte pour ces types. Nous avons montré que les types V' sont
des types complets pour la sémantique des parties saturées par Gn-équivalence.
Comme la cloture par expansion faible de téte est la notion la plus faible pour
la sémantique de réalisabilité, nous nous sommes intéressés & étendre le résultat
précédent & ces modéles. Ceci nous a amené a construire une classe plus res-
treinte de types (les bons types positifs) pour lesquels le type est prservé par
n-réduction. Nous avons démontré que cette classe de types est complet pour
la sémantique des parties saturées par expansion faible de téte. Une deuxiéme
facon pour avoir la préservation de type par n-réduction est d’étendre AF2 &
un systéme de typage paramétré par une relation de sous-typage a la Mitchell.
Nous avons démontré que, dans le nouveau systéme, les types VT sont complets
pour la sémantique des parties stables par expansion faible de téte.

Nous avons donné une définition d’un type de données du systéme F par des
types entrée-sortie qui servent & caractériser les domaines et codomaines des
fonctions que ’on cherche & programmer. Nous avons démontré que les types
VT sont des types entrée-sortie, et que tout type entrée est un type sortie. La
réciproque est démontrée dans des cas particuliers ot on impose des restrictions
sur la régle d’élimination des quantificateurs du second ordre.

Les formules du systéme F qui représentent les types de données courants sont
tous habités par au moins un AK-terme. Une question se pose : Peut-on re-
présenter les types de données courants par des types du systéme F habités
uniquement par des AI-termes (ces types sont appelés “I-types”’) 7 J’ai démon-
tré que les I-types sont V. Ce qui m’a permis de présenter la liste de tous les
I-types contenant au plus deux quantificateurs. On ne connait pas encore s’il
existe des I-types habités par plus d’'un A/-terme Bn-normal.

3- Programmation en logique classique et logique mixte

M. Parigot et J.-L. Krivine ont trouvé des moyens de donner un contenu algo-
rithmique & des preuves faites en logique classique. On sait qu’un “entier intui-
tionniste” (i.e. provient d’une preuve en logique intuitionniste) est S-équivalent

2Les principaux résultats de cette partie ont été obtenus avec S. Farkh dans le cadre de sa
thése de doctorat.
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a un entier de Church. Ceci n’est plus valable pour les “entiers classiques” (i.e.
provient d’une preuve en logique classique). Mais ils ont démontré que les opé-
rateurs de mise en mémoire typés dans le systéme intuitionniste AF2 d’un type
particulier peuvent servir aussi pour trouver la valeur d’un entier classique.

J’ai obtenu quelques résultats dans le AC-calcul de J.-L. Krivine et le Au-calcul
de M. Parigot. En AC-calcul, nous avons caractérisé, par des méthodes pure-
ment syntaxiques® le comportement des AC-termes de type “les raisonnements
par ’absurde intuitionniste et classique”. On obtient ainsi les opérateurs de
controles des langages de programmation. J’ai caractérisé aussi le comporte-
ment des entiers classiques du AC-calcul et j’ai donné quelques restrictions sur
le systéme de typage afin d’obtenir uniquement les entiers intuitionnistes. En
Ap-calcul, j’ai trouvé des algorithmes plus simples que ceux de M. Parigot qui
permettent de trouver la valeur d’un entier classique.

Le Ap-calcul posséde “presque” toutes les bonnes propriétés : la confluence, la
conservation de type et la normalisation forte. Par contre, on perd dans ce calcul
I'unicité de la représentation des données. De plus la présentation du systéme
typé n’est pas trés naturelle. J’ai présenté une extension du Apu-calcul appelé
Aptt-calcul qui code exactement la déduction naturelle classique du second
ordre. Ce calcul a les propriétés suivantes : la conservation de type, la norma-
lisation forte, I'unicité de la représentation des données et la confluence sur les
types de données. Ce calcul permet de programmer le ou-paralléle.

J.-L. Krivine et moi méme avons défini un systéme de typage basé sur une lo-
gique appelée “mixte”. Ce systéme permet essentiellement de distinguer entre les
preuves classiques et les preuves intuitionnistes et dans lequel on peut caracté-
riser a la fois les opérateurs de mise en mémoire et les opérateurs de controles.

Nous avons présenté (A. Nour et moi méme) une logique propositionnelle mixte
contenant des “copies disjointes” des logiques minimale, intuitionniste et clas-
sique. Nous avons démontré un résultat de complétude pour cette logique par
rapport & une sémantique de type Kripke. Ce systéme nous a permis de for-
maliser la notion de “bonne démonstration” par rapport au raisonnement par
I’absurde. Nous nous intéressons & étudier le probléme d’élimination des cou-
pures dans la version calcul des séquents de cette logique.

4- Systémes numériques

La classe de fonctions numériques programmables en A-calcul pur varie selon le
codage choisi pour les entiers. H. Barendregt a démontré que pour un cogade
d’entiers (un systéme d’entiers), on peut représenter toutes les fonctions récur-
sives ssi les trois fonctions particuliéres : le successeur, le prédécesseur et le test
a zéro le sont. J’ai démontré que les trois fonctions précédentes sont indépen-

3J.-L. Krivine a démontré, avec des méthodes sémantiques, une partie de ces résultats.
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dantes (i.e. j’ai construit des systémes dans lesquels on peut représenter deux
de ces fonctions sans la troisiéme). Il me semble qu’on ne peut pas faire mieux
(i-e. il faut au moins trois fonctions unaires pour pouvoir tout représenter). J’ai
démontré qu’'un systéme numeérique ayant des A-termes pour le successeur, le
prédécesseur et le test & zéro posséde des opérateurs de mise en mémoire. E.
Tronci a posé la question suivante : est-il vrai qu’un systéme d’entiers ayant
un successeur et un test a zéro (systéme numeérique) posséde un prédécesseur
ssi il posséde un opérateur de mise en mémoire? Cette question est toujours
ouverte mais j’en ai apporté une réponse négative pour les systémes numériques
typables dans le systéme F.

5- Résultats divers

Les méthodes que j’ai développé m’ont permis de redémontrer des résultats
connus en A-calcul. Par exemple, nous avons caractérisé (R. David et moi méme)
d’une maniére syntaxique l’équivalence opérationnelle de deux A-termes non 37-
équivalents.

C. Raffalli et moi méme avons trouvé des preuves trés simples des théorémes de
complétude des logiques du second ordre classique et intuitiuonniste.
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Chapitre 2

Notions de base en \-calcul
pur et typé

2.1 Quelques résultats du A-calcul pur

On note A ’ensemble des termes du A-calcul. On adopte la notation de J.-L.
Krivine pour ’application : étant donnés des A-termes ¢, u, uq, ..., un, I’applica-
tion de t & u est notée (t)u, et (...((t)u1)...)un est noté (t)uy...up.

On note id = Azz, 0 = Az\yy et 1 = AzAyz. Etant donnés deux A-termes ¢, u
et un entier n, on pose, par définition, (t)"u = (¢)...(t)u (¢ étant répété n fois) ;
en particulier (¢)°u = u. Le A-terme n = AzAf(f)"z est Pentier n de Church.

Si t et u sont des A-termes, on note < t,u >= Az(x)t u.
Si t est un A-terme, on note Fu(t) ’ensemble de ses variables libres.

On note —4 (resp. —,;) la B-réduction (resp. la np-réduction) et par ~g (resp.
~g,) la f-équivalence (resp. la Sn-équivalence).

La notation u > v signifie que v est obtenu & partir de u par réduction de téte.
Oun note ainsi n(u,v), le nombre de pas effectué pour passer de u a v. On dit
qu’un A-terme est résoluble ssi sa réduction de téte termine.

La réduction de téte posséde les propriétés suivantes (voir [20]) :

Théoréme 2.1.1 Sit = t', alors pour tout uy,...,u, € A :

1) Il existe v € A tel que (t)uy...ur = v, (tur...ur = v, et n((H)uy.. up,v) =
n((t)uy...ur,v) + n(t,t').

2) tlur /a1, .y upfze] = tur /2, w2y, et

n(tlur /1, oyt /e, V' ur /21, oy ur /20]) = n(t, ).

27
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La réduction de téte faible >~ est la plus petite relation transitive et réflexive
telle que (Azu)vvy...vn, =f (u[v/x])v1...0. Elle posséde la propriété suivante :

Théoréme 2.1.2 Pour tous A\-termes t, u, v, sit =5 u alors (t)v >y (u)v.

2.2 Le systéme de typage AF2

Pour pouvoir construire un langage de programmation basé sur le A-calcul typé
il faut envisager un systéme de type qui permet d’exprimer les spécifications
exactes des programmes. Le candidat naturel est celui qu’a choisi J.-L. Krivine
sous le nom d’Arithmétique Fonctionnelle du second ordre (noté en abrégé AF2)
(voir [18]). Au plan des propriétés théoriques, normalisation forte et représenta-
tion des fonctions calculables, le systéme AF2 ne se distingue pas du systéme F.
La seule différence provient de sa capacité & exprimer les spécifications exactes
des programmes, ce qui permet d’obtenir un programme calculant une fonction
en écrivant une démonstration de sa totalité.

Le systéme

On considére le calcul des prédicats intuitionniste du second ordre, écrit avec
les symboles logiques L, — et V. On note “A = A —1 et Ay,..., A, — Ala
formule A; — (42 — (...(A, — A)...)).

Si X est une variable de relation unaire, ¢ et ¢’ deux termes, alors la for-
mule VX[Xt — Xt'] est notée t = ¢’ et dite équation fonctionnelle ou for-
mule équationnelle. Un cas particulier de I’équation t = t’ est une formule de
la forme : t{uy/z1, ..., un/xn] = t'ur/c1,..;un/xy] ou t'ur/ze, ... un/xn] =
tlur /@1, oy un/ Ty, u, ..., u, étant des termes du langage.

Considérons un langage L du second ordre, et un systéme E d’équations fonc-
tionnelles de L. On décrit un systéme de A-calcul typé, appelé Arithmétique
Fonctionnelle du second ordre (en abrégé AF2), dont les types sont les formules
de L. Etant donnés un A-terme ¢, un type A et un contexte I' = 21 : Ay, ..., 2y, :
A,,, on définit au moyen des régles suivantes la notion “¢ est typable, & I'aide du
systéme équationnel F, de type A dans le contexte I'”. Cette notion est notée
I'Egrat: A

(1) F}—A}-Qxi:Ai(lgign)

Fz:Aby mt: B

2
(2) I'bpgp Axt: A— B

F'karpou:A—B Abygmv:A

(3) A Fars (u)v: B
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gt A

m’ x n’est pas libre dans I'

PFarat:VzA
r l_.A]-'2 t: A[u/x]

, 4 est un terme

Thpgpt: A

Thamt: VXA X n’est pas libre dans T

Thqrt: VXA

F est f 1
T T ar b A[F/X] est une formule

N t: Alu/x]
®) et AR/s

Les types du systéme F sont les formules construites avec les symboles logiques
V, —, et les variables X, Y ,... de relation 0-aire (variables propositionnelles). Les
régles de typage du systéme F constituent un sous-systéme des régles ci-dessus :
ce sont les régles de typage (1), (2), (3), et (6), (7) restreintes aux formules pro-
positionelles.

, u = v est un cas particulier d’une équation de F

Le systéme AF?2 posséde les propriétés suivantes (voir [19]) :

Théoréme 2.2.1 1) SiTF rat: A, ett —gt, alorsT Fara t' 1 A (théoreme
de conservation de type).

2) SiT bk azot: A, alorst est fortement normalisable (théoréme de normalisa-
tion forte).

Soient L un langage du second ordre et E un systéme d’équations de L. On
définit sur 'ensemble des termes de L une relation d’équivalence notée ~g par :
a ~p b ssi on peut 'obtenir au moyen des régles suivantes :

— Si a = b est un cas particulier d’une équation de E, alors a ~g b;

— Quels que soient les termes a,b,cde L,ona:a~ga;etsia~gbetbxpgc,
alors a ~g c.

—Si f est un symbole de fonction n-aire de L, et si a; ~g b; (1 < i <n), alors
f(al, ceny an) ~E f(bl, ceny bn)

Le lemme suivant permet de généraliser la régle de typage (8) (voir [12]).

Lemme 2.2.1 SiTFyzot: Alu/z] et umg v, alors T Fara t: Alv/x].

Théoréme de programmation

C. Bohm et A. Berarducci ont défini dans [3] les types de données algébriques
dans le systéme F. Ensuite J.-L. Krivine a généralisé leur définition au systéme
AF2 (voir [20]). Voila quelques exemples :
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Le type identité est la formule Id[z] = VX{Xi — Xz} (i est un symbole de
constante). On a le résultat suivant : si ¢ est un A-terme normal, alors b 472 t :
Id[i] ssit = id. Le type identité du systéme F est la formule I'd = VX{X — X}.

Le type booléen est la formule Blz] = VX{X1, X0 — Xz} (0 et 1 sont des
symboles de constante). On a le résultat suivant : si ¢ est un A-terme normal et
b € {0,1}, alors 455 t : B[] ssi t = b. Le type booléen du systéme F est la
formule B =VX{X, X — X}.

Le type des entiers naturels est la formule N[z] = VX{X0,Vy(Xy — Xsy) —
Xx} (s est un symbole de fonction unaire et 0 est un symbole de constante).
On a le résultat suivant : si ¢ est un A-terme normal et n € IN, alors b 475 ¢ :
N[s™(0)] ssi t = n. Le type des entiers naturels du systéme F est la formule
N =VX{X,(X - X) - X}.

On peut définir de la méme maniére les types liste, arbre, produit, somme, ...
Je vais présenter le théoréme de programmation seulement sur les entiers.

Un systéme d’équations E est dit adéquat pour le type N|x] ssi s(a) #g 0 et si
s(a) =g s(b), alors a &~ b. Dans la suite on suppose que les systémes d’équa-
tions sont tous adéquats pour le type Nz].

Soit f une fonction totale de IN* dans IN. On dit que E définit la fonction f
ssi f(n) = m < f(s"(0)) =g s™(0). Etant donné un A-terme Py, on dit que
Py représente la fonction f si, quels que soient ny,...,n, € IN, (Pf)n;...nx —3

f(nla ceey nk)

On peut énoncer & présent le théoréme de programmation qui est I'une des
motivations principales du systéme AF2 (voir [19]).

Théoréme 2.2.2 Soient f une fonction totale de IN¥ dans IN et E un sys-
téme d’équations adéquat définissant f. Si Py est un A-terme tel que =472 Py :
Vay. Ve {N[z1], ..., Nzk] = N[f(z1,...,xm)]}, alors Py représente f.

La sémantique

Le principe de la notion d’interprétation est d’associer & chaque type A un
ensemble de A-termes qui contient ceux de type A. Ainsi, on aura & notre dispo-
sition un puissant outil sémantique pour prouver les propriétés des termes typés.
La puissance de cette notion provient de la variété des interprétations possibles
pour le quantificateur du second ordre. Ces différentes sortes d’interprétations
sont déterminées par la donnée d’un sous-ensemble R de P(A) qui est destiné
4 étre le domaine dans lequel sont choisies les interprétations des variables du
second ordre.
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Etant donnés deux éléments G et G’ de P(A), on définit un élément de P(A)
noté G — G’, en posant : u € (G — G') < (u)t € G’ quel que soit ¢t € G.

Un sous-ensemble R de P(A) est dit adéquat si :
-G,GeR=(G— G eR;
— Pour toute partie o de R, 'intersection des éléments de o appartient a R.

Soit L un langage du second ordre. On va définir la notion d’un A-modéle pour
L : c’est une modification de la notion classique d’un modéle du second ordre,
dans lequel ’ensemble des valeurs de vérité n’est pas {0,1} comme d’habitude,
mais un sous-ensemble adéquat R de P(A).

Un A-modéle pour le langage L est la donnée de :

— Un ensemble | M|, supposé non vide, appelé la base de M ;

— Un sous-ensemble adéquat R de P(A) (R est appelé 'ensemble des valeurs de
vérité de M);

— Pour tout symbole de fonction n-aire f de L, une fonction fy, : |[M|* — |M];
— Pour tout symbole de relation n-aire P de L, une fonction Py : [M|* — R.

Une interprétation I est une application de I’ensemble des variables d’individu
(resp. de relation n-aire) dans | M| (resp. dans RIMI™).

Soient I une interprétation, x (resp. X) une variable d’individu (resp. de rela-
tion n-aire), et a (resp. ®) un élément de |M| (resp. de RIMI™). On définit une
interprétation J = I[x < a] (resp. J = I[X < ®]) en posant J(x) = a (resp.
J(X) =®) et J(&) = I(&) (resp. J(&') = I(¢')) pour toute variable £ # x (resp.
& #X).

Soit I une interprétation. A chaque terme t de L est associée sa valeur tps,; €
|M]|, définie par induction sur ¢ :

— Si t est une variable x, alors tar 1 = I(x);

= Sit = f(t',....,t"), alors tars = far(thy gty g)-

La valeur d’une formule A dans M et dans une interprétation I, notée par |A|ar, 1
est un élément de R défini par induction sur A au moyen des régles suivantes :
— Si A est une formule atomique P(t!,...,"), ott P est un symbole (resp. une
variable) de relation n-aire, et t!,...,t" sont des termes de L, alors on définit
|Alar,r par Par(thy g oy thr ) (resp. I(X)(t}wJ, oty 1)) qui est un élément de
R;

-SiA=B— C, alors |A|M}[ = |B|M,I — |C|M,];

—8i A =VxB, ol  est une variable d’individu, alors |A|as,1 = (| B[2]| s, 1[z—a] ;
a € [M[};

- Si A=VXB, ou X est une variable de relation n-aire, alors |A|y, 1 =
M{IBIX]|arix—a); ® € RIMI™Y.

Il est clair que |A|n,r dépend seulement des valeurs (par I) des variables libres
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de A. En particulier, si A est un type clos, |A|y.r ne dépend pas de I, on la
note alors |A| ;.

Si on se restreint au systéme F, un A-modéle est composé uniquement d’une
partie adéquate R de P(A), et pour toute constante (resp. variable) proposi-
tionnelle P, d’un élément |P|ys de R.

On dit qu’un A-modéle M satisfait I’équation u = v, si pour toute interprétation
I, uprp = vpm,r- Si E est un ensemble d’équations de L, on dit que M satisfait
E, ou que M est un modeéle de E, si M satisfait toute équation de E.

Soit S une relation binaire sur A. On dit que S est applicable si, quels que soient
les A-termes ¢, u et v, t S u = (t)v S (u)v.

Soit S une relation applicable. Une partie G de A est dite stable par S (ou
S-saturée) si, quels que soient les A-termes ¢ et u, [u € Get t S ul =t € G.

On note Ps(A) l’ensemble des parties S-saturées de A. On a alors le lemme
suivant (voir [10]) :

Lemme 2.2.2 Pg(A) est un sous-ensemble adéquat de P(A).

Soient M un A-modéle pour L, R ’ensemble des valeurs de vérité de M et S une
relation binaire sur A applicable. On dit que M est un Ag-modéle si : (Azu)v S
ulv/z] et R C Pg(A).

Un Ag-modéle est dit standard si R = Ps(A). Pour tout type clos A, on note
par |A|S = ﬂ{|A|M / M Ag—modéle de £ }

Le théoréme suivant (connu sous le nom du lemme d’adéquation) montre que
la notion de typage est plus “fort” que celle de réalisabilité. Il permet d’obtenir
I'unicité de la représentation des données et le théoréme de normalisation forte
(voir [19]).

Théoréme 2.2.3 Sit gz t: A, alorst € |Als.



Chapitre 3

Opérateurs de mise en
mémoire

3.1 La définition

Soit F' un A-terme (une fonction) et 6, ~g n (un argument non calculé de la
fonction). Durant la réduction gauche de (F)6,, 0,, peut étre calculé plusieurs
fois (le nombre de fois que F' l'utilise). On souhaite transformer (F)6,, en (F)n
et que cette transformation dépende uniquement de 6,, (et pas de F'). C’est a
dire trouver un A-terme clos T qui vérifie les propriétés suivantes :

- Pour tout A-terme F', pour tout n € IN, et pour tout 8,, ~g n, (T8, F >; (F)n.
- Le temps de calcul de (T)6,F =5 (F))n dépend uniquement de 6,,.

Définition temporaire 1 : Un A-terme clos 7' est dit opérateur de mise en
mémoire pour les entiers de Church ssi pour tout n € IN, et pour tout 8,, ~3 n,
(T)0nf >=5 (f)n (ou f est une nouvelle variable).

Il est clair qu'un opérateur de mise en mémoire satisfait les propriétés voulues.
En effet, comme (T')8,,f = (f)n, la variable f n’arrive jamais en téte durant la
réduction, et on peut donc la remplacer par un A-terme quelconque. On verra
plus loin (théoréme 3.1.1) qu’il n’est pas possible de trouver la forme normale
de 6,,.. On change donc la définition.

Définition temporaire 2 : Un A-terme T est dit opérateur de mise en mé-
moire pour les entiers de Church ssi pour tout n € IN, il existe un A-terme clos
Tn g n, tel que pour tout 8, ~g n, (I8, f > (f)7, (ot f est une nouvelle
variable).

Soit s = AnAdzAf((n)(f)z)f un A-terme pour le successeur sur les entiers de
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Church. Si on prend : Th = An((n)d)G ou § = Af(f)0 et G = AxAy(x)Az(y)(s)z;
To = AnAf(((n)f)F)0 ou F = Axy(x)(s)y, alors on peut vérifier que pour tout
On ~gn, (T;)0.f =7 (f)(s)"0 (i =1 ou 2) (voir [19] et [38]). D’ou T} et T5 sont
des oprérateurs de mise en mémoire pour les entiers de Church.

J.-L. Krivine a démontré dans [19], qu’en utilisant une traduction de Godel
de la logique classique dans la logique intuitionniste, on peut trouver un type
trés simple pour les opérateurs de mise en mémoire. Mais le A-terme obtenu
Tn, peut contenir des variables substituées par des A-termes uy, ..., U, qui dé-
pendent de 6,,. Comme 7, est S-équivalent a n, alors, la réduction gauche de
Tnlu1 /21, .., Um/Tm] est équivalente a celle de 7, et les A-termes uq, ..., u,, ne
sont pas calculés durant la réduction.

Définition finale : Un A-terme clos T est dit opérateur de mise en mémoire
pour les entiers Church ssi pour tout n € IN, il existe un A-terme 7,, >3 n, tel que
pour tout #,, ~g n, il existe une substitution o, telle que (T)0,,f > (f)o(mn)
(ot f est une nouvelle variable).

Revenons sur ’exemple donné au début de ce paragraphe. On remplace la réduc-
tion gauche de (F')6,, par celle de (T)6,,F. Comme (T)0,F = {(T)0,f}[F/f],
alors, on commence par réduire (7)f,f a sa forme normale de téte qui est
(f)o (), et on réduit ensuite (F)o'(7,) (6! =voo ouy(f) =F et y(z) = si
x # f). T a donc mis en mémoire le résultat 7,, avant de le donner, le nombre
de fois qu’il faut, pour n’importe quelle fonction.

Les opérateurs de mise en mémoire les plus efficaces pour les entiers de Church
donnent comme résultat (s)™0. Une question se pose : Peut-on trouver des opé-
rateurs de mise en mémoire pour les entiers de Church qui donnent comme
résultats les formes normales des entires ¢ Ce type d’opérateurs est appelé opé-
rateurs forts de mise en mémoire.

J’ai démontré dans [33] le résultat suivant :

Théoréme 3.1.1 L’ensemble des entiers de Church ne posséde pas d’opérateurs
forts de mise en mémoire.

Ceci provient essentiellement de deux faits :

- L’infinité des entiers : En effet, on peut démontrer que chaque ensemble fini
d’entiers de Church posséde un oprérateur fort de mise en mémoire.

- La représentation des entiers : En effet, on peut démontrer qu’on ne peut pas
créer un entier de Church n (n > 1) durant une réduction de téte dans une
application. Si on change la représentation des entiers, on peut trouver un opé-
rateur fort de mise en mémoire. Pour tout n € IN, on définit 7 par induction :
0 = AxAfz et n+1 = AzAf(f)n. Ces entiers sont dits les entiers récursifs.



3.2. LE \-CALCUL DIRIGE 35

Soit 5 = AnAzAf(f)n; il est facile de vérifier que S est un A-terme pour le suc-
cesseur. Si on prend 77 = Av(v)Tpp ou 7 = Af(f)0, p = AyAz(G)(y)z7z, et
G = AzAy(x) z(y) A fAx(f)z, alors, pour tout 0,, ~3 7, (IT")0,,f > (f)7. D’on

T’ est un oprérateur fort de mise en mémoire pour les entiers récursifs (voir [37]).

Les résultats précédents peuvent se généraliser pour les représentations itératives
et récursives des données en A-calcul (voir [33]).

3.2 Le )-calcul dirigé

Rappelons qu’un A-terme clos T' est un opérateur de mise en mémoire pour les
entiers de Church ssi pour tout n € IN, il existe un A-terme 7,, ~3 n, tel que
pour tout #,, ~g n, il existe une substitution o, telle que ()0, f =; (f)o(m,)
(ou f est une nouvelle variable). Analysons la réduction (T)8, f > (f)o(1,), en
remplacant chaque A-terme provenant de 6,, par une nouvelle variable. Ceci va
nous aider & bien comprendre la preuve du théoréme de J.-L. Krivine (théoréme
4.1.1) et justifier 'introduction du A-calcul dirigé.

Si 0,, ~g n, alors 0, = AzAg(g)tn—1, tn-k = (§)tn—k—1 1 <k <n-—1),t, > z,
et tp ~5 (9)*x (0 < k < n —1). Soit z,, une nouvelle variable qui représente
On. (T)x, f est résoluble et ses variables libres sont x, et f, donc on a deux
possibilités pour sa forme normale de téte : (f)d (dans ce cas on s’arréte) ou
(zn)a1...am. Supposons qu’on obtient (x,)aj...an,. La variable x,, représente
On, €t O = AxAg(g)tn—_1, donc (0,)ay...an et ((a2)tn—1[a1/x,a2/g))as...am pos-
sédent la méme forme normale de téte. Le A-terme t¢,,_1[a1/x,as/g] provient
de 60,,. Soit zy_1 4,4, une nouvelle variable qui représente t,_1[a1/x,az/g]. Le
A-terme ((42)@n—1,4,,a5)03---Gm €st résoluble et ses variables libres sont parmi
Trn—1,a1,a2+ Tn, €t f, donc on a trois possibilités pour sa forme normale de téte :
(f)d (dans ce cas on s’arréte) ou (z,)b1...b, ou (Zn—_1,4;,a,)b1...br. Supposons
qu’on obtient (,-1,4,,a,)b1...by. La variable z,_1 4, o, représente t,,_1[a1/x, az/gl,
et tn—1 > (g)tn—2, donc (t,—1[a1/z,as/g])b1...b, et ((a2)tn—2la1/x,as/g])bs...b,
possédent la méme forme normale de téte. Le A-terme t,,_s[a1/x,as/g] provient
de 6,,. Soit z,,_2 4,.q4, une nouvelle variable qui représente ¢,_o[a1/x,as/g]. Le
A-terme ((a2)Tn—2,4,,a5)01---br €st résoluble et ses variables libres sont parmi
Tn—2,a1,a20 Tn—1,a1,a2> Tn, €t f, donc on a quatre possibilités pour sa forme nor-
male de téte : (f)J (dans ce cas on s’arréte) ou (2, )c1...Cs OU (Tp—1,0,,a5)C1---Cs
OU (Zn—2,4,,a5)C1---Cs ... €tC ... Supposons qu’on obtient (zg,4,.4,)€1...€5 durant
la construction. La variable g g4, 4, représente to[di/z,da/g], et to > x, donc
(told1/x,da/g])er...er et (di)es...ex, possédent la méme forme normale de téte;
alors on démarre la construction avec le A-terme (dy)ey...ex.

Le A-terme (T)6, f est résoluble, et posséde (f)o(7) comme forme normale de
téte, donc cette construction s’arréte toujours sur un (f)J. On peut prouver que
1) =g n.
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D’aprés la construction précédente, la réduction (T)0,f >; (f)o(r,) est dé-
composée de deux parties : une réduction qui ne dépend pas de n et une autre
qui dépend de n (et non de 6,). Si on ajoute des nouvelles régles de réduc-
tions pour obtenir ces derniéres (par exemple : (z,)a1a2 >5 (42)Tn—1,a1,a0;
Titl,ar,as >~ f (@2)Uiar,as (0 > 0)5 %0410 >=f @1) o0 obtient une définition
équivalente pour les opérateurs de mise en mémoire : un A-terme clos 7' est un
opérateur de mise en mémoire pour les entiers de Church ssi pour tout n € IN,
(T)xnf ¢ (f)on ot 0, ~g n. J.-L. Krivine a utilisé la condition suffisante de
cette équivalence pour démontrer son théoréme.

La notion d’opérateur de mise en mémoire peut étre généralisée pour chaque
ensemble de A-termes normaux clos.

Soient ¢t un A-terme normal clos et 7" un A-terme clos. On dit que T est un opé-
rateur de mise en mémoire pour ¢ ssi il existe un A-terme 7, ~3 t, tel que pour
tout A-terme 6, ~g t, il existe une substitution o, telle que (T)8.f >¢ (f)o(7:)
(ot f est une nouvelle variable). Soient D un ensemble de A-termes normaux
clos et T un A-terme clos. On dit que T est un opérateur de mise en mémoire
pour D ssi il en est un pour chaque t de D.

Le A-calcul dirigé est une extension du A-calcul ordinaire dont le but est de
suivre la trace d’un A-terme normal durant une réduction de téte. Il permet
de formaliser la définition équivalente pour les opérateurs de mise en mémoire
donnée précédement.

Soit V I’ensemble de variables du A-calcul pur. L’ensemble de termes du A-calcul
dirigé, noté A[], est défini de la maniére suivante :

-Six eV, alors z € A[];

-Sixz eV, et u e Al], alors Azu € A[];

- St u,v € Af], alors (u)v € A[];

- Sit € A est un A-terme normal tel que Fu(t) C {x1,...,x,}, et a1, ...,a, € A[],
alors [t] < ai/xy, ..., an/xn >€ Af].

Un A[J-terme de la forme [t] < a1/21, ..., an /Ty, > est dit boite dirigée par ¢. Cette
notation représente, intuitivement, le A-terme ¢ ol toutes ses variables libres
X1, ..., T sont remplacées par aq, ..., a,. La substitution < a1/z1,...,an/x, >
est notée < a/x >. Un A[]-terme de la forme (Azu)v est appelé S-redex; ulv/z]
est son réduit. Un A[]-terme de la forme [t] < a/x > est appelé [|-redex; son
réduit R est défini par induction sur ¢ :

-Sit=u1; (1<i<n),alors R=a;;

-Sit=x+#2; (1<i<n),alors R=ux;

- Sit = Azu, alors R = A\y[u] < a/x,y/z > ouy & Fu(a);

- Sit = (u)v, alors R = ([u] < a/x >)v] <a/x >.

En interprétant la boite [t] < a1/21, ..., an/Tn > par t{[a1/T1, ..., an/zy]] (le A
terme ¢ avec une substitution explicite), les nouvelles régles de réduction sont
celles nécessaires pour effectuer la substitution. Ce type du A-calcul a été étudié
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par plusieurs personnes dans un but de mieux controéler le processus de substi-
tution crée par la (-reduction, et donc implémenter le A-calcul. La différence
essentielle entre ce type de calcul et le A-calcul dirigé est que : le premier produit
des substitutions explicites aprés chaque f-réduction. Le second “exécute” seule-
ment les substitutions données & I’avance. On peut donc considérer le A-calcul
dirigé comme une restriction (U'interdiction de la production des substitutions
explicites) d’un calcul avec substitutions explicites dont I'unique but d’étudier
la réduction de téte.

Soit u,v € Af]. La notation u >~ g v signifie que v est obtenu & partir de u par
quelques réductions de téte faible.

On va énoncer, maintenant, le théoréme qui donne une définition équivalente
pour les opérateurs de mise en mémoire (voir [8]).

Théoréme 3.2.1 Soient t un \-terme normal clos, et T un \-terme clos. T est
un opérateur de mise en mémoire pour t ssi il existe un A\-terme 7 ~g t, tel que

(DVELf =pp (H)Telltr] < an/x1 > [y1, o [tm] < am/Xm > /Ym]-

Pour prouver la condition nécessaire on associe & chaque 6; ~g ¢ une sub-
stitution spéciale Sy sur les boites dirigées par des sous-termes de t telle que
So([t]) = 0 et satisfait la propriété suivante : si u gy v alors Sp(u) =5 Sp(v).
Donc (T)60:f >; (f)o(r). Pour la condition suffisante on utilise la méthode
expliquée au début de ce paragraphe. L’unique difficulté est de prouver que
Tt =3 t. Pour cela on utilise I'indépendance de 7; et 0;.

Si t est un terme normalisable, alors on note n(t) (resp. N(¢)) le nombre de pas
nécessaire pour trouver sa forme normale de téte (resp. sa forme normale).

Le théoréme 3.2.2 permet de trouver quelques propriétés importantes des opé-
rateurs de mise en mémoire (voir [§]).

Théoréme 3.2.2 1) Soient D un ensemble de A-termes normauz clos, T et
T deuzr \-termes clos. St T est un opérateur de mise en mémoire pour D, et
T ~g T, alors T' est aussi un opérateur de mise en mémoire pour D.

2) L’ensemble d’opérateurs de mise en mémoire pour un ensemble de \-termes
normaux clos est non récursive. Mais ’ensemble d’opérateurs de mise en mé-
moire pour un ensemble fini de A-termes normauzx clos est récursivement énu-
mérable.

3) Chaque ensemble fini de A\-termes normaux clos ayant des formes Bn-normales
distinctes posséde un opérateur de mise en mémoire.

4) Soient t un A-terme normal clos, et T un \-terme clos. Si T est un opérateur
de mise en mémoire pour t, alors il existe deur constantes Ar, et Br:, telles
que pour chaque 0, ~g t, n((T)0,f) < Ar,.N(6;) + Br,.
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3.3 Les S-opérateurs de mise en mémoire

Les constantes x; et x; o p ¢ introduites dans le paragraphe précédent représenent
intuitivement des A-termes provenant des entiers de Church non calculés. L’uni-
formité des entiers de Church permet la description du fonctionnement de ces
constantes lorqu’elles arrivent en téte. Cependant, on a une discription plus élé-
mentaires des entiers qui consiste & dire qu’un entier est soit égale & zéro soit
égale & un successeur. D’ou les définitions suivantes :

Soit {X;}i>0 un ensemble de constantes distinctes. On définit un ensemble de
termes (noté Ax) de la maniére suivante :

-Siz e VIU{X,}izo0, alors z € Ax;

-Siz eV, et ue Ay, alors \zu € Ax;

-Siu € Ax, et ve Ay, alors (u)v € Ax;

-SineN,eta,bceAx,alors X, 45 € Ax.

Xn,a,b,c €st considérée comme une constante qui ne figure pas dans les termes
a, b, ¢. Elle représente un entier non calculé de valeur n. Les termes de ’ensemble
A x sont appelés aussi A x-termes.

Soit S un A-terme pour le successeur. Un A-terme clos T est dit S-opérateur de
mise en mémoire pour les entiers de Church ssi pour tout n > 0, il existe un
ensemble fini de réductions de téte faible {U; > V;}1<i<, tel que :

1) U; et V; sont des Ax-termes;

2) Uy = (T)X,f et V. = (f)1n o0 7y, est un Ax-terme [-équivalent a n;

3) Vi=(X,)abcou V; = (X apz)uvw (0<]<n-—1);

4) SiV, = (Xn)abE, alors Uiy = (Q)abE sin=0et Ujy; = ((ﬁ)Xn,La’b,g)abE si
n#0;

5)Si Vi = (Xjepe)uvw (0 <1 < n—1),alors Uipr = (Quvw sil = 0 et
UiJrl = ((ﬁ)Xl—l,u,v,ﬁ)uv@ sil 7é 0.

Soit S1 = AnAzAf(f)((n)f)x et So = AnXaAf((n)f)(f)z. Il est facile de vérifier
que S; et Sy sont deux successeurs pour les entiers de Church. On peut véri-
fier aussi que, pour tout 1 <4, j < 2, T; est un S;-opérateur de mise en mémoire.

En générale j’ai obtenu le résultat suivant (voir [42]) :

Théoréme 3.3.1 SiT est un opérateur de mise en mémoire pour les entiers de
Church, alors, pour tout successeur S, T est un S-opérateur de mise en mémoire.

La réciproque n’est pas toujours vraie. En effet, j’ai obtenu aussi les deux théo-
rémes suivants (voir [42]) :

Théoréme 3.3.2 T est Si-opérateur de mise en mémoire ssi 1 est un opérateur
de mise en mémoire pour les entiers de Church.

Soit Ts = Ax(z) a b 0 S ot a = AxAyrz(z)z,
b= Axdyrz((z)(2)(x)id id A\x0)Az(S)(z)z, et S un successeur.
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Théoréme 3.3.3 T’s est Sy-opérateur de mise en mémoire mais pas un opéra-
teur de mise en mémoir pour les entiers de Church.
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Chapitre 4

Opérateurs de mise en
mémoire typés

4.1 Le théoréme de J.-L. Krivine

Si on essaye de typer les opérateurs de mise en mémoire pour les entiers de
Church, on trouve naturellement la formule Vz{N[z] — ——Nx]} qui ne les
caractérise pas (il suffit de prendre T' = AvAf(f)v) car il ne force pas I'indé-
pendance de 7, et 6,,. Pour résoudre ce probléme, il faut empécher 'utilisation
du premier N[z] de Vz{N[z] — —=—NJ[z|} ainsi que ses sous-types pour avoir le
second. On remplace donc le premier N[z] par une formule N'[z] telle que : pour
tout n € IN, k472 n: N'[s"(0)] et les sous-types “actifs” de N'[z] se terminent
pour un symbole qui ne figure pas dans N|x].

Pour chaque formule F' de AF2, on note FY la formule obtenue en mettant
— devant chaque formule atomique F' (FY est appelée la traduction de Godel
de F). Par exemple : N9[z] = VX{-X(0),Vy(—-X(y) — ~X(sy)) — ~X(z)}.
J.-L. Krivine a démontré dans [19] que si une formule F' est démontrable en lo-
gique classique, alors sa traduction FY est démontrable en logique intuitionniste.

On peut vérifier que Fgz0 T; : Ve{N9[z] — == Nlz|} (i = 1 ou 2). Et, d’une
maniére générale, J.-L. Krivine a démontré le résultat suivant (voir [19]) :

Théoréme 4.1.1 Sit gz T : Ve{N9[z] —» -~ N|z]|}, alors T est un opérateur
de mise en mémoire pour les entiers de Church.

J.-L. Krivine a donné une preuve sémantique de ce théoréme utilisant le lemme
d’adéquation du systéme AF2 et une bonne interprétation du L. J’en ai donné
dans [31] une preuve purement syntaxique utilisant le A-calcul dirigé.

Les opérateurs de mise en mémoire que nous avons présentés jusqu’a mainte-
nant donnent tous des A-termes clos comme résultat. Ce genre d’opérateurs est
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appelé opérateurs propres de mise en mémoire. Une question se pose : Peut on
trouver des opérateurs non propres de mise en mémoire typables dans le systéme

AF27?

J’ai démontré dans [30] que :

Théoréme 4.1.2 Il existe des opérateurs non propres de mise en mémoire pour
les entiers de Church de type Yx{N9[z] — —-—N[z]}.

Un exemple de tels opérateurs est le suivant : T = Av(v)yD ou
D = dudv(uw) w(((v)  \y(((y)w)uw)v) Aex) AgARN (D) AnAm(n)((g)n)m,
7 = A ((()Az(f)((((x)n) [)O)Azz) Az AyAzz.

J’ai caractérisé dans [30] une classe d’opérateurs propres de mise en mémoire
pour les entiers de Church par des types du systéme de typage simple.

Le théoréme 4.1.1 se généralise pour tous les types de données courants : booléen,
liste, arbre, produit, somme de types de données, ....

4.2 Généralisations

4.2.1 Les types V' et les transformations de Gddel

Si on analyse la preuve syntaxique du théoréme 4.1.1, on remarque que les deux
propriétés essentielles du type N[z] utilisées dans la preuve sont les suivantes :
— La position du quantificateur du second ordre dans N|x].

— Le fait que les sous-types “actifs” de N9[z] se terminent pas L.

Ceci m’a permis de généraliser ce résultat & d’autres types du systéme AF?2.

On définit deux ensembles de types du systéme AF2 ( VT et V7) de la maniére
suivante :

- Si A est un type atomique, alors A € VT, et A € V™.
-SiAeVvt,et BeV ,alors, B— AV, et A—- BeVv .

-Si Ae VT (resp. A€ V™), alors VoA € VT (resp. VoA € V7).

-Si A eV, alors VXA eV,

-Si A€V, et X n’est pas libre dans A, alors VXA € V™.

Donc, A est VT (resp. V™) ssi le quantificateur universel du second ordre est
positif (resp. négatif) dans A.

A chaque variable de relation X, on associe un ensemble fini non vide de va-
riables de relations Vx = {Xy, ..., X;,} de méme arité que X tel que : si X £V,
alors Vx N Vy = 0. A chaque variable de relation X d’arité m on associe une
formule Fix[z1, ..., 2] qui se termine par | dont les variables libres sont parmi
T1,...,Tm et celle de Vx. Pour chaque formule A, on définit la formule A* de la
maniére suivante :
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-Si A=1, alors A* = A.

-Si A= X(tl, ...7tm), alors A* = FX[tl/xh ...7tm/£L'm].

-Si A=B — (C, alors A* = B* — C*.

- Si A =VzB, alors A* =VaB*.

-Si A=VXB, alors A* =VX;..VX,B* ou Vx = {Xy,..., X, }.
A* est dite la transformée de Gddel de A.

Soient T" un A-terme clos, et D, F deux types clos du systéme AF2. On dit
que T est un opérateur de mise en mémoire pour le couple de types (D, E)
ssi pour tout A-terme a7y t : D, il existe deux A-termes 7 et 7/, tels que
T{ >3 Ty, Fare 7, E, et pour tout 6, ~g3 t, il existe une substitution o, telle
que (T)8.f > (f)o(r) (onr f est une nouvelle variable).

Il est clair qu’un opérateur de mise en mémoire pour les entiers de Church est
un opérateur de mise en mémoire pour le couple de types (N[s™(0)], N[s™(0)])
pour tout n € IN.

J.-L. Krivine et moi méme avons démontré dans [22] et [38] le résultat suivant :

Théoréme 4.2.1 Soient D, E deux types clos et VT du systéme AF2 tels que
E ne contient L. Sit 750 T : D* — = E, alors T est un opérateur de mise en
mémoire pour le couple de types (D, E).

La preuve syntaxique que j’ai faite repose sur les lemmes 4.2.1 et 4.2.2 ainsi que
sur une caractérisation trés tecnhique (utilisant le A-calcul dirigé) des A-termes
de type D* — ——FE.

Lemme 4.2.1 Soient Ay, ..., A, des types qui se terminent par L, A un type V"
qui ne contient pas L, et t un \-terme normal. Six1 : A1, ..., Ty : Ap b arat: A,
alors Ear0 t: A.

Lemme 4.2.2 Soient A un type V™ et t un A-terme normal. Si Fars t : A,
alors Fara t: A*.

La condition “D, E sont V1" est nécessaire pour avoir le résultat précédent ; en
effet, soit D = VX{VY (Y — X) — X}, t = Az(x) \yy, et T = Av(v) Az A f(f)Ay(y)z.
D n’est pas un type V. Il est facile de vérifier que Fazot: D, Fars T : DI —
—=D, et T n’est pas un opérateur de mise en mémoire pour le couple (D, D).

4.2.2 Le systéeme 77TR

Le systéme de typage AF2 est satisfaisant du point de vue extensionel ; on peut
construire des programmes pour toute fonction dont la preuve de terminaison se
fait en arithmétique de Peano du second ordre. Mais du point de vue intensionel
la situation est trés différente : on ne peut pas toujours obtenir le programme
le plus simple (en terme de complexité). Par exemple, on ne peut pas trouver
un A-terme de type VaVy{N[z], N[y] — N[min(z,y)]} (min est un symbole de
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fonction binaire défini par des équations) dans le systéme AF2 qui calcule le
minimum de deux entiers de Church en temps O(min) !. Le systéme 77 R de
M. parigot est une extension du systéme AF2 basée sur des définitions récur-
sives des types, ayant comme objectif de résoudre le probléme d’efficacité cité
plus haut.

Soit X une variable ou un symbole de relation, et A un type de AF2. On définit
les notions “X est positive dans A” et “X est négative dans A” par induction :
- Si X n’apparait pas dans A, alors X est positive et négative dans A.

-Si A= X(t1,...,tn), alors X est positive dans A, et X n’est pas négative dans
A.

-Si A= B — C, alors X est positive (resp. négative) dans A ssi X est négative
(resp. positive) dans B, et X est positive (resp. négative) dans C.

- Si A=VuB, et v # X, alors X est positive (resp. négative) dans A ssi X est
positive (resp. négative) dans B.

On ajoute au calcul des prédicats du second ordre un nouveau symbole lo-
gique p, et on étend ’ensemble de formules avec la construction suivante : si
A est une formule, C' un symbole de prédicat n-aire qui apparait positivement
dans A, z1,...,x, des variables du premier ordre, et tq,...,t, des termes, alors
nCxy..xy A < ty,...,t, > est une formule appelée le plus petit point fixe de A
en C calculé sur les termes t1, ..., t,.

On étend les notions “ X est positive dans un type” et “ X est négative dans un ty-
pe” de la maniére suivante : X est positive (resp. négative) dans pCzy...x,A <
t1,...,tn > ssi X est positive (resp. négative) dans A. Et on étend la défini-
tion de la substitution en supposant que C, x1, ..., 7, sont liés dans la formule
pCxy..xy A <ty ...ty >.

On définit sur les formules une relation binaire C par : A C B ssi elle est obtenue
par les régles suivantes :

ACA” BCPH

(azx) AC A ) A —Bcap
. A[GC B . ACB
(Vig) TYWACB (1) (Yia) 7 =vop @
A C Blv/y] ACD DCB
©) T Blard < Blw/y] (3) ) —Zcp

(pa) DpCxy..wmD < 21,y 2 > [C(21, ooy 2m)][t1 /21, ooy tin /T C
pCxy..xyy D <ty,. t, >

(u;) wCry..tmD < ty, ..ty >C

IR. David a donné dans [7] un A-terme de type N, N — N dans le systéme F qui calcul le
minimum de deux entiers de Church en temps O(min.Log(min)). La notion d’opérateur de
mise en mémoire joue un roéle important dans sa construction.
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DluCxy..x;yD < 21,y 2 > [C(21, ooy 2m)][E1 /X1, ooy tm /T

DIE/C(z1,...,xm)] C F
uCxy..xmD < t1,.ity >C E[t1/T1, oy tin /Tm]

(1g)

(1) G est une formule ou un terme.
(2) v n’est pas libre dans A.
(3) v = w est un cas particulier d’une équation.

(1a) et (uy) sont les régles de factorisation et de développement dun point fixe,
et (pg) exprime le fait que puCxi..x D < t1, ..., > est un plus petit point fixe.

Les régles de typage du systéme 77 R (pour Théorie des Types Récursifs) sont
les suivantes :

- Les régles de typage (1),...,(8) du systéme AF2.

- Q) 'ty7rt: A ACB

Tr }_TTR t: B
- (V)

I'bror t: VeV, [Cla, ..., xm) — E] = V..V, [D — E|
Thrrr V)t Va2, Vo, [uCry..xmD < 21, ..y Ty, >— E|

ol C n’est pas libre dans E et G, et Y est le point fixe de Turing.

La regle (Y) exprime aussi le fait que pCzy...2 D < t1,...,t, > est un plus
petit point fixe.

Le systéme 77T R posséde les propriétés suivantes (voir [52]) :

Théoréme 4.2.2 1) SiTkrrrt: A, ett —gt', alorsT Frrr t' : A (conser-
vation de type).

2) SiT Frrr t: A sans utiliser la régle (Y), alors t est fortement normalisable
(normalisation forte).

3) SiT Frrr t : A, et tous les points fizres de A sont positifs, alors t est
normalisable (normalisation faible).

Le type des entiers récursifs est la formule N"[z] = uCz[VX{X(0),Vy(C(y) —
X(sy)) — X(2)}] <  >. On peut démontrer que, pour tout n € IN, 7 est le
seul A-terme normal clos de type N"[s™(0)].

On étend la définition de ’ensemble ¥Vt en supposant que : si A € V*, 1, ..., z,
sont des variables d’individu, tq,...,t, dont des termes, C' est un symbole de
relation n-aire qui est positif dans A, alors uCzi...2,A < t1,...,t, >€ V. On
étend aussi la définition de la transformationde Godel en posant :

(LCxy...wn A < ty, .ty >) = pCry. Xy A" <ty ty >.

Soient T un A-terme clos, et D, E deux types clos du systéme 77 R. On dit
que T est un opérateur de mise en mémoire pour le couple de types (D, FE)
ssi pour tout A-terme brrr t : D, il existe deux A-termes 7; et 7/, tels que
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T/ ~g Te, FTTR 7/ : E, et pour tout 0, ~g t, il existe une substitution o, telle
que (T)0:f >¢ (f)o(r:) (ou f est une nouvelle variable).

Soient 7] = (Y)H ou H = AzAy((y)d)Az(G)(x)z, G = AxAy(z)Az(y)(3)z, et
§=Mf(£)0; Ty = dv(v)Tpp ot 7 = MdAf( )0, et p = Ayrz(G)(y)z72,

alors, pour tout 6,, ~g m, (T;)0,f = (f)(5)"0 (voir [37]).

Donc, pour tout n € IN, T] et T4 sont des opérateurs de mise en mémoire pour
le couple (N"[s™(0)], N"[s™(0)]).

Jai obtenu le résultat suivant (voir [37]) :

Théoréme 4.2.3 Soient D, E deuz types clos et V* du systéeme TTR tels que
E ne contient L. Sitg7r T : D* — ——F, alors T est un opérateur de mise en
mémoire pour le couple de types (D, E).

La preuve de ce théoréme est trés tecnhique.

4.2.3 Le systéme AF2,

Avec les types proposés dans le paragraphe 4.2.1, on ne peut pas typer le simple
opérateur de mise en mémoire suivant : T = AAf((v)(T;)vf) \zx (i = 1 ou
2). Ceci provient du fait que la forme normale de T contient une occurrence
de la variable v appliquée & deux arguments et une autre occurrence appliquée
a trois arguments. Donc si la variable v est déclarée de type N*[z], le nombre
d’arguments de v sera fixé une fois pour toute. Pour résoudre ce probléme, on
remplace N*[z] dans le type des opérateurs de mise en mémoire par un autre
qui ne limite pas le nombre d’arguments de v et permet de déduire uniquement
des formules qui se terminent par 1.

On suppose que pour tout entier n, on a un ensemble de variables du second
ordre n-aires spéciales notées : X |,Y,,Z, ...., et appelées L-variables. Un type
A est dit L-type ssi A se termine par L ou par une |-variable.

On ajoute au systéme AF2 les deux régles suivantes :

't A I'Ht: VX, A
6) —7—— (¥ 7y o v
(6') FFt:VXLA() () THt:A[G/X ]
(*) X1 ne figure pas dans I' et (**) G est un L-type.

(**)

On appelle AF2, le nouveau systéme de typage.

A chaque variable de relation X, on associe une L- variable X . Pour toute
formule A du systéme AF?2, on définit la formule A+ de la maniére suivante :
-Si A=1,alors At = A;

-Si A = X(t1,...,t,), oit X est une variable de relation n-aire, alors A+ =
Xl(tl, ...,tn) 5
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-Si A=B — C, alors A+ = B+ — O+,
-Si A =VzB, alors A+ =VxB*;
-Ssi A=VXB, alors AL =VX, B+

J’ai obtenu la généralisation suivante (voir [35]) :

Théoréme 4.2.4 Soient D, E deux types clos et VT du systéme AF2 tels que
E ne contient L. Sitar2, T : DY — ==E, alors T est un opérateur de mise
en mémoire pour le couple de types (D, E).

Je signale enfin que C. Raffalli a obtenu dans [57] un résultat sur les opérateurs
de mise en mémoire pour tous les types du systéme AF2.
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Chapitre 5

Types de données

Les résultats des paragraphes 5.1 et 5.2 ont été obtenu avec S. Farkh dans le
cadre de sa thése de doctorat.

5.1 Types de données complets du systéme AF?2

Le lemme d’adéquation de systéme AF2 stipule que pour une relation S appli-
cable qui vérifie (Azu)v S ulv/x], |A|s contient I’ensemble des A-termes de type
A. Nous cherchons des classes de types pour lesquelles nous avons la “récipro-
que” qui est bien entendu fausse en général. Ces types (ou la sémantique des
parties S-saturées est compléte) sont appelés types S-complets.

On dit qu’un type clos A est ~g,-complet si, pour tout M\-terme ¢, t € [A|~,,
ssi il existe un A-terme clos ¢’ tel que t ~g, t' et F 70 t' : A.

Le résultat suivant est da & Labib-Sami (voir [25]).

Théoréme 5.1.1 Si A est un type V' clos du systeme F, alors A est ~g,-
complet.

Nous avons généralisé ce résultat au systéme AF2 (voir [12]) :

Théoréme 5.1.2 Si A est un type V' clos du systéme AF2, alors A est ~g,)-
complet.

Nous obtenons donc le corollaire suivant :

Corollaire 5.1.1 Soient A un type V™ clos du systéeme AF2, et t un \-terme.

Sit € |A|~,,, alorst est normalisable et (3-équivalent a un \-terme clos.

Je vais donner briévement 'idée de la démonstration du théoréme 5.1.2.

49
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Soient Q = {x;/i € IN} une énumération d’un ensemble infini de variables du A-
calcul, et {A;/i € IN} une énumération des types V~ de AF2, ou chaque type vV~
se répéte une infinité de fois. On définit alors 'ensemble I'~ = {x; : A;/i € IN}.
Soit u un A-terme, tel que Fo(u) C . On définit le contexte I, comme
étant la restriction de I'™ aux déclarations de variables de Fv(u). La nota-
tion I'™ b 475 u: B exprime que I, F 47, u: B. On pose I'~ I—Z@_Z u: B ssiil
existe un A-terme u’, tel que u ~g, v’ et I'™ F 47, v’ : B.

On définit un A, -modéle M de la fagon suivante :
Moy
note @ la classe d’équivalence d’un élément a de | M| ;

— L’ensemble adéquat R = P~ (A);

— L’interprétation de chaque symbole de fonction n-aire f est I’application fa4
de |[M|™ dans | M| définie par faq(ar, ..., an) = fa1,...,an);

— L’interprétation de chaque symbole de relation n-aire P est ’application Py
de |[M|" dans P~ (A) définie par Py(a,...,a,) = {7 € A : I~ Fi’}_-z T
P(ay,...;an)}-

— L’ensemble de base est | M| = ( My lensemble de tous les termes), on

On définit une interprétation particuliére Z sur les variables en posant :

~I(x) =T;

- I(X) = ®x, ou ®x est I'application de |[M|" dans P~, (A) définie par
Ox(ar,....an)={r€AN: T~ I—ZW}-Z T:X(ay,..yan)}

Le lemme suivant (qui se démontre par induction simultanée sur les types V*
et V™) permet de déduire le théoréme 5.1.2.

Lemme 5.1.1 Soient S une formule et T un \-terme.
(i) Si S estVT, et T € |S|m,z, alors '™ I—i&-z T:5.
(i) Si S estV—, et I'~ Fi@b 7:8, alors T € |S|m 1.

La condition V' est nécessaire pour avoir le théoréme 4.1.2. En effet, soient
D =VX{VY(Y - X) — X}, t = Az(x)(d)d, ot § = Ax(x)x. On peut vérifier
facilement que t € |D|~,, , mais ¢ n’est pas normalisable.

Nous avons trouvé un raffinement supplémentaire du théoréme 5.1.2. Nous com-
mencons par définir une classe de type notée BT.

On définit de la fagon suivante les types positifs (resp. négatifs), notés en abrégé
BT (resp. B7) :

— Une formule atomique est BT (resp. B7);

—Si A est BT (resp. B~ qui ne commence pas par un quantificateur du premier
ordre) et B est B~ (resp. BT), alors B — A est BT (resp. B7);

— Si A est BT, et X une variable de relation qui figure dans A, alors VX A est
Bt



5.1. TYPES DE DONNEES COMPLETS DU SYSTEME AF2 51

— Si A est B™, alors Vx A est B™.

On définit sur les types de AF2 les deux relations binaires <’ et ~’' de la ma-
niére suivante :

Ve A <" Alu/x], si u est un terme du langage;

VXA <" A[F/X(21,...,2,)], si F est une formule du langage;

A~ Bssi A = Clu/z], B= Clv/x], et u = v est un cas particulier d’une
équation.

Soient < et ~ les clotures réflexives et transitives respectives de <’ et ~’. On
note A< Bssi A< Bet A# B.

On définit sur les types de AF2 une relation binaire s de la fagon suivante : EsF
ssi F = E[t/x], ou t (resp. x) est une suite finie de termes (resp. de variables
du premier ordre). On définit la relation ~, comme étant la plus petite relation
d’équivalence contenant 'union des relations s et ~.

On dit qu’un type B se détruit strictement avec un type C ssi B < G, G ~ C,,
et C<Cy — (Cy— (... > (C,, = D)...)).

On dit qu'un type B (resp. B™) A satisfait la condition (*) si, lorsque B et
C sont deux sous-types négatifs (resp. positifs) de A, modulo ~, alors B ne se
détruit pas strictement avec C.

On dit qu’un type A est un bon type positif (resp. bon type négatif), noté en
abrégeé BT (resp. B™) ’il est BT (resp. B™) et satisfait la condition (*).

Théoréme 5.1.3 La classe des types BT contient les types de données de J.-L.
Krivine.

Pour trouver une classe intéressante de types > y-complets, on est amené & don-
ner la définition suivante :

On dit qu’un type clos A est = y-complet si, pour tout A-terme ¢, t € A, ssi
il existe un A-terme clos ¢’ tel que t —5 t' et Far2 t' @ A.

Nous avons démontré le théoréme suivant (voir [12]) :

Théoréme 5.1.4 Si A est un type B* clos du systéme AF2, alors A est > -
complet.

Nous obtenons donc :

Corollaire 5.1.2 Soient A un type BT clos du systéeme AF2, et t un \-terme.
Sit € |A|-,, alors t est normalisable et se réduit par B-réduction a un terme
clos.

Nous avons obtenu aussi le résultat important suivant (voir [12]) :
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Corollaire 5.1.3 Si A est un type Bt clos du systeme AF2, alors |Al,, est
stable par (3-équivalence (i.e sit € |Al., et t ~5t', alorst' € [A|.,).

On ne sait pas si le résultat précédent est valable pour tous les types.

La preuve du théoréme 5.1.4 provient essentiellement de deux faits :
— Les types B se conservent durant une n-réduction (théoréme 5.1.5).
— Une généralisation du lemme d’adéqation (théoréme 5.1.6).

Théoréme 5.1.5 Soient A un type BT et 7 un A-terme clos.
Sitara T AetT —p, T, alors Fapa T Al

Théoréme 5.1.6 Soient M un A,  -modele d’un systéme d’équation E, et I
une interprétation. Si x1 : By, ...,y 1 By Fara t' 1 A, t g U/, et u; € |Bi|ar
(1 <i<n), alors tluy/x1, ..., un/Tn] € |A|p1-

Nous avons démontré que les conditions qui définissent un type BT sont toutes
nécessaires pour avoir le théoréme 5.1.4.

1l est clair qu'un type A du systéme F est Bt ssi A est V' et propre (c.a.d.
pour tout sous-type VX B de A la variable X est libre dans B). D’autre part un
type est - y-complet dans AF2 ssi il est - y-complet dans F.

D’ou le résultat suivant :

Théoréme 5.1.7 Si A est un type V' clos et propre du systéme F, alors A est
>~ s-complet.

On a d’autres classes de types >y-complets. En effet, si on considére le type
S = VX{VY(Y — X) — Id}, on démontre que t € [S|., ssi t —5 Azid et
FrAzid : S.

Le point le plus important pour avoir le théoréme 5.1.4 est la conservation des
types par n-réduction. Pour cette raison, nous allons ajouter des régles de ty-
page au systéme AF2 pour avoir cette propriété afin de démontrer que tous les
types VT sont > y-complets.

On définit sur les formules de AF2 une relation binaire notée C par : A C B ssi
elle est obtenue & partir de régles de démonstrations suivantes :

ACA
V¢(C — D) CVeC — VED

C’'CcC DcCD
C—-DCC —D
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AcCveC
ACClF/¢]

ACD

m, & n’est pas libre dans A

ACD DCB
ACB

A C Dlu/y]

———— "= u = v est un cas particulier d’une équation de E
AC Dlufyl’ P 4

On décrit un systéme de A-calcul typé noté AF2c dont les types sont les formules
du langage, comme étant une extension du systéme AF2 auquel on ajoute la
régle de typage suivante :

'k t:A ACB

Q) AF2c -

T Fara. t: B

Le systéme de typage AF2c posséde les propriétés suivantes (voir [10]) :

Théoréme 5.1.8 1) SiT'F o t: A, ett —p, t', alors 'k qro  t' 1 A (théo-
réme de conservation de type). -

2) SiT b arac t: A, alors t est fortement normalisable (théoréme de normali-
sation forte).

Nous avons démontré aussi que (voir [10]) :

Théoréme 5.1.9 Sil'Farac t: A, alors il existe un A-terme u tel que u —, ¢
et I'Farou: A

On dit qu’un type A est >’f—c0mplet si, pour tout terme ¢, t € A, ssi il existe
un A-terme clos ¢’ tel que t —g t' et F 72 1 A

Nous avons démontré le résultat suivant (voir [10]) :

Théoréme 5.1.10 Si A est un type VT clos et propre du systéme F, alors A
est ~'s-complet.

5.2 Types de données syntaxiques du systéme F

Nous avons essayé de trouver une définition syntaxique & un type de données
dans le systéme F. Nous 'avons défini comme étant un type entrée et sortie.

Type entrée : Une machine doit étre capable de tester si les entrées sont bien
typées, c’est & dire le probléme de typage d’un type entrée doit étre décidable.
On définit donc un type entrée comme étant un type dont toutes ses démons-
trations se font dans une restriction décidable (notée Fy) du systéme F.
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Type sortie : Si F, S sont deux types du systéme F, et ¢t un A-terme clos tel
que Frt: E — S, alors t peut étre vu comme un programme qui & un élément
de A(E) (I'ensemble des A-termes de type E) associe un élément de A(S). Pour
nous, la sortie doit dépendre de I’entrée. Les seuls programmes (fonctions) qui ne
tiennent pas compte de leurs arguments (entrées) sont les fonctions constantes
(i.e les A-termes de la forme Azt ou ¢ est un terme clos). En formalisant les
types qui vérifient cette propriété, nous avons obtenu la définition suivante : un
type sortie est un type clos S tel que si F Axt : VX(X — S) (¢ est un A-terme
normal), alors = est non libre dans t.

Soit O une constante de type. La définition précédente est équivalente a la sui-
vante :

Un type clos S (ne contenant pas la constante O) est un type sortie ssi pour
tout A-terme normal ¢, si «: O Fz ¢ : .S alors a & Fo(t).

On peut démontrer facilement que les types Id, B et N sont des types sorties
mais le type N — N ne ’est pas. Nous avons trouvé une grande classe des types
sorties (voir [13]).

Théoréme 5.2.1 Si S est un type V', alors S est un type sortie.

La réciproque de ce théoréme n’est pas en général vraie. En effet il suffit de
considérer le type S = VX{VY (Y — X) — Id}.

Nous avons obtenu la généralisation suivante (voir [13]) :

Théoréme 5.2.2 Un type clos S est un type sortie ssi pour tout A\-terme normal
t et pour tous types A1,..., A, qui se terminent par O, si x1: A1, ..., % : A Fx
t: S, alors, pour tout 1 < i <r, z; & Fu(t).

Si A et B sont deux types du systéme F, alors le type AA B = VX{(4A —
(B — X)) — X} est dit type produit de A et B, le type AV B = VX{(A —
X) — (B — X) — X)} est dit type somme disjointe de A et B, et le type
LA =VYX{X - [(A— (X — X)) — X]} est dit type liste d’objet de A.

En utilisant le théoréme 5.2.2, nous déduisons (voir [13]) :

Théoréme 5.2.3 Si A et B sont des types sorties, alors ANB, AV B, et LA
sont des types sorties.

J.-L. Krivine a défini les types de données du systéme F comme étant les types
clos A tels que |A| # 0 et tout terme ¢ € |A| se réduit par S-réduction a un
terme clos. Il a montré dans [19] que les types Id, B et N sont des types de
données.

Nous avons obtenu le résultat suivant (voir [13]).
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Théoréme 5.2.4 Si A est un type de données, alors A est un type sortie.

On définit le systéme Fy comme étant le systéme F sans la régle d’élimination
du quantifiateur. Il est facile de voir que le probléme de typabilité d’'un A-terme
normal dans le systéme Fj est décidable.

Un type clos E du systéme F est dit entrée s’il vérifie la propriété suivante : si
t est un M\-terme normal tel que -+ ¢ : E, alors k£, ¢ : E.

On peut démontrer facilement que les types Id, B et N sont des types entrées.
Nous avons trouvé une grande classe des types entrées (voir [13]).

Théoréme 5.2.5 Si A est un type VT, alors A est un type entrée.

On dit qu’un type clos D du systéme F est un type de données syntaxique s’il
est & la fois un type entrée et sortie.

D’apreés les théorémes 5.2.1 et 5.2.5 on a :

Théoréme 5.2.6 Si D est un type clos V¥ du systeme F, alors D est un type
de domnées syntazique.

Nous avons démontré le résultat suivant (voir [13]) :

Théoréme 5.2.7 Si E est un type entrée du systéme F, alors E est un type
sortie.

Donc les types de données syntaxiques sont exactement les types sorties. Ceci
nous a permis de déduire le résultat suivant.

Théoréme 5.2.8 Si A et B sont des types entrées, alors ANB, AV B, et LA
sont des types entrées.

Le théoréme 5.2.7 nous a conduit & regarder la réciproque. Nous ’avons dé-
montré dans des cas particuliers ol nous imposons des restrictions sur la régle
d’élimination du quantificateur. On définit le systéme Fpr comme étant le sys-
téme F ou on remplace la régle d’élimination du quantificateur par la régle :
T '_7:1-‘ t:VXA
kg t: A[G/X]

ou A= \V/Xo(Al — VXl(AQ — ... VXn—l(An — VXnY))), avec Y = X
ou 'un des A; se termine par X.

Alors nous avons le résultat suivant (voir [13]) :

Théoréme 5.2.9 E est un type sortie dans le systéme Fr ssi E est un type
entrée.

On ne sait pas si le résultat précédent est vrai dans le systéme F.
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5.3 Les I-types du systéme F

L’ensemble des AI-termes (noté AI) est défini par induction :
— Si x est une variable, alors z € Al.

— Siu,v € Al alors (u)v € Al

— Siu € Al et x est libre dans u, alors Azxu € Al.

Un A-terme que n’est pas un Al-terme est dit AK-terme.

Le AI-calcul posséde les propriétés suivantes (voir [2]).

Théoréme 5.3.1 1) Sit € AI, et t —p, t', alorst’ € AI et Fu(t) = Fo(t').
2) Un M -terme est fortement normalisable ssi il est faiblement normalisable.
3) On peut programmer en A -calcul toutes les fonctions récursives partielles.

Les types du systéme F qui représentent les types de données courants sont tous
habités par au moins un AK-terme. Une question se pose : Peut-on représenter
les types de données courants par des types du systéme F habités uniquement
par des Al-termes?

Un type clos D du systéme F est dit I-type ssi si t est un A-terme clos S-normal
tel que £t : D, alors t est un AI-terme.

Jai obtenu le résultat suivant (voir [47]) :
Théoréme 5.3.2 Si D est un I-type démontrable du systéme F, alors D € VT,

La démonstration de ce résultat se fait en deux étapes :

* La premiére étape est trés technique : On démontre qui si la régle d’élimina-
tion de V est utilisée sur un sous-terme qui ne commence pas par A dans un
typage d’un A\I-terme normal clos de type D, alors il existe un A/-terme normal
t contenant une variable libre « tel que av: O Fx ¢t : D (O est une constante de
type). On déduit alors que le A-terme ¢[0/«] est normal (car « est en postion
d’argument) de type D et ce n’est pas un Al-terme.

* La deuzieme étape est plus simple : On démontre que s’il existe un AI-terme
normal clos de type D sans utiliser la régle d’élimination de V sur un de ses
sous-termes qui ne commence pas par A, alors D est V+.

On déduit donc que les I-types démontrables du systéme F sans quasiment ceux
du systéme des types simples.

J’ai donné dans [47] la liste de tous les I-types démontrables contenant au plus
deux quantificateurs.

Théoréme 5.3.3 Si D est un I-type démontrable du systéme F contenant un
seul quantificateur, alors D =VX{X — X}.
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Si B, A sont des types, alors, pour tout n > 1, on note B" — A le type
B,...,B — A ou B est répété n fois. Si X et Y sont deux variables de types,
alors on note les formules VXVY A et VYVX A par VX, Y A.

Théoréme 5.3.4 Si D est un I-type démontrable du systéme F contenant deux
quantificateurs, alors D = VX, Y{[(Y - Y)" - X] - X}, D =VX{(VWY(Y —
Y) - X) - X}, D =VX,Y{Y,(Y" - X) - X} ou D = VX, Y{Y" —
X),Y — X}.

Si D est un A-terme clos, alors on note A(D) = {¢t Sn-normal clos / Fx ¢ : D}.

Corollaire 5.3.1 Si D est un I- type du systéme F contenant au plus deux
quantificateurs, alors card(A(D)) < 1.

Ceci m’a conduit & conjecturer I’énoncé suivant :

Conjecture : Si D est un I-type du systéme F, alors card(A(D)) < 1.
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Chapitre 6

Systémes numériques

6.1 Systémes numériques en A-calcul pur

Un systéme d’entiers est une suite d = dg,d1,...,d,, ... de A-termes clos (On-
normaux différents.

Un A-terme clos S, est dit successeur pour d ssi : (Sq)d,, ~g dn4+1 pour tout
n € IN. Un A-terme clos Py, est dit prédécesseur pour d ssi : (Py)dn1+1 ~g dy
pour tout n € IN. Un A-terme clos Z; est dit test & zéro pour d ssi : (Z4)dy ~5 1
et (Zq)dnt+1 ~p 0 pour tout n € IN.

Avec la terminologie de H. Barendregt (voir [2]) un systéme d’entiers qui pos-
séde un successeur et un test a zéro est appelé systéme numérique et un systéme
numérique qui posséde un prédécesseur est appelé systéme numérique adéquat.
Signalons aussi que l'une des différences entre nos définitions et celles de H.
Barendregt est le fait d’imposer aux A-termes d; d’étre normaux et distincts.
En effet, ces conditions permettent de trouver la valeur exacte d’une fonction
numérique calculée sur des entiers.

Chaque systéme d’entiers peut étre considéré comme un codage des entiers en
A-calcul et donc on peut représenter les fonctions numériques totales de la ma-
niére suivante :

Une fonction numérique partielle ¢ : IN? — IN est dite A-définissable dans le sys-
téme d’entiers d ssi il existe un A-terme clos Fy tel que pour tout nq,...,n, € IN :
(Fg)dn,-dn, =5 dy(n,,....n,) S1 (11, ...,n,) est défini;

(Fy)dn, ...dp, est non résoluble si ¢(ny,...,n,) est non défini.

H. Barendregt a démontré dans [2] le résultat suivant :

Théoréme 6.1.1 Un systéme d’entiers d est un systéme numérique adéquat ssi
toutes les fonctions numériques récursives partielles sont \-définissables dans d.

39
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On ne trouve pas dans la littérature (notament dans [2]) des exemples des sys-
témes numériques non adéquats. Ceci m’a amené & démontrer les trois théorémes
suivants (voir [41]) :

Pour tout n € IN, on note a,, = Azr1...Ax,id et a = ag, aq, ....

Théoréme 6.1.2 a est un systéme d’entiers qui posséde un successeur et un
prédécesseur mais ne posséde pas un test a zéro.

Soient by =< 1,id > et pour tout n > 1, b,, =< 0, a,_1 >.

Théoréme 6.1.3 b est un systéme d’entiers qui posséde un successeur et un
test a zéro mais ne posséde pas un prédécesseur.

Soit e une suite de A-termes normaux clos pour laquelle il n’existe pas de terme
clos A tel que : (A)id ~g e1 et (A) < ... << id,e; >,e2 >,...,en >) g €n41
pour tout n > 1. Soit ¢y = id et pour tout n > 1, ¢, =< ¢,_1, €y, >.

Théoréme 6.1.4 c est un systeme d’entiers qui posséde un prédécesseur et un
test a zéro mais ne posséde pas un successeur.

Ces trois théorémes montrent que les fonctions successeur, prédécesseur et test
& zéro sont indépendantes. Je conjecture I’énoncé suivant :

Conjecture : Il n’existe pas de fonctions récursives unaires f,g telles que :
pour tout systéeme d’entiers d, f,g sont \-définissables ssi toutes les fonctions
récursives sont \-définissables dans d.

Si on autorise les fonctions binaires, on obtient le résultat suivant (voir [41]) :

n+1 sim=20

Soit k la fonction binaire définie par : k(n,m) = { n—m| sim#£0"

Théoréme 6.1.5 Pour tout systéme d’entiers d, k est \-définissable ssi toutes
les fonctions récursives sont A-définissables dans d.

6.2 Systémes numériques typables

Soient d un systéme d’entiers et Oy un A-terme clos. On dit que Oy est un
opérateur de mise en mémoire pour d ssi pour tout n € IN, il existe un A-terme
Tn g dp, tel que, pour tout 6, ~g d,, il existe une substitution o telle que
(0q)0nf ¢ (f)o(rn) (o0t f est une nouvelle variable).

Jai obtenu le résultat suivant (voir [44]) :

Théoréme 6.2.1 Chaque systéme numeérique adéquat posséde un opérateur de
mise en mémoire.
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E. Tronci a conjecturé ’énoncé suivant :

Conjecture : Un systéme numérique est adéquat s’il posséde un opérateur de
mise en mémoire.

J’ai réussi & donner une réponse négative a cette conjecture mais uniquement
pour les systémes numériques typables dans le systéme F.

Un systéme numérique typable est une paire D =< D, d > ou D est un type clos
du systéme F, et d = dg,dy, ..., d,, ... est une suite de A-termes [B7- normaux
clos tels que :

— Si t est un A-terme normal, alors & ¢ : D ssi il existe ¢ € IN tel que ¢t = d;.

— 11 existe des A-termes clos Sy et Z4 tels que :

Fx Sq: D — D et (Sq)d, ~p dpt1 pour tout n € IN;

Les A-termes Sy et Z4 sont appelés successeur et test a zéro pour D.

Un systéme numérique typé D est dit adéquat ssi il existe un A-terme clos Py
tel que -7 Py : D — D et (Py)dn+1 ~g d,, pour tout n € IN. Le A-terme P; est
appelé prédécesseur pour D.

On a vu que, dans le systéme de typage F, le type N9 — == N convient pour
les opérateurs de mise en mémoire pour le systéme numérique de Church. D’ou
la définition suivante :

Soit D =< D,d > un systéme numérique typable tel que pour tout A-terme
clost,siFxt: D, alors Fxt: D9. Soit Oy un A-terme clos. On dit que Oy est
un opérateur de mise en mémoire pour D ssi -z Oy : DY — =D, et pour tout
n € N, il existe un A-terme 7,, ~g d,, et £ 7, : D tel que, pour tout 6, ~3 d,,
il existe une substitution o telle que (Og)0,f = (f)o(m,) (ou f est une nouvelle
variable).

Soient P = VXVY{((X - Y) - X) — X} (la loi de Peirce), @ = P - VXX
et D=(Q — P)— N.

Le lemme suivant signifie qu’on ne peut pas utiliser le type D pour montrer B
(voir [44]).

Lemme 6.2.1 Soit t un A-terme normal clos. Fxt : D — B ssit = Aa0 ou
t = Aal.

Soit E =VYX{(B,D — X),X — X}.

Le lemme suivant caractérise les A-termes de type E (voir [44]).
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Lemme 6.2.2 Soit t un A-terme normal clos. Fr t: E ssit = 0) ou il existe
n € IN tel que t = Axdy(z)bAan ot b € {0,1}.

Soit e le systéme d’entiers défini par : eg = 0, eap+1 = AzAy(z)0Aan (n > 0),
et eanto = AxAy(z)1Aan (n > 0).

Les lemmes 6.2.1 et 6.2.2 permettent de démontrer le résultat suivant (voir [44]) :

Théoréme 6.2.2 £ =< E,e > est un systéme numérique typable non adéquat
qui posséde un opérateur de mise en mémoire.



Chapitre 7

Logiques classiques

7.1 Le \C-calcul

Je vais commencer par présenter le systéme de typage classique de J.-L. Krivine.

On ajoute une constante C au A-calcul pur et on note AC ’ensemble des termes
obtenus (appelés aussi AC-termes). On considére les régles de réduction de téte
faible suivantes (appelées les C-réductions) :

1) (Azw)tty...tn, — (uft/x])t1...t, pour tout u,t, ty,...,t, € AC.

2) (O)tty...ty, — (t)Ax(x)ty...t, pour tout t,ty,...,t, € AC, x est une A-variable
qui ne parait pas dans tq, ..., t,.

Pour tous \C-termes t,t’, on écrit t =¢ t’ si t’ est obtenu & partir de ¢ en ap-
pliquant ces régles un nombre fini de fois. On peut définir sur les \C-termes
les notions de la (-réduction et de la (F-équivalence. Un AC-terme t est dit -
normal ssi ¢ ne contient pas de S-redex. Un AC-terme t est dit C-résoluble ssi sa
C-réduction termine.

On ajoute au systéme de typage AF2 la régle suivante :

0 THC:VX{——X — X}.

Cette régle axiomatise la logique classique au dessus de la logique intuition-
niste. On appelle C2 le nouveau systéme de typage. Il est clair que I' Fea ¢ : A
ssi,C:VX{—-X - X} Farmt: A

Le systéme de typage C2 posséde les propriétés suivantes (voir [23]) :
Théoréme 7.1.1 1) SiTkeat: A, ett —gt', alors T Feat' @ A.
2)SiTheat:L, ett=ct, alors T keat’ i L.

3) Si A est un type atomique, et T beo t @ A, alors t est C-résoluble.

Dans ce systéme on perd la propriété de 'unicité de la représentation des don-
nées.

63
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Soit n € IN. Un entier classique ,, est un AC-terme clos tel que F¢o 6,, : N[s™(0)].
On dit aussi que #,, est un entier classique de valeur n.

Soit 01 = Az Af(C)Ay(y)(f)(C)Az(y)(f)x. On peut vérifier facilement que 6, est
un entier classique de valeur 1 qui ne se comporte pas comme un entier de
Church. En effet, si g, a,xg,z1 et x5 sont des variables, alors :

(01)agzo =c (g9)t1zo ou t1 = (C)Az(Ax(x)zo)(9)a;

(t1)x1 >c (g)tawo ol to = a;

(ta)xa »c (a)xa.

D’une maniére générale, J.-L. Krivine a démontré dans [23] le théoréme suivant :

Théoréme 7.1.2 Soient n € IN, 0,, un entier classique de valeur n, et x,g des
variables distinctes.

- Sin =0, alors, pour toute variable v, on a : (0,)zgv =¢ (x)v.

- Sin # 0, alors il existe m € IN, et une application I : {0,....,m} — IN, tels
que pour toutes variables vy, V1, ..., Vm, ON G :

(On)zgvo ¢ (9)t1vr, ; (t:)vi ¢ (9)tivrvr, (1 <0< m —1); (tm)vm =c (T)vr,,
o0 I(0)=mn, I(ry)=0,et I(i+1)=1I(r;)—1 (0<i<m-—1).

Le théoréme précédent permet de trouver la valeur d’un entier classique. Soient
0,, un entier classique de valeur n et v, g, x des variables distinctes. Si (0,,)zgv =¢
(z)v, alors n = 0. Sinon, il existe m € IN, et une suite (7;)1<i<m o (0 < r; < m)
et une application J : {0,...,m} — IN tels que J(0) =0, et J(i+1) = J(r;) +1
(0<i<m-—1). Dou J(ry) =n.

J’ai généralisé, par des méthodes syntaxiques, ce dernier résultat.

Soient V I’ensemble de variable du AC-calcul et P un ensemble infini de constantes
appelées constantes de pile!. On définit un ensemble de A\C-termes ACP par :
-Sixz eV, alors x € ACP;

-Sit e ACP, et x € V, alors Azt € ACP;

-Site ACP, et u e ACP|JP, alors (t)u € ACP.

Autrement dit, ¢ € ACP ssi les constantes de pile de ¢ ne sont pas en position
d’argument.

Soit ¢ une fonction définie sur V| JP telle que :

-Siz eV, alors o(x) € ACP.

-Sipe P, alors o(p) = (t1,....,tn), n >0, t; € ACPUP (1 <i<n).

On définit o(t) pour tout t € ACP par :

- o((u)v) = (o(u))o(v) siv & P.

- o(Azu) = Axo(u).

-o(()p) = (t)t1...ty, st o(p) = (L1, ey tn).

o est appelée P-substitution.

On définit sur 'ensemble ACP, les régles de réduction de téte faible suivantes :
(1) (Azu)tty...t, — (ult/z])t1...t, pour tout u,t € ACP et ty,...,t, € ACPUP;

ILa notion des constantes de pile a été introduite par J.-L. Krivine.



7.1. LE AXC-CALCUL 65

(2) (CO)tty...tp, — (£)Ax(x)ty...t,, pour tout ¢ € ACP et ty,...,t, € ACPUP, et x
est une A-variable qui ne parait pas dans tq, ..., ¢,.
Pour tout ¢, € ACP, on écrit t =¢p t’, si t’ est obtenu & partir de ¢ en appli-
quant un nombre fini de fois les régles précédentes.

Le lemme suivant montre l'utilité des constantes de pile. Il signifie que durant
une CP-réduction, on peut remplacer ces constantes par n’importe quelles suites
finies de AC-termes (voir [36]) :

Lemme 7.1.1 Sit >cp t/, alors pour toute P-substitution o, o(t) =cp o(t').
Jai obtenu la caractérisation suivante des entiers classiques (voir [36]) :

Théoréme 7.1.3 Soient n € IN, 0,, un entier classique de valeur n, et x, g des
variables distinctes.

- Sin =0, alors, pour toute constante de pile p, on a : (0,)xgp »=cp (z)p.

- Sin # 0, alors il existe m € IN, et une application I : {0,....,m} — IN, tels
que pour toutes constantes de pile po,P1, ..., Pm, ON @ :

(On)xgpo =cp (9)tiprg 5 (ti)pi =cp (9tiv1pr, (L < i< m—1); (tn)pm =cp
(x)pr,, 00 I(0)=mn, I(ry) =0, et I(i+1)=I(r;)—1(0<i<m-—1).

J.-L. Krivine a démontré dans [23] que des opérateurs de mise en mémoire typés
dans le systéme AF2 peuvent étre utilisés pour trouver les valeurs des entiers
classiques.

Théoréme 7.1.4 Sit g7y T : Ve{N9[z] — == NJz]}, alors pour tout n € IN, il
existe un AC-terme 7, ~g n, tel que pour tout entier classique 0,, de valeur n, il
existe une substitution o, telle que (T)0nf =c (f)o(m,) (ou f est une nouvelle
variable). En particulier (T)0, \xx >¢ o(1,) —5 n.

Comme on a vu précédement, les entiers classiques peuvent se comporter dans un
calcul d’'une maniére assez compliquée. Si on analyse les raisons pour lesquelles
on a ce genre de phénomeéme, on s’apercoit que ceci provient essentiellement du
fait que ’absurde, qui représente dans ce systéme le type du calcul achevé, ne
contient pas d’information sur la partie de I’entier que 'on calcul. Pour avoir
cette derniére propriété, on ajoute un symbole de relation unaire | pour ’ab-
surde et pour toute formule A, et pour tout entier n, on note —, A la formule
A —_1(s™(0)). On remplace la régle de typage (0) par la régle suivante :
(0)SiT k¢ : =,—,A pour tout n € IN, alors ' - (C)t : A.

On écrit T' Fero t 1 A si dans ce systéme ¢ est de type A dans le context T

La régle (0') peut étre interprétée de la fagon suivante : On considére —, A
comme étant la formule A est fausse & l'instant n. De ce fait, la régle signifie
qu’on peut affirmer qu’une formule est vraie si elle n’est pas fausse & chaque
instant. On peut appeler cette logique “la logique persistante”.

On garde les régles de réduction de téte faible du AC-calcul.
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J’ai démontré dans [34] que dans ce systéme de typage les entiers classiques se
comportent exactement comme les entiers de Church.

Théoréme 7.1.5 Soient n € IN, et bere 6, : N[s"(0)], alors pour toutes

constantes de pile po,p1,...,pn  (On)rgpo =cr (9)tipo; (ti)pi =cp (9)tiv1pi
(1 <i1<n-— 1) et (tn)pn =cP (x)pn

J’ai obtenu dans [32] deux résultats supplémentaires sur le systéme C2.

Soit A (pour Abort) le AC-terme Az(C)Ayx. Il est facile de vérifier que :
— Pour tout ¢,t1,...,t, € AC, (A)tty...1,, >¢ t.
—Fea A:VX{1l— X}.

D’une maniére générale j’ai démontré :

Théoréme 7.1.6 Sitco T :VX{L— X}, alors pour tout n € IN, et pour tous
AC-termes t,t1, ..., tn, (T)tt1...t, =c t.

La constante C satisfait les relations suivantes : (C)tt1...t, =c (1)U et (U)y =¢
(y)t1...t, ou y est une nouvelle variable. En générale, j’ai obtenu la caractérisa-
tion suivante :

Théoréme 7.1.7 SitFco T : VX{-—X — X}, alors il existe un entier m, tel
que, pour tout entier n, et pour tous \C-termes t,t1,....,t, :

(T)ttl...tn > (t)‘/l, (‘/z)yz > (t)V;‘Jrl (1 <1< m—l), et (Vm)ym >c (yi)tl...tn
ol Y1, ---, Ym sont des nouvelles variables.

7.2 Le A\u-calcul

Je vais commencer par présenter le systéme de typage classique de M. Parigot.

Le Ap-calcul posséde deux alphabets distincts de variables : un ensemble de M-
variables x, vy, z,..., et un ensemble de p-variables «, 3,7,.... Les Au~ termes sont
définis par la grammaire suivante : ¢t := x | Azt | (£)t | pa[S]t.

La réduction en Ap-calcul est induite par deux notions différentes de réductions :

Les régles de calcul :

(C1) (Azu)v — ulv/z

(C2) (pow)v — powfv/*al

o u[v/*a] est obtenu a partir du u en remplagant inductivement chaque sous-
terme de la forme [o]w par [a](w)v.

Les régles de simplification :

(51) [a]pfu — ulo/p]

(S2) palau — u, si a n’a pas d’occurrences libres dans u
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(Ss) pau — Azpaul[z/*a], si u contient un sous terme de la forme [a]Ayw.

M. Parigot a démontré dans [53] que :
Théoréme 7.2.1 En \u-calcul, la réduction est confluente 2.

Si u est obtenu & partir de ¢ par une réduction de téte, on note ¢ >, u. L’équi-
valence de téte est notée : u ~, v ssi il existe w tel que u >, w et v =, w.

Les preuves sont écrites dans un systéme de déduction naturelle avec plusieurs
conclusions présentées avec des séquents :

- Les formules & gauche de F sont étiquetées par des A-variables.

- Les formules & droite de F sont étiquetées par des p-variables, excepté d’une
formule qui est étiquetée par un Au-terme.

- Des formules distinctes ne possédent pas la méme étiquette.

Soient t un Au-terme, A un type, I' = z1 : Ay, ....,x, : Ay, et A = oy
By, ..., ¢ By, deux contextes. On définit (par les régles suivantes) la notion “t
est de type A dans I et A”, et on écrit I' -, ¢ : A, A,

— Les régles du systéme AF2.

~SiTk,t:ApB:BA alors : T, pBlalt : Bya : AN si a # [ et
I', pafalt s B,Asi o= f.

Ce systéme posséde les propriétés suivantes (voir [52] et [54]) :

Théoréme 7.2.2 1) Le type est préservé durant une réduction.
2) Les Au-termes typables sont fortement normalisables.

Par contre, on perd dans ce systéme la propriété de I'unicité de la représentation
des données.

Soit n € IN. Un entier classique est un Au-terme clos 6,,, tel que -, 6,, : N[s™(0)]
pour un certain entier n. On dit aussi que ’entier classique 6,, est de valeur n.

On va caratériser maintenant les entiers classiques.

Soient x et f deux variables fixes, et N, ; 'ensemble des Au-termes définis par
le grammaire suivant : v := z | pa[Blz | (f)u | palB](f)u.

On définit, pour chaque v € N, 5, ensemble rep(u), qui désigne intuitivement
I’ensemble des entiers représentés par u :

- rep(z) = {0};

-rep((flu) ={n+1sine€rep(u)};

- rep(palBlu) = (rep(v) pour chaque sous terme [av de [Gu.

Le théoréme suivant caractérise les entiers classiques (voir [54]).

2W. Py a donné dans [56] une preuve compléte de ce résultat.



68 CHAPITRE 7. LOGIQUES CLASSIQUES

Théoréme 7.2.3 Les entiers classiques normauz de valeur n sont exactement
les Au-termes de la forme AxAfu ot u € Ny g sans p-variables libres et tel que

rep(u) = {n}.

Soit 8 = Az A fu ou

u = (f)ualal(Fuslal (vl (Bl Hus 81 Fulal(FuplB)(f)z.

On vérifie que rep(u) = {4}, donc 6 est un entier classique de valeur 4. Si on
sait & I’avance que 6 est un entier classique, alors on n’a pas besoin de chercher
rep(u) pour tous les sous-termes de u mais uniquement ceux des sous-termes de
0 qui représentent un seul entier.

Je vais présenter maintenant une méthode trés simple pour trouver la valeur
d’un entier classique.

On définit, pour chaque u € N, ¢, I'ensemble val(u), qui désigne intuitivement
I’ensemble des valeurs possibles de w :

- val(z) = {0};

-val((flu) ={n+1sin cval(u)};

- val(palBlu) = [Jval(v) pour chaque sous terme [a]v de [5]u.

Soient u € N, s sans p-variables libres et aj,...,a, les p-variables de u qui
vérifient : a; est la p-variable, telle que [a1](f)" z est un sous-terme de u, o
2 < j < n est la p-variable, telle que [o;](f)% paj_1uj_1 est un sous-terme de
wet u=(f)"+ payu,. Solent tg =z et t; = paju; 1 < j <n.

Le lemme suivant fournit un algorithme pour calculer la fonction val (voir [40]).

Lemme 7.2.1 Pourtoutl1 <j<n+1ona:
1) val(tj,l) = { Z Zk}
1<k<j
2) Pour chaque sous terme t de uj, tel que t # (f)"t, 0 < k < j—1, on a
val(t) = 0.
En particulier val(u) = { Z ik}
1<k<n+1

En utilisant le lemme 7.2.1 et le fait que pour tout u € N, s, rep(u) C val(u),
on déduit le résultat suivant :

Théoréme 7.2.4 Si 0 est un entier classique normal de valeur n, alors 0 =
AxAfu ot u € Ny 5 sans p-variables libres et val(u) = {n}.

Reprenons le dernier exemple
4 3 1
~ =

= —_~—
0 = AzAf (f) palo(f)udla] (f)udla] (F)(F) pBlol(H)ud[B](f)uylal (f)uelB] ().

partie  fausse partie  fausse
-ap =0, et ag =a;
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—i1:1,i2:2,eti3:1.
Donc la valeur de 6 est égale a 4.

M. Parigot a démontré dans [53] que des opérateurs de mise en mémoire typés
dans le systéme AF2 peuvent étre utilisés pour trouver les valeurs des entiers
classqiues.

Théoréme 7.2.5 Sitape T : Va{N9[z] — -~ Nlz]}, alors pour tout n > 0, il
existe un \-terme T, ~g n, tel que pour tout entier classique normal § de valeur
n, il existe une substitution o, telle que ((T)0)f ~, pafa](f)o(T)-

Jai démontré le résultat suivant (voir [40]) :

Théoréme 7.2.6 Si u € N, s tel que val(u) = {n}, alors (T;)\xAfu)f >
(/)(8)"0 (i=1 ou 2).

Le théoréme 7.2.5 ne reste pas vrai pour un opérateur de mise en mémoire quel-
conque. Par exemple :
- Soient u = pafa](f)ublalr et 6 = Az fu. On a val(u) = {0} et rep(u) = 0.
- Soit T = An((n)8)AdAg((T )m)Aa(g)(s) (p)a ot
p = Mn(((n)0)AaXc((c)(s)Ae((€)0)(a) Az yy) (a) \zdyz) Az yy) Az Ayy est un -
terme pour le “prédécesseur”.

- N (o sin=0
On vérifie que pour tout 0, ~g n, (1)0,,)f > { (HE @)™ sin#£0 "
Donc T est un opérateur de mise en mémoire ? pour les entiers.
- bFare T : Va{N9x] — - N][z]} (le typage nécessite I'introduction d’un sys-
téme d’équations adéquat pour le type des entiers).
- Mais ((1)0)f =, (/)(=)(p)0 et (s)(p)0 = 1.

7.3 Le AuTt-calcul

Le Ap-calcul code des preuves faites en logique classique et posséde “presque”
toutes les bonnes propriétés : la confluence, la conseravtion de type et la norma-
lisation forte. Par contre, comme on a vu dans le paragraphe précédent, on perd
dans ce calcul 'unicité de la représentation des données. De plus la présentation
du systéme typé n’est pas trés naturelle et ceci pour plusieurs raisons : I’autori-
sation d’avoir plusieurs formules & droite et forcer la succession de u et [] dans la
formation des termes. On va présenter une extention de ce calcul appelé A\t +-
calcul qui code exactement la déduction naturelle classique du second ordre.
Ce calcul a les propriétés suivantes : la conseravtion de type, la normalisation
forte, 'unicité de la représentation des données et la confluence sur les types de
données.

3Cet opérateur est donné par J.L. Krivine.
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Les termes du Au™ T -calcul (appelés aussi AT -termes) sont définis par la gram-
maire suivante : T :=z | « | AeT | paT | (T)T.

La réduction en Ayt t-calcul est induite par deux notions différentes de réduc-
tions :

Les régles du calcul
(Cx) MaU)V =\ U[V/a]
(Cu) (naU)V = pBUAy(B)(y)V/al]

Les régles de simplification
(51) (@)U V =1 ()U

Sa) papfU —o pal[Azz/]

S3) () (B)U —3 (B)U

Sa) (B)pal —4 UAy(B)y/a]

5; pal —s AzpBUNy(B)(y)z/al (%)

(
(
E
(S6) paU[(@)V/y] =6 V (*¥)

S
S
(*) U contient un sous-terme de la forme (a)AzV
(**) y est libre dans U et a n’est pas libre dans V'

La régle (Sg) signifie que si paT posséde un sous-terme (a)V ot V ne contient
pas de variables libres qui sont liées dans paT’, alors on peut rendre V comme
résultat. Il est clair que cette régle est trés difficile & implémenter mais pour les
exemples et les propriétés que je vais présenter, une condition de type : “pas de
lieurs actifs entre pa et (a)” suffira.

On écrit T — T” si on peut passer de T' & T’ en utilisant un nombre fini de fois
les régles précédentes.

11 est clair que le At -calcul est non confluent.

Soit A un ensemble de Ap*T-termes normaux. On note T — A ssi :
—Pourtout U € A, T —U.
—SiT — U et U est normal, alors U € A.

Soit Tiv = (V) F ou F' = Az Aypa(a)(((y)Ad(x)(s)y) \ex)pub(a) ((y)Ady) Azx) o
Y est le point fixe de turing et s un A-terme pour le successeur sur les entiers
de Church. Soit N ’ensemble des entiers de Church. Il est facile de vérifier que
(T;w) 0 — N.

Soient t un Ayt T-terme, Aun type,et I' = 21 : Ay, ..., zn : Ap, 1 : 2By, ..., iy
—B,, un contexte. On définit (par les régles suivantes) la notion “t est de type
A dans I, et on écrit I' H ¢ : A.

— Les régles du systéme AF2.

-Sila:=BFyt:L alors: '3 pot : B



7.3. LE A\t T-CALCUL 71

Cette derniére regle axiomatise la logique classique au dessus de la logique in-
tuitionniste.

Dés lors, on peut apporter des explications supplémentaires pour la régle (Sg).
Elle signifie que dans une preuve d’une formule on ne peut pas avoir une sous-
preuve de la formule elle méme. Comme paU[(a)V/y] et V posséde le méme
type, alors la régle autorise un programme de se réduire & un de ses sous-
programmes qui fait la méme chose.

Le AuTT-calcul typé posséde les propriétés suivantes :

Théoréme 7.3.1 1) SiTH, U:AetU —=V, alorsTH, V: A.
2)SiT kL U: A, alors U est fortement normalisable.

De plus, dans ce systéme, on récupére 'unicité de la représentation des données.
Théoréme 7.3.2 Soitn € IN. Sity T : N[s"(0)], alors T — {n}.

J’ai trouvé aussi un AptF-terme qui simule le ou-paralléle. Ceci n’est pas pos-
sible en Ap-calcul.

Un Au™t-terme clos T est dit un faux booléen ssi :

T A \zU ou

T—XeUet (UAMNVetUA (2)VV..V,) ou

T — XX yUet (U A MNyV et U A (2)WW1.. W, et U A (y) WW1..W,,).
Intuitivement un faux booléen est donc un terme qui peut donner les premiers
éléments d’un booléen avant de boucler.

Soient F'B lensemble des faux booléens, B = {T'; T' — {0} ou T' — {1}}, et
B=B\JFB.

On dit qu’un Ap™"-terme normal clos T simule le ou-paralléle ssi pour tout
UVeB:

- (TYUV — {0,1};

- (TUV —=1ssiU —>1letV —1;

- (TYUV —=0ssiU -00uV — 0.

Soit 1 = Apl et 0= ApO0.
Soit \/ = AzAypa(@)(((2)1)((4)1)0)) pB(e)((()1)((x) 1)0))a.

Soit ou un symbole de fonction binaire et considérons le systéme d’équations
suivant : ou(1l,2) =1, ou(0,z) = z, ou(x, 1) =1, et ou(zx,0) = =.

Théoréme 7.3.3 \/ simule le ou-paralléle et \/ : VaVy{B[z], Bly] — Blou(z,y)]}.
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Chapitre 8

Logiques mixtes

8.1 Un systéme de typage basé sur la logique
mixte

Le théoréme 7.1.4 ne peut étre généralisé au systéme C2. En effet, si T =
MAF(f)C)(T;)v (i = 1 ou 2), alors il est facile de vérifier que ¢y T : Vo {N9[z] —
——Nz]} et qu’il n’existe pas de AC-terme 7,, ~g n tel que pour tout entier clas-
sique 6,, de valeur n, il existe une substitution o, telle que (T)0,f =c (f)o(7n)-
Ceci suggére plusieurs questions :

- Quelle est la relation entre les entiers classiques de valeur n et les A-termes de
type N9[s"(0)]?

- Pourquoi a-t-on besoin de la logique intuitionniste pour modéliser les opéra-
teurs de mise en mémoire et de la logique classique pour modéliser les opérateurs
de controle ?

Pour répondre a ces questions nous avons introduit (J.-L. Krivine et moi méme)
un systéme de typage basé sur une logique appelée “mixte”. Cette logique per-
met de distinguer entre les preuves intuitionnistes et les preuves classiques et
a la fois de typer les opérateurs de mise en mémoire et les opérateurs de controle.

Pour chaque entier n, on suppose qu’on a un ensemble dénombrable de variables
spéciales d’arité n : X¢, Yo, Zo....appelées variables classiques. Un type A est
dit classique ssi il se termine par L ou par une variable classique. Nous ajoutons
au systéme AF2 les régles suivantes :

(O/) I'+C: VXC{—\—\XC — Xc}

@) LA qry LEtvXed
FFt:VXcA FFtA[G/Xc]

(*) X¢ n’est pas libre dans I" et (**) G est un type classique.

On appelle M2 le nouveau systéme de typage.

73
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On associe a chaque variable classique X, une variable spéciale X*® du systéme
AF2 ayant la méme arité que X. Pour chaque formule A de M2, on définit la
formule A° de AF2 de la maniére suivante :

-Si A=1, alors A° = A.

-Si A= X(ty,...,t,), alors A° = A.

-Si A= Xc(ty, ..., tn), alors A° = =X*(t1,...,tn).

-SiA=B — C, alors A° = B° — C°.

- Si A=VzB (resp. A =VXDB), alors A° =VxzB° (resp. A° =VXB°).

- Si A =VX¢B, alors A° =VX*B°.

Le résultat suivant signifie qu’on ne peut pas faire une preuve normale non
intuitionniste d’une formule V* ne contenant pas de variables classiques (voir

[45])-

Théoréme 8.1.1 Soient A un type V¥ de AF2 et t un \C-terme B3-normal. Si
Famo t: A, alors t est A-terme normal, et Fqro t: A.

A chaque variable X du systéme C2, on associe une variable classique X¢ ayant
la méme arité que X. Pour chaque formule A de C2, on définit une formule A¢
de M2 de la maniére suivante :

-Si A=1, alors A€ = A.

-Si A= X(t1,...,t,) ot X est une variable de relation, alors A = X (t1, ..., t,).
-Si A= B — C, alors A® = B¢ — C°.

- Si A =VaB, alors A® = VzBC.

-Si A =VXB, alors A® =VXcBC.

Par exemple N¢[z] = VXc{Xc(0), Vy(Xc(y) — Xe(s(y)) — Xe(a)}-

Nous avons le résultat suivant (voir [45]).

Théoréme 8.1.2 Soient A un type de C2, et t un AC-terme. Feo t @ A ssi
I_MQ t: AC.

Les résultats précédents nous permettent de caractériser les entiers du systéme
M2 (voir [45]).
Théoréme 8.1.3 Soit n € IN. Si k2 t: N[s™(0)], alors t ~3 n.

Théoréme 8.1.4 Soit n € IN. Si Fpe t @ NY[s™(0)], alors t est un entier
classique de valeur n.

Soit T un AC-terme clos. On dit que T est un opérateur de mise en mémoire
pour les entiers classiques ssi pour tout n € IN, il existe un AC-terme 7, ~g n,
tel que pour tout entier classique 6,, de valeur n, il existe une substitution o,
telle que (T)0,,f ¢ (f)o(r,) (ou f est une nouvelle variable).

La généralisation du théoréme 7.1.4 que nous avons trouvée est la suivante (voir

[45])-
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Théoréme 8.1.5 Sipp T : Va{NC[z] — =~ NJz]}, alors T est un opérateur
de mise en mémoire pour les entiers classiques.

Le théoréme précédent signifie que si Fao T : Vo{N¢[z] — ==N[z]}, alors
T prend un entier classique en argument et donne comme résultat ’entier de
Church correspondant.

Nous avons démontré qu’il suffit de prouver le théoréme 8.1.5 dans la restriction
propositionnelle du systéme M2 notée M (voir [45]).

Théoréme 8.1.6 Si -y T : N — ——N, alors pour tout n € IN, il existe
m € IN et un AC-terme 7,, ~g m, tels que pour tout entier classique 0,, de
valeur n, il existe une substitution o, telle que (T)0,f >=c (f)o(Tm,)-

La preuve de ce théoréme utilise deux résultats indépendants :

— Le théoréme 7.1.3 qui décrit le comportement d’un entier classique.

— Le théoréme 8.1.7 qui décrit le comportemant des A\C-termes de type N¢ —
_\_\N.

Soient v et f deux variables distinctes. On note par z, 44z (olt 7 est un entier,
a, b deux AC-termes, et ¢ une suite finis de AC-termes) une variable qui ne figurent
pas dans a, b, €.

Théoréme 8.1.7 Soit Faq T : N — —=N et n € IN. Il existe m € IN et une
suite finie de C-réductions de téte {U; =c Vi}1<i<, telles que :

UL =T)wf et Ve = (f)Tm 08 Ty, 23 m;

2) Vi = (v)abe ot V; = (z14p2)d (0<1<n—1);

3) SiV; = (v)abe, alors Uiy = (a)e sin =0 et Uip1 = (()n—1,ap2)C i #0
a

4) Si Vi = (tapz)d (0 <1< n—1), alors Uy = (a)d sil =0 et Uipy =
(b)) 4 p7)d i1 #0.

Le théoréme 8.1.5 se généralise aussi pour tous les types V.

8.2 La logique mixte propositionnelle

Les calculs propositionnels minimal, intuitionniste, et classique (notés (LM),
(LI) et (LC)) sont construits I'un au dessus de l’autre en ajoutant des schémas
d’axiomes ou des nouvelles régles. La formalisation la plus connue consiste &
ajouter la régle de absurdité intuitionniste (de ’absurde on déduit toutes les
formules) a (LM) pour obtenir (L), et ajouter la régle de I’absurdité classique
(une formule non fausse est vraie) a (LM) ou (LI) pour obtenir (LC'). Avec ce
type de formalisme on se heurte & de nombreux problémes :

— Une formule propositionnelle démontrable en (LC) ne contient pas d’infor-
mation sur le plus petit systéme dans lequel elle est dérivable. Pour avoir ces
informations on pourrait utiliser les algorithmes de décision non efficaces de
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(LM) et (LI). D’autant plus, avec ces algorithmes on ne saurait sur quelles
formules les raisonnements par ’absurde ont été utiliés.

— Une formule ne contient pas d’informations sur sa “meilleure” dérivation. Par
exemple on peut prouver la formule A = (X — Y)V (Y — X) en faisant
un raisonnement, par ’absurde classique sur A. Un raisonnement par ’absurde
classique sur la variable Y suffit aussi pour la prouver. En effet, si Y est vraie,
on aura, dans (LM), X — Y, et si Y est fausse, on aura, dans (LI), ¥ — X.
La deuxiéme dérivation se raproche plus du raisonnement humain, pour cela on
I’appelera “une bonne dérivation” pour A.

— Chacune de ces trois logiques a une sémantique. Pour (LC') c’est les tables
de vérité et pour (LI) (resp. (LM)) c’est les modéles de Kripke intuitionnistes
(resp. minimaux). Si on observe de preés les preuves des théorémes de complé-
tude on constate une grande ressemblance. Alors, pourquoi, ne pas étudier ces
logiques en méme temps ? C.a.d. introduire une unique sémantique pour ces lo-
giques et démontrer un seul théoréme de complétude.

Nous avons présenté (A. Nour et moi méme) un systéme de déduction naturelle
dans lequel des réponses patielles aux questions posées auparavant ont été don-
nées.

On suppose qu’on a trois ensembles dénombrables disjoints de variables propo-
sitionnelles : V,, = {X, Y, Zim, ...} Pensemble de variables minimales; V; =
{X.,Y;, Z;, ...} Pensemble de variables intuitionnistes; V. = {X,, Y., Z, ...} 'en-
semble de variables classiques; et une constante spéciale L. Les formules sont
construites sur lensemble P = V,, UV;UV.U{L} en utilisant les connec-
teurs A, V, et —. On note —A la formule A — 1. Pour toute formule A, on
note var(A) ensemble de ses variables. Une formule classique (resp. intuition-
noste, minimale) est une formule A telle que var(A) C V. (resp. var(A4) C V;,
var(A) C Vi,).

On définit sur ces formules un systéme de déduction naturelle appelé “logique
mixte propositionnelle” et noté (PM L) dont les régles sont celles habituelles de
la logique minimale plus deux autres régles pour I’ :

( .)E (L)F'_;B
“THA “ T'v+B

ou A est une formule intuitionniste et B est une formule classique.

Les formules suivantes (X, — X.) V (X, — X;) et (X. - X,, V X;) —
(Xom V (X: — X;)) sont démontrables.

Je vais définir une sémantique de type Kripke pour (PML).
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Un modéle de Kripke généralisé est un triplet £ = (K, <,#), ou (K, <) est
un ensemble non vide partiellement ordonné, et - est une relation binaire sur
K x P telle que :

1) Si a-X et 8 > a, alors O X.

2) Si ol L, alors pour toute variable classique X, (resp. pour toute variable
intuitionniste X;) at- X, (resp. ot X;).

3) Si at- X, et, « f= L, alors, pour tout § € K, S+ X..

= s’étend sur les formules par les clauses suivantes :
—al-A A B ssi a- A et ol B.

—al-AV B ssi alt- A ou ot B.

— al-A — B ssi pour tout 8 > «, si O+ A, alors G B.

Une formule A est dite valide dans K = (K, <,#) ssi pour tout a € K, al-A;
notation KA. Si I est un ensemble de formules, on dit que I'F- A ssi pour tout
KC : si pour tout B € T', K+ B, alors KCH A.

Nous avons obtenu le théoréme de complétude suivant (voir [46]) :
Théoréme 8.2.1 I' -,y A ssi T'l-A.

Le systéme (PML) posséde aussi la propriété des modéles finis et donc il est
décidable (voir [46]).

On écrit I' () A si I' = A est dérivable sans utiliser la regle (L) et on écrit
['F(c,iy AsiT' = A est dérivable sans utiliser les régles (L;) et (L.). Le résultat
suivant (théoréme 8.2.2) montre que pour dériver une formule en logique mixte
dans le sous-calcul qui utilise les régles de la logique classique, intuitionniste ou
minimale, il est nécessaire que la formule contienne respectivement une variable
classique, intuitionniste ou minimale. Ce résultat se démontre facilement si le
systéme (PM L) posséde la propriété de la sous-formule. Habituellement cette
derniére propriété se déduit du théoréme d’élimination des coupures qui est
difficile & démontrer ici car les formules disjonctives ne peuvent étre coder (i.e.
—(mAA-B) — AV B n’est pas dérivable). Pour ces raisons nous avons fait une
preuve sémantique (voir [46]) :

Théoréme 8.2.2 1) Soit T'|J{A} un ensemble de formules sans variables clas-
siques. I'Fpyy A ssi I l—(c) A.
2) Soit T'|J{A} un ensemble de formules sans variables classiques et intuition-
nistes. Iy A ssi T by Al

Nous avons, par contre, réussi & faire une preuve syntaxique du théoréme pré-
cédent dans un sous systéme de (PM L) noté (PMLY). Ce systéme est obtenu
avec la restriction suivante sur la regle d’élimination de V :

( )I‘ll—AvB Ty,AFC T3,BFC
¢ 1,05, 05 C
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si AV B est une formule classique, alors C' est aussi une formule classqiue.

Oun va établir maintenant des relations entres les systémes (LM), (LI), (LC) et
(PML).

Soit V = {X,Y, Z,...} un ensemble dénombrable de variables propositionnelles.
On suppose que les ensembles V,,,, V;, et V. sont obtenus en indexant les variables
de V. En utilisant V' (J{L}, on définit les systémes (LM), (LI), et (LC). Une
formule sur V' [J{L} est appelée formule ordinaire. On définit sur V,,, UV; U Ve
une relation binaire < en posant : pour toute X € V, X, < X; < X,.

Une décoration est une fonction d : V- — P telle que d(X) € {X,,, X;, X.}. Elle
s’étend naturellement sur les formules ordinaires. On définit sur les décorations
une relation binaire notée aussi < en posant : d < d’ ssi pour toute variable
X eV, d(X)<d(X) et il existe X € V telle que d(X) < d'(X).

Soit A une formule ordinaire telle que F. A. Une décoration pour A est une dé-
coration d telle que Fp,; d(A) et pour toute variable X qui ne parait pas dans
A, d(X) = X;,- Une décoration minimale pour A est une décoration d pour A
telle que si d’ < d est une décoration pour A, alors d’ = d.

Nous avons obtenu le résultat suivant (voir [46]) :

Théoréme 8.2.3 Soit A une formule ordinaire telle que . A. A posséde une
décoration minimale.

Une décoration minimale pour une formule A n’est pas unique. En effet soient
d et d’ les deux décorations suivantes : d(X) = X, dY) =Y, d(X) = X, et
d'(Y) = Y.. 1l est facile de vérifier que d et d’ sont des décorations minimales
non comparables pour la formule (X — Y)V (Y — X).

Pour décorer les dérivations, on modifie légérement le systéme (PML) en rem-
placant la régle (L;) par :

(Ls) It

si var(A) (Vi = 0.

11 est clair que le systéme obtenu est équivalent a (PML).

Une décoration pour une dérivation D de (LC) est une décoration d telle que
pour toute variavle X qui ne parait pas dans D, d(X) = X,,, et "image de D
par d est une dérivation de (PML). Une décoration minimale pour D est une
décoration d pour D telle que : si d’ < d est décoration pour D, alors d’ = d.

Nous avons obtenu le résultat suivant (voir [46]) :
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Théoréme 8.2.4 Soit D une dérivation de (LC). D posséde une unique déco-
ration minimale (notée dp).

Soit A une formule ordinaire telle que . A. Une bonne dérivation pour A est
une dérivation D de A en (LC) telle que dp est une décoration minimale pour A.
Intuitivement, une bonne dérivation pour une formule est une dérivation dans
laquelle le “minimum” possible du raisonnement par ’absurde est fait.

Nous avons démontré dans [46] le résultat suivant :

Théoréme 8.2.5 Chague formule ordinaire démontrable en (LC) posséde une
bonne dérivation.

Nous avons proposé une version a la calcul des séquents de (PM L). Nous nous
interréssons a démontrer un théoréme d’élimination des coupures pour ce sys-
téme.
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Chapitre 9

Résultats divers

9.1 Equivalence opérationnelle

Deux A-termes clos M et N sont opérationnellement équivalent (M ~,pe, N)
ssi pour tout contexet C' : C[M] est résoluble ssi C[N] lest.

Soit J = (Y)G ou Y est 'opérateur de point fixe de Turing et G = AxAyAz(y)(z)z.
J est donc un n-expansé infini de id. Son arbre de Bohm est en fait
Axdxy () Az (z1)Axs(z2) Aeg(as)....

Le théoréme suivant est bien connu (voir [2] et [18]).
Théoréme 9.1.1 J >~ id.

La preuve connue de ce résultat est purement sémantique : deux A-termes sont
opérationnellement équivalent ssi ils ont la méme interprétation dans le modéle
D

Nous avons donné (R. David et moi méme) une preuve élémentaire et pure-
ment syntaxique de ce résultat. La preuve analyse finement les réductions de
Clid] et C[J] en distinguant les “vrais” § -redex de ceux qui proviennent des
n-expansions. L’idée de la démonstration est la suivante : nous prouvons que,
si nous simulons les réductions ou id (resp. J) sont en position de téte, C[id]
et C[J] se réduisent, par réduction de téte de la méme fagon. Pour ceci nous
ajoutons une constante H (qui représente a la fois id et J). Nous définissons
sur ces termes la id (resp. J) réduction de téte, qui correspondent aux cases
ot H = id (resp. J). Pour prouver que les réductions sont équivalents, nous
montrons que les termes obtenus en éliminant la constante H sont égaux.

Cette démonstration peut étre généralisée pour prouver ’équivalence operation-
nelle de deux A-termes ayant le méme arbre de Béhm & n-expansion infinie prés.

Pour cela on a besoin du A-calcul dirigé (voir [8]).
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9.2 Complétudes de la logique du second ordre

La preuve du théoréme de complétude de la logique classique du second ordre
se déduit de celui de la logique classique du premier ordre (pour une certaine
théorie) moyennant un codage des formules. L’idée principale de ce codage est
d’associer & chaque variable du second ordre X d’arité n, une variable du pre-
mier ordre z et de coder la formule X (x1,...,x,) par Ap,(z,z1,...,x,) ot Ap,
est un symbole de relation d’arité n+ 1. Pour montrer que ce codage transforme
les dérivations faites en logique du second ordre en dérivations faites en logique
du premier ordre, on ajoute habituellement une liste d’axiomes qui empéche
de prouver des formules du premier ordre qui ne sont pas des images des for-
mules du second ordre. Ceci rend les preuves lourdes et difficiles & formaliser
proprement. C. Raffalli et moi méme avons proposé une solution trés simple a
ce probléme . Il s’agit de construire un codage inverse (de la logique du premier
ordre dans la logique du second ordre) telle que "image successive par les deux
cogades d’une formule du second ordre est la formule elle méme. Cette méthode
permet aussi de déduire le théoréme de complétude de la logique intuitionniste
du second ordre a partir de celui de la logique du premier ordre.

Soit L5 le langage de la logique du second ordre contenant :

(i) les symboles logiques : L,— , A, V, Vet 3

(ii) un ensemble dénombrable V de variables d’individu : zg, 1, a,...;

(iii) pour chaque ¢ > 0, un ensemble dénombrable V; de variables de relation
d’arité 7 : Xé,X{,X;....

Soit L1 le langage de la logique du premier ordre contenant :
(i) les mémes symboles logiques;

(ii) ensemble dénombrable V de variables d’individu

(iii) pour chaque ¢ > 0, un symbole de relation Ap; d’arité ¢ + 1.

On note A < B la formule (A — B) A (B — A).

On considére, comme systéme de démonstration, la déduction naturelle et on
écrit '+, A ot n € {1,2} (pour logique du premier ou du second ordre).

On fixe, pour chaque i > 0, une bijection ¢; entre V; et V.

Soit A une formule de la logique du second ordre. On définit par induction sur
A son code A* dans la logique du premier ordre :
- 1*=1
— (X™(@1, ey T0))* = Apn(dn(X™), 21, oy 1)
- (Ao B)* A*<>B* ;0€{—=, AV}
~ (QuA)* = Qy(Aly/a])* ot y ¢ Fu(A%); Q € {¥,3}
—(QX"A)" = Qon(Y")(A[Y"/X"])" ont ¢ (Y") € Fu(A"); Q € {V, 3}

11 article est en cours de rédaction.
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La fonction * est évidement non surjective. Par exemple, on ne peut pas trouver
une formule A telle que A* = VzAp;(x,x).

Le Schéma de compréhension du second ordre (SC3) est I’ensemble de toutes les
formules du second ordre suivantes : Pour chaque formule G telle que Fv(G) =

{$17...,$n,<17...,<m},
V1o Vo [BX V1. V2 (G X (21, ... 20))] 08t X & Fo(G).

Il est facile de démontrer que (SCs2) est équivalent & la régle d’élimination du
quantificateur universel du second ordre.

Le Schéma de compréhension du premier ordre (SC;) défini par (SCy) = {G*;
G € (SC)}.

Le résultat suivant montre que la fonction * permet aussi de transformer les
preuves faites en logique du second ordre en des preuves faites en logique du
premier ordre.

Théoréme 9.2.1 Soient I'J{A} un ensemble de formules du second ordre. Si
'y A, alors T*,(SCq) 1 A*.

Soit A une formule du premier ordre et x une variable. On définit par induction
sur A son code A dans la logique du second ordre et une suite ordonnée de
variable V%.

—Ll=letVt =0

- Apn(yvyla 5yn) = (rb:Ll(y)(yla ,yn) et

V& =0siy#axetpourtouti € {1,...,n},y; #=x

Vi3 =<z>siy#xetilexisteie {1,..,n},y; =2

V& =< ¢ (x) > siy=x et pour tout i € {1,...,n} , y; #

Vi =< ¢ l(x),z >siy=zetilexistei € {1,...,n},yi=x
~AoB=AoBet V5 5 =ViUVE - V%);0€ {—,AV}

~ QA = QG QG A 00 VY = {Cry e G} 08 VE, 4 = V5 (y # 2); Q € {¥,3)

On a le résultat important suivant :
Lemme 9.2.1 Si A une formule du second ordre, alors 5y A* < A.

Le résultat suivant montre que la fonction — permet aussi de transformer les
preuves faites en logique du premier ordre en des preuves faites en logique du
second ordre.

Théoréme 9.2.2 Soient T'J{A} un ensemble de formules du premier ordre.
SiT'H A, alors T' o A.

Une interprétation de £; est un couple M = (M, (ApM),) ott M est un en-
semble non vide et pour tout n > 0, ApnM C M™t1. Une M-substitution o est
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une fonction de 'ensemble V dans M.

Une interprétation de £ est un couple M = (M, (M,,),) ou M est un ensemble
non vide et M,, C P(M"). Pour n = 0, on suppose que My = P(MY) = {0,1}.
Une M-substitution ¢ est une fonction sur les ensembles V et (V;); telle que
o(x) e M et o(X™) € M,

Soit My = (M, (Ap))n) une interprétation de £;. On définit une interprétation
M = (M, (M,),) de L3 ott M,, = (M) aerr, M = {1} sia € Ap}!, Mg = {0}
sia g ApdL, et M2 = {(a1,...,an) € M™; (a,ay,...,a,) € ApM} (n > 1).

Soit F' une formule du second ordre telle que Fu(F) = {z1, ..., Tn, Xfl S ey an’"}

et supposons que ¢y, (X;“) =vy; (1 <j < m).Sio est une M;-substitution

telle que o(z;) = a; (1 <i<mn)eto(y;)=>b; (1 <j<m), alors on note & une
kj

— s _ . — b .
M;-substitution telle que 7(z;) = a; (1 <i <n)et7(X;”) = M, (1<j<m),

Théoréme 9.2.3 M, = F[5] ssi M, = F*[o].

Donc on obtient le résultat suivant :

Corollaire 9.2.1 M; = (5C1) ssi My |= (5C5).

D’ou le théoréme du complétude de la logique classique du second ordre.

Théoréme 9.2.4 Soit T'|J{A} un ensemble de formules du second ordre. T 4
A ssi pour toute interprétation du second ordre M telle que M = (SCs) et pour
toute M-substitution o : M |=T'[o] implique M = Alo].
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