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Ω →β Ω →β · · · � åèã �å Ú öäãæ

í ÛèÓã âÛßà ßÓ æäàí ä îßè âåà ä�äíâÚä çüàðÓäàåèæ åß ìßà äæ û í äãßàä æÛßæäã Úäã
éçáèí åÚäã éä √
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Óä âÛããðéäÓæ åßáßÓä âàÛâàèçæç äããäÓæèäÚÚä îß è Úäßà äãæ âàÛâàä ï� öÛàèüèÓä éä áäææä ÓÛæèÛÓ àäíÛÓæä û ÔÕ�� ï � áäææä çâÛîßä Ø �åáÛâèÓè òÔÔô åõåèæ
í ÛÓæàç îßä
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Úäã ìåáèÚäã ãÛÓæ èÓáÚß ã éåÓã Úäã ÓÛÓ àçãÛÚßøÚäã ï Òæ üà�áä åß� æàåõåß� éä ýäàåàéßááè
ò�ô Ø ÓÛßã ãåõÛÓã çüåÚäí äÓæ îß öèÚã áÛÓæèäÓÓäÓæ Úäã æäàí äã íßäæã ï Ýäã éäß� èÓáÚßãèÛÓã
çæåÓæ ãæàèáæäã ï �äã æäàí äã íßäæã ãÛÓæ éçëÓèã û Úå ìå�ÛÓ éäã ÓÛÓ àçãÛÚßøÚäã � áä ãÛÓæ
éäã æäàí äã îßè Óä ãä àçéßèãäÓæ Óè û ßÓä õåàèåøÚä Ø Óè û ßÓä åøãæàåáæèÛÓ

λx.u
Ø Ó è û ßÓä

åââÚèáåæèÛÓ
(u v)

Û�
u
Óä ãä àçéßèæ âåã û ßÓä åøãæàåáæèÛÓ ï�ßä áÛÓÓåèããÛÓãêÓÛßã éäã æäàí äã ÓÛÓ àçãÛÚßø Úäã äæ ÓÛÓ íßäæã ÿ ùÚã ãä éèõèãäÓæ

äÓ æàÛèã âåàæèäã � Úäã æäàí äã îßè ãä àçéßèãäÓæ û ßÓä åøãæàåáæèÛÓ Ø Úäã ÜçàÛêæäàíäã ìÛàæã
éä éäüàç ëÓè äæ áäß� éä éäüàç èÓëÓè ï �äã âàäí èäàã Óä ãäàÛÓæ âåã çæßéèçã éåÓã áäææä
æÞðãä øèäÓ îß öèÚã ä� èãæäÓæ ï �äã ãäáÛÓéã ã öçáàèõäÓæ ãÛßã Úå ìÛàí ä

(m v1 · · · vn)
Û�

mäãæ íßäæ ï ùÚã ãÛÓæ æÛßã ìåáèÚäã ï �äã éäàÓ èäàã ãÛÓæ éäã æäàí äã ÓÛÓ àçãÛÚßøÚäã îß è Óä ãä
àçéß èãäÓæ âåã û ßÓä åøãæàåáæèÛÓ äæ îß è Óä ãÛÓæ âåã éä éäüàç ëÓè ï úÛßà áäã æäàíäã èÚ
Ó öä� èãæä âåã éä üçÓçàåÚèæç ï úåà ä�äíâÚä Ø

(δ3 δ3)
Û�

δ3 = λx.(x x x)
Ó öäãæ âåã ìåáèÚä

æåÓéèã îßä
(P (Ω Ω))

Ú öäãæ ï
P

çæåÓæ ßÓ áÛíøèÓåæäßà éä â ÛèÓæ ë�ä éçáàèæ û Úå âåüä�� ï �ÛßæäìÛ èã Ø ßÓ åßæàä àçãß Úæåæ é� û ýäàåàéßááè âàçáèãä îßä Úäã ÜçàÛêæäàí äã ìÛàæã
éä éäüàç èÓëÓè ÓÛÓ åßæÛêãèí èÚåèàäã ãÛÓæ ìåáèÚäã � ßÓ æäàí ä äãæ åßæÛêãèí èÚåèàä ãè ãÛÓ
åàøàä éä ýäàåàéßááè åââåàå�æ áÛííä ßÓ ãÛßãêåàøàä âàÛâàä û Úßèêí �íä ï �äã åàøàäã éä
ýäàåàéßááè çæåÓæ áÛÓãæàß èæã ãßà Úä í �íä íÛéðÚä îßä áäß� éä ýþÞí û Úå éè�çàäÓáä
îßä Úäã æäàí äã íßäæã �ÛßäÓæ Úä à Úä éäã ÓÛÓ àçãÛÚßøÚäã ï �äã åàøàäã éä ýäàåàéßááè
éäã æäàí äã åßæÛêãèí èÚåèàäã âÛããðéäÓæ éÛÓá ßÓä ãæàßáæßàä îßè ãä àçâðæä èÓéçëÓèí äÓæ ï
Ù èÓãè

(δ3 δ3 I)
Ø éÛÓæ Ú öåàøàä äãæ

δ3

δ3

I Ø Ó öäãæ âåã åßæÛêãèí èÚåèàä ï ùÚ äãæ éÛÓá ìåáèÚä ï

ÒÓ àäõåÓáÞä
(δ3 δ3)

ÓÛæç
Ω3

éÛÓæ Ú öåàøàä äãæ δ3
δ3

δ3

äãæ åßæÛêãèí èÚåèàä ï ÝäÚßèêáè
Ó öäãæ âåã ìåáèÚä ï �äã ä�äíâÚäã éä ÜçàÛêæäàí äã ìÛàæã éä éäüàç èÓëÓè åßæÛêãèí èÚåèàäã
äæ ìåáèÚäã ãÛÓæ àåàäã ï ùÓæàèüèÚå òÔ×ô å Úä âàäí èäà çæåøÚè Úå ìåáèÚèæç éä

(P Ω Ω)
ï Ýä

àçãßÚæåæ ìßæ äÓãß èæä çæäÓéß âåà ýäàåàéßááè äæ ùÓæàèüèÚå òóô û ßÓä èÓëÓèæç é öåßæàäã
æäàíäã áÛÓãæàß èæã û Ú öåèéä éß áÛíøèÓåæäßà éä âÛèÓæ ë�ä

P
ï !çåÓíÛèÓã Ø èÚ Ó öä� èãæä

âåã éä í çæÞÛéä üçÓçàåÚä âÛßà éçæäàí èÓäà ãè ßÓ ÜçàÛêæäàíä ìÛàæ åßæÛêãèí èÚåèàä äãæ

Ö
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234567685 9:9:;<
= >?@ β ABCDEFGHI? t →β t′ @JG DHG@ D@ KLKM JH N@ B@D@O FI?GBPFGC DP?J t @JG @?

GQG@R S N N@ @JG ?IGC@ t→h
β t′ R= >?@ β ABCDEFGHI? t→β t′ TEH ? U@JG V PJ D@ GQG@ J @BP DHG@ WXKMYXM @G @N N@ @JG ?IGC@

t→i
β t′ R

2 34567685 9:9:;9
= >? G@BZ @ t @JG DHG [\][ ^\Y_ M X\Y_ `aM bM KLKM J UHN ? @ FI?GH@?G V NEJ D@ B@D@O

D@ GQG@R= c? DHG TE@ t VIJJdD@ ]XM ^\Y_ M X\Y_ `aM bM KLKM J UHN J@ BCDEHG e E?@ f IBZ @
?IBZ PN@ D@ GQG@R

gh8i 8j67685 9:9:;;
kR >? G@BZ @ JIEJ f IBZ @ ?IBZ PN@ D@ GQG@ J UCFBHG λx1 · · ·λxp.(x r1 · · · rq) Il x @JG

E?@ mPBHPnN@Ro R p@J BCDEFGHI?J H?G@B?@J FI?J@Bm@?G NP JGBEFGEB@ D@ NP f IBZ @ D@ GQG@ q@? ?IZ nB@
D@ mPBHPnN@J Z HJ@J @? PnJGBPFGHI?J @G @? ?IZ nB@ D UPBrEZ @?GJs R

tuvwxv
)* y z {| }~�}������� )*)*)� * ut� * �� {| ���z z�� ��z �|~�|� {z � � �z�� �{|�~ * ����� � {| ���z z�� �� ~z�z� � � |�� {z� ~���������

���z~�z� �z � ����z�� }|� �z ~z�z� * �z ����~z � �|~��� z��� ~z��z ���� ��z�����z *
����� ��� ����� �
¡M[ BCJHDEJ D@ JIEJAG@BZ @J ¢\XK X\][ £ MY_ MKKYM bM Y¤£\XbYM ¥ a` ¦]M[KW\X []W¢`XKM §
¦]M bM¢ WMXK ]X [\][¨KMY_ M s bM t © `£Yª[ ]XM Y¤b]«KW\X t→∗

β t′ ¬  W[£`Y`®K¨Wa \] ¯WMXY¤`££`Y`®K¨Wa ¬ °K [ ±Wa Y¤`££`Y`®K © MX «\_¯WMX b ±M²M_£a`WYM[ ¬ ¡ ±¤K]bM bM[ Y¤[Wb][b ±]X [\][¨KMY_M `] «\]Y[ b ±]XM β¨Y¤b]«KW\X YM¢WMXK ¥ a]W £\[MY ]X _ `Y¦]M]Y b\XK
\X []W¢Y` a ±¤¢\a]KW\X K\]K `] a\X³ bM a` Y¤b]«KW\X � ´Yµ«M ¥ a ±`X`a¶[M bM[ Y¤[Wb][b ±]X [\][¨KMY_ M © X\][ £\]YY\X[ b ±]XM £`YK _ M[]YMY a ±W_ £\YK`X«M ¦] ±Wa ·\]M b`X[
]XM Y¤b]«KW\X MK b ±`]KYM £`YK Y¤\Y³`XW[MY «MKKM Y¤b]«KW\X b`X[ a ±\YbYM ¦]W X\][
«\X¢WMXbY` ¸«^ � £Y\£\[WKW\X ����¹º» �
2 34567685 9:9:;¼
½ IEB CmHG@B N@J B@?IZZ Pr @J¾ N@J mPBHPnN@J NHC@J JI?G GIEG@J DHJGH? FG@J R¿ IH@?G s E? JIEJAG@BZ @ @G r = (λx.a b) E? B@D@O D@ t R ÀI?JHDCBI?J NP β ABCDE FGHI?

t→β:r t′ R¡M[ Y¤[Wb][ bM s b`X[ t′ PV BdJ NP β ABCDE FGHI? D@ r JI?G Á
kR ¿ H s @G r JI?G DHJÂ IH?GJ¾ PNIBJ HN @O HJG@ E? FI?G@O G@ C G@N TE @ t = C[s, r] @G G@NTE @ t′ = C[s, a[b/x] ] R p@ BCJHDE D@ s DP?J t′ @JG PNIBJ N@ JIEJAG@BZ @ s e NP

VIJHGHI? DI??C@ V PB N@ FI?G@O G@ C R
o R ¿ H r ≤ s¾ PNIBJ HN @O HJG@ D@EO FI?G@O G@J JHZV N@J C @G D G@NJ TE @ t = C[s] @G

s = D[r] R Ã P?J F@ FPJ t = C[s] = C[ D[(λx.a b)] ]→β C[ D[a[b/x]] ] R p@ BCJHDE
D@ s DP?J t′ @JG PNIBJ s′ = D[ a[b/x] ] e NP VIJHGHI? DCÄ ?H@ VPB N@ FI?G@O G@ C R

Å R ¿ H s < r = (λx.a b)¾ I? DHJGH?rE@ @?FIB@ GBIHJ FPJ Á
(a) JH s = λx.a¾ PNIBJ s ? UP V PJ D@ BCJHDE DP?J t′ R
(b) JH s ≤ a PNIBJ HN @O HJG@ D@EO FI?G@O G@J C @G D G@NJ TE@ a = D[s] @G t =
C[ (λx.a b) ] = C[ (λx.D[s] b) ] R t J@ BCDEHG PH?JH @? t′ = C[ D[b/x] [ s[b/x] ] ] Rp@ BCJHDE D@ s DP?J t′ @JG PNIBJ N@ G@BZ @ s[b/x] e NP V IJHGHI? DCÄ ?H@ VPB N@J
FI?G@O G@J C @G D R
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(c) s ≤ bÛ ÜÝÞßà áÝ âã áàäâ åâà æÞçäâã äâà C,D âä èç æÞçäâã äâ àáéê Ýâ E äâÝàëè â b = E[s] âä t = C[ (λx.D[x, · · · , x] E[s] ) ] ì t à â ßíåèáä Üáçàá âç t′ =
C[D[E[s], · · · , E[s] ] ] ì îâà ßíàáåèà åâ s åÜçà t′ àÞçä ÜÝÞßà Ýâà àÞèàïäâßé âà s
Üèã ê ÝÜæâà åíð çáâà êÜß Ýâà æÞçäâã äâà C,D âä E ì

ñ â é òé âÛ Ýâà óôõö÷øõ ÷ ùøú õûøõüýþóÿ þ ��ó�õ ��øõöþøóõ óô÷ø�ýöûúõ àâ åíð çáààâçä ê Üß
áçåèæäáÞç àèß ÝÜ ÝÞç�èâèß åâ ÝÜ ßíåèæäáÞç ì îâà ßíàáåèà åâ s Üê ß�à n ßíåèæäáÞçà àÞçä
Ýâà ßíàáåèà åâà ßíàáåèà s1, s2, · · · , spn−1

åâ s Üê ß�à n− 1 ßíåèæäáÞçà ì
� âé Üßëèâ � ì� ì	
 �þõ � öú� ��õ ÷þ �� ÷ôúöýöûú ÆÇÆÇ�� � þø�þúý õþ óþ�óôõþúýþó � öú õö �

�Æ� ���

s a[b/x]

rs

↓
t′

t

r

a[b/x]

s

s′

↓

t

t′

�� Ç�� �� Ç� � �� Ç��

↓
t′

t

b

a[b/x]

s
= λx.a

λx

t

b

t′

↓

a

s

a[b/x]

s[b/x]

s

b

x

t

x· · ·
↓

λx

a

a

t′

b b

ss

� âé Üßëèâ � ì� ì	� �þ óôõö÷ø ÷ ùøú õûøõüýþóÿþ õ ù��� þ ��þ ô���þÿ þúý ßíàáåè íäâçåè ��� Ç
�þ óôõö÷ø ôýþú÷ø õþ ÷öõýöú�øþ ÷ ùøú óôõö÷ø ÷þ óþ÷þ� Ç �ú þ�þý � ÷�úõ �þ ��õ ��óýö�ø �öþó
û� s þõý �þ óþ÷þ� �ûúýó��ýô � ö Çþ Ç s = r = (λx.a b) � �þ ýþóÿ þ s′ = a[b/x] þõý þú�ûóþ
�ûúõö÷ôóô �ûÿÿþ øú óôõö÷ø ÷ø õûøõüýþóÿ þ s ý�ú÷öõ �ø ùö� ú ùþõý ��õ �ûúõö÷ôóô �ûÿÿþ
øú óôõö÷ø ÷ø óþ÷þ� r

Ç
�ã âéê Ýâ � ì� ì	 �þõ óôõö÷øõ ÷ø õûøõüýþóÿþ (λz.z x) õûúý ÿ �ó�øôõ ÷ ùøú ��÷óþ úûöó Ç

λx. (λy.(y y) (λz.z x) x)→β λx. ( (λz.z x) (λz.z x) x)→β λx. ( x (λz.z x) x)

!"#$ #%&'&#( )*)*+,
� ì - á t→∗

β t′ âä s ≤ tÛ ÜÝÞßà Ýâà ßíàáåèà s1, · · · , sn åâ s àÞçä äÞèà åáà. Þáçäà ì

Æ�
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D E F G
s′ HIJ KL MNIGOK OH s

OPLI QP MNOKRJGSL t→∗
β t′ T PQSMI GQ HU GIJH KL H IKVIJGJKW

JGSL σ LH RSLRHMLPLJ X PI QHI YPMGPVQHI QGVMHI OH t JHQ QH ZK H s(σ)→∗
β s′

E
[\]^_]

;< `abc deeafc gafhiji kbj ejc ilcmnbc nj s cafh opqr sptu vprwt< xabi yjed z fabc deeafclhd{emi bf |dmh kb m fabc } jig jhhid n ~dy�j�ji ed }ijb�j }di ilybiijfyj < �f d}}emkbdfhed yaf�jfhmaf nj �d�ijfnij�h z me f ~� dbid }dc nj yaf|bcmafc jfhij ejc nm�lijfhc fag cnjc �dimd{ ejc < �fhianbmcafc ed fahmaf cbm�dfhj � vr sp�� �� q sq�� tv�t�wq�� qt u qw vsq t tvrw {mjf nmc� amfhc tp ��d� u jh v cafh nmc� amfhc�{ � xabi habhj �dimd{ ej x em{ij ndfc u
�ijc} < v� < �m x jch emlj ndfc t m <j < ∃ λx.a ≤ thje kbj u ≤ az deaic v ≤ a

�ijc} < u ≤ a����� �p t →β t′ qw tp u qw v tvrw sq�� tv�t�wq�� qt {mjf nmc� a mfhc sq t ��v�t �qt��tps�t sq u qw v tvrw {mjf nmc� a mfhc �[\]^_] �amh r = (λx.a b) ej ijnj� yafhidyhl ndfc t →β t′ < ` abc nj�afc nmcybhjicbm�dfh ed }acmhmaf njc cabc�hjig jc u jh v }di id}}aih db ijnj� r < �idmhafc ej ydc ej}ebc yag}ej�j a� u ≤ a jh v ≤ b<  aggj u ≤ a z me j� mchj bf yafhj�hj C hje kbj a =
C[u]< ¡ j g ¢gj b = D[v]<  aggj u jh v cafh opqr sptu vprwtz ed �dimd{ ej x nj (λx.a b)f ~jch f m em{ij ndfc uz f m ndfc v < £ mfcm z (λx. C[u] D[v])→β C[D[v]/x] [u]< ¤jc ilcmnbcnj u jh v cafh nafy nmc� amfhc < ¥ lim¦afc kb ~mec cafh opqr sptu vprwt< �amh z bfj �dimd{ ejem{ij nj u jh camh λz.w′ bf cabc�hjig j nj t′ hje kbj u camh cabc�hjig j nj w′ < §afhiafckbj v ≤ w′ <  aggj u ≤ λz.w′ jh u ≤ C[D[v]/x] [u] deaic camh C[D[v]/x] [u] ≤ λz.w′

camh λz.w′ ≤ C[D[v]/x] [u]< ¡ dfc ej }ijg mji ydc z C[D[v]/x] [u] ≤ λz.w′ < ¨f jf nlnbmh
D[v] ≤ λz.w′ jh nafy v ≤ λz.w′ <  aggj u jh v cafh nmc� amfhc z af d |aiylg jfh v ≤ w′ <¡ dfc ej njb�m©g j ydc λz.w′ ≤ C[D[v]/x] [u]< ¨f }jbh deaic hiab�ji bf hjig j w hjekbj w[D[v]/x] = w′ jh hje kbj u ≤ w <  aggj u jh v cafh njb� cabc�hjig jc {mjfnmc� a mfhc nj tz af jf nlnbmh v ≤ w < �h }bmckbj x 6∈ v z v ≤ w[D[v]/x] = w′ < ¤jc dbhijcydc n ~mfyebcmaf jfhij u, v jh r cafh cmg medmijc <
�jeaf ed nl¦fmhmaf ;<;<ª« z ejc ilcmnbc n ~bf cjbe cabc�hjig j d}i©c bfj β�ilnbyhmaf cafhnjb� ¬ njb� opqr sptu vprwt< i®yj db |dmh }ilylnjfh jh }di ilybiijfyj cbi ej fag{ijnj ilnbyhmafc ndfc t →∗

β t′ z ejc ilcmnbc nj s ndfc t cafh njb� ¬ njb� opqr sptu vprwt<�ec cafh nafy nmc� amfhc <
ª < ¡ ~d}i©c ed nl¦fmhmaf ;<;<ª« z ej ilcmnb s′ n ~bf cabc�hjig j s fj cb{mh z db yabic n ~bfjilnbyhmaf z kbj njc cb{chmhbhmafc njc �dimd{ ejc emljc ndfc t jh njc ilnbyhmafc < ut

¯H° PMZKH ±E±ED² ³´ µ¶·¸¹º»¼¹½· ¾¹
x

½¾¸ »´½ ¿¶·¹¶À¼½ ¼¹À·½ Á¶´¾ »´ ¸½·Â ½
t Ã ¶¼Ä·¾¾½¾ ·Å¾¹Á»¾ ¾Ä´¸

x
0

ÆÇÆÇÈ ÉÊËÌÊÍÎÏÎÐ ÑÒÓÐÐÍÔÕÖÐ ×Õ
λØÑÓÒÑÕ Ò

ÙÄ»¾ ·¶µµ½¼Ä´¾ ¹º¹ ¸·Ä¹¾ ·Å¾»¼¸¶¸¾ º¼¶¾¾¹Ú»½¾ Á»
λÛº¶¼º» ¼ Â»´¹ Á½ ¼¶

βÛ·ÅÁ»º¸¹Ä´ 0 ³´
µ·½Â ¹½· ´Ä»¾ ÂÄ´¸·Ä´¾ ¼¶ ºÄÂÂ»¸¶¸¹¿¹¸Å Á½ ¼¶ ·ÅÁ»º¸¹Ä´ ¾¹Âµ¼½ Ã Ú» ¹ ¾ ÜÄÀ¸¹½´¸ Ý·Þº½
ß ¼ ÜÅ¸»Á½ Á½¾ Á¹¶Ý·¶ÂÂ½¾ ºÄÂÂ»¸¶¸¹à¾ Á¹¸¾ Å¼ÅÂ ½´¸¶¹·½¾ 0 ÙÄ»¾ Å¿ÄÚ»Ä´¾ ½´¾»¹¸½
¼½ ¸áÅÄ·âÂ ½ Á½ ãá»·ºáÛäÄ¾¾½· Ú»¹ Å¸¶À¼¹¸ ¼¶ ºÄÂÂ»¸¶¸¹¿¹¸Å Á¶´¾ ¼½ º¶¾ Á½ ·ÅÁ»ºÛ¸¹Ä´¾ Â»¼¸¹µ ¼½¾ Ã µ·Äµ·¹Å¸Å ÅÝ¶¼½Â ½´¸ ¶µµ ½¼Å½ ºÄ´å»½´º½ Ý¼ÄÀ¶¼½ 0 ³´æ´ Ã ´Ä»¾ º¹¸Ä´¾
¼½ ¸áÅÄ·âÂ ½ Á½ ¾¸¶´Á¶·Á¹¾¶¸¹Ä´ Ú»¹ ¶¾¾»·½ Ú»½ ¸Ä»¸ ·Å¾» ¼¸¶¸ ÄÀ¸½´» µ¶·

βÛ·ÅÁ»º¸¹Ä´¾µ ½»¸ ¼ Üç¸·½ ½´ ¾»¹¿¶´¸ »´¹Ú»½Â ½´¸ ¼¶ ¾¸·¶¸ÅÝ¹½ Á½¾ ·ÅÁ»º¸¹Ä´¾ ¾¸¶´Á¶·Á 0 ã½¾ ¸·Ä¹¾
·Å¾»¼¸¶¸¾ ¿¹¾½´¸ ºá¶º»´ ¼½ Â çÂ½ ÄÀè ½º¸¹à é º½¼»¹ Á½ µÄ»¿Ä¹· Â ÄÁ¹æ½· ¼ ÜÄ·Á·½ Á¶´¾
¼½Ú»½¼ ¾ Ü½´ºá¶ê´½´¸ ¼½¾ ·ÅÁ»º¸ ¹Ä´¾ ¶» ¾½¹´ Á Ü»´½ ¾ÅÚ»½´º½ 0
ëìíî íïðñðíò óôóôõö ÷øù F SGHLJ OHKU MNOKRJGSLI ú ρ : a →β b HJ σ : a →β c

E ûLPXX HQ QH ¼¶ µ·Äè ½º¸¹Ä´ Á½
σ

¾»·
ρ QP MNOK RJGSL SVJHLKH HL MNOKGIPLJ O üPVSMO QH MHOHUOH ρ X KGI HL MNOKGIPLJ QHI MNIGOKI OK MHOHU OH σ

E
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�� ������� ����� �� ��� !�""# $�%%�����& '�� ()("#*+��!# ,

a →ρ b
↓σ ↓∗σ/ρ

c →∗
ρ/σ d

-./01/ 23 456786 96 :3;< 6= >;9< ;=?73=< @69 <5A;9 B39 > C;=B@79;A=9 >6 @3 45A4A9;<;A= 
 �
�

D6=<56 @6 56>6E >6
ρ
6< B6@7 ; >6

σ � FA75 7=6 456786 >G<3;@@G6 D 8A;5 HIJ � ut

KLMNOPQ R STSTUV W XYZ
[�

β \]^'�$���� '�
λ\$�_$�_ ��� $��` �����a �� '�� ^b �_�% ��� c� d�_ _� ���

Church−
Rosser e ���^� CR

a f��]�% ��� '��e g ��] ���� ��]% ��
t, t1

��
t2 e ��_� c� �

t →∗
β t1

��
t→∗

β t2 e �_ �h ���� �� ��]% �
v

��_ c��
t1 →∗

β v
��

t2 →∗
β v

a
-./01/ iA;5 H
jJ � ut

kONl NmnonNp STSTUS [� & �]% � ��]% �_� '� �q�� ��� ���c��a
r� $� ���� c�� ��

t 'β λx1 · · ·λxp.(x r1 · · · rq) 'β λy1 · · ·λym.(y s1 · · · sn)e �_�]�
p = me q = ne ri 'β si

�� �� ]���%% �b � g ]s� '�� t�]���_�� _�^��e �� �
xi = yi

��
x = y

a
-./01/ u C69< 7=6 BA=9Gv76=B6 >7 <wGA5xy 6 >6 uw75Bwz{A9965 
�
�I| � ut

}M~pnonNp STSTU� ��� ����� '� ]^'�$����� t →∗
β t′

��� '��� �+�*��!� e ���^�
t→st,∗

β t′ e �� ,
. t = λx.ae t′ = λx.a′

��
a→st,∗

β a′

. t = (x c1 · · · cn)e t′ = (x c′1 · · · c′n)
��

ci →st,∗
β c′i g ��] ����

i

. t = (λx.a b ~c)e t1 = (a[b/x] ~c)
��

t1 →st,∗
β t′

a
. t = (λx.a b ~c)e t1 = (λx.a1 b1 ~c1)

��
a→st,∗

β a1 e b→st,∗
β b1

��
c→st,∗

β c1
a

�RQQR STSTUU [� ]^'�$���� ����'�]' g ���� �� $����h ��a
-./01/ 26 B39 =A= <5;8;3@ 69< B6@7 ; A�

u→st,∗
β u′ D a→st,∗

β a′ D 6< v7 C;@ 9 C3?;< >6 yA=<565
u[a/x] →st,∗

β u′[a′/x]� �= @6 :3;< 435 ;=>7B<;A= BA=� A;=<6 975 @3 @A=?7675 >6 @3 5G>7B<;A=
u →st,∗

β u′ 6< 975 @3 BAy4@6E ;<G >6
u� �53;<A=9 @6 B39 A�

u = (λy. b c ~d) � �; @6 56>6E
(λy. b c)

= C69< 439 5G>7;< D 3@A59 A= BA=9<57;< B@3;56y 6=< @3 9<3=>35>;9G6 6= 5G>7;93=< D � A7<� �A7< D @6 <65y 6
b
47;9

c
6< ~d � � C;@ 69< 5G>7;< D 3@A59 u →β (b[c/y] ~d)� � ;=9; D u[a/x] →β

(b[c/y][a/x] ~d[a/x]) � �= BA=9<57;< @3 5G>7B<;A= 9<3=>35>;9G6 6= BAyy6=�3=< 435 5G>7;56
@6 56>6E >6 <�<6

(λy. b c) [a/x] D 47 ;9 A= BA=<;=76 435 ;=>7B<;A= 975 @3 9<3=>35>;9G6 >6
(b[c/y][a/x] ~d[a/x])→∗

β u′[a′/x]D v7; 69< 4 @79 BA75<6 � ut

�RQQR STSTU� � �
t→st,∗

β t1 →β:r t2
�_�]� t→st,∗

β t2
a

-./01/ F35 ;=>7B<;A= 975 @3 @A=?7675 >6 @3 5G>7B<;A= 6< 975 @3 BAy4@6E ;<G >6
t � �5�B6

37 @6yy6 >6 43993?6 37 BA=<6E<6 
�
�II D @6 B39 =A= <5;8;3@ 69< B6@7 ; A�
t
4A99x>6 7= 56>6E

>6 <�<6 � �A;< t = (λx.a b ~c)� FA9A=9 s = (λx.a b)�� �; s
= C69< 439 5G>7;< >3=9

t →st,∗
β t1 D 3@A59 t1 = (λx.a1 b1 ~c1)

386B
a →st,∗

β a1 D
b→st,∗

β b1
6<

~c→st,∗
β ~c1 �

.
9;

r
69< @6 5G9;>7 >6

s
3@A59 @3 5G>7B<;A=

t →h
β (a[b/x] ~c) →st,∗

β (a1[b1/x] ~c1) = t269< 9<3=>35> � 23 >67E;xy 6 97;<6 >6 5G>7B<;A=9 G<3=< A�<6=7 ?5�B6 37 @6yy6 
�
�II �
.
9;=A=

r
69< 7= 56>6E >6

a1 D b1
A7

c1 � �53;<A=9 r ≤ a1 � � 3=9 B6 B39 D a→st,∗
β a1 →β:r

a2
6<

t2 = (λx.a2 b1 ~c1)� � C345x9 @ Cw�4A<wx96 > C;=>7B<;A= D A= 467< 9<3=>35>;965
a→st,∗

β a2
6< A= BA=B@7< 3@A59 ?5�B6 37 @6yy6 
�
�II �
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HDSG D BAB SPCAFEpFD U EBD GqGD IABCHKBHD ⊥ DCH IABCJCHKBHD ð

m ð jD IASAFFKJSD ïðm ðmï DCH EB ISJHlSD HSlC RSKHJQED R AES GABHSDS FK IABHSKVJIr
HJAB V sEBD HkPASJD ð tPBPSKFDG DBH BAEC F sEHJFJCDSABC KuDI

u
DH

v
VDEL HDSGDC

BASG KEL VJNPSDBHC ð vKBC ID IKC O FDC KSpSDC VD wxkG CABH IFKJSDG DBH JBIAG r
RKHJp FDC IKS G KL JG KEL KE CDBC VD FK IAGRKHJpJFJHP ð

y9 �.) �� �/= /=z {AJDBH
δ3 = λx.(x x x)

O
Ω3 = (δ3 δ3)

DH
I = λx.x

ð jK HkPASJD
T =

λβ + {Ω3 = I} DCH JBIABCJCHKBHD ð MB DNDH O
T ` I = Ω3 →β (Ω3 δ3) = (I δ3)→β δ3

O
IABHSKVJIHJAB |

} ~� � ������� ������� � �������� �
�E IAESC VDC CDIHJABC RSPIPVDBHDC O BAEC KuABC VPIAEuDSHC VDEL RSARSJPHPC DCCDBr
HJDFFDC VDC HDSG DC BAB SPCAFEpFDC ð jK RSDG JlSD IABIDSBD FK �PBPSJIJHP VDC HDSGDC
BAB SPCAFEpFDC ð �DHHD VDSBJlSD DCH VD H�R D ARPSKHAJSD �I� ð FDGGD ïðïð�m� ð jK CDr
IABVD O FK IABCJCHKBID VD FK HkPASJD

BT
A� HAEH BAB SPCAFEpFD DCH JVDBHJoP U ⊥O DCH

VD H�R D VPBAHKHJABBDFFD �I� ð HkPASlG D ïðm ðïn� ð MB IABCPQEDBID FDC HDSGDC BAB SPr
CAFEpFDC R DEuDBH qHSD PFJG JBPC VE

λ
rIKFIEF CKBC RAES KEHKBH FD SDBVSD HSJuJKF ð �DC

VDEL RSARSJPHPC IKSKIHPSJCDBH FK ���$�� * g$�*"< �$ DB
λ
rIKFIEF ð �AEHD�A JC O IAGGD FD

CE��lSD F sKCRDIH G KLJG KF VE HkPASlG D ïðm ðïn O pDKEIAER VD HDSG DC CD SDHSAEuDBH
JVDBHJoPC VKBC FK HkPASJD

BT
ð MB RKSHJIE FJDS O HAEC FDC HDSG DC VABH FK SPVEIHJAB VD

HqHD BD HDSG JBD RKC CABH IAB�ABVEC ð vKBC IDHHD HkPASJD O FD HDSG D
Ω

VABH FK SPVEIHJAB
pAEIFD VPCDCR PSPG DBH CES FEJrG qG D DCH G JC U P�KFJHP KuDI EB HDSG D QEJ O RKS DLDGRFD O
P�SlBDSKJH CEIIDCCJuDG DBH HAEHDC FDC VPIJG KFDC VD √

2
ð �F DCH VABI FP�JHJG D VD CD VDr

G KBVDS CJ FDC KSpSDC VD wxkG BD G KCQEDBH RKC VKBC FDES VDCISJRHJAB CJGRFJoPD
VDC JB�ASG KHJABC R DSHJBDBHDC � �AES SPRABVSD U IDHHD QEDCHJAB O BAEC KFFABC DLRFASDS
HSAJC KEHSDC CASHDC VD HDSG DC CECIDRHJpFDC V sqHSD IKBVJVKH U FK BAHJAB V sJBVPoBJ �
FDC �PSArHDSG DC O FDC �PSArHDSG DC �ASHC DH FDC HDSGDC GEDHC ð �DC HSAJC IFKCCDC JBIFE CDC
CHSJIHDGDBH FDC EBDC RKS SKRRASH KEL KEHSDC CE��lSDBH QE sJF DL JCHD EBD kJPSKSIkJD
DBHSD FDC VJuDSCDC �ASGDC V sJBVPoBJ ð �KF�SP FDESC VJNPSDBIDC O FDC IFKCCDC VDC �PSAr
HDSGDC �ASHC O VDC HDSG DC GEDHC DH VDC HDSG DC BAB SPCAFEp FDC O CKHJC�ABH HAEHDC HSAJC
FDC G qGDC RSARSJPHPC VD CHKpJFJHP RKS

β
rPQEJuKFDBID DH RKS CEpCHJHEHJAB ð �DC VDEL

VDSB JlSDC IKSKIHPSJCHJQEDC IABCHJHED FD I�ES G qGD VD FK
β
rSPVEIHJAB ð �AEHD IFKCCD

ïn
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º»¼ ½¾¿¼ÀÁ ÂÁÃ ÄÁÅÅÁÃ ÆÇÈÂ¼Ä¼ÇÈÃ ÉÇ¿Ê Á¿Ë »È ÆËÈÂ¼ÂËÄ Ì¿¼½¼Å¾Í¼¾ Î ÅË ÈÇÄ¼ÇÈ Â Ï¼ÈÂ¾ÀÈ¼ �ÐÁÄÄÁ ÃÁÆÄ¼ÇÈ ÊÇÈÄ¿Á¿Ë ÁÈ Ì¿ÁÊ ¼Á¿ ÅË Í¾È¾¿¼Æ¼Ä¾ ÂÁÃ ÃÇ»ÃÑÄÁ¿Ê ÁÃ ¼ÈËÆÄ¼ÉÃ � Ò» ¼Ã ÁÅÅÁ
ÁÓÌ ÅÇ¼ÄÁ¿Ë ÆÁ ¿¾Ã»ÅÄËÄ ÌÇ»¿ ¾ÄËÔ Å¼¿ Â¼½Á¿Ã ¿¾Ã» ÅÄËÄÃ ÆÇÈÆÁ¿ÈËÈÄ ÅÁÃ Õ¾¿ÇÑÄÁ¿Ê ÁÃ Ö ÅÁÃ
Õ¾¿ÇÑÄÁ¿Ê ÁÃ ÉÇ¿ÄÃ ÁÄ ÅÁÃ ÄÁ¿Ê ÁÃ Ê»ÁÄÃ �
×ØÙ Ø× ÚÛÜÛÝÞßÞàÛ áâã ãäåãæàâÝçâã ÞÜèßàÞéã
êË Í¾È¾¿¼Æ¼Ä¾ Â Ï»È ÃÇ»ÃÑÄÁ¿Ê Á ÅÇ¿Ã Â Ï»ÈÁ ¿¾Â»ÆÄ¼ÇÈ ÁÃÄ ÃË ÆËÌËÆ¼Ä¾ Î ÌÇ»½Ç¼¿ ëÄ¿Á
¾ÆìËÈÍ¾ ÃËÈÃ Ì Á¿Ä»¿ÔÁ¿ ÅÁ ¿¾Ã»ÅÄËÄ � íÇ»Ã Ë½ÇÈÃ Â¾î Î ½» Î Ä¿Ë½Á¿Ã ÅÁ ÅÁÊÊÁ ����ïð
º»Á ÄÇ»Ä ÄÁ¿Ê Á ¿¾ÃÇÅ»ÔÅÁ ÁÃÄ Í¾È¾¿¼º»Á ÅÇ¿Ãº»Á ÅË ¿¾Â»ÆÄ¼ÇÈ ÃÁ ÄÁ¿Ê ¼ÈÁ Ã»¿ »ÈÁ ÉÇ¿Ê Á
ÈÇ¿Ê ËÅÁ � ñËÈÃ ÆÁÄÄÁ ÃÁÆÄ¼ÇÈ ÈÇ»Ã ½Á¿¿ÇÈÃ º»Á Å Ï¼ÈËÆÄ¼½ ¼Ä¾ ÁÃÄ »ÈÁ ÆÇÈÂ¼Ä¼ÇÈ Ã»ò ÃËÈÄÁ
ÌÇ»¿ ÍË¿ËÈÄ¼¿ ÅË Í¾È¾¿¼Æ¼Ä¾ Â Ï»È ÃÇ»ÃÑÄÁ¿Ê Á ÁÈ »È ÃÁÈÃ ÌÅ»Ã ÉË¼Ô ÅÁ �
ó ôõö÷ø÷ùö úûü ûú ý þÿ

� ��� �����	
��
a→=

β b
��	 �
	� Ã¼Ê ¼ÅË¼¿Á  s→β t

�

a→=

β b
��	 �
�� 
��

a = b�� �
�� �
 �� ����� ���	���	� ����
a →β b

��	  �� � �� � � ��
	
�� ��� ����

����
	 ����

s→β t
�

� �� ��	
�� � ��	���  � ���
���� �����	
��� ��	��
a

�	
b
�

� �� ����� ��� �� �È ÌË¿Ä¼Æ»Å¼Á¿ Ö ÄÇ»ÄÁ ¿¾Â»ÆÄ¼ÇÈ Ã¼Ê ¼ÅË¼¿Á Î »ÈÁ ¿¾Â»ÆÄ¼ÇÈ ÂÁ ÄëÄÁ
ÁÃÄ ÂÁ ÄëÄÁ � ñÁ ÊëÊÁ ÌÇ»¿ ÅÁÃ ¿¾Â»ÆÄ ¼ÇÈÃ ¼ÈÄÁ¿ÈÁÃ �
ó ôõö÷ø÷ùö úûü ûü ý þÿ �� �����	��� �

s
��	 ¼ÈËÆÄ¼É ���� ��� �����	
�� �
 ����� ��

��� ���
��� � ���	 � ��  λx.a
�!

(λx.a b)
��	 �� ��� ����� ���	���	�� ���� �� ��

�����	
�� �
"� ��� �� ��� �# êÁ ÃÇ»ÃÑÄÁ¿Ê Á (λz.z x) ÁÃÄ 
� ��	
$ ÂËÈÃ ÅË ¿¾Â»ÆÄ¼ÇÈ Ã»¼½ËÈÄÁ %
λx. (λy.(y y) (λz.z x) x)→β λx. ( (λz.z x) (λz.z x) x)→β λx. ( x (λz.z x) x)

&Ì¿'Ã ¾ÆìËÈÍÁ ÌË¿ ÅË ½Ë¿¼ËÔÅÁ ν Ö ÅË ¿¾Â»ÆÄ¼ÇÈ ¿ÁÃÄÁ �
� 
��
�� %
λx. (λy.(y y) ν x)→β λx. ( ν ν x)→=

β λx. ( ν ν x)

ν ÌÁ»Ä ÂÁ ÈÇ»½ÁË» ëÄ¿Á Ã»ÔÃÄ¼Ä»¾Á ÌË¿ (x x) Ö ÁÄ ÅË ¿¾Â»ÆÄ¼ÇÈ ¿ÁÃÄÁ �
� 
��
�� %
λx. (λy.(y y) (x x) x)→β λx. ( (x x) (x x) x)→=

β λx. ( (x x) (x x) x)

()**) úûü û+ ý þÿ ,�
��	
T

�� ���	�� 	�-
C

�� ���	�� 	� �
�� �� �	
s

�� 	��� ��
.

, 

C →∗

β T
�����

C[s]→∗
β T [s1, · · · , sn]

�!
si = s(σi)

�	
σi

��	 ��� �� ��	
	�	
��
� ��	��	 ��
���� ��	 ��� ��� ���
����� �
��� ����

C
�

. � � ��� �� ���� 
/� � �����	
�� ��	 �
� 
��
��  �� � ��� 
/���
. 0������� ��	- �


s
��	 
� ��	
$ ���� �� �����	
��

C[s] →∗
β T [s1, · · · , sn]

�!
s1, · · · , sn

���	 ��� ���
��� ��
s

�����
C →∗

β T
�

. � � ��� �� ���� 
/� � �����	
�� ��	 �
� 
��
��  �� � ��� 
/�� 1	�� ��� �����	
���

�	����� ��� ���
��� ��

s
�
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óôõö÷ø÷ùö úûü ûG ,�
��	
s1, · · · , sn

�	
s

��� �����	��� � ��
t
� H� �
�� ���

s
��	

ÊËÓ¼Ê ËÅ �

s ≤ si

��	��I��
si = s

�
()**) úûü ûJ ý þÿ ,�
��	

C
�	

T
��� ���	�� 	�� �	

s1, · · · , sn
��� 	��� �� �

.
, 


C[[]1, []2, · · · , []n] →∗
β T [[]1, · · · , []1, []2, · · · , []2, · · · , []n, · · · , []n]

�����
C[s1, · · · , sn] →∗

β T [s1
1, · · · , sp1

1 , s1
2, · · · , sp2

2 , · · · , s1
n, · · · , spn

n ]
�!

sj
i = si(σ

i
j)�	

σj
i

��	 ��� �� ��	
	�	
�� � ��	��	 ��� ��� ���
����� �
��� ����
C

�
. � � ��� �� ���� 
/� � �����	
�� ��	 �
� 
��
��  �� � ��� 
/���
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. hijklmkn kiop mq s1, · · · , sn mrio qistoqu m vsim ws lxvytoqri
C[s1, · · · , sn] →∗

β T [s′1, · · · , s′p] rz s′1, · · · , s′p mrio wkm lxmqvym { |}~{ |�} vk
s1, · · · , sn swrlm C →∗

β T �� k � wym ws vky� q�n k lxvytoqri kmo mqn qwsqlk � ws � lkn q�lk �oxk vkm lxvytoqrim
qioklikm sy� lxmqvym vk s1, · · · , sn �

������ �������� � XYZ Y� ut

�� kn� wk ��� �� ��~��� s1 = (y λz.z) �� s2 = x ���}  �� ¡��¢{�  �� λx. (λy.s1 s2)
M

£ |�  ¤| ¢¥��¦�~��  � ~§|��� ¨ s1 �� s2  ��� qistoqu m ©
λx. (λy. s1 s2 )→β λx. ( s2 λz.z)

£�  ���} ¢¥ ~��  (s2 λz.z) �� s2 ¨  ��¤ (s2 λz.z) � � { |}~{ |¤ M ª «¥¦¬|�� �� s1 �� s2®|¢ ��� §|¢~|¯¤� ���§� ν |¯���~� ���¦ ° ��� ¢¥��¦�~��  ~{ ~¤|~¢�  �~§|��� ©
λx. (λy. ν ν )→β λx. ν

±²³´µ¶µ·´ ¸¹º ¹» ¼ ½¾ ¿ rqo s ≤ t � Ài vqo Áy k s ®|  � �� �Â�� vsim ws lxvytoqri
t→∗

β t′ mq yi vkm lxmqvym vk s mk lkolryjk ki oÃok sy trylm vk ws lxvytoqri � Äyolkn kio
vqop m Åqw k� qmok yi lxmqvy s′ vk s okw Áyk t→∗

β
~λ. (s′ ~r) �

ÆÇÈÈÇ ¸¹º ¹¸É ¼ ½¾ ¿ rqo s ≤ t � ¿ q s ik � smmk �sm ki oÃok vsim ws lxvytoqri vk oÃok
vk tp swrlm s kmo qi stoqu �
������ Ê� ËÌÍ�ÎÏÐ�� ÌÏ��Ï Í� ÏÑÏ� Ò Ó ��Ë Ô� Õ�� ËÌÖÐÍ� Ö�ÐÏ �ÎÏÐ× Ð� ×��ÍË�ÐÏ Ô� ÕÐ� Ö� ÐÏ ��
Ó�ËÏÐ�

λx.a
Í� Ë�Í�Ø Í� ÏÑÏ� Y ÙË Í��Ö Î� Î�Ö Ò Î� ËÌÖÐÍ� Ö� Ë�ÏË��Ú�Ë�ÐÏ Ì����Û ��Ï �� ÏÑÏ� YÜ��ÏË�ÍÐÎÏÐ�� Y ut

Ý·Þ·ßßàµÞÇ ¸¹º ¹¸¸ ¼ ½¾ ¿ rqo C yi triok� ok ko ~u yik myqok vk okln km okwm Áyk
C[~u]→h,∗

β t �
� � ¿ q yi okln k vk ~u � smmk ki oÃok vsim ws lxvytoqrip swrlm C →h,∗

β
~λ. ([] ~s) �á � ¿ q sytyi okln k vk ~u ik � smmk � sm ki oÃokp swrlm ~u kmo qi stoqu vsim ws lxvytoqri

C[~u] →h,∗
β t � h w k� qmok swrlm yi triok� ok D vrio tâ sÁyk olry kmo qioklikp okw

Áy k C →h,∗
β D ko okw Áy Åqw k� qmok yik myqok vk okln km vk = uik

(σk) smmylsio
D[~v] = t �

������
XY Ü��ÖÐÍÌË��Ö �� ÓË�Û ÐãË� ×�ÐÖ �ä

u
Ó�ÖÖ� �� ÏÑÏ� Í��Ö

C[~u]→h,∗
β tY å� �Ø ÐÖÏ� ���ËÖ ��

ËÌÖÐÍ�
u′ Í�

u
Ò Í�Ö Ï�ËÛ �Ö

~s
�Ï ��� ËÌÍ�ÎÏÐ��

C[~u]→h,∗
β

~λ. (u′ ~s )
Í��Ö ��Ô�����

u
��Ó�ÖÖ� Ó�Ö �� ÏÑÏ� Y Ù� Î��Î��Ï ���ËÖ Ó�Ë ��Ö ��ÛÛ�Ö XYZ YXæ �Ï XYZ Y� Yç Y è ÌËÐÚ� Í�Ö ��ÛÛ�Ö XYZ YXæ �Ï XYZ Y� Y ut

éêë êì íîïð ñòïóòô òñ õîïð ñòïóòô öðïñô
ª� ¤�{{� LM÷ Mø |ù ¢{ � ú�� ¤�   �� ¡��¢{ �  ~�|¦�~û  |� ¦��¢  � «��� ¢¥��¦�~��  ���
¥�¥¢~ú��  M ü¢ ¨ Â�¢� ~�|¦�~û |�  ��  �� LM÷ M÷ ¦ «� � ®¢¥¦~ ¥{ ��� �� ®|  |§�~¢ �� ¢¥ ~�� 
�� ¤| û�¢{ � (λx.a) ú�|�� ¤� ¢���} (λx.a b)  � �¢��§� ¦���¢|¦�¥ M ý���¡�� �� �¥��~¢�
�þ  ¤�¢  ú�� ���� ��¢{ � ú�~ ��  � ¢¥�� ~� ÿ |{ |~  ° (λx.a) � � ~�|¦�~û � £� ��¤  ��¢{� 
|®®�¤¥  � xlr okln km û��� ¤ «�¯ÿ �� �� ¦����  �¦�~�� M
± ²³´µ¶µ·´ ¸¹º ¹¸� �i okln k u kmo yi �¥¢�¡��¢{ � �ü�� mmq qw i Åk� qmok � sm vk okln k
v okw Áyk u m k lxvyqm k � λx.v �
�� kn� wk ��� ���

�L
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@A

u BCD EF G H CCI 6 ∃v|u→h,∗
β λx.v

A
J A K LID u EF GH BD v EF DBMN BA K I (u v)→∗

β bO PQLMC b C RSTMID (u′ v′)
LU

u→∗
β u′

BD v →∗
β v′ A

VWXYZX
�� [\]^_`a b^ cded __fgea ba ]`fhbfebg]f`gdh �����i a` b^ jfg` k^a _a] e\b^c`gdh] gh`aeha]le\]aemah` _f jden a ba `o`a � pg ^ha fq]`efc`gdh fllfefr` _de] b s^ha e\b^c`gdh t _fe\b^c`gdh ba `o`a _f jaef fllfefr`ea \uf_an ah` �v � wa `aen a (u v) h sf^ef x fn fg] ba eabay z ]f efcgha cfe le\cg]\n ah` u a]` ^h {| � wa]e\b^c`gdh] ]a jdh` bdhc z _ sgh`\e ga^e ba u d^ ba v � ut

}~�� ������� 9:; :9� = >?
@A �BC GH CLFD CDP�QBC � PM β �S�EI�PQBF TBAJ A �BC GH CLFD CDP�QBC � PM P�� QITPDILF � EF DBMN BA� A � LEM DLED TLFDB� DB C BD DLED DBMN B uO CI C[u] BCD EF GH PQLMC C BCD EF GHA

VWXYZX
�� pg u h sa]` lf] ^h {| t f_de] u 'β λx.a� pg u 'β v f_de] v 'β λx.a� �e�ca f^ `�\de�n aba cdh�^ahca u_dqf_a �`�\de�n a ������ � t v a` λx.a dh` ^h e\b^g` cdnnah` λx.a′ � va]` bdhc \uf_an ah` ^h {| �v � pd g` u ^h {| � �dh`edh] ghb^c`gdh ]^e _f _dhu^a^e ba _f e\b^c`gdh k^a ]g (u v)→∗

β tf_de] t a]` ^ha fll_gcf`gdh � pg (u v)→β tt cdnna u a]` ^h {| t f_de] _a eabay ba (u v)h sa]` lf] z _f efcgha b^ `aen a � � gh]g (u v)→β (u′ v′) d� u→=
β u′ a` v →=

β v′ � � sfle�]_a ldgh` ���t u′ a]` ^h {| `a_ k^a (u′ v′)→∗
β t� {h cdhc_^` f_de] lfe ghb^c`gdh �

� � �fe _ sfq]^eba t ]g C h sa]` lf] ^h {| t f_de] g_ ay g]`a ^h cdh`ay`a D `a_ k^a
C →∗

β λy.D � � sfle�] _a _anna ��� �� t C[u]→∗
β λy.D[u1, · · · , un]� �dh`efbgc`gdh � ut

�BN PM�EB @A� A@ 	
 ¡&( '&.¢&( £1¤ 4)((¥+&*' 1*& ¦).¢& *).¢ 50& +& '§'& (5*( 52('.5¨'¤)* © ¨)¢¢&
(x ~t)© ()*' +&( ,- 
 ª 5¤( ¤0( *& ()*' 45( ('520&( 45. (12('¤'1'¤)* 
 «* &¬&' ©
(x ~t)[~λ.I/x]→∗

β I £1¤ * 3&(' 4 01 ( 1* ,- 
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áâããâ äåæ åçè
u éêë ìí îïðñò êêó 6 ∃v|u →h,∗

β λx.v éë 6 ∃~v|u →h,∗
β (x ~v) ôõ x éêëìíé ö÷øó÷ùúéûüýþÿ�þ ������ ��� �	
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β v ÷úôøê óú éO óêëé ìí
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Q P _`abc`ad efad gh ifd e jka i`abhlbh dmnogh P p`mb C ka i`abhlbh dmnogh hb u ka bhcn hbhgd qkh C[u] d`mb kah rst P _`abc`ad qkh C hdb kah rst P u fad gh ifd `v C[u] = (v t)fwhi v ka xr y dm C = []y fg`cd C hdb z mha kah rst P pma`a C a jhdb ofd bcmwmfg hb mghl mdbh ehkl i`abhlbhd D hb E bhgd qkh D[u] = v hb E[u] = t hb bhgd qkh C = (D E) Pxc y dhg`a gf oc`o`dmbm`a OPQ PO{ y D hdb ka xr P C hdb e`ai kah rst foogmifbmwh P |hdehkl fkbch }`cn hd eh rst dh oc`kwhab eh n fam~ch fafg`�kh P
|h ifd e jka i`abhlbh � ogkdmhkcd bc`kd hdb dmn mgfmch P ut

��������� ��� ��� � �� �� ���� � ��� ���� � ��� � �� � ��  � ¡¢£ ¤
¥¦ ��� �� §¤¨ ¤©ª

« Ω
�¬� ���� ®¯

Ω→∗
β Ω = (λx.(x x) ω) °± λx.(x x) ² ³�¬� ´®¬ �² µ¶ D

« (Ω I) ² ³�¬� ´®¬ ���� D · ³�¬� �²� ¶¸¹ ®´´º»®�»¼� D
« Ω3 ² ³�¬� ´®¬ ���� D ½² �¾�� ¿

Ω3

�¬� �² µ¶ ��
Ω3 →β (Ω3 δ3) À�» �¬� �²� ¶¸¹®´´º»®� »¼� D

ÁÂ�Ã �Ä����� ��� ��Å Æ�� ���� �� �Ç��� �È��  �� É¡£ ¤
ÊËÌÍÎÌ Ïfc eÐÑamb m`a y dm ka bhcn h a jhdb ofd ka xrt fg`cd mg dh cÐekmb d`mb � (x ~v) qkmhdb kah rst y d`mb � λx.v qkm hdb Ð�fghn hab kah rst P ut

ÁÂ�Ã �Ä����� ��� ��Ò �Ó�
u

��� �Ç�� ��� �� �Ô ÇÕ��È�  � �Ö��  �
u � ���� �� Ô× ��� ���

Ø �� ��Õ�� �¤
ÊËÌÍÎÌ _`abc`ad gf i`abcfo`dÐh Ù dm u f kah rst y fg`cd gf cÐekibm`a eh bÚbh ah ofddho gkd � gf cfimah foc~d kah ihcbfma a`nzch e jÐbfo hd P Ûa hÜhb y dm u f kah rst y dhg`a gfoc`o`dmbm`a OPQ PÝÞ y u dh cÐekmb eh bÚbh ha kah rst t P Ûlfn ma`ad t Ùß dm t hdb kah wfcmfz gh y mg a jà f ogkd eh cÐekibm`ad o`ddmzghd e`ai gh cÐdk gbfb hdb wcfm Pß dm t hdb kah fzdbcfibm`a y gf cfimah hdb fg`cd ka λ qkm hdb dbfzgh ofc βácÐekibm`ad P |hchehl eh bÚbh hdb fg`cd d`kd ih λ hb mg a jhdb e`ai ogkd � gf cfimah Pß dm t hdb kah foogmifbm`a (u v) `v u hdb ka xr y fg`cd ghd cÐekibm`ad eh u ah }hc`ab ofdfoofcfâbch eh λP ã madm gf cÐekibm`a eh bÚbh f gmhk � g jmabÐcmhkc ek bhcn h u `k v hb a`a� gf cfimah P_`abc`ad gh dhad emchib P pm u hdb nkhb y fg`cd u hdb ka xrt P äg d jÐicmb e`ai eh gf }`cn h
(a b) P å fmd`aa`ad ofc g jfzdkceh P Ûa dfkbfab ghd ochn m~chd Ðbfo hd y `a ohkb dkoo `dhc qkh gfcÐekibm`a eh bÚbh ah ofddh æ fn fmd � gf cfimah P u fad ih ifd y gf cÐekibm`a eh bÚbh eh u çqkm hdbihggh eh aè ah }fmb æ fn fmd foofcfâbch eh λP |h bhcn h a hdb e`ai ka xr P é`abcfemibm`a P ut
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ÊËÌÍÎÌ |h ochn mhc o`mab eÐi`kgh emchibhn hab eh gf oc`o `dmbm`a OPQ PÝÞ o`mab çÝèP Ï`kcgh dhi`ae o`mab y i`nnh efad gf ochkwh eh gf oc`o`dmbm`a OPQ PO{ y n `abc`ad qkh o`kc b`kbi`abhlbh dmnogh C hb o`kc b`kb bhcn h u y dm C[u] f kah rst y fg`cd C ha f kah fkddm P |hdo`mabd çfè hb çz è dhc`ab fmadm eÐn`abcÐd P Ûlfn ma`ad gf cÐekibm`a eh bÚbh eh C[u] qkm dhbhcn mah dkc kah rst P phg`a gh i`c`ggfmch OPQ POO y `a emdbma�kh ehkl ifd Ù
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β D  ~ (�}�'#�6�! % D !�# "'" #(�{ � & * 5'3 D = (E F ) � �"�� E[~u] = a +" �- % * 5 �(6� &!�'�"# �% E !�# +" �-  C �! ()*+�# *'"1 , +" -./  ��&�1 #�{!  ut

RSTTS UVW VW� Y Z[ \ ]^_`a
C
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B ¶JH@?= ?= BF →∗
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IJ?@KHDLG ¸@D =>H BF IJ@GDLG ?= BF
β
NIJ?@KHDLG =H ?= BF I=BFHDLG
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¸@D F>>L KD=

m ½ HL@H H=IC = C@=H � ¾G E=IH@ ?@ B=CC= ��¿ ��¿ À BF KLG>D>HFGK=
>=IF JHF¹BD= >D GL@> MFIE=GLG> ½ CLGHI=I BF KLGÁ@=GK= ?= BF I=BFHDLG →∗
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=H →∗
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ç èéêëìëíê îïð ïðñ ò óô
õ ö ÷øù ú÷øú úûùü û mý þÿ m���������	 û
ú þÿ ùûþÿú�÷� ø � � ÷øù ú÷øú �÷� úû� úû 
�ü� þû

C ûú � ÷øù ú÷øú úûùü û üøûú uý ù��ø �ú C[u] û� C[m] �õ �� �÷úû C[u]→m C[m] �ûúúû ù��ø �ú�÷� �ÿ�
 þÿøûþ þû u û
ú ÿ�� ûþ� þû m������ �
�� � ����� ��	� �� ������� �� ��	�����	�� �� �� ���	��	 ��� �������	� →β

�� →m
Ì �������� 	��� �������	� �� ��  � �� ! �	���"�#���	 Ì

$%&&% îïð ïð' (% ) ëê(*%+,- í.%ê / ÷�û� ú �ûø� ùûþÿú�÷�
→γ1

ûú→γ2

�÷�0 øû� úû
 �/ � →∗
γ1

�÷üüøúû ÿ1û� →∗
γ2

ý ÿþ÷ù
 (→γ1∪γ2
)∗ û
ú �÷�0 øû� úû �
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E ûü ÿùøû F�G �GH I��� �������	� →γ1

�� →γ2

��  ���	� �� ���� ��� ������  ��
a →γ1

b
↓γ2

c

�����	� J��� �� ������ �	 a →γ1
b

↓γ1
↓γ2

c →γ1
d

Ì

K�	�� L ����  �	���� �� ��	M��	�� �� →β ∪ →m
L �� ��N � ��  �	���� �� ��	M��	�� ��

→β
�� �� →m

�� �� ��  ��������� �	���→∗
β
�� →∗

m

Ì O�
β���������	 ���	� ��	M��	�� L�� 	� ����� P�� ���� ���	�� Q ����R�� Ì O� ���	 ��� ������� �� S��� P�� →β
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↓m ↓∗m
c →=

β d
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×Ø u
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e Ø r ≤ u
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↓m:u ↓m:u[t/x]

(λx.S[m,~x ] t ) →β:r S[ m[t/x],~t ] = S[m,~t ]f
u[t/x]

]?8;? D;>@9D g=D? >@ggD A=`A?:?=] < j=; g=D?i
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f?@=?DA BDA >@_:DA <D
u
i

(λx.S[x, · · · , x] T [m] ) →β:r S[ T [m], · · · , T [m] ]
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5 6789:9;8 <=> =?@ ABC D EFG
σ : a→∗

β b HIJ KLMHNGFEI O PI MFG QHJ σ JRG HIJ STUVWXYZ[\ T]^\[VZ__^\Y` R aFb Jc FRGJ de HI NEIGJc GJ RFfg bJ Ce HI NEIGJc GJ RFfg bJ H
GJb QH J H →∗

β []e v HI GJKf J NbERGJbR QHJ a = C[H[v]] JG b = C[v] O
PI MFG hbEKR QHJ σ : a→c b JRG bh

cXSTUVWYZ[\ MH cXS`U`i (H, v) OjkJ lc m nFJIG MJ b ahIo bhFR W[pp^q_Z\rs
tuvvu <=> =?w A BC xEHG MFho Khff J c ←m a →m b

g JHG yGKJ LGJIMH JI HI MJRGKEFR RNz Lf hR RHFnhI GR d
(1)

a →m b
↓m ↓c
c ≡ d

(2)
a →m b
↓m ≡
c →c d

(3)
a →m b
↓m ↓=m
c →=

m d

{|}~�} ������ �� ����� %&' &�� �� �� �� ��������� ��� ���������� �������������� & ut

tuvvu <=> =?� A BC xEHG MFho Khff J c←c a→β b RJ NEfg b�GJ JI d
a →β b
↓c ↓∗c
c →=

β d

{|}~�} ��� ����� �� ��� ��� � ����������� & ���� ���
ut

tuvvu <=> =?� A BC xEHG MFho Khff J c←c a→m b R J NEfg b�GJ JI d
a →m b
↓c ↓=c
c →=

m d

{|}~�} ��� ����� �� ��� ��� � ����������� & ���� ���
ut

tuvvu <=> =�� xEHG MFho Khff J c←c a→c b RJ NEfg b�GJ JI d
a →c b
↓c ↓=c
c →=

c d

{|}~�} ��� ����� �� ��� ��� � ����������� & ut

tuvvu <=> =�< A BC xEHG MFho Khff J c←∗
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βmc b R J NEfg b�GJ JI d
a →∗

βmc b

↓∗c ↓∗c
c →∗

βmc d
JG MJ g bHR l(c→∗

βmc d) ≤ l(a→∗
βmc b)

{|}~�} ��� ��������� ��� �� ������ ��
βmc����������� �� �� �� ������� ��� ������
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tuvvu <=> =�§ A BC →∗
mc JG →∗

βmc NEffHGJIGO
{|}~�} ���� �� ¦��� ��� ���¦� ¡ �� ������ ¦�� ��������� ���
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mc c)

�� ���¥�����
������� ¨ a →βmc b

↓∗mc ↓∗mc

c →=
βmc d

& ©� ���� ���� ������� �� �����
1.3.51

¦��� ���
c�����������

�� ��� ������ %&' &� %¡ %&' &�ª �� %&' &�¢ ¦��� ���
m����������� & ut

«;¬;®9¬u <=> =�> A BC →∗
βm JRG NEI¯ HJIGJO

°±
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ÎÏÐÑÒÐ ÓÔÕÕÖ
→c

Ö×Ø ÙÚÛÜÝ×Ö ÞßÚ×
→β à ÜÖ× ÞÖÝá âãÞÝÛØÙÔÚ×

→∗
βm

ÖØ
→∗

βmc

×ÔÚØ ÙÞÖÚäØÙåÝÖ× ¿ æ çßèâé× ÜÖ ÛÔâÔÜÜßÙâÖ ¾¿À ¿êë à →∗
β

ÛÔÕÕÝØÖ ßìÖÛ
→∗

βm ¿→∗
β

ÛÔÕÕÝØÖ ÞÔÚÛ ßÝ××Ù ßìÖÛ
→∗

βmc ¿ æ Ö èÜÝ× à íâîÛÖ ßÝ ÜÖÕÕÖ ¾¿À ¿ïë →∗
mc

ÛÔÕÕÝØÖ ßìÖÛ
→∗

βmc ¿ ðÚ ÖÚ ÞãÞÝÙØ ÞÔÚÛ
→∗

βmc

ÛÔÕÕÝØÖ ßìÖÛ ÖÜÜÖäÕ ñÕ Ö ¿ æ çÔò →∗
βm

ÛÔÕÕÝØÖ ¿ ut

óôõ ö÷øùô úûü ûýþ ÿ ���� ���
c���	��
 ��� � �� 	�������� 	� �� ��� ����� ²³� ³�� ��������
� ��� ������� � �

a →m b →m c
↓m ↓= ↓=
d →c e →m f
↓m ↓∗m ↓mc

g →c h →=
m i������ ����� ���
 �
�� ������
�� � � ���	� 	��

c���	��
��� ³

��
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34
λ5678698 :;< ;: =>4?@ A4 λBCDACEA FG@H?DHG4 DEI >4GJ4K H?L?HK M 34K >4GJ 4K >4AK NE4

(x x · · · ) FE (· · ·x x) O KF?> DE>FGHK=K M 3FH? @4 PFEAFHG CFJQAHNE4G A4 λBCDACEA R C4>>44I>4?KHF? PHK4 S A4 KHJQAHL4G M T? 4U4> R 87 β 5VWX9 6Y:Z; :;< ;:[ @=L?H4 CFJJ4 E?4 AHBJ H>4 @4 G=@EC>HF?K L?H4K Q 4GJ4>>GD @ \=CGHG4 NE4 A4K @4EI CFJ]H?D>4EGK @4 QFH?>K LI4K
(Yt Ω) = (λxf.(f (x x f)) (λxf.(f (x x f)) ) Ω)

4> FΩ = (λx.(Ω (x x)) λx.(Ω (x x)) )K4 G=@EHK4?> S E? J^J4 >GFHKH_J 4 >4GJ 4 (Ω Ω · · · ) M `4>>4 QAEK aGD?@4 CDQDCH>= @4?FGJ DAHKD>HF? 4K> 4IQ AFH>=4 QFEG CG=4G A4 b ZXc8[ X[ d [V7VX966:M eD?K C4 JF@_A4 RCfDNE4 >4GJ 4 K4 PFH> D>>GH]E4G E?4 gFGJ4 ?FGJ DA4 H?L?H4 E? HNE4 DQQ4A=4 8 h7ViV[X[ d [V7VX966:M `4K gFGJ4K ?FGJ DA4K KF?> F]>4?E4K 4? 4IQAFH>D?> AD CF?KHK>D?C4 @4K>f=FGH4K λβ+{jE4>K = m} M T AA4K KF?> CF?K>GE H>4K S AD J D?H_G4 @4K DG]G4K @4 klfJ RS AD @HU=G4?C4 QG_K NE4 A4K >4GJ 4K JE4>K m FE4?> A4 GnA4 @4K ?F? G=KFAE]A4K 4> A4K oFQpFGJ DA qFGJ C4AEH @4K gFGJ 4K ?FGJ DA4K @4 >^>4 M eD?K C4 JF@_A4 R >FEK A4K >4GJ4KDEI gFGJ4K ?FGJ DA4K H?L?H4K K4 >GFEP4?> CF?gF?@EK R KH ] H4? NE4 A4K @4EI 4I4JQA4K
(Yt Ω)

4> FΩ
CH>=K QAEK fDE> G4QG=K4?>4GF?> A4 J ^J4 =A=J 4?> M `FJJ4 A4K JE4>K KF?>QAEK G4K>G4H?>K NE4 A4K ?F? G=KFAE]A4K R A4K DG]G4K @4 k4GDG@ECCH aDa?4GF?> @F?C 4?QG=CHKHF? KEG C4EI @4 klfJ MrFEG QDGP4?HG S C4 JF@_A4 R A4K >4GJ 4K H?L?HK KF?> @=L?HK CFJJ4 @4K AHJ H>4K @4>4GJ4K L?HK DE K4?K @4 AD >FQFAFaH4 E KE4AA4 M ` \4K> @ \DHAA4EGK A4 K4?K NE4 QG4??4?> A4KQFH?>K @4 KEKQ 4?KHF?K (· · · ) @D?K A4 >4GJ 4 (x x · · · ) M sEI >4GJ 4K H?L?HK R ?FEK DKKFBCHF?K AD βBG=@EC>HF? KHJQA4 M `4AA4BCH @=GHP4 ?D>EG4AA4J 4?> @E CDK L?H M `4Q4?@D?> RA4K G=@EC>HF?K KHJQA4K 4? ?FJ]G4 L?H ?4 QDGP H4??4?> QDK S =>D]AHG AD CF?tE4?C4 @ECDACEA H?L?H M rDG 4I4JQA4 R KH r K4 G=@EH> S r′

R DAFGK (λx.(· · ·x x) r) →h
β (· · · r r)

4>
(λx.(· · ·x x) r) →β:r (λx.(· · ·x x) r′)

KD?K NE4 (· · · r r)
?4 QEHKK4 K4 G=@EHG4 J ^J44? QAEKH4EGK =>DQ4K S (· · · r′ r′)

M 3D CF?tE4?C4 4K> E?4 QGFQGH=>= H?@HKQ 4?KD]A4 NE HaDGD?>H> AD CF?KHK>D?C4 @E CDACEA M rFEG AD G=>D]AHG R AD KFAE> HF? CF?KHK>4 S DE>FGHK4G A4KVWX9 6Y:Z;u :;< ;:[uM `4AA4KBCH KF?> @=L?H4 CFJJ4 AD E?4 AHJ H>4 @ \E?4 KEH>4 H?L?H4 @4G=@EC>HF?K KHJQA4K @F?> A4K v VZw Z; X[9Vu @4K G4@4I >4?@4?> P4GK A \H?L?H @D?K A \DG]G4@4 >4GJ4 M `4>>4 CF?>GDH?>4 @4K G=@EC>HF?K H?L?H4K K \DQQ4AA4 AD 6Z;x[Vy [;6[ w ZVY[M T AA4A4EGK aDGD?>H> @4 ]H4? CF?P4Ga4G P4GK E? >4GJ 4 AHJ H>4 M p=D?JFH?K R AD CF?tE4?C4 gDH>>FEmFEGK @=gDE> CFJJ4 A4 JF?>G4 A \4I4JQA4 z M{M|} M eD?K C4> 4I4JQA4 R A \HJ QFKKH] HAH>=@4 mF H?@G4 A4K @4EI 4I>G=J H>=K @E @HDaGDJJ4 CFJJE>D>Hg 4K> QGFPFNE=4 QDG A4 QG=BK4?C4 @E >4GJ 4 Ω
R NEH 4K> JE4> M eD?K A4 λ⊥BCDACE A H?L?H R A4K >4GJ 4K JE4>K R @F?> AD@=L?H>HF? 4K> AD J ^J4 NE \4? L?H R KF?> H@4?>HL=K S AD CF?K>D?>4 ⊥ M 34 CDACEA @4PH4?>DAFGK CF?tE4?> 4> HA K4GPHGD @4 ]DK4 QFEG CF?K>GEHG4 A4K DG]G4K @4 k4GDG@ECCH M s H?KHA \DG]G4 @4 k4GDG@ECCH @4 (Yt Ω)

K4GD (⊥ ⊥ · · · ) M34K DG]G4K @4 k4GDG@ECCH ?FEK H?>=G4KK4GF?> Q FEG >GFHK GDHKF?K M `FJJ4 A4K DG]G4K@4 klfJ R C4 KF?> @4K gFGJ 4K ?FGJ DA4K M pFEK ? \DEGF?K @F?C QAEK S ?FEK QG=F CCEQ4G@4K G4@4I M e4 QAEK R HAK ?4 CF?>H4??4?> NE \E?4 H?gFGJ D>HF? QDG>H4AA4 @E >4GJ 4 H?H>HDA ~>FEK A4K KFEKB>4GJ4K JE4>K F?> @HKQDGE M `4>>4 QGFQGH=>= CF?@EH> A4K H?@=L?HK R PEK DE
| {
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� ùÿü ÷ÿøõö õý ö÷üö þýÿ�� õýýõ � �õ öûüý ÷�ûøö úõö ü��úö ú ÷�� �ÿ�÷ýÿûü �
� �ü÷ÿøõö õý þýÿ��õýþö � ÷ø �ü

λx� û� x
õöý �üõ �÷øÿ÷ù�õ� �õ öûüý ÷�ûøö úõö ü��úöú ÷ùöýø÷�ýÿûü �ô õüöõ� ù�õ úõö �÷øÿ÷ù�õö õöý �ûüöÿúþøþ ÿü� üÿ õý úþüû� ùø÷ù�õ �ôõö ýõø� õö öûüý úþ� üÿö �

α�þ�� ÿ�÷�õü �õ � ø�ö �
�� õ�� �õ �����

� (x x · · · ) �   ª¯£ �£¬£¤
xx

x

� (· · · x x) �  ª¯£ �£¬£¤ xxx
� ã² ¤«¢ «�§« ¢ä¢¤ �

� À ³�£¬£¤ ¤æ¤¯¡²²¥ ¤«¢ ¯§ ¢¤£¶ ¤ ¡§±§¡ � ã² «¤£�¡¢ ²� ºª£¶ ¤ §ª£¶ �²¤ ¡§±§¡¤
¦¯ ¢¤£¶ ¤ u = (v v) ªé v = λx.(x x) (x x)

�
� À� ºª£¶ ¤ §ª£¶ �²¤ ¡§±§¡¤ ∆¨ ¦¥±§¡¤  �£ ∆ = (· · · δ3 δ3)

ªé δ3 = λx.(x x x) ¨   ª«Á«¦¤ �ª¶¶¤ �£¬£¤
δ3

δ3 � �¤ ¢¤£¶ ¤ ¸¥£¡±¤ ² ³¥¼�²¡¢¥ «�§¢�· ¡®¯¤
∆ = (∆ δ3)

�¤ ®¯¡ ¤«¢ ¡¶ ª««¡¬²¤ ¤§ ±§¡ �
� À� ºª£¶ ¤ §ª£¶ �²¤ ¡§±§¡¤ ∆∞

¦¥±§¡¤  �£ ∆∞ = (∆ ∆ · · · ) �   ª¯£ �£¬£¤
∆

∆
� ã�¡ ¨ ª§ ¸¥£¡±¤ ®¯¤ ∆∞ = (∆ ∆∞)

�
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B CD EFGHIJHI KLM ND MKOP K QRKDMN KS SKP KDM TDU DT VNT W XLLYZK S[ R[OT[\SK []]XPP K R[OT[\SK ST\OK KD VN[DMTMQ QRKDMNKS SKP KDM TDU DTK^
B CD EFGHIJHI _`abcI KLM ND ]XDMKd MK VNT DK W XLLYZK VN eND LKNS MOXN [] ^B f XNO MXNM ]XDMKd MK C KM W XNO MXNM MKOP K tg C[t] OKW OQLKDMK S[ _hi_H`HhH`FG ZK]j []ND ZKL MOXNL ZK C kKD VN[DMTMQ QRKDMNKS SKP KDM TDU DTLl W [O SK MKOP K t L[DLOKDXPP [m K ZKL R[OT[\SKL ZK C g D T ZK t ^B n T C KLM ND ]XDMKd MK LTPW SKg S[ cFGohIhp qh EFGHIJHI C g D XMQK l(C)g OKW OQLKDMKS[ SXDmNKNO ZN ]j KP TD VNT OKSTK S[ O[]TD K ZK S e[O\OK ZK C r LXD MOXN [] ^ n T CD K W XLLYZK W[L ZK MOXNg l(C) KLM ]XDLTZQOQK ]XPP K TDU DTK^

sd KPW SK t ^u^vw%
(· · · x x []) I_H hG EFGHIJHI _`abcI xIH `GyG`z %$ % {F`H C = (· · · [] [])

%
C I_H hG EFGHIJHI x`GyG`z |h` bF__}qI hG GFaipI `GyG` qI

HpFh_ % C[x] = (· · · x x)
%

~ KP [OVNK t ^u^� �GI _h `HI ~s qI HIpa I_ `GyG`_ bFhpp� ��IGHhIccIa IGH �HpI qI cFG�ohIhp `GyG`I � ~s = s1, s2, · · ·

� ���� ���������� �������

J ����������  ���¡� ��¢ �¡¢£¡� �� ���� I

¤¥¦§¨©¨ª§ « ¬¬® n XTKDM a KM b ZKNd MKOP KL TDU DTL ^ ¯[ β�p�qhEH`FG _`abcI gDXMQK
→β g ZN OKZKd (λx.a b) L eQMKDZ [Nd MKOP KL TDU DTL KD S[ OKS[MTXD (λx.a b)→β a[b/x]gZ[DL S[VN KS SK a[b/x] KLM ND [O\OK X\MKDN W [O LN \LMTMNMTXD ZK MXNMKL SKL R[OT[\SKL ST\OKL
x Z[DL S e[O\OK a W[O S e[O\OK b ^
sd KPW SK t ^u^° (λx.(· · ·x x) a) →β (· · · a a)

% ±I GFaipI qI_ _hi_H`HhH`FG_ q�G_ cI
HIpaI (· · ·x x) I_H `E` `GyG` %
~ KP [OVNK t ^u^u² ³FaaI cI aFGHpI c ´IJIabcI bp�E�qIGH µ cI HIpaI a bF__}qI ¶ c ´`__hIqI c� p�qhEH`FG (λx.(· · ·x x) a) →β (· · · a a) hGI `GyG`H� qI p�_`qh_ % {` a _I p�qh`HIG a′ µ b Fhp ·Ipa Ip cI q`�op�aaI EFaahH�H`· E`�qI__Fh_ `c ·�hqp�`H bpF E�qIp ¶ hGI
`GyG`H� qI p�qhEH`FG_ qh H¸bI a→β a′ %

(λx.(· · ·x x) a) →β (λx.(· · ·x x) a′)
↓hβ ↓hβ

(· · · a a) →β (· · · a a′)→β · · · →β (· · · a′ a′)

J ¹�º�»�¼�¡ I

¤¥¦§¨©¨ª§ « ¬¬ nXTKDM ZKNd MKOP KL a KM b ^B ¯[ bpF·FGqIhp q ´hG _Fh_�HIpa I b qI a KLM S[ SXDmNKNO ZN ]j KP TD VNT OKSTK S[
O[]TD K ZK S e[O\OK ZK a r ]KS SK ZK LXD LXNL½MKOP K b ^B f XNO MXNM KDMTKO ng XD Q]OTM a ≡n b LLT SKL [O\OKL ZK a KM ZK b ]X¾D]TZKDMg KDM¿W K ZK DÀNZL KM KD QMTVNKMMKL Á NLVN er NDK W OXÂ XDZKNO [N P XTDL n ^ÃD ZTO[ Qm [SKP KDM VN K b I_H hGI �bbpFJ `a �H`FG qI a r W OXÂ XDZKNO n ^f SNL W OQ]TLQP KDM Ä
B a ≡0 b LLT a KM b XDM NDK O[]TD K ]XPPNDK^B a ≡n+1 b LLT a KM b XDM P ÅP K O[]TD Kg KM MXNM LXNL½MKOP K TPP QZT[M ZK a KLM
KD OKS[MTXD ≡n

[RK] LXD ]XOOKLW XDZ[DM Z[DL S e[O\OK ZK b ^

ÆÆ



Ç È ÉÊ
λËÌÍÎÌÏÎ ÐÑÒÐÑÐ Ó ÔÕÔ Ö×ØÙÚÛÜÝÚ Þß λàáâãáßã âß áâãáßã ÜÚäÜÚÜ

å æç èéêëæ ì íîíîì
ïðñò óô

õö÷óøóöô

t

s

õùöúöôûñüù

ýþ æçÿ �æ ì íîíî�
(a b) 6≡0 λxy.(u v) ≡2 λxy.c 6≡2 λx.(s t)

��������� 	 
�
�� ��æ��
(an)n≥0

ë� æ �ë ��æ �æ �æéç æ�� �� ��é�éè
lim

n→+∞
an = a

���
�� æþ ���æ ë� �æéç æ

a
�æ� êëæ ∀N ≥ 0

� ∃n ≥ 0
�æ� êëæ ∀p ≥ n

�
ap ≡N a

í
å æç èéêëæ ì íîíî� � �ñ÷ø �� øöõö �ö� óñ ü÷üñ ��ñ ÷üù �ñ÷ �ù�ùñ÷ �ôóø� óùñ÷ óô�ôó÷ È
� !! 	
�
�"  �

(ai)i≥0
æ�� ë� æ �ë ��æ �æ �æéç æ� �æ� �æ êëæ

ai ≡i ai+1
� è��é� ��

æþ ���æ ë� �æéç æ
b
�æ� êëæ

lim
i→+∞

ai = b
í

#$%&'% ()*+ ,)*,
j > p- ap ≡p aj Ô ./ 0)/1,+*2, 34)+1 45 ,5+6 5

b 73+ 2/8*0,2)/ 1*+ 43
7+)9)/85*+ p 85 151 1)665,1 85 1)+,5 :*5

b ≡p ap Ô
0

1

N − 1

N

aNa1a0 b

=

= =

=
=

6=

6=

./ ;<+2=5 > 25/ :*5 7)*+ ,)*, p- ap ≡p bÔ ?3 1*2,5 (ai)i≥0
,5/8 8)/0 ;5+1 b Ô ut

J @ABCDEFGHI FHJFHFKI DGHLKMNKHEKI I
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σ : a →β a1 →β · · · →β an →β b

ë� æ ��êë æ��æ P ��æ �æ
β Qé��ë������ ��çÿ �æ� í Rè õùöúöôûñüù ûñ �� ùSûüïøóöô � � ���æ

prof(a→∗
β b)

����T� æ �æ
ç ���çëç �æ �è ÿ é�U ���æëé �æ� éæ�æþ ����éè���� �è�� �æ��æ ��êëæ��æí
V èé ���Wæ������ �è ÿ é�U ���æëé � Xë�æ é��ë����� W��æ æ�� ��P ��æí
� !! 	
�
�Y  �

prof(a→∗
β b) > n

è��é�
a ≡n b

í
#$%&'% ./ 7+)0Z85 73+ +<0*++5/05 1*+ 43 4)/[*5*+ 85 43 +<8*0,2)/ a→∗

β bÔ()*+ */5 15* 45 +<8*0,2)/ ,5445 :*5
prof(a →β:r b) = n- 15* 4 45 +585\ 0)/,+30,< r ]43 7+)9)/85*+ n

51, 6 )82=< - 45 +51,5 :*2 15 12,*5 ] 7+)9)/85*+ 2/9<+25*+5 )* <[345 ] n
51,2/0^3/[< Ô

n− 1

→β
n

r

ba

r′

ut
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�
�_ ���
σ : a →β a1 →β · · · →β an · · ·

ë� æ ��êëæ��æ ��P ��æ �æ
é��ë ������ í

 � �è �ë ��æ
(prof(ai →β ai+1))i≥0

�æ�� Wæé� � X��P �� èWæ�
i
� è��é� �� ��éè êë æ �è

��êë æ��æ ��P ��æ �æ é��ë������ ïöô`ñù�ñ úöùøñòñôø È
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�������� � ����� � ���� �� ����������� ����� � ������ ����� ����� �� �����������
�� ���� ���������� ��� � ���� �� ���� ��������� �� ����������� �� �� ������ �� ��¡
�������� �� ������ ���� ���� ����������� ����� d
¢£¤¤£ � ����� ¥ ¦

σ : a →β a1 →β · · · →β an →β · · · §¨© ª«§ ¨¬ª§«®§ ¦«¯ «¦§°§ ±¬°ª®©¦²«¨ ³ ²±©§´ §«© ®²«µ§±¶ §«©§· ¸¹²±¨ ¦¹ §º ¦¨©§ ª« ©§±´ § b ©§¹ ª § ¹¸ ¨ª¦©§ °§
©§±´ §¨ (ai)i≥0 ®²«µ§±¶ § µ§±¨ b »
¼½¾¿À¾ ÁÂ ÃÄÅÆÇ ÈÇÃ ÉÊÈÄËÆÅÌÍÃ ËÌÍÎÇÉÏÇÂÍÆ ÐÌÉÆÇÑ ÇÍÆ Ò ÓÌÄÉ ÄÍÇ ÓÉÌÐÌÍÈÇÄÉ

N ÔÕÊÇÅÖ ÇÕ ÅÃÆÇ ÄÍÇ ÊÆÂÓ Ç
iN × ÓÂÉÆÅÉ ÈÇ ÖÂØÄÇÖÖÇ ÆÌÄÆÇÃ ÖÇÃ ÉÊÈÄËÆÅÌÍÃ ÃÌÍÆ Ó ÖÄÃ ÓÉÌÐÌÍÈÇÃ ØÄÇ

N p Ù ÅÍÃÅ Ò È ÚÂÓÉÛÃ ÖÇ ÖÇÑÑÇ o pqpqÜ Ò ∀i > iN
Ò

ai ≡N aiN
p Ý ÊÔÍÅÃÃÌÍÃ ÖÂ ÃÄ ÅÆÇ ÈÇ ÆÇÉÑ ÇÃ

(bN = aiN
)N≥0 p Ý ÚÂÓÉÛÃ ÖÇ ÖÇÑÑÇ o pqpqÞ ÅÖ ÇÕ ÅÃÆÇ ÄÍÇ ÖÅÑ ÅÆÇ

b × ÖÂ ÃÄ ÅÆÇ
(bN )N≥0 p ßÍÎÊÉÅÔÇ ÇÍÃÄÅÆÇ ÐÂËÅÖÇÑ ÇÍÆ ØÄÇ

(ai)i≥0
ÆÇÍÈ àÅÇÍ ÎÇÉÃ

bp ut

áâã������ � ����� ä åæ ¥ ²¦© σ : a→β a1 →β · · · →β an →β · · · ª«§ ¨¬ª §«®§ ¦«¯ «¦§°§ ±¬°ª®©¦²«¨ ³ ²±©§´ §«© ®²«µ§±¶ §«©§ §© ¨²¦© b ¨¸ ¹¦´ ¦©§»ç« °¦±¸ ª§ σ
�������� ����

b §© ²« ¹§ «²©§±¸ a→∞β b »
è §´ ¸±ª§ é »ê»éë ì�� ���������� í���� ���� ��� ��� ������������ �� ���������� ��í¡
���� d î� �ï�� ����� �� ��������� ���� ��� �� ���������� ��í��� � �� ���������� ��
a→∗

β b
���� ð��� ���� � ñ��í�� d

è §´ ¸±ª§ é »ê»éòód ì�� ���� �� � ñ��� �� ����� �� ���������� � ������ ��������� ����  �� �� ��¡
 ����� �������� ��������� d ô ������

ω = λx.(x x)
�� ����������� �� �� �����

σ : (ω ω) →β (ω ω) →β · · ·
d ì�� ���� �� ��

σ
���������� ð��� ����

(ω ω)����
σ

�� �������� ��� ����
b
��� ��� ����������� �� ��� ���������� �������

����������� õ ód
c d ö�������� � �� ���� ������

(ω ω)→∞β (ω ω)
�� �� ����������� ���� �� �����¡

���� ���������� � ��� �� ��������� ���� d
÷º §´ø ¹§ é »ê»éåód ù�����

δ3 = λx.(x x x)
��

Ω3 = (δ3 δ3)
�  �� �� ������ ��

Ω3 →β (Ω3 δ3)
d

ö�����
Ωn

3 = (Ω3 δ3 · · · δ3)
�� ����� ����������

n
�� ��

δ3
d

ì� �� �����
σ : Ω3 →β Ω1

3 →β · · · →β Ωn
3 →β · · ·

��� ����������� �� �� ��� ���
���

Ω∞
3 = (· · · δ3 δ3)

d
Ω∞

3

��� ����� ����
∆

d
ù��� ����� � ñ��ð�� �

∆
� ñ����� � δ3

δ3
δ3

d

c d ù���
Yt

�� ���ð������� �� ����� íú� �� û����� d ì�� ���������� ��
(Yt Ω3)���������� �� �����

(Ω3 Ω3 · · · )
 �� �� ������ ��

(Ω∞
3 Ω∞

3 · · · )
d ü���� �����¡

����
(Yt Ω3) →∞β (Ω3 Ω3 · · · ) →∞β (Ω∞

3 Ω∞
3 · · · )

� ñ��� ��� ������ ��� ���
�� ����� d ý�� �������� �������� õ ������ ���� � ñ����� ������� �
σ : (Yt Ω3) →∗

β (Ω3(Yt Ω3) )→∗
β (Ω1

3(Yt Ω1
3) )

→∗
β (Ω1

3(Ω
1
3(Yt Ω1

3)) )→∗
β (Ω2

3(Ω
2
3(Yt Ω2

3)) )

→∗
β · · ·

σ
��� ����� ð��� ��� �� ����� ����������� ���� �� ��� ��� ���

(Ω∞
3 Ω∞

3 · · · )
d

ü���� ��� ��� ��� �����
∆∞

�� � ñ����� ���� ���� � � ñ��ð�� �

δ3

δ3

δ3

δ3
δ3

δ3

d

þÿ
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23443 5364789 :;8<3443 => 6=?6>? 79@97 A35 ;B5>?4=45 6?=557C>35 A>

λD6=?6>? @97 � E 795798>5 F3;;895 C>3 ?=
βD;BA>64789 79@973 354 4;=95747F3 � G> H3??3 53 54=9A=;A753 34 C>3

?35 43;I 35 79@975 :855JA3 => :?>5 >93 K8;I3 98;I =?3 � L9 :?> 5 A35 :;8:;7B4B5 6?=5D57C>35 M 98>5 6743;895 A35 4NB8;JI 35 A H=::;8O 7I =4789 � 23>OD67 : 3;I 344394 A3 :=553;A> 6=?6>? 79@97 => 6=?6>? @97 � P=; 3O3I:?3 M :8>; >93 :;8K89A3>;
p
A899B3 M Q :=;47;

A H>93 ;BA>64789
a →∞β b

89 :3>4 3ON7R3; A35 43;I35 @975
a1

34
b1

A894 ?35 =;R;35
68S967A394 ;35:3647F3I 394 =F36 63>O A3

a
34

b
Q :;8K89A3>;

p
M 34 43?5 C>3

a1 →∗
β b139 >93 ;BA>64789 @973 T6K � ?3II3 � �U��VW �

J XYYZ[\]^_`][ab I

c H8;7d793 A3 635 A3>O ?3II35 A H=::;8O 7I =4789 ;B57A3 A=95 ?3 K=74 C> H>93
βD;BA>64789K=74 ;3I8943; ?= :;8K89A3>; A H>9 58>5D43;I 3 A H=> :?> 5 A3>O :85747895 �

efggf h ijihk lm
a →∞β bn opqrs tqur vquvw t rqx qyzwur p

mp w{ msvw uy vwr| w b′

vwp }u w a→∗
β b′ wv b ~q�y ~mzw o�w~ b′ � t rqx qyzwur p �

������ ����
σ : a →β a1 →β · · · →β ak →β · · · �� �������� ��� ���������� �� a ���� b ����� �� �������� �������� � �� ������ ��� ���� � ip � ������ �� �������� ��� �������������� ���������� ������� ����������� � p + 1  �� � ����� a →∗

β aip �� aip ≡p b  ��  �����
� ��¡¢  ut

£w| or}uw ¤ �¥�¤ ¦§;¨63 Q 63 ;B5>?4=4 A3 98IR;3>535 AB@9747895 5894 BC>7F=?39435 394;3 ?3 6=5
@97 34 79@97 � L9 :=;476> ?73; 48>435 63??35 93 K=75=94 7943;F397; C> H>93 :=;473
@97 A35 43;I 35 �
P=; 3O3I:?3 M ?= :;8:8574789

a y ©wsv t os uy ª «rq¬vwr| w 5 H3O:;7I 3 A3 ?= I I3
K=®89 39 @97 34 39 79@97 � L9 3¯34 A=95 ?3 6=5 @97 M 3??3 5 HB6;74

a →∗
β λx.v

� L9
79@97 M 3??3 A3F7394

a →∞β λx.v
� °; :=; =::;8O 7I =4789 M 57

a →∞β λx.v
=?8;5

7? 3O 7543
v′

43? C>3
a→∗

β λx.v′
�
a
53 ;BA>74 A896 R739 Q >93 =R54;=64789 39 >9

98IR;3 @97 A3 ;BA>647895 �
efggf h ijih± lqmwyv s wv t zwu{ vwr| ws vwps }uw s →∗

β t � ² qur vquv wyvmwr Nmp w{ msvw uy wyvmwr n vwp }uw vquv vwr| w u �«rm³ oyv u ≡n s t umss w s w r«zumrw wy uy
yq| ´rw ³ ym z ©«vot ws �wrs uy vwr| w v �«rm³ oyv v ≡N t �
£ w| or}uw ¤ �¥�¤µ E>4;3I 394 A74 M 53>?3 >93 :;8K89A3>; @973 A H>9 43;I 3 5>¶4 Q K=7;3
=::=;=·4;3 >93 :=;473 @973 A> ;B5> ?4=4 A H>93 ;BA>64789 �
������ ¸� �������� � ¹�º����� ��� ��������� ��� �� ���º�� �� ���������� �� s→∗

β t  »���
��� ��� �� ��������� � �� �¼ ���� �� �����¼�� C �� �� ����¼ (λx.a b)

���� ��� s = C[(λx.a b)]
�� ���� ��� t = C[a[b/x]] »����� n = prof(s→β t) + N + 2 �� ������� �� ���� � u

��� ���
u ≡n s ����� n > prof(s →β t) ����� �� ����¼ (λx.a b) ������½� ���� u ¾� �¼ ���� ����
�� �����¼�� C′ �� ���¼ ���� �� a′ �� b′

���� ��� u = C′[(λx.a′ b′)] �� ���� ��� C′ ≡n C �
a′ ≡n−prof(s→βt)−2 a �� b′ ≡n−prof(s→βt)−1 b ¿ ���� a′ ≡N a �� b′ ≡N+1 b ����� n > N�� ������� u →β C′[a′[b′/x]]  À� ������ v = C′[a′[b′/x]]

�� �º����� º��� u →β v ��
v ≡N C[a[b/x]] = t

ÁÂ
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= n

λx

N

N

vu

prof(s→β t)

prof(s→β t) + 2

prof(s→β t) + 2 + N

b′

a′[b′/x]
a′

ut

áâã äåæçâ è éêéëì íî ïðñòóôõô ñ öõ÷÷óøùòî îú ÷õïôøûòóøîï ñø
s →∗

β t = (λx.v)
Ä üîòóî

òúî ÷õïôøî ýúøî þî
s
ñòÿ ô ÷�òï �õøïî õ÷÷õïõ�ôïî óî

λx � óõ ïõûøúî þî t
Ä

�����	�
� � ��� �� ��åä æç �ç� �âåã â ��� �� â�� ç� � �å� �âåã â � ��� � â �â å��ç ��
� ä� � ç� â ä���åä����� â� ç� ��ã �åâ � �� � ���ä� â� é
á âã äåæçâ è éêéëè �õ þðýúøôø�ú þîñ  ! ñ öðûïøô þ�úû þî óõ "#" î " õúø$ïî îú ýúø îô
îú øúýúø Ä

J %&'()*' I

�îñ ïðñøþòñ þî ñ�òñ+ôîï" îñ ñ�úô þðýúøñ ÷�òï óîñ å��ç������ ��ã� �â� û�"" î þõúñóî ûõñ ýúø ,û� Ä þðýú øôø�ú - Ä- ÄÃ./ Ä �îñ ÷ï�0îûôø�úñ ,û� Ä óî"" î - Ä- ÄÃ1/ ñ�úô þðýúøîñ þî
óõ "#" î " õúø$ïî Ä 2ò þøõ3ïõ"" î û�""òôõôø� ðóð" îúôõøïî �ú ñò4 ñôøôòî ñõ 5îïñø�ú
øúýúøî Ä
67
8 
9�	�
� � ���� : ;< = ��â�� �âç> å��ç������ ñø" ÷óîñ

ρ : a →β b
â�

σ : a →β câ� ���â��
σ/ρ

óõ ÷ï�0îûôø�ú þî
σ
ñòï

ρ
é

ê é �� ä ä��å� �â þøõ3ïõ"" î ��ããç �ä��? ðóð" îúôõøïî @

a →ρ
β b

↓σβ ↓σ/ρ
∞β

c →ρ/σ
∞β d

è é A â � �ç� �â� � å�? ���âçå� �â� � å�B â������ ���� ����åC��â� �â ��å�â æç â @
D prof(ρ/σ) ≥ prof(ρ)− 2D = �

prof(ρ) ≥ n
â�

prof(σ) ≥ n
ä��å�

prof(ρ/σ) ≥ n
â�

prof(σ/ρ) ≥ nD = �
prof(ρ) ≥ prof(σ)

ä��å�
ρ
â�

ρ/σ
���� ��ã ��ä�åâ�
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áâã äåæçâ è éêéëY Z�òï øóóòñôïîï ûî þøõ3ïõ"" î [ þ�úú�úñ òú î\î"÷óî Ä ü� øô
S

òú
û�úôî\ôî Ä ü� øô

ρ
óõ ïðþòûôø�ú þò ïîþî\

p = (λx.S[x, · · · ] q )
îô

σ
ûîóóî þò ñ�òñ+ôîï" î

q
îú

q′
Ä

í�"" î
S
îñô òú û�úôî\ôî øúýúø [

S[x, · · · ] ÷îòô û�úôîú øï òúî øúýúøôð þî �� øñ óõ 5õ+
ïøõ4 óî

x
Ä í�"" î ó öõï4ïî þ öòú ôîï" î îñô ýúøôõøïî [ óîñ � ûûòïïîúûîñ þî

x
õ÷÷õïõøññîúô

��ïûð" îúô � þîñ ÷ï���úþîòïñ þî ÷ óò ñ îú ÷óòñ 3ïõúþî Ä
 ú û�úñôïò øô õó�ïñ óî þøõ3ïõ"" î ñòø5õúô ]

p = (λx.S[x, · · · ] q ) →ρ S[ q, · · · ]
↓σ ↓σ/ρ

β∞

(λx.S[x, · · · ] q′ ) →ρ/σ
β S[ q′, · · · ]

.^
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}~ ���������
S[ q, · · · ]→∞β S[ q′, · · · ] ��� ���� ����������� �� ������ �� ��� ��������� ������� ��� ������� �� q

�~�� � ������ ��� ����������� ������~���� `������ �� ���� ��������� ���� �~��� ����������� �� ��������� � ~��~�� ��� ����
��� �� �~�� �� ~���� � ~���� �� ����� �� � ��� �� �~��� �� ������ �� �~� ���� �� ����
��������� `
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ª«¬®¯° ± ² ³´³µ¶ · ¸¹ º »¼½¾¿
sÀ t

½¿
u Á½Â ¿½ÃÄ ½Â Å º ¼ s →∞β t →∞β uÀ ÆÇ»ÃÂ

s→∞β u
Å

ÈÉÊËÌÊ ÍÎ ÏÐÑÒÓÑ ÔÑ ÕÎÖ× ÑØ ×ÐÙÖÔ Ú×ÎÏ ÑÔ l
/ ÛÜÝÞÊ ß .

àÖ
s0 →∞β s

Ñ×
t0 →∞β tá ÎâÙÐÔ s0[t0/x]→∞β s[t/x]l

ÈÉÊËÌÊ ãâ ÓÎ Ô äÎåÖÐ æ äÙÐåÎØÖÔÑÐ âÑÔ ÐÚæÒç×ÖÙØÔ æÑÔ ÐÚÔÖæÒÔ æÑ
t0
Ñ×

s0
æÎØÔ â äÙÐæÐÑ æÑÔÏÐÙÕÙØæÑÒÐÔ çÐÙÖÔÔÎØ×ÑÔ l àÙ Ö× t0 →β t1 →β · · · →∞β t

âÎ ÔÚèÒÑØçÑ æÑ
t0 →∞β tlàÙÖÑØ×

S
ÒØ çÙØ×Ñé×Ñ ×Ñâ èÒÑ

s = S[x, · · · ]l ê ÖÔ×ÖØåÒÙØÔ çëÎèÒÑ ÙççÒÐÐÑØçÑ æÑ x
æÎØÔ

sÑ× ØÙ×ÙØÔ âÑÔ
x1, x2, · · ·

æÎØÔ â äÙÐæÐÑ æÑÔ ÏÐÙÕÙØæÑÒÐÔ çÐÙÖÔÔÎØ×ÑÔ l ìÙ×ÙØÔ s̃ = S[x1, x2, · · · ] áÙØ Î íÖÑØ
s̃[t/x1, t/x2, · · · ] = s[t/x]l ì Ù×ÙØÔ n1, n2, · · ·

âÑÔ ÏÐÙÕÙØæÑÒÐÔ æÑÔ ÙççÒÐÐÑØçÑÔ æÑ
x1, x2, · · ·

æÎØÔ
s̃l îÙïïÑ âÎ ÐÚæÒç×ÖÙØ s0 →∞β s

çÙØÓÑÐåÑ á ÙØ ÏÑÒ× âÎ æÚçÙïÏÙÔÑÐ ÔÒ ÖÓÎØ×âÑÔ ÏÐÙÕÙØæÑÒÐÔ
n1, n2, · · ·

æÑ ÔÙÐ×Ñ ð ÕÎÖÐÑ ÎÏÏÎÐÎñ×ÐÑ ÏÐÙåÐÑÔÔÖÓÑï ÑØ× âÑÔ ÙççÒÐÐÑØçÑÔ æÑ
xæÎØÔ âÑÔ ×ÑÐï ÑÔ

si
ÎÒé ÏÙÔÖ× ÖÙØÔ æÑÔ ÓÎÐÖÎí âÑÔ

x1, x2, · · ·
æÎØÔ

s̃l àÙÖÑØ× s1, s2, · · ·
æÑÔ ×ÑÐï ÑÔÑé×ÐÎÖ×Ô æÑ âÎ ÔÚèÒÑØçÑ

s0 →∞β s
×ÑâÔ èÒÑ

si ≡ni s
Ñ× ×ÑâÔ èÒÑ

s0 →
∗
β s1 →

∗
β · · · →∞β

sl òÙÒÐ ×ÙÒ× i
Öâ Ñé ÖÔ×Ñ ÒØ çÙØ×Ñé×Ñ

Si
×Ñâ èÒÑ

si = Si[x, · · · ]
Ñ× ×Ñâ èÒÑ

Si[x, · · · ] ≡ni

S[x, · · · ] l ì Ù×ÙØÔ s̃i = Si[x1, x2, · · · ]
Ùó âÑÔ ÓÎÐÖÎí âÑÔ

x1, x2, · · ·
ÎÏÏÎÐÎÖÔÔÑØ× æÎØÔ â äÙÐæÐÑæÑÔ ÏÐÙÕÙØæÑÒÐÔ çÐÙÖÔÔÎØ×ÑÔ l îÙïïÑ âÑÔ xi

ÔÙØ× ð æÑÔ ÏÐÙÕÙØæÑÒÐÔ çÐÙÖÔÔÎØ×ÑÔ á ÙØ Î s̃ =
S[x1, x2, · · · ] ≡ni Si[x1, x2, · · · ] = s̃i l ô ÏÎÐ×ÖÐ æÑ âÎ ÐÚæÒç×ÖÙØ

si →
∗
β si+1

ÙØ ×ÖÐÑ æÙØçÒØÑ ÐÚæÒç×ÖÙØ ÔÖï ÖâÎÖÐÑ
Si →

∗
β Si+1

ÏÙÒÐ ÕÙÐï ÑÐ ÎÖØÔÖ ÒØÑ ÔÚèÒÑØçÑ
S0 →

∗
β S1 →

∗
β · · ·çÙØÓÑÐåÑØ×Ñ lìÙÒÔ ÏÙÒÓÙØÔ ï ÎÖØ×ÑØÎØ× çÙØÔ×ÐÒ ÖÐÑ ØÙ×ÐÑ ÐÚæÒç×ÖÙØ s0[t0/x]→∞β s[t/x]

ÎÓÑç æÑÔ ÏÐÙõÕÙØæÑÒÐÔ ×ÑØæÎØ× ÓÑÐÔ â äÖØöØÖ l ÍÎ ÐÚæÒç×ÖÙØ ÔÖïÏâÑ ÏÎÔÔÎØ× ×Ð ÖÓÖÎâÑï ÑØ× ÎÒçÙØ×Ñé×Ñ á ÙØ Î
s0[t0/x] →∗

β s1[t0/x]l îÑ èÒÖ Ô äÚçÐÖ× ÚåÎâÑï ÑØ×
S0[t0, t0, · · · ] →

∗
β S1[t0, t0, · · · ] l ÷Ø çÙØ×ÖØÒÑ ÎâÙÐÔ âÎ ÐÚæÒç×ÖÙØ ÏÎÐ çÑââÑ æÒ ÏÐÑï ÖÑÐ t0 ø

S1[t0, t0, · · · ] →β S1[t1, t0, · · · ]l òÒÖÔ ÙØ ÐÚæÒÖ× S1 →
∗
β S2

çÑ èÒÖ æÙØØÑ
S1[t1, t0, · · · ] →β

S2[ti1 , ti2 , · · · ]
Ùó

ti1

ÏÑÒ× ù×ÐÑ ÔÙÖ×
t0 á ÔÙÖ× t1

ÏÒÖÔèÒÑ âÑÔ ÐÚÔÖæÒÔ æÑ
t1
ÏÑÒÓÑØ× ÔÑ ÐÑ×ÐÙÒÓÑÐð âÎ Ï âÎçÑ æÑ Ø äÖïÏÙÐ×Ñ èÒÑââÑ ÓÎÐÖÎí âÑ

xi l ÷Ø ÏÙÒÐÔÒ Ö× ÎâÙÐÔ âÎ ÐÚæÒç×ÖÙØ æÑÔ æÑÒé ÏÐÑï ÖÑÐÔÐÚÔÖæÒÔ
ti1

Ñ×
ti1

æÑ
t ø S2[ti1 , ti2 , · · · ]→∗

β S2[t2, t2, · · · ] l ú× ÎÖØÔÖ æÑ ÔÒ Ö×Ñ ÑØ Îâ×ÑÐØÎØ× ÑØ×ÐÑÐÚæÒç×ÖÙØÔ æÑ
s
Ñ× æÑ

tl ut

/ ÛÜÝÞÊ û .

àÖ
s0 →∞β s→β tá ÎâÙÐÔ á ÑØ ÏÙÔÎØ× n = prof(s→β t) á ÙØ Î âÑ æÖÎåÐÎïïÑ çÙïïÒ×Î×ÖÕÔÒ ÖÓÎØ× æÎØÔ âÑèÒÑâ âÑÔ ÑéÏÙÔÎØ×Ô ÔÒÐ âÑÔ üýçëÑÔ ÖØæÖèÒÑØ× âÑÔ ÏÐÙÕÙØæÑÒÐÔ æÑÔ ÐÚæÒç×ÖÙØÔ ø

s0 →
∗
β d0 →prof>n

∞β s

↓prof=n
β ↓prof=n

β

e0 →prof≥n
∞β t

Ñ× æÑ ÏâÒÔ
e0 ≡n−1 tl

ÈÉÊËÌÊ àÙÖ×
r = (λx.u v)

âÑ ÐÑæÑé çÙØ×ÐÎç×Ú æÎØÔ
s→β tl àÙÖ× C

âÑ çÙØ×Ñé×Ñ æÑ ÏÐÙÕÙØæÑÒÐÎÒ ÏâÒÔ
n
Ñ×

b1, · · · , bp
æÑÔ ÔÙÒÔõ×ÑÐï ÑÔ æÑ

s
×ÑâÔ èÒÑ

C[r, b1, · · · , bp] = s l ÷Ø Î æÙØç
t = C[u[v/x], b1, · · · , bp]l îÙïïÑ s0 →∞β sá ÏÎÐ ÎÏÏÐÙé Öï Î×ÖÙØ á Öâ Ñé ÖÔ×Ñ ÒØ ×ÑÐï Ñ d0Ñé×ÐÎÖ× æÑ âÎ ÔÚèÒÑØçÑ ×Ñâ èÒÑ

s0 →
∗
β d0 →∞β s

Ñ× ×Ñâ èÒÑ
prof(d0 →∞β s) > n l ãâÑé ÖÔ×Ñ æÙØç æÑÔ ÔÙÒÔõ×ÑÐï ÑÔ

r1 = (λx.u1 v1) á a1, · · · , ap
æÑ

d0
×ÑâÔ èÒÑ

C[r1, a1, · · · , ap] =
d0

Ñ× ×ÑâÔ èÒÑ
u1 →∞β uá v1 →∞β v

Ñ×
ai →∞β bi

ÏÙÒÐ ×ÙÒ×
1 ≤ i ≤ pl ê äÎÏÐýÔâ äÚ×ÎÏ Ñ má C[u1[v1/x], a1, · · · , ap]→∞β C[u[v/x], b1, · · · , bp] = tl ãâ ÔÒþ × ÎâÙÐÔ æÑ çÙØÔÖæÚÐÑÐ

ÿ�
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λ�����	� 
��
�
  ��� ��������� �� λ������� �� ������ ������

� !"#$%&'()
s →∗

β d0 →β e0 = C[u1[v1/x], a1, · · · , ap] →∞β C[u[v/x], b1, · · · , bp] = t� * 
+!(,()#-$! #-

e0 →∞β t .'-)& #$ , '& /$- �-0 !"#$%&'()0 ()& �'-$ # )0 �-0 &!($0 #$ %()&-1&-
C � ut

/ 23456 7 .

8(0()0
t = t0 →β t1 →β t2 →β · · · →∞β u

-&
ni = prof(ti →β ti+1)� * 0$'&-

(ni)i≥0&-)# #()% .-!0 � 9'):)' � ;++�'/$()0 � 9"& + -  < s →∞β t0 →β t1 = () (>&'-)& �- #' ?! @@-
0$'. )& A

s0 →
∗
β d0 →prof>n0

∞β t0
↓prof=n0

β ↓prof=n0

β

e0 →prof≥n0

∞β t1B) %()&')$-  �(!0  .-% e0 →∞β t1 →β t2
-&  ')0' #- 0$'&- A

s →∗
β d0 CCCCC CCCC CCCCC C →prof>n0

∞β t0
↓prof=n0

β ↓prof=n0

β

e0 →prof≥n0,∗
β d1 CCCCC C →prof>n1

∞β t1
↓prof=n1

β ↓prof=n1

β

e1 →prof≥n1,∗
β d2 →prof>n2

∞β t2��� ���
* !"#$%&'() -) #' ?() �- %().'-)& #()% A

s →∗
β d0 →β e0 →

∗
β d1 →β e1 · · · →∞β u .-% prof(di →β ei) = ni = prof(ei →

∗
β di+1) ≥ ni

-&  .-% ei ≡ni−1 ti � ut

DEFGHIJ K L MNMOP QRST UV W XYZ [\][ ^[ _X^Z]TSR\W
t0 →∞β t1 →∞β t2 →∞β · · · `Q S

lim
i→+∞

prof(ti →∞β ti+1) = ∞a VUR_W UV WZST[ ^[ T[_b [W
(ti)i≥0

]R\c[_d [ c[_W Z\
T[_b [

u
T[U YZ[

t0 →∞β u ` e\ ^ST VUR_W YZ[ UV WXYZ[\][ ^[ _X^Z]TSR\W [WT fghijkl
mjhnj `
op6qr6 B) !-@  !/$- /$- �- &s"(!t@ -  ���uv %()0-!.- �-0 "& + -0 #- � +!-@ 't!- !"#$%&'()
& )& /$- 0-0 +!(,()#-$!0 0()& '),"!'-$!-0 < %-��- #- � 0-%()#- � w)  ++�'/$ )& �- &s"(!t@ -
 ���uv +�$0'-$!0 ,('0 = () (>&'-)& #()% $)- 0$'&- #- !"#$%&'()0

σi : t0 →∞β ti
&-��-0 /$- �-

)(@>!- # 9"& + -0 0-@>� >�-0 -) #">$& #- 0"/$-)%- -)&!-
σi

-&
σi+1

&-)# .-!0 � 9'):)' %(@@-
prof(ti →∞β ti+1) � w) )- %()0-!. )& /$- �-0 "& + -0 0-@>� >�-0 < σi

-&
σi+1 = () (>&'-)&

#()% � !"#$%&'()
t0 →∞β u� ut

x[b V_YZ[ y `z`{ | }j n~�gk�� j fgh�n�n�j �h k����n�n �j ��� �nj �j k���fn�gh� � �jhl
h���� �kg�g�j ��h� �gh �kn�f�j ���� �hj hgn�gh ��� ����kj ��� j��j ]Rb� _[WWSR\�

J ������� �� �� ���������� ������� I

�� �� k���fn�gh �h�h�j fg���nj �ijf �� k���fn�gh �j n nj ¡f¢ � �j��j � ���£¤¥ ¦ fj
k����n�n �ji�jhn ¢��§ �gk�¨� ©�� � ©�m�n � ©�hj k���fn�gh ¨�j�fgh¨�j ¡f¢ � j§j���j � ���£ª¥ �
«HG¬ G®¯®G° L MNMO± QRS[\T

u, v
[T

t
T_RSW T[_b [W ` Q S

v ←h
β u→∞β ta VUR_W SU [² SWT[

Z\ T[_b [
w

T[U YZ[ u →∞β t

↓hβ ↓h,=
β

v →∞β w

op6qr6 ³(&()0
u = t0 →β t1 →β · · · →∞β t

�-0 &-!@ -0 #- � 0"/$-)%-
u →∞ t� ³ ($0

#'0&')?$()0 #-$1 % 0 A

£ª



´ µ ¶·
λ¸¹º»¹¼» ½¾¿½¾½ À ÁÂÁ ÃÄÅÆÇÈÉÊÇ ËÌ λÍÎÏÐÎÌÐ ÏÌ ÎÏÐÎÌÐ ÉÇÑÉÇÉ

Ò ÓÔ ÕÖ××Ö ÓØÙÚÖÛÕÖ ÜÝÓÓÞßÖ ÚÛÖ àØßÚÕ×ÔÝÛ ßÖ ×á×Ö â Üãà ÖäÖåÜæÖ tn →
h
β tn+1

ãæÝàÓ âçàèÕÖ ãÚä ÜàÝé ÖÕ×ÔÝÛÓ êÜàÝÜÝÓÔ× ÔÝÛ À ÁÂÁëëì ÝÛ ÕÝÛÓ×àÚÔ× æÖÓ ßÔãçàãååÖÓ ÕÝååÚ×ã×ÔíÓ
ÓÚ ÔîãÛ×Ó ï

u = t0 →i
β t1 · · · →i

β tn →h
β tn+1 →∞β t

↓hβ ↓hβ ↓hβ
v ≡ v0 →∞β v1 · · · →∞β vn+1 = tn+1 ðð ðð →∞β t

ñãà ×àãÛÓÔ×ÔîÔ×Ø ßÖ →∞β
ÝÛ ÕÝÛÕæÚ× ï v →∞β t ÁÒ ÓÔÛÝÛ æã ÓØÙÚÖÛÕÖ ÖÓ× ÜÚàÖå ÖÛ× ÔÛ×ÖàÛÖ ï u→i

∞β tÁ ò ãÛÓ ÕÖ ÕãÓ â ÝÛ àãÔÓÝÛÛÖ ãîÖÕ æÖ
àÖßÖä ßÖ ×á×Ö ßÖ u = (λx.a b1 b2 · · · bn) ÕÝååÖ ó æ ôØ×ãÜ Ö Â ßÚ ×õØÝàÞå Ö À ÁÂÁëö Ö× ÝÛ
Ý÷×ÔÖÛ× æÖ ßÔãçàãååÖ àÖÕõÖàÕõØ Á ut

øù úûü ýú þ ÿ� ÿ�� ������
I = λx.x 	 ω = λx.(x x)

��
Q = λx. (I (x x))

µ

(Q Q) →β (I (Q Q) ) →β · · · →∞β (I (I · · · ))
↓∗β ↓∗β

(ω ω) →β (ω ω) →β · · ·

�

(ω ω)
��

(I (I · · · )) �� �� �������� �� �� ����� ���� µ �� � �� � ���� ������������ µ
���� ��� ������� 	 �� ����� � ��� �� ����������

(Q Q)
������ � �!���� ��� � ��

�� ���� �"�� ��#�� �� �������� �������$� � �� ��� ��� µ % ���� ��� ��� ���� ���������� ����������� µ 
� 	 �� ��� ����� �� �������� �� �������� �� ���� ��� �� ���� �
(Q Q)��� ���� µ &� ��� ������'��� ���� � �� ��������� ⊥ �� ���������  � ���� ������� µ

J ()*+,*-,./*).0+ I

1� ��������������� �� ���� �� ������ '� � �� � ����� ��� ����������� ����� �� ������
� �������� ��� ��� µ
øù úûü ýú þ ÿ� ÿ2 3 ������

Q = λx. (x x (I I) )
��

F = (Q Q)
µ %��������� �� �����

���� 4

F →h
β (F (I I) )→i

β (F I)→h
β (F (I I) I)→h

β · · · →h
∞β (· · · (I I) (I I) I)

5��� �� ������������ ���� �� ��������� 6���� � ���� �� ���� ���� �"�� �������
�� ��������� �� �����

F →h
∞β F1 = (· · · (I I) (I I) (I I))

��� �� � ���� ��������
�������

F1 →i
β (· · · (I I) (I I) I)

µ 7�� ����� ������� ��'��� �� � ���������� 6���������� ��� ��������� �� ���� ��� ��������� �������� µ
89:;<=> ? @ ABAC B DEFúGH

s
úH

t IúJù HúKû úL ÿ
M D F

s→∗
β t NýEKL Fý úù FLHú

s0
Húý OJ ú

s→h,∗
β s0 →i

∞β t
ÿ

M D F
s→∞β t NýEKL Fý úù FLHú

s0
Húý OJú

s→h
∞β s0 →i

∞β t
ÿ

PQRSTR ñÝÚà ÚÛÖ ÜàÖÚîÖ ßØ×ãÔææØÖ â ÝÛ ÜÝÚààã ÕÝÛÓÚæ×Öà æ ôãà×ÔÕæÖ UÂöV Á ut

W úû NKOJú þ ÿ� ÿ2 þ 1� ������� �� �� �!��"� � � ���� ��� ������� 4 �� � �������� ���� ���
��� ��������� �������� ��� ��� ��� µ 5��� �� �������� 	 �� ��� ��������� �� ������
��� �'������ �����"�� � ���� �������� �������� µ ���� ��� �� ��� 	 ��� ����� ��������
�� �������� !������������ �� ��� ��������� �� ���� �� � ��� � ��������� µ 
� 	 ��������� �� � ���� ����� �������� 	 �� � � ���������� ����� � �� ����� 	 ���� �� ����� ��
��������� X�6 µ ��� ����� ´ µY µZ[ µ 1� ������������ �� 6��� ���� �� � ���"�� �����#��
�� ��� '�� X�!��"� � Y µY µZ\[ 	 � ��� �� ��� ��� � ���� ��������� �����'��� µ

]^



_ ` ab
λcdefdgf hijhih k lml nopqrstur vw λxyz{yw{ zw yz{yw{ tr|trt

J }~��� �~����� � ������� I

��� ���� �� ���� ���� ������� ���� ������� ����� ���� �� ��� ��� ` ��
λ������� ���������� � ���� �� ����� �� ���������  �¡�� ¢ �� ���£����� ` � ¤�¥����� �� ���£����� ����

�� ��� ����� � ���� �¥�� � ¢ ��� ����� ��� �����¦ �� ������ ` � ¤�� �� ��� ��������� �� ��
����§� ������ ��� �� ���� ¨�� ��� ���������� �� §������ � ��� ���� �� ���� ���� ����
����������� ��� ��������� ©ª���� « �� �¬���� � _ `«`®¯° `
±²³³² ´ µ¶µ·¸ ¹º»¼½¾

C
¼¾

D ¿¼À Áº½¾¼Â ¾¼À Ã ½»À ¼¾
~s Ä½¼ ÀÄ»¾¼ ¿¼ ¾¼ÅÆ ¼ÀÇ ¹ »

C →∗
β D È ÉÊºÅÀ »Ê ¼Â »À¾¼ Ä½¼ ÀÄ»¾¼ ¿¼ ¾¼ÅÆ ¼À

~t
¾¼Ê Ê¼ ËÄ¼ C[~s]→∗

β D[~t]
¼½ Ä½¼ ÅÌ¿ÄÁ¾»º½À»Æ »ÊÉ»Å¼ Í ÊÉ Î Å¼Æ »ÏÅ¼Ç Ð ½ ÎÉÅ¾»ÁÄÊ»¼ÅÈ prof(C →∗

β D) = prof(C[~s]→∗
β D[~t])

Ç
ÑÒÓÔÕÓ Ö× ØÙÚÛÜÚ ÚÝÞ ×ß×àáâÛÚ ×Û ã×Ý äßå l æáåÙ àÚ àÚççÚ mlè lé l
±²³³² ´ µ¶µ·· ¹ »

a→∞β bÈ ÉÊºÅÀ a
¼À¾ Ä½ êÌÅº ¾¼ÅÆ ¼ ÀÀ»

b
¼À¾ Ä½ êÌÅºë¾¼ÅÆ ¼Ç

ÑÒÓÔÕÓ ìå
a
ß íÚÝÞ Ø×Ý Ûß îïÙá ÞÚÙç Ú ð ×àáÙÝ

a→∗
β λx.d l ñ í×ØÙòÝ àÚ àÚççÚ k lmlkó ð áß ØÚÛÞ

ÚôÞÙ×åÙÚ Ûß ãáßÞÚôÞÚ äßå
C

ÚÞ ÛßÚ ÝÛ åÞÚ
~σ

ÞÚàÝ õÛÚ
C[~σ] = a

ð ÚÞ ÞÚàÝ õÛÚ
C →∗

β λx.D1 l ößÜÚÙÞÛ ÷Û àÚççÚ mlè lmø ÷Û
λùã×àãÛ à äßå ð C →h,∗

β λx.D′ l ñ í×ØÙòÝ àÚ àÚççÚ k lmløè ð åà Úô åÝÞÚÛßÚ ÝÛåÞÚ
~ρ
ÞÚààÚ õÛÚ

C[~σ] →h,∗
β λx.D′[~ρ]l ú åßÝå

a →h,∗
β λx.d′ l ûß ãáßãàÛÞ ×àáÙÝ âÙüãÚ ý à×

ãáççÛÞ×ÞåÜåÞï ÷ÚÝ Ùï÷ÛãÞåáßÝ ÷Ú ÞþÞÚ ð ØÙáØáÝåÞåáß k lmlèÿ lÖ× ÙïãåØÙá õÛÚ Ý íá�ÞåÚßÞ âÙüãÚ ý à× ÞÙ×ßÝåÞåÜåÞï l ut

������³² ´µ¶µ·� ¹º»¼½¾
u Ä½ ¾¼ÅÆ ¼ ¼¾

s, t ¿¼À � ºÅÆ ¼À ½ºÅÆ ÉÊ¼À Ç ¹ »
s ←∞β

u→∞β t ÉÊºÅÀ s = t
Ç

ÑÒÓÔÕÓ
/ 	
��Ó 

.

ìáåÚßÞ
t
ÛßÚ �áÙç Ú ßáÙç ×àÚ ÚÞ

(ti)i≥0
ÛßÚ ÝÛåÞÚ ÷Ú ÞÚÙç ÚÝ ÞÚààÚ õÛÚ

ti →∞β t
ØáÛÙ ÞáÛÞ

il ìå à× ØÙá �áß÷ÚÛÙ ÷ÚÝ Ùï÷ÛãÞåáßÝ åßäßåÚÝ
prof(ti →∞β t)

ÞÚß÷ ÜÚÙÝ à íåßäßå õÛ×ß÷
i→ +∞

ð
×àáÙÝ ØáÛÙ ÞáÛÞÚ ÝÛ åÞÚ ÷Ú ÞÚÙç ÚÝ

(ri)i≥0
ÞÚààÚ õÛÚ

ti →∞β ri
ð áß ×

lim
i→+∞

prof(ti →∞β ri) = +∞l� Ù×Ø� åõÛÚç ÚßÞ �
t t · · ·
↑∞β ↑∞β prof → +∞
t0 t1 · · ·
↓∞β ↓∞β prof → +∞
r0 r1 · · ·

ÑÒÓÔÕÓ � áßÞÙáßÝ õÛÚ ØáÛÙ ÞáÛÝ ÚßÞåÚÙÝ
N

ÚÞ
p
ð Ýå
∀i > N prof(ti →∞β t) > p

ð ×àáÙÝ
ØáÛÙ ÞáÛÞ ÞÚÙç Ú

r
ð ÚÞ Ø áÛÙ ÞáÛÞ

i > N
ð Ýå

ti →∞β r
×àáÙÝ

prof(ti →∞β r) > p l ûß çáßÞÙÚ
àÚ ÙïÝÛ àÞ×Þ ØáÛÙ

p = 1
ð àÚÝ ×ÛÞÙÚÝ Ü×àÚÛÙÝ ÝÚ ÷ï÷ÛåÝÚßÞ Ø×Ù åß÷ÛãÞåáß ÝÛÙ àÚÝ ÝáÛÝùÞÚÙç ÚÝ ÷Ú

t l � åôáßÝ
i > N l �áççÚ

p = 1
ð åà ÝÛ� Þ ÷Ú çáßÞÙÚÙ õÛÚ

ti
ßÚ �×åÞ Ø×Ý ×ØØ×Ù×�ÞÙÚ ÷Ú ÙÚ÷Úô

ý Ý× Ù×ãåßÚ àáÙÝ ÷ÚÝ
βùÙï÷ÛãÞåáßÝ l �×Ù ×ØØÙáô åç ×Þåáß ð ãáççÚ

prof(ti →∞β t) > p
ð áß ×

ti ≡1 t l ìÛ åÜ×ßÞ à× �áÙç Ú ÷Ú à× Ù×ãåßÚ ÷Ú
t
ð áß ÷åÝÞåßâÛÚ �

� Ýå
t = x

áÛ
t = λx.u

ð ×àáÙÝ
ti = x

áÛ
ti = λx.ui l ñ ×ßÝ àÚÝ ÷ÚÛô ã×Ý ð

ti
ßÚ �ÚÙ× � ×ç ×åÝ

×ØØ×Ù×�ÞÙÚ ÷Ú ÙÚ÷Úô ý Ý× Ù×ãåßÚ l� Ýå
t = (u v)l ú àáÙÝ

u
ÚÝÞ Ûß û� ßáÙç ×à l �áççÚ

ti ≡1 t
×àáÙÝ

t = (ui vi)
ÚÞ

ui →∞β u l
ñ í×ØÙòÝ àÚ àÚççÚ k lmløø ð ui

ÚÝÞ Ûß û� ÷áßã
bi

ßÚ �ÚÙ× Ø×Ý ×ØØ×Ù×�ÞÙÚ ÷Ú ÙÚ÷Úô ý Ý×
Ù×ãåßÚ l ut

/ 	
��Ó �
.

ìå
s←∞β u→∞β t

á�
s
ÚÞ

t
ÝáßÞ ÷ÚÛô �áÙç ÚÝ ßáÙç ×àÚÝ ð ×àáÙÝ ç áßÞÙáßÝ õÛÚ

s = tl

® «



� � � 
λ!"#$"%$ &'(&'& ) *) * +, λ⊥-./0.10 234232 5 /676,8 9, :,6/691..2

;<=<>?
u = t0 →β t1 →β t2 →∞β t @= u = s0 →β s1 →β s2 →∞β s A B@? C@DE ?FGD@>H@?C@ IFCDH=J<>? *KLI B MLN?DIC@ A ?J s 6= tA LB<I? JB @E J?=@ D> @>=J@I N

=@B GD@ s 6≡N t* K<DI =<D=@ OI<P<>C@DI
p > N A <> O@D= C<>H HQ<J?JI D> @>=J@I iA =@B GD@ si ≡p s @= ti ≡p t @= =@B GD@ =<D=@ IFCDH=J<>J??D@ C@ si @= ti

?<J= OBD? OI<P<>C@ GD@ p* R> S@I=D CD B@TT@ ) *U*)V A <> O@D= @E=ILJI@ C@?H<>=@E=@? W>J? U A S @= T
LJ>?J GD@ C@? ?DJ=@? ~σ @= ~τ

=@B? GD@ S ≡p s @= T ≡p tA =@B? GD@
S ←∗

β U →∗
β T @= =@B? GD@ si = S[~σ] @= ti = T [~τ ]*R> OLI=JHD BJ@I A <> L

S 6≡p T A ODJ?GD@ S ≡p si ≡p sA T ≡p ti ≡p t @= GD@ s 6≡N t*X<TT@ U A S @= T
?<>= W>J? A C MLOIY? B@ =QF<IYT @ C@ XQDIHQZ[<??@I A JB @E J?=@ D> IFCDJ=H<TTD> W

=@B GD@ S →∗
β W ←∗

β T * \I A H<TT@ S[~σ] = si @= GD@ =<D=@ IFCDH=J<> J??D@ C@
si @?= O BD? OI<P<>C@ GD@ p A <> @> CFCDJ= prof(S →∗

β W ) > pA H@ GDJ @>=IL]>@ S ≡p W * ^@T _T@ T ≡p W A H@ GDJ C<>>@ S ≡p T A H<>=ILCJH= J<> * ut

` a` bc
λ⊥defgehg ijkij i l fmnmco pc qcmfmpheei

rsttu vu wxyyz{u v |u}ut~vu � �� ��� � v� �s��xu��u yvs��vu � |uw� ~vxw ��{���u u�
λ���v�xv ����� � ���w �u� u}ut~vu � vu {uw~s�w��vu �u v |��wu��u �u �s��xu��u wut�vu ��{u

vu �u{tu
(Q Q)

� �{
(Q Q)

uw� x� �u{t u txu� � ���w vu
λ⊥������� ��� ��� �sxw vuw txu�w

wu{s�� ��u�����w � ⊥ � �� �s�w��xu��u � �u ��v�xv {��x~z{u v� �s��xu��u u� �u��u��
t �tu �s{t �v�w��� � � ~�{��{ �x

λ⊥���v�x v s� �s�w�{x �� vuw ���� ¡ ¢  £  ���¢���� ¤ �uws�� �uw �u{w�s�w u�{��¥�uw �uw �{�{uw �u ¦§¥t ���w vuw�xuvw vuw ¨s{t uw �s{t �vuw �u
���u ws�� {ut~v���uw ~�{ vuw ©s~ ªs{t �v «s{t �ru��u wu���s� �sttu��u{� ~�{ ���{s �x�{u vuw �s��s�w �u ��wu �x

λ⊥���v�xv � ���wx��u � �sxw ~{�wu��u{s�w vuw vuttuw �x� ~ u{t u��u�� �u ¨��{u vu v�u� ��u� vu
λ���v�xv����� � �s��ttu�� �uvx� �u ¨���s{�w���s� � �� �� � ¬{�u � �uw vuttuw � v� �{��w���� ��� u�v |x������ �uw ¨s{t uw �s{t �vuw wu{s�� ��u��xuw �x

λ⊥���v�xv � ®x�w � �sxw ~{sx�u{s�w
v� �s{t �v�w���s� u� v� �s��xu��u � ruw �u{��z{uw ~ u{t u��{s�� � |���{s �x�{u vuw �{�{uw
�u ¦u{�{�x��� � ���� � �sxw ~{�wu��u{s�w vuw ¨s{t uw ⊥��s{t �vuw �����uw � �u� ��{�����{�w���xuw �uw �������w �uvw vuw �s� {�wsvx�vuw � vuw ¯�{s��u{t uw � vuw ¯�{s��u{t uw ¨s{�w
u� vuw �u{t uw txu�w �
° ±° ±² ³´µ¶·¸·¹¶º »¸ ¼½½¾¹¿ ·À¼¸·¹¶º ÁÂ

λ⊥ÃÄ¼ÅÄÂÅ ·¶µ¶·
ÆÇÈÉÊËÊÌÉ Í ÎÍ ÎÏ

Ð Ñ ¡ Ò �Ó  ¡ ¢� λ⊥������� ¡Ô�Ò ¢ ¡ Ò �Ó  ¡ ��� ��¡ �Ô�¡Ò���Ò¡  � �Ò���¡ ��Ò ��
�Ô�¡Ò��Ò  ⊥ ÕÐ Ñ� ⊥�{��x���s�  ¡Ò �� � ��Ò�Ô� Ö�� × Ô�� ÒÔ�Ò �Ô�Ò Ø Ò  ¡�Ó× �  C  Ò × Ô�� ÒÔ�Ò
Ò �Ó   Ó� Ò u �Ù¢��Ò C[u]  � C[⊥] ÕÐ Ú� �ÔÒ �� C[u]→⊥ C[⊥] � ÒÒ  �Ù¢��Ò�Ô�  Ò u ¡ �� �××  �Ù �  ⊥�{u�u} ÕÐ Ñ� β⊥�{��x���s�  ¡Ò �ÔÒÙ  →β⊥ ÕÐ Ñ� β⊥�{��x���s� �����u �s��u{yu��u  ¡Ò �ÔÒÙ  →∞β⊥ ÕÐ Λ∞ � × �Ù¡ �Ò  � Û �¡ Ó ��  ¢ ¡ λ�Ò �Ó  ¡ ��� ��¡ ¡Ô�¡ Ü Ô�Ó   β⊥��Ô�Ó �� Õ

Ý  Ó ��Ö�  Þ ÕÞ ÕÞ rsttu ⊥ uw� x�u �s�w����u u� �s� x�u ��{���vu � ⊥ uw� �y�vut u��
x� �u{tu txu� �
ßØ  Ó× �  Þ ÕÞ Õàá Ω→⊥ ⊥

�x� uw� x�u ¨s{tu �s{t �vu �
á (Ω Ω)→⊥ (⊥ Ω)→⊥ (⊥ ⊥)á �� {u~{u���� v |u}ut~vu � �� ��� �

(Q Q)→⊥ ⊥
âãääã ÍÎÍ Îå

æÕ çÔ�Ò  ⊥��Ù¢��Ò�Ô� ��� ��   ¡Ò �Ô�è �é  �Ò Õ
Þ Õ Ñ ¡ ⊥��Ù¢��Ò�Ô�¡ ��� �� ¡ ¡Ô�Ò Ò���¡�Ò�è ¡ Õ
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��� ��� ���� � ����� ����������� �� ���� �� ����
⊥�� ��!���� ��"�#�!� ������" ����� �$�� �� # ���%�� ��� ��

⊥ø &��
⊥�� ��!����� � ������ ���! '��� �(�!�� �� ���� �� ��������#!����� ø ��""� # ���%�� � ��� ���" � ��� )������� * #�� � ��!����� � ������ '��� ������ ���� ����� #�� ����������� !���������� ø ut

+,--, ./. /0 12
β⊥34567 89:;< =>9 ?;82?=@ =<9 8;<A 7=<9=B 1= 6:2C 42@@ = 8;@@73

929:D 8:36=>>;7> =>9 E2?:6=B F = G ?7>H ?2 G 4;I =89:;< 6= ?2 β 3456789:;< 8;<>=4E= ?2 G 4;3D ;<6=74B
u →⊥ v

↓prof=n
β ↓=, prof=n

β

s →∞⊥ t
	
��� J##� �� ���� ��� ���" �� ��� !�� � ���!#����� ����� ��

⊥������ K * � ø� ø ����� �����" � "��� * �� �� �����
(λx.a b)ø L� ���#��� ������ ����� M NO��� #� ��!� ��� P øQ øQ ��� #�����" �� "����R

P ø #�� "���� ���� ��� LS * �����
w 6= λx.a

÷ ø #�� "���� ���� ���% #�� ���
β�� ��!�����

Q ø #�� "���� ���� ���% #�� ��� ��%��������� � ���� �����%#� ��� �� ���" �
T ø #�� "���� ���� ���% #�� ���  !U��V� � ��� ��������" � "��� ���

⊥ø ut

+,--, ./. /W X;79= 456789:;< u→∗
⊥ v →β t G =79 Y94= 58Z 2<C 5= =< u→β s→∞⊥ t B[ 9 6= G ?7>H prof(u→β s) = prof(v →β t) B

	
��� \�� ����!���� ���
l(→∗

⊥) ] ������ �� #�""� ÷ ø÷ ø^ ø ut

_`ab acdedaf . /. /g
hB i ;:=<9 u =9 v 6=7j 9=4@ => 9=?> k7= u→∞β v H 2?;4> lm u =>9 7< nX >>: v ? o=>9m u =>9 7< nXp >>: v ? o=>9m u =>9 @7=9 >>: v ? o=>9q B i ;:=<9 a 7< 9=4@ = =9 t 7<= rst usvw xy zsvw B i : a →∞β t

2?;4> :? =j :>9= 7<=
rst usvw xy zsvw >:@ :?2:4= t′ 9=? ?= k7= a→h,∗

β t′ B
{ =@ 24k7= q Bq B| }~� β�v����r�su� �u�u�~� u �sur �su� tx� � ��u��~u�~ u� ��v yx �st�svw xy �svw u� ��v y~ �xvx�r�v~ ��� s� y~ �xvx�r�v~ w�~r � ��u r~vw ~ ì
	
��� &�� ������� ���� ������ ���#�V��� �� #�""� ÷ øP øTT ø ut

}~� tv~��~� �� β⊥��xy��y �u�u � �sur �~w�yx� y~� � �~yy~ �� β��xy�� y �u�u� ��� ysv���~ y~ y~ww~ � �xttvs� �w xr�su ë ìë ì� ����xur ~�r tvs��� ì �~ y~ww~ �xvxur�r �� ��u ⊥�
v~�~� � � ì~ �u r~vw ~ w�~r � ��� xttxvx�r � y �����~ � ��u~ β⊥�v����r�su �u�u�~ xttxvx�r
��xy~w ~ur � txvr�v � ��u~ β⊥�v����r�su �u�~ ì �~ y~ww~ � �s�r~ux�r ��v~�r~w ~ur t s�v
y~ β��xy��y �u�u� �v��~ x� y~ww~ � �xttvs� �w xr�su ë ì� ìë� ~r �� zx�r �� ��u v~�~� �~
v~t �v~ �v��~ � �x �rv��r�v~ �u�~ (λx.[] [] )

ì
+,--, ./. /� i ;:=<9 C 7< 8;<9=j 9= >:@G ?=H v 7< 9=4@ = @7=9B i : u →∞β⊥ C[v]2?;4> :? =j :>9= 7< 8;<9=j 9= >:@G ?= C ′ =9 7< @7=9 v′ 9=?> k7= u →∗

β C ′[v′] =9 9=?> k7=
C ′ →∞β⊥ C B
	
��� ����� ������ ���#���� #�� #�""�� ÷ ø÷ øP� �� ÷ ø÷ øP÷ ��� ������ � "���� � �"" ������" ��� ����� ø J� ����� �� #�""� ÷ ø÷ øP� * #� � ��!����

u →∞β⊥ C[v]
���� �� ��!������� ��

u→∞β u1 →∞⊥ C[v]ø ��""�
u1 →∞⊥ C[v]

�� !�""� #�
⊥�� ��!���� �� ���� �� � !U��V��

��� ��������" �� ��
⊥

* �� � ��)� ��� " ��� �� ��# �� ���� �� !�������
C1

�� �� ���" �
v1

��#� ���
C1 →∞⊥ C

*
v1 →∞⊥ v

�� ��#� ���
u1 = C1[v1]ø J� �����!U��� #� � ��!����

u→∞β C1[v1]] ��� ���������� ��� ������ ] !�##� �� ��������" �
v1

* �� ��U�% � �� !�������
C′ �� �� ���" �

v′ ��#� ���
u →∗

β C′[v′]
�� ��# ���

C′ →∞β C1
��

v′ →∞β v1 ø ���!� ] #� � !���� ��� ��
#�""� ÷ ø÷ øP� * �� �%�����

C′ →∞β⊥ C
��

v′ →∞β⊥ v ø &� ���" �
v′  ���� �#��� "��� ��#��#� #�""� ÷ ø÷ øP÷ ø ut
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ÀÁÂÂÁ Ã ÄÃ ÄÅÆ ÇÈÉÊËÌ
u

ÊÌ
v ÍÊÎÏ ÌÊÐÑ ÊÒ Ó Ç É

u→∞β⊥ v ÔÕÈÐÒ ÉÕ ÊÏ ÉÒÌÊ
u′

ÌÊÕ ÖÎÊ
u→∞β u′ →∞⊥ v

Ó × ØÙÉÚ ÐÈÖÎ ÊÑ ÊËÌÛ ÒÉ
u→∞β u′ →∞⊥ v

Û ÔÕÈÐÒ u→∞β⊥ v

ÜÝÞßàÞá âãä åã æçèé êèç ëèéæä ì íîïãä åãè æçïðïãñèåç
p¯ ò æâçëêç ñè óâ çôñåõëêïã õïãöèç÷èãëè

u →∞β⊥ v
ì ïã æèåë èîëçâêçè åãè äôøåèãõè íãêè

u →∗
β⊥ up

ëèóóè øåè
up ≡p v

èë ëèóóè øåè
up →∞β⊥ v ¯ ùã âææóêøåâãë æóåäêèåçä ðïêä óè óèééè ® ¯® ¯ú û u →∗

β⊥ up
ì ïã õïãäëçå êë åãè

çôñåõëêïã
u →∗

β u′
p →∞⊥ up →∞β⊥ v

ì ñâãä óâøåèóóè
u →∗

β u′
p

èäë äêé êóâêçè û u →∗
β⊥ up ¯üèóïã óâ ñôíãêë êïã ñè óâ

⊥ýçôñåõëêïã ì ó þâçÿçè ñè
up

äè ñôñåêë ñè
u′

p

èã ôõ�âã÷èâãë õèçëâêãäñè äèä äïåäýâçÿçèä æâç óâ õïãäëâãëè
⊥¯ á è æóåä ì õïééè

up
èë

v
õï �ãõêñèãë û æçïðïãñèåç

p
ì óâ æâçë êè äåæôçêèåçè ñè ó þâçÿçè ñè

v
äè ñôñåêë ô÷âóèé èãë ñè õèóóè ñè

u′
p

èã ôõ�âã÷èâãë
õèçëâêãä ñè äèä äïåäýâçÿçèä æâç óâ õïãäëâãëè

⊥ ¯ �åëçèé èãë ñêë ì êó èî êäëè åãè
⊥ýçôñåõëêïãøåê ðâêë õï�ãõêñèç

u′
p

èë
v û æçïðïãñèåç

p¯

u v

⊥ ⊥ prof = p→∞⊥ →∞β⊥→∗
β

u′
p up

ùã ðâêäâãë öâçêèç
p
ì ïã èîëçâêë åãè çôñåõëêïã

u→∞β u′ ñè óâ çôñåõëêïã
u→∞β⊥ v

ëèóóè øåè
v

äè ñôñåêäè èãëê�çèé èãë ñè
u′ æâç

⊥ýçôñåõëêïãä ¯ á þï� óè çôäå óëâë �
u→∞β u′ →∞β⊥ v ¯ ut�â çôõêæçïøåè ä þïÿëêèãë èã êãëèçõâóâãë óèä

⊥ýçôñåõëêïãä ñè æçïðïãñèåç
p

ñâãä óâ
βýçôñåõëêïã êééôñêâëèéèãë âæç�ä óèä ôëâæ èä ï� óâ æçïðïãñèåç çèäëè õïãäëâééèãë äåæôçêèåçè

û p¯ �õê óâ æçïæ ïäêëêïã ® ¯® ¯� ÷âçâãëêë ó þâææâçêëêïã ñèä
⊥ýçèñèî âöâãë óâ íã ñè óâ

βýçôñåõëêïãêãíãêè ¯ ut
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ÀÁÂÂÁ Ã ÄÃ ÄÅÅ
! Ó Ç ÈÉÊËÌ

u
ÊÌ

v ÍÊÎÏ ÌÊÐÑ ÊÒ ÌÊÕÒ ÖÎÊ
u→∞⊥ v "# u

ÊÒÌ ÎË $ % ÒÒÉ
v Õ &ÊÒÌ# u

ÊÒÌ ÎË $ %' ÒÒÉ
v Õ &ÊÒÌ# u

ÊÒÌ ÑÎÊÌ ÒÒÉ
v Õ &ÊÒÌ( Ó Ç ÈÉÊËÌ

a
ÎË ÌÊÐÑ Ê ÊÌ

t
ÎËÊ �
 ���� �� ���� Ó Ç É

a→∞⊥ t ÔÕÈÐÒ a
ÊÒÌ ÎËÊ �


���� �� ���� )
t
Ó

ÜÝÞßàÞ
⊥

èäë åã ëèçé è éåèë ¯ �èä
⊥ýçôñåõëêïãä ôõ�âã÷èãë ñïãõ ñèä ëèçé èä éåèëä èãñèä ëèçé èä éåèëä ¯ *èä ëçïêä çôäå óëâëä äïãë ñïãõ êééôñêâëä èã ôëåñêâãë óèä æ ïäêëêïãä ñèäôõ�âã÷èä ñèä

⊥ýçôñåõëêïãä ì èë èã äè äèçöâãë ñå óèééè + ¯, ¯,ú ¯ ut

ÀÁÂÂÁ ÃÄÃ ÄÅÃ
! Ó Ç ÈÉÊËÌ

u
ÊÌ

v ÍÊÎÏ ÌÊÐÑ ÊÒ ÌÊÕÒ ÖÎÊ
u→∞β⊥ v "# u

ÊÒÌ ÎË $ % ÒÒÉ
v Õ &ÊÒÌ# u

ÊÒÌ ÎË $ %' ÒÒÉ
v Õ &ÊÒÌ# u

ÊÒÌ ÑÎÊÌ ÒÒÉ
v Õ &ÊÒÌ( Ó Ç ÈÉÊËÌ

a
ÎË ÌÊÐÑ Ê ÊÌ

t
ÎËÊ �
 ���� �� ���� Ó Ç É

a→∞β⊥ t ÔÕÈÐÒ ÉÕ ÊÏ ÉÒÌÊ ÎËÊ�
 ���� �� ���� ÒÉÑ ÉÕÔÉÐÊ t′
ÌÊÕ ÕÊ ÖÎÊ

a→h,∗
β t′

Ó
ÜÝÞßàÞ ùã öèçëå ñèä óèééèä ® ¯® ¯+- èë ® ¯® ¯++ ¯ ut
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`abcdef g h ih ijk l mn op qrstuvwxy →∞β⊥ z{v vqpy{wvw|z}~����� �� ������ ��� ��������� � ����� �� ������� � ; <�<�� < �������� ���������� � �� ��������� ����� �
u →∞β s →β t

� � ����� ���������� ��� ���  ���� ���� �¡���
(λx.[] [])

�� ���� ��
s→β t ¢�£�� � ��� ��������� ¤��� ����� ��

u< � ¥��� �� � ¦�� ������� � ����
→∞β⊥

� � ������� ����� ���������� ��
⊥

�����  �� ������� �� ����� ; <; <§ < ut

`abcdef g h ih ij¨ l mn © w ty vzqª z st
λ⊥«up¬ut¬ wy yw ® x{{¯sz tyz ° xqª z yxqª p¬z±p¬xq{ z¬ ¬z z{v tyw²tz}~����� �� ������ � ¥��������� � ����� �� ������� � ; <�<³� < ut

´ bµ¶·¸·c¶ h ih ij¹ l mn º xtq vxtv vzqª z a }
.

oz vzqª z a∞ z{v uxy{vqtwv ® pq wystuvwxy {tq ¬p ® qx° xysztq sz {z{ {xt{«vzqª z{sz ¬p ° p»xy {tw|pyvz ¼½ © w
a→∗

β x± p¬xq{ a∞ = x½ © w
a→∗

β λx.b± p¬xq{ a∞ = λx.b∞½ © w
a→∗

β (u v)
x¾

u z{v ty ¿ À± p¬xq{ a∞ = (u∞ v∞)½ © wyxy
a z{v ªtzv zv p¬xq{ a∞ = ⊥

.
oz vzqª z a∞ z{v tyw²tz} Á ¬ z{v {xt{ ° xqª z β⊥«yxqª p¬z zv

a→∞β⊥ a∞ }
. a∞ z{v p®® z¬r Â ÃÄÅÆÅÇ ÈÇ ÉÇÅÄÅÈÊËËÌ st vzqª z a }

~����� ��� ���� �� �� � ¥��������� ��¤������� � ��� ��� ��Í����� ������¢���� �� ���������� <Î� ������� ����
a →∞β⊥ a∞ < ���

β⊥
����������� ���������� ��� ÎÏ � ��� �������� ���� ������������ �� ��

a∞ ���� ��������� �� ÎÏ � ¢����� < a∞ �� ������� ���� ��� �� ����  < ut
ÐcdcÑÑÒ·dg h ih ijÓ Àxtv vzqª z st

λ⊥«up¬ut¬ wy yw ® x{{¯sz pt ª xwy{ tyz ° xqª zyxqª p¬z}~����� Ô��� ���� ���� �
a
�
a∞ ��� ��� ���� � ���� ��� < ut

Õzª pq²tz Ö }Ö }× Ø ÙÚÊÅ ÛÚÊÛ ÛÇÅÜÇ
t Ý ÌÂ ÇÞ ÌßÛÇ ÊàÇ ßáâÊÇàËÇ ÈÇ ÅáÈÊËÛÌÚàß

t→∞β⊥ t∞âÊÌ ÇßÛ ÌàÈÊÌÛÇ ãÄÅ ÂÄ ÈáäàÌÛÌÚà ÈÇ
t∞

0
`abcdef g h ih ijå l mn oz λ⊥«up¬ut¬ wy yw z{v uxyæ tzyv}~����� � ¥��� ��� �����Í����� �� �� ������������ ; <; <�� � �� � ¥�� ����� ��� ���� �� ���� ����
; <; <�³ �� �� �� ���� ��������� ; <; <�� < ����� ���� ���� ����� �� ���¤Í�� �

→∞β⊥ < ut

çè zª® ¬z Ö }Ö }×é
ê0

Ω∞
3 = δ3

δ3

/ 0
Yt = (Q Q) Úë Q = λxf. (f (x x f))

ì Y ∞
t =

y
y

y

λy

ì (Yt Ω)∞ = ⊥
⊥
⊥

ì (Yt Ω3)
∞ =

δ3

δ3

δ3

δ3
δ3

δ3

íî
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?@ABCA DEFFG
0

GH
1 IEJH KGLM NEOF GI JEOF PQGI KRIHRJSHGI GH SEFFG QG SPQSL Q GIHSEJTLGJH U QP SEJIRIHPJSG KVORWG KEJS KL QGFFG X üû üXû ü ut

Y'&Z &[\]\&^ + ,+ ,+_ ` =7a <=7; <2ab 2;
a

2<
bc a[b/x]∞ = (a∞[b∞/x])∞

>
d 2b 5ae72 f >f >ff g����" ��� ��� h �� i��" � ���" ��� ��j��� ����� �� �����k�� ð
?@ABCA lP

β⊥mOVKLSHREJ IRFnQG nPIIG PL SEJHGMHG U RQ GJ GIH KEJS KG F oFG nELO QP WGOIREJRJpJRG ü DEFFG
a→∞β⊥ a∞ GH

b→∞β⊥ b∞
U RQ W RGJH

a[b/x]→∞β⊥ a∞[b∞/x] ü qJ SEJSQLHPQEOI rOsSG t QP SEJTLGJSG ü ut

d2b 5ae72 f >f >fuv ð w���� �� ����������� ï ðï ðïvh � ��� ��� �� ��� �� ���" ��
(a1, · · · , an)

�� i��" �
���" ��� ��j���

(a1 a2 · · · an)∞
��� �x��� y

(a∞
1 a∞

2 · · · a∞
n )∞

ð
ï ð z� �������� h � ��� ������� �� i��"� ���" ��� ��j��� � {�� ���" � h �� � ��� |���

���� ��"��� �� ���" ������ �� ��������� ��� ����}���" �� ð
~&'&���\'* + ,+ ,+� 12 <a8� 62< (X, ·, [[·]]) ��: 98 4=bb 2 ;78<c 2;< 79 b =��62 �7 λ3
456476 e78 9 �8�29<8: 2 � 5; <=7; 62; <2ab 2; 9=9 a�;=67 �62; >� X

2;< 6 �29;2b �62 �2; � =ab 2; 9=ab 562; 89: 982; >� � =7a <=7; <2ab 2;
a

2<
bc · ��a8: 2

a · b = (a b)∞
>

� � =7a <=7< <2ab 2
ac [[a]] = a∞

>
� �� �� ������ �� ���������� ��� ��������
����� ������� ������ �� i��" � ���" ��� ��j��� ��� ���������� i��"�� � {����j�� �� � ���
��� ����� ������ y �� ������� v ð ð
�%�^\]\&^ + ,+ ,+  ¡9 <2ab 2

t � =;;��2 792 �����!� ��j��� x���!� ; �86 ; ��4a8<
t = (· · · vn · · · v2 v1)

�=7a 42a<589; <2ab 2;
(vi)i≥1

>
¢£ 2b� 62 f >f >f ¤

(· · ·x x)
����¥�� ��� �����!� ��j��� y x���!� ð ¦� � ���� ����� xxx§�� �����!�� ��j���� y x���!� � {��� ��� �� �|�� ð

J ¨©ª«©¬ «©®¬ I

w�
m

��� "��� h �����
m∞ = ⊥ ð

J ¯°ª± ®©ª«©¬ ²±ª®¬ I

³� ´��� ���" � i��� ��� �� ´��� ���" � ��� ��������� ð �� �������� ��� �� ���������
⊥ � {��� ��� ���������� ��""� ��� µ������� ð
Y'&Z &[\]\&^ + ,+ ,+¶ ·8 u

2;< 79 ¸ ¹ºc ;5 � =ab 2 9=ab 562 89: 982 u∞ � 27< a2�»<8a�27£ 5;� 24<; ¼
� · =8< 86 2£ 8;<2 79 29<82a n

2< �2; <2ab 2;
v1, v2, · · · , vn

<26; e72

½¾
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λÃÄÅÆÄÇÆ ÈÉÊÈÉÈ Ë ÌË Ì ÍÎ λ⊥ÏÐÑÒÐÓÒ ÔÕÖÔÕÔ × ÑØÙØÎÚ ÛÎ ÜÎØÑØÛÓÐÐÔ

u∞ = (⊥ vn · · · v1) = v2

v1

vn⊥ÝÞ ßàáâ âãäáå æçè
u

èåé çÞ êëìíîïðìñð òíìï óð óðôìë õö÷
n ø ù úûü ý äàé àã èþ àåéè çÞè àÞÿ Þàé� ßè éèá� èå

v1, v2, · · · , vn, · · · éèãå æç è
u∞ = (· · · vn · · · v1) =

vn

v2

v1

ÝÞ ßàáâ âãäáå æçè
u

èåé çÞ êëìíîïðìñð òíìï óð óðôìë ÷öõö÷ øù úû
������ ��

u 	
� � ��� � ����
 � � �����
 �	 �	��	 Ë ÌË Ì�Ë � �� 	 	
� �	 � ��	 ���� u∞ Ì ��
����	 	
� ��� �	 ���������� Ì �� u∞ ��

��	 �	 ���	 � 	��	 	 � 	�� ���	 ��	 ⊥� �	 ����� �	
x 	
� ������������	 	� �	 � 
������� λx

�������� � �	�	! Ì " ��# u∞ = (⊥ vn · · · v1)Ì ��
u∞  �� ��
 �	 ���	 �� 
 �$���� ����
 u∞ = (· · · vn · · · v1)Ì ut

J %&'( )*'+*, I

-./0 /1232/4 5 65 657 ýà u
èåé çÞ Ý89 åâ : äá� è Þäá� âãè àÞÿ Þàè

u∞ ; èçé áè<=éàá
; ãçåàèçáå âå; è>éå ?

ü ý à u
èåé çÞ Ý8@9 âãäáå èã ãè áè<=é çÞ è ßèå : äá� èå ßè ãâ ; áä; äåàéàäÞ A øA øA Bü ý àÞ äÞ u

èåé á�åäãçCãè D àã èþ àåéè âãäáå çÞè <âáàâCãè
x

âàÞåà æç è ßèå éèá� èå
v1, v2, · · · , vn

éèãå æçè
u∞ = (x vn · · · v1) = v2

v1

x vn

������ E�� �$F���� �	
 G$�� �	�� 	
 H �	 
�� �	
 G$�� �	�� 	
 I���
 $�	��	��	� 	�
�$
��� �	
 Ì ut

J J(K '&,(LMNL*, I

-./0 /1232/4 5 65 65O ýäàé u
çÞ éèá� è ÞäÞ á�åäãçCãèøü ý à u

èåé çÞ Ý8@9 âãäáå àã áè<=é ã PçÞè ßèå : äá� èå ßè A øA øA Bü ý àÞ äÞ u
å è á�ßçàé Q çÞ éèá� è >ä�� èÞRâÞé ;âá çÞè âCåéáâ>éàäÞ èé ßâÞå >è >âå ?

ü åäàé àã èþ àåéè çÞ Þä� Cáè ÿ Þà ßè <âáàâCãèå
x1, x2, · · · , xn

éèã ãèå æçè
u∞ = (λx1x2 · · ·xn.v)

äS
v

èåé ãâ : äá� è Þäá� âãè àÞÿ Þàè ß PçÞ Ý8@ øü åäàé
u∞ = λx1x2 · · ·xn · · ·

çÞè àÞÿ Þàé� ßè : äàå ø
������ E�� �$F���� Ì ut

Tþ è�; ãè A øA øUV
W À Xí÷ï

t = λxy.(x x) YZíì[ (t t)∞ = λx1x2 · · ·xn · · · = λx2

λx1

¿ À Xí÷ï
t = λx.(x x) (x x) YZíì[ (t t)∞ = ((t t)∞ (t t)∞) = ((· · · )(· · · ))ÀXíö Yì\ìð ð[ï À ]Z ð[ï Y^ïíî[÷ñ ÷ZY ÷ìð _Yì (t t)∞ = ((t t)∞ (t t)∞)

ðï ÷Z
[ `ë_ì÷ï [Yö [ ZY ñí÷öóìð aYì÷Y\Zð ö÷ Y\[ïìY_ï÷íö À

bc
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λhijkilk mnomnm p qp q rs λ⊥tuvwuxw yz{yzy | v}~}s� �s �s}v}�xuuy

� �� �� ������� ��� �� �����
����� ������� ����� ��� ���������� ��� ������ ���� �� ��� ��������  � ���� ������¡ ��
��¢�� e £� ���  ��� �������� ¤�� ¥¦�� ���  �� ¡���� e £� ������ �������� ¤�� ¥¦�� ��� ��
�¦��¤�§¤�� e ��� �¦��¤���� ������ �¨� ¤���¦� ���� ¤� ���¨ �©  � ������ e
ª«¬ ¬®¯°¯¬± ² ³² ³´µ ¶·¸¹

C º» ¼·»¹½¾ ¹½ ¿¸ÀÁ Â½ ½¹
a º» ÃÄÅ Æ ¶ ¸

(C[a])∞
½¿¹ Ç »¸½¹ ¿È»¿ ⊥É ÈÂ·Ê¿

C∞ = (C[a])∞ Æ
ËÌÍÎÏÍ ÐÑÒÑÓÔ

t = (C[a])∞ q t ÕÔÒ ÖÑÓ× ØÓÙ qÚ ÛÜÝÞßÔ àÕ àÕááÕ p qp qâã ä ×ÑááÕ t ÕÔÒ ÔÜÓÔ
⊥ ä C[a]

ÔÕ ÞåÖæÙÒ ÖÙÞÕ×ÒÕá ÕÓÒ çÕÞÔ t è à ÛÜÙÖÕÖÕ βéÞåÖæ×ÒÙÑÓÔ q êæÒÞÕá ÕÓÒ ÖÙÒ ä C[a]→∞β tqëÑæÞ ÒÑæÒ ÕÓÒÙÕÞ n ä ÑÓ ÝÕæÒ ×ìÑÙÔÙÞ æÓ ×ÑÓÒÕíÒÕ C′ ÜÝÝÞÑ×ìÜÓÒ
C î æÔïæ Ûè ÝÞÑðÑÓÖÕæÞ

nä Ù qÕ q C′ ≡n C ä ÖÕ ÔÑÞÒÕ ïæ ÛÙà Õí ÙÔÒÕ æÓÕ Ôæ ÙÒÕ ~u
ÒÕààÕ ïæÕ C′[ [], ~u] = C q

u1

C ′

n
ñ ò ñ ò

C

up

óÑááÕ C′ ≡n C ä ÜàÑÞÔ C′[a] ≡n C[a]qóÑááÕ t ÕÔÒ ØÓÙ ä ÓÑæÔ ÝÑæçÑÓÔ ×ìÑÙÔÙÞ
n

Ôæô ÔÜááÕÓÒ õÞÜÓÖ ÖÕ ÔÑÞÒÕ ïæÕ àÕ àÕááÕ
p qâqpö ÔÑÙÒ ÜÝÝàÙ×Ü÷ àÕ è t ÕÓÒÙßÞÕá ÕÓÒ q ÐÑæÔ Ñ÷ÒÕÓÑÓÔ ÖÑÓ×

C′[a]→∗
β t qóÑááÕ a ÕÔÒ æÓ øùú ä ÔÕÔ ÞåÔÙÖæÔ àÕ ÔÑÓÒ ÜæÔÔÙ q ûÕàÑÓ àÜ ÝÞÑÝÑÔÙÒÙÑÓ p qp qpü ä ×ÑááÕ t

ÕÔÒ ØÓÙ ÕÒ ÔÜÓÔ
⊥ ä ÜàÑÞÔ t

ÓÕ ÝÑÔÔßÖÕ ÝÜÔ ÖÕ ÞåÔÙÖæ ÖÕ a q ýÓ çÕÞÒæ Öæ ×ÑÞÑààÜÙÞÕ âqþ qpþ ä ÑÓ
ÕÓ ÖåÖæÙÒ ÖÑÓ×

C′ →∗
β tqÚ ÛÜæÒÞÕ ÝÜÞÒ ×ÑááÕ t ÕÔÒ ÔÜÓÔ ÒÞÑæ

[]ä Ö ÛÜÝÞßÔ àÕ àÕááÕ âqþ qü ä ÑÓ Ñ÷ÒÙÕÓÒ ØÓÜàÕá ÕÓÒ
C′[ [], ~u] →∗

β t ÕÒ ÖÑÓ×
C →∗

β t = (C[a])∞ q øÓ ×ÑÓ×àæÒ ÜàÑÞÔ õÞÿ×Õ è à ÛæÓ Ù×ÙÒå ÖÕÔ ðÑÞá ÕÔÓÑÞá ÜàÕÔ ÙÓØÓÙÕÔ q ut

ª«¬ ¬®¯°¯¬± ² ³² ³´² ¶·¸¹
z º»½ �ÈÊ¸È�Â½ Â¸�Ê½ � �º» ¹½ÊÀ ½

t
½¹

C º» ¼·»¹½¾ ¹½ ¿¸ÀÁ Â½
¹½Â �º½ t = C[z] Æ � ·ºÊ ¹·º¹½ ¿º¸¹½ �½ ¹½ÊÀ ½¿

~v É ¿¸ (C[(z ~v )])∞
½¿¹ Ç »¸ ½¹ » ½ ¼·»¹¸½»¹Á È¿ �½ ¿·º¿�¹½ÊÀ ½¿ �½ ÂÈ � ·ÊÀ ½

(z ~v′ )
·� ~v′

È ÂÈ À 	À ½ Â·»
º½ºÊ �º½ ~v É ÈÂ·Ê¿
C∞ = (C[(z ~v )])∞ Æ
ËÌÍÎÏÍ óÑááÕ àÜ çÜÞÙÜ÷ àÕ z

ÖÕ C[z] ÕÔÒ àÙ÷ÞÕ ä ÕààÕ ÔÕ ×ÑáÝÑÞÒÕ ×ÑááÕ æÓÕ ×ÑÓÔÒÜÓÒÕ q�Õ ÔÑæÔéÒÕÞá Õ (z ~v )
ÔÕ ×ÑáÝÑÞÒÕ ÖÑÓ× ×ÑááÕ æÓ øùú � ÔÕÔ ÞåÔÙÖæÔ ÔÑÓÒ ÒÑæÔ ÖÕ àÜ ðÑÞá Õ

(z ~v′ )ä ïæ Ù ÔÑÓÒ ÖÕÔ øù ÕÒ ÖÑÓ× ÙÓÜ×ÒÙðÔ ÖÜÓÔ ÒÑæÒÕ ÞåÖæ×ÒÙÑÓ q øÓ ×ÑÓ×àæÒ ÜàÑÞÔ ×ÑááÕÝÑæÞ àÜ ÝÞÕæçÕ ÖÕ àÜ ÝÞÑÝÑÔÙÒ ÙÑÓ p qp qþ âq ut

�
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,-./0 12 13//24 125 26278925 12 0247 25 :.;<925 = /3>5 8353/5 925 1?@/<0<3/5 20 /30.A0<3/5 B C><5 = /3>5 84?;<5243/5 925 ;D3<6 E>2 /3>5 .-3/5 :.<0 2/ 7 .0<F42 12 02;D/ <E>2512 842>-25 B
GHIJIKHL M NONO C3>4 03>5 0247 25

f
20

m
=
Cons{f = m} 1?5<P/2 E>2 9. 0D?34<2

λβ + {f = m} 250 ;3/5<50./02 B
Q RSLKIKHL M NONT U VWX YZ [\]^ \

f
\_[ :.;<92 _` a bc] [bc[ [\]^ \ deb_

mfbZ g
Cons{f = m} h

i \^ g]jc\ khVhk l/ 8.492 ?P.9272/0 12
η
A:.;<9<0? 9345E>2 9. 0D?34<2

Cons{f = m}250 ;3/5<50./02 83>4 03>0 0247 2 ;935
m
B m.

η
A:.;<9<0? 2/04.n/2 9. :.;<9<0? B

G HIJIKHL M NONo p./5 9. 5><02 =
m
5q7r39<524. 92 0247 2 .4r<04.<42 .>E>29 524. <12/A0<@? 92 0247 2 ;./1<1.0 s 9. :.;<9<0? B

tu \^a e\ khVhvw C3>4 13//24 >/ 2627892 12 0247 2 :.;<92 <9 :.>14.<0 7 3/0424 9. ;3/5<50./;21 x>/2 0D?34<2 B l4 = 9. 842>-2 12 ;2002 124/<F42 / x250 P?/?4.927 2/0 8.5 .<5?2 By2 524. 9 x3rz 20 125 ;D.8<0425 5><-./05 B m25 ;3/042A26278925 53/0 89>5 ;3>4./05 Bm2 /3/ 4?539>r92
Ωn = (δn δn)

3{
δn = λx.(x x · · ·x︸ ︷︷ ︸

n

)
/ x250 8.5 :.;<92 9345E>2

n ≥ 3
B l/ 427 .4E>24. E>2

Ω2 = Ω
B C3>4

n ≥ 3
= 9. 0D?34<2

T = λβ + {Ωn =
λx1 · · ·xn−2.x1}

/ x250 8.5 ;3/5<50./02 B |/ 2}20 ~
λx1 · · ·xn−2.x1 =T Ωn →β (Ωn δn · · · δn) =T (λx1 · · ·xn−2.x1 δn · · · δn)→β δn,</5< =

T ` λx1 · · ·xn−2.x1 = δn
E>< 53/0 12>6 :347 25 /347 .925 1<}?42/025 B |/-240> 1> ;34399.<42 �B� B� �=

T
250 </;3/5<50./02 B

w C3>4
n = 3

= 9. 4?1>;0<3/
Ω3 →β (Ω3 δ3)

= E>< :.<0 52> 9272/0 .88.4.n042 >/
δ3
2/ .4P>72/0 = 5>� 0 8 3>4 1<50</P>24

Ω3
12 53/ 527r9.r92

Ω
B ,> 52/5 12 9.:.;<9<0? = :.<42 .88.4.n042 >/ .4P>7 2/0

δ3

250 13/; 1?z s ;3/5<1?4? ;3772 >/;3/02/> .9P34<0D7 <E>2 B
C3>4 843>-24 E> x>/ 0247 2 250 :.;<92 <9 :.>0 13/; ?0.r9<4 9. ;3/5<50./;2 1 x>/2 0D?34<2 BC3>4 ;29. = <9 26 <502 E>.042 -3<25 1<}?42/025 ~

� �J �RI�H�� ��LIJ� K��� N p?-29388 ?2 8.4 �.;38 </< ���� = 2992 ;3/5<502 s 3r524A-24 >/2 842>-2 1 x>/2 ;3/04.1<;0<3/ = 0q8<E>27 2/0
0 = 1

= 1./5 9. 0D?34<2 ?E>.0<3//2992
��
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λβ + {f = m} «¬ ® ¯° ±²³´µ¶·µ° ¶° «¶´µ° ¸¹¶ ³ ±²¶µ´° � º° µ«±±²¶µ±·³³°» °´ ®° ¹«¸µ°¶¼° °³´ ° ½¾¾µ«¹ ®¿ À ¶ ¹°»»° ®° ½¾¾µ·±·´¾ ´°¹³ ±°¶Á ±·´¾³ ®«³ ¹« ¸µ°» ·Âµ°¸«µ´·° � Ã° ¸µ² ±Ä° ° ¸µ² ±Ä° ² ²Å´·°´ «¹²µ³ 0 = 1 ° ¶° ³°¶¹° ¾´«¸° Æ ±° Ç¶· °³´·»¸²³³·Å ¹° �È ÉÊËÌÍÎÏÐÍ ÑÒÓÔÕÒÈÖÐÎÎÌÔ × Ø°´´° ´°±Ä ·Ç¶° « ¾´¾ ·» «½·¾° ¸«µ Ù°µ«µ®¶±±·°´ Ú´µ·½·¹« ÛÜ Æ Ý Æ Þßà � á ¹¹° ±²³·³´° À ·±¹¶µ° ¹« ´Ä¾²µ·° Ç¶· ·®°´·¬° ²³ ´°µ» °³ ®«³¶° «¶´µ° ¸¹¶³ ¹«µ½° °´ ·³³¶° ® ¯¶° °Á´°³·² ±²â¶°´° ®° ¹« βãµ¾®¶±´·² � äµå±° À¹« ±²â¶°±° Æ ¸²¶µ ¸µ²¶¼°µ ¹« ±²³·³´«±° ³°¶¹° ¹ ¯°Á ·³´°±° ®° ®°¶Á ´°µ»°³ ²µ» «¶Á®·³´·±´³ ³¶æ ´ À ½«µ«´·µ ¹« ±²³·³´«±° �È çè ËÒéÐÔÏÌ êÌÎ ëÐêìíÌÎ × º« ¸µ°» ·Âµ° ¸µ°¶¼° ®° î«±·¹·´¾ ³¾» «´·Ç¶° °³´ ®¶° ÀÙ«°´° °´ Ù²°µÅ²²» Ûïà � á ¹¹° ±²±°µ«·´ ¹° ´°µ» ° Ω = (ω ω)
� Ã «³ ±° ´°µ» ° Æ ω °³´ À¹« î² ·³ ¹« î²±´·² °´ ¹ ¯«µ½¶» °´ � Ø°´´° ¸µ²¸µ·¾´¾ ³° ´µ«®¶·´ ¸«µ ¶° ¾Ç¶«´·² ³¶µ ¹°³¾¹¾»°´³ ®° ¹ ¯·´°µ¸µ¾´«´·² ®° Ω ®«³ ´²¶´ »²®Â¹° ® ¯á½°¹°µ � ð«µ ñ òóôõö÷ Æ ®° ¸µ² ±Ä°° ¸µ² ±Ä° Æ ² µ¾¶³³·´ À ¾´°®µ° ¹° » ²®Â¹° ®° ³²µ´° À î«·µ° ±²ø±·®°µ ¹ ¯·´°µ¸µ¾´«´·²®° ´²¶´ ´°µ»° m «¼°± ±°¹¹° ®° Ω

�
È çè ËÒéÐÔÏÌÎ êÌÎ Ëùú ÌÎ × Ã«³ ¹° ³û³´Â» ° ®° Ø¶µµûÆ Ω  ¯°³´ ¸«³ ´û¸«Å¹° ®¶ î«·´Ç¶° δ °³´ À ¹« î²·³ ¹« î²±´·² °´ ¹ ¯«µ½¶» °´ � üû¹Å °µ«±Ä Ûï Þà « »²´µ¾ Ç¶ ¯° µ«ý²¶´«´¶ ´û¸° µ¾±¶µ³·î X ®¾¬· ¸«µ ¹ ¯¾Ç¶«´·² X = X → A Æ ·¹ ®°¼·°´ «¹²µ³ ´û¸«Å¹° � Ã«³±° ³û³´Â» ° Æ ´²¶³ ¹°³ ´°µ» °³ ® ¯¶ ±°µ´«· ´û¸ ° ¸ °¶¼°´ þ´µ° ·®°´·¬¾³ ³·»¶¹´«¾» °´À  ¯·»¸²µ´° Ç¶°¹ «¶´µ° � ÿ · ³· Æ ±°³ ¸µ°¶¼°³ ¸«µ ¹« ´Ä¾²µ·° ®°³ ´û¸ °³ ±«µ«±´¾µ·³°´ ²³°¶¹°» °´ ®°³ ´°µ» °³ » «·³ «¶³³· ®°³ �ö��� ���� ñ �ôõ��� ®° ´°µ» °³ �ð«µ» · °¹¹°³ Æ ³°¶ ¹° ¹« » ¾´Ä²®° ®°³ °Á´°³·²³ ØÄ¶µ±Äã�²³³°µ ³°µ« «¸¸µ²î²®·° ·±· � á ¹¹°²¶³ ¸«µ«�´ ¹« ¸¹¶³ «¸¸µ²¸µ·¾° ¸²¶µ ¹ ¯¾´¶®° ®° ±«³ ¸«µ´·±¶¹·°µ³ ® ¯¾½«¹·´¾ °´µ° ´°µ»°³±²»»° ²¶³ «¹¹²³ ¹° î«·µ° � äµå±° À °¹¹° Æ ²¶³ ¾´«Å ¹·µ²³ ¹« ¸µ°¶¼° î²®«»°´«¹°®° ¹« î«±·¹·´¾ ®¶ ´°µ» ° Ω

� �²¶³ ¹ ¯°Á¸¹²·´°µ²³ ¾½«¹°» °´ ¸²¶µ °ÁÄ·Å °µ ´²¶´ ¶°±¹«³³° ®° ´°µ» °³ î«±·¹°³ 	 ±°¹¹° ®°³ 
¾µ² ´°µ» °³ î²µ´³ ®° ®°½µ¾ ¬· � á¬ Æ °¹¹° ²¶³³°µ¼·µ« ®° ³² ±¹° ¸²¶µ ·´µ²®¶·µ° ¹« » ¾´Ä²®° ®°³ ±¹«³³°³ ±²¬«´°³ � Ø°´´° ®°µ·Âµ°» ¾´Ä²®° ³°µ« µ·±Ä° ° «¸¸¹·±«´·²³ � �²¶³ ±²»»°±°µ²³ ¸«µ ¹« ®¾±µ·µ° ®«³ ¹° ±«³¬ · ¸¶·³ ²¶³ î²µ»¶¹°µ²³ ³« ¼°µ³·² ·¬·° � á ¹¹° ³°µ« ¾½«¹°» °´ ¶´·¹·³¾° ®«³ ¹«¸«µ´·° ³¶·¼«´° �
� � ��������� �������
� ÐËèËÏÐÍ � ×� ×� � µ«¸¸°¹¹° ¹« ®¾¬·´·² ®°³ ´°µ» °³ ³¶·¼«´³ 	� I = λx.x� 1 = λxy.x� 0 = λxy.y

 ÔÐú ÐÎÏËÏÐÍ � ×� ×� !�� "�ó� �� ñ �ôõ��� �òö " #$ % öòö ó&�ò�' ����( % �"����� ) �ó β *&+' õ,���öô� õ %�% � õ f ��" ñ �ôõ�� �" � õ f ′ 'β f ��òó� f ′ ��" ñ �ôõ��- % �"����� ) �ó �'��"õ"'"õòö õ%�% ) ò'ó "ò'" "�ó� � u. � õ f ��" ñ �ôõ�� ��òó� f [u/x] ��"ñ �ôõ��/ % �"����� ) �ó �)) �õô�"õòö 0 'ö �'"ó� "�ó� � õ %�% � õ f ��" ñ �ôõ��. (f u) ��" ñ �ôõ��
+' �� +'� �òõ" u1% öòö �"����� ) �ó ���"ó�ô"õòö õ %�% � õ f ��" ñ �ôõ��. λx.f ö 2��" ) �� ñ �ôõ�� �ö ÷ &ö &ó��%

345675
8 � 9:
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R S TU VUWXYXZ[ \ ]\ ] ^_`ab`c de_ `fg`hcijh kla_mlnojcc`_

p ] qrsst
m
tuv wxru yxrzu

m[u/x] = m
] {yz |}~��v�r� � xy v�}rz�t

T = λβ + {f = m}tuv wr�u�uvy�vt ] �z �
(λx.f u) 'β f [u/x]

tv
(λx.m u) 'β m[u/x] = m

] qrsst
T ` (λx.f u) = (λx.m u)

r� t� |}|��v
T ` f [u/x] = m

] �y v�}rz�t
T = λβ +

{f [u/x] = m}
tuv |r�w wr�u�uvy�vt wyz ��wx�ut |y�u

T ��� tuv txxt�s �s t wr�u�uvy�vt ]�w� ] xtsst �]p ]���
\ ] �r �v

f ′
�� vtzs t vtx ��t f ′ 'β f

tv ur�v
m
�� vtzs t ] qr�u�|}zr�u xtu v�}rz�tu

T ′ = λβ + {f ′ = m}
tv

T = λβ + {f = m}
] {yz ���rv��ut

T
tuv wr�u�uvy�vt tv

T ` f = f ′ = m
] �� �tzv� |� xtsst �]p ]�� �

T ′ ⊆ T
| �r�

T ′
tuv wr�u�uvy�vt tv

f ′
tuv

�yw�xt ]
� ] �r �v

m
�� vtzs t tv

m1 = λx.m
] {yz |}~��v�r� �

T = λβ + {f = m1}
tuv wr�u�uvy�vt ]

� t �x�u
T ` (f u) = (m1 u) = m

] �y v�}rz�t
T ′ = λβ + {(f u) = m}

tuv ��wx�ut
|y�u

T
� txxt tuv |r�w wr�u�uvy�vt ]

� ] �r�z t�ts�xtu \ ]p ]� ]
� �� �� ¡� ¢£¤ £¢ ¥¦ § ¨©ª« ¬ ® §¦¯° ¦« ±¦ ²¨ª³«¯´©¯¦ ±¦ ª¨°µ¯¦´¶ «¦¯° ¦³ ·¸²©¹¦³ º
§¸¯«©¯ ± »´ª ³¦´¹ S ¼¹ ³´½ « ¦ª ¦¾¦« ±¦ ¹´© ¸§§¹©¿´¦¯ ´ª ¸´«¯¦ «¦¯°¦ ¿´¦¹²¨ª¿´¦ S
ÀÁ ��Â Ã� ¢£¤ £Ä

Å ¥¦ «¦¯° ¦
λx.u

ª »¦³« §¸³ ·¸²©¹¦ ³©
u
ª¦ §¨³³Æ±¦ §¸³ ¹¸ Ç¸¯©¸µ¹¦ ¹©µ¯¦

x
S

Èª ¦¾¦« É ²¨ª³©±Ê¯¨ª³
T = λβ + {λx.u = 1}S Ëª ¸ (λx.u 0) 'β u 'β (λx.u 1)

S
Ë¯ É

T ` (λx.u 0) = (1 0) = 0
¦«

T ` (λx.u 1) = (1 1) = 1
± »¨Ì

T ` 1 = 0
É

²¨ª«¯¸±©²«©¨ª S
¼ª«´©«©Ç¦° ¦ª« É ¹¸ ª¨ª ·¸²©¹©«Ê ±¦

λx.u
Ç©¦ª« ±´ ·¸©« ¿´ »©¹ ·¸©« ±©³§¸¯¸Í«¯¦ «¨´³

¹¦³ ¸¯Î´° ¦ª«³ ¸´¿´¦¹ ©¹ ¦³« ¸§§¹©¿´Ê S
Å ¥¦ «¦¯° ¦

t = λx.(Ω (x x) )
ª »¦³« §¸³ ·¸²©¹¦ É ° ¸©³ ¸§§¹©¿´Ê º ´ª ¸´«¯¦ É ©¹ ¹¦

±¦Ç©¦ª« S
Èª ¦¾¦« É

(t 0) 'β (t I)
É ± »¨Ì

T = λβ + {t = I} ` (I 0) = (I I)
¦« ±¨ª²

T ` 0 = I
É ²¨ª«¯¸±©²«©¨ª S

Ï¦§ ¦ª±¸ª« É § ¨´¯ «¨´« «¦¯°¦
u
É
(t u)

¦³«
βÐÊ¿´©Ç¸¹¦ª« º (Ω u)

¿´© ¦³« ·¸²©¹¦
± »¸§¯Æ³ §¸¯ ¹¦ §¨©ª« ¬ ® ±¦ ¹¸ §¯¨§¨³©«©¨ª R SÑ SÑ S

Å Ï¦ ±¦¯ª©¦¯ ²¨ª«¯¦Ð¦¶¦°§¹¦ ¯Ê·´«¦ ´ª¦ ÊÇ¦ª«´¦¹¹¦ ¯Ê²©§¯¨ ¿´¦ ¸´ §¨©ª« ¬ ® S ¼¹
¦³« ·¸´¶ ±¦ ²¯¨©¯¦ ¿´ »´ª «¦¯° ¦ ¦³« ·¸²©¹¦ ³© ¹¦ ±¦Ç©¦ª« ¸§¯Æ³ ¸Ç¨©¯ Ê«Ê ¸§§¹©¿´Ê
º ´ª ¸´«¯¦ «¦¯°¦ S Ò¸ª³ ÓÔÕÖ É ©¹ ¦³« ° ¨ª«¯Ê ¿´ »´ª «¦¯° ¦

P
¦³« ·¸²©¹¦ ¹¨¯³¿´ »©¹

¦³« ¸§§¹©¿´Ê º
(Ω Ω)

«¸ª±©³ ¿´ »©¹ ª¦ ¹ »¦³« §¹´³ ¸§§¹©¿´Ê º
Ω
S ¬²· S §¯¨§ ¨³©«©¨ª³

R S SR× ¦« R S SRØ®

Ù ÚÙ ÛÜÝÞßÝà áâÜ ÝãäÝåàæçå èéÞÜêéëìçààÝÜ
í«´±©¦¯ ¹¦³ «¦¯° ¦³ ·¸²©¹¦³ É ² »¦³« «¦ª«¦¯ ±¦ ²¸¯¸²«Ê¯©³¦¯ ¹¦´¯ ·¨¯°¦ S Ò¸ª³ ²¦« ¦³§¯©« É
¹¦³ ¦¶¦°§¹¦³ ¿´ © ³´©Ç¦ª« «¦ª«¦¯¨ª« ±¦ ¹¦´¯ ±¨ªª¦¯ ´ª Ç©³¸Î¦ Ó É × É ØÖ S î¨«¨ª³ ¿´ »º
§¸¯« ¿´¦¹¿´¦³ ²¸³ «¯©Ç ©¸´¶ É ¹¸ ·¸²©¹©«Ê ³¦¯¸ ²¸ª«¨ªªÊ¦ ¸´¶ ïÊ¯¨Ð«¦¯° ¦³ S
ð ñð ñò óôõö÷öøù úû

Ω
üýþÿ��� � � �� �� � �¤ 	 ¤ 	 
�

Ω
�� � ���Ã�£

������ �r�v
m
�� vtzs t wxru ] ��vzr|��ur�u xy ztxyv �r�

→m ��� �r�z vr�v wr�vt�vt u�s�xt
C
yuurw�t

C[Ω] →m C[m]
] �r�v

→βm

xy z}���r� |tu |t�� ztxyv�r�u ] � �y�z�u xt xtsst�]p ]�p � �r�z }vy� x�z xy �yw�x�v} � �x u�� v |t sr�vztz ��t →βm

tuv wr���t�vt tv �� �txxt �ruu�|t|t�� vtzs tu �rzs y�� ] �r�v vtzs t
β
��rzs yx }vy�v

→βm

�rzs yx � �}z �~r�u ��t →βm

tuv
wr���t�vt ] {r�z wtxy � | �y�z�u xt xtsst |t � ��|xt��� rut� �]\ ]\� �x u�� v |t sr�vztz ��t
→β

tuv wr���t�vt �wt ��� tuv yw���u� � ��t →m

tuv wr���t�vt tv ��t →∗
β

tv
→∗

m

wrss�vt�v ]

× Ô
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. →m <=> ?@ABC<A>< ?DE F<CG mHE<F<G I JCK =@A> F<CG =@C=H><EL <= Ω I =@A> AM?<==DKE<H
L <A> FK=N @ KA>= ) OA D F@A? P< FKDQEDLL< =CKRDA> S

C[Ω, Ω] →m C[m, Ω]
↓m ↓m
C[Ω, m] →m C[m, m]

. T@CE PD ?@LLC>D>KRK>M F< →∗
β <> →∗

m I KP =CU > F< L@A>E<E JC< P<= EMFC?>K@A= =KLVP<=
→β <> →m ?@LLC><A> =CKRDA> CA FKDQEDLL<

a →β b
↓m ↓∗m
c →=

β d
A< WDK=DA> VD= DCQH

L <A><E P< A@LXE< F< βHEMFC?>K@A= ) OA ?@A?PCED DP@E= VDE KAFC?>K@A =CE P< A@LXE<
F< βHEMFC?>K@A= )Y@K> t CA ><EL < V@==MFDA> CA E<F<G r = (λx.a b) <> Ω ?@LL< =@C=H><EL < ) OA
FK=>KAQC< ( ?D= F ZKA?PC=K@A= <A>E< r <> Ω

)
[ ) YK r <> Ω =@A> FK=N @ KA>= I KP <G K=>< CA ?@A><G>< C ><P JC< t = C[r, Ω] <> P<

FKDQEDLL< <=> P< =C KRDA> S
C[(λx.a b), Ω] →β C[a[b/x], Ω]
↓m ↓m
C[(λx.a b), m] →β C[a[b/x], m]

\ ) YK r <=> KA?PC= FDA= Ω I DP@E= r = Ω ?DE Ω A ZD JC ZCA E<F<G ) ] Z@^ P< FKDQEDLL< S
C[r = Ω] →β C[Ω]
↓m ↓m
C[m] = C[m]

( ) YK Ω <=> KA?PC= =>E K?><L <A> FDA= r = (λx.a b)I DP@E= ?@LL< Ω <=> CA _ME@H><EL <
Ω 6= λx.a <> F@A? Ω ≤ a @C Ω ≤ b

) `EDK>@A= Ω ≤ b
) ] DA= ?< ?D= I KP <G K=>< F<CG

?@A><G><= C <> D ><P= JC< b = D[Ω] <> t = C[r] = C[(λx.a D[Ω])]
) a@LL< >@C>

=< VD==< FDA= r I P< ?@A><G>< C A ZKA><ER K<A> VD= ) ] Z@^ P< FKDQEDLL< S
(λx.a D[Ω]) →β a[D[Ω]/x]
↓m ↓∗m
(λx.a D[m]) →β a[D[m]/x]

bcd efghc iji jk lm nopoqmrstmusvp wx yxuux zqx{|x wx yvptstumpyx }mtox t{q r ~ou{wx
w ~{px x�uxptsvp yvp�{xpux →βm

wx rm
β�qow{yusvp m}v{usqm � rm � ou�vwx wxt ��e��c����� �e��c��

� �� �� �������� ��� ����������� �� ����� � �
¡¢£¤ £¥¦§¦£¨ © ª© ª© « ¬ ®c� �cfd c� dhc�� ¯°±² j ³jijk¬´ ���� �µdh��e� ±d c�� ² e�µ�c
µjcj µ�� ¶ ch·c�� ��h� ¸�fc µ°c��µ� ±� c� d ¸d c �cd¶ � ¹ h� eh�fc �cfd c �e�� ��h�c·cf
°c ����fe°µ��µ�� j
º»¼½¾¼ ¿@KE PD =<?>K@A [)( )À FC ?ÁDVK>E< [)
b cd efghc iji jÂ Ãxuux zqx{|x zr{t yv�zrx�x t{su Äpmrx� xpu rx � Å�x zqspysz x w ~x��uxptsvp Ã�{qy��Ævttxq Ç{x yxrrx {usrstox zv{q rm Èmysrsuo wx

Ω
� Évuvpt Ç{ ~Åuqx ts��{rumpo� xpu Èmysrxt xtu {px zqvzqsouo |qms� xpu zr{ t Èvqux yv��x rx �vpuqxpu rxt

x�x�zrxt t{ s|mpu Ê
Ë Ω

xtu Èmysrx �
Ë (Ω I)

xtu Èmysrx z{ stÇ{x
Ω
xtu Èmysrx �

Ë Ìmst yxt wx{� uxq�xt px tvpu zmt ts�{rumpo� xpu swxpusÄm}rxt � Ívsu
T = λβ +

{Ω = (Ω I) = 0} � Îp m
T ` (Ω I) = (0 I)

xu
T ` (Ω I) = 0

� Îq Ï
(0 I) 'β Iw ~vÐ

T ` 0 = I
Ï yvpuqmwsyusvp �

ÑÒ
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ñòóôõöõ÷ô ø ùø ùú û üýþÿ ýü� � �þ� þ����þÿ� � �� �� � ü� � �� ��� ýü� 	 
�þ��ü�� ü� �ü ����üÿ �
üÿ ��þ�� ���
� þ��ü� �����ÿ � ýü�� � þ�� ü ÿþ�� �ýü �ÿ� ÿ �ü �

� ýü� ��������� �� ���� !"  �� ü � þ�� ü ÿþ�� �ýü
v2

v1

x vn

� ýü� ��������� �� #���� $� $�%�� &'( ü � þ�� ü ÿþ�� �ýü
v2

v1

vn⊥

� ýü� ��������� �� #���� $� $�%�� ('&'( ü � þ�� ü ÿþ�� �ýü
vn

v2

v1

�ÿ� ý�)� üý ýü �þ�� ýü� �ü�� ü�
(· · · vn · · · v2)* (· · · vn · · · v3), · · ·

�þÿ � ü� + ,- �
. /÷0 ÷1õö õ÷ô ø ùø ù2 3 45 6ü� 	 
�þ��ü�� ü� � þ��� ü ü� �
 � ÿ � �þÿ � � ���ýü� �
789:;9 <=>?

f @A BCD= ?EDF E G=D? HE HEIDC JA> Þ
f∞ = (⊥ vn · · · v1)

Þ K LMNDOP QM DEF MDR@ES ÞS ÞTU V
f →∞β⊥ (⊥ vn · · · v1)

Þ WA XED?@ H@ QEF F E S ÞS ÞY V
f PE DCH@>? H=AZ [ @A ?EDF E HE

QM G=DF E
(u vn · · · v1)

=\
u

EP? @A ?EDF E F@E? Þ <EQ=A QEP ND=N=P>?>=AP Ý ÞÝ ÞÝ E? Ý ÞS ÞS V N=>A?]S^ E? ]_ ^ V ?=@P ZEP ?EDF EP P=A? GMZ>QEP Þ ut

` ü� ��)�ü a�a �� b�� ��������� �� ���� !" �� '� ��'� cd� #de( �� c!(�f!�  �� #de( ����'� '�' ���� !" �� Ô b g��!$� $�  d #de( (�� $�� ��������� �� �� h�(� $�'e  (� (��� d!i��������� �� #���� $� $�%�� ('&'( Ô
ñ òóôõöõ÷ô ø ùø ùj 3 k�5 lÿ �ü�� ü

u
ü�� �� ��e!���'� �� � þ�� �þ��ü �
� ���þÿ

u→∗
β v�ý üÿ üm ���ü �ÿü ����ü �üý ýü )�ü

v →∗
β u

�
. /÷0 ÷1õö õ÷ô ø ùø ùn 3 k�* 45 6ü� 	 
�þ �ü�� ü� �ýþ� ü� �
����üÿ �� �þÿ � � ���ýü� �
789:;9 <=>?

u @A BCD= ?EDF E ZQ=P E? DCZ@DDEA? V F =A?D=AP R@ L>Q EP? @A BCD= ?EDF E G=D? HEHEIDC JA> Þ
u

EP? @A BCD= ?EDF E G=D? ZMD >Q EP? ZQ=P Þ oMD Q LMpP@DHE V F =A?D=AP R@ L>Q AE N E@?q?DE HE HEIDC >AJA> Þ r=F F E
u A LEP? NMP DCP=Q@pQE V PM ?q?E EP? H=AZ @A DEHEs E? >Q P LCZD>?

u = (λx.a b vn · · · v1)
Þ
u AE N=PPOHE H=AZ R@E

n
MDI@F EA?P Þ tD V P>

u
EP? @A BCD= ?EDF EG=D? HE HEIDC >AJA> V PM G=DF E A=DF MQE >AJA>E N E@? P LCZD>DE

u∞ = (d rn+1 · · · r1)
=\

d
EP? @Atuv Þ WA XED?@ H@ QEF F E S ÞS ÞTS V

u PE DCH@>? H=AZ [ @A ?EDF E
v = (c wn+1 · · ·w1)

=\
c

EP?
@A tuv Þ r=F F E

c
EP? @A tuv V QEP PE@ QP DCH@>?P HE

v P=A? HE QM G=DF E
v′ = (c′ w′

n+1 · · ·w
′
1)R@> N=PPOHE

n + 1
MDI@F EA?P Þ r=A?DEH>?

v →∗
β u

Þ
ut

` ü� ��)�ü a�a �kw x���� c��c��(�(�' ��hy � !'� ed�de���(��(f!� ����'�(�  � $�� ���� ��#de( �� z e�  � $� c �!h�(� dccd�d{��� e�� � � ��!������ � c��c�� |  g!' $� ��� ��$!(�� Ôx� ���! �d� #}� � �'��� c �!�  d c��� (y�� #�(� cd� ~�'�!�('( �� �de�c(' ( ���� Ô bdc��!h� ��c ��d(� d ��� �!�  d � ���� $� ��'�di (f!� $� �de�c('( $d'�  d
λβη

������(� Ôx���� c��!h� ��e�'�� ��� $!� | ���d�$!ee( ��� Ô
� �� �� �� ������ �� � ���� �� ���� �� ���� ���� �
bd #de( (�� $�� ���� �� dh�e d"���de�(�' ��� �'h(�d%�d" � Ô bd

βη
�#de( (�� $�

Ω
#}�� �'���� $d'� ��� � ���� �� �� �� Ô �('�( �  � ���� �

λx.(Ω x)
f!( ���

η
��f! (hd �'� |

Ω
���

βη
�#de( � �� d #���(��( #de( � Ô � d ��!��!��� �'� � | cd�� $��

η
��icd'�(�'� $� ���� ��#de( �� � � � '� e�''d(� cd� $ gd!���� �i�� c �� $� ���� �� #de( �� dh�e d"���de�(�' Ô � �c !�  �� � ���� $�� c����'���� (e( ����'� ��!��� ('�� ede�� c�!� ��d(��� $� �� � ���� �� Ôx���� f!���(�' c ���� $d'� ��� ����� $�'e �!h���� �� '� ���d cd� ��d(��� (e( Ô

�Ó
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· ¸¹ º » ¼ ½ ½¾ ½ º ¿ À Á ÂÀ ¼ À Ã ¾ ½
Ä ÅÆÇÈÉ ÇÉÊ ËÌÍÎÎ ÏÎ ËÐÑÒ ÑÍÑÓÏÊ ÇÈÔÆÕÉ ÇÉ Ö× ØÔÉÙÕÉ ÇÉ Ö× Ú×ÛÆÖÆÜÈ ÇÙ ÜÉÔÝ É

Ω ÞÛÚ ¡ÜßÈàÔáÝ É   ¡  ¡âã ¡ äÉÜÜÉ ØÔÉÙÕÉ å æÙ Æ ÈÜ×çÖÆÜ Ö× ÛàÝ ÝÙÜ×ÜÆÕ ÆÜÈ ÉèÜÔÉ ÖÉÊ ÔÉÖ×ÜÆàèÊ→∗
Ω=mÉÜ →∗

β

å ÙÜÆÖÆÊÉ ÇÉÙé ØÔàØÔÆÈÜÈÊ ÛàèÛÉÔè×èÜ ÖÉ ÜÉÔÝ É
Ω êâ ¡ ÖÉÊ

βëÔÈÇÙÆÜÊ ÇÉ
Ω

ÈÜ×èÜ
Ω

ÖÙ ÆëÝ ìÝ É å ÆÖÊ ÊÉ ÔÈÇÙÆÊÉèÜ ÉèÛàÔÉ ÕÆ× →Ω=m í mî ¡ ÖÉÊ
βëÔÈÇÙ ÆÜÊ ÇÉ

Ω
ÈÜ×èÜ

Ω
ÖÙ ÆëÝ ìÝ É å æÙ Æ ÉÊÜ Ùè ïÈÔàëÜÉÔÝ É å ÆÖÊ èÉ ÚàÔÝ ÉÔàèÜð ×Ý ×ÆÊ Ö× Ø×ÔÜÆÉ

λx.a
Ç ÅÙè ÔÉÇÉé

ñ Ø×ÔÜÆÔ ÇÉ ÛÉÊ ÇÉÙé ØÔàØÔÆÈÜÈÊ å àè Éè ÇÈÇÙÆÜ ÙèÉ ÛàèÇÆÜÆàè ÊÙò Ê×èÜÉ ÇÉ ÛàèÊÆÊÜ×èÛÉ êÊÆ Ö× ÛÖóÜÙÔÉ Ç ÅÙè ÜÉÔÝ É
f

Ø×Ô→β∪f=mëÔÈÇÙÛÜÆàèÊ ÉÊÜ ÛàÝ Ø àÊÈÉ ÇÉ ïÈÔàëÜÉÔÝ ÉÊ å ×ÖàÔÊÖ× ÜßÈàÔÆÉ
λβ + {f = m} ÉÊÜ ÛàèÊÆÊÜ×èÜÉ ¡ äÉÜÜÉ ÛàèÇÆÜÆàè ÊÉÔÕÆÔ× ÇÉ ÚàèÇÉÝ ÉèÜ ×ÙéÛÖ×ÊÊÉÊ Ûàèôè×èÜÉÊ ôèÆÉÊ ÉÜ ÆèôèÆÉÊ ¡äÉÜÜÉ ÊÉÛÜÆàè ÇÈçÙÜÉÔ× Ø×Ô Ö× ØÔÈÊÉèÜ×ÜÆàè ÇÉÊ ÛÖ×ÊÊÉÊ Ûàèôè×èÜÉÊ Éè ÛàèôõÙëÔ×ÜÆàè ôèÆÉ ¡ ÄÉÊ ÜÉÔÝ ÉÊ ÉÜ ÖÉÊ ÔÈÇÙÛÜÆàèÊ ÚÉÔàèÜ ×ÖàÔÊ Ø×ÔÜÆÊ ÇÙ

λëÛ×ÖÛÙÖ àÔÇÆè×ÆÔÉ ¡ÄàÔÊæÙÉ èàÙÊ ÇÈÛÔÆÔàèÊ ÖÉÊ ÛÖ×ÊÊÉÊ Ûàèôè×èÜÉÊ ÆèôèÆÉÊ å ÖÉÊ ÜÉÔÝ ÉÊ ÊÉÔàèÜ ×ÖàÔÊ ÜàÙÊÛàèÊÆÇÈÔÈÊ ÛàÝ Ý É Ø àÜÉèÜÆÉÖÖÉÝ ÉèÜ ÆèôèÆÊ ¡
ö ÷ø ÷ù ú ûü ýýþý þÿ ���ü��þ ý ���ý
��	
���
 � �� �� � Ð�ÏÑÓ

A,B ⊆ Λ� ÐÑ ��Ò Ñ �Ó ÌÏÎ ËÌÍÎÎ ÏÎ �Ï
λ�ÓÏ�� ÏÎ �

� (A B) = {(a b)
Ð�

a ∈ A
ÏÓ

b ∈ B} �� λx.A = {λx.a
Ð�

a ∈ A} �� � Ð�Ó
C �Ñ ËÐÑÓÏ� ÓÏ� C[A] = {C[a]

Ð�
a ∈ A}

��	
���
 � �� � � Ð�ÏÑÓ
m �Ñ ÓÏ�� Ï ÏÓ

A �Ñ Ï ËÌÍÎÎÏ �Ï ÓÏ�� ÏÎ �� !Ñ ��Ó "� #�Ñ ÓÏ�� Ï
u

Ê ÅÈÛß×èõÉ ÊÆÝ ØÖÉÝ ÉèÜ Éè
v ÞÇÉ

A
Ø×Ô

m
ã Î #�Ì Ï� �ÎÓÏ

a ∈ A
ÏÓ �Ñ ËÐÑÓÏ� ÓÏ Î ��$ ÌÏ

C
ÓÏÌÎ "�Ï

u = C[a]
ÏÓ

v = C[m] �!Ñ ��ÎÓ�Ñ%�Ï �
� ÈÛß×èõÉ ÇÉ ÜìÜÉ � Î � ÌÏ Ó�Ð� �� ËÐÑÓÏ� ÓÏ

C
ÏÎÓ ÏÑ Ó&ÓÏ� � �Ï� C = ([] ~t )

Ð� ~t
ÏÎÓ

�Ñ Ï Î��ÓÏ �Ï ÓÏ�� ÏÎ �� ÈÛß×èõÉ ÆèÜÉÔèÉ � Î � ÌÏ Ó�Ð� �� ËÐÑÓÏ� ÓÏ
C

Ñ #ÏÎÓ $ ÍÎ ÏÑ Ó&ÓÏ� � �Ï� C = (h D ~t )Ð�
h

ÏÎÓ �Ñ ÓÏ�� Ï� ~t �Ñ Ï Î��ÓÏ �Ï ÓÏ�� ÏÎ ÏÓ
D �Ñ ËÐÑÓÏ� ÓÏ �

� �	
���
 � �� �� � Ð�ÏÑÓ
A

ÏÓ
B

�Ï�� ËÌÍÎÎÏÎ �Ï ÓÏ�� ÏÎ ÏÓ
m �Ñ ÓÏ�� Ï � !Ñ ��Ò Ñ �ÓÌÏÎ ËÌÍÎÎÏÎ Î��'ÍÑÓÏÎ �

� A[B → m]1 = {C[m]
Ð�

C
ÏÎÓ �Ñ ËÐÑÓÏ� ÓÏ Î ��$ ÌÏ ÓÏÌ "� #�Ì Ï� �ÎÓÏ

b ∈ B
ÓÏÌ

"�Ï
C[b] ∈ A} � !Ñ Ì #Í$$ ÏÌ ÌÏ ÌÍ ÛÖ×ÊÊÉ ÇÉÊ ÈÛß×èõÉÊ �Ï

B
$Í�

m
�ÍÑÎ

A �� A[B → m]s1 = {C[m]
Ð�

C
ÏÎÓ �Ñ ËÐÑÓÏ� ÓÏ Î ��$ ÌÏ Ñ ÐÑ Ó��'�ÍÌ ÓÏÌ "� #�Ì Ï� �ÎÓÏ

b ∈ B
ÓÏÌ "�Ï

C[b] ∈ A} � !Ñ Ì #Í$$ ÏÌ ÌÏ ÌÍ ÛÖ×ÊÊÉ ÇÉÊ ÈÛß×èõÉÊ ÊÜÔÆÛÜÊ �Ï
B

$ Í�
m

�ÍÑÎ
A �

( Ï� Í�"�Ï )�* �* ÄÉÊ ÈÛß×èõÉÊ ÊÉ ÚàèÜ Ê×èÊ ÔÉèàÝ Ý ×õÉ ÇÉÊ Õ×ÔÆ×ç ÖÉÊ ÖÆÈÉÊ ¡ +Ö , ×ÇàèÛ Ùè ÔÆÊæÙÉ ÇÉ Û×ØÜÙÔÉ ÇÉ Õ×ÔÆ×ç ÖÉÊ ¡ -×Ô ÉéÉÝ ØÖÉ å
(λx.b c) [b → x] = (λx.x c)

¡äÉ ÔÆÊæÙÉ ÇÆÊØ×Ô×.Ü ÊÆ ÖÉ ÜÉÔÝ É ÇÉ Ö ÅÈÛß×èõÉ ÉÊÜ ÛÖàÊ ¡
��	
���
 � �� �/ 0 12 � Ð�Ó

m �Ñ ÓÏ�� Ï ÏÓ
A �Ñ ËÌÍÎÎ Ï �Ï ÓÏ�� ÏÎ � 3Í ËÌ4Ó��Ï Cl1m(A)ÏÎÓ ÌÍ $ Ì�Î $ ÏÓ�ÓÏ ËÌÍÎÎ Ï �Ï ÓÏ�� ÏÎ Ò Ñ �Î ËÐÑÓÏÑ ÍÑÓ

A� ÎÓÍ5ÌÏ $Í�
β �����ËÓ�ÐÑÎ ÏÓ ËÌÐÎ Ï

$ Í� �Ë6 ÍÑ% ÏÎ Î ��$ ÌÏÎ ÎÓ��ËÓÎ �Ï ÎÏÎ ÓÏ�� ÏÎ $ Í�
m �7� Ó�Ï� ÏÑÓ ��Ó� Î �

B = Cl1m(A)� ÍÌÐ�Î
B

ÏÎÓ ÌÍ $ Ì�Î $ ÏÓ�ÓÏ ËÌÍÎÎÏ "�� ËÐÑÓ�ÏÑÓ
AÏÓ "�� '���Ò Ï �

� $ Ð�� ÓÐ� Ó ÓÏ�� Ï
b ∈ B � Î �

b→∗
β b′

ÍÌÐ�Î
b′ ∈ B� B[B → m]s1 ⊆ B
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QRS TUVWR XYZ Y[ \] ^_`a] b c_dea]fg hi jhkelga
Cl1m(A)

j_]mfmea n oigefg ba hi jhimma
A

o_lg ` ip_leag e_lm ham
βqgrblfem ba A

ae e_lm ham rjsi]tam mf^oham bam eag^ am ba
A

oig
m
; u] _defa]e ih_gm l]a jhimma

A1
; u] gro vea a]ml fea ha og_ jrbr mlg

A1 w jaxlf b_]]a l]a jhimma
A2 w ... yi jhimma

A∞ =
⋃

i≥1

Ai
ame ih_gm hi jhkelga

Cl1m(A)
;

z {| {} ~������ ���������� �����
yam ��T��R� ���� �T��R� �_]e egi]m�_g^ ag hi grm_hlef_] bl og_dhv^ a ba hi j_]mfmei]ja
ba h crxlief_] {f = m}; yi m_hlef_] �i j_]mfmeag bvm h_gm n eg_l�ag bam jhimmam
C j_^o_mram ba �rg_qeag^am w meid ham oig

βqgrbljef_]m ae oig rjsi]tam mf^oham bam
eag^am ba C oig

m
; yi j_]bfef_] ba meidfhfer m_lhv�a bal� e`o am ba bf� jlherm mlf�i]e

hi j_^o_mfef_] bam jhimmam ; �f h crjsi]ta ame f]eag]a �j� ; br� ; : ;� ;�� f ;a ; ba hi �_g^ a
(h · · · [] · · · ) w ae mf

h
ame l] �rg_qeag^ a ih_gm h crjsi]tr

(h · · ·m · · · ) magi jhifga^ a]e
l] �rg_qeag^ a ; �] ga�i]jsa w mf ha j_]ea�ea ame a] e�ea w f ;a ; ([] a · · · ) w fh �ilbgi a] ohl m
�rgf�ag xla h crjsi]ta

(m a · · · ) gamea dfa] l] �rg_qeag^ a ; �ig^ f e_leam ham jhimmam
xla ]_lm a�i^ f]ag_]m bi]m jaeea oigefa w malham jahham bam esr_gv^ am : ;� ;�� ae � ;� ;�
m_]e bl maj_]b e`oa ;  am ogal�am �_]e oigef bam o hl m bf� jfham n reidhfg a] ^ iefvga
ba jhimmam j_]�]i]eam ;
¡ ¢£¤¥¦¥§¤ ¨ ©ª ©« ¬Z  [® ¯ �°�

m
W� �RUS R ���� � �°Y ±�R ��T��R C ²R �RUS R� ���� R�

� �°� R�� ²°�R j_]�]i]ea �]fa ³ �WU
m

�° ´
µ �R� ¶�¶S R��� ²R C ���� ²R� · ¶U�¸�RUS R�
µ C R�� ���� R ³TU

β
¸U¶²W��°���µ C R�� ���� R ³TU ¶�¹ T�º R �°S³ �R ²R C ³ TU

m
° YRY C[C → m]s1 ⊆ C

»¼¢§½¾¿ À ¨ ©ª ©Á ¬Z  [® ¯ �°�
m

W� �RUS R ���� � �° R� C W�R ��T��R ���� �T��R � �°R
³ �WU

m
Y ¯ °

t ∈ C T��U� �T �¹ ¶�U°R
λβ + {t = m} R�� ����°��T��RY

ÂÃÄÅÆÄ ÇÈÉÊËÌÍÎÏËÈÏ ÐÑ ÊÒÐÑÉÎËÈ ÓÍÎ ÑÏÏËÔÎÒ
m Õ ÉËÍÉ ÉÒÊÖ Ò

b ×Ð×Ö ÒÈÉ ÌÒ
C
E Ø ÐÐÒ ÏÒÊÑ

ÈËÉ×Ò b →m m
E ØÈ ÙÑÊÉÎÔÍ ÐÎÒÊ Ú

t →m m
E Û Ð ÜÎÈÏÉÑÊ ÌÒ ÐÑ ÙÊÒÍÝÒ ÌÒ ÐÑ ÞÑÔÎÐÎÉ× ÌÒ

Ω ßÔÞ EÉà E D ED Eáâ Ú Ö ËÈÉÊËÈÏ ÓÍÒ ÐÑ ÊÒÐÑÉÎËÈ
→∗

βm

Ê×ÍÈÎËÈ ÌÒ
→∗

β

ÒÉ
→∗

m

ÒÏÉ ÔËÈãÍÒÈÉÒ E äÊåÔÒ ÑÍ
ÐÒÖÖÒ ÌÒ æ ÎÈÌÐÒçèéËÏÒÈ Ú ÎÐ ÏÍê É Ì Ü×ÉÑëÐÎÊ ÓÍÒ

→m
ÒÏÉ ÔËÈãÍÒÈÉÒ ÒÉ ÓÍÒ

→∗
m

ÔËÖÖÍÉÒ
ÑÝÒÔ

→∗
β

E
. ìËÎÉ u

ÍÈ ÉÒÊÖ Ò ÒÉ
b1
Ú
b2

ÌÒÍí ×Ð×Ö ÒÈÉÏ ÌÒ
C
ÉÒÐÏ ÓÍÒ

v ←m:b2 u →m:b1 w
E îËÍÊ

ÞÒÊÖ ÒÊ ÐÒ ÌÎÑïÊÑÖÖÒ Ú ÎÐ ÞÑÍÉ ×ÉÍÌÎÒÊ ÐÑ ÙËÏÎÉÎËÈ ÊÒÐÑÉÎÝÒ ÌÒÏ ÌÒÍí ÏËÍÏèÉÒÊÖ ÒÏ
b1

ÒÉ
b2

E ðÒ ÏÒÍÐ ÔÑÏ ÈËÈ ÉÊÎÝ ÎÑÐ ÒÏÉ ÔÒÐÍ Î Ëñ
b2 < b1

E ÇÐ Òí ÎÏÉÒ ÑÐËÊÏ ÍÈ ÔËÈÉÒíÉÒ ÏÎÖÙÐÒ
ÈËÈ ÉÊÎÝ ÎÑÐ

C
ÉÒÐ ÓÍÒ

b1 = C[b2]
E ò ÎÈÏÎ Ú ÔËÖÖÒ

C
ÒÏÉ ÍÈÒ ÔÐÑÏÏÒ ÔËÈóÈÑÈÉÒ ÙËÍÊ

m
Ú

C[m] ∈ C[C → m]s1 ⊆ C
E ô ÜËñ ÐÒ ÌÎÑïÊÑÖÖÒ õ

b1 = C[b2] →m:b1 m
↓m:b2 ||
C[m] →m:C[m] m

. öËÈÉÊËÈÏ Ö ÑÎÈÉÒÈÑÈÉ ÓÍÒ
→∗

m

ÒÉ
→∗

β

ÔËÖÖÍÉÒÈÉ E îËÍÊ ÔÒÐÑ Ú ËÈ ÖËÈÉÊÒ ÓÍÒ ÐÑ
β
èÊ×ÌÍÔÉÎËÈ ÔËÖÖÍÉÒ ÑÝÒÔ ÐÑ

m
èÊ×ÌÍÔÉÎËÈ ÏÑÈÏ ÑÍïÖ ÒÈÉÒÊ ÐÒ ÈËÖëÊÒ ÌÒ

β
èÊ×ÌÍÔÉÎËÈÏ E

ìËÎÉ u
ÍÈ ÉÒÊÖ Ò Ú

r = (λx.e f)
ÍÈ ÊÒÌÒí ÒÉ

b
ÍÈ ×Ð×Ö ÒÈÉ ÌÒ

C
ÉÒÐÏ ÓÍÒ

v ←β:r u →m:b w
E îËÍÊ ÞÒÊÖ ÒÊ ÐÒ ÌÎÑïÊÑÖÖÒ Ú ÎÐ ÞÑÍÉ ×ÉÍÌÎÒÊ ÐÑ ÙËÏÎÉÎËÈ ÊÒÐÑÉÎÝÒ

ÌÒÏ ÌÒÍí ÏËÍÏèÉÒÊÖ ÒÏ
r
ÒÉ

b
E æËÊÖ ÎÏ ÐÒ ÔÑÏ ÌÒÏ ÏËÍÏèÉÒÊÖ ÒÏ ÌÎÏ÷ ËÎÈÉÏ ÓÍÎ ÒÏÉ ÉÊÎÝÎÑÐ Ú

ËÈ ÌÎÏÉÎÈïÍÒ F ÔÑÏ õ
ø b = r

E ô ÑÈÏ ÔÒ ÔÑÏ Ú
r ∈ C

Ú ÒÉ ÌËÈÔ ÏÎ
r →β r′

ÑÐËÊÏ
r′ ∈ C

ÒÈ ÝÒÊÉÍ ÌÒ ÐÑ ÔÐùÉÍÊÒ
ÌÒÏ ÔÐÑÏÏÒÏ ÔËÈóÈÑÈÉÒÏ ÙÑÊ

β
èÊ×ÌÍÔÉÎËÈÏ E ô ÜËñ ÐÒ ÌÎÑïÊÑÖÖÒ õ

r →m:b m
↓β:r ||
r′ →∗

m:r′ m

��



ú û üý þýÿ �� ��� � �� � ��	

�
 ����	��


� b ≤ f
� � ��� �� ��� �

f = C[b]
� �� �� � �� ������  � !

(λx.e C[b]) →m:b (λx.e C[m])
↓β:r ↓β:r′

e[C[b]/x] →∗
m:b e[C[m]/x]
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÷��o|zwt wp| vm| � D wq| nxlqw yuz snrup�w vw

D
yuz

m
qo m{up| vwq nlp|w�|wq

C
plp s{u�
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β m
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v
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ÅÄÐ ÂÃÌÄ
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C

ÅÄÐ ÓÊÅ ÂÃÁÄÄÅ ÂÌÊÉÊÁÊÐÅ ËÊÉÊËÅ ÔÌÓÑ
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A

üû � øùú ûøùû ûüú� ü ýþø� � ��
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×Ø¾ÙÚ¾ Clm(A)
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������ � ����� ������}� }~�}�� ���� �� ��������� � f � ����}� �

� f
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a∞ = (v a∞)���� ~� ���� }�� � �}�� � ������

V = λxy.(x x Ω (x x y))
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P = (V V )
��

Ω = (λx.(x x)) (λx.(x x))
f ���� ��� �����}��� ���� ����}���� �

(P Ω) 'β (P Ω)(P Ω)
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(P (Ω Ω)) 'β (P Ω)(P (Ω Ω))
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��� � �� ��� ������ ��� ���� ����� ���}�  ~� �����
z
�

(P z) →∗
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(P (Ω Ω))
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¨©ª« ª¬®ª¯ ° ±² ±°³ ´ µ¶·

(P Ω) ¸ ¹º»¼ ½ ¾» ¿ ¾ÀÁÂºÃ
ÄÅÆÇÈÆ ÉÊËÌ

0 = λxy.y
p Í ÎÏÐ ÑÎ ÌÒÓÊÔËÕ
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K1 = λxyz.(x z)R H = λx.(x x K1)
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↓∗β
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ø
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LMNNM OPQ PO
� (�� η

��
ε

"�#� �� & �� ���� -#�
η = D[ε] (� D

��� #% �(%��� �� %( & ���
� (�� m

#% %(% V ! (W�� & � ��
(Ai)i≥0

#%� �#��� � (����%�� "� ������� "� �� & �� �
� (��%� "�#� �%��� �

pη
��

pε
���� -#�

pη ≥ pε
�

� (�� (Ei)i≥pε

�� �#��� "�� !�* �%+ !� "�
ε

) � 
( (Ai)i≥0 , m)

�� �(�� (Fi)i≥pη

��� �� "��
!�* �%+ !� "�

η
) � 

( (Ai)i≥0 , m)
�

U �( �' ) (# �(#� �%��� 
i

�� ) (# �(#� V ! (W�� & �
e

�)) � ��%�%� $
Ei '(% �

D[e] ∈ Fi+pη−pε

�
. �& � -#� /�0 ��

� F<= 5<D� >B3==<=
(Ei)i≥pε

<:
(Fi)i≥pη

6H;BD<8: 398 =9 K
ε ∈ Epε

−→ e ∈ Ei

↘ ↘
η = D[ε] ∈ Fpη

−→ D[e] ∈ Fi+pη−pε

� �;D= >;859:9;8= A >< B<CC< C;8:4< �D< B<= 6>?38@<= I3==<8: 3D >;8:<�:< ø
� F<= 9859><= ;8: I ;D4 �D: 5< 567894 D8 ;454< 538= B<�D<B =;8: <�<>:D6= B<=

6>?38@<= ø �<::< ;454< =< 46H6B<43 D:9B< B;4=�D< 8;D= 3IIB9�D<4;8= ><= 6>?38@<=
6:3I < I34 6:3I < ø

Z[\]^\ �c
i < pε

v duqhj
Ei

fje �cbf fe uf hajluede fje eh c�cdu 
tqlh
i ≥ pε

v qi ohqp�bf odh haplhhfipf jlh
i



.
tqlh

i = pε

 �c

e
doodhecfie �

Epε

v duqhj
e = ε


 rh v odh ��oqe��jf v
η = D[ε] wlc doodhecfie�

Fpη = Fpε+pη−pε

b nq� uf hajl uede 

.

tqlh
i > pε


 �c
e ∈ Ei

v duqhj
e ∈ Ei−1 ∪Ei−1[Ai−1 →∞ m]


 ri bcjeci�lf bqip bflm pdj 

� �c

e ∈ Ei−1
v qi pqipule odh haplhhfipf 
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~s À½ (c~s)∞ =x

Á ÂÃ e ∈ Ei−1[Ai−1 →∞ m] ÃÄ ÅÆ ÃÇÈÅ ÉÄÊËÇ ÌÅÇ ÈÅËÍ ÅÇ a ∈ Ai−1
ÅÈ e1 ∈ Ei−1

ÉÃÎÇÃÏÐ ÑÐÎ ÒÊÎÈÅÆÈÅ C ÈÅÄÇ ÏÐÅ e1 = C[a] ÅÈ ÈÅÄÇ ÏÐÅ e = C[m]∞
±
C Î ÑÅÇÈ ÓÉÇ ÈËÃÔÃÉÄ ÇÃÎÊÎ

e = m∞ ÏÐÃ Î ÑÅÇÈ ÓÉÇ ÐÎ ÕÖ ±×ÊÎÈËÊÎÇ ÏÐÅ e1
ÅÇÈ ÐÎ ÕÖ ± ÂÃÎÊÎ Ø ÒÊÍÍÅ e1

ÅÇÈ ÎÊËÍ ÉÄ Ø e1
ÓÊÇÇÙÌÅËÉÃÈ ÐÎÅ ÉÚÇÛÈËÉÒÈÃÊÎ Ü ÇÉ ËÉÒÃÎÅ ± Ý ÑÉÓËÞÇ ÄÉ ËÅÍ ÉËÏÐÅ ° ±ß ±ß Ø ÅÈ ÒÊÍÍÅ C Î ÑÅÇÈ ÓÉÇ ÈËÃÔ ÃÉÄ Ø ÃÄ ÅÎÇÅËÉÃÈ ÌÅ Í àÍÅ ÓÊÐË eØ ÒÊÎÈËÉÌÃÒÈÃÊÎ ±áÉË âãÓÊÈâÞÇÅ ÌÅ ËÙÒÐËËÅÎÒÅ ÉÓÓÄÃÏÐÙÅ Ü e1

Ø D[e1] ∈ Fi−1+pη−pε

± äÊÍÍÅ ÄÅÇ ÒÄÉÇÇÅÇ
(Aj)j≥0

ÇÊÎÈ ÒËÊÃÇÇÉÎÈÅÇ Ø Ai−1 ⊆ Ai−1+pη−pε
ÅÈ ÌÊÎÒ a ∈ Ai−1+pη−pε

± å ÃÎÇÃ Ø ÒÊÍÍÅ
D[e1] = D[C[a]] Ø ÓÉË ÌÙæÎÃÈ ÃÊÎ ÌÅÇ ÒÄÉÇÇÅÇ Ì ÑÙÒâÉÎçÅÇ Ø D[C[m]]∞ ÉÓÓÉËÈÃÅÎÈ Ü
Fi−1+pη−pε [Ai−1+pη−pε →∞ m]s ÄÐ ÃÛÍ àÍ Å ÃÎÒÄÐÇ ÌÉÎÇ Fi+pη−pε

± ÕË Ø D ÅÈ e ÇÊÎÈÎÊËÍ ÉÐÆ ÅÈ e ÅÇÈ ÐÎ ÕÖ Ø D[e] ÅÇÈ ÌÊÎÒ ÙçÉÄÅÍ ÅÎÈ ÇÊÐÇ èÊËÍ Å ÎÊËÍ ÉÄÅ ± åÃÎÇÃ Ø
D[e] = D[e]∞ = (D[C[m]∞])∞ = (D[C[m]])∞

± ÕÎ ÊÚÈÃÅÎÈ ÌÊÎÒ ÚÃÅÎ D[e] ∈
Fi−1+pη−pε [Ai−1+pη−pε →∞ m]s ⊆ Fi+pη−pε ut

é êë ì íî ïðñòóôõ õò ñðôòöõ óòö÷õ øõ
~s ùö

(c~s)∞=x
ú ûüýþÿ� ÿ�� �üÿþ�ý ����

(c~s) →∞β⊥ x
� û�������ý� 	 ��
þ � ÿ�� �üÿþ�ý ��� � ü����þ ���

���ý�� ÿ��� 
��þ�
� ÿ�� ���ý��ý��
C

�� �üÿþ ������ý 	 þ�� ������
�
[] ��� � ÿü���ý ���

� �� ���� � ��ýý� üýþÿ� ���� ��������ÿ �� ý��ý ÿ ûþ� ����ý ÿ� �þ� �� ü��ý���� � ���� 
 û���
ý���ý ��� ÿ� 
� ������  ��!� " �#�" �!� �þ� ��$þ%��ý�

~s �ÿü���ý ��� � �& ���� � þ� ÿþ
����ý ÿ�� � 
ý��$�� ���� 
� !�"" � '� #(# )�� � �� � �& �� � ú� �������ýþ�� �� ÿüÿþ ���
ÿ� 
� �������ý ��� � �& �& � ��

���� ü�þ%*�� 
�� ÿ �+ü���ý�� ��,��� ÿ� �üÿþ ��� 
�� ý��%��
(δ[u] δ[v])

� ú� ���ý �� þý �
� ÿ�
(c ~s )→∞β⊥ x

� ���� þ�� ý����� ���ý ��� �þ ��
�þ 
 ���� �
ÿ� ��

� �����ü� ÿ��� 
� 
�%� ÿ����
�þ 
 ÿ ���$ü� -./ � ��ýý� ý��������ý ��� üý��ý ������
�
$�0�� �þ� 
�%%�� ÿ û������ �% �ý ��� ÿ� 
� ���ý ��� 1 �� �� �ý ÿþ 
�%%� 1 �1 �. �
234567685 9 :; :< = (��#�

v, w,~s
'�> ���" �> ��!> ? �

v ≤ (w ~s ) @A# '�� ? �
v

���ýþ��
~s

> B�! �C �>�� '� C > ���> '� ���" �>
~s1 6= ∅

��
~s2

��! !�> ? �
v = (w ~s1)

�� ��! !�> ? �
~s =< ~s1, ~s2 > @

D �" ��? � E@F@G H� v
���ýþ��

(w ~s )
�
���

(w s1 · · · si︸ ︷︷ ︸
v

si+1 · · · sn)
�

IJKKJ 9:; :L = (��#�
v, w,~s

'�> ���" �> ��!> ? �
v ≤ (w ~s )M �!(�> N

O >(��
v ≤ wO >(��
v ≤ ~s

� @�@ �! �C �>�� si ∈ ~s
��! ? �

v ≤ siO >(��
v

)�� � ��
~s

PQRSTR UÍÍÙÌÃÉÈÅ ÓÉË ËÙÒÐËËÅÎÒÅ ÇÐË l(~s ) ÄÅ ÎÊÍÚËÅ Ì ÑÙÄÙÍ ÅÎÈÇ ÌÅ ÄÉ ÇÐ ÃÈÅ ± ut

234567685 9 :; :V W# XYZ� �>�  # ���" � ? � �>� >(�� !� [����\!�
x

>(��  # A]^ @
_`8a 8b67685 9 :; :; =�

a, b ∈ δ[OTFx] ∪OTF M �!(�>
(a b)∞

�>�  # A]^ @
PQRSTR

a ÓÅÐÈ ËÅÔàÈÃË ÈËÊÃÇ èÊËÍ ÅÇ c δ3
Ø δ[u] Êd u ÐÎ ÅÇÈ ÕÖe ÊÐ ÚÃÅÎ ÇÃÍÓÄÅÍ ÅÎÈ u ÐÎÕÖe ± ÝÅ Í àÍÅ ÓÊÐË b ÏÐÃ Ó ÅÐÈ àÈËÅ δ3

Ø δ[o] ÊÐ oØ o ÙÈÉÎÈ ÐÎ ÕÖe ± UÄ ã É ÌÊÎÒ ÅÎ ÈÊÐÈ fÒÉÇ ±ÕÎ ËÉÓÓÅÄÄÅ Ì ÑÉÚÊËÌ ÏÐÅ ÇÃ o ÅÇÈ ÐÎ ÕÖe Ø Ó ÊÐË ÈÊÐÇ ÈÅËÍ ÅÇ w ÅÈ ~sØ o[w/x] ÅÈ (o ~s )ËÅÇÈÅÎÈ ÌÅÇ ÕÖe ±
. ÂÃ a ÅÇÈ ÐÎ ÕÖe Ø ÄÅ ËÙÇÐÄÈÉÈ ÅÇÈ ÔËÉÃ ± ÕÎ ÙÄÃÍ ÃÎÅ g ÒÉÇ ±
. ÂÃ a = δ[u] Êd u ÅÇÈ ÐÎ ÕÖe cÁ ÂÃ b = o ÐÎ ÕÖe ± å ÃÎÇÃ Ø (δ[u] o)→β (o u[o/x] o) ÏÐÃ ÅÇÈ ÐÎ ÕÖe ±

Á ÂÃ b = δ[o] Êd o ÅÇÈ ÐÎ ÕÖeÆ ÉÄÊËÇ
(δ[u] δ[o]) →β (δ[o] u[δ[o]/x] δ[o]) →β (u[δ[o]/x] o[u[o/x]/x] u[o/x] δ[o]) ÏÐÃÅÇÈ Ú ÃÅÎ ÐÎ ÕÖe ÓÉË ÇÈÉÚÃÄÃÈÙ ÌÅÇ ÕÖe ÔÃÇÛÜÛÔÃÇ ÌÅÇ ÇÐÚÇÈÃÈÐÈÃÊÎÇ

. ÂÃ a = δ3
cÁ ÂÃ b = o ÐÎ ÕÖe Ø ÉÄÊËÇ (δ3 o)→β (o o o) ÏÐÃ ÅÇÈ ÐÎ ÕÖe ±

h1



i j klmnmolpq r stuop om olpq vm wtqxymnmq yoz opn owvq
{ |} | ~�� ������� �� ������ �� ��� ��

~s �� (c~s)∞ =x

� �� b = δ[o] �� o ��� �� ��� ����� (δ3 δ[o])→β (δ[o] δ[o] δ[o]) ��� ��� � ��� �� ���������� o ��� �� ��� �  ��� ¡�� a = δ[u]� �� b = δ3 � (δ3 δ3)→∞β⊥ ∆ �� ��� | ut

¢£¤¤£ ¥¦§ ¦¨
© ª«¬®

c ∈ δ[OTFx]
¬®

~s ¯¬ °¯«®¬ ±¬ ®¬²³ ¬° ®¬´ ´¬° µ¯¬ (c ~s )∞ = x ¶© «
a1 ∈ ∆∗◦δ[OTFx] ∪∆+[OTF ]· ¬® °«

a1 ≤ (a2 ~s)· ¸´ª²° a1
¬ ¹¸º ®¯²¬ º ¸° ~s ¶

»¼½¾¿½ À�� � Á�����Â� � �� a1 ¡������ ~s� ����� �� �Ã ���� Â��Ã ������ Â� ���Ä �� � ~s1 �� ~s2 � ��������� a1 = (a2 ~s1) �� ������ ��� ~s =< ~s1, ~s2 >
| À��� ����� �� ��� ~s1 = s1,1 · · · s1,n �� ���� �������Ä �� a1, a2  Å��Æ ��� ��� ¡��Â������ Â� � ÁÅ���¡Å � Ä ������� ��� �Å¡�����¡� ��� n �� ��Ä���Â� ���Ä �� Â� ~s1 � ��� �� a1 = (a2 ~s1) ����� (c s1,1) ��� �� ��� | Ç� �� �Å�� ��� ��� ¡�����Â�¡� ���������� Â��� ¡� ¡�� (c ~s )∞ = (c s1,1 · · · s1,n)∞ = (c s1,1)

∞s∞1,2 · · · s
∞
1,n ~s2

∞ 6= x �������
(c s1,1)

∞ ��� �� ��� |À�� ÈÉ���ÈÊ�� Â� � ÁÅ���¡Å � �� ���Ä � a1
���� �� Ë��� ����� Ì��Ä �� Í ���� δ[w] �� w ��� �����Ã � ���� (∆ (∆∗◦δ[w])) �� w �� ���Ã � ���� (∆ u) �� u ��� �� ��� |

. �� n = 1� ����� a1 = (a2 s1,1)
| ÎÃ�Ä ����� ��� ����� ¡�� ��������� Â� a1 Í� a1 = δ[w] ��� Å¡���Å ������ Á����� a1 �� ���� Ë��� � Á�����¡����� (a2 s1,1)

|
� �� a1 ∈ (∆ (∆∗ ◦ δ[w]))� ����� s1,1 ∈ ∆∗ ◦ δ[w]

| ����� �� ����������� { |} |} �
(c s1,1)

∞ ��� �� ��� � �� ��� Â��¡ Â�Ï Å���� Â� x
|

� �� a1 ∈ (∆ u) �� u ��� �� ��� � ����� s1,1 = u ��� ÅÐ���Ä ��� �� ��� | ����� ������������� { |} |} � (c s1,1)
∞ ��� �� ��� |

. �� n > 1� ����� a1 = (a2 s1,1 · · · s1,n)
|Ñ � Ä ËÄ� � �� �Ã¡��� a1 = δ[w]� �� ����� Â��¡ a1 ∈ ∆ (∆∗◦δ[w]) �� a1 ∈ (∆ u)

| Ñ ������ Â��Ã ¡�� �� � ∆ = (a2 s1,1 · · · s1,n−1)
| �� � ∆ = (∆ δ3) ∈ ∆∗ ◦δ[OTFx]� ���

�Å¡�����¡� ��� n �������Å� Ò a′
1 = ∆ � a′

2 = a2 �� ~s′1 = s1,1 · · · s1,n−1 � �� ������� Â��¡
(c s1,1)

∞ ��� �� ��� | ut

Ó¬³ ¸²µ¯¬ Ô¶Õ¶Ô Ö× Ø×ÙÙ× Ú× ÛÜÛ ÝÞßàáâ× ß ×âÙ×à Ú ãÞä âÙ ×â åá× Ø×æ çÝèÞÛé×æ ÚÞÛæ
(c ~s )

æ× êÜÛà Üá ëì×Û ÚÞÛæ
c í Üá ë ì×Û ÚÞÛæ

~s
j î ãçàáÚ× Ú×æ çÝèÞÛé×æ ß ×áà ÚÜÛÝ æ×

æçßÞâ×â ×Û Ú×áï ð Ý×ØØ× Ú×
c
Ú ãáÛ× ßÞâà í ×à Ý×ØØ× Ú×

~s
Ú ãÞáàâ× ßÞâà j

¢£¤¤£ ¥ ¦§ ¦ñ © ª«®
r ¯ ®¬²³ ¬ µ¯« ° òó¹²«® °ª«®

(∆ ~u )· °ª«® δ[e] ¶© «
C ô ´®²¬ r · «¶¬¶ r ∈ C[Λ]· ¸´ª²° º ª¯² ®ª¯®¬ °¯«®¬ ±¬ ®¬²³ ¬°

~v
¬® º ª¯² ®ª¯®¬õ¸²«¸ö´¬  ¬¯õ¬ z · (δ C[z] ~v ) 6→∞β⊥ z ¶

Ó ¬³ ¸²µ¯¬ Ô¶Õ¶÷ øáàâ×Ù ×Ûà Úìà í æì (c ~s )∞ = x í ÞØÜâæ s1
Û× ß×áà ùàâ× æ×áØ úâ×æßÜÛû

æÞëØ×ü Ú× ØÞ âçÚáÝàìÜÛ ý×âæ
x

Ú×
(c ~s )

æì í Þßâþæ æáëæàìàáàìÜÛ í ìØ ß ×áà æ ãçÝâìâ× æÜáæ ØÞ
êÜâÙ ×

(∆ ~u )
Üá ëì×Û

δ[e]
j

»¼½¾¿½ ÿ� ���Ä ��� ¡��¡� � Â���� Í (δ C[z] ~v ) →β (C[z] [] C[z] ~v )
| ������ d =

(C[z] [] C[z] ~v )
|ÎÃ�Ä ����� ��� Â�ÏÅ������ Ì��Ä �� ���Ä ���� Â� �Ë�� ������ ��� � ��� C[z] Í ���� � � �¡ ����� � �¡ Â��Ã ������¡����� |� �� C[z] ��� �����Å������� � ����� d ��� ����� ��� ��Å������� �� Â��¡ d∞ 6= z

|
� �� C[z]→∗

β (y ~w ) �� ~w ��� ��� �� ��� Â� ���Ä �� �� y ���  ����� �� � �����
d→∗

β (y ~w [] C[z] ~v ) 6= z
|

� �� C[z]→∗
β λy.(z ~w )� ����� ���� ��� ¡������� ������������ σ �

d→∗
β (z ~w(σ) [] C[z] ~v ) 6= z

|
� �� C[z]→∗

β λy.(y ~w )� ����� ���� ��� ¡������� ������������ σ �
d→∗

β ([] ~w(σ) C[z] ~v ) 6= z
|

� ����� C[z] →∗
β λxy.w

| Ñ ��� ¡� ¡�� C →∗
β λxy.D �� D ��� �� ¡����Ã�� | ��ÄÄ� CÆ ���� r � �� Ì��Ä � ���Ä ��� Â� �Ë�� Â� r ����ÊÂ� ����� Â��Ã ������¡� ���� | �� ��� �����¡�Ä������� � �¡ � ÁÈÉ���ÈÊ�� r � ÁÅ¡��� (∆ ~u ) �� δ[e]

| ������Â�¡� ��� | ut

¢£¤¤£ ¥¦§ ¦�� ©ª«®
x ¯¬ õ¸²«¸ö´¬· r ¯ ®¬²³ ¬ ¹´ª° ¬®

(s1, · · · , sn)
±¬° ®¬²³ ¬°

ª²³ ¸¯� ¶ © « (r s1 · · · sn)→∞ x· ¸´ª²° «´ ¬� «°®¬ ¯¬ °¯«®¬ (C1, · · · , Cn)
±¬ ¹ª®¬� ®¬°� ±²ª«®¬· ô «°· ª²³ ¸¯� ¬® °¸° ⊥ ¸«°« µ¯ ò̄  ¬ °¯«®¬ ±¬ °¯ ö°®«®¯®«ª° (σi)1≤i≤n ·®¬´° µ¯¬ �

�	




 � ������� � ����� �� ��� �� ��������� ��� ��� ����
� �� � � ! "#$%&'( (% $#'%)( &% )*( +(

~s ,) (c~s)∞ =x

-. ∀1 ≤ i ≤ n, si = Ci[σi]
.

/ .
(r C1 · · ·Cn)∞ = x

.
0 . 1 234 52356 78498:;6 < 6376

z = > 234 5235
i ≤ n

65 > 234 5235 ?2<56@ 56
D = A B9;6@ 9A56 3< ?2<56@ 56 <2<C549798;

E
56; D3 6

D◦E = Ci = 8;24A 9; 6@ 9A56 3<6 A3956E6 564F 6A ~w
56; ;6 D36

(r C1 · · ·D[z] · · ·Cn)∞ = (z ~w )
.

G . H ; 6@ 9A56 3< 3<9D36 9<E9?6
i0 ≤ n

65 3< ?2<56@ 56 <24F 8; 65 ?;2A D
56; D36 I

J >234 5235
i 6= i0 = Ci

6A5 ?;2AJ FV (Ci0) = {x} 65
Ci0 = D[x]J >234 52356 78498:;6 <6376

z = (r C1 · · ·D[z] · · ·Cn)∞ = zJ >234 5235 564F 6
w = D[w]∞ = D[w∞]

.
K LMNOPOQN R ST SUU V< > 46<8<5 ;6A <258592<A E3 ;6FF 6 W.X.-Y= ;8 A3956 E6 ?2<56@ 56A
(C1 · · ·Cn)

6A5 8>> 6;Z6 ;8 [\]^_` a^_b` E6
~s
E8<A ;8 4ZE3?592<

(r ~s )∞ = x
.

cdefge hi
(r s1 · · · sn) →∞β⊥ x j k lmnopq rs rstts u �u �vw j ir sx iqys z{ ysot s u′ ysr |zs

(r s1 · · · sn) →∞β u′ →∞⊥ x
� }~tts x sqy qm{q ⊥j mr~oq (r s1 · · · sn) →∞β x

� }~tts x
sqy �{i j k lmnopq rs rstts u �v�u� j (r s1 · · · sn)→∗

β x
�

� lmnopq rs rstts u �v�u� j ir sx iqys z{ s{yiso p ysr |zs y~zy ysot s (r′ s′1 · · · s
′
n) |zi

qmyiq�miy (r′ s′1 · · · s
′
n) ≡p (r s1 · · · sn) ��oi�s (r′ s′1 · · · s

′
n) →∗

β x j sy nmo qym{kmokiqmyi~{ j
(r′ s′1 · · · s

′
n)→h,∗

β x
� �{ nmoyi�z riso j y~zy �~{ysxys F ′ = (R′ C′

1 · · ·C
′
n) |zi � ryos (r s1 · · · sn)

sy k~{y rsq yo~zq q~{y � ksq no~�~{kszoq qzn�oiszosq � p ��oi�s{y F ′ →h,∗
β x

�
� ix~{q F = (R C1 · · ·Cn) rs nrzq n syiy ks ysrq �~{ysxysq F ′ qsr~{ r l~okos � s{yos�~{ysxysq � �~{yo~{q |zs (C1, · · · , Cn) qmyiq�miy rsq �~{kiy i~{q ks r l�{~{�� ��mo q�t �yois ksq o�rsq j rsq nosz�sq {s q~{y �miysq |zs n~zo C1

�
� st mo|z~{q k lm�~ok |zs y~zy q~zq�ysot s ks C1 nmqqs s{ y�ys ��� � k��{iyi~{ v�� ��� km{q

rm o�kz�yi~{ F →h,∗
β x

� hi{~{ j qi G sqy z{ q~zq�ysot s ks C1 j mr~oq ir sx iqys z{ �~{ysxys
D ysr |zs C1 = D◦G

� � lmnopq rs rstts v�� �vvj �~tts x { lm nmq ks q~zq�ysot s i{yso{s j
(R D · · ·Cn)→h,∗

β x
�s |zi �~{yoskiy rm t i{ it mriy� ks F

�
� C1 sqy {~ot mr �mo ir � ryos s1 z{ ysot s {~ot mr �� C1 sqy qm{q ⊥ �mo ⊥ {s nszy nmqqso s{ y�ys km{q z{s o�kz�yi~{ |zi qs ysot i{s qzo x

�
� hi

C1 n~qqpks z{ yo~z |zi { lsqy nmq � ko~iys j qsr~{ rm ost mo|zs � �� �u j ir sx iqys z{�~{ysxys D ysr |zs C1 = D[~λ.[] ~v ]
� }~tts rs q~zq�ysot s ~λ.([] ~v) nmqqs s{ y�ys km{q rm

o�kz�yi~{ F →h,∗
β xj mr~oq ir sx iqys z{s qziys ks ysot sq ~w ysrrs |zs F →h,∗

β (~λ. [] ~w) j�~{yomki�yi~{ |zsrrsq |zs q~is{y rsq qz iysq ~λ. sy ~w
�

� �oi�~{q rsq � n~i{yq �v � sqy �omi �mo C1 � ryos s1

u � nmo k��{iyi~{ ks (C1 · · · Cn)� � qi C1 = D[E] mr~oq E nmqqs s{ y�ys � � i{qi j (R D[z] C2 · · ·Cn)→h,∗
β

~λ.(z ~w)
� }~tts

(R D[E] C2 · · ·Cn) →h,∗
β x |zi sqy qm{q m�qyom�yi~{ j �{mrst s{y

(R D[z] C2 · · ·Cn)→h,∗
β (z ~w)

�
� � �mo k��{iyi~{ ksq �~{ysxysq (Ci)1≤i≤n j ir sx iqys z{ ysot s �{i r′ ysr |zs

(r′ C1 · · ·Cn)→h,∗
β x

�
x sqy k~{� ri�os km{q mz t~i{q z{ ks �sq ysot sq �

r′ �ym{y �r~q j x qs qiyzs {��sqqmiost s{y km{q rsq �~{ysxysq (C1, · · · , Cn)
� hi rm �moim� rs

x mnnmom�y km{q rs �~{ysxys C1 j mr~oq �s {s nszy �yos |z ls{ z{ sxstnrmios � �{ s�sy j
q lir sx iqys z{ �~{ysxys D ysr |zs C1 = D[x, x]j s{ iq~rm{y rm nost ipos ksq kszx~��zoos{�sq |zi nmqqs s{ y�ys km{q rm o�kz�yi~{ (r′ C1 · · ·Cn) →h,∗

β xj ~{ �~{qymys
|zs rm qs�~{ks sqy i{m�yi�s � �rrs n szy k~{� �yos ostnrm��s nmo rm �moim�rs []j qm{q
n soyzo� so rm o�kz�yi~{ (r C1 · · ·Cn)→h,∗

β x
� }s |zi �~{yoskiy rm t i{ it mriy� ks C1

�
� r lmiks k lz{ omiq~{{st s{y qit irmios j ~{ �~{�rzy |zs rm �moim� rs x { lsqy no�qs{ys |zs
km{q z{ ksq �~{ysxysq (C1, · · · , Cn

� �
�{ s{ k�kziy k~{� |zs D sx iqys j |z lir sqy �r~q sy |zs n~zo y~zys �moim�rs {sz�s z j
(r C1 · · ·D[z] · · ·Cn)∞ = z�r sqy � mrst s{y {~ot mr �~tts q~zq ysot s k lz{ ksq �~{ysxysq {~ot mzx (C1, · · · , Cn)

�

¡¢
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~s ÅÂ (c~s)∞ =x

ÆÇÈÉÊÇÈË ÌÍ ÎÍÊÈÏÍÊ ÐÇÏÈÉ ¶ ÑÇÏÉ
z ÒÈÍ ÓÔÊÏÔÕ ÌÍ ÈÍÒÓÍ ÍÉ ËÇÏÍÈÉ ~λ.

ÍÉ
~eÖ ÌÍË ÐÌÒËÌÇÈ×ÒÍË ËÒ ÏÉÍË Î ØÔÕËÉÊÔÙÉÏÇÈË ÍÉ ÎÍ ÉÍÊÚ ÍË ÉÍÌÌÍË ÛÒÍ D[z]

Ë ØÜÙÊÏÓÍ
G[~λ.(z ~e)]

¶ Ý ÏÈËÏ
D[w] = G[~λ.(w ~e)]

¶ ÞÇÚÚÍ ÌÍË ÉÍÊÚ ÍË ÎÍ
~e
ËÇÈÉ ÎÍË ËÇÒËßÉÍÊÚ ÍË ÎÍ

D Ö ÏÌË ËÇÈÉ
ÈÇÊÚ ÔÒà ¶á ØÔÐÊâË ÌÔ ÊÍÚ ÔÊÛÒÍ µ ¶ã ¶ä Ö ÍÉ ÐÔÊ Ú ÔàÏÚ ÔÌÏÉÜ ÎÍ ~λ.

ÍÉ
~eÖ G

ÍËÉ ÒÈ ÙÇÈÉÍàÉÍ å
ÎÊÇ ÏÉÍ ¶ á Í ÐÌÒË ÏÌ ÍËÉ ÈÇÊÚ ÔÌ ÙÇÚÚÍ

D
¶ á ØÔÐÊâË ÌÔ ÐÊÇÐÇËÏÉ ÏÇÈ µ ¶ã ¶ã Ö ÇÈ Ô ÎÇÈÙ

G[~λ.(w ~e)]∞ = G[~λ.(w ~e)∞]
¶

æ ÑÏ
~e
ÍËÉ ÓÏÎÍ ÈÇÒË ÇÕÉÍÈÇÈË Ì ØÜ×ÔÌÏÉÜ D[w]∞ = G[~λ.w]∞ = G[~λ.w∞] = D[w∞]

¶
æ ÆÇÈÉÊÇÈË ÛÒÍ ~e

ÈÍ ÐÍÒÉ çÉÊÍ ÛÒÍ ÓÏÎÍ ¶ èÇËÇÈË a = ~λ1.(z ~e)
Çé ~λ1

ÍËÉ ÒÈÍ ËÒÏÉÍ Î ØÔÕËßÉÊÔÙÉÏÇÈË ÎÍ Ú çÚÍ ÌÇÈ×ÒÍÒÊ ÛÒÍ ~e
¶ Ý ÏÈËÏ Ö (a ~e)∞ = (z ~e)

¶ ÞÇÚÚÍ
(r C1 · · ·Cn)∞ = x ÖÔÌÇÊË

(r[a/x] C1[a/x] · · ·Ci0 [a/x] · · ·Cn[a/x])∞ = a
¶ èÒÏËÛÒÍ ÙÍË ÉÍÊÚ ÍË ËÇÈÉ ÙÌÇË Ö

r[a/x] = r Ö C1[a/x] = C1, · · · , Cn[a/x] = Cn
ÍÉ

Ci0 [a/x] = D[a]
¶ á ØÇé ÌÔ ÊÜÎÒÙÉÏÇÈ

(r C1 · · ·D[a] · · ·Cn)∞ = a
¶

êÊ Ö ÈÇÒË ÓÍÈÇÈË ÎÍ ÚÇÈÉÊÍÊ ÛÒÍ ÐÇÒÊ ÉÇÒÉÍ ÓÔÊÏÔÕ ÌÍ ÈÍÒÓÍ z Ö
(r C1 · · ·D[z] · · ·Cn)∞ = z

¶ á ØÔÒÉÊÍ ÐÔÊÉ Ö ÙÇÚÚÍ
G

ÍËÉ ÈÇÊÚ ÔÌ ÍÉ å ÎÊÇÏÉÍ Ö
D[a]∞ = G[~λ.(a ~e) ]∞ = G[~λ.(a ~e)∞ ] = G[~λ.(z ~e) ]

¶ Ý ÏÈËÏ Ö D[a]∞ = D[z]
¶ ëÌ Ó ÏÍÈÉ

ÎÇÈÙ Ö ÐÔÊ ÐÔËËÔ×Í ÔÒ ÙÇÈÉÍàÉÍ ÎÍ ÌÔ ìÇÊÚ Í ÈÇÊÚ ÔÌÍ ÏÈíÈÏÍ Ö
(r C1 · · ·D[a] · · ·Cn)∞ = (r C1 · · ·D[a]∞ · · ·Cn)∞

ÛÒÏ ÍËÉ Ü×ÔÌÍ å
(r C1 · · ·D[z] · · ·Cn)∞

ÌÒ ÏßÚ çÚ Í Ü×ÔÌÍ å
z
¶ êÈ ÇÕÉÏÍÈÉ ÎÇÈÙ Ì ØÜ×ÔÌÏÉÜ

a = z
ÙÍ ÛÒÏÍÈÉÊÔîÈÍ

~e = ∅
¶

èÇÒÊ ÒÈÍ ÎÜíÈÏÉÏÇÈ ÐÌÒË ÎÜÉÔÏÌÌÜÍ ÎÍ ÌÔ ÈÇÉÏÇÈ ÎÍ ÐÔÊÉÏÍ ÒÉÏÌÍ ÓÇÏÊ ïðñ ¶
ut

òóô õö÷øó ùúûúüý
. þÿ� ����ÿ��ÿ� (C1, · · · , Cn) �ÿ ���	ÿ�� 	ÿ� ��
�ÿ� 	ÿ� �ÿ�� ÿ� s1 · · · sn �ÿ �ÿ

������ � �� ��� ��� 	ÿ �������� �� ��	����� (r C1 · · ·Cn)→∞β⊥ x ������ �� ¤��� �ÿ� ��	� 	ÿ � ���
�ÿ 	ÿ� ����ÿ��ÿ� (C1, · · · , Cn) ���� ���ÿ� 	��� �ÿ ����� �
� �ÿ�� �� ��� ���� ������ ÿ� ���ÿ � �ÿ �ÿ 	�� �ÿ ����� ��� ¤ ��� ���� ÿ�� 	��� ����ÿ �ÿ��ÿ �	��� ��� ����!�ÿ� �ÿ �������ÿ� ÿ�� 	ÿ� ���� ÿ��� (s1, · · · , sn)
������ "� ¤

. þÿ� �����ÿ� ���ÿ� (C1, · · · , Cn) ���� �� � ���ÿ���#ÿ� �ÿ �ÿ� ��
�ÿ� 	ÿ $%&� ¤
'�� ÿ�ÿ���ÿ � ��� r = λxy.x � s1 = λx.x ÿ� s2 = x � 	��� �� ��	�����
(r s1 s2)→∗

β x � �� �����ÿ ���ÿ 	ÿ () r ÿ�� r �) s1 ÿ�� #�	ÿ � ¤ÿ ¤ C1 = [] �) s2 ÿ�� s2 � ¤ÿ ¤ C2 = x
¤

þ� �����ÿ ���ÿ 	ÿ s1 ÿ�� #�	ÿ 	��� (r s1 s2)→∗
β x

���	�� �ÿ � ���
�ÿ 	ÿ $%&�
	ÿ s1 ÿ�� s1 � �*� �� ÿ ¤ +ÿ� ÿ�ÿ���ÿ �����ÿ 
�ÿ� �ÿ ������,�ÿ ��� ���ÿ���� 	ÿ
�� �����ÿ ���ÿ �� � ���
�ÿ 	ÿ $%&� ¤

- ./012130 4 56 578 9:;<
x

ø= ó >õö;õ?@ó ó<
r
ø= <óöô ó A@:BC := =:<ó T r

x

@ Dó=Bóô ?@ó
EóB Bø ;<óB Eó <óöô óB =:öô õøF

~s
<ó@ @óB ÷ø ó

(r ~s )∞ = x
ú

- ./012130 4 56 57G 9:;<
x

ø= ó >õö;õ?@ó ó<
r
ø= <óöô ó A@:B ú H :øö <:ø <ó Bø ;<ó

~s
Eó

T r
x IJ := =:<ó

(C~s
1 , · · · , C~s

n)
@õ K õö<;ó ø <;@ó Eó @õ Bø ;<ó Eó <óöô óB

~s
Eõ=B @õ öLEø A<;:=

(r ~s )→∞β⊥ x
ú

J K :øö <:ø < ó=<;óö
1 ≤ k ≤ n

:= K :Bó
T~s

i = C~s
i [
−→
Λ∞]

ú
J := =:<ó

T
~s @ Dó=Bóô ?@ó EóB Bø ;<óB

T~s
1 × T~s

2 × · · · × T~s
n

M 32N2130 4 56 576 O��� �� ���ÿ � ~v ∈ T
~s ������ÿ �ÿ ~v = (v1, · · · , vn) ÿ� �ÿ vi ∈ T~s

i��� ���
1 ≤ i ≤ n

¤
PQ3R 3S12130 4 56 57T 9:;<

x
ø= ó >õö;õ?@ó ó<

r
ø= <óöô ó A@:B ú U:ø <ó Bø ;<ó

~s ∈ T r
x>Lö;V ó Iüú K:øö <:ø <

1 ≤ i ≤ n
C
T~s

i ∈ Λ∞
ú

WX



Y Z [ \]^]_\`a b cde_` _] _\`a f] gdahi]^]a i_j _`^ _gfa
k lm l nop qrstuvw wt srvtxw ut xyw zw

~s {x
(c~s)∞ =x

| } ~ ��� ����� ����� �� ���� ��
~v

��
T

~s � (r ~v )∞ = x
}

� } ����
a

�� � ��� v
�� ���� � ��

D
�� ������ ��} � �

D[a] ∈ T~s
i

� �����
D[v]∞ ∈ T~s

i

}������ ��� ����
T

~s[OTF →∞ v] ⊆ T
~s ~ ��� ���� ���� �

v
}

� } � ��� ���� ���� �
w �

.
��

i 6= i0
� �����

(T~s
i [w/x])∞ ⊆ T~s

i

.
��

i = i0
� ����� �� �� ���� �� ������ �� ���� �� ���� �� C̃~s

i0

��� ��� ���� C̃~s
i0

[x,~[] ] = C~s
i0

�
��� ~ ��� ���� ���� ��

a
�� ~b� (C̃~s

i0
[a,~b])∞ = C̃~s

i0
[a∞,~b∞]

}
��� ��

x 6∈ FV (w)� �����
(T~s

i0
[w/x])∞ ⊆ T~s

i0
[w∞/x] ⊆ C̃~s

i0
[w∞,

−→
Λ∞ ]�� } ~ ��� ���� ���� �

w
�� ~ ��� ����� �������� z �

.
��

z 6= x� �����
(T~s [w/z])∞ ⊆ T

~s

.
��

z = x
�� ��

x 6∈ FV (w)� �����
(T~s [w/x])∞ ⊆ T

~s [w∞/x]��
(T~s [w/x])∞

������
( (T~s

1 [w/x])∞, · · · , (T~s
n[w/x])∞ )

}
� �� �����  }�}¡   ¢£¤ ¥¦§¨£©¨£¤

(C~s
1 , · · · , C~s

i0
, · · · , C~s

n) ª£«¬£§¨ ¤£ £ª®¤£§¨£ ¯°§¤° ±

² ³ ² ³² ³ ² ³² ³ ² ³

C~s
1 C~s

n

x

~λ.

C~s
i0

¢¯ ª¦ª°®¨® ´µ ¶ ´· ¶ °¸ ª¦¤£ ¹
x º »¼¨£ ¤¦°¨ ¹ º¦°¨£ ¤¦°¨ ¤¦«¤ º£¤ ~λ. º¯§¤

C~s
i0

Z
½¾¿ÀÁ¿

Âl Ã ÄÅÆÇÈÉ ÊË ÊËÌÌË k lm lÂÍ Î ÊËÉ ÏÐÑÒËÓÒËÉ
(C~s

i )1≤i≤n
ÉÐÑÒ ÑÐÇÌ ÅÔÓ ËÒ Õ ÖÇÐ×ÒË l ØÑÏÐÑÏÊÔÒ ÖÐÑÏ ÙÇÚÏË ÅÔ ÊËÌÌË k lÛ lÛ l

Ü l ÝÐ ×Ò
(v1, · · · , vn) ∈ Þ~s l ßÅÇ ÖàáÑ×Ò×ÐÑ ÖË Þ~s Î ×Ê ËÓ ×ÉÒË ÔÑË ÉÔ ×ÒË ÖË ÉÔâÉÒ×ÒÔÒ×ÐÑÉ

(σi)1≤i≤n
ÒËÊÊËÉ ãÔË ÆÐÔÇ ÒÐÔÒ

1 ≤ i ≤ n
Î
C~s

i [σi] = vi
l ØÇ Î Ö ÄÅÆÇÈÉ ÊË ÊËÌÌ Ë k lm lÂÍäÜå Î

(r C~s
1 · · ·C

~s
n)∞ = x

l
x

ÑË ÏÐÑÒËÑÅÑÒ ÆÅÉ ÊÅ æÅÇ×Åâ ÊË
[]

Î ÆÅÇ ÊË ÊËÌÌË ÂlÛ lm ÐÑËÑ ÖàÖÔ×Ò
(r C~s

1 [σ1] · · ·C
~s
n[σn])∞ = x

l
Û l ÝËÊÐÑ ÊÅ ÖàáÑ×Ò×ÐÑ ÖË

T~s
i

Î
D[a] = C~s

i [~ui ]
Ðç

~ui ∈
−→
Λ∞ l èÓÅÌ ×ÑÐÑÉ Ö ÄÅâÐÇÖ ÊË ÏÅÉ Ðç

D
ËÉÒ É×Ì ÆÊË l Ã ÄÅÆÇÈÉ ÊÅ ÆÇÐÆ ÐÉ×Ò×ÐÑ k lÛ lm Î ÐÑ ÖÐ×Ò ÒÇÅ×ÒËÇ ÒÇÐ×É ÏÅÉ Æ ÐÔÇ

D éäÅå
D = C~s

i [u1
i , · · · , u

j−1
i , F, uj+1

i , · · · , uq
i ]

ÅæËÏ
F [a] = uj

l Ã ÅÑÉ ÏË ÏÅÉ Î ÏÐÌÌË
C~s

iËÉÒ ÔÑ ÏÐÑÒËÓÒË Õ ÖÇÐ×ÒË Î ÙÇÚÏË ÅÔ ÊËÌÌË k lÛ lÛ Î
D[v]∞ = C~s

i [u1
i , · · · , u

j−1
i , F [v]∞, uj+1

i , · · · , uq]
ãÔ× ÅÆÆÅÇÒ×ËÑÒ â×ËÑ Õ

C~s
i [
−→
Λ∞] = T~s

i

l
äâ å

a = G[~ui]
Î

D = E[~ui, [] ]
ËÒ

C~s
i = E[~[], G ]

l Ã ÄÅÆÇÈÉ ÊË ÊËÌÌË k lm lÂÍ äÜå Î
(r C~s

1 · · ·C
~s
i · · ·C

~s
n)∞ = x

l êÐÌÌË
[]

Ñ ÄÅÆÆÅÇÅëÒ ÆÅÉ ÖÅÑÉ
x

Î ËÑ æËÇÒÔ ÖÔ ÊËÌÌË
ÂlÛ lm ÐÑ Å

(r C~s
1 · · ·E[~[], G[~ui ] ], · · ·C~s

n)∞ = x
l êÐÌÌË

G[~ui ] = a
Î ÐÑ Å ÖÐÑÏ

(r C~s
1 · · ·E[~[], a ], · · ·C~s

n)∞ = x
l ßÔ×É Î ÉËÊÐÑ ÊÅ ÆÇÐÆÐÉ×Ò×ÐÑ Ü lÜ lÛ ÂÎ ÏÐÌÌË

a
ËÉÒ

ÔÑ Øìí Î
(r C~s

1 · · ·E[~[], [] ], · · ·C~s
n)∞ = x

l ØÇ Î
E[~[], [] ]

á ÊÒÇË
C~s

i

Î ÏË ãÔ× ÏÐÑÒÇËÖ×ÒÊÅ Ì ×Ñ×Ì ÅÊ×Òà ÖË
C~s

i

Î ÊËÌÌË k lm lÂÍ äÛål
äÏå

D = E[ ~u, [] ]
ËÒ

C~s
i = E[~[], a ]

l ßÅÇ ÅÑÅÊÐÙ×Ë ÅæËÏ ÊË ÏÅÉ ÆÇàÏàÖËÑÒ Î ÉËÊÐÑ ÊÅ
ÆÇÐÆÐÉ×Ò×ÐÑ Ü lÜ lÛ ÂÎ

(r C~s
1 · · ·E[~[], [] ], · · ·C~s

n)∞ = x
Î ÏÐÑÒÇÅÖ×ÏÒ ×ÐÑ l

Ý×
D

ÏÐÑÒ×ËÑÒ ÆÊÔÉ×ËÔÇÉ ÒÇÐÔÉ Î ÊËÉ ÆÐÉ×Ò×ÐÑÉ äâ å ËÒ äÏ å ÆÐÔÇ ÊËÉ ÉÐÔÉîÒËÇÌ ËÉ
a

ÇËÉÒËÑÒÒÐÔï ÐÔÇÉ ËÓÏÊÔËÉ l êËÉ ÉÐÔÉîÒËÇÌ ËÉ ÉË É×ÒÔËÑÒ ÖÐÑÏ ÔÑ×ãÔËÌ ËÑÒ Õ Ê Ä×ÑÒàÇ×ËÔÇ ÖËÉ
ui

lØÑ ÏÐÑÏÊÔÒ ÅÊÐÇÉ ÏÐÌÌË ÅÔ ÏÅÉ äÅål

ðñ
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 ∀X ⊆ Λ, (H[ ∆+◦δ[X] ] T) ⊆ G[X]�

∆+◦δ[G[x] ] ⊆ {∆̂+} ∪H[∆̂+]
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L MN w = H[v] OPQR v ∈ H[v]S TUPRM H[w] ⊆ H[H[v]] OTR UV O PNWX YZ[ \V UT ORPOPMNX NPW; <=<=] PW T H[H[v]] ⊆ H[v] \ ^P_ H[w] ∈ {H[v] XVU `QV v ∈ H[v]}
<
w VMX \PWa bNVW

~tc\deWNMMTb UV < utfghhg i jkjlm nopq
w rs qtuv t wrp x yz{upq

w = ∆∞

or w ∈ ∆+◦δ[c] | oru c rs}~� � n optsq v rs qtuv t�
g ∈ G

tq
C �tx {osqt� qtx qt�x wr t

C[w] = g[v]
� � �oux

C[m]∞ | trq x yz{uput �t � yrs t �tx wr�qut v �sp�utx xrp��sqtx �
��
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tq� xp
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l(g′) < l(g)� �
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tq qt� wr t
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g′[(u ~t )] ��t{ g′ ∈ G
tq� xp
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< �V RdMQ UXTX MV �PWXRV OTR NW\QaXNPW MQR n

<
�N g = []S PW PbXNVWX aUTNRV� VWX UV aTM Y�[ VW ORVWTWX E = C
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< � ^VMX UV aTM YZ[ <L MPNX w ≤ ∆q◦δ[v]
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< ©W OTRXNaQ UNVR

w 6= ∆
< �TR UV UV��V \V e UXRT�V ¢ <Z <ª S TOOUN`Qd § w ≤ ∆q◦δ[v] �YT[ \TWM UV aTM P_ w ≤ v S NU V� NMXV QW aPWXV�XV E XVU `QV E[w] = v VX XVU `QV

C = g◦E
< ¨ NWMN ∆q◦δ[v] = ∆q◦δ[E[w] ] VX aP��V ∆q◦δ[] VMX QW aPWXV�XV WPR� TU§ \RPNXV S OTR UV UV��V ¢ <� <� S C[m]∞ = ((∆q ◦δ[E[m]∞ ]) ~s ) = g[E[m]∞]

<� ^VMX UV aTM Y�[ <Yb [ \TWM UV aTM P_ ∆r[w] = ∆q ◦δ[v] T Va r < q S TUPRM C[m]∞ = (∆r[m] ~s )∞
<�P��V ∆r VMX QW aPWXV�XV WPR� TU § \RPNXV S OTR UV UV��V ¢ <� <� S ∆r[m]∞ =

∆r[m
∞] = ∆r[m] aTR m VMX WPR� TU < �P�� V m = δ[(u ~t )]S TUPRM C[m]∞ =

(∆r◦δ[(u ~t )] ~s)
< ©W OPMTWX g′ = ((∆r◦δ[]) ~s) PW PbXNVWX C[m]∞ = g′[(u ~t )]T Va l(g′) < l(g)
< � ^VMX UV aTM Yª [ <Ya[ \TWM UV aTM P_ w = ∆q◦δ[v] S TUPRM C[m]∞ = (m ~s )∞ = x

< � ^VMX aTM Y=[ OPQR
g′ = [] ∈ G0

<
l(g′) < l(g) aTR PW T MQOOPMd g 6= []

<
� < �PQR n ≥ 2

< �PNX g = (∆q◦δ[g
′] ~s) T Va ~s ∈ ¡ VX g′ ∈ Gn−1

< � ^TOR«M UV UV��V ¢ <£ <¤\V WPWcaTOXQRV S w VMX MPNX MPQMcXVR� V \ ^QW \VM dUd� VWXM \V UT MQ NXV ~s MPNX MPQMcXVR� V\V UT X¬XV ∆q◦δ[g
′]
< �V `QN M ^daRNX �L MPNX g[v] = (∆q ◦δ[g

′[v] ] s1 · · ·E[w] · · · sn ) VX TUPRM C[m]∞ = (∆q ◦δ[g
′[v] ]

−→
s′ )T Va ~s′ ∈ ¡ < � ^VMX UV aTM YZ[ <L MPNX g[v] = (F [w] ~s ) T Va F [w] = ∆q ◦δ[g

′[v] ]
< �TR UV UV��V ¢ <Z <ª \V e UXRT�V PW\NMXNW�QV �YT[ \TWM UV aTM P_ w ≤ g′[v] NU V� NMXV QW aPWXV�XV D XVU `QV D[w] = g′[v]

< �TR®OPX«MV \V RdaQRRVWaV TOOUN`QdV § w S g′ ∈ Gn−1 VX D S aP��V D[w] = g′[v] SPW VW \d\QNX D[m]∞ = g′′[r] T Va g′′ VX r aPRRVMOPW\TWX § QW \VM ª aTM \VU ^dWPWad <�R S g[v] = (∆q◦δ[g
′[v] ] ~s ) = (∆q◦δ[D[w] ] ~s )

< ©W OPMTWX g1 = (∆q◦δ[] ~s ) ∈
G1 S U ^d�TUNXd C[w] = g[v] M ^daRNX \PWa C[w] = g1[ D[w] ]

<�W PbXNVWX TNWMN C[m]∞ = (g1[ D[m] ])∞
< �P��V g1 VMX QW aPWXV�XV WPR� TU§ \RPNXV S OTR UV UV��V ¢ <� <� S C[m]∞ = g1[ (D[m])∞ ] = (g1◦g

′′)[r]
<�TR UT ORPOPMNXNPW ; <=<=] OPNWX Y=[ S g1 ◦ g

′′ ∈ G
< �W PbXNVWX \PWa bNVW UVRdMQUXTX S UV aTM MPUQXNPW dXTWX aVUQN aPRRVMOPW\TWX § g′′ VX r

<
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àÞßç æß éâäëíçÜåíæä Üß ÚåÚÝ æßë w ∈ Unx−1 ëæå ôÜæ u = ∆p◦δ[ (w ~s) ]

d õ áâéäöÛ åæ÷âíë c dî dïø ñ çÞÝÝæ w ∈ Unx−1
ñ Þß é æÜë çÞßÛëäÜ íäæ Üßæ çèâùßæ à áÚçèâßúæÛ éâäëâßë

àæ u æë Ûæ ëæäÝ íßâßë ÛÜä w
d ûæëëæ çèâùßæ íßëäÞàÜíë àæÛ çÞßëæóëæÛ (C1, · · · , Ck) ôÜæ

åæ ÷âíë c dîdüý ëäâßÛ÷ÞäÝ æ æß (D1, · · · , Dk) âþß àæ ÛÜééäíÝ æä àæÛ ∆+◦δ íßÜëíåæÛ d ÿâéäæÝ íöäæ ÚôÜâëíÞß àÜ Û� ÛëöÝ æ ñ ôÜí çÞßÛëíëÜæ åâ ã ÞÜçåæ ñ Û áÞãëíæßë âåÞäÛ àÜ ÷âíë ôÜæ u
Û áÚçäíêæ àæ àæÜó Ý âßíöäæÛ u = C1[a1] æë u = ∆p◦δ[ (w ~s) ] æë àÜ ÷âíë ôÜæ w æÛë æßþß àæ çèâùßæ í dæ d w = Ck[m]∞

d ÿâ ãÞÜçåæ àÜ Û� ÛëöÝ æ êíæßë àÞßç àÜ ÷âíë ôÜæ w Ûæ
ëäÞÜêæ � åâ ÷ÞíÛ âÜ àÚãÜë æë � åâ þß àæ åâ çèâùßæ d ÿæÛ âÜëäæÛ ÚôÜâëíÞßÛ àÜ Û� ÛëöÝ æ
æë å áâééâäëæßâßçæ àÚäíêæßë âåÞäÛ ßâëÜäæååæÝ æßë d

ìäÞéÞÛíëíÞß c dîdî ⊕ ûÞäÞååâíäæ c dîdïð
⇓

u = ∆p◦δ[ (w ~s) ]⊕

u Û áÚçèâßúæ æß w
í dæ d u = C1[a1] æë w = Ck[m]∞

⇓
C1[a1] = ∆p◦δ[ (Ck[m]∞ ~s) ]

������� «¤¬ ¨§§«¬ £�ª¥ª¡ ¢¡¤� ¬�¬¦�³¡¬ � �¨¥¦ x yzy±® ¡¦ �¨¥¦ x yzy	¯ � ¢«¦ �
¨�¤ ¢£ª¥�¡ § �¤ ¢¡§ �¨¤¦ª¡ ©«¤ª ¨§¡³ ¡¦ «�¦¡¥ª §¡ ª£¬¤§¦¨¦ ª¡�
¡ª�
£ y
���� � ����� ����

1 ≤ j ≤ nx − 1 � � ��� ���� � �!  
w ∈ Uj

�"  # �$� 
k ≤ j %�&� # � $ &�&���'�(�#

C1, · · · , Ck
 � ) $ � �!  $

a1, · · · , ak ∈ Aj−1
� "$ *�  +

u = C1[a1] , w = Ck[m]∞

 � - ��� ����
2 ≤ i ≤ k, Ci[ai] ∈ Uj−1

 �
Ci[ai] = Ci−1[m]∞

. ! (�*�  /�0�1/ 2 �«ª³ ¡ ¨¥¬¥ ¤¡ �
¨3¡ ¢ �£�
¨4¡¬ 5
u = C1[a1] C1[m]∞ = C2[a2] C2[m]∞ = C3[a3] · · · Ck[m]∞ = w

∈ U1 ∈ Uj−1 ∈ Uj−1 · · · ∈ Uj

������ 6¨ª ª£�¤ªª¡�¡ ¬¤ª
j

5
7 6«¤ª

j = 1
�
w ∈ U1 = {u}

¡¦ ¢«�
w = u

y 2 «�¦¥¡¦ ¨§«ª¬ §¡ ª£¬¤§¦¨¦ © «¤ª
k = 1

¡¦
C1 = Ck = u

¤ �«¦¡�¦¡ ¬¨¬ ¦ª«¤ y
7  «¥¦

2 ≤ j ≤ nx−1
¡¦ ¬«¥¦

w ∈ Uj
y 6¨ª ¢£¥¦¥« ¢¡

Uj
�

Uj = Uj−1∪Uj−1[Aj−1 → m]¡¦ ©¨ª §¡ §¡³³¡ x yzy±± �«³³¡
j − 1 ≤ nx − 2

� ¨§«ª¬
Uj−1 ∩ Aj−1 = ∅

� « ¨ ¢«�
Uj = Uj−1 ∪ Uj−1[Aj−1 → m]s

y 2 ¢¥¬¦¥4¤¡ ¢¡¤� �¨¬ ¬¤¥�¨¦ §¡¬ ³ ¡³�ª¡¬ ¢¡§ �¤¥« y ¥
w ∈ Uj−1

� ¨§«ª¬ « �«� §¤¦ ©¨ª ª£�¤ªª¡�¡ y ¥« �
w ∈ Uj−1[Aj−1 → m]s

y 6¨ª ¢£¥¦¥« ¢¡
Uj−1[Aj−1 → m]s

� ¥§ ¡� ¥¬¦¡
w′¢¨¬

Uj−1
�
a′ ¢¨¬

Aj−1
¡¦ ¤ �«¦¡�¦¡ « ¦ª¥� ¥¨§

C′ �£ª¥¨¦
w′ = C′[a′]

¡¦ ¦¡§¬
8¤¡ w = C′[m]∞

y 6¨ª § �
�©«¦
�¬¡ ¢¡ ª£�¤ªª¡�¡ ¬¤ª
w′ ∈ Uj−1

� ¥§ ¡� ¥¬¦¡
k ≤ j − 1�«¦¡�¦¡¬ « ¦ª¥� ¥¨¤�

C1, · · · , Ck
¡¦ ¢¡¬ ¦¡ª³ ¡¬

a1, · · · , ak ∈ Aj−2
�£ª¥¨¦ §¡¬�«¢¥¦¥«¬ ¢¡ § �£«�£ ¡¦ ¦¡§¬ 8¤¡ w′ = Ck[m]∞

y 2 «�¦ ¥¡¦ ¢«� §¡ ª£¬¤ §¦¨¦ ¡©ª¡¨¦
Ck+1 = C′ � ak+1 = a′ ∈ Aj−1

�
k + 1 ≤ j

¡¦ ¡ ¨9«¤¦¨¦ § �£8¤¨¦¥«
w = Ck+1[m]∞

y
ut
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m

`abc d efegh ijklmn om lmnklp
k ≤ nx − 1 q rls nlpt ls

a1, · · · , ak ∈ Anx−2 q om l soknl
~s ∈ u q om nlpt l

w
ln rls vjmnlw nls

C1, · · · , Ck xi k y
z jop njon

1 ≤ i ≤ k, Ci[ai] ∈ Unx−2

C1[a1] ∈ ∆+◦δ[ (w ~s ) ]
ln z jop njon

2 ≤ i ≤ k, Ci[ai] = Ci−1[m]∞,{|jps k| lw ksnl rls vjmnlw nls
D1, · · · , Dk

nl|s }o l
zjop njon

1 ≤ i ≤ k, Ci ∈ ∆+◦δ[Di]

D1[a1] = (w ~s )
ln zjop njon

2 ≤ i ≤ k, Di[ai] = Di−1[m]∞

~lt �p}o l �x�x�� �� ���� � ��� �� �� ��������� ����� ��� Ci �� Di �� ������� ��� �� ��������
∆+◦δ[] �� ���� ��� Ci ��� � ����������� ��� ���� �� ������ � ��������� �
C1[a1] ∈ ∆+◦δ[ (w ~s ) ] C1[m]∞ = C2[a2] · · · Ck−1[m]∞ = Ck[ak]

D1[a1] = (w ~s ) D1[m]∞ = D2[a2] · · · Dk−1[m]∞ = Dk[ak]

C1 ∈ ∆+◦δ[D1] C2 ∈ ∆+◦δ[D2] · · · Ck−1 ∈ ∆+◦δ[Dk−1] �� Ck ∈ ∆+◦δ[Dk]

��� ¡� ¢�� ���������� ��� k
P

£ ¢��� k = 1 ¤ C1[a1] ∈ ∆+ ◦ δ[ (w ~s ) ]
P ¢������ C1[a1] = ∆q ◦ δ[(w ~s ) ]

P ¥���� ¤
a1 ≤ ∆q◦δ[ (w ~s ) ]

P ¢�� �� ����������� ¦ P§ P¦ ����� ¨©ª¤ ����� a1 ∈ Anx−2 ¤ a1 = ∆∞�� a1 ∈ ∆+◦δ[Λ] �� ��� �� ���������� ¦ P§ PQ§ a1 6= ∆ ¤ �� ���� ���� ��������� �� �����« P© P¬ ��  ������ ® a1 ≤ ∆q◦δ[ (w ~s ) ]
P ¯� � ���� ���� ��� ��� �������� �¨�ª a1 ≤ (w ~s )

P ¯� �� ���� ����� �� �������� D1 ��� ��� D1[a1] = (w ~s )
P ° ��� �� ��� ¤

C1 = ∆q◦δ[D1] �� �� ����� ±��� ��� C1 ∈ ∆+◦δ[D1]
P

¨± ª �� ¨� ª C1[a1] = a1 �� C1[a1] = ∆r[a1]
P �� ��� ��� ����� ����� C1[a1] ���������²����� ® ∆+[Anx−2] ��� ��³����� ���� Anx−2 ��� �� ����������� ¦ P§ P¦ ����� ¨©ª P ´������� ���� C1[a1] ∈ Anx−2 ∩ Unx−2 �� ��� ������������ �� ����� O PQP©© P£ ¢��� k > 1

P ¢�� �µ����¶�� � ���������� ��������� �� k − 1 ���� ��� ��������� ¤ �������� ��� ��������� D1, · · · , Dk−1 ��� ������� ��� ���������� �� � ������� �� ��������� ���� Ck−1 ∈ ∆+◦δ[Dk−1]
P ¥ ���� ¤ ����� ∆+◦δ[] ���� ��� �������� ���� ��� ®������ ¤ ��� �� ����� « P· P· ¤ Ck−1[m]∞ ∈ ∆+◦δ[Dk−1[m]∞]

P ¸����� w′
k = Dk−1[m]∞

P´� �±����� Ck[ak] ∈ ∆+ ◦δ[w
′
k]

P ¢�� �� ��������� ��� �� ������ �������� �� ���
k = 1 �������� ® ak ≤ Ck[ak] ∈ ∆+◦δ[w

′
k]¤ ak ��� ����������� ��� ����²���� � �� w′

k

P´� ������ ���� �� �������� Dk ��� ��� Dk[ak] = w′
k

P
Dk ����� ����� Ck ∈ ∆+◦δ[Dk]

�� Dk[ak] = w′
k = Dk−1[m]∞

P
ut

¹ km rl |� z ploº l ro |ltt l �x�x» ¼x¢�� �� ���� ������� O PQPQ
u ∈ Anx−1

P ����� �� � ������� u 6= ∆∞ ¤ ����� �� ���� ������O PQP©½ �� �� ���� �� ���� � w ∈ Unx−1 �� ��� �� ��� ~s ∈ u ���� ��� u ∈ ∆+◦δ[ (w ~s ) ]
P° ����¶� �� ���� O PQP©¦ �������� ® w ¤ �� �� ���� k ≤ nx − 1 ��������� ���²��������

C1, · · · , Ck �� ��� ���� �� a1, · · · , ak ∈ Anx−2 ���� ��� u = C1[a1] ¤ w = Ck[m]∞ ¤ � ��� ����
2 ≤ i ≤ k, Ci[ai] = Ci−1[m]∞ �� Ci[ai] ∈ Unx−2

P ¾� ����������� ¤ ����� u ∈ ∆+◦δ[ (w ~s ) ] ¤
u ∈ ∆+◦δ[ (Ck[m]∞ ~s ) ]

P¢�� �� ���� O PQP·§ ¤ �� ������ ��� ��������� D1, · · · , Dk ���� ��� D1[a1] = (w ~s ) �� ������� � ��� ���� 2 ≤ i ≤ k, Di[ai] = Di−1[m]∞ �� Ci ∈ ∆+◦δ[Di]
P ¿������� �� �® ���� �� ��

~a = (a1, · · · , ak) �� ~D = (D1, · · · , Dk) �� ���� ���������� �� �µ��¶� � ���� u
P ¢��� ���� ¤������� ����� ��� ����� �� �������� ~g ��� ���� �������� P¾� �À�� ¤ ����� w = Ck[m]∞ ¤ ����� D1[a1] = (Ck[m]∞ ~s )

P ° � ���� Ck ∈ ∆+◦δ[Dk]

�� � ���� ���� D1[a1] ∈ (∆+◦δ[Dk[m]∞] ~s )
P ¢�� ����� ��� �� G1 ¤ �� ���� ���� ��������� �������� g1 ∈ G1 ��� ������� ��� ��� D1[a1] = g1[Dk[m]∞]

P ¢��� ¤ �� ������ g2 = g3 =
· · · = gk = []¤ �� �±����� ���� ���� 2 ≤ i ≤ k, Di[ai] = gi[Di−1[m]∞]

P¾�� ¤ u ∈ ∆+◦δ[ (w ~s ) ]
P ����� w = Ck[m]∞ ¤ ����� u ∈ ∆+◦δ[ (Ck[m]∞ ~s ) ]

P °����� Ck ∈ ∆+◦δ[Dk]¤ �� � ���� ���� u ∈ ∆+◦δ[ ( ∆+◦δ[Dk[m]∞] ~s ) ] ��� � ��� ������ ���� ������� u ∈ ∆+◦δ[G[Dk[m]∞] ]
PÁ� ���������� (~a, ~D,~g, k) ���� � ���� �� �µ��¶� � ���� u

P
ut
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1

áä ì
2í îïî ðñòóôõö÷ öøùúöòû üý

m

þÿ�� ÿ � ����� ���	
(~a, ~D,~g, k) 
� ��	�� � ��
� u� � �� �� �� �
 ���� �� � ��������� ���� ��� � ��
� �
� �� 	��� ��

(k,
∑

i

l(Di)) � ��
	 	��� � �� ∆+◦δ◦G[ Dk[m]∞ ]
��	

����� ���	 ~t�� ! �����"�� ���	 �� ��� ��	���	 #
H[u] �

$%&'(&
)*+,

w ∈ ∆+◦δ◦G[Dk[m]∞]- . */,0*/1 23 4+5 61,
~t789:/+11;<56 î

. =*30
k = 1- */ ; 3/6 163 56 923;,+*/ >

D1[a1] = g[D1[m]∞]
;?6@

g ∈ G
3/ @*/,6A,6

/*/ ,0+?+;5 î
B )+

D1
61, ,0+?+;5 - @*..6

k = 1 - w ∈ ∆+◦δ◦G[Dk[m]∞]
1 49@0 +, w ∈ ∆+◦δ◦G[m∞]

î
C0 - m∞ = m = (u ~t ) 8 4*D w ∈ ∆+◦δ◦G[ (u ~t ) ]

î E 4;F0G1 5; F0*F*1+,+*/ í îïîïH F*+/,IJK- @*..6
~t ∈ L - */ 6/ 8983+, w ∈ H[u]

î
B M0;+,*/1 56 @;1 *D

D1
61, /*/7,0+?+;5 î )65*/ 56 @*0*55;+06 í îïîNO - a1 ∈ {∆∞} ∪∆+◦

δ[ (Unx−2 L) ]
î C/ F63, 8*/@ ;FF5+2360 56 56..6 í îïîNP 130 561 9@Q;/R61 8;/1 G S5 49R;5+,9 D1[a1] = g[D1[m]∞]

î T5 ? +6/, ;5*01 23;,06 @;1 >
ïî 1+

D1[m]∞ = g′[x]
;?6@

l(g′) < l(g)
î U5*01

∆+◦δ◦G[ D1[m]∞ ] ∈ ∆+◦δ◦G◦g
′[x]

î
=;0 5; F0*F *1+, +*/ í îïîïH F*+/, IïK - G◦g′ ⊆ G - 8 4*D w ∈ ∆+◦δ◦G[x]

î
U+/1+ - F;0 5; F0*F*1+,+*/ í îïîïH F *+/, IOK- +5 ? +6/, w ∈V∆+ ∪H[V∆+]

î
w

61, 8*/@<+6/
~t789:/+11;< 56 îN î 1+

D1[m]∞ = g′[D1[m]∞]
;?6@

l(g′) = l(g)
î
g′ 061,6 8*/@ /*/7,0+? +;5 ,*3, @*..6

g
î =;0 @*/1,03@,+*/ 86 G- +5 6A +1,6

g′′ ∈ G- 3/6 13 +,6
~s ∈ L 6, 3/ 6/,+60

p
,651

236
g′ = g′′[ ( (∆p◦δ) ~s) ]

î
U+/1+ - D1[m]∞ = g′′[ (∆p◦δ[D1[m]∞ ] ~s ) ]

î W/ F*1;/,
v = ∆p◦δ◦D1[m]∞@6,,6 923;,+*/ 86?+6/, >

v = ∆p◦δ◦g
′′[ (∆p◦δ◦D1[m]∞ ~s ) ] = ∆p◦δ◦g

′′[ (v ~s) ]
23+ ;FF;0,+6/, S H[v]F;0 5; F0*F*1+,+*/ í îïîïH F *+/, IJK î

X+/;56. 6/, @*..6
D1[m]∞ = g′′[ (v ~s ) ]

6, @*..6
w ∈ ∆+◦δ◦G[D1[m]∞] -*/ 6/ 8983+, w ∈ ∆+◦δ◦G◦g

′′[ (v ~s ) ]
î =;0 5; F0*F*1+,+*/ í îïîïH F*+/, IïK - */*<,+6/,

w ∈ ∆+◦δ◦G[ (v ~s ) ]
6, F;0 56 F*+/, IJK */ @*/@53, 6/:/ w ∈ H[v]

23+
61, <+6/

~t789:/+11;< 56 îJ î 1+
D1[m]∞ = g[E1[m]∞]

;?6@
E1[a1] = D1[m]∞

6,
l(E1) < l(D1)- ;5*01 */

; 5 4923;,+*/ E1[a1] = g[E1[m]∞]
î E6 F531

u ∈ ∆+ ◦ δ ◦G[D1[m]∞] ⊆ ∆+ ◦
δ◦G◦g[E1[m]∞]

@6 23+ - F;0 5; F0*F*1+,+*/ í îïîïH F *+/, IïK - 1 49@0+, 9R;56. 6/,
u ∈⊆ ∆+◦δ◦G[E1[m]∞]

î
(~a, ~E,~g, 1) Y*0. 6 8*/@ 3/ 1Z1,G. 6 F*30

u
F531 F 6,+, 236

(~a, ~D,~g, 1)
î [6 23+

@*/,068+, 5; . +/ +. ;5+,9 86 (~a, ~D,~g, 1)
î

\ î 1+
D1[m]∞ = g′[ (u ~t ) ]- ;5*01 ∆+◦δ◦G[D1[m]∞] ⊆ ∆+◦δ◦G◦g

′[ (u ~t ) ]
î W/

;FF5+23;/, 56 F*+/, IïK 86 5; F0*F*1+, +*/ í îïîïH - +5 ? +6/, ∆+◦δ◦G◦g
′[ (u ~t ) ] ⊆

∆+◦δ◦G[ (u ~t ) ] - 6, F;0 56 F*+/, IJK
∆+◦δ◦G[ (u ~t ) ] ⊆ H[u]

î M*3, ,60. 6
w959. 6/, 86 ∆+◦δ◦G[Dk[m]∞]

61, 8*/@ 959. 6/, 86 H[u]
î

. =*30
k > 1

î
E;/1 5; 13 +,6 - 1+ i = 1 - i− 1 891+R/60; k

6, /*/ ]90* î)*+,
1 ≤ i ≤ k

3/ +/8+@6 ,65 236
gi

1*+, /*/ ,0+?+;5 î [*/1+890*/1 5 4923;,+*/ Di[ai] =
gi[Di−1[m]∞]

î E 4;F0G1 56..6 í îïîNP - */ ; 23;,06 @;1 F*11+< 561 F*30 5; ?;5630 86
Di[m]∞

î [*..6/^*/1 F;0 56 860/ +60 @;1 î
\ î

Di[m]∞ = g′[(u ~t )]
î

[*..6
u ∈ ∆+◦δ◦G[Dk[m]∞]- ;5*01 Di[m]∞ ∈ g′[ (∆+◦δ◦G[Dk[m]∞] ~t ) ]

îC0 - F;0 89:/+,+*/ 86 G- (∆+ ◦δ ◦G[Dk[m]∞] ~t ) ⊆ G1 ◦G[ Dk[m]∞ ]
î =;0

5; F0*F*1+,+*/ í îïîïH F*+/, IïK - +5 6A +1,6 8*/@ 3/ @*/,6A,6
g1 - /*/ ,0+?+;5 @;0

G1◦G 6= {[]} - ,65 236
Di[m]∞ = g′◦g1[Dk[m]∞]

î =;0 56 F* +/, IïK 86 í îïîïH */
F63, 8*/@ ,0*3?60 3/ @*/,6A,6

g′′ 6= []
,65

g′′ = g′ ◦g1
6, ,65 236

Di[m]∞ =
g′′[Dk[m]∞]

î
B )+

i = k - 5 4923;,+*/ 86?+6/, Dk[m]∞ = g′′[Dk[m]∞]
î C/ @*/@53, ;5*01 @*..6

F*30 56 @;1 8 43/6 163 56 923;,+*/ (k = 1)
F*+/, INK î

_`a



b c defghijkl kllkmn okpl lgql rkqs etugneilkl v
1

kn v
2w xyx z{|}~��� �����|� ��

m

� ����� i < k
x � ��������� Di+1[ai+1] = gi+1[Di[m]∞] ���� ����� � �������

Di+1[ai+1] = gi+1 ◦ g′′[Dk[m]∞]
x ��� �� ����� �y� �� w xyxy� � �� �  ���� ������� �� g′

i+1
���¡ ��� �� G

��� ��� g′
i+1 = gi+1 ◦g

′′ x g′
i+1 ��� �� ���� ������¢��� x£���������� �� �¤��¥¡ � ���¢��� ¦

Di+1[ai+1] = g′
i+1[Dk[m]∞]xxx

Dk[ak] = gk[Dk−1[m]∞]

������ ~α = (ai+1, · · · , ak)
� ~E = (Di+1, · · · , Dk) �� ~g′ = (g′

i+1, gi+2, · · · , gk)
x

�� ���������� (~α, ~E, ~g′, k − i) §��¡ � ����� �� �¤��¥¡ � ���� u ���� � ���� ���
(~a, ~D,~g, k)

�� ��� ��������� �� ¡ �� �¡ ����� �� (~a, ~D,~g, k)
x

y x
Di[m]∞ = g′[x]

x
� �� i = k

� ��¡¡� w ∈ ∆+◦δ◦G[Dk[m]∞]
� ����� w ∈ ∆+◦δ◦G◦g

′[x]
x ��� w xyxy�

����� �y� �� �¨� � �� �� ������ w ∈©∆+ ∪H[©∆+]
��� ��� ª��� ~t«��¬�����ª �� x� �� i < k

�
Di+1[ai+1] = gi+1[Di[m]∞ ] = gi+1◦g

′[x]
x ������ g′

i+1 = gi+1◦g
′ x��� w xyxy� ����� �y��

g′
i+1 ∈ G

x ��������� �� ��¡¡� w xy x®¯ ° � ���������
Di+1[ai+1] = g′

i+1[x]
x �� ��� �¨� ��� � ��� ��� ai+1 6≤ x

� �� ����� ����� ��� ���
� ��¢��� �� ����¡ �� ����� ¦ � ��� �y� �� �®�

Di+1[m]∞ = g′′[x] �� ���� �± �
Di+1[m]∞ = g3[(u ~t )]

�¢�� g′′, g3 ∈ G �� l(g′′), l(g3) ≤ l(g′
i+1)

x
�� Di+1[m]∞ = g′′[x]

� �� ¡ ²¡� ��������¡ ��� ���� ²��� ������ �¢� ��  ����«� ���� �� �¢����� x  ���� � ¦
� ���� �� ��� �������¢� ³���� ��� ª��� x ´ ��� �� ��� ���� ���� ������ i < j ≤ k

�
Dj [m]∞ = g′

j [x]
� �� ����� Dk[m]∞ = g′

k[x]
��� ¢���� � �²��� ������ ���� i = k� ���� �� �  ���� �� ������ j > i

��� ��� Dj [m]∞ = g′[ (u ~t )] �� �� ��� �����
��¡ ��� �� ��� �± x� ������ �� ����µ���¶� ��������� x® x

Di[m]∞ = g′[Di−1[m]∞]
�¢�� l(g′) = l(gi)

x
g′ ��� ���� ��� ���¢��� x

� �� i = k
� ����� Dk[m]∞ = g′[Dk−1[m]∞]

x  ���� �� ���¡ �¥�� �������� D1[a1] =
g1[Dk[m]∞]

�� �¤��¥¡ � ���� u
��¢���� D1[a1] = g1◦g

′[Dk−1[m]∞]
x

´� ���� u ��� ª ��� ���¡ ��� �� ∆+ ◦δ ◦G[Dk−1[m]∞] ������� u ∈ ∆+ ◦δ ◦
G[Dk[m]∞] �� ��� ∆+◦δ◦G[Dk[m]∞] ⊆ ∆+◦δ◦G◦g

′[Dk−1[m]∞]
�� �«¡ ²¡ ������� ���� ∆+◦δ◦G[Dk−1[m]∞] �� ¢���� �� w xyxy� ����� �y� x·� ������ ~α = (a1, · · · , ak−1)

� ~E = (D1, · · · , Dk−1) �� ~g′ = (g1◦g
′, · · · , gk−1)�� ���������� (~α, ~E, ~g′, k − 1)

x §��¡ � �� �¤��¥¡ � ���� u ���� � ���� ���
(~a, ~D,~g, k)

x £������������ x
� �� i < k

� ��
(i+1)e �������� Di+1[ai+1] = gi+1[Di[m]∞ ]

��¢���� Di+1[ai+1] =
gi+1◦g

′[Di−1[m]∞ ]
x ·� ¢���� �� w xyxy� ����� �y�� �� ����� �� g′

i+1 = gi+1◦g
′

��� �� ���¡ ��� ���«�� �¢��� �� G
x

������ ~α = (a1, · · · , ai−1, ai+1, · · · , ak)
� ~E = (D1, · · · , Di−1, Di+1, · · · , Dk)

�� ~g′ = (g1, · · · , gi−1, g
′
i+1, · · · , gk)

� ����� (~α, ~E, ~g′, k − 1) §��¡ � �� �¤��¥¡ �
���� u ���� � ���� ��� (~a, ~D,~g, k)

x £������������ x
¨ x

Di[m]∞ = gi[Ei[m]∞]
�¢�� Ei[ai] = Di−1[m]∞ �� Di = gi◦Ei

x ·� ������� ���� �
l(Ei) < l(Di) ������� gi 6= []

x
·� ������ g′

i+1 = gi+1◦gi
� ��� ��� �� ���¡ ��� ���«���¢��� �� G �� ¢���� �� w xyxy� �

� ��������� Di+1[ai+1] = gi+1[Di[m]∞]
��¢���� Di+1[ai+1] = g′

i+1[Ei[m]∞]
x

´ ��� �� �¤��¥¡ � � �� ��¡����� ����� ��
ie

�������� ��� Ei[ai] = Di−1[m]∞ �� ��
(i + 1)e ��� Di+1[ai] = g′

i+1[Ei[m]∞]
x

� �� i = k
� ��¡¡� Dk = gk◦Ek

� �� ��¡¡� u ∈ ∆+◦δ◦G[Dk[m]∞]
� ��� w xyxy�

����� �y��
u ∈ ∆+◦δ◦G[Ek[m]∞]

x
·� ������ ~E = (D1, · · · , Dk−1, Ek)

� �� ���������� (~a, ~E,~g, k) §��¡ � ���� ��
�¤��¥¡ � ���� u ���� � ���� ��� (~a, ~D,~g, k)

x
� �� i < k

� � ��� ~E = (D1, · · · , Di−1, Ei, Di+1, · · · , Dk)
�� ���������� (~a, ~E,~g, k)�µ���¡ ��� �� �¤��¥¡ � ���� u ���� � ���� ��� (~a, ~D,~g, k)

x
´ ��� ��� ���  ��� �� �ª����� ��� ������������� ��� ¡ ���¡ ����� �� (~a, ~D,~g, k)

x
ut

¸¹º
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Clsm(Y Ω3) ÓÔÕ Ö×ØÙ×ÔÚÓ ÛÓ ÜÚÝ×ÞÕÓÝØÓÔ

ßàáâ ã ä å æ çè éã êá âëãìíã éì àîïðëñò ã ó ôõôõä
ö÷ øùúûü ýü þùÿÿù » ¼� ¼�� � �þ ù���ûù

(~a, ~D,~g, k)
ü÷ ���û�ÿù 	
üú

u
¼ � úù÷
÷ � þù

ÿ �÷ �ÿ � þ ¼ ��	ú�� þ� ý��÷ �û �
÷ » ¼� ¼�� �
u

ù�û ü÷ � þ�ÿù÷û ýù
∆+ ◦ δ[G[Dk[m]∞] ]

¼ ��ú þù
þùÿÿù » ¼� ¼��

u
ù�û ý
÷� �
�û ~t�ý��÷ ����� þù � �
�û �þ �		�úû �ù÷û � H[u]

�ù �ü � þù úù÷ý��� þùÿ ù÷û
~t�ý��÷ ����� þù ¼ ut

� ��
Clsm(Y Ω3) ��� �� !��"� #� $"%�&��% ��

� úù÷
÷ � ü÷ ûùúÿ ù �÷ � ý
÷û þ� '
úÿ ù ÷
úÿ � þù �÷�÷ �ù
m

ø�ú ��ù þù� (�	 
û(��ù� )
1ùû )

2
¼ *
ü� �ù� �
÷ý �û �
÷ � � ù÷ øùúûü ýü û(�
ú�ÿù » ¼� ¼�+ �þ ù���ûù ü÷ù �ü �ûù ýù ûùúÿù�

~t
ýù T m

x

ùû ü÷ ûùúÿ ù
~t�ý��÷ ����� þù u

ûùþ� �üù
m = δ[ (u ~t ) ]

¼,
ü� � þþ
÷ � � þ
ú� ÿ 
÷ûúùú �üù
A = Clsm(Y Ω3)

÷ �ù�û �
ÿ 	
��ù �üù ýù -�ú
�ûùúÿù� ¼ ö÷ øùúûü ýù þ� ý��÷ �û �
÷ » ¼� ¼�� � ÷
ü � �ø
÷ � ûú
�� ��ûü�û �
÷ � � ûú��ûùú .
u = ∆∞

�
u ∈ ∆̂+ ∪H[∆̂+]

ùû
u ∈ {H[v]

ûùþ �üù
v ∈ H[v]}¼/
ÿÿù÷0
÷ � 	�ú þù ýùú÷ �ùú ùû þù 	 þü � �÷û�úù���÷û ýù� ��� ¼

1 23 24 567 8
u ∈ {H[v] 9:; <=: v ∈ H[v]}>îïðëñò ã ó ô? ôõ @ABC

m = δ[ (u ~t ) ] DEF G AHI F EAHI JKF BEL EBF AM ~t FNC DEF NDBCFOF T m
x P @ ABC H

KJ QKJNN F OF QAECFR CFN OSL EBF T U JHCBH OF ~t
JD NFEN OF V PWPXP @ YBKFR BNCF DE CFHI F v

CFK ZDF u ∈ H[v] FC v ∈ H[v] [ JKAHN Clsm(Y Ω3) E YFNC QAIUANSFZDF OF \ SHA]CFHI FN P^_`ab` cd efghig jklmnmog p nljqhfg ekhf okho
i ≥ 0

qd jqdmmg
Ai rgm sjtdlusm rg ∆∞edf

( Ai , m) rdlm hlg jqdmmg A∗
i vefkekmnonkl Ð ÑÒ Ñwx Ñ ygoog jqdmmg

A∗
i

sodlo z{ong p edfonf
r |hl m}hgqgoog H

go rg qd jqdmmg Ai
}hn jkffgmeklr p md edfong honqg qkfm rgm sjtdlugm rg

Ai
edf

m
Ñcd efg~ n�fg rn� jhqos jklmnmog p jtk nmnf hl zkl jdlrnrdo ekhf qd jqdmmg A∗

1

Ñ yg jdlrnrdorkno isfn�gf qg qg~~g Ð ÑÒ Ñ� � qd efke kmnonkl Ð ÑÒ Ñw go qg qg~~g Ð ÑÒ ÑÒ� Ñ�hnm � kl ~klofg }hg
A∗

i

gmo jkloglhg rdlm hlg jqdmmg F̂i vefkekmnonkl Ð ÑÒ Ñ��x jklmofhnogmhf qd zdmg r |hlg ufd~~dnfg go rklo qgm ogf~ gm mklo jqdnfg~ glo rgm �sfk�ogf~ gm vjkfkqqdnfgÐ ÑÒ Ñ��x jdf nqm mklo rg qd �kf~ g (∆ ~v)
Ñ�l lkogfd rdlm jgoog efghig � }hg mgh qm qgm qg~~gm Ð ÑÒ Ñ� � Ð ÑÒ Ñ� � Ð ÑÒ ÑÒ� go qd efkekmno nklÐ ÑÒ Ñw mg fs��fglo p q |t�ekot�mg rg q |slkljs � mgqkl qd}hgqqg u ∈ H[v]

go
v ∈ H[v]

Ñ
ut

/
ÿÿù
u
�		�úû �ù÷û �

H[v]
� þ
ú�

u
ù�û ü÷ ��� ýù ýù�ú� �÷�÷ � ù÷ øùúûü ýù þ�

úùÿ �ú�üù » ¼� ¼�� ¼ �ù ûùúÿ ù
m = δ[ (u ~t ) ]

��û ��'��û ý
÷� þ �(�	 
û(��ù )
1
¼ ù 	 þü � �

vù�û �
ü � '
úÿ ù ÷
úÿ � þù 	ü ���üù
u ∈ H[v]

� ùû �üù
u

ù�û �
ü � '
úÿ ù ÷
úÿ � þù ù÷ û�÷û�üù �
ü ��ûùúÿ ù ýù
m

¼
I
,
û
÷ �

T
þ� 	�úû �ù üû �þù ýù

~t
�ü �ù÷ � ýù + ¼� ¼�� ¼

� ï�èçàçðè ó ô? ô? @ABC
(A∗

n)n≥0

KJ NDBCF OF QKJNNFN OSL EBF U JH A∗
0 = {∆∞} [ A∗

1 =
{∆∞} ∪H[v] FC U ADH CADC n ≥ 1, A∗

n+1 = A∗
n ∪A∗

n[A∗
n → m]s P�ãòòã ó ô? ô� �FN QKJNNFN (A∗

n)n≥0 NAEC QAIUANSFN OF CFHI FN NADN G AHI F EAHI JKFZDB E F U ANN�OFEC U JN x
QAII F �JHBJ�KF KB�HFP^_`ab` �df nlrhjonkl mhf n

Ñ
� A0

gmo jk~ekmsg rg ∆∞

}hn gmo jqkm go lkf~ dq Ñ
� �khf A1

� r |def�m qd fg~ df}hg Ð Ñ� Ñ�� � qgm sqs~ glom rg H[v]
mklo rg qd �kf~ g ∆+◦δ[w]

�}h n gmo hl ��� Ñ yk~~g qg ogf~ g
∆
go jqkm go }hg qg jklog�og

δ
qng qd idfndz qg

x
�
xl |gmo edm qnzfg rdlm qgm ogf~ gm rg H[v]

Ñ g eqhm jk~~g
v
gmo hl ��� � dqkfm

H[v]
lg ekmm�rg edm rg fgrg� vj� Ñ fg~ df}hgÐ Ñ� Ñ��x Ñ

���
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Å ÆÇ ÈÉÊ ËÉÌÍ ÉÊ ÎÉ A∗
n
ÊÏÐË ÑÌÇÒÓÊ ÎÉ ÈÔ ÒÔÌÇÔÕÈÉ ÈÇÕÌÉ x Ö ÔÈÏÌÊ ÇÈ ÉÐ ÉÊË ÎÉ Í ×ÍÉ ÑÏØÌ

A∗
n ∪A∗

n[A∗
n → m]s ÑØÇÊÙØÉ m ÉÊË ÚÈÏÊ ·Û É ÑÈØÊ Ö Î ÜÔÑÌÝÊ ÈÔ ÎÓÞÐÇËÇÏÐ ÎÉÊ ÓÚßÔÐàÉÊ á ·â ·¸â Ö A∗

n[A∗
n → m]s ÉÊË ÚÏÍÑÏÊÓÉ ÎÉËÉÌÍ ÉÊ ÐÏÌÍ ÔØã · ÆÇ A∗

n
ÉÊË ÚÏÍÑÏÊÓÉ ÎÉ ËÉÌÍ ÉÊ ÐÏÌÍ ÔØã Ö ÔÈÏÌÊ ÈÔ ÚÈÔÊÊÉ A∗

n+1 =
A∗

n ∪A∗
n[A∗

n → m]s È ÜÉÊË ÔØÊÊÇ · utäåæ çèéêå ëìí ìî ïðñò ñó ôñõòö ÷ôóøùøôõ øö
A∗

1 ú ÷ö ûöüüö òöýõö þòôù ýù A∗
1

öýõ ÷ðü ÿ
�ðý�ö øö õöòüö óðòü ôñ� öõ ýù

x
ó �öýõ �ôý ûù�òö øôóý ûöý � û�üöóõý øö

A∗
1

¢
� �� � � � 	
 	�

A∗
1 ⊆ (∆ δ[(A∗

1 T)] ) ∪ (∆ A∗
1)
ì

ä åæ çèéêå ëìí ì� öý õöòü öý øö
A∗

1

ýðóõ øðó÷ øö ûô �ðòü ö
(∆ v)

¢
� �� ��� ÆÏÇË a1 ∈ A∗

1 �� · ÊÇ a1 = ∆∞ Ö ÔÈÏÌÊ a1 = (∆ a1) ∈ (∆ A∗
1)
·¸ · ÊÇÐÏÐ Ö a1 ∈ H[v]

· �ÔÌ ÎÓÞÐÇËÇÏÐ ÎÉ H Ö ÉÐ ÎÇÊË ÇÐàØÔÐË H0
ÎÉÊ ÔØËÌÉÊ ÚÈÔÊÊÉÊ Ö H[v] =

∆+◦δ[ (v �) ] ∪ ∆+◦δ[ (H[v] �) ]
· �Ì Ö ÑÔÌ ß�ÑÏËßÝÊÉ Ö v ∈ H[v] Î ÜÏ� ∆+◦δ[(v �)] ⊆

∆+◦δ[ (H[v] �) ]
·

�Ð ÊÉ ÌÔÍ ÝÐÉ ÎÏÐÚ � a1 ∈ ∆+◦δ[ (H[v] �) ]�Ì Ö ÑÔÌ ÎÓÞÐÇËÇÏÐ ∆+◦δ = (∆ δ) ∪ (∆ (∆+◦δ ))
·

� ÇÐÊÇ Ö a1 ∈ (∆ δ[(H[v] �)] ) ∪ (∆ (∆+◦δ[(H[v] �)]) )
·

�ÏÍÍÉ H[v] ⊆ A∗
1 Ö ÏÐ Ô (∆ δ[(H[v] �)] ) ⊆ (∆ δ[(A∗

1 �)] )
· �Ë Î ÜÔÑÌÝÊ ÈÔ ÎÓÞÐÇËÇÏÐ¶ ·� ·� ÎÉ H Ö ∆+◦δ[(H[v] �)] ⊆ H[v]

· �Ð ÉÐ ÎÓÎØÇË ÎÏÐÚ (∆ (∆+◦δ[(H[v] �)] ) ) ⊆
(∆ H[v]) ⊆ (∆ A∗

1)
·

�É ÙØÇ ÉÐËÌÔ ÐÉ ÞÐÔÈÉÍ ÉÐË a1 ∈ (∆ δ[(A∗
1 �)] ) ∪ (∆ A∗

1) ut

! "#$ #%&'&#( � 	
 	) ∀n ≥ 0, An ⊆ A∗
n� �� ��� �ÔÌ ÇÐÎØÚËÇÏÐ ÊØÌ n

·
.

�ÏØÌ n = 0Ö A0 = A∗
0

·
.

�ÏØÌ n = 1Ö ÚÏÍÍÉ m ÒÓÌÇÞÉ *
1 Ö ÑÔÌ ÈÔ ÑÌÏÑÏÊÇËÇÏÐ + ·, ·+ Ö A1 = {∆∞} ∪∆+◦δ[B1]

·�ÏÍÍÉ B1 = { (u ~t ) }Ö ÏÐ Ô A1 = {∆∞} ∪∆+◦δ[ (u ~t ) ]
·�ÔÌ ÎÓÞÐÇË ÇÏÐ ÎÉ H Ö ∆+◦δ[(u ~t )] ⊆ H[u]

· � ÇÐÊÇ A1 ⊆ {∆∞} ∪H[u]
·�Ì Ö ÑÔÌ ß�ÑÏËßÝÊÉ ÎØ ËßÓÏÌÝÍ É ¶ ·¸ ·� Ö u ∈ H[v] Ö ÚÉ ÙØÇ ÉÐËÌÔ ÐÉ A1 ⊆ {∆∞} ∪

H[H[v] ]
·- ÇÐÔÈÉÍ ÉÐË Ö ÑÔÌ ÈÔ ÑÌÏÑÏÊÇËÇÏÐ ¶ ·� ·�+ ÑÏÇÐË .¸/ Ö H[H] ⊆ H Ö ÚÉ ÙØÇ ÎÏÐÐÉ A1 ⊆

{∆∞} ∪H[v] ÙØÇ ÉÊË ÓàÔÈÉ � A∗
1
ÑÔÌ ÎÓÞÐÇËÇÏÐ ·

.
�ÏØÌ n > 1Ö È ÜÇÐÎØÚËÇÏÐ ÊØÌ n ÉÊË ÇÍÍÓÎÇÔËÉ ÎØ 0ÔÇË ÙØÉ Ö ÑÏØÌ ËÏØËÉÊ ÚÈÔÊÊÉÊ A ÉË B Ö
A ⊆ B ÉÐËÌÔ ÐÉ A[A→ m]s ⊆ B[B → m]s Ö ÙØÉ An+1 = An ∪An[An → m]s ÉË ÙØÉ
A∗

n+1 = A∗
n ∪A∗

n[A∗
n → m]s ÑÔÌ ÎÓÞÐÇËÇÏÐ · utäåæ çèéêå ëìí ì1 ïðñò

m = δ[ (u ~t) ]
¢ 2 ù

A0 ⊆ A∗
0 ú ýù ∆∞ ∈ A∗

1

öõ ýù
∆+◦δ[ (u ~t ) ] ⊆

A∗
1 ú ôûðòý ÷öõõö �òð�ðýùõùðó ¡ ¢3 ¢4 òöýõö þòôùö ¢

5 67 ( &'&#( � 	
 	� 89 9 :;å <
= D =

⋃

k≥0

Dk
:> D0 = {[], δ3}∪δ[([] T)]

å; ? :êè ;:ê ;
k ≥ 1@ Dk+1 = ([] T[Dk/x])

= E =
⋃

k≥0

Ek
:> E0 = {∆} å; ? :êè ;:ê ;

k ≥ 1@ Ek+1 = (Ek D)

= F =
⋃

k≥0

Fk
:> F0 = E

å; ? :êè ;:ê ;
k ≥ 0@ Fk+1 = (Fk D)∪ (Fk T[D/x] D)

äåæ çèéêå ëìí ìAB ô ÷ûôýýö øö ÷ðóõö�õöý ú F ú � öòü öõ øö ø�÷òùòö ûô �ðòü ö øöý �÷CôóD�ýøö ûô ÷ûôýýö
Ai

�ôò (Ai , m)
øôóý ûö ÷ôý �ôòõù÷ñûùöò ðE ∆

ô��ôòõùöóõ F
Ai
¢ 2ðñý ÷öý÷ðóøùõùðóý ú ÷ðüüö ûöý õöòüöý øö Ai
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Ên
Ç�

F̂n
Î

ï ðñ òóñ � ô þý úôû ýú�øô ³ ´µ ´- ôö �ø �÷ú÷þþý�úô ³ ´µ ´. ´
ut

è éê ê é ë ìí ìí/ 0�%� n
Ì� Ç��%ÇÊ �Ç) ËÌ Ç

A∗
n ⊂ F̂n

Î 1 )�Ê� D∞
n ⊆ D̂n 2 E∞

n ⊆ Ên
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~c1
1/x] · · · ~t1k[~c1

k/x] ~d1
k )

Lq ` d xd` o kj `  kab` mh` am kb`
~a2 ∈ A∗

n

`b mh `hbk`c
j

b`ja �m`
f2 = (∆ ~d2

0
~t21[

~c2
1/x] · · · ~t2k[~c2

j/x] ~d2
j )

L
_ rf|gjkbf (f1 ~r ) = f2

`hbcgh` elhi
®̄°
±̄

∆ ~d1
0

~t11[
~c1
1/x] · · · ~t1k[~c1

k/x] ~d1
k ~r²

∆ ~d2
0

~t21[
~c2
1/x] · · · ~t2k[~c2

j/x] ~d2
j

³̄́

µ̄
L

� lma cfimsfclha gkhak e`a f|gjkbfa o b`cd ` ~ b`cd ` o `hbc` j`a am kb`a
< ~d1

0 , ~t11[
~c1
1/x] , · · · , ~t1k[~c1

k/x] ~d1
k , ~r >

`b
< ~d2

0 , ~t21[
~c2
1/x] , · · · , ~t2k[~c2

j/x] , ~d2
j >

�ldd`
∆ = (∆ δ3 · · · δ3)

o lh s`mb ildsjfb`c jg sjma ilmcb` e`a e`m  amkb`a o `h alh efzvmb o sgc e`a b`cd `a
δ3

o fjfd `hba e`
Dn

o g¨h �m r`jj`a gk`hb blmb`a e`m  j` d xd` hldvc`e rfjfd `hba L�lblha
l
i` hldvc` e rgc|md `hba L «mka�m`

~r
`ab hlh ¡ke` o

l
`ab amsfck`mc ~

1
L �lma gjjlhadlhbc`c jg ilhbcgekib klh e rmh b`j a¶ abtd ` e rf|gjkbfa sgc cfimcc`hi` amc

l
L L_` sckhiks ` ilhakab` ~ c`d gc�m`c �m` j`a gc|md `hba e` b¶s` ·

d
¸ h` s `m¡`hb a rf|gj`c ~ i`m e` b¶s` ·

t
¸ L �ja a` c`bclm¡`hb elhi blma `h ¡kaz~z¡ka `hbc` jg am kb` ©wª `b jg ©Mª L §h sgcbghbem efvmb e` jg am kb` o lh s `mb c`dlhb`c j`a f|gjkbfa slmc gvlmbkc ¨hgj`d `hb ~ mh` f|gjkbfem b¶s`

r = d
o i` �mk `ab ilhbcgekiblkc` smka�m`

r
`ab e` b¶s`

t
L

.
£k

l = 1
L{h g mh` a`m j` f�mgbklh r = d2 g¡`i

d2 ∈ Dn
L ¹ khak o

r ∈ Dn
L «gc ¬¶slb¬ta` e`

j rfhlhif o A∗
n ⊆ F̂n

o e rgscta j` j`dd` K LM LM� o
r∞

gssgcbk`hb elhi ~
Dn

Lq rgscta jg c`d gc�m` K LM Lw� o
r∞

s `mb elhi a rfickc` e` �mgbc` ng�lha º
A∗

n, δ3, δ[(A
∗
n

¢
)]`b

(A∗
n

¢
[Dn]/x])

L q gha blmb j`a iga
r∞

a rfickb alkb
(∆ ~v)

o alkb
δ[e]

L{c o sgc ¬¶slb¬ta` o ak
r ∈ T1[w/x]

o `h mbkjkaghb j`a hlbgbklha e` jg sclslakb klh K LwL» o
r∞ ∈ (T1[w/x])∞

L §h gssjk�mghb j` slkhb ©� ª e` K LwL» o lh ekabkh|m` e`m  iga º
¼ ak

i0 > 1
o gjlca

r∞ ∈ T1
`b elhi o e rgscta j` slkhb ©Mª e` K LwL» o s lmc blmb` amkb`

~s
e`

(T2, · · · , Tn)
o
(δ r∞ ~s)∞ = x

L �` �mk ilhbc`ekb j` j`dd` � L¤ L½ `h sc`hghb
C = r∞`b

z = x
L

¼ ak
i0 = 1

o kj `  kab` mh` am kb`
~u

b`jj` �m`
r∞ = ¾Ci0 [w

∞, ~u ]
`b b`jj` �m`

Ci0 [x, ~u ] ∈ T1
L{h lvbk`hb gjlca jg d xd` ilhbcgekibklh �m` slmc

i0 = 1
`h sc`hghb

C = Ci0 [ [], ~u]`b
z = x

L

¿¿À
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Clsm(Y Ω3) ÙÚÛ ÜÝÞßÝÚàÙ áÙ âàãÝäÛÙãÞÙÚ

åæ
r ∈ T1 ç è éêëìíî ïð ëñæòó ôõö èð Ö ×õ ×÷ ç r∞ = r

× øò ùñòùïúó êïñìî èð ïê û üûð ýêþñòÿúð ëñúì i0 > 1
×

.
åæ

l > 1
×

� ñòóìñòî ÿúð ~d1
0 ðó ~d2

0 ñòó û üûð òñû�ìð è é� ï�ûðòóî ×�êì ï éê�îúìèð ç îæ ëêì ð�ðûëïð ç ~d2
0 ê�êæó ëïúî è éêì�úûðòóî ÿúð ~d1

0 ç ïðî ëìðû æíìð ��êïæó�ðòóìð ïðî óðìû ðî èðî èðú� îú æóðî îð ëì�îðòóðìêæðòó êæòîæ �
d1
0,1 d1

0,2 d1
0,p t11,1[c

1
1/x]� � · · · � �

d2
0,1 d2

0,2 d2
0,p d2

0,p+1

	 ëêìóæì èðî ��êïæó�î ðòóìð óðìû ðî èðî îúæóðî < ~d1
0 , ~t11[

~c1
1/x] , · · · , ~t1k[~c1

k/x] ~d1
k , ~r >

ðó < ~d2
0 , ~t21[

~c2
1/x] , · · · , ~t2k[~c2

j/x] , ~d2
j > ç ñò ñ�óæðòèìêæó èñòù úòð ��êïæó� t11,1[c

1
1/x] =

d2
0,p+1 ç ñ
 t11,1[c

1
1/x] ìðëì�îðòóð ïð ëìðû æðì óðìû ð èð ïê îú æóð ~t11[

~c1
1/x]

×
�úóìðû ðòó èæó ç ñò ðò è�èúæìêæó ÿúð t11,1[c

1
1/x] ∈ Dn

×øì ç è éêëìíî ïð ïðûûð Ö ×Ø ×Ø� ç c1
1 ç ÿú æ êëëêìóæðòó  Dn ç òð ëñîîíèð ëêî x

ùñûûð �êìæê� ïðïæ�ìð × 	 ëêìóæì èð t11,1[c
1
1/x] ∈ Dn ñò óæìðìêæó èñòù ïê û üûð ùñòóìêèæùó æñò ÿúð ëñúì

l = 1
×

�ò ùñòî�ÿúðòùð ç ïðî îú æóðî ~d1
0 ðó ~d2

0 ñòó û üûð òñû�ìð è é� ï�ûðòóî × �ðî îú æóðî ç ~t11[
~c1
1/x]

ðó ~t21[
~c2
1/x] ñòó ðïïðî êúîîæ ïð û üûð òñû�ìð è é� ï�ûðòóî ùêì ðïïðî îñòó óñúî èðú� � ï��ûðòóî èð �[Λ/x]

×
	 ëêìóæì èðî ��êïæó�î ðòóìð óðìû ðî èðî îúæóðî < ~d1

0 , ~t11[
~c1
1/x] , · · · , ~t1k[~c1

k/x] , ~d1
k , ~r >

ðó < ~d2
0 , ~t21[

~c2
1/x] , · · · , ~t2k[~c2

j/x] , ~d2
j > ç ðò îúëëìæû êòó ìðîë ðùóæ�ðû ðòó ïðî

îú æóðî < ~d1
0,

~t11[c
1
1/x] > ðó < ~d2

0,
~t21[c

2
1/x] > ÿúæ ñòó û üûð ïñò�úðúì ç ñò ì�ùúëíìð úò

î�îóíû ð ëïúî ë ðóæó è é��êïæó�î ðòóìð < ~d1
1 , ~t12[

~c1
2/x] , · · · , ~t1k[~c1

k/x] , ~d1
k , ~r > ðó <

~d2
1 , ~t22[

~c2
1/x] , · · · , ~t2k[~c2

j/x] , ~d2
j >

× øò ùñòùïúó �òêïðû ðòó ëêì ì�ùúììðòùð × ut

���������� � �� ��� � !"
w #$ "%&' % "%( )# % x 6∈ FV (w)* +  !" f1, f ∈ Fn

%"
~s ∈ T # ~s ∈ T[w/x] , � !

A∗
n ⊆ F̂n * %" +! f ≤ (f1 ~s) -( &+ f ≤ f1

 # .!%$ f ≤ ~s ,
/01231 4 éðîó úòð ùñòî�ÿúðòùð èú ïðûûð Ö ×Ø ×Ø5 ðó èú ïðûûð èð ùêëóúìð 6 ×5 ×7 × ut

8�99� � �� ��: � !
A∗

n ⊆ F̂n * -( &+* ;  #& " #"% <(-++% A
!$ <(#+% =-$+ F̂n >? , (A T) [A∗

n → m] ⊆ (A[A∗
n → m] T)∞ ∪ (A T)

@ , (A
ˆ

T[Dn/x]) [A∗
n → m] ⊆

((A[A∗
n → m])

ˆ
T[Dn/x])∞ ∪ (A

ˆ
T[Dn[A∗

n → m]/x]) ∪ (A
ˆ

T[Dn/x])A, B  #& " #"% <(-++% =% "%&' %+ U * (δ[U ]) [A∗
n → m] ⊆ δ[U [A∗

n → m] ]

C%' -&)#% D,@ ,@E FG HGIIG JKLM N GOI GPPOQ RG NKMSPSKJJGO HGM TUVQJWGM XL S MKJP
N GOI SM RQJM HGM UHQMMGM

Dn, En
GP

Fn
Â YQO GZGINHG [ HG N KSJP \]^ N GLP MG HSOG QSJMS _ MKLM

OTMGO`G XL aKJ QSP RTb c IKJPOT
A∗

n ⊆ F̂n
[ PKLM HGM TUVQJWGM RG

A∗
n

RQJM
(A∗

n
ˆ

T[Dn/x] )KJP HSGL MKSP RQJM
A∗

n

MKSP RQJM
Dn

Â dJ OGI QOXLGOQ XLG HGM UHQMMGM c ROKSPG RG
H aSJUHL MSKJ JG MKJP NQM MKLM eKOI G JKOI QHG [ U aGMP NKLOXLKS SH OGMPG H aKN TOQPGLO ∞ Â

fOQNVSXLGI GJP _
δ[U ](An T[Dn/x] )

A∗
n

(A∗
n T )

/01231
õ× åñ æðòó (a1 ~s ) ∈ (A �) ñ
 a1 ∈ A ðó ~s ∈ � × åñæó a ∈ A∗

n

óðï ÿúð a ≤ (a1 ~s)
× gï ð� æîóð

èñòù úò ùñòóð�óð C
óðï ÿúð C[a] = (a1 ~s)

× 4ñûûð A∗
n ⊆ F̂n ç ðò �ðìóú èú ùñìñ ïïêæìðÖ ×Ø ×Ø÷ ç ñò èæîóæò�úð èðú� ùêî �

hhh
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Clsm(Y Ω3) ��� �������� �� �����������

� ���� a ≤ a1 � �� ���� �� ��� �� �� ���� �� �������� E ��� ��� E[a] = a1
� ��� ���������

��� �� ��¡�� � E[m]∞ �¢¢������� £ A[A∗
n → m]

� ¤ ���� � C[m]∞ = (E[m]∞ ~s)∞ ����¢¢������� £ (A[A∗
n → m] ¥)∞

�
� ���� a ≤ ~s � �� ���� �� ��� �� �� ���� �� ������ 1 ≤ i ≤ n �� �� �������� D ������ ~s = (s1, · · · , E[a], · · · , sn)

� ¦�§§� A∗
n ⊆ F̂n � � ¨�¢�©� �� ���������� ~ �� ��ª � a

��� �� «¬ � ®���� �� ¢��¢������� ~ �¯�° � ¢ ���� ±ª²� E[m]∞ ∈ Ti
� ³ ¨�´ C[m]∞ =

(a s1 · · ·E[m]∞ · · · sn)∞
�

«� � � ¨�¢�©� �� ¢���� ±¯² �� ~ �¯�° � ~s ��� ��§¢���� �� ���§ �� ���§ ��� � ³ � ¢��� a

��� �� «¬ � ��� ��� ���� µ��§ � ���§ �� � ¨�¢�©� �� ��§§� ~ �� �ª � ¶��� ������������� C[m]∞ = (a s1 · · ·E[m]∞ · · · sn) ��� �¢¢������� £ (A ¥)
�

� � ®� �� (a1 ~s [d/x]) ∈ (A
ˆ¥[Dn/x]) �´ a1 ∈ A� ~s ∈ ¥ �� d ∈ Dn

�
®� �� a ∈ A∗

n
��� ��� a ≤ (a1 ~s [d/x])

� ·� �� ���� ���� �� �������� C ��� ��� C[a] =

(a1 ~s [d/x])
� ¦�§§� A∗

n ⊆ F̂n � ¡�¸�� �� ��§§� ~ �� ��¹ � d �� ¢���©�� ¢�� x ��§§�º����» �� ��»�� � ¼� º���� �� ���������� ~ �� ��° � �� ������¡�� ���� ��� ½
. ���� a ≤ a1 �� ���� �� ��� � ��§§� ¢������§§��� � �� �»�����

C[m]∞ = (E[m]∞ ~s [d/x])∞ ��� �¢¢������� £ ((A[A∗
n → m])

ˆ¥[Dn/x] )∞
�

. ���� a ≤ ~s [d/x] �� ���� �� ��� �� �� ���� �� ������ 1 ≤ i ≤ n �� �� �������� D ������ ~s [d/x] = (s1[d/x], · · · , E[a], · · · , sn[d/x]) �� ��� ��� si[d/x] = E[a]
�

¦�§§ � ~s [d/x] ∈
ˆ¥[Dn/x]� ����� ��� ���§ �� ���� ���� µ��§ � ���§ ��� � ³ � ¢���

a1 ∈ A ⊆ F̂n � � ¨�¢�©� �� ���������� ~ �� ��ª � a1 ��� �� «¬ ���� µ��§ � ���§ ��� �¤ ���� � (a1 ~s [d/x]) ��� �¡���§ ��� ���� µ��§ � ���§ ��� � ¶��� �� ��������� ����
C[m]∞ = (a1 s1[d/x] · · ·E[m]∞ · · · sn[d/x])

�
¼� ��������� ��� ��������� �� �� ¢��¢ ������� ~ �¯�° � ������¡���� ��� º������ �� i ½¾ �� i 6= i0 � � ¨�¢�©� �� ¢��¢������� ~ �¯�° ¢���� ±¹ ² � (si[d/x])∞ ∈ Ti

� «� � si[d/x] ������� µ��§ � ���§ ��� � �� �� ������ ���� si[d/x] ∈ Ti
�

¦�§§� A∗
n ∈ F̂n � � ¨�¢�©� �� ���������� ~ �� ��ª � a ��� �� «¬ � ³ ¨�¢�©� �� ¢���� ±ª²

�� ~ �¯�° � �� �� ������ E[m]∞ ∈ Ti
�

³ ¨����� ¢��� � � ¨�¢�©� �� ��§§� ~ �� ��¹ � x 6∈ FV (d)� x � ¨��� ���� ¢�� ��»�� ����
si[d/x] ��� ��� �¡�� £ E[a]

� ³ � ¢��� m ��� ���� � � ¨�´ x 6∈ FV (E[m]∞)
� ¤���� �

E[m]∞ [Dn/x] = E[m]∞
� ¦�§§� E[m]∞ �¢¢������� £ Ti � �� �� ������ ����

E[m]∞ ∈
ˆ

Ti[Dn/x]
�

 �����§ ��� � �� º ���� C[m]∞ = (a1 s1[d/x] · · ·E[m]∞ · · · sn[d/x]) ∈ (A
ˆ¥[Dn/x])

�
¾ �� i = i0 � � ¨�¢�©� �� ¢���� ±¹ ² �� ~ �¯�° � x ∈ FV (si0)

� ¦�§§� si0 [d/x] ��� ����µ��§ � ���§ ��� � �� �� ��� �� § ¿§� ¢��� d
� ®���� �� ¢���� ±¹ ² �� ~ �¯�° � �� �� ���� �����»��������� σ �� ���§ �� ���§ ��� ����� ��� (si[d/x])∞ = ÀCi0 [d

∞, σ]
� ¦�§§�

si[d/x] �� d ���� ���§ ��� � �� �»����� si[d/x] = ÀCi0 [d, σ]
�

³ ��� ��¡���� ��� ����� ¢�������� ������º�� ¢����» ��� ����� ��� ����Á���§ �� a �� d ��
ÀCi0 [d, σ] ±�µ � ¢��¢������� ¯�¯�¯¯² ½
� �� a ≤ d

�
¤ ���� �� �� ���� �� �������� F ��� ��� F [a] = d �� ��� ���
C[m]∞ = (a s1 · · · ÀCi0 [F [m], σ]∞ · · · sn)

�
³ ¨����� ¢��� F [m]∞ ∈ Dn[A∗

n → m]
� ³ ¨�¢�©� �� ¢ ���� ±¹ ² �� ~ �¯�° � ( ÀCi0 [F [m], σ])∞ =

ÀCi0 [F [m]∞, σ] ��� �¢¢������� £ ˆ
Ti0 [Dn[A∗

n → m]/x]
�

¼��� � ��§§� �� � ��� ¢���º� ���� �� ��� i 6= i0 � �� §����� ��� si ∈
ˆ

Ti[Dn[A∗
n → m]/x] ¢��� ���� i 6= i0

�
«� �� ������ ���� C[m]∞ ∈ (A

ˆ¥[Dn[A∗
n → m]/x])

�
� �� a �� d ���� ���Â ����� �¤ ���� �� �� ���� �� �������� F ��� ��� F [d, a] = si[d/x] = ÀCi0 [d, σ] �� ��� ���

C[m]∞ = (a s1 · · ·F [d, m]∞ · · · sn)
�

¤ ���� � F [x, a] = ÀCi0 [x, σ] ��� �¢¢������� � � ¨�¢�©� �� ¢���� ±¹ ² �� ~ �¯�° � £ Ti0

�
¦�§§� a ��� �� «¬ � � ¨�¢�©� �� ¢���� ±ª² �� ~ �¯�° � F [x, m]∞ ��� �� ���§ ����� Ti0

� ·� �� ���� ���� �� ���§ � w ∈ Ti0
��� ��� F [x, m]∞ = w³� ¢��� ��§§� x 6∈ FV (si[d/x])� ����� x 6∈ FV (F )

�
m ����� ���� �� x � ¨�����

¢�� ��»�� ���� F � �� ¢��� ��� ��� F [x, m] [d/x] = F [d, m]
� ¶ ��� �»������ ����
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Clsm(Y Ω3) ÝÞß àáâãáÞäÝ åÝ æäçáèßÝçâÝÞ

F [d, m]∞ = (F [x, m]∞ [d/x])∞ = w[d/x]∞ éêë ì í îïðñòó ôõ ðöë÷ø ùú û íõ Ú ÛüÛý ì
ïððïñøëõ÷ø þ Ti0 [d∞/x]ÿë÷ïôõ� õ÷ø ì �ö�� õ d õóø ÷öñ� ïô ì ÷öêó ö�øõ÷ö÷ó F [d, m]∞ ∈ Ti0 [d/x] õø ðïñ
ôï ��� õ ì C[m]∞ ∈ (A

ˆ�
[Dn/x])

Û
� óë d < a ïôöñó ëô õ� ëóøõ ê÷ �ö÷øõ�øõ F øõô éêõ F [a] = d õø øõô éêõ �Ci0 [d, σ] =

E◦F [d]
Û �ö�� õ �Ci0 [d, σ] ïððïñøëõ÷ø þ ˆ

Ti0 [Dn/x]ì õø ëô õóø óöêó �öñ� õ ÷öñ� ïôõ ì
ëô õ÷ õóø íö÷� íõ ��� õ ðöêñ F

Û 	�ï� ë÷ö÷ó ôõó íë
�ñõ÷øõó �öñ� õó ÷öñ� ïôõó
íõ ø�øõ ðöóóë� ôõ ð öêñ F

Û �ö�� õ F � ôøñõ a ê÷ �ÿ ì ïôöñó F ÷õ ðöóóòíõ ðïó
í îï�óøñï�øëö÷ þ óï ñï� ë÷õ Û ÷ íëóø ë÷�êõ íö÷� íõê� �ïø��öñëõó � óöëø [] õóø õ÷
ø�øõ íõ F ì õø íï÷ó �õ �ïó F = ( [] ~v) ì óöëø [] õóø ë÷øõñ÷õ þ F õø íï÷ó �õ �ïó ëô
õ� ëóøõ ê÷ �ö÷øõ�øõ G øõô éêõ F = (u G ~v)

Û � ö÷øñö÷ó éê îïê�ê÷ íõ �õó íõê��ïó ÷ îõóø ðöóóë� ôõ �� óë F = ( [] ~v) ïôöñó �Ci0 [x, σ] = E◦F [x] = E[(x ~v)]
Û ñ ì í îïðñòó ôõ ðöë÷ø ùú û

íõ Ú ÛüÛý ì �Ci0 [x, σ] ∈ Ti0
í îö� E[(x ~v)] ∈ Ti0

Û � îïêøñõ ðïñø ÷öêó ï�ö÷ó� ö÷øñ� éêõ si
ïððïñøëõ÷ø þ Ti

ðöêñ øöêø i 6= i0
Û�öøö÷ó ~s′ = (s1, · · · , E[(x ~v)], · · · , sn)

Û �öêó ï�ö÷ó ~s′ ∈
� õø íö÷� í îïðñòó

ôõ ðöë÷ø ùÜû íõ Ú ÛüÛý ì (δ ~s′)∞ = x
Ûñ ì óõôö÷ ôõ ôõ�� õ � Û� Ûü� õø ôï ðñöðöóëøëö÷ Ú ÛüÛý ðöë÷ø ù�û ì ôõó �ö÷øõ�øõó

C1, · · · ,
�Ci0 , · · · , Cn

��ñë�õ÷ø (δ C1 · · ·
�Ci0 [x,~[]] · · ·Cn) →∗

β x
Û �ö�� õ δõóø � ôöó ö÷ õ÷ í�íêëø íö÷� éêõ x õóø ôë�ñõ íï÷ó �Ci0 [x,~[]]ì ïë÷óë éêõ íï÷ó

E[(x ~v)]
Û� îïðñòó ôï ðñöðöóëøëö÷ Ü ÛÜ Û�Ü ì ïððôëéê�õ ïê óöêó�øõñ� õ (x ~v)íï÷ó ôõ �ö÷øõ�øõ E íõ (δ s1 · · ·E[(x ~v)] · · · sn)ì ö÷ ï

(δ s1 · · ·E · · · sn)∞ = (δ s1 · · ·E[(x ~v)] · · · sn)∞ éêë õóø ��ïôõ þ x
Û�ñõ÷ö÷ó z ê÷õ �ïñëï� ôõ ÷õê�õ íë
�ñõ÷øõ íõ x

Û �ö�� õ xõóø óï÷ó øñöê ì þ ðïñøëñ íõ (δ s1 · · ·E · · · sn)∞ = xì ÷öêó ðöê�ö÷ó ��ñëñõ
(δ s1 · · ·E[(z ~v)] · · · sn)∞ = x

Û ñ ì E[(z ~v)] = �Ci0 [z, σ] ì �ñ��õ þ ôï í��÷ë�ø ëö÷ íõ �Ci0
ì ôõ�� õ � Û� Ûü� õø ðñöðöóëøëö÷ Ú ÛüÛý ì ëô õóø �ï� ëôõ íõ ��ñ ë�õñ éêõ

(δ s1 · · ·
�Ci0 [z, σ] · · · sn)∞ = z

Û �ö÷øñïíë�øëö÷ Û� óë F = (u G ~v)
Û �ö�� õ F [d] = a õø éêõ a õóø ê÷ �ÿ óöêó �öñ� õ ÷öñ� ïôõ ì�ñ��õ þ ôï ðñöð öóëøëö÷ Ü ÛÜ ÛÜ� ì ö÷ õ÷ í�íêëø éêõ u õóø ê÷ �ÿ õø éêõ Fô îõóø ïêóóë Û ÷ �ö÷� ôêø ïôöñó �ö�� õ ðñ���íõ�� õ÷ø �ñ��õ þ ôï ðñöðöóëø ëö÷Ü ÛÜ Û� üÛ

� Û �ë A∗
n ⊆ F̂n

ïôöñó ôõó � ô�� õ÷øó íõ A∗
n

óö÷ø íõó �ÿ Û �õ ñ�óêôøïø õóø ïôöñó ë���íëïø
õ÷ �ö÷óøïøï÷ø éêõ ôõó óõêôó óöêó�øõñ� õó �ÿ íõ δ[u] ÷õ ðõê�õ÷ø �øñõ éêõ íï÷ó u

Û
ut

 !""! # $% $%# & '
A∗

n ⊆ F̂n ( )*+,- (Dn
−→
Dn)∞ ⊆ F̂n

./0120 � ö÷øñö÷ó í îï� öñí éêõ (Dn Dn)∞ ⊆ F̂n
Û

� ë A∗
n ⊆ F̂n

ì í îïðñòó ôï ñõ� ïñéêõ Ú ÛÜ Ûü� ì ôõó øõñ� õó íõ Dn
ðõê�õ÷ø ó î��ñëñõ íõ éêïøñõ�ï3ö÷ó �

δ3, δ[(A
∗
n

�
)],A∗

n
õø (A∗

n

�
[Dn/x])

.
�ö�� õ÷3ö÷ó ðïñ A∗

n

Û�ö�� õ A∗
n ⊆ F̂n

ì ïôöñó (A∗
n Dn) ⊆ (F̂n Dn) éêë ì ðïñ �ö÷óøñê�øëö÷ íõ F ì õóø ë÷�ôêóõ

íï÷ó Fn
Û 4ñ��õ ïê ôõ�� õ Ú ÛÜ ÛÜú ì F∞

n ⊆ F̂n
ì ö÷ �ö÷� ôêø ïôöñó éêõ (A∗

n Dn)∞ ⊆ F̂n
Û

.
� õ ��� õ ((A∗

n

�
[Dn/x]) Dn) ⊆ ((F̂n

�
[Dn/x]) Dn) éêë ì ðïñ �ö÷óøñê�øëö÷ íõ F õóø

ë÷� ôêóõ íï÷ó Fn
Û ÷ �ö÷�ôêø ïôöñó �ö�� õ ðñ���íõ�� õ÷ø Û

.
�öêñ δ[(A∗

n

�
)]ì ÷öêó ï�ö÷ó éêïøñõ �ïó þ �øêíëõñ óê ë�ï÷ø ô î� ô�� õ÷ø íõ Dn

ïêéêõô ëô
õóø ïððôëéê� �� ( δ[(A∗

n

�
)] A∗

n)∞ ⊆ (A∗
n (A∗

n

�
[A∗

n/x]) A∗
n)∞

Û
�ö�� õ A∗

n ⊆ D̂n
ù�� Û ñõ� ïñéêõ Ú ÛÜ ÛÜ� û õø (A∗

n

�
[A∗

n/x]) ⊆ Dn
ì

ïôöñó (A∗
n (A∗

n

�
[A∗

n/x]) A∗
n) ⊆ (A∗

n Dn Dn) éêë ì ðïñ �ö÷óøñê�øëö÷ íõ F õóø
ë÷� ôêóõ íï÷ó Fn

Û ÷ �ö÷�ôêø ïôöñó �ö�� õ ðñ���íõ�� õ÷ø Û� �öêñ ( δ[(A∗
n

�
)] (A∗

n

�
[Dn/x]) )∞ ì ôõó �ïô�êôó óö÷ø óõ�� ôï� ôõó Û� �öêñ ( δ[(A∗

n

�
)] δ[(A∗

n

�
)] )∞ ì ð öêñ øöêø øõñ� õ d íõ Dn

�
( δ[(A∗

n

�
)] d)∞ ⊆ ( d (A∗

n

�
[Dn/x]) Dn)∞

Û

556
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[\\]^_`a b
δ[(A∗

n c)]d ef`g hai`\ahfeg j
( δ[(A∗

n c)] δ[(A∗
n c)] )∞ ⊆ ( δ[(A∗

n c)] (A∗
n c[Dn/x]) Dn)∞

M ke ifei]`l m]fhgnhoip m` \f^el \haiaqpel Mr sf`h (δ[(A∗
n c)] δ3)

∞ d ]pg im]i`]g gfel gptu]mu]pg m`v \haiaqpelg M
. sf`h δ3 d ]pg im]i`]g gfel gptu]mu]pg b δ[(A∗

n c)]
M w eflph _`p (δ3 δ3)

∞ = ∆ ∈ Ên
_`^

pgl ^ei]`gp qmeg F̂n
M

sf`h ifei]`hp d ifttp (Dn Dn · · ·Dn)∞ ⊆ ((Dn Dn)∞ · · ·Dn)∞ d g^ (Dn Dn)∞ ⊆ F̂n d m]fhg
((Dn Dn)∞ · · ·Dn)∞

pgl ^ei]`gp qmeg (F̂n Dn · · ·Dn)∞
M ke ifei]`l m]fhg \mh ifeglh`il^feqp

F
pl nhoip m` ]pttp L MN MNx M utyz{|}~}�| � �� ��� ������

A
��

B ���� ����� �� �� ���� �� �� l
�� ������ ������� � ��

������ ��� ���� ¡�� ¢ £¤¥¦¥ ��§¤ �¨© ¨ª�� �� � A �� B £�¤ m« ���¬� A[B → m]l « ���� ����� ®�� ¯
A[B → m]l = {C[m]∞|�� �� ���� b ∈ B

��
C
�� ������ �� ��� °� �

l(C) ≤ l
��

C[b] ∈ A} �
±²�³ �´}~}�| � �� ��µ ∀n ≥ 0, A∗

n ⊆ F̂n¶·¸¹º¸ ke \hfi»qp \mh ^eq`il^fe g`h n
M¼ sf`h n = 0

M
A∗

0 = {∆∞}
M smh ifeglh`il^fe d A∗

0 ⊆ D̂0
pl

∆ ∈ Ê0
M ½fttp ∆∞

g ¾aih ^l
(∆ ∆∞) d

fe pe qaq`^l ∆∞ ∈ (Ê0 D̂0)
_`^ pgl ^ei]`gp qmeg F̂0

M¼ sf`h n = 1
M¿f ^l a1 ∈ A∗
1

M À ¾m\h»g ]p ]pttp L MN MÁ d A∗
1 ⊆ (∆ δ[A∗

1 c] ) ∪ (∆ A∗
1)
M

¿^
a1 ∈ (∆ δ[A∗

1 c] )d ifttp ∆ ∈ Ê1
pl

δ[A∗
1 c] ∈ D̂1 d m]fhg a1 ∈ (Ê1 D̂1)

_`^ pgl^ei]`gp qmeg F̂1
M¿^efe a1 ∈ (∆ A∗

1)
_`^ pgl ^ei]`gp qmeg (Ê1 D̂1)

_`^ pgl ^ei]`gp qmeg F̂1 d p]]p t Ât p^ei]`gp qmeg F̂n
M¼ sf`h n > 1

M¿`\\ fgfeg _`p A∗
n ⊆ F̂n

pl t felhfeg _`p A∗
n+1 ⊆

ˆFn+1
M

smh qaÃe^l ^fe d A∗
n+1 = A∗

n ∪ A∗
n[A∗

n → m]s
M ½fttp ]pg i]mggpg (A∗

n)n≥0

gfel ihf^gÄgmelpg d ^] ef`g g`Å hm q ¾almu ]^h A∗
n[A∗

n → m]s ⊆ ˆFn+1
M sf`h ip]m d ef`g m]]feg \hfiaqph\mh hai`hhpeip g`h ]m \hfÆfeqp`h qpg aiÇmenpg _`^ gfel pÈpil`ag qmeg A∗

n

MÉe pÈpl d ifttp A∗
n[A∗

n → m]s = Ê
l≥0

A∗
n[A∗

n → m]sl d ^] g`Å l qp tfelhph _`p \f`h
lf`l pel^ph l ≥ 0 d A∗

n[A∗
n → m]sl ⊆

ˆFn+1
M

Ée Æm^l ef`g m]]feg tfelhph d g^t`]lmeat pel d pl \mh hai`hhpeip g`h l d _`p g^ A∗
n ⊆ F̂N dm]fhg D̂n[A∗

n → m]l ⊆
ˆDn+1 d _`p Ên[A∗

n → m]sl ⊆
ˆEn+1∪F̂n

pl _`p
F̂n[A∗

n → m]sl ⊆
ˆFn+1

M
À` qphe ^ph hag` ]lml d ifttp A∗

n ⊆ F̂n d fe qaq`^hm A∗
n[A∗

n → m]sl ⊆
ˆFn+1

MË m\\p]feg _`p ]pg i]mggpg q ¾aiÇmenpg d b \hfÆfeqp`h ]^t ^lap f` efe d gfel ift\fgapg`e^_`pt pel qp lpht pg gf`g Æfht pg efht m]pg ÌiÆ M qaÃe^l ^fe Í Mx MNÍ pl L MN MÍÎÏM
. sf`h l = 0

MÐpg aiÇmenpg b \hfÆfeqp`h Î gp Æfel `e^_`pt pel g` ^Ñmel ]p gp`] ifelpvlp qp ]feÄn`p`h Î _`^ pgl lh^Ñ ^m] []M [ ^eg^ d \ f`h lf`lp i]mggp A
pl

B d A[B → m]0 = {m}
M sf`h]pg aiÇmenpg glh^ilg d ]p ifelpvlp lh^Ñ^m] almel \hfgih ^l d ef`g mÑfeg A[B → m]s0 = ∅Ée ifega_`peip jr D̂n[A∗

n → m]0 = {m}
_`^ d q ¾m\h»g ]p ]ptt p L MN MNÒ d m\\mhl^pel b D̂1

M Ðpg g` ^lpg
(Dn)n≥0

almel ihf^ggmelpg d lf`l ifttp (A∗
n)i≥0 d ef`g fulpefeg qfei ]p hag` ]lml Mr Ên[A∗

n → m]s0 = ∅ d F̂n[A∗
n → m]0 = ∅

pl
A∗

n[A∗
n → m]s0 = ∅d ip _`^ pelhmÓepi]m^hpt pel ]p hag` ]lml M

. sf`h l ≥ 1
MÐ ¾ÇÔ\flÇ»gp qp hai`hhpeip gp Æfht`]p m^eg^ j

ÕÕÖ
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û A∗
n ⊆ F̂n

û ∀p < l

üýýýýþ
ýýýýÿ

Dn[A∗
n → m]p ⊆

ˆDn+1

En[A∗
n → m]sp ⊆

ˆEn+1 ∪ F̂n

Fn[A∗
n → m]sp ⊆

ˆFn+1

A∗
n[A∗

n → m]sp ⊆
ˆFn+1���� ������ ����	
	 
� ����	
 ��� 
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� 	��� ����� ��	 �� 	�����
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í ��
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� �
�� �� � �� ���
 ! "#$ %"#%& '()** & A &% B + A[B → m]p = A[B → m]sp ∪ {m} A∗

n[A∗
n → m] = A∗

n+1 ∪ {m},-./0. 1�	 ��2�3�3�� �
� �����
� � �������
� 
� �
 �� �����

A∗

n+1

í
ut

/ 4��5. 6
.

D̂n[A∗
n → m]l ⊆

ˆDn+1,-./0.
1�	 �7���8�
 �

A∗
n ⊆ F̂n

� � ��	8� �� 	
� �	��
 ì íî í9ì � �
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n
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(∆ ~v )
í

>�3�
d ∈ D̂n

í
? ��	8� �� 	
� �	��
 ì íî í9ì � �� �3�� 3���
 @ ��� �
û ��3�

d = δ3
í A� � �7 � ���	� �� �
 �����3���3��� ���3��
� � ��	 ����� �
� ����B

�
	� 
� �

δ3

� �
�� �� :;< í
û ��3�

d ∈ A∗
n

í
���	�

{d}[A∗
n → m] ⊆ A∗

n[A∗
n → m]

��3 � � ��	8� �
 ��3� ì íî íCî 
�� 3�����

����

A∗
n+1 ∪{m}

í 1�	 ��2�3�3�� �

Dn+1

�
A∗

n+1 ⊂
ˆDn+1


� � ��	8� �
 �
��

ì íî íî9�

m ∈ D̂1
� ��3 
�� 3�����
 ���� ˆDn+1

í ? ��D �
 	��� ���� í
û ��3�

d ∈ δ[ (A∗
n E) ]

í>
��� �� 	���3� 3�� ì íî íîF �3��� GCH � �
� ������
� �

A∗

n

����
δ[ (A∗

n E) ]
�


���� ���� �
� �
	� 
� �

(A∗

n E) I ��
 	�����
�	 ��3��	
 í �3��3 � �
δ[ (A∗

n E) ] [A∗
n → m]l ⊆ δ[ (A∗

n E) [A∗
n → m]l−1]

í
J� ��3����� �
 ���K
�� �� 	���3� 3�� ì íî íîF �3�� G9H� 3� K 3
�� �
δ[ (A∗

n E) ] [A∗
n → m]l ⊆ δ[ (A∗

n[A∗
n → m]l−2 E)∞]

í
? ��	8� �
 ��3� ì íî íCî �
(A∗

n[A∗
n → m]l−2 E)∞ ⊆ (A∗

n[A∗
n → m]sl−2 E)∞ ∪ (m E)∞

í
:	 � � ��	8� � �	 ��2�3�3�� �
 E � ���� �K���

(m E)∞ = {x}
í

? ����	
 �	� � � ��	8� � ��7���8�
 �
 	���		
��
 � 
� �	 ��2�3�3�� �

A∗

n

�
A∗

n[A∗
n → m]sl−2 ⊆ A∗

n+1 ∩
ˆFn+1

í
L� �����
 ˆFn+1

����� ������
 �
 :;< ���� ��	� 
 ��	� ��
 G�� í ��	� ���3	
ì íî íîCH� ���� 
� ����3���� �
(A∗

n[A∗
n → m]l−2 E)∞ ⊆ (A∗

n+1 E)∪ {x}
í

<3���
� 
�� �
{d}[A∗

n → m]l ⊆ δ[ (A∗
n+1 E)∪ {x}]

��3 
�� 3�����
 ���� ˆDn+1
í

û ��3�
d ∈ ( A∗

n
ˆE [Dn/x] )

í
? ��	8� �� 	���3�3�� ì íî íîF �3�� GîH �
(A∗

n
ˆE[Dn/x] ) [A∗

n → m]l ⊆

((A∗
n[A∗

n → m])l−1
ˆE[Dn/x] )∞∪(A∗

n
ˆE[Dn[A∗

n → m]l−1/x] )∪(A∗
n

ˆE[Dn/x] )? ��	8� �� 	
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 ì íî í9ì � �
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n
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Ên[A∗
n → m]sl ⊂

ˆEn+1 ∪ F̂n{|y}~y����
e ∈ Ên

g
��� ������������ ��

E � �� ���� ����� ���� ��� ��� g ��� ����� f gh g�� �� f gh g�f� �
� ����

e = ∆
g

A∗
n

��� ������� ����
F̂n � ���� ��� ���� �������� �� ��� g �����

∆ =
(∆ δ3)

�� �����
δ3 = δ[x]� ����� � �� ����� �� �����   gh g� ������ ���

�� �h� � {∆} [A∗
n → m]s ⊆ (m ~δ3 )∞

g �� � � ¡���¢� �� ����� f gh gh�� m ∈ D̂1� ¡�£ � (m ~δ3 )∞
���������� ¤

(Dn
−→
Dn)∞

��� � ¡���¢� �� ����� f gh ghf ��� �������
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F � �� ��������� ����� ��� ����
f

�
� ����

f ∈ Ên
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m = δ[ (∆∞ ~t ) ]

ã â ôçôäç ï
A∗

0 = {∆∞}
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A∗

nçôäß äôàò ÝÞî áß âàæíêç åá éÝ íÝàæÝ8 éá éæ8àá
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�� ��
m = λx.x Ω Ω

�|{ m |svvq Ω qcx voqx m | }qcx ob ��� tq tq�r� �b{ y zq x��sr�v q � y� y� p qrvqxtq |sb|worq y
�� ��

m1 = Y (λv λx.(x (Ω3 v λyz.x) x))
�b prqv {qr rqv ar�osbc �oq m1 →∗

β λx.(x ( (Ω3 m1) λyz.x) x) y ` abc wa x��sr{q
λβ + (Ω3 m1) = m1 m bsoc pso�sbc tsb| vsbxrqr �oq m1 = δ3 po{c�oq
(m1 λyz.x)→∗

β x y �q |ac �|�appq tsb| ao x��sr�vq tq nop qr y
��q| wqc bsxax{sbc tq wa prspsc{x{sb � y�y� m p scsbc

t = λyz.x y zq xqrvq t ��r{�q�{qb (δ t)→β x y�scsbc
u1 = (Ω3 m1)m u = u∞

1 qx m = m∞
1 y �w �{qbx awsrc m = δ[u t] qx u = ∆ m y

� {b c{ m u = ∆◦δ[u t] qx tsb| u ∈ H0[u]y �b ��r{�q tsb| �oq u qcx t�t��b{cca�wq�t�� y � y� y��� y �b �qrxo to x��sr�v q � y� y�m bsoc a�sbc tsb| Clsm(Y Ω3) ⊆
�� y� �r{�sbc �ocxq �o }{w qu {cxq tqc xqrv qc tq Clm(Y Ω3) �o{ b }appara{ccqbx pac tabc

Clsm(Y Ω3)y ` }apr�c wa prsp sc{x{sb � y� y� �m qb rqvpwa�abx A∗ par Clsm(Y Ω3) m sba
Clsm(Y Ω3) ⊆ F [Clsm(Y Ω3) ]y�svvqb�sbc par t�|r{rq F y �sor ob xqrvq |svvq m1 m T = {t} po{c�oq t qcxt��   v {b{v aw y ` }apr�c wa t��b{x{sb � y� y� m F

c }�|r{x ¡¢ D =
⋃

k≥0

Dk s£ D0 = {[], δ3}∪δ[([] t)] qx psor xsox k ≥ 1 m Dk+1 = ([] λyz.Dk])

¢ E =
⋃

k≥0

Ek s£ E0 = {∆} qx psor xsox k ≥ 1 m Ek+1 = (Ek D)

¢ F =
⋃

k≥0

Fk s£ F0 = E qx p sor xsox k ≥ 0m Fk+1 = (Fk D) ∪ (Fk λyz.D D)

�oxrqv qbx t{x m c{ f ∈ F m awsrc f = ∆ d1 · · · y�r m |svvq λβ + (Ω3 m1) = m1 ` m1 = δ3 m awsrc (Y Ω3) =Y Ω3=m1
(Y m1)y �b

q¤qx m (Y Ω3) = m1 (1) y �o{c m (Y Ω3) =β Ω3 (Y Ω3) = Ω3 m1 = Ω3 δ3 =β Ω3 (2) y` }s£ (1) + (2)m Ω3 = m1 (3) y �x a{bc{ m (Y Ω3) = (Y m1) y

���



¥¦ § ¨©ª«¬ª® ¯° ±² ±
m = λx.x (Ω3 x) x

³´µµ¶
(Y Ω3) =Y Ω3=m1

(Y m1) · ¸¹´º» (Y m)∞ ∈ Clm(Y Ω3)
§ ¼º · ½¾¶ ¿¸¾À

(Y m)∞ ÁÂ´¾º ¹¶ Ã¸¹Ã¾¹¶º · Ä¹ »¾Å À Æ¶ ¿´Äº Ã¶ ½¾¶ Æ´ÇÇ¶ »¸ ºÈÆ¾ÃÀÄ´Ç Æ¶ ÀÉÀ¶ ÄÇÊÇÄ¶ § Ë´ÄÀ
V = (Y m)∞

§ Â¸º ¾ÇÄÃÄÀÈ Æ¶ ¹¸ Ì´ºµ ¶ Ç´ºµ ¸¹¶ · V = (m V )∞
§ ¼º ·

(m V )∞ = (V (u t[V/x]) V )∞
§ ÍÇ ºÈÎ ÈÀ¸ÇÀ ¹¶ ºÈÆ¾ÃÀÄ´Ç Æ¶ ÀÉÀ¶ · ´Ç ºÈ¸¹Ä»¶ Æ´ÇÃ

½¾¶
V

¶»À ¾Ç ¼ÏÐ § Ë¸ Ì´ºµ ¶ Ç´ºµ ¸¹¶ ÄÇÊÇÄ¶ ¿ÈºÄÊ¶ Æ´ÇÃ
V = (V (u λyz.V ) V )

§ ÑÇ
À¶¹ À¶ºµ¶ Ç Ò¶»À Æ´ÇÃ Î¸» ÎºÈ»¶ÇÀ Æ¸Ç»

Clsm(Y Ω3)
§

Cons{Y Ω3 = m1}
º¶»À¶ Æ´ÇÃ À´¾Ó´¾º» ´¾¿¶ºÀ¶ §

ÔÕ Ö×
m = λx.x (Ω3 x) x

Ï¶ºµ ÄÇ´Ç» Î¸º ¾Ç ¶Ø¶µÎ¹¶ Î ´¾º ¹¶½¾¶¹ Ä¹ Ç Ò¶»À Î¸» È¿ÄÆ¶ÇÀ ½¾¶
λβ + (Ω3 m) = m 6` m = δ3

§
Ù ¸Ç» Ã¶ Ã¸» · ¸¿¶Ã ¹¶» Ç´À¸ÀÄ´Ç» Æ¶ ¹¸ ÆÈÊÇÄÀÄ´Ç Ú §¦ §Û · ¹¸ Ã¹¸»»¶ ◦

A = ∆+ ◦δ[
◦

B]´Ü ◦

B = {∆ x} ¶»À Ã¹¸Äº¶µ¶ÇÀ ¾Ç¶ Ã¹¸»»¶ Ã´ÇÊÇ¸ÇÀ¶ Î´¾º
m

§ ÍÇ ¶Ý¶À · ¹¶» »¶¾¹»»´¾»ÞÀ¶ºµ ¶» ¼ÏÐ Æ¶ ◦

B
»´ÇÀ ∆

¶À ∆
Ç Ò¸ÎÎ¸º¸ßÀ Î¸» Æ¸Ç» ◦

A
§ à´¾» ¸¿´Ç» Æ´ÇÃ

◦

B[
◦

A→∞ m] =
◦

B
§ á¸ Îº´Î ´»ÄÀÄ´Ç Ú §¦ §Ú Î ¶ºµ ¶À ¸¹´º» Æ¶ Ã´ÇÃ¹¾º¶ §

¥â¦
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PPQ RSTUVSWX YZSU

b →A→m b1 →A→m b2 →A→m · · · →A→m bn →A→m x
Q [\]]^ _`ab c^ d`b e fa^

gh`i ^ a\fb i\fjj\ab h\fk\fjb gh`lcmj nf^
bn

b ogdp`aq^ _^ hrh^ ^a
x

m Q^ Q
bn = (u

−→
t )

\s
u

^bh fa gcg] ^ah _^
A

Q [^i ^a_`ah t i\fj
b
t
b1

t
...

t
bn−1

mc a ou `fj` icfb _^ j`mb\ab i \fjnf^ c ogdp`aq^ b^ v`bb^ ^a hrh^ w
b = C0[a0]→A→m C0[m]∞ = b1 = C1[a1] · · ·

Q x^fynf^bhm\ab b^ i\b^j\ah `c\jb w d\]]^ah b o^yijm] ^ c` a\azd`ihfj^ bfj fa d\ah^yh^
C {[\]]^ah _g|amj fa^ i`jhm^ fhmc^ mah\fdp`lc^ i`j gdp`aq^b e i`jhmj _ ofa^ jg_fdhm\a

C0[a0]→A→m C0[m]∞ = C1[a1] {}ma\a t ma_gi^a_`]] ^ah _^b pui\hp~b^b �
′
1

^h �
′
2

t c om_g^ nfm ` ] ^ag h\fh ]^b hj`z
�`fy gh`mh c` bfm�`ah^ w i\fj nf^

m
j^a_^ c` d\abmbh`ad^ _^ c` hpg\jm^

λβ + {(Y Ω3) = m} _m� dmc^ e ij\f�^j t mc _\mh agd^bb`mj^]^ah `�\mj fa^ v\j]^ d\] zicmnfg^ Q �` d\] ic^y mhg _^ b` v\j]^ b^ hj`_fmh i`j c o`ii`jmhm\a _^ d\]i\b`ah^b `fh\zbm] mc`mj^b Q �a^ gh`i ^ mah^j] g_m`mj^ `�`ah _^ ij\f�^j c` v`dmcmhg _^
(Y Ω3)

d\abmbzh^j`mh _\ad e ] \ah^j nf^ bm
λβ + {(Ω3 m) = m} ` m = δ3

`c\jb c^b b\fbzh^j] ^ba\azjgb\cfl c^b _^
m

b\ah `fh\zbm] mc`mj^b Q
�a|a t h\fb c^b jgbfch`hb _^ d^hh^ hp~b^ \ah ghg \lh^afb _`ab c^ d`_j^ _f

λ
zd`cdfcma|am Q �c a o^bh i\fjh`ah i`b ^ydcf nf^ c` v`dmcmhg _^

(Y Ω3)
a^ b\mh i`b _g]\ahj`lc^_`ab fa h^c d`cdf c ^h nf omc v`mcc^ `mabm j^�^a mj e c` �^jbm\a |am Q �a ^�^h t a\fb c o`�\ab_gk e bmqa`cg t mc ^y mbh^ _^fy h^j] ^b

(P (ΩΩ))
^h

(P Ω)
nfm \ah ] r]^ `jlj^ _^ �^j`jz_fddm Q �\fjh`ah c^ ij^] m^j ^bh v`dmc^ h`a_mb nf^ c o`fhj^ a^ c o^bh i`b �dv Q ij\i \bmhm\ab� Q� Q�� ^h � Q� Q��� Q �c ^y mbh^ _\ad _^b h^j] ^b v`dmc^b nfm gdp`ii^ah `f

λ
zd`cdfc ma|am Q

P��
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mn o pq

0r st
1r st
< r u
A r uv
A[B → m]l r wwx
Ai r uv
A∗

n r wts
B r uv
Bi r uv
C � v r yu
C~s

i r zs
Cl1m(A) r sx
Clm(A) r su
Cons(T ) r wz r xu
Cons{f = m}r xu
Dn r wtz
E r wt{
En r wtz
F r wt{
FV (t)r z
Fn r wtz
Gr wt{
I r st
T~s

i r zs
Ui r wtt
Y r {s
Yt r wy
≤ r u
◦

A r zz
◦

Ai r zz
◦

B r zz
◦

Bi r zz
∆ r v|
Λ r z
Λ0 r z
Λ∞ r x|
Ω3 r wu
⊥ r x|
Â r wtz
δ3 r wu
≡n r vv
→⊥ r x|
→β⊥ r x|
→∞β⊥ r x|

→∞ r vs
λβ + E r wz
T[D/x] r wty
T

~s r zs
~λ. r u
~s ∈ T r us
~s ∈ T

~t r zs
~t ∈ Ar u
~t }~� r ux
~t���}�������� r uy
a∞ r xs
mr xu
nx r zu
s ≤ ~tr u
u }~� r ux
����������� r z
����� �� ���������� r xs
����� �� ���� r wy

���������� r wy
������� ��}��� ������ r x{
������� r z|
������
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n r wts

Dn r wtz
E r wt{
En r wtz
F r wt{
Fn r wtz
G r wt{
Ui r wtt
Â r wtz
���}����� }��� r ss
���}����� ��}��� r su�� ���� �� r sx
������� r sx
������� ��}�� r sz
�������� � ���������� ��� ���� r wwx

���� r z
������� }��� �� A ��� m r sx
������� ��}��� �� A ��� m r su
������~ ���

���� � r z
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