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INTRODUCTION

En 1930, Alonzo Church propose la théorie du A-calcul afin de formaliser la no-
tion de calcul en mathématiques. Comme le précise le théoréme de Church-Kleene
[14], toutes les fonctions récursives partielles de 'arithmétique trouvent une re-
présentation dans cette théorie. Dans celle-ci, I'indéfini des fonctions partielles est
traduit par un terme non résoluble. Ici, ’association indéfini-non résoluble convient
parfaitement. Plus tard cette association sera aussi & ’origine des arbres de B6hm.

Peut-on pour autant conclure que tout terme non résoluble est dépourvu de
contenu opératoire ? Cela parait clair pour un terme comme {2 = (Az.z z)(\z.z )
dont les seuls réductions bouclent sur lui-méme @ —z Q —p --- Mais ca lest
moins pour un terme qui par exemple égrénerait au fur et & mesure toutes les
décimales de /2 : ce calcul ne se terminerait pas et pourtant il produirait bel et
bien un résultat. C’est pourquoi nous trouvons dans le A-calcul des notions plus
fines d’indéfinis. La facilité compte parmi les plus fines. Un terme est facile s’il peut
étre égalé a tout autre terme clos arbitraire sans soulever de contradiction. Cette
nouvelle notion d’indéfini se justifie ainsi : comme les termes faciles peuvent étre
échangés par n’importe quel autre sans en bouleverser complétement le calcul, ils
ne possédent aucune propriété essentielle qui leur est propre.

L’origine de cette notion remonte & 1975. A cette époque, Jacopini [11] avait
montré que 2 pouvait étre identifié & tout autre terme de maniére consistante.
Depuis en collaboration avec Venturini-Zilli [12], ils décidérent d’étudier systéma-
tiquement la classe de tous les termes faciles. A I’heure actuelle, nous savons que
les faciles sont inclus dans les non résolubles. Et grace aux travaux de Berarducci
[5], nous savons également qu’ils contiennent les termes muets. Ces deux inclusions
étant strictes. Les termes muets sont définis & la facon des non résolubles : ce sont
des termes qui ne se réduisent ni & une variable, ni & une abstraction Az.u, ni & une
application (u v) oi u ne se réduit pas & une abstraction.

Que connaissons-nous des termes non résolubles et non muets? Ils se divisent
en trois parties : les termes qui se réduisent & une abstraction, les zéro-termes forts
de degré fini et ceux de degré infini. Les premiers ne seront pas étudiés dans cette
thése bien qu’ils existent. Les seconds s’écrivent sous la forme (m vy ---v,) ou m
est muet. Ils sont tous faciles. Les derniers sont des termes non résolubles qui ne se
réduisent pas a une abstraction et qui ne sont pas de degré fini. Pour ces termes il
n’existe pas de généralité. Par exemple, (d3 d3) ot 03 = Az.(x = ) n’est pas facile
tandis que (P (©2 Q)) l'est. P étant un combinateur de point fixe décrit & la page
68.

Toutefois, un autre résultat di & Berarducci précise que les zéro-termes forts
de degré infini non auto-similaires sont faciles : un terme est auto-similaire si son
arbre de Berarducci apparait comme un sous-arbre propre & lui-méme. Les arbres de
Berarducci étant construits sur le méme modéle que ceux de B6hm & la différence
que les termes muets jouent le role des non résolubles. Les arbres de Berarducci
des termes auto-similaires possédent donc une structure qui se répéte indéfiniment.

I
Ainsi (d5 d3 I), dont Parbre est /ﬁ , N’est pas auto-similaire. Il est donc facile.
.70

En revanche (03 d3) noté Q3 dont I’arbre est /(5;53 est auto-similaire. Celui-ci
703

n’est pas facile. Les exemples de zéro-termes forts de degré infini auto-similaires

et faciles sont rares. Intrigila [10] a le premier établi la facilité de (P © Q). Ce

résultat fut ensuite étendu par Berarducci et Intrigila [4] & une infinité d’autres

termes construits & ’aide du combinateur de point fixe P. Néanmoins, il n’existe

pas de méthode générale pour déterminer si un zéro-terme fort auto-similaire est



facile ou non. L’étude de la facilité est donc concentrée sur cette classe de termes. Ils
sont en effet plus difficiles & traiter que les autres : comme leurs arbres se répétent
indéfiniment & l'intérieur d’eux mémes, les cas d’application d’une équation portant
sur ces arbres sont automatiquement multipliés.

Le terme Y; Q3 ot Y; est le combinateur de Turing représente un exemple typique
de zéro-terme fort de degré infini et auto-similaire dont la facilité demeure un mys-

tére. Son arbre de Berarducci est . Ce probléme a été posé pour

03

la premieére fois en 1985 par Jacopini et Venturini-Zilli [13]. Y; Q3 posséde la parti-
cularité d’avoir un arbre de Berarducci T construit suivant un schéma 7' = (Q37T)
dans lequel Q3 n’est pas facile. Aujourd’hui, la question de sa facilité reste toujours
ouverte. Néanmoins en vertu des travaux de Berarducci et Intrigila [4], nous savons
que Y; Q3 peut étre identifié de maniére consistante & d3 ainsi qu’a tout autre terme
dont I’arbre de Béhm n’est pas compatible avec d3. En conséquence, pour compléter
la preuve de la facilité il ne reste plus qu’a étudier les termes qui s’écrivent sous la
forme Ax.(z by by) ou by et by sont soient non résolubles soient égaux & la variable
x. Un résultat complémentaire dit & Kuper [17] assure que la théorie T issue du A
calcul auquel est ajouté I’équation (23 m) = m demeure consistante si 7' n’entraine
pas l’égalité m = d3. Il ne reste donc plus qu’a examiner le cas o m = Az.(z by ba)
et THm= (53

Nous avons donc cherché & résoudre ce cas, sans y parvenir. Toutefois nous
avons réussi & montrer plusieurs résultats qui nous éclaircissent sur I’ensemble des
termes m qu’il restent & étudier. Ces résultats ont tous été obtenus par la technique
des classes confinantes infinies. Cette méthode due & Berarducci [4, 5] repose sur
le AL-calcul infini. Dans ce calcul, tout terme ¢ est normalisable sous une forme
notée t*° qui s’identifie & son arbre de Berarducci et qui peut éventuellement étre
infinie. Elle fait également intervenir la notion de classe des échangés : si A et B
sont deux classes de termes, la classe des échangés stricts de A par (B,m), notée
A[B — o m]®, est 'ensemble des termes de A dans lesquels nous avons échangé les
sous-termes éléments de B par m. Autrement dit A[B —, m|° est Pensemble des
termes (C[m])> ou C est un contexte infini tel qu’il existe a € A et b € B vérifiant
a = C[b]. La méthode des classes confinantes revient alors & montrer que la cloture
de (Y; Q3) par échanges infinis stricts par m n’est composée que de zéro-termes i.e.
des termes qui ne s’écrivent pas Az.v. Ce que nous notons Cl,,(Y; Q3) C OT .

Grace a cette méthode, nous avons montré que les seuls termes m qu’il restait
4 étudier s’écrivent sous la forme Az.(x by b2) ol by et by sont soit des zéro-termes
forts de degré infini soit la variable . Ensuite, nous avons établi dans le cas ou m
s’écrit Az.(x b x), que si b ne s’échange pas en z ie. © & {b}[CL,(Y:Q3) —oo
m]|, alors m peut étre identifié & (Y;Q3). Ce cas s’apparente a celui de Kuper
puisque si b s’échange en z, alors m s’échange en J3. Néanmoins, la condition
x & {b}[Cl, (Y: Q3) —oo m] est plus simple & vérifier que celle de Kuper T+ m = 3.
Le dernier résultat concerne le cas ou b s’échange en = et donc m s’échange en ds3.
Dans ce cas, sous une hypothése Ho d’échange direct, nous montrons que : 1) m pos-
séde lui méme une composante auto-similaire 2) Cls,, (Y; Q23) C OT ou Cls,, (Y; Q3)
représente la cléture par échange simple i.e. celle obtenue par des contextes & un
seul trou. Le deuxiéme point ne nous permet cependant pas de conclure quant & la
consistance de ’équation (Y; Q3) = m. En effet, la méthode des classes confinantes
réclame que le cloture infinie soit composée de zéro-termes. Or, la cléture simple
est plus petite. Néanmoins, les moyens mis en ceuvre pour montrer ce résultat four-
nissent une description intéressante des échanges qui peuvent avoir lieu dans ce cas



particulier.

Cette thése se découpe en deux parties. La premiére est consacrée & la notion
d’indéfini. Nous y décrirons en détail les non résolubles, les zéro-termes forts et les
termes muets. Nous verrons pourquoi tous sont candidats pour la notion d’indéfini.
Les derniers, les termes muets, permettront d’introduire le A-calcul infini. Ce sera
I'objet du chapitre deux. Le dernier chapitre se concentrera sur la notion de faci-
lité. Nous y présenterons la technique des classes confinantes qui sera illustrée de
nombreux exemples.

La seconde partie est consacrée A la facilité de (Y; Q3). Aprés avoir rappelé les
résultats connus & ce jour, nous présenterons la preuve de nos nouveaux résultats.



Premiére partie

NOTION D’INDEFINI



INTRODUCTION

Les non résolubles sont des termes sans forme normale de téte. Ils possédent cette
propriété remarquable : si nous ajoutons au A-calcul les équations qui les identifient
a la constante L, alors la nouvelle théorie obtenue reste consistante. Cette théorie
est appelée la théorie de Bohm et sa consistance sert de fondement & la construction
des arbres de Bohm. Il existe d’autres termes qui possédent cette méme propriété.
Dans cette partie, nous évoquerons les zéro-termes forts et les termes muets. Les
zéro-termes forts sont des non résolubles qui ne se réduisent pas & une abstraction.
Les muets sont des zéro-termes forts qui ne se réduisent pas & une application (u v)
oll u est un zéro-terme. Tous deux permettent de construire des arbres & la maniére
de Bohm. Aux premiers correspondent les arbres de Lévy-Longo et aux seconds,
ceux de Berarducci. Les inclusions entre ces trois classes de termes se répercutent
par des arbres aux descriptions plus ou moins fines. A titre d’exemple, le terme
Az.Q (z z) ot Q = (\r.x z) (Ax.xz ) se voit associer les trois arbres suivants :

B6hm Lévy-Longo Berarducci
non résolubles | zéro termes forts muets
Az Az
: | 2N
€
1l z

La preuve de la consistance de la relation —,,, qui associe 1 & tout terme muet
repose sur un constat : les termes muets sont des zéro-termes forts, ils n’apparaissent
donc jamais comme la partie Az.a d’un redex (Az.a b). En conséquence, les termes
muets ne joueront pas plus de role dans une réduction qu’une simple constante. Nous
appellerons cette propriété I'inactivité des zéro-termes forts. Elle sera a ’origine de
la proposition 1.3.36 de généricité concernant les termes muets : échanger un sous-
terme muet dans un terme muet ne modifie pas son caractére muet.

La preuve de la consistance s’inspire de la méthode des extensions confluentes.
Cette technique consiste & trouver une relation confluente —, qui étend —,. Pour
prouver la confluence de —,,, nous étudierons ses diagrammes commutatifs. Pour
cela nous serons amenés & examiner ce que devient le résidu d’un sous-terme muet
aprés — g,,-réduction. La proposition 1.3.36 permettra alors de conclure.

Les deux propriétés, consistance et généricité des termes muets sont des aspects
fondamentaux qui unissent les diverses notions d’indéfini. Nous les retrouverons
également pour les non résolubles et les zéro-termes forts. L’une représente ’indéfini
d’un point de vue dénotationnel, I’autre d’un point de vue opératoire.

La consistance de —,,, justifiera par la suite la construction des arbres de Be-
rarducci. Ceux-ci serviront de modéle pour le Al-calcul infini. Ce sera 'objet du
deuxiéme chapitre. Ce calcul nous permettra de manipuler des arbres infinis comme
de simples termes.

A partir du AL-calcul infini, des extensions confluentes et de I'inactivité des
zéro-termes forts naitra la notion de classe confinante infinie [4, 5]. Posséder une
classe confinante constituera une condition suffisante pour obtenir une extension
confluente.

Le chapitre trois sera consacré & la notion de facilité, une autre notion d’indé-
fini. Les classes confinantes constitueront alors un outil puissant pour exhiber des
exemples de termes faciles.



Chapitre 1

LE M-CALCUL FINI

1.1 LE A-CALCUL

1.1.1 Notions de base

< SYNTAXE DU A-CALCUL >

Les termes du A-calcul s’obtiennent par induction en utilisant un nombre fini de
fois les régles suivantes :
— toute variable z est un terme du A-calcul ;
— sit et u sont des termes du A-calcul, alors (u v) est un terme du A-calcul ; v
s’appelle alors ’argument de I’application (u v).
— si x est une variable et ¢t un terme du A-calcul, alors Ax.t est un terme du
A-calcul. A\x.t s’appelle alors une abstraction.

La complexité d’un terme est la mesure du nombre de régles qu’il a fallu employer
pour le construire.

Un terme pourra étre écrit sous forme d’un mot ou représenté sous une forme
équivalente d’arbre étiqueté.

Ezemple1.1.1
Az

Le terme écrit w = Az.(x x) peut aussi se représenter par 1’arbre )\ .

x x

L’ensemble des A-termes finis ainsi créé est noté A. Sauf mention contraire, ils sont
définis & a-équivalence prés.

Pour tout terme ¢, F'V (t) désigne ’ensemble des variables libres de t. Un terme sans
variables libres est dit clos et ’ensemble des termes clos est noté A .

Afin d’alléger les écritures, application (- - - (ry r2) - - - 1, ) est abrégéeen (r1 ro - - 7,).

Pour tous termes ¢ et u et pour toute variable x, la substitution u[t/xz] désigne le
terme u dans lequel toute occurrence libre de la variable x est remplacée par t avec
renommage des variables liées de wu.

Si  la  substitution a liew  simultanément sur  plusieurs  wvariables,
par exemple u[a/x,b/y,c/z,- -], on notera o la substitution des variables z,y, z, - - -
par les termes a,b, ¢, -+ et u(o) désignera ula/z,b/y,c/z,---].



1. LE A-CALCUL FINI 1.1. LE A-CALCUL

Ezemple 1.1.2 Siu= Ay.x et t = Ax.(z y) alors u[t/z] = Az. Ax.(z y).

Définition 1.1.3 Une propriété P sur les termes passe au contexte si :
— pour tout terme u, P(u) entraine P(\x.u)
— pour tous termes u et v, P(u) et P(v) entrainent P((uv))
— pour tous termes u et v, P(u) et P(v) entrainent P(ulv/z])

< LES SUITES >

Le vecteur t désigne une suite de termes (t,--- ,tp) OU p est un entier positif ou
nul. La longueur de la suite t représente son nombre d’éléments. Elle est notée I(¢).
Par convention la suite est vide si p est inférieur au premier indice de la suite.

Le vecteur A. désigne une suite de variables mises en abstraction Axq Azs - -+ Az, .

Pour toute classe de termes A, t € A indique que t; € Aty € A,--- 1, € Aoun
est la longueur de la suite.

La concaténation de deux suites s7 et s3 se note § =< $1, 83 > . Lorsqu’il n’y a pas
d’ambiguités elle est simplement notée s7s3 .

< LES SOUS-TERMES >
Définition 1.1.4
— Pour tout terme t, ’ensemble des sous-termes de t est construit par induction
surt :

— st t = x alors son seul sous-terme est x.
— sit = (uw) alors ses sous-termes sont ceutz de u et v ainsi que ¢ lui-méme.
— st t = Ax.u alors ses sous-termes sont ceux de u ainsi que t lui-méme.

— La relation "s est un sous-terme de t" est noté s < t. Elle induit un ordre
partiel sur les termes.

— Un sous-terme propre s de t se note s < t.

— Soitt = (t1,- -+ ,tn) une suite de termes, s < t signifie que s est le sous-terme
d’un des éléments de la suite t1, - ,t,.-

— La position d’un sous-terme s dans un terme t est définie par le chemin dans
Uarbre de t qui relie la racine de t a celle de s.

Ezxemple1.1.5

chemin

position

< LES CONTEXTES ET SUBSTITUTIONS »

Les contextes & un trou permettent de positionner les sous-termes & I'intérieur d’un
autre (cf. proposition 1.1.9) et les contextes a plusieurs trous de positionner les
sous-termes les uns par rapport aux autres (cf. remarque 1.1.12).

Définition1.1.6
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— Un contexte C est un terme du A-calcul qui posséde la variable || comme
variable libre en plusieurs occurrences éventuellement. || est appelé un trou
du contexte C. Le contexte C' = || est dit trivial.

— Un contexte simple est un contexte qui ne posséde qu’un seul trou [].

— Pour tout contexte C' et pour tout terme t, C[t] représente la substitution de
chacun des trous [| de C par le terme t sans renommage des variables de C
ni de t.

— Si C est un contexte simple, la longueur du contexte C, notée [(C), représente
la longueur du chemin qui relie la racine de arbre de C & son trou [|. Si C
ne posséde pas de trou, [(C) est considérée comme infinie.

Ezemple1.1.7

1. Si C=Xx.(z[] z) et t = (z Ay.y) alors Ct] = \x.(z (z \y.y) x).

2. S1C=MXx.(z [ ]]) et t = (z Ay.y) alors C[t] = Ax.(z (z Ay.y) (x Ay.y)).
Définition1.1.8  Soit C wun contexte dont les trous sont numérotés
01,02, [Jn - Pour toute suite de termes @ = uy,- -+ ,u,, C[u] représente la sub-

stitution des trous [|1,[]2, - ,[|n de C par les termes uy,--- ,u, sans renommage
des variables.

Proposition1.1.9 Pour tous termes u et v, si u < v, alors il existe un contexte
C tel que v = Clu).

Preuve Par induction sur la définition de v. (]

Définition 1.1.10 Deuz sous-termes u et v d’un terme t sont disjoints sl existe
un contexte C tel que t = Clu,v].

Proposition1.1.11 Si u et v sont des sous-termes de t, alors trois cas peuvent
se présenter :

1. u et v sont disjoints.

2. u et v représentent le méme sous-terme.

3. u est un sous-terme strict de v (ou inversement).

Remarque 1.1.12 Graphiquement les trois cas des deux sous-termes, u et v, de t se
représentent ainsi :

(1) (2) (3)

/A A

En terme de contextes, ils s’expriment ainsi :

1. il existe un contexte C' & deux trous tel que ¢ = Clu, v].

2. il existe un contexte C tel que t = C[u]

3. il existe deux contextes simples C' et D # [] tels que t = C[u] et u = D[v] (ou
inversement t = Cv] et v = D[u]).

Remarque 1.1.13 Ces trois cas apparaitront chaque fois que nous étudierons la
confluence de paires commutatives concernant deux sous-termes u et v. Nous utili-
serons également une variante qui distingue : (1) u et v sont disjoints, (2) u est un
sous-terme large de v et (3) v est un sous-terme strict de w.

10



1. LE A-CALCUL FINI 1.1. LE A-CALCUL

(1) (2) 3)
t
Preuve La preuve est immédiate par induction sur la complexité du terme. O

1.1.2 La (-réduction

Nous rappelons ici la définition de la G-réduction et la distinction qui est faite entre
réductions de tétes et internes.

Définition 1.1.14

— Pour tous termes t et u et pour toute variable x, le terme de la forme (\x.u v)
est appelé redex et le terme ufv/x] son contracté.

— La B-réduction est la plus petite relation binaire sur A qui passe au contexte,
et qui relie tout redex 6 son contracté. Autrement dit, pour tout contexte C,
C[(Az.u v)] posséde Clulv/xz]]comme B-réduit.

— Pour tous termest et t', la flechet —g t' (resp. t —5 ', t —} t') indique que
t' dérive de t aprés une étape de B-réduction (resp. aprés au plus une étape,
apres plusieurs étapes).

— Si la réduction de t réduit un redex r sous-terme de t, on la note —g.,.

— La 3-équivalence est la cloture réflexive, symétrique et transitive de —g. Elle
est notée ~g

— Un terme t est dit sous forme normale s’il ne contient plus de redex.

Définition 1.1.15 Soit t un terme et s un sous-terme de t. On dit que :
— s est un sous-terme de téte de t sit sécrit Az, - Axp. (s 11 1g) 04 X1, -, Ty
sont des variables, r1,--- ,7r, des termes et p et q des entiers positifs ou nuls.
— s est un sous-terme interne de t s’il n'est pas de téte.

Proposition1.1.16 Si s est wun sous-terme interne de t, alors

ar . N N . .
t s’éerit \xq - -~)\xp.(u ISR ~rq) ot s apparait soit comme sous-terme de ri, soit
comme sous-terme strict de u.

Preuve Soit s un sous-terme interne de ¢, notons que s est nécessairement un sous-terme
strict de ¢. Par induction sur ¢ :
— Sit ==z il n’y a pas de sous-terme interne.
— Sit = Az.t’, comme un sous-terme en téte de ¢’ est aussi en téte pour ¢, alors s est
un sous-terme interne de t’. On conclut donc par induction sur ¢'.
— Enfin, si t = (u r1), soit s est sous-terme de r; ce qui donne le résultat, soit s est
sous-terme strict de u. O

Proposition1.1.17 [1}] Tout terme du A-calcul s’écrit de maniére unique
Axy - Azp.(r1-org) 04 p >0etqg>1, 1, -+ ,x, sont des variables, ra,--- ,7q
sont des termes et ry est soit une variable, soit un redez.

Remarque 1.1.18 Autrement dit, tout terme s’écrit X.(r 5)
Preuve Par induction sur la complexité du terme. O

Définition 1.1.19  L’écriture unique t = Ax1 -+ Axp.(r1---14) de 1.1.17 s’appelle
la forme de téte du terme t. Si r1 est un redex, on dira que r1 est le redex de téte
de t.

11
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Définition 1.1.20
— Une B-réduction t —g t' est dite de téte si le redex contracté dans t est en
téte. Elle est notée t —>g t.
— Une (-réduction t —g t' qui n’est pas de téte sera dite interne et elle est notée
t =t

Définition 1.1.21
— Un terme t est dit sous forme normale de téte s’il ne contient plus de redex
de téte.
— On dit que t posséde une forme normale de téte s’il se réduit 4 une forme
normale de téte.

Proposition1.1.22

1. Un terme sous forme normale de téte s’écrit Axy - Axp.(x 71 ---7¢) 00 T est
une variable.

2. Les réductions internes conservent la structure de la forme de téte (en nombre
de variables mises en abstractions et en nombre d’arguments).

Preuve
1. De la proposition 1.1.17. O

2. Si la téte est une variable, c’est clair. Sinon, la téte est un redex, mais les réductions
internes ne modifient pas ce redex. Le nombre d’arguments reste donc identique.

1.1.3 Les résidus

Les résidus de sous-termes vont nous permettre de répondre 4 la question suivante :
que devient un sous-terme s de ¢, aprés une réduction ¢ -5 t’ ? Disparait-il ou bien
réapparait-il? Et §’il réapparait, en combien d’exemplaires? L’étude des résidus
d’un sous-terme au cours d’une S-réduction revient & lui poser un marqueur dont
on suivra l’évolution tout au long de la réduction. Grace & ’analyse des résidus
d’un sous-terme, nous pourrons d’une part mesurer 'importance qu’il joue dans
une réduction et d’autre part réorganiser cette réduction dans ’ordre qui nous
conviendra (cf. proposition 1.1.29).

Définition1.1.23

Pour éviter les renommages, les variables liées sont toutes distinctes.

Soient s un sous-terme et r = (Az.a b) un redex de t. Considérons la (-réduction
t —g., t.

Les résidus de s dans t' aprés la B-réduction de r sont :

1. Sis et r sont disjoints, alors il existe un contexte C tel que t = Cls,r] et tel
que t' = Cls,alb/x] ]. Le résidu de s dans t' est alors le sous-terme s a la
position donnée par le contexte C.

2. Sir <s, alors il eziste deuz contextes simples C' et D tels que t = C|[s] et
s = DI[r]. Dans ce cast = C[s] = C[ D[(Ax.a b)] | — C[ Dla[b/x]] ]. Le résidu
de s dans t' est alors ' = D[ a[b/x] ] a la position définie par le contexte C.

3. Sis<r=(Ax.ab), on distingue encore trois cas :
(a) si s = Az.a, alors s n'a pas de résidu dans t'.

(b) si s < a alors il existe deuz contextes C et D tels que a = DIs] et t =
Cl(Az.a b)] = C[(Ax.D[s] b)]. t se réduit ainsi en t' = C[ D[b/x][s[b/z]] ].
Le résidu de s dans t' est alors le terme s[b/x] a la position définie par les
conteztes C et D.

12
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(¢) s < b, alors il existe des contextes C,D et un conteste simple E tels

= E[s] et t = C[(Ax.Dlx,--- ,z] E[s])]. t se réduit ainsi en t' =
C[DI|E][s],---, E[s]] ]- Les résidus de s dans t' sont alors les sous-termes s
aux places définies par les contextes C,D et E.

De méme, les résidus d’un sous-terme aprés plusieurs réductions se définissent par
induction sur la longueur de la réduction. Les résidus de s aprés n réductions sont
les résidus des résidus s, 52, -+ ,Sp,_, de s aprés n — 1 réductions.

Remarque 1.1.2/ Les cinqg cas de la définition 1.1.23 peuvent se représenter ainsi :

~
8

>

=)

1
|
t' t'
tl
a
( alb/x
& Al

Remarque 1.1.25 Le résidu d’un sous-terme s’appelle également résidu étendu [5].
Le résidu étendu se distingue d’un résidu de redex. En effet, dans le cas particulier
ou s est le redex contracté, i.e. s = r = (Az.a b), le terme s’ = a[b/x] est encore
considéré comme un résidu du sous-terme s tandis qu’il n’est pas considéré comme
un résidu du redex 7.

Ezemple 1.1.26 Les résidus du sous-terme (Az.z x) sont marqués d’un cadre noir.

Az (Ay.(yy) | (Az.z x) |2) —p A, (’ (Az.z ) H (Az.z x) ‘aj) —3 AT. ( x)

Proposition1.1.27

1. Sit —% t' et s <t, alors les résidus s1,--- ,s, de s sont tous disjoints.

13
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2. Si s’ est un résidu de s dans la réduction t -5 t', alors il existe une substitu-
tion o me concernant pas les variables libres de t telle que s(o) —7 .

Preuve
1. Nous allons montrer que les résidus de s sont bien disjoints. Pour cela, nous allons
établir un fait qui nous permettra d’achever la preuve par récurrence. En appliquant
la convention de Bahrendregt, il n’y aura pas de confusions entre les différents noms
des variables. Introduisons la notion suivante : on dira que deux sous-termes u et v
de t sont bien disjoints si :
(a) u et v sont disjoints

(b) Pour toute variable x libre dans u (resp. v). Si z est liée dans ¢ i.e. 3 x.a <t
tel que u < a, alors v < a (resp. u < a)

Fait Sit —pg ¢ et si u et v sont deur sous-termes bien disjoints de ¢ alors les
résidus de u et v sont bien disjoints.

Preuve Soit r = (Az.a b) le redex contracté dans t —g t'. Nous devons discuter
suivant la position des sous-termes u et v par rapport au redex r. Traitons le cas le
plus complexe ot u < a et v < b. Comme u < a, il existe un contexte C tel que a =
Clu]. De méme b = D[v]. Comme u et v sont bien disjoints, la variable z de (Az.a b)
n’est ni libre dans u, ni dans v. Ainsi, (Az. Clu] D[v]) —g C[D[v]/z] [u]. Les résidus
de u et v sont donc disjoints. Vérifions qu’ils sont bien disjoints. Soit z une variable
libre de u et soit Az.w’ un sous-terme de t’ tel que u soit sous-terme de w’. Montrons
que v < w’. Comme u < Az.w' et u < C[D[v]/z] [u] alors soit C[D[v]/z] [u] < Az.w’
soit Az.w’ < C[D[v]/x] [u]. Dans le premier cas, C[D[v]/z] [u] < Az.w’. On en déduit
Dlv] < Az.w' et donc v < Az.w’. Comme u et v sont disjoints, on a forcément v < w'.
Dans le deuxiéme cas Az.w' < C[D[v]/x] [u]. On peut alors trouver un terme w tel
que w[D[v]/z] = w’ et tel que u < w. Comme u et v sont deux sous-termes bien
disjoints de ¢, on en déduit v < w. Et puisque z & v, v < w[D[v]/x] = w'. Les autres
cas d’inclusion entre u, v et r sont similaires.

Selon la définition 1.1.23, les résidus d’un seul sous-terme aprés une S-réduction sont
deux & deux bien disjoints. Grace au fait précédent et par récurrence sur le nombre
de réductions dans ¢ — ¢, les résidus de s dans ¢ sont deux a deux bien disjoints.
Ils sont donc disjoints.

2. D’aprés la définition 1.1.23, le résidu s’ d’un sous-terme s ne subit, au cours d’une
réduction, que des substitutions des variables liées dans ¢ et des réductions. O

Remarque 1.1.28 En particulier si x est une variable libre dans un terme ¢, alors
ses résidus sont .

1.1.4 Propriétés classiques du A-calcul

Nous rappelons ici trois résultats classiques du A-calcul muni de la G-réduction. En
premier nous montrons la commutativité de la réduction simple, qui s’obtient grace
a ’étude des diagrammes commutatifs dits élémentaires. Nous évoquons ensuite
le théoréme de Church-Rosser qui établit la commutativité dans le cas de réduc-
tions multiples, propriété également appelée confluence globale. Enfin, nous citons
le théoréme de standardisation qui assure que tout résultat obtenu par S-réductions
peut l’étre en suivant uniquement la stratégie des réductions standard. Ces trois
résultats visent chacun le méme objectif : celui de pouvoir modifier ’ordre dans
lequel s’enchainent les réductions au sein d’une séquence.

Proposition 1.1.29 /3] Soient deuz réductions : p : a —g b et o : a —g c. On
appelle la projection de o sur p la réduction obtenue en réduisant d’abord le redex
de p puis en réduisant les résidus du redex de o.

14
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On obtient ainsi un diagramme commutatif dit élémentaire :

a —p b
la’ l*o'/p
€ ol

Preuve La preuve se fait en distinguant les trois cas d’inclusions de la proposition 1.1.11,
entre le redex de p et celui de o. Pour une preuve détaillée, voir [3]. O

Théoréme 1.1.30 [14/

La B-réduction du A-calcul est confluente. On dit également qu’elle est Church—
Rosser, notée CR. Autrement dit, pour tous termes t,t1 et to, tels que t H; t1 et
t —>E to, il existe un terme v tel que t1 —>Z§ v et ty —>E V.

Preuve Voir [14]. O

Proposition1.1.31 La forme normale de téte est unique.

En ce sens que sit ~g Ax1---Axp.(x 11 Tg) g AY1 - AUm-(Y S1-- - Sn), alors
p=m, q=mn,r; >3 s; et au renommage prés des variables liées, on a x; = y; et
T =1y.

Preuve C’est une conséquence du théoréme de Church-Rosser 1.1.30. O

/

Définition1.1.32  Une suite de réductions ¢ —j t' est dite standard, notée

t —>Zt’* t, si:
>t=Ar.a,t' =\x.d eta —>Zt’* a
pt=(zcr-cp),t' =@ ---c) et e —>Zt’* c; pour tout i
> t=(Ar.ab?d),t; = (alb/z] C) et 11 —>‘Ef’* t.
stox

>t=(Ar.ab?d),t; =(A\rv.a1 b1 ) eta —>;t’* ai, b —3

¢
by et c—>;’* 1.

Lemme 1.1.33 La réduction standard passe au contexte.

.. PN n + . .
Preuve Le cas non trivial est celui ott u —3"" v’ , a —3"" d, et qu’il s’agit de montrer

ula/x] —>Ef’* u'[a’/z]. On le fait par induction conjointe sur la longueur de la réduction
U —>;t’* u’ et sur la complexité de u. Traitons le cas ot u = (Ay.b ¢ cf) Si le redex

(Ay.b ¢) n’est pas réduit, alors on construit clairement la standardisée en réduisant, bout
a bout, le terme b puis c et d. S’il est réduit, alors u —g (b[c/y] d). Ainsi, u[a/z] —p

—

(blc/y]la/z] d|a/z]). On construit la réduction standardisée en commencant par réduire
le redex de téte (A\y.b ¢) [a/x], puis on continue par induction sur la standardisée de

(ble/y]la/z] dla/x]) —7% u'[a’/z], qui est plus courte. O

st,*

Lemme1.1.34 Sit —>Zt’* t1 —g.r t2 alorst —p5 " ta.

Preuve Par induction sur la longueur de la réduction et sur la complexité de t. Grace
au lemme de passage au contexte 1.1.33, le cas non trivial est celui ot ¢ posséde un redex
de téte. Soit t = (Az.a b €). Posons s = (Az.a b).

— Si s n’est pas réduit dans ¢ —>f3t’* t1, alors t1 = (Az.a1 b1 ¢) avec a —>‘;t’* ai,

b —>Zt’* by et 5—>;t’* c.
> si v est le résidu de s alors la réduction ¢ —7 (a[b/z] ©) —>Zt’* (a1[b1/x] &) = t2

est standard. La deuxiéme suite de réductions étant obtenu grace au lemme 1.1.33.

st,

> sinon r est un redex de a1, b1 ou c¢1. Traitons r < a1. Dans ce cas, a —5 * ay — By
az et to = (Az.a2 b1 ¢&). D’aprés 'hypothése d’induction, on peut standardiser

a Hgt’* a2 et on conclut alors griace au lemme 1.1.33.

— Enfin, si s est réduit dans ¢ —>gt’* t1, alors il a été réduit en premier, donc ¢t —g
alb/x] & —:* t1. On obtient donc la standardisée en réduisant ce redex de téte
B

suivie de la standardisée de la réduction plus courte, (a[b/z] ) —>sﬁt’* t1 —g.rt2. O
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Corollaire 1.1.35 [Théoréme de standardisation] Si¢ -5 t' alors t _}g,* t.

Preuve La preuve se fait par induction sur la longueur de la réduction ¢t —% t' et en
appliquant le lemme 1.1.34. O

Corollaire 1.1.36 Sit —7 t' alors il existe u tel que t —>g’* u —>;’* .

Preuve Dérive de la définition d’une réduction standard.

Remarque 1.1.37 Ce corollaire n’est pas démontrable directement. Cependant c’est
la forme sous laquelle nous utiliserons la standardisation en permanence.

1.1.5 Les termes non résolubles

Définition 1.1.38 Un terme t du \-calcul est dit résoluble si la réduction de téte
du terme se termine (et ce, sur un forme normale de téte). Dans le cas contraire,
il est dit non résoluble.

Ezemple 1.1.39
- Q= (ww) ot w=Az.(z x) est non résoluble. Ses réductions sont :
Q-5 —50—5---
- Q3 = (03 03) ou 63 = Ax.(x = x) est non résoluble. Ses réductions sont :
Q3 —p (23 03) —p (23 03 03) —p -
— Az.Q est également non résoluble.

Proposition1.1.40 [14] Les non résolubles sont stables :

1. par 3-équivalence.

2. par substitution i.e. si o est une substitution et si t est non résoluble, alors
t(o) est également non résoluble.

3. par application & un argument.

4. par mise en abstraction, i.e. si u est non résoluble, alors \x.u l’est aussi.
Preuve Voir [14]. O
Proposition1.1.41 Tout résidu d’un terme non résoluble est non résoluble.
Preuve Conséquence des propositions 1.1.27 et 1.1.40. O

Lemme 1.1.42 [de généricité] [3] Soient t, u et [ des termes tels que t soit
normal et u non résoluble. Si (f w) ~g t alors pour toute variable neuve x, (f x) ~g
t.

Preuve Voir [21]. O

Remarque 1.1.43 Ce lemme devient faux si ¢ n’est pas normal. Il suffit de prendre
f = Az.x I'identité , u un non résoluble et ¢ = u’ un de ses réduits.

1.2 LES THEORIES EQUATIONNELLES DU A-CALCUL

La théorie du A-calcul a été créée par Alonzo Church afin de formaliser la notion
de calculabilité en mathématiques. Dans celle-ci, un calcul se traduit par une -
réduction et I’issue d’un calcul correspond & un terme sous forme normale. Toutes
les fonctions primitives récursives de 'arithmétique trouvent ainsi une représenta-
tion. La question de la réciproque se pose alors : pouvons-nous associer un contenu
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opératoire & toute réduction du A-calcul 7 Pour répondre & cette question nous pré-
sentons dans cette section d’autres théories qui dérivent du A-calcul. En premier,
nous décrivons I'exemple de la théorie de Bohm. Celle-ci exploite la généricité des
termes non résoluble afin de construire des arbres de description. Ces derniers s’ob-
tiennent en remplacant les sous-termes non résolubles par une constante L. Puis
nous généralisons aux extensions du A-calcul. Celles-ci s’obtiennent en ajoutant un
ensemble d’équations au A-calcul. Aprés avoir posé les notations, nous souléverons
le probléme de leur consistance. Ce dernier probléme est récurrent tout au long
de cette thése. En guise de réponse, nous citerons des conditions suffisantes pour
rendre consistantes des extensions du A-calcul. Les deux outils & disposition seront
la confluence, avec le lemme 1.2.12, et I’inclusion avec le lemme 1.2.16. Le corollaire
1.2.21 fournira lui, un argument de contradiction.

1.2.1 Arbres de Bohm

Définition 1.2.1 L’arbre de Béhm d’un terme t, notée BT (t), est un arbre finitaire
étiqueté, construit comme suit :
- sit a une forme normale de téte X(y r1---1y), alors BT (t) posséde une racine
étiquetée N.y suivi des sous-arbres BT (r1),--- , BT (ry).
— sinon t est non résoluble et BT (t) = L.

Remarque 1.2.2

1. Les arbres de Bohm peuvent étre infinis. Par exemple, le combinateur de
point fixe de Turing ¥; = (Q Q) ou @ = Azf. (f (x = f)) se réduit en
Yi =g My Vi y)) —s -+ —5 A\y.(y (y ---)). Ainsi, méme représenté  la
facon des arbres de termes, les arbres de B6hm sortent de la définition de A.
A la maniére des arbres de A\-termes, I’arbre de Bshm d’Y; se dessine ainsi :

Ay

Y

2. Tous les arbres ne sont pas des arbres de Bohm. En effet, ’arbre J_/\ac’ qui
pourrait s’apparenter & celui d’un terme non résoluble, ne peut pas étre obtenu
car il ne posséde pas de téte.

Définition 1.2.3  Soient deuz termes u et v, on écrira BT (u) C BT (v) s’il existe
un troisiéme arbre commun obtenu & partir de celui de u et & partir de celui de v
en échangeant certains L par d’autres arbres de Bdohm.

On dit alors que ’arbre de Béhm de u est compatible avec celui de v.

Ezemple 1.2.4
— Selon cet ordre, le plus petit arbre en quantité d’informations est donc L qui
se retrouve compatible avec tout les autres arbres.
— Pour tout terme ¢, BT(2) = L C BT (t).
- BT(A\z. (z Q) = Az. (x L) C BT (A\z. (z x))

Proposition1.2.5 [7] Soient C un contexte. Pour tous termes u et v, si BT (u) C
BT (v), alors BT (Clu]) € BT (C[v)).

Remarque 1.2.6 Autrement dit, la compatibilité entre arbres de BShm passe au
contexte.

Preuve Voir [7] corollaire 14.3.20 (iii). O
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1.2.2 Extensions du A-calcul

Notation 1.2.7 Pour toute régle de réécriture —,, on notera :

-5 la cloture réflexive de —., i.e. une ou aucune réécriture
-5 la cloture transitive et réflexive de — ., i.e. plusieurs réécritures
— i la régle de réécriture appliquée précisément au terme u
~, la cloture transitive, symétrique et réflexive de —,
z la régle de réécriture appliquée précisément & un sous-terme de téte
; la régle de réécriture appliquée précisément & un sous-terme interne
I(—3),l(~,) le nombre de réécritures

Définition1.2.8 Une théorie T du A-calcul est un ensemble d’équations entre
termes du \-calcul.

Définition 1.2.9 La A3-théorie est la théorie T tel que u=v € T ssi u ~g v.

Notation 1.2.10 Soit 7 une théorie, u = v € T sera également noté 7'+ u = v ou
U =7 v.

Définition1.2.11  Soit T une théorie du A-calcul.
— On dit que T est contradictoire si pour tous termes u et v, T F u = v.
— Sinon, T est dite consistante ce qu’on note Cons(T).

Lemme1.2.12 Soit — une régle de réécriture. Si —7, est confluente et s’il existe

deuzx termes normauz dzstmcts pour —., alors ~., est consistante.

Remarque 1.2.18 Autrement dit, pour prouver la consistance de la cléture symé-
trique, il suffit d’exhiber la confluence de la cléture transitive ainsi que deux termes
normaux distincts.

Preuve Comme — est confluente, on montre par induction sur le nombre de régles
utilisées que pour tous termes s et ¢, si s ~, ¢ alors il existe un troisiéme terme u auquel
s—=Luett—l u

Soient a et b deux termes normaux pour —., montrons que a %, b. Par absurde,
si a ~, b, par le fait précédent il existe u tel que a —5 u et b — u. Or a et b sont
normaux, ce qui entraine a = u = b, contradiction. ~, n’identifie donc pas a a b, elle est

consistante. O

Corollaire 1.2.14 La \(3-théorie est consistante.

Preuve Les termes 0 = Azy.y et 1 = Azy.x sont normaux et distincts. D’aprés le
théoréme de Church-Rosser 1.1.30, —5 est confluente. On conclut donc grace au lemme
1.2.12. O

Définition 1.2.15 Pour tout ensemble E d’équations entre termes, on note \G+E
la théorie du \-calcul muni de la G-réduction a laquelle sont ajoutées les équations
de E. Une telle théorie A\ + E est appelée extension du \-calcul.

Lemme 1.2.16 Soient F1 et E5 deuz ensembles d’équations, et soient Ty = \G+E1
et To = A3 + E5 les deux théories issues de Ey et Ey. Si Ty - Eo, alors Ty C T7.

Remarque 1.2.17 Autrement dit, pour prouver qu’une extension est consistante, il
suffit de trouver une autre théorie consistante qui la contienne.

Preuve Pour tous termes u et v, si 7o F u = v, alors il existe une suite de termes
U, U2, ,Un €t tels que To Fu=uy =--- = u, = v, et tels que u;+1 s’obtienne & partir
de u;, soit par (B-équivalence (~g), soit par I'utilisation simple d’une équation de E> sur
un sous-terme de u; (=g,) . Or, par définition, ~3C T} et par hypothése, =g, C T1. Ainsi
Tll—ui:ui.,.l et donc Th Fu = . O

18



1. LE A-CALCUL FINI 1.3. DIVERSES NOTIONS D’INDEFINI

Définition 1.2.18 [14] On note BT = A3 + {u = v|BT(u) = BT(v)} la théorie
construite @ partir des arbres de Bohm.

Théoréme 1.2.19 [7]

1. Toute extension du \-calcul qui identifie deux termes auz arbres de Béhm
incompatibles est contradictoire.

2. BT est une extension consistante du \-calcul.

Remarque 1.2.20 Non seulement BT est consistante mais elle est aussi maximale.
En effet, toute équation supplémentaire ajoutée & BT produirait une contradiction.

Preuve Voir [7]. O

Corollaire 1.2.21 [14] Soit E un ensemble d’équations. L’extension \3 + E est
contradictoire ssi il existe deux termes u et v aux arbres de Béhm incompatibles tels
que \0+ FEF+u=w.

Preuve Voir [14]. O

Remarque 1.2.22

1. Le théoréme 1.2.19 assure que la théorie identifiant simultanément chaque
terme non résoluble & une méme constante | est consistante.

2. Le corollaire 1.2.21 est un critére trés pratique pour montrer la contradic-
tion d’une théorie. Généralement nous 1’utiliserons avec u et v deux termes
normaux différents. Dans ce cas, les arbres de Bohm sont clairement incom-
patibles car maximaux au sens de la compatibilité.

Ezemple 1.2.28 Soient 63 = Az.(x x z), Q3 = (3 d3) et I = Az.x. La théorie T =
AB + {Qs = I} est inconsistante. En effet, T H I = Q3 —3 (Q3 d3) = (I d3) —3 I3,
contradiction !

1.3 DIVERSES NOTIONS D’INDEFINI

Au cours des sections précédentes, nous avons découverts deux propriétés essen-
tielles des termes non résolubles. La premiére concerne la généricité des termes
non résolubles. Cette derniére est de type opératoire (cf. lemme 1.1.42). La se-
conde, la consistance de la théorie BT ou tout non résoluble est identifi¢ & 1, est
de type dénotationnelle (cf. théoréme 1.2.19). En conséquence les termes non ré-
solubles peuvent étre éliminés du A-calcul sans pour autant le rendre trivial. Ces
deux propriétés caractérisent la notion d’indéfini en A-calcul. Toutefois, comme le
suggére 'aspect maximal du théoréme 1.2.19, beaucoup de termes se retrouvent
identifiés dans la théorie BT. En particulier, tous les termes dont la réduction de
téte ne termine pas sont confondus. Dans cette théorie, le terme 2 dont la réduction
boucle désespérément sur lui-méme est mis & égalité avec un terme qui, par exemple,
égrénerait successivement toutes les décimales de /2. 1l est donc légitime de se de-
mander si les arbres de B6hm ne masquent pas dans leur description simplifiée
des informations pertinentes 7 Pour répondre & cette question, nous allons explorer
trois autres sortes de termes susceptibles d’étre candidat & la notion d’indéfini :
les zéro-termes, les zéro-termes forts et les termes muets. Ces trois classes incluses
strictement les unes par rapport aux autres suggérent qu’il existe une hiérarchie
entre les diverses formes d’indéfini. Malgré leurs différences, les classes des zéro-
termes forts, des termes muets et des termes non résolubles, satisfont toutes trois
les mémes propriétés de stabilité par (-équivalence et par substitution. Ces deux
derniéres caractéristiques constitue le cceur méme de la [G-réduction. Toute classe
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qui vérifie des telles conditions formera un candidat privilégié & la notion d’indéfini.
Cette section montrera en premier la généricité des sous-termes inactifs. Puis elle
exploitera ce résultat pour établir divers résultats concernant les zéro-termes, les
zéro-termes forts et les termes muets.

1.3.1 Généricité des sous-termes inactifs

La généricité d’un sous-terme lors d’une réduction est sa capacité & pouvoir étre
échangé sans perturber le résultat. Nous avons déja vu & travers le lemme 1.1.42
que tout terme résoluble est générique lorsque la réduction se termine sur une forme
normale. Dans cette section nous verrons que l'inactivité est une condition suffisante
pour garantir la généricité d’un sous-terme en un sens plus faible.

Définition1.3.1 [5/

— Une réduction a —j b est dite similaire ¢ s —t sia —5 b est vide i.ea=0b
ou bien si le redex contracté dans a —pg b est a la méme position que celui
réduit dans s —g t.

— La notion s’étend a plusieurs réductions entre a et b.

Remarque 1.3.2 En particulier, toute réduction similaire & une réduction de téte
est de téte. De méme pour les réductions internes.

Définition 1.3.3 [5] Un sous-terme s est inactif dans une réduction si aucun de
ses résidus n'est égal & \x.a ot (Az.a b) est un des redex contractés lors de la
réduction.

Ezemple 1.8./ Le sous-terme (\z.z x) est inactif dans la réduction suivante :

Az (Ay.(yy) | (Az.z x) |2) —p Az, (’ (A\z.z ) H (Az.z x) ‘a:) —3 AT. ( x)

Aprés échange par la variable v, la réduction reste similaire :

Az, (Ay.(y y) x) =g M. ((v][v]z) =5 Az ([v][v] =)

v peut de nouveau étre substituée par (x z), et la réduction reste similaire :

Az (Ay.(yy) | (z z) |z) =5 Az. (:c) —5 Az (ac)

Lemme1.3.5 [5] Soient T un contexte, C un contexte simple et s un terme.

> SiC —% T alors Cls] —5 T[s1,- -+ ,sn] 0l s; = s(0;) et o; est une substitution
portant uniquement sur des variables liées dans C.
De plus la deuziéeme réduction est similaire a la premiére.

> Inversement, si s est inactif dans la réduction C[s| —p5 T[s1, - ,sn]| ol
S1,-+ ,Sp sont les résidus de s alors C —5T.
De plus la deuziéme réduction est similaire a la premiére otée des réductions
internes aux résidus de s.

Preuve Par induction sur la longueur des réductions et des termes. O

Définition 1.3.6 Soient s1,--- ,s, et s des sous-terme de t. On dira que s est
maximal si s < s; entraine s; = s.

Lemme 1.3.7 [5] Soient C et T des contextes et s1,--- , S, des termes.
> Si C[Hlv[]?a"' 7[]n] 4’% Tmh'" aHh[]%'" aHQv"' 7[]"?"' 7[]n] alors
C[Sla"'ysn} _)E T[S%,"',SZI)I,S%7"',812)27"'78}1,"'781,’;"] 01‘]1 s‘z], — SZ(O-;)

et o] est une substitution portant sur des variables liées dans C.
De plus la deuziéeme réduction est similaire a la premiére.
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> Inversement, si  Si,---,S, sont inactifs dans la  réduction
Cls1,+++ ysn] —p Tls1, -+ ,sp] ot sy, ,s), sont les résidus maximaux de
81, ,8p alors C —>g T.
De plus la deuzieme réduction est similaire & la premiére otée des réductions
internes aux résidus de s, - , Sp.
Preuve Analogue 4 1.3.5 O

Ezemple 1.8.8 Soient s1 = (y Az.z) et so = 2 deux sous-termes de Ax. ( A\y.s; s2).
Dans la réduction suivante, s, et so sont inactifs :

Az, (Ay[s1][s2]) —p Az.| (2] A2.2)

Des deux résidus (sg Az.z) et sa, seul (s2 Az.z) est maximal. L’échange de s; et so
par une variable neuve v aboutit donc & une réduction similaire suivante :

Az, (Ay[v][v]) —p Ax.[v]

Définition 1.3.9 /5] Soit s < t. On dit que s passe en téte dans la réduction
t HE t' si un des résidus de s se retrouve en téte au cours de la réduction. Autrement

dit, s’il existe un résidu s’ de s tel que t —7 X (s 7).

Lemme1.3.10 [5] Soit s <t. Si s ne passe pas en téte dans la réduction de téte
de t, alors s est inactif.

Preuve La réduction étant de téte, pour qu’'un résidu soit actif il faudrait qu’il soit la
partie Az.a du redex de téte. Or dans ce cas, ce résidu se retrouverait également en téte.
Contradiction. O

Corollaire 1.3.11  [5] Soit C un contexte et U4 une suite de termes tels que
Cli] =" t.
1. Si un terme de U passe en téte dans la réduction, alors C —>g’* X (] 8.

2. Si aucun terme de U ne passe pas en téte, alors U est inactif dans la réduction

C[u] —>Z’* t. Il existe alors un contexte D dont chaque trou est interne, tel

que C —>Z’* D et tel qu’il eziste une suite de termes vy, = w;, (o)) assurant
Do) =t.

Preuve
1. Considérons la premiére fois olt u passe en téte dans C|i] —>g’* t. Il existe alors un

résidu v’ de u, des termes 5 et une réduction C[u] —>Z‘* A. (v’ §) dans laquelle u ne
passe pas en téte. On conclut alors par les lemmes 1.3.10 et 1.3.5.

2. Dérive des lemmes 1.3.10 et 1.3.5. O

1.3.2 Zéro termes et zéro termes forts

Le lemme 1.3.5 affirme que les sous-termes inactifs au cours d’une réduction sont
génériques. Or, étre inactif au sens de 1.3.3 c’est précisément ne pas avoir de résidus
de la forme (Az.a) quand le redex (A\z.a b) se trouve contracté. Peut-on en déduire
deés lors que tout terme qui ne se réduit jamais & (Az.a) est inactif? De tels termes
appelés zéro termes font ’objet de cette section.

Définition 1.3.12  Un terme u est un zéro-terme (OT) ssi il n’existe pas de terme
v tel que u se réduise 4 Ax.v.

Eremple 1.3.13
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— Q et Q3 sont des OT non résolubles.
— Az.Q2 n’est pas un OT.
— (x t) est un OT.

Lemme1.3.14 [5]

1. u est un OT ssi Avlu HZ’* Az.0.

2. Soit u un OT et v un terme. Si (uv) —4 b, alors b s’écrit (u' v') ot u —7 v’

* !
_ .
et v BY
Preuve

1. Résulte du corollaire de standardisation 1.1.36 et du fait que les réductions internes
préservent la forme de téte. Si une abstraction apparait lors d’une réduction, la
réduction de téte la fera apparaitre également.

2. Le terme (u v) n’aura jamais de redex a sa racine car précisément u est un OT. Les
réductions se font donc & l'intérieur de v ou de v. O

Proposition1.3.15 [5/
1. Les OT sont stables par (3-équivalence.
2. Les OT sont stables par application & un terme.

3. Pour tout contezte C et tout terme u, si Clu] est un OT alors C est un OT.

Preuve

1. Siun’est pas un OT, alors u ~g Az.a. Si u ~g v alors v ~g Az.a. Grace au théoréme
de confluence globale (théoréme 1.1.30), v et Az.a ont un réduit comment \z.a’. v
est donc également un OT.

2. Soit u un OT. Montrons induction sur la longueur de la réduction que si (u v) =5 ¢
alors ¢ est une application. Si (u v) —g t, comme u est un OT, alors le redex de (u v)
n’est pas a la racine du terme. Ainsi (u v) —g (v’ v') ol u —5 v’ et v —5 v'. D’aprés
le point (1), u’ est un OT tel que (v’ v') —} t. On conclut alors par induction.

3. Par l'absurde, si C' n’est pas un OT, alors il existe un contexte D tel que
C —% \y.D. D’aprés le lemme 1.3.5, C[u] —5 Ay.D[u1, - ,u,]. Contradiction. 0O

Remarque 1.3.16

1. Les termes qui possédent une forme normale de téte sans abstraction, comme
(z f), sont des OT. Mais ils ne sont pas stables par substitution. En effet,
(z t)[\.1/x] —7% I qui n’est plus un OT.

2. Les OT ne constituent pas de bons candidats pour I'indéfini. En effet, identifier

simultanément tous les OT conduirait & identifier les deux variables x et y, ce
qui est contradictoire d’aprés le corollaire 1.2.21.

La possibilité pour un zéro-terme d’avoir une forme normale de téte lui empéche
donc de pouvoir étre égalé & un autre zéro-terme arbitraire. Les zéro-termes forts
viennent combler cette faiblesse.

Définition 1.3.17  Un terme u est un zéro-terme fort (OTF) ssi u est un zéro-
terme et s’il neziste pas de variable x ni de termes t tels que u —J (z f).

FEzemple 1.3.18
Q et Q3 sont des OTF.

Lemme1.3.19 [5] Les OTF sont les OT non résolubles.

Preuve Les OTF sont les OT sans forme normale de téte, il sont donc non résolubles. O
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Lemme1.3.20 u est un (OTF) ssi Av|u —>Z’* Az.v et Avlu —>Z’* (z T) o x est
une variable.

Preuve Preuve similaire & 1.3.14. O

Proposition1.3.21 [5]
1. Les OTF sont stables par (-équivalence.
2. Les OTF sont stables par application a un terme.

8. Les OTF sont stables par substitutions i.e. si u est un OTF, pour tout terme
v et toute variable x, u[v/z] est un OTF.

Preuve Les points (1) et (2) se montrent comme pour la proposition 1.3.15. Prouvons le
point (3).
Soient v un OTF, v un terme et = une variable. Montrons que u[v/z] est un OTF. Réécri-
vons la substitution de termes u[v/z] sous la forme de substitution de contexte. Il existe
un contexte C' sans variable libre x tel que C|x] soit a-équivalent a u et tel que Cv] soit
a-équivalent & u[v/z]. Montrons maintenant que Cv] est un OTF.
C|[v] est encore non résoluble par stabilité des non résolubles aprés substitution.
> Montrons d’abord que C'[v] est un OT. Par absurde, si C[v] Hg’* Ay.s , on distingue
alors deux cas :
~ Si v passe en téte, on a C[v] —% X.(v/ ) ou v/ un résidu de v. Alors, selon le
corollaire 1.3.11, Cfz] —3 X.(z #) ce qui contredit C[z] est un OTF, quels que
soient X. et £.
— Sinon v ne passe pas en téte et C[v] —% Ay.s. Dans ce cas, les résidus v1,--- ,vn
de v ne sont pas en téte, et en particulier, il ne peuvent pas toucher la racine
Ay. 11 existe donc un contexte D tel que s = Dlv1,--- ,v,] et tel que Clv] —%
Ay.Dlvy, - ,vn].  Selon le  corollaire  1.3.11, on  obtient alors
Clz] =5 M\y.Dl[z,-- - , ], contradiction.
> Montrons maintenant que Clv] est un OTF. Comme Cf[z] est un OTF, il est non
résoluble, d’aprés le lemme 1.3.19. Il en est donc de méme pour C[v] qui est un
substitué¢ de non résoluble. C[v] est donc un OT non résoluble, c’est un OTF. O

Corollaire 1.3.22 [5] u est un OTF ssi toute substitution de u est un OT.
Preuve La proposition 1.3.21 point (3) montre le sens direct. Réciproquement, si u est un

OT stable par substitution, montrons que c’est un OTF. Par 'absurde, si u —} (z t), alors
u[XA\y.y /] —% (x HIXAy.y/] —5 Ay.y. Contredit u[XA\y.y/az] un OT. O
Corollaire 1.3.23 [5/
1. Les résidus de OTF sont des OTF.
2. Les OTF sont inactifs lors des B-réductions
8. Soient u un OTF et C un conteste simple, si Clu] —7 v alors il existe un
contexte D et des résidus uy, - ,u, de u tels que D[uy, - ,u,] = v et tels
que C —5 D.
Preuve
1. D’apreés la proposition 1.1.27 (2), les résidus sont des substitutions et des réduits du
sous-terme initial. La proposition 1.3.21 permet donc de conclure.
2. Les résidus de OTF sont des OTF et donc des OT. Ils ne peuvent donc pas étre la
premiére partie Az.a d’'un redex.
3. Dérive du lemme 1.3.7 |

Remarque 1.3.2/

1. La généricité des termes non résolubles avait été obtenue dans le cas restreint
des réductions se terminant sur des formes normales. Concernant les zéro-
termes forts, ce corollaire montre que la généricité s’étend A tous les types de
réductions.

2. En identifiant tous les OTF & L, on obtient la théorie de Lévy-Longo basée
sur les arbres de Lévy-Longo.
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1.3.3 Termes muets

Les termes muets [4, 5| sont des zéro termes forts particuliers. A I'instar des non
résolubles qui sont dépourvus de forme normale de téte, les termes muets sont privés
de Top Normal Form. En conséquence, leurs réductions de téte modifient en perma-
nence la racine de leur arbre (cf. proposition 1.3.30). Elles n’engendrent donc jamais
la moindre structure stable dans leur arbre. Inversement, celles de 23, qui n’est
pas muet, empilent en permanence des termes d3 en position d’argument. Comme
deuxiéme conséquence, I’absence de Top Normal Form rend les termes muets iden-
tifiables de maniére consistante & n’importe quel autre terme. Autrement dit, ils
satisfont Cons(AS + {Muet = t}) pour tout terme ¢ arbitraire. Les termes muets
semblent donc atteindre la notion d’indéfini la plus forte qui soit : étre échangeable
A tout moment dans un calcul par n’importe quel terme sans en modifier ni le cours
ni le résultat. Autant dire que les termes muets sont totalement dénués de sens
opératoire, d’ou leur appellation.

Définition 1.3.25 [5]
— Un terme est en Top Normal Form (TNF) s’l est dans l'une des trois formes
sutvantes :

1. une variable x.
2. une abstraction \x.v.
3. une application (vt) ot v un zéro-terme.

— Un terme u posséde une TNF s’il se réduit a une TINF.
— Deux termes u et v possédent des TNF similaires s’ils se réduisent o des TNF
de méme forme.

La terminologie de Top Normal Form a été choisie du fait qu’elle ne fait intervenir
que la racine du terme. C’est également une forme normale au sens ou sa forme
— une variable, une abstraction ou une application — ne varie pas & l'issue d’une
réduction. Les formes normales de téte sont des cas particuliers de Top Normal
Form. Elles ont en commun d’ailleurs d’étre caractérisables uniquement grace aux
réductions de téte et d’étre stables par #-équivalence.

Proposition1.3.26 [5]

1. Si u a une TNEF, alors les réductions de téte de u aboutissent a une TNF
similaire.

2. St u est une TNF et u —J v, alors v est une TNF similaire. Autrement dit,
les TNF sont stables par B-réduction.

3. Pour tout contexte C' et pour toute suite de termes i, si C[U] est une TNF
alors C est une TNF.

Preuve

1. Examinons le cas ol u posséde une TNF de la forme (v t) ot v est un OT.
Si u —} (v s), alors par standardisation, il existe des termes v’ et s’ tels que
u —>Z* (v' s —>g’* (vs)ouv —jvets —ps. Or, v ~g v entraine v OT. (v' ')
est donc bien une TNF de type applicative.
Les deux autres formes se montrent de maniére analogue.

2. Les deux premiéres formes sont claires. Pour la forme applicative, si (v s) —5 b,
d’aprés Church-Rosser, (v s) et b se réduisent alors & un méme troisiéme terme. La
conclusion dérive alors du lemme 1.3.14 point (2) et de la proposition 1.3.15 point

(1) -
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3. Montrons dans le cas d’un contexte simple. Soit C un contexte simple et u un terme
tels que C[u] soit une TNF. Montrons que C' est une TNF. Dans le cas ou Clu] = (v t)
avec v un OT, si C = [], alors C est bien une TNF. Sinon C n’est pas trivial et il
existe deux contextes D et E tels que D[u] = v et Efu] =t et tels que C' = (D E).
Or, selon la proposition 1.3.15, D est un OT. C est donc une TNF applicative. Les
deux autre formes de TNF se prouvent de maniére analogue.

Le cas d’un contexte & plusieurs trous est similaire. O
Définition 1.3.27 [5] Un terme est muet s’il n’a pas de TNF.

Ezemple 1.3.28
— ) est muet car Q —% Q@ = (A\z.(z 2) w) ot Az.(z x) n’est pas un OT.
— (Q I) n’est pas muet. C’est une TNF applicative.
— Q3 n’est pas muet. En effet, 23 est un OT et Q3 —3 (23 d3) qui est une TNF
applicative.

Proposition1.3.29 Les termes muets sont des OTF.

Preuve Par définition, si un terme n’est pas un OTF alors il se réduit soit a (z ¥) qui
est une TNF, soit & Az.v qui est également une TNF. O

Proposition 1.3.30 [4] u est muet ssi la réduction de téte de u passe indéfiniment
a la racine.

Preuve Montrons la contraposée : si u a une TNF, alors la réduction de téte ne passe
plus a la racine aprés une certain nombre d’étapes. En effet, si v a une TNF, selon la
proposition 1.3.26, u se réduit de téte en une TNF ¢. Examinons ¢ :
— si t est une variable, il n’y a plus de réductions possibles donc le résultat est vrai.
— si t est une abstraction, la racine est alors un A\ qui est stable par -réductions. Le
redex de téte est alors sous ce A et il n’est donc plus a la racine.
— si t est une application (v v) ou u est un OT, alors les réductions de u ne feront pas
apparaitre de \. Ainsi la réduction de téte a lieu & I'intérieur du terme v ou v et non
4 la racine.
Montrons le sens direct. Si u est muet, alors v est un OTF. Il s’écrit donc de la forme
(a b). Raisonnons par ’absurde. En sautant les premiéres étapes, on peut supposer que la
réduction de téte ne passe jamais a la racine. Dans ce cas, la réduction de téte de u (qui est
celle de a) ne fait jamais apparaitre de \. Le terme a est donc un OT. Contradiction. O

Remarque 1.8.31 La réduction de téte d’un terme muet fait remonter en perma-
nence le redex de téte & la racine. La racine de I’arbre est donc constamment modifiée
par ces réductions qu’on qualifie de Top reduction.

Ezemple 1.3.82 Pour €2, on pourrait dire que la réduction ne modifie pas la racine
du terme puisque tout réduit de 2 est ) lui-méme. En fait, quant Q —3 (w w) le
premier w n’est qu'une copie et ne correspond pas au w initial. Le terme est donc
bien en perpétuel renouvellement.

Proposition1.3.33 [5/
1. Les muets sont stables par (3-équivalence.
2. (a) Les muets sont stables par substitution.
(b) Si C est un contexte muet, pour toute suite @, C[U] est muet.
Preuve Le premier point découle directement de la proposition 1.3.26 point (2). Pour
le second point, comme dans la preuve de la proposition 1.3.15, montrons que pour tout
contexte simple C' et pour tout terme u, si Cu] a une TNF, alors C' en a une aussi. Les

points (a) et (b) seront ainsi démontrés. Examinons la réduction de téte de Clu] qui se
termine sur une TNF. Selon le corollaire 1.3.11, on distingue deux cas :
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— si u passe en téte, alors C' se réduit de téte & une TNF.

— si u ne passe pas en téte, alors il existe un contexte D tel que C —j D et Clu] —j
Dluy, -+ ,un] o Dfui,- -+ ,uy] est une TNF. D’aprés la proposition 1.3.26 point
(3), D est aussi une TNF. C' a donc bien une TNF.

Les deux lemmes suivant résument le comportement opératoire des sous-termes
muets dans des réductions terminant vers des Top Normal Form.

Lemme1.3.34 [5] Soient un contexte C tel que C /7 [| et u un terme muet. On
a équivalence suivante :

1. C a une TNF
2. Clu] a une TNF

Preuve Nous devons distinguer trois cas suivant le type de TNF.
1. Pour le cas des variables c’est immeédiat.

2. Montrons que C' a une TNF abstraction ssi C[u] a une TNF abstraction.
Si C —} Ay.v alors Clu] —j Ay.v'. Pour la réciproque, si Clu] —3 Ay.v d’apres la
proposition 1.3.23 (3), il existe un contexte D et des résidus ui,...,u, de u tels que
Dlui, -+ ,un] = Ay.v et tels que C' =5 D. Comme uy,...,un sont des résidus d’un
OTF u, alors ils sont également des OTF. Ainsi, D ne peut étre trivial si bien que
D=MXy.Eet C—jMy.E.

3. Montrons que C a une TNF applicative ssi C[u] a une TNF applicative.
L’implication est immédiate. Montrons la réciproque, si Clu] —3 (a b) alors il existe

un contexte D et des résidus de u tels que Dfui,- - ,u,] = (a b) et C —j D. Par
hypothése, D est non trivial d’out D = (E F). Ainsi E[i] = a un OT, d’aprés le
point 1, F est un OT. C se réduit donc & un TNF applicative. O

Lemme 1.3.35 [5] Soient C' un contexte simple et u un terme muet. Si Clu] est
muet alors :

- so0it C' —7 [|.

— soit Cv] est muet pour tout terme v.

Preuve Si C /47 [|, d’aprés le lemme 1.3.34, comme u et C[u] sont muets, alors C' est
également muet. On conclut alors grace a la proposition 1.3.33 point (2). |

Proposition1.3.36 [5/ Soit C un contexte simple et my, mo deuz termes muets.
1. Clmq] est muet ssi C[ms].

2. Clmi] a une TNF ssi Clmz] a une TNF et les deux formes sont similaires.

Preuve Pour le premier point : d’aprés le lemme 1.3.35, soit C[m1] est muet soit C —7 [].
Dans tous les cas C[m2] est muet. Pour le second point, ’argument est analogue. O

1.3.4 Consistance de )\ﬁ—i—{Muet = m} pour tout terme clos m

La preuve compléte de la consistance est présente dans [5]. Ici nous n’en fournirons
qu’'une ébauche afin d’exhiber les techniques employées. La preuve est basée sur
Pétude de la —7,, réduction qui est la réunion de la S-réduction et de la relation
—,, qui associe m & tout terme muet. En vertu du lemme 1.2.12, la consistance
sera établie si nous parvenons a montrer la confluence de la relation —7,, et si nous
trouvons deux formes normales pour —%m- Pour cela, d’apres le lemme de Hindley-
Rosen, il suffirait de prouver la confluence de —,,, et d’établir la commutativité de
—7 et —7,. Or, larelation —,, n’est pas localement confluente, cf. lemme 1.3.47. La
solution consiste alors & introduire une troisiéme relation, la réduction évanouissante
qui rétablit la confluence locale tout en commutant parfaitement avec la S-réduction
et la m-réduction.
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Définition 1.3.37 [5]
— Pour tout terme m, la m-réduction est la relation qui pour tout contexte simple
C' et pour tout terme muet u, réduit Clu] en C[m].
— On note Clu] —, C[m] cette réduction dans laquelle u est appelé le m-redex.

Il s’agit donc de prouver la consistance de la réunion des relations —g et —,,. Pour
cela nous utilisons le lemme de Hindley-Rosen.

Lemme 1.3.38 de Hindley-Rosen Soient deux relations —.,, et —, confluentes.
Si =2 commute avec —7,, alors (—,u+,)" est confluente.

Preuve Par induction sur la longueur des suites de relations. O

Remarque 1.3.39 Deux relations —,, et —,, commutent si tous les diagrammes

a —>71 b a M b
Lys peuvent étre complétés en |, lye -
c ¢ —,y d

Ainsi, pour montrer la confluence de —3 U —,, il suffit de montrer la confluence de
—p et de —, et la commutativité entre —7% et —7,. La G-réduction étant confluente,
il ne reste que deux points & vérifier. Le dernier résulte du fait que —g et —,,
commutent de maniére controlée, i.e. en n’augmentant pas le nombre de réductions
sur 'un des axes du diagramme commutatif .

a -3 b
Lemme 1.3.40 [5] Tout diagramme ¢ <, a —3 b peut étre complété en |m I
c —5 d

B

Preuve On étudie les différentes inclusions possibles entre le m-redex u et le B-redex
r=(Az.S[z, - ,z] t). On distingue trois cas :

a —Bir b
1. w et r sont disjoints et alors |m:u lm: en réduisant les résidus intacts.
C —B:r d

Alu] =g Al]
2. r<uetalors |muw ——
Alm] = Am]

(u' étant encore un muet par stabilité des muets apreés B-réductions)

3. siu < r on a deux cas :

r=Az.Su,Z]t) —pwr Slult/z],t]

(a) J»m:u R lmu[t/i]

(w.Slm @ t)  —gw Slmlt/al,T) = Slm, )
(ult/x] étant encore muet comme substitué d’un muet)

r= ()\.’ES[J?, 7:E] T[u]) —B:r S[T[u]7 7T[UH
(b) b L (toutes les copies de u)
(Az.S[z, -,z T[m]) —gr S[TIm], - ,T[m]]

Lemme1.3.41 [5] —7% et —, commutent, i.e si c <+, a—}b, alors on a :
a —5 b
1.1 L
c —5 d

2. et de plus l(c =% d) <l(a —} b)
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Preuve
A partir du lemme 1.3.40, on montre par induction sur I(a —}, ¢) le diagramme
a —pg  ar
suivant : |, lm - On conclut alors par induction sur I(a —} b). |
C —>/§ C1

Corollaire 1.3.42 [5] —} et —7}, commutent.
Preuve Dérive du théoréme de Church-Rosser et du lemme 1.3.41. (]

A partir de ce résultat, le lemme de Hindley-Rosen n’est pas applicable tout sim-
plement parce que —,, n’est pas confluente. Les diagrammes commutatifs font ap-
paraitre des (-réductions comme le montre ’exemple suivant.

Ezemple 1.5.43 Prenons un contexte simple C' tel que C' —3 [] et un terme muet
u. Comme C[u] ~3 u, alors C|u] est muet. u et C[u] forment donc deux m-redex
inclus I’'un dans ’autre. Nous avons donc le diagramme suivant :

Clu] —ma  Cm]
lm:C[u] bms?
m —m:? ?

Pour compléter ce diagramme il faudrait que C[m] soit muet. Par analogie avec les
résidus de G-réductions, C[m] est le résidu du m-redex Cfu]. Or, comme m est clos,
C[m] est B-équivalent & m. Donc, demander & C[m] d’étre muet revient & demander
a4 m d’étre muet. Ce qui n’a aucune raison d’étre.

Lemme 1.3.44 [5] Tout diagramme ¢ <., a —., b peut étre étendu en un des
trois schémas suivants :

a —m, b a —m b a  —m b
(1) Im 5" @A = (3) ln I
c = d c —gtd c —o d

Preuve La preuve se fait par analyse des cas d’inclusions entre les deux m-redex. Le cas
(3) correspond & des m-redex disjoints ou confondus, tandis que (1) et (2) correspondent

Clul  —mw  Cm]
au cas d’inclusion (exemple 1.3.43) qui se compléte en |,.cp 15 ou en
m = m
Clul  —mu  C[m]
Lm:cu) lm:c[m) suivant les cas du lemme 1.3.35. O
m = m

Remarque 1.3.45 Sans la confluence de —,, la commutativité entre —7, et —7
n’est pas garantie, méme si —j et —%, ~commutent. Le diagramme suivant est
un exemple possible de commutation entre quatre m-réductions. La complexité ne
décroit pas forcément dans le dernier carré en raison du nombre non contrélé des
m-réductions. L’induction n’est pas possible.

a —m,m b -, oc
Im 1= 1=
d —5 e —m f
lm :VL l‘?

g —5 h —e i

Comme le montre le lemme 1.3.44, cas (1) et (2), absence de commutativité des m-
réductions survient uniquement lorsqu’un m-redex se trouve inclus dans un contexte
tel que C' —7 [|. En déclarant évanouissantes de telles réductions, cette difficulté
va disparaitre grace & la commutativité parfaite des réductions évanouissantes avec
la fm-réduction.
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Définition 1.3.46 [5] Soit 0 : a — b une réduction. On dit que o est une réduc-
tion évanouissante s’l eziste :
— un contexte simple C
— un contexte simple H tel que H —7 ||
- v un terme clos
tels que a = C[H[v]] et b= C[v].
On dit alors que o : a —. b est la c-réduction du c-redex (H,v).
(Le “c” vient de l’anglais collapsing)

Lemme 1.3.47 [5] Tout diagramme ¢ <., a —,, b peut étre étendu en un des
trois schémas suivants :

a  —m a —, b a —, b
c = d c —. d c —,, d
Preuve Dérive du lemme 1.3.44 et de la définition des réductions évanouissantes. (]

Lemme 1.3.48 [5] Tout diagramme ¢ <. a —g b se compléte en :

a -3 b

le le
c —5 d
Preuve Par analyse des cas d’inclusions. Voir [5] O

Lemme 1.3.49 [5] Tout diagramme ¢ <. a —,, b se compléte en :

a —,; b

le by

c —,, d
Preuve Par analyse des cas d’inclusions. Voir [5] O
Lemme 1.3.50 Tout diagramme c <. a —. b se compléte en :

a —. b

le le

c —; d
Preuve Par analyse des cas d’inclusions. O

Lemme 1.3.51 [5] Tout diagramme c <% a —%,,. b se compléte en :

a —>2;mc b
1 1 et de plus I(c —Bme d) <l(a — e b)
c *)Emc d

Preuve Par induction sur le nombre de Smec-réductions et en se servant des lemmes
1.3.48, 1.3.49 et 1.3.50 qui n’augmentent pas le nombre de Smc-réductions. O

Lemme1.3.52 [5] —7 et —7%, . commutent.

Preuve Dans un premier temps, on montre par induction sur /(a —,. ¢) le diagramme
a —Bme b

suivant : |, lme - Ce résultat découle du lemme 1.3.51 pour les c-réductions
c —Bme d

et des lemmes 1.3.41, 1.3.47 et 1.3.49 pour les m-réductions. O

Corollaire 1.3.53 [5] —7,  est confluente.
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Preuve Comme —. est incluse dans —g, les deux réductions —5,,, et —3,,. sont iden-
tiques. D’aprés le corollaire 1.3.42, —7 commute avec —j,,. —3 commute donc aussi avec
—5me- De plus, grace au lemme 1.3.52 —7,. commute avec —73,,.. On en déduit donc
—Bme commute avec elle-méme. D’out —3,, commute. O

Remarque 1.3.54 Gréce aux c-réductions, le diagramme de la remarque 1.3.45 se
compléte par exemple en :

a —,m b —., c
Im 1= 1=
d —. e —n f
Im b Ime
g —c h -5 7

Chaque colonne peut étre complétée a ’aide des c-réductions.
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Chapitre 2

LE M-CALCUL INFINI

Le A-calcul infini étend le A\-calcul ordinaire aux termes infinis. Les termes tels que
(xx---)ou (---x x)y sont autorisés. Loin de vouloir compliquer le A-calcul, cette
extension vise a le simplifier. En effet, la B-réduction infinie définie comme une li-
mite de réductions finies permettra d’écrire que les deux combinateurs de points fixes
Y Q) = Az f.(f (z 2z f)) Azf.(f (z z f))) Q) et Fo = (Az.(Q (z x)) Az.( (v 2)) )
se réduisent & un méme troisiéme terme (2 ---). Cette plus grande capacité de
normalisation est exploitée pour créer le modéle de Berarducci. Dans ce modéle,
chaque terme se voit attribuer une forme normale infinie unique appelée l’arbre
de Berarducci. Ces formes normales sont obtenues en exploitant la consistance des
théories A3+ {Muets = m}. Elles sont construites a la maniére des arbres de Bohm,
a la différence prés que les termes muets jouent le réle des non résolubles et les Top
Normal Form celui des formes normales de téte. Dans ce modéle, tous les termes
aux formes normales infinies se trouvent confondus, si bien que les deux exemples
(Y; Q) et Fg cités plus haut représenteront le méme élément. Comme les muets sont
plus restreints que les non résolubles, les arbres de Berarducci gagneront donc en
précision sur ceux de Béhm.

Pour parvenir & ce modéle, les termes infinis sont définis comme des limites de
termes finis au sens de la topologie usuelle. C’est d’ailleurs le sens que prennent les
points de suspensions (---) dans le terme (z z---). Aux termes infinis, nous asso-
cions la §-réduction simple. Celle-ci dérive naturellement du cas fini. Cependant,
les réductions simples en nombre fini ne parviennent pas & établir la confluence du
calcul infini. Par exemple, si r se réduit a r’, alors (Az.(---x x) r) HZ (-7 et
Az.(---x x) r) =g, (Ax.(---2 x) 7') sans que (---r r) ne puisse se réduire méme
en plusieurs étapes a (---r’ 7/). La confluence est une propriété indispensable qui
garantit la consistance du calcul. Pour la rétablir, la solution consiste & autoriser les
réductions infinies. Celles-ci sont définie comme la une limite d’une suite infinie de
réductions simples dont les profondeurs des redex tendent vers l'infini dans ’arbre
de terme. Cette contrainte des réductions infinies s’appelle la convergence forte. Elle
leurs garantit de bien converger vers un terme limite. Néanmoins, la confluence fait
toujours défaut comme le montre ’exemple 2.1.39. Dans cet exemple, 'impossibilité
de joindre les deux extrémités du diagramme commutatif est provoquée par le pré-
sence du terme (), qui est muet. Dans le A l-calcul infini, les termes muets, dont la
définition est la méme qu’en fini, sont identifiés & la constante L. Le calcul devient
alors confluent et il servira de base pour construire les arbres de Berarducci. Ainsi
l’arbre de Berarducci de (Y; §2) sera (L L---).

Les arbres de Berarducci nous intéresseront pour trois raisons. Comme les arbres
de Bohm, ce sont des formes normales. Nous n’aurons donc plus & nous préoccuper
des redex. De plus, ils ne contiennent qu’une information partielle du terme initial :
tous les sous-termes muets ont disparu. Cette propriété conduit les indéfinis, vus au
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chapitre précédent, & posséder des arbres trés caractéristiques. Enfin, & 'opposé des
arbres de Bohm, ceux de Berarducci sont en correspondance directe avec les termes
du calcul infini. Nous aurons donc la possibilité de faire des calculs avec les arbres
de Berarducci.

A Porigine, dans Darticle [5], certains résultats ne s’appliquaient qu’a des termes
infinis issus d’une réduction partant d’un terme fini. Les preuves présentes ici géné-
ralisent tous les résultats aux termes infinis quelconques.

2.1 EXTENSION DU A-CALCUL AU CALCUL INFINI

2.1.1 Termes et contextes infinis

Les termes infinis n’ont plus de définitions inductives comme pour le cas fini. Ici
nous les présenterons sous la forme d’arbre infinis étiquetés. La correspondance
entre arbre de termes et terme se fera suivant les mémes principes que dans le cas
fini. Seule différence, des points de suspensions (---) apparaitront aux nceuds ou
I’arbre sera infiniment profond.

Définition 2.1.1 Les arbres des A-termes infinis sont des arbres étiquetés finis ou
infinis. Leurs feuilles sont étiquetées par des variables. Les neeuds internes peuwvent
étre soient :

— binaires et sans étiquette. Ce sont alors des neuds d’application.

— unaires et étiquetés par un \x, ot x est une variable. Ce sont alors des neuds

d’abstraction.

L’ensemble des variables est considéré infini et dénombrable.
Les termes sont définis 4 a-équivalence pres.

Ezemple 2.1.2

— (zx ---) a pour arbre 1‘%\

— (-++ x =) a pour arbre /<<;x 11 est sans téte.
o

— L’arbre effeuillé A est un terme infini. Il serait la forme normale infinie

du terme u = (v v) ot v = Az.(z z) (2 z).
— La forme normale infinie A, définie par A = (- - - d3 d3) ou d3 = Az.(x = x), pos-

séde comme arbre /(5; 63. Ce terme vérifie 1’égalité syntaxique

A = (A d3) ce qui est impossible en fini.
— La forme normale infinie A, définie par A, = (A A---) a pour arbre

A/x\ . Ici, on vérifie que Ao = (A Ay).
A

Remarque 2.1.3 Si le nombre de nceuds d’un arbre infini est dénombrable, son
nombre de branches ne ’est pas nécessairement. C’est le cas de ’arbre effeuillé
dont le nombre de branches n’est plus dénombrable. Pour s’en convaincre, il suffit
de remarquer qu’une branche est définie par une suite de bifurcations, & gauche
ou & droite. On compte donc autant de branches que d’éléments de {g,d}". Les
récurrences sur les branches des arbres infinis sont donc nécessairement transfinies.

Remarque 2.1.4 Sauf mention contraire, désormais les termes seront tous considérés
comme potentiellement infinis.

Définition 2.1.5
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— Un contexte est un terme éventuellement infini qui posséde la variable ||
comme variable libre en quantité éventuellement infinie.

— Un contexte simple est un contexte qui ne posséde qu’un seul trou [].

— Pour tout contexte C' et pour tout terme t, C[t] représente la substitution de
chacun des trous de C (en quantité éventuellement infinis) par le terme t sans
renommage des variables de C, ni de t.

— Si C est un contexte simple, la longueur du contexte C, notée [(C), représente
la longueur du chemin qui relie la racine de Uarbre de C a son trou []. Si C
ne posséde pas de trou, [(C) est considérée comme infinie.

Ezemple 2.1.6
1. (--- z « []) est un contexte simple (et infini).

)
2. Soit C'= (--- [] [])- C est un contexte (infini) qui posséde un nombre infini de
trous. Clz] = (--+ = x).

Remarque 2.1.7 Une suite s de termes infinis pourra éventuellement étre de lon-
gueur infinie : § = s1, 89, - -

2.1.2 Reéductions infinies

< REDUCTIONS FINIES SUR TERMES INFINIS | 4

Définition 2.1.8 Soient a et b deux termes infinis. La (G-réduction simple ,notée
—3, du redex (Az.a b) s’étend auz termes infinis en la relation (Az.a b) —g a[b/z],
dans laquelle a[b/x] est un arbre obtenu par substitution de toutes les variables libres
x dans larbre a par Uarbre b.

Ezemple 2.1.9 (M\z.(---x ) a) —g (--- a a) . Le nombre des substitutions dans le
terme (---x x) est ici infini.

Remarque 2.1.10 Comme le montre I’exemple précédent, le terme a posséde a ’issue
de la réduction (Az.(---z ) a) —g (---a a) une infinité de résidus. Si a se réduit
en a/, pour fermer le diagramme commutatif ci-dessous il faudrait procéder & une
infinité de réductions du type a —g o’

Mx.(-- -z x) a) —3 Az.(---zx)d)
L L
(- aa) —s(ad)—g - —p(--dd)
< TOPOLOGIE >

Définition 2.1.11 Soient deuz termes a et b.

— La profondeur d’un sous-terme b de a est la longueur du chemin qui relie la
racine de l'arbre de a a celle de son sous-terme b.

— Pour tout entier n, on écrit a =, b ssi les arbres de a et de b coincident, en
type de neeuds et en étiquettes jusqu’a une profondeur au moins n.
On dira également que b est une approximation de a & profondeur n.
Plus précisément :
—a=gb ssiaetb ont une racine commune.
— a=p4+1 b ssiaetb ont méme racine, et tout sous-terme immédiat de a est

en relation =,, avec son correspondant dans l’arbre de b.
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Remarque 2.1.12

chemin

profondeur

position

Ezemple 2.1.18 (a b) Zo Azy.(uv) =2 Axy.c Z2 Ax.(st)

Définition 2.1.14  Soient (an)n>0 une suite de termes, on écrira lim a, = a ssi

n—-+o0o

il existe un terme a tel que VN >0, In > 0 tel que Vp > n, a, = a.
Remarque 2.1.15 C’est la topologie usuelle sur les arbres finitaires infinis.

Lemme2.1.16 Si (a;)i>o0 est une suite de termes telle que a; =; a;11, alors il
existe un terme b tel que lim a; = b.

1——+00
Preuve Pour tout j > p, ap, =, a;. On construit alors le terme b par induction sur la
profondeur p de ses sommets de sorte que b =, ap.

On vérifie bien que pour tout p, a, =, b. La suite (a;);>0 tend donc vers b. O
< REDUCTIONS INFINIES CONVERGENTES >
Définition 2.1.17 Soit 0 : @ —g a1 —p -+ —p a, —p b une séquence finie de

B-réductions simples. La profondeur de la réduction, notée prof(a —3 b) désigne le
minimum de la profondeur des redex contractés dans cette séquence.
Par convention, la profondeur d’une réduction vide est infinie.

Lemme 2.1.18 Si prof(a —} b) > n alors a =, b.
Preuve On procéde par récurrence sur la longueur de la réduction a —7 b.

Pour une seule réduction telle que prof(a —g:.» b) = n, seul le redex contracté r a
la profondeur n est modifié, le reste qui se situe a profondeur inférieure ou égale & n est

inchangé.
n—1
n l . !
B

O

Définition2.1.19  Soit 0 : @ —g a1 —p -+ —3 an--- une séquence infinie de
réductions.

Si la suite (prof(a; —g ai+1))i>0 tend vers Uinfini avec i, alors on dira que la
séquence infinie de réductions converge fortement.
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Notation 2.1.20 A part la convergence forte, aucune autre forme de convergence
ne sera considérée ici : lorsque nous parlerons de convergence de séquences de ré-
ductions il faudra donc lire convergence forte.

Lemme2.1.21 Sio:a —ga; —g -+ —g a, —g - est une séquence infinie
de réductions fortement convergente, alors il existe un terme b tel que la suite de
termes (a;)i>o0 converge vers b.

Preuve La suite des réductions convergeant fortement, pour une profondeur N fixée
il existe une étape iy & partir de laquelle toutes les réductions sont plus profondes que
N. Ainsi, d’aprés le lemme 2.1.18, Vi > iy, a;i =~ ai,. Définissons la suite de termes
(b~v = aiy)N>0. D’apres le lemme 2.1.16 il existe une limite b a la suite (by)n>0. On
vérifie ensuite facilement que (a;);>0 tend bien vers b. O

Définition 2.1.22 [5/ Soit o :a —g a1 —pg -+ —pg an —p -+ une séquence infinie
de réductions fortement convergente et soit b sa limite.
On dira que o converge vers b et on le notera a — o3 b.

Remarque 2.1.23 Les réductions finies sont des cas particuliers de réductions infi-
nies. En effet comme la réduction vide est de profondeur infinie, la profondeur de
a —J b tend bien vers linfini.

Remarque 2.1.24

1. Les termes d’une séquence de réductions peuvent converger sans que la sé-
quence converge fortement. Prenons w = Az.(z x) et considérons la séquence
0:(ww) —g (ww) —g ---. Les termes de o convergent bien vers (w w)
mais o ne converge pas vers b car les profondeurs de ses réductions restent
constamment & 1.

2. Néanmoins, on peut écrire (w w) —o0g (w w) en ne considérant plus la réduc-
tion précédente mais la réduction vide.

Ezemple 2.1.25

1. Soient d3 = Az.(z = x) et Q3 = (d3 d3), qui se réduit en Q3 —3 (23 I3).
Notons QF = (3 d3 - -+ d3) le terme comportant n fois d3.
La séquence o : Q3 —5 Q4 —5 -+ —5 QF —45 -+ est convergente et sa limite
est Q5° = (---d3 d3). Q25° est aussi noté A.

4]
Sous forme d’arbre, A s’écrit : /ﬁ 5
03

2. Soit Y; le combinateur de point fixe de Turing. Les réductions de (Y; €Q3)
conduisent au terme (€23 Q3 ---) qui se réduit en (Q3° Q3° -+ ). Cette réduc-
tion (Y; Q3) —oop (23 Q3--+) —oop (23° Q5°---) n’est cependant pas une
séquence. Une solution consiste & opérer dans l'ordre suivant :

o: (Y Q3) -5 (Q3(Y; Q23)) —5 (Q5(Y; 3))
—5 (Q3(Q3(Y; 3))) —5 (Q3(Q3(Y: 23)))

—

o est alors bien une séquence convergente dont la limite est (23° Q3°---).

Cette limite est notée A, et s’écrit sous forme d’arbre :
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2.1.3 Propriétés de la réduction infinie

Cette section projette au calcul infini des résultats classiques du A-calcul fini. Ainsi
nous verrons que la G-réduction infinie est transitive. Qu’elle se standardise et que
les termes infinis posséde au plus une forme normale. En plus des propriétés clas-
siques, nous citerons des théorémes d’approximation. Ceux-ci permettent de passer
du calcul infini au calcul fini. Par exemple, pour une profondeur p donnée, & partir
d’une réduction a —3 b on peut exhiber des termes finis a; et b; dont les arbres
coincident respectivement avec ceux de a et b & profondeur p, et tels que a1 —7 by
en une réduction finie (cf. lemme 2.1.28).

| APPROXIMATIONS >

L’origine de ces deux lemmes d’approximation réside dans le fait qu’une g-réduction
fait remonter la profondeur d’un sous-terme d’au plus deux positions.

Lemme 2.1.26 Si a —p b, alors pour toute profondeur p il existe un terme b
tel que a —35 b’ et b coincide avec b’ a profondeur p.

Preuve Soit 0 :a —p a1 —p -+ —p ar —p --- la séquence des réductions de a vers b.
Comme la séquence converge, on trouve une étape i, a partir de laquelle les profondeurs
des réductions restent supérieures & p + 1. On a alors a —% a;, et a;, =p b (cf. lemme
2.1.18). O

Remarque 2.1.27

Grace a ce résultat de nombreuses définitions sont équivalentes entre le cas
fini et infini. En particulier toutes celles ne faisant intervenir qu’une partie
fini des termes.

Par exemple, la proposition a n’est pas un zéro-terme s’exprime de la méme
fagon en fini et en infini. En effet dans le cas fini, elle s’écrit @ —} Az.v. En
infini, elle devient a — .3 Az.v. Or par approximation, si a —.3 Az.v alors
il existe v’ tel que a —5 Az.v’. a se réduit donc bien A une abstraction en un
nombre fini de réductions.

Lemme 2.1.28 Soient s et t deuz termes tels que s —J; t. Pour tout entier N
il existe un entier n tel que tout terme u vérifiant u =, s puisse se réduire en un
nombre fini d’étapes vers un terme v vérifiant v =y t.

Remarque 2.1.29 Autrement dit, seule une profondeur finie d’un terme suffit i faire
apparaitre une partie finie du résultat d’une réduction.

Preuve Le résultat s’obtient par induction sur le nombre de réductions de s — t. Pour
une seule réduction, il existe un contexte C' et un redex (Az.a b) tels que s = C[(Az.a b)]
et tels que ¢t = Cla[b/x]]. Posons n = prof(s —p t) + N + 2 et prenons un terme u tel que
u =, s. Comme n > prof(s —g t) alors le redex (Az.a b) apparait dans u. Il existe donc
un contexte C’ et deux termes a’ et b tels que u = C’'[(Az.a’ b')] et tels que C' =, C,
@ Zn_prof(s—pyt)—2 @ €t V' =, _pror(s—yry—1 b Ainsi @’ =y a et b =y11 b Comme n > N
on conclut u —g C'[a’'[b’'/z]]. En posant v = C’'[a’[b'/z]] on obtient bien u —s v et
v =pn Cla[b/z]] = t.
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O

Remarque 2.1.30  Ce résultat s’applique en particulier si s —j t = (Az.v). Seule
une partie finie de s suffit pour faire apparaitre le Ax & la racine de ¢.

Définition 2.1.31  On dira qu’un terme infini est un zéro terme s’il ne se réduit
pas a une abstraction en un nombre fini d’étapes.

Remarque 2.1.32 La définition des OT s’écrit donc de la méme maniére en fini et
en infini.

< RESIDUS >

Les résidus de sous-termes sont définis pour les réductions simples comme dans
le cas fini (cf. définition 1.1.23). Les projections (cf. lemme 1.1.29) sont définies de
la méme maniére. Au diagramme commutatif élémentaire on substitue sa version
infinie.

Proposition 2.1.33 [5] Soient deux réductions simples p:a —gbeto:a —gc

et soient o /p la projection de o sur p.

1. On a alors le diagramme commutatif élémentaire :

a Hg b/

o a/p

19 12/
c —>ZO/; d

2. De plus les profondeurs des projections sont contrilées de sorte que :
— prof(p/o) = prof(p) — 2
— Siprof(p) > n et prof(c) > n alors prof(p/o) > n et prof(c/p) > n
— Si prof(p) > prof(o) alors p et p/o sont similaires

Preuve Identique au cas fini du lemme 1.1.29. O

Remarque 2.1.84 Pour illustrer ce diagramme, donnons un exemple. Soit S un

contexte. Soit p la réduction du redex p = (Az.S[z, -] ¢) et o celle du sous-terme
genq.
Comme S est un contexte infini, S|z, - -] peut contenir une infinité de fois la va-

riable . Comme 'arbre d’un terme est finitaire, les occurrences de x apparaissent
forcément & des profondeurs de plus en plus grande.
On construit alors le diagramme suivant :

p=Az.Sz,---]q) —, Slg, -]
lo 150
(\e.S[z,--]1q) =57 Sl
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Laréduction S[gq, - -] —cop S[¢',- - -] est bien convergente du moment qu’on choisit
de réduire les résidus de ¢ dans 'ordre des profondeurs croissantes.

Notons qu’une réduction peut faire “descendre” un sous-terme autant que pos-
sible dans un arbre, alors qu’elle ne peut le faire “monter” qu’au plus de deux
positions.

< TRANSITIVITE ET LIMITES DE REDUCTIONS >

Théoréme 2.1.35 [5] Soient s, t et u des termes. Si s —oop t —oop u, alors
S —oop U

Preuve La preuve se fait en trois étapes.
N Etape 1>

Si s0 —ocp S €t to —oop t, alors solto/z] —oop s[t/x].

Preuve Il va s’agir d’organiser les réductions des résidus de ¢y et so dans 'ordre des
profondeurs croissantes. Soit to —g t1 —g -+ —cog t la séquence de tg —oop 1.

Soient S un contexte tel que s = S|z, - - - ]. Distinguons chaque occurrence de = dans s
et notons les 1, x2, - dans 'ordre des profondeurs croissantes. Notons § = S[z1,x2, -],
on a bien §[t/x1,t/x2, -] = s[t/z]. Notons ni,ns,- - les profondeurs des occurrences de
Z1, T2, -+ dans §. Comme la réduction sp —o3 s converge, on peut la décomposer suivant
les profondeurs ni,ns, - -- de sorte a faire apparaitre progressivement les occurrences de x
dans les termes s; aux positions des variables z1, z2, - -- dans §. Soient s1, s2, - - - des termes
extraits de la séquence sg —oog s tels que s; =,,; s et tels que s —>E S1 —>E, c =08
s. Pour tout ¢ il existe un contexte S; tel que s; = Si[z,---] et tel que Si[z, - ] =,
S[z,---]. Notons §; = S;[z1, 22, -] ou les variables z1,z2,- -+ apparaissent dans 1'ordre
des profondeurs croissantes. Comme les z; sont & des profondeurs croissantes, on a § =
Slx1,x2, ] =n, Silr1,22,---] = . A partir de la réduction s; —7% sit1 on tire donc
une réduction similaire S; —j5 S;41 pour former ainsi une séquence Sop —j S1 —j - -
convergente.

Nous pouvons maintenant construire notre réduction so[to/z] —oop s[t/x] avec des pro-
fondeurs tendant vers linfini. La réduction simple passant trivialement au

contexte, on a  So[to/x] —% sifto/x]. Ce qui s’écrit également
So[to, to, -] —j Silto,to,---]. On continue alors la réduction par celle du premier o :
Sl[to, to, . } —g S1[t1,t07 H ] Puis on réduit 51 —>; SQ ce qui donne Sl[tl, to, . ] —g
Saltiys tig, - -] OU t;, peut étre soit to, soit t1 puisque les résidus de ¢; peuvent se retrouver
a la place de n’importe quelle variable x;. On poursuit alors la réduction des deux premiers
résidus ti, et ti; det: Sa[tiy, tiy, -] =5 S2t2,t2,- - -]. Et ainsi de suite en alternant entre
réductions de s et de t. O

<|Etape 2 |>

Si so —wep § —p3 t, alors, en posant n = prof(s —g t), on a le diagramme commutatif

suivant dans lequel les exposants sur les fléches indiquent les profondeurs des réductions :
prof>n

so —p do o s
lgmf:” Lgmf:” et de plus €0 =n_1 t.
prof>n t
€o _>oo[3

Preuve Soit 7 = (Az.u v) le redex contracté dans s —g t. Soit C' le contexte de profondeur
au plus n et by, -+ ,b, des sous-termes de s tels que C[r,b1, -+ ,bp] = s. On a donc
t = Clulv/z],b1, - ,bp]. Comme sy —o3 S, par approximation, il existe un terme do
extrait de la séquence tel que so —3 do —oop s et tel que prof(do —oop 5) > n . Il
existe donc des sous-termes 1 = (Az.u1 v1) , a1, ,ap de do tels que Clri,a1,- -+ ,ap] =
do et tels que U1 — oo U, V1 —oop ¥V €t a; —oop b; pour tout 1 < ¢ < p. D’apres
Pétape 1, Clui[v1/z], a1, -+, ap] —oep Clufv/z], b1, - ,bp] = t. Il suffit alors de considérer
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la réduction s —5 do —p eo = Cluifvi/z], a1, ,ap] —oop Cluv/z], by, -+ ,bp] =t. La
profondeur de ey —oop t vient du fait que les réductions ont lieu dans les trous du contexte
C. O

<|Etape 3 |>

Posons t = tg —pgt1 —pts =g —copuetn = pl“Of(ti —3 ti+1). La suite (ni)izo
tend donc vers l'infini. Appliquons I'étape 2 & s —3 to —g t1, on obtient le diagramme
suivant :

f
s0 —p do =PI b
lprof:no lprof:no
B
prof>ng
€o oo 131

On continue alors avec ey —oog t1 —g t2 et ainsi de suite :

f
s —% do — ooy
prof=ng prof=ng
lg lﬁ
€o Hprofzno,* dl - _)prof>n1 t
cof3
lprof:nl lprof:nl
B B

_)gronnl J® do _)prof>n2 Lo

€1 oo

La réduction en diagonale convient donc : s —j5 do —p €0 —j5 d1 —p €1+ —oop U
avec prof(d; —p ei) = ns, prof(e; —p dit1) > n; et avec e; =n; 1 ti. O

Théoréme 2.1.36  Soit la séquence de réductions to — oo t1 —oop t2 —cop ** -

Si _lir+n prof(t; —oop tix1) = 00, alors la suite de termes (t;);>0 converge vers un
11— oo
terme u tel que tg —oop u. On dit alors que la séquence de réductions est conver-

gente.

Preuve On remarque que le théoréme 2.1.35 conserve les étapes de la premiére réduction
tant que ses profondeurs sont inférieures & celle de la seconde. En appliquant le théoréme
2.1.35 plusieurs fois, on obtient donc une suite de réductions o; : to —oop ti telles que le
nombre d’étapes semblables en début de séquence entre o; et 0,41 tend vers I'infini comme
prof(t; —cop ti+1). En ne conservant que les étapes semblables & o; et 041, on obtient
donc la réduction to —oop u. O

Remarque 2.1.87 Ce théoréme constitue un résultat de limite de réductions. Ken-
naway propose dans son article [15] une notion similaire appelée compression.

< ABSENCE DE LA CONFLUENCE GLOBALE >

Si la réduction infinie commute avec la réduction de téte (cf. lemme 2.1.38), ce
résultat devient faux lorsqu’il s’agit d’une réduction quelconque (cf. exemple 2.1.39).

Proposition 2.1.38 Soient u,v ett trois termes. Si v <—g U —oop t, alors il existe
U —oof t

un terme w tel que Lg lﬁ’:
UV D W

Preuve Notons u =19 —g t1 —g -+ —oos t les termes de la séquence u —o t. Nous
distinguons deux cas :
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— si cette séquence posséde une réduction de téte, par exemple %, —>g tn+1 alors,
grace aux projections (proposition 2.1.33) on construit les diagrammes commutatifs

suivants :
wu= to —p bt o —h iy =B ths1 —oeopl
h h h
15 s s
v= o —oopf U1 to —ooff  Un+1l = tn+1 - T TooB t

Par transitivité de — ooz on conclut : v —oop t.

— sinon la séquence est purement interne : u —°, s t- Dans ce cas, on raisonne avec le
redex de téte de u = (Az.a by bz - - - by) comme & I'étape 1 du théoréme 2.1.35 et on
obtient le diagramme recherché. O

Ezemple 2.1.839 Soient I = \r.z, w = Az.(v z) et Q = Az. (I (x x)).

QRQ) —s (I(QQA)) —p ~+ —op L))
1% 1
(Www) —g (ww) —p

Or (w w) et (I (I---)) ne se réduisent qu’a eux-mémes. Il n’y a donc pas
confluence.

Dans cet exemple, on observe que le sous-terme (Q @) présent & chaque étape de
la premiére ligne de réduction disparait & la limite. C’est lui qui rend impossible la
confluence. Or, on remarque en déroulant sa réduction de téte que le terme (Q Q)
est muet. En les identifiant tous 4 la constante | la confluence va étre rétablie.

< STANDARDISATION >

La standardisation au sens du calcul fini ne s’étend pas directement comme le montre
I’exemple suivant.

Ezemple 2.1.40 Soient Q = Mx. (x x (I I)) et FF = (Q Q). Considérons la réduc-
tion :

F_>g (F(II))—% (FI)_>g (F(II)[)_%...HQO& (--(IDHIDI)

Pour la standardiser nous ne pourrions faire mieux qu’une premiére séquence
de réductions de tétes F' —>205 Fy=(--(II) (II)(II)) suivie d’une réduction
interne Fy —% («--(I I) (I I) I). Une seule séquence infinie ne permettrait faire
précéder les réductions de téte aux réductions internes.

Théoréme 2.1.41 Soient s et t deux termes.
— Si s —j t alors il existe sy tel que s —>Z’* S0 —>f>oﬁ t.
— 8% s =g t alors il existe sy tel que s _’Zoﬁ S0 —%05 t.

Preuve Pour une preuve détaillée, on pourra consulter I’article [15]. O

Remarque 2.1.42 Le résultat de ce théoréme n’est que partiel : il n’indique rien sur
les réductions internes qui suivent. Pour le démontrer, il est nécessaire de donner
une définition compléte d’une réduction standard. Intuitivement, une telle réduction
se décompose héréditairement en des réductions de téte suivies d’internes. Or, la
complexité d’une telle réduction, qui s’apparente alors & un arbre, sort du cadre dé-
nombrable (cf. remarque 2.1.3). La démonstration se fait donc de maniére analogue
au cas fini (théoréme 1.1.35), mais au travers d’une induction transfinie.
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< FORME NORMALE, UNICITE >

Les formes normales infinies sont définies comme pour le cas fini. En A-calcul ordi-
naire, leur unicité se déduisait grace a la confluence. L’absence de confluence dans
le cas infini, nous oblige & procéder par approximations. L’argument principal de la
preuve repose sur le fait que les réductions au voisinage des formes normales sont
nécessairement profondes (Etape 1 du théoréme 2.1.45).

Lemme 2.1.43 Soient C' et D des contextes finis et § une suite de termes. Si
C —% D, alors il existe une suite de termes t telle que C|3] -5 D[t] en une réduction

similaire a la premiére. En particulier, prof(C —7% D) = prof(C[s] —7} D[t]).
Preuve La preuve est analogue au cas fini. Voir le lemme 1.3.5.
Lemme2.1.44 Sia —op3 b, alors a est un 2éro terme ssi b est un zéro-terme.

Preuve Sia n’est pas un zéro terme, alors a —j; Az.d . D’aprés le lemme 2.1.26, on peut
extraire un contexte fini C' et une suite & tels que C[5] = a, et tels que C' —3 Az.D:. En
vertu du lemme 1.3.14 du A-calcul fini, C' HZ’* Az.D’. D’aprés le lemme 2.1.43, il existe
une suite p telle que C[7F] —>Z’* Az.D'[p]. Ainsi a —>Z‘* Az.d'. On conclut alors grace a la
commutativité des réductions de téte, proposition 2.1.38.

La réciproque s’obtient grace a la transitivité. O

Théoréme 2.1.45 Soient u un terme et s,t des formes normales. Si s oo
U —oog t alors s =t.

Preuve
< Etape 1|>

Soient ¢t une forme normale et (¢;);>0 une suite de termes telle que t; —oo3 t pour tout
i. Si la profondeur des réductions infinies prof(¢; —op t) tend vers l'infini quand ¢ — +o0,
alors pour toute suite de termes (r;);>0 telle que ¢ < —og T, on a
iliinoo prof(t; —oop 1) = +00.

Graphiquement :
t t e
1008 1% prof — +oo
to th .
loop loog  prof — +o00
0 - -

Preuve Montrons que pour tous entiers N et p, si Vi > N prof(t; —oop t) > p, alors
pour tout terme 7, et pour tout ¢ > N, si t; —oog r alors prof(t; —sog 7) > p. On montre
le résultat pour p = 1, les autres valeurs se déduisent par induction sur les sous-termes de
t.
Fixons ¢ > N. Comme p = 1, il suffit de montrer que ¢; ne fait pas apparaitre de redex
a sa racine lors des (-réductions. Par approximation, comme prof(t; —oop t) > p, On a
t; =1 t. Suivant la forme de la racine de ¢, on distingue :
— sit =z out= A\z.u, alors t; = z ou t; = Az.u;. Dans les deux cas, t; ne fera jamais
apparaitre de redex a sa racine.
— sit = (uv). Alors u est un OT normal. Comme ¢; =; ¢ alors ¢t = (u; v;) et U; —oog U.
D’aprés le lemme 2.1.44, u; est un OT donc b; ne fera pas apparaitre de redex a sa
racine. O

<|Etape 2 |>

Si s «—o0p U —oop t OU s et t sont deux formes normales, alors montrons que s = t.
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Notons u =ty —g t1 =gt s t €t u =59 —3 S1 —3 S2 — o S, les deux séquences
de réductions.

Par I’absurde, si s # t, alors il existe un entier N tel que s #x t. Pour toute profondeur
p > N, on peut donc choisir un entier 7, tel que s; =, s et t; =, t et tel que toute réduction
issue de s; et t; soit plus profonde que p. En vertu du lemme 2.1.26, on peut extraire des
contextes finis U, S et T ainsi que des suites ¢ et T tels que S =, s et T =, ¢, tels que
S —5 U —5 T et tels que s; = S[F] et t; = T[7].

En particulier, on a S #, T, puisque S =;, s; =p 5, T =, t; =p t et que s Zn .

Comme U, S et T sont finis, d’aprés le théoréme de Church-Rosser, il existe un réduit
commun W tel que S —5 W <3 T. Or, comme S[5] = s; et que toute réduction issue de
s; est plus profonde que p, on en déduit prof(S —j5 W) > p, ce qui entraine S =, W. De
méme T =, W, ce qui donne S =, T, contradiction. O

2.2 LE A1-CALCUL INFINI, ARBRES DE BERARDUCCI

Comme le suggére 'exemple 2.1.39, la confluence globale n’est plus vérifiee en -
calcul infini. Dans cet exemple, le responsable de I’absence de confluence semble étre
le terme (@ Q). Or (Q Q) est un terme muet. Dans le A L-calcul infini, tous les muets
seront identifiés & L. En conséquence, ce calcul récupére la confluence et devient
méme normalisant. A partir du A\_L-calcul on construit les arbres de Berarducci : ce
sont des versions enrichies des arbres de B6hm dans lesquels les formes normales de
téte sont remplacées par les Top Normal Form.

Cette section commencera par introduire les notions de base du A_L-calcul. En-
suite, nous présenterons les lemmes qui permettent de faire le lien avec le A-calcul
infini, notamment celui de factorisation 2.2.9. Gréce 4 ces lemmes, la transitivité et
I'unicité des formes normales seront étendues au A\_L-calcul. Puis, nous prouverons
la normalisation et la confluence. Ces derniéres permettront d’introduire les arbres
de Berarducci. Enfin, nous présenterons les formes 1-normales infinies bien carac-
téristiques des indéfinis tels les non résolubles, les zéro-termes, les zéro-termes forts
et les termes muets.

2.2.1 Deéfinitions et approximations du \_l-calcul infini

Définition 2.2.1

— Les termes du A\l -calcul sont des termes infinis construits en utilisant la
constante L.

— La 1-réduction est la relation qui pour tout contexte simple C et pour tout
terme muet u réduit Clu] en C[L].

— On notera Clu] — C[L] cette réduction et u sera appelé le L-redex.

— La [Ll-réduction est notée —g, .

— La [1-réduction infinie convergente est notée — 3. .

— A représente l’ensemble des \-termes infinis sous forme (31 -normale.

Remarque 2.2.2 Comme | est une constante et non une variable, | est également
un terme muet.

Ezemple 2.2.3

— Q —, 1 qui est une forme normale.

- Q) > (L) -1 (L 1)

— En reprenant l'exemple 2.1.39, (Q Q) —1 L
Lemme 2.2.4

1. Toute L -réduction infinie est convergente.

2. Les 1 -réductions infinies sont transitives.
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Preuve Ces deux points proviennent du fait qu’'une |-réduction remplace uniquement
un neeud de arbre par un L. Les |-réductions peuvent donc étre effectuées dans un ordre
quelconque. Comme l'arbre d’un terme est finitaire, les réductions peuvent étre ordonnées
suivant les profondeurs croissantes. O

Lemme 2.2.5 La 31 -réduction est localement confluente. Le diagramme commu-
tatif ci-dessous est valide. De plus, la projection de la (-réduction conserve la pro-
fondeur.

u — ] v

lprof:n l:, prof=n
B B

S — ol T

Preuve Elle se fait par examen des cas d’inclusion entre un |-redex w, i.e. entre un
terme muet, et un redex (Az.a b). On utilise quatre faits : (Voir la section 1.3.3 sur les
termes muets)

1. les muets sont des OT, ainsi w # Az.a

2. les muets sont stables par g-réductions

3. les muets sont stables par substitution d’une variable par un terme

4. les muets sont stables par échange d’un sous-terme muet par L. O

Lemme 2.2.6 Toute réduction u —% v —g t peut étre échangée enu —g s =1 t.
Et de plus, prof(u —g s) = prof(v —g t).

Preuve Par induction sur /(—7) a partir du lemme 2.2.5. O

Proposition 2.2.7

1. Soient u et v deuz termes tels que u — o3 v, alors :
— u est un OT ssi v Dest
— u est un OTF ssiv lest
— u est muet ssi v l’est

2. Soient a un terme et t une top normal form. Si a —.5 t alors il eziste une
top normal form similaire t' telle que a HZ’* t.

Remarque 2.2.8 Les [-réductions infinies n’ont donc pas d’influence ni sur la Top
Normal Form ni sur le caractére OTF ou le caractére muet d’un terme.

Preuve Les preuves sont toutes analogues au lemme 2.1.44. O

Les preuves du [_L-calcul infini sont semblables & celle du (-calcul infini dés lors
que le lemme d’approximation 2.2.9 suivant est prouvé. Ce lemme garantit qu'un |-
redex, i.e un terme muet, qui apparait a I'issue d’une §_-réduction infinie apparait
également & partir d’une 51 -réduction finie. Ce lemme s’obtenait directement pour
le f-calcul infini grace au lemme d’approximation 2.1.26 et du fait qu’un redex se
repére grace A sa structure finie (Az.[] []).

Lemme2.2.9 Soient C un contexte simple, v un terme muet. Si u —oop1 C[v]
alors il eziste un contexte simple C' et un muet v’ tels que u —7 C'[v'] et tels que
C/ oo L C

Preuve Cette preuve exploite les lemmes 2.2.10 et 2.2.12 qui seront démontrés immédia-
tement aprés. En vertu du lemme 2.2.10, le réduction u —«p1 C[v] peut se factoriser en
U oo Ul —ool C[v]. Comme u; —o1 C[v] et comme la L-réduction ne fait qu’échanger
des sous-termes en L, on vérifie aisément qu’il existe un contexte C7 et un terme v; tels que
C1 — oot C, 11 —ool v et tels que u1 = C[v1]. En approchant la réduction v —oop C1[v1]
a une profondeur supérieure a celle du sous-terme v, on exhibe un contexte C’ et un terme
v’ tels que u —% C'[v] et tel que C" —oop C1 et v —oop v1. Grace a la réciproque du
lemme 2.2.10, on obtient C' — 51 C et v —oog1 v. Le terme v’ étant alors muet selon
le lemme 2.2.12. O
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Lemme 2.2.10 Soient u et v deux termes. Si u —oc51 v alors il existe u’ tel que
U —o0og U —ool V. Réciproquement, si u —oop ' —oo1 v, alorTs u —oopi v

Preuve

Dans un premier temps, fixons une profondeur p. A partir de la réduction convergente
U —o0pL U, ON peut extraire une séquence finie u —5, wu, telle que u, =, v et telle que
Up —copL v. En appliquant plusieurs fois le lemme 2.2.6 & u —5, up, on construit une
réduction u —j Up —ool Up —oopl U, dans laquelle v —} uy, est similaire & u —%; up.
Selon la définition de la L-réduction, I'arbre de up se déduit de u; en échangeant certains
de ses sous-arbres par la constante L. De plus, comme u, et v coincident & profondeur
p, la partie supérieure de Parbre de v se déduit également de celle de u; en échangeant
certains de ses sous-arbres par la constante 1. Autrement dit, il existe une 1 -réduction
qui fait coincider uj, et v & profondeur p.

En faisant varier p, on extrait une réduction u — .. v’ de la réduction u — o1 v telle que
v se déduise entiérement de u’ par |-réductions. D’ott le résultat : u —oog U’ —oopl v. O

La réciproque s’obtient en intercalant les |-réductions de profondeur p dans la -
réduction immédiatement aprés les étapes ou la profondeur reste constamment supérieure
a p. Ici la proposition 2.2.7 garantit I’apparition des L-redex avant la fin de la S-réduction
infinie. O

A partir du lemme de factorisation 2.2.10, la proposition 2.2.7 s’étend aux 3.L-
réductions.

Lemme2.2.11

1. Soient u et v deux termes tels que u —o 1 v :
— u est un OT ssi v lest
— u est un OTF ssiv lest
— u est muet ssi v lest

2. Soient a un terme et t une top normal form. Si a —, 1 t alors a est une top
normal form d ¢.

Preuve 1 est un terme muet. Les |-réductions échangent donc des termes muets en
des termes muets. Ces trois résultats sont donc immédiats en étudiant les positions des
échanges des L-réductions, et en se servant du lemme 1.3.36. O

Lemme 2.2.12

1. Soient u et v deuzx termes tels que u —oop1 U :
—u est un OT ssi v Dest
— u est un OTF ssiv lest
— u est muet ssi v lest

2. Soient a un terme et t une top normal form. Si a —.p5 t alors il existe une

top normal form similaire t' telle que a HZ’* t.

Preuve En vertu des lemmes 2.2.10 et 2.2.11. (]
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2.2.2 Propriétés du \l-calcul et arbres de Berarducci
Théoréme 2.2.13 [5] La réduction — .51 est transitive.

Preuve La preuve est semblable a celle du théoréme 2.1.35. Celle-ci consistait, en partant
du schéma u —o3 s —p3 t, & faire apparaitre les deux premiers noeuds (Az.[] []) du redex
de s —3 t grace a une réduction finie issue de u. C’est le méme principe pour — .31, mais
pour faire apparaitre le | -redex on utilise le lemme 2.2.9. O

Théoréme 2.2.14 [5] Si un terme du A\ L-calcul infini posséde une forme normale,
alors elle est unique.

Preuve La preuve s’apparente a celle du théoréme 2.1.45. O

Définition 2.2.15 [5] Pour tout terme a.

> Le terme a™ est construit par induction sur la profondeur de ses sous-termes
de la facon suivante :
- Sia—juz, aorsa™ =z
- Sia —j Az.b, alors a® = Az.b™
- Sia—j (uv) ot u est un OT, alors a™ = (u
— Sinon a est muet et alors a> = L

> Le terme a™ est unique. Il est sous forme BL-normale et a —op1 a.

> a est appelé arbre de Berarducci du terme a.

o0

v>)

Preuve Les étapes de'induction définissent bien une séquence convergente de réductions.
On obtient donc a —o1 a°°. Les BL-réductions conservant les OT, les applications des
sous-termes de a® sont composées de OT a gauche. a™ ne posséde donc pas de redex. O

Corollaire 2.2.16 Tout terme du A1-calcul infini posséde au moins une forme
normale.

Preuve Pour tout terme a, a®™ est une forme normale. O

Remarque 2.2.17 Pour tout terme ¢, il existe une séquence de réductions t —g, ¢t
qui est induite par la définition de ¢>°.

Théoréme 2.2.18 [5] Le A L-calcul infini est confluent.

Preuve C(C’est une conséquence de la transitivité 2.2.13, de I'unicité des formes normales
2.2.14 et de la normalisation 2.2.15. Cette derniére étant spécifique & — o1 - O

Ezemple 2.2.19

Logp= A%

2., =(QQ)ouQ=>ef. (f (zz [))
Ay

(RN
y .

- ()=
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3. On constate que la description des arbres de Berarducci est plus précise que
celle des arbres de Béhm.

Théoréme 2.2.20 [5] Le A_L-calcul infini est consistant.

Preuve Comme 0 et 1 sont deux formes normales distinctes et comme le calcul est
confluent, la consistance dérive donc du lemme 1.2.12. O

Proposition 2.2.21 Pour tous termes a et b, a[b/x]> = (a>[b> /z])>.
Remarque 2.2.22 Autrement dit, la forme normale infinie passe au contexte.

Preuve La (1-réduction simple passe au contexte, il en est donc de méme pour la version
infinie. Comme a —oop1 a™ et b —oopr b, il vient alb/z] —oopL a® [ /z]. On conclut

alors grace a la confluence. O
Remarque 2.2.23
1. Selon la proposition 2.2.21, pour une suite de termes (ai,--- ,a,) la forme

normale infinie (a1 az - --a,)™ est égale & (a$° ag® - - - a2°)™.

2. En pratique, pour étudier la forme normale infinie d’'un terme, il peut étre
plus simple de normaliser au préalable ses sous-termes.

Corollaire 2.2.24 Le triplet (X,-,[[]]) défini comme suit, est un modéle du -
calcul qui n’identifie pas tous les termes non résolubles.

— X est l’ensemble des formes normales infinies.

— pour tous termes a et b, - vérifie a-b = (a b)*.

— pour tout terme a, [[a]] = a®.

2.2.3 Arbres de Berarducci des indéfinis

Cette section décrit la forme normale infinie des différentes formes d’indéfini qui ont
été introduites a la section 1.3 .

Définition 2.2.25 Un terme t posséde une branche infinie gauche s%l s’écrit
t=(vy-- vy v1) pour certains termes (v;);>1.

Ezemple 2.2.26

(+--z x) posséde une branche infinie & gauche. Il a pour arbre /<<;1‘
T

Les branches infinies & gauche n’ont pas de téte.

< TERMES MUETS >

Si m est muet, alors m™> = L.

< ZERO TERMES FORTS >

Un zéro terme fort est un zéro terme non résoluble. On rappelle que la constante
1 n’est pas considérée comme une variable.

Proposition 2.2.27 Si u est un OTF, sa forme normale infinie u™ peut revétir
deuz aspects :
— Soit il existe un entier n et des termes vi,vs,- - , v, tels que
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U1
u® =(Lu,--v1) = )

1 v,
On dira alors que u est un zéro-terme fort de degré fini n. [5]
— Soit il existe une infinité de termes vy, va, -+ , Uy, - tels que
U1
um:(...vn...vl): ..WU2
Un

On dira alors que u est un zéro-terme fort de degré infini.[5]

Preuve Siwu est un OTF, alors, d’aprés le lemme 2.2.12, il en est de méme pour u*° . Sa
racine est donc une application. Si 4> posséde une téte, elle ne peut étre que L, une variable
x est contradictoire et une abstraction Az induirait un redex. D’ott ©*™ = (L v, ---v1). Si

oo

u® n’a pas de téte il s’écrit alors u™ = (--- vy - --v1). O

< ZERO TERMES >

Proposition 2.2.28 Si u est un OT, sa forme normale infinie u> peut revétir
plusieurs aspects :

— Siu est un OTF, alors elle revét une des formes de la proposition 2.2.27

— Sinon u est résoluble; il existe alors une variable x ainsi que des termes

V1,09, ,Un tels que
U1
u® = (T vy v) = g
Un

Preuve Par définition des zéro termes : ce sont des zéro termes forts éventuellement
résolubles. O

< NON RESOLUBLES >

Proposition 2.2.29 Soit u un terme non résoluble.
— Siu est un OTF, alors il revét 'une des formes de 2.2.27
— Sinon u se réduit a un terme commencgant par une abstraction et dans ce cas :

— soit il existe un mombre fini de wvariables x1,x2,---,x, telles que
u™® = (Ax122 -+ 2p.0) 0% v est la forme normale infinie d’'un OTF.
— 500t U™ = A\x1x9 - Ty -+ une infinité de fois.
Preuve Par définition. O
Ezemple 2.2.30
)\1‘1
1. Soit t = Azy.(x x) alors (¢ ¢)>®° = Az129 - Xy - = ‘)\1‘2

2. Soit t = Az.(x z) (x x) alors (t £)™ = ((t ) (¢ t)‘x’j =((-)(-)).
Son arbre est A . Il est auto-similaire car (¢ ¢)>° = ((t t)™ (¢t t)*°) et il

s’écrit sans la moindre variable ni abstraction.
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2.2.4 Inactivité en infini

Cette section donne des conditions suffisantes pour qu’un sous-terme soit inactif en
infini. Le premier concerne les zéro termes forts. Le second concerne les zéro termes
résolubles. Ces résultats seront exploités dans la deuxiéme partie.

Proposition 2.2.31 Soit C un contezte simple et a un OTF. Si (Cla])*>® est fini
et sans L, alors C> = (Cla])*.

Preuve Notons t = (C[a])*. ¢ est donc fini.

D’aprés le lemme 2.2.10, comme ¢ est sans L, C[a] se réduit directement vers ¢ a l'aide
de S-réductions. Autrement dit, Cla] — oo t.

Pour tout entier n, on peut choisir un contexte C’ approchant C jusqu’a profondeur
n, i.e. C' =, C, de sorte qu'il existe une suite ¥ telle que C'[[], @] = C.

c’ c

ul'“up

Comme C’ =, C, alors C'[a] =, C|a].

Comme t est fini, nous pouvons choisir n suffisamment grand de sorte que le lemme
2.1.28 soit applicable a ¢ entiérement. Nous obtenons donc C’[a] —} .

Comme a est un OTF, ses résidus le sont aussi. Selon la proposition 2.2.27, comme ¢
est fini et sans L, alors ¢ ne posséde pas de résidu de a. En vertu du corollaire 1.3.23, on
en déduit donc C' —} t.

D’autre part comme ¢ est sans trou [], d’aprés le lemme 1.3.7, on obtient finalement
C'[[l,@] —5 t et donc C —j t = (Cla])™. On conclut alors grace & 'unicité des formes
normales infinies. O

Proposition 2.2.32 Soit z une variable libre d’un termet et C' un contexte simple
tel que t = Clz]. Pour toute suite de termes ¥, si (C[(z ¥)])™ est fini et ne contient
pas de sous-termes de la forme (z v') ot v’ a la méme longueur que U, alors

> = (Cl(z 7))

Preuve Comme la variable z de C|[z] est libre, elle se comporte comme une constante.
Le sous-terme (z ¥') se comporte donc comme un OTF : ses résidus sont tous de la forme
(z v"), qui sont des OT et donc inactifs dans toute réduction. On conclut alors comme
pour la preuve de la proposition 2.2.31. O
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Chapitre 3

LA FACILITE

3.1 INTRODUCTION

Avant de donner des exemples de termes faciles, nous posons les définitions et nota-
tions. Puis, nous préciserons les choix que nous avons fait en matiére de techniques
de preuves.

Notation3.1.1 Pour tous termes f et m, Cons{f = m} désigne que la théorie
A3+ {f = m} est consistante.

Définition 3.1.2 [12] Un terme f est facile si pour tout terme clos m,
on a Cons{f =m}.

Remarque 3.1.3 On parle également de n-facilité lorsque la théorie Cons{f = m}
est consistante pour tout terme clos m. La n-facilité entraine la facilité.

Notation 3.1.4 Dans la suite, m symbolisera le terme arbitraire auquel sera iden-
tifié le terme candidat & la facilité.

Ezemple 3.1.5
— Pour donner un exemple de terme facile il faudrait montrer la consistance
d’une théorie. Or, la preuve de cette derniére n’est généralement pas aisée.
Ce sera l'objet des chapitres suivants. Les contre-exemples sont plus courants.
Le non résoluble ,, = (d,, d,,) out §,, = A\z.(z = ---z) n’est pas facile lorsque

n
n > 3. On remarquera que Q = Q. Pour n > 3, la théorie T'= AG + {Q,, =
Axy - Tp_o.x1} N'est pas consistante. En effet :

ATy Tp—2.21 =7 Oy —p (O -+ 0p) =1 (AT1 - Tp_2.21 O -+~ Op) —g 0n

Ainsi, T+ Az - - 2,_2.21 = J,, qui sont deux formes normales différentes. En
vertu du corollaire 1.2.21, T' est inconsistante.

- Pour n = 3, la réduction Q3 —g (23 d3), qui fait seulement apparaitre un
03 en argument, suffit pour distinguer {23 de son semblable Q. Au sens de la
facilité, faire apparaitre un argument 63 est donc déja considéré comme un
contenu algorithmique.

Pour prouver qu’un terme est facile il faut donc établir la consistance d’une théorie.
Pour cela, il existe quatre voies différentes :

- La méthode syntaxique. Développée par Jacopini [11], elle consiste & obser-
ver une preuve d’une contradiction, typiquement 0 = 1, dans la théorie équationnelle
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AB+{f = m} afin d’en construire une autre plus courte. Le raccourcissement de la
preuve est en général di & un lemme de généricité tels ceux cités dans la premiére
partie. De proche en proche on obtient alors 0 = 1 en une seule étape, ce qui est
impossible.

- Extension Church-Rosser. Cette technique a été imaginée par Berarducci
et Intrigila [4, 5, 10]. Elle consiste & inclure la théorie qui identifie nos termes dans
une autre plus large et issue d’une extension confluente de la -réduction. Grace a
la confluence, pour prouver la consistance seule I’existence de deux termes normaux
distincts suffit & garantir la consistance.

- La théorie des modéles. La premiére preuve de facilité sémantique est due &
Baeten et Boerboom [2]. Elle concernait le terme 2 = (w w). Dans ce terme, w est &
la fois la fonction et 'argument. Cette propriété se traduit par une équation sur les
éléments de 'interprétation de €2 dans tout modéle d’Engeler. Par forcing, de proche
en proche, on réussit a étendre le modéle de sorte & faire coincider I'interprétation
de tout terme m avec celle de ).

- La théories des types. Dans le systéme de Curry, () n’est pas typable du fait
que 0 est a la fois la fonction et ’argument. Zylberach [21] a montré qu’en rajoutant
un type récursif X défini par ’équation X = X — A, il devient alors typable. Dans
ce systéme, tous les termes d’un certain type peuvent étre identifiés simultanément
a n’importe quel autre. Ainsi, ces preuves par la théorie des types caractérisent non
seulement des termes mais aussi des ensembles faciles de termes.

Parmi elles, seule la méthode des extensions Church-Rosser sera approfondie ici. Elle
nous parait la plus appropriée pour I’étude de cas particuliers d’égalité entre termes
comme nous allons le faire. Grace a elle, nous établirons la preuve fondamentale
de la facilité du terme 2. Nous l’exploiterons également pour exhiber tout une
classe de termes faciles : celle des zéro termes forts de degré fini. Enfin, elle nous
servira de socle pour introduire la méthode des classes confinantes. Cette derniére
méthode sera riche en applications. Nous commencerons par la décrire dans le cas
fini puis nous formulerons sa version infinie. Elle sera également utilisée dans la
partie suivante.

3.2 RESULTATS DIRECTS

Notation 3.2.1 On rappelle la définition des termes suivants :

- I=X\xx
- 1= )zyx
- 0= \zy.y

Proposition 3.2.2 Les termes faciles sont :
1. non résolubles
2. stables par (-équivalence i.e. si [ est facile et si f' ~g f alors f' est facile

3. stables par substitution i.e. pour tout terme u, si [ est facile alors flu/x] est
facile

4. stables par application & un autre terme i.e. si [ est facile, (f u) est facile
quel que soit u

5. non stables par abstraction i.e. si [ est facile, \x.f n’est pas facile en général.

Preuve

1. Si f est résoluble, alors son arbre de B6hm n’est pas trivial. Selon le corollaire 1.2.21,
il suffit de prendre pour m une forme normale dont ’arbre est incompatible avec
BT(f), et on obtiendra une contradiction.
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2. Comme m est clos alors m[u/z] = m. Par définition, la théorie T = A3 + {f = m}
est consistante. Or, (A\z.f u) ~g flu/x] et (Az.m u) ~g mlu/z] = m. Comme
TF (Az.f u) = (Ax.m u) on en déduit 7' + flu/z] = m. La théorie T = A3 +
{f[u/x] = m} est donc consistante car incluse dans T" qui est elle-méme consistante.
(cf. lemme 1.2.16)

3. Soit f’ un terme tel que f' ~g f et soit m un terme. Considérons les théories
T = A8+ {f =m}et T = A3+ {f = m}. Par hypothése T est consistante et
T+ f = f =m. En vertu du lemme 1.2.16, 7" C T d’ott 7" est consistante et f’ est
facile.

4. Soit m un terme et m1 = Az.m. Par définition, T = A\S + {f = m1} est consistante.
De plus T + (f u) = (m1 u) = m. La théorie 7" = A3 + {(f u) = m} est incluse
dans 7', elle est donc consistante.

5. Voir exemples 3.2.4.

Remarque 3.2.3 Le point (4) permet de construire de nombreux termes faciles &
partir d’un seul. Il suffit en effet de lui appliquer un autre terme quelconque.

Ezemple 3.2.4

— Le terme Az.u n’est pas facile si u ne posséde pas la variable libre x.
En effet, considérons T = A3 + {Az.u = 1}. On a (Az.u 0) ~g u ~g (Az.u 1).
Or,THFMAu0)=(10=0etTFHMNwl)=>011)=1doaTHF1=0,
contradiction.
Intuitivement, la non facilité de Az.u vient du fait qu’il fait disparaitre tous
les arguments auquel il est appliqué.

— Le terme t = Az.(Q (z x)) n’est pas facile, mais appliqué & un autre, il le
devient.
En effet, (t 0) ~5 (¢t I), dou T = A\g+{t =1} + (I 0) = (I I) et donc
T+ 0 =1, contradiction.
Cependant, pour tout terme w, (¢t u) est B-équivalent & (2 u) qui est facile
d’aprés par le point (4) de la proposition 3.2.2.

— Ce dernier contre-exemple réfute une éventuelle réciproque au point (4). 11
est faux de croire qu’un terme est facile si le devient aprés avoir été appliqué
4 un autre terme. Dans [10], il est montré qu’un terme P est facile lorsqu’il
est appliqué a (2 Q) tandis qu’il ne 'est plus appliqué a Q. (cf. propositions
3.4.35 et 3.4.36)

3.3 PREUVES PAR EXTENSION CHURCH-ROSSER

Etudier les termes faciles, c’est tenter de caractériser leur forme. Dans cet esprit,
les exemples qui suivent tenteront de leur donner un visage [4, 5, 6]. Notons qu’a
part quelques cas triviaux, la facilité sera cantonnée aux zéro-termes.

3.3.1 Facilité de ()
Théoréme 3.3.1 [12, 2, 5] Q) est facile.

Preuve Soit m un terme clos. Introduisons la relation —,, qui pour tout contexte simple
C associe C[Q)] —,, C[m] . Soit —sm la réunion des deux relations. D’aprés le lemme
1.2.12, pour établir la facilité, il suffit de montrer que — g, est confluente et qu’elle posséde
deux termes normaux. Tout terme (-normal étant — g, normal, vérifions que —g,, est
confluente. Pour cela, d’aprés le lemme de Hindley-Rosen 1.3.38 il suffit de montrer que
— g est confluente (ce qui est acquis), que —, est confluente et que — et —7, commutent.
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> —,, est confluente car deux m-redex, qui sont deux sous-termes €2, sont nécessaire-
ment disjoints. On a donc le diagramme suivant :

ClQ —m Cm,9Q]
Lm m
ClQ,m] —nm Clm,m)|

> Pour la commutativité de —5 et —,, il suffit de montrer que les réductions simples
a —B b
—p et —,, commutent suivant un diagramme |, Iy ne faisant pas aug-
c —5 d
menter le nombre de B-réductions. On conclura alors par induction sur le nombre
de (-réductions.
Soit ¢ un terme possédant un redex r = (Az.a b) et Q comme sous-terme. On
distingue 3 cas d’inclusions entre r et Q.
1. Si r et Q sont disjoints, il existe un contexte C tel que ¢ = C[r,Q] et le
diagramme est le suivant :

lC’[()\aﬂ.ab),Q] —p3 lC’[a[b/oﬂ],Q]
C’T(Aac.ab),m] —3 CTa[b/a:],m}

2. Si r est inclus dans €, alors r = Q) car {2 n’a qu’un redex. D’oit le diagramme :

Im L
C[m)| = C[m]

3. Si Q est inclus strictement dans r = (Az.a b), alors comme {2 est un zéro-terme
Q # Azx.a et donc Q2 < a ou 2 < b. Traitons 2 < b. Dans ce cas, il existe deux
contextes C et D tels que b = D[Q] et t = C[r] = C[(Az.a D[Q])]. Comme tout
se passe dans r, le contexte C n’intervient pas. D’ou le diagramme :

i/\m.aD[Q]) —p3 TLD[Q]/JC]
(\e.a Dfm]) —s a[Dlm]/a]

Remarque 3.3.2 La généralisation de cette preuve de consistance basée sur I’étude
d’une extension confluente — g,, de la §-réduction aboutira & la méthode des classes
confinantes.

3.3.2 Facilité des zéro-termes de degré fini

Proposition3.3.3 [5] Les termes muets (déf. 1.3.25) sont simultanément facile
i.e. ils peuvent tous étre identifiés en méme temps 4 un autre terme sans soulever
de contradiction.

Preuve Voir la section 1.3.4 du chapitre 1.

Remarque 3.3.4 Cette preuve plus complexe suit finalement le méme principe d’ex-
tension Church-Rosser que celle utilisée pour la facilité de €2. Notons qu’étre si-
multanément faciles est une propriété vraiment plus forte comme le montrent les
exemples suivant :
— Q est facile.
— (@ I) est facile puisque 2 est facile.
— Mais ces deux termes ne sont pas simultanément identifiables. Soit 7' = \( +
{=@QNH=0}0naTFOQNH=0NetTH(QI)=0.0r,(0I)~pI
d’ou T F 0 = I, contradiction.
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Définition 3.3.5 Selon les propositions 2.2.27 et 2.2.28 les zéro-termes se divisent
en trois catégories suivant leur forme normale infinie :
U1
— les zéro-termes résolubles de forme normale gy

Un

U1
— les zéro-termes forts de degré fini de forme normale //Q
1 v,

U1
— les zéro-termes forts de degré infini de forme mnormale //(v;
o,
dans laquelle tous les termes (- vy, -+ -va), (-+- vy -+ v3), -+ sont des OTF.

Proposition 3.3.6 [5] Les zéro-termes forts de degré fini sont faciles.

Preuve Soit f un zéro terme fort de degré fini. f*° = (L v, --- v1). D’aprés la remarque
2217, f —-oopL (L vp -+ v1). En vertu du lemme 2.2.9, f se réduit donc a un terme de
la forme (v v, - -+ v1) ol u est un terme muet. Selon les propositions 3.3.3 et 3.2.2, point
(2) et (4), tous ces termes sont faciles. O

Remarque 3.3.7 Les zéro-termes résolubles ne sont pas faciles puisque les faciles
sont non résolubles. L’étude de la facilité des zéro-termes se voit donc limitée aux
zéro-termes forts de degré infini.

Définition 3.3.8 [12] Un terme u est dit récurrent si pour toute réduction u —5 v
il en eziste une autre telle que v —j u.

Proposition 3.3.9 [12, 5] Les zéro termes clos et récurrents sont faciles.

Preuve Soit u un zéro terme clos et récurrent, montrons qu’il est un zéro terme fort de
degré fini. u est un zéro terme fort car il est clos. Par 'absurde, montrons qu’il ne peut
étre de degré infini. Comme u n’est pas résoluble, sa téte est donc un redex et il s’écrit
u = (Az.a b v ---v1). u ne posséde donc que n arguments. Or, si u est un zéro terme
fort de degré infini, sa forme normale infinie peut s’écrire u®™ = (d Tn41 -+ 71) o d est un
OTF. En vertu du lemme 2.2.12, u se réduit donc a un terme v = (¢ Wn41 -+ -w1) ol ¢ est
un OTF. Comme c est un OTF, les seuls réduits de v sont de la forme v’ = (¢’ w;, 1 -+ w})
qui posséde n 4+ 1 arguments. Contredit v — w. O

Remarque 3.3.10 Cette proposition révéle une caractéristique essentielle des termes
faciles : celle de pouvoir apparaitre comme sous-terme propre 4 I'un de ses réduits.
Ce résultat fat montré pour la premiére fois par Venturini et Jacopini [12]. La
preuve reposait alors sur la méthode syntaxique de Jacopini dans la A@n-théorie.
Cette preuve récente est due & Berarducci [5].

3.3.3 Facilité des termes avec abstraction

La facilité des termes avec abstraction est envisageable. La [n-facilité de Q fit
montrée dans [1], [12] et [21]. Ainsi, le terme Az.(©2 z) qui est n-équivalent & €2 est
On-facile et a fortiori facile. Malheureusement, & part des n-expansions de termes
faciles, je ne connais pas d’autres exemples de termes faciles avec abstraction. De
plus les méthodes présentées ici seront toutes inefficaces pour traiter de tels termes.
Cette question posée dans [5] reste donc ouverte et ne sera pas traitée ici.
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3.4 CLASSES CONFINANTES

L’idée des classes confinantes dérive de la preuve de la facilité du terme Q (cf.
théoréme 3.3.1). Cette preuve, qui établit la commutativité entre les relations —¢,_,,
et —7, utilise deux propriétés concernant le terme Q:

1. les B-réduits de €2 étant 2 lui-méme, ils se réduisent encore via —q—., & m

2. les f-réduits de Q étant Q lui-méme, qui est un zéro-terme, ils ne formeront
jamais la partie Az.a d’un redex

A partir de ces deux propriétés, on en déduit une condition suffisante de consistance :
sila cléture d’un terme f par — gy r—m-réductions est composée de zéro-termes, alors
la théorie A3 + {f = m} est consistante. Cette condition servira de fondement aux
classes confinantes finies et infinies.

Cette section débutera par la présentation des classes confinantes en configu-
ration finie. Les termes et les réductions feront alors partis du A-calcul ordinaire.
Lorsque nous décrirons les classes confinantes infinies, les termes seront alors tous
considérés comme potentiellement infinis.

3.4.1 Classes et échanges finis

Définition 3.4.1 Soient A, B C A, on définit les classes de \-termes :
- (AB)={(ab) ohac Aetbec B}.
- Ax.A={)\z.a ot a € A}.
— Soit C un contexte, C[A] = {C|a] 0% a € A}

Définition 3.4.2  Soient m un terme et A une classe de termes.
— On dit qu’un terme u s’échange simplement en v (de A par m) s’il existe
a € A et un contezte simple C tels que u = Cla] et v = C[m)].
On distingue :
— échange de téte : si le trou du contexte C est en téte, i.e. C = ([| 1) o t est
une suite de termes.
— échange interne : si le trou du contexte C' n’est pas en téte, i.e. C = (h D 1)
ot h est un terme,  une suite de termes et D un contezte.

Définition 3.4.3 Soient A et B deux classes de termes et m un terme. On définit
les classes sutvantes :
- A[B — m|; = {C[m] oud C est un contexte simple tel qu’il existe b € B tel
que C[b] € A}. On Uappelle la classe des échanges de B par m dans A.
— A[B — m]; = {C[m] oa C est un contexte simple non trivial tel qu’il existe
b € B tel que C[b] € A}. On lappelle la classe des échanges stricts de B par
m dans A.

Remarque 3.4.4 Les échanges se font sans renommage des variables liées. Il y a
donc un risque de capture de variables. Par exemple, (Az.b ¢) [b — z] = (Az.x ¢).
Ce risque disparait si le terme de ’échange est clos.

Définition 3.4.5 [6] Soit m un terme et A un classe de termes. La cloture Cl},(A)
est la plus petite classe de termes finis contenant A, stable par G-réductions et close
par échanges simples stricts de ses termes par m.

Autrement dit, si B = Cl} (A), alors B est la plus petite classe qui contient A
et qui vérifie :

— pour tout terme b € B, sib—5 b alors V' € B

- B[B—m];CB
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Remarque 3.4.6 Un moyen d’obtenir la cloture Cl}, (A) consiste & partir de la classe

A pour y ajouter tous les f-réduits de A et tous les échanges simples des termes de
A par m. On obtient alors une classe A;. On répéte ensuite le procédé sur A;, ce
qui donne une classe As, ... La classe Ay, = U A; est alors la cloture CI) (A).

i>1

3.4.2 Classes confinantes finies

Les classes confinantes vont transformer la résolution du probléme de la consistance
de ’équation {f = m}. La solution va consister dés lors & trouver des classes
C composées de zéro-termes, stables par g-réductions et par échanges simples des
termes de C par m. La condition de stabilité souléve deux types de difficultés suivant
la composition des classes. Si I’échange est interne (cf. déf. 3.4.2) i.e. de la forme
(h ---]]--+), et si h est un zéro-terme alors I’échangé (h ---m---) sera clairement
un zéro-terme. En revanche, si le contexte est en téte, i.e. ([] a---), il faudra en plus
vérifier que I’échange (m a---) reste bien un zéro-terme. Parmi toutes les classes
que nous examinerons dans cette partie, seules celles des théorémes 3.4.14 et 4.2.5
sont du second type. Ces preuves font parti des plus difficiles & établir en matiére
de classes confinantes.

Définition 3.4.7 [4, 6] Soit m un terme clos fini. Une classe C de termes clos et
finis est dite confinante finie pour m si :

— les éléments de C sont des zéro-termes

— C est close par B-réductions

— C est close par échange simple de C par m i.e. C[C — m|; CC

Théoréme 3.4.8 [/, 6] Soit m un terme clos fini et C une classe confinante finie
pour m. Si t € C alors la théorie A3 + {t = m} est consistante.

Preuve Introduisons la relation qui associe m a tout terme b élément de C. Elle sera
notée b —,, m. En particulier, t —,, m. A Pinstar de la preuve de la facilité de Q (cf.
th. 3.3.1), montrons que la relation —3,, réunion de —3 et —, est confluente. Grace au
lemme de Hindley-Rosen, il suffit d’établir que —,, est confluente et que —}, commute
avec —j.
> Soit w un terme et b1, by deux éléments de C tels que v «—pm:py, U —mwp, w. Pour
fermer le diagramme, il faut étudier la position relative des deux sous-termes by et
ba. Le seul cas non trivial est celui ot b2 < b;. Il existe alors un contexte simple
non trivial C' tel que by = C[b2]. Ainsi, comme C est une classe confinante pour m,
C[m] € C[C — m]] C C. D’ou le diagramme :

b1 =Clb2] —mw, m
lm:bg H
C[m] *’m:C[m] m

> Montrons maintenant que —j, et —% commutent. Pour cela, on montre que la
[B-réduction commute avec la m-réduction sans augmenter le nombre de §-réductions.
Soit w un terme, r = (Az.e f) un redex et b un élément de C tels que
VU g U —mp w. Pour fermer le diagramme, il faut étudier la position relative
des deux sous-termes r et b. Hormis le cas des sous-termes disjoints qui est trivial,
on distingue 4 cas :
— b =r. Dans ce cas, r € C, et donc si r —5 r’ alors ' € C en vertu de la cloture

des classes confinantes par g-réductions. D’ou le diagramme :

—m:b M

,
Lgir I
!

.
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— b < f. Dans ce cas, f = C[b], et on a le diagramme :

(Az.e CB]) —mw (Ar.e C[m])

lﬂ:r lﬁ:r/
e[Cl/z]  —mp  elClm]/a]

— b < Az.e. Comme b est un zéro-terme, b < e et donc e = C[b]. Comme m et b sont
clos, on a le diagramme suivant :

(Az.C[) f) —mw  (Az.C[m] f)

l«,@:r iﬁ:'r’
Clf/=]lb]  —ms  C[f/x][m]

— 7 < b.Dans ce b —g., b et b’ € C. On conclut comme pour b = 7. O

Remarque 3.4.9 La preuve montre en fait un résultat plus fort que I’énoncé du
théoréme. En effet, on obtient la consistance de A3 + {C = m} ou la classe C est
simultanément identifié & m.

Corollaire 3.4.10 Pour toute classe de termes clos finis A et pour tout terme clos
fini m, si Cl} (A) est composée de zéro-termes, alors pour tout terme a € A, la
théorie A\ + {a = m} est consistante.

Preuve CI},(A) est clairement une classe confinante pour m. On conclut alors grace au
théoréme 3.4.8. O

Remarque 3.4.11 Si C est une classe confinante pour m qui contient ¢, alors
C1L,({t}) C C. Pour montrer la consistance de A3 + {t = m}, il faut donc chercher
une classe de termes comprise entre ClI. ({t}) et la classe des zéro-termes. Cette
classe devra étre suffisamment grande pour étre clairement close par échanges et
par (-réductions, sans toutefois exagérer au risque de la voir sortir du cadre des
zéro-termes.

Remarque 3.4.12
La méthode des classes confinantes a ses limites.
— La condition qui impose aux classes confinantes de n’étre composées que de
zéro-termes sert uniquement a simplifier la preuve. Elle n’est pas nécessaire.
En conséquence, les classes confinantes ne permettent pas de montrer la facilité
des non zéro-termes alors qu’ils existent comme en témoigne la section 3.3.3.
— Les classes confinantes ne traitent pas du cas de la n-facilité qui a été prouvée
par ailleurs pour les termes récurrents dans [12] et pour les termes non pliés
(une variante des récurrents) dans [13, 21].

Ezemple 3.4.13
Pour tout terme clos m, C = {2} est une classe confinante pour m. En effet, les
trois points suivants sont vérifiés.
— C est clairement composée de zéro-termes clos
— C est close par f-réductions vu que §2 ne se réduit qu’a lui méme
— C est également close par échanges simples vu que {2 n’est pas un sous-terme
propre a lui-méme.
D’ou la consistance de A5 + {2 = m} pour tout terme m. Ainsi, Q est facile.

Théoréme 3.4.14 [6]
— Soit Q l’ensemble des termes :

1. s’écrivant avec la seule variable liée et libre y
2. ne possédant pas \y.y comme sous-terme

3. sans abstraction ne liant aucune variable
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— Soit C ensemble des zéro-termes de Q
— Soit M l’ensemble des termes de Q commencant pas une abstraction
C est une classe confinante pour tout terme de M.

Preuve Voici un schéma de la preuve présentée en détails dans [6].
N Etape 1>

Q est close par -réductions. De méme pour C.

Preuve Dérive de la définition de O qui s’apparente a celle du Al-calcul. C est composée
de zéro-termes. Comme les zéro-termes sont stables par 3-réductions, on obtient le résultat.

< | Etape 2 |>

C=(QQ etM=9-C

Preuve Les termes de C sont des applications, on en déduit I'inclusion C C (Q Q). Pour
la réciproque, avec l'aide de I’étape 1, on vérifie que (Q Q) est stable par S-réductions, ce
qui lui garantit d’étre composée de zéro-termes. Le deuxiéme point se déduit du constat
qu’un terme de C est soit une application soit une abstraction.

<|Etape 3 |>

M[C— M1 CMetClC— M];CC

Preuve Les deux points sont montrés simultanément par induction sur la longueur des
termes. Selon Détape 1, C et M forment une partition de Q. Ainsi
C=MM)U(MC)U(C M)U(CC). On conclut alors par analyse des cas.

O

Remarque 3.4.15 Concernant les classes confinantes, cette preuve est classique. No-
tamment ’étape (3) qui montre la cloture de C par échange & ’aide d’une induction
sur la taille des termes. Il est alors nécessaire d’écrire la classe C en fonction d’elle-
méme et d’autres classes qui sont clairement closes par échanges.

Corollaire 3.4.16 1l est consistant d’égaler tout zéro-terme clos écrit avec une
seule variable et me contenant pas Ax.x comme sous-terme a tout terme écrit avec
une seule variable et commencant par une abstraction.

Preuve Immédiat & partir des théorémes 3.4.8 et 3.4.14. O

Corollaire 3.4.17 [6] Soit Q3 = (03 J3) ot 03 = Ar.(z =z x) et soit
Yo = (W(Qs (v v) Ay.(Q3 (v v))) ) le combinateur de Curry de Q3. La théo-
rie A3 + {Y. = 03} est consistante.

Preuve Y, € C et §3 € M. Le résultat découle du théoréme 3.4.14. 0

Remarque 3.4.18 Ce résultat de consistance ne s’étend pourtant pas au combinateur
de point fixe de Turing qui s’écrit lui avec deux variables

Yi=af.(f (@) f) Qef.(f (zx) f))) -
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3.4.3 Grammaires de classes

Les grammaires permettent de construire des classes qui serviront de candidates
aux classes confinantes. Les propriétés de stabilité pourront alors étre démontrées
par induction sur les régles de la grammaire.

Définition 3.4.19  Soit C une suite finie de contextes finis et A une classe de

termes infinis. On appelle cloture de A par C la classe M = U M; ou (M;);>0 est
i>0

la suite de classes définie par Mo = A et M;y1 = M; UCL[M;] U --- U CL[M;] pour

tout i > 0.

Proposition 3.4.20 Soit C une suite finie de contextes finis et A une classe de
termes infinis. Si M est la cloture de A par C alors M = AUC,[M]U---UC,[M].
Ainsi, M est la plus petite classe de termes infinis vérifiant A C M et Cx[M] C M
pour tout 1 < k < n.

Preuve Par induction sur la définition de M.

Définition 3.4.21 Soit C' une suite finie de contestes finis et A une classe de
termes infinis. Ecrire M = A | C1[M] | --- | C,[M] signifiera que M est la cloture
de A par C.

3.4.4 Classes confinantes infinies

Les classes confinantes infinies ont 'avantage sur les finies de ne contenir que des
formes normales infinies. En conséquence, la condition de stabilité par S-réductions
disparait. De plus, la classe est plus restreinte du fait qu’elle ne posséde plus tous
les réduits intermédiaires entre le terme et sa forme normale. L’étude des échanges
s’en trouve ainsi simplifiée méme sans contrepartie, les contexte peuvent désormais
étre quelconque. Ce point fort est toutefois compensé par I'apparition de termes
supplémentaires qui sont propres au Al-calcul infini. Notamment des termes auto-
similaires qui apparaissent comme des sous-termes propres a eux-mémes. Cette
situation n’existait pas dans le cas fini. Dernier atout, en infini les zéro-termes sont
parfaitement caractérisés comme le montre la proposition 3.3.5. La contrainte des
zéro-termes est donc elle aussi simplifiée.

Notation 3.4.22 Désormais nous nous plagons dans le cadre du A_L-calcul infini.
Les termes seront donc potentiellement infinis.
— Pour tout terme u, u®° désigne sa forme normale infinie.
— Pour tout contexte C' (éventuellement infini avec une infinité de trous) et pour
tout terme m, C[m]> désigne la forme normale infinie de C[m)].

Définition 3.4.23  Soient m un terme et A une classe de termes. On dit qu’un
terme u s’échange en v (de A par m) s’il existe a € A et C un contexte (éventuel-
lement avec une infinité de trous) tel que u = Cla] et v = C[m|>.

Définition 3.4.24  Soient A et B deuzx classes de termes et m un terme. On
définit les classes suivantes :

1. — A[B — m] = {C[m]> o C est un contexte simple tel qu’il existe b € B tel
que C[b] € A}. On Uappelle la classe des échanges simples infinis de B par
m dans A.
— A[B — m]® = {C[m]> ou C est un contexte simple tel que C™ # || et tel
qu’il existe b € B tel que C[b] € A}. On Uappelle la classe des échanges
simples stricts et infinis de B par m dans A.
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2. — AIB —o m] = {C[m]>® ot C est un conterte éventuellement avec une
infinité de trous tel qu’il existe b € B tel que C[b] € A}. On Vappelle la
classe des échanges infinis de B par m dans A.

— A[B —& m|* = {C[m]>® oa C est un contexte éventuellement avec une
infinité de trous tel que C> # ] et tel qu’il existe b € B tel que C[b] € A}.
On Dappelle la classe des échanges stricts infinis de B par m dans A.

Remarque 3.4.25 La condition de contexte non trivial des classes confinantes finies
devient ici C* # []. En vertu des lemmes 2.1.28 et 2.2.9, cette condition s’écrit
également C' /7% [] ou encore C' n’est pas évanouissant (cf. définition 1.3.46).

Définition 3.4.26 [6] Soit m un terme clos et A un classe de termes clos.

— La cloture simple Cls,,(A) est la plus petite classe de termes sous forme nor-
male infinie contenant A et close par échanges simples stricts de ses termes
par m c’est-a-dire Cls,, (A) [Clsy,(A) — m]® C Clsp,(A).

— La cloture Cl,,(A) est la plus petite classe de termes sous forme normale infi-
nie contenant A et close par échanges stricts de ses termes par m c¢’est-a-dire

Clin(A) [Clin(A) — o0 m]* C Clyn(A).

Définition 3.4.27 [4] Soit m un terme clos. Une classe C de termes clos sous
forme normale infinie est dite confinante infinie pour m si :

— les éléments de C sont des zéro-termes

— C est close par échanges stricts de C par m, i.e. C[C —o m]® CC
La deuxiéme propriété sera appelée la condition de stabilité d’une classe confinante
infinie.

Théoréme 3.4.28 [/] Soient m et t deur termes finis et C une classe confinante
infinie pour m®. Si t>° € C alors la théorie A5 + {t = m} est consistante.

Preuve Voici un schéma de la preuve présentée en détail dans [6]. L’idée consiste a ra-
mener le probléme infini & celui d’une classe confinante finie d’un type légérement différent
de celui défini en 3.4.7.

<|Etape 1 |>

Soit D une classe de termes clos finis qui vérifie :

— les éléments de D sont des zéro-termes

— D est close par g-réductions

— pour tout contexte simple C' tel que C /7% [], si C[b] € D et b € D alors C[m] € D.
(Autrement dit, D est close par échange de D par m suivant des contextes C' non éva-
nouissants.)

Alors la théorie A3 + {t = m} est consistante.

Preuve Comme pour la preuve du théoréme 3.4.8, il s’agit de montrer la confluence de
la —gm réduction. Cette fois —,, ne commute plus avec elle-méme. En effet, si C' est un
contexte tel que C' —} [], le diagramme suivant n’est plus possible car rien ne garantit
Pappartenance de C[m] a D :

bl = C[bQ] —m:by m
lm:bg ||
C[m] —m:?? m

Cependant, nous avons le diagramme suivant :

bi =Clb2] —mw, ™m
er:bg ||

Cm] -5 m

On récupére donc la confluence, comme a la section 1.3.4, en introduisant la réduction
évanouissante —. qui commute parfaitement avec —g et — .
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<|Etape 2 |>

La classe &, définie comme ’ensemble des termes v tels que v™° appartienne a C, est
confinante au sens de ’étape 1.

Preuve ¢& est stable par §-réductions. D’aprés le lemme 2.2.12, elle est composée de
zéro-termes clos comme C. Montrons que £ est stable par échanges. Soient v,w € & et
C un contexte simple et fini tel que C' /4% [|. Montrons que C[m] € £. Comme v est un
zéro-terme clos, ¢’est aussi un OTF. D’aprés le corollaire 1.3.23, Cv]* = C*°[v™°]. D’autre
part, comme m est clos C[m]* = C*°[m]. Comme C* n’est pas trivial, que v>° € C
et que C est une classe confinante infinie pour m™, on en déduit que C*°[m™>] € C. Par
définition, on obtient donc Cm] € £.

O

Corollaire 3.4.29 Pour toute classe de termes clos A et pour tout terme clos fini
m, st Cl,,(A) est composée de zéro-termes, alors pour tout terme fini a € A, la
théorie A\ + {a = m} est consistante.

Preuve Cl,,(A) est clairement une classe confinante infinie pour m. On conclut alors
grace au théoréme 3.4.28. O

Remarque 8.4.30 La cloture Cls,,(A) est incluse dans Cl,,(A). A priori cet in-
clusion est stricte. En effet, étre clos par échanges simples entraine la cloture par
échanges selon des contextes qui possédent un nombre fini de trous. Ce qui devient
faux pour un nombre infini de trous. En particulier si nous considérons le terme
t=(---I11I), alors (---00 0) apparait dans la classe t[I —o 0] tandis qu’il est
absent de t[I — 0] . A ce jour, il n’existe pas de résultat de consistance concernant
les clotures simples infinis Cls,,(A).

3.4.5 Auto-similarité

Cette section développe I'intuition selon laquelle les termes faciles seraient pério-
diques. Cette idée était déja suggérée par la définition des termes récurrents intro-
duite dans [12].

Définition 3.4.31 [4] Un terme est dit auto-similaire si son arbre de Berarducci
apparait comme un sous-arbre propre de lui-méme.

"7\
/o

Proposition 3.4.33 [/] Les zéro-termes non auto-similaires sont faciles.

FEzemple 3.4.32

Preuve Si f est un OT non auto-similaire, alors la classe C = {f°°} est confinante infinie
pour tout terme m. O

Ezemple 3.4.34 Q et (Q3 I) sont non auto-similaires et donc faciles.
A noter que 'argument I qui est appliqué & (23 rompt sa symétrie, le faisant ainsi

passer de non facile a facile.
1
3= /QB
)

3
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Si les zéro-termes non auto-similaires sont faciles, ceux auto-similaires sont quant
4 eux dépourvus de généralités. Pour s’en convaincre, étudions les deux plus simples
facons d’étre auto-similaire pour un zéro-terme. A savoir :

1. a® = (a*™ v)
2. a® = (va™)

Pour le premier point, posons V = Azy.(x  Q (z = y)) et P = (V V) ou
Q = (Az(z z)) (Az.(z z)). Avec ces notations nous déduisons
(PQ) ~p (PQ)(PQ) et (P(Q Q) ~3 (PQ)(P(Q2Q)). Pour s’en convaincre, il
suffit de remarquer que pour toute variable neuve 2, (Pz) —j (PQ)(Pz). Ces
deux termes (PQ) et (P (Q Q)) sont donc auto-similaires du premier type. Les
deux propositions suivantes sont dues a Intrigila, dans son article [10].

Proposition 3.4.35 [10] (P Q) n’est pas facile.

Preuve Soit 0 = Azy.y. Dans la théorie T = A3 + {(P ) = 0}, comme (PQ) ~g
(PQ)(P), nous obtenons (0 0) = 0, et aprés S-réduction A\z.z = Azy.y. D’aprés le
corollaire 1.2.21, T' est contradictoire. O

Proposition 3.4.36 [10] (P (22 Q)) est facile.

Preuve La preuve se fait par extension Church-Rosser. Voir [10]. On trouve également
une preuve utilisant la technique de Jacopini [17]. |

De ces deux exemples nous tirons deux conclusions. Premiérement, il n’existe pas
de généralités concernant la facilité des termes auto-similaires de type 1. Ensuite,
nous découvrons d’autres limites aux classes confinantes infinies. En effet, les termes
(PQ) et (P(29Q)) ont tous P’arbre binaire infini comme arbre de Berarducci.

(P> = N = (PO~

La technique des classes confinantes infinies ne fait donc pas la différence entre ces
termes dont 1'un est facile et I’autre non. Les classes confinantes finies permettent
cependant de traiter ce cas. En effet, P (2 ) est non résoluble. Selon le théoréme
1.2.19, si m est non résoluble alors on a Cons{P (2 ) = m}. Si m est une forme
normale de téte, on introduit les classes suivantes :

— N = { termes sous forme normale de téte } U (P (2 Q))

-~ P={(PQ}|(PP)

Cc=(PN)|(PC)
La classe C sert de base 4 la preuve écrite en détails dans [4]. On vérifie alors que C
est stable par échanges par m et qu’elle contient P (£2 Q). Cependant, C n’est pas
confinante puisqu’elle n’est pas close par (-réductions. En effet, (P 2) ne se réduit
pas directement a (P Q) (PQ) : (PQ) =} (\y.(PQ) (Py)) Q =} (PQ) (P9Q) .
C’est pourquoi la preuve de [4] est complétée par des discussions supplémentaires.

On notera également que la technique des classes confinantes infinies échoue en

général pour les termes auto-similaires de type 1. La raison est la méme que celle
exploitée dans la preuve de la proposition 3.4.35.

Pour le deuxiéme type d’auto-similarité, il n’y a pas de généralité. Les deux
propositions suivantes exhibent des exemples aux conclusions opposées.

Proposition 3.4.37 Pour tout terme facile f et pour tout combinateur de point
fize Y, (Y f) est facile. Si de plus f est un zéro-terme, alors larbre de Berarducci
de (Y f) se représentera ainsi :
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<Yf>°°=ff®\,

f

Preuve (Y f) —5 (f (Y f)) qui est facile selon la proposition 3.2.2 point (2) et (4). O

Proposition 3.4.38 [/] Soient K1 = Axyz.(z z), H = \x.(v ¢ K1) et Qg, =
(H H) etY un combinateur de point fize, alors le terme (Y Q,) n'est pas facile.

Preuve Posons m = K; et vérifions que la théorie T'= A3 + {(Y Qx,) = m} n’est pas
consistante. La preuve se fait en deux étapes. Montrons que m = Qg, pour en déduire
(K1 K1) =1 K ce qui constitue une contradiction puisque ces deux termes n’ont pas la
méme forme normale.

m:QK1 (K1 K1)=K1
Qr, (YQr,) <5 (YQk) =wag)=mm Ki  —k=m Qk
Ly g)=m 15
Qx, m Ok, Ky
lm=k, lag, =m
QK1 K; <—E QKl (Kl Kl) —Ki=m M K

Remarque 3.4.39

1. Intuitivement, la différence entre (Y Qk, ) et P (2 Q) provient des sous-termes
K; et 0. K7 posséde une forme normale de téte & deux variables (z z) tandis
que ¢ a deux variables identiques (z z). Cette différence confére & K; plus
de contenu opératoire que les sous-termes de P (2 Q) qui s’écrivent eux de la
forme (x z).

2. Dans lexemple (Y Qg,) = m ou m = Azyz.(r (Y Qx,) 0 0 0 2)), nous
pouvons apprécier toute la complexité des classes d’échanges lorsque le terme
4 étudier apparait comme un sous-terme de propre de m.
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Deuxiéme partie

LA FACILITE DE (Y%()3)
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INTRODUCTION

Le diagramme suivant résume les classes de termes explorées jusqu’ici :

= facile

facile = facile
Az.(Q ) x.82

facile

<—| auto-similaire ) (auto—similaire)
T

facile (]j%%la)) - fSa)cBile

Quels termes reste-il & examiner ? Si on laisse de c6té les non zéro-termes, seuls
les zéro-termes forts de degré infinis et auto-similaires demeurent indéterminés. Or,
d’aprés la proposition 3.3.5 point (3), les OTF de degré infini sont §-équivalents &
un terme de la forme (u v) ol w est aussi un OTF de degré infini. Si u est facile,
selon la proposition 3.2.2 point (4), (u v) est également facile. Si u n’est pas facile,
alors c’est un OTF de degré infini. Ainsi, il ne reste A traiter que les termes auto-
similaires qui s’écrivent (u v) ot u est un OTF de degré infini auto-similaire et non
facile.

Or, 'exemple le plus simple de OTF de degré infini auto-similaire et non facile
est (23 et la fagon la plus simple de créer un terme auto-similaire consiste & utiliser
un combinateur de point fixe. Partant de ces deux constats la question de la facilité
du terme (Y; Q3) ou Y; est le combinateur de Turing semble un passage obligé.
Ce probléme fit posé par Jacopini et Venturini-Zilli [13] il y a 20 ans. Depuis de
nombreux résultats partiels ont été obtenus notamment grace a Berarducci [4, 5, 6].
Mais la question de sa facilité reste toujours ouverte.
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Chapitre 4

RESULTATS CONNUS

Ce chapitre est consacré aux résultats partiels déja connus concernant la facilité de
(Y Q3). 1l fournit un ensemble de cas pour lesquels (Y §23) peut effectivement étre
identifié¢ & m de maniére consistante. Le premier théoréme établira la consistance
de AB + {(Y Q23) = m} pour tous les termes m sous formes normales. La preuve de
ce résultat se fera en deux étapes. D’abord, nous montrerons Cons{(Y 23) = m}
pour toute forme normale différente de d3. Puis, nous résoudrons le cas ou m = d3.
Enfin, nous conclurons par un théoréme de Kuper qui réduit I’étude de la facilité
de (Y Q3) aux termes m vérifiant A3 + {(Q3 m = m)} ¥ m = Js.

Notation 4.0.1
— Désormais Y désigne un combinateur de point fixe.

4]
- A= /(5; % est la forme normale infinie de ;.
03

- Ay = A/B\ est la forme normale infinie de (Y Q3).
A

4.1 Cons{(Y 3) = m} ST m EST UNE FORME NORMALE
FINIE AUTRE QUE 03

Notation4.1.1 En utilisant les notations de la section 1.2.1 de la premiére partie,
on introduit les classes suivantes :

— N est la classe des termes non résolubles

— M est la classe des termes clos t sous forme normale infinie qui s’écrivent soit :

1. X(z @) oul(X.) >2

2. Az.(x V) ou l(¥) > 2

3. Az.(x v w)ou v (ou bien w) est une forme normale de téte autre que x
S G=(AM)|(AC).
- C=CU{Ax}

Remarque 4.1.2 M représente la classe des termes incompatibles au sens de Bohm
avec 03.

Fait 4.1.3
1. 635¢ M
2. A¢cC
SNNIM=0
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4.1. Cons{(Y Q3) = m} SI m EST UNE FORME NORMALE FINIE AUTRE QUE 03

4. C1 et C sont composées de OTF sous forme normale. En particulier, C; C N

Preuve
1. Immédiat.
2. Sinon, comme A = (A d3), on aurait J3 est un élément de M ou C;.
3. Les termes de M sont tous résolubles
4. Par induction sur la grammaire, C; et C sont composées de zéro-termes forts sous

forme normale puisque leurs éléments sont formés de zéro-termes forts sous forme
normale appliqués a des formes normales.

Proposition4.1.4 [/] C est une classe confinante pour tout terme fini et clos m
dont Uarbre de Béhm est incompatible avec d3.

Preuve La preuve se fait en quatre étapes.

<|Etape 1 |>
m> e M
Preuve Si m est incompatible avec 3 alors m est résoluble (cf. déf. 1.2.3). Il posséde
donc une forme normale de téte. Les trois cas de M sont les trois fagons possibles de rendre
incompatibles deux termes entre eux :

1. avoir des formes normales de téte distinctes (cas (1) pour le nombre d’abstractions,

cas (2) pour le nombre d’arguments).
2. avoir des formes normales de téte identiques mais des arguments incompatibles.

<|Etape 2 |>

MIN = m] T M

Preuve Soit ¢t un terme de M, C un contexte infini et u un élément de N tels que
t = C[u]. Montrons que C[m]*® € M. Par définition, on distingue trois cas pour ¢ :
1. sit = X.(z @) ou I(X.) > 2, alors comme u est non résoluble, il ne peut étre qu'un
sous-terme de ¥. En conséquence, C[m|> s’écrit X(;c ©') qui appartient & M.
2. sit = Az.(z ¥) ot [(¥) > 2, alors u est un sous-terme de ¥. En conséquence, C[m]™
s’écrit A\z.(x v') qui appartient a M.
3. sit = Az.(z v w) ou v (ou bien w) est une forme normale de téte autre que z, la
conclusion est identique.

N Etape 3 |>

Ci[C1 —0o m]® C (4

Preuve Soient ¢ et u des éléments de C; tels que w soit un sous-terme de t.

- Sit € (A M) alors il existe b € M tel que t = (A b). Comme u € Cy, alors u est
un OTF différent de A. Il n’est donc pas un sous-terme de A puisque ses seuls sous-
termes sont A lui-méme et des formes normales finies. Ainsi, u est un sous-terme de
b. 1l existe donc un contexte C tel que b = C[u]. D’aprés I'étape 2, comme u € N,
C[m]*> € M et donc (A C[m|>) € C;.

— Sit € (A Cy) alors il existe b € C1 tel que t = (A b). Siu = b, alors C[m]|>™ = (A m™)
qui appartient bien & C; puisque m> € M. Sinon, u < b et on conclut par induction
sur la grammaire de C;.

o[Brmpe e -
ClC =0 m]® CC

Preuve C( différe de C; uniquement parce qu’elle posséde I'élément A... Or, A =
(A A), on conclut alors par le méme argument qu’a P’étape 3.
O

Théoréme 4.1.5 [/] Tout terme m clos et fini ayant un arbre de Béhm incompa-
tible avec 03, vérifie Cons{(Y Q3) = m}.

Preuve (Y Q3)* € C qui est une classe confinante pour m selon la proposition 4.1.4. 0O
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4. RESULTATS CONNUS
4.2. Cons{(Y Q3) = 03}

4.2 Cons{(Y Q3) = 03}

Pour ce résultat, on trouve deux preuves différentes. La premiére consiste & utiliser
la classe confinante des termes écrits avec une seule variable (cf. théoréme 3.4.14).
Ce résultat ne s’applique alors qu’au combinateur de Curry et 4 d3 et non au combi-
nateur de Turing. La seconde utilise la classe confinante des d3-termes et s’applique
sur tous les combinateurs. Cette derniére preuve est ’'objet de cette section.

Définition 4.2.1 [{] Un 63 terme est un terme clos infini dont tous les sous-termes
clos sont soit des applications soit le terme d3.

Ezemple 4.2.2
— Les arbres des 3 termes sont composés de branches auxquelles sont accrochées

le terme d5.
0
P VAN /@3 3
03 O3

3

- (Y Q3)® est un J5 terme.

Remarque 4.2.3 Les sous-termes des d3-termes sont soit des sous-termes de d3, soit
des applications.

Notation4.2.4 Introduisons les classes suivantes :
— D est la classe des d3 termes applicatifs i.e. s’écrivant (a b)
— DU {3} est la classe des 03 termes
— D est la classe des formes normales infinies de D

Proposition4.2.5 [/] D> est une classe confinante infinie pour 0s.

Preuve La preuve se fait en cing étapes. D’abord, nous devons établir des résultats
concernant D.

<|Etape 1 |>

Les redex des éléments de D sont de la forme r = (d3 b) avec b € D U {3}. En particulier
r appartient a D

Preuve Soit w un élément de D et r un redex de u. Montrons d’abord que r est clos.
Par ’absurde, soit w le plus profond sous-terme clos de u qui contienne r. Comme w est
le plus profond alors sa racine est une abstraction. Comme w est clos, par définition des
d3-termes, w = J3, contredit r < w.

r est donc clos et il s’écrit (Az.a b). Par définition des ds-termes, A\x.a = J3 et
beDU{ds}.

4| Etape 2 |>

Si u est un d3-terme applicatif et u — g u’ alors u’ est un §3-terme applicatif.

Preuve Soit r un redex de u. Il existe donc un contexte C tel que u = C]r]. Selon
Pétape 1, r = (43 b) avec b € D U {ds}. D’ott, r —p (b b b) avec (b b b) € D. Ainsi,
uw' = C[(b bb)] qui est bien un élément de D.

a|Etape 3 |>

Les sous-termes applicatifs des éléments de D sont des OTF de degré infini. En particulier
D est composée de OT.

Preuve
Montrons que tout terme de D se réduit a un terme (a b) dans lequel @ € D et b est
un d3-terme. On en déduira alors le résultat par induction sur a.
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4.3. Cons{(Y Q3) =m} St \8+{(Qsm) =m}/m =143

Siu € D alors u = (a b) avec a et b des d3-termes. a peut donc étre : soit élément de
D et dans ce cas le résultat est montré, soit le terme d3. Si a = d3 alors u —g (b b b)
avec b un d3-terme et (b b) € D, et on obtient bien le résultat.

<|Etape 4 |>

Siu € D alors u*° € D.

Preuve

Montrons d’abord que u°° est sans | i.e. que u ne contient pas de sous-terme muet.
En effet, un sous-terme de u est soit un sous-terme de d3 qui est normal, soit un
sous-terme applicatif. S’il est applicatif, selon 'étape 3, c’est un OTF de degré infini.
D’aprés létape 2, les réduits de D sont encore des éléments de D. Aucun sous-terme
de u n’est donc muet, on en déduit que u> est sans L.

Selon I’étape 2, comme tout réduit des termes de D est un élément de D, et comme
u ne contient pas de sous-termes muets, ©>° est un élément de D.

N Etape 5 |>

DOO[DOO —oo 63]5 g Doo

Preuve 03 est un d3-terme, les échanges dans D°° de D™ par 3 sont donc encore des
d3-termes. Les échanges sont stricts, les termes restent donc des applications. On conclut
alors grace a I’étape 4 : les J3-termes applicatifs sont stables par passage a la forme normale
infinie. O

Corollaire 4.2.6 [4] La théorie \G + {(Y Q3) = 3} est consistante.
Preuve (Y Q3)* est élément de la classe confinante D*°. O

Théoréme 4.2.7 [/] Tout terme m clos et fini, qui posséde une forme normale
finie vérifie Cons{(Y Q3) = m}.

Preuve Dérive du théoréme 4.1.5 et du corollaire 4.2.6. Si m a une forme normale finie :
soit c’est ds, soit elle appartient a M. O

La facilité de (Y Q3) pour les formes normales finies n’entraine pourtant pas sa
facilité. Dans son article [6], Berarducci et Intrigila fournissent un théoréme de
séparation qui permet de construire des termes non faciles mais faciles pour les
formes normales.

Ezemple 4.2.8 Soit a = Az.Y; ou Y; est le combinateur de point fixe de Turing.
Soient V= Az,y.(x za (xz)),P=(VV)et X = (Az.(P (v x))) (Az.(P (z x))). Le
terme P étant le méme que celui de (P ) de la section 3.4.5. D’apres le théoréme de
séparation [6], X est facile pour les formes normales. Pourtant, la théorie A\3+{X =
a} est contradictoire. En effet, X —7 (V'V X)et (VV X) =5 (VVa)(VVX).
De X = a, on en déduit donc a = (a a), ce qui est contradictoire.

4.3 Cons{(Y Q3) =m} st AG+{(Q3m) =m} /' m =03

D’aprés la proposition 4.1.4; les seuls termes m dont la consistance de
A8 + { (Y Q3) = m} n’ait pas encore été prouvée ont leur arbre de B6hm com-
patible avec d3. Le résultat suivant da & Kuper [17] renforce encore plus le lien qui
unit m a Js.

Théoréme4.3.1 [17] Soit T = A3 + {(Q3 m) = m}. Si T ¥ m = J3, alors
Cons{(Y Q3) =m}.

Preuve La preuve repose sur la technique de Jacopini. Pour la preuve compléte voir
[17]. O
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4. RESULTATS CONNUS
4.3. Cons{(Y Q3) =m} St \8+{(Qsm) =m}/m =143

D’aprés le théoréme précédent, pour contredire la facilité de (Y 23), non seulement
m doit étre compatible avec d3 mais encore il doit pouvoir s’y dériver suivant les
régles de la théorie T = A3 + {(Q3 m) = m} i.e. m =1 5. Si ce cas se présente,
nous obtenons les égalités suivantes : Q3 (Y Q3) =1 (Q3 m) =1 (23 d3) ~5 Qs.
A partir de Q3 (Y Q3) =7 Q3, on en déduit Q3 (Y Q3) =7 (m m), et donc,
(mm) =7 (m (mm)) =r - ce qui peut étre une source de contradiction puisque
m est arbitraire. Bien entendu, en ajoutant ’hypothése m 1 d3 on a imposé & m
d’avoir une forme particuliére. La description de cette forme sera I’objet de la partie
suivante.
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Chapitre 5

NOUVEAUX RESULTATS

La proposition 4.1.4 montre qu’il ne reste & prouver la consistance de
A8+ {(Y Q3) = m} seulement dans le cas ot m posséde un arbre de Bohm com-
patible avec d3. Le théoréme 6.0.2 réduira ces termes & ceux dont ’arbre de Be-
rarducci s’écrit Az.(z by by) ou by o sont soient des zéro-termes forts de degré
infinis, soient la variable x. Partant de ce résultat, nous nous intéresserons plus
particuliérement aux termes m = Az.(x b ) ol b est un zéro-terme fort de de-
gré infini (cf. hypothése 1). Le cas m = Ax.(z by by) s’en déduirait sans difficul-
tés particuliéres. Dans la suite m sera noté §[b] ou § = Az.(x [| z). Pour prou-
ver la consistance de (Y €3) = m nous devons donc trouver une classe confi-
nante pour m qui contient A.,. La plus petite de telles classes est celle obtenue
par induction en composant successivement les échanges, a savoir : Ag = {Ax}
A = Ag U Ap[Ag —o m)® ... Si nous appelons A la réunion de toutes les classes
(A;)i>0, A est bien évidemment stable par échanges. Il ne reste donc plus & montrer
qu’elle est composée uniquement de zéro-termes.

Pour montrer que A n’est composée que de zéro-termes nous devons décrire la
syntaxe de ses éléments. Celle-ci est malheureusement trop complexe en général.
Pour nous simplifier la tache nous inclurons A dans une autre classe F' qui sera
définie explicitement au moyen d’une grammaire et qui sera clairement composée
de zéro-termes. Cette inclusion sera montrée de proche en proche pour chaque classe
A;. La succession des classes Ag, A1, As - induisant un ordre sur les échanges des
termes de A par m, nous allons voir que cette suite peut se découper en deux parties.

Tout d’abord, regardons A;. Par définition, Ay = Ag U Ag[Ao —o m]° et
Ap = {Ax}. Comme Ay, = (A Ay) = (A (A Ay)) = -+, nous pouvons donc
écrire Ay = {AtU{ (Am), (A (Am)), ---} quisenotera Ay = {AJUAL[m].
Comme m = §[b], la classe s’écrit finalement A1 = {A} U A [d[b]]. A1 est donc
bien une classe de zéro-termes. Pour Ay, comme A ¢ Ay, selon le lemme de filtrage
7.2.4, les échanges ne peuvent avoir lieu qu’a l'intérieur du terme b. En introdui-
sant les classes B; des échangés de b par (A;, m) (définition 7.4.2), il est alors
permis d’écrire la classe A; en fonction de celle de B;, du moins tant que A ¢ A;
(proposition 8.0.8). Cette description montre alors clairement que A est composée
de zéro-termes : en effet, tous ses termes possédent A en téte, et comme A n’appar-
tient pas a A, il reste intact au fur et & mesure des échanges. Cette partie pendant
laquelle A € A;, et qui correspond aussi & celle pendant laquelle x ¢ B; sera appelée
la partie avant n, (cf. définition 8.0.5). Elle est plus ou moins longue et peut méme
étre infinie. Dans ce dernier cas, A; est constituée de zéro-termes & chaque étape.
1l en est donc de méme pour A. Ce cas correspond & celui de Jan Kuper [17] qui
assure la consistance de {(Y Q3) =m} si AB+ (Q3 m) = m / m = ds.

Il reste donc & traiter le cas ou n, est fini. Autrement dit, celui ou © € B
i.e. celul ou b s’échange en z, ou encore celui ou A\G + (Y Q3) = m - m = 0ds.
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11 est alors naturel d’étudier la facon dont b peut s’échanger en x. A priori, cela
peut se faire en plusieurs étapes. Dans un premier temps, nous avons voulu nous
limiter & un seul échange dans ’espoir de poursuivre au cas général (cf. hypo-
thése 2). Or, ce cas s’est révélé étre riche. Nous avons donc décidé de caractéri-
ser tous les termes qui satisfont cette propriété, appelés les termes t-définissables
(définition 9.1.12 et théoréme 9.1.15). Malheureusement, si le cas n, infini a lui été
traité avec la bonne définition des échanges infinis [A —, m/], suite & une erreur le
cas n, fini a été traité avec la définition des échanges simples [A — m] (cf. définition
3.4.26). Or, les échanges simples infinis sont plus faibles que les échanges infinis (cf.
remarque 3.4.30). En conséquence, les deux résultats essentiels de cette thése s’ex-
priment ainsi : sous les hypothéses H; et Hs, qui induisent m F d3 , le terme m est
lui-méme auto-similaire et la cloture Cls,, (Y §23) n’est composée que de zéro-termes.
Si les échanges infinis avaient été utilisés, nous aurions obtenus que Cl,,(Y 23) n’est
composée que de zéro-termes ce qui aurait entrainé Cons{(Y Q3) = m}.

Afin d’illustrer le schéma de la preuve, manipulons un exemple. Notons =, la
relation d’échange A, = m. Avant tout, si b s’échange en x en une étape, cet
échange doit nécessairement se situer en téte puisque le résultat = n’a pas de téte
(proposition 9.1.1). Le terme b s’écrit donc (u 1), avec u sa téte et
t ses arguments. Prenons par exemple b = (A, (\wyz.x) Ay). Alors
b =4 (m (Awyzx) Ax) —j . Ainsi, z apparait dans By et A dans A;. En
fait, si 'on veut décrire By avec plus de précisions, le mieux est de remarquer que
Ao, qui est élément de Ay, apparait plusieurs fois dans b, ce qui constitue autant
d’échanges possibles. Ainsi, une solution consiste & exprimer By en fonction de A,
ce qui donne ici : By C {z} U (Az (Awyz.z) Az). Si nous pouvions ensuite garantir
que les classes B; garderont bien ces formes, et si nous pouvions exprimer A; &
l'aide de contextes de zéro-termes dans lesquels seraient substitués des éléments de
B, du genre A, C G[B;], nous pourrions alors inclure la classe A; dans une classe
de zéro-termes définie & ’aide d’un point fixe.

Les classes B; garderont bien cette forme. C’est une conséquence des lemmes de
non-capture (7.5.6 et 9.2.26) et de 'utilisation des parties utiles, variantes des arbres
de Bohm, issues du A-calcul dirigé de David et Nour [§8, 9]
(proposition 9.1.6) appliquées a la réduction (m t ) —J «. La non-capture nous
assurera que les échanges dans B se feront soit dans la téte Ag, soit dans les argu-
ments (Awyz.x) et A. Elle permettra ainsi de séparer 'étude des échanges entre
ceux de la téte u et ceux des arguments .

Les parties utiles permettront quant & elles de traiter la classe des arguments. Des
termes initiaux ne seront conservés qu’'un squelette “intouchable” par les échanges
de zéros-termes tels ceux contenus dans As. Les trous du squelette seront alors
comblés par ’ensemble des tous les termes A®° afin de constituer une classe T.
Ainsi; Bs se retrouvera incluse dans la classe (As (Awyz.z) A®°), puisque dans
la réduction (m (Awyz.x) r) —g z, Pargument r ne sert ¢ rien. La classe A
possédant 'avantage d’étre clairement stable par tout échange.

Pour exprimer A en fonction de B, regardons leffet que produit un échange
par m du sous-terme A en téte des termes de A;. Par exemple,
(Ase O[0]) =4 (m d[b) —3% (b[é[b]] b[b[6[b]]] b[4[b]] 5[b]). Les termes de
A semblent alors se construire & l'aide de classes de contextes —D pour les ar-
guments, F et F' pour la téte— qui sont elles-mémes définies par un point fixe
(définition 9.2.9) et auxquelles sont substitués des éléments de B. F' étant alors
clairement composée de zéro-termes, on en déduira que A l'est aussi.

L’exemple m = §[b] qui vient d’étre traité s’échange dés la deuxiéme étape et
en une seule fois en d3. Si nous examinons tous les termes b qui peuvent donner
2 en un seul échange, alors nous remarquons qu’il faut parfois attendre une étape
supérieure & la deuxiéme pour qu’il se produise. C’est le cas par exemple pour le
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terme m = 0 (u (Awyz.z) Ax)]| ot u = (A §[ (v (Awyz.z) m)]) Autrement
dit, u = (A 5[(u (Awyz.x) 6[(u (Awyz.z) As) | )} ) Nous remarquons alors que

A= {A<}UA [m] et quew ¢ Ay[m] = Ay [ 8(u (wyz.2) Acc)] |. En effet, lun
posséde m comme dernier argument dans son contexte J, 'autre A,. Cependant, au
bout du deuxi¢me échange, m = §[ (u (Awyz.z) As) | =, 0[ (u (Mwyz.z) m) | = u.
D’ot u € As et € Bs. Enfin, remarquons que cet exemple de terme m, dans lequel
b s’échange en x au bout de plusieurs étapes & priori “administratives”, est défini a
l’aide d’un point fixe. Le théoréme 9.1.15 nous montrera que de tels termes s’écrivent
tous de cette fagon. Encore une fois, nous vérifions que le caractére auto-similaire
dans I’étude des termes faciles est essentiel.

Les chapitres suivants sont consacrés a la preuve de ces résultats.
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Chapitre 6

REDUCTION DES TERMES m
COMPATIBLES AVEC 03

Selon la proposition 4.1.4, les seuls termes m dont la consistance de
AB+{ (Y Q3) = m} n’ait pas encore été prouvée ont leur arbre de Bchm compatible
avec 03. Comme tous les non résolubles peuvent étre identifiés sans contradiction (cf.
théoréme 1.2.19), m est résoluble et il s’écrit donc sous la forme m = Az.(x by bs)
ot (b;);=1,2 peuvent étre non résolubles ou égaux a la variable . De plus, le corol-
laire 4.2.6, assure la consistance de A\G + {(Y Q3) = d3}. Le cas m = d3 est donc
exclu. Parmi les non résolubles, nous pouvons faire la distinction entre ceux avec
abstractions et les zéro-termes forts. Et parmi les zéro-termes forts, nous pouvons
encore séparer ceux de degré fini des autres. Au total nous avons trois cas :

A
1. b; n’est pas un zéro-terme et b5° = ,y

v

U1
2. b; est un zéro terme fort de degré fini et b7° = "v2
1 v,
U1
3. b; est un zéro terme fort de degré infini et b° = )
TS

Nous allons montrer la consistance pour les cas (1) et (2). Pour cela, dans les
deux cas nous construirons des classes confinantes dont les échanges ne pourront
étre effectués qu’a droite de ’application située & la racine de ces zéro-termes. Dans
de telles classes, les conditions pour étre confinantes sont rapides & montrer.

Notation 6.0.1
Les termes

IIs seront considérés comme potentiellement infinis et A désignera ’ensemble des
termes infinis.

— A= (0305) = ./Q(%
_ AOO:(A(A)):A?\

Théoréme 6.0.2 Soient by et by deuz termes finis et (b3°);=1,2 leur forme normale
infinie. Soit m = Ax.(x by ba) un terme clos. Si l'un des deuz (bS°);=1,2 nlest ni x
ni un OTF de degré infini, alors on a Cons{(Y Q3) = m}.
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Preuve Nous allons supposer que b; est différent de x et n’est pas un zéro terme fort de
degré infini.
Notons v le contexte \z.(z [] [])-
Introduisons les classes :
— B est 'ensemble des formes normales infinies ne possédant que = comme variable
libre et commengant soit par une abstraction Ay.w , soit par une variable (z o).
— D est ’ensemble des OTF de degré fini sous forme normale infinie ne possédant que
x comme variable libre.
— C= (A4([BAS]) | (A[DA]) | (A )
- C=CU{Ax}
Montrons que C est une classe confinante pour m. Pour cela, nous allons établir que
C[C — m]® C C en 8 étapes. Au préalable, remarquons que les termes de C s’écrivent tous
sous la forme (A v) qui sont des OT.

<a|Etape 1 |>
B[C - m] C B

Preuve Les termes de B s’écrivent soit Ay.w soit (z @), alors que ceux de C s’écrivent
(A v). Les seuls sous termes de Ay.w qui appartiennent & C sont donc dans w. Aprés
échange, \y.w s’écrit donc \y.w’ qui est encore un élément de B. De méme pour (z ).

<|Etape 2 |>
D[C - m] C D

Preuve La preuve est identique & ’étape 1 en remarquant que les termes de D s’écrivent
tous sous la forme (L ¥) (cf. proposition 3.3.5).

<|Etape 3 |>
Pour toutes classes U et V, v[U, V] [C —oc m] CY[U[C = m], V]C —o0 m]]

Preuve Les termes de C sont tous non résolubles. Les seuls sous-termes non résolubles
de v[U, V] se situent dans U ou dans V. D’ot le résultat.

4| Etape 4 |>
Pour toute classe U, (AU ) [C —o m]® C (A U[C =0 m]®)

Preuve L’échange étant strict, il a soit lieu dans A soit dans U. Or, il ne peut avoir lieu
dans A. En effet, les termes de C sont de deux sortes :
— soit A qui posséde une branche infini a droite alors que les sous-termes de A n’en
possédent pas.
— soit ils possédent un sous-terme de la forme v[u,v] avec u # x, alors que le seul
sous-terme de A est d3 qui s’écrit [z, z].

<a|Etape 5 |
(A7[B, A%)) [C —eo m]® € C1 et (A7[D, A¥])[C —o m]* € Ca

Preuve Dérive des 4 étapes précédentes.

<|Etape 6 |>
(A C1)[C =0 m]® C (A C1[C —oo m]®) UCs.

Preuve D’aprés Pétape 4, (A C1)[C —o m]° C (A Ci[C — m]). En distinguant
échanges stricts et triviaux, il vient (A C1[C —oc m]) C (A C1[C —o m]®) U (A m®™).
Or, m™ = [b3°, b5°] et y[bT°, b5°] appartient & v[B, A*°] ou & y[D, A*°]. On en déduit donc
(A moo) € Cy.

<|Etape 7 |>
C1 [C — m]s g Cl.
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Preuve Par induction sur la grammaire de C:. Les cas atomiques se déduisent de I’étape
5. Le cas d’induction se déduit de I’étape 6.

N Etape 8 |>

clc—mPcc.

Preuve D’aprés 'étape 7, il nous reste a établir que {Ao}[C — m]® C C. Comme
Asx = (A Ay), d’apres l'étape 4, les échanges ont lieu dans le sous-terme Ao. Si cet
échange est trivial, le résultat est C'[m]* = (A m°°) qui appartient a C. Sinon, on conclut
par induction sur la profondeur du premier I’échange.

C forme donc une classe confinante pour m qui contient A, = (Y Q3)°° et qui est composée
de zéro-termes. Nous obtenons donc Cons{(Y Q23) = m} grace au théoréme 3.4.28. O

Jusqu’a présent, les classes confinantes que nous avons exhibées étaient toutes
formeées de termes s’écrivant (A v). Terminons cette partie en signalant les limites
de cette technique.

Fait 6.0.3 Soit C la classe des termes s’écrivant (A v). Alors C n’est pas confinante.

Preuve Non seulement la classe n’est pas confinante mais en plus nous pouvons montrer
que des termes avec abstraction apparaissent dans C[C — m]°.

En effet, prenons m = 03 et notons 0 = Azy.y. Comme A = (A d3) alors A appartient a
C. Les échanges dans C peuvent donc se faire en téte. Ainsi,
(A0) »a=m (03 0) ~5 (000) =75 0. Or, 0 n’est pas un élément de C. O
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Chapitre 7

INOTATIONS, DEFINITIONS ET
RESULTATS LIMINAIRES

Ce chapitre & pour but de fournir les outils nécessaires & la description des classes
d’échangés. En premier, nous examinerons comment un contexte peut filtrer les
termes A et §[b] qui composent les termes (Y Q3)*° et m. Puis, nous étudierons
en détails les réductions (¢ §) —oop1 @ qui se terminent vers la variable z. Ces
réductions apparaitront lorsque m, qui s’écrit 6[b], s’échangera en d3. Dans ce
cas, il apparaitra une réduction b —(y q,)=m @ qui fera intervenir une réduction
(¢ 3) —oopL =- A propos de ces réductions, nous établirons deux résultats que nous
appliquerons & b :

— le lemme de non-capture : si b s’écrit (u t) alors les échanges de (Y €3) par

m s’effectuent soit & lintérieur de u, soit dans .
— la partie utile de t: sib — (Y Qa)=m (M t) —o0gL T alors nous pouvons extraire

de t un squelette invariant par échanges de (Y €3) par m.

7.1 RAPPEL DES NOTATIONS

Notation7.1.1
Les classes
— Elles seront représentées par des lettres capitales A, B, - - -

[]
b= Kn = N,

Pour tout n > 1, A, = Aj[A,_1] et Ag =[]

Par exemple : Ay = 5353 1= A/S\
d3

- A, désigne la classe de contextes U A,,. Ainsi, u € A, [v] signifie qu’il existe
n>1

un entier n > 1 tel que u = A, [v]. Autrement dit, Ay = {(A[] ), (A (A]) ), -

[]

— A, désigne la classe des contextes {[]} UA4.
— A, représente la classe des termes A [d3] .

A
Graphiquement : 2\ A/B\ A
A A INaS
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Graphiquement : A A A A

A A

7.2. LES FILTRAGES

Remarque 7.1.2
- A= Aq[d3).
— A, [t] est non-résoluble pour tout terme t et pour tout entier n > 1.

7.2 LES FILTRAGES

Les lemmes suivant décrivent comment les termes présentés & la section précédente
peuvent s’inclure les uns dans les autres.

Lemme 7.2.1 Soient w un terme et a un OTF.
1. Sia < (A w), alors soit a = (A w), soit a = A, soit a < w.
2. Sia < 6w, alors a < w.

Preuve

1. Le cas trivial est a = (A w). Si a < (A w), les sous-termes immédiats de (A w)
étant A et w, alors a < Aoua < w. Sia <A, alors a = A qui est le seul sous-terme
non-résoluble de A.

2. Le résultat découle du fait que le seul sous-terme éventuellement non-résoluble de
Ow] est w. O
Lemme 7.2.2

1. Soit t un terme qui s’écrit t = (u(u---(uv)---)) avec n fois u et w un terme
tel que w L u. Siw <t, alors :
—soitt=(u---(uw)---) avec p <n fois u
— soit il existe un contexte non trivial C tel que t = (u---u Clw])

2. On a le résultat symétrique sit = (v u---u)

Remarque 7.2.8 Graphiquement, ce lemme se représente ainsi :

(1)

wLu

Preuve Traitons le premier point. La preuve se fait par induction sur la profondeur du
sous-terme w de t. Si w = t, c’est le premier cas. Si n = 0, c’est le deuxiéme cas. Sinon
n>letw<t=(u (u--(u w)---)). Comme w £ u, alors w < (u---(u w)---) et on
—— ——
n—1 n—1

conclut par induction. O

Lemme7.2.4 Soient u et w des termes et p un entier strictement positif. Si
u=Apodw] et u# A ouu= Ay, alors :

1. u L A.

2. Siu < d[v], alors u < v.

3. Sit=Agod[v] et siu<t, alors :
(a) soitu<w
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7.3. LES CONTEXTES

(b) soit il existe r > 0 tel que ¢ = p+ 1 et tel que Ayjod[v] = A, [u]. Dans ce
cas v = w.

(c) soit u =t.

Remarque 7.2.5 Graphiquement, ce lemme s’exprime ainsi.
Si u est de I'une de ces deux formes :

A A?X FA- AN

Alors :

Remarque 7.2.6
— La condition u # A interdit & u d’étre un sous-terme de téte.
— Les cas (b) et (c) pourraient se résumer en un seul. Mais dans les preuves
nous serons souvent amenés a les distinguer. C’est pourquoi ils sont traités
séparément dans ce lemme.

Preuve Remarquons que u est un OTF dans les deux cas.

1. Par définition, A = (A d3). D’apreés le lemme 7.2.1 point (1), si u < (A d3) alors
u = A, ce qui contredit les hypothéses, ou bien u < §3 qui constitue aussi une
contradiction puisque u est non-résoluble.

2. 0[v] = Az.(z v z). D’aprés le lemme 7.2.1 point (2), on a nécessairement u < v.

3. Montrons le résultat par récurrence sur q :
> Si g =1, alors u < (A §[v]). D’aprés le lemme 7.2.1 point (1), nous devons traiter

trois cas.

— Soit u = (A §[v]) et c’est le cas (3)(c)

— Soit u < A ce qui est impossible par (1)

— Soit u < d[v] et dans ce dernier cas, le point (2) entraine u < v et c’est le cas
(3)(a)

> Sig > 2, alors u < (A Ag_10d[v]). De méme, le seul cas non-trivial correspond a

celui ot u < Ay_1[d[v]]. Par hypothése de récurrence :

— si u < v, alors c’est le cas (3)(a)

— si u = Agy_1[0[v]] dans ce cas Ag_106[v] = (A u) = Aq[u] et c’est le cas (b)

— enfin, si Aq_100[v] = Ay_1_plu] ot v =w et p < g—1, alors Ajod[v] = Ay_p[u]
oup<g-—1<aq. O

7.3 LES CONTEXTES

Cette section est consacrée aux contextes normauz & droite. De tels contextes pos-
sédent la propriété suivante : C[t|*° = C[t*°] pour tout terme t . Ils sont donc
idéaux pour servir de constructeurs aux classes de termes normaux telles les classes
confinantes.

Définition 7.3.1
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1. Un contexte C filtre un terme v s’il existe une suite de termes W telle que
Clw ]| =wv. On le notera C < v.

2. — Un trou [] d’un contexte C est a droite s’il existe un contexte D et un terme
v tel que C = D[ (v [])].
— Un contexte est a droite si toutes les occurrences des trous sont a droites.

Remarque 7.3.2
— Les contextes & droite sont de la forme :

N\
[]

— Un contexte C' qui n’est pas a droite posséde un trou qui est, soit & gauche
d’une application soit sous une abstraction. Dans les deux cas, il existe un
contexte D, des suites éventuellement vides d’abstractions X. et de termes o
tels que C' = D[X.(]] )]

Proposition 7.3.3 Soient C un contexte normal & droite et t une suite de termes.

Alors C[1]> = C[+<)].

Preuve La preuve est faite pour un seul trou. Par définition des contextes & droite,
il existe un contexte D et un terme v tels que C = D[(v [|)] . Comme C est nor-
mal, il en est de méme pour v et D. De plus v est un zéro-terme sinon C posséderait
un redex. Ainsi, C[t]* = D[(v t)]*° = D[(v t)*°] et (v t)*° = (v t*°). Finalement,
C[t]*° = D[ (vt=)] = C[t™]. O

Lemme 7.3.4 Soient u un terme sous forme normale infinie, v un OTF et C un
contexte normal, & droite, fini et sans 1 . Si v < Clu], alors v < u .

Preuve wu et v sont deux sous-termes du méme terme ¢t = C[u]. Etudions la position
relative de u et v dans ce troisiéme terme ¢. Selon la proposition 1.1.11, on distingue trois
cas :
> si v < wu on a le résultat.
> si u et v sont disjoints, alors il existe un contexte D tel que D[u,v] = C[u]. Ainsi,
C = D[[],v]. C contient donc le terme v qui est un OTF. D’aprés la définition 3.3.5,
C n’est donc pas normal, fini et sans |, contradiction.
> si u < v, alors il existe un contexte D non trivial tel que v = D[u]. Par hypothése,
v < C[ul, il existe donc un contexte E tel que C[u] = E[v]. Ainsi, C = EoD. Or, v
est un OTF non nécessairement sous forme normale, sa forme de téte est donc soit
un redex, soit (L @), soit une branche infinie gauche.
— Si v est un redex, il existe des termes a, b et € tels que v = (Az.a b ¢). Comme
C est un contexte a droite, u est a droite dans C[u], et comme C' = EoD, u est
également a droite dans D[u]. Comme D[u] = v, il en résulte donc que u est un
sous-terme a droite de v = (Az.a b &) . Comme D est non trivial, u se trouve soit
dans a, soit dans b, soit dans ¢. Dans les trois cas D contient le redex de téte de
v. De méme pour C' = FoD, ce qui contredit C' est sous forme normale.
— Siv=(Lwy- - wi). Comme C est & droite, de méme que pour le cas précédent,
u est sous-terme de 'un des w;. Il en résulte que L apparait dans D et donc
également dans C, contradiction.
— Pour la branche infinie un raisonnement analogue permet de conclure, sachant
qu’il n’existe pas de branches infinies dans C. O
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Deux sous-termes & 'intérieur d’un autre ont trois positions relatives possibles (pro-
position 1.1.11) : ils peuvent étre disjoints, ou inclus I’un dans ’autre. La proposition
suivante exprime le méme résultat mais pour des contextes a trous multiples.

Proposition7.3.5 Soient C et D deuz contextes, v un terme et W une suite de
termes. Si C[v] = D[], alors on a l'un des trois cas suivants :
1. il existe un entier i et un contexte F =< w; tels que w; = F[v] et tel que
C =Dlw1,- - ,wi—1, Fywiy1,- -, wgl.
2. il existe un contexte G tel que v = G[W | et un contexte E tels que C = E[, ] ]

—

et D = E[[],G].
3. il existe un contexte E tels que C = E[W,[] ] et D = E| ﬁ, v].
Preuve Le sous-terme v de D[@ ] peut se positionner de trois maniéres différentes. Soit

v est un sous-terme de I'un des w; et c’est le cas (1). Soit il est disjoint de tous les w;, c’est
le cas (3). Soit enfin ce sont des termes w; qui sont sous-termes de v et c’est le cas (2). O

Remarque 7.3.6 Graphiquement, ces trois cas se représentent ainsi ou t = Cfv] =
Dw] :

(1)
t

(3)

t

E

/\

wl...wi...wq

7.4 ECHANGES DE CLASSES

Dans cette section, nous verrons la notion d’échanges d’une classe (E) suivant une
suite croissante de classes (A4;);>o (cf. définition 7.4.2). Cette définition rejoint celle
de la cloture CI(E) |4, (cf. définition 3.4.26) tout en imposant un ordre, celui induit
par Ag, Ay, --- dans la fagon dont elle sera construite : CI(E)ja, = EoUE U---.
Cette ordre permettra d’établir des résultats grace & une induction sur les classes
Ey, Ey,---

Définition 7.4.1 Soit A une classe de termes.
— On dit qu’un terme u s’échange en v (de A par m) s’il existe a € A et C un
contexte tel que u = Cla] et v = C[m]*>.
On distingue deuz sortes d’échanges :
— P’échange de téte : si le trou du contexte C est en téte, i.e. C = ([| 1) on T
est une suite de termes.
— D’échange interne : si le trou du contexte C' n'est pas en téte, i.e. C = (h D t)
ot h est un terme, t une suite de termes et D un contexte.

Définition 7.4.2  Soit (A;);>0 une suite croissante de classes de termes, E une
classe de termes sous forme mormale, p un entier positif et m un non zéro-terme.
1. La suite des échangés (resp. échangés stricts) de E par ((A;)i>0, m) d’indice
p est une suite (E;);>o de classes telle que :
-E,=E
-Vi>p, B = E;UE[A; — m] (resp. E; U Ei[A; —o m]®)
-Vi<p, E;= )
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2. Sila classe E est réduite a un seul terme €, on parlera directement de la suite
des échangés de € plutot que de la suite des échangés dans E = {¢}.

Remarque 7.4.3 Par définition des échanges, les termes des classes (E;);>o sont tous
sous forme normale. Lors d’échanges stricts, les classes se trouvent occupées de la
fagon suivante :

Eo | B |- | B, Epia
0|0 | E|Ey1=E,UE[A, —m]

Lemme7.4.4 Soit B une classe de termes.

1. pour toute variable z, {z} [B —o m|® = z. Autrement dit les variables sont
conservées par échanges stricts.

2. pour tout terme (Azx.a), {(Ax.a)} [B —o m|® = Azx.(a[B —o m]). Autrement
dit les abstractions sont conservées par échanges stricts.

3. Si B est composée de zéro-termes, alors pour tout terme (u wv),
{(u v)[B =0 M]* = (u[B —o m] v[B —s m]). Autrement dit les ap-
plications sont conservées par échanges stricts selon des classes de OT.

Preuve Immédiate. Le dernier est faux si B n’est pas composée de OT. Par exemple,
{(u x)[u —oc I]} contient le terme x qui n’est pas une application. O

Notation 7.4.5 Comme les premiéres classes de la suite (E;);>, sont vides, on no-
tera également (E;);>,, la suite des classes en commencant directement & U'indice p.

Proposition7.4.6 Les suites des échangés sont croissantes par inclusion.
Preuve Par définition des suites des échangés. O

Lemme 7.4.7

Soit n et € deuz termes tels que n = Dle] ot D est un contexte normal.

Soit m un non zéro-terme et (A;);>o une suite croissante de classes de termes.
Soient deuzx entiers p, et pc tels que p, > pe .

Soit (E;)i>p. la suite des échangés de € par ((Ai)i>o, m) et soit (F;)i>p, celle des
échangés de n par ((A4;)i>o0, m).

Alors, pour tout entier i et pour tout zéro-terme e appartenant o F;,
on a Dle] € Fiyp, —p, -

Remarque 7.4.8
— Les deux classes (E;)i>p, et (F})i>p, évoluent ainsi :

ec B, — e € L

N\ N
n=Dle € Fp, - Dle] € Fitp,—p.

— Sous conditions, ce lemme montre que les échanges passent au contexte.

— Les indices ont pour but de définir un ordre dans lequel sont effectués les
échanges. Cette ordre se révélera utile lorsque nous appliquerons ces échanges
étape par étape.

Preuve Sii < pe, alors E; est vide et le résultat est trivial.

Pour ¢ > p., on procéde par récurrence sur i.

> Pour ¢ = p.. Si e appartient & E,_, alors e = €. Or, par hypotheése, n = Dl[e] qui appartient

a by, = Fp 4p,—p. d’ott le résultat.

> Pour ¢ > p.. Sie € Ej, alors e € E;_1 UFE;_1[Aj—1 —« m]. On distingue donc deux cas.
— Sie € E;_1, on conclut par récurrence.
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— Sie € Fi_1[Ai-1 —o m] il existe alors des termes a € A;_1 et e1 € F;_1 ainsi
qu’un contexte C' tels que e; = C/[a] et tels que e = C[m]*°. C n’est pas trivial sinon
e = m® qui n’est pas un OT.

Montrons que e; est un OT. Sinon, comme e; est normal, e; posséderait une abs-
traction & sa racine. D’aprés la remarque 7.4.4, et comme C n’est pas trivial, il en
serait de méme pour e, contradiction.

Par hypothése de récurrence appliquée a e1, Dlei] € Fi—14p,—p.. Comme les classes
(Aj)j>0 sont croissantes, A; 1 C A;_14p, p. et donca € A;_14p, .. Ainsi, comme
Dle:] = D|Cla]], par définition des classes d’échanges, D[C[m]]* appartient &
Fio1tpy—p[Aic14p,—p. =0 m]° lui-méme inclus dans Fiip,—p.. Or, D et e sont
normaux et e est un OT, D[e] est donc également sous forme normale. Ainsi,
Dle] = Dle]* = (D[C[m]*])™ = (D[C[m]])*°. On obtient donc bien Dle] €
Fi14p,-pe [Ai_1+P77_P€ —oo m]® C Fitp,—pe o

7.5 NON CAPTURE ET PARTIE UTILE DE § SI (¢§)®=ux

L’étude des réductions (¢ ) —oop1 @ s’apparente & celui des réductions évanouis-
santes dans lesquels des contextes C' se réduisaient & une variable [] (cf. définition
1.3.46). Cette étude sera approfondie tant d’un point de vue opératoire, avec ’ex-
traction de la partie utile minimale aux arguments § (définition 7.5.11), que du
point des filtrages avec le lemme de non capture 7.5.6. La non-capture se déduira
de la proposition 7.5.5. Celle-ci énumére les différentes fagcons de réduire les termes
(0]u] 6[v]). La partie utile de (¢ §) —oopL z, sera une transposition au calcul infini
de celle exposée dans le lambda-calcul dirigée [9]. Cette transposition étant possible
grace aux lemmes d’approximation de la section 2.1.3 et du lemme 2.2.9.

Définition 7.5.1  Soient v, w, S des termes tels que v < (w ).
On dit que v capture 3 s’il existe deuz suites de termes s1 # () et s3 telles que
v=(w $1) et telles que § =< 51, 55 >.

Remarque 7.5.2 Si v capture (w §) alors (w s1-++8; Siq1-"-Sn)-
—_———

v

Lemme 7.5.3 Soient v,w, § des termes tels que v < (w §), alors :
—soitv<w
— soit v < §i.e. il existe s; € S tel que v < s;
— so0it v capture §

Preuve Immédiate par récurrence sur (5 ) le nombre d’éléments de la suite. O
Définition 7.5.4 Un OTFx est un terme qui est soit la variable x soit un OTF.
Proposition7.5.5 Sia,b € 6[OTFz] UOTF, alors (a b)>® est un OTF.

Preuve a peut revétir trois formes : d3 , 6[u] ot v un est OTF ou bien simplement v un
OTF. De méme pour b qui peut étre d3 , §[o] ou o, o étant un OTF. Il y a donc en tout 9
cas.
On rappelle d’abord que si o est un OTF, pour tous termes w et s, ojw/x] et (o §)
restent des OTF.
> Si a est un OTF, le résultat est vrai. On élimine 3 cas.
> Sia=0[u] ott u est un OTF :
— Si b= o0 un OTF. Ainsi, (6[u] 0) —3 (0 u[o/z] 0) qui est un OTF.
- Si b = d[o] ol ) est un OTFx alors
(0[u] 6[o]) —p (8lo] w[d[o]/x] b[0]) —p (u[d[o]/x] o[ulo/z]/x] ulo/x] b[0]) qui
est bien un OTF par stabilité des OTF vis-a-vis des substitutions
> Sia=d;3:
— Si b =0 un OTF, alors (d3 0) —g (0 0 0) qui est un OTF.
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— Si b= d[o] ot 0 est un OTF alors (3 §[0]) —g (d[o] d[0] d[0]) qui est bien un OTF
puisque o est un OTF, voir cas a = §[u]
- Sib= 53, (53 53) — oL A un OTF. O

Lemme7.5.6
Soient ¢ € 0][OTFzx] et § une suite de termes telles que (¢ §)>® =z .
Si a1 € A od[OTFx]UAL[OTF], et siay < (az §), alors a1 ne capture pas §.

Preuve Par 'absurde, si a1 capture 3, alors il existe deux suites de termes, $7 et $3, telles
que a1 = (a2 $1) et telles que § =< s1, $3 >. Pour toute suite s1 = s1,1-- - $1,» €t pour tous
termes a1, az vérifiant les conditions de ’énoncé, montrons par récurrence sur n le nombre
de termes de s1, que si a1 = (a2 $1) alors (¢ s1,1) est un OTF. 1l en résulte une contradiction
puisque dans ce cas (¢ §)™ = (c 51,1+ 51,0)" = (€ 51,1)7 872 - 57,827 # x puisque
(c 51,1)* est un OTF.
Par hypothése de ’énoncé, le terme a1 peut revétir trois formes : soit §{w] ou w est un
OTFXx, soit (A (Asod[w])) ot w un OTFx, soit (A u) ou u est un OTF.
> Sin =1, alors a1 = (a2 s1,1). Examinons les trois cas possibles de a; :
— a1 = 0[w] est écarté puisqu’alors a1 ne peut étre 'application (a2 s1,1).
- Si a1 € (A (Acod[w])), alors s11 € A, od[w]. Selon la proposition 7.5.5,
(¢ $1,1)* est un OTF, il est donc différent de x.
- Siar € (A u) ou uest un OTF, alors s1,1 = u est également un OTF. Selon la
proposition 7.5.5, (¢ s1,1)° est un OTF.
> Sin > 1, alors a1 = (a2 1,1+ S1,n)-
De méme, on exclut a; = §[w], il reste donc a1 € A (A,0d[w]) ou a1 € (A u). Dans
les deux cas on a A = (a2 S1,1---S1,n-1). Or, A = (A 03) € A,0d[OTFx], par
récurrence sur n appliquée a af = A, a5 = az et s_’; = 81,1 81,n—1, On obtient donc
(¢ 51,1)* est un OTF. O

Remarque 7.5.7 Ce lemme de non capture permet d’affirmer que les échanges dans
(¢ §) se font ou bien dans ¢, ou bien dans §. L’étude des échanges peut donc se
séparer en deux : celle de ¢ d’'une part, et celle de s d’autre part.

Lemme 7.5.8 Soit r un terme qui s’écrit soit (A @ ), soit 0[e].
Si C filtre v, i.e. v € C[A], alors pour toute suite de termes U et pour toute
variable newve z, (6 C[z] V) Foopl 2 -

Remarque 7.5.9 Autrement dit, si (¢ §)°° = z, alors s; ne peut étre seul “respon-
sable” de la réduction vers x de (c §) si, aprés substitution, il peut s’écrire sous la
forme (A @) ou bien d[e].

Preuve Un premier calcul donne : (6 Clz] ¥ ) —g (Clz] [] Clz] ¥ ) . Notons d =
(Cl] [ Cl2l 7) -

Examinons les différentes formes normales de téte possibles pour C[z] : sans, avec une
ou avec deux abstractions.

- Si C[z] est non-résoluble, alors d est aussi non-résoluble et donc d>° # z.

— Si Clz] =5 (y W) ot W est une suite de termes et y une variable, alors

A~ (y 5] O] 7) # =
- Si Clz] —>5 )\y (z W ), alors pour une certaine substitution o,
d—7 (2 w(o) [ Cle] 7) # =
- Si C[z] =% Ay.(y @ ), alors pour une certaine substitution o,
d =5 ([ ( ) Cl] ) # 2.
— Sinon C[z] —; Azy.w. Dans ce cas C —j Azy.D o D est un contexte, Comme C
filtre 7, la forme normale de téte de r posséde aussi deux abstractions. Ce qui est

incompatible avec 'hypothése r s’écrit (A @ ) ou d[e]. Contradiction. O
Lemme 7.5.10 Soit x une variable, v un terme clos et (s1,---,sy,) des termes
normauz. Si (1 s1--- Sp) —oo &, alors il existe une suite (C1,---,Cy,) de contextes

& droite, finis, normauz et sans L ainsi qu’une suite de substitutions (0;)1<i<n,
tels que :
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1. V1 S ) S n, s; = CZ[O'Z}
2. (rCy---Cp)>® =u.

8. Pour toute variable neuve z , pour tout i < n et pour tout contexte D, s’il
existe un contexte non-trivial E tel que Do = C;, alors il existe une suite
de termes W telle que (r Cy---D[z]---Cp)>® = (2 W ).

4. Il existe un unique indice ig < n et un contexte normal et clos D tel que :
— pour tout i # ig, C; est clos

- FV(C;,) = {z} et C;y, = Dl[z]
— pour toute variable newve z, (r Cy---Dlz]---Cp)® =2z
— pour tout terme w, D[w]> = D[w].

Définition 7.5.11 En prenant les notations du lemme 7.5.10, la suite de conteztes
(C1---C,) est appelée la partie utile de § dans la réduction (r §)>° = .

Preuve Si (r s1--8n) —ooglL T, d’apres le lemme 2.2.10, il existe un terme u’ tel que
(r s1-+8n) —oop U —ooi . Comme z est sans L, alors (1 s1---8,) —oop . Comme z
est fini, d’aprés le lemme 2.1.26, (r s1---sn) —5 .

D’apres le lemme 2.1.28, il existe un entier p tel que tout terme (v’ s} ---s;,) qui
satisfait (r' s1---s,) =p (r s1---sn) vérifie (' s1---s,) —5 x, et par standardisation,
(r' s sh) —>g* z. En particulier, tout contexte F' = (R’ C{---Cy,) quifiltre (7 s1 -+ - s5,)
et dont les trous sont & des profondeurs supérieures & p vérifient F’ —hg,

Fixons F = (R Cy---Cy) le plus petit de tels contextes F’ selon l'ordre < entre
contextes. Montrons que (Cy, -, C,) satisfait les conditions de 1’énoncé.

Par symétrie des roles, les preuves ne sont faites que pour C.

Remarquons d’abord que tout sous-terme de C; passe en téte (cf. définition 1.3.9) dans
la réduction F —"~ . Sinon, si G est un sous-terme de Cq, alors il existe un contexte
D tel que C1 = DoG. D’aprés le lemme 1.3.11, comme z n’a pas de sous-terme interne,
(RD---Cp) —>Z‘* z ce qui contredit la minimalité de F.

— (4 est normal car il filtre s; un terme normal.

— (4 est sans | car L ne peut passer en téte dans une réduction qui se termine sur x.

— Si C7 posséde un trou qui n’est pas & droite, selon la remarque 7.3.2, il existe un

contexte D tel que Cy = D[X.[] #]. Comme le sous-terme X.([] 7) passe en téte dans la

—

réduction F’ —>Z’* z, alors il existe une suite de termes 0 telle que F' —>g’* (X [] @),
contradiction quelles que soient les suites X. et .
Vérifions les 4 points :

1. est vrai car C filtre s;

2. par définition de (Cy --- Cp)

3. si C1 = D[E] alors E passe en téte. Ainsi, (R D[z] C2---Ch) —>g’* X.(z @). Comme
(R DIE] Ci---Cy) Hg’* z qui est sans abstraction, finalement
(R D[z] Cy -+ Cn) =35 (2 ).

4. Par définition des contextes (C;)i<i<n, il existe un terme fini 7’ tel que
(7” Cr---Ch) Hg’* z. x est donc libre dans au moins un de ces termes.

r’ étant clos, z se situe nécessairement dans les contextes (C1,- -, Cy). Sila variable
x apparait dans le contexte C1, alors ce ne peut étre qu’en un exemplaire. En effet,
s’il existe un contexte D tel que C1 = D[z,z], en isolant la premiére des deux
occurrences qui passe en téte dans la réduction (r' Cy---Cp) Hg’* x, on constate
que la seconde est inactive. Elle peut donc étre remplacée par la variable [|, sans
perturber la réduction (r Ci---Ch) —>Z‘* x. Ce qui contredit la minimalité de C;.

A laide d’un raisonnement similaire, on conclut que la variable z n’est présente que
dans un des contextes (Ci,---,Ch).

On en déduit donc que D existe, qu'il est clos et que pour toute variable neuve z,
(r Ci---Dlz]---Cr)>* =2z

Il est également normal comme sous terme d’un des contextes normaux (C1,--- ,Ch).
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Montrons le dernier point. Soit z une variable neuve et soient X. et e, les plus
longues suites d’abstractions et de termes telles que D[z] s’écrive G[X.(z &)]. Ainsi
D[w] = G[X.(w &)]. Comme les termes de & sont des sous-termes de D, ils sont
nOrmaux.

D’aprés la remarque 7.3.2, et par maximalité de X. et €, G est un contexte a
droite. De plus il est normal comme D. D’aprés la proposition 7.3.3, on a donc
GIX.(w &)]® = G[X.(w &)™).

— Si & est vide nous obtenons I'égalité D[w]> = G[X.w]™ = GX.w™] = D[w™].

— Montrons que & ne peut étre que vide. Posons a = A;.(z &) ot A1 est une suite d’abs-
tractions de méme longueur que €. Ainsi, (a €)*° = (z €). Comme (r C --- C,)*> =z,
alors (r[a/z] Cila/z]---Ciyla/z] -+ Cnla/x])>° = a. Puisque ces termes sont clos,
rla/z] = r, Cila/z] = C1,--- ,Chla/z] = Cpn et Ciy[a/z] = D[a]. D’ot la réduction
(rCy---Dla]---Cn)* =a.

Or, nous venons de montrer que pour toute variable neuve 2z,
(r Ci---Dl[z]---Cy)>® = 2. D’autre part, comme G est normal et a droite,
D[a]® = G[X.(a &) = G[X.(a &)®] = G[X.(z &)]. Ainsi, D[a]* = D[z]. 1l vient
donc, par passage au contexte de la forme normale infinie,
(r Ci---Dla]---Cp)*® = (r Ci---D[a]*®---Cp)™® qui est égale a
(r C1---D[z]---Cn)> lui-méme égale & z. On obtient donc I’égalité a = z ce qui
entraine € = .

Pour une définition plus détaillée de la notion de partie utile voir [8]. O

Remarque 7.5.12

> Les contextes (C1,---,C,) ne gardent des arbres des termes s; - - s, que le
strict minimum afin de garantir la réduction (r C; -+ - C)) —oopL @ (point 2).
Tous les neeuds de I’arbre des contextes (C1, - - - , Cy,) sont utiles dans ce calcul,
au sens ou ils sont passés en téte, ce que dit le point (3). Ils forment donc un
“squelette” idéal pour analyser le comportement des arguments (sq,- -, Sp)
(point 1).

> Les parties utiles (C1,---,C,) sont plus sélectives que les arbres de B6hm.
Par exemple, pour r = Azy.xz, s1 = Ax.x et ss = =z, dans la réduction
(r s152) —} @, la partie utile de :
—restr,

— s1 est vide i.e. Cp =[],

— 89 est 5o 1.e. Oy = .

La partie utile de s; est vide dans (7 s1 s2) =5 T tandis que l'arbre de Bohm
de s; est s; lui-méme. Cet exemple montre bien le caractére plus sélectif de
la partie utile sur I’arbre de Béhm.

Définition 7.5.13 Soit x une variable et r un terme clos, on note T,] l’ensemble
des suites de termes normauz § telles que (r §)° = x.

Définition 7.5.14  Soit x une variable et r un terme clos. Pour toute suite § de
’Z;T :
— on note (C,---,C%) la partie utile de la suite de termes 5 dans la réduction
(rs) —oopL .
— pour tout entier 1 <k <n on pose TS = C7|
~ on note T¥ l'ensemble des suites T{ x Ts x --- x TS

—
A%

Notation 7.5.15 Dans la suite, v € T signifie que 7 = (vy,--- ,v,) et que v; € T
pour tout 1 <17 < n.

Proposition 7.5.16 Soit = une variable et r un terme clos. Toute suite § € T
vérifie :
1. pour tout 1 <i<n,TFecA®.
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2. pour toute suite de termes ¥ de T%, (r v)> = .

3. soit a un OTF, v un terme et D un conteste. Si D[a] € TF, alors D[v]® € T} .
Autrement dit, T*[OTF — v] C T® pour tout terme v.

4. Pour tout terme w :
> 84 # dg, alors (Tf[w/x])>* C T?
> si 1 = 1iq, alors il existe un contexte clos et normal CZ‘-"‘; tel que :

(a) C{la,]]=Cf

20’
(b) pour tous termes a et b, (@i [a,b])>® = CNZ'ZS; (@, b>°].
(c) siz & FV(w), alors (Tf; [w/z])> C Tf; [w>/z] C 550[1000,/\—00) 1,
5. pour tout terme w et pour toute variable z :
> si z # x, alors (T% [w/z])>® C T
> siz=uxetsizg FV(w), alors (T [w/z])>® C T [w™ /]

ot (T%[w/])> dénote ((T§[w/x])>, - (T;[w/z])>).

Remarque 7.5.17 Les contextes (C§, - Cii .-+, C%) peuvent se représenter ainsi :
cy cs c?

_
-
—_
-
8 — >
—_
—
—_
—
—_
—
—_
—

La. propriété (4)(b) impose & z d’étre soit & droite soit sous des X. dans CE.

Preuve

1. D’aprés le lemme 7.5.10, les contextes (C’f)lgign sont normaux et a droite. On
conclut donc grace au lemme 7.3.3.

2. Soit (vi,---,v,) € T°. Par définition de T¥, il existe une suite de substitutions
(04)1<i<n telles que pour tout 1 < i < n , Cflo;] = v; . Or, d’aprés le lemme 7.5.10
(2), (r C{---C3)™ =z . z ne contenant pas la variable [], par le lemme 1.3.5 on
en déduit (r C{[o1] - Ci[on])> = z.

3. Selon la définition de T7, D[a] = C§[w; | o @ € A%. Examinons d’abord le cas oi
D est simple. D’aprés la proposition 7.3.5, on doit traiter trois cas pour D :

(@) D=Cful, - ,ul " Ful™ ... w9 avec F[a] = u;. Dans ce cas, comme C§
est un contexte a droite, grace au lemme 7.3.3,
D] = Cful,---,ul™" Fu]®,u!™ -~ jug] qui appartient bien a
CFIA™) = T7.

—

(b) a = Glwi], D = Elu;,[] ] et C{ = E[[],G]. D’aprés le lemme 7.5.10 (2),
(rCi---C7---Cp)*® = z. Comme [| n’apparait pas dans z, en vertu du lemme

135 0n a (r Cf---E[ﬂ',G[mH,~~C§)°" = z. Comme G[4; | = a, on a donc
(rCf--- E[],al, - C%)* = . Puis, selon la proposition 2.2.31, comme a est
un OTF, (r Cf --- E[[],]],--- C5)>® = x. Or, E[[], []] filtre C}, ce qui contredit

la minimalité de CF, lemme 7.5.10 (3).
(¢) D = E[a,[]] et Cf = E[[T,a]. Par analogie avec le cas précédent, selon la
proposition 2.2.31, (r Cf - - - E[ 1], C3)*® =z, contradiction.

Si D contient plusieurs trous, les positions (b) et (¢) pour les sous-termes a restent
toujours exclues. Ces sous-termes se situent donc uniquement & 'intérieur des wu;.
On conclut alors comme au cas (a).
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4. > Pour i # io.
Siwv € T; [w/x], alors il existe un terme v’ € T tel que v = v'[w/z]. Par définition
de 77, il existe une substitution o telle que v = C/lo]. Or, d’apres le point (4)
du lemme 7.5.10, C7 est clos, nous déduisons donc v'|w/x] = Cflofw/x]].
D’aprés le lemme 7.5.10, C; est normal et & droite, en vertu du lemme 7.3.3, nous
obtenons (Cj[o[w/z]])* = C;[(o|w/x])*]. )
Finalement, nous aboutissons & I'égalité v>° = C;[(o[w/z])*°] qui appartient bien
a Tisn
> Pour i = ip. v = v'[w/x] ot v € T}
(a) D’aprés le lemme 7.5.10 point (4), il existe un contexte D clos tel que
D[z] = Cf,. Prenons C;, = D. On a bien C, [z,[] ] = Cf.
(b) D’apres le point (4) du lemme 7.5.10,
(Cila, [ )™ = Dla]* = D[a™] = CF;[a>, [ ].

—

Or, 650 [z,[] ] est égal & C;, qui est a droite. Il en est donc de méme de
550 [a®, ﬁ] qui est une simple substitution. De plus éf—o [a*, ﬁ] est normal car
égva_l a _’D [a}‘”;aEn vertu du lemme 7.3.3, nous obtenons donc
(CF [0, B)= = 65 [a>,5].

Enfin, comme~1§ for_rpe norlggle inﬁ_{lie passe au contexte, nous en déduisons
le résultat : (Cy, [a,b])>™ = Cj,[a™, b™].

(c) Soit v’ € T3 et soit v = v'[w/x]. Par définition de Ni), il existe une substitu-
tion o telle que v’ = éfo [z, 0], et donc telle que v*>° = as—o [w>, (o]w/x])*].
Comme z ¢ FV(w), alors ¢ ¢ FV(o[w/z]*). Ainsi, v>° peut s’écrire
550 [z, olw/z]*] [w™ /x| qui est égal & C; lo[w/z]®] [w™/z] lui méme élé-
ment de T3, [w™ /x].

5. Pour z # = c’est immédiat puisque z n’est pas libre dans les contextes (C’f Ji<i<n-
Pour z = 'z, le point (4) de ce lemme nous donne le résultat
(T lw/x])>° C Ty [w*™/x]. Pour i # io, d’aprés le point (4), (T;7[w/z])>* C T;.

Orl comme x n’est pas libre dans w, il n’est pas libre également dans les termes de
(T3 [w/x))*, et done (T3 [w/x])™ [w™ /z] = (T3 [w/z])>.
Ainsi (T3 [w/z])™ = (T3 [w/z])™ [w™ /2] C T} [w™ /x]. O

Remarque 7.5.18 Pourquoi les points (4) et (5) de la proposition 7.5.16 imposent-
ils & w de ne pas contenir la variable libre 2?7 Prenons un contexte C§ = [ et
v = (z I). On a donc C{[v] € Tf. Soit w = Ay.(y (z z)). Ici, w>® = w. Alors,
vfw/z]* = (Ay.(y (z x)) I)>® = (x z). Or, aucune substitution o ne peut satisfaire
l'égalité C{[o] [w™/z] = (z x). Dot v[w/x]>® & T{w™ /x].
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Chapitre 8

UN CAS SIMPLE

Dans ce chapitre, nous montrerons la consistance de la théorie A\G+{(Y Q3) = m}
dans le cas ou m ne s’échange pas en 03 (cf. corollaire 8.0.13). Ce résultat sera obtenu
sous I’hypothése H; décrite plus bas. En fin de chapitre, nous verrons en quoi ce
résultat rejoint le théoréme de Kuper [17].

Afin d’alléger les notations, le terme fini m sera noté my, et sa forme normale
infinie m. Nous avons donc m$® = m.

Formulons la premiére hypothése.

Hypothésel m = J[b] ot b est un zéro-terme fort de degré infini sous forme
normale.

Remarque 8.0.1 En particulier b # x.

Notation 8.0.2 Fixons les termes m et b de I'hypothése H; pour le reste du cha-
pitre 8.

Nous allons utiliser la méthode des classes confinantes infinies de Berarducci (cf.
définition 3.4.27). Il va donc s’agir de trouver une telle classe confinante A pour
m qui contient A,,. Comme candidat, on pourrait prendre la plus petite classe
A contenant A et close par échanges stricts, notée Cl({Ax}). Dans ce cas, il
ne resterait alors plus & montrer que A n’est composée que de zéro-termes. Il faut
remarquer que si 121 contient un non zéro-terme, on ne peut pas conclure pour autant
que {A, = m} est contradictoire. Seulement la méthode deviendrait caduque.

o
Nous allons présenter un candidat canonique pour la classe A.

Définition 8.0.3

o

— Soit (A;);>0 la suite de classes définie par :
;10 ={Ax} et ;li_H = ;11 U ;11[;1, —oo M]® pour tout entier i > 0.
— Notons (éi)i21 la classe des échangés de b par ((;11')120, m) d’indice 1.
Autrement dit : éoz 0, Eofl ={b} et pour touti > 1, §i+1 = B:UB:- [;11 — oo M
On pose :
CA- A e B— B,

i>0 i>1

La classe A vérifie la condition de stabilité par échanges finis. Montrons qu’elle
n’est composée que de zéro-termes. Plus simplement, il suffit de montrer que les

o
classes (A;)i>o ne contiennent chacune que des zéro-termes. Pour cela, il faut décrire
la forme de ses éléments.
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Proposition 8.0.4 Les classes (/Oli)izo et (éi)i21 sont croissantes.

Preuve De la proposition 7.4.6. O

o

On va distinguer deux étapes dans la description des classes (A;);>0. La premiére
est simple & décrire (cf. proposition 8.0.8) ; elle permet de poser des équations sur le
terme m et par la méme, de détailler sa syntaxe (cf. section 9.1.2). Dans la deuxiéme,

o
on précise la grammaire des classes A; grace a la connaissance de la syntaxe de m
(cf. section 9.2). La transition entre les deux étapes se fait & 'indice n, que nous
définissons maintenant.

Définition 8.0.5 Si pour tout i > 0,z ¢ ]%i, oM posera n, = 00, SiNon on notera

ng le premier indice n > 0 pour lequel x € B,,.

Lemme8.0.6 n, > 2.

Preuve En effet, si n, =1, alors = € B 1 = {b}. On obtient donc b = z qui est contraire
a Hy. O

Fait 8.0.7 A, [m]= A, od[b] C A,

Preuve Pour tout entier n, Aoe = (A--- (A Ax) -+ ) = Ap[As] € Ay = {As}. Ainsi,
pour tout n, A,[m] € Ao [;10 —oo m]® C A;. On en déduit donc Ai[m] C Ay O
Proposition 8.0.8

1. Pour tout 0 <i < n, Oi[;li —oo m]® = A+06[éi[;li —oom] U A+05[é1]

2. Pour tout 0 < i < ng, A; = {Ax}U A+06[éi]
Remarque 8.0.9

— Intuitivement les échanges qui précédent I'étape n, ont lieu dans la classe B;

de b. La classe de termes 1211' peut donc étre écrite & partir de celle de l%z

— Graphiquement, les classes foll et B?Z se présentent ainsi :

0<i<ng
Ai\
. /\
U A 0
, f\
//A \\
L AN

Preuve Montrons les deux points simultanément par récurrence sur ¢. En fait nous devons
décaler les points (1) et (2) :
Pour tout 0 <i < n, :

1. Ai[Ai —oo m]® = ApLod[Bi[As —0e m]]U Ay 08[B1]

2. A¢+1 = {Aoo} U A+ O(S[Bi+1]
Au préalable, on vérifie bien que pour 7 = 0 le point (2) de I’énoncé est vrai du fait que
;1() = {Aoo} et éo = @

> Pour i = 0. Traitons séparément chacun des deux points :
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1. Ay = {Ax}. Pour tout n > 1, A = (A (A Ax) ) = Ay[As].
Or, A £ A, en vertu du lemme 7.2.2 on a donc :

{A}{Ax} —oc m]° = U Ap[m] = A4 [m]. Comme m = §[b] et By = {b}
n>1

on en déduit Ay [m] = A+06[§1]. Ainsi, Ao [;10 —oo m]® = A+06[é1]. Comme

Bo = (0, on en déduit alors le résultat /010[;10 —o m]® = Ag oé[éo[/olo —oo

m] | U AL o8] By].

2. Par définition, A, = Ay u ;10[;10 —o  m]°. D’aprés le point (1),
;10[;10 —o m]° = Ajo 6[§1] et comme A, = {Ax}, on en déduit
Ay = {An}U AL 08[B1]

> Pour 1 <4 < n,. Par hypothése de récurrence, on a A; = {AN}UA+05[§i]. Traitons

séparément chacun des deux points :

1. Montrons 'inclusion A oé[éi[;li —oo m] JUAL oé[él] C A [;lz —oo M]°.
Comme Ay = {As} C A; alors /Olo[folo —oo m]° C ;L[/Olz —oo m|°. D’aprés
le point (1) cas ¢ = 0, on obtient donc AJ,»CXS[.&Z[} C folz[;ll — oo m]°. D’autre part,
Ihypothése de récurrence point (2) nous donne Aj o 5[581] - A
Par  définition des  échanges de classes, on obtient  ainsi
A+O5[Bgi[;li —oem] ] C (AJFOé[B?l])[IirL —oo m]® C A [1211 — oo m]°. Finalement,
on aboutit a l'inclusion Ay 05[103¢ [ﬁl —oo m] JUAL oé[él] C A [;11 —oo m]°.

Réciproquement, soit d € ;12 [;L — oo m]°. Par définition des classes d’échanges,

il existe un contexte non trivial C' et un terme a € A; tel que Cla] € A; et tel

que d = C[m]*°. Comme A = {Ac}UAL o5[é¢], on distingue deux cas pour

Cla] :

- Si Cla] = A, comme z & éi, alors A ¢ A; = {A} UAL 05[§¢] et
donc a n’est pas un sous-terme de A qui sont soit des sous-terme de J3
soit A lui-méme. On conclut alors, comme au cas ¢ = 0 point (1), que

Cm]™ € Ay o08[B).
— Sinon, Cla] € At oé[éi]. 11 existe donc un entier 1 et un terme by € B; tels

que Cla] = A, 06[b1]. Comme a € A; = {Ax}U A+05[§i] on peut appliquer
le lemme de filtrage 7.2.4 point (3) & a < Cla] = Ano0d[b1]. C étant non
trivial, il ne reste que deux cas :

(a) si a < by, alors Déchange a lieu dans b et donc

Clml™ € Ay od[BiAi —oo m] ]
(b) dans ce cas il existe un entier p tel que Cla] = Apfa] et donc
Cm]*® = Apm]. Or, m = §b], on en déduit donc

Clm)™ = Apodlb] € Ay ob[Bi]

2. Par définition, zfli+1 = ;11 U ;11 [;11 —o m|°, selon I'hypothése de récurrence
A = {Ax} U Ay o 5[581] et d’aprés le point (1) de ce lemme,
;11[;11 —oo M)’ = A+05[§i[ﬁi —o m] U A+06[§1}. On en déduit donc
IaiJrl = {Aw}UA+06[§i]UA+05[§¢ [;11 —o0 M| ]UA+05[é1]. Par croissance des
classes, él - éi, on obtient donc
;Lurl = {AOO}UA+05[§¢]UA+O5[§¢[1?12~ — o m] ]. On conclut alors par la défini-

tion de B; 1 qui est égale a ézuﬁ’z[fh — oo m], d’out 1211'+1 = {Am}UA+d[§i+1]
O

Corollaire 8.0.10 Pour tout 0 <i<mn,, A& ;11

Preuve Sinon, comme A € Ay od[z], d’aprés 1’égalité de la proposition 8.0.8 point (2),

on aurait x € éz Contredit la définition de n.. O
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Proposition 8.0.11 Soit E une classe.

Soient (E;)i>1 la suite des échangés dans E de (;11-)1-20 par m et (F;);>1 la suite

des échangés stricts dans A od[E] de (A;)i>o0 par m.
Alors pour tout 0 < i < n,, F; C A;od[E;]U ;12 .

Preuve Le résultat se montre par récurrence sur i.
> Il est vrai pour i =0 et i =1 vu que Fo = Fy = 0 et que F1 = E et Fy = A, 0f[E].
> Pour 2 < ¢ < n,. Par hypothése de récurrence F; C ALod[E;|U ﬁi, montrons que

Fiy1 C Apod[Eig1] U Aips.

Par définition, Fiy1 = F; U Fi[A; —o0 m]*,

il faut donc montrer que F; U F; [;11 —oo m|° C AL0d[Eiy1| U ,21,-+1.

On a déja F; C ALofd[E;|U foli, ce qui donne par croissance, proposition 7.4.6,

Fy C Apod[Eiga] U Aigs.

Il nous reste donc & montrer que F; [;11 —oo m|° C AL o0d[Eiq1] U ;12'-&-1- Par récur-

rence, F; C Ayod[E;]) U A;, F; [;1, —oo m]° se divise donc en deux sous-ensembles

AL 0d[E] [Ai —oo m]* et A; [A; —00 m]*.

— Prouvons d’abord que A od[E;] [folZ —o m]® C AL od[E; [;L —oom] JU A,
Selon la proposition 8.0.8 point (2), pour tout 7 < ng, A; = {AUAL o§[éi].
Comme z ¢ Bgi, A¢g ;12', on peut donc appliquer le lemme de filtrage point (3).
L’échange étant strict, seul les cas (a) et (b) apparaissent ce qui donne

AL 08[E:] [Ai —oo m]* C Ay od[Ei[Ai —oe m] U (AL [m]).
Et comme m = §[b], (A4 [m]) C Ay oé[éﬂ, il en résulte
AL 08[E:] [Ai —oo m]® C Ay od[Ei[Ai —oo m] | UAL08[B1].
D’aprés la proposition 8.0.8 point (2), Ao é[él] C ;h C ;lz Finalement
Ay 0d[Ei] [Ai —oo m]® C Ay ol[Ei[A; —oo m] U A;.
— par définition de la suite (;L‘)izo, ;11 [folz —oe m]® C ;L'H.
On aboutit donc a F,[;L —o m]® C Ay oé[Ei[ﬁi —oe m] U follurl. Enfin, par
définition de la suite (E;);>0 E; [;11 —oo m] C Ej41, ce qui entraine :
Fz[;ll —oo m]® C Ayod[Eiyq1]U ;11-4.1. D’ou le résultat. O

Proposition 8.0.12 Sin, = oo, alors A est une classe confinante infinie pour m
qui contient (Y Q3)>.

Preuve En effet, dans ce cas pour tout ¢ > 0, =z & éz D’aprés la proposition 8.0.8
point (2), A = {Asx} U A4 0d[B] est uniquement composée de zéro-termes. Ainsi, A est
une classe confinante infinie pour m qui contient A, la forme normale infinie de (Y Q3).

O

Corollaire 8.0.13 Sin, = oo, alors on a Cons{Y Q3 = m1} o4 my est un terme
fini tel que m$° = d[b].

Preuve En vertu de la proposition 8.0.12, A est une classe confinante infinie pour m =
m$° et qui contient (Y ©23)°°. On conclut alors grace au théoréme 3.4.28. O

Terminons en faisant le lien avec le théoréme de Kuper [17]. Sous réserve de
Phypothése Hy qui impose & m{°® de s’écrire A\z.(x b x) au lieu de Az.(z b V'),
montrons que n,, = oo entraine I’hypothése de Kuper A3+ (23 m1) = mq Fmy = J5

Proposition8.0.14 Si m; —j Az.(x by ) alors © € Uél équivaut a

i>1

)\ﬁ+(Yﬂg):m1 le :63
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Preuve Comme mi —j Az.(z b1 x), alors mi® = Az.(z b7° ). Hi est donc vérifice. No-
tons b = b7° et m = mi°. Au préalable, introduisons les classes d’échanges finis suivantes :
— Soit (A})i>o la suite de classes définie par :
A ={Y Q3} et Af,; = Al U A}[A} — m1]§ pour tout entier 5 > 0.
— Notons (B} );>1 la suite de classes définie par :
By=0, B ={b} et pour tout i > 1, B, = B} UB}[A; — mi]1

Fait 8.0.15 Pour tout terme fini t :
1.te UB}ssit™ e Uéz

i>1 i>1
2. Site UB} alors \B+ (Y Q3)=my by =t
i>1
Preuve Les deux preuves sont immédiates par induction sur 3. O

Montrons que = € Uéz entraine A3 + (Y Q3) = mi b m1 = d3. D’aprés le fait
i>1
8.0.15 (1), si @ € Uéz, alors = € |J B}. D’aprés le fait 8.0.15 (2), on obtient donc
i>1 i>1
AB+ (Y Q3) =my F by =z, ou encore A3 + (Y Q3) = my - Az.(z by ) = Az.(z z ), soit
B+ (YQ3) =mi Fmi = 5.

Réciproquement, montrons que z ¢ Ul%z entraine A3 + (Y Q3) = m1 I/ m1 = 3. Soit
i>1
—m, la réduction qui associe pour tout contexte C, C[(Y Q3)] —m, C[mi]. Introduisons
la réduction —,=—3 U —m,.

Fait 8.0.16 Pour tous termes finis u et v :
1. b1 =}, u entraine v € |J B}
i>1

2.0+ Y Q3)=mitu=vssiu~,v

Preuve Les deux preuves sont immeédiates par induction sur la longueur de la réduction
ou celle de la preuve. O

Comme z ¢ UBgZ, alors ny = oo (cf. définition 8.0.5). En vertu de la proposition
i>1
8.0.12, la classe A est donc confinante infinie pour m et contient (Y Q3)°°. En conséquence
A' = |J A} est donc confinante finie pour m; et contient (Y Q3) cf. étape 2 théoréme
i>1
3.4.28. En suivant la preuve du théoréme 3.4.8, on en déduit donc que —, est confluente.
Si A8+ (Y Q3) = m1 - my = d3, on aurait alors m; ~, d3 et donc d[b1] ~, d3. Comme
—,, est confluente et que 03 est une forme normale, on en déduit donc §[b1] —}, d3. Enfin,
comme 0 est un contexte normal, on en déduit by —), . D’on z € |J B} en vertu du fait
i>1

8.0.16 (1). Ce qui entraine z € |J B, (fait 8.0.15 (2) ). Contradiction. O
i>1

Corollaire 8.0.17 Sous Hy, ng,=o00 entraine [’hypothése de

Kuper : \G+ (23 m1) = mq ¥ mq = 03

Preuve Par définition 8.0.5, si n, = oo alors z € Ué’ D’aprés la proposition 8.0.14,
i>1

c’est équivalent & A3 + (Y Q3) = m1 I/ m1 = d3. Ce qui entraine A8 + (Q3 m1) = mq1 ¥/

mi = 03. O
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Chapitre 9

THEOREMES ESSENTIELS SOUS
DEUX HYPOTHESES H{ ET H»

Désormais, nous ne considérerons que des échanges simples (cf. définition 3.4.24).
o o

Ainsi, les classe (A4;)i>0 et (B;)i>o vont étre remplacées par (4;);>o et (B;)i>o- Ces
derniéres seront définies & ’aide d’échanges simples.

Définition 9.0.1
— Soit (A;)i>0 la suite de termes définie par :
Ag = {Ax} et Aiy1 = A; U Ai[A; — m]® pour tout entier i > 0.
— Notons (B;)i>1 la classe des échangés de b par ((A;)i>o, m) d’indice 1.
Autrement dit : By = (0, By = {b} et pour touti > 1, B;11 = B;UB;[A; — m)|
On pose :

*A: UAZ etB: UBZ

i>0 i>1

Les lemmes démontrés aux chapitres précédents s’appliquent toujours aux classes
définies par échanges simples puisque leur définition est plus faible.

Prenons m = §[b] un terme vérifiant ’hypothése Hy. Le chapitre précédent nous
a montré qu’il ne restait a traiter que le cas ou m s’échange en §3. Ce que nous
reformulons par b s’échange en z. A priori, b peut s’échanger en = de nombreuses
fagons. Les plus riches en propriétés sont bien entendu les plus directes. Or, si b
s’échange en z, il est clair que nous pouvons considérer ces échanges en se limitant
aux classes (A;)i<n,—1. Ces classes correspondent en effet aux étapes antérieures
& celle ou x va apparaitre dans B, . Dans ce chapitre nous nous intéresserons au
cas ou cet échange se fait en une seule étape. Ce qu’on formule par I’hypothése
suivante :

Hypothése 2
Avec les notations des définitions 9.0.1 et 8.0.5 : x € {b}[An,—1 — m)]

Sous les hypothéses Hy et Ho nous montrerons :

— m posséde une composante auto-similaire

— la cloture Cls,, (Y Q3) est formée de zéro-termes
Le dernier résultat sera montré en exploitant le premier. Cependant, il ne nous
permettra pas de conclure quant 4 la consistance de A3 + {(Y Q3) = m}. En effet,
le corollaire 3.4.29 réclame la cloture infinie Cl,,(Y Q3) et non la simple.

Remarque 9.0.2
— La terminologie “cas a une étape” vient du fait que la variable = est obtenue
& partir de b par un seul échange d’un terme de A,,,_; par m.
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— L’hypothése Hy n’est pas équivalente & = € {b}[A — m] ou A = U A;. En

i>0
effet, pour n, = 3, il se pourrait que b s’échange en x en deux étapes i.e. qu’il
existe a; € Ay et ag € Aj tels que b = Claq], C[m|>® = Dlaz] et D[m]>® =z
sans que b ne puisse s’échanger en x en une seule étape, autrement dit sans
qu’il existe a € U A; tel que b = E[a] et E[m]>* = z. Voir ’exemple suivant.
i>0

Ezemple 9.0.8 Soient ¢ = Ayz.x, u= (A (Ayz.03) 03 035 As) et m =4[ (ut)].
Alors, € B,ue€ Amaisu g A, _1.
Ces résultats découlent des sept points suivants :

1.

(mt) =
Preuve Immédiate.
u s’échange en A,
Preuve En effet, u s’échange en (m (Ayz.03) 03 03 Ass)*. Or,
(m ()\yzég) (53 (53 Aoo)oo = ((53 (5 )OO
(A 03

A )
= Ao (en utilisant (A d3) = A et (A Ax) = A )

m s’échange en 3.

Preuve Dérive du point (1), du fait que A s’échange en m, et de (2).

Ao s’échange en A.

Preuve Comme A, = (A As) et que Ay s’échange en m, on conclut grace au
point (3).

A, s’échange (au sens large) en 4.

Preuve Comme A, s’échange en m, on conclut grace a (3).

(u A\yz.A) s’échange en 03

Preuve De (2), on tire (u A\yz.As) s’échange en (Ao Ayz.As) qui s’échange
lui-méme en (m A\yz.Ao)® = A. Le point (5) permet de conclure.

A s’échange en u.

Preuve D’aprés (4), A appartient & A. Comme Ao, sécrit (A Ay), alors Ao
s’échange en (m As)® = (Ax (v A\yz.As) As) qui s’échange, d’aprés (5),
n (03 (u AWyz.Ax) Ax)® = (v Ayz.Ax (u A\yz.Ax) (u AYyz.Ax) Ax) qui
s’échange finalement, selon les points (2), (5) et (6), en (A (Ayz.03) d3 03 Aso) = u

Du point (7), on obtient u € A.
De (1) et (2), x € B.
Et selon la proposition 8.0.8, vu la forme de u, u & A, _1.

9.1 AUTO-SIMILARITE DE m

Détaillons les conséquences de Hy sur la syntaxe de b.

Proposition 9.1.1

1.

b s’échange de téte en x.

2. Il eziste des termes u et ¢ tels que :

(a) b= (ut)
(b) UEAnw—l
(¢) (mi)> =

94



9. THEOREMES ESSENTIELS SOUS DEUX HYPOTHESES H; ET Hy
9.1. AUTO-SIMILARITE DE m

Preuve

1. Les échanges peuvent étre de téte ou internes. Or, par la remarque 7.4.4, les échanges
internes conservent la forme de téte. Comme b # x, I’échange est donc nécessairement

de téte.
2. On a donc, par définition des échanges de téte, b = (u £ ) pour u € A,,_1 et
(mi)>® =z O

Notation9.1.2 Fixons les termes u et ¢ de la proposition 9.1.1 pour le reste de
cette section 9.1.

Analyser en détail A est trop complexe. Pour simplifier, nous construirons une
classe F' qui contiendra A et qui ne sera composée que de zéro-termes. Pour cela
nous devons d’abord décrire avec suffisamment de précision la forme du terme m ce
qui revient & étudier les arguments ¢ et la téte u de b.

Les deux prochaines sections visent justement & caractériser ces termes ¢ et
u. Nous verrons que t peut étre défini indépendamment de m et des problémes
d’échanges (définition 7.5.13). Une fois caractérisés, nous en déduirons une classe
T suffisamment large pour rester stable aprés tout échange de OTF (proposition
9.1.6).

Quant & la forme de u , elle apparaitra grace a la résolution d’un systéme
d’équations contextuelles issu de la proposition 9.1.32. u se révélera alors étre auto-
similaire. Plus précisément, il sera t-définissable c’est-a-dire qu'il s’exprimera en
fonction de ¢ (théoréme 9.1.15).

9.1.1 Etude de

Nous donnerons ici quelques caractéristiques de ¢ fixée a la proposition 9.1.1. Puis,
nous proposerons une classe de suites de termes contenant ¢ et possédant une pro-
priété de stabilité forte.

Proposition9.1.3 ¢ 7.".

Preuve Par la proposition 9.1.1 (2) (c), (m )* = z. Or m = §[b] et b est un OTF. Par
la proposition 2.2.31 pour § = Az.(z [| x), on a bien (6 1) = z. O

Notation 9.1.4 Les notations suivantes sont fixées une fois pour toute, pour éviter
les surcharges en indices.
— on note (C1,- - ,C,) la partie utile (cf. définition 7.5.11) de la suite de termes
{ dans la réduction (m t) —oofl L
— Pour tout entier 1 < k < n on pose T; = C;[A*].
— On note T 'ensemble des suites 77 x Tp X --- X T,

Notation9.1.5 Dans la suite, ¥ € T signifie que ¥ = (v, -+ ,v,) et que v; € T;
pour tout 1 <17 < n.

Proposition 9.1.6
1. pour tout 1 <i<n,T; € A>® .
2. pour toute suite de termes § de T, (§ §)®° = .

3. soit a un OTF sous forme normale, v un terme et D un contezte. Si D[a] € T;
alors Dv]*>® € T;. Autrement dit TIOTF — v] C T pour tout terme v.

4. Pour tout terme w :
> si i # dg, alors (T;[w/x])> C T;
> st i =i, alors il existe un contexte clos et normal C;, tel que :
- Cio[x’ [] ] = Ciw
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— six & FV(w), alors (Tj,[w/x])> C C;, [woo,l\_‘x’)] =T, [w™>/x],
— pour tous termes a et b, (C;,[a,b])> = C;,[a>,b>].
5. pour tout terme w et pour toute variable z :
> stz #x, alors (T [w/z])>* C T
> siz=x etsiz g FV(w), alors (T[w/z])>* C T [w™/z]
ot (T [w/z])> dénote ( (Th[w/x])>, -, (Tnw/z])>).
Preuve Compte tenu de la proposition 9.1.3, les points (1), (3) (4) et (5) découlent

directement de la proposition 7.5.16.
Montrons le point (2). Pour toute suite ¥ de T, par la proposition 7.5.16 point (2),

(m ¥ ) = z. Or, m = §[b] = Ax.(r b z) et b est non résoluble. Par la proposi-
tion 2.2.31, comme x ne posséde pas de résidus de b qui sont tous non résolubles, on
a(Az.(z[]z) 7)== O

9.1.2 Auto-similarité de u

On rappelle que le terme u a été fixé & la proposition 9.1.1.

Nous montrerons dans cette section que u est auto-similaire : son arbre se
construit en fonction de lui-méme & partir d’une grammaire de contexte définie
a Paide des termes # (définition 9.1.12). Que u soit son propre sous-terme est une
particularité du A-calcul infini. La grammaire, construite par point fixe, provient
de la résolution d’un systéme d’équations (définition 9.1.13). Cette boucle du point
fixe sera la conséquence du fait que (A;)i<n, s’exprime grace & u et réciproquement.

Définition 9.1.7 A partir de la classe T définie & partir de t 9.1.4, nous introdui-
sons les classes H et G de contextes :
— Posons Go ={[]} , Gnt1 = (A4 0d[G,] T) et G = U G-
n>0
~ Posons Hy = Ay o0[([| T)] , Hui1 = (Apod[(H, T))) et H = | ] H,.
n>0
Remarque 9.1.8

Go Gl GQ

. ¢ 0 lie z dans t1 -+ - ¢,
A .

Hy

Remarque 9.1.9
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1. Les contextes de G et H ne contiennent qu’un seul trou []. Pour G, sauf Gy,
ce trou apparait dans un contexte § = Az.(x [|] ). Pour H, il apparait dans
un contexte A od[([] T)]. Dans la suite les renommages de la variable = dans
les contextes ¢ et A od[([] T)] seront interdits. Si bien que la substitution §[x]
sera égale & Az.(x z x) et non \y.(y = y). (cf. exemple 1.1.7)

2. Comme le montre le graphe de G2 dans la remarque 9.1.8, plusieurs contextes
0 peuvent s’emboiter. Comme pour un contexte D = (Az Az []) pour qui D[z]
est a-équivalent & (\y A\x z), la variable = de G, [z] est liée par le A\x qui le
précéde immeédiatement dans ’arbre du contexte.

Remarque 9.1.10
1. Tout contexte de H[A] et G[A] est un OTF de degré infini.

2. Les contextes de G sont normaux et & droite. En vertu du lemme 7.3.3, pour
tout contexte g de G et tout terme v, g[v]™ = g[v™°].

3. Si v est un OT, pour tout contexte h de H et tout terme v, h[v]* = h[v>].

Notation9.1.11 Lorsque la classe X est restreinte & un seul terme X = {s}, la
classe H[{s}| sera simplement notée H]s].

Définition9.1.12  Un  terme w est  dit  t-définissable, st
w € {AxtUAL UH[AL|U{H[v] tel que v € H[v] }.

Définition 9.1.13  Soit w un terme.

1. Le quadruplet (d,ﬁ,ﬁ, k) forme un systéme pour w si @ est une suite de k
termes de A, 2 , D une suite de k contextes et g une suite de k contextes
de G non tous triviauz telles que :

— Dila1] = g1[Di[m]*°] et pour tout 2 <i <k, D;a;]=g;[Di—1]m]>]
- w € Ay o§[G[Dy[m]>]]

2. On appellera taille du systéme le couple (k, Z 1(D;)).

1<i<k

1l sera ordonné lexicographiquement.

Remarque 9.1.14
— Pour k = 3 ce systéme s’écrirait :

- La premiére équation du systéme Di[a1] = g1[D3[m]>°] constitue une boucle
qui permettra de le résoudre.

Théoréme 9.1.15 Sous H, , les termes u et t de la proposition 9.1.1 sont tels que
u soit t-définissable.

Remarque 9.1.16 Les termes u et ¢ qui ont été fixés d’aprés la proposition 9.1.1 ne

dépendent que de m. Le théoréme précédent peut donc étre exprimé plus générale-
ment de la facon suivante :

Théoréme9.1.17 Si m vérifie les hypothéses Hy et Hs, alors il existe une suite
de termes t de T, et un terme u qui est t-définissable tels que m = [ (ut) ].
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Preuve du théoréme
La preuve se fait en 5 étapes.
Etape 0
On distingue deuz cas pour u :
— soit u= Ay et alors ny, = 2
— stnon u # Ay et alorsu € A,,_1 — A, o

Preuve Par la proposition 9.1.1 u € A, 1.
— Si u = A montrons que n, = 2. Par le lemme 8.0.6, n, > 2. Comme b = (u T ),

alors b = (Ao t ). D’autre part comme Ay = {A}, alors Ao, appartient également
a A; qui contient Ag. Ainsi, (m t)® € {b}[A1 — m]. Or, (m £ )> = z, comme
B = {b}, on en déduit € B1[A1 — m] C Bs et donc n, = 2.

Sinon, u # As. Montrons que u & A, _2. Si ny = 2, alors A,, 2 = Ag = {A},
d’ott u € An, 2. Si ng > 3. Par I'absurde, si u € A,, o , alors, comme b = (u 1),
(m ) € {b}[An,—2 — m]. Or,ny —2 > 1, &0t B1 C By, _» et comme b € By,on a
b € By, —2. Finalement, comme (m £ )*° = x, on obtient = € By, —2[An,—2 — m] C
B, -1, ce qui contredit la minimalité de n,. O

» Comme A, est clairement #-définissable, désormais on supposera que u # A.

Etape 1 : quelques lemmes utiles sur G et H.

Proposition9.1.18
1. GG =G
2. HH)CH
3. VX CA, ALod[G[ (X T)]] = H[X]
4 VX CA, (H[Apod[X]] T) C G[X]
5. Ay od[Gla] | € {AT} U HIAY]
Preuve
1. Comme [] € G, alors G C G[G]. Pour la réciproque, G = | ] Gn. G1[G] = (Ao

n>0
SGIT) = (Ao JG] T) = |J(A108[Gi] T) =|JGi+1 C G. Puis, par
i>0 i>0 i>0

récurrence sur n, Gn41[G] = (A1 0d[Gn] T) [G] = (A4 00[Gr][G]] T ) C (Ato
S[G] T)=G1[G] C G.

2. On conclut comme pour G. On a pas H C H[H] car [| ¢ H.

3. Dans un premier temps, montrons par induction sur n que A4 od[GRp[(X T)] | =

H,[X].
Pour n = 0, Ay 0d[Go[(X T)] ] = Ax0d[(X T)] = Ho[X]. Pour n > 0, Ato
Gunl(X T)] | = Arod (ArodlGal(X T)] | T)) = A odl(HalX] T)] =

A4 00[(Hy T)] [X] = Hya[X]
On conclut ensuite par la définition de G et H : G = U Gnet H= U H,.

n>0 n>0

4. Preuve par induction similaire au point précédent.

Comme précédemment, on va montrer le résultat pour tout G, de G. Pour n = 0,
AL 06[Golz] ] = Ayod[z] = Ay [03] = A4. Pour n > 1, une induction sur n montre
que Gy[z] = Gn-1 [(Z: T). D’apres le point (3) de la proposition 9.1.18, on en déduit
donc Gn[z] C H[AL]. O

Proposition9.1.19 Si w # A, et w est t-définissable, alors H[w] Uest aussi.

Preuve On distingue 3 cas:
— si w € Ay, alors H[w] C H[A4] qui sont bien i-définissables.
- si w € H[A4], on conclut grace au point (2) de la proposition 9.1.18
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— si w = H[v] pour v € H[v], alors H[w] C H[H[v]] par le point (2) de la proposition
9.1.18 on a H[H[v]] C H[v] d’ou H[w] € {H[v] tel que v € H[v]}. w est donc bien
-définissable. O

Lemme9.1.20 Soit w un terme qui s’écrit w = Ay ou w € Ay od[c] pour ¢ un
OTF. Soient v un terme, g € G et C des contextes tels que Clw] = g[v]. Alors
C[m]> peut s’écrire de l'une des quatre maniéres suivantes :

1. ¢'[x] avec ¢’ € G et, si g # ], I(¢') < (g)

2. g'[v] avec ¢’ € G et l(g") = I(g)

3. g[E[m|*] pour E un contexte tel que Ew] = v et tel que C = goE.
4 g'(ut)] avec g’ € G et, sig # ], U(g') < U(9)

Preuve Comme Clw] = g[v], alors w est un sous-terme de g[v]. De plus comme g € G

et G = U G, il existe n > 0 tel que g € G,,. Le résultat se montre par induction sur n.
n>0

Si g = [], on obtient clairement le cas (3) en prenant £ = C. On supposera donc g # [|.

Dans le cas ot w € A;od[c|, on prendra w = A,o0d[c]. Regardons les positions possibles

de w dans g[v] :

1. Pour n =0, g est trivial. C’est donc le cas (3).

2. Pour n =1, soit g = ((Ag400[] ) §) avec §€ T. Comme w = A,od[c] ou w = Ay C
(ALA) et que w < g[v] = (Agod[v] §), par le lemme 7.5.6 de non-capture on a :

— soit w < §. Dans ce cas il existe un contexte D tel que §= (s1, -, D[w], - , sn).
Comme w est un OTF, par la proposition 9.1.6 point (3), la suite
s’ = (s1,---,D[m]>, -, s,) appartient a T. Ainsi, en posant g’ = (Az0d[ s'),

on a C[m]™ = ¢'[v] avec I(g') = I(g) et ¢’ € G. Cest le cas (2).
— soit w < Agod[v]. Dans ce cas, comme c est un OTF, alors ¢ # z. En particulier
w # A. Par le lemme de filtrage 7.2.4, appliqué & w < Agod[v] :

(a) dans le cas ot w < v, il existe un contexte E tel que E[w] = v et tel que
C = goE. Ainsi Aod[v] = Agd[E[w] | et comme A 05[] est un contexte normal
a droite, par le lemme 7.3.3, C[m]* = ((Aq0d[E[m]*]) §) = g[E[m]*].
C’est le cas (3).

(b) dans le cas ou A,[w] = Agod[v] avec r < g, alors C[m]>® = (A.[m] §)=.
Comme A, est un contexte normal & droite, par le lemme 7.3.3, A,[m]*>
A,[m*] = A,[m] car m est normal. Comme m = §[(u )], alors C[m]>
(Ar06[(ut)] 5). En posant g’ = ((Arod[]) 5) on obtient C[m]™ = g'[(u )]
avec [(g") < I(g). Cest le cas (4).

(c) dans le cas ou w = Ajod[v], alors C[m]* = (m §)>° = z. C’est cas (1) pour
g =1 € Go. l(¢g') < l(g) car on a supposé g # [].

3. Pour n > 2. Soit g = (Aq00[g'] 5) avec §€ T et ¢’ € Gp—1. D’aprés le lemme 7.5.6
de non-capture, w est soit sous-terme d’un des éléments de la suite § soit sous-terme
de la téte Ago0d[g’]. Ce qui s’écrit :

= soit g[v] = (Ag0d[g[v] ] s1--- E[w]---sn ) et alors Clm]™ = (Agod[g'[v] ] ?)
avec s’ € T. Cest le cas (2).
- soit g[v] = (Flw] §) avec Flw] = Agod[g’[v] ]. Par le lemme 7.2.4 de filtrage on

distingue :

(a) dans le cas ot w < ¢'[v] il existe un contexte D tel que D[w] = g¢'[v]. Par
hypothése de récurrence appliquée & w, g’ € G—1 et D, comme D[w] = ¢'[v],
on en déduit D[m]>* = g¢”[r] avec ¢g” et r correspondant a un des 4 cas de
I’énoncé.

Or, gf] = (A0dlg'[e] ] 5) = (A,0b[Dlw]] ). En posant g1 = (Agod]] ) €
G, Pégalité Clw] = g[v] s’écrit donc Clw] = g1[ D[w] ].

On obtient ainsi C[m]* = (g1[ D[m] ])*°. Comme g¢; est un contexte normal
a droite, par le lemme 7.3.3, C[m|*™ = g1[ (D[m])* | = (g109")[r]-

Par la proposition 9.1.18 point (1), g1og” € G. On obtient donc bien le
résultat, le cas solution étant celui correspondant & g” et 7.
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(b) et (c¢) dams les cas ou Flw] = A,[w] ou F[w] = w, les preuves se font comme pour
n = 1. O

Etape 2 : précision sur la classe de u
Trouvons un systéme d’équations satisfaites par wu.

Définition 9.1.21  Notons (U;);>1 la classe des échangés de u par ( (A;)i>0, m).
Lemme 9.1.22 Pour tout 0<i<n, —2, U;NA4; =0.

Preuve Comme la classe des échangés (U;);>1 commence & U'indice 1, par la définition
7.4.1, Uy = 0. Si ny, = 2, comme Uy = (), le résultat est immédiat. Sinon, n, > 3. Soit
1 < i < ng, — 2 . Par 'absurde, prenons »’ dans U; N A;. Notons que u est un OT car
le terme b = (u ©) est une forme normale. Comme (B;);>1 est la suite des échangés de
b= (ut) par ((Ai)i>0, m) comme u est un OT et comme les suites (U;)i>1 et (Bi)i>1
ont méme indice, par le lemme 7.4.7 on en déduit (v’ f) appartient & B;. Or, v’ € A, il
vient donc (m t)*° € {(v' t)}[A; — m]. Comme (m t)>° = z et comme (v’ ') € B; on
obtient donc x € B;[A; — m] C Biyi. Or, i + 1 < n, ce qui contredit la minimalité de
Ng. O

Lemme 9.1.23 Pour tout 0 < i < n, — 1, U; est composée de zéro-termes sous
forme normale.

Preuve Par définition 7.4.1 des classes d’échangées, (U;);>1 est bien composée de termes
sous forme normale.

On a supposé u # A . Par la proposition 9.1.1, uw € A,,,_1 et par la proposition 8.0.8
point (2), An,—1 = {Axc} UA400[By,—1]. Il existe donc un terme ¢ € By, 1 tel que u
appartienne & Ay od]c].

Soient (C;);>1 la suite des classes des échangés de ¢ par ((4;)i>0, m). Notons (a;)iz()
la classe des échanges stricts de u d’indice 1 de (A;);>0 par m. Puisque pour tout 0 < 4 <
ne — 2, Uy N A; = 0 (lemme 9.1.22), les échanges stricts et larges sont identiques et les
classes (U;)i>o et (i)izo coincident donc jusqu’au rang n, — 1. Par la proposition 8.0.11
appliquée & C' = {c} et D = {u} C A 0d]c], pour tout 0 < i < n, — 1, la classe U, est
incluse dans A4 0d[C;] U A; qui est une réunion de deux des classes de zéro-termes. Il en
est donc de méme pour U; pour tout 0 <i < n, — 1. O

Lemme9.1.24 Pourtout0 <i <n,—1,(U; T) est une classe de termes normauz
et B, Q (Ul T)

Preuve Par le lemme 9.1.23, pour 0 < ¢ < n, — 1, U; est composée de OT sous forme
normale. Les termes de (U; T) ne possédent donc pas de redex, ils sont bien sous forme
normale comme U; et T le sont.
Montrons le résultat par récurrence sur i.
— pour i = 0. By et Up sont vides et le résultat est immédiat.
— pour i = 1. By = {ut} et Uy = {u}. Clairement, By C (U; T).
— pour 2 < i < ngy — 1. Nous allons montrer que les échanges de B; de A; par m se
font soit dans U; soit dans T. C’est une conséquence de la non-capture.
D’aprés la définition 9.0.1, B; = B;—1 U B;—_1[A;—1 — m] et par hypothése de
récurrence, B;_1 C (Uifl T) Ainsi, B; C (Ui71 T) U (U¢71 T)[Aifl — m}
D’autre part, comme i < n, — 1, le point (2) de la proposition 8.0.8 assure que
Ai1 = {Ac} UA0d[Bi—1] et donc A;—1 C {A} UAL0d[ (Us—1 T) ]. La classe
A;_1 vérifie donc linclusion : A;,_1 C A4[OTF] U A4 od[OT Fz].
D’aprés le lemme 7.5.6 de non-capture, les échanges de A; par m dans (U; T) se font
soit dans U; soit dans T, ce qui s’écrit :
(Uifl T) [Ajfl — m} = ( U»;71 [Ai71 — m} T [Ai71 — m] ) OI‘, par définition
de Ui, U;—1 [Ai-1 — m] C U; et selon la proposition 9.1.6 point (3), comme
Aifl g OTF‘7 T[Aifl — m} g T.
Finalement, on obtient l'inclusion B; C (U;—1 T) U (U; T) et par le lemme 7.4.6,
comme Ui—l g Ui, Bz g (Ul T) O
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Corollaire 9.1.25 Pour tout 0 <i<mn, —1, A; C {AUALS[(U; T)] .
Preuve Se déduit de la proposition 8.0.8 point (2) et du lemme 9.1.24. |

Etape 3 : mise en équations de u

Lemme 9.1.26 Il existe un systéme pour u au sens de la définition 9.1.13.

Remarque 9.1.27 Résumons d’abord le schéma de la preuve de cette étape. Par la
proposition 9.1.1 et le corollaire 9.1.25, u € A, 1 C A1 0d[ (U,,—1 T)]. Il existe
donc en particulier un élément w € U, _1 tel que u = A,0d] (w 5) ]. D’aprés le
fait 9.1.28, comme w € U, __1, on peut construire une chaine d’échanges partant
de u et se terminant sur w. Cette chaine introduit des contextes (C4,---,Ck) que
le fait 9.1.30 transforme en (D1, -- , D) afin de supprimer des A o¢ inutiles. La
premiére équation du systéme, qui constitue la boucle, s’obtient alors du fait que u
s’écrive de deux maniéres u = Ci[a1] et w = A,0d[ (w §) | et du fait que w est en
fin de chaine i.e. w = Cj[m|*. La boucle du systéme vient donc du fait que w se
trouve 4 la fois au début et & la fin de la chaine. Les autres équations du systéme
et 'appartenance dérivent alors naturellement.

Proposition 9.1.1 & Corollaire 9.1.25

i3
w= 2,08 (w 3)]

u s’échange en w
ie. u = Cila1] et w = Cg[m]
4
Cila1] = Apod[ (Ck[m]>™ 5) |

oo

Preuve
Nous allons écrire deux systémes, fait 9.1.28 et fait 9.1.30, dont chacun dérive 'un de
l'autre pour finalement obtenir le résultat recherché.

Fait 9.1.28 Soit 1 < j < n, — 1. Pour tout terme w € U; il existe k < j contertes non
triviauz C1,--- ,Cy et des termes ai,--- ,ar € Aj_1 tels que :

u=Cila1] , w = Cx[m]™
et pour tout 2 < i <k, C;[a;] € Uj_1 et Cifa;] = Ciz1[m]™

Remarque 9.1.29 On forme ainsi une chaine d’échanges :

u = Cila1] | Ci[m]*> = Cslaz] | C2[m]™ = Cslas] | -+ | Cx[m]® =w
el cUj;_ eUj_ e U;

Preuve Par récurrence sur j :

— Pour j =1, w € Uy = {u} et donc w = u. On obtient alors le résultat pour k =1 et
C1 = Cr = u un contexte sans trou.

— Soit 2 < j < ny—1etsoit w € Uj. Par définition de U;, U; = U;—1UU;_1[A;—-1 — m]
et par le lemme 9.1.22 comme j — 1 < n, — 2, alors U;_1 N A;_1 = 0, on a donc
U; = Uj—1 UUj;-1[Aj—1 — m]°. On distingue deux cas suivant les membres de
I'union.

Si w € Uj_1, alors on conclut par récurrence.

Sinon, w € U;_1[A;—1 — m]°. Par définition de U;_1[A;-1 — m]®, il existe w’
dans U;j_1, o’ dans A;_1 et un contexte non trivial C’ vérifiant w’ = C’[d’] et tels
que w = C'[m]*. Par ’hypothése de récurrence sur w’ € U;_1, il existe k < j — 1

contextes non triviaux Ci,---,Cy et des termes ai,--- ,ar € Aj_» vérifiant les
conditions de I’énoncé et tels que w’ = Ck[m]|™. On obtient donc le résultat en
prenant Cry1 = C', apy1 = o' € Aj_1 , k+ 1 < j et en ajoutant 1'équation
w = Crg1[m]*. O
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Fait 9.1.30 Soient un entier k < ny — 1 , des termes ai,--- ,ar € An,—2, une suite
§€ T, un terme w et des contextes C1,--- ,Cy.
Si:

pour tout 1 < i<k, C;la;] € Un,—2
Cila1] € Ayod[ (w )] et pour tout 2 < i <k, Cila;] = Ci—1[m]™,

Alors il eziste des contextes Dy, --- , Dy tels que
pour tout 1 <i <k, C; € Ayod[D,]
Dila1] = (w §) et pour tout 2 <i <k, Dja;] = Di—1[m]™

Remarque 9.1.831 Ce fait permet la transformation des C; en D; en supprimant le contexte
A of[] en téte des C; qui n’intervient pas dans la chaine d’échanges :

Cila1] € Ayod[(w &) ] | Ci[m]™ = Celaz] | --- Cr-1[m]> = Cilax]
Difar] = (w §) Di[m]* = Dsag] | - Dy—1[m]*™ = Dy[ax]
Ci € A+O(5[D1] Cy € AJrO(S[DQ] o | Oy € A+05[Dk71] et Cy € A+O5[Dk}

Preuve Par récurrence sur k.

— Pour k = 1, Ci[a1] € At0d[ (w §) ]. Prenons Cila1] = Agod[(w §) ]. Ainsi,
a1 < Agod[ (w §) ]. Par la proposition 8.0.8 point(2), comme a1 € A, 2, a1 = Ax
ou a; € A;od[A] et par le corollaire 8.0.10 a1 # A, on peut donc appliquer le lemme
7.2.4 de filtrage & a1 < Agod[ (w §) ]. Il vient donc les cas suivants :

(a) a1 < (w §). Il existe alors un contexte D; tel que Di[a1] = (w § ). Dans ce cas,
C1 = Ag00[D1] et on vérifie bien que C1 € AL od[D1].

(b) et(c) Cilai] = a1 ou Cia1] = Arla1]. Ce cas est exclu sinon C1[a1] appartien-
drait & A;[A,,—2] qui coincide avec A, o par le proposition 8.0.8 point (2). On
aurait donc Ci[a1] € An,—2 N Uy, —2 ce qui contredirait le lemme 9.1.22.

— Pour k£ > 1. Par hypothése d’induction appliquée au k — 1 premier contextes, on
trouve des contextes Di,---,Dr_1 qui vérifient les conditions de 1’énoncé et en
particulier Ci—1 € Ay 0d[Dj_1]. Ainsi, comme A od[] sont des contexte normaux a
droite, par le lemme 7.3.3, C_1[m]> € A;o§[Dy—_1[m]>]. Notons wj, = Dj—_1[m]>.
On obtient Cylar] € At od[wy]. Par un raisonnement de filtrage analogue au cas
k =1 appliqué a ar < Cilar] € Ayod[wy], ax est nécessairement sous-terme de wy,.
On trouve donc un contexte Dy, tel que Dy [ax] = wy,. Dy, vérifie ainsi Cy, € A;05[Dy]
et Dk[ak] = w}c = Dkfl[m]w. O

Fin de la preuve du lemme 9.1.26.
Par la proposition 9.1.1 v € A,__1. Comme on a supposé u # A, selon le corollaire
9.1.25 il existe un terme w € U,,—1 et une suite §€ T tels que u € Apod[ (w3)].
D’aprés le fait 9.1.28 appliqué & w, il existe £ < n, — 1 contextes non-triviaux
Cy,-+,Cy et des termes ay, - -+ ,ar € Ap, 2 tels que u = Ci[a1] , w = Cix[m]*°, pour tout
2 <i <k, Cilas] = Ci—1[m]* et Cs[ai] € Un,—2. En particulier, comme u € A o[ (w §) |,
w € Ayod (Culm]™ 7)].

Par le fait 9.1.30, on trouve des contextes D1, - , Dy tels que Di[a1] = (w §) et tels
que pour tout 2 < ¢ < k, D;[a;] = D;—1[m]™ et C; € Ayod[D;] . Montrons qu’a partir de
d= (a1, -+ ,ar) et D = (D1,---,Dy) on peut construire un systéme pour u. Pour cela,

construisons une suite de contexte ¢ non tous triviaux.

En effet, comme w = Cx[m]*°, alors Di[a1] = (Ck[m]|> §). De plus Cj, € Ay o0d[Dy]
il vient donc Di[a1] € (A4 0d[Dy[m]*°] §). Par définition de G1, on peut donc trouver
un contexte g1 € G1 non trivial tel que Di[a1] = ¢1[Dk[m]>°]. Puis, en posant g2 = g3 =
-+ =g =[], on obtient pour tout 2 < i < k, D;[a;] = gi[Di—1[m]>].

Enfin, u € A;od[ (w §) |. Comme w = Cx[m]*, alors u € A 0d[ (Cx[m]>™ §)]. De
plus Ci € Ay 0d[Dy], il vient donc u € Ay od[ ( ALod[Dr[m]™] §)] qui peut également
s'écrire u € A4 0d[G[Dy[m]*] ].

Le quadruplet (@, 5, g, k) forme donc un systéme pour wu. O

Etape 4 : Résolution du systéme
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Lemme9.1.32 Soit (6,5,§, k) un systéme pour u, minimal aw sens de l'ordre
lexicographique sur sa taille (k,Zl(Di)). Tout terme de Ay odoG[ Di[m]™ | est

1
alors soit t-définissable soit il appartient ¢ Hu).

Preuve

Soit w € Ay 080G[Dy[m]>], montrons qu’il est &-définissable.

> Pour k£ = 1, on a une seule équation : Di[a1] = g[D1[m]*°] avec g € G un contexte
non trivial.
— Si Dy est trivial, comme k = 1, w € AL 0doG[Dy[m|>] s’écrit w € AyodoG[m™].
Or,m™ =m = (ut) dott w € AL 0§oG[ (ut)]. D’aprés la proposition 9.1.18 point
(3), comme £ € T, on en déduit w € Hlu].
— Traitons le cas ot D; est non-trivial. Selon le corollaire 9.1.25, a1 € {A} UA o0
0[ (Un,—2 T) ] . On peut donc appliquer le lemme 9.1.20 sur les échanges dans G a
Pégalité Di[ai] = g[D1[m]*°] . 1l vient alors quatre cas :

1. si D1[m]* = ¢'[x] avec I(¢") < I(g). Alors A;odoG[ D1[m]* ] € AjodoGog’[z].
Par la proposition 9.1.18 point (1), Gog’ C G, d’ott w € A1 060G|z].
Ainsi, par la proposition 9.1.18 point (5), il vient w € Z:U H[Z:] w est donc
bien {-définissable.

2. si D1[m]*® = ¢'[D1[m]*>] avec l(g’) = I(g). ¢’ reste donc non-trivial tout comme
g. Par construction de G, il existe g’ € G, une suite § € T et un entier p tels
que g’ = g"[ ((Ap00) 5)].

Ainsi, D1[m]*® = ¢"[ (Apod[D1[m]>* ] &) ]. En posant v = Apo0d0D[m]>
cette équation devient :

v = Apodog”[ (ApodoDi[m]™ §)] = Apodog”[ (v )] qui appartient a H[v]
par la proposition 9.1.18 point (3).

Finalement comme D1[m]* = ¢"[ (v §) ] et comme w € A} o0§oG[D1[m]*],
on en déduit w € AyodoGog”[ (v §) ]. Par la proposition 9.1.18 point (1), on
obtient w € A;o0doG[ (v §) ] et par le point (3) on conclut enfin w € H[v] qui
est bien #définissable.

3. si D1[m]>* = g[E1[m]>] avec Ei[ai] = Di[m]>™ et I(E1) < I(D1), alors on
a Péquation Eifai] = g[E1[m]*]. De plus u € Ayo0doG[Di[m]*] C Ao
d0Gog[E1[m]*°] ce qui, par la proposition 9.1.18 point (1), s’écrit également
u €C Ay 0doG[E1[m]™].

(@, E, g, 1) forme donc un systéme pour u plus petit que (d’,ﬁj, 1). Ce qui
contredit la minimalité de (@, ﬁ,g, 1).

4. si Di[m]® = ¢'[ (u 1) ], alors A} 060G[D1[m]>°] C A;o0doGog'[ (ut)]. En
appliquant le point (1) de la proposition 9.1.18, il vient A odoGog'[ (ut)] C
A1 08oG[ (ut)], et par le point (3) AyodoG[ (ut)] C H[u]. Tout terme w
élément de Ay 0doG[Di[m]>] est donc élément de H[u].

> Pour k£ > 1.

Dans la suite, si i = 1, i — 1 désignera k et non zéro.

Soit 1 <4 < k un indice tel que g; soit non trivial. Considérons ’équation D;[a;] =

gi[Di—1[m]>°]. D’aprés lemme 9.1.20, on a quatre cas possibles pour la valeur de

D;[m]* . Commengons par le dernier cas.

4. Di[m]™ = g'[(u ?)].
Comme u € Ay odoG[Dy[m]>], alors D;[m]> € ¢'[ (ALod6oG[Di[m]>®] )].
Or, par définition de G, (A4 0doG[Dk[m]*] ¢ ) C Gi1oG[ Di[m]™ |. Par
la proposition 9.1.18 point (1), il existe donc un contexte gi, non trivial car
G10G # {[]}, tel que D;[m]> = g'ogi[Dx[m]*]. Par le point (1) de 9.1.18 on
peut donc trouver un contexte g” # [| tel ¢ = g'og1 et tel que D;[m]>® =
9" [Dk[m]>].
— Sii = k, ’équation devient Dy [m]> = g"’[Dy[m]*>]. On conclut alors comme
pour le cas d’une seule équation (k = 1) point (2).
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— Sinon 7 < k. L’équation Di+1[ai+1] = g1+1[D1[m}oo] peut alors s’écrire
Diti1lai+1] = git10g"[Dk[m]*]. Par le point (1) de 9.1.18, il existe un
contexte g;,; élément de G tel que g;;; = gi+10g”. g1 est de plus non
trivial.

Considérons le systéme suivant :

Ditifaiv1] = g;’-&-l[Dk [m]*]
Dilar] = gr[Dr—1[m]™]
Soient & = (ais1,-- yar) y E = (Dis1,-++ ,Di) et ¢ = (ght1, Git2, > gn)-

Le quadruplet (&, E, g, k— 1) forme alors un systéme pour u plus petit que
(@, D, F, k) ce qui contredit la minimalité de (@, D, g, k).
1. D;[m]> = ¢'[z].

— Sii =k, comme w € AyodoG[Dy[m]>], alors w € AjodoGog’[x]. Par 9.1.18
point (1) et (3), on en déduit w € A UH [Z:} qui est bien #-définissable.

- Sig < k , Di+1[ai+1} = gi+1[Di[m]°° ] = gi+1 og'[a;]. Posons gz/'+1 = gi+1 Og/.
Par 9.1.18 point (1), gi;1 € G. Appliquons le lemme 9.1.20 & 'équation
Diy1lai+1] = giy1lx]. Le cas (3) est exclu car a;4+1 £ =, il reste trois cas qui
peuvent se résumer ainsi : pour (1) et (2) D;11[m]™ = ¢”[x] ou pour (4)
Diam]™ = ¢*l(u 7] avec ", 6° € G et 1(g"),1(g%) < lgis)-

Si D;+1[m]* = ¢"[z], ce méme raisonnement peut étre poursuivi aux équa-
tions suivantes. Ainsi, :
— soit il est poursuivi jusqu’au bout. Dans ce cas pour tout entier i < j < k,
D;[m|> = gj[z], et alors Dy[m]™ = g;[x] qui vient d’étre traité pour i = k
— soit il existe un entier j > i tel que D;[m]>® = ¢'[ (u £ )] et on est alors
ramené au cas (4.) traité au paragraphe précédent.

2. D;[m]>® = ¢'[D;i—1[m]*] avec I(¢') = I(g;). ¢’ est donc non trivial.

— Sii =k, alors Di[m|*™ = ¢'[Dx—_1[m]*°]. Ainsi la premiére équation D1[ai] =
g1[Dx[m]>°] du systéme pour u devient Di[a1] = g10g'[Dx—1[m]>].

De plus u est bien élément de A4 0doG[Dg—1[m]°°] puisque u € Ayodo
G[Dk[m]*] et que Ay 0§oG[Dy[m]>®] C AyodoGog' [Dy—1[m]>] lui-méme
inclus dans Ay 0§0G[Dy—1[m]] en vertu de 9.1.18 point (1).

En posant & = (a1, ,ak-1), E= (D1, -+ ,Dr-1) et g’ = (g1og’, -+, gr—1)
le quadruplet (&, F,¢’,k — 1). forme un systéme pour u plus petit que
(@, D, §, k). Contradiction.

— Sii < k,la (i+1)° équation D;y1[ai+1] = gi+1[D:[m]> ] devient D;q1[ait1] =
gi+109'[Di—1[m]* |. En vertu de 9.1.18 point (1), le contexte g;; = gi+109’
est un élément non-trivial de G.

Soient a = (a1, oty Qi—1, Q41,00 ,ak) ) E = Dl, s ,Di71,Di+1, s ,Dk)
et g_7 = (91, ,Gi-1,Git1," " »9k), alors (&, E,g]_",k — 1) forme un systéme

—

pour u plus petit que (@, D, g, k). Contradiction.
3. D;[m]* = gi[Fi[m]™] avec F;[a;] = D;—1[m]™ et D; = g;oFE;. En particulier,
U(E;) < I(D;) puisque g; # []-
En posant g1 = ¢i+199;, qui est un élément non-trivial de G en vertu de 9.1.18,
l’équation Di+1[ai+1] = gi+1[Di [m]°°] devient Di+1[ai+1] = g;+1[E7, [m]‘x’}
Dans le systéme, on remplace alors la ¢ équation par F;[a;] = D;—1[m]|* et la
(i+ 1)° par Do [as] = gl 41 [Eslm]™].
— Sii =k, comme Dy = groFEy, et comme u € AyodoG[Dy[m]>], par 9.1.18
point (1), u € Ay odoG[Ek[m]™].
En posant E = (D1, ,Dg_1, Ex), le quadruplet (a, E, g, k) forme donc un
systéme pour u plus petit que (d, 13, g, k).
— Sii < k, pour E= (D1, ,Di—1,E;,Dit1,- -+, Di) le quadruplet (@, E'7 g, k)
également un systéme pour u plus petit que (@, D, §, k).
Dans les deux cas on obtient une contradiction par minimalité de (@, D, g, k).
O
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Etape 5 : Fin de la preuve du théoréme 9.1.15

En vertu du lemme 9.1.26, il existe (6,5,57, k) un systéme pour w. Prenons le
minimal.

D’aprés la définition 9.1.13, u est un élément de A, o§[G[Dg[m]>] ]. Par le
lemme 9.1.32 u est donc soit, t-définissable, soit il appartient & H [u] ce qui le rend
également t-définissable. O

9.2 C(ls;,(Y Q3) EST COMPOSEE DE ZERO-TERMES

Prenons un terme fini dont la forme normale infinie m vérifie les hypothéses Hy
et Hy. Sous ces conditions, en vertu du théoréme 9.1.17 il existe une suite de termes
t'de T/ et un terme i-définissable u tels que m = [ (u 1) ].

Nous allons alors montrer que A = Cls,,(Y Q3) n’est composée que de zéro-
termes. En vertu de la définition 9.1.12, nous avons trois situations a traiter :
u=Aw,u€ AL UH[A ] et ue {H[v] tel que v € H[v]}.

Commencons par le dernier et le plus intéressant des cas.

9.2.1 Cas : uc {H|[v| tel que v € H[v|}

Théoréme 9.2.1 Soit m = 6 (ut) ] une forme normale infinie ot t est une suite
de T.)". Soit H la classe de contextes définie 4 partir de t au sens de 9.1.7. S’il
existe un terme v tel que u € H[v] et v € H[v] , alors Cls,, (Y Q3) n'est composée
que de zéro-termes.

Preuve La preuve consiste a inclure pour tout ¢ > 0 la classe A; des échangés de Ao
par (A;, m) dans une classe A] (proposition 9.2.7). Cette classe A; étant batie a partir
d’un squelette H et de la classe A; qui correspond a sa partie utile lors des échanges de
A; par m.

La premiére difficulté consiste a choisir un bon candidat pour la classe A7. Ce candidat
doit vérifier le lemme 9.2.5, la proposition 9.2.7 et le lem{ne 9.2.21.

Puis, on montre que A} est contenue dans une classe F; (proposition 9.2.31) construite
sur la base d’une grammaire et dont les termes sont clairement des zéro-termes (corollaire
9.2.15) car ils sont de la forme (A ).

On notera dans cette preuve, que seuls les lemmes 9.2.3 , 9.2.5, 9.2.21 et la proposition
9.2.7 se référent a 'hypothése de 'énoncé, selon laquelle v € H[v] et v € H[v]. O

Comme v appartient & H[v] alors u est un OTF de degré infini en vertu de la
remarque 9.1.10. Le terme m = [ (u t) ] satisfait donc hypothése Hi. De plus, v
est sous forme normale puisque u € H[v], et que u est sous forme normale en tant
que sous-terme de m.

» Notons T la partie utile de ¢ au sens de 7.5.14.

Définition 9.2.2  Soit (A%),>0 la suite de classes définie par A§ = {Ax} , AT =
{As} U H[v] et pour tout n > 1, A} | = Ay U A} A, — m]®.

Lemme9.2.3 Les classes (A})n>0 sont composées de termes sous forme normale
qui ne possédent pas x comme variable libre.

Preuve Par induction sur n.

— Ao est composée de A qui est clos et normal.

— Pour A,, d’aprés la remarque 9.1.10, les éléments de H [v] sont de la forme A od[w],
qui est un OTF. Comme le terme A et clos et que le contexte ¢ lie la variable z,
n’est pas libre dans les termes de H|[v].

De plus comme v est un OTF, alors H[v] ne posséde pas de redex (cf. remarque
9.1.10).
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— Si les termes de A, sont privés de la variable libre z, alors il en est de méme pour
A U AL [A;, — m]® puisque m est clos.
De plus, d’aprés la définition des échanges 3.4.24, Ay [A}, — m]® est composée de
termes normaux. Si A;, est composée de termes normaux, alors la classe Ay, =
A U AL[A;, — m)° Dest aussi. O

Remarque 9.2.4 Pour un autre candidat de A}, ce lemme reste vrai si A} est com-
posée de terme normaux et si x n’est pas libre dans les éléments de Aj.

Lemme9.2.5 A} C (A S§[(ATT)])U (A A7).
Remarque 9.2.6 Les termes de A7 sont donc de la forme (A v).

Preuve Soit a; € A7 :

1. si a1 = A, alors a1 = (A a1) € (A A).

2. sinon, a1 € H[v]. Par définition de H, en distinguant Hy des autres classes, H[v] =
ALod[ (vT)] U Arod[ (H[v] T) ]. Or, par hypothése, v € H[v] d’ott Ayod[(v T)] C
At od[ (H[v] T)].

On se raméne donc & a1 € A od[ (H[v] T)]

Or, par définition Ayod = (A §) U (A (Ajod)).

Ainsi, a1 € (A S[(H[Y] T)] )U (A (Ayod[(H[v] T)])).

Comme H[v] C A7, ona (A 6[(H[v] T)]) C (A §[(A7 T)]). Et d’aprés la définition
9.1.7 de H, Ay od6[(H[v] T)] C H[v]. On en déduit donc (A (A;od[(H[v] T)]) ) C
(A H[v]) € (A A).

Ce qui entraine finalement a1 € (A §[(A7 T)] ) U (A A7) O

Proposition9.2.7 Vn >0, A, C A%

Preuve Par induction sur n.

> Pour n =0, Ap = Aj .

> Pour n = 1, comme m vérifie Hy, par la proposition 8.0.8, A1 = {Ax} U A 0d[Bi].
Comme By = { (ut) },ona A1 = {AJUA 06[ (ui)].
Par définition de H, Ay od[(ut)] C H[u]. Ainsi A1 C {Ax} U Hlu] .
Or, par hypothése du théoréme 9.2.1, w € H[v], ce qui entraine A; C {A} U
H[H[v] ].
Finalement, par la proposition 9.1.18 point (2), H[H] C H, ce qui donne A; C
{Ax} U H[v] qui est égale & A} par définition.

> Pour n > 1, 'induction sur n est immédiate du fait que, pour toutes classes A et B,
A C B entraine A[A — m|® C B[B — m]°® , que Anq1 = An U Ap[A, — m]® et que
A1 = Ay UALA;, — m]® par définition. O

Remarque 9.2.8 Pour m = §[(ut)]. Si Ag C A, si Ay € A et si Ay od[ (ut)] C
Ay, alors cette proposition 9.2.7 reste vraie.

Définition 9.2.9  On note :
- D= U Dy 0 Dy = {{], 03 }US[([] T)] et pour tout k > 1, Dyy1 = ([] T[Dx/x])

k>0

- F = U Er o & = {A} et pour tout k > 1, Ey1 = (& D)
k>0

~ F = | F ot Fo = E et pour tout k >0, Fy1 = (Fx D)U(F T[D/x] D)
k>0

Remarque 9.2.10 La classe de contextes, F', permet de décrire la forme des échangés
de la classe A; par (A;, m) dans le cas particulier ou A appartient a A;. Sous ces
conditions, comme les termes de A; s’écrivent (A v), les échanges peuvent avoir lieu
en téte. Dans cette description, les contextes de D entrent en position d’argument
dans la construction de ceux des classes E et F'; ces derniers commencant toujours
par un A. Graphiquement :
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—o[([] T)]

([} T[D/=])

Notation 9.2.11
— T[D/z] est I'ensemble des suites de termes § € T auxquels un élément de D &

été substitué a la place de la variable libre .

— D, E et F contiennent des contextes (avec plusieurs trous) et des termes.
— Quand les termes de la substitution appartiennent tous & la méme classe,

comme A ou A%, on notera simplement D[A] ou D[A] au lieu de D[A,--- | A]
ou D[A},--- A%

Lemme9.2.12

1.

Pour tout e € E , il existe une suite de contextes d composée d’éléments de la
classe D telle que e = (A d) .

Pour tout f € F , il existe des suites non vides de conteztes (d_g), d_i, e ,d_;;) et
(1, ,ck) composées d’éléments de la classe D ainsi que des suites non vides
de  termes  (ti,---,tr) toutes éléments de T  telles que
f=(A dy tilé/x] - tiléi/x] di) .
Autrement dit, les contextes de F' commencent par A et sont suivis d’argu-
ments qui alternent entre D et T[D/x).

Preuve Les deux points se déduisent par une induction immédiate sur l'indice k des
classes & et Fi qui composent F et F. 0O

Lemme 9.2.13 La variable © n’est pas libre dans les éléments des classes D, E et

F.

Preuve

— Pour D, la preuve se fait par induction sur k. Pour Dy : [] et d3 sont clos; = n’est pas

libre dans 6[([] T)] puisque § lie la variable x. Pour Dyy1, comme les termes de Dy
sont privés de la variable z, alors il en est de méme pour ceux des suites de T[Dy/x].
Les éléments de Diy1 = ([] T[Dx/x]) sont donc privés de la variable libre x.

— Pour E, c’est immédiat puisque A est clos et que D est privé de la variable libre x.
— Pour F, comme les termes de D sont privé de la variable libre z, il en est de méme

pour ceux des suites de T[D/z]. On conclut alors grace au lemme 9.2.12 point (3).
O

Lemme9.2.14

1.

2.

Pour tout d € D et pour toute suite de zéro-termes U me possédant pas x
comme variable libre, d[v']> € D[v*] .

Pour tout e € E et pour toute suite de termes v, il existe une suite de termes
normauz § telle que e[ ]° = (A §) .

De plus si U est composée de zéro-termes qui ne possédent pas T comme va-
riable libre, alors e[0 ] € E[v™] .

Pour tout f € F et toute suite de termes U, il existe une suite de termes
normauz § telle que f[U]*° = (A§) .

De plus si U est composée de zéro-termes qui ne possédent pas T comme va-
riable libre, alors f[0]>° € F[v™] .
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Preuve Pour chaque cas, on procéde par récurrence sur l'indice k des classes Dy, & et
Fr qui composent les classes D, F et F.

1. — Soit d € Do = {[], 03} U[([] T)].
Sid =03 ou d =[], c’est immeédiat.

Sid=4[(]] §)] pour §€ T, alors d[v] € §[(v T)].
Comme v est un OT, alors (v §)°° = (v™° §). Ainsi d[v]* = §[(v™>° §)] = d[v™] €
D[v™].
— Soit d € D41 = ([] T[Dx/x])-

On peut donc extraire di, € Dy et §€ T tels que d = ([] §[dk/z]), et un terme v;
de la suite ¥ tel que d[v ] = (v § [dk[V]/z])-
Comme x n’est libre, ni dans v, ni dans dr d’aprés le lemme 9.2.13, selon la
proposition 9.1.6 point (5), il existe 51 € T tel que § [di [V ]/x]™ = 51[dk[T]>/x].
De plus, par hypothése de récurrence, d [ | € D[0"*°]. 1l existe donc un entier
k1 > 0 et un contexte d, € Dy, tels que di[V]|™ = di, [07].
Finalement, comme ¢ est composée de zéro-termes, d[v' |*° = (v{° §1[dk, [0"°]/z]) €
Dy, [0>°] C D[v"*].

2. Immeédiat & partir du lemme 9.2.12 point (1) et du point (1) de ce lemme.

3. Le premier point est immédiat & partir du lemme 9.2.12 point (2). Pour le second,
d’apreés le lemme 9.2.12 point (2), il suffit de montrer que (D[¥])*° C D[7], ce qui
est déja fait, et que (T[D/z] [¢])> C T[D/x] [0>].

Or, comme z n’est libre, ni dans ¥, ni dans D , alors elle n’est pas libre dans D[].
Dans un premier temps, remarquons que T[D/z] [0] = T[D[v]/x]. Puis, d’apres le
point (5) de la proposition 9.1.6, on obtient (T[D[v]/z])* C T[D[v]*/z] qui est
incluse, d’aprés le point (1), dans T[D[0°°]/z] elle-méme égale a T[D/x] [¢*°]. O

Corollaire 9.2.15 E[A] et F[A] sont composées de OT'F de degré infini qui s’écrivent
sous la forme (A 7).

Preuve En vertu du lemme 9.2.14 point (2) et (3), les formes normales infinies des termes
de E[A] et de F[A] s’écrivent sous la forme (A %) qui sont des OTF de degré infini du fait
que A en est un. Les termes de E[A] et de F[A] sont donc des OTF en vertu du lemme
2.2.12. O

Notation9.2.16 Notons: D,, = U DylAL], B, = U Ek[A)] et F, = U FilAr).
k>0 k>0 k>0

Remarque 9.2.17 Autrement dit : D,, = D[A}] , E, = E[A}] et F,, = F[A%].
Graphiquement, :

D, E,
_ A;’;
~ s
- /(\D" ou /\—’
- (43 TID./a) s

Définition 9.2.18  Pour toute classe de terme A, A dénote la restriction de A

auz termes normauz de A. Autrement dit, A = ANA>® .

Remarque 9.2.19 Les sous-termes de formes normales étant eux mémes des formes
normales, nous en déduisons le tableau de construction des classes D,, , E,, et F,, :
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D, E,
~ A D
6 T[D.,./x]
/<\ D, =
—6[(4; T)] A oo M A Dy
- (A}, T[D,/z])
A D,

Remarque 9.2.20 Nous pouvons déja représenter les différentes inclusions entre les
classes D,,, E, et F,, dans le cas ou A* C F, :

4 D

Lemme9.2.21 m € D;.
Preuve m est sous forme normale, il suffit donc de montrer qu’il appartient a D;.

Par hypothése du théoréme 9.2.1, u appartient & H[v]. D’aprés la définition de A7, le
terme u appartient donc & A7. Puisque m = 6[ (ut) ] et que §[ ([] ¢ ) ] est un élément de
D, on en conclut que m appartient & D[A]] qui est égale & D;. O

Remarque 9.2.22 Sim = 6[(ut)] et si u € A%, alors ce lemme 9.2.21 reste vrai.

Corollaire 9.2.23 F,, et F,, sont composées de OTF de degré infini qui s’écrivent

—

sous la forme (A ¥). De méme pour E,, et F,.

Preuve De la remarque 9.2.17 et du corollaire 9.2.15. O

Lemme 9.2.24 Soit n un entier tel que A;, C F,,. Alors D° C D,,, EX C E,, et

F> C F, et leurs éléments ne possédent pas © comme variable libre.
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Preuve Les termes de D;°, E5° et F° étant clairement sous forme normale, il suffit donc
de montrer les inclusions D;° C D,,, E;° C E, et F3° C F,.

D’aprés le lemme 9.2.3, x n’est pas libre dans les termes de Aj,. D’aprés le lemme
9.2.13, x n’est pas libre dans D, E et F, il en est de méme pour D,,, F,, et F,,.

D’aprés le corollaire 9.2.23, si A}, C F,, alors ses éléments sont des zéro-termes. On
conclut alors grace a la remarque 9.2.17 et au lemme 9.2.14 qui nous assure D[A;,]* C D,,
E[A}]*° C E, et F[A}]*° C F, . |

Lemme 9.2.25 Soit n un entier tel que A% C F,,, f1 et fo des termes de la classe
F,, 7#0 et U des suites de termes et w un terme tel que v & FV (w).
Si la suite < 7,7 > appartient & T[w/x] ou a T, alors (f1 7) # fa .

Preuve Nous allons raisonner par 'absurde. Commengons par décrire fi et fa.

fi € F, = F[A;]. 1l existe donc un contexte fi de F et des termes @ de A tels que
fr = Ala.

D’aprés le lemme 9.2.12 appliqué & fi, il existe des suites non vides de contextes (d_zi Jo<i<k
et (c:1 )i<i<k composées d’éléments de la classe D ainsi que des suites non vides de termes
(t_z.i )1<i<k, composées d’éléments de T telles que f; = (A d_(i) t_}’ [c}’/x] t_}; [c_};/x] d_,iC ) -
Selon 1(3 corollaire 9.2.15, F}, est composée de OTF qui sont sous forme normale. Comme
A; C F,, il en est donc de méme pour les termes de la suite di. Enfin, en vertu du lemme
9.2.14 point (1), pour tout 0 <4 < k , di[di | € D[A%] C D,.

Pour ne pas surcharger les notations, on confond dj[di ] et d}, ainsi que c;[di ] et ci. d}
et c} sont donc des éléments de D,,.

En résumé, il existe une suite a3 € A; et un entier k tels que
fr=(A dydicl/al - tllcl/ald}) .

De méme, il existe une suite a2 S A} et un entier j tels que
fo=(A d[d/a] - B[E/a] d2) .

A dy tiel/a) - tllel/al d] 7
L’égalité (f1 ¥) = f> entraine donc n
A dp ti[ci/x] - t]c3 /@] dF

Nous récupérons ainsi des égalités, terme a terme, entre les suites
A i T i o= B3 313 73
< dp, tiler/x], - tplep /@] di , 7 > et < df, et /a], -, t]EG 2], dF >

Comme A = (A d3---d3), on peut compléter la plus courte des deux suites, en son dé-
but, par des termes d3, éléments de D, afin qu’elles aient toutes deux le méme nombre
d’éléments.
Notons | ce nombre d’arguments. Puisque 7 est non vide, ! est supérieur & 1. Nous allons
montrer la contradiction d’un tel systéme d’égalités par récurrence sur /. .
Le principe consiste & remarquer que les arguments de type “d” ne peuvent s’égaler a ceux
de type “¢”. IIs se retrouvent donc tous en vis-a-vis entre la suite (1) et la (2). En partant
du début de la suite, on peut remonter les égalités pour aboutir finalement a une égalité
du type 7 = d, ce qui est contradictoire puisque r est de type ¢.
> Sil=1.
On a une seule équation 7 = d? avec d*> € D,. Ainsi, 7 € D,,. Par hypothése de
Pénoncé, A}, C F,,, d’aprés le lemme 9.2.24, r°° appartient donc a D,,.
D’aprés la remarque 9.2.17, »°° peut donc s’écrire de quatre fagons : A}, 3, 5[(A;, T)]
et (A, T[Dy]/x]). Dans tout les cas > s’écrit soit (A ), soit d[e].
Or, par hypothése, si r € Ti[w/z], en utilisant les notations de la proposition 9.1.6,
r* € (Ti[w/z])*°. En appliquant le point (4) de 9.1.6, on distingue deux cas :
— siip > 1, alors r*° € T et donc, d’aprés le point (2) de 9.1.6, pour toute suite §de
(To, -+ ,Thn), (6 7*° §)°° = z. Ce qui contredit le lemme 7.5.8 en prenant C = r*°
et z=ux. ~
— siip = 1, il existe une suite @ telle que 7™ = C;, [w™, @] et telle que Cs [z, ¥] € T7.
On obtient alors la méme contradiction que pour i9p = 1 en prenant C' = Cj,[ [], 4]
et z =w.
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Si r € T1, d’aprés le point (1) de 9.1.6, »*° = r. On conclut alors de la méme fagon
que pour g > 1.

> Sil>1. . .
Montrons que dj et d3 ont méme nombre d’éléments.
Par I'absurde, si par exemple, d% avait plus d’arguments que d:l), les premiére égalité
entre les termes des deux suites se présenteraient ainsi :

d%m d(l),z d(ll,p ti,l[c%/x}
I T IR T I
d%,l d%,Q d%,p d%,p+1
A pariiir dSs fgalités entre ﬁtermesﬁdes suites < d_(i) , t_1£ [c} Jx], -, t_l,; [c_}; /] d_i , T >
et < dg, t3[c}/x],- -, t§[c?/x], d? > , on obtiendrait donc une égalité t1 1[ci/z] =

dg py1, olt t1 1[c1/x] représente le premier terme de la suite t_{ [c}i /x].

Autrement dit, on en déduirait que ¢} ,[ci/x] € Dy.

Or, d’aprés le lemme 9.2.24, ci, qui appartient &4 D,,, ne posséde pas = comme variable
libre. A partir de t}’l[c% /x] € D, on tirerait donc la méme contradiction que pour
l=1.

En conséquence, les suites d_(i) et d_g ont méme nombre d’éléments. Les suites, t_{ [c}’ /]
et t? [c? /] ont elles aussi le méme nombre d’éléments car elles sont tous deux élé-
ments de T[A/z].

A partlr des egahtes entre termes des suites < cl0 , t1 [c1 /x] -, [ck /x], , T >
et < d , [ /m] AR t2 [cQ/w] , d2 > , en supprimant respectlvement les

suites < d1 tl[cl/x] > et < cl2 t2 [cl/x] > qul ont méme longueur on recupere un

systéme plus petit d’égalités entre < d t2 [02/33] e [ck/x] , T >et <
di , t3[c3/x] -+, t;[c}/x], df >. On conclut ﬁnalement par récurrence. O

Corollaire 9.2.26 Soit w un terme tel que x € FV(w), soit f1,f € F,, et §€ T
ou §€ Tlw/x]. Si AX CF,, et si f < (f15) alors f < f1 ou bien f < 3.

Preuve C’est une conséquence du lemme 9.2.25 et du lemme de capture 7.5.3. O

Lemme 9.2.27 Si A} C ﬁn, alors, pour toute classe A incluse dans ﬁn
1. (AT)[A:X — m] C (A[AX - m] T)*U(AT)
2. (A T[D,/a]) [A; —m] C
((A[47, = m]) T[Dyn/z])>* U (A T[D,[A};, — m]/z]) U (A T[D,/x])
3. Pour toute classe de termes U, (0[U]) [AL — m] CS[U[A} — m]]

Remarque 9.2.28 Ce lemme nous permettra de positionner les échanges qui sont
permis dans les classes D,,, F,, et F),. Par exemple, le point (2) peut se lire ainsi : sous

réserve qu’on ait déja montré A* C Fn, tous les échanges de A¥ dans (A* [D /x])

ont lieu soit dans A} soit dans D,,. On remarquera que les classes & droite de

I'inclusion ne sont pas sous forme normale, c’est pourquoi il reste I’'opérateur >
Graphiquement, :

(45 T) (An T[Dn/x]) (U]

A5
Preuve
1. Soient (a1 §) € (AT) ot a1 € Aet §€ T. Soit a € A}, tel que a < (a1 ). 1l existe

donc un contexte C tel que C[a] = (a1 5). Comme A}, C F,, en vertu du corollaire
9.2.26, on distingue deux cas :
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— soit a < ay, et dans ce cas il existe un contexte E tel que E[a] = a;. Par définition
des échanges, E[m|> appartient & A[A;, — m]. Ainsi, C[m]* = (E[m]* §)*° qui
appartient a (A[A;, — m] T).

— soit a < §, et dans ce cas il existe un entier 1A < ¢ < n et un contexte D tel
que § = (s1,---,Ela), -+, sn). Comme A C F,, d’aprés le corollaire 9.2.23, a
est un OTF. Selon la proposition 9.1.6, point (3), E[m|* € T;. D’ou C[m]|™ =
(@ s1--- E[m]® - 8,)%.

Or, d’aprés le point (1) de 9.1.6, § est composée de termes normaux. De plus a
est un OTF, qui est sous forme normal d’aprés le lemme 9.2.3. Nous concluons
donc C[m]* = (a s1--- E[m]®---s,) qui appartient a (A T).

2. Soit (a1 §[d/z]) € (AT[Dyp/z]) ot ay € A, S€ T et d € D,.
Soit a € A}, tel que a < (a1 §[d/x]). Il existe donc un contexte C' tel que Cla] =

(a1 &[d/z]). Comme A} C F,, grace au lemme 9.2.24, d ne posséde pas z comme
variable libre. En vertu du corollaire 9.2.26, on distingue deux cas :

>soit a < a1 et dans ce cas, comme précédemment, on obtient

C[m]* = (E[m]* §[d/x])*° qui appartient a ((A[A;, — m]) T[D./z]).

> soit a < §[d/z] et dans ce cas il existe un entier 1 < ¢ < n et un contexte D tel
que §[d/z] = (s1[d/x],--- , Ela], - , sn[d/z]) et tel que s;[d/z] = Elal.
Comme §[d/z] € m, alors ses termes sont sous forme normale. De plus

a1 € A C F,, d’aprés le corollaire 9.2.23, a1 est un OTF sous forme normale.
Ainsi, (a1 §[d/z]) est également sous forme normale. Nous en déduisons donc
Clm]™ = (a1 si[d/z]--- E[m]™ - - sn[d/z]).
En utilisant les notations de la proposition 9.1.6, distinguons les valeurs de i :
O si i # 40, d’apreés la proposition 9.1.6 point (4), (s:[d/z])*™° € T;. Or, s;[d/x] est
sous forme normale, on en déduit donc s;[d/z] € T;.
Comme A% € F,, d’aprés le corollaire 9.2.23, a est un OTF. D’aprés le point (3)
de 9.1.6, on en déduit E[m|™ € T;.
D’autre part, d’aprés le lemme 9.2.24, ¢ FV(d), « n’est donc pas libre dans
si[d/x] qui est égal & Fl[a]. De plus m est clos, ot = ¢ FV (E[m]>). Ainsi,
E[m]*° [Dn/z] = E[m]*°. Comme E[m]*® appartient & T;, on en déduit donc
E[m]* € T;[Dy/x].
Finalement, il vient C[m]|*> = (a1 s1[d/z]--- E[m]* - - sy[d/z]) € (A T[Dn/x]).
O si ¢ = 49, d’apreés le point (4) de 9.1.6, x € FV (s;,). Comme s;,[d/z] est sous
forme normale, il en est de méme pour d. Selon le point (4) de 9.1.6, il existe une
substitution o de termes normaux telle que (s;[d/z])™ = Ci,[d*°, ). Comme
si[d/z] et d sont normaux, on obtient s;[d/z] = Ci,[d, o).
Distinguons les trois positions relatives possibles entre les sous-termes a et d de
Ci,ld, o] (cf. proposition 1.1.11) :
o sia<d.
Alors il existe un contexte F tel que Fla] = d et tel que
Clm]® = (a s1-+-Ciy[Flm], o] -+ spn). _
D’autre part F[m]>™ € D,[A;, — m]. D’aprés le point (4) de 9.1.6, (C;,[F[m],c])*™ =

Cio[F[m]*, o] qui appartient & Ty, [Dn[Az — m]/z].
Enfin, comme il a été prouvé dans le cas ¢ # ip, on montre que s; €
T;[Dn[Af, — m]/x] pour tout ¢ # io.
On en déduit donc C[m|* € (A T[D,[A}, — m]/z]) .

¢ si a et d sont disjoints. _
Alors il existe un contexte F' tel que F[d,a] = s;[d/z] = Cj,[d, o] et tel que
Clm]® =(a s1---F|d,m]™ - sp).
Ainsi, Flz,a] = 6’2-0 [z, 0] qui appartient, d’aprés le point (4) de 9.1.6, a T}, .
Comme a est un OTF, d’aprés le point (3) de 9.1.6, F[x, m]* est un élément
de Tj,. 1l existe donc un terme w € Tj, tel que Flz,m]* = w
De plus comme z ¢ FV (s;[d/x]), alors « ¢ FV (F). m étant clos et = n’étant
pas libre dans F, on peut écrire F[z, m][d/x] = F[d, m]. Nous obtenons donc
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Fld,m]* = (F[x,m]* [d/x])*° = w[d/x]*° qui, d’aprés le point (4) de 9.1.6,
appartient & T;, [d*° /]
Finalement, comme d est normal, nous obtenons F[d, m]* € T}, [d/z] et par
la méme, C[m|> € (A T[Dn/x]).

o si d < a alors il existe un contexte F' tel que Fla] = d et tel que Cj,[d, o] =

FoF[d]. Comme Cj, [d, o] appartient a T;, [D,, /], et il est sous forme normale,

il en est donc de méme pour F. Examinons les différentes formes normales

de téte possible pour F. Comme F' filtre ¢ un OTF, alors F' ne posséde pas

d’abstraction & sa racine. On distingue donc deux catégories : soit [| est en

téte de F, et dans ce cas F' = ([] ¥), soit [| est interne & F' et dans ce cas il

existe un contexte G tel que F' = (u G ¥). Montrons qu’aucun de ces deux

cas n’est possible :

— si F = ([] 9) alors Cj,[z,0] = EoF|z] = E[(z v)]. Or, d’aprés le point (4)
de 9.1.6, Ci,[z,0] € Ty, dou E[(z ¥)] € Tj,. D’autre part nous avons
montré que s; appartient & 7; pour tout ¢ # io.

Notons § = (s1,-+-, E[(z ¥)],-- ,sn). Nous avons § € T et donc d’aprés
le point (2) de 9.1.6, (§ §)> = =.
Or, selon le lemme 7.5.10 et la proposition 9.1.6 point (3), les contextes

Ci,-++,Ciy,- - ,Cp vérifient (6 C1---Cylz,[]]---Cn) —j z. Comme 0
est clos on en déduit donc que z est libre dans Ci, [z, ﬁ], ainsi que dans
El(w ).

D’aprés la proposition 2.2.32, appliquée au sous-terme (z )
dans le contexte E de (6 si---E[(x?)] - sn), on a

(6 s1--E-58,)®=(8 s1---E[(z V)] 8n)> qui est égale a x.
Prenons 2z wune variable neuve difféerente de x. Comme =z
est sans trou, a partir de (§ s1---E---s,)°> = x, nous pouvons écrire
(6 s1---E[(z7)]--50)> =z Or, E[(z 7)] = Ciy2, 0], grace & la défini-
tion de @9, lemme 7.5.10 et proposition 9.1.6, il est facile de vérifier que
(6 s1-+-Ciglz, 0]+ sn)> = z. Contradiction.

- si F = (u G 7). Comme F[d] = a et que a est un OTF sous forme normale,
grace & la proposition 2.2.27, on en déduit que u est un OTF et que F
Pest aussi. On conclut alors comme précédemment grace & la proposition
2.2.31.

3. Si A% C F, alors les ¢léments de A} sont des OTF. Le résultat est alors immeédiat
en constatant que les seuls sous-termes OTF de §[u] ne peuvent étre que dans u. 0O

Lemme9.2.29 Si A} C an alors (D, D—>n)°° CF,

Preuve Montrons d’abord que (D, D,)* C ﬁ
Si A} C F,, d’aprés la remarque 9.2.17, les termes de D,, peuvent s’écrire de quatre
fagons :
ds, 0[(A7, T)], A5, et (A7, T[Dn/z])
> Commengons par Aj,.
Comme A} C F,, alors (A} D,) C (F, D,) qui, par construction de F, est incluse
dans F,,. Grace au lemme 9.2.24, F>° C F,,, on conclut alors que (A}, D,,)™ C F,.

> De méme ((A% T[Dn/x]) D»n) C ((Fn T[Dn/x]) Dy) qui, par construction de F est
incluse dans F},. On conclut alors comme précédemment.
> Pour §[(A;, T)], nous avons quatre cas a étudier suivant 1’élément de D, auquel il
est appliqué :
= (O[(A% T)] A7)™ C (AL (A7 T[AL/2]) A7) .
Comme A;, C D, (cf. remarque 9.2.20) et (A, T[A,/z]) < D, ,
alors (4, (A5 T[A)/z]) A)) C (A D. D) qui, par construction de F' est
incluse dans F’,. On conclut alors comme précédemment.
— Pour ([(A; T)] (A}, T[Dn/z]) ), les calculs sont semblables.
— Pour (5[(A;, T)] §[(A;, T)])*, pour tout terme d de D, :
(51(43 T)] ™ C (d (A T[Dn/a]) Du)™ |
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Appliqué a §[(A;, T)], nous récupérons :
(0[(Ay, T)] O[(A; T)])™ C (S[(A T)] (A T[Dn/z]) Dyn)*. On conclut alors
grace au point précédent.

— Pour (0[(A;, T)] 63)>, les calculs sont semblables aux précédents.

> Pour 43, les calculs sont semblables & §[(A T)]. A noter que (33 §3)>° = A € Eﬁ qui
est incluse dans F,,.
Pour conclure, comme (D,, Dy, -+ Dy)> C (( D)% -+ D,)%, si (Dy, D)™ C ﬁn, alors

((Dn Dp)®° -+ Dy,)* est incluse dans (F,, Dy, - -+ D,)%. On conclut alors par construction
de F' et grace au lemme 9.2.24. O

Définition 9.2.30 Soient A et B deux classes de termes et | un entier positif. La
classe des échanges a profondeur limitée dans A de B par m, notée A[B — m];, est
l’ensemble :

A[B — m]; = {C[m]>|il existe b € B et C un contexte tel que [(C) <1 et C[b] € A}.

Proposition9.2.31 Vn >0, A} C Fi

Preuve On procéde par induction sur n.

O Pour n = 0.
Aj = {A}. Par construction, A5 C ﬁo et A € ﬁo. Comme Ay s’écrit (A Ax),
on en déduit A, € (ﬁo ﬁo) qui est incluse dans ny

O Pour n = 1.
Soit a1 € A7 . D’aprés le lemme 9.2.5, A7 C (A §[A] T]) U (A A7).
Si a1 € (A 6[A% T]), comme A € Ey et §|A} T] € Dy, alors a1 € (E; D1) qui est
incluse dans ﬁ
Sinon a; € (A A7) qui est incluse dans (ﬁl ﬁl) qui est incluse dans ﬁ, elle méme
incluse dans ﬁ

O Pour n > 1.
Supposons que A;, C ﬁn et montrons que A4;, 1 C ﬁ-&-l
Par définition, A, = A;, U A} [A), — m]°. Comme les classes (A;,)n>0 sont crois-
santes, il nous suffira d’établir A;,[A;, — m]° C m Pour cela, nous allons procéder
par récurrence sur la profondeur des échanges qui sont effectués dans A;, .

En effet, comme A}, [A;, — m]° U Ay [A;, — m]; , il suffit de montrer que pour
1>0

tout entier | > 0, Ay [A;, — m]] C Fnt1.

En falt nous allons montrer, 51multanement et par récurrence sur l que si Ay, C F N,
alors D [A}, = m]; C Dn+1 , que E [A, = m]] C E'n+1UF et que F,[A, — m]; C

Fn+1.

Du dernier résultat, comme A}, C F,, on déduira A;[A% — m]i C Foi1 .

Rappelons que les classes d’échanges, & profondeur limitée ou non, sont composées

uniquement de termes sous formes normales (cf. définition 3.4.23 et 9.2.30).

> Pour [ = 0.
Les échanges a profondeur 0 se font uniquement suivant le seul contexte de lon-
gueur 0 qui est trivial []. Ainsi, pour toute classe A et B, A[B — m|o = {m}. Pour
les échanges stricts, le contexte trivial étant proscrit, nous avons A[B — m]j = ()
En consequence

— Dy[A}, — m]o = {m} qui, d’aprés le lemme 9.2.21, appartient a Dr. Les suites
(Dn)n>0 étant croissantes, tout comme (A}, );>0, nous obtenons donc le résultat.
- EnJAL — m]§ = 0, FL]AL — m]o = 0 et AL[AL, — m]§ = 0, ce qui entraine
clairement le résultat.
> Pour [ > 1.
L’hypothése de récurrence se formule ainsi :
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A CTE,
[A — m]p C Dn+1
En A, — m]; CEnHUF
F [A — m]p Q Fn+1
Ar[An = m)p C Foqq
Nous allons montrer en quatre étapes ces résultats pour la profondeur I. Au
préalable, rappelons quelques résultats sur les classes d’échanges :
Fait 9.2.32
— Pour toute classe A et B, A|[B — m], = A[B — m]; U{m}
- AG[AL - m] =AU {m}
Preuve Par définition des classes d’échanges et de la classe A}, ;. O

a|Etape 1 |

DA} — m)i € Dur1

Preuve .

Par hypothése, A;, C F,, d’aprés la remarque 9.2.19, les termes de A;, sont

donc des OTF normaux de la forme (A 7).

Soit d € D,,.

D’aprés la remarque 9.2.19, on distingue 4 cas :

— soit d = d3. Il n’y a alors pas de substitutions possibles, car aucun des sous-
termes de 03 n’est un OTF.

— soit d € A},
Alors {d}[A; — m] C A} [A}, — m] qui, d’apres le fait 9.2.32 est incluse
dans A}, . U{m}. Par définition de Dy, 41, Ay, 11 C Dpnt1 et d’aprés le lemme

- Vp<l

9.2.21, m € D, qui est incluse dans D,, 1. D’ou le résultat.
— soit d € §[ (A}, T)].
Selon la proposition 9.2.27 points (3), les échanges de A}, dans [ (A}, T)] se
font dans les termes de (A;, T) a une profondeur moindre. Ainsi, :
5((AL T)] [AL — mly C 8 (A% T) [A5 — m)i_1).
En appliquant de nouveau la proposition 9.2.27 point (1), il vient :
6[ (A7 T)][An — m]i C [ (AR[AR — mli—2 T)™].
D’apres le fait 9.2.32,
(A7[A7 — mli—2 T)™ C (AL[A], — m]i_, T)>™ U (m T)™
Or, d’apreés, par définition de T, nous avons (m T)* = {z}.
D’autre part, d’aprés l’hypotpése de récurrence, et par définition de A, ,
AL[A; —m]i, C A N Fa .
La classe Fy,+1 étant composée de OTF sous forme normale (cf. corollaire
9.2.23), nous en déduisons :
(ARA, = mli2 T)™ C (Anyy T) U {z}. )
Finalement, {d}[A}, — m]; C [ (A} 41 T)U{z}] qui est incluse dans Dy 1.
~ soit d € (A}, T[Dn/z]).
D’apres la proposition 9.2.27 point (2) :
(A3, TDnfa]) [} — m)i € A

((AL[A% — m])i—1 T[Dn/a])*U(A}, T[Da[A; — mli—1/2])U(A}, T[Dn/x])
D’apres la remarque 9.2.19, le dermer membre de la réunion est clairement

dans D,.. Pour le deuxiéme, par hypothése de récurrence, D [A}, — m]i—1 C

Dn+1, ce qui entraine : A
(A, T[Dn[Az — m]y/z]) C (A}, T[Dr1/x]) elle méme incluse dans D, 11 .

Enfin, pour le premier membre, (A4, [A;, — m|i—1 T[D,/x])°°, comme pré-
cédemment, en distinguant échanges stricts et larges, nous obtenons :

(AL[AL, — mli1 T[Da/2])™ C (AipaiNFas1  T[Da/a])*U(m T[Dy/a])> C
(A} 1 T[D,/z]) U DS qui sont toutes deux incluses dans D,, 1.
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a|Etape 2 |>

EL[AL —m] C Enpi UF,

Preuve
Soit € € Ey.
Par construction de E, on distingue deux cas (cf. remarque 9.2.10 et 9.2.19) :
— soit e = A. R
A} est incluse dans F,, elle est donc composée de OTF. Comme A =
(A 03) et comme d3 = §[z], alors, en vertu du lemme 7.2.1 points (1)

et (2), {A} [AL — m]® C (m §3)>. Or, d’apres le lemme 9.2.21, m € Dy
d’ou, (m 5 )°° appartient a (D, D—n))oo qui d’aprés le lemme 9.2.29 est incluse
dans ﬁn

— soit e € (ﬁnﬁn)
Les sous-termes striActs de e appar‘ciepnent7 soiAt a AEi, soit & ﬁn Ainsi, :
{e}[A%, — m]} C (En[A}, — mli-1 Da)>™ U(En DnlA, — mli-1) .

Pour le premier membre, d’aprés ’hypothese d’induction, DpAL —m]i—1 C

Dn+1, ce qui entraine :

(B, Dn[A;, — m]i—1) C (E Dn+1) qui est incluse dans En+1
Pour lautre membre, en dlstmguant echa.nges stricts et triviaux :

(En[A7 — m]im1 Dn) € (Bn[A} — m]i_y Dn) U{(mD )}

Or, nous avons déja vu que (m D,,)> appartient & F},.

D’autre part, I’ hypothese d’induction entraine :

(E[AZ — m]z 1 ﬁn)w < ((En+1 U F) ﬁn) qui est égale a
((m U }; ) D,,) puisque En+1 et I, sont composées de OTF d’aprés le

lemme 9.2.14. R R R
Finalement, par construction de F, nous avons (Fn41 D, ) C Fn41 et par

construction de F' (ﬁn ﬁn) - ﬁ
D’ou le résultat recherché : {e}[A;, — m|] C Enq1 U Fj,.

<|Etape 3 |>

Soit f € Fh,.
Par construction de la classe F', on distingue trois cas pour f :
— soit f € ﬁn
Alors {f}[A;, — m]i C én [A7, — m]i qui, en vertu de I'¢tape 3, est incluse

dans E, 1 UF, elle-méme incluse dans F, 1, par construction de F.

— soit f € (F, Dy).
Le résultat découle alors comme pour (E, D), en faisant jouer 'induction
et le lemme 9.2.29.

- soit f € ((F. T[Dn/a]) Dn).

Dans ce cas, les sous- termes stricts de f se situent, soit dans la partie gauche

de Papplication, avec (F T[D,/x]), soit dans la partie droite, avec D,,. Ce
qu1 s'écrit : {f}[A5, — m]] C

((Fu TDa/a]) (A5 — mlios Da)™ U (Fa TDu/a] DalAi —m], ).

Pour le second membre de la réunion, l’mclusmn dans Fn+1 dérive de lhy—

pothése de récurrence, D [Ay — m]l 1 C Dn+1 et de la définition de Fn+1
Pour le membre de gauche, puisque F,, C F},, selon le lemme 9.2.27 point (2),
(Fr T[Da/al) (A7 —miaC A o
(FalA; — mlioy T[Dn/a])™ U (Fe T[Da[A; — mli-1/2])U(Fa T[Dnfa]).
Or, d’aprés ’hypothése de récurrence, d’une part :

116



9. THEOREMES ESSENTIELS SOUS DEUX HYPOTHESES H; ET Hy
9.2. Clsy, (Y Q3) EST COMPOSEE DE ZERO-TERMES

(Fn T[Dn[A;; — mlia/2]) € (Fn T[Dns1/2])
D’autre part, en distinguant les échanges stricts des triviaux :
F [A% — m]i—1 C Fn[A;, — m]j_; U{m} qui est incluse dans Fn+1 U {m}.

Finalement,

(£} 1AL — m; S
(F T[Dn/x] Dn+1) (Fn  T[Dnt1/2] Dn)U (Fn T[Dn/x] Dn)U

(Fur: T[Du/z] Du)U(m TDy/a] Dy )™

Par construction de F, les quatre premiéres classes sont dans Fj,y1. Pour
(m T[Dyn/z] Dn)>, comme elle est incluse dans (D, D, D,)>, d’aprés le
lemme 9.2.29, elle est incluse dans F,. On conclut {f}[A} — m]; C Fi1.

<|Etape 4 |>

TZ[A; — m]l Q Fn+1

Preuve Immédiat grace a ’étape 3 et du fait que A} C F,.

9.2.2 Cas:u=A_

Théoréme 9.2.33 Soit m = 0 (A t ) | une forme normale infinie oi t est une
suite de T)". Alors Clsy, (Y Q3) n'est composée que de zéro-termes.

Preuve Dans la preuve précédente, seuls les lemmes 9.2.3, 9.2.5, 9.2.7 et la proposi-
tion 9.2.21 utilisent ’hypothése w € H[v] et v € H[v], les autres résultats de la preuve
conservent leur validité du moment que ces trois la sont vérifiés.
la validité des lemmes 9.2.3, 9.2.5, 9.2.21 et de la proposition 9.2.7 repose essen-
tiellement sur le bon choix de A}. Pour m = §[ (Aw T ) ], posons : A5 = {Ax},
Al = {Ax} U H[AL] et pour tout n > 1, A}, = Ay, U AL A}, — m]°.
Vérifions les quatre points :
> Lemme (9.2.3) Les classes (A})n>0 sont composées de termes sous forme normale
qui ne possédent pas x comme variable libre.
Preuve Ce résultat découle de la remarque 9.2.4 et du fait que les termes de A;,
sont normaux et privés de la variable libre x. O
> Lemme (9.2.5) AT C (A S[(ATT)])U(A AY)
Preuve La preuve est la méme. Nous pouvons dire des termes de A7 :
— qu’ils commencent soit par deux A, i.e. ils s’écrivent de la forme (A A ¥) et dans
ce cas nous vérifions qu’ils appartiennent a (A AY).
— soit qu’ils s’écrivent (A O[(H[Aw] T)]) et dans ce cas ils appartiennent &
(A 0[(A] T)]) puisque par définition, H[A] C A7. O
> Proposition (9.2.7)Vn >0, A, C A},
Preuve A partir de la remarque 9.2.22, le résultat découle du fait que m =
§[(As 1)), que Ag C A, que Aws € A} et que Apod[ (A t) ] C H[A] qui

est incluse dans Aj. 0O

> Lemme (9.2.21) m € D;.
Preuve D’aprés la remarque 9.2.22 et du fait que A € A7. O
O

9.2.3 Cas:ucA, UH[E]

Cette situation est un cas pathologique. Elle ne correspond pas & une solution
du systéme d’équation pour u (définition 9.1.13). Elle apparait uniquement parce
que l’analyse syntaxique n’a pas été poussée jusqu’au bout lors de la résolution
du systéme pour u. Dans cette situation, si nous détaillons les classes (4;);>o et
(B;)i>0, nous nous rendons compte que = n’apparait jamais dans les classes (B;);>o.
C’est donc un cas o n, = oo.
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Théoréme 9.2.34 Soit m = §[ (u t ) | une forme normale infinie o t est une
suite de T."*. Soit H la classe de contextes définie a partir de t au sens de 9.1.7. Si
u€ Ay UH[AL], alors Cls, (Y Qs) n’est composée que de zéro-termes.

Preuve Nous allons montrer par ’absurde que n, = .

Notons T la partie utile de ¢ au sens de 9.1.4.

Comme By = {(ut)} et u € AL U H[Z:], alors :

- soituexet B Q(E T).

— soit u € H[A] et il existe un entier r > 0 tel que By C (H,[A}] T).

En notant H_1 le contexte trivial, nous en déduisons que dans tous les cas, il existe
un entier r > 0 tel que By C (H,—1[A4] T).

D’aprés la proposition 8.0.8 et comme n, > 2 (cf. lemme 8.0.6), A1 = {A }UAS[Bs].
Ce qui entraine, d’aprés la définition 9.1.7 de H, A; C {A} U H, [Z:]

Soit p > 1 le plus petit entier tel que :

— A, n’est pas incluse dans {A} U H, [E] et B, n’est pas incluse dans Hr,l[E]

Si p > ng, alors B, est incluse dans (H,—1 [Z:] T) qui ne contient pas z, contradic-
tion.

Sip < ng, alors Ay 1 C {A}UH.[A{] et B, C (H,_1[A{] T).

D’aprés la proposition 8.0.8, Ap_1[Ap—1 — m]® = Ayod[Bp_1[Ap—1 — m] JUAL[B1].
Or, par croissance des échanges, Bp—1[Ap—1 — m] C (Hr,1[zz] T) [Ap—1 — m]. D’apreés
le lemme de non capture 7.5.6, les échanges se scindent en deux :

(Hy1[85) T) [Ap—r — m) € (Hr—1[A2] [Aper — m] T[4y — m]).

Comme A,_; est incluse dans {A.} U HT[Z:] qui est composée de OTF, d’aprés
la proposition 9.1.6 point (2), T[4p—1 — m] C T. Et d’aprés le fait 9.2.35 ci-apres,
H, 1 [AY] [Ap—1 — m] = 0.

D’ou Ap_1[Ap—1 — m)° = A+O(5[(Hr,1[Z:] T)]UA;06[B1] dont chaque membre de la
réunion est incluse dans {A,, }UH,[A[]. Finalement, comme A, = A,UA, 1[4,_1 — m]*
et B, = B, U B,_1[Bp—1 — m], nous obtenons :

— A, est incluse dans {Ax} U H, [Z:] et By est incluse dans Hr_l[Z:].

Ce qui contredit la minimalité de p. O

Fait 9.2.35 Pour tout n > 0 et pour tout —1 < j < n, aucun terme de {A} U Hy [Z:]
n’est sous-terme de Ay ni de H;[A4].

Preuve Par récurrence sur le couple (n, j), ordonné lexicographiquement.
> Pour (n,—1). H_1[A;] dénote {A}}.
Le résultat découle alors de deux constats :
— D’une part, Ao posséde une branche infinie a droite, ce qui n’est pas le cas pour
les sous-termes de A.. _
— D’autre part, les termes de H, [A ] s’écrivent Aod[w] ot w est un OTF. Or, les
seuls sous termes de Z: que filtre le contexte § sont J3.
> Pour (n,j)oun>1let0<j<n.
Soit u € {As} U Hn[z:] D’aprés la définition de H, u s’écrit soit u = A, soit
u = Ajod[w] ot w € Hn_l[Z:}. Soit ¢ € Hj[z:], de méme il s’écrit t = A4 od[v]
ouv € Hj_1[Z:]. Si u < t, d’aprés le lemme de filtrage 7.2.4, nous distinguons trois
cas :
(a) u < w, ce qui est impossible d’aprés 'hypothése de récurrence en (n,j — 1)
(b) et (¢) w < v également impossible par hypothése de récurrence en (n—1,5—1).
O

9.3 CONCLUSION

Nous venons donc de démontrer le résultat suivant :

Théoréme 9.3.1 Pour tout terme m, fini et clos, dont la forme normale infinie
m® satisfait Hy et Hy la classe Cls,, (Y Q3) n’est composée que de zéro-termes.
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Chapitre 10

EXEMPLES

Dans Y Q3 is almost easy, Kuper propose deux exemples pour le terme m. Le
premier correspond au cas \G + (23 m) = m I/ m = J3 lautre non. Reprenons ces
exemples pour voir ce qu’en disent nos résultats.

10,1 m=Xz.xQQ

Ici, comme 2 est muet, c’est un OTF de degré fini. Le théoréme 6.0.2 permet
de conclure.

10.2 my =Y (v Ax.(z (23 v A\yz.x) x))

En premier remarquons que m1 —7 Az.(x ((Q23 m1) Ayz.z) z). Dans la théorie
AB 4+ (@3 mi) = my, nous pouvons donc montrer que m; = d3 puisque
(m1 Ayz.w) —7 x. Ce cas échappe donc au théoréme de Kuper.

Avec les notations de la proposition 9.1.1, posons t = Ayz.z. Le terme ¢ vérifie
bien (§ t) —p .
Posons u; = (Q3 m1), u = ui° et m = mS°. Il vient alors m = §[u t] et u = A m.

Ainsi, u = Aodfu t] et donc u € Hylu]. On vérifie donc que u est ¢-définissable
(déf. 9.1.12). En vertu du théoréme 9.3.1, nous avons donc Cls,, (Y Q3) C OT.

Vérifions juste qu’il existe des termes de Cl,,,(Y 23) qui n’apparaissent pas dans
Cls, (Y Q3). D’aprés la proposition 9.2.31, en remplagant A* par Cls,, (Y Q3), on
a Clsy, (Y Q3) C F[Clsy (Y Q3) ]

Commencons par décrire F. Pour un terme comme my, T = {¢} puisque ¢ est
déja minimal. D’aprés la définition 9.2.9, F' s’écrit :

- D= U Dy, ot Dy = {[], 03} US[([] t)] et pour tout k > 1, D1 = (] Ayz.Dil)

k>0

- E= U &, ou & = {A} et pour tout k > 1, 41 = (& D)
k>0

- F = U Fi ou Fy = E et pour tout k > 0, Fr1 = (Fr D)U (Fr, A\yz.D D)
k>0

Autrement dit, si f € F, alors f =Ady---.

Or, comme A\ + (23 my) = my b my = 83, alors (Y Q3) =y q;=m, (Y m1). En
effet, (Y Qg) = my (1) Puis, (YQ3) =g Qg (YQ3) = Qg my = Qg (53 =g Qg (2)
D’ou (1) + (2), Qg =m (3) . Et ainsi, (Y Qg) = (Y ml).
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10. EXEMPLES 10.3. m = dz.x (U3 z) x

Comme (Y 23) =y qs=m, (Y mq), alors (Y m)>® € Cl,,(Y Q3). Or, que vaut

(Y m)>?
Pour le calculer, il suffit de voir ce que donne sa réduction de téte infinie. Soit
V. = (Ym)*®. Par unicit¢ de la forme normale, V. = (m V)*. Or,

(m V) = (V (u t[V/z]) V). En répétant le réduction de téte, on réalise donc
que V est un OTF. Sa forme normale infinie vérifie donc V = (V (u Ayz.V) V). Un
tel terme n’est donc pas présent dans Cls,, (Y Qs3).

Cons{Y Q3 = m; } reste donc toujours ouverte.

10.3 m=Xr.x (Q3x) x

Terminons par un exemple pour lequel il n’est pas évident que
AB+ (3 m) =mt m=ds.

Dans ce cas, avec les notations de la définition 8.0.3, la classe A = Ajod [é]
ot B = {A z} est clairement une classe confinante pour m. En effet, les seuls
sous-termes OTF de B sont A et A n’apparait pas dans A. Nous avons donc

B [;1 —oo M| = B. La proposition 8.0.8 permet alors de conclure.
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Chapitre 11

PERSPECTIVES

La preuve du théoréme 9.3.1 fournit une description détaillée des termes qui
peuvent étre obtenus par échanges de (Y 23) par m. Toutefois, il ne permet pas de
conclure quant a la consistance de A8 + {(Y Q3) = m}. Pour cela, il aurait fallu
prouver Cl,,(Y Q3) C OT au lieu de Cls,, (Y Q3) € OT. Avec Cl,,,(Y Q3) C OT
nous aurions pu aboutir au résultat recherché grace au corollaire 3.4.29.

Pour parvenir 4 une preuve compléte de la consistance, la premiére solution
consiste & corriger la définition des classes (A;);>o et (B;);>0. Au lieu de prendre
des échanges simples, il faudrait prendre des échanges infinis. Ce qui revient &

utiliser les classes (ﬁi)izo et (Bgi)z > 0 de la définition 8.0.3. Cette modification
produirait de nombreux bouleversements dans les preuves. Néanmoins les correc-
tions ne seraient pas insurmontables. Une seconde solution consiste & montrer que
Clsm (Y Q3) C OT entraine Cl,,, (Y Q3) € OT. Nous savons que Cls,, (Y Q3) est
inclue strictement dans Cl,,(Y Q3). En effet, le terme (m m ---)° appartient a
Cl,, (Y Q3) tandis qu’il est absent de Cls,, (Y 3). Mais nous n’avons pas d’exemple
de classes pour lesquelles Cl,,,(Y Q3) soit composée de OT et pas Cl,,,(Y Q3). Cet
énoncé reste donc a I’état de conjecture.

La généralisation du théoréme 9.3.1 nécessiterait quant a elle de profondes mo-
difications. La preuve de ce théoréme repose en grande partie sur le fait que m
posséde une composante b auto-similaire. Si b est auto-similaire alors la classe A
des échangés de (Y Q3) par m s’écrit a 1’aide d’un point fixe. Et nous vérifions alors
que A n’est composée que de zéro-termes. Si b est auto-similaire, c’est grice aux
hypothéses H; et Hy :

H; : m =4[] ot b est un zéro-terme fort de degré infini sous forme normale
H, : Avec les notations des définitions 9.0.1 et 8.0.5 : x € {b}[A,,—1 — m]

En toute généralité, elles devraient s’écrire :

H) : m = Ax.(z by b2) ot by o sont des OTF de degré infini sous forme normale
HY, : Avec les notations des définitions 9.0.1 et 8.0.5 : x € B

Le passage de H; a4 H| ne posera pas de problémes sérieux : les deux variables x en
argument de d3 = Az.(x x x) jouant des roles symétriques. La modification de Ho
est elle plus problématique. En effet, sous Hs, b s’échangeait en une seule étape en
z. L’auto-similarité de b se déduisait alors de deux résultats :

— le lemme de non-capture : bs’écrit (u t) et les échanges de A par m s’effectuent
soit dans u, soit dans .

— la partie utile de t : & partir de la réduction (m t ) —copL T NOUS pouvions
extraire de ¢ un squelette invariant par les échanges de A par m.

Sous H), b s’échangera alors en x en plusieurs étapes. Ce qu’on écrira
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11. PERSPECTIVES

b—A-m bl = A—m b2 = A—m ** —A—m bn —a—m ©. Comme dans le casé)une
étape nous pourrons toujours établir que b,, s’échange de téteen zi.e. b, = (u t ) ou
u est un élément de A. Cependant, pour b, by, ... ,b,_1 il n’y aura plus de raisons pour
que I’échange se fasse en téte : b = Cylag] —a—m Colm]™ = by = C1[ay]---. Deux
questions se poseront alors : comment s’exprime la non-capture sur un contexte C'?7
Comment définir une partie utile intouchable par échanges & partir d’une réduction
Co[ao] —A—m Co[m]oo = Cl [aﬂ ?

Sinon, indépendamment des hypothéses H} et H, I'idée qui a mené tout mes tra-
vaux était la suivante : pour que m rende la consistance de la théorie
A8+ {(Y Q3) = m} difficile & prouver, il doit nécessairement avoir une forme com-
pliquée. La complexité de sa forme se traduit par ’apparition de composantes auto-
similaires. Une étape intermédiaire avant de prouver la facilité de (Y Q3) consis-
terait donc & monter que si A3 + {(23m) = m} - m = §3 alors les sous-termes
non-résolubles de m sont auto-similaires.

Enfin, tous les résultats de cette thése ont été obtenus dans le cadre du A-calcul
infini. Il n’est pourtant pas exclu que la facilité de (Y Q3) ne soit pas démontrable
dans un tel calcul et qu’il faille ainsi revenir & la version fini. En effet, nous I'avons
déja signalé, il existe deux termes (P (©22)) et (P §2) qui ont méme arbre de Berar-
ducci. Pourtant le premier est facile tandis que 'autre ne Pest pas (cf. propositions
3.4.35 et 3.4.36). 1l existe donc des termes faciles qui échappent au A-calcul infini.
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Résumé

La facilité compte parmi les notions les plus fines de I'indéfini en A-calcul. Un terme est
dit facile s’il peut étre identifié & tout autre terme clos arbitraire sans soulever de contra-
diction. Introduite en 1975 par Jacopini, elle fait depuis 'objet de recherches qui visent a
caractériser la forme des termes faciles. Aujourd’hui, de tous les travaux entrepris il se dé-
gage qu’un tel terme doit posséder une périodicité. Etre périodique, c’est étre S-équivalent
a un sous-terme propre de I'un de ses réduits. Ici, la périodicité apparaitra sous les traits
de 'auto-similarité. Sont auto-similaires les termes dont ’arbre de Berarducci réapparait
comme sous-arbre propre & lui-méme. La facilité de tels termes demeure un mystére. A
ce jour, nous n’en connaissons que peu d’exemples. Le terme Y; (23 constitue un exemple
typique dont la question de la facilité reste ouverte. Dans cette thése, nous étendrons la
connaissance de I’ensemble des termes m identifiables a Y; €23. Nous montrerons que dans
un cas critique ou A\G+{Y; Q3 = m} F m = 3, sous certaines hypothéses, m est lui-méme
auto-similaire. Ils s’en suit une description possible de toutes les équations dérivées de
{Y; Q3 = m} sous la forme de classes confinantes.

Mots-clé : facilité, indéfini, consistance, A-calcul infini, arbres de Berarducci, classes
confinantes

Abstract

Easiness is among the finest notions of the concept of undefinability in the field of the \-
calculus. A term is said to be easy if it can be identified to any other arbitrary closed term
without raising a contradiction. Since its introduction by Jacopini in 1975 this subject
was the attention of a large research activity centered on the characterization of the
structure of such easy terms. It comes out from this work that an easy term should have a
periodicity i.e. should be 3-convertible to one of its proper sub-terms. In the following the
periodicity behavior will appear throughout the self-similarity property. Terms are said to
be self-similar when their Berarducci tree reappears as a proper sub-tree of itself. Easiness
of such terms is still a mystery and yet we only know few examples of those terms. The
Y; Q3 term is a typical term for which the easiness property is still an open question. In
this thesis we will add new insights to the knowledge of m-terms that can be identified
to Y; Q3. We will show that in the critical case where A3 + {Y; Q3 = m} = m = d3 and
under some particular hypothesis, m is itself self-similar. In that case we show that it is
possible to express all the equations derived from {Y; 23 = m} by using confining classes.

Keywords : easiness, undefinability, consistency, infinite A-calculus, Berarducci tree,
confining class



