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PRELIMINAIRES

Dans ce travail on étudie des opérateurs répresentés par des matrices infi-
nies et considérés comme des applications d’un espace de suite dans un autre.
Plusieurs auteurs se sont intéressés a la théorie des matrices infinies, citons S.
Toeplitz [71] qui a donné la caractérisation des opérateurs de ¢ dans ¢, Haus-
dorff [68], Hardy [56], R. Cooke [12]. Ce dernier a rassemblé des résultats sur les
matrices infinies et les espaces de suites dans son ouvrage Infinite matrices and
sequence spaces publié en 1950. Citons également Littlewood, Cesaro, Hélder, Eu-
ler, Kothe, G. Pélya et S. Banach. Ce dernier a étudié entre autre des propriétés
des solutions de systemes infinis dans son fameux livre Théorie des opérations
linéaires en 1932.

Complétons la liste des mathématiciens qui ont étudié ce sujet plus récemment
avec Maddox 1973 [77], Wilansky 1984 [102], J.B. Reade [100], Petersen [97, 98],
Defransa et Zeller [13], P.N. Shivakumar et R. Yong [8]. Actuellement et dans
le prolongement des recherches précédentes citons Malkowsky [79, 78, 84] pour
ses résultats sur les matrices de transformations et les opérateurs compacts, D.V.
Giang et F. Méricz [63], B. E. Roades [94], Mursaleen [95], H. Mascart [86, 88],
B. de Malafosse [17], V. Rakocevié [56], R. Labbas [73], C. Cakan et B. Altay [9],
Et et Colak [59, 60], Basar [1, 4], J. Boss, Connor, Fridy, ...etc.

En 1911 Toeplitz a étudié des opérateurs representés par des matrices infinies
dont les termes sont égaux le long des diagonales et a caractérisé leur spectre.
En 1937, J.B Reade [100] et J.T. Okutoyi [96] ont donné des résultats sur le
spectre de 'opérateur de Cesaro considéré comme une application de ’espace des
suites a variations bornées bv dans lui-méme. Rappelons que bv est I’espace des
suites convergentes = (xy),,~; tel que Y n|r,41 — x| < co. B. de Malafosse a
défini 'espace s, des suites (:;n)n>1 telles que sup (|z,|/r™) < oo, puis a étudié

- n

le spectre de I'opérateur de Cesaro considéré comme une application de I'espace
de Banach s, dans lui-méme. Cet espace est apparu dans plusieurs travaux, voir
R. Labbas et B. de Malafosse [73, 74] ou [16]. Les matrices de transformations
ont été étudiées par plusieurs chercheurs, tels que L.W. Cohen et N. Dunford en
1937. Ceux-ci ont donné des caractérisations des matrices de transformations de
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¢y dans £p, de £, dans ¢ et de ¢, dans /1, voir [10].
Une trés importante classe de matrices de transformations est donnée par Haus-
dorff (1868 -1942) [69] qui a défini la matrice H = H (), appelée matrice d’Haus-
dorff associée a la suite u = (un),~o ot pn € C, de la maniere suivante :
considérons la matrice diagonale D, = (dnm)n,m>0 telle que dy, = pyn pour tout
n
m

n et la matrice M = (anm),, >0 telle que apm = (=1)™ ( ) ou les nombres

( " ) sont les coefficients binomiaux. On écrit alors H = H(u) = MDM =
m

_ . itk [T J
g

La matrice d’Hausdorff généralise celles de Cesaro, Holder et Euler. D’ une part,

(hnm)n,mzo oll

la matrice de Cesaro d’ordre «, v > —1, est une matrice d’Hausdorff associée a
. N n—+ o . . N
la suite g ou puy, = pour n > 0. En particulier, dans le cas ou o = 1
n
on obtient la matrice de Cesaro d’ordre 1, notée C; = Dy, 2 o Dy est
la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont égaux a 1/n et X est le

triangle dont les éléments non nuls sont égaux a 1. On a ainsi

1

1 1

2 3 0
Ci = .

1 1

n n

D’autre part, on obtient la matrice de Holder H® avec o« > —1 a partir de celle
d’Hausdorff dans le cas out i, = (n + 1) pour tout n > 0. Notons que la matrice
de Holder n’a pas une forme explicite. De méme, dans le cas ot p, = (¢+ 1) ",
g > 0 et n >0, on obtient la matrice d’Euler, notée E, et définie par (E;)

n,m =
m q"™/(q¢+1)". Lorsque ¢ = (QH)nZU et Qn = > p_oqr # 0 pour tout
n, on obtient la matrice de Norlund (N, ¢) définie par (IV, q)mm = ¢n—m/Qn- En
1920 Hardy a défini les séries C; —sommable de la manieére suivante : on dit que

S M)
n=1

est Ci—sommable si la suite (1/n) )_; sk),>; est convergente ou s, =

la série

> i k. Hardy a montré que la série (1) est Ci—sommable si et seulement
st Y02 > he, xk/k est convergente. Cette notion a été généralisée par B. E.

Rhoades et F. Moricz en 1998 au cas ou C est remplacée par Ny = Dy,oXD,.



En 2006 B. de Malafosse et V. Rakocevié¢ ont étudié ce résultat lorsque C; est
remplacée par C'(A) Dy, = D1/3XDy,, ce qui donne une caractérisation de la
(C, A, pv)-sommabilité de la série (1), voir [56].

Citons le résultat Hardy Taubérien suivant : lorsque C1 X tend vers £ et nAx,, =
O (1) alors x, tend vers £ ou A est la matrice infinie de différence d’ordre un
définie par Ax,, = x, — T,_1. Plus récemment, ce résultat a été étendu au cas ou
C; est remplacée par N, [44].

Dans ce travail on s’intéresse aux opérateurs linéaires considérés comme des ap-
plications d’un espace de suites dans un autre. On est ainsi conduit a I’étude de
systemes linéaires infinis ayant une infinité dénombrable d’équations et une infi-
nité dénombrable d’inconnues et a la notion de matrice infinie. Dans ce qui suit
nous allons développer les points suivants. Au Chapitre I, on définit des espaces
de suites classiques ainsi que des espaces de type BK et de type AK introduits par
Wilansky [102]. On considere des opérateurs représentés par des matrices infinies
et considérés comme des applications dans des espaces de suites, puis on en donne
des propriétés. De tels opérateurs sont appelés des matrices de transformations.
Une matrice A = (@pm)n,m>1 est dite matrice de transformation de E vers F' ou
E et F sont deux sous espaces de s si les deux conditions suivantes sont vérifiées :
Les séries définies par

A, (X) = Z AnmTm
m=1

sont convergentes pour tout X = (z,)n>1 € E et pour tout n, et la suite de
terme général A, (X) appartient a F. Dans ce cas, on note A € (E,F). On en
donnera ici des illustrations et des exemples. Les problemes de convergence des
séries associées a de telles matrices conduisent a I’étude de la notion de a— et de
(B—dual. Ensuite, nous explicitons le lien entre les opérateurs linéaires bornés et
les matrices de transformations, ainsi que la relation entre les matrices de Toeplitz
et les séries entieres. Enfin on donne des caractérisations de certains opérateurs
remarquables dans ((oo,lx0), (co,¢o) €t (c,c).

Au Chapitre II, on étudie des opérateurs définis a partir de 'opérateur A de
différence d’ordre un et de 'opérateur de Cesaro C';. On s’intéresse a la résolution
des équations A (A\) X = Bet C'(\) X = B ou A € U, ainsi qu’a la résolution des
équations 'A (\) X = B et 'C (\) X = B ol B appartient & 1'un des espaces £,
co, ¢, ou lp.

Au Chapitre III, on explicite une sous algebre de I'algebre B ({s,) des opérateurs
bornés dans f,. Dans cette derniére algebre un opérateur L n’a pas forcément
une représentation sous forme de matrice infinie. On s’intéresse donc a ’espace
S1 = (loo, loo) inclus dans l'espace B (€ ) en vue de résoudre dans £, I’équation
AX = Bou B € {, I'algébre de Banach S permet de déterminer si une matrice
est inversible et de résoudre un systeme linéaire infini représenté par AX = B
lorsque B est borné et A € S;. Ensuite on définit I'algebre de Banach S, qui
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généralise S1 ot v appartient & ’ensemble U™ des suites & termes positifs. Puis
on donne des propriétés de la matrice de Toeplitz dans S, = S(Tn)n afin de
résoudre I’équation matricielle AX = B ou A € S,. Notons que les termes (@)
d’une matrice de Toeplitz sont égaux le long des diagonales d’équation m = n+k
ou k est entier.

Au Chapitre IV, on résout des systemes différentiels linéaires infinis & 1’aide de la
transformée de Laplace. On étudie des équations de la forme X’ (t) = TX (t)+ B,
ou 7T est un triangle et B est une suite donnée. On considere ici les cas ou T est
I'une de matrices A () = ADy, C(\) = Dy/5%, ou la matrice de moyenne
pondérée N .

Ensuite aux Chapitres V et VI, on présente successivement deux articles de A.
Fares et B. de Malafosse [61, 62] ol on introduit les espaces s, 55, s et (o),
aecUT.

Dans le Chapitre V, on résout des équations d’espaces de suites (EES), sequence
space equations (SSE) en anglais, qui sont déterminées par une identité dont
chaque terme est une somme ou un produit d’ensembles de suites de type s, et
5f(z), Ol f est une application de U" dans lui-méme avec f (z,) = (f ()),, pour
tout n > 1 et ou = est la suite inconnue. La résolution de telles équations revient
a déterminer I’ensemble de toutes les suites x qui satisfont I’équation. Dans la
plupart des cas cet ensemble est une classe d’équivalence.

Dans le Chapitre VI, on étudie le spectre de 'opérateur de différence d’ordre
1 considéré comme une application de E dans lui-méme, ou E est I'un des en-

0o

sembles Sq, S, S, ou £p(a) (1 < p < oo). Puis on applique ces résultats a

la caractérisation des matrices de transformations considérées comme opérateurs

dans s2 ((A - )\I)h> et £, (a) ((A - )J)N>, heCet N eN.

Enfin, dans le Chapitre VII on propose une application directe de la théorie
des matrices infinies a I’Optimisation ou on présente des résultats de B. de Ma-
lafosse et A. Yassine [57]. L’objet de ce travail est de déterminer le nombre de
chemins comportant N arcs et reliant deux points quelconques du plan, en utili-
sant des matrices booléennes infinies de Toeplitz. On est ainsi conduit a calculer
le produit M™N ot M est une matrice de Toeplitz. Le nombre de chemins formés
de N arcs est égal & Uentier [M™],,, situé sur la n-ieme ligne et la m-ieme co-
lonne de M. Etant amenés & faire des calculs avec des matrices infinies, il est
naturel de se concentrer d’abord sur les matrices triangulaires de Toeplitz. On
considére donec M comme un opérateur de s, dans lui-méme, ot s, = (1/a) ' #log
avec ay, = " pour tout n (cf. [88, 102]). Nous ferons des calculs dans ’ensemble
Sy = (8, 8r) de toutes les matrices qui sont des opérateurs de s, dans lui-méme.
Nous consideérerons la matrice booléenne B(i,j) dont les entrées non nulles sont
situées sur les diagonales définies par m —n = i ou m —n = j et nous calculerons
la matrice BY (i, j), afin d’obtenir le nombre de chemins ayant N arcs associé &
B(i,7). Nous étudierons chacun des cas i < j < 0 ou 0 < i < j, ou la matrice



BN (i,7) est de Toeplitz. Mais le probleme est plus compliqué dans le cas ou
i <0< j, carici BN (4,7) n’est plus une matrice triangulaire de Toeplitz. Enfin,
une matrice booléenne infinie étant une application dans des espaces de suites,
nous nous concentrons sur la caractérisation de I’ensemble (c (BN (1, 0)) ,c) .






Chapitre 1

Espaces de suites et matrices de
transformations

Dans ce chapitre nous étudions des espaces de suites classiques ainsi que
des espaces de type BK et de type AK introduits par Wilansky [102]. Puis on
considere des opérateurs représentés par des matrices infinies et considérés comme
des applications dans des espaces de suites. De tels opérateurs sont appelés des
matrices de transformations. On en donnera ici quelques illustrations et exemples.
Les problemes de convergence des séries associées a de telles matrices conduisent
a I’étude de la notion de a— et de f—dual. Ensuite nous explicitons le lien entre
les opérateurs linéaires bornés et les matrices de transformations, ainsi que la
relation entre les matrices de Toeplitz et les séries entieres. Enfin on donne des
caractérisations de certains opérateurs remarquables dans ({x,ls) €t (¢, c) .

1.1 Espaces de suites remarquables, espaces de
type BK et de type AK

Dans cette section nous rappelons quelques propriétés d’espaces de suites
fondamentaux tels que £, co, c et £,. Ensuite nous définissons la notion d’espaces
de type BK et de type AK.

1.1.1 Les espaces de suites classiques.

Dans cette section nous rappelons quelques propriétés d’espaces de suites
fondamentaux tels que ¢, co, c et £,. Ensuite nous définissons la notion d’espaces
de type BK et de type AK.
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Les espaces /., ¢y et ¢

Premieres propriétés. Tout d’abord nous noterons s ’espace de toutes les suites
X = (zn)n>1 réelles ou complexes. L'ensemble s est un espace vectoriel lorsqu’il
est muni de la loi d’addition

X+Y = (zn + yn)nzl = (:Cn)nZI + (yn)n21

et de la loi
AX = (A2n),51 = A(@n),>1 ot A € C.

On utilisera dans la suite les sous espaces de s suivants :

bl = {X:(xn)es : sup|xn|<oo},
co = {X=(p)€s: zp—0 (n—00)},
¢c = {X=(x,)€s : zpy—1 (n—00)ouleC}.

On dit que £, est I’espace des suites bornées, ¢g est I’espace des suites convergeant
vers zéro et c est ’espace de toutes les suites convergentes.

Théoréme 1.1. Les ensembles £y, co et ¢ munis de la norme

1 X1l¢,, = sup[zn].
n

sont des espaces de Banach.

Preuve. Nous limiterons notre étude a 'espace f. Il est immédiat que /. est
un espace vectoriel, car [[AX|[,_ = [A|[| X[, pour A € C; et pour X et Y € (o
on a

[0+ yn| < Xl + Y]l pour tout n, (1.1)

d’olt X +Y € lo. On voit aisément que [|||,_ est une norme sur /. En effet soit
X €/lsx.On a

|X]l,.. =0« sup|z,| = 0 & z, = 0 pour tout n.
n

Donc || X|[,_ = 0 équivaut & X = 0. Soit A un scalaire et X € {y. On a

IAXl,, = sup [Aza| = sup |\ [za| = [A[sup [za| = A X1, -
n n n

L'inégalité [| X + Y|, < X[, + [V, se déduit immédiatement de (1.1).

Considérons maintenant une suite de Cauchy X = (xﬁf)) N de ¢~. Soient
n>1

€ > 0 donné et N un entier. Soient ¢ et 7 > N tels que

<e.

20— 50)

HX@ _ X(j)HZ — sup
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On a alors
o) 29

< ¢ pour tout n.

Pour chaque valeur de n, <a:£f )) ~est une suite de Cauchy dans C donc convergente
(3

vers une limite x,, quand ¢ tend vers l'infini. Posons X = (zy,),,~,. On a donc
‘ () -

Tpn — Tn

< e pour tout n. Ceci revient a dire que

lim Hx(i) _ XU)HZ - HX _X(j)H <e.
o0 ZOO

1—00
Enfin X = X — XU) 4+ XU) € 4, ce qui prouve que {s est bien un espace
vectoriel complet donc un espace de Banach. On obtient les mémes résultats avec
coetc m
L’espace /,,.
On considere ici un autre sous-espace de s défini pour 1 < p < oo par

by = {X = (Tn)n>1 Z |z, |P < oo} .

n=1

Rappelons quelques propriétés élémentaires de £, qui s’avereront indispensables

pour la suite.

Proposition 1.2. Soit 1 <p < oo. On a
i) £, est un sous espace vectoriel de s.
i) £, muni de la norme

© O\
X1, = (Z \w‘n\p)
n=1

est un espace de Banach.

Preuve. i) On voit aisément que AX € ¢, lorsque X € £, et X est un scalaire.
Soient maintenant X, Y € /,. D’apres 'inégalité Minkowski on a pour tout entier

donné N
N 1/p N 5 N %
(z ot ynrp> < (z w) + (z w) |
n=1 n=1 n=1
En faisant tendre N vers l'infini dans le second membre on déduit :
N 1/p [e%s) % 0o %
(z o+ ynw) < (z |xn|p> . (z W) |
n=1 n=1 n=1

Cette inégalité étant vraie pour tout IV, en faisant tendre NN vers I'infini on conclut
que | X + Y|, < [X]l, + Y], ct X +Y €5,
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1
- 1
ii) Soit X € £,. On a [| X, =0« <Z :nn]p>p =0 < z, = 0 pour tout
n=1

n > 1< X = 0. Soit maintenant A un scalaire et X €/lp.Ona:

1 1
oo P el P
||AX|E,J=(Z|A%|P> = A (Zw) = (A1l -
n=1 n=1

L’inégalité triangulaire découle immédiatement de i). Montrons que ¢, est com-
plet. Soit X® = (1:%”) une suite de Cauchy de /£,,. Soient € > 0 donné et iy

n>1
un entier. Soient i et j > ig tels que

e
L=
b n=1

H x @ _ x0)

(i) _ :c,(g?‘p < &P, (1.2)

n

On a alors
‘xﬁj) - 33%7)‘ < € pour tout n

et pour chaque valeur de n, (ng )> _est une suite de Cauchy dans C donc conver-
1

gente vers une limite z,, quand i tend vers l'infini. Posons X = (x,),~;. On a

donc |z, — 2 < & pour tout n. D’apres (1.2) ceci revient a dire que pour tout

N entier on a

N ’ N p
i QO JPN)) ; (6 _ ()
i 3o Jol) =" = 32 ol )
n=1 n=1
N i
= Z zn — 20| < e
n=1
En faisant tendre N vers I'infini on déduit que
00 p
Z T —mg)‘ <P,
n=1
On a montré que
lim HX@ _ x| = HX _ x| <e
i—00 Ly 17

Enfin X = X - X0+ x0) ¢ {p, ce qui prouve que £, est bien un espace vectoriel
complet donc un espace de Banach. m

1.1.2 Bases de Schauder. Espaces de type BK et espaces
de type AK.
L’intéréet de ce paragraphe réside essentiellement dans un résultat di a Wi-

lansky (cf.[102],[82]), qui dit que tout opérateur d’un espace de type BK dans un
autre espace de type BK, représenté par une matrice infinie est continu.
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Bases de Schauder.

Nous verrons que certains espaces de suites ont des bases de Schauder et nous
appellerons espace de type AK certains espaces ayant des bases de Schauder
particulieres. De tels espaces seront tres utiles dans la suite pour caractériser les
matrices de transformations.

Définition 1.3. Soit E C s un espace de Banach muni de la norme ||||5. La
suite (by),,~1 € E est appelée base de Schauder de E si pour tout X € E, il existe
une unique suite (\p),~, de réels vérifiant :

X =) Aubn,
n=1
c’est a dire
N
HX—Z/\nbn —0 (N —o0).
n=1 E

On définit la suite (e("))n21 par
e™ =(0,0,0,...,0,1,0,...)

ol 1 est le n—ieéme terme de cette suite, les autres termes étant nuls. On désigne
par e la suite (1,1,...). On a alors les résultats suivants.

Proposition 1.4. i) L’espace ¢y admet (e("))n>1 pour base de Schauder, c’est a
dire que pour tout X € cy on a -

X = i el
n=1

i1) L’espace ¢ admet pour base de Schauder {e,e(l), el } et pour tout
Xecona

X =le+ Z(:pn —1)e™,
n=1

ot limy, oo T, = L.
i11) L’espace U n'a pas de base de Schauder.
iv) (e(”))n>1 est une base de Schauder de espace ), (1 < p < 00).

Preuve. i) Soit X € ¢p. On a

N
X =Y znel™ =(0,0,0,...,0,2n41, 2n42, --.)
n=1
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et

= sup |zp| — 0 (n— 00).
n>N+1

N
HX — Z zpe™
n=1

Il est clair que cette écriture est unique pour tout X € ¢y, donc la suite (e("))

loo

n>1
est une base de ’espace cg.

ii) Soit X € ¢, et tel que lim;, ooz, =[. On a

X—le=(rn—1),> = Z (zn —1) e

n=1
d’ont
N
HX —le=Y (zn—1)el™ = 1/0,0,0,...,0,zn41 — Lanso — L)l
n=1 loo

= sup (Jlan—=1]) =0 (n — o00).
n>N+1

On conclut que ¢ admet {e, eM .. e } pour base de Schauder.
iii) Comme /, n’est pas séparable (o, n’a pas de base de Schauder, voir [82,

Théoreme 1.10, p. 150].
iv) Pour tout X € ¢, on a

N p )
HX - Zasne(”) = Z |zpP — 0 (N — 00).
n=1 Ly n=N-+1
et (e(”))n>1 est une base de Schauder de ’espace ¢,. ®

Espaces de type BK et espaces de type AK.

On utilisera dans la suite les espaces de type BK, abréviation de
BanachKoordinate
en allemand et espaces de type AK, abréviation
Abschnittskonvervenz
(convergence-section) en allemand, dont la définition est la suivante.

Définition 1.5. Un espace de Banach E C s est dit un espace de type BK si la
projection P, de E dans C définie par

P, (X)=1z,
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est continue pour tout n et on dit qu’un espace de type BK posséde la propriété
AK si E admet (e("))n>1 pour base de Schauder, c’est a dire que pour tout X € F
on a

On déduit le résultat suivant.

Théoréme 1.6. Les espaces Lo, co, c et £, sont de type BK et cy et £, ont la
propriété AK.

Preuve. En effet
[zn| < (1 Xl

pour tout n et pour tout X € lo, co, ou c. De méme on a [z,| < [ X, pour
tout n et pour tout X € £,. D’autre part, d’apres la Proposition 1.4, ¢y et £, ont
la propriété AK. m

1.2 Matrices de transformations

Dans cette section on rappelle d’abord la définition d’une matrice de trans-
formation. Ensuite dans la sous section 1.2.2 on rappelle des résultats sur le
multiplicateur de deux espaces de suites et sur la notion de a— et de B—dual
d’un espace. Dans la sous-section 1.2.3 on donne entre autre les caractérisations
de (E,s) ou E est I'un des espaces /s, ¢, cg, ou £,. Dans la sous-section 1.2.4 on
définit et énonce des propriétés des triangles A (\), C () et de leurs transposées.

1.2.1 Définitions, propriétés et exemples.

Les notions présentées ici dans le cadre des matrices de transformations seront
utilisées au Chapitre I en vue de définir la notion de systeme linéaire infini.

Définition 1.7. Soient E et F deux espaces de suites. On dit que ['opérateur
A = (apm)nm>1 est une matrice de transformation de E dans F et on écrit
A€ (E,F), siles séries définies par

Ap (X) = i AnmTm,
m=1

sont convergentes pour tout X = (zp)n>1 € E et pour toute valeur de n, et si
(An (X))p>1 € F.

On note
AX = (Ay (X))nzl :
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Dans la suite nous utiliserons ’espace des opérateurs bornés défini de la
maniere suivante.

Définition 1.8. Soient E et F' C s deux espaces vectoriels mormés . On
note B (E, F) l'espace vectoriel des opérateurs L bornés de E dans F. L’espace
B(E, F) muni de la norme

L (X)|
L = sup ——————
BER) ™ o 1 Xg

est un espace de Banach.

Théoréme 1.9. [82, Théoreme 1.17, p. 153/, Toute matrice de transformation
d’un espace de type BK dans un espace de type BK est continue. On a alors

(E,F)C B(E,F).

Ensuite, lorsque E est un espace de suites et A = (@pm )n,m>1 est une matrice

infinie considérée comme opérateur, on définit I’ensemble
E(A)={X es: AX € E}
appelé domaine de la matrice A. On voit alors que pour tous F, F C s on a
Ae(E,F)< ECF(A).
Illustrons la notion de matrice de transformations par deux exemples.

Exemple 1.10. Considérons l’ensemble de suites & C s tel que :

E={X (AM_”) A eC
= = : €
_ |
Re-11)

On a E C {1, et E nest pas un espace vectoriel. Soit A = (apm)nm>1 une matrice
infinie dont les lignes sont toutes égales, définie par

Ay, = (—1)(m71)a:2(m71), pour tout n, m > 1
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ot x €, onaAAc (Ely). En effet, pour tout n > 1, on a

— — 2(77.171)
A (X) = ( L (—n)meg2men ) [
= Zanmxm
m=1
_ i( ym=1)20m-1) XY
2 2= D]
Sy @V
2 2(n— DI
= cos(zA)

D’ou
P(AX) = "(cos(z)),cos(xA), ...,cos(xA),...) € Log.

Sie=(1,..,1,...), on a donc
AX = [cos(z))] Te

et
[AX ||y, = [cos(zA)] < 1,

est finie, ce qui implique que A € (E,ls) .
Donnons 'exemple analogue suivant.

Exemple 1.11. Soit x € C, considérons l’ensemble de suites F' C s tel que :

F:{X:((;_U') AG(C}.

De méme nous avons F C {1 C L. On définit la matrice infinie A = (apm)nm>1

ayant toutes les lignes égales par

U = (1) 2?71 pour tout n, m > 1.
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On a A€ (F,lx). En effet, pour tout n > 1, on a

>\2m71

A (X) = ( R e o L ) A

m=1
= sin(z\).

Ceci implique que pour tout X dans F', on a
HAX) = P(sin(z)),sin(z)), ..., sin(z)),...) € loo.

Donc AX = [sin(z\)] ‘e et [|[AX||, = [sin(zA)| < 1, est fini. Ce qui implique
Ae (Fly).

1.2.2 Multiplicateur de deux espaces de suites, notion de
a— et de S—dual.
Multiplicateur M (E, F).

Dans cette partie on s’intéresse a la convergence de chacune des séries
définissant le produit AX défini au paragraphe 1.2.1. Pour un espace de suites
donné E, I'essentiel est de déterminer toutes les matrices infinies A = (apm )n,m>1
pour lesquelles les séries

A, (X) = i AnmTm
m=1

sont convergentes pour tout X € F et pour tout n. A cet effet il est nécessaire
de définir le multiplicateur de deux espaces de suites. Soient E et F' deux sous
ensembles de s, on note

ExF={XY:X€cEetYcF}

ot XY = (ZnYn)n, lorsque X = (z5)n et Y = (yn)n.
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Définition 1.12. Soient E, F C s. On appelle multiplicateur de E et F [’en-
semble

M(E,F)={a=(an), €s: aX = (anxn)n € F pour tout X € E}.
Il est bien connu que le multiplicateur de deux espaces de type BK est un
espace de type BK, voir [82].

Définition 1.13. Soit 7 = (7,),~, une suite dans s. On appelle matrice diago-
nale associée a la suite T, la matrice infinie notée D, et définie par

Tn st m =n,

sinon.

En particulier la matrice d’identité d’ordre infini est la matrice diagonale D,
associée a la suite e = (1,1,...,1,...).

Exemple 1.14. La matrice D, est une matrice de transformation de {5 dans
los. En effet, pour tout X = ()51 € loo 01 @

[De],, X = xy, pour tout n > 1,

n

et ([Del, X)p>1 = (@n)p>1 € los- D0t De € (€oo, loo) -

Remarque 1.15. On voit aisément que a € M(E,F) si et seulement si D, €
(E,F). En effet, D, € (E,F) signifie que Do X = (an®y),>; € F pour tout
X ek

Rappelons quelques propriétés classiques des espaces M (E, F), voir [82,
Lemme 1.25, p. 156].

Lemme 1.16. Soient E, F', E' et F' des espaces de suites. On a
(i) E' C E implique M(E,F) C M(E', F),
(it) F C F' implique M(E,F) C M(E,F").

On a aussi les propriétés suivantes, voir [82].

Lemme 1.17. (i) M(co, F') = b, pour F = ¢y, ou ¢ ou lo.
(i) M(Loo,co) = co et M (loo, loo) = loo-
(iii) M(c,c) = c et M (oo, ) = cp.

Remarque 1.18. Les espaces cg, ¢ et Lo, vérifient
co C ¢ C Ly,
on déduit des lemmes précédents que :
loo = M (oo, loo) C M(c,loo) C M(co,loo) = loo,

d’otu
M(c,loo) = loo-

On peut maintenant définir le a«—dual et le f—dual d’un espace de suites.
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Notion de a— et de S—dual.

Dans ce qui suit nous limitons notre étude a celle du a— dual et du —dual,
ensuite nous considérons le a— dual, puis le f—dual de chacun des espaces ¢y, c,
U et L.

Définition 1.19. Soit E un espace de suites. On appelle a—dual de E, ’ensemble
E®= M (E,t).

On a donc

o
EY = {a = (ap)n>1 € 5 la série Z |anzy| est convergente pour tout X € E} .

n=1

D’une maniere analogue on appelle B—dual de E ’espace
EP = M (E,cs),

ol

o0
cs = {X = (zp)n : la série an est convergente} ,

n=1

et on écrit

D
Ef = {a = (ap)p>1 € 5 la série Zanxn est convergente pour tout X € E} .

n=1

1 PN , P _ .
On déduit de ce qui précede qu'une matrice infinie A = (anm),, > vérifie la
propriété suivante :

Lemme 1.20. On a A € (E,s) si et seulement si
(Gnm) >y € EP pour tout n.

Preuve. En effet, A € (E, s) signifie que les séries
oo
A, (X) = Z GnmTm
m=1

sont convergentes pour tout n et pour tout X € E. On a donc bien (4,, (X)), >, €
s pour tout X € E et (apm),,~; € F’ pour tout n. m On déduit du Lemme 1.16
(i) le résultat suivant.

Lemme 1.21. Soit ¢ € {a, f}. Alors EC F = F* C E".
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Il est immédiat que E¢ C EP pour tout E C s, puisque toute série absolument
convergente est convergente. Rappelons que E est normal si pour tout X =
(n),>; € E nous avons I'implication

[Yn| < |z,| pour tout n entraine Y = (y,),~; € E.

Il est bien connu que 1’égalité
E*=FEF

a lieu lorsque E est normal, voir Malkowsky /[82/. On déduit aisément que les
espaces ¢p, et £, avec 1 < p < 0o, sont normaux et donc

Zz‘zﬁg et cg‘zcg.

Ces résultats nous conduisent a expliciter le —dual de certains espaces classiques.
On admettra le résultat suivant, ou ¢ est I’espace des suites n’ayant qu’un nombre
fini de termes non nuls.

Proposition 1.22. On a les propriétés suivantes :
(i) s° = et oF = s;
(M) E? = Lloo;
(iii)ﬁgzﬁq otl<p<ooouqg=p/(p—1);
(iv) 0 = c/g =P =1.

Ces résultats vont nous permettre de caractériser certains espaces de la forme
E. s),ou E C s, c’est I'objet du prochain paragraphe.
J g

1.2.3 Application aux matrices de transformations.

Dans ce paragraphe nous considérons l’ensemble (FE,s) ou E est I'un des
espaces précédant. Rappelons que A € (E, s) si les séries A, (X) =D 00| GnmTm
sont convergentes pour tout X dans F et pour tout n > 1. Nous considérons
ensuite les classes (F, F') ou E et F sont I'un des espaces (o, ¢o OU c.

Caractérisation de (£, s) ou E = l, cp, ¢, ou £,

Dans cette partie on détermine les classes ((oo, S), (co,5), (¢, s) et (p,s).

Proposition 1.23. (i) On a
(loos s) = (co,8) = (¢, 8)

et A€ (loo,s) si et seulement si

o

Z |anm| < 0o pour tout n.

m=1
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(i1) Soit 1 < p < oo. On a A € (£y,s) si et seulement si

oo
Z \anm|l’%1 < oo pour tout n.

m=1

(iii) A € (¢1,5s) si et seulement si

SUp |anm| < 0o pour tout n.
m

Preuve. (i) On a vu que 0B = cg = ¢ = ¢1, d’apres la Proposition 1.20 on a

A € (loo, s) si et seulement si
(anm)m>1 € 05 = ¢, pour tout n.

On conclut en remarquant que (anm),,>; € {1 signifie

o0

Z |anm| < oo pour tout n.
m=1
(ii) On a A € (£, s) si et seulement si (apm),,~; € Eg = {, pour tout n ol
g=p/(p—1).Dou A € ({p,s) si et seulement si
o0

Z |anm\ﬁ < 0o pour tout n.

m=1

(iii) A € (¢4, s) si et seulement si
(anm)m21 € Ef = {5 pour tout n.

D’ott A € ({1, ) si et seulement si sup,, |anm| < oo pour tout n. m
Cette Proposition nous amene a développer les exemples suivants.

Exemple 1.24. Soit (k,),~, une suite d’entiers strictement croissante et soit
A= (anm)n,m>1 la matrice géﬁnie Par apm = 0 pour tout n et pour tout m > k,,
c’est a dire

ail . al,kl 0

A = an1 . . amkn

Cette matrice est appelée "matrice a créneauz” voir [14] et naturellement d’aprés
la Proposition 1.23 (i) nous avons A € ({s, s). En effet,

kn
g ApmTm
m=1

[An(X)] =

IA

kn
<Z \anm|> sup |, | < 0o pour tout X € o et tout n > 1.
m

m=1
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Exemple 1.25. Soit ¢ = (¢,),~; une suite dans U et soit A la matrice définie

par A = (Cn‘f‘m—l)n,lef c’est a dire

c1 ¢ . Cm

C2 C3 . Cm+1
A=

Cn Cpn+l - Cnim—1

On voit que
Ae (EOO,S) S c el
En effet d’apreés la Proposition 1.23 (i) on a A € ({x, S) si et seulement si

o0

Z |entm—1| < 00 pour tout n,

m=1

ce qui équivaut a ¢ € {y.

Matrices de transformations de £ dans F' ou F et F sont de la forme /., ¢,
ou c.

Nous énoncons ici des résultats bien connus qui s’avereront tres utiles dans
la suite. Les caractérisations suivantes s’obtiennent en utilisant entre autre le
B—dual d’'un espace de suites, voir Maddox [77], Malkowsky [82]. De [82,
Théoreme 1.36 p. 160] on déduit ce qui suit.

Proposition 1.26. (i) On a ({oo, o) = (c0,¥o0) = (¢, loo) €t A € (o, lo) Si €t

seulement si
o
sup (Z |anm\> < 0. (1.3)

n m=1

(ii) A € (co,co) si et seulement si (1.3) est vérifiée et

lim an,, = 0 pour tout m. (1.4)
n—oo

(iii) A € (co,c) si et seulement si (1.3) est vérifiée et

lim anpm = 6 08 Oy € C pour tout m. (1.5)
n—oo

(iv) A € (c,co) si et seulement si (1.3) et (1.4) sont vérifiées et
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ou 4 est un scalaire.

Remarque 1.27. I est facile de montrer que (1.3) entraine A € (loo,loo). En
effet soit X € lo. Alors

o0 oo
|An (X)’ = Z ApmTm | < Z |(Inm’ HXHKOO
m=1 m=1

oo
su a X our tout n.
(1203 bl 131, 5

m=1

IN

On déduit que sup,, | Ay (X)| < 00 et A € (oo, loo)-
Remarque 1.28. On peut illustrer la propriété (1.3). Elle équivaut a chacune
des propriétés suivantes ot X = (zy,),, est quelconque dans s :

i)

sup |zp| < co = sup |4, (X)| < oo,
n n
Zp — 0 (n — 00) = sup |4, (X)| < oo,
n
i11)

Tp — 1 (n—o00) ol €C=>supl|d, (X)] < oo.

Dans ce qui suit nous écrirons

Si = {(anm)n,m>1 : sup (Z |anm\> < oo} .

n m=1
D’apres la Proposition 1.26 on a donc ({o, £o) = S1. Nous verrons les propriétés
topologiques de cet espace au chapitre suivant. Dans le paragraphe suivant nous
considérons des matrices particulieres appelées matrices triangles.

1.2.4 Triangles considérés comme des opérateurs dans
des espaces de la forme /., ¢ ou ¢

Dans cette sous section nous considérons des triangles tres utilisés dans la
littérature. L’opérateur A a été utilisé pour définir les espaces de différences de
suites introduits en 1981 par H. Kizmaz [70], puis généralisés successivement par
Malkowsky et Parashar [84], Et et Colak [60, 59], A. M. Akhmedov et F. Bagar
[2], etc...

Le calcul de leurs inverses et de leur produit par des matrices diagonales
permet de passer de 'expression d’'une matrice a I'autre. C’est ainsi que nous
aurons ¥ = A™1, C'(X\) = Dy 38 et A(X) = AD, =[C (M), ete...

Nous étudierons ces matrices et leurs transposées en tant qu’opérateurs dans
des espaces classiques, voir [77, 82]. D’abord nous allons donner une technique
permettant de calculer aisément l’inverse de certaines matrices.
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Inverse d’un triangle supérieur de Toeplitz.

En vue de calculer les inverses d’opérateurs de Toeplitz, rappelons un résultat
qui traduit la relation entre une matrice infinie de Toeplitz et une série entiere.
Soit z € C et R un réel > 0. A toute série entiere de la forme

o
f(z) = g 2™
m=0
définie dans un disque |z| < R, on peut associer une matrice triangulaire infinie

A=9(f)

définie par
ap ai az as

apg aip az
e(f) = ap a1
0 a

Une telle matrice est dite de Toeplitz. Pratiquement on écrira ¢ [f(z)] au lieu
de ¢(f). Il est essentiel de citer le lemme suivant qui explicite le lien entre les
matrices infinies et les séries entieres.

Lemme 1.29. [37, Lemme 19, p. 56] (i) Uapplication ¢ : f — A est un iso-
morphisme de ’algébre des séries analytiques définies sur le disque |z| < R, sur
l’algebre des matrices infinies correspondantes.

(ii) Supposons qu’on a f(z) = > o _jamz™ avec ag # 0 et que 1/f(z) =
S _qal. 2™ ait un rayon de convergence R’ > 0, alors

m=0 “"m
e (75) = tetrn™.

Nous pouvons maintenant appliquer ces résultats a certains opérateurs
connus. On s’intéresse tout d’abord aux matrices infinies représentées par des
triangles.

Les triangles représentés par des matrices infinies.

On désigne par U 'ensemble de toutes les suites (z,),~; telles que z,, # 0
pour tout n. On appelle triangle toute matrice T' = (tpm),, ,,>1 telle que tymy, =0
pour m > n — et t,, # 0 pour tout n. On notera £ l’ensemble de tous les

triangles. On a ainsi

n
TX], = Z tmTm pour tout n,

m=1
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et on écrit

t11 x1 t1171
0 To
TX = =
th1 - . Tnn L, 22:1 tnk Tk

Notons que si T et T' € £ alors

T (T’X) - (TT/> X pour tout X.
Les triangles A, X, C1, C ()\), A ()) et leurs transposées.

Les opérateurs représentés par A et . On appelle matrice de
différence d’ordre un et on désigne par A la matrice infinie

Notons que
[AX], = 2, — xp—1 pour tout n > 1 et pour tout X € s,

avec la convention xg = 0. Nous serons amenés a utiliser I'inverse de A. Pour cela
nous pouvons appliquer le Lemme 1.29 & f(z) =1 — z ou

1 oo
— = Z 2™ avec |z] < 1.

L’inverse de A est alors défini par
AT = e (/F(E) = e+ 24t 2 4. = 3,

ou X est la matrice triangulaire inférieure définie par

1

1 1

1 1

5= 1 ,

et ¥ = A~L. Citons ici quelques propriétés élémentaires de ces opérateurs.



1.2. MATRICES DE TRANSFORMATIONS 25

Proposition 1.30. Nous avons les propriétés suivantes
a) A€ (E,E) ou E = cy, ¢ ou U,
b) X ¢ (cs,cs), et X ¢ S1 = (loo, loo),
c) % € (es, ).

Preuve. a) est immédiat.
b) En effet, on a Ye@® = ¢ on eM) appartient & cs, mais Xe(t) = ¢ ¢ cs, donc

Y ¢ (cs,cs).

Montrons maintenant que X ¢ S;. Posons ¥ = (anm),, ,,~1 donc on a

1 sim<n,
Apin, = .
o 0 sim>n.

D’ou
n
Z |anm| =n — 00 (n — 00).

m=1

n
sup (Z |anm]> = 0.
n m=1

Donc

On conclut que
X é85.

¢) Soit X = (z,)n>1 € cs. Les séries (*X),, (X) sont alors convergentes pour tout
n>1et

(D) (X) =D m —0 (n— 00).

m=n
D’ou
t t
YX €cpet'S € (es, ).

L’opérateur de Cesaro C; et la matrice C(\). L’opérateur de
Cesaro est représenté par le triangle

ClzD( ) X,

1
n/n

ou Dy /p) est la matrice diagonale associée a la suite (1/n),,»;, voir le paragraphe
1.2.2. Si I'on pose C1 = (@pm)n,m>1 on a alors

— sim <n,
n
Unm =

0 sinon.
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C’est a dire

1

1 1

2 3 0
Ci = .

1 1

n n

On a C] € (¢, ¢), c’est a dire que pour tout X = (2,),>1 € ¢ on a

1 n
X], =— m — 1 uleC.
[C1X],, . Z Tm — 1 (n—00) oule

m=1

D’une maniere plus générale on a
C(A) = Di)h%,

ot A € U. On déduit en posant C'(A) = (ay,, )nm>1 que

1 .
/ — sim <n,
Gy = An '
0 sinon.

L’opérateur représenté par A ()\). Ici nous avons A (\) = AD,, ou
A € U. De I'égalité

AN =(ADy) Tt = D§A_1 =D.%

on déduit que A () est Uinverse de C'(A). On a

A1
VY 0
A = Az )
0 -\

Les triangles A (\), C ()\) et leurs transposés en tant que matrices de trans-
formations de (o, (o), (co,co) ou de (c,c).

Dans cette sous-section nous nous limiterons & la caractérisation de A (\),
C (M), tC(N\), 'A(X) considérés comme opérateurs de o, dans £, de ¢ dans c et
de ¢ dans cp. On s’intéressera entre autre a la caractérisation de C' (A) € (c,¢)
c-a-d pour toute suite X = (z,,) on a

1 n
Ty — 1 (n—>oo):>)\—n2xm—>l' (n—o00) oul, l'eC (1.6)

m=1



1.2. MATRICES DE TRANSFORMATIONS 27

et on verra que 1.6 est équivanlente a

c’est qui équivaut a dire que 1/\ € cs.
Considérons les hypothéses suivantes :

A€ ly (1.7)
n
L -0(1) (o) (18)
Il existe [ € R tel que )\E — 1 (n— o) (1.9)
Il existe ' € R tel que Ay — Ap_y — I (n — o0) (1.10)

Proposition 1.31. Soit A € UT.
(i) a) A(X) € (boo, loo) si et seulement si (1.7) est vérifiée,

¢, c) si et seulement si (1.7) et (1.10) sont vérifiées.

€ (

€ (boo, loo) si et seulement si (1.8) est vérifiée,
€ (co,co) si et seulement si (1.8) est vérifiée,
€ (

c,c) si et seulement si (1.9) est vérifiée.
Preuve. (i) a) A()) € ({eo, o) signifie A () € Sp, c’est a dire
A+ A1 =0(1) (n— 00).

Cette condition équivaut a (1.7).
(i) b) On a A = (anm)ym>1 € (Co,co) si et seulement si

{ sup,, (32051 |anm) < oo,

limy, 00 @pm = 0 pour tout m.
D’ott A (X) € (co, co) si et seulement si

sup (An—1 + Ap) < 00

et lim,, o A, = 0 ceci est équivaut a dire A € ¢g.
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(i) ¢) D’apres la Proposition 1.26 (v) on a A () € (¢, ¢) si et seulement si la
propriété (1.10) est vérifiée et A(X) € S1. On a vu que A () € Sy équivaut a
(1.7), d’ou (i) c).

(ii) a) Nous avons (1.8) équivalent a C' (\) € S;. En effet pour tout n > 1, on

n

D 1C N /\i d 1= (1.11)

m=1 " m=1
D’ott C'(A) € (loo, o) si et seulement si (1.8)
(ii) b) D’apres la Proposition 1.26 ii) C' (\) € (co, co) équivaut a

est vérifiée.

- =0(1) (n— o),
et ainsi 1/\, — 0 (n — o0). D’ou [C' ()\)]

(ii) ¢) D’apres la Proposition 1.26 (v) on a C (A) € (¢, ¢) si et seulement si
(1.8), (1.9) sont vérifiées et 1/A € ¢p. Or (1.9) implique (1.8) et 1/\ € ¢g. Donc
C (N) € (c,c) est équivalent & (1.9). =

wm — 0 (n — 00), pour tout m.

Remarque 1.32. Remarquons que C () € (¢, c) entraine C (\) € ({0, leo) SOit

(1.8).

Concernant les transposées nous avons

A=A
Ao —Ng 0
EA(N) = Dy 'A = .
0 )\n _)\n

et
'C(N) = "(DipX) = 'SDs
avec
1 1 1
A A2 . An
1 1
)\2 ' An
‘C(\) =
0 5

Nous pouvons énoncer les résultats suivants.

Proposition 1.33. Soit A € UT. Considérons les assertions suivantes :

(i) 'A(A) € (los, Loo)
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(ii) 'A (V) € (e,0)

(iii) 'C' (N) € (Lo, loo)

(iv) 'C (N) € (c,c).

1- Les propriétés (i) et (ii) sont équivalentes a (1.7)
2- (iit) et (iv) sont équivalentes a 1/\ € cs.

Preuve. 1) 'A (\) € (foo, l) équivaut a
A+ A =0() (n— o0)

c’est a dire & (1.7). Donc (i) et (1.7) sont équivalents. Ensuite (ii) équivaut & (1.7)
et

n

S AW =2 A — 0 (n— 00). (1.12)

m=n—1
La propriété (1.12) étant toujours vraie on déduit que (ii) et (1.7) sont equivalents,
ce qui acheve la démonstration de 1).
2) On sait que ‘C (A\) € (Yoo, loo) Tevient a dire que

o [e.9] 1
Z [‘c M), = Z — est convergente pour tout n

m=n m=n Am
et que
1
> 1= =0(1) (n—o0).

Ces propriétés équivalent a 1/ € cs.
On voit que 'C (\) € (c,c) revient & dire que 'C (A\) € (Lo, £oo) €t
o

ke ()\)]nm — L (n — oo0) pour un certain L. (1.13)

m=n

Mais ainsi qu’on vient de le voir ‘{C' (A) € (oo, £oo) équivaut & 1/X € cs et implique
que (1.13) est vérifié pour L =0. m






Chapitre 2

Systémes linéaires infinis et
applications

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous définirons la notion de systéeme ayant une infinité
dénombrable d’équations lincaires et une infinité dénombrable d’inconnues. Nous
avons défini au paragraphe 2 du chapitre précédent les matrices de transfor-
mations en tant qu’applications dans des espaces de suites. Ici on s’intéresse a
la nature de cette application, est-elle injective ¢ Est-elle surjective ? Lorsque
I’équation AX = B ou B est donné admet une solution, peut-on la calculer, ou
Uapprocher par une suite a support fini? Soit A = (anm)n,m>1 une matrice infinie
et X = (xy),~; une suite, que ’on pourra considérer comme une matrice colonne.
On écrira AX = (A, (X))~ soit

o
air - - aim - €1 Zmzlalmwm

_ 00
anl1 - - Qpm - Tm = Zmzl AnmLm

lorsque les séries sont convergentes pour tout n > 1.
Par la suite nous utiliserons les systemes ayant une infinité dénombrable
d’équations linéaires. Ce probleme se traduit par ’équation matricielle

AX =B (2.1)

ot A = (anm), o1 €6 B= ' (b1,ba,...) € s sont donnés et X = ! (z1,29,...) € s
est I'inconnue ; I’équation (2.1) s’écrit alors sous la forme d’un systeme d’équations

31
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linéaires
[oe)
Zmzl AImTm = bl,
o
................... ,
Zm—l AnmITm = bna
ou encore
1 b1
Al zm = bn 1,

lorsque les séries définies par A,, (z) = anozl GnmTm sont convergentes pour tout
n. Lorsque A € (E,F) ou E, F C s, la question qui se pose est la suivante :

"Pour une matrice colonne donnée B = ! (by,bs,...) € F léquation (2.1)
admet-elle une solution dans E” ?

Cette question conduit a examiner si cette solution est unique dans E et a
la calculer explicitement ou & en donner une valeur approchée. Notons qu’il n’y
a pas de théoremes généraux pour résoudre ces problemes, contrairement aux
systemes linéaires finis.

Remarquons que si E a la propriété AK il admet une base formée des éléments
e(™ (n =1,2,...). Ainsi & tout opérateur linéaire borné L € B (E) on peut associer
une matrice infinie

L A= A= (anm)

n,m>1

= A (*(£)).
() =),

ai; .- . Qaim - 0 A1m

ou
En effet on a

soit
At(e(m)): anl - - Gnm - 1 =1 apm |,

que 'on peut aussi écrire :

La <t (e(m))) = Tianm t <e(”)> = "(a1m, ..., Gum, ...) pour tout m.

Toutes ces questions menent a I’étude de 'existence d’un inverse a droite ou a
gauche d’une matrice infinie. On sera amenés a expliciter des algébres de Banach
appropriées dans lesquelles on peut définir [’inverse d’une matrice infinie.
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Pour l'instant nous allons traiter quelques systemes triangulaires tres utiles
pour la suite.

2.2 Résolution de systemes linéaires infinis re-
marquables.

Dans cette section nous considérons deux espaces de suites E, F' C s et nous
nous intéressons aux solutions d’un systeme infini triangulaire

TX = B, (2.2)

ol T est un triangle c-a-d T' €£, X appartient a E et B est donné dans F.
Nous serons ensuite amenés a l'étude de systemes de la forme A (\) X = B,
C (M) X = B, ou B appartient a I'un des espaces {o, g, ¢, OU £).

Rappelons que si T et T' sont deux éléments dans £ alors TT est aussi

dans £. En effet, supposons que T = (tum),, 15, €t T = <t;zm> . sont deux
= n,m>1
matrices triangulaires inférieures, alors
TT = (mm)nm21 ,
avec /
> =1 tnitjy, sim <n,
T'nm =
0 sim > n.
Donc TT' est aussi une matrice triangulaire inférieure.
Lemme 2.1. Soient T, T' deuz matrices de £, alors on a
i)
T (T’X) - (TT/> X, pour tout X € s. (2.3)
i) T admet un inverse unique T~ tel que
T(T7'X)=(TT"') X =X, pour tout X € s. (2.4)

iii) ker T'= {0} et pour tout x C s, on a

(kerT) N x ={0}.

’

nm deux éléments de £.

Preuve. i) Soient T' = (tpm),, ,,>1 €t T = (t )
= n,m>1

Montrons que pour tout X € s on a

T (T’X) - (TT’) X.
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En effet, pour tout n > 1, on a

n J
T(T X — Lo .
r(rx)], = St (hen)
j=1 k=1
= o (tnlt’n NI tmt;ﬂ) Tz (tmt’m NI tmt;ﬂ) + o+ Ztant,,

n n ,
= D D tuitin |

k=1 \j=k

(),
D’ou (2.3).

ii) On sait que I'inverse de tout élément T € £ appartient a £, [12, Remarque
2 (a), p. 22]. Donc en utilisant i) avec 7" = T~! on prouve que la relation (2.4)
est vérifiée.

iii) L’équation TX = 0 équivaut a

n
Ztnkxk:()a n:1,2,....
k=1

En prenant n =1 on a
t112¢1 = 0, ce qui implique 7 = 0,
puis pour n =2 on a
to1x1 + tooxs = 0 implique que x9 = 0.

De proche en proche on conclut que

et X =0. D’ou
kerT = {0} et (kerT)nyx = {0},

pour tout x C s. m
Enoncons un lemme permettant de montrer I'existence d’une solution d’un
tel systeme.

Lemme 2.2. Soit T €£. L’équation (2.2) ou B € F admet une seule solution
dans E si et seulement si

T-'e(FE). (2.5)
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Preuve. Condition nécessaire. Les matrices T et T~! appartiennent a £ et
I’équation (2.2) équivaut a
T TX)=(T"'T)X=X=T""B.
Comme cette équation admet une seule solution dans E pour tout B € F alors
T-le(FE).
Condition suffisante. Supposons qu’on ait (2.5), alors X =T !B € F et
TX =T(T"'B) = B,
car T est un triangle. Donc ’équation (2.2) admet une unique solution dans E,
car (kerT)NE ={0}. m

Remarque 2.3. Si E = F = s la condition (2.5) est toujours vérifiée car tout
triangle appartient a (s, s).

Nous utiliserons aussi les trois lemmes suivants ot 7' est un triangle.

Lemme 2.4. [83] Soient E, F C s et soit A une matrice quelconque. Alors
A€ (E,F(T)) si et seulement si

TAe (E,F).
Lorsque A est un triangle on a aussi le résultat suivant.

Lemme 2.5. Soient E, F CsetT' € £. OnaT € (E(T),F) si et seulement
51
T'T € (B, F).

Preuve. En effet, 7" € (E(T), F) signifie que T'X € F pour tout X € E(T). Or
on a
E(T) =T 'E, pour tout E C s.

C’est a dire pour tout X € E(T), il existe Y € E tel que
X=T""Y

Donc T" € (E(T), F) si et seulement si

T'X =T (T7'Y) € F, pour tout Y € E.
De l'identité

T (T7'Y)=(T'T ") Y
on conclut que 7' € (E(T), F) équivaut A T'"T~ € (E,F). m
On déduit aisément des deux lemmes précédents le résultat suivant.

Lemme 2.6. Soit T un triangle et & C s. Alors T est une application bijective
de E(T') dans E.
Preuve. Ce résultat découle du fait que T € (E(T),E) et T~! € (E, E(T)) si et
seulement si TT 1 =1 € (E,E). m

Dans la suite on désigne par U™ l'ensemble de toutes les suites (z,,),,~; telles
que z, > 0 pour tout n. -
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2.2.1 Applications aux opérateurs A (\) et C'()\).
Les équations A(\) X =B et C(\)X =B

Dans ce qui suit nous poserons

et

Proposition 2.7. Soit A € U.
1) L’équation (2.6) ou B € s admet une unique solution X = (z,),,~, définie
par

1 n
Ty = Anmz_:lbm, n=12,... (2.8)

2) L’équation (2.7) ou B € s admet une unique solution X = (x,),, définie

{ Tl = )\lblv (29)

Tn = —An—1bp—1 + by, n > 2.

par

Preuve. 1) Soit B = (b,)p>1 € s. Cherchons la suite X qui vérifie '’équation
(2.6). Sachant que
on déduit que (2.6) équivaut a
CA (AN X)=(CNAMN) X =X =C(NB,
car C(A) et A (\) sont des triangles. Donc la seule solution dans s est
X =C(\)B.
D’ou (2.8).

2) Cherchons cette fois la suite X qui vérifie ’équation (2.7). D’une facon
analogue on a C (A) X = B si et seulement si

ce qui signifie que (2.7) équivaut & X = A(N\)B et donc (2.9) est vérifiée. m
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L’opérateur A ()\) en tant qu’application de F dans E et I’équation A (\) X =
B,ou Be Eet E=/y, cy ou c.

Dans ce paragraphe on étudie 1’équation A(A\) X = B, ou A € U™, B ap-
partient respectivement a 1'un des espaces F = f,, ¢g, ou ¢ et on donne des
conditions sous lesquelles I'unique solution appartient a ce méme espace.

Rappelons maintenant les hypotheses suivantes :

A€ lo (2.10)

% —0(1) (n— o), (2.11)

Il existe [ € R tel que ;L—n —1 (n— o) (2.12)

Il existe I’ € R tel que A\, — A1 — 1’ (n — 00) (2.13)

Théoreme 2.8. Considérons les propriétés suivantes.
i) AN € (¢, ),
it) c C c(A(N),
i11) Dyc C c(A).
1- 1) i) et i) sont équivalents a (2.10) et (2.13).
2- On a
c(A(A) #ec

3- L’opérateur A (X) n’est pas une bijection de ¢ dans c.

Preuve. 1) i) équivaut a (2.10) et (2.13), cela provient de la Proposition 1.31 du
Chapitre I. De plus on a évidemment i) équivalent & ii). Donc pour montrer 1, il
suffit de montrer que iii) équivaut a ii). En effet iii) s’écrit

Dy cCX¥ec,

c’est a dire
cCDiZc:C(A) c=c (A(N).

Donc (iii) équivaut a (ii). Ce qui entraine que (i), (ii) et (iii) sont équivalents &
(2.10) et (2.13).

2) Prouvons maintenant que ¢ # ¢ (A (A)). On a vu d’apreés 1 que ¢ C ¢
(A (X)) est équivalent a (2.10) et (2.13). D’autre part la condition ¢ (A (X)) C ¢
équivaut a

Ie(c(AN),q),
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ce qui revient a dire que
AN =C\) € (e0).

On a vu au Chapitre I Proposition 1.31 que cette condition équivaut a (2.12).
Or (2.10) et (2.12) sont contradictoires, donc ¢ # ¢ (A (X)), ce qui acheve la
démonstration de 2.

3) est une conséquence directe de 2. =

Considérons maintenant I’équation A (A\) X = B ou B € /. Nous étudierons
successivement les cas ou A € £y, et A\, > Kn pour tout n. On a le théoreme

suivant.

Théoréme 2.9. 1- On suppose que X € lo. Alors
i) a) AN) € (looy loo) s
D) oo Lo (A (),
c) A(N): log — loo Mest pas surjective,
i) L’équation A (N\) X = B, ot B € l admet une solution dans lo (A (N)),
cette solution n’appartient pas nécessairement a £sp.
2- On suppose qu’il existe K > 0 tel que

An = Kn pour tout n > 1. (2.14)

On a les résultats suivants

A £ (loon o),

it) L’équation A (X)X = B, ot B € ly admet dans {, une seule solution
donnée par (2.8).

Preuve. 1. i) a) Vient du fait que A € /.

i) b) On a A € lo donc A(X) € S1 = (o, o) €t d’apres le Lemme 2.4 on
obtient que I € ({xo, loo (A (N))) . Cela implique que tout X de £, est un élément
de /oo (A (N)). D’out I'inclusion.

i) ¢) Comme A (\) € (Yo, o), il reste & prouver que C(A) ¢ (loo,loo) - En
effet, supposons que C(\) € ({oo, loo) - D’apres la Proposition 1.31 du Chapitre I
on a C(\) € 5] si et seulement si

ce qui revient a dire qu’il existe K > 0 tel que A\, > Kn pour tout n.

Donc A, tend vers l'infini quand n — oo, ce qui est contradictoire. D’ou le
résultat.

ii) Du Lemme 2.6 on déduit que A (\) est bijective de l (A (N)) dans lu.
Comme A € {5 on a vu qu'alors C(A) ¢ ({x,lx), puisque C(A) € ({oo, o)
équivaut a (2.11). Donc la solution de (2.6) ou B € {, n’appartient pas
nécessairement a f.
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2. 1) D’apres la Proposition 1.31 du Chapitre I, on a A (\) € (Yo, x0) Si et
seulement si A € £ Or la condition (2.14) implique

lim A\, = oo.
n—oo

Ce qui est contradictoire. Donc A (A) ¢ (Yoo, loo) -

2. ii) D’apres le Lemme 2.2 il suffit que C' (A) € (¢, ¢ ), mais on a vu dans la
Proposition 1.31 ii) a) du Chapitre I que cette propriété est équivalente a (2.11),
elle méme équivalente a (2.14). D’ou le résultat. m

Proposition 2.10. Soit A = (\,),5; € U™.
i) Supposons que la condition suivante soit vérifiée
n
ko k-1 1
sup —_— |+ — 7, 2.15

n

alors C' () € (lo(A),loc(A)) .
i) Supposons que la suite (nAn),>q € loo, alors A(X) € (loo(A),lo(A)) .

Preuve. i) D’apres les Lemmes 2.4 et 2.5, on a C' (A) € (lo(A),lo(A)) si et
seulement si AC' () € (Ioo(A), o), c-a-d AC (N) A™L € 81 = (I, loo) €t comme
AC(A\)A™Y = AD;/3%? on conclut que C'(A) € (loo(A),lso(A)) équivaut a
ADl/,\EQ € 95;.

La transposée du triangle ¥ est la matrice infinie associée a la fonction f :
2+ f(z) définie par f(z) = > 7, 2¥, ot on note

1
11 0 00
DE I = "o (f(2) = t(sa (sz))
1 111 k=0
ou |z| < 1. Un calcul simple donne
1
1 0
3 2 1

car ' (¥?) = t((p (f(z))2) est le triangle associé & la fonction z — f2(z) =
(1—2)"2 avec |2| < 1, ol

(=2)(=3)

) )=0—-2)2=1422+ )

2 4n (4 1)2" 4
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On a ensuite

1
A1
2 1
Pl 0
Di¥? = :
A
n n-l 2 1
An An : An An

1
1 pYy
2 1
-1 1 0 N g 0
AD,¥* = L
A
_ n el 2 1
0 L1 An An An A
1
A1
a2 1 0
A1 Ao A2
_ =24 3 -1, 2 1
- A2 + A3 A2 + A3 A3
—(n—1) n_ —(n—2) (n—1) -1 2 1
>\n—1 + )\n )\n—l + An An—l )\n )\n

On conclut que AD1 X% € S si et seulement si la condition (2.15) est vérifiée.
A

ii) On a A(A) € (loo(A),lo(A)) si et seulement si AA (AN X € (loo, loo), ce
qui signifie que A2D)\Y € (Ioo, loo) = S1 car A (\) = AD,. Mais
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donc
A
—2X1 Ao
A1 —2X9 A3 0
A2D, = N =23 A4 |
0 )\n—2 _2)\71—1 An
et
A
—2A1 + Ao A2 0
A —2X 9+ A3 —2X 2+ A3 A3
A’D,Y =
An—Q - 2)\71—1 + An . . )‘n—2 - 2)\71—1 + )\n _2)\n—1 + An

On voit aisément que A2D,Y € Sy si
sgp A 4 A = 201 + (0 = 2) | A2 — 21 + M) < o0
Donc la condition nA, = O(1) implique
[(n = 2) A +2[(n = 2) An—a| + (n = 2) A = O(1),

d’ou le résultat. m

Corollaire 2.11. Soit A = (\,),;s; € UT une suite décroissante. Supposons que
la condition suivante soit vérifice

"~ o). (2.16)

Alors C (N) € (lo(A),lo(A)) .

An
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Preuve. On a

S LA TN R S A Y T
)\n )\n—l >\n o )\n )\n—l )\n
k=2 k=2 k=2
< i+(n—1)(n+2) n(n —1)
< n?+n  n(n—1)
- 2\, 21
n2 n2
<
- )\n * 2)\71—1
3n?
< ——.
T2\,

Comme n?/\, = O(1) est vérifiée, on a alors C (A) € (Ioo(A),loo(A)). =

2.2.2 Etude des équations A (\) X = Bet C'(\) X = B ou
ANeU", Be{lx,cocly(N)}.

Citons d’abord le lemme suivant.

Lemme 2.12. [27, Lemme 3, pp. 198-199] Soient A une matrice infinie, T et 3
deuz suites appartenant a UT. Alors on a l’équivalence suivante

A€ (DB, DyF) & Dy AD, € (E,F).

Tous les résultats précédents peuvent étre résumés par le théoreme suivant
ou on définit

0, (\) = Dyl :{Xes:i<|f\:|>p<oo},

n=1

= {9 = (0n)p>, €U 2 Tim (92‘1> < 1}.

n

Théoréme 2.13. (i) a) Si (2.11) est vérifiée, l’équation (2.6) ou B € Lo, (res-
pectivement cg) admet une seule solution dans lo, (respectivement cg).

b) Si (2.12) est vérifiée, I’équation (2.6) ot B € ¢, admet une seule solution
dans c.

c) Soit 1 <p < oo. Si X €Tl ’équation (2.6) ou B € Dyly,, admet une seule
solution dans .

(i) a) Si (2.10) est vérifié, 'équation (2.7) ot B € Lo, (respectivement cq)
admet une seule solution dans {, (respectivement cp).
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b) Si (2.13) est vérifié, l’équation (2.7) ou B € ¢, admet une seule solution
dans c.

c) Soit 1 < p < o0. Si A € Uy, Uéquation (2.7) ou B € £y, admet une seule
solution dans £,.

Preuve. (i) a) Le cas out B € { a été étudié dans le Théoreme 9. Supposons
maintenant qu’on ait B € ¢y, alors d’apres le Lemme 2.2, I’équation (2.6) admet
une seule solution dans cg si et seulement si C(A) = A (A) ™ € (¢g, ¢o) . Or d’apres
la Proposition 24 i) du chapitre I on a

C(A) € (co,cp) si et seulement si 'hypothese (2.11) est vérifiée.

Donc I’équation (2.6) o B € ¢y, admet une seule solution dans cg.
(i) b) Supposons que (2.12) soit vérifiée. Comme A (\) € £, d’apres le Lemme
2.2 I’équation (2.6), ou B € ¢, admet une seule solution dans c¢ si et seulement
si C(\) € (¢,¢). Or d’apres la Proposition 1.31 ii) ¢) du Chapitre I on sait que
C(A) € (¢, c) si et seulement si 'hypothese (2.12) est vérifiée. D’ou le résultat.
(i) ¢) D’apres [31, Th. 6.5 p. 3200] on a A € I' implique

Donc A est bijective de £, (\) dans lui-méme et
A =S (b, (N, (\N).
Donc pour tout B € £, (A) I'équation
ANX=B
admet une seule solution dans ¢, car d’apres le Lemme 2.12
C(A) = DX € (Dalp, Lp) .

(ii) a) Supposons que (2.10) soit vérifiée, puisque C (A) € £ en utilisant le Lemme
2.2 I’équation (2.7) ou B € ,, admet une seule solution dans £ si et seulement
si C(A) = A\ € (£oo, boo). Or on sait d’aprés la Proposition 1.31 i) a) du
Chapitre I que A (\) € (Yoo, ls0) si et seulement si (2.10) est vérifiée. D’ou le
résultat.

Supposons maintenant qu’on a B € ¢y, alors d’apres le Lemme 2.2, I’équation
(2.7) admet une seule solution dans ¢g si et seulement si A (\) € (¢, o) . Mais
d’apres la Proposition 1.31 1) b) du Chapitre I on a A(\) € (cp, co) si et seulement
si (2.10) est vérifiée. Ceci entraine que I’équation (2.7) ou B € ¢y, admet une seule
solution dans cg.

(i) b) Supposons que (2.13) soit vérifiée, ’équation (2.7) ou B € ¢, admet une
seule solution dans c si et seulement si A (A) € (¢,¢). Or d’apres la Proposition
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1.31 1) ¢) du Chapitre I on a A (X) € (¢, c) si et seulement si (2.10) et (2.13) sont
vérifiées. Mais on voit évidemment que A € /o et donc (2.10) est vérifiée. Donc
I’équation (2.7) ou B € ¢, admet une seule solution dans c.

(ii) ¢) Supposons que 1 < p < co. Si

sup (A,) < o0,

n

I'équation (2.7) ou B € {,, admet une seule solution dans ¢, si et seulement si
A(X) € (€p, £y). Mais d’apres la Proposition 2.7 la solution X = (y,),,5, de cette
équation est définie par définie par

1 = Aiby,
Tn = —An—1bn—1 + A\by, n > 2;
or B € {, signifie

%)
1BI2 =37 bal? < .
n=1

1 1
) P %) »
1X], = (Z \xnrp> - (Z “Antbns + Anbn\p) ,
n=1

n=1

avec la condition by = 0. D’apres 'inégalité de Minkowsky on déduit que

N

1 1
Ixl, < (D—Anlbnw) +<Z|)\nbnyp>
n=1 n=1

2{[Allg, 1B, < o0

IN

Donc X = (z5),>, appartient a I'espace ¢, et I'équation (2.7) ot B € £}, admet
une seule solution dans /,. m

2.3 Etude de I'équation N X = B

Solent ¢ = (qn),>; et Q@ = (Qn),>; deux suites telles que ¢, > 0 pour tout

n>1,et Qn =73 p_; qr On définit le triangle Ny = (@nm)nm>1 comme suit :

dm : <
o sim <mn,
anm =

0 sim > n.
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Ce qui se traduit par :

Q1
Qo g2
Q2 Q2
Nq - L An_
Qn T Qn

Cette matrice est appelée opérateur de la moyenne pondérée. Notons que

N, =D, 2D,

et que Wq est inversible et

Ce qui se traduit par :

%
1
N;1: . ous

Ceci implique que I'équation N, X = B admet une solution
X = (D1ADg) B.
q
Cette solution X = (z,,),,», vérifie les relations suivantes

— Qib
q ’
(2.17)

I
Zn = o= (Qubn — Qu-1bp—1), n=2,3,....
Soit ¥ C s, comme Nq €£ notons qu’en application du Lemme 2.6 on a
Nq ) (Nq) — F,

ou E est I'un des espaces cy, ¢, {o ou £,, 1 < p < 00, est bijective.
Dans ce qui suit nous poserons

N,X=B (2.18)
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et considérerons la condition

|

€ loo. (2.19)

On va montrer que I'implication

(ann - Qn—lbn—l)

sup |b,| < oo implique sup < ) < oo pour tout B = (by,),,~,
. >

1

n dn
équivaut a Q/q € lo.
Théoréme 2.14. i) L’équation (2.18) ou B appartient respectivement a loo, Co,
¢ admet une seule solution, définie par (2.17), dans L, co, ¢ respectivement si
et seulement si (2.19) est vérifié.

ii) La condition (2.19) implique que l’équation (2.18) avec B € £, admet une
solution unique dans €.

Preuve. i) Comme N, €£, d’apres le Lemme 2.2 I'équation (2.18) ot B € o,
admet une solution dans /4, si et seulement si (Nq)_l € (oo, loo) -

Or on a
—1
N, = D%ADQ €51

si et seulement si

Qn‘i’anl :2Qn7120(1)

qn qn
c-a-d QQ/q € ls. Supposons maintenant que B € ¢, I’équation (2.18) ou B € ¢

. . N |
admet une solution dans c¢g si et seulement si (N q) € (co, o) -
1
€57 et

Or N;l € (co, co) si et seulement si N,

[Wq_l] — 0 (n — o0) pour tout m.
nm

La seconde hypothese est satisfaite car N;l est une matrice bande. Pour la

premiere hypothese, on a N;l € 51 si et seulement s’il existe M > 0 tel que

& + Qn—l

dn qn

< M, pour tout n.

Comme 0 < % < % + % < M, pour tout n, on déduit que Q/q € lw.
Réciproquement si QQ/q € £, comme @, est croissante on a
Qn—l S %
dn qn
=1
et NV g € 5.
D’une fagon analogue, I’équation (2.18), ou B appartient a ¢ admet une seule
solution dans c si et seulement si (Nq)fl € (¢,¢). Or (Wq)71 € (¢, c) équivaut a

D1ADg € (c,c) (2.20)
q
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D’apres la Proposition 24 du Chapitre I, (2.20) est vérifiée si et seulement si

Qn_Qn—l N l (

n — 00)
q"/

Qotlnzt — O(1) (n— o0).

Comme

Qn_Qn—lquzl

dn qn
la condition (2.18) est vérifiée si et seulement si

Cnt @t 2004 (1) (0o o),

qn dn

ce qui signifie que Q/q € {. D’ou le résultat.

ii) D’apres le Lemme 2.2 1’équation (2.18) ou B € /{4, admet une solution
dans ¢, si et seulement si (Wq)il € (L, Lp).

Or B € /¢, signifie

[e'S)
1BIZ =3 bl < .
n=1

On a
1
o0 P 0 1 P\ r
HXHep = Z |z [P ] = Z — (Qnbn — Qn—1bp—1) , avec la convention by = 0.
n=1 n=1 n
Sachant que (Qn)n>1 est croissante, on a % < % pour tout n et donc
Qn—l

Quy

bn—l

n

1
p)p

Ainsi X = (x,,),~, appartient a I’espace £, et I’équation (2.18) ou B € ¢, admet

)6

1Bll,, < oo.

IX],, < (f}

n=1

Q

< 2=

oo

une unique solution dans £,. m

2.4 Cas des équations ‘A(N)X = B et
'‘C'(\) X = B.

Dans ce paragraphe nous nous intéressons a 1’étude de systemes de la forme
'A(N) X =B, 'C (M) X = B, ou B appartient a 'un des espaces oo, co, ¢, Ou £p.
Rappelons que A ()\) et !C (\) sont les matrices transposées de A (\) et C (\)
respectivement. On note AT () et C* () ces deux matrices. Dans le cas ol
A= (1,1,...), on obtient le résultat suivant.
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Proposition 2.15. i) X7 : ¢cs — ¢g est bijective et I’équation ¥TX = B ou
B € ¢y admet X = AT B comme seule solution dans cs.

ii) L’équation ATX = B ou B € s admet une infinité de solutions X =
(Tn)n>1 dans s avec

1 = u,
n—1
Tp=u—)p _1bp, n>2,
ot u est une constante arbitraire.

Preuve. i) On a X7 € (cs,¢) d’apres la Proposition 28 du Chapitre 1. Ensuite
soit B € cg. L’équation XX = B ot X € cs s’écrit

oo
Z Tm =bp, n=1,2,...
m=n
ce qui équivaut a
Tp=bp —bpy1 =AF (B), n=1,2,...
Or ATB € ¢s car

Y @m=> (b —bms1) = b1
m=1 m=1

D’oi1 pour tout B € ¢ il existe une unique solution X = AVTB € c¢s vérifiant
I’équation XX = B. Donc X7 est bijective.
ii) Soit B € s. L’équation AT X = B est équivalente a

1 -1 x1 by
1 -1 0 X9 bg
0 1 -1 Tn, by,
et donc a
r1 — T2 bl
To — X3 bo
Tn — Tn41 by,

En posant x1 = u, oll u est une constante arbiraire, on obtient

(1 —x2) + (x2 —x3) + oo + (o1 — ) = u—1my
= bi+..4+by_1,
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d’ou
n—1
xn:ubek, n > 2.
k=1

Ce qui donne le résultat. m
Soit A € U. On rappelle, voir remarque 30, que la transposé AT (\) de A (\)
est le triangle supérieur défini par

[AT (V)]

= \,, pour tout n,

[AT ()\)]n:nJr1 = —\,, pour tout n,
[AT (V)] =0, pour n # m oun #m+1.

La transposée de C ()) est le triangle supérieur C* ()\) défini par

[CT (N)]ym = 1/Am, pour tout m >n > 1,
[CF (M), = 0, ailleurs.

Dans la suite, nous poserons

AT (N X =B (2.21)

Ct(\)X=8 (2.22)
On va montrer entre autre que si b, — 0 (n — 00) alors la série
o0

Z )\nbn - )\n+1bn+1
An

est convergente.

n=1
Dans ce qui suit nous utiliserons l'espace Dycs = c¢s()), ensemble des suites
X = (xp),>; telles que la série Y 7 | x, /N, est convergente.

Proposition 2.16. Soit A € U.
1) L’équation (2.21) ou B € Dycs admet une solution unique X = (), >
dans cy définie par

x —ib—k n=1,2 (2.23)
n= N T b .
k=n

2) L’équation (2.22) ou B € cy admet une unique solution X = (xy),~, dans
¢s(A\) = Dycs définie par

Ty = Anbn — )\n+1bn+1, n = ].7 2, (224)
Preuve. 1) L’équation (2.21) avec B = (by)n>1 € Dacs est équivalente a

I’équation
ATX = D.B, (2.25)



50 CHAPITRE 2. SYSTEMES LINEAIRES INFINIS ET APPLICATIONS

avec Dy \B € cs. D’apres la Proposition 2.15 i) on sait que AT est bijective de
co dans cs, donc pour tout B € D)cs il existe une unique solution X = (x,),,>,
dans ¢g qui vérifie ’équation (2.25). D’autre part, lorsque D 1 B € cs cette dernitre
équation est équivalente a

n—1 b
k
X = (Tn),> = <u — Z )\k> € o
k=1 n>1
avec - -
by,
=S"F et 2,=Y E.n=1,2
u ; . et Tp ]; )\kyn ) &y
= =n
D’ou le résultat.
2) L’équation (2.22) est équivalente a
¥tD: X = B.
A

Cette équation est équivalente a I’équation
Y = B, (2.26)

avec Y = Dy X soit X = D,Y. D’apres la Proposition 2.15 i) on déduit que
si B € ¢y, alors Y = AT B € cs est la seule solution de (2.26) et X1 € (cs, ) -
Donc X = D,Y = D\ATB € Dycs = cs(\) est la seule solution de I’équation
(2.22). Cela implique que I’équation

CT ()\): Dyes — g
est bijective et la seule solution de (2.22), ou B € ¢y, est

X AT (\)B

= ()\nbn — An—}—lbn—f—l)nZl € cs ()\) .

D’ou le résultat. m



Chapitre 3

L’algebre de Banach 5 et
application a la résolution de
I’équation AX = B

Dans ce chapitre nous explicitons une sous algébre de l’algébre des opérateurs
bornés de B ({x). L'espace £ n’ayant pas de base de Schauder et n’étant donc
pas un espace de type BK ayant la propriété AK, un opérateur L € B ({) n’a pas
forcément une représentation sous forme de matrice infinie. On s’intéresse donc
a lespace S1 = ({0, o) distinct de Pespace B (¢s) en vue de résoudre dans £
I’équation AX = B ou B € £,,. On va montrer que S est un algebre de Banach,
ce qui permettra de déterminer si une matrice est inversible et de résoudre un
systeme linéaire infini représenté par AX = B lorsque B est borné et A € 5.
On étudiera de tels systeémes lorsque (1/v) A € I'1, Dy/,A € I'1 et ADy), € Ty.
On définit ensuite ’algebre de Banach S, qui généralise .S;.

3.1 L’algebre normée 5,

On utilisera l'espace réel M de toutes les matrices infinies (@nm )n,m>1 muni de
I’addition et de la loi de composition externe habituelles a une structure d’espace
vectoriel. Rappelons que

S1 = {A : ”AH51 = Sup (Z |anm‘> < OO} .

m=1

Etant donné deux matrices A = (anm)nm>1 €t B = (bnm)nm>1 € M, on se

51
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demande dans quelle mesure le produit
C = A.B = (Cnm)n,m21
ou

00
Cnm = Z nkbrm
k=1

a un sens ? Le cas échéant le produit C' = A.B appartient-il a M ?
On peut affirmer les résultats suivants.

Lemme 3.1. L’ensemble S1 a une structure d’algébre et pour tout (A, A', X) €
S1 %X S| X sy 0N a

i) ||A4’

IN

14]1s, (|4

ls, ls, -

i) [[AX][,,

A

[Alls, 1X1le., -

Preuve. Soient (A, A") € S; x Si. Montrons que C' = AA" = (¢ym)nm>1 € S1 ol

S
/
Com = E AnkQrm
k=1

et . .
A4l = sup (z ranm|) <o, ], =5 (z »%\) <o
n m=1 n m=1

Soient n, N1, No dans N*, on a :

Ny N1 No Ny No
D lenml = D0 Y lankahon| < D o] Y lankl

et faisant N1 et Ny tendre vers l'infini on obtient :

o
IClls, = sup <Z ICnm|> :
n m=1
0o (9]
= sup (Z |ank> sup (Z ‘a2m|> ’
" \k=1 B \m=1

1411, (14

IN

ls:

L’inégalité ii) est une conséquence de la Remarque 1.27. m

Ces résultats nous amenent a faire la remarque suivante.
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Remarque 3.2. Soit S l'ensemble des matrices A = (anm),, ,>1 telles que

[Alls = sup (|anm|) < oo

n,m
On a alors un résultat analogue au précédent. En effet si (A, A’) € S1 x S, on a

C=AA €S et ||[AN || < |Alg, |4

ls, ls-

En effet, soient n,m et N1 des entiers. On a :

N1 Nl
|enm| < Z ‘anka;m{ < | sup ‘aﬁgm’ Z |ank| pour tout n, m.
k=1 k<N k=1

En faisant Ny tendre vers l'infini on obtient :

o o0
Sup (|cnm|) < sup (> |ankthp| | <sup (D lank| | | sup|ah,| |, pour tout m.
n o \k=1 o \k=1 k,m

D’ou

1445, < l14llg, 4"

ls, Is-

3.2 Application a la résolution de I'équation
AX = B dans /, lorsque (A, B) € S; X {4
par la méthode du point fixe.

Dans cette partie nous étudions I’équation AX = B lorsque A est une matrice
donnée de S et B € lo. On a vu que S1 = ({0, foo) €t donc A est un opérateur
de £o dans lui-méme. Ainsi pour tout X € ¢, le produit AX appartient aussi a
lso. Dans ce qui suit nous donnons une condition nécessaire pour que A soit une
bijection de £, dans lui-méme en utilisant seulement le Lemme 2.1.

Dans la proposition qui suit les éléments diagonaux de A ne tendent ni vers
zéro, ni vers l'infini.

Proposition 3.3. [14] Soit v un réel strictement positif, B € ls et A une
matrice infinie vérifiant :

[A—vi|g <v

Alors l'équation
AX =B (3.1)

admet une solution unique dans f.
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Preuve. On pose
1
A= Z(A—vI),

v
puis on définit la fonction ® par :

1
D (X)= ;B — A’X pour tout X dans /o.

On voit aisément que [|A’||g, < 1. Soit ¥ € £, & la fonction ® on associe la suite
(Y7)1>1, définie par :

Yi=®(Y)et Y, =d(Y;_1) pour I > 2.
Du Lemme 3.1 on déduit

[@(Yi1) =Y, = [[A Vi =YD,
HA,Hsl HYLl - Yi”eoo )

4|5, 1Y = Yal,._ -

IN

IN

Donc pour [ < s, on a :

Y=Yl < Y= Yiall, + o+ Yeor = Yl

IN

& .
24, 1Y =il
1=l

!

A5
< — o -1, .
1_HA,||51 oo

Ainsi (Y])>1 est une suite de Cauchy de /o, qui est complet, donc il existe une
matrice colonne 7 € £, telle que :

lim [|Y; —nl, = 0.
l—o0

Enfin,
1 1
li ~B-AY)-(-B-4A < ||A lim ||Y; — .
i (- ) - (- am) <l pm -
Or
lim [[Y; —nl, =0,
l—o0
d’ou :

lim [[9(¥7) - B(n)]l,.. = 0.

Soit ®(n) = n ou encore An = B. Il reste la question de 1'unicité de n solution
de (3.1) dans ¢ Soit 7y et 1y deux éléments de ¢, solutions de (3.1) on a :

1 = malle,, < (A%, lom =2l

inégalité vérifiée dans le seul cas ol 171 = n2. Donc 1’équation (3.1) admet X =7
pour solution unique dans s;. =
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Corollaire 3.4. Soit v un réel strictement positif, B € {s et A une matrice
infinie telle que : |A+vi|g, < v. Alors, ’équation AX = B admet une so-
lution unique dans lo. Ce résultat découle du fait que A+ vl = — (—A —vI),
ainsi [|[A+vl||g < v équivaut a ||-A—vi|g < v et le résultat s’applique en
remplacant A par —A.

3.3 Inverse d’une matrice infinie dans S; et ap-

plication a la résolution de I'équation AX =
B.

3.3.1 L’algebre de Banach S;.

Proposition 3.5. [1/] L’espace S1 muni de la norme ||A||g, est une algebre de
Banach unitaire.

Preuve. En effet on sait que 57 est un espace vectoriel et d’apres le Lemme 3.1
on déduit que si (4, A’) € (S1)* alors AA’ est bien dans S et

l44’ll, < l14lls, [|4

ls, ls, -

D’autre part pour tout n, m, N € N* I’égalité :
N N N
Z ank (agﬁm + a%m) - Z ank’agﬁm + Z anka%m

reste vraie lorsque N augmente indéfiniment, car A, A’, A” appartenant & Sy il
s’ensuit que AA" + AA” et A(A'+ A") € 5.

Montrons que A (A’A") = (AA") A”. Soient n, m, Ni et Ny quatre entiers
supérieurs a 1. L’égalité :

N

Ny Ny N2
/ " !/ 1
Z Qnk Z(aklalm) = Z (Z ankakl) Aim
=1 k=1

k=1 =1 =

reste vraie lorsque N7, Ny augmentent indéfiniment, ce qui montre que la multi-
plication est associative et que A (A’A") = (AA") A”.
Par ailleurs, pour tout scalaire A, A et A’ € S7 on a immédiatement :

A(AA) = (M)A = ANA)).

Du point de vue topologique, montrons que Sj est complet. Soit A(l) =
(@nm(1))nm>1 une suite Cauchy de Sj. Soit € > 0 donné. Il existe N, > 0 tel
que pour [,s > N, on a :

1AQ) = A(s)llg, = sup (Z |anm (1) — anm(s)!> <e.
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Or (@nm(l))nm>1 est une suite de C, convergente pour tout n et m, car C est
complet , d’ou

Anm, = llim anm(1). (3.2)

Si maintenant on fixe s = sy > N, on a pour tous n, [ > N,
li}nz anm (1) — anm(s0)| = Zli}n | (1) — anm(s0)]
m m
= Z |anm - anm(30)| <e.

m

L’expression (3.2) permet de déduire que :

supz |@nm — anm(s)| < e pour tout s > N..
n
m

Par passage a la limite, on déduit que
lim | A~ A(s)]ls, = 0.

On conclut que A = A — A(s)+ A(s) € S1 et Sy est complet. On notera I =
(0nm), (Onm étant le symbole de Kronecker), I est bien un élément neutre pour
la multiplication des matrices dans S;. =

Remarque 3.6. L’espace {1 étant un espace de type BK ayant la propriété AK
on a
B (l1) = ({1, 41)

et (01,41) est une algébre de Banach unitaire.

3.3.2 Application a la résolution de AX = B

La sous section précédente permet d’étudier I’équation AX = B et d’expliciter
la solution unique de celle-ci. Soit v un réel strictement positif. Dans la suite il
sera plus pratique d’utiliser la notation

Iy = {A HI_AH51 < 1}

On est amené a étudier les 3 situations suivantes (1/v) A € T'1, Dy, A € T'y et
ADy), € 1 ot @ = (ann),>; € U et Dy, est la matrice diagonale associée a la
suite 1/a.

Casou (1/v)Aely

L’avantage de ce résultat par rapport a la Proposition 3.3 réside dans 'ex-

pression de la solution du systéme, on a ainsi,
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Proposition 3.7. Soitv > 0. Supposons que 1/v A € I'y. Alors pour tout B € l
léquation AX = B admet dans £y une solution unique Xq, définie par

1 1\*
Xy = — I—--A) B.
=33 (1-34)

Preuve. Soit B € /. L’équation AX = B est équivalente a

1 1
(A) X =-B. (3.3)
v v
On al/v A €'y équivaut a
1
HI - -A| <L
vols,

L’espace S étant une algebre de Banach, on déduit que la matrice 1/v A est
inversible et que (1/v A)f1 € S1. En multipliant chaque membre de 'égalité
(3.3) par (1/v A)~* on voit qu'elle est équivalente &

)G 2

Comme (1/v A)™, (1/v A) € S et X € s on a

() [Ga)=[Ga) G

On conclut que

X = X pour tout X € l.

1\ ' > 1 \'1
X=|-A —-B= I-—-A) -B
(Ga) T (i-34)
=0
est I'unique solution de AX = B. =
Remarque 3.8. La solution unique précédente n’est autre que X = A~ B.

On déduit facilement le corollaire suivant.

Corollaire 3.9. Soit A une matrice appartenant a I'1. Alors pour tout B € f
léquation AX = B admet dans Lo une solution unique Xq, définie par

Xo = i(I—A)iB.
=0
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Exemple 3.10. On considére la matrice A¢ ou |§| < 1, définie par

L ¢
1

On voit aisément que
11— Aellg, = €] <1

et ’équation

AX =B

ot B € U, admet une solution unique dans lo,. D’aprés le paragraphe 2.4 du
Chapitre I on sait que A¢ = p(f) avec f(z) =1+ &z, et comme

1 oo
= —1)"E"2" avee |€] < 1,
v ;0< )¢ €]

on déduit que

14+&2
et alors :
1 = (=&mt
1 1 =£ (=™
A5 =
0

Notons qu’ici on a

AN =) (- A
=0

Donc A¢X = B ou B € l admet une solution unique dans lo, donnée par

XE:A€U3::<§:(—@m’Wm> .
m=n n>1

1l est important de remarquer que cette méme équation admet une infinité de

solutions appartenant a s\l et que

KerA¢Ns # {0}, et dim(KerA¢Ns) =1
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En effet, I’équation

AcX =0
équivaut au systeme linéaire infini
1 +8re =0
2 +8§x3 =0
x3+E€xy =0
lui-méme équivalent a
Xro = —%xl
1

D’ou
1 n—1
KerA¢ = <<—§> x1> 21 €R

Cas ou Dy/,A €T ou ADy/, €T.

29

Soit a = (ann),,~; € U. Nous nous placerons ici dans un cadre plus général

ou Dy/oB = (b”/a'fm)n21 € lo. On utilisera ici I'espace s, = D,y dont les

éléments X = (z,,) vérifient z, /7, = O(1) et qui sera étudié au paragraphe

3.4.1.

Proposition 3.11. Soient A = (anm),, ,,>1 € M et B = (by),, € s.
(i) On suppose que les hypotheéses suivantes sont vérifiées.

(a) ,
(n> c foo’
Ann / p>1

DiAeTly.

(0)
Alors l'équation AX = B admet une solution unique dans £, donnée par
—1 e n
X = <D1A) DlB:Z(I—DlA) D, B.
a a n:() a a

(7i) On suppose que B € U et que

AD. eTY.
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Alors Uéquation AX = B admet une solution unique dans s1;, = D1 /,lec donnée

par

1 e n
X =D, (AD;) B:Dl}‘(I—AD;) B.
a a a n:O a

Preuve. (i) Soit B = (by,), € s. D’apres le Corollaire 3.9 I'application X +—
Dy, AX est bijective de £o dans o et 'équation AX = B est équivalente a

Di (AX) = (D%A> X =DiB,

or d’apres les hypotheses (a) et (b) on a Dy, B € l et

.

1 o

=sup | —— Z lanm| | < 1.
S1 n Zn
21

|ann|
m
m

Cela implique que I’équation AX = B admet une solution unique X € /., définie
par
-1 s n
X = (DlA) D.B=) (I—D;A) D1 B.
a a n:(] a a

(74) On suppose que B € lo, et que

o0
anm
sup < 1.
o 3 [
m=1

Alors
HI _ AD,

<letDiBe€Dily =s:1.

S1
Donc en utilisant le Corollaire 3.9 I’équation AX = B admet une solution unique
dans s/, = D1 /4l donnée par

1 e n
X =D (AD%) B=D:Y" (I—AD%) B.
n=0
D’ou le résultat. m
Dans la suite nous donnons des exemples qui illustrent la premiere partie de
la Proposition 3.11.

Exemple 3.12. Soit a dans C ou |a| < 1. Considérons équation AX = B ou
(bn/n)p>1 € oo, telle que
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On a
1 a
1 a/2 0
Dy A= 1 a/3 7
(%) 0
et
[r=py Al = s | 3% | =sup | 5 lonnl
(%)n Sl N Sl';llp n - Sl';llp n anm

m#n m#n
m#1 m#1

a
= sup (‘—D < la|] < 1.
n n

Donc d’aprés la Proposition 3.11 l'équation AX = B avec B € s, admet une
solution unique dans s1 = ls définie par

-1
X = (Dy,A) Dy B
= ;;)(I_D(i)nA)nD(i)nB'

Exemple 3.13. On considére le systeme linéaire infini As, X = B ot B € o,
et As, = (@nm)n,m>1 est définie par

Apm =

1/2"t™ pour m # n,
do pour tout m = n,

c’est-a-dire :
S L 11 1
0 23 24 25 oN
o5, L
23 0 25
1 1
3t 3 00
1
_ 25
As, = )
1
5N do

L’hypothése (i) est vérifiée pour dg # 0. Vérifions ensuite I’hypothése (ii). On
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voit aisément que

1 1 > 1
I — —As = sup | —
g, = omla > o
1 1
< -
- |5‘Z k
k=3
11
ool 4
D’ou
I 1A <1 ‘\5|>1
50 8o s S1 0 4.

On conclut que As; X = B ot B € lo admet une solution unique dans ls, Si

|50| > 1/4.

Donnons ici un exemple ou I'on voit que (i) et (i) de la Proposition 3.11 ne
sont pas équivalentes, (chacune d’elles ayant son utilité).

Exemple 3.14. Soit

3 0
2 32
A= 22 33
0
Dans cet exemple a = (3"),,, et
1 0
2
g 1
2
ADl/a - gﬁ 1
0
Donc on obtient
|1 = ADy |l =2/3 <1,

et d’apres la Proposition 3.11 (ii), si B € s1 l’équation
AX =B
admet dans sy/q = S(1/3n), une seule solution

X=A"'B. (3.4)
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Par ailleurs on a

1 0
% 1
2
Dl/aA == % 1
0

D’aprés la Proposition 3.11 (i), si
|1 = Dyjadllg, =2/9 <1,

et Dy)oB € s1, c-a-d si B € s3n) équation AX = B admet dans s1 = {x la
seule solution (3.4).

Maintenant considérons le systeme linéaire infini
2"l 1 4+3"2,=3" n=12 ..

avec la convention xg = 0. Il est équivalent & AX = B ou B = (3"),,. On voit que
B € s(3n , la Proposition 3.11 (i) s’applique, et la solution unique de ce systeme
est dans /. Par contre la Proposition 3.11 (ii) ne s’applique pas car B ¢ s;.

Une autre fagon d’écrire la partie (i) de la Proposition 3.11 donne la formu-
lation suivante.

Corollaire 3.15. Soit A = (anm), ;>1 € M et B = (bn),, € s tels que :

(1) (bn/ann)y>1 € loo-
(7) Il existe 9 > 0 tel que pour tout n on a :

[e.e]

Z lanm| < (2 = €0) |ana] -

m=1

Alors l'équation AX = B admet une solution unique dans £s.

Preuve. On a :
(o]
(Z |anm|> — |ann| < (1 =€) |ann|, dapres (ii)
m=1
Donc :

1

sup
n ’ Ann

o0

> Janm| | 1.
#n

=1

| m
m

Maintenant, si on pose a = (@nn),~; on a :

1 o0
17— Dl/aAHsl = sup | E lanm| | < 1.
n a n| metn
m=1
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Donc D/, A est inversible. D’autre part : AX = B équivaut a '’équation
Dy /A X = B ou B' = Dy, B

Mais B’ € {,, donc la solution unique de I’équation AX = B dans {, est définie

par :
oo

Xo=> (I-Dy;,,A)"B.

n=0

D’ou la démonstration. =

Remarque 3.16. Le procédé utilisé consiste en fait “normer” la diagonale de
A afin que DyA — I ne posséde que des zéros sur la diagonale; pour résoudre
Uéquation AX = B, aucun des éléments diagonaux de A n’étant nul , on peut
toujours se ramener a : (I + A')X = B, A’ayant une diagonale nulle. Pour que
le probléeme ait une solution il faut que les termes a,,,, de A" pour n # m soient
"assez petits”.

Lorsque AD € Ty ou D est une matrice diagonale, on obtient le résultat
suivant.

Proposition 3.17. Soit A un élément de M, tel qu’il existe une matrice diago-
nale D € Sy telle que

IT - AD||g, < 1.

Alors Uéquation AX = B ou B € £, admet dans s au moins une solution :
o
X1=Y D(I-AD)B (3.5)
1=0

Preuve. La matrice AD admet C pour inverse dans S1, donc A admet DC pour
inverse a droite. Le produit A" = DC existe car D, C' € S;. Donc les équations
AX = B et X = DX’ s’écrivent encore :

(AD)X' =B et X = DX'.

D’ou :
o0
X'=A.B=> (I-AD)'B,
=0

et la continuité de 'application : X — DX de £ dans lui-méme permet d’en
déduire (3.5). m
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3.4 Matrices considérées comme des opérateurs
dans s.. Généralisation de 5,

3.4.1 Les espace s, et S,

Dans ce paragraphe on considere I'espace s, que nous réétudierons au Cha-
pitre V. Cet espace est défini par

In

57 = {X:@n)nzl €s: —=0(1) (n_)oo)}’

Tn

ol 7 € UT. L’espace s, est un espace de type BK normé par

Voir [12, 25, 36, 24, 39]. Lorsque 7 = (r"),>1 on écrit s; = s, pour simplifier et
quand r = 1, nous obtenons s; = £,. Si on pose e = (1, 1,...), alors on obtient

Se = 81 :Eoo.

On verra que pour toute suite 7 € U™ telle que K; < 7, < Ky pour tout n, oll
Ki, Ko >0o0nas, =s. =81 = {s. Pour tout scalaire A > 0 on a sy, = s) = s1.
Nous avons aussi sy, = s, pour A >0et 7€ U™.

Soient 7, v € U*t. On note Sy, ensemble de matrices infinies A = (anm )n,m>1
telles que

1 o
A =sup | — a T, < 00.
H HST’V nzll) (Vn ; ’ nm| m)

Notons que l'ensemble S;, est un espace de Banach normé par |[Ag . Cet
espace est relié a ’espace S1 par le théoréme suivant :

Théoréeme 3.18. [23, Lemme 7, p. 49] Soit A = (anm)n,m>1 une matrice infinie.
On a A € S;,, si et seulement si Dy, AD; = (AnmTm/Vn)nm € S1.

En particulier, si 7 = v on obtient 1’espace
ST = ST,T = (377 S’T) .

Cet espace est un espace de Banach normé par [|Al|g . D’autre part, si 7 =
(r"),>1 et v = (u"),~; on note S, = Sy . Il est connu, voir [47], que A € (s;, 54)
si et seulement si M € Sru. Donc nous pouvons écrire (sy,sy) = Sy,. Quand
r = u nous obtenons l'algebre de Banach avec identité S, , = S,, normé par
[Alls, = llAllg, . (voir [24]). Nous avons aussi A € (s;,s,) si et seulement
si A€ S, Aprés avoir défini I'espace S; qui généralise I'espace S; on énonce
des propriétés de la matrice de Toeplitz dans S, puis on donne un exemple de
résolution de I’équation AX = B ou A € (s, 8,).
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3.4.2 Matrices triangulaires de Toeplitz dans S, et séries
entieres

Une matrice de Toeplitz est une matrice infinie dont les éléments sont de la
forme [M]
triangulaires de Toeplitz et considérons M comme un opérateur défini de s, dans

nwm = m—n avec n,m > 1. Ici nous nous concentrons sur les matrices

lui méme, r > 0. Soit

f(2) =) azt (3.6)
k=0

une série entiere définie dans le disque ouvert |z| < R. Rappelons que nous
pouvons associer a f la matrice triangulaire supérieure infinie de Toeplitz M =
e(f)e () Sy définie par

0<r<R
apg a1 a
_ ap a1
(p (f) - 0 ao )

et que l'application ¢ : f — M est un isomorphisme de ’algebre de séries
définies sur le disque |z| < R dans l'algebre M de matrices correspondantes.
Plus précisément on a ¢ (fV) = [p( A]Y. Dans la suite nous utiliserons la
notation |f|*(2) = Y pog lax| 2*. 11 est évident que |fg|® (r) n’est pas égale a
If1° (r) x |g|°® (r) pour r < R, ot f (2) et g (z) sont des séries entieres définies sur
|z] < R. D’autre part si on prend f (z) = 1+ z, il est facile de voir que 1/ |f|* (r)
n’est pas égal a [1/f]° (r) = > 72, ‘(—l)k‘ r* =1/ (1 —r) pour r < 1.

Lemme 3.19. [57] Soit f une fonction définie par (3.6) et soit 0 < r < R.
Donc

(i) a) e (Plls, = |1 e (M, , = 171°0);
b) le (~)lls, = e (Flls, -

(ii) a) Pour tout entier N on a
o (fN) €S et! (o(fN)) € Sisms

) [lo (P s, < DA™ et [ (o UMl < DA™

¢) St ap > 0 pour tout n donc

i con™|

5 = le (Nlls, = £V (r).-

(7ii) Supposons que ag # 0 et que la série

[e o]

1 _ alzk
f(Z)_kZ ‘

=0
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ait un rayon de convergence R’ > 0. Alors pour tout 0 <r < R’ on a

et

(3.7)

RG]

Preuve. (i) a) Puisque la série (3.6) est convergente pour |z| < R on a

1 0
H@(f)HST = Slip <,r_n Z |am—n’7'm>

= Z]aklr |f]® (r) < oo pour tout r < R.

Concernant la transposée de ¢ (f) on a

+ _J Gp—m pour m < n,
[ 14 (f)]”m B { 0 sinon.

On déduit

n - 1
e (Dll,, = sup (7“ Z - rm)
= Z|ak|r |f]® (r) < oo pour tout r < R.

b) est une conséquence directe de a).

(ii) a) Puisque S, est une algébre de Banach et ¢ (f) € S, on a ¢ (V) € S,.
De la méme facon ‘o (f) € S1/r implique tp (fN) € Sy, pour tout 0 < r < R. (ii)
<

b) vient de (i) a) et du fait que dans l’algebre de Banach S, on a Hcp (

(le (N)lls )™

(ii) c) Puisque les aj sont positifs la série entiere fV (z) est de forme

S ok et e, > 0 et d’apres (i) a) on a

le )l = 1FY1°0) = £ () = e (A1
(iii) a été montré dans [88] et 'inégalité (3.7) vient de (i) a) et du fait que S,
est une algebre de Banach, donc on a

G, =lheor

S 1 _ 1
se — lle(Hlls, 117 (r)
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Remarque 3.20. D’apres (ii) ¢) on déduit que l’égalité

i e (PIY] = ),

est satisfaite pour tout entier n et pour tout r tel que 0 < r < R.

On donne maintenant une application directe de ce lemme permettant de
résoudre les systemes linéaires infinis.

Exemple 3.21. Soit a € C et posons

— =l
— 2o ],
‘g -@-‘gm *

M=o (e*) =

—_

Considérons le systeme linéaire infini représenté par
MX =b, (3.8)

ou b € s,.. Ce systéme peut s’écrire sous la forme

am_n
Ziazm:bn n=12,..
= (m—n)!
Donc I — M = ¢ (g) ou
az = ak k
g(z):1—e __Zk!Z7
k=1

et en utilisant le Lemme 3.19 (i) on a

k
‘GT" _ e|a\r —1<1,

(e.¢]
1= M, =g (r) = S 1
k=1
done |[I — M|lg <1 pour r < (In2)/|al. Comme S, est une algére de Banach,
M est inversible et M~ € S,.. Donc I’équation (3.8) est équivalente
MTEMX) = X = M7 pour tout X € s,,

voir [73, 15, 16]. On conclut que pour r < (In2) /|a| I’équation (3.8) ou b € s,
posséde une solution unique dans s, définie par

X=M1b=¢p (e*az) b,

ce qui implique



Chapitre 4

Systeémes différentiels infinis

4.1 Introduction

Dans ce chapitre on s’intéresse a la résolution des systemes différentiels

linéaires infinis de la forme
X' (t)=TX (t)+ B, (4.1)

ou T = (tym), m>1 € £, c'est a dire

t11
to1  to2

T = . ,
th1  tno tnn

avec tpn, # 0 pour tout n, et B = (by),~; est une suite donnée. On se limite
ici aux cas out T est Pune des matrices A (1), C (\), ou la matrice de moyenne
pondérée Nq.

L’équation (4.1) peut aussi étre écrite sous la forme

n
2, () = topr () + by n=1,2,...
k=1

En appliquant la transformée de Laplace a la fonction ¢ — x,(t) on voit que
I'équation (4.1) s’écrit sous la forme

TX = B, (4.2)

69
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owT € £et B = (EL) . est une suite. L’équation (4.2) s’écrit donc sous la
n=z

forme "

Zt”’ﬂk :?)\n, n=12..

k=1
On a vu que T € (s,s) étant un triangle, il est inversible. On note T~! cet
inverse. Dans 'espace s I’équation (4.2) posseéde une solution unique donnée par
X = T~1B. Notons que cette propriété n’est pas toujours vraie pour tout sous-
espace de s. En effet, il suffit de considérer 'opérateur A € (foo, £oy) défini par
AX = (zp — Tn—1),,>1 - Il est clair que A est non surjective car I'unique solution
de équation AX = e est donnée par X = (n)p>1 ¢ {oo. Donc dans le sous-espace
l+ Véquation AX = e n’admet pas une solution dans f.

4.2 Etude de I'équation A (\, u) X = B

Soient A = (Ap),,>1, 1 = (ttn),>; deux suites dans s. Nous considérons ici le
cas d’une matrice bi&iagonales A (X, 1) qui généralise la définition précédente de
A(X) o A (A A) = A(XN). Nous utiliserons cette matrice pour la résolution de
certains systemes différentiels infinis.

A1
—p1 A2 0
AN\ p) = : :
0 —fPn—1 Apn

Il est facile de voir que A (A, 0) = Dy et A (e,e) = A. Pour toutes suites A, y,

v= (Vn)n217£: (fn)nzl €s,0na
AN +AW)=AA+r,n+¢),

et
D,A(\p)=A (1/)\, V+M) ,

avec vt = (19,3, ..y U, ..0)
Notons que la matrice A (A, u) ainsi que son inverse, noté C (A, ), appar-
tiennent & £. On obtient donc

¢ (>\7 M) = (A ()\ﬂ /J’))_l = (C”m)n,mzl )

avec
(1 s
™ sin=m,
1 n—1
_ 1 Wi :
Crim = ywll U v sim < n,
=m
0 sinon.
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(cf. [25, p. 166]). 11 est clair que C' (A) = C' (A, \). En prenant A = e on obtient
Ae)=A(e,e)=Aet C(e) =C(ee) =3.

Proposition 4.1. [36, Lemme 10, p.15] Soient 1 € UT et y € 5. Si

nm(mnﬂ21><L (4.3)

n—od n
alors lopérateur A (e, ) est bijectif de sy dans lui méme.

Preuve. Considérons la matrice ©(¥) (1) définie par

ott A% (e, 1) est la matrice finie dont les éléments sont ceux des k premiéres
lignes et des k premieres colonnes de A (e, u) .

On obtient X®) (1) A (e, ) = (anm)pm>1, avec an, = 1 pour tout n;
(pp—1 = —pn pour tout n > k + 1; et apm = 0 dans les autres cas.

De (4.3), on déduit que il existe un entier k > 1, tel que

\V—EWQQA@Mﬂ <1

S1

Pour tout Y € s,, on voit que X*) (1) Y € s,. Donc 'équation A (e,u) X =Y
admet une unique solution dans s, pour tout Y € s, car elle est équivalente a
I’équation

(20 (1) A (o)) X =50 () Y.

Cela implique que A (e, i) est bijective de s, dans lui méme. m
Corollaire 4.2. Soit iy € s. Si

lim (Jun]) < 1,

n—oo

alors Uopérateur A (e, ) est bijectif de loo dans loo.

Preuve. En supposant 7 = e = (1,1, ...) dans le Lemme précédent, on déduit
que A (e, ) est bijective de s. dans lui méme. Or il est clair que s, = ¢o. Dol
le résultat. m

En remarquant que

1
4
0
DiA (A p) = ]
0 Hn—1
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on déduit du lemme précédent que la condition
T ("‘;—1 > <1,

D%A(A,,u) oo — U

implique que

est bijective et A (A, p) : foo — sy 'est aussi. Donc I’équation
D 1 AMNpu)X =B
ou B € /., possede une unique solution dans £, définie par

X = A\ p) ' DyB.

4.3 L’équation X' (t)=A N X (t)+ B

Soit A une suite pour laquelle les A, sont tous distincts. On considere
I’équation

X' (t) = A(N) X (t) + B avec x,, (0) = z,0 pour tout n. (4.4)
L’équation (4.4) est équivalente au systéme linéaire infini

2 (1) = M (1) — Mpc1Zp1 (B) + by n=1,2, ...

n

Pour résoudre 1’équation (4.4) nous avons besoin de la décomposition en éléments

simples suivante.

Lemme 4.3. Soient a;, i =k, ...,n des réels distincts. Posons

n—1

On a
-1
A - A
F(z)= " +Z J
r—a, “—~z-—aj
Jj=k
avec
n—1 a a n—1 a
. . .
An: J etAj: J .
Ay — a; a; —a a; —a
j=k T iy

Maintenant on donne le résultat suivant.
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Théoreme 4.4. L’équation (4.4) avec les conditions xy (0) = xy, o pour tout n
possede une solution unique définie par

n n—1
-1 by, b e
an (t) = sz’f + |0+ 35+ > (:cm + Ak) (—1) kﬂ'kn] At
" k=1 k=1 n
n—1 [n—1
Aio "o n—k At

T > (xk,OMﬂkn(l) +b/€7rkn(l)> (=1)""%e ] , (45)

k=1 Li=k ¢ n
ol
n—1 \ n—1 s 1
_ ) / o ¥l " N )
Wkn—il:!c)\n_)\i)ﬂ-kn_l:[k)\i_)\j etﬂ-kn(z)_ﬂ-kn)\i_)\n'

j
J#i
Preuve. Appliquons la transformée de Laplace avec
Lz, (t) = Xn (p) = Xn
on obtient immédiatement
L [LL’/ (t)] = an — Tn,0, L (bn) =
et I’équation (4.4) est équivalente a

bn
An—1Xpn—1+ (p - )\n) Xn = Tpno+— Nn= 1,2,..
p

On est amené & résoudre ’équation Th X = B’ ol
T\ = . . ,

B = (b,),5, et

b
b = Tn,0 + ?n pour tout n.

On déduit du paragraphe 4.2 que

( 1 n—1 A\,
e L sik<m,
i=k
1 o
[T/\ ]nk - 1A sik=n,
P—An
0 sinon.
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c-a-d
1
p—A1 .
. i 0
-1 _ .
= = 1
AY)
P—An Hk: P—A; P—An
1=

n—1 /n—1
1 (1) kA
X, = b, + b
n—1 n—1
Tn.0 by, 1 (_Dn—k}\z < bk>
= + Tpo+ —

P—An D (p - )‘n) el P—An (zk p— A o

On a
L0 b n—1

X, o L + nk (P) Tro + Xn b 4.6

avec

Yok (p) = — ﬁ(—l)"‘k L et ! (p)zlﬁ(_l)n_k Ai
n A ; nk p(p_)\n)

En utilisant la Lemme 4.3, la décomposition en éléments simples donne

n—1 n—l n-l ]
Y 1 Ai kAN L
_ 1y k i % —1)" k
Xnk (P) H(( ) )\n_,\i)p_/\n+i:k i — A\, H( ) Xi— N | p—=N

i—k =k
J#i

et

—1\ 1 (=1 R 1)k 1

, — R — —_—
Xnk(p)_<)\n>p+ P H A= N ) p— )\+Z)\—)\ H )\—)\ -\
J#
En appliquant L™ & (4.6) on obtient immédiatement
1 1
Tn(t) = zp Lt ( ) +an71 |::|
( ) o p— )\n (p —A )
+> koL (xnk (p)) + ZbkzL Xk (0)) (4.7)

d’autre part, on a successivement

1 1 1 11
o PR [ St i DU R S [P e O 4
[p(p—kn)] [ p>\n+An(p—An)} B (48)
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n—1
A 1
L n — L—l 1 n—k Tkn 1 n—k 1
(e () [( e ) S
n—1 i
— (_1)n kﬂ_k An +Z(_1)nfk)\'_l)\ . )\t’ (49)
i=k ¢
et
1 1 = nl 7,
L_l / — L—l ; -1 n—k — kn -1 n—k kn
(X (1) WL A wes whiD B i v
i=k
_1 "
= 5t —mmeA" +Z RNt (4.10)

D’apres (4.7), (4.8), (4.9) et (4.10) on conclut que

n n—1
T, (t) = )\7 br + anTL + <$k[) + )(1)n_k7rkn] et
k=1 An k=1
n—1 [n—1
N e e MUREHO) (—1>"keAit], (a.11)
k=1 Li=

D’otu le résultat. m

Dans ce qui suit on considére ’équation X' (t) = A (A\) X (t) + B ou X (¢) =
(@n, (t))n>1 et on utilise la programmation Matlab afin de tracer les graphes des
fonctions t — x, (t). Pour I’étude de cette équation on se limite aux dix premiers
termes de la suite X, on se donne les suites (b,) et (A\,) et on suppose que
Zpo = 0 pour n = 1,2,...,10. Puis nous choisissons t € [0, 1] tel que t = k/10,
k=0,1,2,...,10. Le programme permet donc d’obtenir les graphes de =y, (¢))n>1
pour n = 1,2, ...,10. On considere ici plusieurs cas.
1¢" cas. Quand (\,) est croissante et (by,) est décroissante sur l'intervalle [0, 1],
avec A\, = n/10, b, = (11 —n)/10 pour n = 1,2, ..., 10, on obtient la figure 4.1.
2¢m€ cas. Quand (\,) et (b,) sont décroissantes sur I'intervalle [0, 1], avec A, =
b, = (11 —n)/10 pour n = 1,2,...,10, on obtient la figure 4.2.
3°me cas. Lorsque (\,) est décroissante et (b,) est croissante sur l'intervalle [0, 1],
avec A, = (11 —n)/10, b, = n/10 pour n = 1,2, ...,10, on obtient la figure 4.3.
4¢me cas. Lorsque (\,) et (b,) sont croissantes sur lintervalle [0, 1], avec ), =
b, =n/10 pour n = 1,2,...,10, on obtient la figure 4.4.
5¢m¢ cas. Quand les \,, sont décroissants sauf le dernier terme Ao dont la valeur
est supérieure au maximum des A\; pour 1 <1 <9 et les b, sont décroissants sur
'intervalle [0, 1], on obtient donc la figure 4.5.
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axe de x(n)
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Les lambda(n) sont croissants et les b(n) sont décroissants

500 : : T T T T T
0 —
S— T g
—— T
Ty
T — === —_— T
\\ T \\ \\
T \ TR
so0l \\\ \\\ e —
T ~. L T
\\\ \\\ \\\ T
. R e
T N\ %,
ey B .
-1000 . SR e
e,
\\\ \\
%,
-1500 |- . \ -
\\ ™,
N\,
-2000 | \ B
N
\
2500 . . . . \ \ \ . \
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
axe det
Fic. 4.1: N\, et b, \,
x 10° Les lambda(n) et b(n) sont décroissants
25 : : : : : T
s
150 i
=
=
o
o
o
L 2 // //
// -2 //
// // // //
/ Fad P 73
A o ra s
7 o e d
-~ - - /
osf o il A
wet” /// // //
AR T
st e i et
I S
== e I
e = ]
o e T T : -
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

axe de t

Fic. 4.2: X\, N\ et b, \,
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Les lambda(n) sont décroissants et les b(n) sont croissants

12000 T T T T T T T T
10000 - =
8000 -
=
=
2 6000
o
s
b
2
4000 - ////
e
et
I <%
//?///// //
2000 - e =
- R g
P — —
e e —
= "
— = 0 i i
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
axe de t
Fic. 4.3: A\, N\ et b,
Les lambda(n) et les b(n) sont sont croissants
500 T T T T T T T T
//
o
S
P
v —
0
———— — e
s —_— —_—
\\ e \\\
Bl T
-500 i TSSeee S~
~ T ~ e .
\\\\\\ \\\ —_
= . 5 B
= NN AN
8 -1000 Y Y B
© S S ~
= . 5,
\\\ \\
M N
1500 R
\\ & \
. \
-2000 - -
™
-2500 1 Il Il Il 1 i Il Il Il
o] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
axe de t

Fic. 44: X\, /etb, /
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Les lambda(n) et les b(n) sont décroissants sur [0,1] sauf lambda(10)=800
150 T T T T T T T

e
///
P
100} S b
///
e -
50| P
- e
I se I
B s SIS S
0 — B
— s
o B e m
R T et
—_ TRy T ey
£ -s50f- ~— T |
g \\\>\ S
@ ™~
E \\\ \\\\
= -100 ~ S =
e N
N\ 5
B, \\
150 | e,
NN
5
-200 |- \
-250
300 . . . . | | | . |
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

axe de t

Fic. 4.5: X\, N\, et b, X\, sauf Ay =800

Dans la section suivante on étudie le cas out A (\) est remplacé par son inverse

o).

4.4 L’équation X'(t)=C (N X (t)+ B
On s’intéresse ici a ’étude de I’équation
X' (t)y=C(\) X (t)+ B, (4.12)
dans le cas ou A\, = A pour tout n et dans le cas ou les A\, sont tous distincts.

Ensuite nous utilisons ces résultats pour étudier I’équation
X' (t) = N,X (t) + B. Dans la suite on suppose que les termes ayant un indice
négatif sont nuls.

Yy~ H / _ 1
4.4.1 L’équation X' (t) = 1¥XX (t) + B.
Dans ce Paragraphe on suppose que A est une suite pour laquelle les A, =

A # 0. Cela implique que 1’équation (4.12) est équivalente & I’équation

X' (t) = %zx (t) + B, (4.13)

qui s’écrit sous la forme

1 n
/ — § —
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Dans la suite on donne le résultat suivant.

Théoréme 4.5. Le systéme (4.13) ou N\, = X # 0 pour tout n, vérifiant les
conditions x,, (0) = xy 0 pour tout n posséde une solution unique donnée par

n n—~k s
t 1
Tn (t) = et/A Z (xk,O — :L'k—l,O) Z CZ—k ()\) ;
k=1 s=0 ’

n n—k—1 s
e SR O (s+ 1)

avec Byp = by, — by_1 pour tout n.

Preuve. Comme A = X! I"équation (4.13) est équivalente a
MX' (t) = X (t) + AAB,

cela implique que 1’équation (4.13) est équivalente a

Ay, (6) — 21 (1) = @0 (£) + A (bn — bp—1), n=1,2, ... (4.14)
ou z/ (0) = 0. Maintenant en appliquant la transformée de Laplace avec
L[z, (t)] = Xn(p) = X, on obtient immédiatement

bp — by
L [o], (0] = X0 = ns Loy — ] = P02

et en supposant (3, = Ab,, pour tout n, ’équation (4.14) est équivalente a

(p)‘ - 1) Xn —pAXp1=2A (xn,o — Tp-1,0 + ﬁpn) n=12..

Cette derniere équation est équivalente a ’équation matricielle

et T est le triangle
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On déduit du paragraphe 4.2 que

1

pA—1
pA 1 0
(pr—1)2  pA-1
7' = , , ,
(p)\)n—l p)\ 1
(pA-1)" : (P —1)2  pr—1
Cela signifie que
[T, = @V / (pA = )" pour k < n.

Comme i
= ZC::L—]C (p)\_ 1)17
=0

on déduit que

- Z)‘<$ko—$k 1,0+ ﬂk) (p)\(p)\):n_kk-l-l
n—k yih
— Z)\ Tho — Th—1,0) (pA(]i/\z)” i 2 (i) p)\ (r— 1) R
yik n—k—1
= ;)\(xk,o—a?kl,o) (p)\(zi/\ pryy e —i—; g\ A - ]

Z? ok CZL k (PA —

k—1
?o Cf@k1(p)\

)

= ) M@ko —Tk-10)
—1

(p)\ o 1)n k+1

+ Z A2,
n n—Fk 1
= A(@ro — Tr-10) Y Chyp o
; ; (pA — )" R

S
i
T
L
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Donc on conclut

., () = L7U[X,]

n n—=k
. 1
= L7 [Z A(@ko = Tr-10) Z Crr )]nkiJrl]

= Pe-x

n—k—1 1 ]
Mp-H]

Z)\Qﬁk Z Cro
n—k—i
= t/AZ xko—xklﬂz k)\nlcz(nt_k_@')!

n n—k—1 n—k—i

t
t/A

En posant s =n — k — i et comme Cg:,]j * = C;_, on obtient

T (t) = t/AZ (Tho0 — Th-1,0 Z ( ) ;
n n—k—1 s+1 1
()

D’ou le résultat. m

Dans ce qui suit on utilise de nouveau la programmation Matlab afin de tracer
les graphes des fonctions t — xy, (t) qui constituent la solution X (t) = (x5 (¢))n>1
de I'équation X' (t) = $¥X (t) + B. Pour cela nous nous donnons les suites (by,)
et (\n) et nous supposons que z, o = 0 pour tout n. On se limite ici a t € [0, 1]
avec t = k/10, k =0,1,2,...,10. Le programme donne le graphe qui représente la
solution X = (z,(t))n>1 pour ¢ fixé et pour chacune des valeurs n = 1,2, ..., 10.
On considere plusieurs cas.
1¢" cas. A = 8 et les b, sont croissants sur 'intervalle [0, 1], on obtient la figure
4.6.
2¢M¢ cas. A\ = 13 et les b, sont décroissants sur I'intervalle [0,1], on obtient la
figure 4.7.
3¢me cas. A = 1000 et by = 1, bor+1 = 2, on obtient la figure 4.8.
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axe de x(n)

axe de x(n)
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lambda=8 et les b(n) sont croissants sur [0,1]
20 T T T T T

18 B
16 B
14 // gl
4 ol
12+ i
// // //
e 7 S
10 | e S s
pd S i
// // // e
81 // // // // —
S - 7 5
sl //////////// // .
oSl e . T
P A P 7
L e — e T
‘ et
]
S
e "
—_— Y OO OO O OO
0 L L L 1

axe det

F1a. 4.6: A = 8 et les b, sont croissants sur [0,1]

lambda=13 et les b{n) sont décroissants sur [0,1]
12 T T T T T

=
B
e
e
=
0 = I I I | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

axe de t

Fia. 4.7 XA =13 et les b, sont décroissants sur [0, 1]
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lambda=1000 et b(n)=1 et b(n+1)=2
. .

axe de x(n)

o] 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
axe de t

Fi1G. 4.8: n =15, A =1000et b, =1, b,41 = 2

4.4.2 L’équation X'(t) = C(\) X (t) + B ou les )\, sont
distincts.

Dans ce paragraphe on choisit la suite A telle que les A, sont distincts pour
tout n. Pour I’étude de I’équation 4.12 on a besoin de la décomposition en éléments
simples suivante.

Lemme 4.6. Soient a;, i = k,...,n des réels distincts. Posons

1
15 bix
F(z)= :
r—ap *Lx—qj
Jj=k
On a
-1
A — A
Fa)=——+) —
r—a T —a;
n =k j
avec
n—1 nfkb n—1
N j by
An—azknijet/lj: J .
Gp — Q5 a; —a a; —a
P 3T ey YT T

Preuve. Des calculs élémentaires nous donnent

n—1 boa n—1 b
A, = lim (:U—an)F(x):H#:az_kH .
T—an =k ap — Qj ik ap — A4
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Donc pour j <n—1

n—k n—1

aj — ap

A= 1lim (z —a;) F (z) =
= Jim (o= (o) = 22 T
||

On voit aisément que X' (t) = C' (\) X (t) + B est équivalente au systéme
1 n
! (t) :)\n;xk (t) + by, n=1,2,.... (4.15)

Théoréeme 4.7. Le systéeme (4.15) ou les A\, sont tous distincts vérifiant les
conditions x,, (0) =z, 0 pour tout n > 1 posséde une solution unique donnée par

n—1 n—k n—1 n—1 n—1
(—1) >\l~c—1 )\l _t )\jfl)\n )\l—l
o (t) = > [ exn Yy T
el L e SN n =29 AN =

b, t
—|—ﬁekn - C’Vla

ou gn = >\n (xn,O + Cn) - )\nfl (xnfl,O + Cnfl) et <n = _)\nflbnfl + )\nbn pour

Preuve. Soit (A,),>1 une suite dont les termes sont tous distincts. L’équation
(4.12) est équivalente au systeme différentiel infini

X' t)=C\)(X(#t)+A(\)B).
En Posant (, = A\pb,, — Au—1b,—1 pour tout n > 1 et en supposant que
Y(#t)=X(@t)+A\)B.
On voit évidemment que I'équation (4.12) est équivalente a
Y (#))=C(\)Y (1), (4.17)
ce qui revient a dire que
ANY'(t)-Y (t) =0,

ol Yp, (0) = Yn,0 = Tn,0 +(n €t ¢ = Apby — Ap—1by—1 pour tout n = 1,2, .... Donc
I’équation (4.17) est équivalente a

1Y 1 O+, () —yn () =0 n=1,2,..

En appliquant la transformée de Laplace avec L [y, (t)] =Y, (p) = Y,, on obtient
L [y;L (t)] = pY, — Yn,0 et

—p>\n—1Yn—1 =+ (p>\n — 1) Y, = _)\n—lyn—l,o + )\nyn,o n = 1,

| b

<
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On est amené donc a résoudre le systeme TY = B avec

85

p)\l —1
—pA1 pAa—1 0
T = . .
0 _pAn—l p)\n -1
Y = lt(Yn)n21 et B="1 (%) . avec En = —A—1Yn—1,0 + A¥Yn,0. Comme T est

un triangle inversible et

pA1—1 .
. T 0
7! = '
1 nt PAj—1 1 ’
pAn—1 1-pA; pAn—1
=k
alors on obtient Y = T~ B ot
n—1 n—1 7
1 p)\ i—1 T bn
Y, = J +
" ;p)\n—l ,ljlkl—p)\j pAp — 1
= ]_
1 & ~
" k=1
ou
n—1 oA
— PRyt pour k <n —1,
F (p) = PoA =k (p—%j)
_1 I pour k=n
hvy

En décomposant Fy (p) pour k < n — 1 en éléments simples on obtient

D’apres le Lemme 4.6 olt a; = 1/Aj et bj = —\j_1/A; on obtient

. n—1 b 1 n—1 N n—1 1
An = n kH an—]aj - Aﬁ_kU <_i\ll> 11 (11)7
=k 1=k

et comme

(4.18)
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ot 1 1 1
Tt ) - TI0 - T
1 L]~ _ = Mn —
=k \xn X ikl B ikl B
on déduit .
M1 TT N
A, 1k .
( ) )\n—l g )\l - )\n
Donc pour 1 < 3 <n —1 on aura
1 YS! _
A= a; —a a—a  L_L oxn ) L1
3O iy 9T DY e LN TN
n—1
Aj—1 And n—k—1 ANi—1Aj
= - (1)
)‘j k+1 >\n — )\j l:lk_,l[ y )\l - )\j
n—1
— (_l)n—k; /\jn12 A 1 )\ )\n—k—l ()\)\l_;)
Aj B I=klzj Nt
n—1
_ (_l)n—k )\j—lAn H ( )\l—l ) )
A QAn = A) g AN A=A
Doncpour 1 <k<n—1ona
n—1 n—1
_ )\k 1 Aj—1An ( Ai—1 >
B _ n k + J
k (p) ( H )\l ]z_:k: )\j ()\n — )\j) l_:IEl[;éj Al — >\j p )le

Donc en supposant

n—1
/\k 1 () = —mAn -~
H}\l et Hn,k(j)_ A (A — ) :H AN A )

on obtient

D

En utilisant (4.18) et comme

P
on conclut
n—1 n—k 7
-1 e by,
Yn (t) = ( )\)n an(Z)‘n +Ze e’ k‘i‘)\fn@)‘"

0" "1, ( ) ( 1 >~ b
=y +3 e, bp+————.
2 e () o ()
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En remplagant y,, (t) par sa valeur on obtient

n—1 ( 1)n—k: n—1 e |
xy (t) = S O nein —I—Zﬁgk(j)e% b
k=1 n j=k

1 t
5 Pn (@m0 + Ga) = Anct (#n-10 + Goo1)] €30 — G

n

D’ou le résultat. m

4.5 Application a I'équation X' (t) = N X (t)+B

Dans cette section on applique les résultats précédents pour le cas ot T' = N,
la matrice de la moyenne pondérée. Rappelons que Nq est une matrice triangulaire
définie par

am

Wq] nm Qn

0 ailleurs.

pour m < n,

ou q = (qn)n21 une suite & termes positifs, () est une suite définie par @), =
S 1 @m pour tout n > 1. On a vu que N, = Dy,g¥Dy. Notons que I'équation
suivante

X' (t) = N X (t)+ B (4.19)

est équivalente au systeme différentiel infini
1 n
2, ()= que(t)+by n=12,..
Qn =

Corollaire 4.8. Supposons que

n—1 n—1
N1 Al ;. Aj—1\n < Al-1 )
Oor = et 6l ), (j) = —2=Lon .
R Nt 1:[ = O U= 0T l:g# Y=Y

L’équation (4.19) avec les conditions xy, (0) = xy 0 posséde une solution unique
donnée par

n—1 n—1
1 s t |~
o () = DN B+ D00 (e | B
k=1 j=k
1 o Cp
+q \ P\n (mn,O + Cn) - )\n—l (xn—l,[) + Cn—l)] ern — ?7 (420)

ou )\n = Qn/an gn - )\n ($n70 + Cn) - )\n—l (xn—l,() +Cn—1) et Cn = )\nann
An—1Gn_1bn_1 pour tout n =1,2, ....
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Preuve. Posons Y = D,X. Comme N, = D;/oXD, D'équation (4.19) est

équivalente a
d d
—D.Y (t)=D.1—-Y (t) = DéEY (t) + DyB.

Donc d
%Y (t) = D%EY t)+DyB=C(Q/qY (t)+ DyB.

En posant A = /¢ on conclut que 'équation (4.19) possede une solution unique
donnée par X () = Dy /Y (t) o Y (t) determinée par (4.16) et B est remplacée
par DyB, c-a-d. (4.20). D’ou le résulat. m



Chapitre 5

Equations d’espaces de suites

5.1 Introduction

Dans ce Chapitre, on présente l'article [61], ou 'on écrira x = (z,,),,», pour
plus de clarté. Dans le livre [102] intitulé par Summability through Functional
Analysis, Wilansky a introduit 'espace 1/a * foc ot @ = (ap),~; est une suite
satisfaisant a,, # 0 pour tout n. Rappelons que x = (z,),,>, appa;tient al/axlo
si (anTn), >, est bornée. Indépendamment dans [14] B. de Malafosse a introduit
Pensemble s, = (1/1"”);1 0o avec 7 > 0 et Pensemble s, = (1/a) ™" % ls avec
an > 0 pour tout n. Le but était d’étudier un systeme linéaire infini représenté
par I’équation matricielle M X = B ou X est 'inconnu et X, B sont des ma-
trices colonnes, et M = (Mnm)n,m>1 est une matrice infinie considérée comme un
opérateur de s, dans s,, ou de s, dans sq, (cf. [14]). Dans [32, 24] on a défini la
somme s, + Sp et le produit s, * s; des ensembles s, and s, on a aussi introduit
des caractérisations de matrices de transformations de l'espaces s, + s) (A7) dans
Sq + séc) (A7), ou A est Vopérateur de différence d’ordre 1. Dans [48] de Mala-
fosse et Malkowsky ont donné des propriétés de la matrice de moyenne pondérée
N, considérée comme opérateur dans l’ensemble s,. Dans [49] on trouve des
caractérisations de (sq (A?), F') ou ¢ est un entier, F est 'un des ensembles cy,
c et . Il y a beaucoup d’autres résultats qui utilisent des ensembles s, citons
par exemple, I’étude du o—core [38], la résolution de systémes infinis [37], la me-
sure de noncompacité d’Hausdorff [54], et la convergence statistique, [55]. Notre
but dans ce Chapitre est de résoudre des équations d’espaces de suites (EES),
sequence space equations (SSE) en anglais, qui sont déterminées par une identité
dont chaque terme est une somme ou un produit d’ensembles de suites de type s,
el Sy ou f est une application de U T dans lui méme et x est la suite inconnue.
La résolution de telles équations consiste & déterminer ’ensemble de toutes les

89
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suites x qui satisfont I’équation. Dans la plupart des cas cet ensemble est une
classe d’équivalence.

Ce chapitre est organisé comme suit. Tout d’abord nous rappelons des
résultats sur la somme et le produit d’ensembles de la forme s,. Ensuite nous
résolvons dans quelques cas les équations d’espaces de suites s, + Sp = Sp,
Sa + Sp * Sz = Sq et Se % Sp + Sq = Sq * Sy + Sp, et nous traitons 1’équation
Se(z) = Sb ou ¢ est une fonction strictement monotone, continue et définie sur
10, +o00[ dans lui méme avec [¢ (x)],, = ¢ () pour tout n , et on donne des appli-
cations ot on détermine les ensembles de toutes les suites z telles que s,2.,, = sy,
S(argsinhay,), = Sb €t Sexpa—e = Sp. Finalement nous traitons les matrices de trans-
formations définies sur s;, ou x est une suite qui vérifie 'équation sy ) = sp.

5.2 Somme et produit d’espaces de suites de la
forme s,

On rappelle que s, £, et ¢y sont les ensembles de suites complexes, bornées et
convergentes respectivement, U™ est I’ensemble de toutes les suites réelles ¢ telles
que &, > 0 pour tout n. Dans la suite nous nous concentrerons sur I’ensemble s,.
Rappelons que pour tout a € UT 'espace s, = (l/a)f1 * {oo est Iensemble de
toutes les suites £ € s tel que

l¢l,, = sup (‘“) < co.
n an,

5.2.1 Somme d’ensembles de la forme s,.

Dons cette section on rappelle quelques propriétés de la somme E + F' d’en-
sembles de la forme s,.
Soient F, F' C s deux espaces vectoriel. L’ensemble E + F' est défini par

E+F={{es/ilexiste (€ E,ne F tels que { = +n}.
Ensuite on utilise la notation max (a, b) définie par

an if ap > by,
b, if a,, <b,.

[max (a,b)], = {
De [32, Proposition 1, p. 244] et [39, Théoréme 4, p. 293] on déduit que E+F = F
si et seulement si E C F.

Lemme 5.1. Soient a,bc€ U'. On a
(i) sa C sp si et seulement s’il existe K > 0 tel que

an < Kb, pour tout n.
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(i) sq = sp si et seulement s’il existe K1, Ko > 0 tels que

b

K, < 2 < Ky pour tout n.
Gnp,

(7’”) Sq + Sp = Sa+b = Smax(a,b)-

(iv) sq + Sp = Sq si et seulement si b/a € l.

Ces résultats ménent au lemme suivant ou nous posons
S:{sa:a€U+}.

Lemme 5.2. L’ensemble & muni de ’addition + est un groupoide commutatif,
c’est a dire s, + s, € S pour tout a, b € U™ et laddition est associative et
commutative.

Remarque 5.3. Notons qu’il n’existe pas d’élément neutre dans S, car d’apres
le Lemme 5.1 (iv) il n'existe pas d’élément b € S tel que sq + sp = Sq pour tout
acUT.

Pour tous a, b € U™, on peut définir la relation aRb si et seulement si s, = s,.
On voit aisément que R est une relation d’équivalence sur U' compatible avec
I'addition de suites. En effet soient a, b,a’,t’ € U™T. Les identités s, = s et
Sq/ = Sy impliquent

Sata’ = Sa T Sa/ = b+ Sy = Sp4b/-

Cela montre que aRb et @RV impliquent (a + a’) R (b+b'). Pour toute suite
a€U" ona

c(a) = {3: e UT: il existe K1, Ko > 0 tels que Kqa, < z, < Ksa, pour tout n } .
D’ou
cl(e) = {x e U : il existe K1, Ko > 0 tels que K; < x,, < K, pour tout n }
Les résultats précédents nous permettent de caractériser I'ensemble s(5q, 44 -
Corollaire 5.4. Soient A\,u > 0. On a

(1) Sxatpe = S(Aan-+p), = Sa Siet seulement s’il existe K1 > 0 tel que a,, > K3
pour tout n.

(i1) Sq+loo = loo si et seulement s’il existe Ko > 0 tel que a, < Ko pour tout

n.
(iii) On a

Sq St ap — 00 (N — 00),
S =
Aape b Sianp — L >0 (n— 00).
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Preuve. (i) On a

Shatue = Sxa T Spe = Sxa T loo = 84+ Loo.

Donc s, 4+ £o0 = Sq si et seulement si £, C sq, ¢’est a dire si a, > K7 pour certain
K; > 0.

(ii) Nous avons sg + foo = loo si et seulement si s, C loo, Cest & dire si
an < Ko pour certain Ky > 0.

(iii) est une conséquence directe de (i) et (ii). m

Remarque 5.5. On conclut immédiatement que S(2n+5), = S(n), € S(3-2/n)
loo, car 1 < 3 —2/n < 3 pour tout n.

n

Enoncons le résultat suivant qui sera utilisé dans la prochaine section.

Lemme 5.6. Soient a = (an),>1, b= (bn),>; €U,
i) St a/b € s alors
Sa C Sg4b (5.1)

pour tout x € U™T.
i) Si an /by, — 00 (n — 00), la relation (5.1) est vérifiée si et seulement s’il
existe K > 0 tel que x, > Ka, pour tout n.

Preuve. i) La condition a/b € ¢, implique que s, C sp. Comme on a
Sy C Sp + Sz = Sg4p pOUr tout x € U,

on conclut que s, C 5,44 si et seulement si z € U™.
ii) Condition nécessaire. La condition (5.1) signifie qu'il existe K = K (z) > 0
tel que pour tout n on a
an < K (x, + by)
c’est a dire

1

b
A <K — a") pour tout n.
n

Comme ay, /b, — oo (n — 00) on a b/a € ¢y et il existe un entier N et un réel

K7 > 0 tels que
Il(_ZZZKl pour tout n > N.
Donc z, > K/ ay pour tout n avec K| = min { K1, minj<p<y—1{zn}}.
Condition suffisante. Supposons qu’il existe K > 0 tel que x,, > Ka, pour

tout n. Alors s; D s, et comme
Sg + Sp = Sz+b D Sg

on déduit que s, yp D sq. Dot le résultat. m
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5.2.2 Produit d’espaces des suites.

Dans cette section on étudie les propriétés du produit F % F' de certains sous
espaces de s. Pour toute suite { € E' et € F on pose {n = (€p7n),,>1- La plupart
des résultats suivants ont été montrés dans [32]. Pour tous ensembles de suites
FE et F, on pose

ExF = U(l/{)_l*F:{anS : € FetneF}.
139

Définition 5.7. On appelle équation d’espaces de suites et note (EES) toute
égalité contenant une somme ou une somme de produit d’espaces de suites de la
forme s, x € UT.

On obtient immédiatement les résultats suivants.

Proposition 5.8. L’ensemble S muni de la multiplication * est un groupe com-
mutative possédant b, comme élément neutre.

Preuve. D’aprés [32, Proposition 1, p. 244] on a s, * sy = Sgp. On déduit que
I'application ¢ : UT +— S définie par ¢ (a) = s, est un homomorphisme surjectif
et comme U™ muni de la multiplication des suites est un groupe, il en est de
meéme pour S. Donc I’élément neutre de S est ¢ (e) = 51 = (0. ®

Notons que U'inverse de s, est sy /q.

Comme conséquence directe de la Proposition 5.8 on déduit le corollaire sui-
vant.

Corollaire 5.9. Soient a, b, c € UT. Donc
(i) Sq * Sb = Sap-
(7i) Sq * Sp = Sq * Sc Si et seulement si Sp = Se.
(iii) La suite © = (xy),~, € U vérifie ’équation

Sa * Sp = Sp

st et seulement si
bn, by,
K1 — <z, < Kos— pour tout n (5.2)

an, Qn

pour K1, Ko > 0 dépendant de x.

Preuve. (i) et (ii) sont des conséquences directes de la Proposition 5.8.
(iii) est une conséquence directe du fait que S muni de la multiplication * est
un groupe commutatif. Donc I'égalité s, * s, = sp est équivalente a

S1 % (Sq % Sg) = S1 % Sp
a a

et a

Sy = Sb»,

Qo

c'est a dire z € ¢l (b/a). m
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Remarque 5.10. Notons que la relation R définie dans la sous section 5.2.1 est
compatible avec le produit des suites. On a aussi aRb implique (1/a) R (1/b) pour
touta, be UT.

5.3 Résolution d’équations d’espaces de suites

Dans cette section on détermine I’ensemble de toutes les suites x = (2,,),~, €
U™ vérifiant les équations s, + 55 = Sp, Sq +5p* Sz = 54 €t Sc* 55+ 84 = sd*sxfl—sb.
On considere un type spécial d’équations d’espaces de suites et on le note (EES),
c’est une égalité dont les termes sont une somme ou une somme de produit
d’ensembles de suites de la forme s, et sy,) ot [ est une fonction définie de
U™ dans lui méme et x = (x,),~; € UT est la suite inconnue.

5.3.1 Résolution de I'équation s, + s, = s
Théoréme 5.11. Soient a = (an),>;, b = (bn),>; € UT et considérons
[’équation

Sq + Sz = Sp (5.3)
ol ¥ = (Tn),5; € UT est la suite inconnue. On a

(i) Sia/b € co alors léquation (5.3) est vérifiée si et seulement s’il existe K1,

Ky > 0 dépendant de x, tels que
Kib, <z, < Kob, pour tout n,
c’est a dire
Sy = Sp.

(i) Si a/b,b/a € lo alors l’équation (5.3) est vérifiée si et seulement s’il
existe K > 0 dépendant de x tel que

0 <z, < Kb, pour tout n.

Cela veut dire que

Sy C Sp.

(111) Si a/b & Lo alors I’équation (5.3) ne posséde pas de solutions dans UT.

Preuve. (i) Condition nécessaire. Montrons que si ¢ = (z,,),~,; € UT vérifie

Péquation (5.3) alors s, = s,. Comme s, + Sy = Sq4z, équation (5.3) est

équivalente a sq4, = sp. Donc (5.3) est vérifiée 8’1l existe K1, Ko > 0 tels que
Ay + T,

0< Ky < 5 < K5 pour tout n.
n
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Donc

a T a
—ng—ngKQf—npourtoutn.
b, by, b,

Comme a/b € ¢y il existe N € N tel que

Ky —

K
al<—1p0urt0utn2N.
by, 2
Donc K
1 Tn Qn
0< —< =< Ky — — 5.4
2 ~ by, 2 by (54)

pour tout n > N. Comme z,/b, > 0 pour tout n, on a inf,<n_1 {x,/b,} > 0 et
il existe K3 tel que
T
K3 < b—n < K5 pour tout n > N.

n
Donc on montre que I"équation (5.3) implique s, = sp.
Condition suffisante. On montre que si x vérifie I’égalité s, = sp, I’équation
(5.3) est alors vérifiée. Comme s, = s, on obtient alors trivialement s, + s, =
Sq + sp et la condition a/b € ¢y implique que

Sa C Sp

et donc s, + Sz = S4 + Sp = Sp.
(ii) La condition a/b,b/a € { signifie que s, = s et (5.3) est équivalente a

Sp+ Sz = Sp

et a sy C sp. D’ou (ii).
iii) est une conséquence immédiate du fait que

a € sq et sq Csq+ Sy

et alors

Sq + Sz = sp implique a € s et a/b € l.

Corollaire 5.12. Soient r, u > 0. L’équation

Sy + 85 = 8y (5.5)
est équivalente a
Sg = Sy pour r < u,
S C Sy pour r = u;

et l’équation (5.5) ne posséde pas de solutions si r > u.
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5.3.2 Etude de I'équation s, + s, x s, = sy
Dons la suite on s’intéresse a la résolution de I’équation de suites (EES)
Sq + Sp * Sy = 84 (5.6)

ot & = (xp),>; € UT est 'inconnue.
Comme une conséquence de la Théoreme 5.11 on obtient le résultat suivant.

Corollaire 5.13. Soit a = (an),>1, b= (bn),>1, d = (dn),>; €UT.
(i) Sia/d € ¢y alors l'équation (5.6) est vérifiée si et seulement si

Sy = Sd/b'
(i) Sia/d, d/a € s alors l'équation (5.6) est vérifiée si et seulement si
Se C 5q/p-

(71i) Si a/d ¢ L alors l'équation (5.6) ne posséde pas de solutions.
Preuve. (i) L’équation (5.6) est équivalente a

Sa -+ Sbx = Sd (5.7)
et en utilisant le Théoréme 5.11 (i) ou a/d € co (5.7) est équivalente a

Sbx = Sd

el a Sz = Sq/p-
(i) L’équation (5.6) est équivalente a (5.7) et comme a/d, d/a € ls, d’aprés
le Théoreme 5.11 (i) I’équation (5.7) est alors équivalente a sy, C Sq et si C Sqp-
(iii) S’obtient en en raisonnant comme ci-dessus et en utilisant le Théoréme
5.11 (iii). m

Exemple 5.14. Considérons ’équation
S(n)n + S(T"QJn)n = S("2)n (58)

avecr >0, ou x = (xy,),~; est Uinconnue. En appliquant le Corollaire 5.13 il est
facile de voir que les solutions de (5.8) vérifient

2 2

n n
Ki— <z, < Ky— pour tout n,
7471 ,r.n

pour Ky, Ko > 0. On voit aisément que sir > 1 on a x, — 0 (n — o) et si
r<1onaz, — oo (n— ).
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5.3.3 Sur I’équation s, x s, + s, = Sg * S, + S

Dans cette partie on considere I’équation d’espaces de suites (EES) s, * s, +
Sq = Sq*Sy+Sp avec a/b € ¢g et on traite le cas o d/c € cp, le casoud/c, ¢/d € oo
et le cas ol d/c ¢ {o. Ensuite on considere I'équation s. * S, + Sq = Sq * Sz + Sp
ol S¢ = Sq = loo, Cest & dire sz + Sq = Sy + Sp et on traite les cas ot a/b € U et
an /by, — 00 (n — 00).

Théoréme 5.15. Soient a, b, ¢, d € U™
(i) Supposons que a/b € cq et considérons l’équation

Se* Sy + Sq = 84 % Sp + Sp (5.9)

otz € UT. Donc on a
(a) Si d/c € cg, Uéquation (5.9) est vérifiée si et seulement s’il existe K,
Ko > 0 tels que

b b
K=<z, <Ky pour tout n,

Cn Cn
c’est a dire sy = sy

(b) Sid/e, ¢/d € b, Uéquation (5.9) est vérifiée si et seulement s’il existe
K > 0 tel que

b
xn > K— pour tout n,
mn

c’est a dire sz D S¢p-
(c) Sid/c ¢ U, équation (5.9) ne posséde pas de solutions dans U™.
(ii) Supposons que b, < a,, pour tout n et considérons l’équation

Sy + 8q = Sz + Sp (5.10)

ovxeUT.
(a) Sia/b € lo, Uéquation (5.10) est vérifiée pour tout x € U™.
(b) Sian/b, — o0 (n — 00), l'équation (5.10) est vérifiée si et seulement s’il
existe K > 0 tel que
x, > Kay, pour tout n,

c’est a dire s, C 8.
Preuve. (i) a) L’équation (5.9) est équivalente &
Sc * Sy + Sa = Sdz+b- (5.11)

Comme a/b € ¢ implique a/ (b+ dz) € cg et sc * S = Scz on déduit que (5.11)
est équivalente a

Sex = Sda+b- (5.12)
Donc (5.12) est équivalente a

Sdz+b = S1
cT
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et comme

Sdatb = Sd + S ,

on conclut que
Sda + S8 = S1. (513)

Si d/c € co, 'équation donc (5.13) est équivalente a sy/(c;) = s1 et en utilisant la
Proposition 5.8 on a
Sz = Sp/e
d’ou (i) a).
(i) b) Si d/e, ¢/d € L, équation (5.13) est équivalente a s;/. C sz. (i) )
Finalement si d/c ¢ {~, I'équation (5.9) ne possede pas de solutions.
(ii) (a) vient du fait qu'il existe K > 0 tel que

S

1 < = < K pour tout n
bn
et s, = Sp.

(ii) (b) La condition (5.10) est vérifiée si et seulement si S;4q = Sp4p €t

z+b e+ g+b z+b
Donc
Sa—b C 81
z+b
et
Sa—b C Sg+b-

Comme ay,/b, — o0 (n — o0) on a b/ (a—b) € ¢y et en utilisant le Lemme 5.6
on conclut qu'il existe K = K (x) > 0 tel que

b
xn > K (an —by) = Kay, <1 - a”) pour tout 7.
n

Comme b/a € ¢y on conclut qu’il existe K7 > 0 tel que z;,, > Kja, pour tout n.
Par contre supposons que x,, > Kja, pour tout n. Alors s, C s, et comme
b/a € copon a sy C Sq, Sp C Sz €t Sq + Sz = Sz = Sp + 8. Donc nous avons montré
que s, C 8, implique (5.10). m
Comme une conséquence immédiate de la Proposition 5.15 on obtient le co-
rollaire suivant.

Corollaire 5.16. Soient r, r1, u, uy et u < wuq, r < rq.

(i) La suite x est une solution de l’équation

Syt Spy k Sp = Sy; + Sp ¥ Sg
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si et seulement s’il existe K1, Ko > 0 tels que

n n
U u
K; <1> <z, <Ky <7"1> pour tout n.
1

(i1) Soient n, € > 0 et £ < n et soite € coNUT. Alors x € Ut est une
solution de l’équation

b + S(nt) * Sz = S + S(nn), * Sz (5.14)

n

st et seulement s’il existe Ky, Ko > 0 tel que
1 1
Ki— <z, < Kos— pour tout n.
nn n

Remarque 5.17. Dans le Corollaire 5.16 (i) on wvoit aisément que r1 > uy
entraine x, — 0 (n —00); sirTy < up on a x, — 0o (n — 00) et si ' = uy,
la suite x est une suite bornée avec x, > K > 0 pour tout n. Notons que les
solutions de ’équation (5.14) convergent vers zéro.

Exemple 5.18. Soient r,u > 0 avec 0 < u < 1. On a Sz + 8 = Sz + Sy Si et
seulement s’il existe K > 0 tel que

zn > Kr™ pour tout n.
Exemple 5.19. L’équation

Sz +S(n), = Sz T S(y/m)

n

est équivalente a S(n), C Sa, C€ qui signifie que x, > Kn pour tout n.
Exemple 5.20. Pour tout r > 0 l’équation
Sy + S(nl), = Sz + Sy

est équivalente a S(nt), C Sz, C'est a dire x,, > Kn! pour tout n.

5.4 Sur I'équation s,,) = s

Dans cette section on étudie la résolution de I'équation (EES) s4(,) = sp, ol
¢ est une fonction continue strictement monotone de ]0, +oo[ dans lui méme. on
détermine l'ensemble des suites z de U™ telles que s,2,, = sp, lorsque b € ¢,
et b, — 00 (n — 00). On considére ensuite les équations s(argsinh wn), = Sb €t

Sexpx—e — Sb-
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Théoréme 5.21. Soit b = (by),~; € UT et supposons que les conditions sui-
vantes sont vérifiées. -

i) Il existe une fonction ¢ : ]0,+o00] — ]0,+00[ continue et strictement
monotone.

it) Pour tout k >0 on a

nhi& m =Lp>0 (5.15)
! 6 (ko™ (1)
nILn;O 0 =L, > 0. (5.16)
Les solutions de l’équation
Se(x) = Sb (5.17)
sont alors données par
Sz = S¢=1(b)s

ce qui signifie qu”il existe Ky, Ko > 0 tels que
Ki1¢7 ! (by) < @y < Ko¢™ ' (by) pour tout n.

Preuve. Supposons que ¢ est strictement croissante sur |0, +oo[. La preuve est
semblable pour ¢ strictement décroissante. D’apres i) on a s4(,) = s si et seule-
ment s’il existe C', Co > 0 tel que

Ciby, < ¢ (x,) < Caby, pour tout n. (5.18)
D’apres (5.15) on déduit qu'’il existe K, et N € N tels que

¢—1 (Clbn)
¢~ (by)

pour tout n > N et comme ¢! (C1by,) /¢t (b,) > 0 pour tout n < N — 1, la
condition (5.19) est vérifiée pour tout n. On a aussi

¢_1 (Can)
¢~ (bn)

On déduit que s4(,) = sp implique

> K >0 (5.19)

< Ky pour tout n.

K17 (by) < o7 (Ciby) < 2y < 671 (Coby) < Ko™ (by) pour tout n,

c’est a dire s; = s4-1(). D’autre part supposons que s; = s4-1(). Alors il existe
Ky, Ko > 0 tels que

Ko7 (by) < 2, < K207 (b,) pour tout n. (5.20)
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Comme ¢ est strictement croissante, la condition (5.20) implique
¢ (K167 (bn)) < ¢ (wn) < ¢ (K20~ " (bn)) pour tout n.
Donc d’apres (5.16) il existe K1, K5 > 0 tels que
Kb, < ¢ (K197 (b)) et ¢ (Kap~" (bn)) < Kbby, pour tout n,

et
Kb, < ¢ (x,) < Kbb, pour tout n.

D’ou la preuve. m
Il est possible de montrer aisément que pour tout b € U™ les solutions de

I’équation.

Sp2 = Sy
sont données par sy = s 4. De la méme fagon, des calculs ¢lémentaires montrent
que les solutions de I’équation

S1/x = Sb
sont données par s; = sq,. Donnons un exemple simple qui illustre le Théoreme
5.21.

Exemple 5.22. Dans cet exemple on va traiter [’équation
Sp21 4 = Sp (5.21)

dans chacun des cas b € cg, b, — 1 > 0 et finie, et b, — 0o (n — ).
(a) Soit b € co. On montre qu’il existe K1, Ko > 0 pour lesquelles les solutions
de (5.21) vérifient
Kqb, <z, < Kob,, pour tout n

Ona@:tr— ¢(t) =12+t est strictement monotone de |0, +oo| dans lui méme.
Des calculs élémentaires donnent

N B
()= —F

pour tout t > 0.
On a ¢~ L (t) ~t (t — 0). Donc pour tout k >0 on a

¢t (kby) kb,

GO
et
—1 —1 —1
¢(k;¢b (bn)) _ k! (bn) [kb¢ (bn) + 1] kb, (k;)bn+1) k>0 (n— o0).

D’o4 ii) dans le Théoréme 5.21 est vérifiée. On conclut que (5.21) est équivalente
a

Sgp = qu—l(b) =8 _141545 -
2
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Mazs
_ -1+ +/1+4b,
o1 (bp) = —

On conclut que s, = sp.

by, (n — 00).

(b) Sib, —1>0 quand n — oo, I finie, alors

—1+v144l
- —F— >0

o7 (bn) :

et s; = loo.
(c) Cas ot b, — oo (n — 00). On a successivement

67 (0n) ~ 5V by~ VB (0= 09),

o1 (kb)) VB,
T~ = VO

(n — 00),

et
ko1 (b, kv/by, |kvV/by, + 1
¢( o ( )) ~ \/>[ Voo + ] ~k%2>0 (n — 00).
by, by,
Comme
—1++/1+4b,
2

—1 (n— o)

Vb,

on conclut que (5.21) est équivalente a
Sa = S¢-1(h) = S1eyTES = 55
Exemple 5.23. Considérons [’équation
S(argsinhz,), = Sb (5.22)

ot b € cy. On a

¢~1 (kb,)  sinhkb,
¢ 1 (b,)  sinhby

=k>0 (n— o0)

et
argsmhék sinhb,) arg Sllll)h (kbn) k;)ﬁ ok (n— ).

On conclut que les solutions de l’équation (5.22) satisfont I’équation Sz = Ssinhp-

Comme sinh by, /b, — 1 (n — 00), on conclut que sy = sp.

Exemple 5.24. Dans cet exemple on va écrire expx = (expxy),~; etexpr—e =

(expxy —1),~1. Supposons que b soit convergente et considérons ’équation

Sexpx—e — Sb- (523)
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FEtudions d’abord le cas ot b € cy. La fonction ¢ 1t — ¢ (t) = —1 + expt vérifie
la condition i) du Théoréme 5.21 et =1 (t) =In(1+1t). On a

¢t (kby) _ In(1+kby)
¢~ 1(b,)  In(1+by)

—k (n— o0),

et

¢ (ko™' (b)) (1 4+0,)"—1 kb,

On conclut que les solutions de (5.23) sont données par

Sz = SIn(14b) = Sb-

Si b, — L > 0 et finie, on voit que les solutions de (5.23) sont données par
Sy = S1.

5.5 Application aux matrices de transforma-
tions

Pour des raisons de notations, on note ici les matrices de transformations
M = (:U%m)n,m>1 et pour toute suite & = (§,),,~; de nombres complexes on écrit
M, (&) = 2;0;1 LnmEm, (& condition que les séries M, (&) soient convergentes)
et ME&= (D001 Hnmém),>1- Le résultat suivant a été montré dans [38, p. 231]

Lemme 5.25. Soit a, ' € U*t. Alors (sq,84) = (Sar,8q') si et seulement si
Sa = Sar, C'est a dire ' € cl (a).

On peut affirmer le résultat suivant qui est une conséquence directe du
Théoreme 5.21 et du Lemme 5.25 et dont la démonstration est laissée au lec-
teur.

Théoréme 5.26. Soit b € U™ et supposons que les hypothéses i), (ii) du
Théoréeme 5.21 sont vérifiées. Alors x est une solution de l’'équation de suites

(EES) (5.17) si et seulement si

(52 52) = (S¢-1(6)s S9-1(3)) -

Remarque 5.27. Notons que pour tout x l’équation (5.17) équivaut a M =

(tnm) pm>1 € (82, 82) , c’est a dire a

1 o -
sup <<;51(b) Z |t & (bm)> < 0o pour tout M.
n n m=1
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On déduit aisément que pour tout b € cg, la suite x est une solution de l’équation
(5.23) si et seulement si (Sg, Sz) = (Sb, Sp), ¢’est a dire

1 (e.0)
M € (8z,8z) <= sup (b Z |t bm> < 0o pour tout M.
n n m:1

Si b, — 1> 0 et finie, donc x est une solution de l’équation (5.21), si et seulement

S1
00

M € (s3,85) <= sup Z |fnm | < 00.
m=1
On obtient un résultat similaire en rempla¢ant 'équation (5.21) par l'équation
(5.23). Notons que si by, — 0o (n — 00), l'équation (5.21) est alors vérifiée si et
seulement si

1 =
M e (Sxasac) < sup (\/ZT Z |:Unm| V bm> < 00.
n " m=1



Chapitre 6

Sur le spectre de I'opérateur de
différence d’ordre 1

6.1 Introduction

Dans ce chapitre on présente Uarticle [62] de A. Farés et B. de Malafosse
ol nous étudions le spectre de l'opérateur A de différence d’ordre 1, défini
au paragraphe 1.2.4 et considéré comme une application de E dans lui méme,
oit E est I'un des ensembles s, 52 s((f), ou () (1 < p < 00). Puis on

(o2

donne des applications aux matrices de transformations dans s% ((A — Al )h>

et 0, (o) ((A - )\I)N>, h € C et N € N. Comme on a déja vu dans le chapitre V,

I'espace sq pour a = (an),>; € U™t est défini par
Sa = Daloo =loo () ={X €5 : 2/, =0(1) (n— o)},

ou D, est la matrice diagonale définie par [Dg]nn = a,, pour tout n.
On définit de la méme fagon ’espace

sg:Dacoz{XES : mfn—>0 (n—>00)}a

Qp

et 'espace

s =D c:{XGS L (n — o0) forsomel}.

6% (03
On

C .
Ces espaces s° et s((x) sont des espaces de Banach munis de la norme
« Sa?

(cf. [28]). Rappelons que Iy, (p > 0), est 'ensemble de suites X = (zy,),,5, telles

105
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o0
que Y. |zn|" < co. Ensuite pour p > 1 on considére I'ensemble

n=1
lp(a):{Xes : i('i:')p<oo}.

n=1
On a I'égalité [, (o) = Dyl 11 est facile de voir que [, (o) est un espace de Banach

muni le la norme
1

_ i <‘$n‘>p !
Ip =\ an
On utilise ces résultats pour caractériser les matrices de transformations de
E((A—=XI)X), ot E est I'un des ensembles s ou £,(a) pour 1 < p < oo et

x € C, dans F € sq,52, S&C). Ce chapitre généralise certains résultats donnés en

1X Uiy o) = || P2 X

[24] et [1]. Rappelons que B. Altay et F. Basar [4, 3] ont déja traité le spectre
de I'application A considéré comme opérateur dans ¢y, ¢ et £5, respectivement.
En utilisant la notation

D(Xo,7) ={A€c:|A=Xo| <7},
ou Ay € Cet r>0on a lerésultat suivant :

Théoréme 6.1. [4, Théoréme 2.1, Théoréme 2.12], [1, Théoréme 2.8]. Soit
1 <p< oo, on ales égalités suivantes :

g (A,c0) =0(A,c) =0 (A, L,) =D(1,1).

Maintenant, pour énoncer le résultat suivant, rappelons quelques propriétés
de la suite C (1) n.

Propriétés de la suite C (n)n, oune U™T.

La matrice C'(n) a été définit dans le Chapitre I. Considérons ’ensemble

suivant

n

— 1
Cq = n€U+:C(n)n:<an> €51 ="l
n>1

m=1

et rappelons que

= {77 cU": lim sup (%—1) < 1}.
n—oo ’[’]n
Lemme 6.2. [9, Proposition 2.1 p. 1786]. Soit « € UT. On a

(Z) I'c
(ii) Si o € Ch, il existe k >0 ety > 1 tels que

an > ky", pour tout n > 1.
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6.2 Le spectre de A considéré comme un
opérateur de £ dans lui méme ou £ =
0 0

Cc
Say Sy Sa” -

Soit E un ensemble de suite et A un opérateur de F dans lui méme. On note
o (A, E) lensemble de nombres complexes A tel que AI — A considéré comme
opérateur de E dans lui méme est non inversible, c-a-d :

oc(A,E)={\e€C: (A — A) € (E,E) n’est pas inversible} .
L’ensemble résolvant de A est noté p (A, E) avec
p(A,E)=0(AE)°.
On a le résultat suivant :

Théoréme 6.3. Soit o € UT. Supposons que

Alors :
(i) 0 (A, sa) =0 (A, 8%) et A€ o (A, sq) si et seulement si

A=1ou (]A=1]"an),s, ¢ Cr.

(ii) a) On a

o(Aysy) =0 (A,sg) cD (1, lim sup (an1>> ,

n—oo

et Uinclusion est stricte.
b) Si (an—1,/0n),>9 € ¢ alors

o (A,s(()f)) cD <1,nler;O sup <a;;1>).

(i1i) Pour tout R > 0, on a

oc(A,sp)=o0 (A, SOR) =0 <A, sg)) =D <1, ]1%)

Preuve. (i) D’abord montrons que A € o (A, s,) si et seulement si A = 1 ou

(A =1]" O‘n)nzl ¢ Ch.
Soit A € p (A, sq), alors (A — M) : sq — S, est inversible et

(A =AD" € (5, 5q) -
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En utilisant le Lemme 2.12 on a (A —AIl) € (Sq,50) = (Daloc; Daloo) si et
seulement si

Al =Dy (M —A)Dy € 81 = (s1,51).

Ceci est vrai pour tout « vérifiant

Qlpy—
sup( - 1><oo.
n Qo

Pour A# 1, ona (A —\)™ ' = (€nm)pm>1 O

(71)n—m .
(/\_l)nferl s1m S n?

Enm = (6.1)

0 si non.

Comme Sy = (Sa, Sa) , la condition (AI — A)~! € S, est donc équivalente & X # 1

et
IA— 1" am _
= Su - o0
X P ’)\_1|nan )

C’est a dire a

On conclut que A € 0 (A, s4) si et seulement si
A=1 ou (]A—1"an),s; ¢ C1.
Montrons maintenant que
o (Asq) =0 (A,89).

Condition nécessaire. Soit A € p (A, sg) . Donc AT — A considéré comme opérateur

0 30) . Mais comme

de 50 dans lui méme est inversible et (A\I — A)™" € (2,2

(sg,sg) C (Sgusa) = (Sonsoz)

(car (co,lo0) = (loosloo)). On déduit que AI — A est bien un opérateur de s,
dans lui méme, avec (AI — A)™" € (sq4,54), €t A € p(A, s4). Ceci implique que
p(A,5%) Cp(A, sq) et ensuite

o (A sq) Co(A 50) .

[ae’

Condition suffisante. Montrons maintenant que o (A, s)) C o (A, sqa). Soit
A€ p(A,sq). Donc AI — A considéré comme opérateur de s, dans lui méme est
inversible et (A — A)™! € (sq,84). Or (A —A)' e (s2,5%) = (Daco, Daco) si
et seulement si D 1 (M — A)"' Dy, € (co, o), on déduit qu'il suffit de démontrer
que

lim [A;} ‘ = 0, pour tout m.
n—oo nm
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Comme on a déja vu (A — A)~! € S, implique
(|()‘ - 1)n| an)n21 e Cy

et

(A —=1)"ap — 00 (n— o0)

et alors pour tout m > 1 on a

[%].) = oo
- 1)myamm —0(1) (n— o).

On en déduit que A € p (A, sY). Dol
o (A, 53) Co(A sq),
et comme on a 0 (A,s,) C o (A, sg) , on conclut que
o (A, sq) =0 (A,s9).

(13) a) Soit A € o (A,s,). D’apres le Lemme 6.2 ) on déduit aisément que
(1A =1)" Oén)n21 ¢ C1 implique

(1A =1)"an),> ¢ T,

1 . Qp—1
1 > 1
A —1] %“S“p( o >—

c’est a dire

A — 1| < limsup (an_1> :
n a

n

Ceci montre l'inclusion o (A, so) C D (1, lim sup (an_l/an)> . De plus comme
n—oo

6’\1 # T', en utilisant [32, Remarque 6, p. 225] on trouve que l'inclusion est stricte.
D’ou le résultat.
(73) b) Soit A € C tel que

A —1| > lim <an1> = lim sup (anl) .
n—oo 79 N—00 On

Donc il existe un entier gg tel que

1 anl)
sup < 1.
n>qo+1 <|)‘ =1 an
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Maintenant on définie par ¥ = (oum),,,~; le triangle dont les gy premieres
lignes et le gg premieres colonnes sont égales a celles de

1
Ay=——(WAN-A

on a: gy, = 1 pour tout n et oy, = 0 pour tout n, m avecn > qo+ 1 et m < n.

D’apres [37, Corollary 9, p. 47|, on a déja vu que \I — A € (s((f), s((f)) et

1 Ap—1
I— AP = sup < - ><1,
| ls. = 52 \ =11 0

D’apres [13, Corollaire 9, p.47] on déduit que
A= (Ax®) e <sac), sgf)) ,

et
M-—A) ' =(\—1)'50A e (s;>, s;>) .

. Qp—1
AeD(1,1
eo(nm ()

ce qui implique A € p (A, s((f)>. D’ou ii) b).

(131) L'égalité o (A,sg) = D(1,1/R) a été démontrée dans [24], donc en
utilisant 7) on déduit que

Donc on a montré que

o (A, D) :D<1,;).

Montrons maintenant que o (A, s?) =D(1,1/R).

De la caractérisation de (c,c) on déduit la caractérisation de (8%’), s?). En
effet d’apres le Lemme 2.12 on a

Ae <SS;), sg)) si et seulement si Dy rADR € (c,c),

avec D = D(Rn)n>1’ alors on obtient A € (s%), s?) si et seulement si

Dy/rADp € S,

lim,, — oo [Dl/RADR] = l,, pour tout m,

limn_,oo Zf}f:l [Dl/RADR] o l.
Soit A € p (A, sg)). Posons

AR = Dy/p (M — A) D,
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on remarque aisément que

1
A%l =% +A—1] < .

d’ott A, € S; et comme A, est une matrice bande on a
(M —-A) e (S&?,SS,?) pour tout A € C.

De plus, on a
(M —-A)te (s%),sg)) pour tout A € C.

Donc (Al — A)™! € Sg et d’aprés (6.1) on obtient

. 1
X = RSI:P(Z (’)\_1|R)n—m+1>

m=1
( 1 n+1 1
\)\71|R) ~ M=IIR
= Rsup T < 00.
5 — 1
n —1|R

Do 1/ (]A — 1| R) < 1 et on conclut que

A¢D(1,1/R) et D(L,1/R) C o (A,s;?) .

L’ inclusion o <A, s&?) C D (1,1/R) est la conséquence directe de i) b) et on
conclut que o (A, sg)) =D(1,1/R). m

Comme une conséquence directe du Théoréme 6.3 ii) on peut énoncer le
corollaire suivant :

Corollaire 6.4. i) o (A, S(H)n) =0 (A, 8?")n> =D (1,1).

it) Si limsup,,_, (an—1/ay) = 0 alors
o (A, sq) ={1}.
iii) o (A, sq) = {1} pour a = (n!), , ou (n"),, .

Preuve. i) En utilisant le Théoreme 6.3 i) (|]A — 1" n),>; € C} si et seulement

si

A=1[+2A =12+ .. +nA-1]"
C,, = =

Il est facile de montrer que pour tout « # 1 réel on a
T 4222+ .. 4 na" = x(l—i—:p—i—xz—i—...—i—x")/

2" (nx—n—1)+1
(1-a)
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Donc on obtient
nA—-=1-n-1 1 1
on=[A—1| N Th 2 n—1
n(1—|)\—1\) ”(1—])\—1|>|)\—1\

et
¢n =0 (1) (n — o) siet seulement si |A—1| > 1.

On conclut que

(IA=1"n),>, ¢ C} si et seulement si [A—1| <1

et en utilisant 7) on conclut que o (A, S(n)n> =D(1,1).
i1) est une conséquence directe du Théoreme 6.3 i7) a).
i4i) Trivialement on a lim (ay—1/0y) = 0 pour o = (n"),, et pour a = (n!),, .
n—oo

6.3 Spectre de A considéré comme un
opérateur dans /7, (a).

Dans ce paragraphe on donne des caractérisations des ensembles o (A, 41 ()
et 0 (AT, 41 () et on calcule explicitement o (A, 4, (o)) et o (AT, £, («)). Dans
la suite on utilise deux lemmes o1 on note

E* = B(E,C)

I’ensemble de toutes les fonctions linéaires continues définies sur F, ou E est
un espace de Banach, et le f-dual de E est noté EP, voir chapitre I. Pour tout
L € B(FE), lopérateur L* est défini par

pour tout ¢ € E* et pour tout v € E. Pour illustrer le résultat suivant on a
besoin de rappeler le lemme suivant :

Lemme 6.5. [064, p. 71] Soit E un espace vectoriel normé. Lorsque L € B(E)
on a
o(L,E)=0(L*E").

Si E est de type BK ayant la propriété AK il existe une relation entre E* et
EB. Rappelons que EP est I'ensemble de toutes les suites a = (an)n>1 telles que
> o2 | anxy est convergente pour tout X dans E. D’apres [102, Théoréme 7.2.9,

p. 107] on déduit que I’application

~Ef B
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définie par
/(a):a:E—NC(aEEB)
ol

o0
a(X) = Z anTy, pour tout X € E,

n=1

est un isomorphisme dans E*. Cela veut dire que E* est isomorphe & E? et on
note £* = ES. D’aprés [102, Theorem 4.4.2, p.66] on conclut que

. 8
(DLE)* = (DLE) .
De ce qui précede on déduit le lemme suivant.

Lemme 6.6. Soit « € UT et soit E un espace de type BK ayant la propriété
AK. On a
(Do E)" = Dy o B

Dans la suite nous utiliserons également les ensembles I'™ et Cfr définis par

rt= {a € U : limsup <an+1> < 1}.

n—00 Qp

et

6’}*‘2{046U+ﬂcs : ;(Zak>20(1) (n—>00)}7

k=n
ou cs est 'ensemble de toutes les séries convergentes. Nous utiliserons dans la

suite le résultat suivant.
Lemme 6.7. [31, Proposition 6.1, p. 3199] On a T C C}.

Concernant le spectre de l'opérateur A de ¢, («) dans lui méme, on a le
résultat suivant ot on pose AT = A,

Théoréme 6.8. Soit a € UT. On a
i) a) A € 0 (A0 () si et seulement si

1 —
A=1ou <n> ¢ o (6.2)
A =1"an n>1 !

b) A€ o (AT, 41 (o)) si et seulement si

A—1" —~
A=1ou <| | ) ¢ Ch. (6.3)
n>1

n
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ii) On a

n—oo n—oo

o (Al (a)) C D <1,limsup (an/an+1)> et o (A%, 0 (o)) C D <1,limsup (an+1/an)>.
iii) Soitr >0 et 1 <p<oo.Ona
o (AL, (r)=D(1,1/r) et o (AT, 4,(r)) =D (1,7).
Preuve. i) a) D’apres le Lemme 6.5 on déduit
o (Al (a) =0 (AT, (1 (e))")
et d’apres le Lemme 6.6 on a
(41 ()" = (Dat1)” = Dyjal) = Dijaloc = 51/,
d’on
o (A7€1 (a)) =0 (A+7 Sl/a) :
Donc X € p (A, sl/a) signifie que (A — A+)_1 € S1/a, c'est a dire
sup { i —1 In } < o0
m—n+1 . :
n m—n |)\ — 1‘ Qm
En raisonnant comme dans le Théoreme 6.3 on conclut A € o (A, ¢ («)) si et
seulement si A =1 ou (1/[A = 1" o), ¢ Cf.

i) b) On a
o (A+,€1 (@) =0 (A, (4 (2)")
et comme on a déja vu
(41 ()" = s1/a-

Donc
o (A+,€1 (a)) =0 (A, sl/a)

et on conclut d’apres le Théoreme 6.3 7).
1) Comme on a déja vu A € o (A, ¢; (o)) implique que (6.2) est vérifiée. En
utilisant le Lemme 6.7 la condition (6.2) implique

1
T ¢r
<‘)\— 1] an)n21

IA—1| < lim sup( an )
n—o9 o

Ce qui montre la premiere inclusion. La deuxieme inclusion vient de 1’égalité

et

o (A+7£1 (04)) =0 (A7 Sl/a) )
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et du Théoreme 6.3 7).

ii1) Pour montrer que
o (A,Ep (T)) cD (17 1/7’)

on va prouver que
D(1,1/r) Cp (A, 4y (r)).
Prenons A ¢ D (1,1/r). On a alors

1T = 23) X5,y = |A—111p§:<|$:;”1‘p>
- ]/\—1\ pz<’xn 1|>

1
|)\ | ” Hﬂp(r :

et
(1 =A%) X[, ) =

Donc
1L = Axllg, ) <1

ou |A — 1|7 > 1, et comme £y,(r) a la propriété AK, alors

est un algebre de Banach, (cf. [37]) on a

(AX) 7€ (6 (r) £ (1))

et A € p(A, 4, (r)). Donc on a prouvé que o (A, 4, (r)) C D(1,1/r).

Inversement, montrons que
D(1,1/r) Co (AL (r)).
Pour cela prenons A € p (A, 4, (r)). Donc

(A= 2)7" € (6 (r) £, (1)

et comme e(!) = *(1,0,...,0,...) € £, (r) on déduit

_1\n—1
(M — A (e(l)) - (E)\l—)l)”> . €l (r).

e}

Donc

(=

n=1
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et 1/(r|A—1]) < 1. On a montré que A € p(A,¥,(r)) implique A —1| > 1/r
c’est a dire

D (1,1/r) C o (A, 4, (r)).
On conclut que

o(A, ¢, (r))=D(1,1/r).

Montrons o (AT, ¢, (r)) = D (1,7). Premiérement considérons le cas p > 1. Soit
q>1tel que 1/p+1/q=1. Donc £; = () et du Lemme 6.6 on déduit

(D1)lg)" = Dy

et
(Lg (1/7))" = (Dy)lg)" = Dyl = Dty = 0, (1) .
D’ou
A€ (ly(1/r),Lq(1)r)).
Posons
1 0
—1/r 1
Ar == D’I’ADI/T — . . I
0 —-1/r 1

donc d’apres I'inégalité de Minkowsky on obtient

(2 |[ATX}nrQ> v (i

Donc A, € (€4,44) et A € (b4 (1/r),4,(1/r)). D’apres le Lemme 6.5 on conclut
que

o (AT, 6y (r)) =0 (A 4y (1/r)) =D (1,r).
Cas ot p = 1. Comme on a vu en i) a) on a
(b (r)" = s1/r-
On conclut

o (A+,€1 (7‘)) =c(A,(l1(r))=0 (A, 51/r) =D (1,r).
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6.4 Applications aux matrices de transforma-

tions définies sur s ((A — )\I)h) et sur
0, (a) ((A— )\I)N), heCetNeN.

6.4.1 sur I'ensemble (E (7)), F)

Ici on va reformuler un théoreme du a Malkowsky et Rakocevi¢ [83] concer-
nant les matrices de transformations de E (7") dans F, ou T est une matrice
triangle. Pour cela on pose 77! = (sm),, o1 €6 R = t(T_l). Enongons le

résultat suivant, ou A est une matrice ayant comme colonnes
A= (R 'A)
pour tout n et A, = (ant, .-, Gnm, ---)-

Lemme 6.9. [83] Soit E un espace de type BK ayant la propriété AK et F un
sous ensemble quelconque de s. Alors on a A€ (E(T),F) si et seulement si

Ac (E,F)
et
VW e (E,¢) pour tout i,
ot VO = (wibm)nm>1 est définie par
wi = 2jm=mSima;  lsm<mn,
nm O

pour m > n.
Réécrivons ce résultat en utilisant 1'inverse du triangle 7.

Lemme 6.10. Soit E un espace de type BK ayant la propriété AK et F un sous
ensemble quelconque de s. On a A € (E(T),F) si et seulement si

AT ' € (B, F)

et
YD (q,) Tt e (E,c) pourtouti=1,2,...

n

Preuve. Montrons que A=AT et VO = ED(am)anl. On a
t(ﬁ;) —R 'A, = t(T—l) LA = t(AnT—l)‘

Donc

o0

— .

A, =AT " = E AnjSjm
j=m

m>1
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et
A= AT,

Maintenant, pour tout entier ¢ on a

a1

a;1 2 0
2D, =

a1 Qi . Qip

et trivialement V() = ED(ain)nT_l. ]

6.4.2 Applications aux matrices de transformations de
Y ((A — /\I)h> dans s,

Dans ce paragraphe nous allons utiliser 'opérateur A", out h € C. Pour cela
nous avons besoin de la notation suivante ou h € C\N,

—h(=h+1)...(-h+k—-1
k 1 ' sik=0,
—h4k—1
(cf. [5]). Pour simplifier on pose [—h, k] = < h +kk ) Si Af = (Tom)pm>1
on a
_ —_ S <
Tnm:{ [—h,n —m)] S{m_n, (6.4)
0 sim > n.

On peut établir le résultat suivant.

Théoréme 6.11. Soit a, p € U™,
i) Soit h € C et A # 1. Alors
a) A€ <sg ((A - )\I)h> ,su) si et seulement si

1 oo o anm
sup —Z Z[h,m—k]m ak}<oo, (6.5)
s%p{ Z [h,m—k](l_/\)m ak} < oo pouri=1,2,..., (6.6)
k=1 Im=k

m=Fk -
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b) A € (s ((A ) ), u) si et seulement si (6.5), (6.6), (6.7) sont
vérifiées et

1 - Agm
lim ¢ — hom—kl———— > =0pourk=1,2,..;

c) A € (sg ((A—)\I)h) ,s,(f)) si et seulement si (6.5), (6.6), (6.7) sont
vérifiées et

1 — a;
lim ¢ — h,m—k] —————— % =1 pourl, €C, k,i=1,2,...,
n—o00 {,U,n Z [ ] _ )\)h-‘rm—k }

it) Soit h un entier. Supposons que |\ — 1| > limsup,,_, ., (an—1/an). Alors
a) Ae (sg ((A — /\I)h> =Su> si et seulement si

sup <,u Z |anm]ozm> < o0 (6.8)

n

b) Ae (sg ((A - )\I)h) ,82) si et seulement si (6.8) est vérifiée et anm/ fin, —
0 (n — o00) pour m =1,2,...;

c) A € (53 ((A — )\I)h) ,sl(f)) si et seulement si (6.8) est vérifiée et
A/ i, — 1, (0 — 00) pour ), € C, m=1,2, ...

Preuve. i) Comme s est un espace de type BK ayant la propriété AK, il suffit
d’appliquer le lemme 6.10 avec T' = (A — A )h. On voit facilement que 7-! =
(A — XI)™" est le triangle défini par

[(A - M)—h]

nm - (1 _ )\)h—‘rn—m

Donc

- Anm
[A(A M)~ ] th kwpourtoutnk>l
m=k

Comme (s, 53) = S, la condition
AA=N)""e (s2,55)

est équivalente & (6.5).

Pour tout 7 on obtient,

D0, B =AD" =3 aim
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on conclut en utilisant la caractérisation de (33, c) qui peut étre déduite du lemme
1.26 du chapitre 1.
ii) a) Si [A—1| > limsup, o (n—1/c), alors X € p (A, s5) et A — AT est

bijective de s dans lui méme et s ((A - )\I)h) = sY%. On a donc

(sg ((A - )\I)h> 73u) = Sa,us

ceci donne la conclusion de ii) a). Les cas ii) b) et ii) ¢) peuvent étre démontrés
d’une facon analogue en utilisant le lemme 1.26 du chapitre I. m

En raisonnant comme plus haut et en utilisant le Théoreme 6.8 iii) et la
caractérisation de (¢p, ), (cf. [82]) on obtient le résultat suivant

Théoréme 6.12. Soit N un entier, r un réel strictement positif. Soit u € U™T.
Supposons 1 < p < oo et posons ¢ =p/(p—1).
i) Ae (ﬁp (r) ((A - /\I)N) ,su) si et seulement si

n [ee] q
1 a
S‘ip{,mz Z[N’m‘k](l_ﬁ% T’“q}<<><>a (6.9)
k=1 Im=k
n n a q
Slrle {Z Z [N,m — k] W qu} < oo pouri=1,2,..., (6.10)
k=1 Im=k
nlLIrolork Z [N,m — k] (1)(\1)2'7Nn+7m€ =l pourl, € C, k,i=1,2,....
m=k -

i) St [N —1] > 1/r alors A € (EP (r) ((A - )\I)N> ,SN> si et seulement si

sup {1 Z (|anm| rm)p/(p_l)} < 00.

n
" m=1



Chapitre 7

Applications directes a
I’Optimisation et matrices de
transformations

7.1 Introduction

Dans ce chapitre on considere des applications directes de la théorie de ma-
trices infinies a des problemes d’optimisation. On présente des résultats donnés
par B. de Malafosse et A. Yassine [57]. Le but est de déterminer le nombre
de chemins comportant N arcs et reliant deux points quelconques dans le plan a
laide de la matrice booléenne infinie de Toeplitz M. Pour cela nous avons besoin
de calculer le produit MY . Le nombre de chemins est égal a Uentier [MN]um
qui se situe sur la n-iéme ligne et la m-iéme colonne de MY . Etant amenés a
faire des calculs avec des matrices infinies, il est naturel de se concentrer sur les
matrices triangulaires de Toeplitz. On considére donc M comme un opérateur de
sy dans lui-méme (cf. [88, 102]). L’isomorphisme ¢ nous permet d’associer a une
série entiére la matrice triangulaire de Toeplitz considérée comme une applica-
tion de s, dans lui-méme. Nous ferons les calculs dans ’ensemble S, = (s, S;)
de toutes les matrices infinies considérées comme des applications de s, dans
lui-méme. Puis nous considérerons la matrice booléenne B(i,j) dont les entrées
non nulles sont situées sur les diagonales définies par les équations m —n = i
oum —n = j et nous calculons la matrice BY (i,7), afin d’obtenir le nombre
de chemins ayant N arcs associé a B(i,7). Nous considérerons chacun des cas
i<j<0o0u0<i<j ot la matrice BN (1,7) est de Toeplitz. Le probleme
est plus compliqué lorsque i < 0 < j, car BN (i,7) n'est plus une matrice trian-
gulaire de Toeplitz. Ensuite nous traitons le cas i = —1 et j = 1. En outre une
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matrice booléenne infinie pouvant étre considérée comme une application dans
des espaces de suites, nous nous concentrons sur la caractérisation de l’ensemble
(c (BN (i,0)) ,c) . Ce résultat est analogue & celui qui est donné dans [82] ot
l’on explicite la caractérisation de (c (AN) ,c) .

7.2 Applications aux matrices booléennes
B(i,j), B(0,1,2), By et'(BJ)

On sait qu’une matrice infinie M = (anm)n,m>1 est booléenne si apy, est €gal
a0 oul. Soient Ay, As,..., An,... une suite des po_z'nts dans un plan. Pour tout n,
m € N* on définit la relation A, RA,, s’il existe un arc de A, vers A,,. Dans ce
cas on pose anm = 1. S’il n’existe pas d’arc reliant A,, vers A, on écrit anpm,m = 0.

1l est connu que le nombre de chemins ayant N arcs allant de A, vers A,
oun, m=1, 2,... associé¢ avec M est égal a [MN]nm. Notons que pour tout
entier n on a

oo
Z [MN]nm oy < HMNHSa oy, pour M € Sy,
m=1
et en particulier on a
(o]
[MN] ™ < HMNHST r"™ pour M € S,.

nm
m=1

7.2.1 Les matrices booléennes B (i, j)

Soient 1, j € Z avec i < j et posons d = j — i. On définit ici la matrice
booléenne B (i, j) par

1 pourm —n =1, oum—n=7,

[B (i, )l = {

0 sinon.

1. Pourt=—-2etj=—-1ona

A1 Ag . Am
A1 _0 i
Ay |10 0
B(-2,-1)= "[p(z+2%)] = 110
A, |01 10
0

On voit aisément que si j < 0 la matrice B (i,j) est triangulaire inférieure et
donc inversible. Pour i > 0 la matrice B (i,7) est triangulaire supérieure.
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On considére la matrice BN (i, ) comme un opérateur dans s, et on donne
explicitement son expression dans chacun de cast < j <0,0<i< j, eti=—1¢et
§ = 1. Nous allons voir que l'expression de BN (i,j) dans les deux cas précédents
est naturelle, cette matrice étant de Toeplitz. Le probléme est plus compliqué dans
le cas ou i < 0 < j comme nous allons le voir dans la suite pouri = —1 et j = 1.

La matrice B" (i, j) comme opérateur dans s,

On considére ici la matrice BY (i,§) comme un opérateur dans S, = (Sa, Sa).
On pose

Aij (o) = sup <an+i+an+j> < 0. (7.1)

n>max{1,—i+1} O,

Notons qu’on a évidemment

Qptj + Qpyj .
Aij () = sup <n+zn+]> pour i > 0.
n>1 Qp

On a le résultat suivant.

Proposition 7.1. [57] Soient i, j € Z et N > 1 un entier.
(i) Si0 <i<j ona B (i,7) € So pour a vérifiant la condition (7.1) et

1BY (@ )g, < (i (@)™ (7.2)

(ii) Soiti < j < 0. On a BN (i,7) € S, pour a vérifiant (7.1) et
N
max {Aij (), sup (Oén+3> }] < 0. (7.3)
—j+1<n<—i \ Qn
(iii) Soit i <0 < j. On a BN (i,j) € S, pour a vérifiant (7.1) et

5% s, < [mox {5 @) sup (“”“)HNW. (7.4

1<n<—i Oln,

1B™ (), <

Preuve. (i) Pour 0 <i <j onal[B(i,j)lls, =Aij(a). Daprés (7.1) et comme
S, est une algeébre de Banach on déduit BY (i,j) € S, et (7.2) est vérifiée.
(ii) On a

Qn+ti + Qpyj .

1 = (N oo
. (B (%J)]nmam: —nty pour —j+1<n< —i,
" m=1 Qp
0 pour n < —j.
Donc

uBa,j)Hsa:max{Aij(a), sup (“)}

—j+1<n<—i Qn
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et comme dans lalgébre de Banach S, on a ||BN (i, ] HS < HB(i,j)Hga on
conclut que (7.3) est vérifiée.
(iii) vient de lidentité
1B il =max { Ay (@), sup (2250}
1<n<—i Qp

et en raisonnant comme précédemment on déduit (7.4). ®
On déduit immédiatement le résultat suivant.

Proposition 7.2. [57] Soient i, j € Z et soit N > 1 un entier. Donc
(i) a) BN (i,7) € S, pour tout r > 0,

. i pd)N
HBN (1,7 HS 7“ —|—7“])N et [BN (i,j)] < 1gg{m} pour tout n,m;
T

b) dans le cas ot i >0 on a HBN 1,7 HS = (ri_H«j)N
(ii) Soit & un réel avec 0 < § < i. Il existe ro > 0 tel que pour tout r < rg on
ait
126 Dlls,

N —0 (N — ). (7.5)

Preuve. (i) a) 1l est facile de vérifier que
1B (7). = A (@) = v + 79

car a, = 1" pour tout n. On conclut que

1B (i,5)||s < 1B @AY = (¢ +09)"

Comme
BY (i, 7) ™ < || BN (i, §) ri+erp0urt0utr>O
nm Sr
on déduit

[BN (i,j)] < ig%{(rz + Tj)N r”_m} pour tout n,m > 1.

D’ot la preuve de (i) a).
b) Encore d’aprés le Lemme 3.19 (ii) ¢) et comme i >0 on a
o ;AN
IBY (i, 1)|l5, = 1B (i, 5)ll5, = (r' +77)

D’ou (i) b).
(ii) Comme r'"=¢ +1ri=¢ — 0 quand r — 0, on déduit qu’il existe mo > 0 tel
que 778 + 7778 < 1 pour tout r < ry et (7.5) est vérifice. m
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Remarque 7.3. Dans la partie (ii) de la Proposition 7.2 on voit aisément que
pour tout n on obtient successivement

n+Nj
Yoo BN G,4)],, " " =r"o(1) (N — o)
m=n-+Ni
et
[BY (i,5)],,, = V" ™o (1) (N — o)

pour m € [n+ Ni,n+ Nj| et pour r assez petit.

Nombre de chemins ayant N arcs allant de A, vers A,, associée avec B (i, j)
danslescasi < j<0,0u0<i<j.

Pour obtenir le nombre de chemins ayant N arcs on utilise la formule connue
C¥ = N(N—1)...(N—k+1)/k! pour 0 < k < N, qui donne le nombre de
combinaisons de k éléments parmi N. On a le résultat suivant.

Proposition 7.4. Le nombre de chemins ayant N arcs allant de A, vers A,
associé a BN (i,7) est donné par la formule suivante.
(i) Soit 0 <i<j. On a

m—n—Ni

[BN(ivj)]nm:{ Cy ¢ pour m —n — Ni=0,d,2d..., Nd,

0 sinon.
(7.6)
(i) Pouri<j <0 on a
n—m+Nj
B¥@,j)] =] ©Onv *  pourn—m+Nj=0,d2d.,Nd
e 0 sinon.
(7.7)

Preuve. (i) Pour obtenir la matrice BY (i,5) on calcule

N2 i NV _ iN NV NkiN+dk
B (z,j)—gp[(z + 27) }—go[z (l—i-z) ]—@(ZCNZ >
k=0

On voit que sim —n =iN +dk, k=0,1,.., N on a [BN (i,j)]nm = C']l%. Cela
montre (7.6).
(i) Pour i et j entiers avec i < j <0 on a

et 510 < —j < —i on déduit de (i) que :

k A
[(BN(—jj—i))]nm—{ . CN pourm=n—Nj+(=i+j)k k=01,.N,

sinon.
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Donc

. o Ck —m—Nj+dk, k=0,1,.,N,
|:BN (Z7j)]nm = [t(BN (_J7_Z))]nm :{ . N pour n m j

sinon,

avec d =j —i. On déduit (7.7). m
On obtient immédiatement le corollaire suivant.

Corollaire 7.5. (i) Pour j >0 on a

. Cck pourm=n+jk, k=0,1,...N

N ) 9 Ly 9 9

[B (O’j)]"m - { 0 sé\rfwn.

(7.9)

(7i) Pouri <0 on a

Ck pourn=m—ik, k=0,1,..,N
N (; _ N ’ g Ly eeeg ¥y
[B (170)]”’" N { 0 sinon.

La matrice booléenne B (—1,1).

Pour calculer BY (i,7) dans le cas ot i < 0 < j on ne peut pas appliquer la
formulation précédente. Nous allons voir que BY (i,7) n’est pas une matrice de

Toeplitz car les entiers [BN (i,j)]nm ne sont pas sous la forme a,,_,.

On considere ici le cas ou i = —1 et j = 1, on obtient la matrice booléenne
infinie
Ay Ay . Ay
A [0 1 i

Ao 1 01 0

B(-1,1)

On voit aisément qu’il n’existe pas de chemin de A, vers A.,, dans les cas n = m,
ouln—m|>2 oun, m=1,2,... et qu’il existe un chemin unique allant de A,
vers A pourn=m—1,m>2, oun=m+1 avee m=1, 2, 3,....

La précédente formulation ne peut pas étre appliquée ici car B (—1,1) n’est
pas triangulaire. D’apreés la Proposition 7.1 et d’aprés [73, Lemme 1, pp. 166-
167] la matrice BN (—1,1) est définie comme suit.

Lemme 7.6. Soit N > 1 un entier. Donc
(i) a) BN (=1,1) € S, pour tout r > 0,
b) BN (=1,1) € S, avec Ag1 (@) < o0 et

|BY (-1, 1)HSQ < (max {Am (a), Zi})N
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(ii) a) [BN (-1, 1)}nm = 0 dans chacun des cas suivants : N pair et |m — n|
impair, N impair et |m — n| pair, ou |m —n| > N + 1 pour tout n, m > 1;
b) pourm >N —k+1, aveck=0,1,...., N ona
N _ rk
(BT (LD, 0wy = N
c) si N est impair et n < N, ou N est pair,n < N —1 etk >2n— N,

on a
N+k N-—2n+k

— CN2 - CN 2

[BY (~1,1)]

n,n—=k

Comme conséquence directe du Lemme 7.6 on obtient immédiatement la re-
formulation suivante du résultat précédent qui donne le nombre [BN (-1, l)hm
de chemins ayant N arcs associé a la matrice B (—1,1).

Théoréme 7.7. Le nombre [BY (-1, 1)]nm de chemins ayant N arcs associé a
la matrice B(—1,1) est donné par

(i) [BN (=1,1)] =0 pour |m —n| > N +1 avec n, m > 1.

(ii) Soit N un entier pair.

a) si |m —n| est impair on a [BN (-1, 1)]nm =0;

b) si |m — n| est pair, on a

N—n+m
Cy 2 our N—n+2<m<n+N+1;
[BN <_17 1)]77/]71 == g—‘—n—m N—n—m p B B
Cy? —Cy°? pour n+m < N.

(iii) Soit N un entier impair.
a) si |m —n| est pair alors [BW) (-1, D], =0;
b) si |m — n| est impair, on a

N—n+m

Cy 2 N-n—-2<m< N;
[BN (_1’ 1)]nm — ]{[\Qnim N pour n <m<n+
2 2
Cy -Cy pour n+m < N.

Application directes. Soit B3 (—1,1) la matrice définie par

Al A2 A3 A4 A5 AG A?

A, o 2 0 1 0 . i
A, |2 0 3 0 1 0 . 0
A; |0 3 0 3 0 1 0 .

B (~1,1) = A, |1 0 3 0 3 000

’ As |01 0 3 0 3 00
Ag
A7
0
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Le nombre de chemins ayant 3 arcs allant de Ay vers Az est égal a
[B°(-1,1)], ;= C5 = 3.
Le nombre de chemins ayant 3 arcs allant de A1 vers As est égal a
[B°(-1,1)],,=Cf —1=2.
Considérons la matrice B® (—1,1) définie par

A1 As As As As As Ay Ag Ay

Ay 05 0 4 0 1

As 50 9 0 5 0 1 0

Az 09 0 10 0 5 0 1

Ay 4 0 10 0 10 0 5 0 1
B (~1,1) = As 05 0 10 0 10 0 5 0 1

’ Ag 10 5 0 10 0 10 0 5 O
Ay 1 0 5 0 10 0 10 0 5
0

Le nombre de chemins ayant 5 arcs allant de A7 vers Ay est égal a
[B°(-1,1)],, = C5 =5.
Le nombre de chemins ayant 5 arcs allant de A3 vers Ay est égal a
5 3
[B° (-1, 1)],,=C5—1=09.
Le nombre de chemins ayant 20 arcs de A1y, vers Ag est donné par

[320 (-1, 1)]11,9 = 21& -1

Remarque 7.8. Nous pouvons étendre la définition de ¢ (zk) au cas ou k € Z

et nous définissons par @ (zk) la matrice dont les éléments non nuls sont égaux
a1 et sont sur le diagonale d’équation m —n = k. On a donc

(2" + zj)N = O 4 ONZ N ORNTR o N,

En posant x = max (|i],|j|) on peut poser la conjecture suivante, pour tout n, m
vérifitant m —n =iN +kd k=0,1,.... N et n+m > xN on a

P ((+)")] = [BY (4], = Ck-
On obtient donc
[B°(~1,1)], 4 = [B° (-1, 1)], = C5 = 10.

Deplusonam—-n=1=-5+32etn+m=13 >5. De la méme facon on
voit aisément que [B'%° (—1,1)] = O30y, car m —n = —40 = —100 + 2k et
k = 30.

300,260
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Cas de la matrice booléenne tridiagonale B (0,1,2).

On peut calculer explicitement le nombre de chemins ayant N arcs allant de

Ay, vers Ay, associé a la matrice B (0,1,2) définie par

A Ay . Ay
A 111 0]
Ay 111
B(0,1,2) =
A, | 0 111

On a le résultat suivant.

Proposition 7.9. (i) Le nombre de chemins ayant N arcs allant de A,, vers
Ay, associé a la matrice B (0,1,2) est donné par la formule suivante ot zy =

(-1-iv3) /2 eti=V—1,
(—1)]C Y itj=k, C}'\,C{\,zg_i pourm=n+k, k=0,1,...,2N,

(BN (0,1,2)] = 0<ij<N .
0 sinon.

(ii) On a
|BY ©0.1,2)]5, = (147 +5%)"
et
N . — o\ N
[BY(0,1,2)], gigg{r” (147 +17) } pour n +2N > m > n.
Preuve. (i) On a B(0,1,2) = ¢ (14+2+2%), et comme 1 + z + 2% =
(z — 20) (2 — Zp) on déduit que

N

(1—|—z+22)N = ZC’NCJ 252y (—z)”j
7=0 i=0
= > D Y oneh T 2 don (i),
k=0 it+j=k,

0<i,j<N

(i) est une conséquence directe du Lemme 3.19. m

7.2.2 Cas des matrices B! et ' (B1).

Dans cette partie on considére les matrices qui possédent un nombre infini de
diagonales formées d’entiers non nuls. Donc on considére la matrice BY, notée

par 'S dans la littérature et on calcule explicitement BEN .
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La matrice BL..

On définie la matrice BY, par

1

Bt =

o0

—_ = = =

On a
- 1
BY = k= ra— . .
- @(Zz) g0<1_z> pour |z] <1 (7.10)
k=0
Posons .
Cf = {ae U+mcs : o rp (@) =0(1) (n—>oo)},
ot ry (a) = < > am> Jan, (cf- [43]). On peut établir le résultat suivant.

Proposition 7.10. Soit N > 1 un entier.
(i) a) On a (B;'O)N € Su pour o € O et

|(BL)"]

N
< < <suprn (a)) . (7.11)
b) On a (B;'O)N €Sy pourr <1 et

1
|, =18z

.= v (7.12)

(i) Le nombre [(B;)N} de chemins ayant N arcs allant de A, vers A,

, nm
est donné par

[(B*)N] _ CNim—n—1 form=n,
7 Inm 0 for m < n.

Preuve. (i) a) Il est immédiat que BY, € S, implique que o € 6’11 Comme S,
est une algébre de Banach on conclut que (BJO)N € Su. L’inégalité (7.11) est
une conséquence directe de Uidentité ||BY||g. = sup,rn (). On peut montrer
(i) b) et (ii) ensemble. D’aprés (7.10) et le Lemme 7.6 (ii) on a successivement
(BL)N €S, pourr <1 et

(BL)Y =¢ [<1iZ>N] =¢<§:C§%+k_1 z’“), (7.13)

k=0
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cela montre (ii). Donc en utilisant le Lemme 3.19 (ii) ¢) on conclut que

o0
_ k k
s Z CNyk—1T
" k=0

1
TS |B%

|(BL)™

N
S,

ce qui montre les égalités données dans (7.12). (ii) vient de lidentité (7.13). m

Remarque 7.11. Notons qu’on a

N _ . _ 1
[(B;“O) }nm = Cﬁﬂ’f%nil < 71nr<1f1 {7"” m(l_,,«)N} pour m > n.

Pour le résultat suivant on rappelle que

Ci={acU": s,(a)=0(1) (n— )},

n
ot sy, () = ( > am) [, voir le paragraphe 6.1. On déduit de ce qui précede
m=1

le corollaire suivant ot on pose Bo, = *(BL).
Corollaire 7.12. Soit N > 1 un entier. On a alors les résultats sutvants.

(i) a) BY € S, pour o € C,

b) BY € S, pourr > 1
et

1B

. = <ri1>N. (7.14)

(ii) Le nombre [Bo]\g]nm de chemins ayant N arcs allant de A, vers A,, est
donné par

[BN] _ CNin—m_1 Jform<mn,
oodnm 0 for m > n.

Preuve. (i) a) La condition By, € Sy signifie que sup,, s, (o) < 00, c-d-d. o €
Ci. Comme S, est une algebre de Banach on déduit que BOA; € Sq.
b) D’aprés le Lemme 3.19 et la Proposition 7.10 pour tout r tel que 0 < 1/r <

1
on a 1 .

|Boslls, =11 (BX)ls,, = 707 = 7=

De (7.12) on déduit aisément que

=l = ()

(ii) est une conséquence directe de la Proposition 7.10 (ii). ®

<

1B

Dans la section suivante nous allons utiliser la matrice BN (i,0) pour étudier

une autre probléme dans les matrices de transformations.
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7.3 Matrices de transformations de ¢ (B (i,0))
dans cou N > 1

Dans cette partie on s’intéresse auxr matrices de transformations entre
c(BN (i,O)) et c. Cela signifie qu’on donne des conditions nécessaires et suf-

fisantes pour qu’une matrice infinie vérifie la propriété

N
BY (i,0) 2, = Z CRanyir — 1 implique M., (z) — 1 (n — 00)
k=0

oul et l' sont des scalaires l et pour toute suite x. On a besoin de déterminer
Vinverse de B (i,0). Donc d’aprés (7.8) on a BN (i,0) = *[BN (0,—i)] =
t [gp (1+ Z_i)N}. D’aprés le Lemme 3.19 (iii) on a

A [¢ (1 +1Zi>N] .

Caractérisations de (c (BY (i,0)) ,c).
Comme conséquence directe du lemme 6.10, il est facile de déduire le résultat

suivant ot D(q,,) pour un s donné est une matrice diagonale avec [D(asn)
n - n nn

Qgn pour tout n et

as1

as1 g2 0
BOOD(asn)n =

as1 Gg2 . dgp

Rappelons que pour tout triangle T on a M € (¢(T),c) si et seulement si les
séries intervenant dans le produit MT 1 sont convergentes et MT™1 € (c,c) et

BooD(a,n) T' € (c,c) pour tout s =1,2,....

n

Dans la suite on rappelle que

[N = CRynt
N4k (N+k=2) .. (N+k—1—k+1)
- k!
N(N+1)...(N+k—1)

k! ’

et on considere les conditions

(S

n m=1

o

(_1)k an m—ik [N) k]
=0

) < 00, (7.15)

k
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[o.¢] o
lim Z ( (—1)" Apm—ik [N, k]) =l pour un scalaire [, (7.16)
n—oo
m=1 \k=0
n
lim Z(—l)kan,m,ik [N, k] =1, form=1,2,... (7.17)
n—oo
k=0
n E(_n_im)
k
sup Z (—1)" asm—ix [N, k]| | < oo pour tout s, (7.18)
" =1| k=0
n E(_n_im)
lim Z Z (—1)k asm—ik [IN, k] | =1 pour un certain scalaire | et pour tout s,
e k=0
(7.19)
B(-5m)
lim Z (—l)k asm—ik [IN, k] = U, pour un certain scalaire l,,,, m = 1,2, .... et pour tout s
n—oo
k=0
(7.20)
On a

Théoréme 7.13. M € (c (BN (i,0)) ,¢) si et seulement si (7.15), (7.16), (7.17),
(7.18), (7.19) et (7.20) sont vérifiées.

Preuve. La matrice (BN (i,O))f1 = B~V (4,0) peut étre explicitement calculée
comme

N\ — . N(N+1 » N(N+1)..(N+k-1 ;
(1+27") N 1—Nz_z+7( * )2_21— + (—1)* (V+1) k'( + )z_kz+...

2

= 1 —i—Z(—l)k [N, K] 2% pour |2| < 1.

On obtient immédiatement

) — —ik, k=0,1,...
[F(BN(0,0)] =¢! <1N) :{ (=1)" [N,K] pourn—m = ik, k=01,

(1+279) 0 sinon.

Donc
MB _N Z 0 (Zanm zk [N k]) )
n,m>1

et MB™N (i,0) € (c, ) est équivalente a (7.15), (7.16) et (7.17). Donc on obtient
aisément pour tout s

BoDya,,) B (i,0) = (=)™ g nir [N, k]

Asn)n

n,m>1
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Donc BOOD(asn)nB_N (7,0) € (¢, c) si et seulement si (7.18), (7.19) et (7.20) sont
vérifices. M
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Résumé

Dans cette thése on s’intéresse auxr matrices infinies considérées comme des
opérateurs linéaires dans des espaces de suites. On est ainst conduit a ’étude des
matrices de transformations et 4 la résolution de systemes linéaires infinis ayant
une infinité dénombrable d’équations et une infinité dénombrable d’inconnues.
On donne des applications a la résolution de systémes différentiels infinis ou
interviennent des matrices infinies remarquables. Ensuite, on s’intéresse a la
résolution d’équations d’espaces de suites (EES) qui sont déterminées par une
identité dont chaque terme est une somme ou un produit d’espaces de suites de
type sa el Sy(z) o ¢ est une application de U" dans lui méme et x est la suite

inconnue. La résolution de telles équations consiste a déterminer [’ensemble
de toutes les suites x qui satisfont l’équation. Puis, on étudie le spectre de
lopérateur de différence d’ordre un A dans de nouveaux espaces de suites et
on considére enfin des applications directes de la théorie des matrices infinies
a des problemes d’optimisation ou on présente des résultats donnés par B. de
Malafosse et A. Yassine pour déterminer le nombre de chemins comportant
N arcs et reliant deux points quelconques dans le plan a Uaide d’une matrice
booléenne infinie de Toeplitz.

Mots-clés : Matrice de transformation, équations d’espaces de suites,
systemes linéaires infinis, transformée de Laplace, spectre de l’opérateur de
différence, matrice booléenne infinie, systémes différentiels infinis.

Abstract

In this thesis we deal with linear operators between sequence spaces. We are
led to studying matriz transformations and solving linear systems of infinitely
many equations in infinitely many unknowns. We give some applications to
solving differential systems involving special matrices. Then we are interested
in solving sequence space equations (SSE), which are identities in which each
term is a sum or product of sets of sequences of the form s, and sy, where

¢ is a map from U™ into itself and x is the unknown sequence. Solving such
equations is equivalent to determining the set of all sequences x which satisfy
the equation. Then, we study the spectrum of the operator of the first difference

A in the new sequences spaces Sq, S, sff) and ¢, (a) where 1 < p < oo. Finally

we consider direct applications of the theory of infinite matrices in optimization
problems where we present some results given by B. of Malafosse and A. Yassine
to determine the number of ways having N arcs and connecting any two points
i the plane with an infinite Boolean Toeplitz matrix.

Keywords : Matriz transformation, sequence space equations, infinite linear
systems, Laplace transform, spectrum of the operator of first difference, infinite
boolean matriz, infinite differential systems.
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