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N◦ attribué par la bibliothèque
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Je tiens à remercier avant tout mon directeur de thèse Monsieur Bruno de
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Je remercie infiniment Messieurs les Professeurs Jean-Pierre Troallic, Henri
Mascart et Adnan Yassine d’avoir accepté de faire partie du jury.
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PRELIMINAIRES

Dans ce travail on étudie des opérateurs répresentés par des matrices infi-
nies et considérés comme des applications d’un espace de suite dans un autre.
Plusieurs auteurs se sont intéressés à la théorie des matrices infinies, citons S.
Toeplitz [71] qui a donné la caractérisation des opérateurs de c dans c, Haus-
dorff [68], Hardy [56], R. Cooke [12]. Ce dernier a rassemblé des résultats sur les
matrices infinies et les espaces de suites dans son ouvrage Infinite matrices and
sequence spaces publié en 1950. Citons également Littlewood, Cesàro, Hölder, Eu-
ler, Köthe, G. Pólya et S. Banach. Ce dernier a étudié entre autre des propriétés
des solutions de systèmes infinis dans son fameux livre Théorie des opérations
linéaires en 1932.
Complétons la liste des mathématiciens qui ont étudié ce sujet plus récemment
avec Maddox 1973 [77], Wilansky 1984 [102], J.B. Reade [100], Petersen [97, 98],
Defransa et Zeller [13], P.N. Shivakumar et R. Yong [8]. Actuellement et dans
le prolongement des recherches précédentes citons Malkowsky [79, 78, 84] pour
ses résultats sur les matrices de transformations et les opérateurs compacts, D.V.
Giang et F. Móricz [63], B. E. Roades [94], Mursaleen [95], H. Mascart [86, 88],
B. de Malafosse [17], V. Rakočević [56], R. Labbas [73], C. Çakan et B. Altay [9],
Et et Çolak [59, 60], Başar [1, 4], J. Boss, Connor, Fridy, ...etc.
En 1911 Toeplitz a étudié des opérateurs representés par des matrices infinies
dont les termes sont égaux le long des diagonales et a caractérisé leur spectre.
En 1937, J.B Reade [100] et J.T. Okutoyi [96] ont donné des résultats sur le
spectre de l’opérateur de Cesàro considéré comme une application de l’espace des
suites à variations bornées bv dans lui-même. Rappelons que bv est l’espace des
suites convergentes x = (xn)n≥1 tel que

∑
n |xn+1 − xn| <∞. B. de Malafosse a

défini l’espace sr des suites (xn)n≥1 telles que sup
n

(|xn|/rn) < ∞, puis a étudié

le spectre de l’opérateur de Cesàro considéré comme une application de l’espace
de Banach sr dans lui-même. Cet espace est apparu dans plusieurs travaux, voir
R. Labbas et B. de Malafosse [73, 74] ou [16]. Les matrices de transformations
ont été étudiées par plusieurs chercheurs, tels que L.W. Cohen et N. Dunford en
1937. Ceux-ci ont donné des caractérisations des matrices de transformations de
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2 TABLE DES MATIÈRES

`1 dans `p, de `p dans c0 et de `p dans `1, voir [10].
Une trés importante classe de matrices de transformations est donnée par Haus-
dorff (1868 -1942) [69] qui a défini la matrice H = H(µ), appelée matrice d’Haus-
dorff associée à la suite µ = (µn)n≥0 où µn ∈ C, de la manière suivante :
considérons la matrice diagonale Dµ = (dnm)n,m≥0 telle que dnn = µn pour tout

n et la matrice M = (anm)n,m≥0 telle que anm = (−1)m

(
n

m

)
où les nombres(

n

m

)
sont les coefficients binomiaux. On écrit alors H = H(µ) = MDM =

(hnm)n,m≥0 où

hnm =
n∑

j=k

(−1)j+k

(
n

j

)(
j

k

)
.

La matrice d’Hausdorff généralise celles de Cesàro, Hölder et Euler. D’une part,
la matrice de Cesàro d’ordre α, α > −1, est une matrice d’Hausdorff associée à

la suite µ où µn =

(
n+ α

n

)
pour n ≥ 0. En particulier, dans le cas où α = 1

on obtient la matrice de Cesàro d’ordre 1, notée C1 = D(1/n)n
Σ où D(1/n)n

est
la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont égaux à 1/n et Σ est le
triangle dont les éléments non nuls sont égaux à 1. On a ainsi

C1 =


1
1
2

1
2 0

. . .
1
n . . 1

n

. . . . .

 .

D’autre part, on obtient la matrice de Hölder Hα avec α > −1 à partir de celle
d’Hausdorff dans le cas où µn = (n+ 1)−α pour tout n ≥ 0. Notons que la matrice
de Hölder n’a pas une forme explicite. De même, dans le cas où µn = (q + 1)−n ,

q > 0 et n ≥ 0, on obtient la matrice d’Euler, notée Eq et définie par (Eq)n,m =(
n

m

)
qn−m/ (q + 1)n . Lorsque q = (qn)n≥0 et Qn =

∑n
k=0 qk 6= 0 pour tout

n, on obtient la matrice de Nörlund (N, q) définie par (N, q)n,m = qn−m/Qn. En
1920 Hardy a défini les séries C1−sommable de la manière suivante : on dit que
la série

∞∑
n=1

xn (1)

est C1−sommable si la suite (1/n
∑n

k=1 sk)n≥1 est convergente où sk =∑n
k=1 xk. Hardy a montré que la série (1) est C1−sommable si et seulement

si
∑∞

n=1

∑∞
k=n xk/k est convergente. Cette notion a été généralisée par B. E.

Rhoades et F. Móricz en 1998 au cas où C1 est remplacée par N q = D1/QΣDq.
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En 2006 B. de Malafosse et V. Rakočević ont étudié ce résultat lorsque C1 est
remplacée par C (λ)D1/µ = D1/λΣD1/µ, ce qui donne une caractérisation de la
(C, λ, µ)-sommabilité de la série (1), voir [56].
Citons le résultat Hardy Taubérien suivant : lorsque C1X tend vers ` et n∆xn =
O (1) alors xn tend vers ` où ∆ est la matrice infinie de différence d’ordre un
définie par ∆xn = xn−xn−1. Plus récemment, ce résultat a été étendu au cas où
C1 est remplacée par N q [44].
Dans ce travail on s’intéresse aux opérateurs linéaires considérés comme des ap-
plications d’un espace de suites dans un autre. On est ainsi conduit à l’étude de
systèmes linéaires infinis ayant une infinité dénombrable d’équations et une infi-
nité dénombrable d’inconnues et à la notion de matrice infinie. Dans ce qui suit
nous allons développer les points suivants. Au Chapitre I, on définit des espaces
de suites classiques ainsi que des espaces de type BK et de type AK introduits par
Wilansky [102]. On considère des opérateurs représentés par des matrices infinies
et considérés comme des applications dans des espaces de suites, puis on en donne
des propriétés. De tels opérateurs sont appelés des matrices de transformations.
Une matrice A = (anm)n,m≥1 est dite matrice de transformation de E vers F où
E et F sont deux sous espaces de s si les deux conditions suivantes sont vérifiées :
Les séries définies par

An (X) =
∞∑

m=1

anmxm

sont convergentes pour tout X = (xn)n≥1 ∈ E et pour tout n, et la suite de
terme général An (X) appartient à F . Dans ce cas, on note A ∈ (E,F ). On en
donnera ici des illustrations et des exemples. Les problèmes de convergence des
séries associées à de telles matrices conduisent à l’étude de la notion de α− et de
β−dual. Ensuite, nous explicitons le lien entre les opérateurs linéaires bornés et
les matrices de transformations, ainsi que la relation entre les matrices de Toeplitz
et les séries entières. Enfin on donne des caractérisations de certains opérateurs
remarquables dans (`∞,`∞), (c0, c0) et (c, c) .
Au Chapitre II, on étudie des opérateurs définis à partir de l’opérateur ∆ de
différence d’ordre un et de l’opérateur de Cesàro C1. On s’intéresse à la résolution
des équations ∆ (λ)X = B et C (λ)X = B où λ ∈ U , ainsi qu’à la résolution des
équations t∆ (λ)X = B et tC (λ)X = B où B appartient à l’un des espaces `∞,
c0, c, ou lp.
Au Chapitre III, on explicite une sous algèbre de l’algèbre B (`∞) des opérateurs
bornés dans `∞. Dans cette dernière algèbre un opérateur L n’a pas forcément
une représentation sous forme de matrice infinie. On s’intéresse donc à l’espace
S1 = (`∞, `∞) inclus dans l’espace B (`∞) en vue de résoudre dans `∞ l’équation
AX = B où B ∈ `∞, l’algèbre de Banach S1 permet de déterminer si une matrice
est inversible et de résoudre un système linéaire infini représenté par AX = B

lorsque B est borné et A ∈ S1. Ensuite on définit l’algèbre de Banach Sα qui
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généralise S1 où α appartient à l’ensemble U+ des suites à termes positifs. Puis
on donne des propriétés de la matrice de Toeplitz dans Sr = S(rn)n

afin de
résoudre l’équation matricielle AX = B où A ∈ Sr. Notons que les termes (anm)
d’une matrice de Toeplitz sont égaux le long des diagonales d’équation m = n+k

où k est entier.
Au Chapitre IV, on résout des systèmes différentiels linéaires infinis à l’aide de la
transformée de Laplace. On étudie des équations de la forme X ′ (t) = TX (t)+B,
où T est un triangle et B est une suite donnée. On considère ici les cas où T est
l’une de matrices ∆ (λ) = ∆Dλ, C (λ) = D1/λΣ, ou la matrice de moyenne
pondérée N q.
Ensuite aux Chapitres V et VI, on présente successivement deux articles de A.
Fares et B. de Malafosse [61, 62] où on introduit les espaces sα, s0α, s(c)α et lp (α) ,
α ∈ U+.

Dans le Chapitre V, on résout des équations d’espaces de suites (EES), sequence
space equations (SSE) en anglais, qui sont déterminées par une identité dont
chaque terme est une somme ou un produit d’ensembles de suites de type sα et
sf(x), où f est une application de U+ dans lui-même avec f (xn) = (f (x))n pour
tout n ≥ 1 et où x est la suite inconnue. La résolution de telles équations revient
à déterminer l’ensemble de toutes les suites x qui satisfont l’équation. Dans la
plupart des cas cet ensemble est une classe d’équivalence.
Dans le Chapitre VI, on étudie le spectre de l’opérateur de différence d’ordre
1 considéré comme une application de E dans lui-même, où E est l’un des en-
sembles sα, s

0
α, s

(c)
α , ou `p(α) (1 ≤ p < ∞). Puis on applique ces résultats à

la caractérisation des matrices de transformations considérées comme opérateurs
dans s0α

(
(∆− λI)h

)
et `p (α)

(
(∆− λI)N

)
, h ∈ C et N ∈ N.

Enfin, dans le Chapitre VII on propose une application directe de la théorie
des matrices infinies à l’Optimisation où on présente des résultats de B. de Ma-
lafosse et A. Yassine [57]. L’objet de ce travail est de déterminer le nombre de
chemins comportant N arcs et reliant deux points quelconques du plan, en utili-
sant des matrices booléennes infinies de Toeplitz. On est ainsi conduit à calculer
le produit MN où M est une matrice de Toeplitz. Le nombre de chemins formés
de N arcs est égal à l’entier [MN ]nm situé sur la n-ième ligne et la m-ième co-
lonne de MN . Etant amenés à faire des calculs avec des matrices infinies, il est
naturel de se concentrer d’abord sur les matrices triangulaires de Toeplitz. On
considère donc M comme un opérateur de sr dans lui-même, où sr = (1/α)−1∗l∞
avec αn = rn pour tout n (cf. [88, 102]). Nous ferons des calculs dans l’ensemble
Sr = (sr, sr) de toutes les matrices qui sont des opérateurs de sr dans lui-même.
Nous considèrerons la matrice booléenne B(i, j) dont les entrées non nulles sont
situées sur les diagonales définies par m−n = i ou m−n = j et nous calculerons
la matrice BN (i, j), afin d’obtenir le nombre de chemins ayant N arcs associé à
B(i, j). Nous étudierons chacun des cas i < j ≤ 0 ou 0 ≤ i < j, où la matrice
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BN (i, j) est de Toeplitz. Mais le problème est plus compliqué dans le cas où
i < 0 < j, car ici BN (i, j) n’est plus une matrice triangulaire de Toeplitz. Enfin,
une matrice booléenne infinie étant une application dans des espaces de suites,
nous nous concentrons sur la caractérisation de l’ensemble

(
c
(
BN (i, 0)

)
, c
)
.





Chapitre 1

Espaces de suites et matrices de

transformations

Dans ce chapitre nous étudions des espaces de suites classiques ainsi que
des espaces de type BK et de type AK introduits par Wilansky [102]. Puis on
considère des opérateurs représentés par des matrices infinies et considérés comme
des applications dans des espaces de suites. De tels opérateurs sont appelés des
matrices de transformations. On en donnera ici quelques illustrations et exemples.
Les problèmes de convergence des séries associées à de telles matrices conduisent
à l’étude de la notion de α− et de β−dual. Ensuite nous explicitons le lien entre
les opérateurs linéaires bornés et les matrices de transformations, ainsi que la
relation entre les matrices de Toeplitz et les séries entières. Enfin on donne des
caractérisations de certains opérateurs remarquables dans (`∞,`∞) et (c, c) .

1.1 Espaces de suites remarquables, espaces de

type BK et de type AK

Dans cette section nous rappelons quelques propriétés d’espaces de suites
fondamentaux tels que `∞, c0, c et `p. Ensuite nous définissons la notion d’espaces
de type BK et de type AK.

1.1.1 Les espaces de suites classiques.

Dans cette section nous rappelons quelques propriétés d’espaces de suites
fondamentaux tels que `∞, c0, c et `p. Ensuite nous définissons la notion d’espaces
de type BK et de type AK.

7



8
CHAPITRE 1. ESPACES DE SUITES ET MATRICES DE

TRANSFORMATIONS

Les espaces `∞, c0 et c

Premières propriétés. Tout d’abord nous noterons s l’espace de toutes les suites
X = (xn)n≥1 réelles ou complexes. L’ensemble s est un espace vectoriel lorsqu’il
est muni de la loi d’addition

X + Y = (xn + yn)n≥1 = (xn)n≥1 + (yn)n≥1

et de la loi
λX = (λxn)n≥1 = λ (xn)n≥1 où λ ∈ C.

On utilisera dans la suite les sous espaces de s suivants :

`∞ =
{
X = (xn) ∈ s : sup

n
|xn| <∞

}
,

c0 = {X = (xn) ∈ s : xn → 0 (n→∞)} ,
c = {X = (xn) ∈ s : xn → l (n→∞) où l ∈ C} .

On dit que `∞ est l’espace des suites bornées, c0 est l’espace des suites convergeant
vers zéro et c est l’espace de toutes les suites convergentes.

Théorème 1.1. Les ensembles `∞, c0 et c munis de la norme

‖X‖`∞
= sup

n
|xn| .

sont des espaces de Banach.

Preuve. Nous limiterons notre étude à l’espace `∞. Il est immédiat que `∞ est
un espace vectoriel, car ‖λX‖`∞

= |λ| ‖X‖`∞
pour λ ∈ C ; et pour X et Y ∈ `∞

on a
|xn + yn| ≤ ‖X‖`∞

+ ‖Y ‖`∞
pour tout n, (1.1)

d’où X +Y ∈ `∞. On voit aisément que ‖‖`∞
est une norme sur `∞. En effet soit

X ∈ `∞. On a

‖X‖`∞
= 0 ⇔ sup

n
|xn| = 0 ⇔ xn = 0 pour tout n.

Donc ‖X‖`∞
= 0 équivaut à X = 0. Soit λ un scalaire et X ∈ `∞. On a

‖λX‖`∞
= sup

n
|λxn| = sup

n
|λ| |xn| = |λ| sup

n
|xn| = |λ| ‖X‖`∞

.

L’inégalité ‖X + Y ‖`∞
≤ ‖X‖`∞

+ ‖Y ‖`∞
se déduit immédiatement de (1.1).

Considérons maintenant une suite de Cauchy X(i) =
(
x

(i)
n

)
n≥1

de `∞. Soient

ε > 0 donné et N un entier. Soient i et j ≥ N tels que∥∥∥X(i) −X(j)
∥∥∥

`∞
= sup

n

∣∣∣x(i)
n − x(j)

n

∣∣∣ ≤ ε.
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On a alors ∣∣∣x(i)
n − x(j)

n

∣∣∣ ≤ ε pour tout n.

Pour chaque valeur de n,
(
x

(i)
n

)
i

est une suite de Cauchy dans C donc convergente

vers une limite xn quand i tend vers l’infini. Posons X = (xn)n≥1 . On a donc∣∣∣xn − x(j)
n

∣∣∣ ≤ ε pour tout n. Ceci revient à dire que

lim
i→∞

∥∥∥X(i) −X(j)
∥∥∥

`∞
=
∥∥∥X −X(j)

∥∥∥
`∞
≤ ε.

Enfin X = X − X(j) + X(j) ∈ `∞, ce qui prouve que `∞ est bien un espace
vectoriel complet donc un espace de Banach. On obtient les mêmes résultats avec
c0 et c.

L’espace `p.

On considère ici un autre sous-espace de s défini pour 1 ≤ p <∞ par

`p =

{
X = (xn)n≥1 :

∞∑
n=1

|xn|p <∞

}
.

Rappelons quelques propriétés élémentaires de `p qui s’avèreront indispensables
pour la suite.

Proposition 1.2. Soit 1 ≤ p <∞. On a
i) `p est un sous espace vectoriel de s.
ii) `p muni de la norme

‖X‖`p
=

( ∞∑
n=1

|xn|p
) 1

p

est un espace de Banach.

Preuve. i) On voit aisément que λX ∈ `p lorsque X ∈ `p et λ est un scalaire.
Soient maintenant X, Y ∈ `p. D’après l’inégalité Minkowski on a pour tout entier
donné N (

N∑
n=1

|xn + yn|p
)1/p

≤

(
N∑

n=1

|xn|p
) 1

p

+

(
N∑

n=1

|yn|p
) 1

p

.

En faisant tendre N vers l’infini dans le second membre on déduit :(
N∑

n=1

|xn + yn|p
)1/p

≤

( ∞∑
n=1

|xn|p
) 1

p

+

( ∞∑
n=1

|yn|p
) 1

p

.

Cette inégalité étant vraie pour toutN , en faisant tendreN vers l’infini on conclut
que ‖X + Y ‖`p

≤ ‖X‖`p
+ ‖Y ‖`p

et X + Y ∈ `p.
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ii) Soit X ∈ `p. On a ‖X‖`p
= 0 ⇔

( ∞∑
n=1

|xn|p
) 1

p

= 0 ⇔ xn = 0 pour tout

n ≥ 1 ⇔ X = 0. Soit maintenant λ un scalaire et X ∈ `p. On a :

‖λX‖`p
=

( ∞∑
n=1

|λxn|p
) 1

p

= |λ|

( ∞∑
n=1

|xn|p
) 1

p

= |λ| ‖X‖`p
.

L’inégalité triangulaire découle immédiatement de i). Montrons que `p est com-

plet. Soit X(i) =
(
x

(i)
n

)
n≥1

une suite de Cauchy de `p. Soient ε > 0 donné et i0
un entier. Soient i et j ≥ i0 tels que∥∥∥X(i) −X(j)

∥∥∥p

`p

=
∞∑

n=1

∣∣∣x(i)
n − x(j)

n

∣∣∣p ≤ εp. (1.2)

On a alors ∣∣∣x(i)
n − x(j)

n

∣∣∣ ≤ ε pour tout n

et pour chaque valeur de n,
(
x

(i)
n

)
i

est une suite de Cauchy dans C donc conver-

gente vers une limite xn quand i tend vers l’infini. Posons X = (xn)n≥1. On a

donc
∣∣∣xn − x(j)

n

∣∣∣ ≤ ε pour tout n. D’après (1.2) ceci revient à dire que pour tout
N entier on a

lim
i→∞

N∑
n=1

∣∣∣x(i)
n − x(j)

n

∣∣∣p =
N∑

n=1

∣∣∣∣ lim
i→∞

x(i)
n − x(j)

n

∣∣∣∣p
=

N∑
n=1

∣∣∣xn − x(j)
n

∣∣∣p ≤ εp.

En faisant tendre N vers l’infini on déduit que
∞∑

n=1

∣∣∣xn − x(j)
n

∣∣∣p ≤ εp.

On a montré que

lim
i→∞

∥∥∥X(i) −X(j)
∥∥∥

`p

=
∥∥∥X −X(j)

∥∥∥
`p

≤ ε.

Enfin X = X−X(j) +X(j) ∈ `p, ce qui prouve que `p est bien un espace vectoriel
complet donc un espace de Banach.

1.1.2 Bases de Schauder. Espaces de type BK et espaces

de type AK.

L’intérêt de ce paragraphe réside essentiellement dans un résultat dû à Wi-
lansky (cf.[102],[82]), qui dit que tout opérateur d’un espace de type BK dans un
autre espace de type BK, représenté par une matrice infinie est continu.
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Bases de Schauder.

Nous verrons que certains espaces de suites ont des bases de Schauder et nous
appellerons espace de type AK certains espaces ayant des bases de Schauder
particulières. De tels espaces seront très utiles dans la suite pour caractériser les
matrices de transformations.

Définition 1.3. Soit E ⊂ s un espace de Banach muni de la norme ‖‖E. La
suite (bn)n≥1 ∈ E est appelée base de Schauder de E si pour tout X ∈ E, il existe
une unique suite (λn)n≥1 de réels vérifiant :

X =
∞∑

n=1

λnbn,

c’est à dire ∥∥∥∥∥X −
N∑

n=1

λnbn

∥∥∥∥∥
E

→ 0 (N →∞) .

On définit la suite
(
e(n)

)
n≥1

par

e(n) = (0, 0, 0, ..., 0, 1, 0, ...)

où 1 est le n−ième terme de cette suite, les autres termes étant nuls. On désigne
par e la suite (1, 1, ...). On a alors les résultats suivants.

Proposition 1.4. i) L’espace c0 admet
(
e(n)

)
n≥1

pour base de Schauder, c’est à
dire que pour tout X ∈ c0 on a

X =
∞∑

n=1

xne
(n).

ii) L’espace c admet pour base de Schauder
{
e, e(1), ..., e(n), ...

}
et pour tout

X ∈ c on a

X = le+
∞∑

n=1

(xn − l) e(n),

où limn→∞ xn = l.
iii) L’espace `∞ n’a pas de base de Schauder.
iv)
(
e(n)

)
n≥1

est une base de Schauder de l’espace `p, (1 ≤ p <∞) .

Preuve. i) Soit X ∈ c0. On a

X −
N∑

n=1

xne
(n) = (0, 0, 0, ..., 0, xN+1, xN+2, ...)
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et ∥∥∥∥∥X −
N∑

n=1

xne
(n)

∥∥∥∥∥
`∞

= sup
n≥N+1

|xn| → 0 (n→∞) .

Il est clair que cette écriture est unique pour tout X ∈ c0, donc la suite
(
e(n)

)
n≥1

est une base de l’espace c0.
ii) Soit X ∈ c, et tel que limn→∞ xn = l. On a

X − le = (xn − l)n≥1 =
∞∑

n=1

(xn − l) e(n),

d’où∥∥∥∥∥X − le−
N∑

n=1

(xn − l) e(n)

∥∥∥∥∥
`∞

= ‖(0, 0, 0, ..., 0, xN+1 − l, xN+2 − l, ...)‖`∞

= sup
n≥N+1

(|xn − l|) → 0 (n→∞) .

On conclut que c admet
{
e, e(1), ..., e(n), ...

}
pour base de Schauder.

iii) Comme `∞ n’est pas séparable `∞ n’a pas de base de Schauder, voir [82,
Théorème 1.10, p. 150].

iv) Pour tout X ∈ `p on a∥∥∥∥∥X −
N∑

n=1

xne
(n)

∥∥∥∥∥
p

`p

=
∞∑

n=N+1

|xn|p → 0 (N →∞) .

et
(
e(n)

)
n≥1

est une base de Schauder de l’espace `p.

Espaces de type BK et espaces de type AK.

On utilisera dans la suite les espaces de type BK, abréviation de

BanachKoordinate

en allemand et espaces de type AK, abréviation

Abschnittskonvervenz

(convergence-section) en allemand, dont la définition est la suivante.

Définition 1.5. Un espace de Banach E ⊂ s est dit un espace de type BK si la
projection Pn de E dans C définie par

Pn (X) = xn
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est continue pour tout n et on dit qu’un espace de type BK possède la propriété
AK si E admet

(
e(n)

)
n≥1

pour base de Schauder, c’est à dire que pour tout X ∈ E
on a

X = lim
N→∞

(
N∑

n=1

xne
(n)

)
.

On déduit le résultat suivant.

Théorème 1.6. Les espaces `∞, c0, c et `p sont de type BK et c0 et `p ont la
propriété AK.

Preuve. En effet
|xn| ≤ ‖X‖`∞

pour tout n et pour tout X ∈ `∞, c0, ou c. De même on a |xn| ≤ ‖X‖`p
pour

tout n et pour tout X ∈ `p. D’autre part, d’après la Proposition 1.4, c0 et `p ont
la propriété AK.

1.2 Matrices de transformations

Dans cette section on rappelle d’abord la définition d’une matrice de trans-
formation. Ensuite dans la sous section 1.2.2 on rappelle des résultats sur le
multiplicateur de deux espaces de suites et sur la notion de α− et de β−dual
d’un espace. Dans la sous-section 1.2.3 on donne entre autre les caractérisations
de (E, s) où E est l’un des espaces `∞, c, c0, ou `p. Dans la sous-section 1.2.4 on
définit et énonce des propriétés des triangles ∆ (λ) , C (λ) et de leurs transposées.

1.2.1 Définitions, propriétés et exemples.

Les notions présentées ici dans le cadre des matrices de transformations seront
utilisées au Chapitre II en vue de définir la notion de système linéaire infini.

Définition 1.7. Soient E et F deux espaces de suites. On dit que l’opérateur
A = (anm)n,m≥1 est une matrice de transformation de E dans F et on écrit
A ∈ (E,F ), si les séries définies par

An (X) =
∞∑

m=1

anmxm

sont convergentes pour tout X = (xn)n≥1 ∈ E et pour toute valeur de n, et si

(An (X))n≥1 ∈ F.

On note
AX = (An (X))n≥1 .
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Dans la suite nous utiliserons l’espace des opérateurs bornés défini de la
manière suivante.

Définition 1.8. Soient E et F ⊂ s deux espaces vectoriels normés . On
note B (E,F ) l’espace vectoriel des opérateurs L bornés de E dans F . L’espace
B (E,F ) muni de la norme

‖L‖B(E,F ) = sup
X 6=0

‖L (X)‖F

‖X‖E

est un espace de Banach.

Théorème 1.9. [82, Théorème 1.17, p. 153], Toute matrice de transformation
d’un espace de type BK dans un espace de type BK est continue. On a alors

(E,F ) ⊂ B (E,F ) .

Ensuite, lorsque E est un espace de suites et A = (anm)n,m≥1 est une matrice
infinie considérée comme opérateur, on définit l’ensemble

E(A) = {X ∈ s : AX ∈ E}

appelé domaine de la matrice A. On voit alors que pour tous E, F ⊂ s on a

A ∈ (E,F ) ⇔ E ⊂ F (A).

Illustrons la notion de matrice de transformations par deux exemples.

Exemple 1.10. Considérons l’ensemble de suites E ⊂ s tel que :

E =

X =

(
λ2(n−1)

[2 (n− 1)]!

)
n≥1

: λ ∈ C

 .

On a E ⊂ `1, et E n’est pas un espace vectoriel. Soit A = (anm)n,m≥1 une matrice
infinie dont les lignes sont toutes égales, définie par

anm = (−1)(m−1)x2(m−1), pour tout n, m ≥ 1
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où x ∈, on a A ∈ (E, `∞) . En effet, pour tout n ≥ 1, on a

An (X) =
(
. . . (−1)(m−1)x2(m−1) . . .

)


.

.

.
λ2(m−1)

[2(n−1)]!

.

.

.


=

∞∑
m=1

anmxm

=
∞∑

m=1

(−1)(m−1)x2(m−1) λ2(m−1)

[2 (n− 1)]!

=
∞∑

m=1

(−1)(m−1) (xλ)2(m−1)

[2 (n− 1)]!

= cos(xλ).

D’où
t (AX) = t (cos(xλ), cos(xλ), ..., cos(xλ), ...) ∈ `∞.

Si e = (1, ..., 1, ...), on a donc

AX = [cos(xλ)] te

et

‖AX‖`∞
= |cos(xλ)| ≤ 1,

est finie, ce qui implique que A ∈ (E, `∞) .

Donnons l’exemple analogue suivant.

Exemple 1.11. Soit x ∈ C, considérons l’ensemble de suites F ⊂ s tel que :

F =

{
X =

(
λ2n−1

(2n− 1)!

)
n≥1

: λ ∈ C

}
.

De même nous avons F ⊂ `1 ⊂ `∞. On définit la matrice infinie A = (anm)n,m≥1

ayant toutes les lignes égales par

anm = (−1)m−1x2m−1, pour tout n, m ≥ 1.
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On a A ∈ (F, `∞) . En effet, pour tout n ≥ 1, on a

An (X) =
(
. . . (−1)m−1x2m−1 . . .

)


.

.

.
λ2m−1

(2m−1)!

.

.

.


=

∞∑
m=1

anmxm

=
∞∑

m=1

(−1)m−1x2m−1 λ2m−1

(2m− 1)!

=
∞∑

m=1

(−1)m−1 (xλ)2m−1

(2m− 1)!

= sin(xλ).

Ceci implique que pour tout X dans F , on a

t (AX) = t (sin(xλ), sin(xλ), ..., sin(xλ), ...) ∈ `∞.

Donc AX = [sin(xλ)] te et ‖AX‖`∞
= |sin(xλ)| ≤ 1, est fini. Ce qui implique

A ∈ (F, `∞) .

1.2.2 Multiplicateur de deux espaces de suites, notion de

α− et de β−dual.

Multiplicateur M(E,F ).

Dans cette partie on s’intéresse à la convergence de chacune des séries
définissant le produit AX défini au paragraphe 1.2.1. Pour un espace de suites
donné E, l’essentiel est de déterminer toutes les matrices infinies A = (anm)n,m≥1

pour lesquelles les séries

An (X) =
∞∑

m=1

anmxm

sont convergentes pour tout X ∈ E et pour tout n. A cet effet il est nécessaire
de définir le multiplicateur de deux espaces de suites. Soient E et F deux sous
ensembles de s, on note

E ∗ F = {XY : X ∈ E et Y ∈ F}

où XY = (xnyn)n, lorsque X = (xn)n et Y = (yn)n.
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Définition 1.12. Soient E,F ⊂ s. On appelle multiplicateur de E et F l’en-
semble

M(E,F ) = {a = (an)n ∈ s : aX = (anxn)n ∈ F pour tout X ∈ E} .

Il est bien connu que le multiplicateur de deux espaces de type BK est un
espace de type BK, voir [82].

Définition 1.13. Soit τ = (τn)n≥1 une suite dans s. On appelle matrice diago-
nale associée à la suite τ, la matrice infinie notée Dτ et définie par

[Dτ ]nm =

{
τn si m = n,

0 sinon.

En particulier la matrice d’identité d’ordre infini est la matrice diagonale De

associée à la suite e = (1, 1, ..., 1, ...).

Exemple 1.14. La matrice De est une matrice de transformation de `∞ dans
`∞. En effet, pour tout X = (xn)n≥1 ∈ `∞ on a

[De]nX = xn pour tout n ≥ 1,

et ([De]nX)n≥1 = (xn)n≥1 ∈ `∞. D’où De ∈ (`∞, `∞) .

Remarque 1.15. On voit aisément que a ∈ M(E,F ) si et seulement si Da ∈
(E,F ). En effet, Da ∈ (E,F ) signifie que DaX = (anxn)n≥1 ∈ F pour tout
X ∈ E.

Rappelons quelques propriétés classiques des espaces M(E,F ), voir [82,
Lemme 1.25, p. 156].

Lemme 1.16. Soient E, F , E′ et F ′ des espaces de suites. On a
(i) E′ ⊂ E implique M(E,F ) ⊂M(E′, F ),
(ii) F ⊂ F ′ implique M(E,F ) ⊂M(E,F ′).

On a aussi les propriétés suivantes, voir [82].

Lemme 1.17. (i) M(c0, F ) = `∞, pour F = c0, ou c ou `∞.
(ii) M(`∞, c0) = c0 et M(`∞, `∞) = `∞.

(iii) M(c, c) = c et M(`∞, c) = c0.

Remarque 1.18. Les espaces c0, c et `∞ vérifient

c0 ⊂ c ⊂ `∞,

on déduit des lemmes précédents que :

`∞ = M(`∞, `∞) ⊂M(c, `∞) ⊂M(c0, `∞) = `∞,

d’où
M(c, `∞) = `∞.

On peut maintenant définir le α−dual et le β−dual d’un espace de suites.
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Notion de α− et de β−dual.

Dans ce qui suit nous limitons notre étude à celle du α− dual et du β−dual,
ensuite nous considérons le α− dual, puis le β−dual de chacun des espaces c0, c,
`∞ et `p.

Définition 1.19. Soit E un espace de suites. On appelle α−dual de E, l’ensemble

Eα = M (E, `1) .

On a donc

Eα =

{
a = (an)n≥1 ∈ s : la série

∞∑
n=1

|anxn| est convergente pour tout X ∈ E

}
.

D’une manière analogue on appelle β−dual de E l’espace

Eβ = M (E, cs) ,

où

cs =

{
X = (xn)n : la série

∞∑
n=1

xn est convergente

}
,

et on écrit

Eβ =

{
a = (an)n≥1 ∈ s : la série

∞∑
n=1

anxn est convergente pour tout X ∈ E

}
.

On déduit de ce qui précède qu’une matrice infinie A = (anm)n,m≥1 vérifie la
propriété suivante :

Lemme 1.20. On a A ∈ (E, s) si et seulement si

(anm)m≥1 ∈ E
β pour tout n.

Preuve. En effet, A ∈ (E, s) signifie que les séries

An (X) =
∞∑

m=1

anmxm

sont convergentes pour tout n et pour tout X ∈ E. On a donc bien (An (X))n≥1 ∈
s pour tout X ∈ E et (anm)m≥1 ∈ Eβ pour tout n. On déduit du Lemme 1.16
(i) le résultat suivant.

Lemme 1.21. Soit ι ∈ {α, β}. Alors E ⊂ F ⇒ F ι ⊂ Eι.
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Il est immédiat que Eα ⊂ Eβ pour tout E ⊂ s, puisque toute série absolument
convergente est convergente. Rappelons que E est normal si pour tout X =
(xn)n≥1 ∈ E nous avons l’implication

|yn| ≤ |xn| pour tout n entrâıne Y = (yn)n≥1 ∈ E.

Il est bien connu que l’égalité
Eα = Eβ

a lieu lorsque E est normal, voir Malkowsky [82] . On déduit aisément que les
espaces c0, et `p avec 1 ≤ p ≤ ∞, sont normaux et donc

`αp = `βp et cα0 = cβ0 .

Ces résultats nous conduisent à expliciter le β−dual de certains espaces classiques.
On admettra le résultat suivant, où ϕ est l’espace des suites n’ayant qu’un nombre
fini de termes non nuls.

Proposition 1.22. On a les propriétés suivantes :
(i) sβ = ϕ et ϕβ = s;
(ii) `β1 = `∞;
(iii) `βp = `q où 1 < p <∞ où q = p/ (p− 1) ;
(iv) `β∞ = cβ0 = cβ = `1.

Ces résultats vont nous permettre de caractériser certains espaces de la forme
(E, s), où E ⊂ s, c’est l’objet du prochain paragraphe.

1.2.3 Application aux matrices de transformations.

Dans ce paragraphe nous considérons l’ensemble (E, s) où E est l’un des
espaces précédant. Rappelons que A ∈ (E, s) si les séries An (X) =

∑∞
m=1 anmxm

sont convergentes pour tout X dans E et pour tout n ≥ 1. Nous considérons
ensuite les classes (E,F ) où E et F sont l’un des espaces `∞, c0 ou c.

Caractérisation de (E, s) où E = `∞, c0, c, ou `p.

Dans cette partie on détermine les classes (`∞, s) , (c0, s), (c, s) et (`p, s).

Proposition 1.23. (i) On a

(`∞, s) = (c0, s) = (c, s)

et A ∈ (`∞, s) si et seulement si

∞∑
m=1

|anm| <∞ pour tout n.
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(ii) Soit 1 < p <∞. On a A ∈ (`p, s) si et seulement si
∞∑

m=1

|anm|
p

p−1 <∞ pour tout n.

(iii) A ∈ (`1, s) si et seulement si

sup
m
|anm| <∞ pour tout n.

Preuve. (i) On a vu que `β∞ = cβ0 = cβ = `1, d’après la Proposition 1.20 on a
A ∈ (`∞, s) si et seulement si

(anm)m≥1 ∈ `
β
∞ = `1 pour tout n.

On conclut en remarquant que (anm)m≥1 ∈ `1 signifie

∞∑
m=1

|anm| <∞ pour tout n.

(ii) On a A ∈ (`p, s) si et seulement si (anm)m≥1 ∈ `βp = `q pour tout n où
q = p/ (p− 1) . D’où A ∈ (`p, s) si et seulement si

∞∑
m=1

|anm|
p

p−1 <∞ pour tout n.

(iii) A ∈ (`1, s) si et seulement si

(anm)m≥1 ∈ `
β
1 = `∞ pour tout n.

D’où A ∈ (`1, s) si et seulement si supm |anm| <∞ pour tout n.
Cette Proposition nous amène à développer les exemples suivants.

Exemple 1.24. Soit (kn)n≥1 une suite d’entiers strictement croissante et soit
A = (anm)n,m≥1 la matrice définie par anm = 0 pour tout n et pour tout m ≥ kn,
c’est à dire

A =


a11 . a1,k1 0

an1 . . an,kn

 .

Cette matrice est appelée ”matrice à créneaux” voir [14] et naturellement d’après
la Proposition 1.23 (i) nous avons A ∈ (`∞, s) . En effet,

|An(X)| =

∣∣∣∣∣
kn∑

m=1

anmxm

∣∣∣∣∣
≤

(
kn∑

m=1

|anm|

)
sup
m
|xm| <∞ pour tout X ∈ `∞ et tout n ≥ 1.



1.2. MATRICES DE TRANSFORMATIONS 21

Exemple 1.25. Soit c = (cn)n≥1 une suite dans U+et soit A la matrice définie
par A = (cn+m−1)n,m≥1, c’est à dire

A =


c1 c2 . cm .

c2 c3 . cm+1 .

. . . . .

cn cn+1 . cn+m−1 .

. . . . .

 .

On voit que
A ∈ (`∞, s) ⇔ c ∈ `1.

En effet d’après la Proposition 1.23 (i) on a A ∈ (`∞, s) si et seulement si
∞∑

m=1

|cn+m−1| <∞ pour tout n,

ce qui équivaut à c ∈ `1.

Matrices de transformations de E dans F où E et F sont de la forme `∞, c0,

ou c.

Nous énonçons ici des résultats bien connus qui s’avèreront très utiles dans
la suite. Les caractérisations suivantes s’obtiennent en utilisant entre autre le
β−dual d’un espace de suites, voir Maddox [77], Malkowsky [82]. De [82,
Théorème 1.36 p. 160] on déduit ce qui suit.

Proposition 1.26. (i) On a (`∞, `∞) = (c0, `∞) = (c, `∞) et A ∈ (`∞, `∞) si et
seulement si

sup
n

( ∞∑
m=1

|anm|

)
<∞. (1.3)

(ii) A ∈ (c0, c0) si et seulement si (1.3) est vérifiée et

lim
n→∞

anm = 0 pour tout m. (1.4)

(iii) A ∈ (c0, c) si et seulement si (1.3) est vérifiée et

lim
n→∞

anm = δm où δm ∈ C pour tout m. (1.5)

(iv) A ∈ (c, c0) si et seulement si (1.3) et (1.4) sont vérifiées et

lim
n→∞

( ∞∑
m=1

anm

)
= 0.

(v) A ∈ (c, c) si et seulement si (1.3) et (1.5) sont vérifiées et

lim
n→∞

( ∞∑
m=1

anm

)
= δ,
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où δ est un scalaire.

Remarque 1.27. Il est facile de montrer que (1.3) entrâıne A ∈ (`∞, `∞). En
effet soit X ∈ `∞. Alors

|An (X)| =

∣∣∣∣∣
∞∑

m=1

anmxm

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

m=1

|anm| ‖X‖`∞

≤

(
sup

n

∞∑
m=1

|anm|

)
‖X‖`∞

pour tout n.

On déduit que supn |An (X)| <∞ et A ∈ (`∞, `∞).

Remarque 1.28. On peut illustrer la propriété (1.3). Elle équivaut à chacune
des propriétés suivantes où X = (xn)n est quelconque dans s :

i)
sup

n
|xn| <∞ =⇒ sup

n
|An (X)| <∞,

ii)
xn → 0 (n→∞) =⇒ sup

n
|An (X)| <∞,

iii)
xn → l (n→∞) où l ∈ C =⇒ sup

n
|An (X)| <∞.

Dans ce qui suit nous écrirons

S1 =

{
(anm)n,m≥1 : sup

n

( ∞∑
m=1

|anm|

)
<∞

}
.

D’après la Proposition 1.26 on a donc (`∞, `∞) = S1. Nous verrons les propriétés
topologiques de cet espace au chapitre suivant. Dans le paragraphe suivant nous
considérons des matrices particulières appelées matrices triangles.

1.2.4 Triangles considérés comme des opérateurs dans

des espaces de la forme `∞, c ou c0

Dans cette sous section nous considérons des triangles très utilisés dans la
littérature. L’opérateur ∆ a été utilisé pour définir les espaces de différences de
suites introduits en 1981 par H. Kizmaz [70], puis généralisés successivement par
Malkowsky et Parashar [84], Et et Colak [60, 59], A. M. Akhmedov et F. Başar
[2], etc...

Le calcul de leurs inverses et de leur produit par des matrices diagonales
permet de passer de l’expression d’une matrice à l’autre. C’est ainsi que nous
aurons Σ = ∆−1, C (λ) = D1/λΣ et ∆ (λ) = ∆Dλ = [C (λ)]−1 , etc....

Nous étudierons ces matrices et leurs transposées en tant qu’opérateurs dans
des espaces classiques, voir [77, 82]. D’abord nous allons donner une technique
permettant de calculer aisément l’inverse de certaines matrices.
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Inverse d’un triangle supérieur de Toeplitz.

En vue de calculer les inverses d’opérateurs de Toeplitz, rappelons un résultat
qui traduit la relation entre une matrice infinie de Toeplitz et une série entière.
Soit z ∈ C et R un réel > 0. A toute série entière de la forme

f(z) =
∞∑

m=0

amz
m

définie dans un disque |z| < R, on peut associer une matrice triangulaire infinie

A = ϕ(f)

définie par

ϕ(f) =


a0 a1 a2 a3 .

a0 a1 a2 .

a0 a1 .

0 a0 .

.

 .

Une telle matrice est dite de Toeplitz. Pratiquement on écrira ϕ [f(z)] au lieu
de ϕ(f). Il est essentiel de citer le lemme suivant qui explicite le lien entre les
matrices infinies et les séries entières.

Lemme 1.29. [37, Lemme 19, p. 56] (i) l’application ϕ : f → A est un iso-
morphisme de l’algèbre des séries analytiques définies sur le disque |z| < R, sur
l’algèbre des matrices infinies correspondantes.

(ii) Supposons qu’on a f(z) =
∑∞

m=0 amz
m avec a0 6= 0 et que 1/f(z) =∑∞

m=0 a
′
mz

m ait un rayon de convergence R′ > 0, alors

ϕ

(
1

f(z)

)
= [ϕ(f)]−1 .

Nous pouvons maintenant appliquer ces résultats à certains opérateurs
connus. On s’intéresse tout d’abord aux matrices infinies représentées par des
triangles.

Les triangles représentés par des matrices infinies.

On désigne par U l’ensemble de toutes les suites (xn)n≥1 telles que xn 6= 0
pour tout n. On appelle triangle toute matrice T = (tnm)n,m≥1 telle que tnm = 0
pour m > n → et tnn 6= 0 pour tout n. On notera £ l’ensemble de tous les
triangles. On a ainsi

[TX]n =
n∑

m=1

tnmxm pour tout n,
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et on écrit

TX =



t11

. . 0

. .

tn1 . . tnn

. . . . .

.





x1

x2

.

xn

.

.


=



t11x1

.

.∑n
k=1 tnkxk

.

.


.

Notons que si T et T
′ ∈ £ alors

T
(
T
′
X
)

=
(
TT

′
)
X pour tout X.

Les triangles ∆, Σ, C1, C (λ), ∆ (λ) et leurs transposées.

Les opérateurs représentés par ∆ et Σ. On appelle matrice de
différence d’ordre un et on désigne par ∆ la matrice infinie

∆ =



1
−1 1 0

−1 1
. .

0 . .


.

Notons que

[∆X]n = xn − xn−1 pour tout n ≥ 1 et pour tout X ∈ s,

avec la convention x0 = 0. Nous serons amenés à utiliser l’inverse de ∆. Pour cela
nous pouvons appliquer le Lemme 1.29 à f(z) = 1− z où

1
f(z)

=
∞∑

m=0

zm avec |z| < 1.

L’inverse de ∆ est alors défini par

∆−1 = t (ϕ (1/f(z))) = t (ϕ (1 + z + ...+ zm + ...)) = Σ,

où Σ est la matrice triangulaire inférieure définie par

Σ =


1
1 1 0
1 1 1
. . . .

.

 ,

et Σ = ∆−1. Citons ici quelques propriétés élémentaires de ces opérateurs.
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Proposition 1.30. Nous avons les propriétés suivantes
a) ∆ ∈ (E,E) où E = c0, c ou `∞,
b) Σ /∈ (cs, cs), et Σ /∈ S1 = (`∞, `∞),
c) tΣ ∈ (cs, c0) .

Preuve. a) est immédiat.
b) En effet, on a Σe(1) = e où e(1) appartient à cs, mais Σe(1) = e /∈ cs, donc

Σ /∈ (cs, cs).

Montrons maintenant que Σ /∈ S1. Posons Σ = (anm)n,m≥1 donc on a

anm =

{
1 si m ≤ n,

0 si m > n.

D’où
n∑

m=1

|anm| = n→∞ (n→∞) .

Donc

sup
n

(
n∑

m=1

|anm|

)
= ∞.

On conclut que
Σ /∈ S1.

c) Soit X = (xn)n≥1 ∈ cs. Les séries (tΣ)n (X) sont alors convergentes pour tout
n ≥ 1 et

(tΣ)n (X) =
∞∑

m=n

xm → 0 (n→∞) .

D’où
tΣX ∈ c0 et tΣ ∈ (cs, c0) .

L’opérateur de Cesàro C1 et la matrice C(λ). L’opérateur de
Cesàro est représenté par le triangle

C1 = D( 1
n)

n

Σ.

où D(1/n)n
est la matrice diagonale associée à la suite (1/n)n≥1, voir le paragraphe

1.2.2. Si l’on pose C1 = (anm)n,m≥1 on a alors

anm =


1
n

si m ≤ n,

0 sinon.
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C’est à dire

C1 =


1
1
2

1
2 0

. . .
1
n . . 1

n

. . . . .

 .

On a C1 ∈ (c, c), c’est à dire que pour tout X = (xn)n≥1 ∈ c on a

[C1X]n =
1
n

n∑
m=1

xm → l (n→∞) où l ∈ C.

D’une manière plus générale on a

C(λ) = D1/λΣ,

où λ ∈ U . On déduit en posant C(λ) = (a
′
nm)n,m≥1 que

a
′
nm =


1
λn

si m ≤ n,

0 sinon.

L’opérateur représenté par ∆ (λ) . Ici nous avons ∆ (λ) = ∆Dλ, où
λ ∈ U. De l’égalité

∆ (λ)−1 = (∆Dλ)−1 = D 1
λ

∆−1 = D 1
λ

Σ

on déduit que ∆ (λ) est l’inverse de C(λ). On a

∆ (λ) =



λ1

−λ1 λ2 0
−λ2 .

. λn

0 −λn .

.


.

Les triangles ∆ (λ) , C (λ) et leurs transposés en tant que matrices de trans-

formations de (`∞, `∞) , (c0, c0) ou de (c, c) .

Dans cette sous-section nous nous limiterons à la caractérisation de ∆ (λ) ,
C (λ) , tC (λ), t∆ (λ) considérés comme opérateurs de `∞ dans `∞, de c dans c et
de c0 dans c0. On s’intéressera entre autre à la caractérisation de C (λ) ∈ (c, c)
c-à-d pour toute suite X = (xn) on a

xn → l (n→∞) ⇒ 1
λn

n∑
m=1

xm → l′ (n→∞) où l, l′ ∈ C (1.6)
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et on verra que 1.6 est équivanlente à

n

λn
→ l (n→∞) .

De même tC (λ) ∈ (c, c) signifie que pour toute suite X = (xn) on a

xn → l (n→∞) ⇒
∞∑

k=n

xk

λk
→ l′′ (n→∞) où l, l′′ ∈ C,

c’est qui équivaut à dire que 1/λ ∈ cs.
Considérons les hypothèses suivantes :

λ ∈ `∞ (1.7)

n

λn
= O (1) (n→∞) (1.8)

Il existe l ∈ R tel que
n

λn
→ l (n→∞) (1.9)

Il existe l
′ ∈ R tel que λn − λn−1 → l

′
(n→∞) (1.10)

Proposition 1.31. Soit λ ∈ U+.

(i) a) ∆ (λ) ∈ (`∞, `∞) si et seulement si (1.7) est vérifiée,
b) ∆ (λ) ∈ (c0, c0) si et seulement si (1.7) est vérifiée,
c) ∆ (λ) ∈ (c, c) si et seulement si (1.7) et (1.10) sont vérifiées.

(ii) a) C (λ) ∈ (`∞, `∞) si et seulement si (1.8) est vérifiée,
b) C (λ) ∈ (c0, c0) si et seulement si (1.8) est vérifiée,
c) C (λ) ∈ (c, c) si et seulement si (1.9) est vérifiée.

Preuve. (i) a) ∆ (λ) ∈ (`∞, `∞) signifie ∆ (λ) ∈ S1, c’est à dire

λn + λn−1 = O (1) (n→∞) .

Cette condition équivaut à (1.7).
(i) b) On a A = (anm)nm≥1 ∈ (c0, c0) si et seulement si{

supn (
∑∞

m=1 |anm|) <∞,
limn→∞ anm = 0 pour tout m.

D’où ∆ (λ) ∈ (c0, c0) si et seulement si

sup
n

(λn−1 + λn) <∞

et limn→∞ λn = 0 ceci est équivaut à dire λ ∈ c0.
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(i) c) D’après la Proposition 1.26 (v) on a ∆ (λ) ∈ (c, c) si et seulement si la
propriété (1.10) est vérifiée et ∆ (λ) ∈ S1. On a vu que ∆ (λ) ∈ S1 équivaut à
(1.7), d’où (i) c).

(ii) a) Nous avons (1.8) équivalent à C (λ) ∈ S1. En effet pour tout n ≥ 1, on
a

n∑
m=1

[C (λ)]nm =
1
λn

n∑
m=1

1 =
n

λn
(1.11)

D’où C (λ) ∈ (`∞, `∞) si et seulement si (1.8) est vérifiée.
(ii) b) D’après la Proposition 1.26 ii) C (λ) ∈ (c0, c0) équivaut à

n

λn
= O(1) (n→∞),

et ainsi 1/λn → 0 (n→∞). D’où [C (λ)]nm → 0 (n→∞), pour tout m.
(ii) c) D’après la Proposition 1.26 (v) on a C (λ) ∈ (c, c) si et seulement si

(1.8), (1.9) sont vérifiées et 1/λ ∈ c0. Or (1.9) implique (1.8) et 1/λ ∈ c0. Donc
C (λ) ∈ (c, c) est équivalent à (1.9).

Remarque 1.32. Remarquons que C (λ) ∈ (c, c) entrâıne C (λ) ∈ (`∞, `∞) soit
(1.8).

Concernant les transposées nous avons

t∆ (λ) = Dλ
t∆ =



λ1 −λ1

λ2 −λ2 0
. .

. .

0 λn −λn

. .

.


et

tC (λ) = t
(
D1/λΣ

)
= tΣD 1

λ

avec

tC (λ) =


1
λ1

1
λ2

. 1
λn

1
λ2

. 1
λn

. .

0 1
λn

.

 .

Nous pouvons énoncer les résultats suivants.

Proposition 1.33. Soit λ ∈ U+. Considérons les assertions suivantes :
(i) t∆ (λ) ∈ (`∞, `∞) ,
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(ii) t∆ (λ) ∈ (c, c) ,
(iii) tC (λ) ∈ (`∞, `∞) ,
(iv) tC (λ) ∈ (c, c) .
1- Les propriétés (i) et (ii) sont équivalentes à (1.7)
2- (iii) et (iv) sont équivalentes à 1/λ ∈ cs.

Preuve. 1) t∆ (λ) ∈ (`∞, `∞) équivaut à

λn + λn = O (1) (n→∞)

c’est à dire à (1.7). Donc (i) et (1.7) sont équivalents. Ensuite (ii) équivaut à (1.7)
et

n∑
m=n−1

[
t∆ (λ)

]
nm

= λn − λn → 0 (n→∞) . (1.12)

La propriété (1.12) étant toujours vraie on déduit que (ii) et (1.7) sont equivalents,
ce qui achève la démonstration de 1).

2) On sait que tC (λ) ∈ (`∞, `∞) revient à dire que

∞∑
m=n

[
tC (λ)

]
nm

=
∞∑

m=n

1
λm

est convergente pour tout n

et que
∞∑

m=n

1
λm

= O (1) (n→∞) .

Ces propriétés équivalent à 1/λ ∈ cs.
On voit que tC (λ) ∈ (c, c) revient à dire que tC (λ) ∈ (`∞, `∞) et

∞∑
m=n

[
tC (λ)

]
nm
→ L (n→∞) pour un certain L. (1.13)

Mais ainsi qu’on vient de le voir tC (λ) ∈ (`∞, `∞) équivaut à 1/λ ∈ cs et implique
que (1.13) est vérifié pour L = 0.





Chapitre 2

Systèmes linéaires infinis et

applications

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous définirons la notion de système ayant une infinité
dénombrable d’équations linéaires et une infinité dénombrable d’inconnues. Nous
avons défini au paragraphe 2 du chapitre précédent les matrices de transfor-
mations en tant qu’applications dans des espaces de suites. Ici on s’intéresse à
la nature de cette application, est-elle injective ? Est-elle surjective ? Lorsque
l’équation AX = B où B est donné admet une solution, peut-on la calculer, ou
l’approcher par une suite à support fini ? Soit A = (anm)n,m≥1 une matrice infinie
et X = (xn)n≥1 une suite, que l’on pourra considérer comme une matrice colonne.
On écrira AX = (An (X))n≥1 soit

a11 . . a1m .

. . . . .

an1 . . anm .

. . . . .

. . . . .




x1

.

xm

.

.

 =



∑∞
m=1 a1mxm

.∑∞
m=1 anmxm

.

.


lorsque les séries sont convergentes pour tout n ≥ 1.

Par la suite nous utiliserons les systèmes ayant une infinité dénombrable
d’équations linéaires. Ce problème se traduit par l’équation matricielle

AX = B (2.1)

où A = (anm)n,m≥1 et B = t (b1, b2, ...) ∈ s sont donnés et X = t (x1, x2, ...) ∈ s
est l’inconnue ; l’équation (2.1) s’écrit alors sous la forme d’un système d’équations

31
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linéaires 

∑∞
m=1 a1mxm = b1,∑∞
m=1 a2mxm = b2,

...................,∑∞
m=1 anmxm = bn,

....................

ou encore

A


x1

.

xm

.

.

 =


b1
.

bn
.

.

 ,

lorsque les séries définies par An (x) =
∑∞

m=1 anmxm sont convergentes pour tout
n. Lorsque A ∈ (E,F ) où E, F ⊂ s, la question qui se pose est la suivante :

”Pour une matrice colonne donnée B = t (b1, b2, ...) ∈ F l’équation (2.1)
admet-elle une solution dans E” ?

Cette question conduit à examiner si cette solution est unique dans E et à
la calculer explicitement ou à en donner une valeur approchée. Notons qu’il n’y
a pas de théorèmes généraux pour résoudre ces problèmes, contrairement aux
systèmes linéaires finis.

Remarquons que si E a la propriété AK il admet une base formée des éléments
e(n) (n = 1, 2, ...). Ainsi à tout opérateur linéaire borné L ∈ B (E) on peut associer
une matrice infinie

LA = A = (anm)n,m≥1

où
anm = An

(
t
(
e(m)

))
.

En effet on a
LA

(
t
(
e(m)

))
= A t

(
e(m)

)
,

soit

A t
(
e(m)

)
=


a11 . . a1m .

. . . . .

an1 . . anm .

. . . . .

. . . . .




0
.

1
.

.

 =


a1m

.

anm

.

.

 ,

que l’on peut aussi écrire :

LA

(
t
(
e(m)

))
=

∞∑
n=1

anm
t
(
e(n)

)
= t (a1m, ..., anm, ...) pour tout m.

Toutes ces questions mènent à l’étude de l’existence d’un inverse à droite ou à
gauche d’une matrice infinie. On sera amenés à expliciter des algèbres de Banach
appropriées dans lesquelles on peut définir l’inverse d’une matrice infinie.
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Pour l’instant nous allons traiter quelques systèmes triangulaires très utiles
pour la suite.

2.2 Résolution de systèmes linéaires infinis re-

marquables.

Dans cette section nous considérons deux espaces de suites E, F ⊂ s et nous
nous intéressons aux solutions d’un système infini triangulaire

TX = B, (2.2)

où T est un triangle c-à-d T ∈£, X appartient à E et B est donné dans F .
Nous serons ensuite amenés à l’étude de systèmes de la forme ∆ (λ)X = B,
C (λ)X = B, où B appartient à l’un des espaces `∞, c0, c, ou `p.

Rappelons que si T et T
′

sont deux éléments dans £ alors TT
′

est aussi
dans £. En effet, supposons que T = (tnm)n,m≥1 et T

′
=
(
t
′
nm

)
n,m≥1

sont deux

matrices triangulaires inférieures, alors

TT
′

= (rnm)n,m≥1 ,

avec

rnm =


∑n

j=1 tnjt
′
jm si m ≤ n,

0 si m > n.

Donc TT
′

est aussi une matrice triangulaire inférieure.

Lemme 2.1. Soient T, T
′
deux matrices de £, alors on a

i)

T
(
T
′
X
)

=
(
TT

′
)
X, pour tout X ∈ s. (2.3)

ii) T admet un inverse unique T−1 tel que

T
(
T−1X

)
=
(
TT−1

)
X = X, pour tout X ∈ s. (2.4)

iii) kerT = {0} et pour tout χ ⊂ s, on a

(kerT ) ∩ χ = {0} .

Preuve. i) Soient T = (tnm)n,m≥1 et T
′

=
(
t
′
nm

)
n,m≥1

deux éléments de £.

Montrons que pour tout X ∈ s on a

T
(
T
′
X
)

=
(
TT

′
)
X.
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En effet, pour tout n ≥ 1, on a

[
T
(
T
′
X
)]

n
=

n∑
j=1

tnj

(
j∑

k=1

t
′
jkxk

)

= tn1t
′
11x1 + tn2

(
t
′
21x1 + t

′
22x2

)
+ ...+ tnn

(
t
′
n1x1 + ...+ t

′
nnxn

)
= x1

(
tn1t

′
11 + ...+ tnnt

′
n1

)
+ x2

(
tn2t

′
22 + ...+ tnnt

′
n2

)
+ ...+ xntnnt

′
nn

=
n∑

k=1

 n∑
j=k

tnjt
′
jk

xk

=
[(
TT

′
)
X
]
n
.

D’où (2.3).
ii) On sait que l’inverse de tout élément T ∈ £ appartient à £, [12, Remarque

2 (a), p. 22]. Donc en utilisant i) avec T
′

= T−1 on prouve que la relation (2.4)
est vérifiée.

iii) L’équation TX = 0 équivaut à

n∑
k=1

tnkxk = 0, n = 1, 2, ....

En prenant n = 1 on a

t11x1 = 0, ce qui implique x1 = 0,

puis pour n = 2 on a

t21x1 + t22x2 = 0 implique que x2 = 0.

De proche en proche on conclut que

xn = 0, n = 1, 2, ....

et X = 0. D’où
kerT = {0} et (kerT ) ∩ χ = {0} ,

pour tout χ ⊂ s.

Enonçons un lemme permettant de montrer l’existence d’une solution d’un
tel système.

Lemme 2.2. Soit T ∈£. L’équation (2.2) où B ∈ F admet une seule solution
dans E si et seulement si

T−1 ∈ (F,E) . (2.5)
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Preuve. Condition nécessaire. Les matrices T et T−1 appartiennent à £ et
l’équation (2.2) équivaut à

T−1 (TX) =
(
T−1T

)
X = X = T−1B.

Comme cette équation admet une seule solution dans E pour tout B ∈ F alors
T−1 ∈ (F,E) .

Condition suffisante. Supposons qu’on ait (2.5), alors X = T−1B ∈ E et

TX = T (T−1B) = B,

car T est un triangle. Donc l’équation (2.2) admet une unique solution dans E,
car (kerT ) ∩ E = {0} .

Remarque 2.3. Si E = F = s la condition (2.5) est toujours vérifiée car tout
triangle appartient à (s, s).

Nous utiliserons aussi les trois lemmes suivants où T est un triangle.

Lemme 2.4. [83] Soient E, F ⊂ s et soit A une matrice quelconque. Alors
A ∈ (E,F (T )) si et seulement si

TA ∈ (E,F ) .

Lorsque A est un triangle on a aussi le résultat suivant.

Lemme 2.5. Soient E, F ⊂ s et T ′ ∈ £. On a T ′ ∈ (E(T ), F ) si et seulement
si

T ′T−1 ∈ (E,F ) .

Preuve. En effet, T ′ ∈ (E(T ), F ) signifie que T ′X ∈ F pour tout X ∈ E(T ). Or
on a

E(T ) = T−1E, pour tout E ⊂ s.

C’est à dire pour tout X ∈ E(T ), il existe Y ∈ E tel que

X = T−1Y.

Donc T ′ ∈ (E(T ), F ) si et seulement si

T ′X = T ′
(
T−1Y

)
∈ F, pour tout Y ∈ E.

De l’identité
T ′
(
T−1Y

)
=
(
T ′T−1

)
Y

on conclut que T ′ ∈ (E(T ), F ) équivaut à T ′T−1 ∈ (E,F ) .
On déduit aisément des deux lemmes précédents le résultat suivant.

Lemme 2.6. Soit T un triangle et E ⊂ s. Alors T est une application bijective
de E(T ) dans E.

Preuve. Ce résultat découle du fait que T ∈ (E(T ), E) et T−1 ∈ (E,E(T )) si et
seulement si TT−1 = I ∈ (E,E).

Dans la suite on désigne par U+ l’ensemble de toutes les suites (xn)n≥1 telles
que xn > 0 pour tout n.
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2.2.1 Applications aux opérateurs ∆ (λ) et C (λ).

Les équations ∆ (λ)X = B et C (λ)X = B

Dans ce qui suit nous poserons

∆ (λ)X = B (2.6)

et

C (λ)X = B (2.7)

Proposition 2.7. Soit λ ∈ U.
1) L’équation (2.6) où B ∈ s admet une unique solution X = (xn)n≥1 définie

par

xn =
1
λn

n∑
m=1

bm, n = 1, 2, .... (2.8)

2) L’équation (2.7) où B ∈ s admet une unique solution X = (xn)n≥1 définie
par {

x1 = λ1b1,

xn = −λn−1bn−1 + λnbn, n ≥ 2.
(2.9)

Preuve. 1) Soit B = (bn)n≥1 ∈ s. Cherchons la suite X qui vérifie l’équation
(2.6). Sachant que

[∆ (λ)]−1 = C(λ)

on déduit que (2.6) équivaut à

C(λ) (∆ (λ)X) = (C(λ)∆ (λ))X = X = C(λ)B,

car C(λ) et ∆ (λ) sont des triangles. Donc la seule solution dans s est

X = C(λ)B.

D’où (2.8).
2) Cherchons cette fois la suite X qui vérifie l’équation (2.7). D’une façon

analogue on a C (λ)X = B si et seulement si

∆ (λ) (C (λ)X) = ∆ (λ)B,

ce qui signifie que (2.7) équivaut à X = ∆(λ)B et donc (2.9) est vérifiée.
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L’opérateur ∆ (λ) en tant qu’application de E dans E et l’équation ∆ (λ)X =
B, où B ∈ E et E = `∞, c0, ou c.

Dans ce paragraphe on étudie l’équation ∆ (λ)X = B, où λ ∈ U+, B ap-
partient respectivement à l’un des espaces E = `∞, c0, ou c et on donne des
conditions sous lesquelles l’unique solution appartient à ce même espace.

Rappelons maintenant les hypothèses suivantes :

λ ∈ `∞ (2.10)

n

λn
= O (1) (n→∞) , (2.11)

Il existe l ∈ R tel que
n

λn
→ l (n→∞) (2.12)

Il existe l′ ∈ R tel que λn − λn−1 → l′ (n→∞) (2.13)

Théorème 2.8. Considérons les propriétés suivantes.
i) ∆ (λ) ∈ (c, c) ,
ii) c ⊂ c (∆ (λ)) ,
iii) Dλc ⊂ c(∆).
1- i) ii) et iii) sont équivalents à (2.10) et (2.13).
2- On a

c (∆ (λ)) 6= c.

3- L’opérateur ∆ (λ) n’est pas une bijection de c dans c.

Preuve. 1) i) équivaut à (2.10) et (2.13), cela provient de la Proposition 1.31 du
Chapitre I. De plus on a évidemment i) équivalent à ii). Donc pour montrer 1, il
suffit de montrer que iii) équivaut à ii). En effet iii) s’écrit

Dλ c ⊂ Σ c,

c’est à dire
c ⊂ D 1

λ
Σ c = C (λ) c = c (∆ (λ)) .

Donc (iii) équivaut à (ii). Ce qui entrâıne que (i), (ii) et (iii) sont équivalents à
(2.10) et (2.13).

2) Prouvons maintenant que c 6= c (∆ (λ)). On a vu d’après 1 que c ⊂ c

(∆ (λ)) est équivalent à (2.10) et (2.13). D’autre part la condition c (∆ (λ)) ⊂ c

équivaut à
I ∈ (c (∆ (λ)) , c) ,
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ce qui revient à dire que

[∆ (λ)]−1 = C (λ) ∈ (c, c) .

On a vu au Chapitre I Proposition 1.31 que cette condition équivaut à (2.12).
Or (2.10) et (2.12) sont contradictoires, donc c 6= c (∆ (λ)), ce qui achève la
démonstration de 2.

3) est une conséquence directe de 2.
Considérons maintenant l’équation ∆ (λ)X = B où B ∈ `∞. Nous étudierons

successivement les cas où λ ∈ `∞ et λn ≥ Kn pour tout n. On a le théorème
suivant.

Théorème 2.9. 1- On suppose que λ ∈ `∞. Alors
i) a) ∆ (λ) ∈ (`∞, `∞) ,

b) `∞ ⊂ `∞ (∆ (λ)) ,
c) ∆ (λ) : `∞ → `∞ n’est pas surjective,

ii) L’équation ∆ (λ)X = B, où B ∈ `∞ admet une solution dans `∞ (∆ (λ)),
cette solution n’appartient pas nécessairement à `∞.

2- On suppose qu’il existe K > 0 tel que

λn ≥ Kn pour tout n ≥ 1. (2.14)

On a les résultats suivants
i) ∆ (λ) /∈ (`∞, `∞) ,
ii) L’équation ∆ (λ)X = B, où B ∈ `∞ admet dans `∞ une seule solution

donnée par (2.8).

Preuve. 1. i) a) Vient du fait que λ ∈ `∞.
i) b) On a λ ∈ `∞ donc ∆ (λ) ∈ S1 = (`∞, `∞) et d’après le Lemme 2.4 on

obtient que I ∈ (`∞, `∞ (∆ (λ))) . Cela implique que tout X de `∞ est un élément
de `∞ (∆ (λ)) . D’où l’inclusion.

i) c) Comme ∆ (λ) ∈ (`∞, `∞) , il reste à prouver que C(λ) /∈ (`∞, `∞) . En
effet, supposons que C(λ) ∈ (`∞, `∞) . D’après la Proposition 1.31 du Chapitre I
on a C(λ) ∈ S1 si et seulement si

n

λn
= O(1) (n→∞) ,

ce qui revient à dire qu’il existe K > 0 tel que λn ≥ Kn pour tout n.
Donc λn tend vers l’infini quand n → ∞, ce qui est contradictoire. D’où le

résultat.
ii) Du Lemme 2.6 on déduit que ∆ (λ) est bijective de `∞ (∆ (λ)) dans `∞.

Comme λ ∈ `∞ on a vu qu’alors C(λ) /∈ (`∞, `∞), puisque C(λ) ∈ (`∞, `∞)
équivaut à (2.11). Donc la solution de (2.6) où B ∈ `∞ n’appartient pas
nécessairement à `∞.
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REMARQUABLES. 39

2. i) D’après la Proposition 1.31 du Chapitre I, on a ∆ (λ) ∈ (`∞, `∞) si et
seulement si λ ∈ `∞. Or la condition (2.14) implique

lim
n→∞

λn = ∞.

Ce qui est contradictoire. Donc ∆ (λ) /∈ (`∞, `∞) .
2. ii) D’après le Lemme 2.2 il suffit que C (λ) ∈ (`∞, `∞), mais on a vu dans la

Proposition 1.31 ii) a) du Chapitre I que cette propriété est équivalente à (2.11),
elle même équivalente à (2.14). D’où le résultat.

Proposition 2.10. Soit λ = (λn)n≥1 ∈ U+.

i) Supposons que la condition suivante soit vérifiée

sup
n

{
n∑

k=2

∣∣∣∣ kλn
− k − 1
λn−1

∣∣∣∣+
1
λn

}
, (2.15)

alors C (λ) ∈ (l∞(∆), l∞(∆)) .
ii) Supposons que la suite (nλn)n≥1 ∈ l∞, alors ∆ (λ) ∈ (l∞(∆), l∞(∆)) .

Preuve. i) D’après les Lemmes 2.4 et 2.5, on a C (λ) ∈ (l∞(∆), l∞(∆)) si et
seulement si ∆C (λ) ∈ (l∞(∆), l∞) , c-à-d ∆C (λ) ∆−1 ∈ S1 = (l∞, l∞) et comme
∆C (λ) ∆−1 = ∆D1/λΣ2 on conclut que C (λ) ∈ (l∞(∆), l∞(∆)) équivaut à
∆D1/λΣ2 ∈ S1.

La transposée du triangle Σ est la matrice infinie associée à la fonction f :
z 7→ f(z) définie par f(z) =

∑∞
k=0 z

k, où on note

Σ =


1
1 1 0
. . .

1 1 1 1
. . . . .

 = t (ϕ (f(z))) = t

(
ϕ

( ∞∑
k=0

zk

))
,

où |z| < 1. Un calcul simple donne

Σ2 =



1
2 1 0
3 2 1
. . . .

n n− 1 . 2 1
. . . . . .


,

car t
(
Σ2
)

= t
(
ϕ (f(z))2

)
est le triangle associé à la fonction z 7→ f2(z) =

(1− z)−2 avec |z| < 1, où

f2(z) = (1− z)−2 = 1 + 2z +
(−2)(−3)

2!
z2 + ...+ nzn−1 + (n+ 1)zn + ....
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On a ensuite

D 1
λ

Σ2 =



1
λ1

2
λ2

1
λ2

0

. . . .

n
λn

n−1
λn

. 2
λn

1
λn

. . . . . .


,

et en multipliant par ∆ on obtient

∆D 1
λ

Σ2 =


1
−1 1 0

. .

0 −1 1




1
λ1
2
λ2

1
λ2

0
. . . .
n
λn

n−1
λn

. 2
λn

1
λn



=



1
λ1

−1
λ1

+ 2
λ2

1
λ2

0

−2
λ2

+ 3
λ3

−1
λ2

+ 2
λ3

1
λ3

. . . .

−(n−1)
λn−1

+ n
λn

−(n−2)
λn−1

+ (n−1)
λn

. . −1
λn−1

+ 2
λn

1
λn


.

On conclut que ∆D 1
λ

Σ2 ∈ S1 si et seulement si la condition (2.15) est vérifiée.

ii) On a ∆ (λ) ∈ (l∞(∆), l∞(∆)) si et seulement si ∆∆ (λ) Σ ∈ (l∞, l∞), ce
qui signifie que ∆2DλΣ ∈ (l∞, l∞) = S1 car ∆ (λ) = ∆Dλ. Mais

∆2 =



1
−2 1 0
1 −2 1

1 −2 1
. . .

0 1 −2 1


,
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donc

∆2Dλ =



λ1

−2λ1 λ2

λ1 −2λ2 λ3 0
λ2 −2λ3 λ4

. . .

0 λn−2 −2λn−1 λn


,

et

∆2DλΣ =



λ1

−2λ1 + λ2 λ2 0
λ1 − 2λ2 + λ3 −2λ2 + λ3 λ3

. . . .

.

λn−2 − 2λn−1 + λn . . λn−2 − 2λn−1 + λn −2λn−1 + λn λn

. . . . . . .


.

On voit aisément que ∆2DλΣ ∈ S1 si

sup
n

(λn + |λn − 2λn−1|+ (n− 2) |λn−2 − 2λn−1 + λn|) <∞.

Donc la condition nλn = O(1) implique

|(n− 2)λn−2|+ 2 |(n− 2)λn−1|+ (n− 2)λn = O(1),

d’où le résultat.

Corollaire 2.11. Soit λ = (λn)n≥1 ∈ U+ une suite décroissante. Supposons que
la condition suivante soit vérifiée

n2

λn
= O(1). (2.16)

Alors C (λ) ∈ (l∞(∆), l∞(∆)) .
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Preuve. On a
n∑

k=2

∣∣∣∣ kλn
− k − 1
λn−1

∣∣∣∣+
1
λn

≤
n∑

k=2

k

λn
+

n∑
k=2

k − 1
λn−1

+
1
λn

≤ 1
λn

+
(n− 1)(n+ 2)

2λn
+
n(n− 1)
2λn−1

≤ n2 + n

2λn
+
n(n− 1)
2λn−1

≤ n2

λn
+

n2

2λn−1

≤ 3
2
n2

λn
.

Comme n2/λn = O(1) est vérifiée, on a alors C (λ) ∈ (l∞(∆), l∞(∆)) .

2.2.2 Etude des équations ∆ (λ) X = B et C (λ) X = B où

λ ∈ U+, B ∈ {`∞, c0, c, `p (λ)} .

Citons d’abord le lemme suivant.

Lemme 2.12. [27, Lemme 3, pp. 198-199] Soient A une matrice infinie, τ et β
deux suites appartenant à U+. Alors on a l’équivalence suivante

A ∈ (DτE,DβF ) ⇔ D 1
β
ADτ ∈ (E,F ) .

Tous les résultats précédents peuvent être résumés par le théorème suivant
où on définit

`p (λ) = Dλ`p =

{
X ∈ s :

∞∑
n=1

(
|xn|
λn

)p

<∞

}
,

et

Γ =
{
θ = (θn)n≥1 ∈ U

+ : lim
n→∞

(
θn−1

θn

)
< 1
}
.

Théorème 2.13. (i) a) Si (2.11) est vérifiée, l’équation (2.6) où B ∈ `∞, (res-
pectivement c0) admet une seule solution dans `∞, (respectivement c0).

b) Si (2.12) est vérifiée, l’équation (2.6) où B ∈ c, admet une seule solution
dans c.

c) Soit 1 ≤ p <∞. Si λ ∈ Γ, l’équation (2.6) où B ∈ Dλ`p, admet une seule
solution dans `p.

(ii) a) Si (2.10) est vérifié, l’équation (2.7) où B ∈ `∞, (respectivement c0)
admet une seule solution dans `∞, (respectivement c0).
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b) Si (2.13) est vérifié, l’équation (2.7) où B ∈ c, admet une seule solution
dans c.

c) Soit 1 ≤ p < ∞. Si λ ∈ `∞, l’équation (2.7) où B ∈ `p, admet une seule
solution dans `p.

Preuve. (i) a) Le cas où B ∈ `∞ a été étudié dans le Théorème 9. Supposons
maintenant qu’on ait B ∈ c0, alors d’après le Lemme 2.2, l’équation (2.6) admet
une seule solution dans c0 si et seulement si C(λ) = ∆ (λ)−1 ∈ (c0, c0) . Or d’après
la Proposition 24 i) du chapitre I on a

C(λ) ∈ (c0, c0) si et seulement si l’hypothèse (2.11) est vérifiée.

Donc l’équation (2.6) où B ∈ c0, admet une seule solution dans c0.
(i) b) Supposons que (2.12) soit vérifiée. Comme ∆ (λ) ∈ £, d’après le Lemme

2.2 l’équation (2.6), où B ∈ c, admet une seule solution dans c si et seulement
si C(λ) ∈ (c, c) . Or d’après la Proposition 1.31 ii) c) du Chapitre I on sait que
C(λ) ∈ (c, c) si et seulement si l’hypothèse (2.12) est vérifiée. D’où le résultat.

(i) c) D’après [31, Th. 6.5 p. 3200] on a λ ∈ Γ implique

`p (λ) (∆) = `p (λ)

Donc ∆ est bijective de `p (λ) dans lui-même et

∆−1 = Σ ∈ (`p (λ) , `p (λ)) .

Donc pour tout B ∈ `p (λ) l’équation

∆ (λ)X = B

admet une seule solution dans `p, car d’après le Lemme 2.12

C (λ) = D1/λΣ ∈ (Dλ`p, `p) .

(ii) a) Supposons que (2.10) soit vérifiée, puisque C (λ) ∈ £ en utilisant le Lemme
2.2 l’équation (2.7) où B ∈ `∞, admet une seule solution dans `∞ si et seulement
si C (λ)−1 = ∆ (λ) ∈ (`∞, `∞). Or on sait d’après la Proposition 1.31 i) a) du
Chapitre I que ∆ (λ) ∈ (`∞, `∞) si et seulement si (2.10) est vérifiée. D’où le
résultat.

Supposons maintenant qu’on a B ∈ c0, alors d’après le Lemme 2.2, l’équation
(2.7) admet une seule solution dans c0 si et seulement si ∆ (λ) ∈ (c0, c0) . Mais
d’après la Proposition 1.31 i) b) du Chapitre I on a ∆(λ) ∈ (c0, c0) si et seulement
si (2.10) est vérifiée. Ceci entrâıne que l’équation (2.7) où B ∈ c0, admet une seule
solution dans c0.

(ii) b) Supposons que (2.13) soit vérifiée, l’équation (2.7) où B ∈ c, admet une
seule solution dans c si et seulement si ∆ (λ) ∈ (c, c). Or d’après la Proposition
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1.31 i) c) du Chapitre I on a ∆ (λ) ∈ (c, c) si et seulement si (2.10) et (2.13) sont
vérifiées. Mais on voit évidemment que λ ∈ `∞ et donc (2.10) est vérifiée. Donc
l’équation (2.7) où B ∈ c, admet une seule solution dans c.

(ii) c) Supposons que 1 ≤ p <∞. Si

sup
n

(λn) <∞,

l’équation (2.7) où B ∈ `p, admet une seule solution dans `p si et seulement si
∆(λ) ∈ (`p, `p). Mais d’après la Proposition 2.7 la solution X = (xn)n≥1 de cette
équation est définie par définie par{

x1 = λ1b1,

xn = −λn−1bn−1 + λnbn, n ≥ 2;

or B ∈ `p signifie

‖B‖p
`p

=
∞∑

n=1

|bn|p <∞.

On a

‖X‖`p
=

( ∞∑
n=1

|xn|p
) 1

p

=

( ∞∑
n=1

|−λn−1bn−1 + λnbn|p
) 1

p

,

avec la condition b0 = 0. D’après l’inégalité de Minkowsky on déduit que

‖X‖`p
≤

( ∞∑
n=1

|−λn−1bn−1|p
) 1

p

+

( ∞∑
n=1

|λnbn|p
) 1

p

≤ 2 ‖λ‖`∞
‖B‖`p

<∞.

Donc X = (xn)n≥1 appartient à l’espace `p et l’équation (2.7) où B ∈ `p, admet
une seule solution dans `p.

2.3 Etude de l’équation N qX = B

Soient q = (qn)n≥1 et Q = (Qn)n≥1 deux suites telles que qn > 0 pour tout
n ≥ 1, et Qn =

∑n
k=1 qk. On définit le triangle N q = (anm)nm≥1 comme suit :

anm =


qm

Qn
si m ≤ n,

0 si m > n.
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Ce qui se traduit par :

N q =



q1

Q1
q1

Q2

q2

Q2

. . .
q1

Qn
. . qn

Qn

. . . . .


.

Cette matrice est appelée opérateur de la moyenne pondérée. Notons que

N q = D 1
Q

ΣDq,

et que N q est inversible et

N
−1
q =

(
D 1

Q
ΣDq

)−1
= D 1

q
∆DQ.

Ce qui se traduit par :

N
−1
q =



Q1

q1
−Q1

q2

Q2

q2
0

. .

. Qn−1

qn

0 −Qn−1

qn

Qn

qn

. .


.

Ceci implique que l’équation N qX = B admet une solution

X =
(
D 1

q
∆DQ

)
B.

Cette solution X = (xn)n≥1 vérifie les relations suivantes
x1 = Q1b1

q1
,

xn = 1
qn

(Qnbn −Qn−1bn−1) , n = 2, 3, ....
(2.17)

Soit E ⊂ s, comme N q ∈£ notons qu’en application du Lemme 2.6 on a

N q : E
(
N q

)
→ E,

où E est l’un des espaces c0, c, `∞ ou `p, 1 ≤ p <∞, est bijective.
Dans ce qui suit nous poserons

N qX = B (2.18)
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et considèrerons la condition
Q

q
∈ `∞. (2.19)

On va montrer que l’implication

sup
n
|bn| <∞ implique sup

n

(∣∣∣∣ 1
qn

(Qnbn −Qn−1bn−1)
∣∣∣∣) <∞ pour tout B = (bn)n≥1

équivaut à Q/q ∈ `∞.

Théorème 2.14. i) L’équation (2.18) où B appartient respectivement à `∞, c0,
c admet une seule solution, définie par (2.17), dans `∞, c0, c respectivement si
et seulement si (2.19) est vérifié.

ii) La condition (2.19) implique que l’équation (2.18) avec B ∈ `p admet une
solution unique dans `p.

Preuve. i) Comme N q ∈£, d’après le Lemme 2.2 l’équation (2.18) où B ∈ `∞,
admet une solution dans `∞ si et seulement si

(
N q

)−1 ∈ (`∞, `∞) .
Or on a

N
−1
q = D 1

q
∆DQ ∈ S1

si et seulement si
Qn +Qn−1

qn
=

2Qn

qn
− 1 = O (1) ,

c-à-d Q/q ∈ `∞. Supposons maintenant que B ∈ c0, l’équation (2.18) où B ∈ c0
admet une solution dans c0 si et seulement si

(
N q

)−1 ∈ (c0, c0) .
Or N−1

q ∈ (c0, c0) si et seulement si N−1
q ∈ S1 et[

N
−1
q

]
nm
→ 0 (n→∞) pour tout m.

La seconde hypothèse est satisfaite car N
−1
q est une matrice bande. Pour la

première hypothèse, on a N−1
q ∈ S1 si et seulement s’il existe M > 0 tel que

Qn

qn
+
Qn−1

qn
≤M, pour tout n.

Comme 0 ≤ Qn

qn
≤ Qn

qn
+ Qn−1

qn
≤ M, pour tout n, on déduit que Q/q ∈ `∞.

Réciproquement si Q/q ∈ `∞, comme Qn est croissante on a

Qn−1

qn
≤ Qn

qn

et N−1
q ∈ S1.

D’une façon analogue, l’équation (2.18), où B appartient à c admet une seule
solution dans c si et seulement si

(
N q

)−1 ∈ (c, c) . Or
(
N q

)−1 ∈ (c, c) équivaut à

D 1
q
∆DQ ∈ (c, c) (2.20)
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D’après la Proposition 24 du Chapitre I, (2.20) est vérifiée si et seulement si
Qn−Qn−1

qn
→ l (n→∞)

Qn+Qn−1

qn
= O(1) (n→∞) .

Comme
Qn −Qn−1

qn
=
qn
qn

= 1,

la condition (2.18) est vérifiée si et seulement si

Qn +Qn−1

qn
=

2Qn

qn
− 1 = O (1) (n→∞) ,

ce qui signifie que Q/q ∈ `∞. D’où le résultat.
ii) D’après le Lemme 2.2 l’équation (2.18) où B ∈ `∞, admet une solution

dans `p si et seulement si
(
N q

)−1 ∈ (`p, `p) .
Or B ∈ `p signifie

‖B‖p
`p

=
∞∑

n=1

|bn|p <∞.

On a

‖X‖`p
=

( ∞∑
n=1

|xn|p
) 1

p

=

( ∞∑
n=1

∣∣∣∣ 1
qn

(Qnbn −Qn−1bn−1)
∣∣∣∣p
) 1

p

, avec la convention b0 = 0.

Sachant que (Qn)n≥1 est croissante, on a Qn−1

qn
≤ Qn

qn
pour tout n et donc

‖X‖`p
≤

( ∞∑
n=1

∣∣∣∣Qn

qn
bn

∣∣∣∣p
) 1

p

+

( ∞∑
n=1

∣∣∣∣Qn−1

qn
bn−1

∣∣∣∣p
) 1

p

≤ 2
∥∥∥∥Qq
∥∥∥∥

`∞

‖B‖`p
<∞.

Ainsi X = (xn)n≥1 appartient à l’espace `p et l’équation (2.18) où B ∈ `p, admet
une unique solution dans `p.

2.4 Cas des équations t∆ (λ) X = B et
tC (λ) X = B.

Dans ce paragraphe nous nous intéressons à l’étude de systèmes de la forme
t∆ (λ)X = B, tC (λ)X = B, où B appartient à l’un des espaces `∞, c0, c, ou `p.
Rappelons que t∆ (λ) et tC (λ) sont les matrices transposées de ∆ (λ) et C (λ)
respectivement. On note ∆+ (λ) et C+ (λ) ces deux matrices. Dans le cas où
λ = (1, 1, ...) , on obtient le résultat suivant.
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Proposition 2.15. i) Σ+ : cs → c0 est bijective et l’équation Σ+X = B où
B ∈ c0 admet X = ∆+B comme seule solution dans cs.

ii) L’équation ∆+X = B où B ∈ s admet une infinité de solutions X =
(xn)n≥1 dans s avec {

x1 = u,

xn = u−
∑n−1

k=1 bk, n ≥ 2,

où u est une constante arbitraire.

Preuve. i) On a Σ+ ∈ (cs, c0) d’après la Proposition 28 du Chapitre I. Ensuite
soit B ∈ c0. L’équation Σ+X = B où X ∈ cs s’écrit

∞∑
m=n

xm = bn, n = 1, 2, ...

ce qui équivaut à

xn = bn − bn+1 = ∆+
n (B) , n = 1, 2, ...

Or ∆+B ∈ cs car
∞∑

m=1

xm =
∞∑

m=1

(bm − bm+1) = b1.

D’où pour tout B ∈ c0 il existe une unique solution X = ∆+B ∈ cs vérifiant
l’équation Σ+X = B. Donc Σ+ est bijective.

ii) Soit B ∈ s. L’équation ∆+X = B est équivalente à
1 −1

1 −1 0
. .

0 1 −1
. .




x1

x2

.

xn

.

 =


b1
b2
.

bn
.

 ,

et donc à 
x1 − x2

x2 − x3

.

xn − xn+1

.

 =


b1
b2
.

bn
.

 .

En posant x1 = u, où u est une constante arbiraire, on obtient

(x1 − x2) + (x2 − x3) + ....+ (xn−1 − xn) = u− xn

= b1 + ...+ bn−1,
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d’où

xn = u−
n−1∑
k=1

bk, n ≥ 2.

Ce qui donne le résultat.
Soit λ ∈ U . On rappelle, voir remarque 30, que la transposé ∆+ (λ) de ∆ (λ)

est le triangle supérieur défini par
[∆+ (λ)]n,n = λn, pour tout n,
[∆+ (λ)]n,n+1 = −λn, pour tout n,
[∆+ (λ)]n,m = 0, pour n 6= m ou n 6= m+ 1.

La transposée de C (λ) est le triangle supérieur C+ (λ) défini par{
[C+ (λ)]n,m = 1/λm, pour tout m ≥ n ≥ 1,
[C+ (λ)]n,m = 0, ailleurs.

Dans la suite, nous poserons

∆+ (λ)X = B (2.21)

C+ (λ)X = B (2.22)

On va montrer entre autre que si bn → 0 (n→∞) alors la série

∞∑
n=1

λnbn − λn+1bn+1

λn
est convergente.

Dans ce qui suit nous utiliserons l’espace Dλcs = cs(λ), ensemble des suites
X = (xn)n≥1 telles que la série

∑∞
n=1 xn/λn est convergente.

Proposition 2.16. Soit λ ∈ U.
1) L’équation (2.21) où B ∈ Dλcs admet une solution unique X = (xn)n≥1

dans c0 définie par

xn =
∞∑

k=n

bk
λk
, n = 1, 2, .... (2.23)

2) L’équation (2.22) où B ∈ c0 admet une unique solution X = (xn)n≥1 dans
cs(λ) = Dλcs définie par

xn = λnbn − λn+1bn+1, n = 1, 2, .... (2.24)

Preuve. 1) L’équation (2.21) avec B = (bn)n≥1 ∈ Dλcs est équivalente à
l’équation

∆+X = D 1
λ
B, (2.25)
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avec D1/λB ∈ cs. D’après la Proposition 2.15 i) on sait que ∆+ est bijective de
c0 dans cs, donc pour tout B ∈ Dλcs il existe une unique solution X = (xn)n≥1

dans c0 qui vérifie l’équation (2.25). D’autre part, lorsqueD 1
λ
B ∈ cs cette dernière

équation est équivalente à

X = (xn)n≥1 =

(
u−

n−1∑
k=1

bk
λk

)
n≥1

∈ c0.

avec

u =
∞∑

k=1

bk
λk

et xn =
∞∑

k=n

bk
λk
, n = 1, 2, ....

D’où le résultat.
2) L’équation (2.22) est équivalente à

Σ+D 1
λ
X = B.

Cette équation est équivalente à l’équation

Σ+Y = B, (2.26)

avec Y = D1/λX soit X = DλY. D’après la Proposition 2.15 i) on déduit que
si B ∈ c0, alors Y = ∆+B ∈ cs est la seule solution de (2.26) et Σ+ ∈ (cs, c0) .
Donc X = DλY = Dλ∆+B ∈ Dλcs = cs(λ) est la seule solution de l’équation
(2.22). Cela implique que l’équation

C+ (λ) : Dλcs→ c0

est bijective et la seule solution de (2.22), où B ∈ c0, est

X = ∆+ (λ)B

= (λnbn − λn+1bn+1)n≥1 ∈ cs (λ) .

D’où le résultat.



Chapitre 3

L’algèbre de Banach S1 et

application à la résolution de

l’équation AX = B

Dans ce chapitre nous explicitons une sous algèbre de l’algèbre des opérateurs
bornés de B (`∞). L’espace `∞ n’ayant pas de base de Schauder et n’étant donc
pas un espace de type BK ayant la propriété AK, un opérateur L ∈ B (`∞) n’a pas
forcément une représentation sous forme de matrice infinie. On s’intéresse donc
à l’espace S1 = (`∞, `∞) distinct de l’espace B (`∞) en vue de résoudre dans `∞
l’équation AX = B où B ∈ `∞. On va montrer que S1 est un algèbre de Banach,
ce qui permettra de déterminer si une matrice est inversible et de résoudre un
système linéaire infini représenté par AX = B lorsque B est borné et A ∈ S1.

On étudiera de tels systèmes lorsque (1/ν)A ∈ Γ1, D1/aA ∈ Γ1 et AD1/a ∈ Γ1.

On définit ensuite l’algèbre de Banach Sα qui généralise S1.

3.1 L’algèbre normée S1

On utilisera l’espace réel M de toutes les matrices infinies (anm)n,m≥1 muni de
l’addition et de la loi de composition externe habituelles a une structure d’espace
vectoriel. Rappelons que

S1 =

{
A : ‖A‖S1

= sup
n

( ∞∑
m=1

|anm|

)
<∞

}
.

Etant donné deux matrices A = (anm)n,m≥1 et B = (bnm)n,m≥1 ∈ M , on se
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demande dans quelle mesure le produit

C = A.B = (cnm)n,m≥1

où

cnm =
∞∑

k=1

ankbkm

a un sens ? Le cas échéant le produit C = A.B appartient-il à M ?
On peut affirmer les résultats suivants.

Lemme 3.1. L’ensemble S1 a une structure d’algèbre et pour tout (A,A′, X) ∈
S1 × S1 × `∞ on a

i)
∥∥AA′∥∥

S1
≤ ‖A‖S1

∥∥A′∥∥
S1
,

ii) ‖AX‖`∞
≤ ‖A‖S1

‖X‖`∞
.

Preuve. Soient (A,A′) ∈ S1×S1. Montrons que C = AA′ = (cnm)n,m≥1 ∈ S1 où

cnm =
∞∑

k=1

anka
′
km

et

‖A‖S1
= sup

n

( ∞∑
m=1

|anm|

)
<∞,

∥∥A′∥∥
S1

= sup
n

( ∞∑
m=1

∣∣a′nm

∣∣) <∞.

Soient n,N1, N2 dans N∗, on a :

N1∑
m=1

|cnm| =
N1∑

m=1

N2∑
k=1

∣∣anka
′
km

∣∣ ≤ N1∑
m=1

∣∣a′km

∣∣ N2∑
k=1

|ank| ,

et faisant N1 et N2 tendre vers l’infini on obtient :

‖C‖S1
= sup

n

( ∞∑
m=1

|cnm|

)
,

= sup
n

( ∞∑
k=1

|ank|

)
sup

k

( ∞∑
m=1

∣∣a′km

∣∣) ,
≤ ‖A‖S1

∥∥A′∥∥
S1
.

L’inégalité ii) est une conséquence de la Remarque 1.27.
Ces résultats nous amènent à faire la remarque suivante.
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Remarque 3.2. Soit S l’ensemble des matrices A = (anm)n,m≥1 telles que

‖A‖S = sup
n,m

(|anm|) <∞.

On a alors un résultat analogue au précédent. En effet si (A,A′) ∈ S1 × S, on a

C = AA′ ∈ S et
∥∥AA′∥∥

S1
≤ ‖A‖S1

∥∥A′∥∥
S
.

En effet, soient n,m et N1 des entiers. On a :

|cnm| ≤
N1∑
k=1

∣∣anka
′
km

∣∣ ≤ ( sup
k≤N1

∣∣a′km

∣∣) N1∑
k=1

|ank| pour tout n, m.

En faisant N1 tendre vers l’infini on obtient :

sup
n

(|cnm|) ≤ sup
n

( ∞∑
k=1

∣∣anka
′
km

∣∣) ≤ sup
n

( ∞∑
k=1

|ank|

)(
sup
k,m

∣∣a′km

∣∣) , pour tout m.

D’où ∥∥AA′∥∥
S1
≤ ‖A‖S1

∥∥A′∥∥
S
.

3.2 Application à la résolution de l’équation

AX = B dans `∞ lorsque (A, B) ∈ S1 × `∞

par la méthode du point fixe.

Dans cette partie nous étudions l’équation AX = B lorsque A est une matrice
donnée de S1 et B ∈ `∞. On a vu que S1 = (`∞, `∞) et donc A est un opérateur
de `∞ dans lui-même. Ainsi pour tout X ∈ `∞ le produit AX appartient aussi à
`∞. Dans ce qui suit nous donnons une condition nécessaire pour que A soit une
bijection de `∞ dans lui-même en utilisant seulement le Lemme 2.1.

Dans la proposition qui suit les éléments diagonaux de A ne tendent ni vers
zéro, ni vers l’infini.

Proposition 3.3. [14] Soit ν un réel strictement positif, B ∈ `∞ et A une
matrice infinie vérifiant :

‖A− νI‖S1
< ν.

Alors l’équation
AX = B (3.1)

admet une solution unique dans `∞.



54
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Preuve. On pose

A′ =
1
ν

(A− νI),

puis on définit la fonction Φ par :

Φ (X) =
1
ν
B −A′X pour tout X dans `∞.

On voit aisément que ‖A′‖S1
< 1. Soit Y ∈ `∞, à la fonction Φ on associe la suite

(Yl)l≥1, définie par :

Y1 = Φ(Y ) et Yl = Φ(Yl−1) pour l ≥ 2.

Du Lemme 3.1 on déduit

‖Φ(Yl−1)− Φ(Yl)‖`∞
=

∥∥A′ (Yl−1 − Yl)
∥∥

`∞

≤
∥∥A′∥∥

S1
‖Yl−1 − Yl‖`∞

,

≤
∥∥A′∥∥l

S1
‖Y − Y1‖`∞

.

Donc pour l < s, on a :

‖Yl − Ys‖`∞
≤ ‖Yl − Yl+1‖s1

+ ...+ ‖Ys−1 − Ys‖`∞

≤
∞∑
i=l

∥∥A′∥∥i

S1
‖Y − Y1‖`∞

≤
‖A′‖l

S1

1− ‖A′‖S1

‖Y − Y1‖`∞
.

Ainsi (Yl)≥1 est une suite de Cauchy de `∞ qui est complet, donc il existe une
matrice colonne η ∈ `∞ telle que :

lim
l→∞

‖Yl − η‖`∞
= 0.

Enfin,

lim
l→∞

∥∥∥∥(1
ν
B −A′Yl

)
−
(

1
ν
B −A′η

)∥∥∥∥
`∞

≤
∥∥A′∥∥

S1
lim
l→∞

‖Yl − η‖`∞
.

Or
lim
l→∞

‖Yl − η‖`∞
= 0,

d’où :
lim
l→∞

‖Φ(Yl)− Φ(η)‖`∞
= 0.

Soit Φ(η) = η ou encore Aη = B. Il reste la question de l’unicité de η solution
de (3.1) dans `∞. Soit η1 et η2 deux éléments de `∞ solutions de (3.1) on a :

‖η1 − η2‖`∞
≤
∥∥A′∥∥

S1
‖η1 − η2‖`∞

inégalité vérifiée dans le seul cas où η1 = η2. Donc l’équation (3.1) admet X = η

pour solution unique dans s1.
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Corollaire 3.4. Soit ν un réel strictement positif, B ∈ `∞ et A une matrice
infinie telle que : ‖A+ νI‖S1

< ν. Alors, l’équation AX = B admet une so-
lution unique dans `∞. Ce résultat découle du fait que A + νI = − (−A− νI),
ainsi ‖A+ νI‖S1

< ν équivaut à ‖−A− νI‖S1
< ν et le résultat s’applique en

remplaçant A par −A.

3.3 Inverse d’une matrice infinie dans S1 et ap-

plication à la résolution de l’équation AX =

B.

3.3.1 L’algèbre de Banach S1.

Proposition 3.5. [14] L’espace S1 muni de la norme ‖A‖S1
est une algèbre de

Banach unitaire.

Preuve. En effet on sait que S1 est un espace vectoriel et d’après le Lemme 3.1
on déduit que si (A,A′) ∈ (S1)2 alors AA′ est bien dans S1 et∥∥AA′∥∥

S1
≤ ‖A‖S1

∥∥A′∥∥
S1
.

D’autre part pour tout n, m, N ∈ N∗ l’égalité :

N∑
k=1

ank(a′km + a′′km) =
N∑

k=1

anka
′
km +

N∑
k=1

anka
′′
km

reste vraie lorsque N augmente indéfiniment, car A, A′, A′′ appartenant à S1 il
s’ensuit que AA′ +AA′′ et A(A′ +A′′) ∈ S1.

Montrons que A (A′A′′) = (AA′)A′′. Soient n, m, N1, et N2 quatre entiers
supérieurs à 1. L’égalité :

N1∑
k=1

ank

N2∑
l=1

(a′kla
′′
lm) =

N1∑
l=1

(
N2∑
k=1

anka
′
kl

)
a′′lm

reste vraie lorsque N1, N2 augmentent indéfiniment, ce qui montre que la multi-
plication est associative et que A (A′A′′) = (AA′)A′′.

Par ailleurs, pour tout scalaire λ, A et A′ ∈ S1 on a immédiatement :

λ(AA′) = (λA)A′ = A(λA′).

Du point de vue topologique, montrons que S1 est complet. Soit A(l) =
(anm(l))n,m≥1 une suite Cauchy de S1. Soit ε > 0 donné. Il existe Nε > 0 tel
que pour l, s > Nε on a :

‖A(l)−A(s)‖S1
:= sup

n

(∑
m

|anm(l)− anm(s)|

)
≤ ε.
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Or (anm(l))n,m≥1 est une suite de C, convergente pour tout n et m, car C est
complet , d’où

anm = lim
l→∞

anm(l). (3.2)

Si maintenant on fixe s = s0 > Nε, on a pour tous n, l > Nε

lim
l

∑
m

|anm(l)− anm(s0)| =
∑
m

lim
l
|anm(l)− anm(s0)|

=
∑
m

|anm − anm(s0)| ≤ ε.

L’expression (3.2) permet de déduire que :

sup
n

∑
m

|anm − anm(s)| ≤ ε pour tout s > Nε.

Par passage à la limite, on déduit que

lim
s
‖A−A(s)‖S1

= 0.

On conclut que A = A − A(s)+ A(s) ∈ S1 et S1 est complet. On notera I =
(δnm), (δnm étant le symbole de Kronecker), I est bien un élément neutre pour
la multiplication des matrices dans S1.

Remarque 3.6. L’espace `1 étant un espace de type BK ayant la propriété AK
on a

B (`1) = (`1, `1)

et (`1, `1) est une algèbre de Banach unitaire.

3.3.2 Application à la résolution de AX = B

La sous section précédente permet d’étudier l’équation AX = B et d’expliciter
la solution unique de celle-ci. Soit ν un réel strictement positif. Dans la suite il
sera plus pratique d’utiliser la notation

Γ1 =
{
A : ‖I −A‖S1

< 1
}
.

On est amené à étudier les 3 situations suivantes (1/ν)A ∈ Γ1, D1/aA ∈ Γ1 et
AD1/a ∈ Γ1 où a = (ann)n≥1 ∈ U et D1/a est la matrice diagonale associée à la
suite 1/a.

Cas où (1/ν)A ∈ Γ1

L’avantage de ce résultat par rapport à la Proposition 3.3 réside dans l’ex-
pression de la solution du système, on a ainsi,
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Proposition 3.7. Soit ν > 0. Supposons que 1/ν A ∈ Γ1. Alors pour tout B ∈ `∞
l’équation AX = B admet dans `∞ une solution unique X0, définie par

X0 =
1
ν

∞∑
i=0

(
I − 1

ν
A

)i

B.

Preuve. Soit B ∈ `∞. L’équation AX = B est équivalente à(
1
ν
A

)
X =

1
ν
B. (3.3)

On a 1/ν A ∈ Γ1 équivaut à ∥∥∥∥I − 1
ν
A

∥∥∥∥
S1

< 1.

L’espace S1 étant une algèbre de Banach, on déduit que la matrice 1/ν A est
inversible et que (1/ν A)−1 ∈ S1. En multipliant chaque membre de l’égalité
(3.3) par (1/ν A)−1 on voit qu’elle est équivalente à(

1
ν
A

)−1 [(1
ν
A

)
X

]
=
(

1
ν
A

)−1 1
ν
B.

Comme (1/ν A)−1, (1/ν A) ∈ S1 et X ∈ `∞ on a

(
1
ν
A

)−1 [(1
ν
A

)
X

]
=

[(
1
ν
A

)−1(1
ν
A

)]
X = X pour tout X ∈ `∞.

On conclut que

X =
(

1
ν
A

)−1 1
ν
B =

∞∑
i=0

(
I − 1

ν
A

)i 1
ν
B

est l’unique solution de AX = B.

Remarque 3.8. La solution unique précédente n’est autre que X = A−1B.

On déduit facilement le corollaire suivant.

Corollaire 3.9. Soit A une matrice appartenant à Γ1. Alors pour tout B ∈ `∞
l’équation AX = B admet dans `∞ une solution unique X0, définie par

X0 =
∞∑
i=0

(I −A)iB.
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Exemple 3.10. On considère la matrice Aξ où |ξ| < 1, définie par

Aξ =



1 ξ

1 ξ 0
. .

0 1 ξ

1 .

.


.

On voit aisément que
‖I −Aξ‖S1

= |ξ| < 1

et l’équation
AξX = B

où B ∈ `∞, admet une solution unique dans `∞. D’après le paragraphe 2.4 du
Chapitre I on sait que Aξ = ϕ(f) avec f(z) = 1 + ξz, et comme

1
1 + ξz

=
∞∑

n=0

(−1)n ξnzn avec |ξ| < 1,

on déduit que

A−1
ξ = ϕ(f−1) = ϕ

(
1

1 + ξz

)
,

et alors :

A−1
ξ =



1 −ξ . . (−ξ)m−1 . . .
. . .

1 −ξ . . . (−ξ)m−n

. . .

.

0


.

Notons qu’ici on a

A−1
ξ =

∞∑
i=0

(I −Aξ)i .

Donc AξX = B où B ∈ `∞ admet une solution unique dans `∞ donnée par

X = A−1
ξ B =

( ∞∑
m=n

(−ξ)m−nbn

)
n≥1

.

Il est important de remarquer que cette même équation admet une infinité de
solutions appartenant à s\`∞ et que

KerAξ ∩ s 6= {0} , et dim (KerAξ ∩ s) = 1.
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En effet, l’équation
AξX = 0

équivaut au système linéaire infini
x1 + ξx2 = 0
x2 + ξx3 = 0
x3 + ξx4 = 0

...

lui-même équivalent à 

x2 = −1
ξx1

x3 = −1
ξx2 =

(
−1

ξ

)2
x1

...

xn =
(
−1

ξ

)n−1
x1

....

D’où

KerAξ =


((

−1
ξ

)n−1

x1

)
n≥1

: x1 ∈ R

 .

Cas où D1/aA ∈ Γ1 ou AD1/a ∈ Γ1.

Soit a = (ann)n≥1 ∈ U . Nous nous placerons ici dans un cadre plus général
où D1/aB = (bn/ann)n≥1 ∈ `∞. On utilisera ici l’espace sτ = Dτ `∞ dont les
éléments X = (xn) vérifient xn/τn = O(1) et qui sera étudié au paragraphe
3.4.1.

Proposition 3.11. Soient A = (anm)n,m≥1 ∈M et B = (bn)n ∈ s.
(i) On suppose que les hypothèses suivantes sont vérifiées.
(a) (

bn
ann

)
n≥1

∈ `∞,

(b)
D 1

a
A ∈ Γ1.

Alors l’équation AX = B admet une solution unique dans `∞ donnée par

X =
(
D 1

a
A
)−1

D 1
a
B =

∞∑
n=0

(
I −D 1

a
A
)n
D 1

a
B.

(ii) On suppose que B ∈ `∞ et que

AD 1
a
∈ Γ1.
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Alors l’équation AX = B admet une solution unique dans s1/a = D1/a`∞ donnée
par

X = D 1
a

(
AD 1

a

)−1
B = D 1

a

∞∑
n=0

(
I −AD 1

a

)n
B.

Preuve. (i) Soit B = (bn)n ∈ s. D’après le Corollaire 3.9 l’application X 7→
D1/aAX est bijective de `∞ dans `∞ et l’équation AX = B est équivalente à

D 1
a

(AX) =
(
D 1

a
A
)
X = D 1

a
B,

or d’après les hypothèses (a) et (b) on a D1/aB ∈ `∞ et

∥∥∥I −D 1
a
A
∥∥∥

S1

= sup
n

 1
|ann|

∞∑
m6=n
m=1

|anm|

 < 1.

Cela implique que l’équation AX = B admet une solution unique X ∈ `∞ définie
par

X =
(
D 1

a
A
)−1

D 1
a
B =

∞∑
n=0

(
I −D 1

a
A
)n
D 1

a
B.

(ii) On suppose que B ∈ `∞ et que

sup
n

 ∞∑
m6=n
m=1

∣∣∣∣ anm

amm

∣∣∣∣
 < 1.

Alors ∥∥∥I −AD 1
a

∥∥∥
S1

< 1 et D 1
a
B ∈ D 1

a
`∞ = s 1

a
.

Donc en utilisant le Corollaire 3.9 l’équation AX = B admet une solution unique
dans s1/a = D1/a`∞ donnée par

X = D 1
a

(
AD 1

a

)−1
B = D 1

a

∞∑
n=0

(
I −AD 1

a

)n
B.

D’où le résultat.
Dans la suite nous donnons des exemples qui illustrent la première partie de

la Proposition 3.11.

Exemple 3.12. Soit a dans C où |a| < 1. Considérons l’équation AX = B où
(bn/n)n≥1 ∈ `∞, telle que

A =



1 a

2 a 0
3 a

0 . .

. .

.


.
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On a

D( 1
n)

n

A =



1 a

1 a/2 0
1 a/3

0 . .

. .


,

et

∥∥∥I −D( 1
n)

n

A
∥∥∥

S1

= sup
n

∑
m6=n
m6=1

∣∣∣anm

n

∣∣∣
 = sup

n

 1
n

∑
m6=n
m6=1

|anm|


= sup

n

(∣∣∣a
n

∣∣∣) ≤ |a| < 1.

Donc d’après la Proposition 3.11 l’équation AX = B avec B ∈ s(n)n
admet une

solution unique dans s1 = `∞ définie par

X =
(
D( 1

n)
n

A
)−1

D( 1
n)

n

B

=
∞∑

n=0

(
I −D( 1

n)
n

A
)n
D( 1

n)
n

B.

Exemple 3.13. On considère le système linéaire infini Aδ0X = B où B ∈ `∞,
et Aδ0 = (anm)n,m≥1 est définie par

anm =

{
1/2n+m pour m 6= n,

δ0 pour tout m = n,

c’est-à-dire :

Aδ0 =



δ0
1
23

1
24

1
25 . . 1

2N .
1
23 δ0

1
25 . . . .

1
24

1
25 δ0 . . .

1
25 . . . .

. . . . .

. . . .
1

2N . δ0
. .


,

L’hypothèse (i) est vérifiée pour δ0 6= 0. Vérifions ensuite l’hypothèse (ii). On
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voit aisément que

∥∥∥∥I − 1
δ0
Aδ0

∥∥∥∥
S1

= sup
n≥1

 1
|δ0|

∞∑
m=1,m 6=n

1
2n+m


≤ 1

|δ0|

∞∑
k=3

1
2k

=
1
|δ0|

1
4
.

D’où ∥∥∥∥I − 1
δ0
Aδ0

∥∥∥∥
S1

< 1 si |δ0| >
1
4
.

On conclut que Aδ0X = B où B ∈ `∞ admet une solution unique dans `∞ si
|δ0| > 1/4.

Donnons ici un exemple où l’on voit que (i) et (ii) de la Proposition 3.11 ne
sont pas équivalentes, (chacune d’elles ayant son utilité).

Exemple 3.14. Soit

A =


3 0
2 32

22 33

0 . .

 .

Dans cet exemple a = (3n)n, et

AD1/a =



1 0
2
3 1

22

32 1

. .

0 . .


.

Donc on obtient ∥∥I −AD1/a

∥∥
S1

= 2/3 < 1,

et d’après la Proposition 3.11 (ii), si B ∈ s1 l’équation

AX = B

admet dans s1/a = s(1/3n)n
une seule solution

X = A−1B. (3.4)
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Par ailleurs on a

D1/aA =



1 0
2
32 1

22

33 1

. .

0 . .


.

D’après la Proposition 3.11 (i), si∥∥I −D1/aA
∥∥

S1
= 2/9 < 1,

et D1/aB ∈ s1, c-à-d si B ∈ s(3n)n
l’équation AX = B admet dans s1 = `∞ la

seule solution (3.4).

Maintenant considérons le système linéaire infini

2n−1xn−1 + 3nxn = 3n n = 1, 2, ...

avec la convention x0 = 0. Il est équivalent à AX = B où B = (3n)n. On voit que
B ∈ s(3n)n

, la Proposition 3.11 (i) s’applique, et la solution unique de ce système
est dans `∞. Par contre la Proposition 3.11 (ii) ne s’applique pas car B /∈ s1.

Une autre façon d’écrire la partie (i) de la Proposition 3.11 donne la formu-
lation suivante.

Corollaire 3.15. Soit A = (anm)n,m≥1 ∈M et B = (bn)n ∈ s tels que :
(i) (bn/ann)n≥1 ∈ `∞.
(ii) Il existe ε0 > 0 tel que pour tout n on a :

∞∑
m=1

|anm| ≤ (2− ε0) |ann| .

Alors l’équation AX = B admet une solution unique dans `∞.

Preuve. On a :( ∞∑
m=1

|anm|

)
− |ann| ≤ (1− ε) |ann| , d’après (ii)

Donc :

sup
n

 1
|ann|

∞∑
m6=n
m=1

|anm|

 ≤ 1− ε.

Maintenant, si on pose a = (ann)n≥1 on a :

∥∥I −D1/aA
∥∥

S1
= sup

n

 1
|ann|

∞∑
m6=n
m=1

|anm|

 < 1.
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Donc D1/aA est inversible. D’autre part : AX = B équivaut à l’équation

D1/aA.X = B′ où B′ = D1/aB

Mais B′ ∈ `∞, donc la solution unique de l’équation AX = B dans `∞ est définie
par :

X0 =
∞∑

n=0

(I −D1/aA)nB.

D’où la démonstration.

Remarque 3.16. Le procédé utilisé consiste en fait ”normer” la diagonale de
A afin que DaA − I ne possède que des zéros sur la diagonale ; pour résoudre
l’équation AX = B, aucun des éléments diagonaux de A n’étant nul , on peut
toujours se ramener à : (I + A′)X = B, A′ayant une diagonale nulle. Pour que
le problème ait une solution il faut que les termes a′nm de A′ pour n 6= m soient
”assez petits”.

Lorsque AD ∈ Γ1 où D est une matrice diagonale, on obtient le résultat
suivant.

Proposition 3.17. Soit A un élément de M , tel qu’il existe une matrice diago-
nale D ∈ S1 telle que

‖I −AD‖S1
< 1.

Alors l’équation AX = B où B ∈ `∞, admet dans s au moins une solution :

X1 =
∞∑
l=0

D(I −AD)lB (3.5)

Preuve. La matrice AD admet C pour inverse dans S1, donc A admet DC pour
inverse à droite. Le produit A′ = DC existe car D, C ∈ S1. Donc les équations
AX = B et X = DX ′ s’écrivent encore :

(AD)X ′ = B et X = DX ′.

D’où :

X ′ = A′.B =
∞∑
l=0

(I −AD)lB,

et la continuité de l’application : X → DX de `∞ dans lui-même permet d’en
déduire (3.5).
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3.4 Matrices considérées comme des opérateurs

dans sτ . Généralisation de S1

3.4.1 Les espace sτ et Sτ

Dans ce paragraphe on considère l’espace sτ , que nous réétudierons au Cha-
pitre V. Cet espace est défini par

sτ =
{
X = (xn)n≥1 ∈ s :

xn

τn
= O(1) (n→∞)

}
,

où τ ∈ U+. L’espace sτ est un espace de type BK normé par

‖X‖sτ
= sup

n≥1

(
|xn|
τn

)
.

Voir [12, 25, 36, 24, 39]. Lorsque τ = (rn)n≥1 on écrit sτ = sr pour simplifier et
quand r = 1, nous obtenons s1 = `∞. Si on pose e = (1, 1, ...), alors on obtient

se = s1 = `∞.

On verra que pour toute suite τ ∈ U+ telle que K1 ≤ τn ≤ K2 pour tout n, où
K1, K2 > 0 on a sτ = se = s1 = `∞. Pour tout scalaire λ > 0 on a sλe = sλ = s1.
Nous avons aussi sλτ = sτ pour λ > 0 et τ ∈ U+.
Soient τ, ν ∈ U+. On note Sτ,ν l’ensemble de matrices infinies A = (anm)n,m≥1

telles que

‖A‖Sτ,ν
= sup

n≥1

(
1
νn

∞∑
m=1

|anm| τm

)
<∞.

Notons que l’ensemble Sτ,ν est un espace de Banach normé par ‖A‖Sτ,ν
. Cet

espace est relié à l’espace S1 par le théorème suivant :

Théorème 3.18. [23, Lemme 7, p. 49] Soit A = (anm)n,m≥1 une matrice infinie.
On a A ∈ Sτ,ν si et seulement si D1/νADτ = (anmτm/νn)nm ∈ S1.

En particulier, si τ = ν on obtient l’espace

Sτ = Sτ,τ = (sτ , sτ ) .

Cet espace est un espace de Banach normé par ‖A‖Sτ
. D’autre part, si τ =

(rn)n≥1 et ν = (un)n≥1 on note Sτ,ν = Sr,u. Il est connu, voir [47], que A ∈ (sr, su)
si et seulement si M ∈ Sr,u. Donc nous pouvons écrire (sr, su) = Sr,u. Quand
r = u nous obtenons l’algèbre de Banach avec identité Sr,u = Sr, normé par
‖A‖Sr

= ‖A‖Sr,r
(voir [24]). Nous avons aussi A ∈ (sr, su) si et seulement

si A ∈ Sr. Après avoir défini l’espace Sτ qui généralise l’espace S1 on énonce
des propriétés de la matrice de Toeplitz dans Sr, puis on donne un exemple de
résolution de l’équation AX = B où A ∈ (sr, sr) .
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3.4.2 Matrices triangulaires de Toeplitz dans Sr et séries

entières

Une matrice de Toeplitz est une matrice infinie dont les éléments sont de la
forme [M]nm = am−n avec n,m ≥ 1. Ici nous nous concentrons sur les matrices
triangulaires de Toeplitz et considérons M comme un opérateur défini de sr dans
lui même, r > 0. Soit

f (z) =
∞∑

k=0

akz
k (3.6)

une série entière définie dans le disque ouvert |z| < R. Rappelons que nous
pouvons associer à f la matrice triangulaire supérieure infinie de Toeplitz M =
ϕ (f) ∈

⋂
0<r<R

Sr définie par

ϕ (f) =


a0 a1 a2 .

a0 a1 .

0 a0 .

.

 ,

et que l’application ϕ : f 7→ M est un isomorphisme de l’algèbre de séries
définies sur le disque |z| < R dans l’algèbre M de matrices correspondantes.
Plus précisément on a ϕ

(
fN
)

= [ϕ (f)]N . Dans la suite nous utiliserons la
notation |f |• (z) =

∑∞
k=0 |ak| zk. Il est évident que |fg|• (r) n’est pas égale à

|f |• (r)× |g|• (r) pour r < R, où f (z) et g (z) sont des séries entières définies sur
|z| < R. D’autre part si on prend f (z) = 1 + z, il est facile de voir que 1/ |f |• (r)
n’est pas égal à |1/f |• (r) =

∑∞
k=0

∣∣∣(−1)k
∣∣∣ rk = 1/ (1− r) pour r < 1.

Lemme 3.19. [57] Soit f une fonction définie par (3.6) et soit 0 < r < R.
Donc

(i) a) ‖ϕ (f)‖Sr
=
∥∥t (ϕ (f))

∥∥
S1/r

= |f |• (r).

b) ‖ϕ (−f)‖Sr
= ‖ϕ (f)‖Sr

.

(ii) a) Pour tout entier N on a

ϕ
(
fN
)
∈ Sr et t

(
ϕ
(
fN
))
∈ S1/r;

b)
∥∥ϕ (fN

)∥∥
Sr
≤ [|f |• (r)]N et

∥∥t
(
ϕ
(
fN
))∥∥

S1/r
≤ [|f |• (r)]N .

c) Si an ≥ 0 pour tout n donc∥∥∥[ϕ (f)]N
∥∥∥

Sr

= ‖ϕ (f)‖N
Sr

= fN (r) .

(iii) Supposons que a0 6= 0 et que la série

1
f (z)

=
∞∑

k=0

a′kz
k
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ait un rayon de convergence R′ > 0. Alors pour tout 0 < r < R′ on a

ϕ

(
1
f

)
= [ϕ (f)]−1 ∈ Sr

et ∥∥∥[ϕ (f)]−1
∥∥∥

Sr

≥ 1
|f |• (r)

. (3.7)

Preuve. (i) a) Puisque la série (3.6) est convergente pour |z| < R on a

‖ϕ (f)‖Sr
= sup

n

(
1
rn

∞∑
m=n

|am−n| rm

)

=
∞∑

k=0

|ak| rk = |f |• (r) <∞ pour tout r < R.

Concernant la transposée de ϕ (f) on a

[
tϕ (f)

]
nm

=

{
an−m pour m ≤ n,

0 sinon.

On déduit

∥∥tϕ (f)
∥∥

S1/r
= sup

n

(
rn

n∑
m=1

|an−m|
1
rm

)

=
∞∑

k=0

|ak| rk = |f |• (r) <∞ pour tout r < R.

b) est une conséquence directe de a).
(ii) a) Puisque Sr est une algèbre de Banach et ϕ (f) ∈ Sr on a ϕ

(
fN
)
∈ Sr.

De la même façon tϕ (f) ∈ S1/r implique tϕ
(
fN
)
∈ S1/r pour tout 0 < r < R. (ii)

b) vient de (i) a) et du fait que dans l’algèbre de Banach Sr on a
∥∥ϕ (fN

)∥∥
Sr
≤(

‖ϕ (f)‖Sr

)N .
(ii) c) Puisque les ak sont positifs la série entière fN (z) est de forme∑∞

k=0 ckz
k et ck ≥ 0 et d’après (i) a) on a∥∥ϕ (fN

)∥∥
Sr

=
∣∣fN

∣∣• (r) = fN (r) = ‖ϕ (f)‖N
Sr
.

(iii) a été montré dans [88] et l’inégalité (3.7) vient de (i) a) et du fait que Sr

est une algèbre de Banach, donc on a∥∥∥∥ϕ( 1
f

)∥∥∥∥
Sr

=
∥∥∥[ϕ (f)]−1

∥∥∥
Sr

≥ 1
‖ϕ (f)‖Sr

=
1

|f |• (r)
.
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RÉSOLUTION DE L’ÉQUATION AX = B

Remarque 3.20. D’après (ii) c) on déduit que l’égalité
∞∑

m=n

[
[ϕ (f)]N

]
nm

rm = rnfN (r) ,

est satisfaite pour tout entier n et pour tout r tel que 0 < r < R.

On donne maintenant une application directe de ce lemme permettant de
résoudre les systèmes linéaires infinis.

Exemple 3.21. Soit a ∈ C et posons

M = ϕ (eaz) =


1 a

1!
a2

2! . .

1 a
1!

a2

2! .

1 a
1! .

0 . .

.

 .

Considérons le système linéaire infini représenté par

MX = b, (3.8)

où b ∈ sr. Ce système peut s’écrire sous la forme
∞∑

m=n

am−n

(m− n)!
xm = bn n = 1, 2, ...

Donc I −M = ϕ (g) où

g (z) = 1− eaz = −
∞∑

k=1

ak

k!
zk,

et en utilisant le Lemme 3.19 (i) on a

‖I −M‖Sr
= |g|• (r) =

∞∑
k=1

|ar|k

k!
= e|a|r − 1 < 1,

donc ‖I −M‖Sr
< 1 pour r < (ln 2) / |a|. Comme Sr est une algère de Banach,

M est inversible et M−1 ∈ Sr. Donc l’équation (3.8) est équivalente à

M−1 (MX) = X = M−1b pour tout X ∈ sr,

voir [73, 15, 16]. On conclut que pour r < (ln 2) / |a| l’équation (3.8) où b ∈ sr

possède une solution unique dans sr définie par

X = M−1b = ϕ
(
e−az

)
b,

ce qui implique

xn =
∞∑

m=n

(−1)m−n am−n

(m− n)!
bm n = 1, 2, ...



Chapitre 4

Systèmes différentiels infinis

4.1 Introduction

Dans ce chapitre on s’intéresse à la résolution des systèmes différentiels
linéaires infinis de la forme

X ′ (t) = TX (t) +B, (4.1)

où T = (tnm)n,m≥1 ∈ £, c’est à dire

T =


t11
t21 t22
. . .

tn1 tn2 . tnn

. . . . .

 ,

avec tnn 6= 0 pour tout n, et B = (bn)n≥1 est une suite donnée. On se limite
ici aux cas où T est l’une des matrices ∆ (λ), C (λ), ou la matrice de moyenne
pondérée N q.

L’équation (4.1) peut aussi être écrite sous la forme

x′n (t) =
n∑

k=1

tnkxk (t) + bn n = 1, 2, ....

En appliquant la transformée de Laplace à la fonction t 7→ xn(t) on voit que
l’équation (4.1) s’écrit sous la forme

TX = B̂, (4.2)

69
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où T ∈ £ et B̂ =
(
b̂n

)
n≥1

est une suite. L’équation (4.2) s’écrit donc sous la

forme
n∑

k=1

tnkxk = b̂n, n = 1, 2, ...

On a vu que T ∈ (s, s) étant un triangle, il est inversible. On note T−1 cet
inverse. Dans l’espace s l’équation (4.2) possède une solution unique donnée par
X = T−1B̂. Notons que cette propriété n’est pas toujours vraie pour tout sous-
espace de s. En effet, il suffit de considérer l’opérateur ∆ ∈ (`∞, `∞) défini par
∆X = (xn − xn−1)n≥1 . Il est clair que ∆ est non surjective car l’unique solution
de l’équation ∆X = e est donnée par X = (n)n≥1 /∈ `∞. Donc dans le sous-espace
`∞ l’équation ∆X = e n’admet pas une solution dans `∞.

4.2 Etude de l’équation ∆ (λ, µ) X = B

Soient λ = (λn)n≥1 , µ = (µn)n≥1 deux suites dans s. Nous considérons ici le
cas d’une matrice bidiagonales ∆ (λ, µ) qui généralise la définition précédente de
∆ (λ) où ∆ (λ, λ) = ∆ (λ). Nous utiliserons cette matrice pour la résolution de
certains systèmes différentiels infinis.

∆ (λ, µ) =


λ1

−µ1 λ2 0
. .

0 −µn−1 λn

. .

 .

Il est facile de voir que ∆ (λ, 0) = Dλ et ∆ (e, e) = ∆. Pour toutes suites λ, µ,
ν = (νn)n≥1 , ξ = (ξn)n≥1 ∈ s, on a

∆ (λ, µ) + ∆ (ν, ξ) = ∆ (λ+ ν, µ+ ξ) ,

et
Dν∆ (λ, µ) = ∆

(
νλ, ν+µ

)
,

avec ν+ = (ν2, ν3, ..., νn, ...) .
Notons que la matrice ∆ (λ, µ) ainsi que son inverse, noté C (λ, µ) , appar-

tiennent à £. On obtient donc

C (λ, µ) = (∆ (λ, µ))−1 = (cnm)n,m≥1 ,

avec

cnm =



1
λn

si n = m,

1
λn

n−1∏
i=m

µi

λi
si m < n,

0 sinon.
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(cf. [25, p. 166]). Il est clair que C (λ) = C (λ, λ) . En prenant λ = e on obtient
∆ (e) = ∆ (e, e) = ∆ et C (e) = C (e, e) = Σ.

Proposition 4.1. [36, Lemme 10, p.15] Soient τ ∈ U+ et µ ∈ s. Si

lim
n→∞

(
|µn−1|

τn−1

τn

)
< 1, (4.3)

alors l’opérateur ∆ (e, µ) est bijectif de sτ dans lui même.

Preuve. Considérons la matrice Σ(k) (µ) définie par

Σ(k) (µ) =


[
∆(k) (e, µ)

]−1

1 0
0 .

.

 ,

où ∆(k) (e, µ) est la matrice finie dont les éléments sont ceux des k premières
lignes et des k premières colonnes de ∆ (e, µ) .

On obtient Σ(k) (µ) ∆ (e, µ) = (anm)n,m≥1 , avec ann = 1 pour tout n ;
an,n−1 = −µn pour tout n ≥ k + 1; et anm = 0 dans les autres cas.

De (4.3), on déduit que il existe un entier k ≥ 1, tel que∥∥∥I − Σ(k) (µ) ∆ (e, µ)
∥∥∥

S1

< 1.

Pour tout Y ∈ sτ , on voit que Σ(k) (µ)Y ∈ sτ . Donc l’équation ∆ (e, µ)X = Y

admet une unique solution dans sτ pour tout Y ∈ sτ car elle est équivalente à
l’équation (

Σ(k) (µ) ∆ (e, µ)
)
X = Σ(k) (µ)Y.

Cela implique que ∆ (e, µ) est bijective de sτ dans lui même.

Corollaire 4.2. Soit µ ∈ s. Si

lim
n→∞

(|µn|) < 1,

alors l’opérateur ∆ (e, µ) est bijectif de `∞ dans `∞.

Preuve. En supposant τ = e = (1, 1, ...) dans le Lemme précédent, on déduit
que ∆ (e, µ) est bijective de se dans lui même. Or il est clair que se = `∞. D’où
le résultat.

En remarquant que

D 1
λ

∆ (λ, µ) =



1
−µ1

λ2
1
. . 0

. 1
0 −µn−1

λn
.

,


.
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on déduit du lemme précédent que la condition

lim
n→∞

(∣∣∣∣µn−1

λn

∣∣∣∣) < 1,

implique que
D 1

λ
∆ (λ, µ) : `∞ → `∞

est bijective et ∆ (λ, µ) : `∞ → sλ l’est aussi. Donc l’équation

D 1
λ

∆ (λ, µ)X = B

où B ∈ `∞ possède une unique solution dans `∞ définie par

X = ∆ (λ, µ)−1DλB.

4.3 L’équation X ′ (t) = ∆ (λ) X (t) + B

Soit λ une suite pour laquelle les λn sont tous distincts. On considère
l’équation

X ′ (t) = ∆ (λ)X (t) +B avec xn (0) = xn,0 pour tout n. (4.4)

L’équation (4.4) est équivalente au système linéaire infini

x′n (t) = λnxn (t)− λn−1xn−1 (t) + bn n = 1, 2, ...

Pour résoudre l’équation (4.4) nous avons besoin de la décomposition en éléments
simples suivante.

Lemme 4.3. Soient ai, i = k, ..., n des réels distincts. Posons

F (x) =
1

x− an

n−1∏
j=k

aj

x− aj

On a

F (x) =
An

x− an
+

n−1∑
j=k

Aj

x− aj

avec

An =
n−1∏
j=k

aj

an − aj
et Aj =

aj

aj − an

n−1∏
l=k,l 6=j

al

aj − al
.

Maintenant on donne le résultat suivant.
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Théorème 4.4. L’équation (4.4) avec les conditions xn (0) = xn,0 pour tout n
possède une solution unique définie par

xn (t) =
−1
λn

n∑
k=1

bk +

[
xn,0 +

bn
λn

+
n−1∑
k=1

(
xk,0 +

bk
λn

)
(−1)n−kπkn

]
eλnt

+
n−1∑
k=1

[
n−1∑
i=k

(
xk,0

λi

λi − λn
π′kn(i) + bkπ

′′
kn(i)

)
(−1)n−keλit

]
, (4.5)

où

πkn =
n−1∏
i=k

λi

λn − λi
, π′kn =

n−1∏
j=k
j 6=i

λj

λi − λj
et π

′′
kn(i) = π′kn

1
λi − λn

.

Preuve. Appliquons la transformée de Laplace avec

 L (xn (t)) = Xn (p) = Xn

on obtient immédiatement

 L
[
x′n (t)

]
= pXn − xn,0,  L (bn) =

bn
p

et l’équation (4.4) est équivalente à

λn−1Xn−1 + (p− λn)Xn = xn,0 +
bn
p

n = 1, 2, ...

On est amené à résoudre l’équation TλX = B′ où

Tλ =


p− λ1

λ1 p− λ2 0
. .

0 λn−1 p− λn

. .

 ,

B′ = (b′n)n≥1 et

b′n = xn,0 +
bn
p

pour tout n.

On déduit du paragraphe 4.2 que

[
T−1

λ

]
nk

=



1
p−λn

n−1∏
i=k

−λi
p−λi

si k < n,

1
p−λn

si k = n,

0 sinon.
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c-à-d

T−1
λ =



1
p−λ1

. 1
p−λ2

0
. .

. 1
p−λn

n−1∏
i=k

−λi
p−λi

. 1
p−λn

. .


.

Pour simplifier, on écrit

Xn =
1

p− λn

[
b′n +

n−1∑
k=1

(
n−1∏
i=k

(−1)n−kλi

p− λi

)
b′k

]

=
xn,0

p− λn
+

bn
p (p− λn)

+
n−1∑
k=1

1
p− λn

(
n−1∏
i=k

(−1)n−kλi

p− λi

)(
xk,0 +

bk
p

)
.

On a

Xn =
xn,0

p− λn
+

bn
p (p− λn)

+
n−1∑
k=1

[
χnk (p)xk,0 + χ′nk (p) bk

]
, (4.6)

avec

χnk (p) =
1

p− λn

n−1∏
i=k

(−1)n−k λi

p− λi
et χ′nk (p) =

1
p (p− λn)

n−1∏
i=k

(−1)n−k λi

p− λi
.

En utilisant la Lemme 4.3, la décomposition en éléments simples donne

χnk (p) =
n−1∏
i=k

(
(−1)n−k λi

λn − λi

)
1

p− λn
+

n−1∑
i=k

λi

λi − λn

n−1∏
j=k
j 6=i

(−1)n−k λj

λi − λj

 1
p− λi

,

et

χ′nk (p) =
(
−1
λn

)
1
p

+
(−1)n−k

p

n−1∏
i=k

(
λi

λn − λi

)
1

p− λn
+

n−1∑
i=k

(−1)n−k

λi − λn

n−1∏
j=k
j 6=i

(
λj

λi − λj

)
1

p− λi
.

En appliquant  L−1 à (4.6) on obtient immédiatement

xn (t) = xn,0  L−1

(
1

p− λn

)
+ bn  L−1

[
1

p (p− λn)

]
+

n−1∑
k=1

xk,0  L−1 (χnk (p)) +
n−1∑
k=1

bk  L−1
(
χ′nk (p)

)
(4.7)

d’autre part, on a successivement

 L−1

[
1

p (p− λn)

]
=  L−1

[
− 1
pλn

+
1

λn (p− λn)

]
= − 1

λn
+

1
λn
eλnt (4.8)
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 L−1 (χnk (p)) =  L−1

[
(−1)n−k πkn

p− λn
+

n−1∑
i=k

(−1)n−k λi

λi − λn
π′kn

1
p− λi

]

= (−1)n−kπkne
λnt +

n−1∑
i=k

(−1)n−k λi

λi − λn
π′kne

λit, (4.9)

et

 L−1
(
χ′nk (p)

)
=  L−1

[
−1
pλn

+ (−1)n−k 1
λn

πkn

p− λn
+

n−1∑
i=k

(−1)n−k π
′′
kn

p− λi

]

=
−1
λn

+ (−1)n−k 1
λn
πkne

λnt +
n−1∑
i=k

(−1)n−kπ
′′
kne

λit. (4.10)

D’après (4.7), (4.8), (4.9) et (4.10) on conclut que

xn (t) =
−1
λn

n∑
k=1

bk +

[
xn,0 +

bn
λn

+
n−1∑
k=1

(
xk,0 +

bk
λn

)
(−1)n−kπkn

]
eλnt

+
n−1∑
k=1

[
n−1∑
i=k

(
xk,0

λi

λi − λn
π′kn(i) + bkπ

′′
kn(i)

)
(−1)n−keλit

]
, (4.11)

D’où le résultat.
Dans ce qui suit on considère l’équation X ′ (t) = ∆ (λ)X (t) + B où X(t) =

(xn (t))n≥1 et on utilise la programmation Matlab afin de tracer les graphes des
fonctions t 7→ xn (t). Pour l’étude de cette équation on se limite aux dix premiers
termes de la suite X, on se donne les suites (bn) et (λn) et on suppose que
xn,0 = 0 pour n = 1, 2, ..., 10. Puis nous choisissons t ∈ [0, 1] tel que t = k/10,
k = 0, 1, 2, ..., 10. Le programme permet donc d’obtenir les graphes de xn (t))n≥1

pour n = 1, 2, ..., 10. On considère ici plusieurs cas.
1er cas. Quand (λn) est croissante et (bn) est décroissante sur l’intervalle [0, 1],
avec λn = n/10, bn = (11− n)/10 pour n = 1, 2, ..., 10, on obtient la figure 4.1.
2ème cas. Quand (λn) et (bn) sont décroissantes sur l’intervalle [0, 1], avec λn =
bn = (11− n)/10 pour n = 1, 2, ..., 10, on obtient la figure 4.2.
3ème cas. Lorsque (λn) est décroissante et (bn) est croissante sur l’intervalle [0, 1],
avec λn = (11− n)/10, bn = n/10 pour n = 1, 2, ..., 10, on obtient la figure 4.3.
4ème cas. Lorsque (λn) et (bn) sont croissantes sur l’intervalle [0, 1], avec λn =
bn = n/10 pour n = 1, 2, ..., 10, on obtient la figure 4.4.
5ème cas. Quand les λn sont décroissants sauf le dernier terme λ10 dont la valeur
est supérieure au maximum des λi pour 1 ≤ i ≤ 9 et les bn sont décroissants sur
l’intervalle [0, 1], on obtient donc la figure 4.5.
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Fig. 4.1: λn ↗ et bn ↘

Fig. 4.2: λn ↘ et bn ↘
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Fig. 4.3: λn ↘ et bn ↗

Fig. 4.4: λn ↗ et bn ↗
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Fig. 4.5: λn ↘ et bn ↘ sauf λ10 = 800

Dans la section suivante on étudie le cas où ∆ (λ) est remplacé par son inverse
C (λ) .

4.4 L’équation X ′ (t) = C (λ) X (t) + B

On s’intéresse ici à l’étude de l’équation

X ′ (t) = C (λ)X (t) +B, (4.12)

dans le cas où λn = λ pour tout n et dans le cas où les λn sont tous distincts.

Ensuite nous utilisons ces résultats pour étudier l’équation
X ′ (t) = N qX (t) + B. Dans la suite on suppose que les termes ayant un indice
négatif sont nuls.

4.4.1 L’équation X ′ (t) = 1
λΣX (t) + B.

Dans ce Paragraphe on suppose que λ est une suite pour laquelle les λn =
λ 6= 0. Cela implique que l’équation (4.12) est équivalente à l’équation

X ′ (t) =
1
λ

ΣX (t) +B, (4.13)

qui s’écrit sous la forme

x′n (t) =
1
λ

n∑
k=1

xk (t) + bn n = 1, 2, ....
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Dans la suite on donne le résultat suivant.

Théorème 4.5. Le système (4.13) où λn = λ 6= 0 pour tout n, vérifiant les
conditions xn (0) = xn,0 pour tout n possède une solution unique donnée par

xn (t) = et/λ
n∑

k=1

(xk,0 − xk−1,0)
n−k∑
s=0

Cs
n−k

(
t

λ

)s 1
s!

+λet/λ
n∑

k=1

βk

n−k−1∑
s=0

Cs
n−k−1

(
t

λ

)s+1 1
(s+ 1)!

,

avec βn = bn − bn−1 pour tout n.

Preuve. Comme ∆ = Σ−1 l’équation (4.13) est équivalente à

λ∆X ′ (t) = X (t) + λ∆B,

cela implique que l’équation (4.13) est équivalente à

λ
(
x′n (t)− x′n−1 (t)

)
= xn (t) + λ (bn − bn−1) , n = 1, 2, .... (4.14)

où x′n (0) = 0. Maintenant en appliquant la transformée de Laplace avec
 L [xn (t)] = Xn(p) = Xn on obtient immédiatement

 L
[
x′n (t)

]
= pXn − xn,0,  L [bn − bn−1] =

(bn − bn−1)
p

,

et en supposant βn = ∆bn pour tout n, l’équation (4.14) est équivalente à

(pλ− 1)Xn − pλXn−1 = λ

(
xn,0 − xn−1,0 +

βn

p

)
n = 1, 2, ....

Cette dernière équation est équivalente à l’équation matricielle

TX = B̂

où
[
B̂
]
n

=
(
b̂n

)
n≥1

avec

b̂n = λ

(
xn,0 − xn−1,0 +

βn

p

)
,

et T est le triangle

T =


pλ− 1
−pλ pλ− 1 0

. .

0 −pλ pλ− 1
. .

 .
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On déduit du paragraphe 4.2 que

T−1 =



1
pλ−1

pλ

(pλ−1)2
1

pλ−1 0

. . .
(pλ)n−1

(pλ−1)n . pλ

(pλ−1)2
1

pλ−1

. . . . .

 .

Cela signifie que[
T−1

]
n,k

= (pλ)n−k / (pλ− 1)n−k+1 pour k ≤ n.

Comme

(pλ)n−k =
n−k∑
i=0

Ci
n−k (pλ− 1)i ,

on déduit que

Xn =
n∑

k=1

(pλ)n−k

(pλ− 1)n−k+1
b̂k

=
n∑

k=1

λ

(
xk,0 − xk−1,0 +

βk

p

)
(pλ)n−k

(pλ− 1)n−k+1

=
n∑

k=1

λ (xk,0 − xk−1,0)
(pλ)n−k

(pλ− 1)n−k+1
+

n∑
k=1

λ

(
βk

p

)
(pλ)n−k

(pλ− 1)n−k+1

=
n∑

k=1

λ (xk,0 − xk−1,0)
(pλ)n−k

(pλ− 1)n−k+1
+

n∑
k=1

λ2βk
(pλ)n−k−1

(pλ− 1)n−k+1

=
n∑

k=1

λ (xk,0 − xk−1,0)
∑n−k

i=0 C
i
n−k (pλ− 1)i

(pλ− 1)n−k+1
+

n∑
k=1

λ2βk

∑n−k−1
i=0 Ci

n−k−1 (pλ− 1)i

(pλ− 1)n−k+1

=
n∑

k=1

λ (xk,0 − xk−1,0)
n−k∑
i=0

Ci
n−k

1

(pλ− 1)n−k−i+1

+
n∑

k=1

λ2βk

n−k−1∑
i=0

Ci
n−k−1

1

(pλ− 1)n−k−i+1

=
n∑

k=1

λ (xk,0 − xk−1,0)
n−k∑
i=0

Ci
n−k

1[
λ
(
p− 1

λ

)]n−k−i+1

+
n∑

k=1

λ2βk

n−k−1∑
i=0

Ci
n−k−1

1[
λ
(
p− 1

λ

)]n−k−i+1
.

D’autre part,

 L−1

[
1[

λ
(
p− 1

λ

)]n−k−i+1

]
=

1
λn−k−i+1

t
n−k−i

(n− k − i)!
et/λ,
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Donc on conclut

xn (t) =  L−1 [Xn]

=  L−1

[
n∑

k=1

λ (xk,0 − xk−1,0)
n−k∑
i=0

Ci
n−k

1[
λ
(
p− 1

λ

)]n−k−i+1

]

+ L−1

[
n∑

k=1

λ2βk

n−k−1∑
i=0

Ci
n−k−1

1[
λ
(
p− 1

λ

)]n−k−i+1

]

= et/λ
n∑

k=1

(xk,0 − xk−1,0)
n−k∑
i=0

Ci
n−k

1
λn−k−i

t
n−k−i

(n− k − i)!

+λet/λ
n∑

k=1

βk

n−k−1∑
i=0

Ci
n−k−1

1
λn−k−i

t
n−k−i

(n− k − i)!
.

En posant s = n− k − i et comme Cn−k−s
n−k = Cs

n−k on obtient

xn (t) = et/λ
n∑

k=1

(xk,0 − xk−1,0)
n−k∑
s=0

Cs
n−k

(
t

λ

)s 1
s!

+λet/λ
n∑

k=1

βk

n−k−1∑
s=0

Cs
n−k−1

(
t

λ

)s+1 1
(s+ 1)!

.

D’où le résultat.
Dans ce qui suit on utilise de nouveau la programmation Matlab afin de tracer

les graphes des fonctions t 7→ xn (t) qui constituent la solution X(t) = (xn(t))n≥1

de l’équation X ′ (t) = 1
λΣX (t) +B. Pour cela nous nous donnons les suites (bn)

et (λn) et nous supposons que xn,0 = 0 pour tout n. On se limite ici à t ∈ [0, 1]
avec t = k/10, k = 0, 1, 2, ..., 10. Le programme donne le graphe qui représente la
solution X = (xn(t))n≥1 pour t fixé et pour chacune des valeurs n = 1, 2, ..., 10.
On considère plusieurs cas.
1er cas. λ = 8 et les bn sont croissants sur l’intervalle [0, 1], on obtient la figure
4.6.
2ème cas. λ = 13 et les bn sont décroissants sur l’intervalle [0, 1], on obtient la
figure 4.7.
3ème cas. λ = 1000 et b2k = 1, b2k+1 = 2, on obtient la figure 4.8.
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Fig. 4.6: λ = 8 et les bn sont croissants sur [0,1]

Fig. 4.7: λ = 13 et les bn sont décroissants sur [0, 1]
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Fig. 4.8: n = 15, λ = 1000 et bn = 1, bn+1 = 2

4.4.2 L’équation X ′ (t) = C (λ) X (t) + B où les λn sont

distincts.

Dans ce paragraphe on choisit la suite λ telle que les λn sont distincts pour
tout n. Pour l’étude de l’équation 4.12 on a besoin de la décomposition en éléments
simples suivante.

Lemme 4.6. Soient ai, i = k, ..., n des réels distincts. Posons

F (x) =
1

x− an

n−1∏
j=k

bjx

x− aj

On a

F (x) =
An

x− an
+

n−1∑
j=k

Aj

x− aj

avec

An = an−k
n

n−1∏
j=k

bj
an − aj

et Aj =
an−k

j bj

aj − an

n−1∏
l=k,l 6=j

bl
aj − al

.

Preuve. Des calculs élémentaires nous donnent

An = lim
x→an

(x− an)F (x) =
n−1∏
j=k

bjan

an − aj
= an−k

n

n−1∏
j=k

bj
an − aj

.
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Donc pour j ≤ n− 1

Aj = lim
x→aj

(x− aj)F (x) =
an−k

j bj

aj − an

n−1∏
l=k,l 6=j

bl
aj − al

.

On voit aisément que X ′ (t) = C (λ)X (t) +B est équivalente au système

x′n (t) =
1
λn

n∑
k=1

xk (t) + bn, n = 1, 2, .... (4.15)

Théorème 4.7. Le système (4.15) où les λn sont tous distincts vérifiant les
conditions xn (0) = xn,0 pour tout n ≥ 1 possède une solution unique donnée par

xn (t) =
n−1∑
k=1

(−1)n−k

λn

λk−1

λn−1

n−1∏
l=k

λl

λl − λn
e

t
λn +

n−1∑
j=k

λj−1λn

λj (λn − λj)

n−1∏
l=k,l 6=j

(
λl−1

λl − λj

)
e

t
λj

 b̃k
+
b̃n
λn
e

t
λn − ζn, (4.16)

où b̃n = λn (xn,0 + ζn) − λn−1 (xn−1,0 + ζn−1) et ζn = −λn−1bn−1 + λnbn pour
n = 1, 2, ....

Preuve. Soit (λn)n≥1 une suite dont les termes sont tous distincts. L’équation
(4.12) est équivalente au système différentiel infini

X ′ (t) = C (λ) (X (t) + ∆ (λ)B) .

En Posant ζn = λnbn − λn−1bn−1 pour tout n ≥ 1 et en supposant que

Y (t) = X (t) + ∆ (λ)B.

On voit évidemment que l’équation (4.12) est équivalente à

Y ′ (t) = C (λ)Y (t) , (4.17)

ce qui revient à dire que

∆ (λ)Y ′ (t)− Y (t) = 0,

où yn (0) = yn,0 = xn,0 + ζn et ζn = λnbn−λn−1bn−1 pour tout n = 1, 2, .... Donc
l’équation (4.17) est équivalente à

−λn−1y
′
n−1 (t) + λny

′
n (t)− yn (t) = 0 n = 1, 2, ...

En appliquant la transformée de Laplace avec  L [yn (t)] = Yn (p) = Yn on obtient
 L [y′n (t)] = pYn − yn,0 et

−pλn−1Yn−1 + (pλn − 1)Yn = −λn−1yn−1,0 + λnyn,0 n = 1, ...
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On est amené donc à résoudre le système TY = B̃ avec

T =


pλ1 − 1
−pλ1 pλ2 − 1 0

. .

0 −pλn−1 pλn − 1
. .


Y = t (Yn)n≥1 et B̃ = t

(
b̃n

)
n≥1

avec b̃n = −λn−1yn−1,0 + λnyn,0. Comme T est

un triangle inversible et

T−1 =



1
pλ1−1

. 1
pλ2−1 0

. . .

. 1
pλn−1

n−1∏
j=k

pλj−1

1−pλj
. 1

pλn−1

. .


,

alors on obtient Y = T−1B̃ où

Yn =
n−1∑
k=1

1
pλn − 1

n−1∏
j=k

pλj−1

1− pλj

 b̃k +
b̃n

pλn − 1
(4.18)

=
1
λn

n∑
k=1

Fk (p) b̃k,

où

Fk (p) =


1

p− 1
λn

n−1∏
j=k

−pλj−1

λj

�
p− 1

λj

�
 pour k ≤ n− 1,

1
p− 1

λn

pour k = n

En décomposant Fk (p) pour k ≤ n− 1 en éléments simples on obtient

Fk (p) =
An

p− 1
λn

+
n−1∑
j=k

Aj

p− 1
λj

.

D’après le Lemme 4.6 où aj = 1/λj et bj = −λj−1/λj on obtient

An = an−k
n

n−1∏
j=k

bj
an − aj

=
1

λn−k
n

n−1∏
l=k

(
−λl−1

λl

) n−1∏
l=k

(
1

1
λn
− 1

λl

)
,

et comme
n−1∏
l=k

(
−λl−1

λl

)
= (−1)n−k λk−1

λn−1
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et
n−1∏
l=k

(
1

1
λn
− 1

λl

)
=

n−1∏
l=k

λlλn

λl − λn
= λn−k

n

n−1∏
l=k

λl

λl − λn

on déduit

An = (−1)n−k λk−1

λn−1

n−1∏
l=k

λl

λl − λn
.

Donc pour 1 ≤ j ≤ n− 1 on aura

Aj =
an−k

j bj

aj − an

n−1∏
l=k,l 6=j

bl
aj − al

=

1
λn−k

j

(
−λj−1

λj

)
1
λj
− 1

λn

n−1∏
l=k,l 6=j

(
−λl−1

λl

)
1

1
λj
− 1

λl

= − λj−1

λn−k+1
j

λnλj

λn − λj
(−1)n−k−1

n−1∏
l=k,l 6=j

(
λl−1λj

λl − λj

)

= (−1)n−k λj−1λn

λn−k
j

1
λn − λj

λn−k−1
j

n−1∏
l=k,l 6=j

(
λl−1

λl − λj

)

= (−1)n−k λj−1λn

λj (λn − λj)

n−1∏
l=k,l 6=j

(
λl−1

λl − λj

)
.

Donc pour 1 ≤ k ≤ n− 1 on a

Fk (p) = (−1)n−k

λk−1

λn−1

n−1∏
l=k

λl

λl − λn

1
p− 1

λn

+
n−1∑
j=k

λj−1λn

λj (λn − λj)

n−1∏
l=k,l 6=j

(
λl−1

λl − λj

)
1

p− 1
λj

 .
Donc en supposant

θk,n =
λk−1

λn−1

n−1∏
l=k

λl

λl − λn
et θ′n,k (j) =

λj−1λn

λj (λn − λj)

n−1∏
l=k,l 6=j

(
λl−1

λl − λj

)
,

on obtient

Yn (p) =
n−1∑
k=1

(−1)n−k

λn

θk,n

(
1

p− 1
λn

)
+

n−1∑
j=k

θ′n,k (j)

(
1

p− 1
λj

) b̃k+
b̃n

λn

(
p− 1

λn

) .
En utilisant (4.18) et comme

 L−1

(
1

p− 1
λj

)
= e

t
λj pour tout j = 1, 2, ....

on conclut

yn (t) =
n−1∑
k=1

(−1)n−k

λn

θk,ne
t

λn +
n−1∑
j=k

θ′n,k (j) e
t

λj

 b̃k +
b̃n
λn
e

t
λn .
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En remplaçant yn (t) par sa valeur on obtient

xn (t) =
n−1∑
k=1

(−1)n−k

λn

θk,ne
t

λn +
n−1∑
j=k

θ′n,k (j) e
t

λj

 b̃k
+

1
λn

[λn (xn,0 + ζn)− λn−1 (xn−1,0 + ζn−1)] e
t

λn − ζn.

D’où le résultat.

4.5 Application à l’équation X ′ (t) = N qX (t)+B

Dans cette section on applique les résultats précédents pour le cas où T = N q,
la matrice de la moyenne pondérée. Rappelons queN q est une matrice triangulaire
définie par [

N q

]
nm

=


qm
Qn

pour m ≤ n,

0 ailleurs.

où q = (qn)n≥1 une suite à termes positifs, Q est une suite définie par Qn =∑n
m=1 qm pour tout n ≥ 1. On a vu que N q = D1/QΣDq. Notons que l’équation

suivante
X ′ (t) = N qX (t) +B (4.19)

est équivalente au système différentiel infini

x′n (t) =
1
Qn

n∑
k=1

qkxk (t) + bn n = 1, 2, ...

Corollaire 4.8. Supposons que

θk,n =
λk−1

λn−1

n−1∏
l=k

λl

λl − λn
et θ′n,k (j) =

λj−1λn

λj (λn − λj)

n−1∏
l=k,l 6=j

(
λl−1

λl − λj

)
.

L’équation (4.19) avec les conditions xn (0) = xn,0 possède une solution unique
donnée par

xn (t) =
1

qnλn

n−1∑
k=1

(−1)n−k

θk,ne
t

λn +
n−1∑
j=k

θ′n,k (j) e
t

λj

 b̃k
+

1
qnλn

[λn (xn,0 + ζn)− λn−1 (xn−1,0 + ζn−1)] e
t

λn − ζn
qn
, (4.20)

où λn = Qn/qn, b̃n = λn (xn,0 + ζn) − λn−1 (xn−1,0 + ζn−1) et ζn = λnqnbn −
λn−1qn−1bn−1 pour tout n = 1, 2, ....
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Preuve. Posons Y = DqX. Comme N q = D1/QΣDq l’équation (4.19) est
équivalente à

d

dt
D 1

q
Y (t) = D 1

q

d

dt
Y (t) = D 1

Q
ΣY (t) +DqB.

Donc
d

dt
Y (t) = D q

Q
ΣY (t) +DqB = C (Q/q)Y (t) +DqB.

En posant λ = Q/q on conclut que l’équation (4.19) possède une solution unique
donnée par X (t) = D1/qY (t) où Y (t) determinée par (4.16) et B est remplacée
par DqB, c-à-d. (4.20). D’où le résulat.



Chapitre 5

Equations d’espaces de suites

5.1 Introduction

Dans ce Chapitre, on présente l’article [61], où l’on écrira x = (xn)n≥1 pour
plus de clarté. Dans le livre [102] intitulé par Summability through Functional
Analysis, Wilansky a introduit l’espace 1/a ∗ `∞ où a = (an)n≥1 est une suite
satisfaisant an 6= 0 pour tout n. Rappelons que x = (xn)n≥1 appartient à 1/a∗`∞
si (anxn)n≥1 est bornée. Indépendamment dans [14] B. de Malafosse a introduit
l’ensemble sr = (1/rn)−1

n ∗ `∞ avec r > 0 et l’ensemble sa = (1/a)−1 ∗ `∞ avec
an > 0 pour tout n. Le but était d’étudier un système linéaire infini représenté
par l’équation matricielle MX = B où X est l’inconnu et X, B sont des ma-
trices colonnes, et M = (µnm)n,m≥1 est une matrice infinie considérée comme un
opérateur de sr dans sr, ou de sa dans sa, (cf. [14]). Dans [32, 24] on a défini la
somme sa + sb et le produit sa ∗ sb des ensembles sa and sb, on a aussi introduit
des caractérisations de matrices de transformations de l’espaces sa +s0b (∆q) dans
sa + s

(c)
b (∆q), où ∆ est l’opérateur de différence d’ordre 1. Dans [48] de Mala-

fosse et Malkowsky ont donné des propriétés de la matrice de moyenne pondérée
N q considérée comme opérateur dans l’ensemble sa. Dans [49] on trouve des
caractérisations de (sa (∆q) , F ) où q est un entier, F est l’un des ensembles c0,
c et `∞. Il y a beaucoup d’autres résultats qui utilisent des ensembles sa, citons
par exemple, l’étude du σ−core [38], la résolution de systèmes infinis [37], la me-
sure de noncompacité d’Hausdorff [54], et la convergence statistique, [55]. Notre
but dans ce Chapitre est de résoudre des équations d’espaces de suites (EES),
sequence space equations (SSE) en anglais, qui sont déterminées par une identité
dont chaque terme est une somme ou un produit d’ensembles de suites de type sa

et sf(x) où f est une application de U+ dans lui même et x est la suite inconnue.
La résolution de telles équations consiste à déterminer l’ensemble de toutes les

89
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suites x qui satisfont l’équation. Dans la plupart des cas cet ensemble est une
classe d’équivalence.

Ce chapitre est organisé comme suit. Tout d’abord nous rappelons des
résultats sur la somme et le produit d’ensembles de la forme sa. Ensuite nous
résolvons dans quelques cas les équations d’espaces de suites sa + sx = sb,
sa + sb ∗ sx = sd et sc ∗ sx + sa = sd ∗ sx + sb, et nous traitons l’équation
sφ(x) = sb où φ est une fonction strictement monotone, continue et définie sur
]0,+∞[ dans lui même avec [φ (x)]n = φ (xn) pour tout n , et on donne des appli-
cations où on détermine les ensembles de toutes les suites x telles que sx2+x = sb,
s(arg sinh xn)n

= sb et sexp x−e = sb. Finalement nous traitons les matrices de trans-
formations définies sur sx, où x est une suite qui vérifie l’équation sφ(x) = sb.

5.2 Somme et produit d’espaces de suites de la

forme sa

On rappelle que s, `∞ et c0 sont les ensembles de suites complexes, bornées et
convergentes respectivement, U+ est l’ensemble de toutes les suites réelles ξ telles
que ξn > 0 pour tout n. Dans la suite nous nous concentrerons sur l’ensemble sa.
Rappelons que pour tout a ∈ U+ l’espace sa = (1/a)−1 ∗ `∞ est l’ensemble de
toutes les suites ξ ∈ s tel que

‖ξ‖sa
= sup

n

(
|ξn|
an

)
<∞.

5.2.1 Somme d’ensembles de la forme sa.

Dons cette section on rappelle quelques propriétés de la somme E + F d’en-
sembles de la forme sa.

Soient E, F ⊂ s deux espaces vectoriel. L’ensemble E + F est défini par

E + F = {ξ ∈ s / il existe ζ ∈ E, η ∈ F tels que ξ = ζ + η} .

Ensuite on utilise la notation max (a, b) définie par

[max (a, b)]n =

{
an if an ≥ bn,

bn if an ≤ bn.

De [32, Proposition 1, p. 244] et [39, Théorème 4, p. 293] on déduit que E+F = F

si et seulement si E ⊂ F .

Lemme 5.1. Soient a, b ∈ U+. On a
(i) sa ⊂ sb si et seulement s’il existe K > 0 tel que

an ≤ Kbn pour tout n.
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(ii) sa = sb si et seulement s’il existe K1, K2 > 0 tels que

K1 ≤
bn
an
≤ K2 pour tout n.

(iii) sa + sb = sa+b = smax(a,b).
(iv) sa + sb = sa si et seulement si b/a ∈ `∞.

Ces résultats mènent au lemme suivant où nous posons

S =
{
sa : a ∈ U+

}
.

Lemme 5.2. L’ensemble S muni de l’addition + est un groupöıde commutatif,
c’est à dire sa + sb ∈ S pour tout a, b ∈ U+ et l’addition est associative et
commutative.

Remarque 5.3. Notons qu’il n’existe pas d’élément neutre dans S, car d’après
le Lemme 5.1 (iv) il n’existe pas d’élément b ∈ S tel que sa + sb = sa pour tout
a ∈ U+.

Pour tous a, b ∈ U+, on peut définir la relation aRb si et seulement si sa = sb.
On voit aisément que R est une relation d’équivalence sur U+ compatible avec
l’addition de suites. En effet soient a, b, a′, b′ ∈ U+. Les identités sa = sb et
sa′ = sb′ impliquent

sa+a′ = sa + sa′ = sb + sb′ = sb+b′ .

Cela montre que aRb et a′Rb′ impliquent (a+ a′)R (b+b′) . Pour toute suite
a ∈ U+ on a

cl (a) =
{
x ∈ U+ : il existe K1, K2 > 0 tels que K1an ≤ xn ≤ K2an pour tout n

}
.

D’où

cl (e) =
{
x ∈ U+ : il existe K1, K2 > 0 tels que K1 ≤ xn ≤ K2 pour tout n

}
.

Les résultats précédents nous permettent de caractériser l’ensemble s(λan+µ)n
.

Corollaire 5.4. Soient λ, µ > 0. On a
(i) sλa+µe = s(λan+µ)n

= sa si et seulement s’il existe K1 > 0 tel que an ≥ K1

pour tout n.
(ii) sa + `∞ = `∞ si et seulement s’il existe K2 > 0 tel que an ≤ K2 pour tout

n.
(iii) On a

sλa+µe =

{
sa si an →∞ (n→∞) ,
`∞ si an → L ≥ 0 (n→∞) .

.
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Preuve. (i) On a

sλa+µe = sλa + sµe = sλa + `∞ = sa + `∞.

Donc sa +`∞ = sa si et seulement si `∞ ⊂ sa, c’est à dire si an ≥ K1 pour certain
K1 > 0.

(ii) Nous avons sa + `∞ = `∞ si et seulement si sa ⊂ `∞, c’est à dire si
an ≤ K2 pour certain K2 > 0.

(iii) est une conséquence directe de (i) et (ii).

Remarque 5.5. On conclut immédiatement que s(2n+5)n
= s(n)n

et s(3−2/n)n
=

`∞, car 1 < 3− 2/n < 3 pour tout n.

Enonçons le résultat suivant qui sera utilisé dans la prochaine section.

Lemme 5.6. Soient a = (an)n≥1 , b = (bn)n≥1 ∈ U+.

i) Si a/b ∈ `∞ alors
sa ⊂ sx+b (5.1)

pour tout x ∈ U+.
ii) Si an/bn → ∞ (n→∞), la relation (5.1) est vérifiée si et seulement s’il

existe K > 0 tel que xn ≥ Kan pour tout n.

Preuve. i) La condition a/b ∈ `∞ implique que sa ⊂ sb. Comme on a

sb ⊂ sb + sx = sx+b pour tout x ∈ U+,

on conclut que sa ⊂ sx+b si et seulement si x ∈ U+.
ii) Condition nécessaire. La condition (5.1) signifie qu’il existe K = K (x) > 0

tel que pour tout n on a
an ≤ K (xn + bn)

c’est à dire

xn ≥ an

(
1
K
− bn
an

)
pour tout n.

Comme an/bn → ∞ (n→∞) on a b/a ∈ c0 et il existe un entier N et un réel
K1 > 0 tels que

1
K
− bn
an
≥ K1 pour tout n ≥ N.

Donc xn ≥ K ′
1an pour tout n avec K ′

1 = min {K1,min1≤n≤N−1 {xn}} .
Condition suffisante. Supposons qu’il existe K > 0 tel que xn ≥ Kan pour

tout n. Alors sx ⊃ sa et comme

sx + sb = sx+b ⊃ sx

on déduit que sx+b ⊃ sa. D’où le résultat.



5.2. SOMME ET PRODUIT D’ESPACES DE SUITES DE LA FORME SA 93

5.2.2 Produit d’espaces des suites.

Dans cette section on étudie les propriétés du produit E ∗F de certains sous
espaces de s. Pour toute suite ξ ∈ E et η ∈ F on pose ξη = (ξnηn)n≥1. La plupart
des résultats suivants ont été montrés dans [32]. Pour tous ensembles de suites
E et F , on pose

E ∗ F =
⋃
ξ∈E

(1/ξ)−1 ∗ F = {ξη ∈ s : ξ ∈ E et η ∈ F} .

Définition 5.7. On appelle équation d’espaces de suites et note (EES) toute
égalité contenant une somme ou une somme de produit d’espaces de suites de la
forme sx, x ∈ U+.

On obtient immédiatement les résultats suivants.

Proposition 5.8. L’ensemble S muni de la multiplication ∗ est un groupe com-
mutative possédant `∞ comme élément neutre.

Preuve. D’après [32, Proposition 1, p. 244] on a sa ∗ sb = sab. On déduit que
l’application ψ : U+ 7→ S définie par ψ (a) = sa est un homomorphisme surjectif
et comme U+ muni de la multiplication des suites est un groupe, il en est de
même pour S. Donc l’élément neutre de S est ψ (e) = s1 = `∞.

Notons que l’inverse de sa est s1/a.

Comme conséquence directe de la Proposition 5.8 on déduit le corollaire sui-
vant.

Corollaire 5.9. Soient a, b, c ∈ U+. Donc
(i) sa ∗ sb = sab.
(ii) sa ∗ sb = sa ∗ sc si et seulement si sb = sc.
(iii) La suite x = (xn)n≥1 ∈ U+ vérifie l’équation

sa ∗ sx = sb

si et seulement si
K1

bn
an
≤ xn ≤ K2

bn
an

pour tout n (5.2)

pour K1, K2 > 0 dépendant de x.

Preuve. (i) et (ii) sont des conséquences directes de la Proposition 5.8.
(iii) est une conséquence directe du fait que S muni de la multiplication ∗ est

un groupe commutatif. Donc l’égalité sa ∗ sx = sb est équivalente à

s 1
a
∗ (sa ∗ sx) = s 1

a
∗ sb

et à
sx = s b

a
,

c’est à dire x ∈ cl (b/a).
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Remarque 5.10. Notons que la relation R définie dans la sous section 5.2.1 est
compatible avec le produit des suites. On a aussi aRb implique (1/a)R (1/b) pour
tout a, b ∈ U+.

5.3 Résolution d’équations d’espaces de suites

Dans cette section on détermine l’ensemble de toutes les suites x = (xn)n≥1 ∈
U+ vérifiant les équations sa+sx = sb, sa+sb∗sx = sd et sc∗sx+sa = sd∗sx+sb.
On considère un type spécial d’équations d’espaces de suites et on le note (EES),
c’est une égalité dont les termes sont une somme ou une somme de produit
d’ensembles de suites de la forme sa et sf(x) où f est une fonction définie de
U+ dans lui même et x = (xn)n≥1 ∈ U+ est la suite inconnue.

5.3.1 Résolution de l’équation sa + sx = sb

Théorème 5.11. Soient a = (an)n≥1, b = (bn)n≥1 ∈ U+ et considérons
l’équation

sa + sx = sb (5.3)

où x = (xn)n≥1 ∈ U+ est la suite inconnue. On a
(i) Si a/b ∈ c0 alors l’équation (5.3) est vérifiée si et seulement s’il existe K1,

K2 > 0 dépendant de x, tels que

K1bn ≤ xn ≤ K2bn pour tout n,

c’est à dire
sx = sb.

(ii) Si a/b, b/a ∈ `∞ alors l’équation (5.3) est vérifiée si et seulement s’il
existe K > 0 dépendant de x tel que

0 < xn ≤ Kbn pour tout n.

Cela veut dire que
sx ⊂ sb.

(iii) Si a/b /∈ `∞ alors l’équation (5.3) ne possède pas de solutions dans U+.

Preuve. (i) Condition nécessaire. Montrons que si x = (xn)n≥1 ∈ U+ vérifie
l’équation (5.3) alors sx = sb. Comme sa + sx = sa+x, l’équation (5.3) est
équivalente à sa+x = sb. Donc (5.3) est vérifiée s’il existe K1, K2 > 0 tels que

0 < K1 ≤
an + xn

bn
≤ K2 pour tout n.
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Donc
K1 −

an

bn
≤ xn

bn
≤ K2 −

an

bn
pour tout n.

Comme a/b ∈ c0 il existe N ∈ N tel que

an

bn
<
K1

2
pour tout n ≥ N.

Donc
0 <

K1

2
≤ xn

bn
≤ K2 −

an

bn
(5.4)

pour tout n ≥ N. Comme xn/bn > 0 pour tout n, on a infn≤N−1 {xn/bn} > 0 et
il existe K3 tel que

K3 ≤
xn

bn
≤ K2 pour tout n ≥ N.

Donc on montre que l’équation (5.3) implique sx = sb.

Condition suffisante. On montre que si x vérifie l’égalité sx = sb, l’équation
(5.3) est alors vérifiée. Comme sx = sb on obtient alors trivialement sa + sx =
sa + sb et la condition a/b ∈ c0 implique que

sa ⊂ sb

et donc sa + sx = sa + sb = sb.
(ii) La condition a/b, b/a ∈ `∞ signifie que sa = sb et (5.3) est équivalente à

sb + sx = sb

et à sx ⊂ sb. D’où (ii).
iii) est une conséquence immédiate du fait que

a ∈ sa et sa ⊂ sa + sx

et alors
sa + sx = sb implique a ∈ sb et a/b ∈ `∞.

Corollaire 5.12. Soient r, u > 0. L’équation

sr + sx = su (5.5)

est équivalente à {
sx = su pour r < u,

sx ⊂ su pour r = u;

et l’équation (5.5) ne possède pas de solutions si r > u.
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5.3.2 Etude de l’équation sa + sb ∗ sx = sd

Dons la suite on s’intéresse à la résolution de l’équation de suites (EES)

sa + sb ∗ sx = sd (5.6)

où x = (xn)n≥1 ∈ U+ est l’inconnue.
Comme une conséquence de la Théorème 5.11 on obtient le résultat suivant.

Corollaire 5.13. Soit a = (an)n≥1, b = (bn)n≥1, d = (dn)n≥1 ∈ U+.
(i) Si a/d ∈ c0 alors l’équation (5.6) est vérifiée si et seulement si

sx = sd/b.

(ii) Si a/d, d/a ∈ `∞ alors l’équation (5.6) est vérifiée si et seulement si

sx ⊂ sd/b.

(iii) Si a/d /∈ `∞ alors l’équation (5.6) ne possède pas de solutions.
Preuve. (i) L’équation (5.6) est équivalente à

sa + sbx = sd (5.7)

et en utilisant le Théorème 5.11 (i) où a/d ∈ c0 (5.7) est équivalente à

sbx = sd

et à sx = sd/b.

(ii) L’équation (5.6) est équivalente à (5.7) et comme a/d, d/a ∈ `∞, d’après
le Théorème 5.11 (ii) l’équation (5.7) est alors équivalente à sbx ⊂ sd et sx ⊂ sd/b.

(iii) S’obtient en en raisonnant comme ci-dessus et en utilisant le Théorème
5.11 (iii).

Exemple 5.14. Considérons l’équation

s(n)n
+ s(rnxn)n

= s(n2)n
(5.8)

avec r > 0, où x = (xn)n≥1 est l’inconnue. En appliquant le Corollaire 5.13 il est
facile de voir que les solutions de (5.8) vérifient

K1
n2

rn
≤ xn ≤ K2

n2

rn
pour tout n,

pour K1, K2 > 0. On voit aisément que si r > 1 on a xn → 0 (n→∞) et si
r ≤ 1 on a xn →∞ (n→∞) .
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5.3.3 Sur l’équation sc ∗ sx + sa = sd ∗ sx + sb

Dans cette partie on considère l’équation d’espaces de suites (EES) sc ∗ sx +
sa = sd∗sx+sb avec a/b ∈ c0 et on traite le cas où d/c ∈ c0, le cas où d/c, c/d ∈ `∞
et le cas où d/c /∈ `∞. Ensuite on considère l’équation sc ∗ sx + sa = sd ∗ sx + sb

où sc = sd = `∞, c’est à dire sx + sa = sx + sb et on traite les cas où a/b ∈ `∞ et
an/bn →∞ (n→∞).

Théorème 5.15. Soient a, b, c, d ∈ U+

(i) Supposons que a/b ∈ c0 et considérons l’équation

sc ∗ sx + sa = sd ∗ sx + sb (5.9)

où x ∈ U+. Donc on a
(a) Si d/c ∈ c0, l’équation (5.9) est vérifiée si et seulement s’il existe K1,

K2 > 0 tels que

K1
bn
cn
≤ xn ≤ K2

bn
cn

pour tout n,

c’est à dire sx = sb/c.
(b) Si d/c, c/d ∈ `∞, l’équation (5.9) est vérifiée si et seulement s’il existe

K > 0 tel que

xn ≥ K
bn
cn

pour tout n,

c’est à dire sx ⊃ sc/b.
(c) Si d/c /∈ `∞, l’équation (5.9) ne possède pas de solutions dans U+.
(ii) Supposons que bn < an pour tout n et considérons l’équation

sx + sa = sx + sb (5.10)

où x ∈ U+.

(a) Si a/b ∈ `∞, l’équation (5.10) est vérifiée pour tout x ∈ U+.

(b) Si an/bn →∞ (n→∞) , l’équation (5.10) est vérifiée si et seulement s’il
existe K > 0 tel que

xn ≥ Kan pour tout n,

c’est à dire sa ⊂ sx.

Preuve. (i) a) L’équation (5.9) est équivalente à

sc ∗ sx + sa = sdx+b. (5.11)

Comme a/b ∈ c0 implique a/ (b+ dx) ∈ c0 et sc ∗ sx = scx on déduit que (5.11)
est équivalente à

scx = sdx+b. (5.12)

Donc (5.12) est équivalente à
s dx+b

cx
= s1
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et comme
s dx+b

cx
= s d

c
+ s b

cx
,

on conclut que
s d

c
+ s b

cx
= s1. (5.13)

Si d/c ∈ c0, l’équation donc (5.13) est équivalente à sb/(cx) = s1 et en utilisant la
Proposition 5.8 on a

sx = sb/c,

d’où (i) a).
(i) b) Si d/c, c/d ∈ `∞, l’équation (5.13) est équivalente à sb/c ⊂ sx. (i) c)

Finalement si d/c /∈ `∞, l’équation (5.9) ne possède pas de solutions.
(ii) (a) vient du fait qu’il existe K > 0 tel que

1 ≤ an

bn
≤ K pour tout n

et sa = sb.
(ii) (b) La condition (5.10) est vérifiée si et seulement si sx+a = sx+b et

sx+a
x+b

= se+a−b
x+b

= s1 + sa−b
x+b

= s1.

Donc
sa−b

x+b
⊂ s1

et
sa−b ⊂ sx+b.

Comme an/bn → ∞ (n→∞) on a b/ (a− b) ∈ c0 et en utilisant le Lemme 5.6
on conclut qu’il existe K = K (x) > 0 tel que

xn ≥ K (an − bn) = Kan

(
1− bn

an

)
pour tout n.

Comme b/a ∈ c0 on conclut qu’il existe K1 > 0 tel que xn ≥ K1an pour tout n.
Par contre supposons que xn ≥ K1an pour tout n. Alors sa ⊂ sx et comme

b/a ∈ c0 on a sb ⊂ sa, sb ⊂ sx et sa + sx = sx = sb + sx. Donc nous avons montré
que sa ⊂ sx implique (5.10).

Comme une conséquence immédiate de la Proposition 5.15 on obtient le co-
rollaire suivant.

Corollaire 5.16. Soient r, r1, u, u1 et u < u1, r < r1.
(i) La suite x est une solution de l’équation

su + sr1 ∗ sx = su1 + sr ∗ sx
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si et seulement s’il existe K1, K2 > 0 tels que

K1

(
u1

r1

)n

≤ xn ≤ K2

(
u1

r1

)n

pour tout n.

(ii) Soient η, ξ > 0 et ξ < η et soit ε ∈ c0 ∩ U+. Alors x ∈ U+ est une
solution de l’équation

`∞ + s(nξ)
n

∗ sx = sε + s(nη)n
∗ sx (5.14)

si et seulement s’il existe K1, K2 > 0 tel que

K1
1
nη
≤ xn ≤ K2

1
nη

pour tout n.

Remarque 5.17. Dans le Corollaire 5.16 (i) on voit aisément que r1 > u1

entrâıne xn → 0 (n→∞) ; si r1 < u1 on a xn → ∞ (n→∞) et si r′ = u1,
la suite x est une suite bornée avec xn ≥ K > 0 pour tout n. Notons que les
solutions de l’équation (5.14) convergent vers zéro.

Exemple 5.18. Soient r, u > 0 avec 0 < u < r. On a sx + sr = sx + su si et
seulement s’il existe K > 0 tel que

xn ≥ Krn pour tout n.

Exemple 5.19. L’équation

sx + s(n)n
= sx + s(√n)

n

est équivalente à s(n)n
⊂ sx, ce qui signifie que xn ≥ Kn pour tout n.

Exemple 5.20. Pour tout r > 0 l’équation

sx + s(n!)n
= sx + sr

est équivalente à s(n!)n
⊂ sx, c’est à dire xn ≥ Kn! pour tout n.

5.4 Sur l’équation sφ(x) = sb

Dans cette section on étudie la résolution de l’équation (EES) sφ(x) = sb, où
φ est une fonction continue strictement monotone de ]0,+∞[ dans lui même. on
détermine l’ensemble des suites x de U+ telles que sx2+x = sb, lorsque b ∈ c,
et bn → ∞ (n→∞) . On considère ensuite les équations s(arg sinh xn)n

= sb et
sexp x−e = sb.
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Théorème 5.21. Soit b = (bn)n≥1 ∈ U+ et supposons que les conditions sui-
vantes sont vérifiées.

i) Il existe une fonction φ : ]0,+∞[ 7−→ ]0,+∞[ continue et strictement
monotone.

ii) Pour tout k > 0 on a

lim
n→∞

φ−1 (kbn)
φ−1 (bn)

= Lk > 0 (5.15)

et

lim
n→∞

φ
(
kφ−1 (bn)

)
bn

= L′k > 0. (5.16)

Les solutions de l’équation
sφ(x) = sb (5.17)

sont alors données par
sx = sφ−1(b),

ce qui signifie qu”il existe K1, K2 > 0 tels que

K1φ
−1 (bn) ≤ xn ≤ K2φ

−1 (bn) pour tout n.

Preuve. Supposons que φ est strictement croissante sur ]0,+∞[. La preuve est
semblable pour φ strictement décroissante. D’après i) on a sφ(x) = sb si et seule-
ment s’il existe C1, C2 > 0 tel que

C1bn ≤ φ (xn) ≤ C2bn pour tout n. (5.18)

D’après (5.15) on déduit qu’il existe K1, et N ∈ N tels que

φ−1 (C1bn)
φ−1 (bn)

≥ K1 > 0 (5.19)

pour tout n ≥ N et comme φ−1 (C1bn) /φ−1 (bn) > 0 pour tout n ≤ N − 1, la
condition (5.19) est vérifiée pour tout n. On a aussi

φ−1 (C2bn)
φ−1 (bn)

≤ K2 pour tout n.

On déduit que sφ(x) = sb implique

K1φ
−1 (bn) ≤ φ−1 (C1bn) ≤ xn ≤ φ−1 (C2bn) ≤ K2φ

−1 (bn) pour tout n,

c’est à dire sx = sφ−1(b). D’autre part supposons que sx = sφ−1(b). Alors il existe
K1, K2 > 0 tels que

K1φ
−1 (bn) ≤ xn ≤ K2φ

−1 (bn) pour tout n. (5.20)
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Comme φ est strictement croissante, la condition (5.20) implique

φ
(
K1φ

−1 (bn)
)
≤ φ (xn) ≤ φ

(
K2φ

−1 (bn)
)

pour tout n.

Donc d’après (5.16) il existe K ′
1, K

′
2 > 0 tels que

K ′
1bn ≤ φ

(
K1φ

−1 (bn)
)

et φ
(
K2φ

−1 (bn)
)
≤ K ′

2bn pour tout n,

et
K ′

1bn ≤ φ (xn) ≤ K ′
2bn pour tout n.

D’où la preuve.
Il est possible de montrer aisément que pour tout b ∈ U+ les solutions de

l’équation.
sx2 = sb

sont données par sx = s√b. De la même façon, des calculs élémentaires montrent
que les solutions de l’équation

s1/x = sb

sont données par sx = s1/b. Donnons un exemple simple qui illustre le Théorème
5.21.

Exemple 5.22. Dans cet exemple on va traiter l’équation

sx2+x = sb (5.21)

dans chacun des cas b ∈ c0, bn → l > 0 et finie, et bn →∞ (n→∞) .
(a) Soit b ∈ c0. On montre qu’il existe K1, K2 > 0 pour lesquelles les solutions

de (5.21) vérifient
K1bn ≤ xn ≤ K2bn pour tout n

On a φ : t 7−→ φ (t) = t2 + t est strictement monotone de ]0,+∞[ dans lui même.
Des calculs élémentaires donnent

φ−1 (t) =
−1 +

√
1 + 4t

2
pour tout t > 0.

On a φ−1 (t) ∼ t (t→ 0). Donc pour tout k > 0 on a

φ−1 (kbn)
φ−1 (bn)

∼ kbn
bn

= k > 0 (n→∞) ,

et

φ
(
kφ−1 (bn)

)
bn

=
kφ−1 (bn)

[
kφ−1 (bn) + 1

]
bn

∼ kbn (kbn + 1)
bn

∼ k > 0 (n→∞) .

D’où ii) dans le Théorème 5.21 est vérifiée. On conclut que (5.21) est équivalente
à

sx = sφ−1(b) = s−1+
√

1+4b
2

.
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Mais

φ−1 (bn) =
−1 +

√
1 + 4bn

2
∼ bn (n→∞) .

On conclut que sx = sb.
(b) Si bn → l > 0 quand n→∞, l finie, alors

φ−1 (bn) → −1 +
√

1 + 4l
2

> 0

et sx = `∞.
(c) Cas où bn →∞ (n→∞). On a successivement

φ−1 (bn) ∼ 1
2

√
4bn ∼

√
bn (n→∞) ,

φ−1 (kbn)
φ−1 (bn)

∼
√
kbn√
bn

=
√
k > 0 (n→∞) ,

et
φ
(
kφ−1 (bn)

)
bn

∼
k
√
bn
[
k
√
bn + 1

]
bn

∼ k2 > 0 (n→∞) .

Comme
−1+

√
1+4bn
2√
bn

→ 1 (n→∞)

on conclut que (5.21) est équivalente à

sx = sφ−1(b) = s−1+
√

1+4b
2

= s√b.

Exemple 5.23. Considérons l’équation

s(arg sinh xn)n
= sb (5.22)

où b ∈ c0. On a

φ−1 (kbn)
φ−1 (bn)

∼ sinh kbn
sinh bn

= k > 0 (n→∞)

et
arg sinh (k sinh bn)

bn
∼ arg sinh (kbn)

bn
∼ kbn

bn
→ k (n→∞) .

On conclut que les solutions de l’équation (5.22) satisfont l’équation sx = ssinh b.
Comme sinh bn/bn → 1 (n→∞), on conclut que sx = sb.

Exemple 5.24. Dans cet exemple on va écrire expx = (expxn)n≥1 et expx−e =
(expxn − 1)n≥1. Supposons que b soit convergente et considérons l’équation

sexp x−e = sb. (5.23)
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Etudions d’abord le cas où b ∈ c0. La fonction φ : t 7−→ φ (t) = −1 + exp t vérifie
la condition i) du Théorème 5.21 et φ−1 (t) = ln (1 + t). On a

φ−1 (kbn)
φ−1 (bn)

=
ln (1 + kbn)
ln (1 + bn)

→ k (n→∞) ,

et
φ
(
kφ−1 (bn)

)
bn

=
(1 + bn)k − 1

bn
∼ kbn

bn
= k > 0.

On conclut que les solutions de (5.23) sont données par

sx = sln(1+b) = sb.

Si bn → l > 0 et finie, on voit que les solutions de (5.23) sont données par
sx = s1.

5.5 Application aux matrices de transforma-

tions

Pour des raisons de notations, on note ici les matrices de transformations
M = (µnm)n,m≥1 et pour toute suite ξ = (ξn)n≥1 de nombres complexes on écrit
Mn (ξ) =

∑∞
m=1 µnmξm, (à condition que les séries Mn (ξ) soient convergentes)

et Mξ = (
∑∞

m=1 µnmξm)n≥1. Le résultat suivant a été montré dans [38, p. 231]

Lemme 5.25. Soit a, a′ ∈ U+. Alors (sa, sa) = (sa′ , sa′) si et seulement si
sa = sa′, c’est à dire a′ ∈ cl (a).

On peut affirmer le résultat suivant qui est une conséquence directe du
Théorème 5.21 et du Lemme 5.25 et dont la démonstration est laissée au lec-
teur.

Théorème 5.26. Soit b ∈ U+ et supposons que les hypothèses i), (ii) du
Théorème 5.21 sont vérifiées. Alors x est une solution de l’équation de suites
(EES) (5.17) si et seulement si

(sx, sx) =
(
sφ−1(b), sφ−1(b)

)
.

Remarque 5.27. Notons que pour tout x l’équation (5.17) équivaut à M =
(µnm)n,m≥1 ∈ (sx, sx) , c’est à dire à

sup
n

(
1

φ−1 (bn)

∞∑
m=1

|µnm|φ−1 (bm)

)
<∞ pour tout M.
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On déduit aisément que pour tout b ∈ c0, la suite x est une solution de l’équation
(5.23) si et seulement si (sx, sx) = (sb, sb), c’est à dire

M ∈ (sx, sx) ⇐⇒ sup
n

(
1
bn

∞∑
m=1

|µnm| bm

)
<∞ pour tout M.

Si bn → l > 0 et finie, donc x est une solution de l’équation (5.21), si et seulement
si

M ∈ (sx, sx) ⇐⇒ sup
n

∞∑
m=1

|µnm| <∞.

On obtient un résultat similaire en remplaçant l’équation (5.21) par l’équation
(5.23). Notons que si bn →∞ (n→∞), l’équation (5.21) est alors vérifiée si et
seulement si

M ∈ (sx, sx) ⇐⇒ sup
n

(
1√
bn

∞∑
m=1

|µnm|
√
bm

)
<∞.



Chapitre 6

Sur le spectre de l’opérateur de

différence d’ordre 1

6.1 Introduction

Dans ce chapitre on présente l’article [62] de A. Farés et B. de Malafosse
où nous étudions le spectre de l’opérateur ∆ de différence d’ordre 1, défini
au paragraphe 1.2.4 et considéré comme une application de E dans lui même,
où E est l’un des ensembles sα, s

0
α, s

(c)
α , ou `p(α) (1 ≤ p < ∞). Puis on

donne des applications aux matrices de transformations dans s0α
(

(∆− λI)h
)

et `p (α)
(

(∆− λI)N
)

, h ∈ C et N ∈ N. Comme on a déjà vu dans le chapitre V,

l’espace sα pour α = (αn)n≥1 ∈ U+ est défini par

sα = Dαl∞ = l∞ (α) = {X ∈ s : xn/αn = O (1) (n→∞)} ,

où Dα est la matrice diagonale définie par [Dα]nn = αn pour tout n.
On définit de la même façon l’espace

s0α = Dαc0 =
{
X ∈ s :

xn

αn
→ 0 (n→∞)

}
,

et l’espace

s(c)α = Dαc =
{
X ∈ s :

xn

αn
→ l (n→∞) for some l

}
.

Ces espaces s0α et s(c)α sont des espaces de Banach munis de la norme ‖‖sα
,

(cf. [28]). Rappelons que lp, (p > 0), est l’ensemble de suites X = (xn)n≥1 telles

105
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que
∞∑

n=1
|xn|p <∞. Ensuite pour p ≥ 1 on considère l’ensemble

lp (α) =

{
X ∈ s :

∞∑
n=1

(
|xn|
αn

)p

<∞

}
.

On a l’égalité lp (α) = Dαlp. Il est facile de voir que lp (α) est un espace de Banach
muni le la norme

‖X‖lp(α) =
∥∥∥D 1

α
X
∥∥∥

lp
=

[ ∞∑
n=1

(
|xn|
αn

)p
] 1

p

.

On utilise ces résultats pour caractériser les matrices de transformations de
E ((∆− λI)χ) , où E est l’un des ensembles s0α ou `p(α) pour 1 ≤ p ≤ ∞ et
χ ∈ C, dans F ∈ sα, s

0
α, s

(c)
α . Ce chapitre généralise certains résultats donnés en

[24] et [1]. Rappelons que B. Altay et F. Başar [4, 3] ont déjà traité le spectre
de l’application ∆ considéré comme opérateur dans c0, c et `∞ respectivement.
En utilisant la notation

D(λ0, r) = {λ ∈ c : |λ− λ0| ≤ r} ,

où λ0 ∈ C et r > 0 on a le résultat suivant :

Théorème 6.1. [4, Théorème 2.1, Théorème 2.12], [1, Théorème 2.8]. Soit
1 ≤ p <∞, on a les égalités suivantes :

σ (∆, c0) = σ (∆, c) = σ (∆, `p) = D(1, 1).

Maintenant, pour énoncer le résultat suivant, rappelons quelques propriétés
de la suite C (η) η.

Propriétés de la suite C (η) η, où η ∈ U+.

La matrice C (η) a été définit dans le Chapitre I. Considérons l’ensemble
suivant

Ĉ1 =

η ∈ U+ : C (η) η =

(
1
ηn

n∑
m=1

ηm

)
n≥1

∈ s1 = `∞


et rappelons que

Γ =
{
η ∈ U+ : lim

n→∞
sup

(
ηn−1

ηn

)
< 1
}
.

Lemme 6.2. [9, Proposition 2.1 p. 1786]. Soit α ∈ U+. On a
(i) Γ ⊂ Ĉ1,

(ii) Si α ∈ Ĉ1, il existe k > 0 et γ > 1 tels que

αn ≥ kγn, pour tout n ≥ 1.
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6.2 Le spectre de ∆ considéré comme un

opérateur de E dans lui même où E =

sα, s
0
α, s

(c)
α .

Soit E un ensemble de suite et A un opérateur de E dans lui même. On note
σ (A,E) l’ensemble de nombres complexes λ tel que λI − A considéré comme
opérateur de E dans lui même est non inversible, c-à-d :

σ (A,E) = {λ ∈ C : (λI −A) ∈ (E,E) n’est pas inversible} .

L’ensemble résolvant de A est noté ρ (A,E) avec

ρ (A,E) = σ (A,E)c .

On a le résultat suivant :

Théorème 6.3. Soit α ∈ U+. Supposons que

sup
n

(
αn−1

αn

)
<∞.

Alors :
(i) σ (∆, sα) = σ

(
∆, s0α

)
et λ ∈ σ (∆, sα) si et seulement si

λ = 1 ou (|λ− 1|n αn)n≥1 /∈ Ĉ1.

(ii) a) On a

σ (∆, sα) = σ
(
∆, s0α

)
⊂ D

(
1, lim

n→∞
sup

(
αn−1

αn

))
,

et l’inclusion est stricte.
b) Si (αn−1�αn)n≥2 ∈ c alors

σ
(

∆, s(c)α

)
⊂ D

(
1, lim

n→∞
sup

(
αn−1

αn

))
.

(iii) Pour tout R > 0, on a

σ (∆, sR) = σ
(
∆, s0R

)
= σ

(
∆, s(c)R

)
= D

(
1,

1
R

)
.

Preuve. (i) D’abord montrons que λ ∈ σ (∆, sα) si et seulement si λ = 1 ou
(|λ− 1|n αn)n≥1 /∈ Ĉ1.

Soit λ ∈ ρ (∆, sα) , alors (∆− λI) : sα → sα est inversible et

(∆− λI)−1 ∈ (sα, sα) .
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En utilisant le Lemme 2.12 on a (∆− λI) ∈ (sα, sα) = (Dα`∞, Dα`∞) si et
seulement si

∆
′
α = D 1

α
(λI −∆)Dα ∈ S1 = (s1, s1) .

Ceci est vrai pour tout α vérifiant

sup
n

(
αn−1

αn

)
<∞.

Pour λ 6= 1, on a (∆− λI)−1 = (ξnm)n,m≥1 où

ξnm =


(−1)n−m

(λ−1)n−m+1 si m ≤ n,

0 si non.

(6.1)

Comme Sα = (sα, sα) , la condition (λI −∆)−1 ∈ Sα est donc équivalente à λ 6= 1
et

χ = sup
n

(
|λ− 1|m αm

|λ− 1|n αn

)
<∞,

C’est à dire à
(|λ− 1|n αn)n≥1 ∈ Ĉ1.

On conclut que λ ∈ σ (∆, sα) si et seulement si

λ = 1 ou (|λ− 1|n αn)n≥1 /∈ Ĉ1.

Montrons maintenant que

σ (∆, sα) = σ
(
∆, s0α

)
.

Condition nécessaire. Soit λ ∈ ρ
(
∆, s0α

)
. Donc λI−∆ considéré comme opérateur

de s0α dans lui même est inversible et (λI −∆)−1 ∈
(
s0α, s

0
α

)
. Mais comme(

s0α, s
0
α

)
⊂
(
s0α, sα

)
= (sα, sα)

(car (c0, l∞) = (l∞, l∞)). On déduit que λI − ∆ est bien un opérateur de sα

dans lui même, avec (λI −∆)−1 ∈ (sα, sα) , et λ ∈ ρ (∆, sα) . Ceci implique que
ρ
(
∆, s0α

)
⊂ ρ (∆, sα) et ensuite

σ (∆, sα) ⊂ σ
(
∆, s0α

)
.

Condition suffisante. Montrons maintenant que σ
(
∆, s0α

)
⊂ σ (∆, sα) . Soit

λ ∈ ρ (∆, sα) . Donc λI −∆ considéré comme opérateur de sα dans lui même est
inversible et (λI −∆)−1 ∈ (sα, sα) . Or (λI −∆)−1 ∈

(
s0α, s

0
α

)
= (Dαc0, Dαc0) si

et seulement si D 1
α

(λI −∆)−1Dα ∈ (c0, c0) , on déduit qu’il suffit de démontrer
que

lim
n→∞

∣∣∣[∆′
α

]
nm

∣∣∣ = 0, pour tout m.
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Comme on a déjà vu (λI −∆)−1 ∈ Sα implique

(|(λ− 1)n|αn)n≥1 ∈ Ĉ1

et
|(λ− 1)n|αn →∞ (n→∞)

et alors pour tout m ≥ 1 on a∣∣∣[∆′
α

]
nm

∣∣∣ =
∣∣∣∣ αm

(λ− 1)n−m+1 αn

∣∣∣∣
= |(λ− 1)m|αm

1
|(λ− 1)n|αn

= 0(1) (n→∞) .

On en déduit que λ ∈ ρ
(
∆, s0α

)
. D’où

σ
(
∆, s0α

)
⊂ σ (∆, sα) ,

et comme on a σ (∆, sα) ⊂ σ
(
∆, s0α

)
, on conclut que

σ (∆, sα) = σ
(
∆, s0α

)
.

(ii) a) Soit λ ∈ σ (∆, sα) . D’après le Lemme 6.2 i) on déduit aisément que
(|(λ− 1)n|αn)n≥1 /∈ Ĉ1 implique

(|(λ− 1)n|αn)n≥1 /∈ Γ,

et
1

|λ− 1|
lim
n

sup
(
αn−1

αn

)
≥ 1

c’est à dire

|λ− 1| ≤ lim
n

sup
(
αn−1

αn

)
.

Ceci montre l’inclusion σ (∆, sα) ⊂ D
(

1, lim
n→∞

sup (αn−1/αn)
)
. De plus comme

Ĉ1 6= Γ, en utilisant [32, Remarque 6, p. 225] on trouve que l’inclusion est stricte.
D’où le résultat.

(ii) b) Soit λ ∈ C tel que

|λ− 1| > lim
n→∞

(
αn−1

αn

)
= lim sup

n→∞

(
αn−1

αn

)
.

Donc il existe un entier q0 tel que

sup
n≥q0+1

(
1

|λ− 1|
αn−1

αn

)
< 1.
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D’ORDRE 1

Maintenant on définie par Σq0 = (σnm)nm≥1 le triangle dont les q0 premières
lignes et le q0 premières colonnes sont égales à celles de

∆λ =
1

λ− 1
(λI −∆) ,

on a : σnn = 1 pour tout n et σnm = 0 pour tout n, m avec n ≥ q0 + 1 et m < n.
D’après [37, Corollary 9, p. 47], on a déjà vu que λI −∆ ∈

(
s
(c)
α , s

(c)
α

)
et

‖I −∆λΣq0‖Sα
= sup

n≥q0+1

(
1

|λ− 1|
αn−1

αn

)
< 1,

D’après [13, Corollaire 9, p.47] on déduit que

Λ = (∆λΣq0)−1 ∈
(
s(c)α , s(c)α

)
,

et
(λI −∆)−1 = (λ− 1)−1 Σq0Λ ∈

(
s(c)α , s(c)α

)
.

Donc on a montré que

λ /∈ D
(

1, lim
n→∞

(
αn−1

αn

))
ce qui implique λ ∈ ρ

(
∆, s(c)α

)
. D’où ii) b).

(iii) L’égalité σ (∆, sR) = D (1, 1/R) a été démontrée dans [24], donc en
utilisant i) on déduit que

σ
(
∆, s0R

)
= D

(
1,

1
R

)
.

Montrons maintenant que σ
(

∆, s(c)R

)
= D (1, 1/R).

De la caractérisation de (c, c) on déduit la caractérisation de
(
s
(c)
R , s

(c)
R

)
. En

effet d’après le Lemme 2.12 on a

A ∈
(
s
(c)
R , s

(c)
R

)
si et seulement si D1/RADR ∈ (c, c) ,

avec DR = D(Rn)n≥1
, alors on obtient A ∈

(
s
(c)
R , s

(c)
R

)
si et seulement si

D1/RADR ∈ S1,

limn→∞
[
D1/RADR

]
nm

= lm pour tout m,

limn→∞
∑∞

m=1

[
D1/RADR

]
nm

= l.

Soit λ ∈ ρ
(

∆, s(c)R

)
. Posons

∆′
R = D1/R (λI −∆)DR,
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on remarque aisément que∥∥∆′
R

∥∥
S1

=
1
R

+ |λ− 1| <∞,

d’où ∆′
R ∈ S1 et comme ∆′

R est une matrice bande on a

(λI −∆) ∈
(
s
(c)
R , s

(c)
R

)
pour tout λ ∈ C.

De plus, on a
(λI −∆)−1 ∈

(
s
(c)
R , s

(c)
R

)
pour tout λ ∈ C.

Donc (λI −∆)−1 ∈ SR et d’après (6.1) on obtient

χ = R sup
n

(
n∑

m=1

1
(|λ− 1|R)n−m+1

)

= Rsup
n


(

1
|λ−1|R

)n+1
− 1

|λ−1|R
1

|λ−1|R − 1

 <∞.

D’où 1/ (|λ− 1|R) < 1 et on conclut que

λ /∈ D (1, 1/R) et D (1, 1/R) ⊂ σ
(

∆, s(c)R

)
.

L’ inclusion σ
(

∆, s(c)R

)
⊂ D (1, 1/R) est la conséquence directe de ii) b) et on

conclut que σ
(

∆, s(c)R

)
= D (1, 1/R).

Comme une conséquence directe du Théorème 6.3 ii) on peut énoncer le
corollaire suivant :

Corollaire 6.4. i) σ
(

∆, s(n)n

)
= σ

(
∆, s0(n)n

)
= D (1, 1).

ii) Si lim supn→∞ (αn−1/αn) = 0 alors

σ (∆, sα) = {1} .

iii) σ (∆, sα) = {1} pour α = (n!)n , ou (nn)n .

Preuve. i) En utilisant le Théorème 6.3 i) (|λ− 1|n n)n≥1 ∈ Ĉ1 si et seulement
si

cn =
|λ− 1|+ 2 |λ− 1|2 + ...+ n |λ− 1|n

n |λ− 1|n
= O (1) (n→∞) .

Il est facile de montrer que pour tout x 6= 1 réel on a

x+ 2x2 + ...+ nxn = x
(
1 + x+ x2 + ...+ xn

)′
= x

xn (nx− n− 1) + 1
(1− x)2

.
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Donc on obtient

cn = |λ− 1| n |λ− 1| − n− 1

n
(

1− |λ− 1|2
) +

1
n

1(
1− |λ− 1|2

)
|λ− 1|n−1

et
cn = O (1) (n→∞) si et seulement si |λ− 1| > 1.

On conclut que

(|λ− 1|n n)n≥1 /∈ Ĉ1 si et seulement si |λ− 1| ≤ 1

et en utilisant i) on conclut que σ
(

∆, s(n)n

)
= D (1, 1).

ii) est une conséquence directe du Théorème 6.3 ii) a).
iii) Trivialement on a lim

n→∞
(αn−1/αn) = 0 pour α = (nn)n et pour α = (n!)n .

6.3 Spectre de ∆ considéré comme un

opérateur dans `p (α).

Dans ce paragraphe on donne des caractérisations des ensembles σ (∆, `1 (α))
et σ (∆+, `1 (α)) et on calcule explicitement σ (∆, `p (α)) et σ (∆+, `p (α)). Dans
la suite on utilise deux lemmes où on note

E∗ = B (E,C)

l’ensemble de toutes les fonctions linéaires continues définies sur E, où E est
un espace de Banach, et le β-dual de E est noté Eβ, voir chapitre I. Pour tout
L ∈ B (E) , l’opérateur L∗ est défini par

L∗ (ϕ) (u) = ϕ (L (u))

pour tout ϕ ∈ E∗ et pour tout u ∈ E. Pour illustrer le résultat suivant on a
besoin de rappeler le lemme suivant :

Lemme 6.5. [64, p. 71] Soit E un espace vectoriel normé. Lorsque L ∈ B (E)
on a

σ (L,E) = σ (L∗, E∗) .

Si E est de type BK ayant la propriété AK il existe une relation entre E∗ et
Eβ. Rappelons que Eβ est l’ensemble de toutes les suites a = (an)n≥1 telles que∑∞

n=1 anxn est convergente pour tout X dans E. D’après [102, Théorème 7.2.9,
p. 107] on déduit que l’application

̂: Eβ → E∗
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définie par
(̂a) = â : E → C

(
a ∈ Eβ

)
où

â(X) =
∞∑

n=1

anxn pour tout X ∈ E,

est un isomorphisme dans E∗. Cela veut dire que E∗ est isomorphe à Eβ et on
note E∗ ≡ Eβ. D’après [102, Theorem 4.4.2, p.66] on conclut que

(DαE)∗ ≡
(
D 1

α
E
)β
.

De ce qui précède on déduit le lemme suivant.

Lemme 6.6. Soit α ∈ U+ et soit E un espace de type BK ayant la propriété
AK. On a

(DαE)∗ = D1/αE
∗.

Dans la suite nous utiliserons également les ensembles Γ+ et Ĉ+
1 définis par

Γ+ =
{
α ∈ U+ : lim sup

n→∞

(
αn+1

αn

)
< 1
}
.

et

Ĉ+
1 =

{
α ∈ U+

⋂
cs :

1
αn

( ∞∑
k=n

αk

)
= O (1) (n→∞)

}
,

où cs est l’ensemble de toutes les séries convergentes. Nous utiliserons dans la
suite le résultat suivant.

Lemme 6.7. [31, Proposition 6.1, p. 3199] On a Γ+ ⊂ Ĉ+
1 .

Concernant le spectre de l’opérateur ∆ de `p (α) dans lui même, on a le
résultat suivant où on pose ∆+ = t∆.

Théorème 6.8. Soit α ∈ U+. On a
i) a) λ ∈ σ (∆, `1 (α)) si et seulement si

λ = 1 ou
(

1
|λ− 1|n αn

)
n≥1

/∈ Ĉ+
1 . (6.2)

b) λ ∈ σ (∆+, `1 (α)) si et seulement si

λ = 1 ou
(
|λ− 1|n

αn

)
n≥1

/∈ Ĉ1. (6.3)
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ii) On a

σ (∆, `1 (α)) ⊂ D

(
1, lim sup

n→∞
(αn/αn+1)

)
et σ

(
∆+, `1 (α)

)
⊂ D

(
1, lim sup

n→∞
(αn+1/αn)

)
.

iii) Soit r > 0 et 1 ≤ p <∞. On a

σ (∆, `p (r)) = D (1, 1/r) et σ
(
∆+, `p (r)

)
= D (1, r).

Preuve. i) a) D’après le Lemme 6.5 on déduit

σ (∆, `1 (α)) = σ
(
∆+, (`1 (α))∗

)
et d’après le Lemme 6.6 on a

(`1 (α))∗ = (Dα`1)∗ ≡ D1/α`
β
1 = D1/α`∞ = s1/α,

d’où
σ (∆, `1 (α)) = σ

(
∆+, s1/α

)
.

Donc λ ∈ ρ
(
∆+, s1/α

)
signifie que (λI −∆+)−1 ∈ S1/α, c’est à dire

sup
n

{ ∞∑
m=n

1
|λ− 1|m−n+1

αn

αm

}
<∞.

En raisonnant comme dans le Théorème 6.3 on conclut λ ∈ σ (∆, `1 (α)) si et
seulement si λ = 1 ou (1/ |λ− 1|n αn)n≥1 /∈ Ĉ

+
1 .

i) b) On a
σ
(
∆+, `1 (α)

)
= σ (∆, (`1 (α))∗)

et comme on a déjà vu
(`1 (α))∗ = s1/α.

Donc
σ
(
∆+, `1 (α)

)
= σ

(
∆, s1/α

)
et on conclut d’après le Théorème 6.3 i).

ii) Comme on a déjà vu λ ∈ σ (∆, `1 (α)) implique que (6.2) est vérifiée. En
utilisant le Lemme 6.7 la condition (6.2) implique(

1
|λ− 1|n αn

)
n≥1

/∈ Γ+

et

|λ− 1| ≤ lim
n→∞

sup
(

αn

αn+1

)
.

Ce qui montre la première inclusion. La deuxième inclusion vient de l’égalité

σ
(
∆+, `1 (α)

)
= σ

(
∆, s1/α

)
,
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`P (α). 115

et du Théorème 6.3 ii).
iii) Pour montrer que

σ (∆, `p (r)) ⊂ D (1, 1/r)

on va prouver que
D (1, 1/r)

c ⊂ ρ (∆, `p (r)) .

Prenons λ /∈ D (1, 1/r). On a alors

∥∥(I −∆′
λ

)
X
∥∥p

`p(r)
=

1
|λ− 1|p

∞∑
n=2

(
|xn−1|p

rnp

)

=
1

(|λ− 1| r)p

∞∑
n=2

(
|xn−1|p

r(n−1)p

)
et ∥∥(I −∆′

λ

)
X
∥∥

`p(r)
=

1
|λ− 1| r

‖X‖`p(r) .

Donc
‖I −∆λ‖B(`p(r)) < 1

où |λ− 1| r > 1, et comme `p(r) a la propriété AK, alors

B (`p (r)) = (`p (r) , `p (r))

est un algèbre de Banach, (cf. [37]) on a

(∆λ)−1 ∈ (`p (r) , `p (r))

et λ ∈ ρ (∆, `p (r)). Donc on a prouvé que σ (∆, `p (r)) ⊂ D (1, 1/r).
Inversement, montrons que

D (1, 1/r) ⊂ σ (∆, `p (r)) .

Pour cela prenons λ ∈ ρ (∆, `p (r)). Donc

(λI −∆)−1 ∈ (`p (r) , `p (r))

et comme e(1) = t (1, 0, ..., 0, ...) ∈ `p (r) on déduit

(λI −∆)−1 t
(
e(1)
)

=

(
(−1)n−1

(λ− 1)n

)
n≥1

∈ `p (r) .

Donc
∞∑

n=1

[
1

(r |λ− 1|)n

]p

<∞
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et 1/ (r |λ− 1|) < 1. On a montré que λ ∈ ρ (∆, `p (r)) implique |λ− 1| > 1/r
c’est à dire

D (1, 1/r) ⊂ σ (∆, `p (r)) .

On conclut que
σ (∆, `p (r)) = D (1, 1/r).

Montrons σ (∆+, `p (r)) = D (1, r). Premièrement considérons le cas p > 1. Soit
q > 1 tel que 1/p+ 1/q = 1. Donc `∗q ≡ `p et du Lemme 6.6 on déduit(

D1/r`q
)∗ ≡ Dr`

∗
q

et
(`q (1/r))∗ =

(
D1/r`q

)∗ ≡ Dr`
β
q = Dr`p = `p (r) .

D’où
∆ ∈ (`q (1/r) , `q (1/r)) .

Posons

∆r = Dr∆D1/r =


1 0

−1/r 1
. .

0 −1/r 1

 ,

donc d’après l’inégalité de Minkowsky on obtient( ∞∑
n=1

|[∆rX]n|
q

)1/q

=

( ∞∑
n=1

∣∣∣∣xn −
1
r
xn−1

∣∣∣∣q
)1/q

≤

( ∞∑
n=1

|xn|q
)1/q

+
1
r

( ∞∑
n=1

|xn−1|q
)1/q

≤
(

1 +
1
r

)
‖X‖`q

.

Donc ∆r ∈ (`q, `q) et ∆ ∈ (`q (1/r) , `q (1/r)). D’après le Lemme 6.5 on conclut
que

σ
(
∆+, `p (r)

)
= σ (∆, `q (1/r)) = D (1, r).

Cas où p = 1. Comme on a vu en i) a) on a

(`1 (r))∗ ≡ s1/r.

On conclut

σ
(
∆+, `1 (r)

)
= σ (∆, (`1 (r))∗) = σ

(
∆, s1/r

)
= D (1, r).
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6.4 Applications aux matrices de transforma-

tions définies sur s0
α

(
(∆− λI)h

)
et sur

`p (α)
(
(∆− λI)N

)
, h ∈ C et N ∈ N.

6.4.1 sur l’ensemble (E (T ) , F )

Ici on va reformuler un théorème dû à Malkowsky et Rakočević [83] concer-
nant les matrices de transformations de E (T ) dans F, où T est une matrice
triangle. Pour cela on pose T−1 = (snm)n,m≥1 et R = t

(
T−1

)
. Enonçons le

résultat suivant, où Â est une matrice ayant comme colonnes

Ân = t
(
R tAn

)
pour tout n et An = (an1, ..., anm, ...).

Lemme 6.9. [83] Soit E un espace de type BK ayant la propriété AK et F un
sous ensemble quelconque de s. Alors on a A ∈ (E (T ) , F ) si et seulement si

Â ∈ (E,F )

et
V (i) ∈ (E, c) pour tout i,

où V (i) =
(
wi

nm

)
n,m≥1

est définie par

wi
nm =

{ ∑n
j=m sjmaij 1 ≤ m ≤ n,

0 pour m > n.

Réécrivons ce résultat en utilisant l’inverse du triangle T.

Lemme 6.10. Soit E un espace de type BK ayant la propriété AK et F un sous
ensemble quelconque de s. On a A ∈ (E (T ) , F ) si et seulement si

AT−1 ∈ (E,F )

et
ΣD(ain)n

T−1 ∈ (E, c) pour tout i = 1, 2, ....

Preuve. Montrons que Â = AT−1 et V (i) = ΣD(ain)n
T−1. On a

t
(
Ân

)
= R tAn = t

(
T−1

)
tAn = t

(
AnT

−1
)
.

Donc

Ân = AnT
−1 =

 ∞∑
j=m

anjsjm


m≥1
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et
Â = AT−1.

Maintenant, pour tout entier i on a

ΣD(ain)n
=


ai1

ai1 ai2 0
. . .

ai1 ai2 . ain .

. . . . .


et trivialement V (i) = ΣD(ain)n

T−1.

6.4.2 Applications aux matrices de transformations de

s0
α

(
(∆− λI)h

)
dans sµ

Dans ce paragraphe nous allons utiliser l’opérateur ∆h, où h ∈ C. Pour cela
nous avons besoin de la notation suivante où h ∈ C\N,(
−h+ k − 1

k

)
=


−h (−h+ 1) ... (−h+ k − 1)

k!
si k > 0,

1 si k = 0 ,

(cf. [5]). Pour simplifier on pose [−h, k] =

(
−h+ k − 1

k

)
. Si ∆h = (τnm)n,m≥1,

on a

τnm =

{
[−h, n−m] si m ≤ n,

0 si m > n.
(6.4)

On peut établir le résultat suivant.

Théorème 6.11. Soit α, µ ∈ U+.
i) Soit h ∈ C et λ 6= 1. Alors

a) A ∈
(
s0α

(
(∆− λI)h

)
, sµ

)
si et seulement si

sup
n

{
1
µn

∞∑
k=1

∣∣∣∣∣
∞∑

m=k

[h,m− k]
anm

(1− λ)h+m−k

∣∣∣∣∣αk

}
<∞, (6.5)

sup
n

{
n∑

k=1

∣∣∣∣∣
n∑

m=k

[h,m− k]
aim

(1− λ)h+m−k

∣∣∣∣∣αk

}
<∞ pour i = 1, 2, ..., (6.6)

lim
n→∞

{
n∑

m=k

[h,m− k]
aim

(1− λ)h+m−k

}
= lk pour lk ∈ C, k = 1, 2, ...; (6.7)
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DÉFINIES SUR S0

α

(
(∆− λI)H

)
ET SUR `P (α)

(
(∆− λI)N

)
, H ∈ C ET

N ∈ N. 119

b) A ∈
(
s0α

(
(∆− λI)h

)
, s0µ

)
si et seulement si (6.5), (6.6), (6.7) sont

vérifiées et

lim
n→∞

{
1
µn

n∑
m=k

[h,m− k]
aim

(1− λ)h+m−k

}
= 0 pour k = 1, 2, ...;

c) A ∈
(
s0α

(
(∆− λI)h

)
, s

(c)
µ

)
si et seulement si (6.5), (6.6), (6.7) sont

vérifiées et

lim
n→∞

{
1
µn

n∑
m=k

[h,m− k]
aim

(1− λ)h+m−k

}
= lk pour lk ∈ C, k, i = 1, 2, ...,

ii) Soit h un entier. Supposons que |λ− 1| > lim supn→∞ (αn−1/αn). Alors
a) A ∈

(
s0α

(
(∆− λI)h

)
, sµ

)
si et seulement si

sup
n

(
1
µn

∞∑
m=1

|anm|αm

)
<∞; (6.8)

b) A ∈
(
s0α

(
(∆− λI)h

)
, s0µ

)
si et seulement si (6.8) est vérifiée et anm/µn →

0 (n→∞) pour m = 1, 2, ...;
c) A ∈

(
s0α

(
(∆− λI)h

)
, s

(c)
µ

)
si et seulement si (6.8) est vérifiée et

anm/µn → l′m (n→∞) pour l′m ∈ C, m = 1, 2, ....

Preuve. i) Comme s0α est un espace de type BK ayant la propriété AK, il suffit
d’appliquer le lemme 6.10 avec T = (∆− λI)h. On voit facilement que T−1 =
(∆− λI)−h est le triangle défini par[

(∆− λI)−h
]
nm

=
[h, n−m]

(1− λ)h+n−m
pour m ≤ n.

Donc [
A (∆− λI)−h

]
nk

=
∞∑

m=k

[h,m− k]
anm

(1− λ)h+m−k
pour tout n, k ≥ 1.

Comme
(
s0α, sβ

)
= Sα,β la condition

A (∆− λI)−h ∈
(
s0α, sβ

)
est équivalente à (6.5).

Pour tout i on obtient,

[
ΣD(ain)n

(∆− λI)−h
]
nk

=
n∑

m=k

aim
[h,m− k]

(1− λ)h+m−k
pour k ≤ n,
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on conclut en utilisant la caractérisation de
(
s0α, c

)
qui peut être déduite du lemme

1.26 du chapitre I.
ii) a) Si |λ− 1| > lim supn→∞ (αn−1/αn), alors λ ∈ ρ

(
∆, s0α

)
et ∆ − λI est

bijective de s0α dans lui même et s0α
(

(∆− λI)h
)

= s0α. On a donc(
s0α

(
(∆− λI)h

)
, sµ

)
= Sα,µ,

ceci donne la conclusion de ii) a). Les cas ii) b) et ii) c) peuvent être démontrés
d’une façon analogue en utilisant le lemme 1.26 du chapitre I.

En raisonnant comme plus haut et en utilisant le Théorème 6.8 iii) et la
caractérisation de (`p, `∞), (cf. [82]) on obtient le résultat suivant

Théorème 6.12. Soit N un entier, r un réel strictement positif. Soit µ ∈ U+.
Supposons 1 < p <∞ et posons q = p/ (p− 1).

i) A ∈
(
`p (r)

(
(∆− λI)N

)
, sµ

)
si et seulement si

sup
n

{
1
µn

n∑
k=1

∣∣∣∣∣
∞∑

m=k

[N,m− k]
anm

(1− λ)N+m−k

∣∣∣∣∣
q

rkq

}
<∞, (6.9)

sup
n

{
n∑

k=1

∣∣∣∣∣
n∑

m=k

[N,m− k]
aim

(1− λ)N+m−k

∣∣∣∣∣
q

rkq

}
<∞ pour i = 1, 2, ..., (6.10)

lim
n→∞

rk
n∑

m=k

[N,m− k]
aim

(1− λ)N+m−k
= lk pour lk ∈ C, k, i = 1, 2, ....

ii) Si |λ− 1| > 1/r alors A ∈
(
`p (r)

(
(∆− λI)N

)
, sµ

)
si et seulement si

sup
n

{
1
µn

∞∑
m=1

(|anm| rm)p/(p−1)

}
<∞.



Chapitre 7

Applications directes à

l’Optimisation et matrices de

transformations

7.1 Introduction

Dans ce chapitre on considère des applications directes de la théorie de ma-
trices infinies à des problèmes d’optimisation. On présente des résultats donnés
par B. de Malafosse et A. Yassine [57]. Le but est de déterminer le nombre
de chemins comportant N arcs et reliant deux points quelconques dans le plan à
l’aide de la matrice booléenne infinie de Toeplitz M. Pour cela nous avons besoin
de calculer le produit MN . Le nombre de chemins est égal à l’entier [MN ]nm

qui se situe sur la n-ième ligne et la m-ième colonne de MN . Etant amenés à
faire des calculs avec des matrices infinies, il est naturel de se concentrer sur les
matrices triangulaires de Toeplitz. On considère donc M comme un opérateur de
sr dans lui-même (cf. [88, 102]). L’isomorphisme ϕ nous permet d’associer à une
série entière la matrice triangulaire de Toeplitz considérée comme une applica-
tion de sr dans lui-même. Nous ferons les calculs dans l’ensemble Sr = (sr, sr)
de toutes les matrices infinies considérées comme des applications de sr dans
lui-même. Puis nous considèrerons la matrice booléenne B(i, j) dont les entrées
non nulles sont situées sur les diagonales définies par les équations m − n = i

ou m − n = j et nous calculons la matrice BN (i, j), afin d’obtenir le nombre
de chemins ayant N arcs associé à B(i, j). Nous considèrerons chacun des cas
i < j ≤ 0 ou 0 ≤ i < j, où la matrice BN (i, j) est de Toeplitz. Le problème
est plus compliqué lorsque i < 0 < j, car BN (i, j) n’est plus une matrice trian-
gulaire de Toeplitz. Ensuite nous traitons le cas i = −1 et j = 1. En outre une
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matrice booléenne infinie pouvant être considérée comme une application dans
des espaces de suites, nous nous concentrons sur la caractérisation de l’ensemble(
c
(
BN (i, 0)

)
, c
)
. Ce résultat est analogue à celui qui est donné dans [82] où

l’on explicite la caractérisation de
(
c
(
∆N
)
, c
)
.

7.2 Applications aux matrices booléennes

B (i, j), B (0, 1, 2), B+
∞ et t (B+

∞)

On sait qu’une matrice infinie M = (anm)n,m≥1 est booléenne si anm est égal
à 0 ou 1. Soient A1, A2,..., An,... une suite des points dans un plan. Pour tout n,
m ∈ N∗ on définit la relation AnRAm s’il existe un arc de An vers Am. Dans ce
cas on pose anm = 1. S’il n’existe pas d’arc reliant An vers Am on écrit anm = 0.

Il est connu que le nombre de chemins ayant N arcs allant de An vers Am,
où n, m = 1, 2,... associé avec M est égal à

[
MN

]
nm

. Notons que pour tout
entier n on a

∞∑
m=1

[
MN

]
nm

αm ≤
∥∥MN

∥∥
Sα
αn pour M∈ Sα,

et en particulier on a
∞∑

m=1

[
MN

]
nm

rm ≤
∥∥MN

∥∥
Sr
rn pour M∈ Sr.

7.2.1 Les matrices booléennes B (i, j)

Soient i, j ∈ Z avec i < j et posons d = j − i. On définit ici la matrice
booléenne B (i, j) par

[B (i, j)]nm =

{
1 pour m− n = i, ou m− n = j,

0 sinon.

1. Pour i = −2 et j = −1 on a

B (−2,−1) = t
[
ϕ
(
z + z2

)]
=

A1 A2 . Am . .

A1

A2

.

An

.

.



0
1 0 0
1 1 0
0 1 1 0
0 . . .


.

On voit aisément que si j ≤ 0 la matrice B (i, j) est triangulaire inférieure et
donc inversible. Pour i ≥ 0 la matrice B (i, j) est triangulaire supérieure.
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On considère la matrice BN (i, j) comme un opérateur dans sα et on donne
explicitement son expression dans chacun de cas i < j ≤ 0, 0 ≤ i < j, et i = −1 et
j = 1. Nous allons voir que l’expression de BN (i, j) dans les deux cas précédents
est naturelle, cette matrice étant de Toeplitz. Le problème est plus compliqué dans
le cas où i < 0 < j comme nous allons le voir dans la suite pour i = −1 et j = 1.

La matrice BN (i, j) comme opérateur dans sα

On considère ici la matrice BN (i, j) comme un opérateur dans Sα = (sα, sα).
On pose

Λij (α) = sup
n≥max{1,−i+1}

(
αn+i + αn+j

αn

)
<∞. (7.1)

Notons qu’on a évidemment

Λij (α) = sup
n≥1

(
αn+i + αn+j

αn

)
pour i ≥ 0.

On a le résultat suivant.

Proposition 7.1. [57] Soient i, j ∈ Z et N ≥ 1 un entier.
(i) Si 0 ≤ i < j on a BN (i, j) ∈ Sα pour α vérifiant la condition (7.1) et∥∥BN (i, j)

∥∥
Sα
≤ (Λij (α))N . (7.2)

(ii) Soit i < j ≤ 0. On a BN (i, j) ∈ Sα pour α vérifiant (7.1) et

∥∥BN (i, j)
∥∥

Sα
≤

[
max

{
Λij (α) , sup

−j+1≤n≤−i

(
αn+j

αn

)}]N

<∞. (7.3)

(iii) Soit i < 0 < j. On a BN (i, j) ∈ Sα pour α vérifiant (7.1) et

∥∥BN (i, j)
∥∥

Sα
≤
[
max

{
Λij (α) , sup

1≤n≤−i

(
αn+j

αn

)}]N

<∞. (7.4)

Preuve. (i) Pour 0 ≤ i < j on a ‖B (i, j)‖Sα
= Λij (α) . D’après (7.1) et comme

Sα est une algèbre de Banach on déduit BN (i, j) ∈ Sα et (7.2) est vérifiée.
(ii) On a

1
αn

∞∑
m=1

[
BN (i, j)

]
nm

αm =


αn+i + αn+j

αn
pour n ≥ −i+ 1,

αn+j

αn
pour − j + 1 ≤ n ≤ −i,

0 pour n ≤ −j.

Donc

‖B (i, j)‖Sα
= max

{
Λij (α) , sup

−j+1≤n≤−i

(
αn+j

αn

)}
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et comme dans l’algèbre de Banach Sα on a
∥∥BN (i, j)

∥∥
Sα

≤ ‖B (i, j)‖N
Sα

on
conclut que (7.3) est vérifiée.

(iii) vient de l’identité

‖B (i, j)‖Sα
= max

{
Λij (α) , sup

1≤n≤−i

(
αn+j

αn

)}
et en raisonnant comme précédemment on déduit (7.4).

On déduit immédiatement le résultat suivant.

Proposition 7.2. [57] Soient i, j ∈ Z et soit N ≥ 1 un entier. Donc
(i) a) BN (i, j) ∈ Sr pour tout r > 0,

∥∥BN (i, j)
∥∥

Sr
≤
(
ri + rj

)N et
[
BN (i, j)

]
nm
≤ inf

r>0

{(
ri + rj

)N
rm−n

}
pour tout n,m;

b) dans le cas où i ≥ 0 on a
∥∥BN (i, j)

∥∥
Sr

=
(
ri + rj

)N
.

(ii) Soit ξ un réel avec 0 < ξ < i. Il existe r0 > 0 tel que pour tout r < r0 on
ait ∥∥BN (i, j)

∥∥
Sr

rξN
→ 0 (N →∞) . (7.5)

Preuve. (i) a) Il est facile de vérifier que

‖B (i, j)‖Sr
= Λ′

ij (α) = ri + rj

car αn = rn pour tout n. On conclut que∥∥BN (i, j)
∥∥

Sr
≤ ‖B (i, j)‖N

Sr
=
(
ri + rj

)N
.

Comme[
BN (i, j)

]
nm

rm−n ≤
∥∥BN (i, j)

∥∥
Sr
≤
(
ri + rj

)N pour tout r > 0

on déduit [
BN (i, j)

]
nm
≤ inf

r>0

{(
ri + rj

)N
rn−m

}
pour tout n,m ≥ 1.

D’où la preuve de (i) a).
b) Encore d’après le Lemme 3.19 (ii) c) et comme i ≥ 0 on a∥∥BN (i, j)

∥∥
Sr

= ‖B (i, j)‖N
Sr

=
(
ri + rj

)N
.

D’où (i) b).
(ii) Comme ri−ξ + rj−ξ → 0 quand r → 0, on déduit qu’il existe r0 > 0 tel

que ri−ξ + rj−ξ < 1 pour tout r < r0 et (7.5) est vérifiée.
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Remarque 7.3. Dans la partie (ii) de la Proposition 7.2 on voit aisément que
pour tout n on obtient successivement

n+Nj∑
m=n+Ni

[
BN (i, j)

]
nm

rm−n = rξNo (1) (N →∞)

et [
BN (i, j)

]
nm

= rξN+n−mo (1) (N →∞)

pour m ∈ [n+Ni, n+Nj] et pour r assez petit.

Nombre de chemins ayant N arcs allant de An vers Am associée avec BN (i, j)
dans les cas i < j ≤ 0, ou 0 ≤ i < j.

Pour obtenir le nombre de chemins ayant N arcs on utilise la formule connue
Ck

N = N (N − 1) ... (N − k + 1) /k! pour 0 ≤ k ≤ N, qui donne le nombre de
combinaisons de k éléments parmi N . On a le résultat suivant.

Proposition 7.4. Le nombre de chemins ayant N arcs allant de An vers Am

associé à BN (i, j) est donné par la formule suivante.
(i) Soit 0 ≤ i < j. On a

[
BN (i, j)

]
nm

=

{
C

m−n−Ni
d

N pour m− n−Ni = 0, d, 2d..., Nd,
0 sinon.

(7.6)
(ii) Pour i < j ≤ 0 on a

[
BN (i, j)

]
nm

=

{
C

n−m+Nj
d

N pour n−m+Nj = 0, d, 2d..., Nd,
0 sinon.

(7.7)

Preuve. (i) Pour obtenir la matrice BN (i, j) on calcule

BN (i, j) = ϕ
[(
zi + zj

)N] = ϕ

[
ziN

(
1 + zd

)N
]

= ϕ

(
N∑

k=0

Ck
Nz

iN+dk

)
.

On voit que si m − n = iN + dk, k = 0, 1, .., N on a
[
BN (i, j)

]
nm

= Ck
N . Cela

montre (7.6).
(ii) Pour i et j entiers avec i < j ≤ 0 on a

B (i, j) = t [B (−j,−i)] , (7.8)

et si 0 ≤ −j < −i on déduit de (i) que :

[(
BN (−j,−i)

)]
nm

=

{
Ck

N pour m = n−Nj + (−i+ j) k, k = 0, 1, ..., N,
0 sinon.
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Donc[
BN (i, j)

]
nm

=
[

t
(
BN (−j,−i)

)]
nm

=

{
Ck

N pour n = m−Nj + dk, k = 0, 1, ..., N,
0 sinon,

avec d = j − i. On déduit (7.7).
On obtient immédiatement le corollaire suivant.

Corollaire 7.5. (i) Pour j > 0 on a

[
BN (0, j)

]
nm

=

{
Ck

N pour m = n+ jk, k = 0, 1, ..., N,
0 sinon.

(7.9)
(ii) Pour i < 0 on a

[
BN (i, 0)

]
nm

=

{
Ck

N pour n = m− ik, k = 0, 1, ..., N,
0 sinon.

La matrice booléenne B (−1, 1) .

Pour calculer BN (i, j) dans le cas où i < 0 < j on ne peut pas appliquer la
formulation précédente. Nous allons voir que BN (i, j) n’est pas une matrice de
Toeplitz car les entiers

[
BN (i, j)

]
nm

ne sont pas sous la forme am−n.
On considère ici le cas où i = −1 et j = 1, on obtient la matrice booléenne

infinie

B (−1, 1) =

A1 A2 . Am .

A1

A2

.

An

.

.



0 1
1 0 1 0

. . .

0 1 0 1
. . .


.

On voit aisément qu’il n’existe pas de chemin de An vers Am, dans les cas n = m,
ou |n−m| ≥ 2, où n, m = 1, 2,.... et qu’il existe un chemin unique allant de An

vers Am pour n = m− 1, m ≥ 2, ou n = m+ 1 avec m = 1, 2, 3,....
La précédente formulation ne peut pas être appliquée ici car B (−1, 1) n’est

pas triangulaire. D’après la Proposition 7.1 et d’après [73, Lemme 1, pp. 166-
167] la matrice BN (−1, 1) est définie comme suit.

Lemme 7.6. Soit N ≥ 1 un entier. Donc
(i) a) BN (−1, 1) ∈ Sr pour tout r > 0,

b) BN (−1, 1) ∈ Sα avec Λ2,1 (α) <∞ et

∥∥BN (−1, 1)
∥∥

Sα
≤
(

max
{

Λ2,1 (α) ,
α2

α1

})N

.



7.2. APPLICATIONS AUX MATRICES BOOLÉENNES B (I, J), B (0, 1, 2),
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(ii) a)
[
BN (−1, 1)

]
nm

= 0 dans chacun des cas suivants : N pair et |m− n|
impair, N impair et |m− n| pair, ou |m− n| ≥ N + 1 pour tout n, m ≥ 1 ;

b) pour n ≥ N − k + 1, avec k = 0,1,..., N on a

[
BN (−1, 1)

]
n,n−N+2k

= Ck
N ,

c) si N est impair et n ≤ N , ou N est pair, n ≤ N − 1 et k ≥ 2n −N ,
on a [

BN (−1, 1)
]
n,n−k

= C
N+k

2
N − C

N−2n+k
2

N .

Comme conséquence directe du Lemme 7.6 on obtient immédiatement la re-
formulation suivante du résultat précédent qui donne le nombre

[
BN (−1, 1)

]
nm

de chemins ayant N arcs associé à la matrice B (−1, 1).

Théorème 7.7. Le nombre
[
BN (−1, 1)

]
nm

de chemins ayant N arcs associé à
la matrice B (−1, 1) est donné par

(i)
[
BN (−1, 1)

]
nm

= 0 pour |m− n| ≥ N + 1 avec n, m ≥ 1.
(ii) Soit N un entier pair.
a) si |m− n| est impair on a

[
BN (−1, 1)

]
nm

= 0 ;
b) si |m− n| est pair, on a

[
BN (−1, 1)

]
nm

=

 C
N−n+m

2
N pour N − n+ 2 ≤ m ≤ n+N + 1;

C
N+n−m

2
N − C

N−n−m
2

N pour n+m ≤ N.

(iii) Soit N un entier impair.
a) si |m− n| est pair alors

[
B(N) (−1, 1)

]
nm

= 0 ;
b) si |m− n| est impair, on a

[
BN (−1, 1)

]
nm

=

 C
N−n+m

2
N pour N − n− 2 ≤ m ≤ n+N ;

C
N+n−m

2
N − C

N−n−m
2

N pour n+m ≤ N.

Application directes. Soit B3 (−1, 1) la matrice définie par

B3 (−1, 1) =

A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 . . .

A1

A2

A3

A4

A5

A6

A7

.

.



0 2 0 1 0 .

2 0 3 0 1 0 . 0
0 3 0 3 0 1 0 .

1 0 3 0 3 0 0 0 .

0 1 0 3 0 3 0 0 .

. . . . . . . . . .

. . . . . . .

0 . . . . . .

. . . .


.
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Le nombre de chemins ayant 3 arcs allant de A4 vers A3 est égal à[
B3 (−1, 1)

]
4,3

= C1
3 = 3.

Le nombre de chemins ayant 3 arcs allant de A1 vers A2 est égal à[
B3 (−1, 1)

]
1,2

= C2
3 − 1 = 2.

Considérons la matrice B5 (−1, 1) définie par

B5 (−1, 1) =

A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 A8 A9 . .

A1

A2

A3

A4

A5

A6

A7

.

.

.

.



0 5 0 4 0 1
5 0 9 0 5 0 1 0
0 9 0 10 0 5 0 1
4 0 10 0 10 0 5 0 1
0 5 0 10 0 10 0 5 0 1
1 0 5 0 10 0 10 0 5 0 .

1 0 5 0 10 0 10 0 5 .

0 . . . . . . . .

. . . . . . .

. . . . . .

. . . . .



.

Le nombre de chemins ayant 5 arcs allant de A7 vers A4 est égal à[
B5 (−1, 1)

]
7,4

= C1
5 = 5.

Le nombre de chemins ayant 5 arcs allant de A3 vers A2 est égal à[
B5 (−1, 1)

]
3,2

= C3
5 − 1 = 9.

Le nombre de chemins ayant 20 arcs de A11 vers A9 est donné par[
B20 (−1, 1)

]
11,9

= C11
20 − 1.

Remarque 7.8. Nous pouvons étendre la définition de ϕ
(
zk
)

au cas où k ∈ Z
et nous définissons par ϕ

(
zk
)

la matrice dont les éléments non nuls sont égaux
à 1 et sont sur le diagonale d’équation m− n = k. On a donc(

zi + zj
)N = C0

Nz
iN + C1

Nz
iN+d + ...+ Ck

Nz
iN+kd + ...+ CN

N z
jN .

En posant χ = max (|i| , |j|) on peut poser la conjecture suivante, pour tout n, m
vérifiant m− n = iN + kd k = 0, 1, ..., N et n+m > χN on a[

ϕ
((
zi + zj

)N)]
nm

=
[
BN (i, j)

]
nm

= Ck
N .

On obtient donc [
B5 (−1, 1)

]
7,6

=
[
B5 (−1, 1)

]
7,8

= C3
5 = 10.

De plus on a m − n = 1 = −5 + 3.2 et n + m = 13 > 5. De la même façon on
voit aisément que

[
B100 (−1, 1)

]
300,260

= C30
100, car m− n = −40 = −100 + 2k et

k = 30.
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Cas de la matrice booléenne tridiagonale B (0, 1, 2) .

On peut calculer explicitement le nombre de chemins ayant N arcs allant de
An vers Am associé à la matrice B (0, 1, 2) définie par

B (0, 1, 2) =

A1 A2 . Am .

A1

A2

.

An

.

.



1 1 1 0
1 1 1

. .

0 1 1 1
. .

.


.

On a le résultat suivant.

Proposition 7.9. (i) Le nombre de chemins ayant N arcs allant de An vers
Am associé à la matrice B (0, 1, 2) est donné par la formule suivante où z0 =(
−1− i

√
3
)
/2 et i =

√
−1,

[
BN (0, 1, 2)

]
nm

=

 (−1)k∑
i+j=k,

0≤i,j≤N
Ci

NC
j
Nz

j−i
0 pour m = n+ k, k = 0, 1, ..., 2N,

0 sinon.

(ii) On a ∥∥BN (0, 1, 2)
∥∥

Sr
=
(
1 + r + r2

)N
et[

BN (0, 1, 2)
]
nm
≤ inf

r>0

{
rn−m

(
1 + r + r2

)N} pour n+ 2N ≥ m ≥ n.

Preuve. (i) On a B (0, 1, 2) = ϕ
(
1 + z + z2

)
, et comme 1 + z + z2 =

(z − z0) (z − z0) on déduit que

(
1 + z + z2

)N =
N∑

j=0

N∑
i=0

Ci
NC

j
Nz

−i
0 z−j

0 (−z)i+j

=
2N∑
k=0

(−1)k
∑

i+j=k,
0≤i,j≤N

Ci
NC

j
Nz

j−i
0

 zk, d’où (i).

(ii) est une conséquence directe du Lemme 3.19.

7.2.2 Cas des matrices B+
∞ et t (B+

∞) .

Dans cette partie on considère les matrices qui possèdent un nombre infini de
diagonales formées d’entiers non nuls. Donc on considère la matrice B+

∞ notée
par tΣ dans la littérature et on calcule explicitement B+N

∞ .
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La matrice B+
∞.

On définie la matrice B+
∞ par

B+
∞ =



1 1 1 1 . .

1 1 1 . .

1 1 . .

1 . .

0 . .

.


.

On a

B+
∞ = ϕ

( ∞∑
k=0

zk

)
= ϕ

(
1

1− z

)
pour |z| < 1. (7.10)

Posons
Ĉ+

1 =
{
α ∈ U+

⋂
cs : rn (α) = O (1) (n→∞)

}
,

où rn (α) =
( ∞∑

m=n
αm

)
/αn, (cf. [43]). On peut établir le résultat suivant.

Proposition 7.10. Soit N ≥ 1 un entier.
(i) a) On a (B+

∞)N ∈ Sα pour α ∈ Ĉ+
1 et

∥∥∥(B+
∞
)N∥∥∥

Sα

≤
(

sup
n
rn (α)

)N

. (7.11)

b) On a (B+
∞)N ∈ Sr pour r < 1 et∥∥∥(B+

∞
)N∥∥∥

Sr

=
∥∥B+

∞
∥∥N

Sr
=

1

(1− r)N
. (7.12)

.

(ii) Le nombre
[
(B+

∞)N
]
nm

de chemins ayant N arcs allant de An vers Am

est donné par

[(
B+
∞
)N]

nm
=

{
Cm−n

N+m−n−1 for m ≥ n,

0 for m < n.

Preuve. (i) a) Il est immédiat que B+
∞ ∈ Sα implique que α ∈ Ĉ+

1 . Comme Sα

est une algèbre de Banach on conclut que (B+
∞)N ∈ Sα. L’inégalité (7.11) est

une conséquence directe de l’identité ‖B+
∞‖Sα

= supn rn (α) . On peut montrer
(i) b) et (ii) ensemble. D’après (7.10) et le Lemme 7.6 (ii) on a successivement
(B+

∞)N ∈ Sr pour r < 1 et

(
B+
∞
)N = ϕ

[(
1

1− z

)N
]

= ϕ

( ∞∑
k=0

Ck
N+k−1 z

k

)
, (7.13)
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cela montre (ii). Donc en utilisant le Lemme 3.19 (ii) c) on conclut que∥∥∥(B+
∞
)N∥∥∥

Sr

=
∞∑

k=0

Ck
N+k−1r

k

=
1

(1− r)N
=
∥∥B+

∞
∥∥N

Sr

ce qui montre les égalités données dans (7.12). (ii) vient de l’identité (7.13).

Remarque 7.11. Notons qu’on a[(
B+
∞
)N]

nm
= Cm−n

N+m−n−1 ≤ inf
r<1

{
rn−m 1

(1− r)N

}
pour m ≥ n.

Pour le résultat suivant on rappelle que

Ĉ1 =
{
α ∈ U+ : sn (α) = O (1) (n→∞)

}
,

où sn (α) =
(

n∑
m=1

αm

)
/αn, voir le paragraphe 6.1. On déduit de ce qui précède

le corollaire suivant où on pose B∞ = t (B+
∞).

Corollaire 7.12. Soit N ≥ 1 un entier. On a alors les résultats suivants.
(i) a) BN

∞ ∈ Sα pour α ∈ Ĉ1,

b) BN
∞ ∈ Sr pour r > 1

et ∥∥BN
∞
∥∥

Sr
=
(

r

r − 1

)N

. (7.14)

.

(ii) Le nombre
[
BN
∞
]
nm

de chemins ayant N arcs allant de An vers Am est
donné par

[
BN
∞
]
nm

=

{
Cn−m

N+n−m−1 for m ≤ n,

0 for m > n.

Preuve. (i) a) La condition B∞ ∈ Sα signifie que supn sn (α) < ∞, c-à-d. α ∈
Ĉ1. Comme Sα est une algèbre de Banach on déduit que BN

∞ ∈ Sα.
b) D’après le Lemme 3.19 et la Proposition 7.10 pour tout r tel que 0 < 1/r <

1 on a
‖B∞‖Sr

=
∥∥ t
(
B+
∞
)∥∥

S1/r
=

1
1− 1

r

=
r

r − 1
.

De (7.12) on déduit aisément que∥∥BN
∞
∥∥

Sr
=
∥∥∥( t

(
B+
∞
))N∥∥∥

S1/r

=
(

r

r − 1

)N

.

(ii) est une conséquence directe de la Proposition 7.10 (ii).
Dans la section suivante nous allons utiliser la matrice BN (i, 0) pour étudier

une autre problème dans les matrices de transformations.
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7.3 Matrices de transformations de c
(
BN (i, 0)

)
dans c où N ≥ 1

Dans cette partie on s’intéresse aux matrices de transformations entre
c
(
BN (i, 0)

)
et c. Cela signifie qu’on donne des conditions nécessaires et suf-

fisantes pour qu’une matrice infinie vérifie la propriété

BN (i, 0)xn =
N∑

k=0

Ck
Nxn+ik → l implique Mn (x) → l′ (n→∞)

où l et l′ sont des scalaires l et pour toute suite x. On a besoin de déterminer
l’inverse de BN (i, 0). Donc d’après (7.8) on a BN (i, 0) = t

[
BN (0,−i)

]
=

t
[
ϕ
(
1 + z−i

)N]. D’après le Lemme 3.19 (iii) on a

[
BN (i, 0)

]−1
= t

[
ϕ

(
1

1 + z−i

)N
]
.

Caractérisations de
(
c
(
BN (i, 0)

)
, c
)
.

Comme conséquence directe du lemme 6.10, il est facile de déduire le résultat
suivant où D(asn)n

pour un s donné est une matrice diagonale avec
[
D(asn)n

]
nn

=
asn pour tout n et

B∞D(asn)n
=


as1

as1 as2 0
. . .

as1 as2 . asn

. . . . .

 .

Rappelons que pour tout triangle T on a M ∈ (c (T ) , c) si et seulement si les
séries intervenant dans le produit MT−1 sont convergentes et MT−1 ∈ (c, c) et

B∞D(asn)n
T−1 ∈ (c, c) pour tout s = 1, 2, ....

Dans la suite on rappelle que

[N, k] = Ck
N+k−1

=
(N + k − 1) (N + k − 2) ... (N + k − 1− k + 1)

k!

=
N (N + 1) ... (N + k − 1)

k!
,

et on considère les conditions

sup
n

( ∞∑
m=1

∣∣∣∣∣
∞∑

k=0

(−1)k an,m−ik [N, k]

∣∣∣∣∣
)
<∞, (7.15)
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lim
n→∞

∞∑
m=1

( ∞∑
k=0

(−1)k an,m−ik [N, k]

)
= l pour un scalaire l, (7.16)

lim
n→∞

n∑
k=0

(−1)k an,m−ik [N, k] = lm for m = 1, 2, ... (7.17)

sup
n

 n∑
m=1

∣∣∣∣∣∣∣
E(−n−m

i )∑
k=0

(−1)k as,m−ik [N, k]

∣∣∣∣∣∣∣
 <∞ pour tout s, (7.18)

lim
n→∞

n∑
m=1

E(−n−m
i )∑

k=0

(−1)k as,m−ik [N, k]

 = l pour un certain scalaire l et pour tout s,

(7.19)

lim
n→∞

E(−n−m
i )∑

k=0

(−1)k as,m−ik [N, k] = lm pour un certain scalaire lm, m = 1, 2, .... et pour tout s

(7.20)
On a

Théorème 7.13. M∈
(
c
(
BN (i, 0)

)
, c
)

si et seulement si (7.15), (7.16), (7.17),
(7.18), (7.19) et (7.20) sont vérifiées.

Preuve. La matrice
(
BN (i, 0)

)−1 = B−N (i, 0) peut être explicitement calculée
comme(
1 + z−i

)−N = 1−Nz−i +
N (N + 1)

2!
z−2i − ...+ (−1)k N (N + 1) ... (N + k − 1)

k!
z−ki + ...

= 1 +
∞∑

k=1

(−1)k [N, k] z−ik pour |z| < 1.

On obtient immédiatement[
t
(
B−N (i, 0)

)]
nm

= ϕ t

(
1

(1 + z−i)N

)
=

{
(−1)k [N, k] pour n−m = −ik, k = 0, 1, ...
0 sinon.

Donc

MB−N (i, 0) =

( ∞∑
k=0

an,m−ik (−1)k [N, k]

)
n,m≥1

,

et MB−N (i, 0) ∈ (c, c) est équivalente à (7.15), (7.16) et (7.17). Donc on obtient
aisément pour tout s

B∞D(asn)n
B−N (i, 0) =

E(−n−m
i )∑

k=0

(−1)k−m as,m−ik [N, k]


n,m≥1

.
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CHAPITRE 7. APPLICATIONS DIRECTES À L’OPTIMISATION ET

MATRICES DE TRANSFORMATIONS

Donc B∞D(asn)n
B−N (i, 0) ∈ (c, c) si et seulement si (7.18), (7.19) et (7.20) sont

vérifiées.
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[2] Akhmedov, A. M., Başar, F., The Fine Spectra of the Difference Operator
∆ Over the Sequence Space bvp, (1 ≤ p ≤ ∞). Acta Mathematica Sinica,
23, pp. 1757-1768 (2005).

[3] Altay, A.F, Summation order. Mat. Tidsskr. B. (1946), 33-52.
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[56] de Malafosse, B., Rakočević, V., A generalization of a Hardy theorem, Li-
near Algebra and its Applications, 421 (2007) 306-314.



139

[57] de Malafosse, B. and Yassine, A., Infinite matrices associated with power
series and application to optimisation and matrix transformations, Math. J.
Okayama Univ., ZZ (20XX), Japon (2008).

[58] Dore, G., Venni, A., On the closedness of the sum of two closed operators,
Mathematische Zeitschrift, 196 (1987), 270-286.

[59] Et, M., On some topological properties of generalized difference sequence
spaces. Internat. J. Math. & Math. Sci. 24, 11 (2000) 785-791.
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[82] Malkowsky, E., Rakočević, V., An introduction into the theory of sequence
spaces and measure of noncompactness, Zb. Rad., Beogr. 9 (17) (2000),
143-243.
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Résumé

Dans cette thèse on s’intéresse aux matrices infinies considérées comme des
opérateurs linéaires dans des espaces de suites. On est ainsi conduit à l’étude des
matrices de transformations et à la résolution de systèmes linéaires infinis ayant
une infinité dénombrable d’équations et une infinité dénombrable d’inconnues.
On donne des applications à la résolution de systèmes différentiels infinis où
interviennent des matrices infinies remarquables. Ensuite, on s’intéresse à la
résolution d’équations d’espaces de suites (EES) qui sont déterminées par une
identité dont chaque terme est une somme ou un produit d’espaces de suites de
type sa et sφ(x) où φ est une application de U+ dans lui même et x est la suite
inconnue. La résolution de telles équations consiste à déterminer l’ensemble
de toutes les suites x qui satisfont l’équation. Puis, on étudie le spectre de
l’opérateur de différence d’ordre un ∆ dans de nouveaux espaces de suites et
on considère enfin des applications directes de la théorie des matrices infinies
à des problèmes d’optimisation où on présente des résultats donnés par B. de
Malafosse et A. Yassine pour déterminer le nombre de chemins comportant
N arcs et reliant deux points quelconques dans le plan à l’aide d’une matrice
booléenne infinie de Toeplitz.

Mots-clés : Matrice de transformation, équations d’espaces de suites,
systèmes linéaires infinis, transformée de Laplace, spectre de l’opérateur de
différence, matrice booléenne infinie, systèmes différentiels infinis.

Abstract

In this thesis we deal with linear operators between sequence spaces. We are
led to studying matrix transformations and solving linear systems of infinitely
many equations in infinitely many unknowns. We give some applications to
solving differential systems involving special matrices. Then we are interested
in solving sequence space equations (SSE), which are identities in which each
term is a sum or product of sets of sequences of the form sa and sφ(x) where
φ is a map from U+ into itself and x is the unknown sequence. Solving such
equations is equivalent to determining the set of all sequences x which satisfy
the equation. Then, we study the spectrum of the operator of the first difference
∆ in the new sequences spaces sa, s

0
a, s

(c)
a and `p (a) where 1 ≤ p < ∞. Finally

we consider direct applications of the theory of infinite matrices in optimization
problems where we present some results given by B. of Malafosse and A. Yassine
to determine the number of ways having N arcs and connecting any two points
in the plane with an infinite Boolean Toeplitz matrix.

Keywords : Matrix transformation, sequence space equations, infinite linear
systems, Laplace transform, spectrum of the operator of first difference, infinite
boolean matrix, infinite differential systems.
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