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Introduction

Une conception simpliste de la mesure physique pourrait laisser croire qu’il
est toujours possible d’améliorer la précision de mesure, a condition de pouvoir
perfectionner & volonté le dispositif expérimental. S’il est vrai en effet qu’'un
appareillage de qualité est indispensable pour effectuer une mesure avec précision,
le développement de la mécanique quantique et 1’élaboration de la théorie de
I'information depuis le début du XX¢ siécle ont profondément remis en question
cette vision.

D’une part, la mécanique quantique a introduit la notion d’incertitude qui
limite fondamentalement la précision avec laquelle on peut mesurer deux obser-
vables qui ne commutent pas entre elles'. D’autre part, il est désormais admis que
la mesure d’une grandeur physique est nécessairement le résultat d’une estimation
réalisée & partir de données bruitées qui limitent la précision de mesure. Ainsi,
en prenant en compte et en modélisant ce bruit de mesure, le développement
de la théorie du traitement de l'information a mis a la disposition des scienti-
fiques plusieurs concepts puissants, permettant d’évaluer la limite théorique des
performances de traitement de ces données. La détermination de méthodes de
traitement optimales qui atteignent ces limites théoriques de précision constitue
également un important domaine d’investigation du traitement de I'information.
L’utilisation croissante de ces concepts dans tous les domaines de la science n’a
donc rien de surprenant : il est rare de nos jours que I’'on tente d’améliorer un ap-
pareillage de mesure cotiteux sans avoir étudié au préalable les limites théoriques
de précision associées aux mesures effectuées.

Dans ce manuscrit, nous suivons cette démarche pour I'analyse de deux pro-
blémes optiques : la détermination du degré de polarisation a partir d’une image
d’intensité et ’apport des états sous-poissoniens de l'intensité lumineuse pour
améliorer les précisions ultimes pour l'estimation de paramétre en imagerie et
pour un probléme de détection. En particulier, nous illustrons comment 1’étude
des bornes statistiques issues de la théorie de I'information peut constituer un
outil intéressant pour analyser les performances de traitement associées aux deux
problémes physiques étudiés dans cette thése.

Objectifs de la thése

Nous nous intéressons dans ce manuscrit a deux phénoménes optiques pour
lesquels I'influence du bruit est importante. Dans le premier cas, nous souhaitons
analyser comment une caractérisation précise du bruit de mesure peut permettre
de simplifier les systémes expérimentaux pour ’estimation du degré de polarisa-
tion en imagerie cohérente et nous étudions quelle est la perte en précision subie

' 1l s’agit 1& de la fameuse relation d’incertitude de Heisenberg.



lors de la simplification des systémes d’acquisition. Dans le second cas, nous ten-
tons de quantifier comment la complexification des systémes expérimentaux qui
parviennent a générer des bruits sous-poissoniens permet d’accroitre la précision
des mesures.

Ce manuscrit de thése est donc composé de deux parties associées a ces deux
situations physiques différentes. Les objectifs propres a ces deux études sont
détaillés ci-dessous.

Polarisation partielle de la lumiére : Lorsqu'un objet est illuminé par un

éclairement cohérent, I'image d’intensité formée sur un détecteur captant
la lumiére rétrodiffusée par cet objet est perturbée par un bruit de speckle.
Lorsque la lumiére rétrodiffusée est partiellement polarisée, la modélisa-
tion statistique de 'intensité de I'image conduit dans ce cas a des densités
de probabilité n’appartenant pas a la famille des lois exponentielles, et la
forme de ces lois dépend du degré de polarisation de la lumiére. En ana-
lysant le comportement statistique des échantillons d’intensité provenant
d’une unique image de speckle acquise sous éclairement cohérent, il est
donc possible d’estimer le degré de polarisation de la lumiére rétrodiffusée
par la scéne imagée.
L’objectif de la premiére partie de ce manuscrit sera de caractériser les
performances d’une telle méthode d’estimation du degré de polarisation
a une image, qui permet de simplifier fortement les sytémes d’imagerie
de degré de polarisation. En déterminant une borne sur la variance mi-
nimale d’une telle méthode, nous pourrons évaluer et comparer la qualité
de différents estimateurs. Nous analyserons également théoriquement et
par simulation numérique la perte en précision subie lorsque les techniques
classiques d’estimation du degré de polarisation sont remplacées par cette
méthode fondée sur I'acquisition d’une image d’intensité. Cette étude nous
permettra de discuter le compromis entre la simplification du systéme de
mesure polarimétrique et la diminution de la précision d’estimation.

Etats sous-poissoniens de la lumiére : Grace au développement de Poptique
quantique et aux intenses recherches menées dans ce domaine au cours des
derniéres décennies, il est désormais possible de générer expérimentalement
des états quantiques non standard de la lumiére présentant un niveau de
bruit inférieur au bruit de photon standard (bruit de Poisson). De tels états
présentent un grand intérét pour contribuer a I’amélioration de la précision
des mesures optiques mais ils restent a I’heure actuelle difficiles et cotlteux
a produire.

Dans la seconde partie de ce manuscrit, notre objectif sera de caractériser
I’apport de cette réduction du bruit quantique pour améliorer les perfor-
mances optimales de traitement, lorsqu’on remplace un faisceau poissonien
standard par une lumiére présentant des fluctuations sous-poissoniennes.
Nous considérerons dans un premier temps le cas de I'estimation d’un pa-
ramétre dans une image (tel qu'une translation, ou une rotation). Nous uti-
liserons deux modéles de lumiéres sous-poissoniennes grace auxquels nous
tenterons de compléter des résultats établis précédemment dans le cadre de
I'estimation de trés faibles déplacements [28, 29|, avec un modéle de bruit
sous-poissonien plus simple et valable uniquement pour de trés hauts ni-
veaux d’intensité. Plus précisement, nous analyserons le comportement des



bornes théoriques sur la variance minimale d’estimation ainsi que la préci-
sion de différents estimateurs lorsque 'intensité d’éclairement diminue ou
lorsque 'amplitude des déplacements augmente.

Nous compléterons ensuite cette étude en analysant les performances d’un
probléme de détection, consistant a discriminer deux niveaux d’intensité
lumineuse. Nous montrerons comment 1'utilisation d’un modéle binomial
de fluctuations sous-poissoniennes permet de définir un gain sur les perfor-
mances optimales de détection lorsqu’on remplace un faisceau poissonien
standard par un faisceau sous-poissonien.

Plan de la thése

Ce manuscrit est composé de deux parties qui reflétent les deux situations
physiques qui ont été abordées au cours de ces travaux de theése.

La premiére partie est consacrée a la caractérisation d’une méthode d’estima-
tion du degré de polarisation & partir d’'une unique image d’intensité en lumiére
cohérente. Le premier des deux chapitres qui composent cette partie est consacré
a un rappel du formalisme utilisé pour décrire la polarisation de la lumiére, ainsi
que des principales modélisations statistiques du phénoméne de speckle qui en-
tache les images formées sous un éclairement cohérent. Nous dressons également
dans ce chapitre introductif un rapide état de l'art des techniques d’imagerie
polarimétrique usuelles.

Dans le second chapitre, le principe général de 1’estimation du degré de po-
larisation a partir d’'une unique image de speckle est tout d’abord exposé. Nous
proposons dans la suite de ce chapitre une caractérisation détaillée de cette tech-
nique d’estimation, tant d’un point de vue théorique (performances optimales
évaluées grace a la borne de Cramer-Rao, détermination d’estimateurs et ca-
ractérisation théorique de ceux-ci, comparaison aux techniques existantes plus
complexes, etc.) que d’un point de vue plus pratique (résultats de simulations
numériques, validation sur des données réelles, application a I'imagerie, robus-
tesse a l'influence du bruit de photon a trés faible flux, etc.).

La seconde partie de ce manuscrit est introduite par le chapitre 3, dans lequel
les bases du formalisme de l'optique quantique sont rapidement esquissées afin
de présenter le contexte physique des états sous-poissoniens de la lumiére. Nous
présentons également dans ce méme chapitre les deux modéles de fluctuations
sous-poissoniennes qui seront utilisés dans ce travail de thése.

Dans le chapitre 4, nous caractérisons ’apport des lumiéres sous-poissoniennes
pour améliorer la précision d’estimation d’un paramétre dans une image au-dela
des performances atteignables avec un faisceau cohérent classique perturbé par
un bruit poissonien standard. Dans le cas de I’estimation d'un déplacement d’une
image, une étude comparative de la borne de Cramer-Rao et de la variance d’'un
estimateur simple du déplacement nous permet d’étudier comment ce gain en
terme de performance d’estimation évolue en fonction de I'intensité moyenne du
faisceau lumineux.

Enfin, le dernier chapitre propose une caractérisation du gain en performance
pour un probléme de discrimination entre deux hypothéses. Aprés avoir véri-
fié que la mesure de Chernoff permet d’évaluer la performance d’une tache de



discrimination pour un modéle binomial de bruit sous-poissonien, nous établis-
sons un critére de gain qui est fondé sur cette grandeur issue de la théorie de
I’information. L’analyse du comportement de ce critére nous permet de discuter
I’apport des lumiéres sous-poissoniennes pour ’amélioration des performances de
discrimination.

En conclusion, nous dressons un bilan général des principaux résultats obte-
nus durant cette thése, puis nous proposons quelques pistes de recherche pouvant
étre envisagées en perspective a ces travaux.



Premiére partie

Polarisation partielle
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1.1. Polarisation de la lumiere

Depuis leurs premiéres observations expérimentales au XVII® siécle, les phé-
nomeénes optiques liés a la polarisation de la lumiére ont fasciné les physiciens,
tant pour les expliquer théoriquement que pour les maitriser expérimentalement.
Si plusieurs espéces animales (abeilles, certaines espéces d’oiseaux, poissons ou
batraciens) possédent une sensibilité a la polarisation lumineuse, voire une véri-
table vision de la polarisation pour certains céphalopodes [135], I'ceil humain est
quant a lui aveugle a ces phénomeénes. Le développement de systémes d’imagerie
polarimétrique présente donc un intérét important pour pallier cette carence car
les applications des systémes de vision polarimétriques sont nombreuses, en par-
ticulier pour la caractérisation des états de surface des matériaux. Néanmoins,
la complexité importante de ces systémes qui nécessitent 'emploi de plusieurs
composants optiques polarimétriques explique que de tels dispositifs d’imagerie
polarimétrique soient encore peu répandus pour des applications usuelles.

La premiére partie de cette thése s’attachera donc a caractériser théorique-
ment les performances d’un systéme d’imagerie polarimétrique original, qui ne
nécessite pas de composants optiques polarimétriques lors de 'acquisition de
I'image mais qui tire parti du bruit de speckle di a 'utilisation d’un éclairement
actif cohérent de la scéne imagée. Dans ce chapitre, nous rappelons ainsi les bases
du formalisme classique utilisé pour décrire la polarisation lumineuse, puis nous
détaillerons les principaux modéles statistiques de fluctuations de speckle. Enfin,
nous dresserons un trés bref état de ’art des principales techniques d’imagerie
polarimétriques standard.

1.1 Polarisation de la lumiére

Dans cette section, nous rappelons briévement le formalisme usuellement uti-
lisé pour modéliser les états de polarisation de la lumiére, ainsi que les différentes
grandeurs permettant de décrire ces états de polarisation.

1.1.1 Formalisme de Jones

Etudier la polarisation de la lumiére revient a décrire le comportement du
champ électromagnétique associé a cette lumiére. Dans toute cette partie du ma-
nuscrit, nous considérerons qu’une vibration lumineuse peut faire l'objet d’une
décomposition en onde planes quasi-monochromatiques et qu’elle se propage dans
un milieu homogéne et isotrope. Si cette hypothése est vérifiée, les champs élec-
trique et magnétique sont alors des champs transverses et sont totalement liés : un
seul suffit donc a décrire intégralement la vibration lumineuse. Par conséquent,
nous nous intéresserons dans la suite au seul champ électrique, noté E(r, z,t) a
I'instant ¢, a la coordonnée z dans la direction de propagation, et en un point
r du plan transverse orthogonal a celle-ci. Pour faciliter les notations, il est
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souvent, pratique d’introduire le signal analytique associé au champ électrique.
Cette grandeur que nous noterons E(*)(r, 2, 1) est reliée au champ électrique par
I’équation suivante

E(r,z,t) = Re[E™)(r, z,1)] = Re[EM)(r, 2, t)e’%’”’t], (1.1)

ol 8(+)(r, z,t) représente cette fois 'enveloppe complexe du signal analy-
tique et v la fréquence centrale de I'onde lumineuse. Par ailleurs, puisque les
effets de la propagation de la lumiére ne seront pas pris en compte dans la suite,
on supposera que l’abscisse z le long de la direction de propagation est constante
et on ne notera plus la dépendance en z des grandeurs utilisées. On supposera
en effet que les phénoménes lumineux sont modélisés pour un plan transverse
unique, confondu avec le plan du détecteur sur lequel les signaux lumineux sont
acquis.

En optique statistique, I’enveloppe complexe du signal analytique du champ
est classiquement modélisée comme un vecteur aléatoire complexe & deux dimen-
sions appelé vecteur de Jones :

EN(r,t) = (iig 8) . (1.2)

Les deux composantes du vecteur de Jones sont définies relativement & une base
orthonormée [ux,uy]?. Notons que ces deux vecteurs sont complexes dans le cas
général, notamment pour pouvoir décrire les états de polarisation elliptiques.

Dans le cas particulier ou le vecteur de Jones est considéré déterministe et
indépendant du temps?, la lumiére est dite totalement polarisée et I’enveloppe
complexe du champ électrique s’écrit £ (r) = Ax(r)uyx + Ay (r)uy. Le signal
analytique associé au champ électrique E(r,t) décrit alors une ellipse dans le
plan transverse a la direction de propagation : les deux composantes du signal
analytique évoluent de maniére parfaitement corrélée [69)].

Dans le cas d'une lumiére partiellement polarisée en revanche, le vecteur de
Jones est usuellement considéré comme un vecteur aléatoire et ses fluctuations
doivent étre prises en compte pour décrire correctement 1’état de polarisation
de la lumiére. Tl est d’usage en optique statistique de décrire ces fluctuations au
second ordre® en calculant la matrice de covariance du vecteur de Jones, que
I’on dénommera dans la suite matrice de polarisation. Cette matrice, parfois
appelée également matrice de cohérence, est définie par

I(r,t) 2 < (| Ax(r ,t)|2> (Ax (r, 1) Ay (x J))) o (Mx(r,t) c(r, t)

’ (Ay (r, 1) A% (r, 1)) Ay (. D)) c'(r,t)  py(r,t)
(1.3)
Les éléments diagonaux pux(r,t) et py(r,t) de la matrice I'(r, t) représentent les
intensités moyennes des deux composantes du champ, au point r et a I'instant
t, selon les états de polarisation correspondant aux vecteurs uyx et uy. Le terme

— Par exemple lorsqu’on élabore une modélisation classique d’une lumiére parfaitement
cohérente et monochromatique.

— Bien qu’elle soit trés classiquement utilisée et trés couramment répandue, cette des-
cription au second ordre ne sera rigoureusement exhaustive que dans le cas de fluctuations
gaussiennes.



1.1. Polarisation de la lumiere

antidiagonal ¢(r, t) désigne l'intercorrélation des deux composantes du vecteur de
Jones, traduisant ainsi la corrélation partielle de celles-ci. L’état de polarisation
d’une lumiére partiellement polarisée est donc caractérisée par quatre parameétres
réels.

Toute matrice de covariance étant hermitique et définie positive, la matrice
de polarisation I'(r, t) peut donc étre diagonalisée dans une base orthonormale et
ses valeurs propres sont positives ou nulles. En omettant la dépendance en r et
la dépendance en temps des grandeurs introduites précédemment pour simplifier
les notations, la matrice I' peut donc s’écrire

P:UMﬁ:U(% i)Ut (1.4)
2

ot U est une matrice unitaire et ot l'on choisit par convention py > ps > 0.
Si la matrice diagonale A est de rang 1 (c’est-a-dire si ps = 0), la matrice T' est
de la forme vv', ol v est un vecteur complexe. Une telle situation correspond
a un état de polarisation pur (lumiére totalement polarisée) représenté par le
vecteur v. [’autre cas extréme survient si p; = ps : la matrice de polarisation est
alors proportionnelle a la matrice identité et caractérise une lumiére totalement
dépolarisée. Entre ces deux situations, la lumiére est dite partiellement polarisée
et peut étre caractérisée au moyen du degré de polarisation.

1.1.2 Degré de polarisation et vecteur de Stokes

A partir de la définition de la matrice de polarisation et de sa forme diago-
nalisée, on définit classiquement le degré de polarisation par le coefficient

paLtr—

. 1.5
M1+ 2 (1:5)

Ce coefficient varie entre 0 (lumiére dépolarisée) et 1 (lumiére totalement pola-
risée). Entre ces deux valeurs, le degré de polarisation permet de quantifier la
polarisation partielle d’'une lumiére. En effet, on peut montrer que tout état par-
tiellement polarisé peut étre décomposé en une superposition incohérente d’'un
état totalement dépolarisé et d’'un état totalement polarisé [51]. Ce dernier est
nommé état de polarisation principal et est caractérisé par le vecteur propre
associé a la valeur propre la plus grande ;. En effet on peut écrire

ol mfy omf ho-wfr 41520
(1

ot uy représente 'intensité totale de la lumiére au point considéré py 2 x+py =
tr(I"). D’aprés I’équation précédente et d’aprés la définition donnée en (1.5) du
degré de polarisation, les valeurs propres de la matrice [' s’expriment simplement
en fonction de P et u; puisque

_1+P 1-P
H1 = 9 Hr, Mo = 5

M- (1.7)

10
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Notons enfin qu’il est possible d’exprimer le degré de polarisation défini ci-dessus
en fonction des éléments de la matrice I' sous sa forme non diagonale en écrivant

e [ Gy — IeP)
P_\/1 4[tr<r>]2 \/1 4 " . (1.8)

Si le degré de polarisation représente un parameétre utile pour quantifier la
polarisation d’une lumiére grace a une unique valeur scalaire, il n’est cependant
pas suffisant pour caractériser complétement I’état de polarisation de la lumiére.
Ce dernier ne pourra étre décrit exhaustivement® qu’en utilisant la matrice de
polarisation I'. Historiquement, c’est l'usage du vecteur de Stokes, noté s,
qui a été privilégié pour décrire I’état de polarisation de la lumiére. Ce vecteur
consiste simplement en une réorganisation des termes de la matrice I', par une
transformation bijective, en quatre paramétres réels :

s = [s0, 51,82, 83]7 = [px + py, ix — py, 2 Re(e), 2Im(c)]”. (1.9)

L’intérét pratique du vecteur de Stokes réside surtout dans le fait que chacun de
ses éléments est directement accessible expérimentalement par une mesure d’in-
tensité, associée a une configuration particuliére d’un analyseur de polarisation
et d’une lame biréfringente (voir par exemple [69], p. 29). On peut noter enfin que
le degré de polarisation s’exprime aisément en fonction des éléments du vecteur
de Stokes par P = y/s? + s3 + s3/so.

Nous verrons par la suite comment ces différentes grandeurs caractéristiques
de I’état de polarisation de la lumiére peuvent étre mesurées pour des applications
d’imagerie polarimétrique.

1.2 Phénomeéne de speckle et statistiques asso-
ciées

Dés I'apparition des premiers lasers au début des années 1960, il est devenu
habituel d’observer, lorsqu’un laser éclaire une surface diffusante rugueuse, une
figure lumineuse contrastée, composée de taches lumineuses chatoyantes, entou-
rées de régions plus sombres. Bien qu’il eiit été déja observé historiquement en
lumiére blanche [65], ce phénoméne qualifié du terme anglo-saxon de speckle,
signifiant « tache » ou « tavelure », a fait 'objet depuis les années 1960 de mul-
tiples études, tant pour s’en affranchir lorsqu’il dégrade la qualité de mesures
optiques, que pour en tirer parti pour des applications de métrologie. Aprés une
présentation succincte du phénomeéne, nous consacrerons la suite de cette section
a un état de ’art des modeéles statistiques des fluctuations d’intensité d’une figure
de speckle, qui seront nécessaires pour appréhender 'influence du bruit de spe-
ckle dans I'imagerie cohérente et en particulier 'imagerie de degré de polarisation
que nous présenterons dans la section suivante.

4_ Dans la limite d’une description statistique au second ordre.

11



1.2. Phénomeéne de speckle et statistiques associées

1.2.1 Généralités sur le phénoméne de speckle

Lorsqu’elle subit une diffusion par une surface rugueuse, ou lors de la traver-
sée d’un milieu hétérogéne diffusant, une onde électromagnétique spatialement
et temporellement cohérente subit des déviations et des déphasages aléatoires.
En un point de I'espace éclairé par cette lumiére diffusée (ou rétrodiffusée dans le
cas d’'un montage en réflexion), le champ électromagnétique peut étre modélisé
comme une somme de contributions élémentaires, associées a différents dépha-
sages et déviations du champ incident initial. Ces ondes diffusées étant cohérentes
mais déphasées entre elles, elles interférent alors, soit de maniére constructive, et
I'intensité observée alors dans un plan orthogonal & la direction d’incidence est
dans ce cas importante, soit de maniére destructive, auquel cas le point du plan
d’observation apparaitra plus sombre.

Chacune de ces zones claires entourée de régions plus sombres est associée a
un grain de speckle, qui correspond a un élément volumique localisé, a I'intérieur
duquel les différentes contributions du champ interférent de maniére constructive.
On convient habituellement de distinguer le speckle « objectif » qui correspond a
une observation directe du motif d’intensité diffusé, sur un écran ou un capteur
par exemple, et le speckle « subjectif » qui représente la figure d’interférence
imagée a travers un systéme optique, tel que I'ceil par exemple.

Pour une lumiére incidente de longueur d’onde A, le diamétre caractéristique
0 de ces grains de speckle est communément défini dans le cas du speckle subjectif

par

Al
=1,22 — 1.1
=122, (1.10)

ot [ représente alors la distance entre 'ouverture du systéme optique et le plan
image et ou D est le diamétre de I'objectif de 'imageur. On voit ainsi qu’on peut
faire varier la taille des grains de speckle imagés a travers un systéme optique
simplement en diaphragmant ’objectif.

Une autre quantité est trés souvent utilisée pour caractériser le speckle. Il
s’agit du contraste de speckle, défini par le rapport entre ’écart-type o; des
fluctuations de l'intensité lumineuse et la moyenne de lintensité py = (I) :

1>

= (1.11)

K1

C

Dans la suite, nous détaillerons ’expression de ce contraste pour différents mo-
deéles de speckle.

On peut observer le phénoméne de speckle dans un grand nombre de situa-
tions physiques, dés qu'une onde subit des déphasages aléatoires significatifs. Bien
que nous présentions ici le speckle dans un cadre électromagnétique, ce phéno-
meéne se rencontre également souvent dans le domaine de 'acoustique, expliquant
en particulier I'aspect trés granuleux des images échographiques. Néanmoins,
c’est en électromagnétisme que ce phénoméne est le plus souvent rencontré. Les
images RADAR par exemple, que I'on acquiert en enregistrant le champ rétro-
diffusé par une scéne apreés avoir éclairé celle-ci avec un faisceau cohérent, sont
elles aussi fortement bruitées par ce phénoméne de speckle. On peut également
citer le cas des observations astronomiques qui se trouvent elles aussi limitées
en précision a cause de la turbulence atmosphérique qui produit une figure de

12
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speckle rapidement variable dans le temps’. Enfin, en ce qui concerne 'optique
aux longueurs d’onde du visible, on rencontre ce phénoméne dés que des sources
cohérentes (lasers) sont utilisées, car la plupart des matériaux présentent une
rugosité suffisante a I’échelle de la longueur d’onde pour donner naissance a des
interférences et donc & un phénomeéne de speckle.

Pour toutes les techniques d’imagerie qui utilisent une source lumineuse co-
hérente (holographie, microscopie laser, etc.), le speckle est avant tout considéré
comme un bruit dont il faut limiter les effets perturbatifs sur la qualité de I'image.
Ainsi, 'investigation de techniques de réduction du contraste de speckle dans les
images constitue un domaine de recherche a part entiére. Généralement, toutes
ces techniques reposent sur un moyennage de plusieurs figures de speckle pour
tenter de réduire son contraste, soit par variation temporelle des chemins optiques
empruntés par le faisceau incident (par utilisation d’une plaque diffusante mobile
par exemple [92]), soit par superposition de plusieurs trains d’onde pour réduire
la cohérence de I’éclairement laser [31] ou encore en utilisant des variations tem-
porelles du spectre des sources utilisées [32]. On verra également plus en détail
dans la section suivante comment un moyennage spatial des grains de speckle
est encore la plus simple fagon de réduire le contraste de speckle, au prix d’une
perte en résolution. Dans le domaine de 'imagerie RADAR notamment, c’est ce
type de moyennage qui est souvent réalisé pendant 1’étape de post-traitement
des données.

A Tinverse, il convient d’évoquer également les diverses applications de mé-
trologie qui exploitent précisément la grande sensibilité des figures de speckle aux
caractéristiques de la surface diffusante et qui se scindent trés schématiquement
en deux catégories entre les applications de mesure de déplacements, de déforma-
tion ou de vélocimétrie et les applications de mesure de rugosité de surface. La
premiére catégorie d’applications exploite la trés forte sensibilité de la figure de
speckle & des déplacements ou des déformations infimes de la surface diffusante :
la mesure de la décorrélation progressive du motif de speckle permet ainsi de re-
monter a la valeur de ces paramétres [114, 2|. D’autre part, plusieurs techniques
reposant sur des modeéles particuliers de statistiques de speckle permettent de
réaliser une caractérisation optique de la rugosité des surfaces diffusantes tout en
présentant ’avantage d’étre non destructives et sans contacts (voir par exemple
[90, 91, 139]).

1.2.2 Modélisation standard du phénomeéne de speckle

Pour compléter la présentation générale du speckle qui précéde, nous propo-
sons ici de rappeler dans ses grandes lignes la modélisation statistique standard
de ce phénoméne, élaborée par J. W. Goodman en 1975 et qui fait toujours
référence dans le domaine de 'optique statistique. Puisqu’il est généralement
trés difficile de décrire précisément les irrégularités de la surface a I’échelle sub-
micrométrique pour calculer la figure d’interférence exacte du speckle, il est né-
cessaire d’adopter une description statistique du mécanisme de rétrodiffusion sur
la surface rugueuse. Cette description permet en effet d’appréhender les caracté-
ristiques essentielles du probléme et de déterminer les propriétés statistiques du

®— On peut noter ici que les techniques de correction du front d’onde par optique adaptative
tentent notamment de limiter les effets néfastes de ce bruit de speckle.

13
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champ électrique rétrodiffusé.

1.2.2.1 Champ scalaire polarisé

Dans un premier temps, nous considérons une onde monochromatique totale-
ment polarisée’® rétrodiffusée par une surface de rugosité et de réflectivité homo-
géne. La modélisation classique suppose que la surface diffusante est composée
de N, diffuseurs élémentaires. En tout point r du plan d’observation recevant une
partie de la lumiére rétrodiffusée, on suppose que le champ résulte de la somme
des N, contributions de chaque diffuseur élémentaire.

Le champ étant supposé scalaire, I’enveloppe complexe du champ au point r
définie & Péquation (1.1) peut donc s’écrire

Ny
Uk(r) _.
EN(r) = Ax(r)ux = Y Axp(r)uy = Y —Le uy, (1.12)
k=1 k=1 VY Na

ot Ax x(r) représente l'enveloppe complexe du champ rétrodiffusé par un diffu-
seur unique (diffuseur k). Les quantités Ug(r)/+/Ny et ¢ (r) représentent respec-
tivement le module et la phase de ce champ rétrodiffusé élémentaire. Le champ
rétrodiffusé au point considéré est donc décrit par la résultante d’'une somme de
Ny vecteurs du plan complexe (phaseurs) dont 'amplitude et la phase sont aléa-
toires. Les propriétés statistiques d’une telle somme de vecteurs complexes ont
été largement étudiées dans le cadre de la théorie des marches aléatoires [54, 55].

Lorsque les hypothéses suivantes, proposées par Goodman [54|, sont véri-
fiées, on se situe dans le cas particulier du speckle pleinement développé. En
omettant désormais la dépendance en r, ces hypothéses s’énoncent de la fagon
suivante :

1. les U, et ¢, peuvent étre considérés comme des variables aléatoires indé-
pendantes entre elles;

2. pour chaque diffuseur, (c’est-a-dire Vk) les Uy ont la méme distribution
statistique, de moyenne (U) et second moment, (U?);

3. les phases ¢, sont réparties selon une loi uniforme sur [—, 7[".

Dans ces conditions, le champ résultant est alors de moyenne nulle et les parties
réelles et imaginaires du champ résultant sont décorrelées ((Re(Ax) Im(Ax)) =
0). On peut également montrer que les moments d’ordre deux des parties réelles et
imaginaires sont égaux et s'écrivent ([Re{Ax}]?) = ([Im{Ax}]*) = (U?)/2 2 o2,

Le champ résultant Ax s’écrit donc comme la somme de Ny variables aléa-
toires indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) selon la méme loi de
probabilité. On applique alors classiquement le théoréme central limite pour
conclure que, dans la limite d’une sommation sur un nombre Ny trés grand de
diffuseurs, la densité de probabilité (DDP) de la somme de N, variables aléatoires
tend vers une distribution gaussienne. En appliquant ce résultat aux parties réelle
et imaginaire de la variable aléatoire résultante Ay, on obtient finalement la loi

6_ On se situe alors dans le cas le plus simple, monodimendionnel.
7— On verra dans la suite que cette hypothése conditionne la circularité du speckle.
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de probabilité conjointe suivante :

P(Re{ Ay}, In{Ax}) = 5 exp(— RetbAEH [Im{AGEy

(1.13)
Cette loi de probabilité obtenue pour un champ scalaire rétrodiffusé par une
surface rugueuse est une distribution gaussienne complexe circulaire mo-
nodimensionnelle. En effet, comme cela est représenté sur la figure 1.1.a, les
ellipses d’iso-probabilité du champ sont représentées dans le plan complexe (ou
plan de Fresnel) par des cercles centrés sur l'origine car la moyenne du champ
est nulle. En d’autres termes, on dira que le champ rétrodiffusé ne posséde pas
de composante spéculaire.

A A
o o,
<---|=---> <-->
i
o " o |
: RE;{A)(} ]'_ . fie{AX}
| J Lo\
v :
\"
(a) (b)

F1G. 1.1 — Représentation dans le plan de Fresnel d’un (a) champ gaussien com-
plexe circulaire sans composante spéculaire. (b) champ gaussien complexe non
circulaire de composante spéculaire non nulle et réelle.

La démarche proposée par J. W. Goodman permet d’accéder aux statistiques
d’intensité lumineuse qui nous intéressent plus particuliérement pour ces travaux
de these. En notant l'intensité lumineuse I = |Ax/|?, on obtient la DDP suivante
pour 'intensité [54]

1 I

VI >0, Pi(I)=— exp(——), 1.14
>0, PI) = esp(—) (1.14)

ot I'on a noté la moyenne de Uintensité u; = (I) = 202, Cette loi de probabilité
est une loi exponentielle, dont les moments sont caractérisés par (I") = n!(I)"
[35]. Ainsi on en déduit aisément que dans cette situation, le contraste de speckle
vaut

2 2

or _ v = {1)? _ 1. (1.15)
fir (1)

L’écart-type des fluctuations d’intensité est donc maximal et est égal & la moyenne
de l'intensité de la figure de speckle : le speckle est alors dit pleinement déve-
loppé. Pour I'imagerie cohérente, cette situation correspond a une dégradation

trés importante de la qualité des images, et a motivé les différentes techniques

C:
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de réduction de contraste de speckle évoquées précédemment.

1.2.2.2 Champ partiellement polarisé

Nous avons introduit le modeéle statistique standard du speckle pleinement
développé dans le cas d’une lumiére totalement polarisée, dont la matrice de
polarisation I' est de rang 1.

Pour étendre ce modéle de speckle au cas partiellement polarisé, il suffit de
passer d’une modélisation monodimensionnelle a celle d’'un champ a deux dimen-
sions. On propose donc ici de considérer le cas général d'une lumiére partielle-
ment polarisée, de matrice de polarisation arbitraire I', tout en supposant que
les hypothéses précédentes qui caractérisent le speckle pleinement développé sont
toujours vérifiées. On a vu a la section 1.1.2 que toute matrice de polarisation I"
pouvait étre diagonalisée dans une base de vecteurs propres orthogonaux. Ainsi,
dans cette base de diagonalisation, il devient possible d’écrire la variable aléatoire
I associée a l'intensité lumineuse comme la somme de deux variables aléatoires

décorrélées
[:[1+[27 (116)

ou I; et I, caractérisent les fluctuations d’intensité dans les deux directions de po-
larisation orthogonales associées aux vecteurs propres de I'. Les valeurs moyennes
de ces deux variables aléatoires sont clairement données par les valeurs propres ji;
et po qui dépendent du degré de polarisation P et de l'intensité moyenne totale
r (voir équation (1.7)). Le speckle étant supposé pleinement développé, on peut
alors montrer que chacune de ces deux composantes d’intensité [;, (j = 1,2) est
distribuée selon une loi exponentielle de moyenne y; (7 = 1,2) [54].

En outre, ces deux variables aléatoires sont non seulement décorrélées mais
également indépendantes car elles résultent de deux composantes indépen-
dantes du champ, dont I'enveloppe complexe €| introduite a 1'équation (1.2),
est décrite dans ce cas par une densité de probabilité gaussienne complexe circu-
laire bidimensionnelle

Pg(+)<g(+)) - #et[lﬂ] eXp(_[g(—H]TFil[g(—H])v (1'17)

qui généralise la DDP de I’équation (1.13) a deux dimensions [54].

Enfin, puisque les deux variables aléatoires I; et I, sont indépendantes, il est
possible de calculer la DDP de l'intensité totale /. La loi de probabilité de la
somme de deux variables aléatoires exponentielles indépendantes de moyennes
différentes s’écrit [H1]

1

R

{exp[—i} — exp[—i] } (1.18)

H1 M2

En remplacant p; et pp par leurs expressions données en équation (1.7), on
obtient alors [51]

Py(I) = Pim{exp [—ﬁ] —exp [—ﬁ} Lo o)

La forme de cette loi de probabilité, représentée sur la figure 1.2, évolue sensible-
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1.2. Phénomene de speckle et statistiques associées

ment lorsque le degré de polarisation varie entre 1 (lumiére totalement polarisée)
et 0 (lumiére totalement dépolarisée). Pour une lumiére totalement polarisée, on
retrouve la loi exponentielle obtenue a 1’équation (1.14), tandis que pour une
lumiére dépolarisée (P = 0), P;(I) est alors une loi gamma d’ordre deux :

Pi(I) (2)21 (~21) (1.20)
=(—) Texp(—2—). :

! K1 P 204

On peut noter également que dans le cas général (0 < P < 1), cette loi de
probabilité n’appartient pas & la famille des lois exponentielles [19].

F1G. 1.2 — Densité de probabilité de 'intensité de speckle pleinement développé
en lumiére partiellement polarisée pour différentes valeurs de P.

A partir de 1’équation (1.19), on déduit aisément que I’écart-type de 1'in-
tensité I dans le cas partiellement polarisé vaut o; = u;\/(1+ P?)/2, ce qui
permet d’écrire le contraste du speckle pleinement développé pour une lumiére
partiellement polarisée

C:

2

LEP (1.21)

2

Il est important ici de remarquer qu’une dépolarisation partielle de la lumiére se
traduit par une réduction du contraste de speckle, jusqu’a un facteur 1/4/2 si la
lumiére est totalement dépolarisée. Dans les travaux qui seront exposés dans le
chapitre suivant, la relation entre le contraste de speckle et la valeur de P sera
utilisée pour élaborer une méthode d’estimation simple du degré de polarisation.

1.2.3 Généralisation & d’autres types de speckle

Le modéle standard que l'on vient de rappeler ci-dessus permet d’obtenir
les statistiques de speckle pleinement développé en lumiére partiellement po-
larisée. Toutefois, cette approche est dans certains cas inadaptée pour décrire
correctement les statistiques de speckle (par exemple dans le cas de I'imagerie
a travers des milieux turbulents [30, 1], ou de I'imagerie RADAR de certaines
zones [3, 74, 75, 134, 107|, etc.). Nous exposons briévement dans cette section
les principaux phénoménes physiques pour lequels une modification de la mo-
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1.2. Phénomeéne de speckle et statistiques associées

délisation est nécessaire, ainsi que les conséquences sur les modéles statistiques
décrivant les fluctuations d’intensité.

1.2.3.1 Statistiques de speckle intégré sur la surface d’un capteur

L’acquisition d’un motif de speckle sur un capteur représente une étape né-
cessaire pour réaliser des applications d’imagerie ou de métrologie de speckle.
Il apparait donc nécessaire d’étudier comment cette étape d’acquisition sur un
capteur (photodiode, camera CCD, etc.) influence les modéles statistiques rap-
pelés plus haut. En effet, lorsque ’extension spatiale de la surface sensible d’'un
détecteur ou d’un pixel d'une caméra CCD n’est pas négligeable devant la taille
caractéristique ¢ des grains de speckle (voir équation (1.10)), I'étape d’intégration
modifie sensiblement les statistiques observées aprés cette étape d’acquisition.

Pour illustrer ces effets, on peut considérer simplement le cas d’'un capteur
unique parfait, en supposant que la réponse de ce dernier est unitaire sur toute
sa surface notée S. et qu’elle s’annule ailleurs. On se place également dans une
situation ou la surface du détecteur intégre un nombre L de grains de speckle,
que nous supposons entier en premiére approximation. On admet de plus que
les variables aléatoires associées aux intensités des différents grains de speckle
contenus sur la surface du capteur sont indépendantes entre elles et distribuées
selon la méme loi de probabilité. En modélisant alors I'intensité intégrée par la
totalité de la surface du capteur par une fonction constante par morceaux, on
peut alors écrire l'intensité intégrée par le capteur /. comme la somme de L
variables aléatoires indépendantes [54]

L
I, = // Idxdy = S.» I (1.22)
¢ k=1

Ainsi, dans le cas d’un champ scalaire (totalement polarisé¢), chacune des L
variables aléatoires I intervenant dans la sommation obéit a une loi exponentielle
de moyenne ;. Dans le cas d’une lumiére totalement polarisée (P = 1), la DDP
de la somme de L variables exponentielles est une loi gamma d’ordre L et de
moyenne py, = (I.) = LusSe, dont la densité de probabilité s’écrit

L )LICLI ), (1.23)

w1,/ T(L) 1,

ou I'(z) représente la fonction gamma (voir [60], p. xxxiv). Dans la suite des
travaux présentés dans cette thése, ce type de statistique de speckle sera qualifié
de speckle pleinement développé d’ordre L, ou plus généralement speckle
d’ordre supérieur.

Dans le cas partiellement polarisé, la densité de probabilité de l’intensité
intégrée résulte de la convolution de deux lois gamma d’ordre L et de moyennes
différentes, ce qui conduit au résultat général suivant [54]

P (1) = (

2L1
LI 1L AnPL exp<—7_ 2) ) 2PLI,
P(L) = [ ] ( 7P =Pz, P }’

I, 1\|—————
P, 1= P?)Lepr, I'(L) =2 [(1 — P,
(1.24)
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1.2. Phénomene de speckle et statistiques associées

ou I,(x) désigne la fonction de Bessel modifiée de premiére espéce d’ordre n [60].
On montrera par la suite que la variance d’une telle loi de probabilité vaut
var(l.) = pr, (1 + P?)/L, permettant alors d’écrire 'expression du contraste de

speckle intégré sur un capteur
1+ P2
C= . 1.25
V21 (1.25)

En comparant cette expression avec ’équation (1.21), on en déduit que le moyen-
nage de plusieurs grains de speckle sur un capteur conduit a une réduction du
contraste. Cette technique est couramment utilisée pour limiter les perturbations
dues au bruit de speckle en imagerie, et plus précisément dans le domaine RA-
DAR ou il est parfois possible de moyenner plusieurs acquisitions d’une méme
scéne pour passer d’'un speckle d’ordre 1 a un speckle d’ordre supérieur [118].

Interprétation physique du paramétre L : Comme nous venons de le pré-
senter ici, on assimile souvent le paramétre L au nombre (supposé entier) de
grains de speckle contenus dans la surface du capteur. Une modélisation plus
fine de l'intégration d’une figure de speckle sur un capteur permet de montrer
que ce parameétre L dépend de la dimension du détecteur et de I'aire de cohérence
Acon de la lumiére assimilée a ’aire moyenne des grains de speckle [54].
L’analyse proposée par Goodman démontre alors que si la taille du détecteur
est trés inférieure a la dimension des grains (S, < A.p), le paramétre L tend
vers un : le speckle est alors bien échantillonné par le capteur et les conditions
du speckle pleinement développé sont vérifices. A linverse, lorsque la surface
d’intégration S, est grande devant 'aire de cohérence A, le paramétre L vaut
approximativement S./A.p, valeur qui correspond bien approximativement au
nombre moyen de grains de speckle contenus dans la surface du détecteur.

Limites du modéle de speckle d’ordre supérieur : Dans la suite, on consi-
dérera la plupart du temps des statistiques de speckle d’ordres supérieurs (L > 1)
a valeurs entiéres. Cependant, pour des applications réelles d’imagerie, cette hy-
pothése risque de n’étre pas parfaitement respectée. Par ailleurs, les intensités
des différentes figures de speckle moyennées par la surface du détecteur ont été
supposées indépendantes entre elles. Si cette hypothése d’indépendance n’est pas
vérifiée, les statistiques présentées plus haut doivent étre bien siir corrigées : som-
mer des grains de speckle partiellement corrélés conduit en effet a une réduction
du contraste de speckle moins importante que celle observée a 1’équation (1.25)

[54].

1.2.3.2 Modéles de speckle pour des réflectivités non constantes

D’autres phénoménes physiques nécessitent de corriger le modéle standard
de speckle pleinement développé, pour prendre en compte par exemple le fait
que la réflectivité de la surface réfléchissante n’est pas nécessairement constante,
contrairement & ’hypothése faite dans le cas du speckle pleinement développé.
L’intensité de la figure de speckle recue au niveau du capteur résulte alors d’un
phénomeéne doublement aléatoire provenant
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— d’une part du phénoméne de speckle proprement dit causé par les interfé-
rences multiples de la lumiére rétrodiffusée par une surface rugueuse;

— et d’autre part des variations de la réflectivité p de la zone de la scéne
projetée sur le détecteur, modélisée ici par une variable aléatoire distribuée
selon une loi P,(p).

L’intensité I, peut alors s’écrire I,. = pI, ot I désigne I'intensité qui serait obtenue
pour une réflectivité uniforme, et que ’on suppose distribuée selon une loi de
probabilité P;(I). Par une application de la relation de Bayes, on obtient alors
la loi de probabilité suivante pour l'intensité I,

I,

Pol) = [ PualoPoe = [ SRR (120

Dans le cadre de I'imagerie RADAR & ouverture synthétique, des études
phénoménologiques ont montré qu'un modéle de réflectivité obéissant a une loi
gamma pouvait décrire correctement les fluctuations de réflectivité du sol. Ainsi,
en supposant que P,(p) est une loi gamma d’ordre v, de moyenne unitaire et que
I’éclairement totalement polarisé produit un speckle d’ordre L entier®, I'intensité
mesurée par le capteur suit alors une loi IC de paramétres L,v et p;, = (1)
[107, 75, 74, 3], dont Pexpression est

L+v
9 Lyl 1) Lul,
P (1) = r K, (2 "), 1.27
i (F) frr<L>r<v>[mJ ( Mfr) (1.27)

ou la notation K, (z) désigne la fonction de Bessel modifiée de deuxiéme espéce
d’ordre n [60].

Dans d’autres références en imagerie RADAR [134], il a été montré également
que pour modéliser le « fouillis » provenant des échos de sol, les fluctuations de
speckle sont parfois plus fidélement modélisées en remplacant la loi exponentielle
du modéle standard par une loi de Weibull de paramétres n et b [35]

Pi(I) = %(%)H exp {-(%)b} (1.28)

ol b est le paramétre de forme de la loi. La valeur moyenne de cette distribution

est py = nl'(1 + 1/b), ou T représente la fonction Gamma®.

Cette bréve description des principaux modéles de speckle montre que les
descriptions statistiques permettant de caractériser les fluctuations de ’'intensité
lumineuse observée évoluent sensiblement en fonction des conditions expérimen-
tales ou de la nature des matériaux. Dans le chapitre suivant ol nous verrons
comment tirer parti des fluctuations de speckle pour estimer le degré de po-
larisation de la lumiére, nous utiliserons différents modéles de speckle afin de
généraliser au mieux les résultats obtenus.

8 Cest-a-dire que Pr(I) est une loi gamma d’ordre L et de moyenne ;.
9_ La fonction T est définie grace a Iintégrale suivante I'(z) 2 [F 7=V exp(—t) dt (voir

0
[60], p. xxxiv).
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1.2.4 Extension aux lumiéres non circulaires

Pour les différents modéles de speckle présentés jusqu’ici, le champ électroma-
gnétique a l’origine des distributions d’intensité étudiées était supposé gaussien
et circulaire, ce qui revient a supposer que le champ est distribué selon 1’équa-
tion (1.13) dans le cas d’une lumiére totalement polarisée. La premiére hypothése
(gaussianité) qui découle du théoréme central limite nécessite que le nombre de
diffuseurs qui contribuent au phénomeéne d’interférence multiples soit trés grand
(idéalement, infini). La seconde hypothése (circularité) est vérifiee a condition
que les différences des hauteurs des rugosités de la surface soient suffisament
élevées (en pratique, supérieures a la longueur d’onde \) pour assurer que les
déphasages des différentes contributions rétrodiffusées au point r soient unifor-
mément réparties entre —m et 7.

Ces deux conditions ne sont pas toujours vérifiées en pratique, par exemple
pour des surfaces de faible rugosité. L’hypothése de gaussianité doit quant a elle
étre remise en cause lorsque la résolution du systéme d’imagerie atteint la dimen-
sion transversale caractéristique des rugosités, conduisant ainsi & n’éclairer qu’un
faible nombre de diffuseurs [8]. De nombreuses études ont donc tenté de complé-
ter le modéle classique et d’analyser les statistiques de speckle non-gaussiennes
[34, 46, 154, 8] et non circulaires [106, 155, 8]'°.

Tout en restant dans I’hypothése gaussienne, nous serons amenés dans la suite
de ce manuscrit a évoquer la situation d’un champ scalaire (donc totalement et
linéairement polarisé) non circulaire. Dans ce cas, la répartition des parties
réelles et imaginaires du champ est dissymétrique car leurs variances, notées o2
et o2, sont différentes, et les ellipses d’iso-probabilité ne sont désormais plus
circulaires. Les quantités o2 et o? désignent respectivement les projections des
demi-axes de l’ellipse sur I’axe réel et imaginaire et sont représentés sur la figure
1.1.b dans le cas ou le champ posséde une composante spéculaire (moyenne de
’enveloppe complexe du champ non nulle) & valeur réelle.

Parmi les nombreuses contributions théoriques a 1’élaboration d’un modéle
statistique du speckle non circulaire, celle de Uozumi et Asakura [155] conduit, &
notre connaissance, aux résultats les plus généraux, avec une composante spécu-
laire quelconque et prenant en compte une corrélation partielle entre les fluctua-
tions des parties réelles et imaginaires du champ. Par souci de simplicité, nous
rappelons ici les résultats obtenus par Ohtsubo et Asakura [106] dans lesquels
les parties réelle et imaginaire du champ sont décorrélées. Nous supposons en
outre que o; > o, et que la composante spéculaire du champ posséde une partie
imaginaire nulle In{Ax} = 0 (ce qui est le cas de la figure 1.1.b). L'intensité

. N , A
spéculaire sera quant a elle notée I, = (Ax )2 Dans ce cas, la DDP du champ
scalaire, exprimée a I’équation (1.13) dans le cas circulaire, devient

27ml—iar P [‘(ARZE?X}2 + [Im;f;}]Qﬂ, (1.29)

10_ Notons que contrairement au cas du modéle standard gaussien et circulaire, la plupart
des modélisations de speckle non-gaussien et/ou non circulaires dépendent explicitement des
caractéristiques de rugosité de la surface rétrodiffusante. Cette propriété intéressante pour des
applications de métrologie constitue donc une motivation supplémentaire pour obtenir une
description statistique la plus fidele qui soit.

P(Re{Ax}, Im{Ax}) =
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avec ARe{Ax} = Re{Ax} — (Re{Ax}) = Re{Ax} — VI,.
A partir de cette expression, Ohtsubo et Asakura ont déterminé la loi de
probabilité de 'intensité I = |Ax|?* qui s’écrit [1006]

P(I) = ! exp{—{£<%+i2)+%:2]}~{10(91)10(92)—|—2§In(91)1n(92)]7

" 20,0; s o -

(1.30)
ou I, (z) représente la fonction de Bessel modifiée de premiére espéce d’ordre n
et ou

I/1 1 VI
‘91 = Z(U_z — U—ZZ>, et 92 = 0’2 . (131)

Ce modeéle simplifié de fluctuations d’intensité pour des lumiéres non circulaires
nous sera utile, au début de la seconde partie de ce manuscrit, pour introduire
une description statistique des lumiéres sous-poissoniennes.

1.3 Introduction & I'imagerie polarimétrique

Le cadre applicatif des travaux présentés dans cette premiére partie de thése
est celui de I'imagerie polarimétrique cohérente, et plus particuliérement l'ima-
gerie de degré de polarisation. Le but de l'imagerie polarimétrique consiste a
obtenir une ou plusieurs images représentatives des propriétés polarimétriques
de la lumiére en provenance de tous les points de la scéne imagée. L’intérét et
I’engouement, que suscite aujourd’hui ce type d’imagerie s’explique par le fait
que l'intéraction de la lumiére avec un objet influe sensiblement sur 1’état de
polarisation de la lumiére rétrodiffusée, et cette influence dépend des caracté-
ristiques de surface intrinséques du matériau imagé (rugosité, orientation, etc.),
voire des structures volumiques du matériau dans le cas ou une diffusion en
volume est également observée [30, 160]. En autorisant une caractérisation fine
des mécanismes de rétrodiffusion a la surface des matériaux ou des tissus imageés,
I'imagerie polarimétrique présente donc un grand intérét pour des domaines aussi
variés que la reconnaissance de matériaux, le diagnostic médical assisté par ima-
gerie, le controle non destructif d’état de surface, etc. De maniére plus générale,
I'utilisation de techniques d’imagerie polarimétrique peut également bénéficier
a certaines taches de traitement d’image comme la détection, la classification
ou encore la segmentation, car les informations polarimétriques révélent dans de
nombreuses situations des contrastes supérieurs a ceux visibles en imagerie de
réflectivité standard [153, 12, 20, 77].

On fait habituellement la distinction entre 'imagerie polarimétrique in-
cohérente et 'imagerie polarimétrique cohérente. La premiére vise a carac-
tériser, en chaque point de la scéne observée, I’état de polarisation de la lumiére
rétrodiffusée par les objets imagés sous une illumination incohérente active ou
passive (lumiére ambiante).'! On peut citer plusieurs exemples d’application ot
des contrastes polarimétriques en lumiére ambiante sont utilisés en reconnais-
sance des matériaux [160] (repérages de zones corrodées sur les coques de navires
[162] ou discrimination de pistes métalliques sur des images de circuits impri-

1 Dans certains cas (imagerie infrarouge thermique par exemple) la lumiére peut étre
directement émise par les objets de la scéne imagée.
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més [161]), ou pour détecter des occlusions [161] ou déterminer I'orientation des
surfaces des objets imagés [161, 85, 78].

1.3.1 Imagerie polarimétrique cohérente

A la différence des techniques évoquées ci-dessus, I'imagerie polarimé-
trique cohérente active consiste a éclairer une scéne avec une lumiére co-
hérente (lumiére laser) dont on controle I’émission en terme d’intensité, de cohé-
rence et d’état de polarisation. La lumiére diffusée par la scéne est alors imagée,
en réflexion ou en transmission, par un systéme optique polarimétrique. Outre le
controle de I’état de la lumiére incidente, ces techniques actives présentent 1’avan-
tage d’étre moins sensibles aux conditions environnementales d’éclairement, en
étant opérationnelles de nuit par exemple. Les domaines d’application de 'ima-
gerie polarimétrique active sont similaires a celles évoquées plus haut (reconnais-
sance de matériaux, controle non-destructif, discrimination de cibles, détection
de mines enterrées [130, 159], etc.) auxquelles on peut rajouter la télédetection
[21, 12, 44], 'imagerie médicale (imagerie des couches superficielles de I’épiderme
[26, 30] ou I'analyse de la rétine [15]) ou encore 'amélioration de la visibilité a
travers un milieu diffusant (solution aqueuse ou brume) [129, 50].

Les diverses techniques d’imagerie polarimétrique cohérente se distinguent
par les différentes caractéristiques polarimétriques imagées. Nous établirons ici
un distinguo entre celles qui visent a 1’acquisition de paramétres polarimétriques
multidimensionnels (imagerie de Stokes ou de Mueller) et celles pour lesquelles
I'information polarimétrique est caractérisée par un unique paramétre scalaire,
typiquement I'imagerie de degré de polarisation. Avant de détailler dans le para-
graphe suivant les différentes techniques d’estimation du degré de polarisation,
il convient de rappeler briévement les techniques d’imagerie a plusieurs compo-
santes que sont 'imagerie de Stokes et 'imagerie de Mueller.

Imagerie de Stokes : Le principe de fonctionnement d’un systéme d’imagerie
polarimétrique cohérente est illustré sur la figure 1.3. Le faisceau cohérent utilisé
pour illuminer la scéne est controlé en polarisation grace a un générateur d’état
de polarisation, constitué par ’association de composants optiques polarimé-
triques (lame quart d’onde, polariseur rectiligne, etc.), permettant de réaliser
n’importe quel état de polarisation pur. La lumiére rétrodiffusée par la scéne est
collectée par un montage télescopique, et vient former une image sur la surface
d’un détecteur sensible & l'intensité lumineuse. Cependant, avant d’atteindre le
capteur, la lumiére traverse un analyseur d’état de polarisation, qui permet
de mesurer la fraction d’énergie lumineuse contenue dans un état de polarisation
donné.

Grace a 4 configurations différentes de ’analyseur de polarisation, il devient
dés lors possible de mesurer les 4 composantes du vecteur de Stokes en chaque
pixel du détecteur [69]. Un tel dispositif permet donc d’accéder & une carac-
térisation compléte de I'état de polarisation de la lumiére rétrodiffusée par la
scéne et permet ainsi de remonter a des propriétés polarimétriques multiples (de-
gré de polarisation, biréfringence, dichroisme, etc.). L’inconvénient majeur de ce
type d’imagerie provient du fait que de nombreuses acquisitions sont nécessaires
pour effectuer la mesure, ce qui n’est pas sans poser des problémes de recalage
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F1G. 1.3 — Schéma de principe d'un dispositif d’imagerie polarimétrique active
cohérente.

d’images, dans le cas par exemple de 'imagerie médicale in vivo ou pour des
systémes d’imagerie mobiles. Par ailleurs, la complexité du systéme d’imagerie
polarimétrique et la nécessité d’utiliser des composants optiques polarimétriques
a configuration variable et mobile accroit le cotlit de ces systémes, leur durée
d’acquisition ainsi que les difficultés de maintenance (dues notamment a l'usure
des systémes de mécanisation de ces composants) et d’intégration spatiale dans
des systémes optiques miniaturisés.

Pallier ces différents problémes représente donc un enjeu important pour le dé-
veloppement de systémes d’imagerie polarimétrique. Ainsi, parmi les nombreuses
innovations technologiques qui ont pu étre proposées, on peut noter principale-
ment le développement de dispositifs analyseurs d’états de polarisation a cristaux
liquides [163, 117], dont le but est d’accélérer les mesures polarimétriques et de
miniaturiser les composants optiques, en limitant le nombre de piéces mobiles.

Imagerie de Mueller : Si I'imagerie de Stokes permet de caractériser com-
plétement I’état polarimétrique de la lumiére rétrodiffusée, I'imagerie de Mueller
consiste quant a elle & obtenir une caractérisation compléte de la réponse polari-
métrique d’un matériau, en mesurant sa matrice de Mueller [69]. Cette matrice
4 x 4 contient donc 16 paramétres, qui sont accessibles a la mesure en répétant
I’analyse du vecteur de Stokes pour 4 états de polarisations distincts de la lu-
miére incidente. Historiquement, le premier imageur de Mueller a été développé
en 1995 par Pezzaniti et Chipman [113] mais 'amélioration réguliére des disposi-
tifs d’imagerie fait de 'imagerie de Mueller un domaine d’investigation toujours
actif |14, 88, 27]. On peut cependant noter que les systémes d’acquisition sont
encore plus complexes que dans le cas de 'imagerie de Stokes, ce qui fait de I'ima-
gerie de Mueller une technique cotiteuse et encore peu répandue pour l'instant
dans les applications industrielles.
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1.3.2 Imagerie de degré de polarisation

A linverse des deux modes d’imagerie polarimétrique présentés ci-dessus pour
lesquels le résultat de la mesure se compose de plusieurs (4 ou 16) images asso-
ciées a des grandeurs polarimétriques différentes, une autre approche de I'image-
rie polarimétrique consiste & obtenir une unique image'? qui puisse caractériser
globalement la nature polarimétrique de la scéne imagée, en fournissant ainsi une
cartographie du contraste de polarisation de cette scéne.

Comme nous ’avons présenté au paragraphe 1.1.2, le degré de polarisation'?
permet d’analyser 1’état de polarisation de la lumiére grace & une unique me-
sure scalaire. La caractérisation polarimétrique des matériaux imagés sera bien
entendu moins « riche » qu’avec une technique d’imagerie de Stokes ou de Muel-
ler, mais la grande facilité d’interprétation qu’autorise ’acquisition d’un résultat
sous forme d’une image unique peut intéresser de nombreuses applications (ima-
gerie médicale, controle non destructif, applications industrielles, etc.). De plus,
nous allons voir que ce type d’imagerie permet dans certains cas de simplifier
considérablement les dispositifs de mesure mis en ceuvre.

Nous rappelons ci-dessous la technique d’estimation standard fondée sur I’ac-
quisition de quatre mesures polarimétriques (ou 4 images), puis nous évoquons
les solutions qui ont pu étre proposées pour simplifier le dispositif d’'imagerie en
réduisant le nombre de mesures nécessaires (2 images). Cet état de Part nous
permet ainsi d’introduire le chapitre suivant dans lequel nous caractériserons les
performances d’une méthode d’estimation du degré de polarisation a partir d’une
unique image.

1.3.2.1 Estimation exacte a partir de la matrice de polarisation :

De maniére standard, ’estimation exacte du degré de polarisation nécessite
de mesurer les composantes de la matrice de polarisation I', & partir desquelles
le degré de polarisation est calculé en introduisant ces valeurs mesurées dans
’équation (1.8). En pratique pour des applications d’imagerie, 'acquisition des
quatre images de Stokes évoquées précédemment est donc nécessaire pour calcu-
ler 'image de degré de polarisation recherchée. Cette méthode souffre donc des
mémes limitations que I'imagerie de Stokes. Toutefois, cette technique d’estima-
tion exacte permet d’évaluer degré de polarisation, quelle que soit la nature de
la surface diffusante, de la lumiére incidente, et sans hypothéses sur les caracté-
ristiques du bruit de speckle présent dans I'image.

1.3.2.2 Meéthodes simplifiées & deux mesures :

Sous certaines hypothéses il est possible de réduire a deux le nombre d’ac-
quisitions nécessaires a la mesure du degré de polarisation. Nous présentons ici
deux de ces techniques : 'Imagerie de Contraste d’Etats Orthogonaux
(ICEO) ou Orthogonal States Contrast Imaging (OSCI) en anglais, qui
permet de caractériser correctement la nature polarimétrique des matériaux pu-
rement dépolarisants, et une méthode paramétrique qui permet d’obtenir la

12_ (Pest-a-dire mesurer un unique parameétre scalaire.
13_ Parfois appelé également dépolarisation dans le « jargon » de I'imagerie cohérente.
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1.3. Introduction a ['tmagerie polarimétrique

valeur exacte du degré de polarisation lorsque le speckle est pleinement développé
d’ordre 1.

Imagerie de Contraste d’Etats Orthgonaux : Cette technique d’imagerie
consiste & éclairer la scéne au moyen d’un faisceau cohérent'* dont on controle
’état de polarisation (en général totalement et linéairement polarisé) et a ana-
lyser la lumiére rétrodiffusée dans les deux directions de polarisation paralléle et
orthogonale & la polarisation incidente. On acquiert ainsi, en chaque pixel k& de
I'image, deux valeurs d’intensité I,,(k) et I, (k) qui permettent alors de synthé-
tiser I'image de contraste polarimétrique Pice,(k), définie par la relation suivante
[118, 57] :

P (k) = 1K) = Lu(R)]

Ly(k) + 1. (k)

L’ICEO varie donc entre 0 et 1 : en I’absence de biréfringence, un matériau qui
ne dépolarise pas du tout la lumiére conservera la totalité de ’énergie lumineuse
dans la direction paralléle au faisceau incident (Pie, = 1) tandis que si la lumiére
est totalement dépolarisée, I’énergie lumineuse sera équitablement répartie selon
les deux directions et dans ce cas Pi., = 0. Cette remarque dévoile ainsi des
similitudes fortes entre 'ICEO et le degré de polarisation.

En effet, on peut montrer facilement que 'ICEO s’identifie au degré de polari-
sation a condition que le matériau imagé soit purement dépolarisant : c’est-a-dire
qu’il modifie le degré de polarisation de la lumiére incidente sans en changer ’état
de polarisation principal. La matrice de polarisation I' de la lumiére rétrodiffusée
par un tel matériau est diagonale, et les valeurs propres sont alors directement
p1 = fix et jig = pry. En remarquant qu’en chaque pixel £ de 'image (I,,) = ux et
(I,) = py, on peut voir facilement que I'I[CEO représente dans ce cas une estima-
tion du degré de polarisation défini & ’équation (1.5) par P = (uy —pa)/(j1+ pa).
En revanche, si le matériau n’est pas purement dépolarisant (c’est-a-dire si le pa-
ramétre ¢ de la matrice I est non nul), 'TCEO sous estime la véritable valeur du
degré de polarisation puisqu’on peut montrer [127], dans le cas général,

(1.32)

2
P? =P, + 4@. (1.33)
K1
[’importance de cette hypothése est néanmoins a relativiser : des études expé-
rimentales ont révélé qu’en configuration de réflexion, la surface de la plupart
des matériaux naturels, imagés en incidence normale, se comportait comme un
dépolariseur pur [12]. Cette hypothése sera par contre mise en défaut si I’orien-
tation des surfaces imagées n’est pas controlée, ou si 'on observe des matériaux
biréfringents.

Malgré ces limitations, I'utilisation de ce type d’image de contraste polarimé-
trique est répandu en imagerie [138, 33, 153, 70, 87| car, outre P'estimation du
degré de polarisation, il permet plus simplement de révéler des contrastes polari-
métriques pour un coiit expérimental limité. L’ICEO a également fait 'objet de
nombreuses études pour caractériser ses propriétés statistiques [120, 59, 57|, ses

14 _ Notons que la technique présentée ici est parfois utilisée en lumiére incohérente. Toute-
fois, dans la suite de ce manuscrit, 'TCEO désignera uniquement la technique cohérente.
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1.3. Introduction a ['tmagerie polarimétrique

précisions ultimes d’estimation [120, 128, 59, 121, 7], ou encore son apport pour
des taches de détection et de segmentation d’image [56, 57].

Méthode d’estimation paramétrique du degré de polarisation a deux
mesures : Dans des travaux préliminaires a cette thése, nous avons montré que
lorsqu’on suppose le speckle pleinement développé d’ordre 1, le terme correctif
nécessaire (cf. équation précédente) pour obtenir la valeur exacte P? du carré
du degré de polarisation & partir de la mesure P2__ fournie par 'TCEO peut étre
estimé & partir des deux images d’intensité mesurées dans les deux polarisations
orthogonales, méme lorsque la matrice de polarisation I" n’est pas diagonale.
Ces travaux ont fait ’'objet d’une publication (référence [127]) dans le cas d'un
speckle pleinement développé d’ordre 1, mais pourraient s’étendre aisément a un
ordre L entier quelconque en suivant la méme démarche.

En effet, si le champ électrique est distribué selon une loi gaussienne complexe
circulaire (voir équation (1.17)), et si la statistique de 'intensité intégrée par
le capteur correspond a un speckle d’ordre 1 entier, 'intercorrélation des deux
intensités /,, et I, permet de calculer la valeur le|” grace a la relation [127]

(Iy/10) = pxpy + |ef*. (1.34)

La méthode paramétrique d’estimation du degré de polarisation proposée dans la
référence [127] consiste a utiliser une fenétre glissante de taille fixée, a partir de
laquelle on estime localement et empiriquement les valeurs px et py sur les deux
images d’intensité acquises. Quant & l'intercorrélation (I,/1,), il est possible de
I’estimer empiriquement en calculant, pour une fenétre de M pixels

i 1), (k)1 (k) (1.35)

k=1 M ’

qui permet grace a la relation (1.34) d’évaluer le paramétre |c[>. Pour évaluer

enfin le degré de polarisation, il suffit d’'insérer les valeurs estimées des trois

paramétres 1ix, py et |c|*> dans la définition du degré de polarisation donnée en
équation (1.8).

Dans le cas de estimation du carré du degré de polarisation, qui sera

noté 3 2 P2 par la suite, nous avons pu caractériser théoriquement cet estimateur
paramétrique que nous noterons Bpar, et montrer qu’il est asymptotiquement non
biaisé [127]. Par ailleurs, la variance asymptotique de cet estimateur, que I’on
note vary(fpar) et qui s’obtient en négligeant les termes en 1/M*, k > 2 devant
le terme prépondérant en 1/M, peut étre calculée et vaut

A 1 )
var(Bpar) = — |2P*(1 = P*)* + (1 = P*)* + 64%

, (1.36)
M Hr

ol p; = px + py désigne l'intensité totale au point considéré. Le détail de ces
calculs réalisés dans le cas d’un speckle d’ordre 1 se trouve dans la référence
[127]. Dans le chapitre suivant, nous mettrons en ceuvre cette méthode d’estima-
tion a travers des simulations numériques qui nous permettront de comparer les
performances des différentes technique présentées ici avec les performances d’une
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méthode d’estimation qui sera caractérisée théoriquement au chapitre suivant.

Notons enfin que d’autres travaux ont permis récemment de proposer une mé-
thode alternative pour ’estimation exacte du degré de polarisation a partir de
deux images d’intensité dans le cas d’un speckle pleinement développé d’ordre
un [19]. La méthode obtenue, qui utilise un estimateur au sens du maximum
de vraisemblance, permet d’obtenir une précision meilleure qu’avec l'estimateur
paramétrique présenté ici, mais nécessite une complexité algorithmique plus im-
portante.

1.4 Conclusion

Dans ce chapitre introductif, nous avons rappelé le formalisme classique qui
permet de caractériser I’état de polarisation de la lumiére, au moyen de la ma-
trice de polarisation I' ou plus simplement du degré de polarisation P. Dans le
cadre de I'imagerie polarimétrique cohérente qui consiste & imager certaines de
ces propriétés a partir de la lumiére rétrodiffusée par une scéne illuminée par une
lumiére laser, le phénomeéne de speckle dii & la nature cohérente de 1’éclairement,
utilisé va conditionner le comportement statistique de l'intensité lumineuse en-
registrée au niveau d’un capteur. Pour cette raison, nous avons ainsi rappelé la
démarche classiquement utilisée pour modéliser le phénoméne de speckle d'un
point de vue statistique, de méme que les principales modélisations alternatives
lorsque les hypothéses classiques ne sont plus vérifiées.

Enfin, nous avons introduit les principales méthodes d’imagerie polarimé-
trique en rappelant leur mise en ceuvre, leurs intéréts et défauts principaux. En
ce qui concerne I'imagerie de degré de polarisation qui présente un potentiel appli-
catif intéressant, la réduction de la complexité des systémes d’imagerie permet de
diminuer les cotits, I’encombrement et les durées d’acquisition. Nous avons ainsi
présenté les principales méthodes existantes qui permettent de réduire le nombre
d’acquisitions d’images nécessaires a ’estimation du degré de polarisation.

Ce rapide état de ’art prendra tout son sens au chapitre suivant dans lequel
nous caractériserons les performances d’un systéme d’imagerie polarimétrique
fondé sur I'analyse des statistiques d’intensité d’une unique image, permettant
ainsi de réduire a minima la complexité du dispositif d’imagerie pour la mesure
du degré de polarisation.
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Chapitre 2

Estimation du degré de polarisation
a partir d’une image d’intensité
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2.1. Principe de la méthode d’estimation a une image

Lorsqu’un objet est éclairé par une illumination cohérente, I'image d’intensité
formée sur un détecteur par la lumiére rétrodiffusée en provenance de cet objet
est perturbée par un bruit de speckle. Dans cette configuration expérimentale
trés simple et sans ’aide de composant optique polarimétrique ajustable, il est
possible sous certaines hypothéses d’estimer le degré de polarisation de la lumiére
rétrodiffusée par l'objet a partir de cette seule image d’intensité. L’objectif de
ce chapitre est ainsi de caractériser théoriquement et numériquement cette mé-
thode qui permet de réduire fortement la complexité d’un dispositif d’imagerie
polarimétrique.

Nous exposerons dans un premier temps le principe général de cette méthode
d’estimation, puis nous déterminerons les précisions d’estimation optimales que
I’on peut espérer obtenir avec celle-ci et qui nous permettront d’évaluer I’ efficacité
des différents estimateurs proposés par la suite en section 2.3. Nous illustrerons
ensuite les perpectives offertes par cette méthode pour des applications d’image-
rie polarimétrique (section 2.4) ou d’imagerie polarimétrique a faible flux (section
2.5)

2.1 Principe de la méthode d’estimation a une
image

Le principe sur lequel est fondée la méthode étudiée dans ce chapitre différe
fondamentalement de I'approche commune aux différentes méthodes d’estima-
tion du degré de polarisation présentées au chapitre précédent. Ces approches
consistent a mesurer l'intensité moyenne de la lumiére rétrodiffusée a travers
plusieurs (4 ou 2) configurations d’un analyseur d’état de polarisation,'® puis a
déduire de ces quatre ou deux mesures la valeur estimée du degré de polarisation.
Elle n’est bien stir pas applicable dans le cas ott 'on acquiert une seule image. En
revanche, nous avons déja vu dans le chapitre précédent que la densité de pro-
babilité de l'intensité lumineuse acquise sans aucun composant polarimétrique
pouvait dépendre fortement du degré de polarisation P, par exemple lorsque le
speckle est pleinement développé d’ordre 1. Nous allons préciser dans cette section
comment cette dépendance peut étre mise a profit pour réaliser une estimation
du degré de polarisation.

2.1.1 Hypothéses requises et modéle général de speckle

Nous énoncons tout d’abord les hypothéses nécessaires pour assurer la validité
des méthodes d’estimation du degré de polarisation proposées dans ce chapitre.

15_ Constitué rappelons-le, par ’association d’un polariseur linéaire et d’une lame retarda-
trice.
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2.1. Principe de la méthode d’estimation a une image

La mise en ceuvre de ces techniques fondées sur ’acquisition d’une seule image
d’intensité suppose en effet que les statistiques de speckle décrivant les fluctua-
tions de l'intensité lumineuse obéissent aux hypothéses suivantes :

1. En un point du détecteur, ou du plan d’observation, l'intensité I peut
étre décrite comme la somme de deux variables aléatoires I et I5, dont
les valeurs moyennes valent respectivement p; = %m et po = 1_273;”.
Cette hypothése découle directement de la diagonalisation de la matrice de

polarisation I' (voir équation 1.4) dont les valeurs propres valent pi; et po.

2. Les variables aléatoires I et I5 associées a ces deux composantes d’intensité
sont supposées indépendantes. Cette condition repose principalement sur
le fait que la distribution statistique du champ électrique sous-jacent est
supposée gaussienne.

3. Les densités de probabilité qui décrivent ces deux variables aléatoires appar-
tiennent & la méme famille de lois multiplicatives, mais de valeurs moyennes
(1 et uo différentes, c’est-a-dire que I'on suppose

1 1
vke {12}, P =-—f(-F). (2.1)

i Nk
ou f(z) est une densité de probabilité (DDP) a support positif et de
moyenne unitaire (Z) = [ zf(z)dz = 1. En effet, si une variable aléatoire
X est distribuée selon une loi appartenant a la famille de lois multiplicatives

décrite a ’équation (2.1), alors la DDP de toute variable aléatoire Y 2a X,
avec a € RT appartient aussi a cette famille. Dans ces conditions, on peut
montrer que les moments d’ordres supérieurs des composantes d’intensité
vérifient!'

Vhe (2 Viz 1 ()= [ 1 P di = () x (2). (22)

En supposant ces hypothéses vérifiées, on peut remarquer que la loi f fournit
directement la forme de la DDP de l'intensité totale lorsque la lumiére est tota-
lement polarisée puisque dans ce cas ps = 0, et donc Pr([) = if<u_lz) lorsque
P = 1. La forme particuliére de la loi f va donc conditionner la statistique de
Iintensité observée en lumiére totalement polarisée, et définir ainsi le modéle de
speckle considéré. Par exemple, un speckle pleinement développé d’ordre 1 sera
caractérisé par une loi f unitaire exponentielle, c’est-a-dire f(z) = exp(—2z).

Lorsque la lumiére est partiellement polarisée en revanche, la densité de pro-
babilité de I'intensité totale I prendra une forme différente. L’intensité I s’écri-
vant d’apreés les hypothéses précédentes comme la somme de deux variables aléa-

toires indépendantes, on peut exprimer P;(/) comme la convolution de Py, ([;)
et P[2 ([2) :

PA(I) = /O Pl - L)Py(L)d, = /O LB (BYan, )

b2 H1 K2

oye P . ; ) IJ
'6— En utilisant, I'équation (2.1), on a (I}) = [; M—’;f(%) dIy. En posant alors Z = I@/,uk
et en changeant la variable d’intégration, on obtient (I}) = [~ ()27 f(2) dz = (ux)? (Z7).
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2.1. Principe de la méthode d’estimation a une image

On peut montrer aisément que cette densité de probabilité reste bien stur dans la
famille des lois multiplicatives, cependant rien ne garantit que le calcul explicite
de l'intégrale soit aisé.

2.1.2 Relation entre P et le contraste de speckle

La manipulation de la densité de probabilité de I'intensité I sous la forme
intégrale précédente n’est pas commode. En revanche, il est possible d’obtenir une
caractérisation statistique compléte de I'intensité lumineuse I grace a ’utilisation
des cumulants de la DDP P;(I), dont nous rappelons ici la définition [110] :

Définition 2.1 Soit Z une variable aléatoire. Ses cumulants, notés CZ, sont
définis a partir de la fonction génératrice des cumulants

k
Zt

g@émwﬂ:ZqH, (2.4)

o, CZ désigne le cumulant d’ordre k de la variable aléatoire Z.

A condition qu’ils puissent étre définis, les cumulants d’ordre 1 et 2 d’une va-
riable aléatoire désignent respectivement sa valeur moyenne et sa variance. On
notera également que les cumulants d’ordre 3 et 4, quand ils sont définis, sont
respectivement liés a la dissymétrie et a ’aplatissement de la loi de probabilité,
permettant ainsi d’en caractériser la forme.

Ces grandeurs statistiques présentent un intérét particulier ici car les cumu-
lants sont des grandeurs additives pour des variables aléatoires indépen-
dantes [110|. Puisque par hypothése I = I} + I avec I; et I indépendantes,
cette propriété permet d’écrire, pour tout k > 1,

Cl=Cl+C2. (2.5)

Par ailleurs, comme les variables I; et Iy se déduisent d’une méme loi de proba-
bilité f, les cumulants C,? associés aux variables aléatoires [;, j € {1,2} peuvent
s’exprimer en fonction des cumulants d’ordre k de la loi normalisée f, notés ky, :

Vi>1, CF = (u)*kp, et, CZ = (u2) ks (2.6)

En introduisant ces relations dans ’équation (2.5) et en remplagant yy et ps par
leurs valeurs respectives données en équation (1.7), il est alors possible d’écrire
le cumulant C en fonction de l'intensité moyenne ji; et du degré de polarisation

k
1
Cl = k()" + ()] = | (1+ P + (1= P)F] L. (2.7)
On peut alors vérifier que le cumulant d’ordre 1, qui s’identifie a la valeur
moyenne, s’écrit C! = [/,41 + ,LLQ] = g, car Ky est toujours égal & 1 puisque la loi
f est de moyenne unitaire. Le cumulant d’ordre 2 qui est égal a la variance de
I’intensité vaut quant a lui

Cl = var(I) = Ky [(1 +P)2+(1— 73)2] ';—2 = Ko [1 + 732] %ﬁ (2.8)
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2.1. Principe de la méthode d’estimation a une image

Cette derniére équation permet finalement de déduire I’expression du contraste
de speckle C pour une loi f quelconque :

C:M:\//{21+PQ, (2.9)

i 2

démontrant ainsi que le contraste de la figure de speckle est relié bijectivement a
la valeur du degré de polarisation. Le contraste qui vaut /k2 pour une lumiere
totalement polarisée (P = 1) décroit en effet jusqu’a y/ka/2 lorsque P = 0.

A valeur moyenne de l'intensité p; fixée, Paugmentation du degré de polari-
sation de la lumiére entraine un accroissement de la variance, ou autrement dit,
accroit le désordre de la statistique d’intensité!”, jusqu’a atteindre la valeur maxi-
male suppc(o yj[var(l)] = sg g7 pour un degré de polarisation P = 1. A intensiteé
moyenne p; fixée, on a alors pour un degré de polarisation P quelconque,

var(/) 1+ P? -
Suppepo y [var(/)] 2

, (2.10)

montrant ainsi que la quantité (1 4 P?)/2 caractérise I'ordre partiel de la statis-
tique d’intensité lumineuse. Nous verrons dans la seconde partie de ce manuscrit
qu’il existe une analogie formelle entre cette quantité et le facteur de Fano
qui caractérise I'ordre partiel des statistiques sous-poissoniennes par rapport aux
statistiques poissoniennes.

2.1.3 Principe général de ’estimation de P

La premiére méthode qui sera exposée dans la suite de ce chapitre pour esti-
mer P & partir d’une unique image de speckle repose sur 'existence de la relation
bijective que nous venons de rappeler en équation (2.9) entre la valeur de P et
le contraste de speckle [119, 11]. En effet, en supposant que I’on connaisse préci-
sément le modéle de speckle qui affecte 'intensité lumineuse acquise sur I'image,
il suffit d’évaluer localement le contraste de la figure de speckle pour obtenir
une information quantitative sur la valeur du degré de polarisation en ce point.
Ce principe n’est pas sans rappeler les techniques d’imagerie de contraste de
speckle trés utilisées en imagerie médicale pour des mesures de vélocimétrie de
flux sanguins par exemple [97, 13].

Plus généralement, tous les estimateurs du degré de polarisation a partir
d’une unique image d’intensité présentés dans la suite nécessitent de mesurer
localement certains parameétres statistiques de la densité de probabilité de [
(moyenne, variance, contraste, log-moment, etc.). Pour réaliser cette estimation
locale au niveau d’un pixel k d’une image, il faut par conséquent avoir accés
aux valeurs des niveaux de gris des pixels situés dans un voisinage V du pixel k,
que nous supposerons composé de M pixels (card[V] = M). De préférence, ces
M pixels devront provenir d’'un voisinage statistiquement homogéne du pixel k,
c’est-a~dire que les intensités {I1,..., [y} doivent étre distribuées selon la méme

17_ 1] est important ici de noter que cette remarque porte uniquement sur le désordre de
la statistique d’intensité & p; constante, et non pas sur le désordre du champ électrique qui
décroit, bien entendu lorsqu’on passe d’un champ bidimensionnel correspondant & une lumiére
partiellement polarisée, & un champ scalaire dans le cas d’une lumiére totalement polarisée.
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DDP.

Dans la suite de ce chapitre, on considérera dans un premier temps que les
estimations sont réalisées a partir de régions statistiquement homogénes com-
posées de M pixels. Puis, dans la section 2.4 ot nous analyserons les résultats
obtenus en imagerie de degré de polarisation, nous comparerons deux fagons dis-
tinctes d’obtenir des voisinages homogénes : ils correspondront soit & une fenétre
carrée de M pixels centrée sur le pixel k, soit & une région homogéne de forme
plus complexe, déterminée par exemple grace a des algorithmes de segmentation
d’image en régions homogeénes. Nous supposerons par ailleurs que les intensités
mesurées en chacun de ces pixels peuvent étre considérées comme des variables
aléatoires indépendantes. Par conséquent, nous nous limiterons a des situations
pour lesquelles I'aire des grains de speckle est inférieure ou égale a la surface
d’un pixel, ce qui reviendra a considérer uniquement des statistiques de speckle
d’ordre supérieur ou égal a 1.

Avant de présenter et de caractériser les différentes méthodes d’estimation
étudiées au cours de cette thése, nous proposons préalablement d’analyser la
précision optimale d’estimation que I'on peut espérer obtenir en utilisant une
technique d’estimation du degré de polarisation & partir d’une unique image de
speckle, dans le cas ou les fonctions f(z) correspondent a des lois gamma, c¢’est-
a-dire pour des speckles pleinement développés.

2.2 Bornes de Cramer-Rao de ’estimation

[’estimation d’un paramétre # supposé déterministe & partir d’'un échantillon
X = {x1,...,xp} constitué de M mesures bruitées est un probléme classique en
théorie de I'estimation non bayésienne. Lorsqu’on suppose que ces M mesures
correspondent & M réalisations indépendantes d’une variable aléatoire X, dont
la densité de probabilité Py(z) dépend du paramétre inconnu 6, la borne de
Cramer-Rao (BCR) permet d’évaluer la précision optimale d’'un estimateur
non biaisé de , indépendamment de la technique d’estimation utilisée. En effet,
lorsqu’on considére un estimateur non biaisé 0 du paramétre 6, c’est-a-dire tel
que (0) = 0 on (-) définit Uopérateur de moyenne statistique'® par rapport a y,

la variance var(f) de cet estimateur peut étre bornée inférieurement grace au
théoréme de Cramer-Rao [19], que nous rappelons ci-dessous.

Théoréme 2.1 Si 0 est un estimateur non biaisé de 0, alors

var(6) > BCR() 2 [Fl( o

(2.11)

ot BCR(0) représente la borne de Cramer-Rao pour lestimation de 0, et ot
Ir(0) désigne linformation de Fisher pour [’estimation de 0.

L’information de Fisher permet de quantifier la quantité d’information dispo-
nible dans I’échantillon de mesure x pour estimer au mieux le paramétre inconnu
0, et nous rappelons ici sa définition [19] :

18_ Plus précisément () = e 0 x Px(x1) X ... X Px(zp)day...dzyy.
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Définition 2.2 L’information de Fisher pour [’estimation de 6 a partir de [’échan-
tillon de mesure x = {xy,...,xp} s'écrit

10(0) 2 ~{ et 0)]). (212)

ot la logvraisemblance ((x;0) 2 L(x;0) de l’échantillon x est obtenue en
calculant le logarithme de la vraisemblance

L(x; ) - H Px (x|0), (2.13)
k=1

qui représente la probabilité d’observer [’échantillon x quand le parametre vaut 6.

Le calcul de cette borne permet donc d’évaluer 'optimalité des méthodes d’esti-
mation utilisées : en théorie de I'estimation, on définit usuellement l'efficacité
d’une méthode d’estimation [19, 118]| en calculant le rapport entre la BCR et la
variance de l'estimateur considéré. I’efficacité est bien sir une grandeur com-
prise entre 0 et 1 et une méthode sera dite efficace (efficacité égale a 1) lorsque
sa variance atteint la variance minimale évaluée grace a la BCR.

Pour déterminer 'efficacité des méthodes d’estimation qui seront proposées
dans la suite de ce chapitre, nous proposons ici d’évaluer la BCR pour I'es-
timation du degré de polarisation P a partir de la mesure d'un échantillon
x = {f1,..., Iy} constitué de M mesures d’'intensité supposées statistique-
ment indépendantes et correspondant aux M pixels d’un voisinage homogéne
VY du point de I'image ot 'on souhaite estimer le degré de polarisation. Nous
présentons ici le résultat du calcul de la borne de Cramer-Rao (BCR) dans le cas
le plus simple d’abord, ou le speckle est supposé pleinement développé d’ordre
un, puis nous montrerons comment la BCR peut étre évaluée lorsque 1’on consi-
dére d’autres statistiques de speckle, notamment des speckles d’ordres supérieurs
tels qu’il peut en apparaitre lors de I'acquisition d’une figure de speckle sur un
capteur.

Choix de la Borne de Cramer-Rao : On peut noter a ce niveau que de
nombreuses alternatives existent pour raffiner la borne de Cramer-Rao (borne
de Bhattacharyya (voir [15] p. 396) , borne de Chapman-Robbins [18], borne de
Barankin [1], etc.), notamment pour des situations de faibles rapports signal a
bruit. Néanmoins, ces autres bornes sont souvent plus complexes a mettre en
ceuvre que la BCR, ce qui empéche dans la majorité des cas d’obtenir une for-
mulation explicite de ces bornes, diminuant ainsi leur facilité d’interprétation.
La richesse d’interprétation dont on bénéficie en utilisant la BCR est également
sensiblement diminuée lorsqu’on adopte une formulation bayésienne du probléme
d’estimation. En effet, le paramétre & estimer est dans ce cas considéré comme
une variable aléatoire, caractérisée par une distribution de probabilité a priori.
Les bornes statistiques applicables dans ce cas (borne de Cramer-Rao bayésienne
(voir [156] p. 72), borne de Ziv-Zakai [167], etc.) permettent seulement de minorer
Ierreur quadratique d’estimation, moyennée sur toutes les valeurs admissibles du
paramétre définies par la densité de probabilité a priori. En dépit de la grande
diversité des bornes statistiques existant dans la littérature pour évaluer la pré-
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cision optimale d’estimation, nous nous limitons dans ce manuscrit a utiliser la
borne de Cramer-Rao, pour sa simplicité d’une part, et son fort potentiel d’in-
terprétation d’autre part.

2.2.1 Calcul explicite de la BCR pour un speckle pleine-
ment développé d’ordre un

Le modéle standard de rétrodiffusion de la lumiére par une surface diffusante
proposé par J. W. Goodman permet d’obtenir la distribution de probabilité de
I'intensité lumineuse d’une figure de speckle pleinement développée d’ordre 1 en
lumiére partiellement polarisée. Cette loi de probabilité, que nous avons rappelée
a I’équation (1.19) du chapitre précédent dépend clairement du paramétre P
que nous cherchons a estimer. La distribution statistique de I'intensité lumineuse
contiendra donc une part d’information, potentiellement utile pour estimer la
valeur de P a partir de I’observation d’échantillons d’intensité. Cette information
peut étre mesurée grace a 'information de Fisher, & partir de laquelle on déduira
la borne de Cramer-Rao. Pour le calcul de cette BCR, nous distinguons ici deux
cas selon que la valeur moyenne de l'intensité p; est connue a priori ou qu’elle
doit étre estimée conjointement & I’estimation du degré de polarisation.

2.2.1.1 BCR a intensité moyenne connue

Lorsque l'intensité moyenne p; est supposée connue, la vraisemblance de
’échantillon est notée L(x;P) et peut s’écrire

L(x;P) = || PUxIP), (2.14)

s e .

d’ordre un.

A partir de cette fonction de vraisemblance, on démontre en annexe B.1.1.2
(voir également la référence [11]) que la borne de Cramer-Rao pour I’estimation
de P a partir d’'une unique image s’écrit, dans le cas du speckle pleinement
développé d’ordre 1,

-1
P2(1 - P?) 1+ P? 1+P
M(1+P?) b= P2 <G, 2P U (2.15)

BCRY(P) = —

ou 'exposant 1 signifie que le speckle est d’ordre L = 1 (pleinement développé)
et ou l'indice pu; traduit le fait que la valeur moyenne de l'intensité p; est sup-
posée connue. La fonction ((s,z) représente la fonction Zeta de Riemann
généralisée d’ordre s qui est définie pour toute valeur de x vérifiant k + = #£ 0,

par
+o00

Vo [ k+a#£0, ((s,2)= Y (k+az). (2.16)

k=0
Bien que 'expression explicite de la BCR ne soit pas aisément interprétable,
on peut remarquer en observant I’équation (2.15) qu’elle est logiquement inverse-
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ment proportionnelle au nombre M d’échantillons utilisés pour I'estimation. De
plus, sa valeur est indépendante de I'intensité moyenne py, ce qui permet d’affir-
mer qu’on ne peut pas améliorer la précision ultime d’estimation en augmentant
la puissance lumineuse de I’éclairement cohérent utilisé. On montrera a la section
2.5 que cela n’est plus le cas lorsque les effets du bruit de photon doivent étre
pris en compte pour des acquisitions a faible flux lumineux.

On peut analyser le comportement de la BCR lorsque P varie entre 0 et 1
en observant la figure 2.1.a, ot la fonction BCR,(}I) (P), normalisée par le nombre
de pixels M de I’échantillon, est tracée en fonction de P en trait plein (—). On
voit sur cette figure que la BCR pour I'estimation de P dépend trés fortement
de I’état de polarisation : cette borne diverge pour les faibles valeurs de P alors
qu’elle tend vers 0 lorsque la lumiére devient totalement polarisée.

BCR pour lestimation de 3 = P2 : La relation (2.9) qui relie le contraste
de speckle et le degré de polarisation fait apparaitre le terme P sous la forme de
son carré, que nous proposons de noter dorénavant

BE P (2.17)

En mesurant le contraste de speckle, ¢’est donc la valeur de 3 qui est directement
obtenue, et nous verrons par la suite que les estimateurs proposés conduisent na-
turellement & évaluer 3 plutdt que P. Il parait donc intéressant ici d’exprimer
également la BCR pour I'estimation de 3, d’autant plus qu’elle permet une ana-
lyse des performances plus facile qu’en étudiant BCRS) (P).

On peut déduire cette nouvelle BCR a partir de BCR\(P) en utilisant
un changement de variable. On peut montrer en effet [19] que BCRY)(8) =
(8ﬁ/073)2 X BCRE},) (P), et en remarquant que d3/0P = 2P, on obtient direc-

tement :

-1
4P (1 —P?) 1+ P? L+P

— 1— : 2.1
M(1+ P?) 22 (3 2P ) (2.18)

BCRY(B) =

Sur la figure 2.1.b, nous avons tracé en trait plein (—) le comportement de la
BCR Pour I’estimation de [ en fonction de P. On peut voir sur cette figure que
BC’RJI) (5) tend vers 0 lorsque la lumiére devient totalement polarisée (P — 1).
Ainsi, une méthode d’estimation dont la variance serait égale a la BCR (esti-
mation efficace) permettrait d’estimer des valeurs élevées de (3 avec une grande
précision. En revanche, pour des lumiéres faiblement polarisées (P =~ 0), on
remarque que BC’R;(}I) (6) ~ 3/M, permettant d’espérer une variance d’estima-
tion de 0,01 avec une taille d’échantillon M = 300, ce qui représente une zone
homogéne d’environ 18 x 18 pixels. De fagon générale, la BCR reste inférieure
a approximativement 4/M, quelle que soit la valeur de P. Cette information
permet donc de dimensionner la taille de I’échantillon homogéne qu’il faut sélec-
tionner afin de garantir, pour toute valeur de P, une précision optimale minimale
donnée.

Néanmoins, si la BCR nous permet d’évaluer la variance minimale qu’aucun
estimateur non biaisé de  ne pourra surpasser, rien ne garantit qu’il existe une
méthode d’estimation efficace, c’est-a-dire dont la variance atteigne la BCR
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[19, 118]. En effet, la densité de probabilité P;(I) considérée ici (cf. équation
(1.19)) n’appartient pas a la famille exponentielle des lois de probabilités, et
par conséquent, rien ne garantit qu’il existe une méthode d’estimation efficace
[19, 118]. L'investigation d’une méthode d’estimation optimale fera précisément
I’objet de la section suivante de ce chapitre.

1000¢F
100

10F

M x BCR(P)

0.1¢f

M x BCR(f)

0.01

0.001

FIG. 2.1 - Evolution des BCRs pour I'estimation de P (figure (a)) ou de 3 (figure
(b)) en fonction de P, pour un speckle pleinement développé d’ordre 1. La BCR
A py connu a priori est tracée en trait plein (—) tandis que les traits tiretés
(——) correspondent & la BCR a p; inconnu.

2.2.1.2 BCR a intensité moyenne inconnue

Dans des conditions expérimentales réelles, il semble peu réaliste de supposer
I'intensité moyenne p; connue. Bien au contraire, il sera en pratique nécessaire
d’estimer conjointement a la fois le degré de polarisation P et la valeur de p;
dont dépend la DDP de l'intensité. Par rapport au cas précédent ou p; était
supposé connue a priori, la tache d’estimation est rendue plus difficile, ce qui
doit naturellement s’accompagner d’une diminution de la quantité d’information
de Fisher disponible pour I'estimation de P (ou de f3).

Pour évaluer la borne de Cramer-Rao pour l'estimation d’un paramétre 6
lorsqu’un paramétre de nuisance ' doit étre estimé conjointement, il faut alors
utiliser une formulation « vectorielle » du théoréme de Cramer-Rao, que ’on
rappelle ici dans le cas bidimensionnel [19, 118] :

Théoréme 2.2 Si 0 et 0/ représentent des estimateurs non biaisés de deux pa-
rametres 0 et 0" réels, on a alors pour tout vecteur ligne bidimensionnel u

o -1
Yu, u-C@,0) ul >u- [JF(e,e')] T, (2.19)
ot C(é, é’) représente la matrice de covariance des deuz estimateurs 0 et 0 et oi
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Jr(0,0") désigne la matrice d’information de Fisher, définie par [/9, 115]

(2.20)

A a%(x;g,a') 82€(x;6;0’)>
JF(ev 0 ) - - BQZ(BXG;G,G/) 32?&{?379') !
< 80’90 > < 00’2 >

ou la loguraisemblance ((x; 0, 0') est dans ce cas une fonction des deux paramétres
0 et?.

Grace au calcul de la matrice d’information de Fisher, et en appliquant le
théoréme précédent pour le vecteur u; = [1 0], il est facile de déduire la BCR
pour 'estimation du seul paramétre 6 lorsque 6’ est supposé inconnu. En effet,
on a dans ce cas uy - C(6,6) - ul = var(0) et le théoréme précédent permet de
montrer que cette variance est bornée par

BCR(0) 2 u, - [Jp(e,ef)]l T, (2.21)

ou la notation en caractéres gras BCR(6) indique que la BCR est évaluée dans
le cas « vectoriel ».

Les calculs de la matrice d’information de Fisher de taille 2 x 2 associée aux
paramétres P et py, ainsi que de la BCR pour l'estimation de P dans le cas
« vectoriel » otl p; est supposé inconnu sont détaillés en annexe B.1.1.1. L’ex-
pression de la BCR, notée BCR(I)(P), pour I'estimation de P lorsque l'intensité
moyenne £ est inconnue est obtenue a ’équation (B.36) (voir aussi la référence
[11]) et permet comme précédemment de déduire la BCR pour 'estimation de 3
par un changement de variable qui fournit :

2P - P?) [(1 - PR3, 5F) + 277
T M [0+ P)E D) — 2P

BCRY(3) (2.22)

En dépit du fait que les expressions (2.18) et (2.22) soient significativement
différentes et que la BCR a intensité moyenne inconnue BCR™Y(3) soit natu-
rellement supérieure a BCRE},) (6) & py connu, les valeurs prises par ces deux
bornes sont en réalité trés similaires [11]. Ceci peut étre vérifié sur les figures
2.1.a et 2.1.b ot BCRW(P) et BCRW () sont tracées en fonction P en trait
tireté (——). Par conséquent, on peut conclure que la connaissance a priori de
I'intensité moyenne p; ne permet pas de réduire significativement la difficulté de
la tache d’estimation.

Par ailleurs, ce résultat semble signifier également que la forme « scalaire » de
la BCR, obtenue en supposant p; connu a priori constitue un bon indicateur de la
performance optimale d’estimation, méme dans le cas ot I'intensité moyenne doit
étre estimée conjointement. Dans la suite, nous admettrons donc que 'intensité
moyenne f; est connue afin de calculer plus aisément les BCRs dans les cas
ou le speckle est d’ordre supérieur a un. Enfin, la borne de Cramer-Rao sera
dorénavant notée indifferemment BCR(P) ou BCR([3), sans distinction sur la
connaissance a prior: du parameétre fiy.
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2.2.2 BCR pour un speckle d’ordre supérieur

Nous proposons ici d’analyser succinctement le comportement de la BCR pour
'estimation de P (ou de [3) lorsque le speckle est d’ordre supérieur. En effet, on
a vu au chapitre précédent que cette situation se rencontre couramment lorsque
la surface du capteur intégre I'intensité lumineuse provenant de L > 1 (L € N)
grains de speckle, et conduit & des fluctuations d’intensité gamma d’ordre L en
lumiére polarisée.

2.2.2.1 Evaluation numérique de la BCR

Lorsque I’on considére un modéle de speckle pleinement développé d’ordre L,
la DDP de l'intensité P;(1) résulte de la convolution de deux lois gamma d’ordre
L mais de valeurs moyennes différentes (voir section 1.2.3.1). Dans ce cas cepen-
dant, la complexité de la loi P(I) que 'on obtient alors (voir équation (1.24))
rend difficile le calcul explicite de la BCR. 1l est toutefois possible d’obtenir une
évaluation numérique de ces bornes qui permet d’obtenir les indications né-
cessaires pour étudier comment se modifie la BCR pour I'estimation de § quand
l'ordre du speckle augmente [11].

Pour réaliser cette évaluation numérique, nous avons utilisé un logiciel de cal-
cul formel qui nous a tout d’abord permis d’obtenir, sous une forme explicite, la
dérivée seconde par rapport a 3 de la logvraisemblance L(y; ) dans le cas de spe-
ckles d’ordres L € {1,2,3,5,10}, et en supposant l'intensité moyenne y; connue.
Le calcul de I'information de Fisher, qui nécessite d’évaluer la valeur moyenne
de cette dérivée seconde, n’a quant a lui pas pu étre conduit de facon explicite,
et a été effectué numériquement en utilisant un schéma d’intégration numérique.
Une fois I'information de Fisher obtenue numériquement, il est aisé d’en déduire
les valeurs numériques des bornes de Cramer-Rao, notées BC R (/3), et qui sont
tracées en fonction de P pour les différents ordres L considérés sur la figure 2.2

En observant la figure 2.2, on remarque tout d’abord que le comportement de
la borne en fonction de P se modifie significativement quand ’ordre du speckle
augmente. Pour un speckle d’ordre 1, la courbe se superpose bien siir au tracé de
BCR'Y(P) obtenue pour un speckle d’ordre 1 (voir figure 2.1.b). En revanche,
le comportement des bornes BCR™(/3) est clairement différent lorsque 1'ordre
L augmente. Tout d’abord lorsque le degré de polarisation tend vers 1, la BCR
ne tend plus vers 0 et atteint des valeurs d’autant plus élevées que 1’ordre L aug-
mente. A I'inverse, pour les faibles valeurs de P, les valeurs prises par BC R (3)
ont tendance a diminuer légérement par rapport au cas pleinement développé.
En analysant les valeurs numériques de BCRY)(3) pour les différents ordres L
considérés, et aux faibles valeurs du degré de polarisation (P ~ 0) nous avons
observé que

BORP() — %(2 + %) (2.23)

Plus généralement, quand 1'ordre du speckle devient élevé (par exemple L = 10),
I'observation de la figure 2.2 nous permet de conjecturer que BCR™ () devient
une fonction croissante de P [11]. On peut également conclure de ces observations
que "'augmentation de ’ordre du speckle ne permet pas d’améliorer la précision

19 _ Notons que nous avons également vérifié numériquement que les valeurs de la BCR pour
L =1{1,2,3,5,10} ne dépendent pas de us, ce qui était déja le cas pour un speckle d’ordre 1.
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FiGg. 2.2 — Evolution de la BCR pour I’estimation de /3 tracée en fonction de
P pour différentes valeurs de 'ordre L du speckle. La courbe en trait plein gris
représente la forme asymptotique de la BCR pour un ordre de speckle L — oo,
obtenue avec une approximation gaussienne de la DDP Pr([I).

optimale d’estimation de (3, et dégrade méme fortement celle-ci pour des valeurs
élevées du degré de polarisation.

2.2.2.2 BCR approchée pour un speckle d’ordre élevé

Pour vérifier ces derniéres remarques, nous proposons d’utiliser une approxi-
mation classique consistant a remplacer une loi gamma d’ordre L élevé, de
moyenne p et variance o? = p?/L, par une densité de probabilité gaussienne
de méme moyenne et méme variance. Pour des ordres L élevés (typiquement
L > 20), la précision de cette approximation est satisfaisante [35]| et permet ici
de calculer une forme asymptotique de la BCR [11].

En utilisant cette approximation et d’aprés les hypothéses énoncées au début
de ce chapitre en section 2.1.1, l'intensité [ s’écrit comme la somme de deux
variables aléatoires gaussiennes de moyennes respectives p; et po et de variances
p2/L et pu3/L. La densité de probabilité de I'intensité P;(I) sera par conséquent
gaussienne, de moyenne pi; = 1 + po et de variance var(l) = var(ly) + var(ly) =
pi(1 4 P?) /2L, soit

L

PrI)= | ———exp [—

7T(1 +P2),u[ (2.24)

L(I — MI)Q}
(1+P?)ui]

Grace a cette approximation gaussienne, la BCR peut étre calculée explicite-
ment (voir annexe B.1.2), ce qui conduit au résultat suivant :
(1+P?)?

gauss —
BORS™ () = 22—

(2.25)
On remarque immeédiatement que cette borne ne dépend ni de I'intensité moyenne
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2.2. Bornes de Cramer-Rao de ’estimation

pir, ni de Pordre L du speckle?. Par ailleurs, en observant son tracé en trait plein
(—) gris sur la figure 2.2, on remarque qu’elle varie entre 2/M pour P =~ (
et atteint 8/M lorsque la lumiére devient totalement polarisée. Ces remarques
confirment donc les observations faites au paragraphe précédent dans le cas d’un
speckle d’ordre suffisamment élevé (L = 10). On considérera par conséquent dans
la suite que BC' R9“**([3) constitue une forme explicite satisfaisante de la variance
minimale d’estimation de [ lorsque le bruit de speckle perturbant 'image est
d’un ordre L élevé. Cette BCR asymptotique, valable dans la limite des ordres
de speckle importants, peut étre comparée a la BCR obtenue pour un speckle
d’ordre 1. Pour les plus faibles valeurs de P, augmenter 'ordre L du speckle
peut diminuer légérement la variance minimale d’estimation. En revanche, deés
que P > 0, 64, la situation est inversée et 'augmentation de la variance minimale
d’estimation peut devenir importante pour des ordres trés élevés, dépassant un
facteur 10 dés que P > 0, 96.

2.2.3 Conclusion

Bien qu’il ne soit pas garanti que 1’on puisse exhiber une méthode d’estimation
efficace, la BCR que nous venons de déterminer dans plusieurs situations de
speckle pleinement développé permet d’analyser les ordres de grandeurs de la
variance minimale que ’on peut espérer atteindre avec un estimateur de P (ou
son carré 3) utilisant une unique image d’intensité de speckle. En observant la
figure 2.2, on peut admettre grossiérement que ’ordre de grandeur indicatif de la
BCR pour un échantillon de taille M est environ 4/M. On déduit de cette valeur

~

indicative un ordre de grandeur de 'écart-type o(/3) de I'estimation de 3 :

o(pB) ~ M (2.26)
ol h représenterait la largeur de la région homogéne de M = h x h pixels si
celle-ci était carrée. On peut alors se rendre compte qu’en choisissant une petite
région homogéne de largeur h = 10 pixels par exemple, ’écart-type a(ﬁ) ~ 0,2
que 'on obtient est trop important pour utiliser en pratique une telle méthode
d’estimation de 4 a une image. En revanche, si 'on parvient & augmenter la
taille des échantillons homogeénes utilisés pour ’estimation, I'estimation de 3 a
partir d’une seule image peut présenter une précision satisfaisante : par exemple
avec h = 40 pixels (soit M = 1600 pixels), I’écart-type se réduit a 0,05, et on
peut méme atteindre un écart-type de 0,02 a condition de sélectionner une région
homogene de trés grande taille h = 100 pixels (soit M = 10* pixels). Pour qu'une
méthode d’estimation du degré de polarisation & partir d’'une unique image soit
utilisable en pratique, il est donc nécessaire de disposer de capteurs comportant
un nombre important de pixels.

Dans la section suivante, nous exposerons plusieurs techniques permettant
d’estimer P (ou () a partir des seules mesures d’intensité dans une zone ho-
mogeéne provenant d’une image unique, acquise sous éclairement cohérent. Les
performances de ces estimateurs seront déterminées théoriquement dans la me-
sure du possible et numériquement, puis nous caractériserons leur efficacité.

20_ Ce qui est normal puisqu’il s’agit d’une forme asymptotique pour L — oc.
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2.3 Meéthodes d’estimation

En introduction de ce chapitre, nous avons vu que l’estimation du degré de
polarisation a partir d’'une unique image d’intensité de speckle repose sur la
mesure de paramétres statistiques de la densité de probabilité de I'intensité (le
contraste de speckle par exemple), a partir desquels il est possible de déduire
la valeur de P (ou de (). Dans cette section, nous présentons et caractérisons
plusieurs estimateurs associés a la mesure de grandeurs statistiques différentes
qui ont été étudiés au cours de ces travaux de theése.

Nous introduisons tout d’abord des estimateurs « naturels » de 3, basés sur
I’estimation du contraste de speckle, et facilement généralisables a de nombreux
modéles de speckle. Dans un second temps nous exposerons deux méthodes alter-
natives, étudiées dans le cas le plus simple d’un speckle d’ordre 1, qui permettent
d’approcher les performances optimales d’estimation données par la BCR.

2.3.1 Estimateurs de § au sens des moments

Comme nous ’avons vu a la section 2.1.2, 'augmentation du degré de pola-
risation s’accompagne d’'un accroissement du contraste de la figure de speckle.
Pour le modéle général de fluctuations de speckle présenté a la section 2.1.1, la
relation entre ce contraste C et la valeur de P a été donnée a 'équation (2.9).
En «inversant » cette relation, il apparait alors clairement que le carré du degré
de polarisation 3 = P? peut se déduire a partir de la valeur des deux premiers
moments de l'intensité lumineuse en écrivant

var (/)

f=2—7
Koty

-1, (2.27)

ot 'on rappelle que le cumulant x, représente la variance de la loi normalisée f
qui définit le modéle de speckle adopté.

Cette équation montre ainsi qu’en estimant simplement la variance et la
moyenne de I'intensité localement au pixel k, sur un voisinage homogéne V consti-
tué de M pixels, on peut évaluer la valeur de § au pixel considéré. Nous proposons
donc d’étudier les deux estimateurs suivants, qui seront qualifiés dans la suite
d’estimateurs au sens des moments :

M
. 2 . |
- S}—l $ = N2 2 2.28
B P [ 1 , avec Sy M; ;= T (2.28)
2 1 X
5 — SA}_1 5= — S22 (4))? 9.99
52 KQ/}/% [ 2 5 avec 52 M; i (:uf)7 ( )

ol jiy représente I'estimateur de la moyenne empirique, fi; = Zle I;/M. Avec
ﬁl, la variance est estimée grace a 'estimateur empirique de la variance
A moyenne connue S;. En revanche, 'estimateur 52 utilise 'estimateur de
la moyenne empirique ji; pour calculer la variance empirique & moyenne
inconnue 53.

L’expression de ces deux estimateurs fait intervenir le terme ko, qu’il est

nécessaire de connaitre préalablement a l’estimation. Le modéle statistique de
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speckle qui traduit les fluctuations des niveaux de gris de I'image doit donc étre
connu avec précision, ce qui implique en particulier de maitriser les conditions
expérimentales d’imagerie avec une grande précision. Nous supposerons dans la
suite que le paramétre ko est connu ou qu’il peut étre précisément mesuré lors
d’une étape de calibration.

2.3.1.1 Caractérisation théorique de 31 et ﬁg

Les calculs du biais et de la variance théoriques des estimateurs Bl et Bg sont
détaillés en annexe B.3 ou dans la référence [41], pour un modéle statistique
des fluctuations d’intensité correspondant aux hypothéses mentionnées précé-
demment (section 2.1.1). Puisque nous avons utilisé une méthode de calcul ap-
prochée (voir annexe B.3), les résultats théoriques présentés ci-dessous seront
valables pour des fluctuations pas trop fortes des résultats d’estimation autour
de la vraie valeur de [3.

Biais : Le calcul du biais théorique des deux estimateurs au sens des moments
ﬁl et 52 permet de montrer qu’ils sont asymptotiquement non biaisés. En effet,
I’estimateur ﬁl est clairement non biaisé, puisque l'estimateur S est lui méme
sans biais [133], et donc

(61— ) = 0. (2.30)
[’estimateur 32 est en revanche biaisé,
1+
(B =) = Mﬁ, (2.31)

mais comme ce biais tend a disparaitre lorsque la taille de I’échantillon M aug-
mente, 35 est dit asymptotiquement non biaisé.

Variance : Pour caractériser la performance de ces estimateurs en terme de
précision d’estimation, nous avons également déterminé leur variance théorique
(voir calculs détaillés en annexe B.3 ou [11]). Celle-ci peut étre exprimée en
fonction des premiers cumulants k;, ¢ € [2;4] de la loi de probabilité normalisée f
caractéristique du modeéle de fluctuations de speckle choisi. La variance théorique
de estimateur 3; s’écrit donc (voir équation (B.81) de Pannexe B.3.2.1)

2(1 + B3)*

var(f;) = 7 +2M(1+6ﬁ+62) (2.32)

ot le coefficient de kurtosis?' 7, de la loi normalisée f vaut

En ce qui concerne ’estimateur Bg, sa variance théorique fait apparaitre des
termes en 1/M? et 1/M? (voir équation (B.89) en annexe B.3.2.2), que nous ne

21— (e coefficient de kurtosis vo traduit '« aplatissement » d’une loi de probabilité par
rapport & une gaussienne de méme variance. Un kurtosis négatif (72 < 0) caractérise une DDP
plus « plate » qu’une loi gaussienne (DDP platikurtique), alors qu'une DDP plus « piquée »
qu’une loi gaussienne posséde un kurtosis positif (DDP leptokurtique).
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détaillons pas ici. Nous nous limitons & rappeler la variance asymptotique de
B, notée var,(f32), qui s’obtient en ne conservant que les termes en 1/M dans
I'expression (B.89) :

3
Vara(BQ) :Var(Bl) +2/{2% _271\/1{_2(1+ﬁ)(]\41+3ﬁ), (234)

ol 'on fait apparaitre le coefficient de dissymétrie?” +; de la loi normalisée
f défini par

[ >

R3

"= ) (2.35)

En analysant cette expression, on voit que la variance asymptotique de Bg
s’écrit comme la somme de la variance de I’estimateur ﬁl a4 moyenne connue et
d’'un terme supplémentaire, qui dépend du coefficient de dissymétrie v;. Nous
avons montré que ce terme peut étre négatif si k3 > w3 [11]. Cette condition
suffisante (mais non nécessaire) permet en d’autres termes d’obtenir la propriété
suivante :

v >R = YPe0,1], var,(f,) < var(f). (2.36)

Cette propriété nous indique donc que pour des loi normalisées f présentant une
dissymétrie positive notable telle que v, > /K, 'estimateur Bg a moyenne in-
connue conduit & une variance plus faible que ’estimateur Bl. Ce résultat qui
peut paraitre contre-intuitif au premier abord, puisque 'estimateur Bl bénéficie
de la connaissance a priori de py, peut néanmoins s’expliquer par un phénomeéne
de « compensation » des grandes déviations des estimateurs de la moyenne et de
la variance. En effet, si la densité de probabilité posséde une dissymétrie vers les
valeurs élevées de la variable aléatoire, un échantillon caractérisé par des valeurs
exceptionnellement élevées d’intensité peut conduire a une surestimation impor-
tante de la variance. Cette surestimation est (au moins partiellement) compensée
lorsqu’on utilise I'estimateur Bg, puisque l'intensité estimée empiriquement, dans
ce cas sera également surévaluée sur cet échantillon.

Par ailleurs, on peut noter également qu’un coefficient d’aplatissement (kurto-
sis) négatif v < 0 conduit & des variances d’estimation inférieures : ainsi, plus la
loi normalisée f sera « plate », pour une variance ko donnée, plus les estimateurs
Bl et Bg seront précis.

Cas particulier d’un speckle pleinement développé d’ordre L : Dans
le cas particulier o le modéle de speckle considéré est caractérisé par une loi
normalisée f gamma d’ordre L, les cumulants sy, k € [2;4] peuvent s’écrire
simplement en fonction de l'ordre L (voir tableau 2.1 page 50) et les expressions
des variances théoriques des estimateurs §; et 3, deviennent donc [11]

. 2
var(By = 2L B

1+ 68+ 67, (2.37)

var, () = var(f,) — 2<1 T ﬁ)%\;;w =5 ) (2.38)

22_ Comme son nom l'indique, ce coefficient de dissymétrie v; (skewness en anglais) carac-
térise I’étalement de la distribution de probabilité vers les valeurs élevées (y; > 0) ou faibles

(11 <0).
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Dans ce cas, quel que soit 'ordre L, I'’estimateur au sens des moments & moyenne
estimée Bg conduit & une variance inférieure a celle de ’estimateur Bl, étant
donné que le second terme est toujours négatif pour toute valeur de L, de M ou
de 8 € [0;1]. En outre, on peut noter que la différence entre ces deux expressions
tend a disparaitre lorsque ’ordre du speckle augmente. Dans la limite des ordres
élevés (L > 1), les variances tendent toutes deux vers une limite identique [11]

. 5 . A 14+ 3)2
Jim var(3) = fim var, () =27

(2.39)

Ceci s’interpréte aisément en utilisant I’approximation, proposée au paragraphe
2.2.2.2, consistant a remplacer la loi gamma d’ordre L élevé par une distribution
gaussienne. Dans ce cas en effet, si le cumulant ky est inchangé (ks = 1/L), on
a en revanche r3 = k4 = 0 [35], et 'on montre & partir des équations (2.32) et
(2.34) que var(3) = var,(3,) = 2(1 + 8)?/M, qui s’identifie & la BCR obtenue
a I'équation (2.25) avec cette méme approximation gaussienne [11]. L’efficacité
de l'estimateur Bl n’est cependant pas surprenante car on peut montrer que
Bl correspond, sous cette hypothése gaussienne, a 'estimateur de 3 au sens du
maximum de vraisemblance?:.

Les remarques qui précédent nous permettent ainsi de conjecturer que les
estimateurs de 3 fondés sur la mesure des deux premiers moments de ’'intensité
lumineuse tendent & devenir efficaces pour des ordres de speckle élevés. Pour de
faibles ordres de speckle, 'analyse de leurs performances et de leur optimalité
sera menée dans la suite a partir de simulations numeériques.

2.3.1.2 Reésultats de simulation

Pour évaluer le biais et la variance des estimateurs Bl et Bg, nous utilisons
une méthode stochastique de type Monte-Carlo qui consiste a effectuer, pour
chaque situation physique ou expérimentale considérée, un grand nombre R de
tirages indépendants des échantillons de mesure simulés, que 'on suppose
provenir d’une zone statistiquement homogéne de I'image de M pixels. Chacun
de ces R échantillons y;, [ € [1; R] se compose donc d’un ensemble de M tirages
aléatoires indépendants et identiquement distribués de l'intensité lumineuse I,
obtenus en sommant deux réalisations de variables aléatoires indépendantes [y
et I5, de moyenne respectives py et us et dont la forme est donnée par le choix
de la loi f qui caractérise le modéle de speckle choisi.

Les estimateurs considérés Bi, 1 = 1,2 sont alors appliqués sur ces R échan-
tillons y;, [ € [1; R], et fournissent R valeurs §;(1), I € [1; R] estimées dans des
conditions expérimentales identiques. En choisissant un nombre de réalisations
R suffisamment élevé, on peut dés lors obtenir une estimation fiable du biais de
I’estimateur en moyennant ces R résultats, et en calculant

=[50 -6, (2.40)

23— On peut en effet s’assurer qu'il vérifie I'équation 9¢(x; ﬁ)/&ﬁ]ﬁzﬁl = 0, ot la logvrai-
semblance £(; ) est donnée en équation (B.41), annexe B.1.2.
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de méme que la variance peut étre estimée empiriquement en calculant

% I [ ER: ] (2.41)

Sauf mention du contraire, les résultats de simulation présentés dans ce cha-
pitre sont obtenus a partir de R = 10* réalisations, ce qui permet d’assurer
une évaluation numeérique des variances des estimateurs avec des barres d’erreur
négligeables. Pour cette raison, celles-ci ne seront pas représentées sur les figures.

m |

Speckle pleinement développé : Considérons dans un premier temps la si-
tuation standard d’un speckle pleinement développé d’ordre un®* et on suppose
que l'estimation est réalisée sur un échantillon homogene de taille importante
M = 10% (environ 32 x 32 pixels). Nous avons vérifié tout d’abord que les es-
timateurs du carré du degré de polarisation 51 et 52 étudiés ici sont quasiment
non biaisés : en effet, méme si un faible biais est décelable, celui-ci reste tou-
jours négligeable par rapport a I'écart-type des valeurs estimées (voir références
[119, 41]). A la section 2.3.3, nous reviendrons sur le biais de ces estimateurs
et discuterons le caractére non-biaisé de la méthode d’estimation au sens des
moments lorsqu’il s’agit d’estimer P.

Focalisons nous ici sur I'étude de la variance de ces estimateurs. Sur la figure
2.3.a, nous avons tracé les variances « expérimentales » (c’est-a-dire évaluées par
simulation Monte-Carlo) des estimateurs (; (symboles A) et 3, (symboles O),
en fonction des « vraies » valeurs du degré de polarisation P. Sur cette méme
figure, nous avons aussi reporté leurs variances théoriques (traits tiretés (——)),
calculées a partir des équations (2.37) et (2.38), qui s’accordent avec une bonne
précision aux valeurs estimées par simulation numérique. Enfin, en trait continu
(—), nous avons représenté également la borne de Cramer-Rao BORW (3) pour
I'estimation de 3, calculée a I’équation (2.18).

On remarque en examinant cette figure que I'estimateur Bg demeure plus
précis que Bl, pour toute valeur de P, conformément & ce que l'analyse des
expressions des variances théoriques laissait présager. Il est plus remarquable
en revanche de noter que l’estimateur 32 est quasiment efficace pour les faibles
valeurs du degré de polarisation (P < 0, 3) puisque sa variance atteint presque la
courbe de la BCR [119]. Cependant, la performance des deux estimateurs décroit
lorsque P augmente : la variance de [, passe ainsi de 3/M a 15/M lorsque P
varie entre (0 et 1, la variance de Bl s’accroissant quant a elle de 5/M a 30/M.

La dégradation de 'efficacité de ces estimateurs est donc tout a fait flagrante
lorsque le degré de polarisation augmente : au dela de P = 0,8, l'efficacité des
deux estimateurs chute en dessous de 0,1 (voir aussi figure 2.4 pour L = 1), ce
qui correspond & un écart-type supérieur a trois fois la précision minimale donnée

par la BCR.

Speckles d’ordres supérieurs : Pour des speckles d’ordres supérieurs, nous
avons vérifié que le biais restait négligeable vis-a-vis de I'écart-type des estima-
teurs, confirmant ainsi que (; et 2 sont asymptotiquement non biaisés [11].

24— On rappelle que cela correspond & choisir une loi normalisée f exponentielle f(z) = e=.
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F1G. 2.3 — Comparaison entre la BCR (trait continu foncé (—)) et la variance des
estimateurs de 3 au sens des moments, en fonction de P pour L = 1 (a), et L = 10
(b). La variance est estimée numériquement a partir de simulations numériques
(symboles) ou calculée théoriquement (traits tiretés (——)). La courbe en trait
plein gris représente la forme asymptotique de la BCR pour un ordre de speckle
L — oo, obtenue avec une approximation gaussienne de la DDP P;([]).

Nous proposons d’illustrer ici les performances des estimateurs au sens des
moments & partir de simulations numériques® réalisées pour un speckle d’ordre
L = 10. Sur la figure 2.3.b, nous avons comparé les variances théoriques (courbes
en traits tiretés (——)) et expérimentales des estimateurs avec la borne de Cramer-
Rao (BCR""(3)) obtenue numériquement pour L = 10 et tracée en trait continu
foncé (—). Cette comparaison permet d’illustrer que, contrairement au cas pré-
cédent avec L = 1, 'estimateur 32 reste ici efficace tant que P est inférieur a
0,6 environ, et demeure assez proche de la BCR correspondante quelle que soit
la valeur de P. En effet lorsque L = 10, I'estimateur Bg permet d’évaluer toute
valeur de 3 € [0, 1] avec un écart-type n’excédant pas la BCR de plus 20%. On
remarque également que les tracés de la variance théorique de 32 d’une part, et
de la BCR pour L = 10 d’autre part, tendent tous deux vers la courbe limite
tracée en trait continu gris, et qui représente la BCR pour un cas limite gaussien
BCR9*55(3) calculée a I’équation (2.25).

[’augmentation de l'ordre L se traduit par une léegére amélioration de la préci-
sion des estimateurs ﬁl et 32 (de I'ordre d’un facteur 2 au mieux pour ’estimateur
Bg lorsque L > 1). En revanche, efficacité des méthodes d’estimation au sens
des moments augmente quant a elle fortement avec ’ordre du speckle, en raison
de 'accroissement de la BCR pour les ordres élevés. Ceci est clairement illustré
sur la figure 2.4 ot nous avons tracé 'efficacité théorique des deux estimateurs Bl
(fig. 2.4.a) et [, (fig.2.4.b) en fonction de P lorsque I'ordre de la loi gamma aug-
mente. A 'extréme, pour des ordres de speckle trés élevés (L = 100), Pefficacité
est quasiment égale & un, pour n’importe quelle valeur du degré de polarisation.

25— On trouvera dans la référence [11] des résultats de simulations plus exhaustifs pour des
speckles d’ordres divers.
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F1G. 2.4 — Efficacité théorique des estimateurs f; (a), et Gy (b) en fonction
de P pour plusieurs valeurs de 'ordre de speckle L € {1;2;5;10;100}. Pour
L € {1;2;5;10}, la BCR est évaluée numériquement. Pour L = 100 Defficacité
est calculée a partir de la BCR pour le cas limite gaussien lorsque L — oo.

Plus généralement, si ’augmentation de 'ordre du speckle accroit Iefficacité
des estimateurs au sens des moments, elle ne permet cependant pas d’améliorer
significativement les performances d’estimation, confirmant ainsi un résultat que
nous avions pressenti en analysant les valeurs de la BCR. Pour illustrer cette
remarque, supposons que l’estimation est réalisée a partir d’une figure de speckle
pleinement développé d’ordre 1 sur M pixels d’un capteur (c’est-a-dire qu’'un
pixel contient en moyenne un grain de speckle, voir figure 2.5.a). Pour amélio-
rer les performances de cette estimation, on peut étre tenté de réduire la taille
des grains de speckle (en augmentant 1'ouverture de I'imageur) afin d’accroitre
I’ordre du speckle, comme nous le schématisons sur la figure 2.5.b dans le cas
d’un speckle d’ordre L = 9. Or, comme nous I’avons vu ci-dessus, cette solution
ne permet pas de diminuer la variance de I'estimation au sens des moments au
deld d'un facteur 2, et ne réduit pas non plus la variance minimale fournie par
la BCR. En revanche, si I'on dispose d'un capteur qui comporte un plus grand
nombre de pixels et que la taille de ces pixels est suffisamment petite pour échan-
tilloner correctement ces grains de speckle de diamétre réduit (voir figure 2.5.c),
on dispose alors d'un échantillon homogeéne de plus grande taille, ce qui permet,
par rapport a la situation initiale, de diminuer la BCR et la variance d’estimation
en proportion de 'augmentation du nombre de pixels. Dans la situation repré-
sentée sur la figure 2.5.c, cela correspondrait & une diminution de la variance par
un facteur 9.

Pour une utilisation pratique des méthodes d’estimation du degré de pola-
risation (ou de son carré [3) a partir d’'une unique image d’intensité de speckle,
il est donc préférable, dans la mesure du possible, d’échantilloner correctement
la figure de speckle pour que I'ordre du speckle soit le plus faible possible. Mal-
heureusement, les estimateurs au sens des moments proposés dans cette section
ne sont pas efficaces lorsque I'ordre du speckle est peu élevé (et a fortiori pour

49



2.8. Méthodes d’estimation

0
L

1xels

V‘

<« --»>
S8

4

(a)

F1G. 2.5 — Dans les situations (a) et (c), le capteur échantillonne correctement la
figure de speckle. Dans le cas (b), la diminution de la taille des grains de speckle
augmente 'ordre du speckle intégré sur le capteur.

Densité de  Ordre Cumulants de la loi f
probabilité de la loi K9 K3 K4
Gamma 1 1 2 6
L 1/L 2/L* 6/L3
Weibull 2 2,73.107%  9,01.1072 1,83.1072
5 5,25.1071  —3,05.107% —3,29.10~*
Loi K 1 3 26 426
10 1.2 3.38 15.38

TAB. 2.1 — Cumulants «;, ¢ € [2;4] de la loi normalisée f pour plusieurs modéles
de speckle. Les valeurs de ces cumulants ont été calculées grace aux résultats de
la référence [35].

un speckle d’ordre 1). Par conséquent, I'investigation de techniques d’estimation
alternatives plus sophistiquées représente un enjeu intéressant pour améliorer
lefficacité de l'estimation. De telles solutions seront analysées dans la section
suivante dans le cas d’un speckle d’ordre un.

Généralisation a des statistiques de speckle différentes : Si un modéle
de speckle pleinement développé conduit a modéliser les statistiques de speckle
par des lois gamma, on rencontre dans certains cas des modeéles différents, no-
tamment lorsque des réflectivités non uniformes doivent étre prises en compte
(voir section 1.2.3.2). Dans les limites des hypothéses énoncées en section 2.1.1
(c’est-a-dire tant que I'intensité totale I peut s’écrire comme la somme de deux
variables aléatoires I et I, indépendantes), la méthode d’estimation au sens des
moments présentée dans cette section reste applicable néanmoins. De méme, les
estimateurs Bl et Bg peuvent toujours étre caractérisés théoriquement a condi-
tion de connaitre les cumulants k;, i € [2;4] de la loi normalisée f qui définit le
modéle de speckle considéré (voir tableau 2.1).

Nous nous sommes tout d’abord intéressés au cas d'une loi de Weibull d’ordre
2 et d’ordre 5 (voir équation 1.28). Les variances obtenues avec les deux estima-
teurs ﬁl et [, sont représentées en fonction de P sur les figures 2.6.a et 2.6.b
grace auxquelles on remarque que 52 est plus précis que ﬁl si la loi de Weibull est
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d’ordre 2, ce qui s’explique par les valeurs des cumulants fournies par le tableau
2.1 qui vérifient la condition donnée & I’équation (2.36), ou de fagon équivalente
K3 < Ks. A Dinverse, pour une loi d’ordre 5 cette condition n’est plus vérifiée
(coefficient de dissymeétrie v, négatif) et on remarque que la variance de Bl est
alors la plus faible.

Estimateur (; Estimateur (s
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F1G. 2.6 - Evolution de la variance des estimateurs 3, (a) et 5 (b) en fonction de
P pour différents modéles de speckle non pleinement développé. Les symboles re-
présentent les résultats obtenus par simulation Monte-Carlo tandis que les traits
tiretés (——) désignent les variances théoriques.

Lorsque le modéle de fluctuations de speckle est décrit par une loi K (voir
équation (1.27)) de moyenne unitaire et de paramétres L = 1 et v = 1 (que l'on
dénommera plus synthétiquement loi K d’ordre 1), on peut voir sur la figure 2.6
que la performance d’estimation est significativement dégradée par rapport aux
cas étudiés précédemment. Cette dégradation s’explique par le trés fort kurtosis
(72 = 47,3) qui caractérise cette loi. On remarque aussi que 32 conduit a une
meilleure précision d’estimation que ’estimateur Bl a moyenne connue, ce qui
reste vrai si I'on considére une loi K d’ordre 10 (c’est-a-dire L = 10 et v = 1
dans I’équation (1.27)). On retrouve par ailleurs, pour une loi K d’ordre 10, des
niveaux de variances plus faibles et comparables aux résultats précédents grace
a la présence d’un kurtosis moins important (v = 10,68). Ainsi la variance de
I’estimateur [, varie approximativement entre 4/M (P ~0) et 25/M (P ~ 1)
et il faut donc considérer un échantillon d’au moins 50 x 50 pixels pour estimer
n’importe quelle valeur de 3 avec une variance inférieure a 1072,

Ces simulations montrent donc que la méthode d’estimation de § au sens des
moments reste applicable lorsque le modéle de fluctuation de speckle est légére-
ment modifié, & condition de connaitre (ou de mesurer précisément) le cumulant
réduit ko caractéristique du modeéle de speckle. Ce résultat est important pour le
développement de systémes d’imagerie réels utilisant cette méthode a une seule
image car la nature du matériau ou la conception du systéme imageur peuvent
induire des modifications dans la loi statistique de l'intensité lumineuse mesu-
rée, qui risque en pratique de ne pas suivre rigoureusement le modeéle sélectionné.

51



2.8. Méthodes d’estimation

Dans une telle situation, il suffira alors de mesurer avec précision la valeur du cu-
mulant k9 obtenu en conditions réelles et utiliser cette valeur dans les expressions
des estimateurs du degré de polarisation.

2.3.1.3 Conclusion sur ’estimation au sens des moments :

Les estimateurs au sens des moments qui viennent d’étre présentés permettent,
de valider le principe général de 'estimation du degré de polarisation (ou du
moins de son carré) a partir d’'une unique image de speckle. Ces estimateurs se
distinguent par leur simplicité car ils nécessitent uniquement d’évaluer localement
la moyenne et la variance sur I'image acquise. Cette méthode d’estimation de (3,
que nous avons caractérisée théoriquement afin de dimensionner de possibles
applications pratiques, réduit fortement la complexité du systéme de mesure et
de traitement par rapport aux systémes pour lesquels on doit effectuer plusieurs
mesures, et présente une grande souplesse d’utilisation.

En revanche, elle souffre de deux inconvénients principaux. Le premier, d’ordre
pratique, provient de la nécessité de connaitre®® le coefficient ko, qui représente
la variance réduite de la loi de probabilité normalisée f caractéristique du modéle
de speckle. En effet, une erreur sur la valeur de ce coefficient biaisera inévita-
blement les valeurs estimées du degré de polarisation. Pour une mise en ceuvre
pratique de cette technique d’estimation, il sera donc nécessaire d’établir un pro-
tocole de calibration adapté, qui permette de mesurer avec précision la valeur de
ce paramétre. Une seconde limite de cette technique est qu’elle n’est pas efficace
pour des speckles d’ordres faibles et ne permet donc pas de tirer pleinement parti
de 'information contenue dans les observations pour estimer 3 avec la meilleure
précision. Pour cette raison, nous proposons d’étudier, dans la section suivante,
deux méthodes d’estimation plus sophistiquées mais qui permettent d’obtenir
une meilleure efficacité pour des statistiques de speckle d’ordre peu élevé.

2.3.2 Autres estimateurs [ en speckle pleinement déve-
loppé d’ordre 1

Nous présentons dans cette section deux méthodes d’estimation alternatives
aux estimateurs des moments étudiés précédemment lorsque ’ordre du speckle
est minimal L. = 1. Bien qu’il soit tout a fait envisageable de généraliser ces
deux nouvelles méthodes d’estimation a d’autres statistiques de speckle, nous
nous limiterons ici au cas standard du speckle pleinement développé d’ordre 1
qui correspond, comme nous l’avons vu précédemment, a la situation la plus
favorable lorsqu’on cherche a estimer le degré de polarisation a partir d’une
unique image d’intensité de speckle.

2.3.2.1 Estimation au sens du maximum de vraisemblance

Principe de l’estimation : La premiére solution envisagée consiste a im-
plémenter 'estimateur au sens du maximum de vraisemblance, noté BMV. En
effet, cette méthode d’estimation posséde des propriétés d’optimalité intéres-
santes lorsque les densités de probabilité décrivant les fluctuations des mesures

26 Ou de mesurer avec précision & travers une étape de calibration.
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appartiennent a la famille exponentielle. Méme si cela n’est pas le cas de la DDP
Py(I), il peut étre intéressant malgré tout de considérer cet estimateur, qui de-
meure néanmoins asymptotiquement efficace’’, & condition qu’il soit non biaisé.

L’estimateur de ( au sens du maximum de vraisemblance correspond a la
valeur BMV qui maximise la logvraisemblance ¢(y;P) = In L(x;P), ou la vrai-
semblance L(x;P) a été définie en équation (2.14). Cependant, méme dans le cas
le plus simple ou le speckle est pleinement développé d’ordre 1, I’expression de
la DDP de l'intensité P;(I) rend nécessaire une implantation numérique de cet
estimateur par une résolution itérative de ’équation de maximisation de la vrai-
semblance. Lorsque le critére a maximiser est monotone, on peut se contenter
d’un simple algorithme de dichotomie, voire une méthode de type Newton-
Raphson pour améliorer la rapidité de convergence [9]. Pour des critéres plus
complexes, par exemple si la logvraisemblance présente des maxima locaux, il
est alors nécessaire de raffiner la méthode de résolution en faisant appel a des
techniques d’optimisation numérique plus sophistiquées (descente de gradient
stochastique, recuit simulé, etc.) que nous ne présenterons pas ici.

Nous avons vérifié numériquement que, pour un échantillon de mesure y
donné, la fonction 9¢(x;P)/OP ne s’annule qu'une seule fois pour une valeur
de P €]0; 1] notée Pasv qui fournit ainsi Pestimée de P au sens du maximum de
vraisemblance [119]. A partir de cette valeur, qui sera donc simplement évaluée
par dichotomie ou grace a la méthode de Newton-Raphson, nous proposons de dé-

duire une estimation du carré du degré de polarisation en calculant BMV 2 75]2\4‘/,
ceci afin de simplifier les comparaisons réalisées entre les différentes méthodes
d’estimation dans la suite de ce chapitre.

On peut noter par ailleurs que la dérivée de la logvraisemblance est une fonc-
tion de py. Il est donc nécessaire de connaitre la valeur de I'intensité moyenne pi;
a priori pour implanter 'estimateur de 3 au sens du maximum de vraisemblance.
En vue d’une implémentation pratique d’une telle méthode d’estimation, nous
avons également considéré I'estimateur noté Bz(\’j{,) pour lequel la valeur de p; est
estimée préalablement grace a Iestimateur empirique® fi; = ZkM:1 I./M.

Biais a taille d’échantillon élevée : Nous étudions dans un premier temps
les performances de ces estimateurs pour une taille d’échantillon élevée M = 10?,
qui pourrait correspondre & une région statistiquement homogéne de 100 pixels
de coté. Dans ce cas, on peut remarquer sur la figure 2.7 que ’estimateur de 3 au
sens du maximum de vraisemblance & moyenne connue (symboles A) ou inconnue
(symboles o) est quasiment sans biais pour des valeurs de P supérieures a 0,2
environ. En revanche, contrairement a D'estimateur (3, (symboles O) et malgré la
taille d’échantillon importante, on remarque une remontée significative du biais
de B](\ﬁj{/) et BMV pour les plus faibles valeurs de P [119]. La présence de ce biais
peut s’expliquer simplement en remarquant que pour estimer sans biais une
valeur de (3 proche de 0, une (au moins) des deux conditions suivantes doit étre

27_ (Vest-a-dire pour une taille d’échantillon M — oco.

28_ Notons qu’en toute rigueur, lorsque plusieurs paramétres doivent étre estimés conjointe-
ment, la théorie de ’estimation au sens du maximum de vraisemblance exige une optimisation
itérative multidimensionnelle de ’équation de vraisemblance. Pour une implantation pratique,
nous allons voir que notre approche simplifiée conduit a des résultats satisfaisants tout en
garantissant une faible complexité algorithmique.
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Fi1G. 2.7 — Biais des estimateurs BQ, BMV, A](\‘j{/) et Blgg tracé en fonction de P
pour une taille d’échantillon élevée M = 10* pixels. (Les courbes pointillées

constituent une simple indication visuelle de I’évolution du biais.)

respectée :

— si Pestimateur posséde une variance non nulle, alors les valeurs estimées
doivent se répartir de facon symétrique autour de la valeur 3 = 0 entre les
valeurs positives et les valeurs négatives;

— si les valeurs estimées sont toutes positives, la variance doit nécessairement
s’annuler pour # = 0 et par conséquent la BCR doit tendre vers zéro
également.

La premiére condition est vérifiée par I’estimateur ﬁg au sens des moments : il est
(asymptotiquement) non biaisé car sa mise en ceuvre n’interdit pas 'apparition de
valeurs estimées négatives et sa variance est non nulle pour # = 0. En revanche,
puisque la BCR est non nulle pour g = 0, la variance de tout estimateur non
biaisé de # ~ 0 sera également non nulle : il n’existe donc pas d’estimateur
non biaisé de 3 de variance nulle lorsque 3 = 0. Ainsi, puisque la méthode
d’estimation au sens du maximum de vraisemblance présentée ici ne permet,
pas d’obtenir des valeurs estimées négatives, elle conduit nécessairement a des
estimateurs biaisés en deca d’une valeur seuil minimale qui dépend de la taille
M de I’échantillon et de I’écart-type de I'estimation.

Nous proposons de fixer une valeur indicative de ce seuil en déterminant la
valeur (,;, au dela de laquelle I'influence des échantillons négatifs peut étre
négligée en pratique. Supposons pour cela que les valeurs estimées de § ~ 0
sont réparties selon une distribution gaussienne de moyenne [3,,;, et d’écart-type
indicatif 0;,y = /BCR(S ~0) ~ /3/M pour les faibles valeurs de 3 (voir
figure 2.8). Dans ces conditions, la proportion d’échantillons négatifs obtenus en
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F1G. 2.8 — Le seuil indicatif (3,,;, est fixé de sorte que 1% des échantillons es-
timés sont négatifs quand on suppose que ceux-ci sont distribués selon une loi
gaussienne d’écart-type indicatif ;4.

moyenne sera limitée & 1% a condition que B, soit au moins égal a*

4

1
2

Bmin = 2,3 X Oijpg =~ (2.42)
De maniére équivalente, le seuil indicatif P,,;, pour le degré de polarisation peut
s’écrire Prin = V/ PBmin = 2/Mi. Pour une taille d’échantillon élevée de M = 10*
pixels, I’équation précédente fournit une valeur du seuil 3,,, ~ 0,04, ce qui
correspond & un valeur de P,,;,, >~ 0,2. On peut en effet vérifier sur la figure
2.7 que I'on passe d’un comportement quasiment non biaisé de I'estimateur BMV
pour P > P,.;, & un comportement biaisé pour P < P,in.

Variance a taille d’échantillon élevée : En ce qui concerne la précision de
'estimation au sens du maximum de vraisemblance, on peut observer sur la figure
2.9 que les estimateurs BMV et B](\ﬁ[‘{/) sont, bien plus performants que la méthode
d’estimation au sens des moments statistiques de I'intensité pour toute valeur de
P > Ppiin- On remarque également que pour un nombre d’échantillons M élevé
comme ici, on obtient une variance quasiment identique, que I'intensité moyenne
soit connue a priori (symboles A) ou bien qu’elle soit estimée empiriquement
sur la région de M pixels (symboles o, superposés aux symboles A). Par ailleurs,
on peut conclure en analysant cette figure que l'estimateur de 3 au sens du
maximum de vraisemblance pour un speckle pleinement développé d’ordre 1 est
quasiment efficace pour un nombre d’échantillon élevé M = 10* (voir aussi [119]).

Pour des valeurs de P inférieures a P,,;,, = 0,2, la variance de BMV (ou de
A](\’j{/) ) atteint des valeurs inférieures & la BCR qui correspond a la variance mi-
nimale d’une technique d’estimation non biaisée. Comme nous 'avons analysé
précédemment, ce comportement s’explique par la présence d’un biais systéma-
tique pour les estimateurs ﬁAMV et BA](\Z{,) pour P < Ppin [119].

2 On peut montrer en effet que si Pz(3) est une loi gaussienne de moyenne 3,,:, et
écart-type o;,q, alors on a fi’oo P3(3) ~ 0,01 siy = Bin — 2,30ind-
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F1G. 2.9 — Comparaison entre la BCR évaluée pour un speckle pleinement déve-
loppé d’ordre 1 et les variances des estimateurs 32 (symboles O), BMV (symboles
A), AJ(\Z{,) (symboles o) et (o, (symboles %) en fonction de P pour une taille
d’échantillon élevée M = 10* pixels. Les points obtenus pour les estimateurs
Buy (A) et ﬁ 1) (o) sont quasiment superposés. (Les lignes pointillées consti-
tuent une s1mp1e indication visuelle de I’évolution de la variance.)

Etude a taille d’échantillon réduite : Nous analysons maintenant les per-
formances des estimateurs au sens du maximum de vraisemblance lorsque la
taille de I’échantillon de mesure diminue. A partir des résultats de simulations
numériques réalisées pour deux tailles d’échantillon plus petites (M=10x 10=100
pixels et M =32 x 32=1024 pixels), nous avons représenté le biais (figures 2.10.a
et 2.10.c) et la variance (figures 2.10.b et 2.10.d) des estimateurs 5y et B](\’j(/)
en fonction de f3.

En ce qui concerne le biais de ces deux estimateurs, on peut remarquer que la
valeur de [3,,;, augmente a mesure que la taille de ’échantillon diminue, conformé-
ment & I’équation (2.42). Ainsi, pour un échantillon de 100 pixels, ces estimateurs
ne permettent pas d’évaluer correctement des valeurs de 5 < (., >~ 0, 4.

Sur les figures 2.10.b et 2.10.d, on peut & nouveau observer une brutale dimi-
nution de la variance pour des valeurs de § < (3,,;,, due comme précédemment a
la présence d’un biais systemathue Pour les valeurs de 3 > (3,,,, on remarque
que lefficacité de ﬁMV et ﬁ ) a tendance a décroitre pour des valeurs plus faibles
du nombre d’échantillons M puisque la variance de ces estimateurs (symboles A
et o) devient supérieure a la BCR (tracée en trait continu (—)). On notera aussi
qu’a taille d echantlllon réduite, I’estimation empirique de @y nécessaire pour dé-
terminer ﬁ provoque une légére augmentation de la variance par rapport a

I’estimateur ﬁMV pour lequel la moyenne est connue.

56



2.8. Méthodes d’estimation

»
o

0.08

—~
; R M =100 g .
2 0.06 [© 9 A HMV =
5 | o i) QO s
.g ooal % MV Q
o 3
. X
g 002 - I E a5
z . =
% of } o 2r
© ¢ -_E i Q15
B 002 : et
< O e E =
: s
5 : 3 ® 3 >
— L 3
0.04 : 0 I X s
f Boin = 0,4 =
:\ mwn L ’ L
008 0.2 04 ﬁ 06 08 1 0
(@) (b)
0.025 ; .
M = 1024 =
0.02 1 =
w %] e
= SF
g 0.015 | Q
= | <
=T E _
z
5 i =
o 0.005F I
o FR =
@ or oo i o
I S S—
M .00} & X o5
57(1171 = 0‘7 125 ‘ ‘ ; ‘ ﬁmin‘: Q, 125 ‘ ‘ ‘
oo 02 0.4 ﬂ 06 08 1 0 02 0.4 ﬁ 06 0.8 1
©) (d)

FIG. 2.10 — Figures (a) et (c) : Biais de 3y (symboles A) et BA](\Z{,) (symboles o)
en fonction de 3 pour (a) : M=100 et (¢) : M=1024. Figures (b) et (d) : Variance
de By et Bz(\%/) et BCRW(3) (trait plein (—)) en fonction de 3 pour M—100
(b) et M=1024 (d). (Les courbes pointillées sont une simple indication visuelle
de I’évolution du biais et de la variance des estimateurs.)

Conclusion : Dans le cas particulier que nous avons considéré d’un speckle
pleinement développé d’ordre 1, la mise en ceuvre (numérique) d’un estimateur
au sens du maximum de vraisemblance sur une taille d’échantillon homogene
M importante (M > 10% environ) constitue donc une méthode efficace pour
réaliser I'estimation de 3 (ou de P) et permet ainsi de surpasser les performances
de l'estimateur au sens des moments, en particulier pour les valeurs élevées du
degré de polarisation. Cette méthode d’estimation parvient ainsi a tirer parti de
la totalité de I'information disponible dans la statistique d’intensité lumineuse
pour estimer 3, tant que 3 > [(3,,;, pour éviter la présence d’un biais.

L’inconvénient majeur de cette technique d’estimation réside bien str dans
la complexité de sa mise en ceuvre, comparativement a la simplicité de I'estima-
teur au sens des moments. Pour améliorer I'efficacité de cette méthode a taille
d’échantillon réduite, il est en outre préférable de connaitre 'intensité moyenne
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iy o priori. Enfin, par rapport aux estimateurs au sens des moments étudiés
précédemment, cette technique est moins facilement généralisable & d’autres sta-
tistiques de speckle. En effet, s’il suffisait de caractériser correctement la valeur
du coefficient x9 pour pouvoir appliquer les estimateurs Bl et Bg sur un modele
de speckle différent (dans les limites toutefois des hypothéses énoncées en section
2.1.1), le changement de la loi de probabilité P;([) associée a 'intensité nécessi-
tera de recalculer complétement la forme de I'estimateur au sens du maximum
de vraisemblance.

Pour un speckle d’ordre 1, nous disposons donc d'une méthode d’estima-
tion simple mais peu efficace (estimateurs au sens des moments) d’une part, et
d’autre part d’'une méthode efficace mais de mise en ceuvre complexe (3 ou
5(fir) , .. , . —

vv7)- Nous présentons donc ici le résultat de nos investigations pour proposer
une technique d’estimation alternative réalisant un compromis satisfaisant entre

optimalité et simplicité de mise en ceuvre.

2.3.2.2 Estimation au sens des log-moments

Parmi les diverses solutions envisagées, nous avons été amenés a tester des
méthodes d’estimation fondées sur la mesure de moments fractionnaires de la
loi de probabilité ((1¥),y € R*), ou encore basés sur les valeurs des premiers
quantiles®® (médiane, premier quartile ou encore premier décile), cette derniére
solution étant justifiée par la forme de la loi de probabilité P;(I) qui se concentre
autour des plus faibles valeurs d’intensité lorsque P est proche de 1. Ces solutions
ne conduisant pas a des résultats satisfaisants en terme de précision, nous nous
focaliserons ici sur une autre solution envisagée qui utilise quant a elle la mesure
des log-moments de l'intensité lumineuse, dont nous rappelons la définition
ci-dessous [104] :

Définition 2.3 Le log-moment d’ordre k de la loi Px(x) associée a une variable
aléatoire X a valeurs positives est noté my et est défini par

iy 2 /0+Oo(lnx)kPX(:p) dzx. (2.43)

Motivations : En utilisant une grandeur statistique qui met en jeu le loga-
rithme des données, on peut espérer faire « ressortir » plus finement le compor-
tement statistique des valeurs les plus faibles de I'intensité et ainsi de mieux ap-
préhender les modifications de la loi P;(1), qui se concentre fortement autour des
valeurs d’intensité les plus faibles lorsque P tend vers 1. A cet argument intuitif
qui constituait notre motivation principale pour considérer les log-moments, on
peut ajouter également le fait que ’estimateur au sens du maximum de vraisem-
blance de 'ordre L d’une loi gamma fait intervenir de facon explicite le premier
log-moment de la loi statistique [104]. Cette remarque laisse par conséquent
présager que le log-moment est une grandeur intéressante a considérer lorsque
'on souhaite estimer un paramétre de forme d’une loi de probabilité®!.

30_ Le premier ¢g-quantile (¢ € N) est défini comme la valeur d’intensité I, telle qu’une pro-
portion 1/¢ des réalisations de la variable aléatoire I seront inférieures & I,. Plus formellement,
le premier g-quantile I, est défini par la relation Pr(I < I,) =1/q.

31 Tel que I'ordre d’une loi gamma ou le contraste de la loi Py(I).
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Principe de ’estimation : Pour calculer le premier log-moment associé a la
statistique d’intensité Pr([), on peut utiliser le résultat suivant [104] qui fournit
I’expression du premier log-moment associé a une variable aléatoire X, distribuée
selon une loi exponentielle de moyenne px :

my = /+OO InxPy(x)de =¥(1) + In(pux), (2.44)

ou ¥ représente la fonction digamma, dont la valeur évaluée en 1 vaut approxi-
mativement V(1) ~ —0,5772 (voir la référence [60], page 892). En effet, puisque
la DDP P;(I) donnée a 'équation (1.19) peut s’écrire comme la différence pon-
dérée de deux lois exponentielles associées aux composantes d’intensité I et Io,
la valeur du log-moment de l'intensité 7m! peut se déduire des log-moments 7"
et m!* en écrivant

400 1
wl = / In(I) P;(I)dI = 27){(1 +P)ylt — (1 — P {2}, (2.45)
0
soit, en remplacant m{l et ﬁl{Q par leur expression déduite de 1'équation (2.44),

1
mi = W(1) + ﬁ In L o 5 In peq peo. (2.46)

On obtient enfin expression de 7! en fonction de p; et P en remplagant p et
2 par leurs expressions respectives données en équation (1.7),

P
my = U(1) +In ’;I+2+—Pl (1+P) -

—P

In(1-7P). (2.47)

L’expression précédente montre qu’en connaissant le premier moment (p;) de
Iintensité ainsi que son premier log-moment (1), on peut déduire la valeur du
degré de polarisation de la lumiére rétrodiffusée. En effet, en estimant empiri-
quement ces deux grandeurs sur un échantillon homogéne de taille M au moyen
de lestimateur empirique ji; et de 'estimateur empirique suivant

I Inky
=y

k=1

(2.48)

3V

il suffit alors de résoudre en P I’équation suivante

A l1+P -P
2P 2P

Il n’est malheureusement pas possible d’écrire la solution explicite de cette équa-
tion, et il est nécessaire a nouveau d’utiliser une résolution numérique pour dé-
terminer ’estimateur au sens du log-moment, noté 73109 (ou ﬁlog pour ’estimation
de P?). Cependant, cette résolution peut étre facilitée comparativement a la dé-
termination itérative des estimateurs au sens du maximum de vraisemblance en
remarquant que la fonction H(P) introduite a ’équation précédente est stricte-

H(P) n(1+P) - (1 —P) = m, — 1n’”;f (1).  (2.49)

~1
ment décroissante sur l'intervalle [0; 1] et est indépendante de m, et fi;. Il est
donc possible de tabuler les valeurs de H(P), et d’utiliser cette tabulation pour
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déterminer facilement et rapidement la valeur de I'estimateur 75109 .

Biais a taille d’échantillon élevée : Sur la figure 2.7, nous avons reporté le
biais de ce nouvel estimateur Blgg au sens du log-moment (symboles x) pour une
taille élevée M = 10* de I’échantillon. De facon tout a fait similaire au cas de
I’estimation au sens du maximum de vraisemblance, cet estimateur est quasiment
non biaisé pour des valeurs du degré de polarisation supérieures a P, =~ 0, 2.
A nouveau ici, dés que le degré de polarisation est inférieur & Py, 1’estimation
devient sensiblement biaisée ce qui s’explique en remarquant que cet estimateur
ne permet pas non plus d’estimer des valeurs de P négatives.

Variance a taille d’échantillon élevée : Nous pouvons analyser sur la figure
2.9 la précision d’estimation de Blog. La variance de ce dernier estimateur est
représentée par les symboles x et peut étre comparée a la BCR (courbe en trait
continu). Cette figure permet ainsi de se rendre compte que la solution proposée
ici n’est que partiellement satisfaisante : I’estimateur au sens du log-moment
permet d’obtenir une précision meilleure que ’estimateur Bg pour les plus grandes
valeurs de P (P > 0,4), et s’avére dans ces conditions assez efficace (efficacité
de l'ordre de 70% pour P € [0, 6;0,95]). En revanche, pour des valeurs faibles du
degré de polarisation (typiquement P < 0,4), cet estimateur s’avére étre moins
précis que estimateur au sens des moments. On remarquera également que la
variance de Blog décroit brutalement dés que le biais devient significatif (pour
P < Pmin = 0,2 approximativement).

Conclusion : La méthode d’estimation au sens des log-moments, introduite
afin de concilier efficacité et simplicité de mise en ceuvre, ne répond malheureu-
sement que partiellement aux deux objectifs visés : si la quantité et la complexité
des calculs mis en ceuvre sont réduites par rapport a I’estimateur au sens du maxi-
mum de vraisemblance, on ne dispose pas d’une formulation explicite simple de
I’estimateur, comme cela était le cas pour les estimateurs au sens des moments.
Par ailleurs, cette technique permet d’obtenir une estimation quasiment efficace
pour les plus fortes valeurs du degré de polarisation, mais elle s’avére moins per-
formante que l'estimateur plus simple Bg pour les degrés de polarisation les plus
faibles. Dans la perspective d’un développement pratique d’une méthode d’es-
timation assurant un compromis intéressant, on peut envisager un estimateur
hybride, qui pourrait concilier les avantages de ces deux méthodes en sélection-
nant la méthode la plus appropriée, en terme de précision, selon la valeur estimée
du degré de polarisation.

2.3.3 Discussion sur le biais des méthodes proposées

Pour présenter les différents estimateurs étudiés, nous nous sommes focalisés
sur ’analyse des performances d’estimateurs du carré du degré de polarisation (3.
Parmis les trois méthodes d’estimation distinctes de (3 que nous avons présentées,
deux d’entre elles (estimateur au sens du maximum de vraisemblance et estima-
teur au sens du premier log-moment) conduisent & une estimation biaisée pour
des valeurs de 3 inférieures a un seuil (3,,;, qui dépend directement de la taille
M de I’échantillon et caractérisé a ’équation (2.42). Cependant, on ne doit pas
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pour autant en conclure que l'estimation au sens des moments, apparemment
non biaisée, est plus satisfaisante pour les faibles valeurs de (3. En effet, nous
avons vu que pour assurer une estimation non biaisée lorsque (3 tend vers 0, il est
nécessaire que l’estimateur Bg conduise a des estimées de 3 négatives, puisque la
BCR (et donc a fortiori la variance) de Pestimation de (3 est non nulle lorsque
£ ~ 0. Le sens physique d'une valeur de [ négative est bien siir discutable, et
lorsque nous voulons estimer une valeur de P et non plus de son carré, il est par
conséquent nécessaire de fixer a zéro toutes les occurences de Bg négatives avant

~

d’en déduire une valeur estimée de P en calculant P, = (52)1/2 [40].

1 —— 1
7’
é/
08} é’ ’
'
. osf /é' o1
7) | f/ <&
7 S—
// b
04} /i R
7 o Estimateur des moments P2
o2 //'% A Estimateur du max. vraisemblance
i %,'% 001k =~ Ecart-type théorique de Py
s | e dorie
4 —— Borne minimale de I'écart-type
o e . . |
0 02 0.4 06 038 1 0 02 0.4 06 038 1
P P

(a) (b)

FIG. 2.11 — (a) Valeurs estimées de P avec I'estimateur 3, au sens des moments
(symboles O) ou au sens du maximum de vraisemblance (symboles A, super-
posés sur la figure aux symboles O) en fonction de la vraie valeur du degré de
polarisation pour une taille d’échantillon M = 1024 pixels. L’écart-type 0(75)
de ces estimations est aussi tracé sous forme de barres d’erreur. L’écart-type est
également représenté en figure (b) en fonction de la valeur de P. La courbe en
trait tireté (——) sur la figure (b) représente I’écart-type théorique de I’estima-
teur 32. La borne minimale de I’écart-type d’un estimateur non biaisé, déduite
de la BCR, est également tracé en trait continu (—) sur la figure (b).

Une fois cette précaution prise, il est intéressant de réitérer la comparaison
entre I'estimation simple au sens des moments P, et Pestimateur de P au sens
du maximum de vraisemblance, que nous illustrons grace aux figures 2.11.a et
2.11.b. Sur la premiére figure, nous avons représenté les valeurs estimées du
degré de polarisation, obtenues a partir de ’estimateur au sens des moments
d’une part (symboles O), et I'estimateur au sens du maximum de vraisemblance
d’autre part (symboles A) sur un échantillon de taille M = 32 x 32 = 1024.
Les barres d’erreurs fournissent une indication de I’écart-type d’estimation de
chacune de ces méthodes. Cette figure montre ainsi que la technique d’estimation
devient nécessairement biaisée dés que l'on fixe & zéro les valeurs estimées de Bg
négatives. En effet, la « quantité » de biais introduite alors sur I'estimateur P,
est tout a fait comparable au biais qui entache l’estimation de P au sens du
maximum de vraisemblance ou au sens du log-moment (voir également [10]).

En terme de précision, la figure 2.11.b représente I'évolution de I’écart-type
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des deux techniques d’estimation de P, comparées ici lorsque P varie. En trait
plein (—), nous avons également représenté la précision minimale pour un esti-
mateur non biaisé, déduite de la BCR pour I'estimation de P calculée au début
de ce chapitre. En trait tireté (——), on a tracé 1’écart-type théorique de 'esti-
mateur de P au sens des moments, que I'on peut déduire a partir de la variance
théorique de 3, fournie a ’équation (2.34) en calculant [10] :

A

o (Py) Vaz(;2)'

On peut ainsi remarquer que comme pour I'estimateur au sens du maximum de
vraisemblance, I'écart-type de l'estimateur de P au sens des moments devient
inférieur a la borne minimale lorsque P < P,,.;, =~ 0, 35 puisque nous considérons
ici des échantillons homogeénes de taille M = 1024 pixels. En revanche, au dela de
cette valeur, les estimateurs sont quasiment sans biais et la figure 2.11.b confirme
bien Pefficacité de estimateur Py .

(2.50)

Ces remarques nous permettent de conclure que I’estimation du degré de pola-
risation P sous contrainte de positivité et a partir d’une unique image d’intensité
de speckle ne pourra étre effectuée sans biais sur toute le domaine de variation
de P € [0; 1]. Pour pallier ce défaut, il est donc nécessaire d’augmenter la taille
des échantillons considérés, de sorte que la valeur de P,,;, soit la plus petite pos-
sible, ce qui illustre & nouveau la nécessité d’utiliser des capteurs comportant un
grand nombre de pixels. Par exemple, si ’on souhaite obtenir un biais quasi-nul
sur la plage P € [0, 1;1] (c’est-a-dire Py, = 0, 1), il est nécessaire de considé-
rer M = 1,6 x 10° pixels, soit une zone homogéne de 400 x 400 pixels, ce qui
peut sembler rédhibitoire pour une utilisation pratique de ce type de méthode.
I1 suffit en revanche de considérer M = 1600 = 40 x 40 pixels pour obtenir un
biais quasi-nul sur ’ensemble des valeurs § € [0, 1; 1] (c¢’est-a-dire pour assurer
que Gpin = 0,1). Cette remarque illustre donc qu’il est plus facile de s’affranchir
du biais d’estimation lorsque ’on considére non pas l'estimation du degré de
polarisation, mais plutot ’estimation de son carré [3.

2.3.4 Comparaison avec les techniques classiques utilisant
plusieurs images

Les différentes techniques d’estimation du degré de polarisation (ou de son
carré 3) que nous avons caractérisées dans ce chapitre se distinguent par leur
grande simplicité de mise en ceuvre expérimentale. En effet, comme nous ’avons
souligné en introduction de ce chapitre, l'acquisition d’une unique image per-
met de s’affranchir de composant optique polarimétrique ajustable au niveau de
I’acquisition d’image, garantissant ainsi un dispositif peu coiiteux et rapide.

Cependant, cette simplicité va logiquement de pair avec une dégradation de la
qualité d’estimation. D’une part, le support d’information est réduit puisque ’on
acquiert une seule image quand les autres techniques plus classiques nécessitent
d’en mesurer deux ou quatre, et d’autre part I'’estimation est réalisée sans ’aide de
composant optique polarimétrique ajustable, ce qui semble naturellement devoir
limiter la précision de celle-ci. Il parait donc nécessaire ici d’étudier la perte de
précision lorsque 'on simplifie le dispositif de mesure polarimétrique en passant
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du montage complet a quatre mesures d’intensité ou d’un appareillage simplifié
ne nécessitant que deux images, aux dispositifs les plus simples & une unique
image.

Nous proposons donc de comparer les cinq méthodes d’estimation de (3 sui-

vantes, fondées sur la mesure d’une ou plusieurs images d’intensité :

— la méthode standard basée sur ’acquisition des quatre images de Stokes et
dont le principe a été rappelé en section 1.3.2.1;

— D’estimation & deux images utilisant I'Image de Contraste d’Etats Ortho-
gonaux (ICEO) présentée a la section 1.3.2.2;

— une méthode paramétrique dont nous avons évoqué le principe en section
1.3.2.2, fondée sur la mesure des deux premiéres images de Stokes et utili-
sant, I'intercorrélation de celles-ci ;

— enfin, la technique d’estimation a une seule image proposée dans ce chapitre
de these, pour laquelle nous distinguerons I'estimateur au sens des moments

(o, et I'estimateur ﬁ](\%,) au sens du maximum de vraisemblance.

Nous comparons ces 5 méthodes dans deux situations distinctes : dans le
premier cas, on suppose que l'objet imagé est purement dépolarisant, rendant
possible I'utilisation de la méthode & deux images basée sur 'TCEO. Dans ce cas,
le champ électrique rétrodiffusé par la scéne et mesuré au niveau du capteur est
caractérisé par la matrice de polarisation diagonale I'; suivante :

[ )

Ta=51 o 1_.p

(2.51)

Dans la seconde situation, nous nous intéressons au cas d’un objet non purement
dépolarisant. Plus précisément, nous supposons que 'information polarimétrique
est contenue uniquement dans le terme anti-diagonal de I, c’est-a-dire

11 P
Thna =5 {P 1} : (2.52)

qui représente toujours la matrice de polarisation (non diagonale ici) d’une lu-
miére de degré de polarisation P. Ces deux situations ont été simulées numérique-
ment en générant des réalisations aléatoires du champ électrique correspondant a
un speckle pleinement développé d’ordre 1 et caractérisé par les matrices de po-
larisation précédentes. A partir de ces réalisations du champ, nous avons déduit
les différentes images d’intensité nécessaires pour mettre en ceuvre les méthodes
d’estimation comparées dans cette section.

2.3.4.1 Résultats de simulation

En supposant que les échantillons de mesure sont statistiquement homogeéenes
et de taille M = 10° pixels, on peut alors estimer les valeurs de 3 grace aux
5 méthodes comparées ici et vérifier qu’elles sont toutes quasiment non biaisées
pour cette taille d’échantillon (voir également la référence [126]), & part bien
entendu B(M”(/) qui est biaisé pour les faibles valeurs de P. Lorsque I'on s’intéresse
a la variance d’estimation, représentée sur la figure 2.12 en fonction de la valeur
de P pour des matrices I' diagonales (figure 2.12.a) et non diagonales (figure

2.12.b), on remarque de maniére générale une nette dégradation de la précision
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var(3) ou BCR(3)

Matrices de polarisation diagonales I'y Matrices de polarisation non diagonales I',,4
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F1G. 2.12 — Comparaison des variances des estimateurs a 4, 2, ou 1 images dans
le cas de matrices diagonales 'y (a) et non diagonales T',4 (b) pour M = 103
pixels. (L’estimateur ICEO étant inopérant sur des matrices I' non diagonales,
sa variance n’est pas représentée sur la figure (b)).

au fur et a mesure que l'on diminue le nombre d’'images acquises [120] et la
meilleure performance est bien entendu obtenue avec l'estimateur classique a 4
images (symboles o). Poursuivons 'analyse de ces résultats en distinguant les
deux cas suivants :

Lorsque I' est diagonale (I';), on remarque tout d’abord sur la figure 2.12.a

que I'TCEO (symboles x) ne degrade pas la précision par rapport a la
méthode standard a 4 images. En revanche, 1'utilisation de la méthode pa-
ramétrique a deux images (symboles %) conduit & une variance d’estimation
bien supérieure lorsque le degré de polarisation est faible. La dégradation
de la précision devient encore plus importante si I’on utilise une estimation
a une seule image (symboles O et A), en particulier pour les plus fortes
valeurs de P. Cette figure illustre par ailleurs I'intérét d’utiliser préféren-
tiellement 'estimateur au sens du maximum de vraisemblance B](\ﬁj{/) si 'on
souhaite limiter la perte en précision subie. En effet, pour P = 0,8 par
exemple, on peut noter que I'écart-type de I'estimateur 32 est 6,1 fois su-
périeur a celui obtenu avec la méthode paramétrique a deux images, mais
ce rapport n'est que de 3,2 si l'on utilise I’estimateur ﬁA](\ﬁj{/) Lorsque la
comparaison est effectuée avec la méthode standard & quatre images, ces
rapports deviennent respectivement 8,2 et 4, 3.

Lorsque I' n’est pas diagonale (I',;), 'ICEO ne permet pas d’estimer la va-

leur du degré de polarisation®2. On remarque également une augmentation
significative de la variance de la méthode paramétrique & deux images®*. En

32

— Avec le choix particulier de matrice I',4 effectué ici, cette méthode conduit en effet &

estimer 5 = 0 dans tous les cas.

33

— Cette augmentation de la variance s’explique aisément par la présence d’un terme sup-

plémentaire dans ’expression théorique de celle-ci (voir équation (1.36) dés que le terme anti-
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ce qui concerne les estimateurs de  a une unique image, on ne décéle aucun
changement dans leur comportement car leurs propriétés ne dépendent pas
de la forme particuliére de la matrice I'. La perte subie en passant de deux a
une seule image est dans ce cas bien plus faible : pour P = 0, 8 I’écart-type
de I'estimateur Bg n’est plus que 1,9 fois supérieur a celui de 'estimateur
a deux images. La perte en précision est encore plus faible si I'on utilise
I’estimateur B](\’j{,) a une image, qui permet méme de surpasser la méthode
paramétrique a deux images en terme de précision lorsque P > 0, 8.

La dégradation des performances due a la réduction du nombre de mesures
était bien sir prévisible et peut sembler importante au vu des résultats précé-
dents. Elle doit cependant étre relativisée en remarquant que le support d’esti-
mation n’est pas le méme selon que l'on acquiert une seule image de M pixels
ou 4 images de la méme taille. Lorsqu’on « renormalise » les résultats précédents
par le nombre de mesures réellement effectuées pour réaliser I’estimation (c’est-
a-dire M pixels pour la méthode a une image, 2M pixels pour les méthodes a
deux images, etc.), le passage de la méthode standard d’estimation a 4 images
au simple estimateur Bg a une image n’augmente pas ’écart-type de plus d’un
facteur 10 pour la plupart des valeurs du degré de polarisation P € [0,1;0,9].
Pour P ~ 0,5 ou I’écart de performance entre la méthode compléte & 4 images
et 'estimateur 32 est la plus faible, la perte en terme d’écart-type ne dépasse
pas un facteur 2,3 une fois opérée la renormalisation par le nombre de mesures
réellement effectuées. Dans les mémes conditions, lorsqu’on passe de la méthode
paramétrique utilisant 2 images a I'estimateur Bg, I’augmentation de I’écart-type
est inférieure a un facteur 2 si l'objet est purement dépolarisant (I'y) et n’ex-
céde pas un facteur 1,3 lorsque la matrice de polarisation prend la forme de I',,4
donnée a I'équation (2.52).

2.3.4.2 Conclusion

Cette étude comparative, réalisée grace a des simulations numériques dans le
cas d’un speckle pleinement développé d’ordre 1, peut servir a établir des critéres
qui permettent de sélectionner la méthode d’estimation du degré de polarisation
la plus adaptée a une situation physique, ou a un cahier des charges donné. Si
une précision importante est requise sur la mesure polarimétrique a effectuer,
on devra préférer 1'utilisation de la méthode standard fondée sur 1’acquisition
des 4 images de Stokes, méme si cette méthode demeure de loin la plus coii-
teuse en terme de durée d’acquisition et de matériel (nécessité d’au moins deux
composants optiques polarimétriques ajustables). Lorsqu’on souhaite mesurer le
seul degré de polarisation avec une précision modérée, les méthodes alternatives
évoquées précédemment pourront alors étre envisagées avec intérét puisqu’elles
permettent une grande simplification du systéme d’imagerie. En particulier, les
méthodes d’estimation a une image étudiées dans cette thése permettent de ré-
duire a minima les cotits matériels et la durée d’acquisition. Cette simplification
des systémes optiques d’imagerie polarimétrique s’accompagne bien siir, on I'a
vu, d’une perte en précision d’estimation, qui peut néanmoins étre compensée
(ou tout au moins partiellement compensée) grace a l'utilisation de détecteurs

diagonal ¢ de la matrice I" est non nul (Voir également [127, 126]).
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comportant un plus grand nombre de pixels. Enfin, ces méthodes d’estimation
fondées sur ’acquisition d’une unique image d’intensité de speckle peuvent étre
utilisées sur un large spectre de longueurs d’onde®*, ce qui n’est pas le cas des
autres méthodes qui nécessitent 'emploi de composants optiques polarimétriques
ajustables. En effet, les propriétés de ces composants restent toujours limitées a
un certain domaine de longueur d’onde, plus ou moins étendu selon la qualité du
composant.

2.3.5 Reésultats expérimentaux sur des données réelles

Nous présentons dans cette section quelques résultats expérimentaux obtenus
a partir d’images de plusieurs objets aux propriétés polarimétriques diverses dont
I’acquisition a été réalisée au sein du centre de recherche de Thales Research
and Technology®. Ces résultats préliminaires & une étude expérimentale plus
détaillée pour le développement pratique de la méthode permettent de valider
expérimentalement le procédé d’estimation de degré de polarisation a partir d’une

unique image obtenue sous éclairement cohérent.

Présentation de ’expérience : Le dispositif d’imagerie utilisé pour cette va-
lidation expérimentale permet d’acquérir des images polarimétriques sous éclai-
rement cohérent réalisé grace a un laser Helium-Néon (He:Ne) émettant une
puissance de 15 mW & une longueur d’onde de A = 632 nm. Ce faisceau d’émis-
sion est polarisé dans la direction verticale et mis en forme pour produire un spot
d’illumination de 5 cm de diamétre sur la scéne imagée, située a une distance de
3 métres du dispositif d’éclairement /imagerie.

Objet B 1 2 3 4
Matériaux | papier papier plastique peinture
noir blanc couleur créme grise
B = P? 0,72 0,04 0,20 0,60
Objet B 5 6 7 8
Matériaux | peinture | plaque en plaque en plastique
verte aluminium | aluminium sablée noir
B =P? 0,98 0,98 0,70 0,91

TAB. 2.2 — Nature des 8 matériaux différents utilisés pour la validation expé-
rimentale de la méthode d’estimation de 3 & une image. La valeur de 3 = P?
indiquée correspond a la valeur estimée avec la méthode standard d’estimation
fondée sur les 4 images de Stokes.

Le systéme d’acquisition se compose d’une caméra Basler A312f 12-bits com-
portant 782 x 582 pixels. Ce type de caméra a été sélectionné pour son faible
niveau de bruit car I'intensité recue sur la surface sensible du capteur est limitée

34_ Dans la limite bien entendu o la longueur d’onde doit demeurer inférieure & la hauteur
caractéristique des rugosités de la surface imagée pour conserver le caractére circulaire du
champ de speckle rétrodiffusé.

35_ La reéalisation du dispositif expérimental et I’acquisition des données ont été effectuées
par Mehdi Alouini au sein de Thales Research and Technology.
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par la faible ouverture utilisée. L’objectif de la camera de 50 mm de focale est en
effet muni d’un diaphragme ajustable dont I'ouverture doit étre réduite afin d’ob-
tenir des grains de speckle de taille suffisante pour que le capteur échantillonne
correctement le motif de speckle obtenu sur la scéne polarimétrique, c¢’est-a-dire
qu'un pixel du capteur contient en moyenne un grain de speckle. Dans chacune
des configurations expérimentales testées, les trois premiéres images de Stokes
ont été acquises en placant devant I'objectif de la caméra un polariseur linéaire
orienté respectivement a 0°, 90" et 45" par rapport a l'orientation de la polarisa-
tion d’émission. La quatriéme image de Stokes (image en polarisation circulaire)
a été obtenue en rajoutant une lame quart d’onde (\/4) dont 'axe rapide est
orienté a 45°, devant le polariseur linéaire orienté a 0°. Ces 4 images permettront
de déterminer le degré de polarisation (ou ) avec une bonne précision, et cette
mesure fera office de référence pour évaluer la précision de la méthode a une
image. Enfin, une derniére image de la scéne est acquise en ’absence de compo-
sant optique polarimétrique a la réception et sera utilisée pour estimer la valeur
de 3 grace a I'estimateur au sens des moments EQ.

La scéne polarimétrique étudiée est constituée de deux objets plans, placés
perpendiculairement & la direction incidente du faisceau d’éclairement. Dans les
expériences qui suivent, I'un des deux objets considérés sera dans tous les cas
une plaque peinte de couleur beige. Celle-ci constituera par la suite I'objet de
référence (objet A). La valeur du degré de polarisation au carré de la lumiére
rétro-diffusée par cette plaque vaut 3 = 0,61 lorsqu’on 'estime avec la méthode
standard & 4 images. Pour le second objet (objet B), 8 matériaux distincts ont
été utilisés. La nature de ces matériaux et le degré de polarisation au carré de la
lumiére qu’ils rétrodiffusent sont détaillés dans le tableau 2.2.

Objet A: plaque peinte de couleur

Zone utile de 240 x 200 pixels
B partitionnée en 120 zones
de 20 x 20 pixels

heige

Objet B:
(icl, plaque peinte de couleur verte)

F1G. 2.13 — Exemple d'image d’intensité acquise en ’absence de composant po-
larimétrique a la réception. La zone utile centrale de 'image est partitionnée en
120 zones de taille 20 x 20 pixels.

Sélection des données admissibles : A partir de I'observation des images
acquises, nous avons sélectionné une zone « utile » d’éclairement sensiblement,
homogeéne de taille 240 x 200 pixels, recouvrant a parts égales les objets A et B
(voir figure 2.13). Nous avons pu remarquer que la mise en ceuvre de la méthode
d’estimation & une unique image est fortement perturbée lorsqu’elle est opérée
sur des zones surexposées de 'image. En effet, cette méthode étant fondée sur
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’analyse de la répartition statistique (histogramme) des échantillons d’intensité,
elle ne conduit pas a des résultats valides lorsque les valeurs d’intensité sont
saturées par le capteur, ce qui est le cas dans les zones surexposées.

Zone non surexposée Zone surexposée
acceptée rejetée
Classe d’effectif D.ernlel.re classe.
maximal (intensité maximale)
(5}
= E | ]
g g
= <
=~ -
by &b
o [}
Z z
== =
ﬁ‘[ L
) .., 4096 . . 4096
Valeurs d’intensité Valeurs d’intensité

(a) (b)

F1G. 2.14 — Les zones de taille 20 x 20 pixels surexposées dont 1’histogramme des
échantillons d’intensité réalisé sur 100 classes entre 0 et 4096 présente un effectif
dans la derniére classe supérieur a 10% de celui de la classe d’effectif maximal
sont rejetées (b). Dans le cas contraire (a), les zones sont conservées et le degré
de polarisation sera estimé uniquement sur ces zones conserveées.

Pour pallier ce défaut, nous avons proposé de partitionner la zone « utile » en
petites zones de 20 x 20 pixels, 60 zones étant associées a I'objet A et 60 a ’objet
B (voir figure 2.13). Ces zones de 20 x 20 pixels sur lesquelles seront opérées
les estimations correspondent a une taille d’échantillon raisonnable pour une
utilisation pratique en imagerie (M = 400 pixels). Pour chacune des 8 expériences
et pour les objets A et B, nous avons alors appliqué un test pour rejeter les
zones surexposées parmi les 60 zones initiales associées a ’objet A et les 60 zones
associées a ’objet B. Ce test consiste a construire I’histogramme des M = 400
mesures d’intensité, sur 100 classes réparties entre 0 et 4096 (ensemble des valeurs
délivrées par la caméra), puis a rejeter les régions pour lesquelles la derniére classe
comporte un effectif supérieur a 10% de celui de la classe d’effectif maximal (voir
figure 2.14). Avec les données dont nous disposons, ce test conduit a sélectionner
au minimum 32 zones parmi les 60 zones initiales. En outre, la partition des
données en zones de 20 x 20 pixels permet d’assurer une meilleure homogénéité
statistique des échantillons traités que lorsque ’on considére une unique région
de 240 x 200 pixels. Enfin, nous verrons que le fait de disposer d’entre 32 et
60 zones admissibles pour chaque situation nous permettra d’évaluer ’ordre de
grandeur de la variance expérimentale d’estimation.

Détermination expérimentale du cumulant s, : Avant de pouvoir utiliser
les estimateurs étudiés dans ce chapitre, il nous faut connaitre les caractéristiques
du speckle qui entache les images. Nous supposons ici en premiére approximation
que le speckle est pleinement développé d’ordre L. On suppose ainsi que la DDP

68



2.8. Méthodes d’estimation

de lintensité pour une lumiére totalement polarisée (P = 1) est une loi gamma
d’ordre L = 1/kg, ol ko représente la variance de la loi f de moyenne unitaire
caractéristique du modéle de speckle?®.

Puisque les quatre images de Stokes sont acquises a travers un polariseur li-
néaire, il est possible de les utiliser pour estimer empiriquement la valeur du co-
efficient ko. Pour chacune de ces images et pour un échantillon de taille M = 400
pixels donné, il suffit d’estimer la variance empirique sur les M valeurs d’intensité
normalisées par la moyenne empirique de I'intensité sur cet échantillon.

Les valeurs du coefficient k5 ont été estimées sur les 4 images de Stokes et sur
60 échantillons indépendants de M = 400 pixels correspondants & I'objet A ou a
I’objet B. Les valeurs de ko évaluées dans les huit configurations expérimentales
sont tracées sur la figure 2.15.a pour 'objet A de référence, et sur la figure 2.15.b
pour les 8 objets B testés. On peut remarquer en analysant ces résultats expé-
rimentaux que les valeurs de ko estimées présentent une assez bonne similarité
d’un matériau a Pautre (excepté pour l'objet B 8), et quelle que soit 'image de
Stokes utilisée pour réaliser 'estimation®’. En situation d’imagerie réelle, il faut
prendre garde néanmoins a ce que 'image de Stokes utilisée posséde une inten-
sité moyenne suffisante pour ne pas étre trop sensible au bruit de fond ou au
bruit propre de la caméra et ne pas perturber I'estimation de k5. On remarque
en effet sur la figure 2.15.b que les valeurs de ko estimées sur I'image acquise en
polarisation horizontale (symboles *) sont fortement erronnées pour les objets
1, 6 et 8, ce qui s’explique par le fait que ces objets sont trés peu dépolarisants
(voir tableau 2.2) et renvoient donc trés peu de lumiére dans 1’état de polarisa-
tion linéaire orthogonal & 'orientation de la polarisation incidente. Nous avons
pu en effet vérifier que la valeur moyenne de l'intensité de l'image acquise en
polarisation horizontale était dans ces trois cas tres faible.

Conformément a ce qui serait réalisé en pratique lors d’une étape de calibra-
tion, nous choisissons de fixer la valeur de k5 & partir des résultats d’estimation
obtenus sur 'objet A de référence uniquement. En moyennant les 32 valeurs de
Ko estimées sur I'objet A de référence a partir des 4 images de Stokes, et dans les
8 configurations expérimentales, nous obtenons la valeur®® x, = 0,808 £ 0, 003.
Cette valeur de k9 sera utilisée dans la suite pour estimer le degré de polarisation
a partir de I'image d’intensité acquise en I’absence de composant polarimétrique,
que ce soit sur 'objet de référence A ou sur les différents objets B. On peut noter
que cette valeur de ko correspond a un speckle d’ordre L = 1/ky ~ 1, 24.

Résultats expérimentaux d’estimation de 3 : Nous pouvons estimer la
valeur du carré du degré de polarisation (3 de la lumiére rétrodiffusée par les objets
A et B dans les 8 situations expérimentales considérées, soit avec la technique
standard utilisant les 4 images de Stokes, soit avec les méthodes simplifiées & deux

36_ On notera que pour la simple mise en ceuvre de l'estimateur de 3 au sens des moments,
il aurait suffit d’estimer le coefficient ko sans qu’il soit nécessaire de faire une hypothése sur
la forme de la DDP. Cette hypothése nous sera utile cependant dans la suite lorsque nous
évaluerons la variance théorique de I'estimateur.

37_ La bonne régularité du parameétre xo observée ici s’explique par le fait que le dispositif
d’imagerie reste identique d’une acquisition a ’autre. Une perspective intéressante consistera
a vérifier cette stabilité sur une gamme encore plus étendue de matériaux.

38_ La précision indiquée correspond & 'écart-type de l'estimation de la moyenne de ko sur
60 x 32 expériences supposées indépendantes.
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Estimation de K2 sur I'image
acquise en polarisation:
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—8&—  Verticale
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Valeur estimée du cumulant K2
Valeur estimée du cumulant K2

08 i - 08 |

06 1 1 1 1 06 1 1 1 1
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Objet de référence 8 matériaux distincts

(a) (b)

F1aG. 2.15 — Valeurs estimées du coefficient xo & partir de chaque image de Stokes.
Chaque valeur est estimée, dans les huit configurations expérimentales, a partir
de 60 échantillons de M = 20 x 20 = 400 pixels appartenant a 'objet A de
référence (a), ou a l'objet B (b).

images évoquées précédemment dans ce manuscrit, soit encore & partir de 'image
unique acquise en l’absence de composant polarimétrique. Dans ce dernier cas,
nous nous limitons ici & mettre en ceuvre l'estimateur BQ au sens des moments, en
ayant pris soin de fixer a 0,808 le paramétre ko qui intervient dans I’expression
de [3, (voir équation (2.29)). Pour assurer une estimation correcte a partir d’une
unique image, nous avons pour chacune des 16 mesures® éliminé les zones de
taille 20 x 20 pixels surexposées, grace a la méthode présentée précédemment.
Pour que les résultats fournis par les 4 méthodes d’estimation mises en ceuvre
soient comparables, les 3 autres estimations (a 4 et 2 images) ont été réalisées
uniquement a partir de ces zones jugées admissibles sur 'image d’intensité acquise
en ’absence de composant polarimétrique au niveau de la caméra.

Les résultats obtenus sur 'objet de référence (A) sont présentés sur la figure
2.16, tandis que les valeurs de [ estimées sur les 8 matériaux distincts (objet B)
sont reportées sur la figure 2.17. Les points tracés correspondent aux résultats
d’estimation de  moyennés sur I'ensemble des zones de 20 x 20 pixels admis-
sibles (entre 32 et 60 zones prises en compte, selon les cas) et les barres d’erreur
indiquent 1’écart-type empirique de I'estimation de (§ (évalué également unique-
ment sur les zones admissibles).

Ces deux courbes permettent avant tout de confirmer expérimentalement la
validité de la méthode d’estimation étudiée dans ce chapitre qui permet d’évaluer
quantitativement le degré de polarisation (ou son carré ) a partir d'une unique
image de speckle. En effet, on remarque que dans la quasi-totalité des cas, les va-
leurs estimées grace a ’estimateur Bg sont assez proches des valeurs obtenues avec
les méthodes plus standard. Notons également que bien que le coefficient ko ait

39 _ Deux objets distincts dans 8 conditions expérimentales différentes.
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Méthode standard 4 images —a—

Méthode paramétrique a 2 images —x—
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05 |

Degré de polarisation au carré
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03 1 1 1 1 1 1 I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Objet de référence

F1G. 2.16 — Comparaison des valeurs estimées de ( sur 1'objet de référence A
(plaque peinte de couleur beige) dans les 8 conditions expérimentales considérées.
L’estimation est réalisée sur des zones de 20 x 20 pixels (aprés élimination des
zones surexposées) au moyen de 4 méthodes distinctes : méthode standard a 4
images (0), méthode & deux images paramétrique (%), méthode ICEO (o) et
estimateur 3, & une image (M).

été évalué uniquement sur les objets de référence, cette valeur ko = 0, 808 permet
d’estimer correctement les valeurs de [ sur des objets de nature différente (voir
figure 2.17). L’unique cas problématique apparait pour I'objet 8 (plastique noir)
pour lequel estimateur Bz conduit & une valeur surestimée <Bg> =1,1738 > 1.
Cette surestimation peut s’expliquer en remarquant que la valeur ko, = 0,808
n’est pas adaptée pour cet objet (voir figure 2.13). En effet, si on utilise une
valeur mieux adaptée a I'objet 8, par exemple ko = 0,95 (voir figure 2.13.b), on
obtient alors une valeur de ( bien plus satisfaisante puisque (Bg) ~ 0,85 alors
que la valeur fournie par la méthode standard a 4 images est 0, 91. On notera éga-
lement que les objets considérés ici sont purement dépolarisants puisque I'ICEO
permet dans tous les cas de fournir une valeur correcte du degré de polarisation.

La décomposition de la zone « utile » en plusieurs zones de 20 x 20 pixels
permet, de s’affranchir des zones surexposées de la scéne polarimétrique mais
également de donner un ordre de grandeur de la précision d’estimation des 4
méthodes comparées. Pour chaque expérience, on dispose en effet d’entre 32 et
60 zones homogenes de 20 x 20 pixels, qui constituent autant de réalisations de
I’expérience d’estimation de 3. On peut alors évaluer empiriquement 1’écart-type
de I'estimation de (3, que nous avons reporté sous forme de barres d’erreur sur
les figures 2.16 et 2.17. Si la méthode a une seule image conduit & un écart-
type supérieur comparativement aux techniques plus complexes (voir section
2.3.4), la barre d’erreur expérimentale obtenue ici avec I'estimateur Bg permet
d’évaluer I'ordre de grandeur de (3 avec une précision assez satisfaisante (environ
+10%), alors que les échantillons considérés sont de taille relativement limitée
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Méthode standard 4 images —a—

Méthode paramétrique a 2 images —x— —
Méthode a 2 images ICEO
Estimateur des moments
a une image

05

Degré de polarisation au carré

1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
8 matériaux distincts

FiGc. 2.17 — Comparaison des valeurs de [ obtenues sur les 8 objets B testés.
L’estimation est réalisée sur des zones de 20 x 20 pixels (aprés élimination des
zones surexposées) au moyen de 4 méthodes distinctes : méthode standard a 4
images (0), méthode & deux images paramétrique (%), méthode ICEO (o) et
estimateur 3, & une image (M).

(M = 20 x 20 pixels).

Sur les figures 2.18.a et 2.18.b, nous comparons enfin la variance expérimen-
tale (symboles o) de l'estimateur 3y avec la variance théorique (symboles +)
de Bz, en admettant que le speckle est distribué suivant une loi gamma d’ordre
L = 1/ky = 1,24 pour chacune des composantes de polarisation’’. Cette va-
riance théorique est évaluée grace a 1'équation (2.38) pour M = 400 pixels et
pour la valeur de 3 estimée. Les figures 2.18.a et 2.18.b montrent qu’a ’excep-
tion du cas problématique de I'objet B numéroté 8 (plastique noir) qui conduit a
estimer des valeurs erronnées de (3 (voir figure 2.17), 'ordre de grandeur des va-
riances obtenues expérimentalement est en accord avec les prévisions théoriques.
L’écart obtenu entre la variance théorique et la variance expérimentale peut pro-
venir d’une inadéquation du modéle gamma de speckle pleinement développé
pour décrire les données expérimentales dont nous disposons, cette inadéquation
pouvant conduire a une mauvaise évaluation de la variance théorique qui serait
sous-estimée.

Conclusion : Ces premiers résultats expérimentaux permettent de valider le
principe de l'estimation du degré de polarisation a partir de l'analyse statis-
tique de l'intensité d’une unique image de speckle. Ces résultats permettent par
ailleurs d’obtenir une premiére validation de 'ordre de grandeur de la variance
théorique des estimateurs au sens des moments étudiés dans ce chapitre a la sec-
tion 2.3.1. Nous avons vu cependant qu’il était nécessaire de prendre un certain

40_ (’est-a-dire que nous supposons que la loi f caractéristique du modeéle de speckle est
une loi gamma d’ordre L.
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F1G. 2.18 — Comparaison des variances expérimentales (symboles o) et théoriques
(symboles +) de I'estimateur Bg opéré sur des zones homogénes de 20 x 20 pixels
(aprés élimination des zones surexposées) dans 8 conditions expérimentales dis-
tinctes. (a) L’estimation est réalisée sur 'objet A de référence. (b) L’estimation
est réalisée sur les 8 objets B testés. La variance expérimentale obtenue sur 1’ob-
jet 8 (plastique noir) est anormalement élevée (var(fy) ~ 0,58) et n’est pas
représentée.

nombre de précautions pour la mise en ceuvre pratique de cette technique : il
est indispensable en particulier que les images acquises par le capteur ne soient
pas surexposées. Il serait intéressant de compléter cette étude expérimentale en
testant davantage de matériaux, aux propriétés polarimétriques diverses, et en
présence de biréfringence (matériaux non purement dépolarisants) et de mieux
caractériser les autres sources de bruit que le speckle qui peuvent exister.

2.3.6 Conclusion sur ’estimation de P & une image

Cette section nous a permis de caractériser les performances de plusieurs
estimateurs du degré de polarisation de la lumiére P (ou son carré [3) a partir
d’une unique image de speckle. Ainsi, la premiére méthode d’estimation que
nous avons caractérisée, basée sur la mesure des deux premiers moments de
I'intensité lumineuse, présente de nombreux avantages en raison de sa grande
simplicité et de sa souplesse d’utilisation sur divers modéles de speckle. Cette
méthode n’est cependant pas efficace lorsque 'ordre du speckle est faible. Nous
avons alors proposé deux méthodes alternatives plus sophistiquées qui permettent,
de garantir une estimation quasiment efficace lorsque le speckle est pleinement
développé d’ordre 1. En outre, grace aux simulations numériques effectuées pour
un speckle pleinement développé d’ordre 1, nous avons pu caractériser la perte
en précision d’estimation du degré de polarisation que ’on subit en utilisant une
telle méthode & une image au lieu d’une technique plus classique & 4 ou 2 images.

De maniére générale, et conformément & ce que nous avions pu pressentir en
analysant les valeurs de la BCR, ces méthodes a une seule image présenteront un
intérét pour des applications pratiques de mesure polarimétrique a condition que
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I’on puisse réaliser I’estimation sur un nombre d’échantillons M suffisamment
élevé, que ce soit pour réduire 'influence du biais aux faibles valeurs de P, ou
pour assurer une précision comparable & d’autres méthodes existantes et utilisées
en milieu industriel. En effet, en utilisant un capteur de taille adaptée a la pré-
cision requise, les applications d’imagerie polarimétrique nécessitant une grande
rapidité et simplicité de mise en ceuvre pourraient tirer parti des méthodes étu-
diées dans ce chapitre. En outre, 1'utilisation de capteurs comportant un trés
grand nombre de pixels parait envisageable de nos jours en raison des progrés
et de la démocratisation des capteurs CCD miniaturisés destinés en particulier
aux applications de photographie numérique. Il parait donc intéressant de pou-
voir s’affranchir de composants optiques polarimétriques ajustables, cotiteux en
terme d’installation, d’automatisation et de maintenance, méme si cela nécessite
I’emploi de capteurs a trés grand nombre de pixels.

Dans la suite de ce chapitre, nous allons par conséquent analyser deux so-
lutions qui permettent de maximiser la taille des échantillons de mesure. Pour
des applications d’imagerie de degré de polarisation, nous verrons dans la sec-
tion suivante qu’il peut étre préférable d’utiliser des algorithmes de segmentation
d’image en régions homogénes afin de maximiser la taille des échantillons. Nous
verrons ensuite que la robustesse de l’estimateur Bg en présence de bruit de
photon permet d’optimiser la taille de I’échantillon de mesure, en utilisant un
moyennage temporel sur plusieurs acquisitions a trés faible intensité lumineuse.

2.4 Imagerie de degré de polarisation

Les résultats décrits précédemment, aussi bien théoriques que simulés, ont
été obtenus en supposant que le support utilisé pour réaliser ’estimation était
composé d’un échantillon statistiquement homogéne de M mesures d’intensité.
Dans une situation réelle cependant, une scéne polarimétrique se compose en
général de plusieurs objets aux caractéristiques différentes. Quelle que soit la
méthode d’estimation envisagée, il faudra donc s’assurer que les échantillons
pris en compte pour réaliser ’estimation proviennent d’une région homogéne de
I'image, ou en d’autres termes, d’un méme objet de la scéne. Sélectionner un en-
semble de pixels statistiquement homogeéne devient donc un probléme important
dés que l'on s’intéresse a des applications d’imagerie de degré de polarisation,
pour lesquelles il est nécessaire d’obtenir une cartographie du degré de polarisa-
tion en chaque point de la scéne imagée. Nous analysons donc dans cette section
différentes solutions envisageables pour utiliser la méthode d’estimation de P a
une unique image de speckle pour des applications d’imagerie.

2.4.1 Scéne polarimétrique simulée

Dans un premier temps, nous présentons des résultats obtenus sur des données
synthétiques simulées, qui permettent de comparer grace a un résultat visuel
les performances des diverses méthodes d’estimation du degré de polarisation
évoquées dans la section précédente.

Les résultats d’imagerie de degré de polarisation présentés ci-aprés ont été
obtenus a partir de la simulation d’une scéne polarimétrique réaliste de taille
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Région Matrice de P 8 Intensité
label  polarisation I moyenne fiy
1 I'y = :1%4 0258] 0,885 0,783 15,28
2 Ty= (}i g:ﬂ 0,669 0,447 14,4
3 I's = :2.8:i60.8i 2'8;60'81} 0,953 0,908 6.2
4 Ty= :3'36 3'%2] 0,107 0,0114 7.08

TAB. 2.3 — Propriétés polarimétriques et radiométriques des objets de la scéne
polarimétrique simulée.

512 x 512 pixels, constituée de trois « objets » distincts, représentés schémati-
quement sur la figure 2.19.a (identifiables par leur label variant entre 1 et 3),
disposés sur un fond uniforme (qui constitue la région de I'image portant le label
4). Les caractéristiques polarimétriques et radiométriques de ces 4 objets sont
différentes et sont résumées dans le tableau 2.3. En analysant les matrices de
polarisation caractéristiques de ces objets, il est possible de déterminer la nature
des 4 régions de I'image simulée proposée. En effet, en supposant que le faisceau
cohérent qui éclaire la scéne est linéairement polarisé et de degré de polarisation
P =1, on peut alors identifier :

— Région 1 : une région triangulaire correspondant & un objet fortement réfle-
chissant et peu dépolarisant (typiquement une piéce de métal). La matrice
I'; étant diagonale, le matériau imagé est en outre purement dépolarisant.

— Région 2 : une région connexe composée de rectangles, également réfléchis-
sante mais plus dépolarisante que la région 1.

— Région 3 : une région triangulaire au bas de I'image, peu dépolarisante mais
qui correspond & un objet non purement dépolarisant (présence de termes
anti-diagonaux importants dans I'3). Cet objet est de faible réflectivité et
son intensité ne se distingue pratiquement pas de celle du fond.

— Région 4 : fond peu lumineux, correspondant & un matériau purement et trés
dépolarisant.

Une fois définies les propriétés de chacune des zones, nous pouvons alors
générer, en chaque pixel de chaque zone, une réalisation aléatoire du champ élec-
trique bidimensionnel A(r), dont les propriétés statistiques au second ordre sont
données par la valeur de la matrice de polarisation de la région considérée. A
partir du champ électrique aléatoire simulé, il est alors possible de construire les
4 images de Stokes nécessaires pour I'estimation standard du degré de polarisa-
tion (voir section 1.3.2.1). Parmi ces 4 images, les deux premiéres correspondent
a des acquisitions de la scéne imagée a travers deux polariseurs orthogonaux et
a partir desquelles on peut évaluer la valeur du degré de polarisation en utili-
sant des méthodes d’estimation simplifiées (voir section 1.3.2.2). Un exemple de
réalisation de ces deux images en polarisation paralléle et orthogonale est donné
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colonne 330

Niveaux de gris
affichage —(I)"/7

Intensité lumineuse 1

(©) (d)

F1G. 2.19 — Scéne polarimétrique simulée (512 x 512 pixels) : (a) Topologie de la
scéne. Les niveaux de gris permettent de coder la « vraie » valeur de 3 en chaque
région ; (b) Image d’intensité; (c) Premiére image de Stokes (/) ; (d) Deuxiéme
image de Stokes (1, ). (Pour améliorer la lisibilité des vignettes (b), (c) et (d), les
faibles valeurs de I'intensité lumineuse ont été réhaussées par application d’une
correction « gamma » avec v = 2 pour l'affichage des niveaux de gris.)

en figure 2.19.c et figure 2.19.d respectivement. La méthode d’estimation & une
seule image étudiée dans ce travail de thése utilise quant a elle une seule image
d’intensité acquise directement sans composant optique polarimétrique. La figure
2.19.b représente un exemple d’image d’intensité obtenue dans la situation ou les
fluctuations de speckle sont supposées pleinement développées d’ordre 1.

En observant la seule image d’intensité de la figure 2.19.b, il parait difficile
d’identifier I’objet 3 par rapport au fond puisque ces deux objets présentent une
intensité comparable. Ces objets sont pourtant trés contrastés en terme de degré
de polarisation, comme on peut le voir sur la figure 2.19.a, ou la valeur « vraie »
du carré du degré de polarisation est représentée, en chaque pixel de I'image,
par un codage en niveaux de gris. Par la suite, un degré de polarisation nul
(8 = 0) sera codé en noir sur les images de degré de polarisation tandis qu’un
pixel associé & un 3 unitaire apparaitra en blanc.

Les résultats présentés sur la figure 2.20 démontrent néanmoins qu’a partir
de cette seule image d’intensité totale, il est possible de retrouver une informa-
tion quantitative sur la valeur du degré de polarisation. Nous comparons en effet
sur cette figure les résultats d’estimation de 3 = P? obtenus sur des fenétres
glissantes de taille variable 11 x 11 = 121 pixels (colonne 1), 19 x 19 = 361 pixels
(colonne 2) et 31 x 31 = 961 pixels (colonne 3), et avec 4 techniques d’estimation
différentes. La premiére ligne représente les résultats obtenus avec la méthode
standard a 4 images; la seconde ligne, ceux obtenus avec la méthode a 2 images
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basée sur 'ICEO. La méthode paramétrique fondée sur I'intercorrélation de ces
deux images a également été testée ici et ses résultats sont fournis sur la troi-
siéme ligne de la figure 2.20. Enfin, sur la derniére ligne, nous représentons les
résultats obtenus avec la méthode fondée sur une unique image d’intensité qui a
été caractérisée tout au long de ce chapitre. Plus précisément, nous nous intéres-
serons a l’estimateur au sens des moments Bg. Cette présentation comparative
des résultats d’estimation permet de tirer les conclusions suivantes :

— Il est possible d’obtenir une cartographie (image) du degré de polarisation
a partir d’'une unique image d’intensité, provenant de la rétrodiffusion d’un
éclairement cohérent sur une scéne. On peut en effet vérifier sur les vi-
gnettes (j), (k) et (1) que I'estimateur 5 permet de retrouver un contraste
polarimétrique important, alors que ce contraste était quasiment absent
sur I'image d’intensité initiale (figure 2.19.b).

— Par ailleurs, cette méthode reste valide dans les situations ou la matrice
de polarisation de la lumiére n’est pas diagonale, par exemple pour ['objet
3 qui n’est pas purement dépolarisant. A l'inverse, on voit clairement sur
les vignettes (d), (e) ou (f) que I'estimation basée sur 'ICEO est incapable
dans ce cas de fournir une évaluation correcte du contraste polarimétrique.

— La diminution du nombre de mesures prises en compte pour estimer la
valeur de 3 entraine, on I’a vu, une dégradation de la variance d’estimation
qui est visuellement perceptible sur ces images : pour une taille de fenétre
glissante donnée, les fluctuations des valeurs estimées de [ augmentent
significativement lorsque 1’on passe de quatre images & deux, puis de deux
images a une seule.

— Enfin, 'augmentation de la taille de la fenétre glissante permet de diminuer
les fluctuations des valeurs estimées mais entraine une perte progressive de
résolution spatiale au niveau de I'image de degré de polarisation finale. Il
est donc nécessaire de trouver un compromis entre précision d’estimation
et résolution spatiale de I'image de degré de polarisation obtenue.

Ces résultats visuels peuvent étre complétés par une analyse plus quantitative
en tracant les valeurs de 3 estimées le long d’une coupe de I'image. Ainsi, pour
construire la figure 2.21, on a considéré une coupe le long de la colonne 330 des
images précédentes (voir figure 2.19), pour les cas M = 19 x 19 pixels (fig.2.21.a
et 2.21.b) et M = 31 x 31 pixels (fig.2.21.c et 2.21.d). Les tracés en trait plein
noir représentent les valeurs théoriques de (3 le long de cette coupe.

L’analyse de ces courbes permet de confirmer les différentes conclusions dres-
sées précédemment a partir de 'observation des résultats sous forme d’images.
On peut également vérifier grace a ces coupes que malgré ’apparence trés bruitée
des estimations fournies par I’estimateur Bg, les valeurs estimées que 1’on peut
lire directement sur les coupes présentées sont néanmoins assez proches de la
valeur théorique de J3.
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F1G. 2.20 — Résultats d’estimation avec l'estimateur standard a 4 images [(a),
(b) et (c)], 'ICEO [(d), (e) et (f)], la méthode paramétrique a 2 images [(g), (h)
et (i)] et Destimateur 3, a une seule image [(j), (k) et (1)] pour trois tailles de
fenétres : M = 11 x 11 (colonne 1), M = 19 x 19 (colonne 2) et M = 31 x 31
(colonne 3).
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F1G. 2.21 — Comparaison des valeurs de (3 estimées avec quatre méthodes dis-
tinctes, le long de la colonne 330 de I'image polarimétrique simulée, avec deux
tailles de fenétre M =19 x 19 [(a) et (b)] et M = 31 x 31 pixels [(c) et (d)].

On remarque également que 'augmentation de la taille de la fenétre glissante
utilisée pour 'estimation se traduit par des effets de bord de plus en plus mar-
qués pour chacune de ces méthodes d’estimation. Pour les méthodes a quatre et
deux images, ces effets se traduisent, a la transition entre deux régions, par un
« lissage » continu des valeurs estimées de plus en plus important. Dans le cas
de l'estimation & une seule image en revanche, ces zones frontaliéres entre ob-
jets distincts s’accompagnent de surestimations importantes, visibles également
sur les images présentées précédemment. Cet effet peut s’interpréter aisément
en remarquant que lorsque la fenétre glissante chevauche deux zones d’intensité
trés différentes, les échantillons mesurés proviennent de deux zones distinctes
de I'image aux propriétés statistiques différentes, violant ainsi I’hypothése d’ho-
mogénéité de ’échantillon de mesure. Sur de tels échantillons inhomogeénes, la
variance estimée empiriquement atteint des valeurs élevées, ce qui provoque une
surestimation importante de (.

Notons enfin que la méthode d’estimation & une unique image d’intensité
reste applicable méme lorsque le modéle de speckle n’est plus d’ordre 1. Sur
la figure 2.22, nous présentons succinctement les résultats obtenus, sur la méme
scéne polarimétrique, avec I’estimateur 32 au sens des moments dans le cas ot les
échantillons d’intensité sont entachés d’un bruit de speckle pleinement développé
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d’ordre L € {2;5;10}. Ces résultats montrent clairement que la restitution d’un
contraste polarimétrique a partir d’une unique image d’intensité reste possible
lorsque le speckle est d’ordre supérieur a un. La seule différence notable entre
ces divers résultats d’estimation réside dans I’augmentation de I'importance des
effets de bord & mesure que 'ordre du speckle croit*'.

L-1 L-2 L-5 L-10

F1G. 2.22 — Résultat de I'estimation & une unique image (estimateur Bg) sur la
scéne polarimétrique simulée pour des ordres de speckle différents.

2.4.2 Scéne polarimétrique d’intensité constante — « Dé6me »
de polarisation

La scéne polarimétrique simulée précédemment nous a permis de comparer
différentes méthodes d’estimation sur des régions de formes différentes, mais
caractérisées par une valeur constante du degré de polarisation au sein de chacune
de ces zones. Pour compléter ces résultats et mettre en évidence encore plus
clairement les capacités de la technique d’estimation étudiée durant cette thése,
nous analysons ici le cas d’une image d’intensité uniforme mais dont le degré
de polarisation évolue d’un pixel a I'autre selon une répartition gaussienne (voir
figure 2.23.d). La valeur minimale du degré de polarisation est obtenue dans les
coins de I'image ou P = 0,63 (6 = 0,40) alors que la lumiére est totalement
polarisée au centre (P = 3 = 1). Enfin, cette scéne polarimétrique simulée a été
divisée en deux parties symétriques : dans la moitié gauche de 'image, la matrice
de polarisation est diagonale et définie par I’équation (2.51), représentant ainsi
un objet purement dépolarisant. La moitié droite de I'image en revanche simule
I’imagerie d'un objet non purement dépolarisant, dont la matrice de polarisation
non diagonale est fournie par 1’équation (2.52).

Sur I'image 2.23.a de taille 256 x 256 pixels, on peut visualiser 'intensité
acquise sur une réalisation d'une statistique de speckle pleinement développé.
Bien évidemment, on ne distingue aucun contraste sur cette image d’intensité
uniforme. Les vignettes 2.23.b et 2.23.c représentent quant a elles la simulation
des deux premiéres images de Stokes, qui seraient acquises selon deux direc-
tions de polarisation orthogonales. Les estimations de la valeur de (§ ont été

41_ Ceci peut s’expliquer en remarquant que pour une valeur donnée de 3, 'augmentation
de l'ordre du speckle s’accompagne d’une diminution de la variance de l'intensité par rapport
au cas L = 1. Par conséquent, plus 'ordre L est grand, plus 'estimation de (3 est perturbée
par la forte augmentation de la variance qui apparait lorsque la fenétre chevauche deux régions
distinctes.
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réalisées sur une fenétre glissante de taille 31 x 31 pixels, celle-ci devant rester
inférieure a la taille caractéristique des variations des valeurs de P pour garantir
des échantillons suffisamment homogénes. Les résultats obtenus sont représentés
sur les vignettes 2.23.e & 2.23.h, et permettent de comparer la valeur théorique
de [ (figure 2.23.d) et les valeurs estimées avec différentes techniques. Comme
précédemment, ces résultats sont complétés sur la figure 2.24 par 'analyse de
deux coupes transversales, correspondant respectivement aux lignes 128 et 192
de I'image (voir figure 2.23.d).

(a) (b)
(e) (f)

F1G. 2.23 — Scéne polarimétrique simulée d’intensité constante : (a) image d’in-
tensité; (b) premiére image de Stokes (/) ; (c) deuxiéme image de Stokes (7, );
(d) Reépartition théorique de /. Résultats de 'estimation sur une fenétre de
M = 31 x 31 pixels avec : (e) la méthode standard & 4 images ; (f) 'TCEO; (g) la
méthode paramétrique & 2 images; (h) I'estimateur ﬁAQ a une unique image. [Une
correction gamma de 2 a été appliquée sur les vignettes (a), (b) et (c)]

L’analyse de ces résultats nous permet de conclure que méme en l'absence de
tout contraste décelable a I’ceil dans une image d’intensité de speckle, la méthode
d’estimation de [ proposée dans cette thése parvient & mettre en évidence un
contraste polarimétrique (2.23.h). Cette seconde expérience d’imagerie simulée
illustre, peut-étre de facon plus démonstrative encore, les capacités de la méthode
proposée dans cette thése pour révéler un contraste polarimétrique a partir d’'un
support d’information réduit et simplifié par rapport aux méthodes standard,
méme dans un cas ou le degré de polarisation évolue continiiment sur la scéne
imagée.

En outre, la vignette 2.23.f confirme 'inadaptation de 'ICEO lorsque les ob-
jets imagés ne sont pas purement dépolarisants. Par ailleurs, ’observation des
coupes présentées en figure 2.24 confirme bien que les fluctuations des valeurs
estimées ont, tendance & diminuer lorsque la complexité du dispositif de mesure
augmente. On notera aussi que les fluctuations des valeurs estimées par la mé-
thode paramétrique a deux mesures sont significativement plus élevées lorsque
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la matrice de polarisation est non diagonale, comme nous I’avons déja évoqué
auparavant.

Il est intéressant également de remarquer que toutes les méthodes d’estima-
tion utilisant plusieurs images sont trés perturbées a la frontiére entre les deux
zones de l'image (entre les abscisses 110 et 140 sur les coupes) en raison des
inhomogénéités qui apparaissent dans les mesures lorsque la fenétre glissante
chevauche deux zones de propriétés polarimétriques distinctes. En revanche, la
méthode a une seule image, fondée sur la seule analyse des statistiques de I'in-
tensité totale n’est aucunement perturbée a l'interface de ces deux zones, car elle
ne dépend que de la forme de la DDP de I'intensité qui varie continiment autour
de cette frontiére.

Ligne 128 Ligne 192

0 - :
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 2t

(a) (b)

F1G. 2.24 — Valeurs estimées de (3 le long de la ligne 128 (a) et 192 (b) de I'image
avec une fenétre de M = 31 x 31 pixels. Les tracés pointillés fournissent une
indication de I’écart-type théorique de ’estimateur (5.

Les deux études d’imagerie simulée que nous avons présentées sont donc
toutes deux limitées par la difficulté de choisir une taille de fenétre glissante adé-
quate. Le compromis entre une grande précision d’estimation et une résolution
satisfaisante des détails de I'image de polarisation sera donc laissé a 1’apprécia-
tion de l'utilisateur, qui devra adapter la taille de la fenétre a chaque situation
d’imagerie, et en fonction de son cahier des charges. Une autre solution, présentée
dans le paragraphe suivant, serait de faire précéder I’estimation par une étape
préliminaire de segmentation de l'image en régions statistiquement homogénes
de taille maximale.

2.4.3 Imagerie de degré de polarisation avec segmentation
préalable

Nous présentons briévement ici les résultats obtenus avec I'aide d’un algo-
rithme de segmentation d’image en régions homogeénes [18, 47]. Cet algorithme
dénommé Grille Active Statistique, réalise la partition de I'image en régions
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homogénes par déformations successives d’'une grille polygonale initiale régu-
liere. Chacune des modifications apportées au modéle de partition d’image est
déterminée par optimisation d’un critére basé sur la minimisation de la com-
plexité stochastique [125]. L’intérét fondamental de cet algorithme repose sur
I’absence de paramétre & régler par I'utilisateur une fois le modéle de bruit de
'image sélectionné [18, 47|. Dans 'exemple qui suit, nous avons supposé, pour la
mise en ceuvre de la Grille Active Statistique, que les niveaux de gris de I'image
fluctuaient selon une loi gamma dont I'ordre est estimé par ’algorithme de seg-
mentation, dans chaque région de 'image partitionnée. En effet, bien que la DDP
de l'intensité P;(I) pour un speckle pleinement développé d’ordre 1 ne soit pas
une loi gamma®*?, nous avons néanmoins vérifié que la forme de cette DDP peut
étre approchée avec une assez bonne précision par une loi gamma d’ordre L non
entier compris entre 0 et 1, ce qui justifie le choix du modéle de bruit adopté
dans I’algorithme de partition d’'image en régions statistiquement homogénes. Il
serait bien siir envisageable a terme de modifier ’algorithme pour ’adapter aux
lois de probabilité spécifiques mises en jeu ici.

Nous avons donc appliqué cet algorithme de partition sur I'image d’intensité
présentée a la figure 2.19.b et le résultat de la segmentation peut étre visualisé
sur la figure 2.25.b. La qualité de la partition peut étre appréciée en compa-
rant ce résultat & 'image 2.25.a qui fournit la répartition théorique du degré de
polarisation sur I'image. La bonne qualité de cette segmentation est confirmée
quantitativement en calculant le nombre de pixels mal classés sur chacune des
régions de 'image. La proportion de pixels mal classés est donnée dans le tableau
2.4, et reste inférieure & 2% pour toutes les régions de I'image segmentée.

Région/label 1 2 3 4-fond
Taille des régions 3677 21206 32060 204178
segmentées (pixels)
Nombre de pixels mal 1,16 % 0,07 % 1,78 % 0,19%
classés (en %)
« Vrai » degré de polarisation 0,885 0,669 0,953 0,107
Degré de polarisation 0,92 0,66 0,94 0,08
estimé (Py = \/g)
Ecart-type indicatif (o(Py)) | +/- 0,033 +4/-0,015 +/-0,011 /- 0,018

TAB. 2.4 — Résultats de segmentation et d’estimation sur chaque région de la
scéne polarimétrique simulée.

Une fois achevée 1’étape préalable de segmentation, on dispose alors de ré-
gions statistiquement homogenes de taille maximale, sur lesquelles il est possible
d’estimer le degré de polarisation. Dans I’exemple traité ici, bien que les régions
soient, de tailles trés différentes, la plus petite d’entre elle comporte tout de méme
plus de 3500 pixels, ce qui aurait été difficilement envisageable en utilisant une
fenétre glissante. Les résultats de 1’estimation de P sont présentés sur la figure
2.25.b et dans le tableau 2.4. La derniére ligne du tableau fournit également

42 Sauf pour P = 0 ou Pr(I) est une loi gamma d’ordre 2 et pour P = 1 ott P;(I) est une
loi gamma d’ordre 1 (loi exponentielle) (voir figure 1.2).
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’écart-type théorique indicatif correspondant & chaque valeur estimée®®. Sur cet
exemple, on peut estimer P dans chaque région avec une précision d’au moins
3, 3%, alors que celle-ci aurait été de P'ordre de 26% pour la région 4 (fond ho-
mogeéne) et de plus de 6% pour les autres régions si ’on considérait une fenétre
glissante de taille 31 x 31.

Cet exemple permet ainsi de conclure qu’une étape préliminaire de segmenta-
tion en régions homogénes semble étre une piste trés intéressante pour améliorer
la précision de la méthode d’estimation du degré de polarisation a partir d’une
unique image d’intensité de speckle présentée dans ce chapitre.

(@ (b)

Fi1G. 2.25 — (a) Représentation des régions de I'image originalge et des valeurs
théoriques du degré de polarisation; (b) Régions obtenues aprés segmentation
avec ’algorithme de grille active statistique et valeurs estimées avec ’estimateur
[;’2 a l'intérieur de celles-ci.

2.5 Analyse de la méthode d’estimation pour des
acquisitions & faible flux

Dans cette section, nous étudions la précision de la technique d’estimation
du degré de polarisation a partir d’'une unique image lorsque ’acquisition est
réalisée dans des conditions de faible intensité. Ces travaux ont été présentés de
maniére plus compléte dans la référence [38], néanmoins nous proposons ici d’en
rappeler les principales conclusions.

Pour un certain nombre d’applications d’imagerie, en particulier dans le do-
maine biomédical, il est nécessaire de limiter la puissance d’illumination des
matériaux, substances ou organismes imagés afin de garantir qu’ils ne soient
pas déteriorés par un flux lumineux trop important. Dans d’autres situations,
par exemple pour réaliser une imagerie en temps réel d’objets mobiles, il peut
s’avérer nécessaire d’acquérir des images avec des temps de pose trés courts, ré-
duisant par conséquent la puissance lumineuse regue au niveau du capteur. De
telles images acquises a faible flux lumineux sont nécessairement entachées par
un bruit de photon (ou shot noise), dont il n’a pas été tenu compte dans les

43_ Cet écart-type indicatif est obtenu a partir de I'expression de la variance théorique de
Pestimateur G2 donnée a I’équation (2.34).
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modeéles statistiques des fluctuations d’intensité de speckle considérés jusqu’ici.
Cette source fondamentale de fluctuations d’intensité provient de la nature quan-
tique du champ électromagnétique et son influence reste tout a fait négligeable
pour les niveaux d’éclairement lumineux habituellement mis en ceuvre dans des
applications d’imagerie standard. En revanche, pour un éclairement a faible flux
de photons, il est nécessaire de prendre en considération cette source de fluctua-
tions additionnelle, qui vient se superposer aux fluctuations de speckle.

Ainsi, on supposera dans cette section que le capteur enregistre non plus des
niveaux d’intensité contintiment répartis, mais un certain nombre entier de pho-
todétections noté n, dont le résultat s’exprime sous la forme d’un photocomptage,
qui donne le nombre de photons recus sur le capteur pendant une durée de me-
sure T'. Ce processus de photodétection sera étudié plus en détail dans la seconde
partie de cette thése et nous supposerons ici que le capteur est parfait, et n’est
soumis a aucun autre bruit parasite que le phénomeéne de speckle et le phéno-
méne de quantification de I'intensité lumineuse. Nous adoptons alors le modéle
simplifié de photodétection suivant qui permet de prendre en compte 'influence
du bruit de photon [72, 118] : en un point r du détecteur, si la distribution statis-
tique de l'intensité de speckle (caractérisée par la loi P;(I) en 'absence de bruit
de photon) produit une réalisation d’intensité I, on considére que le nombre de
photons mesurés est une variable aléatoire notée NV, distribuée selon une loi de
Poisson de la forme** Py, (n|1)) = exp(—1))[1,]"/(n!).

Grace au modéle de photodétection adopté, on peut déduire la loi de proba-
bilité Py(n) qui s’écrit

Po(n) = [ Pau(ald) Pr1)dr. (2.53)

La forme explicite de cette DDP ne s’obtient pas aisément dans le cas général
mais on peut la calculer dans le cas d’un speckle pleinement développé d’ordre
1, comme cela est démontré en annexe B.4, ce qui conduit a la loi de probabilité
suivante

o= mt el sl e

Dans la suite de cette section, nous analysons les conséquences de la prise
en compte du bruit de photon sur les performances d’estimation du degré de
polarisation au sens des moments, & partir d’'une unique image d’intensité pour
un modéle de speckle général correspondant aux hypothéses énoncées en section
2.1.1. Nous étudierons également comment la borne de Cramer-Rao est modifiée
dans le cas le plus simple d’un speckle pleinement développé d’ordre un.

2.5.1 Estimation au sens des moments & faible flux

Nous nous plagons dans cette section dans un cas général ou la statistique
d’intensité de speckle P;(I) en I’absence de bruit de photon peut étre modélisée
conformément aux hypothéses introduites en section 2.1.1. Bien qu’il soit difficile

4 _ Cette écriture suppose implicitement que ’efficacité quantique n du détecteur, qui ca-
ractérise sa qualité technologique, est égale & un (voir chapitre 3).
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dans le cas général de déterminer la loi de probabilité discréte Py (n) lorsque le
bruit de photon est pris en compte a partir de la DDP P;(7), il est cependant
possible de déduire les valeurs des cumulants C']N,j € [1;4] de la loi discréte
en fonction des cumulants C7, j € [1;4] de la loi continue ou en fonction des
cumulants «;, j € [1;4] (voir annexe B.2.3). Grace a ces relations, nous pourrons
ainsi aisément calculer le biais et la variance des estimateurs au sens des moments
étudiés dans cette section.

2.5.1.1 Nécessité d’introduire un nouvel estimateur non biaisé

Pour estimer le carré du degré de polarisation 3 sur des images de speckle
acquises a trés faible flux, on peut envisager d’appliquer I’estimateur Bg introduit
en section 2.3.1, en remplagant les échantillons d’intensité {Iy,..., I/} par les
résultats de photocomptage {ni,...,ny} provenant d’une région homogéne de
M pixels [38]".

On peut montrer cependant (cf. annexe B.3.3.1 ou référence [38]) que cette
solution conduit & une estimation biaisée de la valeur de 3 puisque I'on a

. 2 M-1 1+
(o) = 0= ——(*5) ~

(2.55)

Ainsi, lorsqu’on prend en compte le bruit de photon, le biais asymptotique pour
une taille d’échantillon M — oo de I'estimateur Bg est non nul, car on a (BQ) —0 ~
2/Kapiy. Si cet estimateur peut étre considéré asymptotiquement non biaisé quand
'intensité moyenne de 1’éclairement est élevée pu; > 1 (c’est-a-dire lorsque les
effets du bruit de photon sont négligeables), les valeurs estimées par 32 sont
fortement erronnées lorsque I'intensité lumineuse devient trés faible. Par exemple
pour un speckle d’ordre L = 1, le biais asymptotique relatif ((B2> - B)/B a
grande taille d’échantillon (M — oo) dépasse les 20% pour un éclairement moyen
;= 10 photons par pixel [38]. Plus quantitativement, la valeur minimale de
Iintensité lumineuse nécessaire pour que le biais asymptotique relatif ((Bg) —
B3)/ 0 =~ 2/(kaopur3) demeure inférieur a 1% a été évaluée pour différents modéles
de speckle, et est reportée en troisiéme colonne du tableau 2.5. On remarque ainsi
que pour les différents modeéles de speckle testés, I'estimateur Bg ne permet pas
d’assurer une estimation non biaisée en deca de quelques centaines de photons
par pixel (ou de quelques milliers pour une loi gamma d’ordre L > 5).

Il parait donc intéressant de proposer un nouvel estimateur qui parvienne a
estimer [ sans biais, y compris lorsque la puissance d’éclairement est faible. Dans
la référence [38], nous avons montré que I’on pouvait réaliser une telle estimation
non biaisée au moyen de ’estimateur suivant

. 25 2
=" - —— 1, (2.56)
H2(MN) RodN

ou Sy et [y désignent respectivement les estimations empiriques, sur les M me-
sures {ny,...,ny}, de la variance et de la moyenne du photocomptage. Par
rapport a l'estimateur (35, le terme additionnel —2/(kofiny) qui apparait dans

45_ Par souci de concision, nous nous limiterons ici & étudier estimation de [ au sens des
moments lorsque l'intensité moyenne p; est inconnue a priori.
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Densité de | Ordre | Intensité minimale pour
probabilité | de la loi assurer un biais [117]10%
asymptotique < 1%
Gamma 1 200 40
L 200 x L 40 x L
Weibull 2 ~ 730 ~ 150
5 ~ 380 ~ 35
Loi I 1 ~ 70 ~7
10 ~ 170 ~ 30

TAB. 2.5 — Comparaison de différentes valeurs caractéristiques de l'intensité
moyenne (exprimée en nombre de photons par pixel) obtenues pour différents
modéles de speckle (voir texte).

I’expression de Bg permet d’assurer une estimation asymptotiquement non biai-
sée. En effet, le biais de 5} vaut (voir annexe B.3.3.2 ou [38])

. 2 1+
n M/{Q,u[ M '

(2.57)

et s’annule bien lorsque la taille d’échantillon M — oo.

2.5.1.2 Précision théorique de la méthode d’estimation a faible flux

En ce qui concerne la précision de Pestimateur 55, on a montré (voir annexe
B.3.3.2 et [38]) que sa variance d’estimation asymptotique®® pouvait s’écrire :

var, () = = [mo(8) + T2y 20D,

2.58
M M1 1 ( )

~

ou 79(5) s’exprime en fonction de var,(f;) donnée en équation (2.32),

70(0) 2 M x Vara(ﬁg)
=21+ 8 + Z(1+ 68+ 5) + 2ma(1 + B)° — 231/ (1 + B)(1+ 39),

(2.59)
et avec
7(0) 2 2148 — 401+ 92 + 45201+ 39)
s 2 (2.60)
nB) ==+ —01+0),
52 k2

que 'on peut calculer a partir des valeurs des cumulants k;, i € [2;4] de la loi
normalisée f, caractéristique du modéle de speckle considéré.
On peut remarquer que lorsque le bruit de photon est négligeable (u; > 1),

46_ Rappelons que la variance asymptotique ne prend en compte que les termes dominants
en 1/M de Pexpression de la variance.
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la variance asymptotique de B;’ est identique a celle de I'estimateur au sens de
moments Bg introduit auparavant, et reste dans ce cas indépendante de la valeur
de py. En revanche, lorsque la puissance de ’éclairement moyen diminue, la
contribution des termes additionnels 7 (3)/(Muz) et 75(3)/(Mu?) provoque une
augmentation de la variance de B;’ . Ceci est clairement illustré sur la figure 2.26
ou I’évolution de la variance d’estimation est représentée en fonction du niveau
d’intensité moyen, pour des speckles d’ordres différents (L € {1;5;50}) et pour
deux valeurs du degré de polarisation P = 0,2 (figure 2.26.a) et P = 0,8 (figure
2.26.b). Les courbes tiretées (——) représentent la variance théorique calculée
ci-dessus, tandis que les symboles représentent la variance évaluée a partir de
simulations numeériques sur R = 10* réalisations'’. Cette figure illustre bien
I’existence d’un seuil d’intensité, en dessous duquel I'influence du bruit de photon
commence a dégrader significativement la précision de I’estimation de (.

10* v L AN L S S S—— 10
o) F . + . E £ B ¥+
Q I " L—50 Variance L
B-:/ \_L:5 ; théorique : L=50
QO +
R 10°F 10% | t E
X r r
= -
C 10 F 10% E % E
=1 N
- .
> L L i‘*rﬂ‘i% -+~ + - 4
S 10F 10 N E
E E e L
= [ P=0,8
1 1 1 P - P - Ll 1 P - PR PR Ll Ll
0.1 1 10 100 1000 0.1 1 10 100 1000
124 204

FIG. 2.26 — Evolution de la BCR (courbes en trait continu) et de la variance
théorique (courbes en traits pointillés) et évaluée par simulation Monte-Carlo
(symboles +) de Pestimateur 5% en fonction de Pintensité moyenne gy pour deux
valeurs du degré de polarisation P = 0,2 (a) et P = 0,8 (b).

Pour caractériser ce seuil, on propose d’évaluer la valeur critique de I’inten-
sité moyenne, notée [11;]%, , en deca de laquelle la variance asymptotique de /3%
devient supérieure a Vara(ﬁg) de plus de a%. En supposant que la contribution
du bruit de photon a la variance additionnelle peut étre correctement approchée

par le seul terme 7 (3)/(Mpy), on a [38]

o l max 72(5)
[perlnin = — 56[071][70(5)]. (2.61)

Ce seuil a été évalué pour une augmentation relative de la variance de o = 10%),
pour différents modeéles statistiques d’intensité de speckle. Les valeurs obtenues
figurent dans la quatriéme colonne du tableau 2.5, et ont été calculées grace aux

47_ Bien que nous ne le représentions pas ici, ces simulations permettent également de vérifier
l’absence de biais qui caractérise l'estimateur 35 (voir [38]).

88



2.5. Analyse de la méthode pour des acquisitions a faible flux

valeurs des cumulants x;, i € [2;4] de la loi f fournies dans le tableau 2.1 en
page 50. En analysant les valeurs de seuil obtenues pour les modéles de speckle
testés ici, on remarque qu’il est possible de diminuer I'intensité lumineuse jusqu’a
une centaine de photons par pixel, sans augmenter la variance de B;’ de plus de
10% par rapport a la variance qu’on obtiendrait a forte intensité. Un tel niveau
d’intensité représente une puissance lumineuse d’éclairement tres faible, ce qui
montre ainsi que la technique d’estimation proposée peut étre réalisée avec des
temps d’acquisition de I'image trés courts, permettant ainsi d’imager en temps
réel des scénes trés évolutives, ou des objets mobiles.

2.5.2 Efficacité de I’estimateur (¢ a faible flux

En observant la dégradation importante de la précision d’estimation qui se
produit lorsque le bruit de photon qui perturbe ’acquisition au niveau du dé-
tecteur n’est plus négligeable, la question suivante émerge naturellement : l'aug-
mentation de la variance lorsque p; décroit est-elle due a une perte d’efficacité
de 'estimateur, ou bien est-ce I'information disponible pour estimer 3 dans des
données de plus en plus bruitées qui diminue ?

Il parait donc intéressant d’étudier 1’évolution de la borne de Cramer-Rao
lorsque 'intensité moyenne y; diminue. Cependant, la complexité de la loi de pro-
babilité Py (n) obtenue lorsque ’on prend en compte le bruit de photon (équation
(2.54)) ne nous a pas permis de calculer explicitement la BCR. La détermination
numérique des valeurs de la BCR a cependant été réalisée dans le cas le plus
simple d’un speckle pleinement développé d’ordre 1, grace a I'implantation d'un
schéma numérique simple, que nous détaillons dans "annexe A [38].

Cette BCR pour 'estimation de ( a donc été évaluée numériquement pour de
nombreuses valeurs de I'intensité moyenne 0,05 < p; < 3.10% et son évolution en
fonction de p; est reportée en trait plein (—) sur les figures 2.26.a et 2.26.b pour
P =0,2 et P = 0,8 respectivement. De méme que la variance de Bé’ subissait
une brutale augmentation pour les faibles valeurs de p;, 'évolution de la BCR
se caractérise par un seuil d’intensité d’environ 40 photons par pixel. Au-dela de
ce seuil, on retrouve les valeurs de la BCR obtenues précédemment en section
2.2 quand le bruit de photon était négligé, tandis que pour des valeurs de py
inférieures, la borne de Cramer-Rao commence a augmenter significativement
[38], montrant ainsi que la présence du bruit de photon limite la précision de
I’estimation de [ a faible flux. En ce qui concerne I’efficacité de I'estimateur 35’,
ces deux figures 2.26.a et 2.26.b permettent de retrouver un résultat établi dans
la référence [38] :

— Comme nous I’avons vu au début de ce chapitre, lorsque le bruit de photon
est négligeable, ’estimation de § au sens des moments n’est efficace que si
P est inférieur a 0, 3.

— Pour les faibles valeurs de y; en revanche (y; < 1), lestimateur 3% s’avere

efficace quelle que soit la valeur & estimer du degré de polarisation.

On peut par conséquent conclure que I'estimateur de 3 au sens des moments
étudié ici semble adapté lorsque l'intensité d’éclairement est trés faible. En ef-
fet, comme nous 'avons vu, cet estimateur permet non seulement, d’assurer une
estimation non biaisée de [ en présence de bruit de photon mais il s’avére égale-
ment quasiment efficace en terme de précision d’estimation pour de trés faibles
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Ordre du speckle L=1 L =10 L =50
- <2 <20 < 100
Qopt POur ¢T,; = 103 photons > 500 > 50 > 10
Topt = Tiot | Qopt <1/500°s | <1/50%s | <1/10°s
Gain en variance > 125 > 13 >3
(estimateur 32)

TAB. 2.6 — Comparaison de différentes valeurs caractéristiques de l'intensité
moyenne, obtenues pour différents modéles de speckle.

intensités d’éclairement.

2.5.3 Imageur polarimétrique optimal & faible flux

Avant de conclure cette section, nous proposons d’illustrer comment les résul-
tats précédents permettent d’optimiser les performances d’un dispositif d’image-
rie polarimétrique a une image en utilisant plusieurs acquisitions réalisées a faible
flux, permettant ainsi de maximiser le nombre d’échantillons pris en compte pour
Iestimation de (3. Considérons en effet une situation donnée, dans laquelle 1’es-
timation est réalisée sur M pixels éclairés par un flux lumineux moyen uniforme
¢ (exprimé en photons par pixel et par seconde) rétrodiffusé par un objet de
la scéne polarimétrique. Le nombre moyen de photons acquis en chaque pixel
de I'image dépend du temps d’intégration 7" pendant lequel le capteur opére la
mesure puisque p; = ¢T'. On peut alors se poser la question suivante : est-il plus
judicieux de mesurer une unique image de M pixels et d’intensité moyenne p; ou
bien d’acquérir () images de méme taille M, d’intensité plus faible 17 /Q et conte-
nant des réalisations différentes et indépendantes de la figure de speckle? Cette
seconde solution permettrait en effet de multiplier par ) le nombre de pixels
disponibles pour estimer le degré de polarisation. Un tel dispositif est envisa-
geable en pratique en plagant un diffuseur mobile devant la source d’éclairement
cohérent afin d’obtenir des réalisations indépendantes du speckle.

Pour répondre & cette interrogation, nous avons montré (cf. annexe B.3.3.3
ou référence [38]) que pour une durée d’intégration totale Ty, constante, et pour
un éclairement de flux moyen ¢, la variance de l'estimateur 35 est minimale
si 'estimation est réalisée sur (), acquisitions indépendantes de la figure de
speckle, de durée T,y = Tyo/Qopt et dont I'intensité vaut piy, , = ¢Tope/Qopt, avec

Qo = 6Tt | 29 don on deduit pr,, =

7’2(5)’

Les valeurs Q,; et pp,,, dépendent donc de 8 et du modele de speckle considéré
a travers les cumulants kg, k € [2;4] qui interviennent dans les expressions de
70(3) et () données respectivement aux équations (2.59) et (2.60).

7(5)
70(8)

(2.62)

Pour donner un ordre de grandeur du gain auquel on peut s’attendre en uti-
lisant le résultat précédent, nous avons comparé les variances obtenues pour dif-
férents ordres de speckle L € {1;10;50} quand on réalise une unique acquisition
d’intensité élevée ur = ¢Th; = 10° photons (avec Tyy = 1 s et ¢ = 10% photons
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par seconde) pour laquelle I'influence du bruit de photon est quasiment négli-
geable, ou bien lorsqu’on acquiert (),,; images a faible intensité y;, ,. Nous avons
regroupé les résultats obtenus dans le tableau 2.6, dans lequel nous avons reporté
la valeur maximale de pz,,, lorsque 3 varie entre 0 et 1 (ligne 2 du tableau). Cette
borne a été déterminée numériquement, a partir de P'expression (2.62). On peut
alors en déduire aisément une borne inférieure de ., qui représente le nombre
d’acquisitions optimal (ligne 3), de méme que le temps d’intégration 7,,; optimal
a retenir pour chacune de ces acquisitions peut étre borné supérieurement (ligne
4). On peut alors calculer le rapport des variances théoriques, évaluées grace a
I’équation (2.58), lorsqu’on considére une unique acquisition d’intensité pu; = 103
ou qu’on optimise le nombre d’images acquises. La borne inférieure de ce rap-
port lorsque P évolue entre 0 et 1 permet d’évaluer le gain minimal auquel on
peut s’attendre en optimisant le nombre d’images acquises, et est reporté a la
quatriéme ligne du tableau 2.6.

Dans la situation étudiée ici, le gain est plus important lorsqu’on utilise un
speckle pleinement développé d’ordre un®® (L = 1) et permet de diminuer I'écart-
type de la mesure par un facteur au moins égal a /125 ~ 11, 2. Cependant, cette
diminution importante de I’écart-type disparait rapidement dés que I'on considére
un speckle d’ordre élevé et n’atteint que v/13 ~ 3,6 pour L = 10, voire v/3 ~ 1,7
pour L = 50. Cette remarque confirme une des conclusions précédentes : pour
I'utilisation d’une méthode d’estimation du degré de polarisation a partir d’une
unique image d’intensité de speckle, il est préférable dans la mesure du possible
que le capteur échantillonne correctement le speckle, afin d’obtenir un speckle
pleinement développé d’ordre 1.

La valeur élevée du gain que nous avons déterminée ci-dessus dans le cas d’un
speckle pleinement développé d’ordre 1 doit toutefois étre relativisée quelque peu
car on peut craindre qu’a de tels niveaux d’éclairement moyen (siz,,, ~ 2 photons
par pixel), la mesure soit perturbée par un bruit de fond parasite additif, ou par
un bruit da a l'imperfection du capteur (efficacité quantique non unitaire ou
bruit propre du capteur).

2.5.4 Conclusion sur 'estimation de § & faible flux

Les résultats présentés dans cette section confirment qu'’il est possible d’esti-
mer le degré de polarisation (ou tout au moins son carré (3) & partir d’une unique
image d’intensité de speckle, méme lorsque celle-ci est acquise a trés faible flux
et par conséquent perturbée par un bruit de photon poissonien. Cette estimation
peut par ailleurs étre réalisée trés simplement, a condition de modifier I’estima-
teur au sens des moments 32 utilisé jusqu’ici, car celui-ci conduit a une estimation
biaisée dés que le bruit de photon n’est plus négligeable. En étudiant la variance
théorique du nouvel estimateur introduit, nous avons aussi pu caractériser le ni-
veau d’intensité critique qu’il est nécessaire d’assurer pour ne pas trop dégrader
la précision d’estimation. Ce seuil d’intensité d’environ une centaine de photons
mesurés en moyenne par pixel du détecteur garantit ainsi une trés grande rapi-
dité de I'estimation due a sa simplicité et aux faibles temps d’acquisition qu’elle
autorise. Cette étude permet donc d’ouvrir des perspectives intéressantes pour

48 _ Dans ce cas 13, le faible niveau d’intensité p I, = 2 photons par pixel permet de surcroit
d’assurer une estimation efficace de .
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le développement de dispositifs d’imagerie polarimétrique & faible flux et/ou en
temps réel.

2.6 Conclusion

Au cours de ce chapitre, nous avons caractérisé une technique d’estimation
du degré de polarisation (ou de son carré 3 = P?) fondée sur 'analyse de la
répartition statistique de l'intensité rétrodiffusée par une surface (ou une scéne
polarimétrique) illuminée par un éclairement cohérent. Dans un premier temps,
I’étude de la variance minimale d’estimation, évaluée en déterminant la borne
de Cramer-Rao pour 'estimation de P ou de 3 = P2, a permis de montrer que
cette technique d’estimation, qui permet de s’affranchir de I'utilisation de com-
posants optiques polarimétriques ajustables, pouvait conduire a des précisions
acceptables sur la mesure de (3 a condition de réaliser I’estimation sur un échan-
tillon homogene de M pixels suffisamment grand (typiquement M =~ 40 x 40
pixels pour obtenir un écart-type de 0,05 sur la mesure de ). En analysant 'in-
fluence de I'ordre du speckle L sur les valeurs de la BCR, nous avons également
pu conclure qu’il était préférable de maximiser le nombre d’échantillons M plutot
que de chercher a diminuer la taille des grains de speckle pour augmenter 1’ordre
de celui-ci.

La comparaison de différents estimateurs a ensuite permis de montrer qu’une
méthode trés simple basée sur la mesure des deux premiers moments statistiques
de l'intensité présente un fort intérét pratique en raison de sa grande souplesse
d’utilisation (adaptabilité a de nombreux modeéles de speckle). Il faut cepen-
dant lui préférer des solutions plus sophistiquées, du type estimateur au sens
du maximum de vraisemblance, pour obtenir une estimation efficace dans le cas
ou le speckle est correctement échantillonné par le capteur (speckle pleinement
développé d’ordre 1).

L’utilité de ces méthodes d’estimation & une image pour des applications
d’imagerie de degré de polarisation a été également discutée par le biais d’ex-
périences d’imagerie simulées et a permis d’illustrer 'importance de la sélection
de régions statistiquement homogeénes dans I'image analysée. Quelle que soit la
méthode d’estimation du degré de polarisation sélectionnée®” la précision sera
améliorée si I'on est capable de maximiser la taille des régions dont on souhaite
évaluer les caractéristiques polarimétriques et nous avons évoqué a ce propos
I'intérét d’utiliser des algorithmes de partition automatique d’image en régions
statistiquement homogénes. Par ailleurs, la robustesse de la technique d’estima-
tion en présence de bruit de photon permet également d’envisager ’acquisition
de plusieurs images a trés faible flux pour tenter de maximiser la taille des échan-
tillons de mesures.

Le tableau 2.7 permet de dresser un bilan conclusif sur la méthode d’estima-
tion étudiée dans ce chapitre en récapitulant ses principaux avantages et inconvé-
nients. Parmi les perspectives de recherche intéressantes pour le développement
pratique de cette technique d’estimation a une unique image, il semble néces-
saire d’étudier les deux contraintes qui limitent ’applicabilité de cette méthode.
D’une part, il serait intéressant d’établir un protocole de calibration fiable et

4 _ Y compris dans le cas des méthodes plus classiques & 4 ou 2 images.
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Avantages Inconvénients

e Rapidité e Performances dégradées par

e Cotit minimal (pas de composant rapport aux techniques
polarimétrique ajustable) a plusieurs images

e Large gamme spectrale e Calibration nécessaire

e Robustesse au bruit de photon (estimation de ko)

e Souplesse d’utilisation (estimateur Bg) e Validité de I'indépendance des
e Validité pour I' non diagonale composantes d’intensités I et I
e Existence d’un estimateur optimal e Estimation biaisée pour les
pour 3 > Boin faibles valeurs de P

TaAB. 2.7 — Comparatif des avantages et inconvénients de l’estimation de degré
de polarisation & une unique image.

général pour déterminer expérimentalement le modéle de fluctuation de speckle
(et plus particuliérement le cumulant k), lorsque celui-ci ne peut étre spécifié
théoriquement. D’autre part, une étude théorique sur la validité des hypothéses
énoncées en section 2.1.1 et nécessaires a 'application de cette méthode consti-
tue également une perspective intéressante, notamment dans le cas de surfaces
texturées.
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Etats sous-poissoniens de la lumiére
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3.1. Contexte physique

Dans cette seconde partie de thése, nous allons nous intéresser a des situations
physiques pour lesquelles le bruit qui perturbe les signaux optiques ou les images
acquises posséde une variance inférieure a sa valeur moyenne. Ces fluctuations
sont qualifiées de sous-poissoniennes car elles conduisent, a4 valeur moyenne
égale, a une statistique plus ordonnée qu’une distribution poissonienne standard.

De telles fluctuations optiques peuvent étre de nos jours produites en labora-
toire grace aux recherches expérimentales menées en optique quantique depuis
trois décennies. Dans ce chapitre, nous rappelons ainsi briévement le formalisme
de loptique quantique qui permet de décrire des états non standard du rayonne-
ment électromagnétique, parmi lesquels figurent les lumiéres sous-poissoniennes.
Nous détaillerons ensuite comment ces bruits non standard peuvent étre modéli-
sés d’un point de vue statistique, hors du formalisme de la mécanique quantique.

3.1 Contexte physique

3.1.1 Introduction a 'optique quantique

Nous allons rappeler ici les principaux résultats de la modélisation quantique
des champs électromagnétiques, qui fonde le formalisme de "optique quantique.
Pour une description plus détaillée de l'opération de quantification du rayon-
nement électromagnétique, nous invitons le lecteur a consulter I'ouvrage de G.
Grynberg, A. Aspect et C. Fabre cité en référence [G1], auquel il sera fait maintes
fois référence dans cette section.

Pour un champ scalaire, monochromatique de vecteur d’onde fixé k, de fré-
quence v et stationnaire®®, on peut tout d’abord introduire la variable normale
du champ [61], notée a(r), et qui permet d’écrire ’enveloppe complexe du signal
analytique associée au champ électrique sous la forme

EW(r) = A(r) ey = i Ea(r) ey, (3.1)

ol eg est un vecteur unitaire orthogonal a la direction de propagation (orthogonal
a k) et ou la constante & est conventionnellement choisie égale a [61]

hv
=4/ — .2
& V' 2¢0cT’ (3:2)

ol c représente la célérité de la lumiére, ¢, la permittivité diélectrique du vide et
T la durée d’intégration du capteur. Le choix de cette constante permet d’assurer
que la quantité |a(r)|? représente le nombre de photons regus par métre carré de

50_ (C’est-a-dire que 'on supposera que les variations temporelles de I’enveloppe complexe
du champ sont lentes par rapport au temps d’intégration sur le capteur 7'.
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3.1. Contexte physique

surface, a la position r du plan transverse [28].

Cette simple réécriture des champs électromagnétiques sous la forme de va-
riables normales n’est bien siir pas suffisante pour appréhender la quantification
du rayonnement électromagnétique. En effet, les grandeurs £ (r), A(r) et a(r)
qui permettent, comme a I’équation (3.1), de décrire le champ de maniére clas-
sique doivent étre considérées, du point de vue de la mécanique quantique, comme
des observables du champ, c’est-a-dire comme des opérateurs quantiques
[61, 28]. Pour décrire la lumiére du point de vue de la mécanique quantique, il
convient donc de réécrire 1'équation (3.1) sous la forme suivante®

£ ) = A(r) ep = i Ea(r) e, (3.3)

ou a(r) représente 'opérateur local d’annihilation de photon [G1].

On peut remarquer ici que I'information sur la distribution spatiale du champ
électromagnétique est entiérement décrite par cet opérateur a(r). Pour faciliter
la description des phénomeénes qui nous intéresserons dans la suite, nous propo-
sons d’utiliser le formalisme adopté par V. Delaubert dans sa thése de doctorat
[28]. Cette approche consiste a introduire un opérateur modal d’annihilation de
photon, noté simplement a et qui vérifie [28]

a(r) = auo(r). (3.4)

Ce formalisme permet ainsi de « découpler » I'opérateur quantique a (qui devient
donc indépendant de la position) et la répartition spatiale du champ, représen-
tée désormais par la fonction ug(r) qui vérifie une condition de normalisation
[[ |uo(r)[?d®r = 1. Conformément a l'usage courant, I'adjoint de cet opérateur
a sera quant a lui qualifié d’opérateur (modal) de création de photon, et
sera noté a'. A partir de ces deux opérateurs, on introduit également I’'opérateur
nombre de photons, défini par

A

N

1>

ata. (3.5)

Les principales conséquences liées a cette description du champ sous la forme
d’opérateurs quantiques proviennent de la non-commutativité des opérateurs a
et a', dont le commutateur [, a'], non nul, vérifie

la,a'] 2 aa’ —afa = 1. (3.6)

En particulier, on peut montrer [61| que le spectre (c’est-a-dire I’ensemble des
valeurs propres) de lopérateur nombre de photons N se compose des entiers
positifs ou nuls [22, 61], illustrant ainsi que la mesure de cette observable est

N

quantifiée®®. Les vecteurs propres notés ‘n> et associés a chaque valeur propre

51 _ Nous conservons dans cette section la notation d’usage des opérateurs quantiques sous
la forme X. A D’exception de cette section cependant, cette notation désignera ’estimateur de
la valeur X dans tout le reste du manuscrit.

52_ La mécanique quantique postule en effet que le résultat de la mesure d’une grandeur
physique est nécessairement égal & une des valeurs propres de I'observable correspondante. Si
le spectre de l'observable est discret, alors les résultats de mesure sont quantifiés [22].
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3.1. Contexte physique

n € N sont appelés états nombres ou états de Fock et vérifient par conséquent
Vn € N, N}n} = n|n). (3.7)

Ces vecteurs forment une base de ’espace de Hilbert des états du champ dans le
mode unique considéré ici et permettent dans certains cas de représenter aisément,
d’autres états du champ. Par ailleurs, I’énergie E),y d’un tel état nombre ’n>
s'écrit [61],
1

Epy = hv(n+3), (3.8)
montrant ainsi que méme en l’absence de photon (état }O>), I’énergie du champ
électromagnétique est non nulle.

3.1.1.1 Opérateurs de quadrature :

Nous introduisons également deux opérateurs de quadrature, notés Ep
et é’Q qui nous seront utiles par la suite pour décrire les états quantiques de la
lumiére. Ces opérateurs s’expriment simplement en fonction des parties réelle et
imaginaire de 'opérateur a :

Ep=&lat +a], et, Eu=i&lal—al (3.9)

Dans une description classique du champ, ces grandeurs s’interprétent directe-
ment comme les parties réelle et imaginaire de 1’enveloppe complexe du champ.
En tant qu’opérateurs quantiques, ils ne commutent cependant pas entre eux, ren-
dant par conséquent impossible la mesure simultanée des quadratures du champ
avec une précision absolue [G1]. Cette relation d’incertitude se traduit plus
précisément par 1'inégalité de Heisenberg suivante [61]

olép] - ol&o] > &, (3.10)

ou o(X) représente I'écart-type sur la mesure d’une observable X.

3.1.1.2 Valeur moyenne des observables :

On peut simplement relier les opérateurs quantiques introduits précédemment
aux grandeurs classiques correspondantes. En effet, pour un opérateur X, la
grandeur classique correspondante est égale a la valeur moyenne® de celui-ci

A

(X). Ainsi, le nombre moyen de photons dans le mode considéré sera noté

A~

py = (V). (3.11)

3.1.1.3 Cas des champs multimodes :

Par souci de simplicité, nous avons supposé jusqu’a présent que le champ
électromagnétique était monomode. Cela n’est pas toujours le cas dans les ex-
périences d’optique quantique : en effet, on peut imaginer des états lumineux

53_ En mécanique quantique, la valeur moyenne (X) d’une observable X est définie comme
la moyenne statistique de la mesure de cette observable sur un état quantique donné |\Il> En

d’autres termes, pour un état |¥) donné, on a (X) = <\P|X}\Il> (voir par exemple [22]).
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3.1. Contexte physique

composés de plusieurs modes de polarisation ou contenant différentes compo-
santes, de vecteurs d’ondes k; distincts. En outre, méme en restant dans les
limites d’un champ scalaire monochromatique, le champ électrique peut étre dé-
composé sur une base discréte quelconque® de modes transverses {u;(r) }ien, or-
thonormeés ([[ uf(r)u;(r)d*r = §; ;). Par exemple, les modes de Hermite-Gauss
ou de Laguerre-Gauss sont bien adaptés pour décrire la distribution spatiale
tranverse d’un champ dans une cavité cylindrique [61, 28]. De méme, lorsque la
mesure du champ électromagnétique est réalisée sur un détecteur matriciel, la
description du champ sous la forme de « modes pixels » peut s’avérer tout a fait
indiquée [119].

Ainsi, lorsque plusieurs modes coexistent au sein du rayonnement lumineux,
il est nécessaire de remplacer 'opérateur a(r) introduit a I’équation (3.4) par un
ensemble d’opérateurs vérifiant

a(r) = agu(r), (3.12)

k

ou la sommation discréte peut, le cas échéant, porter sur une infinité dénom-
brable de termes [28]|. Les opérateurs a; obéissent dans ce cas aux relations de
commutation suivantes [d,,al,] = 6,,,- A chacun de ces modes, nous pouvons
bien str associer des opérateurs de quadrature, ainsi que des opérateurs nombre
de photons Nk = d,tdk.

Un état multimodal }\Il) contenant n; photons dans le mode k peut ainsi
étre représenté sur la base des états nombres en écrivant }\Il) = ‘nl, ey My ).
Tout se passe donc comme si le champ électrique pouvait étre décrit comme un
ensemble de n; particules indépendantes (photons) « peuplant » le mode 1, ny

particules indépendantes « peuplant » le mode 2, etc.

3.1.2 Photodétection

Aprés avoir introduit les bases du formalisme de I'optique quantique, nous
abordons ici la modélisation des signaux de photodétection (ou photocomptage)
sur lesquels sont basés les travaux présentés dans la suite de cette thése®.

3.1.2.1 Modéle de photodétecteur unique

Considérons dans un premier temps le cas d'un photodétecteur unique dont
la surface sensible, notée X, est supposée suffisamment étendue pour capter la
totalité du faisceau lumineux étudié (bucket detector en anglais). Nous ne rap-
pelerons pas ici la théorie quantique rigoureuse de la photodétection, fondée en
1963 dans le célebre article de R. J. Glauber [51]. Suivant une démarche simi-
laire aux références [122, 28|, nous nous limiterons plutot & supposer qu’un tel
détecteur permet de mesurer ’observable N, qui correspond au nombre total de

5 _ (Ces modes doivent néanmoins vérifier I’équation de propagation du champ électroma-
gnétique dans ’approximation paraxiale. (Voir la référence [28], p. 10 pour une discussion plus
approfondie de ces conditions.)

55— Nous laisserons de coté ici la mesure des observables continues du champ (par exemple
les quadratures du champ) pour laquelle on utilise couramment des techniques de détection
homodyne auxquelles on ne s’intéressera pas ici (Voir par exemple [61]).
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3.1. Contexte physique

photoévénements® détectés par le capteur pendant une durée d’intégration 7.
Dans le cas d'un rayonnement monomode, on admettra que cette grandeur peut
s’écrire [28]

N, =2 // Af(r)A(r)dr = nafa, (3.13)
& JJs

ol fl(r) représente 1'opérateur introduit a I’équation (3.3), associé a I'enveloppe
complexe du champ supposé scalaire et o n représente 1’efficacité quantique
du détecteur. Avec ce modéle simplifié de photodétection, on admettra que le
photodétecteur permet de mesurer I’observable Nr, et qu’en moyenne le capteur
fournit la valeur suivante :

A A

(N;) = n{a'a) = n(N) =nux, (3.14)

ol uy représente le nombre moyen de photons contenus dans I'unique mode de
rayonnement. En raison de la nature quantique du champ électromagnétique, les
résultats de mesure du nombre de photons sont entachés de fluctuations, méme
en I’absence de toute source de bruit. Ces fluctuations peuvent étre caractérisées
par 'intermédiaire du modéle simplifié de photodétection adopté ici [28] et seront
étudiées dans la section suivante pour différents états quantiques de la lumieére.

Sauf indication du contraire, nous considérerons toujours dans la suite que
Iefficacité quantique des détecteurs utilisés est unitaire (n = 1), ce qui constitue
un cas limite de photodétection idéale. On pourra alors identifier le résultat du
processus du photocomptage N, avec Pobservation de I'opérateur nombre de pho-
tons N du faisceau monomode®. Cette hypothése revient a supposer que chaque
photon détecté a la surface du capteur est converti avec une probabilité de 1
en un porteur de charge élémentaire (électron). Cette hypothése peut paraitre
forte au regard de la qualité des photodétecteurs actuels. Cependant, les pro-
grés technologiques incessants pour réduire le bruit propre des photodétecteurs
a comptage de photons (photomultiplicateurs, photodiodes a avalanche) tendent
a rapprocher continuellement les expérimentateurs de cette situation idéale. Par
ailleurs, nous étudierons dans la suite comment 1'utilisation d’états quantiques
non standards (états sous-poissoniens) permet d’améliorer les performances de
traitements d’image. Par conséquent, supposer que l'étape de photodétection
s’effectue de maniére idéale nous permettra de borner ce gain en performance en
caractérisant le cas idéal ou les bruits « technologiques » peuvent étre négligés.

3.1.2.2 Photocompteur matriciel pour ’imagerie

Le modéle de photodétecteur unique que nous venons d’évoquer est clairement
inadapté a la description d’expériences d’imagerie. En effet, la formation d’images
nécessite de juxtaposer un grand nombre de détecteurs élémentaires pour réaliser
une mesure d’intensité lumineuse en chaque point du plan transverse.

Nous admettrons dans la suite que 'acquisition des images est réalisée par
un capteur matriciel, constitué d’un grand nombre de photodétecteurs idéaux en
régime de comptage de photons. Chaque pixel de 'image ainsi constituée permet-

56_ Un photon incident sur la surface du détecteur donne lieu & un photoévénement lorsqu’il
est, converti en porteur de charge au niveau du capteur et est effectivement détecté par celui-ci.
5T Par conséquent, nous ne distinguerons plus par la suite les observables N, et N.
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3.1. Contexte physique

tra de coder en niveau de gris le résultat de photocomptage réalisé par chaque
photodétecteur élémentaire. Pour une efficacité quantique n = 1, le modéle de
photodétection de ’équation (3.13) permet d’écrire, au niveau du détecteur « élé-
mentaire » de surface 3; associé au pixel j

N 1 A A
5=z [ Awdees=da [[ uwpes @

ou ug(r) représente le profil spatial du mode. Notons en outre que cette derniére
équation peut se généraliser au cas d’un champ multimode (voir équation (3.12))

en écrivant,
Ny = dla // g, (r)|2d?r, (3.16)
k D;

ol ug(r) représente le profil spatial du mode k& du champ.

Si ce modéle parfait de photocompteur matriciel peut paraitre assez irréaliste
dans I’état actuel de la technologie des instruments de photocomptage, les progrés
technologiques récents permettent néanmoins d’envisager que de tels dispositifs
d’imagerie en comptage de photons voient le jour prochainement [141, 11, 53].
Nous reviendrons plus en détail au chapitre suivant sur cette modélisation simple
de photodétecteurs matriciels. Elle nous sera en effet utile pour étudier ’amélio-
ration de la précision optimale de positionnement de faisceau en présence d’états
non classiques de la lumiére.

3.1.3 Des états plus ou moins « classiques » de la lumiére

Le formalisme de 'optique quantique rappelé brievement au début de ce cha-
pitre va nous permettre ici de passer rapidement en revue quelques exemples
d’états particuliers communément utilisés en optique quantique. Nous présen-
tons tout d’abord les états dits « quasi-classiques » (« vide » quantique et états
cohérents de Glauber), puis nous aborderons d’autres états dits « non classiques »
parmi lesquels figurent les états sous-poissoniens qui nous intéresseront plus par-
ticulierement dans les chapitres suivants.

3.1.3.1 « Vide » quantique

Nous avons vu au début de ce chapitre que I’état fondamental d’une lumiére
monomode posséde une énergie minimale Ejgy = hv/2 et est caractérisé par un

A

nombre moyen de photons nul, (N) = py = 0. La valeur moyenne de ses qua-
dratures est nulle également, c’est-a-dire <gp> = <c‘fQ> = 0, justifiant ainsi son
appelation de « vide » quantique [G1]. Bien que la valeur moyenne de I’enveloppe
complexe du champ soit nulle, le niveau d’énergie non nul associé au « vide »
quantique provient des fluctuations statistiques du champ, qui découlent du prin-
cipe d’incertitude de Heisenberg. En effet, on peut montrer [61, 28] que la variance
des quadratures du champ électrique s’écrit

o*(Ep) = 0*(&g) = & (3.17)

[’incertitude qui entache ainsi toute mesure de quadrature du champ peut
étre appréhendée, hors du cadre formel de la mécanique quantique, par une inter-
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prétation probabiliste similaire & celle que avons utilisée dans la premiére partie
de cette theése pour modéliser les fluctuations de champ en présence de spe-
ckle. En effet, les incertitudes qui caractérisent toute mesure d’une observable
d’un champ électromagnétique peuvent étre intuitivement représentées comme
des fluctuations statistiques qui entachent la grandeur classique correspondante
[61, 122]. Cette approche conduit ainsi naturellement & utiliser la représentation
du champ électrique dans le plan de Fresnel, comme nous I’avons fait en section
1.2.2.1 pour représenter les fluctuations du champ électrique pour des modéles de
speckle circulaires ou non-circulaires®®. Ainsi la représentation de I’état « vide »
sur le plan de Fresnel donnée en figure 3.1.a est tout a fait similaire a la figure
1.1.a tracée en page 15 : le champ est représenté par un vecteur nul, autour du-
quel on trace un cercle de rayon &, qui refléte les fluctuations d’origine quantique
du champ autour de sa valeur moyenne.

&g &q & &
A <------] >
& 5067R
I <-->
< A 5004’ 50€R r
0 : 5}3 P gp l_ 5}3

| Eav 1
V¥J 0 | \ )

(a) (b) (c)

F1G. 3.1 — Représentation de Fresnel d’un état de « vide » quantique (a), d'un
état quasi-classique (b) et d’un état comprimé en amplitude (c). Les axes du
repére correspondent aux deux quadratures £p et &g introduites a 1'équation
(3.9).

3.1.3.2 Etats cohérents de Glauber ou états quasi-classiques

A la différence de Pétat « vide », les quadratures du champ dans I’état quasi-
classique possédent une valeur moyenne non nulle (€p) = Re[a] & et (Eg) =
Im[a] &, ou la variable normale du champ a = (a) a été définie & 1'équation

58 _ Cette approche probabiliste des incertitudes quantiques est partiellement incorrecte du
point de vue de la mécanique quantique. En effet, définir la densité de probabilité conjointe
P(X™T,X7) de deux quadratures conjuguées du champ (notées X+ et X ™) nécessite de donner
un sens a la quantité P(X+, X ~)dXTdX ™ qui représente la probabilité que le champ se situe
dans un volume infinitésimal dXTdX ™~ autour du point (X*, X 7). Cette représentation est
donc problématique du point de vue de la mécanique quantique car deux quadratures ne
peuvent étre simultanément définies si ce volume est inférieur a la limite de Heisenberg. Pour
pallier ce probléme, 'optique quantique dispose d’un autre outil mathématique, la fonction
de Wigner W (X ™, X ™), appelée aussi « quasi-densité de probabilité », et définie de sorte que
toute marginalisation de cette fonction dans une direction de quadrature donnée corresponde &
la distribution de probabilité (classique) de la quadrature correspondante. Dans de nombreux
cas correspondant aux états gaussiens du champ, la fonction de Wigner peut étre assimilée
a une densité de probabilité conjointe classique, aussi nous n’utiliserons pas dans la suite le
formalisme de la fonction de Wigner [36].
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(3.1) [61]. Les fluctuations de ces quadratures sont cependant identiques au cas
du « vide », car elles vérifient

o’ (Ep) = 0*(Eg) = & (3.18)

Les états quasi-classiques sont donc des états minimaux, dans le sens ou ils
« saturent » 'inégalité de Heisenberg de 1’équation (3.10) [61, 158]. La repré-
sentation d’un tel état dans le plan de Fresnel, schématisée sur la figure 3.1.b,
se déduit donc simplement de la représentation de I'état « vide » grace a une
translation par le nombre complexe & a.

Par ailleurs, on peut montrer que le nombre de photons contenus dans un tel
mode obéit & une loi de Poisson [61, 122

Py(n) = 6‘“N(Mnil>n, (3.19)

de moyenne (N) = uy et de variance var(N) = p.

Ces états quasi-classiques sont trés souvent utilisés dans les expériences d’op-
tique quantique puisqu’ils permettent de modéliser le comportement des lumiéres
cohérentes produites par un laser monomode au dessus de son seuil d’oscillation,
en I’absence de toute source de bruit « technologique » classique [61]. Ainsi, ces
états minimaux au sens de l'inégalité de Heisenberg permettent d’atteindre une
limite ultime pour la précision de mesure d’une observable du champ avec une
lumiére laser cohérente. Cette précision limite a été largement étudiée 116, 37| et
peut étre expérimentalement atteinte dans certaines mesures de grande précision.
Elle prend bien sir diverses formes selon le type de mesure envisagé (mesure de
quadrature, mesure de photocomptage, etc.) mais est généralement qualifiée de
Limite Quantique Standard ou Standard Quantum Limit en anglais (SQL).

On sait néanmoins désormais que pour certaines applications de métrologie,
cette précision limite peut étre dépassée si I’on utilise des états quantiques de
la lumiére particuliers, aux propriétés non classiques et adaptés a la mesure
considérée. Parmi ces états non classiques, les plus utilisés a ce jour sont les états
comprimés du rayonnement que nous présentons dans le paragraphe qui suit.

3.1.3.3 Etats comprimés

Nous avons vu que les états quasi-classiques du champ (états cohérents)
étaient des états minimaux au sens de I'inégalité de Heisenberg, et que les fluc-
tuations de deux quadratures conjuguées (é p et éQ par exemple) étaient égales.
Depuis une trentaine d’années cependant [137], on sait qu’il existe des états de
la lumiére qui, tout en restant minimaux au sens de l'inégalité de Heisenberg,
possédent des fluctuations comprimées sur une quadrature, au prix bien str
d’un niveau de bruit plus important sur la quadrature conjuguée [61]. Cette aug-
mentation du bruit sur la quadrature conjuguée n’est pas problématique pour
la plupart des applications de métrologie optique qui se bornent a observer une
seule grandeur relative au champ (I'intensité par exemple, ou une unique qua-
drature de champ). En effet, il suffit dans ce cas de comprimer les fluctuations
dans la quadrature d’intérét pour réduire le bruit de mesure.

Sans entrer dans les détails de la théorie quantique de ces états comprimés
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(qui figurent dans les ouvrages d’optique quantique, voir [61] par exemple), nous
présentons ici un état comprimé en amplitude qui se caractérise par des
fluctuations réduites dans la quadrature en phase avec le champ moyen®®. Sup-
posons en outre sans perte de généralité que ce champ moyen est représenté par
un nombre réel dans le diagramme de Fresnel. Sous ces hypothéses, on peut alors
montrer que les fluctuations de la quadrature réelle o2 (5 p) sont réduites en pro-
portion du facteur de compression, noté e 2%, alors que les fluctuations de
la quadrature conjuguée (£g) sont quant a elles augmentées en proportion du
méme facteur, c’est-a-dire®

o’(Ep) =& e e, o*(E) =& . (3.20)

D’un point de vue théorique, il n’existe pas de limite a la valeur du facteur de
compression : il serait donc possible a priori de réduire a volonté le bruit d’origine
quantique sur une quadrature donnée du champ. En pratique cependant, il est
encore difficile d’obtenir des valeurs élevées de ce facteur de compression.

Si I'on représente un tel état sur un diagramme de Fresnel comme en figure
3.1.c, on voit alors qu’il existe un paralléle clair avec le modéle statistique d’un
speckle non-circulaire présenté dans la premiére partie de cette thése (Voir figure
1.1.b, page 15).

Etats sous-poissoniens : En ce qui concerne le nombre de photons contenus
dans un tel état comprimé en amplitude, on peut montrer [61] que la compression
des fluctuations sur la quadrature en phase avec le champ moyen se transfére au
niveau des fluctuations de 1'opérateur nombre de photons N. On peut montrer
en effet [61] que pour des valeurs élevées du champ moyen, on a

var(N) ~ puye 2f. (3.21)

Il est donc possible de produire des états comprimés en terme de nombre de
photons, qui se caractérisent par des statistiques de photocomptage plus ordon-
nées que le bruit quantique standard poissonien. De tels états sont pour cela
communément appelés états sous-poissoniens du champ. Dans la section sui-
vante de ce chapitre, les principales propriétés de ces états sous-poissoniens seront
détaillées ainsi que les différents modeéles qui seront utilisés dans la suite pour
appréhender le comportement statistique de ces états.

Applications des états comprimés : Les possibilités applicatives de ces
techniques de réduction du bruit quantique sont variées et ont rapidement fait
I’objet de nombreuses recherches. La principale application envisagée a été ’amé-
lioration de la précision des mesures interférométriques [165], motivée en particu-
lier par les expériences de détection d’ondes gravitationnelles [101, 96], ou encore
la spectroscopie de haute sensibilité [123].

Parmi les autres applications envisagées qui pourraient bénéficier de la réduc-
tion de bruit sur l'intensité lumineuse, on peut également citer les mesures de

59 _ Plus exactement, en phase avec la valeur moyenne de ’enveloppe complexe du champ.
60— On remarque ici que I'on a toujours o2 (Ep) - 02 (Eg) = EZ ce qui correspond bien & un
état minimal.
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faibles absorptions [122, 73| ou encore les communications optiques [145, 132].
Nous verrons également que les progrés des générateurs d’états comprimés hau-
tement multimodes [52, 102| laissent entrevoir de prochaines applications de ces
états pour I'imagerie quantique.

Production d’états comprimés : Terminons cette présentation des états
comprimés en évoquant les principaux moyens connus a ce jour pour produire
en laboratoire de tels états comprimés, impossibles & obtenir avec des sources
de lumiére usuelles®'. La production de ces états nécessite en effet de mettre en
ceuvre des effets optiques non linéaires a travers des montages expérimentaux de
grande précision. Une méthode trés répandue pour produire des états comprimés
du rayonnement consiste a placer un milieu non-linéaire paramétrique au coeur
d’une cavité optique résonnante, permettant par ce biais de réaliser la conversion
paramétrique d’'un photon de pompe en deux photons « jumeaux » identiques
[164, 100, 122, 61]. Grace a ces dispositifs, on peut actuellement obtenir jusqu’a
—9 dB de réduction de variance de bruit sur une quadrature [1412].

Une autre solution envisageable consiste a utiliser des émetteurs lasers alimen-
tés par un courant de pompe dont les fluctuations sont réduites [122, 94, 124, 166].
Il est en effet possible de produire des flux d’électrons sous-poissoniens, en parti-
culier dans des matériaux a semi-conducteurs, ce qui a ainsi permis de concevoir
des diodes laser a semi-conducteurs comprimées en intensité (sous-poissoniennes)
[113]. Les performances de telles sources sont prometteuses, que ce soit en terme
de facteur de compression (on a ainsi déja pu atteindre un facteur de compression
de 10 avec de telles sources [61]), ou en terme de bande passante [94]. Enfin, nous
pouvons citer d’autres techniques de production d’états sous-poissoniens, fondées
quant a elles sur un controle actif du flux de photons [99, 67], par exemple grace
a l'utilisation de paires de photons « jumeaux » [89] ou bien utilisant des sources
a photon unique controlées [150].

3.1.3.4 Autres états non classiques de la lumiére

Pour terminer cette présentation des états quantiques de la lumiére, citons
enfin quelques états non classiques, prédits depuis longtemps par la théorie quan-
tique mais que ’on sait produire en laboratoire depuis peu de temps :

— Les états de Fock, ou états « nombre », notés }n), contiennent un nombre
fixé de photons. Malgré leur simplicité apparente dans le formalisme de
I'optique quantique, ils sont difficiles & produire expérimentalement.

— L’état « chat de Schrodinger » est une superposition linéaire d’états
cohérents impossible a décrire hors du cadre de la mécanique quantique et
peut étre produit en laboratoire depuis quelques années [109].

— Les états intriqués sont des états multimodes qui présentent des corréla-
tions importantes entre leurs quadratures [5] et peuvent étre produits grace
a des états a deux photons, associés chacun a un mode de polarisation [5],
ou encore par superposition de deux états comprimés [108].

Ces différents états possédent un potentiel d’application important en ce qui
concerne le calcul quantique ou les protocoles de communication et de crypto-

61— Voir la référence [23] pour une description exhaustive des techniques de production
d’états comprimés.
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graphie quantiques [5]. Pour ces différentes raisons, ils font aujourd’hui I'objet
d’une recherche intense et sont a l’origine de nouvelles théories de I'information
quantique (voir par exemple [68] ou plus récemment [112]).

3.2 Modéles de processus sous-poissoniens

Nous nous focaliserons uniquement dans la suite de cette thése sur les états
sous-poissoniens du champ électromagnétique, qui correspondent comme nous
I’avons vu a des états comprimés en amplitude. Dans les chapitres suivants, nous
nous limiterons & une description phénoménologique de ce type de fluctuations
d’intensité sous-poissoniennes, sans utiliser le formalisme rigoureux de 1'optique
quantique. Ce choix nous permettra ainsi d’utiliser les résultats des théories de
I'information et de I’estimation classiques.

Par ailleurs, bien que nous ayons positionné les travaux menés dans cette
partie de thése dans le cadre de 'optique quantique, on peut toujours imaginer
que d’autres moyens existent pour produire des processus sous-poissoniens dans
le contexte de l'optique. Plusieurs des modéles qui seront exposés par la suite
ont en particulier été proposés initialement dans des domaines bien différents de
'optique quantique (théorie du renouvellement, théorie des files d’attente, etc.).

3.2.1 Caractérisation des fluctuations sous-poissoniennes

Comme nous I’avons vu précédemment, un état de la lumiére dont les fluctua-
tions sont comprimées en amplitude peut conduire a une réduction de la variance
de l'opérateur nombre de photons. Nous avons également souligné comment la
modélisation de ces champs comprimés pouvait étre formellement rapprochée du
modeéle, présenté au chapitre 1 décrivant les statistiques de speckle non circulaire
et de composante spéculaire non nulle.

Dans le cas ou la valeur moyenne de I’enveloppe complexe du champ est
importante devant I'amplitude des fluctuations, on peut négliger le caractére
corpusculaire des détections de photons pour obtenir une modélisation en ré-
gime de fluctuations continues (continuous wave regime) plutdt qu’en régime de
comptage de photons. Cela permet de pousser un peu plus loin I'analogie avec le
modeéle de speckle non circulaire en supposant que l'intensité lumineuse est dis-
tribuée selon la loi de probabilité de I’équation (1.30), obtenue dans le cas d'un
champ gaussien non circulaire de composante spéculaire non nulle et réelle, ou
on fixe 02 = EZe 1 et 07 = EZe*. On peut alors montrer [62] que la variance
de I'intensité est inférieure a la moyenne et vérifie var(l) = puye 2%,

En outre, en régime de trés forte intensité, on peut étre amené a utiliser,
comme dans les références [29, 28| par exemple, un modéle plus simple de fluc-
tuations d’'intensité sous-poissoniennes qui consiste a simplifier la DDP de l'in-
tensité P;(I) de ’équation (1.30) en admettant que l'intensité lumineuse obéit a
une loi gaussienne, de moyenne i et variance var(l) = 0% inférieure a jur, soit

Pi(I) = \/%01 exp(—%). (3.22)

Ce modéle simple est bien siir intéressant pour décrire les statistiques d’inten-

108



3.2. Modéles de processus sous-poissoniens

sité sous-poissoniennes a fort flux de photons (forte intensité). En particulier,
'utilisation d’un tel modéle a déja fait I'objet de plusieurs travaux |29, 28| pour
prédire, grace aux outils de la théorie de I'information, les gains en précision
optimale que I’on peut espérer obtenir avec de tels signaux optiques.

Nous serons amenés, dans la suite de cette partie de thése, a compléter ces
résultats en utilisant des modéles de fluctuations sous-poissoniennes différents,
qui permettent une description plus « fine » de ces statistiques d’intensité non
classiques et qui ne sont pas limitées a des situations de trés fortes intensités, ni a
de petites variations du paramétre estimé. Avant de décrire les deux modéles qui
seront utilisés dans la suite de ce travail, nous présentons d’abord les principales
propriétés et caractérisations statistiques des états sous-poissoniens.

3.2.1.1 Facteur de Fano

Nous qualifierons de sous-poissonienne toute statistique de photocomptage
dont la variance var(N) est inférieure a la valeur moyenne puy, et qui présente
ainsi un ordre partiel de la statistique par rapport a la loi de Poisson. Pour
quantifier l'ordre partiel introduit par de telles statistiques non-classiques au
moyen d’un parameétre scalaire, nous choisissons pour la suite de ces travaux
de thése d’utiliser le facteur de Fano, introduit par U. Fano en 1947 [13]. Ce
facteur est simplement défini comme le rapport de la variance de la statistique
de photocomptage et de la moyenne de celui-ci [13] :

o var(N) .
HN

(3.23)

Il est facile de vérifier qu’une statistique de Poisson correspond a un facteur de
Fano unitaire (F = 1) tandis qu’une statistique sous-poissonienne sera caracté-
risée par un facteur de Fano inférieur a un [95, 144, 122].

Ce paramétre scalaire permet ainsi d’évaluer simplement le caractére sous-
poissonien d’une statistique de photocomptage dans le cadre de I'approche sim-
plifiée de la théorie de la photodétection que nous adoptons ici. De plus, nous
verrons dans les chapitres suivants que la valeur de ce paramétre conditionne les
gains en performance que I'on peut espérer en utilisant des états sous-poissoniens
du champ a la place d’un état cohérent classique (lumiére laser), que ce soit dans
le cas de Pestimation d’un paramétre (chapitre 4), ou pour la discrimination entre
deux niveaux d’intensité (chapitre 5).

3.2.1.2 Processus sous-poissoniens et phénoméne d’antibunching

Une autre caractéristique remarquable et non classique des processus sous-
poissoniens peut étre mise en évidence lors d'une expérience de photodétection en
coincidence, qui consiste & mesurer expérimentalement, par un dispositif similaire
a la célébre expérience d’Hanbury-Brown et Twiss [64], la probabilité conjointe
de détecter 'arrivée d’un premier photon a l'instant ¢, puis un second photon
au temps t + At. En effet, lorsqu’on effectue une mesure de photocomptage
en coincidence sur un champ monomode sous-poissonien, on s’apercoit que la
probabilité de photodétections multiples pour des délais At extrémement courts
est plus faible que dans le cas d’une lumiére poissonienne classique. Ce résultat
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expérimental découvert par Kimble, Dagenais et Mandel en 1977 [81] confirme le
caractére non classique des processus sous-poissoniens : en effet, immédiatement
apreés la production (ou la détection) d’un photon a I'instant ¢, la production (ou
la détection) d’un second photon est pénalisée durant un certain délai, fixé par
les caractéristiques de la source sous-poissonienne®® [111, 131]. Ce phénomeéne
de « dégroupement » des événements enregistrés au niveau du détecteur est
appelé antibunching selon la terminologie anglo-saxonne. Ce phénoméne est
facilement concevable de maniére intuitive : dans un processus sous-poissonien,
les arrivées des photons sur le détecteur sont plus ordonnées dans le temps que
pour un processus de Poisson classique, et ’ordre des instants de détection des
photons s’accroit & mesure que la nature sous-poissonienne du champ augmente®?.

Bien que nous ayons ici encore traité principalement le cas d’états non clas-
siques de la lumiére, des comportements similaires peuvent étre identifiées dans
d’autres situations physiques, par exemple lors de la conversion d’un photon en
quantum de charge électrique sur un détecteur imparfait [98].

3.2.1.3 Influence d’une absorption partielle

Comme tout état non classique du rayonnement électromagnétique, les états
sous-poissoniens sont hautement sensibles et fragiles & toute intéraction (cou-
plage) avec 'environnement extérieur, ce qui explique en grande partie les diffi-
cultés expérimentales rencontrées pour produire et manipuler de tels états. En
particulier, la propagation d’un faisceau lumineux sous-poissonien a travers un
milieu partiellement absorbant, de méme que la réflexion d’un tel faisceau sur
une surface partiellement réfléchissante vont dégrader le caractére sous-poissonien
de la lumiére, rapprochant celle-ci d'un état cohérent aux statistiques d’inten-
sité poissoniennes [144]. Pour quantifier cette dégradation de l'ordre partiel,
il convient donc d’étudier comment 1’absorption partielle d’'un processus sous-
poissonien provoque une augmentation du facteur de Fano de ce dernier.

Un tel phénoméne d’absorption de 'intensité peut étre aisément modélisé par
un processus d’absorption aléatoire de Bernoulli (« Bernoulli random deletion »
en anglais). Ce modeéle d’absorption implique une vision corpusculaire du flux
lumineux, que I’on suppose contenir n photons [144]. A chacun de ces photons,
on associe alors une probabilité 7 d’étre transmis et une probabilité (1—7) d’étre
absorbé, ou 7 représente le facteur de transmission du processus d’absorption ou
de réflexion modélisé. A partir de ce modéle d’absorption, décrit plus en détail a
’annexe C.1, on peut montrer la propriété suivante [144], dont la démonstration
est également rappelée dans la méme annexe :

Propriété 3.1 Un processus sous-poissonien de moyenne jy et caractérisé par
un facteur de Fano Fy, subissant une absorption ou une réflexion modélisée par
un processus d’absorption de Bernoulli de facteur de transmission T, reste sous-

62_ Encore une fois, ce résultat entre en contradiction avec les prédictions de la théorie
classique du champ électromagnétique, et nécessite pour étre démontré d’utiliser la théorie
quantique rigoureuse de la photodétection en coincidence.

63 _ Précisons ici que la réciproque n’est pas systématiquement vérifiée : on peut trouver des
états présentant un phénomeéne d’antibunching mais dont les statistiques de comptage ne sont
pas sous-poissoniennes (voir [83] pour une discussion approfondie de cette question).
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poissonien de moyenne inférieure, iy = Ty, et de facteur de Fano supérieur,
FN/:]_—T(l—FN)ZFN. (324)

Le rapport des facteurs de Fano des états absorbé et non absorbé sera noté conven-
tionnellement dans la suite

Fe 1—7(1—-F

a(Fy,7) 2 F]]Vv = <FN v) (3.25)
Ce résultat permet d’illustrer combien les états non standard du champ électro-
magnétique sont fragiles : toute absorption d’un faisceau sous-poissonien entraine
irréemédiablement une augmentation du facteur de Fano vers la valeur limite
F =1 (processus de Poisson). En d’autres termes, Iordre partiel qui caractérise
les statistiques sous-poissoniennes par rapport a la loi de Poisson se détériore
sous l'effet d’'une absorption, jusqu’a tendre pour des absorptions importantes,
vers une statistique poissonienne standard®*.

3.2.1.4 Influence d’un bruit de fond Poissonien

L’ordre partiel caractéristique des fluctuations sous-poissoniennes peut éga-
lement étre dégradé par la présence d’un bruit de fond, percu par le détecteur,
et que nous modéliserons de fagon standard par un processus de Poisson additif
parasite, noté Ng et de moyenne ppg. Ce bruit de fond est indépendant du pro-
cessus sous-poissonien N considéré et le photocomptage résultant N’ peut donc
s’écrire

N' = N + Ng, (3.26)
et sa valeur moyenne vaut puns = pun + pp. En ce qui concerne la variance du
processus N'; on a var(N') = var(N) +var(B) = Fyuy + pp. Le facteur de Fano
du photocomptage bruité est noté Fy: et s’écrit [111]

var(N')  Fnun + g RSB
FN/ frnd — frnd ]_ — |:

——— | (1 — Fy) > F; 3.27
KUN7 [LN+[LB 1+RSB]( N)_ N ( )

ou l'on définit RSB = uy/pup comme un rapport signal sur bruit. Comme on
pouvait s’y attendre, ’ajout d’un bruit parasite additif poissonien dégrade éga-
lement la nature sous-poissonienne du processus. Par ailleurs, on remarquera en
comparant cette derniére équation avec ’expression (3.24) qu’un bruit de Pois-
son parasite a le méme effet sur le facteur de Fano® qu’une absorption partielle
équivalente dont le facteur de transmission serait égal & 7., = RSB/(1+ RSB).

Nous terminons maintenant ce chapitre introductif en détaillant les deux

64_ Notons qu’en optique quantique ce résultat est souvent obtenu avec une approche sen-
siblement différente du processus d’absorption, en modélisant les pertes en transmission grace
a Paction d’une lame partiellement réfléchissante qui « couplerait » les fluctuations de 1’état
comprimé en amplitude sous-poissonien entrant par la voie (1) de la lame, et les fluctuations du
« vide » quantique intervenant par la voie (2) de cette lame. En sortie de celle-ci, le formalisme
de 'optique quantique permet de modéliser ce couplage et de retrouver le résultat de I’équation
(3.24) pour I’évolution du facteur de Fano [16, 61].

65_ (Cela n’est bien str pas le cas de l'intensité moyenne : elle diminue dans le cas d’une
absorption partielle mais augmente en présence d’un bruit additif.
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modéles statistiques qui seront utilisés dans la suite pour décrire des fluctua-
tions d’intensité sous-poissoniennes. Le premier que nous présentons ci-dessous
permet d’appréhender le phénoméne d’antibunching en modélisant le comporte-
ment temporel de la détection d’un processus sous-poissonien. Le second modéle
que nous évoquerons par la suite décrit simplement une statistique de photo-
comptage sous-poissonienne, sans rendre compte du comportement temporel de
celle-ci. Nous verrons ensuite dans les chapitres suivants comment chacun de ces
modeéles peut étre utilisé pour étudier les gains de performance apportés par les
fluctuations sous-poissoniennes pour différents types de traitements (estimation
de paramétre, discrimination).

3.2.2 Modéle phénoménologique temporel

Le modéle que nous présentons ici se fonde sur une description temporelle des
processus sous-poissoniens, qui consiste & modéliser le comportement statistique
des temps d’attente, notés &;, entre deux arrivées successives de photons et qui
seront considérés dans la suite comme des variables aléatoires indépendantes.
Cette approche peut remplacer une description standard qui s’attacherait a dé-
crire la statistique du photocomptage et 1’équivalence entre ces deux descriptions
est un résultat bien connu en ce qui concerne les processus poissoniens [110)].

3.2.2.1 Cas des processus poissoniens

Considérons un processus de photocomptage poissonien N décrit par la loi
de probabilité Py(n) donnée en équation (3.19) et de moyenne py = ¢T o ¢
désigne le flux moyen de photons. Du point de vue de la théorie des processus
stochastiques ou processus ponctuels, on peut montrer [110, 25] qu’une telle
statistique de comptage peut étre modélisée comme résultant de I’observation du-
rant le temps 1" d’un processus stochastique dont les différents temps d’attente
& entre deux détections successives de photons sont des variables aléatoires in-
dépendantes, et identiquement distribuées selon une loi exponentielle [110, 25],

Pe(§) = 1 eXp(—é), (3.28)

To To

ol 7o 2 (¢) = 1/¢. En notant t; les instants d’arrivée des photons sur le dé-
tecteur, on a bien str ¢; = t;_1 + & ou & représente le temps d’attente entre
les photons (i — 1) et i. Pour une durée d’observation 7" donnée, on détectera n
photons a condition que

n n+1
i=1 =1

Pour un flux ¢ et un temps d’intégration 7" donnés, cette situation survient avec
une probabilité Py(n) que 'on peut déterminer a partir de I’expression de la loi
de Poisson donnée en équation (3.19).

Grace a cette modélisation temporelle bien connue dans le cas des processus
de Poisson, on peut par ailleurs démontrer qu’un processus ponctuel caractérisé
par des temps d’attente de distribution exponentielle décrit la seule situation
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d’un processus « sans mémoire », ce qui signifie que le fait d’avoir détecté un
photon & l'instant ¢ n’affecte aucunement la probabilité de détecter un autre
événement & un instant ultérieur [110].

3.2.2.2 Présentation d’un modéle phénoménologique sous-poissonien

On peut maintenant appliquer cette méme vision « temporelle » du processus
pour modéliser les statistiques de photocomptage sous-poissoniennes, caractéri-
sées comme nous ’avons vu par le phénoméne de « dégroupement » des arrivées
de photons sur le détecteur (antibunching). Pour tenter de traduire cet ordre
partiel des photodétections dans le temps, certains auteurs ont proposé de mo-
difier un processus poissonien standard en introduisant un temps mort de durée
T4 immeédiatement aprés la détection d’un photon, interdisant ainsi toute nou-
velle détection pendant cet intervalle de temps 74 [17, 146]. Cependant, s’il est
bien adapté pour modéliser des situations physiques pour lesquelles il existe vé-
ritablement un temps mort empéchant deux événements rapprochés, ce modeéle
de dégroupement semble un peu trop « abrupt » pour décrire des fluctuations
d’intensité sous-poissoniennes résultant d’une compression en amplitude des fluc-
tuations du champ électromagnétique.

Plutot que d’introduire un temps mort de durée fixe, on peut envisager a
défaut de modifier la densité de probabilité des temps d’attente, supposée expo-
nentielle dans le cas d’un processus poissonien [116]. En effet, pour rendre compte
du phénomeéne d’antibunching et introduire un ordre partiel des arrivées de pho-
tons dans le temps, il est nécessaire de pénaliser les détections « groupées » de
photons, diminuant ainsi la probabilité de détecter un second photon immédia-
tement apreés une premiére détection. Pour cette raison, nous adopterons, pour
certains développements présentés dans la suite, un modéle phénoménologique
qui généralise le cas de la loi exponentielle en supposant que le temps d’attente
entre deux détections successives de photons est distribué selon une DDP gamma,

d’ordre entier L > 1, o
L=gx— L

Pe(§) = me . (3.30)
Si la valeur moyenne du temps d’attente demeure égale a ({) = 79, sa variance
vaut en revanche var(¢) = 7¢/L, ce qui montre qu'en augmentant 'ordre L de
la loi, le désordre du processus ponctuel diminue puisque les différentes valeurs
des temps d’attente se resserrent autour de la valeur 7y puisque la variance de
¢ diminue. Nous montrerons dans la suite que la nature sous-poissonienne du
processus ainsi modélisé sera caractérisée par 1’ordre L de la loi gamma utilisée :

— a l'extréme, pour un ordre L = 1, on retrouve la loi exponentielle et le
processus décrit est poissonien ;

— a l'inverse, pour un ordre L grand, on tend alors vers une distribution de
Dirac, centrée sur la valeur 7y et ’on modélise alors un processus dont les
détections de photons sont parfaitement ordonnées dans le temps.

De tels processus ponctuels de temps d’attente gamma ont été étudiés de
longue date en théorie des files d’attente et théorie du renouvellement [25], afin de
modéliser les encombrements dans les réseaux de communication, ou le vieillisse-
ment de composants. L’utilisation de ces processus pour modéliser les statistiques
de photocomptage sous-poissoniennes a également été déja proposée, notamment
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3.2. Modéles de processus sous-poissoniens

dans les références [1416, 122].

Pour compléter cette description du modéle de temps d’attente gamma, nous
proposons ici d’en donner une image physique simple dont nous tirerons parti au
chapitre suivant. Cette image découle de la propriété usuelle suivante [110, 25] :

Propriété 3.2 Toute variable aléatoire & de moyenne 1y et distribuée selon une
loi gamma d’ordre L entier, peut s’écrire comme la somme de L variables aléa-

toires indépendantes (. distribuées selon une loi exponentielle et de moyenne
T()/L,

] =

£=) G (3.31)

k=1

Grace a cette propriété, on peut donc s’autoriser a considérer 'image phy-
sique suivante : entre deux détections successives de photons d’un processus sous-
poissonien de flux ¢ = 1/7y, on peut imaginer que L — 1 « photons virtuels »
sont parvenus a la surface du détecteur. Dans ces conditions, la réunion des dé-
tections de photons réels et de photons wvirtuels constitue un processus poissonien
« virtuel » sous-jacent de flux L/7y. Bien entendu, ces arrivées de photons vir-
tuels n’ont aucune réalité physique mais permettent une représentation imagée
intéressante du modéle sous-poissonien présenté ici. Elle simplifie en particulier
la simulation numérique de ces photocomptages sous-poissoniens, comme cela est
exposé dans 'annexe C.2.2 ou sont détaillées les méthodes utilisées pour simuler
numériquement, ce modeéle temporel.

L — 1 photons virtuels

& entre 2 détections successives &n
- -
t1 to — tn tn+1 >T
1 1 L 1 1 1 1 1 1 1 i 1 1 1 1
| | [ | | | | | | | I | | | |
I I [ I I I I I I I I I I I I
I I <271 [ I I I I I I I A I I I I t T
=07 R R E T Lo
I 1 1 L1 1 1 [ 1 1l 1 [ 1 I
— ~—
Hypothése Hy: entre O et L — 1
¢ photons virtuels photons virtuels

avant la 1°7¢ détection

F1G. 3.2 — Représentation schématique du modéle temporel de processus sous-
poissonien. L’intervalle de temps entre deux détections de photons successives
peut étre décomposé en L intervalles séparant ’arrivée de photons wvirtuels.

3.2.2.3 Propriétés probabilistes du modéle

A partir de ce modéle temporel, il nous faut maintenant établir le comporte-
ment statistique du photocomptage correspondant. Comme on peut le voir a la
figure 3.2, une mesure de photocomptage consiste schématiquement a mesurer le
nombre n de photons arrivés au niveau du détecteur, supposé parfait (efficacité
quantique = 1), durant un temps d’intégration 7" fixé. On suppose, sans perte
de généralité, que le photocomptage est déclenché au temps ¢ = 0. Les instants
d’arrivée des photons sur le détecteur sont toujours notés ;.

114



3.2. Modéles de processus sous-poissoniens

L’étude de la loi de probabilité Py(n) associée a la variable aléatoire N qui
correspond & ce nombre de détections durant 7" a été décrite dans le cadre de
la théorie du renouvellement [25] et peut étre transposée aisément au cas des
fluctuations d’intensité lumineuse sous-poissoniennes [116]. Cependant, I'image
physique des photons wvirtuels introduite précédemment fournit également un
moyen d’aboutir a ’expression de cette loi de probabilité, dont nous proposons
de rappeler les grandes étapes.

Plutot que de se fonder sur le comptage des photons réels du processus sous-
poissonien, on peut s’intéresser au comptage des photons virtuels qui obéissent
quant a eux a un processus poissonien virtuel sous-jacent dont la loi de probabilité
est connue. Cette approche implique néanmoins de différencier plusieurs cas pour
modéliser le déclenchement de la mesure de comptage. En effet, entre I'instant du
déclenchement de la mesure (t = 0) et la premiére détection d’un « vrai » photon
a t = t1, on peut supposer que ¢ photons virtuels sont parvenus au détecteur, ce
nombre ¢ étant compris entre 0 et (L — 1) (voir figure 3.2). Pour une loi gamma
d’ordre L, ces L hypothéses distinctes seront notées H, avec ¢ € [0, L — 1], et
seront supposées équiprobables et indépendantes, c’est-a-dire Py (H,) = 1/L.

Comme précédemment, on aura détecté n photons réels a I’issue de la durée
d’acquisition 1" si t, < T et t,.1 > T, ou t, et t,,1 représentent respectivement
les instants de détection du n® photon et du (n + 1)® photon. Or, pour une
hypothése H, donnée, avoir recu n photons sur le détecteur correspond a avoir
observé L(n—1)+/{+1 événements du processus poissonien virtuel sous-jacent®,
de méme que la réception de n + 1 photons sur le détecteur s’opére lorsque
Ln+/¢+1 événements du processus poissonien virtuel sous-jacent sont survenus.
Dés lors, si on détecte, pendant la durée T, entre L(n — 1)+ ¢+ 1 et Ln + ¢
événements de ce processus virtuel, on obtiendra dans tous les cas la détection
de n photons « réels » (voir figure 3.2). Par conséquent, sous ’hypothése Hy,
la probabilité conditionnelle Py(n|H,;) de mesurer n photons « réels » durant
Iintervalle de temps T peut s’écrire comme la somme de L probabilités qui
correspondent aux variables aléatoires de Poisson indépendantes associées a la
détection d’entre L(n — 1)+ ¢+ 1 et Ln+ ¢ événements du processus virtuel, soit

Ln+¢ m
Py(n|H) = Y e_L¢T@, (3.32)

m!
m=L(n—1)+{(+1

ou ¢ = 1/7y représente le flux de photons.
On obtient enfin la densité de probabilité Py(n) en sommant sur les L hypo-
théses H, équiprobables, ce qui permet finalement d’écrire, en notant uy = ¢T),

L—1
Py(n) = Py(n|H,)Py(H,)
/=0
oLy L1 Ln—+e (3.33)

(Lpn)™
D DD DR
= m=L(n—1)+{+1
m>0

66__ Ce processus correspond, rappelons-le,  'ensemble des instants d’arrivée des photons
réels et des photons virtuels au niveau du capteur.
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3.2. Modéles de processus sous-poissoniens

et de retrouver ainsi de facon originale le résultat de la référence [25].

Nous pouvons maintenant vérifier qu’un tel modéle traduit bien un comporte-
ment sous-poissonien en terme de statistique de photocomptage. Des calculs assez
fastidieux détaillés en annexe C.2 permettent de montrer que la valeur moyenne
de cette loi de probabilité est en accord avec la moyenne 75 = 1/¢ des temps
d’attente et vaut bien (N) = ¢T = py. Par ailleurs, on montre également que
pour des temps d’intégration élevés (et donc des valeurs moyennes py élevées),
la variance du photocomptage est inférieure & uy et vérifie var(N) = pyn/L, ce
qui correspond a un facteur de Fano F' = 1/L < 1. Ce résultat démontre donc
que pour des flux de photons suffisants, cette approche temporelle modélise bien
des statistiques de photocomptage sous-poissoniennes [146], dont le facteur de
Fano ne dépend que de 'ordre L de la distribution gamma des temps d’attente.

1___==:::: _________________ L_=1___
~
L X ]
N
N
L8 0.8 N b
N
o
=} B I\ \ |
5 AN
o 0.6 \\\ N N —
! W ~
= \ ~ < L=2
= - NN T T T T e s = = =
5] \
+— A\ N
% \ ~
04 \ - -
= W T~ L=3
- D <~ Tz
A ~ T~ = - - - - - L_:4_ —
0.2t T - L=5_ ]
. P P P P P -
0.001 0.01 0.1 1 10 100 10C

Nombre moyen de photons détectés (N) = uy

FiG. 3.3 — Evolution du facteur de Fano du modéle temporel de fluctuations
sous-poissoniennes, évalué numériquement a partir de la loi de probabilité Py (n)
de I'équation (3.33) et tracé en fonction du nombre moyen de photons détectés
pour plusieurs valeurs de ’ordre de la loi gamma L € {1,2,3,4,5}.

Evolution du facteur de Fano a faible flux A la différence du modéle gaus-
sien de fluctuations d’intensité évoqué précédemment et utilisé dans les références
[29, 28], la modélisation présentée ici permet de s’intéresser au comportement des
expériences de photocomptage pour des temps d’intégration 1" courts ou pour
des faibles flux ¢ de photons, conduisant dans les deux cas a un faible nombre
uny = ¢T' de photons détectés en moyenne. Grace a ce modéle, on peut en effet
rendre compte de la dégradation progressive de la nature sous-poissonienne de la
statistique de photocomptage & mesure que puy diminue [146, 25|. Pour des trés
faibles valeurs de puy < 1, le caractére sous-poissonien du processus tend méme
a disparaitre totalement.

Pour le vérifier, nous avons déterminé numériquement les valeurs du fac-
teur de Fano pour plusieurs valeurs de l'ordre L de la loi gamma décrivant
les temps d’attente et lorsque le nombre moyen de photons détectés py évo-
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3.2. Modéles de processus sous-poissoniens

lue. Pour cela, nous avons calculé numériquement la variance du photocomptage
var(N) = (N?) — (N)? a partir de la loi de probabilité Py(n) donnée en équation
(3.33), en évaluant numériquement la somme partielle suivante

Py

var(N) = Z [nQPN(n)] — 3y (3.34)

n=0

ou la somme a été tronquée pour les termes n > F, dont la contribution n’est
plus numériquement significative®”. Il est alors aisé d’en déduire le facteur de
Fano en calculant F' = var(N)/uy.

Les valeurs du facteur de Fano ainsi déterminées sont représentées sur la
figure 3.3 en fonction de py et pour plusieurs valeurs de l'ordre L. On observe
ainsi que pour un nombre moyen de photons détectés supérieur a4 une centaine,
le facteur de Fano est de 'ordre de 1/L, tandis qu’a trés faible flux, il tend vers 1
quel que soit I'ordre de la loi d’attente. Cette figure permet également de situer la
transition (cross-over) entre ces deux régimes aux alentours de 1 photon détecté
en moyenne pendant U'intervalle de temps T' [146, 42].

Ce comportement peut s’expliquer assez simplement en remarquant que pour
de trés faibles flux de photons (ou de maniére équivalente pour des temps d’in-
tégration trés courts), le temps d’attente moyen (£) = 7y entre deux détections
sera supérieur a la durée d’intégration sur le capteur : dans ce cas, on détectera
tout au plus 1 photon durant 7. On congoit alors qu’un tel résultat binaire (0
ou 1 photon détecté) ne dépende pas de la forme de la DDP du temps d’attente
P¢(§), mais de sa seule moyenne 75 = (£). En effet, dans la limite des trés faibles
valeurs d’intensité py < 1, comme dans le cas de la loi de Poisson [110, 118],
on montre en annexe C.2 que la loi de probabilité de I’équation (3.33) peut étre
approchée par une loi de Bernoulli de moyenne py,

Pn(n) = ph(1 — uy)' ™", avec n € {0;1}. (3.35)

Pour un tel processus de Bernoulli, la variance peut s’écrire var(N) = puy(1—puy)
et le facteur de Fano vaut donc F' =1 — uy et tend vers 1 lorsque py diminue.

Ainsi, quel que soit I'effort fourni pour tenter d’ordonner les arrivées de pho-
tons dans le temps, ce phénoméne de « fenétrage temporel » par la durée
d’observation viendra détériorer inévitablement le caractére sous-poissonien des
statistiques de comptage.

3.2.2.4 Généralisations du modéle temporel

Pour la présentation et la caractérisation de ce modéle temporel, nous nous
sommes volontairement limités aux cas de temps d’attente distribués selon une
DDP gamma d’ordre L entier. Ce choix a priori arbitraire se justifie car il per-
met, par le biais de I'image physique des photons wvirtuels, de caractériser le
comportement probabiliste du photocomptage.

Néanmoins, nous verrons dans le chapitre suivant qu’il peut étre intéressant de
généraliser ce modéle, par exemple pour décrire des facteurs de compression des

67— Nous avons pour cela vérifié que la troncature des termes n > P, permettait d’assurer
P, e X e e s 10—
que >_,.% Pn(n) était égal & 1 avec une précision inférieure a 107°.
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3.2. Modéles de processus sous-poissoniens

fluctuations d’intensité non entiers en utilisant des lois d’attente gamma d’ordre
quelconque (non nécessairement entier). De méme, pour évaluer la robustesse des
résultats établis grace au modéle de temps d’attente gamma, on pourra remplacer
les densités de probabilité gamma par d’autres formes de lois unimodales et
positives permettant également de modéliser 'effet de dégroupement des arrivées
de photons (lois K ou lois lognormales par exemple). Pour ces deux cas, bien
entendu, les modifications apportées au modéle rendront caduque I'interprétation
en terme de photons virtuels.

3.2.3 Modéle de photocomptage binomial

Présentons maintenant un autre modeéle de fluctuations sous-poissoniennes
qui consiste a supposer que loi de probabilité du nombre de photons détectés au
cours d’une expérience de photocomptage est une loi binomiale. Contrairement
au modéle précédent, ’approche que nous adoptons ne consiste pas a s’intéresser
au comportement temporel des temps d’attente entre les détections de photons.

3.2.3.1 Construction du modéle de photocomptage binomial

Le modeéle étudié a la section précédente consistait a généraliser la descrip-
tion temporelle d’un processus poissonien standard, qui correspond a la situation
de désordre maximal pour la répartition temporelle des instants de détection de
photons, en modifiant la loi d’attente entre détections de photons. A 'inverse,
le modéle binomial peut se construire quant a lui a partir de la situation la plus
ordonnée, pour laquelle les détections de photons surviennent de facon parfaite-
ment réguliére dans le temps (état nombre). Dans cette situation, une expérience
de photodétection effectuée pendant une durée 1" mesure la valeur ng avec une
probabilité de 1, c’est-a-dire

0 sin# Ny

Py(n) = { L sine N (3.36)

Le facteur de Fano dans une telle situation est bien stir minimal et nul.

A partir de cet état, on peut construire un modéle de fluctuations sous-
poissoniennes en analysant l'influence d’une absorption partielle sur cet état
parfaitement ordonné [144, 145, 39]. En effet, lorsqu’il subit une absorption de
facteur de transmission 7 modélisée par une absorption de Bernoulli, on affecte a
chacun des Ny photons contenus dans cet état ordonné une probabilité = d’étre
conservé et (1 — 7) d’étre absorbé (voir annexe C.1). Dans ces conditions, il est
bien connu (voir [35] p. 43, [133] p. 31 ou [110] p. 43) que le nombre m de pho-
tons conservés a l'issue du processus d’absorption de Bernoulli appliqué sur les IV,
photons initiaux (nombre de « succes » a 'issue de Ny réalisations d’une épreuve
de Bernoulli) obéit a4 une loi binomiale, de paramétres Ny et 7, c’est-a-dire

N,
Py(m) = ( 0) (1 — 7)Nomm, (3.37)
m
ol (]:;0) représente le coefficient binomial (]Xf) 2 m,(+°lm), Cette loi de probabi-

lité se caractérise par une valeur moyenne iy = 7NNy et une variance var(M) =
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par(1 — 7). On remarque ainsi que le processus absorbé est bien sous-poissonien
puisque var(M) < pp et que son facteur de Fano est directement donné par
FM =1-r.

Dans la suite, nous modéliserons certains processus de photocomptage d’une
lumiére sous-poissonienne de moyenne py et facteur de Fano F' par une loi bino-
miale de paramétres Ny et 7 vérifiant 7 = 1—F et Ny = uy/(1—F) [144, 145, 39].
Grace a ce modéle binomial, on pourra ainsi rendre compte de multiples situa-
tions allant de I’état le plus ordonné (état nombre) en supposant 7 = 0, jusqu’a
la situation de plus grand désordre correspondant a un processus de Poisson en
fixant 7 — 1.

Pour compléter cette rapide présentation du modéle binomial, on peut noter
également que le cadre théorique de 'optique quantique permet d’appréhender
des états binomiaux du rayonnement, notés }n, Ny). Les coefficients de la décom-
position de ces états sur la base des états de Fock assurent que la probabilité
de photocomptage est binomiale et régie par la loi de probabilité (3.37) [110].
Les études menées sur de tels états ont pu montrer en particulier qu’ils étaient
bien affectés par le phénomeéne de « dégroupement » des arrivées de photons mais
qu’ils ne correspondaient pas dans tous les cas a des états minimauzr du champ
au sens de I'inégalité de Heisenberg®®.

3.2.3.2 Stabilité du modéle binomial par absorption

Nous aurons 'occasion de voir par la suite que I'utilisation du modéle binomial
de fluctuations sous-poissoniennes est simple et pratique en raison de sa stabilité
par absorption. Cette propriété importante du modéle binomial peut s’énoncer
de la maniére suivante :

Propriété 3.3 Un processus binomial N de parameéetres Ny et T demeure bino-
mial lorsqu’il subit une absorption partielle de facteur de transmission 7" modéli-
sée par une absorbtion de Bernoulli. La variable aléatoire M associée au processus
absorbé est distribuée selon une loi binomiale de parameétres Ny et 77'.

Ce résultat peut se démontrer aisément en remarquant que la composition de
deux absorptions de Bernoulli de facteurs de transmission 7 et 7' reste une ab-
sorption de Bernoulli de facteur 77/. Une conséquence directe de cette propriété
est que le facteur de Fano F); de I’état absorbé s’exprime en fonction du facteur
de Fano Fy de I’état initial selon Fyy = 1 — 77" = 1 — 7/(1 — Fy), ce qui est
conforme au résultat général établi en équation (3.24).

3.3 Conclusion

Dans ce chapitre, la présentation succincte des bases du formalisme de 1’op-
tique quantique nous a permis de décrire les propriétés des états non standard
comprimés du champ électromagnétique et de noter I’analogie qui peut exister
avec les modélisations de statistiques d’intensité de speckle, notamment non cir-
culaires. Sous certaines conditions, ces états comprimés se caractérisent par une
réduction des fluctuations de l'intensité lumineuse par rapport a une lumiére

68— On pourra consulter la référence [140] pour une étude détaillée de ces états binomiaux.
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laser poissonienne standard, ce qui permet d’envisager I'utilisation de tels états
sous-poissoniens pour améliorer la précision de mesure de certaines applications
de métrologie optique.

Cette question sera plus précisément étudiée dans les chapitres suivants, ot
nous déterminerons les gains en terme de performance optimale que l'on peut
espérer obtenir avec de tels processus sous-poissoniens, pour des applications d’es-
timation de paramétre ou de détection. Pour réaliser ces caractérisations théo-
riques, nous nous appuierons sur les deux modeéles de processus sous-poissoniens
qui ont été détaillés dans ce chapitre.
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Analyse de la précision d’estimation
d’un paramétre en lumiére
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Dés leur mise en évidence expérimentale, les propriétés de certains états non
classiques du rayonnement électromagnétique ont trés tot laissé entrevoir diffé-
rentes applications potentielles, pour la métrologie notamment, mais également
pour les communications optiques. Prés de trente années plus tard, certaines de
ces applications ont été éprouvées en laboratoire et commencent & étre utilisées
en métrologie de trés haute sensibilité (détection d’ondes gravitationnelles par
exemple [101, 96]). Par ailleurs, ces derniéres années ont également vu naitre
un nouveau champ d’investigation, qualifié génériquement d’imagerie quan-
tique [32, 93], qui vise & intégrer la dimension spatiale du comportement des
états quantiques non classiques de la lumiére. Cette nouvelle approche permet
par exemple d’appréhender les effets de corrélations et d’intrications spatiales
non classiques qui surviennent lorsqu’on manipule certains états « exotiques »
de la lumiére [82]. Parmi les applications envisagées dans ce domaine de re-
cherche, on peut citer entre autres ’amplification paramétrique sans bruit des
images [36, 103], 'amélioration des limites de super-résolution [10, 82] ou encore
les techniques de ghost imaging utilisant des états & deux photons « jumeaux »
[82, 66]. Par ailleurs, parmi les défis actuels de I'imagerie quantique, on peut
citer la production d’états non classiques de la lumiére hautement multimodes
qui permettraient en particulier de dépasser les limites quantiques de résolution
standard pour la mesure simultanée de plusieurs paramétres [152, 84, 151].

Nous nous limiterons cependant dans ce chapitre au cas de I'estimation d’'un
unique paramétre, affectant un faisceau lumineux de maniére spatialement dis-
tribuée de telle sorte qu'une modification de ce paramétre entraine une variation
de 'amplitude du champ en tout point du plan transverse. Dans ce cas, la li-
mite quantique standard de la précision d’estimation®® peut étre dépassée en
superposant au faisceau initial un second faisceau comprimé dans un mode spa-
tial approprié, dénommé mode de bruit [151, 119, 28|. Il a été montré en effet
qu'un tel état bimode du champ électromagnétique donne naissance a de fortes
corrélations quantiques entre différents points de 'image [151, 149, 76|, et que
ces corrélations sont appropriées pour réduire les fluctuations qui entachent la
mesure du paramétre a estimer [151, 149].

Dans ce chapitre, nous allons considérer un autre moyen de réduire le bruit
quantique pour I'estimation d’un paramétre, en supposant que I'image est formée
sur un photodétecteur matriciel et qu’elle est perturbée en chaque pixel par
des fluctuations sous-poissoniennes indépendantes. [’objectif de ce chapitre de
thése est d’étudier 'apport des lumiéres sous-poissoniennes pour améliorer les
performances d’estimation de paramétre dans une image par rapport au cas
poissonien standard.

69 _ Rappelons que la limite quantique standard correspond & la précision que I’on obtiendrait
avec un faisceau quasi-classique cohérent (c’est-a-dire avec un bruit de photon poissonien), en
I’absence de toute autre source de bruit technologique.
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4.1. Modele de formation d’image et hypothéses

En utilisant le modéle phénoménologique « temporel » de fluctuations sous-
poissoniennes étudié au chapitre précédent, nous déterminerons une borne mi-
nimale sur la variance d’estimation du déplacement d’une image perturbée par
des fluctuations sous-poissoniennes et acquise a fort flux, ce qui nous permettra
de confirmer les résultats obtenus dans les références [29, 28] avec un modéle
gaussien de fluctuations et qui montrent que la variance d’estimation peut étre
au mieux réduite en proportion du facteur de Fano par rapport a la variance
qui serait obtenue avec un faisceau poissonien standard. En analysant 1’autre
cas limite d’'une image acquise a trés faible intensité et en étudiant le compor-
tement d’estimateurs du déplacement sur des images acquises a faible flux, nous
verrons toutefois que ce gain sur les performances optimales d’estimation tend
a disparaitre a faible flux. Pour décrire comment la borne minimale sur la va-
riance d’estimation évolue en fonction du niveau d’intensité moyen de I'image,
nous montrerons alors qu’il est possible de proposer I'expression d’une borne de
Cramer-Rao effective, dont nous vérifierons numériquement la validité.

Enfin, les performances de la méthode d’estimation proposée dans les réfé-
rences [29, 28] pour assurer une estimation efficace pour de petits déplacements
seront comparées a celles d’un autre estimateur simple d’un déplacement d’une
image, dont nous illustrerons 'efficacité et la généralité au moyen de simulations
numériques, notamment pour la mesure de grands déplacements.

4.1 Modéle de formation d’image et hypothéses

Nous supposerons dans ce chapitre que les images sont acquises au moyen
d’un photodétecteur matriciel en régime de comptage de photons. Comme nous
I’avons présenté a la section 3.1.2.2 du chapitre précédent, un tel capteur est
constitué d’une juxtaposition de nombreux photodétecteurs élémentaires, que
nous nous autoriserons par la suite & nommer pizels par abus de langage.

Le modéle d'image sous-poissonienne que nous allons considérer suppose que
chaque pixel du détecteur est illuminé par un état sous-poissonien monomode,
dont les fluctuations quantiques sont indépendantes des fluctuations présentes
au niveau des autres pixels. D’un point de vue global, cette hypothése implique
que le champ détecté soit hautement multimode : sa description spatiale sur
une base de modes pizels [119] doit en effet faire intervenir autant de modes
indépendants que de pixels considérés. En d’autres termes, lorsque 'on effectue
la décomposition modale d’un tel état comme a 1’équation (3.12), chaque mode
spatial u;(r) correspond dans ce cas a la fonction indicatrice™ du pixel j, dont
la surface est notée D,. L’opérateur quantique associé au nombre de photons
mesurés au niveau du pixel j s’écrit donc, d’aprés 'équation (4.1) et pour une
efficacité quantique n =1,

N akak // (r)|? d°r = Z apay 0; ) = aTa], (4.1)

ce qui signifie que le nombre de photons détectés au pixel j correspond & une
mesure de ’observable nombre de photons N = al ;ja; du seul mode j. On re-

70— Cest a dire u;(r) = 1 en tout point r situé a intérieur du pixel j, et u;(r) = 0 partout
ailleurs.
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4.1. Modele de formation d’image et hypothéses

trouve ainsi localement en chaque pixel du détecteur les propriétés des états
sous-poissoniens étudiés au chapitre précédent. Pour cette raison, ces images se-
ront qualifiées dans la suite de localement sous-poissoniennes, ou de maniére
équivalente localement comprimées en intensité.

Ce type d’éclairement sous-poissonien non classique semble plus difficile a
concevoir expérimentalement, que la solution évoquée en introduction de ce cha-
pitre et étudiée dans les références [151, 119, 28], pour laquelle il suffisait de
superposer deux modes dont un seul était comprimé. En effet, il est nécessaire
ici de générer simultanément un grand nombre d’états comprimés en amplitude.
Une implémentation expérimentale d'un tel état localement comprimé en in-
tensité pourrait néanmoins étre envisagée en construisant un réseau compact
de diodes laser sous-poissoniennes, ou d’amplificateurs optiques paramétriques
miniaturisés et juxtaposés [102] qu’il suffirait ensuite d’imager sur le plan du
détecteur. En s’assurant que le facteur de remplissage spatial (filling factor) de
ces sources est suffisant et en garantissant une bonne focalisation sur le plan
du détecteur, on obtiendrait des fluctuations localement sous-poissoniennes a la
surface du capteur, dans des aires pouvant étre limitées a la taille d’'un détecteur
¢lémentaire (pixel), garantissant ainsi I’absence de corrélation entre les mesures
effectuées sur les différents pixels.

Nous supposerons dans toute la suite de ce chapitre que ces hypothéses sont
satisfaites. Nous pourrons alors considérer qu’en chacun des M pixels du détec-
teur (et donc de l'image acquise), le nombre de photons recus est une réalisa-
tion d’une variable aléatoire N; de moyenne py,, décrite par une statistique de
photocomptage sous-poissonienne. Puisque nous considérerons, sauf mention du
contraire, uniquement les fluctuations d’origine quantique intrinséques au rayon-
nement électromagnétique, ’ensemble des valeurs moyennes du photocomptage
en chaque pixel py,, k& € [1; M] permettra donc de décrire 'image qu’on obser-
verait en I’absence de bruit quantique. Ces valeurs moyennes seront également
notées plus simplement p(k) 2 pn,, ot la fonction p(k), k € [1; M] décrit le
motif spatial d’éclairement utilisé.

Par ailleurs, pour obtenir des expressions simplifiées et synthétiques des BCRs,
nous utiliserons par la suite une hypothése commode consistant a supposer que le
capteur est constitué d’une répartition continue de pixels infinitésimaux’'. Cette
reformulation « continue » du probléme nécessite alors de décrire la répartition
spatiale de 'intensité moyenne par une fonction continue, notée fo(x,y), qui re-
présente le nombre moyen de photons détectés par unité de surface a la position
(x,y) du plan du capteur. Dés lors, pour un pixel k& de coordonnées (xy, yx) et de
surface infinitésimale Dy = dxy dy;, la valeur moyenne de I'intensité de ce pixel
pourra s’écrire

(k) = fo(k, yr) dzy, dyp. (4.2)

En outre, nous conviendrons dans la suite d’écrire la fonction fy(x,y) sous la
forme

fo(xvy) = Nt|vo(x,y)|2, (43)

ou /N; représente le nombre de photons recus en moyenne sur la totalité du dé-

"l_ En particulier, cette approximation nous permettra de remplacer la sommation discréte
sur les pixels du capteur par une intégration spatiale sur la surface de celui-ci.

124
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tecteur, et ot vo(x,y) désigne la valeur moyenne du champ électromagnétique,”
normalisé de sorte que [[ |vo(x,y)[*dz dy = 1.

4.2 BCR pour Pestimation d’un paramétre dans
une image localement sous-poissonienne

Nous allons ici déterminer la précision optimale d’estimation d’un parameétre
d caractéristique d’une transformation affectant I'intensité d’une image dans sa
globalité (par exemple une translation, une rotation ou encore une dilatation,
etc.) lorsque celle-ci est perturbée par un bruit localement sous-poissonien. Cette
étude nous permettra de quantifier le gain que pourraient offrir de tels états non
classiques de la lumiére pour améliorer les performances optimales d’estimation
par rapport & une lumiére cohérente standard. Cette caractérisation du gain
optimal théorique revét en effet une importance pratique pour justifier le corit
matériel et expérimental qu’il faut investir pour produire de telles images aux
fluctuations non classiques.

4.2.1 Information de Fisher pour I’estimation d’un para-
métre dans le cas général

Nous nous intéressons dans cette section au cas d’une transformation quel-
conque, paramétrée par une grandeur scalaire d, et affectant la totalité de I'image
considérée. L’objectif de la tache d’estimation consiste alors & mesurer la valeur
de ce paramétre d, a partir de 'acquisition de 'image modifiée. Dans ces condi-
tions, nous pouvons représenter ’effet d’une telle transformation sur la valeur
moyenne de chaque pixel de I'image grace a la relation suivante :

{my = k) — A{pk, )}, ke [1; M]. (4.4)

Pour évaluer la borne de Cramer-Rao de l'estimation du paramétre d, nous
devons préalablement évaluer I'information de Fisher Ir(d), qui caractérise la
quantité d’information contenue dans la totalité de 'image pour estimer le para-
meétre d et qui sera pour cette raison qualifiée d’'information de Fisher globale

dans la suite de ce chapitre. Sil’on note n 2 {n1;...;ny} Pensemble des mesures
de photocomptage réalisées sur les M pixels de I'image, 'information de Fisher
globale s’écrit, conformément a la définition 2.2 donnée au chapitre 2

Ip(d) £ —<§7 )] > (4.5)

"2 Bien que la fonction vg(z, y) représente la valeur moyenne du champ électromagnétique
en tout point du plan transverse, elle ne doit toutefois pas étre confondue avec un mode de
rayonnement unique : comme on l’a vu, le modeéle de champ considéré ici est en effet hautement
multimode.
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ou la logvraisemblance ¢(n) est définie par

((n) £ Pe(n) =[] Pu () = Y P (n) = Y L), (4.6)
k=1 k=1 k=1

car les fluctuations en chacun des pixels du détecteur, décrites grace aux lois de
probabilité discrétes Py, (nx), ont été supposées indépendantes entre elles, ce qui
permet d’écrire Py(n) = [[iL, Py, (n). Gréce a cette remarque, on peut réécrire
Ir(d) sous la forme suivante

A

IF(d):iIF(k:,d), avec Ip(k,d):—<g—;[£k(nk)}>, (4.7)

ou le terme Zg(k, d) sera dénommé dans la suite information de Fisher locale
pour 'estimation du paramétre d. En effet, bien que la totalité de 'image soit
utilisée pour estimer le parameétre d, savoir que nj; photons ont été détectés au
pixel k£ va contribuer dans une certaine mesure a la détermination de d.

Pour établir I’expression de 'information de Fisher, nous allons supposer que
les lois de photocomptage Py, (n) dépendent du paramétre d que 1'on cherche a
estimer par l'intermédiaire de leur valeur moyenne py, = p(k, d). Un tel modeéle
de formation d’image correspond a des situations expérimentales réelles dans
lesquelles le faisceau non classique qui forme I'image subit une transformation
paramétrée par la grandeur d.

Le calcul de I'information de Fisher locale Zp(k, d) au pixel k nécessite d’éva-
luer la dérivée seconde de la logvraisemblance ((ny) par rapport au paramétre
d. Nous proposons d’introduire les notations suivantes

= BLD -y = TR D (1)
qui nous permettent d’écrire, grace a I’hypothése précédente,
Olp(ng)  Ol(ng) Owp(k,d) ,  Olp(ng)
od  oulk,d)  od " oulk,.d) (4.9)
Par une nouvelle dérivation par rapport au parameétre d, on obtient
% = [MZ : % + ] 732?20;’3)2] (4.10)

A partir de cette derniére équation, et d’aprés ’équation (4.7), 'information de
Fisher locale se réécrit :

Ir(k,d) = =y <%> — [ui)? <%>- (4.11)

Cette expression se simplifie car le premier terme est nul™. Il suffit alors de
remarquer que le second terme de I'équation (4.11) fait intervenir I’expression de

73— En effet, la loi de probabilité Py, (ny) étant une série sommable normalisée, on peut écrire
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I'information de Fisher pour I'estimation de la moyenne pu(k,d), définie par

Thlp(h, d)) 2 —<%> (412)

Avec ces notations, I'information de Fisher locale Zp(k, d) se réécrit sous la forme
2
Ir(k,d) = [k, d)]" x Thlu(k, d)], (4.13)

ce qui permet, en sommant enfin sur les M pixels de 'image, d’obtenir une
nouvelle expression de I'information de Fisher globale

() = 3[BT g, ). (414)

k=1

En examinant la relation (4.13), on remarque que Zp(k,d) dépend de deux
facteurs distincts, qui s’interprétent intuitivement de la facon suivante :
— La présence du terme Z7.[u(k, d)] signifie que la qualité de I’estimation du
parameétre d dépend clairement de la qualité de ’estimation de l’intensité
moyenne en chaque pixel.

2
— Par ailleurs, le terme [W] traduit le fait que 'information de Fisher

locale Zp(k,d) est d’autant plus grande que la valeur moyenne p(k, d) est
« sensible » & une variation du paramétre d. On peut noter en outre que
ce second facteur ne dépend pas de la statistique de photocomptage, mais
uniquement de la répartition spatiale de I'intensité moyenne.

4.2.2 BCR pour l'estimation de déplacement en lumiére
poissonienne standard

Le principe du calcul de I'information de Fisher présenté ci-dessus peut s’ap-
pliquer & I’estimation de tout paramétre physique d qui affecte 'intensité lumi-
neuse d’une image dans sa globalité. A partir de maintenant, nous allons toute-
fois nous focaliser sur un cas particulier dans lequel la transformation subie par
I'image se résume a un déplacement d’amplitude d dans une direction donnée,
que nous supposerons par commodité colinéaire a I'axe X du plan transverse.
En pratique, I’étude de cette situation physique revét un intérét pour des appli-
cations de recalage d’images ou de nanopositionnement de faisceau, entre autres
exemples. De plus, ce probléme classique de traitement d’image a fait 'objet de
nombreuses études antérieures dans des situations de bruits plus standard (bruit
gaussien, bruit de Poisson, etc. Voir par exemple [63, 136]). En particulier, nous
rappelons ci-dessous le calcul de la borne sur la variance minimale d’estimation
d’un déplacement, obtenue dans le cas d’un bruit de Poisson, & laquelle nous
pourrons par la suite comparer les valeurs de BCR déterminées pour des fluctua-
tions sous-poissoniennes.

Dans le cas standard ou les fluctuations de I’'intensité se situent au niveau

|2, Py, (ng)
Oi(nk) \ _ ~+oo Oln Py, (ng) _ x~too 9Py (k) "E=0" Tk _ o]
<a,f(k,§)> — Zinyp=0 Py, () Buj(vk,d)k - an:o ag(kk,d)k - A (k,d) — dulk,d) — 0.
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du shot noise, nous avons vu au chapitre précédent que la loi de probabilité de
photocomptage est une loi de Poisson. Dans ces conditions, il est bien connu
[118] que Pinformation de Fisher pour Iestimation de I'intensité moyenne vaut

1
pu(k,d)

Zielp(k, d)] = (4.15)

En utilisant cette expression dans I’équation (4.13), on peut alors calculer 'in-
formation de Fisher globale

8u(k,d)]2 L

M
]gm(d) = )
- [ ad 1i(k, d)

(4.16)

ot la notation 15°/(d) signifie que I'on considére des fluctuations poissoniennes.

On peut fournir une expression plus synthétique de 7£°(d) en utilisant 'ap-
proximation d’une répartition continue de pixels évoquée précédemment. Pour
un déplacement d selon la direction X, la valeur moyenne de l'intensité au
pixel k£ de coordonnées (xy,yy) de I'image déplacée s’écrit dans ce cas p(k,d) =
fo(zr — d, yx) dzgdyy (voir équation 4.2). En utilisant cette relation et en rempla-
cant la sommation sur les M pixels du détecteur par une intégration spatiale sur
toute la surface du détecteur notée 3, 'équation (4.16) se réécrit sous la forme
intégrale suivante

o 8f0 (x —d,y)72 1
It // 5 @ —d9) dz dy. (4.17)

Si I'on suppose enfin que ’extension spatiale du faisceau et que 'amplitude du
déplacement sont faibles devant la taille du capteur, on peut étendre le domaine
d’intégration de ’équation précédente a la totalité du plan transverse. En posant

alors 7 2 7 — d, on a 8f0(”5 dy) _ 3foa(§ ) | aa_ail' — L d’ott I'on déduit
8f0 ' y 1 ~
IEo(d // da’ dy = 15°(0), 4.18
r ! f0<x17y> r ( ) ( )

ce qui permet de montrer qu’avec les hypothéses que nous avons faites, I’infor-
mation de Fisher I£%(d) est indépendante de la valeur du déplacement d.

A partir de 'expression précédente de I5%(d), on peut alors retrouver 1’ex-
pression de la BCR pour I'estimation du déplacement d en lumiére poissonienne
(voir annexe C.3.1.1), qui s’écrit

1 1

BCR"(d) = —po— =
CR(d) IR (d)  16m2N; A% [vo(z,y)]

(4.19)

et qui est aussi indépendante du déplacement d. Dans cette équation, A% [v(x, y)]
désigne la largeur spectrale spatiale selon la direction X de la répartition
de champ moyen vy(z, y) qui définit la forme du motif spatial d’intensité fo(x,y)
car on a supposé que fo(x,y) = Ni|vo(z,y)|>. Nous rappelons ci-dessous la défi-
nition de la largeur spectrale spatiale A% [vy(z,y)] (voir référence [117]).

Définition 4.1 Soit g(x,y) une fonction définie sur R?* a wvaleurs complexes
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(9(z,y) € C). En supposant que le module, noté |g(x,y)|, de la fonction g(z,y)
admet une transformée de Fourier (bidimensionnelle) notée TF{|g|}(vx,vy), la
largeur spectrale spatiale A% [g(xz,y)] de la fonction g(x,y) selon la direction X
est définie par

A% [g(z,y)] = // Vg()TF{|g|}(Vx,I/y)‘2dI/X dvy. (4.20)

L’expression de la BCR fournie a I’équation (4.19) constitue un résultat clas-
sique lorsque 'on considére des bruits poissoniens [105, 136, 157]. I est bien
connu que cette BCR décroit lorsque le nombre moyen de photons N, recus sur
la totalité du détecteur durant la durée T" augmente : en d’autres termes, ’écart-
type de la mesure diminue proportionnellement a la racine carrée de l'intensité
lumineuse [105, 136]. On peut noter également que la BCR dépend du contenu
fréquentiel du motif spatial d’éclairement. En effet, les variations d’intensité au
niveau du détecteur seront d’autant plus sensibles & des déplacements faibles que
la structure du motif d’éclairement présentera une densité d’énergie non négli-
geable pour des fréquences spatiales élevées, rendant ainsi la mesure de d plus
aisée, et donc plus précise. Ces observations peuvent étre illustrées trés claire-
ment dans le cas ou le motif d’éclairement est gaussien. La répartition spatiale
de champ moyen s’écrit dans ce cas

1 $2+y2)

vo(a:,y):\/%wexp(— T2 (4.21)

ou w représente la largeur du faisceau (waist en anglais), et la répartition spatiale
d’intensité correspondante vaut,

N, 22 + q?
2mw? '

fola,y) = (4.22)
Dans ce cas, on peut montrer que A% [vo(x,y)] = 1/(16 7*w?), et la BCR devient

donc
2

, w
BCR"™(d) = —.

@ =%
Pour un tel faisceau gaussien, si 'on considére que le plus petit déplacement
détectable 0d,,;, correspond a Iécart-type minimal 0d,,;, = w/+/N;, alors cette
valeur s’identifie a ’expression de la limite quantique standard de résolution que
’on peut trouver par exemple dans les références [116, 37, 29].

(4.23)

4.2.3 BCR pour l'estimation de déplacement en lumiére
sous-poissonienne

Nous proposons maintenant de caractériser la précision optimale d’estimation
d’un déplacement d’une image en lumiére sous-poissonienne en se fondant sur le
modeéle phénoménologique temporel de fluctuations sous-poissoniennes présenté
a la section 3.2.2. Nous verrons que si le calcul explicite de la BCR n’est pas
réalisable dans ce cas, il est néanmoins possible de minorer celle-ci dans des
situations ou l'intensité de I'image est élevée. Nous tenterons ensuite d’analyser
le comportement de la BCR pour des situations ou I'intensité de 'image est faible
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(acquisitions a faible flux de photon), ce qui nous conduira a proposer ’expression
explicite d'une borne de Cramer-Rao effective. Comme nous le vérifierons par la
suite, cette BCR effective nous permettra de borner la variance d’estimation d’un
déplacement quels que soient les niveaux d’intensité que nous ayons considérés.

4.2.3.1 Borne sur la variance minimale d’estimation pour un modéle
de lois d’attente gamma

En raison de la complexité de la loi de probabilité de photocomptage don-
née en équation (3.33) et associée au modéle phénoménologique temporel de
fluctuations sous-poissoniennes, il ne nous a pas été possible de déterminer ex-
plicitement la BCR pour ’estimation d’un déplacement d’une image perturbée
par un tel bruit sous-poissonien.

Cependant, lorsque 1’on considére un tel modeéle temporel pour lequel les
temps d’attente entre détections successives de photons sont distribués selon une
loi gamma d’ordre L € N, il est possible de tirer parti de 'image physique des
photons virtuels™ pour majorer I'information de Fisher et obtenir ainsi une limite
inférieure a la BCR véritable. Lorsque la valeur moyenne du photocomptage iy,
au pixel k est suffisamment élevée, on peut en effet supposer qu’au lieu de mesurer
uniquement le résultat n, du comptage des vrais photons, nous avons acces a la
mesure my du nombre de photons virtuels qui y sont parvenus durant le temps
T. Comme nous 'avons vu a la section (3.2.2), la loi de photocomptage Py, (my)
suivie par ce processus virtuel sous-jacent est alors une loi de Poisson standard,
d’intensité L x py, . Bien que I'’hypothése de pouvoir détecter ces photons virtuels
ne soit clairement pas réaliste, elle n’en demeure pas moins intéressante pour
borner la variance minimale d’estimation de d. En effet, nous démontrons dans
la référence [12] (voir aussi annexe C.3.1.2) la propriété suivante :

Propriété 4.1 Pour un processus sous-poissonien modélisé par des temps d’at-
tente gamma d’ordre L, l'information de Fisher Ig(d) pour ['estimation d’un
déplacement d est inférieure ou égale a linformation de Fisher, notée Ip,,(d),
évaluée dans le cas du processus de Poisson virtuel sous-jacent,

M

B ou(k,d)q2 1
IF(d)SIFM(d)_L;[ od ] X ,u(k,d)'

(4.24)

En comparant I’équation précédente avec I’expression de 'information de Fisher
IE°(d) dans le cas poissonien donnée en équation (4.17), on voit que I'information
de Fisher pour I'estimation du paramétre d est au mieux augmentée en proportion
de 'ordre L de la loi gamma caractéristique du processus sous-poissonien.

On peut alors aisément déduire une limite inférieure a la BCR, que nous

—~L

noterons BC'R (d) dans la suite pour une loi d’attente gamma d’ordre L (voir
annexe C.3.1.2). Cette valeur limite correspond a la BCR que I'on obtiendrait
pour une image poissonienne standard d’intensité L fois plus élevée, c’est-a-dire

. BCRPoi(d) 1
BCR (d) = 7 " 16LN, A% [vo(z, y)]

(4.25)

74 _ Introduite a la section 3.2.2.
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Par conséquent, on peut conclure que la BCR pour l'estimation d'un dépla-
cement peut étre au mieux réduite en proportion du facteur de Fano
F = 1/L par rapport au cas poissonien standard, lorsqu’on utilise une lumiére
sous-poissonienne de temps d’attente gamma d’ordre L entier d’intensité suffi-
sante. On a montré en effet en section 3.2.2 que F' — 1/L a forte intensité,
pour une loi d’attente gamma d’ordre L. En supposant que cette borne infé-
rieure puisse étre atteinte par la variance d’un estimateur du déplacement, cela
signifierait alors que la réduction des fluctuations du photocomptage est dans ce
cas pleinement mise a profit pour réduire la variance d’estimation du paramétre.

Nous vérifierons dans la suite de ce chapitre que cette limite inférieure @%L(d)
s’identifie bien & la vraie valeur de la BCR a fort flux, confirmant ainsi le résultat
établi dans les références [29, 28| en utilisant un modéle gaussien de fluctuations
sous-poissoniennes.

4.2.3.2 Influence du comportement Bernoulli a faible flux :

A faible flux en revanche, la limite inférieure de la BCR que nous venons
d’établir risque de sous-estimer fortement la valeur de la BCR. véritable. En effet,
nous avons vu a la section 3.2.2 que la nature sous-poissonienne de la statistique
de photocomptage disparait progressivement quand on recoit moins de quelques
photons en moyenne sur le détecteur pendant la durée d’intégration 7". Dans un
cas limite ot 'intensité IV, serait trés faible, en supposant que le photocomptage
en chaque pixel peut étre modélisé par une loi de Bernoulli (voir équation 3.35),
on montre que I'information de Fisher pour I'estimation de d s’écrit™ (voir [42]
ou annexe C.3.1.4)

Ie(d) = I29(d) + / / [Wrdm@, (4.26)

et tend progressivement vers I5%(d) a mesure que l'intensité moyenne totale NN,
diminue™. A trés faible flux, Iutilisation d’un faisceau sous-poissonien ne permet
donc pas d’augmenter I'information disponible sur 'estimation du paramétre
d par rapport a une lumiére standard poissonienne. De fagon équivalente, ce
résultat signifie que la BCR a trés faible flux ne sera pas diminuée par rapport
a la borne sur la variance d’estimation que ’on obtiendrait pour un faisceau
standard poissonien (BC R (d)).

4.2.3.3 Borne de Cramer-Rao effective

Pour compléter les résultats précédents obtenus dans deux cas extrémes (image
de trés forte, ou de trés faible intensité), il serait intéressant de disposer d’une
expression explicite de la BCR qui décrive comment la borne minimale sur la
variance d’estimation de déplacement en lumiére sous-poissonienne évolue en
fonction de l'intensité de "image. Si ’on n’a pas pu obtenir rigoureusement une
telle expression avec le modéle phénoménologique temporel, nous allons voir que

7 _ On suppose ici encore que d et la largeur du faisceau sont faibles par rapport 4 la taille
du capteur, constitué d’une répartition continue de pixels infinitésimaux.
76— En effet, le premier terme I5°!(d) est proportionnel & N; alors que le second terme varie

comme N7 et devient négligeable pour N; < 1.
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le modéle binomial de fluctuations sous-poissoniennes introduit en section 3.2.3
permet quant a lui de conjecturer une forme explicite de la borne de Cramer-Rao,
que nous qualifierons dans la suite de ce chapitre de borne de Cramer-Rao ef-
fective et dont nous vérifierons numériquement la validité pour décrire la borne
minimale de la variance d’estimation a faible flux de photon.

Information de Fisher locale pour un modéle binomial : Nous considé-
rons dans ce paragraphe que I'image acquise est perturbée par des fluctuations
sous-poissoniennes binomiales. Plus précisément, nous supposons qu’en chaque
pixel du détecteur, la statistique de photocomptage suit une loi binomiale simi-
laire & ’équation (3.37) dont le paramétre Ny est supposé identique pour tous
les pixels de I'image. Pour un pixel £ du détecteur, le second paramétre de cette
loi binomiale est noté n(k) et caractérise la valeur moyenne du photocomptage
au pixel k car u(k) = Non(k). On a vu en étudiant le modéle binomial que le
facteur de Fano au pixel k s’écrivait dans ces conditions F'(k) = 1 — n(k). Pour
effectuer ces hypothéses et utiliser le modéle binomial, il est en réalité nécessaire
de modifier le modéle de formation d’image utilisé précédemment, en supposant
que l'image est désormais formée par absorption partielle d'un faisceau sous-
poissonien d’intensité et de facteur de Fano initialement uniformes (voir le détail
de ce modéle de formation d’image en annexe C.3.1.3).

Bien qu’il nécessite de considérer un dispositif de formation d’image différent,
ce modéle binomial de fluctuations sous-poissoniennes permet néanmoins de cal-
culer explicitement I'information de Fisher locale pour 'estimation de I'intensité
moyenne p(k, d) au pixel £ (voir annexe C.3.1.3), qui s’écrit dans ces conditions

1

Tplp(k, d)] = W

(4.27)

Si ’on compare cette expression avec I'information de Fisher locale obtenue dans
le cas poissonien (équation (4.15)), on s’apercoit que l'information de Fisher lo-
cale dans le cas de fluctuations sous-poissoniennes binomiales est augmentée, par
rapport au cas poissonien, de maniére inversement proportionnelle au facteur de
Fano F(k,d) de la lumiére au pixel k. Pour un tel modéle binomial, la nature
sous-poissonienne de la lumiére captée au niveau du pixel k est donc trés simple-
ment prise en compte dans 'expression de 'information de Fisher locale. Cette
remarque présente un intérét significatif car nous allons voir dans le paragraphe
suivant qu’elle nous permet de conjecturer I’expression d'une borne de Cramer-
Rao effective pour la prise en compte des situations d’imagerie & faible flux de
photon.

Définition d’une borne de Cramer-Rao effective : L’information de Fi-
sher locale obtenue ci-dessus en considérant un modéle binomial de fluctuations
suggére que ’expression de 'information de Fisher pour des fluctuations sous-
poissoniennes peut étre déduite de 'information de Fisher IﬁOi(d) obtenue dans
le cas poissonien a I’équation (4.16), a condition de pondérer la contribution de
chaque pixel de I'image par le facteur de Fano effectif de la lumiére détectée au
pixel k. En effectuant cette pondération et en sommant sur ’ensemble des M
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pixels du détecteur, on obtient ’expression suivante pour 'information de Fisher

M 1

ad } “Flk dDplk,d)

(4.28)

—_

ot la notation I;ff(d) désigne l'information de Fisher effective. Il est alors
aisé d’en déduire la borne de Cramer-Rao effective correspondante’’

i1 [ noulk,d)2 1 !
BCRff(d)_]eff(d)_{;[ od } XF(k:,d)u(k;,d)} - (430)

Cette expression de la BCR effective va permettre de rendre compte de la
dégradation progressive de la nature sous-poissonienne de la statistique de pho-
tocomptage en chaque pixel lorsque l'intensité moyenne diminue. En effet, la
caractérisation du modéle temporel de fluctuations sous-poissoniennes présentée
dans la section 3.2.2.3 a montré™ que lorsque le temps d’attente entre deux dé-
tections successives de photons est distribué selon une loi gamma d’ordre L, le
facteur de Fano du photocomptage sous-poissonien évolue continuement entre 1
(pas de réduction de bruit) a trés faible flux et 1/L (réduction maximale des
fluctuations) quand gy est important (uy > 100 photons environ).

En utilisant ces observations pour interpréter I’expression de la BCR effective
donnée en équation (4.30), on peut alors retrouver les comportements limites de
la BCR discutés précédemment :

— A trés forte intensité, le facteur de Fano est quasiment égal 4 1/L en chacun
des pixels, c’est-a~dire Vk € [1; M], F(k,d) ~ 1/L. Dans ces conditions, la
BCR effective est alors L fois inférieure a la BCR obtenue pour un faisceau
poissonien standard de méme intensité et correspond a I’expression de la

borne limite @%L(d) obtenue précédemment.

— A linverse, lorsque I’intensité moyenne de I'image est trés faible, nous avons
vu que la nature sous-poissonienne du faisceau est fortement dégradée, et
on a alors Vk € [1; M], F(k,d) ~ 1. L’expression de la BCR effective ne
différe alors quasiment pas de la BCR obtenue pour un faisceau poissonien
(BCRPO(d)).

Pour évaluer la BCR effective dans les situations d’intensité intermédiaire, on
peut voir en observant 1’équation (4.30) qu’il est nécessaire, pour chaque pixel
k, de connaitre le facteur de Fano effectif, noté F(k,d) dans I'équation (4.30) et
dont la valeur évoluera entre 1/L et 1 en fonction du nombre moyen u(k, d) de
photons regus au pixel k. Pour un pixel & donné, d’intensité moyenne u(k,d),
nous proposons d’évaluer numériquement le facteur de Fano a partir de la loi de

77— En supposant comme dans les cas précédents que le capteur est constitué d’une répar-
tition continue de pixels infinitésimaux et de taille importante devant d et devant I’extension
spatiale du faisceau, BCR®/f(d) se réécrit sous une forme intégrale et indépendante de d

BCR () = {// F(zid,y) [8fo(xa; d,y)rfo(;lwz,y)}l, (4.29)

ou F(x,y) est le facteur de Fano de la lumiére au point (z,y) et fo(x,y) représente la répartition
spatiale de 'intensité moyenne de 'image.
78 _ Voir en particulier la figure 3.3, p. 116.
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probabilité Py, (ns) dont la forme est donnée en équation (3.33), en supposant
que la valeur moyenne de cette loi vaut uy = p(k, d). Cette méthode d’évaluation
numérique du facteur de Fano & partir de la loi (3.33) a été détaillée en section
3.2.2.3, et nous proposons de 'appliquer en chaque pixel de 'image afin de dé-
terminer numériquement les valeurs de BC'R®//(d) pour un motif d’éclairement
donné.

Validation numérique de la BCR effective : Sur la figure 4.1, nous avons
tracé 1’évolution de la BCR effective évaluée numériquement dans le cas d’une
image de 256 x 256 pixels. Le motif d’éclairement considéré est de forme gaus-
sienne (voir équation (4.22)), de largeur w = 5 pixels et d’intensité totale IV
variable. Les valeurs de BC' R/ (d) normalisées par N; sont tracées en trait ti-
reté (——) en fonction de Nj.

On peut remarquer en observant cette figure que la BCR effective permet bien
de décrire une évolution continue de la borne minimale sur la variance d’estima-
tion entre BO'RP*'(d) a faible flux (pas d’amélioration de la performance opti-
male d’estimation) et BC'RP?/(d)/L lorsque l'intensité de I'image est importante
(amélioration maximale de la performance optimale d’estimation en proportion
du facteur de Fano ' =1/L).

30 T T T 1 T U T L

BCR(d) x N,

10 100 1000 10000 10000(

F1G. 4.1 — Comparaison de la borne de Cramer-Rao effective (traits tiretés (——))
avec les valeurs de la BCR évaluée numériquement (traits pleins épais (—)) pour
I’estimation d’un déplacement d’un motif d’éclairement de forme gaussienne, de
largeur w = 5 pixels et d’intensité NV;. Les courbes en trait pointillés (- - -)

——L
correspondent aux valeurs de BCR (d). L’image comporte 256 x 256 pixels et

est perturbée par un bruit sous-poissonien (modéle de temps d’attente gamma
d’ordre L).

Nous ne pouvons cependant pas démontrer rigoureusement que 1’expression
de la BCR effective décrit la véritable BCR pour le modéle temporel considéré
ici. Nous pouvons toutefois envisager de le vérifier numériquement. Pour cela,
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nous proposons de calculer numériquement la borne de Cramer-Rao associée au
modéle « temporel », défini par la loi de photocomptage donnée en équation
(3.33). Cette BCR numérique est obtenue en évaluant 'information de Fisher
locale en chaque pixel grace a la méthode numérique détaillée en annexe A. 11
suffit ensuite de sommer les valeurs obtenues sur la totalité des pixels formant
I’image pour obtenir I'information de Fisher totale, puis d’en calculer I'inverse
pour déterminer finalement la BCR numérique.

Nous avons tenté d’évaluer cette BCR numérique dans des conditions iden-
tiques a celles considérées pour le calcul de BO'R®//(d) sur la figure 4.1. En raison
de la complexité de la loi de photocomptage Py(n), les valeurs de la BCR n’ont
pu étre calculées numériquement que pour L = 2 et L = 3, et pour les faibles
valeurs de N; (jusqu’'a N;=5 x 103 pour L=2 et N;=3 x 103 pour L=3). Ces va-
leurs normalisées par N; sont reportées en trait plein épais (—) en fonction de
N, sur la figure 4.1. Bien qu’incomplet, ce tracé se superpose approximativement
aux courbes représentant la BCR effective (courbes en traits tiretés ——), ce qui
tend a conforter la validité de la BCR effective pour évaluer une borne sur la
variance minimale d’estimation d’un déplacement en lumiére sous-poissonienne,
pour des valeurs quelconques de l'intensité moyenne de I'image.

4.2.3.4 Définition d’un gain sur la performance d’estimation optimale

Grace aux résultats précédents, il est possible d’évaluer une borne minimale
de la variance d’estimation de déplacement lorsque les fluctuations de I'image
sont sous-poissoniennes. Celle-ci est en général inférieure a la BCR qu’on obtien-
drait avec un faisceau poissonien standard de méme intensité moyenne, et 1'on
a vu qu’elle pouvait au mieux étre diminuée en proportion du facteur de Fano
F', par rapport a cette situation de référence. De maniére générale, pour des
conditions expérimentales données utilisant une lumiére poissonienne standard,
il existe donc deux fagons de diminuer la BCR d’estimation d’un paramétre : soit
en augmentant simplement l'intensité du faisceau poissonien, soit en conservant
la méme intensité lumineuse, mais en remplacant ce faisceau par un éclaire-
ment non classique sous-poissonien. Si la premiére méthode semble bien entendu
beaucoup plus simple a mettre en pratique que la seconde, il existe cependant des
situations pour lesquelles I’augmentation du flux lumineux n’est pas souhaitable,
en particulier lorsque celle-ci risque de détériorer I’échantillon mesuré (tissus cel-
lulaires par exemple), ou encore si les mesures effectuées nécessitent de réduire
le niveau de bruit en valeur absolue™. Dans ces cas précis, 'utilisation d’états
non classiques sous-poissoniens de la lumiére revét alors un intérét indéniable.

Il parait donc intéressant de proposer un critére de gain sur la performance
d’estimation optimale G, défini comme 'accroissement d’intensité nécessaire
pour qu’un faisceau poissonien standard d’intensité totale G x N; permette d’at-
teindre, dans des conditions identiques, la méme variance minimale (la méme
BCR) qu’un faisceau sous-poissonien de facteur de Fano F' d’intensité totale V.
D’apreés les conclusions établies précédemment dans cette section, ce gain varie
entre G = 1 (pas d’amélioration) lorsque l'intensité du faisceau est trés faible et

7™ _ Ce qui n’est pas le cas de I'estimation de paramétre étudiée dans ce chapitre.
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une valeur maximale G, égale a

gmax - (4:3].)

1
f)
dans les situations ou le facteur de Fano est égal a F' en chacun des pixels
de I'image, c’est-a-dire pour des niveaux d’intensité lumineuse suffisants. Nous
verrons dans le chapitre suivant comment on peut définir un gain en performance
pour évaluer I'apport des états sous-poissoniens de la lumiére pour des taches de
détection.

4.3 Estimation de déplacement en lumiére sous-
poissonienne

Dans la section précédente, nous avons caractérisé une borne minimale sur la
variance d’estimation d’un déplacement d dans une image et établi I’expression
d’un gain en terme de performances optimales d’estimation de déplacement lors-
qu’on utilise un faisceau sous-poissonien a la place d’un faisceau cohérent stan-
dard (poissonien). Il nous faut cependant encore vérifier qu’un tel gain peut étre
atteint en pratique, en exhibant un estimateur de déplacement qui soit efficace
pour des fluctuations d’intensité sous-poissoniennes. Pour cela, nous présentons
dans cette section deux méthodes d’estimation de déplacement, dont les perfor-
mances seront caractérisées par la suite, grace a des simulations numériques.

4.3.1 Meéthode « petits signaux » par pondération linéaire

La premiére méthode que nous rappelons briévement ici a été étudiée dans
les références [151, 29, 28]. Le principe de cette technique d’estimation repose
sur la mesure de l'intensité totale du faisceau, réalisée dans deux configurations
distinctes :

— On mesure tout d’abord l'intensité totale de I'image acquise au niveau du

capteur. Le résultat de cette mesure d’intensité est noté

N, = / /E n(z, y)dzdy, (4.32)

ou n(x,y) désigne le nombre de photons regus par unité de surface a la
position (z,y) du détecteur et vérifie (n(x,y)) = fo(x — d,y) quand le
faisceau est déplacé de d. Conformément aux notations introduites précé-
demment dans ce chapitre, la valeur moyenne de cette mesure d’intensité
s'écrit (N;) = N,.

— On mesure ensuite l'intensité totale d’une version pondérée de I'image
acquise. Puisque 1’on se place toujours dans le cas d'un déplacement hori-
zontal uniquement, la transformation a appliquer consiste ici & multiplier
chaque pixel de 'image mesurée par une fonction de pondération notée
g(z,y). L’intensité totale mesurée s’écrit alors dans ce cas

S = / /E o, y) ez, y)dady. (4.33)
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A partir de ces deux mesures d’intensité, il est possible d’estimer la valeur
du déplacement d, a condition de choisir convenablement la forme de la fonction
de pondération g(z,y). Ce probléme a été étudié en détail dans les références
[151, 29, 28]. En particulier, il a été établi que I'amplitude de variation du signal
S; lorsque le faisceau subit un faible déplacement d dans la direction horizontale
X pouvait étre maximisée en choisissant une fonction de pondération propor-
tionnelle a la dérivée par rapport a la variable x du logarithme de I'amplitude
du champ moyen non déplacé |v(z,y)|, c’est-a-dire

1 0

ooz, 9)] 9z [|Uo($>y)|] (4.34)

g% (z,y)

Avec ce choix optimal de fonction de pondération, on maximise la précision de
cette méthode d’estimation et I'estimateur du déplacement d peut alors s’écrire,

LS
8m2 A% [vo (@, y)] Ny

i 2 — (4.35)

ol la notation czlm signifie que l'estimateur utilise une pondération linéaire.
Dans ce cas, 'utilisation de cet estimateur a « petits signaux » (c’est-a-dire pour
la mesure de trés faibles valeurs du déplacement d) sur un faisceau standard
poissonien permet d’atteindre la limite quantique standard de précision [151, 29,
28], c’est-a-dire que la variance de dy;, atteint la valeur BCRP?(d).

Par ailleurs, il a également été démontré dans les références [29, 28] que cette
méthode d’estimation, associée & une fonction de pondération g(x,y) optimisée
conformément & I’équation (4.34), reste efficace a « petits signaux » lorsque ’on
considére des lumiéres sous-poissoniennes de trés forte intensité. En effet, il a
été montré que la variance de cet estimateur atteint la borne de Cramer-Rao,
évaluée dans les références [29, 28] pour un modéle gaussien de fluctuations sous-

—~~—— L
poissoniennes (hypothése de flux intense) et qui s’identifie & la valeur BCR (d)
donnée ici en équation (4.25).

4.3.2 Méthode d’estimation par intercorrélation logarith-
mique

Si l'estimateur précédent constitue une méthode simple pour réaliser une
estimation de déplacement efficace a tres faibles déplacements, il pourrait étre
intéressant en pratique d’exhiber une méthode d’estimation plus générale, qui ne
soit pas limitée aux faibles déplacements.

En raison de ses propriétés d’optimalité asymptotique, il est souvent intéres-
sant d’utiliser un estimateur au sens du maximum de vraisemblance. Dans des
situations de bruit standard, ce type d’estimateur peut en effet étre calculé dans
le cas ot 'on cherche & estimer le déplacement d’une image bruitée [136, 63]. Ce-
pendant, lorsque I'on considére le modéle phénoménologique temporel de fluctua-
tions sous-poissoniennes, cet estimateur n’a pas pu étre déterminé explicitement
en raison de la complexité de la loi de photocomptage Py(n). A défaut, nous
proposons d’utiliser I’estimateur au sens du maximum de vraisemblance adapté
au cas de fluctuations poissoniennes que nous présentons ci-dessous.

[’estimation optimale du déplacement d’images bruitées par des statistiques
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poissoniennes présente un intérét important, pour des applications de recalage
d’images astronomiques par exemple et peut étre effectuée grace a un estima-
teur au sens du maximum de vraisemblance [136, 63]. En particulier, lorsque
I’extension spatiale du faisceau et le déplacement a estimer sont faibles devant
les dimensions du capteur, on peut montrer (voir référence [63] ou le rappel pro-
posé en annexe C.4.1) que cet estimateur peut s’écrire sous la forme simplifiée
suivante,

M

dr = arg max{z ny, In[p(k, 0)] }, (4.36)
J k=1

ou argmax,{h(f)} désigne la valeur du paramétre 6 qui maximise h(f) et ou

ny représente la mesure de photocomptage réalisée au niveau du pixel k. En-

fin, p(k,d) représente Uintensité du pixel k& de I'image non bruitée (image de

référence) si celle-ci était déplacée d’une quantité ¢ dans la direction X®°.

En analysant ’expression de cet estimateur, on conclut alors que le déplace-
ment estimé dﬁ‘l, correspond & la valeur de § qui maximise I’'intercorrélation,
dans la direction du déplacement X, entre I'image mesurée n = {n;}, k € [1; M]
et le logarithme de I'image de référence non bruitée {u(k)}, k € [1; M].

La mise en ceuvre de cet estimateur nécessite donc de connaitre a prior: la
forme de I'image dont on désire mesurer le déplacement. Il faut noter que cette
contrainte existait déja pour établir la fonction de pondération g(z) optimale
dans le cas de 'estimateur dlm. L’estimateur dffi/ permet de mesurer n’importe
quelle amplitude de déplacement et son efficacité a été vérifiée numériquement,
sur des images perturbées par un bruit de Poisson pour toute amplitude du
déplacement d [130].

Malheureusement, ces propriétés d’optimalité ne sont pas garanties lorsque
nous allons considérer des photocomptages sous-poissoniens. [’analyse des simu-
lations numériques présentées en section 4.4 nous permettra toutefois de conjec-
turer que 'optimalité de cet estimateur reste vérifiée pour des statistiques sous-
poissoniennes.

Correspondance entre les deux méthodes : Il est intéressant de remarquer
que ces deux estimateurs, bien que trés dissemblables de par leur mise en ceuvre,
sont équivalents lorsque le motif d’éclairement est de forme gaussienne et que
’on considére de petits déplacements (d < 1). On montre en effet en annexe C.5
que 'estimateur dﬁ)‘l/ peut s’écrire dans ces conditions sous la forme approchée
suivante, pour de petits déplacements d < 1,

100 = 9yt (4.37)

qui s’identifie donc bien dans ce cas a l'estimateur linéaire czlm de I'équation
(4.35), puisque A% [vg(x,y)] = 1/(167%*w?) pour un éclairement de forme gaus-
sienne de largeur w. On peut ainsi s’attendre a ce que I'optimalité de I’estimateur

80 _ Pour I'implémentation numérique de cet estimateur, nous avons ajouté un coefficient
de régularisation e = 107 dans le calcul du logarithme afin d’éviter que des valeurs nulles de
wu(k,d) ne fassent diverger le résultat de l'estimation. L’estimateur utilisé pour les simulations

numeériques s’écrit donc Jﬁ‘z/ = arg max(;{zk ni Infu(k,8) + €] }
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linéaire, démontrée a fort flux et pour de petits déplacements (d < 1) [29, 28],
soit également partagée dans cette situation par I'estimateur d}y,.

4.4 Reésultats de simulation

Dans cette derniére section, les simulations numériques présentées vont per-
mettre d’étudier les performances des estimateurs introduits précédemment sur
des images localement sous-poissoniennes simulées. Ces simulations numériques
permettront avant tout d’étudier comment la précision d’estimation de dépla-
cement en lumiére sous-poissonienne évolue lorsque le flux de photons diminue.
En outre, 'analyse de ces résultats numériques confirmera l'intérét de la BCR
effective introduite a la section 4.2.3.3 pour borner la variance d’estimation a
faible flux, et montrera que I'estimateur du maximum de vraisemblance adapté
au bruit de poisson reste optimal lorsque les images sont entachées de fluctuations
sous-poissoniennes, dans les conditions que nous avons étudiées.

. oy 2 9 . 7poi
4.4.1 Optimalité de 'estimateur d;,
4.4.1.1 Description de I’expérience numérique :

Nous allons considérer tout d’abord le cas d’un champ moyen de forme gaus-
sienne, dont la répartition spatiale correspond a celle d'un mode gaussien T'E M,
et de largeur (waist) w = 5 pixels®'. Le nombre total de photons détectés durant
une durée d’intégration 7" fixée est toujours noté N;.

[’acquisition d’images sous-poissoniennes peut étre simulée numériquement,
au moyen du modéle temporel de fluctuations sous-poissoniennes présenté en
section 3.2.2 qui suppose que le temps d’attente entre deux détections de photons
est distribué selon une loi gamma d’ordre L entier. Il suffit pour cela de générer,
en chaque pixel £ de I'image simulée, une réalisation de la loi de photocomptage
sous-poissonienne P, (ny) (voir équation (3.33)) de moyenne pu(k,d) selon une
méthode de génération détaillée en annexe C.2.2.2 et dont le principe repose sur
I'image physique des photons virtuels introduite dans le chapitre précédent.

Dans les résultats qui suivent, nous analysons différentes situations physiques
en faisant varier 'ordre L € {1;2;3;5} de la loi gamma décrivant les temps
d’attente entre détections de photons, ainsi que la durée d’intégration 7', de
sorte que le nombre de photons total moyen N, varie entre N, = 20 et N, = 10°
photons. Enfin, pour autoriser la comparaison entre les deux estimateurs du
déplacement étudiés (d}m et dﬁ‘l,), nous nous plagons dans un cas ou le motif
d’éclairement ne subit aucun déplacement (d = 0)%,

Comme pour toutes les expériences numeériques présentées dans la suite de ce
chapitre, les performances d’estimation (biais et variance) des estimateurs diin €t
Jﬁ"z, ont été évaluées sur des images de 256 x 256 pixels en répétant 1'expérience
d’estimation sur un grand nombre (R = 10%) de réalisations indépendantes du
bruitage poissonien ou sous-poissonien de I'image considérée.

81 _ Rappelons cependant pour éviter toute confusion que les images considérées dans ce
chapitre de thése sont supposées hautement multimodes.
82_ Le but de I’estimation est donc ici d’estimer... une absence de déplacement !
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4.4. Résultats de simulation

4.4.1.2 Analyse des résultats de simulation :

Nous avons tout d’abord vérifié que les deux estimateurs étudiés Cilm et dffi/
possédaient un biais négligeable par rapport a ’écart-type des valeurs estimées,
pour toutes les situations physiques considérées.

Pour étudier la précision de ces estimateurs, nous avons représenté sur la
figure 4.2 la variance de l'estimateur au sens du maximum de vraisemblance
dﬁ)‘l/ (symboles A\, O, ¢, %) ainsi que celle de I'estimateur linéaire djin (symboles
+), obtenues toutes deux empiriquement & partir des simulations Monte-Carlo
et normalisées par I'intensité moyenne totale N; du faisceau. On peut noter que
les variances obtenues dans chacun des cas sont comparables, ce qui s’interpréte
aisément puisqu’on a vu que ces deux méthodes étaient équivalentes pour de
faibles déplacements d’un éclairement gaussien.

Par ailleurs, 'optimalité des estimateurs peut étre évaluée en comparant les
variances obtenues avec le tracé de la BCR effective (traits tiretés (——)) ou de la

—~ L
limite inférieure de la borne de Cramer-Rao a fort flux BC'R (d) (traits pointillés
(+-+)) pour différentes valeurs de L.
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F1G. 4.2 — Comparaison de la variance normalisée par N; des estimateurs cff\’j‘l,

(symboles O [L=1], ¢ [L=2], A [L=3|, * [L=5]) et dy, (symboles +) avec les

valeurs de la BCR effective (——). Les courbes en traits pointillés (- - ) corres-
—~— L

pondent aux valeurs de BCR (d).

La figure 4.2 permet tout d’abord de vérifier que ’estimateur Jﬁ"z, est effi-
cace pour un bruit poissonien (L = 1) [136] et que sa variance est inversement
proportionnelle a l'intensité IV; du faisceau. De méme, ces résultats numériques
confirment que lorsque le modéle de bruit perturbant I'image est sous-poissonien
et lorsque N; > 100 photons environ, la variance de cet estimateur devient
inférieure & la BCR obtenue pour des fluctuations poissoniennes BC R (d)
(courbe en trait mixte (- — -)), confirmant ainsi que l'utilisation de lumiéres
sous-poissoniennes permet de surpasser la limite quantique standard de préci-
sion.

140



4.4. Résultats de simulation

Plus précisément, lorsque I'intensité du faisceau devient importante (N; > 10°
photons, soit plus de 600 photons par pixel en moyenne au centre du faisceau), le
facteur de Fano de la lumiére sous-poissonienne simulée devient égal a F'=1/L
pour la quasi-totalité des pixels de 'image et la variance des deux estimateurs

— L ~
étudiés atteint la valeur limite BC'R (d). Or, puisque les estimateurs dy;, et
dyfy sont non biaisés, et qu’aucun estimateur non biaisé ne peut présenter une

variance inférieure a la BCR, cette remarque permet de prouver que éE’?i’L(d)
est égale a la véritable BCR a fort flux, confirmant ainsi les résultats établis dans
les références [28, 29]. Par ailleurs, cette observation montre également que les
estimateurs dlm et dp Ay sont efficaces a fort flux et permettent de garantir un
gain en terme de performance optimale (BCR) égal & G.x = 1/F [12].

Lorsque l'intensité du faisceau est plus faible en revanche, on observe que la
variance des estimateurs suit une évolution comparable au tracé de la BCR effec-
tive, qui prend en compte la dégradation progressive du caractére sous-poissonien
du faisceau a faible intensité sous I'influence du phénoméne de « fenétrage tem-
porel ». Cette remarque semble ainsi montrer que pour un faible déplacement
d’un faisceau de forme gaussienne, les estimateurs dp et dlzn restent quasiment
efficaces quel que soit le niveau de l'intensité moyenne N;. Les simulations nu-
mériques présentées ici tendent donc a confirmer que le gain en précision obtenu
a fort flux en utilisant une lumiére sous-poissonienne plutot qu’un faisceau co-
hérent standard de méme intensité disparait progressivement lorsque 1'image est
acquise a faible flux.

4.4.2 Propriétés de Destimateur d?7,

Les premiers résultats de simulation ont confirmé que 'apport des lumiéres
sous-poissoniennes pour améliorer les performances d’estimation d’un déplace-
ment était maximal a forte intensité mais qu’il tendait a disparaitre pour des
images de faible intensité. Ces résultats ont aussi permis d’établir que ’estima-
teur de déplacement au sens du maximum de vraisemblance adapté au bruit de
Poisson cif\’j‘l, restait quasiment efficace pour des fluctuations sous-poissoniennes,
quelle que soit l'intensité moyenne de I'image. Nous proposons maintenant de
vérifier la validité et 'efficacité de cet estimateur pour mesurer des amplitudes
de déplacement importantes et pour différentes formes du motif d’éclairement.

4.4.2.1 Efficacité a grand déplacement

Une des motivations de cette étude consistait a obtenir une méthode d’esti-
mation plus générale que I’estimateur diin qui a été développé pour la mesure de
trés faibles amplitudes de déplacement dans les références [151, 29, 28] et que
nous avons rappelé en section 4.3.1. Il nous faut donc vérifier que I’estimateur
dp‘” permet d’assurer quant a lui une estimation efficace y compris pour des
amphtudes de déplacement importantes.

Considérons pour cela le cas d’un faisceau gaussien de largeur w = 5 et
d’intensité élevée N; = 10°, perturbé par un bruit poissonien (L=1) ou sous-
poissonien, modélisé grace au modéle phénoménologique temporel pour des ordres
variables L € {2,3,5}. Pour les différentes expériences numériques réalisées, le
déplacement a estimer varie entre 0 (pas de déplacement) et un déplacement
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4.4. Résultats de simulation

maximal de 5 pixels, ce qui correspond a la largeur w du faisceau gaussien consi-
déré. Nous avons tout d’abord vérifié par simulation numérique que l'estimateur
par pondération linéaire ainsi que cif/ﬁ/ permettaient d’estimer sans biais le dé-
placement pour les différentes valeurs testées®.

0.01 v
= + Var(d:lm)
X o var(dl) .
< - BCRF!(d)
- BCR(d)
2 0.001f i
< E + 1
- i %
= i +
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A i ]
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le-05t———l— o nnl

Déplacement (en % de la
largeur du faisceau)

FiG. 4.?1 — Evolution de la variance des estimateurs du déplacement a?lm (symboles
+) et djjy (symboles O) en fonction de 'amplitude d du déplacement, pour
différentes valeurs de lordre L de la loi d’attente gamma et pour N, = 10°.

En ce qui concerne la précision de l'estimation, les résultats présentés en
figure 4.3 illustrent que 'optimalité de ’estimateur par pondération linéaire diin
(symboles +) n’est plus assurée deés que le déplacement est supérieur a quelques
pourcents de la largeur de faisceau w, ce qui pouvait étre attendu étant donné
que la forme de I'estimateur est optimisée pour la mesure de petits déplacements
[151, 29, 28|. Par ailleurs, on notera également que la réduction de variance,
dont on bénéficie a « petits signaux » en utilisant une lumiére sous-poissonienne,
disparait a grands déplacements, ce qui confirme que cet estimateur n’est pas
adapté pour mesurer de grands déplacements en lumiére sous-poissonienne.

En revanche, I'analyse de cette figure permet d’observer l'efficacité de 1'es-
timateur au sens du maximum de vraisemblance Jﬁ"z, adapté au bruit de Pois-
son (symboles O) pour de grandes valeurs du déplacement d’une image pertur-
bée par un bruit sous-poissonien de facteur de Fano compris entre F' = 1 et
F = 1/5 = 0,2. Ainsi, pour une valeur importante de Ny, la limite quantique
standard pour la variance d’estimation d’un déplacement peut étre améliorée en
proportion du gain maximal Gy.x = 1/F et cette limite est atteinte par I’esti-
mateur Jﬁ"z, quelle que soit 'amplitude du déplacement. Il serait intéressant de
valider ce résultat pour des lumiéres sous-poissoniennes présentant des facteurs
de Fano plus faibles.

83_ Plus précisément les biais observés restent toujours négligeables devant I’écart-type des
estimations.
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4.4.2.2 Geénéralisation a différents motifs d’illumination

Nous avons jusqu’a maintenant considéré des motifs d’éclairement de forme
gaussienne, dont la répartition d’intensité moyenne pouvait étre assimilée a celle
d’'un mode T'E My de champ. Afin de vérifier la généralité de I'estimateur dffi/
sur des motifs d’éclairement différents, nous pouvons supposer par exemple que
I'image posséde désormais une répartition d’intensité moyenne similaire a un
mode d’illumination T'E'M;, d’ordre supérieur, avec i € {0, 1,2, 3}, c’est-a-dire

2
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F1G. 4.4 — Variance de 'estimateur dﬁ"z/ pour différents motifs d’éclairement et
différents ordres L de la loi d’attente gamma (symboles O). La courbe en trait
mixte (- — -) représente la BCR dans le cas poissonien standard tandis que les
valeurs de BCR®//(d) sont tracées en traits tiretés (——) pour différents ordres
L. L’intensité totale est fixée & N, = 10° photons.

Sur la figure 4.4, la variance de lestimateur d?%, (symboles O) ainsi que
la BCR a fort flux pour différentes valeurs du paramétre L sont représentées en
fonction de la largeur spectrale spatiale A% [vg(x, y)] selon la direction X, évaluée
numériquement pour les différents motifs d’éclairement considérés. Cette figure
permet de vérifier que ’estimateur dffi/ reste efficace a forte intensité (N; = 10°
photons) pour une forme quelconque du motif d’éclairement, garantissant ainsi un
gain maximal en proportion de F' sur la variance minimale d’estimation lorsque
'image considérée est perturbée par un bruit sous-poissonien [12]. On vérifie
également sur cette figure que la BCR pour 'estimation d’un déplacement & in-

84 _ Voir par exemple la référence [61], page 219 pour une description des modes d’illumina-
tion de Gauss-Hermite. Pour 'implémentation numérique des simulations, les motifs d’intensité
fo(z,y) ont été «lissés » par application d’un filtre moyenneur de taille 3 x 3 pixels pour éviter
que certains pixels de I'image ne possédent une valeur moyenne nulle.
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tensité moyenne élevée est bien inversement proportionnelle & la largeur spectrale
spatiale de I'image, comme cela est décrit par 'équation (4.25).

4.4.2.3 Comparaison avec un estimateur par intercorrélation « li-
néaire »

Nous proposons enfin d’illustrer I'intérét particulier de 'estimateur d}y;, en
comparant ses performances avec celles d'un estimateur par intercorrélation

J10%% et qui prend la forme suivante

linéaire, noté dy

M
A9 — arg max{z ng p(k, 5)} (4.39)
9 k=1

Cette méthode est fondée sur 'intercorrélation de I'image détectée n = {ny}
pour k € [1; M], avec I'image de référence ju(k) non bruitée, contrairement a
Pestimateur d?%, pour lequel n est corrélée avec In pu(k) (voir équation (4.36)).
On peut montrer, comme cela est rappelé en annexe C.4.2, que cette méthode
correspond a l'estimateur au sens du maximum de vraisemblance dans le cas

d’un bruit gaussien de variance fixée [157], ce qui justifie la notation dj;”

T T T T
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F1G. 4.5 — (a) Représentation schématique de la répartition d’intensité moyenne
lorsque le motif est superposé a un fond continu. (b) Comparaison des variances
des estimateurs dl7, (symboles x) et dij;”* (symboles ¢) et des BCR dans le
cas poissonien (L=1, courbe en trait mixte (- —-))) et sous-poissonien avec L=2
(courbe en trait tireté (——)) lorsque le niveau du fond continu évolue.

Pour comparer ces deux estimateurs, nous supposons ici que le motif d’éclai-
rement est toujours de forme gaussienne, de largeur w et d’intensité totale élevée
N, = 10* photons. A la différence des expériences numériques précédentes, nous
supposons en outre que ce motif d’intensité de forme gaussienne est superposé a
un fond d’intensité continu. La valeur de ce fond continu est exprimée en pour-
centage de la hauteur i du motif gaussien h = N;/(27rw?) (voir figure 4.5.a). Sur
la figure 4.5.b, nous avons tracé la variance de Iestimateur d2%, (symboles x)
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et de l'estimateur par intercorrélation linéaire dy;;”" (symboles ©), en fonction

du niveau du fond continu présent sur I'image, exprimé en pourcentage de la
hauteur A du motif gaussien. Nous supposons que I'image est perturbée par un
bruit poissonien (L = 1) ou sous-poissonien (L = 2), généré grace au modéle
temporel de lois d’attente gamma d’ordre L.

On remarque immédiatement en observant la figure 4.5 que la variance de
I’estimateur Jﬁ‘l, atteint la BCR dans le cas poissonien (tracée en trait mixte
(- — ) et la valeur de BOR®//(d) dans le cas sous-poissonien (tracée en trait
tireté ——) dans toutes les situations physiques représentées sur cette figure,
confirmant ainsi |'efficacité de ’estimateur cif/ﬁ/ pour des fluctuations d’intensité
sous-poissoniennes. Cela n’est en revanche pas le cas de ’estimateur par inter-
corrélation linéaire dﬁj‘ﬂm qui n’est efficace que pour de fortes valeurs du fond
continu, c’est-a-dire dans les situations ot I'intensité moyenne en chaque pixel de
I'image est trés élevée. Ce comportement peut s’interpréter simplement en notant
que les fluctuations sous-poissoniennes peuvent étre correctement modélisées par
des densités de probabilité gaussiennes a trés forte intensité moyenne, expliquant
ainsi Pefficacité de I'estimateur d ¥,

Si 'estimateur par intercorrélation linéaire est efficace pour une intensité
moyenne élevée, cette expérience numérique illustre néanmoins I'intérét de consi-
dérer 'estimateur cff/[o‘l/ lorsque l'intensité moyenne d’éclairement est plus faible.
En effet, comme nous 'avons vu précédemment, ['utilisation des lumiéres sous-
poissoniennes pour des taches d’estimation de paramétre revét un intérét spé-
cifique lorsqu’il n’est pas possible d’augmenter le flux d’un faisceau poissonien
standard : dans ces conditions, il est donc particuliérement intéressant de dispo-
ser d'une méthode d’estimation efficace lorsque I'intensité moyenne est faible, ce
qui est le cas de 'estimateur dﬁ)‘l/ pour l'estimation d’un déplacement.

4.4.3 Robustesse des résultats établis

Les derniéres simulations numériques que nous exposons ici vont nous per-
mettre de discuter la généralité des conclusions précédentes. Nous verrons en
particulier que les résultats obtenus grace au modéle phénoménologique temporel
sont robustes & une modification de la DDP P () décrivant les temps d’attente
entre détections de photons. Nous illustrerons également comment ’expression
de la BCR effective proposée dans ce chapitre permet d’évaluer une borne de la
variance minimale d’estimation, tout en prenant en compte d’éventuelles pertur-
bations du faisceau (absorption partielle, bruit de fond parasite).

4.4.3.1 Généralisation du modéle phénoménologique temporel

Le modéle temporel de fluctuations sous-poissoniennes présenté a la section
3.2.2 permet, de décrire le phénomeéne de dégroupement des arrivées de photons
sur un détecteur (antibunching) en supposant que la DDP P¢(€) du temps d’at-
tente £ entre deux détections successives de photons est une loi gamma d’ordre
L. Par ailleurs, ce modéle nous a permis d’introduire 'image physique des pho-
tons wvirtuels qui a servi a établir une limite inférieure de la BCR a fort flux et
qui fournit une méthode simple pour simuler des processus sous-poissoniens de
temps d’attente gamma d’ordre entier (voir annexe C.2.2.2). Il nous parait cepen-
dant important de vérifier si les conclusions précédentes sont toujours valables
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lorsque les lois gamma décrivant les statistiques des temps d’attente entre deux
détections successives de photons sont remplacées par d’autres formes de densités
de probabilité, méme si 'image physique des photons virtuels et la méthode de
simulation associée ne seront plus applicables dans ce cas.
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F1G. 4.6 — L’évolution du facteur de Fano des processus sous-poissoniens générés
avec la méthode de simulation générale pour différentes formes de la loi d’attente
P¢(&) (loi gamma (), loi lognormale (O), loi de Weibull (+)) ou avec le modéle
phénoménologique de temps d’attente gamma d’ordre L (symboles o) est tracée
en fonction de p pour différentes valeurs de 'ordre L. Les courbes en trait tireté
(——) représentent le facteur de Fano théorique déduit de la loi de probabilité
Py(n) (équation (3.33)) lorsque Fe(&) est une loi gamma d’ordre L entier.

Méthode de simulation générale : Dans les cas ou la loi d’attente entre
arrivées successives de photons n’est pas nécessairement gamma d’ordre entier,
nous avons pu générer des réalisations de photocomptages sous-poissoniens grace
a un procédé de simulation général, dont le détail est reporté en annexe C.2.2.3.

Afin de vérifier numériquement la validité de cette méthode de simulation
générale, nous l'avons mise en ceuvre pour générer R = 6.10° réalisations de
différents processus sous-poissoniens avec des lois d’attente P¢({) de différentes
formes (loi gamma, loi de Weibull ou loi lognormale), de moyenne 7o = 1/¢ = (£),
oll ¢ représente le flux moyen de photons, et pour une durée d’intégration totale
sur le capteur égale & T" = 1 seconde. Les trois lois de probabilité considérées
sont des lois a deux paramétres. Pour générer un processus sous-poissonien de
moyenne donnée puy = ¢1T = T /1y, ces paramétres sont déterminés de sorte que
la valeur moyenne du temps d’attente soit égale & 79 = (&) = T/uny = 1/uy.
Pour modéliser le phénomeéne de dégroupement des arrivées de photons caracté-
ristique des états sous-poissoniens, le second parameétre de la loi de probabilité
est déterminé pour que la variance var(¢) du temps d’attente soit inférieure a la
variance qu’on obtiendrait avec un temps d’attente exponentiel caractéristique
d’un processus de Poisson (voir section 3.2.2.1). Pour faciliter la comparaison
avec les résultats obtenus grace au modéle phénoménologique de temps d’attente
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gamma d’ordre L entier, nous avons choisi de fixer le paramétre de forme®® des
lois P(£) a une valeur entiére L € {2;3;4;5}, en assurant que

var(§) _ 1 (4.40)

€ L

En utilisant cette méthode de simulation de processus sous-poissoniens de
temps d’attente non nécessairement gamma, on peut obtenir des statistiques de
photocomptage sous-poissoniennes, comme nous pouvons le vérifier sur la figure
4.6. En effet, pour chacune des conditions physiques considérées, il est possible
d’évaluer empiriquement la moyenne et la variance des R = 6.10% réalisations
du processus, permettant ainsi de déduire empiriquement la valeur du facteur
de Fano du processus sous-poissonien simulé. Le facteur de Fano ainsi obtenu a
été représenté sur la figure 4.6 en fonction de la valeur moyenne p du nombre
de photons détectés et pour différentes formes de loi d’attente (&) (loi gamma
(symboles ), loi lognormale (symboles O) et loi de Weibull (symboles +)). Nous
avons également reporté sur cette méme figure les valeurs du facteur de Fano
obtenues lorsque I'on modélise les temps d’attente gamma d’ordre L entier avec le
modéle phénoménologique étudié précédemment (symboles o). Enfin, les courbes
en trait tireté (——) représentent le facteur de Fano que I'on évalue a partir de
la DDP donnée en équation (3.33) pour des temps d’attente gamma d’ordre L
entier grace a la méthode numérique présentée en section 3.2.2.3.

La superposition des symboles % et o permet de valider la méthode « générale »
de simulation, qui conduit, dans le cas d’une loi gamma, & des résultats iden-
tiques & la méthode de simulation utilisant le modéle phénoménologique fondé
sur 'image physique des photons virtuels. Pour toutes les autres formes de lois
d’attente considérées, on vérifie également sur cette figure que le facteur de Fano
tend vers 1/L quand l'intensité est importante tandis que la statistique rede-
vient poissonienne lorsque le flux diminue, la transition entre les deux régimes
s’opérant toujours aux alentours de quelques photons re¢us en moyenne [412].

On peut en outre noter que cette méthode générale de simulation permet de
modéliser des temps d’attente dont le paramétre de forme ne serait pas nécessai-
rement entier, ce qui n’était pas le cas de la méthode de simulation fondée sur
I’image physique des photons virtuels. Nous avons illustré cette capacité dans le
cas d’'une loi gamma d’ordre non entier L = 2,5, dont le facteur de Fano est
représenté sur la figure 4.6 (symboles x).

Application a ’estimation de déplacement : FEn utilisant ce modéle plus
général de fluctuations sous-poissoniennes, nous avons alors simulé numérique-
ment une expérience d’estimation de déplacement, dans des conditions similaires
a la situation étudiée a la figure 4.2 (motif d’éclairement de forme gaussienne,
de largeur w = 5, intensité moyenne totale IN; variant entre 20 et 105 photons).
La variance de 'estimateur Jﬁ"z, normalisée par N, est obtenue empiriquement
a partir des simulations Monte-Carlo et est tracée en figure 4.7 pour différentes
formes de la loi d’attente entre arrivées de photons : loi gamma (symboles ), loi
lognormale (symboles x), loi K (symboles O). Les paramétres de ces lois sont

85_ Ce paramétre était jusqu’ici appelé ordre de la loi gamma. Cependant, la notion d’ordre
n’est plus rigoureusement utilisable si les lois n’appartiennent plus & la famille des lois gamma.
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4.4. Résultats de simulation

adaptés pour que leur paramétre de forme L soit égal & L = 2,3 ou 5.

Cette figure permet d’illustrer que le comportement de la variance de I’esti-
mateur dﬁ)‘l/ en fonction de L et de N, est & peu prés identique, quelle que soit
la forme de la loi d’attente P:(£) que nous ayons utilisée dans le modele de bruit
sous-poissonien mis en ceuvre pour générer I'image.
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F1G. 4.7 — Variance normalisée par N, de I’estimateur cff\’j‘l, pour différentes formes
de lois d’attente [loi gamma (symboles o), loi lognormale (symboles x), loi K
(symboles D)] Les symboles gris * représentent la variance obtenue pour une
loi gamma d’ordre non entier L = 2,5. La borne de Cramer-Rao effective est
représentée en traits tiretés (——) et BCRT(d) est tracé en trait mixte (- — -).

Dans le cas ot 'ordre non entier de la loi d’attente gamma est égal & L = 2,5
(symboles * en gris), on notera que Pévolution de la variance de Pestimateur d2%,
se situe entre les points de mesure obtenus précédemment dans les cas L = 2 et
L = 3 et entre les BCR effectives correspondantes. On remarque de plus que pour
N, = 10° photons, on atteint bien une valeur asymptotique N, x Var((ff\’f@) = 10,

—~—25 ,
ce qui correspond bien a la valeurN; x BCR  (d) = N, x BCRP*'(d)/2,5 = 10.

4.4.3.2 Généralité de la BCR effective

Lorsque l'intensité moyenne du faisceau sous-poissonien devient plus faible,
nous avons vu que 'expression de la BCR effective permet de prendre en compte
I'influence du phénoméne de « fenétrage temporel » qui apparait lorsque l'in-
tensité moyenne de 1'image est faible. Nous proposons ici de montrer que cette
borne effective peut également rendre compte de I'augmentation de la variance
d’estimation lorsque le faisceau subit des perturbations de natures différentes
(absorption partielle ou bruit de photon parasite) mais qui tendent aussi a dé-
grader le caractére sous-poissonien des fluctuations.

Pour illustrer cette propriété, nous avons a nouveau considéré le probléme
de 'estimation du déplacement d’un éclairement de forme gaussienne de largeur
w = 5 pixels et de hauteur h = N;/(2rw?) ou N, désigne toujours le nombre
moyen de photons contenus dans la totalité du faisceau. Le déplacement d a été
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estimé grace a ’estimateur dﬁ)‘l/ sur les images perturbées soit par un bruit pois-
sonien standard, soit par des fluctuations sous-poissoniennes (modéle temporel
de temps d’attente gamma d’ordre L = 5). Pour étudier I'influence de diverses
perturbations sur la précision d’estimation, nous nous sommes intéressés aux cing
situations physiques décrites ci-dessous :

(a)- Pas de perturbation : L'image est de forte intensité (N; = 10° photons)
et ne subit aucune perturbation.

(b)- Acquisition a faible flux : L’image est de faible intensité (N; = 500
photons), mais ne subit aucune perturbation.

(c)- Absorption partielle de I"image : On suppose que 'image d’inten-
sité N, = 10° photons subit, avant ou lors de sa détection, une absorp-
tion partielle de facteur de transmission n = 0,5, pouvant modéliser par
exemple l'influence d’un détecteur imparfait d’efficacité quantique n < 1.
La simulation numérique de ce phénoméne d’absorption est effectuée en
affectant a chacun des photons constituant I'image simulée une probabi-
lité n = 0,5 d’étre conservé (modéle d’absorption de Bernoulli (voir an-
nexe C.1.1)). L’image obtenue aprés absorption comptera donc en moyenne
n N, = 2,5 x 10° photons et c’est sur cette image qu’est réalisée I’estimation
du déplacement d.

(d)- Présence d’un fond continu : Le motif gaussien de forte intensité (N, =
10° photons) et de hauteur h = N;/2mw? est superposé a un fond continu
de hauteur h (voir figure 4.5.a). Le faisceau ne subit aucune perturbation.

(e)- Présence d’un fond continu et d’un bruit de Poisson parasite :
On étudie un cas similaire au cas (d), auquel on a superposé un bruit de
fond parasite, modélisé en chaque pixel de I'image par un bruit de Poisson
de valeur moyenne pg = 0,1 x h = 0,1 x N;/2mw?.

Sur la figure 4.8, nous avons représenté la variance de I'estimateur dﬁ‘l, dans
le cas ou I'image est bruitée par des fluctuations poissoniennes (symboles O)
ou sous-poissoniennes (modéle temporel avec L = 5, symboles A). Pour chaque
situation, nous avons aussi tracé en trait continu (—) la BCR qui serait obte-
nue dans le cas ou l'image est initialement perturbée par un bruit de Poisson
standard. Ces valeurs ont été obtenues aisément en remarquant que pour toutes
les perturbations de I'image considérées ici (« fenétrage temporel », absorption
partielle ou bruit de Poisson parasite), le bruit qui entache I'image modifiée reste
poissonien et le calcul classique de BCRT%(d) (voir équation (4.19)) reste donc
applicable. En prenant en compte les modifications introduites au niveau de I’in-
tensité moyenne de 'image en présence d’une absorption partielle (diminution de
la valeur moyenne de 'intensité en chaque pixel par un facteur n = 0, 5) ou encore
d’un bruit de fond Poissonien (la valeur moyenne en chaque pixel devient dans
ce cas u(k,d)+ pg), nous avons alors évalué la borne de Cramer-Rao BC'RT'(d)
qui est représentée en trait continu (—) sur la figure 4.8 dans les 5 situations
considérées. Sur cette méme figure, les traits pointillés (- - -) représentent quant
a eux la variance qui serait obtenue avec un gain maximal Gu.. = 1/F = 5,
c’est-a-dire BC R (d) /5.

Comme on pouvait s’y attendre, ’analyse de la figure 4.8 montre que le gain
maximal G,.x n’est atteint que dans les situations (a) et (d), qui correspondent
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a des conditions expérimentales idéales. En revanche, on s’éloigne sensiblement
de la situation de gain maximal dés que le faisceau est de trop faible intensité
(situation (b)) et subit alors le phénomeéne de « fenétrage temporel ». De méme,
le gain maximal n’est pas atteint lorsque le faisceau subit une absorption par-
tielle (situation (c)) ou lorsqu’un bruit de fond poissonien est présent sur I'image
(situation (e)). Ce résultat peut étre interprété aisément grace aux propriétés
rappelées dans les sections 3.2.1.3 et 3.2.1.4 qui décrivent comment une absorp-
tion partielle ou la présence d'un bruit de Poisson parasite conduisent a dégrader
la nature sous-poissonienne du faisceau.

160 T T T T
P v B
@ _____ BCRF*(d)
< 1401 . A i
- BCR(d) (L=5)
CE e BCRP?(d)/L (L=5) i
X N
S 1000 o va(dly) (L-1) i
g gof ° var(d]’(ﬂ,) (L=5) .
=
& 60 - .
Q N S R
& 40 TTTTaAT T
X . .
= 20| DN ]
0 C """A""""I """"""""" | | |
a) b) C) d) e)

F1G. 4.8 — Comparaison entre la variance de I'estimateur dﬁ‘l, pour une image
poissonienne (symboles O) ou sous-poissonienne avec L = 5 (symboles A) et la
BCR effective (——) pour les cinq situations physiques étudiées. Les pointillés
(- - ) donnent une indication de la variance qui serait obtenue avec un gain
maximal Gy, = 1/F = 5.

Plus précisément, nous allons illustrer comment ces propriétés nous per-
mettent de calculer la BCR effective associée a ces expériences d’estimation dans
des situations non idéales. Pour cela, nous allons supposer que le facteur de Fano
est égal a Iy = 1/L en chaque pixel de I'image lorsque 'intensité est importante
(N; = 10°) et lorsque I'image ne subit aucune perturbation. En utilisant 1’équa-
tion (3.24) donnée en section 3.2.1.3, on montre que lorsque I'image subit une
absorption partielle de facteur de transmission 7, la valeur moyenne au pixel k
devient n u(k,d) et le facteur de Fano F'(k,d) au pixel k peut s’écrire

Flhd)=1-n(1—F). (4.41)

De méme, lorsque I'image est perturbée par un bruit de fond poissonien de valeur
moyenne iz, I'intensité moyenne de I'image au pixel k s’écrit alors p(k,d) + pup
et d’aprés I’équation (3.27), le facteur de Fano au pixel k s’écrit dans ce cas

Fop(k,d) + pp

Fik,d) = pu(k, d) + pip

(4.42)

Ces relations, qui fournissent la valeur moyenne de 'intensité et le facteur de
Fano en chaque pixel k£ de I'image perturbée, peuvent alors étre insérées dans
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’expression de la BCR effective donnée en équation (4.30) afin de calculer numé-
riquement BC'R®//(d) dans les cas ot le faisceau subit une absorption partielle
ou bien lorsqu’il est perturbé par un bruit de fond parasite poissonien.

Pour chaque situation étudiée, les valeurs de BC'R®/f(d) obtenues pour une
lumiére sous-poissonienne de facteur de Fano F' = 1/L = 0, 2 ont été reportées en
trait tireté (——) sur la figure 4.8. On peut ainsi remarquer que la variance de I’es-
timateur Jﬁ"z, est dans tous les cas trés proche de la valeur de BC R/ (d). Ainsi,
ces quelques résultats numériques présentés sur la figure 4.8 illustrent 'intérét
pratique de la BCR effective pour évaluer la précision d’estimation en lumiére
sous-poissonienne lorsque les conditions expérimentales ne sont, pas idéales.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons utilisé un modéle phénoménologique de lumiére
sous-poissonienne afin d’étudier la précision d’estimation d’un parameétre (ici, un
déplacement) dans une image perturbée par un bruit sous-poissonien. Conformé-
ment aux résultats établis dans les références |28, 29] pour des situations d’ima-
gerie a trés forte intensité, nous avons tout d’abord confirmé avec ce modéle
phénoménologique que la variance minimale pour I'estimation d’un déplacement
d’une image peut étre au mieux réduite en proportion du facteur de Fano du
faisceau sous-poissonien utilisé, lorsque celui-ci est suffisamment intense.

L’évolution de la précision d’estimation lorsque I’intensité moyenne de I'image
diminue a été analysée également. Pour cela, nous avons proposé la définition
d’une borne de Cramer-Rao effective qui permet d’évaluer la variance minimale
d’estimation d’un déplacement, y compris pour des images acquises a faible inten-
sité, en prenant en compte la dégradation partielle du caractére sous-poissonien
de la lumiére au niveau des pixels faiblement éclairés (augmentation du facteur de
Fano de la lumiére dés que moins de quelques dizaines de photons sont recus en
moyenne sur le pixel). L’évolution de cette borne de Cramer-Rao effective ainsi
que le comportement des estimateurs de déplacement testés ont permis de mon-
trer que I’apport des lumiéres sous-poissoniennes pour améliorer les performances
d’estimation au-dela des performances obtenues avec un faisceau poissonien stan-
dard de méme intensité tend a disparaitre & mesure que l'intensité moyenne de
I"image considérée diminue.

Les résultats numériques présentés ont aussi montré qu’un estimateur au sens
du maximum de vraisemblance adapté au cas de fluctuations poissoniennes per-
met d’assurer une estimation quasiment efficace du déplacement lorsque le bruit
perturbant I'image est de nature sous-poissonienne, et pour des motifs d’éclai-
rement et des amplitudes de déplacement quelconques. Ces résultats illustrent
ainsi que cette méthode d’estimation permet d’atteindre le gain maximal sur la
performance d’estimation optimale (c’est-a-dire de réduire la variance minimale
d’estimation (BCR) en proportion du facteur de Fano de la lumiére), lorsque 1'in-
tensité de I'image est importante. Une perspective intéressante pourrait consister
a généraliser ces résultats pour des facteurs de Fano inférieurs a F'=1/5 =0, 2.

Par ailleurs, la prise en compte de modeéles de formation d’images multimodes
plus généraux et plus réalistes que le modéle idéal étudié dans ce manuscrit sou-
léve de nombreuses questions concernant la compréhension et la description des
corrélations spatiales qui caractérisent les mesures de photocomptage réalisées en
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différents pixels sur ces images multimodes. I.’analyse de I'influence de ces corré-
lations sur la précision d’estimation constitue donc une perspective de recherche
intéressante.

Dans le chapitre suivant, nous proposons d’étudier l'apport. de bruits sous-
poissoniens dans le cas d’une tache de détection, consistant a discriminer entre
deux hypothéses avec un taux d’erreur minimal, & partir d’une unique mesure de
photocomptage sous-poissonien.

152



Chapitre 5

Analyse des performances de

détection en lumiére
sous-poissonienne
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5.1. Introduction auzx problemes de détection

Dans le chapitre précédent, nous avons étudié 'apport des lumiéres locale-
ment sous-poissoniennes pour améliorer la précision d’estimation d’'un paramétre
dans une image. Pour caractériser cet apport, nous avons vu qu’on pouvait in-
troduire un gain effectif sur la performance optimale lorsque le gain maximal
en proportion du facteur de Fano n’est pas atteint. En suivant une démarche
similaire, nous proposons dans ce chapitre d’analyser comment ces lumiéres non-
classiques peuvent améliorer les performances de détection, lorsque 1’on cherche
a discriminer entre deux hypothéses.

A la différence du chapitre précédent, nous considérerons ici un détecteur
unique®® pour des raisons de simplicité. Aprés une présentation du probléme de
détection, nous utiliserons le modéle binomial de fluctuations sous-poissoniennes
pour illustrer comment la mesure de Chernoff permet de caractériser la dif-
ficulté de la tache de détection. A partir de cette mesure de Chernoff, nous
établirons un critére de gain qui nous permettra d’étudier ’apport des lumiéres
sous-poissoniennes pour améliorer les taches de détection. La généralité de ces ré-
sultats sera enfin discutée grace a des simulations numériques utilisant le modéle
temporel de fluctuations sous-poissoniennes étudié dans le chapitre 3.

5.1 Introduction aux problémes de détection

5.1.1 Description du probléme de détection

Nous allons considérer dans ce chapitre une tache de détection simple, re-
présentée schématiquement sur la figure 5.1. Il s’agit de discriminer, a partir
d’une mesure de photocomptage, entre les deux hypothéses suivantes : soit le
photocomptage a été effectué sur un faisceau sous-poissonien non perturbé, soit
ce faisceau a subi une absorption partielle avant de parvenir sur le capteur. En
d’autres termes, ce test d’hypothéses revient a décider quelle hypothése explique
le mieux I'observation effectuée par le capteur. Malgré sa simplicité apparente,
ce probléme de détection peut néanmoins s’appliquer a de nombreuses situations
physiques, par exemple la propagation d’un faisceau dans un milieu absorbant ou
encore la réflexion de ce faisceau sur des matériaux de réflectivités différentes®’.

Nous supposerons pour l'instant que les états sous-poissoniens de la lumiére
peuvent étre décrits au moyen d’'un modéle binomial de fluctuations d’inten-
sité, dont la description a été détaillée en section 3.2.3 du chapitre 3. Dans ce cas,
les deux hypothéses a discriminer peuvent étre détaillées de la maniére suivante :

Hypothése H; : Soit le capteur est directement illuminé par un faisceau sous-
poissonien de facteur de Fano F}, et contenant en moyenne (N) = pun;,

86_ Et non plus un détecteur matriciel spatialement distribué.
87_ Cette situation peut modéliser en pratique le procédé de lecture d’un disque optique par
exemple.
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Lumiére sous-poissonienne incidente

Nombre moyen de photons '
requs durant T [ Coefficient de transmission 7 _|
<N> = KN,

(N) = pn, = Ty,
Facteur de Fano F} Facteur de Fano

FQ = O[(Fl,T)Fl

| DETECTEUR | DETECTEUR \
Hypothése Hy: Pas d’absorption Hypothése Hy: Faisceau absorbé
a) b)

F1G. 5.1 — Représentation schématique du test d’hypothéses considéré dans ce
chapitre : le capteur a effectué une mesure de photocomptage : (a) soit sur un
faisceau sous-poissonien non perturbé; (b) soit sur un faisceau ayant subi une
absorption partielle .

photons lorsqu’il est observé sur une durée d’intégration fixée T. Dans
ce cas, en notant 173, = 1 — F} et en supposant un modéle binomial de
fluctuations de parameétre N, fixé, le résultat de la mesure n obéit a la loi
de photocomptage suivante

Ptult) = ()t = e 5.1

Hypothése H, : Soit ce méme faisceau sous-poissonien subit une absorption
partielle de facteur de transmission 7 € [0;1] et dans ce cas (N) = pun, =
Tin,. D’aprés les résultats de la section 3.2.3, on peut montrer que la
statistique de photocomptage reste binomiale de paramétres Ny et 1y qui
vérifie 1, = 71, c’est-a-dire

No

Py (n|Hy) = (n

)775‘(1 — 1) (5.2)
Par ailleurs, le facteur de Fano de ce processus absorbé devient F, =
a(Fy,7)Fy, ou le paramétre o Fy, 7) défini a I'équation (3.25) s’écrit®

F: 1—7(1-F
alFy, ) = Fj - % (5.3)

L’intérét du modeéle binomial de fluctuations sous-poissoniennes apparait clai-
rement pour décrire la situation étudiée ici. En effet, la stabilité de ces statistiques
binomiales sous ’effet d’une absorption (voir propriété 3.3) garantit que la forme
de la loi de probabilité du photocomptage est la méme dans les deux hypothéses
(loi binomiale). Nous verrons que cette propriété prend toute son importance par

88 _ Rappelons que d’aprés la propriété 3.1, la validité de cette relation n’est pas particuliére
au choix d’un modéle binomial.
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la suite pour calculer la mesure de Chernoff entre hypothéses sous-poissoniennes.

5.1.2 Test de détection et courbe COR

Une méthode de détection performante doit par définition étre capable de
discriminer entre les deux hypothéses avec un taux d’erreur minimal. Pour évaluer
cette performance, la théorie usuelle de la détection de Neyman-Pearson |18,
115] propose de considérer les deux probabilités suivantes, qui présentent un
intérét pratique qui sera détaillé par la suite :

La probabilité de détection, notée Py 2 pr [ChOiSiI‘ H, ‘HQ}, qui représente la
probabilité de choisir I'hypothése Hs lorsque celle-ci est vraie. Dans le cas
étudié, cela correspondra a détecter la présence d’une absorption partielle
lorsque celle-ci a effectivement eu lieu.

La probabilité de fausse alarme, notée Py = Pr [choisir Hy|Hy |, qui re-
présente la probabilité de choisir ’hypothése H, alors que I'hypothése H;
était vraie. Dans notre cas, cela correspond a une détection erronnée d’'une
absorption partielle alors que le faisceau n’a pas été perturbé®.

Naturellement, la performance de détection sera d’autant meilleure que la
probabilité de fausse alarme Py, sera minimisée et que la probabilité de détection
P4 sera élevée. Pour une valeur fixée de la probabilité de fausse alarme, la théorie
de la détection de Neyman-Pearson permet d’établir la régle de décision (ou test
de détection) optimale qui maximise la probabilité de détection [118, 115]. Ce
test optimal, appelé likelihood ratio test (LRT) en anglais, consiste 4 comparer le
rapport des vraisemblances des deux hypothéses par rapport & un seuil, noté
A, dont la valeur est fixée par la Pg, désirée. Le résultat de cette comparaison
détermine alors le choix de I’hypothése selon la régle suivante

Py (n|Hy) H2

— 2 =)\ 5.4
Py(nlf) i (5:4)

Si ’on parcourt toutes les valeurs possibles du seuil A\, on peut faire évoluer
la Pg, entre 0 et 1. Au cours de cette évolution, on peut alors tracer la courbe pa-
ramétrique qui décrit I’évolution de la probabilité de détection P4(\) en fonction
de la probabilité de fausse alarme Pg, (). Cette courbe, communément appe-
lée courbe COR. (Caractéristique Opérationnelle de Réception)”, permet de
fournir une vue d’ensemble de la performance de détection d’'un test [115] et de
caractériser le compromis qui existe pour maximiser la probabilité de détection
tout en évitant que le taux de fausses alarmes ne soit trop important. En obser-
vant 1’allure typique d’une telle courbe COR représentée sur la figure 5.2, on voit
en effet que la performance de détection est d’autant plus grande que I'inflexion
de cette courbe paramétrique est abrupte et que la courbe se situe plus prés du
point de coordonnées (0, 1), associant ainsi une Py, faible et une P4 importante.

89 _ Notons que ’on aurait pu intervertir les deux hypothéses H; et Hy pour la définition de
ces probabilités de détection et de fausse alarme sans modifier les analyses physiques qui seront
présentées dans la suite. En pratique, la sémantique de ces appellations doit bien entendu étre
adaptée a I'application visée.

9 _ Receiver operating characteristic (ROC) en anglais.
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Probabilité de détection Py

Probabilité de fausse alarme Py,

F1G. 5.2 — Représentation de quatre courbes COR. correspondant & des perfor-
mances de détection distinctes.

5.1.3 Probabilité d’erreur et mesure de Chernoff

Si I'on désigne par Py (H;) la probabilité d’occurence de I’hypothése Hi, on
a pour la seconde hypothése, Py(Hs) = 1 — Py(H;). On peut alors définir la
probabilité d’erreur bayésienne [115],

Py 2 Py(H,) - Pr choisir Hy|Hy| + Py (Hy) - Pr[choisir Hy | Ha, (5.5)

qui représente la somme des probabilités de mauvaises classifications. Dans le cas
ou les hypothéses sont équiprobables, on peut réécrire cette probabilité d’erreur
bayésienne en fonction des valeurs de la P4 et de la Py,

Py = %{Pfa F(1- Pd)}. (5.6)

De facon intuitive, il apparait assez clairement que la probabilité d’erreur
d’un test d’hypothéses est intimement liée a la « ressemblance » entre les lois
de probabilité caractérisant les deux hypothéses qu’il faut discriminer : pour des
lois trés dissemblables, la distinction entre les deux hypothéses se fera aisément,
tandis que la probabilité d’erreur sera trés grande si les statistiques de photo-
comptage Py(n|H;) et Py(n|Hs) sont trés peu contrastées.

Parmi les grandeurs issues de la théorie de I'information permettant de me-
surer la « séparabilité » entre lois de probabilité, nous allons dans ce chapitre
utiliser la mesure de Chernoff, qui sera notée C* dans la suite. Dans le cas ou
les hypothéses H; et H, sont équiprobables, cette grandeur est définie comme la
valeur maximale de la fonction

—+00

C(s) 2 —1n{Z[PN(n|H1)}S[PN(n|H2)](1*S’}, (5.7)

n=0

lorsque 'exposant s varie entre 0 et 1 [118, 24|. L’exposant s* qui maximise C(s)
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est communément appelé exposant de Chernoff, et la mesure de Chernoff vaut
C* = C(s*) [118, 24]. Cette quantité est toujours positive et peut étre considérée
comme une mesure de séparabilité entre lois de probabilité puisqu’elle s’annule
si et seulement si Py(n|H;) = Py(n|Hs).

Dans le cadre de la théorie de Neyman-Pearson dans laquelle nous nous si-
tuons pour cette étude, cette quantité revét une importance particuliére car elle
est théoriquement reliée a la probabilité d’erreur asymptotique d’un test d’hy-
pothéses. Dans le cadre de la théorie de la décision bayésienne, il a en effet été
établi [148, 24] que la probabilité d’erreur bayésienne Py introduite ci-dessus est
bornée par la borne de Chernoff, qui est une fonction de la mesure de Cher-
noff C* entre les deux hypothéses. Plus précisément, lorsque la décision s’effectue
en prenant en compte un grand nombre K de mesures, la probabilité d’erreur
bayésienne, notée P](BK), décroit exponentiellement avec K et vérifie [24]

1
Jm P = —c. (5.8)

Par souci de concision, nous ne détaillons pas ici le calcul fastidieux de la
mesure de Chernoff entre deux lois de photocomptage sous-poissoniennes bino-
miales. Ce calcul est présenté en annexe C.6.1.1 dans le cas o les lois binomiales
Pn(n|Hy) et Py(n|Hy) sont respectivement données par les équations (5.1) et
(5.2) et permet d’établir 'expression suivante, pour un faisceau incident d’inten-
sité moyenne ppy, dans I’hypothése H; :

C'=C(s") = — 1liN}?1 In [(1 — )7 4 Fla(F, 7')1_5*}, (5.9)

ou I'exposant de Chernoff s* vaut

. 1 -1 In[7]
s =1- ] ln{ SRR } (5.10)

T

et ot 'expression de «a(F}, 7) est rappelée en équation (5.3).

De méme, le calcul de la mesure de Chernoff C; entre deux lois de Poisson
(I'une d’intensité moyenne iy, et 'autre d’intensité 7y, ) est rappelé en annexe
C.6.2.1 et permet de montrer que

c;;:cp(s;;):MNP{1—7_1[1—1n(T_1)}}. (5.11)

5.2 Evaluation des performances de détection avec
la mesure de Chernoff

Dans cette section, nous analyserons comment la mesure de Chernoff permet
de caractériser la performance de détection entre deux hypothéses dont les fluc-
tuations sont poissoniennes ou sous-poissoniennes binomiales. Nous montrerons
que cette propriété permet de définir un critére de gain pour évaluer ’apport des
lumiéres sous-poissoniennes pour l'amélioration des taches de détection.
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5.2.1 Contraste entre lois binomiales et lois de Poisson

Comme nous 'avons déja évoqué, la performance de détection est intimement,
liée a la similarité entre les lois de probabilité associées aux deux hypothéses
a discriminer. Il parait intéressant d’exhiber un parameétre de constraste entre
lois de probabilité dont la valeur serait reliée bijectivement a la performance de
détection. En effet, si une telle relation existe, la performance de détection pourra
étre évaluée simplement grace a cette mesure de contraste, et quels que soient
les paramétres physiques du probléme considéré. Par ailleurs, comme cela a été
montré pour divers modéles de bruits dans la référence [58], Pexistence d’une
telle relation permet d’éviter une étude fastidieuse de 'influence de chacun de
ces paramétres physiques sur la performance de détection.

5.2.1.1 Hypothéses sous-poissoniennes binomiales

Grace a des simulations numériques de la tache de discrimination présentée
au début de ce chapitre, nous avons analysé comment la mesure de Chernoff pou-
vait caractériser la performance de détection entre lois binomiales de paramétres
différents [39]. Les résultats sont résumés sur la figure 5.3, ol nous avons su-
perposé les courbes COR obtenues, pour quatre valeurs distinctes du paramétre
No € {20;2.10%2.10%;2.10*} de la loi binomiale, et pour quatre facteurs de Fano
de la lumiére incidente F; € {0,01;0,1;0,5;0,9}. Pour chacune de ces seize
courbes COR, la valeur du coefficient de transmission 7 définissant 1’absorption
subie dans I’hypothése Hy a été ajusté de sorte que la mesure de Chernoff entre
les deux hypothéses soit égale & C* = 0,393 (symboles O, courbes inférieures) ou
C* = 1,2 (symboles o, courbes supérieures)”’’. Chacune de ces courbes COR est
obtenue numériquement & partir de R = 10° réalisations du test d’hypothéses en
évaluant la probabilité de détection Py et de fausse alarme Pg, pour toutes les
valeurs du seuil de détection \.

Dans la limite des plus faibles probabilités de fausse alarme testées, c’est-
a~dire pour Pg, > 5.107%, la superposition des différentes courbes COR tracées
montre que des situations physiques différentes, mais caractérisées par une me-
sure de Chernoff identique, conduisent & des performances de détection similaires
[39]. En outre, on a pu vérifier grace a ces simulations numériques que la super-
position se précise & mesure que le paramétre Ny de la loi binomiale et que le
facteur de Fano augmentent [39]. Grace a ces analyses, nous avons établi que
pour des fluctuations sous-poissoniennes binomiales, la mesure de Chernoff peut
étre considérée comme un paramétre de contraste satisfaisant, pour des valeurs
suffisantes de Ny (Ng > 20) et des facteurs de Fano supérieurs a 0,01 [39].

5.2.1.2 Hypothéses poissoniennes

Sur cette méme figure 5.3, nous avons également représenté les courbes COR
obtenues dans le cas ou la lumiére incidente serait issue d’un laser standard
(lumiére poissonienne), pour plusieurs valeurs de l'intensité moyenne puy, €
{10;10% 10%; 10*}. Ici encore, pour chacune de ces situations, nous avons consi-
déré deux valeurs du coefficient de transmission 7 de sorte que la distance de

91 _ Ces valeurs de C* ont été fixées de facon a considérer une situation modérément contras-
tée (C* = 0,393) et une autre situation pour laquelle le contraste est important (C* = 1,2).
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Probabilité de détection Py

Lois binomiales
sous-poissoniennes
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F1G. 5.3 — Courbes COR obtenues & partir de R = 10° réalisations d’un test
entre deux hypothéses sous-poissoniennes binomiales, ou deux hypothéses pois-
soniennes, pour un ensemble de valeurs des paramétres Ny, F; et 7 tels que la
mesure de Chernoff entre les deux hypothéses soit égale aC* = 0,393 ouC* =1, 2.

Chernoff entre lois de Poisson de moyenne py, et Tuy, soit égale a C* = 1,2
(symboles x) ou 0,393 (symboles ).

Dans ce cas également, on peut vérifier que ces courbes COR sont assez bien
superposées a celles obtenues précédemment, dans le cas de photocomptages sous-
poissoniens binomiaux. Cette superposition nous permet de déduire le résultat
suivant [39], valable au moins pour ’ensemble des configurations expérimentales
testées pour construire la figure 5.3 :

Propriété 5.1 Pour une valeur donnée de la mesure de Chernoff entre les deux
hypotheéses a discriminer, les performances évaluées par le tracé d’une courbe
COR sont comparables, que la détection soit réalisée entre deux hypothéses bino-
miales, ou entre deux hypotheéses poissoniennes.

Nous allons voir dans la section suivante comment cette propriété peut étre
mise & profit pour définir un critére de gain caractérisant I’apport des états sous-
poissoniens pour ’amélioration des performances de détection.

5.2.2 Définition d’un critére de gain

Comme nous I’avons vu dans les chapitres 3 et 4, les états sous-poissoniens de
la lumiére se caractérisent par des fluctuations d’intensité (ou de photocomptage)
réduites par rapport & un faisceau poissonien standard de méme intensité. Par
conséquent, lorsque 'on cherche & discriminer deux niveaux d’intensité, cette
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réduction du bruit sur la mesure de photocomptage facilite la discrimination entre
les deux hypothéses et conduit donc a des performances de détection améliorées
par rapport a un faisceau poissonien standard de méme intensité.

Cependant, comme dans le cas de I'estimation de paramétre étudié au cha-
pitre précédent, il suffit simplement d’augmenter la puissance de 1’éclairement
lumineux en lumiére poissonienne standard pour accroitre la performance de dé-
tection. En effet, une telle augmentation d’intensité va permettre d’accentuer
le contraste entre les deux hypothéses et ainsi faciliter la tache de détection.
Deés lors, il peut étre intéressant pour comparer ces deux situations de définir
un critére de gain en performances de détection G. Conformément a la
définition du gain en performance d’estimation proposée au chapitre précédent,
celui-ci sera défini, pour une situation physique donnée??, comme 1'accroisse-
ment d’intensité nécessaire pour qu’une lumiére poissonienne standard d’inten-
sité moyenne G X uy, atteigne la méme performance de détection qu’une lumiére
sous-poissonienne binomiale de moyenne uy, et facteur de Fano Fj.

Dans le chapitre précédent, nous avons établi que le gain pour une tache
d’estimation de paramétre dans une image sous-poissonienne de facteur de Fano
F' était au maximum égal a 1/F, mais qu’il diminuait sensiblement dés que le
faisceau subissait une perturbation de nature a dégrader son caractére sous-
poissonien (absorption, fenétrage temporel, etc.). Pour la tache de détection
considérée, on peut s’attendre également & ce que les performances soient amé-
liorées au mieux en proportion du facteur de Fano F de la lumiére incidente non
absorbée. Par ailleurs, méme si I’absorption subie dans I'hypothése Hy est im-
portante et dégrade fortement la nature sous-poissonienne du faisceau, on peut
supposer également que le gain restera dans tous les cas au minimum égal a
1/F,, ou Fy représente le facteur de Fano de la lumiére dans 'hypothése H,,
c’est-a-dire lorsque celle-ci subit une absorption partielle.

Ces remarques sont illustrées sur la figure 5.4.a, o la courbe COR obte-
nue pour un faisceau sous-poissonien binomial (symboles ) avec uy, = 60 et
I} = 0,5, subissant sous I'hypothése Hy une absorption partielle avec 7 = 0, 5,
est comparée avec les courbes COR obtenues en remplacant le faisceau sous-
poissonien par des lumiéres poissoniennes d’intensité py,/F; (symboles o) et
i, /Fo (symboles O). En observant ces courbes, on voit clairement qu’espérer
un gain en proportion de 1/F} serait beaucoup trop optimiste, alors qu’un gain
en proportion de 1/F; sous-estimerait grandement I’amélioration de performance
effectivement observée avec un faisceau sous-poissonien [39].

5.2.2.1 Critére de gain fondé sur la mesure de Chernoff

Pour définir un critére de gain satisfaisant, il faut pouvoir comparer avec
précision les performances de détection avec des lois sous-poissoniennes et des
lois de Poisson. Or, nous avons vérifié a la section précédente que la mesure
de Chernoff constituait dans ce cas un paramétre de contraste performant. En
effet, pour une valeur donnée du coefficient de transmission 7, les performances de
détection (courbe COR) obtenues en lumiére sous-poissonienne d’intensité uy, et
facteur de Fano Fj sont atteintes avec un faisceau poissonien standard d’intensité

92_ (’est-a-dire dans le cas étudié ici, pour une valeur du coefficient, d’absorption 7 et de
I’intensité py, .
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Intensité py, = 60 — Facteur de Fano F} = 0,5 — Coefficient de transmission 7 = 0,5
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Fi1G. 5.4 — Comparaison entre la courbe COR obtenue pour des photocomptages
sous-poissoniens binomiaux (symboles ¢) et les courbes COR obtenues pour des
photocomptages poissoniens d’intensité supérieure, évaluée a partir de différents
critéres de gain : (a) gain en proportion de 1/F; (symboles o), de 1/F; (symboles
0) ou du facteur de Fano moyen 1/F (symboles x); (b) gain Ge fondé sur la
mesure de Chernoff (symboles o), gain G fondé sur la distance de Bhattacharyya
((symboles A) ou gain Gz fondé sur le contraste de Fisher (symboles V. Les
courbes en trait tireté (——) sont une simple indication visuelle de 1’évolution

des courbes COR.

supérieure jiy, > jin,, a condition que la mesure de Chernoff C;(,uNp) entre les
deux lois de probabilité poissoniennes soit identique & la mesure de Chernoff
C*(un,), évaluée dans le cas ou les deux lois de probabilité sont binomiales.
Grace a cette propriété, nous proposons d’introduire un critére de gain fondé sur
la mesure de Chernoff, que nous noterons G¢(F}, 7), et que ’on définit de la fagon
suivante [39] :

A * *
gC(F17 T) = ZNP > 17 avec ly, > 223%) tel que Cp(:uNp> =C (/’LNl)' (512)
Ny

Une valeur élevée de ce gain signifie qu’il est nécessaire d’augmenter fortement
la puissance d’illumination en lumiére standard pour obtenir les mémes perfor-
mances qu'un faisceau sous-poissonien. A Iinverse, lorsque ce gain est proche
de 1, utiliser un faisceau poissonien ou sous-poissonien ne changera pas signi-
ficativement la performance de discrimination. Malheureusement, ’expression
complexe de la mesure de Chernoff ne permet pas d’obtenir une forme explicite
du gain Ge(Fy,7) qui peut cependant étre facilement évalué numériquement”.
Par ailleurs, la réduction effective de bruit dont on peut bénéficier grace au ca-
ractére sous-poissonien du faisceau pour une tache de détection peut étre évaluée

93_ On a pu néanmoins vérifier théoriquement qu’il est indépendant de 'intensité moyenne
1Ny, ce qui justifie la notation G¢(Fy,7) dans ’équation précédente.
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grace a un facteur de Fano équivalent

A 1

Fe(Fy,7) = Ge(Fr)’

(5.13)

qui présente une analogie formelle avec le facteur de Fano effectif introduit au
chapitre précédent, bien que ces grandeurs soient définies de facons différentes et
ne soient pas rigoureusement, comparables.

5.2.2.2 Expression explicite approchée du critére de gain

Conformément a la définition rappelée en section 5.1.3, le calcul de la mesure

de Chernoff C* 2 C(s*) nécessite de déterminer 'exposant de Chernoff s* € [0; 1]
qui maximise la fonction C(s) définie en équation (5.7). En particulier, c’est a
cause de cette étape d’optimisation nécessaire qu’il n’est pas possible de donner
une expression simple du critére de gain Ge qui en découle. Néanmoins, il a été
montré dans de nombreux cas que cet exposant de Chernoff était peu différent
de 1/2 [71], et que la distance de Bhattacharyya [118]

+00
B2C(1)2) = - m{z \/PN(n|H1)PN(n|H2)} (5.14)

n=0

représentait alors une approximation satisfaisante de la mesure de Chernoff. [.’in-
térét pratique de cette distance comme mesure de séparabilité ou de contraste
a d’ailleurs été montré |79, 6, 71]. Pour la situation physique considérée dans ce
chapitre, 'expression explicite de la distance de Bhattacharyya s’obtient aisément
en fixant s = 1/2 dans I’expression (5.7). Dans le cas ou les lois de probabilité
associées aux deux hypothéses H; et Hy sont binomiales et sont décrites par les
équations (5.1) et (5.2), la distance de Bhattacharyya notée B s’écrit (voir annexe
C.6.1.2)

B= —1"%111 (1-F)Wr+F Oz(Fl,T)}, (5.15)
— 11

tandis que si les lois de probabilité sont poissoniennes (I'une d’intensité moyenne
p, et autre d’intensité 7y, ), elle s’écrit

B, = “gf’ (1— /7). (5.16)
Dans ces deux cas, nous avons en outre établi (voir [39] et annexe C.6.3) que
la distance de Bhattacharyya constitue une bonne approximation de la mesure
de Chernoff tant que I’absorption n’est pas trop importante (7 > 0,1) et que le
facteur de Fano incident n’est pas trop faible (F; > 2.1072).

Lorsque ces conditions seront vérifiées, nous pourrons alors remplacer Ge(Fy, 7)
par un critére de gain défini de maniére similaire & partir des distances de Bhat-
tacharyya

A KN,

Gs(Fy,7) = . > 1,avec py, > pun, tel que By(un,) = Bun, ), (5.17)
Ny

dont une expression explicite peut étre déduite des distances de Bhattacharyya
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calculées ci-dessus. On obtient alors [39]

- 9 ln[(l—Fl)\/F—i—Fl O{(Fl,T):|

= . 5.18
gB( 177_) (Fl—l) (1—\/F)2 ) ( )
avec a(Fy,7) = Fy/Fy = [1 —7(1 — Fy)]/Fy. Cette nouvelle formulation d'un
gain en performance de détection permet aussi de définir un facteur de Fano
équivalent Fp(F1,7) = 1/Gp(F1,T).

5.2.2.3 Autre critére de gain fondé sur le contraste de Fisher

Comme nous venons de I’évoquer, il n’est pas possible d’obtenir une expres-
sion explicite simple du critére de gain défini & partir de la mesure de Chernoff.
On peut en déterminer une expression explicite approchée si 'on considére la
distance de Bhattacharyya, mais celle-ci reste malgré tout assez complexe. On
peut deés lors chercher & obtenir un autre critére de gain dont I’expression se-
rait plus simple, en se fondant sur un autre paramétre de contraste entre lois de
probabilité. Considérons par exemple le contraste de Fisher [118], qui dépend
uniquement des deux premiers moments statistiques des lois de probabilité. Cette
grandeur que nous noterons R est en effet définie par

R é (MN1 — MN2)2
var(Ny) + var(N,)’

(5.19)

ou N; et Ny sont les variables aléatoires discrétes associées respectivement au
photocomptage dans ’hypothése H; et H,. Notons également que le contraste
de Fisher peut étre considéré comme une forme généralisée d’un rapport signal
a bruit™. Les expressions de ce contraste de Fisher données en annexe C.6.1.3

pour des hypothéses binomiales (noté R), et annexe C.6.2.3 dans le cas poissonien

. s . , A
(noté R,), permettent de définir un nouveau critére de gain noté Gr(Fy,7) =

I,/ 1, OU fin, > iy, est fixé de sorte que R, (un,) = R(pn,) [39]. L'expression
explicite de ce critére prend cette fois-ci une forme trés simple

1 1+7

For)=——— 17
Gr(F1,7) Fi1+a(F,7)T

(5.20)

5.2.2.4 Validation numérique des critéres de gain considérés

A partir des trois paramétres de contraste différents considérés ici, nous avons
obtenu trois expressions distinctes pour définir un critére de gain. Il est donc
nécessaire maintenant de comparer ces critéres, et de confirmer (ou infirmer) la
pertinence de chacun d’entre eux.

Pour vérifier la validité du critére de gain Ge(Fi,7), défini a partir de la
mesure de Chernoff, nous nous placons dans des conditions expérimentales simi-
laires & celles de la figure 5.4.a (uy, = 60, F; = 0,5), qui conduisent a de bonnes

94 _ En toute rigueur, le contraste de Fisher ne peut étre considéré comme un rapport signal
a bruit que dans le cas ou les deux hypothéses possédent des statistiques gaussiennes et de
variances identiques [58].
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performances de détection en raison de I’absorption importante que subit le fais-
ceau dans I’hypothése Hy (7 = 0,5). Sur la figure 5.4.b, nous avons reporté la
courbe COR obtenue avec une loi sous-poissonienne binomiale (symboles ¢). Par
ailleurs, nous avons également tracé les courbes COR obtenues avec une lumiére
poissonienne standard d’intensité supérieure puy, X Ge(Fy,7) (symboles o) ou
pn, X Gg(F1, 7) (symboles A\), qui se superposent, avec une assez bonne précision
a la courbe COR obtenue avec la loi sous-poissonienne binomiale. Cette super-
position confirme ainsi la validité du critére de gain Ge(F}, 7) pour quantifier le
gain en performance. Elle n’est cependant guére étonnante puisque l'on a vu a
la section précédente que la mesure de Chernoff (ou son approximation par la
distance de Bhattacharyya) constituait un bon paramétre de contraste pour les
statistiques considérées.

En revanche, cette méme figure permet de montrer que le contraste de Fisher
n’assure pas une évaluation correcte des performances de détection en lumiére
sous-poissonienne [39]. En effet, la courbe COR que I'on obtiendrait avec un
faisceau poissonien d’intensité iy, x Gr(F1,7) (symboles ¥) se situe bien au-
dessus de la courbe COR de référence, ce qui signifie que le gain Gr(F,7T) est
nettement surévalué. Pour la tache de détection en lumiére sous-poissonienne
considérée dans ce chapitre, utiliser un paramétre de contraste « élémentaire »
fondé sur les deux premiers moments de la statistique de photocomptage ne
permet pas de caractériser correctement les performances de détection.

Dans la section suivante, nous nous focaliserons donc sur le critére Ge(Fy, 7)
fondé sur la mesure de Chernoff, dont nous étudierons I’évolution en fonction des
parameétres physiques du probléme de détection considéré (facteur de Fano F} et
coefficient de transmission 7). Cette étude nous permettra ainsi d’analyser com-
ment ’'utilisation de lumiéres sous-poissoniennes peut améliorer les performances
de détection.

5.3 Caractérisation de I’amélioration des perfor-
mances de détection

Au début de ce chapitre, nous avons vérifié que le gain en performance pour
des taches de détection était compris entre une valeur minimale 1/F, et une va-
leur maximale Gy, = 1/F;. En étudiant le comportement du critére de gain® Ge
défini a la section précédente lorsque les parameétres 7 et I} évoluent, nous pou-
vons maintenant affiner cette analyse et délimiter ainsi trois principaux domaines
de fonctionnement.

5.3.1 Faibles contrastes (7 — 1)

Pour les plus faibles valeurs du contraste (7 ~ 1), on peut vérifier numé-
riquement que le critére de gain Ge est quasiment égal a sa valeur maximale
Gmax = 1/F;. Ainsi, dans les situations ou la discrimination entre les deux ni-
veaux d’intensité est la plus difficile en raison du faible contraste d’intensité entre
les deux hypothéses, I'utilisation d’une lumiére sous-poissonienne de facteur de

9 _ Pour simplifier les notations nous omettrons & partir de maintenant d’indiquer la dé-
pendance en 7 et F; des critéres de gain Ge(Fy, 1) ou Gg(Fi, 7).
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Fano F} permet d’obtenir les mémes performances qu’avec un faisceau standard
poissonien dont l'intensité serait 1/F) fois supérieure. Ce résultat est clairement
illustré sur la figure 5.5 ol nous avons tracé les courbes COR (symboles ¢) obte-
nues numériquement dans le cas ol les deux hypothéses correspondent & des lois
sous-poissoniennes binomiales d’intensité iy, = 103 photons par pixel et de fac-
teur de Fano F; € {0,05;0,1;0,25;0,5} dont I'une a subi une absorption partielle
faible (7 = 0,98). Le niveau d’intensité élevé permet d’obtenir des performances
de détection suffisantes pour pouvoir analyser confortablement les résultats ob-
tenus. Sur cette méme figure, nous avons superposé les courbes COR obtenues
dans les mémes conditions, mais pour des lois de Poisson standard dans le cas ou
'intensité vaut uy, (courbe en trait tireté (——)) et dans le cas ou 'intensité est
multipliée par le gain maximal Gy, = 1/F) (courbes en trait plein (—), pour
différentes valeurs de Fy € {0,05;0,1;0,25;0,5}).

Dans un premier temps, on peut remarquer que les performances de détection
augmentent & mesure que le facteur de Fano décroit, et que ’on surpasse bien str
les performances obtenues dans un cas poissonien de méme intensité (courbe en
trait tireté (——)). En outre, on observe également que dans une telle situation
de tres faible contraste (7 = 0,98 ~ 1), les courbes COR, obtenues pour des sta-
tistiques poissoniennes standard d’intensité py, /Fi = pin, X Gmax S€ superposent
quasiment aux courbes COR. obtenues lorsque les fluctuations sont binomiales
sous-poissoniennes de facteur de Fano F} et d’intensité pn,. Ainsi, pour les plus
faibles valeurs de contraste (7 — 1), 'effort investi pour réduire la variance des
photocomptages en utilisant des faisceaux sous-poissoniens est entiérement mise
a profit pour améliorer les performances de détection.

1

0.8

0.6

Photocomptages binomiaux

0.4 d’intensité py, —103

Probabilité de détection Py

Photocomptage poissoniens
0.2

- d’intensité pp, ---

- d’intensité py, /F1 —

I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Probabilité de fausse alarme Py,

F1G. 5.5 — Comparaison des courbes COR obtenues a trés faible contraste (7 =
0,98), pour des hypothéses sous-poissoniennes binomiales d’intensité uy, = 10°
et de facteurs de Fano Fj divers (symboles ), avec les courbes COR obtenues
pour une lumiére poissonienne d’intensité py, (courbe en trait tireté (——) ou
d’intensité supérieure py, /Fy (courbes en trait plein (—)).

Malheureusement, ce gain maximal n’est plus observé dés que l’absorption

166



5.8. Caractérisation de l'amélioration des performances de détection

devient trop importante, comme on peut le voir sur la figure 5.6.a ou 5.6.b ou
nous avons tracé le rapport entre le gain Ge et le gain maximal Gy, = 1/F) en
fonction de 7 et Fj. Il peut étre intéressant en pratique de délimiter les valeurs
du coefficient de transmission T%{’% pour lesquelles le gain G¢ reste égal a sa valeur
maximale & K% preés. Pour établir cette valeur limite, nous proposons d’utiliser la
forme explicite de ce critére de gain, obtenue grace a I’approximation de la mesure
de Chernoff par la distance de Bhattacharyya. Cette approche se justifie ici a trés
faible contraste puisqu’il est démontré dans I'annexe C.6.4 que les exposants de
Chernoff s* et s; tendent tous deux vers 0,5 lorsque 7 tend vers 1. Ainsi, par un
développement limité a 'ordre 1 lorsque 7 — 1, on montre (voir annexe C.6.6)
que le facteur de Fano équivalent approché Fp est approximativement égal a

F2

Lo Fl]. (5.21)

Fl[l—l-(l—T) —
1

A partir de cette expression, on peut déduire la valeur limite du coefficient de
transmission 7'}?7% qui permet d’assurer que le facteur de Fano équivalent (appro-
ché ici par la valeur F') ne soit pas supérieur a la valeur minimale F; de plus de
K % en résolvant

_ 1-F
F=F|1+(1-7) !

< Fi(1+ K 5.22
2F1 —_ 1( _'_ %)7 ( )

ce qui conduit, aprés simplification, a la valeur de T%}) suivante [39] :

Fy
1-F

e =1-2 Ko (5.23)

Pour donner un ordre de grandeur de ce coefficient limite, nous avons reporté en
traits tiretés (——) sur la figure 5.6.b la courbe de niveau correspondant a {5
qui permet de garantir ainsi un gain minimal de 0,9 X G,... On note alors que ce
coefficient limite vaut ng% = 0, 8 lorsque le facteur de Fano vaut F; = 0,5 mais
n’est que de 0,98 lorsque F; = 0, 1. Ce résultat illustre a nouveau clairement la
fragilité bien connue des états sous-poissoniens lorsqu’ils sont perturbés par une

intéraction avec l’environnement (absorption, réflexion, etc.).

5.3.2 Contrastes intermédiaires

En dehors du domaine délimité par ce coefficient de transmission limite, I’ab-
sorption subie par le faisceau dans I'hypothése H, déteriore sensiblement la na-
ture sous-poissonienne de ce dernier, occasionnant ainsi un surcroit de fluctua-
tions et une diminution du gain Ge. Comme précédemment dans le cas de la figure
5.4.a ot T = 0,5, espérer un gain de 1/F} est une hypothése trop optimiste par
rapport a ’amélioration observée effectivement. On peut cependant remarquer
sur cette méme figure 5.4.a que la courbe COR tracée grace aux symboles x
est assez similaire a celle obtenue pour des fluctuations sous-poissoniennes bino-
miales (symboles ¢). Cette nouvelle courbe, tracée grace aux symboles *, a été
obtenue avec des lois de Poisson standard d’intensité G x iy, ou l'on définit

G2 1/F. Puisque F représente 1'approximation au premier ordre de F5 quand
7 — 1 donnée a 'équation (5.21), il n’est pas surprenant que cette quantité
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1

0.8

@)

F1G. 5.6 — Le rapport entre le critére de gain G¢ et le gain maximal G, = 1/F}
est représenté en fonction de 7 et de Fj : (a) en trois dimensions; (b) en courbes
de niveaux.

fournisse une approximation correcte du facteur de Fano équivalent Fe [39].
Cette valeur approchée s’avére donc tout a fait intéressante pour caractériser
le gain en performance de détection pour des contrastes faibles ou modérés. En
effet, son expression est trés simple, d’autant plus que I'on peut montrer, grace a
la propriété C.3 démontrée en annexe C.6.6, que F est égal a la valeur moyenne
des facteurs de Fano dans les deux hypothéses considérées :
pofitls (5.24)
2
Le facteur de Fano moyen F permet donc d’évaluer avec une précision satisfai-
sante le gain en performance de détection auquel on peut s’attendre pour des
contrastes intermédiaires. Cette propriété peut étre confirmée par 1’observation
de la figure 5.7, oi le rapport G¢/G (ou de maniére équivalente F/Fe) est re-
présenté en fonction de 7 et de F}. Cette figure montre ainsi que pour une large
gamme d’états sous-poissoniens, a ’exception des trés forts contrastes et des plus
faibles valeurs de F7i, 'inverse du facteur de Fano moyen ne différe guére de Ge.
Dans la plupart des situations, on pourra donc évaluer le gain en calculant sim-
plement la valeur moyenne des facteurs de Fano dans chacune des hypothéses

5.3.3 Forts contrastes (7 — 0)

Si ce résultat restait valable pour toutes les valeurs admissibles de F} et de
7, le gain maximal atteint dans le cas o la lumiére serait parfaitement ordonnée
(Fy — 0) serait limité pour des contrastes extrémes & G = 2 puisque Fy —
1 quand 7 — 0. Cependant, le gain effectivement observé pour de trés forts
contrastes et évalué grace a Ge est supérieur a 2 ce qui signifie que G sous-
évalue le gain dans ces conditions de forts contrastes. Les simulations numériques
présentées en figure 5.8 permettent de le vérifier, dans une situation ol py, = 18,
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F1G. 5.7 — Le rapport entre le critére de gain Ge et I'inverse du facteur de Fano
moyen G = 1/F est représenté en fonction de 7 et de Fy : (a) en trois dimensions
ou (b) en courbe de niveaux.

7=0,3et F; =0,10u0,5. Les courbes COR obtenues avec les photocomptages
sous-poissoniens binomiaux sont toujours représentées grace aux symboles ¢,
tandis que les symboles o et * représentent respectivement les courbes COR dans
un cas poissonien de valeur moyenne py, X Ge ou pn, X G. Cette figure illustre
bien qu’a fort contraste, le critére de gain obtenu a partir du facteur de Fano
moyen F reste un indicateur de performance satisfaisant tant que le facteur de
Fano n’est pas trop faible (ici pour F; = 0,5). Il sous-évalue en revanche le gain
réel lorsque Fj est faible (ici F; = 0, 1), et il est nécessaire dans ces conditions de
préférer I'utilisation du critére de gain Ge fondé sur la mesure de Chernoff [39].

Pour clore cette étude des situations de trés forts contrastes, nous pouvons
analyser le comportement limite du critére de gain G lorsque le contraste devient
maximal (7 — 0). Il n’est pas possible dans ce cas d’utiliser une approximation
de la mesure de Chernoff par la distance de Bhattacharyya car les exposants de
Chernoff s* et s; tendent tous deux vers 1 a tres fort contraste lorsque 7 — 0
(voir annexe C.6.5). On peut malgré tout démontrer, comme cela est détaillé
dans 'annexe C.6.7 que la valeur limite du critére de gain est [39]

lim gc _ h'l(Fl)

. 5.25
7—0 F1 —1 ( )

En observant cette expression, on remarque que le gain diverge lorsque la lumiére
est totalement absorbée dans I’hypothése Hy (7 = 0) et lorsque que le faisceau
incident devient parfaitement ordonné (F; — 0). Cependant, pour ces contrastes
extrémes, la vitesse de croissance du gain est faible lorsque F; décroit (en propor-
tion de In(1/F})), tandis que lorsque le contraste était trés faible, Go augmentait
en proportion de 1/F;. Ceci peut étre illustré quantitativement en observant
le tableau 5.1, ol sont reportées les valeurs de gain obtenues pour 7 = 0,1 et
7 =0,9, et pour trois ordres de grandeurs du facteur de Fano F} =1, F; = 0,1
et F1 = 0,01. Pour 7 = 0,9 par exemple, on peut observer qu’'une premiére
diminution de F} par un facteur 10 permet de multiplier le gain par 7,1 mais
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Intensité py, = 18
Coeflicient de transmission 7 = 0.3

0999 - X /o ]

0.998 - * R

Photocomptages binomiaux
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SOuUS-poissoniens :

Probabilité de détection Py

Photocomptages poissoniens
d’intensité :

0.996 |- 1
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0.995 N ) E——————
0.001 0.01 0.1 1

Probabilité de fausse alarme Pg,

F1G. 5.8 — Comparaison des courbes COR obtenues a fort contraste (7 = 0, 3)
dans le cas d’hypothéses sous-poissoniennes binomiales ou d’hypothéses poisso-
niennes d’intensité supérieure, évaluée a partir du critére de gain Ge ou de G (Les
courbes en trait tireté (——) sont une simple indication visuelle de ’évolution des
courbes COR discrétes).

qu'une nouvelle diminution de F; par un facteur 10 ne multiplie le gain que par
3,16. Pour 7 = 0, 1, ces augmentations successives du gain sont respectivement
de 2,45 et de 1, 57.

Ge |F=11F=01]F=0,01
9 1 71 92,44
1] 1 9. 45 3,85

T
T

0,
0,

TAB. 5.1 — Evolution du critére de gain Ge en fonction du facteur de Fano F,
pour deux valeurs distinctes du facteur de transmission 7.

Par ailleurs, il est intéressant de remarquer que I'expression obtenue a 1’équa-
tion (5.25) est identique & un résultat établi par M. Teich et B. Saleh dans la
référence [115], dans laquelle ces auteurs examinent les performances d’un pro-
tocole de communication optique par modulation « tout ou rien », ou « On-Off
keying » (OOK) en anglais”®, qui utiliserait des états sous-poissoniens du champ
lumineux. Le fait que I’on retrouve un tel résultat n’est pas surprenant au vu de
I’équivalence formelle entre ce protocole de modulation étudié dans la référence
[145] et la situation de détection considérée ici a trés fort contraste lorsque la
lumiére est totalement absorbée dans I'hypothése Hs.

96 _ Comme son nom l'indique, cette modulation permet de coder un bit d’information gréace
a la présence ou ’absence d’un signal d’intensité constante durant une période 7' définie.
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5.4 Généralisation aux modéles sous-poissoniens
non binomiaux

Dans la section qui précéde, nous avons analysé comment on peut tirer parti
de la mesure de Chernoff entre lois binomiales pour caractériser les performances
de détection, lorsqu’il s’agit de décider, a partir d’'une mesure de photocomptage
et avec un taux d’erreur minimal, si le faisceau détecté a subi ou non une ab-
sorption partielle. Pour établir les conclusions précédentes, le choix du modéle
binomial de fluctuations sous-poissoniennes se justifie car il rend possible le calcul
de la mesure de Chernoff grace a la stabilité des lois binomiales sous ’effet d’une
absorption de Bernoulli. Nous devons néanmoins & ce niveau nous interroger sur
la généralité de ces résultats, fondés sur le choix commode mais particulier du
modeéle statistique binomial.

5.4.1 Prise en compte d’un modéle non binomial

Nous allons tenter d’analyser dans cette derniére section la robustesse des
résultats établis précédemment, lorsque les fluctuations sous-poissoniennes des
photocomptages ne sont plus modélisées par des statistiques binomiales. En par-
ticulier, nous allons considérer que la lumiére incidente sous-poissonienne de fac-
teur de Fano F) est maintenant décrite par le modéle temporel présenté a la
section 3.2.2, qui suppose que les temps d’attente entre les détections successives
de photons sont distribués selon une loi gamma. Dans le cas ou la loi gamma
considérée est d’ordre L, la loi de probabilité qui décrit les photocomptages sous-
poissoniens a été établie en équation (3.33), et le facteur de Fano dans une telle
situation vaut simplement Fy = 1/L.

Par ailleurs, il est aisé de simuler numériquement 1’action d’une absorption
partielle de facteur de transmission 7 : conformément au modéle d’absorption
de Bernoulli présenté en annexe C.1.1, il suffit pour cela de conserver chaque
photon contenu dans le processus sous-poissonien avec une probabilité 7 et de
le supprimer avec une probabilité (1 — 7). Ainsi, on peut facilement générer
numériquement, des réalisations de la statistique de photocomptage correspon-
dant a Phypothése Ho, lorsque le faisceau est absorbé. A la différence du modéle
binomial cependant, il n’est pas facile d’expliciter directement la loi du photo-
comptage correspondant & I’hypothése absorbée”’”. Pour cette raison d’une part,
et au vu de la complexité de la loi de probabilité (3.33) d’autre part, il semble
difficile de déterminer la mesure de Chernoff entre les deux hypothéses.

5.4.2 Etude de la robustesse des résultats

Puisque nous ne pouvons pas calculer la mesure de Chernoff entre les deux
lois de photocomptage lorsqu’on utilise le modéle temporel de fluctuations sous-
poissoniennes, il n’est pas possible dans ce cas de définir un critére de gain en
détection comme nous ’avons fait précédemment dans le cas du modéle binomial.

Néanmoins, nous allons analyser numériquement comment ['expression du
gain Ge obtenu en utilisant le modéle binomial peut s’appliquer lorsque les fluc-

97_ En particulier, la propriété de stabilité par absorption n’est plus vérifiée dans le cas du
modéle temporel.
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tuations d’intensité sont décrites grace au modéle temporel de fluctuations sous-
poissoniennes. Dans une situation physique donnée (intensité moyenne py, facteur
de Fano Fj et facteur de transmission 7), nous proposons pour cela d’associer
a la lumiére dans ’hypothése non absorbée H; une loi binomiale de paramétres
No = pn, /(1 = Fy) et g = 1 — Fy (voir équation (5.1)). Les paramétres de cette
loi binomiale sont fixés de sorte qu’elle présente une intensité moyenne iy, et une
variance py, X I} identiques a celles de la loi de probabilité décrivant la lumiére
incidente. De méme, dans I’hypothése ou la lumiére incidente subit une absorp-
tion partielle de facteur de transmission 7 (hypothése Hs), on peut lui associer
une loi binomiale de méme paramétre Ny et de paramétre n, = 1—F, = 7(1—F})
(voir équation (5.2)). Ainsi, bien que les données soient générées au moyen du
modéle temporel de temps d’attente gamma, il est possible d’évaluer la distance
de Chernoff entre les lois binomiales associées a chacune des hypothéses.

Dans les paragraphes qui suivent, nous proposons d’analyser par simulation
numérique si la distance de Chernoff calculée pour ces lois binomiales associées
aux véritables lois de photocomptage constitue un paramétre de contraste satis-
faisant entre les hypothéses sous-poissoniennes.

Description de l’expérience : Nous avons simulé une expérience de dis-
crimination similaire & celles que nous avons analysées précédemment, mais en
utilisant le modéle phénoménologique temporel de temps d’attente gamma pour
générer le faisceau sous-poissonien incident et en modélisant I’absorption partielle
subie dans I’hypothése H, par une absorption de Bernoulli. Différentes conditions
physiques ont été considérées en faisant varier le facteur de Fano de la lumiére
incidente F; € {0,01;0,1;0,5;0,9;1} ainsi que l'intensité moyenne de celle-ci
wun, € {99;495;990; 4455} .

Pour chacune des situations physiques considérées, nous avons ajusté la valeur
du coefficient de transmission 7 de sorte que la mesure de Chernoff évaluée entre
les lois binomiales associées aux véritables lois de photocomptage soit égale a
C* = 1,2 ou C* = 0,393. Dans chacun des cas, les R = 10° réalisations de
I’expérience de discrimination permettent enfin de construire une courbe COR
caractéristique de la performance de détection, qui est tracée sur la figure 5.9.

Nous nous sommes placés a des niveaux d’intensité suffisants (uy, > 100
photons par pixel environ) pour réaliser ces expériences. Cette précaution per-
met d’éviter que les processus sous-poissoniens simulés avec le modéle phéno-
ménologique temporel ne soient trop perturbés par le phénoméne de « fenétrage
temporel » identifié a la section 3.2.2.3, qui affecte la nature sous-poissonienne
du modéle temporel pour de trop faibles valeurs de ppy,. En effet, le modele
sous-poissonien binomial ne permet pas de rendre compte simplement de ce phé-
noméne. A faible intensité moyenne, il sera donc plus difficile de déterminer
les lois binomiales associées aux véritables lois de photocomptage qui décrivent
les fluctuations d’intensité dans les deux hypothéses. [’évaluation du contraste
entre ces deux lois de probabilité sera donc bien plus complexe & faible intensité
moyenne.

Analyse des résultats : Nous pouvons maintenant analyser les résultats de
simulation présentés en figure 5.9. De maniére générale, on remarque que les dif-
férentes courbes COR obtenues se superposent de mieux en mieux & mesure que
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FIG. 5.9 — Etude de la pertinence de la mesure de Chernoff C* (évaluée entre deux
lois binomiales) pour évaluer la performance de détection entre hypothéses sous-
poissoniennes générées grace au modéle temporel de temps d’attente gamma.

’on augmente le nombre moyen de photons recus py,, jusqu’a étre quasiment
confondues lorsque py, = 4455 photons par pixel (excepté pour F; = 0,01). Cela
signifie donc que la mesure de Chernoff évaluée pour les lois binomiales associées
aux véritables lois de photocomptage représente un paramétre de contraste sa-
tisfaisant pour des niveaux d’intensité suffisants (uy, de Pordre d’un millier de
photons par pixel), méme lorsque le modéle de fluctuations considéré n’est pas
strictement binomial.

Cette remarque assez générale peut néanmoins étre affinée a ’aide des obser-
vations suivantes :

— Pour des lumiéres faiblement sous-poissoniennes (ici F; = 0,9 ou F; = 0, 5),
la superposition des courbes COR devient satisfaisante au-dela de quelques
centaines de photons par pixel seulement.
— Cette superposition devient de moins en moins satisfaisante a mesure que le
facteur de Fano diminue. Pour des facteurs de Fano trés faibles (F; = 0,01),

173



5.5. Conclusion

la superposition avec les autres courbes COR n’est toujours pas atteinte
pour py, = 4455 photons par pixel.

— On peut remarquer également que la superposition est meilleure si la me-
sure de Chernoff entre les deux hypothéses est plus faible, c’est-a-dire pour
des situations de moindre contraste.

Ces résultats numériques indiquent donc que pour le probléme de détection
considéré, la mesure de Chernoff évaluée entre les lois binomiales associées aux
véritables lois de photocomptage permet de caractériser la performance de détec-
tion entre deux hypothéses sous-poissoniennes d’intensité suffisante (de l'ordre
de 10? photons par pixels) et pour Fy > 0, 1.

Par conséquent, dés que ces conditions seront vérifiées, il semble raisonnable
d’utiliser le critére de gain Ge déterminé dans ce chapitre. De fagon similaire,
on peut raisonnablement penser que les conclusions physiques et les grandeurs
7'}?772; et F qui ont été déduites de I'étude de ce critére resteront valables si les
conditions énoncées ci-dessus sont respectées.

5.5 Conclusion

En utilisant un modéle binomial de fluctuations sous-poissoniennes, nous
avons pu observer qu’entre différentes mesures de contraste issues de la théorie
de l'information, seule la mesure de Chernoff permettait de caractériser correc-
tement la performance de détection entre deux hypotheéses, selon qu’un faisceau
sous-poissonien a subi une absorption partielle ou non. A partir de cette mesure
de contraste, nous avons proposé un critére de gain Ge qui quantifie 'apport
des états sous-poissoniens du champ électromagnétique pour surpasser les per-
formances de détection obtenues en lumiére poissonienne standard.

L’analyse de ce gain nous a servi a délimiter ’ensemble des situations de tres
faibles contrastes (7 ~ 1) pour lequelles 'amélioration est maximale, ¢’est-a-dire
en proportion du facteur de Fano de la lumiére incidente. Pour les situations
de contrastes intermédiaires, une forme approchée trés simple du gain peut étre
exhibée, car il évolue en proportion du facteur de Fano moyen des deux hypo-
théses. On retiendra également que l’expression asymptotique de G pour un
contraste maximal (7 — 0) permet de retrouver un résultat établi dans la réfé-
rence [145]. Enfin, la robustesse de ces résultats a été discutée a travers quelques
simulations numériques, en utilisant un modéle non binomial pour générer les
processus sous-poissoniens.

Pour simplifier les analyses, nous nous sommes limités dans ce chapitre a
une tache de détection trés simple. Parmi les perspectives de ces travaux, on
peut bien sir imaginer de les étendre au cas de détecteurs matriciels, ot le
test d’hypothéses serait alors effectué sur plusieurs pixels. On pourrait dans ce
cas envisager d’estimer les paramétres de la loi de photocomptage, et d’utiliser
une version généralisée du test de vraisemblance (generalized likelihood ratio test
(GLRT)). Enfin, nous pouvons raisonnablement penser que d’autres taches de
traitement d’image, telles que des problémes de classification ou de segmentation,
pourraient également voir leurs performances améliorées grace a l'utilisation de
lumiéres sous-poissoniennes. Cette perspective peut donc également constituer
une motivation pour des travaux de recherche ultérieurs.
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Conclusion

L’objectif de cette thése consistait & analyser deux situations physiques dis-
tinctes pour lesquelles le bruit de mesure inhérent au probléme d’optique consi-
déré”® posséde une influence importante sur les performances de traitement, que
I’on considére une tache d’estimation de paramétre ou de détection.

Dans chacun de ces deux cas, nous avons appliqué une méthodologie similaire
consistant dans un premier temps a modéliser les bruits optiques qui perturbent
les signaux lumineux, puis a déterminer les bornes statistiques sur les perfor-
mances de traitement. [’analyse de ces bornes issues de la théorie de I'informa-
tion nous a permis d’évaluer la qualité des méthodes de traitement employées et
a facilité la recherche de stratégies de traitement optimales.

Dans cette conclusion, nous proposons tout d’abord de dresser un bilan des
principaux résultats obtenus durant cette thése concernant les deux problémes
physiques que nous avons étudiés.

Bilan des résultats obtenus
Estimation du degré de polarisation

La premiére partie de cette thése a permis de caractériser théoriquement une
méthode d’estimation du degré de polarisation fondée sur ’analyse de la réparti-
tion statistique de I'intensité de la lumiére rétrodiffusée par une scéne imagée sous
éclairement cohérent et linéairement polarisé. L’étude de la borne de Cramer-Rao
(BCR) pour l'estimation du degré de polarisation au carré (8 = P?) a partir
d’une unique image a permis de montrer qu’il était préférable de se situer dans
les conditions expérimentales d'un speckle d’ordre 1 (c’est-a-dire qu’en moyenne
un grain de speckle occupe un pixel du détecteur) et qu’une utilisation pratique
de cette méthode d’estimation a une image nécessitait de disposer d’échantillons
statistiquement homogeénes de taille importante (de 'ordre de 400 pixels pour
obtenir un écart-type inférieur a 0, 1 sur l'estimation de 3 = P?). Pour des appli-
cations d’imagerie, nous avons illustré comment cette augmentation de la taille
des échantillons pouvait étre favorisée par 'utilisation d’algorithmes de segmen-
tation d’image en régions statistiquement homogeénes. Nous avons également vu
que la robustesse de la méthode d’estimation en présence de bruit de photon a
faible flux lumineux pouvait permettre de concevoir un dispositif d’imagerie opti-
misé pour maximiser la quantité d’échantillons pris en compte pour I’estimation.

Pour la mise en ceuvre pratique d’une telle méthode d’estimation, nous avons
étudié théoriquement et numériquement les performances d’un estimateur de (3

98 _ Bruit de speckle da & I’éclairement cohérent ou bruit de photon.
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trés simple, fondé sur I’évaluation de la moyenne et de la variance empiriques de
I'intensité de 'image dans une région statistiquement homogeéne. Si cet estima-
teur présente 'avantage d’une grande souplesse d’utilisation pour des modéles
de speckle variés, nous avons néanmoins montré qu’il ne permettait pas d’at-
teindre les performances optimales d’estimation en particulier pour un speckle
d’ordre 1 et qu’il était nécessaire dans ce cas de se tourner vers des méthodes
d’estimation plus sophistiquées (par exemple, I’estimation au sens du maximum
de vraisemblance).

Plus généralement, la caractérisation de la méthode d’estimation du degré
de polarisation & une image menée dans cette premiére partie de thése a permis
de quantifier la dégradation de la précision d’estimation que 1’on subit lorsqu’on
simplifie les systémes expérimentaux pour I'estimation du degré de polarisation.
Malgré la perte en précision subie, cette étude comparative semble montrer néan-
moins 'intérét d’une telle méthode d’estimation & une image pour des applica-
tions d’imagerie polarimétrique nécessitant une grande simplicité de mise en
ceuvre expérimentale.

Etats sous-poissoniens de la lumiére

Dans la seconde partie de cette thése, nous avons étudié comment des états
sous-poissoniens de la lumiére (états comprimés en amplitude) pouvaient amélio-
rer les performances de traitement au dela des limites de performance obtenues
en lumiére poissonienne standard. L’apport de ces états lumineux présentant
des fluctuations d’intensité sous-poissoniennes a été étudié pour deux problémes
distincts.

Estimation de paramétre dans une image : Dans le cas de I'estimation
d’un déplacement d’'une image, 'utilisation d’'un modéle « temporel » de lumiére
sous-poissonienne associé a un modéle idéal de formation d’image nous a per-
mis de confirmer et compléter des résultats antérieurs, établis dans les références
[29, 28] et valables pour de petites amplitudes de déplacement et pour des niveaux
d’intensité importants. En particulier, nous avons étudié comment la précision
d’estimation d’'un déplacement d’une image évolue en fonction du niveau d’in-
tensité moyen de I'image considérée.

Lorsque l'intensité moyenne de l'image est importante, le modéle de bruit
sous-poissonien utilisé nous a permis de déterminer une borne inférieure de la
variance minimale d’estimation permettant ainsi de confirmer que la BCR a
fort flux est diminuée au mieux en proportion du facteur de Fano de la lumiére
sous-poissonienne utilisée par rapport a la BCR que 'on obtiendrait si 'image
était perturbée par un bruit standard poissonien. Nous avons par ailleurs montré
grace a des simulations numériques qu’un estimateur simple du déplacement
(qui s’identifie & 'estimateur au sens du maximum de vraisemblance adapté a
un bruit de Poisson standard) permet de réaliser une estimation de déplacement
efficace en lumiére sous-poissonienne. La variance de cet estimateur atteint en
effet la limite inférieure de la BCR que nous avons déterminée et qui s’identifie
par conséquent & la véritable borne de Cramer-Rao a fort flux.

En analysant le cas d’une image de trés faible intensité, nous avons vu cepen-
dant que la diminution de la variance dont on bénéficie a fort flux en utilisant
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une lumiére sous-poissonienne tend a disparaitre a faible flux. Nous avons inter-
prété ce comportement par un effet de « fenétrage temporel », occasionné par
la faible durée d’observation du processus temporel sous-poissonien, et qui dé-
grade le caractére sous-poissonien de la lumiére dés que 1’on recoit moins d’une
centaine de photons par pixel en moyenne. Cette observation nous a conduit a
proposer l'expression d’une borne de Cramer-Rao effective qui permet d’appré-
hender la dégradation locale du caractére sous-poissonien de la lumiére due a
certaines perturbations éventuelles telles que ’acquisition d’une image a faible
flux (fenétrage temporel), I'influence d’une absorption partielle du faisceau (pour
modéliser une efficacité quantique du détecteur inférieure a 1 par exemple), ou
encore en présence d’un bruit de photon parasite.

Grace aux simulations numériques réalisées, nous avons en outre pu vérifier
la validité et la bonne efficacité de 'estimateur au sens du maximum de vrai-
semblance adapté au bruit de Poisson pour estimer un déplacement d’une image
perturbée par des fluctuations sous-poissoniennes, quel que soit le niveau d’inten-
sité de 'image, quel que soit le motif d’éclairement utilisé, et pour des amplitudes
de déplacement importantes.

Détection en lumiére sous-poissonienne : Dans la seconde partie de cette
theése, nous avons également considéré un probléme simple de discrimination
entre deux niveaux d’intensité qui permet de rendre compte de diverses situa-
tions physiques (applications en télécommunication ou pour la lecture d’infor-
mation optique) et de quantifier 'apport des états sous-poissoniens de la lumiére
pour améliorer les performances de détection par rapport aux performances at-
teignables en utilisant une lumiére poissonienne classique.

Pour évaluer cet apport, nous avons proposé un critére de gain en perfor-
mances de détection, fondé sur une mesure de séparabilité entre lois de proba-
bilité issue de la théorie de I'information (mesure de Chernoff). Des simulations
numériques nous ont permis de vérifier que la mesure de Chernoff évaluée pour
un modéle binomial de bruit sous-poissonien permet d’évaluer la difficulté d’une
tache de détection en présence de lumiére poissonienne ou sous-poissonienne, ce
qui n’est pas le cas d’une mesure de séparabilité plus simple comme le contraste
de Fisher.

[’analyse du critére de gain proposé nous a permis de décrire comment 1’ap-
port des lumiéres sous-poissoniennes sur les performances de détection évoluait
en fonction du contraste existant entre les deux niveaux d’intensité a discriminer,
et nous a conduit & délimiter trois principaux domaines de fonctionnement. Pour
les situations de discrimination les plus difficiles, ¢’est-a-dire lorsque 1’on cherche
a distinguer deux niveaux d’intensité présentant de trés faibles contrastes, les
performances de détection sont améliorées en proportion du facteur de Fano de
la lumiére incidente. Quand le contraste augmente, nous avons pu montrer que
le gain se dégrade d’autant plus rapidement que le facteur de Fano de la lumiére
est petit, illustrant & nouveau la fragilité des états sous-poissoniens sous I’effet
d’une absorption partielle. Enfin, I’étude de la limite du critére de gain lorsque
le contraste entre les deux hypothéses est maximal nous a permis de retrouver
un résultat établi dans des travaux antérieurs [145].
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Perspectives

Au terme de ce manuscrit de thése, nous pouvons évoquer quelques perspec-
tives de recherche qui s’ouvrent dans la continuité de ces travaux, que ce soit
d’un point de vue théorique ou expérimental.

Estimation du degré de polarisation

Les perspectives applicatives que semble offrir la méthode d’estimation du
degré de polarisation a partir d’une unique image de speckle mériteraient sans
doute une étude expérimentale approfondie afin de compléter les premiers ré-
sultats expérimentaux présentés dans ce manuscrit. A 'occasion de cette étude,
il serait également intéressant de proposer une méthodologie de calibration des
données qui permettrait d’évaluer précisément le modéle de bruit de speckle qui
entache les données acquises, afin d’adapter les estimateurs utilisés.

D’un point de vue plus théorique, il serait nécessaire d’étudier I'influence de
bruits parasites (bruit de capteur par exemple) sur les performances de la mé-
thode. De méme, il serait utile d’étudier la validité des hypothéses nécessaires a
I’application de cette méthode. Pour des situations d’imagerie de surfaces textu-
rées notamment, on peut se demander s’il est toujours raisonnable de supposer
que l'intensité lumineuse résulte de la somme de deux composantes d’intensité
indépendantes. Dans le cas de surfaces texturées, on pourrait également étudier
I'influence du choix de I’état de polarisation de I’éclairement cohérent incident,
sur la validité de la méthode et sur la qualité de ’estimation.

Enfin, il serait intéressant de caractériser les performances de cette méthode
a une image pour des applications de détection dans les images polarimétriques
et de mener une étude comparative des performances de détection selon que
celle-ci est opérée a partir de 4 ou 2 images polarimétriques ou d’une seule image
d’intensité de speckle.

Etats comprimés de la lumiére

En ce qui concerne l'estimation de paramétre dans des images perturbées
par des fluctuations sous-poissoniennes, il serait intéressant de compléter I’étude
présentée dans ce manuscrit en analysant I'influence d’éventuelles imperfections
du dispositif expérimental (détecteur imparfait, corrélation partielle entre les
mesures de photocomptage réalisées pour des pixels voisins, etc.) La réalisation
expérimentale de tels dispositifs d’imagerie est encore prématurée au regard de
la technologie actuelle mais constitue également une perspective intéressante.

D’autres pistes de recherche plus théoriques peuvent également étre évoquées.
En particulier, on pourrait généraliser I’étude menée pour des applications de dis-
crimination d’hypothéses en I'étendant a des problémes de détection plus com-
plexes. On peut également envisager d’étudier I'apport des états sous-poissoniens
de I'intensité lumineuse sur des taches de traitement d’image de plus haut niveau
telles que des problémes de classification ou de segmentation d’image.

Enfin, il serait intéressant d’étudier les limites théoriques des performances de
traitement associées a la mesure par détection homodyne de champs électroma-
gnétiques non classiques multimodes, dont la production constitue un des enjeux
actuels des expérimentations d’optique quantique.
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Annexe A

Evaluation numérique de
I’'information de Fisher

Dans cette annexe, nous explicitons une méthode numérique qui permet,
d’évaluer numériquement l'information de Fisher lorsque la complexité des lois
de probabilité rend difficile le calcul explicite de cette quantité. Cette méthode
ayant été utilisée dans ce manuscrit uniquement dans le cas de lois de probabilité
discrétes (photocomptages), nous nous plagons donc dans ce cas pour détailler
le principe de cette méthode numérique.

Lorsqu’on cherche & estimer un parameétre 6 & partir d’un échantillon de M
mesures X = {ny;...;ny} décrites par les lois de probabilité discrétes Py(ny),
I'information de Fisher définie a I’équation (2.12) peut s’écrire

Ip(0) = —<§—;[f<x;e>]> = —fx 880 [In Py (ni10)] ) (A1)

puisque la logvraisemblance ¢(x;0) est égale au logarithme de la vraisemblance
L(x;0) = [TiL, Py(ng]), Aot Pon déduit £(x;0) = S-ar, In Py(n6).

En supposant que les M mesures constituant I’échantillon sont indépendantes
et identiquement distribuées selon la loi discréte Py(n), on peut écrire

Ip(0) = —M<88022 [In Py (n|6)] > - M Z{aez [In Py (n|6)] x PN(n|9)}.

(A.2)

Réécriture de l’information de Fisher : Pour effectuer le calcul numé-
rique de 'information de Fisher, nous proposons préalablement de réécrire celle-
ci sous une forme différente. Pour cela, on peut tout d’abord remarquer que

2 [In Py (n|0)] = PN(1n|0) BPNB(;IG), ce qui permet ensuite d’établir que
“+oo
— 0 X 9Py(n|0) 9| 2n=0 PN(nIH)} 1]
—l P 0)| P, 0) = = = =
(A.3)
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car Py(n|6) est une loi de probabilité et vérifie par conséquent "% Py(n|6) = 1.
En dérivant la relation (A.3) par rapport au paramétre 6, on obtient alors

< 92 I 0 8PN(TL|0)
nzzo 53 10 Pr(nl0)] P (n]0) + ; g I PN (0] —57= =0, (A4)
d’ott 'on déduit enfin, en réutilisant le fait que 3, [ln PN(n\Q)] = PN(1n|9) BPNB(GW),
+00 2
o [In Py (n]0)] x Py(n|0) = Z et { 5 ] : (A.5)

En utilisant alors ce résultat dans I'expression de I'information de Fisher don-
née en équation (A.2), on obtient donc la formulation suivante de l'information

de Fisher [118]
< 1 [0Py(n|0)]”
Ir(0) :M;%PN(HW)[ a<9‘ )} . (A.6)

Détermination numérique de ’'information de Fisher : Cette expression
de I'information de Fisher se préte bien a une détermination numérique de sa
valeur. En effet, la valeur de la dérivée premiére M peut étre déterminée
au moyen d’un schéma numeérique simple, en sélectlonnant un pas de calcul 66
adapté a la précision requise :

OPy(n|6) _ Py(nd + 86) — Py(n|f)
0 30 '

(A7)

Ainsi, 'information de Fisher peut étre évaluée numériquement grace a I'expres-
sion suivante :

1 X [Pa(n|0 +60) — Py(n]0)]’
Ir(0) =M (502 % B (nl0) : (A.8)

Comme on peut le voir en observant cette expression, cette formulation nu-
mérique de 'information de Fisher présente I'avantage de pouvoir étre mise en
ceuvre dés que 'on est en mesure d’évaluer numériquement la valeur Py (n|6)
pour toute valeur de n et du paramétre , ce qui est en général réalisable si 'on
posséde une expression explicite de Py (n|6).

Pour implémenter en pratique cette méthode numérique, nous avons dans
tous les cas tronqué la sommation a partir des termes dont la contribution deve-
nait négligeable, et nous avons sélectionné un pas de calcul §6 adapté pour que
leffet de la discrétisation de la dérivée soit négligeable au regard de la précision
souhaitée sur la valeur de la BCR.

Notons enfin qu’une telle méthode numérique pourrait étre adaptée au cas
de lois de probabilité continues. Il faudrait dans ce cas remplacer la sommation
de I’équation (A.8) par une intégration numeérique.

180



Annexe B

Calculs annexes a la partie 1

Dans cette annexe, nous détaillons dans un premier temps (section B.1) les
calculs permettant d’obtenir les bornes de Cramer-Rao pour ’estimation de 3 =
P? vues dans le chapitre 2. Dans un second temps (section B.2), nous détaillons
comment les cumulants C/ et les moments centrés ML (k € [1;4]) de I'intensité
lumineuse, ainsi que les cumulants M2 dans le cas de mesures de photocomptage
a faible flux, peuvent s’exprimer en fonction des cumulants x;, de la loi normalisée
f caractéristique du modéle de speckle. Ces relations nous permettront, dans la
section suivante de cette annexe (section B.3), d’établir les expressions théoriques
du biais et de la variance des estimateurs de (5 au sens des moments étudiés dans
le chapitre 2. Enfin, dans la derniére section de cette annexe, nous calculerons
la forme de la loi de photocomptage Py(n) que 'on obtient lorsqu’on prend en
compte 'influence du bruit de photon lors de I'acquisition d’une image d’intensité
de speckle pleinement développé d’ordre 1.

B.1 BCR pour l'estimation de P a partir d’une
unique image

B.1.1 BCR en speckle pleinement développé

Lorsque le speckle est pleinement développé, la densité de probabilité (DDP)
de l'intensité est donnée en équation (1.19). Cette DDP peut se réécrire sous la
forme suivante

Pr(I) = Pim exp(—ﬁ) sinh(%),

qui permettra de simplifier les calculs de la BCR détaillés ci-dessous.

Nous supposons pour calculer la BCR que 'estimation est réalisée a partir
d’un échantillon statistiquement homogéne x = {[3,..., Iy} composé de M
mesures d’intensité. Nous distinguons dans cette annexe deux situations :

(B.1)

— Dans le premier cas étudié ici, nous supposerons que 'intensité moyenne pi;
n’est pas connue a priori. Comme nous ’avons exposé a la section 2.2.1.2,
il est nécessaire dans ce cas de calculer la matrice d’information de Fisher,
préalablement au calcul de la BCR.

— Dans le second cas, nous nous placerons dans la situation ol p; est connue
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B.1. BCR pour l’estimation de P a partir d’une unique image

a priori, auquel cas I'expression de la BCR donnée en equation (2.11) est
applicable. Nous verrons cependant que cette derniére peut étre directe-
ment déduite des calculs menés pour le cas précédent a p; inconnu, ce qui
explique 'ordre adopté ici pour la présentation des calculs.

B.1.1.1 Cas ou yu; n’est pas connue a prior:

Dans le cas ou p; n’est pas connue a priori, la vraisemblance de I'observation
de ’échantillon x = {11, ..., Iy} est notée L(x; P, pr) = HJ  Pr(I;). La logvrai-
semblance £(x; P, ;) = In L(x; P, pur) peut se déduire aisément en remplagant
Pi(I;) par son expression donnée a I'équation (B.1), ce qui permet d’écrire

(06 P, ) Z {m— —InP — % - ln{sinh[%} H (B.2)

Considérons alors un estimateur non biaisé P du degré de polarisation et
un estimateur yi; de 'intensité moyenne sans biais. La matrice d’information de
Fisher qu’il nous faut calculer sera notée

825( ;P7 ) 826( Py )
Jp(P, ) = — ( gPQ = A 8%8;”#] ) 4 Jig Jig (B.3)
F y U1 <82£(X§P7MI) > <82£(X P, MI)) J2 ) J2 ) ) .

ouroP Our? ’ ?

ou J; ; représente le terme de la matrice de Fisher situé en ligne 7 et colonne j.

Le terme diagonal supérieur J;; de la matrice de Fisher peut étre calculé a
partir de ’équation (B.2). En effet, on a

o P.ur) ~~f 1 ALP oI, 1+ P> 2P,
P B e A (e e Ve )N &

(B.4)

j=1

d’ott 'on déduit grace & une nouvelle dérivation par rapport a P,

B i AIP(3+P?) Oth( 2PI; )
— |l (1 ="P2)3 pr (1 —P?)

O*0(x; P, pr) i[l 47 (1+3732

OP? P2 (-
Ay A
- i [4_1']2 (1+P?)? 1 ]
R pi (1 —P2)* smh2(u ?T_I;;z)) |

(B.5)

Pour calculer J; 1, il nous faut évaluer la valeur moyenne de 1’équation pré-
cedente. Cette évaluation est facilitée car les I;, j € [1; M] sont supposés in-
dépendants, et les M termes de la sommation contribueront de fagon additive
au résultat final. Par ailleurs, le calcul de la valeur moyenne peut étre effectué
en notant que Vj € [1; M], (I;) = py, et grace au calcul des deux intégrales
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B.1. BCR pour [’estimation de P a partir d’une unique image

suivantes :
A [ x P 5
o= i T exp [—1 — 732} cosh(ﬁ)dx =1+P7 (B.6)
A [P, [ a 1 C(1-P2E 14+ P
= /0 . eXp[ 1— 732] sinh(ll’;?)dx = p B (B)

ou ((s, ) est la fonction Zeta de Riemann généralisée d’ordre s (définie a I’équa-
tion (2.16) a la section 2.2.1 et dans la référence [60]).

Le calcul de la valeur moyenne du premier terme A; de I'équation (B.5) ne
pose pas de difficulté :

M AM(1+ 3P?)

(A1) = P (1P (B.8)

Pour calculer la valeur moyenne du terme A,, il s’avére judicieux d’utiliser un
changement de variables en posant z; 2 21;/p;. La densité de probabilité de la

variable z; se calcule aisément en remarquant que Px(z) = P;(I)/(dx/dI), ce
qui conduit directement a ’expression

1 x .
Px(z) = 7 eXP [—1 - 732} sinh

P
1—-P

(B.9)

On calcule alors la valeur moyenne de A, en écrivant :

e AMP@B+ P [ 2PI
<A2)_/0 AQPI([)d[_W/O [coth(M)PI([)(d[, |
B.10

soit, en utilisant le changement de variable proposé,

2 0 __T
(Ag) = w/ :Ucoth( Pa )exp[ =l sinh( P dx
0

(1—-P2)3 1 —P? P 1 —P?
_2M(3+P?) [ Pz T
TS /o xcosh<71_732) exp[—l_PQ}da:.

(B.11)

On reconnait l'intégrale o définie plus haut a ’équation (B.6), ce qui permet
d’aboutir au résultat final :

2M (3 4+ P*)(1 + P?)

Ag) = B.12
< 2> (1 _Pz)g ( )
En ce qui concerne le terme As, on a
e’} AM (1+732)2 /oo 12
Az) = AsPr()dl = ————=— P(I)dI, (B.13
v = [ i = - | s ML (B3

qui se réécrit en utilisant le méme changement de variable que précédemment, et
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'expression de Px(x) donnée a I’équation (B.9),

<A3> = _M /OOO xiPX(x)dx

(1 - P2>4 Sinh2(1f7:§2)
_M(l + P?)? /OO exp[—ﬁ] " (B.14)
P —-P2)* J, sinh (7= 732) ’
M

dont on tire finalement, en utilisant le calcul de l'intégrale ¢ fourni a I’équation
(B.7),

M(1+P?)? 5 1+P
2P4(1 — P2)C( T 2P

(A3) = — )- (B.15)

En ajoutant les trois résultats précédents, on obtient pour finir I’expression
du terme diagonal supérieur J; ; de la matrice de Fisher,

J171:_[<A1>+<A2>+<A3>]:_M 1+ P2 {_1+P2 1+P)}'

- 2 B op
(B.16)

Pour calculer le second terme diagonal Jo5 de la matrice Jp(P, p1y), il faut
déterminer la dérivée seconde de la logvraisemblance par rapport & py :

U Pops) ] 1 Al ] L ap ( 2PI; )
— = — - ——— | + ———2—coth{ ——L—
Oy ; pio w1 =P?) Z pi(l—="P?) pr(1="P?)
Bi B.
i AP2I? 1 ]
2P 1
=1 1 — 7)2 Slnh2<“1(177)2)) 5
By

(B.17)

On évalue alors la valeur moyenne des trois termes By, By et Bs grace au chan-

gement de variable proposé ci-dessus x; 2 21;/pr. Tout d’abord, la moyenne du
terme B; est rapidement calculée :

M 4M
(Bi) = — — 21 _P2) (B.18)
pr o pr(l—P?)
quant au terme Bs, on a avec le changement de variable proposé,
o0 AMP  pr [~ x P
By) = BP(1)d]l = ————— [—7} h d
2M
= (1+P?.
-
(B.19)
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Enfin, pour le troisiéme terme Bj3, une démarche similaire permet d’écrire,

oo 4MP*  p? [, x 1
B.) = B3Pr(I)dl = ————>55 N I
(Bs) /0 s Lr(1) ,;;(1_732)2473/0 . eXp[ (1—732)]sinh(1””;2) ’
s
MA-P%) 1+P
T 2u2p? G p )
(B.20)

Ainsi, en ajoutant les trois résultats précédents, on obtient I’expression de J5 o,

M[l 1—P? 1+P)} (B.21)

Joz = = |(B) + (Ba) + (By)| = L C

1

Il reste encore a calculer les termes antidiagonaux (J1 9 = Jo1) de Jp(P, pr).
Ces deux termes s’obtiennent en dérivant I’équation (B.4) par rapport a i,

2 M M 2
: 471; 2(1 I; 2P1;
ag(X7P7:uI) :Z - .77)22:| _Z g +P)2;C0th<L']2)
prOP = (L =P?) = | pi(1=P?) pr(1—P?)
C1 Cs
Y [ar(+ P12 1

+Z 3(1 — 7;2)3] 2, 2PI;
=Lt sinh™ (7 pm) |

(B.22)
La valeur moyenne du terme C se calcule facilement,
AMP
C) = —F————- B.23
< 1> Ml(l — P2)2 ( )

En utilisant toujours le méme changement de variable, on parvient a calculer la
valeur moyenne de Cj,

(C) :/OOOCQP[(I)dI— M’”/ xcosh(%) exp[—L]dx,

(7 (1 —P?)% 2P 1— P2 1— P2

(B.24)
et en remplacant l'intégrale ¢ par son expression déterminée en équation (B.7),

on obtient
M(1 + P?)?

o) = —————. B.25
< 2> NIP(]- _ 732)2 ( )
En ce qui concerne la valeur moyenne de ('3, on peut écrire
© 4M73 14+ P%) p exp - 7>2
Cs) = CsPr(I)dl = d B.26
= [ i i v (B26)

S
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qui s’obtient finalement grace a 'intégrale « calculée en équation (B.6),

M(1+P?) 1 (3 1+P
M 2P3 ’ 2P

(Cs) = )- (B.27)

Enfin, en ajoutant les trois résultats précédents, on obtient I’expression de J; o,

J1,2 = JQJ = _[<Cl> + <Cg> + <03>} _ M {1 B 1+ P2 1+P

P P2 ¢(3, °p )} (B.28)

A partir des équations (B.16), (B.21) et (B.28), on exprime enfin la matrice
de Fisher Jp(P, uy) :

2 2 2
- 7;21(—{13732) |: - 1;—7;732 C(3> 1;—7373):| MLP|: - 1;_737; C(3> 1;_pp):|

JF(Pvuf) =M

Sl-uEeEp] AR
(B.29)

Pour appliquer le théoréme 2.1, il nous faut encore inverser cette matrice.
Afin d’alléger les notations, on propose de poser

Jp(P,pur) = M <K2(1 - D) K3(1+FE),

A 2 A AN 2 A
avec K; = —%, K, = MLP, Ky 2 ﬂ% et D = SL-((3,5F) et E =
2732 P (3, 1;;373). Le déterminant de la matrice d’information de Fisher s’écrit alors
det[Jp (P, ur)] = M*(1 = D) (K1 K3(1 + E) — K3(1 - D)), (B.31)
w
avec

—2

_ — 2 — = T 9971 o
W=KK;(1+F)—K;(1-D) [2P2(1 — P2)’

(B.32)

et la matrice inverse peut donc se calculer par

K3(1+E) K2(D-1) Ks(1+E) —K»
TP ) = | aefap, ean]  detfar,Pun] | 1| TDow W
M Ky(D-1) K1(1-D) M — Ko Ky
det [JFM ('P,;u)} det [JFM ('P,;u)} [ W
(B.33)

En remplacant finalement les termes K, Ky, K3, D et E par leurs expressions
fournies ci-dessus, on obtient la matrice inverse suivante :

P2(1—P2) < T (8. 52)+1) prP(1-P?)
2
oL s O Bay
M
2 2
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B.1. BCR pour [’estimation de P a partir d’une unique image

On obtient alors la borne de Cramer-Rao pour I'estimation de P en appliquant
'inégalité (2.19) avec un vecteur uy = [1 0], ce qui permet d’écrire

var(P) > BCRY(P) = u, - J;1(P, ur) - ul, (B.35)

et de donner finalement ’expression de la BCR pour 'estimation du degré de
polarisation a partir d’une unique image d’intensité de speckle, lorsque la valeur
moyenne de 'intensité n’est pas supposée connue a priori. Cette borne sera notée
BCR'(P) et s’écrit

P>(1-P?) [(1 - P)((3, 5F) + 2P

BCR!(P) = oM [(1+P2)¢(3, 5D) —2p?]

(B.36)

De fagon similaire, on peut obtenir la borne de Cramer-Rao pour ’estimation
de l'intensité moyenne en appliquant simplement I'inégalité (2.19) avec le vecteur
u, = [0 1], qui ce fournit le résultat suivant :

pi(1l+P?)

BCR'(y;) = 5 (B.37)

B.1.1.2 Cas ou yu; est connue a priort

Dans le cas ot 'intensité moyenne p; est considérée comme un parameétre
connu préalablement a I’estimation du degré de polarisation, il n’y a plus lieu de
calculer la matrice de Fisher précédente puisque la vraisemblance de I’observation
x est une fonction de la seule variable P. L’information de Fisher est alors une
grandeur scalaire définie par,

O*U(x;P)

I6(P) = ~(=—5),

(B.38)
ot 'on reconnait le terme J; ; de la matrice de Fisher calculée a I’équation (B.29).
La BCR étant définie dans le cas scalaire comme l'inverse de 'information de
Fisher, nous obtenons ainsi la BCR, notée BCR}” (P), pour 'estimation de P a
partir d’'une image dont I'intensité moyenne p; est connue a priori :

-1
P2(1 —P?) 1_1+7>2 1+P

BCR;I(P):—M(HPQ) 577 (3, 5P ) (B.39)

B.1.2 BCR approchée pour des speckles d’ordres élevés

Nous calculons ici la BCR lorsque la DDP de l'intensité peut étre appro-
chée, pour des ordres de speckle élevés, par une loi gaussienne de moyenne iy

et variance 0% = pﬁ(lgzﬂ) dont la DDP est donnée en équation (2.24), que nous
rappelons ici :
L L(I - mz]
P(I)=|—————exp|—7—55|- B.40
1) m(1+ P2y p{ (1+ P22 (B.40)
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En considérant un échantillon de mesure y = {Iy,..., Iy} de taille M, on peut
calculer la logvraisemblance de 'observation de y, avec 3 = P2,

M
1 1 L L(I; — ,LL[)Q:|
U(x; B) = ——In(1+p)+ =1 - — , B.41
() Z[ I+ )+ 5hn - Lt (B.41)
dont on calcule aisément la dérivée seconde par rapport a 3 :
0?0(x; B) B i 1 B 2L (I — )2 (B.42)
o 2B (xppg M |

J=1

Pour calculer I'information de Fisher, il faut évaluer la valeur moyenne de 1’équa-
tion précédente, ce qui est aisé en remarquant que Vj, var(l;) = ((I; — pur)?) =
(1+ B)u?/2L. On obtient alors I'information de Fisher

M 2ML M
I3*(6) = — - I)= ——, B.43
O Tae e ™Y T P9
et la BCR peut donc finalement s’écrire,
1 2
BCRgauss(ﬁ) — 2% (B44)

B.2 Expression des moments centrés M/ et M7
en fonction des cumulants x; de la loi norma-
lisée f

Nous établissons ici les relations qui permettent d’exprimer les quatre pre-
miers moments centrés Mé de l'intensité I en fonction des cumulants &, de la
loi normalisée f, lorsque les hypothéses établies en section 2.1.1 sont vérifiées.
Ces relations vont nous permettre d’exprimer les biais et variances théoriques des
estimateurs de 3 = P? au sens des moments en fonction des ry,, caractéristiques
du modéle de speckle considéré.

Dans un second temps, nous établirons ces relations dans le cas ou le bruit
de photon est pris en compte : nous pourrons alors exprimer les moments centrés
M du photocomptage en fonction des ry.

B.2.1 Relations entre les cumulants C,ﬁ et les x;

Etablissons tout d’abord les relations entre les cumulants C} et les x;, pour k €
[1;4]. Celles-ci peuvent étre déduites de la relation générale établie a I’équation
(2.7). Pour k = 1, on a k; = 1 car la loi f est normalisée de moyenne unitaire,
et d’apreés la relation (2.7),

Cl=r[(1+P)+(1—-P)] % = ur. (B.45)
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Pour k = 2, on retrouve le résultat de I’équation (2.8) :

2 2
1 1+P 1+
2—; = ke [ = ko . (B.46)

Cy =ra[(1+P)+ (1= P)?]

Lorsque k£ = 3, on obtient

3 3 1
el = k(14 PP+ (1 - PP = gy [2 4 6P 1L = i L0308

= (B.47)

Enfin, pour k = 4,

o 1+68+5%

6 g M
(B.48)

4
Cl=ry[(1+P) +(1— 73)4}% = 142+ 12P2 4 2PY]

B.2.2 Relations entre les /\/lf et les k;

Dans la section suivante de cette annexe, nous calculerons les expressions
théoriques du biais et de la variance des estimateurs de 3 au sens des moments (en
PPabsence de bruit de photon) en fonction des moments centrés M7, j € [2;4] de
Iintensité I. Pour pouvoir réécrire ces résultats en fonction des x;, j € [2;4], nous
pouvons exprimer les M]I en fonction des «; en utilisant les relations suivantes
entre les moments centrés et les cumulants [35] :

Ml=cl, Mi=cl, Mi=cl, M!=cl+3(Ch)> (B.49)

On en déduit alors, en utilisant les relations (B.46) a (B.48)

1413 1+ 33
My = k== 17 ; My = ry——pi ;
1+606+ 3
M=k, g ﬁu§+3(/\4§)2 (B.50)
4
= KL (ka4 663) + 6 (04 + 2638 + (s + 63) 5

B.2.3 Relations entre les M;V et les k;

Dans la section suivante, nous établirons également les expressions du biais et
de la variance des estimateurs au sens des moments lorsque le bruit de photon, di
a I’acquisition des signaux a trés faible niveau d’intensité, est pris en compte. Ces
grandeurs s’exprimeront dans ce cas en fonction des moments centrés des photo-
comptages N et non plus de I'intensité /. Comme précédemment, pour pouvoir
réécrire le biais et la variance des estimateurs en fonction des cumulants x; de
la loi normalisée f, il est donc nécessaire de calculer I'expression des moments
centrés MY, j € [2;4] en fonction des ;.

Nous allons dans un premier temps exprimer les moments centrés M;V , ] €
[2;4] du photocomptage (N) en fonction des moments centrés M de Pintensité
(I). Lorsque le modéle simplifié de photodétection présenté en section 2.5 est
valide et que lefficacité quantique est unitaire n = 1, il est possible pour cela
d’utiliser la propriété suivante, établie dans la référence [72] :
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Propriété B.1 Le moment factoriel d’ordre k > 1, de la loi de photocomptage
Py (n), noté FY et défini par

FN 2 <N(N—1) X o X (N—k+1)>, (B.51)
est égal au moment d’ordre k de la loi continue Pr(I), c’est-a-dire
Ve >1, FY=("). (B.52)

En utilisant cette propriété, on peut alors exprimer les moments factoriels .7-"]N , ] €
[2; 4] du photocomptage N en fonction des moments centrés MJI de l'intensité [
en écrivant [35] :
FY = (1) = My
Fy = (I%) = M3+ 3My pur + i, (B.53)
Fio=(I") = Mg+ 4M pur + 6M3 i + poy.
Enfin, on peut calculer les moments centrés M2 de la variable aléatoire discréte

N en fonction de ses moments factoriels 7Y, k € [1;4], en utilisant les relations
données dans la référence [35]

M3 = F — p% + v,

My = F 4+ 3F (1 — ) + 20 — 3y + v,

MY = FN 27N (3 — 2un) + FN(T — 12un + 643
— Bpy + Oy — 4px + -

(B.54)

En combinant finalement les relations précédentes (B.53) et (B.54) et aprés
une simplification fastidieuse que nous avons vérifiée a 1’aide d’un logiciel de
calcul formel, on peut exprimer les moments centrés M;V du photocomptage N
en fonction des moments centrés M7, j € [2;4] de Pintensité I,

MN — Mé + Hr,
ML = M+ 3ME + p, (B.55)
MY = ML+ 6(ME 4+ Miup) + (TME+3u3) + uy.

Il est désormais possible, en utilisant les relations (B.50) établies a la section
précédente de cette annexe, d’exprimer les moments centrés ij, J € [2;4] du
photocomptage en fonction des cumulants «;, j € [2;4] de la densité de probabi-
lité normalisée f. Aprés un calcul fastidieux vérifié a ’aide d’un logiciel de calcul
formel, on peut enfin établir les relations suivantes :

MY =B (14 9)}.

MY = %{4 + 6ropur(1 4+ B) + rapr(1 + 35)}7

MY = ﬂ{g + pr[24 + 4ko (7 + 6py) (1 4 B) + 6r3u7 (1 + )

8
+ 1231 (1 + 36) + kap2(1 + 63 + 52)] }

(B.56)
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B.3 Biais et variance des estimateurs de  au sens
des moments

B.3.1 Principe général du calcul

Nous présentons dans cette annexe la technique de calcul utilisée dans ces
travaux de thése pour évaluer le biais et la variance d’un estimateur d’'un para-
meétre 6 au sens des moments. Nous supposons ainsi que I'estimation de 6 repose
sur la mesure d’un échantillon x = {x1,..., x5}, composé de M mesures indé-
pendantes d’une grandeur X (intensité, photocomptage, etc.) considérée comme
une variable aléatoire et décrite par une densité de probabilité Px(z). Comme
cela sera le cas des estimateurs étudiés dans cette annexe, nous supposons ici que
la valeur 0 peut s’écrire sous la forme d’une fraction rationnelle, en fonction des
deux premiers moments de la variable X, ou de facon équivalente, en fonction
de la moyenne p = (X) et de la variance var(X). Notons que cette variance

s'identifie au second moment centré noté M 2 (X — p)2) = var(X), ce qui
nous permet d’exprimer la variable 0 sous la forme

0= F(u,My), (B.57)

ou I représente une fraction rationnelle. L’estimateur au sens des moments, noté
génériquement é, auquel on s’intéresse consiste donc a remplacer les valeurs de la
moyenne (1) et de la variance (var(X) = M5) de X, par leurs valeurs estimées
respectives, notées génériquement ji et S , soit :

2 Fi, S). (B.58)

0

En pratique, on s’intéressera par la suite a deux situations distinctes :
— soit la valeur moyenne p est supposée connue a priori, et la variance est
estimée avec l'estimateur empirique de la variance & moyenne connue [133]

LM
& 2 _ 2
S = i ;_1 x; — P, (B.59)

— soit la valeur moyenne p est estimée avec l'estimateur empirique i =
M . s .. . h
> ey ©i/M et on utilise alors I'estimateur empirique de la variance & moyenne
inconnue [133]

M
;1 2 _ (1)2
Sy = M;xz ()" (B.60)

Dans les deux cas, le principe de calcul du biais et de la variance de 0 repose

~

sur le développement de la fonction F'(ji, S) au premier ordre autour des valeurs

~

moyennes (/1) et (S),

. . A oF or _.
0=F(un,S)~F({u),{(S))+—0du1+ —45, B.61
(12, 5) = F((i), (5)) on Ot Tt 58 (B.61)
avec
~ N ~ IIVANP N
5/~L:/~L—<M> eta 5SZS_<S>7 (B62)
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et ot on I'on a noté pour simplifier I'écriture

OF » 0 AN 18 OF a0 s
o S P @] e STESIR)] B

Grace a cette approximation, il devient aisé d’évaluer le biais de I'estimateur
0 en calculant la valeur moyenne de I’équation (B.61). En effet, par définition
(0f1) = (6S) =0, et on a donc

(0 —6) > F({), (S)) — 6. (B.64)

De méme, on montre facilement que la variance de 'estimateur 6 peut s’écrire,
grace a ce développement limité,

A s s  (OFN?, o, OF\* ., _OFOF, 4
wn(d) = (0 - 0F) = (5 ) (i) + (5 ) (697 + 250 2 (505,
(B.65)
On voit ainsi que la méthode proposée pour caractériser le biais et la variance
d’un estimateur des moments nécessite de connaitre les valeurs moyennes (f1) et
(S), les variances ((6/1)2) et ((5)2) et enfin la covariance (5/16.5) des estimateurs
empiriques des deux premiers moments. Les expressions de ces différentes valeurs
sont tout d’abord rappelées ci-dessous, puis la méthode présentée ici dans le cas
général sera appliquée a 'estimation du degré de polarisation pour caractériser
les estimateurs étudiés dans la premiére partie de ce manuscrit.

Premier cas 4 moyenne connue : Dans le cas ol la moyenne est supposée
connue (fi = p1), on a bien sir §f1 = 0. Les seules grandeurs & calculer sont donc
ici la valeur moyenne et la variance de ’estimateur S;. On montre d’une part

M

($1) = (37 (X = ) = (X = w?) = MF, (B.66)

i=1
et d’autre part, la variance d’un tel estimateur peut s’écrire [133],

M

((65))?) = var(S;) = Var(% Z(X’ — ,u)2>. (B.67)

i=1
Grace a ’hypothése d’indépendance des X;, I’équation précédente peut se réécrire

<(5S«1)2> _ Var[()jw_ :u) } _ <(X _:u) >]_w<(X _M) > ’

(B.68)

ot I’on reconnait les moments centrés d’ordre deux Mz = ((X — u)?) et quatre
M = (X — p)*). On obtient alors finalement

((651)%) = M _AEMZ) : (B.69)

Second cas & moyenne inconnue : Lorsque la moyenne est inconnue, il
nous faut alors calculer la moyenne et la variance de ’estimateur empirique de

192



B.3. Biais et variance des estimateurs de 3 au sens des moments

la valeur moyenne fi. Il est bien connu [110] que cet estimateur est non biaisé
({1) = p), et que sa variance vaut (voir [110] page 188),

(57)?) = vax(s) = 12 (B.70)

En ce qui concerne l'estimateur de la variance empirique §2, nous choisissons
de ne pas détailler ici les calculs longs et fastidieux qui conduisent aux résultats
connus qui suivent. On peut montrer en effet (voir par exemple les références
[133], p. 270 ou encore [110], p. 189) que I'estimateur S, est asymptotiquement
non biaisé,

A M -1
(92) = M5, (B.71)
et que sa variance peut s’écrire
5 5 MFE — (M52 2MF —4(MF)? MY — 3(M)?
<(5SQ)2>:VEH(52): 4 ]\; 2) o 4 MQ( 2) + 4 Mg 2)

(B.72)
Le calcul de la covariance de ces deux estimateurs (§/19.S2) figure dans I'ouvrage
de Saporta [133], page 271, qui démontre que

(5982) = (o) — (i) () = T ME (B.73)

B.3.2 Application aux estimateurs Bl et Bg

La méthode générale de calcul du biais et de la variance d’un estimateur
au sens des moments présentée ci-dessus peut maintenant étre appliquée au cas
particulier de I'estimation du carré du degré de polarisation 3 = P2. En effet,
les équations définissant les estimateurs Bl et Bg peuvent bien étre mises sous
la forme (1 = F(us,S1) (voir équation (2.28)), et 3o = F(4iz, S2) (voir équation
(2.29)) avec
2y

F(x,y) = e

~ 1. (B.74)

Par la suite, fi; désignera I'estimateur empirique de I'intensité moyenne p; et S,
I'estimateur empirique de sa variance var(/) = M2, dont la valeur dépend du
carré du degré de polarisation (3, par I'intermédiaire de I’équation (2.8) que nous

rappelons ici :
2

var(I) = M = ky [1 + ﬁ] % (B.75)

B.3.2.1 Cas de l’estimateur /3, a moyenne connue :

En appliquant le résultat de I’équation (B.64), nous pouvons écrire le biais
de I'estimateur (3; sous la forme

(B = B) ~ F(ur, (S1)) = B. (B.76)

En remplacant alors (S;) par sa valeur donnée a 'équation (B.66) et en utilisant
I’expression de M rappelée ci-dessus, on montre alors que le biais de I’estimateur
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~

(1 est nul,

. I
(- B = Flu, Ml — = M2

Ralty

1-8=0, (B.77)

ou la forme de la fraction rationnelle F' est donnée en équation (B.74).

En ce qui concerne la variance de I'estimateur Bl, on applique le résultat de
’équation (B.65) qui prend ici une forme particuliérement simple puisque oy = 0
(intensité moyenne supposée connue). On obtient en effet dans ce cas

OF
95,

var(By) = ([ — (BP) = ( ) (65,2, (B.78)

A partir de Iexpression de la fraction rationnelle F(z,y) donnée en équation
(B.74), on peut calculer
2

5
ka7

A

or 0 51))} _

a8, 05,

P, (B.79)

Finalement, en remplacant (S;) et ((65;)2) dans équation (B.78) par leurs va-
leurs données respectivement aux équations (B.66) et (B.69), on obtient alors
I’expression de la variance de I’estimateur 31 en fonction des moments centrés de
Iintensité M1, k € [2;4] :

4 M= (M3)?

B.80
K3 M (B.80)

S
=
9>
2

Nous souhaitons exprimer cette variance en fonction des cumulants k;, k €
[2; 4] de la loi normalisée f caractéristique du modéle de speckle considéré. Pour
cela, il est possible d’utiliser les relations que nous avons établies en équation
(B.50) de I'annexe B.2.2 qui permettent d’exprimer les moments centrés M en
fonction des cumulants ky, k € [2;4]. En insérant ces relations dans ’expression
(B.80), et aprés une étape de simplification, on obtient

A 2(1 JFﬁ)z Ry
var(f) ~ =+ o
2

(1+683+5°). (B.81)

B.3.2.2 Cas de ’estimateur Bg 4 moyenne inconnue :

Lorsque l'intensité moyenne n’est pas connue, l’estimateur est alors asymp-
totiquement non biaisé. En effet, en appliquant I’équation (B.64), nous pouvons
écrire le biais de 'estimateur 35 sous la forme

<Bz — B) = F({jur), <§2>) - p. (B.82)

A partir de Pexpression de la fraction rationnelle F* donnée en équation (B.74)
et en remplagant (fi;) par p; et (Sy) par sa valeur MI(M — 1)/M donnée a
’équation (B.71), I'égalité précédente se réécrit

M—-1

2(M — )M}
M  Mrgp2

—-1-0. B.83

(B = B) = F(pr, = —Mb) - 3=
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En remplagant M1 = var(I) par sa valeur rappelée ci-dessus a 1’équation (B.75),
on peut finalement écrire aprés simplification

(0 — ) ~ —%. (B.84)

Pour calculer la variance de cet estimateur, la méthode générale présentée en
annexe B.3.1 consiste & utiliser ’équation (B.65), pour écrire

)2 (o + (o ) (55)?)

2
OF OF
Ofir S,

() = ([~ (1) = (o

(B.85)

——(0/11 6.5).

Tl est nécessaire de calculer les dérivées partielles 9F/9S, et dF/dfi;. On obtient
alors, d’aprés la forme de la fraction rationnelle /' donnée en équation (B.74) :

8F 0 A 2 2
FUa), (S))| = ——— = : B.86
Ty 052[ (s}, (S2)] G (B.86)
et
OF 9 s 4(S5) M—1 M,
- —__|F A(S)) | = ——F =4 : B.87
Ojir 852[ (). { 2>)] Ko(fir)? M kopg ( )

On remarque que ces dérivées partielles s’expriment en fonction de uy, de ko
et des moments centrés de intensité M1, k € [2;4], tout comme la variance de
fir (donnée en équation (B.70)), la variance de S, (donnée en équation (B.72)) et
la covariance (&l 5§2> (donnée a I’équation (B.73)). En utilisant ces expressions
dans I’équation précédente (B.87), et aprés une longue et fastidieuse étape de
simplification, vérifiée a ’aide d’un logiciel de calcul formel, on peut obtenir
Pexpression de la variance de 3, en fonction des moments centrés Mi, k€ [2;4]

R 4 4 (ME)?
Var(62) = M/‘fg,ué} (Mz{ - (Mé)z + E [(,uij) - MéMfﬂ
o i I 1\2 i (MI)2 . 1 B
M{M4 2AMI? + - [ - MM 1} (@sy)
1 I ne, 4 (M3)* oaql aql
o {ME- MY+ o s Mimi]}).

Pour exprimer enfin la variance de I'estimateur Bg en fonction des cumulants
ki, k € [2;4], il est & nouveau envisageable de remplacer les M£ par leur ex-
pression en fonction des cumulants k; grace aux relations établies en équation
(B.50) de I'annexe B.2.2. Aprés une nouvelle étape laborieuse de simplification
et de réorganisation des termes, vérifiée a ’aide d’un logiciel de calcul formel,
on obtient enfin I'expression de la variance de 'estimateur ﬁg en fonction des
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Kk, k € [2;4] et de 3, que I'on propose d’écrire sous la forme suivante :

1{(1+ﬁ)+2A+2B+20}

var([3s) :%{2(1+ﬁ)2+A+B+C} e

M&A+B+C}

(B.89)

avec

A=2m(148)°: B= (146848 C=-23(148)(1+38). (B.90)
2K5 K2

On peut remarquer que la variance asymptotique de cet estimateur, qui s’ob-
tient en ne conservant que les termes prépondérants en 1 /M, s’exprime en fonc-
tion de la variance de I’estimateur ; donnée a I’équation (B.81) :

var, () & var(Bh) + 7 | 26a(1+ 0 ~ 221+ 9)(1+39)[ .| (BY)

B.3.3 Estimateurs de ( en présence de bruit de photon

En utilisant le modéle présenté en section 2.5 pour modéliser I'influence d’un
bruit de photon sur les statistiques de speckle qui seraient acquises sur un cap-
teur & de trés faibles niveaux d’intensité, on peut calculer le biais et la variance
d’estimateurs de [ au sens des moments en appliquant & nouveau la méthode
générale rappelée en section B.3.1 de cette annexe. A la différence du cas précé-
dent ou les estimateurs 51 et 52 mettaient en jeu les deux premiers moments de
I'intensité I, I'utilisation de ces estimateurs en situation de trés faible éclairement
sera basée sur la mesure des premiers moments de la statistique de comptage de
photons N. Nous verrons néanmoins que les résultats obtenus peuvent toujours
s’exprimer en fonction des cumulants ky, k € [2; 4] caractéristiques du modéle de
speckle choisi. Nous avons en effet détaillé dans 'annexe B.2.3 les relations per-
mettant d’exprimer les moments centrés M4 du photocomptage N en fonction
des cumulants ;. de la loi normalisée f, pour k € [2; 4] dans le cas d’un détecteur
idéal d’efficacité quantique n = 1.

B.3.3.1 Influence du bruit de photon sur le biais de Bg

En présence de bruit de photon, on peut calculer le biais de I'estimateur BQ
d’une facon similaire & ce qui a été présenté en section B.3.2.2, a la seule différence
que I’on considére des mesures de photocomptage discrétes a la place de mesures
d’intensité continues. On écrit alors dans ce cas, en utilisant I’expression générale
du biais d’un estimateur au sens des moments, donnée a I’équation (B.64),

(Bo) = 8~ F ((iin). (S2)) = B. (B.92)
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En remarquant qu’avec une efficacité quantique unitaire on a (fiy) = puy = pr,
et que conformément & I'équation (B.71), (Sy) = MY (M — 1)/M, on obtient

M-—1 (M —DMY

MY)— ="

(Ba) — B~ F(uf, 1- 3. (B.93)

Mrgus

En remplagant alors le moment centré M2 par son expression en fonction de 3,
ir et ko établie a 'équation (B.56) dans annexe B.2.3, ¢’est-a-dire

MY = %{2+/€2M1(1+5)}7 (B.94)

on obtient aprés simplification

. 2 M-1, 1+p

(B2) — B = /@gm( i ) i (B.95)

Cet estimateur est ainsi clairement biaisé en présence de bruit de photon et ce
biais augmente a mesure que l'intensité p; diminue.

B.3.3.2 Biais et variance de ’estimateur 37

La caractérisation théorique de ’estimateur Bé’, introduit en section 2.5 pour
estimer le degré de polarisation a partir d’'une image d’intensité acquise sous
un faible flux lumineux, s’opére grace a une démarche similaire au calcul mené
dans le cas ou le bruit de photon est négligé. En effet, I’équation définissant
I’estimateur B;’ peut également étre mise sous la forme B;’ = FP(fi, 32) avec

2y 2
F? = -—— =1 B.96
@wy)=—5- b (B.96)
puisque R
. 25 2
pe 22 ~1. (B.97)

Ko(fin)?  Kafin
On peut d’ors et déja en déduire les dérivées partielles suivantes, qui nous servi-
ront par la suite pour le calcul de la variance de /33 :

oF? 22

08, ralfin)? ko ° (B.98)
an:_4<A2> L2 :_4M—1M§V 2 '
iy Ko(fin)?  Ka(fin)? M kop}  Ropj

Biais de ’estimateur Bé’ :  Grace aux expressions précédentes, il n’est pas
difficile de montrer que cet estimateur permet de s’affranchir du biais qui entache
Iestimateur (3, en présence de bruit de photon. En effet, 'estimateur 3% est
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asymptotiquement non biaisé, méme en présence de bruit de photon car on a

(38 = B) = F?((w), (S2)) — 8

_AMopMY 2 (B.99)
M ko2 M Koy ’
soit, apres simplification,
. 1+ 2
P—0B) = — — . B.100
</82 /8> M MI%QM[ ( )

Variance de ’estimateur B;’ : Pour la calculer, nous proposons d’utiliser a
nouveau le résultat général de I’équation (B.65). En utilisant le calcul des dérivées
partielles de I'équation (B.98) et les expressions des variances des estimateurs
fix et Sy données respectivement aux équations (B.70) et (B.72), et de leur
covariance (djiy 5§2> (équation (B.73)), on peut aboutir aprés une fastidieuse

étape de simplification?, & I’expression de la variance de Bg en fonction de py,
kg, 3 et des moments centrés MY, k € [2;4] du photocomptage N :

: MY (MY)?
D N N N\2 N 2 N N 2
var() =57 <M4 F2M — (MY MY =P MY M S
2 N N N 2MY N N (Mév)2
— M M (M) — T MY 2 . =2l
N a2 MYy (MY
+M2{M4 M- = [M > 2L
(B.101)

On peut & nouveau souhaiter écrire cette variance en fonction des cumulants
Kk, k € [2;4] de la loi normalisée f définissant le modéle de speckle. Pour ce
faire, on peut utiliser les relations (B.56) données en annexe B.2.3 qui relient
les moments centrés M2, k € [2;4] du photocomptage N et les cumulants ry.
Apreés une trés fastidieuse étape de substitution, simplification et réorganisation
des termes, vérifiée numériquement avec un logiciel de calcul formel, on aboutit
a l'expression de Var(ﬁg) en fonction des cumulants kg, k& € [2;4], que nous
proposons de présenter de la facon suivante :

var(3) = - [(9) + B0 L 2] LT, 0O) 2O
) ﬁ(ﬁ) f,f(ﬁ) (8) re T (Ba02)
RVE [To (3) + y + 2 + p: ],

ou les 7;(3) représentent les termes en 1/M de la variance, les 7/((3) les termes
en 1/M? et les 7'(3) les termes en 1/M?3.

Les termes portant 'indice 0 représentent la part de la variance de Bz qui ne

— Vérifiée & nouveau a ’aide d’un logiciel de calcul formel.
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dépend pas de 'intensité moyenne'® p; et s’écrivent

70(8) =2(1 + B>+ A+ B+ C; (B)=A+B+C,
(8) = —2(1+ 3)* — 24 — 2B - 2C; (B.103)

ou A, B, et C ont été donnés a ’équation (B.90) lors du calcul de Var(BQ).

) L décriv vari )
En ce qui concerne les termes qui décrivent la part de la variance de
dépendant de I'intensité moyenne p;, ceux-ci s’écrivent

A (8) = %(1 + )= 4(1+ B + 4531+ 39) () = 251 +39)
HB) = (1 )+ 41+ ) — 621+ 39); (B.104)
2
et enfin
8 gy S 8 .
()=t (148 B =g - (14+):
6 4
1) =) ) = = (B.105)
2 R3

B.3.3.3 Optimisation du nombre d’images en présence de bruit de
photon

On considére une région homogéne de M pixels, illuminée par un éclairement
cohérent dont le flux lumineux est noté ¢. Pour un méme temps d’intégration
total 7', on peut choisir de diviser cette acquisition d’intensité ¢7" en () images,
permettant d’obtenir () fois plus d’échantillons de mesure supposés indépendants,
mais acquis par conséquent sur des images d’intensité plus faible ¢7/Q. On
suppose aussi que les () images obtenues correspondent & des réalisations de
figures de speckle statistiquement indépendantes. En utilisant ces () acquisitions
pour I'estimation, le nombre d’échantillons sur lequel est réalisée I’estimation vaut
alors QM et la variance asymptotique de I'estimateur B;’ peut s’écrire, d’aprés
I'équation (B.102),

APy L - m1(5) 7(0) _ i (8)  1(B) Qm ()
var, () =~ OM 0(8) + % + (%)2} M[ ) + (6T) + (OT) ]
(B.106)

La valeur optimale (),,; du nombre d’acquisitions () qui permet de minimiser la
variance doit donc vérifier

Ovar, () 0— ~n(B)
2Q 0 MQ?

72(3)
M(¢T)*’

+ (B.107)

100 _ On peut montrer que I'ensemble de ces termes s’identifie & la variance de 1’estimateur

f35 lorsque Vinfluence du bruit de photon est négligée (voir équation (B.89)).
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et on en déduit que le nombre d’images optimal vaut donc

Qopt = ngopt“ %, (B]_OS)

ou Ty, désigne le temps d’intégration optimal sur le capteur dans le cas ot le
flux de photons ¢ est fixé.

On vérifie aisément qu’il s’agit d’'un minimum puisque

var() ) ()
aQQ B MQgpt

car 7o(/3) est une grandeur positive puisqu’elle est proportionnelle a la variance
de 'estimateur (.

>0, (B.109)

L’intensité moyenne optimale de chacune des (), images acquises s’écrit
quant a elle,

o (bTopt . T2<ﬁ)

Koy = = , B.110
! Qopt T(](ﬁ) ( )
ou l'expression de 75(f3) est donnée en équation (B.105) et ou

(8) =21+ 6)*+A+B+C (B.111)

avec A, B et C' donnés en équation (B.90).

En observant les expressions de 79(3) et de 7»(/3), on peut montrer que la
valeur p7,,, ne dépend que des cumulants sy, & € [2;4] de la loi f normalisée
caractéristique du modéle de speckle, et non pas de la valeur du flux ¢ ni du
temps d’intégration 7.

B.4 Loi de probabilité de I'intensité pour un spe-
ckle d’ordre 1 en présence de bruit de photon

Pour calculer la loi de photocomptage Py(n) modélisant le comportement
statistique de I'intensité d’une image de speckle pleinement développé d’ordre 1,
acquise a faible flux en présence de bruit de photon, nous appliquons le résultat
général de I’équation (2.53) qui relie la loi de photocomptage discréte Py(n) a la
loi continue de l'intensité P;(I) modélisant les fluctuations de speckle lorsque le
bruit de photon est négligé.

Dans le cas d'un speckle pleinement développé d’ordre 1, la loi P;(I) a été
établie a I'équation (1.19), et en appliquant le résultat de I’équation (2.53), on
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obtient

Hoo " 1 21 21
= ) — — —_ | — _ dl
/o exp< )”! Pur exp[ (1 + P)/M} exp[ (1 - ,P)/il} }

(B.112)

2+(+P)pr - 2+(1=P)ps
Tt = T et G (1 B T 1= T

En appliquant alors un changement de variable dans chaque intégrale en

ot 'on a posé G+ =

. A A L, . , .
posant respectivement y* = IGt et y— = IG~, on peut réécrire I’équation
précédente sous la forme

Pr(n) = — { / - (@ﬁexm—yﬂdf— / - ﬂexp(—y—my-},

(B.113)
qui peut se réécrire également,
Px() = ot e [ eyt dy
n)= exp(—
T P @ gy TR

400
—(G_il)nﬂ/o (y‘)"exp(—y‘)dy‘} (B.114)

1 1 1 *oo
i} Pﬂf(n!){(Gﬂ"“ - <G>n+1} [, oo

En remarquant finalement que I'intégrale f0+°° t" exp(—t) correspond a la va-
leur I'(n + 1) de la fonction gamma'?! évaluée en (n + 1), et en notant que pour
tout nombre entier n € N, I'(n 4+ 1) = nl, expression de Py(n) se simplifie
finalement en

1 1 1
Pn(n) = Pur(nl) { (G+)n+1 o (G-t }(”!)a (B.115)

soit, en remplacant G* et G~ par leurs expressions respectives données ci-dessus,

RS (e e A

— La fonction I' est définie grace a l'intégrale suivante I'(z fo tr—

[() ] p. XXXiv).

Lexp(—t)dt (voir
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Annexe C

Calculs annexes a la partie 11

C.1 Effet d’une absorption sur les statistiques de
photocomptage

Dans cette section, nous présentons une modélisation de I’absorption partielle
de l'intensité lumineuse. L'influence d’une telle absorption sur la moyenne et la
variance du nombre de photons détectés sera ensuite étudiée.

C.1.1 Modéle d’absorption de Bernoulli

Nous modélisons ’absorption d’un faisceau lumineux par un processus d’ab-
sorption de Bernoulli, qui consiste a affecter une probabilité de « survie » a chaque
photon du faisceau incident. On modélisera ainsi une absorption de facteur de
transmission 7 (donc de facteur d’absorption 1 — 7), en supposant que chacun
des n photons du processus initial non absorbé est multiplié, aprés ’étape d’ab-
sorption, par un facteur z; = 0 (absorption du photon) ou 1 (conservation du
photon), avec k € [0;n]. La variable aléatoire discréte correspondant au photo-
comptage apres le processus d’absorption peut ainsi s’écrire

ou les z;, sont indépendants et identiquement distribués selon une distribution
de Bernoulli,
Pr(zy=1)=7 et, Pr(z;=0)=1-1 (C.2)

A partir de ce modéle d’absorption, on peut alors déduire la loi de probabilité
de la variable M en notant

Py(m) = ZPM|N(m|n)PN(n). (C.3)

n=0

Dans le cas ot le nombre de termes n intervenant dans la somme de I’équation
précédente est connu et déterministe, on vérifie aisément que la variable aléatoire
M correspond a une loi binomiale de paramétres n et 7, car elle s’écrit comme
la somme de n variables de Bernoulli indépendantes [35]. On peut donc écrire la
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probabilité conditionnelle suivante

Parin(mln) = (:@) (L — ), (C.4)

La valeur moyenne d’une telle loi de probabilité est (M)y = 7n et sa variance
vaut (M?)y — (M)% = 7(1 — 7)n, ot {.)x désigne une moyenne conditionnelle.

C.1.2 Caractérisation du processus absorbé

Valeur moyenne du processus absorbé : A partir de ce modéle d’absorp-
tion, on détermine alors la valeur moyenne du processus absorbé en écrivant

pyr = Z m Py (m) = Z(Z mPM|N(m|n)) Py (n), (C.5)

n=0 “m=0

oll m est nécessairement inférieur ou égal a n. On identifie, dans le terme entre
parenthéses, la valeur moyenne d’une variable binomiale de paramétres n et 7 ,
et ce terme vaut par conséquent 7n. On obtient alors

MM:ZTTLPN(TL) :TZnPN(n) =T lN. (C.6)

Variance du processus absorbé : En ce qui concerne le second moment, on
peut prouver un résultat similaire :

(M?) => " m®Py(m) = Z(Z m2PM|N(m|n))PN(n), (C.7)

n=0 “m=0

ol le terme entre parenthéses représente le moment d’ordre deux d’une variable
binomiale qui vaut 7°n* + n7(1 — 7) [35]. On a alors

(M?) = Z[TQnQ +n7(1 — 7)]Py(n) = 72(N?) + 7(1 — )y (C.8)

n=0

A partir de I’équation précédente et de I’équation (C.6), la variance du processus
absorbé s’exprime aisément en fonction de 7, de la moyenne uy et variance
var(N) du processus initial :

var(M) = 7*var(N) + uy 7(1 — 7). (C.9)

Facteur de Fano du processus absorbé : On déduit alors directement des
deux résultats précédents une relation entre le facteur de Fano du processus
initial et celui du processus absorbé :

_ var(M)  7var(NV)

120,74 KN
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C.2 Propriétés et simulation du modéle temporel
de fluctuations sous-poissoniennes

Dans cette annexe, nous détaillons les calculs permettant de caractériser la
moyenne et la variance a fort flux du modéle de photocomptages sous-poissoniens
a partir de la loi de probabilité Py(n) donnée en équation (3.33), page 115. Nous
explicitons également les méthodes utilisées aux chapitres 4 et 5 pour simuler
numériquement de tels processus sous-poissoniens.

C.2.1 Propriétés statistiques du modéle temporel

Réécriture de la loi de probabilité : Pour permettre le calcul de la valeur
moyenne, nous écrivons la loi de probabilité de ’équation (3.33) sous la forme
suivante

o—LoT
Pyn(n) = 7 B(n), (C.11)
ol uy est remplacé par ¢7" et ot I’'on a posé
L—-1 Ln+/{
A A (qoT)™
B(n) =) Y Ay, avec 4, = . (C.12)
{=0 m=L(n—1)+0+1
m>0

On remplace alors I'indice de sommation m par ¢ = Ln — m, et on obtient

L—-1

4

{=0 i=(—L+1

Ln+i>0
A Ho Ln—-1)+1 Ln L(n—l—l:)—l
3 ‘ [ I ‘
g [
& : : [
= ‘ [
. |
é H, . | B(n) =1 —1
5 | ' Z
5
=) ' | i '
~ Hy - - —>
[ I -]
i1-1L =0 =L-1

Fic. C.1 — Représentation schématique des termes de la double somme B(n)
définie a I’équation (C.13).

I s’agit maintenant de simplifier cette double sommation pour écrire B(n)
sous une forme plus simple. Pour faciliter cette réécriture, les différents termes
de la double somme B(n) sont représentés schématiquement sur la figure C.1 par
le parallélogramme grisé. Pour une valeur donnée de n > 1, on peut remarquer
que B(n) est une somme de différents termes Ay, .; avec i variant entre 1 — L
et L — 1. De plus, pour une valeur de I'indice ¢ fixée, le nombre de termes Ay, .;
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contenus dans la somme B(n) varie. En dénombrant correctement ces termes a
I’aide du schéma de la figure C.1, on peut réorganiser la sommation en séparant
les indices i strictement négatifs des indices ¢ positifs pour écrire B(n) sous la
forme

1 L1
B(n) = Z O Apnyi + ZGQALM@', Vn > 1, (C.14)
i=—L+1 i=0

avec 0; = i + L pour les valeurs de i négatives, et 6, = L — i pour les valeurs
de ¢ positives. Remplacons maintenant 'indice ¢ de la premiére sommation par

z = L+ 1. On fixe enfin ¢/ = 0; = L +1 = z et on obtient, en remarquant que
0. =0,

L-1 L-1
B(”) = egAL(nfl)Jrz + Z ez{ALnJria (015)
2=0 i=0
C(n) D(n)
d’ot 'on déduit enfin
o—LoT
Pyn(n) = {C D(n)}. (C.16)

En ce qui concerne le cas n = 0, on a simplement

Py(0) = " D(0). (C.17)

Normalisation de la loi de probabilité : On peut vérifier tout d’abord que
cette loi de probabilité est normalisée : en utilisant la nouvelle écriture de la loi

de probabilité, on a en effet
Z [C(n + 1)+ D(n)].

:zjoPN(n) {ZC +ZD ] 2
(C.18)

En remarquant que 07 + 6, = L, et en remplagant C'(n) et D(n) par leur expres-
sion détaillée, on obtient

e~ LoT e~ LT +oo

+o00 €_L¢T +oo L—1 +oo L—1
> Py(n) = - SN O +0)Aprs] =Y "> " Appye. (C19)
n=0 n=0 z=0 n=0 z=0

LoT
— (Z} ) , on montre aisément

En posant finalement w = Ln + z, et puisque A,
que cette loi est bien normalisée

ZPN e Lot Z L(bT f <T = e (C.20)

w =0

Valeur moyenne : Pour calculer la valeur moyenne, on écrit de fagon similaire

[y = :zjonPN(n) [Z nC(n) + :zjonD(n)], (C.21)

o—LoT
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qui se simplifie sous la forme suivante,
€_L¢T +00o
IN =T ZO[(n +1)C(n+ 1) +nD(n)]
" (C.22)

*L(bT +oo L—1

Z (n+1)07 + n@'}ALnJFZ
z=0

n=0

En remarquant cette fois que (n + 1)07 4+ nf,, = Ln + z, et en posant a nouveau
w = Ln + z, on obtient

7L¢>T +o0o 7L¢>T +o00

ZwA Zw

e 1T X LT (LoT) !
L (w—1)!

w=1

400 z
— oT {e_mT Z @} = ¢T.
=0 ’

puis en posant x = w — 1, (C.23)

Encadrement de la variance du modéle de photocomptage : En utili-
sant la méme approche, on peut encadrer les valeurs de la variance de la loi de
probabilité de I’équation (3.33). On écrit tout d’abord

—quT +oo

:ZTLQPN(”) - Z [(n+1)*C(n+ 1) +n’D(n)]

7L¢>T 400 L—1

Z Z (n+1)%07 +n*0.]) Appnss. (C.24)
_ oo L—
_ Rl B,
L n=0 z=0 L

avec a = (Ln+ z)(In+2z—1), 6 =Ln+zand v = (L — 2)=z.

En suivant une démarche similaire au calcul de la valeur moyenne, on peut
montrer en développant des calculs assez fastidieux que le terme de la sommation
contenant « est égal a (¢7T)?, tandis que le terme contenant 3 vaut quant a lui
(N)/L = ¢T/L. Enfin, puisque 0 < v < L? on peut montrer finalement que le
dernier terme est compris entre 0 et 1. Ainsi, on obtient ’encadrement suivant

(¢T)* + %T < (N?) < (¢T)* + %T + 1, (C.25)

ce qui nous permet d’encadrer finalement la variance var(V),

(bTT <var(N) < (bTT + 1. (C.26)

Ainsi, pour des valeurs élevées de la valeur moyenne du photocomptage uy =
¢T > 1, le facteur de Fano d’un tel modéle sous-poissonien tend bien vers 1/L.
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Approximation Bernoulli & faible flux : Nous vérifions ici que la loi de
probabilité de I’équation (3.33) peut étre approximée par une loi de Bernoulli &
faible intensité. Supposons ainsi que uy = ¢7' < 1, et calculons Py (1) et Py(0).
D’aprés l’expression (3.33), on a

o~ LoT L-1 L+¢ m - )
Py(1) = — 3 <Lﬁ1T'> . L¢TL+ (7)) [(L6T) + ofoT)
=0 m=(+1 )
= [1-LoT + 0(;5T)} (0T + o(¢T)] = ¢T + o(¢T).
(C.27)

Quant a la probabilité Py(0) de ne mesurer aucun photon, celle-ci vaut

_ L1
o—LoT

Pu)= Yy AR

V4
(= m=—L+/+1

3
M
=

. (C.28)
o L¢TL+ o(6T)] [L(LOT)" + (L = 1)(L6T)" + o(6T)]
=1—¢T +o(¢T).

On se convaincra également aisément que la probabilité de détecter plus d’un
photon pendant l'intervalle T est bien négligeable lorsque 'on suppose puy <
¢T'. Dans ces conditions, on conclut alors que 1’on peut remplacer la densité de
probabilité (3.33) par une loi de Bernoulli (voir équation (3.35)).

C.2.2 Simulation numérique du modéle temporel

Dans la suite de cette annexe, nous décrivons les méthodes de simulation nu-
mériques utilisées pour générer des processus de photocomptage sous-poissoniens
selon le modéle temporel décrit en section 3.2.2. La premiére méthode utilisée
s’inspire du procédé de simulation usuellement utilisé pour générer les processus
stochastiques poissoniens. Nous verrons comment proposer un protocole de simu-
lation plus général qui pourra notamment étre appliqué pour des lois d’attente
quelconques (non nécessairement gamma).

C.2.2.1 Simulation d’un processus de Poisson

Un processus de Poisson de flux ¢ peut étre simulé trés simplement : en
ajoutant j réalisations indépendantes de variables aléatoires exponentielles de
valeur moyenne 75 = 1/¢, correspondant aux temps d’attente entre deux arrivées
de photons successives, on obtient la date ¢; de détection du j° photon. Le résultat
de photocomptage d’un tel processus pour une durée d’intégration 7' s’obtient
en répétant cette sommation progressive des temps d’attente jusqu’a ce que I’'on
vérifie ¢,, < T et que t,.7 > T : on conclut alors que n photons ont été détectés
durant 7', et cette valeur n correspond a une réalisation de la loi de Poisson
donnée en équation (3.19).

Cette méthode de simulation simple suppose que I'intervalle de temps 6, com-
pris entre le déclenchement de la mesure de comptage a t = 0 et I'instant de dé-
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tection du premier photon ¢; est également distribué selon une loi exponentielle.
Cela serait clairement le cas si une arrivée de photon coincidait avec 'instant
t = 0. Dans une expérience de photocomptage réelle cependant, le déclenchement
s’opére indépendamment de I’état du processus ponctuel que 1’on souhaite mesu-
rer, et rien n’autorise & supposer qu'un photon arrive sur le détecteur a 'instant
du déclenchement. Dans le cas général, I'intervalle de temps noté 6 entre I'ins-
tant de déclenchement de la mesure et la premiére détection d’un photon sur le
capteur n’est donc pas nécessairement distribué selon la loi d’attente P(&). On
peut montrer en effet [110, 25| que la densité de probabilité de 'intervalle de
temps 6 s’écrit

Py(0) = 61 — Fx(0)) (C.29)

ol F¢ (&) désigne la fonction de répartition des temps d’attente définie par F¢(§) =
fog Pe(t)dt, et ot ¢ désigne le flux moyen de photons et vérifie ¢ = 1/7 = 1/(§).
Cette DDP est en général différente de P¢(§), 'unique exception correspondant
précisément au cas du processus de Poisson, qui constitue le seul cas de processus
ponctuel « sans mémoire » [110]. Cette propriété particuliére simplifie considé-
rablement la simulation des processus puisqu’il n’est pas besoin d’assurer une
désynchronisation entre la simulation des arrivées de photons et le déclenche-
ment de la mesure.

C.2.2.2 Simulation d’un processus sous-poissonien de temps d’at-
tente gamma d’ordre entier

Cette désynchronisation devient en revanche nécessaire pour simuler correc-
tement une expérience de photocomptage d’un processus non poissonien. Dans le
cas du modéle temporel phénoménologique de processus sous-poissonien ot I’on
suppose que la loi du temps d’attente entre deux détections est gamma d’ordre
entier L, on peut tirer parti de I'image physique qui consiste & imaginer L — 1
photons virtuels entre deux arrivées de photons réels. Ce processus virtuel sous-
jacent étant poissonien, on peut en effet bénéficier de la facilité de simulation des
processus poissoniens, en simulant une réalisation d’un processus sous-poissonien
de moyenne py = @1 de la maniére suivante :

— Un premier tirage aléatoire entre les L hypothéses H, (¢ € [0,L — 1])
équiprobables permet de fixer le nombre ¢ de photons virtuels qui seront
recus au niveau du détecteur entre le déclenchement de la mesure et la
premiére détection de vrai photon (voir figure 3.2, page 114). La date de
la premiére détection s’obtient alors en sommant ¢ réalisations de variables
exponentielles de moyenne 73/ L correspondant au processus poissonien vir-
tuel sous-jacent.

— On procéde ensuite comme pour un processus poissonien, en comptant une
détection de photon au bout de L tirages aléatoires exponentiels. Le nombre
de photons recus durant 7" sera a nouveau donné par la valeur n qui vérifie
bty <T et typ >T.

Cette méthode de simulation fondée sur I'image physique des photons virtuels
présente l'avantage d’étre simple a implémenter numériquement. Elle ne peut
malheureusement pas se généraliser a des formes de lois d’attente différentes ou
a des ordres de loi gamma non entiers. Nous présentons donc ci-dessous une
méthode alternative qui demeure valable quelle que soit la loi d’attente choisie.
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C.2.2.3 Meéthode de simulation générale

Pour assurer la désynchronisation rendue nécessaire quand le processus n’est
pas poissonien, une solution rigoureuse consiste a calculer explicitement la loi
Py(0) donnée a 'équation (C.29) et a obtenir la date de la premiére détection
a partir d’un tirage aléatoire de cette loi. Malheureusement, rien ne garantit
que le calcul explicite de Py(f), ou la génération d’une telle variable aléatoire
soient simples. Nous préférerons donc utiliser la technique alternative plus géné-
rale suivante : pour une durée d’observation 7', nous générons un grand nombre
de réalisations du temps d’attente &, durant une fenétre temporelle plus large
W > 2T suffisamment longue pour garantir la détection d'un grand nombre
d’événements'?? (voir figure C.2). Les dates de détection des photons durant
I'intervalle de temps W sont mémorisées. Puis, pour simuler 'ouverture du dé-
tecteur, on détermine 'instant 6 du déclenchement de la mesure grace au tirage
d’une variable aléatoire dont la densité de probabilité est supposée uniforme entre
W /4 et W—T. Ce choix permet de garantir que plusieurs arrivées de photons sont
survenues entre le démarrage du processus de simulation a ¢ = 0 et le déclenche-
ment de la mesure a t = 0y, ce qui assure ainsi la désynchronisation souhaitée. On
obtient enfin le résultat de photocomptage en déterminant le nombre de photons
dont la date de détection est comprise entre 6y et 0y + T (voir figure C.2).

t

FiG. C.2 — Représentation schématique de la méthode de simulation de processus
sous-poissoniens de temps d’attente non nécessairement gamma d’ordre entier.

C.3 BCR pour l'estimation de paramétre dans
une image

C.3.1 BCR pour l'estimation d’un déplacement

Nous nous placons dans le cas particulier ou le paramétre d qui affecte la
distribution d’intensité de I'image est un déplacement selon la direction X. Nous
détaillons dans cette annexe comment le résultat général obtenu a l'équation
(4.14) peut étre appliqué au cas de I'estimation de déplacement, pour différentes
statistiques de photocomptage.

102 _ Pour des situations ot la durée d’intégration T ou le flux ¢ sont trés faibles, on s’assure
qu’au moins 5 événements surviennent durant W.
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C.3.1.1 Statistique de photocomptage poissonienne

Dans le cas standard poissonien, nous avons rappelé en section 4.2.2 que
I'information de Fisher pour I'estimation de l'intensité moyenne [118] pouvait
s’écrire

1
pu(k,d)’

ce qui nous a permis d’exprimer I'information de Fisher globale pour I’estimation
du déplacement d d’une image poissonienne sous la forme

T [u(k, )] = (C.30)

15°(d) = D) (C.31)

En utilisant ’approximation qui consiste a supposer que le détecteur matriciel
est composé d’une répartition continue de pixels infinitésimaux, on a également
réécrit 15°/(d) sous la forme intégrale suivante

1Poi(d) — //Z [WO(xa; d, y)]2f0<;i:zc_d27 . (C.32)

ot 'on a remplacé la sommation sur les M pixels de I'image par une intégration
spatiale portant sur toute la surface ¥ du détecteur et ot p(k,d) est remplacé
par fo(x — d,y)dr dy. En supposant enfin que 1’étendue spatiale transverse du
faisceau et le déplacement d a mesurer sont faibles devant la taille du capteur,
on peut étendre le domaine d’intégration ¥ a l'intégralité du plan transverse,

- [ e

. . . A
En utilisant le changement de variable suivant ' =z — d, on a

Ofolx—dy) _ dflay) o' dfylay)

= =———" C.34
od ox! od oxr' ( )
o done Ofofe — d)]2 _ [0h(a'0)7?
o\ — &,y o\T, Y

[ ad ] - [ oz’ } ’ (C:35)

ce qui permet de déduire ’expression suivante de 'information de Fisher,

01 8f .T y 1 o1

vd, IEo // 0 ~ fo(:c' ” dz' dy = I5°(0), (C.36)

qui est indépendante de I’amplitude du déplacement d.

En utilisant 'expression de fo(x,y) donnée a ’équation (4.3) page 124, on
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peut remplacer fo(z,y) par Nivo(z,y)|* et on obtient alors

vd, I7(d //{ NoJvo(, )| ]}2%
_ //{thwo(x,y)|8|”°gi’y)| }ththfy”z (C.37)

— 4N, / / [Loéi’ y)|]2dxdy.

A partir de cette réécriture, si ’on note TF{f}(l/X, vy ) la transformée de Fourier
bidimensionnelle d’une fonction f(z,y) a valeurs réelles, et en appliquant 1’égalité
de Parseval, on peut montrer

// 8'”0 d:cdy—//‘TF 8'”0 z y)|}(yx,yy)

_ //lzwaTF{lvd}(vX, Vy)’QdVXdVY (C.38)

2
:47T2//1/§(‘TF{|’1}0|}(V)(,1/5/)) dyxdl/y

= 4m* Ax [vo(z, )],

2
dyxdyy

ot A% [vo(,y)] représente la largeur spectrale spatiale selon la direction X de la
répartition spatiale du champ moyen vy(z, y), définie en page 128.

Enfin, en utilisant les relations (C.37) et (C.38), 'information de Fisher peut
s'écrire 15°1(d) = 1672 N;A% [vo(z,y)], et on retrouve Pexpression connue de la
BCR pour l'estimation d’'un déplacement de faisceau en lumiére poissonienne
[105, 136, 157], en écrivant

1 1
[501<d> o 167T2NtA§( [’U0<.§L’, y)] .

BCR"(d) = (C.39)

C.3.1.2 Modéle temporel de lois d’attente gamma

Nous supposons ici que les pixels du détecteur enregistrent le résultat de
photocomptage de processus sous-poissoniens indépendants, décrits par la loi de
probabilité Py, (ny) de 'équation (3.33), correspondant au modéle de la section
3.2.2 de processus sous-poissoniens de temps d’attente gamma d’ordre L entier.
Nous établissons ici la démonstration de la propriété 4.1 donnée en page 130, que
nous rappelons ici :

Propriété: Pour un processus sous-poissonien modélisé par des temps d’at-
tente gamma d’ordre L, linformation de Fisher Ir(d) pour l’estimation du dépla-
cement d est inférieure ou égale a l'information de Fisher, notée Ip,,(d), évaluée
dans le cas du processus de Poisson virtuel sous-jacent,

I0(d) < Iy (@) = £ [ 2012, a), (C.40)
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Nous notons M, la variable aléatoire associée au processus de Poisson wvirtuel
sous-jacent associé au processus sous-poissonien au pixel k (Voir section 3.2.2.2).
La moyenne de ce photocomptage virtuel au pixel k est py, = Luy, = Lu(k, d).
Le résultat my d’un hypothétique comptage de ce processus sous-jacent peut étre
décomposé entre n, détections de photons réels et v, = my — ny détection de
photons virtuels. La loi qui régit le comptage du processus M au pixel k& peut
donc s’écrire Py, (my) = Py, v, (7, vx) et correspond & une loi de Poisson pour
my, puisque le temps d’attente entre chaque détection est distribué selon une loi
exponentielle pour ce processus virtuel.

L’information de Fisher locale pour ’estimation du déplacement d associée a
ce processus poissonien peut donc s’écrire

Ty, (k) 2 — <821H[PMk(mk)]> _ *i’ O2In[ Py, (my,)] Py (my), (CAD)

od? od?
my=0
ou, de facon équivalente
+oo 400
O?In[ Py, v (ng, vi)]
Tp,,, (k,d) = Ip,, , (k,d) = ZO ZO S5 Py, v (n, v
Vk Nk

(C.42)
Nous allons montrer que cette information de Fisher locale Zp,, (k,d) est supé-
rieure & I'information de Fisher locale du processus réel ny, notée Zp, (k,d) dans
cette annexe pour plus de clarté, et dont nous rappelons I'expression

Ty, (kyd) = —<w>. (C.43)

Pour cela, nous posons
ATp(k,d) £ Ip,, ., (k,d) — Try (k,d). (C.44)

En remarquant que Py, (ng) = Z:::oo Py, v, (ng, vi,), on peut écrire

+oo +oo
ATZp(k,d) Z Z E¥E {ln Py, v, (ng, )] — ln[PNk(nk)]} Py, v, (ng, vg),

nE=0v=0
(C.45)
et par application de la régle de Bayes Py, v, (nx, vi) = Py, v, (Vk|nr) - P, (n1)
on obtient enfin

400 400

AIF k, d Z Z |:1Il PVka(vk|nk)]:| PVk\Nk(vk|nk)PNk (nk)

nE=0v= 0

(C.46)
- Z ZFVk\Nk (d)PNk(nk).

nE=0

Dans I’équation précédente, on reconnait I’expression d’une information de Fisher
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marginale

+
A O*In[Py, v, (vk|ng)]
IFVk\Nk - Z kad;

qui est une quantité positive, montrant ainsi que AZg(k, d) est positif et donc
Iry, (k,d) < Ip,, (k,d). (C.48)

Cette inégalité permet finalement de majorer 'information de Fisher locale
ZFNk(k,d) par l'information de Fisher locale associée au processus poissonien
virtuel sous-jacent, dont la valeur s’obtient aisément puisque Py, (my) est une
loi de Poisson de moyenne L x u(k,d),

[/ (k, d)]* |

e d) (C.49)

:Z-FNk (kv d) < IF}VIk (kv d) =1L

Cette majoration étant valable pour tous les pixels £ de I'image, on peut alors
majorer I'information de Fisher globale en écrivant

d) < inMk(k:, d) = Ip,, (d) = L x IL(d). (C.50)

On en déduit alors aisément la minoration de la BCR suivante :

BCRFo(d) 1

—— L
> = =
BCR(d) > BCR (d) 7 16 LN,m2 A% [vg(x, y))’

(C.51)

—~ L
qui justifie donc la limite BCR (d) de la BCR fournie a I’équation (4.25).

C.3.1.3 Statistique binomiale de photocomptage

Supposons maintenant que l'image est perturbée en chaque pixel & par un
processus sous-poissonien, modélisé par une loi de photocomptage binomiale de
paramétre Ny fixé, et ou l'intensité moyenne en chaque pixel s'écrit u(k,d) =
Non(k,d). Cette situation correspond & un modéle de formation d’'image parti-
culier qui suppose que le motif spatial d’éclairement est construit par absorption
d’un faisceau sous-poissonien uniforme dont la loi de photocomptage serait bi-
nomiale, de paramétres Ny et 7.

Plus précisément, ce masque d’absorption sera caractérisé pour le pixel k par
un coefficient de transmission 7(k), compris entre 0 et 1, de sorte que py, =
Nonori(k). 11 faut noter qu’avec ce modéle de formation d’image, le facteur de
Fano est nécessairement différent d’un pixel a I’autre si I'intensité moyenne varie
entre ces pixels puisque l'on a

Fy, =1-n(k), avec (k) = noii(k). (C.52)

Ainsi, lorsqu’on considére ce modéle, la réduction des fluctuations est plus im-
portante pour les zones intenses de l'image, puisqu'une valeur élevée de pin,
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correspond & une valeur n(k) importante, et par conséquent a un facteur de Fano
faible. Ce modéle de formation de I'image différe donc sensiblement de celui que
nous considérons au chapitre 4, mais nous allons voir que 'utilisation du modéle
binomial rend possible le calcul explicite de I'information de Fisher locale pour
des fluctuations sous-poissoniennes.

Lorsque 'on utilise le modéle binomial, la loi de probabilité de photocomptage
s’écrit donc, pour le pixel k£,

No
g

PMWMZ( )Wh@WU—MhMM”% (C.53)

soit, en remplacant n(k, d) par u(k,d)/No,

No
ng

Prut) = (0°) o Bl o — (k)% (C

(No®)

La logvraisemblance d’un tel photocomptage binomial s’écrit alors

e(ny) = In Py, (ng,) = m[ ! (NON +ng In pu(k, d) + (No — ng) In[No — pu(k, d)],

Ny \ i
(C.55)
et sa dérivée premiére par rapport a u(k,d) vaut donc
No —
6€k(nk) _ N _ 0 N ’ (C56)
d’ou I'on déduit
2
No —

op(k,d)>  pu(k,d)>  [No — p(k,d)]*

En remarquant alors que (ny) = u(k,d), on montre que l'information de Fisher
pour lestimation du paramétre p(k, d), définie a Péquation (4.12), s’écrit dans
le cas binomial

m _ 32€k(nk) . 1 1
Trlulk, d)] = thw>‘Mh@+wrww®r (C.58)

ou encore, en remarquant que u(k,d) = Non(k,d) et que F(k,d) =1 —n(k,d),

N, 1 1
Tk, d)) = - - .
Ptk D= DN — ke d)] — ik D — k)]~ F(, dyal,d)
(C.59)
Par rapport au cas poissonien (équation (C.30)), I'information de Fisher locale

est donc augmentée en proportion du facteur de Fano local F(k,d).

L’information de Fisher globale Ir(d) s’obtient alors en sommant la relation
précédente sur les M pixels de I'image,

M
(@) =
k=1

[8,u(k,d 1

) 2
ad } “F(k, d)u(k, d) (C.60)
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C.3. BCR pour l’estimation de parameétre dans une image

Si 'on suppose enfin que le capteur est grand devant d et devant la taille
du motif d’éclairement, I’hypothése d’une répartition continue sur le capteur de
pixels infinitésimaux permet d’écrire Ix(d) sous la forme suivante
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ou 'on a remplacé la valeur du facteur de Fano F'(k,d) au pixel k par la valeur
du facteur de Fano F(x — d,y) au point de I'image de coordonnées (z — d,y).
Cette expression de 'information de Fisher permet ainsi de justifier dans un cas
particulier 'expression de la BCR effective proposée a I’équation (4.29).

C.3.1.4 Statistique de photocomptage de Bernoulli a faible flux

Evoquons maintenant le cas d’un photocomptage de Bernoulli qui peut s’écrire
comme un cas limite d’'un photocomptage binomial ou I'on a fixé N, = Ny =1
pour tous les pixels k € [1; M], c’est-a-dire

Py, (ne) = p(k, d)"™ (1 — p(k, d)] =" (C.62)

Dans ce cas, un calcul similair